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Whenever life gets you down, Mrs Brown
And things seem hard or tough

And people are stupid, obnozious, or daft
And you feel that you’ve had quite enough...

Just remember that you’re standing on a planet that’s evolving
Revolving at nine hundred miles an hour

It’s orbiting at nineteen miles per second, so it’s reckoned

The Sun that is the source of all our power

The Sun, and you, and me, and all the stars that you can see
Are moving at a million miles a day

In an outer spiral arm at forty thousand miles an hour

Of the galaxy we call the Milky Way

Our galazy itself contains a hundred billion stars

It’s a hundred thousand light years side to side

It bulges in the middle, sizteen thousand light years thick

But out by us it’s just three thousand light years wide

We’re thirty thousand light years from Galactic Central Point
We go ’round every two hundred million years

And our galazy is only one of millions of billions

In this amazing and expanding universe

The Universe itself keeps on expanding and expanding

In all of the directions it can whiz

The fastest it can go

The speed of light, you know

Twelve million miles a minute, and that’s the fastest speed there is
So, remember when you’re feeling very small and insecure

How amazingly unlikely is your birth

And pray that there’s intelligent life somewhere out in space
’Cause there’s bugger all down here on Earth

Monty Python’s “The Meaning of Life”
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Introduction

Parmi ’ensemble des domaines qui composent la physique moderne, ’astrophysique tient une place &
part. Contrairement aux physiciens des autres disciplines, qui ont abondamment recours & l’expérience,
les astrophysiciens ne peuvent se reposer que sur l’observation du ciel pour confronter leurs théories au
jugement impartial de la nature. Ce handicap, qu’on attribue d’une part aux distances colossales qui nous
séparent des objets d’étude, et d’autre part aux conditions extrémes qui y régnent!, fait des astrophysiciens
une sorte de naturalistes modernes, éprouvant sans cesse le besoin de classer et de décrire les astres pour
mieux les comprendre.

Or, sauf dans le cas des objets trés proches comme ceux du systéme solaire, il est impossible, pour I’instant
en tous cas, de sonder les astres in situ, de sorte qu’on doit se contenter d’une description incompléte de ces
derniers. Plusieurs facteurs contribuent a cette limitation du processus d’observation. En premier lieu, il
convient de noter que ’essentiel de 'information dont on dispose sur les objets astrophysiques provient de
I’étude du rayonnement électromagnétique qu’on en recoit, depuis les ondes radio de plus basse fréquence
jusqu’aux rayons -y les plus énergétiques. Les autres vecteurs d’information, qu’il s’agisse des neutrinos,
des rayons cosmiques ou encore des ondes gravitationnelles, ne nous concerneront pas dans la suite.
D’autre part, la lumiére regue en provenance des astres étudiés posséde des propriétés de distribution
spectrale et de polarisation qui dépendent a priori de la structure des milieux qui I’ont émise et qu’elle a
traversés, et qui peuvent donc varier d’un point du ciel & autre. La description de ces milieux est donc
subordonnée, d’une part & la compréhension des processus d’émission & l'origine des rayonnements, et
d’autre part & la résolution du probléme du transfert radiatif depuis la source jusqu’a l'observateur. Ainsi,
on pourra aussi bien étudier une source grace au rayonnement qu’elle émet, que grace aux altérations
qu’elle impose 4 la lumiére provenant d’un astre situé en arriére plan.

En effet, et c’est une autre limitation inévitable du processus d’observation en astrophysique, il n’est pas
possible, sauf par l'intermédiaire de méthodes indirectes?, d’avoir accés & la dimension de profondeur,
c’est-a-dire & la distance des objets étudiés. Leurs structures subissent ainsi une projection sur le plan
du ciel, dont il est impératif de comprendre les effets afin de décrire les propriétés des milieux dans leurs
trois dimensions. La prise en compte de ’effet Doppler-Fizeau permettant de séparer en fréquence les
rayonnements issus de deux sources alignées sur la méme ligne de visée mais se déplagant & des vitesses
longitudinales® différentes, cette projection se fait en définitive sur un espace hybride comportant deux
dimensions d’espace et une de vitesse.

Enfin, les instruments d’observation utilisés pour recueillir le rayonnement électromagnétique sont loin
d’étre parfaits. D’une part du fait des résolutions spatiale et spectrale limitées qui les caractérisent, d’autre
part en raison du bruit qui vient inévitablement se greffer sur les mesures en différents points de la chaine
de réception du signal, et enfin parce qu’il existe des limitations qui sont inhérentes aux instruments et
aux méthodes d’observation associées. En particulier, comme on le verra, I'utilisation d’un interférométre
se traduit par la perte des structures de grande échelle sur les cartes des régions observées.

Le but de cette thése est d’étudier quelques uns de ces aspects du processus d’observation, avec pour objectif
scientifique la description des nuages moléculaires du milieu interstellaire, au sein desquels se forment les
étoiles, et la compréhension des processus physiques dont ils sont le siége. En effet, la complexité des
structures qu’on trouve dans le milieu interstellaire est particuliérement propice & ’étude des différents
filtrages menant des champs physiques réels, en particulier des champs de densité et de vitesse du gaz,
jusqu’aux observables finales. En somme, il sera question, tout au long de ce travail, de tenter de décrypter
les effets de ces filtrages sur des structures complexes, de facon & dégager des méthodes d’inversion, méme
partielles, permettant en retour, & partir des observations réelles, de déduire les propriétés des nuages
moléculaires, telles qu’on les observerait in situ.

1Qu’on songe que le vide le plus poussé obtenu en laboratoire, de ’ordre de 10~ !! hPa, est encore cent fois plus dense
que le milieu interstellaire diffus, ou encore qu’il est impossible & I’heure actuelle de contréler la fusion thermonucléaire telle
qu’elle a lieu au centre du Soleil.

20n pense 3 la loi de Hubble permettant de déduire la distance d’astres lointains, tels que quasars ou galaxies, & partir
de leur vitesse dans le référentiel de ’observateur.

30n appelle ainsi la composante de la vitesse le long de la ligne de visée.
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Le lecteur doit étre averti qu’il ne s’agit 1a nullement de résoudre entiérement ce formidable probléme
inverse qui consiste & déterminer, complétement et sans ambiguité, les champs physiques* caractérisant
les nuages observés, a partir des seules données observationnelles. On va plutdt se pencher sur trois effets,
relativement distincts, en les abordant & chaque fois dans un souci de simplicité.

Le premier effet auquel nous allons nous intéresser, et qui fait I’'objet de 'ensemble de la troisiéme partie,
est la projection des données de densité et de vitesse sur les cubes tridimensionnels hybrides (position-
position-vitesse ou PPV) mentionnés plus haut. On commencera par étudier briévement, au chapitre IX, la
fagon dont sont construits ces cubes de données & partir des champs physiques réels, puis on abordera, aux
chapitres X et Xl, le probléme de l’inversion, d’un point de vue analytique, de facon & dégager une relation
entre les propriétés structurelles des observables et celles des champs tridimensionnels. Les résultats obte-
nus, dont ceux sur le champ de vitesse, qui n’étaient pas encore connus, seront alors testés numériquement
au chapitre XlI, en se donnant des champs de densité et de vitesse de propriétés connues et en synthétisant
les données observationnelles & partir de ces champs. Disposant ainsi de simulations d’observations, il est
possible de tester d’autres méthodes d’inversion, ce qui est fait au chapitre XIIl en prenant ’exemple de
Panalyse des tranches en vitesse introduite par Lazarian & Pogosyan [Lazarian & Pogosyan, 2000].

Le deuxiéme effet considéré est le filtrage des distributions de brillance, projetées sur le plan du ciel, par un
interférométre, c’est-a-dire un réseau d’antennes observant toutes simultanément une méme source et dont
les signaux sont corrélés deux & deux de fagon & obtenir une image de la région étudiée. Sachant que la
corrélation de deux signaux fournit une seule composante de Fourier de la distribution de brillance réelle®
et qu’il n’existe bien entendu qu’un nombre fini d’antennes, on comprend que cette méthode d’observation
puisse dégrader les images des structures complexes que forment les nuages du milieu interstellaire. Cet effet
fait 'objet de la quatriéme partie, qui est organisée comme suit : Le chapitre XIV présente succinctement, et
en passant sur nombre de difficultés, le domaine de I'interférométrie en radioastronomie, de fagon & dégager
les principes de cette méthode d’observation. Ceux-ci sont ensuite mis en ceuvre au chapitre XV, dans le
cadre de I’écriture d’un simulateur instrumental simple inspiré des caractéristiques du futur interférométre
ALMA (Atacama Large Millimeter Array). Au chapitre XVI, ce simulateur est utilisé sur des champs
complexes synthétiques semblables & ceux utilisés dans la troisiéme partie, de maniére & déterminer les
méthodes d’analyse les plus & méme de restituer les propriétés structurelles des vraies distributions de
brillance en dépit du filtrage instrumental. Enfin, le chapitre XVII, qui est un peu & part dans cette
quatriéme partie, introduit une ébauche d’analyse des images en termes de phases des composantes de
Fourier®. Le lecteur est invité & remarquer que ce travail est encore aux premiers stades de développement.
Le troisiéme et dernier effet, qui sera abordé dans la cinquiéme partie, se situe tout en amont de la chaine
d’observation, puisqu’il s’agit de s’intéresser au probléme du transfert radiatif dans les milieux présentant
une structure complexe en densité et en vitesse. Aprés avoir introduit les idées de base du transfert du
rayonnement dans le chapitre XVIII, on présentera, au chapitre XIX, les méthodes et les résultats d’un
groupe allemand qui s’est penché sur le probléme du transfert radiatif stochastique & une dimension, lorsque
la vitesse et, éventuellement, la densité présentent des variations aléatoires le long de la ligne de visée. Dans
le chapitre XX, le lecteur trouvera les premiers résultats d’un travail analytique portant sur ’introduction
de corrélations entre les champs de densité et de vitesse. La résolution numérique du transfert incluant ces
résultats n’est pour le moment pas terminée et n’est donc pas présentée dans ces pages.

Il n’a certainement pas échappé au lecteur que le plan ainsi détaillé est incomplet. Les deux premiéres
parties de cette thése sont consacrées & la mise en place des concepts et des outils qui sont utilisés tout
au long des chapitres suivants. La premiére partie traite de la structuration du milieu interstellaire, en
commencant, au chapitre |, par une présentation rapide de ses diverses composantes, des moyens d’obser-
vations dont on dispose pour I’étudier, ainsi que de certains résultats et ordres de grandeur parmi les plus
marquants. Le chapitre Il concerne plus précisément la structure des nuages moléculaires, dont certains
résultats discutés ici, en particulier les lois d’échelle, montrent la nature fractale. Cette complexité, tant en
densité qu’en vitesse, suggére que la turbulence peut jouer un réle non négligeable dans cette structuration,
ce qui justifie de rappeler, au chapitre Ill, quelques résultats concernant ce type d’écoulements.

4Tels que densité et vitesse, mais aussi température, populations des niveaux d’énergie des atomes et des molécules, degré
d’ionisation, champ magnétique...

5Elle en fournit en fait deux, mais qui sont complexes conjuguées I’'une de I’autre et donc non indépendantes.

6Ce qui justifie qu’on I'inclue dans cette partie, puisque ce sont précisément les composantes de Fourier qu’on mesure en
interférométrie.
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La deuxiéme partie permet, quant 3 elle, & partir des concepts fondamentaux de la théorie des probabilités
rappelés au chapitre IV, de se donner les outils mathématiques qui sont utilisés, dans les trois parties
centrales de ce travail, & la fois pour construire des champs synthétiques et pour analyser les observables.
Ainsi, le chapitre V introduit les notions de processus et de champ stochastique, ainsi que les divers ou-
tils qui permettent de les caractériser, & savoir la fonction d’autocorrélation, le spectre de puissance, les
fonctions de structure, et la A-variance. Dans le méme ordre d’idée, le chapitre VI traite des notions d’en-
semble fractal et de dimension fractale, laquelle fournit également un moyen de caractériser les structures
complexes telles qu’on en observe dans le milieu interstellaire. Les chapitres VIl et VIII, enfin, détaillent
les propriétés des champs stochastiques qui seront utilisés respectivement dans la troisiéme et la quatriéme
partie d’une part (mouvements browniens fractionnaires), dans la cinquiéme partie d’autre part (processus
d’Ornstein-Uhlenbeck).
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PREMIERE PARTIE

Structuration du milieu interstellaire

Miles Monroe : Science is an intellectual dead end, you know ? It’s a lot of little guys in tweed suits
cutting up frogs on foundation grants.

“Sleeper” (Woody Allen)
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|CHAPITRE ||

Le milieu interstellaire

1.1 Introduction

L’astronomie est une science naturelle par excellence, car elle se fonde, avant toute analyse, sur ’observation
et la classification de ses objets d’étude. Parmi ceux-ci, le Soleil, la Lune, les étoiles et les planétes sont sans
aucun doute les plus accessibles au regard des hommes, et si leurs natures respectives restérent longtemps
mystérieuses, la clarté de I'un, les phases de l'autre, le ballet ordonné des troisiémes et le mouvement
erratique des derniéres suffisent & les considérer comme des objets différents. D’autres astres encore ne
peuvent manquer d’étre remarqués & P’ceil nu : la Voie Lactée, qui s’étend d’'un bout & ’autre du ciel,
et dont D’aspect singulier est & l'origine de nombreux mythes; les cométes et les supernove, longtemps
annonciatrices de grands bouleversements; les “nébuleuses”, enfin, & ’aspect diffus, et dont le nom méme
trahit la méconnaissance de leur nature véritable.

Avec les progrés des méthodes d’observation, marqués en particulier par la construction de la lunette de
Galilée, cette vision du monde s’est affinée, les planétes sont soudain apparues plus proches et on a pu
observer leurs satellites. Quant & la Voie Lactée, elle s’est révélée étre la combinaison des éclats de milliards
d’étoiles lointaines. Un lien a ainsi été fait entre des objets a priori entiérement différents, et la naissance
de la physique moderne a permis de consolider ce changement de point de vue. On songe en particulier &
la conception newtonienne de la gravité, qui a unifié des phénomeénes terrestres et célestes apparemment
sans lien et ouvert la voie & une étude physique des astres.

Les découvertes d’Edwin Hubble, au cours des années 1920 et 1930, permirent elles aussi de corriger la
classification des objets astronomiques, en identifiant certaines des nébuleuses observées comme autant
d™univers-iles” semblables & notre propre galaxie et extrémement lointains [Hubble, 1936]. Les autres,
objets finalement relativement proches, ont peu & peu été percues comme les preuves visibles que l'espace
interstellaire est loin d’étre vide. L’ouverture d’autres domaines spectraux d’observation, en infrarouge et
en radio notamment, en a en effet, par la suite, révélé la richesse.

.2 La machinerie galactique

.2.a Un systéme complexe et hiérarchisé

Telle qu’on la congoit désormais [Binney & Tremaine, 1987|, la galaxie se présente comme un systéme
hiérarchique, dont on peut distinguer plusieurs niveaux d’organisation. A des échelles de ’ordre de I’unité
astronomique (1 UA ~ 150.10% km), les étoiles et leurs cortéges planétaires forment les constituants
élémentaires du systéme galactique. Celui-ci est formé d’un bulbe sphérique central, d’un disque en rotation,
dont le diamétre est de I'ordre de la trentaine de kiloparsecs (1 pc=3,08.10*% km) et au sein duquel des
ondes de densité forment des bras spiraux, d’un halo stellaire et d’un halo de matiére noire. Les étoiles
du disque et du bulbe (population I) sont plus jeunes que celles du halo (population IT). L’existence du
halo de matiére noire est suggérée par ’absence de chute de la vitesse de rotation & grande distance du
centre galactique [Mannheim, 1997]. Selon les estimations, la masse de ce halo pourrait atteindre 90% de
la masse totale de notre galaxie. Aux échelles intermédiaires, entre les étoiles, le milieu interstellaire (MIS)
est localisé principalement dans le disque galactique [Lequeux et al., 2002] et essentiellement constitué
de gaz sous plusieurs phases' ainsi que de poussiéres. Cette image hierarchisée n’est cependant qu’une
premiére approximation, qui peut se révéler trompeuse, car les différentes composantes ci-dessus sont en
interaction constante. La galaxie dans son ensemble peut étre considérée comme un systéme fermé?, en

1Le terme “phase” est ici & comprendre dans le sens de conditions physiques.
?1ci, fermé signifie qu’il n’y a pas ou trés peu d’échange de matiére avec I’extérieur. Le rayonnement électromagnétique
de la galaxie nous interdit en effet de la considérer comme un systéme entiérement isolé puisqu’elle laisse s’échapper une
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faisant abstraction des effets gravitationnels dis aux autres galaxies. En revanche, les échanges de masse et
d’énergie entre le milieu interstellaire et les étoiles, d’une part, et le transfert de ’énergie gravitationnelle
globale de la galaxie vers les échelles plus petites, d’autre part, font du MIS un systéme fondamentalement
ouvert et hors d’équilibre.

1.2.b Le réle du milieu interstellaire

L’interaction particuliérement complexe du milieu interstellaire avec les autres composantes du systéme
galactique est au coeur du probléme de la formation stellaire [Jeans, 1902]. C’est au sein des régions les
plus denses du MIS que les étoiles naissent de la contraction gravitationnelle de nuages de gaz. En retour,
le rayonnement électromagnétique émis par les étoiles dissocie et ionise les espéces chimiques présentes
dans le milieu environnant [van Dishoeck & Black, 1988], tandis que les vents stellaires et les supernove
d’une part enrichissent ce dernier en éléments lourds formés dans les réactions thermonucléaires en leur
centre, et d’autre part y injectent de ’énergie sous forme de mouvements turbulents. A 'autre bout de la
hiérarchie, la rotation différentielle de la galaxie et les ondes de densité & ’origine de la structure spirale du
disque [Lin & Shu, 1964] sont suspectées de participer a ’agitation macroscopique du milieu interstellaire
et & la formation de condensations locales [Elmegreen, 2002]. Cette position stratégique du MIS dans le
systéme galactique contraste fortement avec son peu d’importance en masse (environ 5% de la masse des
étoiles et 0,5% de la masse totale de la galaxie) [Lequeux et al., 2002].

.3 Le gaz interstellaire

.3.a Un milieu a la physique inhabituelle

Dans I’ensemble, le gaz du MIS est un milieu trés peu dense, ou la densité de particules varie grosso
modo entre quelques 1072 et 10* particules par centimétre cube, mais dont I’étendue est si grande (on
compte en moyenne seulement une étoile par parsec cube au voisinage du Soleil) que la densité de colonne,
qui représente la quantité de matiére interceptée par une ligne de visée, est typiquement de ’ordre de
quelques 10%! cm~2, suffisante pour que des phénoménes trés faibles deviennent mesurables. C’est le cas,
par exemple, de la raie & 21 cm, correspondant & la transition entre les deux sous-niveaux hyperfins de
létat fondamental de ’hydrogéne atomique neutre (H1) [Cohen-Tannoudji et al., 1973]. Théoriquement,
un atome d’hydrogéne dont les spins du proton et de 1’électron sont paralléles peut subir une transition de
retournement de spin, ’énergie étant libérée sous forme d’un photon radio de longueur d’onde 21 cm (1420
MHz). Cette désexcitation radiative est cependant fortement interdite et la durée de vie du niveau de plus
haute énergie est de I’ordre de 107 ans. Sur Terre, et méme dans les vides les plus poussés, les collisions
entre atomes empéchent d’observer cette transition. Seul le milieu interstellaire peut offrir simultanément
les faibles densités et les grandes quantités de matiére permettant cette observation [van De Hulst, 1951].
De méme, le MIS est le lieu idéal de formation d’espéces chimiques hautement instables dans les conditions
du laboratoire [Lequeux & Roueff, 1991].

1.3.b Composition chimique

A Vexception de I’enrichissement en éléments lourds par les étoiles, la composition chimique du gaz inter-
stellaire refléte bien les caractéristiques de la nucléosynthése primordiale [Harwit & Spaans, 2003]. L’hydro-
géne représente 70% de sa masse, ’hélium 28%, tandis que les 2% restants® sont principalement constitués
de carbone, d’oxygéne, d’azote, ainsi que d’autres éléments plus lourds [Frisch & Slavin, 2003]. De plus,
I’hélium ne participant pas aux réactions chimiques et étant bien couplé a I’hydrogéne par les collisions,
il est possible de l'inclure dans le traitement du seul gaz d’hydrogéne en modifiant simplement la masse
moyenne par particule. Quant a ’hydrogéne lui-méme, on le trouve d’une part sous une forme atomique et
ionisée, observée dans le visible grace a la raie de recombinaison Ha & 656,2 nm, d’autre part sous la forme
atomique et neutre déja évoquée, et enfin sous forme moléculaire, dont ’émission est difficilement obser-
vable directement (voir la section 1.3.d). Les transitions entre ces différentes espéces ont lieu en fonction
de ’environnement ionisant des étoiles proches et de la densité du gaz.

puissance de P’ordre de 4.101° L, ot L désigne la luminosité solaire (1 Lg = 3,845.1026 W).
3Qu’on nomme collectivement “métaux” en astrophysique.
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.3.c Les différentes phases du gaz interstellaire

Loin de former un ensemble homogéne, le gaz interstellaire présente différentes phases en température
et en densité, issues de la compétition entre divers processus de chauffage et de refroidissement de ses
constituants [Wolfire et al., 1995]. Il existe tout d’abord une composante entiérement ionisée, trés peu
dense (n ~ 6.1072 cm™2) et extrémement chaude (T ~ 10% K), appelée milieu coronal par rapprochement
avec les conditions physiques rencontrées dans la couronne solaire, ou plus prosaiquement HIM pour Hot
Tonized Medium. Cette composante, fortement hors d’équilibre, est interprétée comme le produit des bulles
de gaz chaud engendrées par les supernovae [McKee & Ostriker, 1977].

Deux phases moins chaudes et plus denses sont stables thermiquement et en équilibre de pression 'une
avec l'autre. Il s’agit de la composante WNM (Warm Neutral Medium) pour laquelle n ~ 0,25 cm™3
et T ~ 8000 K, et de la composante CNM (Cold Neutral Medium), plus dense (n ~ 25 cm~2) et plus
froide (T' ~ 80 K). Il n’est également pas rare de voir mentionnée une troisiéme phase dite WIM (Warm
Tonized Medium). Cependant, la distinction observationnelle de cette phase par rapport au WNM est peu
claire, le degré d’ionisation de ’hydrogéne pouvant varier de maniére continue. A des pressions plus élevées,
on trouve d’une part la phase moléculaire, qui présente des densités supérieures & 1000 cm—2 pour des
températures inférieures & 100 K, et d’autre part, dans ’environnement des étoiles massives de type O et
B, les régions Hi1 d’hydrogéne ionisé, dont la densité peut varier d’environ 1 cm~2 4 10* cm™2 et dont
la température est de 'ordre de 10000 K. L’estimation des masses totales des différentes composantes du
MIS de la galaxie est donnée dans le tableau récapitulatif ci-dessous, ot I’on rappelle qu’une masse solaire
est égale & 1 Mg = 1,989.10%° kg

TAB. 1 — Les différentes composantes du gaz interstellaire

Phase Densité (cm—3) | Température (K) | Masse totale (M)

WNM 0,25 8000 1,5.10°

CNM 25 80 1,5.10°
Moléculaire > 1000 < 100 10° (7)

WIM 0,03 8000 10°

HIM 6.1073 108 108 (?7)
Régions H11 1-10* 10* 5.107

1.3.d Les moyens d’observation

La diversité des conditions physiques rencontrées dans le milieu interstellaire se traduit par une nécessaire
adaptation des moyens d’observation aux composantes du MIS. Chacune de celles-ci ne peut étre étudiée
qu’au travers de certaines raies d’absorption ou d’émission de “traceurs” de la matiére. Le probléme posé
par ces contraintes est double. Tout d’abord, la déduction, & partir de ces données observationnelles limi-
tées, des conditions physiques précises régnant dans une région de I’espace est obligatoirement indirecte,
et souvent incompléte. Ensuite, les observations de composantes différentes étant effectuées dans des do-
maines spectraux différents, avec des résolutions et des sensibilités variées, toute comparaison entre elles
est malaisée. Reprenant la classification des phases ci-dessus, on peut distinguer les méthodes observation-
nelles suivantes :

> En ce qui concerne le gaz neutre atomique, trois types de raies permettent de ’étudier : la raie & 21 cm
du Hi, les raies de structure fine dans 'infrarouge lointain et les raies d’absorption interstellaires.

La raie & 21 cm trace la composante majoritaire du milieu. Elle peut étre large et en émission dans le
cas du WNM [Poppel et al., 1994], ou étroite et en absorption devant le continuum radio d’un quasar par
exemple [Heiles, 1997], dans le cas du CNM*. Si le milieu est optiquement mince, les mesures obtenues
grace a cette raie en fournissent la densité de colonne en hydrogéne atomique [Lequeux et al., 2002]. D’autre
part, les espéces présentes dans le milieu voient leur niveau fondamental séparé par le couplage de structure

40n peut cependant également observer cette raie en émission dans le milieu froid.
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fine entre le moment orbital et le spin de leurs électrons [Cohen-Tannoudji et al., 1973|. Les transitions
induites entre ces sous-niveaux sont généralement fortement interdites, de sorte que I’équilibre statistique
des populations des niveaux ne fait intervenir que les transitions collisionnelles et I’émission spontanée. Ce
sont les raies correspondant & ce dernier processus qui dominent le refroidissement de la phase neutre ato-
mique [Wofsy et al., 1971], en particulier les raies de Or1 & 63,18 pum dans le milieu tiede (WNM), et de C11
4 157,7 pm dans le milieu froid (CNM). Enfin, la présence d’autres espéces chimiques dans la composante
neutre est trahie par les raies d’absorption observées dans les spectres des étoiles [Watson, 2001], essen-
tiellement dans le visible et I'ultraviolet (UV). C’est ainsi, d’ailleurs, que furent découvertes les premiéres
molécules interstellaires, & savoir CH, CH' et CN [Brengauz, 1960).

> Les observations de molécules se font maintenant essentiellement grice a leurs raies de transitions élec-
troniques, vibrationnelles et rotationnelles. L’espéce la plus abondante de la phase moléculaire, Hs, est une
molécule symétrique et ne posséde donc pas de moment dipolaire permanent, ce qui rend ses transitions
rotationnelles et vibrationnelles trés faibles. Les transitions électroniques, quant & elles, se trouvent en
général dans I'UV et sont observées en absorption devant le spectre des étoiles [Black & Dalgarno, 1976].
Les raies moléculaires vues en émission sont soit des raies de vibration lorsque la température est assez
élevée, soit plus généralement des raies de rotation de molécules asymétriques, dans les domaines submilli-
meétrique et millimétrique principalement [Heithausen et al., 1998]. C’est ainsi que les raies de rotation des
différents isotopes du monoxyde de carbone 2CO, 3CO, et C'®0, dont I’abondance totale par rapport
au dihydrogéne est de I'ordre de 7.1072, permettent de tracer la matiére moléculaire et d’en déduire une
estimation de la densité de colonne de Hy [Dame et al., 2001].

> Les régions HII présentes autour d’étoiles jeunes et chaudes émettent un continuum allant de I’UV aux
ondes radio, auquel viennent s’ajouter des raies de recombinaison dans les domaines optique et radio, ainsi
que des raies de structure fine.

Selon le modéle de Strémgren [Stromgren, 1939], ’hydrogéne est presque entiérement ionisé par le flux
de photons UV d’énergie supérieure a 13,6 eV (continuum de Lyman), et ’étendue de cette région Hir
dépend du type de ’étoile centrale ainsi que de la densité du gaz. Plus précisément, le milieu se struc-
ture en couches concentriques ou les différentes espéces se présentent avec des degrés d’ionisation divers.
Dans I’ensemble, les régions HII sont en forte surpression par rapport au milieu environnant et ont une
durée de vie limitée [Yorke et al., 1989]. D’autre part, dans certains cas, une partie des photons ionisants
s’échappe vers le milieu diffus, auquel cas on parle de région bornée par la densité, par opposition aux
régions bornées par l'ionisation, ol tous les photons Lyman sont absorbés au voisinage de 1’étoile excita-
trice. Le continuum observé en direction des régions HII est constitué d’une part de rayonnement libre-libre
(“brehmsstrahlung”) produit lors du freinage des électrons par les ions, d’autre part d’émission libre-lié de
recombinaison des paires ion-électron [Rohlfs & Wilson, 2000], et enfin de rayonnement & deux photons,
processus au cours duquel une désexcitation radiative est séparée en deux étapes, passant par un niveau
intermédiaire non quantifié [Lequeux et al., 2002]. Les poussiéres présentes dans les régions HII participent
également au continuum en diffusant la lumiére des étoiles dans le visible et l'ultraviolet, et en réémettant
dans linfrarouge (IR) proche et moyen. Lors d’une recombinaison, ’électron capturé se trouve en général
sur un niveau excité, et le retour vers I’état fondamental se fait au travers d’une cascade radiative au cours
de laquelle sont émis de nombreux photons de raies, dans le visible, en infrarouge proche, et jusque dans
le domaine radio pour les transitions entre niveaux de nombres quantiques élevés. Enfin, comme dans la
composante neutre atomique, il existe des raies interdites de structure fine, vues en optique et en infra-
rouge [Aannestad & Emery, 2003].

> La présence d’un milieu ionisé diffus (WIM) dans le MIS est, elle, mise en évidence par des méthodes
similaires [Mathis, 2000], en particulier par 'observation, méme en dehors des régions Hil, d’un continuum
radio libre-libre, aussi bien en émission & haute fréquence qu’en absorption & plus basse fréquence. On
observe également des raies de recombinaison radio de I’hydrogéne, ainsi que des raies optiques de recom-
binaison et de structure fine, mais une preuve spécifique de la présence d’électrons dans le MIS vient des
mesures de dispersion du rayonnement radio des pulsars [Rand & Lyne, 1994]. L’existence de ce milieu
diffus et ionisé est probablement due au champ ambiant de photons UV présents dans le MIS et issus des
populations stellaires jeunes.
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> L’existence de raies d’absorption d’espéces hautement ionisées [York, 1974] telles que OVI ne peut s’ex-
pliquer facilement par des ionisations radiatives (il faudrait par exemple, dans ce cas précis, des photons
de 114 €V pour atteindre un tel état d’ionisation), mais bien plus probablement par des collisions dans un
milieu chaud, le HIM, dont la température est estimée entre 10° K et 107 K. Celui-ci émet un continuum
X thermique de type libre-libre et libre-lié semblable & celui des régions Hil [Bowyer et al., 1968], ainsi que
des raies X, correspondant & la retombée en cascade d’électrons des couches externes vers une couche plus
interne laissée vide par ’expulsion collisionnelle d’un électron.

.3.e Distribution spatiale du gaz

La détermination de la répartition spatiale du gaz interstellaire dans la galaxie pose certains problémes liés
aux méthodes observationnelles. Parmi ceux-ci, on note la difficulté de cartographier entiérement une région
par des mesures d’absorption, tirées des propriétés des raies moléculaires dans le milieu froid. D’autre part,
les observations faites dans des traceurs minoritaires de la matiére, tel CO dans le cas de la composante mo-
léculaire, ne donnent qu’une image indirecte de la distribution du gaz [Goldsmith & Langer, 1999]. Enfin,
la détermination de la distance des structures observées peut étre particuliérement imprécise, en particu-
lier lorsque celles-ci ne sont pas évidemment liées & des étoiles. A contrario, les méthodes photométriques
fournissent de bonnes estimations des distances stellaires et des structures associées [Kun et al., 2000].
Les résultats principaux portant sur la distribution globale de matiére a 1’échelle galactique montrent tout
d’abord que le gaz interstellaire se concentre dans des disques coplanaires & celui des étoiles de popula-
tion I, et dont les caractéristiques dépendent de la phase particuliére considérée [Lequeux et al., 2002].
Alors que le diamétre du disque de gaz atomique est d’environ 60 kpc [Binney & Tremaine, 1987], le gaz
moléculaire et le gaz ionisé se trouvent principalement dans la galaxie interne & ’orbite solaire, c’est &
dire aux distances inférieures & 10 kpc du centre. Plus précisément, environ les deux tiers de I’émission
totale en 12CO proviennent d’un anneau compris entre 4 kpc et 8 kpc du centre galactique, dit anneau
moléculaire [Bronfman et al., 1988].

Pour chaque composante, ’épaisseur du disque, perpendiculairement au plan de la galaxie, dépend théo-
riquement de la température et de la masse par particule®. Effectivement, on observe que 1’épaisseur du
disque moléculaire froid, lieu de la formation stellaire, est de 'ordre de 80 pc, tandis que celle du milieu mo-
léculaire plus diffus est sensiblement égale a celle du CNM, de l'ordre de 210 pc [Dame & Thaddeus, 1994].
Plus chaud, le disque WNM a une épaisseur de quelques centaines de parsecs [Falgarone & Lequeux, 1973],
alors que le milieu ionisé diffus (WIM) s’étend sur une échelle de hauteur de ’ordre du kiloparsec (voir par
exemple [Reynolds et al., 1995]). A des latitudes galactiques plus élevées, le milieu chaud HIM domine,
avec des échelles de hauteur différentes selon les espéces observées (2,7 kpc pour OvI et 4,4 kpc pour C1v,
par exemple) [Lequeux et al., 2002]. Dans cette vision schématique, les régions HII sont un peu & part, car
bien qu’ionisées et chaudes, elles sont liées aux étoiles jeunes formées dans le disque moléculaire froid, et
leur répartition a donc la méme échelle de hauteur que celui-ci [Guibert et al., 1978].

Au dela de ces résultats généraux, la distribution des structures au sein des différentes composantes se révéle
fortement hétérogéne. Les cartes du CNM observé dans la raie & 21 cm présentent un aspect fractal dominé
par des filaments, des nappes et des coquilles, alors que le WNM tend & se distribuer plus uniformément.
Les structures complexes vues en absorption dans le milieu froid sont cohérentes dans ’espace des vitesses
et on suppose donc qu’elles le sont aussi spatialement, ce qui explique le nom de “nuages” qui leur est
donné. Leur taille typique est de I'ordre de 300 pc, pour une masse de 10” Mg. En leur sein se forment
des structures moléculaires géantes (GMC pour Giant Molecular Cloud) dont on estime la taille & 50 pc
et la masse & 10 M. Ces nuages moléculaires géants sont eux aussi structurés a plus petite échelle, et
comme on le verra par la suite, ’emboitement des structures jusqu’a des tailles de 102 pc et des masses
de 10~* Mg, suggére un comportement fractal [Elmegreen & Falgarone, 1996]. Le degré d’ionisation global
du MIS apporte une preuve supplémentaire de I’hétérogénéité de chacune des phases, y compris le WNM.
En effet, les sources d’ionisation connues, & savoir les étoiles jeunes, ne sauraient expliquer l’ionisation
relativement importante du MIS dans ’hypothése ol celui-ci serait homogéne. C’est le caractére “poreux”

5Tntuitivement, une masse par particule plus grande et une température plus faible impliquent une épaisseur plus petite,
car les particules de gaz tombent d’autant plus facilement sur le plan galactique. La valeur du champ de gravité entre
également en ligne de compte, mais étant déterminée par les autres composantes du systéme galactique (étoiles et surtout
matiére noire), son effet est le méme pour toutes les phases du gaz.
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du milieu qui autorise la pénétration profonde des photons UV® et donc l’ionisation. D’autre part, les
photons d’énergie inférieure & 13,6 eV, §’ils ne peuvent ioniser le HI, peuvent néanmoins dissocier les
molécules de dihydrogéne. C’est ce qui arrive au bord des nuages denses de la phase moléculaire et est &
Porigine des régions de photodissociation (PDR) telles que celle associée la nébuleuse de la Téte de Cheval.

.4 Les poussiéres

I.4.a Mise en évidence observationnelle

L’existence de nuages sombres [Lynds, 1962], dont on voit un exemple sur la figure .1, ne peut s’expliquer
par absorption par le seul gaz. De telles extinctions démontrent la présence, dans le milieu interstellaire, de
fins grains de poussiére, intimement liés au gaz. Observationnellement, ces poussiéres absorbent la lumiére
des étoiles dans le visible et 'ultraviolet, pour la réémettre dans I'infrarouge et le submillimétrique, ce qui
se traduit par un chauffage des grains [Kruegel, 2003]. De plus, une partie de la lumiére stellaire est diffusée
et une autre transmise, et comme dans le cas de I’atmosphére terrestre, la diffusion est plus efficace dans le
bleu, et la transmission dans le rouge [Harwit, 1973]. Les grains sont généralement chargés électriquement
et se comportent comme des dipdles magnétiques en rotation, en raison des échanges de moment angulaire
avec le milieu environnant. Dans le champ magnétique B du milieu interstellaire (voir 1.5), les grains
s’alignent de sorte que leur plus grand moment d’inertie soit paralléle au champ. En conséquence, les
lumiéres diffusée et transmise sont polarisées, ce qui est effectivement observé.

F1G. I.1 — Le nuage sombre Barnard 68 (image ESO)

1.4.b Formation et évolution

Les poussiéres se forment quasi-instantanément dans le refroidissement des enveloppes d’étoiles. Dans le
milieu interstellaire, elles sont détruites par les collisions grain-grain, ainsi que par les impacts d’ions ou
d’atomes & haute énergie, mais également reformées ou modifiées par coagulation de grains, condensation
de molécules et accrétion d’atomes [Kruegel, 2003]. L’échelle de temps de ce recyclage est de 'ordre de
10? ans. Certains de ces processus impliquent un transfert de masse de la phase gazeuse & la phase solide
ou l'inverse, tandis que d’autres conservent 1’état physique des constituants. D’autre part, les poussiéres
peuvent se former ou étre détruites au cours de phénomeénes violents tels que des nova ou des supernovze.
Au final, la masse de poussiéres est d’environ 1% de la masse totale du MIS [Lequeux et al., 2002], mais
leur ro6le dans I’évolution physico-chimique du milieu est essentiel.

l.L4.c Le role des poussiéres

Atomes et molécules de la phase gazeuse peuvent &tre adsorbés & la surface des grains de poussiére,
et y subir des transformations chimiques [d’Hendecourt et al., 1985]. Les poussiéres jouent ainsi le role
de catalyseurs des réactions chimiques, certaines d’entre elles étant d’ailleurs impossibles en phase ga-
zeuse dans les conditions du MIS. C’est le cas, par exemple, de la formation de la molécule la plus

8Notons qu’il existe un champ de rayonnement UV ambiant, baignant I’ensemble du MIS.
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abondante du milieu interstellaire, Hy [Hollenbach & Salpeter, 1971]. Le chauffage par les photons per-
met ensuite ’évaporation des molécules nouvellement créées a la surface des grains et ’enrichissement du
gaz interstellaire. Réciproquement, les éléments lourds ont plutdt tendance & étre piégés dans les grains
de poussiére, ce qui explique la déplétion de la phase gazeuse du MIS en ces éléments par rapport aux
atmospheéres stellaires [Weingartner & Draine, 1999]. D’autre part, 'effet photoélectrique, c’est-a-dire I’ex-
pulsion d’électrons des poussiéres par absorption de photons UV, est une source importante de chauffage
du gaz interstellaire [Draine, 1978]. Si ’électron arraché est “suprathermique”, autrement dit si son énergie
cinétique est supérieure & l’énergie cinétique moyenne du gaz, la thermalisation par collision augmente la
température du gaz. Aux densités suffisamment grandes, les collisions gaz-grains thermalisent également
les poussiéres.

l.4.d Distribution des tailles et composition

La variété des processus de formation, de modification et de destruction des grains rend difficile voire
impossible la déduction de leurs propriétés & partir de la considération de leur environnement. Il est plus aisé
de tenter de remonter aux caractéristiques globales de la phase solide depuis les observations de la lumiére
émise par les poussiéres dans les domaines submillimétrique et proche infrarouge. Les modéles disponibles
par cette approche dépendent principalement de la distribution de taille des grains et de leur composition
chimique. Pour la premiére, on considére généralement le modéle de Mathis et al. [Mathis et al., 1977],
selon lequel le nombre N(a)da de grains dont la taille est comprise entre a et a + da est proportionnel
a a3, pour des tailles allant de 0.5 nm & 110 nm. Cette forme simple semble toutefois loin de rendre
compte de toutes les propriétés des poussiéres, en particulier des bandes d’émission IR entre 3,3 um
et 12,7 pum [Puget & Léger, 1989]. Celles-ci sont d’ailleurs attribuées non pas a de “véritables” grains
silicatés ou carbonés, mais plutot & des grosses molécules aromatiques appelées PAH (Polycyclic Aromatic
Hydrocarbons)[Désert et al., 1986], dont la composition n’est pas encore bien connue.

l.4.e Distribution spatiale

Les collisions avec le gaz permettent un couplage des grains avec celui-ci, et les distributions spatiales des
deux phases sont donc intimement liées [Draine, 2003]. Plus précisément, si la comparaison de ’émission
4 100 pm avec celle & 21 cm montre que les gros grains sont bien répartis comme la composante diffuse du
milieu atomique (WNM) et que leur distribution est donc structurée sur des échelles de hauteur de 'ordre
de quelques centaines de parsecs, I’émission des grains plus petits, observée notamment & 12 ym et 25 um,
révéle un disque moins épais [Boulanger et al., 1990].

1.6 Le champ magnétique du MIS

I.5.a Mise en évidence observationnelle

Les preuves observationnelles du fait que le milieu interstellaire baigne dans un champ magnétique B sont
de quatre types.

> Tout d’abord, dans les atomes ou les molécules de moment magnétique non nul?, l'interaction entre
celui-ci et le champ magnétique provoque une levée de dégénérescence des niveaux d’énergie par effet
Zeeman [Cohen-Tannoudji et al., 1973]. Les transitions entre niveaux sont donc déplacées en fréquence de
maniére différente suivant ’orientation du moment par rapport au champ, proportionnellement a celui-ci,
et elles correspondent & des rayonnements polarisés differemment. Malgré la petitesse des déplacements
(de Vordre de 1,4 Hz.uG™1), on profite de ces propriétés de polarisation pour mesurer la composante lon-
gitudinale® du champ, notée Bj. Dans les régions denses des nuages moléculaires on a ainsi pu mesurer
des champs de 'ordre de quelques dizaines de microgauss [Goodman et al., 1989], mais le champ global
est, lui, trop faible pour étre mesuré par cette méthode.

7Soit du fait du moment orbital total des électrons, soit en raison du spin d’électrons célibataires, par exemple.
8C’est-a-dire paralléle 4 la ligne de visée.



tel-00008481, version 1 - 14 Feb 2005

26 .5: Le champ magnétique du MIS

> En présence d’un champ magnétique, les électrons libres d’un plasma forment un diélectrique dont
le comportement vis & vis des ondes polarisées circulairement est différent selon le sens de polarisa-
tion [Rohlfs & Wilson, 2000]. En particulier, la vitesse de propagation d’une onde droite est différente
de celle d’une onde gauche. Lorsqu’une onde polarisée linéairement - assimilable & la superposition de deux
ondes circulaires de sens opposés - pénétre dans un tel milieu, il en résulte une rotation de la direction
de polarisation, d’angle proportionnel & B . Cette rotation Faraday permet ainsi également de mesurer la
composante longitudinale du champ magnétique. Les résultats obtenus sont en bon accord avec la méthode
fondée sur Deffet Zeeman [Clegg et al., 1992].

> Le rayonnement synchrotron d’électrons relativistes dans un champ magnétique est polarisé linéairement,
perpendiculairement au champ [Sokolov & Ternov, 1969]. Moyennant les corrections dues & la rotation Fa-
raday, on peut en déduire des renseignements sur la direction du champ. D’autre part, la connaissance du
flux d’électrons permet théoriquement de trouver, & partir de ’étude du spectre synchrotron, la valeur du
module |B| du champ magnétique et non pas seulement celle de sa composante longitudinale. Cet avantage
est cependant tempéré par le fait qu’il est difficile de mesurer le flux d’électrons relativistes.

> La corrélation entre 'extinction interstellaire et la polarisation linéaire de la lumiére des étoiles suggére,
comme on ’a évoqué plus haut, un alignement des grains de poussiéres du MIS, ce qui peut s’expliquer
en présence d’'un champ magnétique [Fosalba et al., 2002]. En effet, les grains portent généralement un
moment magnétique M di aux électrons non appariés, ou encore & la rotation, la surface des poussiéres
étant chargée localement. Le couple résultant M x B provoque un alignement des grains avec le champ
magnétique et I’anisotropie qui en résulte cause la polarisation linéaire partielle des rayonnements se pro-
pageant dans le milieu. Il est cependant trés difficile d’obtenir des résultats précis par cette méthode en
raison de l'incertitude sur les processus de magnétisation des grains.

.5.b Organisation du champ magnétique a I'échelle galactique

Les principaux résultats observationnels semblent indiquer I'existence d’un champ ordonné paralléle aux
bras spiraux, dont ’intensité est estimée a 1,4 uG. Le sens de ce champ s’inverse deux fois lorsqu’on se
rapproche du centre galactique, a 0,4 kpc et 5,5 kpc de 1’orbite solaire [Rand & Lyne, 1994]. D’autre part,
un champ désordonné de l'ordre de 5 uG se superpose au champ ordonné et le domine donc, surtout
dans les régions denses du MIS, ou les mesures semblent indiquer des valeurs supérieures d’un facteur 10
environ [Goodman et al., 1989]. Dans le halo, la présence d’un rayonnement synchrotron montre l’existence
d’un champ magnétique aux grandes latitudes galactiques [Phillipps et al., 1981], probablement da aux
particules ionisées éjectées du plan de la galaxie par les explosions de supernovae.
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|CHAPITRE 1]

La structure des nuages moléculaires

I1.1 Introduction

On a déja évoqué, au 1.3.e, la complexité des structures du milieu interstellaire, des grands nuages d’hy-
drogéne atomique aux plus petites structures moléculaires, emboitées les unes dans les autres sur prés de
cinq ordres de grandeur. Ainsi, il est impossible, en toute rigueur, d’étudier les nuages moléculaires comme
des entités isolées. Ceci est d’autant plus vrai qu’il existe un véritable couplage des échelles en termes de
processus physiques, depuis les échelles de ’ordre de 1'unité astronomique, auxquelles a lieu la formation
stellaire, jusqu’aux échelles galactiques et au-deld, ce qui rend extrémement complexe la compréhension
de la physique gouvernant, ces objets, et dépasse de loin les capacités de modélisation numérique actuelles.
Pour comprendre la structuration des nuages moléculaires, il faut en particulier considérer ’énergie qui
leur est fournie par les grandes échelles, du fait par exemple de la rotation différentielle de la galaxie, ainsi
que celle qui est injectée aux échelles stellaires, par exemple par les supernovae ou encore les jets bipo-
laires des étoiles jeunes. D’autre part, les processus physiques qu’il convient de prendre en compte sont
nombreux. On pense évidemment & la gravitation, mais également & la turbulence, & ’évolution chimique
du milieu du fait des réactions entre espéces adsorbées a la surface des grains, au transfert radiatif, ou
encore au couplage entre le gaz et le champ magnétique via les interactions entre particules chargées et
particules neutres. Tous ces processus physiques ne sont pas indépendants les uns des autres, et présentent
par conséquent un haut degré de non-linéarité, ce qui complique encore le probléme.

Ce chapitre n’a bien entendu pas pour objectif de traiter de maniére exhaustive les questions relatives & la
physique des nuages moléculaires', mais plutot de présenter, trés briévement, quelques résultats portant
sur la structuration de ces nuages, depuis les complexes géants, dont la taille est de ’ordre de plusieurs
dizaines de parsecs [Falgarone, 1998], jusqu’aux structures de taille aussi petite que ~ 1000 UA.

1.2  Un état des lieux des nuages moléculaires diffus

I.2.a Des structures probablement éphémeéres

Dans leur phase la moins condensée, les nuages moléculaires forment des structures complexes, dont on
pense actuellement qu’elles sont relativement éphéméres, c’est & dire que leur temps de vie est inférieur &
leur temps de traversée?. Cette théorie [Hartmann et al., 2001] est essentiellement fondée sur le raisonne-
ment suivant : on devrait trouver, au voisinage de tout nuage moléculaire de longue durée de vie, les étoiles
agées qu’il aurait formées au début de son existence. Or, dans la plupart des régions de formation stellaire
proches de concentrations de gaz moléculaire, ’age typique des étoiles est de 'ordre de 1 & 3 millions
d’années seulement, soit un ordre de grandeur plus court que les temps dynamiques classiques associés aux
nuages. Il se dessine alors une image de la formation des nuages moléculaires comme structures créées par
les chocs aux points de convergence des flots de gaz atomique & grande échelle, ’énergie nécessaire & la
condensation du gaz en ces points étant issue des grandes échelles, au travers d’une cascade turbulente.

Ceci suggére d’une part que les nuages moléculaires apparaissent et disparaissent assez rapidement, et
d’autre part que le processus de formation stellaire n’est pas déclenché par ’évolution lente d’un nuage
isolé, mais par les chocs au sein de ’écoulement turbulent du gaz moléculaire. Bien que cette approche des
nuages moléculaires en tant que structures hors équilibre présente elle aussi des difficultés, en particulier
pour expliquer le faible taux de formation stellaire observé en moyenne dans la galaxie, son caractére
dynamique le rend sans doute plus proche de la réalité que ne I’étaient les modéles antérieurs, plus statiques.

1Le lecteur intéressé pourra se reporter a la revue de Williams, Blitz et McKee [Williams et al., 2000].
2Le temps de traversée, ou crossing time, est le rapport entre la taille du nuage et sa dispersion de vitesse typique.
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I1.2.b D’importantes fluctuations de pression

Le tableau 1 du chapitre | montre, en faisant le produit de la densité par la température pour les différentes
phases du milieu interstellaire, que la pression thermique dans la phase moléculaire (~ 10° K.cm™3) est
typiquement 50 fois plus élevée que celle régnant dans le milieu neutre atomique froid (CNM). En fait,
la pression dans ce dernier présente des fluctuations importantes [Jenkins & Tripp, 2001] et les valeurs
maximales atteintes localement sont comparables & la pression du milieu moléculaire. Ces grandes fluctua-
tions sont interprétées soit comme résultant de concentrations en densité & petite échelle & la rencontre
d’écoulements turbulents, soit comme des couches limites & la surface de nuages moléculaires denses et
froids se déplagant dans le milieu diffus. Dans les deux cas de figure, il semble que le milieu moléculaire et
le milieu atomique diffus soient étroitement imbriqués.

D’autres résultats pointent I’existence d’une telle interaction entre les deux milieux. On observe ainsi que
prés de la moitié de 'hydrogéne du milieu diffus est sous forme moléculaire [Savage et al., 1977]. Quant
aux autres molécules, elles présentent des abondances assez importantes dans le CNM, et on observe méme
certaines espéces dont l’existence trahit une quantité d’énergie supérieure & ce que peut fournir le milieu
atomique froid. Ces idées, ainsi que I'observation par Heiles [Heiles, 2001] du fait que prés de 50% du gaz
neutre atomique est dans un état instable thermiquement, & une température comprise entre 500 K et
5000 K, suggerent fortement de considérer que le milieu diffus est en évolution constante et rapide, entre
des états hors équilibre et a I’équilibre, que ce soit du point de vue thermique [Hennebelle & Pérault, 2000]
ou chimique [Joulain et al., 1998]. On doit alors supposer qu’il en va de méme du milieu moléculaire, dont
les structures sont souvent non autogravitantes [Simon et al., 2001] et confinées par des forces de pression
extérieures, dues en partie au poids du disque atomique de la galaxie, mais aussi aux nuages moléculaires
géants dont ces structures font partie, ou encore aux pressions non-thermiques dans leur environnement,
par exemple la pression magnétique®. La modification des contraintes extérieures est ainsi susceptible de
faire évoluer les structures du milieu moléculaire vers une phase plus ou moins dense.

I1.2.c Des échelles caractéristiques

Pourtant, malgré cette vision trés dynamique du milieu moléculaire et du milieu atomique diffus, il semble
qu’il existe des échelles caractéristiques qui soient conservées au cours de ’évolution des structures vers les
états de plus en plus liés gravitationnellement. Par exemple, un nuage moléculaire géant a toujours plus ou
moins la méme taille, soit environ 50 pc, alors méme que sa masse et son énergie d’autogravitation peuvent
varier sur plusieurs ordres de grandeur. L’exemple des nuages moléculaires géants cités par [Falgarone, 1998|
est ainsi frappant : bien que leurs tailles soient toutes sensiblement égales, leurs masses peuvent varier d’un
facteur cent. On note au passage que les étoiles les plus massives observées dans ces nuages moléculaires
géants présentent des masses d’autant plus grandes que le nuage est lui-méme plus massif.

A des échelles plus petites, on observe également, au sein de ces nuages moléculaires géants, des structures
filamenteuses massives et sombres, dont la largeur est toujours sensiblement égale & 0,5 pc, mais dont la
masse par unité de longueur, déduite de données *CO(1 — 0), peut varier d’un facteur quarante. Ces
filaments sont également visibles dans les cartes de l'extinction due & la poussiére froide, et ils tracent
vraisemblablement les régions les plus opaques des nuages. Il semble d’ailleurs que de nombreuses étoiles
jeunes y soient localisées. La figure Il.1 montre le cas du complexe Orionis A, observé en 13CO(1 — 0)
par [Bally et al., 1987] et ou I’on peut voir un de ces filaments, situé en haut a droite.

I.2.d Des structures denses au sein d’'une composante diffuse

On a parlé plus haut de D’existence d’espéces moléculaires, ainsi que de conditions rappelant celles de la
phase moléculaire, au sein du milieu atomique froid. De la méme fagon, il n’est pas étonnant de constater
que les nuages moléculaires sont également hétérogénes, et qu’ils se présentent en fait comme une imbrica-
tion de gaz diffus et de structures plus petites et plus denses. Le milieu diffus, qui présente une faible densité
de colonne, avec une extinction dans le visible inférieure & environ 2 magnitudes, est observé en cartogra-
phiant I’émission en "?CO(1 — 0). On constate ainsi que la structure de ce gaz est trés lacunaire, et que la
frontiére qui le sépare des composantes plus denses présente un caractére fractal [Falgarone et al., 1991].
On peut d’ailleurs, de maniére assez satisfaisante [Stutzki et al., 1998], modéliser ce milieu moléculaire

3Voir le chapitre II.
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F1G. 1.1 — Intensité intégrée d’une observation en >*CO(1 — 0) du complexze moléculaire Orionis A. Figure
issue de [Bally et al., 1987]

diffus par une distribution fractale de type mouvement brownien fractionnaire*. Au sein de cette com-
posante diffuse, on trouve des structures de densité beaucoup plus élevée, appelées coeurs denses, dont
Iextinction dans le visible est typiquement de ’ordre de 300 magnitudes, et qu’on observe en absorption
infrarouge [Abergel et al., 1996] ou par ’émission thermique des poussiéres dans le domaine submillimeé-
trique. Ces structures & petite échelle ne sont en revanche pas fractales. Elles sont connectées entre elles
par des filaments denses du type de ceux évoqués & la section précédente, qu’on observe notamment en
absorption devant des sources brillantes. I est trés probable que ces filaments soient formés en partie
par l’action d’un champ magnétique hélicoidal [Fiege & Pudritz, 2000], ce qui est confirmé par des études
cinématiques [Falgarone et al., 2001]. En ce qui nous concerne dans ce travail, nous nous intéresserons uni-
quement & la composante diffuse et fractale du milieu moléculaire, en remarquant qu’il s’agit des régions
qui ne forment pas d’étoiles, et qu’elles constituent la majeure partie de la masse des nuages, en tous cas
en ce qui concerne le voisinage solaire.

I1.3 La hiérarchie des nuages moléculaires

11.3.a Mise en évidence de lois d’échelle

La cartographie des nuages moléculaires de notre galaxie, a ’aide de I’émission des raies de rotation du
monoxyde de carbone, montre que le milieu moléculaire diffus présente de remarquables propriétés d’auto-
similarité, & condition bien entendu de se placer loin des tailles caractéristiques évoquées plus haut. Il est
probable que les lois d’échelle mises en évidence, qui traduisent cette autosimilarité et dont on va parler
un peu plus bas, sont la conséquence des divers processus physiques qui ont lieu au sein des nuages molé-
culaires. Il faut cependant noter que ces lois d’échelle sont sujettes & caution du fait méme de la méthode
utilisée pour les obtenir. En effet, la procédure suivie pour extraire un “nuage” & une certaine échelle, afin
d’en déduire des propriétés telles que sa masse ou sa dispersion de vitesse intrinséque, est nécessairement,
imprécise, étant donnée l'interaction entre échelles qu’on observe dans le milieu moléculaire diffus. Habi-
tuellement, on isole des structures connexes dans ’espace position-position-vitesse, dont on calcule ensuite
les propriétés comme s’il s’agissait de structures réellement isolées dans ’espace tridimensionnel.

La figure 11.2 montre ainsi, pour un ensemble de données moléculaires, la relation qu’on peut exhiber entre

4Voir le chapitre VII.
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FiG. 11.2 - Relation entre la taille des structures moléculaires et la masse de gaz Hy qu’elles contiennent. Les
données sont essentiellement issues de mesures en 2CO, 13CO et C*¥0 [Lada et al., 1997, Loren, 1989,
Heithausen et al., 1998,  Williams et al., 1994, Falgarone & Pérault, 1987,  Falgarone et al., 1992,
Dame et al., 1986, Solomon et al., 1987, May et al., 1997, Lemme et al., 1995, Wang et al., 1995,
Ward-Thompson et al., 1994]. Les références précises sont données par [Falgarone, 1998], dont est extraite
cette figure.

la taille des structures identifiées et la masse de dihydrogéne qu’elles contiennent, sachant que cette espéce
forme la majeure partie du gaz moléculaire. On remarque notamment que cette loi d’échelle ne peut étre
ajustée 4 I’aide d’une seule droite. Si ’on écrit My, o« L”, on doit alors admettre que «y varie, avec v ~ 2 aux
grandes échelles, et v ~ 2,3 aux échelles inférieures & 1 pc environ. D’autre part, les mesures symbolisées
par des carrés étant issues d’observations de coeurs denses, on remarque que les masses de ceux-ci sont
largement plus grandes que celles des structures du mileu diffus & 1a méme échelle. Il n’y a donc pas, en dega
d’environ 0,5 pc, de relation simple entre la taille des structures et leur densité [Falgarone et al., 1992].
La figure 11.3 montre quant & elle la relation entre la taille des structures et leur dispersion de vitesse non-
thermique. Etant donné que la température cinétique dans le milieu moléculaire est de Pordre de quelques
dizaines de K, et que les dispersions de vitesses mesurées, de I’ordre du kilométre par seconde, sont donc
beaucoup plus grandes que la vitesse du son dans le gaz, généralement inférieure 4 0,1 km s~ !, il faut en
conclure qu’il existe une quantité importante d’énergie d’origine non-thermique, dont on reparlera plus
bas. On remarque d’autre part que ces mesures sont affectées d’une assez forte dispersion.
Historiquement, ces lois d’échelle concernant des données moléculaires ont été obtenues pour la premiére
fois par Larson [Larson, 1981], qui a montré que la largeur des raies d’émission en direction des nuages
moléculaires était corrélée avec la taille de ces nuages, sous la forme d’une loi de puissance, o, o L°.
Depuis, on a observé de telles relations, non seulement dans le milieu moléculaire, mais également au sein
des autres composantes du MIS, qu’il s’agisse de régions Hi1 [Miville-Deschénes et al., 1995], du gaz HI
galactique [Baker, 1973, Dickey et al., 2001] et extragalactique [Stanimirovic & Lazarian, 2001], ou encore
de émission infrarouge des poussiéres [Gautier et al., 1992, Vogelaar & Wakker, 1994]. Comme dans le
cas du milieu moléculaire, on les attribue traditionnellement & un caractére fractal de la distribution des
espéces émettrices. En effet, comme on le verra au chapitre VI, les ensembles fractals sont précisément
caractérisés par ce type de lois d’échelled.

On peut également, par ces méthodes d’identification de structures connexes, obtenir une estimation du

5Les exposants de ces lois d’échelle sont liés & un nombre appelé dimension fractale, dont la valeur est un indicateur de la
maniére dont ces ensembles remplissent ’espace. Par exemple, un fractal de dimension d strictement comprise entre 2 et 3
strictement est “plus gros” qu’une surface, mais il ne remplit pas non plus un volume. D’ailleurs, la relation My, o L7 fait
de 7y une dimension fractale, ce qu’on utilisera dans la suite.
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FiG. 11.3 — Relation entre la taille des structures moléculaires et leur dispersion de vitesse non-thermique.
Les symboles sont les mémes que pour la figure 11.2. Figure issue de [Falgarone, 1998].

spectre de masse des nuages moléculaires, qu’on définit comme étant la quantité f(M) = dN/dM, ou dN
est le nombre de nuages dont la masse est M & dM prés. Différentes études ont permis de montrer que ce
spectre était bien modélisé par une loi de puissance f(M) o« M %, avec o compris entre 1,80 et 1,84, pour
des masses allant de 1072 Mg & 2.10° Mg, soit sur plus de 9 ordres de grandeur [Solomon et al., 1987,
Heithausen et al., 1998, Heyer et al., 2001]. Cette valeur est & comparer avec celle trouvée lorsqu’on étudie
le spectre de masse des coeurs denses [Motte et al., 1998, Testi & Sargent, 1998], qui donne un exposant «
se situant plutdt entre 2,1 et 2,5. Il faut néanmoins prendre garde au fait que les méthodes de mesure sont
également différentes.

I1.3.b  Autosimilarité et hiérarchie des nuages moléculaires

Les relations illustrées par les figures 11.2 et 11.3 traduisent donc une propriété d’autosimilarité qui se mani-
feste morphologiquement par le fait qu’il apparait une structuration & toutes les échelles entre 0,002 pc et
300 pc environ, et que ’observation, avec une résolution plus importante, d’une structure de taille donnée
révéle que celle-ci est en fait constituée de sous-structures d’aspect sensiblement identique®. Ce compor-
tement est typique d’un ensemble fractal, qu’on représente souvent comme un emboitement de structures
semblables & toutes les échelles. On relie généralement cette propriété d’autosimilarité au phénomeéne de
turbulence, qu’on abordera au ll.4.a et dont on parlera plus en détail au chapitre IlI.

Cette image hiérarchique des nuages moléculaires justifie intuitivement utilisation du spectre de puissance
pour décrire la structuration du milieu moléculaire’. Celui-ci est en effet une mesure de la “quantité de
structure” & chaque échelle®. On observe ainsi [Stutzki et al., 1998] que 1’émission intégrée des nuages
moléculaires présente un spectre de puissance relativement bien modélisé par une loi de puissance, de la
forme P (k) o |k|73, o1 k désigne le vecteur d’onde et ou 'indice spectral 3 est un nombre caractéristique
de la structure observée. Plus celui-ci est grand, plus les grandes échelles dominent les petites, et plus la
structure est “lisse”, comme on peut le voir en comparant les différentes images de la figure VII.2.
L’évolution de I’indice spectral en fonction des différentes plages de tailles considérées est représentée sur
la figure 11.4. Tl semble ainsi que 8 augmente lorsqu’on se place aux échelles de plus en plus petites, ce qui
suggeére que les structures a ces échelles sont plus lisses que leurs structures parentes, bien qu’il soit possible

6Bien entendu, cette ressemblance doit se comprendre au sens statistique.
"Voir le chapitre V.
8Mathématiquement, il est défini comme la transformée de Fourier de la fonction d’autocorrélation & deux points.
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que des effets d’épaisseur optique expliquent ce changement de comportement [Bensch et al., 2001]. Notons
qu’a titre de comparaison, la figure 1.4 inclut également des observations faites dans des traceurs et sur des
composantes du milieu interstellaire qui ne relévent pas des nuages moléculaires. Remarquons également
la discontinuité de la droite représentant ’indice spectral du gaz neutre atomique dans le grand nuage de
Magellan [Elmegreen et al., 2001]. Ce changement de régime correspond & une rupture de pente du spectre
de puissance, attribuée & la transition entre les turbulences bidimensionnelle et tridimensionnelle, & une
échelle d’environ 100 pc. Cette taille caractéristique est assimilée [Lazarian & Pogosyan, 2000] & I’épaisseur
du LMC. On reparlera de ce résultat dans la troisiéme partie.
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Fic. 1.4 — Evolution de lindice spectral avec Uéchelle. Les différents segments représentent les

mesures faites sur les intensités intégrées en 2CO et '*CO de nuages a haute latitude (traits
pleins fins), de nuages sans et avec formation d’étoiles observés notamment par [Bensch et al., 2001,
Plume et al., 2000] ainsi que par Hily-Blant (traits pointillés fins). Le trait mizte gras représente l’émis-
sion des poussiéres a 100 pym vue par IRAS [Gautier et al., 1992]. On montre également les résul-
tats obtenus sur le H1 en émission dans le LMC [Elmegreen et al., 2001] (trait pointillé gras), dans le
SMC [Stanimirovic €& Lazarian, 2001] (trait tireté gras), ainsi que pour une source galactique, & savoir le
North Polar Spur [Miville-Deschénes et al., 2003a] (trait plein gras). Le H1 galactique en absorption (trait
tireté fin) o également été inclus, & partir des observations de [Deshpande et al., 2000]. Cette figure est
issue de [Falgarone et al., 2003].

La figure 11.4 est également révélatrice du lien qui existe entre la turbulence du milieu atomique et celle
des nuages moléculaires. On voit en effet que les valeurs de I’indice spectral § obtenues & partir des cartes
du gaz atomique HI vu respectivement en émission et en absorption sont différentes. Etant donné que
I’émission & 21 cm trace a la fois les phases froide (CNM) et tiede (WNM), tandis que ’absorption de cette
méme raie est une signature de la seule phase CNM, ceci montre que les comportements des deux phases
sont sensiblement différents. D’autre part, les indices spectraux correspondant aux nuages moléculaires sont
comparables & ceux de la phase froide et de 1’émission des poussiéres en infrarouge lointain aux mémes
échelles, ce qui semble accréditer 'idée que la variation de 8 avec ’échelle dans les nuages moléculaires
n’est pas due a des effets d’opacité des raies de CO.

Cette variation est plus probablement due & un caractére multifractal des nuages moléculaires. La no-
tion d’ensemble multifractal correspond grosso modo & 'imbrication de plusieurs ensembles fractals de
dimensions différentes les uns dans les autres. En effet, dans le cadre de champs synthétiques du type mou-
vement brownien fractionnaire®, Stutzki [Stutzki et al., 1998] a démontré qu’il existe une relation entre
Iindice spectral 3, 'exposant a du spectre de masse et I’exposant v de la relation taille-masse, & savoir
B = (3 — @). Or, le spectre de masse est inchangé sur 9 ordres de grandeur, et la variation de § avec
I’échelle est donc & mettre au compte de =, les valeurs extrémes de indice spectral, 8 = 2,4 et 8 = 3,6,
correspondant respectivement 4 v = 2 et v = 3. Etant donné que I’exposant + caractérise la facon dont les
structures remplissent 'espace, il est 1ié & la dimension fractale [Stutzki et al., 1998]. En passant a la li-

9Voir le chapitre VII.
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mite, les nuages moléculaires, tels qu’on les observe en projection, ne sont plus fractals aux petites échelles.
Par extrapolation des comportements observés sur la figure 11.4, on serait tenté de dire que ’échelle ou
se produit cette transition est inférieure & 0,01 pc, soit au moins un ordre de grandeur plus petite que la
taille caractéristique des coeurs denses. Cette évolution de la dimension fractale avec 1’échelle suggére donc
bien que les nuages moléculaires forment un ensemble multifractal®®.

Plus généralement, la comparaison avec les indices spectraux obtenus pour le HI en émission et en absorp-
tion semble indiquer que nuages moléculaires et composante CNM forment eux-mémes un sous-ensemble
multifractal d’un écoulement turbulent du Hr1 & grande échelle. En fait, la structuration du gaz froid, qu’il
soit atomique ou moléculaire, semble tracer les régions de dissipation de la turbulence du milieu diffus!?,
ce qui interdit fortement de considérer les nuages moléculaires comme des entités isolées.

1.4 Support non-thermique des nuages moléculaires

Il.4.a Champ de vitesse turbulent

On a vu que les dispersions de vitesse observées en direction des nuages moléculaires étaient bien supérieures
aux dispersions de vitesse thermiques, et 'une des explications possibles de ce surplus d’énergie interne
prend la forme d’un champ de vitesse turbulent, dont on a déja évoqué 'existence & plusieurs reprises. En
tenant compte de la viscosité moléculaire, on observe en effet des nombres de Reynolds!? trés grands, de
Pordre de 108 & 10'2, ce qui correspond largement au régime turbulent des écoulements fluides. D’autre
part, contrairement & ’agitation thermique, les mouvements turbulents ont un spectre de puissance non
plat, comme on en trouve observationnellement, et ils permettent la formation de structures cohérentes.
Dans la théorie classique de Jeans [Jeans, 1902], on démontre que les grandes échelles d’une structure sont
instables vis-a-vis de la gravité, la taille limite étant donnée par la longueur de Jeans,

[m
Lj=cs G—po ol ¢, est la vitesse du son et pg la densité initiale, supposée uniforme.

L’introduction de mouvements turbulents a la particularité, du fait du spectre de puissance non plat, de
pouvoir inverser le critére de Jeans, de sorte que les plus grandes échelles soient stabilisées. En effet, la
vitesse du son doit alors étre augmentée d’un terme turbulent dépendant du nombre d’onde k, ce qui
réduit de facto la plage d’échelles instables. En particulier, lorsque la turbulence est supersonique et que le
spectre de puissance est suffisamment raide, les grandes échelles deviennent stables. Remarquons que ces
conclusions dépendent notablement de I’équation d’état du gaz considéré [Chiéze, 1987].

Par ailleurs, un champ de vitesse turbulent dans un fluide aboutit & une structuration plus importante
du milieu que ne le permettrait un simple champ de vitesse aléatoire!®. En particulier, les régions de
forte vorticité sont particuliérement marquées et cohérentes lorsque le champ de vitesse est turbulent. On
pense que ces structures sont associées au phénomeéne d’intermittence [Porter et al., 1994] de la dissipation
turbulente, sur laquelle on reviendra trés briévement au chapitre suivant. D’autre part, la dissipation de la
turbulence aux petites échelles permet de supprimer progressivement le support non-thermique des nuages
moléculaires et ainsi de déclencher le processus de formation stellaire.

I.4.b La diffusion ambipolaire

Le champ magnétique du milieu interstellaire, en particulier dans la phase moléculaire, est couplé au gaz
via les particules ionisées!*. En effet, celles-ci sont bien entendu liées aux lignes de champ, mais aussi au
reste du gaz du fait des collisions entre particules. Par conséquent, le champ magnétique fournit aux nuages
moléculaires un certain support vis-a-vis de leur autogravité. Cependant, si le couplage devient trop lache,
c’est-a-dire si le taux de collisions devient trop faible, les neutres peuvent diffuser au travers des lignes de
champ, selon un processus appelé diffusion ambipolaire. Ce couplage a néanmoins pour effet de ralentir la

100n reviendra sur la structure & petite échelle & la section I1.5.

11Ce qui concorde avec le fait que le support de la dissipation turbulente, d’aprés [Meneveau & Sreenivasan, 1991], est
précisément multifractal.

12Voir le chapitre III.

130n caractérisera cette propriété d’une maniére assez novatrice au chapitre XVII.

14Notammment les grains de poussiére chargés, mais aussi les ions.
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contraction des nuages moléculaires, ce qu’on peut voir comme une stabilisation de ces structures au méme
titre que les effets du champ de vitesse turbulent décrits précédemment. En ce qui concerne le couplage
entre le champ magnétique et le gaz moléculaire, on pourra se reporter utilement a [McKee et al., 1993].

I.4.c Outils statistiques d’analyse

La complexité des structures observées, tant en densité qu’en vitesse, requiert 'utilisation d’outils d’analyse
permettant par exemple de remonter aux propriétés de 1’écoulement turbulent qu’on soupconne au sein des
nuages moléculaires. On a déja évoqué plus haut I’utilisation du spectre de puissance et on a mentionné
la dimension fractale. On les reverra de maniére plus approfondie aux chapitres V et VI, respectivement.
D’autres outils sont réguliérement utilisés pour caractériser les structures observées et tenter d’en tirer
des informations physiquement pertinentes. On peut grossiérement les classer en deux types, suivant les
observables sur lesquelles ils opérent.

Les premiers sont essentiellement appliqués aux cartes bidimensionnelles, tirées des données spectrales.
On pense ici en particulier aux fonctions d’autocorrélation [Dickman & Kleiner, 1985], aux fonctions de
structure et a la A-variance [Stutzki et al., 1998, Bensch et al., 2001]. On reparlera fréquemment de ces
outils dans la suite, notamment dans la troisiéme partie, puisqu’il s’agira précisément de caractériser des
cartes d’observables bidimensionnelles.

D’autre part, étant donné que les observations fournissent des informations réparties sur deux composantes
spatiales et une composante de vitesse, il existe des méthodes permettant d’utiliser cette derniére dimension
pleinement. Parmi elles, on note l’analyse des canaux en vitesse (VCA) de [Lazarian & Pogosyan, 2000],
fondée sur ’étude analytique des propriétés des cartes par canaux en fonction de leur largeur en vitesse.
Elle est probablement difficile & utiliser en pratique sur des observations réelles, comme on le verra au
chapitre XIII. L’analyse en composantes principales (PCA), qui décompose les données tridimensionnelles
sur une base orthogonale afin d’en déduire les propriétés du champ de vitesse a chaque échelle a été calibrée
numériquement par [Brunt et al., 2003]. Enfin, la fonction de corrélation spectrale [Rosolowsky et al., 1999]
se fonde sur une mesure de la similarité entre les spectres en des points voisins.

1l existe bien d’autres méthodes d’analyse statistique de la structure des nuages moléculaires, mais il serait
trop ambitieux de vouloir toutes les décrire ici.

1.5 Quelques idées sur la structure a petite échelle des nuages moléculaires

11.5.a Solutions HDLT et LDHT

On a longtemps pensé que les nuages moléculaires peu brillants dans les raies de CO étaient constitués
de matiére a faible densité, répartie de facon homogéne. En fait, comme on 'a déja évoqué au sujet
de la figure 1.4, on a pu observer qu’ils sont structurés jusqu’a des échelles inférieures & 0,01 pc, soit
2000 UA. A partir de données de raies CO & haut J obtenues pour des nuages moléculaires de haute
latitude galactique, on a montré [Ingalls et al., 2000] que ces structures & petite échelle sont probablement
formées de gaz & haute densité (ng, =~ 3.10* cm—2) et basse température (T ~ 8 K). On parle de modéle
HDLT pour high density low temperature. Cependant, il semble [Falgarone et al., 2001] qu’il soit possible
d’obtenir des solutions plus variées, allant jusqu’a des modéles LDHT (low density high temperature), pour
lesquels np, ~ 180 cm™2 et T ~ 250 K, en restreignant I’étude aux ailes des raies, ceci pour s’affranchir
des problémes d’épaisseur optique. Cette indétermination est probablement due au fait que les longueurs
de corrélation des champs de densité et de vitesse dans ces structures ont probablement des effets non
négligeables sur les raies de CO [Hegmann & Kegel, 2000]. En effet, les distributions de densité et de
vitesse, lorsqu’elles présentent des longueurs de corrélation finies, influent nécessairement sur le transfert
radiatif des photons tragant le gaz moléculaire!®. On s’intéressera plus particuliérement & ce probléme
dans la derniére partie. Pour 'instant, on se contente de signaler que les propriétés dynamiques des nuages
moléculaires doivent étre prises en compte, notamment aux échelles de ’ordre du libre parcours moyen
des photons, si 'on veut déduire correctement leurs propriétés physiques a partir des raies de CO. En

157] suffit pour s’en convaincre d’imaginer que la vitesse reprenne la méme valeur 3 intervalles réguliers - égaux 3 la longueur
de corrélation. Il est alors tout & fait possible qu’un photon émis & I’une de ces positions soit réabsorbé a une autre. Les raies
ainsi que les informations physiques qu’on peut en tirer sont donc influencées par ces considérations.
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particulier, le gaz responsable de ’émission dans les ailes et au centre des raies peut trés bien étre soumis
4 des conditions physiques de température et de densité'® différentes.

I1L5.b La structure a I'échelle du milliparsec vue en ?CO(1 — 0)

Des observations faites respectivement par Ingalls avec OVRO (Owens Valley Radio Interferometer) et
par Pety & Falgarone avec Uinterférométre du plateau de Bure, ont tout récemment permis de détecter
des structures encore plus petites, & I'échelle de quelques milliparsecs, dans des cartes en '2CO(1 — 0).
Dans les deux cas, I’ensemble de I’émission vue par l'interférométre correspond aux vitesses se situant dans
les ailes des raies des observations “single dish”, ce qu’on interpréte comme étant une signature du fait
que les structures émettant dans les ailes de la distribution des vitesses ont nécessairement un facteur de
remplissage du plan du ciel bien inférieur au gaz émettant dans le centre de la raie. Dans les cartes du
plateau de Bure, on voit de nombreuses structures allongées et assez droites, dont la taille transverse est de
I’ordre de 1000 UA, ce qui montre d’ailleurs qu’il s’agit de structures résolues spatialement, puisque le lobe
synthétisé a une taille d’environ 500 UA. Deux de ces structures, quasiment paralléles 'une & ’autre, sont
séparées spatialement en projection par une distance d’environ 1500 UA, et également séparées en vitesse,
avec Av ~ 3,5 km s~L. On peut en déduire une estimation du cisaillement dans ces structures & trés petite
échelle, qu’on estime & environ 500 km s~! pc~!, ce qui représente une valeur colossale, supérieure & celle
observée sur une échelle de 0,05 pc pour des nuages a haute latitude [Sakamoto, 2002], et largement plus
importante que la valeur moyenne de ~ 1 km s~! pc~! observée dans les nuages moléculaires. Remarquons
que des gradients de vitesse trés important ont également été observés i petite échelle dans le gaz atomique

neutrel?.

I1.5.c Origine cinématique des structures a petite échelle

N

Il est tentant de voir dans ces cisaillements importants & petite échelle la signature de la dissipation
intermittente de la turbulence (voir le chapitre Ill) [Falgarone & Phillips, 1990], qu’on les identifie & des
chocs ou a des tourbillons. En effet, d’aprés [Lis et al., 1996], dans le contexte des écoulements turbulents,
les extrema, des gradients de vitesse'® observés sont des traceurs des grandes fluctuations non-gaussiennes
de la vorticité, que cette derniére soit engendrée par les chocs ou les tourbillons. En étudiant les zones de
plus forte divergence négative (les chocs) et de plus grande vorticité (les tourbillons) dans des simulations de
turbulence compressible non magnétique [Porter et al., 1994], Pety et Falgarone [Pety & Falgarone, 2000]
ont montré que chacun de ces sous-ensembles fournit effectivement des signatures semblables, & savoir des
ailes fortement non-gaussiennes dans la distribution des incréments de centroide & petite échelle. Dans
un cas comme dans 'autre, on obtient également une morphologie trés filamenteuse, ce qu’on rapproche
des observations évoquées plus haut. On a donc affaire & des structures & trés petite échelle dont I’origine
est sans doute purement cinématique, car elles ne coincident pas avec les pics de densité de colonne. Leur
morphologie est essentiellement allongée et sans courbure, leurs épaisseurs transverses variant typiquement
entre 0,01 pc et 0,03 pc, sachant que la limite inférieure est sans doute plus faible, car on atteint 1& la
limite de résolution.

O

16Voire de pression, comme le suggérent les observations de [Jenkins & Tripp, 2001].

170Observations de Carl Heiles non encore publiées.

18Techniquement, on mesure les incréments des centroide de vitesse sur le plan du ciel [Pety & Falgarone, 2003]. On
reparlera abondamment des centroides dans la troisiéme partie.
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|CHAPITRE Il

Mécanique des fluides et turbulence

1.1 Du laminaire au turbulent

Considérons un fluide s’écoulant autour d’un obstacle cylindrique & vitesse constante, ce qu’on peut obtenir
en fixant le débit du fluide. On s’arrange pour visualiser les trajectoires des particules fluides, par exemple
en introduisant ponctuellement un colorant. A faible vitesse, on voit que les trajectoires ainsi matérialisées
sont, réguliéres, bien définies, et surtout stationnaires, ce qui signifie notamment que si ’on venait & placer
une sonde de vitesse en n’importe quel point de I’écoulement, la valeur qu’elle indiquerait ne varierait
pas au cours du temps. On dit alors que 1’écoulement est laminaire. Notons qu’un tel écoulement est
parfaitement prévisible, en ce sens que deux particules fluides issues d’un méme point suivent la méme
trajectoire.

Augmentons progressivement le débit, de sorte que la vitesse de ’écoulement augmente, la section étant
fixée. On voit alors apparaitre, en aval de 'obstacle, des vortex autour desquels circulent les particules
fluides. L’écoulement n’est plus aussi simple qu’a faible vitesse, mais il est toujours stationnaire. En aug-
mentant encore le débit, on voit que les vortex se détachent de ’obstacle, aussitot remplacés par d’autres,
lesquels se détachent & leur tour et ainsi de suite. Il se forme alors ce qu’on appelle une double allée de
Bénard et von Karmann, qui est entrainée par I’écoulement. Ce dernier n’est alors plus stationnaire, mais
on peut encore le décrire par un modéle périodique.

Si 'on augmente encore le débit, les trajectoires des particules fluides en aval de ’obstacle se brouillent,
comme on peut le voir sur la figure 111.1. Avec une sonde de vitesse, on pourrait montrer que la vitesse varie
de maniére chaotique & la fois spatialement et temporellement, cela sans que les conditions extérieures
imposées varient. On ne peut plus du tout prédire les détails de ’écoulement, du fait d’une succession
“infinie” d’instabilités qui annihilent notre capacité prédictive. L’écoulement est devenu turbulent, et la
seule approche possible pour le caractériser est alors de nature statistique. Le but des théories de la
turbulence est de parvenir & cette description statistique & partir des seules équations du mouvement!.

Fic. .1 — Lllustration de la transition laminaire-turbulent. Un jet d’air issu d’un cylindre d’ouverture
circulaire s’écoule de la gauche vers la droite avec un nombre de Reynolds de l'ordre de 10000 (voir le 111.2.c)
et est rendu visible par injection de fumée. On voit la fin, o Uextréme gauche, du régime laminaire, puis
le développement d’instabilités, de tourbillons formant une double allée de Bénard et von Karmann, puis
Uinstallation abrupte du régime turbulent, & droite. Image issue de [van Dyke, 1982].

1On remarque 13 une analogie certaine avec la démarche de la mécanique statistique et de la thermodynamique.
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1.2 Rappels élémentaires de mécanique des fluides

l1l.2.a Approches lagrangienne et eulérienne

La mécanique des fluides, ou plus généralement la mécanique des milieux continus, se fonde sur une
description mésoscopique des phénoménes. On considérera ainsi des particules fluides de taille trés inférieure
a la taille caractéristique des écoulements, mais trés supérieure & 1’échelle atomique. Cette description est
justifiée par le fait que les forces de cohésion au sein d’un fluide ont une portée finie, dont la valeur est
néanmoins plus grande dans un liquide que dans un gaz. Si ’on veut schématiser, la taille caractéristique des
particules fluides devra étre de I’ordre de cette portée des forces de cohésion. A partir de 13, la dérivation des
équations de la mécanique des fluides se fait en suivant les principes de la mécanique des points matériels.
On doit cependant remarquer que, contrairement 4 la mécanique des systémes de points matériels isolés, la
corrélation entre les mouvements des diverses particules de fluide, du fait de ces forces & grande distance,
implique que I’étude d’un écoulement peut se faire suivant deux approches sensiblement différentes. L’une
consiste & se placer en un point fixe et & observer la vitesse des éléments de fluide se succédant & cette
position au cours du temps. Cette approche constitue le point de vue eulérien, et elle correspond aux
conditions expérimentales des mesures par sonde de vitesse. Alternativement, on peut s’intéresser au mou-
vement d’une particule fluide particuliére, ce qui constitue ’approche lagrangienne, mise & profit lorsqu’on
visualise les trajectoires grace & un colorant. A ces deux approches correspondent deux dérivées du champ
de vitesse v(x,t) par rapport au temps.

Y our l'approche eulérienne et dv _ dv
- ur I ulerienn _— = —
ot P PP at ~ ot
ot le vecteur “nabla” V a pour composantes les opérateurs de dérivation partielle par rapport aux trois
coordonnées d’espace. Le terme (v.V)v correspond & la variation de la vitesse du fait de ’advection dans
I’écoulement. La dérivée de la vitesse apparaissant dans 1’équation du mouvement d’une particule fluide
est la dérivée totale correspondant & ’approche lagrangienne. Tous les champs emportés par ’écoulement
peuvent étre traités de I’'une ou 'autre maniére, notamment la densité p,
dp 9p

. ’s . . .., Op
FTin (v.V)p=—(V.v)p du fait de 'équation de continuité ot

L’équation de continuité traduit la conservation de la masse de fluide. La quantité V.v détermine alors le
taux de compression ou d’expansion d’une particule fluide.

+ (v.V)v pour lapproche lagrangienne,

+ V.(pv) = 0.

I11.2.b Forces exercées sur une particule fluide

L’écriture du second membre de la relation fondamentale de la dynamique nécessite de connaitre les forces
exercées sur les éléments du fluide. Dans la limite du continu, on montre que ces derniers sont soumis &
des forces de pression normales & leur surface et & des forces visqueuses tangentielles. Plus précisément, en
considérant une surface dS orientée par un vecteur unitaire n qui lui est normal, la force exercée par le
fluide sur cet élément de surface s’écrit dF' = o.ndS, ol o est un tenseur d’ordre deux symétrique, appelé
tenseur des contraintes. On en déduit la force sur une particule fluide,

dF =//d5’a'.n dou dF; = Z//dSaijnj = Z/ dSajn; :// drdiva :// dTZ %’
J 7 -~ D

ou dF; désigne la composante ¢ de la force cherchée. La derniére égalité fait apparaitre la densité volumique
de force & lintérieur du fluide. Le tenseur des contraintes peut se décomposer en deux parties, de sorte
que 0;; = —pd;; + Tij, ol p désigne la pression scalaire, d;; est le symbole de Kronecker, et T est le tenseur
des contraintes visqueuses. Sa forme particuliére dépend du fluide et des conditions de ’écoulement mais
un cas simple est celui des fluides newtoniens? incompressibles, pour lesquels le tenseur des contraintes
visqueuses est proportionnel au tenseur du taux de cisaillement e,

n (Ov; = Ov;
7 i

2Un fluide est dit newtonien si la relation entre le tenseur des contraintes et celui du taux de cisaillement est linéaire.
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la constante de proportionnalité n étant la viscosité dynamique. La densité volumique de force s’écrit alors
vectoriellement, et permet d’écrire ’équation de Navier-Stokes régissant 1’évolution de v,

ov 1 n 1
— 4+ (@W.V)v=—-Vp+ -Av+ f=—--Vp+puAv + 1
5T (V= Vpt TAvtf=—Vptudvsf M

ol f représente la densité massique de l’ensemble des autres forces exercées sur les particules fluides®. Le
symbole A représente ’opérateur laplacien, et p est appelée viscosité cinématique. Lorsque le terme pAwv
est négligeable devant les autres, I’équation de Navier-Stokes devient I’équation d’Euler

ov 1
%t (v.V)v = —;Vp%— f, (2)

qu’on utilisera plus bas.

l1l.2.c Le nombre de Reynolds

Reprenons ’exemple introductif de ’obstacle cylindrique placé dans un écoulement. On note L la taille
caractéristique de ce cylindre, & savoir essentiellement son diamétre, et U la vitesse de 1’écoulement loin
en amont de 'obstacle. On suppose en outre qu’il n’existe pas d’autre force que celles modélisées par le
tenseur des contraintes, ¢’est-a~dire qu’on suppose f = 0. L’équation de Navier-Stokes (1) montre qu’alors
la variation de la vitesse est déterminée* par la compétition entre les effets du terme advectif (v.V)v et
ceux du terme diffusif® pAwv. Chacun de ces deux termes peut étre écrit en ordre de grandeur en utilisant
les valeurs caractéristiques U et L, de sorte qu’on peut les comparer en formant le nombre sans dimension
2 2
Re = U— X L— = E, dit nombre de Reynolds.
L uU w
Celui-ci exprime le rapport entre le temps caractéristique de diffusion et le temps caractéristique d’advec-
tion, et quantifie la compétition entre les effets de 1’une, tendant & homogénéiser I’écoulement, et de ’autre,
tendant & accentuer les hétérogénéités®. Qualitativement, on comprend que si le nombre de Reynolds est
trés inférieur & 1, par exemple parce que la vitesse U est faible, les effets de la diffusion sont beaucoup plus
rapides & se mettre en place que ceux de 'advection, et il en résulte que ce régime correspond & celui des
écoulements laminaires. En revanche, si le nombre de Reynolds devient trés grand devant 1, les effets non
linéaires de I’advection deviennent prépondérants, et on passe dans le régime turbulent.
En fait, on peut énoncer le principe de similarité, selon lequel, pour un fluide incompressible, le nombre de
Reynolds est le seul paramétre de controle de ’écoulement, & géométrie fixée, de sorte que des considérations
simples de dimensionnalité peuvent fournir des résultats utiles.

111.2.d Instabilités et transition vers la turbulence

Pour un écoulement donné, les solutions de I’équation de Navier-Stokes (ou de ’équation d’Euler, qui est
sa limite & viscosité nulle) sont trés souvent instables. Pour I’équation de Navier-Stokes, c’est d’autant
plus vrai que le nombre de Reynolds est grand. Toute perturbation de 1’écoulement, inévitable en pra-
tique, envoie le systéme vers un état complétement différent de celui décrit par la solution. Comme on
I’a déja dit, le moteur principal de ces instabilités est le terme d’advection (v.V)wv, mais il ne faut pas
oublier le role éventuellement joué par les forces extérieures”. Au deld d’un certain seuil caractéristique,
I’écoulement forme une structure dont la périodicité est fixée par les ordres de grandeur des forces, et cette
structure primaire peut elle-méme étre soumise & de nouvelles instabilités, amenant une transition brusque
ou graduelle vers le chaos.

30n pense par exemple a la gravité, 3 la force de Lorentz, etc...

40n néglige la variation linéaire due aux hétérogénéités de pression.

50n parle de terme diffusif par analogie avec 1’équation de diffusion particulaire et 1'équation de la chaleur, notamment.
La quantité transportée ici est la quantité de mouvement et son coefficient de diffusion associé est la viscosité.

8Ceci du fait de son caractére non-linéaire.

7Par exemple celui de la gravité dans I’instabilité de I’interface entre deux fluides de densités différentes, le fluide le plus
dense étant au-dessus du fuide le moins dense. L’instabilité survenant alors est dite de Rayleigh-Taylor.
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A ce titre, ’exemple de I'instabilité de Kelvin-Helmholtz est particuliérement intéressant. On considére, sur
la figure 111.2, deux fluides séparés par une interface plane a ’instant ¢ = 0. On les met en mouvement avec
des vitesses parallélles & cette interface, égales en module mais de sens opposés. Lorsqu’une perturbation
de longueur d’onde appropriée apparait a I'interface entre les deux fluides, elle est accentuée du fait de la
relation de Bernoulli®, mais atteint un état stable par les effets de capillarité. Par la suite, la différence de
vitesse entre les deux fluides au voisinage des ventres de la perturbation déplace ces derniers dans des sens
opposés, et on aboutit & la formation de tourbillons de Kelvin-Helmholtz a l'interface.

v1 U1
v - -
1 v vo
Fluide 1
Fluide 2
-— V1
vo —
v2

F1G. 1.2 — Instabilité de Kelvin-Helmholtz

La transition vers le chaos turbulent peut se faire suivant plusieurs scénarii. D’une part la transition par
intermittence, dont on reparlera, qui se caractérise par des “bouffées” chaotiques au sein d’un comporte-
ment régulier. On distingue ensuite les transitions graduelles soit par doublement de période, soit par le
modéle quasipériodique de Ruelle-Takens, pour lequel la fréquence de l'instabilité secondaire est incom-
mensurable & celle de I'instabilité primaire. Il est possible de modéliser ces bifurcations en fonction de la
dimension de ’espace, en analysant les solutions d’équations différentielles simples. On peut notamment
visualiser ces solutions dans l’espace des phases, ce qui permet d’exhiber la notion de cycle limite. Les
systémes chaotiques sont alors caractérisés par des cycles limites extrémement complexes, fractals, appelés
“attracteurs étranges”. En particulier, il devient impossible de prédire le comportement du systéme, faute
de connaitre les conditions initiales de son évolution avec une précision infinie®.

I11.3 La théorie de Kolmogorov (1941)

II1.3.a La cascade turbulente

Le désordre & la fois spatial et temporel qui caractérise la turbulence suggére que ’on ne peut pas déduire
complétement une théorie de la turbulence & partir des équations du mouvement de type Navier-Stokes.
En D’état actuel des connaissances, c’est effectivement le cas. Cependant, on peut, & partir d’hypothéses
simples, compatibles avec I’équation de Navier-Stokes, construire une théorie phénoménologique de la
turbulence incompressible. C’est l'objet de la théorie de Kolmogorov, fondée sur les idées de Richard-
son [Richardson, 1922]. Ce dernier a pour la premiére fois décrit la turbulence comme une hiérarchie de tour-
billons de différentes tailles, imbriqués les uns dans les autres, et permettant le transfert d’énergie cinétique
des grandes échelles ou elle est injectée par des processus macroscopiques divers, fixés par les conditions de
Pécoulement, vers les petites échelles ou elle est dissipée par viscosité. Kolmogorov [Kolmogorov, 1941] a
par la suite quantifié cette approche, en particulier en identifiant la plus petite échelle turbulente, laquelle
porte désormais son nom.

La description qui suit adopte la démarche de Pope [Pope, 2000]. Dans la vision de turbulence pleinement
développée de Kolmogorov, les tourbillons sont caractérisés par une certaine taille /, une vitesse typique
v(l) et un temps de retournement 7(1) = I/v(l). La notion de tourbillon doit étre prise au sens large, c’est-
a-dire comme une région de taille [ sur laquelle les mouvements du fluide sont plus ou moins cohérents. Les
tourbillons les plus grands sont de taille caractéristique sensiblement identique & 1’échelle L de ’écoulement
global, et de vitesse caractéristique ~ U. Le nombre de Reynolds qui les caractérise est donc le méme que
celui de ’écoulement global, supposé trés grand devant 1. Ils sont donc susceptibles d’étre déstabilisés. Selon

8La relation de Bernoulli exprime la conservation de ’énergie le long d’une ligne de courant dans un écoulement parfait
incompressible. Ici, elle permet d’affirmer que si la vitesse augmente, la pression diminue.

9Pour plus de précisions sur ’approche de la turbulence en termes de systémes dynamiques, le lecteur pourra utilement
se reporter & I'ouvrage de Manneville [Manneville, 1990].
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Richardson, c’est exactement ce qui se passe, les grands tourbillons donnant naissance & des tourbillons
plus petits, auxquels ils transférent une partie de leur énergie. Ces tourbillons plus petits sont eux-mémes
instables, et on assiste donc & une cascade d’énergie turbulente des grandes échelles vers les petites, au
travers d’un couplage des échelles. Le caractére local de ce couplage dans I’espace de Fourier'? n’est pas
formellement démontré mais nous n’entrerons pas ici dans ce débat. Les échelles ainsi couplées forment un
domaine dit inertiel, car il n’y pas de gain net d’énergie pour les tourbillons & ces échelles, et le transfert
d’énergie d’une échelle & Pautre se fait & un taux constant noté e. Celui-ci est déterminé de maniére
dimensionnelle aux grandes échelles, en écrivant qu’il est proportionnel au rapport de I’énergie cinétique
v(L)? = U? au temps de retournement 7(L) = L/U, soit € ~ U3 /L.

l11.3.b Les hypothéses de Kolmogorov

Comment se fait la cascade d’énergie vers les petites échelles ? En particulier, comment se comportent la vi-
tesse v(l) et le temps de retournement 7(1) lorsque I’échelle I diminue ? Le fait qu’on suppose implicitement
que le nombre de Reynolds diminue aux petites échelles'! ne permet pas de répondre directement & ces
questions. C’est en posant trois hypothéses que Kolmogorov a établi une théorie résolvant ces problémes,
et montrant que 7 et v décroissent tous deux lorsque 1’échelle I diminue. Les hypothéses de Kolmogorov
sont les suivantes :

> Aux grands nombres de Reynolds, les mouvements turbulents & petite échelle | < Iy sont statistiquement
isotropes,

> Dans tout écoulement turbulent & suffisamment grand nombre de Reynolds, les statistiques des mouve-
ments & petite échelle | < [y ont une forme universelle uniquement déterminée par € et v,

> A la limite d’un nombre de Reynolds infini, les statistiques de ces mémes mouvements & petite échelle
[ dans le domaine inertiel (I < I < lg) ont une forme universelle uniquement déterminée par la valeur de e.

La premiére hypothése, dite d’isotropie locale, sous-entend que les biais anisotropes aux grandes échelles,
dis & la géométrie particuliére des conditions aux limites, deviennent négligeables dés qu’on se place &
une échelle [ petite devant une taille caractéristique lyp qui est de l'ordre de L. On peut imaginer que
cette perte d’information sur la géométrie de ’écoulement aux grandes échelles est en fait générale, et que
les mouvements turbulents aux échelles plus petites que Iy sont en un certain sens universels, c’est-a-dire
indépendants des conditions particuliéres & grande échelle.

Les processus qui dominent les propriétés de ’écoulement aux échelles inertielles sont alors le transfert
d’énergie & un taux € et la dissipation visqueuse, fixée par v, ce qui améne la seconde hypothése. Etant
donnés € et v, on peut construire d’uniques grandeurs caractéristiques de longueur /4, de vitesse vy et de
temps 74, qui sont les grandeurs de Kolmogorov. Le nombre de Reynolds construit avec ces échelles est égal
a 1, ce qui indique que I’échelle [ est celle pour laquelle la dissipation par viscosité commence & dominer
I’advection.

Par ailleurs, ces grandeurs caractéristiques peuvent étre rapportées aux valeurs typiques des grandes
échelles, les rapports obtenus étant in fine exprimés par des puissances du nombre de Reynolds,

la -3/4 Yd -1/4 Td —1/2
17 Re U Re et 0 Re

A la limite d’un nombre de Reynolds infini, les rapports I4/L et 14/l deviennent nuls, et il existe donc une
plage d’échelles [ & la fois trés grandes devant [g et trés petites devant ly. Les tourbillons & cette échelle
étant trés grands devant ceux de l’échelle dissipative, on peut supposer que leur comportement ne dépend
pas de la viscosité, ce qui constitue la troisiéme et derniére hypothése.

I11.3.c Les lois d’échelle

A partir de ces hypothéses, on peut déduire des lois d’échelle décrivant le comportement des tourbillons
dans le domaine inertiel. Il est en effet possible de construire des échelles de vitesse et de temps & partir des

10Ce qui signifie qu’une échelle donnée interagit essentiellement avec les échelles qui lui sont sensiblement égales.
1 Ceci parce que dans cette approche, la dissipation aux petites échelles est due & la viscosité, ce qui implique un nombre
de Reynolds petit.
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seules données de € et de [, ainsi v(l) = (el)'/3 et 7(1) = (12/€)'/3. Ces relations permettent de déduire que
le taux de transfert d’énergie a une échelle I, noté €(l) et calculé comme le rapport de 1’énergie cinétique
E(l) ~ v(l)? au temps de retournement 7(l), est en fait égal & €. Il n’y a par conséquent ni accumulation
ni dissipation d’énergie aux échelles inertielles, ce qui est cohérent avec 'image qu’on s’est faite plus haut
de la cascade turbulente.

La distribution de 1’énergie cinétique des tourbillons en fonction de 1’échelle est donnée, on vient de le dire,
par la loi d’échelle £(I) ~ (el)?/%. Comme on le verra plus bas, il est commun de se placer dans I’espace de
Fourier, de sorte que les échelles spatiales sont repérées par un nombre d’onde k inversement proportionnel
a [. En termes des nombres d’onde, la densité d’énergie cinétique dépend de 1’échelle suivant une loi en
k=5/3. En effet, partant de I’égalité définissant la densité & (k),

dl .
E(k)dk = £(1)dl et en notant que dk o p ona E(k) ~EMI? ~ 231513 ~ 23513,
Cet exposant du spectre d’énergie £(k) implique la convergence des intégrales exprimant les quantités
d’énergie contenues respectivement aux grandes et aux petites échelles du domaine inertiel. On peut no-
tamment montrer que ’essentiel de 1’énergie se trouve aux grandes échelles [Pope, 2000].

I11.3.d Reformulation des hypothéses de Kolmogorov

Le point de vue moderne est un peu différent de celui de Kolmogorov. On le formule également au travers
de trois hypothéses, qui viennent remplacer celles précédemment énoncées.

> Dans le régime turbulent 3 la limite des nombres de Reynolds infinis, et loin des sources de la turbulence
(typiquement les bords de I’écoulement), les mouvements aux échelles inertielles et dissipatives présentent
statistiquement les mémes symétries que ’équation de Navier-Stokes,

> L’écoulement est autosimilaire dans le domaine inertiel,

> Le taux de dissipation de I’énergie reste en moyenne fini lorsque la viscosité tend vers zéro.

Ces hypothéses appellent quelques commentaires. Tout d’abord, les symétries des équations du mouvement
(invariances par translation, par changement de l’origine des temps, par changement de référentiel Galiléen,
par parité et par rotation) y jouent un role central. Ces symétries sont souvent brisées par les instabilités
apparaissant au cours de la transition vers le chaos [Manneville, 1990], mais elles sont restaurées de maniére
statistique, dans le régime turbulent, aux échelles suffisamment petites pour ne pas étre influencées par la
géométrie globale du systéme. Cette hypothése se comprend par exemple en observant des représentations
d’écoulements turbulents. Sans information supplémentaire, il est impossible de dire quelles sont leurs
orientations, tant ’aspect est homogéne et isotrope, en un certain sens statistique. Pour illustrer cette
idée, on pourra considérer le régime turbulent visible & droite de la figure Ill.1. En isolant une région
suffisamment petite de cette image'?, on serait bien en peine de donner la direction de I’écoulement.
De méme, il est souvent impossible de déterminer, sans autre information, I’échelle de I'image étudiée.
Dans le domaine inertiel, les propriétés des écoulements turbulents localement isotropes sont déterminées
uniquement par la viscosité v et le taux de dissipation e. La derniére hypothése est essentiellement d’ordre
expérimental, et elle permet de conserver un taux de dissipation non négligeable, méme pour les nombres
de Reynolds infinis, correspondant & une viscosité nulle.

1.4 Description statistique de la turbulence

lll.4.a Présentation rapide de la méthode

Les écoulements turbulents & grand nombre de Reynolds, on I’a dit, ne peuvent étre correctement décrits
que de maniére statistique. Il faut donc considérer que la vitesse tridimensionnelle v(x,t) ainsi que les
autres champs, par exemple ceux de densité p(x,t), de température T'(x,t) ou de pression p(x,t), sont des
champs aléatoires, qu’il convient de décrire & I’aide des outils statistiques étudiés au chapitre V. En prenant
de I’avance sur ce qui sera dit plus tard, on définit ainsi des densités de probabilité notées W), telles que la

12 est-a-dire plus petite que la largeur de ’écoulement.
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quantité Wy, (v1,...,0p;&1,...,Zp;t1,...,tp)dv1 ... dv, représente la probabilité que la vitesse prenne la
valeur v; & dv; prés a la position x; et & 'instant ¢;.

Toutes les propriétés statistiques du champ de vitesse d’'un écoulement turbulent sont contenues dans la
connaissance des diverses fonctions W,. De méme, on définit des densités de probabilité associées aux
autres variables de ’écoulement, ainsi qu’aux combinaisons de plusieurs variables. On va se concentrer sur
le seul champ de vitesse dans la suite de ce chapitre, mais on considérera ultérieurement des quantités
dépendant également de la densité, notamment aux chapitres X, XI et XX.

Les différentes hypothéses sur 1’écoulement turbulent, faites de maniére statistique, portent sur les pro-
priétés de ces densités de probabilité. L’hypothése de stationnarité, par exemple, implique que toutes sont
inchangées par translation de ’origine des temps. Quant aux hypothéses d’homogénéité et d’isotropie sta-
tistiques exprimées dans le cadre de la théorie de Kolmogorov, elles reviennent & écrire que les fonctions W,
sont invariantes respectivement par changement de l’origine des coordonnées et par rotation du systéme
d’axes.

Cependant, dans la pratique, les densités de probabilité ne sont pas facilement accessibles, et il faut recourir
au calcul de grandeurs moyennes sur I’écoulement, dont on montre!® qu’elles peuvent s’exprimer comme
des intégrales sur des expressions contenant les fonctions W,. On a de cette maniére indirectement accés
aux propriétés des densités de probabilité.

Parmi les grandeurs moyennes couramment utilisées, on notera en particulier les fonctions de corrélation
a n points, définies ici en rendant implicite la dépendance en temps'4, par

Aviy i, (155 Tp) = E{vg, (21) ... 05, (xp) }

et donnant la moyenne'® des produits de n composantes de la vitesse prises en n points. Si 'on se place
dans le cas ou toutes les composantes considérées sont les mémes, on parlera de fonctions d’autocorrélation
a n points. D’autre part, en supposant 1’écoulement homogéne, ces fonctions ne peuvent dépendre que des
n — 1 séparations r; = x; — 1 pour 2 < i < n. En particulier, on utilisera la fonction de corrélation & deux
points Ay, o, (€1,22) = E{vi(x1)v;(22)}, qu'on écrira le plus souvent sous la forme A,, ,(r), ot r est égal
a la séparation &2 — x;1. Enfin, on considérera souvent la fonction d’autocorrélation & deux points, qu’on
écrira avec un seul indice A,,(r) = Ay, ; (), et qu’on appellera abusivement fonction d’autocorrélation,
sans plus de précision.

On se sert également des fonctions de structure, définies par la relation générale

Sviy v, (1) = E{[viy (@ +7) =03, (@)] .. [g, (2 + 1) — vy, (2)]},

ot ’on a utilisé I’hypothése d’homogénéité en ne faisant pas de  un argument de la fonction. Comme pour
les fonctions de corrélation, on s’intéressera souvent au cas ou les composantes de la vitesse sont toutes les

mémes, c’est-a-dire aux fonctions de structure d’ordre p se mettant sous la forme'®,

SEHr) = iy (r) = E{[vi(e +7) —vi(@)]"} -

D’autre part, dans ce dernier cas, il est intéressant de considérer ’orientation de la séparation r relativement
a Paxe i. On définit ainsi les fonctions de structure d’ordre p longitudinale et transverse,

LP(r) = E{vi(x +ru;) —vi(@)} et TE(r) = E{fvi(@ +ruy) —vi@)P} (i #5)-

Avec ’hypothése d’isotropie, ces deux fonctions sont en fait indépendantes de la composante particuliére
de la vitesse qu’on considére, et on pourra omettre I’indice correspondant. La figure 111.3 montre un schéma
représentant les deux cas, longitudinal et transverse. Notons enfin que, dans le cas d’un champ de vitesse
statistiquement homogéne, il existe une relation linéaire simple entre la fonction de structure d’ordre deux
d’une composante quelconque et la fonction d’autocorrélation de cette méme composante,  savoir

SE (1) = 2[Ay, (0) — Ay, (r)],

sur laquelle on reviendra au V.6.a et qu’on mettra & profit au chapitre X.

13Voir le chapitre IV.
4 Toutes les vitesses sont supposées prises au méme instant.

15La notation E désigne ’espérance mathématique, formalisation de la notion de moyenne (voir le chapitre V).

160n peut également définir les fonctions de structure de ce type en prenant la racine p®™¢ de la fonction Sq(]f ) , de fagon a

conserver la dimension d’une vitesse.
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XX

F1c. 1.3 — Composantes de la vitesse impliquées dans le calcul des fonctions de structure longitudinale (G
gauche) et transverse (4 droite).

Comme on I’a évoqué un peu plus haut, on peut effectuer une analyse du champ de vitesse en termes
de composantes de Fourier!”. Les propriétés statistiques décrites dans 1’espace direct par les fonctions de
corrélation doivent avoir des équivalents en Fourier, ce qui améne & considérer les spectres en vitesse de
I’écoulement, définis comme les transformées de Fourier des fonctions de corrélation & deux points,

P, v, (k) = / Ay v (r)e=2™ T dr o lintégration est faite sur ’ensemble des échelles inertielles 7.

Cette quantité est complexe et telle que Py, v, (k) = Py, . (k) = Pu; v, (—k), en raison des propriétés de
symétrie des fonctions de corrélation & deux points, et du fait que celles-ci sont réelles. De plus, la matrice
constituée des divers spectres en vitesse est semi-définie positive, de sorte qu’en particulier ses éléments
diagonaux sont des réels positifs ou nuls. On appelle couramment ces derniers spectres de puissance des

composantes de la vitesse auxquelles ils se rapportent,

jiVi

P, (k) Z/Avi (r)e %™ Tdr  pour chaque composante i.

Enfin, la trace P, (k) de ce tenseur est égale a la transformeée de Fourier de la quantité E {v(z + r).v(x)}
et peut légitimement étre appelée spectre de puissance de la vitesse, sans plus de précision. Remarquons
cependant que, dans la suite, on n’aura accés qu’a une seule composante de la vitesse, & savoir celle paralléle
a la ligne de visée, et on fera un abus de langage en parlant de spectre de puissance de la vitesse pour
désigner le spectre de puissance de cette composante'®.

L’information contenue dans les spectres P,, ,;(k), qui constituent un tenseur d’ordre deux dépendant
d’un vecteur tridimensionnel, peut éventuellement étre réduite & une fonction scalaire d’un scalaire, en éli-
minant toute information de direction. On définit ainsi le spectre en énergie de I’écoulement en considérant
Iintégration du spectre de puissance de la vitesse sur toutes les directions possibles du vecteur d’onde &,
lorsque la norme k de ce dernier est fixée, soit

(k) = /Pv(k)5(|k| — K)dk.

On a déja évoqué cette quantité plus haut, en écrivant que, d’aprés Kolmogorov, son comportement dans
le domaine inertiel suit une loi de la forme £(k) o< k~3/3. En conséquence, le spectre de puissance de la
vitesse suit la loi Py (k) o |k|'~"~5/3, ot n est la dimension de ’espace.

l1.4.b Quelques résultats

De maniére générale, les spectres en vitesse P, ., (k) contiennent beaucoup plus d’information que le
spectre en énergie £(k). Cependant, dans le cas de la turbulence isotrope, on montre que la connaissance
de ce dernier est suffisante. En effet, étant donnée l’isotropie, 'information de direction contenue dans les
spectres en vitesse ne peut dépendre que de k. Or, les seuls tenseurs d’ordre deux invariants par rotation

17Supposons que I’on cherche une solution harmonique & 1'équation de Navier-Stokes, en notation complexe. Le terme non
linéaire (v.V)v se traduit alors en termes de vecteurs d’onde par un couplage des modes, correspondant au couplage des
échelles décrit par la cascade turbulente [Pope, 2000].

18En supposant 1'isotropie, on a de toutes les maniéres la relation P, (k) = 3Py, (k), quelle que soit la composante 4.
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que 'on peut former & partir du vecteur d’onde sont le tenseur unité 1 et le tenseur dont les éléments sont
kik;j, d’ou la forme nécessaire du tenseur des spectres en vitesse

Pu; v; (k) = B(k)di; + C(k)kik;.

D’autre part, la traduction en Fourier de la condition d’incompressibilité de 1’écoulement, V.v = 0, s’ob-
tient en remarquant que la dérivation par rapport & une coordonnée d’espace x; revient & multiplier par
ik; en Fourier'®. 11 s’ensuit que la condition d’incompressibilité s’écrit k.v = 0, soit encore

Z kiPy; v; (k) = Z k;jPy; v; (k) =0, en multipliant par une composante de la vitesse.
i J
A partir de ces équations et de la définition du spectre en énergie, on obtient les formes de B et C,

£(k) kik;
Puies () = ga (5"" - k;) '

Des formes similaires sont obtenues dans l’espace direct, en appliquant les hypothéses de Kolmogorov
aux fonctions de structure. Dans ce cas, I’hypothése d’isotropie implique [Monin & Yaglom, 1975] que le
tenseur d’ordre deux formé des fonctions S, .; (1) est nécessairement une combinaison linéaire des deux
seuls tenseurs invariants par rotation formés a partir du vecteur r, & savoir le tenseur unité et le tenseur
dont les éléments sont r;r;. Utilisant les fonctions de structure d’ordre deux longitudinale et transverse,
on a

Suias (1) = TO )0y + L) = TO )] .

En fait, dans le cadre d’une turbulence localement homogene et isotrope, on peut montrer [Pope, 2000]
que Sy, ,; est entiérement déterminée par la fonction de structure d’ordre deux longitudinale. Or, d’aprés
la deuxiéme hypothése de Kolmogorov, on peut écrire une relation dimensionnelle donnant la forme de
cette fonction aux grands nombres de Reynolds,

LO(r) = (er)?f(r/ly), en rappelant que I est Péchelle de Kolmogorov.

Dans la limite des nombres de Reynolds infinis, ce qui correspond & une viscosité et & une échelle de
dissipation [z nulles, la derniére hypothése de Kolmogorov implique que f tend vers une constante C
universelle et que dans ce cas on a finalement

; 4 1rr;
_ 2/3 iTj
Sty (1) = Cler)?/ (g%’ —37,2 ) .
La forme de la fonction de structure longitudinale écrite plus haut se généralise aux ordres entiers p
quelconques. En effet, dans le cadre des hypothéses de Kolmogorov, & la limite des nombres de Reynolds
infinis, et si 'on se place dans le domaine inertiel, la fonction de structure longitudinale d’ordre p ne peut
dépendre que de € et de r, ce qui donne, dimensionnellement

LP) (1) = Cp(er)?/®  ou C, est une constante universelle. (3)

En particulier, on a la loi dite “des quatre-cinquiémes” de Kolmogorov, £3)(r) = —(4/5)er, exacte dans
le cas de I’homogénéité et de l'isotropie locales & toutes les échelles, mais également trés bien vérifiée
expérimentalement.

lll.4.c Les limites de la théorie de Kolmogorov

De nombreuses mesures expérimentales (voir par exemple [Anselmet et al., 1984]) montrent que les fonc-
tions de structure longitudinales suivent effectivement des lois de puissance en fonction de 1’échelle r, mais
avec des exposants (, différents de ceux prédits par Kolmogorov. On constate en effet que ¢, < p/3 dés

19Ceci parce qu’on cherche des solutions du champ de vitesse sous la forme exp (ik.z).
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qu’on dépasse 'ordre p = 4. On observe donc une déviation du comportement attendu dans le domaine
inertiel. Dans le domaine dissipatif, c’est-a-dire aux petites échelles, on s’intéresse aux dérivées longitu-
dinales de la vitesse??. On observe alors expérimentalement que pour des ordres p > 4, les densités de
probabilité de ces dérivées présentent des ailes non-gaussiennes fortement marquées. En fait, ces ailes ap-
paraissent également dans les densités de probabilité des incréments de vitesse eux-mémes, y compris aux
échelles inertielles?!.

Ces diverses observations sont interprétées [Jimenez, 1998] comme des signatures d’un phénomeéne d’inter-
mittence, ce qui signifie que les transferts d’énergie sont spatialement et temporellement hétérogénes. Ici,
le mot “transfert” doit étre pris dans un sens large, car il s’agit non seulement de la cascade énergétique
aux échelles inertielles mais également de la dissipation. Dans la vision intermittente de la turbulence, les
transferts d’énergie et la dissipation sont localisés dans I'espace et le temps, ce qui contredit ’hypothése
d’autosimilarité de Kolmogorov. Ce dernier [Kolmogorov, 1962], ainsi qu’Obukhov [Obukhov, 1962], a pro-
posé de raffiner cette hypothése en supposant que les incréments de vitesse dépendent d’un coefficient de
dissipation local €, & une certaine échelle r, plutdt que du coeflicient de dissipation global e.
L’hétérogénéité de la dissipation d’énergie dans les écoulements turbulents, qu’on vient de remarquer, sug-
gére de s’interroger sur la structure des zones dissipatives. Expérimentalement, on observe des filaments
de forte vorticité, auxquels sont associés des taux de dissipation élevés par rapport & leur environne-
ment [Cadot et al., 1995]. On pense que ces structures filamenteuses cohérentes sont liées a 'intermittence
de la dissipation [Porter et al., 1994].

Il convient cependant de remarquer, comme le fait Pope [Pope, 2000], que seules les statistiques d’ordre
élevé, prises aux petites échelles, sont véritablement influencées par les défauts de la théorie de Kolmogorov.
Dans le contexte de la cascade d’énergie au sein des écoulements turbulents, il est plus important de
s’intéresser aux phénoménes déterminant le taux de transfert énergétique qu’a l'intermittence, ceci parce
que les déviations expérimentales par rapport & la théorie de Kolmogorov sont faibles aux grandes échelles.
Tl faut néanmoins prendre garde au fait que, réciproquement, les mécanismes d’injection d’énergie a ces
échelles dépendent a priori fortement du systéme étudié.

I11.5 La turbulence magnétohydrodynamique incompressible

l11.5.a Les équations de la magnétohydrodynamique incompressible idéale

La présence de champ magnétique dans un milieu partiellement ionisé, tel que le MIS, en modifie sensible-
ment le comportement dynamique, du fait des forces électromagnétiques qu’il est nécessaire de considérer
dans I’équation du mouvement des ions. La présence d’espéces neutres, obéissant & une équation n’incluant
pas ces forces, mais néanmoins couplées aux ions par des forces de friction, complique encore le probléme.
1l est cependant possible, au prix de certaines approximations??, d’obtenir les équations régissant la ma-
gnétohydrodynamique (MHD) idéale & partir des équations de base de la mécanique des fluides et des
équations de Maxwell, lesquelles s’écrivent

Pe OB . 108E
v.E=" V.B = VAE=-"—" VAB-= —=
o’ 0, A ot’ A Mol + 5 5

ou p. est la densité de charges et j la densité de courant. Pour simplifier, on considére pour I'instant le cas
d’un milieu entiérement ionisé. Dans tous les cas, on peut écrire la conservation de la charge, en prenant
la divergence de la derniére équation de Maxwell?3,

. 1 9pe Ope ]
. B) = poV.j+ — ¢ = 4 =0.
V.(V AB) HOV.7+€002 =0 T g tVi=0

Si la conductivité électrique du milieu est suffisamment grande, les éventuelles concentrations de charges
locales sont effacées trés rapidement, de sorte qu’on a un milieu globalement neutre, p, = 0. De plus, si

20 A petite échelle, I'incrément de vitesse apparaissant dans I’expression des fonctions de structure longitudinales s’écrit
comme le produit de cette dérivée par la séparation r, ce qui justifie I’intérét qu’on leur porte.

21Elles disparaissent néanmois aux plus grandes échelles

22Pas toujours justifiées...

23Nous utiliserons uniquement le systéme MKS, comme il est recommandé.
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I’on suppose que les mouvements du fluide sont non relativistes, il est possible de négliger le courant de
déplacement, de sorte qu'on a V A B ~ ugj, la densité de courant j étant proportionnelle, du fait de la
neutralité globale du milieu, 4 la différence u; —u, des vitesses des ions et des électrons. Dans les conditions
du milieu interstellaire et aux échelles observées, cette vitesse différentielle est largement négligeable devant
les vitesses caractéristiques des écoulements.

Etant donné que les collisions entre ions et électrons se font avec un temps caractéristique 7. plus court
que toutes les autres échelles de temps de la dynamique, on peut considérer que les électrons ont & tout
instant une vitesse d’équilibre par rapport aux ions donnée par la relation implicite

erT, . .
v,=——(E'+v,AB) oit E' et B’ représentent les champs dans le référentiel des ions.

Me
On peut en déduire la densité de courant j = —n.ev), puis, en utilisant les transformations des champs

dans le cas non relativiste, soit B' = B et E' = E +v; A B, o1l v; est la vitesse des ions dans le référentiel
de ’observateur, on obtient finalement une équation d’évolution du champ magnétique

0B m
— +VA(BAv;) =wAB ol w = ———— est la résistivité électrique.
ot Ne€2Te o
Cette équation, couplée & V.B = 0, décrit ’évolution du champ magnétique. Quant a ’évolution dyna-
mique de la matiére, on I’obtient en écrivant que les champs électrique et magnétique imposent des forces
F; et F, aux ions et aux électrons, respectivement. Or, les électrons étant en équilibre, les autres actions
exercées sur eux, par les ions, ont une résultante —F.. Par le principe d’action-réaction, les électrons
exercent donc sur les ions une force F'., donc ces derniers sont mis en mouvement par une force totale
F,, = F; + F. dont on peut montrer qu’elle s’écrit

. 1 1 B?
F,=jAB=—(VAB)AB=—(BV)B-V.|— ],

Ho Ho 20

le premier terme représentant la tension magnétique, s’opposant a la courbure des lignes de champ, et
le second la pression magnétique, s’opposant aux gradients du champ. Introduisant cette forme dans
I’équation de Navier-Stokes, on obtient I’équation d’évolution de la vitesse des ions

B’U,’
ot

1 B? 1
+ (vi.V)v; ===V {p+ — | + pAv; + — (B.V) B.
p 210 Ho

Avec I’équation d’incompressibilité V.v; = 0, on obtient ainsi les quatre équations de la magnétohydrody-
namique incompressible idéale.

H1.5.b Quelques propriétés

Bien que nous ne traitions pas, dans la suite de ce travail, du cas de la magnétohydrodynamique, il n’en
est pas moins intéressant de relever certains des résultats obtenus. Tout d’abord, les équations de la MHD
possédent trois types de mode de vibration autour de la situation d’équilibre triviale correspondant & un
champ magnétique By homogéne et & une vitesse nulle. L’un de ces modes est incompressible, constitué
d’ondes d’Alfvén se propageant le long du champ By 4 une vitesse v4 proportionnelle & I'intensité du champ.
La déviation en vitesse et celle en champ sont reliées linéairement, de telle sorte qu’on a équipartition entre
les énergies cinétique et magnétique. Deux autres modes, I’un dit lent et ’autre rapide, sont compressibles,
et ne sont donc pas abordés dans cette section.

Dans ces conditions, quelle peut étre la nature d’une turbulence magnétohydrodynamique incompressible ?
Si l’'on fait I’hypothése que, d’une part, les termes de dissipation visqueuse pAwv; et résistive wA B ne
sont importants qu’aux petites échelles et que, d’autre part, I'injection d’énergie se fait presqu’exclusive-
ment aux grandes échelles, on peut raisonnablement penser qu’il existera un domaine inertiel. Cependant,
une différence fondamentale avec le cas purement hydrodynamique est que le champ magnétique moyen
By ne peut pas étre ignoré dans le traitement des mouvements aux petites échelles, étant donné qu’il
détermine en partie les propriétés des ondes d’Alfvén & ces échelles. En fait, on pense maintenant que
la turbulence MHD incompressible est probablement le résultat des interactions non-linéaires de paquets
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d’ondes d’Alfvén se propageant dans des directions opposées le long des lignes du champ magnétique
moyen [Goldreich & Sridhar, 1995, Goldreich & Sridhar, 1997].

Cette remarque montre que, méme si I’on suppose que l'injection d’énergie aux grandes échelles est sta-
tistiquement stationnaire et isotrope, la cascade d’énergie dans le domaine inertiel peut néanmoins étre
fondamentalement, anisotrope, si I’énergie cinétique n’excéde pas de beaucoup l’énergie magnétique, la
direction privilégiée du probléme étant alors celle de By. Ceci suggére de considérer deux échelles, I'une
transverse et I’autre paralléle, afin de décrire la cascade turbulente MHD.

A partir de 13, les descriptions deviennent assez complexes et vont bien au-deld de ce qui pourrait nous
étre utile dans la suite. Le lecteur intéressé se reportera avec profit aux travaux de Goldreich et Srid-
har [Sridhar & Goldreich, 1994, Goldreich & Sridhar, 1995, Goldreich & Sridhar, 1997]. Remarquons sim-
plement qu’ils définissent trois grands types de cascades turbulentes en MHD, respectivement dites “forte”,
“faible” et “intermédiaire”, dépendant du nombre et de 'amplitude des paquets d’ondes entrant en collision
qui sont nécessaires pour que le transfert d’énergie vers les petites échelles soit efficace. Il semble que, dans
le milieu interstellaire, la cascade forte soit la plus appropriée.

Le cas d’un milieu non entiérement ionisé doit étre traité en considérant les espéces neutres & part, puis-
qu’elles ne sont pas soumises aux forces d’origine électromagnétique, mais qu’elles sont couplées aux espéces
chargées par collisions. Comme dans le cas des électrons, précédemment, on peut supposer que les ions ac-
quiérent instantanément une vitesse d’équilibre dans le référentiel des neutres par compensation de la force
de friction et de la force de Lorentz. En appliquant cette hypothése, on obtient une équation d’évolution
du champ magnétique®*

a—B+V/\(B/\vn):—éV/\{B/\[

L (V/\B)/\B]}

PnpPi

faisant intervenir un terme de diffusion (membre de droite), qu’on appelle diffusion ambipolaire, qu’on a
déja mentionnée au chapitre Il et qui caractérise la migration des neutres a travers les lignes de champ
magnétique. La diffusion ambipolaire est négligeable aux grandes échelles du milieu diffus, mais elle devient
importante aux petites échelles, et certaines théories de la formation stellaire lui attribuent d’ailleurs un
role prépondérant.

I11.6 La turbulence compressible

Tout ce qui a été dit jusqu’a présent ne s’applique qu’au cas de la turbulence incompressible, c’est-a-dire
sous I’hypothése que la densité p est constante. Or, si cette condition est remplie par 'eau et tous les liquides
en général, il n’en va pas de méme des gaz, dont on sait pertinemment qu’il est possible de les comprimer.
Notons cependant qu’on peut parfaitement envisager des écoulements dits incompressibles, méme pour
des fluides compressibles, si tant est que, dans ces écoulements, les variations relatives de la densité soient
faibles. Ceci implique que les écoulements incompressibles ne doivent pas modifier sensiblement 1’état
thermodynamique du gaz, et on peut en déduire un critére simple, quoique non universel, permettant de
déterminer qu’un écoulement est incompressible,

3p

U\?
(—) <1 ou U est une vitesse caractéristique de 1’écoulement et ¢, est la vitesse du son.
p

Cs

Dans le cas incompressible, le champ de pression est entiérement déterminé par le champ de vitesse et le
champ de température est indéfini. En revanche, dans le cas compressible, il est indispensable de déterminer
les champs de vitesse, de densité, de pression et de température simultanément, ce qui montre la complexité
du probléme posé.

La compréhension de ce type d’écoulements est cependant rendue nécessaire dans 1’étude du milieu inter-
stellaire, du fait de la hiérarchie des structures en densité qu’on y observe. C’est d’ailleurs au cas de la
turbulence interstellaire qu’est consacrée la derniére section de ce chapitre.

241absence du terme de diffusion classique wAB résulte d’une approximation selon laquelle la vitesse de dérive des
électrons par rapport aux ions est négligeable. L’équation exacte contient en réalité les deux termes.



tel-00008481, version 1 - 14 Feb 2005

CHAPITRE Ill. MECANIQUE DES FLUIDES ET TURBULENCE 49

1.7 La turbulence dans le milieu interstellaire

l11.7.a Un bref historique

Les premiers travaux sur le caractére turbulent du milieu interstellaire remontent 3 la théorie de von Weizsé-
cker [von Weizsicker, 1951], dont les grandes lignes restent encore valables aujourd’hui. En résumé, le MIS
peut étre vu comme une hiérarchie de structures complexes résultant de l'interaction d’ondes de choc turbu-
lentes et supersoniques, dont I’énergie provient, & grande échelle, de la rotation différentielle de la galaxie, et
qui est dissipée de fagon visqueuse aux petites échelles. L’observation, la méme année [von Hoerner, 1951]
d’une relation en loi de puissance entre la différence de vitesses RMS et la séparation sur le plan du ciel,
conformément aux idées de Kolmogorov [Kolmogorov, 1941], a été I’une des premiéres confirmations de
cette théorie. L’exposant de cette loi étant différent de celui prédit par Kolmogorov, il a été interprété
comme la signature d’une turbulence compressible. Pourtant, ces idées n’eurent pas un grand écho au sein
d’une communauté qui se figurait le milieu interstellaire comme rempli d’'un gaz chaud en équilibre de
pression avec des nuages froids sans interaction entre eux et en simple mouvement ballistique. D’autre
part, 'image classique de la turbulence était alors celle du cas incompressible, et on imaginait mal qu’elle
pit s’appliquer au milieu interstellaire, dont les fluctuations de densité sont gigantesques.

La découverte par Larson [Larson, 1981] de la loi d’échelle entre les largeurs de raies d’émission des nuages
moléculaires et la taille de ces derniers a permis de rendre plus populaire I'idée d’un milieu interstellaire
turbulent, au moins aux petites échelles. Les observations détaillées, par le satellite TRAS, de nuages
interstellaires de plus grande taille [Low et al., 1984] ont finalement eu raison de I’image classique.

111.7.b Observations de la turbulence interstellaire

Il est maintenant acquis que les différentes composantes du MIS sont soumises & des mouvements turbu-
lents. Ceux-ci ont été observés dans la phase neutre atomique (voir par exemple [Spicker & Feitzinger, 1988,
Miville-Deschénes et al., 2003a]), dans le gaz ionisé [van Langevelde et al., 1992] et dans des régions HiI
[O’Dell & Castaneda, 1987], mais ce sont les études concernant les nuages moléculaires qui sont les plus
nombreuses [Kleiner & Dickman, 1985, Kitamura et al., 1993, Miesch & Bally, 1994]. Les observations per-
mettant d’appuyer cette vision hautement dynamique du milieu interstellaire sont essentiellement les sui-
vantes :

> Comme on I’a dit au chapitre I, les estimations du nombre de Reynolds & partir de la viscosité moléculaire
donnent des valeurs de 10% & 102, cohérentes avec les écoulements turbulents [Chandrasekhar, 1949].

> Les dispersions de vitesses - mesurées par exemple par la largeur des raies moléculaires - sont nettement
suprathermiques sur une large plage d’échelles spatiales.

> Les structures en densité de colonne des nuages moléculaires forment une hiérarchie trés complexe, et
révélent toujours plus de détails au fur et & mesure qu’on améliore la résolution.

> On observe une loi d’échelle entre la dispersion de vitesse et la taille des nuages, qui est bien établie sur
prés de quatre ordres de grandeur.

Les observations montrent d’ailleurs que de nombreuses propriétés des autres composantes suivent éga-
lement des lois d’échelle. On a ainsi observé que les spectres de puissance de 1’émission HI galactique
[Green, 1993, Miville-Deschénes et al., 2003a], de I’absorption du H1 [Deshpande et al., 2000], de I’émis-
sion du monoxyde de carbone [Stutzki et al., 1998, Bensch et al., 2001], et de I’émission TRAS des pous-
siéres & 100 pm [Gautier et al., 1992] se comportent en loi de puissance, avec des exposants compris entre
—2,8 et —3,2. Ces valeurs sont plus grandes, en valeur absolue, que ce qu’on attendrait d’un spectre de
Kolmogorov projeté, qui donnerait un exposant —8/3. Ceci suggére que la relation entre les spectres de
puissance de la vitesse et ceux de 'intensité observée n’est pas encore bien maitrisée.

I11.7.c Quelle turbulence?

Les observations semblent donc établir que le milieu interstellaire est le siége de mouvements aléatoires,
mais il est moins évident d’en connaitre ’origine. La détermination de la nature exacte de cette turbulence
revient & en déterminer les sources d’énergie et les processus par lesquels cette énergie est transférée vers
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les petites échelles, puis dissipée. Cette tache est évidemment trés complexe, étant donnée la multitude
de processus envisageables, qu’il s’agisse des chocs, de la gravitation imposée par un potentiel extérieur,
de 'autogravité, du couplage avec le champ magnétique en fonction du degré d’ionisation, des effets de
pression mécanique et de viscosité, des contraintes thermodynamiques de chauffage et de refroidissement
du gaz, ou encore de la chimie des espéces présentes. L’analyse des processus dominants, permettant de
simplifier les équations régissant la dynamique du milieu, quoiqu’essentielle pour 1’étude de la physique
de la turbulence interstellaire, ne nous sera pas utile dans la suite, le lecteur intéressé par un exemple se
reportera a ’analyse dimensionnelle effectuée par Pety [Pety, 1999] dans le cas du milieu neutre froid.

Il faut cependant noter quelques problémes avec ’approche classique de la turbulence, méme sous ses
formes les plus complexes, de type compressible et magnétohydrodynamique, dans le cas du milieu inter-
stellaire. D’une part, Pexistence de densités trés faibles autorise un couplage énergétique - par effet du
rayonnement - entre des cellules de gaz interstellaire trés éloignées, ce qui délocalise les interactions entre
elles et complique sérieusement le traitement du probléme. D’autre part, ces faibles densités impliquent
que, dans certaines conditions, il est possible que le libre parcours moyen des particules du gaz (atomes
ou molécules) devienne macroscopique, de sorte que ’approximation fluide pourrait ne plus étre valable.
Cette approximation repose sur la satisfaction de deux critéres : 'existence d’échelles mésoscopiques, et
Iinteraction forte des particules dans une méme cellule de fluide. S’il existe bien des échelles mésosco-
piques dans le milieu interstellaire, y compris dans les régions turbulentes ot 1’échelle de Kolmogorov est
magcroscopique, on ne peut cependant pas affirmer que la seconde condition est remplie, si le nombre de
Reynolds est petit et le nombre de Mach grand [Pety, 1999]. Notons cependant que I’approximation fluide
est de fait vérifiée a posteriori par 'ensemble des résultats observationnels.

Pour conclure, nous allons évoquer les sources de ’énergie injectée dans la cascade turbulente. II est diffi-
cile d’estimer 'apport des différentes contributions possibles, en raison essentiellement de I’hétérogénéité
spatiale et temporelle de ces injections, et de celle du gaz qui recoit cette énergie. On peut cependant
distinguer les sources suivantes :

> La vitesse angulaire d’'un disque autogravitant en rotation, tel que celui de la galaxie, décroit lorsque
la distance au centre augmente, ce qui provoque un cisaillement & grande échelle des structures du milieu
interstellaire et transforme ainsi une énergie cinétique ordonnée en énergie cinétique turbulente.

> Les interactions entre nuages permettent un transfert d’énergie et d’impulsion analogue au cas d’une
viscosité entre particules fluides.

> Les ondes de densité dans le disque spiral de la galaxie transférent une certaine quantité d’énergie cinétique
aux nuages interstellaires, & condition qu’il existe une asymétrie telle que la décompression lorsque ’onde
est passée ne retire pas toute I’énergie injectée lors de la compression.

> La contraction des nuages moléculaires géants libére une partie de leur énergie potentielle de gravitation,
qui peut étre convertie en énergie cinétique turbulente.

> Les vents stellaires des étoiles en fin de vie se mélent au milieu interstellaire et lui injectent de 1’énergie
par friction.

> Les flots bipolaires issus de certaines étoiles jeunes ou en formation contribuent de la méme facon &
I'injection d’énergie dans le milieu interstellaire. Il s’agit probablement de la source dominante dans les
régions de formation d’étoiles.

> L’expansion des régions HII , qui ne sont pas en équilibre de pression avec le milieu environnant, accélére
le gaz interstellaire jusqu’a des vitesses comparables aux vitesses thermiques de ’hydrogéne ionisé de ces
régions.

> Les supernovae éjectent une grande quantité de matiére dans le milieu interstellaire, et lui transférent
ainsi de I’énergie cinétique.

L’injection d’énergie aux échelles stellaires (de 100 pc pour les superbulles issues des restes de supernova
4 0,1 pc pour les flots bipolaires) pourrait faire penser qu’il n’existe en fait pas de domaine inertiel pour la
turbulence interstellaire. Cependant, les échelles dissipatives sont encore plus petites dans le milieu froid,
d’aprés ce qui a été dit au chapitre 1, ce qui assure ’existence d’'un domaine inertiel sur plusieurs ordres
de grandeurs, du moins loin des régions de formation stellaire.
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DEUXIEME PARTIE

Eléments mathématiques et outils d’analyse

C-3PO : Sir, the possibility of successfully navigating an asteroid field is approximately 3,720 to 1.
Han Solo : Never tell me the odds.

“Star Wars : The Empire strikes back” (George Lucas)
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|CHAPITRE V|

-

Eléments de théorie des probabilités

IV.1 Qu’est-ce qu’'une probabilité ?

L’observation de nombreux phénoménes se produisant de facon apparemment désordonnée montre qu’en
fait certaines moyennes tendent vers des valeurs bien définies quand le nombre d’événements croit, et que
ces valeurs ne dépendent pas du sous-ensemble particulier d’événements considérés, pourvu que ces derniers
soient en nombre suffisant. Ainsi, on sait intuitivement que si I’on joue & pile ou face un grand nombre de
fois, et qu’on compte le nombre de fois qu’on obtient 'un ou l'autre résultat, il est trés probable qu’on
aura environ autant de pile que de face. Le but de la théorie des probabilités est de formaliser ce probléme
et de comprendre les propriétés des moyennes qui apparaissent. Pour cela on définit la probabilité P(£)
d’un événement £ comme étant un nombre représentant grosso modo la fréquence relative d’apparition
de cet événement au cours d’une série d’expériences, ce qui semble raisonnable au vu de 'exemple du jeu
de pile ou face. Pour fixer les idées, si on effectue un nombre N suffisamment grand d’expériences et que
lévénement &£ se produit Ng fois, on aura approximativement P(£) ~ Ng/N.
Cette interprétation est floue, car on ne précise pas ce qu’on entend par “nombre suffisamment grand
d’expériences” ou encore ce que signifie réellement cette approximation. Pour résoudre ce probléme, il est
d’usage de définir empiriquement la probabilité d’un événement £ comme la limite de la fréquence relative
ci-dessus, pour un nombre d’expériences infini, soit

. Ng¢
PE) = Jim ~
Cette définition, formalisée par von Mises [von Mises, 1957], a avantage de fonder le concept mathéma-
tique de probabilité sur ’observation quotidienne. Cependant, elle a l'inconvénient de reposer sur I’hy-
pothése forte de 'existence méme de ces limites, et ne saurait par conséquent étre aussi prolifique qu’on
pourrait le souhaiter en tant que point de départ de la théorie.

IV.2 Axiomatique de la théorie des probabilités

IV.2.a Introduction

L’approche la plus correcte formellement de la théorie des probabilités a été initiée par Kolmogorov au
début des années 1930 [Kolmogorov, 1933]. Elle considére d’une part les événements comme les parties d’un
ensemble et d’autre part les probabilités comme des mesures sur ces parties. La théorie des probabilités
est alors considérée d’un point de vue ensembliste.

On ne reviendra que briévement ici sur les notions de base de la théorie des ensembles, et on le fera
essentiellement dans ’optique de préciser la terminologie de la théorie des probabilités. Ainsi, on se donne
un ensemble C qu’on appelle ensemble des possibles!, et ses éléments sont appelés événements élémentaires.
Une partie £ de C, moyennant certaines propriétés, sera appelée de maniére générale un événement. Dans
chaque expérience, si le résultat z est un élément de £ C C, on dit que I’événement £ se produit. On appelle
d’ailleurs événement certain un événement qui se produit & chaque expérience, et celui-ci est confondu avec
C. Quant 3 I’ensemble vide, noté @, il est appelé événement impossible dans le langage des probabilités. A
partir de deux événements &£; et £, on peut aussi en construire de nouveaux par union ou intersection.
L’union de deux événements &; et £, notée & + & ou & U &, est I’événement qui se produit lorsque 1'un
ou l'autre se produisent, sans qu’il y ait nécessairement exclusion, tandis que l'intersection £ N &>, notée
également &1 &>, est ’événement qui se produit lorsque 'un et l'autre se produisent. Les deux événements

1On notera que les probabilités calculées dépendent de maniére essentielle de la définition de C.
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&1 et & sont mutuellement exclusifs si la réalisation de 'un empéche celle de 'autre, auquel cas £ est
I’ensemble vide. Cette notion conduit & celle de partition de C, comme étant une collection d’événements
&; exclusifs deux & deux et dont 'union est égale & C. Enfin on notera que tout événement £ posséde un
événement contraire, qui est le complémentaire de £ dans C, défini par £ = {z;x € Cet z ¢ £}.

IV.2.b La notion de tribu de I'’ensemble des possibles

Comme on I’a déja mentionné, étant donné un ensemble des possibles C, on définira une mesure sur les
événements £ C C, qu’on appellera probabilité. Cependant, on ne considérera pas tous les sous-ensembles
de C comme étant des événements. La raison en est que dans certains cas d’ensembles infinis, il n’est pas
possible d’assigner des probabilités & toutes les parties de ’ensemble des possibles. On se limitera donc
4 une famille F de parties de C. Cette famille doit étre non-vide et posséder les propriétés suivantes, lui
conférant une structure dite de tribu (ou o-algébre) :

> Si £ € F alors il en va de méme de son complémentaire, £ € 7.

> Si on se donne une famille au plus dénombrable {&£;} d’éléments de F, leur union est également un
élément de J, soit | J; & € T.

L’intersection des &; est alors également un élément de F, car le passage au complémentaire intervertit les
roles de I'union et de l’intersection. On peut aussi en déduire que C et () sont des éléments de F.

IV.2.c La notion d’espace probabilisé

Un espace probabilisé est un triplet (C,F, P) obtenu en se donnant, pour un espace des possibles C et une
famille & de parties de C possédant une structure de tribu, une mesure particuliére P sur F. Ceci signifie
qu’on a une fonction P définie sur F et & valeurs dans [0, 1], appelée probabilité, qui doit

> Etre positive, P(§) > 0 pour tout £ € 7,

> Etre normalisée de sorte que la probabilité de I’événement certain est P(C) =1,

> Posséder la propriété de o-additivité pour des événements incompatibles, c’est-a-dire que pour toute
famille au plus dénombrable {£;} d’événements deux & deux exclusifs, on a

P (U 5,-) = Z P(&). (4)

IV.2.d Quelques propriétés simples

Evidemment, cette propriété de o-additivité, appliquée & une partition de C, montre que la valeur maximale
de P est 1, valeur atteinte pour 1’événement certain, comme il se doit. D’autre part, la probabilité de
’événement complémentaire de £ est P(£) = 1 — P(E), et par conséquent, la probabilité de 1’événement
impossible, qui est le complémentaire de ’événement certain, est nulle.

1l est également possible de montrer que les probabilités de 1’union et de ’intersection de deux événements
quelconques &; et & sont liées par la relation P(&; + &) = P(&1) + P(&) — P(£1€2).

Enfin, on dira que les deux événements &; et £, sont indépendants si P(E1E) = P(£1)P(E,). Cette définition
peut se généraliser & tout ensemble de n événements (&1, ...,Ey), dont on dira qu’il sont mutuellement
indépendants si quelle que soit la suite (i1,...,%) de k indices, avec 1 < k < n, on peut effectuer la
factorisation P(&;, ... &) = P(&;,) ... P(&iy)-

IV.2.e Probabilités conditionnelles
Définition

Lorsqu’on connait la probabilité P(A) d’un événement donné A € F et que celle-ci n’est pas nulle, il est
possible de construire une nouvelle mesure de probabilité sur F, dite probabilité conditionnelle relativement
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a A et notée P(E|.A) pour un événement quelconque &, qu’on définit par la relation

P(EA)
VEeTF PEA) = ——F- 5
(E14) =" 5)
On peut montrer sans difficulté que cette mesure satisfait aux axiomes de positivité, de normalisation, et
de o-additivité, qui en font une probabilité. En termes ensemblistes, cette nouvelle probabilité se comprend
comme une mesure (renormalisée) de la partie de £ incluse dans A. Cette interprétation éclaire le fait qu’en
général P(£]A) # P(€), ce qu’on nomme parfois effet de sélection.

Formule de Bayes

Considérant deux événements A et B de probabilités non nulles, il est possible de construire les probabilités
conditionnelles relativement & ces deux événements. Appliquant la définition (5), on voit qu’on a la double
égalité P(AB) = P(A|B)P(B) = P(B|A)P(A), ce qui conduit & la formule de Bayes

P(A|B)P(B)
P(A)

Cette formule est au coeur d’une des méthodes de déconvolution des images astronomiques, & savoir la
méthode de maximum d’entropie, qu’on mentionnera au chapitre XIV.

P(B|A) =

IV.2.f Utilisation de la théorie des probabilités

La connaissance de la probabilité P(£) d’un événement simple £ donné doit permettre, pour que la théorie
puisse s’appliquer de maniére opératoire, le calcul des probabilités d’événements plus complexes. Par
exemple, si I'on considére un événement dont la probabilité P(£) est connue, quelle prédiction peut on
faire sur le résultat d’une seule expérience ?

Intuitivement, on peut distinguer deux cas : Si P(€) n’est proche ni de 0 ni de 1, par exemple P(£) = 0.6,
on ne peut pas dire avec une confiance suffisante quel va étre le résultat de I’expérience. En revanche,
si par exemple P(£) = 0.999, alors on a peu de chances de se tromper en affirmant que 1’événement &
va effectivement se produire, bien qu’on ne puisse pas exclure ici la possibilité qu’il ne se produise pas,
puisqu’il n’est pas certain.

La frontiére entre les deux cas est bien str arbitraire, mais la théorie permet de passer du premier au
second, en autorisant le calcul des probabilités d’événements complexes. En effet, si 'on se place dans
le premier cas (P(£) = 0.6), et qu’on renouvelle ’expérience 1000 fois, alors I’événement £ va presque
sirement se produire entre 550 et 650 fois. Ceci parce que la théorie permet de montrer que la probabilité
de l’événement &' = {€ se produit entre 550 et 650 fois} est égale & 0.999, c’est-a-dire qu’on s’est ramené
au second cas, pour lequel la prédiction a effectivement un sens.

IV.3 Variables aléatoires : généralités

IV.3.a Introduction et définition

La notion de variable aléatoire permet de se donner une mesure sur un espace probabilisé (C,F,P) en
créant une relation entre celui-ci et un espace mesurable, typiquement R. On peut ainsi, réciproquement,
disposer d’'une probabilité sur cet espace mesurable. L’'intérét de cette association, dans le cas ou 1’espace
mesurable est R, ou méme R", est qu’on peut ainsi assigner un nombre (ou un multiplet) au résultat
souvent abstrait d’une expérience, tel que “pile” ou “face”, par exemple, ce qui permet de traiter, d’une
facon mathématique et unifiée, des expériences similaires usant de terminologies différentes. Une variable
aléatoire est donc une application X : C — R associant un réel X (w) & tout événement élémentaire
weC.

Cependant, toute application de C dans R n’est pas nécessairement une variable aléatoire. L’espace mesu-
rable R étant muni d’une tribu contenant les intervalles I, =] — o0, z], il faut, pour que X soit une variable
aléatoire, que les images réciproques £, = X ! (I;) de ces intervalles soient des éléments de la tribu F. Il
s’agit d’une condition nécessaire et suffisante exprimant la correspondance entre les éléments des tribus de
C et de R.
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IV.3.b Fonction de répartition

Définition

Cette correspondance permet, de maniére trés simple, et comme on le suggérait plus haut, de munir
I’espace mesurable d’arrivée d’une probabilité, notée Px, qui est la probabilité image de P par X, définie
par Px[X (£)] = P(€) pour tout £ € F. La notation Px rappelle qu’elle dépend du choix de X. On lappelle
d’ailleurs loi de la variable aléatoire X. Cette notion, appliquée aux intervalles I, de R définis plus haut,
et considérée alors comme une fonction du réel z, fournit ce qu’on nomme la fonction de répartition Fx (x)
de la variable aléatoire X, soit Fix(z) = Px(I;) = P(&;). Il faut bien comprendre ce que signifie cette
fonction de répartition : sa valeur en z est égale & la probabilité que le résultat w d’une expérience donnée
soit tel que X(w) < z. Par abus de langage, et lorsque les résultats des expériences sont numériques,
on assimilera les espaces de départ et d’arrivée de la variable aléatoire, de sorte qu’on dira, de maniére
équivalente, que F'x () est la probabilité que le résultat d’une expérience donnée soit inférieur ou égal &
. On poussera méme souvent ’abus jusqu’a supprimer la référence a la variable aléatoire, en écrivant la
fonction de répartition sous la forme F(x) = P(X < z).

Probabilités attachées aux intervalles de R

Notons que puisqu’on peut construire toute la tribu de R associée aux intervalles I, & partir de ceux-
ci, la donnée de la fonction de répartition d’une variable aléatoire est équivalente & celle de sa loi. On
peut d’ailleurs aisément calculer la probabilité attachée & un intervalle quelconque I de R, définie par la
probabilité que X prenne une valeur tombant dans cet intervalle. On a, respectivement,

I=]a,b) = P(Xel)=F®) - F(a)

I=la,b] = PXel)=F(®b)—F(a)+ P(X =a)

I=[ab] = P(Xel)=F(®) —F(a)+P(X=a)— P(X =b)
I=]a,b = P(Xel)=F(@b) —F(a)—P(X=b),

relations qui peuvent se démontrer sans difficulté, et ou 'on voit que la fonction de répartition peut
éventuellement présenter des sauts aux points a et b. On verra plus loin que ces sauts sont liés au caractére
discontinu de la variable aléatoire.

Propriétés de la fonction de répartition

De méme que toutes les fonctions de I’espace des possibles dans R ne sont pas des variables aléatoires,
une fonction quelconque sur R et & valeurs dans R n’est en général pas une fonction de répartition. Elle
ne D’est que si et seulement si elle est monotone croissante, continue & droite et ayant les limites 0 en —oo
et 1 en +o00. De toutes ces propriétés, la seule qui mérite une explication un peu plus détaillée est celle
concernant la continuité & droite. En effet, si ’on se donne x € R et € > 0, on a

Pe<X<z+e)=F(zx+e)—F(x) dou 0=P(0)=F(")-F(z),

en passant a la limite e — 0. Le méme calcul de continuité, mais & gauche, montre qu’on a alors la relation
P(X =x)=F(z) — F(z~) = F(z*) — F(z™), ou l'on voit & nouveau que la fonction de répartition peut
subir des discontinuités, ce dont on va parler maintenant.

Différents types de fonctions de répartition

En fait, il existe trois type de fonctions de répartitions possibles, mais on n’en considérera que deux?. Les
fonctions discontinues en escalier, associées aux variables aléatoires & valeurs discrétes, et les fonctions
absolument continues, qu’on appellera simplement fonctions continues, associées aux variables aléatoires
continues.

Les variables aléatoires discrétes sont telles que la probabilité attachée & un point quelconque est nulle
sauf en certains points, correspondant aux points de discontinuités de la fonction de répartition associée,
qui est alors en escalier. Ces points forment un ensemble au plus dénombrable.

2Les fonctions singuliérement continues sont exclues car sans grand intérét pratique [Pelat, 1998].
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Une fonction de répartition est absolument continue si et seulement si elle est presque partout dérivable
et égale a l'intégrale indéfinie de sa dérivée. Pour nous, il suffira qu’elle soit “suffisamment réguliére”. En
particulier, une fonction C! est absolument continue. Les variables aléatoires qui sont associées & de telles
fonctions de répartition peuvent prendre un ensemble continu de valeurs et sont dites continues. Dans ce
cas, le résultat P(X = z) = F(z%)— F(z~) montre que la probabilité que X prenne une valeur particuliére
est nulle. Ce qui nous améne & définir la densité de probabilité, de maniére & obtenir une estimation de
la probabilité que le résultat d’une expérience soit “proche” de x. La figure IV.1 montre deux exemples de
fonctions de répartition, I’'une en escalier, ’autre continue.
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FiG. IV.1 — Ezemples de fonctions de répartition en escalier (a gauche) et absolument continue (4 droite).
L’exemple de gauche correspond d une variable aléatoire discréte suivant une loi de Poisson de paramétre
p=>5. L'exemple de droite correspond au cas d’une variable aléatoire continue suivant une loi exponentielle
de paramétre A = 1. Courbes reproduites d’aprés [Pelat, 1998].

IV.3.c Densité de probabilité

Lorsqu’on a affaire & une variable aléatoire continue X, on peut définir, aux points ou sa fonction de
répartition F' est dérivable, la densité de probabilité f de la variable aléatoire, également appelée distribu-
tion, comme étant justement égale & cette dérivée, f(x) = F'(z). Ainsi, en un point z o cette densité de
probabilité est définie, et pour un petit intervalle dz, on peut écrire que la probabilité pour que la variable
aléatoire soit comprise entre x et £+ dx est égale A P(x < X < x+0z) = F(x+0x)— F(z) = f(x)dz. Cette
forme justifie ’appellation de “densité de probabilité” choisie pour f. Remarquons que certains auteurs
étendent cette notion aux variables aléatoires discrétes, auquel cas la densité de probabilité est une somme
de distributions de Dirac.

1l est évident que la densité de probabilité f d’une variable aléatoire X est positive en tant que dérivée
d’une fonction croissante, et normalisée, puisque son intégrale sur R est égale & F(co) = 1 par définition.
Réciproquement, toute fonction mesurable, positive et normalisée & 1 est la densité de probabilité d’une
variable aléatoire continue.

IV.3.d Variables aléatoires a plusieurs dimensions
Introduction

Certaines mesures physiques fournissent des résultats sous forme vectorielle et non simplement scalaire.
D’autre part, on peut vouloir étudier les propriétés de combinaisons de différentes grandeurs scalaires
aléatoires, comme ce sera le cas au chapitre XX. Il est donc nécessaire de généraliser les notions introduites
pour une variable aléatoire scalaire unique X au cas d’un vecteur aléatoire & n dimensions, qu’on peut
écrire X = (X1,...,X,).
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Fonction de répartition et densité de probabilité

Cette généralisation ne pose pas de difficulté majeure. On définit pour commencer la fonction de répartition
F de X sur R™ par F(zy,...,z,) = P(X1 € 21,... X, < zp). Cette fonction est & valeurs dans [0, 1],
croissante et continue & droite en chacune des variables. Elle vaut 0 si 'une quelconque des variables vaut
—oo et 1 si toutes les variables valent +oc.

Quand elle existe, la densité de probabilité f de la variable aléatoire X est définie par

6n

F@yse o) = O0zy ...0zy

F(z,...,2,) < F(wl,...,xn)z/.../f(ul,...,un)dul...dun.
I

z1 Tn

La densité de probabilité n-dimensionnelle est positive et son intégrale sur tout l’espace R” est 1.

Lois marginales

Si 'on connait la fonction de répartition F' du vecteur aléatoire X, on peut en déduire la fonction de
répartition de chacune des variables aléatoires qui le composent. On peut ainsi connaitre les lois, dites lois
marginales, suivies par ces composantes. En effet, il suffit de remarquer que la probabilité que X soit
inférieure & un réel zy, indépendamment des valeurs prises par les autres variables aléatoires, est égale &
F(o0,...,00,Zk,00,...,00). De maniére générale, la fonction de répartition marginale d’un ensemble de %
variables, avec k < n, s’obtient par passage & la limite + 0o des n — k variables restantes dans la fonction
de répartition F. Quant aux densités de probabilités marginales, elles s’expriment & partir de la densité de
probabilité f, lorsque celle-ci existe, par intégration sur les n — k variables non concernées.

Variables aléatoires indépendantes

Un cas particulier important & mentionner est celui des variables aléatoires indépendantes dans leur en-
semble?, pour lequel la fonction de répartition F' peut étre mise sous la forme du produit des fonctions
de répartition marginales, soit F'(z1,...,z,) = Fi(x1)...F,(X,). On peut remarquer que les variables
aléatoires sont alors deux & deux indépendantes, mais que la réciproque n’est pas vraie.

IV.4 Changement de variable aléatoire

1l est fréquent que le résultat direct d’une expérience ne donne pas directement la grandeur & laquelle on
souhaite s’'intéresser. Dans ce cas, on a généralement une fonction permettant de déduire cette derniére des
mesures effectuées. Cependant, on ne désire pas pour autant oublier que la grandeur physique obtenue in
fine est incertaine, du fait méme que les mesures sont entachées d’erreur. On doit donc considérer que la
grandeur intéressante est elle-méme une variable aléatoire Y, fonction de la variable aléatoire X mesurée
dans Pexpérience. La question qui se pose & nous est de trouver la fonction de répartition G de Y & partir
de la fonction de répartition F' de X et de la relation Y = h(X), ou encore de déterminer la densité de
probabilité g de Y & partir de celle de X, notée f. Dans le cas général, on peut montrer que les densités
de probabilités sont reliées par

9(y) = zk: % ol les x sont les solutions de h(z) = y.

En réalité, il faut également considérer le cas du passage d’une variable aléatoire n-dimensionnelle X &
une nouvelle variable n-dimensionnelle Y, par le biais d’une transformation h : R® — R™. On a alors
une relation similaire & la précédente, avec des notations généralisées,

OY1,---,Yn
g(yla""y”):Zf(xgk)"”’x%k))‘ﬁ
k U

-1

avec (Y1,...,Yn) = h(azgk), Q)

zi:zgk)

Cette expression, on le voit, fait intervenir le Jacobien du changement de variable h.

30n dira souvent simplement, et abusivement, qu’elles sont indépendantes.
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IV.5 Nombres et fonctions caractéristiques

IV.6.a L’espérance mathématique

Définition

L’espérance mathématique est une maniére pratique de formaliser I’idée de moyenne, ce dernier terme
étant entendu au sens large suggéré au tout début de ce chapitre. On commence par la définir pour une

variable aléatoire X discréte ne pouvant prendre qu’un ensemble au plus dénombrable de valeurs {z;} avec
des probabilités respectives {p;}. L’espérance de la variable X est alors donnée par

E(X)= Zmipi a la condition que z |2 |ps < 0. (6)

(3 2

Cette condition de convergence absolue est nécessaire et suffisante pour assurer, avec des ensembles infinis,
que ’espérance ne dépende pas de la numérotation choisie.

Pour généraliser cette notion & une variable aléatoire continue X, on va considérer celle-ci comme la limite
d’une variable discréte associée. Plus précisément, on se donne § > 0 et on découpe 'axe réel de définition
de X en cellules identiques de taille §. On dira alors que les issues de deux expériences sont identiques si
elles tombent dans la méme cellule. Cela revient & dégrader la résolution de la mesure, en quelque sorte.
On a alors une variable discréte X5, dont l'espérance mathématique E(X;s) a un sens précis, et on définira
Pespérance mathématique de X notée E(X) comme étant la limite, si elle existe, de E(Xs) pour § — 0.
En fait, cette définition coincide d’une part avec l'intégrale de Lebesgue de la fonction X : C — R ou
la, mesure choisie est P, sous la condition de convergence absolue, et d’autre part avec une intégrale de
Stieltjes mesurée par la fonction de répartition F,

E(X) =/X(w)dP =/mdF pour /|X(w)|dP <oo et /|m|dF < oo.
C R C R

Cette forme (intégrale de Stieltjes) recouvre le cas des variables aléatoire discrétes, car elle redonne alors
Pexpression (6). Dans le cas des variables aléatoires continues admettant une densité de probabilité f, elle
se réduit a l'intégrale de Riemann classique

E(X) = /xf(:v)dx pour /|x|f(a:)d:1: < 0.
R

R

Notons qu’en physique, on appelle souvent “moyenne d’ensemble” I'espérance mathématique d’une variable
aléatoire. On pourra la noter (X), ou encore X quand il n’y aura pas de confusion possible avec la notion
d’ensemble complémentaire.

Propriétés

Les propriétés de ’espérance mathématique découlent de celles de l'intégrale de Lebesgue. En particulier,
elle est linéaire, c’est & dire que pour un ensemble de n variables aléatoires {X;} et n réels {A\;}, on a
EOMX: + ...+ AXn) = ME(X1) + ... + AME(X,), & condition que les diverses espérances existent, ce
qu’on supposera toujours vrai lorsqu’on en écrira une, dans la suite.

En revanche, 'espérance mathématique du produit de deux variables aléatoires X et Y n’est en général pas
égale au produit des espérances mathématiques respectives de chacune des variables, sauf si ces derniéres
sont indépendantes I'une de l’autre, auquel cas on a bien E(XY) = E(X)E(Y). Cependant, on dispose
d’un résultat général, valable que les variables aléatoires soient indépendantes ou non, sous la forme d’une
inégalité de Cauchy-Schwarz selon laquelle on a toujours E(XY)? < E(X?)E(Y?).

Dans un changement de variables aléatoire Y = h(X), on peut montrer que

E{Y} = E{h(X)} = / h(z)f (2)dz = / HX (w)]dP,
R C
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ce qui implique qu’il n’est pas nécessaire, pour calculer I'espérance de Y, de connaitre sa loi, ni sa fonction
de répartition, ou encore sa densité de probabilité si celle-ci existe. Etant donné le changement de variable
h, il suffit en fait de connaitre la loi suivie par X. Ce résultat trés important se généralise au cas ou
Y est fonction de n variables aléatoires, et on a alors E{Y} = E{h(X1,...,X,)}. On voit d’ailleurs 1&
I'importance pratique de la densité de probabilité, qui réside dans le fait que la valeur moyenne de toute
fonction h(X) de la variable aléatoire X peut se calculer simplement dés lors qu’on connait la distribution
f(z). En fait, ’équation ci-dessus montre bien que la statistique de X est entiérement déterminée par la
connaissance de f.

IV.5.b Les moments

Définitions

Les moments sont des nombres permettant de caractériser la loi suivie par une variable aléatoire X, & défaut
de connaitre cette loi. En fait, on va voir que la connaissance de ’ensemble des moments est équivalente &
celle de la loi. Les moments d’une loi de probabilité sont de deux types, appelés respectivement non centrés
et centrés, qu’on peut facilement relier 'un & ’autre.

Etant donnée une variable aléatoire X dont la fonction de répartition est notée F, le moment non centré
. d’ordre k est défini par différentes expressions équivalentes

wh, =E(X*) = [ X(w)*dP = [ 2*dF = [ z* f(2)dz,
[rere=[oe=]

R

ou la derniére égalité suppose 'existence de la densité de probabilité f de la variable aléatoire X.
Le moment centré puj d’ordre k est quant & lui obtenu par les expressions suivantes

e = E{[X — E(X)]*} :/[X(w) —m)*dP :/(:c —m)*dF =/(:c —m)*f(z)dz en posant m = ).
c R R

Pour que le moment centré ou non centré d’ordre k existe, il faut et il suffit que 1’espérance E(| X |¥) existe,
et dans ce cas, tous les moments d’ordre inférieur existent.

Moyenne, variance et écart-type

Parmi les différents moments, il convient de souligner 'importance que prennent certains d’entre eux. En
particulier, on appelle moyenne de la variable aléatoire X le moment non centré d’ordre un m = yuj. La
moyenne ainsi définie correspond 4 I’idée intuitive que I'on s’en fait pour des variables aléatoires discrétes.
De méme, on appelle variance le moment centré d’ordre deux, us. Il s’agit d’'une quantité positive notée
généralement o2, ce qui permet d’introduire I’écart-type o, lequel est également toujours positif, ceci par
définition. L’écart-type et la variance caractérisent grosso modo la plage de valeurs sur laquelle il est
raisonnable de penser qu’on va trouver X. Pour préciser encore plus la loi de la variable aléatoire, on
utilise aussi les moments centrés d’ordre trois et quatre, us et uq, pour définir le coefficient d’asymétrie v,
et le coefficient d’aplatissement 2 de la distribution en posant

U3 2z
M=mEo et = e =
Mo Ha

Comme leurs noms l'indiquent, les coefficients 1 et o caractérisent respectivement ’asymétrie de la loi
par rapport 4 la moyenne et ’aplatissement du graphe de la loi. Ainsi défini, le coefficient d’aplatissement
est nul pour la loi normale (gaussienne), positif pour les lois plus piquées que la loi normale, et négatif
pour les lois moins piquées.

Cas de n variables aléatoires

On considére n variables aléatoires {X;}, et on suppose qu'’il existe une densité de probabilité jointe
f(z1,...,z,) telle que définie au IV.3.d. On définit les moments non centrés de la loi suivie par la variable



tel-00008481, version 1 - 14 Feb 2005

CHAPITRE IV. ELEMENTS DE THEORIE DES PROBABILITES 61

aléatoire n-dimensionnelle X = (X1,...,X,) en écrivant

I _ k kn
By o ke —/:cll sz f(x1, .-, zn)dey . day,
R"

ol ordre du moment est donné par la somme des k;. D’aprés les remarques faites au sujet des lois
marginales, on voit que ces moments sont liés & ceux des variables aléatoires X; prises individuellement.
Par exemple, on a p3 o o = E{X1}. D’autre part, on définit les moments centrés par

By ke =/(331 —m)k (2 —mp) R f(@,. . 2n)de . dag,,
Rn

avec la notation m; = E{X;}. Comme pour les moments non centrés, on peut montrer que les moments
centrés ainsi définis redonnent, lorsque certains indices k; sont nuls, les moments centrés des lois suivies
par les variables aléatoires individuelles. Par exemple, p2,... 0 est la variance de la loi de Xj.

IV.5.c La fonction caractéristique

Dans les situations les plus courantes, on ne dispose pas simplement de la loi de probabilité suivie par une
variable aléatoire X. En revanche, on peut plus facilement en connaitre les moments, par des approches
variées. Or, on peut montrer qu’il est possible, connaissant ’ensemble des moments centrés uj; ou non
centrés y) , de remonter & la loi de la variable aléatoire considérée.

Pour simplifier, nous allons supposer qu’on a calculé, par des moyens appropriés, les moments non centrés
I = E{XF ’ i il exi densité d babilité (0] lors définir la fi i
Wy, = {X*}, et qu’on sait qu'’il existe une densité de probabilité f. On peut alors définir la fonction

caractéristique Z comme étant ’espérance des complexes de module unité,

Z(u) = E (e™¥) =/ei“”f(x)dm.

R

La fonction caractéristique et la densité de probabilité sont transformées de Fourier I'une de 'autre.
Plus exactement, la formule réciproque doit tenir compte du fait que la densité de probabilité n’est pas
nécessairement continue, et la forme générale de la relation inverse est donc

1

301 +76)] =

2

Py / e~ Z(u)du qui redonne f(z) aux points oil f est continue.
T

R

On peut montrer que la fonction caractéristique est majorée par 1, puisque
| Z (u)] </|e““”f(a:)| dz :/f(a:)dx =1 avec Z(0) =1.
R R

Remarquons d’autre part que la fonction caractéristique est hermitienne. Le lien qu’elle entretient avec
les moments non centrés de la loi suivie par X est assez simple & mettre en évidence, puisque, si le
moment d’ordre n existe, on a Z{™(0) = i"E (X™), ou Z(™ désigne la dérivée n®™® de Z. En écrivant le

développement de Taylor de la fonction caractéristique,

(k) & k ikuk
7= 3 20O o TEOE) g ")

k>0 ’ k>0 k>0

on peut donc, & partir des moments non centrés, retrouver Z, puis la densité de probabilité f par trans-
formée de Fourier. On peut généraliser cette approche au cas d’une variable aléatoire n-dimensionnelle
X = (Xy,...,X,) possédant une densité de probabilité f(z1,...,z,). On définit alors la fonction carac-
téristique sur ’espace de Fourier réciproque de R” par

Z(u) = Z(u1,---,Un) =/ei(”lz1+"'+“"””")f(a:1, ey Tp)dzy .. day, =/ei”'“f(m)daz.

R™ R™
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Les dérivées partielles de cette fonction caractéristique, prises en u = 0, redonnent les moments non centrés

i 1 6kj y I (iuj)kj
Wiy, v = Dr[Z](0) avec Dy =]] 5 5k dou Z(ui,.oun) =D o | !
j i * j

Cette méthode permettant de déduire la densité de probabilité & partir des moments sera évoquée dans le
chapitre X et mise & contribution dans le chapitre XX.
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|CHAPITRE V|

Champs stochastiques et outils d’'analyse

V.1 Processus stochastiques et modélisation

Le chapitre IV a permis de dégager la notion de variable aléatoire, associant un nombre réel X (w) au résultat
w d’une expérience, qu’on appelle parfois réalisation. Or, les champs que 'on utilisera dans la suite, par
exemple pour modéliser la densité et la vitesse du gaz dans le milieu interstellaire, devront présenter un
caractére aléatoire, puisque, comme on I’a vu au chapitre I, les champs véritablement observés sont trés
chaotiques. Il s’agira donc 1a de construire non plus seulement des nombres aléatoires, mais de véritables
fonctions aléatoires de la position. Ainsi, de maniére générale, on appellera processus stochastique, ou
simplement processus!, une application de I’ensemble des possibles C vers 1’espace des fonctions définies
sur R". Alternativement, on peut voir les champs stochastiques comme une fonction associant une variable
aléatoire & une position r de R", la variable aléatoire étant prise ici au sens d’application de C dans R. Un
processus stochastique peut donc étre interprété soit comme une fonction aléatoire prise dans son ensemble,
soit comme une suite de variables aléatoires indexée par la position [Papoulis, 1984]. Pour simplifier, on
pourra méme directement écrire que le champ X : R” — R associe un réel & une position, ce qui revient &
assimiler le champ stochastique avec ses réalisations. C’est d’ailleurs cette approche qui sera le plus souvent
utilisée, puisqu’elle correspond naturellement au probléme de la modélisation des champs physiques.

Ayant construit, par des moyens qu’on précisera aux chapitres VII et VI, des champs stochastiques modé-
lisant les champs physiques du milieu interstellaire, il se pose la question de les comparer aux observations.
Or, les modéles étant par définition aléatoires, la caractérisation de leurs propriétés ne peut se faire que
de maniére statistique, c’est-a-dire en termes de probabilités. En ce qui concerne les champs réels, il est de
méme évident que ’apparence exacte d’un champ, par exemple un champ de densité, est issue de conditions
trés particuliéres, qu’on ne peut pas reproduire in extenso, tout comme on ne peut pas prédire I’apparence
d’une réalisation donnée d’un champ stochastique. Cependant, ’exemple de la turbulence, étudiée briéve-
ment au chapitre lll, montre que les outils permettant de caractériser des champs physiques, de densité et
de vitesse, sont justement de nature statistique.

Ainsi, il faut aborder le probléme en posant qu’un champ stochastique donné représente certaines conditions
physiques du milieu interstellaire, et qu’une réalisation de ce champ aléatoire est équivalente & 1’observa-
tion d’un champ réel ou régnent ces conditions. Dés lors, il convient de déterminer les caractéristiques
statistiques pertinentes, c’est-a-dire trouver des nombres ne dépendant pas de la réalisation particuliére du
champ stochastique. Si cette approche est correcte, les outils de caractérisation ainsi développés doivent
par construction, lorsqu’ils sont appliqués & des champs réels, donner des résultats indépendants du champ
particulier observé, puisque les conditions physiques sont alors les mémes. En réalité, cette méthode est
validée en montrant par exemple que les outils statistiques développés donnent effectivement le méme
résultat sur différentes réalisations d’'un méme champ stochastique.

Comme on ’a indiqué plus haut, I’étude du phénoméne de turbulence a déja permis de citer certains de
ces outils statistiques, que nous allons considérer plus en détail ici, & savoir les fonctions de structure, la
fonction d’autocorrélation et le spectre de puissance. On étudiera également briévement les propriétés de
la variance d’Allan et de la A-variance. Ces outils permettront de caractériser les propriétés de champs
aléatoires définis sur des espaces de dimension n quelconque, sachant que, dans la pratique, on aura bien
sir n < 3. Notons que dans le cas ot n = 1 on parlera souvent en termes temporels, tandis que pour n > 1
on parlera plutdt en termes spatiaux.

L Comme P’indique le titre du chapitre, on parlera de processus stochastique lorsque n = 1 et plus généralement de champ
stochastique lorsque n est quelconque.
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V.2 Statistique des processus stochastiques

V.2.a Fonctions de répartition et densités de probabilité

On considére ici un champ stochastique X comme application de R™ vers ’espace des variables aléatoires,
c’est-a-dire I’espace des fonctions définies sur C et & valeurs dans R. Ainsi, pour » € R", la notation
X (r) désigne une variable aléatoire sur l’espace des possibles C. On peut donc lui associer une fonction
de répartition, ce qui améne tout naturellement & définir, pour le champ X, une fonction, dite fonction de
répartition du premier ordre, notée F et définie par F(z,r) = P{X (r) < z}. Si cette fonction est dérivable
par rapport & x, ce qu’on supposera toujours, on peut en déduire la densité de probabilité du premier ordre
du champ stochastique X, notée f, avec

OF (z;1)

flzr) = 5

Plus généralement, on définit la fonction de répartition d’ordre p et la densité de probabilité d’ordre p du
champ X respectivement par Fp(21,...,Zp;T1,...,7p) = P{X(r1) < 21,...,X(rp) < 2p} et

OPE,(T1,...,Zp;T1,...,T
fp(xl,---,mp;"'la---,Tp): P( 1, spy 1y ) IJ)’

Oxy...0zp

lorsque ces dérivées partielles existent.

V.2.b Moyenne et autocorrélation

Ceci étant posé, on se souvient que la connaissance de la fonction de répartition ou de la densité de
probabilité d’une variable aléatoire permettait de connaitre exactement les propriétés statistiques de cette
derniére. De méme, la connaissance exacte d’'un champ aléatoire équivaut & celle de toutes ses fonctions
de répartition, quels que soient l'ordre p et les familles {z;} et {r;}. Cependant, on a vu également qu’a
défaut de la loi exacte d’une variable aléatoire, on pouvait se contenter de ses premiers moments. Il en
va de méme pour les champs stochastiques, et 1’on utilisera en particulier la moyenne m(r) et la fonction
d’autocorrélation Ax (r1,72) définies respectivement par?

m(r) = E{X(r)} et Ax(ry,r0) = E{X(r1) X (r2)}.

On remarque en particulier que la moyenne ainsi définie dépend de 7, ce qui suggére la possibilité que le
champ X ne soit pas statistiquement invariant par translation de ’espace de départ, et améne 3 introduire
la notion de champ stationnaire.

V.2.c Champs stationnaires

Il existe deux définitions possibles de la stationnarité d’un champ stochastique X . Celui-ci est dit station-
naire au sens strict si, précisément, ses propriétés statistiques sont invariantes par translation. Ses fonctions
de répartition satisfont alors a

Fp(xi, .., 2p571,...,7p) = Fp(1,...,2p571 +0,...,7p +0) quel que soit le déplacement 4.

Par conséquent, on en déduit que la densité de probabilité d’ordre un est indépendante de la position de
Porigine, et qu’il en va donc de méme de la moyenne m(r) = m. Quand & f(x1,z2;71,72), densité de
probabilité d’ordre deux, elle ne dépend en fait que de 1, x2, et de la séparation ro — ry.

D’un autre coté, on dit que X est un champ stationnaire au sens large si sa moyenne ne dépend pas de
la position et si sa fonction d’autocorrélation ne dépend que de 'intervalle 7o — ;. Dans ce cas, on écrira
d’ailleurs celle ci Ax(r2 — 71) et non plus Ax(r1,72). Il est évident qu’un champ stationnaire au sens
strict I’est également au sens large.

2En toute rigueur, la fonction d’autocorrélation est définie par Ax(ri,72) = E{X(r1)X*(r2)} ou I’étoile indique la
conjugaison complexe. Cependant, comme on ne considérera que des champs réels, on ne s’en servira pas.
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V.2.d L’hypothése ergodique

Le début d’approche trés général exposé ci-dessus suppose qu’on puisse se donner un nombre suffisamment
grand de réalisations d’un champ stochastique X, de maniére & en calculer les propriétés statistiques telles
que moyenne et fonction d’autocorrélation. Or, si cette méthode est envisageable pour ces champs mo-
déles, comme on en construira aux chapitres VIl et VIII, elle s’avére inadaptée aux champs réels observés,
puisqu’on ne dispose a priori que d’une seule réalisation. Quant aux simulations numériques d’écoule-
ments turbulents, la lourdeur des calculs nécessaires pour obtenir une précision raisonnable n’autorise
généralement qu’un nombre trés restreint de réalisations.

Idéalement, il faudrait donc pouvoir caractériser les champs stochastiques & partir d’une seule réalisation.
L’astuce consiste & remarquer qu’on peut, par la pensée, découper un champ observé en plusieurs sous-
champs. En supposant que ceux-ci sont soumis aux mémes conditions physiques que le champ global,
chacun d’eux peut étre, & la limite, considéré comme une réalisation particuliére du champ stochastique
modélisant le champ entier. En conséquence, les moyennes d’ensemble peuvent alors étre assimilées & des
moyennes spatiales sur une seule réalisation. Notons cependant qu’en pratique on n’est pas toujours limité
par la difficulté de calculer une moyenne d’ensemble, mais parfois par celle de calculer une moyenne spatiale
ou temporelle. Imaginons par exemple qu’on s’intéresse & I’énergie cinétique moyenne des molécules d’un
gaz. Chacune d’elles est équivalente aux autres, et la vitesse moyenne 4 laquelle on peut avoir accés & chaque
instant ¢, au travers de la température, est la moyenne d’ensemble E{e.(t)}. Si les conditions appliquées
au systéme ne changent pas au cours du temps, on peut supposer que chaque particule passe par tous les
états possibles avec une probabilité égale aux poids statistiques de ces états.

Cette derniére proposition constitue une hypothése ergodique, ou principe ergodique?. On remarque notam-
ment qu’elle ne peut s’appliquer que si la moyenne m(r) est indépendante de la position. On trouvera des
conditions nécessaires et suffisantes d’ergodicité dans [Papoulis, 1984]. Dans toute la suite, on supposera
implicitement que les champs considérés sont ergodiques®.

V.3 Moyenne locale et moyenne globale

V.3.a Définition de la moyenne locale

Etant donné un champ stochastique X, on considére I'une de ses réalisations, que 1’on notera également
X sans risque de confusion. Il s’agit alors d’une application de R™ dans R, qu’on va supposer bornée et
continue, et dont les variations sont aléatoires. Un exemple d’une telle application, dans le cas ot n = 1,
est donné sur la figure V.1. En supposant la continuité de X, on peut construire une moyenne locale p,(r)

-3t I I I I
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Fia. V.1 — Ezemple de signal aléatoire unidimensionnel X (t) (trait continu). Les unités sont arbitraires
et le signal est de moyenne nulle (indiquée par les tirets) et de variance unité (les deuz traits en pointillés
représentent les valeurs E{X} + ox ).

en chaque point, comme une intégrale sur la boule n-dimensionnelle de centre r et de rayon p, dont on

311 existe en fait plusieurs principes ergodiques, suivant la statistique considérée. Ici il s’agit de 1’ergodicité en moyenne, car
on suppose 1’égalité de la moyenne d’ensemble de X et de la moyenne spatiale d’une de ses réalisations. Les autres possibilités
qu’on peut considérer sont notamment les ergodicités en distribution et en autocorrélation.

411 s’agira d’ergodicité en moyenne, en distribution ou en autocorrélation, étant donné le contexte.
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rappelle qu’il s’agit de I’ensemble des points u tels que |r — u| < p. Plus précisément,

1
pp(r) = A /X(u)du ou V, =V, [B,(r)] estle volume d’une boule de rayon p en dimension n. (8)
p

B, (7‘)

V.3.b Définition et unicité de la moyenne globale

Supposons que la moyenne locale p,(r) tende, pour p — oo, vers une constante finie notée u(r), qu’on
peut considérer comme étant une moyenne globale de X dépendant a priori de la position,

u(r) = lim py(r)

On peut en fait montrer sans difficulté que cette limite ne dépend pas de r. En effet, si on prend deux
positions 71 et 5, et qu’on se place dans le cas ol p > |ry — 71|, alors la différence entre les deux moyennes
locales est majorée simplement et brutalement par

< Vn [Bp(""l) U Bp(”)] —Vn [Bp('rl) N Bp(T2)

Inglrs) ()] < - e

ot 'on a utilisé le fait que, X étant supposé borné, sa norme infinie || X ||oc = sup{|X (7)| ; r € R"} existe,
et que l'intégrale de X sur une région E est inférieure, en valeur absolue, au produit de || X||o par le
volume V,(E) de cette région. Le volume V, d’une boule quelconque de rayon p est identique quel que
soit le centre de la boule. Quant au numérateur, il s’agit du volume de ’ensemble des points qui sont dans
P'union exclusive des boules B,(r1) et B,(r2).

La forme de cette majoration se comprend aisément & 'aide de la figure V.2, qui suppose n = 2 pour
simplifier. La contribution & la différence yu, (r1)—p,(r2) d’un élément de volume contenu dans I'intersection
des deux boules étant évidemment nulle, seules comptent les régions de ’espace R™ contenues dans une
boule et pas dans l'autre, ce que traduit le numérateur de I’équation précédente. Faisant tendre p vers

Bp(r1) By(r2)

F1G. V.2 — Représentation schématique de la démonstration de l'unicité de la moyenne globale. Les boules
de rayon p et de centres respectifs r1 et ro se recowvrent d’autant plus que p est grand. La figure de gauche
montre le cas |ra — r1| > p, et celle de droite le cas |r2 — 71| < p.

I’infini, les deux boules se recouvrent de plus en plus, de sorte que le volume de leur union exclusive,
rapporté a celui d’une boule, tend vers 0. On en déduit que, si 'une des deux moyennes globales u(r1)
ou pu(ry) existe, alors 'autre existe également et elles ont la méme valeur p. Si cette valeur est égale &
la moyenne d’ensemble m, le processus est ergodique. Dans toute la suite, on supposera que les champs
considérés possédent tous une unique moyenne globale.

Il est par ailleurs intéressant d’introduire ici, dans l'optique de ce qui va suivre, un champ stochastique
tronqué qu’on définit comme X,(r) = X (r)I,(r) ot la fonction 1, est donnée par

i <
My(r) = L St rI<p avec |r| le module de r dans I’espace euclidien R".
0 si|r|>p

1
On peut alors écrire la moyenne globale sous la forme m = lim p,(0) = lim {7 / X p(r)dr} .
p

p—o0 p—+o0
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V.4 Fonction d’autocorrélation

V.4.a Définition

Les précautions précédentes étant prises quant & la définition de la moyenne d’une réalisation d’un champ
stochastique X, il convient de s’intéresser & ses fluctuations, puisque ce sont elles qui doivent nous permettre
de caractériser effectivement les propriétés statistiques de X, dans 'optique de les comparer & celles des
champs observés. On peut sans perte de généralité faire I’hypothése que p = 0, ce qui ne change évidemment
rien au probléme de la caractérisation des fluctuations. Etant donné un champ stochastique X stationnaire,
sa fonction d’autocorrélation Ax est donnée par

Ax(0) =E{X(r)X(r +6)} indépendamment de la position 7.

Supposant que le champ X satisfait a ’hypothése ergodique au sens de I'autocorrélation, il est possible
d’assimiler Ax(d) a une intégrale sur 'espace R™ de définition, soit

Ax(6) = lim ¢ — / X)X (u+0)du indépendamment du centre r de la boule.

La valeur de la fonction d’autocorrélation pour un déplacement § = 0 est bien évidemment égale a la
variance du champ stochastique 0% = Ax(0) = E {X 2('r')}, qu’on peut calculer comme

1
0% = lim { — [ X?*(u)du avec la méme remarque que précédemment.
p—oo | 'V,

Bp ("')

Définissant la fonction d’autocorrélation Ax, du champ tronqué introduit plus haut par l'intégrale sui-
vante®, évidemment convergente puisque portant sur une fonction & support borné,

Ax,(0) = /X,,(u)Xp(u +d)du et en posant aé’(p = /Xz(u)du

on peut réutiliser la remarque faite précédemment sur 'unicité de la moyenne globale sous réserve d’exis-
tence, pour écrire que Ax est la limite de Ax, /V),, quand p tend vers I'infini. En particulier, 0% est la limite
de ag(p /V,. Il est également possible de considérer une version normalisée de la fonction d’autocorrélation
du champ tronqué, qu’on écrira comme ax, (§) = Ax, (8)/0% - Orona Ax, (8) ~ V,Ax(0) et 0% ~ V,0%
quand p tend vers l'infini. La limite de ax, est donc égale & ce qu'on peut considérer légitimement comme
la fonction d’autocorrélation normalisée ax du champ stochastique complet, soit
Ax (0
lim ax,(0) = x(9) =ax(0).

2
) ox

V.4.b Propriétés

11 est évident que la fonction d’autocorrélation est réelle et paire, puisque Ax(—9) = Ax(d), le champ X
étant supposé stationnaire. On peut également montrer qu’elle est définie positive, c’est-a dire que

Z a;a;jAx (0; — ;) 2 0 quels que soient les nombres complexes (ay,) et les déplacements (dy).
i,J

On notera que cette propriété se transmet au spectre de puissance de X. On a d’autre part vu, dans la sec-
tion IV.5.a, qu’il existait une inégalité de Cauchy-Schwarz entre les espérances mathématiques impliquant

50n ne normalise pas ici par un volume, car le volume approprié dépendrait de 8, ce qui n’est pas souhaitable.
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deux variables aléatoires, inégalité qu’on peut réécrire pour un champ stochastique X et son translaté de
4 selon

A% (8) < E{X*(r)}E{X?(r +8)} = 0% et par conséquent Ax(d) < Ax(0).

La fonction d’autocorrélation atteint donc nécessairement son maximum absolu en § = 0. On peut d’ailleurs
le montrer en considérant la fonction de structure d’ordre deux, comme on le verra plus bas. Ce résultat
montre également que la fonction d’autocorrélation normalisée est toujours inférieure ou égale & 1, valeur
qu’elle atteint en § = 0.

V.5 Spectre de puissance

V.5.a Problémes de définition

Le spectre de puissance d’un champ stochastique X est a priori défini comme la transformée de Fourier de
sa fonction d’autocorrélation. Cependant, avant de pouvoir écrire brutalement une relation le définissant
explicitement, il convient de se pencher sur le probléme de la convergence des intégrales de Fourier. En
particulier, la transformée de Fourier de X () n’existe pas nécessairement, I'intégrale

~

X(k) = / X (r)e~2™k-"dr n’ayant aucune raison de converger a priori.

Pour contourner cette difficulté on considére le champ stochastique tronqué X, qu’on a défini plus haut. La
convergence de l'intégrale définissant la transformée de Fourier de ce champ tronqué est évidente, puisqu’il
s’agit en fait d’une intégrale sur un domaine fini de ’espace,

)?p(k) = /Xp(r)e_%’rk’dr = /X(r)l_lp(r)e_%”k'rdr avec [, nulle en dehors de la boule B,(0).

Si ’on suppose que la transformée de Fourier X du signal complet existe, X , S’écrit alors [Bracewell, 2000]
comme le produit de convolution de celle-ci par la transformée de Fourier de ['1,. Cette derniére est une
fonction de Bessel dont I’ordre dépend de la dimension n de I’espace et dont I’argument dépend du module
de k. En particulier, dans le cas o1 I’on considére des processus unidimensionnels, elle prend la forme d’un
sinus cardinal. Dans tous les cas, elle tend vers une distribution de Dirac quand le rayon p tend vers l'infini,
étant donné que ', s’approche d’une fonction uniforme partout égale & un, d’ott

lim X, = lim (X x,) = X * lim [, = X *§ = X.

p—00 p—00 pP—00

Afin d’approcher le spectre de puissance de X, on peut commencer par écrire la transformée de Fourier Px,
de la fonction d’autocorrélation Ax, du champ tronqué X,. Or celle-ci peut s’écrire comme le produit de
convolution de X, par un champ stochastique miroir, noté Y, et défini par Y,(r) = X,(—r). Sa transformée
de Fourier Px, est donc égale au produit simple des transformées de Fourier respectives de X, et de Y,
qui sont en fait complexes conjuguées 'une de 'autre. Par conséquent,

Px, (k) = |)/(:p(k:)|2 soit, en passant & la limite infinie pli)rgo Px, (k) = |X (k)2

On peut alors légitimement considérer que cette limite constitue le spectre de puissance Px (k) du champ
stochastique complet, bien que [Papoulis, 1984] fasse remarquer qu’en fait, si 'on dispose du spectre de
puissance Px défini par une transformation de Fourier directe de la fonction d’autocorrélation Ax, le
passage 3 la limite n’est rigoureusement vrai que pour l’espérance,

lim E{Px,(k)} = Px(k), la variance E {’P%P (k)} ne tendant pas vers zéro.

p—00

En cas de difficulté, on peut également passer & la limite en partant de la transformée de Fourier de
la fonction d’autocorrélation normalisée du champ tronqué. Quoi qu’il en soit, on ne se posera plus ces
problémes de définition, et on écrira

Px(k) = /AX((S)e_Q”k"sd& et inversement Ax(d) = /Px(k)e%”k"sdk, 9)
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en notant, comme le fait Bracewell [Bracewell, 2000], qu’on s’arrangera toujours pour que le spectre de
puissance soit la transformée de Fourier de la fonction d’autocorrélation, quitte & modifier quelque peu les
définitions de ces deux quantités.

V.5.b Propriétés

La parité de la fonction d’autocorrélation pour un champ stochastique X réel entraine celle du spectre
de puissance, puisque le domaine d’intégration est symétrique. On peut donc considérer, comme on le fait
effectivement couramment, que ce qu’on conviendra d’appeler spectre de puissance est la quantité

Px(k) = Px(k) + Px(—k) = 2Px(k) définie sur un demi-espace uniquement.

Remarquons également que le fait de partir d’un champ X réel permet d’écrire les définitions (9) sous la
forme de transformations de Fourier en cosinus, du fait de la parité des fonctions Ax et Px.
L’expression alternative du spectre de puissance écrite plus haut, Px (k) = |)/(\' (k)|?, directement reliée au
champ stochastique X, nous servira de facon essentielle au chapitre VI, lorsqu’on voudra construire des
champs stochastiques ayant un spectre de puissance spécifié & I’avance. En particulier, prenant la valeur
a Vorigine de l'espace de Fourier, Px(0) = |X’(0)|2 = E{X (r)}?, on voit qu’elle est égale au carré de la
moyenne du champ X. Dans le méme ordre d’idées, ’intégrale du spectre de puissance sur tout l’espace
de Fourier est en fait la variance 0% du champ, puisque

/Px(k)dk = Ax(0) = E{X?(r)} ce qui peut également se montrer par le théoréme de Rayleigh.

V.5.c Calcul pratique

L’expression du spectre de puissance d’un champ quelconque X comme carré du module de la transformée
de Fourier de ce champ permet de le calculer trés simplement, les méthodes de transformation de Fourier
numériques étant déja connues et disponibles. C’est toujours par ce biais que ’on calculera les spectres de
puissance des observables discutées aux chapitres XII et Xlll, et non en passant par la fonction d’autocor-
rélation. On aurait méme plutot tendance a faire le chemin inverse et & calculer cette derniére & partir du

spectre de puissance®.

V.6 Les fonctions de structure

V.6.a Définition et relation avec la fonction d’autocorrélation

1l est possible de construire d’autres mesures des fluctuations d’un champ stochastique. Parmi elles, on note
les fonctions de structure, dont on a déja parlé au chapitre Il au sujet de la caractérisation des écoulements
turbulents. De maniére générale, et étant donné un champ stochastique scalaire et stationnaire X, on définit
sa fonction de structure d’ordre p par’

Sg?) (6) =E{[X(r+8) — X(r)]’} quelle que soit la position 7.

Remarquons qu’au chapitre 1, le caractére vectoriel du champ de vitesse nous avait incité & considérer des
formes plus complexes, impliquant les différentes composantes de la vitesse. On utilisera peu les fonctions
de structure dans ce travail, si ce n’est celle d’ordre deux, car elle est intimement liée & la fonction
d’autocorrélation. En effet, en développant simplement I’expression ci dessus, on obtient

$Q6) =E{[X(r +8) - X(]'} = E{X3(r + 8) + X*(r) - 2X (") X(r + 6)} = 2 [0} — Ax(8)]

relation qu’on utilisera notamment aux chapitres X et Xl et qui permet de montrer également que la
fonction d’autocorrélation est toujours inférieure & 0%. Comme il n’y aura pas de risque de confusion, on
notera simplement Sx pour désigner la fonction de structure d’ordre deux.

SNotons tout de méme que c’est & partir du calcul des fonctions d’autocorrélation qu’on déduira des propriétés du spectre
de puissance des cartes de centroides aux chapitres X et XI.

"L’ordre p est a priori quelconque, mais si on le choisit non entier, la définition correcte des fonctions de structure doit
faire intervenir une valeur absolue.
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V.6.b Calcul pratique

D’un point de vue pratique, le calcul des fonctions de structure est ardu, pour plusieurs raisons. Tout
d’abord parce qu’il faut a priori se donner un grand nombre de réalisations d’un méme champ stochastique,
ce qui n’est possible que dans le cas des modéles synthétiques qu’on introduira dans les chapitres suivants.
Dans le cas contraire, il est nécessaire de s’appuyer sur le principe ergodique et de calculer la moyenne sur
la position 7 des puissances des incréments du champ donnés par X (r + d) — X (r), et ce pour toutes les
séparations & possibles, ce qui représente un temps de calcul de "ordre du nombre de pixels du champ et
peut devenir extrémement long dans certains cas.

Afin de contourner ce probléme, on peut calculer des fonctions de structure grossiéres (coarse structure
functions), décrites par [Brunt et al., 2003], en procédant comme suit. On commence par découper le champ
en un certain nombre de sous-ensembles disjoints, en utilisant une grille orthogonale dont les cellules ont
toutes la méme taille caractéristique L. On calcule ensuite, dans chacune de ces cellules, la moyenne locale
du champ, puis les incréments du champ grossier résultant, le long des différentes directions principales.
On éléve ces incréments a la puissance p et on en fait la moyenne, ce qui donne une estimation de la
fonction de structure d’ordre p pour les séparations de module L. La fiabilité de cette méthode approchée
sera testée au chapitre VII dans le cadre de champs synthétiques dont la fonction de structure d’ordre deux
est connue.

V.7 La A-variance

V.7.a Introduction : la variance d’Allan

Dans le cadre de ’étude de la stabilité des horloges atomiques, Allan [Allan, 1966] a introduit un autre
outil statistique, adapté a ’analyse de signaux aléatoires unidimensionnels. Cet outil, la variance d’Allan,
représente, pour une échelle de temps 7 donnée, la variance des différences entre deux moyennes successives
sur des durées 7. Présentée ainsi, on comprend pourquoi elle permet de caractériser les dérives de séries
temporelles.

Plus précisément, et reprenant les notations de la section V.3, on écrit les moyennes locales du signal
unidimensionnel X (¢) sur une durée 27 sous la forme de produits de convolution®,

1
pr = oo (X %IM;), ce quiest immeédiat d’aprés la définition de p..

-
La différence entre deux de ces moyennes locales successives peut également se mettre sous la forme d’une
convolution, cette fois par des différences de distributions de Dirac, puisque

Ap(t) =pr E+7)—p, (t—7) etdonc Ap, =p, x(0_r —06;) avec .(t) =0t —71).

On peut donc écrire Ay, comme le produit de convolution de X par une fonction F; qu’on appellera
down-up & la maniére de [Stutzki et al., 1998], ce qui exprime bien sa forme, représentée sur la figure V.3.
La variance d’un signal quelconque étant I’intégrale du spectre de puissance sur ’ensemble de I’espace de
Fourier, et puisque la convolution se traduit par la multiplication des spectres de puissance?, la variance
d’Allan apparait comme une moyenne filtrée du spectre de puissance du signal de départ,

1 1
o4 (21) = 3 / Px (v)Pr, (v)dv ot le facteur 2 est introduit pour des raisons historiques.

La fonction de filtrage se met sous la forme Pr, (v) o sin® (27v7) /(27v7)?, donnée par [Stutzki et al., 1998)].
En faisant varier la durée 7, on peut alors suivre I’évolution du spectre de puissance du signal X avec la
fréquence v, tout en améliorant la statistique par le biais d’une moyenne sur I’ensemble du spectre, ce qui
différencie nettement cette méthode de celles fondées sur la simple transformation de Fourier.

80n choisit de considérer une durée 27 uniquement pour alléger les notations, les formes correspondantes pour la durée 7
étant triviales a écrire a posteriori.

9Ce qui est immédiat & partir du théoréme de convolution, et en utilisant le fait que le spectre de puissance est égal au
carré du module de la transformée de Fourier.
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F,

1/2t

—27

v

2T

—1/27

FiG. V.3 — Représentation graphique de la fonction down-up F.

1l est possible de choisir d’autres différences entre moyennes locales, de fagon & jouer sur la fonction filtre
dans lexpression de la variance d’Allan en Fourier. On obtient ainsi d’autres mesures statistiques sur le
signal, faisant intervenir une fonction filtre différente. C’est 1'idée & la base de l’introduction de la A-
variance, dont la nécessité devient évidente dés lors que I’on souhaite considérer des champs stochastiques
en dimension supérieure. En effet, comme il n’existe pas de relation d’ordre sur R” avec n > 1, la notion
de moyennes “successives “ n’a pas de sens et il faut donc trouver une alternative. Assez naturellement, on
va considérer des différences symétrisées, en commencant par le cas unidimensionnel.

V.7.b Cas des signaux unidimensionnels

Etant donné le processus stochastique X (t), on construit les doubles différences

1
Aour(t) = pr(t) — 2 [r(t —27) + p-(t + 27)] de sorte que la symétrie temporelle soit conservée.

Cette expression peut se voir comme la différence entre deux moyennes locales au méme point, mais sur
des échelles différentes. On utilisera justement cette approche dans la suite. Pour ’instant, et pour faire le
lien avec ce qui précéde, remarquons que A’u, peut se mettre sous la forme d’un produit de convolution,
soit A%u, = X x G, o G, est la fonction down-up-down représentée sur la figure V.4. En prenant la
variance de ces différences, qui forment un signal unidimensionnel, on obtient alors, de maniére tout a fait
semblable au cas précédent, une mesure statistique sur le signal X analogue 4 la variance d’Allan et qu’on
nomme A-variance. Son expression en terme de spectres de puissance est semblable & celle écrite pour la
variance d’Allan,

sin® (27v7)
(2mvT)?

oA (27) = %/PX(V)PG, (v)dv avec Pg.(v)=4

Les remarques faites précédemment au sujet de la variance d’Allan s’appliquent également & la A-variance,
mais la différence principale entre les deux, on I’a souligné, est le fait qu’on puisse généraliser cette derniére
au cas des champs stochastiques en dimension supérieure.

V.7.c Cas des dimensions supérieures

Considérant un champ stochastique X (r) défini sur un espace R™ avec n > 2, on construit, & la maniére
de ce qui a été fait en dimension un, la différence entre des moyennes locales prises au méme point, mais
portant sur des régions de l’espace de tailles différentes,

n

ANpy(r) = [ty (r) — pgp(r)] ot le réel ¢ > 1 donne le rapport des tailles considérées.

" —1

Habituellement, et pour maintenir la cohérence avec le cas unidimensionnel, on prend ¢ = 3. On peut
montrer [Stutzki et al., 1998] que cette différence revient & prendre le produit de convolution du champ
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F1G. V.4 — Représentation graphique de la fonction down-up-down G,

X avec une fonction généralisant la fonction down-up-down du cas unidimensionnel, qu’on notera Gy, ,, et
qu’on a représentée sur la figure V.5 dans le cas ot n = 2. La variance du champ A’u, est par définition
la A-variance associée au champ stochastique X, qu’on peut écrire comme une moyenne filtrée du spectre
de puissance de ce dernier sur I’espace de Fourier,

o2 (2p) = Ein / Px(k)Pe, , (k)dk, (10)

le facteur de normalisation ¥, étant la surface de la sphére unité en dimension n. Comme le montre
Stutzki [Stutzki et al., 1998], la fonction filtre s’écrit a 1’aide des fonctions de Bessel J, et de la fonction

I' d’Euler,
3" T\" T \" ’
n
ky=¢—-T(=-+1 — 2 — — 11
Pa, (k) {3n_1 G5+ 1) | (55) oratenko) = (/555 ) Jn/z(ﬁﬂkp)]}a (1)

ou k est bien évidemment le module du vecteur d’onde k. Les conclusions tirées du cas de la variance
d’Allan restent valables ici. En particulier, on peut voir la A-variance & une échelle p comme une fagon
d’isoler le comportement du champ stochastique X & cette échelle, du fait que la fonction filtre présente
un maximum pour un nombre d’onde k ~ 1/(27p).

p

F1G. V.5 — Représentation en perspective de la fonction down-up-down G .

V.7.d Mise en pratique

Le calcul pratique de la A-variance d’un champ X aux différentes séparations L souffre d’une difficulté
semblable & celle affectant le calcul des fonctions de structure, dés lors qu’on souhaite la calculer dans
I’espace direct et non en passant par le spectre de puissance. En effet, il faut procéder a la convolution du
champ par un ensemble de noyaux de toutes les tailles possibles, en prenant d’autre part garde au probléme
des bords du champ. De méme qu’il est possible de s’affranchir du probléme posé par les fonctions de
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A o

F1G. V.6 — Illustration des algorithmes “POINT” (4 gauche) et “PIX” (4 droite). Sur chaque sous-figure,
les deuz cercles concentriques indiquent les rayons p et 3p. Sur la figure de gauche, les centres des pizels
sont symbolisés par des croix, tandis que, sur la figure de droite, on représente leurs bords.

structure en en introduisant des versions grossiéres, on peut contourner la difficulté du calcul de la A-
variance en ne faisant ce dernier que pour certaines tailles p du noyau de convolution.

Dans le cas particulier des champs bidimensionnels, on peut suivre la démarche de [Bensch et al., 2001],
qu’on résume ici briévement. Pour effectuer un produit de convolution d’images qui sont échantillonnées
et non pas continues, il faut procéder & des approximations numériques. L’image convoluée Y = G , * X
peut s’écrire alors en chaque pixel (7, j) comme

Y(i,j) = Z w(i —k,j —1)X(k,l) ou w représente le noyau de convolution, centré sur le pixel (i, j).
kil

La notation w plutoét que G2,, dans cette forme s’explique par la discrétisation. En effet, idéalement, la
fonction filtre devrait, a l'intérieur du disque et de ’anneau qu’on peut voir sur la figure V.5, prendre
deux valeurs constantes et distinctes. Or tous les pixels ne sont pas équivalents vis-a-vis de ces régions
particuliéres de 1’espace bidimensionnel : certains sont plus ou moins recouverts par telle ou telle partie de
la fonction filtre, comme le montre la partie droite de la figure V.6. Il y a donc ambiguité quant au fait de
savoir si un pixel donné fait partie de telle ou telle région et donc sur la valeur du noyau de convolution
en ce point. Par conséquent, w est a priori différent de la fonction G5 ,. Parmi les choix possibles pour
les poids w, on note les deux suivants : soit tous les pixels dont le centre est inclus dans une région
donnée de la fonction filtre ont le méme poids (algorithme “POINT”), soit ce poids est proportionnel a la
fraction du pixel recouverte par le filtre (algorithme “PIX”). La contrainte supplémentaire étant que les
sommes des poids, respectivement dans ’anneau et dans le disque, doivent étre égales & l'unité, de sorte
que pour une image plate, la convolution donne un résultat nul, comme attendu analytiquement. On verra
au chapitre VII ce que donne cette méthode sur des champs stochastiques pour lesquels la A-variance est
connue.

Tl est possible de calculer la A-variance en passant par I’espace de Fourier, mais cette approche est sujette
a caution lorsque les champs considérés ne sont pas périodiques, car les effets de bord affectant le spectre
de puissance se retrouvent alors nécessairement dans 1’équation (10).

En conclusion, que ’on utilise le spectre de puissance, la fonction d’autocorrélation, les fonctions de struc-
ture ou la A-variance, le probléme de la caractérisation des champs stochastiques est ainsi mis en lumiére
sous une forme qu’on pourrait résumer par la question suivante : comment décrire les fluctuations d’un
tel champ, en fonction de I’échelle & laquelle on les considére ? C’est cette approche qui est & la base de la
géométrie fractale, objet du prochain chapitre.
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|CHAPITRE VI|

Géométrie fractale

VI.1 Introduction

La géométrie des systémes physiques, depuis les échelles microscopiques jusqu’aux échelles astronomiques,
joue un role central dans la compréhension et la modélisation de la nature. Qu’il s’agisse de cristaux,
d’écoulements, de molécules, de galaxies, ou encore des structures du milieu interstellaire, la description
des objets de la physique passe inévitablement par une étape géométrique. Ainsi, les figures classiques
de la géométrie héritée de la Gréce antique ont occupé une place centrale dans le développement de
la physique moderne. On peut citer la modélisation des orbites planétaires par des ellipses, celles des
trajectoires de mobiles isolés par des droites, ou encore I'interprétation des figures de diffraction de rayons
X par des cristaux réguliers. Plus frappante encore est ’application réussie d’une géométrie alternative, en
I’occurrence la géométrie riemannienne, & une théorie physique, la relativité générale d’Einstein.
Pourtant, de nombreux systémes physiques échappent & ces modélisations simples, et requiérent une géo-
métrie plus appropriée et plus sophistiquée. Il est difficilement concevable, par exemple, de se contenter de
modéliser un nuage atmosphérique par une sphére, tant un tel systéme peut prendre de formes diverses.
On peut également penser aux avalanches, dont la compréhension nécessite une modélisation adéquate des
surfaces complexes sur lesquelles elles ont lieu. On peut encore évoquer la croissance de certains cristaux,
dont les formes sont trop spécifiques pour pouvoir étre correctement modélisées par des figures simples.
C’est le role de la géométrie fractale que de fournir les outils adaptés a la description de ces systémes
complexes. Le concept de “fractal” a été introduit par le mathématicien francais Benoit Mandelbrot au
cours des années 1960-1970 [Mandelbrot, 1967] et cette nouvelle branche des mathématiques ainsi que le
champ de ses applications ont connu depuis un essor prodigieux. Mandelbrot a ainsi écrit de nombreux
ouvrages (voir par exemple [Mandelbrot, 1982]) traitant de la géométrie fractale de phénomeénes issus
de domaines aussi divers que la biologie, la turbulence, ou encore I’économie. Cependant, lexistence de
“fractals naturels” tels que les frontiéres de nuages ou les surfaces topographiques ne doit pas autoriser a les
confondre arbitrairement, & toutes les échelles, avec les fractals mathématiques, qui sont leur modélisation’.
Mandelbrot évite de donner une définition trop précise de ce qu’est un ensemble fractal, et ce parce
que, quelle que soit la définition adoptée, il existe toujours des objets échappant & celle-ci et qu’il est
pourtant impossible de ne pas qualifier de fractal. C’est pourquoi il est plus judicieux de considérer une
liste de propriétés assez générales et de décider, sur cette base, si un ensemble est fractal ou non. Sui-
vant [Falconer, 1990], on parlera d’un ensemble fractal F' si, typiquement :

> F posséde de la structure & des échelles arbitrairement petites.

> F' est trop irrégulier pour pouvoir étre décrit en termes de figures géométriques traditionnelles, que ce
soit localement ou globalement.

> F posséde, d’une certaine maniére, une propriété d’autosimilarité.

> On peut assigner & F' une “dimension fractale”, habituellement plus grande que sa dimension topologique,
laquelle est un entier dont la valeur est en générale évidente?.

La dimension fractale permet de caractériser l'irrégularité d’un ensemble fractal. Il en existe diverses
définitions, qui ne sont pas toutes applicables & tous les types d’ensembles®, mais on va s’intéresser ici plus

1Cette remarque vaut également dans le cadre de la géométrie classique : il n’existe pas de ligne droite ou de sphére
parfaite dans la nature.

2Par exemple, la dimension topologique d’un ensemble de points discrets est nulle. Elle vaut 1 si chaque point de ’ensemble
posséde des voisinages arbitrairement petits dont ’intersection avec I’ensemble n’est pas réduite au point considéré et si la
frontiére de I’ensemble est de dimension topologique 0.

30n pense en particulier 4 la dimension de similitude, qui n’a de sens que pour une classe trés particuliére d’ensembles
strictement autosimilaires.
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particuliérement aux dimensions de Hausdorff et de boite.

VI.2 Mesure et dimension de Hausdorff

VI.2.a Mesure de Hausdorff

Définition

La mesure de Hausdorff d’un ensemble consiste & donner une idée de la taille de cet ensemble en le recou-
vrant par toute une série de parties “étalons”. Grossiérement, il s’agit donc de formaliser & des ensembles
complexes I’idée simple selon laquelle, pour mesurer une distance par exemple, on reporte une régle ou tout
autre instrument de mesure un certain nombre de fois, et que ce nombre caractérise la taille de ’ensemble
étudié. Cette idée a été introduite par Carathéodory en 1914 puis appliquée par Hausdorff en 1919.

On considére donc un sous ensemble F' de R”, et on se donne un réel » > 0. On suppose qu’il existe un
ensemble au plus dénombrable de parties U; de R* dont le diamétre* est |U;| < r, et tel que F soit contenu
dans I'union des U;. La famille {U;} est alors un r-recouvrement de F'. Il est par ailleurs évident que si
r' 2 r, alors {U;} est aussi un r'-recouvrement de F.

Si maintenant on se donne un réel s > 0, on peut définir le nombre suivant

Hi(F) = inf {Z |U;|° ; {U;} est un r-recouvrement de F} .

2

On peut comprendre que lorsque r décroit, H:(F') diminue. Or HZ(F) > 0, donc il existe une limite &
H:(F) pour r tendant vers 0, notée H*(F) et qu’on appelle mesure s-dimensionnelle de Hausdorff de F'.

FiG. VI.1 — Ezemple de r-recouvrement d’un ensemble de points du plan par des parties de R?. Ce recou-
vrement n’est de toute évidence pas optimal.

Propriétés

On peut montrer que H?(F') est effectivement une mesure, mais cela ne nous concernera pas ici. Il est
cependant utile de remarquer que la mesure de Hausdorff généralise les idées familiéres de longueur, d’aire
et de volume. Plus précisément, si F' est un borélien® de R", alors H"(F) = c,Vp(F), ot V,(F) désigne
le volume classique de F' en dimension n, et ¢, est une constante égale & l'inverse du volume de la boule
unité en dimension n.

De méme, si F' est un sous ensemble “régulier” de R™ de dimension topologique m strictement inférieure &
n,on a H™(F) = ¢,V (F). En particulier, si F est un ensemble fini de points, H°(F') est égal au cardinal
de F, et si F est une courbe lisse, H!(F) en donne la longueur.

40n rappelle que le diamétre d’un ensemble E est la plus grande distance séparant deux points de cet ensemble, ce qu’on
peut écrire mathématiquement sous la forme |E| = sup {|z — y| ; (z,y) € E?}.
5Les boréliens de R™ sont les éléments de la plus petite tribu de R™ contenant les ouverts.



tel-00008481, version 1 - 14 Feb 2005

CHAPITRE VI. GEOMETRIE FRACTALE 77

La mesure de Hausdorff étant donc une généralisation des concepts de longueur, d’aire et de volume,
elle posséde des propriétés similaires dans les changements d’échelles. En effet, si on se donne A > 0,
alors H*(AF) = X*H*(F), avec la notation évidente AF' = {Azx ; =z € F}. La démonstration est sans
difficulté et on la trouvera dans [Falconer, 1990]. De maniére plus générale, on peut considérer le cas d’une
transformation g de F' dans R" satisfaisant & une condition de Holder d’exposant «,

(z,y) € F* = |g(z) —g(y)| < clz—y|*  avecc>0.

Dans ce cas, on a une relation entre les mesures de Hausdorff de g(F) et de F, sous la forme
H* [g(F)] < T*H*(F) (12)

En effet, si {U;} est un r-recouvrement de F', et puisque |g(F NU;)| < c|U;|*, alors {g(F NU;)} est un
e-recouvrement de g(F') avec € = cr®. Ainsi, on a

Z lg(F N U7 < 7™ Z [U;]*  de sorte que H*[g(F)] < ¢T*H(F),

ce qui donne bien le résultat annoncé dans la limite ¢ — 0. L’intérét des transformations satisfaisant &
la condition de Hdolder - qui implique par ailleurs la continuité de ces fonctions - apparaitra clairement
lorsque ’on parlera des mouvements browniens fractionnaires, au chapitre VII. Pour a = 1, on dit que g
est lipschitzienne et on a une relation portant sur les mesures de Hausdorff de méme dimension, & savoir
H? [g(F)] € ¢*H?(F). En particulier les isométries (translations, rotations, symétries) font partie de cette
classe de fonctions, et plus spécifiquement, puisqu’alors |g(z) — g(y)| = |z — y|, on a H* [g(F)] = H*(F),
comme on pouvait s’y attendre.

VI.2.b Dimension de Hausdorff
Définition

La dépendance en s de la mesure de Hausdorff telle que définie ci-dessus permet de définir la dimension
fractale dite “dimension de Hausdorff” d’un ensemble F' de points. Pour cela remarquons d’abord que si
{U;} est un r-recouvrement de F et si on a s’ > s, alors

SNl < =Y U = HE (F) < U UHAE).

Par conséquent, si la mesure de Hausdorff s-dimensionnelle de F' est finie, sa mesure s'-dimensionnelle est
nulle, en passant & la limite r — 0. Le méme raisonnement permet de montrer que si s’ < s, la mesure
s'-dimensionnelle de F est infinie. Il existe donc une valeur critique de s, appelée dimension de Hausdorff
de F', pour laquelle la mesure de Hausdorff passe d’une valeur infinie & 0,

Dy (F) =inf{s | H*(F) =0} =sup {s | H*(F) = oo} .

Tl est important de noter que la valeur de la mesure de Hausdorff pour s = Dy, (F') n’est pas nécessairement
finie non nulle.

Propriétés

La dimension de Hausdorff posséde les propriétés qu’on est en droit d’attendre d’une dimension. En parti-
culier, si F' est un ouvert de R™, il contient une boule non réduite & son centre, et sa dimension de Hausdorff
est bien n. De méme, si F est une variété de dimension topologique m plongée dans R”, on a Dy, (F) = m.
La dimension de Hausdorff est également monotone, car si E C F', alors Dy(E) < Dy (F). Enfin, si l'on
considére un ensemble au plus dénombrable de parties de R™, la dimension de Hausdorff de leur union est
égale 4 la borne supérieure des dimensions de Hausdorff de chacune des parties. Par exemple, la dimension
de Hausdorff d’un ensemble dénombrable de points est nulle.
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D’autre part, les propriétés de la mesure de Hausdorff vis-a-vis des transformations se transposent au cas
de la dimension de Hausdorff. En particulier, si g est une fonction définie sur F' et & valeurs dans R™
satisfaisant une condition de Holder d’exposant «,

1
(z,y) € F* = |f(z) = f(y)| <cle—y|*  alors  Dulg(F)] < o (), (13)
ce qu’on peut montrer sans difficulté [Falconer, 1990] & partir de la relation (12). En particulier, pour une
transformation bi-lipschitzienne, pour laquelle on a une double inégalité,

(@,9) €F* = oz —y| < |f(@) = fW) < arlw —yl,

la dimension de Hausdorff est conservée, ce qui constitue une invariance fondamentale, en ce sens qu’il
n’existe donc pas de correspondance bi-lipschitzienne entre ensembles de dimensions de Hausdorff diffé-
rentes, ce qui permet une classification des ensembles. Une approche de la géométrie fractale est ainsi de
considérer comme identiques des ensembles possédant une telle correspondance, et étant donc de méme
dimension de Hausdorff.

Il convient cependant de remarquer que le calcul analytique direct de la dimension de Hausdorff d’un
ensemble peut se révéler trés difficile, voire impossible, et c’est en partie pour cette raison que d’autres
dimensions fractales ont été introduites, comme la dimension de boite.

V1.3 Dimension de boite

VI.3.a Définitions alternatives d’'une dimension fractale

La remarque faite au début de la section V1.2, selon laquelle la mesure de Hausdorff est une formalisation
de la maniére empirique de “mesurer” un objet, est au centre des diverses définitions de dimension fractale.
On se donne une échelle et on mesure un ensemble F' i cette échelle, sans se soucier des irrégularités plus
petites que r. C’est en observant le comportement de cette “mesure” M,.(F') lorsque r tend vers 0 qu’on
peut en déduire un nombre caractérisant la dimension de ’ensemble, typiquement comme exposant d’une
loi de puissance de la forme M,.(F) ~ cr~¢. La dimension d est alors par exemple calculée par extrapolation
d’un ensemble de points en coordonnées logarithmiques,

d = tim BV

r—0 —Inr

La définition de la “mesure” M, (F) laisse une grande latitude permettant de construire des dimensions
fractales variées, de sorte qu’il ne faut pas s’attendre & ce qu’elles donnent toutes les mémes valeurs, méme
pour des ensembles simples. Ce qu’on demandera en revanche & une dimension, c’est de posséder certaines
des propriétés de la dimension de Hausdorff, telles que décrites plus haut [Falconer, 1990].

VI.3.b Dimension de boite

La dimension de boite (boz-counting dimension ou box dimension) est 'une des définitions alternatives
les plus utilisées, en raison de la facilité relative avec laquelle elle peut étre calculée, directement ou
empiriquement. Son origine historique est difficile & retracer, et on pourra la retrouver sous les noms de
dimension de Kolmogorov, dimension d’entropie ou encore dimension d’information.

Soit F' une partie bornée de R™. On considére les r-recouvrements de F'. Il est clair qu’il en existe de
cardinal fini®, puisque F est bornée. On peut donc sans difficulté définir N,.(F) comme étant le nombre
minimum de parties de R™ de diamétre au plus r nécessaires pour recouvrir F. On définit alors la dimension
de boite de F' par

In N, (F)
r—0 —Inr

On peut montrer, en ce qui concerne les parties recouvrant F', qu’il est possible de se limiter & des boules
disjointes de diamétre r centrées sur des points de F', ou encore aux pavés n-dimensionnels de coté r, sans

8Voir la figure VI.1.
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que la dimension de boite en soit affectée. Ce dernier choix facilite d’ailleurs considérablement le calcul
pratique. En effet, il suffit de construire un ensemble de grilles de taille décroissante sur R", et pour chaque
taille de compter combien de boites contiennent au moins un point de ’ensemble F'. Le comportement de
ce nombre en fonction de la taille fournit la dimension de boite de F'.

Les propriétés de la dimension de boite sont semblables 4 celles de la dimension de Hausdorff. En particulier,
si F' est une variété “réguliere” de R™, de dimension topologique m, alors Dy(F) = m. D’autre part la
propriété de monotonie s’applique aussi & la dimension de boite. Enfin, celle-ci se comporte exactement
comme la dimension de Hausdorff vis-a-vis des transformations bi-lipschitziennes ou Holder. D’autres
propriétés, plus ou moins désirables, de la dimension de boite sont étudiées dans [Falconer, 1990].

V1.4 Techniques analytiques de calcul des dimensions fractales

Vl.4.a Estimation directe

Le calcul des dimensions fractales d’ensembles de points de R™, en particulier de la dimension de Hausdorff,
est en général difficile de maniére directe, mais on peut souvent assez facilement en obtenir un majorant
“évident”, qui se révéle également souvent étre la valeur correcte de la dimension, bien que la démonstration
de cette égalité puisse étre particuliérement ardue.

Pour obtenir un tel majorant de la dimension de Hausdorff, il suffit d’évaluer, pour des r-recouvrements
{U;} particuliers de F, les sommes de leurs diamétres élevés & la puissance s. Réciproquement, si ’on
souhaite obtenir un minorant, il faut impérativement considérer tous les recouvrements possibles de F,
pour lesquels les différentes parties n’ont pas nécessairement toutes le méme diamétre. Il est possible
de contourner ce probléme en faisant remarquer que si un seul U; recouvre une grande partie de F', sa
contribution mesurée par |U;|* ne peut étre petite, et donc ce recouvrement ne s’approche pas de la borne
inférieure qu’est la mesure de Hausdorff de F'. En fait, les méthodes de calcul de la dimension de Hausdorff
reposent beaucoup sur un compromis entre la “taille” |U|* d’une partie et le recouvrement de F' qu’elle
permet, mesuré par u(U) ol p est une distribution de masse” sur F.

Ainsi, si 'on suppose qu’il existe deux réels ¢ > 0 et r > 0 tels que pour toute partie U de R™

Ul<r = plU) L UJ? alors H(F) > —u(F) et s< Dy(F)< Dp(F),

ce qui fournit théoriquement assez simplement un minorant s de la dimension de Hausdorff de F'.

VI.4.b Méthodes potentielles

L’inconvénient de la méthode directe décrite ci-dessus est qu’il est vite nécessaire de calculer les masses
d’un grand nombre de petites parties U, ce qui peut se révéler fastidieux. On introduit donc une méthode
permettant de remplacer ces évaluations par celle de la convergence d’une seule intégrale. On définit ainsi,
pour s > 0, le s—potentiel V(x) en un point = de R" da a la distribution de masse p, et la s-énergie E,(u)
associée, par les relations

[ du(y) du(z)dp(y)
Vs(x)‘/m—ms ot /V Jdu(e / oyl

On peut alors montrer [Falconer, 1990] que s’il existe une distribution de masse p sur F' telle que la s-
énergie E;(p) < oo, alors H*(F) = oo et Dn(F) > s, ce qui fournit un minorant de la dimension de
Hausdorff de F'.

VL.5 Projection d’ensembles fractals

La nécessité d’étudier les propriétés des projections orthogonales d’ensembles fractals sur des sous-espaces
est soulignée, dans le contexte des structures complexes du milieu interstellaire, par le fait que nous ne
pouvons évidemment n’en observer qu’une projection sur le plan du ciel, bien qu’il s’agisse de structures

7Par définition, une distribution de masse sur une partie E de R™ est une mesure sur R™ dont le support est contenu dans
E et telle que 0 < pu(E) < oo.
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tridimensionnelles. Si ’on se référe aux ensembles réguliers de R?, on voit que dans le cas le plus général, la
projection d’une courbe de dimension 1 est également de dimension 1, tandis que les projections d’ensembles
de dimension 2 et 3 sont toutes de dimension 2. Qu’en est-il si I’on considére un ensemble F' de dimension
de Hausdorff Dy, (F') non entiére ?

On se place d’abord dans le cas d’un borélien F' du plan R?, et ’'on considére sa projection py(F) sur la
droite Ly passant par 'origine et faisant un angle 6 avec 1’axe horizontal. On dispose alors d’un théoréme
de projection comportant deux parties :

Si Dy(F) <1 alors Dy[pg(F)] = Dn(F) et si Dp(F)>1 alors Dy[pe(F)] =1.

Dans les deux cas, le résultat est valable pour presque tous les angles 6 € [0, 2n[, c’est-a-dire qu’il n’est pris
en défaut que pour un ensemble de valeurs de 6 de mesure nulle, et en pratique on ne s’en souciera donc
pas. Une démonstration de ce résultat, donnée par [Falconer, 1990], repose sur une méthode potentielle,
mais on ne la détaillera pas ici.

Ces propositions peuvent se généraliser sans difficulté au cas d’une partie F' de R”® avec n > 2. On se donne
0 < k < n et on note G, 1, ’ensemble des “plans” de R de dimension k passant par ’origine. Soit 7 un tel
plan et p;(F) la projection orthogonale de F' sur celui-ci. On a alors le résultat suivant

Si Dy (F) < k alors Dy[p(F)] = Dy(F) et si Dy(F) > k alors Dy[p(F)] =k,

dans les deux cas pour presque tous les plans 7 € G, 1, c’est-a-dire que pour chacun de ces deux résultats,
I’ensemble des plans pour lesquels il n’est pas valable est de mesure nulle. En particulier, si une structure
de P’espace tridimensionnel posséde une projection sur le plan du ciel de dimension de Hausdorff inférieure
A 2, alors on peut sans crainte supposer que la structure initiale est de méme dimension.

D’autre part, il existe un résultat qui, bien que sans lien direct avec ce qui nous intéresse, montre bien la
complexité de ’étude des fractals. En effet, il est possible de montrer que si I’on se donne un espace R”
et qu’a chaque plan m € G 1, (avec 0 < k < n) on affecte un ensemble donné U, C 7 alors il existe un
ensemble F' C R" tel que presque toutes les projections p,(F) ne different de U, que par un ensemble
de points de mesure nulle. Grossiérement, cela signifie qu’on peut - théoriquement - construire un fractal
F ayant toutes les projections que ’on veut. Falconer [Falconer, 1990] illustre cette idée en imaginant un
cadran solaire tel que 'ombre du fractal change au fur et & mesure de la course du Soleil en indiquant
constamment ’heure sous forme numérique.

V1.6 Fractals autosimilaires et autoaffines

VI.6.a Meéthode de construction

De nombreux ensembles fractals sont faits de parties qui, en un certain sens, sont identiques au tout.
Ces propriétés permettent en fait bien souvent de définir un fractal, comme on I’a d’ailleurs suggéré au
chapitre Il. Plus précisément, on les définit comme étant des ensembles invariants par des transformations
particuliéres appelées contractions. Une contraction S n’est rien d’autre qu’une transformation lipschti-
zienne définie sur un fermé D de R™ réduisant la distance entre les points,

(z,y) € D* = |S(z) —S(y)|<clr—y| avecO<c<1.

Dans le cas ou il y a égalité, on dit que S est une similitude. Si on se donne un ensemble fini (S, ..., Sm)
de similitudes sur D, alors un ensemble F' C D invariant par celles-ci, tel que

m

F = U S;(F) est souvent un fractal. (14)

i=1

On dit que F est autosimilaire. Un exemple typique est celui de 'ensemble classique de Cantor, dont la
construction est illustrée sur la figure V1.2 et qui est invariant pour les transformations

2

S m»—)% et Sy mr—>§+§
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p=20
p=1
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Fic. V1.2 — Construction de l’ensemble de Cantor classique par application successive de ’ensemble des
deux transformations Sy et So. Un fractal est obtenu aprés un nombre infini de transformations.

En fait on peut montrer qu’il existe une unique partie F', non vide et compacte, invariante sous un ensemble
de similitudes. Et cette partie est en fait I’intersection de tous les itérés de n’importe quel sous-ensemble
E de R", ce qui donne & F' un caractére de limite d’une suite d’ensembles appelés préfractals, dont on voit
d’ailleurs quelques exemples sur la figure VI1.2.

VI1.6.b Dimension des fractals autosimilaires

La méthode de construction décrite ci-dessus est assez simple pour qu’on puisse supposer que la dimension
fractale de ’ensemble F' obtenu in fine soit calculable en principe. Cette idée provient du fait que les
premiéres dimensions fractales ont précisément été calculées sur de tels ensembles, en utilisant la notion
de dimension de similitude, reliant ’évolution du nombre de petites répliques d’une figure génératrice - le
premier préfractal - au rapport des tailles d’une étape a ’autre. C’est ainsi qu’on trouve que la dimension
de I'ensemble classique de Cantor est de In2/In 3.

On dispose en effet d’un résultat en ce sens. Si I’on se donne m similitudes S; caractérisées par des constantes
¢, telles que les composantes S;(F), ou F est 'invariant au sens de 1’équation (14), ne se recouvrent pas
trop®, alors on peut affirmer que

m
Dy(F)=Dy(F)=s avec s solution de Z ci=1.

2

Notons que dans le cas ou ’on a affaire & des contractions qui ne sont pas des similitudes, on peut écrire
les majorations Dy (F) < s et Dp(F) < s, ol s est toujours la solution de I’équation précédente. Cette
méthode permet de calculer les dimensions de Hausdorff et de boite d’un grand nombre d’ensembles fractals
construits par la méthode du V1.6.a.

VI1.6.c Ensembles autoaffines

1l s’agit d’une surclasse des ensembles autosimilaires, et leur définition est analogue, & ceci prés que les
transformations (Si, ..., Sp) sont maintenant supposées étre des transformations affines,

Ve € R" Sij(z) =T;(xz) +b; avecb; € R" et T; : R® — R” une transformation linéaire.

Ainsi les transformation S; sont des combinaisons de translations, de rotations, de contractions, de dila-
tations, et de symétries. Notons que la différence essentielle avec les similitudes est que les rapports de
distance sont différents suivant la direction. Par ailleurs, il est beaucoup moins aisé de trouver la dimension
fractale d’ensembles autoaffines, bien qu’il existe un résultat valable dans certains cas particuliers, dont on
ne parlera pas ici.

L’importance des notions d’autosimilarité et d’autoaffinité est mise en évidence par la facilité avec laquelle
elles peuvent é&tre mises & profit pour modéliser des systémes naturels tels que fougéres, arbres, ou encore
nuages [Falconer, 1990], mais il est en revanche généralement difficile, étant donnée une image naturelle,
de trouver les transformations S; et 'invariant F' modélisant “au mieux” 'image.

8C’est-a-dire qu’il existe un ouvert V borné et non vide contenant 1’union disjointe de ses images S;(V).
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VI.6.d Notions d’autosimilarité et d’'autoaffinité statistiques

L’ensemble classique de Cantor, tel que représenté sur la figure V1.2, est autosimilaire au sens strict. De
nombreux autres ensembles fractals, égalements construits de maniére récursive et parfaitement détermi-
niste, présentent cette propriété d’autosimilarité, ou celle d’autoaffinité. Cependant, il est souvent nécessaire
de recourir & des fractals aléatoires pour modéliser un systéme physique, comme on le verra dans la suite,
auquel cas on ne peut pas utiliser ces propriétés telles quelles. On introduit alors les notions d’autosimi-
larité et d’autoaffinité statistiques, définies par analogie avec leurs versions “strictes”. Prenons l’exemple
d’un ensemble fractal F' autosimilaire. Il existe donc une similitude S telle que F = S(F'), c’est-a-dire que
chaque partie de F' est identique strictement au tout. Pour un fractal aléatoire F', le versant “statistique”
de cette propriété est de dire que chaque partie de F' est équivalente, statistiquement parlant & ’ensemble
F entier, c’est-a-dire que les nombres caractéristiques tels que moyenne ou variance ont un comportement
simple dans les changements d’échelle. Plus généralement, F' est statistiquement autosimilaire (respecti-
vement statistiquement autoaffine) si on peut 1’écrire comme une union finie disjointe de parties, chacune
d’entre elles étant statistiquement équivalente & la transformée de F' par une similitude (respectivement,
par une affinité) [Feder, 1988]. On verra cela en particulier dans le contexte des mouvements browniens au
chapitre VII.

V1.7 Graphes de fonctions

VI.7.a Dimensions des graphes

Une classe particuliérement importante d’ensembles fractals est celle constituée des graphes de fonctions.
En effet, on s’apercoit que les évolutions d’un grand nombre de quantités enregistrées au cours du temps®
présentent des propriétés fractales. Il en va ainsi par exemple des courbes de température ou de hauteur
d’eau dans un fleuve. C’est d’ailleurs en étudiant ce dernier probléme & propos du Nil que Hurst a introduit
Pexposant qui porte son nom et dont on reparlera au chapitre suivant [Feder, 1988].

Etant donnée une fonction X de [a,b] dans R, on définit le graphe de X comme étant ’ensemble

Gx ={(t,X(#) ; a <t < b}, (15)

qui définit donc un ensemble de points dans R2. Si une fonction C' posséde nécessairement un graphe de
dimension 1, il est cependant possible de construire des fonctions continues variant de maniére suffisamment
irréguliére pour que Dp(Gx) > 1. Cest le cas de la fonction de Weierstrass, définie sur [0, 1] par

W: t— Zz\(s_2)k sin (\¥¢) pour A>1let1<s<2.
k>1

Si A est assez grand, on montre que D,(Gw) = s. On ne sait en revanche pas prouver que sa dimension
de Hausdorff est aussi s, bien qu’on ait des raisons de le supposer.

Dans ce contexte, une propriété utile & remarquer pour la suite est que si X est une fonction continue de
[0,1] dans R telle qu’il existe deux réels ¢ > 0 et s € [1,2] avec

(t,u) €[0,1]* = |X(t) — X(u)| < c|tu|*™® alors Dyp(Gx) < Dp(Gx) < s. (16)

On a également une propriété symétrique, toujours avec ¢ > 0 et s € [1,2], et un réel ry tel que pour tout
t et pour tout r < ro on puisse trouver un point u satisfaisant [t — u| < r et | X (¢) — X (u)| > er?~%, alors
s < Dp(Gx). Cette double propriété nous servira au VI.7.b.

On peut également construire des ensembles autoaffines en imposant une condition de continuité entre
les images de l'invariant F' par les différentes transformations S; de sorte que F' peut étre vu comme un
graphe d’une fonction continue. La dimension de boite est alors reliée simplement aux coeflicients des
transformations affines. Cette approche est utile dans le cas ou 'on veut construire une interpolation
fractale, c’est-a-dire une courbe fractale de dimension choisie & I’avance passant par des points spécifiés &
I’avance. On s’en sert par exemple pour simuler des paysages.

9Si I’on dispose évidemment de données sur une durée assez longue.
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VI.7.b Dimension fractale, fonction de structure et spectre de puissance

Dans l'optique des champs modéles que nous utiliserons dans la suite, il est essentiel de s’intéresser aux
propriétés de corrélation des fonctions fractales telles que définies plus haut. Soit donc une fonction fractale
continue, définie sur R et & valeurs dans R. On va supposer que cette fonction satisfait des inégalités de la
forme de celle introduite dans I’équation (16), & savoir qu’il existe des constantes ¢; et ¢ telles que, pour
h “petit”, la fonction de structure est encadrée de la facon suivante

1 T

ah?™2 < Sx(h) = lim — [ [X(t+h) — X@)] dt < exh*22.

T—00 LT —r
Si 'on peut obtenir cet encadrement, on en déduira que la dimension de boite du graphe de X est égale a s.
On peut d’ailleurs en déduire une propriété du spectre de puissance Px, qui est la transformée de Fourier
de la fonction d’autocorrélation, aux grands nombres d’onde k. En effet, si dans ce domaine, le spectre
de puissance se comporte comme Px (w) ~ cw™ %, alors on peut montrer que Sx (h) est proportionnelle &
he~1, ce qui implique que

S—a

4-2Dp(Gx)=a—1 dou Dyp(Gx)= —5

Comme on le verra au chapitre suivant, cette méthode est particuliérement efficace pour construire des
fonctions dont le graphe posséde une dimension de boite donnée.

V1.8 Relation périmétre-surface

On a vu dans la section précédente le cas de graphes de fonctions fractales, qui forment par définition des
courbes non fermées de R?. Or il est assez courant de devoir caractériser les propriétés fractales d’une courbe
fermée, comme par exemple lorsqu’on considére, comme ’a fait & I’origine Mandelbrot [Mandelbrot, 1967],
la longueur de la cote de Grande-Bretagne, ou encore les propriétés des courbes isocontours de reliefs
fractals, comme les frontiéres de nuages.

Evidemment, il est tout a fait possible de calculer une dimension fractale de Hausdorff ou de boite pour de
telles courbes, mais il existe une méthode un peu différente faisant appel i une relation entre la longueur
de la courbe et la surface qu’elle entoure. En effet, on remarque sans difficulté que pour une courbe fermée
réguliére de R? - telle qu’un cercle ou un polygodne - le rapport

P
p=—= ol P est le périmétre et A ’aire entourée, est invariant dans n’importe quelle similitude.

VA

Bien entendu, ce rapport dépend néanmoins du type de courbe, et on obtient deux valeurs différentes de
p si lon considére I’ensemble des cercles ou ’ensemble des carrés, par exemple.

LSS

n=3

Fi1Gc. V1.3 — Quatre premiers préfractals d’une courbe de von Koch fermée. La dimension fractale de l’en-
semble limite obtenu est In4/In3. Son périmétre est infini mais la surface incluse est finie.

Prenons maintenant ’exemple de la courbe de von Koch fermée de la figure VI.3. On peut calculer que la
longueur P, et I’aire entourée A, du n®™¢ préfractal sont données par

4 " \/g o kq—2k—1 \/g 2 o
Pn—3<§) et An_T<1+Z43 =5 8—3(5)

k=0
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On voit donc que A, tend vers une valeur finie pour n — oo tandis que P,, diverge. Le rapport p qu’on pour-
rait définir de la méme facon que précédemment n’aurait alors pas de sens. Pour contourner ce probléme,
Mandelbrot propose un rapport modifié qui posséde une limite finie

P* P*

/ : n
A=A
de sorte qu’on doit choisir £ comme étant 'inverse de la dimension fractale de la courbe. Pour étudier des
ensembles fractals plus compliqués, on remarque que le rang n du préfractal dans le cas de la courbe de
von Koch fermée peut étre relié 4 la taille caractéristique r d’une “régle” avec laquelle on mesure I’ensemble
fractal. Clairement, on a ici r = 37" mais on peut écrire, dans le cas général, qu'on mesure le périmétre
P(r) et la surface A(r) d’une ‘4le” fractale avec une précision r, et on peut montrer alors [Mandelbrot, 1967]
qu’on a la relation dite “périmétre-surface” suivante,

P(r)=C A(r)Drl_D ou C est une constante.

Ainsi deux iles fractales transformées I'une de ’autre par une similitude partagent la méme relation avec la
méme constante. Cette formule a par exemple permis & Lovejoy [Lovejoy, 1982] de déterminer la dimension
fractale des nuages atmosphériques, en ajustant une loi de puissance sur des données réparties sur six
ordres de grandeur'®. 1l trouve ainsi D = 1,35 + 0,05, valeur compatible avec la théorie de Hentschel
et Procaccia [Hentschel & Procaccia, 1984] de turbulence homogéne entiérement développée. En fait, il
semble que les nuages sont proches de fractals autoaffines.

Ce chapitre a permis d’aborder trés briévement certaines notions mathématiques, essentielles & I’étude
des structures complexes, autosimilaires sur plusieurs ordres de grandeur en taille, qu’on rencontre dans
le milieu interstellaire. Il s’agit maintenant de se donner les modéles qui nous permettront de simuler les
champs de densité et de vitesse du MIS. C’est 'objectif des chapitres VII et VIII.

10Notons que les iles fractales considérées ici ne sont pas a priori transformées ’une de lautre par une similitude. Le fait
que les données expérimentales des aires et des périmétres des nuages observés se placent sur une droite en coordonnées
logarithmiques doit s’interpréter de maniére statistique. En d’autres termes, les nuages ne sont pas tous identiques & une
similitude prés, mais leurs formes suivent statistiquement les mémes lois d’échelle. D’ailleurs, lorsqu’on voudra calculer la
dimension fractale d’une surface bidimensionnelle, on pourra simplement la calculer de cette maniére, en se donnant comme
nuages les isocontours de la carte étudiée. C’est ce qu’on fera au chapitre VII.
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|CHAPITRE VII|

Les mouvements browniens fractionnaires

VIl.1 Les mouvements browniens

VIil.1.a Introduction

Le mouvement désordonné de petites particules, telles que des grains de pollen, en suspension dans un fluide
fut observé pour la premiére fois par le physiologiste hollandais Jan Ingenhousz en 1785, puis redécouvert
par le botaniste britannique Robert Brown en 1828 [Brown, 1828]. Celui-ci rejeta ’hypothése qu’une “force
vitale” puisse étre & lorigine du phénoméne, en montrant que des particules minérales étaient également
affectées. Par la suite, on comprit que ces mouvements étaient dis aux collisions des molécules du fluide sur
les particules en suspension. Einstein [Einstein, 1905] formalisa le premier cette idée, et Perrin [Perrin, 1913]
en déduisit la constante de Boltzmann k.

En 1923, Wiener proposa un modéle mathématique présentant un comportement aléatoire trés semblable
& celui du mouvement brownien. En particulier, les trajectoires suivies par ces “processus de Wiener” sont
trés irréguliéres, et peuvent tout 4 fait étre vues comme des marches aléatoires dans le plan. La figure VII.1
montre deux exemples de mouvements browniens d’une particule, simulés & I’aide d’un algorithme dont on
reparlera dans la suite.
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Fi1G. VIL.1 — Trajectoires d’une particule brownienne au cours du temps, dans le plan R?. Dans les deus
cas, la particule part de l'origine des coordonnées a t = 0 et effectue un déplacement aléatoire & chaque
pas de temps. La différence entre les deux simulations est que celle de gauche comprend 500 pas de temps,
tandis que celle de droite en comprend 2000.

Il s’est avéré par la suite que les mouvements browniens, ainsi que leur généralisation, les mouvements
browniens fractionnaires, pouvaient modéliser simplement, et de maniére réaliste, des champs aléatoires
possédant des propriétés statistiques rencontrées habituellement dans la nature. En particulier, ils nous
serviront comme modéles de champs de densité et de vitesse du milieu interstellaire.

VIl.1.b Modélisation mathématique
Construction empirique

De la maniére la plus générale possible, on peut décrire les mouvements browniens en se donnant une
fonction X définie sur R et & valeurs dans R” telle que X (¢) soit la position de la particule brownienne
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Iinstant ¢. On peut étudier X de deux points de vue, soit en considérant les chemins

X ([t t2]) = {X(8) 5 8 <t <ta},

qui sont des sous-ensembles de R”, soit en tant que graphes, parties de I’espace R*t! définies par
Gx ={(t,X(t)); t1 <t<t2} de maniére analogue a I’équation (15).

Les chemins comme les graphes des processus de Wiener sont, de fagon générale, des ensembles fractals.
On se place pour 'instant dans le cas unidimensionnel, pour lequel X est & valeurs dans R. Considérons
donc une particule effectuant une marche aléatoire sur la droite réelle, et imaginons qu’a des intervalles
de temps réguliers 7 petits, elle “saute” d’une distance § dans un sens ou dans l’autre. On note X, (t) la
position de la particule & ’'instant ¢. Dés lors, en faisant I’hypothése que la particule part de 0 4 ¢t =0, sa
position X, (t) peut s’écrire, pour ¢ > 0, en fonction d’une somme de variables aléatoires indépendantes

XT(t)=(5(Y1+...—|—Y[t/T]), (17)

ou les variables Y; ne peuvent prendre que les valeurs 1 et -1, et ce de maniére équiprobable. La notation
[t/7] fait référence & la partie entiére de t/7. En introduisant la variable normalisée

, 1 /7 T

le théoréme central limite dans sa forme de Lévy-Lindeberg indique [Pelat, 1998] qu’a ¢ fixé, lorsque
T — 0, la variable aléatoire X (t) converge en loi vers une loi normale de moyenne nulle et de variance 1.
On renormalise alors X, (¢) en faisant la transformation

de sorte que dans la limite 7 — 0, X, (t) soit sensiblement distribué selon une loi normale de moyenne
nulle et de variance t. De méme, toujours dans cette limite, I'incrément X, (¢t + 7) — X (¢) est distribué
selon une loi normale de moyenne nulle et de variance 7. Il suffit pour s’en convaincre de faire la différence
de X, (t+ 1) et X, (t) écrits sous la forme (17).

Définition formelle

Cet exemple permet de formaliser la définition des mouvements browniens au sens mathématique. On dit
qu’un processus X : [0,00[— R est un mouvement brownien ou processus de Wiener si

> X (0) = 0 avec une probabilité égale & 1.
> Quels que soient ¢t > 0 et 7 > 0, 'incrément X (¢ + 7) — X (¢) est distribué selon une loi normale de
moyenne nulle et de variance 7.

L’existence de tels processus est démontrée mathématiquement, mais est difficile & prouver. En revanche,
il est facile de généraliser cette définition & des mouvements browniens dans un espace R™. Un processus
X : [0,00[— R™ défini pour tout ¢ > 0 par un ensemble de n variables aléatoires X;(t) est ainsi un
mouvement brownien si les processus X; sont eux-mémes des mouvements browniens unidimensionnels
et que quels que soients les instants (t1,...,%,), les variables aléatoires X;(¢;) sont indépendantes. On
peut démontrer & partir de cette définition que d’une part toute projection d’'un mouvement brownien & n
dimensions sur une droite de I’espace R" est un mouvement brownien unidimensionnel, et que d’autre part,
pour une suite d’instants (¢;) avec 0 < #1 < ... < tam, les incréments X (t2;) — X (t2;—1) sont indépendants
les uns des autres.
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VIl.1.c Propriétés
Autosimilarité et autoaffinité

Le fait que, pour un mouvement brownien X unidimensionnel, 'incrément X (¢ + 7) — X (¢) soit distribué
selon une loi normale de moyenne nulle et de variance 7 peut s’écrire en termes de probabilités,

PIX(t+71) — X (t) < 2] = (277) /2 [ ioexp (-%) du.

A partir de cette relation fondamentale, on peut mettre en évidence une propriété d’autosimilarité. En
posant v > 0, on remarque que

PIX (vt +7) = X(vt) < ya] = PIX(E+7) - X(2) < 2],

puisqu’on peut changer t en ¢ sans probléme étant donné la stationnarité de X. Le changement de 7 en
47 impose alors celui de = en ¥'/2z de maniére 3 laisser le membre de droite invariant. Ceci montre que
X (t) et X(yt)y~'/? ont la méme distribution, et que par conséquent, les chemins X (t) sont statistiquement
autosimilaires et les graphes G x statistiquement autoaffines.

Propriété de Halder

Supposons que X = (X4,..., X,,) soit un mouvement brownien & n dimensions. Il découle tout naturelle-
ment des propriétés de base que si 'on se donne un domaine E = [ay,b1] X ... X [an, b,] de Pespace R”,
alors la probabilité qu’un incrément se trouve dans E est donnée par

P[X(t+7)— X(t) € E] = [[ Pl < Xi(t + 1) — Xi(t) < bi] = (2a7) ™"/ /exp (—g)dm,
i E

ot z désigne la norme du vecteur n-dimensionnel x. Cette forme peut se généraliser & tous les boréliens!
E de R", de sorte qu’en particulier, si ’on considére la boule B,.(0) de rayon r centrée en 0, on a

PlX(t+7) — X@t)| < 1] = Zn(207) /2 /0 "exp (-%) u"du, (18)

ce qui fournit Pexpression de la fonction de répartition de I'incrément | X (¢t + 7) — X (¢)|. On peut alors
montrer que X satisfait & une condition de Holder d’exposant A < 1/2. Plus précisément, si on se donne
un mouvement brownien X de [0,1] dans R, on peut montrer que pour 0 < A < 1/2 il existe un réel
Hy > 0 et une constante by > 0 tels que pour tout 7 avec 0 < 7 < Hp, on a

| X (t+7) — X(t)] < byt avec une probabilité 1.

On trouvera la démonstration de ce résultat dans [Falconer, 1990].

Dimension fractale

On montre que les dimensions fractales de Hausdorff et de boite de 'image d’un mouvement brownien
dans R™ avec n > 2 sont égales & 2. On prend un mouvement brownien X : [0,1] — R". Pour A < 1/2,
on a la propriété Holder énoncée précédemment. Alors, d’aprés la relation (13),

1 1
Dy {X (0, 1)} < 5D {10,1)} = 1.

ce qui montre que la dimension de Hausdorff du brownien est au plus égale & 2. La détermination de
la limite inférieure est plus technique, mais on peut en donner une démonstration utilisant la méthode
potentielle décrite au VI1.4.b. En effet, pour s strictement compris entre 1 et 2, et d’apreés (18),

o0 2
E{IX(t+7) — X(0)| 7"} = Sa(2nr) /2 / exp (—;—T)u—s+n—1du — dur2,

1Voir la note 5 du chapitre VI.
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en utilisant un simple changement de variable. Dans cette derniére expression, la constante d,, ne dépendant
pas de t ou de 7, on peut intégrer sur les deux arguments, en posant u =t + 7,

{/ 1X(8) — X (u)]” dtdu} // X (t) ()|‘3] dtdu:dn//|t—u|*s/2dtdu<oo,

puisque s < 2. Or le membre de gauche peut s’interpréter comme la s-énergie associée 4 une distribution
de masse p sur X([0,1]) définie en posant que u(A) est la mesure de Lebesgue de I’ensemble des points
t tels que X (t) € A. Alors, d’aprés la conclusion du VI.4.b, on a D, {X ([0,1])} > s et donc, finalement,
Dy {X([0,1])} = 2. Le résultat est également valable pour la dimension de boite.

VIl.2 Les mouvements browniens fractionnaires

VIl.2.a De la nécessité d’aller plus loin

Les mouvements browniens, bien que constituant un modéle théorique essentiel des fonctions aléatoires,
peuvent & bien des égards sembler limités. En particulier, le graphe d’un mouvement brownien unidi-
mensionnel est de dimension fractale 3/2 presque sirement, alors que de nombreux phénoménes naturels
exhibent des dimensions fractales différentes, ce qui suggére de se doter de modéles plus généraux. On
peut par ailleurs montrer que les mouvements browniens sont les seuls et uniques processus & posséder des
incréments indépendants, stationnaires et de variance finie. Il faut donc, pour les généraliser, relacher au
moins 'une de ces contraintes.

Les processus stables sont une généralisation possible : ils n’'imposent, plus que la variance des incréments
soit finie, de sorte qu’ils peuvent étre discontinus. Comme cette derniére propriété est contraire a ce qu’on
est en droit d’attendre d’'un modéle physique, on ne s’en servira donc pas et ils ne seront plus évoqués
ici. En revanche, les mouvements browniens fractionnaires (ou fBm, pour fractional Brownian motion)
sont continus, mais leurs incréments ne sont plus indépendants, bien que distribués selon une loi normale.
Cette propriété est particuliérement efficace dans la modélisation de nombreux phénoménes physiques, en
particulier s’il est nécessaire d’inclure des effets de mémoire.

VIl.2.b Définition

On va commencer par traiter le cas d’un processus unidimensionnel, puis on généralisera & n dimensions.
Etant donné un réel H dans ]0,1[, on définit un mouvement brownien fractionnaire X : [0,00[— R
comme étant un processus tel que

> Avec une probabilité 1, X (t) est continu et X (0) =0,
> Quels que soient ¢t > 0 et 7 > 0, 'incrément X (¢ + 7) — X (¢) est distribué selon une loi normale de
moyenne nulle et de variance 72H.

L’exposant H est appelé exposant de Hurst. On remarque par ailleurs que les mouvements browniens
usuels correspondent & la valeur H = 0,5 ce qui montre bien que browniens fractionnaires en sont une
généralisation. La deuxiéme propriété ci-dessus peut se mettre sous la forme

PIX(t+7) - X(t) < 2] = ﬁ/ exp( ;QH)du, (19)

ce qui permet de trouver la fonction de répartition et la fonction de distribution de X.

VIl.2.c Propriétés
Corrélation des incréments

Tl est implicite dans cette définition que les incréments X (¢ + 7) — X (¢) sont stationnaires. En revanche,
ils ne peuvent en général pas étre indépendants. On a en effet, en utilisant la relation (19),

[(t+ T)2H _ 21 _ T2H] ,

l\DI»—A

E{[X(t+r)—X(t)]2}:T2H done  E{X(8)[X(t+7)—X(@®)]} =
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qu’on obtient en écrivant I’espérance du carré de X(t +7) — X(0) = X(¢t +7) — X(¥) + X(t) — X(0),
et en se souvenant que X (0) = 0. L’expression obtenue n’est nulle que pour H = 0,5 et les incréments
X(@t+71)— X(t) et X(t) — X(0) ne sont donc pas indépendants. Plus précisément, on remarque que si
H < 0,5 alors le membre de droite est négatif et les incréments ont donc tendance 4 étre de signe opposés.
X (t) tend par conséquent & avoir une mémoire négative. Réciproquement, si H > 0,5 les incréments
sont préférentiellement de méme signe, et X (¢) tend & avoir une mémoire positive. On peut également
montrer que les chemins v~ X (vt) ont la méme distribution en probabilité que X (¢) d’oti une propriété
d’autosimilarité statistique des mouvements browniens fractionnaires.

Propriété de Halder

On peut montrer que pour 0 < A < H, un mouvement brownien fractionnaire d’exposant de Hurst H
satisfait une condition de Holder d’exposant A,

|X(t+‘7’)—X(t)|<b)\T>‘ pour 0<7 <719 avec 79 >0etby>0. (20)

La démonstration est identique au cas des mouvements browniens dans le cas o A < 1/2, mais dans le
cas contraire, il est nécessaire de faire appel a des techniques plus sophistiquées pour démontrer que la
condition de Holder (20) est valide uniformément quel que soit . On ne le fera pas ici.

Dimension fractale

On montre également qu’avec une probabilité 1, le graphe d’un mouvement brownien fractionnaire unidi-
mensionnel d’exposant de Hurst H posséde une dimension fractale de boite et de Hausdorff égale & 2 — H.
On peut d’abord montrer que cette valeur constitue un majorant des dimensions fractales en utilisant la
condition de Holder ci-dessus ainsi que la relation (16). Le fait qu’elle soit également un minorant est
obtenu de maniére plus technique, en utilisant la distribution (19).

Propriétés en termes d’autocorrélation

On peut parfaitement appliquer les méthodes introduites au VI.7.b pour étudier les propriétés d’autocor-
rélation des mouvements browniens fractionnaires. Pour cela, il est utile de supposer que X est défini sur
la droite réelle compléte, ce qui ne change rien de fondamental. On peut alors écrire

T T
E{%/ [X(t+7) —X(t)]2dt} = %/ E{[X(t+T)—X(t)]2}dt=72H7 o)

-T =T

ce qui montre que la fonction de structure d’ordre deux d’un mouvement brownien fractionnaire est une
loi de puissance en 72, Par conséquent, on peut également en déduire que le spectre de puissance d’un
tel processus se comporte comme Px (k) oc k7201,

A-variance

Etant donné le lien qui existe entre le spectre de puissance et la A-variance, comme on I’a vu au chapitre V,
il devrait étre envisageable de relier le comportement en loi de puissance du spectre de puissance des
mouvements browniens fractionnaires 4 une propriété de ces processus stochastiques vis-a-vis de la A-
variance. En effet, on peut montrer [Stutzki et al., 1998] que pour un spectre de puissance Px (k) o< k=#
la A-variance du processus X se comporte en fonction de ’échelle 7 selon

o3 (1) x P71 pour B <5 et o4 (1) x 7% pour 8 > 5.
A A

Dans le cas des mouvements browniens fractionnaires unidimensionnels, I’indice spectral § = 2H + 1 est
au plus égal & 3, de sorte qu’on sera toujours dans le premier cas de figure.
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VII.3 Browniens fractionnaires en dimension supérieure

VIl.3.a Définition

La nécessité de construire, dans la suite, des champs aléatoires et “réalistes” de densité et de vitesse dans
I’espace usuel & trois dimensions requiert qu’on puisse définir un champ brownien fractionnaire sur un
espace & n dimensions. Remarquons qu’il ne s’agit pas du tout du méme probléme que lorsque nous avons
étudié, au VII.1.b, le cas de champs browniens & n dimensions, puisqu’il s’agissait alors de processus sur
[0,1] & valeurs dans R™, alors qu’on veut ici se donner un champ X défini sur un espace a n dimensions, a
valeurs dans R. Etant donné un réel H dans ]0, 1], ceci est possible si I’on peut trouver X tel que

> Avec une probabilité 1, X (7) est une fonction continue de la position r € R” et X (0) = 0,
> Pour r € R” et § € R”, les incréments X (r + §) — X () sont des variables aléatoires distribuées selon
une loi normale de moyenne nulle et de variance |§|>#, ot |.| désigne la norme canonique sur R™.

L’existence de tels champs n’est pas facilement démontrable en général, mais la facilité avec laquelle on
peut en construire des approximations numériques, comme on le verra un peu plus tard, est une preuve
largement suffisante pour notre propos. La seconde propriété peut s’exprimer en termes de fonction de
répartition des incréments, de maniére analogue a (19),

PX(r+d6)—X(r)<z]= ﬁ/w exp <_2|;|2H)d“' (22)

—0Q

Cette forme permet de déduire les propriétés essentielles des champs browniens fractionnaires.

VII.3.b Propriétés
Dimension fractale

On considére dans ce paragraphe le cas de surfaces browniennes fractionnaires, c¢’est-a-dire qu’on suppose
que le champ brownien fractionnaire X est défini sur R2. On peut montrer qu’une telle surface a pour
dimensions de Hausdorff et de boite Dy, (Gx) = 3— H, si H désigne son exposant de Hurst. En effet, pour
0 < A < H, on peut montrer que X satisfait presque sirement  la condition de Holder | X (r+0)— X ()| <
b|8|* dés lors que |d| est suffisamment petit. Ce résultat implique que Dy(Gx) < 3 — H, en utilisant une
relation analogue & (16). L’inégalité réciproque est obtenue en remarquant (voir plus bas) qu’une coupe
de X par une droite quelconque du plan R? est un mouvement brownien fractionnaire défini en dimension
1, de méme exposant de Hurst H, et que par conséquent son graphe? est de dimension 2 — H presque
stirement. Comme ceci est vrai quelle que soit la coupe effectuée dans X, un résultat sur les intersections
de fractals affirme qu’on a alors Dn(Gx) > (2— H) + 1, ce qui fournit le résultat annoncé. En généralisant,
on peut alors montrer qu’'un champ brownien fractionnaire X défini sur R” avec n > 2, a pour dimensions
fractales de Hausdorff et de boite la valeur n + 1 — H.

Propriétés en termes d’autocorrélation

A partir de I’équation (22), on montre que la variance des incréments d’un champ brownien fractionnaire
X défini sur R™ est égale &

E{[X(r+6) - X(r]"} = 8",

de sorte que, considérant la boule B, centrée en 0 et de rayon p, on a

1
V(B,)

/ [X(r+8) — X(r)2d"6 § = V(Lp) /E {IX(r +8) - X()} a6 = 6",

B, B,

2Qui est une coupe de la surface brownienne.
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et par conséquent la fonction de structure d’ordre deux de X suit une loi de puissance en |§>2. Il en
va donc de méme de la fonction d’autocorrélation Ax. On en déduit, d’aprés [Stutzki et al., 1998], que le
spectre de puissance de X se comporte également comme une loi de puissance avec Px (k) o< |k| 722" ce
qui montre qu’on a la relation essentielle 8 = 2H + n, entre 'exposant de Hurst H et 'indice spectral 3.
On utilisera cette relation constamment dans la suite.

A-variance

Comme en dimension un, on utilise la relation vue au chapitre V entre la A-variance et le spectre de
puissance pour montrer qu'un champ brownien fractionnaire défini sur un espace & n dimensions peut
étre analysé par le biais de sa A-variance. En effet, si 'on se donne un champ stochastique X sur R”
caractérisé par un spectre de puissance en loi de puissance avec Px (k)  |k|™?, la A-variance de ce champ
se comporte, en fonction de I’échelle p, comme [Stutzki et al., 1998§]

oa(p) x pP™ pour B n+4 et oa(p) x p* pour B >n+4.

Dans le cas des champs browniens fractionnaires, ’indice spectral 8 = 2H + n est au plus égal & n + 2, de
sorte qu’on sera toujours dans le premier cas de figure. On peut ainsi théoriquement remonter & I’indice du
spectre de puissance en restant dans I’espace réel, ce qui peut présenter des avantages certains lorsque les ef-
fets de bord altérent les résultats des algorithmes de calcul des transformées de Fourier [Bensch et al., 2001].

Coupe d’un champ brownien fractionnaire

Etant donné un champ brownien fractionnaire X défini sur R" et d’exposant de Hurst H, considérons
le graphe obtenu en effectuant une coupe C; de ce processus par un plan 7 passant par lorigine des
coordonnées. On note Y le processus issu de cette coupe. Il est évident que la continuité de Y découle de
celle de X, et que d’autre part Y(0) = 0. En ce qui concerne la seconde propriété (22), le fait de choisir,
pour 7 et §, des vecteurs contenus dans m ne modifie en rien 'expression de la fonction de répartition. Il
s’ensuit que le graphe de Y est un champ brownien fractionnaire de dimension n — 1 et de méme exposant
H que le brownien fractionnaire de départ. Remarquons néanmoins que lorsque le plan 7 ne passe pas
par 'origine des coordonnées il est éventuellement nécessaire de lui ajouter une constante, de maniére &
assurer la nullité en 0.

Propriétés des isocontours

L’utilisation des courbes isointensité dans les cartes du milieu interstellaire suggére de s’intéresser aux
propriétés des images réciproques de singletons de R,

X He)={reR" | X(r)=c}.

Du fait de la continuité de X, il est clair en particulier que pour n = 2, les images réciproques sont des
réunions de singletons et de courbes fermées. Dans le cas n = 3, il s’agit d’unions de singletons et de
surfaces fermées. En ce qui concerne les propriétés de ces ensembles en termes de géométrie fractale, on
peut montrer que, presque stirement, la dimension de Hausdorff d’une telle image réciproque est majorée
par Dy, [X _l(c)] < n— H, et ce pour presque toutes® les valeurs de ¢, et qu’en fait la probabilité pour que
Dy, [X *1(0)] soit précisément égale & n — H est strictement positive. Notons que ce dernier résultat est
particuliérement ardu & établir. Ainsi, les isocontours de champs browniens fractionnaires définis sur R”
ont généralement pour dimension fractale n — H.

VIl.3.c Intervalle de définition de I'’exposant de Hurst

Le fait que I'exposant de Hurst soit supposé strictement positif peut se comprendre aisément. En effet,
si 'on devait choisir un champ brownien fractionnaire tel que H < 0, d’aprés ’équation (21) ou son
analogue & n dimensions, la variance de X serait décroissante en fonction de 7. En somme, les fluctuations
deviendraient infinies aux petites échelles, ce qui n’a pas de sens physique.

3Au sens de la mesure de Lebesgue sur R.
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La restriction H < 1 est plus délicate & comprendre, mais étant donné que, pour résumer, plus H est
grand, moins X est “chaotique”, on peut se douter que H = 1 représente une limite pour laquelle les
champs browniens fractionnaires deviennent “trop lisses”. Pour le montrer, considérons un champ brownien
fractionnaire X dont ’exposant de Hurst est H > 1. On va partir de l'espérance du carré de 'incrément
de X entre deux positions 7 et r + 6 de R”,

p—1 2
k+1 k
E{IX(r+8) - X(r)"} =E (Z A&) avee A% =X (r+5526) - x (r+ L5).
k=0
ou l’on a simplement divisé le vecteur séparation § en p parties égales. La quantité AXy est 'incrément
de X entre la k®™ et la (k + 1)®™ positions. Le développement de I’expression ci-dessus donne alors
| |2H

E {[X(r +0) - X(r)]Q} = pi: E(AXD) +2 3 E(AX;AX;) = prfl +23 E(AX;AX)).
k=0

i<j i<j

Or, E(AX,;AX;) peut étre écrit comme autocorrélation du processus Y (r) = X (r + d/p) — X (r),

E(AX;AX;) =E [Y ('r + %5) Y (r + %5)] <E[Y(r)] = |z|221fa

puisque les fonctions d’autocorrélation décroissent & partir de leur valeur & l'espacement zéro. Ce qui
permet de donner une limite supérieure & ’espérance de l'incrément carré de X,

2 8" p(p—1) 82" _ 8]
E {[X(r +6) — X(r)] } < p2H-1 +2 2 p2H - p2(H-1)

Ce résultat étant valable quelle que soit la valeur de p, qui caractérise la subdivision du vecteur séparation
4, on voit que pour H > 1, la limite p — oc implique que les fluctuations de X deviennent nulles. Tl s’ensuit
qu’un champ brownien fractionnaire défini avec H > 1 est nécessairement uniforme, ce qui justifie qu’on
se limite & H €]0, 1[.

VIl.4 Simulations de champs browniens fractionnaires

VIl.4.a Méthodes diverses de construction

Tout au long de la troisiéme partie, il sera question de modéliser des champs de densité et de vitesse
aléatoires ayant des propriétés statistiques bien définies. D’aprés ce qu’on a vu dans ce chapitre, c’est le cas
des champs browniens fractionnaires. Il reste & voir s’ils sont faciles et rapides & construire numériquement,
de sorte qu’on puisse aisément s’en servir comme modéles statistiques de ces champs. Il existe plusieurs
fagons de construire des champs approchant les propriétés des champs browniens fractionnaires. Nous allons
en décrire briévement deux avant de nous intéresser plus particuliérement & celle que nous utiliserons dans
la suite.
La méthode de Mandelbrot et Wallis, décrite par [Feder, 1988], consiste & se donner un processus gaussien
Xy de type mouvement brownien usuel, et & convoluer les incréments de celui-ci avec un noyau en loi
de puissance que 'on peut translater le long de ’axe des temps de fagon a le centrer sur un instant ¢.
Le résultat obtenu est interprété comme étant un incrément du mouvement brownien fractionnaire X au
voisinage de t, et il suffit d’additionner les différents incréments pour obtenir X (t) & tous les instants
discrets choisis.
De maniére plus physique, et en dimension supérieure, Stutzki [Stutzki et al., 1998] indique qu’on peut
simuler un champ de type champ brownien fractionnaire en le construisant comme une somme de “nuages”
disposés aléatoirement dans ’espace & trois dimensions, et tels qu’on dispose d’une relation entre leurs
tailles et leurs masses, ainsi que d’un spectre des masses en loi de puissance

dN

M o r? et ar & M™%, ot M est la masse d’'un nuage et r sa taille caractéristique.

4Qu’on pense au lien entre exposant de Hurst et indice spectral.
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On rappelle que la notation dN désigne le nombre de nuages dont la masse est M & dM prés. Dans ce
cas, on peut montrer que le spectre de puissance du champ synthétique tridimensionnel X obtenu est de
la forme Px (w) |w|("_3)7, ce qui correspond & un comportement de type champ brownien fractionnaire,
comme indiqué au VIL.3.b, avec 2H +n = (3 — a)7y.

B =2,0

Fic. VII.2 — Simulations de champs browniens fractionnaires en dimension 2, par la méthode décrite
au VII.4.b. L’exposant B du spectre de puissance utilisé est indiqué en haut & gauche de chaque sous-
figure. Pour permettre de comparer les propriétés d’un champ a l'autre, les phases sont identiques dans
chacun des cing cas. On remarque que dans un champ présentant un spectre de puissance plus raide, on
observe moins de petites structures.

VIl.4.b Construction dans I'espace de Fourier
Méthode théorique

L’exemple de la construction de Stutzki suggére qu’il peut étre intéressant de construire les champs brow-
niens fractionnaires directement & partir de leurs propriétés dans I’espace de Fourier, c’est-a-dire & partir
de spectres de puissance en loi de puissance. Cette approche est d’autant plus souhaitable que, le spectre de
puissance étant égal au carré de ’amplitude de la transformée de Fourier du champ qu’on veut construire,
on dispose évidemment de cette derniére dés lors que I’on s’est donné la loi suivie par le spectre de puis-
sance. Seules les phases de la transformée de Fourier du champ restent & déterminer, et la maniére la plus
simple de les construire est bien entendu de les tirer aléatoirement d’une distribution uniforme sur [0, 27].

Etant donné un espace E = R”, on construit donc, dans ’espace de Fourier associé E, un champ d’am-
plitude de la forme A(k) = Ag|k|™?/? et un champ de phase ¢(k) aléatoire. Le champ modéle est alors
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obtenu en effectuant la transformée de Fourier inverse

X(r)= / A(k) exp [ig(K)]e2™ " dk,
7

Pour assurer que X est réel, on impose d’ailleurs une contrainte ¢(—k) = —¢(k). La phase étant ainsi
impaire, la transformée de Fourier de X est hermitienne et X est réel.

Implémentation

Dans la pratique, si ’on veut construire un champ & n dimensions, chaque dimension k comportant Ny
pixels, on se donne d’abord un tableau D de taille Ny x ... x N,, dont chaque élément a pour valeur la
distance, en pixels, le séparant du centre du tableau. Il convient par ailleurs de discuter de la position
de ce dernier en fonction de la parité des {Ny}. Si la dimension k contient un nombre impair de points,
Ny = 2pr+1, la coordonnée ¢, du centre du tableau dans cette dimension est alors égale & pg, en utilisant la
convention selon laquelle les indices d’un tableau sont numérotés de 0 & Nj — 1. Dans le cas ou Ny = 2py,
on placera également le centre du tableau & la coordonnée ¢, = pj, mais en n’oubliant pas qu’alors il
n’y a plus autant d’éléments dans chaque moitié du tableau. Etant donné un exposant de Hurst H et la
dimension n, ’exposant du spectre de puissance qu’on souhaite construire est 8 = 2H + n, et on peut
donc calculer les tableaux A et P correspondant & ’amplitude et au spectre de puissance, en écrivant les
relations suivantes

P=DP=D 2" g A=PYV2=DF2=pH"2

11 se pose alors évidemment le probléme du pixel central, noté 0, puisqu’on a bien stir D(0) = 0 et qu’il
n’est pas possible de I’élever & une puissance négative. Remarquant que A(0) correspondra in fine a la
valeur moyenne du champ synthétisé et qu’il sera donc facile de la modifier aprés coup, on se contente,

lors de la construction de D, de donner une valeur non nulle quelconque a D(0).

100
el _
-2

1072~ - —

103
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8=3,0

AR - B=3,5 |
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1077 . . I | . . PR |
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FiG. VIL.3 — Spectres de puissance des champs browniens fractionnaires bidimensionnels représentés sur la
figure VIL.2. L’indice spectral de chacun de ces spectres est indiqué en regard.

La construction du tableau représentant la phase @ se fait sans difficulté. A chaque position, on tire un
nombre aléatoire & partir d’une distribution uniforme sur [0, 27|, puis on balaye la moitié du tableau en
imposant la condition d’imparité évoquée plus haut

@(Cl —il,...,cn —Zn) = —@(Cl +/L'1,...,Cn +7,n)

En particulier, ®(cy,...,c,) = ®(0) = 0. Notons que pour une dimension k comportant un nombre pair
de points, la dissymétrie déja remarquée se retrouve dans le tableau ®. On combine alors ce dernier avec
P’amplitude A de maniére & obtenir un tableau complexe

X = Aexp (i®) soit, explicitement )A((il, ceoyin) = Alin, ..., in) exp [i®(i1, .- ., in)]
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Le champ synthétisé X est alors calculé par transformée de Fourier discréte inverse de X. L’algorithme
utilisé pour cette opération est celui implémenté dans IDL, et consiste a effectuer des transformées de
Fourier discrétes inverses successivement dans chaque direction. Par exemple, en dimension 2,

et S . uU1T1 U2
X(z1,x2) = Z Z X(u1,u2)exp |2im N, + N,

ul =0 Uz =0

peut se traiter comme la transformée de Fourier discréte inverse unidimensionnelle, selon la direction 2,
d’un champ défini sur un espace hybride, et qui est lui-méme la transformée de Fourier discréte inverse
unidimensionnelle de X selon la direction 1,

Nt 27:7TU13}1 Nl = 2i7TU2£L'2
X(x1,12) = E Y (u1,x2) exp ) avec Y (u1,x2) = E X (u1,us) exp )
1 2
U1=0 U2=0

Pour des raisons d’implémentation de l’algorithme, il est utile de procéder & une translation du tableau
de sorte que le centre de celui-ci se trouve au pixel de coordonnées (0, ...,0). Les valeurs des fréquences
spatiales uy correspondant aux indices ¢ dans chaque direction dépendent alors de la parité de Ny.

Si N, = 2pi, + 1, on a la correspondance suivante entre les indices et les fréquences spatiales

ik: 0 1 Pk pk+1 2pk
4 { 4 4 4
up 0 u) ... ppul  —pruf ... —ul

et si N = 2py, la correspondance se fait selon le tableau suivant

ig - 0 1 pr—1 Pk pr+1 e 2pg
\ \ \J \J \J \J
ug: 0 u) . (ee—Dud wf —(pe—Dud ... —ul

Dans ces deux cas, on a utilisé les notations ug = 1/NyT}, et u§ = 1/2T}, ou T}, est Vintervalle d’échan-
tillonnage du champ X dans la direction k. Ainsi u{ est la plus petite fréquence spatiale mesurée dans
cette direction, et uj, est la fréquence spatiale de Nyquist correspondante. Par défaut, 'intervalle d’échan-
tillonnage est le méme dans toutes les directions. On remarque donc que si N; # Nj, alors u) # ug, ce
qui introduit artificiellement une anisotropie dans ’image. Ceci suggére de choisir la méme valeur N pour
toutes les directions.

Notons enfin que les champs construits avec cette méthode sont nécessairement périodiques, ce qui pourra
expliquer certaines de leurs limitations dans la suite, mais permettra également de s’affranchir des pics

a hautes fréquences spatiales dans les transformées de Fourier, habituellement associés aux discontinuités
des bords®.

VIl.4.c Exemples et propriétés

La figure VII.2 montre six champs bidimensionnels de taille 256 x 256 construits avec la méthode détaillée
au VI1.4.b. D’aprés la relation 8 = 2H + n, on doit a priori se limiter & des valeurs de I'indice spectral
comprises entre 2 et 4. On a cependant choisi de présenter un champ pour lequel 5 = 4,5 ce qui correspond
formellement & H = 1,25. D’un champ & D’autre, les phases sont conservées, de sorte que ’apparence
générale n’est pas modifiée®. On voit trés bien I'effet d’une variation de 3, liée & celle de H. Plus I’exposant
du spectre de puissance est grand en valeur absolue, c’est-a-dire plus H est proche de 1, moins on observe
de petites structures. On peut d’ailleurs remarquer que I’on touche alors aux limites de la modélisation
numérique par cette méthode, puisqu’en pratique, on n’a pas véritablement un champ uniforme pour
H>1.

5Les discontinuités impliquent également des erreurs sur certaines composantes de Fourier & basse fréquence.
8Voir a ce sujet le chapitre XVII.



tel-00008481, version 1 - 14 Feb 2005

96 VIl.4: Simulations de champs browniens fractionnaires
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F1G. VIL.4 — Etude numérique des incréments des champs browniens fractionnaires. On considére des
champs bidimensionnels de taille 128 x 128, et on construit leurs incréments pour des séparations allant
de 1 & 50 pizels. La figure (a) en haut & gauche montre les histogrammes des cartes d’incréments pour les
séparations p = 2 pizels et p = 15 pizels. La figure (b) en haut & droite donne ’évolution de l’écart-type
des cartes d’incréments en fonction de la séparation, pour cing valeurs de indice spectral entre f = 2 et
B = 4, de haut en bas. La figure (c) en bas a gauche montre 'ajustement d’une loi de puissance sur les
points de mesure correspondant au cas = 3. La pente mesurée donne une estimation de ’exposant de
Hurst, soit ici Hy, = 0,53. Enfin, la figure (d) en bas & droite montre l’évolution des exposants de Hurst
ainsi mesurés en fonction des valeurs théoriques.

°

Spectre de puissance

Bien entendu, si 'on calcule le spectre de puissance de ces champs, on retrouve les lois de puissance
introduites au départ. On le voit sur la figure VIL.3, qui présente les spectres de puissance des six champs
browniens fractionnaires de la figure VI1.2. La représentation choisie ici consiste simplement & tracer chaque
point dans lespace (k, Px(k)), sans effectuer de moyenne azimutale. L’intérét de cette forme est qu’elle
permet de mettre en évidence les anisotropies éventuelles de I’amplitude, puisque celles-ci apparaissent
alors comme une dispersion. On utilisera parfois cette forme brute dans le cadre de I’étude numérique
du chapitre XIl, mais pour des raisons de commodité de lecture des figures, on fera le plus souvent des
moyennes azimutales.

Distribution des incréments

Les champs browniens fractionnaires, tels qu’on les a définis, présentent des incréments distribués selon
des lois normales, avec une variance dépendant en loi de puissance de la séparation considérée, comme le
montre 'équation (19). On peut aisément tester cette propriété sur les champs synthétiques qu’on vient
de construire. On se place dans le cas bidimensionnel et on se donne, pour chaque indice spectral, une
série de réalisations numériques du champ brownien fractionnaire considéré. En les déplacant par rapport
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Fic. VIL5 — Fonctions de structure grossiéres d’ordre deux calculées respectivement sur un mouvement
brownien fractionnaire unidimensionnel de taille 8192 pizels (4 gauche) et sur un champ brownien frac-
tionnaire bidimensionnel de taille 256 x 256 (a droite). Dans les deuz cas, l’exposant de Hurst théorique
est 0,5, les indices spectrauz respectifs étant 8 =2 et § = 3.
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F1G. VIL6 — Evolution des exposants de Hurst mesurés par ajustement de lois de puissance sur les fonctions
de structure grossiéres d’ordre deuz, en fonction de l’exposant de Hurst théorique. La figure de gauche
présente le cas de champs browniens fractionnaires unidimensionnels de taille 8192 pixzels, celle de droite
le cas de champs bidimensionnels de taille 256 x 256 pizels.

4 eux-mémes d’une quantité donnée, on construit les cartes d’incréments qui leur sont associées, puis les
histogrammes des valeurs de ces derniéres. Comme on le voit sur la figure VII.4 en haut & gauche, la
forme de ceux-ci est gaussienne, et I’évolution de leur écart-type en fonction de la séparation est montrée
sur la méme figure, en haut & droite. Cette évolution se fait selon des lois proches de lois de puissance,
mais pas exactement. On note la présence d’une courbure aux grandes séparations, ce qui ne doit pas
nous étonner. En effet, pour ces séparations non négligeables devant la taille de la carte, la périodicité
des images doit entrer en ligne de compte. En d’autres termes, les grandes séparations donnent les mémes
cartes d’incréments que les petites, et donc le méme écart-type, ce qui explique la chute relative des courbes
observée sur la figure. On peut néanmoins ajuster des lois de puissance sur ces mesures, comme le montre
le panneau en bas & gauche de la méme figure VII.4. Cependant, les exposants obtenus, qui devraient
étre égaux aux exposants de Hurst, en sont notablement différents. Plus précisément, comme le montre
la figure en bas & droite, 'exposant de Hurst obtenu par cette méthode est systématiquement surestimé
pour H < 0,5 et sous-estimé pour H > 0,5. On peut interpréter cet effet comme une conséquence du
caractére numérique des champs considérés. En particulier, comme on ne peut pas raisonner pour des
tailles inférieures & celle du pixel, les champs ne deviennent pas uniformes aux grands exposants de Hurst,
contrairement & ce qu’on devrait observer (voir VII.3.c). Les exposants de Hurst mesurés sont donc plus
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petits que les valeurs théoriques. De méme, aux faibles valeurs de H, la taille du pixel impose une limite
aux plus petites structures observables, ce qui correspond & une limite inférieure de I’exposant de Hurst
mesuré.
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Fia. VII.7 — Ajustement d’une loi de puissance sur la A-variance d’un champ brownien fractionnaire (d
gauche) et évolution de exposant de Hurst ainsi mesuré Hy, avec Uexposant théorique H (4 droite). La
droite en tiret sur cette derniére sous-figure représente l’égalité Hy,, = H. Pour chaque valeur de H, on
calcule la A-variance de 20 champs browniens fractionnaires de taille 256 x 256 et on ajuste une loi de
puissance de facon o obtenir une valeur expérimentale Hy,. La figure montre la moyenne de ces valeurs a
H fizé (losanges) ainsi que les écarts-type sous forme de barres d’erreur (4 peine visibles).

°

Fonctions de structure

Comme on I’a dit au chapitre V, le calcul des fonctions de structure est simplifié si 'on en considére
des versions grossiéres. Or on a vu que les fonctions de structure d’ordre deux des champs browniens
fractionnaires suivent des lois de puissance en fonction de la séparation. Ces champs fournissent donc une
bonne base de travail pour calibrer I’outil des fonctions de structure grossiéres, du moins & I’ordre deux. La
figure VIL.5 montre tout d’abord les mesures obtenues sur un champ undimensionnel de taille 8192 pixels,
et sur un champ bidimensionnel de taille 256 x 256 pixels. On voit que les points de mesure se répartissent
bien suivant une loi de puissance, excepté aux séparations les plus grandes, ce qu’on explique par Deffet de
périodicité évoqué plus haut. L’exposant obtenu par ajustement, qui donne une mesure de ’exposant de
Hurst, est clairement meilleur dans le cas du champ unidimensionnel, ce qui peut s’expliquer par le fait que
celui-ci permet de tester un plus grand nombre d’échelles non affectées par la périodicité. La figure VII.6
montre d’ailleurs ’évolution de ’exposant de Hurst mesuré en fonction de la valeur théorique, pour les
deux cas de la figure VIL.5. On voit notamment que ’exposant de Hurst est systématiquement sous-estimé,
et que les grandes valeurs de ’exposant de Hurst sont les moins bien restituées, du fait de la discrétisation
discutée plus haut.

A-variance

On a vu au VIL.3.b que la A-variance appliquée 4 un champ brownien fractionnaire défini sur R" et d’indice
spectral 3 se comportait en fonction de 1’échelle p comme 02 (p) ox p®~ = p*#. On doit donc pouvoir, en
théorie, déterminer ’exposant de Hurst H & partir de la A-variance, et remonter ainsi & l’indice spectral
sans avoir & passer par le plan de Fourier. C’est ce que montre le panneau de gauche de la figure VIL.7 sur
I’exemple d’un champ brownien fractionnaire bidimensionnel de taille 256 x 256. On voit que mis & part
aux plus petites échelles, la A-variance d’un champ brownien fractionnaire synthétique suit bien une loi
de puissance en fonction de p, avec un exposant trés proche de ’exposant attendu, puisqu’on déduit de la
pente v = 2H,, une valeur de ’exposant de Hurst H,,, = 0,4997, ’exposant théorique étant H = 0,5. Le
fait que la loi ne soit pas vérifiée aux petites échelles (p < 3 pixels) est sans doute attribuable & Deffet de
discrétisation du champ. En faisant varier ’exposant de Hurst, on constate, sur le panneau de droite de la
figure VIL.7, qu’on retrouve la valeur de H introduite en entrée avec une excellente précision, ce qui valide
cette méthode de détermination de I'indice spectral dans I’espace direct.
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Dimension fractale

Les champs browniens fractionnaires sont des ensembles fractals, et il est assez simple de calculer la
dimension fractale associée aux courbes isocontours de ces champs. Comme on ’a vu au VIL3.b, cette
dimension s’exprime en fonction de ’exposant de Hurst, avec D = n — H, oil n est la dimension de
I’espace. Le calcul de cette dimension fractale se fait en suivant la procédure qu’on a déja évoquée au VI.8
et qu’on détaille un peu plus ici dans le cas de la dimension deux, & l’aide de la figure VII.8. A partir de
I’image de départ X, on forme les images X, seuillées & une valeur constante ¢, puis on isole les nuages,
c’est-a-dire les composantes connexes de ces images, et on calcule leurs périmétres et leurs aires respectives.

(a) Image de départ (b) Image seuillée (¢) Nuage isolé (d) Contour

Fi1G. VIL.8 — Procédure de calcul des isocontours d’un champ brownien fractionnaire en dimension deuz.
L’image de départ est celle de la figure (a). La figure (b) représente le seuillage de cette image pour un
niweau donné. Les différents nuages sont isolés les uns des autres automatiquement et l'un d’entre eux est
présenté sur la figure (c), ce qui permet le calcul de son aire. Son périmétre est quant & lui calculé en
extrayant le contour (d).

Cette procédure permet de construire directement le panneau de gauche de la figure VIL.9, qui représente
les périmétres et les aires de tous les nuages construits & partir de I'image de départ de la figure VII.8 en
utilisant cinquante niveaux de seuillage.
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Fia. VIL9 — Relation périmétre-aire des isocontours de l'image de départ de la figure VII.8 (a gauche)
et évolution de l’exposant de Hurst mesuré par ajustement d’une loi de puissance sur cette relation, en

fonction de la valeur théorique.

°

On voit clairement que les points de mesure se répartissent selon une loi de puissance, et, d’aprés la
section V1.8, ’exposant ~ trouvé par ajustement est lié & la dimension fractale D des isocontours par

2 2

et est donc également relié & ’exposant de Hurst par v = —— = ——.
n—H 2—H

’725

On peut donc déduire une estimation de ’exposant de Hurst par cette méthode et la comparer avec la
valeur théorique attendue. C’est ce qui est représenté sur le panneau de droite de la figure VIL.9. On
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remarque que cette estimation de ’exposant de Hurst souffre des mémes défauts que ceux observés lors
de I’étude des incréments, & savoir une surestimation aux petites valeurs de I’exposant de Hurst et une
sous-estimation aux grandes valeurs de celui-ci. Il semble qu’il faille également attribuer ces effets a la
discrétisation des champs numériques.
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|CHAPITRE VIII|

Equation de Fokker-Planck

VIIl.1 Introduction

On a parlé, au début du chapitre VII, des mouvements browniens de petites particules en suspension dans
un fluide, et on en a tiré un modéle mathématique permettant de décrire les trajectoires de ces particules. Ce
modéle s’est avéré particuliérement prolifique et aisé & généraliser en vue de modéliser d’autres phénoménes
physiques aléatoires. On utilisera d’ailleurs les mouvements browniens fractionnaires ainsi construits dans
la troisiéme partie.

1l convient de remarquer que, dans I’expérience du mouvement brownien, la grandeur physique modélisée
par un processus de Wiener est la position de la particule en mouvement. Or, bien entendu, d’autres
grandeurs attachées & cette particule peuvent étre considérées, en particulier sa vitesse. Il est évident,
compte tenu de la compréhension physique que nous avons de ce phénoméne, que I’évolution de la vitesse de
la particule au cours du temps, notée v(t), est un processus stochastique, au méme titre que la position r(t),
puisqu’elle subit des évolutions aléatoires du fait des collisions avec les molécules du fluide. Le processus
modélisant la vitesse est appelé processus de Ornstein-Uhlenbeck, et il est a priori différent d’un processus
de Wiener [Papoulis, 1984]. En particulier, la variance d’un processus de Ornstein-Uhlenbeck est constante,
tandis que celle d’un processus de Wiener dépend linéairement du temps. La raison pour laquelle on va
étudier ces processus, et les équations qui s’y rattachent, appelées équations de Langevin et de Fokker-
Planck, est qu’ils nous permettront d’aborder, dans la derniére partie, le probléme du transfert radiatif en
milieux complexes.

VIIl.2 Exemple : Modélisation de la vitesse d’'une particule brownienne

VIIl.2.a Equation déterministe du mouvement

Au chapitre VII, nous n’avons fait qu’effleurer 1la modélisation physique du mouvement brownien pour nous
concentrer sur les propriétés statistiques des trajectoires auxquelles il donne naissance. Ici, nous allons donc
I’étudier plus en détail afin d’obtenir une équation, dite équation de Langevin, régissant I’évolution de la
vitesse de la particule étudiée. Pour simplifier, on considérera un mouvement unidimensionnel. Si ’on
observe une particule de masse m immergée dans un fluide, ce dernier exerce sur elle une force de friction
F = —aw, proportionnelle & la vitesse v de la particule et de sens contraire, selon la loi de Stokes, le
coefficient de proportionnalité o dépendant notamment de la viscosité du fluide, ainsi que de la taille et
de la géométrie de la particule. L’équation du mouvement de la particule prend alors la forme

dv X o 1 , .

— +yv =0, ol v = — = — est amortissement. (23)
dt m Ty

La vitesse v de la particule, si elle est non nulle au départ, décroit alors exponentiellement, avec une
constant de temps égale & 7., qu’on nomme temps de relaxation,

v(t) = voe /™. (24)

Physiquement, cette équation se comprend en se figurant que les collisions avec les molécules du fluide
ralentissent la particule, ce qui permet un transfert de quantité de mouvement. Celui-ci aboutit & ce que
la vitesse de la particule soit in fine égale & la vitesse moyenne des molécules du fluide, qui est nulle.
Cependant, cet état de repos étant supposé atteint, on imagine bien que si la masse m n’est pas trés
grande devant celle des molécules du fluide, toute collision ultérieure résultera en une vitesse v non nulle,
puisque les vitesses des molécules individuelles ne sont pas nulles & tout instant. En revanche, si la particule
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est trés massive, toutes les collisions auront un effet négligeable, qui de plus sera moyenné dans les deux
directions, de sorte que I’équation (24) sera alors valable.

VIII.2.b Equation stochastique du mouvement

En fait, le théoréme d’équipartition prévoit qu’a I’équilibre a la température T', et & une dimension, ’énergie
cinétique moyenne de la particule doit étre égale & kpT'/2, et on doit donc avoir

[ksT
tli)m E{v’(t)} =02, ol owm = % est la vitesse d’agitation thermique. (25)
oo

Cette condition est alors contradictoire avec la limite nulle de I’équation (24), sauf si la vitesse déterministe
v est grande devant la vitesse d’agitation thermique oyy, ce qui a lieu pour des particules suffisamment
massives.

Au contraire, pour une petite particule, cette vitesse d’agitation thermique devient observable “macro-
scopiquement”, au sens ou elle est du méme ordre de grandeur que la vitesse déterministe décrite par
Péquation (23). Dés lors, il est exclu que la vitesse v de la particule puisse étre décrite correctement par
cette équation différentielle homogéne, puisque celle-ci entre en contradiction de maniére trop flagrante
avec la condition d’équipartition (25). Dans le cas intermédiaire ou la masse m est encore relativement
grande devant celle des molécules du fluide, on s’attend cependant & ce que (23) reste approximativement
valable, si on la modifie pour que la condition (25) soit remplie. On y parvient en ajoutant une force
fluctuante I'(t), de sorte que I’équation d’évolution de la vitesse s’écrit

dv

=+ =T(). (26)

Cette équation est la forme la plus simple d’une équation de Langevin. I'(¢) est de méme appelée force
de Langevin. Etant données les remarques faites plus haut, celle-ci doit s’interpréter ainsi : tant que la
particule est trés massive, une collision unique ne modifie pas sensiblement le mouvement, et ’effet n’est
sensible que collectivement, comme une friction. Pour de plus petites particules, chaque collision commence
A se faire sentir et la vitesse v subit par conséquent des variations brusques. Il existe toujours un terme
collectif F'; mais il devient impératif de ne plus négliger les effets individuels, qu’on modélise par une force
stochastique mI'(t). Les propriétés de cette force ne peuvent étre connues de maniére déterministe, car
il faudrait pour cela non seulement pouvoir résoudre les équations du mouvement couplées des quelque
1023 molécules contenues dans le fluide, mais également connaitre avec exactitude leurs positions et vitesses
initiales. Il s’ensuit que toutes les grandeurs associées au fluide ne peuvent étre connues que statistiquement,
et doivent étre déduites de ’équation (26) par le biais des propriétés du processus I'(2).

VIIl.2.c Propriétés de la force de Langevin

Ces derniéres peuvent se déduire des hypothéses du modéle. Il est tout d’abord manifeste que I’effet global
des collisions est compris dans le terme de friction, et que par conséquent la moyenne de T'(¢) est nulle, soit
E{T'(¥)} = 0. On peut d’ailleurs remarquer que ’asymétrie du probléme est entiérement due & la vitesse
initiale vy et que le transfert de quantité de mouvement modélisé par la force de friction tend & rétablir la
symétrie. A P’équilibre, les collisions individuelles ont un effet de moyenne nulle.

D’autre part, il semble raisonnable de penser que deux collisions entre la particule et les molécules du fluide
sont indépendantes 'une de 'autre. Le produit de deux forces de Langevin prises & des instants différents
t et t + 7 doit donc en moyenne étre nul si 7 est grand devant la durée 7. d’une collision, ce qu’on écrira
évidemment en terme de fonction d’autocorrélation, Ar(7) = E{T'(¢)T'(¢t+7)} = 0. De plus, comme la durée
d’une collision est beaucoup plus petite que le temps de relaxation 7,., du fait méme que ce dernier est lié
a ’évolution de la vitesse sous ’effet d’un grand nombre de collisions, on peut faire ’approximation que 7.
tend vers zéro. On supposera donc qu’en fait Ap(7) = ¢d(7), la fonction de Dirac apparaissant pour assurer
la finitude de I’énergie cinétique moyenne de la particule, dont la valeur est liée & la constante ¢, comme
on le verra. On suppose en fait couramment que I'(¢) est un processus gaussien d-corrélé, c’est-a-dire que
la fonction de distribution de chaque variable aléatoire I'(t) est une gaussienne centrée en zéro, et qu’en ce
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qui concerne les corrélations aux différents ordres, on a
E{T(t1)...T(tan-1)} =0 et E{D(t1)...T(tan)} =q" |D_ 8t —ti) - 6(tin,_, — tir) |,
Pn

ot la somme est effectuée sur 'ensemble P, des (2n)!/(2"n!) permutations de (1,2,...,2n) ne laissant pas
invariant le produit des distributions de Dirac!.

VIII.2.d Equation d’évolution de la densité de probabilité de la vitesse

La force de Langevin I'(¢) étant stochastique, I’équation (26), décrivant I’évolution de la vitesse v de la
particule brownienne sous leffet des collisions avec les molécules du fluide, I’est également. On doit donc
voir v comme un processus stochastique, et on peut lui appliquer les méthodes introduites au chapitre V.
En particulier, on peut se demander quelle est la probabilité d’avoir, & ’instant ¢, une vitesse v & dv prés,
ou de maniére équivalente, quelle est la densité de probabilité W, (v;t) de la vitesse. Cette notation rappelle
que, bien entendu, cette distribution dépend du temps, et on remarque qu’elle doit aussi dépendre, a priori,
de la distribution initiale W, (v;0). On montrera dans la suite que cette distribution obéit & une équation
aux dérivées partielles,
2
oW, = va(va) + ’kaT W qui est une équation dite de Fokker-Planck. (27)
ot ov m  Ov?

Celle-ci peut théoriquement se résoudre & partir de la condition initiale W, (v;0) et des conditions aux
limites pour |v| — oco. Une fois la distribution de la vitesse connue, on peut en déduire toutes les quantités
dépendant exclusivement de la vitesse, d’aprés ce qui a été dit au IV.5.a. De maniére générale, les équations
de Fokker-Planck donnent ’équation d’évolution de la densité de probabilité d’un ensemble de variables
stochastiques dont 1’évolution est régie par des équations de Langevin?.

VIll.2.e Solution de I'équation de Langevin

On peut résoudre, tout au moins formellement, ’équation de Langevin (26), en utilisant la méthode de
variation de la constante. La solution de I’équation homogéne associée (23) étant donnée par (24), on
cherche la solution de ’équation compléte sous la forme
yt g de t —7t ' 1= (E—t") 341
v(t) =c(t)e™”" d’ou Fri T(t)e” et donc wv(t) =woe "+ [ T(t)e™” dt'. (28)
0
Cette forme peut étre mise & profit pour calculer la fonction d’autocorrélation de la vitesse

t1 to
A(t1,12) = Efo(t)o(ta)} = o3+ g [a [ dthae - et
0 0

ou l'on a utilisé les propriétés de la force de Langevin telles que décrites au VIII.2.c. L’intégrale double se
calcule sans difficulté et ’on obtient finalement
Ay(tr, 1) = vge Y1 H) 4 L [6_7“2_”' - 6_7(t1+t2)] qui donne A, (t;,t) ~ 4 —lti—ta

2y 2y
aux temps longs (vt; > 1 et &2 > 1), c’est-a-dire lorsque le systéme a atteint ’état stationnaire. La
fonction d’autocorrélation ne dépend plus alors que de l'intervalle de temps 7 = |t2 —¢1]. Dans cette limite,
on peut également écrire ’énergie cinétique moyenne de la particule
2’)/kBT

kT
=9 _ FBL pou le facteur de normalisation q= .
4 2 m

E{e.} = %mE {v*} = %mAU(O)

1Par exemple, pour n = 2, les permutations (1,2,3,4), (2,1,3,4) et (3,4,1,2) donnant le méme produit de distributions
de Dirac, elles ne sont comptées qu’une fois. Le nombre total de ces permutations distinctes est donc égal au nombre total
de permutations sans restriction, soit (2n)!, divisé par le nombre n! de permutations échangeant une des n distributions de
Dirac avec une autre, et par le nombre de permutations échangeant les deux arguments d’une méme distribution, soit 27,
d’ou la relation Card(P,) = (2n)!/(2"n!).

2Notons qu'il existe d’autres types d’équations décrivant 1’évolution des densités de probabilité de variables stochastiques.
On pense notamment a 1’équation de Boltzmann ou a I’équation maitresse.
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VIIl.2.f Distribution des vitesses dans |'état stationnaire

Lorsque le régime permanent est atteint, le premier terme de la solution formelle (28) s’annule et celle-ci
peut alors s’écrire, en effectuant le changement de variable 7 =t — ¢/,

t e8]
1
v(t) = /e*"’Tl"(t —7)dr ~ / e 7"I(t — 7)dT en rappelant qu’on se place & t > —
0 0 v

Pour calculer la distribution des vitesses, on peut calculer les moments de la vitesse uj, puis utiliser la
méthode, suggérée au chapitre IV, faisant appel a la fonction caractéristique Z. Explicitement,

usz{v’“}zE{[/:z ”TF(t—TdT] } / /exp( VZTz)E{fIIF(t‘”)}zﬁld”’

ce qui montre que les moments d’ordre impair p5, ,; sont nuls. D’autre part, les moments d’ordre pair 5,
peuvent étre exprimés simplement en remarquant qu’on peut factoriser les intégrales 2n-dimensionnelles
en un produit de n intégrales doubles identiques, soit

(2n!) riinn (2n kT
Ponpr =0 et ph, = S [// 1(11472) 45 (7 —TQ)dTldT2:| = S { 1" = an‘ (m)

La fonction caractéristique Z est alors une gaussienne, ce qu’il est aisé de démontrer, en insérant simplement
Pexpression des moments dans la définition (7). La distribution des vitesses dans le régime stationnaire,
obtenue par transformation de Fourier de Z, est également une gaussienne, et on retrouve en fait la
distribution de Maxwell-Boltzmann,

’1)2

1
L e (=
V27rowm P < 207,

Remarquons que cet exemple est particuliérement simple, puisque ’équation de Langevin régissant la
vitesse est unidimensionnelle, linéaire, et & coefficients constants. C’est ainsi qu’on peut calculer directement
la forme de v(t), ainsi que la distribution des vitesses W, dans I’état stationnaire. Dans les cas plus généraux
que l'on va aborder dans la suite, il faut bien voir que I’on part d’une ou de plusieurs équations de Langevin
pour obtenir une équation de Fokker-Planck portant sur la densité de probabilité W des variables étudiées,
et que c’est en résolvant cette équation qu’on obtient les propriétés de la distribution.

W,(v) = ), qui est solution de I’équation stationnaire associée a (27).

VIII.3 Développement de Kramers-Moyal

VIll.3.a Le cas unidimensionnel

On considére ici un processus stochastique quelconque, noté X. A chaque instant, la variable aléatoire X (t)
est distribuée selon une densité de probabilité W (z;t), et les distributions & deux instants ¢ et ¢’ peuvent
étre reliées entre elles par

W(a'st') = / P’ #' |23 )W (w; £)da, (29)

ot P(z';t'|z;t) est la probabilité que le processus passe de la valeur z a l'instant ¢ 4 la valeur «' & I’instant
t'. Puisque ce qui nous intéresse est 1’évolution de la distribution W au cours du temps, il convient de se
pencher sur cette probabilité de transition P, pour des intervalles de temps courts®. On peut montrer, &
partir d’un développement de Taylor de P que la variation de la distribution W pendant I’intervalle de
temps 7 s’écrit [Risken, 1989]

Wt 1)~ Wat) = 3 o (—%) (M (o, t, )W (25 8)],

3 Au sens mathématique, c’est-a-dire avec 7 = t' — t tendant vers zéro.
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ot les M, (z,t,7) sont les moments successifs des incréments du processus X entre ¢ et ¢ + 7, conditionnés
a légalité X (t) = z, soit, de maniére explicite,

Moy (a,t,7) = / (@ — 2)" Pt + 7]z t)da.

L’étape suivante consiste & supposer qu’on peut écrire des développements de Taylor en puissances de 7 pour
les moments M,,, de facon a pouvoir identifier ’expression de la dérivée partielle de W par rapport au temps.
Remarquant que pour 7 = 0 les moments sont nécessairement nuls*, puisque la probabilité de transition
est une distribution de Dirac, le premier ordre non nécessairement nul du développement des M, est
précisément 1’ordre un. On écrit habituellement ce résultat sous la forme M, (z,t,7) = n!D,(z,t)7+O(7?),
de sorte que

moy (—6%) (Do, OW (w;8)] = KW |. (30)

n>1

Cette écriture est appelée développement de Kramers-Moyal et de méme les D,, et K sont respectivement
les coefficients de Kramers-Moyal et I’opérateur de Kramers-Moyal, dont on remarque qu’il est linéaire.
Notons que si le processus X est markovien, c’est-a-dire si la probabilité de transition P ne dépend que
des deux états considérés, les coefficients de Kramers-Moyal ne dépendent effectivement que de ’'instant
t et de la variable z, de sorte que l’équation précédente peut en théorie étre intégrée si I’on se donne
une distribution initiale ainsi que des conditions aux limites. Remarquons également que la probabilité
de transition satisfait elle aussi au développement ci-dessus, car elle s’identifie avec la distribution de
probabilité W si la distribution initiale est un Dirac.

VIII.3.b Théoréme de Pawula et équation de Fokker-Planck

Pour résoudre 1’équation (30), il est important de savoir si ’on peut tronquer le développement, de fagon &
simplifier I'intégration. Le théoréme de Pawula permet d’apporter une premiére réponse a cette question.
On peut en effet montrer [Risken, 1989] que pour deux entiers n et m supérieurs ou égaux a un, on a
I’inégalité suivante entre les coefficients de Kramers-Moyal,

0 < [(2n + m)! Danym]® < (2n)!(2n + 2m)! Doy Dopyom obtenue & partir d’une inégalité de Schwarz.

Ainsi, si D» est nul, alors tous les coefficients d’ordre deux ou plus sont nuls. Si cependant D5 n’est pas
nul mais que D4 'est, alors D3 l’est aussi ainsi que tous les coefficients suivants. En raisonnant ainsi de
facon itérative, on en déduit que, soit le développement (30) s’arrétre & 'ordre un, soit il s’arréte a ordre
deux, soit il est infini. Dans le deuxiéme cas, on dira qu’on a affaire & une équation de Fokker-Planck,

oW d o
5t - om [D1(z, )W (z;1)] + o2 [Da(z, )W (2;1)] = FW |.

Les deux premiers coefficients de Kramers-Moyal ont donc un roéle particulier & jouer et on les nomme
respectivement coefficient de dérive pour le premier et coefficient de diffusion pour le second.

VIIl.3.c Le cas multidimensionnel

On procéde de la méme maniére que dans le cas plus simple d’une seule variable. Soit X = (Xq,...,X,)
le vecteur regroupant les p processus stochastiques auxquels on s’intéresse. Les valeurs prises par les
variables aléatoires X () seront notées x, et leur distribution de probabilité W (x;t) a la propriété suivante,
exactement semblable & (29),

W(z';t") :/P(w', t'|x, t)W (x;t)de, cette intégrale portant sur p dimensions.

40n rappelle que n > 1.
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Utilisant les mémes méthodes que pour le cas unidimensionnel, détaillées par [Risken, 1989|, on peut
développer la probabilité de transition P en série de Taylor faisant intervenir les moments

M, (2, t,7) =/(x;1 —xiy) ... (¢} —=z,) P&, t+ 7|z, t)da’,

ot les indices (ix) sont choisis parmi (1, ..., p). Lorsque I'intervalle de temps 7 tend vers zéro, on peut écrire
ces moments comme M;, ;. (z,t,7) =n!D;, . . (z,t)7+O(7?), d’ot le développement de Kramers-Moyal
de la dérivée partielle par rapport au temps de la distribution de probabilité W,

%_VI/ =2 (V" axiL [Diy...in (2, )W (2;8)] .

...0x;
n>1 (ix) "

On verra, lorsqu’on abordera les processus régis par des équations de Langevin sous leur forme la plus
générale, que, dans ce cas précis tout au moins, les coefficients de Kramers-Moyal d’ordre trois ou plus
sont nuls, de sorte qu’on aura en fait une équation de Fokker-Planck & p dimensions,

86_3’ = Z a%- [Di(@, W (z; )]+ D> 83:?8.7:]- [Dij(z, )W (z;1)], (31)

i=1 j=1

ou le coefficient de dérive est maintenant un vecteur, et celui de diffusion un tenseur d’ordre deux, symé-
trique d’aprés l’expression des moments.

VIIl.4 Equations de Langevin

VIll.4.a Forme générale

On se place toujours dans le cadre d’un processus stochastique X composé de p processus unidimensionnels
(X1,...,Xp), mais on fait maintenant I’hypothése supplémentaire selon laquelle ces processus sont régis
par des équations de Langevin sous leur forme la plus générale, non-linéaire,

% =h(X,t)+g(X,t)I'(t), soit encore ddjii = h; {Xk},t) + Zgij ({ Xk}, t)T5(t). (32)

Jj=1

Les fonctions h; et g;;, respectivement regroupées sous une forme vectorielle h et matricielle g, dépendent
de I’ensemble des variables aléatoires X et du temps. Les forces de Langevin I'j, qu’on a rassemblées en un
vecteur I" pour alléger les notations, sont supposées posséder les propriétés décrites au VIII.2.c, c’est-a-dire
qu’il s’agit de processus gaussiens indépendants et §-corrélés, soit,

E{T;(t)} =0 et E{Ty(t)[;{#')} =26;;0(t —t'), ou d;; estle symbole de Kronecker.

Ceci étant posé, il est en général impossible de déterminer une solution formelle de ces équations. En
revanche, on peut établir une équation régissant la densité de probabilité W (x;t). Pour cela, il s’agit de
déterminer les coefficients de Kramers-Moyal associés & ces équations de Langevin. On va en particulier
montrer que le développement de Kramers-Moyal s’arréte en fait & I'ordre deux, et qu'on a donc une
équation de Fokker-Planck.

VIll.4.b Coefficients de Kramers-Moyal

Pour simplifier la compréhension de ce qui va suivre, on va commencer par considérer le cas unidimen-
sionnel, afin d’établir la nullité des coefficients de Kramers-Moyal d’ordre trois et plus, sachant que le
résultat est conservé dans le cas général [Risken, 1989]. On repassera ensuite au cas p-dimensionnel pour
déterminer la forme du vecteur de dérive et du tenseur de diffusion.
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Cas unidimensionnel

Dans le cas d’un processus X & une seule dimension, ’équation de Langevin non-linéaire supposée le
gouverner est, en adaptant les notations de ’équation multidimensionnelle,

dX

pri h(X,t)+g(X,t)T(t) avec E{T(t)} =0 et E{T(H)T(')} =26(t—1).

Les coefficients de Kramers-Moyal associés sont définis & partir des moments des incréments du processus
X entre deux instants ¢ et ¢ + 7, conditionnellement & ’égalité X (t) = z. Il faut donc écrire cet incrément
a partir de I’équation de Langevin, soit, en intégrant simplement cette derniére,

t+7
X(t+7)—X(t)=X(t+71) -2 =/ {R[X (@), ¢+ g[X(#),¢]T({)} dt’ (33)
t
L’intervalle de temps 7 devra tendre vers zéro lorsqu’on voudra calculer les coefficients de Kramers-Moyal.
On peut donc déja supposer qu’il est trés petit, et développer les fonctions h et g par rapport & la variable
X (t"), au voisinage de z, en remarquant que le processus X est continu,

h[X(t),t'] = h(z,t') + % (2, t)[X(#') —x]+--- et de méme pour la fonction g.

On insére alors ces développements dans ’expression de incrément X (¢ 4+ 7) — z, ce qui permet d’obtenir,
pour les fonctions h et g, une dépendance plus simple®, & savoir z au lieu de X (#). Reste qu’on a introduit,
dans l'intégrale (33), les incréments intermédiaires X (t') — « pour ¢t < t' < ¢t + 7, qu’on peut & leur tour
remplacer par des expressions intégrales. In fine, on obtient une expression de l'incrément du processus
entre t et t+7 qui ne fait intervenir que les fonctions h et g et leurs dérivées partielles successives par rapport
a la premiére variable, prises aux points (z,t'), ainsi que les forces de Langevin T'(¢'). Les propriétés de ces
derniéres, en termes de moyennes d’ensemble, vont permettre de déterminer les coefficients de Kramers-
Moyal, qu’on peut écrire comme

En particulier, le coefficient de dérive est obtenu de la maniére suivante. Prenant simplement la moyenne
de l'incrément du processus, et utilisant les propriétés de la distribution de Dirac, on a

t+7 t+T t+1 ag
E{X(t+7)—z}=[ h(z,t)dt'+ dt —(z,t) /dt”h z,t") + dt %(x tYg(z,t') + -
t

Dans cette expression, les intégrales non écrites, si elles n’ont pas déja été annulées par le moyennageS,
font intervenir un nombre de fonctions I' au moins égal & quatre. Les propriétés de corrélation de celles-ci
font que le comportement de ces termes aux petits intervalles de temps est au mieux en O(72), ce qu’on
peut comprendre en considérant ’expression

t+T1 t1 to t3 t+7 1 to t3
E{ AT (t) [ dtaT(ts) [ dtsT(ts) dt4r(t4)} - / dty [ dts [ dts [ dts E{T(0)T(62)T (k)T (1)}
t t t t t t t t

Connaissant les propriétés des forces de Langevin, on voit que cette intégrale multiple peut se mettre sous
la forme de somme d’intégrales faisant intervenir un produit de deux distributions de Dirac,

t+7 t1 12 t3 7_2
/ dty [ dto [ dts [ dtg0(t1 —£2)0(t5 — t4) = ) ce qu’on montre par intégrations successives.
t t t t

Les termes correspondant dans 1’écriture du premier moment, ainsi que ceux d’ordre plus élevé, dispa-
raissent donc lorsqu’on prend la limite (34). D’autre part, les termes ne contenant pas de forces de Langevin

5Ce qu’on paye en devant connaitre leurs dérivées partielles par rapport & la premiére variable.
80n pense évidemment aux termes contenant un nombre impair de fonctions T'.



tel-00008481, version 1 - 14 Feb 2005

108 VIIl.4: Equations de Langevin

sont d’ordre m, ot m est le nombre d’intégrales qu’ils contiennent. C’est par exemple le cas du second terme
du membre de droite de ’équation donnant le premier moment. L’ensemble de ces arguments peut étre
utilisé pour montrer que les coefficients de Kramers-Moyal associés & ’équation de Langevin non-linéaire
4 une dimension sont

9y

D1($7t) =h(a:,t)+g(x,t)%(m,t) D2(.Z',t) =g2($,t) et Dn(a“at) =0 pourn)?),

ce qui montre que la distribution de probabilité W (zx;t) obéit & une équation de Fokker-Planck.

Cas multidimensionnel

La dérivation des coefficients de Kramers-Moyal dans le cas d’un ensemble de p processus régis par les
équations de Langevin (32) se fait d’une maniére tout & fait semblable. On admettra que, dans ce cas
général, les coefficients d’ordre au moins égal 4 trois sont nuls, et on se contentera de déterminer le vecteur
de dérive et le tenseur de diffusion, en partant de 1’écriture intégrale
t+7

X(t+r)—z=[ {h[X({#)t]+g[X{),¢']T()}dt,

t
le point & étant la valeur prise par le processus X a 'instant t. On insére ensuite dans cette expression les
développements des fonctions h et g par rapport & la premiére variable, au voisinage de x,

h(X(#),t'] = h(z,t') +{[X({') — ] . Vz}.h(xz,t') +--- et de méme pour la fonction g.

On a introduit ici 'opérateur vectoriel “nabla”’, V5, dont les composantes sont les dérivées partielles par
rapport aux composantes de . Comme dans le cas unidimensionnel, on doit alors remplacer itérativement,
par la méme méthode, les incréments intermédiaires X (t') —x qui sont apparus. Les arguments déja utilisés
alors pour éliminer un grand nombre de termes des moments d’ordre un et deux restent valables, bien que
les notations deviennent un peu lourdes. On obtient ainsi ’expression des coefficients de Kramers-Moyal
d’ordre un et deux [Risken, 1989),

P P

dgi) G
Di(,t) = hi(z,t) + > _ > gij(x, 1) 6?:,: (z,1) et Dij(x,t) =) gir(x, t)gjr(, 1)
j=1 k=1 k=1

(35)

tous les coefficients d’ordre trois et plus étant nuls. Les processus dont 1’évolution est régie par une équation
de Langevin ont donc une densité de probabilité qui suit une équation de Fokker-Planck, les coefficients
de celle-ci étant donnés par les expressions ci-dessus.

VIll.4.c Les processus d'Ornstein-Uhlenbeck
Définition et solution formelle

Un cas particulier qui nous intéressera dans la suite est celui des processus d’Ornstein-Uhlenbeck, dont
I’évolution est gouvernée par une équation de Langevin linéaire, & coefficients constants et indépendants
de la valeur du processus. Plus précisément, le processus p-dimensionnel X = (X, ..., X,) est déterminé
par ’ensemble d’équations différentielles suivant,

dX dXx; L
— =X +T(}) soit, explicitement, dtz =— Z vi; X + Ti(t), (36)
j=1

dt

ce qui revient & prendre h(X,t) = —yX d’une part et g(X,¢) = 1 d’autre part. On voit clairement que
la vitesse d’une particule brownienne, dans le modéle décrit par I’équation (26) est ainsi un processus
d’Ornstein-Uhlenbeck. Dans ce cas particulier, on peut déterminer, au moins formellement, les solutions
de (36) satisfaisant & un jeu de conditions initiales X (0) = x. On procéde de maniére classique, en deux
étapes. Tout d’abord, la solution générale X () du systéme linéaire homogéne associé s’écrit comme

X%t) = G(t)z, ou la matrice G des fonctions de Green satisfait & % +9G = 0.
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Sachant qu’a 'instant initial G doit étre égale a ’identité, la solution formelle de cette équation différentielle
est une exponentielle de matrice G(t) = exp (—+t). On cherche ensuite la solution du systéme complet en
utilisant 1la méthode de variation des constantes. Posant une solution de la forme

X(t) = G(t)c(t), onen déduit G(t )3: T'(), dou |X(@) =G@t)x+ /tG(t')l"(t —that' |,
0

en notant que 'inverse de la matrice G(t) est, d’aprés la forme exponentielle, égale & G(—t).

Equation de Fokker-Planck associée

Comme on I’a vu, les coefficients de Kramers-Moyal d’ordre trois et plus associés 4 une équation de Langevin
générale sont nuls. C’est donc en particulier vrai dans le cas de processus d’Ornstein-Uhlenbeck. Quant au
vecteur des coefficients de dérive et au tenseur des coefficients de diffusion, ils s’écrivent respectivement’

ow
Dj(z,t) Z%ij et D, ;(z,t)=20; dou e V. (yzW) + AW,
j=1
Popérateur laplacien A, étant égal au produit scalaire de V par lui-méme. Plus explicitement, I’équation
de Fokker-Planck écrite ci-dessus est

=332

i=1 j=1

Retour sur I'exemple de la vitesse d’une particule brownienne

Pour terminer ce trés rapide tour d’horizon, revenons au cas de la vitesse d’une particule brownienne,
qu’on a étudié au VIII.2. L’équation de Langevin (26) qui la détermine est de la forme qu’on vient de voir,
ce qui fait du processus unidimensionnel v un processus d’Ornstein-Uhlenbeck. On peut donc appliquer les
résultats ci-dessus, mais il convient avant cela de remarquer qu’il faut se préoccuper de la normalisation.
En effet, dans I’équation (26), le terme stochastique, c’est-a-dire la force de Langevin, posséde une fonction
d’autocorrélation dont la valeur en 0 est

Ar(0) = E{r2()) = ¢ = 2252T

d’aprés ce qu’on a écrit au VII.2.
Par conséquent, si I’on veut se placer dans les conditions exactes des résultats du VIII.4, il est judicieux
de considérer les variables normalisées

T [vkpT dv’
v'=" et I'= —, avec Qy = ’y—B, de sorte que &= ' +T'(1),
o o m dt

avec les propriétés suivantes, E{I"(¢)} = 0 et E{T"(#)I"(¢')} = 26(¢t — t'). La solution formelle de cette
équation de Langevin est alors donnée par les résultats de la section VIIl.4.c, & savoir

t ¢
v'(t) = vhe +/e_7t 't —t)dt' dou wv(t) = vee " +/e_7(t_t T(t")dt’,

0 0
aprés un changement de variable élémentaire et en remultipliant par le facteur de normalisation. On voit
que sans surprise on retrouve la solution formelle déja obtenue directement. En ce qui concerne I’équation
de Fokker-Planck, 'application de la forme trouvée plus haut donne immédiatement

oW, W' Wy)  0*W,

a T ov T gur

"Dans ’ouvrage de Risken [Risken, 1989], on trouvera une expression légérement différente, non nécessairement diagonale,
du tenseur des coefficients de diffusion. Ceci est da au fait qu’il ne suppose pas que les forces de Langevin sont indépendantes,
et qu’il peut donc exister une corrélation entre I'; et I'; pour ¢ # j.
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or les distributions de probabilité W, et W, sont reliées par W,» = a,W,, de sorte qu’en revenant aux
variables usuelles, on retrouve bien l'expression (27),

oW, _ 0(wW,) +a *W, _ 0(wW,) N vkgT 8°W,
at " o "oz ' B m  Ov? '

On retrouvera méthodes et résultats vus dans ce chapitre lorsqu’on abordera, dans la cinquiéme et derniére
partie, et en particulier au chapitre XX, le probléme du transfert radiatif dans des milieux complexes,
décrits par des champs stochastiques de densité et de vitesse suivant précisément des processus d’Ornstein-
Uhlenbeck.

O
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TROISIEME PARTIE

Statistique des centroides de vitesse

Dr. Emmett Brown : If my calculations are correct, when this baby hits eighty-eight miles per hour...
you’re gonna see some serious shit.

“Back to the future” (Robert Zemeckis)
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|CHAPITRE IX]

Observations de spectro-imagerie

IX.1 Introduction

L’exploitation correcte des observations astronomiques nécessite de prendre en considération plusieurs
problémes afin de décrire correctement les objets et les processus étudiés. En particulier, en ce qui concerne
la physique du milieu interstellaire, il faut noter que les données d’émission de raies dépendent de la
vitesse, et plus précisément de sa composante longitudinale!, en raison du décalage Doppler-Fizeau. De
plus, I'information dont on dispose est nécessairement intégrée le long de la ligne de visée, et les problémes
de transfert radiatif aboutissent & des expressions dans lesquelles les champs de densité et de vitesse sont
meélangés de maniére complexe [Hegmann & Kegel, 2000], comme on en discutera dans la cinquiéme partie.
Ainsi, pour décrire les conditions et les processus physiques & I'ceuvre dans le MIS, il faut se contenter
d’une seule quantité observable pour une ligne de visée et une vitesse longitudinale données. Cette quantité
est typiquement la température de brillance? T}, (X ,u), caractérisant I'intensité du rayonnement observé
dans une certaine direction® X et & une certaine vitesse u. Bien que la comparaison des températures
de brillance pour divers traceurs, qu’il s’agisse d’espéces différentes, de transitions différentes ou de po-
larisations différentes, permette de déterminer certains paramétres physiques des milieux observés, il est
néanmoins nécessaire, si I’on souhaite avoir accés aux propriétés tridimensionnelles telles que la densité et
la vitesse, de résoudre un probléme inverse 4 partir de données dépendant de deux coordonnées d’espace et
d’une coordonnée de vitesse. Cette étape est indispensable dans ’optique de comparer les observations aux
modéles théoriques, par exemple pour estimer les roles de la gravité, du champ magnétique, ou de la tur-
bulence. En particulier, les mouvements turbulents dans le milieu interstellaire, qu’on a évoqués au I1.4.a
et au 1.7, doivent étre correctement décrits [Vazquez-Semadeni et al., 2000], car ils pourraient expliquer
nombre de propriétés des raies spectrales [Baker, 1976], tout en fournissant un support efficace contre ’ef-
fondrement gravitationnel [Klessen et al., 2000, Heitsch et al., 2001], expliquant par 14 méme le fait que
la durée de vie des nuages moléculaires est plus grande que leur temps de chute libre [Scalo, 1985] et que
le taux de formation stellaire est donc plus faible que ce qu’on pourrait déduire d’un simple modéle de
nuage en effondrement [Zuckerman & Evans, 1974]. La turbulence pourrait également avoir une influence
non-linéaire importante sur I’évolution de la poussiére en accélérant la coagulation ou la fragmentation
des grains [Falgarone & Puget, 1995, Miville-Deschénes et al., 2002], ainsi que sur ’évolution chimique du
milieu interstellaire, la dissipation intermittente de 1’énergie pouvant favoriser localement des réactions
chimiques endothermiques [Joulain et al., 1998].

Comme on vient de le faire remarquer, cette description doit passer par la température de brillance, et
il existe un certain nombre de méthodes visant & déduire les propriétés statistiques des champs tridimen-
sionnels & partir des données observationnelles. On les discutera briévement au début du chapitre X, et on
se contente ici de souligner que le principal but de ces travaux est de relier les propriétés des observables,
en fonction de ’échelle considérée, & des lois d’échelle portant sur les champs tridimensionnels.

Avant de traiter ce probléme, qui occupera les chapitres X a XIlI, il s’agit tout d’abord de mettre en place
les idées et les notations qui seront utilisées tout au long de cette partie, et d’introduire les observables qui
seront étudiées dans la suite.

IX.2 Notations et hypothéses

On repérera un point quelconque de I’espace 4 trois dimensions par un vecteur tridimensionnel x. Les cartes
bidimensionnelles seront, elles, écrites en fonction d’un vecteur X situé dans le plan du ciel. Clairement, ce

1Crest-a-dire paralléle & la ligne de visée.
2Voir le chapitre XVIII et en particulier le XVIIL.5.c.
3Le vecteur X est bidimensionnel et situé dans le plan du ciel. Il repére la position de la ligne de visée.
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vecteur n’est autre que la projection de & parallélement 3 la ligne de visée. On notera u, le vecteur unitaire
de la ligne de visée, de sorte qu’on écrira la relation entre les vecteurs bidimensionnels et tridimensionnels
sous la forme = X + zu,, qu’on notera souvent aussi = (X, z). Il faut ici remarquer qu’il est nécessaire
de ne s’intéresser qu’a une petite surface du ciel, de fagon a ce que les différentes lignes de visée puissent
étre considérées comme paralléles.

Dans les chapitres suivants, on utilisera essentiellement les séparations entre deux lignes de visée et entre
deux points de I’espace, l'origine des cartes ainsi que celle de ’espace tridimensionnel étant choisies arbi-
trairement et ne possédant aucune signification intrinséque. On notera r = x5 — x; la séparation tridi-
mensionnelle entre les points @, et 2, qui donne lieu, sur les cartes bidimensionnelles, & une séparation
apparente R = X4 — X1 entre les lignes de visée correspondantes X; et X 5. Ces notations sont illustrées
sur la figure I1X.1. En définitive, les vecteurs écrits en minuscule correspondront toujours & des quantités
tridimensionnelles, tandis que leurs équivalents en majuscule désigneront leurs projections sur le plan du
ciel.

En ce qui concerne les champs tridimensionnels de densité et de vitesse on les notera respectivement p(x)
et v(x). La composante longitudinale de la vitesse sera désignée par v(zx).

On supposera que 'observation est faite dans une transition optiquement mince, en prenant ’exemple
de la raie & 21 cm de I’hydrogéne atomique neutre HI, que la fréquence est suffisamment basse pour
que l'approximation de Rayleigh-Jeans soit valable, que les conditions d’excitation de la transition, en
particulier la température cinétique, sont uniformes dans le milieu étudié, et enfin qu’il n’existe pas de
rayonnement illuminant le nuage par l’arriére dans ce domaine de fréquences.

Play,
dy o
z el

X

1 - 1 R

£ X

e} \ >
Y

FiG. IX.1 — Convention de notation utilisée dans toute la troisiéme partie. Les minuscules représentent
des vecteurs tridimensionnels, tandis que les majuscules correspondantes désignent leurs projections sur le
plan du ciel (xOy). La direction perpendiculaire o celui-ci est celle de l’observateur.

IX.3 Expression des observables

IX.3.a Température de brillance

Suivant la méthode de [Dickman & Kleiner, 1985], on va exprimer lintensité spécifique* & une fréquence
v issue d’une ligne de visée X comme une température de brillance T}, (X, u) dépendant de la vitesse u
par rapport & ’observateur, laquelle est reliée & la fréquence par l'effet Doppler-Fizeau,

Vg —V N , eps
u = c+wug ou vy est la fréquence au repos de la transition.
Vo

La constante ug permet de spécifier lorigine des vitesses vis-a-vis de I'observateur. La température de
brillance, caractérisant I’émission sortant du nuage observé perpendiculairement & la surface de celui-ci,

4Voir le chapitre XVIII.
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est la solution de I’équation de transfert radiatif (voir le chapitre XVIII), et s’écrit

70

Tv(X, u) =/0 Tex(z) exp (—7)dT, (37)
avec Tex la température d’excitation et 7 la profondeur optique. Celle-ci dépend de la position z le long
de la ligne de visée, comme on ’a noté. Plus précisément, 7 désigne la profondeur optique entre le fond
du nuage, situé par convention ici en z = 0, et la position z. D’autre part, la profondeur optique dépend
également de la ligne de visée X considérée, ainsi que de la vitesse u, puisqu’on sait notamment qu’un
milieu est a priori plus opaque au centre de la raie que dans ses ailes. La limite d’intégration 7y est
égale a la profondeur optique totale du nuage dans la direction et & la vitesse considérées. L’hypothése
d’une transition optiquement mince permet de s’affranchir du facteur exponentiel en ’assimilant & 'unité.
D’autre part, étant donné que la profondeur optique est égale & ’intégrale du coefficient d’absorption, on
peut réécrire la température de brillance comme

To(X,u) = / To()i0 () [v() — ] dz, (38)

ou l'intégration est effectuée sur la ligne de visée. Dans cette équation, k¢ est le coefficient d’absorption
a la position x, intégré sur tout le profil de la raie, et ¢ est le profil normalisé de la distribution des
vitesses, supposé symétrique par rapport & zéro et indépendant de . Par exemple, si ’on ne considére que
I’élargissement thermique, ¢ prend la forme gaussienne suivante,

1 [ w?
V27mon 20,
L’argument translaté v(x) — u de ¢ dans I’équation (38) exprime simplement le fait que I’émission a la
position & est élargie autour de la vitesse locale le long de la ligne de visée v(x). En faisant ’hypothése de

conditions d’excitation uniformes, Tex €st une constante, et ko(x) est proportionnel & la densité locale du
gaz p(x), de sorte que l'on a

$(w)

] avec otp la dispersion de vitesse thermique.

To(X,u) = / ap(x)p[v(z) —u]dz ol a est une constante de proportionnalité. (39)

Cette expression montre déja que, méme avec des hypothéses simplificatrices, la tache d’extraire les pro-
priétés de la densité et de la vitesse & partir des données observationnelles T, (X, u) est ardue.

IX.3.b Cartes des moments de la température de brillance

Toute 'information disponible quant aux propriétés des champs tridimensionnels de densité et de vitesse
se trouve dans les cubes® de données T}, (X ,u). La manipulation de ces cubes entiers peut cependant
se révéler difficile, bien qu’il existe des méthodes fondées sur leur analyse globale, comme on le verra
au chapitre XIII. Pour simplifier le probléme, on peut tirer de ces données des cartes bidimensionnelles,
en calculant, pour chaque direction X, les moments successifs du profil en vitesse de la température de
brillance. Cette approche est justifiée si I’on se rappelle que la connaissance des moments d’une variable
aléatoire est équivalente & celle de la distribution de probabilité compléte. On va donc considérer les cartes
de moments W,, définies par

Wh(X) = / u"Ty(X,u)du avec n entier positif ou nul. (40)
L’intégration est faite sur toutes les vitesses de —oo & 0o, ce qui ne pose pas de probléme de convergence

si 'on suppose que toute émission continuum a d’abord été soustraite, de facon & ce que la raie soit &
support fini. Utilisant ’expression (39) de la température de brillance, on a

W(X) = fwdafo@)olo@ - a  au = afp@){ [ow b - u"au} a,

50n parle de cubes position-position-vitesse ou PPV, d’aprés les dimensions de leurs coordonnées.
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ol 'on a introduit la variable w = v(x) — v donnant I’écart entre la vitesse observée et la vitesse de
I’écoulement au point considéré. Aprés développement de l'intégrande dans 'intégrale centrale, et puisque
le profil local de la raie ¢ est supposé indépendant de la position x, on obtient

n!

kEl(n — k) (41)

W (X) = XH:C,":DZ /p(a:)vk(a:)dz avec D} = a/(—w)”_kqﬁ(w)dw. et Cp =
k=0

11 faut noter que ’hypothése de symétrie de ¢ implique que pour n—¥k impair, D} est nul. Les deux premiers
moments sont particuliérement utilisés, puisqu’il s’agit par définition de l'intensité totale émergente Wy = I
et du centroide de vitesse non normalisé W; = C, respectivement,

I(X) = Wo(X) = / p@)dz = aN(X) et C(X)=Wy(X)=a / o(z)o(z)dz. (42)

On a noté ici N(X) la densité de colonne a la position X. Dans les chapitres suivants, et dans ’optique
de déterminer la statistique des champs de densité et de vitesse, on ne considérera que ces deux premiers
moments. L’utilisation de moments d’ordre plus élevé pourrait théoriquement fournir plus d’informations
sur la structuration du milieu, mais en pratique, leur utilité est limitée par la résolution spectrale et par le
niveau du bruit. On va d’ailleurs discuter de ces problémes dans la section suivante, au sujet de l'intensité
intégrée I et du centroide non normalisé C.

IX.4 Détermination pratique de l'intensité et du centroide

IX.4.a Mise en place du probléeme

En raison de la résolution spectrale finie des observations, les profils spectraux observés ne sont pas parfai-
tement définis & toutes les fréquences, méme en ’absence de bruit. On dispose en réalité d’histogrammes
donnant I’émission intégrée sur une bande passante autour d’un certain nombre de fréquences d’échan-
tillonnage (v1, ..., v,) correspondant & des vitesses (u1, ..., uy) le long de la ligne de visée. On notera Gy,
la bande passante du canal ¢, qui est une fonction de la vitesse u, et wy, sa largeur. L’émission contenue
dans le canal ¢, est alors caractérisée par une température T,

T,(X) = / Gr(u)Tp(X,u)du la bande passante ayant la dimension de I'inverse d’une vitesse.

L’intensité émergente est alors calculée en pratique comme une somme discréte I, , qu’on peut voir comme
un estimateur statistique de l'intégrale définissant la véritable intensité intégrée I,

n

I(X) = ZTk(X)wk = iwk/Gk(u)Tb(X,u)du alors que I(X) :/Tb(X,u)du.

k=1 k=1

Le centroide de vitesse est également estimé comme une somme discréte,

C(X) = zn:uka(X)wk = zn:ukwk/Gk(u)Tb(X,u)du alors que C(X) =/uTb(X,u)du.
k=1 k=1

De méme, ’estimation pratique 6‘8 du centroide de vitesse normalisé Cy, lequel est défini comme le rapport
C/I, est alors donnée par le rapport de C aI. Notons qu’on a écrit ici la forme la plus générale du probléme,
étant entendu que les vitesses (ug) peuvent ne pas étre réguliérement espacées, que les bandes passantes
(G) peuvent étre différentes les unes des autres, et que la définition des largeurs (wy) des canaux dépend
des bandes passantes. Classiquement, la question qui se pose est de savoir quelle est ’erreur commise en
assimilant les estimateurs aux valeurs réelles, sachant que la qualité de ces estimations est affectée par
trois grands types de phénoménes :

> L’échantillonnage de la vitesse, c’est-a-dire les valeurs des largeurs (wg), dont il est clair que plus elles
sont petites, meilleure est la résolution en vitesse et meilleure est ’estimation du spectre.
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> Le bruit intrinséque aux mesures d’intensité, qui peut étre di d’une part & I’électronique des circuits de
mesure® et d’autre part au bruit thermique de I’atmosphére.
> Les erreurs systématiques de calibration des axes en vitesse et en température.

Pety [Pety, 1999] a étudié les effets des deux derniéres causes d’erreur dans l’estimation du centroide
normalisé. Pour traiter le probléme du bruit intrinséque, il traite les valeurs T (X) comme les moyennes
de variables aléatoires gaussiennes indépendantes tj, de méme variance o2. A partir de 13, il détermine la
densité de probabilité du quotient déterminant ’estimateur du centroide normalisé, ce qui permet d’estimer
Iincertitude affectant le calcul de celui-ci, en fonction des paramétres du probléme. On renvoie le lecteur
intéressé A ce travail [Pety, 1999], en soulignant que les causes d’incertitudes importantes qu’il met en
évidence sont essentiellement la largeur de la fenétre en vitesse”, ’asymétrie de la raie, ainsi que le rapport
signal sur bruit. En ce qui concerne 1’étude des biais systématiques, Pety [Pety, 1999] considére les cas ou
les mauvais étalonnages n’affectent qu’un seul axe a la fois, et il apparait encore une fois qu’un faible niveau
de bruit ainsi qu’une définition locale de la raie sont les facteurs essentiels de la qualité de I’estimation du
centroide.

Pour notre part, nous allons simplement traiter le probléme de la résolution en vitesse, en commencant
par le cas de l'intensité intégrée.

IX.4.b Le cas de l'intensité intégrée

Les simulations présentées au chapitre XIl sont caractérisées par des bandes passantes de type porte,

1 silz<1/2
0 silz|>1/2

Gi(u) = iI_l (u — uk) ou l'on utilise la fonction porte [(z) = {
Wy Wy

et ’on supposera que les vitesses échantillonnées (uy) sont choisies de telle sorte que chaque vitesse tombant

dans la fenétre de raie soit couverte par un canal et un seul, ce que montre la figure 1X.2. De plus, les canaux

qu’on prendra dans les simulations auront tous la méme largeur w, de sorte que les vitesses échantillonnées

seront données par uy = u1 + (k—1)w. Ce sont ces conventions simplificatrices que nous allons utiliser ici.

Wk—1 Wk Wk+1

A
\
A
\
A
\j

Uk—1 Ug Uk+1

Fi1G. IX.2 — Condition de non recouvrement des canaux en vitesse.

Les températures mesurées Ty (X)) sont alors données par les intégrales de la température de brillance vraie
Ty, sur les domaines de vitesse définis par chaque canal,

Ty(X) :/ln (“ ;“’“) To(X, u)du = %/Tb(X,u)du, (43)

Ck

de sorte que 'estimateur de 'intensité est évidemment strictement égal a l'intensité véritable. Ce résultat
est d’ailleurs valable aussi si les différents canaux n’ont pas la méme largeur en vitesse, dés lors que la
condition représentée sur la figure 1X.2 est remplie. Par conséquent, les incertitudes sur les déterminations
respectives du centroide non normalisé et du centroide normalisé sont proportionnelles 'une a P’autre,
puisqu’il n’existe pas, ici, d’incertitude sur ’intensité.

IX.4.c Le cas du centroide de vitesse

La forme (43) des températures mesurées dans chaque canal en vitesse permet d’écrire I’erreur faite en
assimilant ’estimateur du centroide non normalisé & la valeur vraie comme une intégrale portant sur

80n refroidit d’ailleurs les détecteurs pour limiter cette cause de bruit.
11 s’agit de la difféerence W = uy, — u1.
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I’ensemble du domaine en vitesse, en introduisant les fonctions indicatrices® des canaux

AX)=C(X)-C(X) = iuk /Tb(X,u)du —/uTb(X,u)du :/ i (ur, — u) 1o, (u)TH (X, u)du.
k=1 & k=1

La résolution spectrale w étant fixée, on peut majorer l'incertitude sur le calcul du centroide,

w

IA(X)] < /Z e — ] 1o, () To (X, u)du < /wa(X,u)du = wI(X) = " I(X).
k=1

En ce qui concerne le centroide normalisé, il ne fait aucun doute que l'incertitude qui 'affecte

Ao(X) = Co(X) — Co(X) = % est majorée par %

L’estimation numérique de lincertitude se fait en translatant la raie paralléelement & elle-méme le long
de Paxe des vitesses, d’'une quantité wug, et en étudiant la variation de A avec ug. Plus précisément, on
se donne une raie spectrale définie par un grand nombre N de points et & support compact, puis une
résolution en vitesse w, comptée en pixels et spécifiée par le nombre n de canaux, puisque 'extension de
la raie est donnée au départ. On considére ensuite toutes les subdivisions pertinentes du support de la raie
ayant cette résolution, sachant qu’il en existe environ w/2. La “vraie” valeur du centroide étant calculée sur
I’ensemble des N points, on peut calculer 'erreur A commise pour chaque subdivision & résolution fixée, et
on donnera, comme estimation de l'incertitude & cette résolution, ’écart-type oa de ’ensemble des valeurs
de A. On calcule de la méme facon I’écart-type oa, sur les valeurs de Ag. Le résultat des tests effectués
sur 'exemple d’une raie constituée de la somme de deux gaussiennes est présenté sur la figure 1X.3, qui
montre ’évolution de oa et de oa, en fonction de l'inverse de la largeur en vitesse w des canaux.
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FIG. 1X.3 — Evolution des écarts-type oa (a gauche) et oa, (4 droite) en fonction de la résolution en vitesse,
pour une raie dont la forme est indiquée en médaillon sur chaque figure. Les mesures sont représentées
par des losanges, les courbes en trait plein sont quant a elles des ajustements de la forme (a + b/w)~2.
Sur la figure de gauche, les différentes courbes correspondent 4 des profils de raie homothétiques les uns
des autres. Seule la courbe inférieure est un ajustement, les autres en sont déduites en multipliant par le
rapport des intensités intégrées.

On voit notamment que les écarts-type entre les estimateurs des centroides et les valeurs vraies, alors qu’on
pourrait s’attendre & ce que oa x wl et oa, X w, se comportent en fait comme

—2 —2
b b
on =1 G+E et oa, = G/+E s

80n rappelle que la fonction indicatrice 1; d’un intervalle I est la fonction valant 1 sur I et 0 partout ailleurs.
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mais bien entendu les majorations qu’on a écrites plus haut sont tellement grossiéres qu’il n’est pas étonnant
de trouver un comportement différent. Cependant, la précision de ’ajustement trouvé sur les courbes de la
figure I1X.3 ne doit pas étre considérée comme universelle. Il suffit, pour s’en rendre compte, de modifier la
raie utilisée de facon & la rendre plus chaotique, en la multipliant simplement par un brownien fractionnaire
unidimensionnel. La figure 1X.4 montre le résultat de deux expériences numériques de ce type.

0.004 0.0025

0.0020—
0.003 r

0.0015|—

0.002

00010~

oa, (kms™1)

0.001 L
0.0005 |—

0.000

0.0000
o

>

14/11) (s km‘sl) l}w (s km~1)
F1G. IX.4 — Evolution de lécart-type oA, en fonction de la résolution en vitesse, pour une raie dont la
forme est indiquée en médaillon sur chaque figure. Il s’agit de la raie de la figure 1X.3, multipliée par des
mouvements browniens fractionnaires d’indices spectrauz respectifs B = 2 (4 gauche) et B = 2,5 (a droite).
Les mesures sont représentées par des losanges et les courbes en trait plein sont des ajustements de la
forme (a + b/w)~2.

On voit que, bien que le comportement global semble toujours suivre la loi en (a + b/w)~2, la dispersion
autour de celle-ci devient assez importante. On entrevoit 14 toute une problématique dont il n’est pas
apparent qu’elle soit utile pour I’étude de la statistique des centroides de vitesse qui va suivre. C’est
pourquoi on s’en tiendra 1a en ce qui concerne la précision des estimateurs, et on les assimilera dorénavant
aux véritables valeurs, correspondant & une résolution en vitesse infinie.
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IX.4: Détermination pratique de I'intensité et du centroide
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|CHAPITRE X|

Etude analytique des centroides de vitesse

X.1 Introduction

X.1.a Du bidimensionnel au tridimensionnel

Le chapitre précédent a permis de montrer que, dans le cas trés simplifié d’une source observée dans une
transition optiquement mince, et si les conditions d’excitation sont uniformes, on peut relier simplement
des quantités observables, & savoir les moments de la distribution en vitesse de la température de brillance
dans une direction donnée, & des quantités dépendant, sous forme intégrale, des champs tridimensionnels
de densité et de vitesse. On dispose donc, théoriquement, d’une infinité de cartes bidimensionnelles des
sources observées, notées W, (X), dépendant évidemment de la ligne de visée X et de l’ordre n du moment
considéré.

La question qui se pose alors naturellement est de savoir si et comment on peut relier les propriétés
statistiques de ces cartes bidimensionnelles & des lois d’échelle s’appliquant aux champs tridimensionnels
de densité p(x) et de vitesse v(x).

Un exemple de lien de ce type est celui établi [Stutzki et al., 1998, pour des observations dans une raie
optiquement mince d’un milieu uniformément excité, statistiquement homogéne et isotrope, entre 'indice
spectral Br de la carte d’émission intégrée et celui 8, du champ de densité tridimensionnel. On montre
en effet que ces deux indices sont égaux dés lors que la profondeur sondée est plus grande que les échelles
transverses considérées [Goldman, 2000]. Dans le cas ou, au contraire, les échelles transverses sont bien
plus grandes que la profondeur du milieu, la relation entre ces deux indices est également trés simple. La
transition entre les deux régimes permet de déterminer I’épaisseur d’une structure diffuse, comme 1’a fait
Elmegreen [Elmegreen et al., 2001] dans le cas du grand nuage de Magellan (LMC).

En ce qui concerne 'obtention des propriétés statistiques du champ de vitesse, il apparait trés vite que
I’on ne peut pas a priori effectuer une analyse aussi simple que dans le cas du champ de densité, ceci
parce que les observables écrites au chapitre précédent ne font jamais intervenir le champ de vitesse seul.
Toutes les intégrales le long de la ligne de visée contiennent en effet le champ de densité. Les proprié-
tés statistiques qu’on pourrait déduire seraient donc nécessairement entachées, d’'une maniére ou d’une
autre, par les fluctuations de la densité du milieu. Pour contourner cette difficulté, il existe un certain
nombre de méthodes indirectes, visant explicitement & déduire les propriétés statistiques du champ de
vitesse & partir des données observationnelles. Parmi elles, on note ’analyse des canaux en vitesse (VCA)
de Lazarian et Pogosyan [Lazarian & Pogosyan, 2000|, fondée sur ’étude analytique des propriétés des
cartes par canaux en fonction de leur largeur en vitesse. Elle est probablement difficile & utiliser en pra-
tique sur des observations réelles, comme on le verra au chapitre XIII. Sa justification analytique est en
outre particuliérement ardue et parfois contre-intuitive. Les centroides de vitesse modifés de Lazarian
et Esquivel [Lazarian & Esquivel, 2003] sont une tentative récente et prometteuse de réduire l'influence
des fluctuations de densité dans les propriétés statistiques des centroides, bien qu’on puisse leur repro-
cher de n’étre définis, semble-t-il, qu’au travers de leur fonction de structure d’ordre deux. Un dernier
exemple de méthode de récupération des statistiques de vitesse est I’analyse en composantes principales
(PCA), qui étudie directement les cubes de données T1,(X ,u) et les décompose sur une base orthogonale
afin d’en déduire les propriétés du champ de vitesse & chaque échelle. Elle a été calibrée numériquement
par [Brunt et al., 2003] sur des simulations de champs browniens fractionnaires.

X.1.b Les objectifs

Curieusement, il n’existe cependant aucune approche directe du probléme, consistant & prendre les cartes
bidimensionnelles telles qu’elles se présentent, et & calculer leurs propriétés statistiques a I’aide d’un outil
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suffisamment simple pour pouvoir étre manipulable, mais suffisamment puissant pour étre d’usage courant.
Il apparait en effet naturel de penser que les propriétés structurelles des champs de vitesse et de densité
doivent, d’'une maniére ou d’une autre, apparaitre dans les mesures statistiques effectuées sur les cartes
W, étant données les relations (41). C’est précisément 'objectif premier de ce chapitre que de montrer,
dans le cadre d’un modéle extrémement simple de nuage interstellaire turbulent, qu’il est effectivement
possible de relier les propriétés statistiques des centroides de vitesse C' = W7 & celles des champs de densité
et de vitesse, et de calculer explicitement cette relation moyennant certaines hypothéses raisonnables.

Le deuxiéme objectif de ce chapitre est de mieux comprendre ce que représente la normalisation des
centroides de vitesse [Miinch, 1958, Dickman & Kleiner, 1985]. En effet, comme on ’a déja fait remarquer,
étant donnée ’expression (42) du centroide C, il apparait que les fluctuations de densité pourraient affecter
I’estimation des statistiques de la vitesse & partir de cette carte. Pour pallier cette difficulté, il est d’usage
d’utiliser le centroide normalisé Cy, qu’on définit simplement par le rapport C/I, ou I est I'intensité donnée
par ’équation (42). Cette méthode est habituellement et empiriquement justifiée par '’hypothése selon
laquelle les fluctuations de densité dans C' sont également présentes dans I, de sorte qu’elles doivent d’une
certaine fagon dispara”tre dans Cy. Dans le cas simplifié ot les seules fluctuations de densité présentes sont
transverses a la ligne de visée, ce raisonnement est clairement correct, et la normalisation permet alors de
s’affranchir véritablement des fluctuations de densité. Cependant, I’hypothése d’isotropie interdit d’avoir
des fluctuations transverses sans fluctuations longitudinales, de sorte qu’il est nécessaire, sous peine de
devoir se contenter d’un cas trivial!, de prendre en compte ces fluctuations longitudinales de densité, et
d’étudier analytiquement leur influence sur les centroides de vitesse, dans le cadre du modéle simple que
I’on va maintenant présenter.

X.2 Le modéle de couche turbulente infinie transversalement

X.2.a Aspects géométriques

On rappelle qu’un point de ’espace 4 trois dimensions est repéré par sa position & par rapport & une origine
O qu’on précisera dans la suite, et que la projection de « sur le plan du ciel est un vecteur bidimensionnel
X. La séparation tridimensionnelle entre les points x; et s est notée r = x5 — o1 et elle donne lieu &
une séparation apparente R = X o — X entre les lignes de visée correspondantes X et X 4. Il convient
d’insister sur le fait qu’on ne considérera que des échelles assez petites sur le plan du ciel pour que les
lignes de visées considérées puissent toutes étre supposées paralléles.

Dans tout ce qui suit, le modéle étudié est une couche de gaz comprise entre deux plans paralléles, de
largeur D, perpendiculaire & la ligne de visée et dont les extensions transverses en x et en y sont infinies.
Remarquons que ceci ne contredit pas ’hypothése du parallélisme des lignes de visée, dés lors que seule
une petite fraction de la couche est observée, qu’on suppose représentative des conditions générales du
nuage. L’origine O est placée par convention au milieu de la tranche (voir figure X.1), ce qui implique que
le gaz se situe nécessairement entre les cotes z = —D/2 et z = D /2.

X.2.b Propriétés de la densité

Au sein de la couche, la densité volumique moyenne globale du gaz est notée pg. On désignera par v la
composante longitudinale de la vitesse v du gaz par rapport & ’observateur, et la valeur moyenne de cette
composante sera notée vg. Les moyennes pg et vy sont nécessairement indépendantes de la ligne de visée,
puisqu’elles sont calculées sur ’ensemble de la couche. On fera également I’hypothése que les fluctuations
de densité le long de la ligne de visée sont petites par rapport & la valeur moyenne pg. Plus précisément,
on supposera que I’écart-type o, du champ de densité est petit devant po.

X.2.c Propriétés de I'écoulement

En ce qui concerne les propriétés de I’écoulement turbulent, on se placera dans le cas le plus général en
supposant que vg n’est pas nul, le cas vg = 0 n’étant spécial que dans le sens ou le calcul requiert une
méthode trés légérement modifiée. De fait, comme on le verra & la section X.7, le résultat obtenu dans ce

1 Celui d’une densité uniforme dans tout ’espace.
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cas particulier peut parfaitement se retrouver en posant vy = 0 dans la formule générale?. On supposera
qu’il n’existe pas de vitesse systématique transverse, de sorte que la vitesse moyenne des particules fluides
dans la couche turbulente est égale & (v) = vou,. Ainsi, le champ de vitesse dans le référentiel du nuage,
qui est le champ pertinent du probléme, est dv = v — vou,. L’écoulement sera supposé homogéne et
isotrope, ce qui doit étre pris au sens fort explicité par Monin et Yaglom [Monin & Yaglom, 1975], selon
lequel les hypothéses d’homogénéité et d’isotropie doivent s’appliquer non seulement aux champs p et dv,
mais également au champ quadridimensionnel défini par (p, dv). Cette hypothése se révelera utile dans les
sections X.5 et X.6.

En dehors de la couche, la densité et la vitesse sont supposées nulles. On rappelle en outre que ’obser-
vation est faite dans une transition optiquement mince, que la fréquence est suffisamment basse pour que
I’approximation de Rayleigh-Jeans soit valable, qu’au sein de la couche régnent des conditions d’excitation
uniformes, et enfin qu’il n’existe pas de fond de radiation illuminant ’arriére de la couche turbulente.

Ya Py

/ po

—O—— \ —— v, —-D/2 0 D/2

\ [ .

—D/2 6 D/2

N/

F1G. X.1 — Représentation schématique de la couche turbulente (4 gauche) et de I’évolution des champs de
densité (en haut a droite) et de vitesse longitudinale (en bas & droite) le long d’une ligne de visée traversant
la couche turbulente. La couche est supposée infinie dans les directions x ety et est limitée en z au segment
Ip =[-D/2,D/2]. Les valeurs moyennes pg et vy sont prises sur l’ensemble de la couche tubulente.

X.3 Statistiques des cartes d’'intensité et de centroide

X.3.a Utilisation de la fonction d’autocorrélation

Comme on ’a déja suggéré, pour déterminer comment les propriétés statistiques des cartes W,, dépendent
de celles des champs tridimensionnels de densité et de vitesse, la méthode qu’on va employer consiste &
leur appliquer directement un outil statistique et & tenter de faire ainsi apparaitre, dans les expressions
obtenues, des quantités statistiques ayant trait aux champs sous-jacents. De toute évidence, le moment
d’ordre zéro Wy = I permet uniquement de déduire des informations sur le champ de densité, puisqu’il
est proportionnel & la densité de colonne N, d’aprés I’équation (42). Le moment d’ordre un ou centroide
non normalisé W; = C' est la premiére quantité appropriée & la description du champ de vitesse, comme
on peut le voir sur la méme équation.

Parmi les outils permettant de caractériser la statistique des cartes bidimensionnelles, on va ici utiliser
la fonction d’autocorrélation [Kleiner & Dickman, 1984] (voir le chapitre V), qui donne, on le rappelle, le
degré moyen de corrélation entre les valeurs d’un champ pris en des points séparés sur le plan du ciel par

2Ce qui n’est pas pour nous suprendre, étant donné que la vitesse vo peut étre annulée artificiellement par un changement
de Dorigine des vitesses, ce qui retire toute singularité au cas vg = 0. Il faut cependant noter qu’on n’a pas accés 4 vg, donc
il n’est pas inutile de garder une vitesse moyenne non nulle dans les calculs qui suivent.
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un vecteur fixe R. Nous considérerons bien évidemment dans la suite les fonctions d’autocorrélation des
cartes de 'intensité et des deux types de centroides, notées respectivement Ar(R), Ac(R) et Ac,(R), et
nous allons les calculer en fonction de mesures statistiques sur les champs tridimensionnels.

X.3.b Ecriture de I, C et C; en termes de fluctuations intégrées

Dans ce but, on commence par séparer la moyenne et les fluctuations de la densité et de la vitesse longi-
tudinale, soit p = pg + dp et v = vy + v, ce qui permet de réécrire la carte d’intensité selon

1 [ép(X

I(X)= /ap(X, z)dz = apoD [1 4y, ] avec Yox = /Mdz (44)

i i Po

De la méme fagon, on peut mettre la carte des centroides non normalisés sous la forme suivante,

C(X) = [ap(X,2)0(X, 2)dz = apuonD [1+ s + Yo + Uyox] (45)
Ip

ou sont introduits deux nouveaux termes de fluctuations intégrées, & savoir

1 févu(X,2) 1 [ip(X,z)6v(X,2)
Youx = D/ o dz et ypux = D/ ) dz.
ID ID

Vo

Le centroide normalisé Cj est alors donné simplement par le rapport

1+ Yox + Yox + Ypv
2.3 x pUxX 46
Co(X) = =0 T+ ypn (46)

Cette derniére expression permet de clarifier 'utilité de 'hypothése des petites fluctuations de densité.

X.3.c Hypothése des petites fluctuations de densité

En effet, on peut d’ores et déja soupconner que les mesures statistiques tridimensionnelles qui vont ap-
paraitre dans les expressions des fonctions d’autocorrélation des cartes de I'intensité et du centroide non
normalisé seront des fonctions de corrélation entre les champs de densité p et de vitesse dv, de la forme
E{p(z1)...p(x,)ov(z})...0v(x,,)}. Pour qu’on puisse espérer faire ressortir le méme genre de fonction
lors du calcul de la fonction d’autocorrélation de la carte des centroides normalisés, il est alors nécessaire
de pouvoir linéariser I’équation (46). Il nous faut par conséquent supposer que |y, | < 1, de sorte que le
dénominateur de (46) puisse étre développé sous la forme d’une série entiére convergente, dont 'expression
est alors donnée par

1

- =1- N - n, 47
. Yox + Uix > (~Ypx) (47)

n>0

Une telle condition est évidemment remplie si les fluctuations locales de densité sont elles-mémes petites,
dans le sens décrit dans la section X.2, c’est-a-dire si ’écart-type o, du champ de densité est plus petit
que la densité moyenne py, puisqu’on a

L’obtention de cette inégalité appelle une remarque : I’identification de la moyenne du carré des fluctuations
de densité le long de la ligne de visée & la variance 05 du champ de densité pris dans son ensemble n’est
pas évidente a priori, mais étant données les hypothéses d’homogénéité et d’isotropie, une ligne de visée
quelconque doit représenter le champ complet, de sorte que les fluctuations de densité le long de cette ligne
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de visée doivent étre du méme ordre de grandeur que les fluctuations du champ tridimensionnel®. D’autre
part, bien que ’hypothése plus forte o, < po ne soit pas strictement nécessaire a la linéarisation mentionnée
ci-dessus, elle est utile dans le développement des fonctions d’autocorrélation car les fluctuations intégrées
Ypux sont alors du méme ordre en densité que y,y,

1 (5p>2 1 /((51})2 Op Oy
ol < 1= [(22)ar | L [(2) qpn 2220
Yoo D/(Po D Vo Po Vo

ID ID

ou 'on a utilisé 'inégalité de Cauchy-Schwarz et introduit ’écart-type o, de la composante longitudinale
de la vitesse?. Ceci nous permet de développer les cartes de Iintensité intégrée I et des centroides C
et Cp, et par suite leurs fonctions d’autocorrélation, en puissances de o,/po. Il faut garder en téte que
le développement (47) n’est bien entendu pas nécessairement valable pour des données réelles, mais on
I’utilise ici comme une premiére étape vers la compréhension des effets des fluctuations de densité sur les
centroides de vitesse normalisés.

X.4 Fonction d’autocorrélation de l'intensité

X.4.a Expression générale et remarque sur les moyennes

A partir de I’expression (44) de la carte d’intensité, on obtient sans difficulté sa fonction d’autocorrélation
Ay, dont on voit qu’elle contient des termes d’ordre au plus deux en fluctuations de densité,

Ar(R) = E{I(X)I(X + R)} = (apoD)? [1 + (Ypx ) + (Ypxsn) + (YoxYpxsn)] - (48)

Cette écriture introduit les moyennes prises sur la position X dans le plan du ciel, qu’on notera, dans
tout ce chapitre, sous la forme (...). Notons qu’on a ainsi fait appel a ’hypothése ergodique. Or, comme
ces moyennes portent sur des quantités intégrées sur z, on peut les interpréter comme des moyennes sur
P’ensemble de la couche turbulente. Pour le voir, considérons un champ tridimensionnel f(z). On définit
naturellement sa carte intégrée F'(X) par

1
F(X)= D /f(X, z)dz, par analogie avec les termes ¥,y, Yux €t Ypux - (49)
Ip

Prenant la moyenne de cette carte sur le plan du ciel, qu’on écrit explicitement en se donnant une surface
S de ce plan, on montre qu’elle s’interpréte comme une moyenne de f sur le volume DS,

(F(X)) = %//F(X)dX - DLS ///f(w)da:.

Faisant I’hypothése d’ergodicité, elle peut également étre identifiée a la moyenne d’ensemble E{ f(x)} pour
n’importe quelle position  au sein de ’écoulement.

X.4.b Calcul des différents termes

Cette propriété peut étre directement mise & profit dans le calcul de la fonction d’autocorrélation de la
carte d’intensité, puisqu’elle permet d’écrire le terme d’ordre un <ypx> sous la forme

1
(Ypx ) = p—OE{ép(a:)} =0 puisque, par définition, la moyenne des fluctuations est nulle.

3En reéalité, écart-type 0px des fluctuations le long de la ligne de visée X est nécessairement calculé sur une échelle plus
petite que celle utilisée pour calculer o,, de sorte qu’on a en fait 0y < 0p, ce qui justifie a fortiori la pertinence de notre
hypothése pour effectuer le développement (47).

411 est important de faire remarquer qu’aucune hypothése n’est faite quant & I’importance des fluctuations en vitesse,
c’est-a-dire sur la valeur de o, de sorte que le fait de les rapporter & une échelle égale & la vitesse moyenne vg n’est rien
d’autre qu’un moyen élégant de symétriser les expressions. Je suis conscient, cependant, que la vitesse du son serait une
échelle de vitesse plus significative physiquement, et elle sera utilisée comme telle lorsque la vitesse moyenne sera supposée
nulle (voir la section X.7).
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L’hypothése d’homogénéité permet alors de conclure que <y,,x +R> = 0 de la méme fagon. En effet, la
démonstration précédente reste valable, & ceci prés que la surface dans le plan du ciel sur laquelle on
effectue la moyenne est une translatée S’ de S. On en déduit donc que, dans I'expression (48), les termes
d’ordre un sont tous deux nuls. Quant au terme d’ordre deux, il s’écrit sous la forme d’une intégrale double
sur le domaine carré IJ% =Ip x Ip de R?,

1
<ypxypx+R> = —p2D2 <[/6p(X,z1)6p(X +R, ZQ)dZ]_dz2> . (50)
0
2

Iy

1l est logique de chercher dés lors & écrire la moyenne sur X apparaissant dans cette expression sous la
forme d’une moyenne d’ensemble caractéristique de 1’écoulement turbulent, comme on l’a fait plus haut
pour les termes d’ordre un. Dans cette optique, on note tout d’abord que la propriété de linéarité de la
moyenne permet de la placer sous le signe d’intégration, de sorte que

1
oxtionn) = =257 [ 00X, 2)00(X + Ry22)) dind,
0
5

Les cotes z1 et z2 étant fixées, la moyenne (dp(X, 21)0p(X + R, z2)) sur la position X dans le plan du
ciel représente la valeur moyenne de la corrélation entre les fluctuations de densité prises en deux points
1 et o dont la séparation r = R + (22 — 21)u, est fixée, le point x; étant astreint & se déplacer dans
un plan donné, défini par z = z;, paralléle aux faces de la couche turbulente. Etant donné les hypothéses
d’homogénéité, d’isotropie et d’ergodicité, il est clair que cette quantité doit étre identifée a la corrélation
moyenne des fluctuations de densité prises en deux points dont la séparation est égale a r, quels que
soient ces deux points, puisque le plan z = 2; est alors représentatif de ’ensemble de I’écoulement. En
introduisant la fonction d’autocorrélation B, , des fluctuations de densité®,

B, ,(r) = E{ép(x)dp(x + )} pour toute paire de points (x,x + r) dans la couche turbulente,

nous pouvons alors écrire le terme en question sous la forme

1
<ypxypx+R> = 2—_D2 //Bp’p(mg — ml)dzldzz, (51)
Po &
D

ot 'on a évidemment utilisé les vecteurs tridimensionnels 21 = (X,21) et 2 = (X + R, 22). Pour des
raisons de concision des écritures, on introduit une quantité M, ,(R), définie par I'intégrale double

1 1
M, ,(R) = H //Bp,p(R + (22 — 21)u;)dz1dze  de sorte que  (YpuYpxin) = %Mp,p(R). (52)

I3

La forme de M, ,(R) montre qu’il faut I’interpréter comme une moyenne de B, ,(r) prise sur toutes les
paires de points dont la séparation tridimensionnelle r se projette selon le vecteur donné R sur le plan du
ciel (voir la figure X.2).

Finalement, la combinaison des différents termes présents dans l’expression générale (48) de la fonction
d’autocorrélation de l'intensité permet d’écrire celle-ci sous la forme

Ar(R) = (aD)* [p5 + M, ,(R)] |, (53)

qu’on exploitera plus tard en comparaison avec les fonctions d’autocorrélation des centroides de vitesse.

50n la note Byp,p plutdt que As, pour des raisons de commodité, certaines des fonctions de corrélation qu’on écrira plus
tard étant trop lourdes pour notre notation habituelle.
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F1G. X.2 — Interprétation de la moyenne M, , de l’équation (52). La couche turbulente est vue de face
(a droite) et de profil (4 gauche). La valeur de M, , pour une séparation R dans le plan du ciel est la
moyenne de la fonction d’autocorrélation des fluctuations de densité, B, ,, sur toutes les paires de points
dont la séparation projetée est précisément R. La figure de gauche montre justement trois telles paires de
points.

X.5 Fonction d’autocorrélation des centroides de vitesse non normalisés

X.5.a Expression générale

La méme méthode générale s’applique lorsqu’on considére les centroides de vitesse non normalisés. Le
développement de I’équation (45) inclut des termes d’ordre zéro et un en fluctuations de densité. Par
conséquent, la fonction d’autocorrélation A contient des termes d’ordre au plus deux,

2
AC(R) = (O‘/’/)OUO-D)2 <[1 + Yvx + Yox + yﬂvx] [1 + Yvxir + Yox+r + yPUx+R]> = (Oépg’l}o_D)Q Z <an> )

n=0

ol a, est un terme d’ordre n en fluctuations de densité. La forme explicite de ces coefficients est

ap =1+ Yox T Yvx+r + Yvx Yvx+r>
a1 = Yox T Ypxirn T YoxYvxirn T YoxYoxirn T Ypovx T Ypuxin T YpoxYvxir T YpvxirYoxs (54)
a2 = Yox Ypxirn T YpvxYpxirn T YovxirYox T YpoxYpvxir-

La linéarité du processus de moyennage sur le plan du ciel implique alors que nous allons devoir calculer les
expressions de termes de deux sortes, avec d’une part des moyennes de fluctuations intégrées de la forme
(yrx ), et d’autre part des corrélations & deux points du type (yaxYuxsr)> Ol l'on a écrit A et p pour
représenter indifféremment 1'une des trois possibilités p, v ou pv. En raison de ’hypothése d’homogénéité,
les termes du type <y>\x +R> sont évidemment égaux aux termes (yxx> correspondants, comme on ’a fait
remarquer plus haut & propos de la moyenne des fluctuations de densité intégrées.

X.5.b Calcul du terme d’ordre zéro

Appliquant ’hypothése d’homogénéité, la contribution d’ordre zéro s’écrit d’abord sous la forme

(ao) =1+ 2 (yox ) + (YoxYvxsn) €0 rappelant que  (Yox,n) = (Yox ) -

La moyenne sur le plan du ciel des fluctuations intégrées de vitesse longitudinale se comporte de la méme
facon que celle portant sur les fluctuations de densité. Elle est donc nulle. Quant au terme de corrélation
<yvxyvx +R>, il peut étre relié a la fonction d’autocorrélation du champ de vitesse au sein de ’écoulement,
comme on ’a fait plus haut dans le cas de la densité,

1 1
(oxtion) = Mo (R) avec My (R)= - / / Byo(R + (22 — 2)u2)dzrds,
0

2
ID
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ol By ,(r) = E{év(x)dv(z + )} est la fonction d’autocorrélation des fluctuations de la composante de la
vitesse le long de la ligne de visée. Le terme d’ordre zéro de la fonction d’autocorrélation du centroide non
normalisé est donc

1
ag) =14+ =M, ,(R), expression & rapprocher de la fonction d’autocorrélation de l'intensité.
U2 s ) p

0

X.5.c Calcul du terme d’ordre un

Passant au terme d’ordre un, et appliquant d’une part I’hypothése d’homogénéité et d’autre part les
résultats déja connus sur les moyennes des fluctuations de densité intégrées, on a

<a1> = <ypxyvx+R> + <yvxypx+n> +2 <ypvx> + <ypvxyvx+n> + <ypvx+Ryvx> .

La méthode employée dans les paragraphes précédents reste parfaitement applicable ici. Chaque terme de
cette équation peut en effet étre relié & des fonctions de corrélation des champs de fluctuations dp et dv,
en commengant par

1

<ypxyvx+n> = W

//(5p(X,z1)5v(X + R, 23))dz1dz2o,
I3

qu’on peut réécrire en introduisant la fonction de corrélation mixte des deux champs de fluctuations définie
par B, ,(r) = E{ép(x)év(x + r)}. De fagon tout a fait analogue aux cas déja traités, on a alors

1

1
L M,u(R) avee My (R)= o // Byo(R+ (2 — 21 )us)dzdzs.
12

<ypx Yvx+r > = Povo

Considérons le terme suivant, & savoir <yvxy,,x +R>. L’hypothése d’homogénéité permet de décaler les
arguments d’une quantité — R de sorte qu’on a I’égalité

1
<yvxypx+R> = <ypxyvx_n> = —Mp,v(_R)

Povo
en appliquant simplement la formule qui vient d’étre établie pour (y,,x Yux +R>. Naturellement, on regroupe
ces deux termes, de facon & obtenir la combinaison suivante®
1 2
<y’nyPx+R> + <ypxyvx+n> = [Mp,v (R) + M ,U(_R)] = —M/S,sg (R) (55)
PoVo Povo
On verra plus bas qu'il est en fait possible d’aller plus loin et de montrer que ces termes s’annulent.
Le terme suivant (y,,, ) peut s’écrire en utilisant la méme fonction de corrélation B, ,, puisque

1 1 1
0p(X,2)0v(X,2))dz = /BUOdz:—BUO.
poUODI/ 090, 006, N = 0 [ Bl = 28,0

<yﬂvx> =

De la méme maniére, on peut calculer la combinaison des deux derniers termes de {(a1), et on montre sans
aucune difficulté qu’elle est donnée par une expression analogue & (55),

2 1
<yfwxva+R> + <vaX+Rva> = 2 Mtgz),v (R) avec Mpy,o(R) = D2 //BPU’U (B (2 - 21 )us)dzndz,
IZ

PoVy
D
ot 'on a introduit la fonction de corrélation & deux points B, ,(r) = E{dp(x)dv(z)dv(x + 7)}. On verra
plus loin que cette expression peut se simplifier quelque peu. En attendant, la contribution d’ordre un &
la fonction d’autocorrélation du centroide non normalisé prend la forme

(a1) = iM(s)(R) + LBM(O) + 2

M) (R). 56
pove 7 Povo Povd (B) (56)

pUU

8La notation (s) représente la partie symétrique d’une fonction donnée, définie par f(5)(z) = [f(z) + f(—z)] /2
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X.5.d Calcul du terme d’ordre deux

Le calcul de la contribution d’ordre deux en fluctuations de densité (a2) ne pose pas de difficulté particuliére,
et il peut se faire d’une maniére en tous points semblable & ce qui a été fait jusqu’a présent. Tout d’abord,
I’'un des termes qui la constituent a déja été calculé, puisqu’on a vu que

1
<ypxypx+n> = %Mp,p(R)-

Les deux termes suivants dans ’expression de {(a2), & savoir <ypvxypx +R> et <y,wx +Rypx> sont regroupés
de sorte que leur combinaison fasse apparaitre la partie symétrique d’une fonction de corrélation,

2 1
<ypuxypx+n> + <ypvx+Rypx> = /ﬁ—UOM‘E”)”’(R) avec Mpv,p(R) = ﬁ //pr’p(R + (22 - Zl)uz)d21d22
0
I2

ou l'on a introduit la fonction de corrélation B, ,(r) = E{dp(x)dv(x)dp(x + )}. Enfin, le dernier terme
est donné par une expression analogue,

1 1
(YpoxYpvxsn) = WMM,W(R) avec M,y n(R) = b //B,w,,,v(R + (22 — z1)u,)dz1dzs,
12

D

ol By, pu (1) = E{dp(x)dv(z)dp(z + r)év(x + )} est également une fonction de corrélation & deux points
caractérisant I’écoulement. On a ainsi une expression de la contribution d’ordre deux 4 la fonction d’auto-
corrélation des cartes de centroides de vitesse non normalisés,

1 2 1
az) = M, ,(R) + —M?) (R) + —— M,y »u(R).
( 2) pg p,p( ) ngO pv,p( ) p(z)vg pU,p

X.5.e Utilisation des hypothéses d’homogénéité et d’isotropie

Les hypothéses d’homogénéité et d’isotropie au sens fort de [Monin & Yaglom, 1975] permettent d’aller
plus loin. Comme on I’a dit en présentant le modéle, cela suppose que le champ quadridimensionnel (p, §v),
composeé de la densité p et de la vitesse vectorielle dv dans le référentiel barycentrique du nuage, est alors
homoggéne et isotrope. La fonction de corrélation de p et de dv étant évidemment une quantité vectorielle,
I’hypothése d’isotropie lui impose d’étre paralléle & la séparation r entre les points ou sont mesurées
respectivement la fluctuation de densité et la fluctuation de vitesse. Elle doit donc étre de la forme

E{p(z)dv(x + r)} = f(r)r ou f est une fonction de la séparation scalaire r = |r|. (57)
En projetant cette relation sur la ligne de visée u,, on a alors
E{p(z)dv(z +r)}.u, = E{op(z)dv(z +r)}.u. = E{dp(x)dv(x + 1)} = B, ,(r) = f(r)r.u.,

en utilisant le fait que la vitesse moyenne E{dv(x)} est nulle dans la couche turbulente, par définition.
L’impact de cette forme trés particuliére sur I'expression (55) est évident. En explicitant celle-ci’,

1

<yvxypx+n> + <ypxyvx+n> = W

//[Bp,v(R + (22 — 21)u;) + B,y o (—R + (21 — 22)u)] dz1d2s,
IZ

on voit que la quantité intégrée est en fait proportionnelle & la partie symétrique de B, . Or, la forme (57)
montre que celle-ci est nulle, puisque B, ,(—r) = —f(r)r.u, = —B, (). Il S’ensuit que la combinaison
des deux termes dans I’équation (55) est également nulle. On peut d’ailleurs exprimer ce résultat en disant
simplement que I’antisymétrie de B, , se transmet & M, ,. On peut donc éliminer le terme correspondant
de l'expression de (a1). D’autre part, I’antisymétrie de B, , implique également que B, ,(0) = 0, ce qui

"Remarquons qu’on échange, dans 1’un des termes, les noms des variables d’intégration, ce qui n’est pas génant, étant
donné qu’elles jouent des roles parfaitement symétriques.
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permet de simplifier encore ’équation (56). Quant au dernier terme d’ordre un apparaissant dans cette
méme équation (56), il appelle également une remarque. D’aprés [Monin & Yaglom, 1975], la fonction de
corrélation B, , est de la forme

2
r.u

Boyw(r) = g(r)( ;) + h(r), ou g et h sont des fonctions de la séparation scalaire r.
T

Cette forme trouve son origine dans le fait que E{dp(z)dv;(x)dv;(x + r)}, ol i et j représentent l'une
quelconque des coordonnées z, y ou z, est un tenseur de rang deux supposé homogéne et isotrope. Il
s’ensuit que B, est symétrique et qu’il en va donc de méme de M, ., de sorte que le terme d’ordre un,
dans le cadre de ces hypothéses, se réduit &

2
=—_M,,.(R).
(01) = =5 My (R)

Passant au terme d’ordre deux, et toujours d’aprés [Monin & Yaglom, 1975|, B,,, , posséde la méme pro-
priété d’antisymétrie déja remarquée en ce qui concerne B, , et nous pouvons donc en conclure que la partie
symétrique de M, , est nulle, de sorte qu’en combinant tous ces résultats, la fonction d’autocorrélation
A des centroides de vitesse non normalisés a pour expression finale

Ac(R) = (aD)? [P(Z)Ug + poMy o (R) + 2p0Mpy o (R) + v M, 5 (R) + Mpy po (R)] . (58)

Remarquons que la troncature de cette expression & ’ordre zéro est similaire & la forme calculée pour
la fonction d’autocorrélation de I’intensité, puisqu’on a alors Ac(R) ~ (aDpo)? [v§ + My,o(R)]. Cette
similitude n’est pas surprenante, comme on en discutera & la section X.8.

X.6 Fonction d’autocorrélation des centroides de vitesse normalisés

X.6.a Expression générale

Il n’y a pas de modification majeure de la méthode lorsqu’on considére les centroides de vitesse normalisés.
Les contributions de chaque ordre peuvent étre calculées aussi aisément que dans le cas des centroides de
vitesse non normalisés, la différence principale se situant au niveau du fait qu’étant donné le développe-
ment (47), Ag, est théoriquement une série infinie dont ’expression est

2

A, (R) = v} Z z (anbm) o0 by =(-1)" Z Yox Ypxan>
p=0

m2>2 n=0

les coefficients a,, étant donnés par les relations (54). Le terme générique {a,b,,) de ce développement est
évidemment d’ordre n + m en fluctuations de densité. Il se pose alors la question de savoir ol tronquer
ce développement. Sachant que ’'un des objectifs de ce chapitre est d’estimer analytiquement les effets
de la normalisation des centroides, et étant donné que ’ordre le plus élevé apparaissant dans la fonction
d’autocorrélation A¢ est l'ordre deux, il semble raisonnable de ne considérer que les termes d’ordre au
plus deux dans le développement de Ac,. Cependant, on peut également remarquer que les fluctuations
de densité se font déja sentir 4 Pordre un dans Ac(R), de sorte que la premiére étape de I’évaluation des
effets de la normalisation peut se faire en limitant le développement & l’ordre un,

ACO (R) = 1}3 (So + Sl) avec S() = <aob0) et 51 = (aob1> + (albo) .

X.6.b Calcul des différents termes

Le terme d’ordre zéro a déja été calculé plus haut. En effet, il se résume de fagon évidente &

1
So = (agbo) = {ag) =1+ v_2Mv,'u(R)-
0
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Le calcul du terme d’ordre un, S; = (aghi) + {a1bo), est plus ardu. Etant données les expressions de aq,
a1, et by, on obtient tout d’abord un développement assez long comprenant au total seize termes. Certains
s’annulent de maniére évidente, et d’autres sont égaux du fait de 'hypothése d’homogénéité. Finalement,
on obtient une expression ne contenant plus que six termes,

Sl =2 <ypvx> -2 <ypxyvx> + <ypvxyvx+n> + <yvxypvx+n> - <yvxyvx+nypx+n> - <yvx+nyvxypx> .

Le premier terme est nul, comme on I’a vu & la section X.5.e. Passant au deuxiéme terme, on voit, en
utilisant le calcul de la section X.5.c, qu’il se met sous la forme

1
<ypxyvx> = MMP’U(O) =0,

d’aprés ’antisymétrie de B, ,, qui entraine, on ’a déja noté, celle de M, ,, et donc la nullité de cette
derniére fonction en R = 0. La combinaison des troisiéme et quatriéme termes a été calculée au X.5.c,

2

—M R
pOU(Q) PUJJ( )a

<ypvxy’ux+n> + <yp’ux+nyvx> =
en utilisant la remarque faite au X.5.e concernant la symétrie de la fonction M, .. Les termes restants
se traitent de maniére analogue, mais comme ils sont tous deux constitués du produit de trois termes de
fluctuations intégrées, et non plus un ou deux, il est nécessaire d’introduire des fonctions de corrélation
plus élaborées. Prenant ’avant-dernier terme, on a ainsi

1
(YoxYoxrnYoxin) = W ///(JU(X,zl)év(X + R,25)0p(X + R, 23)) dz1d2odzs,
13

ot lintégration est évidemment effectuée sur le domaine cubique I3, = Ip x Ip x Ip. Les hypothéses
d’homogénéité et d’isotropie permettent de remplacer la moyenne apparaissant dans l'intégrande par une
fonction de corrélation & trois points, dépendant donc de deux séparations vectorielles 71 et 72, & savoir
By w,p(r1,72) = E{év(x)dv(x + r1)dp(x + 72)}. On a alors

1
<yvxyvx+nypx+n> = ) Mv,v,p(Ra R))
PoYy

ou la fonction My, ,(R, R) est une moyenne de B, ,, , sur I’ensemble des triplets de points dont les
séparations projetées sur le plan du ciel sont fixées, rappelant les idées utilisées plus haut,

1
Myy,(R,R) = s ///Bv,v,p(R + (22 — 21)u,, R+ (23 — 21)u;)dz1dzod2s.
13

On utilise d’ailleurs cette méme fonction pour écrire le dernier terme du développement de S, en utilisant
4 nouveau ’hypothése d’homogénéité pour décaler les arguments en bloc,

1
<yvx+nyvxypx> = <yvxyvx—Rypx—R> = WMv,v,p(_Ra _R)a
0

de sorte que la somme de ces deux derniers termes est proportionnelle & la partie symétrique de M, . ,,

1
M) (R,R) = 3 [My,,(R,R)+ M, ,,(—R,—R)].

v,0,p

Finalement, la fonction d’autocorrélation A, des centroides de vitesse normalisés a ’expression suivante,
lorsqu’on la limite aux contributions d’ordre au plus un en fluctuations de densité,

V,v,p

Aco(R) = v2 + M, ,(R) + p% [Mpv,,,(R) ~ M) (R, R)] . (59)

Il apparait donc que la normalisation des centroides de vitesse se traduit par une correction au premier
ordre, bien qu’elle ne permette pas nécessairement de se débarrasser entiérement des effets de la structure
en densité, comme on en discutera au X.8.
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X.7 Traitement du cas particulier d'une vitesse moyenne nulle

Lorsque la vitesse moyenne vg est nulle, la méthode utilisée dans les sections précédentes doit étre légére-
ment modifiée pour rester applicable, car les fluctuations de vitesse, qui sont dans ce cas égales aux vitesses,
ne peuvent &tre rapportées & vg. On peut cependant trouver une autre échelle de vitesse en considérant la
vitesse du son ¢z, que nous supposerons uniforme au sein de la couche turbulente. Le centroide de vitesse
non normalisé prend alors la forme

C(X) = / o [po +8p(X, )] 80(X, 2)dz = apocaD (4, + ¥y )
Ip

ot les termes de fluctuations intégrées modifiés y, et y;wx sont évidemment donnés par les expressions

= L [ = L [ )
Yox = D Cs dz et Y - D P dz.
Ip Ip

pUX Cs

Le calcul est alors identique au cas général, avec ¢, remplacant vy et les (a;) de ’équation (54) étant
remplacés par de nouveaux coefficients (a}) donnés par
[ | !

a0 = YoxYvxin>
al — ! ! + ! !

1 — ypvxyvx+R ypvx+Ryvx7

[N !
a2 - ypvxypvx+n_'
dont les moyennes sont facilement exprimées en utilisant les fonctions My, My, €t Mpy,py, cOMme on
I’a fait aux sections précédentes. La fonction d’autocorrélation des centroides de vitesse non normalisés

étant donnée ici par Ac(R) = (apocsD)? [(ah) + (a}) + (ab)], elle prend donc la forme

AC’(R) = (O‘D)2 [ngv,v(R) + 2p0Mpv,v (R) + Mpv,pv(R)] ,

ce qui est précisément ce qu’on déduirait de la formule générale en posant vg = 0. De méme, pour le
centroide normalisé, en se limitant aux termes d’ordre un en fluctuations de densité, comme c’était déja
le cas au X.6, on obtient la forme qu’on attendrait & partir de ’équation (59),

2
Acy(R) = Moo (R) + - [ My (R) = M(3) (R, R)

Le cas d’une vitesse moyenne nulle n’étant par conséquent fondamentalement pas différent du cas général,
on n’y reviendra pas dans ce chapitre.

X.8 Discussion des résultats

X.8.a A l'ordre zéro

Que nous apprennent les formes que ’on vient de calculer pour les fonctions d’autocorrélation des cartes
de l’intensité et des deux types de centroides de vitesse? Tout d’abord, et comme on s’y attendait, ces
mesures sur les cartes bidimensionnelles des observables I, C' et Cy peuvent s’exprimer en termes de
propriétés statistiques des champs tridimensionnels sous-jacents, & savoir les champs de densité et de
vitesse. Plus précisément, il n’est pas surprenant que les fonctions d’autocorrélation Aj(R), Ac(R) et
Ac, (R) puissent s’écrire & ’aide des moyennes de fonctions de corrélation au sein du nuage, comme
indiqué sur la figure X.2, puisque toutes les paires de points dont la séparation sur le plan du ciel est R
doivent contribuer aux mesures statistiques bidimensionnelles & ’espacement R.

Concernant la forme exacte des expressions des fonctions d’autocorrélation des centroides de vitesse, cal-
culées plus haut, il semble raisonnable de considérer leurs troncatures aux différents ordres en fluctuations
de densité. Ainsi, on voit qu’a ’ordre zéro, les développements de ces fonctions sont

Ac(R) ~ (aDpy)? [v§ + My, (R)] et  Ag,(R) ~ v + M, ,(R),
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ce qui les rend trés similaires & I’expression compléte de la fonction d’autocorrélation de la carte d’intensité,
donnée par ’équation (53). L’identité de ces formes était en fait attendue, puisque les termes d’ordre zéro
dans les fonctions d’autocorrélation des centroides de vitesse sont les limites obtenues lorsque la densité
est uniforme. Dans ce cas, les centroides sont simplement des intégrales de v, de méme que l'intensité
est une simple intégrale de p. On peut donc en particulier prédire que lorsque les conditions du modéle
sont, remplies, et que les fluctuations de densité sont assez faibles, les cartes de centroides présentent un
indice spectral égal & celui du champ de vitesse tridimensionnel, de méme que l’indice spectral de la carte
d’intensité intégrée est égal a celui du champ de densité, en se plagant & des échelles transverses petites
devant la profondeur du nuage. On reviendra abondamment sur ce point dans les chapitres Xl et XII.

X.8.b A l'ordre un

Les effets de la normalisation des centroides de vitesse ne sont évidemment pas visibles & ordre zéro,
puisque la contribution des fluctuations de densité est nulle & cet ordre. Il faut donc, pour estimer ces
effets, considérer les expressions des fonctions d’autocorrélation des centroides & l’ordre un. En ce qui
concerne le centroide non normalisé, on obtient celle-ci en tronquant I’équation (58),

Ac(R) =~ (aDpo’ [ My (R) + 3M,,,,,vuz)] |
Po

L’expression & ’ordre un de la fonction d’autocorrélation du centroide normalisé étant donnée par ’équa-
tion (59), qu’on réécrit ici pour permettre une comparaison plus aisée,

2
Acy(R) ~ v2 + M, o(R) + — [M,,v,,,(R) - M) (R, R)] :
0

On voit que la normalisation a pour effet de premier ordre de soustraire le terme Méfg,p(R, R) ala
fonction d’autocorrélation de la carte des centroides de vitesse. Cependant, le terme résultant n’est pas
nécessairement nul, et la normalisation n’enléve en fait pas complétement la contribution de premier ordre
des fluctuations de densité. Sans plus d’informations sur ’écoulement, c’est-a-dire sans hypothése relative
aux formes des fonctions de corrélation B, ,,,, et By, On est en fait bien en peine de confirmer I’hypothése
empirique selon laquelle la normalisation élimine I'influence des fluctuations de densité dans les centroides
de vitesse. Il est méme possible a priori que la normalisation augmente au contraire la contribution d’ordre
un de ces fluctuations.

X.8.c Les centroides de vitesse modifiés

Cette derniére remarque pointe un défaut potentiel des centroides normalisés utilisés comme moyen de
retrouver les propriétés statistiques du champ de vitesse & partir des données observationnelles. De tels
défauts ont déja été remarqueés par [Lazarian & Esquivel, 2003], dans le cas de simulations de turbulence
magnétohydrodynamique hautement compressible, c’est-a-dire dans un cadre trés différent de celui que
nous avons considéré ici. Pour contourner cet obstacle, [Lazarian & Esquivel, 2003] ont introduit des cen-
troides de vitesse modifiés (MVC) C,,, définis par leur fonction de structure d’ordre deux S¢,,, avec

Sc,. (R) = Sc(R) — (v + o2 + o)S1(R), (60)

ou 'on rappelle que S¢ et Sy sont les fonctions de structure du centroide non normalisé et de I'intensité,
respectivement. Etant donnée la relation entre la fonction de structure S, et la fonction d’autocorrélation
Ac,, des centroides de vitesse modifiés, on peut écrire cette derniére comme

Ac, (R) = Ac(R) — (v3 + 02 + 04)Ar(R) + E,

E étant une constante dépendant des valeurs de Ag et A; & Pespacement zéro. Or, il n’existe pas de
terme d’ordre un dans Ay, ce qui implique que les fonctions d’autocorrélation des centroides modifiés et
non normalisés partagent la méme contribution d’ordre un. Comme dit précédemment, cependant, il n’est
pas encore clair que cette contribution soit effectivement plus importante que le terme d’ordre un dans la
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fonction d’autocorrélation des centroides normalisés. Pour rendre la comparaison entre les méthodes de
correction plus claire, on peut extraire une relation entre les fonctions d’autocorrélation de l’intensité et
des centroides®

(aDpo)* A¢, (R) = (aDpovo)* + Ac(R) — v Ar(R) — 2(aD)’po M) ,(R, R) + G(R), (61)
ol G(R) représente les termes d’ordre deux et plus en fluctuations de densité qui apparaissent dans le
calcul de Ac,. On en déduit une relation analogue entre les fonctions de structure de I, C et Cy,
(aDpo)*Scy(R) = So(R) — v3Si(R) - 4(aD)?po [ M) ,(0,0) - M) (R, B)| +2[G(0) - G(R)].

En comparant cette forme & 1’équation (60), on voit que les centroides modifiés soustraient une proportion
plus grande de la structure d’intensité, en enlevant ainsi des termes d’ordre deux, tandis que la normali-
sation procéde & une correction plus complexe, incluant tous les ordres en fluctuations de densité®. Une
véritable comparaison des mérites de chacune des deux méthodes (centroides modifiés et normalisés) re-
quiert des tests numériques, qui n’ont été faits par Lazarian & Esquivel [Lazarian & Esquivel, 2003] que
sur des simulations de turbulence MHD hautement compressible. Ce cas particulier dépasse le cadre de
notre étude, en raison d’une part des grandes fluctuations de densité, ce qui suggére que la condition du
développement en puissances dans le cas du centroide normalisé n’est pas remplie, et d’autre part parce que
la présence d’un champ magnétique brise I’isotropie. Ces deux limitations rendent la comparaison avec le
travail de [Lazarian & Esquivel, 2003| assez incertaine, bien qu’il soit raisonnable de penser que les termes
d’ordre élevé deviennent dominants. Ainsi, efficacité qu’ils prétent aux centroides de vitesse modifiés, par
rapport aux centroides normalisés, pourrait étre liée a la correction de deuxiéme ordre apportée par Sy,
qui est plus importante dans le cas des centroides modifiés.

8Cette relation est obtenue a partir des équations (53) et (58) ainsi que du développement de A, & l'ordre deux en
fluctuations de densité, non présenté ici.

9Y compris des ordres qui n’apparaissent pas dans le développement de A, ce qui n’implique pas nécessairement un
défaut de la normalisation, les ordres excédentaires pouvant éventuellement compléter les effets d’ordre un.
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|CHAPITRE XI|

Le cas des champs browniens fractionnaires

XI1.1 Introduction : I'exemple de I'intensité intégrée

On a évoqué, au début du chapitre précédent, I'existence d’un résultat portant sur les propriétés statistiques
de la carte d’intensité intégrée, dans le cas d’un milieu répondant aux hypothéses du chapitre IX, c’est-a-
dire, essentiellement, un milieu observé dans une transition optiquement mince pour laquelle les conditions
d’excitation sont uniformes. Plus précisément, on montre que, si les échelles transverses observées sont
plus petites que la profondeur du nuage, alors 'indice spectral 85 de la carte d’intensité intégrée est égal
3 celui, noté 3,, du champ de densité tridimensionnel.

On peut se faire une idée de ce résultat assez simplement en passant dans ’espace de Fourier. Précisons
tout d’abord que les notations utilisées dans le chapitre précédent sont toujours valables, c¢’est-a-dire qu’on
note x les positions tridimensionnelles et X celles projetées sur le plan du ciel, z désignant la position sur
la ligne de visée. Dans ’espace de Fourier, un vecteur d’onde est noté k, et ses composantes sont notées
(kg ky, k;) dans la base (e, ey, e;) duale de la base usuelle (ug, uy,u;) de I'espace réel. On notera enfin
K la projection de k sur le plan (e, ey).

La transformée de Fourier du champ de densité p(x) est donnée par

o) = [ [ [ a)em2da = a, (k) explivy (0] avec a,(k) = apalk] "2

ot ’on a introduit I’amplitude et la phase de la transformée, notées respectivement a, et ¢,, et oti I'on a
écrit que I’amplitude est donnée par une loi de puissance dont ’exposant est par définition relié & ’indice
spectral 8, du champ de densité. Effectuant une coupe de p dans le plan &k, = 0, on a

p(K,0) = / / / p(X,2)e " E-XqXdy = é / / I(X)e 2inK-Xqx = éf(K).

En d’autres termes, la transformée de Fourier de la carte d’intensité est proportionnelle 4 la coupe k, =0
dans la transformée de Fourier du champ de densité. Prenant le spectre de puissance de I,

Pi(K) = |I(K)]* = a®|p(K,0)]* = (ag,0)” |K| P,

on voit qu’effectivement l'indice spectral §; de la carte d’intensité intégrée est égal a celui du champ de
densité. Cependant, cette approche par ’espace de Fourier ne fait pas apparaitre la condition de validité
selon laquelle on doit se placer & des échelles transverses petites devant la profondeur du nuage, si ce n’est
d’une maniére assez indirecte'. Elle ne fournit pas non plus la relation existant entre les indices 3, et 81
lorsqu’au contraire les échelles transverses sont plus grandes que la profondeur du nuage. Ces questions,
nous semble-t-il, appellent plutot des réponses dans I’espace direct, fondées sur les mesures statistiques
calculées au chapitre X. C’est précisément ce que nous allons aborder maintenant.

X1.2 Utilisation de champs browniens fractionnaires représentant p et v

Xl.2.a Restriction aux premiers termes non triviaux

Dans I’espace réel, on a vu que la fonction d’autocorrélation de la carte d’intensité intégrée avait la forme
donnée par 1’équation (53). Le résultat explicité ci-dessus et portant sur les propriétés statistiques de cette

1En effet, la forme en loi de puissance du spectre de puissance du champ de densité ne peut rester valable aux trés petits
vecteurs d’onde, pour lesquels elle divergerait. La validité de cette loi, et donc du résultat obtenu est donc ainsi restreinte
aux grands vecteurs d’onde, et donc aux petites échelles.



tel-00008481, version 1 - 14 Feb 2005

136 X1.2: Utilisation de champs browniens fractionnaires représentant p et v

carte vis-a-vis de celles du champ de densité tridimensionnel doit a priori pouvoir étre retrouvé & partir de
cette forme. On pourra en déduire alors une relation similaire entre les cartes des centroides et le champ
de vitesse, puisqu’en se limitant & 'ordre le plus bas, les fonctions d’autocorrélation Ac et A, prennent
une forme similaire & Ay (voir la section X.8.a)

Ar(R) = (D)’ [p + M, ,(R)], Ac(R) =~ (aDpo)” [vg + Muo(R)] et Ag,(R) =~ vg + Muu(R).

Cette restriction aux premiers ordres non triviaux, en ce qui concerne les fonctions d’autocorrélation des
centroides, peut également se justifier en remarquant que le calcul explicite des formes complétes (58) et
(59) requiert la connaissance de nombreuses fonctions de corrélation tridimensionnelles apparaissant sous
forme intégrale. Comme il est possible qu’il soit trés difficile de construire un ensemble complet et cohérent
de telles fonctions avant de calculer analytiquement leurs moyennes, la restriction imposée ici permet de
se limiter au calcul des termes non triviaux les plus simples, puisque liés aux autocorrélations B, , et B, ,
des champs dp et Jv, pris séparément, indépendamment des corrélations possibles entre ces deux champs.
Ainsi, ces termes sont a priori calculables en se donnant les propriétés statistiques de la densité et de la
vitesse sans avoir & se préoccuper de l'interaction entre les deux.

XI.2.b Fonctions d’autocorrélation des fluctuations de densité et de vitesse

Une possibilité consiste & supposer que les deux champs tridimensionnels de densité et de vitesse sont des
browniens fractionnaires, tels qu’introduits au chapitre VII. On rappelle que ceux-ci peuvent étre définis
par le biais de leur fonction de structure d’ordre deux. Plus précisément, un brownien fractionnaire X
défini sur R™ est caractérisé par une fonction de structure d’ordre deux de la forme

) r\2Hx
Sx(r) =E{[X(@+71) - X@['} =24x (5) (62)
ot r = |r| est la longueur du vecteur de séparation, Ax est une constante positive et Hx est exposant
de Hurst, compris strictement entre 0 et 1. L’utilisation de browniens fractionnaires pour modéliser les
nuages du milieu interstellaire diffus sans formation d’étoiles [Stutzki et al., 1998, Brunt & Heyer, 2002,
Miville-Deschénes et al., 2003b] est justifiée par le fait qu’ils présentent un spectre de puissance en loi de
puissance?, comme on ’observe dans le MIS, et qu’ils ont un aspect visuel qui rappelle assez nettement la
morphologie de ces nuages. En ce qui nous concerne, leur utilité est renforcée par le fait que leur fonction
d’autocorrélation est calculable explicitement, et nous les utiliserons donc pour modéliser les champs
tridimensionnels. Développant 1’expression de la fonction de structure d’ordre deux du champ de densité,

Sy(r) = E{lp(a +7) — (@)} = E{[3pla + ) ~ dp(@)]*} = 207~ B()] =28, (5) ",

on fait apparaitre la fonction d’autocorrélation du champ des fluctuations de densité. De méme, en ce qui
concerne le champ des fluctuations de vitesse longitudinale,

r\ 2Hy
Su(r) = E{lule +7) ~ v(@)]’} = E{lo(@ + ) ~ Su(@)]’} =2 [0} - Buu(r)] =20 ()

Ces deux derniéres équations font appel & la relation entre la fonction de structure d’ordre deux d’un
champ homogeéne et sa fonction d’autocorrélation, qu’on a vue au chapitre V. On a donc bien des formes
explicites pour les fonctions d’autocorrélation des champs de fluctuations de densité dp et de vitesse dv,
données par les expressions suivantes,

Bypr) =024, (5) et Buutr=o2-a,(5)7, (63)

D
qu’on doit injecter dans les expressions des moyennes M, , et M, , apparaissant dans les expressions des
trois fonctions d’autocorrélation Ay, Ac et Ac,. La figure XI.1 donne ’allure des fonctions d’autocorrélation
de cette forme pour diverses valeurs de I’exposant de Hurst.

2Ce qui justifie déja amplement leur utilisation, eu égard au probléme posé dans I’introduction.
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Fi1G. X1.1 - Allure des fonctions d’autocorrélation B, , des fluctuations du champ de densité tridimensionnel
dans le cas ou celui-ci est du type brownien fractionnaire. On a choisi A, =1 et on représente l’évolution
de Bp,p(r)/af, en fonction du rapport r/D, pour quatre valeurs de l’exposant de Hurst, soient H, = 0,2
(pointillés), H, = 0,4 (tirets), H, = 0,6 (trait mizte) et H, = 0,8 (trait continu). La figure de gauche
présente une vue d’ensemble pour r < 5D, tandis que la figure de droite montre plus précisément I’évolution
des fonctions d’autocorrélation pour r < D.

X1.3 Développement de la fonction d’autocorrélation moyennée

X1.3.a La méthode de Chandrasekhar et Miinch

Comme on le voit, les fonctions d’autocorrélation B, , et B, , ne dépendent que de la séparation scalaire
r. Or, dans les intégrales définissant M, , et M, ,, ’argument de ces fonctions est de la forme R + (2o —
Z1)uz, ol 21 et z3 sont deux variables indépendantes. La valeur de la fonction d’autocorrélation est donc
constante sur les droites z2 — 21 = a. Ceci suggére de chercher & écrire les moyennes M, , et M, , non plus
comme des intégrales doubles sur z; et z, mais comme des intégrales simples sur la séparation zo — 21
le long de la ligne de visée. C’est précisément ce que fournit la méthode de calcul de Chandrasekhar et
Miinch [Chandrasekhar & Miinch, 1952], dont on donne le résultat ci-dessous.

Soient donc une fonction f, définie sur R et & valeurs réelles, et D un réel strictement positif. On considére
Iintégrale double J, définie par la relation

D D
J = //f (2 — z1)dz1dz2  ou le domaine d’intégration est I% =Ip x Ip avec Ip = {—5 —] .
I3

Etant donné que I'intégrande ne dépend que de la différence z = x5 — 2, il est naturel de procéder 3 un
changement de variables de maniére & faire apparaitre cette variable z. On obtient ainsi une expression de
J sous la forme d’une intégrale simple, donnée par

J = /(D —|2])f(z)dz en remarquant que z € Irp = [-D, D]. (64)
I:p

Le facteur (D — |z|) est une pondération traduisant le fait que, le domaine de variation de z; et de x5 étant
fini, le nombre de couples (1, z2) dont la séparation z est donnée dépend justement de la valeur de z. Par
exemple, un seul couple est tel que z = D, tandis que de nombreux couples contribuent & la séparation
nulle. Cette pondération apparait graphiquement sur la figure XI.2.

Cette formule est directement applicable aux expressions des moyennes M, , et M, ,, qu’on écrit donc

1 1
=ﬁ/(D—|z|)Bp,p(R—|—zuz)dz ot M,,,,,(R):ﬁ/(D_|z|)B,,,,,(R+zuz)dz,

Isp I:p

Mp,p(R)
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b A T2
D/2
~D/2 /2|
z1
_D/2
Fic. X2 — Représentation graphique de la méthode de calcul de Chandrasekhar et

Miinch [Chandrasekhar € Miinch, 1952]. Le domaine d’intégration est le carré I, dans lespace re-
péré par les coordonnées (x1,x2). Le calcul de lintégrale, sur ce domaine, d’une fonction dépendant
uniquement de la différence z = xo — x1 est calculable en prenant les éléments de surface hachurés, de
longueur D — |z| et de largeur dz.

ot on a noté z = zy — 21, par souci de cohérence avec 'écriture de (64). On va maintenant calculer
explicitement ces expressions en utilisant pour les fonctions d’autocorrélation B, , et B, les formes
déterminées plus haut, correspondant au cas des browniens fractionnaires.

XI1.3.b Mise en place du calcul

Etant donc donnée la forme (63) des fonctions d’autocorrélation des fluctuations de densité et de vitesse,
leurs moyennes M, , et M, , se calculent en écrivant une intégrale de la forme

1 9 (R2+22)H . el 2 2 2
M(R):ﬁ/ o —ADT (D —|z|)dz oul’on a écrit r* = R* + 2°, avec R = |R|. (65)

I>p

Les constantes A et H devront in fine étre remplacées respectivement par A, et H, dans le cadre du calcul
de M, ,, et par A, et H, dans le cadre du calcul de M, ,. La figure XI.3 montre ’allure générale des
courbes M (R) pour un ensemble de valeurs de ’exposant H. On y voit qu’elles traduisent bien ’évolution
des fonctions d’autocorrélation sous-jacentes, comme on pouvait s’y attendre. On remarque néanmoins
qu’elles ne tendent pas toutes vers la méme limite aux petites échelles transverses, contrairement aux
fonctions d’autocorrélation tridimensionnelles de la figure XI.1.

Passant au calcul analytique de I’expression de M (R), on voit que la parité de I'intégrande permet de
réécrire cette forme comme une intégrale sur [0, D],

MR = 2 o2 [0tz 2 ("B +22)" (D - 2
()—ﬁo 0( —z)z—DZHO(R+z) (D —z)dz| .
La premiére intégrale dans cette expression est facilement calculable,

D 2 D D
D 2A H 2A H
/0 (D —2)dz= = et donc M(R)ZUQ_TMH/O (R? + 2%) dz+7D2H+2/O z(R*+2%)" dz.

La derniére intégrale peut étre explicitée assez facilement, en utilisant comme variable la séparation scalaire
tridimensionnelle 7, liée & la séparation longitudinale z par R? + 22 = r2. La séparation transverse R étant
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88— —

Fic. X1.3 — Allure des fonctions M (R) pour différentes valeurs de l’exposant de Hurst, 6 savoir H = 0,2
(pointillés), H = 0,4 (tirets), H = 0,6 (trait mizte) et H = 0,8 (trait continu). Les valeurs des paramétres
sont A =1 et o = 10, de sorte que les fonctions, mazimales en zéro, y prennent la valeur spécifiée par
Péquation (67). Comme pour la figure X1.1, on montre & gauche l’évolution pour des valeurs de la séparation
transverse R < 5D, et a droite un zoom sur la région R < D.

fixée, le changement de variable se traduit par zdz = rdr, d’ot 'intégrale indéfinie

- p2(H+1)
/z(R2+z2) dz:/T2H+1dr=m car 2H+1# —1pour 0 < H < 1.

Les bornes d’intégration sur r étant R et v/ R? + D2, on obtient I’expression suivante

R2\HHY g2\ ! 20 [P, . m

Dans le cas général, I'intégrale restante ne peut pas étre explicitée [Gradshteyn & Ryzhik, 1980] a l'aide
des fonctions usuelles. Il existe néanmoins trois cas particuliers, les deux valeurs extrémes de I’exposant de
Hurst, H = 0 et H = 1, qu’on ne considérera pas dans la suite, et le cas d’une séparation transverse nulle
R = 0, quel que soit H. Dans ce dernier cas, on a explicitement

A
2
M(R) = 0"+ 77—

A 2A b A 2A A
2 _ 2H — 2 _ = 2—
M(0) =0 +H+1 D2H+1/z dz=0¢ +H+1 oH+1 7 QH+1)(H+1) (67

XI.3.c Approche en termes de développement limité

La connaissance de cette limite pour une séparation transverse nulle incite & chercher le comporte-
ment de M(R) pour les petites séparations R <« D, ce qui correspond & étudier la structure a pe-
tite échelle des cartes bidimensionnelles. Cette approche est également justifiée par le fait qu’il est déja
connu [Stutzki et al., 1998] que c’est dans cette limite que le spectre de puissance de l'intensité intégrée
est égal & celui de la densité, pour le cas d’une transition optiquement mince. Pour simplifier les notations,
on introduit pour la suite du calcul la variable z = R/D, de sorte que considérer la limite des petites
séparations consiste alors a développer l'expression de M (R) en puissances de z au voisinage de 0. On
écrit par ailleurs celle-ci comme

M(R) =0* + L(z,H) = 0® + J(z, H) + K (x, H),

ou 'on a introduit les fonctions suivantes, qu’il va s’agir de développer en puissances de x pour z < 1,

1
J(z,H) = HL-i-l [(1 +:z:2)H+1 - xQ(H“)] et K(z,H)= —2A/0 (2 +y2)dea
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ot y = z/D devient la variable naturelle d’intégration. Le développement de J est sans difficulteé,

_ A (H +1) on  omy _
J(x’H)_H—-l-l ;Taj —x avec Yu(z)=z(x—1)...(z —n+1).

La figure XI.4 montre les développements successifs de J(x, H) en fonction de 'ordre maximal considéré,
pour z < 1, dans les cas H = 0,4 et H = 0,6. La différence entre ces deux cas est que le terme d’ordre
2(H + 1) est compris entre les ordres deux et trois dans le premier cas, et entre les ordres trois et quatre
dans le second cas.
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F1c. X1.4 - Développement de J(x,H) en fonction de lordre maximal considéré. La figure de gauche
présente un exemple pour lequel l’exposant de Hurst est H = 0,4. La figure de droite correspond ¢ H = 0,6.
Dans les deux cas, on a pris A = 1. Le calcul exact, représenté par les losanges, est approché par les
développements auz ordres deuz, trois et quatre, comme indiqué sur les figures. Le terme en z>(F+1)
apparait a lordre trois sur la figure de gauche et o 'ordre quatre sur celle de droite.

Le développement de K (x, H) est plus délicat, comme on pouvait le prévoir du fait que 'intégrale contenue
dans cette fonction n’est pas calculable explicitement. Comme on se place dans la limite x < 1, on peut
cependant, en posant ¢t = y/z, 1’écrire sous la forme

1/z

H ! H Yz H
K(z,H) = —2Ax2H+1/ (14+#%)" dt = —2A2>F+! / (1+¢%) dt+/ (L+¢)" dt|.
0 0 1

La premiére intégrale, entre 0 et 1, qu’on note Ko(H), ne peut pas étre explicitée, mais puisqu’elle ne
dépend pas de x et donc pas non plus de la valeur de la séparation R, le fait qu’elle ne soit pas calculable
analytiquement n’est pas génant pour ’étude de la structure des cartes des moments. La seconde intégrale
peut étre transformée afin de développer I'intégrande en puissances de 1/,

1/z 1/z 1 H (H) 1/z
1 2\H :/ 2H (4 — Yk / 2H—2k
/1 (1+¢)" dt : t +3) dt kéoj . t dt, (68)

en rappelant que ce développement, déja utilisé plus haut dans le cadre du calcul de J(z, H), est valable
parce que t > 1. Le calcul des intégrales dans ’équation ci-dessus est trivial, dés lors qu’on remarque que
pour H # 0,5 les exposants 2H — 2k ne peuvent étre égaux 4 —1. On a alors

1/$ 1 1
/ (2H-2k 3y — —1l.
1 2H — 2k +1 | g2H-2k+1

Insérant cette expression dans les équations précédentes, on obtient le développement de K (z, H),

_ 2H+1 v (H) 1 L
K(z, H) = =20 | Ko(H) + ) == 5= | sam=merr — 1) | »
k=0
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dont I’écriture finale nécessite un réarrangement des termes, de facon a faire explicitement apparaitre les
puissances de z qui interviennent dans cette expression,

2k

_ _ ’Yk(H) 1 2H+1 ’Yk(H) z
K(z,H) = —2A | Ko(H) kzo k' 2H —2k+1 o 2Akz>0 k! 2H—-2k+1°

La figure X1.5 montre le développement de K (z, H) en fonction de ’ordre maximal considéré, pour H = 0, 4
et H = 0,6. Le terme d’ordre 2H + 1 apparait dans le premier cas entre les ordres un et deux - lequel est
alors égal strictement & l’ordre trois - et entre les ordres deux et trois dans le second cas.

,12; | —w.o} —
L 71,2; —
14 — [
[ —1al —
— r [
T lf ]
g = -6 —
X r
e 3y | e O(z?) 3y
r O(z?) 1 [ O(z3) 1
r —20[ -
—2.0 — [
r 4
O(J,‘ ) o 22— (9($4) S
L e Y
B e B S B TO%X S S R VT S ‘O
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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Fic. X1.5 — Développement de K(x,H) en fonction de l’ordre maximal considéré. La figure de gauche
présente un exemple pour lequel l’exposant de Hurst est H = 0,4. La figure de droite correspond ¢ H = 0,6.
Dans les deux cas, on a pris A = 1. Le calcul exact, représenté par les losanges, est approché par les
développements auz ordres deuz, trois et quatre, comme indiqué sur les figures. Le terme en z>H+! apparait
a lordre deux sur la figure de gauche et a l’ordre trois sur celle de droite.

Remarquons que pour H = 1/2, le calcul des différents termes du développement (68) est inchangé, sauf
en ce qui concerne le terme k = 1, qui donne évidemment une contribution logarithmique,

a Inz (1/2) 1
t7ldt = —Inz dou K (z,1/2) = —2Az2{ Ko (1/2) — —— Tk —1
/ n (@1/2) = —200* { Ko (1/2) — 557+ Y- FE0 | 1
k#1
ce qui donne, aprés réarrangement des termes, une expression ot le premier terme non constant est préci-
sément issu de cette contribution logarithmique,

__  2Ing N w3/2) | s W (1/2) o
K(z,1/2)=-A{ 1 Inz+ |2K,(1/2) ,;(l—k)k! +kz>2(1_k)k!

X1.3.d Détermination du comportement dominant aux petites échelles

On peut alors rassembler les développements de J(z, H) et de K (x, H) pour obtenir la forme de la quantité
M(R) aux petites séparations sur le plan du ciel. L’expression obtenue est relativement lourde, bien que
ne présentant pas de difficulté. On ne I’écrira cependant pas, pour se concentrer sur la détermination du
comportement de M (R) pour R < D. Pour cela, on remarque que le développement au “premier ordre”
de K(z, H) dépend de la valeur de H. En effet, si 0 < H < 1/2, alors 2H + 1 < 2 et le terme dominant
dans K (x, H) est celui en z27+!

2A ’yk(H) 1 2H+1
2H+1—2A Ko(H) =Y g+

K(z, H) ~ - 24Tk 2H -2k +1
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tandis que si 1/2 < H < 1, alors 2 < 2H + 1 et le terme dominant est celui en z2,

1, H
2H+1 2H—-1 |’

K(z,H) ~—-2A

Dans le cas particulier H = 1/2, le terme dominant non constant est le terme logarithmique, d’ou
K(z,1/2) ~ —A + Az’ Inz.

Concernant le développement de J(z, H), et étant donné que 2H +2 > 2, le terme dominant non constant?
est quant & lui le terme en 2, quelle que soit la valeur de 1’exposant de Hurst. On doit donc tenir compte
ou non de ce terme dans I’étude du comportement de M(R) aux petites échelles R < D sur le plan du
ciel, suivant la valeur de H. On a alors, respectivement,

A Tk (H) 1 oH 1
M(R) ~o% — —2A |Ko(H) — + H< -
(B) =0 — om s DE+ 1) o(H) kg K 2H —2k+1|° pour H <3
A 1
M(R)’:a2—§+Aw21nm pour H=§’
A A 1
M(R) ~o* — 2 pour H > —,

— x
(2H+1)(H+1) 2H-1 2

en rappelant que la variable z représente simplement le rapport de la séparation transverse R & la profon-
deur D de la couche turbulente. Pour simplifier I’écriture et la compréhension de ces résultats, on introduit
dans la suite des fonctions a et b ne dépendant que de la valeur de I’exposant de Hurst, de sorte que ’on
puisse écrire les expressions précédentes sous la forme*

1

M(R) ~ o + Aa(H) — Ab(H)z*"+! pour H < 2’

1
M(R) ~ 0® + Aa(H) — Ab(H)2z® pour H > 3

On dispose numériquement des formes de M (R) quel que soit 'exposant de Hurst et la séparation trans-
verse R, qu’on obtient en faisant I’intégration directe selon (65). C’est ainsi qu’on a pu en montrer quelques
exemples sur la figure X1.3. 1l est donc possible d’estimer la validité de "approximation exprimée par les
deux équations précédentes. La figure X1.6 montre ainsi, pour diverses valeurs de 'exposant de Hurst H,
Perreur relative commise en assimilant les quantités M (R) & leurs développements respectifs aux ordres
les plus bas, tels qu’on vient de les écrire, soit

_ Aa(H) - Ab(H)z! ) — L(x, H)

Al H) L(z, H)

ot f(H)=min(2,2H +1).

Notons que cette erreur relative porte en fait sur le développement de L(z, H) = J(x, H) + K(z, H) plutot
que sur celui de M(R), du fait de la présence, dans ce dernier, du terme constant o2, qui peut écraser les
effets qu’on souhaite mettre en évidence. D’aprés la figure X1.6, on voit que cette erreur reste inférieure
a environ 10% dés lors que la séparation transverse est plus petite qu’un dixiéme de la profondeur du
nuage. On remarque également que l'erreur est d’autant plus faible qu’on est éloigné de la valeur critique
H=1/2.

Pour préciser ce dernier point, on montre sur la figure XI.7 deux autres visualisations possibles de lerreur
relative, en fonction de 'exposant de Hurst. L’une d’elles, & gauche, montre cette erreur 4 différentes sépa-
rations transverses données. On voit la divergence de cette erreur au point critique H = 1/2. La validité de
I’approximation d’ordre le plus bas est alors jugée sur la figure de droite, qui montre la séparation trans-
verse maximale autorisée pour que 'erreur relative ne dépasse pas 1%, toujours en fonction de I’exposant
de Hurst.

311 existe toujours un terme constant, dont on tient évidemment compte.
40n ne parlera plus explicitement du cas particulier H = 1/2, afin d’alléger la présentation des résultats.
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Fig. X1.6 — Erreur relative commise en assimilant L(x, H) aux développements de premier ordre, pour
quatre valeurs de H, en fonction de la séparation transverse rapportée a la profondeur.
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Fic. X1.7 — Visualisation de Uerreur relative constatée sur la figure X1.6. La figure de gauche représente,
pour différentes séparations transverses, l’erreur relative en fonction de l’exposant de Hurst H. Les diffé-
rentes courbes correspondent auz séparations R = D /4 (pointillés), R = D/2 (tirets), R = 3D /4 (trait
mixte) et R = D (trait continu). On voit notamment que lerreur diverge au voisinage du point critique
H = 1/2. La figure de droite représente la séparation transverse mazimale, rapportée  la profondeur du
nuage, au dela de laquelle Uerreur relative dépasse un certain seuil, ici 1%.
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Xl.3.e Fonctions d’'autocorrélation et fonctions de structure des cartes

Lorsque les développements de la section précédente sont valides, les conséquences sur les mesures statis-
tiques effectuées sur les cartes des moments sont simples & déduire. En effet, la fonction d’autocorrélation
moyennée des fluctuations de vitesse, M, ,, est donnée par I'une des formes écrites ci-dessus, suivant la va-
leur de I’exposant de Hurst H, du champ de vitesse tridimensionnel. Des relations similaires sont satisfaites
par M, , en fonction de la valeur de H,.

Les fonctions d’autocorrélation des cartes de l'intensité et des deux types de centroides de vitesse sont de
la méme forme, étant données les expressions qu’elles prennent & I’ordre le plus bas (voir la section XI.2.a),
et on a, en prenant ’exemple de la carte d’intensité,

R\ 2He 1
Ar(R) ~ (aD)? |p2 + Uﬁ +Apa(H,) —Ayb(H)p) (5) pour H, < -

Ar(R) ~ (aD)? 5

R\’ 1
pg+a§+Apa(Hp) —Ab(H)p) (—) ] pour H,> .

De méme, en ce qui concerne les fonctions d’autocorrélation des cartes de centroides de vitesse

Ac(R) = (aDpo)*Ac, (R) ~ (aDpo)* D 2

R\ 2HeH 1
vg + 02 + Aya (H,) — Ayb (Hy) (—) ] pour H, < =,

Ac(R) = (aDpo)*Ac, (R) ~ (aDpo)? D 2

s o R\’ 1
vy + o, +Aya(Hy) — Ab(Hy) | = pour H, > —.

L’utilisation des fonctions de structure d’ordre deux permet de s’affranchir des termes constants, puis-
qu’elles font intervenir la différence entre les valeurs des fonctions d’autocorrélation en R et & séparation
nulle, les champs étant homogénes. Reprenant le cas de la carte d’intensité, on a alors

R\ 2H,+1 1
Sr(R) = 2(aD)?A,b(H,) (5> pour H, < 2

2
1
Si(R) = 2(aD)?A,b(H,) (%) pour H, > 3

On retrouve les mémes formes dans le cas des cartes de centroides de vitesse,

R\ 2+ 1
Sc(R) = (aDpo)*Sc,(R) ~ 2(aDpo)*A,b(H,) (5) pour H, < 3

2
So(R) = (aDpo)Sc,(R) ~ 2(aDpy)2Ayb(Hy) (%) pour H, > %

XI1.4 Conséquences des formes calculées a |I'ordre le plus bas

Les formes obtenues ci-dessus pour les fonctions de structure des cartes de I'intensité et des deux types
de centroides de vitesse montrent que, dans le contexte de champs tridimensionnels de type brownien
fractionnaire, et dans le cadre des hypothéses utilisées tout au long de ce chapitre et du précédent, les
cartes bidimensionnelles I, C' et Cy sont également des browniens fractionnaires, puisque leurs fonctions
de structure sont des lois de puissance.

On peut également obtenir une relation entre les exposants de Hurst des champs sous-jacents et ceux des
cartes d’observables. Par exemple, les exposants de Hurst Ho et He, des cartes de centroides de vitesse
sont liés & celui du champ de vitesse tridimensionnel par

1 1 1
Hc:Hcosz+§ pour O<HU<§ et Ho=Hg, =1 pour 5<Hv<1.
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Il en va de méme de la carte de 'intensité intégrée, dont ’exposant de Hurst H; est donné par

1 1 1
HIZH,,+§ pour O<H,,<§ et H;y =1 pour §<Hp<1.
Ce dernier résultat reste a relier a celui cité dans ’introduction de ce chapitre, ce qu’on peut faire en
notant que l'indice spectral 8 et ’exposant de Hurst H sont liés par 8 = 2H + n, ou n est la dimension
de Despace sur lequel est défini le champ. L’égalité, notée par [Stutzki et al., 1998] et [Goldman, 2000],
entre I'indice spectral 3; de la carte d’intensité intégrée et celui 8, du champ de densité tridimensionnel,
dans le cas de raies optiquement minces, dés lors que la profondeur D du nuage est plus grande que les
échelles transverses R considérées, permet alors d’écrire, indépendamment de notre résultat, que 'exposant
de Hurst de la carte d’intensité intégrée est donné par

Br—2 _ B,—3 1

1
HI:T 2 +§:Hp+§ pouer<

en utilisant le fait que cette carte est bidimensionnelle, tandis que le champ de densité de départ est
tridimensionnel. D’autre part, [Stutzki et al., 1998] compléte ce résultat en montrant qu’au deld de la
valeur critique H, = 1/2, 'exposant de Hurst de la carte d’intensité intégrée devient constant et vaut
Hy = 1. Ces relations sont obtenues par [Goldman, 2000] et [Stutzki et al., 1998] dans le cadre d’un calcul
dans ’espace de Fourier, et correspondent précisément & ce que nous déduisons de notre étude analytique
effectuée dans le seul espace réel, laquelle permet également d’estimer la valeur maximale du rapport R/D
permettant d’écrire 8; = 3,.

En ce qui concerne le champ de vitesse, nos résultats semblent indiquer que les indices spectraux ¢ et B¢,
correspondant respectivement aux cartes des centroides non normalisés et des centroides normalisés, sont
égaux a celui du champ de vitesse tridimensionnel, 3,, dans la limite des échelles transverses petites devant
la profondeur du nuage et dans I’hypothése des fluctuations faibles de densité. C’est 'un des objectifs du
chapitre suivant que de vérifier numériquement cette prédiction et d’en tester les limites.
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|CHAPITRE XII|

Etude numérique des centroides de vitesse

XIl.1 Introduction

Les chapitres X et Xl ont mis en évidence des relations entre les propriétés statistiques de quantités
observées telles que 1’émission intégrée et les centroides de vitesse, normalisés ou non, et les propriétés
des champs tridimensionnels de densité et de vitesse, qui sont les quantités pertinentes pour décrire la
turbulence interstellaire. En particulier, le chapitre XI a montré que dans le cas ot ces deux champs sont
des browniens fractionnaires, et lorsqu’on se limite aux échelles transverses petites devant la profondeur
du nuage, les cartes bidimensionnelles des observables mentionnées ci-dessus sont également des browniens
fractionnaires, en faisant, dans le cas des cartes de centroides, I’hypothése supplémentaire selon laquelle
les fluctuations de densité sont faibles.

L’objectif de ce chapitre est de vérifier numériquement ces résultats, en simulant des observations de
spectro-imagerie, c’est-a-dire des cubes de données position-position-vitesse (PPV), a partir de champs
de densité et de vitesse de type brownien fractionnaire, et en mesurant les propriétés statistiques des
cartes d’intensité intégrée et de centroides de vitesse tirées de ces cubes. On essaiera également, autant
que possible, de déterminer les conditions de validité de ces résultats, étant données les hypothéses faites
précédemment pour les obtenir analytiquement.

Avant de passer a la suite, remarquons que l'utilisation de champs browniens fractionnaires pour simuler
la densité et la vitesse du milieu interstellaire diffus permet de compléter les études effectuées sur des
simulations magnétohydrodynamiques (voir par exemple [Ostriker et al., 2001]) parce que le manque de
“réalité” physique qui caractérise ces champs aléatoires est en un certain sens compensé par la large
plage d’échelles accessibles & I’analyse en termes de lois de puissance. Dans les simulations numériques
de turbulence, le domaine inertiel est en effet sévérement limité par la résolution disponible et le grand
nombre d’échelles affectées par 'injection ou la dissipation d’énergie.

XIl.2 Construction de champs de densité et de vitesse

La section VII.4.b a permis de présenter, de maniére détaillée, une méthode de construction numérique
de champs browniens fractionnaires en dimension quelconque, & partir de leurs propriétés dans ’espace
de Fourier. On rappelle ici simplement que pour construire un champ de dimension N' x A" x N et d’in-
dice spectral 8, on se donne deux cubes A (amplitude) et ® (phase), de méme dimension que le champ
souhaité, tels que les éléments du cube A dépendent du module du vecteur d’onde suivant une loi de
puissance d’exposant —(/2, et que ceux du cube ® prennent des valeurs aléatoires avec une distribution
uniforme entre 0 et 27, en respectant la propriété d’imparité ®(—k) = —®(k). Le champ obtenu comme
transformée de Fourier inverse de A exp [{®] modélise alors un brownien fractionnaire ayant les proprié-
tés attendues. C’est cette méthode que nous allons utiliser pour construire des champs de densité et de
vitesse tridimensionnels possédant des indices spectraux donnés a priori. Il faut d’ailleurs noter que cette
méthode fondée dans ’espace de Fourier aboutit & des distributions périodiques et que par conséquent,
nos simulations, contrairement aux données réelles, ne seront pas soumises au probléme des conditions aux
limites non périodiques!.

On construit donc une série de champs browniens fractionnaires, tous de taille 128 x 128 x 128 pixels, dont
les exposants de Hurst sont choisis pour étre de la forme H = p/4, avec p un entier compris entre 0 et
4, de sorte que les indices spectraux utilisés prennent la forme § = 3 4+ p/2, et sont donc compris entre 3

1Ce point a son importance car les algorithmes de transformation de Fourier tels que la FFT traitent les images comme
périodiques. Si elles ne le sont pas, des discontinuités apparaissent artificiellement aux bords et se traduisent par des compo-
santes & hautes fréquences spatiales dans le spectre de puissance. D’un autre c6té, si ’on apodise une image pour éviter ce
probléme, cela peut avoir des conséquences aux grandes échelles.
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et 5, comme il se doit pour des champs tridimensionnels. Comme il s’agit de modéliser deux champs, 'un
étant la densité p(x) et Pautre la vitesse longitudinale v(x), on construit deux browniens fractionnaires
pour chaque indice spectral. De plus, le cas particulier d’une densité uniforme étant en soi intéressant, on
construit un sixiéme champ de densité correspondant a ce cas de figure.

Par construction, les valeurs moyennes des cubes de densité et de vitesse sont déterminées initialement
par la valeur de 'amplitude au pixel choisi comme origine de l’espace de Fourier. Leurs variances sont
quant & elles liées au nombre total de pixels et & ’indice spectral. Pour obtenir des valeurs physiquement
plausibles, on applique la procédure suivante, une fois les cubes construits : les valeurs minimales des cubes
de densité en sont soustraites, afin d’obtenir des valeurs uniquement positives, et on multiplie le résultat
par un facteur tel que la densité moyenne obtenue soit pp = 90 cm™3. En ce qui concerne les cubes de
vitesse, on commence par soustraire la valeur moyenne de maniére a avoir vy = 0, puis on multiplie par
un facteur numérique pour obtenir une dispersion de vitesse o, = 3 km s—1.
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F1G. XII.1 — Evolution de la densité et de la vitesse longitudinale le long de la ligne de visée (64,64) dans le
cas du cube de densité B, = 4,5 et du cube de vitesse 3, = 3,5. Dans chacun des cas, les tirets représentent
la valeur moyenne sur ’ensemble du cube, et les pointillés délimitent les zones |p—po| < 0, et [v—vo| < 0y.
On remarque que la valeur moyenne globale est sensiblement égale a la valeur moyenne calculée sur cette
seule ligne de visée, ce qui est conforme a U’hypothése d’homogénéité.

Remarquons qu’on ne modifie pas la dispersion o, du cube de densité. Ceci peut tout d’abord sembler
curieux, étant donné qu’une des hypothéses utilisées aux deux chapitres précédents est justement I’inégalité
o, < po. En fait, une propriété importante des champs browniens fractionnaires tridimensionnels est
que leurs valeurs suivent une distribution gaussienne. Or, seulement environ 0,1% des points d’une telle
distribution tombent & plus de 30 de la valeur moyenne, de sorte que les champs de densité construits
présentent naturellement un contraste faible, avec o, /po < 0, 3.

Notons qu’aucune corrélation n’est imposée a priori entre les champs de densité et de vitesse tridimension-
nels. Bien que ce choix accentue encore le manque de réalisme physique de ces simulations, il est en partie
justifié par Pobjectif poursuivi. En effet, il s’agit de vérifier des relations, obtenues au chapitre précédent,
valables & des ordres suffisamment bas pour que les corrélations entre densité et vitesse n’interviennent
pas (voir la section XI.2.a). On verra cependant au XI1.6.b, que les termes corrélés, qui ne sont pas néces-
sairement nuls bien qu’on n’impose pas de corrélation entre les champs de densité et de vitesse, ont des
effets importants lorsque les fluctuations de densité deviennent grandes.

A titre d’exemple, deux lignes de visée typiques extraites d’un cube de densité et d’un cube de vitesse
sont présentées sur la figure XII.1. Les champs utilisés ont des indices spectraux respectivement égaux &
B, =4,5 et B, = 3,5. Le second montre plus de structures a petite échelle, comme attendu pour un indice
spectral plus faible, dans le cas ot les dimensions euclidiennes sont identiques?. La profondeur D du cube
est choisie égale & 1 pc.

2En toute généralité, le nombre caractérisant la quantité de structure a chaque échelle est I’exposant de Hurst.
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XI1.3 Simulation d’un cube de données PPV

Xl1l.3.a Méthode de construction

N

Afin d’obtenir un cube de données observationnelles & partir des champs tridimensionnels simulés, on
calcule, & chaque position X, le spectre qui serait observé dans cette direction. Etant donnée I’hypothése
selon laquelle le nuage est observé dans une transition optiquement mince, le spectre en question résulte
alors simplement de ’addition des contributions radiatives issues de chacune des cellules de gaz situées le
long de la ligne de visée X. Or, I’émission 6T}, d’une de ces cellules a déja été écrite dans le cadre des
hypothéses faites au chapitre IX. On y a vu que pour une cellule repérée par la position x, cette émission
pouvait s’écrire

5T (@, u) = ap(@)Plv(x) — uloz,

ou u est la vitesse longitudinale considérée, correspondant au canal en vitesse, 6z est la profondeur de
la cellule, supposée identique pour toutes les cellules, et ¢ est le profil local normalisé de la raie d’émis-
sion. Pour simplifier le probléme, on va supposer que ce profil est gaussien, et qu’il correspond au seul
élargissement thermique, supposé uniforme dans tout le nuage,

2 2
o(w) = 1 exp [—w—2] et donc 0T, (x,u) = aM exp {—M} = adNy(x,u).

V21om 204, V2rom 204,

Le facteur numérique a n’étant pas connu et étant sans importance quant & ’étude qui suit, on va essen-
tiellement s’intéresser & la quantité d N, (2, u), qui représente la densité de colonne par unité de vitesse de
la cellule située en x, & la vitesse u. Au sortir du nuage, la densité de colonne du gaz par unité de vitesse,
le long de la ligne de visée X et & la vitesse u peut étre écrite selon

p(=)0z [v(@) = u]?
Nu(X,u) = ONy(x,u) = 7exp{—7 . (69)
Cette quantité est calculée pour un ensemble discret de vitesses longitudinales (u1, .. .,us), ce qui fournit le

cube de données recherché, puisque les lignes de visée X sont elles aussi échantillonnées de facon discréte.
En faisant I’hypothése simplificatrice selon laquelle la résolution spectrale de I’observation est égale a la
largeur du d’un canal, et ou la fonction de transmission spectrale est une fonction porte de méme largeur,
le produit N, (X, u)du représente alors exactement ’intensité intégrée entre les vitesses up — du/2 et
ug + du/2.

Concernant les valeurs numériques utilisées pour construire ces cubes, la dispersion de vitesse thermique
o dépend de la température cinétique T du gaz et de la masse m de l’espéce émettrice?,

[kgT
Oth = L, formule qu’on avait déja écrite au chapitre VIII.
m

La profondeur dz de chaque cellule est quant & elle égale & la 128%™ partie de la profondeur totale D du
nuage, laquelle est fixée 3 1 pc, soit dz = 2,411.10'6 cm.

De plus, afin d’assurer que seule une fraction négligeable du signal est perdue, les limites en vitesse dans
le cube PPV final sont données par vmin — 20¢h €t Umax + 20¢h, OU Umin €t Umax désignent les valeurs
minimum et maximum dans le champ de vitesse tridimensionnel. Le nombre n de canaux est alors obtenu
en divisant cette plage en vitesse par la largeur d’un canal du, qu’on a prise égale & 0,25 km s~ !. En
conséquence, tous nos cubes de données n’ont pas le méme nombre de canaux, puisque I’extension dans la
troisiéme dimension dépend non seulement de la température 7' mais aussi et surtout du cube de vitesse
tridimensionnel.

XI1.3.b Spectres synthétiques

La figure XI1.2 montre quatre exemples de spectres synthétiques obtenus le long de la ligne de visée repré-
sentée sur la figure XI1.1. Ces spectres ont été calculés en utilisant ’équation (69) pour quatre températures

31ci, on suppose qu’il s’agit de ’hydrogéne atomique, dont la masse est m = 1,6735344.10 27 kg.
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comprises entre T' =1 K et T' = 500 K. On y voit notamment leffet de lissage lié & la température. Les
fluctuations & petite échelle sont effacées au fur et & mesure que T augmente, et le spectre observé s’ap-
proche d’une gaussienne lorsque 1’élargissement thermique devient comparable & la dispersion o, du cube
de vitesse tridimensionnel.

08 T T T 06 T T T
FT=1K o¢n = 0,09 ki s~ 1 I T=10K o¢h =0,29 kms™! |
~ 04— — 5 F 4
3 L 4 3
z | 1 = r ]
0.0 L 1 P I 0.0 P IR 1 -
05: “““““ L L L B B L B L T B Q4T T T T T T T L L B AL L L T T T ]
FT=100K otn = 0,91 km s~1 ] F T =500K on = 2,0 km s™1
T o 19 ;
3 I3 E
2 02— = Z E E
DOE 1 1 | E uu: L L 3
u (km s71) u (km s~1)

Fic. XI1.2 — Spectres synthétiques correspondant a la ligne de visée représentée sur la figure XI.1, pour
quatre températures cinétiques du gaz différentes. Les dispersions thermiques oy, sont notées sur les diffé-
rentes figures en regard de la température.

Le spectre calculé & T' = 100 K, température représentative des conditions du gaz HI, rappelle assez bien
ce qui est observé a 21 cm dans les nuages & haute latitude [Miville-Deschénes et al., 2003a]. Etant données
les conditions régnant dans le milieu atomique?, les températures T = 1 K et T = 10 K représentent des
conditions artificiellement froides, mais leur exemple montre que les composantes qu’on peut voir apparaitre
dans les spectres réels observés peuvent correspondre non pas & de véritables nuages au sens d’entités
connexes dans I’espace, mais plutot aux propriétés fractales de la vitesse et de la densité le long de la ligne
de visée. Physiquement, d’ailleurs, ’hypothése d’une transition optiquement mince devient intenable & des
températures cinétiques si basses. Ces spectres sont donc présentés uniquement pour illustrer les effets de
la température cinétique sur notre capacité & résoudre des structures cinématiques. On voit en particulier
qu’a haute température, toutes les structures en vitesse sont lavées par 1’élargissement thermique, ce qui
empéche formellement de les résoudre. Quantitativement, on peut estimer la résolution spectrale effective
due de ces observations simulées comme étant la largeur & mi-hauteur du produit de convolution du profil
¢ avec le profil d’un canal en vitesse. En supposant, juste pour ce calcul, que les bandes passantes des
canaux sont de forme gaussienne, avec une largeur 4 mi-hauteur du, la résolution effective est alors donnée

4Voir le chapitre 1.
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par [Myers et al., 1991]
due ~ 1/6u? + (81n2)0?2, . (70)

A titre d’exemple, les résolutions effectives pour les valeurs extrémes T =1 K et T =500 K de la température
considérées sur la figure XI1.2 sont respectivement due ~ 0,33 km s~! et due ~ 4,72 km s71.

XIl.3.c Cartes par canaux et cartes des moments

Fic. XI1.3 — Cartes par canauz typiques obtenues par simulation d’observations de spectro-imagerie telles
que décrites dans le texte. Le cas présenté correspond aux cubes de densité et de vitesse dont les indices
spectrauz sont respectivement B, = 4,5 et 3, = 3,5. La température cinétique du gaz est prise égale a 100 K.
Le nombre inscrit dans le coin inférieur gauche de chaque image donne le numéro du canal, sachant qu’il
y a 196 canauz au total dans le cube de données.

Les coupes des cubes de données le long d’un plan de vitesse constante forment les cartes par canaux.
La figure XIL.3 montre certaines de ces cartes, issues du cube PPV simulé, & T = 100 K, & partir
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des champs de densité et de vitesse caractérisés par les indices spectraux 8, = 4,5 et 8, = 3,5. On
peut y voir certaines ressemblances avec les cartes réellement observées dans la raie & 21 c¢cm (voir par
exemple [Joncas et al., 1992]), notamment des structures allongées® et d’autres plus diffuses. On remarque
également que les structures présentes dans des canaux adjacents sont corrélées, et qu’on passe d’un ca-
nal & lautre de fagon quasi continue. Si cet effet est dd en partie au fait que la largeur des canaux est
sous-thermique, puisque du = 0,25 km s~ et que oy, ~ 0,91 km s~!, on voit qu'’il existe néanmoins des
corrélations entre des canaux trop éloignés I’'un de 'autre pour que 'on puisse dire qu’il s’agit de I’effet du
lissage thermique. En effet, on a une résolution effective due ~ 2,16 km s, de sorte qu’on peut considérer
que ’élargissement thermique se fait sentir sur une plage d’environ neuf canaux. Les corrélations évidentes
entre les structures des canaux 29 et 40, ou entre celles des canaux 75 et 87, par exemple, sont donc issues
des champs de densité et de vitesse.

A partir des cubes de données, on peut également construire les cartes de moments telles qu’on les a
définies au chapitre IX. Etant donnée la relation (40), la carte d’intensité intégrée simulée est

I(X)= /Tb(X,u)du = a/Nu(X,u)du = aZNu(X,uk)éu.
k

De méme, les cartes des centroides non normalisés et normalisés sont données respectivement par
E & ukNu(Xa uk)

Dans la suite, on fera abstraction du facteur constant a en ce qui concerne les cartes de 'intensité et du
centroide non normalisé, en posant a = 1 numériquement.

C(X)=a) upNy(X,up)bu et  Co(X)
k

XIl.4 Propriétés statistiques des cartes d’observables

A partir de 13, on peut commencer 3 examiner les spectres de puissance des cartes d’observables, qu’il
s’agisse des canaux individuels, ce qu’on développera pour l’essentiel au chapitre XIII, ou des cartes des
moments, auxquelles on va plus particuliérement s’intéresser ici. L’objectif, bien entendu, est de relier
les propriétés statistiques de ces observables & celles des champ tridimensionnels, c’est-a-dire aux indices
spectraux (3, et 3,. Pour procéder & cette analyse, on construit des cubes de données correspondant &
toutes les combinaisons possibles de champs de densité et de vitesse, en se placant & une température
typique du CNM, soit T' = 100 K.

L’analyse des résultats est facilitée par ’étude des figures XI1.4 et XI.5, qui montrent, pour certains de
ces cubes simulés, les cartes de l'intensité intégrée, des centroides non normalisé et normalisé, ainsi que
deux canaux en vitesse - ’un au centre de la raie et autre dans une aile. Plus précisément, la figure XI1.4
présente le cas des cing cubes de données issus du champ de densité 8, = 4 et de tous les champs de vitesse,
tandis que la figure XII.5 correspond au cas des cingq cubes de données construits & partir du champ de
vitesse d’indice spectral 3, = 4 et de tous les champs de densité, a I’exception du cube de densité uniforme.
Les sections suivantes sont consacrées a ’étude détaillée de ces figures et de ce qu’elles impliquent en termes
de propriétés statistiques.

XI5 Intensité intégrée

XIl.5.a Spectre de puissance de l'intensité intégrée dans la limite R < D

Comme on ’a remarqué au début du chapitre Xl, et comme plusieurs auteurs ’ont montré (voir par
exemple [Stutzki et al., 1998, Goldman, 2000]), un milieu observé dans une raie optiquement mince pré-
sente une carte d’intensité intégrée dont le spectre de puissance est égal & celui du champ de densité &
trois dimensions, & condition que R/D < 1, ou R représente la plus grande échelle transverse considérée
et D est la profondeur du nuage. L’identité des comportements des spectres de puissance Pr et P, est
en fait valable que le spectre de puissance soit une loi de puissance ou pas, dés lors que l’isotropie est

5Celles-ci sont néanmoins peu claires, ce qui n’est pas surprenant étant donnée 1’isotropie des champs p et v.
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Intensité intégrée Centroide Centroide normalisé Canal central Canal & 1oy

51} =3,0

Lo gee

ﬁv =3,5

L

Fic. XI.4 — Vue synthétique des cartes d’observables pour les cubes de données construits a partir du
champ de densité B, = 4 et des cing champs de vitesse. Chague ligne correspond a l'une des valeurs de
By, et les différentes colonnes représentent respectivement l'intensité intégrée, le centroide non normalisé,
le centroide normalisé, un canal au centre de la raie et un canal a 1 o, du centre de la raie.
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Intensité intégrée Centroide Centroide normalisé Canal central Canal & 1oy

-
-

Fic. XI5 — Vue synthétique des cartes d’observables pour les cubes de données construits a partir du
champ de vitesse B, = 4 et des cing champs de densité non uniformes. Chaque ligne correspond a l'une des
valeurs de B,, et les différentes colonnes représentent respectivement l’intensité intégrée, le centroide non
normalisé, le centroide normalisé, un canal au centre de la raie et un canal a 1 o, du centre de la raie.
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assurée. Cette propriété des milieux optiquement minces est puissante car elle permet ainsi de déduire
directement le spectre de puissance du champ de densité interstellaire en trois dimensions & partir des
observations [Elmegreen et al., 2001].

Les calculs du chapitre XI ont fourni le pendant de cette prédiction dans I’espace réel, en montrant que
Iexposant de Hurst de la carte d’intensité intégrée était lié & celui du champ de densité par

1
HI=H,,+§ pour H, < 1/2 et H;=1 pour H, >1/2.

La premiére relation se traduit effectivement, comme on I’a vu, par 1’égalité des indices spectraux S = B,
et c’est cette égalité que nos simulations confirment. On voit sur la premiére colonne de la figure XIl.4 que
les différentes cartes d’intensité intégrée sont sensiblement identiques, quel que soit le champ de vitesse
utilisé pour construire le cube de données, ce qui montre déja que l'intensité intégrée ne dépend ici que du
champ de densité. Les spectres de puissance correspondant & ces cing cartes sont également identiques les
uns aux autres. Afin de montrer qu’ils ont bien la forme de lois de puissance et que leurs indices spectraux
sont égaux a celui du champ de densité associé, on construit la figure XI1.6, qui montre les spectres de
puissance des cartes d’intensité intégrée formant la premiére colonne de la figure XI1.5. On voit qu’il s’agit
effectivement de lois de puissance, et qu’on a bien I’égalité des indices spectraux fr = S,.

2
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Fic. XI1.6 — Spectres de puissance des cartes d’intensité intégrée constituant la premiére colonne de la
figure XI1.5. Les mesures sont représentées par les losanges. Les droites correspondent a des lois de puissance
dont les formes sont indiquées en regard.

L’intensité intégrée I est égale, dans le cas considéré, et avec la convention a = 1, & la densité de colonne
N, qu’il est bien évidemment possible de simuler ici directement & partir du cube de densité,

N(X) = Y p(X, )6
k

L’identité de la densité de colonne et de l'intensité intégrée dans nos simulations est illustrée sur la fi-
gure XIL.7, qui compare la densité de colonne du cube de densité 3, = 4 avec I'intensité intégrée du cube
de données construit & partir des parameétres 8, = 4 et 8, = 3. On voit que les deux images sont identiques,
au niveau de détail observable ici. Remarquons que la plus grande échelle tranverse considérée est R = D.
Le fait qu’on trouve exactement le résultat attendu dans la limite R < D se justifie en observant que les
échelles intervenant majoritairement dans les cartes étudiées ici sont bien plus petites que D.

XI1.5.b Spectre de puissance de l'intensité intégrée dans la limite R > D

A Dinverse, le fait qu’on dispose des cubes de densité tridimensionnels permet de tester la limite d’un nuage
trés peu profond, soit R > D, en étudiant une coupe bidimensionnelle de I’'un de ces cubes. Théoriquement,
celle-ci doit représenter statistiquement le cube entier, et son exposant de Hurst H. doit donc étre égal &
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o o

F1G. XIL7 — Densité de colonne du cube de densité 5, = 4 (d gauche) et intensité intégrée I du cube de
données correspondant & 5, =4 et 5, = 3 (a droite).

H,. Etant donné le lien entre exposant de Hurst, indice spectral et dimension de I’espace, I'indice 8, de
cette coupe bidimensionnelle est donné par

Be=2H.+2=2H,+2=8,—1.

Un exemple de cet effet est montré sur la figure XI1.8 pour une tranche de 1 pixel de large extraite du
cube tridimensionnel de densité caractérisé par 8, = 4. On y voit le spectre de puissance de cette tranche,
moyenné azimutalement®, ainsi qu’un ajustement en loi de puissance. L’indice spectral obtenu, 3. ~ 3,14
est légérement plus grand que celui attendu, puisque 8, — 1 = 3. Ceci peut se comprendre en remarquant
que la coupe dans le cube n’est pas parfaitement bidimensionnelle, mais qu’elle posséde nécessairement une
certaine largeur intrinséque. D’ailleurs, si ’on avait représenté ’ensemble du spectre de puissance comme
un nuage de points, c’est-a-dire sans faire de moyenne azimutale, on aurait observé une dispersion plus
prononcée aux petites échelles, comparables & cette largeur intrinséque.
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FiG. XI1.8 — La figure de gauche présente une coupe bidimensionnelle extraite du cube de densité B, = 4.
La figure de droite montre le spectre de puissance de celle-ci, moyenné azimutalement (losanges), ainsi
qu’un ajustement en loi de puissance.

XI.5.c Transition entre les deux régimes

1l est également intéressant d’étudier le spectre de puissance d’une tranche dans le régime intermédiaire
entre les deux cas présentés plus haut. A cette fin, on calcule les spectres de puissance de tranches du cube

80n rappelle qu’il s’agit de faire la moyenne sur les anneaux de nombre d’onde k constant.
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de densité, de largeur d croissante. Les résultats sont présentés sur la figure XI1.9 qui montre les spectres
de puissance de deux tranches du cube de densité d’indice 3, = 5, ot 'on a sommé respectivement 5 et
10 plans du cube. On observe que les spectres de puissance sont courbés, avec un indice spectral §, aux
petites échelles et §, — 1 aux grandes échelles. La transition a lieu & une fréquence spatiale k; = 1/2d
et fournit une méthode permettant de déterminer la profondeur du milieu observé. C’est ainsi qu’Elme-
green [Elmegreen et al., 2001] a pu déterminer 1’épaisseur de la couche de gaz Hi1 dans le grand nuage de
Magellan (LMC). Réciproquement, ’absence d’une telle courbure dans le spectre de puissance de 1’émis-
sion du HI galactique & grande échelle suggére que ’épaisseur du milieu observé est bien plus grande que
la taille des cartes disponibles, de ’ordre de 25 pc dans le cas des nuages & haute latitude observés par
Miville-Deschénes [Miville-Deschénes et al., 2003a].

Ce résultat est également pertinent quant aux études des milieux optiquement épais (tels que les nuages
moléculaires) ou I’émission observée provient de la région la plus en surface du nuage. Dans ce cas, I’indice
spectral mesuré sur la carte d’émission intégrée d’un traceur optiquement épais devrait étre plus proche
de B, — 1.

102 T — T — 10

1072 — 1072

10— — 107H—
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. 1078 L L L |
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Fic. XI1.9 — Spectres de puissance de cartes bidimensionnelles construites en sommant respectivement cing
plans (figure de gauche) et dixz plans (figure de droite) consécutifs extraits du cube de densité 3, = 5. Les
mesures sont indiquées par des losanges, et les droites représentent les régimes limites R < d et R > d.
Les pointillés correspondent au nombre d’onde de la transition kg = 1/2d.

XIl.6 Centroides de vitesse

XlIl.6.a Veérification des égalités 5o = B¢, = 5,

La limite des petites fluctuations de densité o, < po étant satisfaite dans tous les cubes de densité, il est
légitime de vouloir vérifier que les centroides de vitesse, qu’ils soient normalisés ou non, présentent des
spectres de puissance en loi de puissance, avec des indices spectraux B¢ et B¢, tous deux égaux a ’indice
spectral 8, du champ de vitesse sous-jacent.

Les cartes de centroides présentées sur la figure XI1.5 montrent déja clairement que le champ de densité n’a
pas d’influence sur la structure de ces cartes, puisqu’elles sont toutes identiques. On remarque d’ailleurs que
la normalisation ne modifie pas cette structure. Dans le cadre de ces simulations, les propriétés statistiques
des centroides de vitesse sont donc essentiellement déterminés par le champ de vitesse. Plus précisément,
si 'on construit les spectres de puissance des cartes de centroides non normalisés représentées sur la
figure XI11.4, c’est-a-dire pour 3, = 4 et toutes les valeurs de f3,, on obtient la figure XII.10, qui montre
que les indices spectraux ¢ et B¢, sont bien égaux aux indices 8, des champs de vitesse.

Ce résultat, obtenu avec un champ de densité caractérisé par un indice spectral 8, = 4, est vérifié quel que
soit le champ de densité utilisé. L’ajustement de lois de puissance sur les spectres de puissance des cartes
de centroides fournit toujours ’indice spectral du champ de vitesse. Cependant, il faut remarquer que ces
mesures sont faites sur les moyennes azimutales des spectres de puissance. En effet, et comme le montre la
figure XI1.11, les spectres de puissance représentés sous la forme de nuages de points peuvent étre affectés
d’une forte dispersion. On note que cette dispersion autour de la loi de puissance décroit quand le spectre
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Fia. XI1.10 — Spectres de puissance, moyennés azimutalement, des cartes de centroides non normalisés
(& gauche) et normalisés (4 droite) constituant respectivement les deuziéme et troisiéme colonnes de la
figure XI1.4. Les mesures sont représentées par les losanges. Les droites correspondent o des lois de puissance
dont les formes sont indiquées en regard de chacune des courbes.

de puissance du champ de densité devient plus raide’, et dans la limite d’un champ de densité uniforme,
on retrouve la dispersion nulle caractéristique de l'isotropie. Réciproquement, pour un indice 3, donné,
les spectres de puissance des cartes de centroides sont plus dispersés pour des valeurs de 8, plus grandes.
Ceci peut s’expliquer par le fait que les fluctuations de densité se manifestent plus clairement lorsque le
champ de vitesse est plus lisse.
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Fic. XI1.11 — Spectres de puissance, non moyennés azimutalement, des cartes de centroides non normalisés
correspondant auz champs de vitesse 8, = 3,5 (a gauche) et B, = 4,5 (4 droite). Sur chaque figure, on a
représenté les données issues de trois cubes de densité, soit 3, =3 (en noir, forte dispersion), 3, =4 (en
gris) et le cube de densité uniforme (en noir, sans dispersion,).

XI1.6.b Influence des différents paramétres
Influence de la température cinétique

Les conditions de validité de ce résultat doivent étre déterminées, les simulations faites jusqu’a présent
ne représentant qu’une petite partie des conditions possibles pour les paramétres du probléme. On désire
avant tout vérifier que le résultat reste valable quelle que soit la température cinétique, comme le suggére
I’écriture du centroide sous la forme d’une intégrale du produit pv. Pour cela, on choisit arbitrairement un
champ de densité d’indice §, et un champ de vitesse d’indice 3, et on construit, de la maniére décrite plus

7C’est-a-dire quand le champ de densité lui-méme devient plus lisse.
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haut, les cubes de données correspondant & une série de températures différentes. Les indices spectraux
des centroides de vitesse non normalisés calculés & partir de ces cubes sont reportés sur la figure XI1.12.
On voit clairement que f¢ est indépendant de la température cinétique. Aux incertitudes prés, on retrouve
Bc = By, en remarquant que 'erreur systématique s’interpréte comme une preuve de I'indépendance des
cartes du centroide vis-a-vis de T'.
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Fic. X112 — Indices spectrauz mesurés sur les cartes de centroides mon normalisés construits a partir des
cubes de densité B, = 3,5 et de vitesse B, = 4,5, en fonction de la température cinétique utilisée, entre
T=1KetT =1000 K. Les barres d’erreur recouvrent la valeur attendue Bc = 4,5.

0o = —30 km s~ 0 = —10 km s~ vo =0 km s~ ! vp = 10 km s~ vop = 30 km s~ !
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F1c. XI1.13 — Cartes des centroides de vitesse normalisés (ligne du haut) et non normalisés (ligne du bas)
correspondant aux cubes de données construits a partir du cube de densité B, = 3,5 et des cubes de vitesse
By = 4,5 modifiés de fagon a4 obtenir une vitesse moyenne vo indiquée au dessus de chaque colonne.

Centroide normalisé

Centroide

Influence de la vitesse moyenne v,

En ce qui concerne l'influence des paramétres numériques caractérisant les champs de densité et de vitesse,
& savoir po, 0,, Vo et 0y, le premier test effectué est I'introduction d’une vitesse moyenne non nulle. On se
donne donc une série de cubes de vitesse en ajoutant différentes constantes vy au cube déji construit et
caractérisé par 3, = 4,5. La figure XI1.13 montre, en fonction de vg, ’évolution des cartes des deux types
de centroides construits & partir de ces cubes de vitesse modifiés et du cube de densité 8, = 3, 5.

On remarque notamment que la structure des centroides non normalisés change 1égérement avec la vitesse
moyenne, alors que les centroides normalisés semblent indépendants de vy. Pour préciser ce comportement
en termes statistiques, on présente sur la figure XI1.14 les spectres de puissance, moyennés azimutalement,
de six des dix cartes de la figure XI1.13, & savoir celles des deux types de centroides de vitesse dans les cas
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F1a. XI1.14 — Spectres de puissance, moyennés azimutalement, des cartes de centroides non normalisés (a
gauche) et normalisés (& droite) correspondant auz cubes de données construits a partir du cube de densité
B, = 3,5 et des cubes de vitesse B, = 4,5 modifiés de fagon a obtenir vo = —30 km s~' (losanges) et

vo = +30 km s~ (croiz). La courbe en trait plein correspond au cas vy = 0 km s,

d’une valeur nulle et d’une valeur extréme de la vitesse moyenne. Clairement, 1’égalité o = (3, est mise
en défaut lorsque la vitesse moyenne prend des valeurs non nulles, tandis qu’on a toujours B¢, = Sy.
Etant donnée la forme (58) de la fonction d’autocorrélation Ag, la dépendance en vy de la structure des
cartes des centroides non normalisés est évidemment liée au terme v M, ,. On le vérifie tout d’abord en
montrant, sur la figure XI1.14, que le signe de vy est sans importance. D’autre part, si I’on devait construire
la quantité Ac — v Ay, soit Pc — v3 Py dans 'espace de Fourier, on s’attendrait & retrouver le spectre de
puissance de la carte du centroide non normalisé dans le cas vog = 0. La figure XII.15 semble montrer
la validité de cette analyse, bien que le spectre obtenu soit entaché d’une dispersion assez importante®.
En ce qui concerne les centroides normalisés, le calcul de la fonction d’autocorrélation Ac, a été poussé
au second ordre en fluctuations de densité, ce qui permet de voir que le terme vZM, , est supprimé. On
comprend alors que la vitesse moyenne n’affecte pas, semble-t-il, les spectres de puissance correspondants.
On va voir cela plus en détail dans ce qui suit.

1 F

5@
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p
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-8

1
0.001 1.000

Fic. XI1.15 — Spectre de puissance, moyenné azimutalement, de la carte des centroides non normalisés
dans le cas vy = 30 km s™' (figure XI1.14), corrigé d’un terme v3 Py, ot Py est le spectre de puissance de
Uintensité intégrée calculée sur le méme cube de données. La courbe en trait plein représente toujours le
cas du centroide non normalisé dans le cas vo = 0 km s 1.

Influence des petites fluctuations de densité

Revenant au cas des centroides non normalisés, la modification du spectre de puissance Pc du fait de la
présence d’une vitesse moyenne non nulle, dont 1’origine est donc le terme v3 M, »,p dans ’expression de A¢,
doit par conséquent dépendre des propriétés statistiques du champ de densité. Nos simulations permettent

8 Cette dispersion est issue de celle affectant le spectre de puissance de la carte des centroides, non moyenné azimutalement.
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d’étudier cette dépendance, en construisant des cartes de centroides de vitesse & partir d’un cube de vitesse
de moyenne non nulle et de divers cubes de densité. C’est ce que montre la figure XI1.16, sur laquelle on peut
voir que l'indice spectral de la carte des centroides non normalisés est en fait donné par le plus petit des
deux indices 8, et B,, tandis que les cartes des centroides normalisés donnent encore fc, = B,. Autrement
dit, les contributions de la densité au spectre de puissance des cartes de centroides non normalisés dominent
les contributions cinématiques pures dés lors que 8, < By, ce qui s’interpréte & l’aide la figure XI1.17. Sur
la figure de gauche, on voit que la puissance correspondant aux fluctuations de densité est effectivement
plus importante que celle correspondant aux structures en vitesse & la méme échelle, si ’on a 3, < §,. En
revanche, on pressent que si I’on diminue globalement I’amplitude des fluctuations de densité quel que soit
leur spectre, comme sur la figure de droite, alors on devrait retrouver ’égalité Sc = f,. Pour le vérifier,
on montre, sur la figure XI1.18, I’évolution de Iindice spectral 8¢ en fonction du rapport o,/pg, pour un

cube de densité B, = 3,5 et un cube de vitesse 3, = 4,5 avec une vitesse moyenne vy = 30 km s~ 1.
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Fic. XI1.16 — Spectres de puissance, moyennés azimutalement, des cartes de centroides non normalisés
(losanges) et normalisés (croix) construits & partir du cube de vitesse caractérisé par B, = 4,0 et vo =
30 km s~ et de quatre cubes de densité. Les droites représentent des lois de puissances dont les formes
sont indiquées.
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Fic. XI.17 — Interprétation de Ueffet observé sur la figure XI1.16. Le trait plein représente le spectre de
puissance du champ de vitesse et les tirets le spectre de puissance du champ de densité, pour différentes
valeurs de l'indice B,. La puissance contenue dans les fluctuations de vitesse est la méme sur les deux
figures. La puissance correspondant aux fluctuations de densité est plus importante sur la figure de gauche
que sur la figure de droite.
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Fi1G. XI1.18 — Evolution des indices spectrauz Bc (losanges) et Bc, (croix) en fonction du rapport o,/ po,
pour un cube de densité d’indice spectral B8, = 3,5 et un cube de vitesse 3, = 4,5 dont la valeur moyenne
est vo = 30 km s~1. Les pointillés indiquent les asymptotes o B = 3,5 et B = 4,5.

On peut y voir qu’effectivement, dans la limite des petites fluctuations de densité, on retrouve le résultat
Bc = By, et qu’en revanche, lorsque ces fluctuations deviennent trop importantes, ’indice spectral de
la carte des centroides non normalisés prend la valeur de §,. L’hypothése des petites fluctuations de
densité, qu’on avait utilisée comme condition de validité d’un développement limité au chapitre X, est
donc nécessaire en pratique si I’on veut retrouver les statistiques de la vitesse & partir de celles des cartes
de centroides non normalisés, dans le cas ol la vitesse moyenne n’est pas nulle. Notons cependant qu’il est
toujours possible se ramener au cas vg = 0 en calibrant correctement les canaux en vitesse.

Le cas des grandes fluctuations de densité

On peut donc se placer dans le cas d’une vitesse moyenne nulle & I’aide d’une calibration adéquate. Dans
cette hypothése, les fluctuations de densité peuvent a priori étre augmentées sans modifier le résultat
Bc = By, puisque le terme v3 M, , est alors nul. Ce cas de figure est intéressant d’un point de vue pratique,
car les champs de densité du milieu interstellaire présentent fréquemment de grandes variations. Cependant,
comme on ’a dit plus haut, les fluctuations des browniens fractionnaires sont limitées par construction, avec
typiquement o,/po < 0,3, ce qui impose de trouver un autre modéle de champ de densité. Une possibilité
qui s’offre & nous est de considérer les exponentielles de champs browniens fractionnaires. On obtient alors
des distributions lognormales de la densité avec des excursions importantes. Partant d’un champ caractérisé
par un indice spectral 8 = 4, on obtient par ce biais un champ de densité dont les valeurs sont comprises
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entre ~ 0,6 cm™3 et ~ 2700 cm ™3, si I’on pose que la valeur moyenne est pg =90 cm™3. Le rapport o,/ po
est alors de 'ordre de 1,22. Comme on peut le voir sur la figure XI1.19, ce cube de densité présente des
grandes déviations loin de la valeur moyenne. On remarque également que son spectre de puissance suit
une loi de puissance presque parfaite, dont ’indice spectral est justement 3, = 4.
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Fig. XI1.19 — Ezemple de ligne de visée (& gauche) et spectre de puissance moyenné azimutalement (d
droite) du cube de densité construit comme exponentielle d’un brownien fractionnaire d’indice 8 = 4.

A partir de ce cube et des cing champs de vitesse de type brownien fractionnaire avec vy = 0, on construit
cing cubes de données et les centroides de vitesse correspondants. Les spectres de puissance des cartes de
centroides normalisés et non normalisés sont présentés sur la figure XI1.20. On voit que contrairement au
cas précédent, la nullité de la vitesse moyenne ne suffit pas & assurer ’égalité des indices spectraux So = -
En fait, on retrouve la méme situation que celle rencontrée dans le cas d’un champ de densité de type
brownien fractionnaire avec une vitesse moyenne non nulle (figure XI1.16) c’est-a-dire que 'indice spectral
obtenu est le plus petit des deux nombres 3, et 3,. Plus génant encore, on arrive & la méme conclusion en
ce qui concerne f¢,, alors que tout montrait jusqu’a présent que ce dernier fournissait toujours la valeur
de P’indice spectral de la vitesse.

Etant donné que cet effet ne peut donc étre attribué au terme v3 M, , dans I'expression (58) de la fonction
d’autocorrélation Ag, il faut en chercher la cause dans les autres termes dépendant des fluctuations de
densité, & savoir les termes corrélés 2po M,y €t My, py. Ceci expliquerait également le fait que les cartes
des centroides normalisés soient aussi affectées, puisque Ag, comporte des termes corrélés semblables. On
ne poussera cependant pas plus loin I’analyse dans le cadre de cette thése.

XI1.7 Une ébauche de conclusion critique

Ce chapitre nous a permis, & partir de la simulation de champs de densité et de vitesse possédant des
propriétés statistiques bien déterminées, de construire des observables synthétiques sous forme de cubes de
données PPV, d’ot l'on a tiré des cartes de l'intensité intégrée et des deux types de centroides de vitesse.
1l s’agissait de vérifier, en utilisant ces simulations, les résultats analytiques obtenus aux chapitres X et XI
dans le cadre de transitions optiquement minces.

Les résultats obtenus confirment tout d’abord que 'indice spectral 8; de la carte d’intensité intégrée est
le méme que celui du champ de densité tridimensionnel §,, lorsque la profondeur D du milieu le long
de la ligne de visée est au moins de l'ordre de la plus grande échelle transverse considérée. Pour des
profondeurs plus faibles, le spectre de puissance de I’émission intégrée montre deux pentes asymptotiques
égales respectivement & 8, et B, — 1 aux petites et aux grandes échelles, la transition ayant lieu & une
fréquence spatiale caractéristique kp = 1/2D. Cette propriété du spectre de puissance de ’émission intégrée
peut étre utilisée pour estimer la profondeur des nuages interstellaires et pour déduire les propriétés
statistiques tridimensionnelles de milieux optiquement épais.

En ce qui concerne les cartes des centroides de vitesse, le résultat analytique du chapitre Xl, correspondant
a 'ordre non trivial le plus bas en fluctuations de densité, dont I’expression dans ’espace de Fourier revient
a écrire 1’égalité des trois indices spectraux f¢c, B¢, et By, est vérifié parfaitement lorsque ces fluctuations
sont effectivement trés faibles (0,/po < 0,015 pour |vg|=30 km s~!) mais I'influence de la structure en

~
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Fia. XI1.20 — Spectres de puissance, moyennés azimutalement, des cartes de centroides non normalisés
(losanges) et normalisés (croiz) obtenues & partir du cube de densité construit comme une exponentielle
de champ brownien fractionnaire et de quatre cubes de vitesse. Les droites en trait plein représentent des
lois de puissances dont les formes sont indiquées.

densité dans les cartes des centroides non normalisés se fait de plus en plus sentir lorsque 1’on sort de ce
régime, que la vitesse moyenne vy est non nulle et que 'indice du spectre de puissance de la densité est
plus faible que celui de la vitesse. Le spectre de puissance des cartes de centroides normalisés reste quant &
lui représentatif de la structure cinématique. Cependant, quand les fluctuations de densité deviennent trop
importantes (0,/po 2 1), la fiabilité du centroide normalisé s’effondre également, dans le cas ou 8, < f,,
et ce quelle que soit la vitesse moyenne, ce qu’on interpréte comme effet des termes corrélés apparaissant
dans les formes analytiques des fonctions Ac et Ac,.

Cette limitation des centroides de vitesse, y compris dans leur version normalisée, justifie a posteriori la
recherche de nouvelles méthodes d’extraction des statistiques des champs de vitesse interstellaires. L’une
d’elles, la méthode d’analyse des tranches en vitesse (VCA) de [Lazarian & Pogosyan, 2000], fait ’objet
d’une étude numérique dans le chapitre suivant.
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|CHAPITRE XIII|

Analyse des tranches en vitesse

XIIl.1  Introduction

Comme on vient de le voir, dans le cas de champs de densité présentant de fortes fluctuations, tels qu’on
peut en rencontrer dans le milieu interstellaire et dans les simulations de turbulence compressible, les
cartes de centroides de vitesse donnent une image biaisée de la structure cinématique des écoulements.
La normalisation permet de s’affranchir de ce probléme dans une certaine mesure, jusqu’a ce que les
fluctuations de densité deviennent trop importantes. Dans ce cas de figure, il est nécessaire d’avoir recours
4 d’autres méthodes d’analyse des données permettant de retrouver le comportement statistique du champ
de vitesse tridimensionnel.

Dans cette optique, Lazarian & Pogosyan [Lazarian & Pogosyan, 2000] ont proposé une méthode, justifiée
analytiquement, se fondant sur I’étude des propriétés statistiques des cartes par canaux d’un cube de
données PPV. Prenant I’exemple de la variation de l'indice spectral d’une carte d’intensité intégrée avec la
profondeur du nuage observé, cette analyse cherche a estimer (3, & partir de la variation de I'indice spectral
des cartes par canaux en fonction de leur largeur en vitesse. On peut comprendre cette approche en notant
que, dans le cas incompressible, les structures apparaissant dans les cartes par canaux reflétent exactement
la structure cinématique de I’écoulement. Cette remarque n’est pas anodine, car elle souligne qu’encore une
fois, comme dans le cas des cartes de centroides de vitesse, c’est la limite de la densité uniforme qui montre
la voie & suivre, ce qui invite nécessairement 3 la prudence quant & l'utilisation de la méthode d’analyse des
tranches en vitesse. Pourtant, les travaux de [Lazarian et al., 2001] et [Esquivel et al., 2003] ont analysé des
simulations de turbulence magnétohydrodynamique fortement compressibles a ’aide de cette méthode, et
en ont semble-t-il confirmé les prédictions. Dans les deux cas, le spectre de puissance des champs de vitesse
simulés a été modifié de fagon & suivre une loi de puissance exacte, afin d’étendre artificiellement le domaine
inertiel. Cette méthode préserve les phases en Fourier et donc I'essentiel de 'information physique, comme
on le soulignera au chapitre XVII. D’autre part, un grand nombre de travaux récents sur des observations
H1 [Stanimirovic & Lazarian, 2001, Elmegreen et al., 2001, Dickey et al., 2001] sont fondés sur la méthode
de [Lazarian & Pogosyan, 2000].

L’objectif de ce chapitre, étant donné que nous disposons de simulations d’observations pour lesquelles
les champs de densité et de vitesse ont des propriétés statistiques parfaitement connues, est de tester ces
prédictions théoriques sur des cubes de densité et de vitesse de type brownien fractionnaire, dont les deux
principaux avantages sont d’une part qu’ils possédent intrinséquement des spectres de puissance en loi de
puissance et d’autre part qu’ils obéissent a des statistiques gaussiennes, ce qui constitue les hypothéses de
départ du modéle de [Lazarian & Pogosyan, 2000].

XIII.2 Epaisseur des tranches en vitesse

XIll.2.a Définition

Les observables considérées dans la méthode de [Lazarian & Pogosyan, 2000] sont les tranches en vitesse
dans le cube de données, qu’on définit comme l’intensité intégrée limitée & un certain domaine en vitesse,

A A
S(X,u,Au) = /Tb(X,u)du ou 'intégrale est prise entre u — TU et u+ TU

Cette expression est semblable & celle de la carte d’un canal en vitesse dont la bande passante serait une
fonction porte de largeur Au. En pratique, la construction de tranches en vitesse de différentes largeurs se
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fait justement en sommant des cartes par canaux. L’hypothése sous-jacente relative & la bande passante
est implicitement admise, comme elle I’a été dans les chapitres X, Xl et XII.

La largeur en vitesse Au peut étre comparée & la dispersion des vitesses dans le cube tridimensionnel, ce
qui permet une classification des tranches en vitesse, en fonction de I’échelle. En effet, la dispersion des
vitesses o(l) & une échelle [ dépend de cette derniére au travers de la relation

1™
o(l) = oy (f) ou H, est I'exposant de Hurst du champ de vitesse. (71)

Dans cette expression, o, est la dispersion des vitesses totale, sur ’ensemble du cube, laquelle est fixée &
3 km s~! dans nos simulations, et L est la plus grande échelle tridimensionnelle.

XIIl.2.b Tranches minces et tranches épaisses

Etant donnée cette relation, on dit qu’une tranche en vitesse de largeur Au est mince & Péchelle [ si la
dispersion des vitesses o (I) est plus grande que Au. Réciproquement, une tranche est dite épaisse & ’échelle
Isi o(l) < Au. 1 est clair, d’aprés ’équation (71), que les tranches en vitesse ont plus de chances d’étre
minces aux grandes échelles qu’aux petites, puisque 'exposant de Hurst est strictement positif. En fait,
la plus petite échelle I,,, & laquelle une tranche en vitesse de largeur Aw fixée peut étre considérée comme
mince est donnée par ce qu’on appellera I’échelle limite du régime mince,

Au\ VHe
lm=1L (—) & comparer avec les échelles caractéristiques des simulations. (72)

Dans le cas ou une tranche en vitesse est mince & toutes les échelles présentes dans les simulations, c¢’est-
a-dire si I, est plus petite que I’échelle du pixel [,, on dira que cette tranche est entiérement mince.
Réciproquement, si la tranche considérée est épaisse & ’échelle L, elle le sera & toutes les échelles et on dira
qu’elle est entiérement épaisse. Bien entendu, les tranches en vitesse présentent généralement, en fonction
de I’échelle, une transition entre les deux régimes.

A partir de 13, il est important de vérifier si nos simulations permettent d’explorer les deux régimes
possibles. Etant donné que la largeur maximale Au accessible est par construction plus grande que o,
il ne fait pas de doute qu’il existe, dans nos simulations, des tranches entiérement épaisses. L’accés aux
tranches entiérement minces est, lui, plus problématique. Pour étudier ce probléme, il convient de calculer
la dispersion de vitesse o(lp) & I’échelle du pixel, qui est donnée par ’équation (71), en notant que les
simulations sont de taille 128 x 128 x 128, de sorte que L = 128[,. Les courbes représentant 1’évolution de
la dispersion de vitesse avec I’échelle sont présentées sur la figure XII1.1, afin de faciliter la compréhension.
Le cas particulier de I’exposant de Hurst nul, correspondant & un indice spectral 3, de la vitesse égal &
3, n’est pas représenté, car dans ce cas la dispersion de vitesse est évidemment constante en fonction de
I’échelle et égale a o,.

Le régime entiérement mince est accessible & nos simulations & la seule condition que des tranches en
vitesse de largeur Aw significative, c’est-a-dire plus grande que la résolution effective du,, soient elles-
mémes entiérement minces, ce qui revient & rechercher I'inégalité o(l,) > due. Avec les valeurs numériques
choisies, soient T = 100 K et du = 0,25 km s~!, la résolution effective est égale & 2,16 km s~ (voir
le chapitre XII), et est représentée par une ligne en tirets sur la figure XIIl.1. On voit que dans tous
les cas ou H, n’est pas nul, la dispersion de vitesse & I’échelle du pixel est plus petite que la résolution
effective, ce qui signifie qu’il n’existe alors pas de tranches en vitesse entiérement minces. La position de
I’échelle limite du régime mince, représentée sur la figure XII1.1 par des pointillés, montre cependant que
les tranches en vitesse de largeur comparable & la résolution effective présentent une transition entre les
deux régimes. Seul le cas H, = 0, néanmoins, permet d’accéder a des tranches entiérement minces. L’accés
aux tranches en vitesse entiérement minces pour des valeurs non nulles de I’exposant de Hurst demanderait
une augmentation de la dispersion de vitesse ou une diminution de la température cinétique. La premiére
solution est nécessaire si I’on souhaite conserver la méme résolution effective. Cependant, "'augmentation
de 0, améne une augmentation du nombre de canaux dans le cube de données, la résolution du étant
constante, et donc un bruit dit de shot noise plus important, comme on le verra plus tard.
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Fic. X1 — Courbes représentant la dispersion de vitesse en fonction de ’échelle, suivant la valeur de
Uindice spectral B, de la vitesse, dont on rappelle qu’il est lié a l'exposant de Hurst H, par 8, = 2H, + 3
dans le cas tridimensionnel. La résolution effective due est indiquée par les tirets, et la position de l’échelle
limite du régime mince l,,, par des pointillés. Sa valeur est notée verticalement, en unités de l’échelle d’un
pizel 1.

XI1.3 Etude numérique des tranches en vitesse

XIll.3.a Les prédictions de I'analyse des tranches en vitesse

D’aprés [Lazarian & Pogosyan, 2000], les tranches en vitesse, qui sont donc des cartes bidimensionnelles
puisqu’elles sont intégrées sur la vitesse, possédent, lorsqu’elles sont entiérement minces, un spectre de
puissance dont ’indice f,, est donné par une relation linéaire dépendant uniquement de l’indice spectral
de la vitesse,

3— By 1-—

H
Bm =3+ soit Hp, = Tv en termes d’exposants de Hurst. (73)

De méme, les tranches en vitesse entiérement épaisses sont caractérisées par un indice spectral 8. dont
Pexpression est trés similaire & celle de £,

- 1+ H
_3=5 soit H, = MLl

en termes d’exposants de Hurst. (74)

ﬂe:?’

Etant donné que la tranche en vitesse dont la largeur couvre toute I’étendue de la distribution des vitesses
n’est autre que 'intensité intégrée, dont on a vu au XIL.5 que son indice spectral est égal & celui de la
densité, il apparait que le régime des tranches en vitesse entiérement épaisses est un régime de transition
entre le régime entiérement mince et ce qu’on convient d’appeler régime “trés épais”’, pour lequel une
partie importante de ’émission est intégrée, I’indice spectral tendant alors vers celui du champ de densité
tridimensionnel 3,.
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XIl.3.b Spectres de puissance observés

Pour tester les prédictions de [Lazarian & Pogosyan, 2000], on a calculé les indices spectraux de tranches
en vitesse de différentes épaisseurs, extraites des cubes de données simulés au chapitre XIl. On rappelle
que la température cinétique utilisée est T' = 100 K. Les spectres de puissance de certaines de ces tranches
sont, présentés sur la figure XIH1.2. Chaque graphe correspond & un cube de données particulier, caractérisé
par l'ensemble des deux indices spectraux 3, et 8, et montre, pour ce cube, le spectre de puissance de
quatre tranches en vitesse dont les largeurs vont de Au = 1,25 km s™! 4 Au = 10 km s~ 1.

Dans chaque cas, les droites représentent les prédictions de [Lazarian & Pogosyan, 2000] pour les régimes
mince et épais décrits respectivement par les équations (73) et (74), et le petit trait vertical indique ’échelle
de transition [, donnée par (72). La tranche en vitesse considérée est alors mince aux échelles situées a
gauche de cette marque!, et épaisse aux échelles situées & droite. Les spectres de puissance montrés sur
la figure XI11.2 sont en relativement bon accord avec les prédictions de [Lazarian & Pogosyan, 2000]. On
observe des spectres de puissance courbés, avec une rupture de pente aux alentours de [l,,. Cependant,
la faible plage d’échelles sur laquelle les tranches en vitesse sont minces rend la comparaison avec les
prédictions difficile. De plus, les spectres de puissance des tranches en vitesse pour 3, plus grand que 4,5
s’éloignent de la prédiction de [Lazarian & Pogosyan, 2000] aux petites échelles, car ces tranches passent
dans le régime trés épais & ces échelles. Ce comportement est en effet corrélé 4 la valeur de 3,, et ce d’autant
plus que g, différe plus fortement de §,. Une autre particularité de la figure XIIl.2 est ’augmentation de
la puissance aux petites échelles pour 3, = 3, due au shot noise.

XIl.3.c Effet de shot noise dii a la taille finie

Le calcul des cubes de données & partir de champs tridimensionnels de taille finie améne une augmen-
tation artificielle des fluctuations & haute fréquence dans les cartes par canaux [Lazarian et al., 2001,
Brunt & Heyer, 2002, Esquivel et al., 2003]. En effet, comme remarqué par [Esquivel et al., 2003, la taille
limitée des lignes de visée simulées introduit des variations brusques de ’émission d’un canal & l'autre,
et implique l'existence de canaux presque vides. Cet effet est d’autant plus important que la résolution
spectrale effective est meilleure, c’est-a-dire que due est plus petit. L’aplatissement & haute fréquence, ca-
ractéristique du bruit que représentent ces fluctuations de ’émission, est clairement visible sur les spectres
de puissance des tranches en vitesse dans le cas 8, = 3 (figure XIl1.2). Comme attendu, amplitude de
cette composante a haute fréquence augmente quand la taille des champs tridimensionnels diminue. Cet
effet, qu’on ne montre pas ici mais qui a été vérifié, affecte de maniére importante les spectres de puissance
des canaux simulés.

Une solution pour réduire les effets du shot noise est d’appliquer un lissage gaussien aux spectres simulés,
ce qui revient & augmenter 1’élargissement thermique. Mais un tel lissage augmente également la valeur
de due, ce qui réduit nécessairement le domaine d’échelles minces accessibles. Un exemple de Veffet de
la température cinétique sur 'analyse des tranches en vitesse est montré sur la figure XII.3, ou sont
représentés les spectres de puissance de tranches en vitesse d’épaisseur Au égale a la résolution effective due,
pour des cubes de données correspondant d’une part & 8, = 4 et 8, = 3, d’autre part & 8, = 3 et 8, = 4,5,
calculés a différentes températures entre T = 1 K et T = 200 K. Le cas 8, = 3 est particuliérement
intéressant car les tranches en vitesse sont minces a toutes les échelles dés lors que Au < o, ce qui est
le cas ici puisque due ~ o, pour la plus haute température considérée T' = 200 K. Ceci permet d’étudier
séparément les effets de lissage gaussien sur la réduction du shot noise et sur la minceur des tranches en
vitesse. Sur la figure XII1.3, le panneau de gauche montre que le lissage gaussien réduit significativement
le shot noise. En effet, ’augmentation de la température cinétique provoque un affaiblissement de la
composante haute fréquence associée au bruit, et donc un raidissement du spectre de puissance. Il semble
cependant que méme & la température la plus élevée, T = 200 K, le shot noise ne soit pas complétement
nettoyé. A plus haute température, la condition de minceur des tranches en vitesses? du, < o, he serait
de son coté plus remplie. Le panneau de droite illustre quant a lui l’effet du lissage gaussien 4 la fois sur le
shot noise et sur I'épaisseur de la tranche en vitesse. A basse température (T =1 K), la tranche est mince
a presque toutes les échelles, mais on voit clairement ’effet du shot noise sur les composantes & haute
fréquence spatiale. Lorsque la température augmente, ’amplitude du shot noise et la plage d’échelles pour

1Quand celle-ci est absente, c’est que les tranches en vitesse sont entiérement épaisses.
20n est ici dans le régime entiérement mince, car avec 8, = 3, la dispersion de vitesse est indépendante de ’échelle.
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Fic. XH1.2 — Spectres de puissance, moyennés azimutalement, de tranches en vitesse extraites de chacun des
25 cubes de données construits a partir de champs de densité et de vitesse de type brownien fractionnaire.
Sur chaque figure, les points représentent les spectres de puissance de quatre tranches en vitesse d’épaisseurs
respectives Au = 1,25 km s™1, Au = 1,75 km s7!, Au = 2,25 km s7! et Au = 10 km s~ (de bas en
haut). Les droites correspondent auz prédictions de l’analyse des tranches en vitesse, ajustées de maniére
a se croiser a l’échelle de transition l,,, repérée par un trait vertical.

lesquelles la tranche en vitesse est mince décroissent toutes les deux, comme on s’y attendait. A haute
température, le shot noise est complétement nettoyé mais la tranche en vitesse est entiérement épaisse.
On comprend donc que 'utilisation d’un lissage gaussien impose nécessairement un compromis entre la
réduction du shot noise et la minceur des tranches en vitesse. En ce qui concerne nos simulations, les
spectres de puissance de la figure XII1.2 montrent que le shot noise est significatif seulement pour 3, = 3,
ce qui indique que les paramétres choisis, & savoir o, T et du, forment un bon compromis, pour la plupart
des valeurs de I’indice spectral de la vitesse f3,, entre la réduction du shot noise et 'accessibilité du régime
mince des tranches en vitesse.

XIl1.3.d Analyse des résultats obtenus

La méthode d’analyse des tranches en vitesse proposée par [Lazarian & Pogosyan, 2000] pour déterminer
les indices spectraux §, et 8, consiste & étudier I'indice spectral 8; des tranches en vitesse en fonction
de ’épaisseur Awu de celles-ci. D’aprés les prédictions analytiques, la courbe de 3, en fonction de Awu doit
avoir deux limites aux petites valeurs et aux grandes valeurs de Awu, correspondant respectivement aux
régimes entiérement mince et trés épais, et permettant de déterminer 3, et S,.

Nous avons fait cette analyse des tranches en vitesse sur nos simulations, et les résultats sont présentés sur la
figure XI11.4, qui montre les variations de l'indice 5, déterminé par un ajustement du spectre de puissance,
moyenné azimutalement, sur ’ensemble des nombres d’onde k, en fonction de I’épaisseur en vitesse Au. Les
courbes, une pour chaque combinaison (8,, f,) des indices spectraux des champs tridimensionnels, sont
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Fic. XIH1.3 — Spectres de puissance, moyennés azimutalement, de tranches en vitesse de largeur Au = due
pour quatre températures cinétiques. La figure de gauche correspond au cas B, = 4 et B, = 3, la figure de
droite au cas B, = 3 et By = 4,5. Les droites représentent les prédictions de [Lazarian & Pogosyan, 2000]
dans les régimes d’échelles minces et épaisses, la transition étant marquée par le trait vertical.

regroupées par valeur de f,. On distingue bien entendu le régime entiérement mince, pour lequel la tranche
en vitesse est mince & toutes les échelles, soit Au < o(lp), le régime entiérement épais, déterminé par la
relation Au > oy, et le régime trés épais, caractérisé par I’égalité 3, = 3,, qu’on observe typiquement
pour Au > 20 km s~!. On indique également le régime transitoire pour lequel la tranche en vitesse est
mince aux grandes échelles et épaisse aux petites échelles. Les tirets marquent quant a eux la position
de la résolution spectrale effective due de nos simulations. Le plateau observé & gauche de cette derniére
séparation refléte le fait que les structures en vitesse plus petites que la résolution effective ne peuvent pas
étre résolues.

Dans la limite des grandes épaisseurs en vitesse, on retrouve le fait que les indices spectraux des tranches en
vitesse convergent vers la valeur de §,. Inversement, aux petites épaisseurs en vitesse, on voit qu’en accord
avec [Lazarian & Pogosyan, 2000], le spectre de puissance des tranches en vitesses devient indépendant
du champ de densité, sauf dans les cas ou 8, > 4,5, comme expliqué au paragraphe suivant. La forte
corrélation entre le champ de vitesse tridimensionnel et les cartes par canaux était déja visible sur la
figure XIL.5, ot 'on voit notamment que la structure des cartes par canaux est dominée par le champ de
vitesse puisqu’elle varie trés peu avec ’'indice spectral du champ de densité.

Sur la figure XI11.4, on remarque que les courbes correspondant & 3, = 3 décroissent aux petites épaisseurs
en vitesse Au, jusqu’a une valeur de 1,8 environ. Puisque I'indice spectral 3, est calculé sur I’ensemble
des valeurs de k, cet effet peut étre entiérement attribué au shot noise, dont ’amplitude est importante
dans ce cas, comme on le voit sur la figure XII1.3. Pour 8, = 3,5, 'effet du shot noise est réduit, et dans
ce cas, les courbes sont en relativement bon accord avec les prédictions de [Lazarian & Pogosyan, 2000]. Il
existe un plateau significatif dans le régime épais, & une valeur proche de la valeur prédite 8., donnée par
Péquation (74). De plus, la transition marquée par Au = due n’est pas trés éloignée du régime des tranches
en vitesse entiérement minces, et il est donc cohérent de trouver, pour une tranche de cette épaisseur en
vitesse, un indice spectral s proche de la valeur prédite f3,,. Pour les valeurs plus grandes de $,, ’accord
avec [Lazarian & Pogosyan, 2000] n’est pas clair. Dans les trois cas restants, en effet, on peut sans probléme
négliger le shot noise du fait du lissage gaussien, mais on est en revanche trés loin d’avoir des tranches en
vitesse entiérement minces, ce qui ne permet pas de tester les prédictions de [Lazarian & Pogosyan, 2000]
dans le régime mince. D’autre part, on observe un semblant de plateau au sein du régime épais, en tous cas
pour 3, = 4 et B, = 4,5, mais pas a la valeur g, prédite. Ceci est di au fait que les plus petites échelles
deviennent en fait trés épaisses. C’est également pour cette derniére raison que, dans les cas 8, = 4,5 et
By = 5, les courbes dépendent de (3, et ne convergent pas toutes vers la méme valeur aux petites largeurs
en vitesse.
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Fic. X114 — Indice spectral Bs des tranches en vitesse extraites des différents cubes de données, en fonction
de la largeur Au. Les courbes sont regroupées en fonction de lindice spectral 3,, indiqué en bas o droite de
chaque figure. Les zones grisées indiquent les domaines correspondant auz régimes mince (M), de transition
(T), épais (E) et trés épais (TE). Les tirets verticauz indiquent la résolution en vitesse effective, et les
pointillés horizontauz représentent les prédictions de [Lazarian & Pogosyan, 2000] dans les régimes mince
et épais, respectivement Bs = P et Bs = Be. Chaque courbe correspond ¢ une valeur de B,, indiquée en
regard.
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XIll.4 Discussion et conclusions

Du fait du lissage gaussien utilisé, 1’effet du shot noise sur nos simulations est relativement limité, & part
dans le cas extréme (3, = 3. Cependant, ceci se fait au prix d’un rétrécissement du régime mince accessible,
car on a vu que précisément seul le cas 8, = 3 permettait d’observer des tranches en vitesse entiérement
minces significatives, c’est-a-dire telles que Au > due.

Dans ces conditions, 'interprétation des courbes montrant ’évolution de 'indice spectral s des tranches
en vitesse en fonction de la largeur Au de celles-ci (figure XI11.4) est particuliérement ambigué, ce qui rend
la détermination de I’indice spectral du champ de vitesse trés difficile par le biais du régime mince. D’un
autre coté, le spectre de puissance de tranches en vitesse entiérement épaisses peut en fait dépendre de
B,, ce qui rend également difficile la déduction de §, & partir de Iindice spectral de ces tranches suivant
l’équation (74). Il s’avére donc qu’en raison de ces différentes limitations, il est prématuré de conclure que
la méthode de [Lazarian & Pogosyan, 2000] peut effectivement étre utilisée pour déterminer les propriétés
statistiques du champ de vitesse tridimensionnel.

Ce qu’on peut toutefois remarquer, c’est qu’une limite pratique de la méthode de Lazarian et Pogosyan
est qu’elle requiert de savoir si oui ou non le régime entiérement mince est atteint, pour une observation
donnée. Si un plateau asymptotique significatif est trouvé aux petites épaisseurs Au sur les courbes de S,
en fonction de Aw, on pourrait penser que c’est le cas. Mais malheureusement, comme on le voit sur la
figure XI1l.4, un tel plateau peut étre observé également dans le régime épais, et amener une estimation
fausse de (,. De plus, le seul moyen d’estimer la position de 1’échelle de transition I, entre les deux
régimes pour une tranche donnée passe par 1’équation (72), qui nécessite justement la connaissance de 3,.
Par suite, il n’y a pas de moyen indépendant de déterminer si le régime des tranches entiérement minces
est effectivement atteint. Ceci étant dit, la détermination de 8, dans le petit nuage de Magellan (SMC)
par [Stanimirovic & Lazarian, 2001], faite en utilisant la méthode de [Lazarian & Pogosyan, 2000] peut étre
mise en doute, car leurs observations ne semblent pas leur permettre d’atteindre le régime asymptotique
mince.

A ce sujet, il est important d’estimer dans quelles conditions la méthode de [Lazarian & Pogosyan, 2000]
peut étre utilisée sur des observations réelles, pour un nuage HI & haute latitude, par exemple. On a
montré que la plus petite épaisseur en vitesse pertinente pour cette analyse est Au = due ~ vV8In 20y, en
considérant ici que la résolution spectrale effective est dominée par 1’élargissement thermique, ce qui est
clairement le cas & T' = 100 K. Pour estimer , en utilisant la méthode de [Lazarian & Pogosyan, 2000],
on doit pouvoir observer un plateau aux petites largeurs en vitesse dans la courbe de 35 en fonction de
Au, ce qui nécessite des tranches en vitesse entiérement minces sur une plage relativement importante de
largeurs Au, disons pour due < Au < 2due. On se souvient qu’une tranche en vitesse de largeur donnée
Aw est mince aux échelles [ > 1,,, ot I’échelle limite I,,, est fournie par I’équation (72). Donc, pour évaluer
sur quelles échelles la méthode de [Lazarian & Pogosyan, 2000] peut étre utilisée pour déduire f,, il faut
estimer cette échelle limite [,,, pour une tranche en vitesse d’épaisseur Au = 2 du,.

Comme montré par [Miville-Deschénes et al., 2003a], le spectre d’énergie du HI est compatible avec la
cascade d’énergie de Kolmogorov [Kolmogorov, 1941], selon laquelle la dispersion de vitesse en fonction de
Iéchelle est de la forme o(I) = AI'/3. Le facteur de normalisation A peut étre estimé & partir d’observations
du H1 & haute latitude, comme dans [Joncas et al., 1992], ou la dispersion de vitesse interne & une échelle
de 1 pc est de I’ordre de 4 km s~1. Dans ces conditions, I’échelle limite du régime mince pour une tranche
d’épaisseur Au = 2 du, est donnée par

1 u.m.a.)

. T \3/2
U(lm) = 20u. = 2v8In20¢y, et donc l_ ~1, 293.10~3 <_> (
I pc 1K

Si l’on considére le gaz du milieu neutre froid (CNM) & 7' = 100 K, la plus petite échelle mince 1,,, pour
un nuage a une distance de 100 pc est alors environ égale & 42', et est donc notablement supérieure 3
la résolution angulaire & 21 ¢cm du radio interférométre du Dominion Radio Astrophysical Observatory
(DRAO), qui est de l’ordre de la minute d’arc. De plus, si ’on considére la présence de gaz HI plus chaud
(Warm Neutral Medium) dont la température est comprise entre 7' = 5000 K et T'= 8000 K, ou celle de
gaz thermiquement instable & T ~ 1000 K, I’élargissement thermique plus important augmente la valeur
de Iéchelle limite et rend la détermination de (3, & partir de la méthode de [Lazarian & Pogosyan, 2000]
possible uniquement sur des échelles plus grandes que quelques degrés, du moins pour le Hi du voisinage
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solaire.

En conclusion, on voit qu’en raison de la résolution limitée de nos simulations, nous ne sommes pas en
mesure de confirmer les prédictions de [Lazarian & Pogosyan, 2000], mais nous pouvons d’ores et déja
affirmer que la méthode d’analyse des tranches en vitesse, en tant qu’outil permettant de remonter aux
propriétés statistiques du champ de vitesse tridimensionnel, est dans la pratique difficilement applicable
aux observations réelles. Il semble, malgré les défauts remarqués au chapitre XII, que la méthode fondée
sur les centroides de vitesse soit mieux adaptée & la détermination du spectre de puissance de la vitesse,
en particulier parce qu’elle ne dépend pas de la température du gaz, et qu’elle permet la détermination
des statistiques de la vitesse jusqu’a des échelles comparables & la résolution angulaire des observations,
tant que les fluctuations de densité restent faibles.
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Filtrage intertérométrique des structures

Elliot : How do you explain school to a higher intelligence ?

“E.T. the extraterrestrial” (Steven Spielberg)
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|CHAPITRE XIV|

L'interférométrie en radioastronomie

XIV.1 La course a la résolution angulaire

L’existence d’un rayonnement radio en provenance de sources astronomiques, c’est-a-dire & des longueurs
d’onde supérieures & 1 mm environ, correspondant & des fréquences inférieures & 300 GHz, est connue de-
puis les travaux pionniers de Jansky en 1933 [Jansky, 1933] et de Reber en 1940 [Reber, 1940]. On dispose,
depuis cette époque et le développement du radar lors de la seconde guerre mondiale, d’antennes permet-
tant de détecter ce rayonnement radio cosmique afin d’en tirer des informations quant & la structure des
sources astrophysiques. De maniére générale, ces antennes - ou radiotéléscopes - sont destinées & collecter
le rayonnement provenant d’une direction donnée du ciel, une chaine de réception en aval permettant la
transformation du signal électromagnétique en signal électrique, puis 'amplification et le traitement de ce
dernier & des fins d’analyse.

Cependant, dans le cas d’une antenne unique, la résolution angulaire - caractérisée par le rapport de la
longueur d’onde A du rayonnement au diamétre d de ’ouverture - est bien souvent insuffisante pour 1’étude
correcte des sources. En effet, dans les conditions optimales, une antenne de 100 m de diamétre, telle que
celle d’Effelsberg, utilisée & 5 mm de longueur d’onde, offre une résolution angulaire maximale de I’ordre
de 13 secondes d’arc, alors que la limite de diffraction des plus grands téléscopes optiques (d ~ 10 m) est
de l'ordre du centiéme de seconde d’arc. Méme en tenant compte de la turbulence atmosphérique dont
leffet de perturbation sur la forme du front d’onde est beaucoup plus marqué en optique qu’en radio, et
sans systéme actif de correction de la forme des miroirs, la résolution angulaire des téléscopes optiques est
couramment meilleure qu’une seconde d’arc.

Or, 'obtention de grandes résolutions angulaires dans le domaine radio est essentielle a plus d’un titre. Il
s’agit d’'une part de permettre 'identification des radiosources avec des objets déja connus dans d’autres
domaines de longueurs d’onde, et mieux encore, d’établir des cartes de sources étendues pour pouvoir
comparer, avec une méme résolution, les distributions spatiales de I’émission dans les différentes parties du
spectre électromagnétique, afin d’affiner la compréhension des phénoménes physiques dont ces objets sont
le siége. D’autre part, I’amélioration de la résolution angulaire doit permettre 1’établissement de systémes
de référence astrométriques de plus en plus précis. Actuellement, les observations de quasars lointains en
radio permettent, grice aux techniques d’interférométrie & trés longue base, d’obtenir des résolutions allant
jusqu’a 10~* seconde d’arc, soit un ordre de grandeur de mieux que les observations en optique du satellite
astrométrique Hipparcos!.

Ce renversement de la hiérarchie des résolutions angulaires accessibles aux domaines optique et radio té-
moigne de ’essor exceptionnel de ’interférométrie radioastronomique. C’est en associant plusieurs antennes
au sein d’un réseau appelé interférométre, et en corrélant les signaux regus par chacune de ces antennes,
qu’on peut atteindre ces résolutions angulaires, comme on le verra dans la suite. La rapidité avec laquelle
ces techniques se sont développées dans le domaine radio, par rapport aux domaines infrarouge et visible,
est due en particulier & la facilité avec laquelle les signaux radio peuvent étre traités électroniquement,
ainsi qu’a D’effet moindre des turbulences atmosphériques sur le rayonnement de grande longueur d’onde.

XIV.2 Un bref historique

Le développement d’interférométres radio remonte aux premiéres années suivant la seconde guerre mon-
diale. En 1946, Ryle et Vonberg [Ryle & Vonberg, 1946] construisirent un équivalent de 'interférométre
de Michelson & l’aide de deux antennes fonctionnant & 175 MHz. Parallélement, des interférométres pla-

I Remarquons qu’en ce qui concerne I’astrométrie interférométrique, c’est plus la précision sur la phase que la résolution
angulaire qui joue.
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cés le long des cotes et utilisant la réflexion des rayons lumineux & la surface de la mer ont permis
d’enregistrer des premiers résultats scientifiques notables, comme la découverte de la radiosource Cygnus
A [Hey et al., 1946]. D’autres sources importantes furent ensuite observées a l’aide d’interférométres a
deux éléments, puis identifiées 4 des galaxies ou & des restes de supernovee. A cette époque, la stabilité des
chaines de réception ne permettait cependant généralement pas de remonter aux distributions spatiales
de brillance des sources, ce qui est théoriquement faisable, comme on le verra dans la suite. Les observa-
teurs modélisaient alors ces sources par des distributions symétriques, en déduisant la largeur angulaire de
I’objet & un niveau de brillance donné & partir des variations d’amplitude des franges d’interférence avec
I’espacement des antennes, sans utiliser ’information de phase.

XIV.2.a Diverses méthodes de corrélation

La maniére dont les signaux sont corrélés a évolué au cours du temps. Aux débuts de linterférométrie
radio, la technique de corrélation était une simple copie du phénoméne d’interférences déja bien connu en
optique, puisque les signaux étaient simplement additionnés puis transmis & un détecteur quadratique, le
signal final étant donc de la forme u% + ug + 2ujus, Ol uy et uz sont les signaux en sortie des antennes. Les
variations de gain des amplificateurs placés au niveau de celles-ci, qui représentent par ailleurs des sources
de bruit potentiellement importantes, pouvaient alors complétement noyer ’information contenue dans le
terme croisé. La mise en ceuvre, & partir des années 1950, de la technique du phase switching, consistant &
déphaser réguliérement I’un des deux signaux de 7 avant de ’additionner & I’autre signal, puis & prendre
la différence entre les signaux (u; — u2)? et (u1 + ua)? obtenus, ne laissant subsister que le terme croisé,
a permis de s’affranchir de ce probléme, car les bruits des amplificateurs sont non corrélés. En définitive,
on est passé d’interférométres additifs & des interférométres multiplicatifs. Aujourd’hui, les corrélateurs
permettant de faire le produit des signaux u; et us sont essentiellement numériques, & I’exception du
mélange avec le signal de Doscillateur local, dont on parlera plus loin.

XIV.2.b Réseaux d’antennes et synthése d’'ouverture

La fin des années 1950 et le début de la décennie suivante ont vu le développement de réseaux d’antennes
dédiés a la détermination précise des positions angulaires de radiosources, en particulier Iinterférométre
développé par Mills, dont les éléments étaient répartis le long des deux bras d’une croix, et 'interférométre
de Cambridge, constitué de quatre antennes placées aux coins d’un rectangle, et qui fut notamment utilisé
pour établir le catalogue 3C.

C’est au tournant des années 1970 que l'intérét a commencé & se porter plus franchement sur la structure
détaillée des sources de rayonnement radio. La nécessité de disposer d’une résolution suffisante pour carto-
graphier ces objets imposa d’abord de travailler & des longueurs d’onde centimétriques et de construire des
instruments permettant de faire varier les positions relatives des antennes le plus librement possible dans
le plan, tels que 'interférométre d’Owens valley. Mais c’est en utilisant la rotation terrestre comme moyen
de faire varier la ligne de base entre deux antennes qu’il a véritablement été possible, pour la premiére
fois, de cartographier des radiosources avec une grande résolution [Ryle et al., 1965]. Cette méthode de
synthése d’ouverture était connue depuis plusieurs années, mais le succés des cartographies de Cygnus A
et Cassiopeia A en démontra brillamment le potentiel, amenant les instruments existants & s’y adapter,
et incitant les organismes de recherche & construire de nouveaux grands réseaux d’antennes la mettant &
profit. C’est ainsi que virent le jour, notamment, 'interféromeétre de Westerbork et le VLA, ainsi que, dans
le domaine millimétrique, 'interférométre du plateau de Bure.

XIV.2.c L’interférométrie VLBI

L’obtention de résolutions angulaires encore meilleures a alors requis le développement des techniques
d’interférométrie & trés longue base (VLBI), dont le principe consiste & séparer la réception des signaux
de leur corrélation : on enregistre les signaux au niveau de chaque antenne sur un systéme de sauvegarde
adapté, et les données sont corrélées ultérieurement. Simple en soi, cette méthode nécessite un certain
nombre de prouesses techniques, notamment au niveau de la bande passante utilisable - les premiers
essais étaient limités & 2 kHz, en raison de la fréquence intermédiaire trés basse imposée par le systéme
d’enregistrement - et de la précision des oscillateurs locaux. En contrepartie, elle permet d’utiliser des
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lignes de base longues de plusieurs milliers de kilométres, permettant des résolutions meilleures que la
milliseconde d’arc. La combinaison de plus de deux instruments en interférométrie VLBI, & partir du milieu
des années 1970, a permis la cartographie de sources éloignées, et la découverte de vitesses apparemment
supraluminiques dans les quasars [Pearson et al., 1981]. C’est également grace aux techniques VLBI que
des progrés essentiels en astrométrie et en géodésie ont été accomplis.

XIV.3 Antennes radioastronomiques

XIV.3.a Propagation d'un signal radioastronomique

Nous allons aborder maintenant les diverses étapes de I’observation radiointerférométrique, de facon 4 éta-
blir la relation qui existe entre la distribution de brillance dans le plan du ciel et les données instrumentales
accessibles & ’observateur.

Considérons un phénoméne physique en un point x¢ d’une source astronomique, donnant naissance & un
champ électrique variable E(xg,t). De maniére générale, les variations de ce champ sont aléatoires, a la
fois en termes d’amplitude, de phase et de polarisation. L’application des équations de Maxwell montre
alors qu’une onde électromagnétique se propage dans ’espace, et peut ainsi étre observée a la position
x par un instrument approprié, soit une antenne dans le domaine des radiofréquences. La propagation
du champ électromagnétique s’interpréte & l'aide du principe de Huygens-Fresnel, qu’on peut résumer
ainsi [Born & Wolf, 1959] : L’onde électromagnétique se propage de proche en proche, chaque élément de
surface (réel ou virtuel) atteint par une vibration du champ électromagnétique se comportant comme une
source secondaire d’ondelettes sphériques dont I’amplitude est proportionnelle & la taille de 1’élément de
surface considéré. La vibration du champ électromagnétique en un point quelconque est alors la somme
vectorielle - 'interférence - des vibrations produites par toutes les sources secondaires.

Le champ électrique E au voisinage de ’antenne est également dépendant du temps et de la position
considérée. Cependant, la linéarité des équations de Maxwell autorise & le décrire comme une superposition
de composantes monochromatiques, & ’aide d’une transformée de Fourier inverse,

E(x,t) = /E,,(:L')exp (2imvt)d,

et on peut ainsi se contenter d’étudier le cas d’une onde électromagnétique monochromatique, de fréquence
v. D’autre part, on peut faire ’hypothése simplificatrice que le champ électrique posséde une polarisation
linéaire fixe, adaptée a la chaine de réception en aval de 'antenne, de sorte qu’on peut ne considérer que la
grandeur scalaire E, correspondant & la projection du vecteur E,, sur un vecteur unitaire fixe caractérisant
la polarisation du champ. Enfin, la distance entre la source et I’antenne étant grande devant la taille de cette
derniére, il est tout & fait raisonnable de supposer que I’onde arrivant au niveau de ’ouverture de I’antenne
est plane, si ’on suppose pour simplifier qu’il n’y a pas de perturbation du front d’onde éventuellement
due aux milieux traversés par le rayonnement, en particulier I’atmosphére terrestre.

XIV.3.b Réception du signal

Concrétement, le champ électrique incident sur un élément de surface de ’antenne y crée un courant
variable, lequel est & 'origine d’un champ électrique additionnel. La superposition des deux champs peut
alors s’interpréter comme une réflexion du champ électrique sur ’antenne. Ainsi les propriétés des antennes
radioastronomiques peuvent parfaitement se comprendre & partir des lois de ’optique et on peut également
voir les antennes comme des instruments modifiant la phase du champ électrique incident de maniére &
concentrer les rayons sur un point focal. En particulier, les antennes de type paraboloide de révolution
sont théoriquement stigmatiques lorsque la source est & l'infini?. De méme, comme en optique, la taille
finie des antennes se traduit par un phénoméne de diffraction autour de I'image géométrique de la source.
Afin de comprendre quelle est la quantité mesurée par une antenne, intéressons nous donc d’abord au cas
d’une source ponctuelle monochromatique située a l'infini sur ’axe de pointage de I’antenne, comme sur la
figure XIV.1. Schématiquement, ’antenne se comporte comme la combinaison d’un diaphragme et d’une
lentille formant I'image de la source sur le plan focal.

2Comme on I’a dit, c’est le cas des objets astronomiques, avec une excellente approximation.
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r r
Diaphragme
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Réflecteur Plan focal q

Fic. XIV.1 — Formation d’une image par un radiotéléscope. Le front d’onde plane arrive perpendiculaire-
ment a la ligne de visée et est concentré au foyer du réflecteur (4 gauche). La situation est formellement
identique a celle de la formation de image d’un objet & infini par une lentille convergente (a droite).

On est alors dans les conditions de 'approximation de Fraunhofer du phénoméne de diffraction. Si l'on
note EY(r) le champ électrique dans un plan perpendiculaire aux rayons situé juste en amont du systéme
optique, et si 'on note g,(r) la fonction de transfert de ce systéme, définie par le rapport du champ
électrique en aval & celui en amont, alors le champ électrique E,(q) dans le plan focal de 'instrument est
donné par une relation de transformée de Fourier,

,/ikF
B@) = " [[ 0 E2r) exp (~2imq.ryar, (75)

ol F est la distance focale de l'instrument, k = (27v)/c et q repére la position d’un point dans le plan
focal en termes de fréquences spatiales, et peut étre relié aux angles d’inclinaison 8, et 8, de la direction
de diffraction sur ’axe optique,

v, v
4= doea +qyey = _sin (0z)es + - sin (6y)ey.

Puisque la source est ponctuelle, monochromatique, et située & l'infini sur I’axe optique, le champ E9(r)
dans le plan juste en amont de I’ouverture est évidemment uniforme, égal & une constante EY, de sorte
que ’équation (75) devient

VeikF

icF

B@) = % B [ [ aulr)exp (~2imaryir = B (@)

Le traitement du signal en aval de ’antenne nécessite alors un couplage au niveau du plan focal, de facon
a faire entrer le champ électrique E, dans un guide d’onde menant au mélangeur. Ce couplage complexe
se fait 4 ’aide d’un cornet permettant une adaptation d’impédance entre ’espace libre et le guide, de sorte
que les pertes d’énergie par réflexion soient limitées. De plus, il faut noter qu’on récupére uniquement le
champ au centre du plan focal, de sorte que le signal obtenu pour une source située dans la direction de
pointage est simplement U, (0) = E%g, (0) = E°B,(0), ot 'on a introduit B, (q) = g, (—q), qui représente
la réponse impulsionnelle de ’instrument en termes d’amplitude du champ électrique, ou voltage reception
pattern [Thompson et al., 1991], & ne pas confondre avec le power pattern ou lobe primaire P,(q) qui est
égal & | B, (q)|?. Typiquement, B, (q) présente un pic central important pour g = 0 et des pics secondaires
positifs et négatifs, qu’on peut atténuer en modifiant la fonction de transmission®. La largeur du pic central,

3Cette modification se fait en réalité plus loin dans la chaine, grace & des corrugations sur la surface interne du cornet au
niveau de ’entrée du récepteur.
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ou lobe principal, donne la résolution angulaire de ’antenne unique. En effet, si ’'on considére maintenant
une source également monochromatique et ponctuelle mais située hors de I’axe optique, la distribution du
champ électrique au niveau du plan focal est

sz 0 ié ) sz
E,(q) = L (1) E%ei®o(r 2i o (r)E° 2 ,
ch //g exp (—2imq.r)dr ch //g exp [—2im(q — qo).r]dr

ol ¢o(r) = 2mqq.r est la phase du champ électrique en r au niveau de 'ouverture, par rapport a la phase
au point central r = 0, le vecteur g, correspondant, dans le plan de Fourier, & la direction de la source
par rapport a la direction de pointage. Ainsi, dans le cas considéré, E,(q) = Eog,,(q q), ce qui traduit
le déplacement de la réponse impulsionnelle dans le plan focal, et le signal recu finalement en sortie est
U,(qo) = E2B,(q,) et c’est donc bien la taille du lobe central de B, qui donne la résolution angulaire de
I'instrument.

XIV.3.c Conversion de fréquence

Le traitement des signaux en sortie des antennes comprend de nombreuses étapes, notamment d’amplifi-
cation, de transport, de retard, de filtrage et bien str de corrélation. La plupart de ces manipulations du
signal sont techniquement difficiles aux fréquences d’origine, qui peuvent atteindre plusieurs centaines de
GHz. 1 est donc classique d’abaisser la fréquence v du signal astronomique & ’aide d’un oscillateur local
et d’un mélangeur, de la maniére suivante. A la sortie de I’antenne, on dispose d’une tension alternative
U,(t), de fréquence v et dont ’amplitude est proportionnelle au champ électrique. Cette tension est ensuite
mélangée au signal Up(t) issu d’un oscillateur local (LO),

U,(t) = aE%cos (2nvt + ¢) et Uy(t) = Acos (2nvot + ¢o).

Ce mélange se fait en appliquant la superposition des deux tensions & un dipole non-linéaire (de type diode)
dont la caractéristique courant-tension est exprimable sous forme d’une série, d’ot [Guilloteau, 2000]

1= apU,+Uo)” = Y biUUL = > bij(aEl) Al[cos (2mvt + ¢)]'[cos (2muot + o))

p=0 4,520 4,720

La relation fondamentale 2 cos (a) cos (b) = cos (a + b) + cos (a — b) montre que 'intensité aux bornes du
dipole posséde un spectre discret, ou seules sont présentes les fréquences de la forme |pv + qup| avec p et ¢
entiers relatifs. En sortie du mélangeur, on insére un filtre de fréquence centrale v, et de bande passante
Av permettant de sélectionner uniquement la composante de fréquence |v — vg|, soit

Le signal en sortie du filtre est alors, suivant les positions relatives de v et de vy,
T EQAcos[2n(v —vo)t+ ¢ — o] siv>wvy ou Ioc ESAcos[2m(vo —v)t+ ¢o — ¢] siv < vp.

La fréquence v/ = |v — 1| est appelée fréquence intermédiaire (intermediate frequency). En conclusion,
le filtre laisse passer les composantes du signal radioastronomique dont les fréquences se trouvent dans
deux bandes de part et d’autre de la fréquence de Doscillateur local, appelées Upper Side Band (USB) et
Lower Side Band (LSB), respectivement, comme indiqué sur la figure XIV.2. Remarquons que la phase a
t = 0 est différente dans chaque cas. Sans autre filtrage ou information complémentaire sur le spectre de
la source, il est donc a priori impossible de déterminer & quelle bande de fréquence appartient un signal
particulier en sortie du récepteur, et on a affaire 4 une réception de type Double Side Band (DSB). Certains
récepteurs, cependant, permettent de supprimer I’'une des deux bandes, soit parce qu’ils ont une réponse
trés dépendante de la fréquence, soit parce qu’un filtre a été placé en amont de la chaine de réception,
auquel cas on parle de réception Single Side Band (SSB).
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Av Av Av

(LSB) (USB)

Fic. XIV.2 — Représentation schématique de la conversion de fréquence. Les deux bandes de fréquences
observables (USB et LSB) sont représentées en tirets, la bande passante du récepteur en trait plein.

XIV.4 L’interférométre a deux éléments

XIV.4.a Les franges d’interférence

Supposons maintenant que la source ponctuelle monochromatique est observée simultanément par deux
antennes identiques formant l’interférométre le plus simple qu’on puisse imaginer, dans la direction du
vecteur unitaire . On suppose toujours que la distance a laquelle se trouve la source permet de considérer

que ’onde électromagnétique incidente est plane.
o

Antﬂne T Anfenne 2

F1G. XIV.3 — Représentation de l'origine du retard géométrique 7.

On voit sur la figure XIV.3 que 'onde arrivant sur ’antenne 1, bien qu’étant la méme que celle arrivant
sur l’antenne 2, est recue avec un retard géométrique 7, donné par la relation cry = b.og, ot b désigne
le vecteur de ligne de base reliant les deux antennes. En faisant I’hypothése que les deux récepteurs sont
également strictement identiques, et en négligeant toutes les sources de bruit, les signaux issus des deux
antennes sont*

ur =Ucos[2nv(t —75)] et ws = U cos(2nvt),

40n oublie pour l'instant la conversion de fréquence évoquée au dessus.
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ot 'amplitude U des deux signaux est proportionnelle & celle du champ électrique recu au niveau des
antennes. Les deux signaux sont alors combinés dans un corrélateur constitué d’un multiplicateur et d’un
intégrateur, de sorte que le signal en sortie u, est une moyenne du produit ujus sur un temps 7;,

us = 2uU? {cos [2mv(t — 7,)] cos (2mvt)),. = pU? cos (2mvT,), (76)
ol u est un facteur de proportionnalité dépendant du corrélateur. Cette équation suppose que le délai
géométrique 7, ne varie pas sur la durée de I'intégration, ce qui est inexact en toute rigueur. En fait, le
temps caractéristique de variation de 7, est celui de la rotation terrestre, et est donc grand devant les temps
caractéristiques 7; d’intégration des signaux, qui sont plutot de I'ordre de la minute. Ainsi, le signal de sortie
dépend lentement du temps selon u,(t) = puU? cos [2mv7y(t)], et présente donc des variations sinusoidales
exactement analogues aux franges d’interférence connues en optique, avec une amplitude proportionnelle &
Iintensité du champ de rayonnement incident. Il faut noter que ce résultat n’est valable que si la réponse
des antennes au signal est invariante dans le temps, soit parce qu’elles sont isotropes, soit parce qu’elles
suivent la source dans son mouvement sur la sphére céleste.

i y
Antenne 1 Antenne 2
1 1
Amplificateur Amplificateur
i 1
Mélangeur Oscillateur local Phase shifter Meélangeur
1
Corrélateur Ligne a retard
l_
| Multiplieur |
| 7 |
: Intégrateur :
I J

Fic. XIV.4 — Schéma simplifié de la chaine de réception et de corrélation des signauz recus au niveau de
deux antennes. En sortie, le signal résultant est enregistré pour un traitement ultérieur.

XIV.4.b Cas d'une source étendue et non monochromatique

Le cas d’une source ponctuelle et monochromatique est hautement idéalisé. De maniére plus réaliste, on
doit considérer que la source observée est étendue et qu’elle émet dans un domaine de fréquence Av,
en s’autorisant toutefois & supposer que son émission est spatialement et temporellement incohérente.
Considérons que les deux antennes pointent dans la direction oo du “centre” de la source. Comme on I’a
vu, le signal U, (o) regu par chaque antenne en provenance d’un angle solide d©2 autour d’une direction
o et dans un intervalle de fréquence dv autour d’une fréquence centrale v est proportionnel au produit®
E,(o)B, (o), et le signal en sortie du corrélateur, correspondant & I’équation (76), est

d*u, = CP,(0)I, (o) cos (27wb'70.) dQdv avec I,(0)dvdQ = Z|E, (o), (77)

le coefficient de proportionnalité Z, homogéne & une impédance par unité de surface, dépend des caracté-
ristiques de la chaine de réception. La quantité I, (o) désigne I'intensité spécifique (voir le chapitre XVIII)

5Notons qu’on change quelque peu la notation, puisque les quantités considérées sont écrites ici en fonction de la direction
o et non plus des coordonnées q, dans le plan de Fourier, ce qui est équivalent.
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émise par la source a la fréquence v et dans la direction . Notons que ’équation (77) suppose que les
antennes sont identiques. En intégrant sur le champ de vue, on a donc

dus =dv [P, (o)1, (o) cos (27r1/b'70-)dﬂ =dv [P, (o)L, (o) cos(2rp.o)d avec p= %b =3

Sachant que le pointage des antennes se fait dans la direction “moyenne” &g, on introduit le vecteur
s =0 — 09, qui est orthogonal & o puisqu’on suppose les vecteurs oo et o unitaires. En effet,

l=0.0~0¢.00+200.8=1+200.8 dou o7.85~0

au premier ordre si |s| < 1, c’est-a-dire si on s’intéresse & une source assez petite. On peut alors écrire® la
réponse de 'interférométre sous la forme

dus = cos (2np.oo)dv [ P,(8)I,(8) cos (2mp.8)dQ — sin (27p.og)dv | P, (8)I,(8) sin (27p.s)d Q.
En introduisant la fonction de visibilité complexe Vj définie par
Vo(p) = /P,,(S)I,,(s)e*%”"sdﬂ, ona dus, =dv|Vg|cos(2rvry, — ¢y), (78)

ot |Vy| et ¢, sont respectivement I’amplitude et la phase de la fonction de visibilité complexe.
En intégrant sur la bande passante Av autour de la fréquence centrale vy, et en faisant ici ’hypothése
simplificatrice que le lobe primaire et 'intensité spécifique ne dépendent pas de la fréquence, on a

sin (mrAvTy)

"y = / du|Vy| cos (2rvr, — éy) = [Vol Av cos (2mve7, — 6 (79)

TAvT,

Le facteur d’atténuation de la forme sinus cardinal apparaissant dans cette équation’ correspond au
brouillage des franges d’interférence pour une source présentant un spectre étendu, chaque longueur d’onde
apportant son propre systéme de franges avec un interfrange différent. On peut également interpréter cette
atténuation, qui augmente rapidement avec le délai géométrique, comme le résultat de la “désynchronisa-
tion” des trains d’onde arrivant sur les antennes 1 et 2. Cet effet peut donc étre dévastateur si I’on souhaite
suivre une source pendant son transit, et il convient de compenser le retard 7, de maniére & resynchroniser
les trains d’onde.

XIV.4.c Blocage des franges

On introduit donc, sur le chemin du signal issu de ’antenne en avance, une ligne a retard qui peut étre
constituée soit de cébles de différentes longueurs qui sont connectés & tour de role au systéme de fagon
adaptée & ’évolution de 7, soit de retardateurs électroniques lorsque le signal est déja numérisé. On a donc
un retard 74 introduit dans la chaine de réception en aval du mélangeur de I’antenne 2. En considérant
le schéma de la figure XIV.4 et en se placant dans le cas d’une conversion de fréquence USB, les signaux
issus des antennes 1 et 2 présentent des phases ¢; et ¢ en entrée du corrélateur, avec ¢; = —27v7, — 0;
et ¢ = =271 74 — 05, 011 B et 65 sont les déphasages introduits, sur les signaux 1 et 2 respectivement, par
Poscillateur local. La forme intégrale de 1’équation (79) s’écrit alors

Uy = /dl/|V0| cos(Pa — 1 — ¢y) = /dV|Vb| cos (2nV AT + 27vgTy — 02 + 01 — @,).

De maniére générale, cette forme implique que "amplitude de la réponse du corrélateur est également
modulée, comme au XIV.4.b, par une fonction dépendant cette fois de 'erreur A7 = 7, — 74 appelée delay

6Sous réserve de redéfinir le lobe primaire P, et ’intensité spécifique I,, en les recentrant sur la direction og.

"Le fait que le facteur d’atténuation soit ici un sinus cardinal est lié¢ aux hypothéses d’uniformité en fréquence de la réponse
des récepteurs et du spectre de puissance de la source, mais le résultat général est qu’il apparait un brouillage des franges
pour des bandes passantes ou des délais géométriques trop grands.
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tracking error, qui en pratique est bien inférieure au retard géométrique 74, ce qui permet, en ajustant
réguliérement le retard 74, de préserver le contraste des franges.

Cependant, la présence du terme 2wy provoque également une modulation des franges & une vitesse un
peu trop rapide pour la numérisation du signal. On introduit donc un décalage de phase (phase shift) ¢o
permettant de compenser ce terme, et ainsi de bloquer les franges. En théorie, ce blocage empéche dés lors
de mesurer simultanément ’amplitude et la phase de la fonction de visibilité. On améliore donc encore
le systéme en utilisant un second corrélateur qui déphase 1’'un des deux signaux de 7/2 avant corrélation.
On mesure ainsi simultanément les parties réelle et imaginaire de la fonction de visibilité complexe. Le
systéme ainsi décrit est appelé corrélateur complexe, pour des raisons évidentes.

XIV.4.d Systéme de coordonnées

Une fois mesurée la fonction de visibilité complexe Vp(p) donnée par ’équation (78), son utilisation pratique
requiert la définition d’un systéme de coordonnées approprié dans lequel écrire le vecteur p représentant,
a un facteur multiplicatif prés, la ligne de base entre les deux antennes. Il apparait naturel que 'une de
ses composantes soit prise paralléle & la direction de pointage ¢ de l'interférométre. On introduit donc
un systéme (e, ey, e;) avec e, = g et (e;,e,) définissant un systéme de coordonnées perpendiculaire
4 la direction de pointage avec, conventionnellement, e, vers l’est et e, vers le nord. On notera ainsi
P = ue, +vey +we,. Notons que u, v et w donnent les composantes de la ligne de base dans ce systéme de
coordonnées, mesurées en longueurs d’onde. La direction quelconque o, dans ce systéme de coordonnées,
s’écrit alors o = le, + mey + ne;, avec 12 + m? + n? = 1. Les coordonnées [ et m correspondent aux
cosinus directeurs de o dans le systéme (e, e,). Bien entendu, les fonctions P, et I, ne dépendent que de
ces deux parameétres, et une image dans le plan (I, m) représente la projection de la sphére céleste sur son
plan tangent & l’origine des coordonnées, comme le montre la figure XIV.5. Dans ces conditions, le vecteur
8 =0 — o s’écrit le, + mey + (n — 1)e; et la fonction de visibilité devient

dldm

avec la convention que l'intégrande est nulle pour 12 +m? > 1. Cette équation est presque une transformée
de Fourier, mais pas exactement. Afin de pouvoir utiliser le puissant formalisme de Fourier, on peut faire
I’hypothése que le champ dont on veut faire I’image est petit, de sorte que

n—lm—%(l2+m2) = Vo(u,v,w)z//

VO(U,U,U}) = //Py(l,m)I,,(l,m)ei2i”[”l+”m+w("*1)]

P,(I,m)I,(I,m)
T —m2

Le terme d’erreur de phase d¢ = 7 (12 + mz) w peut étre majoré simplement en remarquant que

—2im (ul+vm) eiw(l2+m2 )wdldm

2

1 2 2 _ g2 ™y
:E et I“+m” <@ donc 5¢<403,

ou @, et O désignent respectivement la taille du lobe synthétisé (voir plus bas) et celle du champ de vue,
ce qui implique une majoration de ce dernier suivant ’erreur de phase maximale qu’on s’autorise.
Moyennant la redéfinition du lobe primaire d’une antenne selon la transformation

PV(l7m)
Vi E-m?

ce qui constitue une véritable transformée de Fourier bidimensionnelle reliant la distribution de brillance
dans le ciel a la fonction de visibilité complexe V5 (p) ou plutdt & la projection Vjj(q) de cette derniére sur
le plan (u,v), le vecteur p = ue, + ve, + we, se projetant en ¢ = ue, + ve,. Pour simplifier les écritures,
on notera cependant P, pour P et V pour Vj dans la suite.

Pl(l,m) = ona Vy(u,v,w) = Vy(u,v) = / P!(1,m)L,(1,m)e 2 +vm) qidm,

XIV.4.e Brouillages fréquentiel et temporel

Le point g de lespace (u,v) représentant la ligne de base entre deux antennes & un instant donné et pour
une direction de pointage donnée, dépend également de la fréquence d’observation v puisqu’on a la relation
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p = vb/c. Si l’on considére alors une source observée dans une bande de fréquence Av autour de vy, toutes
les mesures sont traitées comme si elles étaient effectuées a cette fréquence centrale et les valeurs de u et
de v attribuées sont celles calculées pour vy. Les vraies fréquences spatiales u, et v, correspondant & la
fréquence v sont alors données par

v v
Uy = —u et v, =—uv,
Vo 140)

donc la contribution de la fréquence v & la fonction de visibilité complexe est de la forme

2

v v v v, v

Volu,v) = Vo (—Ou,,, —Ov,,) dont la transformée de Fourier est (—) I (—l, —m) ,
v v 140 W

par application du théoréme de similitude des transformées de Fourier [Bracewell, 2000]. Chaque fréquence
v dans la bande passante Av se traduit donc par une image déformée de la vraie distribution de brillance,
qu’on peut résumer par un brouillage radial (bandwidth smearing).

D’autre part, la mesure des visibilités ne se fait pas de maniére instantanée, et chaque mesure est le résultat
d’une intégration sur un temps 7;. Pendant le temps d’une intégration, la rotation terrestre modifie la ligne
de base projetée g, comme on le verra, et les visibilités instantanées intégrées correspondent donc & des
points différents du plan (u,v). Il en résulte un brouillage (time averaging) et une distortion de l'image. Il
faut donc trouver un compromis entre cette contrainte et la nécessité d’obtenir un bon rapport signal sur
bruit, pour lequel on devrait choisir un temps d’intégration long.

XIV.5 Réseaux d'antennes et imagerie

XIV.5.a Position du probléme

Comme on I’a vu, un interférométre élémentaire, constitué de deux antennes identiques, permet & chaque
instant de mesurer la valeur de la fonction de visibilité complexe V5 en un point ¢ d’un espace & deux
dimensions, dit espace (u,v) ou plan (u,v), en référence aux notations u et v habituellement utilisées pour
les fréquences spatiales dans deux directions orthogonales®,

Vo(q) = // P,(o)I,(0)e %™ dg = // J(o)e ?™°dg  soit Vo =TF[J]. (80)

Le processus d’imagerie consiste & inverser cette équation, de maniére a obtenir, & partir des visibilités, la
distribution de brillance I,,. Notons que si le lobe d’antenne P, est suffisamment bien connu, on pourra
oublier celui-ci dans un premier temps et considérer que l'image & obtenir & partir des visibilités est
J = P,I,, sachant qu’une simple division par le lobe permettra, en fin de traitement, de retrouver la
distribution de brillance réelle I, de la source.

La relation de transformation de Fourier (80) exprime le fait qu’a tout instant, une paire d’antennes permet
de mesurer une composante de Fourier particuliére de la distribution de brillance modifiée J. Notons que
cette derniére étant réelle, la fonction de visibilité est hermitienne [Bracewell, 2000], soit

Vi (@) = Vo(—q) ou l'étoile désigne la conjugaison complexe.

Chaque mesure fournit donc en réalité deux points dans lespace (u,v), bien que ces deux points ne soient
pas indépendants. L’utilisation d’un réseau de N, antennes doit alors permettre la mesure simultanée d’un
nombre important de composantes de Fourier, environ de ’ordre de N, (N, —1)/2, aux fréquences spatiales
q correspondant aux projections des différentes lignes de base sur un plan perpendiculaire & la direction
de pointage (voir la figure XIV.5). D’autre part, la rotation de la Terre se traduit par un déplacement du
point représentatif d’une ligne de base donnée dans le plan (u,v), selon un chemin qu’on décrira dans le
chapitre suivant, et dont on voit un exemple sur la figure XIV.6. On dispose donc en fin d’observation d’un
ensemble de points g, ol est mesurée la fonction de visibilité complexe. L’incomplétude de I'information
sur cette derniére représente la difficulté majeure de ’imagerie en interférométrie.

8Remarquons qu’on désignera ici la transformation de Fourier sous la forme d’un opérateur TF, la transformation réci-
proque étant notée TF 1.
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v (métres)
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—10 -5 a 5 10

u (métres)

Fi1a. XIV.6 — Couverture (u,v) d’un interférométre 4 deux éléments situé o une latitude de 45° nord, lors
d’une observation d’une source & 45° de déclinaison, pendant 12 heures.

Afin de formaliser cette idée, on introduit une fonction d’échantillonnage S, non nulle uniquement aux
points effectivement mesurés. La fonction de visibilité V' dont on dispose réellement est alors

V(g) = S(q)Vo(q) avec S(q) =) d(q—aqy)- (81)
k

Le support de S est constitué des points mesurés et est couramment appelé couverture (u,v), bien que
ce terme soit également parfois utilisé pour désigner la fonction S elle-méme. Par ailleurs, en réalité, les
mesures des visibilités sont entachées de bruit, de sorte que V' = SVj, ou Vj représente la fonction de
visibilité complexe corrompue par le bruit. On y reviendra plus bas. Afin d’obtenir une image, la premiére
possibilité consiste & prendre brutalement la transformée de Fourier inverse de V,

I8(o) = / / V(q)e*™°dq soit IP =TF '[V]. (82)

L’image IZ, dite image sale, est une représentation de la distribution de brillance qui, bien qu’incorrecte,
représente généralement la premiére étape du processus d’imagerie. La relation entre 'image sale et la
véritable distribution de brillance est alors donnée par une équation de convolution,

I®=BxJ avec B=TF'[9],

ou l'on a négligé la présence de bruit. La fonction B, appelée lobe sale ou lobe synthétisé, représente la
réponse impulsionnelle de I'instrument, et on voit donc que, méme en ’absence de bruit, ’obtention de la
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distribution réelle de brillance nécessite une déconvolution dont la solution n’est pas unique. Supposons
en effet qu’on se donne une distribution de brillance Z solution de I’équation homogéne B * Z = 0, ce qui
est possible : on peut simplement prendre la transformée de Fourier inverse d’une fonction définie sur le
plan (u,v), hermitienne, dont le support soit disjoint de celui de S. Dans ces conditions, il est impossible
de distinguer la distribution J + Z de J & partir des données. L’existence de ces distributions invisibles
empéche le plus souvent de considérer la solution principale de ’équation de convolution - pour laquelle
Vo est prise nulle en dehors des points mesurés - comme une solution réaliste du probléme posé. En effet,
cette solution est souvent non-physique, présentant par exemple des valeurs négatives.

C’est ’objet des multiples méthodes dites de déconvolution que d’obtenir une solution réaliste en remplis-
sant les trous du plan (u,v). On construit ainsi des modéles de distribution de brillance, qu’on appelle
images propres, & partir des données et d’hypothéses a priori sur I’objet observé.

XIV.5.b Affectation de poids aux données

Dans I’expression de la fonction d’échantillonnage S de I’équation (81), il apparait que toutes les mesures
sont traitées de la méme fagon et qu’on leur accorde une importance identique. Or, il est bien évident
que la réalité est différente, car certaines mesures peuvent étre plus bruitées que d’autres, par exemple.
D’autre part, il peut s’avérer intéressant de modifier les valeurs de la fonction d’échantillonnage de maniére
a atténuer les artefacts et & obtenir un lobe synthétisé plus proche d’un lobe “propre”. On introduit ainsi
une fonction de poids W telle que

W(q) =Y FiT:Did(q — q;,) = F(@)T(q)D(q)S(q)
k

ou les coeflicients Fy, T et Dy correspondent & divers effets. Les F} traduisent la fiabilité des mesures,
telle qu’envisagée précédemment, et on ne peut donc pas les modifier. La fonction T', dite de tapering,
permet de diminuer I'importance accordée aux mesures a haute fréquence spatiale, afin de supprimer les
lobes parasites & petite échelle. La fonction de densité D permet quant a elle de compenser, en partie,
I’incomplétude de la couverture (u,v) en prenant comme valeur en un point I'inverse de la densité locale de
points de mesure®. On dispose alors d’une fonction de visibilité V,, = WV}, et d’une image sale dépendant
évidemment du schéma de poids appliqué

I, =By, *J avec B, =TF ' [W].

Il ne faut cependant pas oublier que l'image I,, n’est pas, de maniére générale, une solution acceptable
du probléme de la distribution de brillance, car 'influence des poids sur 'aspect de 'image sale est toute
relative, et on ne peut se passer de I’étape de déconvolution.

XIV.5.c Le gridding

L’obtention de I'image sale & partir des données nécessite, on ’a vu, une transformation de Fourier. Numé-
riquement, le calcul de cette transformée peut se faire de deux fagons. On peut effectuer une transformation
“directe” en calculant, pour chaque direction d’observation o désirée, la quantité

N
1 .
I%(0) =+ 3" V(gy)ed e,
k=1

Le cotit numérique de cette méthode, pour obtenir une image M x M, est de 1’ordre de M*, et peut donc
s’avérer extrémement lourd. Plus rapide, I'utilisation de la transformée de Fourier rapide (FFT) requiert
que les données soient placées sur une grille réguliére. Or, bien entendu, ce n’est pas le cas des données
d’origine, et il convient de procéder & une interpolation communément appelée gridding. Le colit numérique

9Cette option est appelée uniform weighting, tandis que le choix D = 1 constitue le natural weighting. Le choix de 'une
ou l’autre option est essentiellement dicté par ’objectif de sensibilité de ’instrument & plus ou moins grande ligne de base.
Notons qu’il existe des variantes, telles que le robust weighting ou encore le super uniform weighting.
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d’une telle interpolation suivie d’une FFT est lui de ’ordre de M?2log M, ce qui justifie amplement qu’on
choisisse cette option plutdét que la transformation directe!®.

Tl s’agit donc de se donner une grille réguliére dans le plan (u,v) et d’assigner des valeurs & chaque nceud
de cette grille en fonction des visibilités observées dans son voisinage. Plusieurs méthodes sont possibles
pour parvenir a ce résultat [Thompson & Bracewell, 1974], mais il apparait que les techniques consistant &
convoluer les données dans I’espace (u,v) sont les plus utilisées, en particulier parce qu’elles ne se limitent
pas & une simple interpolation, mais qu’elles impliquent également une moyenne permettant de limiter
quelque peu les effets de mesures aberrantes. Il est par ailleurs possible de corriger les effets de cette
convolution sur 'image finale, ce qui est un avantage certain.

Si G est le noyau de convolution utilisé, la fonction dont on prend la transformée de Fourier est évidemment
Vg = GV, et on peut relier I'image sale IJ, et le lobe sale B, correspondant & V7, aux quantités analogues
avant gridding,

I =TF '[GxV,]|=GI, et B, =TF '[GxW]=GB, avec G=TF [G].

Bien entendu, V;J ne représente qu’une étape intermédiaire, puisqu’il s’agit d’une fonction lisse, qu'’il faut
maintenant échantillonner sur la grille. Ce procédé est équivalent & la multiplication par un peigne de
Dirac & deux dimensions, noté ici R et défini par

1 U Y . . . . 2
R (u,v) = Aule 26 (A_u —h A —J) ot la sommation porte sur (i, j) € Z*.

2]

De maniére évidente, Au et Av désignent les tailles des cellules de la grille dans chacune des directions.
Ainsi I’échantillonnage de la fonction Vg fournit une distribution de visibilités V; = RV,J. L’image sale I,
reconstruite & partir de ces visibilités est alors donnée par une convolution,

I, =TF'[V,]= R« avec R=TF '[R].

La fonction R est également un peigne de Dirac, dont la périodicité, dans chaque direction, est égale &
Pinverse de la périodicité de R. Cette convolution a pour effet de répliquer I'image sale I, dans l’espace
réel, et il est donc possible qu’un repliement (aliasing) se produise, si le support de 'image sale est plus
grand que la périodicité de R. L’atténuation due au lobe de l’antenne permet d’assurer, en premiére
approximation, que ce support est fini, mais il n’est pas exclu que des sources brillantes dans un lobe
secondaire soient repliées dans 'image I. De plus, le bruit n’est pas limité dans I’espace réel et subit donc
un repliement qui augmente son niveau aux bords de la carte. Remarquons que si ’aliasing est négligeable,
on préserve 1’équation de convolution sous la forme!!

g
I—f=I7w=Iw=Bw*J_
G G

Les fonctions de gridding G choisies habituellement tentent de satisfaire des conditions quelque peu contra-
dictoires, & savoir étre non nulles uniquement sur une petite région tout en limitant ’aliasing et sans trop
ralentir la vitesse de calcul. Le choix le plus simple!? est de prendre une fonction rectangle, c’est-a-dire
d’assigner chaque visibilité au nceud de la grille le plus proche. Mais en définitive, le choix le plus approprié
répondant aux contraintes de support et d’aliasing limités est celui des fonctions sphéroidales, qu’on ne
peut exprimer analytiquement, mais dont les valeurs sont tabulées, ce qui permet de procéder au gridding
de maniére numérique.

XIV.5.d Le probléme du bruit

On a bien pris soin de noter plus haut que les visibilités observées sont corrompues par ’existence de
bruit. Celui-ci peut-étre de deux types principaux, additif ou multiplicatif. Si on note €, le bruit additif et

10Ce n’est plus vraiment le cas, cependant, pour les petites images construites & partir d’'un nombre réduit de données.
D’autre part, la méthode directe a ’avantage de permettre de construire ’image sale en temps réel, au fur et & mesure que
de nouvelles visibilités sont disponibles.

11,5 division par G de I’image sale I; obtenue in fine se nomme correction de gridding.

12Bjen qu’il soit le pire en termes d’aliasing...
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em le bruit multiplicatif, on a, schématiquement, Vj = €, Vo + €,. Toutes les opérations effectuées étant
linéaires, le bruit additif a pour effet d’ajouter une structure de bruit sur I’image finale, tandis que le bruit
multiplicatif se traduit par une convolution dans ’espace image.

En ce qui concerne ’origine du bruit, on peut essentiellement en distinguer deux sources. Les récepteurs,
tout d’abord, qui peuvent collecter des photons radio provenant de leur environnement immeédiat et non
de la source astronomique. Il faut donc les protéger par des écrans appropriés, qu’on doit refroidir pour
minimiser leur émission thermique propre, sans quoi le remeéde risquerait d’étre pire que le mal. Le refroi-
dissement est d’ailleurs effectué en plongeant chaque récepteur dans un cryostat dont la température est
de Tordre de la quinzaine de Kelvins, de facon & réduire leur bruit intrinséque, sans qu’il soit possible de
I’éliminer entiérement.

D’autre part, les fluctuations de I’atmosphére, en particulier de son contenu en vapeur d’eau, se traduisent
par des retards de phase différents, et dépendant bien entendu du temps'3, au niveau de chaque antenne. La
corrélation des signaux est alors entachée d’une erreur. En conséquence, la source semble bouger sur le ciel,
ce qui limite la résolution de l'instrument, ainsi que sa sensibilité puisque le signal est étalé spatialement
et donc plus faible. Cet effet de dégradation atmosphérique est plus important & haute fréquence. Pour
en minimiser les effets, on peut par exemple observer réguliérement un calibrateur, en alternance avec la
source & laquelle on s’intéresse. Le calibrateur doit avoir une position connue dans le ciel, ce qui fournit une
référence de phase. Les fluctuations du retard sont calibrées a posteriori en interpolant les mesures faites
sur le calibrateur, puis soustraites des mesures de phase sur la source. Alternativement, on peut mesurer
directement, par exemple 4 ’aide de radiométres, la quantité de vapeur d’eau présente sur la ligne de visée
au niveau de chaque antenne, et en déduire le retard de phase correspondant. On reparlera briévement de
ce probléme au XV.2.c.

XIV.5.e La déconvolution

Comme on ’a vu, les images sales obtenues aux différentes étapes du traitement des données décrites plus
haut peuvent toujours se mettre sous la forme d’une convolution de la véritable distribution de brillance
modifiée par un lobe synthétisé. Cependant, le probléme des distributions invisibles demeure, et la remarque
faite plus haut sur "inadéquation des méthodes de déconvolution linéaire est toujours valable. On doit donc
plutdt construire, & partir de 'image sale, des modéles de distribution de brillance compatibles avec les
observations, en se fondant sur des hypothéses a priori. On va voir quelques unes de ces méthodes.

CLEAN et ses dérivés

La méthode CLEAN, dont il existe de nombreuses variantes, fait I’hypothése qualitative que la distribution
de brillance réelle peut étre représentée par une collection de sources ponctuelles, et la reconstruit en
adoptant la procédure suivante : On se donne deux images de la taille de I'image sale. L’une, I'image propre,
est intialisée & zéro, tandis que 'autre, I’image des résidus, est identifiée & 'image sale. On commence par
repérer le maximum de brillance dans I’image des résidus, et on place dans ’image propre, au méme point,
une source ponctuelle avec une amplitude égale & v, o v est un facteur de gain typiquement de 'ordre
de 0,1 a 0,2. Cette source ponctuelle est convoluée avec le lobe synthétisé et le résultat est soustrait de
I’image des résidus. On reprend alors le processus jusqu’a ce que 'image des résidus passe en dessous d’un
certain seuil - usuellement lié¢ au niveau de bruit - ou lorsqu’une limite d’itérations a été atteinte. L’image
propre est alors une collection de sources ponctuelles, qu’on convolue par un “lobe propre” (typiquement
une gaussienne de méme taille que le lobe synthétisé) de fagon a obtenir une image lisse et réaliste. On
ajoute enfin & cette image propre celle des résidus, ce qui permet d’obtenir une estimation du rapport
signal sur bruit de cette image. L’approche CLEAN ne permet cependant pas d’écrire explicitement la
solution qu’elle fournit, et il est donc trés difficile de faire une analyse de ses performances, par exemple
en termes de bruit.

Les méthodes de maximum d’entropie (MEM)

En revanche, les méthodes de maximum d’entropie sélectionnent une image parfaitement bien déterminée,
A savoir positive, compatible avec les données au bruit prés, et dont I’entropie est maximale. Ici, I’entropie

131,%echelle de temps de ces variations est de ’ordre de la dizaine de secondes.
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est une fonction sur 'image caractérisant sa plausibilité, qui prend la forme suivante

S(I) =—/Iln (%) = —;Ikln (%)

ol M est une image modéle incluant les hypothéses a priori. Cette forme est égale a ’'opposé de la pseudo-
distance de Kiillback de I'image I au modéle M (voir le chapitre XVII) et la procédure déterminant
I’image propre consiste donc & minimiser cette distance, tout en imposant que les visibilités théoriques
restent proches!® des visibilités mesurées. Pour cela, on inclut une contrainte de type x2. A cela il faut
ajouter qu’on a remarqué [Cornwell & Evans, 1985] qu’il était également nécessaire de contraindre les
grandes échelles en imposant le flux total, car les espacements courts étant absents des données, ils ne
permettent pas de contraindre 'image finale par le biais du x2.

Comparaison des deux méthodes et alternatives multirésolution

Contrairement 8 CLEAN, les méthodes de maximum d’entropie ne sont pas spécifiques au domaine de
la radioastronomie, car il ne s’agit ni plus ni moins que de méthodes bayesiennes de détermination d’un
modéle “le plus probable” étant donné un ensemble d’observations, tandis que CLEAN fait implicitement
I’hypothése que I’image & reconstruire est un ensemble de sources ponctuelles. Par conséquent, les images
d’émission étendue reconstruites par CLEAN sont souvent mauvaises, tandis que MEM échoue typiquement
lorsque des sources ponctuelles sont superposées & un fond étendu.

1l existe de nombreux algorithmes hybrides entre CLEAN et MEM, ainsi que des méthodes fondées sur
des principes différents, dont I’objectif est de permettre une déconvolution correcte des structures a toutes
les échelles, puisque c’est justement dans ces situations que CLEAN et MEM se heurtent & des difficultés.
Il existe donc des méthodes dites “multirésolution” faisant par exemple appel & des décompositions en
ondelettes des images, de maniére & déconvoluer séparément chaque plage d’échelles, avec des méthodes
adaptées.

XIV.5.f Imagerie de raies spectrales

Les sources astronomiques peuvent présenter de ’émission et de l’absorption continuum, indépendante
de la fréquence'®, et des raies spectrales, en émission ou en absorption. Ces raies ne sont pas infiniment
minces, elles sont élargies, par exemple par effet Doppler ou du fait des collisions entre émetteurs. Les
récepteurs dont la bande passante peut étre découpée en un certain nombre de sous-bandes appelées
canaux permettent alors d’établir un ensemble de cartes bidimensionnelles des sources étudiées, & différentes
fréquences, c’est-a-dire & différentes vitesses longitudinales. C’est ainsi qu’on obtient les cartes par canaux
Tr,(X) décrites au chapitre 1X, dont on essaie de tirer des informations quant a la structure en vitesse,
aussi bien qu’en densité, de la source observée.

Dans tout ce qui va suivre, cependant, on ne se préoccupera pas de la vitesse, et I’on ne considérera que
des structures bidimensionnelles telles qu’on peut en observer sur les cartes par canaux d’une observation
interférométrique. L’objectif du reste de cette partie est de caractériser le filtrage interférométrique sur ces
structures, & I’aide des outils introduits dans la deuxiéme partie.

14 Ay sens que la différence entre les deux est inférieure au niveau du bruit.
15En fait lentement variable, de sorte qu’on peut la considérer comme constante sur les plages de fréquences habituellement
considérées.
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XIV.5: Réseaux d’antennes et imagerie
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|CHAPITRE XV|

Filtrage interférométrique des structures

XV.1 Introduction

On vient de voir que I’observation d’une source radioastronomique par un interférométre fournit, au travers
de mesures de la fonction de cohérence spatiale du champ électromagnétique, une image “sale” qui est
égale au produit de convolution de la distribution de brillance réelle dans le ciel, & la fréquence considérée,
par un noyau dépendant de I’ensemble des paramétres d’observation. Autrement dit, avant d’appliquer
I’'un des algorithmes classiques de déconvolution, les différentes cartes par canaux effectivement observées
sont, des versions dégradées de celles qu’on a définies au chapitre IX. Le schéma de la figure XV.1 résume
succinctement les différentes étapes du filtrage interférométrique, 4 la fois dans l’espace réel et dans ’espace
de Fourier.

Lobe primaire Echantillonnage incomplet Gridding

% % ‘Bw*(P,,XI,,)‘ % ‘@X[Bw*(PuXIu)]‘ ESPACE REEL

) ) I I
‘ W x (ﬁ,, * Vo) ‘ ‘ G*[W x (ﬁy * Vo)l ‘ EspacE DE FOURIER

Fi1c. XV.1 — Représentation schématique du filtrage interférométrique. La premiére ligne donne les étapes
successives du filtrage de la brillance I, dans ’espace réel, la seconde donne les quantités correspondantes
dans Uespace de Fourier.

Cette vue d’ensemble permet de remarquer que s’il est particuliérement ardu de remonter des visibilités
effectivement, observées jusqu’a la distribution de brillance réelle, il est en revanche, au moins théorique-
ment, beaucoup plus simple de faire le chemin inverse, c’est-a-dire de se donner un modéle de brillance
et de calculer la carte sale qu’on devrait obtenir en sortie de I'instrument, étant donnés les parameétres
d’observation. En effet, si I’on reprend un & un les divers filtrages appliqués, on voit que la donnée d’un
modéle d’antenne et d’une fréquence d’observation suffisent & définir le lobe primaire!, que d’autre part
la couverture du plan (u,v) est déterminée par la position initiale de la source, la configuration du réseau
d’antennes et la durée d’observation, et qu’enfin les autres étapes de filtrages (gridding et poids notam-
ment) sont controlées par I’observateur. Seul le bruit, par son caractére aléatoire, peut venir altérer cette
approche par ailleurs entiérement déterministe.

1l fait peu de doutes que le facteur essentiel du filtrage interférométrique décrit ici réside dans I’incomplétude
de la couverture du plan (u,v). Or, celle-ci se traduit naturellement par un défaut de mesure de certaines
échelles spatiales, qui doivent donc étre absentes des images sales obtenues en sortie. Cette idée suggére
fortement d’étudier les effets du filtrage sur des objets possédant des structures sur une grande plage
d’échelles, tels qu’on en observe dans le milieu interstellaire. Afin de procéder & cette étude, on a choisi
de recourir & une approche numérique, en construisant un simulateur assez simple permettant d’obtenir
rapidement des images sales & partir d’une distribution de brillance donnée et de parameétres observationnels
qu’on précisera plus loin. Le choix de ’approche numérique est amplement justifié par la complexité du
filtrage instrumental, d’autant plus importante que le nombre d’antennes, et donc de corrélations, est élevé.

1On ne considérera que des antennes illuminées uniformément, de sorte que leur lobe sera supposé suivre exactement une
fonction d’Airy.
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XV.2 Le projet ALMA

XV.2.a Introduction

La nécessité de comprendre et d’optimiser le filtrage interférométrique dans le cas d’un grand nombre
d’antennes est en effet une priorité actuelle de la communauté radioastronomique, dont ’un des projets
majeurs pour le début du siécle est justement la construction d’un réseau d’une soixantaine d’antennes
travaillant dans le domaine millimétrique. Cet interférométre, fruit d’une collaboration entre les Etats-
Unis, ’Europe et le Japon, et baptise ALMA pour Atacama Large Millimeter Array, du nom du plateau
andin ou il sera installé, doit voir le jour en 2007, date & laquelle commenceront les premiéres opérations,
avec un nombre limité d’antennes. Le réseau devra étre complété au cours du temps et il est actuellement
prévu que les derniéres antennes soient livrées aux alentours de 2012.

In fine, le réseau sera composé de 64 antennes de 12 métres de diamétre, qui devront étre réparties sur
240 stations fixes, pour former diverses configurations dont les plus grandes lignes de base s’étaleront
entre environ 150 métres et 14 kilométres. Le projet d’opération suggére de passer continiment d’une
configuration & ’autre?, de maniére & ne pas interrompre ’exploitation de 'instrument le temps de déplacer
I’ensemble des antennes. Le probléme de la détermination des configurations “optimales” a été étudié par
Boone [Boone, 2001, Boone, 2002] et on en dira quelques mots plus loin.

lquigue ! a

/desaqg ewe

Anlolagasla.(’

i+

Chaﬁaral'?

Fi1c. XV.2 — Le site choisi pour ALMA. Sur la carte du nord du Chili, a gauche, le plateau de Chajnantor
est indiqué par un point bleu. La photographie de droite montre une vue du site.

XV.2.b Objectifs scientifiques

Les motivations scientifiques d’un tel projet sont multiples, et les performances attendues devront fournir &
la communauté des astrophysiciens en général et non pas seulement des radioastronomes, des résultats dont
I'importance justifie & elle seule les cotits de construction d’un tel instrument. ALMA permettra en effet
de mieux comprendre le processus de formation stellaire dans les galaxies proches, ainsi que la naissance
des quasars et des galaxies dans 1’Univers lointain, par ’observation des raies spectrales de molécules
interstellaires, de ’émission submillimétrique des poussiéres, de transitions atomiques, ou bien encore du
fond diffus cosmologique (qui pique & environ 1 mm de longueur d’onde).

L’évolution du projet a connu de nombreuses étapes depuis les premiéres idées apparues au cours des années
1980. En résumé, ALMA peut étre considéré comme la fusion de deux projets distincts, 'un américain,
Pautre européen. Le projet américain MMA (pour MilliMeter Array) mettait Paccent sur la couverture en
fréquence plus que sur la sensibilité et la résolution. Le projet européen LSA (Large Southern Array) optait
quant & lui pour des antennes plus grandes et des configurations plus étendues, maximisant la sensibilité
pour 'observation des sources de taille angulaire réduite. Ces choix reposaient sur des objectifs scientifiques
différents, mais suffisamment proches pour qu’une fusion des deux concepts soit possible [Booth, 2000].

2Du moins pour les configurations les plus compactes.
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XV.2.c Spécifications technologiques

En ce qui concerne les fréquences d’observation, ’altitude du site de Chajnantor sur le plateau de I’Ata-
cama, qui est d’environ 5000 métres3, ainsi que la faible quantité de vapeur d’eau atmosphérique sur le
site permettent d’exploiter au mieux les fenétres du domaine millimétrique et submillimétrique présentées
sur la figure XV.3.

i qﬁmﬁ :

0.5 —

Transmission

0 500 1000
Fréquence (GHz)

Fic. XV.3 — Transmission atmosphérique calculée pour une observation au zénith sur différents sites et
pour une quantité de vapeur d’eau correspondant au premier quartile des statistiques locales en hiver. Le
trait plein correspond au site de Chajnantor, les tirets au Mauna Kea, 4 Haowai, et les pointillés au Pole
Sud. Figure due & Juan Pardo [Pardo, 2000].

Les récepteurs construits pour ALMA sont en effet prévus pour fonctionner entre 30 GHz et 950 GHz,
c’est-a-dire entre 0,3 mm et 10 mm de longueur d’onde. Le tableau 1, provenant de [Wootten et al., 1998],
résume les bandes passantes des différents récepteurs qui devront étre installés aux foyers des antennes.
Chaque bande de fréquence devra pouvoir &tre séparée en un grand nombre de canaux (de I'ordre de 1024),
permettant d’atteindre une résolution en vitesse d’environ 0,05 km s~!. Le nombre de récepteurs devra en
outre tenir compte de la possibilité de traiter les deux polarisations séparément. Au total il faudra compter
plus de 1300 récepteurs, ce qui constitue un défi majeur du point de vue technologique.

TAB. 1 — Les bandes de fréquence prévues pour ALMA

Numéro || v; (GHz) | vy (GHz) | v, (GHz)
1 30 35 40
2 67 79 90
3 89 100 116
4 125 144 163
5 163 187 211
6 211 243 275
7 275 323 370
8 385 442 500
9 602 660 720
10 787 869 950

La surface collectrice totale avoisinant les 7000 m?, la sensibilité d’ALMA sera inégalée dans son domaine
de fréquences, d’autant qu’avec 64 antennes, l'instrument sera capable de mesurer 2016 lignes de base
simultanément, ce qui, dans le cas des configurations compactes, permet d’obtenir une couverture “com-
pléte” du plan (u,v) en mode snapshot, comme on le verra plus loin. Par ailleurs, les grandes lignes de

3La difficulté logistique avec le manque d’oxygéne suggére de procéder aux observations & distance, depuis une station
scientifique située dans le village de San Pedro de Atacama.
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base qui seront disponibles permettront d’atteindre des résolutions impressionnantes, jusqu’a moins d’une
dizaine de milliseconde d’arc dans le cas de figure optimal (ligne de base de 14 kilométres et fréquence
d’observation 870 GHz). Notons qu’il s’agit la d’une limite théorique, car la résolution sera en pratique
limitée du fait des fluctuations spatio-temporelles de la quantité de vapeur d’eau atmosphérique sur le site.
Pour minimiser cet effet, il est possible de passer rapidement de ’observation de la source & celle d’un
calibrateur selon une méthode nommée fast switching. Cependant, cette procédure requiert des antennes
dont la conception peut s’avérer trés cotiteuse. Pour allonger le cycle d’observation entre la source et le
calibrateur, les équipes de Cambridge et d’Onsala travaillent actuellement sur des radiométres, prévus
pour étre installés sur chacune des antennes, permettant de mesurer les fluctuations de brillance grace a la
raie de HoO & 183 GHz et d’en déduire les fluctuations de phase dans 'ouverture synthétisée par le réseau
d’antennes.
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F1G. XV.4 — Configurations “optimales” calculées par Boone dans le cadre du projet ALMA. Chacune des
configurations comporte soizante antennes, dont les positions sont repérées par les croiz. La configuration
A est la plus étendue, et la configuration F' la plus compacte. Excepté pour cette derniére, on représente
également, par des carrés, les positions des antennes dans la configuration précédente. On voit que certaines
stations sont réutilisées d’une configuration o l’autre.
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XV.2.d Le probléme des configurations

Le choix des configurations de base de l'instrument a fait ’objet de nombreuses études (voir [Boone, 2001]
et les références qu’il cite), et il faut bien comprendre qu’il n’existe pas de configuration optimale en soi,
mais qu’on cherche & obtenir les meilleures solutions d’un probléme dépendant évidemment de Iobjectif
scientifique recherché. On aura en effet plutdt intérét & choisir une configuration compacte si ’on veut par
exemple cartographier un nuage moléculaire proche, alors que I’observation de sources lointaines nécessitera
une meilleure résolution et donc une configuration étendue. Comme le fait remarquer Boone [Boone, 2002],
I’objectif scientifique peut ainsi se traduire par une distribution “idéale” des composantes de Fourier me-
surées dans le plan (u,v). Etant alors donnés les paramétres de l'instrument (nombre d’antennes et de
stations), ceux du site (latitude, contraintes du terrain) et ceux de la source (position et durée d’observa-
tion), on est confronté & un probléme d’optimisation qui est cette fois bien posé, puisqu’on sait qu’il s’agit
d’approcher au mieux cette distribution idéale.

Pour résoudre ce probléme, Boone [Boone, 2001] a développé un programme d’optimisation dont on va
maintenant décrire le principe. On se place dans le cas idéalisé d’une observation instantanée d’une source
au zénith. La fonction d’échantillonnage S définie au chapitre XIV est alors simplement ’autocorrélation
de la fonction décrivant la position des antennes. Comme c’est la distribution de S dans le plan (u,v) qu’il
s’agit d’optimiser, on pourrait penser qu’il suffit d’inverser ’autocorrélation en partant de la distribution
idéale, mais cela n’est pas toujours possible*. La méthode proposée par Boone, 3 'opposé, consiste 3 partir
d’une configuration initiale et & la modifier progressivement de facon a ce que la distribution D de la
couverture S s’approche au mieux de la distribution idéale Dy. La modification de la configuration se
fait en observant que le déplacement d’une antenne implique le déplacement de 2(N, — 1) points de la
couverture, o N, est le nombre d’antennes, et qu’il existe une relation linéaire entre le déplacement de
Pantenne et le mouvement de chaque point de mesure dans le plan (u,v), relation qu’on peut inverser. Le
gradient® V (D — Dy) fournissant le déplacement souhaitable en moyenne pour les points de mesure, on
obtient ainsi simplement la direction dans laquelle on doit déplacer 'antenne. On répéte le processus de
maniére itérative pour toutes les antennes jusqu’a ce que la distribution D converge® vers la distribution
cible Dy.

Il est également possible de prendre en compte les contraintes imposées par le terrain en interdisant par
exemple aux antennes de se déplacer sur certaines zones, puis d’étendre ’optimisation au cas d’observations
de durée finie, ainsi qu’aux problémes du mosaicing et des configurations multiples’ . La figure XV.4 montre
le résultat de telles optimisations dans le cas de six configurations de taille croissante. Ce sont ces derniéres
que nous utiliserons dans la suite.

XV.3 Implémentation d'un simulateur d’'instrument

XV.3.a Le choix de la simplicité

La mise en ceuvre d’un outil permettant de simuler les observations qu’on peut attendre d’un instrument
tel qu’ALMA peut se faire selon plusieurs niveaux de complexité, suivant les paramétres intervenant dans
la formation des images sales qu’on choisit d’intégrer 4 la simulation. La prise en compte des configurations,
de la position de 'instrument sur la Terre, de la position de la source dans le ciel, de la durée et de la
fréquence d’observation forment sans doute une base incontournable, mais il est bien str possible d’inclure
de nombreux autres parameétres. On pense notamment aux effets de ’atmosphére, au bruit des récepteurs,
aux erreurs de pointage, & la possibilité d’utiliser des fonctions de gridding sophistiquées, a la déformation
des antennes® lorsque la source est basse sur I’horizon, aux effets de shadowing quand une antenne fait de
I’ombre & une autre, ou encore au brouillage en fréquence et au moyennage temporel, dont on a parlé au
chapitre XIV. On peut également inclure des procédures réalistes d’observation, en imposant par exemple

4Etant donnée une fonction quelconque Y, il n’existe pas nécessairement de fonction X telle que Y = Ax.

5Le calcul de ce gradient pose clairement des problémes de définition, du fait de la discrétisation de la couverture.

6 Comme la distribution idéale n’est pas nécessairement une autocorrélation, le critére de convergence ne doit pas étre trop
strict. Boone discute d’ailleurs de ce probléme [Boone, 2001].

"Le cott de construction des stations étant élevé, cette extension du probléme revient 3 imposer de réutiliser le plus grand
nombre de stations d’une configuration a ’autre.

8Qui implique une modification du lobe ainsi que des erreurs de pointage.
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que les antennes pointent réguliérement un calibrateur, ou encore que ’étendue du champ observé nécessite
la construction d’une mosaique.

Cependant, si ’on souhaite modéliser un grand nombre de ces paramétres, il faut le payer en temps de
programmation, et également en temps de calcul, et quant a savoir lesquels de ces paramétres doivent
étre inclus en premier, il n’est pas clair qu’un consensus soit arrété. Pour ma part, j’ai choisi 'option de
construire un simulateur extrémement simple, dont je vais maintenant décrire le fonctionnement.

XV.3.b La construction de couvertures (u,v)

Comme on l’a dit, certaines des caractéristiques du simulateur sont incontournables, car celui-ci doit
absolument permettre de calculer une couverture (u,v) étant donnés les paramétres de I'instrument et de
I’observation. Les positions des antennes au sol ont été fournies par Frédéric Boone sous forme de fichiers
de configuration comprenant 9 colonnes. Pour chaque ligne, la premiére colonne donne le numéro de la
station. Les deux suivantes repérent la position de celle-ci au sol, en métres, respectivement vers le sud et
vers l’est. Enfin, les six derniéres colonnes correspondent aux six configurations et indiquent si la station
en question accueille ou non une antenne’. La figure XV.4 présente les positions des antennes dans les six
configurations de I’instrument.
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Fic. XV.5 — Représentations schématiques des différents systémes de coordonnées utilisés pour passer
des positions des antennes au sol auzx coordonnées (x,y,z) apparaissant dans ’équation (83). La latitude
du site de linterférometre est notée a. L’angle horaire et la déclinaison de la source sont notés h et 9§,
respectivement.

On notera D, la distance parcourue au sol vers le sud, et D, la distance au sol vers I’est, comptées & partir
du barycentre O des positions des antennes, comme le schématise la figure XV.5(a). Ce sont les positions
lues dans le fichier de configuration. A partir d’elles, on peut calculer les coordonnées des différentes
antennes dans le repére orthonormé (Oz'y'z") représenté sur la figure XV.5(b) et défini de la maniére
suivante : le plan (Oz',0y’) est le plan tangent & la Terre en O et les directions Oz’ et Oy’ pointent
respectivement vers le sud et vers I’est. Etant données les courtes distances au sol mises en jeu, la courbure
de la Terre est négligeable et on peut en fait écrire ' = D,, y' = Dy et 2/ = 0. Numériquement, ’erreur

relative commise en faisant cette approximation est inférieure a 10~7.

9La valeur stockée dans le fichier est un dans le premier cas, zéro dans I’autre.
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Le repére (Oz'y'z") est également représenté sur la figure XV.5(c), ot 'on peut le comparer au repére

(Ozyz) qu’on utilisera dans la suite. L’axe Oy est confondu avec Oy’, tandis que Oz et Oz sont déduits
respectivement de Ox' et Oz’ par rotation autour de la direction Oy, de telle sorte que Oz soit paralléle
a l’axe de rotation de la Terre. Les positions des antennes dans le repére (Ozyz) sont soustraites deux a
deux pour obtenir les coordonnées des différentes lignes de base. A I'aide de la déclinaison § et de I’angle
horaire h de la source, on passe alors dans ’espace (u,v,w) par application de la transformation linéaire
suivante [Thompson et al., 1991],

u sin h cos h 0 T
v | = | —sindcosh sindsinh  cosd y |- (83)
w cosdcosh —cosdsinh sind z

La déclinaison de la source est inchangée au cours de la rotation terrestre, mais il n’en va pas de méme de
l’angle horaire, de sorte que le point représentant une ligne de base donnée se déplace dans le plan (u,v),
comme on I’a déja remarqué sur la figure XIV.6. La durée totale de I’observation et le temps d’intégration 7;
séparant deux mesures successives complétent le jeu des paramétres permettant de construire la couverture
associée A cette observation simulée. La figure XV.6 montre le résultat du calcul de six couvertures (u,v)
exemplaires, construites a partir de trois des configurations de la figure XV.4. On remarque notamment le
manque de mesures aux plus petites lignes de base.

XV.3.c Le gridding

Les couvertures (u,v) ainsi obtenues correspondent aux fréquences spatiales de la source qui seront ef-
fectivement mesurées par 'instrument au cours de 'observation. Or, les champs modéles que nous allons
introduire en entrée du simulateur seront échantillonnés sur une grille réguliére orthonormée, et pour les
raisons qu’on a déja évoquées au chapitre XIV, il est recommandé de ne travailler qu’avec des tableaux
réguliers de données, de fagon & pouvoir utiliser les algorithmes de transformation de Fourier rapide, ce qui
se justifie, en termes de temps de calcul, dés que la taille des images et le nombre de visibilités augmentent.
Dans le cas ’ALMA, le seul fait de disposer de 2016 lignes de base simultanément impose de passer par
une étape de gridding.

Le choix le plus simple pour la fonction de gridding G consiste, on I’a dit au chapitre XIV, & prendre
une fonction nulle en dehors d’un petit rectangle de taille (du,dv) centré sur origine du plan (u,v) et
prenant une valeur constante non nulle & P’intérieur de ce rectangle. C’est ce choix qui a été fait pour le
simulateur. Dés lors, il se pose la question de savoir quelle taille de support choisir pour cette fonction de
gridding. Pour y répondre, il faut prendre en considération plusieurs éléments. Tout d’abord, cette taille
ne doit pas étre trop petite, sous peine d’obtenir une couverture sur-échantillonnée, avec de nombreux
trous. D’autre part, plus les cellules sont petites, plus les images sont grandes, ce qui peut devenir génant
pour la rapidité du simulateur. Inversement, si la taille des cellules est trop grande, on se retrouve avec
une couverture sous-echantillonnée, des trous significatifs du plan (u,v) ayant été remplis artificiellement
par la convolution. Autrement dit, si la fonction de gridding a un support trop grand, on va combiner
des visibilités relativement éloignées les unes des autres et donc a priori indépendantes, et ainsi fausser la
représentation de la brillance. En effet, lorsqu’on corréle des signaux issus de deux antennes de diamétre
d uniformément illuminées, les composantes de Fourier mesurées sont moyennées sur un disque de rayon
d. Plus précisément, le poids qui est affecté a une visibilité dépend linéairement de la distance au centre
du disque, de sorte que la taille de Iintervalle d’échantillonnage effectif est de ordre de d. Le critére de
Nyquist impose alors de mesurer les visibilités avec une résolution dans ’espace (u,v) meilleure que d/2.
En pratique, pour utiliser les algorithmes de déconvolution, on se place souvent & d/3 ou mieux.

Ceci est a relier au probléme de ’aliasing, puisque si l'intervalle d’échantillonnage est trop grand, les
différentes répliques de 'image vont se recouvrir. Or, le champ de vue est inversement proportionnel au
diameétre d d’une antenne unique, donc la taille “optimale” des cellules dans I'espace doit étre de I'ordre de
d, et plutot inférieur & cette valeur pour limiter I’aliasing. On a choisi de prendre ici du = dv = d/2. La
figure XV.7 montre les résultats obtenus pour les deux couvertures correspondant & la premiére ligne de
la figure XV.6. Dans le cas de cette configuration compacte, ’échantillonnage est presque parfait sur une
grande plage de fréquences spatiales méme sans utiliser la rotation terrestre pour effectuer une synthése
d’ouverture.
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FiGc. XV.6 — Exemples de couvertures (u,v) calculées par le simulateur. Dans tous les cas, la source est a
une déclinaison § = —23°. La colonne de gauche montre une observation instantanée et celle de droite une
observation d’une durée de 100 minutes. Les trois lignes correspondent a trois configurations différentes de
la figure XV .4, 4 savoir, de haut en bas, les configurations F, D et B. L’angle horaire initial est choisi égal
G hg = —5°. On note les échelles trés différentes entre ces trois configurations.
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Fia. XV.7 — Couvertures (u,v) rééchantillonnées sur une grille orthonormée. Il s’agit des couvertures
illustrées sur la premiére ligne de la figure XV.6. La taille des cellules dans les deux directions u et v est
égale au rayon d’une antenne.

XV.3.d Simulation des observations

Maintenant qu’on dispose de couvertures (u,v) et de leurs versions rééchantillonnées, il s’agit de passer a
la simulation des observations. Les distributions de brillance modéles introduites en entrée du simulateur
seront des champs browniens fractionnaires, tels qu’on les a définis au chapitre VII. Si I’on devait respecter la
méthode de simulation & la lettre, il faudrait, pour chaque vecteur d’onde k mesuré, se donner une visibilité
exacte dont ’amplitude serait déterminée selon une loi de puissance dépendant du module de k, et dont la
phase serait choisie aléatoirement dans une distribution uniforme entre 0 et 27, puis rééchantillonner ces
visibilités sur la méme grille orthonormée. Le probléme de cette méthode, c’est qu’assez paradoxalement,
elle rend moins bien compte des phases des composantes de Fourier qui sont les mieux mesurées. En effet, la
valeur assignée & une cellule donnée est égale & la moyenne!® des visibilités tombant dans cette cellule, qui
sont des nombres complexes dont les phases sont complétement décorrélées et les amplitudes sensiblement
identiques. En somme, la valeur rééchantillonnée sera un complexe dont I’amplitude sera en moyenne égale
au rapport de 'amplitude d’une seule visibilité a la racine carrée du nombre de visibilités tombant dans
cette cellule!!. En revanche, on ne saurait donner la phase de cette visibilité rééchantillonnée. D’un autre
coté, si 'on se donne ces visibilités “brutes”, et si I’on souhaite avoir une image de la distribution de
brillance modéle, on est confronté au méme probléme de temps de calcul que celui mentionné plus haut,
et donc obligé de rééchantillonner.

La solution de ce probéme, c’est probablement de le contourner. Puisque c’est le caractére aléatoire des
phases au sein d’une méme cellule de ’espace de Fourier qui pose probléme, supprimons-le. Cela revient &
considérer que les phases des visibilités tombant dans la méme cellule sont toutes identiques, et prennent
une valeur aléatoire, toujours choisie dans la méme distribution. En somme, ce qu’on fait 14, c’est considérer
que la phase est plus lisse dans ’espace de Fourier que ne le suggére le modéle mathématique, ce qui est
parfaitement raisonnable physiquement. En ce qui concerne les amplitudes, rien n’empéche a priori de
les construire comme on I’a suggéré plus haut avant de les rééchantillonner, cependant il est beaucoup
plus simple de supposer que ’amplitude est aussi constante sur une cellule donnée, de sorte qu’on peut se
donner les distributions de brillance modéle directement sur la grille réguliére, comme sont construits les
champs browniens fractionnaires du chapitre VII. Dans cette approximation, la simple multiplication de la
transformée de Fourier de I'image par la couverture rééchantillonnée W donne les composantes de Fourier
de 'image sale. La notation W n’est pas innocente. Elle fait référence au fait que la couverture présentée

100n considére une fonction de poids uniforme.

11Qu’on se représente une visibilité tombant dans la cellule considérée comme un pas d’une marche aléatoire dans R2,
chaque pas étant de méme longueur. La valeur rééchantillonnée est égale & la position finale du marcheur par rapport a son
point de départ, divisée par le nombre de pas.
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Fi1c. XV.8 — Ezemples de filtrage interférométrique d’une distribution de brillance complexe. L’image de
départ est un champ brownien fractionnaire d’indice spectral B = 3 et de taille 1024 x 1024, représenté a
Uextréme gauche. Les siz autres figures montrent les images sales obtenues dans divers cas. La premiére
ligne correspond au cas d’une observation de type snapshot, la seconde 4 une observation de durée 100
minutes. Chaque colonne correspond a l'une des trois configurations les plus compactes montrées sur la
figure XV.4. Dans tous les cas, on a utilisé les poids naturels. La taille du champ est de 51 secondes d’arc
dans chaque direction.

sur la figure XV.7 inclut les poids naturels affectés aux données, puisque la valeur de chaque cellule est
égale au nombre de visibilités qu’elle contient. Si I’on désire les composantes de Fourier de 'image sale
dans le cas des poids uniformes, il faut prendre comme filtre non plus W mais son support Wy, c’est-a-dire
I’image valant un 1a ot W est non nulle et zéro partout ailleurs.

Il est un dernier point & aborder avant de montrer des exemples du filtrage interférométrique de structures
complexes et de passer & I’analyse quantitative. La taille des pixels dans ’espace (u,v) est fixée arbitraire-
ment, on I’a vu, et reste identique d’une configuration & ’autre. Seulement, lorsqu’on éloigne les antennes
les unes des autres, il en résulte une augmentation de la taille des tableaux représentant les couvertures, et
donc de celle des images. Or on voudrait n’avoir qu’une seule taille d’image de fagon & pouvoir comparer
les résultats obtenus d’une configuration & ’autre, sur la méme distribution de brillance. 11 suffit en fait
pour cela de plonger les couvertures correspondant aux configurations les plus compactes dans des tableaux
plus grands, ce qui ne pose pas de probléme puisque justement les pixels ont toujours la méme taille. La
seule limitation est qu’avec des tableaux trés grands le temps de calcul devient prohibitif, de sorte qu’on
se limitera aux trois configurations les plus compactes, et & des images de taille 1024 x 1024.

La figure XV.8 montre, pour ces trois premiéres configurations, I’exemple d’un champ brownien fraction-
naire filtré par le simulateur, dans le cadre d’une observation instantanée et d’une observation de 100
minutes, en utilisant les poids naturels. On voit notamment que le trou central de la couverture (u,v) sup-
prime les plus grandes structures, et que la taille caractéristique des structures présentes dans les images
sales diminue avec I’étendue de la configuration. D’autre part, on remarque peu de différences entre le
snapshot et 1’observation de longue durée, ce qui correspond au fait que la couverture instantanée des
configurations compactes est déja pratiquement compléte, et que par conséquent la synthése d’ouverture
par utilisation de la rotation terrestre n’est pas fondamentalement nécessaire.

Ceci étant posé, on va s’intéresser maintenant aux diagnostics du filtrage interférométrique ainsi simulé en
utilisant les divers outils de caractérisation des structures introduits au chapitre V.
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Diagnostics de l'effet du filtrage

XVI.1 Introduction

Le simulateur décrit au chapitre XV va nous permettre d’étudier les effets du filtrage interférométrique sur
des distributions de brillance complexes, telles qu’ALMA pourra en observer dans le milieu interstellaire, et
de déterminer les différentes réponses qu’apportent a ce filtrage les outils de caractérisation des structures
introduits dans la deuxiéme partie. Dans I’idéal, ceux-ci devraient étre suffisamment robustes pour que leur
utilisation sur les distributions de brillance modéles et sur les cartes sales fournissent les mémes valeurs,
ou qu’a défaut la relation entre les deux soit univoque et bien calibrée. On pourra alors dire que 1’outil
en question permet de remonter aux propriétés des distributions de brillance sans passer par une étape de
déconvolution.

Comme on ’a déja annoncé au chapitre précédent, les champs synthétiques que nous allons “observer”
au travers du simulateur instrumental seront des browniens fractionnaires bidimensionnels. Le fait qu’ils
possédent de la structure & toutes les échelles constitue une propriété particuliérement intéressante dans
Poptique du filtrage interférométrique, puisque celui-ci est essentiellement de nature spatiale. On a d’ailleurs
déja pu constater visuellement, sur la figure XV.8, la dégradation causée par le simulateur sur ce type de
champ. De plus, en ce qui concerne les outils de caractérisation des structures, les browniens fractionnaires
présentent I’intérét d’étre entiérement déterminés par ’exposant de leur spectre de puissance et par leur
carte de phases. Comme le lecteur s’en apercevra, ce chapitre traitera essentiellement de la question de
I'indice spectral, le probléme des phases étant abordé au chapitre XVII.

Ainsi, 'objectif de ce chapitre consiste & évaluer le comportement, vis-a-vis du filtrage interférométrique,
des différents outils introduits dans la deuxiéme partie, & savoir le spectre de puissance, les fonctions de
structure, la A-variance ou encore la dimension fractale, et & déterminer lesquels sont les plus aptes a
fournir des estimations fiables de I’indice spectral des distributions de brillance modéles. Plus précisément,
on essaiera de séparer les effets de ’'incomplétude de la couverture (u, v) de ceux induits par le lobe primaire,
et on introduira également un bruit heuristique de facon a tester plus avant la fiabilité des méthodes de
caractérisation choisies.

XVI.2 Les modéles de distribution de brillance

Concernant I'implémentation pratique de cette étude, comme on ’a déja expliqué au chapitre précédent,
on se limitera aux trois configurations les plus compactes de la figure XV.4 et on utilisera, comme champs
modéles, des browniens fractionnaires de taille 1024 x 1024, d’indice spectral compris entre 2 et 4. Plus
précisément, on se donne 21 valeurs de cet indice, réguliérement espacées, et on construit 21 browniens
fractionnaires, représentés sur la figure XVI.1, correspondant chacun & un indice spectral différent. Notons
que les cartes de phase utilisées pour chacun de ces champs sont toutes différentes, ce qui ne pose pas de
probléme, comme on le verra dans la suite de ce chapitre.

Pour chacun de ces champs, on applique en premier lieu I'atténuation due au lobe d’antenne. Dans le cas
d’une antenne ayant une ouverture de diamétre d = 12 m illuminée uniformément, ce lobe est une fonction
d’Airy dont la largeur & mi-hauteur est d’environ 27 secondes d’arc, en se placant & une longueur d’onde
A = 1,3 mm. Le champ de vue, lui, fait un peu plus de 51 secondes d’arc dans chaque direction, la taille
d’un pixel étant de 0,05 seconde d’arc. La figure XVI.2 montre ainsi ’exemple du champ correspondant
a f = 3,1. Le fait que ’on ait choisi ce champ plutét qu’un autre n’a pas de signification particuliére.
Le lecteur doit bien étre conscient qu’on obtient des résultats semblables avec les autres champs de la
figure XVI.1.

A partir de ces images propres atténuées par le lobe primaire, on construit ensuite six images sales, corres-
pondant aux deux fonctions de poids (naturel et uniforme) et aux trois configurations les plus compactes
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Fic. XVI.1 — Modéles de distribution de brillance utilisés en entrée du simulateur. L’indice spectral de
chacun de ces champs est indiqué sur chaque sous-figure. Les cartes de phase ne sont pas conservées d’un
modéle & lautre.
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FiG. XVI.2 — Atténuation par le lobe primaire. La distribution de brillance d’indice spectral B = 3,1 est
représentée sur la figure de gauche. A droite, on peut voir la distribution obtenue aprés multiplication par
le lobe primaire, celui-ci étant caractérisé par une largeur a mi-hauteur de 27”, indiquée par le cercle noir
sur chacune des deuz figures. Les axes sont gradués en secondes d’arc par rapport au centre de pointage.
La taille d’un pizel est de 0,057 x 0,05”.

(F, E et D) de la figure XV.4. Dans tous les cas, ’observation se fait en mode snapshot, c’est-a-dire sans
utiliser la rotation terrestre pour remplir le plan (u,v), et en supposant que le centre de pointage se trouve
a la position &« = —5° et 6 = —23°. On a vu trés qualitativement, & la fin du chapitre précédent, que
la synthése d’ouverture par ce biais n’apportait pas grand chose de plus dans le cas des configurations
compactes d’ALMA. La figure XVI.3 présente les images sales obtenues de cette maniére dans le cas de la
distribution de brillance déja représentée sur la figure XVI.2 et correspondant & f = 3,1. Les remarques
essentielles concernant cette figure sont les mémes que celles qu’on a faites & propos de la figure XV.8.
En ce qui concerne I'introduction de bruit dans les données, on en discutera plus loin, sachant bien entendu
que celui-ci modifiera les cartes sales de la figure XVI.3. Dans tout ce qui suit, on notera X les modéles de
distribution de brillance, et Y les images sales en sortie du simulateur.

XVI.3 Spectre de puissance
XVI.3.a Effet attendu

Comme on I’a dit, I'une des propriétés essentielles des champs browniens fractionnaires introduits en entrée
du simulateur est le fait que leur spectre de puissance suit une loi de puissance sur ’ensemble des échelles
échantillonnées dans 'image, et ’exposant de cette loi est donc une caractéristique de la distribution de
brillance que ’on va chercher & retrouver & partir des images sales. Dans ce contexte, il est logique de
commencer par étudier l'effet du filtrage sur le spectre de puissance lui-méme.

Le spectre de puissance brut, c’est-ad-dire non moyenné azimutalement, est égal, en chaque point du plan
(u,v), au carré du module de la transformée de Fourier du champ. Par conséquent, le diagnostic du spectre
de puissance doit étre évalué dans ’espace des visibilités plutot que dans ’espace image.

Les spectres de puissance de I'image modéle et de ’image sale obtenue dans une simulation donnée, notés
respectivement Px et Py, sont alors

Px=Vol? et  Py=|W(E xW)*= W[ x|P,* W

en rappelant que cette écriture est une version simplifiée de celle de la figure XV.1, en ce sens qu’elle suppose
le gridding déja inclus dans les images modéles, ce qu’on a discuté au chapitre précédent, et qu’elle ignore
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Fic. XVL.3 — Images sales obtenues en sortie du simulateur, correspondant au modéle de distribution de
brillance caractérisé par un indice = 3,1, représenté sur la figure XV1.2. Chaque colonne correspond a
lune des trois configurations F, E ou D, et chaque ligne a l'une des deux fonctions de poids. La taille du
lobe synthétisé (FWHM) est indiguée en bas a gauche de chaque sous-figure (difficilement visible dans le
cas des configurations E et D).

la réplication due au rééchantillonnage. On a justifié cette derniére approximation au chapitre précédent en
disant que 'atténuation par le lobe primaire permettait a priori d’éviter que 1’aliasing ne se fasse sentir!.
Aux points du plan (u,v) effectivement mesurés, c’est-a-dire ot la couverture W est non nulle, le rapport
du spectre de puissance Py au carré du module de celle-ci donne une premiére estimation du spectre de
puissance de "image modéle. Notons que dans le cas ou ’on utilise une fonction de poids uniforme, cette
estimation est directement fournie par Py.

11 subsiste le probléme posé par le lobe primaire, dont ’effet est une convolution dans I’espace de Fourier.
Le noyau de cette convolution est une fonction triangle? relativement étroite, et ce d’autant plus que le
lobe primaire couvre une plus grande partie du champ. Etant données les valeurs qu’on a prises ici, &
savoir un champ de 51,2" x 51,2" et un lobe primaire dont la largeur & mi-hauteur vaut environ 27” pour
A = 1,3 mm, la taille du noyau de convolution appliqué aux vraies visibilités est de ’ordre de deux pixels.
Par conséquent, ’approximation consistant & écrire Py ~ |W|?Px est amplement justifiée, ce qui montre
qu’on doit pouvoir retrouver directement la statistique de 'image modéle & partir de celle de I'image sale.

XVI.3.b Approche numérique

Les simulations faites sur les champs browniens fractionnaires de la figure XVI.1 permettent de vérifier ces
idées. En ce qui concerne l'influence du lobe primaire, on montre, sur la figure XVI.4, et toujours dans le
cas B = 3,1, les spectres de puissance de I'image de départ, ainsi que le spectre brut et le spectre moyenné

1Ce qu’on peut remettre en question, par exemple s’il existe une source dans 1’un des lobes secondaires du lobe d’antenne.
Il est alors possible que I’émission de cette source soit repliée dans le lobe primaire.
2Transformée de Fourier d’une fonction d’Airy.
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Fic. XVI1.4 — Effet du lobe primaire sur le spectre de puissance. Le spectre correspondant a l'image initiale
est représenté par les losanges, et il suit une lot de puissance d’exposant -3,1. Les points gris représentent
quant & euz le spectre de puissance brut de l’image atténuée par le lobe primaire, et le trait continu en est
la moyenne azimutale, dont on montre qu’elle suit également une loi de puissance, de méme indice que la

loi initiale(tirets).

azimutalement de I’image atténuée par le lobe primaire.

On voit notamment que si la convolution des visibilités Vg par la fonction B, altére sensiblement le spectre
de puissance brut, en introduisant une dispersion d’autant plus forte qu'on se place aux grands nombres
d’onde, on retrouve néanmoins le comportement en loi de puissance lorsqu’on applique une moyenne azi-
mutale. Par ailleurs, le fait que le spectre de puissance de 'image atténuée soit systématiquement inférieur
a celui de "image initiale peut s’interpréter en remarquant qu’effectuer la convolution correspondant a la
multiplication par le lobe d’antenne dans 1’espace réel revient & moyenner localement les visibilités. Comme
on en a déja discuté au chapitre précédent, cela a pour effet de diminuer 'amplitude des visibilités, ce qu’on
observe directement sur le spectre de puissance.

En ce qui concerne le filtrage spatial par la couverture incompléte W, on observe bien l'effet attendu.
La figure XVI.5 montre ainsi les spectres de puissance des images sales associées aux configurations F et
E, dans le cas d’une fonction de poids uniforme. Comme on I’a dit, on s’attend & ce que le spectre de
puissance brut des images sales soit alors simplement un sous-ensemble du spectre de puissance de 'image
de départ, correspondant aux points effectivement mesurés dans le plan (u,v). C’est ce qu’on voit sur la
figure. Si les spectres de puissance bruts des images sales ne s’alignent pas sur la droite du spectre de
I’image initiale, c’est qu’il faut prendre en compte ’effet du lobe. En effet, si ’on ne prend pas en compte
cette atténuation et qu’on effectue simplement le filtrage spatial, on obtient un spectre parfaitement aligné
avec celui d’origine, comme le montre la figure. Dans le cas “réaliste”, la moyenne azimutale suffit & redonner
une loi de puissance de méme exposant que le spectre de puissance de la distribution de brillance modéle.
Le cas des poids naturels est présenté sur la figure XV1.6. On voit notamment, dans le cas de la configuration
F, que le spectre de puissance, qu’il soit brut ou moyenné azimutalement, présente une pente différente
de celle du spectre de puissance de la distribution de brillance originale, qu’on a représentée par le trait
en pointillés. En corrigeant des poids, c’est-a-dire en divisant le spectre par le carré de la couverture, on
retombe bien sur la loi de puissance attendue. Le cas de la configuration E est également intéressant parce
que le spectre de puissance non corrigé est identique au spectre corrigé, ce qu’on interpréte simplement
par le fait que dans cette configuration, il existe au plus une visibilité tombant dans une cellule donnée.
L’ajustement, d’une loi de puissance sur le spectre de puissance, moyenné azimutalement, des images sales
correspondant aux poids uniformes préalablement atténuées par le lobe primaire, semble donc redonner
Iindice spectral de la distribution de brillance modéle. Pour vérifier cette hypothése, on montre, sur la
figure XVL.7, le résultat de tels ajustements® effectués d’une part pour chaque configuration séparément

3Les résultats sont présentés en termes d’exposants de Hurst, pour permettre la comparaison avec les diagnostics qui
suivront.
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Fic. XVL.5 — Effet du filtrage spatial dans le cas d’une fonction de poids uniforme. La figure de gauche
correspond & la configuration F, celle de droite a la configuration E. Le spectre de puissance des images
sales est représenté par le nuage de points gris. La moyenne azimutale de ce spectre brut est le trait plein
qui traverse ce nuage. Pour comparaison, on montre le spectre de puissance de l’image originale (droite
en trait plein) et le spectre de puissance brut d’une image filtrée mais non atténuée par le lobe primaire
(croiz). Les tirets, représentant une loi de puissance de méme exposant que le spectre de puissance de
départ, montrent que la moyenne azimutale du spectre de puissance de l’image sale permet de remonter a
Uindice spectral initial.

et d’autre part sur la combinaison des trois spectres de puissance correspondant aux trois configurations.
On observe qu’il existe des écarts entre les mesures et les valeurs théoriques, mais que ces écarts sont
relativement faibles, et surtout qu’il n’existe pas d’erreur systématique comme on en verra dans la suite.
Par ailleurs, lorsqu’on combine les mesures faites dans les trois configurations en un seul jeu de données,
les ajustements obtenus sont encore améliorés. Notons enfin que les écarts observés sont entiérement
attribuables & l’effet du lobe primaire. En effet, si I’'on considére les images sales non atténuées par celui-ci,
les indices spectraux obtenus par ajustement redonnent exactement les indices des distributions de brillance
initiales.

XVI.4 A-variance

XVl.4.a Quelques remarques préliminaires

On a introduit, au chapitre V, les notions de variance d’Allan et de A-variance, en remarquant notamment
qu’elles sont étroitement liées au spectre de puissance Px, puisqu’on peut écrire leurs valeurs & une échelle
donnée comme une intégrale de ce spectre, pondérée par une fonction filtre Pg, , dépendant de 1’échelle
considérée, ce qu’exprime ’équation (10), qu’on réécrit ici par commodité,

1
oa(2p) = ﬁ/PX(k)'PGZ,,F(k)dk en se plagant en dimension 2.

L’application de cette méthode aux champs browniens fractionnaires bidimensionnels (voir le chapitre VII)
a d’ailleurs permis de montrer qu’on pouvait déduire l'indice spectral § & partir du comportement de la
A-variance en fonction de I’échelle, puisque 0% (p) ox p” 2.

L’utilité de cet outil se manifeste en pratique par le fait qu’on peut la calculer de la méme fagon sur des
champs périodiques et non périodiques [Bensch et al., 2001, Ossenkopf & Mac Low, 2002], alors que ce
dernier cas de figure pose des difficultés lorsqu’on cherche 4 calculer le spectre de puissance*. Dans notre
cas, la question ne se pose pas ainsi, puisque les modéles de distribution de brillance sont par construction

4Les méthodes de transformée de Fourier rapide font I’hypothése implicite que le champ est périodique. S’il ne est pas,
on est confronté & des effets de discontinuité qui perturbent donc le calcul du spectre de puissance.
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Fic. XVI1.6 — Effet du filtrage spatial dans le cas d’une fonction de poids naturelle. La figure de gauche
correspond & la configuration F, celle de droite a la configuration E. Le spectre de puissance des images
sales, non corrigé de la couverture, est représenté par le nuage de points et la courbe en tirets, qui correspond
a la moyenne azimutale du spectre brut. La courbe en trait plein représente le spectre de puissance moyenné
azimutalement, aprés correction des poids. Pour comparaison, on présente également une loi de puissance
de méme exposant que le spectre de puissance de départ (pointillés).

périodiques et qu’il en va donc de méme des images en sortie du simulateur. I ne faudrait pas en conclure
que I’étude de Peffet du filtrage interférométrique sur le diagnostic de la A-variance n’a alors pas d’intérét,
car dans le cas de 'imagerie directe d’une distribution de brillance réelle, non-périodique, c’est cet outil,
plus que le calcul direct du spectre de puissance, qui fournit les estimations les plus fiables de l’indice
spectral [Bensch et al., 2001]°.

XVI.4.b Effet du lobe primaire

Que peut-on s’attendre a observer en calculant la A-variance d’une image sale ? Comme pour le spectre de
puissance, séparons le raisonnement concernant l’effet du lobe primaire de celui concernant le filtrage spatial
proprement dit. On a dit & la section précédente que le spectre de puissance de 'image multipliée par le lobe
primaire devait s’interpréter & la lumiére de la convolution équivalente dans ’espace de Fourier. Dans notre
cas, le noyau de cette convolution est trés étroit, étant donnée la grande taille du lobe primaire. Lorsqu’on
se place & des échelles p relativement petites, la fonction filtre ne présente que des variations lentes avec
la fréquence spatiale, de sorte qu’on peut la considérer comme presque constante. La A-variance est alors
simplement proportionnelle & l'intégrale, sur tout ’espace de Fourier, du spectre de puissance de 'image
atténuée. En intégrant d’abord sur ’angle, on a déja vu que la moyenne azimutale de ce spectre redonnait
la loi de puissance de la distribution de brillance de départ. On s’attend donc & ce que la A-variance des
images atténuées par le lobe primaire suive le méme comportement que celle des images initiales, tout au
moins aux échelles suffisamment petites. C’est ce que montre effectivement la figure XVI.8. En raisonnant
dans ’espace direct, on peut dire plus simplement que les échelles notablement plus petites que le lobe ne
sont pas affectées, puisque ce dernier est quasi-constant.

La A-variance mesurée sur I'image atténuée par le lobe primaire suit effecitvement la méme loi de puissance
que lorsqu’on la calcule sur la distribution de brillance modéle, sauf aux échelles supérieures & environ 3”,
soit 60 pixels ou encore 6% de la taille de la carte. Le fait que la A-variance soit plus petite dans le cas
atténué correspond au fait que le spectre de puissance est lui aussi plus faible. Le comportement au-dela
de I’échelle limite est en revanche difficile & expliquer.

5Notons que dans ce qui suit, c’est 'algorithme “PTX” de [Bensch et al., 2001] qui est utilisé pour calculer la A-variance.
On pourra se reporter au chapitre V pour plus de précisions.
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F1G. XVL.7 - Evolution de ’exposant de Hurst mesuré Hy, a partir d’un ajustement des spectres de puissance
des cartes sales, moyennés azimutalement, en fonction de l’exposant théoriqgue H. La figure de gauche
montre les résultats obtenus en séparant les données correspondant aux configurations F' (losanges), E
(croiz) et D (carrés), tandis que la figure de droite montre les ajustements obtenus en combinant les trois
spectres de puissance.

XVl.4.c Effet du filtrage spatial
Premiéres observations

La fonction filtre Pg, , est une fonction positive, comme le montre son expression (11). Par conséquent,
I’absence de mesure en certains points de l’espace de Fourier, qu’on peut concevoir comme ’annulation
des composantes correspondantes, doit aboutir & une diminution de la valeur de la A-variance mesurée
pour chaque échelle. Inversement, si I’on se place dans le cas d’une fonction de poids naturelle et de la
configuration la plus compacte, certaines composantes de Fourier dans le voisinage de 1’origine k = 0 sont
renforcées par 'accumulation des visibilités dans les cellules de ’espace (u,v). Les valeurs de la A-variance
mesurées aux échelles correspondantes, c’est-a-dire aux plus grandes échelles, devraient donc étre plus
importantes sur 'image filtrée que sur 'image initiale.

C’est ce qu’on observe immédiatement sur la figure XVI.9, qui montre la A-variance mesurée sur les images
filtrées par linterférométre dans les trois configurations considérées, sans atténuation préalable par le lobe
primaire. La distribution de brillance modéle est toujours celle d’indice spectral 8 = 3,1, mais les résultats
sont semblables pour les autres images initiales. On voit notamment que les mesures effectuées sur les
images filtrées sont systématiquement inférieures & celles portant sur le modéle de départ, sauf dans le cas
de la configuration F et de la fonction de poids naturelle. D’ailleurs, comme on ’avait remarqué & propos
du spectre de puissance, le choix des poids n’a en fait pas d’incidence sur la A-variance dans le cas des
configurations E et D. D’autre part, les chutes observées aux petites et aux grandes échelles correspondent
aux rayons limites des couvertures dans le plan (u,v).

On pourrait hativement en conclure, d’aprés le cas des poids uniformes, que seule la configuration la plus
compacte posséde une couverture compléte sur une certaine plage de nombres d’onde, du fait que les valeurs
de la A-variance mesurées entre les échelles p = 1,8" et p = 3" redonnent les valeurs de la carte initiale.
C’est oublier qu’un trou dans la couverture (u,v) se fait sentir sur une grande plage d’échelles, comme
le montre la figure XVI.10, qui présente la A-variance mesurée sur une image filtrée par une couverture
compléte sauf en un point®, rapportée & la A-variance de I’image de départ. Les valeurs affectées par cette
incomplétude ne sont pas parfaitement localisées, du fait de ’'intégration sur I’espace de Fourier et de la
largeur finie de la fonction filtre. Ainsi, les configurations E et D peuvent parfaitement comporter des
plages de nombres d’onde entiérement mesurées, sans que ’on dispose pour autant d’une plage d’échelles
sur laquelle la A-variance ne serait pas affectée.

6Ce cas de figure est purement académique. Dans le cas d’une observation interférométrique réelle, s’il manque un point
de mesure, il en manque au moins 2(Ng — 1), o N, est le nombre d’antennes.
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Fic. XVL1.8 — Effet du lobe primaire sur la A-variance. Les losanges correspondent aux mesures faites sur
la distribution de brillance repérée par B = 3,1, atténuée par le lobe primaire. A titre de comparaison, la
A-variance mesurée sur l’image non atténuée est représentée par le trait plein, et les tirets correspondent
a une loi de puissance d’indice 1,1.

“Reconstruction” de la A-variance

L’observation de la figure XVI.9 semble indiquer que I’évolution de la A-variance des images filtrées en
fonction de I’échelle ne fournit pas directement l’indice spectral de la distribution de brillance initiale. En
effet, & part pour la configuration F dans le cas d’une fonction de poids uniforme, on ne voit pas clairement
de comportement en loi de puissance. Il est donc important de se demander s’il est possible, & ’aide de
manipulations simples des données, de remonter & cet indice spectral & partir de la A-variance mesurée
sur une image filtrée. Pour aborder ce probléme, remarquons que celle-ci est reliée au spectre de puissance
par ’équation (10), dont la forme discréte est

A =5 (3) S Pxwmpe | 2EHE _ ATRAN 5 (84)
k

en explicitant le spectre de puissance (11) de la fonction filtre, et ou Ak est la taille d’un pixel dans
I’espace de Fourier. On rappelle que l'effet du lobe primaire n’est pas pris en compte ici, ce qui permet
d’écrire Py = Px|W 2. Ainsi, et sans surprise, la contribution d’un pixel ko & la A-variance & une échelle
donnée est entiérement déterminée par la valeur du spectre de puissance Px en ce point. La déformation
des courbes de la figure XVL.9, par rapport au cas sans filtrage, s’interpréte en disant que certaines de
ces contributions sont manquantes, étant bien entendu que ces derniéres correspondent aux trous de la
couverture (u,v). Si 'on veut retrouver le comportement en loi de puissance, il faut donc nécessairement
faire une hypothése sur la valeur du spectre de puissance aux points non mesurés’.

Dans le cadre de nos simulations, il suffit cependant de supposer que le champ observé est isotrope, au
sens ou le spectre de puissance ne dépend que du nombre d’onde k et non de la direction du vecteur
d’onde k. Cette hypothése va nous permettre de retrouver un comportement en loi de puissance sur une
certaine plage d’échelles, en se fondant simplement sur les visibilités. Pour simplifier, on se place dans
le cas d’une fonction de poids uniforme, mais le raisonnement peut s’appliquer, sous réserve de quelques
modifications, au cas des poids naturels. Les points non mesurés dans le plan (u,v) peuvent &tre considérés
comme appartenant & un anneau caractérisé par des rayons intérieur et extérieur égaux a k + Ak/2. Si
’on ne se place pas & des fréquences spatiales trop petites ou trop grandes®, cet anneau contient alors un
nombre p non nul de pixels ou les visibilités ont été mesurées, et un nombre ¢ de pixels ou elles ne 1’ont
pas été, comme le schématise la figure XVI.11.

L’hypothése d’isotropie consiste & supposer que les amplitudes des coefficients de Fourier associés a ces p+q
pixels sont toutes identiques. Les poids étant uniformes, cela revient & supposer que les visibilités mesurées

7Ce qui ne surprendra pas le lecteur familier des problémes liés & la déconvolution.
8Les fréquences spatiales limites correspondent aux espacements minimal et maximal entre deux antennes.
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Fic. XVL.9 — Effet du filtrage spatial seul sur la A-variance. La figure de gauche correspond a une fonc-
tion de poids naturelle, celle de droite a une fonction de poids uniforme. Sur chaque figure, on présente
les mesures faites sur les images filtrées par les trois configurations les plus compactes, F' (losanges), E
(croiz) et D (carrés). La A-variance associée a la distribution de brillance initiale, qui est toujours celle
correspondant 6 B = 3,1, est présentée en trait plein.

en ces points sont toutes égales, ce qui doit pouvoir étre vérifié tout au moins sur les p mesures disponibles.
La contribution de ces p pixels & la A-variance calculée sur les images filtrées est connue, puisqu’elle est
donnée par le biais de I’équation (84). Il suffit de la multiplier par le facteur de normalisation (p + q)/p et
d’additionner les contributions des différents anneaux pour construire la A-variance associée 4 une image
filtrée par une couverture compléte entre les deux fréquences spatiales limites?. C’est ce que montre la
figure XVI.12. On voit qu’en comparant les reconstructions obtenues pour les différentes configurations,
on peut retrouver, sur une plage non négligeable d’échelles, I’évolution de la A-variance du modéle de
distribution de brillance, et donc I’indice spectral 8 de cette derniére.

Prise en compte des effets combinés du lobe primaire et du filtrage spatial

Les images en sortie du simulateur sont affectées par les deux effets discutés précédemment. La figure XV1.13
montre ’évolution avec 1’échelle de la A-variance calculée sur les différentes images filtrées. On remarque
que les courbes ont sensiblement la méme forme que sur la figure XV1.9, mais qu’elles sont globalement
décalées vers le bas, comme on peut le comprendre en observant ’effet du lobe primaire sur la figure XVI.8.
La reconstruction dans le cas des poids uniformes est quant 3 elle présentée sur la figure XVI1.14. On y ob-
serve également, comme sur la figure XV1.12, le comportement en loi de puissance permettant de remonter
a l'indice spectral de la distribution de brillance initiale.

XVIL.4.d Quelques critiques

Manifestement, cette méthode de détermination de l’indice spectral est moins efficace que celle fondée
directement sur le spectre de puissance, puisqu’il est nécessaire de faire une hypothése sur ce dernier pour
retrouver le comportement en loi de puissance de la A-variance permettant de remonter & 8. L’intérét de
cette approche, comparée au calcul du spectre de puissance, réside pour les observateurs dans le fait qu’elle
n’impose pas de transformation de Fourier sur des cartes non-périodiques. Or ce probléme ne se pose pas
dans nos simulations, puisque les modéles de distribution de brillance sont précisément périodiques, et il
ne se pose en fait pas dés qu’il s’agit d’interférométrie, étant donné que ’on travaille directement dans
l’espace de Fourier. On aurait plutoét tendance & penser que c’est en passant dans l’espace réel qu’on se
heurte & des difficultés, liées au probléme de la déconvolution. C’est d’ailleurs ce & quoi nous avons été

9En pratique, comme les différents pixels appartenant & un anneau donné ne sont pas tous 4 la méme distance de origine,
les valeurs du spectre de puissance sont légérement différentes d’un pixel & ’autre. On affecte alors aux pixels non mesurés
la moyenne des valeurs mesurées.
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F1G. XVI1.10 — Rapport des A-variances mesurées d’une part sur la distribution de brillance § = 3,1 filtrée
par une couverture compléte sauf en un point, et d’autre part sur l'image initiale.

HEEm Points mesurés

1 Points non mesurés

Fic. XVI.11 — Schéma du principe de la méthode de renormalisation décrite dans le texte. L’anneau
compris entre les nombres d’onde k — Ak[2 et k + Ak/2 est séparé en régions pour lesquelles on dispose
de mesures de visibilité (en noir) et pour lesquelles on n’a pas d’information (en blanc). Dans le cadre de
Uhypothése d’isotropie, la contribution de l’ensemble de l'anneaw & la A-variance de l'image non dégradée
est proportionnelle 4 sa contribution a la A-variance de l’image filtrée, le facteur de proportionnalité étant
le rapport de Uaire totale de l'anneau o Uaire des régions noires.

confrontés dés lors qu’il a fallu remplir les trous de la couverture (u,v). Inversement, il suffit de moyenner
azimutalement les visibilités!? pour obtenir une estimation fiable de I'indice spectral, comme ’a montré la
section XVI1.3.b. On peut donc en conclure que, dans le cadre de U'interférométrie, la A-variance n’apporte
rien de plus que les visibilités, en ce qui concerne la détermination des propriétés structurelles des champs
observés.

XVI.5 Les fonctions de structure

XVI.5.a Introduction

Etant donné que la définition des champs browniens fractionnaires, qui nous servent ici de modéles de
distribution de brillance, fait intervenir la fonction de structure d’ordre deux, il n’est pas déraisonnable de
chercher & évaluer cet outil de caractérisation des structures dans le cadre du filtrage interférométrique.
Comme I’a montré 'étude des implémentations numériques de ces champs au VIl.4.c, les fonctions de
structures grossiéres d’ordre deux (voir le V.6.b) donnent bien un comportement en loi de puissance,
Pexposant étant légérement différent de ’exposant de Hurst attendu (voir les figures VIL5 et VIL6).
La question qui se pose bien entendu ici est de savoir comment se comportent les fonctions de structure

10 Aprés avoir divisé par la fonction de poids.
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Fia. XVI1.12 — “Reconstruction” de la A-variance de l’image initiale par la procédure de renormalisation
décrite dans le texte. Les différentes courbes correspondent auz images filtrées spatialement par linstrument
dans les configurations F (losanges), E (croixz) et D (carrés). La courbe en trait plein montre I’évolution
de la A-variance du modéle de distribution de brillance.

grossiéres quand on les applique aux images filtrées par interférométre, et si ’on peut remonter 4 ’exposant
de Hurst par cette voie, quitte & devoir calibrer numériquement la relation entre celui-ci et 'exposant
mesuré, comme le suggére en définitive la figure VII.6.

Cependant, le temps de calcul de I'estimation numérique des fonctions de structure pour I’ensemble des
images filtrées est absolument prohibitif, du fait de la grande taille des champs considérés. Pour s’en tirer,
il est possible de considérer des versions des images sales qui soient plus manipulables, et qu’on obtient en
effectuant un rééchantillonnage des cartes sur des grilles plus petites, de taille 256 x 256. La figure XVI1.15
montre que, ce faisant, on ne perd pas 'information essentielle fournie par la fonction de structure d’ordre
deux. En considérant la distribution de brillance associée & I'indice spectral 8 = 3,1, et en calculant la
fonction de structure grossiére d’ordre deux, d’une part sur I'image compléte et d’autre part sur sa version
rééchantillonnée, on obtient le méme comportement en loi de puissance. En fait, tenant compte de la taille
réelle des pixels, on voit qu’on retrouve les mémes valeurs, ce qui n’est pas surprenant, étant donné que les
fonctions de structure grossiéres sont justement calculées & chaque échelle en rééchantillonnant les images
sur des grilles de plus en plus petites. Par ailleurs, méme si ’on n’observait pas cette identité, il ne serait
pas insensé de calculer les fonctions de structure sur les versions modifiées des cartes sales, & condition
de garder a esprit qu’il faudrait alors nécessairement voir les résultats obtenus comme une calibration
numérique de cette méthode, les exposants de Hurst théoriques étant connus par construction.

En définitive, il est donc parfaitement justifié de se fonder sur les versions rééchantillonnées des images
initiales et des images sales pour étudier les propriétés des fonctions de structure vis-a-vis du filtrage
interférométrique.

XVL5.b Etude numérique

Pour chacune des images filtrées, correspondant aux 21 indices spectraux considérés, aux trois configu-
rations et aux deux fonctions de poids, on construit la fonction de structure grossiére d’ordre deux, telle
qu’on I’a décrite au V.6.b. A titre d’exemple des résultats obtenus, la figure XVI.16 montre le cas de la
distribution de brillance associée & 8 = 3,1. On remarque notamment que les valeurs calculées en consi-
dérant la configuration la plus compacte sont plus élevées dans le cas des poids naturels que dans le cas
des poids uniformes, ce qu’on avait déja observé dans le cadre de I’étude de la A-variance et du spectre
de puissance. Les courbes associées aux configurations E et D sont, elles, pratiquement indépendantes du
choix de la fonction de poids, comme on ’a expliqué plus haut. Quant au lobe primaire, son effet est
clairement d’abaisser les valeurs des fonctions de structure d’ordre deux, ce qui s’interpréte également &
partir de ce qui a déja été dit, en notant que celles-ci sont liées linéairement aux fonctions d’autocorrélation
et donc aux spectres de puissance.
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F1G. XVI.13 — Effets combinés du lobe primaire et du filtrage spatial sur la A-variance. La figure de gauche
correspond & une fonction de poids naturelle, celle de droite a une fonction de poids uniforme. Les notations
sont les mémes que celles de la figure XVL.9.

100.00

En ce qui concerne I'évolution de ces fonctions de structure d’ordre deux avec ’échelle spatiale, il est
difficile de distinguer un domaine sur lequel on observerait un comportement en loi de puissance, en
particulier lorsqu’on s’intéresse aux configurations les moins compactes, E et D, car le manque de mesures
aux espacements courts, et donc aux grandes échelles, se traduit par une cassure des courbes laissant peu
de marge pour un ajustement fiable. Inversement, la configuration la plus compacte est défaillante aux plus
petites échelles, ce qui apparait notamment sur le panneau de la figure XVI1.16 correspondant au cas des
poids uniformes et sans atténuation par le lobe primaire. L’accentuation de la pente aux petites échelles
s’interpréte ainsi comme ’effet d’une cassure due au manque d’information sur ces échelles. Si I’on souhaite
obtenir un exposant de Hurst expérimentalement malgré ces difficultés, il faut donc restreindre la plage
d’échelles sur laquelle on fait un ajustement de loi de puissance, en fonction de la configuration considérée.
Etant donné ce qu’on observe sur la figure XVI.16, il semble raisonnable de se limiter aux échelles comprises
entre 0,5” et 2” pour la configuration F, et aux échelles inférieures & 1” et & 0,5”, respectivement, pour les
configurations E et D. Cette méme figure montre d’ailleurs les ajustements obtenus, ainsi que les exposants
de Hurst qu’on en déduit.

En procédant de cette fagcon pour ’ensemble des images filtrées par l'interférométre, on construit, sur la
figure XVI1.17, ’évolution des exposants de Hurst Hy mesurés, en fonction de ’exposant théorique H,
lequel est relié & l'indice spectral par f = 2H + 2 en dimension deux. On remarque notamment que les
courbes associées aux différents cas de figure considérés présentent toutes le méme défaut, & savoir que les
exposants sont systématiquement surestimés lorsque H est grosso modo inférieur 3 0,5 et systématiquement
sous-estimés lorsque H est supérieur & 0,5. Le premier effet doit étre attribué & la limite de résolution des
observations, qui impose une taille minimale des structures observables et donc une limite inférieure &
I’exposant de Hurst. Le second a déja été observé sur les champs modéles, comme on peut le voir sur la
figure VII.6. D’autre part, il apparait que plus une configuration est compacte, plus les valeurs mesurées de
I’exposant de Hurst sont importantes, ce qu’on peut comprendre en disant que ces configurations mesurant
moins bien les petites échelles, elles ont tendance & fournir des images plus lisses et donc des exposants
de Hurst plus élevés. Cet effet est flagrant dans le cas d’une fonction de poids naturelle, qui donne plus
d’importance encore aux espacements les plus courts. Réciproquement, le passage & une fonction de poids
uniforme ne modifie que peu les courbes associées aux configurations moins compactes E et D. La prise en
compte de I’atténuation par le lobe primaire ne semble en revanche pas modifier globalement les courbes,
mais elle les affecte de fagon plus chaotique, ce qui rend linterprétation difficile.

XVI.5.c Conclusions

A la vue de ’étude précédente, il semble par conséquent que Dutilisation des fonctions de structure, en
tant qu’outil de détermination directe de I’indice spectral d’une distribution de brillance observée par un
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Fi1c. XVI1.14 — “Reconstruction” de la A-variance de l’image initiale par la procédure de renormalisation
décrite dans le texte. Les différentes courbes correspondent aux images atténuées par le lobe primaire puis
filtrées spatialement par Vinstrument dans les configurations F (losanges), E (croix) et D (carrés), et en
utilisant une fonction de poids uniforme. La courbe en trait plein montre l’évolution de la A-variance du
modeéle de distribution de brillance, qui est toujours celui associé a B = 3,1, et les tirets représentent une
loi de puissance d’exposant 1,1, comme celle attendue théoriquement.

interférométre, soit peu fiable, étant donnés les écarts observés entre les exposants de Hurst mesurés sur
les différentes images sales et les valeurs théoriques. On peut cependant envisager d’utiliser les courbes
de la figure XVI.17 comme abaques numériques, pour déduire indirectement I'indice spectral des cartes
observées. Il faut cependant remarquer que ces courbes ne représentent qu’une petite partie des paramétres
observationnels possibles, ne serait-ce que parce que les configurations réelles des instruments ne sont a
priori pas celles utilisées ici, que les lobes d’antenne ont des tailles variables suivant la longueur d’onde,
ou encore que les fonctions de poids peuvent étre différentes. Il ne parait donc pas particuliérement utile
de poursuivre ’étude dans cette direction.

XVI.6 La dimension fractale

XVI.6.a Nécessité d’un rééchantillonnage des images

Dans la deuxiéme partie, on a parlé du concept d’ensemble fractal et on a remarqué que les structures
complexes observées dans le milieu interstellaire pouvaient étre étudiées par ce biais, en leur attribuant une
dimension fractale. On a notamment vu, au VIl.4.c, que les isocontours des champs browniens fractionnaires
possédaient une dimension D = n — H ou n est la dimension de ’espace dans lequel ils sont définis. Le
calcul de cette dimension fractale, dans le cas bidimensionnel, par la méthode périmétre-surface décrite
également au VIl.4.c, doit donc a priori permettre de remonter & l'’exposant de Hurst et par conséquent
a 'indice spectral des structures observées. Cependant, comme c’était déja le cas & la section précédente,
le calcul de la dimension fractale d’'une image 1024 x 1024 est beaucoup trop long!! pour envisager de le
faire tel quel sur ’ensemble des 126 images sales dont on dispose. On peut contourner cette difficulté de la
méme fagon, en rééchantillonnant les images sur des grilles plus petites, de taille 128 x 128, et en utilisant
ces versions “dégradées” pour calculer les dimensions fractales auxquelles on s’intéresse. Le gain de temps
est significatif'? et rend ainsi possible cette étude.

Il faut néanmoins vérifier auparavant qu’on ne perd pas d’information en procédant de cette maniére. C’est
ce que montre la figure XV1.18 en comparant les périmétres et les aires des “nuages” obtenus par seuillage
sur la distribution de brillance associée & 'indice spectral 8 = 3,1 et sur la version rééchantillonnée de
cette méme image. On constate que les points correspondant & ces deux cas suivent chacun une loi de

1 Environ quatorze heures sur un portable équipé d’un processeur & 2 GHz et de 470 Mo de mémoire, en activant ’ensemble
des options du calcul et avec cinquante niveaux de seuillage.

2Dans les mémes conditions que précédemment, le temps de calcul est ramené & cing minutes. Cette différence suggére
d’ailleurs que 1’algorithme est probablement loin d’étre optimal.
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F1c. XVI1.15 — Comparaison des fonctions de structure grossiéres d’ordre deuz calculées sur la version origi-
nale 1024 x 1024 (carrés) de la distribution de brillance associée a 8 = 3,1 et sur la version rééchantillonnée
256 x 256 (croiz) de cette méme distribution de brillance.

puissance, dont les exposants respectifs donnent des dimensions fractales sensiblement identiques. Ce qui
peut sembler plus étonnant & premiére vue, c’est que les deux nuages de points ne sont pas alignés 'un
avec autre, alors qu’on s’attendrait & ce que ce soit le cas. C’est oublier que la propriété des isocontours
fractals est d’avoir un périmétre qui augmente “plus vite que prévu” lorsqu’on se place & une résolution
plus fine. L’exemple de ile de von Koch (voir la figure VI.3), dont le périmétre tend vers l'infini tandis
que laire reste finie, est en cela typique. Il n’est donc pas surprenant qu’a une aire donnée, on trouve
un périmétre en moyenne plus grand pour la version 1024 x 1024 que pour la version 128 x 128. Cette
remarque étant faite, il convient avant tout de noter que la propriété souhaitée, & savoir la conservation de
la dimension fractale lors du rééchantillonnage, est bien vérifiée, ce qui permet d’étudier numériquement
Peffet du filtrage sur cet outil de caractérisation des structures.

XVL.6.b Etude numérique systématique

On calcule ainsi les dimensions fractales D de I’ensemble des images sales obtenues en sortie du simulateur,
et on en déduit des exposants de Hurst expérimentaux H,,, = 2 — D, & comparer aux valeurs théoriques
des distributions de brillance initiales. Les résultats obtenus sont présentés sur la figure XVI.19, regroupés
suivant la présence ou non d’atténuation par le lobe primaire et la fonction de poids utilisée.

Ce qu’on remarque immédiatement sur ces figures, c’est 1’échec complet des configurations les moins
compactes, E et D, quand on se place & des exposants de Hurst théoriques relativement éloignés de zéro.
Si l’on essaie de déterminer cet exposant & partir de ces configurations, on obtiendra systématiquement
une valeur faible, méme si 'exposant de Hurst initial est en fait proche de 'unité. Ceci s’explique par le
trou dans la couverture (u,v) que ces configurations laissent au voisinage de origine du plan de Fourier.
L’inspection visuelle des images obtenues dans ces conditions de filtrage, comme on en a présenté sur la
figure XVI.3, montre d’ailleurs que les seules structures restantes sont de petite taille caractéristique, de
sorte que, du point de vue de la dimension fractale, la distribution de brillance en sortie présente des
isocontours trés découpés, de dimension proche de 2, d’ou un exposant de Hurst expérimental toujours
proche de zéro. On note d’ailleurs, comme on Davait déja remarqué au sujet des fonctions de structure
grossiéres d’ordre deux, que les exposants de Hurst mesurés sont d’autant plus grands que la configuration
considérée est plus compacte.

En ce qui concerne plus particuliérement la configuration F, qui est la plus compacte, on observe le méme
genre de défaut que pour la distribution de brillance initiale, & savoir une surestimation de ’exposant de
Hurst lorsque celui-ci tend vers zéro et, inversement, une sous-estimation systématique quand ’exposant
de Hurst théorique tend vers un. Ces effets ont déja été discutés plus haut, et on rappelle qu’il faut y
voir respectivement la manifestation de la finitude des rayons extérieur et intérieur de la couverture (u,v).
Enfin, il semble que I'atténuation par le lobe primaire se traduise, comme dans le cas de l'utilisation des
fonctions de structure, par un bruit difficilement interprétable.
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Fic. XVIL.16 — Fonctions de structure grossiéres d’ordre deux calculées sur les images filtrées obtenues a
partir de la distribution de brillance modéle 8 = 3,1. La premiére ligne correspond au cas sans atténuation
par le lobe primaire, la seconde au cas ou cette atténuation est prise en compte. Les deux colonnes corres-
pondent auzx deuz fonctions de poids, comme indiqué. En ce qui concerne les configurations, les notations
sont identiques a celles de la figure XV1.14, a savoir des losanges pour la configuration F, des croix pour
la configuration E et des carrés pour la configuration D. La courbe en trait plein représente la fonction de
structure calculée sur la distribution de brillance initiale. Les tirets indiquent les ajustements de lois de
puissance décrits dans le texte. Les exposants de Hurst correspondants sont indiqués en regard.

XVI.6.c Conclusions

La détermination de la propriété essentielle des distributions de brillance modéles introduites en entrée du
simulateur interférométrique, & savoir 'indice spectral 5 ou, de maniére équivalente, ’exposant de Hurst
H, ne semble pas étre facilitée par I'utilisation de la dimension fractale, telle qu’employée ici. En effet, de
maniére encore plus flagrante que ce qu’on avait remarqué au sujet des fonctions de structure grossiéres
d’ordre deux, on observe des écarts importants entre les valeurs mesurées et les valeurs théoriques, et
ce d’autant plus que la configuration instrumentale considérée est étendue, car les grandes structures
éventuellement présentes dans les cartes initiales'3, sont alors complétement filtrées. En cela, la dimension
fractale ainsi calculée est méme moins efficace encore que les fonctions de structure de la section précédente,
car ces derniéres permettaient une estimation, méme grossiére, de ’exposant de Hurst quelle que soit la
configuration du réseau d’antennes, ce que ne semble pas permettre la relation périmétre-surface dans le
cas des configurations les moins compactes, qui donnent systématiquement une valeur de Hy, inférieure &
0,3 environ. Il apparait donc également difficile de poursuivre I’étude du filtrage interférométrique en se
fondant sur la dimension fractale.

13Structures qui sont essentielles & la détermination de la dimension fractale, puisqu’elles fournissent les “nuages” de grand
périmétre et de grande aire.
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F1G. XVI.17 — Evolution des exposants de Hurst Hy mesurés par les fonctions de structure grossiéres
d’ordre deuz, en fonction des valeurs théoriques. La disposition des sous-figures ainsi que les symboles
utilisés sont les mémes que sur la figure XVI1.16.

XVL.7 Retour sur le spectre de puissance : le cas bruité

XVI.7.a Introduction de bruit

En définitive, la détermination la plus efficace de I'indice spectral de la distribution de brillance initiale
est également la plus simple, puisqu’il suffit d’effectuer un ajustement en loi de puissance sur la moyenne
azimutale du spectre de puissance des cartes sales, qu’on obtient & partir du rapport des visibilités & la
fonction de poids. Dans les conditions utilisées ici, ’effet du lobe primaire est suffisamment localisé dans
I’espace de Fourier pour ne pas perturber cette approche, comme on I’a montré sur la figure XVI.5. Ceci
étant établi, il convient maintenant de se pencher sur la fiabilité de cet outil vis-a-vis des perturbations
qu’on peut introduire dans la chaine de filtrage. Autrement dit, il s’agit en pratique de déterminer quel
est le niveau de bruit maximal permettant malgré tout de remonter & l'indice spectral 8 par le biais du
spectre de puissance des cartes sales.

La modélisation réaliste du bruit affectant les données interférométriques meériterait qu’on s’y attarde
longuement, mais nous nous contenterons d’en discuter certains aspects, avant de l'introduire de fagon
extrémement simplifiée dans nos simulations. Comme on I’a dit au XIV.5.d, le bruit sur les visibilités peut
se modéliser par une contribution multiplicative et une contribution additive, en écrivant que les visibilités
observées V' sont reliées aux vraies visibilités V' par V! = €,V + €,. Bien entendu, cela ne suffit pas a
préciser la forme du bruit, et il faut se donner les propriétés de €, et de €,. Initialement, le bruit introduit
dans la chaine de filtrage I’est au niveau des signaux encore non corrélés [Massi & Comoretto, 1990], de
sorte qu’on doit en fait écrire que la visibilité observée V;’J correspondant & la ligne de base entre les
antennes ¢ et j est reliée 4 la vraie visibilité V;; par

Vij = €i€;Vij + 0ij

ol ¢; et €; sont des complexes dont ’amplitude est une variable aléatoire de moyenne 1 et dont la phase est
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A (arcsec?)

Fic. XVI1.18 — Relations périmétre-aire établies pour la distribution de brillance associée a l'indice spectral
B = 3,1 (croiz) et pour sa version rééchantillonnée sur une grille 128 x 128 (losanges). Les dimensions
fractales mesurées sont respectivement égales 6 1,445+0,012 et 1,437+0,019.

également aléatoire. Le terme additif o;; représente quant & lui le bruit thermique, également complexe.
Ainsi, une modélisation réaliste du bruit devrait affecter les signaux avant corrélation, antenne par antenne.
Or, la facon dont est construit notre simulateur ne donne pas accés a cette étape de ’observation, puisqu’on
part directement des visibilités dans ’espace (u,v) sans passer par les signaux de chaque antenne. La
réécriture du simulateur ne pourrait d’autre part se faire qu’au prix de gros efforts de calcul, car il est loin
d’étre trivial d’introduire cette étape de la chaine de réception, surtout lorsqu’il s’agit de considérer 64
antennes. En conséquence, nous avons choisi d’introduire un bruit ad hoc dans le simulateur.

En se fondant sur I’équation V' = ¢,V +¢,, il faut donc préciser les formes des bruits €, et €,. L’hypothése
la plus simple consiste & supposer qu’il n’existe en fait pas de bruit multiplicatif, soit €¢,, = 1, et que
toutes les sources de bruit peuvent étre modélisées par un simple bruit additif ¢, dont on va supposer
qu’il s’agit d’une variable aléatoire gaussienne complexe. Autrement dit, la distribution en probabilité de
P’amplitude de €, est une gaussienne centrée en zéro. La phase de ¢, est également aléatoire, et distribuée
uniformément!* sur [0, 7]. Le seul paramétre restant encore & déterminer est la largeur de la densité de
probabilité de ’amplitude. Classiquement, le bruit affectant une cellule de ’espace (u,v) diminue lorsque
le nombre de visibilités tombant dans cette cellule augmente. Plus précisément, si ’on écrit explicitement
la visibilité mesurée V' comme une somme de p visibilités V}, tombant dans la méme cellule, on a, en notant
Vi les visibilités vraies et € le bruit sur chacune d’elles,

P P

V':ZVé:Z(Vk+ek):V+ea avec eazzp:ek.

k=1 k=1 k=1

On sait qu’alors le bruit €, constitué de la somme des bruits indépendants €, - dont on suppose que
les propriétés statistiques sont toutes les mémes - a une amplitude en moyenne ,/p fois plus grande que
celle de chaque €. Par conséquent, lorsqu’on s’intéresse aux images obtenues en utilisant une fonction de
poids uniforme, comme on le fera dans la suite, le bruit affectant chaque visibilité est distribué selon une
gaussienne bidimensionnelle dont la largeur est inversement proportionnelle & la racine carrée des poids
naturels. On jouera sur la constante de proportionnalité de facon 2 ajuster le rapport signal sur bruit'®. La
figure XVI1.20 montre quelques exemples d’images bruitées construites par cette approche, en fonction de n
et de la couverture (u, v) considérée. On remarque notamment que la taille caractéristique des structures de
la carte de bruit, qu’on peut observer dans le cas n = 0,1, dépend de la configuration, ce qui était attendu.
Quand le rapport signal sur bruit augmente, les cartes bruitées tendent vers les cartes non bruitées, telles
qu’on peut les voir sur la figure XVI.3.

14Sur [0, 7] plutdt que sur [0, 27] car on a pris une distribution de I’amplitude autorisant des valeurs négatives.
151e rapport signal sur bruit n est défini dans I’espace image, comme le rapport entre les écarts-type respectifs de ’image
non bruitée, & laquelle on a bien entendu accés, et de ’image du bruit seul.
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F1G. XVI.19 — Evolution des exposants de Hurst Hy, mesurés par le biais de la dimension fractale, en
fonction des valeurs théoriques. La disposition des sous-figures est la méme que sur la figure XVI.17. Les
différents symboles correspondent auz distributions de brillance initiales (triangles), auz images filtrées par
la configuration F' (losanges), par la configuration E (croix) et par la configuration D (carrés). La ligne
pointillée représente lidentité entre les exposants théorique et expérimental. Chaque valeur mesurée est
affectée d’une incertitude indiquée par des barres verticales.

XVI.7.b Effets sur le spectre de puissance

La figure XVI1.21 montre les effets de différents niveaux de bruit sur les spectres de puissance des images
sales correspondant aux deux configurations instrumentales les plus compactes. Dans tous les cas, on part
de la distribution de brillance associée & l'indice spectral 8 = 3,1, atténuée par le lobe primaire, et on
utilise les poids uniformes. On voit notamment que ’effet du bruit tend & aplatir le spectre de puissance aux
plus petites échelles dans la carte, ce qui peut se comprendre en considérant les cartes de la figure XVI1.20.
Les structures qui apparaissent lorsque le bruit se met & dominer le signal sont effectivement plus petites
que les structures de ce dernier. L’interprétation classique de cet effet consiste & remarquer que le bruit
posséde une distribution spectrale plate, son amplitude étant indépendante du vecteur d’onde. Lorsque le
niveau du bruit augmente, c’est d’abord aux plus grands nombres d’onde, et donc aux plus petites échelles,
que sa puissance devient plus importante que celle du signal, puisque celle-ci décroit lorsque k augmente.
Lorsque le rapport signal sur bruit devient suffisamment grand, on retrouve, sur une plage d’échelles assez
grande, un comportement en loi de puissance permettant de remonter & ’indice spectral de la distribution
de brillance initiale. Sur la figure XVI1.21, un rapport signal sur bruit 7 = 8 semble suffisant pour procéder
ainsi, couverture par couverture, car en considérant la valeur immédiatement inférieure, soit n = 4, on ne
dispose pas, dans le cas de la configuration F, d’échelles immunisées vis-a-vis du bruit. En ajustant une loi
de puissance, on trouve ainsi une valeur de 3 égale & 2,6, sensiblement plus faible que la valeur cherchée.
Comme on ’avait remarqué dans le cas non bruité, on obtient de bien meilleurs résultats en combinant
les observations faites dans les trois configurations considérées. La figure XV1.22 montre ainsi les spectres
de puissance des images bruitées regroupés non plus selon la couverture, mais selon le rapport signal sur
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Fi1c. XVI1.20 — Ezemples de cartes bruitées obtenues par la méthode décrite dans le texte. Le rapport signal
sur bruit est constant le long d’une colonne, et sa valeur est indiquée en haut de la figure. Chaque ligne
correspond 4 une configuration instrumentale différente et la distribution de brillance initiale est celle
associée a l’indice spectral § = 3,1.
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F1a. XVI1.21 - Spectres de puissance des images bruitées correspondant a la distribution de brillance § = 3,1
atténuée par le lobe primaire, o la fonction de poids uniforme et auz configurations F (4 gauche) et E (a
droite). Les différents rapports signal sur bruit sont égaux a n = 1 (trait plein), n = 2 (pointillés), n = 4
(tirets), n = 8 (trait mizte) et n = 16 (trait mizte avec trois pointillés successifs). La droite en tirets montre
une loi de puissance d’exposant -3,1.

bruit, compris entre n = 1 et n = 8. L’effet du bruit ne se manifeste pas aux mémes échelles suivant la
configuration considérée, car le rapport signal sur bruit dépend en fait de cette configuration puisqu’il est
calculé sur les images sales. Par conséquent, lorsqu’on se fixe une certaine valeur de 7, on a en fait des
niveaux absolus de bruit différents sur chaque carte. Ceci ne retire rien & 'intérét de ’analyse qui va suivre,
car les cartes correspondant aux différentes configurations relévent d’observations différentes, dont on peut
régler le niveau de bruit en en choisissant la durée. Si I’on souhaite diminuer le bruit, il est a priori possible
de le faire en observant plus longtemps, de sorte que la couverture soit mieux échantillonnée, et qu’ainsi plus
de visibilités tombent dans chaque cellule. Le bruit est alors atténué d’un facteur inversement proportionnel
4 la racine carrée des poids naturels, comme on I’a déja fait remarquer. On peut donc s’arranger pour que
les niveaux de bruit absolus dans chaque configuration correspondent au méme rapport signal sur bruit.
L’étude de la figure XVI1.22 montre alors qu’en superposant les spectres de puissance, moyennés azimu-
talement, des différentes images sales et en ignorant, sur chacun d’eux, les remontées dues au bruit, on
retrouve un comportement en loi de puissance avec un exposant proche de l’indice spectral d’origine, et ce
pour un rapport signal sur bruit égal & n = 4 ou plus. En ignorant complétement la configuration F, on
peut méme éventuellement considérer que le cas n = 2 est encore favorable. Il s’avére donc qu’on peut se
contenter d’un rapport signal sur bruit assez faible, de 'ordre de quatre, pour retrouver I’indice spectral
de la distribution de brillance en entrée du simulateur, & partir des cartes sales, & condition de combiner
les données issues des différentes configurations, et en se restreignant aux nombres d’onde pour lesquels le
bruit a une influence négligeable.

XVI.8 Conclusions

Ce chapitre a permis d’aborder la question de la réponse d’un interférométre & un milieu complexe, dont
la distribution de brillance est fractale, en utilisant certains des outils de caractérisation des structures
dont on a discuté au cours de la deuxiéme partie, & savoir le spectre de puissance, la A-variance, les
fonctions de structure d’ordre deux et la dimension fractale. Plus spécifiquement, il s’agissait d’établir
lesquels de ces outils permettent de remonter 4 'indice spectral de la distribution modéle observée. Aprés
étude dans le cas non bruité, on constate que l'outil le plus direct et le plus simple, & savoir le spectre
de puissance, est également le plus fidéle, puisqu’il suffit de moyenner azimutalement les visibilités brutes,
corrigées de la fonction de poids, pour obtenir une bonne estimation de l’indice spectral cherché. On
remarque d’ailleurs qu’en ’absence d’atténuation par le lobe primaire, cette méthode donne le bon résultat
de maniére exacte. En ajoutant du bruit, on a ensuite estimé qu’un rapport signal sur bruit n ~ 8 était
nécessaire pour retrouver, par cette méthode et avec une seule configuration instrumentale, I’'indice spectral
de la distribution de brillance modéle. La combinaison des spectres de puissance des cartes sales obtenues
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Fic. XVI1.22 — Spectres de puissance des images bruitées, regroupés par valeur du rapport signal sur bruit,
comme indiqué sur chaque sous-figure. Les courbes en trait plein représentent les spectres de puissance,
moyennés azimutalement, des images sales construites a partir de la distribution de brillance f = 3,1
atténuée par le lobe primaire, en utilisant les configurations F, E et D, et une fonction de poids uniforme.
La droite en tirets représente le comportement recherché, et sur les deux sous-figures du bas, on montre,
par une droite grisée, l’ajustement obtenu selon la méthode décrite dans le texte. Les exposants de ces
ajustements sont indiqués en regard.

en utilisant plusieurs configurations permet d’abaisser cette limite d’un facteur deux environ.
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Statistiques des incréments de phase

XVII.1 Mise en évidence du rdle de la phase

XVIl.1.a Expérience numérique préliminaire

On a vu, dans le cadre de I’étude des centroides de vitesse et, & 'instant, du filtrage interférométrique,
les outils statistiques généralement utilisés pour caractériser les structures présentes dans une image. On a
d’ailleurs noté qu’ils étaient liés, en ce sens que, d’une part, la fonction d’autocorrélation et la fonction de
structure d’ordre deux peuvent se déduire l'une de ’autre par une transformation linéaire, pourvu que le
champ en question soit homogene, et d’autre part, le spectre de puissance est la transformée de Fourier de
cette méme fonction d’autocorrélation. Enfin, 'indice spectral 8 peut étre relié de fagcon simple 4 I’exposant
de la A-variance et & la dimension fractale. Ainsi, d’'une maniére ou d’une autre, ces outils sont tous fondés
sur la mesure des amplitudes des coefficients de Fourier de I'image, en écartant I'information qui pourrait
étre présente dans leurs phases.

En réalité, cette approche est beaucoup trop limitative. En effet, chaque composante de Fourier représente
une onde plane dans ’espace réel, et les structures effectivement observées sont issues de l'interaction
de ces multiples ondes. Se contenter des outils tels que le spectre de puissance revient de fait & ignorer
purement et simplement le phénoméme d’interférence. On peut se convaincre aisément de 'importance
des phases et de leur contenu informationnel, en considérant I’exemple présenté sur la figure XVII.1. On
extrait d’abord ’amplitude et la phase d’un portrait de Joseph Fourier, en haut & gauche. On construit
d’autre part une amplitude synthétique en loi de puissance dont I’exposant est obtenu par un ajustement
du spectre de puissance de I’image de départ. Enfin, une phase synthétique est déduite de la phase originale
par une redistribution spatiale des valeurs. Notons que cette redistribution se fait en assurant 'imparité
de la carte de phase synthétique, de facon & ce que les images reconstruites soient réelles. A partir de ces
deux amplitudes et de ces deux phases, on peut donc reconstruire quatre images, (a), (b), (c) et (d).
L’image (a), construite & partir de amplitude et de la phase originales, n’est autre que 'image de départ.
L’image (b) est issue de la combinaison de la phase originale et de 'amplitude synthétique. On remarque
que la structure de l'image originale y est trés bien conservée, que ce soit aux grandes ou aux petites
échelles. L’image (c), construite & partir de Pamplitude originale et de la phase synthétique, ne retient en
revanche rien ou presque de la structure de départ, et est & peine distinguable de I'image (d), laquelle est
entiérement synthétique.

XVII.1.b Importance de la distribution spatiale des phases

La comparaison des images (b) et (c) souligne 'importance de la phase dans la caractérisation des structures
d’une image. Plus précisément, c’est la distribution spatiale de la phase qui semble contenir ’essentiel de
Iinformation, puisque bien que les valeurs de la carte de phase synthétique soient strictement les mémes
que celles de la carte de phase originale, les images recontruites & partir de la premiére ont perdu toute la
structure d’origine. On voit d’ailleurs des structures cohérentes dans la carte de phase originale, structures
qui sont bien entendu éliminées par la redistribution. C’est donc dans la distribution spatiale des phases
qu’il faut chercher la caractérisation des structures, plutét que dans la distribution des valeurs de ces
phases. En fait, on peut voir sur la figure XVII.2 que T’histogramme des phases du portrait de Fourier
est trés proche d’une distribution uniforme, et par conséquent indistinguable de I'histogramme des phases
d’un champ brownien fractionnaire.

L’importance de la distribution spatiale des phases pour la caractérisation des structures n’est pas surpre-
nante lorsqu’on se place & nouveau du point de vue de la superposition d’ondes planes. En un point k de
Pespace de Fourier, la composante }?’(k) = A(k)exp [i¢(k)] donne, dans I’espace réel, une onde plane de
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Image originale Phase originale Phase synthétique

Amplitude originale

Amplitude synthétique (b) (d)

Fic. XVIIL.1 - llustration de l'importance de la phase dans la structure d’une image. Les amplitudes sont
représentées en échelle logarithmique, afin de faciliter la visualisation.
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F1G. XVIL.2 — Distribution des valeurs des phases dans le portrait de Fourier (a gauche) et dans un champ
brownien fractionnaire de méme taille (4 droite). Le trait en pointillé représente la distribution uniforme
sur [—m, 7.

vecteur d’onde k, dont ’amplitude est A(k) et dont la phase 4 'origine des coordonnées est ¢(k). L’image
finale étant le résultat de 'interférence de toutes ces ondes, les relations entre les phases en deux points
voisins ont une importance essentielle. En effet, en un point k' proche de k, les paramétres de ’onde
(amplitude, direction, longueur d’onde) sont sensiblement les mémes qu’en k, & l'exception de la phase,
laquelle peut varier brutalement, comme le montre la carte de la phase originale sur la figure XVII.1. Sui-
vant alors que la différence des phases ¢(k) et ¢(k’) est plutot proche d’un multiple pair ou impair de T,
la structure dans ’image finale s’en trouvera respectivement fortement renforcée ou au contraire détruite.
Comparativement, ’effet des ondes planes issues de régions plus éloignées de ’espace de Fourier est moins
dépendant de la phase, soit parce que les échelles spatiales de variation sont trés différentes, soit parce que
les orientations des structures associées & ces ondes dans I’espace réel ne sont pas cohérentes.

XVII.2 Histogrammes des incréments de phase

XVIl.2.a Introduction

1l ressort du paragraphe précédent qu’une caractérisation efficace des structures d’une image doit passer
par une évaluation quantitative des propriétés de cohérence de la phase, par exemple au travers de ses
incréments A¢(k;d) définis, pour un déplacement donné § dans ’espace de Fourier, par

Ap(k; ) = ¢k + ) — p(k) = Vip.0 ou Vi est U'opérateur gradient dans 'espace de Fourier

La derniére équation n’étant valable que pour des petits déplacements, dans ’approximation linéaire.
Comme on peut le voir sur la figure XVI1.3, la présence de structure dans la carte des phases se retrouve
dans celles des incréments, et on peut espérer que les distributions des valeurs de ces cartes d’incréments
nous renseigneront sur la présence de structure dans I'image de départ. Cette propriété a été remarquée
pour la premiére fois par [Scherrer et al., 1991], puis tout récemment étudiée par [Chiang & Coles, 2000],
dans le cadre de I’étude du clustering a grande échelle sous l’effet de la gravité.

XVIL.2.b Cas des champs browniens fractionnaires

Dans ’hypothése o1 les valeurs des incréments de phase nous fourniraient un renseignement sur la struc-
ture d’une image, les champs browniens fractionnaires devraient a contrario étre des champs tests sans
structure, puisque leurs phases sont totalement aléatoires et indépendantes les unes des autres. Dans ce
cas simple, on peut calculer explicitement la distribution p(A¢) des incréments de phase, puisqu’il s’agit
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Phase originale Incrément de phase pour § = e, Incrément de phase pour § = ey

F1G. XVIL.3 — Carte de la phase originale (G gauche) du portrait de Fourier et cartes des incréments de
phase pour § = e, (au centre) et & = e, (4 droite). Rappelons que les vecteurs e, et e, sont les vecteurs
unitaires des azres de l’espace de Fourier.

de l"autocorrélation de la distribution pg(¢) des phases, qui est uniforme,

1

p(30) = [[ po(@n)on(62)d61d62 = [ polérpn(n — A9)ddr = g (2m— [Ad]) avee p(d) = 5-

DA¢

Dans cette équation, Da, désigne le domaine de [—m,7]? défini par ¢ — g2 = A¢. Cette forme est
cependant définie sur I'intervalle [—27, 27], ce qui est incompatible avec le fait que les incréments de phase
sont définis & 27 prés. Ainsi, si Pincrément A¢ est compris entre —27 et —mr, il doit étre remplacé par
son correspondant A¢ + 27. Réciproquement, s’il est compris entre 7 et 2w, il doit étre remplacé par
son correspondant A¢ — 27, suivant le schéma de la figure XVII.4. Par conséquent, la distribution réelle

p(Ad) p(Ad)
1 1
2 2
=
‘ Ad
—27 -7 —7 ™

Fi1c. XVIL.4 — “Renormalisation” de la distribution des incréments de phase d’un brownien fractionnaire.

des incréments de phase pour un champ brownien fractionnaire est uniforme entre —7 et 7, et est donc
identique & la distribution des phases elles-méme, quel que soit le déplacement §. On peut le vérifier
expérimentalement, sur la figure XVII.5, qui présente les histogrammes des incréments de phase d’un
champ brownien fractionnaire pour § = e, et § = e,. On voit que ces distributions sont uniformes, comme
le suggérait le calcul précédent.

XVIl.2.c Cas d’une image présentant de la structure

Si I'image considérée présente des structures, on peut s’attendre, du fait que les valeurs de la phase
en des points voisins sont corrélées, a obtenir une distribution non uniforme des incréments de phase.
On utilise comme image test la densité de colonne d’une simulation de turbulence compressible obtenue
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Fi1c. XVII.5 — Histogrammes des incréments de phase d’un brownien fractionnaire 512 x 512.

par [Porter et al., 1994], représentée sur la figure XVIL.6. On y voit des structures filamenteuses assez
grossiéres, mais qui n’ont pas de signature dans la distribution des valeurs des phases, également représentée
sur la figure XVIIL.6. Ceci n’est pas étonnant, étant donné le cas du portrait de Fourier, lequel, bien que
présentant une grande quantité de structures, possédait une distribution des phases uniforme (voir la
figure XVI1.2). La présence de structure a en revanche un effet sur les propriétés statistiques des incréments
de phase, comme on peut s’en convaincre en considérant la deuxiéme ligne de la méme figure XVI1.6. On y
voit les histogrammes des incréments de phase correspondant aux cas des déplacements § = e, et § = e,.
Leur écart a l'uniformité est flagrant, et est plus marqué dans le cas § = e,, ce qu’on aurait tendance
4 interpréter comme la signature d’une anisotropie de I'image. On y reviendra dans la suite, aprés avoir
introduit le concept d’entropie des incréments de phase, qui permet de quantifier la non-uniformité de ces
distributions.

XVII.3 Entropie des incréments de phase et quantité de structure

XVIl.3.a Introduction

Le concept d’entropie de phase a été introduit par [Polygiannakis & Moussas, 1995] dans le cadre de 1’étude
des variations du champ magnétique dans les plasmas cométaires et le vent solaire. Il a par la suite été
réutilisé, par [Chiang & Coles, 2000] entre autres auteurs, pour étudier les propriétés de formation des
grandes structures de I’Univers. Son intérét principal, en ce qui concerne la caractérisation de la présence
de structure dans une image, réside dans ses propriétés simples vis-a-vis des transformations courantes,
comme on le verra plus loin. En particulier, c’est une mesure globale sur la distribution des incréments de
phase, contrairement aux moments de la distribution, qui dépendent explicitement du centre de phase. En
pratique, on définit ’entropie S(8) associée & une distribution d’incréments de phase p[A¢(k; d)] par

™
50) == [ pag) n[p(a)NdA, (85)
-
Cette définition est celle de ’entropie d’information de la densité de probabilité d’une variable aléatoire
continue, dont le domaine de variation est ici limité & [—m,n]. En particulier, dans le cas des champs
browniens fractionnaires, on a,
1 1
S(0) =— —In{—)dA¢ =In(27) = Sp.
_x 2T 2m
Quant aux distributions non uniformes, les propriétés classiques de l’entropie bien connues en physique
statistique permettent d’affirmer que ’entropie S(d) d’une distribution d’incréments de phase est inférieure
ou égale & Sp, quel que soit le déplacement §. On peut donc introduire un nombre Q(4) positif, défini par
Q(0) = Sp — S(0), qui caractérisera d’une certaine fagon la quantité de structure présente dans I'image,
pour un déplacement § donné.
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F1G. XVIL.6 — Densité de colonne d’une simulation de turbulence compressible 5123 (en haut a gauche) et
histogramme de ses phases (en haut & droite) et de deux incréments de phase (en bas).

XVIL.3.b Propriétés dans les transformations simples

Pour que ’entropie des incréments de phase soit un concept véritablement opérationnel, il faut qu’elle se
comporte de maniére simple lorsqu’on fait subir & I'image étudiée des transformations élémentaires, telles
que translations, rotations et symétries.

Translation

Soit donc F'(r) une image dont on souhaite étudier la structure. On note S(d) l'entropie de ses incréments
de phase pour un déplacement § donné, et on introduit une translation T, de vecteur ro transformant F’
en F'| de sorte que F'(r) = F(r — r¢). La transformée de Fourier de F' est alors

// r)exp (—2ink.r)d*r = // ") exp [—2imk.(r" + 70)]d*r’ = F(k) exp [-2imk.rq).

La phase ¢' de F' est donc liée a la phase ¢ de F par ¢'(k) = ¢(k) — 2wk.ro, ce qui donne, pour les
incréments de phase A¢ et A¢', la relation

A¢'(k;8) = Ap(k;8) — 2wd.ro, (86)

ou leffet de la translation, contrairement au cas des phases, est cette-fois ci indépendant du vecteur
d’onde k. Remarquons que la formule précédente doit étre corrigée pour tenir compte de la périodicité
des incréments de phase. On a donc une translation globale de la distribution des incréments de phase, et
Pentropie S(d) est par conséquent invariante dans une translation de I'image,

F=T,(F) = 80)=50)] (87)
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On vérifie numériquement cette propriété, comme indiqué sur la figure XVII.7.

Rotation

On introduit une rotation Ry, centrée sur I'origine O des coordonnées et d’angle 6, qui transforme 'image
F en F' telle que F'(r) = {Ro[F]}(r) = F[R; ' (r)], de sorte que dans l'espace de Fourier,

Fi(k) = / F[R; " (r)] exp (—2irk.r)d*r = / / F(r') exp [<2imk.Ry(r")]d*r’ = F[R; ()],
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Fic. XVIL7 — Illustration des effets des transformations élémentaires. La figure (a) représente l’histo-
gramme des incréments de phase de la densité de colonne de la figure XVILG, pour 6 = e, — ey, et
constitue la référence. La figure (b) représente histogramme des incréments de phase, pour le méme dé-
placement 8, d’une image obtenue par translation de vecteur 100e,. On remarque que ’histogramme est
déplacé en bloc, sans modification sensible de sa forme. Les figures (c) et (d) correspondent quant a elles
respectivement auz cas d’une rotation d’angle w/2, et d’une symétrie par rapport & laze Oz, et ce pour
un déplacement 0 = e, + e, dans les deux cas. Les histogrammes sont sensiblement identiques & celui de
référence, comme le prévoit la théorie. Les entropies correspondantes sont indiquées dans le coin inférieur
gauche de chaque figure et sont toutes égales, & 107> prés.

en utilisant le fait que le Jacobien d’une rotation est égal & 1, ainsi que la relation k.Re(r’) = 7.R; " (k).
Il s’ensuit que les phases de 'image et de sa transformée par rotation sont liées par ¢' (k) = ¢[R; " (k)] et
les incréments de phase par

A¢'(k;8) = ¢' (k + 8) — ¢' (k) = ¢[Ry " (k + 0)] — ¢[Ry ' (k)] = A¢[Ry™ (k); Ry (9)].

On en conclut que entropie S'(d) de 'image transformée est reliée & ’entropie S(d) originale,

F'=Rg(F) = &'(6)=38[R,'(d)]|, (88)
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c’est-a-dire que la carte S’'(d) se déduit de S(d) par la rotation Ry. Une vérification numérique rapide de
cette égalité est présentée sur la figure XVII.7.
Symétrie

On considére ici une symétrie Sa par rapport & un axe A passant par O. La transformée F’ de I'image de
départ F' est définie par F'(r) = {SA[F]}(r) = F[Sa(r)], d’ou la relation dans I’espace de Fourier,

Fi(k) :/ F[Sa(r)] exp (=2itk.r)d*r = // F(r') exp [~ 2inSa(k).r']d*r’ = F [Sa(k)]

en utilisant le fait que le Jacobien d’une symétrie est égal & —1, que la symétrie Sa est son propre inverse,
et que k.Sa(r’') = Sa(k).r’. Les phases ¢ et ¢' sont alors reliées par ¢'(k) = ¢[Sa (k)] et les incréments
de phase par

A (k; 0) = ¢/ (k + 6) — ¢ (k) = $[Sa(k + 8)] — ¢[Sa (k)] = Ag[Sa(K); Sa(d)]-

De la méme maniére que dans le cas des rotations, on en déduit que ’entropie des incréments de phase
de la transformée de F' dans une symétrie Sa est la transformée, par cette symétrie, de 'entropie des
incréments de phase de F', soit

\F/:SA(F) = s'(5)=3[sA(5)]\. (89)

On propose une vérification numérique de cette propriété sur la figure XVIL.7.

Conclusions

Tl apparait donc que la carte d’entropie des incréments de phase S(d), en tant que fonction du déplacement
bidimensionnel §, posséde des propriétés simples vis-a-vis des transformations géométriques élémentaires
qu’on peut appliquer & 'image considérée, et que ces propriétés s’interprétent bien en termes de conser-
vation des notions intuitives de quantité de structure et d’anisotropie de ’image. Plus précisément, on
comprend que la structure présente dans une image est invariante au cours d’une translation, et qu’il
en va de méme de I’anisotropie, puisque, par exemple, un filament est déplacé paralléelement & lui-méme.
Dans une rotation ou une symétrie, la quantité de structure est également conservée, mais les directions
caractéristiques de ’anisotropie sont modifiées conformément & la transformation appliquée. Une mesure
pertinente de la quantité de structure présente dans une image et de son anisotropie se doit donc de for-
maliser ces propriétés de symétrie. C’est le cas de la carte d’entropie des incréments de phase, comme le
montrent les équations (87), (88) et (89).

XVIl.4 Fiabilité de la méthode entropique pour la détection de structure

XVIl.4.a Mise en évidence des variations d’histogrammes

L’examen attentif des exemples de la figure XVIL.7 montre que les histogrammes sont trés légérement
modifiés par les transformations appliquées a I’image, alors que les calculs précédents suggérent que les
distributions parentes sont identiques. De méme, les entropies correspondantes différent les unes des autres,
les variations étant de 1’ordre de 1075. Ces différences peuvent se comprendre & partir de la méthode de
calcul numérique des incréments de phase. En raison de la finitude de ’espace de Fourier accessible, il est
nécessaire en effet, pour calculer 'incrément A¢(k;d), de se restreindre & un sous-ensemble ot les phases
d(k+9) et ¢(k) sont toutes deux définies. Ce sous-ensemble dépendant du déplacement d, les histogrammes
(c) et (d) different nécessairement quelque peu de I’histogramme de référence. D’autre part, dans le cas
de la translation, I’équation (86) montre que des incréments de phase comptés dans la méme cellule dans
I’histogramme correspondant & 'image d’origine, peuvent étre séparés dans le cas de I'image translatée,
comme on le représente schématiquement sur la figure XVIL.8. Les histogrammes correspondant aux deux
images sont donc en général légérement différents!,

1Comme on le note en légende de la figure XVIL8, ils sont identiques si —27d.7¢ est un multiple de la taille de la cellule.
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F1c. XVII.8 — Modification des histogrammes des incréments de phase Ad(k; §) sous Ueffet de la translation
Tr,. La quantité —27d.rg n’étant a priori pas un multiple de la taille de la cellule, les incréments A¢ et
Ay sont séparés par la translation.

Il apparait donc nécessaire de s’interroger sur la précision du calcul de 'entropie des incréments de phase
en fonction des paramétres principaux que sont la taille de 'image et I’échantillonnage des histogrammes.
En particulier, puisque l’absence de structure se caractérise théoriquement par une entropie maximale
So = In (27), il s’agit de savoir quel est le seuil de la quantité Q(d) permettant d’affirmer qu’une image
posséde effectivement de la structure.

XVIL4.b Estimation analytique
Approche a partir des moments

Les variations des histogrammes illustrées sur la figure XVII.7 se traduisent naturellement par des variations
de I'entropie des incréments de phase, qu’on a déja notées sur la méme figure XVII.7. Etant donné que les
variations des histogrammes sont faibles, on peut d’ailleurs calculer explicitement la variation de ’entropie.
On considére pour cela une image F' comportant Ny pixels, la carte de phase ¢(k) de I'image étant alors
de méme taille. La carte des incréments de phase A¢(k;d) est en revanche plus petite, d’aprés la remarque
faite au paragraphe précédent. On note N < Ny le nombre d’incréments de phase pris en compte, lequel
dépend de la valeur du déplacement §. On choisit alors un échantillonnage caractérisé par un nombre de
cellules n, de sorte que la cellule 7 contienne un nombre N; d’incréments de phase. Le calcul de ’entropie
se fait en transformant (85) en somme discréte,

S=- / DA In[p(AD)IdAG ~ — 3 byn (h) X = > T (;ffv) (90)

I
n
- i=1

ol h; = N;/N est la valeur de I’histogramme pour la i®™¢ cellule. Lorsque les valeurs des histogrammes
varient de dh;, 'entropie varie d’une quantité dS qu’on calcule explicitement selon

2T — 2T —
08 =— ; [hiln (hi) — (hi + 6hi) In (s + 6hy)] = ~= ; S;,

ot 0S; = h;ln (h;) — (h; + 6h;) In (h; + dh;) peut étre rééerit en utilisant la propriété du logarithme,

3 Sh; 3 (=1)P [(oh\"H!
6S; = —(h; + 6h;) In (1 + h_,-> — 8hiln (hy) = —6h;In (h;) — (h; + 5h,)pz>0 ot 1 ( h ) ,

en faisant appel au développement de In (1 + ) en série entiére. Dans 'optique de donner un ordre d’idée
de l'intervalle des valeurs d’entropie pour lequel il est raisonnable de conclure & I’absence de structure, on
se place dans le cas ou I’histogramme de référence est uniforme, soit h; = 1/(27). Alors,

—1)P
55; = 6h;1n (2) — —— (1 + 2r6hy) > ;—1) (2mohy)""

27 250 +1
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qu’on peut réorganiser pour obtenir finalement la variation de ’entropie sous la forme

58 = 2l[1n(27r)—1]25h¢—%2%

n
722 i

N — _ (=1)* iy, = —
1(27r6hz) = ;q(q—l) (27m)py = —Q(0). (91)

n
en introduisant les moments p, de I'échantillon {dh;} et en utilisant la condition de normalisation des
histogrammes, qui implique que u; = 0. La derniére égalité exprime le fait que la quantité de structure
Q(0) est égale & Sy — S(d) et est donc I'opposée de la variation §S considérée.

On montre sur la figure XVII1.9 'évolution du développement (91) en fonction de ordre maximal ¢ax
considéré. On voit que, pour un champ brownien fractionnaire, la troncature & gmax = 4 suffit & retrouver
la valeur calculée & partir de la formule (90), et que dans le cas d’une image possédant de la structure,
comme la densité de colonne de la figure XVII.6, on peut se contenter de ¢ < gmax = 6.

Densité de colonne Champ brownien fractionnaire
T T T T T T T

1.086x1072 T T 1.4340x1074

v10-2|— | £
1.064x10 C o

a0t E

1.062x1072— —

L 1.4320x10 74 - -
1.060x107 % |— — L ]

1.058x1072— — .E ]
L 1.4310x107 = —

1.086x1072— —

1.4300x1074 - o -

1.054x1072— —

1.052x1072 1 1 1 1 1 1 1.4200x10 74 1 1 1 1 1 1
2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 8 7 8

gmax gmax
Fic. XVIL9 — Evolution de la quantité de structure avec l’ordre mazimal ¢mqe, du développement (91).
La figure de gauche représente le cas de la densité de colonne de la figure XVINL.6, tandis que la figure de
droite correspond a un brownien fractionnaire de méme taille (5122). Dans les deuz cas, le déplacement
est 0 = e, — ey, et le trait pointillé représente la valeur limite de Q(9), calculée d’aprés la formule (90).

Approche en termes de pseudo-distance de Kiillback

L’approche en termes de moments n’est cependant pas la mieux adaptée & ’estimation analytique des
valeurs probables de la quantité de structure en fonction des paramétres N et n, car il n’existe pas, &
ma, connaissance, de méthode de calcul fondée sur I’équation (91) permettant d’obtenir la probabilité que
Q(4) soit plus grande qu’un nombre donné, sachant que la distribution parente est uniforme.

Pour faire ce calcul, on peut en revanche utiliser les résultats de [Castellan, 2000]. Comme précédemment,
les N incréments (A¢y, ..., A¢y) sont distribués uniformément sur [—m, 7], et répartis dans n intervalles
A; de méme longueur. On note toujours N; le nombre d’incréments tombant dans l'intervalle A;, et on
introduit les fonctions s et o définies par

(@) = 51 nn@) et o(@) = 3 hila (@),

ou 1, désigne l'indicatrice du segment [a, b], dont on rappelle qu’il s’agit de la fonction prenant la valeur
1 sur [a, b] et 0 ailleurs. En utilisant ces formes, la quantité de structure peut s’écrire

Q(0) =S —S(0) =In27 + 2% ihi In(h;) = — /s(:c) In[s(z)]dz + /a(:c) In[o(z)]dz.

Or, s étant constante sur l'intervalle [—m, 7] considéré, on peut remplacer le premier terme par

/s(w) In[s(z)]dz = In(s) /s(a:)d:z: = In(s) /a(m)dx = /a(m) In[s(z)]dz,
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puisque s et o sont normalisées. La quantité de structure, en se mettant alors sous la forme

Q(6) = /U(x) In [%]dx = X(0, 5)
apparait comme une pseudo-distance de Kiillback de o & s. La méthode de [Castellan, 2000] suggére, pour
calculer la probabilité P({Q > z}) que la quantité de structure calculée pour une distribution parente
s uniforme soit plus grande qu’un réel x donné, de la majorer en isolant les événements pour lesquels
Péchantillon {h;} présente un “record”. On définit ainsi, pour € > 0 réel, I’événement Q. pour lequel il
existe une cellule “anormalement” remplie ou “anormalement” vide,

1

N,
Qe ={3i € [1,n]; |hi —p| > ep} avec h; = Fz et p=_.

0.030

0.025

0.020

0.015

Q(em)

0.010

0.005

0.000

o

200 400 600 800

FiG. XVIL10 — Evolution de la quantité de structure Q(e,) en fonction de la taille linéaire N; de champs
browniens fractionnaires bidimensionnels et du nombre de cellules n wutilisées dans la construction des
histogrammes d’incréments de phase. Pour chaque jeu de paramétres (n, N;) on présente la moyenne de
Q(e,) sur diz réalisations, ainsi que ’écart-type si celui-ci est plus grand que 2,5.10~%. Les traits pointillés
représentent la limite au dela de laquelle on a moins de 1% de chances de trouver Q(e;), en se limitant
au deuziéme terme de la majoration (92). Le paramétre € est pris égal o 0,1.

Dans cette optique, h; peut étre interprété comme le nombre moyen de “succés” - c’est-a-dire d’occurrences
de ’événement “I'incrément A¢ tombe dans l'intervalle A4;” - dans une série de N épreuves de Bernoulli, et
p comme la probabilité de ce méme événement élémentaire. La probabilité P (Q.) peut alors étre majorée
par

n
P () <Y P ({|hi —p|l > ep}) <nP({|hi —p| > ep}) .
i=1
Les ordres de grandeur respectifs de NV et n permettent d’écrire que N; est suffisamment grand pour qu’on
puisse appliquer le théoréme central limite, selon lequel les écarts de h; & p suivent approximativement une
loi normale. Plus précisément, on a, d’aprés le théoréme de Moivre-Laplace [Pelat, 1998],
N hi—p
p(1—p)

Par conséquent, on peut calculer la probabilité P ({|h; — p| > ep}) en utilisant la fonction d’erreur,

Lol v (0,1) ou AN(0,1) désigne la loi normale de moyenne nulle et de variance 1.

2 T
Erf(z) = — /e_t2dt dou P({|h; —p| > ep}) =1 —Erf(z) avec z,= me.
™ Jo —
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500 [T T T T T
600 -
| M(n,N,e) <1 |
Z 400 -
i M(n,N,e) > 1 i
200 -
0 Lvv v v v b | |
0 100 200 300 400 500

Fia. XVIL.11 — Courbe M(n,N,e) = 1 dans Uespace a deux dimensions repéré par le nombre de cellules
n en abscisses et la taille linéaire Ny = /N en ordonnées. Le paramétre € est fizé a 0,1. Les domaines
M(n,N,e) <1 et M(n,N,e) > 1 sont indiqués sur la figure, ainsi que les points sur la courbe correspondant
auz valeurs de n choisies sur la figure XVIL.10. Les tailles linéaires “limites” sont respectivement N; = 163
pour n = 50, N; = 396 pour n = 200, et N; = 691 pour n = 500, ce qui correspond aux ordres de grandeur
des tailles pour lesquelles la majoration (92) n’est plus correcte.

Numériquement, pour N = 5122 et n = 50, la probabilité qu’il existe une cellule A; ot le nombre moyen
d’incréments différerait de cinq pour cent (e = 5.1072) de sa valeur théorique est de 1’ordre de 0,012, et
tombe & 10~ pour un écart de dix pour cent (¢ = 0,1).

En ce qui concerne les échantillons “usuels”; c’est-a-dire ne donnant pas lieu & I’événement (2., on a ’enca-
drement suivant [Castellan, 2000],

%/inf(a,s) [ln (g)]zdx < X(o,5) = Q(8) < %/sup(a, 5) [ln (%)]2(1”"'

Or, sur le complémentaire Q. de €., la fonction inf(c, s) est minorée par (1 — €)s, et la fonction sup(o, s)
est majorée par (1 + €)s. D’autre part, on a également ’encadrement [Castellan, 2000]

wra [ (50 e [eln O s e [ (550) o

qu’on peut réécrire en remarquant que l'intégrale apparaissant dans le minorant et dans le majorant est
en fait liée a la statistique du x? de Pearson, puisque

, . , .
S—0 _ 27 Nz’ n 1 _ 1 (Nz _Np)z _ Xz
/8< s >dx_%;n <N27r 27r) _Ng Np N

En combinant ces inégalités, on obtient finalement un encadrement de la quantité de structure sur Q,, qui
montre que celle-ci constitue une statistique équivalente? au x?2,

2 2
X X 1—¢ 1+e€
a.5= < 9(0) <b5= enposant e = - et b = ——.
N SQ0) by enp T re2 T 2(1—e)p
Dés lors, on peut brutalement majorer la probabilité de trouver une quantité de structure supérieure & x
par la somme des probabilités d’avoir un échantillon “record” d’une part, et d’avoir un échantillon “normal”

2 Asymptotiquement, il s’agit d’un x? 4 n — 1 degrés de liberté, et non n comme on pourrait le supposer, car il faut tenir
compte de la contrainte >, N; = N.
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pour lequel Q(8) > =z, d’autre part,

— Nz
P({Q() > a}) <P (@) +P ({00) > 2} nT) <nlt = Erf @] +P (> 7). (92)
En choisissant € = 0,1 on a vu qu’on pouvait parfaitement négliger le premier terme de la majoration
précédente, de sorte qu’on obtient un majorant de P ({Q(d) > z}) en considérant les quantiles de la loi
du x2. Ainsi, pour une image de taille 5122 et un nombre de cellules n = 50, on estime qu'’il y a 99% de
chances pour que la quantité de structure Q(8) soit inférieure a 2.10~4.

Ag Ag
Fic. XVIL12 — Histogrammes des incréments de phase de la densité de colonne de la figure XVIL6 (4
gauche) et du portrait de Fourier (4 droite), pour un déplacement § = e,. Le trait pointillé représente
Uajustement d’une distribution de von Mises. On trouve k =~ 0.197 dans le cas de la densité de colonne et
Kk = 0.780 dans celui du portrait de Fourier.

XVIl.4.c Estimation numérique

On peut également estimer numériquement 'influence de la taille de I'image ainsi que du nombre de cellules
sur la fiabilité de la quantité de structure. Pour cela, on réalise une série de simulations de champs browniens
fractionnaires bidimensionnels de diverses tailles. Le déplacement § étant donné, le calcul numérique de
Q(0) pour ces simulations doit fournir une estimation de la limite au deld de laquelle la présence de
structure peut étre considérée comme avérée. On construit donc des champs browniens fractionnaires
bidimensionnels possédant un indice spectral 8 = 3 et de taille N = N7, la taille linéaire N; allant de 32
4 800 pixels. Pour chaque taille, on se donne dix réalisations, puis on calcule leurs cartes d’incréments de
phase pour § = e,. A partir de chacune de ces cartes, on construit 3 histogrammes, pour des nombres de
cellules n égaux & 50, 200 et 500, et on calcule la quantité de structure Q(4) associée & chaque histogramme.
Enfin, on exhibe la valeur moyenne et ’écart-type des quantités de structure obtenues & N et n donnés.
Les résultats sont présentés sur la figure XVII.10.

Il apparait que la quantité de structure calculée numériquement augmente lorsque la taille des images
diminue, et lorsque le nombre de cellules augmente. On interpréte cet effet en remarquant que les histo-
grammes sont alors moins bien définis, et moins proches de la distribution parente uniforme. La figure
montre également, en pointillés, la valeur du 99°™° percentile de la loi suivie par b.x?/N, pour € = 0, 1.
Cette valeur dépend de N bien sir, mais également de n & travers le nombre de degrés de liberté de la
loi du x2. Idéalement, ces courbes devraient majorer les quantités de structure obtenues numériquement
sur des champs browniens fractionnaires. On voit que la majoration est trés bonne dans le cas ot n = 50,
qu’elle commence 3 faiblir pour n = 200 aux plus petites tailles d’images, et qu’elle est mise en défaut sauf
aux plus grandes tailles pour n = 500. Ceci suggére que dans ces cas précis, la probabilité P(Q¢) n’est plus
négligeable. Le premier terme de la majoration (92)

P(Q) <n ll—Erf( %e)] = M(n,N,e¢)
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perdant de toutes les maniéres sa pertinence dés que n est trop grand ou que N est trop petit, puisque
le majorant M (n, N, e€) devient supérieur a 1. On montre d’ailleurs sur la figure XVII.11, pour € = 0,1, la
courbe M (n, N,e) = 1 dans l'espace des paramétres (n, N;). On n’est pas surpris de voir que les valeurs de
cette courbe pour n = 50, n = 200 et n = 500 correspondent grosso modo aux points, sur la figure XVI1.10,
ol les évaluations numeériques rejoignent les courbes du 99°™¢ percentile.

Ces estimations permettent de conclure quant & la présence de structure dans une image pour un dé-
placement & donné. A titre d’exemple, on considére la densité de colonne illustrée sur la figure XVIL.6,
dont on calcule les quantités de structure Q(e,) et Q(e,) pour n = 50. On trouve Q(e,) = 9,79.1073
et Q(e,) =1,27.1073, ce qui est 5 & 50 fois plus grand que les valeurs correspondantes pour des champs
browniens fractionnaires de méme taille.

0.25

0.00 T [ SR |
0.0 0.2 0.4 06 0.8 1.0

F1G. XVII.13 — Evolution de la quantité de structure Q en fonction du paramétre k caractérisant la non-

uniformité de la distribution de von Mises. Dans la limite de k — 0, Q est proportionnelle d k2.

XVIL.5 Distribution de von Mises

XVIlL.5.a Histogrammes des incréments de phase

L’entropie S des incréments de phase et la quantité de structure associée Q semblent donc permettre de
déterminer si une image présente de la structure, a partir de la seule information des phases, puisque
les valeurs de Q trouvées pour un champ brownien fractionnaire sont typiquement de 1’ordre de 10~%,
alors que pour une image telle que celle de la densité de colonne de la figure XVIL.6, la quantité de
structure est d’environ 1072, et peut monter, pour des images trés structurées comme le portrait de
Fourier (figure XVII.1), jusqu’a des valeurs de 0,1 ou plus, soit 100 & 1000 fois plus élevées que pour des
images “sans structure”.

Il apparait cependant que l’entropie et la quantité de structure ne sont en réalité que des moyens de
caractériser simplement la non-uniformité des distributions d’incréments de phase, et que ce sont ces
derniéres qui contiennent en définitive I'information structurelle des images étudiées. En effet, toutes les
propriétés simples de 'entropie dans les transformations géométriques de la section XVI1.3.b sont fondées
sur les propriétés des distributions d’incréments de phase elles-mémes. Or on voit, par exemple sur la
figure XVIL.12, que les histogrammes d’incréments de phase étudiés présentent tous une forme similaire,
avec une et une seule oscillation de grande longueur d’onde. Il semble donc probable que cette forme
générale de la distribution des incréments de phase soit indépendante du processus particulier & ’origine
de la structuration des images. Ainsi, les simulations de la formation des grandes structures de 'univers
sous leffet de la gravité (voir par exemple [Watts et al., 2003]) donnent des distributions d’incréments
de phase de méme forme que les simulations de turbulence compressible de [Porter et al., 1994]. Comme
Iindique [Watts et al., 2003], ces distributions sont d’ailleurs trés proches de distributions de von Mises,
données par la forme suivante, dépendant de deux paramétres « et p,

p(A9) ﬁ exp [~k cos (Ad — )],

- 271']0
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ou Iy est la fonction de Bessel modifiée de premiére espéce et d’ordre zéro. Le paramétre u correspond
a lincrément de phase le moins représenté, pour lequel la distribution p(A¢) est donc minimale. Quant
au paramétre k, il controle ’écart & 'uniformité. On voit, sur les ajustements de la figure XVII.12, que
celui-ci est de 'ordre de quelques dixiémes pour une image structurée.

A
Fia. XVII.14 — I'mage synthétique modeéle présentant un fort degré d’anisotropie (4 gauche) et histogrammes

des incréments de phase associés o & = e, (en haut & droite) et d = e, (en bas a droite). Les quantités de
structure correspondantes sont respectivement Q(e,) = 0,0922 et Q(e,) = 0,116.

XVII.5.b Calcul de la quantité de structure associée

Puisque la distribution des incréments de phase peut étre approchée par une distribution de von Mises, le
paramétre k controlant la non-uniformité de cette distribution doit pouvoir étre relié & ’entropie et & la
quantité de structure associées aux incréments de phase. En effet, en utilisant I’équation (85)

5(6) = [ p(A0) {1n2ro (] + o5 (A6 — )} dAo.

-

Etant donnée l'invariance translationnelle de ’entropie, on peut supposer que p = 0, soit

S(0) = In2nly(k)] + #{)(H) /_W/-c exp [—k cos (Ag)] cos (Ap)dAg.

Or, la fonction de Bessel modifiée de premiére espéce et d’ordre n est [Abramowitz & Stegun, 1964]

I,(z) = 1 /ngp [z cos (8)] cos (nf)dd d’ou S(d) =In[2rly(k)] + RII(_H).

T Io (Ii)
De 13, on déduit la forme de la quantité de structure en fonction du paramétre &,
L (I‘i) ., . L .
Q(d) = KT " In[Ip(x)]| étant donné que I; est une fonction impaire.
oK

Cette équation, tout comme les précédentes, tient implicitement compte du fait que le paramétre x dépend
de ’histogramme des incréments de phase, et donc du déplacement §. La figure XVII.13 montre I’évolution
de Q avec k. La tangente horizontale pour k — 0 suggére que ce dernier paramétre pourrait permettre une
meilleure détermination de la présence ou non de structure dans des images globalement peu structurées.
Cependant, dans le cas d’images peu structurées, il est difficile d’obtenir un ajustement des histogrammes
des incréments de phase par une distribution de von Mises, car les variations de faible amplitude et
de grande longueur d’onde sont alors noyées dans les fluctuations de I’histogramme. Par conséquent, la
détermination de la présence ou non de structure dans une telle image se fera plutot par la quantité Q.
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Fic. XVI.15 — Histogrammes des incréments de phase correspondant & la densité de colonne de la fi-
gure XVIL6 et a siz vecteurs déplacements colinéaires a l'un des deuz vecteurs unilaires e, et €y.

XVILL6 Evolution de la quantité de structure avec §

Jusqu’a présent, nous avons considéré les incréments de phase en nous fixant, de maniére complétement
arbitraire, un vecteur déplacement § dans ’espace de Fourier. On a néanmoins pu noter, par exemple sur
la figure XVI1.6, que les histogrammes d’incréments de phase, et par conséquent les quantités de structure
associées Q, pouvaient étre trés différents suivant le choix de ce vecteur.

On est tenté d’interpréter cette propriété en termes d’orientation préférentielle du gradient de la phase.
Or il est possible de calculer explicitement la valeur moyenne de ce vecteur en remarquant que

E{Vro} =E{A¢,}e, + E{A¢,}e,, avec Ag; les incréments de phase associés & § = e;.

Les moyennes des incréments de phase correspondant & chacun des deux vecteurs de la base canonique de
I’espace de Fourier sont liées aux coefficients p obtenus par ajustement de distribution de von Mises. Plus
précisément, on a, de maniére générale, la relation E {A¢} = p + 7, la valeur exacte étant celle tombant
dans lintervalle de définition [—, 7r]. Par conséquent, l’orientation moyenne du vecteur V¢ n’est pas une
mesure globale sur les histogrammes, et elle peut par exemple varier lorsque ’on translate I'image de
départ, sans que les amplitudes des oscillations changent pour autant.

Peut-on alors relier les différences globales® observées, par exemple sur la figure XVII.6, & une orientation
préférentielle des structures dans 'espace image? Aprés tout, c’est cette propriété qui nous intéresse
directement, plutdt que orientation moyenne du gradient des phases. Autrement dit, il s’agit d’établir
si la variation des oscillations des histogrammes en fonction de l’orientation du vecteur & traduit une
anisotropie de 'image. Malheureusement, il ne semble pas, a& premiére vue, que cette relation soit simple.
En effet, comme le montre la figure XVIL.14, on peut avoir une image présentant une forte anisotropie
sans que celle-ci ne se répercute sur les histogrammes des incréments de phase, puisqu’on observe des
distributions sensiblement identiques pour § = e, et § = e,. A 'inverse, la figure XVII.6 montre des
histogrammes trés différents, alors qu’on n’observe pas d’anisotropie évidente. S’il est néanmoins permis
de supposer qu’il existe effectivement une relation entre, d’une part, la variation des histogrammes des
incréments de phase avec 'orientation du vecteur déplacement § et, d’autre part, ’anisotropie de I'image
étudiée, elle est trop complexe pour pouvoir étre exploitée dans le cadre de ce travail.

3En termes de quantité de structure Q ou de coefficient .
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Dans le méme ordre d’idées, on peut s’interroger sur 1’évolution des histogrammes d’incréments de phase
lorsque la norme du vecteur § varie. La figure XVII.15 montre ce qu’on obtient alors, en considérant
toujours la densité de colonne de la figure XVII.6 comme image modéle. Lorsque le vecteur déplacement
est colinéaire & e, on observe que les oscillations sont de moins en moins marquées au fur et & mesure que
les incréments de phase considérés sont pris entre deux points de plus en plus distants. Ceci suggére que
la corrélation spatiale des phases disparait assez rapidement lorsque |8| augmente. Cependant, lorsqu’on
considére la seconde direction dans ’espace de Fourier, on constate que 'oscillation de ’histogramme est
plus forte dans le cas § = 3e, que dans le cas 6 = e,

1l semble d’ailleurs que les phases de cette image modéle soient corrélées sur des distances plus grande que
les trois pixels explorés sur la figure XVI1.15. En effet, partant de la densité de colonne de la figure XVII.6,
le calcul des histogrammes correspondant aux vecteurs déplacement § = Jze; + dyey, avec |0z] < 12 et
|0y] < 12, permet d’établir une carte de Q(d), comme le montre la figure XVII.16. Le tracé des valeurs
de la quantité de structure en fonction de la distance & l’origine, également montré sur la figure XVII.16,
comparé au cas d’un champ brownien fractionnaire de taille 512 x 512, permet d’estimer que les phases de
la densité de colonne sont corrélées sur plus de quinze pixels, puisque les valeurs de la quantité de structure
dans le cas de la densité de colonne restent toujours nettement supérieures a celles obtenues pour le champ
brownien fractionnaire*. Notons que si ’on cherche & ajuster une forme exponentielle au milieu de ces
points, on trouve une longueur de corrélation de l'ordre de 2,3 pixels, mais avec une valeur asymptotique
d’environ 6.107%, soit deux & trois fois supérieure aux valeurs associées aux browniens fractionnaires. On
va voir dans la section suivante que cette remarque a son importance quant il s’agira de déterminer la
présence de structure dans des images filtrées par un interférométre.

Carte de Q(9)
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Fic. XVIL.16 — Carte des quantités de structure associées auz histogrammes des incréments de phase de
la densité de colonne de la figure XVIL.6, pour § = d e, + 0ye, avec |0, < 12 et |0, < 12 (a gauche) et
évolution de Q avec la norme de & (4 droite). Les pizels de la carte ont été grossis d’un facteur diz pour
faciliter la lecture, et sont d’autant plus sombres que la quantité de structure est plus grande. Sur la figure
de droite, les croiz correspondent au cas de la densité de colonne et les losanges a celui d’un brownien
fractionnaire de méme taille.

XVIL.7 Filtrage interférométrique

XVII.7.a Effets attendus

On a vu au chapitre XVI que le filtrage par un interférométre pouvait dégrader notablement les distributions
de brillance observées, en raison d’une part du filtrage dans ’espace de Fourier, et d’autre part de Deffet
du lobe d’antenne. On se placait alors dans le cadre d’une caractérisation des structures par les seules

4Cette évolution de la corrélation dépend a priori de ’image considérée. Il ne faut donc pas donner 4 la valeur numérique
trouvée ici une signification trop importante.
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amplitudes des composantes de Fourier, et on avait établi que I’outil le plus fiable®, dans ce contexte,
consistait & calculer directement le spectre de puissance des cartes sales, soit la moyenne azimutale des
carrés des modules des visibilités, corrigées de la fonction de poids.

Configuration F Configuration E

sowLIojIuN SPIOJ

S[eIn)RU SPIOJ

Aa (7) Aa ()

Fic. XVIL.17 — Images sales construites a partir de la densité de colonne de la figure XVI.6 en utilisant les
deuz configurations les plus compactes de la figure XV.4. La taille (FWHM) du lobe synthétisé est indiquée
en bas a gauche de chaque sous-figure.

Or, la mesure des visibilités donne également accés, en théorie du moins, aux phases de la distribution
de brillance. 11 est donc logique de chercher a exploiter cette information complémentaire, par exemple
en appliquant les méthodes décrites dans ce chapitre. Que peut-on alors dire a priori des incréments de
phase des images sales obtenues en sortie du simulateur décrit au chapitre XV ? L’effet du lobe primaire,
on ’a déja souligné, se traduit par une convolution dans ’espace de Fourier, avec un noyau dont la taille
est inversement proportionnelle au rapport entre la taille de I’image et celle du lobe. En supposant que
les amplitudes des composantes de Fourier ne varient presque pas sur une distance de I’ordre de la taille
du noyau®, Cette convolution revient grosso modo & faire une moyenne locale des complexes exp (i¢),
dont il n’est pas trivial de déterminer la phase. Par conséquent, si I’on peut imaginer que les incréments
de phase correspondant & des vecteurs déplacement & de norme inférieure & la taille du noyau seront
fortement modifiés par I’effet du lobe d’antenne, il n’est pas pour autant assuré que les incréments de phase
correspondant 3 des déplacements plus importants soient en revanche peu altérés, puisque les valeurs des
phases elles-mémes sont difficiles & évaluer.

L’effet du filtrage en Fourier, sans atténuation par le lobe primaire et en ’absence de bruit, est plus simple

5(C’est-a-dire le moins affecté par le filtrage interférométrique.
6Ce qu’on peut concevoir si le lobe primaire couvre une grande partie de I'image.
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a comprendre, en partant du fait que les seules phases accessibles sont celles correspondant aux points
effectivement mesurés. Ce qui suggére que les incréments de phase dont on dispose pour construire les
histogrammes sont beaucoup moins nombreux que dans le cas des images non filtrées, d’autant qu’un
incrément de phase A¢(k;d) ne peut étre considéré que si les deux phases ¢(k) et ¢(k + ) sont connues,
d’ott une limitation” sur la norme maximale de §. On dispose donc de beaucoup moins de points pour
construire les histogrammes. Or, comme ’a montré la figure XVII.10, cette diminution du nombre de
points augmente considérablement le bruit sur les histogrammes, si ’on ne diminue pas également le
nombre de cellules d’échantillonnage. Sous cette derniére condition, on peut en revanche espérer que la
forme globale de I’histogramme soit conservée.

Configuration F Configuration E
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Fic. XVIN.18 — Histogrammes d’incréments de phase correspondant aux images sales construites a partir
de la densité de colonne de la figure XVIL.6 en wutilisant les configurations instrumentales F et E, et une
fonction de poids uniforme. On présente les deux cas, avec et sans atténuation par le lobe primaire, ainsi
que Uhistogramme des incréments de phase pour la distribution de brillance modéle. Le vecteur déplacement
utilisé est & = e,,.

XVIL7.b Approche numérique

En ce qui concerne ’approche numérique, on construit les images sales associées aux configurations F et E
de la figure XV .4, & partir de la densité de colonne de la figure XVII.6, en se donnant une taille de pixel de
0,17, soit le double de la taille utilisée au chapitre XVI, de facon & concilier le fait que ’on dispose d’une
distribution de brillance modéle de taille 512 x 512, et non plus 1024 x 1024, avec un lobe primaire couvrant
la méme fraction du champ de vue®. La figure XVI1.17 montre ainsi les quatre images sales obtenues, selon
la configuration et la fonction de poids utilisées.

Les cartes d’incréments de phase contiennent alors un nombre restreint de points valables, d’aprés ce qui
a été dit plus haut. Par exemple, pour & = e,, au lieu de disposer de 261632 points®, on n’en a que 1430
pour la configuration F et 224 pour la configuration E. On calcule donc leurs histogrammes sur 10 cellules
d’échantillonnage au lieu de 50, ce qui permet de limiter le bruit. La figure XVII.18 montre certains des
résultats obtenus, dans le cas ou le vecteur déplacement est justement § = e, .

7Limitation peu contraignante, puisqu’on n’imagine pas envisager des vecteurs déplacement de norme plus grande que
P’espacement maximal entre deux visibilités.

80n prend toujours une observation en mode snapshot, la position de la source étant h = —5° et § = —23°.

9Correspondant au produit 511 x 512
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La forme de ’histogramme est globalement conservée lorsqu’on considére 'image sale construite en utilisant
la configuration la plus compacte, et en ne prenant pas en compte ’atténuation par le lobe primaire. C’est
encore approximativement vrai dans le cas de la configuration E, bien que ce soit moins clair. En revanche,
dés que ’effet du lobe primaire est inclus dans la simulation, les histogrammes sont complétement déformés,
avec un pic trés marqué au voisinage de =+.

Configuration F Configuration E
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Fia. XVIL.19 — Méme chose que pour la figure XVIL.18, avec cette fois un vecteur déplacement 6 = 6e,.

Afin de tester s’il est possible de remédier & ce probléme en utilisant des vecteurs déplacement de plus
grande norme'®, on montre, sur la figure XVII.19, les histogrammes d’incréments de phase construits
dans les mémes cas que ceux considérés sur la figure XVIL.18, mais pour § = 6e,, sachant que la taille
caractéristique du noyau de convolution mentionné plus haut est d’environ 2 pixels, puisque le lobe primaire
a une taille de 'ordre du moitié de celle de I'image. On constate que la forme globale des histogrammes
est en effet conservée dans le cas de la configuration F, mais pas dans le cas de la configuration E. Il
semble qu’il faille attribuer cet effet au manque de points de mesure des incréments de phase dans cette
configuration. Concernant Deffet du lobe primaire, on voit que celui-ci est minime puisque les histogrammes
sont globalement inchangés lorsqu’on applique I’atténuation. Il faut cependant prendre ces résultats avec
prudence, étant donné le bruit statistique.

XVIL.7.c Conclusions trés provisoires

En conclusion, il semble raisonnable d’affirmer qu’étant donnée une distribution de brillance observée au
travers de l'interférométre, si celle-ci présente une certaine quantité de structure'! et si, comme pour
la densité de colonne de la figure XVIL.6, cette structure est décelable, sur I'image de départ, pour des
déplacements § plus grands que la taille du noyau de convolution associé au lobe d’antenne, alors on
pourra détecter cette structure dans les histogrammes d’incréments de phase des images sales, & condition
de disposer d’un suffisamment grand nombre de pixels de mesures!?. Faute de temps, ’étude approfondie
des conditions pratiques permettant de retrouver une quantité de structure a partir des images sales n’a
malheureusement pas pu étre menée a terme dans le cadre de ce travail. On retiendra cependant que la
méthode décrite dans ce chapitre n’en est de toutes les facons qu’a ses balbutiements, et que bien que ces
premiers résultats soient prometteurs, il faudra certainement fournir encore de nombreux efforts avant de

10Crest-a-dire plus grande que la taille du noyau de convolution associé¢ au lobe d’antenne.

11 Ay sens des incréments de phase étudiés dans ce chapitre.

12Ce qui suggére de diminuer la taille des pixels dans I’espace de Fourier, en prenant garde & la taille du noyau de convolution
et & la complétude de la couverture (u,v).



tel-00008481, version 1 - 14 Feb 2005

CHAPITRE XVII. STATISTIQUES DES INCREMENTS DE PHASE 245

comprendre exactement comment la structure d’une image se dissimule dans la distribution spatiale de la
phase. En particulier, il est probable que 'amplitude des composantes de Fourier doive jouer un role de
pondération qui n’a pas du tout été abordé ici.
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CINQUIEME PARTIE

Transfert radiatif dans les milieux complexes

Sir Bedevere : ...and that, my liege, is how we know the Earth to be banana shaped.
King Arthur : This new learning amazes me, Sir Bedevere. Explain again how sheep’s bladders may be
employed to prevent earthquakes.

“Monty Python and the Holy Grail” (The Monty Python)
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|CHAPITRE XVIII|

s

Eléments de transfert radiatif

XVIII.1 Introduction

Jusqu’a présent, nous avons passé sous silence une partie essentielle du probléme général auquel est consacré
ce travail. En effet, la détermination des caractéristiques des structures du milieu interstellaire & partir des
données observationnelles n’a été pour le moment étudiée que de deux points de vue, celui de la projection
le long de la ligne de visée et celui du filtrage par un interférométre. Pour préciser les choses, remarquons
d’une part que le traitement du filtrage instrumental suppose connu le cube de données dans 1’espace
position-position-vitesse, et d’autre part que l'on a obtenu celui-ci au chapitre IX en faisant ’hypothése
d’une transition optiquement mince.

C’est justement cette hypothése qui a permis d’éviter de se pencher sur le probléme qui va nous inté-
resser dans cette derniére partie, & savoir le transfert radiatif dans des milieux présentant des structures
complexes aussi bien en densité qu’en vitesse. Rappelons qu’une transition optiquement mince correspond
physiquement au fait qu’un photon émis en n’importe quel endroit du nuage s’en échappe et peut donc étre
détecté. Pourtant, ce cas de figure ne représente certainement pas le cas général. En effet, supposons qu’un
atome émette un photon d’énergie hyg. Il existe une probabilité non nulle que ce photon rencontre, lors
de sa propagation, un autre atome de la méme espéce, non excité et donc susceptible de ’absorber. Pour
qu’il y ait effectivement absorption, il faut que la vitesse relative des deux atomes soit assez faible, sans
quoi Veffet Doppler décale la fréquence du photon vers une valeur v en dehors de la bande d’absorption
de ’atome, comme le schématise la figure XVIII.1.

d(v) ¢(v)

!

?\£ “

Atome 1

Atome 2 Atome 3

Fic. XVIII.1 — Influence de la vitesse sur le transfert radiatif. L’atome 1 émet deux photons de fréquence
vy, rencontrant respectivement les atomes 2 et 3. La fréquence v{y vue par l’atome absorbeur est représentée
sur chacun des deuzx schémas du profil d’absorption par une bande noire.

Ce phénoméne qu’on vient de présenter trés grossiérement n’est que le processus de base du probléme du
transfert radiatif. Il existe en effet de multiples complications dont il est plus ou moins nécessaire de tenir
compte. Tout d’abord, le peuplement des niveaux d’énergie des espéces du milieu interstellaire, préalable
a toute émission de photons, se fait par transitions radiatives, mais également par les collisions, ce qui
donne une importance nouvelle & la densité!, ainsi qu’aux mouvements turbulents au sein du milieu, en

L(est-a-dire que celle ci n’intervient pas comme un simple facteur de proportionnalité comme dans le cas trés simplifié
du chapitre IX.



tel-00008481, version 1 - 14 Feb 2005

250 XVII1.2: Grandeurs photométriques

particulier les chocs. Les transformations chimiques, que peut provoquer I’échauffement du gaz dans ces
chocs, modifient quant & elles la composition du milieu interstellaire, ce qui a des répercussions sur le
transfert de rayonnement, en altérant les fréquences et les conditions d’absorption et d’émission.

1l existe également d’autres sources de rayonnement, par exemple ’émission thermique des poussiéres, le
fond diffus cosmologique?, ou encore le rayonnement synchrotron, qui est un mécanisme d’émission non-
thermique par freinage d’électrons relativistes dans un champ magnétique. D’autre part, les photons du
milieu interstellaire peuvent étre altérés par d’autres phénomeénes que ’absorption, & I’instar de la diffusion
Compton sur des électrons. Enfin, les espéces présentes dans le milieu peuvent encore étre excitées par
d’autres voies. On pense en particulier aux collisions avec les rayons cosmiques.

Il n’est bien stir pas question ici de prendre en compte tous ces aspects du probléme du transfert, et le
lecteur intéressé pourra se référer 4 de nombreux ouvrages, notamment ceux de Mihalas [Mihalas, 1978] et
Shu [Shu, 1991]. Nous oublierons donc les problémes de chimie, de sources alternatives de rayonnement et
d’absorption, de polarisation ou encore de dépendance en fonction du temps, pour nous concentrer sur le
probléme apparemment simple suivant : étant donnée une ligne de visée présentant une structure complexe
en vitesse aussi bien qu’en densité, dans un milieu composé d’une seule espéce, quelles peuvent étre les
propriétés des raies spectrales en sortie du nuage? Cette question est au centre des travaux amorcés par
Gail et al. [Gail et al., 1974] et poursuivis aujourd’hui [Albrecht & Kegel, 1987, Hegmann & Kegel, 2000].
On présentera dans le chapitre suivant les principales méthodes et les résultats obtenus par ce groupe au
cours de leurs recherches, et on proposera, au chapitre XX, une généralisation possible de ces travaux en
introduisant des corrélations entre les structures de densité et de vitesse le long de la ligne de visée. Mais
avant cela, il n’est pas superflu de passer quelques instants & présenter les outils et les équations de base
du transfert radiatif, en s’appuyant sur U'introduction donnée par [Shu, 1991].

XVIIL.2 Grandeurs photométriques

XVIIl.2.a Intensité spécifique

Définition

On considére, sur la figure XVIIL.2, une petite surface dS autour d’un point P repéré par le vecteur x,
et un petit angle solide dQ2 autour d’une direction u, qui est a priori différente de la normale n & la
surface élémentaire considérée®. Au cours de lintervalle de temps dt, des photons de fréquence v & dv prés

traversent la surface dS dans une direction contenue dans I’angle solide d2. Ces photons transportent une
quantité d’énergie dF, qu’on peut écrire sous la forme

dE, = I, (u,z,t) (u.n) dSdvdQdt = I, (u, z,t) cos 8dSdvdQdt ou € est Pangle entre u et n.

Cette équation définit 'intensité spécifique I, également appelée brillance, dépendant de la position x, de
la direction u, de la fréquence v, et du temps.

n n
!
o do "
ds * ds o ds’

Fia. XVIIL.2 — Définition de Vintensité spécifique (a gauche) et propriété de conservation (4 droite).

Conservation

La propriété essentielle de ’intensité spécifique est qu’elle se conserve lorsque le rayonnement se propage
librement, c’est-a-dire sans interaction avec la matiére. Pour le montrer, considérons, sur la figure XVIIL.2,

2Dont on a dit que le maximum se situait aux alentours d’un millimétre de longueur d’onde.
3Les vecteurs u et n sont unitaires.
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le passage de I'énergie radiative de 1’élément de surface dS autour de la position x, & un élément de
surface dS’ autour de x’. L’énergie recue par ce second élément de surface se met sous la forme suivante,
dE! = I, (u,2’,t) (u.n’) dS'dvdQ'dt. Or, les angles solides dQ2 et d©?’ sont, par définition,

dS’ (u.n') dS (u.n)
e e

La conservation de I’énergie lors de la propagation libre du rayonnement implique alors que

dQ ot d est la distance entre les points « et z’.

dE;, = dE, soit, en substituant les expressions de dQ et dQ', I, (u,z’,t) = I, (u,x,t).

Lorsqu’en revanche il existe des interactions entre la matiére et le rayonnement, 'intensité spécifique obéit
a une équation intégro-différentielle qu’on écrira plus loin.

Relation avec les distributions des photons dans I’espace des phases

L’intensité spécifique est reliée aux distributions* des photons dans ’espace des phases, comme le dé-
montre [Shu, 1991]. En effet, ces distributions f,(z, p,t), définies comme le rapport du nombre de photons
contenus dans 1’élément de volume dedp centré autour de (zx,p) a la taille de ce méme élément de volume,
sont reliées a I’énergie dE, par

dB, =Y hvfa(a,p,t)dedp = > hvfa(x,p,t) x cdt (u.n)dS x p*dpdQ.

Or, la quantité de mouvement p d’'un photon est proportionnelle & sa fréquence, soit p = hv/c, et donc
y 1a q p b

htv3 _— htv3 hv?
02 Zfa(m,p,t)dt(un)deudQ d’ou I, :CTZfa(mJIht):?ZNa(map;t)a

dE, =

en introduisant le nombre moyen d’occupation des états, N, = h% f,. Ce nombre moyen suit la distribution
de Bose-Einstein dans le cas des photons, qui sont des bosons (voir le XVII1.5.a).

XVII.2.b Les moments de l'intensité spécifique

La résolution compléte de I’équation de transfert, qui dépend des trois variables de position x, des deux
angles définissant la direction u, de la fréquence v et du temps, n’est pas toujours nécessaire, et il peut étre
suffisant, et en tous les cas utile, de commencer par s’affranchir de la dépendance en u, en introduisant les
trois premiers moments de l'intensité par rapport a la direction de propagation, soit

cU, :/I,,dQ F,=[ul,dQ et cP, :/(u®u) 1,49,

ce qui fait apparaitre respectivement la densité d’énergie U, du champ de rayonnement, son flux® F,,, ainsi
que le tenseur de la pression de radiation P, toutes ces quantités étant définies dans le cadre d’un champ
monochromatique. On peut les intégrer sur la fréquence pour obtenir des quantités globales sur tout le
spectre.

Dans le cas particulier d’un rayonnement isotrope, le flux est nul, et le tenseur de la pression de radiation
est proportionnel au tenseur unité, la constante de proportionnalité étant U, /3.

XVII.3 Equation de transfert

XVIII.3.a Equation portant sur l'intensité spécifique

Lorsqu’un rayon lumineux se propage dans la matiére, 'intensité spécifique ne se conserve pas, contrai-
rement au cas libre. Grossiérement, on se convainc facilement que 1’émission par les atomes la renforce,

40n parle de distributions au pluriel, car il en existe une pour chacun des deux états possibles du spin (a==1).
511 s’agit de la puissance traversant une surface unité, dans un intervalle de fréquence unité, et dans toutes les directions.
En radioastronomie, on 1’exprime le plus souvent en Janskys, avec 1 Jy=10"26 W.m~2.Hz 1.
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tandis que I’absorption ’affaiblit. On peut formaliser cette idée en écrivant que 'intensité spécifique varie
au cours de sa propagation, du fait d’un terme source ¥, et d’un terme puits II,,. En repérant la position
sur le parcours de la lumiére par une abscisse curviligne s, on a

drl, . 101, . .
Is =3, +1II, soit T + (u.V)I, =%, +1I, en se placant du point de vue lagrangien.

Les formes respectives des termes X, et II,, doivent étre déterminées & partir de la considération des
différents phénomeénes susceptibles de modifier 'intensité spécifique, & savoir 1’émission, ’absorption et la
diffusion, comme le montre schématiquement la figure XVIII.3.

Diffusion “constructive”

/ \Absorption o
L J o o Emission

\ Diffusion “destructive”

Fic. XVIL.3 - Lllustration des diverses causes de variation de l'intensité spécifique

On prend en compte I’émission de rayonnement, par les espéces présentes au point considéré, sous la forme
d’un terme &, fonction de la densité massique py, et de I’émissivité par unité de masse j,,
gl

1 1
v = 3-Pm jv le facteur = assurant que la quantité £, est bien définie par unité d’angle solide.
™ m

L’absorption se met quant & elle sous une forme assez semblable, & ceci prés qu’elle est également propor-
tionnelle & 'intensité spécifique du rayonnement,

Ay, = —pmkiI, lopacité k; étant égale & la section efficace d’absorption par unité de masse.

En ce qui concerne la diffusion®, elle intervient & la fois dans le terme puits, en déviant une partie du
rayonnement de la direction de propagation considérée vers d’autres directions, mais aussi dans le terme
source, puisque réciproquement, des photons se propageant dans des directions quelconques peuvent étre
diffusés dans la direction u. On a donc deux termes,

D, = —Pm/‘iqu +pmﬁg/¢d(u',u)fu(u')dﬂ',

ot k2 est la section efficace de diffusion par unité de masse, intégrée sur toutes les directions, et ¢q(u’, u)d)
représente la probabilité de diffusion de la direction u’ vers la direction u.

In fine, puisque ¥, + I, = &, + A, + D,, nous avons ’équation de transfert régissant I’évolution de
Iintensité spécifique sous la forme

1% + (
c Ot

On peut simplifier cette écriture en introduisant &, = pm, (k2 + k%), coefficient d’opacité total par unité de
volume, ainsi qu’une fonction source S, dépendant a priori de U'intensité spécifique,

1
u.V)I, = 4—pmj,, — pmk2l, — pmklI, + pmn,‘f/gbd(u',u)l,,(u')dﬂ'. (93)
w

v Ky ds

Dans cette équation, on a introduit une émissivité £, incluant les effets de la diffusion de u’ vers u. Notons
que le coefficient d’absorption k2 peut inclure une correction négative pour tenir compte de I’émission
stimulée, qui est proportionnelle & I, et anisotrope. D’autre part, on utilise souvent la notion d’épaisseur
ou de profondeur optique 7, grandeur sans dimension définie par dr, = k,ds.

m .V v . IV
s, =Pm [i— + fs,‘f/%(u',u)b(u')dﬂ’] =& ce qui donne ar, _ —ky (I, = Sy) - (94)
™

%0n ne parlera ici que de la diffusion cohérente, c’est-a-dire qu’on considérera que la fréquence du photon diffusé n’est pas
modifiée, ce qui n’est pas vrai en général.
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XVIII.3.b Equations portant sur les moments de I'intensité spécifique

En intégrant ’équation (93) sur la direction de propagation u, on obtient I’équation d’évolution de la
densité d’énergie, en remarquant que les contributions de la diffusion s’annulent,

ou,
ot

Cette équation traduit en fait la conservation de I’énergie. Sa résolution nécessite néanmoins de connaitre le
flux F',, méme si ’émissivité et le coefficient d’absorption sont connus. Pour trouver une équation donnant
I’évolution du flux, on intégre cette fois I’équation (93) aprés I’avoir multipliée par u, ce qui donne, d’aprés
la démonstration de [Shu, 1991],

%% +cV.P,=—k,F,.

Cette équation représente la conservation de la quantité de mouvement des photons. Elle comporte ce-
pendant une inconnue supplémentaire, le tenseur de la pression de radiation P,, ce qui montre qu’on ne
dispose pas d’un systéme d’équations fermé. En fait, quel que soit le moment dont on cherche I’équation
d’évolution, celle-ci fait toujours apparaitre une inconnue supplémentaire, dont le nombre de degrés de
liberté va croissant. Il faudrait considérer ’infinité des moments de I’intensité spécifique pour représenter
I’ensemble des propriétés de ’équation de transfert de départ. On est confronté & un probléme semblable
au fait que la connaissance de la distribution de probabilité d’une variable aléatoire est équivalente & celle
de ’ensemble de ses moments. Or on sait qu’il suffit bien souvent de connaitre les premiers moments pour
avoir une bonne idée de la fonction de distribution. On serait donc satisfait de n’avoir & utiliser que les
équations de conservation déja écrites, et donc que les trois premiers moments U,, F', et P,. Mais pour
cela il faut introduire une relation entre eux, de fagon a fermer le systéme d’équations.

+ V.F, = pm (ju — c&U,) .

XVIIl.4 Résolution de I'équation de transfert

XVIll.4.a L’approximation d'Eddington

Dans le cas ol ’épaisseur optique est grande, c’est-a-dire si le libre parcours moyen des photons est petit
devant les échelles macroscopiques du probléme, les occurrences multiples de la diffusion, de I’absorption, et
de I’émission font que le champ de rayonnement est quasi isotrope. C’est le cas dans les régions suffisamment
profondes des étoiles, ot ’épaisseur optique est si grande” que le milieu réalise de facto un corps noir, dont
I'intensité spécifique est donnée par la fonction de Planck [Diu et al., 2000],

202 €
c2 exp (Be) — 1
On en déduit que la densité d’énergie et le tenseur de la pression de radiation sont liés,

b, o 47BAT) | U,

3¢
L’approximation d’Eddington, également appelée approximation de conduction de la radiation, consiste
justement & prendre comme relation de fermeture cette derniére équation entre U, et P,. Elle est en fait
largement utilisée, pour la qualité des résultats qu’elle fournit, bien qu’elle ne soit formellement valide que
dans le cas des grandes épaisseurs optiques.

1
avec ¢ = hv et 8= -—— 4 ne pas confondre avec 'indice spectral.

I, ~ B,(T) = -

1 ou 1 désigne le tenseur unité.

XVIIl.4.b Solution formelle

Quand I’épaisseur optique devient trop faible, on ne peut cependant plus utiliser I’approximation d’Ed-
dington. Il faut revenir a I’équation de transfert (94), dont on peut chercher une solution sous une forme
exponentielle, en considérant ’équation homogéne associée,

dr,

O +x,1, =0 dou I,(s) =1,(0e "™* soit aussi I,(r) =L,(0)e ™,

"Elle est de ’ordre de 1011,
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en introduisant la profondeur optique 7,, qu’on choisit nulle & I’abscisse s = 0 correspondant & la face
arriére du milieu étudié. La méthode de variation de la constante fournit alors la solution formelle

Tv

I,(r,)=1,(0e ™+ ; S, (t,)e tdt,.

Le probléme avec cette écriture, comme le souligne Shu [Shu, 1991], est que la fonction source dépend en
fait directement de la position, et sa dépendance en ’épaisseur optique t, sera différente selon la fréquence
v et la direction d’incidence u. Il est donc plus judicieux, en pratique, de travailler dans I’espace réel®,

!

8
I, (u,z) = I, (u, To) exp [-7o(u, T, To)] +/5u(u,w') exp [T, (u, @, z')]K, (')ds
EN)
ol x( est le point d’entrée du rayonnement dans le milieu considéré.

XVIIl.4.c Exemple d'une couche plan-paralléle homogeéne et finie

Tl s’agit en fait du méme modéle que celui étudié analytiquement dans la troisiéme partie, & savoir une
couche plan-paralléle homogéne, finie dans la direction z mais infinie dans les directions z et y. La face
arriére du nuage correspond & s = 0 et 7, = 0. Sa face avant, la plus proche de ’observateur, & s = H et
7, = 7. L’intensité spécifique du rayonnement entrant par la face arriére, perpendiculairement 4 celle-ci,
est notée Iy, et on suppose qu’il n’existe pas de rayonnement entrant par la face avant. En sortie du nuage,
on a alors, toujours dans la direction perpendiculaire au nuage®,

L(rH) = Le~™ + 8, (1 e ) , (95)

la fonction source étant constante car le milieu est homogeéne. Si la couche est non émissive, seul le premier
terme doit étre pris en compte. On a alors une atténuation exponentielle du rayonnement incident. C’est
le cas par exemple lorsqu’une source intense est observée a travers un nuage froid. Si la couche est émissive
mais optiquement mince, on a, en plus de cette émission attenuée provenant de ’arriére du nuage, une
émission égale a 'intégrale de I’émissivité sur la profondeur de la couche,

IL(rH) ~ Toe™™ + S,tH = Ioe™™ +&,H.

Enfin dans le cas optiquement épais, le rayonnement incident est complétement retiré du faisceau émergent,
et le terme intrinséque se réduit & la fonction source, soit I, (1) ~ S,,.

On peut résumer les résultats de cet exemple en disant que dans le cas mince on voit toute I’émissivité et
la puissance du rayonnement en sortie est proportionnelle au volume, tandis que dans le cas épais, on voit
la fonction source & la surface du nuage. Cet effet, combiné avec la prise en compte de l'inclinaison des
rayons, permet d’expliquer ’assombrissement centre-bord du Soleil [Shu, 1991].

XVII.5 Equilibre radiatif et équilibre thermodynamique local

XVIIl.5.a Introduction et distributions classiques

On a déja évoqué plus haut, lorsqu’on a introduit "approximation d’Eddington, que le cas d’une grande
épaisseur optique correspondait au fait que les photons, avant de pouvoir s’échapper du milieu, interagissent
un grand nombre de fois avec la matiére. La notion d’équilibre thermodynamique formalise cette idée, de
facon trés générale. Elle désigne ’état dans lequel se trouve un ensemble de particules et de photons, soumis
A leurs interactions mutuelles, dans une enceinte fermeée'%. Dans cet état, tout processus est compensé par
un processus inverse de méme probabilité, de sorte qu’en particulier il existe, par seconde, autant d’atomes
subissant une transition radiative d’un état A vers un état B que d’atomes subissant la transition radiative

80n oublie désormais la dépendance en temps, en supposant que le milieu est dans un régime stationnaire.

9Le cas des rayons inclinés d’un angle § par rapport 3 la couche se traite exactement de la méme fagon, 3 ceci prés que la
profondeur optique doit étre corrigée d’un facteur (cos §)~!

10Ce qui revient & supposer une épaisseur optique infinie a toutes les longueurs d’onde
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opposée, et de méme pour les transitions collisionnelles entre ces deux états. On parle de microréversibilité
des états.

Dans le cas de ’équilibre thermodynamique, les distributions des états quantiques, c’est-a-dire la probabilité
qu’une particule d’un type donné soit dans un état donné, sont donc stationnaires, et suivant la famille &
laquelle appartient cette particule, la distribution des états prend une forme bien spécifique. Si ’on a affaire
& des fermions, tels que les électrons, définis comme étant les particules de spin demi-entier, le nombre
moyen N, de particules de cette espéce se trouvant dans un état d’énergie € est donné par la statistique
de Fermi-Dirac,

1
= B 1 ol u est le potentiel chimique.
oBle—

a

Le paramétre a fait référence aux autres grandeurs relatives a la particule, notamment son état de spin.
Quand les particules considérées sont des bosons, c’est-a-dire que leur spin est entier, la distribution des
états est celle de Bose-Einstein,

1

Na = eﬁ(f_ﬂ) —1 ’

On ne reviendra pas sur les conséquences que 'on tire de ces formes, & savoir le principe d’exclusion de
Pauli concernant les fermions, et la possibilité d’une condensation de Bose des photons dans un seul état.
On remarquera juste que la loi de Planck écrite plus haut n’est rien d’autre qu’une distribution de Bose-
Einstein. Dans la limite classique, le nombre moyen de particules par état devient trés petit devant un'!,
et les deux distributions quantiques précédentes tendent vers la distribution de Maxwell-Boltzmann, soit
N, = e Ble=1) Cette distribution est celle qui s’applique dans le cas de la distribution des vitesses des
particules, mais également dans celui des populations des niveaux d’énergie quantifiés.

XVIIL.5.b La loi de Planck et ses dérivées

Dans le cas de I’équilibre thermodynamique, l'intensité spécifique est donnée par la fonction de Planck,
dont l'intégrale sur les fréquences fournit la loi de Stefan-Boltzmann,

202 T4
Y ¢ — I=/I,,d1/=—a .
)—1 s

L=B.T) =5 coo-1

La figure XVII1.4 représente les courbes B, (T') pour différentes températures. On peut également définir
une fonction de Planck par intervalle de longueur d’onde Bj & partir de la relation BydA = B,dv. Le
maximum de B) se situe & une longueur d’onde Ay, inversement proportionnelle & la température, avec
Am-T ~ 2900pum.K. Cette formule constitue la loi du déplacement de Wien!2. La loi de Planck admet deux
expressions limites suivant la valeur du rapport hv/kT. Respectivement,

QWA KT  2kT
hv” KT _ 2kT valable pour hv < kT,

la loi de Rayleigh-Jeans B, ~ 2 w2

2h1®

et la loi de Wien B, ~ 5
c

exp (—Z—;) valable pour hv > kT.

XVII.5.c Différentes définitions de la température

C’est la loi de Rayleigh-Jeans qu’on utilise en radioastronomie, méme & basse température, du fait des
grandes longueurs d’onde qui sont en jeu!2. L’intensité spécifique est alors proportionnelle & la température
T. Dans le cas général, méme en dehors de I’équilibre thermodynamique, on pourra définir une température
dite température de brillance Ty, telle que l'intensité spécifique & une fréquence v donnée soit égale & celle,

110On peut le voir en disant que les sytémes classiques sont issus de I'interaction d’un grand nombre de systémes quantiques,
chaque interaction provoquant une multiplication des états possibles.

121,e maximum d’émission du corps noir cosmologique 4 3 K se situe ainsi a environ 1 mm de longueur d’onde.

L3Inversement, la loi de Wien est utilisée en astronomie X.
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Fic. XVIIl.4 — Loi de Planck B,(T) représentée en fonction de la fréqguence, pour quatre températures
comprises entre 10 K et 10000 K.
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a cette méme fréquence, d’un corps noir de température Ty, soit I, = B, (T},). Dans le cas général, cette
température dépend donc de la fréquence. De méme, on définit la température d’excitation Tex comme la
température d’un corps noir dont la fonction de Planck serait égale & la fonction source du milieu considéré
S, = B, (Tex), de sorte qu’on peut écrire la solution de ’équation de transfert comme

Ty = Tp(0)e™ ™ + T (1 - e—Tf) :

La température d’excitation est en fait celle caractérisant les rapports entre les populations des différents
niveaux d’énergie de 'espéce étudiée. On définit encore la température de couleur T, comme la température
du corps noir présentant les mémes variations avec la fréquence que lintensité spécifique, et enfin la
température effective T comme celle du corps noir dont le flux total serait égal & celui de la source, soit
respectivement,

dI, dB,(T.) / 4

_— = et F=||F,|dv =B (Teg) = 0Tpr.

d’/ dl/ | v | ( eff) eff

Ces différentes définitions sont équivalentes lorsqu’on se place & ’equilibre thermodynamique. On écrira
alors simplement T' pour désigner toutes ces températures.

XVIIL.5.d Loi de Kirchoff et équilibre thermodynamique local

On a dit que ’équilibre thermodynamique correspondait au fait que ’épaisseur optique devenait infinie
a toutes les fréquences. D’aprés ’équation (95), cela revient & égaler 'intensité spécifique et la fonction
source'. Par conséquent, cette derniére est égale & la fonction de Planck, et I’émissivité est alors donnée
par &, = Kk, B, (T), relation qui constitue la loi de Kirchoff.

Comme il est dit dans la note 14, l'intensité spécifique est constante dans le cas de ’équilibre thermody-
namique, ce qui ne présente pas un grand intérét. En revanche, si ’on suppose que les conditions d’un tel
équilibre sont réalisées mais uniquement localement, avec des températures différentes suivant la position
dans la source, il est possible d’avoir effectivement un transfert de rayonnement d’un point & un autre.
C’est 'hypothése d’équilibre thermodynamique local (ETL).

Remarquons que cette hypothése n’est valable le plus souvent que dans les couches profondes des étoiles
et que les nuages interstellaires sont eux, loin de 'ETL!5. II faut alors traiter le probléme de facon plus
complexe, en étudiant les différents processus de transition entre les états.

1Dt aussi le fait que Pintensité spécifique ne varie pas le long du rayon lumineux.
155auf dans les régions les plus internes ot les photons millimétriques ne s’échappent pas.
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XVIIL.6 Les raies spectrales

XVIIl.6.a Processus de transition et probabilités d’Einstein

Les raies spectrales, qu’on peut observer en émission ou en absorption sur un fond continu, correspondent
aux transitions radiatives entre les niveaux quantifiés des espéces présentes dans le milieu. Le rayonnement
continu, quant 3 lui, est relié aux transitions impliquant au moins un état libre, et éventuellement les deux
comme dans le cas du Brehmsstrahlung.

Les processus radiatifs de transition entre deux états quantifiés n et m, d’énergies respectives U,, et U,,
avec U,, > U,, sont de trois types, I’émission spontanée, ’absorption, et ’émission induite, dite aussi
émission stimulée. On les caractérise par des probabilités de transition dites probabilités d’Einstein, notées
Apin, Baum et By, et définies de la fagon suivante,

> Le nombre de transitions radiatives spontanées de m vers n par unité de volume et par seconde est
Ny Apn, ou N, est la densité volumique des particules dans ’état m.

> Le nombre d’absorptions de photons d’énergie U,,, — U,, impliquant une transition de n vers m, par unité
de volume et par seconde, est N, JpmBrm, o0 N, est la densité volumique des particules dans 1’état n et
Jnm lintensité moyenne du rayonnement a la fréquence v = (U, — Up,)/h.

> Le nombre de transitions radiatives de m vers n, induite par un photon d’énergie U,, — U,, par unité
de volume et par seconde est Ny, JpmBmn. Le photon émis est de méme énergie que celui induisant la
transition. Ce phénoméne est l'une des bases de l'effet LASER.

Contrairement & ce que l'on croit souvent, le phénoméne éminemment quantique parmi ces trois processus
n’est pas ’émission induite, qui, bien qu’étant la plus récemment découverte, n’est autre que la face cachée
de I’absorption, comme on peut s’en rendre compte en regardant la similitude des relations définissant B,
et Bpn. C’est bien ’émission spontanée, qu’on peut rapprocher de la désintégration d’un noyau radioactif,
qui est en fait fondamentalement quantique.

Les relations entre les différentes probabilités sont calculées & 1’équilibre thermodynamique, sachant qu’on
peut ensuite les utiliser dans le cas général. On ne fera pas ici ce calcul, renvoyant le lecteur aux ouvrages
pertinents [Diu et al., 2000]. Notons cependant que, dans le cas ou les profils d’absorption et d’émis-
sion'® sont identiques, on peut montrer que le coefficient d’absorption 2 est proportionnel a la différence
NpBpm — Ny Bpn, ce qu’on a déja mentionné plus haut en disant que le coefficient d’absorption était
corrigé par I’émission induite!”.

XVIIL.6.b Profils des raies et causes d'élargissement

Comme on I’a déja implicitement évoqué au début de ce chapitre, les atomes ou les molécules qui constituent
le milieu ont des vitesses différentes, & la fois en direction et en norme. La distribution des vitesses suit
d’ailleurs une distribution gaussienne, comme on peut le déduire des résultats du XVIIl.5.a. Considérons
une raie en émission. Pour I’observateur, du fait de 1’effet Doppler, les fréquences des photons émis sont
également distribuées autour d’une valeur moyenne, correspondant a la vitesse moyenne des particules.
Comme le décalage en fréquence est proportionnel & la vitesse'®, on en conclut que la raie observée doit
avoir un profil gaussien,

é(v) L e [ - ,,0)2] avec vo [KT
= ——exp |-——7>F~t vec op = —4{/ —,
V2rop P 20%, b

cV m
m étant la masse des particules émettrices. En fait, 1a raie est encore élargie par les mouvements turbulents
dans le gaz, ce qui augmente, parfois considérablement!?, la largeur Doppler op.

16Voir la sous-section suivante.

17Cette “correction” peut devenir prédominante dans le domaine radio lorsque la température d’excitation est élevée.

180n se place dans le cas non relativiste.

190n a déja fait remarquer que les largeurs de raie dans les nuages moléculaires étaient fortement suprathermiques. I faut
aussi noter que le fait que les mouvements soient turbulents n’est aucunement nécessaire, on voit trés bien 1’élargissement
des raies en observant des galaxies en rotation...
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Imaginons cependant qu’on supprime & la fois la turbulence et ’élargissement thermique, en fixant les
atomes & des positions données. La raie spectrale n’en sera pas pour autant infiniment minces. Il existe
toujours une largeur intrinséque, d’origine quantique. En effet, le principe d’incertitude de Heisenberg
affirme que 1’énergie d’un niveau n’est pas connue avec une précision infinie, et que l'incertitude dU sur
cette valeur est inversement proportionnelle & la durée de vie t,, du niveau, soit 6U.t,, ~ h. Par conséquent,
le photon émis lors de la transition entre deux niveaux discrets posséde une énergie, et donc une fréquence,
entachée d’une certaine incertitude, d’ot un élargissement des raies. On peut calculer que le profil résultant
est du type lorentzien,

1 ) . 1 /1 1
) = T 5‘E(E+5)’

tm et t, étant respectivement les durées de vie des niveaux m et n impliqués dans la transition.

Enfin, I’existence de collisions entre les particules, qui modifient la durée de vie des niveaux en entrainant
des transitions entre états, peut & son tour provoquer un élargissement des raies, qui sera lui aussi de
forme lorentzienne, ou la constante & de I’équation précédente est remplacée par une quantité dépendant
inversement de la durée moyenne entre collisions. La mesure de cet élargissement permet donc en théorie
de remonter aux conditions de température, de densité ou encore d’ionisation.

En définitive, le profil des raies spectrales, qu’il s’agisse de raies en absorption ou en émission, est issu
de la combinaison de ces divers effets d’élargissement. 11 faut donc, pour calculer la forme de ce profil,
procéder & la convolution successive de deux lorentziennes et de deux gaussiennes. Or, la convolution de
deux lorentziennes est encore une lorentzienne, et de méme la convolution de deux gaussiennes est aussi une
gaussienne. Il s’agit donc de convoluer une lorentzienne de coefficient d’amortissement § par une gaussienne
de variance o, ce qui donne un profil dit profil de Voigt,

2

a e Y 1) vV —1
H(a,u)=— | —————dy avec a=—— et u= ,
(a,u) 7T/a2+(u—y)2 v V20 20

Iintégrale étant prise sur ’ensemble de la droite réelle. Les valeurs de ce profil sont tabulées en fonction
des paramétres a et u, ce qui permet de retrouver les profils sous-jacents & partir des observations. Re-
marquons cependant qu’étant donné que la lorentzienne décroit plus vite que la gaussienne au centre de
la raie, et qu’inversement elle a des ailes plus développées, il n’est pas étonnant qu’on observe que le profil
gaussien domine au centre de la raie et que le profil lorentzien domine dans les ailes. En fait, ceci est vrai
pour les transitions permises, mais pour les transitions interdites, étant donnée la petitesse du coefficient
d’amortissement, liée & la grande durée de vie des niveaux, le profil gaussien domine dans la pratique sur
I’ensemble de la raie.

XVIIl.6.c Courbes de croissance

On vient de voir quelles sont les causes d’élargissement des raies spectrales et quels profils d’émission on
est en droit d’attendre. Cependant, ces profils ne sont a priori valables que localement, et le transfert de
rayonnement est susceptible de les modifier. En retour, au niveau de I’observateur, ’étude de l'intensité
et du profil d’une raie spectrale doit en principe permettre de déterminer les conditions physiques régnant
dans le milieu ou elle s’est formée. Pour cela, on introduit la notion de largeur équivalente W, définie
comme le rapport entre 'intégrale du profil de la raie et ’intensité du continuum sous-jacent au centre de
la raie [Spitzer, 1978]. Dans le cas d’une raie en absorption, on écrira donc
Ic - Iu N . 9s ey P .
W = I—d)\ ou I, représente l'intensité spécifique du continuum.
[+
On peut montrer [Mihalas, 1978], en prenant par exemple le cas trés simple d’une source de rayonnement
continu située derriére un nuage homogéne, purement absorbant dans la raie spectrale mais non absorbant
dans le continu, que le rapport entre la largeur équivalente et la largeur Doppler op a la forme
W V2X3
c

oD

/ {1 —exp[-19H(a,u)]} du ou Ag est la longueur d’onde centrale de la raie.
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Le coefficient 79 est I’épaisseur optique au centre de la raie, qui est proportionnelle & la densité de colonne
le long de la ligne de visée. La valeur de cette épaisseur optique détermine le comportement du profil de
la raie. Si par exemple elle est trés petite devant un, le cceur Doppler domine et le rapport W/op devient
simplement proportionnel & la densité de colonne. En revanche, lorsque le nombre de particules sur la
ligne de visée devient grand, et que I’épaisseur optique 7y devient grande devant 1/a, la raie est saturée
jusqu’aux ailes lorentziennes, et on peut montrer que la largeur équivalente varie alors comme la racine
carrée de la densité de colonne. Le passage d’un régime asymptotique & 'autre dépend de la valeur de la
largeur Doppler. On peut donc construire théoriquement ce qu’on appelle une courbe de croissance pour
chaque raie spectrale, montrant I’évolution de la largeur équivalente, rapportée & la largeur Doppler, en
fonction de la densité de colonne, dont le comportement est schématisé par la figure XVIIL.5. En pratique, en

W/op

Densité de colonne

F1c. XVIIL5 — Allure des courbes de croissance en coordonnées log — log (traits gras) pour trois valeurs de
la largeur Doppler. Les traits fins représentent les comportements asymptotiques G petite et grande densité
de colonne.

comparant les différentes raies d’un méme spectre, on peut construire des courbes de croissance empiriques,
permettant de déterminer par exemple la vitesse turbulente caractéristique et la température du gaz. En
supposant 'ETL réalisé, on peut également en déduire les populations des différents degrés d’ionisation
d’un méme élément. Il faut cependant bien voir que le calcul est compliqué par le fait que le milieu n’est
pas en général purement absorbant, et que d’autre part il n’est pas nécessairement homogéne.

XVIIL.6.d Les milieux hors ETL

Le cas de I’équilibre thermodynamique local simplifie considérablement le probléme du transfert radiatif,
puisqu’alors la fonction source est donnée par la fonction de Planck. Pourtant, dans le cas des raies
interstellaires, les densités sont beaucoup trop faibles pour qu’on puisse considérer que le milieu est &
PETL?°. Dans ce cas de figure, on ne peut plus supposer la microréversibilité des états, et il faut considérer
I’ensemble des processus de transition, qu’ils soient collisionnels ou radiatifs, et calculer simultanément,
de fagon cohérente, les populations des niveaux, la fonction source et l'intensité du rayonnement, sachant
que toutes ces variables sont interdépendantes. Pour cela, on fait néanmoins ’hypothése de stationnarité,
c’est-a-dire qu’il n’existe pas de phénoméne faisant varier trop rapidement?! les conditions physiques dans
lesquelles se forment les raies. Le calcul est en général trés complexe et doit le plus souvent étre fait
numériquement, a ’aide de simulations Monte-Carlo. On va en reparler dans le chapitre suivant.

20Dy fait du transfert d’énergie des photons aux particules dans des collisions inélastiques, on peut également étre proche
de PETL si I’épaisseur optique est grande, méme si la densité de particules ne I’est pas.
21est-a-dire plus vite que le temps moyen entre deux processus radiatifs ou collisionnels.
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|CHAPITRE XIX|

Transfert radiatif stochastique

XIX.1 Introduction

On a briévement parlé, dans le chapitre précédent, de la prise en compte des mouvements du gaz, en
particulier de ses mouvements turbulents, dans le probléme du transfert radiatif. On avait alors simplement
dit que la turbulence du gaz émetteur provoquait un élargissement qu’on calculait comme une convolution
du profil de la raie par une gaussienne de largeur o, représentant la vitesse turbulente moyenne, a savoir
o2 = E{v?}, ot v est le champ de vitesse turbulent!.

Cette approche est en fait bien trop grossiére, car la vitesse turbulente o, ne peut constituer 3 elle seule
une caractérisation compléte du champ de vitesse. Imaginons en effet les deux cas particuliers suivants,
pour lesquels on choisira la méme valeur de o,. Considérons pour commencer le cas d’un champ de vitesse
dont les fluctuations se font & trés petite échelle. Les mouvements turbulents peuvent alors parfaitement
étre assimilés & une agitation thermique supplémentaire et traités comme tels. Le profil d’absorption et
d’émission local est donc élargi, du fait de sa convolution par une gaussienne de largeur ¢,. En revanche,
imaginons maintenant que le champ de vitesse présente des fluctuations de méme amplitude, mais sur des
échelles spatiales beaucoup plus grandes. Localement, la vitesse turbulente est quasiment la méme partout,
de sorte que le profil d’émission est inchangé. On observe donc la superposition des rayonnement issus de
différentes régions du nuage, et c’est le profil émergent qui est cette fois convolué par la distribution des
vitesses, laissant les largeurs équivalentes inchangées [Gail et al., 1974].

Ces deux cas de figure extrémes, bien que décrits par la méme vitesse turbulente o,, ne donneront pas les
mémes raies observées. On parle respectivement de modéle microturbulent et de modéle macroturbulent.
Quantitativement, on est dans le premier régime si 1’échelle caractéristique du champ de vitesse, qu’on
notera [,, est petite devant le libre parcours moyen des photons, et on sera dans le second régime lorsque
la condition réciproque sera remplie. Ces deux modéles ne sont cependant que des approximations, et il
est nécessaire, pour pouvoir traiter le transfert radiatif dans le cas de nuages interstellaires turbulents
réalistes, de comprendre les mécanismes du transfert lorsque 1’échelle I, de corrélation du champ de vitesse
a une valeur finie. Les tentatives dans ce sens remontent aux années 1960, quand Traving [Traving, 1964] a
proposé un modéle dans lequel le champ de vitesse était découpé en cellules de taille [,,, au sein desquelles la
vitesse prenait une valeur uniforme v, et qui se déplagaient indépendamment les unes des autres. Cependant,
ce modéle est assez grossier, et bien qu’il redonne les régimes microturbulent et macroturbulent, dans les
limites I, — 0 et I, — oo respectivement, on ne peut s’en satisfaire, ne serait-ce que parce que le champ
de vitesse qui y est décrit est discontinu.

La principale difficulté, lorsqu’on souhaite incorporer un champ de vitesse turbulent dans le probléme du
transfert radiatif, provient essentiellement de la difficulté qu’il y a & inclure les fluctuations stochastiques
de la vitesse, ainsi que ses corrélations, dans les représentations intégrales des intensités spécifiques. En
effet, le coefficient d’absorption, qui dépend du champ de vitesse, y intervient & la fois dans 1’émissivité?
et dans le facteur exponentiel d’atténuation.

1Comme on en a I’habitude, on notera v la composante longitudinale du champ de vitesse. C’est elle qui interviendra dans
la suite, les rayons considérés étant dirigés vers I’observateur. La dispersion o, sera d’ailleurs celle de cette seule composante,
soit 02 = E {v?} = (1/3)E {v?} dans I’hypothése isotrope.

2Qu’on se rappelle la loi de Kirchoff.
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XIX.2 Le modéle de Gail et al

XIX.2.a La méthode probabiliste

Le fait que le champ de vitesse turbulent soit par nature stochastique incite & traiter le probléme de maniére
probabiliste. Cela n’est évidemment pas pour nous surprendre, étant donné que c’est cette approche qui a
déja été utilisée lorsque nous avons abordé le probléme des centroides de vitesse dans la troisiéme partie.
C’est, également 'approche qui a été choisie au milieu des années 1970 par un groupe allemand, dont ’'un
des articles fondateurs présente la méthode de la facon suivante [Gail et al., 1974].

On part de I’équation de transfert écrite sous la forme (94), qu’on redonne ici,

& L) - 502,
la coordonnée z repérant la position le long d’un rayon lumineux. On suppose que les profils d’émission
et d’absorption sont identiques. Ils dépendent de la vitesse locale, bien que cette dépendance ne soit pas
explicitée dans I’équation ci-dessus. Comme le champ de vitesse est stochastique, le coefficient d’absorption
au point z est aléatoire. A chaque fréquence, l'intensité spécifique en sortie du nuage est donc également
aléatoire, et dépendante de la réalisation particuliére du processus stochastique modélisant le champ de
vitesse. Cependant, en admettant que ce processus est stationnaire et ergodique, et étant donné qu’il existe
un grand nombre de lignes de visée dans un lobe instrumental, on peut supposer que les profils émergents
sont donnés par 'espérance E {I,,(D)} au point D marquant la sortie du nuage. C’est le but de la méthode
de [Gail et al., 1974] que de déterminer et de résoudre une équation portant sur cette espérance, en passant
par la densité de probabilité de ’intensité spécifique. On rappelle en effet qu’a partir de cette distribution,
I’espérance de l'intensité ainsi que tous les autres moments de cette derniére sont en théorie directement
accessibles, comme on I’a montré au chapitre IV.

XIX.2.b Modélisation du champ de vitesse

N

L’hypothése de base consiste & supposer que les variations de la vitesse, ainsi que celles de l'intensité
spécifique, sont gouvernées par un processus markovien, c’est-a-dire que la probabilité de passer d’un état
(v,I,) au point z & un état (v',I]) au point 2z’ ne dépend que de ces deux états, et non des conditions
régnant entre les deux points z et z'. Il ne s’agit 14 que d’une approximation, car en vérité les probabilités
de transition d’une vitesse & 'autre sont clairement dépendantes des conditions intermédiaires, du fait des
contraintes imposées par ’hydrodynamique. Ce modéle a cependant ’avantage de permettre la considéra-
tion de champs de vitesse continus, contrairement aux tentatives précédentes. Il suffit en fait de supposer
le caractére markovien du processus décrivant le champ de vitesse, celui décrivant 'intensité spécifique
étant alors également markovien du fait de ’équation de transfert. On suppose qu’en revanche le champ
de radiation n’influe pas sur le champ de vitesse, en excluant donc le cas d’une turbulence alimentée par
la pression de radiation.

En pratique, le champ de vitesse est modélisé par une équation de Langevin, dont on a parlé au cha-
pitre VI, caractérisée par un écart-type o, et une longueur de corrélation [,,

dv v Oy "N — !
Fiaay + ﬁfv(z) avec E{T,(2)} =0 et E{T,(2)T,(2")} =26(z—2"). (96)

T, représente la force de Langevin. Cette forme, d’aprés [Risken, 1989] et comme on ’a vu au chapitre VIII,
implique que la distribution des vitesses W, (v) est une gaussienne de variance o2 et que la fonction
d’autocorrélation des vitesses A, prend une forme exponentielle,

’U2

_ 1 _ A R _r
= o exp( 205) et Av(r)—AU(O)exp( lv) —avexp( lv>

La figure XIX.1 montre deux exemples de champs de vitesse obtenus & partir de ce modéle. On remarque
notamment que la taille caractéristique des structures en vitesse est reliée & la valeur de la longueur de
corrélation [,. Le lecteur trouvera plus de détails sur la construction de ces champs simulés au XX.6.

Wy (v)
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4 T 2 T

l,/D = 0,01 1 t 1,/D=0,1
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F
=

z/D ‘ ‘ ‘ z/D
F1c. XIX.1 — Deuzx exemples de champs de vitesse construits o partir de l’équation de Langevin (96). Dans

les deux cas, la dispersion des vitesses est prise égale @ 0, = 1 km s~!. Les longueurs de corrélation I,
sont indiquées sur chacune des deux figures. D est la longueur de la ligne de visée.

Cette description de la turbulence semble appropriée aux séparations r assez grandes, mais dans le domaine
inertiel, la théorie de Kolmogorov indique que A,(0) — A,(r) o« r*>/3, comme le montre 1’équation (3), ce
qui indique que le modéle n’est alors plus adéquat. Autrement dit, lorsque la séparation z — 2’ devient
petite mais non nulle, les forces de Langevin Ty (2) et T',(2') ne sont pas décorrelées, contrairement a ce que
suppose le modéle de 1’équation (96). De toutes les maniéres, le point essentiel du modéle est de disposer
d’un champ de vitesse continu, bien que peu réaliste physiquement.

X1X.2.c Equation de transfert généralisée

On notera P (v, I,; z)dvdl, la probabilité qu’au point z la vitesse et 'intensité aient respectivement pour
valeurs v et I, & dv et dI, prés. L’espérance de 'intensité sera alors donnée par 'intégrale double

E{L(2)} ://I,,P(v,[,,;z)dvd[,, (97)

Etant donné que la vitesse est modélisée par un processus de Ornstein-Uhlenbeck, comme le montre
l’équation (96), et que ’équation de transfert peut également étre vue comme une équation de Langevin
de la forme (32) avec un terme stochastique nul,

drI
d—” = —ky [L,(2) = Su(2)] + 0.T1, (2)

z
on peut appliquer les méthodes décrites au chapitre VI, en posant X = (I,,,v) et en remarquant que le
parameétre temps est ici remplacé par la position z. La densité de probabilité P suit alors une équation de
Fokker-Planck, dont les coefficients de dérive et de diffusion sont donnés par

SN

g,

D, = _l_ Dy, = l_ DI,, = —Kyp [I,,(Z) - SV(Z)] DI,,,I,, = DU,I,, = DI,,,U =0,

v v
ce qu’il est aisé de retrouver & partir des formules établies au chapitre VIII, en prenant garde toutefois
aux facteurs de normalisation, comme on I’avait déja fait remarquer alors. L’équation de Fokker-Planck
associée au processus bidimensionnel X ainsi construit, décrivant ’évolution de la densité de probabilité
P le long de la ligne de visée, est donc
OP 10(vP) N o2 9’P + 0
0z 1, Ov l, Ov?  0OI,

[kop(I, —S,)P] en posant k, = ko¢. (98)

Dans cette équation, kg est le coefficient d’absorption au centre de la raie et ¢ est le profil d’absorption,
supposé identique au profil d’émission. En introduisant 1’épaisseur optique 7 = koz ainsi que la vitesse
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réduite u = v/o,, on peut écrire cette équation sous la forme

oP 1 [0(uP) 0P 0
— = —-— — [¢(I, — S,)P] avec = koly.

or 1, [ ou + ou? + oI, [ )P]av To = Kol

Comme on s’intéresse uniquement & 'espérance de 'intensité (97), il est légitime d’introduire le premier
moment de la distribution de probabilité P par rapport a l'intensité,

oo

Qu(u;7) = / P (avu,I,,; %) I,dI, qui est reliée a ’espérance par E{I,(2)} :/an,,(u; koz)du.
0 0

L’équation d’évolution de ce moment est obtenue par intégration de ’équation sur P. Le membre de gauche
ainsi que les dérivées par rapport & la vitesse réduite sont immeédiats & calculer, et seul le terme dérivé par
rapport & l'intensité spécifique requiert une intégration par parties,

/OOI,,(?% [¢(L, — S,)P)dI, = [I,¢(I, — S,)Py° — /Ooqs(I,, - S,)PdI, = —¢(Q, — W, S,),
0 v 0

puisque l'intégrale de P sur l'intensité spécifique redonne la distribution des vitesses W,. Finalement, on
a ’équation aux dérivées partielles régissant le moment @),

e - L0 (s BE) - oia. - mis,),
U

or 7, 0u

qui constitue une équation de transfert généralisée, puisqu’elle décrit le comportement de lintensité
moyenne le long de ’axe des profondeurs optiques. Il s’agit alors de la résoudre en se donnant des conditions
initales, pour 7 = 0, caractérisant le champ de rayonnement & l’entrée du milieu, ainsi que des conditions
aux limites en marge de la raie, soit pour |u| — oo.

X1X.2.d Remarques sur les méthodes de résolution

La résolution de ’équation de transfert généralisée fournit en principe toutes les informations qu’on pour-
rait souhaiter, puisqu’en définitive, le profil de raie émergent est justement donné, en fonction de v, par
Iintégrale de @, (u;74) sur la vitesse, ot 74 = koD désigne la profondeur optique au niveau du point de
sortie du rayonnement.

Solution formelle en termes matriciels

L’article de Gail et ol [Gail et al., 1974] donne plusieurs méthodes analytiques de résolution de cette équa-
tion. En premier lieu, il est suggéré de développer la fonction @), sur une base de fonctions orthogonales
dépendant de la seule coordonnée de vitesse, les coefficients du développement étant alors des fonctions de
la profondeur optique 7 uniquement,

Qu(u;7) = Z Tn(T)on(u) avec @n(u) = L o (e_“2/2) , en particulier pg(u) = o, W, (0yu).

‘ n
750 V27n! Ou

L’insertion de cette forme dans ’équation de transfert fournit un systéme d’équations linéaires portant sur
les fonctions T, ce qui permet de calculer celles-ci formellement, et de les mettre sous la forme

M 4 / om (u)p(u)pn(u) d

T(1) = e "AT(0) ou les éléments de la matrice A sont Apyp = —
v ¥o (u)

u

On montre alors [Gail et al., 1974] qu’on retrouve les conclusions des cas microturbulent et macroturbulent
quand on passe aux limites respectives 7, = 0 et 7, = oo. On peut d’ailleurs généraliser le résultat obtenu
dans la limite microturbulente au cas d’une longueur de corrélation petite mais finie, ce qui permet de voir
que le coefficient d’absorption a alors une valeur plus faible que dans le cas microtubulent, et les profils de
raie sont alors plus aplatis.
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Approche “quantique”

En fait, cette approche en termes de développement sur un ensemble de fonctions orthogonales ressemble
a la résolution d’un probléme quantique. D’ailleurs, ’'intégrale écrite juste au dessus dans ’expression de
Apn est semblable a Pexpression d’un élément de matrice (m|¢|n) d’un opérateur quantique ¢ entre deux
états m et n. Dans cette optique, [Gail et al., 1974] propose une transformation de 1’équation de transfert
généralisée® permettant de la mettre sous une forme identique a celle de ’équation de Schrédinger. Plus
précisément, il s’agit d’introduire la fonction
2 .
R,(u;T) = exp (UZ) QSLZ’_;—) et de faire ’hypothése que R, (u;7) = X, (1)U, (u).
14

L’équation de transfert généralisée se traduit alors par 1’égalité de deux membres dépendant chacun d’une
seule des deux variables 7 et u, et qui sont donc égaux & la méme constante —e. On en tire une forme
intégrale pour X, et on peut alors établir que U, suit une équation de Schrédinger, dont le potentiel
dépend du profil ¢,

&2, u? 1
T +(e=V)U, =0 avec V(u)= T + Ty p(u) — 9

L’ensemble des solutions est discret, et celles-ci peuvent étre reliées aux fonctions ¢,, dans la limite 7, — 0.
Par rapport a la méthode matricielle, cette approche a ’avantage d’étre valide pour les valeurs quelconques
de 7,, car on peut intégrer numériquement 1’équation de Schrodinger. La fonction @), est alors une super-
position de solutions particuliéres de la forme X, U,, qu’on peut théoriquement calculer en fonction des
conditions initiales et des conditions aux limites.

Dans le cas ou 7, < 1, il est possible de faire un calcul analytique en appliquant les méthodes perturbatives
bien connues en mécanique quantique, puisque 7, ¢ apparait comme une petite perturbation du potentiel
parabolique. On retrouve alors le comportement asymptotique aux faibles longueurs de corrélation obtenu
par ’approche matricielle.

XIX.3 Simulations numériques

XIX.3.a Introduction

Dans un article suivant [Gail & Sedlmayr, 1974], Gail et Sedlmayr ont appliqué cette méthode au cas
de raies du fer et de I'oxygéne atomiques (Fel et OI) formées dans la photosphére solaire. L’intégration
numérique directe de I’équation de transfert généralisée donnant le profil des raies, et donc les largeurs
équivalentes et les courbes de croissance théoriques, il est possible de comparer les résultats obtenus aux
observations disponibles dans le cas du Soleil. Remarquons tout d’abord que pour des raisons de stabilité
numérique, ils introduisent la fonction ¢,,, définie par

dg, 1 0q, gy
Q. (u;7) = Wy(oyu)g, (u;7)  dont I’équation d’évolution est b _ (—u v €4

T ou Ou?

) - ¢(gy — Sv),
T Ty

et c’est cette équation aux dérivées partielles qui est résolue, étant données les conditions initiales et
les conditions aux limites. Celles-ci sont spécifiées, pour les premiéres, en posant qu’a I’entrée du nuage,
soit pour 7 = 0, 'intensité conditionnelle g, est donnée par la fonction de Planck B,, pour une certaine
température Ty, et pour les secondes, en se donnant une intensité du continu, notée IS, et en posant que
gv tend vers IS pour |u| — oo. D’un point de vue pratique, les paramétres de 1’équation de transfert
(coefficient d’absorption au centre de la raie et fonction source en particulier) sont donnés par un modéle
d’atmosphére [Holweger, 1967].

3Correspondant en fait & considérer que I’on peut séparer les variables 7 et u, ce qui est d’ailleurs déja fait implicitement
quand on a écrit Q. (u;7) en fonction des T (7) et des ¢n(u).
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XI1X.3.b Profils de raie

La figure XIX.2 montre les profils des raies d’absorption de loxygéne a 7771 A et du fer & 5576 A ainsi
calculés*, pour différentes valeurs de I, et de o,. On voit que les profils d’absorption sont d’autant plus
profonds et larges que la longueur de corrélation de la vitesse est plus petite. Ceci reste vrai tant qu’on n’a
pas atteint I’'une des deux limites, macroturbulente ou microturbulente, pour lesquelles le profil d’intensité
devient en pratique indépendant de l,. D’aprés les résultats de [Gail & Sedlmayr, 1974], la transition
microturbulente est atteinte pour [, < 1 km en ce qui concerne la raie de 'oxygéne et pour [, < 10 km
en ce qui concerne celle du fer. Réciproquement, la limite macroturbulente se situe aux alentours de
I, > 1000 km pour 'oxygéne et I, > 3000 km pour le fer.

Etant donné que le champ de vitesse turbulent se superpose & ’agitation thermique, son influence est plus
grande sur les raies d’éléments dont la dispersion thermique est plus petite, ce qu’on confirme ici®. Pour
les dispersions de vitesse turbulente inférieures & la dispersion thermique (cas des panneaux (a) et (e) de
la figure X1X.2), c’est ’agitation thermique qui domine I’élargissement des raies, et la structure du champ
de vitesse turbulent, c’est-a-dire la valeur de [,, n’a qu’une importance secondaire, tous les profils étant
sensiblement identiques. En revanche, lorsque o, domine la dispersion thermique, comme c’est le cas sur
les panneaux (¢), (d), (f), (g) et (h), les profils de raie sont assez différents les uns des autres suivant la
longueur de corrélation, cet effet étant d’autant plus marqué que o, augmente. Par ailleurs, la structure
du champ de vitesse n’a pas la méme importance au centre de la raie et dans les ailes. Les résultats
de [Gail & Sedlmayr, 1974] montrent que, si pour les petites longueurs de corrélation, ’ensemble de la raie
est effectivement formé dans les conditions de microturbulence, en revanche, lorsque [, est assez grand,
le régime macroturbulent se fait d’abord et essentiellement sentir dans les parties du profil d’absorption
présentant les gradients les plus forts en fonction de AX, avant de se faire sentir au centre de la raie et
dans les ailes.

On remarque enfin que dans les ailes des raies, ’absorption devient faible, et la structure du champ de
vitesse perd son importance, d’ou la convergence des différents profils.

XIX.3.c Largeurs équivalentes, profondeurs des raies, courbes de croissance

Conformément aux prédictions de [Gail et al., 1974], c’est dans le régime microturbulent que les raies sont
les plus profondes, ainsi que les plus larges, comme on le voit sur la figure XIX.2. C’est également la
premiére remarque qu’on peut faire en considérant le panneau de gauche de la figure XIX.3, qui représente
’évolution de la largeur équivalente Wy et de la profondeur® rq au centre de la raie OI & 7771 A, en
fonction de la longueur de corrélation [, d’une part, et de la vitesse turbulente o, d’autre part.

Le comportement observé est semblable pour les autres raies de ’oxygeéne et du fer [Gail & Sedlmayr, 1974].
On remarque que pour o, — 0, la largeur équivalente ainsi que la profondeur de la raie deviennent
indépendantes de la longueur de corrélation, ce qu’on a déja souligné plus haut. L’élargissement de la raie
est alors purement thermique. Dans ce cas, les raies présentent une profondeur maximale et une largeur
équivalente minimale. Lorsque la dispersion des vitesses augmente, la largeur équivalente augmente et la
profondeur de la raie diminue, de fagon & peu prés linéaire en fonction de o,,.

En ce qui concerne les effets de la longueur de corrélation, on voit que dans la limite macroturbulente,
représentée par des tirets sur les panneaux (a) et (c¢), la largeur équivalente devient indépendante de o,
ce que traduit également la convergence des courbes sur le panneau (b).

Les courbes de croissance correspondant  la transition & 5576 A du fer atomique sont présentées sur le
panneau de droite de la figure XIX.3, ot In (gfe) est le paramétre d’abondance de I’espéce en question.
Chaque sous-figure correspond & une valeur de la longueur de corrélation et comprend quatre courbes
représentant, de bas en haut, les cas 0, =0km s, 0, =1kms !, o, =2kms et 0, =3 km s~. On
remarque que lorsque [, augmente les différentes courbes se rapprochent du cas purement thermique, qui
est aussi le cas macroturbulent. Inversement, la limite microturbulente est celle pour laquelle les courbes
de croissance sont les plus éloignées du cas purement thermique.

4Notons qu’il s’agit de profils calculés au centre du Soleil, la prise en compte de I’inclinaison des rayons si 'on souhaite
s’intéresser aux raies observées sur les bords du disque étant trés simple.

5La vitesse d’agitation thermique est inversement proportionnelle & la racine carrée de la masse de I’espéce chimique. Le
fer étant plus lourd que ’oxygéne, la formation de ses raies est donc plus susceptible d’étre influencée par le champ de vitesse
turbulent.

SRelativement au continu.
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F1G. XIX.2 — Profils des raies d’absorption OI & 7771 A (figures a — d) et Fel 4 5576 A (figures e — h)
calculés par [Gail & Sedlmayr, 1974]. Comme il est usuel, seule la moitié de chaque profil est présentée,
étant donné qu’ils sont symétriques. Le centre de la raie est situé 4 gauche de chagque sous-figure et ry
représente l’absorption relative au continu. De gauche a droite, les figures correspondent auz cas o, =
lkms™,0,=2kms™ !, 0,=3kms™ ! eto, =4 km s~'. Dans chaque sous-figure, les différents profils
correspondent o des valeurs différentes de l,,, comprises entre 1 km et 3000 km. Les profils les plus profonds
correspondent auz longueurs de corrélation les plus petites. Figure issue de [Gail & Sedlmayr, 1974].
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F1G. XIX.3 — Largeur équivalente et profondeur de la raie O a 7771 A en fonction des caractéristiques
du champ de vitesse turbulent (& gauche) et courbes de croissance de la raie Fel a 5576 A (a droite).
Les chiffres indigqués sur les figures du panneau de gauche donnent la valeur de l, lorsque les courbes sont
tracées en fonction de o,, et réciproquement. Les courbes en tirets, sur les panneaur de gauche comme de
droite, correspondent au cas macroturbulent, qui est identique au cas purement thermique. Figure issue
de [Gail & Sedlmayr, 1974].

Ces courbes de croissance théoriques peuvent étre mises a profit pour déterminer les caractéristiques du
champ de vitesse ainsi que les abondances reproduisant au mieux les profils observés. Etant donné que
les résultats de [Gail & Sedlmayr, 1974] concernent des raies formées dans la photosphére solaire, on ne
les donnera pas ici, puisque les valeurs obtenues ne sont pas vraiment utiles & notre étude. En effet, les
conditions régnant dans les nuages moléculaires du milieu interstellaire sont de toutes les maniéres trés
différentes de celles du modéle d’atmosphére qu’ils utilisent [Holweger, 1967].

XIX.4 Prise en compte des effets hors-ETL

XIX.4.a Introduction

On a effectivement dit, au chapitre précédent, que les raies interstellaires étaient trés vraisemblablement
formées dans des conditions hors équilibre thermodynamique local, étant données les faibles densités qu’on y
trouve. La méthode exposée plus haut doit donc étre adaptée a ce cas, c’est-ad-dire qu’en sus de ’équation
de transfert généralisée, il est nécessaire de résoudre simultanément les équations régissant I’évolution
des populations des niveaux du fait des transitions radiatives et collisionnelles, tout en satisfaisant & la
conservation des particules. Cette généralisation a été amorcée par [Gail et al., 1975], puis essentiellement
par [Albrecht & Kegel, 1987], dont on va présenter succinctement les résultats dans la suite. Remarquons
également qu’il est justifié de chercher a étendre la méthode de [Gail et al., 1974] au cas hors équilibre
thermodynamique local parce que le libre parcours moyen des photons - qui est précisément lié & la notion
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d’ETL - doit intuitivement dépendre de la structure du champ de vitesse, c’est-a-dire non seulement de la
vitesse turbulente moyenne o,, mais également de la longueur de corrélation /,.

XIX.4.b Equations d’évolution des populations

Considérons un ensemble de IV particules de la méme espéce, pouvant se trouver dans un certain nombre
d’états discrets”. Etant donné qu’on s’intéresse 4 une transition bien particuliére, deux de ces niveaux,
notés m et p, joueront un role particulier. La variation de la population {nj} d’un niveau k est donnée par
une équation de conservation, dont la forme est

dnk

e D [y (Cik + Aji) — i (Crj + Arj)l + Y [0 Bjk — B Jij

J J

dont le membre de droite fait intervenir les coefficients d’Einstein A et B introduits au chapitre XVIII,
ainsi que les probabilités de transition collisionnelle, notées C. Plus précisément, le membre de droite
est composé de deux sommations portant sur les niveaux j # k, la premiére correspondant aux processus
collisionnels ainsi qu’a ’émission spontanée, la seconde & ’absorption et & ’émission induite. Dans chacune
des sommes, on fait la différence entre les processus remplissant le niveau k et ceux le vidant. Si l’on a séparé
les deux sommes, c’est que ’absorption et I’émission induite font intervenir le champ de rayonnement, sous
la forme du facteur

1
Jrj = yy / ¢I,dQ2  ou ¢ est le profil normalisé d’émission et d’absorption de la transition.
7r

Quant au membre de gauche, il ne prend des valeurs non négligeables que si ’échelle de temps des variations
macroscopiques n’est pas trés grande devant le temps de relaxation des processus de transitions, qui est
typiquement d’environ 10~8 s. Autant dire qu’on peut considérer que les populations {n} sont constantes
au cours du temps®, ce qui donne

P = Y [ (Cik + Ajk) —nk (Crj + Aky)l + [0 Bji —ni Byl Ji; =0 et p=1) np — N =0, (99)
i P

cette derniére équation traduisant la conservation des particules.

XIX.4.c Mise en ceuvre de la généralisation du modéle

L’implémentation des équations du probléme pose un certain nombre de questions pratiques, abordées
en détail par [Gail et al., 1975]°. En ce qui concerne les équations des populations, 'approche hors-ETL
classique consiste & supposer que 1’équilibre statistique représenté par les équations (99) est satisfait sur
chaque élément de volume, mais uniquement pour la “valeur moyenne” de l'intensité I,, cette moyenne
étant calculée sur I’ensemble des configurations possibles du champ de vitesse, ce qui revient & supposer
que les équations (99) ne sont vérifites qu’en moyenne sur tout ’espace des vitesses et des intensités.
Cette approche semble par trop grossiére, mais 'approche inverse, consistant & supposer que ’équilibre
statistique est réalisé en tout point de cet espace, c’est-a-dire pour toutes les vitesses et toutes les intensités
possibles, et qui permet d’éliminer purement et simplement les populations {ny} et de se ramener & une
seule équation de transfert, est en fait difficile & utiliser, en particulier parce qu’elle aboutit & des équations
hautement non-linéaires.

L’approche intermédiaire de [Gail et al., 1975] consiste & n’imposer ’équilibre statistique qu’en tout point
de lespace des vitesses, mais en moyenne sur l'intensité. En pratique, on considére que les {p;} et p sont
des variables du probléme, et on s’intéresse a la densité de probabilité P(v, I,,p, p; z) d’avoir, & la position

7On peut inclure le cas des transitions avec le continu sans difficulté.

8Ce qu’on doit comprendre dans le sens “quasi-statique”. En effet le champ de vitesse varie au cours du temps, mais ses
variations sont suffisamment lentes pour qu’a chaque pas de temps, on puisse calculer la solution du probléme du transfert
en supposant les populations constantes.

90n ne parlera pas ici du probléme de la généralisation & des milieux bidimensionnels ou tridimensionnels, dont dis-
cute [Gail et al., 1975]. On se placera toujours dans le cas & une seule dimension, par exemple celui d’une couche telle que
celle utilisée dans le chapitre X, sans pour autant oublier que les rayons peuvent étre inclinés sur ’axe.
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z, une intensité spécifique I,, a la fréquence v donnée, une vitesse longitudinale turbulente v, des variations
de populations {p}, qu’on a rassemblées sous une notation vectorielle p, et un paramétre de conservation
p. Dans cette optique, il est inévitable de supposer que les {pi} et p puissent prendre des valeurs non
nulles'®, mais on impose néanmoins que leurs valeurs moyennes le soient. Finalement, les formes pratiques
des équations d’évolution des populations ainsi que 1’équation de conservation de la matiére sont obtenues
en appliquant & (99) 'opérateur intégral

/P(U,Iy,p,p; z)dpdpd],, d’ou Z [nj (Cjk + Ajk) — ng (ij + Akj)] W, + [nijk - nkBkj] ij =0,
J

ot 'on a fait apparaitre la distribution des vitesses W, et ott Q; est donnée par

1
Okj = e /qSQ,,dQ sachant que @, = /PI,,dpdde,, et W, = /Pdpdde,,.

Le traitement de I’équation de transfert généralisée se fait exactement comme dans le cas de 1’équilibre
thermodynamique local, puisque les effets des populations des niveaux sont inclus dans la fonction source
S, et dans le profil d’absorption et d’émission ¢ (voir le chapitre XVIII). De méme, on peut introduire
I'intensité conditionnelle ¢, = @, /W, dont I’équation est toujours

9¢, _ 1 ( dgy N 0%q,
“ou T Buz

or T

) - ola - 501

Comme c’est cette derniére quantité qu’on va en fait considérer, il convient de noter que les équations des
populations peuvent s’écrire, en factorisant par la distribution des vitesses,

1
Z [nj (C]k + Ajk) — Ny (ij + Akj)] + [TLijk - nkBkj] Ir /qﬁq,,dﬂ =0. (100)
J

Il faut noter que, dans cette approche, les nombres d’occupation {n} ne dépendent plus seulement de la
position z, mais également de la vitesse.

XIX.4.d Implémentation numérique

Comme on I’a déja évoqué, le milieu étudié est nécessairement unidimensionnel, au sens ou les variations
considérée ne peuvent se produire que selon un axe z, ce qui n’empéche pas de considérer une couche
turbulente comme on ’a fait au chapitre X, dés lors que celle ci est homogéne transversalement, dans le
plan (Oz,Oy). On peut alors inclure le traitement des rayons inclinés d’un angle 6 sur 'axe z en faisant
le simple changement de variable

d
dr — L avec u=cosf ce qui ne change pas fondamentalement les équations.
7

Numériquement, [Gail et al., 1975] traite le probléme en choisissant un ensemble de fréquences (v1, .. ., var)
et de cosinus directeurs (1, .- ., up), et en résolvant le systéme de M x P équations aux dérivées partielles
sur l’intensité conditionnelle, simultanément avec les équations des populations et la conservation des
particules. Les conditions initiales du systéme sont obtenues en supposant que l'intensité conditionnelle
incidente & ’arriére de la couche suit une fonction de Planck, pour une certaine température Ty, et qu’il
n’existe pas de rayonnement incident au niveau de la face de sortie. En effet, la résolution proposée
par [Gail et al., 1975] consiste & séparer les rayons se déplacant vers le demi espace z > 0 de ceux allant
dans le sens opposé. On a donc en fait deux systémes de M x P/2 équations de transfert, et il faut une
condition initiale pour chacun de ces systémes. Les conditions aux limites sont données pour les vitesses
tendant vers I’infini, et spécifient que 'intensité conditionnelle devient alors égale & I'intensité du continu
a la méme fréquence.

10Sans quoi 1’on se raméne & 1'approche “rigide” évoquée plus haut.
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On ne détaillera pas ici la méthode suggérée par [Gail et al., 1975] pour résoudre ces systémes. On se
contentera de remarquer qu’elle revient & partir d’une estimation (par exemple issue d’un modéle & 'ETL)
des intensités conditionnelles correspondant & p < 0, puis, en se déplacant le long de 'axe z, & calculer les
intensités correspondant & p > 0. La combinaison des intensités pour tous les angles est alors utilisée pour
calculer le champ de rayonnement au point z et donc les populations. Aprés avoir atteint le bord extérieur
du nuage on recommence en sens inverse jusqu’a obtenir la convergence. Par comparaison, la méthode
de [Albrecht & Kegel, 1987] consiste & se donner une estimation des populations dans tout ’espace, a en
déduire les coefficients d’absorption et la fonction source, qu’on utilise ensuite pour résoudre le systéme
d’équations de transfert. Les intensités ainsi calculées donnent de nouvelles estimations des populations
{nr}, et on itére le processus jusqu’a atteindre un critére de convergence spécifié a I’avance.

XIX.4.e Résultats et analyse

Les premiéres simulations numériques de ce modéle hors équilibre thermodynamique local sont présentées
par [Gail et al., 1975] dans le cadre d’une approximation & deux niveaux et & deux rayons (u = +1) de la
transition a 5576 A du fer atomique, déja utilisée par [Gail & Sedlmayr, 1974|. Le paramétre caractérisant
alors le caractére hors-ETL du modéle est le rapport € = Ca1 /A2 de dépopulation par collisions du niveau
supérieur. On montre en effet que les équations de transfert généralisées incluent des termes de couplage
entre les différentes fréquences et les différents angles, termes qui sont proportionnels & (1+¢)~!, de sorte
que si € est grand devant un'!, on a en fait un simple systéme d’équations exactement identiques & celles
du cas de 'ETL. En revanche, si € est inférieur ou de 'ordre de un, il faut traiter le cas hors-ETL.
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Fic. XIX.4 — Profils de raies d’absorption du Fe 1 a 5576 A, dans le cas de vitesses turbulentes o, =
1 km s~! (figures Al et A2), o, = 2 km s~ (figures B1 et B2) et 0, = 3 km s~—! (figures C1 et C2). Les
figures A1, B1 et C1 correspondent 4 I’ETL, les figures A2, B2 et C2 au cas hors-ETL. Sur chacune des
sous-figures, les trois courbes représentent, de bas en haut, les profils d’absorption dans le cas des longueurs
de corrélation I, = 10 km, I, = 100 km et [, = 1000 km, respectivement. Figure issue de [Gail et al., 1975].

La figure XIX.4 montre, pour trois valeurs différentes de la vitesse turbulente o, et trois longueurs de
corrélation l,, la comparaison entre les cas ETL et hors-ETL, telle que calculée par [Galil et al., 1975]. Sur
chaque sous-figure, le profil le plus profond correspond au cas microturbulent. Que I’on soit dans le cas
de ’équilibre thermodynamique local ou pas, on constate que les profils d’absorption sont de moins en
moins profonds et de moins en moins larges quand la longueur de corrélation augmente, comme on ’avait
remarqué au XIX.3.b. D’autre part, a [, et o, identiques, le profil hors-ETL est plus profond que le profil
ETL correspondant, en tous les cas au centre de la raie. On remarque en revanche que les ailes de raies
sont, sensiblement identiques dans les deux cas, ce qui suggére que celles-ci sont toujours formées a 'ETL.

XIX.4f Le cas de I'émission de molécules CO

Albrecht et Kegel [Albrecht & Kegel, 1987] ont utilisé le modéle qu’on vient de décrire pour calculer nu-
mériquement les profils en émission de raies du monoxyde de carbone, modélisé par une molécule & six

11 Ce qui signifie que les processus collisionnels dominent les processus radiatifs.
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niveaux d’énergie. Cette approximation décrivant relativement bien le diagramme d’énergie de CO, les
profils obtenus sont pertinents pour ’étude des raies du monoxyde de carbone interstellaire.

ly =0,01D ly =0,1D ly =1D v = 10D

wd ZOI =u

e—

(E{L} — L.)/B.
e U O] = U

S_IIIZ) VOI =U

FiG. XIX.5 — Profils de raie calculés pour la transition J = 1 — 0 du monozyde de carbone. La vitesse turbu-
lente o, est prise égale & 3oy, pour Ty, = 10 K. Les différentes sous-figures correspondent a différentes va-
leurs de la densité n et de la longueur de corrélation l,,, comme indiqué en regard, en rappelant que D est la
profondeur de la couche turbulente. Sur chacune des sous-figures, les quatre courbes correspondent auz diffé-
rentes densités de colonne de CO considérées, soit Nco = 10'6 ecm—2, Noo = 10'7 em ™2, Ngo = 108 em—2
et Noo = 10'° ¢cm~2, en partant de la raie la moins intense. Figure issue de [Albrecht & Kegel, 1987].

On ne reviendra évidemment pas sur ’établissement de ’équation de transfert généralisée ni des équations
régissant les populations des niveaux. La procédure numérique a également été décrite un peu plus haut,
pour un modéle de nuage constitué d’une couche turbulente homogéne'? de largeur D. A la différence
de [Gail et al., 1975], le nuage est ici illuminé des deux cotés par le rayonnement du fond diffus cosmo-
logique, lequel constitue en moyenne une fraction importante du rayonnement ambiant aux fréquences
des transitions rotationnelles de CO. D’autre part, les faibles densités du milieu interstellaire justifient de
prendre une gaussienne comme profil d’absorption et d’émission ¢.

Les paramétres du probléme sont la densité volumique n de particules, & savoir essentiellement celle des
molécules de dihydrogéne, la température cinétique T}, la densité de colonne'® du monoxyde de carbone
N¢o, et bien entendu les paramétres o, et [, du champ de vitesse. En ce qui concerne leurs influences
respectives, on remarquera que la densité du gaz n’intervient qu’au travers des probabilités de transition

121ci, homogéne signifie qu’il n’existe pas de fluctuations de densité, a ne pas confondre avec le caractére homogéne de la
turbulence évoqué dans le chapitre X.
131 ’abondance de CO par rapport 4 Hy est fixée, dans le modéle, & 10~5.
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collisionnelle!. La température cinétique, elle, détermine d’une part la largeur des coefficients d’absorption,
et d’autre part les taux de collision, et donc les coefficients C}j. Par ailleurs, la densité de colonne de CO
joue d’un c¢oté sur la probabilité d’échappement des photons (qui diminue lorsque Noo augmente) et d’un
autre coté sur ’émission des raies & haut J. En effet, lorsque les raies correspondant aux niveaux de basse
énergie deviennent optiquement épaisses & grande densité de colonne, les niveaux excités correspondant
sont plus facilement peuplés du fait des émissions et absorptions multiples, ce qui permet alors d’exciter les
niveaux plus élevés. Enfin, on a déja discuté de l'influence des paramétres du champ de vitesse au XIX.3.

Les figures XIX.5 et XIX.6 montrent certains des résultats obtenus par [Albrecht & Kegel, 1987], pour la
transition J = 1 — 0, la température cinétique étant égale & T = 10 K. Sur la figure XIX.5, on voit les
profils de raie tracés pour différentes valeurs de la longueur de corrélation, de la densité de colonne de CO,
et de la densité n du dihydrogéne. La vitesse turbulente caractéristique est ici fixée & o, = 3o¢n, Ol ogh
est la dispersion de vitesse thermique. Sur ces profils, on remarque ’autoabsorption au centre de la raie,
qui est particuliérement marquée dans le cas des plus petites longueurs de corrélation, mais qui disparait
presque complétement lorsque [, augmente, ce qui pourrait expliquer le fait qu’en pratique on n’observe
que trés peu d’autoabsorption dans les raies interstellaires, contrairement & ce que prédisent les modéles
hors-ETL microturbulents. D’autre part, les profils sont plus intenses et plus larges dans le cas des petites
longueurs de corrélation, ce qui corrobore les résultats obtenus par [Gail et al., 1975] pour des raies en
absorption.

La figure XIX.6 présente quant i elle les courbes de croissance de cette transition, correspondant aux mémes
densités n et & la méme température cinétique. On considére deux valeurs pour la vitesse turbulente, soit
0y = o €t 0, = 3oyn. Chaque sous-figure regroupe les courbes de croissance calculées pour différentes
longueurs de corrélation, tous autres paramétres étant égaux par ailleurs. Si I’interprétation de ces courbes,
ainsi que des profils de raie, est assez délicate, on remarque quoi qu’il en soit que la valeur de la longueur
de corrélation de la vitesse en modifie sensiblement 1’aspect, ce qui suggére que 'interprétation des raies
interstellaires doive en tenir compte pour accéder aux propriétés physiques des nuages.

3
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Fi1c. XIX.6 — Courbes de croissance théoriques de la transition J = 1 — 0 du monozxyde de carbone, calculées
pour une température cinétique T, = 10 K. La premiére ligne correspond au cas o, = oy, la seconde a
0y = 3own- Les différentes sous-figures regroupent les courbes obtenues pour les valeurs I, = 0,01D (tirets),
l, = 0,1D (trait mixte), l, = D (trait plein) et l, = 10D (pointillés) de la longueur de corrélation, la
densité n variant d’une sous-figure ¢ l’autre, comme indiqué. Figure issue de [Albrecht & Kegel, 1987].

1473 densité critique de Ha au-dela de laquelle les processus collisionnels dominent est d’environ 10% cm™3.
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XIX.5 Cas d’un milieu présentant des fluctuations de densité

XIX.5.a Introduction

Le milieu moléculaire froid et dense, dans lequel se forment les raies de CO discutées a la section précédente,
présente une structure hétérogeéne en densité (voir le chapitre Il). Or on vient de voir, dans le cas d’une
couche homogéne, que cette densité influe assez nettement sur les profils des raies. Il semble donc raison-
nable, dans une nouvelle étape de généralisation du modéle de [Gail et al., 1974], de chercher & inclure les
effets d’un champ stochastique décrivant la densité n du dihydrogéne dans le nuage. C’est ce que proposent
Hegmann et Kegel [Hegmann & Kegel, 2000], tout en notant qu'’il existe des modéles de transfert radiatif
dans des milieux hétérogénes'. Mis a part cette amélioration, le travail de [Hegmann & Kegel, 2000] re-
pose sur le méme modéle de couche turbulente que [Albrecht & Kegel, 1987], et ils s’intéressent également
aux raies d’émission de CO, représenté par un rotateur rigide & six niveaux d’énergie. On va maintenant
décrire le champ de densité stochastique qu’ils introduisent, avant de donner quelques résultats.

XIX.5.b Champ de densité stochastique

Le modéle de [Gail et al., 1974] reposait sur l'idée que 1’équation de transfert pouvait se voir comme une
équation de Langevin, dont le terme stochastique pur est nul, et qu’en prenant un champ de vitesse
obéissant également & une équation de Langevin, on pouvait alors dériver une équation de Fokker-Planck
portant sur la probabilité jointe de la vitesse et de l'intensité.

De méme, si ’on introduit un champ de densité dont ’évolution le long de la ligne de visée est régi par une
équation de Langevin, on pourra appliquer le méme formalisme pour la probabilité jointe des trois variables
intensité spécifique, densité et vitesse. Le probléme qui se pose alors est de contraindre la positivité de la
densité, ce que ne permet pas a priori ’équation de Langevin. On s’en sort en prenant comme variable,
non pas la densité n proprement dite, mais son logarithme, en posant

- n N sz 2
n=In{— oll ng est une densité de référence.
No

C’est, cette densité logarithmique qui est alors décrite par une équation de Langevin identique & celle
régissant la vitesse, et caractérisée par une dispersion o7 et une longueur de corrélation 5, qui sont des
constantes indépendantes des autres paramétres du probléme,

dn ﬁ + 2y (2) avec ([Ti(2))=0 et (Ta(2)Ta(z")) =26(z—2")

- = - —1 5 Vi 3 = ~ > = —_

Remarquons qu’étant donné ce qui a été dit au chapitre VIII, la distribution des densités logarithmiques est
gaussienne, comme la distribution des vitesses. Par conséquent, la distribution de la densité est lognormale,
ce qu’on illustre sur la figure XIX.7, laquelle montre également des exemples de champs de densité le long
d’une ligne de visée, pour deux valeurs de la dispersion o7.

On remarque notamment que plus cette dispersion est élevée, plus le gaz a tendance a étre regroupé dans
des entités denses, séparées les unes des autres par des régions peu denses. L’échelle caractéristique de
variation de la densité est quant & elle donnée par la longueur ;. Notons enfin que la densité moyenne le
long de la ligne de visée est reliée & la densité de référence par

oz

E {n} :noexp( :

) et en pratique c’est elle qu’on se donnera, plutdt que ng.

XIX.5.c Equation de transfert généralisée

Suivant ce qui a été fait au XIX.2.c, on considére la probabilité P(v, 7, I,,; 2)dvdidl, pour qu’au point z la
vitesse, la densité logarithmique et l’intensité aient respectivement pour valeurs v & dv prés, i & dn prés,

5 Toutefois, ces hétérogénéités sont représentées par un nombre fini de phases homogénes distinctes [Juvela, 1997].
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Fia. XIX.7 — Ezemples de champs de densité le long d’une ligne de visée (4 gauche pour deux va-
leurs de la dispersion o) et distributions de probabilité correspondantes (4 droite). Figure reproduite
d’aprés [Hegmann € Kegel, 2000].

et I, a dI, prés. Etant donné que les différentes équations de Langevin portant sur ces trois variables ne
sont pas couplées, I’équation de Fokker-Planck portant sur P est simplement!6

oP _10(wP)  o?d*P  10(iP)  o28°P O
a—ﬁ 0 +_6U2 E o +_~F+8T[K:V(V_SV)P]J (101)

o, par rapport & ’équation (98), on a juste ajouté les termes correspondant & la variable 7, dont la forme
est identique & celle des termes se rapportant & la vitesse. On n’introduira pas ici la vitesse réduite ou
la profondeur optique, et les quantités (), et ¢, seront cette fois dépendantes des variables z, v et f. En
particulier, ’équation de transfert généralisée pour P’intensité conditionnelle g, est

dq, 1 0q, ,0%q, 1 _9q, , 8%,
oz 1, ( Vo TP ) T\ Tan T gns ) v (@ = S) (102)

n

Remarquons que ’espérance de l'intensité spécifique est maintenant donnée, en fonction de ), - ou de
gv - par une intégrale portant non seulement sur la vitesse, comme c’était le cas jusqu’a présent, mais
également sur la densité logarithmique,

E{l,} = // Q. (v,7i; z)dvdn = // g (v, 715 2) W, (v) Wi, (f1)dvdii

Dans le cas hors ETL, I’équation de transfert généralisée (102) doit étre résolue simultanément avec les
équations (100) donnant 1’évolution des populations des niveaux, équations qui restent inchangées, si ce
n’est que les nombres d’occupation dépendent maintenant aussi de la densité logarithmique 71, en plus de
la position et de la vitesse.

XIX.5.d Résultats

Le modéle utilisé par [Hegmann & Kegel, 2000] est le méme que celui de [Albrecht & Kegel, 1987], soit une
couche turbulente bidimensionnelle, homogéne transversalement, et illuminée de chaque coté par le rayon-
nement du fond cosmologique. La température cinétique choisie est T, = 10 K, et les densités moyennes
du dihydrogéne sont comprises entre 10 et 10* cm™2, ’abondance du monoxyde de carbone étant fixée
4 8.1075, valeur donnée par [Black & Willner, 1984]. Pour commencer, [Hegmann & Kegel, 2000] observe
les effets de la seule structure en densité'”, en prenant I’exemple d’un champ de vitesse microturbulent. II
apparait que cette structure affecte bien le transfert radiatif, car, tout en se plagant dans les conditions de

16Puisque les variables ne sont pas couplées, les coefficients de diffusion associés & deux variables distinctes sont nuls.
1715 effets de la turbulence sont alors assimilables & ’élargissement thermique.
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PETL, lintensité spécifique au centre de la raie J = 1 — 0 diminue lorsqu’une des deux quantités o7 ou
l7 augmente, ce qu’on interpréte en notant que les fortes valeurs de oy conduisent a des lignes de visée sur
lesquelles le gaz est essentiellement concentré dans des nuages petits et denses, séparés les uns des autres
par une distance de ’ordre de l;. Dans ce cas, on a un effet de dilution du rayonnement qui atténue la raie
observée. D’autre part, les hétérogénéités de la densité ont également une influence sur les populations des
niveaux, puisque les taux de collision dépendent directement de n2. Plus o est grande, plus la fraction de
gaz contenue dans des nuages denses est forte, et plus on se rapproche des conditions de 'ETL. C’est bien
ce qu’observe [Hegmann & Kegel, 2000].

La prise en compte d’un champ de vitesse turbulent possédant une longueur de corrélation finie aboutit &
des profils de raie présentés sur les figures XIX.8 et XIX.9, correspondant respectivement aux transitions
J=1-—> 0et J =4 — 3. Dans les deux cas, la densité de colonne du monoxyde de carbone est
Nco = 2,4.10" cm~2, la densité moyenne du gaz est E{n} = 10 cm 3 et la vitesse caractéristique de
la turbulence est o, = 100¢n. Les profils correspondant aux mémes valeurs de I et [,, qui sont prises
entre 10'7 et 2,5.10'® cm, sont regroupés, les différentes courbes d’une méme sous-figure représentant les
différentes valeurs de la dispersion de la densité logarithmique, & savoir o; = 0,1, 05 = 1,0 et 05 = 2,0.

ly =1,0.1017 cm ly = 5,0.1017 cm ly =2,5.10'% cm

wo “0{'0‘1 =%

E{I,}/B,(10 K)

wo “0{'0‘9 =%

w 810{'9‘3 =%

05 015 20 25 30 05 10 15 20 25 30 05 1015 20 25 30

Av (km s~ 1)

Fic. XIX.8 — Profils de raie pour la transition J = 1 — 0 du monozyde de carbone, calculés pour une
température cinétique T, = 10 K, une densité moyenne E{n} = 10® cm=2, une densité de colonne
Nco = 2,4.10'® ecm™2 et une vitesse turbulente o, = 100y,. La longueur de corrélation de la densité
augmente de haut en bas, celle de la vitesse augmente de gauche a droite, chaque sous-figure correspon-
dant & une combinaison (l7,l,). Les courbes regroupées sur une sous-figure représentent les différentes
valeurs de la dispersion, oz = 0,1 (pointillés), on = 1,0 (tirets) et oz = 2,0 (trait plein). Figure issue
de [Hegmann & Kegel, 2000].

On remarque notamment que les profils de la raie J = 4 — 3 sont plus intenses lorsque o augmente, ce
qu’on interpréte en disant que, dans ce cas de figure, les nuages denses présents dans le milieu favorisent les
transitions collisionnelles vers les niveaux de J élevé, et donc les désexcitations radiatives correspondantes.
A linverse, et comme on ’a déja suggéré, la raie J = 1 — 0 devient plus faible quand ¢ augmente. D’autre
part, autoabsorption au centre de la raie pour les faibles valeurs de [, sur la figure XIX.8 disparait quand
cette longueur de corrélation augmente.
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Fic. XIX.9 — Profils de raie pour la transition J = 4 — 3 du monoxyde de carbone. Les paramétres et la
disposition des figures sont identiques & ceux de la figure XIX.8. Figure issue de [Hegmann & Kegel, 2000].

En résumé, les raies de bas J sont en général atténuées par I’existence d’un champ de densité stochastique,
et ce d’autant plus que les longueurs de corrélation I et [, sont grandes (voir la figure XIX.8). Au contraire,
on observe que les raies de haut J sont renforcées par les hétérogénéités de densité. En ce qui concerne
Iinfluence d’un champ de vitesse ayant une longueur de corrélation finie, on a noté I’atténuation des effets
d’autoabsorption, de sorte que les raies semblent saturer bien qu’on ne soit pas & 'ETL. Encore une fois,
ces résultats montrent que I'interprétation des raies interstellaires ne peut pas étre faite correctement sans
prendre en compte la structure des champs de densité et de vitesse.
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|CHAPITRE XX|

Cas des corrélations densité-vitesse

XX.1 Introduction

Comme on vient de le voir au chapitre XIX, ’existence de champs de densité et de vitesse stochastiques
dans les nuages moléculaires peut notablement affecter la forme des raies qu’on y observe, en particulier
des raies rotationnelles de CO, dont I'importance est fondamentale pour I’étude des propriétés physiques
de ces nuages. Il se pose alors la question de savoir de quelle fagon on pourrait rendre ce modéle encore
plus réaliste, de maniére & en observer les effets sur la formation des raies.

Or, le modéle de [Hegmann & Kegel, 2000] présente le défaut d’ignorer totalement ’existence de corré-
lations entre les champs de densité et de vitesse. Il semble donc que l'introduction de telles corrélations
puisse constituer une étape supplémentaire, & la fois raisonnable et réaliste, de complexification du probléme
du transfert radiatif stochastique tel que décrit par le modéle de Gail et al [Gail et al., 1974], généralisé
par [Hegmann & Kegel, 2000]. C’est ’objectif de ce chapitre que d’introduire ces corrélations.

Dans cette optique, la prise en compte des contraintes hydrodynamiques au sein du gaz interstellaire peut
se faire par exemple en reliant la densité du gaz & la dispersion locale des vitesses, ce que nous ferons
au XX.2.b. Ainsi, tout en restant dans le cadre formel de champs décrits par des équations de Langevin,
il doit étre clair dés maintenant que les équations portant sur n et v ne pourront plus étre indépendantes,
comme c¢’était le cas jusqu’a présent. L’équation de transfert généralisée en sera probablement modifiée,
d’autant que son écriture (102) a été obtenue en faisant implicitement ’hypothése qu’on pouvait écrire la
densité de probabilité jointe W (v, 7i) comme le produit des densités de probabilité associées & chacune des
variables 7i et v, ce qui n’est a priori plus possible dés lors qu’on introduit des corrélations entre la densité
et la vitesse.

XX.2 Equation d’évolution de I'intensité conditionnelle

XX.2.a Forme générale de I'équation d’'évolution de l'intensité moyenne

Pour simplifier ’approche, on conservera les équations d’évolution de la vitesse et de la densité logarith-
mique le long de la ligne de visée, telles qu’introduites par [Gail et al., 1974] et [Hegmann & Kegel, 2000].
Cependant, étant donné que 1’équation de transfert généralisée est susceptible d’étre modifiée par la pré-
sence de corrélations entre la densité et la vitesse, il ne semble pas superflu de repartir de formes trés
générales pour les équations de Langevin décrivant ces deux champs, et d’en dériver I’équation d’évolu-
tion de l'intensité moyenne @),, qu’on simplifiera ensuite en revenant aux équations de Langevin spécifiées
par [Hegmann & Kegel, 2000].

Equation portant sur la densité de probabilité tridimensionnelle

La forme générale des équations de Langevin portant sur 71 et v est obtenue en supposant que les paramétres
des équations sont des fonctions de 7 et v, ainsi que de la position z,

dn . . dv - .

5 = v s2) +ga(v,n;2)Ta(2) et o2 = ho(v,7152) + 9o (v, 752)T0 (2)-

On reconnait 14 une forme déja simplifiée des équations de Langevin (32), en ce sens qu’on suppose que les
éléments non-diagonaux de la matrice g sont nuls. On fait cette hypothése pour ne pas trop alourdir les
notations et 'expression finale de ’équation sur g,, et parce que les équations qu’on utilisera in fine sont
de ce type. Les forces de Langevin I'; et T';, possédent les propriétés décrites au chapitre VI, ¢’est-a-dire
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qu’il s’agit de processus gaussiens indépendants, avec
E{Tu(21)...Tu(z2n-1)} =0 et E{Ty(21)...Ty(z2n)} =2" 25 Ziy = 2ig) - 0(Zina_y — Zin) | 5

en rappelant que P, est ’ensemble des (2n)!/(2™n!) permutations de (1,2, ..., 2n) ne laissant pas invariant
le produit des distributions de Dirac. On a bien sir la méme propriété pour I';.

En rapprochant les deux équations d’évolution de 71 et v de I’équation de transfert classique, on peut traiter
le probléme dans le cadre général des équations de Langevin non-linéaires & plusieurs variables. Dans notre
cas, le vecteur composeé des divers processus stochastiques considérés est X = (v, 1, I,,), et les fonctions h;
et g;; apparaissant dans les équations (32) s’écrivent respectivement

hi = hs ha = hy hs = —k, (I, — Sy) g1 = gn g2 =gy et g33 =0,

les éléments non diagonaux de la matrice g étant nuls, comme on I’a déja souligné. A partir de ces
expressions, on peut en déduire directement l’équation de Fokker-Planck régissant 1’évolution, le long de
la ligne de visée, de la densité de probabilité tridimensionnelle P(v, 7, I,; 2), en suivant la méthode décrite
au chapitre VIII. Pour I’écrire, il nous suffit de calculer les coefficients de dérive et de diffusion, ce qui est
immédiat & partir des formules (35),

0 0
Dy =hi+garnr  Dy=hy+ gy

on Ov
les coefficients de diffusion non diagonaux étant nuls du fait que la matrice g est elle-méme diagonale.
Insérant ces expressions dans ’équation de Fokker-Planck (31), on obtient

oP 9 09 i) 990 9 9 (g3P) 9 (9.P)
57 an[(h +g”6ﬁ)P] 61}[(h Ty )P]+afu[“”(l” SOPI+ g+

On montre sans difficulté qu’en remplacant hz, gn, hy et g, par leurs valeurs dans le cas considéré
par [Hegmann & Kegel, 2000], on retrouve leur équation, donnée au chapitre XIX par I’équation (101).

D3 = _K/I/(IV - Su) Dl,l = 91271, D2,2 = 912; D3,3 = 03

l

Equation portant sur I'intensité moyenne

Suivant toujours la méthode de [Hegmann & Kegel, 2000], I’étape suivante consiste & définir ’espérance de
Iintensité, laquelle dépend non seulement de la position sur la ligne de visée, mais également de la vitesse
et de la densité logarithmique. Explicitement, on pose

Q. (v,7; 2) =/P(v, i, I,;2)I,dI,, et on cherche & déterminer son équation d’évolution.

Dans ce but, on multiplie I’équation portant sur la densité de probabilité P par 'intensité spécifique I,,,
avant d’intégrer sur cette méme variable. En utilisant Iintégration par parties décrite au XIX.2.c, on
obtient alors ’expression suivante

8QV _ 0 6gn 6 691) o? (ggQu) d? (gygLQu)
82 - 6~ |:<h/ + n ~ ) Qu:| - |:(h' + v )Qv] - V(QV_SVW)+ 8’1}2 + 6ﬁ2

Cette équation est I’équation de transfert dans le cas le plus général considéré ici. Elle fait intervenir la
densité de probabilité jointe pour la densité logarithmique et la vitesse longitudinale,

W(v,n; z) :/P(v,ﬁ,l,,;z)dl,,,

dont on remarque qu’elle vérifie également une équation de Fokker-Planck, qu’on peut d’ailleurs écrire
directement, puisqu’elle est associée au processus stochastique bidimensionnel Y = (v, 7), lequel est déja
parfaitement déterminé en termes de coeflicients de dérive et de diffusion,

ow 0 09 9 99. 0 (g2W) | 9 (%W)
9z  0on [(h + ”a&)w] T [(h * ”6U>W] T T a0 (109)

Cette remarque n’est pas que formelle, car on se servira de cette équation dans la suite.
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XX.2.b Forme des corrélations densité-vitesse

Avant de résoudre cette équation de transfert généralisée, on va d’abord expliciter les formes que vont
prendre les corrélations entre les champs de densité et de vitesse. Si I’on se penche sur ce probléme
maintenant, alors qu’on n’a pas encore écrit I’équation gouvernant ’évolution de l'intensité conditionnelle
qv, c’est que les expressions deviennent extrémement lourdes dans le cas général qu’on a utilisé jusqu’ici.
On va donc introduire les formes spécifiques que nous allons utiliser dans la suite. Il n’est pas déraisonnable,
en vue d’imposer une corrélation entre les champs de densité et de vitesse, de supposer que le gaz suit
une équation d’état polytropique, selon laquelle la pression turbulente varie comme une puissance de la
densité, soit Piup < Y. Comme d’autre part, cette pression turbulente est liée & la dispersion locale du
champ de vitesses o, par Py, & no2, on est amené & conclure que la dispersion des vitesses est elle-méme
liée & la densité,

[¢3
Oy = 09 (£> =ogexp(afi) avec a= IYT et ol ng est la densité de référence du XI1X.5.b.
no

Pour rester proche du modéle de [Gail et al., 1974] et [Hegmann & Kegel, 2000], on choisit alors simple-
ment de prendre les mémes équations décrivant 1’évolution du champ de vitesse et du champ de densité
logarithmique,

dn n o7 dv v Oy
- _ 2 rp —=——4 2T 104

a ceci prés que, dans notre cas, le paramétre o, n’est plus une constante mais dépend de la variable 7. Les
autres paramétres, [, [ et o5 restent quant & eux inchangés.

Afin d’évaluer les valeurs possibles de 7, il convient de remarquer que la pression turbulente Py est
ici considérée comme une pression cinétique associée aux mouvements macroscopiques du gaz, et on peut
donc s’inspirer des valeurs de 'indice polytropique connues pour la pression cinétique microscopique Py au
sein d’un gaz supposé parfait. Au cours d’une évolution isotherme, v = 1 et a est donc nul, tandis qu’en
évolution adiabatique, et suivant qu’on se trouve plutdt dans une phase atomique ou ionisée, ou plutot
dans une phase moléculaire, y varie entre 5/3 (o = 1/3) et 7/5 (a = 1/5). En conclusion, il semble que des
valeurs de v comprises entre 1 et 2 soient représentatives des conditions rencontrées dans les différentes
phases du milieu interstellaire.

Avec ces hypothéses, la forme de 1’équation régissant 1’évolution de 'intensité moyenne @), est la méme
que celle de [Hegmann & Kegel, 2000], & ceci prés que la distribution W n’est pas factorisable du fait des
corrélations, et que o, n’est pas une constante mais dépend de la densité,

00, _ 10
0z - lﬁ on

2 6QV

Vv

|:ﬁQu+026QV:| 19

ﬁ@ﬁ + —= |:'UQ1/+0'

I 9o ] — K (Qv — SuW) |. (105)

En effet, les expressions des différentes fonctions hz, hy, g7 et g, sont inchangées par rapport au cas
sans corrélation. La seule nouveauté vient du fait que g, est une fonction de 7, ce qui ne change rien au
coefficient de dérive Dy puisque c’est la dérivée par rapport & v qui intervient, laquelle est nulle.

XX.2.c Evolution de I'intensité conditionnelle

L’intensité moyenne ), dépend de la densité logarithmique et de la vitesse. Il est donc intéressant, comme
cela est fait dans les différentes approches du transfert radiatif stochastique, de [Gail & Sedlmayr, 1974]
a [Hegmann & Kegel, 2000], d’introduire l'intensité conditionnelle g,, qui revient & normaliser l'intensité
moyenne par la distribution jointe W de la densité logarithmique et de la vitesse,

= % de sorte que E{I,(2)} :// ¢ (v, 7i; 2)W (v, 71; z)dAdo.

On remarque que g, a effectivement la dimension d’une intensité spécifique, contrairement & @, . Notons
d’autre part que cette quantité est utilisée par [Hegmann & Kegel, 2000] pour des raisons de stabilité

¢ (v,7; 2)
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numérique. L’introduction de cette forme dans ’équation (105) donne alors

% — q_" 1+i6_W+ﬁ02W laqy ~+%6_W 0_%82(1"
9z 1. W on W o2 L on \"T W on I, 02

» 2 92 1 » 22 2 21/
N q_(l v OW av(?W) dq (v-l— 008W>+av8q

L\ T war Twar )T W ov

La simplification de cette équation tient aux propriétés de la distribution de probabilité jointe, dont on a

écrit plus haut I’équation d’évolution. Il est légitime, en se plagant & une position z assez grande devant

les longueurs de corrélation I et [, de supposer que cette distribution a atteint le régime stationnaire, de

sorte qu’elle vérifie ’équation sans second membre

1 oW 282W> 1 ( ow 282W> _
- )

" (W”%“ﬁ o ) T\ TGy T

(106)

qu’on obtient directement & partir de ’équation (103) en remplagant les fonctions hz, hy, g €t g, par
leurs expressions respectives, puis en développant les dérivées. On en déduit que les termes en facteur de
q» dans ’équation de l'intensité conditionnelle s’annulent, de sorte que finalement

0z Iy 0 W on ) " e T o o )t g =S| (07)

9g, _ 10q, (ﬁ %GW) 03 0%q, _10q, (v 202 0W> oy 9%qy

Dans le cas limite ol les corrélations sont absentes, soit pour v = 1, on a d’une part o, = o quelle que soit
la densité, mais également factorisation de W, sous la forme W (v,n) = W5 (7)W, (v), ot les distributions
respectives de la densité logarithmique et de la vitesse sont données par des gaussiennes, puisque ces deux
variables, supposées ici indépendantes, sont régies par des équations de Langevin exactement identiques &
celle étudiée en détail dans ’exemple du mouvement brownien, au chapitre VIII. On a donc, dans ce cas
particulier,

N _ 1 i’ 1 v?
W(v,n) = Wa(R)W,(v) = Norss exp <_ﬂ) x 2700 xp (_ﬁ)’

et I’équation (107) prend alors la forme plus simple utilisée par [Hegmann & Kegel, 2000]

g, _ n0q 030°¢ viq  dbdq

- “u(qu - Su);

8z 1 0n Il on?2 1, Qv l, Ov?

ce qui fait disparaitre de facto la distribution jointe W. En revanche, dans le cas général ot les corrélations
sont présentes, on ne peut clairement pas procéder & cette simplification sans précaution. II convient donc
de déterminer la forme de la densité de probabilité jointe. Comme on le verra, le calcul direct pose de
grosses difficultés, et il parait utile de commencer par calculer la distribution des vitesses W, et celle des
densités logarithmiques Wj;, définies par les intégrations

Wv(v)z/W(v,ﬁ)dﬁ ot Wﬁ(ﬁ)z/W(v,ﬁ)dv.

Pour reprendre la terminologie du chapitre IV, les fonctions W5 et W, sont les densités de probabilité
marginales de la loi du couple de variables aléatoires (v, 7).

XX.3 Distribution des densités logarithmiques

Etant donné que les paramétres de I’équation de Langevin gouvernant I’évolution de 7 le long de la ligne
de visée sont des constantes, il est possible de la considérer séparément des équations sur la vitesse et sur
I’intensité spécifique. Vu ainsi, le calcul de la distribution des densités logarithmiques a en fait déja été fait
au chapitre VIII, et on a donc, en transposant,

)

7l .

exp (——), cette distribution n’étant donc pas modifiée par les corrélations.
n

2oy,



tel-00008481, version 1 - 14 Feb 2005

CHAPITRE XX. CAS DES CORRELATIONS DENSITE-VITESSE 283

Le point important & relever ici n’est pas tant le résultat, qu’on connaissait déja, mais la méthode utilisée
au VIIL.2.f pour calculer la distribution des valeurs prises par un processus régi par une équation de
Langevin. Cette méthode, suggérée par [Risken, 1989], va maintenant étre appliquée au cas, bien plus
complexe, de la distribution des vitesses.

XX.4 Distribution des vitesses

XX.4.a Premiére expression des moments de la vitesse

La procédure en question consiste & calculer la distribution W, (v) & partir des moments de la vitesse
p;, = E {v(2)?}, pris en régime stationnaire, c’est-a-dire pour z > [, et z > l;. La premiére étape consiste
donc, partant de ’équation de Langevin sur la vitesse, a en écrire la solution formelle v(z) le long de la ligne

de visée en utilisant la variation de la constante, ce qui revient & refaire le calcul en termes de fonctions
de Green du VIIl.4.c,

o(z) = Oz"\”/g_? exp (—z . t)I‘,,(t)dt: \‘;?_ /0 exp [aﬁ(t) + tl_—vz]l“v(t)dt,

en prenant garde & la normalisation, et en choisissant une vitesse initiale vo = v(0) nulle, ce qui ne constitue
pas une perte de généralité, puisqu’en régime stationnaire, le terme dépendant de la vitesse initiale est
négligeable!. Le moment d’ordre p de la vitesse au point z est alors I’espérance

iy = E{v(2)P} = (%)p/ozdtl ,../0th E {ljexp [aﬁ(ti) + %(t, - z)] Fv(ti)} )

Ce qu’on peut réécrire en effectuant les changements de variables 7; = z — t;,

iy = %\’ zd7'1... zdrpexp —lzp:n E < exp azp:ﬁ(z—n) .ﬁfv(z—n) , (108)
Viv) Jo 0 by = i i1

Les termes stochastiques T', & origine des fluctuations de vitesse sont naturellement décorrelés de la den-
sité, la corrélation ne se faisant qu’au travers des coefficients o, de ces forces de Langevin. Par conséquent,
les moyennes d’ensemble présentes dans I’équation (108) peuvent étre factorisées

E {exp laZﬁ(z —Ti)].HFv(z —Ti)} =E {exp laZﬁ(z —7',-)] } E {Hl"v(z - Tz)} . (109)

=1

Remarquons que dans le cas particulier ou il n’y a pas de corrélation, a est nul, de sorte que cette
factorisation est élémentaire. Par ailleurs, les propriétés statistiques de I', montrent [Risken, 1989] que
les moments d’ordre impair sont nuls, et que les moments d’ordre pair font intervenir des produits de
distributions de Dirac qui vont simplifier les intégrales (108). On rappelle en effet que

2m41 2m
E{ H Fv(z—n)} =0 et E{Hf‘v(z—n)} =2m2(5(73~1 — Tig) - O0(Tings 1 — Tigm )
i=1 i=1 P

ot P, représente ’ensemble des (2m)!/(2™m!) permutations (i1, iz, ...,i2m) de (1,2,...,2m) pour les-
quelles les produits de distributions de Dirac sont effectivement distincts. Il découle alors immédiatement
de ces propriétés que les moments impairs sont nuls, et que les moments pairs s’écrivent

20_3 m 2 2z 1 2m 2m } m
W = ( o ) ;/Odﬁ .../Odem exp l—ﬁ ;Ti]E{exp la;n(z—ﬁ) jl;[lé(mj_l — Tiy;)-

!Te lecteur ne doit pas étre perturbé par la notation ¢ pour la variable muette. Il s’agit bien d’une position et non d’un
temps. De méme, dans la suite, les notations 7 désigneront également des positions, et non des profondeurs optiques.
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Or, dans chacune des intégrales 2m-dimensionnelles de cette somme, les arguments des deux facteurs
exponentiels sont parfaitement symétriques dans les variables d’intégration 7;. Par conséquent, l’action
d’une permutation quelconque appartenant & l’ensemble P, laisse 'intégrande invariant. Tous les termes
sont, donc identiques, et on peut s’affranchir du signe somme en écrivant directement

! 2\ M z z 2m 2m m
o = (QTZL') (?_0) /dn .../dTgm exp l—ll ZTZ] E {exp laZﬁ(z - 7'1)‘| } H 0(T2i—1 — T2i).
’ v 0 0 Y i=1 i=1 i=1

Au passage, on a simplifié la notation des indices dans I’argument des distributions de Dirac, ce qui revient
4 prendre comme permutation particuliére ’identité.

XX.4.b Deéveloppement en puissances de «

Pour obtenir pl,, dans le cas de champs de densité et de vitesse corrélés, il faut donc calculer le facteur

S | 8 S S [ 3 S i

i=1 Ck,m Jj=1

en développant ’exponentielle en série infinie, de facon & faire apparaitre des produits de corrélation de la
densité logarithmique, dont on peut espérer pouvoir calculer les propriétés, en utilisant la méme procédure
que celle utilisée jusqu’d maintenant pour calculer les moments de la vitesse. On note d’ailleurs que cette
écriture permet d’isoler les effets des corrélations densité-vitesse, puisque le terme d’ordre zéro (k = 0)
correspond justement au cas sans corrélation. La derniére égalité dans 1’équation précédente utilise le
développement formel de la k*™¢ puissance de la somme des 7i(z — 7;). L'ensemble €y, est ainsi celui des
k-uples (i1, ...,4) pris dans (1,...,2m). Le calcul du moment u),, se réduit donc & celui des intégrales
de la forme

2m k m
Teym = /dn /dTgm exp l—— Z 7';| H n(z — ;) H O(T24—1 — T24)- (110)
j=1 i=1

Pour calculer ces derniéres, on doit donc s’intéresser aux corrélations du champ de densité logarithmique en
différents points de la ligne de visée. En partant de la solution formelle de I’équation de Langevin régissant
I’évolution de 7, on écrit?

Z—Tiq Z_Tik

k o k t + 7, —
H 7—1] = (T) | dtq ... ; dty, exp 27] Hrﬁ j ) (111)

=1 j=1

I’exponentielle pouvant étre extraite de I'espérance puisqu’elle n’a pas de caractére aléatoire. Il suffit donc
en théorie de calculer les moyennes de produits de I';;, dont on connait les propriétés, puisqu’elles sont les
mémes que celles de T';,, & savoir

2r+1

27
[l tatt) p=0 et EQTITalt) p =2"> 0(tj —tin) - 6(tjn_y — tjs,)- (112)
j=1 =1

P

Il s’ensuit que pour toute valeur impaire de k, les intégrales 7y ,, sont nulles. Seules restent celles corres-
pondant aux valeurs paires de k. On a déja remarqué que le terme d’ordre zéro Z; ,,, donnait le cas sans
corrélation, puisque c’est le seul terme présent lorsque a est nul. On a déja établi une expression semblable
au chapitre VIII, mais on redonne ici le calcul pour des raisons de commodité de lecture. L’intégrale Zg ,,
se factorise en m intégrales doubles identiques, ce qui permet d’écrire

Toym = [/ dTl/de exp (— n ;_TQ ) o(m — Tz)] = (%) en régime stationnaire (z > [,).
0 0 v

2Qu’on compare avec les expressions (108) et (109) dans le cas particulier o = 0.
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A partir de 13, la prise en compte des corrélations entre les champs de densité et de vitesse implique que
les termes d’ordre k = 2r plus élevé ne sont pas nuls a priori. Notre but est ici de calculer les expressions
correspondantes, ce qui passe par le calcul des intégrales suivantes, obtenues en insérant les propriétés (112)
de 'z dans P’expression (111),

2r r s .

) o) (o2\" [T [T Zt +1, —
Hn(z - Ti]-) = ( ) (l_~n) dt1 e dtzr exp &, H(S t2] 1 —tzj)
i=1 nseo

r!

On a réutilisé ici le fait que l'intégrande est invariant sous ’effet d’une permutation de P,. Aprés avoir fait
les changements de variables u; = z —t; pour j = 1,2,...,2r et factorisé les intégrales en regroupant les
variables présentes dans la méme distribution de Dirac, on obtient

Hn — ) _(27:) (1) HWZJ—]. 2j; 2),

en introduisant temporairement la notation condensée W(a,b; z), pour s’affranchir d’une équation trop
longue. Cette fonction représente 1’intégrale double obtenue lorsqu’on a effectué le regroupement des va-
riables d’une méme distribution de Dirac,

W(a,b;z):/dua/dubexp[ 2 Ual":sz ub]é(ua—ub).

Celle-ci est intégrable explicitement, et sa limite en régime stationnaire (s > [;;) prend la forme d’un facteur
exponentiel dépendant de la séparation |r;, — 7;,|, comparable & celui de la fonction d’autocorrélation du
champ de densité logarithmique®. Par conséquent, dans ce régime stationnaire, les fonctions de corrélation
d’ordre pair de la densité logarithmique sont

2r T T

. (2r)! (o2 1
I I fi(z — Tz-].) = n 7" exp A E |Ti2j—1 _Tizjl )
=1 " =

ce qui permet d’expliciter les intégrales Zs, ,,, en insérant cette forme dans lexpression (110), et fournit
une équation apparemment simple, puisque ne faisant intervenir que des facteurs exponentiels,

(2r)! 0'%
IQT,m = ] 7 e d’l‘l dTQm exp | —— ZTz l Z |7'12] 1 7_12] 1_[(S T2i—1 — T2z)
2r,m

XX.4.c Différents types d'intégrales

Pour s’affranchir du préfacteur qui ne ferait qu’alourdir les notations dans les calculs qui vont suivre, nous
allons écrire les moments pairs de la vitesse sous la forme

;o (2m)! a_g””"’a” _(2m)! a_gmooa” ﬁr
Pam = =3 (lv Z—(QT)!I%”” =\, Z T\ Krm, (113)

r=0 r=0

ot l'on a introduit les sommes d’intégrales K, ,, définies par

Krm = Z /dn /dnmexp ——ZTZ I Z|T,2] L = Tig, | H5 Toi—1 — T2i)- (114)

Cor,m

Comme dit plus haut, la contribution correspondant & » = 0 est celle du cas sans corrélation entre la densité
et la vitesse. Il s’agit donc de déterminer les contributions des ordres suivants. Mais avant de nous lancer

3Ce qui n’est pas pour nous surprendre, et signifie que ’échelle caractéristique de décroissance est I.
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dans le calcul, considérons la forme des termes K, ,,. Chacun d’eux est composé d’une somme d’intégrales
2m-dimensionnelles, dont la particularité est I’argument de ’exponentielle. Celui-ci fait intervenir un terme
parfaitement symétrique en toutes les variables 7;, ainsi qu’un terme dépendant de 2r variables choisies
parmi les 2m possibles. Notons que ce choix est fait sans restriction, c¢’est-a-dire qu’on peut choisir deux
fois la méme variable, ce qui devient d’ailleurs inévitable dés que r > m. D’autre part, les couples de
variables intervenant dans une méme valeur absolue peuvent tout aussi bien se retrouver dans la méme
distribution de Dirac, ou bien dans deux distributions différentes. On voit donc que, suivant le choix de
(i1,-.-,1i2,) dans [1,2m]?", intégrale multiple correspondante pourra étre de plusieurs types. Pour mieux
comprendre ce point, prenons ’exemple de 'ordre r = 1. Les indices i; et i, apparaissant dans la valeur
absolue dans l’expression (114), sont & choisir parmi 2m possibilités, chaque paire donnant une intégrale
a priori différente dans la somme Ky ,,,. Chacune de ces intégrales, cependant, reléve d’un des trois cas
suivants,

i 2m m
z z 1
K%)n :/dTl.../dTQmeXp —l—ZTi H(S(Tzi_l _T2i)
0 0 | V= =

(2) /dT1 /dTgm exp [—— ZT, |7'z1 Tin| | 0(T3, — Tiy) H(S(th-,l — T24)

igkiy,in

(3) /dT1 /dem exp | —— ZT, - |7'zl Tig || 0(Tsy — 73, )8(Tip — Tit)) H(S(Tm,l — Tai),

iFiq,ig 1’1 1'2

suivant que 41 = iy (premier cas), que i1 # i apparaissent dans la méme distribution de Dirac (deuxiéme
cas), ou encore que i; # i» apparaissent dans des distributions de Dirac différentes (troisiéme cas). Le
calcul de ces intégrales est assez fastidieux, mais il se fait sans difficulté fondamentale. Le premier type
d’intégrale est en fait donné par le cas sans corrélation, et les deux autres se raménent respectivement aux
calculs d’une intégrale double et d’une intégrale quadruple, lesquelles peuvent étre explicitées?, de sorte
qu’en se plagant dans le régime stationnaire, on a finalement

(1>_l_vm (2>_l_vm (3)_21,-1 L\™
i _<2>’ ki _<2> ot K mT L+ \2)

Quant & la valeur du terme K ,, complet, il faut la calculer en comptant le nombre d’intégrales de chaque
type. Il en existe 2m du premier, suivant 'indice 4; = i3 choisi parmi (1,...,2m). Il y a également 2(2m—1)
termes du deuxiéme type et 2(m—1)(2m—1) termes du troisiéme type®. Au total, il y a donc (2m)? termes,
comme il se doit.

Cet exemple montre que, d’'une maniére générale, K, ,, est la somme de (2m)?" termes relevant chacun
d’un type d’intégrale parmi un nombre N dépendant a priori de r et m. Pour un type n donné entre 1 et

N(r,m), on dénombre D(r,m,n) intégrales de ce type, notées ICT m, de sorte que

N(r,m) N(r,m)
Krm = Z D(r,m,n)lC,(,% avec Z D(r,m,n) = (2m)*"
n=1 n=1

Le poids D(r,m,n) de chaque type d’intégrale IC(") est le nombre de ses représentants apparaissant dans
Krm- Ce sont nécessairement des polynoémes en m & coefficients entiers, de degré au plus 2r, et au moins
I’un d’entre eux est de degré 2r, d’aprés la contrainte sur leur somme écrite précédemment,

2r
D(r,m,n) = Za,,m” ou les coefficients a, dépendent a priori de r,m et n.

p=0
Notons que la dépendance vis-a-vis de m n’est pas un obstacle & I’écriture sous cette forme polynomiale. Ce
qu’on rappelle simplement en disant que les coefficients dépendent de m, c’est que pour certaines valeurs

4Le lecteur intéressé pourra refaire le calcul en s’inspirant du cas sans corrélation.
5Ceci en supposant que m > 2, sinon il n’existe pas d’intégrale du troisiéme type.
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de cet entier, les intégrales d’un type donné n’ont pas lieu d’étre, par exemple pour m <2 et r =1,il n’y
a que deux types d’intégrales possibles. Formellement, cela revient & annuler les coefficients a, pour ces
valeurs de r, m et n > 3.

Ceci étant dit, le calcul explicite de ces intégrales & ’ordre un, bien que ne présentant pas de difficulté
conceptuelle, est déja assez pénible, de sorte qu’aux ordres supérieurs, la multiplication des intégrales
de types plus complexes encore semble en pratique en interdire le calcul analytique. On peut néanmoins
invoquer un argument dimensionnel en posant 7; = x;l, et 2 = zl, et en réécrivant X, ,, comme

T T 2m I r m
v
’Cr,m = l;n E d[El . d.Z'Qm exp | — E Tr; — — E |.Z'i2j_1 — $i2j| H (5(.’172,'_1 — 1'21')7
0 0 , ls 4
egr,m =1 Jj=1

i=1

d’ou la proportionnalité de chacune des intégrales }Cg,"% a [I7'. En réalité, suivant I’exemple de ’ordre un,
on écrira qu’elles sont proportionnelles & (I, /2)™, le coefficient de proportionnalité dépendant du rapport
des longueurs de corrélation [, /l; ainsi que des valeurs de r, m et n. Par suite,

N(r,m) LA™ 2r IA™
SR ORI OR

ot chaque coefficient b, dépend donc des entiers r et m et du rapport des longueurs de corrélation.

XX.4.d Retour sur les moments et distribution des vitesses

On en déduit la forme des moments d’ordre pair de la vitesse d’aprés ’équation (113),

am £ () (3

r=0

En rappelant que les moments impairs p5,,,, sont nuls, la fonction caractéristique Z, de la distribution
des vitesses est alors donnée par une somme infinie qu’on peut mettre sous la forme®

o0

Zo(uy) = 0‘;" ZbS(

r=0

) avec Sp(z) = Z ::n—mmp Qp(x)e”,

m2>0

oll p est un polyndéme d’ordre p. La fonction caractéristique peut donc s’écrire comme une combinaison
linéaire de fonctions de la forme
2 2
Uy00
exp| ——%= ).
2

uyoo \ 2" uZod — (aos)®r 2
_ v _ %% . _ n
Fr(uy) = ( NG ) exp( 5 ) puisque Z,(u,) = E ool E bpQp (
Enfin, la distribution des vitesses est une combinaison linéaire des transformées de Fourier F}, des fonctions

=0
F},, qu’on peut calculer par récurrence, en utilisant une intégration par parties, soit

~

2 N 1 2
p (_2%3) et Fi(v) = (5 21:7 ) Fy(v) pour les deux premiers termes,

- 3 02\ 4 , 5. 3\ 4
Fy(v) = 2k———? Fr1(v)— (kK —§k+§ Fy_5(v) pour k>2.

Par conséquent, ﬁ'k est le produit de la gaussienne ﬁ’o = W2 du cas non-corrélé par un polynoéme d’ordre
ken (v/09)?, et on en déduit que la distribution des vitesses est, elle, le produit de W par une série paire

SEn ce qui concerne la forme de Sp(z), on la démontre en simplifiant par m, puis en développant mP~! = (m — 1+ 1)P—1
selon la formule du bindme. On en déduit alors que Sp(z) s’exprime comme z multiplié par une combinaison linéaire des
Sk(z) pour k compris entre 0 et p — 1. Par récurrence et partant du fait que So(z) = €%, on obtient la forme annoncée.
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en v/og, dont les coefficients d,, dépendent de a (et donc de 'exposant polytropique ), de la dispersion
des densités logarithmiques o5 et du rapport des longueurs de corrélation 1, /17,

1 v? v2\?
e E dy | —= . 11
Varog ¥ ( 203) = (0§> (115)

On verra au XX.6 que la forme (115) est confirmée par le biais de simulations numériques de la distribution
des vitesses, et qu’on obtient déji une trés bonne approximation de celle-ci en ne considérant qu’un petit
nombre de coefficients d,,.

Wy (v) =

XX.5 Distribution jointe

XX.5.a Approche par la méthode des moments

Comme on I’a dit avant de faire le calcul de la distribution des densités logarithmiques et de la distribution
des vitesses, la quantité qui nous intéresse réellement est la densité de probabilité jointe W (v,7), dont
on vient en fait de calculer les intégrales sur chacune des variables. Pour déterminer cette distribution
jointe, on peut en principe utiliser la méme procédure que précédemment, c’est-a-dire partir du calcul des
moments mixtes E {vP7?}, en déduire la fonction caractéristique bidimensionnelle Z(u,,us) définie par la
somme infinie

zuv
va Un E E

p=>0¢20

pour enfin obtenir la distribution jointe W (v,7) comme transformée de Fourier de Z. Cependant, si 'on
se référe & ce qui a été écrit plus haut, et en particulier & I’équation (108), les moments mixtes sont
proportionnels aux intégrales suivantes,

z z z z p !
/Odn.../odTp/OdTl'.../odTéE Hexp[aﬁ(z—n)—ﬁ] (z—mi Hexp( ) alz —75) ¢
i—1

dont les intégrandes font intervenir des moyennes de la forme

q

exp [aiﬁ(z—ﬁ)] ﬁl"v(z—n H (z—75)

Comparées avec 1’équation (109), ces moyennes semblent bien plus difficile & calculer. En effet, si I'on
peut factoriser les fonctions I'y, il n’en va pas de méme des forces de Langevin associées & la densité
logarithmique, puisque les valeurs de 7 intervenant dans ces moyennes ne sont pas a priori indépendantes
des sauts de densité logarithmique I';, et, par conséquent, on ne peut pas utiliser les propriétés statistiques
de ces derniers pour simplifier les expressions ci-dessus. Si cela était néanmoins possible, on obtiendrait
une distribution jointe W factorisable selon

2

W (v, 7)) = Wi () W (v) = \/Q_%Uﬁexp ( w’ ) e ( “723) Z:Od,, (2—3)13 (116)

Comme on le verra dans ’analyse numérique, cette forme ne refléte pas la réalité de la distribution W car
la forme d’une coupe a densité logarithmique fixée n’est pas indépendante de la valeur de i, contrairement
a ce que laisserait supposer la forme (116).
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Fi1c. XX.1 — Champ de densité logarithmique (a gauche) et champ de vitesse (4 droite), construits pour
le jeu de paramétres swivants : lz/D = l,/D = 0,02, 0, = 1, 09 = 1 km s7! et a = 0,33. Les tirets
représentent les valeurs moyennes (nulles) des deux champs.
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F1G. XX.2 — Evolution de la corrélation entre les champs de densité et de vitesse, mesurée par la quantité
Cy.n introduite dans le texte, en fonction du paramétre o.. Les autres paramétres du modéle sont fixés, et
leurs valeurs respectives sont 0, =1, 6, =1 km s7!, et l; =1, =0,005D.

XX.5.b Approche semi-empirique

Par conséquent, on est tentés de faire I’hypothése que W a bien cette forme, mais avec des coefficients d,
dépendant explicitement de i, en plus de leur dépendance en «, o5 et 1, /15,

2

W(U,ﬁ)zﬁﬂp( ﬁ2>\/2_mo ( %S)E)dp(ﬁ) (Z—;)p (117)

Avec cet ansatz, et en utilisant ’équation (106) du régime stationnaire pour W, on peut en déduire que
les coefficients d, doivent obéir aux équations différentielles suivantes

—2an
dl(’fL) = ¢ 2 [—f—fa%dg =+ %ﬁdé) + ((;‘Zaﬁ — 1) d0:| et
- e 2m Ly by . o 20 20
dk+1(n)—m{ ln dk+l_ k+[(4k+1)e —(2k+1)] dk+(1—€ )dkl};

ou dj, et dj désignent les dérivées premiére et seconde de d par rapport & 7i. D’aprés ces formes, la
connaissance de dy permet en théorie de déduire explicitement tous les autres coefficients. Ce travail,
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qui n’a pas encore été mené a bien, devrait permettre de déterminer une forme suffisamment précise de
la distribution jointe W, qui puisse étre utilisée dans l'intégration numérique de 1’équation de transfert
généralisée (107). En attendant que cette étude soit poursuivie, on présente dans la section suivante les
résultats de simulations numériques justifiant les formes trouvées pour la distribution des vitesses et la
distribution jointe.
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Fic. XX.3 — Distributions obtenues a partir de cent réalisations de champs de densité et de vitesse avec
les paramétres suivants : lz = I, = 0,0005D, 0, =1, 0p = 1 km s™! et a = 0,25. Les figures (b) et (c)
représentent la distribution jointe W, respectivement sous la forme d’une surface dans un espace a trois
dimensions, et comme un ensemble d’isocontours, correspondant & sept valeurs de la distribution régulie-
rement espacées entre zéro et la valeur mazimale. C’est cette derniére représentation qui sera utilisée dans
la suite. Notons que cette distribution bidimensionnelle a été lissée pour atténuer le bruit di ¢ un échan-
tillonnage trés fin. Les figures (a) et (d) montrent quant a elles la distribution des densités logarithmiques
et la distribution des vitesses.

XX.6 Simulations numériques

XX.6.a Corrélations densité-vitesse

La simulation de champs de vitesse et de densité logarithmique dont ’évolution est gouvernée par les
équations de Langevin (104) se fait en partant des conditions initiales 7(0) = 0 et v(0) = 0 et en intégrant
numériquement ces équations le long de la ligne de visée. Les processus stochastiques I'; et ', sont tirés de
distributions gaussiennes de variance 2. Pour le lecteur intéressé, signalons que l'intégration est effectuée
suivant la méthode de Runge-Kutta d’ordre quatre. Les premiers pas le long de la ligne de visée doivent étre
exclus de ’étude du régime stationnaire, puisque les valeurs des champs en ces points sont encore affectées
par les conditions initiales. Pour s’affranchir de ce probléme, on ne considérera, dans la construction des
histogrammes de vitesse et de densité logarithmique, que les positions z > 51, et z > 5l;. Ce choix
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présente évidemment une part d’arbitraire, mais il assure que I'influence relative des conditions initiales
est inférieure au pourcent”.

a=0,00 a=0,25 a=0,50

05 T T 3 05 T T 3 05 T T

g‘o="Y%o

0T ="%0

021 4 o2fF 4 o2F 3
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-6 -4 -2 0 2 4 6 -6 -4 -2 0 2 4 6
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F1a. XX.4 — Distributions des vitesses W, (v) obtenues pour les valeurs des parameétres a et op indiquées
en regard. Le paramétre de corrélation est constant le long de chaque colonne, la dispersion des densités
logarithmiques l’est le long de chaque ligne. Les autres paramétres ly, 1, et og sont identiques & ceux
de la figure XX.3. La gaussienne W2 du cas non-corrélé est indiquée par des pointillés sur chacune des
sous-figures.

On a déja montré, sur la figure XIX.7, des exemples de champs de densité® obtenus en utilisant 1’équa-
tion (104) correspondante. La figure XIX.1 montre quant & elle deux exemples de champs de vitesse
construits par la méme méthode. L’effet des corrélations entre ces deux quantités, telles qu’on les a in-
troduites dans ce chapitre, peut étre observé® sur la figure XX.1, qui représente un champ de densité
logarithmique et un champ de vitesse construits pour a = 1/3.

La méthode de corrélation suggére qu’aux endroits ou la densité logartihmique est faible, il en va de
méme pour la dispersion de vitesse, et inversement. Pour vérifier que la corrélation est bien prise en
considération, on construit un ensemble de champs de densité et de vitesse en faisant varier le paramétre
a, tous les autres paramétres étant fixés. La corrélation est alors mesurée pour chaque couple de champs
en calculant la quantité

oo = E{(vn)Q}

= sy — 1 i est nulle si les ch de densité et de vit t élés.
, E{o’} E {n7] , qui est nulle si les champs de densité et de vitesse ne sont pas corrélés

"Puisque e~ ~ 6,74.1073.
811 s’agit bien de la densité n, et non de la densité logarithmique 7.
9Bien qu’il ne soit pas inutile de s’en étre persuadé auparavant...
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La figure XX.2 présente le résultat de cette simulation, en précisant que pour chaque valeur du paramétre
de corrélation «, on a construit cent couples de champs, et que c’est la moyenne de C, ,, sur ces réalisations
qu’on représente en fonction de a. On voit cette fois clairement que la méthode introduite au XX.2.b pour
corréler les champs de densité et de vitesse stochastiques se traduit bien ainsi dans les simulations.

a=0,00 a=20,25 a=0,50
. . : . . : . . :
2 = 2 = 2 —
[ 9
1§
o = o = o 4
t
S (=)
ot
-2 -1 -2F -1 -2F -
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of 1 oL 1 of a1
t
S b r —
-2 - -2 - -2 1<
-4 - -4 - -4 —
-6 1 1 1 1 1 767 1 1 1 1 1 -6 1 1 1 1 1
-6 —4 -2 [ 2 4 6 -6 —4 -2 [ 2 4 6 -6 —4 -2 [ 2 4 6
10 10 10
5 B 5 B 5 -
St
1 o B o B o I
S —
[$)]
-5 - -5 - -5 -
-10 L L L 1 1 -10 1 1 1 1 1 -10 1 1 1 1 1

v (km s~1) v (km s71) v (km s71)

Fi1ac. XX.5 — Distributions jointes W(v,7) obtenues pour les mémes valeurs des paramétres que celles
utilisées sur la figure XX.4. La disposition des sous-figures est également la méme.

XX.6.b Densités de probabilité

Ceci étant établi, on va considérer les effets de ces corrélations sur les densités de probabilité discutées plus
haut du point de vue analytique, & savoir la distribution des densités logarithmiques W5 (1), la distribution
des vitesses W, (v) et la distribution jointe W (v, 7). Le calcul numérique des histogrammes de la densité
logarithmique et de la vitesse se fait en se limitant, comme on ’a dit, aux positions suffisamment éloignées
de la frontiére z = 0 du nuage pour pouvoir étre considérées comme représentatives du régime stationnaire.
Plus précisément, les champs sont construits sur des lignes de visée contenant 10% pixels, les longueurs
de corrélation l; et I, pouvant étre égales, suivant le modéle considéré, & 50 ou 500 pixels. Le régime
stationnaire est ainsi atteint sur plus de 99, 75% de la ligne de visée.

La figure XX.3 montre, de fagon synthétique, un exemple des différentes distributions obtenues dans ces
simulations, pour un jeu de paramétres donné, précisé en légende. On voit en particulier que leffet des
corrélations entre la densité et la vitesse se traduit par une déformation de la distribution jointe par
rapport & la gaussienne elliptique du cas non-corrélé, ce qu’on vérifiera d’ailleurs dans la suite. L’écart &
la gaussienne de la distribution des vitesses est, lui, plus difficile & voir sur cette figure. Pour 1’observer,
on considére les distributions des vitesses obtenues en faisant varier le paramétre « ainsi que la dispersion
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des densités logarithmiques oj. Les résultats sont présentés sur la figure XX.4, pour neuf combinaisons de
ces parametres.

0.5

0.4

0.3

0.2

Wy
\\\\\\\\\‘\\\\\\\\\‘\\\\\\\\\‘\\\\\\\\\‘\\\\\\\\\

v (km s~1)

Fia. XX.6 — Ezemple d’ajustement de la distribution des vitesses par une expression de la forme (115).
La distribution simulée (trait plein) correspond au cas a = 0,5 et o5 = 1,5, les autres paramétres étant
les mémes que sur les figures XX.4 et XX.5. L’ajustement obtenu par la procédure décrite dans le texte est
représenté par des losanges. Pour mémoire, la gaussienne W est tracée en pointillés.

Les effets de la corrélation sont d’autant plus marqués que « et o;; augmentent. A linverse, la distribution
Wi, de la densité logarithmique ne s’écarte jamais de la gaussienne de variance o2, quel que soit le niveau
de corrélation. Quant & la distribution jointe, la figure XX.5 montre la déformation qu’elle subit lorsque les
corrélations entrent en jeu. Celle-ci peut se comprendre en rappelant que la dispersion locale des vitesses
oy est proportionnelle & une puissance positive de la densité, de sorte qu’une coupe de la distribution jointe
a 7 fixée est d’autant plus large que cette valeur de la densité logarithmique est grande. C’est bien ce qu’on
observe sur la figure XX.5.

En ce qui concerne la distribution des vitesses, la vérification de la forme analytique (115) se fait en
ajustant le rapport W, /W2 par un polynoéme en v2. Notons que la limite nulle de W2 lorsque la valeur
absolue de la vitesse tend vers ’infini impose de se donner une plage limitée de vitesses sur laquelle est
calculé 'ajustement. Cette contrainte n’est cependant pas trop restricitive, car on verra que les ajustements
résultants sont en fait excellents sur 'ensemble de I’axe des vitesses. Le polynéme P(v?) obtenu est alors
multiplié par W2 (v) pour obtenir un ajustement de W,. La figure XX.6 montre un exemple de ce qu'on
obtient par cette procédure. Le polynéme P calculé dans ce cas précis est de degré dix, mais il s’agit
d’un exemple relativement extréme et le degré du polynome nécessaire pour reconstruire proprement la
distribution des vitesses chute rapidement dés que le paramétre de corrélation a ou la dispersion des
densités logarithmiques diminue.

L’ajustement des distributions jointes par la forme semi-empirique (117) se fait quant & lui en cherchant,
pour chaque plan de densité logarithmique constante, un ajustement polynémial de

W (v, )
Wa (i)W (v)’
La figure XX.7 montre le résultat obtenu pour le cas a = 0,5 et 0; = 1,5 déja utilisé dans les figures
précédentes. On constate que ’ajustement trouvé est trés proche de la distribution bidimensionnelle W
simulée, ce qui justifie a posteriori la forme (117). Les différents polynomes calculés par cette méthode

sont de degré au plus treize, et comme on 1’a signalé plus haut, ce degré maximum est plus petit lorsque
les corrélations sont moins importantes.

prise bien entendu comme une fonction de la vitesse.
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Fic. XX.7 — Ajustement de la distribution jointe correspondant au méme jeu de paramétres que la fi-
gure XX.6. La distribution simulée est représentée par des contours pointillés, l’ajustement par les contours
en trait plein.

XX.7 Perspectives

La prise en compte des corrélations entre les champs de densité et de vitesse stochastiques utilisés dans
le cadre de ’étude du transfert radiatif au sein de milieux complexes tels que les nuages moléculaires,
nécessitera comme prochaine étape le calcul précis des coefficients d, intervenant dans la forme semi-
empirique (117) de la distribution jointe W (v, ), dont on vient de voir rapidement, mais sans approfondir
I’étude, qu’elle était justifiée par la simulation numérique de champs corrélés. La détermination de ces
coefficients doit pouvoir se faire d’une part numériquement, en améliorant la précision des distributions
simulées et en utilisant la méthode d’ajustement décrite & la section précédente, et d’autre part semi-
analytiquement, en se fondant sur les équations différentielles écrites au XX.5.b.

Une fois ces coeflicients connus, et leur comportement compris, on pourra par la suite inclure cette forme
de la distribution jointe dans I’équation de transfert généralisée (107). L’intégration de cette derniére, en
combinaison avec les équations régissant les populations des niveaux, doit alors permettre de déterminer
les profils de raie émergents, & la maniére de [Gail & Sedlmayr, 1974] et [Hegmann & Kegel, 2000]. Il est
d’ailleurs probable que les corrélations ainsi introduites entre les champs de densité et de vitesse auront un
effet notable sur ces profils, car la distribution des vitesses, qu’on relie naturellement au profil d’émission
local ¢, s’écarte de la distribution gaussienne qui prévalait jusqu’alors. Ce travail analytique et numérique,
réalisé en collaboration avec Michael Hegmann, n’est pour ’'instant pas achevé.
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Conclusion

Le travail présenté dans cette thése a porté, d’'une maniére générale, sur le probléme inverse consistant &
remonter aux propriétés des champs physiques tridimensionnels caractérisant le milieu interstellaire froid,
& partir de 'information contenue dans les données observationnelles. Sachant que celles-ci sont obtenues
au bout d’une chaine de filtrage complexe, incluant de multiples effets, la résolution de ce probléme ne peut
se faire que pas & pas, en prenant les étapes les unes apreés les autres. Trois d’entre elles ont été abordées
au cours de cette thése, de maniére plus ou moins approfondie mais en gardant sans cesse & 1’esprit que
les champs physiques réels auxquels on s’intéresse présentent un haut degré de complexité, et que par
conséquent la modélisation de ces champs, ainsi que leur analyse et celle des observables, se doivent d’étre
axées sur cette propriété. On a en particulier utilisé abondamment les outils de 'analyse statistique des
processus stochastiques.

Le coeur de ce travail a eu pour objet la résolution du probléme de la projection des données sur un espace
hybride constitué de deux dimensions d’espace et d’'une dimension de vitesse, & partir de champs réels
définis sur les trois dimensions d’espace. En modélisant le champ de densité et le champ de vitesse par des
fractals de type browniens fractionnaires, et en effectuant un certain nombre d’hypothéses simplificatrices
mais néanmoins raisonnables, parmi lesquelles on retiendra le caractére optiquement mince de la transition
observée, ou encore les propriétés d’homogénéité et d’isotropie de I’écoulement turbulent, on a pu détermi-
ner analytiquement le comportement statistique des cartes d’observables telles que l'intensité intégrée, le
centroide de vitesse et le centroide normalisé. En particulier, les relations obtenues permettent en théorie
de séparer les contributions des fluctuations de densité de celles de la vitesse dans la statistique des raies
observées. On a ainsi retrouvé le résultat déja connu établissant I’égalité des indices spectraux de la densité
et de l'intensité intégrée, dans la limite des échelles transverses petites devant la profondeur du nuage. On
a également montré qu’on pouvait écrire la méme égalité entre les indices spectraux du champ de vitesse
et ceux des deux types de centroides, & condition que les fluctuations du champ de densité restent faibles.
Cette égalité, qui constitue un résultat nouveau, a ensuite été testée numériquement, en construisant des
observations synthétiques & partir de champs de densité et de vitesse possédant des propriétés statistiques
bien déterminées. On a pu en vérifier la validité pour des fluctuations de densité relativement faibles, et on
a remarqué que la normalisation des centroides autorisait un niveau de fluctuations plus élevé avant que
I’égalité des indices spectraux ne soit mise en défaut.

Le deuxiéme probléme auquel on s’est intéressé dans ce travail concerne le filtrage des structures complexes
observées, aprés projection bidimensionnelle, par un interférométre dont les caractéristiques sont inspirées
de celles du futur instrument ALMA. Un simulateur couvrant les principes de base de Uinterférométrie
a donc été écrit, permettant d’obtenir des cartes de distribution de brillance filtrées par une fonction de
transfert instrumentale réaliste, en prenant comme images de départ des champs browniens fractionnaires
représentant les structures complexes du milieu interstellaire. Il est apparu que, parmi les outils permet-
tant de caractériser la structure des images a la fois en entrée et en sortie du simulateur, le spectre de
puissance, égal & la moyenne azimutale des carrés des modules des visibilités, éventuellement corrigées de
la fonction de poids, constituait la méthode la plus fiable et la plus directe de détermination des propriétés
structurelles des distributions de brillance. Aprés avoir remarqué que les outils testés ne tiraient partie que
des amplitudes des composantes de Fourier d’une image, on a introduit une nouvelle méthode prometteuse,
fondée sur I’analyse des histogrammes des incréments de phase. La forme de ces distributions de probabilité
traduit la présence, dans une image, de structure & un niveau d’organisation plus élevé que les simples
champs browniens fractionnaires utilisés pour la modélisation des nuages moléculaires.
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Le troisiéme et dernier probléme abordé au cours de cette thése concerne la formation des raies moléculaires,
observées en direction de structures complexes & la fois en densité et en vitesse. Pour cette étude, on
s’est fondé sur des méthodes de transfert radiatif stochastique unidimensionnel développées, & partir du
milieu des années 1970, par Gail, ses collaborateurs et ses successeurs. La contribution apportée par ce
travail de thése, détaillée dans le dernier chapitre, a consisté & introduire une corrélation entre la densité
du gaz moléculaire et sa vitesse, toutes deux modélisées par des processus stochastiques de Ornstein-
Uhlenbeck le long de la ligne de visée, et a calculer ’équation de transfert généralisée a laquelle obéit
I’espérance de l'intensité en sortie du nuage. La résolution de cette équation nécessite la connaissance de
la distribution de probabilité jointe du couple de variables aléatoires constitué par la vitesse et la densité
logarithmique, probléme qu’on a abordé en calculant les distributions de probabilité de chacune des deux
variables indépendamment. Cette approche a permis d’établir que la distribution des vitesses n’est pas
gaussienne en présence de corrélations, telles qu’elles ont été modélisées ici. Ce résultat nous incite &
penser que la forme des raies peut étre notablement modifiée par rapport au cas sans corrélation, ce qui
pourrait amener une révision sensible des modéles de formation des raies dans les nuages moléculaires. La
résolution numérique du probléme est en cours.

En conclusion, il apparait que le probléme de ’inversion, qu’on a attaqué sur trois fronts dans ce travail et
qui a cédé au passage quelques-uns de ses secrets, notamment en ce qui concerne les effets de projection
sur 'espace hybride position-position-vitesse, reste encore largement ouvert. Qu’on songe seulement & quel
point les différents problémes ont été traités indépendamment les uns des autres! On n’a, par exemple,
pas du tout inclus le probléme du transfert radiatif, ni méme la notion d’épaisseur optique lorsqu’il a été
question de la projection des champs tridimensionnels. Réciproquement, le traitement du transfert dans la
derniére partie utilise des champs différents des browniens fractionnaires et qui n’ont pas d’équivalent en
dimension trois, ce qui limite la portée du modéle. D’ailleurs, la modélisation des champs de densité et de
vitesse par des browniens fractionnaires n’est pas non plus idéale, étant données les différences observées,
en termes d’incréments de phase, entre ce type de champs synthétiques et des champs plus réalistes issus
de simulations hydrodynamiques. Toutes ces critiques, amplement justifiées, n’appellent & mon sens qu’une
seule conclusion : il reste encore beaucoup de travail & faire...
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ABSTRACT

Based on fractional Brownian motion (fBm) simulations of three-dimensional gas density and velocity
fields, we present a study of the statistical properties of spectroimagery observations (channel maps,
integrated emission, and line centroid velocity) in the case of an optically thin medium at various
temperatures. The power spectral index -y, of the integrated emission is confirmed to be that of the three-
dimensional density field (y,) provided that the medium’s depth is at least of the order of the largest
transverse scale in the image, and the power spectrum of the centroid velocity map is found to have the same
index 7 ¢ as that of the velocity field (v,). Further tests with non-fBm density and velocity fields show that this
last result holds and is not modified by the effects of density-velocity correlations. A comparison is made with

the theoretical predictions of Lazarian & Pogosyan.

Subject headings: ISM: structure — methods: numerical — methods: statistical — turbulence

1. INTRODUCTION

The early works on interstellar turbulence, summarized
by Chandrasekhar (1949), pointed out that the interstellar
medium (ISM) exhibits Reynolds numbers so large that it is
very likely to be turbulent. For incompressible turbulent
flows the Kolmogorov (1941) theory predicts a dissipation-
free energy cascade between large scales where turbulent
energy is injected, down to small scales where it is dissipated
and heats the gas. In this inertial range the theory predicts a
three-dimensional power-law energy spectrum [E(k)
k=53], which has been observed extensively in terrestrial
turbulence experiments (see, e.g., Grant, Stewart, & Moilliet
1962).

Since the work of Chandrasekhar (1949), several studies
have shown that the ISM density and velocity structures pro-
jected onto the plane of the sky are self-similar and well
described by power laws. For instance, a number of works
were done on Ha centroid velocity fields in H 11 regions using
autocorrelation and structure functions (see Miville-
Deschénes, Joncas, & Durand 1995 and references therein).
The self-similar structure of H 1 has also been studied, almost
exclusively using the power spectrum of the 21 cm emission
in Galactic (Baker 1973; Crovisier & Dickey 1983; Green
1993; Deshpande, Dwarakanath, & Goss 2000; Dickey et al.
2001) and extragalactic regions (Spicker & Feitzinger 1988;
Elmegreen, Kim, & Staveley-Smith 2001; Stanimirovic &
Lazarian 2001). Various studies aimed at describing the frac-
tal properties of dust infrared emission were also done using
power spectra (Gautier et al. 1992; Wright 1998) and the
area-perimeter relation (Bazell & Désert 1988; Dickman,
Margulis, & Horvath 1990; Vogelaar & Wakker 1994). How-
ever, it is probably on molecular clouds (CO emission) that
most of the work has been done using several statistical tools:
the size-line width relation (Larson 1981; Myers 1983;
Falgarone & Phillips 1990), the autocorrelation function
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(Kleiner & Dickman 1984, 1985, 1987, Pérault, Falgarone, &
Puget 1986; Kitamura et al. 1993; Miesch & Bally 1994;
Larosa, Shore, & Magnani 1999), wavelet decomposition
(Gill & Henriksen 1990), the area-perimeter relation
(Falgarone, Phillips, & Walker 1991), principal component
analysis (Heyer & Schloerb 1997; Brunt & Heyer 2002b), and
the A-variance method (Stutzki et al. 1998; Bensch, Stutzki,
& Ossenkopf 2001).

All those studies suggest that turbulence, for which such
self-similar properties are expected, may play a key role in
the structuration of the ISM, in both density and velocity.
Furthermore, by providing nonthermal support against
self-gravitational collapse, turbulence also regulates star
formation (Klessen, Heitsch, & Mac Low 2000; Heitsch,
Mac Low, & Klessen 2001). It might also have a strong and
very nonlinear impact on dust evolution by accelerating the
coagulation or fragmentation of grains (Falgarone & Puget
1995; Miville-Deschénes et al. 2002) and on the ISM chemi-
cal evolution as intermittent energy dissipation could locally
trigger endothermic reactions (Joulain et al. 1998). How-
ever, following Scalo (1987), interstellar turbulence may be
very different from Kolmogorov’s prediction. The ISM is
compressible and magnetized, and several processes inject
energy at very different scales (from Galactic differential
rotation down to stellar winds). Therefore, the description
of interstellar turbulence in various environments is manda-
tory to understand its role on the structure, kinematics,
energy transfer, thermodynamics, and chemistry of the gas
at various scales.

One important issue here is to relate the statistical
properties of the observed quantities (integrated emission,
channel maps, and centroid velocity) to the three-
dimensional properties of the density and velocity fields,
which actually describe interstellar turbulence. This calls for
reliable methods to extract the relevant information from
spectroimagery observations, called position-position-
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velocity (PPV) data cubes, and disentangle the density,
velocity, and temperature contributions to the observed
space-velocity structures. There is also a need to understand
the effects of three-dimensional/two-dimensional projec-
tion and of line opacity on the observed statistical proper-
ties. Lately there have been a number of works based on
PPV data cubes to deduce the statistical properties of the
underlying three-dimensional density and velocity fields of
H 1 observations (Stanimirovic & Lazarian 2001; Elmegreen
et al. 2001; Dickey et al. 2001). Most of these works are
based on the theoretical work of Lazarian & Pogosyan
(2000, hereafter LP00), who proposed a method to deduce
the three-dimensional density and velocity power spectral
indices (hereafter v, and ~,, respectively) from the PPV
cubes.

In this paper we study the spectral properties of simulated
PPV cubes using fractional Brownian motion (fBm) density
and velocity fields, with the twofold purpose of comparing
them with the predictions of LP00 and proposing another
method, based on the centroid velocity map, to determine
the spectral index of the three-dimensional velocity field.
The reason for using fBms, despite their lack of physical
reality, lies with their well-behaved statistical properties and
the ease with which they can be generated. With single-index
power-law power spectra and Gaussian fluctuations, fBms
represent useful and flexible test cases for structure statistics
retrieval methods. Such random fields were used, for
instance, by Stutzki et al. (1998) to describe molecular cloud
images using A-variance analysis and by Brunt & Heyer
(2002a) to retrieve the statistics of turbulent interstellar
velocity fields through the use of principal component
analysis (PCA). Tt should, however, be stressed that these
fields do not arise from physical simulations. In particular,
they do not comply with hydrodynamics or gravity and are
used solely for their statistical simplicity.

This kind of study based on fBms usefully complements
those conducted on magnetohydrodynamical (MHD) simu-
lations (see, e.g., Ostriker, Stone, & Gammie 2001) because
the lack of physics is somewhat compensated by the broad
range of scales accessible to the analysis in terms of power
laws. In numerical simulations of turbulence the inertial
range is severely limited by the available resolution and the
large number of scales affected by injection and dissipation.

The paper is organized as follows. In § 2 we briefly present
fBms and their properties, in the context of designing simple
model distributions for our three-dimensional density and
velocity fields. The computation of PPV data cubes from
these fields is detailed in § 3, and an analysis of their spectral
properties is done in § 4. In § 5 we present our concluding
remarks. The Appendix contains some details on analytical
computations.

2. DENSITY AND VELOCITY FIELDS
2.1. Definition and Construction of fBms

An fBm is a Gaussian random field F that can be defined,
as done in Voss (1985), in any Euclidean dimension N by the
relation

([F(r2) = F(r)) o< [lra — |7, (1)

where H, called the Hurst exponent, is a real number in
[0, 1] and the brackets stand for a spatial average over posi-
tions r; and ry. The value H = 0.5 gives the usual Brownian
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motion, for which it is well known that the mean squared
increment (AF2?) = ([F(r;) — F (rl)]2§ scales as the separa-
tion |Ar|| = ||r2 — r1]|. This relation states that the fluctua-
tions of the field are isotropic and that their amplitude as a
function of scale is a power law. It easily translates into a
similar relation for the power spectrum, which is the Fourier
transform of the autocorrelation function .&/p(p)=
(F(r)E(r + p)):

Pr(k) = o p(k) x k7, (2)

where isotropy is expressed by the fact that Prdepends only
on the wavenumber k, which is the length of the N-dimen-
sional wavevector k. The power spectral index -y is related to
the Hurst exponent and the dimension by vy = —2H — N.

Several methods are available to numerically generate
fBms (for instance, as a collection of clumps with a power-
law mass spectrum; see Stutzki et al. 1998), but the easiest is
based on equation (2) and the fact that Pris proportional to
|F|*, the squared amplitude of the Fourier transform of F.
Hence, we first compute an isotropic amplitude following a
power law:

A(k) = Agk"? (3)

where A, is a normalization factor. Then the phase ¢(k) is
constructed using a random number generator algorithm
based on a uniform distribution between —7 and 7, and to
make sure the image in direct space is real, we enforce the
constraint ¢(—k) = —¢(k). From the amplitude and the
phase, the real and imaginary parts of the Fourier transform
are computed,

Re[F(k)] = A(k) cos[g(k)] , 4)
Im[F (k)] = A(k)sin[6(k)] , ()

and the fBm F(r) is simply obtained by taking the inverse
Fourier transform of F (k).

The method described here is general for any dimension,
and the power spectra of the fields generated this way obey
exact power laws, ! as can be seen in Figure 1, which shows a
two-dimensional 257 x 257 fBm image, along with its
power spectrum.” In this figure we used a scatter plot (all
points of the two-dimensional amplitude are shown) in
order to assess the field’s isotropy, but in other figures of the
paper, where we compare power spectra, azimuthal aver-
ages are used to make the plots easier to read. It should also
be noted that this Fourier-based method of generating
fBms leads to periodic distributions and therefore our
computations, unlike real observations, will not suffer from
nonperiodic boundary conditions.?

2.2. Three-dimensional Density and Velocity Fields

The purpose of this paper is to study the effects of projec-
tion from a three-dimensional dynamical medium onto a

1 The only random elements are the phases.

2 The odd size is simply a matter of convenience when building the fields.
The Fourier transform algorithm is a bit slower, but speed was not critical
in our simulations.

3 The reason why this is important is that numerical Fourier transform
algorithms such as the fast Fourier transform treat images as if they were
periodic. If they are not, artificial jumps at the edges result in high-
frequency components that alter the power spectra. On the other hand,
apodization of the images to prevent this may in turn affect large scales.
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Fic. 1.—Typical two-dimensional 257 x 257 fBm image with its power spectrum, which by construction follows a power law with an index

equal to —3.5.

spectroimagery observation. To conduct such a study, the
first step is to generate model interstellar three-dimensional
density and velocity fields and from these compute
simulated PPV data cubes.

We therefore generated three-dimensional* fBms with
spectral indices of —3.0, —3.5, —4.0, and —4.5.°> For each
spectral index, two fBms were computed, one for the density
field n(x,y,z) and one for the velocity field v(x,y,z). The
computations were also performed with a uniform density
field, for which the power spectral index is formally equal to
—oo. Here we just consider the line-of-sight (longitudinal)
velocity component, as it is the only one available to observ-
ers. Like Kitamura et al. (1993) we make the assumption
that the three-dimensional velocity field v(x, y, z) is isotropic
and homogeneous and that the longitudinal and lateral
velocity components have the same power spectra as
v(x,y,2).

For the sake of realism, some sort of correlation should
exist between the three-dimensional density and velocity
fields. However, for simplicity, the main part of this paper
deals with uncorrelated cubes, the effects of a certain
amount of correlations between # and v being reported on in
§4.2.

A typical line of sight extracted from one set of three-
dimensional density and velocity fields is shown in Figure 2.
The density and velocity fields used in this example have
power spectral indices of v, = —3.0 and ~,, = —4.5, respec-
tively. The former displays more small-scale structures, as
expected for a shallower spectral index (v, <7,).° By

4 The dimensions are 129 x 129 x 129 pixels.

5 These correspond to Hurst exponents equal to 0, 0.25, 0.5, and 0.75,
respectively.

6 This criterion holds when comparing fields of the same Euclidean
dimension, but the relevant number in direct space when assessing the
amount of small-scale structures is the Hurst exponent, as will be discussed
later. Here 7, < v, is equivalent to H, > H,.

construction, the mean values of the original cubes are set
by the normalization 4, and their variances are determined
by the total number of pixels. To obtain physically plausible
numbers, the following procedure was applied: The mini-
mum values of the density cubes were subtracted from them
in order to obtain only positive values, and a multiplicative
factor was applied to obtain an average density of 90 cm—3.
For the velocity cubes, we first subtracted the mean and
then scaled the values to obtain a velocity dispersion of 3
km s~!. An important feature to point out is that, since typi-
cally only 0.1% of the points in a Gaussian distribution are
more than 3 o away from the mean, our density fields
present quite low contrasts, with o/n<0.3. This is an
unavoidable limitation of these model fields.

v (km/s)
o
T T T T R T T

120
100

80

60

n (cm”)

40

20

o
o

0.2 0.4 0.6 0.8
z (pe)

o

Fic. 2.—Typical fractal line of sight extracted from the three-
dimensional density (bottom; ~, = —4.5) and velocity (top; v, = —3.0)
fields.
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3. SIMULATION OF A PPV DATA CUBE
3.1. Definition

To obtain a PPV data cube from the simulated three-
dimensional density and velocity fields, we compute, at each
position (x, y), the spectrum that would be observed in this
direction. This is done under the simplifying assumption that
the medium is observed in an optically thin line, such as, in
some instances, the 21 cm line of neutral atomic hydrogen. In
this case, the spectrum at a given position (x, y) is computed
by simply adding the contributions of all cells along the line
of sight, the emission from a single gas cell being a Gaussian
line centered at velocity v(x, y,z) and of velocity-integrated
area proportional to n(x, y,z)éz.” Eventually, the PPV data
cube N,(x, y,u), which is the column density of H 1 along the
line of sight (x, y) at the velocity u within éu, can be expressed
by the following equation:®

2
R xy, exp{[u—mx,y,zn}

(6)
The dispersion of the Gaussian is given by
ov(x,y,z) . > kgT
U(xvyvz):\/[%éz} +7; (7)

where kg is the Boltzmann constant, 7'is the gas kinetic tem-
perature, and m is the mass of the emitting species (in our
case H 1). This broadening 1ncludes not only the thermal
velocity dispersion oy, = (kg7 /m)"/? but also a small-scale
velocity gradient that roughly models the subpixel structure
of the velocity field (Brunt & Heyer 2002a). In addition, to
make sure that we lose a negligible fraction of the signal, the
velocity limits in the final PPV cube are given by vmin — 201
and vpax + 20w, where v, and vy are the minimum and
maximum values in the three-dimensional velocity field.
The number of channels is then obtained by dividing this
velocity range by the channel width éu, which was set to
0.25 km s~ 1. As a result, all of our PPV cubes do not have
the same extent in the third dimension, since it depends on
the three-dimensional velocity cube and the temperature.

3.2. Synthesized Spectra

Examples of the line synthesis procedure described above
are shown in Figure 3 for the same line of sight that was used
in Figure 2. These spectra were computed using equation (6)
for T =1, 10, 100, and 500 K. One can see the expected
smearing effect of the temperature, which smooths the
spectra as 7 increases, similar to the effect of decreasing the
spectral resolution. As the temperature increases, the
spectrum becomes smoother and closer to Gaussianity,
indicating that the thermal broadening is close to the origi-
nal dispersion in the input three-dimensional velocity cube.
For reference, the thermal dispersions for all temperatures
are 0.09, 0.29, 091, and 2.0 km s~ ! at 7 =1, 10, 100, and
500 K, respectively.

7Here 6z is the depth, in cm, of a cell in the three-dimensional density
cube. The total depth of the cloud was set to 1 pc, and the size of the fBm is
129 x 129 x 129. In this case, 6z = 2.414 x 10'® cm.

8 Here we consider the particular case in which the spectral resolution of
the observation is equal to the channel width and the spectral transmission
is a step function of width éu.

Vol. 593

The spectrum computed at 7 = 100 K, a value represen-
tative of H 1 gas, is reminiscent of what is observed at 21 cm
in high-latitude clouds. At artificially low temperature’
(T = 1 K) many components appear. These components do
not correspond to any physical “cloud ™ structure, as they
simply represent the fractal properties of velocity and den-
sity fluctuations along the line of sight. At such a low kinetic
temperature, the line is far from the optically thin regime
and the effect of opacity on the observed spectrum would be
important. These spectra are shown only to illustrate the
effect of kinetic temperature on our ability to resolve kine-
matical structures. The effective spectral resolution of such
PPV observations therefore includes the thermal broaden-
ing. Considering, as a simplification, a Gaussian-shaped
channel of FWHM 6éu, this effective resolution is
approximately

Sverr ~ 1/ 612

+ (2.16)03, . (8)

3.3. Channel Maps

Selected channel maps from the PPV cube computed with
vn = —3.5 and -, = —3.0 are shown in Figure 4. These
channel maps are reminiscent of what is observed at 21 cm,
for instance (Joncas, Boulanger, & Dewdney 1992). The
structures in neighboring channel maps are clearly corre-
lated, with both elongated and diffuse structures. If it is partly
due to the channel width being subthermal, correlation still
exists between more widely separated channels.

4. STATISTICAL PROPERTIES

In this section the power spectra of individual channel,
integrated emission, and centroid velocity maps, obtained
from the PPV data cubes, are examined and linked to the
statistical properties of the three-dimensional density and
velocity fields. To conduct our analysis, PPV cubes with all
possible combinations of three-dimensional density and
velocity fields were simulated. Figures 5 and 6 display the
integrated emission map, the centroid velocity map, three
selected channel maps (one in the line center and two in the
line wings), and their associated power spectra, for a subset
of data cubes. More precisely, Figure 5 shows the variations
of these quantities for 7, = —4 and all values of +,, while
Figure 6 presents the same analysis for v, = —4 and all
values of 7,. A detailed analysis of these figures follows.

4.1. Integrated Emission

It has been shown by several authors (see, e.g., Stutzki
et al. 1998; Goldman 2000) that, for optically thin gas with
Gaussian statistics, the power spectral index of the inte-
grated emission map is exactly the power spectrum of the
three-dimensional density field, under the condition
d/L > 1, where L is the largest scale on the (x, y)-plane and
d is the depth in the z dimension. A brief summary of the
derivation of this result is given in the Appendix. This is true
whether the power spectrum is a power law or not, provided
that isotropy is maintained. This property of optically thin
media is powerful as it allows us to directly deduce the

9 In H 1, temperatures seem to vary from around 80 K in the cold neutral
medium (CNM) to 5000-8000 K in the warm neutral medium (WNM).
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Fi16. 3.—Synthetic spectra for the line of sight described in Fig. 2, at kinetic temperatures 7' = 1, 10, 100, and 500 K. The spectral resolution was set to

Su=0.25kmsL

power spectrum of the interstellar three-dimensional density
field from the observed map.

Our simulations confirm this property for the PPV cube
integrated emission (see the top panels of Figs. 5 and 6) and
for the image of the three-dimensional density field inte-
grated along the z-axis (see Fig. 7). The fact that the three-
dimensional density field and the integrated emission (which
is its projection onto the plane of the sky) should have the
same spectral index does not mean, however, that they
exhibit the same amount of structure as a function of scale.
As already suggested in footnote 6, the relevant number
in this comparison is the Hurst exponent. Now, since
v3p = —2H3p — 3 and Yproj = —2Hproj — 2, the preservation
of the spectral index means that Hy,;,; = H3p + 0.5, an effect
called projection smoothing.

On the other hand, a cut through the three-dimensional
density field would statistically represent the original field,
and the Hurst exponent would remain the same,
H.« = H3p. The power spectrum of such a cut would then
have an index Yoy = —2Hcy — 2 = 73p + 1. An example of
this is shown in Figure 7 for a 1 pixel slice of the
three-dimensional density cube.?

10 In this figure, the power spectrum shows a fair amount of dispersion
and the index is a bit lower than y3p + 1. This can be understood by the fact
that our slice through the three-dimensional density cube is not a * perfect ”
one but indeed has a certain width. The dispersion effect is more
pronounced at small scales, which are comparable to this width.

It is also interesting to study the power spectrum of
a slice in the intermediate regime, where 0 < d < L. To
study this, the power spectra of density field slices of
increasing thickness d were computed. Figure 8 presents
the power spectra of three cases for d =5, 10, and 20
pixels. The three-dimensional density field used here
has 7, = —3. The power spectra are bent, with a spec-
tral index of ~, at small scales and ~,+1 at large
scales. The transition occurs at a frequency k, = 1/2d
and provides a method to determine the depth of the
observed medium. This is in accordance with the pio-
neer work of von Hoerner (1951; summarized by
O’Dell & Castaneda 1987), who studied the effect of
projection smoothing on the index of the structure
function. Recently, Elmegreen et al. (2001) used this
property to determine the thickness of the H 1 layer in
the Large Magellanic Cloud. The absence of such a
curvature in the power spectra of large-scale H 1
Galactic emission suggests in turn that the depth of the
H 1 layer sampled by the observations is significantly
larger than the map size, i.e., much larger than 25 pc
in the case of the high-latitude cloud observed by
Miville-Deschénes et al. (2003). This result is also rele-
vant for studies of optically thick media (e.g., molecu-
lar clouds) where the observed emission comes only
from the surface of the cloud. In that case, the spectral
index measured on the integrated emission map of an
optically thick tracer should be closer to ~, + 1.
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FiG. 4.—Selected channel maps from a typical simulated PPV data cube, shown here for comparison with actual observations. In this case the power

spectrum indices of the density and velocity fields are, respectively, 7, = —3.5 and -, = —3.0. The gas temperature used is 7 =

100 K (thermal velocity disper-

sion oy, = 0.91 kms 1), and the spectral resolution is éu = 0.25kms !. The channel number is indicated in the upper left-hand corner of every channel map.

4.2. Centroid Velocity

Another quantity built from PPV data cubes is the
centroid velocity map, which, for any line of sight, is simply
an average velocity weighted by the line temperatures,

> oy UNy(x, y, u)bu
2w Nulx, y,u)bu

This equation is easily shown to be equivalent to the den-
sity-averaged velocity component parallel to the line of sight

Clx,y) = ©)

(Dickman & Kleiner 1985):

_ 2.0y, 2)n(x, y, 2)0z
C(x,y) 5 . . (10)
n(x,y,z)6z

Centroid velocity maps have traditionally been used to
study gas kinematics in various ISM environments, for
instance, in the study of the turbulent energy cascade in H1
regions (Miville-Deschénes et al. 1995) and in molecular
clouds (Miesch & Bally 1994). However, one of the main dif-
ficulties of these analyses is to relate the statistical properties
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Fic. 5.—Integrated emission, centroid velocity, and three velocity channels (¢ = 3.75 kmss~!) for 7, = —4 simulations. The four image columns correspond

to four values of , specified above each column. The power spectra of all two-dimensional maps shown here are displayed on the far right column, the solid,
dashed, dotted, and dot-dashed lines representing, respectively, v, = —3.0, —3.5, —4.0, and —4.5. This figure highlights the fact that the power spectrum of the
integrated emission is completely determined by the three-dimensional density field (we verify that their power spectrum indices are equal). However, the most
striking feature of this figure is the fact that the centroid velocity is independent of the density field and that the power spectrum of the centroid velocity is equal
to the power spectrum of the three-dimensional velocity field. In addition, the structure of channel maps and their power spectra are mostly determined by the
velocity field (we observe a slight variation of the channel maps’ structure with different density fields).

of the centroid velocity map to the three-dimensional
velocity field.

To assess this relation in the framework of our fBm simu-
lations, we computed the centroid velocity maps from PPV
cubes for every combination of vy, and +,. Some of them are
shown in Figures 5 and 6, along with their power spectra,
and all measured spectral indices are given in Table 1. In the
range of density and velocity indices tested, the spectral
index ~ of the centroid velocity map is remarkably equal to
vy, Whatever the power spectrum of the density field. Figure
5 illustrates this behavior: the velocity centroid maps com-
puted for the different values of v, are the same, and their
power spectra all merge into the same spectrum.

This result is easy to obtain analytically for a uniform den-
sity, as is shown in the Appendix (see also Dickman &
Kleiner 1985). However, to our knowledge, this is the first

time that it is demonstrated for stochastic density fields.
Figure 9 displays the full scatter plots of power versus
wavenumber for several (,, 7,) combinations. It appears
that the dispersion around the power law decreases with

TABLE 1

SPECTRAL INDEX OF THE CENTROID VELOCITY (7¢) FOR THE SIMULATED
PPV DaTA CUBES COMPUTED IN THE ANALYSIS

Ye Y= —3.0 Yy = —3.5 T =—4.0 Yy = —4.5
Yo = —3.0....... -3.0 -3.0 -3.0 -3.0
Yo = =350 -3 -3.5 -3.5 -3.5
Yo = —4.0....... —4.0 —4.0 —4.0 —4.0
Y =—45....... —4.5 —4.5 —4.5 —4.5

NoTe.—The uncertainty of the measured spectral indices is about 0.1.
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Fi6. 6.—Integrated emission, centroid velocity, and three velocity channels (¢ = 3.75 kms s~!) for 7, = —4 simulations. The four image columns corre-

spond to four values of ~, specified above each column. The power spectra of all two-dimensional maps shown here are displayed on the far right column, the
solid, dashed, dotted, and dot-dashed lines representing, respectively, v, = —3.0, —3.5, —4.0, and —4.5. This figure confirms the fact that the integrated emis-
sion is completely independent of the velocity field (top row) and that the power spectra of the velocity centroid and channel maps are completely dominated
by the three-dimensional velocity field. This figure also shows the effect of * shot noise ”” discussed in the text that produces a flattening at small scales of the

steepening density spectra, and in the limit of a uniform
density field, isotropy is recovered. Conversely, for a given
~n» the centroid spectra are more scattered for steeper values
of 7,. This may be explained by the fact that density fluctua-
tions manifest themselves more strongly with smoother
velocity fields.

Further tests of this result have been performed. For
instance, in accordance with equation (10), it does not
depend on the gas kinetic temperature, with v being equal
to 1, in all cases considered. More interesting was the test of
non-fBm density and velocity fields. One of these involved a
velocity field for which the power spectrum was bent, vary-
ing from a k=3 behavior at large scales (small k) to a k=3
behavior at small scales (large k). For this, two fBms with
respective indices —3.0 and —5.0 were built and their

Fourier amplitudes added with proper weights.!! After
introduction of a random phase map, an inverse Fourier
transform was performed. The velocity field computed this
way was then used with two density cubes, one with
v, = —4.0 and the other being the uniform density cube, to
simulate two PPV data sets. Velocity centroids for both
cases were then computed, and their power spectra are
shown in Figure 10. For the uniform density case, unsur-
prisingly, the power spectrum of the velocity centroid has
zero dispersion and exhibits exactly the same variation as

11'This is to ensure that the velocity field is not dominated by either
behavior over the whole range of k, in which case the curvature of the power
spectrum would be impossible to see.
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in this case y, = —3.5and éu = 0.25kms~!,

that of the full three-dimensional velocity field. For the
v, = —4.0 case, despite the dispersion, the behavior
remains, showing the consistency of the method, even for
isotropic velocity fields with non—power-law power spectra.

As a second extension of the types of fields tested, density
cubes with increased fluctuations were built by exponentia-
tion of fBm fields, resulting in lognormal distributions. The
original fBm field used had an index v = —4.0, and the
resulting density values ranged from ~1 to ~2500 cm™3,
with a mean of ~90 cm—3. This density cube was used in
conjunction with all of our fBm velocity fields to compute
PPV data sets and velocity centroids, the power spectra of
which are shown in Figure 11. For such large density fluctu-
ations, the dispersion is noticeably increased with respect to
the fBm case, but the main result that v = v, holds when
averaging in wavevector space.

RACTIONAL BROWNIAN MOTION SI

P (k) (arbitrary units)

P (k) (arbitrary units)

ULATIONS

839

0.010 0.100
k (pixel’)

0.001 1.000

Map and power spectra of the fully integrated emission (fop) and of a single slice (bottom) through one of the three-dimensional fBm density cubes,

Considering the possibility that the complete agree-
ment between -y and ~,, without ~, entering into the
picture, could be caused by the absence of density-
velocity correlations, we computed three-dimensional
density and velocity fBm fields featuring a certain level
of correlation. The way we did this is based on the idea
that most, if not all, of the spatial structure of images is
contained in the structure of their Fourier phases. We
introduced correlations between two fBms by setting a
number of phase points to the same value in both fields.
The points were chosen randomly, and their number
varied between 10% and 90% of the total number of
pixels. The amplitudes were computed separately.

Once again, we found that the velocity centroid spectral
index was exactly the same as that of the three-dimensional
velocity field, whatever the density spectral index and
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Fi6. 8.—Power spectra of integrated emission slices of a 4, = —3.0 density cube. The depths of the slices are d = 5, 10, and 20 pixels, from left to right. The

solid line is the power spectrum of the integrated density slice. The dotted lines indicate —3.0 and —2.0 slopes, and the vertical dashed line shows the 1/2d scale.

whatever the amount of correlations. From this remarkable
result we infer that velocity centroids are robust observables
for recovering three-dimensional velocity statistics from
optically thin lines. This result has obvious applications for
studies of ISM statistical properties and of interstellar
turbulence (see Miville-Deschénes et al. 2003).

We are aware that the method used to introduce
density-velocity correlation in our simulations does not
comply with (magneto)hydrodynamics, as, for instance,
high densities would correspond to high velocities along
the line of sight, but this technique allows us to test
easily various correlation degrees while staying in the
fBm scheme. Obviously, it would be useful to make a
similar analysis on physically relevant fields, such as
MHD simulations, to study the effects on the centroid
velocity power spectrum of physical density-velocity cor-
relation, sharper density/velocity contrasts, and non-
Gaussian statistics, and thus assess the robustness of this
result in more realistic conditions.

One should also keep in mind that our results may not be
generally applicable to all interstellar conditions. For
instance, the statistical properties of centroid velocity maps
can be significantly affected by systematic motions like rota-
tion or expansion, if proven not to be part of the turbulent
cascade itself. In this case, such systematic velocity fields
should be filtered prior to any analysis of turbulent motions
(Kleiner & Dickman 1985).

4.3. Channel Maps and Velocity Slices

In a recent study, LP0O0O showed that, for Gaussian random
fields, the spectral index of the three-dimensional velocity
field can be determined by studying the variation of the
spectral index of velocity slices!? as a function of their thick-

ness AV. Subsequently, Lazarian et al. (2001) and Esquivel et
al. (2003) analyzed and confirmed this proposition using
MHD simulations. In both these works the power spectrum
of the simulated velocity field is forced to be a power law (a
method called spectral modification) to extend the limited
power-law range of MHD simulations. This method pre-
serves the phase information and thus much of the expen-
sively obtained physics. We propose here to also test the
theoretical predictions of LP00 on fBm simulations because
they have intrinsically well-defined power spectra and obey
Gaussian statistics, the working hypotheses of LP00.

4.3.1. Thickness of Velocity Slices

The main prediction of LP00 deals with what they call
thin and thick velocity slices of the PPV data cube. These
properties are scale dependent: a velocity slice of width AV
is considered thin at a scale / if the velocity dispersion in the
observed medium at that scale o(/) is larger than AV; con-
versely, a velocity slice is said to be thick at scale / if
o(l) < AV. Since the velocity dispersion depends on /

according to
/ (=1—3)/2
)=o) =
=om(y)

where o(L) is the total velocity dispersion'? (set to 3 km s~!
in our simulations), velocity slices are thinner at large scales
than at small scales (7, < —3). In fact, from equation (11),
the smallest scale /i;, for which a velocity slice of width AV

(11)

12 A velocity slice of thickness AV is the integrated emission of the PPV
cube between vand v + AV'.
13 1 is the largest scale in the image.
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FiG. 9.—Power spectra of centroid velocity
Yo = —3.0 (black scatter plot), v, = —
dispersion, as expected.
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FiG. 10.—Power spectra of centroid velocity maps constructed from a
velocity field with a curved power spectrum (see text). Plots for the uniform
density case (black) and the ~, = —4 case are presented, along with the
expected asymptotic behaviors at small (k) and large (k~°) scales.

xhibit a
7 large scales

g¢t than iy, and fully
smaller than /i;,.
s check whether or not our
estigate the thin regime. The
1 pixel scale (see Table 2) is given
is to be compared with the smallest AV
Tis determined by the effective spectral reso-
» [8]), namely, éver = 1.4 km s~! for éu = 0.25
nd 7" = 100 K. It appears that, for v, = —3, there
eaningful velocity slices (with AV > éver) in the fully
thin regime, since o(/ = 1 pixel) > évesr. For smaller values
of v,, however, any velocity slice will be thick at small scales.
Nonetheless, the values of /y;,, given for all v, in Table 2,
show that a AV = duveg velocity slice is thin on a large range
of scales, even for v, = —4.5. In order to have access to fully
thin velocity slices for all ,, an increased dispersion o(L) or
a lower temperature would have been necessary (see eq.
[11]), but that would have led to more velocity channels in
the PPV cube!4 and therefore to more shot noise, which has

14 The spectral resolution éu is being kept constant, in order to keep Svegr
unchanged.
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v, and features the lognormal density case (black scatter plot) and the fBm density case with -, = —4 (gray scatter plot). The black line represents the expected

behavior in k=7,

a dramatic effect on simulated channel maps, as will be
discussed later.

The condition expressed above for a velocity slice of
width AV to be fully thin calls for a remark. The criterion
o(l) > AV is given for two-dimensional scales / in the plane
of the sky, but the velocity dispersion of the gas sampled at
that scale by the observations is actually a function of the
three-dimensional scales sp. Many of those, when pro-
jected, give the same two-dimensional scale /, but their
velocity dispersions can be quite different, and an average
should enter in the thinness condition. Its present form,

TABLE 2

VELOCITY DISPERSION AT THE | pixel SCALE AND
SMALLEST THIN SCALE AVAILABLE

U(l =1 piXCI) lthin(AV = 5Deff)

Yo (kms™) (pixel)
3 0
0.9 4
. 03 24
N S 0.08 42

NoTe.—These values were computed for 7= 100
K, fu=025kms !, o(L)=3kms !, and L =129
pixels. The effective spectral resolution of our
simulation (see eq. [8])is 1.4 kms~'.

however, ensures that, since 5p > / if the velocity slice is
thin at scale /, it will also be thin at all unprojected scales p,
according to equation (11).

According to LP00, fully thin velocity slices, when inte-
grated, produce maps whose spectral index is (for 7, < —3)

_wt3

Yenin = —3 7 (13)
and fully thick velocity slices exhibit a spectral index
»+3
Ythick — -3 + i B . (14)

When a substantial part of the emission is integrated over,
the slices are said to be very thick and their spectral index
tends to that of the three-dimensional density field, as
shownin §4.1.

To test this prediction, the spectral indices of velocity sli-
ces of increasing width were computed, for all our PPV data
cubes and at a temperature of 7 = 100 K. The power spec-
tra of selected velocity slices with different widths AV are
shown in Figure 12. Each plot corresponds to a different set
of (v, 7») and shows, for the given PPV cube, the power
spectra of four velocity slices (open circles) with AV = 1.25,
1.75, 2.25, and 10.0 km s~! (from bottom to top). In each
case, the solid lines represent the predictions of LP00 for the
thin and thick regimes (see eqs. [13] and [14]), and the small
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Fic. 12.—Power spectra of velocity slices for all (,, 7,) combinations. On each plot, the open circles represent the power spectra of velocity slices for
AV =1.25,1.75,2.25, and 10.0 km s~!, from bottom to top. The solid line on each curve is the prediction of LP00 (see eqgs. [13] and [14]), normalized to fit
around the thin-thick transition (indicated by a vertical marker). On each curve, the scales are thin (thick) on the left-hand (right-hand) side of this vertical

marker.

vertical marker indicates the transition scale /iy;,, given by
equation (12). The velocity slice under consideration is thin
for scales on the left of this mark and thick for those on the
right. The power spectra shown in Figure 12 are in general
agreement with the predictions of LP0O, given the selected
values of AV, ~,, and ~,. Bent power spectra are observed,

with a break close to ;. However, the narrow range of
scales over which the velocity slices are thin makes the com-
parison with the predictions uneasy. Furthermore, the
power spectra of velocity slices for v, = —4.5 move away
from the LPO0 prediction at small scales because these
velocity slices are becoming very thick at those scales. This



tel-00008481, version 1 - 14 Feb 2005

844 MIVILLE-DESCHENES, LEVRIER, & FALGARONE

behavior is indeed correlated with ~y,. Another feature of
Figure 12 is the increase of power at small scales for
v, = —3, as aresult of shot noise.

4.3.2. Finite-Size or *“ Shot-Noise” Effect

The computation of PPV cubes from finite-size three-
dimensional velocity fields leads to an artificial increase of
high-frequency fluctuations in channel maps (Lazarian
et al. 2001; Brunt & Heyer 2002a; Esquivel et al. 2003). As
pointed out by Esquivel et al. (2003), the limited size of the
simulated lines of sight introduces sharp edges and almost
empty channels in the PPV cube. This effect is more impor-
tant with a small effective spectral resolution. Such a high-
frequency flattening is seen in the power spectra of channel
maps for 7, = —3 in Figures 6 and 12. As expected, the
amplitude of this high-frequency component increases when
the size of the three-dimensional fields decreases. This effect
biases the determination of simulated channel maps’ power
spectra.

One solution to reduce the effects of shot noise is to apply
a Gaussian smoothing to the PPV spectra, simulating the
effect of thermal broadening. However, such a smoothing
also increases the effective spectral resolution (see eq. [8]),
which results in a reduction of the accessible thin regime.
An example of this is shown in Figure 13, where we plot the
power spectra of velocity slices with AV = éver, for two
PPV cubes [(7, = —4, v, = —3) and (3, = -3, 7, = —4.5)]
computed with different temperatures (7" = 1, 10, 100, 200,
and 500 K). The , = —3 case is particularly interesting as
velocity slices are thin at all scales as long as AV < o(L) (see
eq. [11]), which is the case here [o(L) =3 km s~! and
Sverr = 2.9 km s~! for the highest temperature 7' = 500 K].
This allows for a separate study of the effect of Gaussian
smoothing on shot-noise reduction and velocity slice
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T=100K

T=10K
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F1G. 13.—Power spectra of velocity slices of width AV = 1.25 km s~! for
(yn = —4, 7 = —3) (top) and (v, = —3, v, = —4.5) (bottom). On each plot,
the five curves (open circles) represent PPV cubes computed with 7' = 1, 10,
100, 200, and 500 K. The solid line on each curve is the prediction of LP00O
(see eqs. [13] and [14]), normalized to fit around the thin-thick transition
(indicated by a vertical marker). The slices are thin for scales
on the left-hand side of these vertical lines and thick for scales on their
right-hand side.
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thinness. The top panel of Figure 13 shows that Gaussian
smoothing significantly dampens shot noise. Up to a tem-
perature of 500 K the power spectrum steepens through
reduction of the shot-noise effect, but it seems that, even at
this temperature, shot noise has not been completely
removed. At higher temperatures, the condition
Sverr < o(L) would not be met any longer.

The bottom panel of Figure 13 illustrates the effect of
Gaussian smoothing on both the shot noise and the thick-
ness of the velocity slice. At low temperature (7 = 1 K), the
velocity slice is thin on almost all scales, but the effect of shot
noise can be observed at high frequency as the power spec-
trum is above the prediction of LP00. As expected, the shot-
noise amplitude and the range of scales at which the velocity
slice is thin both decrease with increasing 7. At high temper-
ature, the shot noise is completely removed, but the velocity
slice is fully thick. This shows how the use of Gaussian
smoothing is necessarily a compromise between the reduc-
tion of shot noise and the thinness of velocity slices. From
the power spectra shown in Figure 12, shot noise appears to
be significant only for 7, = —3, indicating that the simula-
tion parameters selected [o(L) = 3 km s~!, 7" = 100 K, and
éu = 0.25 km s~!] provide a good compromise, for most of
our 7, values, between shot-noise reduction and channel
map thinness.

4.3.3. Velocity Slice Analysis

The method proposed by LP00 to determine +,, and ~, is
to look at the spectral index (ygic) of velocity slices of
increasing width AV. According to LP00, the curve of ~vgjce
versus AV should reach two asymptotic values at small
(thin) and large (very thick) AV that allow the determination
of v,, and +,. This velocity slice analysis has been performed
on our simulations, and the results are presented in
Figure 14, which shows the variations of the index 7gc. (fit-
ted over the whole range of k) as a function of the velocity
width AV. The curves, one for every set of (v, ~,), are
grouped by their v, value. The shaded areas in this figure
indicate not only the fully thin, fully thick, and very thick
regimes but also the transition regime where the velocity
slice is thin at large scales and thick at small scales. The ver-
tical dashed line indicates the effective spectral resolution of
our simulations. The plateau seen on the left of this line
reflects the fact that velocity structures cannot be resolved
as a result of the finite spectral resolution.

As AV enters the very thick regime, the spectral index
~slice cONverges to the -y, value, in agreement with the fact
that the integrated emission has the same power spectrum
as the three-dimensional density field. At the other end, we
confirm the prediction of LP0O0 that the power spectrum of
narrow velocity slices is independent of the density field.
For a given +, all curves converge to the same value for
small AV, except in the case of 7, = —4.5, as explained in
the next paragraph. This strong correlation between the
three-dimensional velocity field and channel maps is also
seen in Figures 5 and 6. First, in Figure 5, the channel maps’
structure is dominated by the velocity field as it varies very
little with ~,,. Similarly, the channel maps’ power spectra for
a given -, are the same for all values of ,,.. The influence of
the velocity field on the channel maps’ structure is also man-
ifest in Figure 6, where channel maps’ power spectra vary
with ~,.
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intermediate AV (they are thin at large scales and thick at small scales). The very thick regime is where Ygice = 7, (AV ~ 20 km s 1). The vertical dashed line
indicates the effective spectral resolution of our simulations (§ver = 1.4 km s~!). The horizontal dotted lines indicate LP00’s predictions for yhin and yhick (see

egs. [13] and [14]).

Back to Figure 14, the curves for v, = —3 rise at small
AV, up to a value of —1.8. As the spectral index ;.. has
been computed over the whole k range, this trend can be
completely attributed to shot noise, which has a significant
effect for v, = —3 (see Fig. 13). For v, = —3.5 the effect of
shot noise is reduced, and in that case, the curves are in rela-
tively good agreement with the predictions of LP00. There
is a significant plateau in the thick regime, at a value very
close to the predicted vk value (see eq. [14]). Moreover,
for AV = bvegr, we are very close to the fully thin regime,
and the spectral index measured there is consistent with
LP00. For v, = —4 and —4.5, the concordance with LP0O0 is
not that clear. In these two cases the effect of shot noise is
completely removed by the Gaussian smoothing, but, on
the other hand, we are very far from the fully thin velocity
slices. Some kind of plateau is observed in both cases within
the thick regime, but not at the predicted ~uick value. This is
due to the fact that the smallest scales are actually becoming
very thick. This is why, in the case of 7, = —4.5, the curves
are dependent on v, and do not converge to the same value.

4.3.4. Discussion

Except for vy, = —3.0, we have seen that shot noise has a
limited effect on our simulations because of the Gaussian
smoothing applied. However, this is at the expense of a nar-
rowing of the accessible thin regime: fully thin velocity slices
with AV > buver are present only when v, = —3.0. In these
conditions, the interpretation of the g versus AV curves
(see Figs. 13 and 14) is ambiguous, which makes the deter-
mination of -y, very difficult. The power spectra of fully thick
velocity slices can actually depend on +,, which makes it
impossible to deduce ~, from i using equation (14).
Therefore, as a result of the relative thickness of velocity
slices in our simulations, we could not demonstrate whether
the LPOO method can be used to determine ,.

One practical limitation of the LP0O0 method, however, is
that it requires one to find out whether or not the fully thin
regime is reached, for a given observation. If a significant
asymptotic plateau is found at small AV in the 7. versus
AV curves, one might think that it is the case. However,
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as seen in Figure 14, such a plateau could also be observed
in the thick regime, and this could lead to a wrong estimate
of ,. In addition, the only way to estimate the position of
the transition scale /i, between the two regimes for a given
velocity slice is by using equation (12), which requires +,.
Therefore, there is no independent way to determine
whether thin velocity slices have been reached or not. In that
respect, the determination of ~, in the Small Magellanic
Cloud by Stanimirovic & Lazarian (2001) might be ques-
tionable as they do not seem to reach the thin
asymptotic regime.

It is important to estimate in what conditions LP00’s
method could be used on real observations, for a typical
high-latitude H 1 cloud, for instance. We have shown that
the narrowest relevant velocity slice for this analysis has a
width of AV = évey ~ (2.16kgT/m)"/* (here we consider
that the effective spectral resolution is dominated by the
thermal broadening). But to estimate -, using LP00’s
method, one must have a plateau at small AV in the ~ygjice
versus AV curve, which calls for fully thin velocity slices on
asignificant range of AV, say, dverr < AV < 28ver. We recall
that velocity slices are thin at scales /> ly;, where
0(lnin) = AV. Therefore, to evaluate on what scales LP00’s
method could be used to deduce +,, one must assess what
Lnin 1s for a velocity slice of AV = 26ver. As shown by
Miville-Deschénes et al. (2003), the energy spectrum of H 1
is compatible with the Kolmogorov (1941) cascade
[o(I) = AI933]. In these conditions, /y,;, for a velocity slice of

AV = 26ve 1S
3/2
lthin = w - (15)
mA?

The normalization factor A can be estimated from high-
latitude H 1 observations like in Joncas et al. (1992), where
the internal velocity dispersion at a scale of 1 pc is of the
order of 4 km s~!, significantly larger than that observed in
molecular clouds (Larson 1981). If we consider CNM gas at
T = 100 K, the smallest thin scale /y;, for a cloud at a dis-
tance of 100 pc is ~8', which is significantly larger than the
angular resolution (1) of the 21 cm radio interferometer at
Dominion Radio Astrophysical Observatory (DRAO).
Furthermore, if we consider the presence of warmer gas
(WNM [T = 5000-8000 K] or thermally unstable H 1
[T ~ 1000 K]), the thermal broadening would increase /i,
(which scales as 7°/2) and make the determination of ~,
using the LP0O0 method only possible at scales larger than a
few degrees, at least for H 1 in the solar neighborhood. In
this respect, the velocity centroid method is better suited to

Vol. 593

determine the three-dimensional velocity power spectrum as
it does not depend at all on the gas temperature and on the
thickness of the velocity slices in the observation. Therefore,
the velocity centroid method allows the determination of
the velocity power spectrum down to the angular resolution
of the observations.

5. CONCLUSION

In this paper three-dimensional fBms with various
spectral indices were used to simulate interstellar three-
dimensional density and velocity fields. From these we
computed several spectroimagery observations assuming
optically thin line emission. Our results confirm that the
spectral index vy of the integrated emission is the same as
that of the three-dimensional density field ,, when the
depth d of the medium probed along the line of sight is at
least of the order of the largest transverse scale observed.
For smaller depths, the power spectrum of the integrated
emission shows two asymptotic slopes of v, and v, + 1 at
small and large scales, respectively, with the transition
occurring at a frequency k = 1/2d. This property of the
power spectrum of integrated emission could be used to esti-
mate the depth of interstellar clouds and to infer the three-
dimensional statistical properties of optically thick media.

The main result of our study is that the spectral index of
the maps of line centroid velocities is the same as that of the
three-dimensional velocity field. This result is particularly
robust because it holds for any gas temperature and whether
density-velocity correlations are present or not. This simi-
larity is also recovered if the power spectrum of the three-
dimensional velocity field is not a power law or if the density
fluctuations follow a lognormal distribution. This remark-
able property of optically thin media may be used to esti-
mate the three-dimensional energy spectrum of interstellar
turbulence in various ISM environments.

We also compare the power spectra of velocity slices with
the predictions of LP00. Because of the limited resolution of
our simulations, we are not able to confirm their
predictions. On the other hand, we show that the method
proposed by LPO0O is in practice barely applicable to real
observations, and we suggest that a more robust determina-
tion of three-dimensional velocity statistics lies with velocity
centroids.

We would like to thank our anonymous referee, whose
detailed and thorough comments and suggestions consider-
ably helped us improve the former version of this paper.

APPENDIX

SPECTRAL INDEX OF THE INTEGRATED EMISSION

In our case in which the medium under study is optically thin, the integrated emission map is simply the sum of all velocity

channels:

W(x,y) = ZN,,(x,y, u)ou . (A1)

Using equation (6), reverting the order of summations over z and u, and with our values of 6z and éu, this translates into

W(x,y) =« Zn(x,y,z)&z , (A2)
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where « is a numerical coefficient coming from the unit conversion. The important point is that W is proportional to the sum
over z of the three-dimensional density cube, which by construction is an fBm with spectral index ~,. To compute the spectral
index yy of the integrated emission, we consider the limit for which the summation can be replaced by an integral over z,

W(x,y) = a/n(x,y,z)dz . (A3)
Writing the Fourier transform of the three-dimensional density as a function of the three-dimensional wavevector k, we have
(k) = / / / n(r)e 2™ " dx dy dz (A4)
which becomes, if we consider the k, = 0 cut through 72(k) and integrate first over z,
ii(ky, ky,0) = / / @ e 2R g dy | (A5)

meaning that the Fourier transform of W is proportional to the k. = 0 cut through 7. We therefore have

W (e k) [P [, ey 0)Poc (K2 + K2) ™72 (A6)

and it is then easy to see that Py and P, follow the same law, and thus
YW = Yn - (A7)

This calculation can be fully duplicated to compute the spectral index of the centroid velocity map, in the case of a uniform
density field. In this situation, the centroid velocity map (eq. [10]) is just

Clxy) =6 [ ety (AS)
We therefore have a similar result that reads
Y =Y - (A9)
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Abstract. We present an analytical study of the statistical properties of integrated emission and velocity centroids for a slightly
compressible turbulent slab model, to retrieve the underlying statistics of three-dimensional density and velocity fluctuations.
Under the assumptions that the density and velocity fields are homogeneous and isotropic, we derive the expressions of the
antenna temperature for an optically thin spectral line observation, and of its successive moments with respect to the line
of sight velocity component, focusing on the zeroth (intensity or integrated emission /) and first (non-normalized velocity
centroid C') moments. The ratio of the latter to the former is the normalized centroid Cy, whose expression can be linearized
for small density fluctuations. To describe the statistics of /, C and C,, we derive expansions of their autocorrelation functions
in powers of density fluctuations and perform a lowest-order real-space calculation of their scaling behaviour, assuming that
the density and velocity fields are fractional Brownian motions. We hence confirm, within the scope of this study, the property
recently found numerically by Miville-Deschénes et al. (2003a) that the spectral index of the normalized centroid is equal to
that of the full velocity field. However, it is also argued that, in order to retrieve the velocity statistics, normalization of centroids
may actually not be the best way to remove the influence of density fluctuations. In this respect, we discuss the modified velocity
centroids introduced by Lazarian & Esquivel (2003) as a possible alternative. In a following paper, we shall present numerical
studies aimed at assessing the validity domain of these results.

Key words. ISM: structure — methods: analytical — turbulence

1. Introduction

The proper exploitation of astronomical observations requires
one to deal with several problems to accurately describe the
objects and processes under study. In particular, regarding the
physics of the interstellar medium (ISM), it should be stressed
that spectral emission data depends on the velocity field solely
via its component along the line of sight, through Doppler
shifts. Furthermore, this information is necessarily integrated
along the line of sight, and radiative transfer leads to expres-
sions in which the contributions of the density and velocity
fields are mixed in a complex way (Hegmann & Kegel 2000).
Hence, to describe the physical conditions and processes in the
ISM, one has to rely on a single number (e.g. antenna temper-
ature) for any given direction in the plane of the sky and any
given velocity along the line of sight. Although the comparison
of antenna temperatures for various tracers helps, it is neces-
sary to solve an inverse problem to have access to the three-
dimensional properties of the medium, such as density and

* Appendices A to D are only available in electronic form at
http://www.edpsciences.org
** e-mail: levrier@lra.ens. fr

velocity, and compare them with various models, for instance
to assess the roles of gravity, magnetic field or turbulence.
Indeed, it is now recognized that the different components
of the ISM are subjected to turbulent motion. This has been
observed in the ionized gas (Van Langevelde et al. 1992), in
Hir regions (O’Dell & Castaneda 1987) and in the neutral
atomic phase (Spicker & Feitzinger 1988; Miville-Deschénes
et al. 2003b), but molecular cloud studies are by far the most
numerous (see e.g. Kleiner & Dickman 1985a; Kitamura et al.
1993; Miesch & Bally 1994). Estimates of Reynolds num-
bers from molecular viscosity in these clouds are of the order
of 108, consistent with turbulent flows (Chandrasekhar 1949).
Moreover, molecular lines in this phase exhibit suprathermal
widths over a wide range of spatial scales, from a few kms™!
in small dark clouds to a few tens of kms~! in giant com-
plexes, while the thermal dispersion is only of about 0.3 kms™!
for molecular hydrogen at 7 = 10 K. These linewidths scale
as a power-law of the cloud’s size (Larson 1981), with an
exponent close to that predicted by the classical theory of
turbulence (Kolmogorov 1941). Such random motions within
molecular clouds may in turn account for a number of other
properties of spectral lines (Baker 1976), as well as provide
support against gravitational collapse, explaining the fact that
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the lifetime of molecular clouds is larger than their free-fall
time (Scalo 1985) and that the star formation rate is there-
fore much smaller than predicted by gravitationally collapsing
cloud models (Zuckerman & Evans 1974).

Because of this interplay between random motion and
many physical processes at work in the ISM in general
and in the molecular phase in particular, one needs to ac-
curately describe these turbulent flows (see the review by
Viazquez-Semadeni et al. 2000). As noted earlier, this has to
be done using the antenna temperature which represents the
emission from a given direction and at a given velocity, and
so a number of methods were devised to derive the statistical
properties of the three-dimensional fields from those of the ob-
servational data. Among these, the velocity channel analysis
(VCA) of Lazarian & Pogosyan (2000) is based on an ana-
lytical derivation of the properties of channel maps with vary-
ing velocity widths. It may however prove difficult to apply
to actual observations, as shown by Miville-Deschénes et al.
(2003a). The modified velocity centroids (MVC) of Lazarian
& Esquivel (2003) are a recent promising attempt to reduce
the influence of density fluctuations in the statistical proper-
ties of centroids, although it can be argued that they are only
defined through their structure function. As a final example of
velocity statistics retrieval methods, principal component anal-
ysis (PCA), which works on the full position-position-velocity
cubes, is meant to decompose data onto an orthogonal basis
and derive properties of the velocity field at each scale, as cal-
ibrated numerically by Brunt et al. (2003). The main objective
of these works is to relate the scaling behaviour observed in the
two-dimensional maps to scaling laws inferred for the three-
dimensional fields. For instance, Stutzki et al. (1998) showed
that for optically thin media, the spectral index of the inte-
grated emission map is the same as that of the full density
field, provided that the depth probed is larger than the trans-
verse scales considered. In a recent work, Miville-Deschénes
et al. (2003a) used numerical simulations to show that the same
is true for the normalized velocity centroid with respect to
the three-dimensional velocity field. However, this latter result
lacks theoretical support, and it is therefore the goal of this pa-
per to present an analytical study aimed at clarifying the rela-
tionship between the velocity centroids and the velocity field,
within a simple turbulent cloud model.

Given the observational data, one may derive moments of
the antenna temperature profiles, each of these moments yield-
ing a potentially informative two-dimensional map. For in-
stance, the zeroth moment is the integrated emission, or in-
tensity, while the first moment is the velocity centroid, which
can also be normalized to the intensity (Miinch 1958; Dickman
& Kleiner 1985b; Miville-Deschénes et al. 2003a). For an op-
tically thin line and uniform excitation conditions, the non-
normalized centroid can be related to the cloud’s total momen-
tum, while the normalized centroid is a measure of average ve-
locity within the medium. While density fluctuations may bias
the description of the turbulent motion (Lazarian & Esquivel
2003), it is however commonly believed, and intuitively plau-
sible, that their effects are somewhat compensated by normal-
ization. To properly assess these, and following Dickman &
Kleiner (1985b) (see also Scalo 1984; Kitamura et al. 1993;

Miesch & Bally 1994), we shall use autocorrelation functions
of the moment maps and relate them to correlation functions
of the underlying three-dimensional fields. To this end, we first
describe the model we shall use and introduce the notations
and assumptions in Sect. 2. We then present a brief summary
of how moments of the line profile can be related to the den-
sity and velocity fields within the medium (Sect. 3). Section 4
contains a general study of the statistical properties of inten-
sity, normalized and non-normalized velocity centroid maps as
functions of the three-dimensional density and velocity fields’
statistics. The equations obtained in the lowest order are then
applied to the test case of fractional Brownian motion (fBm)
density and velocity fields (Sect. 5). Section 6 presents a dis-
cussion of the various results obtained with respect to earlier
works. Our concluding remarks are given in Sect. 7 and details
on the calculations can be found in the appendix.

2. The model

Throughout the paper, boldface notations stand for vector quan-
tities. A point in three-dimensional space is given by its posi-
tion x, which can be written as x = (X, z) = X + ze;, where X
is a two-dimensional vector in the plane of the sky and z marks
the line-of-sight position of the point considered, e, being the
unit vector along the line of sight. The three-dimensional sep-
aration between points x; and x; is written as r = x, — x| and
the separation between their respective lines of sight X| and X,
is R = X, — X;. In short, three-dimensional vectors are written
in lowercase, while vectors in the plane of the sky are written
in uppercase. These notations are illustrated in Fig. 1. It should
be emphasized that we shall only consider small scales on the
plane of the sky, so that all lines of sight are parallel.
Hereafter, our model is a slab of gas of width D, perpendic-
ular to the line of sight, and of infinite transverse extensions',
with z = 0 conventionally placed halfway through the slab (see
Fig. 1). Within the slab, the average density (that is, the average
number of emitters per unit volume taken over the whole slab)
is a constant noted py. As for the velocity v of the gas with re-
spect to the observer, we shall write v to stand for its component
along the line of sight, the mean value of which over the slab
is vg. These averages (o and vy) are obviously constants, inde-
pendent of the line of sight. To assume the most general case,
we shall take vy to be nonzero®. The gas velocity within the rest
frame of the cloud is simply év = v—vpe, assuming that there is
no systematic transverse velocity. Furthermore, fluctuations of
density along any given line of sight are supposed to be small
compared to the average value py, in the sense that the standard
deviation of the density field should be less than py. It is also
assumed that the turbulent flow within the slab is homogeneous
and isotropic. These last hypotheses are to be understood in the
strong sense of Monin & Yaglom (1975): not only are the scalar

' This is in no way contradictory with the assumption that all lines
of sight considered are parallel. The cloud is supposed to be infinite,
but only a small fraction of it is observed and supposed to be repre-
sentative of the whole.

2 The case vy = O is only special in the way the calculations are
performed, as the end result amounts to setting vy to zero in the general
formule. This is shown in Appendix B.
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Fig. 1. Notations used in the paper (/eff) and schematics of the turbulent slab model (right). A lowercase boldface letter stands for a three-
dimensional vector, while the corresponding uppercase represents its projection on the plane of the sky (xOy). The slab is infinite in the x and
y directions and is limited to Ip, = [-D/2, D/2] in the z direction. The density p and line-of-sight velocity v distributions along a line of sight
are shown on the right. The mean values p and vy are taken over the whole slab.

field p and the vector field v homogeneous and isotropic, but
the same should apply to the four-dimensional field (p, 6v). This
will be useful in the derivation of our results in Sect. 4. Outside
the slab, the density and velocity are set to zero. We further as-
sume that the observation is done in an optically thin transition,
at a frequency for which the Rayleigh-Jeans approximation is
valid, that uniform excitation conditions apply within the slab,
and that no background radiation is present.

With these assumptions in mind, the antenna temperature
T, (X, u) representing the emission from a given line of sight
X at an observed velocity u can be written as the integral
(Dickman & Kleiner 1985b),

To(X,u) = f Tex(x)k0(x)p(v(x) — u)dz, ey

Ip

where Ip is the segment [-D/2, D/2] over which the integra-
tion is performed. At each position x, T is the excitation tem-
perature and «y is the integrated absorption coefficient. The nor-
malized line profile function ¢ is assumed to be symmetrical
about zero and independent of x. For instance, if one only con-
siders thermal broadening, ¢ takes the form

[ -
exp|——=|,
2
20'th

d(w) =

I
2
Voron 2

with oy, the thermal velocity dispersion. The shifted argument
v(x) — u of ¢ in Eq. (1) simply expresses the fact that the emis-
sion at position x is broadened around the local line of sight
velocity v(x). Assuming uniform excitation conditions, T 1S a
constant, and ky(x) is proportional to the local gas density p(x),
SO we can write

To(X,u) = f ap(x)p(v(x) — u)dz, 3)

Ip

where « is a proportionality constant. The expression in Eq. (3)
shows that, even under simplifying assumptions, the task of ex-
tracting properties of the density and velocity fields from the
observational data 7,(X, u) is a difficult one.

3. Velocity moments

In order to obtain information about the velocity field proper-
ties from the data sets, one may compute the various moments
of the antenna temperature profiles T,(X, u) for a given line
of sight X. This is a logical step considering that knowledge
of the moments of a random variable is equivalent to that of
the full probability distribution. We shall therefore consider the
moment maps W,(X) defined by

Wu(X) = fu”Ta(X, u)du. 4
The integration is done over all velocities from —co to co, which
poses no convergence problem since the line profile has a finite
support’. Using Eq. (3) to express T, as a function of the local
line profile and of the density,

f " la fo(x)qﬁ(v(x) —u)dz|du

Ip

W(X)

)

=« j;)(x) ﬁu(x) - w)" p(w)dw|dz,

Ip

where we introduced the variable w = v(x) — u. Developing
the integrand in the innermost integral, and since the local line

3 If any continuum emission is present, it should first be removed.
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profile ¢ is assumed to be independent of the position x, we get
the following expression

aZ( Drck ﬁ;(x)v" k(x)dz f d(w)dw

Ip

Zcﬁhk ‘ﬁ)(x)v”’k(x)dz, (6)

k=0

Wa(X)

In

where the C¥ are the binomial’s coefficients and the /; are re-
lated to the moments of the normalized line profile ¢,

he = (-Dfa f wkp(w)dw. (7)

It should be noted that the assumed evenness of ¢ leads
to hype1 = 0. The first two moments are of particuler inter-
est, since, by definition, they are the total emergent intensity /
and the non-normalized velocity centroid C, respectively,

I(X) = Wo(X) = a j;)(x)dz = aN(X)

Ip

and

CX) = Wi(X) = a fp<x>v<x>dz. @)
Ip

Here, N(X) is the column density at position X. In the rest of
this paper, we shall only consider the intensity and the velocity
centroid. The use of higher order moments would theoretically
give access to more information about the structures of the den-
sity and velocity fields, but, in practice, noise levels and limited
spectral resolution may very well jeopardize their usefulness.

4. Statistics of intensity and centroid maps
4.1. Rationale of the computations

We may use the line profile moments defined above to quantify
the structure of the turbulent flow within the slab. Obviously,
the zeroth moment Wy(X) = I(X) can only be used to derive
statistics of the density field, as it is proportional to the col-
umn density N(X). The first moment or non-normalized veloc-
ity centroid Wi(X) = C(X) is the first appropriate quantity to
study the velocity field, as can be seen from Eq. (8). However,
C(X) represents the integration of a momentum, rather than of
a velocity proper, and it appears that density fluctuations may
affect the estimation of the velocity statistics from this map. To
circumvent this problem, it is common to use normalized cen-
troids Cy(X), which are simply defined as the ratio C(X)/I(X).
This is usually and empirically justified by the assumption that
density fluctuations in C(X) are also present in /(X) and there-
fore somehow vanish from Cy(X). In the simplified case where
density does not fluctuate along the line of sight, such a reason-
ing is obviously correct, even if transverse density fluctuations
are present, and normalization then only serves as a dimen-
sionality factor. As far as we are aware, however, no analytical
study exists of the influence of longitudinal fluctuations of den-
sity on velocity centroids, even in the quite simplified model
used here.

Now, in order to gain a better understanding of the
underlying three-dimensional statistics of the velocity field
through velocity centroids, it seems natural to consider the
two-dimensional statistics of the centroid maps. Indeed, struc-
tural properties of the velocity and density fields should arise,
under one form or another, in statistical measures performed
on the maps C(X) and Cy(X). Of course, it is similarly rea-
sonable to look for the influence of density structure in the
statistics of the intensity map /(X). One such useful measure
to be performed on the available two-dimensional maps is the
autocorrelation function (ACF), which gives the mean degree
of correlation between values of a field taken at points sep-
arated on the plane of the sky by a given vector R (Kleiner
& Dickman 1984). More precisely, the autocorrelation func-
tion A of a field F is defined by

Ar(R) = (F(X)F (X + R)), ©)

where the brackets stand for a spatial average over position X
in the plane of the sky. Hereafter, we shall consider the au-
tocorrelation functions of the intensity and of both types of
centroid, respectively noted A;(R), Ac(R) and Ac,(R), and
compute them as functions of statistical measures of the three-
dimensional density and velocity fields. In order to do so,
we first separate mean and fluctuating contributions of den-
sity and velocity in the quantities involved, with p = pg + dp
and v = vy + ov. These expressions can be used to write the first
two moment maps as

1(X) = folp(X, 2)dz = apoD |1+ yp, |
Ip

and
C(X)= f ap(X, u(X. 2)dz=povoD [1+Ypy +Yux +Ypuy | - (10)
Ip

where we have introduced the following integrated fluctuation
terms*

1 fép(X,z)d 1 fév(X,Z)d
x = p 00 s Yoy = D % Z

Ip Ip

y/’”x -

fép(X 2) 6u(X D4, (11)
D

Ip

The normalized centroid Cy is then simply written as

Co(X) = C(X) — I+ypx+yvx+ypl)x' (12)
0 1x) 1+,

This last expression can be used to clarify the usefulness of
the small fluctuations hypothesis. Indeed, for a perturbative
method to be applicable in the computation of the autocorre-
lation function of the normalized velocity centroid map, one
should be able to linearize Eq. (12), and therefore we need to

* In these integrated fluctuation terms, we chose to denote the posi-
tion X on the plane of the sky as a subindex, rather than as an argu-
ment, to allow for concise equations in the subsequent developments.
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assume that |y, | < I, so that the denominator can be expanded
as a converging series,

1

I+ yp,

==Y+l = D (Yo (13)

n=0

Such a condition is obviously achieved if local density fluctu-
ations themselves are small in the sense, expressed in Sect. 2,
that the standard deviation of the density field o, should be
smaller than the average density py, since

2
lfép(X’Z)dz < lf(ép(X,Z)) dz
D 00 D Po

|y,l7x| =
Ip Ip
52 o
~ iz = 2P, (14)
,00 PO

The identification of the mean squared density fluctuations
along a single line of sight with the variance o-ﬁ of the whole
density field is based on the homogeneity hypothesis. Indeed,
any line of sight should statistically represent the full field.
Although the stronger assumption o, < py is not strictly nec-
essary for the linearization mentioned earlier, it is useful in the
expansion of the autocorrelation functions since, in this case,
the hybrid integrated fluctuation term y,,,, is of the same order
in density as y,,,

1 [ (op(X,2)\ 1 ((ov(X,2)\
< —_ —_— —_— ——
el Df( Po ) & Df( oo ) &

Ip Ip

~ O—p ol

po o’
where we used the Cauchy-Schwarz inequality and introduced
the standard deviation o, of the line-of-sight component of the
velocity field>. This allows us to develop the intensity and the
velocity centroid maps, as well as their autocorrelation func-
tions, according to the powers of o,/py. It should be made
clear that the expansion in Eq. (13) is not necessarily true for
real data, but that it is used here as a reasonable first step to-
wards understanding the effects of realistic density fluctuations

on velocity centroids.

as)

4.2. Autocorrelation function of the intensity |

Taking the autocorrelation function A;(R) of the intensity map
I(X), and using the linearity property of averages, we have
terms of order up to two in density fluctuations, namely

AI(R) = (a’poD)z [] + <ypx > + <pr+R> + <yPXpr+R >] ’ (16)

where we recall that the brackets stand for an average over X.
These are performed on quantities integrated over z, and can

3 Tt should be stressed that no hypothesis is made on the strength
of velocity fluctuations, so that scaling them to the mean velocity vy
is merely a convenient way to symmetrize expressions, and should
not be given too much importance. We are aware, however, that the
sound speed would be a much more physically meaningful velocity
scale, and it will be used as such when the mean velocity is zero (see
Appendix B).
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therefore be interpreted as averages over the whole turbulent
slab. Indeed, if one considers a three-dimensional field f(x), its
integrated map F(X) defined by

F(X) = %ff(x, 7)dz
Ip

has an average

1 1
(F(X)) = Bf(f(X,Z»dZZ ﬁffff(x)dx
Ip

over a surface S of the sky. The quantity (F¥(X)) can then be
seen as an average of f over the volume DS, and, assuming er-
godicity, it can also be identifid with the ensemble average f(x)
at any given position x within the flow. In the present case, the
term (ypx>, which is of the first order in density fluctuations,
can be written as

a7

1 1
<ypx> = 20D f (0p(X,z))dz = p—oép(x) =0, (18)

Ip

since, by definition, the average of the density fluctuations over
the whole volume of the slab is zero. The assumption of homo-
geneity allows one to write that <ypm> = 0 as well. As for the
second order term, which reads

1
<pryPX+R> = p2D2 < f5P(X, 2)dz f5P(X + R,7)dz >
0

Ip Ip

_ L f (Sp(X, 2)60(X + R, 22)ydz2rdzs, (19)

psD? J..

5
and where Ig is the square domain I, X Ip, it includes an av-
erage over X that, following the idea used above, should be
replaced by an ensemble average characteristic of the turbulent

flow. Indeed, one can see that
(0p(X, 21)0p(X + R, 22)) = 6p(x1)dp(x2), (20)

with the three-dimensional vectors x; = (X,z;) and x, =
(X + R, 20). Introducing the autocorrelation function B,, ,, of the
density fluctuations, which is defined, for any pair of points
(x,x + r) within the slab, by®
By o(r) = 6p(x)dp(x + 1), (21

we therefore can write the term under study as

1
<pryPX+R> = 2—D2 fpr,p(xZ —x1)dz1dz;
Po p
D

or, more concisely,

<-I/ﬂxyﬂ1(+k> = lep,p(R),
Po

(22)

6 We chose to write B,, instead of using the more consistent no-
tation Ay, for the autocorrelation function of the density fluctuations,
because, in the following developments, higher order and multipoint
correlation functions of mixed fields arise for which the A# notation
would have become cumbersome.
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Fig. 2. Interpretation of the average M,,, appearing in Eq. (23). The slab is viewed edge-on in the left figure, and face-on in the right. The value
of M, at any lag R is the average of the correlation function B, , over all pairs of points whose projected separation on the plane of the sky is

R. Three such pairs are presented on the left.

where M,, ,(R), which is defined by the double integral

1
Mp,p(R) = ﬁ fpr,p(R + (22 — z1)e;)dz1dzo, (23)
i

is interpreted as an average of B, ,(r) taken over all pairs of
points within the slab whose three-dimensional separation r has
the given vector R for component in the plane of the sky (see
Fig. 2). Eventually, the autocorrelation function of the intensity
simply reads

Al(R) = (aD)’ [p§ + M, o(R)]. (24)

This expression will be exploited later on when compared with
the autocorrelation functions of velocity centroids.

4.3. Autocorrelation function of the non-normalized
velocity centroid C

The same general method applies when considering the non-
normalized velocity centroid C(X). Its expansion, written in
Eq. (10), includes terms of order zero and one in density fluc-
tuations. Therefore, its autocorrelation function Ac-(R) features
terms of order up to two. Namely,

Ac(R) = (apovoD)* (|1 + Yoy + Ypx + Ypux |

X [I + Yogr T Ypxr T+ ypvm])

2
= (aporoD)* ) (an), (25)

n=0

where a, is a term of order n in density. The explicit forms of
these coeflicients are given by

ao =1+ Yoy + Yoxx + YoxYox.n

ar = Yox T Ypxur T YoxYoxix T YoxYpxin (26)
tYpux + Yooz T YooxYoxir T YpvximYox»

@2 = YpxYpx.x t YpoxYpx.x T YpvxwYpx T YpuxYpox.n-

The linearity of the averaging process over the plane of the sky

implies then that we should consider terms of the form (y,,)

and <y/lxyﬂxm>, where A and u represent either p, v or pv. Due
to the homogeneity hypothesis, terms of the form (y,,,,) are
of course equal to (y,,), and so, considering the zeroth order
contribution {ay), we have

{ag) = 1+2 <yvx> + <yUXyUX+R>
2— 1 1
=1+ —d6v(x)+ _ZM”’”(R) =1+ —ZMU,U(R), 27)
Vo l)0 l)0

with M, ,(R) being defined similarly to M, ,(R) in Eq. (23),

I
M.o(R) = 75 f f By y(R + (22 — z1)ez)dzydza, (28)
0
and B,,(r) = o6v(x)dv(x + r) is the autocorrelation function
of the fluctuations of the line-of-sight velocity component.

Turning to the first order term, we have, since <pr> = <ypm> =
0 as shown in the previous section,

{ar) = <pryUX+R> + <yvx.’/px+x> +2 <ypvx>
+ (ypvx.’/vx+x> + <ypvx+1¢ yvx> . (29)

Each term in this equation can be related to correlation func-
tions of the fluctuation fields 6p and év, beginning with
1

<ypxyvx+x> = W f (0p(X, z1)0v(X + R, 25)) dz1dz»

1
1
= m B, (R + (22 — z1)e;)dz1dzz, (30)
0v0
1

introducing the mixed correlation function B,,(r) =

op(x)ov(x + r). Considering the next term <y,,xypx+R>, the ho-
mogeneity hypothesis allows us to shift the arguments by —R
so that, exchanging the integration variables,

<yl)xypx+x> = <pryUX—R>

1
= — B,, (=R + (z1 — z2) e;)dz;dz, (31)
D2 ff " )
Polo P
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Combination of both terms leads to

5 U/
— B, (R + (22— z21)e;)
o [[ k-

+B,u(—R+(21 - 22)e:)| dz1dza. (32)

<yUXyPX+R> + <yPXyUX+R> =

Now, according to Monin & Yaglom (1975), and assuming that
the four-dimensional field (o, 6v), made up of the density p and
vector velocity dv, is homogeneous and isotropic, the correla-
tion function of p and v is a vector quantity, and due to isotropy
should be along the separation vector r. It should therefore be
of the form p(x)dv(x + r) = f(r)r, so that, projecting this rela-
tion on e,, we have

f(r)r.e; = p(x)ov(x + r).e, = dp(x)ov(x + r).e;

= 0p(x)ov(x + 1) = By (), (33)
using the fact that dv(x) = 0. As a consequence, we have
Byy(—r) = —f(r)re; = =B, ,(r), so that B,,, is an antisym-
metric field. Of course, this is a statistical property, and does
not hold when considering the specific values of velocity and
density fluctuations for a given pair of points within the flow.
What one can conclude is that the integrand in Eq. (32) is zero,

and so <y,,xypx+R> + <ypxy,,x+,,> = 0. So is the next term <yp,,x>,
since

1
<ypvx> = m f (0p(X, 2)0v(X, 2)) dz
Ip

il
= B, ,(0)dz =0,
voD £
Polo P

because the antisymmetry of B,, implies that B,,(0) = 0.
Similarly, the last two terms of {a;) are given by

<yPUXyUX+R> + <yK7UX+RyUX> = /ﬁ ff[BPU,U(R + (Z2 - Zl)eZ)
0 z

(34)

+Byuu(—R + (21 — 22)e2) | dzidza, (35)

introducing the two-point correlation function B, ,(r)

op(x)ov(x)ov(x + r). This last combination of terms, unlike the
one considered previously, is not necessarily zero. According
to Monin & Yaglom (1975), it is of the form

(r.ez)2

72

Bpuo(r) = g(r) + h(r), (36)
where g and h are functions of the scalar separation r. This
form stems from the fact that 6p(x)ov;(x)ov;(x + r), where i
and j stand for any of the x, y and z coordinates, is a tensor
of rank 2 which we suppose to be homogeneous and isotropic.
It follows that B,,, is symmetric, and so, using an averag-
ing notation M,,,, defined, similarly to the expressions of M, ,

and M, ,, by

1
Mpv,v(R) = ﬁ fprv,v(R + (22 — z1)e;)dz1dzy, 37
I
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we can write {a; ), contribution of the first order in density fluc-
tuations to the autocorrelation function A, as

<a1> = <yﬂvxyvx+k> + <ypvx+1eyvx> = % [MPU,U(R) + MPU’U(_R)]
0

2
= _2Mpv,v(R)-

OUO

(38)

Lastly, the second order term in density fluctuations (@) =
<yﬂx Ypxix > + <ypvxypx+p > + <ypvx+1e ypx> + <ypvx Ypvxix > is computed
in much the same way, introducing the two-point correlation
functions

By, p(r) = 6p(x)ov(x)op(x + r)

and

Boopo(r) = 6p(x)00(x)dp(x + r)duv(x + 1), (39)
and their averages defined by
1
Mpu,p(R) = ﬁ fprv,p(R + (22 — z21)e;)dz1dzo
1y
and
(40)

1
Moo R) = — f f Bpop(R + (22 — 21)e)dz1dza.
12

With these notations, it is straightforward to derive the expres-
sion of the second order term,

1 2 1
(@) = = [Mp,p(m + %Mg;{p(m 5 Maup(®)| (41)
0

0

with the (s) superscript indicating the symmetric part of a given
function, defined by the relation

790 = 3 L@ + f-0]. 42)
Now, still following Monin & Yaglom (1975), B, exhibits
the same antisymmetry property as B, , and we can conclude
that the symmetric part of M, ,(R) is zero, so that the autocor-
relation function A¢ of the non-normalized velocity centroid
eventually reads

Ac(R) = (@D)’ |pg0f + poMos(R) + 2p0Mpy,o(R)

+0g My o(R) + Mpupu(R))|. (43)

When considering only the zeroth order in density fluctuations,
one finds that the expression of A¢(R) is very similar to that
of A;(R), with Ac(R) ~ (aDpy)> [vg + M,),U(R)]. This is not sur-
prising, as we shall discuss in Sect. 6. Moreover, as the forth-
coming comparison of the autocorrelation functions of both
normalized and non-normalized velocity centroids will be per-
formed on expressions of order up to one only, it is useful to
write out the truncation of Ac(R) at that order, which is, given
Eq. (43),

Ac(R) = (@D’ [p505 + poMuo(R) + 200Mpuo(R) | (44)
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4.4. Autocorrelation function of the normalized velocity
centroid Cy

There is little qualitative change to the method when dealing
with the normalized centroid. Contributions of each order can
be computed as easily as for the non-normalized case, with
the main difference being that, given the expansion written in
Eq. (13), A¢,(R) is a theoretically infinite series which reads

2 2
Acy(R)=0] < Z(—l)l’*qyﬁxyzm} 2 ]>= 0 D, D @b
Pq n=0

m  n=0

with

b = (=1)" )" yb yt, (45)
p=0

the generic term (a,b,,) obviously being of order n + m in
density fluctuations. Now, given that the highest order present
in Ac(R) is two, it seems reasonable to consider only terms of
order at most two in the expansion. However, it may also be
argued that, since density fluctuations effectively contribute to
the first order in the expression of Ac(R), assessing the effects
of normalization may already be performed when limiting the
expansion to that order,

Ac,(R) = v} [{aoho) + {aoby) + {aibo)] = v3 (So + S1)
with S() = (Clobo) and S] = <aob1> + <a1b0> . (46)

Now, the zeroth order term in A, (R) has been computed in the
previous subsection,

1
So = (aobo) ={ap) = 1+ ;MU,U(R), 47)
0

so we turn to the first order term S| = {agb,) + {a1by) which
reads, after a long but straightforward calculation,

§1=2 <yﬂl)x> -2 <ypxyvx> + <yp,)xy,)x+k> + <yvxyp,)x+k>
N <yUXyUX+Ry/’X> - <yUXyUX+R yPX+R> . (48)

The first term is zero, as shown before. So is the second term,
for we have

1
(a) = =5 [[ B meadagn =0, @)

[I)

since the integration domain is symmetric about z, —z; = 0
and B,,, is antisymmetric. The combination of third and fourth
terms has been computed in the previous subsection

<yPUXyUX+R> + <yPUX+RyUX> = /%I%MPU,U(R)' (50)

The remaining terms require a more elaborate, although simi-
lar, treatment. Taking for instance the last term, we have

1
<yvxva+RyPX+R> = m ff (v (X,z1)ov(X + R, 25)
0
i,

Xop (X + R, z3)) dz1dz2dzs, (51

where the integration is performed over the cubic domain If) =
Ip X Ip X Ip. Introducing the three-point correlation function
B, p(r1,r2) = 6v(x)ov(x + r1)ép(x + r»), this expression reads

1
2
povyD?

X fffB”’”’p(R + (22 —z1)e;, R+ (23 — z1)e;)dz1dzpdz;
A

<yl)x YoxxYpx:r > =

1
= —M,,,(R,R), (52)
Ovo
with an averaging notation M, , ,(R, R) reminiscent of the ones
used previously,

1
MI),U,/J(R7 R) = E

X fffBu,u,p(R +(z2 —z1)e;, R+ (z3 —z1)e;)dz1dzpdz3.(53)
B,

Similarly, the next-to-last term can be written as

1
<.’/Ux.’/vx+k.’/px> = _zMu,v,p(_R, -R)
POUO
so that

2
<yl)x.’/0x+}z ypx+x> + <yUXyUX+RyPX> = ,001)2 Mgi)),p(R’ R)’ (54)
0
with M,Sf,,),p(R, R) being the symmetric part of the function
Myp(R, R),
1
M), (RR) = 5 [Myy o(R R) + My (~R.~R)). (55)

0,0,0

Finally, the autocorrelation function A¢,(R) of the normalized
centroid has the following expression when limited to contri-
butions of the first order in density fluctuations,

: 2

Ac,(R) = 0} + My y(R) + -~ | Mpus(R) = M), (RR)|. (56)
It appears then that normalization of velocity centroids indeed
performs a first order correction, as compared with Eq. (44),

although it does not necessarily fully remove the density struc-
ture, as will be discussed in more detail in Sect. 6.

5. The case of fractional Brownian motion fields

Explicitly computing the forms of the two-dimensional statis-
tical measures A;(R), Ac(R) and A¢,(R) requires the knowl-
edge of the three-dimensional correlation functions appearing
as integrated terms in Egs. (24), (44) and (56). However, it may
prove impossibly difficult to build a complete and consistent
set of such functions and then to analytically compute their av-
erages. Therefore, as a first step, one should stick to the lowest
order terms in the expressions of the two-dimensional autocor-
relation functions,

Al(R) = (@D)* |p§ + Mo p(R)],

Ac(R) = (@Dpo)” [vg + My, (R)|

and

Ac,(R) = v} + M, ,(R). (57)
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In this limit, one only has to compute the M,, ,(R) and M, ,(R)
averages given density and velocity fields with known auto-
correlation functions B, ,(r) and B, ,(r). One possibility is to
suppose that both of the three-dimensional fields are fractional
Brownian motions (fBm). These are defined in the following
way: if ¥ is such a field in NV dimensions, it is characterized by
a single-index power-law structure function,

> r 2H
Sr () = [Fx+r) - F@ = 2A(B) , (58)

where r = |r| is the length of the separation vector, A is a
positive constant and H is a real number in [0, I] called the
Hurst exponent. The restriction H > 0 corresponds to the fact
that the amplitude of fluctuations should decrease at smaller
scale, while we impose H < 1 because an fBm field hav-
ing a Hurst exponent H > 1 would be uniform, as shown
in Appendix D. Fractional Brownian motion fields have al-
ready been used (Stutzki et al. 1998; Brunt & Heyer 2002;
Miville-Deschénes et al. 2003a) to model clouds of the diffuse,
non-starforming interstellar medium. In this section, we shall
use them to model the three-dimensional density and velocity
fields, so that, for the former,

Sp(r) = [p(x + 1) — p(x)]* = [6p(x + r) — Sp(x)]*
2H,,

= 2[02 = B,,(1)] = 24, (%) :

since the density fluctuations field is supposed to be homoge-
neous. Similarly, for the velocity field,

(59)

So(r) = [v(x + r) — v(x)]? = [Sv(x + 1) — 6v(x)]?

= 2[0? = B,(r)] = 2A, (é)m (60)

These last two equations make use of the relationship be-
tween the second order structure function S+ of an homoge-
neous field ¥ and its autocorrelation function A¢, which is
S#(R) = 2[A#(0) — Ax(R)]. In the results of Sect. 4, we then
have to inject the following relations

5 F\2H,
suin =2 (3

and

Bou(r) = 02 — A, (%)m . 61)

To compute the averages M, ,(R) and M, ,(R) featured in the
expressions of A;(R), Ac(R) and A¢,(R), we can use the cal-
culation scheme of Chandrasekhar & Miinch (1952), which is
given in Appendix A, to write them as single integrals over
the separation Az = z — z; along the line of sight, noting that
Az € Lp = [-D, D]. We then have

I .
M, (R) = 2 f(D —|AZ]) B,, (R + Aze;) dAz

hp

and

1
M, ,(R) = > ﬁD —|AzZ)B,,, (R + Aze.) dAz.

bLp

(62)

In these expressions, the factor (D — |Az|) represents the weight
of each separation Az, that is the relative number of pairs of
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points taken into account whose projected separation along the
line of sight is Az. With the expressions above for B, , and B, ,,
it is possible, as shown in Appendix C, to write these averages
under the form

M,,(R) = —-AK(R, H,) + o>
and

M, ,(R) = —AK(R, Hp) + 0, (63)

where R = |R] is the scalar separation on the plane of the sky,
and the function K is given by

2 02 nH
KR.H) = 5y O(R +2°) dz

1 Rz H+1 R2 H+1
‘HH[(“E) ‘(ﬁ) }

The integral in Eq. (64) cannot be explicited (Gradshteyn &
Ryzhik 1980) unless H = 0 or H = 1, but one interesting limit
to consider is that of small separations on the plane of the sky
(R < D), in which case K(R, H) can be developed in powers
of R/D. As shown in Appendix C, this yields the following
scaling relations for M, ,(R)

(64)

2H,+1
Mool R) = 0% = AsalHy) = Aob(H) )
1

for 0<H,< 3 (65)
R 2

MouB) = 07 = Aa(H) = Ab(H) ()

|
for 3 <H, <1, (66)
M,,(R) = o AN (R)zln(R)
i) =0 =37 Rl p) ™D
|
for H, = oA (67)

where a and b are functions of H, only. Similar relations are
satisfied by M,, ,(R) depending on the value of H,,. To the low-
est order, the structure function S ¢, (R) of the normalized cen-
troid Cy therefore reads

2H,+1
S¢,(R) = 2Ab(H,) (5) for 0<H, <=, (68)
R\? |
S, (R) = 2A,b(H,) (5) for 5 <H<l, (69)
Sc(R) = —2A (5)2111(5) for Hy =2 (70)
A V)) D )

According to Eq. (57), the structure function S ¢ of the non-
normalized velocity centroid has the same scaling behaviour.
This is also the case for the structure function S; of the inten-
sity, depending on the value of H,. The consequences of such
forms are presented in the next section.
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6. Discussion

As expected, the statistical measures on the intensity and cen-
troid maps can be expressed in terms of the statistical proper-
ties of the underlying three-dimensional velocity and density
fields. More precisely, it should come as no surprise that the
autocorrelation functions A;(R), Ac(R) and A¢,(R) should be
written as averages of correlation functions within the slab in
the manner described in Fig. 2, since all pairs of points with a
given separation R in the plane of the sky should contribute to
the two-dimensional statistical measures at lag R.

It also appears that the zeroth order term in the autocorre-
lation functions of the velocity centroids has the same form as
the autocorrelation of the intensity map, since we then have

Ac(R) = (apoD)*Acy(R) = (apoD)’ [0f + My,(R)]
while
Al(R) = (aD)* |p§ + M, ,(R)]. (71)

The identity of these forms was to be expected, since the ze-
roth order terms in the autocorrelation functions of the velocity
centroids are the limits obtained when the density is uniform.
In this case, the centroids simply are integrals of v, as the inten-
sity is a simple integral of p. In the context of fBm fields, the
implication of this limit is that both non-normalized and nor-
malized velocity centroids have a fractional Brownian motion
behaviour, since their structure functions are power laws, with
respective Hurst exponents H¢ and Hc, such that

1 1
HC:HC(]:HU+§ for 0<H,)<§
and
1
HC = HC(] =1 for E < Hv < 1. (72)

And similarly, the intensity map has a fractional Brownian mo-
tion behaviour with a Hurst exponent H; with

1 1
H[:Hp+§ for 0<Hp<§
and

H; =1 for %<Hp<l. (73)
These results should be interpreted in the light of what is al-
ready known about the statistical properties of the integrated
emission map / from studies in the Fourier domain. Indeed, in
the case of optically thin lines, the power spectrum index y; of
the intensity map is the same as that of the three-dimensional
density field y, (see e.g. Goldman 2000) provided the depth
probed D is larger than the transverse scales R, which is the
case in the limit considered in Sect. 5. Now, spectral index y
and Hurst exponent H are related by y = 2H + N, with N the
dimension of the space over which the field is defined. As a
result, Stutzki et al. (1998) concluded that the Hurst exponent
of the integrated emission map is H; = H, + 1/2 for H, < 1/2
with a turnover to H; = 1 for H, > 1/2, since

=2 %-3 1 1
Hi="0= = 2=t = Hyt 5, (74)

using the fact that the integrated emission map is two-
dimensional, while the original density field is three-
dimensional. This result is precisely what we find from our
analytical study performed solely in real space. Similarly, the
expression for the structure function of the normalized centroid
confirms the numerical findings of Miville-Deschénes et al.
(2003a), who showed that the spectral index vy, of normalized
centroid maps was equal to that of the three-dimensional ve-
locity field, y,. It should be noted that their result holds even
for density fields with large fluctuations, which implies that
our analytical result may be applicable to a more general class
of fields. On the other hand, in the limit of negligible density
fluctuations, one should find the same behaviour for the non-
normalized centroid, a result Miville-Deschénes et al. (2003a)
have not reported on.

Returning to a study of the autocorrelation functions of ve-
locity centroids in the first order approximation,

Ac(R) = (@Dpy)*

2

v + M, ,(R) + —Mpv,u(m]
Po

and

: 2
Aco(R) = 05+ Muo(R) + | Mpuo(R) - MR, R)

00,0

we see that, since My, ,(R) — M,Sfu),p(R, R) is not necessarily
zero, normalization actually does not remove the first order
contribution of density fluctuations. The empirical assumption
that normalization somehow eliminates the influence of den-
sity fluctuations on velocity centroids may therefore not be
true, although assessing the magnitude of the remaining first
order contribution in the normalized centroid’s autocorrelation
function with respect to the non-normalized case could be diffi-
cult, as it involves computing averages of correlation functions
whose forms are still unknown. This will be investigated in a
forthcoming paper.

Such shortcomings of the normalized centroids as a way
to retrieve the actual velocity statistics from the observational
data have already been pointed out by Lazarian & Esquivel
(2003), albeit in the case of simulations of highly compress-
ible MHD turbulence. Instead, they introduced modified veloc-
ity centroids (MVC) Cp,, defined through their second order
structure function S ¢, as

S, (R) = (ICn(X + R) = Cn(D)T?)
= ScR) - (] + o2 + 05, ) S (R), (75)

where S¢ and §; are the structure functions of the non-
normalized velocity centroid and of the intensity, respectively.
Given the relationship between the structure and autocorrela-
tion functions, we can write the autocorrelation function A¢,
of the modified velocity centroids as

Ac,(R) = Ac(R) - (v + o7 + 03, ) Ai(R) + E, (76)

E being a constant involving the values of A¢ and A; at zero
lag. Now, since A; contains no first-order term, it appears that
modified and non-normalized velocity centroids have the same
first order contribution in their autocorrelation functions. As
noted earlier, however, it is not yet clear whether this contri-
bution is actually more important than the first order term in
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the autocorrelation function of normalized centroids. If it is, it
would tend to prove that normalization may be a better way of
retrieving velocity statistics in weakly compressible flows. To
make the comparison of correction schemes clearer, one can
show a relationship between the autocorrelation functions of 7,
C and Cy as written in Eqgs. (24), (43) and (56),

(@Dpo)*Ac,(R) = (aDpovo)” + Ac(R) - v5A(R)

—2(aD)*poM®)

0,0,

(R,R) + G(R), 77

where G(R) stands for the terms of order at least two in den-
sity fluctuations. Deriving the relationship between the struc-
ture functions of I, C and Cy, the latter being noted S ¢,, we
have

(@Dpo)*S ,(R) = Sc(R) — i3S (R) — 4(@D)po | ML),,(0,0)
-M),(R.R)|+2[GO)-GR).  (78)

Comparing this with Eq. (75), it is clear that modified veloc-
ity centroids subtract more of the intensity structure, thus re-
moving second order terms, while normalization performs a
more complex correction, involving all orders in density fluc-
tuations. Actual comparison of the merits of normalized and
modified velocity centroids requires numerical tests, which
have only been performed by Lazarian & Esquivel (2003) on
highly compressible MHD turbulence. That particular case is
actually not within the scope of our study, firstly because den-
sity fluctuations are large and the condition for the expansion
in the normalized velocity centroid’s case may not be met,
and secondly because the presence of a magnetic field implies
anisotropy. Both limitations render the comparison with the
work of Lazarian & Esquivel (2003) a bit uncertain, although it
is likely that terms of higher order in density fluctuations may
become dominant. Thus, the effectiveness of modified velocity
centroids, as compared to normalized centroids, in their simula-
tions may be related to the second order correction through S,
which is more important in modified velocity centroids. In any
case, further analytical and numerical work is warranted in or-
der to establish these conclusions more firmly, especially in the
weakly compressible flow regime.

7. Conclusions

An analytical study of a simple slightly compressible turbu-
lent cloud model was presented, assuming homogeneity and
isotropy of the turbulent flow. From the expressions of the an-
tenna temperature for an optically thin spectral line and of its
successive moments with respect to the line of sight velocity
component, we computed the autocorrelation functions of the
intensity and of both normalized and non-normalized velocity
centroids, which involve averages, along the line of sight, of
correlation functions of the three-dimensional density and ve-
locity fields.

To the lowest order, the autocorrelation functions of the
velocity centroids behave, with respect to the velocity field,
as the autocorrelation function of the intensity with respect
to the density field. This sheds light on the numerical result
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of Miville-Deschénes et al. (2003a), who found that, for frac-
tional Brownian motion density and velocity fields, the spec-
tral index of the normalized centroid is equal to that of the
velocity field. We derived this result analytically, for separa-
tions across the sky much smaller than the cloud’s depth, and
in real space, while previous studies such as that of Goldman
(2000) were performed in Fourier space. However, the result of
Miville-Deschénes et al. (2003a) holds for fields outside of the
validity domain for our calculation.

Comparison of the expansions of the autocorrelation func-
tions of both types of velocity centroids shows that normal-
ization performs a correction of the first order in density fluc-
tuations, although its magnitude remains to be assessed, a
task for which numerical simulations are probably necessary.
Numerical tests should also provide us with a robust compar-
ison between normalized velocity centroids and the modified
velocity centroids of Lazarian & Esquivel (2003), which imply
corrections of order two in density fluctuations. At present, this
comparison has been performed only on simulations of highly
compressible and magnetized turbulence, a case beyond the
scope of our analytical study, and has shown that, in this partic-
ular case, modified velocity centroids provide a more reliable
tool than normalized centroids.

In a forthcoming paper, we shall therefore present numeri-
cal simulations aimed at assessing the validity domain of our
calculations and, beyond normalized and modified velocity
centroids, pursuing the search for a better correction scheme
able to retrieve the underlying velocity statistics from observa-
tional data.
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Appendix A: The Chandrasekhar-Miinch scheme

For a function f(r) depending on the three-dimensional separation r, double integrals of the form

1= f f SR + (22 = z21)e;)dz1dz2 (A.D)
5

can be transformed, taking into account the fact that the integrand only depends on the difference Az = z, — z;, because R is fixed,
as shown in Chandrasekhar & Miinch (1952). Making the variable change Az = z — z; and z = z;,

I= f dz f dAz f(R + Aze.). (A.2)

Ip Ip,

where the notation I, stands for the segment I, shifted by —z, Ip, = [-D/2 - z, D/2 — 7], which we can separate in two, with a
negative part, I, = [-D/2 — z,0], and a positive part I, =[0,D/2 - z].

I = fdzfdAzf(R + Aze;) + fdzfdAzf(R + Aze;). (A.3)
I; )}

Ip I Ip I

Exchanging the order of integrations in each of these two terms, and expliciting the integral over z, we have

0 D

1= f S(R + Aze)(D + Az)dAz + f S(R + Aze )(D — Az)dAz, (A4)
-D 0

which can be finally written as

7= ﬁD _|AZDS(R + Aze.)dAz. (AS5)

bp

The factor (D — |Az]) expresses the fact that for a finite slab, two given separations Az and Az’ are not represented by the same
number of pairs of points.

Appendix B: Autocorrelation functions of the velocity centroid maps in the case vp = 0

When the mean velocity vy is null, the method used in the main body of the paper cannot be applied without some modification.
Little needs to be done, however, as velocity fluctuations can be measured with respect to the sound speed c,, which we assume
to be uniform within the turbulent slab. We may then write the velocity centroid C as

1
CX) = f(po+5P(X,Z))6U(X,Z)dz=(lpocsD Bf o *'Dh

Ip Ip Ip

——dz|, (B.1)

6U(X,z)d N I fép(X,z) ou(X,z)
PO Cs

which can be written in the shorthand form C(X) = apyc;D [yvx + ypvx]. The normalized velocity centroid then reads

CoX) = =22 = ¢ [y + tpue] [T+ | - (B2)

The calculation therefore proceeds in the same way, with ¢ taking the place of vy and the a; of Eq. (26) being replaced by new
coefficients a; given by

’

a() - yUXyUX+R’
’

al = YpuxYvx.r + YpvxirYoxo
’

az - !/pvxypvxm'

It follows that the autocorrelation function of the non-normalized centroid is, in this case,

Ac(R) = (@D)? [p5Myo(R) + 200 My o(R) + Mpy po(R)] (B.3)
which is precisely what is found form the general case when setting vy = 0. Similarly, for the normalized centroid,

2
Acy(R) = Myy(R) + — [ Mpo(R) — M) (R, R)|. (B.4)

Po
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Appendix C: Expansion of the averaged autocorrelation function of an fBm field

We wish to compute the following expression as a function of the lag R = |R|, in the limit R <« D,

1 (R+2)
v = 5 [ |0t (D Iz, .
bLp

where A is a positive constant and H € [0, 1] is the Hurst exponent. M(R) can be expressed as an integral over [0, D],
2 D (R2 + ZZ)H (R2 +z )
M(R):ﬁf —Af 7(D—z)dz+0' f(D—z)dZ
0 0

Ao D
The last integral is easily shown to be equal to D?/2, and so

2
2 (D—-27)dz= ﬁ

2N (P, \H 2A (P, A )
M(R):—WJ;(R +z) dz+mj;(R +z) zdz+ 0. (C.2)
The second of the remaining integrals can be explicited by setting R> + z> = 12, since zdz = rdr for R fixed,
D VR D?
5 \H _ Hil . 1 5 S\ H+1 o\H+]
fO(R +2%) zdz_j;rz dr—2H+2(R +0°)" —(R?) ] (C.3)
since 2H + 1 # —1 for 0 < H < 1. We therefore have
M(R) 2A fD(RZ . Z)Hd . A s R2 H+1 R2 H+1 . 5 (C 4)
= —— , — = 0. .
PD2H+1 0 z Z H+1 D2 D2
For a zero separation in the plane of the sky, this expression is, explicitly,
2A b A A
M©O0) = ——— iz + tol = 4o CS5
® D2H+1foz Tuat? T Ter+nH+D Y €5

When R # 0, the first integral in Eq. (C.4) generally cannot be written in closed form (Gradshteyn & Ryzhik 1980). Notable
exceptions are for H = 0 and H = 1, when, respectively,

R\ A
M(R)=-A+c®> and MR) = —A(B) o (C.6)
To simplify the notations, we introduce the function K = K’ — K”, defined by M(R) = ~AK(R, H) + 0%, with
) 2 D X 5 H . 1 R2 H+1 Rz H+1
K(R,H):WIO(R +7%) dz and K'®H) == |1+ 5] ~(5 : (C.7)

It is now interesting to consider the case of separations R < D, which corresponds to studying the small scale structure of
centroid maps. This allows to develop K(R, H) in powers of R/D. Expansion of K" is straightforward,

y o yu(H +1) (R\Z" o
K'RH) = > - (5) for 0<H<1 and K'(RO)=1, (C8)

where we introduced y,,(x) = x(x — 1)...(x —n + 1). As for K’, since we consider D > R > 0 we can write it as

, D/R R R 2H+1 1 D/R
K(R,H)zzfo (1+y2)de(5) =2(5) Uo(l+y2)Hc1y+f1 (l+y2)de]. (C.9)

The first integral, between 0 and 1, which we dub Ky (H), cannot be explicited, but since it does not depend on R, it is unimportant
with respect to the structure of the moment maps. The second integral can be transformed in order to develop the integrand
through 1 + y* = y*(1 + y™2),

2H+1

R 2H+1 H
K'(R, H) = 2(—) Ko(H) + ) 22 ”( ) 2H %gy|. (C.10)
D >0 1
Computing the integrals in the equation above for 0 < H < I and H # 0.5, we have
R 2H+1 ’yk(H) 1 D 2H-2k+1 )
KRH=2(2)  koH (—) —1ld, 11
(%.H) (D) { ol )+Z Kl 2H-2k+1|\R ] (1D
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which, after rearranging the terms, leads to the following expression for K’,

, Ye(H) (R )ZH” 2y(H) (R )2"
K'(R,H)=2|Ky(H) — — || = —_— =] - C.12
(R H) o) (2H — 2k + 1)k! - (2H - 2k + 1)k! ( )
k>0 >0
If0 < H <0.5,then 1 <2H + 1 < 2 and the leading order expansion is therefore
, Yi(H) (R)Z”“
K'(R,H) ~ 2| Ko(H) — — || = C.13
(R, H) o(H) g;m_zk” =) (C.13)
while if 0.5 < H < 1,then 2 < 2H + 1 < 3 and the k = 1 term of the last sum is dominant,
K'(R,H) ~ 2 + 2H (R)2 (C.14)
U 2H+1 2H-1 '
This last expression is also valid for H = 1, while obviously K’(R,0) = 2. For H = 0.5, the k = 1 integral is
D/R R
-1
dy =1 (—) C.15
j: y dy 5 (C.15)
and for k # 1 the integrals are unchanged. It follows that
R\? ¥(0.5) [ D>~
K'(R,05)=2 ( ) KOS——I( ) (—) -1z, C.16
(R.0.5) D{o() Zz_sz (C.16)
which gives, after rearranging the terms,
: R\? 7:0. 5) 7(0.5)
K'(R.05)=1-(%) ln( )+ [2K0(0.5) - Z us Z (D) : (C.17)
Finally, the leading order expansion of K(R, H) for small separations R < D is
) 1 '}’/\(H) (R )2H+]

KR H)y~ —— — +2|Ko(H) - — = for 0<H<O0.5, C.18
®H) =~ o D@D o(H) Zi2H 2k +1 or €18
KR, H) ~ ! + ! (5)2 for 05<H<KI1 (C.19)
YT QH4+D)H+1D) 2H-1\D ' S '
K(R,0.5) ~ + (R)zln(R) (C.20)
3 \D D '

Consequently, the expansion of M(R) = —AK(R, H) + o? reads
A ,yk(H) R 2H+1
MR ~c?>————— _2A|Ky(H —(—) f 0< H<O0.S5, C.21
B =0 = T DH+ D o(H) = ;)211 2%+ 1 or < (€21
) A A (R
M(R) ~0° — - (—) for 05<H<I, (C.22)
QH+1)H+1) 2H-1\D
, A R\* (R
MR)~o? -2+ A(—) ln(—) for H=0.5. (C.23)
3 D D

The consequences on the statistical measures performed on the moment maps are straightforward to derive. They are given and
analyzed in the main body of the paper.
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Appendix D: The uniformity of fBm fields with H > 1

We consider the mean squared increment of an fBm field ¥ of Hurst exponent H > 1 between positions x and x + r. The
separation vector r is then separated in p equal parts, so that

2

a k+1 M
[F(x+r)—Fx)] = Z[T(x+ r)—?'(x+—r)} = ZEﬂ , (D.1)
k=0 p p k=0
where A} is the increment of ¥ between the kth and (k + 1)th positions. Expansion of the expression above yields
pl
[F(x+1) - F@OF = Y AF2 +2 ) AFAT;. (D.2)
k=0 i<j
Now, AF;AF; can be written as an autocorrelation product of the function G, , = ¥ (x + r/p) - F (x),
AFAF,; = [g,,,, (x + ir)} [91 (x + ir)]. (D.3)
p p
Since autocorrelation functions are decreasing from their zero spacing value, we have
2
AFAF; < [Grp 0], (D.4)
which allows us to give an upper limit for the mean squared increment of 7,
2A 2A
[Fx+r) - F@F < ="+ p(p— H==r" =28p>"p2H, (D.5)
P p

This result being valid for any value of p, which characterizes a subdivision of the separation vector r, we see that since H > 1,

the limit p — oo implies [F(x +r) — F (x)]> = 0 and therefore F is a uniform field.
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Résumé

Les observations de la phase moléculaire du milieu interstellaire révélent une structure complexe, tant en
vitesse qu’en densité, hiérarchisée sur plus de quatre ordres de grandeur. La compréhension des phénoménes
a Dorigine de cette structuration, amenant aux premiers stades de la formation stellaire, appelle une
description adéquate de champs auxquels ’observateur n’a pas accés directement. Il est donc nécessaire de
comprendre la chaine des processus physiques, observationnels et instrumentaux aboutissant aux quantités
effectivement mesurées. Ce probléme est ici abordé en trois points.

Les structures observées sont le résultat d’une projection complexe des champs tridimensionnels sur un
espace hybride position-position-vitesse, dont on peut tirer des cartes bidimensionnelles d’intensité intégrée
et de centroides de vitesse. Nous démontrons le lien qui existe entre les propriétés statistiques de ces cartes
et celles des champs d’origine. En particulier, nous montrons que I’indice spectral de la carte des centroides
est égal & celui du champ de vitesse, dans I’approximation des faibles fluctuations de densité, qui est discutée
numériquement.

D’autre part, le filtrage spatial imposé par les observations interférométriques dégrade les distributions
de brillance projetées sur le plan du ciel. Dans le cadre de ’évaluation des performances du futur réseau
ALMA, et a l’aide d’un simulateur instrumental, nous montrons que le spectre de puissance est, parmi les
différents outils de caractérisation des structures, celui qui permettra le mieux de remonter aux statistiques
des distributions de brillance & partir des données. Nous introduisons en outre une méthode nouvelle
et prometteuse, tant en termes d’analyse que de traitement, fondée sur les incréments des phases des
composantes de Fourier.

Enfin, la question de la formation des raies interstellaires est abordée dans le cadre d’un formalisme de
transfert radiatif stochastique unidimensionnel. Sur cette base préexistante, nous introduisons le cas d’un
champ de vitesse corrélé au champ de densité par une relation polytropique, et nous en déduisons une
équation de transfert généralisée. Nous montrons également que la distribution des vitesses le long de la
ligne de visée n’est pas gaussienne, contrairement au cas sans corrélation, ce qui indique que l'interprétation
des profils de raie doit tenir compte de cet effet.

Abstract

Observations of the molecular phase of the interstellar medium reveal a hierarchy of complex structures,
both in density and velocity, over more than four decades. The understanding of physical phenomena
leading to this structuration and to the first stages of star formation, calls for a proper description of fields
which observers do not have direct access to. It is therefore necessary to understand the chain of physical,
observational and instrumental processes providing the observer with meanignful quantities. Three aspects
of this problem are considered here.

The observed structures are the result of a complex projection of three-dimensional fields onto a position-
position-velocity space, from which two-dimensional maps of intensity and velocity centroids are construc-
ted. We establish the relationships between the statistical properties of these maps and those of the original
fields. In particular, we show that the spectral index of the velocity centroids’ map is equal to that of the
velocity field, in the approximation of small density fluctuations, which is discussed numerically.

Also, interferometric observations impose a filtering of spatial frequencies which degrades the brightness
distributions over the plane of the sky. In the purpose of evaluating the performances of the forthcoming
ALMA instrument, we show, using numerical simulations, that the power spectrum is the most suited tool
to recover structural characteristics from the dirty maps. We furthermore introduce a new and promising
method of analysis, based on the increments of Fourier phases.

Finally, we consider the problem of interstellar line formation in the framework of a one-dimensional
stochastic radiative transfer formalism. We introduce the case of correlations between the velocity and
density fields through a polytropic relation, and we come up with a generalized transfer equation. We
show that the probability distribution function of line-of-sight velocities is non-Gaussian, contrary to the
uncorrelated case, which strongly suggests that these correlations should be taken into account in the
interpretation of line profiles.



