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Introduction générale

Motivations et orientations

Les objectifs de ce travail consistent a fournir des éléments de réponses aux deux principaux
problemes suivantes :

e Une étude mathématique pour comprendre les propriétés macroscopiques des structures
piézoélectriques, dont les géométries contiennent une repartition périodique de micro-
structure dans le cas d’un corps, d’une plaque et d'une coque périodique de type Koiter.

e Une modélisation numérique des structures piézoélectriques particulieres (laminées, fibrées
et perforées), afin d’atteindre deux buts : D’une part, valider les modélisations qui existent
déja dans la littérature d’ingénieurs et d’autre part, se servir de cette simulation dans les
applications industrielles des matériaux piézoélectriques notamment dans les domaines
de ’hydrophonique, de 'imagerie biomédicale et de controle de vibrations.

Plan de la these

Cette these comporte deux parties :

® La premiere partie est consacrée a I’étude de ’homogénéisation et I’analyse asymptotique
de I’équation de la piézoélectricité dans des structures périodiquement perforées, dans le
cas d'un corps, d'une plaque et d'une coque de type Koiter.

® Dans la deuxieme partie on évoque la modélisation numérique de quelques structures
piézoélectriques particulieres comme les structures laminées, fibrées et perforées, dont le
but est de comprendre les propriétés macroscopiques de ces structures, afin d’améliorer
certaines applications industrielles (capteurs, actionneurs, etc...).

Elle est structurée de la maniere suivante :

Premiere partie : Modélisation mathématique

La premiere partie est constituée de quatre chapitres. Elle sera consacrée a I’étude de I'ho-
mogénéisation et 'analyse asymptotique de I’équation de la piézoélectricité dans des structures
périodiques particulierement des structures perforées et laminées.

Chapitre 1 : Rappels sur le probleme tridimensionnel

Dans le premier chapitre, on formule le probleme dans le cas tridimensionnel, et on présente
deux formulations variationnelles associées a ce probleme. Apres un rappel sur les inégalités
de Korn et de Poincaré sur les domaines perforés, on présente 1’équivalence entre les deux
formulations variationnelles et on donne un résultat d’existence et d’unicité de la solution du
probleme étudié. Enfin, on présente des arguments basés sur I'analyse convexe pour montrer
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que la solution du probleme étudié s’ecrit sous forme d’un point selle d'une fonctionnelle, on
justifiera aussi rigoureusement la négligence de quelques phénomenes physiques sur le modele
de la piézoélectricité dans cette étude. On présente a la fin des conclusions et des commentaires
sur le probleme de la piézoélectricité.

Chapitre 11 : Homogénéisation d’un corps piézoélectrique perforé

Dans le second chapitre, on s’intéresse a I'homogénéisation de 1’équation de la piézoélectricité
dans un corps tridimensionnel périodiquement perforé, dans le but de mieux comprendre le
comportement asymptotique de I’état électromécanique (champs de déplacement et le potentiel
électrique) lorsque le parametre associé a la taille des perforations tend vers zéro. On donne le
probleme homogénéisé et un théoreme d’existence et d’unicité de la solution de ce probleme.
On détermine explicitement tous les tenseurs de rigidité, de piézoélectricité et de diélectricité
homogénéisés (effectifs), ainsi que toutes leurs propriétés comme la symétrie et Uellipticité. On
énonce un résultat de correcteur pour le champ des déplacements mécaniques et le potentiel
électrique scalaire limites, ce qui permettra de justifier les premiers termes du développement
asymptotique associé a chacun des déplacements mécaniques ainsi que le potentiel électrique.
On présentera a la fin, un résultat qui décrit le comportement asymptotique de chacune des
énergies : mécanique, électrique et totale, associées a ce type de matériau. On termine ce cha-
pitre par des conclusions d’intéréts mathématiques et physiques. Cette étude fait I'objet de
deux publications [54] et [6].

Chapitre I1I : Analyse asymptotique et homogénéisation d’une plaque
piézoélectrique perforée

Dans le troisieme chapitre, on s’intéresse au comportement d’une plaque de faible épaisseur
(mince) piézoélectrique périodiquement perforée, lorsque 1'épaisseur et la taille des trous sont
destinés a tendre vers zéro dans cet ordre. Apres le premier passage a la limite, on obtient deux
problemes distincts : un probleme membranaire et un autre en flexion. Le premier probleme
est analogue au probleme tridimensionnel du chapitre précédent. Pour cela, on reprend les
mémes travaux afin d’établir le probleme homogénéisé et un théoreme d’existence et d’unicité
avec la détermination de tous les tenseurs homogénéisés et quelques propriétés liées a ces ten-
seurs. Pour le probleme en flexion, on utilise la technique de la double échelle, afin d’avoir le
probleme homogénéisé ainsi que la détermination du coefficient de flexion homogénéisé avec ses
propriétés. On donne aussi pour chacun des deux problemes des résultats de correcteurs. En-
fin, on termine ce chapitre par quelques conclusions. Ce travail est I’objet de la publication [57].

Chapitre IV : Homogénéisation de coques piézoélectriques périodiques
de Koiter

Dans le quatrieme chapitre, partant réslutats obtenus par Haenel [42] apres un passage a
la limite sur le probleme tridimensionnel de coques piézoélectriques lorsque 1’épaisseur tend
vers zéro, on applique une nouvelle technique dite de [’éclatement périodique récemment in-
troduite par Cioranescu, Damlamian et Griso [24] sur le probléme d’une coque piézoélectrique
périodique de type Koiter, décrit dans un systeme de coordonées curvilignes, afin de trouver le
modele homogénéisé.
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Enfin on donne un résultat de convergence forte (correcteur) pour le potentiel électrique
et les déplacements mécaniques. Pour cela on utilise 'opérateur de moyennisation introduit
dans [24]. Ce travail est fait en collaboration avec M. Ghergu et G. Griso, et fera l'objet de la
publication [37].

Deuxieme partie : Simulation numérique

La seconde partie est subdivisée en deux chapitres. Elle sera consacrée a la modélisation
numérique des structures piézoélectriques perforées et piézocomposites laminées.

Chapitre V : Homogénéisation numérique des matériaux piézoélectri-
ques perforées

Dans ce chapitre, on propose une modélisation numérique des matériaux piézoélectriques
périodiquement perforés, cette modélisation sera basée sur deux approches complémentaires : La
premiere est la méthode des éléments finis et la seconde est une méthode analytique. On effec-
tue une analyse paramétrique sur l'influence de la géométrie et la distribution des perforations
sur les propriétés effectives de ce type de structure, ainsi on étudiera 'influence de la rotation
des perforations non symétriques par rapport a ’axe d’isotropie du matériau piézoélectrique.

On valide I'implémentation de notre méthode (les éléments finis), par une étude comparative
dans un cas bien précis ou on peut déterminer les tenseurs homogénéisés de fagon explicite par
une technique analytique.

Chapitre VI : Homogénéisation numérique des matériaux piézocomp-
osites laminées

Dans ce chapitre, on s’intéresse a 1’étude des propriétés macroscopiques des matériaux
piézocomposites laminés. Cette étude va nous donner 1'idée de proposer un prototype dun
matériau piézocomposite bilaminé perforé, ou on recupere des résultats intéressants pour des
applications industrielles en hydrophonique, en imagerie biomédicale et en controle de vibra-
tions. Par un exemple dans le cas d'un matériau piézocomposite laminé, on évaluera l'effet de
I'ordre de passage a la limite entre 1’épaisseur et la taille des perforations. Une partie de ce
chapitre a été I'objet de la publication [BA].
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Piézoélectricité : généralités

La piézoélectricité peut étre considérée comme une interaction entre deux phénomenes
électromécaniques qui couplent les champs élastique et électrique. Une déformation mécanique
du matériau génere un champ électrique, c’est l'effet direct de la piézoélectricité ou effet cap-
teur. Inversement, I'application d’un champ électrique ou d’une différence de potentiel induit
des déformations mécaniques, c’est 'effet inverse de piézoélectricité ou effet actionneur.

Bien qu’ayant été prédit par Coulomb et découvert par Becquerel en 1819, l'effet de la
piézoélectricité n’a été correctement expliqué qu’en 1880 par les freres Jacques et Pierre Curie
(par expérimentation sur le quartz et le sel de Rochelle). La loi de comportement de ce type de
matériaux a été établie par Lippmann [1881] en se basant sur des considérations thermodyna-
miques.

Les matériaux piézoélectriques permettent de réaliser un controle actif ou passif des struc-
tures élastiques par des systemes distribués de capteurs et d’actionneurs collés sur la surface
sous forme de pastilles ou intégrés dans la structure sous forme de fibres. Ils détectent les
déformations par leffet direct (effet capteur) et peuvent servir pour déformer le matériau par
Ieffet inverse (effet actionneur). Les matériaux piézoélectriques ont d’autres avantages, par
exemple leur réponse linéaire a de faibles excitations ou encore leur relative sensiblité aux
variations de température lorsqu’ils sont utilisés en dessous d’une température de transition
appelée température de Curie.

Parmi les matériaux piézoélectriques les plus utilisés, on trouve les piézocéramiques et les
piézopolymeres, dont les zirconates titanates (PZT) découverts en 1959 et les polyvinylidénes
fluorides (PVDF, PolyVini-DiFluor) qui ont été commercialisés en 1987. D’autres matériaux ont
été découverts ou synthétisés pour des applications, afin d’améliorer leur rendement mécanique.
Les matériaux piézoélectriques tels que les piézocéramiques et le PVDF sont en général de masse
négligeable par rapport a la structure a controler et peuvent étre flexibles dans le cas du PVDF.
Il en résulte, un bon rendement de conversion d’énergie électrique en énergie mécanique et donc
un role actionneur tres efficace.

Ces matériaux ont surtout trouvé des applications dans le controle des vibrations dans les
domaines de I'automobile, I’aérospatiale, le controle de forme (ailes d’avion, ailes ou objectifs
des télescopes), le controle en acoustique des nuisances sonores et dans la biomécanique pour
la conception de certains organes humains tels que le pancréas, le foie ou le rein. Il existe
des matériaux naturels ou synthétiques, pouvant étre polarisés pour exhiber ces propriétés
piézoélectriques, comme la peau et les os qui ont des propriétés similaires. D’autres applications
sont données dans la littérature (pour plus de détails, on pourra consulter Banks et al. [§]).

Modele mathématique de la piézoélectricité

Commencons d’abord par rappeler certaines notions d’électromagnétismes et des hypotheses
préliminaires faites en piézoélectricité linéaire, afin d’écrire le probléeme tridimensionnel de la
piézoélectricité.

Dans un domaine € simplement connexe de IR? de fronticre I' = 9§ régulicre, I'interaction
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électromagnétique est traduite par les équations de Maxwell

{rotH = 0,D+J dans €,

rot E = —0,B dans €2, (0.0.1)

ou E et H sont respectivement le champ électrique et le champ magnétique. D et B désignent
respectivement 1'induction électrique et magnétique. J représente le vecteur courant. Ces champs
vectoriels sont reliés par la loi du comportement électromagnétique

{D = ¢E+P,

B — po(H L M), (0.0.2)

ou P est le vecteur de polarisation électrique et M est le vecteur de magnétisation ou d’aiman-
tation, € est la permittivité absolue qui désigne la permittivité du vide, pg est la perméabilité
absolue. Pour compléter la description de cette interaction électromagnétique, on introduit une
autre équation d’équilibre, dite équation de Maxwell-Gauss ou équation de conservation de la
charge

—div D = ¢, (0.0.3)

avec q la densité volumique de charge au sein du matériau. Cette équation est valable dans un
milieu non aimanté. Dans ce qui suit, le matériau considéré dans notre étude est un isolant
d’ou ¢ = 0. La derniere équation de Maxwell s’ajoute aux équations précédentes et traduit la
loi de conservation du flux magnétique

div B =0, (0.0.4)
I’équation de conservation de la charge électrique ¢ est définie par
0
-£+dWJ:O (0.0.5)

Les conditions aux limites sont déterminées a partir des équations de Maxwell écrites sous forme
d’intégrales. Pour une approche mathématique, I’hypothese de simple connexité du domaine
Q) et la régularité de sa frontiere I' permettent a partir de 'équation ((LI4]) de déduire que
la loi de conservation ([LIL4) implique I'existence d’un vecteur A, appelé potentiel magnétique
vectoriel, tel que

B = rotA. (0.0.6)

Cette derniere équation combinée avec la deuxieme équation de Maxwell-Faraday du systeme

(C0T) implique que la somme de vecteurs E + — admet un rotationnel nul, donc dérive d'un

ot

0A
E=-Vo¢ T (0.0.7)
En général, le matériau piézoélectrique est un milieu continu et électriquement neutre, pour cela
il est qualifié d’isolant. Dans beaucoup d’applications, on peut se restreindre a I'approximation
quasi-électrostatique, ce qui revient a supposer que la transformation est thermodynamiquement

adiabatique (pas d’échange de chaleur et donc pas d’effet Joule). Cela nous conduit a

potentiel scalaire ¢, d’ou

{g zgi (0.0.8)

On suppose aussi que seul l'effet de l'interaction électro-mécanique est important, on néglige
donc la partie magnétique.
M =0
{ ’ (0.0.9)

A = 0.
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Cette derniere hypothese a été confirmée expérimentalement par H.F. Tiersten [90]. Précisons
maintenant dans quelles conditions on peut travailler avec ’approximation quasi-électrostatique
(IY). Pour simplifier 'analyse, nous supposons, que le corps est une plaque de longueur L.
Considérons, dans une oscillation électromagnétique, un mode propre introduit par le phénomene
de déformation de longueur d’onde A et de vitesse de phase v. La période d’oscillation T est

donnée par T'= —. Notons par x la variable d’espace et ¢ la variable temps, faisons le change-
v

ment de variable

x
g - Ea
2wt
T = —
T )
la deuxieéme équation du systeme ([LTLT]) devient
g 2LOB_ LOB
T E T T e T T N o

Il se dégage donc un critere pour 'approximation quasi-électrostatique : si la longueur d’onde
de Toscillation électromagnétique est tres grande par rapport a la longueur de la plaque, on
peut faire 'approximation quasi-électrostatique et ignorer A, ceci serait équivalent a effectuer
au départ I’hypothese de simplification sur V¢

0A
— K| Vo |.

122 1<) w0

Cette hypothese est tirée de I'expérimentation. Alors I’équation (L) s’écrit sous la forme

E = _v¢7

les inconnues se réduisent au déplacement u et au potentiel ¢. On définit désormais ’enthalpie
électrique H du corps piézoélectrique par

H(e, E;)) =U — E.D,
ou € est la partie linéaire du tenseur des déformations (2¢;;(u) = Gju; + d;u;), E = (E;), avec
U étant son énergie interne. En différenciant par rapport au temps on obtient

OH oU oD OE O0€; OF;
@ g _Ep_y. % pdhi 0.1
ot ot ot ot T gy ot (00.10)

avec D = (D;) et 0 = (0y;) est le tenseur des contraintes. Aussi, puisque on a
H=H(e E;).
En différenciant 1’équation précédente par rapport au temps on obtient

ot N 8% ot 6EZ ot .

Puis en identifiant les termes obtenus avec les termes de ’équation ([ILILI0), on déduit

(Uij_—~)—_(Di+8—Ei) a
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801-]- . 8aji 8EZ .
pour % — o et 5% On obtient

- 1(8H+8H)
% = 2 8% anZ‘ ’
(0.0.11)
oH
D, = “9E

Comme on s’intéresse dans la suite, aux modeles linéaires de structures piézoélectriques, on ne
considere que la partie quadratique de I'enthalpie qui est définie par

H(G, Ez) = %czjklezjekl - ekijEkeij - %dZ]EZEJ (0012)
On déduit de (IT) et (LIIZ) la deuxieme loi de comportement qui exprime le tenseur des
contraintes o et le vecteur des déplacements électriques D en fonction du tenseur linéaire des
déformations € = (g;;), le gradient du potentiel électrique ou le champ électrique E, par un
systeme d’équations constitutives sous une forme matricielle compacte a 'aide de la notation
de Voigt (Dieulesaint et Royer [30])

Oij = Cijki€hi — €kijEg,
(0.0.13)
D, = ej€n+ dijEj.
On déduit de la relation ((LITZ) que
( 0’H B 0*H
aaijﬁakl - &maaij’
(0.0.14)
O*H B 0*H
\ 0ELOE;  OF,0E,
ce qui implique que
( Cijkli = Cklij = Cjikl,
dij = dji, (0.0.15)
\ Ckij = Ckji, €kij — —E€jik-

cijr sont les coefficients d’élasticités a champ électrique nul (matériau piézoélectrique de court-
cicuité) et les termes ey;; sont des coefficients piézoélectriques a champ électrique ou déformation
nuls. Les termes d;; sont des coefficients de permittivité a déformation nulle qui constituent
un tenseur symétrique défini positif. Signalons que la matrice piézoélectrique ey,;; est anti-
symétrique. Il n’existe donc pas de matériaux piézoélectriques isotropes.

Remarque 0.0.1

Les hypotheses physiques introduites pour la piézoélectricité consistent a négliger les effets
magnétiques et thermiques et a considérer l’interaction électro-mécanique uniquement. Pour
la piézoélectricité linéaire, on se restreint a [’élasticité linéaire, en restant dans le cadre des
petites déformations.
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Chapitre 1

Rappels sur le probleme
tridimensionnel

Il s’agit de formuler le probleme aux limites, considéré sur un domaine tridimensionnel.
Nous allons rappeler la loi de comportement des matériaux piézoélectriques en précisant les
inconnues choisies, ainsi que les différents efforts mécaniques et électriques envisagés.

On utilise deux formulations variationnelles associées au probleme étudié : une dont la forme
bilinéaire est elliptique mais non symétrique. La seconde avec une forme bilinéaire symétrique
mais non elliptique. Nous montrerons par la suite que ces deux formulations sont équivalentes
et que les problemes variationnels ont une solution unique, que 'on démontre en appliquant
le lemme de Lax-Milgram en considérant la premiere formulation ou en appliquant des argu-
ments d’analyse convexe tout en considérant la seconde. Le travail de cette these s’appui sur les
résultats obtenus par Bernadou et Haenel [13] et Haenel 2] dans une coque tridimensionnelle,
et dans une plaque bidimensionnelle par Rahmoune [75] et Sene [80).

Ce chapitre est composé de trois parties organisées de la maniere suivante : Apres une
description du cadre physique relatif au probleme de la piézoélectricité, on présente le cadre
géométrique dans lequel on va travailler, et le probleme tridimensionnel de la piézoélectricité,
ainsi que les hypotheses a priori liées a des phénomenes physiques négligés par le modele traité.
Dans la deuxieme partie, on rappelle les inégalités de Poincaré et de Korn ainsi que quelques
lemmes qui seront suivis par la formulation du probléeme étudié sous forme de deux formulations
variationnelles. On donne également un résultat d’existence et d’unicité. Enfin, a l'aide des
arguments de l'analyse convexe, on présente le probleme de point selle associé au probleme
de la piézoélectricité, ainsi que certaines remarques sur les deux formulations variationnelles
obtenues, et nous interprétons par la suite, des observations concernant le probleme de la
piézoélectricité, d'un point de vue mathématique et physique.

1.1 Description du probleme de la piézoélectricité

Pour simplifier la description du probleme, on se contente uniquement du cas stationnaire,
I’adaptation au cas quasi-statique ou dynamique est immédiate.

1.1.1 Cadre physique

On suppose que la variation de température et du champ magnétique sont négligeables.
Cette hypothese est raisonnable pour les matériaux piézoélectriques utilisés habituellement

11
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comme les céramiques, les polymeres et les piézo-composites, donc cela signifie que I'on dispose
uniquement d’un couplage électro-mécanique.

On se place dans le cadre de la piézoélectricité en petites déformations et on choisit de
formuler le probleme en deux inconnues: le déplacement mécanique et le potentiel électrique.
Nous considérons que le potentiel électrique comme étant I'inconnue électrique plutot que son
gradient (voir Banks et al. [§]), ceci est justifié par les conditions aux limites qui seront imposées
par la suite sur le potentiel électrique.

1.1.2 Description de la géométrie et des forces envisagées

Soit € un ouvert borné simplement connexe de R?® de la variable z = (z1, x9, x3), de fronticre
I' = 00 Lipschitzienne. L’état électromécanique d’un milieu piézoélectrique est déterminé par
le couple (u, ¢) tel que u est le champ des déplacements élastiques et ¢ est le potentiel électrique.

On considere deux décompositions de la frontiere I', correspondant respectivement aux
conditions aux limites mécaniques (indiquées par un exposant ) et aux conditions aux limites
électriques (indiquées par un exposant ¥):

I = IYul¥ avec T NTY = 0, et mes(TH) >0
0 (1.1.1)

I = TYurf avec TENTE = 0, et mes(TF) > 0.

On suppose que le milieu est :
soumis a une densité de force volumique f dans €2,

ii) soumis & une densité surfacique de force ¢, agissant sur la partie TV,

)
)
iii) encastré sur la partie T'}! de la frontiere,
)
)

iv) libre de charges électriques dans le milieu et sur la partie I'F de la frontiere,

v) soumis & un potentiel fixé ¢ sur la partie T'Y de la fronticre.

Remarque 1.1.1 Les matériaux piézoélectriques sont des diélectriques parfaits, c’est pourquoi
on considére qu’il n’y a pas de charges électriques dans le milieu (voir Banks et al. [8]). ®

1.1.3 Formulation du probleme

On adoptera tout au long de ce travail, la convention d’Einstein de sommation des indices
répétés, on utilise 'alphabet latin pour les indices variants de 1 & 3. Les vecteurs de IR* sont
représentés en caracteres gras. On désignera par n la normale extérieure sur 0f2. Les équations
régissant le comportement piézoélectrique sont

—div o(u,p) = f dans (),

(1.1.2)
—div D(u,p) = 0 dans (,
avec les conditions aux limites
u = 0 sur Y,
oij(u,p)n; = ¢ sur i,
(1.1.3)

o = ¢ Il
D(u,p)n = 0 sur ¥
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le tenseur des contraintes linéarisées o = (0;;) et le vecteur des déplacements électriques D =
(D;), sont reliés par la loi de comportement des matériaux piézoélectriques suivant

oij(0,0) = cijusu(u) + epi;Opp dans
(1.1.4)
Di(u, ) = —einsu(u)+di;0;0 dans Q,

1<4,5,k,1 <3,

avec (div o) = 9,045, div D = 9,D;, 0; = %, x = (z;) € Q. Le tenseur des déformations
linéarisé est donné par

sp(u) = %(&cul + Oyuy,) (1.1.5)
Le tenseur de I'élasticité tridimensionnelle (c¢;;x;) est symétrique et défini positif, il vérifie
Cijki = Cjikl = Cklij = Cijlk,
ciju € L®(Q), (1.1.6)
e >0 cijra() Xij Xp > aeXi; X5, Ve € Q, VX = Xj; € R,

Le tenseur piézoélectrique (de couplage) (e5,) est symétrique et vérifie

€ikl = Cilk,
) (1.1.7)
€kl € LOO(Q)
Le tenseur diélectrique (df;) est symétrique, défini positif et vérifie
dij € L(Q), (1.1.8)

dag > 0 : dzj(l')XZX] > a0 X; X;, Vo e Q, VX; € R.

1.2 Existence et unicité d’une solution

On présente maintenant, un bref rappel de quelques lemmes notamment celui du mouvement
rigide, ainsi que les inégalités de Korn et de Poincaré (pour plus de détails autour de ce rappel,
on peut se référer a Ciarlet [20] [21]).

1.2.1 Rappels des inégalités de Poincaré et de Korn

Définissons
Var(Q) = { ve(H(Q)?, v=0 sur TV }
(i) (Lemme du mouvement rigide)
Si mes(TY') >0, v € Vi (Q) et si5(v) =0, alors v=0. &
(i) (Inégalité de Poincaré)
Soit  un ouvert borné, alors pour chaque fonction u € Hj (), alors il existe une
constante C' strictement positive telle que :

[ fm@<C || Va8
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(iii) (La premiére inégalité de Korn)
Soit Iy une partie de la frontiere I' de € telle que mes(I'y) non nulle, on définit 'espace

H (Q)={veH'(Q), v=0 sur FO}
Soit 2 un domaine borné de R™ de frontiere I' = OS2 lipschitzienne, alors on a
Yu € Hy (), || Vulizg < 2 [ulizg -0

(iv) (La seconde inégalité de Korn)
Soit Q un domaine borné lipschitzien de R™, alors on a

| u HHILO(Q) < C /Q[Zuzu@Jr Z sij(u)sij(u)} dr, 1 (1.2.9)
i=1

1,j=1

avec U = (U;)1<i<n, s(1) = (s;;(0)) et s;j(u) est le tenseur des déformations linéarisé
défini par (LL3).

(v) (Ciarlet [20] [21])
Soit Q un ouvert borné de IR" a frontiere T = 09 de classe C* et mes(T')') > 0, alors il
existe une constante C' strictement positive telle que

IV v < C Y 1 si(v) ez, Vv € V()
i,j=1
1.2.2 Deux formulations variationnelles du probleme

On opere comme dans la these de Haenel [42], deux formulations variationnelles équivalentes
associées au probleme aux limites seront décrites.

Définissons les deux espaces suivants
Vu(Q) = {v e (HY(Q)?, v=0 sur TV } (1.2.10)
Wp.(Q) = {w e HY(Q), ¢ = ¢ sur TP } Vo € HY*(IE), (1.2.11)
en particulier avec
Wg,(Q) = {@/} € H'(Q), v =0 sur T} }
On munit les espaces V;(£2) et Wg,(Q2) par les normes suivantes

Iviviee = [IVV lze@pe, Yv e Vu(Q)

’ 1.2.12
10 ey = [ ey, ¥ € Wiy (). (12.12)

Nous supposons que les données du probleme ([CT2)- ((CT3)- (CT4) sont suffisamment régulieres,
par exemple f € (L2(0))3, ¢ € L*TM) et ¢ € HYATE), et que (u,p) est une solution
suffisamment réguliere de ce probleme.

Soit v € V;(£2), en multipliant la premiere équation du systeme ([LIZ) par les composantes
de v = (v;) et en intégrant sur €2, on obtient

— / 8j <Cijk18kl(ll) -+ ekijc‘?k(p) V; dzr = / fZ Vi dzx. (1213)
Q Q
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En appliquant la formule de Green sur I'équation ([L2ZI3)) et en tenant compte des conditions
aux limites (CI3), on aura

/ [cijklskl(u) + e;m-j(’?kcp] i (V) de = / fi v; dx —I—/ qiv; dl. (1.2.14)
Q Q rM

De méme, soit 1) € Wg,(Q). En multipliant la deuxieme équation du probleme ([CT2) par ¢ et
en intégrant sur €2, on obtient

- / 3i< — eimsp(u) + dz’jaj(p)w dr = 0.
0

En appliquant la formule de Green et en tenant compte des conditions aux limites ([CI3), on
aboutit a

/ |: - eilekl(u) -+ dwﬁjgo} aﬂﬂ dr = 0. (1215)
Q

En additionnant les deux équations (LZI4) et (CZTIH) on obtient le probléme variationnel
suivant

Trouver (u,p) € V() x Wg, (), tel que,

(1.2.16)
ar((u, ), (v, 1)) = L(v,¥), Y(v,¢) € V() x Wg,(€2),
( ar((u, @), (v,9)) = /Q{[Cz‘jklskl(u) + €k;z‘j3k:90} Sij(v)
+ [ — esp(u) + dz’jajgpi| aﬂ?} de, (1.2.17)

L(v,v) = /Qfl v; do + /FM qiv; dI.

\

En soustrayant les deux équations ([LCZT)) et (CZTH), on obtient un second probleme varia-

tionnel
Trouver (u,p) € V() x Wg, (), tel que,

az((u, ¢), (v,¥)) = L(v, ), (1.2.18)
V(v, ) € Var(Q) x Wi, (),
[aal(p) o) = [ {[emstw) +awdne] ss(v)
— [— eirsk(u) + dijajw] &w} dr, (1.2.19)
L(v,v) = /Qfl v; dx + /FM qiv; dI.

Admettons provisoirement, que chacun des deux problemes (ICZIH)- (CZI1) et (CZIN)-(CZT9)

a une solution unique, ce qui sera démontré dans la Proposition [[23]
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Proposition 1.2.1 (Haenel [/Z])
Les deuz problémes (LZI0)-(I-217) et (LZI8)-(LZI3) sont équivalents. 1

Preuve :
La preuve de cette proposition, a été donnée par Haenel [42]. Soit (u, ¢) une solution de (CZI0)-
([CZTD). Puisque pour tout ¢ € Wg, (), —¢ € Wg(£2), on a

al((ua @)? (Va —?P)) = L<V7 ¢) V(V, w) € VM(Q> X WEO(Q)7

or pour tout (v,1) € V(2) x Wg,(£2), on a

ar((w, ), (v, =9)) = as((w, ¢), (v, ¢)).

Donc (u, ¢) est aussi une solution de (CZIF)-(CZIJ). De méme, on montre que toute solution

de (CZIR)-(CZTIY) est aussi solution de (CZIG)-(C2IT). §

Pour démontrer 'existence et 'unicité de la solution du probleme variationnel ([CZI6)-
(CZTD), il est intéressant de considérer le probleme homogene correspondant au premier probleme

variationnel (CZT6)- (C2Z10).

Lemme 1.2.1

Si @ est un élément de HY?(TE), il existe un relévement ¢ de @ dans H'(SY), c’est-a-dire une
fonction ¢ € HY(Q) telle que Pler =¢. 1

On pose alors

ce qui conduit a la proposition suivante
Proposition 1.2.2 (Haenel, [{7])

La solution (u, @) du probléme variationnel (LZIA)-([1.2.17) est donnée par ¢ = ¢ + ¢ avec
(u, @) solution du probleme variationnel suivant

Trowver (u, @) € V() x Wg, (), tel que,
) (1.2.20)
ar((w, ), (v, ) = L(v,9)  V(v,9) € Vu(Q) x Wi, (2),

ot ar((.,.),(.,.)) est définie en (IT.Z17) et Li(.,.) est définie par

Li(v,y) = /invi dx + /FM qv; dI' + /Q{_ekz‘jak¢3ij(v) + dipOpp0ip } dx (1.2.21)

1.2.3 Théoreme d’existence et d’unicité

Avant d’énoncer le théoreme d’existence et d’unicité de la solution du probleme aux limites
(CT2)-(CI3), on énonce quelques propriétés des formes : linéaire L(.) et bilinéaire aq(.,.)
définies par le systeme ([CZTIT) (Les démonstrations des résultats suivants, se trouvent dans
Haenel [42]).
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Lemme 1.2.2

Si f; € L3(Q) et q; € L*(TM), alors la forme linéaire L(.,.) est continue sur V p(Q) x Wg, (). &

Lemme 1.2.3

Si mes(T)1) > 0 et mes(TE) > 0, alors la forme bilinéaire ay((.,.), (.,.)) est continue et ellip-

tique sur V() x Wg (). 1

Dans la proposition suivante, on énonce le résultat de l'existence et de I'unicité de la solu-
tion du probléeme homogene (C2Z20).

Proposition 1.2.3

Si mes(TY) > 0 et mes(TF) > 0, si f; € L*(Q) et ¢; € L*(Q), alors le probléme variationnel
(LZ20) admet une solution unique. W

Corollaire 1.2.1

Si mes(TY) > 0 et mes(TF) > 0, si fi € L*(Q), ¢ € L>(TM) et ¢ € HY2(TE), alors le
probléeme variationnel (LZIA)-(1.2-17) admet solution unique. 1

Remarque 1.2.1

i) Si mes(TF) =0, le probléme (LZ2Z0) aurait une solution unique dans lespace V () x
(Wgy(Q)/1IR), c¢’est-a-dire que le potentiel est défini a une constante additive pres.

i1) Le probléme de la piézoélectricité admet donc deuz formulations variationnelles. Souvent
on utilise la premiere, dont la forme bilinéaire est définie positive, mais non-symétrique
puisque la matrice de la piézoélectricité globale est antisymétrique. Dans une autre situa-
tion il est envisageable d’utiliser la deuxieme formulation variationnelle, dont la forme
bilinéaire est symétrique mais non-elliptique.

iii) Dans l'expression

(o 9): (w,0)) = [ {epuss (sl + dsdigdye} do.

Q

les termes liés aux tenseurs piézoélectriques ont disparu. Ceci est diu a la reversibilité du
phénomene de la piézoélectricité. B

1.3 Le probleme de point selle

Haenel dans sa theése a montré que les deux probléemes variationnels ([CZTG)-(C2T1) et
(CZIX)-(CZT9) sont équivalents et puisque le probleme ([CZTH)-(CZTM) admet une solution
unique, donc le probleme ([CZIY)-(CZTY) admet également une solution unique. Cependant, on
peut démontrer directement sous les hypotheses du Corollaire [L2]], que le probleme (LZIF)-
(C2ZT9) a une solution unique, en utilisant des arguments d’analyse convexe.
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Pour cela, soit ¢ un relevement de @ dans H'(Q) (cf. Lemme [CZZT]), alors la solution (u, )
du probleme variationnel ([CZZI8)-(Z2I9) est donnée par ¢ = ¢ + ¢ avec (u, ) solution du
probleme homogene correspondant suivant

Trouver (u,p) € V() x Wg, (), tel que,

) (1.3.22)
az((w, @), (v, ) = La(v, ) V(v,9) € V() x Wi, (),
ot as((.,.), (-,.)) est définie en (CZIT) et Lof.,.) est définie par
Ly(v,¢) = /sz‘vi dx + /F{W giv; dI’
- / {—erijOkpsij(v) + dixOxpOip} di. (1.3.23)
Q

D’apreés Ekeland-Temam [32] (VI-1-6, pp.157), (u, ) est une solution du probleme ([CZI)-
([CZT19), si et seulement si (u, ) est solution du probleme de point selle suivant

Trouver (u,p) € V() x Wg, (), tel que,

. (1.3.24)
S(u,p) = inf — sup S(v,1),
VeV (Q) yeWg, (Q)
ou la fonctionnelle S(.,.) est définie sur V;(2) x Wg, (), par
1 _
S(v,¥) = Saa(v,v) = La(v,9), V(v,9) € Vi (Q) x Wi, (Q).
On démontre ensuite que le probleme de point selle ([C324]) a une solution unique.
On peut vérifier que
Vv e Vy(Q), Papplication
(1.3.25)

Y € Wgy(Q) — S(v,1) est strictement concave et semi-continue supérieurement.

V1 € Wg, (), 'application
(1.3.26)
v € V() — S(v, 1) est strictement convexe et semi-continue inférieurement.

Donc la fonctionnelle S(.,.) a au plus, un point selle sur V,(€2) x Wg, ().
Remarque 1.3.1

i) La théorie de la piézoélectricité linéarisé présentée dans cette étude, ne tient pas compte
des phénomenes : magnétique et thermique. De plus, d’autres phénomenes physiques sont
1gnorés par le modele mathématique de la piézoélectricité linéarisé utilisé ici, notam-
ment la température et la polarisation rémanente. Cela montre que ce modéle méme s’il
approche au mieux la réalité physique, reste incomplet pour décrire tous les phénomenes
physiques associés a ce type de matériauz (pour plus de détails, on pourra consulter Banks
et al. [§]).

it) Dans le cas quasi-statique, le comportement mécanique est régi par les équations de
[’élastodynamique, tandis que le comportement électrique est régi par les équations de
Mazwell statiques, ce qui revient a dire que l'opérateur d’evolution apparait seulement
dans la premiere équation du systeme [(LLA) (Pour l’étude des propriétés de ce probleme
d’evolution, on pourra consulter larticle de Miara [59]).



Chapitre 2

Homogénéisation d’un corps
piézoélectrique perforé

Dans ce chapitre on s’intéresse a I’homogénéisation de 1’équation de l'interaction électro-
mécanique d’un corps piézoélectrique tridimensionnel périodiquement perforé. Pour se faire, on
utilise la technique de la convergence a deux échelles introduite par Nguetseng [64] et précisée
pour ses applications en homogénéisation périodique par la suite par Allaire [T], [2].

La notion de la convergence a deuz échelles [1] [2] ou récemment la méthode de [’éclatement
périodique [24] sont particulierement bien adaptées a I’homogénéisation périodique des équations
aux dérivées partielles ou interviennent deux échelles d’espace (macroscopique et microsco-
pique), puisqu’a l'aide des ces deux méthodes, en une seule et méme étape, on récupere le
probleme homogénéisé et on répond a la question de la convergence. Une approche classique
de ce type de problemes consiste a appliquer successivement la méthode des développements
asymptotiques a deux échelles (pour trouver formellement le probleme homogénéisé ainsi que
le probleme local), puis répondre a la question de la convergence par la méthode de I’énergie
de L.Tartar [86] [85] ou bien les méthodes G-convergence, I'-convergence, afin de prouver rigou-
reusement la convergence.

Considérons €2 un domaine borné connexe de IR" (n € IN) de bord 09 Lipschitz et faisons
a l'intérieur des trous, on obtient un ouvert ). (¢ un parametre strictement positif). On va
se placer dans le cas ou ¢ — 0, c’est-a-dire on creuse dans €2 des trous de taille de plus en
plus petites, répartis régulierement mais de plus en plus petits, donc notre milieu est modélisé
par une répétition périodique d'une cellule élémentaire de taille €. Notre objectif est 1’étude du
comportement limite (lorsque € — 0) du probleme de la piézoélectricité.

Plusieurs études ont été faites sur I’homogénéisation des structures piézoélectriques pour
étudier les propriétés des coefficients homogénéisés (effectifs) notamment les travaux de Ka-
lamkarov et Georgiades [44] et de Castillero et al. [T9] sur des matériaux laminés, et les travaux
de Ruan et al. [[9] et de celui de Feng et Wu [35]) sur des matériaux fibrés. Ces auteurs se
sont servis de la technique des échelles multiples pour examiner les propriétés effectives des
structures étudiées. En utilisant la méthode de G-convergence Telega et al. [87] [R8] [8Y] se
sont intéressés aux matériaux piézocomposites. Les résultats que nous obtenons completent le
résultat de Telega [87], et nous permettent en particulier d’exploiter les problemes locaux et les
tenseurs effectifs.

19
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Ce chapitre est composé de neuf sections organisées de la maniere suivante : Dans la premiere
section, on présentera le cadre géométrique dans lequel on va travailler. Dans la section suivante,
on présentera le probleme étudié. Dans la troisieme section, nous formulerons le probleme
variationnel pour aboutir a I'’estimation a priori sur le champ des déplacements mécaniques et
le potentiel électrique. Dans la section suivante, on présentera un bref rappel sur la notion de la
convergence a deux échelles avec I'illustration de quelques résultats fondamentaux qui lui sont
liés, et par la suite on établira le premier résultat de convergence du probleme étudié. Dans la
cinquieme section, on énoncera le théoreme principal de convergence, qui décrit le comportement
asymptotique de I'état électromécanique lorsque le parametre de la taille des perforations tend
vers zéro. Les expressions de tous les tenseurs d’élasticité, de piézoélectricité (de couplage) et
de diélectricité homogénéisés seront données dans la section suivante. Dans la septieme section,
on étudiera les propriétés (symétrie, ellipticité,...) des coefficients des tenseurs homogénéisés
(effectifs), ce qui permet d’établir la forme alternative du théoréme de convergence, a partir
duquel on déduit un théoreme d’existence et d’unicité de la solution du probleme homogénéisé.
Dans la section suivante, on donnera un résultat qui décrit le comportement asymptotique des
énergies : mécanique, électrique et totale. Dans la derniere section on prouvera un résultat
de correcteur, qui nous permettra de justifier les deux premiers termes des développements
asymptotiques de la solution du probleme traité.

2.1 Géométrie du domaine perforé

Soit € un ouvert borné simplement connexe de R?® de la variable = (zy, 79, 23), de frontiere
I' = 09 Lipschitzienne. Posons € comme un parametre associé a une microstructure contenue
dans €2, destiné a converger vers zéro.

Soit Y = (0,1)3 la période de base (la cellule de référence) de variable microscopique y =
(y1,Y2,ys3), on prend un ouvert Y* tel que Y* CC Y qui représente la partie de Y occupée par
le matériau de telle sorte que Y — Y™ soit le trou (le vide), on suppose que Y* est de frontiere
lipschitzienne et que Y —Y* C Y.

oot
00000
lecoool

& 9
Y1

La cellule de référence

F1G. 2.1 — Une structure perforée €2, et sa cellule de base Y.
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On définit le domaine perforé ). comme un sous-domaine de ) de 'union de toutes les
translations Y -périodiques de €Y*, qui sont strictement inclues dans 2 (c’est-a-dire les trous
ne coupent pas le bord de €, voir figure EZ1I), ¢’est-a-dire

0. = (Us(Y*+k)>ﬂQ.

keZ3

Posons x la fonction caractéristique de S*, telle que S* représente I'intégralité du matériau
par Y-périodique de Y*. On peut donc définir analytiquement (). comme suit

ng{xeﬁ/ X(g):1}.

Autrement dit, €. est I’ensemble €2 dont on a retiré les perforations déduites de €Y par
toutes les translations de longueur me avec m € Z dans toutes les directions.

Remarque 2.1.1 [l convient de signaler qu’il existe une fonction 0 € L>(52), telle que
Xo. — 0  faiblement x dans L>(£2). |

En effet, ce dernier résultat est une conséquence du lemme classique (voir Cioranescu et Donato
[27], Lewiniski et Telega [A9]) suivant

Lemme 2.1.1

Soit 1 < p < oo et f e LP(Y), Y-périodique. On définit la fonction f* par : f& = f(%£) p.p
xr€Q. Ona

fe(x) = My (f) faiblement  dans LP(Q) pour 1 < p < oo,

fe(x) = My (f) faiblement x dans L>(2),

o My () = 57 [ s v w

2.2 Position du probleme traité

On adoptera tout au long de ce travail, la convention d’Einstein sur la sommation des indices
répétés, on utilisera 'alphabet latin pour les indices variant de 1 & 3. Les vecteurs de IR® sont
représentés en caracteres gras, on désignera par n° la normale extérieure a €).. On notera par u®
le champ des déplacements élastiques et par ¢° le potentiel électrique, les équations régissant
le comportement piézoélectrique sont

—div o°(u®,¢°) = f dans (.,

(2.2.1)
—div D*(u®,¢°) = 0 dans €.,
avec les conditions aux limites
(u®, ¢°) = (0,0) sur 09,
of(uf,¢°)n° = 0 sur les bords des trous 02, — 012, (2.2.2)

D(u%, ¢%)n® = 0 sur les bords des trous 02, — 052,



22 Chapitre 2. Homogénéisation d’un corps piézoélectrique perforé

ou f € L*(€.), le tenseur des contraintes linéarisées 0 = (o7

électriques D® = (D5), sont reliés par la loi de comportement

) et le vecteur des déplacements

o505, 9%) = cusu(u®) +ep;;0pp°  dans €,
(2.2.3)
Di(u®,¢%) = —efysu(u®) +dj;0;¢° dans €,

1<id,j5,k, 1 <3,
avec (div 0°)' = 0,05, div D* = 0;D5, 0; = 32, x = (x;) € Q et
7
' — xT
Cijkl = cijr(, g)a
g — X
Ckij — exij (2, E)a
e __ T
Le tenseur des déformations linéarisé est donné par s (u) = %(Eﬁ;ul + Oyuy) et le tenseur de
I'élasticité tridimensionnelle C* = (cf;;,) est symétrique et défini positif uniformément en ¢, il
vérifie
(3 __ € __ £ _ A€
Cijkt = Cjikt = Cikiij = Cijiks

Cijki(x,y) € L=(; Cper(Y)), (2.2.4)

Ja,. > 0 indépendante de ¢ : cfjleinkl > 0o Xi; X5, VX =X € R

R
Le tenseur piézoélectrique (de couplage) £° = (€5,) est symétrique, il vérifie

ikl = Ciks
(2.2.5)
€ikl(37a 3/) S LOO(QQ Cper(Y))-

Le tenseur diélectrique D = (df;) est symétrique et défini positif uniformément en ¢, il vérifie

&, = d

dij(xay) S LOO(Q;Cper(Y>)> (2'2'6)

Jag > 0 indépendante de € : d;, X; X; > aqX; X;, VX, € R.

ij

oll Cper(Y') est I'espace des fonctions continues et Y-périodiques.

2.3 Le probleme variationnel et ’estimation a priori

Le but principal de cette section est d’obtenir une estimation a priori sur le champ des
déplacements mécaniques et le vecteur du potentiel électrique. Pour se faire, on identifie le
probleéme variationnel correspondant au probleme aux limites (Z21))-(Z2Z2)- Z2Z3).
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2.3.1 Probleme variationnel

Introduisons les espaces admissibles suivants

V. () = { ve H(Q.), v=0 sur 99 },

Immg::{weﬂ%m)¢:o$nag}

On formule le probleéme variationnel associé au probleme (Z2ZT])- (Z2Z2)-(ZZ3)) sous la premiere

forme
Trouver (u®, %) € V() x W.(£2), tel que,

(2.3.7)
w0, 6), (V) = L(vat)  V(v.1) € Va() x Wi(Q),
@) = [ {[us) + 0050

+ Pm%m@ﬂ+@@¢bﬂ}m, (2.3.8)

Le(v,v) = /Qfl(x) vi(x) de.

\

On rappelle que puisque la matrice globale du matériau piézoélectrique est antisymétrique,
alors il n’y a pas d’équivalence entre le probleme de minimisation de ’énergie et le probleme
d’équilibre. La solution de ce dernier correspond a un point selle de la fonctionnelle

1

(v,¢) — 5 /QE (CE(V,V) + 2e(v, ) — ds(w,w)> dx —/ f v dx,

€

ou on a noté
c(a,v) = Cjki sij(u) sp(v),

e“(u,v) = ey suu) O,

d*(p, ) = di; Oip 0.

Remarque 2.3.1

Cependant, sous des hypothéses réalistes de bornitude des tenseurs de rigidité, de couplage
et de diélectricité, avec lellipticité uniforme des tenseurs de rigidité et de diélectricité (voir
(Z24)-ZZ3)-(Z210)) et des actions extérieures suffisamment régulieres, le probléme (ZZ1)-
(ZZ2)-(ZZ3) admet une unique solution faible. La question est d’envisager, d’étudier, par
la suite, le comportement de [’état électromécanique (déterminé par le couple : le champ de
déplacement et le potentiel électrique) de ce corps piézoélectrique perforé lorsque le paramétre
de la taille des trous € tend vers zéro.
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2.3.2 Rappel sur les inégalités de Poincaré et de Korn dans un do-
maine perforé

Dans cette partie, on présentera un rappel sur les inégalités de Korn et de Poincaré dans
des domaines perforés, dont on se servira par la suite, afin d’établir ’estimation a priori sur
le champ des déplacements et le vecteur de potentiel électrique. Pour plus de détails sur ces
inégalités, on peut consulter le travail de Cioranescu et Sain-Jean-Paulin [25] et les ouvrages
de Oleinik et al. [66], de Lewinski et Telega [49] et I'article d’Allaire-Murat [4]. Dans tous les
lemmes suivants, on prend la géométrie décrite dans la section Il comme une géométrie du
domaine perforé.

Lemme 2.3.1 (Inégalité de Poincaré sur un domaine perforé)

1l existe une constante C' strictement positive indépendante de €, telle que pour chaque fonction
v e HY(Q.) satisfait v=0 sur 09, on a

| v 2@ C || VU |2 - (2.3.9)
Théoréme 2.3.1 (Inégalité de Korn sur un domaine perforé)

Soit Q. un domaine perforé, alors pour chaque fonction u € HY(S),), il existe une constante C
indépendante de €, telle qu’on a linégalité suivante

I a )< C( 1 wllen + | 5w 2@ )- (2:3.10)
1/2
avee || s(u) ||zz(q, (XNm]|m )
i,j=1

2.3.3 Estimation a priori

Sur les espaces V.(§2.) et W.(€2.), on peut définir les deux normes suivantes

Ing

1/2
V() — ( Z || SU |L2 Q:) ) s Vv € Va(Qa)

1,7=1

19 llweey = IV 220 - Vi) € We(Q)
Les deux espaces V. (€2.) et W_(£2.) munis de ces deux normes sont des espaces de Hilbert.

Proposition 2.3.1 (Estimation a priori)

Pour tout couple (u®, ¢°) € V() x W.(£.) solution du probléme variationnel (Z.3.7)-(Z33),
on a l’estimation a priori uniformément par rapport a € suivante

o o) + 11 ¢° a0 < C, (2.3.11)
ou C est une constante strictement positive et indépendante de €. 1

Démonstration
En remplagant dans la formulation variationnelle (237)-[Z38), v par u® et ¢ par ¢, on obtient

ij%mmww+%@¢MSWﬂu>+[—@mmww+@%ﬂﬂawm}m
= o fiz) ui(x) dx.
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Apres une simplification, nous obtenons :

[ {cm@ss)@sutu) @) + @0 @0, @) } do = [ fia) uite) do.

€

Puisque les deux tenseurs ¢® et d® sont uniformément définis positifs en €, alors a partir de
I’équivalence des normes signalée ci-dessus, on a

/ ()55 (1) (@) () (@) dr > e [0 30

5

| @or@aa e = aill ¢
Qe
avec a,. et ay sont deux constantes indépendantes de e, par conséquent, on a

/Q {ehisia (@) @)s(0) (&) + 5,067 (0)0° (@) b o > @ | w® [y + 1167 I -

5

avec & = min(a,, o). Donc on obtient I'estimation a priori suivante

[u |

ve) T Il ¢ ey < C,

avec C' est une constante indépendante de €. Par conséquent, a I’aide des inégalités de Korn et
de Poincaré sur des domaines perforés, on a

| v [lv..) c || u® e,

>
I w0y 2

e || % [l a e

avec ¢, co constantes indépendantes de ¢, et a partir des deux dernieres inégalités, les deux
quantités || u® [|ar.) et || ¢° ||m1(q.) sont uniformément bornées par rapport a . 1

Remarque 2.3.2

L’une des difficultés pour Uapplication de [’homogénéisation sur des domaines perforés reste
['tmpossibilité d’extraire directement une sous-suite convergente a l'aide de la compacité faible
dans l'espace de Sobolev H'(Q.), du fait que notre suite (u®, %) est définie sur des espaces
HY(.) variant en fonction de . Pour cela on propose de construire une extension de u® par
0 sur €2 — ). et on démontre ensuite la convergence du développement asymptotique de cette
extension via la convergence a deux échelles (voir [1], [2)). 1

Dans le paragraphe suivant, on rappelle la notion de la convergence a double échelle, ainsi
que quelques résultats fondamentaux liés a cette notion de convergence (Allaire [I], [2]).

2.4 La convergence a deux échelles

Dans l'objectif d’obtenir un résultat de convergence pour le probleme (22.11)- (2222)- (2223,
on propose une approche basée sur la notion de la convergence a deux échelles. Cette notion a été
introduite dans Nguetseng [64] et précisée pour ses applications en homogénéisation périodique
par Allaire [I], [2], puis généralisée pour le cas multi-échelle par par Allaire et Briane [3], ainsi
que par Ene et Saint Jean-Paulin [34].
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L’idée de cette convergence est basée en premier lieu sur I'obtention d’une estimation a
priori sur le champ des déplacements et le potentiel électrique. Ensuite, on utilise la propriété
de la compacité relative (faible) avec une procédure classique de prolongement et un choix des
fonctions tests dans le probleme variationnel. Finalement, nous passons a la limite € — 0 pour
obtenir simultanément le probleme homogénéisé et les problemes locaux.

2.4.1 Rappel sur la notion de la convergence double échelle

Notons par C5g, (Y') I'espace des fonctions indéfiniment différentiables dans R? et périodiques,

de période Y, H..(Y) (resp. L2, (Y)) le complété de C32.(Y') pour la norme de H'(Y) (resp.
L2(Y)).

On rappelle tout d’abord la définition de la convergence a deux échelles et les propriétés
liées a cette notion.

e Définition de la convergence a deux échelles

Définition 2.4.1

On dit qu'une suite (u).~o C L*(Q) converge a deuz échelles (ou converge au sens deur
échelles) vers une limite ug(z,y) € L*(Q2 X Y) si et seulement si, pour toute fonction o(x,y) €
Co (9 Cpe(Y), on a

per

lim u(z)p(x, g) dx = /Q/X/uo(x,y)ap(x, y)dedy. U

e—0 Q
Cette définition peut s’étendre au cas vectoriel comme suit
Définition 2.4.2

On dit qu'une suite (u®).~q C [L2(Q)]Y, (N = 3) converge a deur échelles (ou converge au sens
deuz échelles) vers une limite ug(z,y) € [L2(Q2 x V)|V si et seulement si, pour toute fonction
p(r,y) €[G5 CRe (Y)Y, on a

per

lim u®(x)p(z, g) dx = /Q/)/uo(x,y)ap(x, y) dx dy. ]

e—0 Q
Rappelons ci-dessous, quelques résultats liés a la notion de la convergence double échelle.

e Résultats fondamentaux

1. De toute suite (w).~o C L*(Q2) uniformément bornée en ¢, on peut extraire une sous-suite
et il existe une fonction wy(z,y) € L?(Q x Y), telle que la sous-suite notée encore (w®).-g
converge a deux échelles vers wg(z,y).

2. Soit (w®).s¢ une suite qui converge a deux échelles vers wo(xz,y), alors (w®). converge
faiblement dans L*(Q2) vers w, défini par w(z) = [, wo(z,y) dy et on a

lim [| w® [ z20) 2 || wo [[r2@xv) = [ w220 -

Pour la démonstration complete voir G.Nguetseng [64] et G.Allaire [1], [2].
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2.4.2 Quelques résultats préliminaires de la convergence double échelle

Pour toute fonction v¢ définie dans 2., on note par v° le prolongement par zéro de v¢ a 2
tout entier, défini par

N ve(x) sizxe Q.
ve (z) = (2.4.12)
0 sixz e )—Q..

De méme, pour tout opérateur P tel que P = V ou P = s;;, on note 73 son prolongement,
défini par
Pve(z) siz e,
P vi(r) =
0 six e Q—QQ,.

A partir de l'estimation a priori (Z311]) et d’apres le résultat fondamental de la convergence a
deux échelles on aboutit au résultat suivant

Proposition 2.4.1

~

1. Il existe deuz fonctions u(x) € H(Q) et p(x) € HF(Q), telle que les deuz suites (uf).sq

et (¢%)eso convergent a deuz échelles vers x(y)u(z) et x(y)e(x) respectivement.

2. Il existe deux fonctions uy(zx,y) € L*[Q;H} (Y*)/R] et pi(z,y) € L*[Q; H),(Y*)/R],
telles que,

~

VvV u'(z) — x(v) [Vmu(x) + Vyu (z, y)] au sens deux échelles,

~

V ¢ (x) — x(y) [wa(x) + V01 (z, y)] au sens deuzr échelles.
3. On a aussi

s (u)(z) — x(y) [wa(u(ﬂf)) + 8.4 (m (2, y))] au sens deuxw échelles.

Les indices x et y indiquent les variables de la dérivation. x est la fonction caractéristique de
Y.

Preuve :

La démonstration est basée sur les idées développées dans G.Nguetseng [64] et G.Allaire [T, [2].

1. A partir de l'estimation a priori (2311]), on peut conclure que les quatre suites (u®

)es (% u®)., (¢°). et (% ©°) restent aussi bornées, alors par I'application du résultat
fondamental sur la convergence a deux échelles, on peut extraire des sous-suites, qui
convergent a deux échelles vers ug(z,y), no(x,y), vo(z,y) et &z, y) respectivement. Par
définition de I'extension posée (2ZZI2), on conclus directement que

w(z,y) = mo(z,y) = wolz,y) = &o(z,y)= 0 siy € Y =Y
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Nous allons préciser la forme de chacune des limites ug(x,y) et @o(z,y). Pour cela, soient
ola,y) € CFILCR(Y)], viry) € CrlCR(Y)), Or,y) € CF[ Cﬁir(Y)] et

U(z,y) € C§°[Q C2.(Y)], qui sont égales a zéro si y € Y — Y*. Par définition on a

per

iy [ (o) b, ) dr = /Q / “wley) o(ry) dedy,  (2413)
lim QEVua(x) @(x,g) dr = /Q/*no(x,y) O(z,y) dz dy, (2.4.14)
i [ @) e e = [ ey vy dedy, @419
lim stf(x) \If(at,g) dv = /Q | &lwy) Wlay) do dy (2.4.16)

Une intégration par parties, donne

£ /E V& (x). V(x, g) de = — / ¢ () [gdivx‘l/(x, g) + div, ¥ (z, g)} dr,  (2.4.17)

£

e / Vs (2).0(z, =) do = — / w. (z) [gdwx@(x,f)wwy@(x,f)} de.  (2.4.18)
Q. 19 Q. 9 19
Par passage a la limite et en utilisant (ZZT3) avec (ZZT4) et (Z4TH) avec (ZZIH), on

obtient
- / / uy(z,y) div,O(z,y) dx dy,
Q *

—// wo(z,y) divy,¥(z,y) dv dy.
Q *

Ceci implique que ug(z,y) et Po(x,y) sont indépendantes de y sur Y*, autrement dit, il
existe u(z) € L*(Q) et ®(z) € L*(NQ), tels que

uo(7,y) = x(y)u(z),

wo(w,y) = x(y)p(z).

2. Choisissons maintenant des fonctions tests, qui vérifient div,O(z,y) = div,V(z,y) = 0,

dans les deux équations (Z4TT) et (Z4TH), on obtient

/ Vu®(x).0(z, g) dr = —/ u®(x).div,O(z, g) dz, (2.4.19)

€

/ V& (x). ¥ (x, g) de = —/ o (z).div, ¥ (x, g) dx. (2.4.20)

€

Passons a la limite ¢ — 0, on aboutit a

// no(z,y)0(x,y) dv dy = — // x) div,©(x,y) dz dy,
/ oz, y)¥(z,y) doe dy = — // x) divyV(x,y) do dy.
Y .
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Par une intégration par parties et pour O(z,y) € L*[Q; L2, (Y*)] et ¥(z,y) € L*[Q; L2, (Y*)],

per per
avec div,©(z,y) = div,¥(z,y) = 0 et O(z,y).n, = ¥(z,y).n, = 0 sur Y* — 9Y, on
obtient

/Q/Y [Uo(x,y) — Vu(a:)}@(z,y) de dy = 0, (2.4.21)
/Q/ [fo(:c,y) - Vgo(:r;)}\ll(x,y) de dy = 0. (2.4.22)

D’apres [1], il existe uy(x,y) € L2[Q;H!_(Y*)] et @(z,y) € L2[Q; HL (Y*)], tels que

per per

mwle.y) = xw)|Vu@) + V(). (2.4.23)

Sol.y) = X(v)|Ve(e) + V,0i(z.p)]. (2.4.24)
3. On peut déduire ce résultat directement, car

VvV u'(z) — x(y) [qu(x) + V,uy(z, y)} au sens double échelle,

d’ou en particulier

ous [auj %

J Schell
e, (x) — o (x) + o, (:c,y)] au sens deux échelles,

et par définition on a : s(u®) = £(Vu® + V'u®), on déduit directement que
sij (0)(2)) — x(v) [swx(u(x))) + 850 (w1 (2, y))} toujours au sens double échelle.

D’apres le résultat fondamental de la convergence a double échelle et le lemme EZTT], on établit
le résultat ci-dessous :

Corollaire 2.4.1

La suite (1:5) (resp. ((ZE)) converge faiblement dans L*(Q2) (resp. L*(2)) wers 6u (resp. O¢p),
avec O = / X(y) dy (on rappelle que 0 est la limite faible * de xq. dans L>(£2)). 1
Y

2.5 Le résultat principal

Notre probleme maintenant est le suivant : u, u;, ¢ et ¢y vérifient-t-ils une équation du

méme type que celle de notre probleme modele (22ZT])- (Z22)- [ZZ3)).

Pour cela, en suivant 1'idée de Nguetseng [64] et G.Allaire [I], on utilise la méthode d’iden-
tification des limites double échelle, qui consiste a choisir dans le probleme variationnel (2377)-
E33), des fonctions tests du type

vi(z) = v(z,%) = v'(z)+evi(z, L),

i(z) = Pz, %) = ) +edi(z, D),
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avec

VO € CF(Q), v'eCEQCx (Y)),

per

W€ CR(Q), ¥ e O (s CR(Y).

per

Pour une fonction quelconque v(z,y), nous avons

dv  Ov +18V
de;  Ox; €0y’

qui implique
sij(V) = sija(V) + Z8ij4 (V)

donc, on peut facilement voir que

s (V@) = (V) (@) + 5 (V)@ D)+ esipa(v)) (@ ),
dn)® oY ot «x ot «x

On obtient
/Q { s (0) + €006 [ 570 (V) @) + {513/ (v1) + 25350 (V) } (2, D)
- < )+ 5,037 | |00t (@) + {0 8" + 000"}, D) } da
/ filz ) + evl(a, )] dz. (2.5.25)
Sous les hypotheses (Z2.4)), (22Z3) et (220), nous avons

XQE(x)cfjkl(x) —  X(y)cijr(z,y) au sens deux échelles,
xo. (T)eg;(r)  — Xx(y)ewj(r,y) au sens deux échelles,

xo. (2)di;(vr)  — x(y)dij(w,y)  au sens deux échelles.

D’apres la proposition précédente et en passant a la limite quand € — 0, on aboutit a

o

/ / X)) | — em(z,y) <5kl,z(u) + Skl,y(ul)) +d;j(x,y) <3j,a:<P + 8j,y901)] [@,xw + @gﬂﬁl} dx dy

/ fi(z ) dx dy,
oJy

alors, on obtient

x(y cmkl r,y) (skl,x(u) + skl,y(u1)> + exij(z,y) <8k7zg0 + 8k7y<p1)} [skl,x(v) + skl,y(vl)} dxdy

o}
~

2
~

/Q/ [Cijkl(xa Y) <3kl,m(u) + Skl,y(u1)> + epij(z,y) (3k,a;<,0 + ak;,y%)] [Skl,z(VO) + Skl,y(vl)] dxdy
/Q / [ — ez, y) (skl,x(u) + skl,y(u1)> +d;j(x,y) (8j7x<p + aj,ygm)] [8@11/10 + 81-4,1#1} dz dy
Q/sz(il?) vi(z) dx, (2.5.26)
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Par densité des fonctions de CF(2) (resp. C5°(9)) dans H}(Q) (resp. H}(R)), I'équation
([ZEZ6) reste vérifide pour tout v0 € Hy(Q) et ¢° € Hj(Q2) et pour tout v' € L?[Q; H]  (Y*)/R]
et ¥l € L2[Q; H (V*)/R].

per
Par une intégration par parties et en prenant successivement dans 1'équation (22520,

vO = 0 = 0 et v! £ 0, ¥ # 0,
vi = ¢t = 0 et v0 £ 0, ¥° # 0,

on conclut que I'équation (ZZ5.20), est la formulation variationnelle associée au probléeme suivant

_8j{ / [Cijkl(x’ y) <Skl’z(u) + Sklvy(u1)> + erij (2, y) <ak,z§0 + ak;,y%ﬂ dy} = 0fi(z),
* (2.5.27)
_82{ fy [— eir(, ) <3k;l,a:(u) + Sk;l,y(lll)) + dij(z,y) (8]-36(1) + aj7y¢1>} dy} _

D’apres la densité des fonctions tests qu’on a choisies, une intégration par parties montre que

VO vh) e H(Q) x L2 H! (Y*)/R],

per

VWP € Hy(Q) x LP[Q Hy (Y*)/R],

per

I'équation (Z5Z0) est la formulation variationnelle du probleme suivant

( _ai{/ [Cukl (z,y) [Skl,m(u) + Sk;l,y(lI1)i| + exij(x,y) [&Mgp + 8k,ycp1de} = 0f;(x) dans €2,
8?5 { / [_ cini(,Y) [Sklvx(u) + Sklvy(ul)} + dij(,y) [aj,:ﬁﬂ + 3j’y901de} = 0 dans ,
| (2.5.28)
ai {kal (2, y) [Skl () + Sk‘l,y(ul)] + epij(x,y) [Eﬁwap + E)k,y%} } — 0 dans Q X Y*,
\ _3?/i{ — eint(T,y) [Skl,x(u) + Skl,y(U1>:| + dyi(z,y) [8]-@@ + ajyygpl] } — 0 dans Q x Y,

avec les conditions aux limites suivantes

(u(z) = 0 sur 09,
o(x) = 0 sur 012,
(2.5.29)
Cijri(T,y) [Skl,z(u) + Skl,y(ul)] + egij(z,y) [3k,m<P + 8k,y901i| n; = 0sur 9Y* —0Y,
— eir(z,y) [skl’x(u) + skhy(ul)} +d;j(x,y) [8]-@@ + 0j 41 }nl = (O sur OY* — 9Y.

et

(2.5.30)

y — uy(z,y) est Y* — périodique en y,
y — @1(z,y) est Y* — périodique en y,
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Afin d’établir I'existence et I'unicité de la solution du probleme (EZ52R)-(E529)-[ZR30), il
suffit de vérifier les hypotheses du Théoreme de Lax-Milgram. Pour cela il est clair que sous
les hypotheses (ZZ4), (ZZH) et ([(ZZH), la forme bilinéaire définie par le membre gauche de
I'équation (Z5.20) est continue et coercive dans 'espace de Hilbert Hg(Q) x L2[€; H} . (Y*) /R] x
Hi(Q) x L2[Q; H! . (Y*)/R] (voir Allaire [T]) muni de la norme suivante :

p
| 52(0) () + sy (W) (@, ) lez@uv) + | Vap(z) + Vyer (@, ) [l2@uv) -

Ce qui est de la coercivité, on a

/Q/ [Cijkl(x’ Y) (Skra(0) + 501y (01)) + €rij (2, Y) (Oratp + 8k,y901)] [Skl,z(u) + Skz,y(m)} dx dy
+ /Q/ [ — (7, y) (S (0) + spy(ur)) + dij(z,y) (0500 + 3j,ycp1)] [ai,m(p + aiyyspl} dz dy
— /Q/ Cciji (T, ) [Skl,z(u) + Skl,y(ul)] [Skl,m(u) + skl,y(ul)} dz dy

+ / / dij(z,y) [(c%;w + 8j,y<,01)} [@-,Z@ + @,y(pl] dz dy
0 Jy-

2 2
> Oéc/ / [Sij,z(u) + Sij,y(ul)] dx dy + CYd/ / [az‘,m@ + ai,y@l} dx dy
QJy= o Jy+

> min(ac,ad){ /Q/* [Sij,x(u) + Sij,y(ul)r dx dy + /Q /* [@,mgp + 8i7y<,01r dx dy}.

Donc, apres cette démonstration, on peut énoncer le théoreme principal de convergence suivant

Théoréme 2.5.1 (Théoréme de convergence)

Les quatres suites (1;8)5, (5 (u9))., (ggf)E et (% ©%)e convergent a deux échelles vers x(y)u(z),

X()[se(w)+sy(w)], x(y)p(2) el x(4)[Vap+ Vo] respectivement, ot (a(z), wi(z,y), o (x), o1(, y))
sont lunique solution dans H{(Q2) x L2[Q; H _(Y*)/R] x HJ () x L2[Q; H! . (Y*)/R] du systéme

per per
homogénéisé a deux échelles sous une forme variationnelle suivante

/ [ey-(uy + 115, (), v+ 1175, 4 (V)
Q

ey« (v + 115, . (V0), @1 + Hkﬁmgo)} de = (9/ fiddx (2.5.31)
Q

/ [—ey*(ul +11"s,5 . (1), Pl + Hkﬁmwo)
Q
+dy+ (o1 + O op, ' + 170 ")) dz = 0, (2.5.32)

pour chaque v° € Hy(Q)N, ¢° € Hj(Q) et v € L*(Q Hy(Y*)V) et " € L*( Hy(Y™)), avec
les formes bilinéaires cy«(.,.), ey+(.,.) et dy«(.,.) sont définies par

CY*(UaV) = / Cijklskl,y(u)sz’j,y(v)dy7

(

ev-(ud) = [ enysia(@) dhyvdy. (2.5.33)

dY*(%w) = / diy 3l,y908k,y1/1dy-
Y*

\
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avec 0 est la fraction volumique du matériau (i.e. = (x) = / X(y) dy =| Y™ |), ou | Y™ |

désigne la mesure de Y*, et
st = yséir

Hk:yk

Remarque 2.5.1

Le probléme homogénéisé a deuzx échelles (Z2231)-(Z232)-(Z22233) est un systéme de quatre
inconnues (u, uy, @, ¢1), avec deux variables d’espace x ety (i.e. les deuz échelles macrosco-
pique et microscopique) miztes.

Pour cela dans le paragraphe suivant, on va proposer de découpler le systéme (Z2231)-(Z232)-
(Z2233) sous forme de deux problémes : un probléme homogénéisé et des problemes
locaux, qui nous permet par la suite d’exprimer ce théoreme de convergence sous sa forme
alternative. 1

2.6 Calcul des tenseurs effectifs homogénéisés

La linéaritée du probleme étudié, nous permet de poser

op(x)

n(e.9) = smnalue)w™ ) + 22 g ), (2631
£1(7,) = s ()™ () + 0 gy (2639

ot les fonctions w™, ", ¢™" et 9™ sont des fonctions Y *-périodiques en y et indépendantes
de z. Elles sont définies comme les solutions des problemes locaux (cellulaires) suivants :

mh

e Les fonctions locales (auxiliaires) w™ et ¢™" définies sur Y*, sont les solutions de ces

deux équations

( a { ( ) [ kil + ( mh)] + ( )agpmh } 0 d Ve
—=1 Cijki(T,y) |7, Skl (W erii(x, = ans Y,
8yj JkINT, Y h kly kij\ T, Y e
0 { 1 N Dpmh (2.6.36)
- — ein(2,y) |:Tm + Sy (W™ )} + dij(7,y) } = 0 dans Y™,
ayz h Y J ay]
L wmh o pmh Y* — périodiques,
avec

1
Ty = B |:5km(slh + 5kh5zm] 1<k, l,m,h <3,

est le tenseur unitaire d’ordre quatre et d;; représente le symbole de Kronecker.
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e Les fonctions locales (auxiliaires) q™ et 1" définies sur Y*, sont les solutions de ces deux

équations
( 8 a n
_a—y,{cijkl(% Y)sky(q") + erii(z,y) [&m + i;gic } } =0 dans Y™,
j
8 a n
_ay { — €ikl(fl', y)sklvy(qn) + dij(];, y) |:5Jn -+ %] } — 0 dans Y*, (2637)
! j
A Y™ — périodiques.

Il convient avant de continuer, de noter le lemme suivant :

Lemme 2.6.1 Sous les hypothéses £ € HH(Q) et g € H1(Q), et sous les mémes hypothéses
de bornitudes et d’ellipticités sur les tenseurs, le probleme suivant

—divo(u,p) = f dansQ

—divD(u,p) = g dans()
avec les conditions aux limites

olu,p)n = 0 sur o

D(u,p)n = 0 surof)
admet une solution unique dans U'espace H(Q2) x H}(2)
Proposition 2.6.1

i) Le probléme (ZL30), admet une solution (W™, ™) dans HL (Y*) x H! (Y*) d un
couple (vecteur, scalaire) constant additif prés.

ii) Le probléme (2:6-37), admet une solution (q", ") dans H.(Y*) x H}..(Y*) a un couple
(vecteur, scalaire) constant additif prés.

Avant de démontrer cette proposition, on va d’abord énoncer le corollaire suivant :
Corollaire 2.6.1
Le probléme (M) (resp. le probleme (Z6-37)), admet une unique solution (W™, ©™") (resp.
(q", Y™) dans Hper(Y*) X Hper(Y*) ot naturellement

~1

Hper(Y*) — { v E Hl(Y*), v est Y — périodique, / vdy=0 }’
~1
Hper(Y*) = { v = (v;)1<i<3 € Hl(Y*) = [Hl(Y*)]37 v est Y — périodique, / vdy=0 } 1
Y*
Preuve :
En écrivant le probleme (EZG3d), sous la forme
9 m ™" )
_8—y-{6¢jkl(x,y)sm,y(w ") +enij(7,y) A } = a—y(czjmh(:c,y)>a
J j
(2.6.38)
9 m D™ )
_ay{ — eik‘l(x7 y)Skl,y(W h) —'— dw(l', y) ay } = ay ( _ eimh(xy y))
(] 5 i



Chapitre 2. Homogénéisation d’un corps piézoélectrique perforé 35

De méme, le probleme (Z831), s’écrit sous la forme

_8yj {Cijkl(l'a y)sm,y(q ) + ekij(x, y)a—yk} = 8—y] <€m] (x, y)),
(2.6.39)
0 apry
_8yi{ — ea(7,Y) sk y(a") + dij(z,y) 57— o) } = o (dm(:c, y)>

Donc ces deux derniers problemes, sont deux problemes de piézoélectricité non isolants puisqu’il
existe un terme de charges électriques non nulles. On peut écrire les deux formulations varia-
tionnelles associées aux problemes (Z630]) et ZE3T) respectivement sous la forme suivante

;

~1 ~1
Trouver (W™, ©"™") € Hpe,(Y*) X Hper(Y™), tels que

ey« (WA TI™ V) + gy (v, ™) =0, VveEH,Y"), (2.6.40)

\ — gy~ (Wmh + Hmha 77) + dY*(mehv 7)) =0 ) v ne Hper(Y*) )

~1
[ Trouver (q", ¥") € Hper(Y*) X Hpe(Y7), tels que

ey« (q”, V) + gy=(v, 0" +1I") =0, Vve Hper(Y*); , (2.6.41)

~1
( —9v+ (wn’ 77) + dy- (wn + Hna 77) =0, v ne Hper(Y*) :

En appliquant le théoreme de Lax-Milgram sur les deux problemes (ZGA0) et (ZGAT), sous
les hypotheses de régularités (Z224)), (ZZH) et ([Z20]) sur les tenseurs élastique, piézoélectrique
et diélectrique respectivement, on déduit que chacun des deux problemes (Z630) et (ZG37)
admet une solution unique. §

En remplagant les expressions (2634)) et ((ZG630) dans cette équation

0

_a—yj{cijkl(x’ v) [Skl””(u) + Sklvy(ul)] + exij(7,y) [a/mﬁp + 5@@1} } =0,

on obtient

_ asr’éhizjll){cl]kl(x y)[ Tt Sk (W™ )] + enig(2,9) ;90 }
0.

dp n oY
+ a—xn{cz'jkl(xay)skl,y(q )+ ekij(x7y> [51m + 3yk]}

(2.6.42)

De méme, en remplagant ainsi, les expressions (Z6.34) et (2630) dans I’équation suivante :

_8(;{ — eir(7,y) [Skl,x(u) =+ Skl,y(U1>:| +d;j(x,y) [8jx<p + ajy%} } =0,
on obtient,
- asmahiyi(u){ — ein(7, 3/)[ T + Skiy (W™ )} + d;;(z, y)ag }
+ ;Zon{ — et (7, Y)sry(q") + dij(2,y) [5jn + %—ﬁ:] } 0. (2.6.43)
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Apres des calculs élémentaires, on peut définir les nouveaux coefficients des tenseurs homogénéisés
(effectifs) comme suit

mh
Cgmh _ <Cijkl(l'7 y) |:7—7§1lh + Skl,y(Wmh)i| + ek,‘ij(l‘y y)g;yk>7

<Cijmh($a Y) + Cijrr (T, Y) Sk (W) + e, y)—>, (2.6.44)

€nij — <Cijkl(xa Z/)Skz,y(qn) + €kz'j(37, Y) |:5kn + 8815:] >,

a n
= <Cijkl(xa Y)Skiy(d") + enii(z,y) + erij(z,y) 5;51@ >, (2.6.45)

Dp™h > |

fin = <€ikl($7y) [Tﬁh +8kz,y(Wmh)} —dij(z,y) 0,

mh a(pmh
= (eumn(.9) + il p)swag (W) = diy(w9)F ). (2.6.46)
J

dff = < — €ir (7, Y)sry(q") + dij(z,y) [5jn + g—g} >>

- <dm(x, y) + dij(z, y)% — ez, y)skl,y(q”)>, (2.6.47)

ou (h) = / h(y) dy la moyenne sur Y* de h.

Remarque 2.6.1

Chacune des fonctions w™ et q* (resp. @™ et ™) ne sont définies qu’a un vecteur additif
(resp. une constante additive) prés, mais ces vecteurs (resp. constantes) n'interviennent pas
dans le calcul des coefficients effectifs homogénéisés.

2.7 Les propriétés du probleme homogénéisé

Enoncgons maintenant quelques propositions concernant certaines propriétés des coefficients
homogénéisés cfl,,, dff, e/l et flI..
2.7.1 Les propriétés du tenseur de rigidité homogénéisé

Nous allons a présent donner un résultat concernant l’ellipticité et la symétrie du tenseur
de rigidité homogénéisé.
Proposition 2.7.1

. bza ST s saH _ ( H oo s
Les coefficients c;jy, du tenseur de rigidité homogénéisé C™ = (c;jy,) défini par (2044), vérifient
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(1) ciu = iy = Ciju = CGap V1 < 4,5,k 1 <3,
(i) cffy; est elliptique.

La deuziéme assertion signifie qu’il existe of > 0, tel que pour tout tenseur d’ordre 2 X;
symétrique (X;; = Xj;), on a

H H
Ciim Xij X = ) Xy X |

ijk

Preuve :
(i) Symétrie
Il est évident qu’'une partie de la symétrie est vérifiée, c’est

H H H

Cijmh = Cjimh = Cjihm-

Intéressons-nous a la démonstration de

H H

Cijmh = Cmhij-

L’idée est de transformer I’expression de ¢ . de maniere & obtenir une formule symétrique.

igmh
Si on définit un tenseur ¥ d’ordre 2, par " = 1(yé; + yi€;), ainsi quune matrice H*
de dimension 3 x 3 par : H* = 5,(X"), il est clair que les coefficients de cette matrice

sont donnés par

[Hkl] h= Tkl [5km5lh + 5kh5lm:| 1<k, l,mh<3.
A partir de ces nouvelles notations on peut réécrire le probleme (26.30), sous la forme
suivante
( 9 h h ™"
—— i, y)s xm +Wm>—|—€i' x, —} =0 dans Y,
3yj{ k(T Y) kl,y( kij (7, 7) Dur
0 0 7.
_ay{ — eiu(T,Y)Skiy <E"m +w™ ) +d;j(x,y) g } =0 dans Y™, (2.7.48)
\ wmh o pmh Y* — périodiques.
Soit (w%, ¢") solution de
( o 690”
— Criag(T,Y)Sa (E”—kw)—kea x,y } =0 dans Y*,
ayj{ kjas (T, Y)Sapy ki )8,%
0 { O (2.7.49)
———1 — €ras(T,Y)Sa <EJ+W )—I—dk x,y } =0 dans Y*,
Oy ﬁ( ) By ]( ) ayj
L w, Y Y* — périodiques.

Les coefficients du tenseur de rigidité se réécrivent de la maniere suivante

a mh
cgmh :/ cl-jkl(x,y)skl,y<ZMh+wmh> dy+/ ekij (T, ) gy dy. (2.7.50)
1 * k
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La deuxieme intégrale dans le membre de droite de l'expression (ZZZA0), est évaluée de
la maniere suivante

a mh a mh
/*ekz‘j(xay) C;Oyk dy = 4

ekaﬂ(% y)wéaiéﬁj dy,

—

*

mh
/ ek:ozﬁ X y (5a25ﬂ] + 5aj5ﬂz> dya
y* yk

DO | =

mh
B / o (24) S 5, (W) iy
Y+ yk
mh

+ / ekaﬁ(%y)g;%sag,y@” + w7 dy. (2.7.51)

En utilisant la formulation variationnelle de la premiére équation du probleme (2748,
avec un choix de fonction test v = w%, on obtient

9pmh 3 3
/ ekaﬂ(w,y)g;yksaﬁvy(vv”)dy = / Caprt (T, Y) k15 (Z™" + W) 505, (W) dy. (2.7.52)

En multipliant la deuxiéme équation du probleme (EZ74d), par ¢™" et en intégrant par
parties, on aboutit a

OHpmh y y
/* ekag(x,y)g;yksa@y(il” +w") dy :/ dia(T,Y) 14 dy. (2.7.53)

En regroupant ces résultats et en utilisant la définition EZ750, on aboutit a

. . a mh
o = / Cight (T, Y) Sk y (E™ 4+ W) dy+/ €k;z‘j($,y)—g dy,
* y* Yk

= / Cijri(T,Y) Sk (™ + W) dy +/ Caphl (T, )5k, (™ + W) 505, (W) dy
y* .
aspmh a(pz'j
+ dra(T,y
/y* ko) Oyr OYa
3 9ot Hoii
= / Caﬂkl(%y)skz,y(zmh+Wmh)8aﬁ,y(2”)dy+/ (1, y) 2— 22
Y ) Oyr 0ya
+ / Caﬁkl(xa y)skl,y(zmh + Wmh)saﬁ,y(wij) dy7
Y*
= / Caﬁkl(xay)skl,y(zmh _'_WMh)Saﬁ,y(Zij +WU) dy
Y*
ag&mh 8@”
+ / dia(x,y 2.7.54
v (=:9) Oye OYa ( )

Il est alors immédiat par la formule (ZZ54), que les coefficients du tenseur de rigidité

vérifient
H _ H
Cijmh = Cmhij-
Ceci acheve la démonstration de la premiere partie de la proposition sur la symétrie.
Dans le paragraphe suivant, on s’intéresse a montrer 'ellipticité du tenseur d’élasticité

homogénéisé.
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(ii) Ellipticité
Nous allons étudier Iellipticité, pour cela rappelons que C* = (cgkl) est elliptique, s’il
existe af > 0 pour tout tenseur d’ordre 2 X;; symétrique (X;; = Xj;), tel que

H H H
= a, > 0, Cijkl Xij X > Qa, Xij XZ]

En considérant I'expression (Z6.44)) du tenseur ¢ . il en suit :

igmh>

H —
* *

Cijmn(7,y) Xij Xonn dy +/ Cijra(m, Y) Sy (W™ Xij X dy

mh

€k;z‘j($,y)g;yk Xij Xon dy,

Cijmn(T,Y) Xij X dy +/ Cijrt(7, Y) Sy (W™ X0un ) Xij dy
a(QOthmh)
) €Lij (37, Q)T

0
Cijki(x,y) <Skl,y(w) + Pkl>Pz'j dy +/ ekij(xay)a—szpij dy,
Y*

Xz'j dy>

I

*

avec w = WX, 5, (= "X, et Py = T:Zthh = Xjj, 00 (W, () est un point selle de
la fonctionnelle suivante

(v,¥) — J(v, V)

J(v,¥) = % /Y* {Cz‘jkl<5ij,y(v)+Pij> (Sklyy(v)—f-Pkl) +2€m‘jg—i (Sz‘j,y(V)‘f‘Pz‘ > —dijg—ig—i} dy,

et par la linéarité du probleme (Z748), on peut écrire le probleme variationnel associé
sous la forme

/ {Cijkl<3kl,y(w) + Pkl)sij,y(v> + enij(z, y)akC} dy =0,
* (2.7.55)

/* { — €inl <8kl,y(W) + Pkl)ai\ll + dl-j(x,y)aigaj\p} dy =0.

En remplagant maintenant dans le probleme (22Z355), (v, ¥) par (w, (), on peut déduire
que

J(w,() = 1{/Y Cz‘jkz(%y)(skz,y(w)+Pkl>Pij dy—i—/ ekij(xay)g—yipij dy},

2 Y*
L
= icijmh XZ] th.
Dongc, par définition du point selle on a

J(w, V) < J(w,() < J(v,() V(v,¥) fonctions périodiques,

or
1

Tw.0) =5 [t (50 ) + P) (s00) + Pua) .
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Par la coercivité des coefficients du tenseur d’élasticité c;ji;, on obtient

c{jmh Xij X = 2J(w, (),

> J(w,0),

1
= 5 / Cz’jkl(xa y) <Sij,y(w) + Pz]) <3kl,y(w) + Pkl) dya
> 0,

alors le tenseur d’élasticité homogénéisé C™ = (cfl};), est défini positif.

2.7.2 Les propriétés du tenseur de diélectricité homogénéisé

Nous allons a présent montrer une proposition concernant certaines propriétés d’ellipticité
et de symétrie des coefficients du tenseur de diélectricité homogénéisé D™ = (df).

Proposition 2.7.2

Les coefficients d du tenseur de diélectricité homogénéisé D™ = (d), défini par ([2-6.47),
vérifient :

(i) diy = dy;

ne’

V1l <i,n <3,

(ii) df est elliptique.
La derniére assertion signifie, qu’il eziste ol > 0, tel que, pour tout vecteur X;, on a
d? X, X, > ol X; X;. n

Preuve :
(i) Symétrie
Nous allons a présent exprimer ces coefficients sous une autre forme afin d’établir la
propriété de symétrie, autrement dit, montrer que

H _ jH

Le probleme (26.37), s’écrit sous la forme suivante :

( 0 0 n 4 n
_a—y{cijkl(xa Y)siy(d”) + ez, y)%} =0 dans Y*,
j
0 n O(yn + ") . 2.7.56
_8yl-{ — €iri(2, ) swy(q") + dij(x,y)Tj} —0dans V", )
L q" ¢" Y* — périodiques.
Considérons (q', "), solution de
( o ; 0 i+ i .
_a—y{cijkl(wvy)skl,y(q ) + exij(, y)%} =0 dans Y,
J
0 i Oy: + ¢ . 2.7.57
_ayi{ — ei(T, Y)swy(q’) + dz‘j(way)@Tjw)} =0 dans Y*, ( )
L q, ¢ Y* — périodiques.
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En écrivant les coefficients du tenseur diélectrique, de la facon suivante :

O(yn + "
d? :/ —eir (2, Y)Skiy(q") dy+/ dij(x,y)i(yay# ) dy. (2.7.58)
* * J

La premiere intégrale dans le membre de droite de I'expression précédente, est évaluée de
la maniere suivante

/_eikl(xvy)skl,y(qn) dy = / —€akl($,y)3kz,y(qn)5m dy,

Oy
- / _eakl(xay)skl,y(qn)% dyv

«

a 7
= / _eakl(xay)skl,y(qn)% dy

_ /*—eakl($,y)8kl7y(qn)M J

2.7.
P (2.7.59)

En utilisant la formulation variationnelle de la deuxieme équation du probleme (22756,
avec un choix de fonction test ® = )%, on obtient

oy + ) 0
ayj aya

a %
/ —Cakl (Z‘, y)skl,y(qn)% dy = / daj (Z‘, y)

En regardant d’abord la deuxieme intégrale de (22209). En multipliant la premiere équation
du systeme ([ZZ57) par ¢ et en intégrant par parties, on aboutit a

/ —€akl($,y)3kz,y(q )% dy = —/ Cklaﬂ(xay)saﬂ,y(q )Skz,y(@ ) dy.

Finalement, on regroupe ces derniers résultats et en utilisant la définition EZ7.58 on arrive

a
dn = /*_eikl(%y)sm,y(qn) dy+/ (T, y) = (y"ern) dy,

= /Y daj(z,y) (yay' )83/ / Chtap(T,Y)Sapy (A )sky(d") dy
* ] o
Oyn + ")
+ dZ :L‘, - a5 d )
a n + " a ’ ) n
= /Y daj(xa ) (yay‘w )83 / Cklaﬁ z,y Saﬁy(q )5kl,y(q ) dy
* j (0%
Yn + V") Dy
+ da' z, d )
= / daj(z,y) (yay# ) (yay v) dy—/ Chiap (T, Y)Sapy(d)Skiy(d") dy.
* 7 (e} *

(2.7.60)

Nous avons par la formule (ZZ80) immédiatement, que les coefficients du tenseur de
diélectricité homogénéisé D = (d) sont symétriques.
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(ii) Ellipticité
Nous nous intéressons dans ce paragraphe, & U'ellipticité, pour cela, rappelons que D* =
(dH) est elliptique, si pour tout vecteur X;, on a

Jafl >0, d X; X, > X; X;.

En considérant I'expression (Z6.47) du tenseur D™ = (df), il résulte que

o
v J( )ay]
= / dm(llf,y) X X, dy —/ eikl(xay)skl,y(ann) X; dy

+ / dij(z,y) %y )X dy,
* J

= /* U(»’U y) (Q] é-)Qz dy — /*eikl(xay)skl,y(C)Qi dy,

Yj
avec & = Y"X,, ¢ = "X, et Q; = 6, X, = X;, de méme rappelons que (£,<) est un
point selle de la fonctionnelle suivante :
(v,¥) — G(v,¥)
1

G(v,V) = 5 / {Cijklsij,y(V)Skl,y(V)+2€kij3ij7y(v) <Qk+§3\i> ij <Ql ) (QJ giﬂ dy.

Donc, par définition du point selle on a
G, V) <G(E ) <G(v,s) Y(v,¥) fonctions périodiques,
or

60.) =~ [ dsten(Qt 5o) (@t ) v

j
Mais, si on utilise la deuxieme équation du systeme (EZZ639), on obtient

G(0,¢) = _%/* dij(z, y)(Q] g)Qz dy—%/* dij(z, y)(QJ+—)§;Z dy,
= 5 | aten (@t )@ g [ et (o) X du

= ——dHX X,
2 m

< 0.

Donc le tenseur de diélectricité homogénéisé D™ = (d) est défini positif. &

2.7.3 Les propriétés du tenseur de piézoélectricité homogénéisé

Nous allons montrer 'identité entre les coefficients des deux tenseurs emj et m], ainsi qu’'une
propriété de symétrie pour le tenseur de piézoélectricité (de couplage) homogénéisé. Pour cela

on énonce la proposition suivante :
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Proposition 2.7.3

Ly .o s s o H
Les coefficients el du tenseur de piézoélectricité homogénéisé E™ = (efl;), défini par (2.6.43),
vérifient :

H H
€nij = Cnji
De plus, on a l'identité suivante
H H
Cnij = f, nij

Preuve :
Pour la symétrie, on a par définition des coefficients el

Cukl(xa y) C]zkl(xa y) et ek:jz(l‘v y) ekm (l’, y))
0

en; = / {Cijkl(xay)skl,y(qn) + erij(z,y) <5im 0

0

OYp

= / {Cjz‘kz(xay)skz,y(qn) + exji(,y) <5lm v )} dy,
= e (2.7.61)

njt

(en utilisant notamment le fait que

%))

nij

Il est alors immédiat qu’on obtienne la Symétrie du tenseur de piézoélectricité homogénéisé

EH = ). En écrivant les coefficients el . sous forme

( m] nij’

€nij = / {Cz‘jkl(%y)skl,y(q ) + exij(2,9) <5lm * a—yk)} w

a n
= / {em‘j(xvy) + ekij(%y)a—i; + Cijkl(xay)skl,y(qn)} dy. (2.7.62)

H

TLZ’

3 D
fgj _ / {enkl(l‘,y) <7’£-l + Skl,y(ww)) - dnt(x’y)aigt} 4y,

) O
= / {em‘j(xay)+€nkz($,y)8kl,y(w”)—dnt(il?,y)a%;t} dy. (2.7.63)

Ainsi, en utilisant la formulation variationnelle associée au probleme (ZG.38), avec le choix des
fonctions tests suivant (v,n) = (q",¥"), on obtient

De méme, en écrivant les coefficients sous la forme

amh

/ {[Cijkl(xay)skl,y(wmh) + erij (2, y) 9 ]Sz‘j,y(qn)
mh n
9™ 0
+ [— €irt (T, Y) Skt y (W™ )+dzg(37 y)—7— 0y, } Em } dy
o™ "
= | {enten)G- + ot v)suyla >} dy. (2.7.64)
. k
De méme, en prenant la formulation variationnelle associée au probleme (226.39), avec le choix

mh o™ on obtient

des fonctions tests (v,n) = (W™ ¢

/* { [c@'jkl(x, Y) sk (") + exsj(, y)g_t:} 515y (W™

oY O™t

+ [ —ein(2,y) Sk y(d") + dij(x, y)

mh

0
= /* {em'j(xay)sij,y(wmh> - dm(l',y) gy } dya (2765)
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Puisque les deux premiers termes de chacune des deux équations (22264)) et (Z7.67) sont égaux,
alors on a

oy"

) - agpmh
* {Cijmh(x,y)sim(q )+ €imn(z,Y) a0, } dy = * {enij(xay>5ij,y(w ) — din(x,y) o } dy.

Ce qui revient a dire que

n

/ {enmh(l‘v y) + Cijmh(l‘7 y)sijyy(qn) + eimh(l" y) %} dy

a mh
= / {enmh(xay) —+ enij(xa y)SiLy(Wmh) - dzn(xmy) gy } dy

Par conséquent, on a l'identité recherchée :

H _ rH

€nij = Jnij- 1

2.7.4 Théoreme d’existence et d’unicité du probleme homogénéisé

En utilisant les propriétés des tenseurs homogénéisés C*, £ et D™, nous avons donc les
¢léments permettant d’énoncer le théoreme de convergence du probleme homogénéisé.

Théoréme 2.7.1 (le probléme homogénéisé)
Le couple (u, ) vérifie le probléme homogénéisé suivant :

dol (u,
_M = 0f; dans Q,
al'j
(2.7.66)
ODH
8@
avec les conditions aux limites
u(x) = 0 surof,
(2.7.67)
e(x) = 0 surdf,
ot ag et DI sont donnés par la loi de comportement homogénéisé :
0
ol (e) = cllmsmna(u) +ell=C,
(2.7.68)
0
Dff(u,p) = —ellpsmna(w) +dfi=".
Tn

et les coefficients homogénéisés Cgkz: egij et dg sont définient par (2.6.44), (2.6.43) et (2.0.17)
respectivement.

Remarque 2.7.1

Puisque dans le théoreme principal de convergence, on a montré [’existence et ['unicité de la
solution du probléme homogénéisé a deux échelles (Z2231)-(Z2234)- (Z233), il est facile d’avoir
Pexistence et l'unicité de la solution du probléeme homogénéisé ([2.7.00)-(2-7.67). 1
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2.8 Comportement asymptotique des énergies

Pour T'aspect énergétique, on s’intéresse au comportement asymptotique des énergies. On
note I'énergie des déformations et I’énergie électrique respectivement, par E{ et ES, définies par

1

B = || g )@sa(w)e) de, B =5 [ @0 @00 (w) de

€

On opere comme dans l'article de G.Allaire [I]. En utilisant la technique de la convergence a
deux échelles, on obtient

Proposition 2.8.1

On a les limites asymptotiques des énergies mécanique et électrique suivantes :

i) Pour l’énergie des déformations,

e—0

1
BY = i B = [ ey 4 I )y 117 () do

— %/ﬂ/ Cijr(7,y) [Sijmc(ll)(f) + szj,y(m)(ll?,y)] [skz,x(u)(x) + skl,y(ul)(:c,y)] dx dy.

i1) Pour ’énergie électrique,

1
Ey = lim B = 3 / dy-(p1 + TT*0 0, o1 + TT°0F ) d,
E— QO

1
) /Q/ dij(x,y) [@Jgo(:c) + @,ygol(:c,y)] [@@(p(x) +0jy01(z,y)| dr dy.

Lindice x ou y windique la variable de la dérivation. 1
Remarque 2.8.1

Signalons que si on considere le deuxieme probleme variationnel (CZIS)- (C2ZT9), alors I’énergie
totale associée au probleme étudié, est donnée par
1
p= 5{ [ s @su)w) det | d@og @) do)

2 [ (s @) da

On opere toujours comme dans la Proposition ZX1] et par I'application de la convergence a
deux échelles, on obtient la convergence asymptotique suivante

E = lim E°,

e—0
= %/ﬂ/ Cijr (T, y) [Smx(U)(SL‘) + sl-j,y(ul)(x,y)} [skm(u)(l‘) + Spry(uy)(z, y)] dz dy
+ %/ﬂ/ dij(z,y) [@-,x@(aﬁ) + 8¢,y901(x,y)} [8j,x<p(x) + 8j7y<p1(x,y)} dx dy
+ 2/9/1/ eijr(z,y) [s¢j,z(U)(x) - sz‘j,y(m)(x,y)} [8;.3@(,0@) + ak,yapl(x,y)]dxdy
— %/ﬂcy*(ul + e (u), uy + II"%e%, (u)) dz + % /Q dy- (o1 + IO, o1 + T ) da

+ 2/ gy+(ug + " er (u), o1 + Hkalfcp) dz.
Q
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2.9 Un résultat de correcteur

On peut se demander si la convergence a deux échelles permet d’en dire plus que la conver-
gence faible dans L?(2) et plus précisement sous quelles conditions on peut en déduire un
résultat de correcteur, qui nous permet de remplacer les deux suites (u®(z)). et (¢°(z)). par
leurs limites a deux échelles x(y)u(z) et x(y)p(z) respectivement, avec une convergence forte

dans L?(Q).

Avant de commencer la démonstration du résultat de correcteur, nous rappelons la définition
suivante

Définition 2.9.1

On appelle ¥(x,y) une fonction test admissible, si elle est Y-périodique en y et satisfait la
relation

lim \I/(x,z)2dx://\lf(x,y)2dx dy, (2.9.69)
€ QJy

e—0 0]

la formule (Z98Y) signifie que

. X
limy | W(, =) [leze)= | (2, 9) 200y -

Rappelons ci-dessous le lemme
Lemme 2.9.1 (Allaire [1))

Soit U(x,y) une fonction de L*[Q; Cper(Y)], ¢’est-a-dire mesurable, de carré sommable en x, d
valeurs dans l’espace des fonctions continues, Y -périodiques en y. On a

lim \I/(:E,E)2dx://\ll(x,y)2dx dy. 1
=0 Jq € oy
Remarque 2.9.1

Pour des fonctions W régulieres (continues par exemple), le lemme est classique. Par contre on
peut affaiblir ’hypothese de régularité sur W. Par ezemple la convergence (Z2264) a toujours
lieu si U est de la forme :

U(x,y) = U (z)WUs(y), avec Uy € L®(Q) et Uy € L*(Y). N

En utilisant le lemme Z97], et puisque dans notre probleme on peut séparer les échelles dans
les fonctions s;;, (w1 (x,y)) et 0;4p1(x,y), comme suit

s (@) = S0 (w7 0) + T2 ),
o) = smnala(e) 0™ () + 20,0 (0)

alors, on peut énoncer la proposition suivante

Proposition 2.9.1
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Les deuz fonctions s, (ui(z,y)) et Oiypi1(z,y), sont deur fonctions admissibles au sens de la

définition 2227 n

On peut énoncer la seconde proposition :
Proposition 2.9.2

Pour chaque € > 0, le probléme variationnel [2.37)-(Z-Z8) admet une unique solution (u®, ¢°) €
V. (Q) x W.(S2) et le probléme aux limites homogénéisé a deux échelles, admet une solution
unique

(u,w) € Hy(Q) x L[ H,, (V") /R],

per

(0, 1) € Hy(Q) x L*[; H, (Y*)/R],

per

et puisque les fonctions s;j, (W (x,y)) et 0;yp1(x,y) sont des fonctions admissibles, on a alors

sy (u) — X(g) [Sz]x(u(x)) + 8450 (r (2, g))} — 0 fortement dans L%(Q),

E;Z- o (z) — X(g) [@@(p(x) + 0; 41 (2, g)} — 0 fortement dans L*(9).

Démonstration :
On prend la formulation variationnelle sous la forme suivante

[ {[cmsuter) + i 0ue] s () + [ = st + a5 0560w} do = [ fila)oite) do.
* * (2.9.70)

En remplagant dans la formulation variationnelle (Z2070) par v = u® et ¢p = ¢°, alors on
obtient

- {[cimsate) + i due] s+ [ - ) + 03| 0e} do = [ fiopui(a) de
Qe Qe
Apres une simplification, on aboutit a

/ {ehala)siy (0O @)s(w) (&) + d (2)0° (205" (@)} dr = / fil@yui (a) dz.  (2.9.71)
Q. Qe

D’apres ((Z970]), on peut écrire

/Q C;‘:jk;l{ EU (u®) - X(g) |:Sz'j,x(u> + Sij,y(ul)] }{ S (u®) — X(g) |:Skl,x(u> + Skz,y(lh)] } dx

+ [ ]

= filz) ui (x) dz

~

() = XD [0 + hr] H{ 85 9°(@) = X(D) |91 + Ojuin] | o

RSP

T

+ / X (D) [si0(a()) + s (@, D) | [sualul@)) + sy (w(@, 2)] do

™ |8

)|0000(@) + Oiyor (0, 5)| | Drael@) + Oy01 (2, D) | da

=2 [ Gl (D) 5 ) s () + sy, D) de

) 0 7(@) | 0)s0(2) + Dyyior (@, )] d



48 Chapitre 2. Homogénéisation d’un corps piézoélectrique perforé

Puisque les deux tenseurs ¢ et d® sont définis positifs uniformément en €, donc on a

a5y (0) = x(D)sau(@) = x(Dsigg (Wi, 2) [Fege)

~ X X X
+ aa 10 ¢%(2) = X(2)Drap(@) = X(D)igier (2, 2) [

IN

| 5@ it @) s
[ () sl + s 2] [su12a(0)) + 0y o0, D)

+ [ ) [Paple) + yer(a. D) [B1a0(o) + Dy, )] o

T, ~

2 [ o) 5 () [satule)) + sy, D) do

3 T Ay £ T
2 [ @D 6 ¢ @) [01l0) + Opyir(a, D)
Puisque les fonctions s;;,(ui(z,y)) et ;1 (z,y) sont des fonctions admissibles au sens de la

définition posée précédemment et en passant a la limite a deux échelles sur le membre de droite
de l'inégalité précédente, on obtient

T x x
e tim 155 () = X(2) {0 (@) + siiy (. D) | ey

. A i T 2
+ au im0, % (2) = X(D{ 0 (@) + Dier (0, ) | e

/Q/Y fi(z)u;(z) do dy

=[] et n) [ + s )] [suaCa0)) + siay s, )] o dy
QJY*

IN

[ ] e 000 + Biyr0.)] [B10(0) + Opyr(a )] o dy

Mais d’apres le probleme aux limites homogénéisé a deux échelles (Z031)-(Z032)- (Z233), on
remarque que le second membre de I'inégalité developpé au-dessus est égale a zéro. Donc on a
directement

lim 1155 (%) = (5 sis(2)) + i (w1 (2, ) } ey = 0,

o8

) ~ x x
l{% 10; ¢°(x) — X(g){ai,;ﬁp(x) + Oi i1 (z, g)} 2@ = 0.1
Ce qui amene a énoncer le résultat suivant :

Corollaire 2.9.1
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On a les deux convergences fortes suivantes

w (x) — X(g) [u(w) + w (z, g)] — 0 fortement dans H{(Q),
<;5 (z) — X(g) [go(:c) + @1 (x, g)] — 0 fortement dans Hy(Q).

2.10 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons déterminé le comportement macroscopique (effectif) d’un mi-
lieu piézoélectrique périodiquement perforé, et nous avons montré que la déformation mécanique
et le potentiel électrique n’ont pas subi de fortes oscillations puisqu’ils convergent vers une so-
lution indépendante de la variable microscopique, contrairement au tenseur des déformations
s(u®) et le gradient du potentiel électrique V©.

Ainsi nous avons prouvé que le probleme limite est altéré par une constante 6 qui dépend
de la proportion de matériau dans le domaine perforé et qui est égale a 1 s’il n’y a pas de
trous. Nous rappelons aussi que la technique de la convergence a deux échelles, nous a permis
d’éviter I'utilisation d’opérateurs de prolongement et nous a fourni un résultat de convergence
forte dans Hj ().

Signalons aussi que ’application de cette méthode, a une modification pres sur la cellule
de référence, reste valable pour toute structure périodique, par exemple une structure laminée,
mais également a des matériaux fibrés ou composites (voir les chapitres 6, 7 et 8). Le modele
étudié est statique, mais s’étend au dynamique, tous les résultats restent valables avec quelques
modifications. Enfin nous pourrons reprendre la méthode de [’éclatement périodique introduite
récemment par Cioranescu, Damlamian et Griso [24] pour étudier notre probleme. Cette étude
sera bien détaillée dans le quatrieme chapitre dans le cas de coques piézoélectriques périodiques
de type Koiter.






Chapitre 3

Analyse asymptotique et
homogénéisation d’une plaque mince
piézoélectrique perforée

Les problemes des plaques minces (faible épaisseur) sont des thémes importants et font ’ob-
jet de nombreuses études. Par exemple Ciarlet [20] [21] [22] [23] a montré plusieurs résultats
dans les deux cas d’élasticité : linéaire et non-linéaire. Cioranescu et Saint Jean-Paulin [26] ont
travaillé sur des structures de type grillage.

En 1981, Caillerie, dans sa these [16], a étudié le comportement d’une plaque élastique mince
a structure périodique. Par la suite le méme auteur dans son article [I7], en ajoutant ’hypothese
que les coefficients d’élasticité ont des ordres de grandeur différents (trois cas distincts sont en-
visagés), a montré que le comportement asymptotique d’une plaque élastique quand 1’épaisseur
tend vers zéro, nous mene a trois cas distincts qui aboutissent a des équations membranaires
pour la premiere, des équations de plaques minces pour la seconde et pour la troisieme a des
équations de plaques épaisses.

Kauffmann et Saint Jean-Paulin [46] se sont intéréssés au comportement asymptotique d’une
plaque mince rectangulaire périodiquement perforée, lorsque les trois parametres : ’épaisseur,
la taille des perforations et la distance entre les grillages, tendent vers zéro dans cet ordre,
avec des conditions de Dirichlet sur le bord latéral extérieur et des conditions aux limites de
Neumann sur le bord des trous tout en prenant en considération la méme hypothese de Caillerie
[T, sur 'ordre de grandeur des tenseurs d’élasticité.

En adaptant les techniques de ’analyse asymptotique, utilisées par plusieurs auteurs pour
déterminer le modele de type Kirchhoff-Love pour des plaques élastiques, Rahmoune [75] et
Sene [R0] ont établi un modele de méme type associé a une plaque piézoélectrique d’épaisseur

h.

Rahmoune a étudié dans sa these [75], I'influence des conditions aux limites électriques sur le
comportement asymptotique d’une plaque piézoélectrique mince non nécessairement perforée,
ol il apparait deux types de plaques : I'une est isolée et 'autre est de court-circuitée. Seéne quant
a lui, dans sa these [R0], a étudié le comportement asymptotique d’une plaque piézoélectrique
mécaniquement isotrope de faible épaisseur, dont les caractéristiques mécaniques et électriques
sont considérées indépendantes de 1’épaisseur. Cette étude a été développée dans les deux cas
: statique et dynamique.

o1
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L’idée de ce chapitre, est de reprendre le probleme de la plaque piézoélectrique mince
périodiquement perforée, avec des conditions aux limites mécaniques de type Dirichlet et des
conditions aux limites électriques de type Neumann (plaque non excitée, plaque isolée) sur le
bord latéral extérieur et des conditions aux limites mécanique et électrique de type de Neumann
sur le bord des trous, tout en supposant, dans cette étude, que les caractéristiques mécaniques
et électriques des plaques sont indépendantes de 1’épaisseur. Notre objectif est d’étudier le com-
portement de ’état électromécanique, quand les deux parametres : 1’épaisseur et la taille des
perforations, tendent vers zéro, dans deux ordres différentes.

Pour le premier comportement limite lorsque 1’épaisseur h tend vers zéro, nous constatons
que les résultats obtenus par Rahmoune [[75] et par Sene [80] sont encore valables pour la plaque
perforée a ¢ fixé. Pour le deuxieme comportement limite quand la taille des trous est appelée
a tendre vers zéro, l'intérét est d’obtenir le probleme homogénéisé et un théoreme d’existence
et d’unicité de sa solution, ainsi que les expressions des tenseurs homogénéisés (effectifs), avec
leurs propriétés.

Ce chapitre est composé de cing sections : Dans la premiere section on précise la géométrie du
domaine ou le probleme y sera traité. Dans la section suivante, on décrit les problemes : modele
et variationnel, par lesquels on établit un théoreme d’existence et d'unicité de la solution du
probléme. Dans la troisieme section, nous adapterons les démonstrations de Rahmoune [75] et
de Sene [80], pour étudier le comportement asymptotique d’une plaque piézoélectrique mince
perforée de fagon périodique, lorsque 1'élancement de la plaque tend vers l'infini. Ceci nous
permet, dans la section suivante, de positionner correctement le probleme bidimensionnel sur
une plaque piézoélectrique périodiquement perforée. Dans la quatrieme section, nous partons
du résultat précédent, pour étudier la limite de 1’état électromécanique lorsque la taille des
trous tend vers zéro, ceci nous permet d’obtenir les problemes homogénéisés membranaire et en
flexion et de déterminer aussi les expressions de tous les tenseurs homogénéisés correspondants.
Ce travail fait 'objet de la publication [57].

3.1 Géométrie du domaine

Dans cette section, nous précisons la géométrie de la plaque, dans laquel on va travailler.

3.1.1 Géométrie de la surface moyenne

On considere une surface bornée connexe w de bord dw Lipschitz, et on creuse a I'intérieur
des trous, on obtient une surface perforée périodiquement w. C IR? (¢ un parametre strictement
positif), de frontiere 7. = Ow. Lipschitzienne, occupée par un matériau piézoélectrique. On se
place comme dans le chapitre précédent, c’est-a-dire quand € — 0, on fait dans w de plus en
plus de trous, répartis régulierement mais de plus en plus petits (voir la figure BI).

3.1.2 Définition de la configuration d’une plaque perforée

En précisant la géométrie du domaine. On désigne par €25, un domaine cylindrique de
IR? d’épaisseur 2h et de surface moyenne w,, occupé par un matériau piézoélectrique. Plus
précisément, on pose :

Qne = we x| — h, +A].
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Les faces supérieure et inférieure sont notées par :
I'E =w. x {£h}.
La surface latérale est définie par :
[} = 4.x] — h, +h][.

On pose I',. = 0Qy,.. L’état électromécanique de la plaque piézoélectrique est déterminé par
le couple (u"s, @) de champs de déplacement u"* = (u ul ub®) et de potentiel électrique
scalaire ¢".

Des conditions de Dirichlet (I’encastrement) sur le déplacement seront imposées sur la partie
[mb = 4m0x] — b, +h[ du bord latéral, ou v est une partie de mesure non nulle de . = dwy,
et des conditions de Neumann (homogene, libre) seront imposées sur la partie complémentaire
[N par rapport a la surface T'j,.

DN =T U U (W %] = by +h]) =Th =T3P, ot 470 U™ = Ow..

Le couple (T7P T7V) réalise une partition de 9€2j,. dont la normale unitaire extérieure est
notée par ns.
he
x +
3 Fhe
- [—
— — — S—
+h [S— [ —
— = — > —
Tt | 11
rrrrrrrnd
[NEERREER /’de
Frrrrrrnd
[
0 [l — == == i A —— = e
= —— ——= —— kHHIi— xhe
1 2
-~ lat
— — ST FhE
1T -
L = — —— > —— <—H ks S—
he —h — ) —— —— <A <$E; B
Ty — Fhe
mD
FhmEN Phe

F1G. 3.1 — La plaque piézoélectrique mince perforée ;. = w.x] — h, +h][.

Pour la partie électrique, le potentiel électrique sera considéré inconnu en particulier sur la
frontiere I';, ce type de condition aux limites électriques correspond a une plaque piézoélectrique
1solée. Le piézoélectrique de court-circuité est un autre probleme ou [’on pose une charge électrique
sur les faces supérieure et inférieure.

3.2 Description du probleme

Dans la suite de ce chapitre, sauf mention du contraire, nous adoptons la convention de
sommation des indices répétés. Les indices latins étant dans 'ensemble {1,2,3} et les indices
grecs (sauf ) dans {1,2}.
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3.2.1 Probleme modele

Le probleme consiste & trouver le couple (u”®, ") solution des équations :

(i) L’équation d’équilibre mécanique :

(i)

(iii)

La plaque est soumise a des forces de densité volumique f et surfacique g" sur T/,
L’équilibre mécanique s’écrit

—div 0" (u, ") = f* dans Q.,
ole(uhs ¢ nte = gh sur TN, (3.2.1)
uhe = 0 sur I‘Z;D .

On suppose désormais que
" e (L*(Qe))’, g" € (L2(T7Y))°. (3.2.2)

L’équation d’équilibre électrique (Maxwell-Gauss) :
On considere un milieu diélectrique parfait, c’est-a-dire a densités de charges surfacique
et volumique nulles. L’équation de Maxwell-Gauss s’écrit

—div D" (u",¢") = 0 dans Q,,
(3.2.3)
D" (uhe ghe).nhe = 0 sur T

Loi de comportement :

Le tenseur des contraintes o”* = (aff) : Qe — IRY et le vecteur des déplacements
électriques D" = (D) : Q). — IR?, sont reliés par la loi de comportement :

opf (e, ¢") = cfsii () + ef; 007" dans Oy,
(3.2.4)
DI(, %) = —eqslf(u') + 50,0 dans Oy

avec 1 <1,7,k, 1 < 3.

Le tenseur des déformations linéarisé est donné par s} (u) = 3(9pu; + 9/<uy). On garde
les mémes hypotheses réalistes de bornitude des ¢j;;,;, €5, et d5; et d’ellipticité uniforme
de cj;y, et dj;.

Les exposants h et ¢ rappelent que les fonctions sont définies sur la plaque €2.. Dans ce travail,
les caractéristiques mécaniques et électriques des plaques seront supposées indépendantes de
I'épaisseur, ce qui revient a dire que les coefficients du matériau ¢f;,, €5, et d;; sont indépendants

de h.

Remarque 3.2.1

On a considéré dans cette étude, une plaque piézoélectrique de faible épaisseur électriquement
isolée (c’est-a-dire électriquement non excitée), ce qui revient a dire que le potentiel électrique
est completement inconnu en particulier sur le bord. Mais on peut envisager une plaque ot la
charge électrique sur les faces supérieure et inférieure est déterminée, ce qui correspond aux
dispositifs expérimentaux habituels et que [’on appelle plaque de court-circuitée. 1
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3.2.2 Probleme variationnel

Comme dans la section [LZ2], nous allons établir la premiere forme du probleme variationnel

associé au probleme (B2ZT)-(B2Z3))- (B2Z4)). On définit ces deux espaces admissibles

Vie(@) = {VER (), v =0}, H'(Qu) = (H' ()",

Wie(Qne) = {qf Yo, YU e HY(Qp), Yee IR} — HY(Qn)/IR.

Nous munissons V,.(€2.) de la norme || u ||v,_,.)=|| 0 [|(z2(0.))°- Cette norme est équivalente
a la norme usuelle de (H'(Q.))3, d’aprés I'inégalité de Poincaré. Et nous munissons Wy ()
de la norme || ¥ [lw,_,.)=| V¥ [|(£2(q))s. Alors le probleme variationnel s’écrit sous la forme

Trouver (0, ¢") € V3o (Qne) X Wie(Qe)  tels que,
(3.2.5)
ah((uhe’ (bhe)’ (vlw’ whe)) — lhE(VhE, whe) v(vhe’ wha) c Vhs(th-:) X th—:(th>7

avec

;
() () = [ [l e oo s ) da®
he

O A BT (R A e EANCE Y
Qhe

lhE(VhE,whE) — / fh,VhE dxhz—: +/ gh.th-: drhmEN
Qhe

mN
Fhs

Remarque 3.2.2

Signalons qu’il y a une autre formulation variationnelle dont la forme bilinéaire n’est pas coer-
cive mais symétrique, contrairement au formulation variationnelle (ZZ3)-(ZZ4) dont la forme
bilinéaire est coercive mais pas symétrique (voir la section [LZZ). 1

3.2.3 Théoréeme d’existence et d’unicité

L’objectif est d’établir un résultat d’existence et d’unicité de la solution du probleme (B2ZT)-
BZ3)-BZ9).
Théoreme 3.2.1

Sous les hypothéses habituelles de symétrie, de bornitude et d’ellipticité uniforme des tenseurs

élastique, piézoélectrique et diélectrique et sous l'hypothése (ZZA), le probléme (ZZ3A)-(TZ4)

admet une solution unique a une constante additive prés dans Uespace V pe(Qpe) X Whe(Qpe). 1

Preuve :

Grace a la propriété d’ellipticité uniforme des tenseurs d’élasticité et de diélectricité, ainsi que
les propriétés de symétrie et de bornitude des précédents tenseurs et sur le tenseur de cou-
plage, nous avons la coercivité de la forme bilinéaire a”® et sa continuité. La continuité de la
forme linéaire "¢ est évidente. Sous ces hypotheses on peut appliquer directement le lemme de
Lax-Milgram afin d’affirmer 'existence et 'unicité de la solution du probleme (B2ZH)-(B20). n
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Remarque 3.2.3

Pour avoir l'unicité du potentiel dans 'espace H'(,.), il suffit d’imposer un potentiel nul sur
l'une des faces Fi. 1

3.3 Analyse asymptotique d’une plaque piézoélectrique
perforée

Dans cette section, en partant d'une plaque piézoélectrique périodiquement perforée de
faible épaisseur (mince) et en reprenant les résultats établis par Rahmoune [75] et Sene [80)],
on obtient un modele bidimensionnel.

Le modele bidimensionnel a I'avantage d’étre, du point de vue numérique, facilement ma-
nipulable et permet aussi de poser correctement le probleme qui décrit le comportement d’une
structure bidimensionnelle piézoélectrique périodiquement perforée.

3.3.1 Reésultats de convergence

On se ramene classiquement a un ouvert fixe Q¢ = w®x]| — 1, +1[ par la projection 7€ définie
par
2° = (25, 75, 25) € O — 2" = 7"(2%) = (a5, 25, ha§) € Q"

On note d'une part I'™P '™V les images par (7")~1 de P TN et d’autre part, IT =

0*v
we X {£1}, Tt = gwx] — 1, +1[. Enfin posons 9,5V = e

variable, nous pouvons étudier par la suite la convergence de 1'état électromécanique mis a
I’échelle dans un espace fonctionnel indépendant de ’épaisseur.

. Avec un tel changement de

L’objectif est d’établir la limite du probleme variationnel tridimensionnel (B2Z3H)-(B2.0]),
lorsque le parametre d’épaisseur tend vers zéro, ce qui nous donnera le probleme variationnel
bidimensionnel. On effectue un choix convenable des ordres de grandeur des données correspon-
dant & chaque plaque (forces appliquées, densités de charge) et en reprenant la démonstration
présentée par Rahmoune [75] et Sene [80], on peut énoncer le résultat ci-dessous qui décrit le
comportement limite des inconnues mécanique et électrique et qui fournit les modeles bidimen-
sionnels cherchés.

e Modeéle de Rahmoune [75]
Théoréme 3.3.1

A létat électromécanique (uhe, ule $h), solution du probléme variationnel tridimensionnel (Z23)-

(ZZ4) et défini sur Qpe, on associe un état mis a l'échelle (us,(h),u5(h), ¢°(h)) défini par
ug? (") = hPug(h)(2%),

«

Vo' € Q. ub(z") = hu§(h)(z°), (3.3.7)

S = W) ),
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ainsi l'ordre de grandeur des actions extérieures (le chargement de la structure) est choisi

comme suit
fl@he) = Wfa(a%), fia") = B fs(2),

ga(@") = h’ga(a), g5(a") = higs(a7),
ot (f,q) est un élément (indépendant de h) de (L*(Q.))? x (L*(£2.))?, alors quand le paramétre
d’épaisseur h tend vers zéro, on obtient

(3.3.8)

us(h) — ud(z) = ul (21, 20) — 250,u% (71, T2),

Oe

us(h) = ug(z1,22), (3.3.9)

¢°(h) — ¢*(21172).

Sachant que la solution du probléeme variationnel tridimensionnel (ZZ3)-Z2Z4), tend vers la
solution du probleme variationnel bidimensionnel suivant

;

Trouver (uX, uy, ¢*) € Vi(w.) x We(we) x H'(w.)/IR, tels que,

[ il 67)50n(05) 4 Qulue VB ) ~ Mol

— / {pavg + p3vs + maaavg} dx®,

V(ve, v, 1°) € Vo(w:) X We(we) x HY(w.)/ IR,

(3.3.10)
ot
Vews) = {oa€H'(we), va=0 sur 7},
Welwe) = {U3 € H*(w.), v3=0 et Q3 =0 sur vsmo},
et
+1 i "
mag = / (:L'3foc + (g: - g;))d.’l}g, Pa = fa dl‘g et Py = f3 d[L‘g,
ov
+
= Eo(¥) = —,
g () r.

¢ +1
Noalulfout %) = [ (e [ss0(u2) = aadseuf] = &5, B (%) } da,

1

+1
Q.0 = [ { sl + LB} do, 3:3.11)

+1
Maﬁ(uge) = / { - (953)2535578671636 + xSéZﬂafsér(uge) - $3émﬁEw(¢0€)} dxs,
—1
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avec ) ~
€ €
- )
~E _ 5 £ 5 ~ 3aB""3~4
Capsr = Capor — C3japb3jskCraas T —
33
€asds
e . aB%3y
ewaﬁ - ewaﬂ C%]a6b3j3k 3k3 + e ) (3‘3‘12)
33
de o
Je o ad 73
Yo - d _F 67j3b3j3k67k3 < )
\ 33
o o
( ~g . c 63]’636304[3
Cr3a = Ckzag T — 2
33
eE €
~c e 3,303
Cyks = Cykz T T
33 (3.3.13)
19 NE g
~e e €3k3bk3j3e3aﬁ
3af8 T e3aﬂ = )
33
Je o € e Je €
( d3y = di,+ 63k3b3k3j€aj37
- es ..es
, ) . 373€3k3
ot b° est linverse de la matrice <c§j3k + %) . ]
33 3x3

e Modele de Séne [80]
En plus, si en supposant que le piézoélectrique est mécaniquement isotrope, c¢’est-a-dire que les
coefficients d’élasticité s’écrivent sous la forme

i = A°0ij0k + 1 (034050 + G,

et en adaptant la méme démarche proposée par Sene [80], on démontre que dans le cas d’une
plaque isolée, la suite des potentiels électriques ¢¢(h) converge vers un potentiel ¢ qui est un
polynome du second degré en x5

¢% (25, 25, 25) = Y ¢ (a5, 25) (25)",

=0
avec
€3aﬁ
¢8 - aaﬁ 3
265,
o = 0
1 - 9
3aﬁ
¢§ = 26 aaﬂ 3
e = : e 0, es
3a8 e+ 333Y%aB T C3ap>

£ £ (3 € €
e = —€ e —¢€ e d
33 3036303 T 3336333 T 33,
1€ A+ pf
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et (ud®, udf, ul) est la solution de ces deux problemes découplés

( 1
Do (ug”) = / (2300 fa + f3)dz3 + g3 + g5 + Oulgs — 92) dans w,
-1
uy =0, duy =0 sur 7",
(3.3.14)
Map(uy) vorvs =0 sur ™,
1
Do (uz” )V + Or{mas(us”)vpTa} = / T3 fava dvs + (9 — 9o )N sur 72,
\ -1
o 4 A° 2€3,3€
Os\ _ 3a8C3L0
Mag(Uz) = 3 [)\E n 2u€5aﬁAU3 + Oapuy” ] + ng@g 3
et
9o = Yalr=s 94 = Ya
(
—Oaap(ul®, u)) / fa dxs + (gﬁ +9g5) dans we,
1
3.3.15
N (U, U )V = / gpdzs sur 7™, ( )
-1
[ U =uy” =0 sur 7",
ou
Oe ,,0Oe € A Oe Og , Oe
Nag(ur™, uy”) = 24 {W(S 5500(U1", Uy ) + Sap (Ul uy’) |-

Remarque 3.3.1

i) Nous nous inspirons des travauz de Rahmoune [75] et de Séne [80] pour la démonstration
du théoréemelZ 30, en faisant seulement les modifications nécessaires pour tenir compte de
la présence des trous. Signalons aussi que toutes les convergences qui sont obtenues dans
le théoréme précédent, sont des convergences fortes dans H'(w.) (pour plus de détails, on
pourra consulter les travauxr de Rahmoune [75], de Séene [81)] et celui de Weller et Licht

[79 7/)
ii) Comme dans l'élasticité des solides simples, les map correspondant auz limites des mo-
ments des forces de contrainte

1
Mag = }lliir(l)/l 23045(h) dzs,

et les Myg a la moyenne sur l’épaisseur de la plaque des forces de contrainte
1
My = lim / ous(h) das.
h—0 J_4

Remarque 3.3.2
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i) Dans le second modele, on remarque que l'effet de la piézoélectricité et de la différence de
potentiel électrique se situent pour le probleme membranaire (B2315) uniquement dans le
second membre; il est assimilable a une force extérieure. Par contre, 'opérateur de flexion
est modifié.

ii) Par la suite, on va utiliser le premier modele (B310)-(B3TT), au lieu du dernier modele
B3T14)-[B3T10), sachant qu’il n’y a pas une grande différence entre ces deux modeles
sauf dans le second membre. Or on va voir ultérieurement que cela ne va pas mettre en
cause notre résultat d’homogénéisation quand ¢ tend vers zéro. &

3.3.2 Probleme local

En intégrant par parties 1’équation variationnelle (B310)-B3TT), on établit directement
les équations locales mécaniques (membranaire et en flexion) et électrique suivantes :

(a) Equation d’équilibre mécanique membranaire

—0sNag(u,ug", ¢™) = po dans w.,
u* = 0 sur dw, (3.3.16)
Naﬁ(’U/?e, USE, 05)-713 = 0 sur dw, — Ow.

(b) Equation d’équilibre mécanique en flexion

[ —0upMop(ud) = p§+0,m:, dans w,
ud? =0 sur Ow,
A u¥ = 0 sur Ow, (3.3.17)
Mop(ug®).ngng = 0 sur dw. — dw,

\ (c%Maﬁ(uge)) nG + 0, (Mag(uge)ngm) = —0aMqa.ns, sur Qw, — Ow.

(c) Equation d’équilibre électrique
—0,Qu(u”,¢") = 0 dans w,,
o> = 0 sur Ow, (3.3.18)
Q,(u%,¢")ns, = 0 sur dw. — Ow,

olt Nog, Qu et My sont définis par le systeme (B3IT).

3.3.3 Conclusions et commentaires

i) L’'importance physique dans le choix des ordres de grandeur (B3) est le rapport des
ordres en h entre le déplacement plan et transverse, qui doit étre de l'ordre de h. Ce
qui permet de tenir compte du fait que la rigidité d’extension est d’ordre supérieur a la
rigidité de flexion.



Chapitre 3. Homogénéisation d'une plaque mince piézoélectrique perforée 61

ii) Le choix des ordres de grandeur pour les déplacements est classique dans le cadre de
I’élasticité linéaire. Par contre le choix de 'ordre du potentiel électrique, est dicté par le
fait qu’on souhaite obtenir simultanément la convergence du déplacement et le potentiel
électrique vers des limites non nulles.

iii) Le choix des ordres pour les charges extérieurs (B338), a été choisi uniquement pour avoir
u,(h) et us(h) du méme ordre. Ceci, par la suite, a permis d’obtenir wu,(h) et uz(h) a
I'ordre zéro, apres le passage a la limite de h vers zéro.

iv) D’apres la conclusion (B3H), le déplacement mécanique vérifie bien les hypotheses de
Kirchhoff-Love.

v) Nous constatons l'impossibilité de séparer ’étude mécanique de 1'étude électrique, et
nous observons la symétrie du probleme variationnel (B3I0)-(B3TIT); contrairement a
ce qu'on a pu distinguer, si en considérant au départ un probleme du piézoélectrique de
court-circuité (voir M.Rahmoune [75]).

Remarque 3.3.3

Cette étude basée sur l'analyse asymptotique des plaques minces linéairement piézoélectriques
montre que, selon le type des conditions aux limites électriques considérées, il apparait lorsque
Uépaisseur tend vers zéro, deux modéles distincts (une plaque isolée ou court-circuitée), dont
les lois de comportements électromécaniques sont en général différentes. 1

3.4 Homogénéisation d’une plaque piézoélectrique per-
forée

Une écriture forte du probleme variationnel bidimensionnel (B3T6)-(B317)- (B3I8), nous
permet de découpler les équations vérifées par les déplacements verticaux et celles vérifiées par
les déplacements horizontaux, en deux problémes : un probleme membranaire et un probleme
en flexion. Cette écriture facilitera par la suite 1’étude de I'homogénéisation d’une plaque
piézoélectrique périodiquement perforée.

3.4.1 Problemes modeles

Dans cette section, on considere une plaque piézoélectrique homogene isolée, ce qui revient
a dire que ses coefficients sont indépendants de la coordonnée z§. Le probleme ici consiste a
déterminer le couple de déplacement extension-flexion u% = (u%, u3) et le potentiel électrique
¢%, solutions de deux probleémes : le probléme membranaire et le probleme en flexion, définis

comme suit :
(i) Equation d’équilibre électro-mécanique membranaire
—05Nap(u,¢%) = p; dans w.,

(3.4.19)
—8QQZ(U?5,¢OE) = 0 dans w,,
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avec les conditions aux limites :

(ub = 0 sur Ow,
% = 0 sur Ow,
(3.4.20)
Nig(u¥, ¢*)n;, = 0 sur dw, — 0w,
[ (w5, ¢")ns, = 0 sur dw. — Jw.
La loi de comportement est donnée par
Nagul, 6%) = 2|50 (u) = 05, (6%) .
(3.4.21)
Qa(ul,0%) = 2|5 s0(ul) + d2s Ea(6)]
avec oo
=1,2. Es(¢°) = .
(ii) Equation d’équilibre mécanique en flexion
[ —0ap M 5(u) = p5+ 0,m: dans we,
ud? =0 sur Ow,
O, ude =0 sur Jw, (3.4.22)
M 5(ug®).ngng = 0 sur dw. — dw,
\ (8 M g(uy )) nG + 0, (M%(u%ﬂnim) = —0,m5.nS, sur Ow, — Ow,

ou la loi de comportement est donnée par
2
Eﬁ(uge) e 85 Al
¢ 3% Tax(;axT
3.4.2 Problemes variationnels

On formule dans cette section les deux problemes variationnels associés aux problemes mem-

branaire (B4.19)-(BZ220)-(BZZ) et en flexion (BZZ), ce qui nous permet par la suite d’établir

I'existence et 1'unicité de la solution associée a chaque probleme.

Le probleéme variationnel correspondant au probléeme membranaire (B219)- (B220)- @421,
est défini par

( Trouver (u’, ¢%) € V2 (w.) x V2(w,), tels que :

| et 650 + @ 0B it = [ e, a2

V(v;, ¥°) € Val(wa) X Vsz(ws),
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avec

Viw.) = {vaHl(wE), v; =0 sur Ow }, t=1,2,

Viw.) = {gbs € H'(w.), ¢ =0 sur Ow }

Le probléeme variationnel associé au probleme en flexion ([BZ22), est défini par

avec

( Trouver u¥ € K.(w.), tels que :

/ Mg (ug’)Dupvs dat = / (p3v§+ma6’av§) dx, (3.4.24)

[ Vo3 € K (w:),

K. (w.) = { v5 € H*(w.), v5=0 sur dw et 9,v5 =0 sur dw },

2,,&
0*v3

Dasts = 0,025
(6%

Remarque 3.4.1

i)
i)

iii)

iv)

Par un procédé classique basé sur le lemme de Lax-Milgram, on peut démontrer ’existence
et I'unicité de la solution des deux problemes (membranaire et en flexion).

On remarque que la plaque piézoélectrique homogene ne possede pas de couplage flexion-
extension, ce qui simplifie considérablement la nature du couplage électromécanique. Aussi
il est clair que la charge électrique est induite seulement par ’extension et non pas par la
flexion.

La remarque déja faite dans le cas d'un corps piézoélectrique perforé est encore valable ici.
Il y a une autre formulation variationnelle dont la forme bilinéaire n’est pas coercive mais
symétrique, contrairement au formulation (BZ23)) dont la forme bilinéaire est coercive et
non symeétrique.

Dans ce cas, on peut séparer 1’étude mécanique de 1’étude électrique. On traite initiale-
ment le probleme mécanique, puis on calcule les parametres électriques explicitement en
fonction du déplacement. n

3.4.3 Résultat de convergence pour le probleme membranaire

Dans cette section, on énonce le résultat de la convergence pour le probleme membranaire,
qui nous décrit le probleme homogénéisé et nous permet par la suite de déterminer les tenseurs
homogénéisés.

En reprenant les mémes démarches développées dans le chapitre précédent, dans le cas d’un
corps piézoélectrique perforé, on obtient un résultat analogue au résultat principal obtenu, qui
décrit le comportement de la solution du probleme membranaire quand la taille des perforations
tend vers zéro (Théoreme EZZTI).
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Théoréme 3.4.1 (Théoreéme principal pour le probléme membranaire)

Les suites (u%).sqo et (¢%).s0 avec (1 = 1,2) convergent au sens double échelle vers u, et ¢
respectivement, telle que (u,, ¢) est l'unique solution de ce probleme homogénéisé suivant

(—div N7 (u,,¢) = 6Op, dansw,

—div Q" (u,,¢) = 0  dans w,
(3.4.25)
U, = 0 surow,

[ ¢ = 0 surodw,

ou 6 représente la fraction volumique sur l’élément de référence. La nouvelle loi de comporte-
ment homogénéisé est donnée par

~ ~ a¢
NZs(u, 0) = CaﬁCnSCn,w(uL)'i”eCaﬁaT’
¢
(3.4.26)
0¢

Qf(u“ ¢) = ea(nSCn o(u) + da( 3%4

Les coefficients des tenseurs homogénéisés Copen, €cap €t do¢c sont donnés par

= 8(,0’\“
Caprn = (Cascn |50+ Scaw ()] + Ecas o ), (3.4.27)

o
CastnScny (1) + Ecap [546 T o ] >

¢
- < [TAMHCW(@UAH)] _gaﬁ%>, (3.4.28)
<

€50 =

>

0
_ eaCnSCny qL) + daﬂ |:5ﬁ5 + ay :| > (3429)

ot pour une fonction h, on note par (h) = / h(y) dy la moyenne sur Y* de h. Sachant que

les fonctions locales (wM, ™) et (¢”, ¥") introduites dans les expressions précédentes, sont
définies comme solutions de ces deux problemes cellulaires (locauz)

( 0 DM )
8y {CaﬁCn(x Y) [T)\M + S¢n, y( )] + ecap(T,y)—=— Dye } =0 dans Y™,

9] oM\ . (3.4.30)
_a—ya{ — Cacn(2,9) [T)\u + Seny (W) )] + daﬂ( Y) 95 } =0 dansY™,

L wM, oM Y — périodiques,

ot
T§Z [(SC,\(SWL + 5CH577/\:| 1 S )\, g, M, M S 2,



Chapitre 3. Homogénéisation d'une plaque mince piézoélectrique perforée 65

(9 ¢, 5\ L A o° B .
_a—yﬂ{ aﬁCU(xa y)SCmy(QL) + GCaﬂ(l'a y) [5(5 + 8—%] } =0 dansY ,

6

9 . ; 9
{ — €a¢y(, y)SCn,y(Qf) + dap(z,y) [555 + a—jﬂ} } =0 dans Y™,

o

(3.4.31)

| &, ¥° Y™ — périodiques. 1

3.4.4 Résultat de correcteur pour le probleme membranaire

On reprend la méme démonstration du résultat de correcteur, présentée dans la section LY,
dans le cas d'un corps piézoélectrique périodiquement perforé. De facon analogue, on obtient le
résultat suivant :

Théoréme 3.4.2 (Correcteur)
On a les deux convergences fortes suivantes

a (x) — X(g) [u(w) + w (z, g)] — 0 fortement dans (H'(w))?,

<I>NOE (x) — X(g) [@(z) + &y (x, g)] — 0 fortement dans H'(w).

3.4.5 Résultat de convergence pour le probleme en flexion

Dans cette section, nous nous intéressons au comportement asymptotique de la déformation
en flexion lorsque le parametre des perforations tend vers zéro. Ce qui nous mene a énoncer le
théoreme suivant

Théoréme 3.4.3 (Théoreme principal pour le probléeme en flexion)

La suite (u3).~o solution du probléme (34.23), converge a deuz échelles vers us € HE(w), telle
que ug est l'unique solution du probleme homogénéisé suivant

( 2 82 H 82U3

3 02,013 <bo‘ﬁw 0z,0x, (x)) =0 <p3 * (%ma) dans w,

u3 =0 sur Ow, (3.4.32)
\ gzj =0 sur Ow.

. . s .- 1 H /
Le coefficient du tenseur en flexion homogénéisé b, est donné par

2

Ve = (Gl 1) oo (I 37 (34.3)

avee 1T (y) = 5Y,y--
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Sachant que les fonctions locales x3' introduites dans lexpression du tenseur homogénéisé,
sont définies comme solutions du probleme cellulaire suivant

| _&yfi;yg{éaﬁ”dx’ y)ﬁ (XgT + HgT)} dy =0 dans Y™,
3ﬁ,y{éaﬁar(x, y) [Z‘ST + 05y X3 (y)} }na — 0 dans OY* — dY,
{Capr(@, ) [25, + 83,007 W)] Js 0 dans oy — oy, (34:31)
X3 Y™ — périodiques,
\ 137 (y) = %yny. N

Démonstration :
La démonstration se fait en six étapes

(i)

Estimation a priori
En remplagant les fonctions tests dans le probleme variationnel (BZ224]), par

e __
U3z = Usg,

On obtient

/ M(iﬁ axaaxg dr = /w (pgugs + maﬁaugg) dx

En utilisant la coercivité des Cng,¢ et 1'inégalité de Poincaré dans les domaines perforés,
on obtient

C || U |2, < / oD (UF)Dycn (ulF) dr,  avec C > 0. (3.4.35)

En utilisant l'inégalité de Holder, on aboutit a

Ol v Mooy I ps 2ol 45 llzzn) + 1l ma 2l Gatis” |2, (3.4.36)

nous avons
I p3 2wy < o3 Mz
| ma ||L2(wg) < | ma ||L2(w)a

on obtient donc d’apres (BZ35), 'estimation a priori suivante
| ug® 2w < C, (3.4.37)

avec C' une constante indépendante de .

Passage a la limite
A partir de Pestimation a priori (BZZ37) et le résultat fondamental de la convergence a
deux échelles (voir la Proposition EZ4T]), on peut aboutir au résultat suivant

Proposition 3.4.1
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(a) Il existe une fonction uz(z) € HE(w), telle que la suite (J§)€>0 converge a deux
échelles vers x(y)us(x).

(b) Il existe une fonction u3(x,y) € L*|w; H2,.(Y*)/R], telle que

per

2 2 2,2
0°u§ 0%ug 0y

8:7058:70T( ¥ — xy) 0rs01, T+ Y50y

(x,y)] au sens double échelle.

Preuve :

82 €
A partir de l'estimation a priori (BZZ37), les deux suites (u§(z)). et ( 45 (@)

Oxs0x,
formément bornées, et a partir du résultat fondamental de la convergence double échelle,
0*us(x)
, , Oxs0x, ) )
au sens de deux échelles vers o(,.) € L?[w; Lo (Y*)/R] et n(z,.) € L*w; L. (Y*)/R]
respectivement, alors par définition, pour chacune des fonctions tests

)e sont uni-

on peut extraire des sous-suites notées en cours par (u§(z)). et ( )e, qui convergent

O(z,y) € 5 lw; Cra(Y)],

per

U(z,y) € CFlw; C=(Y)), (3.4.38)

per

O(z,y) = ¥(z,y) =0sl y €Y —Y7,

on a

hm/ g) de = /w/* o(z,y) O(x,y) dzr dy, (3.4.39)
151(1) i axéa(;)\ﬂ(x g) de = /w/*n(x,y) U(z,y) dz dy. (3.4.40)

Une intégration par parties, donne

52/w W@(gﬁ,f) dr = 52/ ugE(I)m dz,

. Ox50z, € 0xs0x,
0* 0*W 0*W T
2
_ =) d
/ g’ ax(;@:vT + 8(6:165897 * 8y58x7> }(:v, 5) .
+ / uy” x, f) dx, (3.4.41)

5’y56‘yT €

il est clair que
oz, y) =n(z,y) =0 siy e Y = Y™

Par passage a la limite € — 0 et a 'aide de (B239), (BZ420) et (BZZI), on obtient

0%
0 :// @(x,y)m(:v,y) dz dy,

ceci implique que o(z,y) est indépendante de y sur Y*. i.e. il existe uz(z) € HZ(w), telle
que :

o(x,y) = x(y)us(z),
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(i)

ceci acheve la démonstration de la premiere assertion.
Pour la deuxieme assertion, choisissons maintenant des fonctions tests, qui vérifient

0?
z,y) =0,
ay5ayr( y)
0*W
ax6ayT (ZL', y) = 0.

Une intégration par parties, donne

D*ud () T 0*U(z, %)
—2 U (x, =) do = 0 (r)——====.
/ws 0xs01, (z, 5) v /w g (7) 0x507,

En passant a ¢ — 0 au sens double échelle, on obtient

>V (z,y)
// n(z,y)V(z,y) dxdy—//*u;s 8%8% dx dy.

Par I'intégration par parties une deuxi¢me fois et pour chaque ¥(z,y) € L*[w; H>..(Y*)/IR],

per
0*W
avec M(x, y) = 0 sur 9Y* — Y, on obtient
ay5ayr

/w/ = aj:g; (0)| Wl y) dz dy = 0.

D’apres Ekeland-Temam [32], il existe u3(z,y) € L*[w; HZ,.(Y*)/IR], telle que
0*u2
(e, 5) = x(o) [usle) + 5 2 (.y)

ceci acheve la démonstration de la deuxieme assertion. &

Identification des limites a deux échelles
En suivant toujours la méthode alternative développée par G.Nguetseng [64], qui consiste
a multiplier le probleme initial par des fonctions tests du type

X A
v5(2) = vyl 2) = oY) +*ei(a, D),

avec

vg € C5°(92) et v3 € Cg° (8, (Y)).

per

Ce choix est motivé, par le fait que si on applique la méthode des échelles multiples basée
sur un développement asymptotique, on démontre que

ug = ug(z),

uy = ui(), (3.4.42)
2 _ .2

uz = uz(w,y).

Nous avons

PU U +1< Ll 62\11> 1 0t
0x;0x, 0250z, € \0zs0y, OysOz, e2 ys0y,’
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ol z est la variable macroscopique et y est la variable microscopique. Pour alléger 1’écriture,
nous noterons par la suite la variable macroscopique par x au lieu de z.
A partir d’'un développement asymptotique

v (z) = 0°(z,y) + vl (z,y) + 20 (2, y) + 3 (z,y) + ... | =,
=
on obtient
0?v° 1 0%° 1 0% 0?00 vl
Ors0z. . 20ysdy. | E{axaayT * ooz, 83/583/7}

00 9%v! 9%v! 0%v?

{8x58xT ooy, | poz. 8y58y7}
9?vl 0%v? 0%v? 9%v3

at }

* 0x50x, * x50y, - OysOx, - OysOy-

N 62{ 0*v? N 0?3 N 0?3 }+83 0?03 N
OvsOx,  OxsOy, OysOxr, OxsOr,

A T'aide du choix proposé dans (B:222), la derniere équation se simplifie sous la forme

*v§ _ { 0*v§ n 0*v3 }
0xs0x, 0xrs0x,  OysOy,
L. { 0?2 0?2 }
x50y,  OysOx,
Log2 0*v3 5 0%03 +

© 0x507 Oxs0x,

Le probléme variationnel suivant (voir le systeme (B222))

2. 0§ 0%
= dr = < 5 aOa a) dx,
/wE 3 Car 0x50x, 0x,0xp ! /ws Pavs T Mabats | 47

s’écrit donc sous la forme

/ 2. 0%us {[ 0*Y N 03 }+€[ 0*v3 N 0*v3 ]+82 0*v3 }
o 3 P 950, \LOxsdx,  Oys0y, Oxsdy,  OysOx. Oxs0zr, )’

= / {pg (vg + evi + 5%3) + M0y <vg + evi + 52v§> } dx. (3.4.43)

En passant a la limite € — 0 au sens double échelle et en utilisant la Proposition BZT],
on obtient

2, 0*ul 0*u3 0*v§ 0*v3
5 LapBor\4y d d
/w/ BC por (@ y)<8:p58xT + ay(;@yT) <8xa8x5 * 8ya8y5) Ty
= / / <p3v§ + maﬁavg)) dx dy,

- 9 / <pgv§+ma8avg> dz. (3.4.44)

Par la densité des fonctions de C§°(w) dans Hj(w), 'équation (BZZE) reste vérifiée pour
tout v* € Hj(w), ¥° € H§(w) et pour tout v* € L*[w; H2,.(Y*)/R], ¥? € L?[w; H3,(Y*)/R].
Par l'intégration par parties et en prenant successivement dans I’équation (BZ44),

v = 0, et vi # 0,
vi = 0, et v) # 0,
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on peut conclure que 'équation (BZZ4), est exactement la formulation variationnelle
associée au probleme suivant

2 o {/ éaﬁ&r(x7y>[ Ous (z) + Ou (x, )} dy} :9<p3+3ama> dans w,
v

3 0x,0xp x50 ysOy-
0 d%us 0*u?
- : - d Y+,
292005 {Caﬁ(ST (z,y) [&’E(s@xT ug + Gundu. (z, y)} } 0 ans w X

Pour établir I'existence et 1'unicité de ce probleme, il suffit de vérifier les hypotheses
du lemme de Lax-Milgram. Pour cela il est clair que sous quelques hypotheses de bor-
nitude et d’ellipticité du tenseur d’élasticité, la forme bilinéaire définie par le membre
gauche de I'équation (BZZ), est continue et coercive dans I'espace de Hilbert HZ(w) X
L3|w; H?,.(Y*)/R] munis de la norme suivante

per
82’&3 82 2
Z{ | x50, ez +1 ys 83/ ) }

)

Pour démontrer la coercivité, on a
0%us 0?u? 0%us 0*u?
C dx d
/ /* CO‘ﬁ’YG (l" y) <3x73x9 (l’) + aywa Yo ( y)) (axaaxﬁ ( ) + ayaayﬁ ( xz, y)) T ay

62u3 022 9
/ / N 82000, W T Gyedy ﬂ(g’ )| d dy.

Finalement, on peut confirmer que us(z) et u3(x,y) sont solutions de ce probleme ho-
mogénéisé a deux échelles

_gaxf;xﬁ{ /Y Caﬁ‘”[ai:g;( )+ aizgi (”'”’y)] dy} =0 <P3+3ama) dans w,

(3.4.45)
0? 0%us 0?u?
a9 a Aa T .. . ) =0 d X Y*a
ayaayﬁ{c & [&r(gﬁxT @)+ gy & y)]} ans @
avec les conditions aux limites suivantes
us(z) =0 sur dw,
3.4.46)
0*us 0*u? (
Capor (T, , . =0 aY* — 0y,
{C por (2, ) [c%(;axf o 0ys0y. (@ y)]} "o s
on a aussi
y — uz(r,y) est Y* — périodique en . (3.4.47)

Calcul des coefficients du tenseur homogénéisé (effectif)

Le but de ce paragraphe, est de découpler le probleme (BZ220)- (B-240)- (B-221) sous forme
de deux problemes : un probleme homogénéisé et un probléme local, qui nous permet par

la suite d’exprimer ce théoreme de convergence sous sa forme alternative.

Par linéarité du probleme étudié, posons

X3 (y). (3.4.48)
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En remplacant I'expression de u3(z,y) dans cette équation

0? 0?us 0*u?

_ayaay@{c“ﬁ‘”(x’y)[axaaxT Y Bysdys

(x,y)}} =0 dans w x Y™,

on obtient

0? . %us 0%us 0*x3"
“Snn {easie(e.0) |5, 5 (@) + 5 0e et )|} =o.

qu’on peut aussi simplifier

82 82X’W7
- AO( - , 267’ 3 ] } — 07
Fuys Vo9 [T 5, 0)
avec
Zi; = — (007 + 05,07+ ) est le tenseur unitaire d’ordre quatre.

2
A partir d’un calcul analytique simple, on peut définir les coefficients du tenseur en flexion
homogénéisé (effectif), comme suit

2.,,7M

b = <éa557($ay) [E‘ST + ;y ég?’% (y)D,

2

= <éaﬁ57(x, y) ayfa% [Hg” + x%”} >

2

= /Y * {@aﬂaT(x,y) ay(ja% [Hg" +x§"}} dy, (3.4.49)

avec I13"(y) = 3y, yy et 0%, (13") = 3 (05707 =+ Osy0r).

Sachant que les fonctions locales x3”(y), sont des solutions de ce probleme local

( 82
- Aa 7\ 267— a ] } =0d Y*,
) g
0, {éa sr(T,9) [257 + 03 .x3 (y)} }na = 0 dans 0Y™* — 9Y,
e " (3.4.50)
Capor(T,Y) [E‘ST + 05,3 (y)]nﬁ = 0 dans 9Y™* — 9Y,
0 X3 Y™ — périodiques.

Intéressons-nous a montrer 'existence et l'unicité des fonctions locales x?". L’espace
~2

H,,(Y™) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire associé¢ a la norme
| v |~2 - Z | L2(Y

Le probleme variationnel associé au probleme s’écrit sous la forme
bl

/* (:jaﬁ&'(xa y)aiﬁ,y(XW)agT,y(U) dy = /* (:jaﬁ&'(xa y)aiﬁ,y(ﬂgn>a§fr,y(v) dy7 Vv € K<Y)7
(3.4.51)
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or le tenseur C,ps, est coercive. Donc la forme bilinéaire définie par le premier membre de
(BZRT)) lest également sur H ier(Y*). La forme linéaire définie par le second membre de
(BZRT) est continue sur H ier(Y*) En utilisant le théoreme de Lax-Milgram, on déduit
Y™).

Propriétés des coefficients homogénéisés (effectifs)

La proposition suivante, est un résultat sur les propriétés du tenseur de flexion B" =

(baﬁ'yn)
Proposition 3.4.2

Les coefficients b

I'existence et I'unicité de x"7 dans Hper(

. , 4 H s . z -
wpm du tenseur de flexion homogénéisé B’ défini par (3429), vérifient

_pH
(a) baﬁ'yn nozﬁ b,@a’Yﬂ baﬁm’
(b) by, est elliptique.

La deuziéme assertion signifie, qu’il existe AT # A} (e) > 0, tel que pour tout tenseur &,p
d’ordre 2 symétrique (€ap = Esa) non nul, on a :

bgﬁ»ynfaﬁgwn = Affaﬁgaﬁ‘ 1

Preuve :

(a) La symétrie
Il est évident qu’'une partie de la symétrie est vérifiée

v

afyn — bﬁavn - baﬁm
Il nous reste a montrer que
baﬁvn b3, QULTEN
L’idée est de transformer l'expression de coefﬁ(nents bH de maniere a obtenir une

formule symétrique. En utilisant la définition B de Bg1 le tenseur de flexion ho-
mogénéisé est évalué de la maniere suivante

A &
i = | Catse(o9) (=]

R 0
= /* Ceeor (l’, y) 8y58y [Hgﬂ - Xgn]éacéﬂc d:%

92 921128
_ s " — 42 3 d
] o g =

02 02 3 3
_ / beeon (@)= [T — 3 =L M2 — x27) dy,

Y50y YOy,

o2 82X§ﬂ
— % "7 — I —22— dy. 4.52
/* CC§5T($’ y))ayéayT[ 3 X3 ]aycayg Yy (3 5 )

En multipliant le systeme (BZZ50) par Xg‘ﬁ et en intégrant par parties, on aboutit a

92 82 ap
beosr (1, 1" — dy = 0,
/* C<§5 (x y) ayéayT[ 3 X ]ay ayg Yy =
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soit

b, = / b, ) = (H“ﬁ — x5 (y)> A <HW—XW(Q)) dy, (3.4.53)
afyn e VSANE DysOyn 3 3 DycOy, 3 3 ) -

alors a partir de la formule (BZ353), on a clairement bfy , = bp 5.

(b) L’ellipticité
Pour 'ellipticité du tenseur B = (bgﬁw)’ en prenant ¢ un tenseur d’ordre 2 symétrique
(€ap = &pa), alors I'écriture (BZA03) nous amene a poser

0 B _ o
Ton = gaﬁ ayéayn <H3 — X3 )

En tenant compte de lellipticité uniforme du tenseur ¢y, (x,y), nous pouvons donc
écrire

bfﬂwngaﬂgw = /Y ConcyTonTew dY = Oéc/ TsnTon Y. (3.4.54)

*

Démontrons par I'absurde, que la deuxieme intégrale de (BZ04) est strictement posi-
tive. Supposons donc que

82
v (6.n) € {1,2)2, — ¢, (Haﬁ— O‘ﬁ) —0, 3.4.55
(0,m) € {1,2} Ton gﬁ@y(;@yn 3 — X3 ( )
soit
(T157 = X5Veap = a,y, + b a, et b étant des constantes o = 1,2. (3.4.56)

En effet, si on a une fonction quelconque @, telle que

*P
—_— =0, V
3ya3yg (y17y2> ) (O‘7ﬁ)7
alors
TL () =0 doi By, u) = aly2)yn + b(ve)
3100, Y1,Y2) = ou Y1,Y2) = aly2)1 Y2),
mais P 9 alys)
N a\y2
— (Y1, =0 dou =0,
0Y2011 (yl yQ) 2
donc a(y2) = a; qui ne dépend pas de y, (¢ = 1,2), ainsi
0*d 02 b(ys)
——(y1, =0 dou =0
Oy10ys 1,30) Dy20y,

donc b(y2) = asys + b avec as et b indépendants de y, (1 = 1, 2).
Donc on a montré que

0*d
Si v TP 0, alors ® — ay, + b
1 (oz,ﬁ), ayaayﬁ(yl,yg) , alors ay, +
ce qui prouve (BZD00). Mais on a

Xgﬂfaﬁ = Hgﬂfaﬁ +ay, + b.
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Un au moins des §,3 n’étant pas nul, I'égalité précédente contredit la périodicité des
af 5, ;. . .
X3 , le second membre n’étant pas périodique, compte-tenu du fait que

1

HgT (y) = 5%%-

Par conséquent la deuxieme intégrale de (BZZR4)) est bien strictement positive, ainsi on
a

b5 nCapéom >0V (£ap) symétrique, non nul.

Considérons alors la fonction numérique ¥ définie sur IR*, par
H
\I](gaﬁ) = baﬁyngaﬁfvn.
Visiblement ¥ est continue sur IR* muni de la topologie associée & la norme
1
|7 [1= (TapTas) -

Sur la sphere unité, compacte, elle admet un minimum M, qu’elle doit atteint.
Pour (£,4) tenseur symétrique non nul, nous avons

3 |
\Il( H fﬁ”) = M’ so1t bfﬂanaﬂg'yn > Mfaggaﬁ.

Nous avons donc bien la relation de la coercivité recherchée

bfﬂyngaﬂg'yn Z Mgocﬁgocﬂ |

(vi) Probléeme homogénéisé
A partir des sections précédentes, on peut écrire le probleme homogénéisé a deux échelles
(BZ20)-(B2420)- (B2ZD), sous sa forme alternative, comme suit

p

_2872 <bgﬁw#;m(u3)> = 9(]93 + 3ama) dans w,

al'aal'ﬁ
us = 0 sur Ow, (3.4.57)
\ gzi =0 sur Ow,

ceci acheve la démonstration du théoreme principal de la convergence (Théoreme BA3).
Remarque 3.4.2

La solution du probléeme limite en flexion limite, vérifie un systeme différentiel d’ordre quatre.
Celui-ci est défini a 'aide d’un tenseur en flexion homogénéisé qui vérifie les propriétés de
symétrie et d’ellipticité. B

3.4.6 Résultat de correcteur pour le probleme en flexion

En suivant les mémes démarches présentées dans la section 29, on peut énoncer le résultat
suivant
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Proposition 3.4.3 (Correcteur)
On a les deux convergences fortes suivantes

~

0% ug? x d%uy 0*u x
- A\ ~ 0 (4 td L?
0,073 =X {8xac‘9x5 (z) + DyaOys (z, e)} — fortement dans L*(w),
uy’ () — X(g){%(‘”) +u3(z, g)} — 0 fortement dans H*(w).

Preuve :
A partir du probléeme variationnel associé au probleme (BZZ-22), on obtient

. 02 uég r. [ 0us 0*u? 02 uég . [ 0%us 0*u?
/ws Caﬁ&{&va&vg B X(g) [axa&vg + 8ya8y5] }{axgﬁxT B X(g) [89056:707 + 8y58y7] } du

0%us 0*u? 0%us 0*u?
= 3 ocaa 3) dxr — Aa T : 2 d
/wE <p3u3 tm u3> v /w Capib [8xaax5 * 83/0[83/5} [c%(;axf + 8y58y7} o

~ ~

P uy  x r 0%us 0*u3 Py xor 0Pus 0*u3
— C - dr — C - dx.
/ws Cagor (%aaxg)((s) [89056:707 * 8y56y7] o /w Capér 89058907X(5) [axaaxg * 8ya8y5] o

En passant a la limite de € — 0 et en utilisant le fait que le tenseur de flexion est elliptique, on
aboutit a cette convergence forte (voir la section Z9)

0 udf x D?ug 0*u? x

——(x) — x(— x x, — =0,
() X(s {&va&vﬂ ayaayg( 5)} %
alors par conséquent, on a la convergence forte suivante

~

. 15 x x
lim (" () = x(Z) {ua(e) + w32, D) } e = 0. '

3.5 Conclusions et commentaires

Dans ce travail, nous avons réussi a déterminer le comportement asymptotique d’une plaque
piézoélectrique périodiquement perforée. Ainsi on a déterminé tous les tenseurs homogénéisés
(effectifs) pour les déplacements : membranaire et en flexion.

Dans ce chapitre, nous avons étudié le comportement d'une plaque mince lorsque € < h.
Lorsque h < €, on reprend ce travail dans son intégralité, en prenant en premier lieu la limte
e — 0, et puis h — 0, afin de récupérer a la fin les deux problemes : membranaire et en
flexion homogénéisés. La situation qu’il nous reste a étudier est dans le cas ou € et h, avec K une
constante réelle, donc il faut prendre les deux limites simultanémment, nous n’avons pas traité
théoriquement cette situation, car elle ne nous intéresse pas numériquement, puisque elle ne se
positionne pas dans les applications industrielles que nous étudierons dans la seconde partie.

L’existence de deux lois de comportement couplées pour 1’équation de la piézoélectricité,
nous indique I'importance du choix de type piézoélectrique (isolé ou court-circuité). Ce choix
est important du fait que les coefficients homogénéisés varient en fonction du probleme choisi.
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Remarquons enfin que d’autres conditions aux limites, par exemple pour le cas d’un matériau
)
piézoélectrique de court-ciruité, peuvent étre envisagées.

Meéme si théoriquement, on peut envisager une plaque purement piézoélectrique, nous sommes
loin de la réalité puisque jusqu’a présent il est quasiment impossible d’envisager des structures
purement piézoélectriques, a cause de leur fragilité et de leur sensiblité a haute température.
Mais il est nécessaire de passer par la modélisation d’une plaque piézoélectrique afin de mieux
comprendre 'utilité de ce type de matériau dans les applications industrielles. §



Chapitre 4

Homogénéisation de coques
piézoélectriques périodiques de type
Koiter

4.1 Introduction

Dans ce chapitre on s’intéresse a I’homogénéisation de coques piézoélectriques périodiques
de type Koiter. Ces coques sont des milieux continus tridimensionnels ou I'ordre de 1’épaisseur
est petit par rapport aux deux autres dimensions. Notre but est de se servir de la technique
d’homogénéisation pour comprendre les propriétés effectives de ce type de coques, en utilisant
pour ceci la nouvelle approche dite 1’éclatement périodique récemment introduite par Ciora-
nescu, Damlamian et Griso [24]. Le passage a la limite quand ’épaisseur tend vers zéro, pour
obtenir le modele bidimensionnel a été fait par Haenel dans sa these [42], ce passage a la limite, &
partir de la formulation tridimensionnelle d’une coque piézoélectrique a conduit simultanément
a l'identification de deux modeles couplés en fonction de l'espace des déplacements inexten-
sionnels : un probléme membranaire (faisant intervenir le tenseur de changement de la surface
moyenne) et un probléme en flexion (faisant intervenir le tenseur de changement de courbure).
A partir des résultats obtenus par Haenel [A2], on retrouve ainsi le modele de coques minces de
Koiter décrit par un systeme de coordonnées curvilignes.

Pour notre travail et en partant des résultats obtenus par Haenel [42], on va homogénéiser
le probleme de départ, avec des conditions de Dirichlet sur le bord latéral extérieur, comme
dans le chapitre précédent pour les plaques piézoélectriques perforées. En utilisant la tech-
nique d’éclatement périodique, on décrit le probleme limite (homogénéisé) associé, ainsi que le
théoreme d’existence et d'unicité de sa solution. On donne aussi les expressions des tenseurs
homogénéisés et un résultat de correcteur.

Ce chapitre est essentiellement composé en sept sections organisées de la manieére suivante.
Dans la deuxieme section, on précise la géométrie de la coque dans laquelle on va travailler, et
dans la section suivante, on présente un bref rappel de la technique d’éclatement périodique.
Dans la quatrieme section, on présente le probleme de coques piézoélectriques périodiques de
type Koiter notamment dans le cas laminé qui nous intéresse. Dans la cinquieme section, on
étudie 'homogénéisation du probleme de coques piézoélectriques de Koiter, afin de donner son
probleme homogénéisé et les tenseurs homogénéisés, ainsi que leurs propriétés. Dans la section
suivante, on donne un résultat de correcteur pour le déplacement mécanique et le potentiel
électrique. Dans la derniere section on montre que la solution du probleme homogénéisé reste

7
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définie comme un point selle d'une fonctionnelle de méme type que la fonctionnelle de départ.
Ce travail est fait en collaboration avec M. Ghergu et G. Griso, et fera ’objet des publications
[37] et 3.

Notations : Dans tout ce qui suit, C' désigne les différentes constantes positives indépendantes
de €.

4.2 Géométrie de la coque étudiée

4.2.1 Définition de la coque

Dans cette section, on va préciser la géométrie de la coque piézoélectrique étudiée, on
s’'intéresse aux coques qui peuvent se présenter sous la forme d’un produit entre leurs sur-
faces moyennes et leurs épaisseurs. Soit £% 'espace euclidien muni d'un repeére orthonormé
(O, €1, ,,e3). Soit S une surface de I'espace euclidien £2. On suppose qu'il existe un domaine
w du plan £2 et une application ®s définie sur @ tels que

Ps: &= (b1,6)ew—Ds() €S

On suppose que ®s est injective, de classe C(@) et que les points de S sont réguliers de telle
sorte que les deux vecteurs a@; = 0F/0z1 et dy = 0F/0xry sont linéairement indépendants en
tout point (£;,&,) de W. Le couple (a1, d@z) forme une base locale du plan tangent a la surface S
au point Ps(&,&s). On définit le vecteur normal a3, par

R 51 X 52

43 = |C_i\1 X 52|

Le déterminant de la premiere forme fondamentale (tenseur métrique) est noté par

Va =det(d@, - dg)  est strictement positif dans @

4.2.2 Géométrie des microstructures

On suppose que la géométrie de la coque contienne une propriété de périodicité dans sa
forme. Posons € comme un parametre associé a une microstructure contenue dans w, destiné a
converger vers z€ro.

4.3 Rappels sur la méthode d’éclatement périodique

Nous décrivons dans cette section brievement la méthode d’éclatement périodique. Cette
dernieére est récemment introduite par Cioranescu, Damlamian et Griso [24], elle s’applique
pour les problemes d’homogénéisation périodique comme notre probleme.

Dans ce qui suit, on précise d'une part, le domaine dans lequel on va travailler et d’autre
part, on introduit I'opérateur d’éclatement périodique 7° et 'opérateur de moyennisation U°,
ainsi on donne leurs principales propriétés.

Soit 2 C R? un domaine de frontiere asssez réguliere 952, notons par Y = [0, 1]? la cellule
de référence.
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Soit z € R?, notons par [z]y I'unique combinaison entiere telle que z — [2]y € Y et soit

{z}y =2—-[z]y €Y.

Pour chaque = € R? et € > 0, on a
x x
r==(], +{Z))
ely ely
On définit Popérateur d’éclatement 7°¢ : L?(Q) — L*(2 x Y), par
T (w)(z,y) =w <5 F] + 5y> ,  pour chaque (z,y) € 2 x Y.
ely

Il est clair, que pour chaque v, w € L*(2) on a les propriétés suivantes

T (W)@ {Zh) = w() (4.3.1)
T (vw) = T°(v)T(w) (4.3.2)
T (v4+w) = T°(v)+7T(w) (4.3.3)

Dans la suite, chaque fonction définie dans L?(€2), est prolongée par zéro en dehors de €.

Proposition 4.3.1 (Propriétés de 7°) ([24])
(a) Pour chaque w € L*(Q), on a

/ w dz = |17| / Te(w) da dy. (4.3.4)
Q

Qxy
(b) Pour chaque w € L*(Q), on a
T¢(w) — w fortement dans L*(Q x Y). (4.3.5)
(c) Si(w®) C L*(Q), alors on a

w® — w fortement dans L*(Q) == T°(w®) — w fortement dans L*(Q x Y),
1
Te(w®) = @ faiblement dans L* (A xY) = w® —w = V] /@dy faiblement dans L*().
Y

Proposition 4.3.2 (Relation avec la convergence double échelle) ([24])
Soit (w®) C L*(Q) une suite bornée, alors

Te(w®) = w faiblement dans L*(Q x Y) <= w® converge au sens double échelle vers w.

Théoreme 4.3.1 ([24])
Soit (w®) C HY () une suite bornée telle que

w® —w  faiblement dans H'(Q),

alors on a

T(w®) —w  faiblement dans L*(2 x Y). (4.3.6)
De plus, il eziste w' € L*(Q; H.,.(Y)), telle que

per

Te(V,w°) = Vow + Vyw'  faiblement dans L*(Q x Y). (4.3.7)
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Proposition 4.3.3 (7° et gradients) ([24])
Pour chaque fonction w € W(Q), on a

V(T (w)) = eT*(V,w).
Si {w"} C W"*(Q) est une suite bornée dans L*(Q), avec € || Vu© |12y < C, telle que
T(w) —w  faiblement dans L*(Q xY),

alors, on a
eT¢(V,w) = Vo faiblement dans L*(Q x Y).

Théoréme 4.3.2 (Propriétés de 7°)
Soit (uf). une suite bornée dans H*(Q), alors il existe u € H*(Q) et u* € L*(Q; H2,(Y)/R)
telle que

T°(u®) = u faiblement dans LA (Q xY),

T°(V,u®) — Vu faiblement dans L*(QxY), (4.3.8)
T5(Vau©) = Viu+ Vou? faiblement dans L*(Q xY).

Preuve :
Puisque (u¢) est bornée dans H?(2), ceci implique qu’il existe u € H%(Q), tel que (u°) converge
t

faiblement vers u. En utilisant le théoréeme EZI] alors il existe u' € L*($; H;er(Y)) elle que

T°(u®) —u faiblement dans L*(Q x Y), (4.3.9)

et
T4(V,uf) = Vyu+ V,u'  faiblement dans L*(2 x Y). (4.3.10)

De plus, le fait que (uf) est bornée dans H?({2), ceci implique que 7¢(VZu®) est bornée dans
L*(2 x Y), alors il existe p € L2(Q2 x Y), telle que

T°(V2uf) — ¢ faible dans L*(Q x Y). (4.3.11)

Soit ¢ € D(Q; C2.(Y)), alors on a

per
O?uE T Oue aw 1aw -

&’Ez‘axj ¥ (x’ g) dr = — &rj {&pi - gayi} (x, g) dx (4-3-12)
Q Q

En utilisant 'opérateur d’éclatement périodique et la propriété (EE32) sur 1'équation ci-dessus,
on obtient

82 € e 9 9
€ / T° (&Eing) Y (x,y)dedy = — / T° (81:;) [gaz + a;fl] (z,y)dzdy.  (4.3.13)

QxY QxY

En passant a la limite lorsque ¢ — 0 dans P'équation (E3I3) et en utilisant [E3ZI) avec

E310), on aura

ou  Oou') o
0 / {8%' + 3%}3% (x,y)dxdy V1 € D( 7Cper( )
QxY



Chapitre 4. Homogénéisation de coques piézoélectriques périodiques de type Koiter 81

1

Ju Ou
Ce qui implique que 7. + D est indépendant de y. Puisque u! est Y — périodique par rapport
i OY;

au seconde variable, on a u!(z,y) = u'(z) et par (E3IM) on déduit

T¢(V,uf) = Vyu faiblement dans  L*(2 x Y).

Soit ¢ € D(Q; Coe (Y)) avee Vyi(z,y) = 0. A partir de (EZ3T2), on obtient

2,,€ £
[ o e [ 22 ()

En utilisant 'opérateur d’éclatement périodique, on a

€ 82u5 . Ous aw
/T (((Miaxj) Y (x,y) dedy = — / T (axj) azi(x,y)dxdy. (4.3.14)

QXY QXY

En passant a la limite € — 0, nous obtenons

B ou oY
/Qz’j(x,y)?ﬂ(:ﬂ,y)dmdy = — / a—%(x,y)a—%(:c,y)dxdy
Qxy Qxy )
0“u
= M(x,y)@b(w,y)dmy-
QxY

Cette relation implique

[ st~ 52| vt sy =

8%8:1:]'
QxY

pour chaque ¢ € D(Q; Coo.(Y)) avec Vy)(z,y) = 0.

er
Il existe alors 4 € [LZ(Q;)Héer(Y)/R)}N, telle que

0 — Viu = V,i. (4.3.15)
Puisque le second membre de I'équation précédente est symétrique, on peut conclure qu’il existe
u? € L3(Q; H2,.(Y)/R) telle que @ = V,u?, donc I'équation ([EZZTH) s’écrit sous la forme

0= V3u+ V§u2.
La démonstration du Théoreme est achevée. 1

Maintenant, on introduit l'opérateur de moyennisation U¢ pour les fonctions définies sur le
domaine éclaté €2 x Y, par

U : L*(QxY) — L*Q) (4.3.16)
— U (D) (4.3.17)

o
Zf(@)(a:)z%/y@(a [g]y+€z,{§}y> dz.

Cet opérateur est essentiel pour les résultats sur la convergence des correcteurs.
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Proposition 4.3.4 (voir [24])
(i) Us(p) — ¢ fortement dans L*(SY), pour chaque ¢ € L*(Q),

(i) U*(T°(¢)) = ¢, pour chaque ¢ € L*(Q),

(iii) 75U (P))(z,y) = % /Y P (8 [g]y + ez, {g}y) dz, pour chaque ® € L*(Q x Y),
1

(iv) /L{E(@)(x)dw = ®(x,y) drdy, pour chaque ® € L*(Q x Y),
Q |Y| QxYy

(v) Us(®) — O (x,y) dy, faiblement dans L*(QY), pour chaque ® € L*(Q x V).

1
Y1 Jy
(vi) T5(U(®)) — @ fortement dans L*(Q x Y).
Théoreme 4.3.3 ([24])
Soit (¢°). C L*(). Les deuz assertions suivantes sont équivalentes

(i) 7¢(¢°) — ¢ faiblement dans L*(Q x Y'),

(ii) ¢° —U(¢) — O faiblement dans L*(2).

On obtient une équivalence similaire, entre les deur dernieres assertions, pour la convergence
forte au lieu faible.

4.4 Position du probleme

Dans cette section, nous cherchons la limite des déplacements mécaniques et le potentiel
électrique pour le probleme de coque périodique, lorsque le parametre de la périodicité € tend
vers zéro.

Dans tout ce qui suit, les indices et exposants latins prennent leurs valeurs dans I’ensemble
{1,2, 3}, les indices et exposants grecs dans I'ensemble {1,2}. On utilise aussi la convention de
sommation sur les indices et exposants répétés haut et bas. Les caracteres gras représentent les
fonctions a valeurs vectorielles.

Considérons I'équation variationnelle bidimensionnelle d'une coque piézoélectrique périodique
de type Koiter, occupant le domaine w, encastrée sur sa frontiere -, soumise a des forces de
volume f dans w et soumise a un potentiel nul sur sa frontiere.

[ Trouver (u°,¢°) € (Hé(w) x Hj(w) x Hg(w)> x Hj(w), tels que

/ (c(us, V) + e(ve, <p5)>\/5 dz® = /Fivf\/a dx*
v v (4.4.18)

/w<_€(V6’(‘0€)+d(gpeawe)>\/ad$e:O

[ W € Hy(w) x Hy(w) x H(w), Yy € Hy(w)
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avec

/ h2
c(uf, v®) = cy(uf,ve) + ch(uE, v©)
£ & o afBoT,e £ &
en(u,ve) = ¢ Yap(u) s (V)
& & o afBéT,e £ &
cp(u, V) = P p () psr (V)
e(ve, %) = e (v)Day
\ d(¢€a¢6) — daﬁ,eaa(paaﬁwa
et N
Yap(V) = Tsaﬁ(v) e L
Sep(V) = ) (Oavs + Opvy) ,

pas(v) = — (agﬁfug . vp( — Qb+ BT+ bgrgﬁ> — CagUs + B050, + B50av, — Fgﬁawg).
1
F=F(oe) = [ floneasds ave £= ()€ LPwx [-11)
-1

ou I’ ; est le symbole de Christoffel. Rappelons le fait que les trois tenseurs (cSPAEY (HPME) et
(d°*¢) sont elliptiques et symétriques, et le fait que le tenseur (e*’7) est symétrique, le probleme
bidimensionnel ([LZTY) admet une solution unique via le théoréme de Lax-Milgram.

Remarque 4.4.1 I convient de rappeler que le couple (u®, %) solution du probléme ({f.4.13),
est défini comme un point stationnaire dans [’espace (H&(w) X Hi(w) x Hg(w)) X H} (w) de la

fonctionnelle suivante

(v,¢) — %/[c(v,v) + 2e(v,¥) — d(y,¥)|Va dx — / F.vya dx (4.4.19)

4.5 Résultat de convergence

Enoncons le résultat de convergence pour le probleme de coques piézoélectriques de type
Koiter (LZI8) lorsque le parametre de la périodicité tend vers zéro.

Théoréme 4.5.1 (Résultat de convergence)

Les deuz suites (T¢(u))._ et (T¢(¢%)). convergent faiblement vers u € Hg(w) x Hj(w) x Hf(w)
et ¢ € H}(w) respectivement, tels que (u, @) est l'unique solution du probléme homogénéisé
suivant

( —apv h2 N7 Br Safv
| (@t = F 8 pafa) + 20, )r0s(v)

2

h —_afv Nge1el% 91e751% i
+ §<0Fﬁ *puo() + NPy o(u) + Q*° 8,,g0)paﬁ(v)}\/a dx = /F viva dr(4.5.20)

w

h? _ -
/ ( - éawg%f@(u) - ?ijepu@(u) + dayau(:p) dabv/a dz =0
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pour chaque v € H}(w) x I—{é (w) x Hi(w) ety € Hj(w), avec les tenseurs homogénéisés (Eﬁ”e),
(No9), (£28), (6379), Q) et (d™) sont définis pr

VA V] / [0 557y (50 + W) + 970, V) dy (4.5.21)
g — |Y|/c§f&s&y +eaﬁ787y(y,,+77 )]dy (4.5.22)
et — |Y|/ &P (170 + q*%)dy (4.5.23)
Nosvo  — V] / P s (W) dy (4.5.24)
Q" = |Y|/ s (2") (4.5.25)
@ = 7 e )+ a0+ 1)l (4:520)

ot (W ¢V, (2", n") et (q”%, \"?) sont des fonctions locales Y -périodiques, qui sont solutions
des problemes locaux suivants

2

/ <0My(2”‘9 +w v) + éy(v ¢ + h—ép,y(w”e, v))dy = 0
Y 3
(Pioc) : (4.5.27)

/Y < T éy(Eye + Wyea w) + cfy(C”e,w))dy =0

A ~ v h2 ~ v
/ (CMJ/(ZV?V) + €y(V,y,, +n ) + ?CFJJ(Z ,V))dy =0
Y
(Piee) : (4.5.28)

/Y(—éy(Z”>w)+3y(yu+n”,¢))dy =0

2

A Vi A 14 h Iy 14 14
/ (CM,y(q G’V) + €y(V,)\ 6) + ?CFJ/(H ’ +q 0,v))dy =0
Y

(P2.) : (4.5.29)
(= aao) + 00 )y y
Y
o
N . aBéT
Cny(V,V) = Cyg Saﬂy( )SST,y(V) dy
" _ afdT
Cry(V,v) = Tapy(V)rsry(v) dy
(4.5.30)
éy(Vﬂﬁ) = eaﬂésaﬂ,y(v)aé,yd) dy
\ Czy(qu)vw) = eaﬂaa,y¢aﬁ,yw dy
avec

1
raﬁ,y(v) = (aaﬁ yv3+b aﬁ yUV_'_b aa ?JUV>7 21’0 9 (yu€9+3/9€u) ot SaB, y(zu@) (5ua59ﬁ+5uﬁ59a)

et 1% = 2y, s
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Remarque 4.5.1 II est visible que le probléme homogénéisé ([.5.20) n'a pas la forme d’un
probleme de type Koiter, néanmois, on montre a la fin de ce chapitre que la solution de ce
probléeme reste définie comme un point selle d’une fonctionnelle du méme type que la fonction-

nelle [({-4.19)

Démonstration :
La démonstration se fait en six étapes

(i) Estimation a priori
Pour obtenir [’estimation a priori, on prend v = u® et ¢ = ¢ dans le probleme ([EZIF),
on obtient

2

/(Ciw(ua,ue)+%C?(ua,u€)+€5(u€>@6)>ﬁd‘ra - /Fi“f\/aalflfE

/w < — (', ¢F) + A7 (¢, 90€)>\/5 dr* = 0

En additionnant les deux équations précédentes, on aboutit a
2

h .
/ (Ci\d(ua,ua) + 5 (v, w) +d5(90€,<ﬁe))\/5 da” = /Fluf\/adxe

S s 0 0, -
D’aprés la coercivité des ¢3¢, 377 et d*», nous pouvons écrire

h2
LY (170000 Wz +75 | pas (@) [y )+ 10 o) |
o,
2

h
< [ (Gt w) + i 0+ 7))

En utilisant les inégalités de Korn et de Poincaré, ainsi que le fait que a € L*(w), on
obtient

”uEH(Hé(w))QXHg(w) + HSDEHH(}(W) <, (4.5.31)
ol (' est une constante indépendante de .
(ii) Passage a la limite
D’apres 'estimation a priori (EE231]) et par le Théoreme EE3T], il existe un couple (u, @) €
[Hy(w)x Hy(w)x Hg (w)]x Hy (w) et deux vecteurs de correcteurs i € (L*(w; Hy,,(Y)/R))?x
L*(w; H2(Y)/R) et ¢ € L*(w; Hp, (Y)), tels qu'on a

p

7°(u°) — u faiblement dans L?(w x Y;R?),
T7°(V.(u®)) = V,u+ V,i faiblement dans L*(w x Y;R?),

T°(Vu(¢%)) = Vap + Vo faiblement dans L*(w x Y;R?).
A partir de la linéarité de 'opérateur 7°¢, nous en déduisons

T°(Vap(1®)) = Yapz(0) + Sap,(0)  faiblement dans L?(w x Y;R?),

T°(pap(u®)) = pap(u) + 1rop,(0) faiblement dans L?(w x Y;R?).
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(iii) Identification des limites
En choisissant des fonctions de tests, de type

vi(z) = vi(z) +evd(z,%),a=1,2

vi(z) = wvi(x)+eti (%), (4.5.32)

Vi(z) = @) +ey? (2, %),

vl € D(w,.); v? = (v2,v3) € D(w; C2(Y)),

per

avec

P! € D(w.); ¥* € D(w; C(Y)).

per
Le choix (E532), nous permet de déduire les convergences
ve(z) — vi(z) fortement dans L?(w),
V.vei(z) = V,vi(x) + V,v? (z,y) faiblement dans L%(w x Y),
T (0ath®) = Ou b’ + Oayp?  faiblement dans L2 (w x Y).

T (Yoo (V) = Yoo (V') + 8p0y(v?)  faiblement dans L?(w x Y),

T(pap(v)) = pap(v') +1ap,(v?)  faiblement dans L2(w x Y)

avec Top,(V) = —(83[3&’03 + V205 v, + bg@a,yv,,) Le probleme (EZTIY), s’écrit sous la
forme suivante
(
1 QPOT,E € 15 &€ apT,e € > € €
— | TSI (e () + T )T 0,6°) | T (asl(v?))
|Y| wxY
h? ,
+gifs<c§"f5f’€>if€<p57u€>>if€<pag(vE))}ﬁ drdy = / Flvad, (4.5.33)
1
o7 | A T T e () + T T (05)] TH(0u) | Vaadady = 0
\ wXxY

Apres le remplacement des fonctions tests dans (EL32) et en utilisant la linéarité de

1
lopérateur d’éclatement 7°¢, avec le fait que / v = m 7T¢(v) pour chaque v €
w wXY
L*(w), on peut passer a la limite quand ¢ — 0 dans la forme variationnelle (EE5.33)), on
obtient
(1 aféT - affT ~
7 L LG @) ) + 5504 (8)) + €77 (1) (00 + 01,9
wXY
h? L ssr N
(Vaﬁvx(vl) + Saﬁvy("z)) + ECF&S (y)(psr,a(u) + TJT,y(u))(pocﬁvx(Vl) + Tozﬁ,y(VZ))}\/adxdy

_ / Fiv!a da, (4.5.34)

57 [ (0) G 0) 8y (0) + ) D + 03,2

 (Oua¥! + 00 y0?) Vadzdy = 0.
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(iv) Les problémes locaux
Par la linéarité du probleme de coques piézoélectriques, on pose

a(z,y) = no(u(z, y)w”(y) + 0,0(x)2" (y) + puo(ulz, y))a* (y),
(4.5.35)
@z, y) = ywo(u(z, )" (y) + duo(x)n” (y) + puo(a(z, y)) A\ (y),

ot w"(y), ¢“(y), a”%(y), z°°(y), n*(y) et \’(y) sont des fonctions Y-périodiques. En
remplacant les expressions du systeme (EED30) dans le probleme (EER334), on obtient

( 1 14 14 14 5 v v
Y] ([ ssn (22 4 W) 4 70,7 () + [ €477 550 (2) + €70y (s + 1) | Ouip
wXxY
+ [6%57367((1”0) + eaﬁfaT)\VG} pu@(u)) (’Yaﬁ,x(vl) + Saﬁ,y(VQ)) \/Eda:dy
h? afBoT vo v aB6T V0 36T v
= (7 57 (1177 + a o) + 37 psr (W ) a(w) + 77 57 (27) D)

(Pap.a(v") + Tapy (v2))Vadzdy = / Fiolya da,
’ (4.5.36)

| | wXY
+ [—60‘573577?;@”) + daﬂﬁg,y(yy + ?7”)] O,

[_eaﬁTSﬁﬂy(qye) + daﬁaﬁ,y)‘ye] pv@(u)> (Oaat" + Oay?) Vadzdy =0,

[ W€ D(ws), W2 = (12,03) € D(w; C(Y)), Vbl € D(we), Vo € D(w; O35 (Y)).

per

En prenant successivement v = 0 et ¢! = 0 dans le systéme précédent, et par la suite
en remplagant s45(v?) et ro3(v?) par 0,v5 et 043 respectivement, on obtient

(1
m/ y ( [6%57857—(2”9 +W1/9) +eaﬁfaﬂ_<u9} ’er(ll)
wX

|87 50 (@) 4 €7 0y (g + )] Do+ [ 57 550 (@) + 270N pro()) Davg/a dady

h? s
(7 5 (A0 4 ) 0) + 5 s (W )+ 27 s ()0,

(26£0av3)Va dzdy =0

1
77 L (e a2 4+ w) + d2095,¢7 | o(w)
wX

| s5ry (@) + AP0 (s + 1)) Do

(4.5.37)

[_eaﬁTSﬁT,y(qya) + daﬂaﬁ,y)\ya] Pvo (u)>aa,y'¢2 \/adxdy =0,

YVPD(y; Cper(Y), Y € D(3; Cpen(Y),
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on vérifie que les fonctions de base (w*?, ("), (z*%,1") et (q*?, \*?) sont définies comme

des solutions des problemes locaux (EERZ1), m et (ERX23).

En utilisant le lemme de Lax-Milgram, on peut formulé le résultat suivant

Proposition 4.5.1

Chagque probléme des problémes locaux [7.5.27),

(v) Les tenseurs homogénéisés et leurs propriétés
Suite d'un calcul élementaire, le probleme (EER30) peut étre formulé comme suit

( _
| {5 atw) + 605 ) + 29, ) )

h2 —a v \To B Yo P
b (Y ) 4 N ) + Q) pa() P dn = [

\ / ( — fo9y,9(0) — S p,4(n) + c?a”aycp> Oathy/a dz =0

W-5.28) et (7.5.29) a une solution unique.

Flojv/adx

(4.5.38)

pour chaque (v, 1)) € <H&(w) X Hi(w) Hg(w)) X Hi(w), les nouveaux tenseurs définis

comme suit

E%V@
Maﬁu@
éaﬁu
—afvh
Cr
Naﬁu@

Qaﬁu
fau@
Sau@

CZaV

afBoT v afT vl
|Y|/CM ST?JZ _'_W )_'_eﬁaﬂyg ]dy

T / (B 50 (@) + 2570, A dy
/ |Y| [ aﬁ&séﬂy (ZV) + eamaﬂy(yu + ﬁy)]dy

a 57’ v
|Y|/ Prs (1 + o) dy
|Y|/ aﬁ&-r&' dy

aﬁ&'
s (2")dy
vk

m / €77 550 (577 + W) — d*P05,(*)dy
|Y| / O 8 5r(d”?) + d*P 05, dy

Y] / 7 smy(2) + A0,y + 1))y

(4.5.39)
(4.5.40)
(4.5.41)
(4.5.42)
(4.5.43)
(4.5.44)
(4.5.45)
(4.5.46)

(4.5.47)

Maintenant, on va prouver quelques propriétés de ces derniers tenseurs. Commengons par
montrer l'identité &% = f*? Nous prenons (v,9) = (z*,7") dans le probleme local

(ER20), on obtient

/ (ény(WVH,ZV)—i—éy(ZV,CVG)—|—
Y

/ (_ éy(zue —I—WVO
Y

2

W)+ A () )y = [ o

oy 14 174 5
T ey = = [ s,
3 Y

(z")dy
(4.5.48)

de
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donc, le coefficient e est évalué, comme suit
= / <eaﬁu + cﬁf&s& y(2") + €O‘BT&UV> dy
Y
= [ (e a2 = (a0
Y
— ey (W 2") — e, (3 + w" ) + Jy(c”’,n”))dy (4.5.49)

Nous prennons (v, ) = (w?, (%) dans le probleme local ([EERZS), on obtient

~ ~ 1 1 h2 ~ v 14 apT 14
/ <CM7y(ZV,WV9) +é,(w"? nY) + ch,y(z W 9)>dy = —/ e 55, 4 (W) dy
Y Y
(4.5.50)
/ <_ éy(zyacye) _'_jy(nu’gue))dy — _/ daﬁaﬁcue
Y Y
De méme, le coefficient f*% est évalué comme suit
]Faﬂu — / <eo¢ﬂu + eaﬁTSﬁTﬂ(WVG) o daﬁaﬁ’yguﬁ>dy
Y
= [ (e = o) =y )
h’ 0 0 7 0
— Slny (2 W) = &2, ¢+ d, (", ¢") ) dy (45.51)

Il est alors immédiat d’apres les deux expressions (ER49) et (ERAT), qu'on a lidentité

7:"€V9 f/@u@

Comme une conclusion a partir de I'identité précédente, on constate qu’on a la symétrie
du tenseur (e"?), puisqu’on a

s (5 ) = 03,0y,

— /Y[enﬁTSﬁT,y(ZGV + W91/> . dnﬁa@yg@u]dy

— énﬁy
Nous allons montrer maintenant l'identité MP™ = —— N7,

Nous prenons v = II™ dans la premiere équation du probleme local ((E529), avec (7, k) #
(v,0), on obtient

2

/ |:6M7y(q1/071—‘[7'n) + éy(H’rm, AV@) + _éF,y(HVG + qVH’HTK))] dy — 07
Y
h2

/ T (@) + 90| dy = =5 [ (@) dy,
Y Y

a partir de la seconde équation du systeme precedent on a clairement 1’identité recherchée.

A présent, on va montrer 'indentité S = QO‘B” on prend (v, ) = (q?, \*?) dans le
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probleme local (ER28), on obtient
h2

[ [emataa®) + ayfar) + %
Y

_éF’y(ZV’ qye)} dy — / euTHSTe(qVG)dy
Y

/ [—éy(z”,A”")+cZy(n”,A"9)]dy - / 4095\ dy
Y Y

le coefficient S sera évalué comme suit

Chad / (= e sy (@) + d*05, 1" ) dy,
Y

h2

3

N / ( — ey (2", ") = &y(a” ") = éry (2", q”) — é,(2" N) + dy (", A”H))dy.
Y

En prenant (v,v) = (z,n") dans le probleme local (E2:29), on obtient

S ~ 14 14 h2’\ 14 14 (07924
/ [CM,y(qW’ZV) + ey(z ) 9) + ?CF,y(q O,Z ) = __/ g 97“149 dy,
Y
= ety + ety -0
Y

par conséquent, le coefficient Q% sera évalué de la maniere suivante

h2_o¢u 6T V
gQﬂ :_/ ﬁr&r y

= / |: o éM,y(qyea ZV) - éy(zya AV&) o ?éFyy(qV07 ZV) - éy(qye
Y

alors, on a l'identité recherchée.

A présent, montrons la symétrie du tenseur d’élasticité membranaire ¢y M

(ER39), il est clair qu’on a
—afvd _ _afBby _ _Bavd
vy —Cu = Cum

il reste seulement a montrer 'identité

ﬂﬂu@ 7V6()é6
Cm Cm

D’apres 'équation (EER39), on a

m]\z/[ﬁy@ _ / [éM,y(EVH + WV@) ZVH) + éy(EVH’ gu@)]dy
Y

"D apres I’équation

(4.5.52)

Le deuxieéme terme du membre de droite de (ER52) est évalué de la maniere suivante

/éy(zu9’<z/0)dy:_/éy(WVO’CVO)_i_/éy(zu9+wu9’<‘u9) dy
Y Y Y

(4.5.53)

De plus, en remplacant (v,) par (w*?, (*?) dans le probléme local (EER21), on obtient

2

0

~ 14 v 14 ~ v 14 h ~ v v
/ Erry(Z "+ w w H)dy = —/ <ey(w o ¢ 9) + ch,y(w JW 9))dy
Yy Y

/éy(Eye+WV0agye)dy = /Jy(C”e,Cye)dy
Y Y

(4.5.54)
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En remplagant (L253) et (A5 dans I'équation (EERRZ), on aboutit a

2

h ~
E%M; = /Y (éM,y(Zye + Wyea I WV@) + ?éF,y(Wyea Wye) + dy(gyea <V9)>d3/

De par la forme de ces coefficients, le tenseur d’élasticité membranaire homogénéisé est
symétrique.

Nous allons & présent étudier les propriétés du tenseur diélectrique homogénéisé (d*?).
D’apres 1'équation (E5AT), on a

v / —e,(2",ya) + dy (g0 + 1, yo) | dy (4.5.55)
Y

Dans le membre de droite de 'expression précédente, le premier terme est évalué de la
maniere suivante

—/ éy(z”,ya)dyz—/ éy(z”,ya—l—no‘)dy—i—/ éy(z",n")dy (4.5.56)
% 1% %

En remplagant (v, ) par (z*,1n*) dans le probleme local (ER28), on aboutit a

. . vy L P
_/ ey(z’/’ya*_na) — / (CM,y(Z ,Z )+§CF7?J(Z ,Z ))dy
Y

A (4.5.57)
/ éy(z”,n")dy = dy(y +1",n%)dy
Y Y

Finalement, en remplacant (E50) et (E2RT) dans I'équation (EERAH), on obtient
_ h? A
d* = /Y <6M7y(ZV, Za) + ?CF,Z/(ZV7 Za) + d?/(yl/ + 77Va Yo + 77a)>dy

De la forme précédente, on voit clairement la symétrie du tenseur diélectrique homogénéisé

(d*).

Nous allons & présent montrer lellipticité du tenseur d’élasticité homogénéisé Crq =
— 0 . e .

(CMaﬂT ). Soit (X,p) un tenseur d’ordre deux symétrique. (i.e. X3 = Xpo). Pour se

faire, en reprenant la technique déja utilisée dans le cas tridimensionnel. En utilisant

I'équation (EES3T), on obtient

E?\JﬂTGXOé,BXTG - /YC%IMM(S)\M,ZJ (W) ‘f‘X)\u)Xaﬂ\/a dy—’_/y e/\aﬂ(ak,yA)Xaﬁ\/a dy, (4.5.58)

oUW =w"'X et A= ¢ X, qui est la solution du probleme suivant

2

h
/ (éM,y(*XvTGZT‘9 + W7 V) + éy(vv A) + géF,y(Wv V)) dy = 07
Y

(4.5.59)
/Y ( — &, (XX + W, ) + dy (A, ¢)) dy o,

pour chaque (v,) € H} (Y)/R x H} (Y)/R. Ainsi (W, A) est un point selle de la
fonctionnelle

[:H. (Y)/R x H!

per

(Y)/R — R,

er
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définie par

L[
Iv.9) =3 /Y%stM,y(v) X (0 (V) + Xap)Va dy
h? o
_'_F CFﬁ/\#T/\u,y(V)raﬁ,y(V)\/ady
Y

1

+ /Y A (5apy(V) + Xap)Ory v/ ady — 5 /Y A0y 0O 10\ a dy.

D’apres la définition du point selle, on a I'inégalité suivante

I(W, ) <I(W,A) < I(v,A), pour chaque (v,v)e€H (Y)/Rx H} (Y)/R.

per

En particulier, pour ¢¥» = 0, on a

I(W,A) > I(W,0) = %/ycﬁdﬂm(saﬁ(v) + Xag) (Sauy (V) + Xau)Va dy

h2 a B\
+ G YCFﬁ MT/\u,y(V)Tozﬁvy(V)\/ady

> 0

De plus, en remplagant (v,) = (W, A) dans 'équation ([EERDY), on aboutit &
X 5 X g = 2I(W, A) > 0.

Considérons la fonction numérique ® définie sur R*, par

D(Eap) =51 "Easbon-

Visiblement la fonction ® est continue sur R* muni de la topologie associée & la norme

1€ 1= (asbap)?

Soit
B = {f € R*; ¢ symétrique , ||¢]| = 1}.

Sur la sphere unité, compacte B, ® atteint un minimum, alors il existe une constante
positive ¢ > 0 tel que & > ¢ dans B. Par conséquent pour chaque tenseur d’ordre deux

symétrique non nul, nous avons :
P ( Sap ) > c.
1€asll

_aprh

C?\fT faﬁgﬂ'e >c gaﬁfTO-
Nous avons donc bien la coercivité du tenseur d’élasticité membranaire homogénéisé C q =
(chr™)-
Intéressons nous maintenant & la coercivité de D = (d ). Soit (X,) un vecteur de IR,
d’apres I'équation (EZR4T), on obtient

Soit

dX, X, =— / M 53, (Z) X o/ ady + / d* (X + 0,0) X Vady, (4.5.60)
Y Y



Chapitre 4. Homogénéisation de coques piézoélectriques périodiques de type Koiter 93

avec Z = z° X, et © = n? X,,. Sachant que (Z, ©) est une solution du probleme variationnel
sulvant

h2
/ (éM,y(Zvv) + éy(V, thya + @) + géF,y(Zvv)) dy = 07
Y

/Y (—éy(z", 0) + dy(ys + 1, w)> 2 L

pour chaque (v,v) € H] (Y)/R x H, (Y)/R. De plus, (Z,0) est un point selle du
fonctionnel suivant
L 1
T HL(Y)/R x HL(Y)/R = R
définie par
1

Iw) =5 [ P s sr (W dy + [ s (Vs (v dy

1
+ /Y 505, (V)( Xy + Or0)Va dy — 3 /Y AN Xy + Ouy0) (X + Or )V a dy.
Ceci par définition du point selle, implique I'inégalité suivante

J(Z,4) < I(Z,0) < I(v,0),
pour chaque (v,v) € HL (Y)/R x H}.(Y)/R.
En prenant ¢ = 0 dans l'inégalité précédente, on obtient

1
J(2,0) > J(2,0)= | / 7 (X + O yO) (X + 0,,0)ady > 0.
Y

D’un autre coté, en prenant (v, 1) = (Z,©) dans I'équation (ELE0), on obtient

A XX, =21(Z,0) > 0.

R . Y. — apro
De méme que la preuve de la coercivité du tenseur d’élasticité homogénéisé C; = (Cyy

on conclut qu’il existe une constante d > 0 telle que EaJXaXU > dX,X,.
Maintenant, nous allons montrer quelques propriétés concernant le tenseur de flexion
(&77%) homogénéisé.
(i) Symétrie :
Il est clair de voir qu’une partie de la symétrie est vérifiée

),

apyn __ Spayn _ —abny
Cp =Cp =Cp

Il suffit de démontrer ’égalité suivante

—ynafB

~afByn __
Cp  =Cp

Initialement, en prenant la définition ([EZRAZ) de (¢277), le tenseur de flexion ho-
mogénéisé est évalué de la maniere suivante

s / ST pe (TP + ) dy (4.5.61)
Y
B / 5 pory [T + 4760 O5c dy
Y
B /YC%(STPST,?J [HW + qw] pﬁg,y(Haﬁ) dy
N /ycif‘”\/ﬁ pory I + @] pec,y [T + q*] dy

- / V@ psry 1 + 4" pecy (a°?) dy. (4.5.62)
Y
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Nous choisissons (v, ) = (q*?, A*) dans le probleme local (EE5.29), on aboutit &
R 5 h*
/ (CMJ/(qaﬁv qaﬂ) + dy(/\aﬂ’ )\aﬁ) + ch,y(Haﬁ + qaﬁa qaﬁ)>dy =0
Y

En utilisant la derniére équation, dans I'expression (EE.G2) des coefficients du tenseur
(), on obtient

(0% a3 (6% « (0% (0% 3 a3 (0% (0% 7 (0% (0%
EFﬂW :/ <CM,y(H ﬁ‘f‘q 6’H g +4q ﬂ) + _(CM,y(q ﬂaq ﬂ) + dy (A ﬂ’)\ ﬁ>>dﬁy
Y

2

(4.5.63)
Il est alors immédiat de par la forme (ERG3), que les coefficients du tenseur de
flexion homogénéisé (257" sont symétriques.

Ellipticité :
Soit (£43)ap un tenseur symétrique (i.e : £up = o), non identiquement nul. Posons

Ton = gaﬁrén,y(ﬂaﬁ + qaﬁ)-

Nous obtenons ainsi un tenseur symétrique d’ordre 2. En utilisant maintenant la
coercivité du tenseur Cp*(z,7) et en utilisant le fait que a # 0, on aboutit &

T 05l > / CP'\ars, e, dy > ¢ / TonTon dY- (4.5.64)
Y Y

Montrons que la seconde intégrale dans (ELhG4)) est strictement positive si au moins
un des 73, n’est pas nul. Si ce n’était pas le cas, nous aurions

v (57 77) € {17 2}27 Ton = éaﬁrén,y <Haﬁ - qaﬁ> =0. (4565)
C’est-a-dire
Pong (a2 = q°7)) = 0.

Si nous reprenons les mémes démarches présentées dans la section B4, ceci implique
faﬁ(Ho‘ﬂ —q*®) =ay, +b, a,etbsont des constantes , = 1,2.

Ce qui nous donne
qaﬂgaﬁ = Haﬂgaﬁ + ay, + b.

Puisque £ # 0, alors il existe au moins un couple d’indices (o, 3) tel que .5 # 0.
Dans ce cas, le membre de gauche de 1’égalité précédente est Y-périodique, mais celui
de droite ne 'est pas. Ceci est contradictoire. Alors la seconde intégrale de (EERGA)
est bien strictement positive. Ainsi

M En >0 Y (E45) # 0 symétrique, non nul.
A présent, considérons la fonction numérique ¥ : R* — R, définie par

U (Eap) = 5 "Eaplon.

Il est clair que la fonction ¥ est continue sur R* muni d’une topologie associée a la
norme

1
17 1I= (TasTas)?-
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Car ® admet un minimum, sur la spheére unité compacte dans R*, qu’elle atteint.
Aussi U > 0 pour chaque tenseur symétrique non nul (£,3) # 0, on conclut qu'il
existe une constante positive M > 0, telle que

U( ”gzﬁ”) > M,  pour chaque tenseur symétrique non nul (&,3) # 0.

Soit
gl > MEapbap.
Nous avons donc bien la coercivité du tenseur de flexion homogénéisé.
(vi) Le probléme homogénéisé
A partir des identités qu’on a montré et qui relient les neuf nouveaux tenseurs obtenus

entre eux, il est clair qu’il nous reste a la fin que six tenseurs, et par conséquent, le
probleme (ER3R) s’écrit de la maniére suivante

' vy h?
/ {(Cl\/lﬁ 671/9(“) - ?Naﬁyepue(ll) + éaﬁ”&,<p> ’yaﬁ(v)
i h? 1e1% = _ '
+ ? (EFﬁ 9pu9(U) + NQ,BVQ’}/VG(U) —+ Qaﬁlfaygp> paﬁ(v)}\/a dr = / szi\/a dx

h? - -
/ < - éwje’YV@(‘” - ngjepV@(u) + dau&u@) 3a¢\/5 dr =0
\ w

(4.5.66)
avec les tenseurs homogénéisés ¢507, et a0 Nobv® Qove et d* sont donnés par les

formules (ES.ZTI), (ERZY), (ELZT), ELZE),[ELZH) et (EDLZM) respectivement.

Pour établir I'existence et 1'unicité de la solution du probleme ci-dessus, il suffit d’ap-
pliquer le lemme de Lax-Milgram. Pour cela, il suffit de vérifier 'ellipticité de la forme
bilinéaire associée au probleme (EEL6H). Cette ellipticité est une conséquence immédiate
des propriétés d’ellipticité de chacun des tenseurs homogénéisés (2577, (2277) et (d*P).
Ceci acheve completement la démonstration du Théoreme EESTL 1

4.6 Résultat de correcteur

On a déja établi les convergences

T°(Vap(0®)) = Yap(0) 4 Sap, (1) faiblement dans L*(w x Y), (4.6.67)
T°(Vy°) = Vop+ V¢  faiblement dans L*(w x Y), (4.6.68)
T (pap(u®)) = pase(u) +rapy(0) faiblement dans L*(w x Y). (4.6.69)

De plus, on opére comme dans Uarticle de Cioranescu, Damlamian et Griso [24], les convergences

faibles dans (EL6.61) et (E6.68) deviennent fortes
T (Yapz(UF)) = Vape(1) — Sap,(0) — 0 fortement dans L*(w x Y),  (4.6.70)

T°(Vy) = Vo —Vyp — 0 fortement dans L*(wxY), (4.6.71)

T (paps(0®)) = papa(u) —rap, (@) — 0 fortement dans L*(w x Y).  (4.6.72)
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Alors maintenant, on peut établir un résultat de correcteur pour le déplacement mécanique et
le potentiel électrique

Théoréme 4.6.1 (correcteur)
On a les convergences fortes suivantes

Yope(U) = Yagz (W) — U (Sapy (1) — 0 fortement dans L*(w), (4.6.73)
V" — Ve —U(V,p) — 0 fortement dans L*(w), (4.6.74)
Pap(U%)) = page(1) — U (rop,(0)) — 0 fortement dans L*(w). (4.6.75)

Preuve :

En utilisant les convergences (EEET0), [EGTT) et (EETY), ainsi que le Théoreme on a

Yapz(0F) = U (Yap.e(0)) — U (Sap,, (1)) — 0 fortement dans L*(w), (4.6.76)
Vop® — U (Vop) — U (Sap, (1)) — 0 fortement dans L*(w). (4.6.77)
Pap (%)) = U (pap(0)) — U (Tap, (1)) — 0 fortement dans L*(w), (4.6.78)

or Yapz(u) € L3 (w), Vo € L*(w) et pas(u) € L(w) aussi, donc d’apres la Proposition 3.7
(i) et (v), on a

U (Vapz(1)) = Yap(u) fortement dans L?(w), (4.6.79)

U (Vop) — Ve  fortement dans L?(w), (4.6.80)

U (papz(1)) = pase(u) fortement dans L?(w). (4.6.81)

Par (E670)-(E6.RT) on déduit les convergences (EG3), ELTA) et ([EETH). Clest le résultat

désiré. 1

4.7 Conclusions et commentaires

Dans ce chapitre, nous avons réussi a déterminer le probleme homogénéisé pour le probleme
de coque piézoélectrique périodique de type Koiter décrit dans un systeme de coordonnées cur-
vilignes.

Nous avons d’'une part, justifié les convergences des déplacements mécaniques, ainsi que
celui du potentiel électrique. D’autre part, on a déterminé les tenseurs d’élasticité membra-
naire, d’élasticité en flexion, de piézoélectricité (de couplage) et de diélectricité homogénéisés
et leurs propriétés. Nous avons aussi, établit un résultat de correcteur pour les déplacements
mécaniques et le potentiel électrique.
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Si on remplace (v, ) par (u, ¢) dans le probleme homogénéisé (EER20), on obtient

( —afv h? \/ By ePv
[ {5 B+ )t

h2 —apv NgeT514 Yoy )
+ §<cFﬁ b pvo(0) + NP0 (1) + QP 8,,<p>paﬁ(u)}\/a dr = /Fvi\/adx

h2 . )
/ ( — &0y,4(u) — ?Qa”epyg(u) + dayaygo) Dapv/a dz = 0.

En additionnant les deux équation du systeme précédent, on aboutit a

_affv h24)¢ v —o Jo 7
[ (e ) + e (o) + 26 wp — A0 Vi din = [ Frv/ads

En utilisant les mémes arguments d’analyse convexe présentés dans le premier chapitre, on
montre que le couple (u, ) solution du probleme homogénéisé (EERZ0) est défini comme un
point selle de la fonctionnelle suivante

o) = 5 [ ev.v) + 2e(v.0) = dlw 0)a do — [ Fovya

2
avec . h2
cov,v) = em(viv)+ Zer(v,v)
E]\/[(V7 V) = Cf\/[ﬁyg’}/aﬁ(v)’yVe(v)
cr(v,v) = Cﬁﬂﬁygpaﬁ(V)Pue(V)
e(v,ih) = & y.5(v)0p
\ J(@/),%U) = Jaﬂaawaﬂw
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Chapitre 5

Homogénéisation numérique des
matériaux piézoélectriques perforés

5.1 Introduction

Les matériaux piézoélectriques sont souvent utilisés sous forme de capteurs ou d’émetteurs de
signaux acoustiques dans des domaines tels que 'imagerie biomédicale, I’aerospatial, I'ingénierie
civil et I'ingénierie maritime. Actuellement, il y a de nouvelles applications dans le domaine
d’hydrophonie, qui consite a utiliser ces matériaux sous forme de capteurs a basses fréquences
(i.e: la longueur d’onde du signal de pression est beaucoup plus grande que ’espacement entre
les perforations) pour des applications acoustiques. Rappelons que ['utilisation des matériaux
piézoélectriques est néanmoins loin d’étre limitée a cet aspect d’application. Nous les trouve-
rons dans de nombreux secteurs d’activités industrielles, liés a plusieurs domaines tels que les
télécommunications et 1’électronique.

Les matériaux piézoélectriques sont des matériaux intelligents (adaptatifs), ce qui amene
de nombreux chercheurs a s’intéresser a I’étude des propriétés macroscopiques des matériaux
piézocomposites. En hydrophonique ou en imagerie biomédicale, 'utilisation des matériaux
piézoélectriques se présentent sous forme de fibres dans des matériaux non nécessairement
piézoélectriques. La performance de ces composites a été examinée dans les travaux de Gi-
biansky et Torquato [39], de Poizat et Sester [71] [72] et le travail de Sigmumd et al. [83].
Ces auteurs se sont servis de la technique des échelles multiples combinée avec 1'optimisation
de forme, pour examiner les propriétés effectives des structures étudiées. Actuellement, des
avancées significatives dans les domaines des micro-systemes électro-mécaniques (Micro Electro
Mechanical Systems MEMS) ont permis d’améliorer le développement de nouveaux capteurs et
actionneurs, qui sont employés dans d’autres domaines notamment la télécommunication.

Les enjeux de la modélisation numérique dans ce domaine sont la détermination des tenseurs
effectifs, ainsi que la compréhension du comportement des matériaux et leur prédimensionnement
en vue de satisfaire a des besoins spécifiques. Une étude complete sur la détermination des ex-
pressions des tenseurs homogénéisés a été abordée précédemment, pour les formes : structure
tridimensionnelle (corps), plaque et coque de Koiter. Nous pouvons donc entamer désormais
I’étude numérique des propriétés effectives des matériaux piézoélectriques périodiquement per-
forés. Dans ce qui suit nous présentons, d'une part, 'influence de la distribution et la géométrie
des perforations sur les propriétés macroscopiques des matériaux et d’autre part, 'influence de
la rotation d’une perforation de géométrie non symétrique.
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Afin d’atteindre ces objectifs, on propose deux modeles d’approximation numérique : Le
premier modele consiste a mettre en ceuvre une méthode d’éléments finis inspirée du travail
de Feng et Wu [35] et de celui de Sun et al. [84], dans leurs modélisations des propriétés ma-
croscopiques des composites piézo-céramiques. Cette méthode nous simplifie la résolution des
problemes cellulaires (locaux) nécessaire a la compréhension du comportement des tenseurs
homogénéisés. Le second modele se base sur une technique analytique, inspirée des travaux de
Castillero et al. [T5] [19] [41] [77], si ’'on prend une connexion suivant la classification de Newn-
ham (1978), c’est-a-dire un composite perforé longitudinalement (vertical ou x3-direction), ol
on détermine de fagon explicite tous les tenseurs homogénéisés.

D’un point de vue bibliographique, dans le cadre de la modélisation du comportement des
matériaux piézocomposites et de prédimensionnement mécanique, piézoélectrique et électrique
des matériaux piézocomposites, nous trouvons d’autres approches soit numériques, soit analy-
tiques. Nous citons par exemple pour la premiere approche, une loi des mélanges, les modeles
types Voigt, Reuss, Berthelot et pour la seconde, les méthodes d’Eshelby et de Mori-Tanaka
(voir les travaux de Levin et al. [48], de Dunn et Taya [31], de Feng et Wu [35] et celui de Sun
et al. [84]).

Le cout de fabrication des composites a base de piézoélectriques demeure élevé, c¢’est pour-
quoi la modélisation est une solution rentable pour minimiser les dépenses. Pour cela, dans les
applications d’imagerie biomédicale et d’hydrophonique, il faudra optimiser la géométrie de la
structure étudiée afin de maximiser le facteur du couplage hydrostatique et celui du couplage
électromécanique. Cette étude d’optimalité consiste a examiner deux directions, 'une est de
trouver la structure piézoélectrique perforée la mieux adaptée pour les applications industrielles
en hydrophonique et 'autre est de minimiser la fraction volumique du matériau piézoélectrique
qui permettra de maximiser le facteur du couplage hydrostatique, suite au cout tres élevé et
aux propriétés physiques des matériaux piézoélectriques (fragilité par exemple).

Ce chapitre est composé principalement de six parties : La premiere est consacrée au traite-
ment des problemes cellulaires a 1’aide du développement d’'une méthode d’éléments finis, dans
le but d’étudier les propriétés des tenseurs homogénéisés. Dans la seconde partie, tout en se
basant sur des arguments d’analyse complexe, nous introduisons une méthode de calcul formel,
qui permettra par la suite de déterminer explicitement les expressions des tenseurs effectifs dans
un cas bien particulier. La validation et ’estimation des performances réalisées a travers les
résultats numériques obtenus a l’aide du code numérique feront I'objet de la troisieme partie.
Dans la quatrieme partie, nous traiterons I'influence de la distribution des perforations sur les
propriétés effectives. La cinquieme partie, sera consacrée a I’étude de I'influence de la géométrie
des perforations. Enfin, nous présenterons un apercu sur 'influence de la rotation des perfora-
tions a géométrie non symétrique sur les propriétés effectives. Le travail de ce chapitre, avec
les démonstrations détaillées et les résultats numériques sur les matériaux perforés, fibrés et
laminés, seront présentés dans des travaux ultérieurs.

5.2 Modélisation numérique par la méthode des éléments
finis
Dans les chapitres précédents, nous avons déterminé les expressions des tenseurs effectifs.

Les résultats obtenus servent donc a développer une méthode des éléments finis tridimension-
nels isoparamétriques en introduisant des modes incompatibles, pour examiner les propriétés
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effectives des matériaux piézoélectriques perforés de facon périodique, en trois dimensions d’es-
pace. Il existe dans la littérature plusieurs techniques de modélisation numérique, entre autres
une technique basée sur l'extension de la méthode de I'inclusion équivalente d’Eshelby sur la
piézoélectricité (voir Levin et al. [A48]), la méthode de Mori-Tanaka (voir Dunn et Taya [31])
et le modele type Voigt. Nous avons opté pour la méthode des déplacements incompatibles
introduite dans les travaux de Feng et Wu [35] et de Sun et al. [84], qui sera programmée sous
Matlab avec I'utilisation des codes de maillage de Femlab.

On commence par réécrire les problemes cellulaires sous une forme matricielle plus commode,
ce qui nous simplifie par la suite 1’étude des propriétés des tenseurs homogénéisés. Puis on
détaille 'implémentation de la méthode des éléments finis. Pour la résolution du probleme
matriciel final, on utilise la méthode du gradient conjugué. Les résultats numériques obtenus
seront présentés a la fin de cette partie.

5.2.1 Mise sous forme matricielle du probleme variationnel

Reprenant ici les approximations (Z6.34) et (Z6.30) qui relient les premiers termes du
développement asymptotique des déplacements mécaniques et le potentiel électrique, avec les
fonctions locales, sous la forme matricielle

ul(z,y) w(y) @ W)\ [ Smha(ui(z))
S (ey))  \e™) () \ Bua(@@) )
Eé,x(h):aa—;l

D’apres I'équation (Z642), on a

off(ey) = comle,y){ [T+ 90 (W) e (0) + 50 (0") Ena (@) }

awn]Em(@)}. (5.2.1)

+ €kz'j(37, y){Ek,y(<th)5mh,x(u) + [51m + 3—yk

De méme, de I'équation (ZZ6.43), on a

DzH(xa y) = _eikl(xa y){ [Tr]gh + Skl,y(wmh)] Smh,x(u) - Skl,y(qn)En,x((p)}
ayn

+ dy(e, y){EM((pmh)smh,x(u) v [% n a—yj] EM@)}. (5.2.2)

Pour les coefficients des tenseurs d’élasticité et de piézoélectricité, on introduit la notation
tensorielle qui, a toute paire d’indices ou d’exposants pouvant étre interchangés, associe un

entier selon le schéma suivant
(11) — 1; (22) — 2,

(33) — 3; (23) — 4,

(31) — 5; (12) — 6.
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Ce qui nous permet d’écrire a partir des deux équations (BZT)) et (BZZ), le tenseur des
contraintes mécaniques et le vecteur des déplacements électriques homogénéisés sous la forme

o CIT +sy(w)] +eEy(q) eH+ Ey(¢)] + Csy(9) Sx

D —eT[T + sy(w)] + dEy(q) d[H + By ()] —e"s, ()} \Bx

—e

_ (C e) T +sy(w) H+Ey())\ (s«
T d

Ey(q) sy () Ey
T+ sy(w) H+Ey()\ (s
- D , (5.2.3)
Ey(a) sy(¢) Ex
D:( 2T d)€M9x9( )
C = (Cij) € MGXG(IR), e = (eij) € M6X3(IR), d= (d”) - M3><3(IR),
et

Sy(w> = Skl,y(w;nh% Sy(‘b) = Skl,y((bn)a Sx = Smh,x(ui)a
EY(q) = Ek,y(qgnh)v Ey(w) = El,y(wn>7 Ex = En,x((b)a

H=(6;), 1<i,j<3,

T = (1y,) = (5km5zh + 0knim), 1 <I,m,k,h <3.

Pour déterminer les valeurs des Coefﬁcients homogénéisés, il est nécessaire de calculer tout
d’abord les fonctions locales via la résolution des deux problemes cellulaires sur la cellule Y*

0 Dp™mh B 0
_a—yj{cz'jkl(xa y)skl y( ) + ekw(x y) a m } = a—y] <Cijmh(x7 y)>’
(5.2.4)
9 g™y 9
_a_y]{ — €ikl(xay)8kly( )+dw(x y) By m } = @< elmh x,y )
0 n oY B 0
_a—yj{Cz'jkl(xa y)skl,y(q ) + eki]’(l[}, y) ayk } = a— <€"U Y )
(5.2.5)
0 n oYr B 0
_a_y]{ — eir(®,Y) s y(a") + dij(x, y)a—y]} = 8— <dm )

on peut les réécrire comme suit

Cigi exij) 9 (Sklvy 0 ) (wf””(y) qzn(y)) +i<cijmh €m'j) -0 5.2.6
(_eikl dij) 8yj{ 0 Ery) \¢"™ () v () } y; \—€imn  dij - (526)

La formulation variationnelle associée a I’équation (2H), s’écrit

/ Sy 0 5 w™ gr Cijkl  €kij \ [Skiy 0 wr gn V™
v 0 Eiy, ™ Y ) \—e  dij 0 Epy) \emh yn

Sy O w g\ [ Cijk € .
T P dy* = 0. 597
LGy ) (e ) (S ) 27
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Il est facile de montrer que cette équation est la variation d’ordre 1 de la fonctionnelle du
potentiel suivant

wmh q’?) / (Skl 0 ) (wmh q”) (C"kl €k")
H 1 i — Y ) 7 1) ) dY*
P( (@mh ¢n ) § 0 Ek,y (th wn — dij
. / 1 Sy 0 wlmh q; Cijkl  €kij Sky 0O wzmh q;' dY*
L2\ 0 By ) \o™ ) \—eu  di 0 Eyy) \™ ym '

(5.2.8)

Remarque 5.2.1 Il convient de remarquer que si on définit le tenseur des contraintes extensifs
et le vecteur électrique extensif comme suit

ékl . Skl,y 0 wg"h qZ”

Ekl - 0 Ek,y (,Dmh wn )
gkl (i e -1 Gkt _ o Gkt g Gkt
EF ) \—em d; D* ) Dk ) DF )

sont des fonctions Y*-périodiques, définies sur la cellule de référence Y*, a partir de ces
derniéres notations, on obtient la fonctionnelle de Hellinger-Reissner de deuxr composantes

il ( wph g\ (6" ) - {—1 o Ts N (T Dy 00 (wrt
HE\ \ gmh g |2\ PR = /. 9 \ DH DH DF 0 Eipy) \@™ "
Sky 0 wi™  qp } *
n clay*, 5.2.9
( 0 Ek,y) <S0mh wn) ( )

Bien que les éléments miztes basés sur le principe de Hellinger-Reissner, peuvent donner une
bonne approximation des déplacements mécaniques et des contraintes (voir Feng et Wu [F5],
Sun et al. [84]). Dans notre modélisation numérique, on a opté pour la méthode des éléments
finis qui fait appel aux déplacements basés sur la fonctionnelle du potentiel (2Z8). n

5.2.2 Implémentation de la méthode des éléments finis

Dans la section précédente, nous avons pu écrire les deux problemes cellulaires (locaux)
(EZ4) et (B2ZH) sous une forme matricielle (B226) plus commode. On va introduire désormais
les éléments de déplacements, ce qui permet par la suite la mise en ceuvre de cette méthode.

Puisque la géométrie de la cellule de base est parallélépipédique, ceci permet de la recouvrir
exactement par des parallélépipedes de nombre nbt (nbt € IN). Soit 7;, une famille réguliere
de parallélépipedes. Autrement dit : en subdivisant I'unité de base Y en parallélépipedes
(Ye)eequ,...nbty, qui vérifient les propriétés suivantes

nbt
(i) Y = U Yo, Y.nY, =0, 09Y.naY, =S5, (eet ¢ sont deux éléments arbitraires).

e=1

h
(i) 36 >0, VY, €T, —= <4,

py.

avec hy, = diam(Y,) et py, = sup{dz’am(S ), S est le sphere inscrit dans Ye}.
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(iii) La quantité h = max hy, vérifie h — 0.
Ye€Ty,

(iv) Soit Y un élément de référence, il existe une fonction affine inversible Fy, telle que

Fy,:jeY — Fy(2) = Ji+0b,

ol J est la matrice Jacobienne inversible et b un vecteur constant. On peut retrouver les
sommets s; d'un parallélépipede réel quelconque par I'intermédiaire de la transformation
Fy, des sommets §; du parallélépipede de référence

Fye(gi) = Sy, 1= 1?7/bt,

ce qui nous permet d’écrire
o) dy = [ |det()|6(3) .
Y. Y

Les noeuds §; et s; sont respectivement les sommets des parallélépipedes (nbt-simplexes)
deY et Y,.

A chaque triangulation 7, on associe I'espace d’éléments finis X} et on définit ensuite une suite
d’espaces V,,(Y'), par

Xn = {nh e CY(Y); Ve e Ty, m/Y.e€ Ph}, (5.2.10)

V(Y) = {Uh € Xp,mp =0 sur Y — aY*}, (5.2.11)

Vi(Y') est un espace de dimension finie. On introduit des modes incompatibles par 'incorpora-
mh n

tion des degrés de liberté internes, ce qui signifie que chaque élément <zﬁnh qu’n sera partagé
w.mh qn wmh qn

en deux parties : une partie compatible (gpi”)h ’fl‘) et une partie incompatible (90%71 ”#),
A A H 7

telle que
(wz‘mh q;l) _ (w;,n)\h qz‘TfA) + (wzmﬁfl QZM)
pmh yn e R AR

alors il est clair, qu’on peut écrire la fonctionnelle du potentiel (EZ8) sous la forme suivante
mh n mh n mh n
w; 4 Wi X 4iA Wi, 4
(1 8) - (1 ) (4 %))
g (@" 1/1) (%h %) ot
nbt
B ) D0 D L) e
Ly 2\ 0 By ) \e™ ¢") \—ew dy 0 Epy) \e™ "

mh n
Sy 0O wiy gy Cijkl  Ckij *}
+ i . ay” ;. 5.2.12
/y; ( 0 Ek,y) (%h %) (—ez‘kz dz‘j) ( )

La condition de stabilité de la fonctionnelle ci-dessus est nécessaire pour 1’équilibre des deux
problemes cellulaires (BZ4) et (BZH). L’équilibre de la traction entre le piézoélectrique et le
vide, serait satisfait que si la condition de test "patch” (PTC) est a priori vérifiée

[ ) (5 %) -
* 0 Ek;,y (,DZLh @Z)LL ’

e
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h n
wiy g

¢ ( b G\ g ds —
oy; \Pu 1

Les fonctions non conformes (incompatibles) proposées dans la condition PTC, nous simplifient
la formulation variationnelle. En effet, si on prend un élément isoparamétrique de 8 noeuds en
trois dimensions d’espace, la valeur du vecteur compatible est reliée par les valeurs nodales
g™ (ayant rapport avec l'ensemble des degrés de liberté du déplacement mécanique) et A"
(ayant rapport avec l'ensemble des degrés de liberté du potentiel électrique) par les fonctions

bilinéaires d’interpolation
mh n —mh n
w; q; \ _ = O]
(¢mh Qﬁn) - N (Amh ’I‘n) )

N = [Ni No N3 Ny N5 Ng Ny Ny,

ce qui est équivalent a

avec

Noo= (04600460, =18

ou (&,m,() représentent les coordonnées isoparamétriques et (§,,7,,(,) représentent les coor-
données isoparamétriques du point ¢ dont les coordonnées globales (y!,y?, v3), ¢« = 1...8.

h n —mh n
Le terme incompatible ( kY 327;\ est relié avec les parametres de I’élément d’intérieur AZT;L’\h TZ;‘/\
L A A A

par I'intermédiaire de la fonction de forme IN¥

mh n —mbh n
(wi,)h Qi,>\> _ N; (_i,)\h @i,)\>
m. n m. n °
A () A Ty

Dans ce cas, les termes incompatibles seront employés dans chaque élément (ces termes sont
bien détaillés dans le travail de Sun et al. [84]).

=mh  gQn
wit = <[§2 n” Cl—¢ n C]P*PA> (Aiﬁ TZ’KA),

—mh n
- (N, - NPP ) (“g;j i@). 5.2.13
< A MoA\aph vn ( )
De I’équation précédente
9
oY1
[
P*:f m N*dS:/ s N*dY*:/ Jtay,
aYe* n e* Ye*
9
Oys3
9
l Oy ¢
0 0
PA:f m NAdS:/ s NAdY*:Q/ JH(o n o] av~.
ovy \ p A Ye 0 0 ¢
o)
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Comme la transformation géométrique choisie est affine, la matrice Jacobienne J qui relie les
éléments est constante par rapport aux variables locales, elle est donnée par

ar +agn + asC+amC by + ban + bsC + bn¢ 1 + can + esC + e
J =1 ax+ai§ +asC + ar§C by + 4§ + bsC + 076C o + ca§ + c6C + c7EC

az + as§ + agn + az§n  bg + bs& + ben + br&n 3 + 5§ + cgn + crén

Les coefficients a;, b; et ¢; (i = 1...7) sont reliés avec les coordonnées de ’élément nodal y}, par

-1 1 1 -1 -1 1 1 -1

a; b o -1 -11 1 -1 -1 1 1 ur oy oy
1 111 -1 -1 -1 -1
=1 -11 -1 1 -1 1 -1

-1 1 1 -1 1 -1 -1 1 o

a; by cr -1 -11 1 1 1 -1 -1 ve y: oyl
1 -11 -1 -1 1 -1 -1

On aboutit alors a

Skly 0 wi™ gt (s ly E;n/\h O\
0 E, @mh Y E Agﬂh Ty )

'—‘mh

[ Skly 0
B_(O E)N

L’équation des éléments finis s’écrit sous la forme

avec

"m/\h @n
K(Amh T”) =3 (5.2.15)
avec
1 1l
K = / / / BT CB|det(J)| dédndc, (5.2.16)
—1J-1J-1
1 1 gl
P = ///BTC|det(J)|d§dndC, (5.2.17)
—1J-1J-1
& Em){l @nA , N . 5 s .
et C = T € Myyo(IR). Le terme | 23~ “* ) est résolu a partir de I’équation (E2ZTH),
—e d AP TR

au dela les tenseurs d’élasticité, piézoélectrique et diélectrique homogénéisés seront déterminés
par les expressions suivantes

agpmh
Ao = /Y Aeamte ) 7+ sunw)] + oo )y (5219
a n
el = / {eiale, y)siy(a”) + exig(@, 1) [ n + awk]}dy, (5.2.19)

d? = / { — (2, y) Sk y(d") + dij(x, ) [5]71 + ?;5:]} dy. (5.2.20)
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En général, il est impossible de calculer exactement les intégrales intervenants dans les
expressions (ZIR), (BZI19) et (B2Z20). C’est pourquoi, on utilise des schémas d’intégration
numérique. Un module d’homogénéisation utilise la méthode des éléments finis combinée avec
I'intégration numérique qui a été développé sous Matlab. Ce module peut étre utilisé pour
n’importe quel type de structure comme les structures laminées ou fibrées.

Remarque 5.2.2

D’un point de vue pratique, nous montrons en s appuyant sur des considérations de symétrie
et de parité (Léné [{7]) que les conditions de périodicité peuvent étre remplacées par des condi-
tions aux limites appropriées, la cellule élémentaire peut elle-méme étre réduite dans [’étape de
maillage.

5.2.3 Présentation des résultats numériques

Dans cette section, nous étudions I'influence de la forme des trous et la fraction volumique
0 qui représente la portion du matériau dans la cellule de référence, sur les coefficients des
tenseurs élastique, piézoélectrique et diélectrique homogénéisés.

Pour la modélisation numérique, on considere un matériau piézoélectrique isotrope trans-
verse de classification hexagonaleﬂ (6mm) comme le PZT. Dans ce type de piézoélectrique, les
matrices des modules élastiques, piézoélectriques (de couplage) et diélectriques se simplifient
de facon a ce qu’il ne reste plus, a la fin, que dix coefficients indépendants. Considérons donc
le matériau piézoélectrique PZT-5A (voir le tableau B.l) périodiquement perforé par des trous
sous formes cylindriques. Un tel composite est isotrope transverse.

C11 C12 C13 0 0 0 0 0 €31
C12 Co2 C13 0 0 0 0 0 €31
C13 C13 C33 0 0 0 0 0 €33
0 0 0 Cyq4 0 0 0 €15 0
M = (_CeT Z) = 0 0 0 0 cu 0 es 0 0 [€Myo(R).
0 0 0 0 0 e 0O 0 O
0 0 0 0 —€15 0 dll 0 0
0 0 0 —€15 0 0 0 d11 0

—e€31 —€31 —€33 0 0 0 0 0 d33

Nous considérons un maillage grossier par 'intermidiaire du logiciel Femlab. Une fois que
les coefficients de la matrice M sont calculés et en tenant compte de 'intégration numérique
de Gauss, on peut calculer la matrice de rigidité K puis la matrice de force P par les deux ex-
pressions (BZT0) et (LZIT) respectivement. Rappelons que l'intégration numérique de Gauss,
nous donne 'approximation quadratique

N
/ o(y) dy =~ wiyp(bpy).
: k=1

Rappelons aussi que cette approximation quadratique est exacte, pour tout polynome ¢ de
degré m < 2N —1 ou {wy y~} et {bxy~} sont respectivement les poids et les abscisses des points
de Gauss. Apres 'assemblage des matrices K et P, on résout le systeme linéaire des équations
algébriques (BEZTH), ce qui permet de déterminer les fonctions locales, puis en se servant de

Pour ces classifications on peut voir 'ouvrage de Dieulesaint et Royer [30.
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I'intégration numérique, on détermine les valeurs des tenseurs d’élasticité, de piézoélectricité et

de diélectricité homogénéisés par les expressions (BZIR), (BZT9) et (BZ20) respectivement.

Remarque 5.2.3 Il convient de signaler que les formules d’intégration numérique ont un sens
que si on pose les hypotheses suivantes sur le schéma d’intégration numérique

i) Les neeuds d’intégration by y~ vérifient
bhy* € )7:, VY;* € 7;” Vk = 1, ,N

i1) Le schéma est exact pour les polynomes de degré 8, i.e :
N
/ P(z) dz =Y wpy-P(bgy-) =0, VP € Py, VY €T,
Yer k=1

Pour les tests numériques, on considere un matériau piézoélectrique PZT-5A ou PZT-TA,
ces deux types de matériaux piézoélectriques sont de classification (6mm), leurs coefficients
sont donnés dans le tableau ], établit par Feng et Wu dans [35]. La permittivité du vide
€0 = 8.85 10712 C? /Nm?.

Matérs Elastiques (G Pa) Piézoélectriques (C'/m?) | Diélectriques (C?/Nm?)
averiat Cii | Cia | Ci3 | Cs3 | Cug | €31 | €33 €15 di1/eo dss/ €0

PZT-5A | 121 | 754 | 75.2 | 111 | 21.1 | -5.4 | 15.8 12.3 916 830

PZT-7TA | 148 | 76.2 | 7T4.2 | 131 | 25.4 | -2.1 | 9.5 9.2 460 235

TAB. 5.1 — Les valeurs des coefficients des matériaux piézoélectriques : PZT-5A et PZT-TA.

Dans la modélisation numérique qui suit, on considere la cellule de référence comme un
parallélépipede unitaire Y = [0, 1]*, dont la perforation est sous forme cylindrique, paralléle &
l'axe x3 (voir la figure B1). En utilisant les propriétés du matériau PZT-5A données dans le
tableau Bl on calcule les coefficients de la matrice de rigidité K et la matrice de force P par
les équations (B2ZI0) et (BZTM) respectivement. Comme nous nous intéressons dans ce travail
au comportement macroscopique du composite, nous nous sommes contentés d’implémenter la
méthode des éléments finis sans se soucier de la rapidité du calcul.

La modélisation qui nous intéresse consiste a déterminer les tenseurs effectifs en fonction
des parametres des différents matériaux qui constituent le composite. Dans notre situation,
nous nous sommes intéressés a 1’étude du comportement du composite en fonction de la taille
des trous. Les résultats sont illustrés dans les trois figures ci-dessous, qui présentent une des-
cription totale sur I’évolution des tenseurs effectifs des matériaux perforés en fonction de la
fraction volumique. On constate que l'influence de la fraction volumique est déterminante et
que la dépendance des tenseurs homogénéisés a la fraction volumique est forte.

Ne disposant pas de valeurs expérimentales, donc pour valider les valeurs obtenues par le
module numérique de la méthode des éléments finis, nous développons dans la section suivante
une approche analytique qui permet d’avoir des formules explicites pour calculer les tenseurs
effectifs, pour une géométrie simple correspondant au cas d’une structure perforée longitudina-
lement.
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Fic. 5.1 — Variation de quelques coefficients des tenseurs
diélectrique homogénéisés en fonction de la fraction volumique 6.

élastique, piézoélectrique et

5.3 Implémentation d’'une méthode analytique

Dans ce qui suit, on développe une technique de calcul analytique qui nous permettra de
déterminer les expressions des tenseurs effectifs des matériaux piézoélectriques périodiquement
perforés, dans le cas ou les perforations sont sous formes cylindriques et ordonnées suivant la
classification de Newnham (1978). Cette technique est inspirée des travaux de Castillero et al.
[T5] [19] [T [77] et repose sur des arguments d’analyse complexe, entre autre sur les fonction-
nels des potentiels complexes de Muskhelishvili et les fonctions Zeta de Weierstrass.

En effet cette méthode formelle est introduite pour valider le code des éléments finis, ce qui
permet par la suite de déduire la validation des résultats numériques obtenus dans le cas des
perforations de géométries différentes aux formes cylindriques. Afin de mieux comprendre les
résultats obtenus précédemment, on propose une étude comparative entre les résultats obtenus
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dans la section précédente et les résultats qui seront obtenus a partir des expressions analy-
tiques des tenseurs homogénéisés, qu’on va récupérer dans un cas particulier. Cette étude nous
permettra aussi d’évaluer I’erreur commise par le modele des éléments finis incompatibles. Ce
calcul analytique est programmé sous Maple.

5.3.1 Présentation de la méthode

On considere une structure piézoélectrique périodiquement perforée par des perforations cy-
lindriques transversales (i.e. parralleles a 'axe x3) et on prend le piézoélectrique symétrique de
type hexagonale (6mm). La détermination analytique des tenseurs homogénéisés est récupérée
a ’aide des séries de fonctions elliptiques de Weierstrass doublement périodiques, ces fonctions
ont été utilisées par Castillero et al. [T5], pour déterminer les expressions exactes des tenseurs
effectifs pour les matériaux piézocomposites fibrés unidirectionnels.

A présent, considérons une cellule de référence constituée d’un parallélépipede unitaire
piézoélectrique perforée par un trou sous forme cylindrique, paralelle a I’axe x3. Dans I’éventualité
ou le milieu considéré serait homogene, les deux problemes cellulaires (B2Z4) et (B2ZH) s’écrivent
comme suit

(i) Equations I,

0 owi™(y) o™ (y)1
dy; [C”kl(y) wm e (Y) Y ] " (5.3.21)
0 dwi™(y) o™ (y)1 B
a ; [ Zkl(y) ayl + dU (y) ay] ] 0
(ii) Equations I, ) S (y) S0ly)
a ; [ zykl( ) ayl + kzy(y) ayk; i| 07 ( )
5.3.22
d COqi(y) (Y)Y

Afin d’alléger I’écriture, on propose de réécrire les deux problemes précédents sous la forme
suivante

o) +enW)ep" )] - =0,
(5.3.23)
| — et (v) + ds)e)" )] =0
o)) + e )] =0,
(5.3.24)

[ = )i (v) + d(w) ()] =0,

(]
L’indice en bas des crochets ou apres une virgule dans les indices des tenseurs, représente la
variable de la dérivation. Les solutions des problemes cellulaires I,,, et I,, sont périodiques en
y1 et yo, avec les conditions aux limites sur la frontiere du trou T = 9Y™* — 0Y
Pour les équations I,
wi |y = ™|y =0, (5.3.25)
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(Gijmny + Cijmn)njlr = 0, (5.3.26)
(Dj(mn) = €jmn)njlx = 0.
Pour les équations I,
|y ="l =0, (5.3.27)
(Uz"n +ez"n)n‘ =0,
oy (5.3.28)
(Djwy + djn)ng| =0,
avec ) )
([ Oijmn) = Cigrwiy + eri @l
Tijin) = CihiQry + €rij ¥’k
(5.3.29)
Dimny = —emwp} + dip@i",
{ Dimy = —€ingy, + ditly,

ou n; étant la j-eéme composante du vecteur normal sur la frontiere du trou T. En général,
le nombre des équations I,,,;, et I, a résoudre dépend du type de classification de symétrie du
matériau piézoélectrique utilisé. Si on considere un piézoélectrique isotrope transverse d’axe
principal celui des perforations cylindriques, puisque les matériaux sont de symétrie hexago-
nale (6mm), alors pour déterminer tous les tenseurs homogénéisés, il suffit de résoudre les
cing problemes “planaires” similaires Ig (8 = 1,2,3), I12 et I3, ainsi que les deux problemes
“antiplanaires” similaires suivants I3 et [;. Rappelons que le matériau de symétrie hexa-
gonale (6mm) est caractérisé par des constantes indépendantes : cinq constantes élastiques
(01111 = (922, Chizz, Chrizz = Chozz, Csszz, Cozpz = Ciziz et Cropp = W)a trois
constantes piézoélectriques (€311 = €320, €333 €t €113 = eg93) et deux constantes diélectriques

(d11 = dgg et dgg).

Dans ce qui suit, nous allons résoudre les problemes locaux (B323) et (B324), afin de
déterminer les expressions des tenseurs homogénéisés.

1. Problemes antiplanaires

Considérons le probleme ;3. On suppose que les fonctions wi® = wj et p'? = ¢ sont
indépendantes de y3 et wi® = wi®> = 0. Le probléme correspondant & I3 peut donc
s’écrire sous la forme
cizi3w3,kr =0, erspxx =0,
et (5.3.30)
ws|y =0, ©lr =0,
avec
<U3J(13)nJ + 01313711) )T = 0, (5.3.31)
(DJ(13)nJ + 6113n1> )T = 0, (5.3.32)
ou
03J(13) = 01313w§?J+€113S0}13, 03313y =0,
et 01J(13) IO, (5333)

DJ(13) = 6113w§,3J—d11<P}Jga D3(13) =0,
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avec I,J, K = 1,2. Les solutions de (BE330)-(BE33T)-(BE332) sont représentées a l'aide

des développements analytiques de fonctions harmoniques

z 1

= A— .3.34

wy = Re{ R+61313f(2)}, (5.3.34)
z 1

= ReyB—=+4+—g(2)¢, 5.3.35

¢y = Re{Bp+ ()} (53.35)

avec

(5.3.36)

=) bRF— 5.3.37
o) = nAt ] (53.37)
ou ((z) est la fonction Zeta de Weierstrass, et satisfait les conditions de quasipériodicité

C(z+1)—C((2) =7, ((2+1)—((2) = —1m.

Les constantes A, B, ay, et by (k= 1,3,5,...) sont des réels qui seront déterminés a partir
des conditions aux limites. Y " représente la sommation relative aux indices impairs.

R D IR e e g

mn

)

sachant que la sommation ) n' porte sur tous les indices m, n a I'exception que quand
m=n=0,Bmn =m-+1n,12=—1
En tenant compte de la propriété de la périodicité pour les fonctions ws et 3, on trouve
les deux formules qui relient les constantes A et B avec a; et by, soit :

7R%a TR%b

A=— L B=- L
€1313 €113

Les conditions (B32H) et (B327) de l'interaction entre le piézoélectrique et le vide sur la
surface T, nous permettent d’écrire les formules suivantes

t+t 1

A— 4 Re{f(z)} = 0, 5.3.38
t+1¢ 1

B R = .O.
SR + — Re{g(2)} 0, (5.3.39)

Im{f(z) +g(2)} + (ClngA — @B + 61313) =t = 0, (5.3.40)

R R 21
€113 dyy €113 dys t—t
I ) — 2o (—%——B ) — 0, 5.3.41
m{ 01313f( ) 61139( )+ R R + €113 7 ( )

avec t = Re'?, Re et I'm représentent la partie réelle et la partie imaginaire respectivement.
Le développement en série de Taylor des fonctions w3 et ¢ au point z = 0, donne

wo= el S a(D) X S ww(R) ]} s

C1313 1

*

o - relE e LS u(®) S S (2)]) sam)
k=1
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avec
(Dt k-1,
= RPTES 5.3.44
Nkp p'(k‘ — 1); p+k> ( )
1

En remplacant les équations (E334), (E335), (B34) et (B343) dans les conditions
aux limites (B233Y), (B340), (B340) et (BE34T), on aboutit a un systeme d’équations

algébriques suivant pour les constantes ay et by (k =1,3,5,...)

(

ay + by, — (Z AnTink — 7T32a151k> - <Z bnﬁnk - 7TR25151k> = 01313R51k7
n=1 n=1

d
cus ap — ib — €13 <Z ApMnk — TR a151k>

<Z bt — TR 5151k) = e113R01k.
\ C1313 €113 C1313
(5.3.46)

Puisqu’on a choisi un piézoélectrique de symétrie hexagonale (6mm), les expressions de
C1313 et €113 sont données par

€113

C1313 = <01313 + c1313w31 + 6113@,1>, (5.3.47)

€113 = <€113 + enswsy — d11<P,1>. (5.3.48)

Maintenant, en remplagant les expressions (3.42) et (B3Z3) des fonctions ws et g, dans
les expressions (347) et (3AR) des tenseurs effectifs ¢33 et €113, on obtient

ciziz = (ci313) — mR(ag + A) — 7 R(by + B), (5.3.49)
_ d _
ey = (ens) — @WR(GO +A) - i7TR(bo + B), (5.3.50)
C1313 €113
avec ag = —a1 R*m, by = —b) R?1, A= a; + Z a1 €t B = by + Z bp M1
n=1 n=1

Enfin, en utilisant 1'’équation (348 pour k£ = 1, on obtient

Ciziz = ciz3 — 2m(ar + by), (5.3.51)
e d
€113 = €113 — 27TR< 2y — ilh) (5.3.52)
C1313 €113
2. Problémes planaires
Dans les problemes Igs et I3, on considere que wgﬁ = ¢ = wl? = o2 = 0, par
conséquent, on a
(c1122 + 01212)’6012% + 01212’6021;!2 =0, (5.3.53)

avec k,i = 1,2 et mh = 11,22, 33, 12. Les solutions satisfaisant aux conditions aux limites
suivantes

wily =0, (5.3.54)
(0ij(mny + Cijmn)nile = 0, (5.3.55)
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avec

Oij(mh) = CllQQ(yla 92)527’“’1?]1 + 01212(y17 y2)(w::’;h + wgn,ih)a Za] = 17 2a ﬁ = 1a 27 3

Oi3(mn) = 05 033(mn) = (Y1, Y2) <011(mn) + UZQ(mn))a

es11(y1, yo)
c1133 (Y1, ¥2)
ol ¢;; est le symbole de Kronecker. Pour récupérer la formulation du probleéme I3, il suffit

de remplacer les fonctions wi*" par 3 dans les équations (E303)-(E354)-(E35T) et le
tenseur ¢;;i par es;; dans 'équation (B300).

C1133

I/(yla y?) = > Dz(mn) = 07 DS(mn) = 033(mn)>»

c1111 + C1122

Remarque 5.3.1

La résolution analytique des problemes planaires associés aux structures renforcées de
fibres isotropes, a été traitée par plusieurs auteurs [13], [, [40], [{4)] et [58]. La plupart
de ces auteurs, utilisent les potentiels complexes de Kolosov-Muskhelishvili (pour plus de
détails, on pourra consulter Meguid et Kalamkarov [28]). W

Dans notre étude, on utilise les mémes techniques développées dans [15] et [B8], on

détermine par conséquent tous les tenseurs homogénéisés qui nous restent.

Les fonctions w™ = wy, pour les problemes 54, I3 et I;5 seront cherchées sous la forme

2C1919 <w1 + 1w2> = xO(z) — 20'(2) — ¥(2), (5.3.56)

avec X = 3 — 4v, les fonctions O(z) et ¥(z) sont des fonctions différentiables pour la
variable complexe z = y; + 1ys, leurs expressions s’écrivent comme suit

O(z) = %z + Y apREEHY(2), (5.3.57)
k=1
b e -
U(z) = Eﬁ)z +3 BRI (2) 4 @RS (5.3.58)
k=1

sachant que

o0 - S )

ou ag, by, ar et by (k=1,3,5,...) sont des constantes. Ces constantes sont des nombres
réels pour les problemes Igg, I3 et purement imaginaires pour le probleme I15. A partir
de I'équation (E300) on peut exprimer ag et by en fonction de a; et by respectivement, en
prenant en considération les propriétés de périodicité pour les fonctions w; et wsy. Pour
déterminer les constantes ay et by, il faut utiliser les conditions aux limites et les relations
de 0y; (i,7 = 1,2) en fonction de © et ¥ qui sont données par

011 + 099 = 4Re{O'(2)},

099 — 011 + 210'12 =2 5@//(2) + \I//(Z> .
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5.3.2 Calcul analytique des tenseurs homogénéisés

En suivant la méme démarche, pour résoudre les autres problemes cellulaires entre autre
I, et I3. Par conséquent on détermine explicitement les tenseurs homogénéisés de la maniere
suivante
A partir du probleme Izp :

Ciips + o2 = (cgs + C2288), (5.3.59)
_ _ a
Co2ps — Cuigs = (C220p — c11pp) + 27{(x + 1)§1 +7(3)}, (5.3.60)
c —c -1
Caaps = (Casgs) + —— 012122;3 yer, (5.3.61)
e
essp = (espg) + p gnval- (5.3.62)
1212
A partir du probleme I3 :
- e
dss = (ds3) + ———cr. (5.3.63)
C1212 R

A partir du probleme I;5 :

v = 7R, (B) = w 1 (B) = w
Cette technique formelle est bien adaptée dans le cas ou les perforations cylindriques sont
unidirectionnelles c’est-a-dire suivant 1'un des trois axes du matériau. Dans ce cas la, on a bien
déterminé de fagon explicite tous les tenseurs homogénéisés. On constate que les propriétés
effectives d’un matériau piézoélectrique de symétrie (6mm) perforé sont déterminées par six
coefficients d’élasticités, trois coefficients de couplages et de trois coefficients de diélectricités
différents, ce milieu se comporte donc, de la méme facon qu'un matériau de symétrie (4mm)ﬁ

5.4 Validation de la méthode des éléments finis

En utilisant la technique formelle développée précédemment, un code de calcul analytique
a été développé et implémenté sous Maple, afin de trouver explicitement les coefficients des
tenseurs homogénéisés, qui seront écris en fonction des sommations des séries. On donne une
modélisation numérique, présentée dans les figures suivantes, a 'aide des caractéristiques du
matériau piézoélectrique PZT-5A caractérisées par les coefficients donnés dans le tableau Bl

L’idée consiste a comparer les résultats obtenus apres le calcul analytique avec ceux issus
du code d’éléments finis, afin de :

e Valider le code d’éléments finis, ainsi que les résultats numériques qui seront obtenus pour
d’autres géométries.

e Valider le modele utilisé pour la discrétisation.

Remarque 5.4.1 Il convient de rappeler que cette technique analytique méme si elle nous
donne de bonnes simulations sur les propriétés effectives, elle ne reste valable que pour des
géométries particuliéres. Signalons aussi qu’on peut se servir du méme code formel pour d’autres
structures comme des structures purement élastiques perforées, laminées ou fibrées unidirection-
nelles. 1

2Rappelons que le matériau de symétrie hexagonale (4mm) est caractérisé par cing constantes élastiques,
trois constantes piézoélectriques et deux constantes diélectriques (Pour ces classifications, on pourra consulter
louvrage de Dieulesaint et Royer [30]).
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Afin de valider la méthode des éléments finis choisie ainsi que de prouver les performances de
cette méthode, nous présentons ci-dessous une comparaison entre les résultats obtenus et ceux
issus de la méthode de calcul formel proposée précédemment. Pour tout calcul numérique, on
utilise les caractéristiques du matériau piézoélectrique PZT-5A caractérisées par les coefficients
donnés dans le tableau Bl

Results of perforated domains comparing with AM and EF. Results of perforated domains comparing with AM and EF.
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F1G. 5.2 — Comparaison de quelques coefficients homogénéisés calculés par deux méthodes : La
méthode des éléments finis et la méthode analytique.

A partir des graphes de la figure 22l nous notons un bon accord entre les courbes des
deux techniques : numérique et formelle. Par conséquent, on constate, effectivement, que les
résultats numériques obtenus a partir du code numérique d’éléments finis sont proches de ceux
obtenus a l'aide des expressions exactes des tenseurs effectifs. Cela nous permet de valider
le code d’éléments finis développé dans la section B2 Dans ce travail, nous avons développé
deux approches : I'une est basée sur les éléments finis combinée avec 'intégration numérique
et I'autre, est une approche analytique. Les deux approches servent a la compréhension et au
prédimensionnement des structures piézoélectriques perforées dans les applications industrielles.
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5.5 Influence de la distribution des perforations sur les
propriétés effectives

Dans cette section, on s’intéresse a ’étude de I'influence de la distribution des perforations
sur les propriétés effectives des matériaux piézoélectriques périodiquement perforés. Ces pro-
priétés effectives sont exprimées a 'aide des tenseurs d’élasticité, piézoélectrique et diélectrique
homogénéisés. On considere que les perforations sont de forme cylindrique. A cette fin on a
proposé les deux modeles de distributions les plus fréquemment utilisés dans la littérature
d’ingénierie (voir Guinovart-Diaz et al. [41], Poizat et Sester [1] [72]) pour 'étude du compor-
tement macroscopique des matériaux fibrés, a savoir le modele carré et le modele hexagonale

(voir les figures B3 et BA).

1. Distribution géométrique carrée (Modele A) :

PZT

1/2

= Y
@ @ @ —1/2 §§ 1/2
SO :

F1G. 5.3 — Distribution géométrique des perforations de type carré et la cellule de référence.

2. Distribution géométrique hexagonle (Modéle B) :

X2 Yo

Trou

@@ I 2] &N | v
@@@ S |k

7
Y

€3

F1G. 5.4 — Distribution géométrique des perforations de type hexagonal et la cellule de référence.
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Pour chaque modele, on va faire varier la taille des trous, pour mieux comprendre son
influence sur les propriétés macroscopiques. Les figures ci-dessous, représentent une comparaison
entre I'évolution de quelques tenseurs effectifs, en fonction de la fraction volumique, pour les

deux modeles.
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Comparaison between the hexagonal and square model.
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FiG. 5.5 — Comparaison de
hexagonal.

quelques coefficients homogénéisés entre les deux modeles carré et

Nous constatons a partir des graphes ci-dessus qu’il n’y a pas une grande différence entre
I'utilisation de la distribution carrée et I'utilisation la distribution hexagonale, puisque ’ecart
sur les tenseurs homogénéisés calculés sur les deux modeles est de l'ordre de 1073, Cet écart
découle du fait que notre simulation est faite sur le probleme limite obtenu a la suite de 'aug-
mentation du nombre des trous.

Les matériaux piézoélectriques sont utilisés comme des détecteurs, des transmetteurs de si-
gnaux acoustiques ou sous forme d’ultrasons dans I'imagerie biomédicale et de capteurs a basses
fréquences dans des applications hydrophoniques. Dans ces applications nous nous intéressons a
augmenter le facteur du couplage des charges électromécaniques k; pour une impédance acous-
tique Z moyennement petite et pour avoir une bonne correspondance acoustique du tissu. Le
facteur du couplage électromécanique et I'impédance acoustique sont exprimés comme suit (pg
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: la densité volumique du vide. Pour plus de détails, on pourra consulter Guinovart-Diaz et al.

[0

k= 4/1— == avec O = Cs3 + Eayday

Z=4/CBp avec p=46p+ (1—0)pg

0.9

—— Square
—— Hexagonal

0.8 T

0.7 N

t

0.6 ,

051 N

0.4 N

0.3 ,

The electromechanical coupling constant k.

0 1 1 1 1
5 10 15 20 25 30

The acoustic impedance Z (Mryl)

F1G. 5.6 — La variation du facteur de couplage électromécanique k; en fonction de I'impédance
acoustique Z en Mrayls. Comparaison entre les deux modeles : carré et hexagonal.

Dans le graphe ci-dessus on constate que les résultats obtenus avec le modele carré sont
plus avantageux que ceux avec le modele hexagonal du point de vue du rapport entre le facteur
de couplage électromécanique et I'impédance acoustique.

5.6 Influence de la géométrie des perforations sur les
propriétés effectives
Dans cette section on veut comprendre l'influence de la géométrie des perforations sur

les propriétés effectives des matériaux piézoélectriques périodiquement perforés, pour cela on
propose trois géométries différentes des trous : carrée, circulaire et hexagonale (voir les figures

7, 5 et 63).

3Pour les tests numériques la densité volumique du PZT est p = 7600 kg/m?>
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1. Perforation circulaire :

Y2
1/2
=—1— Matériau

~1/2 1/2
Trou (videj— N

‘—1/2

F1G. 5.7 — Cellule de base Y dont la perforation est de type circulaire.

2. Perforation carrée :

Y2

N[

1/2

Trou (vide)_|

Matériau

~1/2 1/2 o

~1/2

Fi1G. 5.8 — Cellule de base Y dont la perforation est de type carrée.

3. Perforation hexagonale :

X2
Y2

Y* Matériau

/

[rou

W

L1

a La cellule de Base Y

F1G. 5.9 — Structure du domaine perforé €2, et sa cellule de base Y dont la perforation de type
hexagonale.
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Dans ce qui suit, on étudie les propriétés des tenseurs homogénéisés en fonction de la taille
des trous pour chaque géométrie des trous. Les perforations seront distribuées suivant le modele
carré. Les graphes B.I0 illustrent I'influence des trois géométries sur les tenseurs homogénéisés.
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F1G. 5.10 — Variation des coefficients homogénéisés en fonction de la fraction volumique 6 dans
un domaine perforé par des trous de trois géométries différentes : carrée, cercle, hexagonale.

5.7 Influence de la rotation des perforations sur les pro-

priétés effectives

Dans cette section, on va étudier la variation des propriétés effectives, par rapport a la
rotation des trous suivant l'axe x, ces derniers seront de forme hexagonale. Le choix de la
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forme des trous est motivé par le fait, qu’en comparant 'hexagonale avec le cercle, ce dernier
est symétrique sur lui-méme et en le comparant avec le carrée, il possede une rotation d’angle
7, ce qui signifie qu’on a une grande liberté dans les choix des positions. Tandis que le choix de
la rotation suivant ’axe x1, est pris seulement pour éviter I’axe de l'isotropie x3 du matériau
piézoélectrique.

1. Rotation d’angle a = 0° :

T3 a=0

PZT T% r\
—1/2
Trou\

SSSS 7 7
SS S8

Y2

1/2

F1G. 5.11 — Structure perforée 2. et sa cellule de base Y avec une rotation d’angle a = 0°.

2. Rotation d’angle a = 45° :

T3 Ys

1/2 |

SSSSS T — §y2
eesee U
sesee - |-

T2

LA A

€

F1G. 5.12 — Structure perforée (2. et sa cellule de base Y avec une rotation d’angle o = 45°.

3. Rotation d’angle o = 90° :
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x3

POOOD
POOOD
TOHOOD

X1

Trou

~1/2

X2

1/2

Y3

~1/2

Y2
1/2

F1G. 5.13 — Structure perforée 2. et sa cellule de base Y avec une rotation d’angle o = 90°.
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F1G. 5.14 — Variation de quelques coefficients homogénéisés en fonction de la fraction volumique
0 avec trois rotations différentes.
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Elastiques (x10'"Nm™2) | Piézoélectriques (C'm~2) | Diélectriques (x101°C*Nm~?)
Angle
Cu Cs3 Ces €31 €33 d33/ €o
a=0° |43.320 | 38.60 56.50 91174 242 .8
a = 45° | 44.107 | 39.20 57.30 -8.6 | 7.6 242.65
a=90° | 43.807 | 39.18 53.70 -8.8 | 7.76 242.13

TAB. 5.2 — Les propriétés effectives d’'un matériau PZT perforé par des trous en trois rotations

différentes pour une fraction volumique 6 = 1

5

The variation of the hydrostatic charge constant dh versus volume fraction 6
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F1G. 5.15 — Comparaison du coefficient de charges hydrostatiques dj entre les trois rotations.

F1G. 5.16 — Comparaison du facteur de
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5.8 Synthese et discussion

En conclusion de ce travail, nous avons développé deux techniques pour analyser les pro-
priétés effectives des matériaux piézoélectriques : L’une, une technique analytique adaptée a
des structures particulieres. L’autre, une méthode d’éléments finis qui fonctionne dans tous les
cas. Nous avons réalisé une étude paramétrique des propriétés macroscopiques des structures
piézoélectriques perforées en fonction de :

i) La fraction volumique.
ii) La distribution des perforation.
iii) La géométrie des perforations.
iv) La rotation d’'une perforation a géométrie non symétrique.

L’étude réalisée montre que quelque soit la distribution ou la forme des trous choisie, la
fraction volumique reste un parametre influent sur le comportement macroscopique de ces
structures. Lorsque la fraction volumique croit, les coefficients des tenseurs d’élasticité et de
piézoélectricité homogénéisés décroient. Or, la constante diélectrique effective croit lentement.
Ce qui induit un effet de piézoélectricité moyennement élevé. A la limite, on tend vers un
matériau homogene, ou le champ électrique est aussi élevé dans le vide des perforations que
dans le piézoélectrique.

Pour une application en hydrophonique ou en imagerie biomédicale, les résultats numériques
présentés dans ce chapitre, montrent qu’on peut avoir une structure moyennement optimale qui
permet ’amélioration du rendemment des effets piézoélectriques et acoustiques dans les struc-
tures piézoélectriques perforées.

L’analyse présentée ici montre que le type de la distribution joue un réle tout aussi im-
portant que la seule hypothese de distribution périodique ou aléatoire. Dans les applications
industrielles, la difficulté pratique majeure réside dans le fait que la distribution réelle peut ra-
rement étre mesurée ou controlée, de sorte que les résultats numériques, doivent étre considérés
prudemment d’un point de vue quantitatif.






Chapitre 6

Homogénéisation numérique des
matériaux piézocomposites laminés

6.1 Introduction

Un matériau piézocomposite laminé est consitué d’un empilement périodique de couches
minces de matériaux piézoélectriques et de matériaux non nécessairement piézoélectriques.
Pendant ces dernieres années, de nouveaux matériaux piézoélectriques composites ont eté
développés, en améliorant leurs caractéristiques électro/hydro acoustiques, notamment pour
leurs utilisations sous forme de capteurs ou actionneurs. De nombreuses études montrent que
les propriétés macroscopiques de ces matériaux sont susceptibles de s’améliorer, en fonction du
prorata de leurs constituants homogenes. En effet, d’'important travaux montrent que ce type
de matériaux dispose de tres bonnes propriétés macroscopiques, a titre d’exemple, on peut citer
les travaux de Kalamkarov et al. [43] [44], de Feng et Wu [35] et récemment ceux de Castillero
et al. [15] [T9) E1) [q).

Pour étudier les propriétés électroélastiques des matériaux piézocomposites laminés, plu-
sieures techniques ont été utilisées, les plus importantes sont les techniques numériques et
les techniques formelles. Les premieres font appel a la méthode des éléments finis ou a celle
des éléments de frontiere. Tandis que les méthodes formelles, sont basées sur les calculs ex-
plicites dans des cas bien particuliers. Citons les travaux de Castillero et al. [19] et de Ka-
lamkarov et Georgiades [44] qui développent deux techniques de calcul formel pour les ex-
pressions des coefficients des tenseurs effectifs. En s’inspirant de ces études, et en se servant
des résultats d’homogénéisation obtenus précédemment, nous pouvons étudier le comporte-
ment des matériaux piézocomposites laminés. Un calcul analytique des tenseurs élastique,
piézoélectrique et diélectrique homogénéisés, ainsi que leurs propriétés en fonction de la frac-
tion volumique est illustré dans ce chapitre. On présente également un nouveau modele d'un
matériau piézocomposite bilaminé constitué de deux plis : un piézoélectrique et un matériau
simple non nécessairement piézoélectrique et périodiquement perforé. Les résultats numériques
obtenus montrent que ce nouveau modele donne de bonnes caractéristiques hydrostatiques, ce
qui signifie qu’il est bien adapté a des applications industrielles en microélectronique de sen-
seurs intelligents destinés a 'hydrophonique ou a I'imagerie biomédicale de haute qualité dans
les rayons X.

1Une partie du contenu de ce chapitre a été 'objet de la publication [57]
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Ce chapitre est composé principalement de six sections: Dans la deuxieme section, les
problemes cellulaires correspondant au structure laminée, seront posés sous la forme d’équations
différentielles ordinaires résolues explicitement. Ceci afin de déterminer les expressions des ten-
seurs effectifs. Dans la troisieme section, on s’intéresse a 1’étude d’un matériau piézocomposite
bilaminé constitué de deux couches minces : l'une est de type piézoélectrique, l'autre est
un matériau simple dont la propriété de la piézoélectricité est inactive. Dans la section sui-
vante, nous utilisons 1’étude précédente, pour développer un nouveau modele de matériau
piézocomposite bilaminé et périodiquement perforé. On montre d'une part son utilité pour
les applications en hydrophonie, et d’autre part, on confirme le choix d’un prototype proposé
par Preumont [73] [74]. Dans la derniére section, on met en évidence numériquement l'effet de
la permutation entre I’épaisseur et la taille des perforations dans le passage a la limite, sur le
comportement macroscopique final, dans le cas des matériaux piézocomposites laminés .

6.2 Probléemes locaux et tenseurs effectifs

Les matériaux piézocomposites sont utilisés pour leur légereté et leur capacité d’activation.
Mais leur cout de fabrication demeure élevé c¢’est pourquoi la conception des structures mettant
en ceuvre ces matériaux doit prendre en compte les contraintes mécaniques et électriques. Il
devient aujourd’hui nécessaire de pouvoir prédire les propriétés mécaniques et électriques des
composites avant méme leur élaboration, grce a la simulation numérique.

Pour ce faire, le travail de modélisation des propriétés effectives des milieux piézocomposites
laminés décrit ci-apres comporte deux objectifs : la compréhension du comportement des
matériaux et le prédimensionnement de matériaux en vue de satisfaire a des besoins spécifiques.
Seront abordées dans ce travail les modélisations des tenseurs effectifs : mécaniques, diélectriques
et piézoélectriques des structures piézocomposites laminées.

Dans cette section, on considere un milieu piézocomposite bilaminé Q. (voir la figure B.1)
composé de deux matériaux piézoélectriques (A) et (B), qui sont superposés suivant la classi-
fication de Newhnam (1978), c’est-a-dire en parallele avec 'axe z3, dont la cellule de référence
ayant la forme indiquée sur la figure et elle est notée par Y.

Q. Pli du piézo A
: 2

Pli du
piézo B

Ys

n Y2

F1G. 6.1 — La structure du piézocomposite bilaminée €. de type 3 — 1 et sa cellule de base Y.

Compte tenu de I'invariance des éléments des tenseurs de rigidité, de piézoélectricité (de
couplage) et de diélectricité par rapport aux coordonnées y; et yo, il est clair que les deux
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problemes cellulaires (Z630) et (Z637) deviennent deux problemes monodimensionnels sca-
laires sous forme d’équations différentielles ordinaires pour la variable y3 €]0, 1[ avec des condi-
tions de périodicité aux bords, elles s’écrivent comme suit

( 0 owmh Dp™mh OC3mn(y3)
——C; L+ oey — —BmA\S)
8y3{ 3k3(3/3) E 3 3(3/3) Oys } Dys
0 ownh Dp™mh 0esmn(ys) (6.2.1)
——9q —€ +d = ——0,
8y3{ 3k3(3/3) E 33(y3) E } Dys
w(0) = w(1), ¢""(0) = ¢™"(1),

\

(0 S 0t Oy Oenis(ys)
dys3 {kag(yg) Oys3 + eaii(1s) 0y } B dys
9 Jq" oy Od3,(y3) (6.2.2)
- 5 Y %% -+ dz = —F,
y3 { ‘ kg(yg) 0ys 3(y3) 0ys } 0ys
q"(0) = q"(1), ¥"(0) ="(1).

\

Ces équations doivent étre comprises au sens des distributions; ceci implique, par exemple la

oq" oY Oens

continuité aux interfaces trou-matrice de Cjjrs—=— +e€3ij—=— +
ys dys y3

problemes (E2ZT)-(E2Z2) permet de calculer explicitement toutes les expressions des coefficients
effectifs, qui seront présentées dans la section suivante.

. La résolution de ces deux

6.3 Application hydrostatique

Dans cette section, nous nous intéressons a une structure bilaminée, inspirée par ses appli-
cations aérospatiales et dans I'imagerie biomedicale, consituée de deux plis : (A) représente un
matériau piézoélectrique de classification hexagonale (6mm) et (B) est un matériau isotrope,
non nécessairement piézoélectrique (pour plus de détails, on pourra consulter Nelli-Silva et al.
[62] et Ruan et al. [79)]).

En s’appuyant sur la technique développée précédemment, on résout les problemes locaux,
qui s’écrivent sous forme d’équations différentielles ordinaires, avec des conditions aux limites
périodiques. Ensuite, on détermine analytiquement les expressions des tenseurs effectifs qui sont
données comme suit

(i) Les coefficients du tenseur de diélectricité homogénéisé :

(din = xdf+(1—x)d;,
-1
5 X 1—x
i, - (— + )
- s, " ds, (6.3.3)

2 —1
- e —2( x ,l1-x
dsz = X <d3P3 + (ng-@) ) +(1—x)d3; — x* (ex)” (C5) (CP + S )
22 22 22
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(ii) Les coefficients du tenseur de couplage homogénéisé :

.

€15 = X€15 .
_ X  l=—x\ -1
€24 = X <d_p + P ) (dgz)
22 | 2 /)
= X —X py—1
€33 = XE€ —+—> C.
32 32 <02;; 5 (C)
§ 6320113) (xCﬁ (1—X)C2S1> < X 1—x)_1 Pyl
€31 = X | e — + xes | =5 + C.
31 (31 021:; 021:; 052 32 021:2» 052 ( 22)
-1
_ 632053,) (Xcg (1_X)C2S3> < X 1—X) Pyl
s = X (e — —2p2 )+ + es | =25 + C
\ 33 X ( 33 cr cr cs X €32 cr cs ( 22)
(iii) Les coefficients du tenseur d’élasticité homogénéisé :
( 3 CP 2 CS
Cnp = X<Cﬁ_(5i)>+(l—x)(0ﬁ—c—?)
11 11
N (foz (1—X)sz)2 (L 1—X)1
& P chi - O
Gy — (XCS (1—><)sz) (L 1—X)1
i P chi - O
_ CE CS
Ciz = XC§<1—0—§)+(1—X)0152(1_C_}92)
11 11
N (XCE (1—X)Cf2) (X01P3 (1—X)C1S2) (LJrl—x)l
i Ch Ch CR cli - Ch
-1
~ - (X 1=x
e = () .
Gy — (xClpg (1—X)sz) (LJrl—X)l
i Ch chi - Ch
~ OP 2 CS 2
Cs3 = X(Cgﬁ—(éi))ﬂl—x)(@ﬁ—(é;)
11 11
. (xofz <1—x>052)2 <L 1—x)1
i Ch chi o Ch
-1 2 -1
~ X | 1-x X (e15) 2 e -1 X, =X
g _ — d -
ou = (g o) @) (g
Css = xCn+(1-x)Cy
—1
5 X 1-x
Ces = | ==
Y (Oéz i )
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Avec (¢) = [, ¥ dy = [, ¥ dys = 01 + (1 — 0)1bp2, 0 représente I'épaisseur du pli 1. Ces
expressions, nous permettrons de présenter les variations des tenseurs effectifs en fonction de la
fraction volumique du piézoélectrique (voir les figures suivantes). On constate que les propriétés
effectives d’un matériau piézocomposite composé de deux plis : un piézoélectrique de symétrie
(6mm) et un matériau non nécessairement de type piézoélectrique, sont déterminées par neuf co-
efficients d’élasticités, six coefficients de couplages et trois coefficients de diélectricités différents,
ce qui signifie que ce milieu se comporte de la méme fagon qu'un matériau de symétrie (6mm)

et ceci quelque soit le type du matériau qui forme la deuxieme couche. Cette technique formelle
est valable quelque soit le type de matériaux utilisés.

Pour les tests numériques on utilise les propriétés des céramiques PZT-5A et de I’Araldite
(solide) qui sont données par le tableau 1], avec la permittivité du vide ¢ = 8.85 10712 C?/Nm?.

Matérs Elastiques (G Pa) Piézoélectriques (C'/m?) | Diélectriques
ateriau
Ci | Cio | Ci3 | Cs3 | Cyy €31 | e33 €15 d11/€0 d33/€0
PZT-5A 121 | 754 | 75.2 | 111 | 21.1 |-5.4 | 15.8 12.3 916 830
Araldite | 5.46 |2.94 1294 | 546 |1.26 |0 0 0 7.0 7.0
TAB. 6.1 — Les propriétés des matériaux PZT-5A et Araldite.
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F1G. 6.2 — Variation des coefficients des tenseurs d’élasticité, de piézoélectricité et de diéléctricité

homogénéisés en fonction de la fraction volumique.
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La modélisation qui nous intéresse consiste a déterminer les coefficients effectifs en fonc-
tion des coefficients des différents matériaux qui constituent le composite. Nous nous sommes
intéressés a I’épaisseur de la couche piézoélectrique. Notre objectif est de montrer combien ce
parametre d’épaisseur est déterminant. Les trois figures précédentes nous donnent une descrip-
tion totale des propriétés macroscopiques des matériaux piézocomposites laminés en fonction de
I’épaisseur de la couche piézoélectrique. On constate que la dépendance des tenseurs élastiques
et piézoélectriques homogénéisés est linéaire en fraction volumique inférieure a 6 = 0.8 de
I’épaisseur de la périodicité, et elle est non linéaire au dela de cette valeur.

Il s’agit dans cet exemple de comprendre lefficacité de 1'utilisation des piézocomposites
laminés sous forme de détecteurs passifs sous réserve de conditions hydrostatiques dans 1'hy-
drophonique. Notons par d,,; : la moyenne du tenseur piézoélectrique, Si;  le coefficient de
couplage élastique et par € : la permittivité. Ces parametres, peuvent étre déterminés, en
suivant les formules de Berlincourt (1964) suivantes :

_ A
_ i+j = _
o= (—1) ]A’ ,7=1,2,....6
_ L&
mi  — eijjia
_T o = h _
Emn - dmpenp + €Emn>s

ot A est le déterminant de la matrice de rigidité homogénéisé C' = (¢;;) et Ay est le
déterminant de la méme matrice en éliminant la i-eme ligne et la j-éme colonne. A partir de
ces derniers parametres, on détermine les coefficients hydrostatiques suivants :

dn, = ds3+ 2ds; : coefficient des charges hydrostatiques,

d
g = _hT : coefficient hydrostatique.
€0€33

Les graphes ci-dessous indiquent une croissance du coefficient des charges hydrostatiques dj,
et nous donnent également la variation des coefficients piézoélectriques longitudinal et transver-
sal dss, ds; respectivement, ce qui permet par la suite une croissance dans les valeurs de dj. Les
figures E3l(a) et (b), illustrent une croissance dans le produit djg; pour une fraction volumique
du matériau piézoélectrique moyennement petite § = 0.15, ce qui représente un intérét majeur
pour les applications hydrostatiques puisque ceci montre que cette structure a de bonnes pro-
priétés acoustiques (pour plus de détails, voir Castillero et al. [T9], Gibiansky et Torquato [39)
et Sigmumd et al. [83)]).
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FiG. 6.3 — Variation des coefficients hydrostatiques en fonction de la fraction volumique 6.
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6.4 Remarques et commentaires

i)

i)

iii)

iv)

Le travail présenté dans les sections précédentes, a permis d’assembler des outils ana-
lytiques et numériques, existants ou développés dans le cadre de cette étude. Cet en-
semble permet de calculer explicitement les tenseurs effectifs mécaniques, électriques et
piézoélectriques des piézocomposites laminés. L’ensemble de ces outils est disponible sous
la forme d’un progiciel, développé dans le cadre de notre travail.

Une application analogue a celle-ci a été développée par Castillero et al. [19] en utilisant
la technique des développements asymptotiques. Avec le méme procédé, Kalamkarov et
Georgiades [44] ont déterminé les expressions explicites des coefficients effectifs pour le
cas des matériaux intelligents.

L’approche analytique, développée ici, pour les matériaux piézocomposites est utilisable
par d’autres auteurs dans des situations différentes, tels que le travail de Kalamkarov et
Georgiades [44] pour les matériaux magnetostrictifs ou le travail de Rodriguez el al. [7]
pour les matériaux fibrés unidirectionels, ainsi on peut envisager son application pour
d’autres matériaux dits intelligents.

On pourrait également envisager le calcul explicite des tenseurs effectifs pour des matériaux
laminés constitués d’'un nombre quelconque de différents plis de matériaux, rangés en sui-
vant la classification de Newnham (voir [T9]).

Cette approche pourrait servir a 1’étude des ondes acoustiques de surface qui s’appuie
sur les propriétés électroacoustiques des matériaux piézoélectriques tels que : le quartz, le
nioboate de lithium (LiNbOs3), le tentalate de lithium (LiT'aO3) et le monoxyde de zinc
(Zn0O) (voir Nayfeh [61]).

6.5 Description d’un modele piézocomposite bilaminé

perforé

Nous proposons dans cette section d’étudier les propriétés effectives d’un nouveau modele
de matériau piézocomposite bilaminé, constitué de deux couches minces, la premiere est de type
piézoélectrique tandis que la deuxieme est un matériau isotrope dont la propriété du couplage
seulement est inactive, les deux couches sont périodiquement perforées (voir la figure EITI), on
prend des trous sous forme cylindrique suivant la classification de Newnham et disposés suivant
la distribution carrée.

erforations
Piézoélectrique
S SS S sSS xg_
S S 5 <&
: Matériau

F1G. 6.4 — Structure piézocomposite bilaminée Epoxy/PZT-5A de type 1 — 3 perforée Q..
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Pour étudier les propriétés effectives de cette structure, on reprend en premier lieu le passage
de I’épaisseur par zéro, ce qui permet d’utiliser les expressions explicites des tenseurs effectifs du
troisieme chapitre, c¢’est-a-dire au lieu de deux couches minces, on n’aura qu’une seule couche
d’un matériau homogene dont les coefficients des tenseurs d’élasticité, de piézoélectricité et de
diélectricité sont donnés par les expressions (B312) et (B3I12). En second lieu, on réutilise le
code numérique des éléments finis développé dans la section B2, sous une version bidimension-
nelle, pour étudier les problemes cellulaires qui sont nécessaire a I’étude des propriétés effectives
de cette structure.

6.5.1 Application en hydrophonie (imagerie biomédicale)

Une fois les tenseurs effectifs déterminés, nous étudions la variation du coefficient hydrosta-
tique dj, en fonction de la fraction volumique 6, présentée dans la figure E5.11(a). Nous pouvons
observer une amélioration du coefficient hydrostatique dj, par une croissance de ces valeurs
en fonction de la diminution de la taille des trous. Cette croissance, se traduit par un effet
piézoélectrique tres important, ce qui représente un intéret pour les applications industrielles
en l'occurence en hydrophonie (imagerie biomédicale).

The piezocomposite laminated perforated Epoxy/PZT-7A 08
T T T T T T :

160 T
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FIG. 6.5 — (a): Variation du coefficient hydrostatique dj, en fonction de la fraction volumique 6.
(b)La variation du facteur de couplage électromécanique k; en fonction de I'impédance acous-
tique Z (Mrayls).

Nous constatons que le modele bilaminé perforé permet d’avoir de meilleures propriétés
acoustiques que dans une couche piézoélectrique uniquement, ce qui se traduit par des valeurs
supérieures du facteur de couplage électromécanique k; (k; =~ 0.60—0.70) (voir la figure Eo1I(b))
comparées aux valeurs obtenues dans le second modele et ceci en restant toujours au voisinage
des mémes valeurs de I'impédance acoustique Z. Par conséquent, cela permet par la suite de
mieux se servir de ce modele dans I'ingénierie pour des utilisations hydrophoniques (pour plus de
détails on pourra consulter Guinovart-Diaz et al. [40]). Dans la section suivante, nous essayons
de montrer l'efficacité de ce modele avec des perforations hexagonales, pour des applications en
filtrage spatial.

Remarque 6.5.1 Il convient de signaler, qu’a partir des figures (a) et (b), on constate,
que ce nouveau modele nous donne des propriétés hydrophoniques prochst des résultats obtenus
par Poizat et Sester [T1] [79] et Guinovart-Diaz et al. [{0] dans le cas fibré, néanmoins ce
modéle a l'avantage d’étre facile a réaliser du point de vue technologique. i
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Remarque 6.5.2

i) Puisque les perforations sont sous forme cylindrique, il est envisageable de déterminer les
expressions des coefficients des tenseurs homogénéisés de fagon explicite.

ii) L’analyse des éléments finis combinée avec le calcul analytique, présentée dans cette sec-
tion, montre que ce nouveau modele est clairement adapté aux applications hydropho-
niques et en imagerie biomédicale.

iii) L’intérét de ce modele est d’apporter une facilité de fabrication du point de vue techno-
logique, comparée a des composites piézoélectriques fibrés comme 0-3, 2-2 et 1-3 (voir les
travaux de Poizat et Sester [Z1] [72]). n

6.5.2 Application en filtrage spatial

Dans cette section, nous nous intéressons a une application d’un controle de vibration des
structures, en particulier sur une technologie de réalisation de capteurs distribués avec des
propriétés de filtrage spatial.

SENROTS

position of the
force actuator

.:1

F1G. 6.6 — L’image du prototype proposé par A.Preumont [73].
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En gardant le méme modele proposé dans la section B3, mais cette fois avec des perforations
sous forme hexagonale. Ce modele d’une série discrete de capteurs est tres flexible, puisque les
capteurs sont reconfigurables, aussi a cause de la porosité variable de ce modele, les coefficients
piézoélectriques effectifs peuvent étre changés, parfois en temps réel, pour réaliser le rendement
désiré.

ih)

(dy

LAy

F1G. 6.7 — Le modele de A.Preumont [73]: (a) la géométrie du domaine perforé, (b) le détail de
la forme et la distribution des perforations, (¢) modele 1: deux plaques perforées, (d) : modele
2 : seulement une plaque perforée.

Le but est de mieux controler les deux tenseurs piézoélectriques tranverse et longitudinal
effectifs, puisqu’a la suite de ce controle, on peut controler la charge électrique produite par la
structure, via la formule suivante

Q= /(63151 + €325) d€,
Q
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ol 57 et Sy sont les composantes de contraintes le long des axes d’orthotropies dans le demi-plan
du modele. Un modele tridimensionnel équivalent a celui-ci, a été étudié par A.Preumont et al.
[73] [74] en utilisant la méthode des éléments finis. Notre objectif est de faire une comparaison
entre les résultats obtenus par A.Preumont et al. [73] [74] et ceux de notre simulation numérique,
en utilisant le module de 'homogénéisation numérique avec les expressions des tenseurs effectifs
pour les matériaux bilaminés. Pour les tests numériques, on considere que les deux couches sont
des piézoélectriques de type PVDFE, dont les caractéristiques sont données par le tableau
établi par Piefort [70].

0 1800 (kg/m?)
Y, 2.0 (GPa)
Y, 2.0 (GPa)
Glg 0 (GPCL)

v 0.29

e |1.0621071°  (F/m)
dsy | 221071 (Cb/N)
ds 0 (Cb/N)

TAB. 6.2 — Les propriétés de PVDF.

Effective piezoelectric coefficient e:l vs. fraction of electrode area (One-sided electrode)
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F1G. 6.8 — Comparaison entre les résultats de ’homogénéisation et ceux de A.Preumont du
coefficient piézoélectrique transverse eff.

Le résultat de I’étude Comparativeﬁ entre les valeurs numériques du tenseur piézoélectrique
transverse eg; effectif obtenues par notre code et celui de Preumont et al. [73] [74] est illustré
dans la figure B8 On peut donc constater qu’ils sont du méme ordre de grandeur.

2Signalons que deux couches piézoélectriques de classification hexagonale (6mm) ont un comportement ma-
crscopique d’un matériau de classification orthorhombique (2mm) (voir Castillero et al. [19], ainsi Dieulesaint
et Royer [B0)]).

3FEM : Finite Element Method. AM : Analytical Method.
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Ensuite, en gardant le méme modele et en faisant des perforations sur la premiere couche
seulement, il est clair que ce modele est du point de vue technologique plus simple que le
modele précédent. Dans la figure B0, on présente une comparaison entre les résultats obtenus
par le module d’homogénéisation et ceux de A.Preumont et al. [73] [74]. On constate que méme
dans ce modele, nos résultats sont du méme ordre de grandeur avec ceux de A.Preumont. Une
autre différence de niveau qu’il reste a expliquer pour le dernier cas. Une véritable comparaison
nécessiterait des investigations supplémentaires.

Effective piezoelectric coefficient e:l vs. fraction of electrode area (Two-sided electrode)
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FiG. 6.9 — Comparaison entre les résultats de I’homogénéisation et ceux de A.Preumont.

L’étude présentée dans cette partie, nous a permis en comparant les résultats obtenus par
notre code et ceux de A.Preumont et al. [73] [(4], a montré I'efficacité du filtrage d’une plaque
ou d'une coque avec des films de PVDF pour réduire le crénelage spatial des filtres discrets. Ce
dernier se produit pour tous les modes avec un nombre d’ondes plus important que le nombre
de sondes (pour plus de détails, on pourra consulter les travaux de A.Preumont et al. [73] [74]).

Effective piezoelectric coefficient e?l vs. fraction of electrode area (Two-sided electrode)
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Fic. 6.10 — Comparaison entre les deux distributions dans le modele de A.Preumont.
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La figure 10 montre clairement que dans le modele prototype proposé par A.Preumont, on
peut prend aussi une distribution carrée, et dans cette situation on trouve les mémes résultats
qu'une distribution hexagonale.

6.6 Effet d’ordre des convergences

Dans cette section, on présente un exemple d’un matériau piézocomposite bilaminé d’une
connection de type 2 — 2, constitué de N (N € IN) couches minces ou chacune est constituée
de deux plis : un piézoélectrique et un solide simple, disposés orthogonalement par rapport a
I'axe de I’épaisseur (voir la figure EIT]). Le but de cet exemple est de mettre en évidence du
point de vue numérique et analytique, la différence entre 'ordre des deux passages aux limites
: le passage asymptotique (h — 0) et celui de I'homogénéisation (¢ — 0).

Ty Piezoceramic

/ 7777777777 Polymer

T3 |

L

F1G. 6.11 — Structure piézocomposite bilaminée 2 — 2 Piezoceramic/Epoxy.

On procede de maniere a faire tendre le parametre de la périodicité € et 1’épaisseur de la
structure h vers zéro, dans cet ordre. Tandis qu’en deuxieme lieu on inverse 'ordre entre ces
deux derniers passages, pour vérifier numériquement, pour cette structure, que ces deux situa-
tions finissent par deux comportements macroscopiques différents.

Intéressons-nous au premier passage (¢ — 0) de la premiere situation, en utilisant les
problemes locaux (B27)) et (EZ2 ) pour une périodicité parallele & 'axe xo, on calcule les
coefficients des tenseurs d’élasticité, de couplage et de diélectricité effectifs, comme suit

(iii) Les coefficients du tenseur de diélectricité homogénéisé :

(din = xdi+(1—x)d}

-1
= X | 1—x
d — (_ ; )
- dby T ds, (6.6.6)

2 —1

x (e 2 ( X 1—x
dzs = xdi+(1—x)d5s+ 7( 132) —x (632)2 (02]32) (C—P + S )
c 22 22

. 22
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(i) Les coefficients du tenseur de couplage (de piézoélectricité) homogénéisé :

(
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(ii) Les coefficients du tenseur de rigidité homogénéisé :
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L’exposant S ou P sur les coeflicients, signifie que les coeflicients sont liés aux matériaux so-
lide ou piézoélectrique respectivement. A partir de ces dernieres expressions, on peut donner une
description totale sur le comportement macroscopique des structures piézocomposites bilaminés
de type 2—2, en fonction de I’épaisseur de la couche piézoélectrique (voir les graphes suivantes).

On constate que ce modele a quasiment le méme comportement macroscopique d’un matériau
piézocomposite laminé de type 3 — 1 étudié dans la section
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F1G. 6.12 — La variation des tenseurs homogénéisés en fonction de la fraction volumique x pour

un matériau bilaminé 2 — 2. (a) : Les tenseurs élastiques, (b) : Les tenseurs piézoélectriques,
(c) : Les tenseurs diélectriques.
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Pour le deuxieme passage de la premiere situation (h — 0), en se servant des formules
B3T2) et (B3TZ) présentées dans le troisieme chapitre, on aboutit a

(

2
Cle
2 13€33
~ OP <€31 ~ T CFE )
13
Cﬁ — Cﬁ o ( ) + 33

cr P (es3)’
22 diq — =22
33 dsl':’s

PP <€31 - ngiss) <€32 - —03{321?33)

C«P _ CP C(236113 Cig Ci (6 6 9)
12 = UL~ Pt 5 6.
Csy db — ()
33 d:};s

22

(6.6.10)

. ch)?
CS _ CS . ( 32
\ 22 22 Cé%

A présent, en remplacant les expressions (B67), [EBR) et (EBH) dans les expression

N

précédentes de C'1, C15 et Cys, on aura

/ _ 2
= \2 > Ciseéss
N _ C <€31 - é—>
011 _ 011 . ( _13) + 733 :
C(33 - (633)
33 i
33
_ - Ci3é = Cssé
= ~ CY236(13 <€31 N 15’3333) <€32 o %33333> (6.6.11)
012 = 012 — C + — (é33)2
» dss = 73
_ 2
= \2 > CUszeéss
N _ C <€32 - é—>
Cyp = Cxn— (52) + - (ézz)z
~ » ss = G

Un calcul explicite et un développement en fonction de la fraction volumique de ces trois
derniers coefficients ont été fait sous Maple.

De méme, intéressons-nous a présent, a la deuxieme situation, ot en passant a la limite de
) b )
I’épaisseur h — 0 en premier et en deuxieme, a ¢ — 0. En remplacant maintenant ces deux
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dernieres expressions dans les formules des coefficients d’élasticité Cq, Cio et Csg, on obtient

( )2 )2
: () o ()
Cu = Xx 011_67 +(1—x) 011_6,75

22 22

. R 2 —1
cr 1—vy)C%s 1—
X (XAPH +( AXS> 12) <ALP+ A5X>
Cyo Cyy Cyo Coy
. . 1
= cr 1—vy)C%s 1—
Cpp = (XAPH +( AXS> 12) (%—l— A5X>
Cya Csy Cya Coy

-1
A X 1-x
022 == <A— + ~ )

\ C O3

Un calcul explicite et un développement en fonction de la fraction volumique de ces trois
derniers coefficients ont été aussi fait sous Maple. A partir des ces derniers calculs analytiques,
on met en évidence le fait que les deux chemins ne nous donnent pas les mémes résultats.
C’est-a-dire que

(6.6.12)

Ci = Chi, Cra = Chy, Co # Coy
Les figures suivantes, donne une comparaison de quelques coefficients d’élasticités obtenus
par les deux chemins des deux passages aux limites étudiés suivantes :

Tie—=0puish—0

T:h—0puise—0

Elastic coefficient 1

0 I I I I I I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Volume fraction 8

FIG. 6.13 — La comparaison entre les deux coefficients Cy; = CJ, et Cyy = C?,.
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F1G. 6.14 — La comparaison entre les deux coefficients C’lg = (], et Ciy = C3,.
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F1G. 6.15 — La comparaison entre les deux coefficients C’zg = C}, et Cyy = C3,.
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1.2
—c,
C22
0.8} -
0.6} -

La difference entre les deux chemins aux limites

1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

La fraction volumique 6
FIG. 6.16 — La comparaison entre les deux chemins des deux passges aux limites, C;; = C;; —Cj;.

Les deux premieres figures montrent que les deux coefficients Cj; et C’H (resp. Cys et C’lg)
du tenseur d’élasticité effectif ont le méme comportement quasi-linéaire en fonction de la va-
riation de l’éApaisseu_r de la couche piézoélectrique. Or, a partir de la troisieme figure, les deux
coefficients Chsy et CA’QQ du tenseur d’élasticité effectif ont la méme variation non-linéaire, mais
dans des proportions différentes.

Par conséquent, la fraction volumique dans ce modele reste toujours un parametre impor-
tant, on constate aussi, que les deux chemins des deux passages aux limites nous donnent des
résultats finaux différents.






Conclusions et perspectives

Dans la premiere partie du présent travail, nous avons étudié le comportement asympto-
tique de I’état électromécanique des structures piézoélectriques périodiquement perforées quand
le parametre des perforations tend vers zéro et ceci pour des structures bidimensionnelles ou
tridimensionnelles. Cette étude a été faite par des méthodes d’homogénéisation périodique, no-
tamment la méthode de la convergence a deux échelles et la méthode de I’éclatement périodique.

Dans la premiere étude, nous avons décrit le probleme homogénéisé et le théoreme de 'exis-
tence et de I'unicité de la solution, pour un corps piézoélectrique périodiquement perforé, en
utilisant la convergence a double échelle. Nous avons déterminé les coefficients des tenseurs
élastiques, piézoélectriques et diélectriques homogénéisés, ainsi que leurs propriétés. Nous avons
aussi décrit le comportement asymptotique de ’énergie mécanique, électrique et totale. Ensuite,
un résultat de correcteur pour le déplacement mécanique et le potentiel électrique a été obtenu,
ce qui a permis d’avoir des convergences fortes.

Dans la seconde étude, nous avons déterminé le comportement asymptotique d'une plaque
piézoélectrique mince homogene, isolée électriquement et périodiquement perforée, quand les
parametres d’épaisseur et la taille des perforations dans cet ordre tendent vers zéro. Apres le
premier passage a la limite et en adaptant les démonstrations faites par Rahmoune [75] et
Sene [80], on obtient deux problémes : membranaire et en flexion. En deuxieme passage, on
obtient pour chacun d’eux le probleme homogénéisé correspondant, de méme pour les résultats
de l'existence et de I'unicité, ainsi que ceux des correcteurs correspondants et des tenseurs ef-
fectifs, et leurs propriétés. Cette étude pourrait s’adapter facilement, soit a des plaques non
homogene mécaniquement, soit a des plaques non isolée électriquement, entre autre, des plaques
dites de courts-circuité. L’ordre des tenseurs n’est pas pris en considération dans cette étude.
Ce qui ouvre des perspectives de recherche en ajautant ’hypothese de Caillerie [I7] pour les
matériaux purement élastiques, c¢’est-a-dire en tenant compte que les coefficients des tenseurs
ont des ordres de grandeur différents.

Finalement, en utilisant la technique de l’éclatement périodique récemment introduite par
Cioranescu, Damlamian et Griso [24], nous avons traité le cas d'une coque piézoélectrique
périodique de type Koiter, notamment le cas laminé. Pour se faire, on a homogénéisé le probleme
de Koiter établi par Haenel 2], dans un systeme de coordonées curvilignes. Ainsi, nous avons
également étudié les mémes points évoqués précédemment pour I’étude de la coque en question.

Les résultats théoriques obtenus dans cette partie, nous ont permis de mieux comprendre les
propriétés macroscopiques des matériaux piézoélectriques, notamment dans le cas des structures
contenant une propriété de périodicité dans leurs géométries et une propriété de microscopie
dans leurs structures.

149
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Le présent travail dans son originalité constitue une réponse mathématique aux questions
liées a I’étude de 'homogénéisation des structures piézoélectriques, notamment, la convergence.
Les travaux ayant abordé ce probleme dans le cas de structures laminées (voir Castillero et al.
[T9]) ou fibrées (voir les travaux de Feng et Wu [35], Ruan et al. [[9] et les travaux de Telega
et al. [T4] [36] [87] [88] [89]) sont considérés, donc, comme des cas particuliers de notre étude.

Dans la partie numérique du présent travail, nous avons effectué une modélisation numérique
pour des structures piézoélectriques bien précises telles que les structures perforées, les struc-
tures laminées et les structures laminées et perforées. Un code numérique basé sur la méthode
des éléments finis a été développé. Ceci nous a permis d’appréhender les propriétés macrosco-
piques des structures en question. Dans le cas des matériaux piézoélectriques perforés dont les
perforations sont sous forme cylindriques paralleles a 'axe d’épaisseur et dont les couplages
électromécaniques sont plus simples tels que les matériaux piézoélectriques transversalement
isotropes, une méthode analytique a été développée, ce qui nous a permis de déterminer analy-
tiquement les expressions des tenseurs homogénéisés (effectifs).

Les tests numériques effectués dans les différentes configurations, ont montré que la frac-
tion volumique représente un parametre crucial des propriétés macroscopiques des matériaux
piézocomposites, ceci quelleque soit la distribution des perforations choisie (carrée ou hexa-
gonle). Egalement, pour une application en hydrophonie ou en imagerie biomédicale, une dis-
tribution carrée se montre meilleure qu'une distribution hexagonale. En effet, on fait croitre le
facteur du couplage électromécanique (k; ~ 0.6 — 0.7) pour une valeur réduite de I'impédance
acoustique (Z ~ 17.5 Mrayl).

Apres un apercu sur les propriétés macroscopiques des matériaux piézocomposites laminés,
nous avons proposé¢ un nouveau modele d'un matériau piézocomposite bilaminé périodiquement
perforé. Les performances réalisées par ce modele montrent son efficacité dans la fabrication des
senseurs intelligents destinés a I’hydrophonie ou a I'imagerie biomédicale de haute qualité dans
les rayons X. Nous avons confirmé le choix de prototype proposé par Preumont et al. [73] [74],
pour des utilisations en filtrage spatial. Finalement, en prenant une structure piézocomposite
bilaminée de type 2 — 2, nous avons mis en evidente l'effet de 'ordre de convergence entre
I’épaisseur et le parametre de la périodicité.

A partir des résultats théoriques obtenus et des méthodes numériques développées (la
méthode des éléments finis et la technique analytique), de nombreuses autres situations peuvent
étre envisagées :

e [’étude des propriétés effectives et de 'optimalité dans le cas de la piézothermoélasticité,
qui consiste a considérer un couplage des champs électrique et thermique avec le vecteur
de déplacement mécanique (pour plus de détails, on pourra consulter Levin et al. [Ag]).

e [’étude du probleme d’'une coque élastique munie de composants piézoélectriques ou d’une
coque stratifiée ayant des couches piézoélectriques (Rahmoune [75], Castillero et al. [19]).

D’un autre coté, cette recherche peut s’étendre a I’étude de I’homogénéisation des matériaux
dits intelligents entre autre les matériaux magnétostrictifs (Kalmkarov et Georgiades [44]).
Ainsi cela servira a mieux comprendre le comportement macroscopique d’une structure com-
posée d'une couche de petites pastilles piézocéramiques intégrées dans un composite (on pourra
consulter les travaux de Rahmoune [75], de Canon et Lenczner [I8] et de Telega et al. [14] [36]
[87) (88 [89]).



Conclusions et perspectives 151

Les deux approches : théorique et numérique, de ce travail de recherche s’appliquent no-
tamment, en théorie du controle, dont :

Le controle des tenseurs homogénéisés dans les structures piézocomposites fibrées (voir
Gibiansky et Torquato [39]), laminées ou perforées.

L’optimisation de 'emplacement et de la forme d’actionneurs piézoélectriques sur une
structure élastique (voir Rahmoune [75]).

Comme des perspectives qui pourront étre sous forme d’un prolongement de cette étude,
citons

L’étude des propriétés macroscopiques et I'optimisation de forme des matériaux dits in-
telligents, entre autre des matériaux magnétostrictifs (voir Kalamkarov et Georgiades
[A4]). En effet, ces matériaux ont une loi de comportement presque analogue a la loi de
comportement des matériaux piézoélectriques.

L’étude des plaques comportant des films piézoélectriques et des couches élastiques (voir
Rahmoune [75]). L’optimisation des actionneurs pour le controle de torsion des pales.

L’homogénéisation des composites thermostructuraux, ainsi que pour le comportement
des céramiques ferroélectriques et ferroélastiques.

L’étude des problemes liés aux controles actifs ou passifs des vibrations et la détermination
des modes propres de vibration des plaques piézoélectriques multicouches, a la fois pour
les fréquences de résonance et d’antirésonance.

L’étude des ondes guidées ou les ondes de surfaces dans les matériaux piézocomposites
laminés (voir Nayfeh [61] et Otero et al. [67]).
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RESUME
Homogénéisation et simulation numérique de structures
piézoélectriques perforées et laminées

Cette these est consacrée a 'étude asymptotique et I'homogénéisation de 'équation de la
piézoélectricité, dans le cas de coefficients rapidement oscillants et des structures périodiquement
perforées. L’étude consiste a développer deux approches; théorique et numérique. Dans 1’ap-
proche théorique, on établit le probleme homogénéisé et les tenseurs effectifs, ainsi que leurs
propriétés pour une structure tridimensionnelle perforée, quand la période tend vers zéro. En
se basant sur la méme méthodologie, on traite le cas d'une plaque mince et d’une coque de
Koiter périodiques, lorsque I'épaisseur et la période tendent vers zéro.

Le deuxieme volet comporte la simulation numérique du comportement macroscopique de
quelques structures piézoélectriques particulieres, en l'occurrence : le piézocomposite perforé
et le piézocomposite laminé. Cette simulation trouve un intérét pour de nouvelles applications
dans ce type de structures, notamment 1’hydrophonie, I'imagerie biomédicale et le controle des
vibrations (filtrage spatial).

Mot clés. piézoélectrique, piézocomposite, élasticité, analyse asymptotique, homogénéisation,
domaines perforés, convergence a deux échelles, méthode de 1’éclatement périodique, coques de
Koiter.

ABSTRACT
Homogenization and numerical simulation for perforated and
laminated piezoelectric structures

This thesis is dedicated to the study of the piezoelectricity equation, with rapidly oscillating
material coefficients and for the periodic perforated structures. In this thesis we have prospected
two approaches; the theoretical and the numerical one. In the theoretical approach, we establish
the homogenized problem and the effective tensors. We also show the properties of these tensors
for a three-dimensional perforated structure as the period tends towards zero. Using the same
method, we deal with the case of a perforated thin plate and a periodic Koiter-type shell, when
the thickness and the period tend towards zero.

The concern of the second constituent of this thesis is the digital simulation of the ma-
croscopic behavior of some particular piezoelectric structures, in the particular: the perforated
piezocomposite and the piezocomposite laminated. The results of these simulations open the
door to new perspectives, in particular, biomedical imagery, hydrophonic and the vibrations
control (spatial filters) applications.

Key words. piezoelectric, piezocomposite, elasticity, asymptotic analysis, homogenization, per-
forated domains, two-scale convergence, periodic unfolding method, Koiter shells.
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