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 7f?@4�9<,=�p+ 6���r �!(89^,=73�!"%.0 #) /<O'+�:0(8)
P 2#+ H "%+�78(I,=)&9h #)oAB�!(3.�(8) d1

2#+ c1

  #)].%�!:0:5+�9 d2

, % ,=)K9h #)RAB�!(3.%(8) c2
2',=)'.

X2 > 2#+^73�!)#N� '+� #"\:0(8)#(8:^,=7�,1AB+1/�/1+1.X�#"%�!�#"�(34�9%41. ��r ( c1
,d"%+ m  7I,d:^,="%$K '+ 3 +�)

"<,=(3.%�!)c2C?  #)'+^,=" 2 9%+5+�)&9�"%+ c1
+�9G #)�.%�!:0:5+�9 c3

2#+ X3 > ,=73�!"%.L73+1.h9�"%�!(3.L/<O'+�:0(8)'.
b1 − c1 > b2 − c2 − d2 −P − d1 − c1

+�9 b3 − c3 − c1
S �!"�:5+�)K9� #)'+o� % "<,=:0(32#+�2#+

9�"�(I,=)#N�73+ {b1, b2, b3}
+�9V2#+�/1�!(8) c1

��r (8)'�!) > c1
,]"%+ m  �7I,o:^,="%$K '+ � +�) "<,=(3.%�!)

2C?  #)'+G/1�!:0����.<,=)K9%+L/1�!)#)'+ � + H ′ 2#+ X /1�!:0�#"%+�)-,=)&9M2#+1.�.%�!:0:5+�9%.H:^,="%$& '41. 1 +�92#+1.�.<�!:0:5+�9%.�:^,="%$K '41. 3
�5- �!9%�!)'.�$K Z? (87Z)Z? % ,0,= '/� #)'+L,=" 2 9%+G+�)K9�"%+ H +�9 H ′ > /Q,="/1+�.<�!)&9b2#+1.^/1�!:0�p��.<,=)K9%+1.b/1�!)#)'+ � +1.^2#+ X > )#(H+�)K9�"%+ H ′ +�9 X2

/Q,="b.%(8)'�!) H ′

,= #"<,=(89�73+1. � :^,="%$& '+1.�+�9H7f?[,=78NB�!"�(89�O#:5+0,= #"<,=(89M.�9%�!�#��4 
 7f?@4�9<,=��+ 6���r �!(89�,=73�!"%.� #)
/<O'+�:0(8) Q 2#+ H ′ "%+�78(I,=)K9h #)�AB�!(3.%(8) e1

2#+ c1

  #)o.%�!:0:5+�9 e3

, % ,=)K9G #)RAB�!(3.�(8)
c3
2',=)'. X3 > 2#+�73�!)#N� '+� #"g:0(8)#(8:^,=7Z,QAB+1/�/1+1.g�#"%�!�#"�(34�9%41. ��� 73�!"%.g73+1.�9�"%�!(3.*/<O'+�:0(8)'.
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b1−c1 > b2−c2−d2−P−d1−c1
+�9 b3−c3−e3−Q−e1−c1

SU�!"�:5+�)&9� #)'+�� % "<,=:0(32#+
2#+M9�"�(I,=)#N�73+ {b1, b2, b3}

+�9�2#+G/1�!(8) c1
�d_ +1/�(Z�#"%�! #AB+ 8W6q=��

> ?[,=�#" : . 8N�<= +�9 8W6q= > 7f?[,=78NB�!"�(89�O#:5+M+1.�9�/1�!);S �!"�:5+ 
 .%+1.�.���41/�(�W-/Q,=9�(3�!)'. ��� )K #:54 7
"%+�"
9%�! '.�73+1.t9�"�(I,=)#N�73+1.�2#+ G )'41/1+1.%.�(89%+�,= 0�#(8"%+ O(n3) 4�9<,=��+1. � uH+1.%9%+ 
 AB4�"�(�W-+�"�$K '+
/%O-,!/� #)'+52#+1.L,= #9�"%+1.L4�9<,=�p+1.M��+� #9 2 9�"%+\"%4Q,=78(3.%41+\�-,="h #)]�-,="%/1�! #"%.L2#+\7f?@+�)'.<+�:Le#73+
2#+1.g,=" 2 9%+1.�2#+ G

�F4 �! #"�7f?@4�9<,=�p+ � > (87�.� ��59g�p�! #"g/%O-,!$K '+M,=" 2 9%+�2#+�AB4�"�(�W-+�"g.�(p7f?  #)'+2#+1.`+ � 9�"%4�:0(89%4�+1.�9 bi > +�9t2#+�:^,="%$& '+�"t7f?[,= #9�"%+�+ � 9�"%4�:0(89%4�j Xi
l �9! +1.t.%�!:0:5+�9%.q, % ,=)K9

 #)'+�+�9� #)'+�.%+� #73+*:^,="%$K '+�j Xi
l�.%+�"%�!)K9�73+1.�4�734�:5+�)K9g2#+ Xi

� ! +1.�.<�!:0:5+�9%.�)Z?[, % ,=)K9
"%+ m  T,= '/� #)'+M:^,="%$K '+M.%+�"%�!)&9*73+1.�4�734�:5+�)K9%.�2#+ X

8 �!)T"�(3.%$& '+�2#+M2#+�AB�!(8"*�-,="%/1�! #"�(8"
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+�9
y ∈ H 2#+b:^,="%$K '+�" xi

�
� ) AB4�"�(�W-+V,= aS� #"X+�9 
 :5+1.% #"%+b.�(g.%�!:0:5+�9 x ����.%. : 2#+
2#+� � :^,="%$K '+1. �> �!)'/ > 2',=)'.g73+��#(8"%+�2#+1.�/Q,!. > 7f?[,=78NB�!"�(89�O#:5+M)'41/1+1.%.�(89%+ O(n3(n+m)) 4�9<,=��+1. � 2
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 /1+�9L,=78NB� 7
"�(89�O#:5+ > :^,=(3.*(87�+1.�9*���!9%+�)&9�(3+�7873+�:5+�)K9�(8)K9%4�"%+1.%.<,=)K9H���! #"H,= �:5�!(8)'.H2#+� � "<,=(3.%�!)'. Y73+1.G�#"�(3.�:5+1.L�-,=(8"%. � �! '+�)&9X #)�"��!73+5(8:0���!"�9<,=)&9X2',=)'.L7I,��#"%+� #AB+b2#+57I,T/1�!) � +1/�9� #"%+
S �!"�9%+�2#+1.bN�"<,=�#O'+1.V�-,="mSf,=(89%. � AB�!(8"V73+d9�O'41�!" : :5+ 6��A6q(/�"> +d�#78 '. > (87H��+� #9 2 9�"%+
(8)&9%4�"%+1.%.<,=)K9 > +�) AF '+T2C?[,=78NB�!"�(89�O#:5+1.5S  #9� #"%. > 2#+T.<,QAB�!(8"^2#4�9%+1/�9%+�"^73+1.^.%+� #73.5.%�! '. 7N�"<,=�#O'+1. 
 7I,LSU�!(3.�,= #9%�!"�(3.<41.g2',=)'.�73+1.gN�"<,=�#O'+1.*2C? � "�9%4�:0(3.��-,=(8"%.*+�9�(8)K9%+�"%2;(89%.�2',=)'.
73+1.*N�"<,=�#O'+1.H2C? � "�9%4�:0(3. �� )d��+� #9H(3/�(
+�)'/1�!"%+X,=�#�#78(3$K '+�"�73+1.H:54�9�O'�K2#+1.M2#+L�#78 '.�/1�! #"�9%.�/%O'+�:0(8)'. > :^,=(3./1+�9�9%+�S �!(3. > 73+M/%O'+�:0(8)'+�:5+�)K9�+1.%9g:5�!(8)'.*2;(8"%+1/�9 �p� )�2#�!(89�/1�!)'.%(32#4�"%+�"H2#+1.*.%�!:0:5+�9%.j£,= c:0(878(3+� 2#+1.X/%O'+�:0(8)'.ml > ���! #"X2#+1.J"<,=(3.%�!)'.\$K #(�,=�#�-,="<,��39�"%�!)K952',=)'.J7I,d�#"%+� #AB+2; V73+�:0:5+ *��������5! ?[,=78NB�!"�(89�O#:5+G2#+ _ O& '2;)'�QA;.�� % +�9 r + % :5�! #" 'A6�69+ �p�! #"�7I,X2#4�9%+1/ 7
9�(3�!)�2#+1.�� % "<,=:0(32#+1.� #9�(878(3.%+M/1+�9�9%+�: 2 :5+M"� '.<+�2#+1.�.%�!:0:5+�9%.�j£,= V:0(878(3+� ;l > $K #(��!)&9�p�! #"G/1�!)'.%41$K '+�)'/1+XS	�!/%O'+� '.%+0:^,=(3.L.<,=)'.h2#�! #9%+0(8)'4�AF(89<,=e#73+02#+\:L #789�(8�#78(3+�"L�-,=" n3

7I,\/1�!:0�#73+ � (89%4J2#+M)'�!9�"%+L,=78NB�!"�(89�O#:5+ �r �!(89 P  #) /%O'+�:0(8)c2#+^73�!)#N� '+� #"L�-,=(8"%+b+�9L2C?@+ � 9�"%4�:0(89%41. a +�9 b
�`� ) ,=�#��+�7873+P STK SWZ�G 2#+ P 7f?  #)#(3$& '+�.%�!:0:5+�9 m 2#+ P AB4�"�(�W ,=)&9 lg(a−P−m) = lg(m−P−b)

��r �!(89
F  #)L�#"�(3.�:5+��-,=(8"ZSU�!"�:54��-,="`73+1.�/%O'+�:0(8)'. P1 > P2 > P3 > +�9`2#+�9�"�(I,=)#N�73+1. {a1, a2, a3} >
{b1, b2, b3} > 2#+h.%�!"�9%+M$& '+����! #" i = 1, 2, 3 > 73+M/%O'+�:0(8) Pi

.%�!(89*2C?@+ � 9�"%4�:0(89%41. ai
+�9

bi

�`r �!(89 mi
73+5.<�!:0:5+�9J,= a:0(878(3+� a2; /%O'+�:0(8) Pi

�`� )a2;(89X,=73�!"%.L$K '+073+ 9
7  #�#73+�9

(a1, a2, a3, b1, b2, b3,m1,m2,m3)
+1.�9*7I, U HNJ�PRZ 2#+ F
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F

G/I
�BH�S `aPRZ �5J�S H ¥ Z UVJ�STKTK�Z P STI1STP J�K�Z�¥ Z
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`�E�S Ua¥ ZcU HNJ�P Z

(a1, a2, a3, b1, b2, b3,m1,m2,m3)
Z&U M&E�H�P5�\��J�H K�Za`���Y�Z�P�S I1`

P1
]

P2
]

P3
J��9Z��

ai,mi, bi ∈ V (Pi)
ª
i = 1, 2, 3

« § ^_E�STU
R

G/Ic��Y�Z�P�STIc¥ Z
G
¥�¦ Z 
�U H%��P�STUk�a`

a1,m1
]

¥qE�I U K?Za` `&E�P�PRZ�UT` STI Uk��H�SWZ�GFHa` P J�I � G5Z�I U a2, a3, b2
Z�U

b3
] Z�UH¥ Z K�E�IK¤�G1Z�G/H�P STI1S��

P J�K?Z J��9Z��0� Z�`*�BH[EP�BH�SU��Uk��` §¨ K�E�Ha` ]
a1−R−m1−P1−b1

Za`�U GFI]��Y�Z�P STI]¥ Z
G � G1Z K�¦ E�I IBE�U,Z

R1
]iZ�U

R1
]
P2

]
P3

M&E�H�P Z�I U G/Ib�BHaS `aPRZ���J�STHL¥ Z
G
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& ')(�*,+�( - r �!(89 k 7I,T73�!)#N� '+� #"X2#+ P1 > $K #(�+1.�9G�-,=(8"%+^�-,="LO % ���!9�O : .%+ ��- �!9%�!)'.
$K '+ |E(R)| ≤ k/2

��� )a)'�!9%+ H 73+59�"%�! 62#+ G (8)'2; #(89X�-,=" V (P2) ∪ V (P3)
�qr (

73+1.�.<�!:0:5+�9%.*(8)&9%4�"�(3+� #"%.�2#+ R :^,=)'$K '+�)&9�+�)&9�( : "%+�:5+�)&9 H > ,=73�!"%.�.%�!(89 R1
 #)T�#78 '.

/1�! #"�9�/<O'+�:0(8)�2#+ a1
AB+�"%. b1

/1�!)&9%+�)& 2',=)'. V (R) ∪ V (m1 −P1 − b1)
�H� )�,

|E(R1)| ≤ k +�9*73+1.H/%O'+�:0(8)'. R1 > P2 > P3
SU�!"�:5+�)&9� #)T�#"�(3.%:5+ F ′ ,QAB+1/ |V (F ′)| ≤

|V (F )|
� 4  #(3.<$& '+ G +1.�9b.<,=)'.^9�"%�! (8:0�-,=(8" > R1

+1.%9b2#+�73�!)#N� '+� #"��-,=(8"%+ 8 .�(8)'�!)
V (R1) ∪ V (P2)

(8)'2; #(8"<,=(89� #)T9�"%�! �(8:0�-,=(8" = > +�9 F ′ +1.�9* #)T�#"�(3.%:5+M�-,=(8"*:0(8)#(8:^,=7 �! ? (8)'4�N&,=78(89%4d/�( 7 2#+1.%.� '.0+1.�902#�!)'/V #)'+T4�N&,=78(89%4 > /1+�$& #(�:5�!)&9�"%+T$K Z?@+�)6Sf,=(89 R1
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 a1−R−m1−P1−b1
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$K '+�7f?@+ � (3.�9%+�)'/1+h2#+ c +�)&9�"<,=(8)'+h #)'+h/1�!)K9�"<,!2;(3/�9�(3�!) �pr �!(89 S  #)��#78 '.*/1�! #"�9�/%O'+�:0(8)
2#+ c AB+�"%. b1

/1�!)&9%+�)& �2',=)'. V (c−R−m1)∪V (m1−P1−b1)
�K� )b, |E(S)| < k /Q,="

|E(R)| ≤ k/2 +�9 c 6= a1
� > ?[,=�#" : .H7I,^2#4sW')#(89�(3�!)R2#+ c > ,= '/� #)�.%�!:0:5+�9M2#+ S \ b1)Z?[,�2#+\AB�!(3.�(8)�2',=)'. H
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Y
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H3 = H\a2

� 4 �! #" i = 2, 3 > �!)�)'�!9%+ ci
73+5.%�!:0:5+�9L2#+ Hi

AB�!(3.�(8)c2#+ c 73+5�#78 '.�#"%�F/%O'+G2#+ ai

�
8��P« �"I^�5Z�G�U `�GQ�&��E9`&Z�H � G1Z c2c3
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P2 §r ( c2 = c3

,=73�!"%. V (S) ∪ V (P2) ∪ V (P3)
(8)'2; #(89� #)'+�� % "<,=:0(32#+]2#+R9�"�(I,=)#N�73+

{b1, b2, b3}
+�9�2#+h/1�!(8) c2

Y  #)'+h/1�!)&9�"<,!2;(3/�9�(3�!) � > �!)'/ c2 6= c3
�-r ( c2

:^,=)'$K '+ c3 >,=73�!"%. V (S)∪ V (P2)∪ V (P3)
/1�!)&9�(3+�)K9� #)'+�� % "<,=:0(32#+h2#+�9�"�(I,=)#N�73+ {b1, b2, b3}

+�9
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> �!)'/ V (S) ∪ V (P2)∪ V (P3)
(8)'2; #(89* #)T�#"�(3.%:5+ F ′ 2#+M9�"�(I,=)#N�73+1. {b1, b2, b3}+�9 {c, c2, c3}

,QAB+1/ |V (F ′)| < |V (F )| �# #(3.%$K '+ |E(S)| < k
� > �!)'/ F ′ +1.�95 #)
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/1�!)K9%+�)& �2',=)'. V (c−R−m1) ∪ V (m1−P1−a1)
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+�9 {c, c2, c3} > +�9 F ′′ +1.�9� #)J�#"�(3.�:5+
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/1�!"�"%+1.����!)'2',=)&9 �-� )T�!"%2#�!)#)'+h,="�e#(89�"<,=(8"%+�:5+�)&9 a > b > c+�9 d
Y
a < b < c < d

�_� /%O-,!$K '+0,=" 2 9%+ ij > i < j > 2#+ K4 > /1�!"�"%+1.%�p�!)'2o2#�!)'/\ #)/<O'+�:0(8)V2#+ F $& Z?@�!)5)'�!9%+ Pij

�K� )^)'�!9%+ vij
+�9 vji
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+�9
vdc

AB4�"�(�W-+�)K9 Y
k ! +1.�/%O'+�:0(8)'. Pab > Pac > Pad > Pbc > Pbd > Pcd

.%�!)K9H2;(3. � �!(8)&9%. �k
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,0���! #"�+ � 9�"%4 7
:0(89%41. vij

+�9 vji
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���! #" 7
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+�9 vba
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.� #e�2;(8AK(3.%41+ > �-,="t+ � +�:0�#73+ ad .P,=)'.���+�"�9%+�2#+gNB4�)'4�"<,=78(89%4 � no,=(3.,=73�!"%.q7f?  #)b2#+1.�+�)'.%+�:Le#73+1. E(Cad)∪{cd}∪E(Ccd)

+�9 E(Cad)∪{bd}∪{bc}∪Ccd+1.�9�7f?@+�)'.%+�:Le#73+M2#+1.�,=" 2 9%+1.�2C?  #)�/ % /�73+H(8:0�-,=(8"�2#+ R 2#+H73�!)#N� '+� #"�,= ^:5�!(8)'. j > $K #(2#�!)#)'+G2',=)'. L(R)  #)�9�"%�! �(8:0�-,=(8" > +�)'/1�!"%+G #)'+G/1�!)&9�"<,!2;(3/�9�(3�!) � 2

i )d/1�!:Le#(8)-,=)K9�73+1.�2#+� � 73+�:0:5+1.H�#"%41/1412#+�)&9%. > �!)��!e#9�(3+�)&9 Y
���K�a�a���Z���#� ^ E�STU

R
GFI_Z@`�G5Q%¥�S �<S `�S E�I � G1Z�K8� E�I � G5Z0¥FZ K4 § ¨ K�E�H `pE�G Q�SWZ�I]©

� R
Za`�U U H�S �.SWJ�K?Za]g�-¦ Za`�U ���!�m¥�S H Z

R = K4 §
� L(R)

� E�I U SWZ�I U G/I�U HNE�G S P���J�S H §
� L(R)

� E�I U SWZ�I U G/Ib�BH�S `�P Z STPH�5J�S H §
4 �! #"�2#+1.g"<,=(3.%�!)'.*$K #(�,=�#�-,="<,��39�"%�!)K9H2',=)'.�7I,G�#"%+� #AB+h2; V�#"%�F/%O-,=(8)T73+�:0:5+ > �!),5ep+1.%�!(8)�2#+G�#"%+�)'2;"%+X+�)�/1�!:0�#9%+J73+1.H.%�!:0:5+�9%.M,= d:0(878(3+� R2#+1.�/<O'+�:0(8)'.�2#+1.H78(8)'+ 7

N�"<,=�#O'+1. �-� "*/1+1.*/<O'+�:0(8)'.*�p+� #AB+�)K9 2 9�"%+h2#+�73�!)#N� '+� #"*(8:0�-,=(8"%+ > +�9g)Z?[,QAB�!(8"��-,!.*2#+/1+MSf,=(89�2#+h.%�!:0:5+�9H/1+�)K9�"<,=7 �p� )d+1.%9�2#�!)'/L,=:5+�)'4 
 7I,\2#4sW')#(89�(3�!)R.� #(8A!,=)K9%+ Yr �!(89 F 73+�78(8)'+ 7 N�"<,=�#O'+*2C?  #)'+g.� #e�2;(8AK(3.�(3�!)\2#+ K4
,1AB+1/g73+1.�)'�!9<,=9�(3�!)'.q/�( 7 2#+1.<.� '. �r �!(3+�)K9 mab > mac > mad > mbc > mbd

+�9 mcd
.�( � .<�!:0:5+�9%.T2#+ F

�*r (����! #"V9%�! #9
i < j > 73+\.%�!:0:5+�9 mij

+1.�9M2',=)'. Pij
+�9�AB4�"�(�W-+ dPij

(vij ,mij) − dPij
(vji,mij) ∈

{−1, 0, 1} > ,=73�!"%.��!)T2;(89�$K '+�73+ �.d$7  #�#73+�9 (vab, vac, . . . , vcd,mab, . . . ,mcd) ∈ V 18

+1.�9� #)'+ U HNJ�PRZ 2#+ F
�B! +1.�.%( � .%�!:0:5+�9%. mab > mac > mad > mbc > mbd

+�9 mcd
.Q? (8) 7

9%+�"��#" : 9%+�)K9M/1�!:0:5+X2#+1.�.%�!:0:5+�9%.Hjk�#"%�K/<O'+1.�2#+1.H:0(878(3+� � 2#+1.�/%O'+�:0(8)'.ml Pab > Pac >
Pad > Pbc > Pbd

+�9 Pcd

� � �!(3/�(Z:^,=(8)K9%+�)-,=)&9�73+M73+�:0:5+h�#"�(8)'/�(8�-,=7 Y
���K�a�a���Z���;�	^ E�STU

G
G/IL¤�H[JP� Y�Z `�J�I1`C�B\�HNJ�P SU¥ Z § ^ E�S U F G/I�`�E�GF`P� ¤�H[JP� Y�Z S I ¥�GFS U

¥ Z
G � G/S�Z�`�U GFI_Z `aG1Q�¥�S �.S `aSWE�I IBE�I U H�S �.SWJ�K?Zo¥ Z

K4 § �"I `�GQ�&��E9`&Z
F

¥FZ UVJ�S KTK?Z
P�STI1S P J�K?ZRZ&U�¥ ZRU HNJ�P Z

(vab, vac, . . . , vcd,mab, . . . ,mcd) § ^ E�S U
P

GFId�BK G `^� E�G/H�U
��Y5Z�P�S ID¥ Z

vab

�9Z�Ha`
mab

¥qE�I U;K�Z�`�`�E�P�PRZ�UT`�S IBUk��HaSVZ�G/H ` P J�I � G5Z�I U;UVE�G ` K?Za`
vijJ�G�U H Za` � G1Z vab § ¨ K E�H `J©

�J¦ Z�I1`&Z�PRQ�K?Z
(F\vabPabmab) ∪ P

STI ¥�G/STUiG/IDK S I Z���¤�H[JP� Y�Zb¥�¦ GFI_Z `aG1Q�¥�S �.S `aSWE�I�IBE�I
U H�S �<S J�K?ZX¥ Z

K4
¥ Z UVJ�S KTK?Z@P�STI1S P J�K?Z §

�"I J G/I H���`aG/K UVJ�U0`�S P�STK J�S H ZG��E�G/H3K?Za`T��S I � J�G�U H[Za`T� E�G��BK?Za`
(vij ,mij)

Z&U;K?Za`3`aS#

� E�GQ�BK?Za`

(vji,mij) §
& ')(�*,+�( - � )0�p�! #"�"<,M/1�!)'.� #789%+�"q7I,�W'N� #"%+ *��A6 �-,=NB+ ���.r��&� )0)'�!9%+ F ′ = F\Pab

�
r ( vab = mab > �! \.�( vab

AB�!(89 mab > ,=73�!"%.
7I,H/1�!)'/�78 '.�(3�!)02; J73+�:0:5+g+1.�9
9�"�(8AK(I,=73+�:5+�)K9.<,=9�(3.�SU,=(89%+ �'� )V�p+� #9*2#�!)'/M.� #�#����.%+�"g$K '+ vab
+�9 mab

.%�!)K9*2#+1.g.<�!:0:5+�9%.g2;(3.%9�(8)'/�9%.
+�9�)'�!)d,!2 � ,!/1+�)&9%. > /1+h$K #(C(8:0�#78(3$& '+J+�)��! #9�"%+ mab 6= vba

�
8��P«R^ S K?Za` `�E�P PRZ�UT` STI Uk��H�SVZ�GFHa`X¥ Z

P
P J�I � G5Z�IBU Z�I U S $�H[Z�PRZ�IBU

F ′ ] K JT� E�I ��K G `�S E�I
¥�G K�Z�P�PRZ�Za`�U `�J�U S ` M&J�S U,Z §r �!(89 u 73+J.%�!:0:5+�9�2#+ vab−P−mab

73+G�#78 '.��#"%�K/<O'+J2#+ vab
+�9M, % ,=)&9M2#+1.�AB�!(3.�(8)'.

2',=)'. mab−Pab−vba

�&r �!(89 u′ 73+�AB�!(3.�(8)^2#+ u 2',=)'. mab−Pab−vba
73+��#78 '.��#"%�K/<O'+�2#+

vba

� � 73�!"%. > vab−P−u−u′−Pab−vba
+1.�9� #)V/%O'+�:0(8)�.<,=)'.�/1�!"%2#+�$& '+*7f?@�!)b)'�!9%+ P ′ �� )R/1�!)'.�9<,=9%+L$K '+ V (P ′) ∪ V (F ′) (8)'2; #(89H73+L78(8)'+ 7 N�"<,=�#O'+J2C?  #)'+J.� #e�2;(8AK(3.�(3�!)d)'�!)
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vab

vacvad

vba

vbcvbd

vca

vcb

vcd

vda

vdb

vdc

Pab

Pab

Pcd

Pac

Pbc

Pbd

Pad

P

mab

e1

e2

e3

e4

c1

d1

c2

c3

d2

d3

eifTg"hq*��A6;k
F +�9 P

8 �#"%+� #AB+H2#+ *����.*q=��q! +1.�/<O'+�:0(8)'.�+�)0N�"<,!.�+�9q73+1.q9�"�(I,=)#N�73+1.�N�"�(3.%41.
/1�!)'.�9�(89� '+�)&9�73+h.%�! '. 7 N�"<,=�#O'+h(8)'2; #(89 E 2#4sW')#(`,1A�,=)&9 8V(�=��
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9�"�(8AF(I,=73+�2#+ K4
��> �!)'/ V (P ′)∪V (F ′) ,M #)'+�9<,=(87873+�.� #��4�"�(3+� #"%+H�! 54�N&,=73+ 
 /1+�7873+�2#+

F > /1+G$K #(Z+1.�9�����.%.�(8e#73+h.%+� #73+�:5+�)K9�.�( u = mab
/Q,=" P +1.%9* #)T�#78 '.�/1�! #"�9H/%O'+�:0(8) �

no,=(3.J2',=)'.\/1+b/Q,!. > (V (F ) \ V (vab−Pab−mab) ∪ V (P ) (8)'2; #(89J73+b78(8)'+ 7 N�"<,=�#O'+2C?  #)'+J.� #ep2;(8AF(3.�(3�!)�)'�!)�9�"�(8AK(I,=73+L2#+ K4
2#+h9<,=(87873+G:0(8)#(8:^,=73+ > +�9�7I,0/1�!)'/�78 '.�(3�!)o2; 73+�:0:5+G+1.%9�e#(3+�)�.<,=9�(3.mSf,=(89%+ ��_ +1/�(Z�#"%�! #AB+ 8N�<=��

� )o��+� #9h2#�!)'/0.� #�#�p��.<+�"�7f?@+ � (3.�9%+�)'/1+02C?  #)].%�!:0:5+�9 c1
2#+ P , % ,=)K9L2#+1.�AB�!( 7

.�(8)'.H2',=)'. F ′ > +�9�/%O'�!(3.�(t,= '.%.�(��#"%�F/%O'+L$K '+M����.%.�(8e#73+h2#+ vab

� � )�2#4sW')#(89�2#+h: 2 :5+
d1 > .%�!:0:5+�9M2#+ P , % ,=)K9G2#+1.HAB�!(3.%(8)'.�2',=)'. F ′ > +�9�/<O'�!(3.�(�,= '.%.�(��#"%�F/%O'+\$K '+G����. 7.�(8e#73+02#+ mab

� - �! '.J,=7873�!)'.hAB�!(8"L$K '+\7f?@+ � (3.�9%+�)'/1+02#+0/1+1.L.%�!:0:5+�9%.L+�)K9�"<,��3)'+0 #)'+
/1�!)K9�"<,!2;(3/�9�(3�!) �
8��1«

N(c1)∩V (F ′)
Za`�U�GFI_Z@J�H�
�U,ZL¥FZ

F ′ Z�U
N(d1)∩V (F ′)

Za`�U�GFI_Z@J�H�
�U,ZL¥FZ
F ′

� )T����.%+ H = Pac ∪Pbc ∪ Pbd ∪ Pad

�'� )T.� #�#�p��.<+�2C?[,=e��!"%2T$K '+�73+M.%�!:0:5+�9 c1
,

2#+1.*AB�!(3.%(8)'.H2',=)'.*73+h9�"%�! H
�

� )62#4sW')#(89\2#+� � /%O'+�:0(8)'.02#+ H
Y
Hac = H \ vad

+�9 Had = H \ vac
�t� )

2#4sW')#(89 c2
73+L.%�!:0:5+�9H2#+ Hac

73+M�#78 '.��#"%�F/%O'+J2#+ vac
+�9�AB�!(3.�(8)�2#+ c1

�p� )d2#4sW')#(89
c3

73+].%�!:0:5+�9�2#+ Had
73+o�#78 '.T�#"%�F/%O'+�2#+ vad

+�9TAB�!(3.�(8) 2#+ c1
�*r ( c2 = c3 >,=73�!"%.^7f?@+�)'.%+�:Le#73+ V (H) ∪ V (c2− c1−P −vab)

(8)'2; #(89b #)'+T� % "<,=:0(32#+�2#+d/1�!(8)
c2

+�9�2#+o9�"�(I,=)#N�73+ {vab, vac, vad}
Y  #)'+]/1�!)K9�"<,!2;(3/�9�(3�!) �;> �!)'/ c2 6= c3

�Hr ( c2:^,=)'$K '+ c3 > ,=73�!"%.G�!)�.� #�#����.%+\.<,=)'.M�p+�"�9%+02#+\NB4�)'4�"<,=78(89%4^$& '+ vac > c2 > c3
+�9 vad,=�#�-,="<,=(3.%.<+�)&9�2',=)'.t/1+�9q�!"%2;"%+g.% #" H

� i 9t�!)\AB�!(89
$K '+�73+1.`9�"%�!(3.q/<O'+�:0(8)'. c1−P−vab >
c1−c2−Hac−vac

+�9 c1−c3−Had−vad
(8)'2; #(3.%+�)K9g #)'+�� % "<,=:0(32#+M2#+�/1�!(8) c1

+�9�2#+
9�"�(I,=)#N�73+ {vab, vac, vad}

Y  #)'+0/1�!)K9�"<,!2;(3/�9�(3�!) � > �!)'/\73+0.%�!:0:5+�9 c1
,b���! #"G.%+� #73.

AB�!(3.�(8)'.J2',=)'. H 73+1.L2#+� � .%�!:0:5+�9%. c2
+�9 c3

$K #(�.%�!)&9J+�)c�! #9�"%+^,!2 � ,!/1+�)&9%. �t� )
.� #�#����.%+h.<,=)'.��p+�"�9%+G2#+MNB4�)'4�"<,=78(89%4J$& '+ c2c3

+1.�9* #)'+L,=" 2 9%+L2#+ Pac ∪ Pbc

�
r ( c ����.%. : 2#+ > +�)]�#78 '.G2#+0.%+1.MAB�!(3.�(8)'.L.� #" H > 2#+1.MAB�!(3.�(8)'.L.� #" Pcd > ,=73�!"%.G�!))'�!9%+ c4

73+�AB�!(3.%(8)�2#+ c1
.� #" Pcd

73+��#78 '.��#"%�K/<O'+h2#+ vdc

�;� )�AB�!(89*$& '+�73+1.*/<O'+�:0(8)'.
c1−P −vab > c1−c4−Pcd ∪ Pad

+�9 c1−c2−Hac−vac
(8)'2; #(3.%+�)K9G #)'+X� % "<,=:0(32#+

2#+G/1�!(8) c1
+�9�2#+G9�"�(I,=)#N�73+ {vab, vac, vad}

Y  #)'+G/1�!)K9�"<,!2;(3/�9�(3�!) �B> �!)'/ c1
:^,=)'$K '+

Pcd

�
o (8)-,=73+�:5+�)K9 > .�( c1

AB�!(89\2#+1.X.%�!:0:5+�9%.\2#+ H ,=73�!"%.J(87�)'+^AB�!(89X2#+ F ′ $K Z?  #)'+
,=" 2 9%+ > ,=(8)'.�(*$K '+V73+b�#"%4�AB�!(89 8W6q=���� )6��+� #9\2#�!)'/�.� #�#����.%+�"0$K '+ c1

:^,=)'$& '+ H
�

> ,=)'.�/1+G/Q,!. > 2C?[,=�#" : . 8N�<= > �!)T��+� #9H.� #�#����.%+�"�$K '+ c1
,\2#+1.HAB�!(3.�(8)'.�2',=)'. P ∗

cd

�
r ( c1

)Z?[,]$K Z?  #)�.%+� #7�AB�!(3.%(8) c ∈ Pcd > ,=73�!"%.573+1.V/%O'+�:0(8)'. c− c1 −P −vab >
c−Pcd−vcd ∪Pac

+�9 c−Pcd−vdc ∪Pad
(8)'2; #(3.%+�)K9* #)'+�� % "<,=:0(32#+M2#+M/1�!(8) c +�9*2#+9�"�(I,=)#N�73+ {vab, vac, vad}

Y  #)'+\/1�!)K9�"<,!2;(3/�9�(3�!) � > �!)'/ c1
,b�#78 '.�(3+� #"%.�AB�!(3.�(8)'.h2',=)'.

P ∗
cd

�B� )0)'�!9%+ c2
73+�AB�!(3.�(8)52#+ c1

2',=)'. P ∗
cd
73+��#78 '.t�#"%�F/%O'+�2#+ vcd

+�9 c3
73+�AB�!(3.�(8)52#+

c1
2',=)'. P ∗

cd
73+M�#78 '.��#"%�F/%O'+L2#+ vdc

�-r ( c2
+�9 c3

)'+h.%�!)K9��-,!.H,!2 � ,!/1+�)&9%. > ,=73�!"%.*73+1./<O'+�:0(8)'. c1−P−vab > c1−c2−Pcd−vcd∪Pac
+�9 c1−c3−Pcd−vdc∪Pad

(8)'2; #(3.%+�)K9q #)'+
� % "<,=:0(32#+b2#+0/1�!(8) c1

+�9J2#+\9�"�(I,=)#N�73+ {vab, vac, vad}
Y  #)'+0/1�!)&9�"<,!2;(3/�9�(3�!) � > �!)'/

73+1.�.%�!:0:5+�9%. c2
+�9 c3

.%+�/1�!:0���!"�9%+�)&9�+�)'/1�!"%+�,=(8)'.�(-$K '+�7f?[,=)#)'�!)'/1+ 8W6q=�� ! ,G�#"%+� #AB+
���! #" d1

+1.�9�.�(8:0(87I,=(8"%+ ��_ +1/�(Z�#"%�! #AB+ 8W6q=��
� )L)'�!9%+�2#�!)'/ c2, c3

73+1.�2#+� � AB�!(3.�(8)'.`2#+ c1
2',=)'. F ′ > +�9 d2, d3

73+1.`2#+� � AB�!(3.�(8)'.
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2#+ d1
2',=)'. F ′ � � A!,=)K9�2#+L�p�! #"%.� #(8AF"%+ > (87�Sf,= #9HAB4�"�(�W-+�"h$K '+G73+1.�78(8)'+ 7 N�"<,=�#O'+1.h$& '+)'�! '.H,=7873�!)'.�9�"%�! #AB+�"�)'+L2#4�NB4�) : "%+�)&9H�-,!.H+�) L(K4)

Y
8���«�^ E�S U

J
G/I `&E�GF`P��¤�HNJP�BY�Z\¥ Z

F ′ ∪ P � GFS"Za`�U K�ZpK S I Z���¤�H[JP� Y�Z\¥`¦ G/I Z `aG1Q�¥�S �.S `aSWE�I
$& '+�73/1�!)'$K '+ ¥ Z K4 § ^ S0K%¦ G/I�¥ Za`nU HaSWJ�IK¤�K�Za`�¥ Z

J
� E�IBU SWZ�IBU

c1
] J�K�E�Ha`

J
Za`�U IBE�I

U HaS �.SWJ�K §
i )6NB4�)'4�"<,=7 > ���! #"XAB4�"�(�W-+�"5$& Z?  #) 78(8)'+ 7 N�"<,=�#O'+ J 2C?  #)'+�.� #e�2;(8AK(3.%(3�!) 2#+ K4

+1.�9
)'�!)R9�"�(8AF(I,=7 > (87q.� ��59h2#+JAB4�"�(�W-+�"G$K '+ J ����.%. : 2#+X #)]/1�!(8)o$K #(t)Z?[,=�#�-,="�9�(3+�)&9L$K Z? 

 #)a.%+� #7�9�"�(I,=)#N�73+V2#+5e-,!.<+52#+ J

�
_ ?@+1.�9Je#(3+�)a73+b/Q,!.G(3/�( Y J )'+5��+� #9L�-,!. 2 9�"%+573+
78(8)'+ 7 N�"<,=�#O'+�2#+ K4

/Q,=" c1
)'+���+� #9g,=�#�-,="�9%+�)#(8"�$& Z? 
  #)b.%+� #7-9�"�(I,=)#N�73+�2#+ J

�5_ +1/�(
�#"%�! #AB+ 8W�q=��
8��!« �iIc�5Z�G/U `aG��B��E�`&Z�H � G5Z c2c3

Z�`�U GFI Z J�H�
�U,Zo¥FZ
Pac

Z�U
d2d3

G/I Z J�H�
�U,Zo¥ Z
Pcb ∪ Pbd §r ( c2c3

+1.�9` #)'+g,=" 2 9%+g2#+ Pcd > ,=73�!"%.
7f?@+�)'.%+�:Le#73+ V (c1−P−vab)∪V (Pac)∪V (Pad)∪
V (Pcd)

(8)'2; #(89*73+�78(8)'+ 7 N�"<,=�#O'+G2C?  #)'+M.� #ep2;(8AF(3.�(3�!)�e#(8�-,="�9�(3+h2#+ K4
2#+�9<,=(87873+h.�9�"�(3/ 7

9%+�:5+�)&9�(8);S 4�"�(3+� #"%+ 
 /1+�7873+X2#+ F > $& #(
+1.�9�)'�!) 7 9�"�(8AF(I,=73+X2C?[,=�#" : . 8W�q=hY  #)'+J/1�!)K9�"<, 7
2;(3/�9�(3�!) �-r ( c2c3

+1.�9� #)'+M,=" 2 9%+h2#+ Pbc > ,=73�!"%.*7f?@+�)'.%+�:Le#73+ V (c1−P−vab)∪ V (F ′)(8)'2; #(89h73+\78(8)'+ 7 N�"<,=�#O'+^2C?  #)'+5.� #e�2;(8AF(3.�(3�!)oe#(8�-,="�9�(3+52#+ K4
2#+\9<,=(87873+0.�9�"�(3/�9%+�:5+�)K9

(8);S 4�"�(3+� #"%+ 
 /1+�7873+L2#+ F > $& #(Z+1.%9*)'�!) 7 9�"�(8AK(I,=73+J2C?[,=�#" : . 8W�q=MY  #)'+G/1�!)K9�"<,!2;(3/�9�(3�!) �
> �!)'/ c2c3

+1.�9� #)'+\,=" 2 9%+L2#+ Pac ∪ Pad

� � )d:5�!)K9�"%+J2#+L: 2 :5+J$K '+ d2d3
+1.�9

 #)'+�,=" 2 9%+�2#+ Pbc ∪ Pbd

��4 ,="b. % :54�9�"�(3+T+�95.<,=)'.0��+�"�9%+�2#+�NB4�)'4�"<,=78(89%4 > �!) �p+� #9
.� #�#�p��.<+�"�$& '+ c2c3

+1.�9* #)'+L,=" 2 9%+G2#+ Pac
�d_ +1/�(Z�#"%�! #AB+ 8T�F=��

� )a.� #�#����.%+0.<,=)'.h��+�"�9%+52#+0NB4�)'4�"<,=78(89%4b$& '+ vac > c2 > c3
+�9 vad

,=�#�-,="<,=(3.%.<+�)&9
2',=)'.H/1+�9��!"%2;"%+J.� #" H

� � )�.% #�#�p��.%+L4�N&,=73+�:5+�)&9h$& '+ d2 > d3
+�9 vad

,=�#�-,="<,=(3.%.<+�)&9
2',=)'.�/1+�9H�!"%2;"%+G.� #" H

�
8��s«

c1
Z�U

d1
`&E�I Ug¥ Za`@`�E�P PRZ�UT`L¥�S `�U STI �&UT`pZ�U IBE�I�JB¥��&JB� Z�IBUT` §4 ,=" 8W6q= +�9 8T�F= > �!) .<,=(89G$& '+ c1

+�9 d1
.%�!)K9J2;(3.�9�(8)'/�9%. �`r ( c1

AB�!(89 d1 > ,=73�!"%.G7f?@+�) 7.%+�:Le#73+ {c1, d1} ∪ V (H ′) (8)'2; #(89� #)d78(8)'+ 7 N�"<,=�#O'+L2C?  #)'+J.� #e�2;(8AK(3.�(3�!)de#(8�-,="�9�(3+L2#+
K4

2#+M9<,=(87873+h.�9�"�(3/�9%+�:5+�)&9�(8);SU4�"�(3+� #"%+ 

F > $& #(C+1.�9�)'�!) 7 9�"�(8AF(I,=73+G2C?[,=�#" : . 8W�q=�Y  #)'+

/1�!)&9�"<,!2;(3/�9�(3�!) �C� )�.<,=(89H2#�!)'/G$K '+ c1
:^,=)'$& '+ d1

��_ +1/�(Z�#"%�! #AB+ 8Wjq=��
� )T)'�!9%+G,=73�!"%. e1

73+h.<�!:0:5+�9�2#+ c1−P−vab
, % ,=)&9H2#+1.*AB�!(3.%(8)'.�2',=)'. (mab−

Pab−vab)
∗ > +�9M/%O'�!(3.�(�,= '.%.�(`�#"%�K/<O'+\$& '+J�p��.<.�(8e#73+L2#+ c1

��� )R)'�!9%+ e4
73+X.%�!:0:5+�9

2#+ d1−P−mab
, % ,=)K9g2#+1.�AB�!(3.�(8)'.�2',=)'. (mab−Pab−vab)

∗ > +�9�/<O'�!(3.�(p,= '.<.�('�#"%�F/%O'+$& '+L�p��.%.%(8e#73+J2#+ d1
�C� )R/<O'�!(3.�(89M,=73�!"%. e2

2',=)'. (mab−Pab−vab)
∗ > AB�!(3.�(8)R2#+ e1 >+�9 e3

2',=)'. (mab−Pab−vab)
∗ > AB�!(3.�(8)�2#+ d1

�5! +1.H.%�!:0:5+�9%. e2
+�9 e3

.%�!)&9H/<O'�!(3.�(3.
,= '.%.�(C�#"%�F/%O'+1.H$K '+M����.%.�(8e#73+M7f?  #)d2#+M7f?[,= #9�"%+ �
8��P«

e1 6= vab §r (8)'�!) > 73+1.M/<O'+�:0(8)'. vab−P −c1 > vab−vac−Pac−c2
+�9 vab−Pab−e3−e4−P −

d1−d2−Hac−c3
S �!"�:5+�)K9* #)'+�� % "<,=:0(32#+h2#+�/1�!(8) vab

+�9�2#+�9�"�(I,=)#N�73+ {c1, c2, c3}
�

_ +1/�(Z�#"%�! #AB+ 8W*q=��



�.6�6 � ���������
	������ ��	 	�� � ���R���T�M��	H� � 	����������#�F��� � �

! +1.�/�"�(89 : "%+1.��p�! #"H73+G/%O'�!( � 2#+1.�.%�!:0:5+�9%.�/�( 7 ,=�#" : .�(8:0�#78(3$K '41. > 73+1.H�#"%�!�#"�(34�9%41.8Wjq= +�9 8W*q= +�9�73+*Sf,=(89 > .�(8N�)-,=734�+�)^2#4�e# #9g2#+��#"%+� #AB+ > $K '+ mab
+�9 vba

.<�!)&9�2;(3.%9�(8)'/�9%. >:5�!)K9�"%+�)&9M$& '+ c1−P−e1−e2−Pab−e3−e4−P−d1
+1.%9� #)d/%O'+�:0(8)R2#+ G 2#�!)K9

73+1.�.%�!:0:5+�9%.�(8)K9%4�"�(3+� #"%.�:^,=)'$K '+�)&9 F ′ �K� )^)'�!9%+�/1+H/%O'+�:0(8) P ′ �F� )^/1�!)'.�9<,=9%+H$K '+
7f?@+�)'.%+�:Je#73+ E = V (P ′) ∪ V (F ′) (8)'2; #(89G73+078(8)'+ 7 N�"<,=�#O'+b2C?  #)'+5.� #e�2;(8AK(3.%(3�!)])'�!)9�"�(8AF(I,=73+G2#+ K4

8 )'�!)d9�"�(8AK(I,=73+h�-,=" 8W�q=[=��
8��m« ��JRUVJ�S KTK�ZJ¥ Z

E
Za`�U `�U H�S �.U,Z�PRZ�I U S I.MQ��H�SWZ�GFH Z �RK�J3UVJ�S KTK?ZL¥ Z

F §
� 7�.� ��59�2#+G:5�!)&9�"%+�"M$K '+G73+1.H.%( � /<O'+�:0(8)'.M2#+he-,!.%+L2#+ E �!)K9�.�9�"�(3/�9%+�:5+�)K9�:5�!(8)'.
2C?[,=" 2 9%+1.�$& '+h73+1.H.�( � /<O'+�:0(8)'.�2#+Ge-,!.%+h2#+ F

� � )T)'�!9%+ α 73+h)'�!:Je#"%+L2C?[,=" 2 9%+1.�2; 
/<O'+�:0(8) vab−Pab−mab

� � )d)'�!9%+ β 73+G)'�!:Je#"%+J2C?[,=" 2 9%+1.�2#+ vba−Pab−mab

� � )
)'�!9%+ δ 73+M)'�!:Le#"%+J2#+1.�,=" 2 9%+1. e 2#+ F ′ ,=�#�-,="�9%+�)-,=)K9 
 2#+1.�/<O'+�:0(8)'.�2#+Me-,!.<+ F

�
! +G)'�!:Le#"%+J2C?[,=" 2 9%+1.�2#+1.�/%O'+�:0(8)'.�2#+ E +1.%9�(8);S 4�"�(3+� #"��! d4�N&,=7 
 δ + 2α − 3

�
_ +�9�9%+Xe��!"�)'+X/1�!"�"%+1.%�p�!)'2],= o�#(8"%+\2#+1.�/Q,!. > /1+�78 #(q��� e4

+�9 mab
.%�!)&9h/1�!);SU�!)'2; '. >���5(87p+ � (3.%9%+* #)5 #)#(3$K '+�.%�!:0:5+�9�2#+ Pab

+�)&9�"%+ c1
+�9 d1 > ��� e1

AB�!(89 vab > ��� e2
AB�!(89

vab
+�9g��� P +�9 vab−Pab−mab

.%�!)&9�2#+�: 2 :5+H73�!)#N� '+� #" ��> ,=)'.�/1+�/Q,!. > 73+�)'�!:Je#"%+2C?[,=" 2 9%+1.�2; d/%O'+�:0(8)R2#+ E ,=787I,=)&9�2#+ c1



d1
+1.�9*e#(3+�)�4�N&,=7 
 2α − 3

�
! +�)'�!:Le#"%+*2C?[,=" 2 9%+1.q2#+1.q/%O'+�:0(8)'.�2#+ F +1.�9t4�N&,=7 
 α+β+δ = 2α−ε+δ ,1AB+1/

ε ∈ {0, 1} /Q,=" > 2C?[,=�#" : .H7I,^2#4sW')#(89�(3�!)�2#+ mab > (87`+ � (3.�9%+ ε 9%+�7
$& '+ α = β + ε
�'i 9

2#�!)'/H73+�)'�!:Le#"%+�2C?[,=" 2 9%+1.g2#+1.�/<O'+�:0(8)'.�2#+He-,!.%+�2#+ E +1.�9�.%9�"�(3/�9%+�:5+�)&9g(8);S 4�"�(3+� #" 

/1+�78 #(p2#+1.�/%O'+�:0(8)'.g2#+*e-,!.%+H2#+ F

�q> �!)'/*7I,M9<,=(87873+�2#+ E +1.%9�.�9�"�(3/�9%+�:5+�)&9g(8);SU4�"�(3+� #"%+
 /1+�7873+G2#+ F
�d_ +1/�(Z�#"%�! #AB+ 8V(�=��

- �! '.H,="�"�(8AB�!)'.�2#�!)'/ 
  #)'+h/1�!)&9�"<,!2;(3/�9�(3�!) �
2

� )���+� #9�:^,=(8)&9%+�)-,=)&9�2#�!)#)'+�"* #)�,=78NB�!"�(89�O#:5+h2#+�2#4�9%+1/�9�(3�!)�2#+1.�78(8)'+ 7 N�"<,=�#O'+1.
2#+�.� #e�2;(8AK(3.%(3�!) )'�!) 9�"�(8AF(I,=73+�2#+ K4

2',=)'.\73+1.\N�"<,=�#O'+1.0.<,=)'.\� % "<,=:0(32#+ �q� 7�Sf,= #9
)'�!9%+�"h$K '+X/1+�9�9%+X"%+1.�9�"�(3/�9�(3�!)a,= � .� #ep2;(8AF(3.�(3�!)'. IBE�I U HaS �.SWJ�K�Z�` )Z?@+1.�9h,= '/� #)'+�:5+�)&9
(8)'2;(3.���+�)'.<,=e#73+o���! #"T$& '+R7f?[,=78NB�!"�(89�O#:5+oSU�!)'/�9�(3�!)#)'+]/1�!"�"%+1/�9%+�:5+�)&9 �;- �! '.�,QAB�!)'.
/<O'�!(3.�(g/1+b���!(8)&9\2#+5AF '+5"%+1.�9�"�(3/�9�(�SH���! #"L���! #AB�!(8"JSU,!/�(873+�:5+�)K9X9�"<,=(89%+�"\+�)'.� #(89%+b73+1.
78(8)'+ 7 N�"<,=�#O'+1.�2#+h.� #e�2;(8AK(3.�(3�!) Q�S[��J�H�U SVZ 2#+ K4

8 "<,=�#�p+�73�!)'.H$& '+ K4
+1.�9* #)TN�"<,=�#O'+

$K '+�73$& '+G�p+� T�-,=9�O'�!73�!N�(3$K '+ > +�)�/1+h$& Z? (87�+1.%9*7I,0.%+� #73+G.� '2;(8AF(3.�(3�!)�)'�!)de#(8�-,="�9�(3+L2#+
K4

2#�!)&9�73+h78(8)'+ 7 N�"<,=�#O'+J+1.�9�2#+ 
�+�"�NB+ > AB�!(8"�W'N� #"%+ ���Ar �-,=NB+ �<(�=��

 ������� ��� � �a�d�C� � �

����� '�� (�� l )TN�"<,=�#O'+ G .<,=)'.*� % "<,=:0(32#+ �
��� ' � f (�� r ( 73+�N�"<,=�#O'+M+1.�9�.P,=)'.�78(8)'+ 7 N�"<,=�#O'+M2#+�.� #e�2;(8AK(3.�(3�!)V)'�!)V9�"�(8AK(I,=73+M2#+

K4
Y j 4 ,!.M2#+ ! � r/- � � � l �Zr (8)'�!) > 7f?[,=78NB�!"�(89�O#:5+L"%+�9%�! #"�)'+X #)�78(8)'+ 7 N�"<,=�#O'+2#+h.� #ep2;(8AF(3.�(3�!)�)'�!)T9�"�(8AF(I,=73+G2#+ K4

�
�! #"%$ * " �k�_ �!)'.�(32#4�"%+�"*.� '/1/1+1.%.�(8AB+�:5+�)K9*9%�! '.g73+1. �.d$7  #�#73+�9%. (vab > vac > . . . > vcd > mab >

. . . > mcd) ∈ V 18 �_ ,=73/� #73+�"��p�! #"�9%�! #9 i ∈ {a, b, c, d} +�9g9%�! #9 j ∈ {a, b, c, d} 9%+�7p$K '+ i < j #)^�#78 '.�/1�! #"�9g/<O'+�:0(8) Pij
2#+ vij

AB+�"%. mij
2#�!)&9g73+1.�.%�!:0:5+�9%.�(8)&9%4�"�(3+� #"%.

:^,=)'$& '+�)K9L73+0"%+1.%9%+52; �.d$7  #�#73+�9 > +�9L #)��#78 '.L/1�! #"�9L/<O'+�:0(8) Qij
2#+ vji



�������T� ���
� � �
�%	�� �M� �)	5�t���%��	���������� �.6��

AB+�"%. mij
2#�!)&9*73+1.*.%�!:0:5+�9%.�(8)K9%4�"�(3+� #"%.�:^,=)'$K '+�)&9*73+M"%+1.�9%+M2; �.d$7  #�#73+�9 �r ( ∪i,j(V (Pij)∪ V (Qij))

(8)'2; #(89*73+�78(8)'+ 7 N�"<,=�#O'+L2C?  #)'+h.� #ep2;(8AF(3.�(3�!)�)'�!)
9�"�(8AF(I,=73+�2#+ K4 > ,=73�!"%.�.%9%�K/ �B+�"�/1+*.%�! '. 7 N�"<,=�#O'+�+�)0:54�:5�!(8"%+�+�9�/1�!)'.�(32#4�"%+�"73+1. �.d$7  #�#73+�9%.�.� #(8A!,=)K9%. �k uH+�9%�! #"�)'+�"�7f?  #)^2#+1.�.<�! '. 7 N�"<,=�#O'+1.�.�9%�F/��B41.�2#+*9<,=(87873+�:0(8)#(8:^,=73+ �;r ( ,= '/� #)�.d$7  #�#73+�9�)Z?[,G2#�!)#)'4�2#+H78(8)'+ 7 N�"<,=�#O'+M2#+�.� #ep2;(8AF(3.�(3�!)V)'�!)^9�"�(8AF(I,=73+�2#+ K4 >"%+�9%�! #"�)'+�"*j 4 ,!.H2#+ ! � r/- � � � l �

� ��
 & " (
� f�� ���
O(n20)

�

& ')( *,+�( - r ( G +1.%9V.<,=)'.b78(8)'+ 7 N�"<,=�#O'+o2#+�.% #ep2;(8AF(3.�(3�!) )'�!) 9�"�(8AF(I,=73+�2#+ K4 >,=73�!"%.G(87�+1.%9L/�7I,=(8"J$K '+57f?[,=78NB�!"�(89�O#:5+b)Z?@+�)a9�"%�! #AB+^�-,!.J+�9L$K Z? (87�"%+�9%�! #"�)'+5j 4 ,!.J2#+! � r/- � � � l �
r ( G /1�!)&9�(3+�)&9M #)�78(8)'+ 7 N�"<,=�#O'+\2C?  #)'+J.� #ep2;(8AF(3.�(3�!)�)'�!) 7 9�"�(8AK(I,=73+X2#+ K4 > ,=73�!"%.

G +�)d/1�!)&9�(3+�)K9H #)d2#+M9<,=(87873+L:0(8)#(8:^,=73+ > $& '+G7f?@�!)T)'�!9%+ F
�

�  #)'+b/1+�"�9<,=(8)'+V4�9<,=�p+ > 7f?[,=78NB�!"�(89�O#:5+�/1�!)'.�(32 : "%+b #) �.d$7  #�#73+�9 (vab > vac > . . . >
vcd > mab > . . . > mcd) ∈ V 18 > $& #(�+1.�9X #)'+^9�"<,=:5+�2#+ F

�L- �!9%�!)'.\$K '+^73+1.X2#�! �Q+
�#78 '.*/1�! #"�9%.*/%O'+�:0(8)'.*"%+1/<O'+�"%/%O'41.��-,="�7f?[,=78NB�!"�(89�O#:5+G+ � (3.�9%+�)K9 �/4 ,="�2#�! �Q+G,=�#�#78(3/Q, 7
9�(3�!)'.�/1�!)'.%41/� #9�(8AB+1.h2; �73+�:0:5+ *����.* > �!)RAB�!(89�$K '+ ∪i,j(V (Pij) ∪ V (Qij))

+1.%9H #)
78(8)'+ 7 N�"<,=�#O'+T2C?  #)'+V.% #ep2;(8AF(3.�(3�!)6)'�!)69�"�(8AK(I,=73+�2#+ K4

2#+^9<,=(87873+�:0(8)#(8:^,=73+ ��> �!)'/
7f?[,=78NB�!"�(89�O#:5+\"%+�9%�! #"�)'+0/1+X.<�! '. 7 N�"<,=�#O'+ > �! o�p+� #9 7,2 9�"%+\ #)�,= #9�"%+\.%�! '. 7 N�"<,=�#O'+02#+: 2 :5+h9<,=(87873+G+�9H, % ,=)K9H73+1.*: 2 :5+1.�/1�!(8)'. �

> ,=)'.\73+^�#(8"%+T2#+1.\/Q,!. > 9%+1.�9%+�"\9%�! '.\73+1. �.d$7  #�#73+�9%.0)'41/1+1.%.%(89%+ O(n18) 4�9<,=��+1. �_ ,=73/� #73+�"�73+1.��#78 '.M/1�! #"�9%.�/<O'+�:0(8)'.M+�9�AB4�"�(�W-+�"M$& '+L73+J.<�! '. 7 N�"<,=�#O'+J�!e#9%+�)K ]+1.�9H73+
78(8)'+ 7 N�"<,=�#O'+�2#+*.� #e�2;(8AK(3.�(3�!)\e#(8�-,="�9�(3+�2#+ K4

�#"%+�)'2 O(n2) 4�9<,=��+1. ��> �!)'/ > ,= 0�#(8"%+ >7f?[,=78NB�!"�(89�O#:5+L.%+M9%+�"�:0(8)'+G+�) O(n20) 4�9<,=�p+1. � 2

- �! '.D�p�! #AB�!)'. :^,=(8)&9%+�)-,=)&9 2#�!)#)'+�"  #) ,=78NB�!"�(89�O#:5+�2#4�9%+1/�9<,=)&9�73+1.D78(8)'+ 7
N�"<,=�#O'+1.H2#+h.� #e�2;(8AK(3.%(3�!) Q�S[�5J�H�U SVZ 2#+ K4

2',=)'.H73+1.*N�"<,=�#O'+1.H.<,=)'.�9�"%�! '.*(8:0�-,=(8"%. �


 ����������� � ���d�Z� � �

� ��� '�� ( � l )TN�"<,=�#O'+ G .P,=)'.*9�"%�! �(8:0�-,=(8" �
��� ' � f (�� r (M73+RN�"<,=�#O'+]+1.�9T.<,=)'.V78(8)'+ 7 N�"<,=�#O'+�2#+o.� #e�2;(8AK(3.�(3�!) e#(8�-,="�9�(3+]2#+

K4
Y j 4 ,!.�2#+ ! � r 
 � � l �Fr (8)'�!) > 7f?[,=78NB�!"�(89�O#:5+�"%+�9%�! #"�)'+H #)b78(8)'+ 7 N�"<,=�#O'+�2#+.� #e�2;(8AK(3.�(3�!)de#(8�-,="�9�(3+G2#+ K4

2#+h9<,=(87873+G:0(8)#(8:^,=73+ �
�� #" $ * " � iL� 41/� #9%+�"�7f?[,=78NB�!"�(89�O#:5+ *����<(/�
� ��
 & " (
� f�� ���

O(n20)
�

& ')( *,+�( - > ?[,=�#" : .M73+X73+�:0:5+ *������ �!)].<,=(89h$& '+ > 2',=)'. G > 73+1.M78(8)'+ 7 N�"<,=�#O'+1.G2#+.� #ep2;(8AF(3.�(3�!) IBE�I'� U H�S �<S J�K?Za` 2#+ K4
.%�!)K9L+ � ,!/�9%+�:5+�)K9J73+1.G78(8)'+ 7 N�"<,=�#O'+1.J2#+5.% #ep2;( 7

AK(3.�(3�!) Q�S[��J�H�U SVZ 2#+ K4
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