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Introduction

Soient X et Y, deux variables aléatoires réelles. Dans le but d’expliquer la variable Y a
partir de la variable X, il est courant que le statisticien ou la statisticienne propose d’ajuster
un modéle. Cependant, il ou elle doit s’assurer de la validité du modéle proposé. Pour ce
faire, il ou elle cherchera a ajuster le modéle a un échantillon (X;,Y;);=1, . de copies du
couple de variables (X,Y’) de départ. Par exemple, choisissons comme modéle de référence

le modeéle de régression :
Yi=9(X;,0) + o(X))e;,i =1,...,n. (1)

Le fait de proposer un tel modéle nous améne & émettre un certain nombre d’hypothéses.
Certaines, par exemple, s’articulent autour de la forme fonctionnelle de la quantité g(.,0).
D’autres sont relatives a la forme fonctionnelle de la quantité o(.) et on doit aussi s’inter-
roger quant a la distribution asymptotique du terme ¢;. D’autres questions relatives a ce
modeéle se profilent aussi rapidement. On peut notamment s’interroger sur ’exactitude de
I’additivité du terme d’erreur mais aussi sur la distribution de probabilité de la variable
X et surtout de son indépendance avec le terme €. En pratique, toutes ces hypothéses ont
une certaine importance sur la qualité du modéle proposé et la non validation de I'une
ou l'autre de ces hypothéses pourrait rendre le modéle complétement incongru. Il est donc
nécessaire de développer des méthodes permettant d’asseoir la validité du modéle par rap-
port & I’échantillon considéré afin de pouvoir I'utiliser par la suite avec un certain degré de

confiance.

Les méthodes statistiques mises en place pour répondre a ce genre de demande sont les
tests d’adéquation. De nombreux tests ont déja été proposés dans la littérature pour assurer
la validité de la plupart des hypothéses sous jacentes a 'utilisation du modéle (1). Mais
tous ces tests sont “directionnels”, dans le sens ou ils permettent de ne tester qu'un seul
aspect a la fois du modéle considéré. De plus, leur mise en place nécessite souvent la validité
de certaines des autres hypothéses. Les procédures permettant d’asseoir complétement un
modéle statistique comme celui de (1) sont donc de ce fait assez lourdes et il n’est donc pas
déraisonnable de songer & mettre en place un test plus global qui permettrait de valider
d’un seul coup la structure du modéle considéré. L’objet de cette thése, qui s’articule autour

de 6 chapitres, est le développement et I’étude d'un tel test.



Le premier chapitre de ce travail est consacré a la mise en place de la procédure de
test d’adéquation qui va permettre de tester globalement toutes les hypothéses associées au
modeéle considéré. On utilise pour cela une quantité qui permet de capter toute I'information
contenue dans le modéle proposé et d’expliquer globalement la variable Y en fonction de
la variable X. Il s’agit de la fonction de répartition conditionnelle de Y sachant {X = z}
donnée par

Fylz) = P(Y < y|X ==z). (2)

Si le modéle est exact, la fonction de répartition conditionnelle prendra une certaine
valeur Fy(y|z) et le probléme de valider ce modéle se raméne alors & considérer le test de
I’hypothése nulle :

Hy: Plylz) = Fylla). (3)

Dans ce travail, nous proposons donc de construire un test global basé sur cette fonc-
tion de répartition. Notre approche s’appuie sur ’article précurseur de Bickel et Rosenblatt
(1973), dont les idées ont été exploitées par de nombreux auteurs dont, entre autres, Hardle
et Mammen (1993) ou bien encore Alcala et al. (1999).

Notre test est basé sur une “opposition” standard qui consiste a comparer un estimateur
non paramétrique de F(y|z) a sa valeur supposée Fy(y|z) et a rejeter ’hypothése nulle
(3) si la “distance” entre ces deux quantités dépasse un seuil critique. Ici, I'estimateur non
paramétrique sera basé sur I'approche polynémiale locale, déja étudiée par Fan et Gijbels
(1996) dans un contexte de régression. On propose aussi d’utiliser une “distance” de type

Cramér-von Mises (Cramér, 1928 et von Mises, 1941) généralisée comme statistique de test.

Le reste de la thése s’articule de la maniére suivante. Dans la premiére partie, on se place
dans le cas ot la distribution a tester sous ’hypothése nulle (3), soit Fy(y|z), est entiérement
spécifiée. Ce cas est certes peu courant en pratique mais il permet d’obtenir plus commodé-
ment certains résultats asymptotiques. On considére au Chapitre 2 le cas particulier ol la
fonction de répartition conditionnelle F(y|z) est un polynéme de degré fixé en z. Dans ce
contexte, on propose une décomposition de la statistique de test qui va permettre de mettre

en exergue une U-statistique dont les propriétés asymptotiques nous aident & déduire une



région critique pour I’hypothése nulle considérée. Dans le troisiéme chapitre, on généralise
ces résultats au cas ou la fonction de répartition conditionnelle supposée sous I’hypothése
nulle est une fonction plus générale. Moyennant quelques hypothéses supplémentaires sur
I’estimation de la fonction de répartition, on obtient le méme comportement asymptotique

du test que dans le cas précédent.

Dans la deuxiéme partie de ce travail, on étend les résultats asymptotiques de la pre-
miére partie au cas ou la fonction de répartition supposée sous I’hypothése nulle contient
un certain nombre de paramétres inconnus. Ce cas de figure est beaucoup plus proche du
contexte pratique dans lequel on rencontre ce type de modéle. On propose dans le Chapitre
4 une nouvelle décomposition de la statistique de test qui va permettre, en utilisant entre
autres les résultats de la premiére partie, de déterminer une région critique pour ce nouveau

genre d’hypothéses.

L’existence de plusieurs tests d’adéquation pour un méme modéle pose la question pa-
ralléle de savoir si 'un d’eux se comporte mieux suivant un critére donné. Un des critéres
les plus répandus est la puissance. Les études par simulations ne représentent qu’une image
partielle de la puissance des tests et de ce fait, on propose, dans le Chapitre 5, d’en faire une
étude plus fine par le biais de la puissance asymptotique locale. Celle-ci passe par I’étude du
comportement asymptotique de notre test sous des suites d’alternatives contigiies, que ’on
introduit au Chapitre 5. Enfin, I’ensemble des résultats obtenus dans ce travail est influencé
par un certain nombre de paramétres. Cela nous améne a discuter au Chapitre 6 de critéres
de choix de ces divers paramétres qui interviennent implicitement ou explicitement dans
I’expression de la statistique de test. On y propose en particulier un critére de choix de la
fenétre d’ajustement qui, comme plusieurs auteurs ’ont déja noté dans d’autres contextes,

joue un role important.

Ce travail se termine par un résumé des différents résultats obtenus et par la présentation

de quelques pistes de recherches futures.



Chapitre 1

Test d’adéquation pour une fonction de
répartition conditionnelle

1.1 Introduction

Soit (X,Y), un couple de variables aléatoires & valeurs dans IR2. Pour étudier la rela-
tion liant X a Y, il est courant d’utiliser la “fonction de régression” définie par 1’espérance
conditionnelle de Y sachant {X = z} et dénotée E(Y|X = z). Cette fonction de régression

est un résumé pratique de l'effet de X sur le comportement de Y.

Une autre quantité, toute aussi intéressante et contenant, elle, toute I'information liant

X A'Y est la fonction de répartition conditionnelle de Y sachant {X = z}, dénotée par
Plyle) = P(Y < y|X = a). (L.1)

L’intérét de cette fonction provient du fait que la plupart des quantités statistiques utili-
sées en pratique pour comprendre la relation liant X et Y sont des fonctionnelles de cette
fonction de répartition conditionnelle : outre I'espérance conditionnelle déja évoquée, citons
la médiane conditionnelle et plus généralement les quantiles conditionnels, ou encore la va-

riance conditionnelle pour n’en donner que quelques unes.

De nombreuses procédures statistiques se basent sur I’hypothése que la loi de Y sachant
X provient d’une certaine distribution. Par exemple, un modéle statistique courant est celui

du modéle de régression

Y =m(X) + o(X)e,
ot E(e) =0 et Var(e) = 1. Supposons € indépendant de X, entrainant alors

m(z) = E(Y|X = :c),az(:r:) =Var(Y|X = z).

4
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On suppose aussi trés souvent en pratique que € ~ N (0, 1), la loi Normale d’espérance 0 et
de variance 1. Si, en plus, on suppose m(z) = By + B1z et o%(z) = o2, on obtient alors le

modeéle de régression linéaire simple
LY|X =z) =N (B + Bz, 0%), (1.2)

ot L(Y|X = z)! désigne la loi conditionnelle de Y étant donnée X. Ce modéle est d’une
grande importance dans les applications de la statistique et au fil des ans, on a mis au
point une multitude de méthodes statistiques pour estimer et tester ses paramétres. Ces
méthodes reposent plus ou moins lourdement sur les suppositions qui sont faites. Il semble
donc important de pouvoir valider ces suppositions a I'aide d’un test. On appelle ce type

de procédure statistique un test d’adéquation.

Pour ce faire, une approche consiste a vérifier chacune de ces suppositions individuelle-
ment en s’appuyant sur un échantillon (Xi,Y7),...,(X,,Y,), de n copies indépendantes de
(X,Y). Par exemple, pour le modéle (1.2), on pourrait d’abord vérifier la normalité de € par
I'un ou lautre des tests qui ont été développés a cet effet (D’Agostino et Stephens, 1986,
Templet, 1995). On pourrait ensuite tester la linéarité de m(z), encore la par 'un ou l’autre
des tests congus a cette fin (Hardle et Mammen, 1993, Alcala et al., 1999). Il conviendrait
aussi de s’assurer que 0%(z) = o en utilisant par exemple le test de Liero (2003). On devra
par la suite tester I'indépendance entre X et €. Ici, le probléme est déja plus difficile étant
donné que € est inobservable et & notre connaissance, il n’existe pas de test pour ce pro-
bléme. Enfin, il faudra s’assurer de I'additivité du terme d’erreur, supposition pour laquelle

il n’existe pas non plus de procédure, a notre connaissance.

Dans ce travail, on va développer une approche plus globale ot toutes les hypothéses faites
dans le but d’obtenir un modéle pour F(y|z) sont testées simultanément. Plus précisément,
le probléme dont nous allons traiter est de construire un test pour valider ou infirmer
I’hypothése nulle :

Hy: Fylz) = Fo(ylz)  V(z,y), (1.3)

ou Fy(y|z) est la fonction de répartition conditionnelle correspondant au modéle supposé,

par exemple dans le modéle (1.2), la fonction de répartition d'une N (By + Bz, 0?).

En général Fy(y|z) fait intervenir un certain nombre de paramétres. Dans 1’exemple
(1.2), ces paramétres sont les quantités 3y, 31 et o%. Pour le test de (1.3), il arrive de rares

cas ol on peut supposer que ces paramétres sont connus, auquel cas Fy(y|z) de (1.3) est

!L’existence de la loi conditionnelle de Y étant donnée X est due au Théoréme de Jirina (Dudley, 1989).



1.1 Introduction 6

dite entiérement spécifiée parce que tous les paramétres sont donnés. Mais généralement en
pratique ces paramétres sont inconnus. Si on rassemble ces paramétres inconnus dans un
vecteur 6 appartenant a un espace paramétrique © et si on réécrit la fonction de répartition

conditionnelle sous la forme Fyy(y|z; ), alors (1.3) devient I’hypothése nulle composite
Hy:F(.].) € {Fy(.|.;0),0 € ©}. (1.4)

Le probléme (1.4) étant généralement plus difficile, nous allons tout d’abord considérer le

probléme de tester (1.3) pour repousser l'analyse de (1.4) au Chapitre 4.

Une approche possible est de comparer Fy(y|z) & un estimateur de F(y|z) et de rejeter
Hy sila “distance” entre Fiy(y|z) et cet estimateur est trop grande. C’est 'approche que nous
allons développer dans ce travail. Il existe différentes méthodes pour estimer F'(y|z) a partir
d’un échantillon (X;,Y;), 7 = 1...n de n copies indépendantes de (X,Y). Ici, nous allons
nous servir de méthodes d’estimation non paramétriques. En particulier, 'une d’entre elles,
trés présente dans la littérature actuelle, consiste a travailler avec des “polynémes locaux”
et s’appelle de ce fait ’estimation polynémiale locale. C’est cette méthode que nous allons

utiliser dans la suite.

L’estimation polynémiale locale a été introduite par Stone (1977, 1980, 1982) et Cle-
veland (1979). Elle a, jusqu’a présent, surtout été utilisée pour I'estimation de ’espérance
conditionnelle et a mené aux techniques dites de “régression polynémiale locale”. Ces mé-
thodes sont des versions sophistiquées de la régression polynémiale classique, ot on applique
localement cette derniére. Plus précisément, pour tout point z, la fonction de régression
m(z) = E(Y|X = z) est estimée par un polynéme de degré fixé calculé a partir des don-

nées “proches” de x.

Historiquement, la régression polynémiale locale a connu ses premiéres applications
quand Stone (1977) a considéré la régression linéaire locale dans son schéma général de
“régression non paramétrique”. Cleveland (1979) a repris I'idée en introduisant la possibilité
de pondérer plus lourdement les points les plus proches de z. Ensuite, Lejeune (1985) a
étudié le comportement de I'erreur quadratique moyenne. Il a montré une équivalence entre
la régression polynémiale locale et la régression par noyaux optimaux, qui toutes les deux
éliminent le biais jusqu’a un ordre donné et sont de variance minimale. Fan (1992, 1993)
et Fan et Gijbels (1996) ont montré que la régression polynémiale locale présente plusieurs
avantages sur les autres méthodes de régression non paramétriques : ils ont remarqué sa
capacité a contourner le principal écueil des méthodes a noyau classiques en corrigeant au-

tomatiquement les effets de bord tout en conservant les propriétés d’optimalité théoriques.
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Ruppert et Wand (1994) ont montré que son extension au cas multivarié est aisée. En ré-
sumé, les dix derniéres années ont été marquées par un développement prodigieux de la

régression polynémiale locale, tant au point de vue théorique qu’appliqué.

Malgré le succés remarquable de I'estimation polynémiale locale de la fonction m(z), les
applications a d’autres fonctionnelles de F(y|z) ont été plut6t timides. Tsybakhov (1986) a
introduit ’estimateur linéaire local de quantiles conditionnels. Le cas de la variance condi-
tionnelle apparait d’abord comme une étape dans la procédure de choix de la fenétre pro-
posée par Fan et Gijbels (1995). Puis, Ruppert et al. (1997) proposent un estimateur po-
lynémial local de cette variance conditionnelle et montrent que la propriété de correction
automatique des effets de bord reste valable. Hardle et Tsybakov (1997) étudient aussi
I’estimateur polynémial local de la variance conditionnelle mais pour un modéle autoré-
gressif. Fan et Yao (1998) proposent un deuxiéme estimateur de la variance conditionnelle.
IlIs montrent que, sans connaitre la fonction de régression, cette variance peut étre estimée
en effectuant une régression linéaire locale sur les résidus au carré du modéle. Dans un autre
registre, Mint El Mouvid (2000) a utilisé les polynémes locaux pour estimer la fonction de
répartition conditionnelle. Elle retrouve les mémes propriétés avantageuses que présente la
régression polynémiale locale et obtient le comportement asymptotique local et global de

son estimateur.

Ayant fait ses preuves sur le plan théorique, la régression polynémiale locale est main-
tenant utilisée dans de nombreux domaines ot 'on applique la statistique comme en té-
moignent, entre autres, les travaux de Fan et Gijbels (1996), Fan et al. (1998) et Yu et
Jones (1998).

1.2 L’estimateur polyndémial local

Soient (X;,Y;), i =1...n, n copies indépendantes de (X,Y’), de fonction de répartition
conjointe F(z,y) = P[X < z,Y < y]. Nous allons présenter I’estimateur polynémial local
de :

Fylz) = PY <y|X =z), (1.5)
E(IyeplX =), (1.6)

ou I¢4y dénote la fonction indicatrice de I’ensemble A. L’idée sous jacente a I'estimation

polynémiale locale est en fait un simple développement de Taylor. Considérons z et y fixés
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et supposons que la fonction qui & z associe F(y|z) est suffisamment réguliére dans un

voisinage de z. Alors, par une approximation de Taylor,

F®)(y|z)

F(y|2) = Fylz) + (z —2) F(yla) + ... + (z —2)" o

, (1.7)
ott F™)(y|x) est la v dérivée de F(y|z) par rapport & 2, évaluée en z. Ce développement
permet d’approximer localement la fonction F(y|z) par un polynéme de degré p en z —
x, et donc en z, sans requérir que cette fonction appartienne & un modéle paramétrique
quelconque. Rappelons aussi que dans ce contexte, la fonction F(y|z) minimise en m(y|z)

I’expression :
2
B ((Iyen - m(wl2)"17 = 2). (1.8)

L’expression (1.8) et I'approximation (1.7) nous aménent au probléme des moindres carrés

pondérés suivant :

) n P 2 X —
trouver [ = argming > lI{YiSy} =3 Bu(Xi — x)”] K ( Zh x) ) (1.9)
=1 v=0
ou [3 est le vecteur de dimension (p+ 1) dont les composantes sont les 3, pour v = 0,...,p.

Dans cette expression, K (.) est une fonction, appelée le noyau d’ajustement qui est supposée
pour le moment positive et d’intégrale finie. Elle est utilisée pour diriger la minimisation de
(1.9) en mettant un poids plus important aux données X; proches de z. La quantité h > 0
est appelée la fenétre d’ajustement et détermine la largeur du voisinage considéré autour

de z.

Pour expliciter la solution 5’ de (1.9), nous introduisons la notation matricielle suivante.

Soient,

1 (X;—2) (X, —z)?
Xux(pt1) = 1 (XQE_LB) (XQE_m)p , (1.10)
1 (Xp—2) ... (Xp—2)P
% X —=z 0
p=diog (1 (K22)) 5 Ca
h e <X —m)
0 K L
h
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et

Itvi<yy

Iiva<yy

Iy <uluxs (1.12)

Iy, <y}

En termes matriciels, le probléme de minimisation (1.9) est équivalent a trouver f)’, le

vecteur de dimension (p + 1) qui minimise en 3 la fonction

(lv<wy — X8) P(Iy<yy — XB), (1.13)

ou T désigne la transposée d'un vecteur ou d’une matrice. Par les résultats classiques de la
méthode des moindres carrés pondérés, en supposant que la matrice X7 PX soit inversible,
la solution du systéme (1.13) est donnée par (Mint El Mouvid, 2000, p22) :

Bo
B=| : | =(XTPX) ' XTPliy<y. (1.14)
B
3 - F®)(ylz)
En comparant (1.7) et (1.9), on constate que /3, est un estimateur de et, en par-

v!
ticulier, 3 estime F'(y|z). Cependant, dans ce travail, nous nous intéressons a ’estimation

de F(y|z) dans le but de construire un test de Hy donnée en (1.3). Nous nous limiterons
donc ici au cas ou v = 0. Dénotons par Fn(y|$) = 5’0 I’estimateur polynémial local de
cette fonction de répartition conditionnelle. On va maintenant exprimer Bo de fagon plus
explicite. Pour ce faire, soit e, le vecteur de dimension (p + 1) ayant un “1” A la premiére
composante et des 0 partout ailleurs. Des calculs simples d’algébre linéaire montrent que
(Mint El Mouvid, 2000, p22) :

. . . > X; —

Fulyla) = o = 15 = S0 (5 T, (1.15)
1=1

Wo(t) = el (XTPX)"N(1, ht, ..., (ht)")T K(t). (1.16)

Sion pose p = 0, ’estimateur ,éo de (1.15) coincide avec celui étudié par Collomb (1980),
qui s’inspire & son tour de l'estimateur de la fonction de régression de Nadaraya-Watson

(Nadaraya, 1964 et Watson, 1964) que 'on appelle parfois 1“ajustement constant”. Pour
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p = 1, on obtient I'estimateur linéaire local étudié par Ducharme et Mint E1 Mouvid (2001).

La fonction de poids W™(.), définie en (1.16), dépend de I’échantillon (Xi,...,X,) et
satisfait (Fan et Gijbels, 1996, p103),

n X, —=x 1 sik=0
E : ) kv[rn ? ’
(Xi — ) ( h ) a { 0 si0<k<np. (1.17)

=1

Cette fonction est difficile & manipuler mathématiquement puisque sa forme fonction-
nelle dépend des X;. Notre premier travail consiste a contourner ce probléme en remplacant
W™(.) par une approximation plus “stable”. Avant de se lancer dans cette approximation,
on propose d’introduire un certain nombre de notations et d’hypothéses, classiques pour la
plupart en estimation non paramétrique et qui vont nous é&tre utiles pour obtenir I'approxi-

mation du noyau W"(.).

1.3 Notations et Hypothéses
1.3.1 Notations et hypothéses sur le noyau

On définit Kj(.), appelé généralement “noyau de convolution” par :

-3 3

ou z € R et h > 0. Dans cette expression, K(.) est le noyau dit d’ajustement. On dé-
finit maintenant la matrice S de dimension (p + 1) X (p + 1) dont les éléments sont les

(Hitj—2)1<i j<p+1, moments du noyau K(.) définis par :
Wi = / :ckK(m)d:c, Vk=0,...,2p. (1.18)
R

On suppose que :

— (K.0) Le noyau K(.) est une densité de probabilité, symétrique autour de 0, bornée,
dérivable et de dérivée bornée. On suppose de plus qu’il est & support compact. Sans
perte de généralité, nous posons ce support compact comme étant [—1, 1]. De plus, on

suppose que la matrice S est inversible.

1.3.2 Hypothéses sur les fonctions

— (X.0) La variable aléatoire X a un support compact [c, d]. Sans perte de généralité et

pour des raisons de commodité, nous posons ce support compact comme étant [—1, 2].
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— (f.0) La densité marginale f(.) de X existe et est bornée pour tout z € [—1,2]. Il existe
donc des constantes m et M telles que 0 < m < f(z) < M pour tout z € [—1,2]. Elle
est aussi continiiment dérivable dans un voisinage de tout z €] — 1,2[ et de dérivée

bornée.

— (Fp.y.1) La fonction qui a y associe Fy(y|z) est continiment dérivable en y pour tout
z € [—1,2] ce qui assure l’existence de la densité conditionnelle fy(y|z) de Y sachant

{X ==z}.

— (F{® 2.1) La fonction qui & z associe Fy(y|z) est k (k > 1) fois continfiment dérivable

dans un voisinage de tout z €] — 1, 2[ pour tout y € R.

- (Fo(k).mQ) On suppose (Fék).x.l) et on suppose de plus que pour tout u dans un
voisinage V(z) de z €] — 1,2[ et pour tout y € R,

sup sup ‘Fék)(y|u)‘ < M,
ueV(z) yER

ou Fék)(ykv) est la k'™ dérivée de la fonction F(y|z) par rapport & z.

A ce stade, il semble important de clarifier certaines notations qui vont é&tre utilisées
dans la suite. Tout d’abord, on dénotera par Er(X), Pespérance de X relative a la loi F(.)
de X, de densité f(.). De la méme maniére, on fera la distinction entre les notations Eg,(.)
et Ep(.|X) qui désigneront respectivement I’espérance relative a la loi conjointe Fy(.,.) et
I'espérance relative a la loi conditionnelle Fy(.|.). On utilisera ces mémes notations pour le

calcul de variances.

1.3.3 Hypothéses sur la fenétre h

— (H.0) On suppose que h = h(n) — 0 lorsque n — 400 et que Vn,h < 1.
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— (H.1) On suppose (H.0) et on suppose de plus que nh — 400, lorsque n — +o0.

Vdiogn
/nh?

— (H.2) On suppose (H.0) et (H.1) et on suppose de plus que — 0, lorsque

n — +o0o.

— (H.3) On suppose (H.0), (H.1) et (H.2) et on suppose de plus que nh?ts 0,
lorsque n — +oo.

Ces hypothéses étant mises en place, on peut maintenant s’intéresser a ’approximation
du noyau W"(.).

1.4 Approximation du noyau W"(.)

On revient maintenant & notre premier objectif qui consiste a approximer le noyau W"(.)
par une fonction plus “stable”. Suite a son expression donnée en (1.16), on constate qu’en

introduisant la matrice H = diag(1,...,h?) de dimension (p 4+ 1) x (p + 1), alors

Wht) = o (XTPX)7 (L,ht,..., (ht))TK(2),

1 T 1 T >_1 T

= —eyH|—X"PX) H(Q,t,...,t?)" K(t
nheo (nh (Lt 2K (2),
1

= —ed SN (z)(1,t,.. ., t")TK(t), (1.19)
nh

oll on a posé
1

Su(z)=H™! (EXTPX) H. (1.20)

Afin d’approximer cette expression de W"(.), définissons maintenant :
K*(t) = ef ST (1,t,...,t")T K (t), (1.21)

ot S est la matrice de dimension (p+1) x (p+1), dont les éléments sont les (f4i4j—2)1<ij<p+1

définis en (1.18). Sous I’hypothése (K.0), ces quantités sont finies et cette matrice est
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supposée inversible. Cette fonction K*(.), qui est appelée le noyau équivalent, satisfait (Fan
et Gijbels, 1996, p104) la version “théorique” de (1.17),

k1% . 1 SikZO,
/]RtK(t)dt_{O Go<k<n (1.22)

On s’intéresse a présent au lien existant entre W"(.) et K*(.). Ce lien passe par 1’étude
de la structure de la matrice S,(z) et en particulier par son approximation. Dénotons par

(Sn,i+j—2($))1<”-<p+1, les éléments de la matrice S, (z) avec :

k  —
) K(X’h CE),k:O,...,Qp. (1.23)

55

On commence par approximer chacun des termes S, ;(z), pour k& = 0,...,2p. On donne
pour cela le lemme suivant, qui constitue une légére amélioration du résultat démontré par
Huang et Fan (1999, p939) :

Lemme 1.4.1 Soit [a,b] €] — 1,2[. Alors, sous les hypothéses (K.0), (X.0), (f.0), (H.2),

on a que presque sdrement :

sup |Spi(z) — f(z)ur| = O(h). (1.24)

z€[a,b]

Preuve Voir Annexe A. &

Pour expliquer les choses plus précisément et éviter tout risque de confusion dans la
suite, on donne quelques précisions concernant la notation utilisée dans 1’énoncé de ce
lemme. Soit X, de loi F(.) sur 'espace de probabilité (2,5, P) et {X,,,n > 1}, une suite de
copies indépendantes de X définies sur le méme espace de probabilité. Alors, Yw € Q — N
ou P(N) =0, on a que S, x(z), en tant que fonction de w via X;(w),..., X, (w), satisfait
(1.24). Dans la suite on rencontre fréquemment des énoncés du type du Lemme 1.4.1. Pour
simplifier, on utilise la notation O,s(1) pour désigner une variable aléatoire, fonction de
X1,Xs,...,X, qui est bornée pour presque toutes ces suites X;(w), Xa(w),..., Xn(w),...,
quand n est suffissamment grand. Aussi, on notera O,,(h?) = h?0,s(1). Ainsi, le Lemme
1.4.1 se réécrit plus simplement en disant que sous les hypothéses (K.0), (X.0), (£.0) et
(H.2),ona:

sup |Snp(z) = f(z)pr] = Ops(h). (1.25)

On écrira aussi, encore plus simplement,

Suk(z) = f(z)pre + Oy (h), (1.26)
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oti maintenant O, (h) = hO;,(1) et le terme O, (1) désigne un processus stochastique en
z, fonction de Xi,..., X, qui est borné sur z € [a,b] avec probabilité 1 (on dira “presque
strement borné” en z € [a,b]). Il faudra cependant tenir compte de la structure plus com-

plexe du terme O;”S(h) dans (1.26) quand on utilisera cette notation.

Il importe de signaler que le sup dans (1.24) doit étre pris sur un sous domaine de |—1, 2]
et qu’en aucun cas on ne peut avoir a = —1 ou b = 2 car sinon le résultat (1.24) ne tient
plus. Cette remarque aura des répercussions plus loin (voir a la Section 1.5) sur le probléme
de tester (1.3). Maintenant, (1.24) permet de déduire que quand z est restreint a [a,b],

chacun des éléments de la matrice S, (z) peut s’écrire sous la forme :

Spx(z) = f(2)pn + hbyp(z), (1.27)

ot les by, x(z) sont des quantités aléatoires presque sGirement bornées en = € [a, b]. Ainsi, on

a I’écriture matricielle :
Su(z) = f(z) (I+hBu(2)S7") S, (1.28)

ou By(.) est la matrice aléatoire de dimension (p+ 1) X (p + 1) dont les éléments sont les
(bnjit+j—2(2))1<i j<pia1 / f(2). Etant donnée hypothése (f.0), on en déduit directement que si
h est suffisamment petit (n suffisamment grand) pour assurer que l'inverse de cette matrice

existe,

1

L5 (14 hBy(2)s) (1.29)

f(z)

ou [ dénote est la matrice identité de dimension (p+ 1) X (p + 1). De plus, par un résultat

n

Sl(z) =

classique donné dans Bilodeau et Brenner (1999, p13), on a :

(T+hBu(z)S™") " = I—hBy(z)S™" + 1 (15>h(:,;)5—1)2 (T+hBu(z)S™)

— I+h (—Bh(x)S_l +h (Bu(2)s™) (1+ hBh(:c)S‘l)_l) ,

= I+ hCy(z), (1.30)

o Cp(z) est la matrice de dimension (p+ 1) x (p+ 1) dont chaque élément est aléatoire et

preque stirement borné en z € [a,b]. On en déduit donc I’approximation :
-1

S=1() = %(1 + hCh(a)). (131)
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Si on substitue cette approximation dans la définition de W™(.), donnée en (1.19), on

obtient, pour n suffisamment grand :

W) = nh;(x)egS_l(I+hCh(m))(l,t,...,tp)TK(t),
1 T a1 T
= nhf(.r)eOS (1,¢,...,t7)" K(t)
+hnh;(m)egS"1Ch(a:)(l,t, K (),
B Ll ). TR (), (1.32)

nhf(z) " nhf (o)

ol Dp(z) = S7'Ch(z) est une matrice aléatoire de dimension (p+ 1) X (p+ 1) dont chacun
des éléments est presque sirement borné en z € [a, b]. Regardons & présent la structure du
terme el Dy,(z)(1,t,...,t")T. Si les (dy;1(z));=0..., définissent les variables aléatoires de la

premiére ligne de la matrice Dy(z), alors on peut écrire :

p .
el Dy(z)(1,t,..., )T = Zt]dlj,h(iﬂ),
7=0

p .
= Z,(t,z) Z a;t?,
7=0

= Zn(t,z)P(t), (1.33)

ou Z,(t,z) est un processus stochastique presque siirement borné en z € [a,b] et en t €
[—1,1] de sorte que I'on puisse écrire a linstar de (1.26), Z,(t,z) = Ot™)(1) et ou P(t)
est un polynéme de degré p quelconque en ¢t que ’on suppose cependant non nul pour tout
t € [—1,1]. Pour plus de confort dans la suite, on choisit aussi ce polynéme comme étant
symétrique, c’est & dire P(t) = P(—t). Si maintenant on pose K(t) = P(t)K(t), on en
déduit que :

K*(t K(t
W = f((m)) ThZute) f((i)’
= W"(t,z,h) + hOL" ()W (t,z, h), (1.34)
ol on a posé
Wt o, ) = ) (1.35)

nhf(z)’
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_ K@)
B nhf(z)

Cette expression est plus facile & manipuler mathématiquement que (1.16) puisque les

W™(t,z, h)

(1.36)

formes fonctionnelles de K*(.) et de K (t) ne dépendent pas des X; et correspondent & des
estimateurs de type “noyau”. Signalons que dans la suite on calculera I’estimateur polyné-
mial local & partir du noyau (1.16) mais que ses propriétés mathématiques seront étudiées
via l'expression (1.34) de son noyau. Cette relation (1.34) permet aussi de retrouver en cas
particulier le résultat du Lemme 1.2.1 de Huang et Fan (1999, p930) qui annoncent que
presque stirement,

K*(t)
sup sup |[nhW"(t)—
t € [-1,1]z € [a,B] ( ) f(l?)

= o(1). (1.37)

Dans la suite, on aura besoin d’utiliser 'approximation (1.24) qui est plus fine par rapport
au résultat (1.37). On s’intéresse & présent aux propriétés vérifiées par le noyau équivalent

K*(.) de (1.21). Elles sont données dans la proposition suivante :

Proposition 1.4.2 Sous [’hypothése (K.0), le noyau équivalent K*(.) est symétrique autour

de 0, borné, dérivable et de dérivée bornée. De plus, son support est le compact [—1,1].
Preuve Voir Annexe B.&

Il est intéressant de signaler que si on se place dans le cas d’un ajustement linéaire local
(p = 1), les noyaux K (t) et K*(t) sont identiques (Fan et Gijbels, 1996, p66). On peut aussi
noter que les propriétés données dans la Proposition 1.4.2 ne sont plus toutes vérifiées si
on se place dans un contexte d’estimation des dérivées de la fonction de répartition condi-
tionnelle (Fan et Gijbels, 1996, p65).

On définit maintenant le produit de convolution du noyau K*(.) par lui méme par :
() = K* « K*(.) = / K*(. — 2)K*(2)dz. (1.38)
R

Sous I’hypothése de la Proposition 1.4.2, K*(z)(.) est symétrique et a support compact
[—2,2]. Enfin, on aura besoin de définir K*(4)(.) par :

KY() =K« k() = [ K7 =) K" (@)d. (1.39)
R

Les divers paramétres intervenant dans ’estimation de la fonction de répartition condi-

tionnelle étant introduits, on peut a présent s’intéresser a la construction du test de (1.3).
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1.5 Construction du test d’adéquation

Pour construire le test de (1.3), notre idée consiste a se donner une “distance” entre
F,(y|z), Vestimateur polynémial local de F(yl|z), et Fy(y|z), la valeur de F(y|z) suppo-
sée sous Hj. Cette distance sera notre statistique de test. Il existe de nombreuses mesures
de distances applicables aux fonctions de répartition. Nous allons utiliser ici, & I'instar de
Hardle et Mammen (1993), Stute et Gonzalez-Manteiga (1996) ou bien encore Alcala et al.
(1999), une distance de type L2. Nous proposons donc de travailler avec la distance dite de

Cramér-von Mises (Cramér, 1928 et von Mises, 1941) généralisée pour construire notre test.

Pour présenter cette distance, on va d’abord considérer le cas non conditionnel d’observa-

tions Y3,...,Y, iid ~ F(.). Supposons que 'on veuille tester :
HO : F() = Fo()

Dans ce contexte, un estimateur non paramétrique de F(y) est
A 12
Fa(y) = n Z Ityi<y)s
i=1

la fonction de répartition empirique. La “distance” de Cramér-von Mises entre Fn() et Fy(.),

aussi appelée statistique de Cramér-von Mises est donnée par
. 2
T=n[ (Fuly) - Foly) Foldy) (1.40)

La statistique de Cramér-von Mises généralisée (Anderson et Darling, 1954) est alors donnée

par:
T =n [ (Fuy) - Fo(y) wly) Fo(dy), (1.41)

ot w(y) est une fonction de poids satisfaisant certaines contraintes qu’on va préciser ul-
térieurement. Notons en particulier que si on pose w(y) = 1 dans (1.41), on retrouve la
statistique (1.40). Si on choisit w(y) = (Fo(y)(1 — Fo(y)))_l, on obtient la statistique dite
d’Anderson-Darling (Anderson et Darling, 1954).

L’expression (1.41) suggére de considérer, pour le probléme de tester (1.3), la statistique
de test

n /_ 21 /m (Fulyle) = Folylz)) wa(y) Fo(dyle) w(z)de.
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Mais, en regard des résultats du Lemme 1.4.1, il nous faut étre un peu moins gourmand

et considérer :

n [ [ (Balyle) ~ Foule) ) Fo(dyle) w(z)d,

ou [a,b] €] — 1,2[. Sans perte de généralité dans la suite, nous prendrons pour des raisons
de commodité [a,b] = [0, 1]. Ainsi, nous allons devoir nous contenter de tester une version
“allégée” de (1.3) ou (z,y) est restreint a [0, 1] x IR. Dans cette expression, ﬁ’n(y|w) repré-
sente l'estimateur polynémial local de F(y|z). Il faut aussi, pour des raisons techniques,
changer la constante n devant 'intégrale par la valeur nv/h. Enfin, dans le but d’obtenir
une classe de tests adaptés a diverses situations, nous introduisons dans cette statistique

de test les fonctions de poids w(z) et w,(y). Elles vérifient les conditions suivantes :

— (P.0) La fonction qui & z associe w(z) est positive et bornée dans un voisinage de tout
€ [0,1].

— (P.1) La fonction qui a (z,y) associe w,(y) est positive et bornée dans un voisinage
de tout z € [0, 1] et pour tout y € RR.

Au final, sous ces hypothéses et la condition (Fj.y.1), la statistique de test s’écrit sous

la forme :
— nvh / [ (Falyle) = Fo(wle))” wa (9) oyl dy w(a)da. (1.42)

Remarquons que si on pose w(z) = §,(z) pour un z, € [0, 1], ot 6,(z¢) vaut 1 si z = =z
et 0 sinon, on retrouve, a la constante v/h prés, la forme de la statistique de Cramér-von

Mises généralisée :

Ty = nv/h [ (Bulyleo) = Fo(ylao) i, () Fo(dylao), (1.43

pour le test de Hy : F(y|zo) = Fo(y|zo) en un point précis zy, avec cependant la différence
que Fn(y|:c) n’est plus la fonction de répartition empirique mais ’estimateur polynémial

local de F'(y|z). On voit donc que (1.42) peut se réécrire

1
T:/ me(x)dm
0

et constitue une moyenne de 7}, sur une plage choisie des valeurs possibles de z. Par un

choix approprié de w(z), on peut mettre I’accent sur certaines valeurs ou plages de valeurs
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de z afin de détecter avec plus de puissance les écarts a la version “allégée” de (1.3) aux

endroits qui paraitraient & priori les plus intéressants a I’expérimentateur.

Dans les chapitres suivants, nous allons étudier le comportement asymptotique de la
statistique de test (1.42). On se place d’abord dans le contexte ou la fonction a tester sous
Hy est entiérement spécifiée. On reviendra ensuite au Chapitre 4 au cas de figure plus

réaliste ou celle-ci comporte un ou plusieurs paramétres inconnus.



Chapitre 2

Etude du comportement asymptotique
de T sous Hj dans le cas ou Fj(y|x) est
un polynéme de degré inférieur ou égal
apencx

2.1 Introduction

Dans ce chapitre on va étudier le comportement asymptotique de la statistique de test

T donnée en (1.42) pour tester I’hypothése nulle,
Hy: F(ylz) = Fo(y|lz) Yy € R,Vz €][0,1]. (2.1)

Dans leur article précurseur, Alcala et al. (1999) se sont limités au cadre de la régression
polynoémiale locale et a ’étude d’une statistique de test ayant quelques relations avec la
notre dans le cas ou la fonction de régression a tester sous Hj est un polynéme. Ceci peut
étre raisonnable dans un contexte de régression ol les polyndémes fournissent de bonnes
approximations & bien des fonctions, mais ’est moins dans un contexte d’estimation de
F(y|z) qui doit étre une fonction croissante en y. Cependant, pour faciliter le lien avec les
travaux d’Alcala et al. (1999), nous allons d’abord traiter ce cas ot Fy(y|z) est un polynéme
de degré < p en z. De plus, le comportement asymptotique de 7" est plus facile & obtenir
dans ce cadre. Le cas ou Fy(y|z) n’est pas un polynéme découle partiellement des résultats

que nous donnons ici et sera traité au Chapitre 3.

2.2 Décomposition de la statistique de test

Afin d’étudier au mieux le comportement asymptotique de la statistique de test donnée

en (1.42), on propose d’abord une décomposition de celle-ci. Comme la fonction qui & z

20
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associe Fy(y|z) est un polynéme de degré inférieur ou égal a p, elle est p fois dérivable en

z pour tout y € IR. Pour tout ¢ € {1,...,n}, un développement de Taylor donne :

Fo(y| X;) Z Ci(y)(Xi — z)’, (2.2)

avec )
j
oily) = ),
J!

et ol certains termes F’ )(y|a:) peuvent étre nuls si le degré de Fy(y|z) est inférieur a p.
Ainsi,

n Xz — T n n X, — X p .

Swr (FEE R = R (S0) L cwx- oy |,

=1 h =1 h 7=0

= Cly),

= Fo(ylz), (2:3)

en utilisant la propriété (1.17). Par (1.15) et (2.3) on a de plus,

S ()t = X W (S5 Rl

Fo(ylz) — Fo(ylz)

n n — 7

W ( ) (I{Y,gy} - FO(y|Xi)) ; (2.4)
=1

ou le noyau W™(.) est défini en (1.16). Suite aux remarques faites a la Section 1.2.1 concer-
nant la structure complexe de ce noyau, on va pour le moment travailler avec un noyau plus

“stable” et de ce fait, on considére pour le moment la quantité

YW (Ko, ) (L) — Folul X)) (2:5)
ol on signale que
Xi—z
© ()
= h
W™(X;,z,h) = T ahf(z) (2.6)

ou K*(.) est le noyau équivalent introduit en (1.21) et dont la “structure” de type noyau

classique va permettre de “manipuler” plus facilement la quantité donnée en (2.5).
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Si maintenant on éléve (2.5) au carré et qu’on l'intégre de la méme fagon que la statistique

de test (1.42), on obtient une nouvelle statistique

T = n\/ﬁ/olfm <§W"(X,-,:c,h) ([{Yisy}—Fo(y|X,-)))2w(a:)wm(y)fo(ykv)dydw,

= T+, (2.7)
ou
I = ”\/E; '/01 _/]R W™ (Xi2,h) (Ivieyy — F0(9|Xz‘))2
X w(z)ws(y) fo(yle)dydz, (2.8)
et

o=k Y[ X, h) (T — Fo(s1X0)

1<i#j<n
x (Iy,<) — Fo(yl X;)) w(@)wa(y) fo(ylw) dyda. (2.9)

On va s’intéresser pour le moment au comportement asymptotique de cette nouvelle
statistique car celui-ci est beaucoup plus simple & obtenir que celui de la statistique de test
initiale donnée en (1.42). On montrera ultérieurement (a la Section 2.5) que leur compor-

tement asymptotique est identique.

La décomposition (2.7) montre que le comportement asymptotique de la statistique T
va dépendre du comportement asymptotique des statistiques 717 et T5 qui s’écrivent aussi

sous la forme :

T =nvhy (2.10)
=1

et
To= > kiju, (2.11)

1<ij<n
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ou u; est la variable aléatoire fonction de (X;,Y;), de n et de h donnée par

w= [ [ WX h) (T — FolX0)” w(e)w.) folvle)dvds,  (212)
et ol k;;, est la variable aléatoire fonction de (X;,Y;), (X;,Y;), de n et de h donnée par
0 sl =7,
o = VA [ [ W02 (X, 2,8) (T — Fo(31X0) (2.13)
| % (Iyy<wy = Fo(ylX;)) w(@)we () fo yle)dyda sii# .

Nous allons & présent étudier le comportement asymptotique de chacun de ces deux
termes individuellement.

2.3 Etude de T}

Calculons d’abord Eg (71), espérance de T} relative a la loi conjointe Fy(.,.). Nous

montrerons ensuite que 77 — Ep,(T}) converge en probabilité vers 0.

Proposition 2.3.1 Supposons que Fy(y|z) vérifie les hypothéses (Fy.y.1) et (Fo(l).m.Q).
Alors, sous les hypothéses (K.0), (X.0), (f.0), (H.0), (P.0) et (P.1), on a :

Eg,(Ty) = h™2ao+ O (h?), (2.14)
ag = K*7(0) /01 /]R FO(y|x)(;<;>F0(y|m))w(w)m(y)fo(ymdydx. (2.15)

Preuve Signalons que comme Fy(y|z) est un polynéme de degré < p en z, la condition
(Fo(l).:l:.l) est automatiquement satisfaite. Sous les hypothéses (X.0), (f.0), (Fo.y.1) et par
le théoréme de Fubini, on obtient, partant de (2.10),

Ep(T1) = n’VhEp,(u)

= n2\/ﬁ/m/01 /_21 W™(21,2,h)’ (/m (f{ylsy} - F0(9|$1))2f0(yl|$1)d@/1>
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x w(z)w,(y) f(z1)dzy fo(y|z)dzdy, (2.16)

puisque les u; de (2.12) sont iid. Or, Vy € IR et Vz; € [—1,2],

/]R (I{ylsy} - FO(?/|931)>2 folyilz1)dys = Fo(yles) (1 — Fo(yle1))- (2.17)

En substituant (2.17) dans (2.16) et en utilisant la définition de W"(.,.,.) donnée en

(2.6), on trouve

Ba() = 7 [ [0 [0 re () Ryl (- Rylen) f(e)des

X f_z(a:)w(m)wm(y)fo(y|:c)dydm. (2.18)

On pose a présent le changement de variable ; = uh 4+ z. On obtient :

En(T) = h“// l/ K*(w)?Fo(yluh + ) (1 — Fo(y|uh + 2))

X f(uh+x)du] X 72 (z)w(z)w.(y) fo(y|z)dydz. (2.19)
Si on pose,

9y(t) = Fo(ylt) (1 — Fo(ylt)) f(2),

Pexpression (2.19) s’écrit, puisque h < 1, z € [0,1] et K*(.) a pour support [—1,1],

En(T) = h"// [/ w)g,(uh + z)du| f7(z)

X w(z)w, (y) foly|z)dydz. (2.20)

Puisque = € [0,1], la fonction qui & t associe g,(t + ) est continue et dérivable sur
t € (0,uh), pour tout u € [—1,1]. Par le théoréme de la moyenne, il existe a; € (0, uh) tel
que :
gy(uh + 7) = 6,(z) + uhg) (a1 + ),

oll g;(al + z) est la dérivée de la fonction g, (t 4 z) par rapport & t, évaluée au point ¢ = o.

On en déduit que sous I’hypothése (K.0),

/1 K*(u)2g,(uh + 2)du = gy(x)/l K*(w)du
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1 ’
+ h/—1 K*(u)Zugy(al + z)du,

1 I
= g,(2)K*”(0) + h / K" (ufug,(an +a)du,  (2:21)
puisque selon la Proposition 1.4.2, K*(.) est symétrique sur [—1, 1]. On en déduit aussi que :

EFO(Tl) = h_%ao

+ h /01 /m /_11 uk ()’ g, (00 + ) [ (2)w(e)wa(y)

X fo(y|z)dudydz. (2.22)

Dans tout le reste de ce travail, M dénotera une constante majorante pouvant varier

d’une ligne a l'autre. Maintenant, sous ’hypothése (f.0),

g,(t) = FyP(ylt) (1 — 2Fy(ylt)) £(t) + Fo(ylt) (1 — Fo(ylt)) £'(t),

de sorte que, sous 'hypothése (Fél).m.Q) et uniformément en vy, t,

9,1 < 1B ()] x |1 = 2Fo(ylo)] x £(2) + Folyle) (1 = Fo(ylt) x £ @),

< M.

En particulier, comme a; + = est dans un voisinage de = € [0, 1], |g; (a1 + =)| < M, unifor-
mément en u, y et . On en déduit que sous les hypothéses supplémentaires (K.0), (X.0),

(P.0) et (P.1),

hz /01 /IR /_11 uK*(u)Zg;(al + ac)f_2(m)w(m)wz(y)f0(y|m)dudyda:

M

h

IN

/01 /]Rf_ll |U|K*(u)2|g;(a1 + "17)|f_Z(x)w(x)wz(y)fo(y|$)dudydx,

IN
<
=

1/OlfIR/_ll|U|K*(u)2f0(y|m)dudydx,

A
S
o

(2.23)
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On en déduit que sous I’hypothése (H.0),
Eg(Ti) = h72ag+0 (h?).%

On va maintenant montrer que 7 converge en probabilité vers son espérance sous H).
e , . P oq,.
Plus précisément, on a le résultat suivant, dans lequel — désigne la convergence en pro-

babilité :

Proposition 2.3.2 Sous les hypothéses de la Proposition 2.3.1 et sous [’hypothése sup-
plémentaire (H.1), on a :

Ty — k™ 2ay - 0, (2.24)

ol agy est donnée en (2.15).

Preuve Par l'inégalité de Bienaymé-Tchebytchev,

Varg, (Tl)

€2

Ve> 0,P(|T1 _EFO(T1)| > 6) S

Il faut donc calculer Varg,(T7), la variance relative a la loi conjointe Fy(., .), et montrer

que celle-ci tend vers 0. Partant de (2.10), et comme les u; de (2.12) sont iid, nous avons,

Varg,(T1) = n°h (Ep, (u}) — B (1)) . (2.25)
Mais comme .
E% (u1) = %Ez%’o (1), (2.26)

la Proposition 2.3.1 permet d’écrire,

Fh(w) = o (0 (1))
— ni_h (h7'a2 + 2h7 3400 (h?) + O(h)),
_ ni_h (0 (r™) +0(1) +0(1)), (2.27)
de sorte que,
n3h

Varg(Th) = n*hBp(uf) — (0 (r™1) +0(1) +0(1)),

— WhER () + 0 (;—h) +0 (%) +o (1) . (2.28)

n
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Ainsi, le comportement asymptotique de Varg, (77) dépend essentiellement de celui de
n3hEp,(u}). Or,

1l g . 2 ) 2
W = /0 /0 /]R/]RW (X1, 2, h) W"(Xy, ', h) (I{ylsy}—Fo(y|X1)>

2
X (I{Ylgy'} —Fo(y'le)) w(z)w(z Yw. (y)wa (¥) folyle) fo(y' |2") dydy' deda,

et, en utilisant la définition de W"(, .,.) donnée en (2.6) et le théoréme de Fubini, on a,

2
0 < nPhEg(vi) = n_lh_3/2 /1/1/ / K* <m1_$>2K* il
- Fol™ —1Jo Jo Jr/® h h

" [/m (Linens = Fo(o121))” (Tnyy — Fo(¥'l20))’

9 fo<y1|x1>dy1] < 1) 2 (e ()

X wz(y)wml (y')fo(y|a:)f0(y'|m')dydy'da:dm'f(:c1)d:p1. (2.29)

Maintenant, Yy, vy € IR, Va; € [—1,2],

2 2
0< /m (I{ylﬁy} - F0(9|501)) ([{ylgy’} - FO(Z’JI|951)) fo(yr|z1)dy < M,

et sous les hypothéses (P.0), (P.1) et (£.0), les fonctions de poids et la fonction f(.) sont

bornées. Ainsi,

s < e o (52 ()
X (/}R fo(y|:17)dy> (/IR fo(y'|x')dy'> dzdz'dz,

2 1 1 N2 o\ 2
_ Mn—lh—3/ / / K* (mlh x) K* (mlh m) ded'dzy.
-1J0 0

On effectue a présent les changements de variables * = —uh + z; et 2’ = —vh + z; de

Jacobien inverse h? pour obtenir, comme h < 1 et z; € [—1,2],
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2 Z1 1
n*hER (ui) < Mn_lh_l/ /IhI/hl K*(u)’K*(v)*dudvdz,
-1/ 2= A=

< Mnlp7 /_ 21 ( /}R K*(u)Zdu) ( /}R K*(v)de) dz1,
< Mo KV 0)],
< =)

sous 'hypothése (H.1). En combinant ceci avec (2.28), on déduit alors que T} — Eg (T1) i
0 et donc que

Ty —h™%ag -5 0. (2.30)

2.4 Etude de T;

Au préalable, rappelons la définition d’une statistique de forme “quadratique”.

Définition 2.4.1 (de Jong, 1987, p261) Soient X;, i = 1,...,n, des variables aléatoires
indépendantes de fonction de répartition ' a valeurs dans IR. On définit par forme “qua-

dratique” toute variable aléatoire de la forme :

Tn = ’)’L_l Z Qijn(Xian)a

1<ij<n

= n_l Z Qz]na

1<ij<n

ot les Qijn(.,.) sont des fonctions symétriques en leurs arguments (appelées “noyauz”) et
telles que :

/m. /m Q:n(z,y)dF(z) x dF (y) < +oo.

De (2.11), T s’écrit sous la forme

To= Y kijn, (2.31)
1<i<n
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ou les k;;, ont été définis en (2.13). Cette écriture permet de voir que 75 est, a la constante
n~! prés, de forme “quadratique”. De plus, comme k;;,, = 0 et k;j,, = kjin, on a aussi I'écriture

suivante :

T2 = Z k'i]"n)

1<i#j<n

1<i<j<n

On remarque que 75 est aussi, a une constante prés, une U-statistique de noyau k;;s,.

2.4.1 Le Théoréme de de Jong (1987)
On a maintenant besoin de la définition et du théoréme suivants, dis & de Jong (1987).
Définition 2.4.2 (de Jong, 1987, p263) Soient (X,,Y:), 1 = 1,...,n, des couples iid de

variables aléatoires de lot conjointe . Considérons T,,, une forme “quadratique” de noyauz

Qijn- Ty est dite “propre” (“clean”) si
Er(Qijn|(X;,Yi)) =0, V 1<i,j<n.

Cette définition permet d’énoncer & présent le théoréme de de Jong (1987), pour lequel £

désigne la convergence en loi.

Théoréme 2.4.3 (de Jong, 1987, p264) Soit T,,, une forme “quadratique propre” de noyauz

Qijn €t de variance VarF(Tn). S1 T, vérifie les conditions :

112%,}?(1; Varp(Qijn)
a) Vars(Ty) — 0 quand n — +00,
b) % — 3 quand n — o0,
alors
T, =5 N(0,0%), (2.33)
ol

o’ = lim Varp(T,).

n——4o0o

Preuve Voir de Jong (1987, p269).é
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2.4.2 T,, forme quadratique “propre”

Sous Hy, T5 est “propre” au sens de la Définition 2.4.2. En effet, par le théoréme de Fubini,
et sous les hypothéses (Fy.y.1), (X.0) et (£.0),

Ep, (kijal(Xi,Y7)) = Er, (k12a/(X1,11))
= m/E/_Q1 /Olfm W™ (X, @, )W (23,2, h) (Iivagyy — Foly| X))
< ([ (Tt = Falwkoo)) aluskoa)ee)
x w(z)wa(y) fo(ylz)dydz f (w2)dz. (2.34)

Or, Vy € R et Vz, € [—1, 2],

/]R (I{yzsy} - FO(?/|$2)) fo(ye|z2)dy2 = 0, (2.35)

de sorte que Eg, (ki2.|(X1,Y1)) = 0. De plus, k11, = 0 par construction ce qui permet de
déduire que 75 est propre.

2.4.3 Calcul de la variance de T

La variance asymptotique de 75 est donnée dans la proposition suivante :

Proposition 2.4.4 Supposons que Fy(y|z) vérifie Uhypothése (Fy.y.1). Alors, sous les hy-
pothéses (K.0), (X.0), (f.0), (H.0), (P.0) et (P.1), on a :

lim Varg (Tz) = op, (2.36)

n—-+oo

avec

2 o) 1 Foly Ay |2") — Fo(ylz") Fo(y'|=") ’
o, = 2K (0)/0 /]RZ[ (@)

x (' Jwar (y)wer (y') fo(yl2') fo (¥ |2") dydy da’, (2.37)

ou y Ay =min{y,y'}.
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Preuve A partir de 'expression de 75 donnée en (2.32),

VCLT‘FO(TQ) = VCLTFO (2 Z kijn)a

1<i<j<n

= 4Ep, ( > k]n) : (2.38)

1<i<j<n
puisque la statistique T, est “propre”. De plus, de de Jong (1987, p266), on a

2

1<i<j<n 1<i<j<n 1<i<j<I<n

+6 > kijnkkn, (2.39)
1<i<j<k<iI<n

de sorte que

VCL’T‘FO (TQ) = 4[ Z EFO (kfjn) +6 Z EFo(kijnkiln)

1<i<j<n 1<i<j<I<n
+6 > Egl(kijnkim)|- (2.40)
1<i<j<k<I<n

Maintenant, comme k;;,, et ki, sont indépendantes quand 1 <i1<j <k <[ <n,

EFO (kijnkkln) = EFg(kijn)EFo (kkln))
= 0.

Aussi,sil <1< j <l <n,

Er,(kijnkin) = Er, (Er,(kijnkin|(Xi,Y5))),
= Ep (Er (kijnl(Xi, Y3)) Er (kan| (X, Y5)))
= 0.

Enfin, si 1 <i<j<n, Ep, (kfm) = Eg,(k3,,). Ceci permet de déduire que
Varg,(T) = 2n(n — 1)Eg,(kis,)- (2.41)
Par (2.13) on obtient,

1 p1 ~ ~ ~
Bow = wh [ [0 [ W0, MW (X2, ) (X, o, )W (X, )
R“J0O JO
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X (I{Ylgy} - Fo(y|X1)) (I{Ylsy’} - FO(?/’|X1))
x (Inzn = Fo(u1X2) (Tsyy = Foly'1X5))

X w(z)w,(y)w(zw. (¥) foly|z) fo(¢|z')dzdz' dydy,

de sorte que, par le théoréme de Fubini et sous les hypothéses (Fy.y.1), (X.0) et (f.0),

Ep,(k3y,) = 2h/ / / / / (21, 2, YW (29, 2, YW™ (21, 2/, )W (29, ', h)
RZ
< ([ (Tonsn = Folvlon)) (Tnsy — Fo 1)) Falaakon)dua )
< ([ (T = Fo(ul2)) (s = Folw/Jo2)) folgelaz)due )
X () () Y (8 foyl2) foly o'
X f(z1)f(z2)dz1dzadydy’. (2.42)
Or, Vy,v € R et Vz; € [—1,2],

/IR (I{ylﬁy} - F0(3/|m1)) (I{ylsy'} - F0(3/|m1)) folyilz1)dys

= /]RI{ylﬁy}]{ylsy’}fO(yl|$1)dyl — Fo(ylz:) /IR I{ylgy'}fo(y1|fﬁ‘1)dyl
— Fo(y'|z1) /IR Iy fo(wlza)dys + Fo(ylza) Fo(y'|21),

= Fo(y Ay |e1) = Fo(ylz) Fo(y |21) = gy (21)- (2.43)
De la méme maniére, Yy, y' € IR et Vz, € [—1, 2],

/m (I{yZSy} - FO(?J|$2)> (I{yzsy'} - FO(Z/'|$2)) fo(yzlz2)dyz = gy (2). (2.44)

En substituant (2.43) et (2.44) dans (2.42) et en utilisant la définition de W”(., .,.), donnée
en (2.6), on obtient :
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o 22 bl i —2\ L, (Ta—
EFo(k%2n) = n2h 3/m2/_1_/_1/0/0K( h )K( h )

x K* <JJ1 ; z ) K* <332 ; z ) Gy (21)y.(z2) 2 () F 2 ()

X w(z)w.(y)w(z )wa (y') fo(ylz) fo(y'|2")

X f(z1)f(z2)dzdz'dridzodydy’ . (2.45)
Pour simplifier les calculs qui vont suivre, posons :

a,(t) = 2 () w()wi(y) fo(ylt)- (2.46)

L’expression (2.45) devient alors :

B B 2 2 1 1 " 1 —
EFo(k%Qn) = n 2h 3/]112 /_1 /_1/0 /0 K ( h >

s (To—z\ _fz1—2'\ ., [xz2—2
x K ( A )K ( 3 >K ( 7 >9y,y’(x1)gy,y'(x2)

X ay(z)ay (2") f(z1) f(z2)dudz' dzydzodydy’ . (2.47)

On effectue dans (2.47) les changements de variables z; = uh + 2’ et 2y = vh + 2/, de

Jacobien inverse h? pour obtenir, comme h < 1 et 2’ € [0, 1],

1 .1 p2=2 2—z' I _ r_
Bl = wo [ [ [T () e (T )
h h

X K*(u) K*(v)gyy (uh + m')gy’y/(vh + x')ay(x)ay/(x')

X f(uh+ 2")f(vh + 2")dudvdzdz'dydy

/

1 1 p1 pl r_ _
n“zh_:l/ /// / K* i :B-i—u K* z $+v
Rr2Jo Jo J-1J-1 h h

X K*(u)K*(v) Ly (uh + ') Ly (vh + 2')

X ay(z)ay (2")dudvdzds'dydy’, (2.48)
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oll on a posé
Ly,yl(.) = gy,y’(')f(‘)'
On effectue a nouveau un changement de variable dans (2.48) en posant # = —th + 2’ pour

obtenir :

1 2 1 a1
Br (k) = n2 [ [0 [ [ K+ uK E+)
h

X K*(u)K*(v) Ly, (uh + m')Ly,y/('vh + z')

X ay(—th + ')y (2" dudvdtdz' dydy'. (2.49)

En substituant le résultat (2.49) dans expression (2.41), on en déduit que :

Varg (Ty) = & — D2 (2.50)

avec
12 1 gl
02 = 2// / / / K*(t + u)K*(t + v)K*(0)K*(v) Ly o (uh + ')
R?JOo JE5—=J-1J-1

X Ly (vh + 2", (—th + 2") s (2")dudvdtdz' dydy' . (2.51)

Maintenant, sous 'hypothése (f.0), la fonction qui & u associe L, ,(uh + z') est positive
et continue sur le compact [—1, 1]. Ceci est da a la continuité des fonctions Fy(.|z') et f(z)
dans un voisinage de z’' € [0, 1]. Cette fonction est donc bornée et atteint ses bornes. Pour

chaque y,3' € R et 2’ € [0,1], on peut donc trouver u; € [—1,1] tel que :

0< Ly (uh+2'") < Ly y(urh + 2"). (2.52)
Par le méme raisonnement, on peut donc trouver v; € [—1, 1] tel que :

0< Ly, (vh+z') < Ly, (v1h+2'). (2.53)

Enfin, sous les hypothéses (f.0), (P.0) et (P.1), la fonction qui a t associe oy, (—th + ')

est bornée. Pour chaque y € R et 2’ € [0, 1], on peut donc trouver t; tel que
0 < ay(—th+2') < ay(—tih +2'). (2.54)
Ceci nous permet de déduire que :

|2K*(t + u)K*(t + v) K*(u)K*(v) L, . (uh + &') L, (vh + 2") o, (—th + ') e, (')
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<2|K*(t+u)K*(t+v) K*(u) K*(v)|Ly y(uwah+2") Ly o (v1h+ 2" ) oy (—t1h+ 2" )y (2'). (2.55)

Le membre de droite de (2.55) est intégrable par rapport a u,v,t,z’,y et y/. En effet, sous
les hypotheéses (K.0), (X.0), (£.0), (P.0) et (P.1),

/}Rz /01 (/; /_11 /_112|K*(t+“)K*(t+U)K*(U)K*(v)|dudydt)

X Ly y(urh + ") Ly o (v1h + ") o (—t1h + ') oy (2") d2' dydy'

IN

2/ / (/ |K* 2) t)}z dt) Ly’y/(ulh =+ x')Ly’y/(vlh + m’)
IR2
ay(—tih +2')ay (2')dz'dydy’,
1
= 2K70(0) /mz /0 Ly y(urh + ') Ly (vih + @)

X ay(—t1h + ')y (z')dz' dydy’,

IA

1
M/ / L, (uh +2')L, (vih + 2", (—t1h + 2, (2')dz' dydy/,
R?J0

IN

1
M/ /ay(—tlh—I—m')ay/(m')dm'dydy',
R? J0O

o [ (f - ) (), ) o

< M. (2.56)

IN

On a aussi
’llir% 2K*(t + w)K*(t + v) K*(u) K*(v) Ly o (uh + ') L, o (vh + '), (—th + z') oy (2')
—

= 2K*(t 4 u) K*(t 4+ v) K* () K*(v) [Ly (2] oy (2") ey (). (2.57)

Les résultats (2.56) et (2.57) nous permettent d’appliquer le théoréme de convergence do-

minée pour obtenir :

hmah = hm2/}Rz/ // / K*(t + u)K*(t + v)K*(u)K*(v) Ly, o (uh + ')
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X Ly (vh 4+ 2')a, (—th + &") oy (2")dudvdtdz' dydy

_ 2/]R.z /01 /}R/_ll /_11 K*(t 4 ) K* (¢ + ) K* (u) K* (v)

X [y (2)] (&Y (2wt dydy

_ 2/m2/ [ (/ K6+ ) K () (/_11K*(t+v)K*(v)dv)
X [y (&) oy (&' (o't dydy

= o[ [ (L[] ) 1Ly (2] ey (o) da'dydy

= oy, (2.58)

avec

02 = 2K*7(0) /01 /Im lFO(y/\y'|$') f(xl(y|w) o(y'12)]’

)
x W (2w (Y)we (¥ fo(y|z') fo(y'|2") dydy' dz’. (2.59)
On en déduit que :
Jm Vorn(T) = im "ol
= o5 (2.60)

2.4.4 Veérification de la premiére hypothése du Théoréme de de
Jong (1987)
Comme T3 est “propre”, Ep, (kijn) =0 V 1<14,j <netonen déduit que
Varpo(ki]-n) = EFO (k?]n) (261)

2

De plus, des expressions (2.41) et (2.50), Eg,(k;,) = 20#, V1<i<j<n Comme

kiin = 0, on en déduit que,

n
max Z Varg,(kijn) = Z Varg,(kijn),
1<i<n j=2
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(n =1y,

om2
Ly ar(Ty)

= —Var
2n 2/

de sorte que,
. MaXicicn ey Vare (Kin) )
lim = lim — =0.
n—+o0 Varg,(Ts) n—+oo 2n

La premiére hypothése du Théoréme de de Jong (1987) est donc bien vérifiée.

2.4.5 Vérification de la deuxiéme hypothése du Théoréme de de
Jong (1987)

Calculons Eg,(Ty). En utilisant 'expression 32.32) de 75 et la décomposition donnée par
de Jong (1987, p266) du terme (Elgz’qgn kijn) , on a,

4
Ep (T = Ep (2 > k]n) ;

1<i<j<n
= 16(G1 + 6G2 + 12G3 + 24G4 + 6G5),
= 16G; + 96G> + 192G3 + 384G, + 96Gs, (2.62)

avec,

- Gy = El§i<]’§n EFO (k?]n)’
— G2 = Yi<icj<h<n (EFO(kZQJTLkZan) + Epy (K2, k,) + EFo(kIQcinkI%jn))’
~ G3 = Licicjchen (Br (K kijnkiin) + Er, (K kjtnkiin) + Er, (k3kijnkitn) ),

- G4 = ElSi<j<k<lSn (EF'O (kz]nkzknkl]nklkn) + EFO (kijnkilnkkjnkkln) + EFo(kiknkilnkjknkjln))u
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- G5 = Yicicj<i<i<n (EFo (k2 ki) + Er (kinkin) + Er, (kzzlnkakn))

On étudie a présent chacun des termes de (2.62). Le premier s’écrit,

116G, = 16 Y. Eg(k},)

ijn /I
1<i<j<n

= 8n(n - I)EFo(kil2n)'

On a maintenant besoin du lemme suivant :

Lemme 2.4.5 Supposons que Fy(y|z) vérifie hypothése (Fy.y.1). Alors, sous les hypothéses
(K.0), (X.0), (f.0), (H.1), (P.0) et (P.1), on a :

EFO(kSlZn) = O(n_z)'
Preuve Voir ’Annexe C. &

On en déduit,
16G, = o(1). (2.63)
Le deuxiéme terme de (2.62) est :
96 Z (EFo(k%%nk%&n) + EFo(k'gmkgsn) + Er, (kglnkgﬂn))
1<i<j<k<n

n(n —1)(n — 2)

= 96 x
3!

(EFO(k%an%Sn) + EFO (kglnkg:in) + EFO(kglnk?%Zn)) I

les trois espérances étant identiques puisque d’une part les k;;, sont symétriques en leurs
arguments et d’autre part les variables intervenant dans les k;;,, sont identiquement distri-

buées. On utilise le lemme suivant :

Lemme 2.4.6 Supposons que Fy(y|z) vérifie ’hypothése (Fy.y.1). Alors, sous les hypothéses
(K.0), (X.0), (f.0), (P.0) et (P.1), on a :

EFO(k%an%?)n) = O(n_s)‘
Preuve Voir ’Annexe D. &

On en déduit,

96G2 == 0(1)
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Passons a ’étude du troisiéme terme de (2.62). Le résultat (3) de De Jong (1987, p267)
annonce que :

|G| < G

On en déduit,
192G3 = o(1). (2.64)

Pour l’avant dernier terme de (2.62), on a :

384 Z (EFO (kijnkirnkijnkien) + Ery (kijnkinkijnkiin)

1<i<j<k<I<n
+ Er, (kiknkilnkjknkjln)>

n — 1)(n — 2)(n — 3)

n(
— 384 x
41

<EF0 (k12nk13nk42nk43n) + EFO (k12nkl4nk32nk34n)

+ EFO(kl3nkl4nk23nk24n)) )

= 48n(n - 1)(n - 2)(77/ - B)Epo(klznklgnk42nk43n),

pour les mémes raisons que dans le cas précédent. On utilise ensuite le lemme suivant :

Lemme 2.4.7 Supposons que Fy(y|z) vérifie Uhypothése (Fy.y.1). Alors, sous les hypothéses
(K.0), (X.0), (f.0), (H.0), (P.0) et (P.1), on a :

EFo(k12nk13nk42nk43n) = 0(”_4)-

Preuve Voir '’Annexe E. &

On en déduit alors que
384Gy = o(1).

Il ne reste plus maintenant qu’a étudier le dernier terme de (2.62). Nous avons,

96G5 = 96 Z <EF0 (kzynkzln) + EFO(k?knk?ln) + EFO(kzZlnk]an)) ’
1<i<g<k<IL<n



2.4 Etude de la statistique 75 40

n(n—1)(n —2)(n —3)

= 96 x
4!

X 3EF0 (k%an?QAn)?

= 12n(n—1)(n—2)(n — 3)E%, (kis,), (2.65)

car kyg, est indépendant de kzq,,. Or, on a déja montré en (2.41) que

En (k) = % (2.66)
Ainsi,
06G; = 3x " _:L;EZ - i;g” - B)Varib (T2),
= 3Vary, (T2)(1 + o(1)).
Au total, on trouve que
Er(Ty) = 3Varg, (Tx)(1 + o(1)) + o(1).
Ainsi,
Bn(TH) _ 8Varg(D)(L+ o) +o(l) o (2.67)

Var%b (Tz) Var%b (Tz)

Les deux hypothéses du Théoréme de de Jong (1987) étant vérifiées, on a donc démontré

le théoréme suivant :

Théoréme 2.4.8 Supposons que Fy(y|z) vérifie I’hypothése (Fy.y.1). Alors, sous les hy-
pothéses (K.0), (X.0), (f.0), (H.1), (P.0) et (P.1), on a :

T, £ N(0,02) (2.68)

avec

s o, U [FyAye) — Folylz!)Fo(y']a')]
oy = QK()(O)/O /IRZ[ f(CE')

x W (2w (y)we (¥) fo(ylz') fo(y'|2") dydy' dz'. (2.69)
Enfin, revenons a la statistique (2.7). On avait obtenu la décomposition,

T:T1+T2.
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En combinant les résultats (2.30) et (2.68), on obtient le corollaire suivant :

Corollaire 2.4.9 Sous les hypothéses du Théoréme 2.4.8 et sous I’hypothése supplémentaire
(Fo(l).a:.Q), on a:
T—h3
— £ N(o,1) (2.70)

g0

ot les quantités ag et o sont définies respectivement en (2.15) et (2.69).

2.5 Comportement asymptotique de la statistique de test

On va & présent faire le lien entre la statistique 7" dont on vient d’obtenir le comportement
asymptotique en (2.70) et notre statistique de test, donnée en (1.42). Suite a la définition
de F,(y|z) donnée en (1.15) et a partir de la décomposition du noyau W™(.), obtenue en
(1.34),0n a:

Bl = Bovle) = 2w (Z5) Uiz = FoolXi)

n

= Y W™ (Xi,z,h) (Iiv<yy — FolylX2))

=1

n Xz — T = n
+ hz Zn (T’m> w (Xi"r’ h)([{YiSy} - Fo(y|Xi))’
=1

ol le noyau [/Nl/"(., .,.) a été défini en (2.6) et o on signale que
< ( zh_ x)
w™X;, z,h) = ——2 7~ 2.71

Xl‘—.’E
h

en z € [0,1] si n est assez grand. Maintenant, si on éléve ce terme au carré, on obtient :

On rappelle aussi que dans cette expression, Z, ( ,x) est presque siirement borné

[Futle) = Ftala)]” =[S0 (Ko )Ty — Falal )
2 n XZ — X = n 2
#1232, (B ) WK ) o) = Fuls10)

=1




2.5 Comportement asymptotique de la statistique de test

42
+2h [Z W™ (Xi, 2, h)(Lvicy) — F0(9|Xi))]
=1
" Xl — X = n
X |30 Za (e ) W (X2, ) Ty — Folyl X))
i=1
qui, injecté dans ’expression (1.42) de la statistique de test donne :
T =T+ h°T + 2nT, (2.72)
ott T a été défini en (2.7) et ot on a posé
— 1 " X, —x - 2
T = m/ﬁ/o /IR (Z Zn ( - m) W™(Xi,2,h) (Ivicyy — Fo(y|X,-))>
i=1
x w(z)w(y) fo(yle)dydz, (2.73)
et
- n o n 1 5 X] — _
T = ahyy [ f W”(Xi,:c,h)Zn( 33) W (X, z, k)
i=1j5=1 0 JIR h
x (Itvi<yy — Fowl X)) (I <oy — Fo(ylX;))
X w(z)w,(y) foly|z)dydz. (2.74)

Commencons par étudier le comportement asymptotique de la statistique 7. Celle-ci se
décompose a son tour sous la forme

T — Tl + TQ, (275)
avec
_ n Xi—z \2 2
T, = m/EZ/O /]RZn ( . :c) W™ (X, 2, h)* (Ivieyy — FolylX))
=1
x w(z)w,(y) fo(ylz)dyde, (2.76)
et
_ 1 X. — X. — _ _
T, = n\/ﬁ Z / / Z ( z .’B’x) Zy (]733’:1;) Wn(XZ,JI,h)Wn(X],.’L',h)
1<igy<n /0 IR h h
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x (Iv<y — Fo(l X)) (Ziwy<oy — Fo(ylX;)) w(z)wa(y) fo(ylz)dydz,

= Yl (2.77)

1<iZj<n

avec

) X, — X — _ _
Lin = m/ﬁ/ / Z. (Twm) Zn( L “‘J) W (Xi, 2, YW™(X;, 2, h)
0 R

X (I{ngy} — FO(y|Xz)) <I{Yj5y} — Fo(y|Xj)) w(x)wm(y)fo(yb:)dyd:c. (2-78)

Tout d’abord, puisque |Z,(.,.)| < M,

_ n o1 9 _ 2
0<T < MavRY [ [ W2, h) (L) — oyl X))
=1

X w(z)we(y) fo(y|z)dydz. (2.79)

De plus, on peut recycler la preuve de la Proposition 2.3.2 pour montrer que

WA [ I (Km0 (o) = Fo(01%0) (e ) ool e

= 0(h7%) +0,(1).

En effet, cette statistique est analogue a la statistique 7} introduite en (2.8). La seule
différence avec celle-ci est la structure du noyau qui la caractérise, mais cette structure
ne jouant aucun réle dans la preuve de la Proposition 2.3.2, on peut conclure directement

quant au résultat. On déduit alors que :

Ti = O0(h7%) +0,(1). (2.80)

On s’intéresse a présent au comportement asymptotique de la statistique 75. Par l'in-

égalité de Bienaymé-Tchebytchev, on a :
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Varg, (Tz)

VEk>0,P (|To— Br, (T)| > k) < —3

(2.81)

De plus,

Eg, (TQ) = n(n—1)Eg/(l12,),

= TL(’I’L— 1)EF (EF0(112H|X1,X2,...,Xn)). (282)

Aussi,

1 X, — X, —
O AN EAC = DEAC S
RJ/JRJ0O JIR h h

x W™(X1, 2, h)W™(Xa, 2, h)

x (Iyzyy = Fo(1X1)) (Toguy — Fo(ulX2))
X w(2)w,(y) fo(y|z)dydz fo(y1| X1)dyr folyz]| X2)dys,

= 0, (2.83)

car /]R<[{y1§y}—F0(y|X1)) fo(v1|X1)dy: = 0, Vy € IR,VX; € [—1,2]. On en déduit que
Eg,(l12n) = 0 et donc
Enp, (TQ) — 0. (2.84)

Maintenant, comme EF, (T2|X1, Xo,... ,Xn) =0,

Varpo <T2> = EF (V(J,’I’FO (T2|X1,X2, e ,Xn)) -|— V(J,’I’F <EF0 (TQ|X1,X2, e ,Xn)) s

~ Ep (VarFO (T2|X1,X2, . Xn)) . (2.85)
Or, par le méme raisonnement qu’en (2.41) appliqué ici au cas conditionnel, on a :
Varg, <T2|X1,X2, .. ,Xn) = 2n(n — 1)Ep, (l§2n|X1,X2, . ,Xn) . (2.86)

De plus,
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! 1 Xi1—z X, — 12
EFXX...anzh//////Zn<l )Zn !
F0(12"| bz ) "rIr o Jre Ir n 7 R 7

Xy — Xy — 2
XZ,,,( 2h m,:c)Z,,,( 2h m,:v)

X V_Vn(Xl, x, h)Wn(XQ, x, h)V_Vn(Xl, CL‘I, h)Wn(XQ, CL‘I, h)

* (Lungwy = Fo(91X0)) (Tnny — FolylXa))
X (I{ylsy’} - F0(3/|X1)) (I{yzsy’} - F0(3/|X2))
X w(z)w(y) fo(y|z)dydzw(z")w. (') fo(y |2")dy' dz’

X fo(y1| X1)dys fo(y2| X2)dys,
1 1 X, —=z X; -2
< wn [ Lz (e (<
< n°h o e ) IR,|Z P |1 Z P |

_ _ !
<l (X272 o)z, (20

X |Wn(X1? T, h)HWn(XQa Z, h)HWn(Xla mla h)HWn(XQa xla h‘)|

$ ([ Honsn = FoP0)| Fonsry = Foly'1X0)| folwnl X))
X (/]R Ta<oy = Fo(ylXe)| | limsuy — Fol¥/1X2)| f0(3/2|X2)d3/2>
X w(z)wa(y) fo(y|z)dydzw(z")w. (') fo(y'|2")dy' dz’,
1 1 _ _
< Mth/ / / / W™(X1, 2, h)|[W"(Xa, 2, h)|
0 JRJO JIR

x [W( Xy, 2!, h)||[W™ (X, 2', h)|dzdz’,



2.5 Comportement asymptotique de la statistique de test 46

M st _ /X —z _ (X, -2
< o [ IR IER (5
n?h3 Jo Jo h
_ (X9 — _ ([ Xy —2'
><|K( - ”“")||K( th>|dxdx’, (2.87)

en utilisant la définition de W™ (., .,.) donnée en (2.71). De plus, si on pose les changements

1
de variables £ = —uh + X; et 2’ = —vh + X; de Jacobien w2 on obtient, comme h < 1 et
X1 € [_la 2])

- X —
EFo (l%2n|X1aX2a"' aXn) S 2h /;1 1 /;1 1 ( —|—’U,> ||K(u)|

« |E (% + v) IR (v) |dudv,

< o (LR (P ) I () o)
X (/]Ru? (%w) ||I_((v)|dv>,
< 2l (255 =

On en déduit que sous 'hypothése (f.0),

Er (EFO (132,,/|X1,...,Xn)) < Ep (% [|f(|(2) (¥)]2) |

- th/ / [ @ (931_m2>]2f(m1)f(x2)dx1dm2,

< L e (25
h
- TR ()] dudes,
R
< S [ ] IR® @) dudes,
< % (2.89)

On en déduit alors que
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_ M

Varg, (T5) < 2n(n— 1) x = = O(1). (2.90)
n

Si on substitue maintenant les résultats (2.84) et (2.90) dans l'inégalité (2.81), on en

déduit que pour tout k£ > 0,
P(|T2| <k) = 1—P(|T2| > k),

M
Z 11— ﬁa
ce qui implique que :
Ty = 0,(1). (2.91)

On s’intéresse a présent au comportement asymptotique de la statistique 7' dont on

rappelle ’expression :
X

T = m/ﬁf:f:/olfmwn(xi,m,h)zn( L l‘m) Wn(X,, z, h)

1=1j7=1

x (Tnsn = FowlX0)) (I s = FolwlX;))

X w(z)w,(y) foly|z)dydz. (2.92)

Cette statistique se décompose elle aussi en deux statistiques :

+

T = (2.93)

avec

~ n 1 ~ X,, — X = 2
T, = m/EE/O /]RW"(Xi,:c,h)Zn( - ,:c)W (Xi, 2, k) (Ivicy — Foly|X2)
=1

x w(z)w,(y) fo(y|z)dyde, (2.94)

et
X]‘—ﬂ?

Ty = wh ¥ /Ol/mv’V"(Xi,m,h)Zn(

,m) V_V"(Xj,:c,h)
1<i#j<n "

X (I{YiSy} - F0(1’4|Xi)) (I{Yfiy} B FO(y|Xf))
X w(x)wm(y)fo(ykr)dydx,

1<i#j<n
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avec

X;— _
tijn = n\/_/ / W" (Xi,z,h)Z, ( h x,x) W™(X;,z,h)
x (Ivizyy — Fowl X)) (Iy, <0y — Fo(ylX)))

x w(z)w,(y) foly|z)dydz. (2.96)

Tout d’abord, comme |Z,(.,.)| < M,

7| < nfzf / W™(Xi, 2, R)||Zn ( >||W"(Xl,a; b))
x (Itvicyy = FolulX:))” w(@)wa () fo ylz)dyde,
< Mm/ﬁi/ol /RIVT/H(X%%W (Trvi<wy —F0(9|Xi))2

X w(z)w,(y) fo(y|z)dydz, (2.97)

oll on a posé V:Vn(XZ-, z,h) = W"‘(XZ-, z, h)W"(X;,z,h). De plus, on peut recycler la preuve

de la Proposition 2.3.2 pour montrer que

nv/h Z ) ) (T = FowlXa) ot ) oyl

= 0(h7%) +0,(1).

En effet, cette statistique est quasiment analogue a la statlsthue 77 donnée en (2 8) La
seule différence avec celle-ci est la forme du “double” noyau |W (.,-,.)| qui la caractérise.
Or cette structure ne joue aucun réle dans la preuve de la Proposition 2.3.2 ce qui permet

de conclure directement quant au résultat. On déduit alors que :

Ty = 0(h7%) +0,(1). (2.98)
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On s’intéresse a présent au comportement asymptotique de la statistique 7'5. Contraire-
ment a la statistique 75, cette statistique posséde un noyau ¢;;, qui n’est pas symétrique en

ses arguments. On la symétrise en posant :

To= Y Tyn, (2.99)

1<iZj<n

ot le nouveau noyau 7;;, est défini par :
1
Lijn = 3 (tijn + tjin) » (2.100)

et est symétrique en ses arguments, ce qui permet de proposer aussi I’écriture suivante pour
T2 :

To=2 > Tijn (2.101)
1<i<5<n
Maintenant,
Eg, <T2) = n(n —1)Eg,(T12,),
= n(n— ].)EF (EFO(T12n|X1,X2,...,Xn)). (2102)
De plus,

1
EFO(T12TL|X1!X2’ L) >Xn) = 5 [EFo(t12n|X1: X2’ e aX'n) + EFO (t21n|X1:X2a L) >Xn)] .
(2.103)

Aussi,

1 - — _
B, (ton X1, Xo, . .., X,) m/%/ / / / W™(Xy,z, h)Z, (X2 xa:) W™ (Xs, z, h)
RJRJo JRR h
x (Iyzyy = Po(u1X1)) (Tgosyy — Fo(y|X2))

x w(z)w, (y) fo(y|z)dydz fo(y1| X1)dyr folye| X2)dya,

= 0, (2.104)
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car/ (I{y1<y} — Fo(y|X1)> fo(y1|X1)dy: =0, Vy € IR,VX; € [—1,2]. De la méme maniére,
R <

on montre que Er, (t21,|X1, Xo,...,X,) = 0 ce qui permet de déduire :
Eg, (T2) = 0. (2.105)
Maintenant, comme EF, <T2|X1,X2, ... ,Xn) =0,

Varg, (T2) = B (Varg, (Tol X1, Xa, ..., X)) + Varp (Ep, (T2l X1, Xa,..., X2))

~ Ep (Varpo (T2|X1,X2, ... Xn)) . (2.106)
Or, par le méme raisonnement qu’en (2.41) appliqué ici au cas conditionnel, on a :
Varg, (Tol X1, Xa, ..., X,) = 2n(n — 1) Eg, (Th,| X1, Xa, ..., Xa) - (2.107)

De plus,

Ep, (T122n|X1,X2,...,Xn) = [EF (t§2n|X1,X2,...,Xn)+EFO (t§1n|X1,X2,...,Xn)

=

+ 2EF0 (t12nt21n|X1) XQ) s JX'IL) :| . (2108)

Or,

1 1 Xo—=z Xo— 12
EtZXX...an%//////Zn(Z )Zn 2 '
F°<12"| b ) N " Rt

X Wn(Xl, x, h)Wn(XQ, x, h)Wn(Xl, CL‘I, h)Wn(XQ, CL‘I, h)

X (T = Fo(lX1)) (Tiagy — Fo(ylXa))
x (It <y = Fo(¥'1X1)) (Ityozyy — Fo(y'1X2))
X w(z)w.(y) foly|z)dydzw(z Y w. (v) fo(y'|2")dy dz’

X f()(yl|X1)dy1f0(y2|X2)dy2a
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1 1 Xy — Xo — 2o
<[ [ f () 12 (222
o JRJo JR h h

X |W™( Xy, z,h)|[|W™(Xa, z, R)||W™( X1, 2", ) |[|W™(Xa, 2", h)|

X </IR ’I{ylsy} - FO(y|X1)‘ ’I{ylsy/} — Fo(y'|X1)‘ fo(y1|X1)dy1)
X </[R ’I{yzéy} - FO(y|X2)‘ ’I{yzsyl} — FO(yI|X2)‘ fo(y2|X2)dy2)
X w(z)w.(y) fo(y|z)dydzw(z Yw. (v') fo(y|2")dy d=’,
1 1 . B
S Mn2h/ / / / |Wn(X1,$,h)||Wn(X2,(L‘,h)|
0 JRJO /IR
X |Wn(Xlamlah)||Wn(X2,$', h)|d:ﬁdm',
M Lot Xi—=x X1 — x
< — K* K*
< s [ [ (B <h>|

_ Xy — _( Xy —2
< |K( . ”")||K( = x>|dmda:’, (2.109)

en utilisant les définitions de W*(.,.,.) et de W"(.,.,.) données respectivement en (2.6) et

(2.71). Maintenant, on pose les changements de variables ¢ = —uh + X; et 2’ = —vh + X>

de Jacobien 72 pour obtenir,

M (3 7 o (X - Xy .
Er, (t%2n|X1;X2)"';Xn) < %/E/EU((T"‘U)HK (u) |
h h
X - X ]
« |K* (% + v) & (v) |dudv,
M _ Xs— X1
< — Kl— K
- th/m/]R| ( h —|—u)|| ()]
X — X _
x| K* (% + v) 1K (v) |dudv. (2.110)

On en déduit que

Ep (B (85,1 X1, X2, -, X0))
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IN

Er (% AL (% + u) 1K (u) || K (¥ + v) 1R (v) |dudv) ,

- %LQI/;ZI/R/];{|K (mzzml +u) ||K* (U)|

< |K* (‘""1 2y v) & (v) |dudv f (21) f (22)derdas,

i L e (25 )

T1 — T2

h

IN

X |K* ( + v) || K (v) |dudvdzdz,

2—
—1

M 2 -1 _ B
T o2l /; /]R/]R |K (=t +u) [|K* (u) [|K* (t + ) || K (v) |[dudvdtdz,,

IN

%/j/m/m/m|f_((—t+u)||K*(u)||K* (t +v) [|K (v) |dudvdtda,,
M

< (2.111)

F.
On majore de la méme maniére les quantités Er (Er,(ta,| X1, X2, ..., X)) et

Er (EF, (ti2at21n| X1, X2, ..., X4)), ce qui permet de déduire que :

Varg, (T2) < 2n(n — 1) x % = 0(1). (2.112)

Comme Eg (T2) = 0 et Varg, (’fg) = O(1), on en déduit, a I'instar de (2.91),
Ty = 0,(1). (2.113)

Si maintenant on subsitue les résultats (2.80), (2.91), (2.98) et (2.113) dans la décompo-
sition (2.72) de la statistique de test, on obtient, sous '’hypothése (H.0),

T = T+hr2[0(h72) +0,(1) + 0,(1)] + 20 [0 (h72) + 0,(1) + 0, (1)],

= T+0(h2) +0,(h?) + 0, (h?) + 0 (h?) + 0,(h) + Oy(h),
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= T+ o,(1), (2.114)
de sorte qu’on en déduit :

T—hz T—hsz
200 _ 20 4 o,(1), (2.115)

g0 g0

_1 _1
T —h~zag T —h"za ) . ,
et donc et ont le méme comportement asymptotique donné dans le
g0 99
corollaire suivant :

Corollaire 2.5.1 Sous les hypothéses du Théoréme 2.4.8 et sous ’hypothése supplémentaire
(Fo(l).m.Q), ona:
T - h™za
N N(0,1) (2.116)
o

ot les quantités ag et of sont définies respectivement en (2.15) et (2.69).
Du Corollaire 2.5.1 découle alors une stratégie de test de niveau a pour ’hypothése nulle

donnée en (2.1) : on rejettera H si

T — h™%a

g0

> 21—ay

ol z1_, est le fractile d’ordre 1 — a de la loi normale centrée réduite. La pertinence d’un

test unilatéral pour tester Hy donnée en (2.1) sera expliquée au Chapitre 5.

Notons que les expressions de ag et o font intervenir la densité marginale f(z) de X. Or,
souvent en pratique, cette densité est inconnue. Cette stratégie de test est alors inutilisable.

On est donc amené & considérer la statistique de test

T — h_%al

01

, (2.117)

ol a; et o; sont des estimateurs convergents de ag et 0p. Une possibilité est de remplacer

dans ces termes la densité f(z) par un estimateur f,(z).

De (2.15), ag peut s’écrire

ag = /0 1 /]R ¢J(f(’;)/) dydz, (2.118)
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avec
«(2)
¢(z,y) = K (0)Fo(ylz) (1 — Fo(ylz)) we (y) fo(ylz)w(z), (2.119)
et de facon similaire, de (2.69),
_ 9251
/ Y) gy d, (2.120)
R2 (z)
avec
bile,u,y) = 2K°7(0) [Fo(y Ay|e) — Fo(yle) Fo(y |2)]
x w? (2w, (y)we (y) folylz) fo(y'|)- (2.121)
Soit f,(z) un estimateur de f(.) et définissons
1
ay = / ¢(2,y) (2.122)
0o JR
et )
o2 :/ & YY) oy do. (2.123)
0 JIR2 fn(q:)
Maintenant,
T bty [T hhay+ hob(ag —‘“)] Lo (2.124)
g1 g0 01
Or,
1 1 1
bl —a) = a3 [ ] ¢lz,y) /
o Jr f(z) R fn

b

_ pd /Ol/m(,zﬁ(:v,y) lm— #m)] dydz

L ey | S
" /0 r f(z) ! fn(m

IN

dydz,

IA
o
wn
=

o)

fn

. Jf(w)
fa@)|

(2.125)
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Rt
si h™2 sup

z€[0,1]
la méme fagon,

2 2
‘0-0_0-1’ )

n\Z

[} e oten ) s <1 /e

1 ¢1(Iayayl) o f(m)Z !
= /().]RZ f(z)? ‘1 7| Y
. f(CL')2 1 ¢1(x7yayl) !
< zsel[t)pl] 1 fn(x)Z/O - 7}0(:8)2 dydy' dzx,
2 . f(z)?
- T Reel

= 0(1)’

si sup |fn(z) — f(:c)’ = 0p(1). On en déduit que oy — 01 = 0,(1), c’est & dire
z€[0,1]
90
— =1 1).
) +0p(1)

Ainsi, si on substitue les résultats (2.125) et (2.127) dans 'expression (2.124),

T —h"3a; T —h"zaq

= 1
o1 o0 + Op( )’

1 1
T—h_§a1 T—h_fao
et et

01 go
le corollaire suivant :

Corollaire 2.5.2 55 f,(.) est un estimateur de la densité f(.) de X tel que

h™2 sup
z€[0,1]

alors sous les hypotheses du Corollaire 2.5.1, on a :

T—h-3
ST L N(0,1)
01

ou les quantités a; et oy sont données respectivement en (2.122) et (2.123).

Falz) — f(m)‘ = 0p(1) et en rappelant que 0 < m < f(z) < M Vz € [0,1]. De

(2.126)

(2.127)

(2.128)

ont le méme comportement asymptotique. On a donc montré

(2.129)
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Ainsi, une stratégie de test de niveau a de H, donnée en (2.1) consiste a rejeter H si

T —h™3a

01

> 21—a>

oll 21_, est le fractile d’ordre 1 — o de la loi normale centrée réduite.

Note Si fn(m) est I'estimateur a noyau H basé sur Xi,..., X, de fenétre k, c’est a dire :
5 1 & X, —z
n - H . 3
fal(a) nk = ( k )
alors de Rao (1983, p48),
hE sup |fola) = f(@)] = 175 [Ops (w75 (l0g )7 &7) + O]
z€|0,

~

folz)—f (:c)‘ tende vers 0, on doit choisir k tel que :

de sorte que pour que K3 sup
z€[0,1]

Viogn
Vikyvh

Plus précisément, si on pose h = O(n™) et k = O(n™%2) avec 0 < 6,8, < 1, les deux

—0et h 3k — 0.

conditions précédentes impliquent que :

51 1—51—6
_— b P —
2< 2 < 2 ’

ou € > 0 est petit. Cette relation entre é; et J, assure un choix assez large de valeurs pour
d5. En particulier, suite aux hypothéses données a la Section 1.3.3 concernant la fenétre h,
il est toujours possible de choisir la valeur de k& optimale pour ’estimation & noyau de la

1

densité, c’est a dire k = O (n_i).

Les résultats obtenus dans ce chapitre concernant le comportement asymptotique de la
statistique de test dans le cas ou Fy(y|z) est un polyndéme de degré < p en x vont étre
utilisés au chapitre suivant qui considére le cas plus réel ot Fy(y|z) est une fonction de

répartition quelconque.



Chapitre 3

Etude du comportement asymptotique
de la statistique de test sous Hy dans le
cas ou Fj(y|z) est une fonction
quelconque

3.1 Introduction

A D'instar du Chapitre 2, on étudie dans ce chapitre le comportement asymptotique de

la statistique de test 7" donnée en (1.42) pour tester I'hypothése nulle
Hy: F(y|z) = Fo(y|lz) Vy € R,Vz €]0,1]. (3.1)

Nous allons supposer ici que Fy(y|z) est une fonction de répartition quelconque mais
satisfaisant néanmoins certaines conditions de régularité, ce qui est plus pertinent en pra-
tique que le cas étudié au Chapitre 2 ou Fy(y|z) était un polynéme en z de degré inférieur
ou égal & p. Le comportement asymptotique de la statistique de test dans ce cas de figure
découle partiellement des résultats qui ont été obtenus au chapitre précédent. Il convient
cependant de donner une nouvelle décomposition de cette statistique de test. Cette décom-
position nécessite le calcul du biais conditionnel de Iestimateur polynémial local de F'(y|z)
(qui est nul dans le contexte du Chapitre 2), biais qui est contrdlé par le choix du paramétre
p, l'ordre de l’ajustement polynémial local de F(y|z). Nous discutons de ce choix dans le

prochain paragraphe.

3.2 Choix du paramétre p

Le paramétre p est 'un des trois paramétres qui apparaissent de maniére explicite dans

le probléme de minimisation (1.9), puis de maniére implicite dans expression de l'estima-

a7
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teur polyndémial local de la fonction de répartition conditionnelle (1.15). Cette expression
de l'estimateur polynémial local ﬁ’n(y|m) permet aussi de voir que plus p est grand, plus
I’expression de l'estimateur devient complexe. Pour p = 0, on retrouve ’estimateur de la
fonction de répartition conditionnelle étudié par Collomb(1980), aussi appelé I’ajustement
constant. Pour p = 1, on a l'estimateur linéaire local étudié par Ducharme et Mint El
Mouvid (2001).

Dans un contexte d’estimation de la fonction de régression E(Y|X = z), Fan et Gijbels
(1996, p62) remarquent que bien que le biais de l'estimateur soit en priorité contrélé par
la fenétre A, le choix de ’ordre du polyndéme local a une certaine importance. En effet, ils
montrent que le biais de P’estimateur polynémial local de E(Y|X = z) passe de l'ordre
O (h**1) a lordre O(h?*?) selon que p est respectivement impair ou pair. Par contre, si p
est pair, un terme supplémentaire apparait dans ’expression de ce biais. En pratique, ce
/(=)
f(z)

f(z) étant inconnues, il augmente le nombre de termes inconnus dans I'expression du biais.

terme supplémentaire, fonction de est plutdt génant puisque les fonctions f'(z) et

Ainsi, la plupart des auteurs recommandent de choisir p impair pour I'estimation par les

polynémes locaux de la fonction de régression.

On choisit ici d’emboiter le pas a ces auteurs et dans la suite de ce travail, on se limite
aux cas ol le degré p du polynéme utilisé pour l'estimation de F(y|z) est impair. Dans ce

contexte qu’on ne précisera plus, on étudie & présent le biais de F,(y|z).

3.3 Calcul du biais de F),(y|z), conditionnellement aux X
observés
La décomposition de la statistique de test passe d’abord par la détermination de ’espé-

rance de F,(y|z) conditionnellement aux X observés ou plus précisément de Iordre de ce

biais lorsque p est impair.

Proposition 3.3.1 Supposons que Fy(y|z) vérifie I’hypothése (Fo(p+1).:c.2). Alors, sous les

hypothéses (K.0), (X.0) et (f.0),
Er (Flylo)| X, X,) = Folgle) + O (14, (32

Dans cette expression, Olgf’y)(hp"'l) = hp"'lOp(;”’y)(l) et le terme O]g':’y)(l), déja défini en
(1.26), est borné en z € [0,1] et eny € IR.
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Preuve En utilisant la définition de F,,(y|z) donnée en (1.15), on a :

Br(Ala)l e %) = Bn (S0 (K0 Tl X ).

= ZW"( )EFO(I{Y<y}|X1, o Xn),
= Zn:W" (Xh_m> Fo(y|X;). (3.3)

=1

De plus, sous 'hypothése (Fép+1).:c.2), la fonction qui & z associe Fy(y|z) est p + 1
fois continiment dérivable dans un voisinage de tout # €] — 1,2[. On effectue alors un
développement de Taylor d’ordre p + 1 de Fy(y|X;) autour de =z € [0,1] et pour tout
i=1,...,n, il existe z} € (X;, ) tel que :

(p)
Fo(y|Xs) = Folylz)+ (X; — :E)Fél)(y|x) +.. 4+ (Xi— m)pw
Fy" (yle?)

+ (Xz ;z:)P+1 (p+ 1).

, (3.4)
ol on rappelle que Féj)(y|3:) est la 7™ dérivée de la fonction Fy(y|z) par rapport a z. Si

on substitue ce résultat dans 'expression (3.3), on obtient, en utilisant les propriétés du
noyau W"(.), données en (1.17),

Eg,(Ey(yle)| Xy, .., X,) = ZW”( L )lpo ylz) i o(j)_(y|w)

i=1 !
F(p+1)(y|m )
+ Xz _ P+1—]’
( z) (p+1)!
n X, —=z
= Fo(y|:c)ZW"< - )
2=1
p F(J) n X
4y B2 S gy ( : x) (X; — z)]
=1 7 =1 h
n X — F(p+1)(y|x’3‘)
_+_ Wn ( 2 ) )(-Z — p+1-0 2 ’
; h ( ) (p+1)
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ol R,, est le “reste” associé au développement de Taylor (3.4) défini par :

F p+1)(y|m )

R,, = gW“ (Xh_ x) (Xi — @PHW. (3.6)

Dans ce qui suit, M est une constante majorante pouvant varier d’'une ligne & ’autre.

Maintenant, suite a la décomposition du noyau W"(.) donnée en (1.34),

n (p+1) *
Xi—z Fy (y|x)
Rl = [ (K) (s
| Ray| ; ) U Py
p+1 (
n ylzi)
< W™ (X, z,h Xz-—:cpﬂ‘ 0 :
< ;’ ( )| ( ) TR
(p+
Zn( ——, ) Xi,z, h)| (Xi — P+1—, 3.7
)| (i, )| (X = o= (3)
ot les noyaux W*(.,.,.) et W*(.,.,.) sont définis respectivement en (2.6) et (2.71). Mainte-
X,
nant, comme |Z, ( - x,x) < M et sous ’hypothése (Fép+1).:c.2),
R

W)l e .
Ryy| < sup sup ———7— X W™(X,,z,h)| (X; — z)P*,
1B yeRze1] P+ 1)! ; ‘ ( )‘ ( )

IF P (l2)| & )
+ Mhsup sup ———————*— W™ (X, z, h) [ (X; — z)PT,
veRzel01] P+ 1) ; ‘ ( )‘ ( )
MY [W (X2, )| (X — 2)*,

=1

IN

+ MR W™ (Xi, 2, h)| (X; — 2)7*,
=1

- e G )
fla) =t h ’
Mhp+2

] Xl — T pt1
: 3.8
Fl 5 39
1 & X — X — g\ Pt
De plus, en recyclant le résultat (1.23) aux statistiques — Z K* ( zh 33)‘ ( zh x)
nhi=
— X,L — Xz _ p+1
K( A m)‘ ( h :z:) , on obtient, de (1.26) et sous les hypothéses (K.0),

1 n
f() _hg

2

(X.0), (£.0) et (H.2) -
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%g K* (th— m)‘ (th— .’L’)P+1 o+ hO;S(l)’ 59
et
RN = om0z (3.10)

oil les termes O (.), déja définis en (1.23), sont presque stirement bornés en = € [0, 1]. On

en déduit que sous I’hypothése (f.0),

[Rayl < O(RTY) + Opa(RF%) + O(RF%) + Opa(RF),

= O,.(h**1). (3.11)

Il est important de signaler que cette majoration tient uniformément pour tout z € [0, 1]

et tout ¥y € IR. On en déduit alors le résultat cherché. &

3.4 Décomposition de la statistique de test

Tout d’abord, on peut écrire que :

Eu(yle) = Foylz) = (Falyle) — Er(Fayl2)| Xy, ..., Xa))

+ (Br (Falylz)| Xy, ..., X0) — Fo(ylz)) (3.12)
De plus, comme on I’a montré en (3.3),
- o XZ — X
Er,(Fu(ylz)| Xy, ..., X)) = S W™ ( -

=1

) sl ),

de sorte que,

XZ'—CC
h

B(vle) = Bn(E o) Xu - X = 2 W (F575) (g — FiIXD). (319

D’autre part, sous les hypothéses de la Proposition 3.3.1, on a que presque stirement, si

n est suffisamment grand,

EFO(F"(y|m)|X13 s :Xﬂ) - Fo(y|£C) = hp+1R’n($a y)a (314)
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ol R,(z,y) est presque siirement borné en z € [0,1] et en y € R. Ainsi,

Fu(ole) = By(ole) = 2w (F577) Uiy = Aol )

+ KPR, (2, y). (3.15)

Si on éléve ce terme au carré, on obtient :

[Fulyla) - Folyle)]” = [Z wr ( x) (Itvicy) — f%(@/le-))]2 + WPV R2 (z,y)

n Xz —
+ 20" R, (z,y) Y W™ ( - ) (TIvi<yy — Fol(ylXa)),
=1

qui, injecté dans (1.42), donne a l'instar de (2.72) obtenue dans le cas ou Fy(y|z) est un

polynéme en z, la décomposition suivante :

T=T"+T;+ Ty, (3.16)

ou T™* est semblable a la statistique donnée en (2.72), dont le comportement asymptotique

a été étudié au chapitre précédent,

Ty = nh2p+%/01 /IR R2(z,y)w(z)w.(y) fo(y|z)dydz, (3.17)

3 1 XZ'—.T
7= 2wty [ [ R (S0 (v - FolylX0)
=1

x w(z)w,(y) foly|z)dyde. (3.18)

La décomposition (3.16) permet de remarquer que le comportement asymptotique de
la statistique de test 1" dépend du comportement asymptotique de la statistique 7™ et
du comportement asymptotique des statistiques 73 et 1, dont nous allons faire & présent
I’étude.

3.5 Comportement asymptotique de la statistique de test

Etude de T*

Le comportement asymptotique de la statistique 7™ se déduit directement du Corollaire
2.5.1. En effet, ce résultat se base uniquement sur le fait que la fonction a tester sous H est
p fois dérivable, ce qui est le cas dans le présent contexte puisqu’on la suppose en particulier

p + 1 fois dérivable. On peut donc recycler ici le résultat du Corollaire 2.5.1.
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Etude de 75 et T}

Proposition 3.5.1 Supposons que Fy(y|z) vérifie I’hypothése (Fy.y.1). Alors, sous les
hypothéses (P.0), (P.1) et (H.3), on a :

T3 = o,(1). (3.19)
Preuve On a,

. ol
T3 = nh2p+5/0 /IRRi(x,y)w(m)wz(y)fo(ym)dydx,

IN

5 1
Mk [ [ foyle)dyde,
= 0,(1).d

Proposition 3.5.2 Supposons que Fy(y|z) vérifie 'hypothése (Fy.y.1). Alors, sous les
hypothéses (K .0), (X.0), (f.0), (P.0), (P.1) et (H.3),

Ty = o,(1). (3.20)

Preuve De (3.18) et en utilisant la décomposition du noyau W?"(.), donnée en (1.34), on

peut écrire que :
T, = 2Ty + 2hTy, (3.21)
oll on a posé

n

~ 3

T4 :nhp+2 E Vi,
=1

et "
Ty = nh?*s > w;,

=1
avec

v; = /01 /]RRH(:C,y)W”(Xi, T, h)([{YiSy} — Fo(y|Xi)w(z)w.(y) fo(y|z)dydz,

et
1 X, —x -
wi= [ [ Rl 2, (S5 w) WK h) i) = Foul X Ju()ues(4) foyle) dyde.

ou les noyaux VT/”(.,.,.) et W"(.,.,.) sont définis respectivement en (2.6) et (2.71) et les



3.5 Comportement asymptotique de la statistique de test 64

X, -
termes Rn(m, y) et Z, (Tx’ :c) sont presque stirement bornés en z € [0,1] et en y € IR.
Par le théoréme de Fubini et sous les hypothéses (Fj.y.1), (X.0) et (£.0),

Ba(oils ) = [ [ Raloy) W) ([ (v — Folol o)) folual o)
X w(z)w,(y) fo(y|z)dyde,

= 0,

car /]R(I{ylﬁy} — Fo(y|X1)) fo(v1|X1)dys = 0, Yy € IR, VX; € [—1,2]. Il s’en suit que
Eg,(v1) = 0 et donc EF, (T4) = 0. Maintenant, comme Eg, (v1|X1,...,X,) =0,

Varg,(Ty) = n*h*T3Varg, (Zvi),

=1

n2h2p+3EF (Vang (Z ,Ui|X17 Xz, . ,Xn)) )

i=1
= n*h*Ep (B, (v11X1,.., Xa)). (3.22)
Calculons a présent Ep, (vi|X1,...,X,). Nous avons,

2 = /Olfm/ol [ Ralar, )R, YW (X, 2, W (X, 2, )
X (I <y — Foy|X1)) (Ipn<yy — Foly' [ X0))w(z)w(a)we (y)wa (y)

X fo(ylz) fo(y'|z")dydzdy dz’,

de sorte que,

1 1 ~ ~
Er, (431X1,...,X,) < /}R/O /}R/O [Ru(z, )| R, )| [ W (X, 2, )| [ (X, 2, )|
X (/]R | Fn <oy = Fow1X0)| [Ty — Foly/1X3)] fo(y1|X1)dy1>

X w(z)w(z"w. (Y)w (y') foly|z) fo(¥' |2')dydzdy' dz'. (3.23)
De plus, Vy,y' € R et VX, € [—1,2],

/]R <oy = Fo1X0)| [Ty — Fov/1X0)] folwal Xa)dyy < M,
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de sorte que, sous les hypothéses (P.0) et (P.1),

1 1, . ~
Ep, (X1, Xa) < M/O /0 W (X, 2, )| [ (X0, 2, )|

X (/IR fo(y|:1:)dy> </1R fo(y'|:c')dy'> dxdz’',

M Lt Xi—=x Xl—JJI
< K* K" dzdz’, (3.24
—n2h2/o/o| ( h )” ( h )'x‘”’( )

en utilisant la définition de W"(., .,.) donnée en (2.6). On effectue les changements de

variables z = —uh + X; et 2’ = —vh + X; de Jacobien 7z Pour obtenir, comme h < 1 et
X, € [_L 2])

M 3 R, \
Ep, (VIXy,..., X,) < E/L /L K (u)] | K* (v)| dudv,
M * *
= S ([ 15 @ldu) ([ 15 @ldv)
M
= ?’

sous ’hypothése (K.0). Ainsi,

~ M
0 < Varg, (T4) < ndp2Pt3 « —

ce qui permet de déduire que
Ty = 0,(1). (3.25)

Etudions maintenant le comportement asymptotique de Ty. Par le théoréme de Fubini
et sous les hypothéses (Fy.y.1), (X.0) et (f.0),

1 Xl—ﬂf = n
Er(wi] X1, ..., Xn) = /()/RRn(a:,y)Zn( . ,:c)W(Xl,a:,h)

X (/]R(I{ylﬁy} - FO(y|X1))fo(y1|X1)dy1)
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x w(z)w,(y) foly|z)dydz,

= 0,

car /]R(I{ylsy} — Fo(y|X1)) fo(ya| X1)dyn = 0, Vy € IR, VX; € [—1,2]. Il s’en suit que
Eg,(w1) = 0 et donc Ep, (T4) = 0. Maintenant, comme Eg, (w;|X,...,X,) =0,

VarpO(T4) = n2h2p+3VarFO (Zw,),

=1

= n2h2p+3EF (Va’l"po (Zwi|X1,X2,. . ,Xn)> y

=1
n* kP Ep (Er, (wiXy,..., X)) (3.26)
Calculons a présent Ep, (w?|X1,...,X,). Nous avons,

1 1 X —=x X, -7
;= Rale,y)Ru(a's ) 2 (S 0) 2, (S5 o
e /O/IR/O /IR (2,9) Fn(a',¥) n " 7

X V_Vn(Xl, x, h)V_Vn(Xl, m', h)
X (Iyi<yy — Fo(y1X1)) (I va<yy — Fo(¥'1X1))

X w(z)w(z ) w. (y)w (y') folylz) fo(v' |z')dydady' dz’,

de sorte que,

1 1 Xi—z X, —2a
Br (31X, X)) < [ [ Rl Bt )20 (5 ,m)nzn( L ,m'>|

x [W(X1,,B)| [ (X1, 2/, 1)

X (/]R | T <oy = FowlX)| [Ty — Foly/1%0)| f0(91|X1)dy1)

X w(z)w(z ) w, (y)w (y'") fo(y|z) fo(y |2 dydzdy' dz'. (3.27)

De plus, Vy,y' € R et VX, € [—1, 2],

/]R <y = Bl X0)| |[Tangon — Folw'1X0)] foln| Xa)dys < M,
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de sorte que, sous les hypothéses (P.0) et (P.1),

Er (w?Xy,...,X,) < M/()lf()l‘W"(Xl,:c,h)"W"(Xl,:c’,h)‘

X (/}R fo(y|m)dy) (/IR fo(y'|m')dy'> dxdx’,
<

M 1,1 _ X1—CE _ Xl—x’ I
< nzhz/o/olK( - >||K< - >|dxd:c, (3.28)

en utilisant la définition de W™(.,.,.) donnée en (2.71). On effectue les changements de

variables z = —uh + X; et 2’ = —vh + X; de Jacobien ﬁ pour obtenir, comme h < 1 et
X, € [-1,2],

0 < Ep, (wﬂXl,...,Xn) < %/i /i K’(u)‘ ‘K’(v)’dudv,
h h

_ % ([ @) ([ 1EE)w),

M

n2’

sous ’hypothése (K.0). Ainsi,

0 < Varg, (’ﬂ)

N
3
w
el
o
3
I
@
X

ce qui permet de déduire que

Ty = 0,(1). (3.29)

Si on substitue maintenant (3.25) et (3.29) dans la décomposition (3.21) de T4 on a, sous
I'’hypothése (H.0),

Ty = o0yh(1) + hoy(1),

= 0,(1).
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Revenons maintenant a la décomposition de la statistique de test obtenue en (3.16). Les

Propositions 3.5.1 et 3.5.2 permettent de déduire que :
T =T"+ o0,(1), (3.30)

de sorte que les statistiques 7" et 7™ ont le méme comportement asymptotique résumé dans

le théoréme suivant :

Théoréme 3.5.3 Sous les hypothéses du Corollaire 2.5.1 et sous les hypotheses supplé-

mentaires (Fép+1).:c.2) et (H.3), on a :

T —h~2
— T2 L, N(o, 1), (3.31)
0o

ot les quantités a, et ag sont données respectivement en (2.15) et (2.69).

Ainsi, un test de niveau a de ’hypothése nulle donnée en (3.1) consiste a rejeter Hy si
T — h_%ao
9o

> Z1-a;

oll 21_, est le fractile d’ordre 1 — o de la loi normale centrée réduite.

Comme dans le chapitre précédent, les expressions de ag et o intervenant dans cette
étude asymptotique comportent comme paramétre de nuisance la densité f(.) qui est gé-
néralement inconnue en pratique. Il est alors nécessaire de les estimer en remplacant ce
paramétre de nuisance par un estimateur. En s’appuyant directement sur le raisonnement
proposé a la Section 2.5, on donne le résultat de convergence suivant pour le test de I'hy-

pothése nulle donnée en (3.1) :

Théoréme 3.5.4 Sous les hypothéses du Théoréme 3.5.3 et du Corollaire 2.5.2, on a :

T* — hz
- L N0, 1), (3.32)
01

ou les quantités a; et o7 sont données respectivement en (2.122) et (2.123).

Ces résultats nous permettent de constater que moyennant I'ajout des hypothéses sup-
plémentaires (H.3) portant sur la fenétre d’ajustement h et (Fép+1).w.2), le comportement
asymptotique de la statistique de test est le méme que dans le cas ot Fy(y|z) est un poly-
noéme de degré < p en z. Nous allons a présent nous placer dans le contexte plus pratique
ou Fy(y|z) n’est plus entiérement spécifiée mais comporte des paramétres inconnus. Cette

étude fait I’objet du chapitre suivant.



Chapitre 4

Test de la fonction de répartition
conditionnelle dans le cas ou celle-ci
comporte des paramétres inconnus

4.1 Introduction

Dans les deux chapitres précédents, on a construit un test d’adéquation pour la fonction
de répartition conditionnelle dans le cas ou la distribution & tester sous Hy, soit Fy(y|z),
est entiérement spécifiée. En pratique, cette situation est assez rare. C’est pourquoi, dans
ce chapitre, on considére le cas plus général ou Fy(y|z) fait intervenir un certain nombre
de paramétres inconnus, comme dans I'exemple (1.2) o ces paramétres sont les quantités
Bo, f1 de m(z) et 0% de o(z). Si on rassemble ces paramétres inconnus dans un vecteur
0 appartenant a l’espace paramétrique © que 1’on suppose un sous-ensemble ouvert de
IR%,d > 1 et si on réécrit dans ce contexte la fonction de répartition conditionnelle sous la

forme Fy(y|z;0), alors 'hypothése nulle simple (1.3) devient 'hypothése nulle composite :
Hy:F(.|.)e{Fo(.]-;0),0 € B}, (4.1)
que ’on veut confronter a ’alternative :
Hy:F(.|.)¢{F(.]|.;0),0 € 6}. (4.2)

Comme dans les chapitres précédents, on doit é&tre moins ambitieux et se limiter a z € C,
ou C est un compact appartenant au support [—1,2] de la densité f(.) de X. Sans perte
de généralité, on supposera ici aussi que C = [0, 1]. Dans la suite, on dénotera par 6, € ©
la “vraie” valeur (inconnue) du paramétre 6, de sorte que tester ’hypothése nulle (4.1)

restreinte & C équivaut a tester :

Hy : 30y € O tel que F(y|z) = Fy(y|z;6y) Vy € R,Vz € C. (4.3)

69
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Notons aussi que, dans ce qui suit, on suppose que X ne contient pas d’information sup-
plémentaire sur la “vraie” valeur 6, de 8. Ceci correspond au cas ou la variable X est dite
“exogéne” pour 6, selon la terminologie de la Définition 1.4.9 de Gouriéroux et Montfort
(1989, p30).

[’adaptation de notre procédure de test a ces nouvelles conditions nécessite certaines

notations et hypothéses que nous introduisons dans la section suivante.

4.2 Notations et Hypothéses

Pour les raisons données a la Section 3.2, on utilise un ajustement polynémial local
d’ordre p impair pour lestimation de F(y|z). Notons de plus que dans tout ce qui va
suivre, M est une constante majorante pouvant varier d’une ligne a I'autre. On pose alors

les conditions suivantes, en plus de celles déja introduites a la Section 1.3 :

— (Fy.y.1) Pour tout z € [—1,2] et tout # dans un voisinage V() de §,, la fonction qui
a y associe Fy(y|z;0) est continiment différentiable en y, ce qui assure I'existence de
la densité conditionnelle fy(y|z;0) de Y sachant {X = z}.

— (F3" .2.1) Pour tout y € IR et tout § dans un voisinage V (6,) de 6y, la fonction qui a
x associe Fy(y|z;0) est k (k > 1) fois continiment dérivable dans un voisinage V()
de z €] — 1,2

- (Fg‘(k).x.Q) On suppose (F(}"(k).a:.l) et on suppose de plus que pour tout € dans un
voisinage V() de 6y, pour tout u dans un voisinage V(z) de z €] — 1,2[ et tout

y € R,
sup sup sup ’Fék)(ykc;@)‘ <M,
0€V (60) u€V (z) yER
ol Fék)(y|x; 6) est la k' dérivée de la fonction Fy(y|z;6) par rapport a z.

Notons que ces 3 conditions remplaceront maintenant les conditions (Fy.y.1), (F\¥.z.1) et

(F{® 2.2) de la Section 1.3.2.
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— (Fp.0.1) Pour tout « € [—1,2] et tout y € IR, la fonction qui & § associe Fy(y|z;0) est

deux fois continiiment différentiable pour tout § dans un voisinage V() de 6,.

— (Fy.6.2) On suppose (Fy.0.1) et on suppose que pour tout # dans un voisinage V' (6)
de 0y, tout =z € [—1,2] et tout y € IR,

HFo(y|:c;9)H <M et HFo(y|:c,9)HF < M,

ot Fy(y|z; 0) et Fy(y|z;0) désignent respectivement les différentielles d’ordre 1 et 2 de
la fonction Fy(y|z;8) par rapport a 6, ou ||.|| désigne la norme euclidienne associée a
I'espace paramétrique © et ou ||.||p désigne la norme matricielle de Frobénius définie,

pour toute matrice réelle A, par :

Allp = y/trace(AT A).
|

— (fo.6.1) Pour tout z € [—1,2] et tout y € IR, la fonction qui a # associe fy(y|z;0) est

continiment différentiable pour tout § dans un voisinage V' (6y) de 6,.

— (f0.0.2) On suppose (fy.0.1) et on suppose de plus qu'il existe une fonction h(z,y)
positive vérifiant / h(z,y)dy < M Yz € [—1,2] et telle que pour tout # dans un
R
voisinage V' (6y) de 6y, pour tout z € [—1,2] et tout y € IR,

| folylz;0)|| < h(a,v),

ou fo(y|z;0) désigne la différentielle de la fonction fo(y|z;#) par rapport a 6.

Notons que la condition (f;.6.2) est une condition “classique” en théorie de I'estimation.

4.3 La procédure de test

La forme de la statistique du test d’adéquation donnée en (1.42) fait intervenir de fagon
explicite I’expression de la distribution Fy(y|z) testée sous 'hypothése nulle Hy. Le probléme
est qu’on a maintenant une famille paramétrée de distributions ou la vraie valeur 6, du

paramétre 6 est inconnue. Une solution consiste alors a remplacer ce paramétre inconnu
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par un estimateur convergent. Plus précisément, si on remplace dans (1.42), Fy(y|z) par

Fo(y|z; é), ot § est un estimateur convergent de 6, la statistique de test s’écrit :

T = n\/ﬁ/ol /]R [Fu(yle) — Fo(yla; é)]zw(év)wm(y)fo(ylw;9)dydw- (4.4)

Cependant, ce changement au sein de la statistique de test est susceptible de modifier
son comportement asymptotique et c’est ce point que nous allons étudier ici. Concernant
le choix de l'estimateur 6§ de 0y, la théorie “classique” de l’estimation statistique propose
plusieurs méthodes pour générer des estimateurs convergents d’'un parameétre inconnu 6.

On choisit ici d’utiliser un estimateur 8 de 0y qui vérifie les hypothéses :

(B1) VAl = 6) = 0,(1).

-~ (B.2) 0 2 4,

ol = désigne la convergence presque stre. Concernant (E.1), on dira que 0 est Vn-
convergent pour §,. Cette propriété, partagée par la plupart des estimateurs classiques,

dont par exemple I'estimateur du maximum de vraisemblance de 6y, a son importance ici.

Notons aussi que sous I’hypothése (F}.6.2), la fonction qui & 6 associe Fy(y|z;0) est
(localement) Lipschitzienne dans un voisinage V' (6y) de 6,. En effet, si 8; € V(6,), par un
développement de Taylor d’ordre 1, il existe 8** € (6o, 6) tel que :

Fo(ylz;01) = Fo(ylz; 00) + (61 — 90)TF0(Z/|$39**),
de sorte que, pour tout z € [—1,2] et tout y € IR, on a par Cauchy-Schwarz,

[Fo(yle; 61) — Fo(yle; 60)] < 1160 — ol x || Fo(yle; 67)]],

< M||61 = 6ol

sous I'’hypothése (F).0.2). En particulier, par (£.2), g e V (8y) avec la probabilité 1, de sorte

que, si n est suffisamment grand et avec probabilité 1,

|F0(Z/|l’§é) — Fo(ylz; 00)| < M||é — b]|- (4.5)

Signalons pour finir que dans la suite, on suppose que n est toujours suffisamment grand

pour que l’on puisse supposer que g e V(6y) avec probabilité 1.
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4.4 Deécomposition de la statistique de test

Pour simplifier 1'étude du comportement asymptotique de la statistique de test (4.4),
supposons pour le moment que # € © C IR. Donnons-en ensuite une décomposition, ce qui

permettra d’étudier plus facilement ce comportement asymptotique. Tout d’abord,

Fo(ylz) — Fo(ylz;0) = Fu(ylz) — Fo(ylz; 60) + Fo(ylz; 60) — Fo(ylz; ),

de sorte que,

[Fu(yle) = Folylz;0)]” = [Fulylz) — Folyle; 00)]” + [Fo(yla; 60) — Fo(yle; 6)]°

+ 2| Fu(yle) — Fo(yle; 00)] [ Fo(ule; 00) — Fo(ylz; 6)]. (4.6)

De plus, par I’hypothése (fy.0.1) et le fait que 0 soit avec probabilité 1 dans un voisinage
de 6y, on peut invoquer le théoréme de la moyenne pour annoncer qu’il existe un 8* € (6, é)

tel que, pour n suffisamment grand :
fo(y|$;é) = fo(ylz;00) + (é - ao)fo(y|$;9*)- (4.7)

Si on substitue (4.6) et (4.7) dans l'expression de la statistique de test (4.4), on obtient

la décomposition :

T=Ti1+To+T35+Ty+T5+ T, (4.8)

T = Vi [ [ [Blsle) — Fofule; 0)] (e () fololes fo)duds, (49)
T, = «9 6) / / w(ylz) — Fo(y|a:;«90)]2w(m)wz(y)

x fo(ylz; 0%)dydz, (4.10)

T3 = n\/ﬁ'/ol ./IR [Fo(y|a:; by) — Fo(y|$;é)rw(:v)wm(y)fo(yh:; 6o)dydz, (4.11)

Ty = nvV/h(l - 6,) /01/13 [Folyle;60) — Foylz; )] w(w)w, (v)

X foly|z; 0%)dydz, (4.12)
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Ts

2m/5/01/IR [Fu(yle) — Fo(yle; 60)] [Fo(yle; 60) — Folyla; 0)]
X w(z)w,(y) folylz; 6o)dyde, (4.13)
Ty = 2nVA(0 — b)) /01 /}R [Fu(ylz) — Fo(yle; 60)] [Fo(yle; 60) — Folylz; 0)]

x w(z)w,(y) fo(y|e; 0%)dyde. (4.14)

Ainsi, le comportement asymptotique de la statistique de test 7, donnée en (4.4) va
dépendre du comportement asymptotique de la somme des 6 statistiques 17, Ts, T3, Ty, T}

et Ts. Nous allons montrer que seul le comportement asymptotique de 77 importe.

A l'instar de la remarque faite a la Section 1.3, on va utiliser dans ce chapitre la notation
Eg,(.) pour désigner I'espérance associée a la loi conjointe Fy(., .; ) et Eg (.|X) dénotera
Pespérance associée a la loi conditionnelle Fy(. | .; #). Comme dans les précédents chapitres,
Er(X) désignera 'espérance de X, associée a la loi marginale F(.) de X, de densité f(.).

Notons aussi que ces mémes notations seront transposées a celles concernant la variance.

4.5 Etude du comportement asymptotique de la statis-
tique de test

Etude de T}

La statistique 7 est analogue a la statistique de test 7', introduite en (1.42) et dont
le comportement asymptotique est étudié au Chapitre 3 avec pour seules différences, 'uti-
lisation de Fy(y|z;6p) a la place de Fy(y|z) et de fo(y|z;6p) & la place de fo(y|z). Cette
différence n’en est pas vraiment une et du coup, son comportement asymptotique se déduit
automatiquement de celui obtenu au Théoréme 3.5.3, que I'on rappelle dans la proposition

suivante :

Proposition 4.5.1 Supposons que Fy(y|z; ) vérifie les hypothéses (F§.y.1) et (Fg‘(p+1).:13.2).
Alors, sous les hypothéses (K.0), (X.0), (f.0), (P.0), (P.1) et (H.3), on a :
T, — h_%ago Yo

=5 N(0,1), (4.15)
0'90
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avec

—C Lr Fo(ylz; 60)(1 — Fo(y|z; 60)) .
ag, = K*7(0) /0 /m ) wa () folylz: 80)dy w(z)de,  (4.16)

et

i, = o) [ [ [PV ) - Rl )]
0 RZ f(:LJ)

x Wz )wa (Y)we (V) fo(y|z'; 00) fo(y' |25 00) dydy' dz’. (4.17)

Preuve On recycle la preuve du Théoréme 3.5.3 puisque les hypothéses (F;.y.1) et (Fa‘(p+1) z.2)

impliquent les anciennes versions de celles-ci.

Etude de 75

Proposition 4.5.2 Supposons qu’en plus de (fo.0.2), Fo(y|z;8) vérifie les hypothéses de la
Proposition 4.5.1. Alors, sous les hypothéses (E.1) et (E.2), on a :

Ty = 0,(1). (4.18)

Preuve Sous les hypothéses (fo.0.2), (P.0) et (P.1) et puisque par (E.2), 6* € V() avec

probabilité 1, si n est suffisamment grand,

T < mf|9_90|><// W(yle) — Fo(ylz; 00)] w(@)wa (y)] folyle; 0°)|dyda,
< |(-)—90|><n\/_// y|m Fo(y|ac;90)]2w($)w$(y)h(m,y)dyda:,

= |0 -6y x V, (4.19)

ou

_nf// w(ylz) — Fo(y|m;90)}2w(m)wx(y)h(:v,y)dyd:c. (4.20)

Le Lemme suivant donne le comportement asymptotique de la statistique V.

Lemme 4.5.3 Sous les hypothéses de la Proposition 4.5.2, on a :

V=0 (h77) +0,(1). (4.21)
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Preuve La statistique V' est semblable a la statistique 77 avec pour seule différence
l'utilisation de la fonction h(z,y) a la place de la densité fy(y|z,6y). La convergence de T3
décrite a la Proposition 4.5.1 est obtenue de la preuve du Théoréme 3.5.3 en utilisant en

particulier le fait que / fo(ylz,8p)dy < +o0o0 pour tout z € [—1,2] puisqu'il s’agit d’une
R

densité. Or, la condition (f.0.2) impose que / h(z,y)dy < 400 pour tout z € [—1,2] de
R

sorte qu’on obtient la convergence (4.21) pour la statistique V. &

Revenons maintenant a la preuve de la Proposition 4.5.2. Sous 'hypothése (E.1), 5—90 =

O, (ﬁ) de sorte que :

Tol < 16— 060 x [0 (h72) +0,(1)],

sous ’hypothése (H.1). &

Etude de T3

Proposition 4.5.4 Supposons que Fy(y|z;0) vérifie I’hypothése (Fy.0.2). Alors, sous les
hypotheéses (P.0), (P.1), (E.1), (E.2) et (H.0), on a :

T3 = 0,(1). (4.22)
Preuve Suite 4 la remarque (4.5),

0<T3 = n\/ﬁ/o1 /IR [Fo(yl; 00) — Fo(ylw;9)]210(x)wz(y)fo(ylm;90)dydw,

S M\/E X ’)’L(é — 90)2.
Sous I’hypothése (E.1), on obtient :

Ts < MVRO,(1) = 0,(1). (4.23)
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Etude de T,

Proposition 4.5.5 Supposons que Fy(y|z;8) vérifie les hypothéses (Fy.0.2) et (fy.0.2).
Alors, sous les hypothéses (H.0), (P.0), (P.1), (E.1) et (E.2), on a :

Ty = 0,(1). (4.24)

Preuve Sous les hypothéses (Fy.6.2), (f5.0.2), (P.0) et (P.1) et suite a la remarque (4.5),

Ty = |nVA(d — 6o) /01 /m [Folyl;00) — Fo(ylz; 0)] w(e)wa(y) folyle; 0°)dydal,
< MG — 8| ><n(é—«90)2/01/IR|f0(y|x;9*)|dydx,
< MﬂM—%Mn@—%ﬁEéﬁ@w@M,

< MVR|G — 8| x n(6 —6,)?,

< M\/Bop(l)Op(l) = op(1),

sous I’hypothése (H.0).d

Etude de T;

Proposition 4.5.6 Supposons que Fy(y|z;0) vérifie les hypothéses (F;.y.1), (F(;"(erl).a:.Z) et
(Fy.0.2). Alors sous les hypothéses (K.0), (X.0), (f.0), (P.0), (P.1), (E.1), (E.2) et (H.3),
on a :

Ts = 0,(1). (4.25)

Preuve Sous I'hypothése (F(.0.2), la fonction qui a 6 associe Fy(y|z;0) est deux fois

~

continiiment dérivable en 6. Il existe donc un 6** € (6, 0) tel que :
. . 1 . .. i
Fo(ylz; 00) — Fo(y|z;0) = (80 — ) Fo(yl|z; 60) + 5(9 — 00)*Fy(ylz; 6*).
Si on substitue ce résultat dans ’expression (4.13) de 75, on obtient :

Ty = T + T2, (4.26)
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T = 2yn(6o—6) x Vnh / [ [Butyle) = Folyla; 00)] Fo(ula; 00)
X w(z)w.(y) fo(y|z; o)dydz, (4.27)
et
Tr* = Vi x (6 — 6)) / [ [Bulvle) = Folyla; 00)] Fo(yla; 07
x w(z)w,(y) foly|z; 0o)dydz. (4.28)

Sous les hypothéses (Fp.0.2), (P.0), (P.1), (E.1) et (E.2), on déduit directement que

~ 1 ~ .
7| < Vhx (- 90)2/0 /]R |Bu(ulz) — Folylz; 60)] x |Fo(y]z; 67)

X w(z)w,(y) foly|z; 6o)dyde,

< MvVhx n(é —8y)? /01 /IR, folylz; 00)dydz,
= 0, (Vh) =0,(1), (4.29)

sous ’hypothése (H.0). L’étude du comportement asymptotique de 7} nécessite d’intro-

duire la proposition suivante.

Lemme 4.5.7 Supposons que Fy(y|z;0) vérifie les hypothéses (F.y.1), (Fg‘(p+1).x.2) et
(Fy.0.2). Alors, sous les hypothéses (K.0), (X.0), (f.0), (P.0), (P.1) et (H.3), on a :

\/_// W(yle) — Folylz; 00)) Fo(ylz; 0)w(x)w, (v) folylz; 6o)dydz = o,(1).  (4.30)

Preuve Voir Annexe F. &

Le Lemme 4.5.7 et 'hypothése (E.1) permettent de déduire que :
T = o,(1), (4.31)
de sorte que, associé a (4.29), on conclut :

Ty = op(1).. (4.32)
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Etude de T

Proposition 4.5.8 Supposons que Fy(y|z;0) vérifie les hypothéses (Fy.0.2) et (fy.0.2).
Alors, sous les hypothéses (P.0), (P.1), (H.0), (E.1) et (E.2), on a :

Ts = 0,(1). (4.33)

Preuve Sous les hypothéses (F.6.2), (fo.6.2), (P.0), (P.1) et (E.2) et suite a la remarque
(15),

o 1 ~ o
T < VRl =60l [ [ 1Fa(yle) = Folyles00)| x [Fo(yles; 00) — Folyles )

x w(z)wy(y) X | foly|z; 0%)|dyde,

IA

A 1 A
MnvVh|f — 8| x /0 /]R |Fo(ylz: 60) — Folylz; )] x h(z, y)dydz,
R 1
< MvVhx n(f — 00)2/ / h(z,y)dydz,
0 JIR

= 0, (VR) = 0,(1),

sous les hypothéses (E.1) et (H.0).d

Les Propositions 4.5.1 a 4.5.8 montrent que seul le comportement asymptotique de 7}
importe dans le comportement asymptotique de la statistique de test. On en déduit alors

le théoréme suivant :

Théoréme 4.5.9 Supposons que Fy(y|z;8) vérifie les hypothéses (Fj.y.1), (Fé‘(p+1).m.2),
(Fy.0.2) et (fo.0.2). Alors, sous les hypothéses (K.0), (X.0), (f.0), (P.0), (P.1), (E.1),
(E.2) et (H.3), on a:

T — h™Zay,

£, N(0,1), (4.34)
Tg

0

ou les quantités ag, et oy sont données respectivement en (4.16) et (4.17).

Preuve On avait obtenu en (4.8) la décomposition :

T=Ti+To+T5+Ty+T5+7Ts,
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de sorte que

T—h3as,  Ti—hSag+To+T3+Tu+Ts+Tp
0'90 o 0'90 ’
Ty — h™%a
= ———" 1 0,(1). (4.35)
0'90

La Proposition 4.5.1 permet de conclure directement quant a la convergence en loi de la

statistique de test (4.4) sous I’hypothése Hy donnée en (4.3). &

Ce comportement asymptotiquement normal est donc le méme dans le présent contexte
que lorsque la fonction a tester sous Hy ne comporte aucun paramétre inconnu. Du Théo-
réme 4.5.9 découle alors une stratégie de test de niveau asymptotique a pour ’hypothése

nulle donnée en (4.3) : on rejettera Hy si

T — h_%ago

090

Z1—a>

ol 21_, est le fractile d’ordre 1 — o de la loi normale centrée réduite.

Notons cependant que dans cette expression, les quantités ag, et o4, font intervenir la
valeur de 6, qui est inconnue. Cette stratégie de test est donc inutilisable en pratique. Une
possibilité est de remplacer 6 par un estimateur convergent, par exemple ici, g vérifiant les
hypothéses (£.1) et (E£.2). On est donc amené & considérer la statistique de test

T — h~Zay
94
Il se pose alors la question de savoir si un test basé sur cette statistique est asymptotique-

ment valide. Or,

T — h™%a,

94

_1 _1
T — h 20,90 + h 2(a90 — aé) % %. (436)
o

0'90 0'90

De plus, sous les hypothéses (F,.0.1) et (fo.6.1), la fonction qui & 6 associe
2
Ro(z',y,9') = [Fo(y A y'1a';0) — Fo(yla';0) Fo(y/'|a'50)] folula'; 0) fo(u/ |5 0),

est continue pour tout # dans un voisinage V' (6y) de 6. On en déduit que la fonction qui a

0 associe

_ (%) ! / / w(m)wm(y) I
o = 2K (O)/O /]R? Ry(z',y,y )Tm)dydy dz’,
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est continue pour tout § dans ce méme voisinage et que donc oy I’est aussi. Sous 'hypothése

(E.2), 6 appartient a ce voisinage avec probabilité 1 et on obtient :

0'90
=1 1
o; + 0,(1).

1 . .
Comme o0y, > 0, le terme — est majoré et il ne reste donc plus qu’a montrer que
0'90

h_%(ago — ay) est asymptotiquement négligeable. Sous les hypothéses (F(.0.1) et (fo.0.1),
la fonction qui & # associe ay est continue et dérivable sur (6, é), puisque sous I'hypothése
(E.2), 0 est dans un voisinage de 6, avec probabilité 1. Par le théoréme de la moyenne, il

existe donc 6, € (6, 0) tel que :

~

ag, — A5 = (90 - 9)(.191, (437)
ol
(9(19
o = ‘91
Ainsi,
h~ 2(0,90 aé) _ h_%(go o 9) agl
0'90 0'90

— (nh)} x /(0 — B)22.
T,

De plus, la quantité |ag| est majorée pour tout § dans un voisinage V() de 6y. En
effet, sous les hypothéses (Fp.0.1) et (fo.6.1), les fonctions qui & 6 associent Fy(y|z;8) et
fo(y|z; 0) sont dérivables dans un voisinage V() de 6 et sous les hypothéses supplémen-
taires (Fy.0.2), (f0.0.2), (X.0), (f.0), (P.0) et (P.1), on peut inverser dérivée et intégrale

pour obtenir :

lag| = 2 lK*(z) )/Olfm Fo(y|m;9)(;(;)F0(y|$;9))wz(y)f0(y|3:;9)dy w(m)d$]

b

< K0 //‘ [Fo(ylz; 0)(1 — Fo(ylz; 0)) folyle; 9)]‘%@@,

IN

M/Ol /]R, [|F0(y|93;9)| x |1 — 2F(ylz; 0)| x fo(yl|z;0) + Fo(ylz;0)(1 — Fy(y|z; 0))

X Ifo(ylm;9)|]dydw,
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< M [Alfmfo(ylfc;G)dydxﬂL/Ol/mh(w,y)dydm],

< M. (4.38)

Comme 6; appartient au voisinage V() de 6, si n est suffisamment grand, on en déduit

en particulier que :
lan]
— b

0'90

et on obtient :

h™%|ag, — ayl 1 jl 190l
= X v/nlly — 0| x —,
— Vn|fo — 6|

0'90

0'90

M .
< ﬁwﬁ(@o —90)],

= o,(1), (4.39)

sous les hypothéses (E.1) et (H.1). Si on substitue ce résultat dans (4.36), on en déduit
_1 _1
T — h™2ay, ot T —h"z2a4
T¢, 94
On vient donc de montrer le théoréme suivant :

que les statistiques

ont le méme comportement asymptotique.

Théoréme 4.5.10 Supposons que Fy(y|z;8) vérifie les hypothéses (F§.y.1), (Fg‘(p+l).m.2),
(Fy.0.2) et (fy.0.2). Alors, sous les hypothéses (K.0), (X.0), (£.0), (P.0), (P.1), (E.1), (E.2)
et (H.3), on a :

_1
T-h2a £y, (4.40)
o
o
2) L r F m;é 1— F x;é A

a;= K* )(o)/o /]R (vl )(f(m) 0W1Z:9)) o, () fowl: B)dy w(x)d, (4.41)

et

~ N A2
. 1 ol A 3 T
o2 = o i+ )(0) / / 2 lFo(y Ny |2’ 0) — Fo(y|z'; 0)Fo(y'|2'; 0)
JO JIR

f(z)

X wz(a:')wz,(y)wm/ (v') fo(ylz'; é)fo(y'|:c'; é)dydy'dm'. (4.42)
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Ainsi, un test de (4.3) de niveau asymptotique o consiste a rejeter Hy si

T — h™7a;

94

> 21—a>

oll 21_, est le fractile d’ordre 1 — o de la loi normale centrée réduite.

Il est rare en pratique que Fy(y|z;6) ne comporte qu’un seul paramétre inconnu, comme

le montre ’exemple (1.2). Il faut donc regarder ce que devient ce comportement lorsque
6 €0 c IR avec d > 1.

4.6 Cas multidimensionnel ou 6 est un vecteur de di-
mension d

4.6.1 Décomposition de la statistique de test

De la méme fagon qu’a la Section 4.4 on a le développement

[Bulyle) — Foula:0)]” = [Fululz) — Folulas00)]” + [Folulas bo) — Foulz: 6)]
+ 2[ﬁ‘n(y|m) - Fo(y|$;90)]

x [Fo(yla; 60) — Fo(ylz;0)]. (4.43)

A

Si n est suffisamment grand, il existe aussi avec probabilité 1 un 6* € (6y,0) (c’est a dire

sur la droite reliant 6, et é) tel que :

fo(yle; 6) = fo(ylz;00) + (6 — 60)" fo(yl; 6%), (4.44)
ol on signale que maintenant
0 fo(ylz; 67)
. 06,
folyle; 67) = : (4.45)
9 fo(y|z; 6%)
004

En suivant les étapes données a la Section 4.4, on obtient

T=T+Ty+T+T; +Ts+ Tg, (4.46)
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avec T1,T3 et T5 données respectivement en (4.9), (4.11) et (4.13) et

75 = nVRI=00)" [ [ [Pulsle) = Folsles60)] w(e)ay)
X fo(y|:c;6'*)dydx, (4.47)
T; = V00" [ [ [Folole: o) — Folwla:0)] w(z s (y)

X foly|z; 0%)dydz, (4.48)
et

Ty = 2nVh(8 — 6,7 /01 /]R [Fn(y|x) — Fy(y|z; 90)} [Fo(y|3:; 6y) — Fo(y|x;é)}

x w(z)wy(y) foly|z; 0°)dydz. (4.49)

4.6.2 Comportement asymptotique de la statistique de test

L’adaptation des résultats obtenus dans le cas univarié permet directement de conclure

quant au comportement asymptotique du test, donné dans le théoréme suivant :

Théoréme 4.6.1 Supposons que Fy(y|z;8) vérifie les hypothéses (Fj.y.1), (Fg(””.x.z),
(Fy.0.2) et (fo.0.2). Alors, sous les hypothéses (K.0), (X.0), (f.0), (P.0), (P.1), (E.1),
(E.2) et (H.3), ona:

T — h_%ago

—£5 N(0,1), (4.50)
o)

0

ot les expressions de ag, et o5 sont données respectivement en (4.16) et (4.17).

Comme pour le cas univarié, les expressions ag, et 030 données dans le Théoréme 4.6.1
comportent le paramétre inconnu 6,. Ce résultat n’est donc pas directement utilisable en
pratique. Si on utilise cependant le méme raisonnement que pour le Théoréme 4.5.10, on

en déduit le théoréme suivant dont la preuve est escamotée :

Théoréme 4.6.2 Supposons que Fy(y|z;0) vérifie les hypothéses (Fj.y.1), (F(;‘(p+l).m.2),
(Fy.0.2) et (fo.0.2). Alors, sous les hypothéses (K.0), (X.0), (f.0), (P.0), (P.1), (E.1),
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(E.2) et (H.3), on a:

T — h™2a,
— 2% Ly N(0,1), (4.51)
o

ot les expressions de ag et a3 sont données respectivement en (4.41) et (4.42).

Ainsi, un test de I'hypothése nulle donnée en (4.3) de niveau asymptotique a consiste a
rejeter Hy si
T — h™7a;

94

> 21—y

oll 21_, est le fractile d’ordre 1 — o de la loi normale centrée réduite.

4.7 Cas particulier ou la fonction de poids w,(y) dépend
de paramétre(s) inconnu(s)

Jusqu’a présent, on a considéré que la fonction de poids w,(y) qui intervient dans la
statistique de test (4.4) n’est pas fonction de paramétre(s) inconnu(s). Comme en pratique
il n'y a pas de raison de ne pas autoriser w,(y) & dépendre de #, nous étudions main-
tenant cette possibilité. Ce serait par exemple le cas si on souhaite imiter la statistique
d’Anderson-Darling (Anderson et Darling, 1954) en considérant une fonction de poids du
type Fy ' (y|z;0)(1— Fo(y|=;8))~*. Supposons donc que la fonction de poids w,(y) comporte
un ou plusieurs paramétres inconnus que 1’on retrouve dans le vecteur 6 et dénotons alors
cette fonction par w(y|z;6). Pour simplifier les calculs, on va supposer que 6 est de dimen-

sion 1. Supposons aussi :

— (P.2) Pour tout z € [0,1] et tout y € IR, la fonction qui a # associe w(y|z;0) est
positive, bornée et continiment différentiable en § dans un voisinage V' (6,) de 6. On
suppose de plus que pour tout # appartenant & V' (6), pour tout z € [0,1] et tout
y € R,

|w(yle; 0)] < M,

ou w(y|z; 0) est la différentielle de la fonction w(y|z;d) par rapport a 6.
Notons que sous 'hypothése (P.2), la fonction qui a 6 associe w(y|z;0) est (localement)

Lipschitzienne dans un voisinage V() de 6y. En particulier, par le méme raisonnement

que celui menant a (4.5), pour tout z € [0, 1] et tout y € IR,

lw(y|z;8) — w(y|z;80)| < MG — 6| (4.52)
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Dans ce contexte, la statistique de test (4.4) s’écrit alors :

_nf// w(ylz) — 0(y|m;é)]zw(:p)w(y|x;é)fo(y|m;é)dydm. (4.53)

Nous allons montrer que cette modification de la statistique de test ne change en rien

son comportement asymptotique. Donnons en d’abord une décomposition. Notons que
w(y|m,é) = w(yl|z;6p) + [w(y|m,é) — w(ylz; 90)], (4.54)

de sorte que, par le méme cheminement qu’a la Section 4.4, on arrive a la décomposition

suivante pour la statistique de test :

12
T =31/, (4.55)
avec

13 = ok [ [ [Bulsle) - Folule: 00)] wl@yulle; o) fo(ulz: Go)duda,  (4.56)
75 = Vi [ [ [Fale) = Foyle; 00)] we)utylas o)
x (8 — 00) fol(ylz; 0%)dydz, (4.57)
T = n\/ﬁ/ol/]% [Fo(ylz; 80) — Folyle: 6)] w(z)w(yle; 6o)
x fo(ylz; 00)dydz, (4.58)
7 = i [ [ Rl 00) - Fololes )] w(e)ulyls; )
X (0 — 8o) fo(yle; 0%)dyde, (4.59)
T = 2mf// w(yle) — Fo(ylz; 60) | [Fo(yle; 60) — Fo(yle; 6)]w(z)
w(ylz; 00) fo(yle; o) dyde, (4.60)

Ty = Qn\/_// W(ylz) — Fo(y|m;90)HFo(y|m;9o)—Fo(y|$;é)}w(m)
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w(ylz; 00)(0 — 0,) fo(y|a; 0%)dyde, (4.61)
73 = Vi [ [ [Easle) ~ Fololzib0)]” x [w(sles8) — wlyle: 60)
w(z) fo(y|z; o)dyde, (4.62)
13 = V[ [ [Falsle) - Fololeif0)] x [w(sles) - w(yle; 00)
w(m)(é — Go)fo(y|x;9*)dyd:c, (4.63)
73 = VR [ [ [FaGsleso)  Folsles8)]” x [wlle: 0) — w(sle: 00)]
w(z) fo(ylz; 60)dydz, (4.64)
Ty = w/h [ [ [Fololesbo) — Foule: )] x [wlyle: ) — wlyle; o)
w(z)(0 — 60) fo(y|z; 0%)dydz, (4.65)
T = 2n\/_/ | [Bu(wle) = Fo(ylz;00)] x [Fulsla:bo) = Folslz;0)]
x [w(ylz; ) — w(ylz; 60)|w(x) fo(yl; 60) dydz, (4.66)
T3 = 2n\7/ / w(ylz) = Fo(yle; 60)] x [Fo(ylz; 60) — Fo(yle; 6)]
x [w(yla; 6) — w(ylz; o) |w(z)(60 — 8) folyle; 07)dyda. (4.67)
Les statistiques 7% a T;* sont semblables aux 6 statistiques intervenant dans la dé-
composition de la statistique de test (4.8). En effet, la seule différence avec celles-ci est

'utilisation de la fonction de poids w(y|z;6y) & la place de w,(y). On peut donc directe-

ment recycler les preuves des Propositions 4.5.1 & 4.5.8 pour obtenir leur comportement
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asymptotique. Regardons a présent ce qu’il advient des six derniéres statistiques.

Etude du comportement asymptotique des statistiques 77" a 175

Proposition 4.7.1 Sous les hypothéses de la Proposition 4.5.1 et sous [’hypothése supplé-
mentaire (P.2), on a :
T7" = op(1). (4.68)

Preuve Sous les hypothéses (P.0), (P.2) et suite a la remarque (4.52),
1 - 2 A
T < n\/ﬁ/ﬂ /]R [Fn(y|a:) — Fo(y|x;90)] X |w(y|z; 0) — w(y|z;6y)|

x w(z) fo(y|z; o) dyde,

IN

M| — 90|an// w(ylz) — 0(y|m;90)]2w(x)f0(y|m;90)dydx,

= M|6— 6| x W,
oll on a posé

_nf// w(ylz) — 0(y|m;90)}2w($)fo(y|m;Go)dyd:z:.

La statistique W est semblable a la statistique 77 dans le cas ot on choisit une fonction de
poids w,(y) égale a 1. Du coup, son comportement asymptotique se déduit directement de

celui déja obtenu pour 77 et sous les hypothéses de la Proposition 4.5.1, on a en particulier :
W =0 (h"%)+ 0,(1).
Enfin, sous 'hypothése (E.1), g — by =0, (ﬁ) de sorte que :

T3] < M6 -6 x [0 (h7%) + 0,(1)],

o) o)
= o,(1), (4.69)

sous ’hypothése (H.1). &
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Proposition 4.7.2 Supposons que Fy(y|z;8) vérifie I’hypothése (fy.0.2). Alors, sous les
hypothéses (P.0), (P.2), (E.1), (E.2) et (H.0), on a :

T = 0,(1). (4.70)

Preuve Suite a la remarque (4.52),
T = VA [ [ [Falele) ~ Fololas60)]” x [w(ole;8) - w(uls; 0)
x w(z) x (6 —0) x foly|z; 6*)dydz|,
< MavR@E-6) [ [ [Fulsle) ~ Folola; )] x h(z,)dydz,

< M x \/EOP(I)a

de sorte que par (H.0),
T3] = o,(1) @.1)

Proposition 4.7.3 Supposons que Fy(y|z;0) vérifie I’hypothése (Fy.0.2). Alors, sous les
hypothéses (P.0), (P.2), (E.1), (E.2) et (H.0), on a :

T = o,(1). (4.72)

Preuve Suite aux remarques (4.5) et (4.52),

75| = |n\/ﬁ‘/01 /]R [Fo(y|x;90) — Fo(y|m;é)}2 X [w(y|m,é) — w(y|m;90)]
x w(z) foly|z; o) dydz|,

. 1
< Mn\/ﬁ|9—00|3></0 /]Rfo(y|x;90)dydx,

IN

0,(1).d



4.7 Cas particulier ou la fonction de poids w,(y) dépend de paramétre(s)
inconnu(s) 90

Proposition 4.7.4 Supposons que Fy(y|z;0) vérifie les hypothéses (Fy.0.2) et (fo.0.2).
Alors, sous les hypothéses (P.0), (P.2), (E.1), (E.2) et (H.0), on a :

T = o,(1). (4.73)

Preuve Suite aux remarques (4.5) et (4.52),

7] = VA [ [ [Folule: o) — Fofwla: )] x [wlule; ) ~ wisles )]
x w(@)(d — 6o) folylz; 67)dydz],
< Mavh@ - 00)" [ [ 1is(oles67) dyds,
< MnVh(6—00)* = 0,(1).%

Proposition 4.7.5 Supposons que Fy(y|z;0) vérifie I’hypothése (Fy.0.2). Alors, sous les
hypothéses (P.0), (P.2), (E.1), (E.2) et (H.0), on a :

T = o,(1). (4.74)

Preuve Suite aux remarques (4.5) et (4.52),

151 = Povh [ [ [Falule) — Folule: 00)] [Fofule; ) — Folula:0)]
x |w(ylz; 6) — w(ylz; 00)|w(z) foyle; 6o)dydel,
< Qm/E/;/]R |Fu(ylz) = Fo(ylz; 60)] x |Fo(yle; 60) — Fo(yle; 0)]
x |w(ylz; 0) — w(yle; 60)| x w() fo(ylz; o) dyda,
< Mm/ﬁ(é_eo)Z/olfm|ﬁn(y|x)_Fo(y|m;ao)| % folyle; o) dydz,

= MV (vl = 0,)) = 0,(1).4
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Proposition 4.7.6 Supposons que Fy(y|z;0) vérifie les hypothéses (Fy.0.2) et (fo.0.2).
Alors, sous les hypothéses (P.0), (P.2), (E.1), (E.2) et (H.0), on a :

5 = o(1). (4.75)

Preuve Encore 13, suite aux remarques (4.5) et (4.52),

Ty5] = |2m/3/01 /m | Fu(yle) — Fo(ylz; 00)| [Fo(yl; 60) — Fo(yle; 6)]
X [w(y|m; 0) — w(y|z; 90)}w(x)(00 — 0) folyl|z; 0%)dydz|,
< Mn\/ﬁ|é—eo|3/01/m|ﬁn(y|x) — Fy(yle: 00)] x b, y)dyde,

< Mnvh|i — 0o = 0, (Vh) = 0,(1).%

Ces derniéres propositions permettent de remarquer que seul le comportement asymp-
totique de 77" intervient dans le comportement asymptotique de la statistique de test.

Celui-ci est donné dans le théoréme suivant :

Théoréme 4.7.7 Supposons que Fo(y|z;0) vérifie les hypotheéses (Fry.1), (Fi"™ .2.2),

(Fy.0.2) et (fo.0.2). Alors, sous les hypothéses (K.0), (X.0), (f.0), (P.0), (P.2), (E.1),
(E.2) et (H.3), on a :

T —h~2
— T M £ N(0,1), (4.76)
0'90
ou
2 Lor Foly|z; 00)(1 — Foly|x; 0
ag, = K )(O) / / oyl 60)( oy 0))w(y|m;90)f0(y|m;90)dy w(z)dz, (4.77)
Jo Jr f(z)
et
1 WA _ /. TINA 2
030 _ 2K*(4)(0)/0 /}RZ lFo(y Ny |z’ 00) f(ox(lg;m 100)Fo(y'|2'; 60)

x w?(z)w(ylz'; 00 )w (v |2';00) fo(ylz'; 00) fo(y'|2"; o) dydy' da'. (4.78)

Preuve On avait obtenu en (4.55) la décomposition suivante :

12

1=2
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de sorte que

12
, T —h™zag, + Y T
T — h_Eago _ ! i ZZ:;
06, N T4, ’
T** o h—l
= SL T (1), (4.79)

J9,

L’adaptation de la Proposition 4.5.1 permet directement de déduire la convergence asymp-
totique du test. &

Comme dans les contextes précédents, ce résultat est inutilisable en pratique puisque les
quantités ag, et 030 dépendent de 0y qui est inconnu. Par le méme raisonnement que pour

le Théoréme 4.6.2, on en déduit le théoréme suivant, dont la preuve est escamotée :

Théoréme 4.7.8 Supposons que Fy(y|z;8) vérifie les hypothéses (Fj.y.1), (Fg(ﬁl).m.Q),
(Fy.0.2) et (fo.0.2). Alors, sous les hypothéses (K.0), (X.0), (f.0), (P.0), (P.2), (E.1),
(E.2) et (H.3), ona:

T — h™za,

— T2 ML N(o,1), (4.80)

94

ol ag et a; sont donnés par (4.7T7) et (4.78) respectivement avec 6 remplagant 6.

Ainsi, un test de niveau asymptotique a de 'hypothése nulle donnée en (4.3), nous améne
a rejeter H si
T — h~3a,
—— > 2, (4.81)
94

ol 21_, est le fractile d’ordre 1 — o de la loi normale centrée réduite.

Le Théoréme 4.7.8 permet donc de constater que le fait de faire dépendre la fonction de
poids w,(y) de paramétres inconnus ne modifie en rien le comportement asymptotique de

la statistique de test.

Il semble & présent intéressant d’étudier la puissance asymptotique de nos procédures
de test. Plus particuliérement, on va s’intéresser a la puissance asymptotique locale du test

donné en (1.42). Cette étude fait 'objet du prochain chapitre. On propose d’étudier cette
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puissance asymptotique locale dans le contexte des Chapitres 2 et 3, c’est a dire lorsque la

fonction a tester sous Hj est entiérement connue.



Chapitre 5

Puissance asymptotique locale du test

5.1 Introduction

L’existence de plusieurs tests d’adéquation pour un méme probléme pose la question
paralléle de savoir si I’'un d’eux se comporte mieux que les autres suivant un critére donné.
Concernant un test statistique, un des critéres les plus répandus est la puissance. Il existe
cependant différentes maniéres de calculer la puissance d’un test d’adéquation. On peut en
théorie la calculer directement selon sa définition mais ce calcul est rarement faisable en
pratique. Pour des tailles d’échantillons finies, il est possible de la simuler par la méthode
de Monte-Carlo, mais en pratique, seul un petit nombre d’alternatives peuvent étre étudiées
donnant ainsi une image partielle du comportement de ces tests. Plusieurs autres techniques
ont donc été développées. Une revue de ces différentes approches, avec leurs points forts
et leurs inconvénients, est donnée par Inglot et Ledwina (2001). L’une des plus utilisées
propose d’affiner ’analyse de puissance en étudiant son comportement asymptotique local.
Cette fonction de puissance asymptotique locale a souvent une forme simple qui permet les
comparaisons. Son calcul passe par la détermination de la distribution asymptotique des
statistiques de test sous une suite d’hypothéses alternatives, appelées “hypothéses contigiies”

et dénotées dans la suite par Hy,.

Dans le présent contexte, il nous semble intéressant de déterminer la puissance asympto-
tique locale du test basé sur la statistique introduite en (1.42). Afin de simplifier les calculs,
on revient au contexte ou la fonction a tester est entiérement spécifiée sous ’hypothése
nulle. Le comportement asymptotique de notre statistique de test vers la loi normale a déja
été obtenu sous I’hypothése nulle; ce comportement est donné dans le Théoréme 3.5.3. On
veut & présent déterminer ce comportement sous des suites d’hypothéses contigiies, ce qui
nous améne d’abord a définir plus exactement ces alternatives dans le paragraphe suivant.

On rappelle en outre que dans tout ce qui suit, M est une constante majorante pouvant

94
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varier d’une ligne a 'autre.

5.2 Hypothéses contigiies

On va supposer que la condition (Fy.y.1) s’étend maintenant & F(y|z), la “vraie” fonction
de répartition conditionnelle et & Fy(y|z), la fonction de répartition conditionnelle supposée
sous Hy, de sorte que leur densité conditionnelle respective, soit f(y|z) et fo(y|z), existe

avec

F(y|:c):/y f(t|z)dt et Fo(yle) :/yoc folt|z)dt. (5.1)

— 00 —

Etant donné ce lien entre les densités et les fonctions de répartition conditionnelles,

I’hypothése (3.1) équivaut a
Hy : f(ylz) = fo(y|z), Yy € R,Vz € [0, 1]. (5.2)

On considére a présent des suites d’alternatives contigiies dont les densités conditionnelles

ont la forme :
fin(ylz) = fo(ylz) + cuga(y), (5.3)

ol g,(y) est une fonction définie sur y € R et & € [—1,2]. Plus précisément, on considére

une série de problémes de tests ayant la structure triangulaire suivante.

Pour chaque n > 1, considérons (X1,, Y1), - -+, (Xnn, Yan ), 12d de fonction de répartition
conjointe F(z,y) associée a la densité conjointe f(z,y). Si Hy est vraie, F(z,y) = Fy(z,y)
de densité conjointe fo(z,y). Si maintenant Hy,, est vraie, F(z,y) = Fi,(z,y) de densité
conjointe fi,(z,y). On suppose pour simplifier que la densité marginale de X, soit f(.), est

la méme sous H, comme sous H;,, de sorte que :

fo(2,y) = folylz) f (=), (5-4)

et
ol fin(y|z) est donnée en (5.3). Si on écrit f(z,y) = f(y|z)f(x), alors
si Hy est vraie, f(y|z) = fo(y|z), (5.6)

si Hy, est vraie, f(y|z) = fin(y|z). (5.7)
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Pour les raisons exposées au Chapitre 1, on doit cependant se limiter & un sous domaine
[a,b] de | — 1,2[. Sans perte de généralité, on prend ce domaine comme étant [0, 1]. Ceci

nous ameéne donc a considérer la série de problémes de test des hypothéses :

contre

Hin: f(ylz) = fin(ylz) = fo(ylz) + cnga(y)- (5.9)

Dans 'expression (5.3), la densité fi,(y|z) de Ialternative locale Hy,, doit converger vers
fo(y|z) ; c’est pourquoi on choisit ¢, comme une suite de constantes positives tendant vers

0. On précisera le choix de ¢, plus loin.

Pour l'instant, par le fait que fi1,(y|z) est une densité, on doit imposer les conditions

suivantes sur la fonction g,(y) :
~ (9:0) fo(ylz) + cnga(y) > 0,V € [-1,2] et Vy € R

- (9.1) /]Rgm(y)dy = 0,Vz € [-1,2].

Pour des raisons techniques, on suppose aussi que :

~ (g.2) /R 19:(y)|dy < M, ¥z € [1,2].
De plus, si on considére les relations données en (5.1), 'hypothése (5.9) équivaut a :

Hiy : F(ylz) = Fia(ylz) = Fo(ylz) + eaGlylz), (5.10)

ou G(y|z) est définie telle que :

Y

Gylz) = / g4 (t)dt. (5.11)

—0oC

En raison des hypothéses sur la fonction g,(t), G(y|z) est continiment différentiable en y
pour tout z € [—1,2]. De plus, |G(y|z)| est majorée pour tout z € [—1,2] et y € IR. Le fait
que Fi,(y|z) soit une fonction de répartition entraine aussi que G(—oo|z) = G(4o00|z) =0

(on l'obtient directement par la définition (5.11)). On suppose aussi que :
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— (G™.2.1) La fonction qui & z associe G(y|z) est k (k > 1) fois contintiment dérivable
dans un voisinage de tout z €] — 1, 2[ pour tout y € R.

— (G™ .2.2) On suppose (G*).z.1) et on suppose de plus que pour tout u dans un
voisinage V(z) de z €] — 1,2[ et pour tout y € IR,

sup sup |G (ylu)| < M,
u€V(z) y€R

ott G (y|z) est la k™= dérivée de la fonction G(y|z) par rapport a .

Afin de simplifier la procédure mise en place dans ce chapitre, on revient pour le moment
au contexte du Chapitre 2 ot Fy(y|z) est un polynéme de degré < p en z. La fonction de
répartition Fy,(y|z) doit donc étre un polynéme de degré < p en z et c’est pourquoi on
suppose, en plus des hypothéses émises au préalable, que la fonction G(y|z) est un poly-

néme de degré < p en z.

Ces suites d’hypothéses contigiies étant établies, on peut maintenant s’intéresser au com-
portement asymptotique de la statistique de test sous Hi,. Une premiére étape de cette
étude passe par une nouvelle décomposition de cette statistique, ce qui fait I’objet du pro-

chain paragraphe.

5.3 Décomposition de la statistique de test

On considére, a l'instar de la statistique de test 7" donnée en (1.42), la statistique de test

suivante :
T = n\/ﬁ/o /]R (Bulylz) — Fo(yle))” w(e)w.(y) folyle)dydz, (5.12)

ot w(z) et w,(y) sont les fonctions de poids dont les propriétés sont données en (P.0) et

(P.1) respectivement. De (5.10), on peut écrire :
Fu(ylz) — Fo(yle) = Fu(yle) — Fua(yle) + caGlyl2),
de sorte que, si on éléve ce terme au carré, on obtient :

[Fu(ylz) - Fo(yl2)]” = [Bulylz) - Fua(yle)] + 2G(yla)

+ 26, [Fu(yl) = Fuulyle)] Glyl2). (5.13)
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De (5.3), on a aussi :
folylz) = fin(ylz) — cnga(y)- (5.14)
Si on substitue les résultats (5.13) et (5.14) dans la statistique de test (5.12), on obtient

la décomposition suivante :
T:T1+T2+T3+T4+T5+T6, (515)
ol

T = o [ [ [Falole) = Fualyle)]” w(@)w (o) fn (ylo)dyds, (5.16)
T, = —nvhe, / [ [Buyle) = Fia(yle)] w(@)w. (v)g. (y)dyde, (5.17)
7 = w/id [ [ G Glayu(a)u ) finlyia)dyds, (5.18)
T, = —nvhe [ [ @lalayu(ahu o v)dvds (5.19)
Ty = 20vhe, / | [ulyle) = Fia(yle)] Glyle)u(e)

x 1w, (y) fin(yz)dydz, (5.20)

Ts = —2nVhe? // w(ylz) — Fln(y|m)] G(y|z)w(z)w.(v)g.(y)dydz.  (5.21)

La décomposition (5.15) montre que I'étude du comportement asymptotique de la sta-
tistique de test 7" sous Hy, passe par I’étude du comportement asymptotique de la somme

des 6 statistiques 73 a 7.

5.4 Comportement asymptotique de la statistique de test

Suite a la décomposition (5.15) de la statistique de test, on étudie dans cette partie le
comportement asymptotique de chacune des six statistiques qui la composent. Il se pose

alors la question du choix de la suite c,.

La plupart des études de puissances asymptotiques classiques se basent sur des alterna-
tives locale H;, qui convergent vers I’hypothése nulle a la vitesse ﬁ (Pitman, 1949). Ceci

suggére de travailler pour notre test avec ¢, = (n\/ﬁ)_%, suite de constantes positives qui
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tend bien vers 0 quand n — +00. Ce choix permet d’assurer la convergence de I’hypothése
alternative Hi, vers 'hypothése nulle H,. D’autre part, on montrera ultérieurement que
ce choix de ¢, permet d’obtenir une puissance locale non triviale c’est a dire supérieure au

niveau « du test.

A linstar de la remarque faite a la Section 1.3, on utilise les notations Ep, (.) et
Ep,(.|X) pour désigner l'espérance associée A la loi conjointe Fy,(., .) et A la loi condi-
tionnelle Fi,(.|.) respectivement. Comme dans les précédents chapitres, Er(X) désignera
Pespérance de X associée a la loi marginale F(.) de X, de loi f(.). Notons aussi que ces

mémes notations seront transposées a celles concernant la variance.
On rappelle que dans ce qui suit, (X1, Y1n), -+, (Xan, Yan) sont iid ~ F(z,y).

Etude de T}

Proposition 5.4.1 Sous les hypothéses du Corollaire 2.5.1, sous les hypothéses supplé-
mentaires (g.0), (g.1), (9.2) et st Uhypothése (5.9) est vraie, on a :

1
' —h z2a1, ¢

. £, N(0,1), (5.22)
o = K7 [ [ PR ) ey, (52)
et
2 = k() /01 /]R lFln(y/\y’lfc’) —fglr;(yh')ﬂn(y’lw’)
X W (2" )wa (Y)wer (V) fin(y]2') fin (¥ |2 dydy' dz'. (5.24)

Preuve Comme Fy,(y|z) est un polynéme de degré < p en z, on a, a l'instar de (2.3) :

n il (S (57) o i)

X w(z)w,(y) f1n(y|z)dydz, (5.25)
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ou le noyau W"(.) est défini en (1.16). Méme en travaillant avec un tableau triangulaire de
variables aléatoires, on peut reprendre la démarche de la Section 2.5 pour obtenir, a I'instar
de (2.114),

Ty = Ti + 0,(1), (5.26)

avec

=i [ [ (2 W (Xin, 2, k) (Iviuzy) — Fm(mxm))) w(2)w,(y) fin (yle) dyd,
= (5.27)

ot le noyau W"(.....) a été défini en (2.6). Cette derniére statistique se décompose, a I'instar
y ) q pose,

de (2.7), en deux statistiques :

T =Ty + 17, (5.28)
ou
~ L ~ 2 2
Tl* = n\/EZ/O /]R Wn(XiTL’x’ h) (I{YmSy} - Fln(y|in))
=1
x w(z)w, (y) fin(ylz)dydz, (5.29)
et

- 1 - -
Tl** = n\/ﬁ Z /O/H{W"(Xm,x,h)WH(ijm,h) (I{YmSy}_Fln(y|Xin))

1<i#j<n

X (Ivyus0y = Fia(y1Xjn)) w(@)ws () fia(y|z) dyda. (5.30)

Le comportement asymptotique de la statistique Tl* s’obtient de la méme maniére que
celui de 7 définie en (2.13) méme si on travaille cette fois avec un tableau triangulaire
(Xin,Yin), i =1,...,n,n > 1 de variables aléatoires. En effet, en recyclant les preuves des

Propositions 2.3.1 et 2.3.2, on a :

N =

Ep, (T7) = h"%a1, + O (h

),
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et
~ 1 1
Varg,, (Tl) <0 <%) + o0 (%) ,

ol ay, est donnée en (5.23) pour obtenir, par I'inégalité de Bienaymé-Tchebytchev,

T — h=2aq, - 0. 5.31
1

La convergence en loi de Tl** demande cependant un peu plus d’attention. En effet, cette

statistique posséde la structure :

Tl** = Z Qijn ((Xm’ Y;n)’ (XJ'TU YJH)) ) (5'32)

1<i,j<n
ou les noyaux Q;jn ((Xin, Yin), (Xjn, Yjn)) sont définis par :

Q1]n ((Xina Y;'n,)a (Xj'n,) }/]'n))

(0 sii=j,
1 - ~
| % (I y = Fin(9lX;n)) w(2)wa (y) fin(yle) dyda sii # .

Cette structure ne permet pas d’utiliser directement le théoréme de de Jong (1987) qui
s’applique a une suite infinie de variables aléatoires #d et pas & un tableau triangulaire. On
peut cependant se ramener au cas de ce théoréme par le raisonnement suivant. Considérons
Z; = (X,,Y;),i =1,...,n des couples de variables aléatoires iid de fonction de répartition

conjointe Fy(z,y). Pour chaque n > 1 et pour i = 1,...,n, soit

z;, = (X, Py (F(YiX0)1X)))

= (X;,Gu(Z)).- (5.34)

Pour chaque n > 1, les Z*,7 = 1,...,n, sont iid de fonction de répartition conjointe

m)

Fin(z,y). On peut donc écrire que :

1<ij<n

LTy = c( > Qi (Z:;,Z;n)), (5.35)
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_ (z Qi (X, Gu(2 >>,<X1,Gn<zj>>)),

1<2,5<n
= 5(§:¢%AZZM), (5.36)
1<ij<n

ot d’une maniére générale, £(7T) désigne la loi de la statistique 7" et ot maintenant, les

noyaux Q7 (Z;, Z;) sont définis par :

n
. .. .
0 S11 =7,

1 ~ ~
Qi (7 7) = Vb [ [ W (X, W (X, 2, 1) (i, 2000 — Funl91X0))

% (IGa(zp<wy = Fun(y|X;)) w(@)we(y) fra(y|a)dyda sii# j.
(5.37)

La représentation (5.36) correspond au contexte de variables aléatoires iid de de Jong (1987)

car celui-ci autorise les fonctions noyaux @)F. a varier avec n. Il suffit alors de vérifier que

in
les conditions de de Jong (1987) s’appliquent & cette représentation pour en déduire le
comportement asymptotique de notre statistique (5.35). En effet, ces conditions s’appliquent
aux moments de Tl"‘* de (5.36) et donc de

Qijn- Une adaptation des preuves de ces conditions données a la Section 2.4 permet cette

7n- Mails ceux-ci sont les mémes que ceux de

vérification. On en conclut que :

j:'**
L £, N(0,1) (5.38)

O1n
ou o}, est défini en (5.24). Si maintenant, on substitue 'ensemble de ces résultats dans la

décomposition de 77 donnée en (5.31), on obtient directement le résultat cherché.de

Note Les quantités ay, et 0%, convergent respectivement vers les quantités a, et o, données

en (2.15) et (2.69). De plus,

T — h_%ao . _Tl - h_%aln + h~3 (a1, — ap) O1n
0o B O1ln 0o ’
[Ty — h=3ay,
= J_;_ﬂixu+q»+o@,mm_%n (5.39)
1n
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Regardons a présent le comportement asymptotique de h™ (aln —ap). De (5.3) et (5.10),

on a :

o = K0) [ [ Fuulule)( = Paa(ylo) funlole) £ (@) ()dyu(z)do,
= K70 [ [ (Falsle) + Gyl L = Filyle) - enGilole)
x [fo(ylz) + cage(y)] x 7 (@)wa(y)dyw(z)dz,
— ek 0] =2 [ [ )Gl ilule) ). dvulo)is
+ [ [ Glle) folwle) S (@) ) dyu(e)da
+ [ ] ) Fulule) (1 = Falyle)) £~ @) uwnlv)dy(e)do
#2870 = [ [ ko) okl ehun (o)l
=2 [ [ 0.0 R(ul)Glule) e )wa () dyu(o)de
+//gz G(ylz) f~(@)wa (y)dyw(z)de

~K0) [ [ 0ul) o) @) (v)dyo (2.

Puisque sous les hypothéses (K.0), (X.0), (£.0), (P.0), (P.1) et (g.2) ces intégrales sont

2

majorées et comme sous (H.1), c2h™2 et 3h™7 sont o(1), on obtient directement que :

n

h_%|a1n—a0| < Mh_%cn+o(1),

1
= O o ].,
(\/nh%) +elt)
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= o(1), (5.40)

sous ’hypothése (H.2). Si maintenant on substitue le résultat (5.40) dans ’expression (5.39),

on obtient :

Tl—h_%ao Tl—h_%aln

= — 1 5.41
z T 0,(1), (.41
Ty —h%ay, K Th—h'3
et donc = n et = % ont le méme comportement asymptotique sous Hy,.
O1n 0o
Etude de T
Proposition 5.4.2 Sous les hypothéses de la Proposition 5.4.1, on a :
Ty = 0,(1). (5.42)
Preuve On a,
1 . 2
Ty = ‘—n\/ﬁcn/(] /]R [Fn(y|:c) —Fln(y|a:)} w(z)we(y)g.(y)dydz|,
1 ~ 2
< envh /0 /}R [Fu(yle) = Fra(yle)] w(@)w. ()g.(y)|dyda. (5.43)

De plus,

"\/E/ol /]R [Bu(yl2) = Fia(yl2)] w(@)w,()l0.(v)ldyde = O (h78) + 0,(1).  (5.44)

En effet, cette statistique est semblable A la statistique 77 définie en (5.16) avec pour seule
différence 'utilisation de la fonction |g,(y)| a la place de la densité fi,(y|z). Cette différence
ne nous empéche pas de recycler la preuve de la Proposition 5.4.1 puisque la condition (g.2)
assure que / |9.(v)|dy < +00 pour tout z € [—1,2] qui est nécessaire pour 'obtention du

résultat. On obtient alors :
5] < e |0 (h72) +0,(1)],

= o,(1), (5.45)

sous I’hypothése (H.2).d
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Etude de T3

= Ve [ [ Gule)u(e)u ) filsle)dyde,
= /01 /IR‘ G2(y|m)w(w)w$(y)f1n(y|x)dydm = bin,

1
— / / G?(y|z)w(z)w,(y) fo(y|z)dydz = by > 0, quand n — +oo.
0 JIR

Etude de T}
Proposition 5.4.3 Sous les hypothéses (P.0), (P.1), (g.0), (g.1), (g.2) et (H.1),
Ty = o(1). (5.46)

Preuve On a,

T, = ‘—m/ﬁcf; /0 1 /}R G2 (] (@ )wa (y) gs (v)dyda]

IN

1
2
Me, [ [ G(ylo)lg. (y)ldyde,

< M ((n/h)72) = o(1),

sous ’hypothése (H.1).d

Etude de T;

Proposition 5.4.4 Sous les hypothéses de la Proposition 5.4.1, on a :
Ts = o,(1). (5.47)
Preuve On a,

Ts

av/hea [ [ [Balle) ~ Fia(sle)] Glule)w(@)wn(v) fun(yle)duds,

= 2V} [ [ [Falole) = Fiasle)] Glole)o(z)uwa(y) finlvle)duds.
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Maintenant, la décomposition du noyau W"(.) donnée en (1.34) permet d’obtenir, sa-

chant que les X;, sont itd de fonction de répartition F(.),

Fn(y|x) Fl'n y|$ Z ZTL) Z, h’ (I{Y <y} — Fln(y|in))
~ Xin— -
hY Zn | —5— 2 ) W (Xin, 2, h
+ ; ( . x) ( z,h)
ou les noyau W"(.,.,.) et W"(.,.,.) sont définis respectivement en (2.6) et (2.71). Dans

X,m—(L‘

h

cette expression, on rappelle que Z, ( ,x), défini en (1.33), est presque stirement

borné en z € [0,1]. On en déduit que :

n\/7 / / W (Y]2) Fln(y|:c)} G(y|z)w(z)w,(y) fin(y|z)dydz

= (nvh)

N
N

Zn:r,-l-h( Vh) zn:s (5.49)

=1 =1

ol on a posé

s /01 | W (X2, 1) (v = FinylXin) Glvle)w(e)wa () fin(yle)dyde,  (5.50)

/01 /]R L (%ﬂp\) V_V"(Xin,.r,h) (I{Yinﬁy} — Fln(y|Xm))
G(ylz)w(z)w,(y) fin(y|z)dydz. (5.51)

Etudions a présent le comportement asymptotique de la statistique

(nVR)* Z

Par le théoréme de Fubini,

Ba) = [ [ [ @) ([ Cinsn — Fun(olesm) fulvmlow)du, )
X fin(y|2) G(y|2)w(z)w, (y)dyde f(214)dz1n,

= 0,
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car /]R (I{y1n<y} — Fln(y|x1n)) fin(Y1n|Z1n)dy1n = 0 Yy € IR et V1, € [—1,2]. On en déduit

que Ep,, ((nf) Zr> = 0. Comme les r; sont itd on a aussi

Vars, (( vh)* zn;r> = 2VRER, (). (5.52)

=1

De plus, en utilisant la définition de W"(, .,.) donnée en (2.6),

ri = n2h2/ / / / K* (XI"_ )K* (Xilnh_x) F =) (=)

X (Ivinsyy = Fia(y1X1m)) (I yicyy = Fin(y'[X10)) Gyl2) G(y|2")

X w(z)w(z Y w, (y)wa (¥') frn(y|z) frn(y'|2") dydzdy' dz’,

de sorte que, sous les hypothéses (X.0), (f.0), (P.0), (P.1), (g.0), (g.1) et (g.2),

0< B () < = [ [ [ e (B || (h‘) @) ()

% ([ Tonosns = Fin(vlo1a)]| [Tinason = Finy/ k)| fi(ynlosa) i

x |G(yl)] x |Gy |2")] w(@)w(a)wa (y)wa (y)
X fln(y|w)fln(yl|'Tl)dydwdyldxlf(mln)dajln;

M 2 11 - . L
< n2h2/—1/0 /0 ‘K (zlh x)HK <$1 h x)‘

< ([ 1661 fmvle)ay) ( [ 160/10)] funlw/lo')ay ) dada’ f(os,) o,

n2h2/ / / ‘K* (xln )HK*< nh_ xl) ’d:cda:’f(mln)d;nln.

On effectue a présent les changements de variables © = —uh + z1,, et 2’ = —vh + z, de

<

1
Jacobien 5z pour obtenir, sous ’hypothése (K.0),

Ep, (13 < ng/ //|K )| |K* (v)| dudv f (21,0)dz1 s
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M

n2

Si on substitue ce résultat dans (5.52), on a
Varg, ((m/ﬁ) anr) < VhM = o(1), (5.53)
i=1
sous I’hypothése (H.0). Par I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev,
(n«/ﬁ)l zn: ri = 0,(1). (5.54)
i=1
On étudie pour finir le deuxiéme terme de la décomposition (5.49), & savoir

(nvR)? Z

On a,

Xin—z oo
EFln(S]_|X]_n)-.-, nn / / ( ! 3 )W (X]_n,.r,h)

X (/]R(]{yMSy} - Fln(y|X1n))fln(y1n|X1n)dyln)

X fia(ylz)G(y|z)w(z)w.(y)dydz,

0.

On en déduit que Ep,, ((n h) Z si> = 0. Maintenant, comme EFp,, (s1|X1n,--., Xon) =

2=1
0,
Varg, ((n )% is,) = n\/EVarFM (i si> ,
=1 =1
— nWhEp (VarFln (Z 8i| X1ny Xon, - - - ,Xnn>) ,
=1
= nz\/EEF (Epln <S§|X1n, e ,Xnn)) . (555)

De plus, en utilisant la définition de W™(.,.,.) donnée en (2.71),

[ L () (B ) () ()

S =
! n2h2
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X (Ivngyy = Fia(y1Xmm)) (Tyingyy = Fin(y' | X10)) G (yl2) G(y'[2")

x 7)Y w(@)w (@ w, (v)wer () fin(y]2) fia (¥ |2 ) dydzdy' da’,

de sorte que, comme |Z,(.,.)| < M et sous les hypothéses (X.0), (f.0), (P.0), (P.1), (g.0),
(9-1) et (9:2),

U (X Xy, — o
2 1n 1n /
B (60 5) g o 1 () 1 (P )
> Xln_ Xln_
<R (K=t I (K=,

X (./IR ‘I{ylnSy} - Fln(y|X1n)‘ ‘I{ylnSy’} _ F1n(y'|X1n)‘

X fln(y1n|X1n)dy1n)
x [ @) (") |G (yle) || Gy )]
x w(z)w(z ) w (y)we (V) frn(ylz) fra(y |2") dydzdy' da’,

L () e () e

On effectue & présent les changements de variables x = —uh + Xy, et ' = —vh + Xy, de

1
Jacobien 53 pour obtenir, sous ’hypothése (K.0),

Ep, (s%|X1n,...,Xnn) < %/m/m‘ﬁ(u)"f((o)‘dudv,

M

S 7

Si on substitue ce résultat dans (5.55), on obtient :

Varg, ((n\/ﬁ)%ésl) < vVhM = o(1), (5.56)

sous ’hypothése (H.0). Par I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev,
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(n\/ﬁ)% ési = 0,(1). (5.57)

Si on substitue maintenant les résultats (5.54) et (5.57) dans la décomposition (5.49), on
obtient :

Ts = op(l). (5.58)
Etude de T
Proposition 5.4.5 Sous les hypothéses de la Proposition 5.4.1, on a :
Ts = 0p(1). (5.59)
Preuve On a,
Ts = —2nVhe? / / w(ylz) — Fln(y|x)} G(ylz)w(z)w,(y)g.(y)dydz,

- / | [Bulyle) = Fiu(yle)] Glyle)uw(e)w, (). (v)dyde.

De fagon similaire & (5.49), on a :

[} [utole) = Futole)] Gl e o)yt = S+ k3 (5:60)

wi= [ [ (Ko, h) i — Finlyl Xa)) Glule)w(a)u (0)gs (v)dude, — (5.61)

et

T _
,m) W (Xin, , h)(Ity,, <93 — Fin(y[Xin))

IR

Glyle)w(@)w.(y)g.(y)dydz, (5.62)

ou les noyaux W"(.,.,.) et W"(,,.,.) sont définis respectivement en (2.6) et (2.71). On
Xm — X

rappelle aussi que le terme 7, ( ,:c), défini en (1.33), est presque stirement borné
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en z € [0,1]. Passons maintenant a ’étude du comportement asymptotique du premier
terme de (5.60). On a

Ep,(w1) = / // “(21n, %, ) (/m(f{ylnSy}—Fln(y|$1n))f1n(yln|931n)dyln>
G(y|z)w(z)ws(y) s (v)dyda f (1n)de1n,

= 0.

n
On en déduit que Ep,, (Z wi> = 0. Comme les w; sont 12d d’espérance nulle, on a aussi
=1

Varg, (Zn: w,-) =nFEp, (w%) ) (5.63)

=1

de sorte que, en utilisant la définition de W"(, .,.) donnée en (2.6),

= gL () e (B e

X (I¥ia<yy — Fin (Y X10)) U vin<yy — Fin(¥'[X1n))

G(yle)G(y'|a")w(z)w(z')we (y)we (Y )92 (v) 9o (v ) dydady’ dac’.

On en déduit que :

0< Ep (0?) < n2h2/ //\K (”’1” )HK( In ”’) dada’ { (21,)dz1n,

< Al e
< M
—= nQ *

Si on substitue ce résultat dans (5.63), on a

Varpln( w) < %20(1), (5.64)

W'M:
I

et on en déduit que :

éwi —o,(1). (5.65)
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Etudions maintenant le dernier terme de (5.60). On a,

Xi,— -
EFln(Zl|X1n7”'aXn'n,) = // ( ! s )Wn(Xlﬂ,,m,h)

% ([ (Tanaso) = Funly1Xsa) Fin(ysal K1)y
Gyle)w(z)wa(y)g. (y)dyde,

= 0.

n
On en déduit que Ep,, (Z zi> = 0. Maintenant, comme Eg (21| X14,- .., Xnn) = 0,

1=1

Varpg, (i: zz-) = Varg, <z": zz-> ,
i=1

=1

= EF (V(ITFITL (Z Zi|X1nJX2na ... aXnn>) )

=1

= nEr (Br, (| X1m -, Xan) ) - (5.66)

De plus, en utilisant la définition de W™"(.,.,.) donnée en (2.71),

£ =l B (57 (B R (57 ()

X (Iyingyy = Fin(¥1X1n) U vingyy — Fin(y'|X1a)) FH2) f7H(2")

G(ylz)G(y' |2 ) w(z)w(z ) we (y)war (Y') 92 (y) 9o (' ) dydady' dz’,

de sorte que,

M Xy, —z _ (X, — 2
2 1n 1n
EFln(Z1|X1na .. aX'rm) -~ n2h2 [) A |K ( h, ) ||K (T) |d$dl",

2[R @)1 (o) dud,

M

n2

A

IN

INA
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Si on substitue ce résultat dans (5.66), on a

Vars, (iz) < M _ ) (5.67)

=1

Par I'inégalité de Bienaymé-Tchebytchev, on déduit que

ilzi = op(1). (5.68)

On substitue maintenant les résultats (5.65) et (5.68) dans la décomposition (5.60) pour

obtenir :

Ty = o,(1). (5.69)

Les Propositions 5.4.1 & 5.4.5 permettent de remarquer que seul le comportement asymp-
totique de 717 et T3 intervient dans le comportement asymptotique de la statistique de test.

Celui-ci est résumé dans le théoréme suivant :

Théoréme 5.4.6 Sous les hypothéses de la Proposition 5.4.1, on a :

T —h~2ay—b
W= £ N(0,1), (5.70)

0o

ot les quantités ag et of sont données respectivement en (2.15) et (2.69) et ou la quantité

by est définie par :

b= 1 [ @ leyule)w. v) fo(slz)dyda. (5.71)

Le Théoréme 5.4.6 permet de remarquer que la puissance asymptotique locale du test

basé sur 71" est constante pour des régions de la forme

{Fo(ylz) + (nvR) " Glyla)}, (5.72)

ou la fonction G(y|z) est telle que (5.71) est constant. De plus, cette puissance asympto-
tique locale est supérieure au niveau a du test puisque by > 0. En effet, on peut réécrire

(5.70) sous la forme

T —h=3 b
w £,y <_0,1) , (5.73)
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de sorte que :

T — h_%ao

0o

P > 21a| — P [N (0,1) > 21—q — —| > a. (5.74)

Cette remarque permet donc de conforter le choix que nous avons fait au Chapitre 2 de

considérer un test unilatéral.

Notons maintenant que le résultat obtenu au Théoréme 5.4.6 peut s’étendre, & l'instar
des résultats obtenus au Chapitre 3, au cas ou la fonction de répartition Fy(y|z) est une
fonction quelconque satisfaisant néanmoins certaines conditions de régularité. La fonction
G(y|z) devra alors vérifier 'hypothése supplémentaire (G®+Y 2.2) pour pouvoir adapter

les résultats obtenus au Chapitre 3.



Chapitre 6

Un critére de choix de la fenétre
d’ajustement

6.1 Introduction

Le but de ce chapitre est de discuter des critéres de choix des différents paramétres
intervenant lors de ’estimation polynémiale de la fonction de répartition conditionnelle
F(y|z) et qui apparaissent de maniére implicite ou explicite dans les différents résultats
que nous avons obtenus tout au long de ce travail. En particulier, 'estimateur polynémial
local de la fonction de répartition conditionnelle dépend de trois paramétres : le degré p
du polynéme local, le noyau K(.) et la fenétre d’ajustement h. Le choix de p a été discuté
a la Section 3.2 ol nous avons convenu de choisir une valeur de p impaire. Concernant le
choix du noyau d’ajustement K(.), Fan et al. (1997) ont donné un critére de choix dans
le contexte d’estimation polynémiale locale de la fonction de régression. Nous reviendrons
en fin de chapitre sur ce point mais, pour le moment, il n’apparait pas déraisonnable de

prendre par exemple le noyau d’Epanechnikov défini par :

3
K(t) = 1(1 - tz)I{—lgtgl}-

Maintenant, le choix de la fenétre d’ajustement est extrémement important et c’est de

ce choix dont nous allons discuter dans 'essentiel de ce chapitre.

6.2 Critére de choix de la fenétre d’ajustement

La fenétre h contréle la largeur du voisinage considéré autour de z lors de ’ajustement
polynémial de la fonction de répartition conditionnelle et détermine de ce fait la com-

plexité de l'estimateur puisqu’il détermine le degré de lissage de celui-ci. Le choix d’une

115
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fenétre trop petite reproduit presque intégralement les données et dans ce contexte 'esti-
mateur “sous-lisse” et est donc trés variable. En effet, si on considére le cas p = 1, quand
h = 0, Pestimateur linéaire local de F'(y|z) pour y fixe est une interpolation des données
(Itv, <y}, Xi) alors que pour z fixe, Fn(y|m) = 0si X; # z et vaut Iy si X; = z. A
contrario, un choix du paramétre de lissage trop grand entraine un sur-lissage ce qui se
traduit par une augmentation du biais de ’estimateur. On peut citer en exemple le cas
de la régression linéaire locale oti, si on choisit A = 400, la courbe de régression linéaire
locale se confond avec la régression linéaire simple sur I’ensemble des points. Le but est donc

de choisir une fenétre qui équilibre asymptotiquement le biais et la variance de ’estimateur.

Une importante littérature a été consacrée au choix de h dans le contexte des méthodes
d’ajustement non paramétriques. Par exemple, Hall et al. (1991), Sheather et Jones (1991),
Chiu (1996), Jones et al. (1996) et plus récemment Futschik et Clarke (2004) ont discuté
du choix de la fenétre pour ’estimation de la densité. Brockmann et al. (1993) ont proposé
un critére de sélection de la fenétre dans le cadre de la régression. Dans un contexte plus
particulier d’ajustement polynémial local, Fan et Gijbels (1992, 1995, 1996), ont aussi pro-

posé des critéres de choix de la fenétre dans le cadre de la régression.

Il existe deux types de fenétres : les fenétres constantes et les fenétres variables. Fan
et Gijbels (1996) donnent, dans le cadre de la régression polynémiale locale, un critére de
choix théorique pour ce dernier type de fenétre. En adaptant ces travaux de Fan et Gijbels
(1996) a notre contexte, un critére de choix pour une fenétre d’ajustement variable peut étre
obtenu en considérant une mesure de perte que I'on appelle I’erreur quadratique moyenne

(ou MSE= “Mean Squared Error”) au point (z,y) et définie par :
. 5 2 .
| Biaisg, (Fu(y|z)|X1, ..., Xa)| + Vars, (Fu(yle)| Xy, ..., Xa), (6.1)

ou le premier terme est le biais de F,(y|z) conditionnellement aux X observés et rela-
tivement a la loi conditionnelle Fy(.|.) et le second est la variance de F,(y|z), toujours
conditionnellement aux X observés et relativement a la méme loi. Dans ce contexte, une

fenétre “optimale” peut étre celle qui minimise 1’expression (6.1).

Cependant, cette fenétre optimale est fonction de z, y et des données Xy, X»,..., X,,.
Elle ne pourra donc pas étre utilisée dans notre contexte de tests d’adéquation puisqu’on
travaille avec une fenétre d’ajustement constante. Toujours dans le cadre de la régression
polynémiale locale, Fan et Gijbels (1996) proposent d’autres critéres de choix pour obte-
nir une fenétre optimale constante. Notre but ici est d’adapter un de ces critéres & notre

contexte d’estimation de la fonction de répartition conditionnelle.
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On va donc considérer ’erreur quadratique moyenne intégrée (ou MISE=“Mean Integra-

ted Squared Error”) définie dans notre contexte par :

1
/0 /]R [(Bz'az'sFO (Fn(y|x)|X1, . ,Xn))Q +Varg, (F’n(y|:c)|X1, . ,Xn)] m(z)m, (y) fo(y|z)dyde,
(6.2)
ou m(x) et m,(y) sont des fonctions de poids positives, qui permettent de pondérer le terme
entre crochets qui correspond a l'erreur quadratique moyenne évaluée au point (z,y). Une
fenétre “optimale” peut alors étre obtenue en minimisant cette fonction. Etant donné que le
calcul exact de (6.2) est difficile & effectuer, on propose ici de déterminer la fenétre optimale

constante asymptotique, c’est a dire la fenétre qui va minimiser I’expression asymptotique
de la MISE.

Dans le but de simplifier notre démarche, on suppose que Fy(y|z) est entiérement spé-
cifiée. On suppose aussi que z appartient toujours & Iespace compact [0, 1], lui-méme ap-
partenant au support [—1,2] de la densité f(.). La proposition suivante donne I’espérance
conditionnelle de ’estimateur polynémial local de la fonction de répartition conditionnelle
sous de telles conditions.

Proposition 6.2.1 Supposons que Fy(y|z) vérifie les hypothéses (Fép+1).x.2) et (Fép+2).w.2).
Alors, sous les hypothéses supplémentaires (K.0), (X.0), (f.0) et (H.1), lespérance de

F,(y|lz) conditionnellement auz X observés est donnée par :

1
F(gp+ )(y|.’13) p+1

Er(Fy(yz)|X1,..., X,) = Fo(y|$)+m Tp+1

(za ) +2 z, ) +3
+ Ofz¥) (h*2) + Ofo) (), (6.3)
0U Ypt1 =/ u* K* (u)du.
R
Preuve En utilisant la définition de F,(y|z) donnée en (1.15), on a :

XZ‘—IC
h

Er,(Fu(ylz)|X1,..., X,) = ZW"( )EFO(I{YZ.S?,}|X1,...,X”),
=1

= S (F=2) Rwix), (6.4

De plus, sous I’hypothése (Fo(p+2).:l:.2), la fonction qui & z associe Fy(y|z) est p + 2 fois

continiment dérivable. On effectue alors un développement de Taylor d’ordre p + 2 de
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Fo(y|X;) autour de z : pour tout 1 = 1,...,n et il existe z} € (X;,z) tel que :
F(P) ylz
Fo(yX:) = Folyle) + (X; = ) F§" (yle) + ..+ (X >#

F (yle)
(p+1)!

FP) (yler)

(X (p+2)

+ (X; — )2l (6.5)
ot on rappelle que F()(j)(y|x) est la j**° dérivée de la fonction Fy(y|z) par rapport a z. Si on
substitue ce résultat dans I'expression (6.4) de I'espérance conditionnelle de I'estimateur,

on obtient, en utilisant les propriétés de la fonction W™ (.), données en (1.17),

. " X, —=x
Er(Ba(yl2)| X, ..., X)) = Fo(ylz) W ( - )
=1
2 FY (y)e) & Xi—=z
+ Z ) an ( ) (Xi — =)
=1 J i=1 h
(p+1) n L
F (y|z) Ewn (Xz 33) (X, m)p+1
(p+1) %= h
n X — F(p+2)(y|m*)
FSown (K gy, g )
,; no) ) (p+2)!
= Fy(ylz) + Quy + Ry, (6.6)
ou (p+1)
Fy p (y|x -
o wn (= X; — z)Ptt 6.7
Q= S S () (K- (67)
et (p42)
n X _ F P
_ ZWTL ( i iU) (Xz _ $)p+2 (y|$ ) (6.8)

Dans la suite, a I'instar de Ruppert et Wand (1994), on va négliger le terme de reste
R,,. On s’intéresse donc essentiellement au terme (),, qui va “contréler” le biais ou plutét
lordre du biais de 'estimateur. A partir de la définition de W™ (.) donnée en (1.16) et si on
pose H = diag(1,...,h?),
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I, X, — -
ZK( x) (X; — 2Pt
i=1
~ Xi—=x
_ K ( i ) X, — z)pt?
= eg (XTPX) ' ; h ( ) )
n X . )
ZK( 7 ZU) (X,'—-'B)2p+1
L =1 h _
(Xl _ x)p+1
1 -1 1 (X2 _ :E)P+1
T T T
= — X" PX —X*P
€o (nh ) % nh : ’
(Xn _ m)p+1
(Xl _ x)p+1
= TH (LXTPX) _1H « L H-1XTp (Xz = 2)™
0 nh nh : ’
(Xn _ I)p+1
(Xl _ m>p+1
= el S (z) x EH—l)(TP (X2 : ) : (6.9)
(Xn _ x)P+1

1
ou Sy(z) = gt (—hXTPX) H™! est la matrice de dimension (p+1) x (p+1) dont
les éléments sont les (Sn,i+]-_2(x))1<i].<p+1 définis en (1.23). Comme a la Section 1.3.1,

dénotons A présent par S la matrice de dimension (p+1) X (p+1) dont les éléments sont les

(Hitj—2)1<ij<p+1 définis en (1.18). On a montré en (1.31) que si n est suffisamment grand,
Sy (z) = f(=)S™" + hOL(1), (6.10)

ot O,(1) est une matrice aléatoire de dimension (p + 1) x (p + 1) dont chacune des com-

posantes est presque stirement bornée en z € [0, 1], de sorte que
g Syt (z) = fHx)eg STH+ hOL(1)T, (6.11)

ol le terme O, (1) est un vecteur aléatoire de dimension p+1 dont chacune des composantes

est presque sirement bornée en z € [0, 1]. Suite & I'expression (1.26) on a aussi :

(X, - ap ()
LH_lXTP (Xg — :z;)p‘*' _ hP"'l Sn’p_*,g(l')
nh : :

(X — z)P+! Sn2p+1(Z)
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= W[ f(x)p+ hOL(1)], (6.12)
ott 4 = (Up1,---,Hopt1)T. Si on substitue les résultats (6.11) et (6.12) dans I’expression
(6.9), on obtient,
ki n Xl — T - — z
> W ( . ) (X;— 2y = [ (o)els™ +hOz (1]
x W[ f(z)u+ hOZL(1)],
= hrttel ST+ O;”S(hp“)
z +3
+ O, (h). (6.13)
De plus,
e ST = €5 ST ipp1s - s igpra]”
= / ed ST, ..., )T K (¢)tPTdt,
R
= [ K*(t)trt'dt
K @ea
= Yp+i (6.14)

par la définition de K*(.) donnée en (1.21). Si on substitue ce résultat dans (6.13), on

obtient :

W (S (Xe— ot = Wy + OF(H)

+ O;s(hp-l-s)’
de sorte que, sous I’hypothése (FO(pH).a:.Q),

F(P+1) n .
o = EEEL g (58]
=1

(p+1)!

_ hp+1

(6.15)

(6.16)



6.2 Critére de choix de la fenétre d’ajustement 121

Comme l'ordre du terme de reste est négligeable par rapport a 'ordre des termes issus

de I'étude asymptotique de @),,, on en déduit alors le résultat. &

Passons maintenant & ’étude de la variance conditionnelle de 'estimateur polynémial

de F(y|z). Son expression est donnée dans la proposition suivante :

Proposition 6.2.2 Sous les hypothéses (K.0), (X.0), (f.0) et (H.1),

Varg, (Fu(yl2)| X, ..., X,)) = K**(0) [F °(y|$)n(2&j°(y|x))] +o, (nl—h) . (617)

Preuve A partir de sa définition donnée en (1.14),
Fuyle) = ef (XTPX)™ XTPIye,,

ol les matrices X, P et le vecteur Iy, ont été définis respectivement en (1.10), (1.11) et
(1.12). On en déduit que :

Varg, (F’n(y|x)|X1, . ,Xn)

= I (X"PX) " X"PVarg, (LygylXa,-.., X)) PX (X7PX) " e,

car la matrice P est diagonale et les matrices P et X dépendent des variables X;,
1 =1,...,n. De plus,
V(J/Y’FO ([{ng}|X1a . ,X,n,) = Q’

ou @ est la matrice de dimension n x n diagonale (puisque les variables Y; sont i:d), dont

les éléments diagonaux sont donnés par :
Qi = Fo(ylX:)(1 = Fy(y|X1), ¥i=1,..,n.

Si maintenant on pose ¥ = PQP, la matrice diagonale de dimension n x n (les matrices P

et @ étant diagonales), dont les éléments sont :
Xi — X .
5 = K2 (T) x [FolX)(1 - Fa(ylX.)], Yi=1,...,n,
on obtient :

Varg, (Fa(ylo)|X, ..., Xa) = f (X7PX)” XX (XTPX) e,

_ ! T( 1 XTPX)_l 1 XTEX( 1 XTPX)_l
o nheo nh nh nh €0,
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1

de sorte que, si on pose Sk(z,y) = H! (—hXTEX) H™! la matrice de dimension (p+
n

1) x (p+ 1) dont les éléments sont définis par (S;, ., (%, ¥))1<ij<pt1, avec

S (x,y _ihil ( )(Xih—f’f)k[Fo(y|xi)(1_po(y|xi))], Vk=0,...,2p,

et si on utilise la matrice S,(z), déja introduite dans la preuve de la Proposition 6.2.1,

Varg, (Fa(ylz)| X1, ..., Xa) = h el S~ (z) S (z,y) S (z)eo.
Cette expression de la variance conditionnelle n’est cependant pas directement utilisable
malgré le fait qu’elle soit exacte. On cherche donc & approximer les matrices S,(z) et

S*(z,y). On a déja noté en (1.31) que :

-1

f(=)

ot le terme O,(1) est presque sirement borné en z € [0, 1]. Il reste donc & approximer la

Si(z) =

n

+hOZ (1), (6.18)

matrice S*(z,y). Cette approximation nécessite au préalable le résultat suivant :

Lemme 6.2.3 Sous les hypothéses (K.0), (X.0), (f.0) et (H.1),
Sni(z,y) = vif () Fo(ylz)(1 — Fo(ylz)) + 0p(1),
ou vy, :/ ukKQ(u)du.
R
Preuve Voir Annexe G. &

Ce résultat permet de déduire que :

Sz, y) = f2)Fo(ylz)(1 = Fo(y]z))S™ + 0p(1), (6.19)

ou S* est la matrice de dimension (p+1) X (p+1) dont les éléments sont les (Vi+]'_2)15i,]'sp+1
et ot 0,(1) est la matrice aléatoire de dimension (p+1) X (p+ 1) dont chacun des éléments

converge en probabilité vers 0 pour tout z € [0,1] et tout y € IR. On en déduit que :

. 1 S-1
Varg, (Fn(y|a:)|X1, .. ,Xn) = Eeg [f(:c) + hO;S(l)]

x [£(z)Fo(yle)(1 = Fo(ylz))S* + 0,(1)]
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X l}g(_;l) + hOpL’s(l)] e,

1
= Wﬁb(ykﬂ)(l—Fo(y|m))egS_lS*S_1e0
T (1) (6.20)
Op nh . .
Enfin,
1t ... t°
T o—1 q* o1 T g1 2 t -1
eIS7I5*S ey = €IS /]RK(t) | dts e,
P tép

= K*(0), (6.21)

puisque, suite a la Proposition 1.4.2, le noyau K*(.) est symétrique. Enfin, si on substitue

ce résultat dans l'expression (6.20), on obtient :

Varg,(Fu(yl2)|Xs, ..., Xa) = FO(W)n(;]Qx];O(y'x))]K*(Z)(O)+Op (%) & (6.22)

On remarque que cette expression de la variance asymptotique est indépendante du choix
du paramétre p contrairement & I’expression de ’espérance conditionnelle de ’estimateur
obtenue en (6.3).

Les Propositions 6.2.1 et 6.2.2 permettent & présent de donner un critére de choix optimal

de la fenétre h. Tout d’abord, par la Proposition 6.2.1 et sous les hypothéses données,

2

(p+1)
E
0 (y|$) hz(p+1)712)+1. (6.23)

. . ~ 2
[BZCLZSFO(Fn(y|$)|X1""’X")] ~ (p-|— 1)!

Si on substitue le terme dominant de (6.22) et (6.23) dans l'expression (6.2), on est amené
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a chercher la valeur de A qui minimise la fonction :

WAL

Il faut donc trouver h,,; qui résoud I’équation :

Féf’“ (yle)
+ 1)!

] p2e+D) | K*(z)(()) [Fo(y|mzl(;&;;0(y|m))] 7(z) 7. (y) foly|z)dydz.

(6.24)

dh [/ / (z,y, h)m(z) z(y)fo(y|l’)dydfv] o =0

ou

H(CL’, Y, h) = 7;2)+1

Fp+1)(y|x) 2 o .2 Fo(y|1;)(1—F0(y|$))
7+ 1) ] R+ K (0)[ nh (z)

Quelques manipulations algébriques montrent que :

/ / lFo y|z) 1—)Fo(y|w))] (@) () folvl) dyd 53

h’opt_ P n~ 2+

/ / p+1) y|:c w(x)m,(y) foly|z)dydz

ou Cp(K) est la constante définie par :

Cp(K) =

o 0] oo

2(p + )54

Dans cette expression, on constate que par un choix judicieux et approprié des fonc-
tions de poids, les intégrales sont finies et le dénominateur est non nul. En revanche, cette
expression théorique de la fenétre asymptotique optimale n’est pas directement utilisable
en pratique. En effet, elle comporte entre autres le “paramétre” de nuisance f(z) qui est
généralement inconnu en pratique. Une solution consiste alors a remplacer cette quantité
inconnue par un estimateur non paramétrique comme celui déja introduit a la Section 2.5

et dénoté par fn(.’c), pour obtenir la fenétre optimale asymptotique approchée suivante :

1

[P l‘f‘)(y'”””]w(m)my)fo(mx)dydx "

/ | [F 2 wle)] w(@)m. (1) folvla)dyda

~

hOPt = Cp(

__1
n 2rt3,
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Si on adapte maintenant les résultats obtenus au contexte ot Fy(y|z) n’est plus entiére-
ment spécifiée mais comporte un certain nombre de paramétres inconnus que 1’on retrouve
dans le vecteur 6y, la fenétre asymptotique optimale théorique constante est alors donnée

par :

T f"(m) n" .
LIRS (las )P (@), (v) fowlas 60)dyda

~

/1/ lFO(y|x;90)(1_Fo(y|x;90)) (z)me(y) fo(ylz; 00 )dyda 7
= G(K) | =

opt

Cette expression n’est 1a encore pas directement utilisable en pratique car elle comporte
le paramétre 6, qui est inconnu. Une solution, proposée dans d’autres contextes, comme
celui de 'estimation de la fonction de régression, consiste a remplacer ce paramétre in-
connu par un estimateur : c’est un exemple de ces méthodes dites “plug-in” qui permettent
d’obtenir une valeur approchée de la fenétre h optimale. Ces méthodes offrent en général
de bonnes performances comparé aux méthodes classiques comme le montrent Jones et al.
(1996) ou bien encore Chiu (1996) dans un contexte d’estimation de la densité. Maintenant,
les arguments favorisant ce type de méthodes ont été plus récemment discutés. En effet,
comme en fait état Loader (1999), toujours dans le cadre de I'estimation de la densité, le
comportement des méthodes de type “plug-in” dépend lourdement du choix de ’estimateur

pilote fn() qui, mal choisi, peut mener & une fenétre complétement inappropriée.

La littérature abonde d’autres méthodes permettant d’obtenir une fenétre raisonnable
pour des contextes tels que ’estimation de la densité ou de la fonction de régression. On
peut notamment citer les méthodes de validations croisées utilisées entre autres par Hall et
al. (1992). Celles-ci présentent aussi des inconvénients car elles sous-lissent fréquemment.
Jones et al. (1996) présentent et comparent les différentes méthodes de choix de fenétres
dans un contexte d’estimation de la densité. Plus récemment, Futschik et Clarke (2004)
proposent un nouveau critére de choix du paramétre de lissage toujours dans ce méme
contexte. Ils suggérent une méthode qui permet de palier a I’ensemble des inconvénients

liés & chacune des méthodes que nous avons évoquées précédemment.

Il serait donc judicieux, en perspective de ce travail, de faire un inventaire de ces diffé-
rentes méthodes et d’essayer d’adapter certaines d’entre elles & notre contexte d’estimation
de la fonction de répartition conditionnelle. Notons aussi que la fenétre optimale obtenue
dans ce chapitre s’inscrit dans le contexte d’estimation de la fonction de répartition. Or,

rien ne dit que la fenétre optimale pour I'estimation est la méme que la fenétre optimale
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pour le test. Cela pourrait faire partie d’une recherche future tout comme le choix d’un
noyau d’ajustement optimal K (.) pour le test. En effet, pour le probléme de test, Ghosh
et Huang (1991) ont montré que d’autres critéres que la MISE peuvent étre employés pour
choisir de fagon optimale le noyau et que ce noyau optimal peut différer du noyau optimal
dans un contexte d’estimation. Maintenant, si on s’attache & déterminer le noyau optimal
pour le probléme d’estimation, il faut alors choisir celui qui minimise la constante (6.25).
Cela nous aménerait donc A travailler avec le noyau équivalent K*(.), défini en (1.21), et
dont la structure a déja été étudiée dans de nombreux travaux, notamment ceux de Berli-
net (1993) et Berlinet et Thomas-Agnan (2004), pour lesquels ce noyau s’inscrit dans une

terminologie de noyau d’ordre p + 1.

Cela nous améne a présent a donner un bilan de ce qui a été fait dans ce travail et a
discuter des nombreuses pistes de recherche qui pourraient faire ’objet d’une suite pour

celui-ci.
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Conclusion et Perspectives

Le point de départ de ce travail est un modéle posé par le statisticien pour tenter d’ex-
pliquer le comportement d’une variable aléatoire Y a partir d’une autre variable X. Nous
avons proposé une procédure de test d’adéquation qui permet de tester globalement toutes

les hypothéses incorporées dans le modéle considéré.

Les principaux résultats que nous avons obtenus dans cette thése sont les suivants. Le
comportement asymptotique de notre statistique de test converge toujours vers une loi nor-
male standard dans tous les cas de figure que nous avons considérés. Nous avons aussi fait
I’étude de la puissance asymptotique locale de notre test. Cela nous a permis d’obtenir que
cette puissance locale reléve a nouveau d’une loi normale, cette fois-ci excentrée. Enfin,

nous avons proposé un critére de choix optimal pour la fenétre d’ajustement.

Cette étude est cependant loin d’étre compléte et de nombreuses perspectives de tra-
vail peuvent étre envisagées. Tout d’abord, concernant le choix de la fenétre d’ajustement
h, le critére de choix que nous avons proposé s’insére dans un contexte d’estimation non
paramétrique. Or, rien ne dit que la fenétre optimale pour le test est la méme que la fe-
nétre optimale pour ’estimation. Cela reste donc une piste de recherche a explorer. Dans
un méme registre, il serait intéressant de voir si un choix judicieux du noyau d’ajustement

n’aurait pas une influence positive sur la puissance du test.

C’est pourquoi il serait aussi pertinent de mettre en place quelques études de simulations.
Cela permettrait aussi de vérifier la justesse des approximations asymptotiques obtenues et
de mettre I'accent sur des thémes que nous n’avons pas abordés dans ce travail, notamment
concernant le choix des fonctions de poids introduites dans les différentes statistiques de
test. Dans un contexte de régression, de nombreux auteurs (Alcala et al., 1999 et Hardle
et Mammen, 1993) ont montré que les comportements asymptotiques de leurs procédures
de test ont une faible vitesse de convergence. Différentes techniques de rééchantillonnage
ont été développées, notamment le Wild Bootstrap (Hardle et Mammen, 1993) pour palier
a ce probléme. Il serait donc intéressant de voir si ces techniques sont pertinentes dans le

présent contexte et, si tel est le cas, de réfléchir & comment les adapter & notre procédure
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de test.

Dans ce travail, nous avons choisi d’utiliser des statistiques de tests basées sur la “distan-

e” de type Cramér-von Mises (Cramér, 1928 et von Mises, 1941) généralisée. Aussi, un axe
de recherche qu'il serait intéressant d’envisager est I'utilisation d’autres types de “distance”
dans notre procédure. On pourrait par exemple considérer des semi-normes basées sur le

processus

Vnh (E(yle) — Fo(yle))

Certaines d’entre elles, fréquemment utilisées dans la littérature, pourraient étre choisies
comme statistiques de test comme par exemple la “distance du sup” de Kolmogorov (1933),

qui méne a la statistique de test :

vVnh sup sup‘F (y|z) Fo(y|a:)‘.
z€[0,1] yERR

On pourrait aussi proposer une statistique de test inspirée de celle proposée par Watson
(1961) qui reprend la statistique de Cramér-von Mises (Cramér, 1928 et von Mises, 1941)

mais propose de centrer F,(y|z) — Fy(y|z) pour obtenir une statistique de test de la forme :

nf//[ (ylz) — Fo(y|z) — // ﬁ’ (ylz) — Fo(y|a:))Fo(dy|a:)]2F0(dy|w)

Enfin, certains auteurs, comme par exemple Gregory (1977), proposent encore d’autres
statistiques de test qu’il serait peut-étre intéressant d’examiner dans notre contexte. Il se-
rait aussi opportun d’essayer de trouver une décomposition de la statistique de test globale
en un certain nombre de composantes directionnelles qui permettraient de tester ces hy-
pothéses spécifiques et donner des indications sur les aspects de Fy(y|z) qui ne collent pas

aux données lorsque H est rejetée.

Un axe de recherche qu’il serait intéressant d’explorer est la généralisation de notre pro-
cédure de test au cas ou la variable X est multivariée. Plus particuliérement, on pourrait

envisager des adaptations “pratiques” de notre procédure de test & des modéles de type
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GLM (“Generalized Linear Models”). En effet, cette classe de modéles généralisant les mo-
déles linéaires classiques permet ’analyse de données discrétes et continues pour lesquelles
la loi normale n’est plus adaptée. Ce genre de modéles, et ’ensemble des modéles qui en
sont issus, occupent maintenant une place importante dans la modélisation statistique et

trouvent un intérét dans de nombreux domaines d’applications.

Enfin, nous avons étudié la puissance asymptotique locale de notre test en considérant
des alternatives inspirées de la famille d’alternatives locales de type Pitman (1949). I
serait intéressant de voir ce que devient cette fonction de puissance asymptotique locale en
utilisant d’autres types d’alternatives comme par exemple, une de celles référencées dans
larticle de Inglot et Ledwina (2001).



Annexe A

Preuve du Lemme 1.4.1 Soit, pour k£ € {0,1,...,2p},

st = (5 (%)

ou les Xi,..., X, sont id ~ F(.). On considére maintenant :
sup, | S k(@) = (@) ] = sup. |Snp(@) = Ep (Sun(2)) + Er (Sur(z)) =
z€la,b z€[a,b

< sup |Spi(z) — Ep (Snx(z)) |

z€[a,b]

+ sup |Er (Snk(2)) = f(2)pl,
z€|a,

ou

e (Sax(x) %EF l(Xh— x)kK (Xh— m)] |
_ %/j (y—w)kK(y;fﬂ)dF(y).

Si on injecte (A.3) dans le premier terme de (A.2), en signalant que :

sute) = L[ (555 (5 ok

ol ﬁn(y) est la fonction de répartition empirique, on obtient :

sup |Sui(z) — Er (Snr(z))] = sup -
z€[a,b] z€[a,b] h

f(z ),

(A.2)

(A.3)

L5) k(7 4o -rw)|



— k — .
On intégre par parties en posant u(y) = (y - :c) K (y - x) et v(y) = Fu.(y) — F(y),

pour obtenir :

[0 K (52 d (o)~ F) = bl [ (Fuls) ~ F) dus(v),

de sorte que,

/_21 (y ; x)k K (y ; l’) d(Fu(y) - Fy)) = - /_21 (Faly) = F(y)) dux(y). (A.6)

Maintenant,
d [y—x\* y—z
duy, = — K
() dy( h ) ( h )
1
h

N CCORCS LT Y

Ainsi, en injectant (A.7) dans (A.5), on obtient

sup |Spip(z) — Ep(Sni(z))]

z€[a,b]
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- o \/j (- rw) [E (5507 o (S52) + (552) e (550 o
o L) b (55) (55w (5o

. -z
On effectue a présent le changement de variables w = y—, de sorte que, comme h < 1

et x € [a,b],

< 1
— su
= . E’

21 |/y—z\F1 y—2z y—2z y—=z

- kK K'( ):|d
o [ (55) 7 fe (4) + (557w (457

2—z

h

= sup
z€[a,b]

—1—z

[0 (kK (w) + wK' ()] duw,

< [Tl R ) + | K (w)]] du,

= ap < +o0, (A.S)

sous I’hypothése (K.0). De plus, de Rao (1983, p48), on a que presque siirement :

5 Vdiogn
sup |F,(y) — F(y)| < . A9
yel-12] ) = F) vn (A9)
On en déduit qu’avec probabilité 1, si n est suffisamment grand,
apy/logn
sup |Suu(z) — Er (Sus())| < EX2 (A-10)

z€[a,b] ’ hﬁ .

Considérons maintenant le deuxiéme terme de (A.2). On a, si h est suffisamment petit,

bl

B 12 (y—az\* y—z s
sup |Ep (Sni(z)) = flz)m] = sup hf_l( ; ) K( : )f(y)dy F (@) g
2;1 1

= sup /_1_ wk’K(w)f(a: + wh)dw — f(:c)/ ka(w)dw

. )
z€[a,b] _— -1

= swp | [ wrK(w)f(z +wh)dw - f(z) [

ka(w)dw‘ ,
z€[a,b] -1
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en supposant que h satisfasse :

c’est a dire
h<a+leth<2-—5.

Maintenant, puisque par (f.0) la densité f(.) est Lipschitzienne,

sup |Bp (S,4(2) — Sl < sup | [ wbK(w)(f(e+wh) — f(2))du],

z€[a,b] z€lad] I/ -1
1
< sup [ K (w)|f(@ 4+ wh) — £(e)ldw,
z€[a,b] ¥ —
1
< Mh/ LK (w)duw,
—1

= Mhers < +00. (A.11)

En combinant (A.10) et (A.11), on obtient que presque sirement et si n est suffisamment

grand :

ary/logn
sup |Sn () — f(z)ur —_—
ze[a’b]l k(@) = f() ] W

b ary/logn
h2\/n

IN

+ MhKjy1,

+ M"Ck+1) )

= h(o(1) + Mkps1), (A.12)

sous ’hypothése (H.2). &



Annexe B

Preuve de la Proposition 1.4.2 Par (1.21),
K*(t) = e} S7'(1,t,...,t")TK(t), (B.1)

ou S est la matrice de dimension (p+1) X (p+1) dont les éléments sont les (fi4j—2)1<i j<p+1
donnés en (1.18). Une expression plus simple de K*(t) est obtenue en étudiant la structure
de la matrice S™*. Le noyau d’ajustement K(.) étant symétrique et satisfaisant (K.0), la

matrice S posséde la structure particuliére

X o X
o X O
X © X

, (B.2)

“x” désigne un nombre quelconque. Fan et al. (1996, p124) ont montré que la matrice
S~1 posséde alors la méme structure particuliére que S. On en déduit que el .S~! est de la
forme (dy,0,ds,0,...). Pour obtenir K*(t), il ne reste plus qu’a multiplier ce vecteur terme
a terme par (K (t),tK(t),...,t?K(t))T. On obtient alors

p+1
K*t)= Y dt"'K(). (B.3)
k‘=1, k: impair
Cette derniére expression permet de voir que sous (K.0), le noyau équivalent K*(t) est
symétrique autour de 0. De plus, il est a support compact [—1,1], borné, dérivable et de

dérivée borné. &
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Annexe C

Preuve du Lemme 2.4.5 On va montrer que Eg,(kis,) = o(n™?). On rappelle que dans
ce qui suit, M est une constante majorante qui peut varier d’une ligne a l'autre. Par les
définitions de W™(.,.,.) et de kij, données respectivement en (2.6) et (2.13) et sous les
hypothéses (Fy.y.1), (X.0) et (f.0),

2 r2 1 — 2 To — T
ot = o [ L () e (25)
S Fo( 12n) n ) Joap Jme n A
1 — II?I o — (L‘l Iy — I”
e (B e (275 e (255)
LL'Q—IL'" .’131—.’1,‘,” LL‘Q—IL’I”
e (55 ) e (55 ) e (255)

X (/m(f{ylsy} — Fo(ylz1)) Tacyy — Fo(¥']21))

X (I{ylgy”} - FO(?/”|531))(I{ylgy”'} - Fo(ym|$1))f0(y1|$1)d3/1)
< ( [ e~ Flsle) U — Fu22)

X (I{yzgy”} - FO(@/”|5'32))(I{yzgy"'} - Fo(ym|$2))f0(312|332)dy2)
x w(z)w(z Yw(e w(z" Ywa(y)we (y Jwer (y Ywem (y")

x fo(yle) fo('|=') fo(y"|&") foy" |="")dy dy dy” dy”

! " n

X f_z(m)f_z(:c )f_z(.r )f_z(ib )dzdz'dz" dz"

135
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X f(z1)f(22)dz1dzs,

< n7tp7t '/_21 /_21 ./[0’1]4 /]R4 |K* (mlh— m) K (rczh— m)
x K* (ml ; xl) K* (ngm') o (xl ; x")
x K* (xz ; x") K* (ml ;x"’) K (:cg ;:c"’) |

X (/]R [Tty <yy — Folylz)| [ Iga<yy — Fo(y'|21)]

x ey — Fold 120l Ty — Fo(y'"|fv1)|fo(y1|:v1)dyl)
x ( [ sy~ Fowlaa)l ey — B o)

X |[{y25y”} - F0(91/|$2)||I{y25y'"} - Fo(ym|~"U2)|f0(3/2|$2)dy2)
x w(@)l(e Yol Yo (a" Y () we (5 Yo (6w (y”)

% Fo(wle) oo/ 2) Foly ") ol |y i dy” dy”

X f_z(x)f_Q(:vl)f_Q(m”)f_Q(:cm)dxda:'dx"d:c"'

X f(l‘l)f(.’l}g)d.’lllddfg

De plllS, Vya yl’yll’ylll S IR et vmlaJ:Z S [_L 2]a

/m [ yr<y — F0(3J|$1)||I{ylgy'} — Fo(y |x1)||‘[{y1§y”} — Fo(y |=1)

n

X I <y — Foy |za)| fo(yilzi)dy < M,
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et

/]R \Lyozwy — Folylz) | g,y — Fo¥ |22)| L (y,<pry — Fo(y' |22)]

n

X |I{y9<y/”} Fo(y |:B2)|f0(y2|1132)dy2 < M.

Par (f.0), (P.0) et (P.1) respectivement, la densité f(.) et les différentes fonctions de

poids sont bornées de sorte que,

2 2 o 1 — Lo — T
< Ep (K <M‘4h‘6/// K*(l )K*(2 )
0 —= FO( 1271) = n 1)1 [071]4 | h h
< K* II?l—II,‘I K* (L‘Q—CCI K fE]_—I”
h h h
:I:2 o :L.II :Bl _ :I;I/I m2 _ :I:II/
K* K* K*
e L e e ]

x dz dz’ dz” dxmdxld:rg.

Pour alléger la notation des calculs qui suivent, on pose K*(.) = |K*(.)] et K;f(.) =

EK + ( h) Sous I’hypothése (K.0), la fonction K*(.) est positive, symétrique et a support
compact [—1,1]. On obtient alors,

0< Bp (ks ) < Mn*h® // K+( )K+( _$)
= FO( 12n) — [01]4 h h

e (25 e (1) e (75

< K+ (mQ ; z ) K* (%) Kt (932; > de dz’ dz” dz” dzidz,,

2 2 , ,
= Mn_4h2/_/ [014K];|-($]__x)K}T(:BQ_-T)K]T(-’B]__:E)K}T(.rg_./r)

X K (e — 2" YK (20 — 2" ) K (2 — 2" K (20 — 2
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x dz dz dz’ dxmdmldxg,
2 2 1
= Mn_4h2/ / (/ Kif(z1 — 2)Kjt (20 — J})dﬂ?)
-1J-1 \Jo
1 ! !
X (/ Kif(z1 — 2 )Kjf (20 — = )dx')
0
1 " "
X (/ Kif(zy — 2 )Kjf (20 — 2 )dm")
0

1 n n
X </ Kf(zy—2z K (2g— = )da:'") dz,dz,. (C.1)
Jo

De plus,

1 1
/ K,f(ml—m)K,j'(mg—x)dm = / K,j(:cl—m2+x2—m)K,j'(m2—a:)dm,
0 0

= /mz Kif (21 — 22 + u) K} (u)du,
zo—1

IN

/ Kif (21 — 2o + u)K;f (u)du,
R
= K}j—(Z) (.132 o 1171),

1 (2) [ X2 — X1
= Ikt (—) . C.2
- - (C.2)

Les autres intégrales sont majorées de la méme fagon pour obtenir finalement :

2 2 )
0 S EFo (kilzn) S M’fl_4h2/ / [K}T(Z)(CL‘Q — .’111)]4 d.’l?ld.’L’Q,
-1J-1

2 2 ” _ 4
Mn_4h_2/ / [K"'() (%)] dzidz,,
-1J-1

2 2—xq ,
— Mn~*h "R 0] dtda,
-1 —1;11

= o(n7?), (C.3)

sous les hypothéses (K.0) et (H.1). &



Annexe D

Preuve du Lemme 2.4.6 On va montrer que Eg,(kiy,k1s,) = o(n™3). Par les définitions

de W*(.,.,.) et de ki;, données respectivement en (2.6) et (2.13) et sous les hypothéses
(Fo.y.1), (X.0) et (£.0),

2 12 r2 T — 2 To—2
0 < Bp, (klp,kl,) = n_4h_6/_1/_1/_1/[01]4/IR4K*< - )K( - )
,’L’l—.’L'/ .’L‘Q—CL" .’El—il}”
K* K* K*
e (e () e (257
:I:S_IH Il_m”/ :I:S_IIH
K* K* K*
e (e () e (75

* (/IR,(I{ylgy} B Fo(y|m1))(l{y1sy'} - FO(y,|-T1))

X (T <yry = Fﬂ(yn|$1))(1{ylsy’”} - FO(ym|581))f0(91|~"31)d3/1>
(T = Folaloz)) Ty = Pl o2) sl

) (/IR,(I{yssy"} - F0(3/”|x3))(l{yssy'"} - Fo(y'"|m3))f0(y3|x3)dy3)

! " nr 7 " m

x w(z)w(z Jw(z )w(z )ws(y)ws (Y Jwan(y Jwem(y )
x fo(ylz) fo('|2") fo(y"|2") foly" |z )dy dy dy dy" f~2(2) f ()

"

x [T (2")f (2" )dz da’ da” da” f(x1)de: f(20)das f (235)das,
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<o [ o e () (2)

—1J-1J-1Jpp )t SR h h
1 — LUI o — ZCI I, — LL’”

K* K* K*

() (25 e (45
x3_$/, xl_mnl x3_$lll

K* K K*

() e () e (B5))

< ([ Mensr = Faloles) gy = Ftalon)

< Ly eyry = Folw"len) | yseymy — Foly |x1)|fo<y1|x1>dyl>
X (/]R [ Ly<ur — Fo(ylz2) || Ly,<yy — F0(3/|$2)|f0(@/2|$2)d3/2>

X (/IR |I{y35y"} - FO(y”|:’C3)||I{y3Sy”/} - Fo(ym|~’U3)|f0(ys|$3)dy3>

x w(@yw(z Yw(z" Jw(a" Jw(y)we (y Ywer (4" Jwan (y")

!

x fo(ylz) fo(y'|2') fo(y"|2") fo(y" |&")dy dy dy” dy" f~2(z) f~*(z)

" "

X f_z(a: )f_Z(a: )dz dz' dz" da:mf(:cl)dmlf(mg)dmgf(:cg)dm;;.

De plllS, vya yl’yll’ylll € R et vxlaxZaIB € [_]-a2]a

/IR i<y = Folylea)ll gy, <y = Fo(y,|$1)||j{y1§y”} — Fo(y' |=1)]

n

X Ly <yy = Foly |z1)| fo(yr]zi)dys < M,

/}R [ Ly<yy — Folylza)||Ly,<,y — Foly [22)[f(yalz2)dy: < M,
et

2

/]R 1 tys<yy = Fo(4' [23) | Iyscymy — Foly |23) | f (ys]z3)dys < M.
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Par (f.0), (P.0), (P.1) respectivement, la fonction f(.) et les fonctions de poids sont

bornées. Ainsi,

Bnt) < Mt L[ e (B g (2275 e (B
[0,1]* h h

. :1:2_33/ . ;Ul—,’]}” . $3_$II . ;Ul—,’Em

e (25 ) (25w (257w (25

x K* ( ;:c > |dz dz' dz" d2" dz,dzodzs.

Comme dans ’Annexe C, on pose K*(.) = |K*(.)|. On obtient alors :

Eatukia) = o [ e (e () e (5
Fo( 12n 13n) (0,14 h h
K+ Io K+ X K+ I3 — & K+ r1 — X
8 (h) (h h h

z3

x KT ( ;x > de dz’ dz" dm”/dxldxgdxg,

2 2 2 .
= Mn_4h2/_1/_1/_1 o Kif(z1— 2)K;f (22 — 2)K; (21 — )
X K}T(.’BQ — a:’)K,;"(:vl — :I:H)K,;"(azg - .r”)K,j(a:l — 3:"/)

x Kif (x5 — 2" )dz dz' dz” da"' dzydeodes,

= —4h2/ / / (/ K (x Kh(xz_x)dx)
. (/01 Kif (w1 — ) K (22 — :c')d:c')
X (/01 K (21 — 2" K (25 — x")dm,,)

1 nm " 17
X (/ Kif(z1— 2 K (23— 2 )dz ) dzidzodzs. (D.1)
0
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De plus,

/01 Kt (21— 2)Kjf (2 — z)dz = /01 Ktz — 2o + 20 — ) Kjf (22 — z)d2,
= /ﬂ:_l Kt (z1 — 2o + u) K} (u)du,

< /R K (2, — 20+ 0) K} (u)du,

= K,'l"(z) (zo — z1),

1 o (22— 21
_ L (s D2
z : (D.2)

Les autres intégrales sont majorées de la méme fagon pour obtenir :

2 2 2 2 2
EFo(k%an%:in) g Mn_4h2 ‘/_1 /;1 /_1 [K}T(Z)(.’Eg—ml)] I:K}T(Z)(xg—xl)} dmldxgdfl?g,

= Mn*h? /_21 (/_21 [K,f(z) (2o — :cl)}2 d:c2>
X (/_21 [K;L"(‘z)(% - :cl)]z dx;»,) dz;. (D.3)

(2) P
De plus, comme K; " (.) est symétrique,

/.2 [K,T(Z) (s — xl)]2 doy — /2—11 [K,'L"(z) (u)]2 du,

-1 —1l—z

IN

o L1t
= Kij-(4) (0)’

_ %KN) (%) (D.4)

L’autre intégrale est majorée de la méme maniére de sorte que :

0 S EFO (k%an%Sn) S Mn_4h2 I:KIT(4)(O):|2a
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sous ’hypothése (K.0).



Annexe E

Preuve du Lemme 2.4.7 Par les définitions de W”(, .,.) et de k;j,, données respecti-
vement en (2.6) et en (2.13), on obtient, de la méme fagon qu'a ’Annexe D et sous les
hypothéses (Fy.y.1), (X.0), (f.0), (P.0) et (P.1),

|EFg(k12nk13nk42nk43n)|
<t LS ol () () e (2
—1Jo1 -1 o Jre h h h
,’1}3—,’1}I ;L’4—Jj” Jj2—,’13” m4_$m ,(1}3—,{1}’”
K~ K* K* K* K*
o () e (e () e () e (55!

< [ Monsor = Fululen) % Tz = Fo o) ol

X (/m [ {yo<yy — Fo(ylz2)| X |I{y2§y"} - Fo(y”|w2)|f0(y2|$2)dy2>
X (/]R |‘[{y3§y/} — Fo(yl|.’L‘3)| X |I{y3§y'"} — Fo(ym|x3)|f0(y3|a:3)dy3>
X (/IR |I{y4§y”} — Fo(y"|x4)| X |]{y4§y'”} — Fo(ym|.’L’4)|f0(y4|.'l}4)dy4>

! " n

X wy (Y)war (y Ywar (y Yware(y") fo(yle) Foly/ |2 Foly" ") foly™" | )dy dy dy” dy”

X f722) ) e ) e w(e)w(e w(e w(z )de de’ de” d”

X f(z1)f(22)f(23)f(za)dz1dzodrsdzs,
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< o [ L e () () (25)
(o (5 (25 (5 25

x dz dz dz” dmmdxldxgdmgdm4, (E.1)

ou on a posé K*(.) = |K*(.)|, de sorte que,

|EF0 (k12nk13nk42nk43n) |
2 2 2 g2 ,
< Mn_4h2/ / / / Kif(z1 — 2)Kjf (20 — 2) K (21 — )
—1J-1J1 1 Jpape
x Kif(zg — 2 ) Kt (24 — 2 ) K (20 — 2 VK (24 — 2" ) Kp(2z3 — 2 )
x dx dz dz dz drydzodrsdry,,
2 2 2 2 4ol
= Mn_4h2/ / / / (/ K,'l"(asl—x)K,f(:cg—a:)dw>
—1J-1J-1J-1 \Jo
(/K (2 — 2 ) K} (25 — ) dm)(/K m—m)K,T(:cg—x")dm")

1 n n
X (/ K,'f(a:4 —z )Kp(z3— =z )dm"') dxidredrsdry. (E.2)
0

De plus,
1 1
/ Kif(z1 — 2)Kjf (20 — z)dz = / Kif(z1 — 23 + 2o — 2)Kjf (22 — 2)dz,
0 0

= / i Kif (21 — 2o + u) K} (u)du,
Ctz—l

IN

/ K (z1 — 2o + u)Kf (u)du,
JR

= K% (22— 1),

1 2) (X2 — X1
_ Ly (22, v
: - (E.3)
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Les autres intégrales sont majorées de la méme maniére pour obtenir :

2 2 2 2 ) )
|EFg(k12nk13nk42nk43n)| < Mn_4h2/ 1/ 1/1/ 1K;T( )(xZ_xl)K}j—( )(113—1?1)

X K}T(Z)((L‘Q — CC4)K}T(2) (Cl?g — $4)d$1d$2d$3d$4,

—412 2 r 2 +(2) +(2)
= Mn"h /_1/_1 (/_1Kh (zg — 1) K] (xg,—:vl)dml)

2 2 2
X (/ K}j( )(172 — CB4)K;|L—( )(l‘g — "L‘4)d£€4> dd?gdl’3. (E4)
-1

De la méme maniére,

2 2 2 2 2 2
/ K (w2 — 2) K (25— 21)dy = / K™ (w3 — 23 + 25 — 21) K (23 — 21)da,

-1 -1

z3+1
= / ’ Kh+(‘2) (z2 — 3 + u)K,f(z) (u)du,
r3—2

IN

/ K;(Z)(CL‘Q — x5+ u)K,'L"(z)(u)du,
R

+(4)
= Kh (.’173 — 1132),

1 L@ (23— T
_ Ikt (7) 5
: - (E.5)

. ., N . (4)
L’autre intégrale de est majorée de la méme fagon pour obtenir, comme K (.) est

symétrique,

2 2 .
Er,(kionkiznkaonkazn)| < Mn™*h? K T3 — T ’ dzsdzo,
0 1 1 h

2 2—z>o 4
= mo~w? [ [ [k (1)) dtdes,
J =1

-1J—-1—z2

IA
S
-
>
()
[
- N
I
S
®
=
S
3
g

A
3
L
>
Do
G
=
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= Mn*hK*(0),

= o(n™%), (E.6)

sous les hypothéses (K.0) et (H.0).d



Annexe F

Preuve du Lemme 4.5.7 Par le méme cheminement qu’en (3.15) et sous les nouvelles

hypothéses introduites a la Section 4.2, on a le développement suivant :

Fu(yle) = Folyles00) = 3 W™ (Xi, 2, h)(Iyiyy — Fo(ylXi 60))

=1
+ PR (2,33 69),

ou R(z,y;6y), a linstar de R,(z,y) déja défini en (3.14), est presque sGrement borné
enz € [0,1], y € R et Oy € O si n est suffisamment grand. En utilisant maintenant la

décomposition du noyau W?"(.), donnée en (1.34), on obtient :

n

Fu.(y|z) — Fo(ylz; 80) = Y W™( Xz, h)(Livicyy — Foly| Xi; 60))

7=1

+ hz 7z, ( ) W (Xs, 2, h) (Iy.<yy — Fo(y]Xi;60))

+ WP*R: (2,3 00),

ot les noyaux VT/"(, .,-) et Wn(.,.,.) sont définis respectivement en (2.6) et (2.71). De plus,
. Z - P 2 M oY A
dans cette expression, Z, (T’ x), déja défini en (1.33), est presque siirement borné en

z € [0,1] si n est suffisamment grand. Si on intégre cette quantité en = et en y, on obtient :

Vil [ [ (Buyle) = Fo(oles 60)) Fovlos f0)u(@)ws (3) olule: o) duda
= U+hV
+ Vnh?t3 /01 /]R R (2, y;00) Fo(ylz; 00)w(x)w, (v) fo(y|z; ) dydz, (F.1)
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oll on a posé

=1
V= \ nhzvi’ (F3)
=1
avec
.1 ~ ]
“oT /0 /m W (Xi, @, k) (Ivicyy = Fo(ylXi; 60)) Fo(ylz; 60)
x w(x)wy (y) foly|z; 6o)dydz, (F.4)
et

1 XZ — = .
o= [ ] 2 () WX m, ) Ty — Fol9lXis60)) Fo(ule; 00)

X w(z)ws(y) fo(ylz; 0o)dydz, (F.5)

De plus, sous les hypothéses (F.6.2), (P.0) et (P.1),

[ B33 00 Fo(ales b)) 9) folula; 6oy

1 .
< /0 /]R'R:L(m’y’ 90)| |F0(y|x;90)|w(x)wz(y)f0(y|$;eo)dyda:,

< M, (F.6)

de sorte que

x/%/ol /R(Fn(y|x)—Fo(y|fc;6’0))F0(y|x;Go)w(:c)wm(y)fo(mx;go)dydx

= U+hV +0,(Vnh2+3). (F.7)

On étudie a présent le comportement asymptotique de U. Sous les hypothéses (Fj.y.1),
(X.0) et (f.0), on a

Ba(w) = [ [ [ Wrnan) ([ (Tonen — Folvlarioo) falwslos o)
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X Fo(y|x; 00)w(z)w,(y) foly|z; 0o)dydz f (21)dzy,

= 0,

ar /HL(I{yISy} — Fo(ylz1;60)) fo(y1]z1;60)dyr = 0,Vy € IR et Va; € [—1,2]. On en déduit

que EF, (U) = 0. Maintenant, comme les u; sont #d et d’espérance nulle,

Varp,(U) = n*hEg,(u3). (F.8)

b= el L L () e (252) o
X (Ivicyy — Fo(y1 X1560)) X (Ipva<yy — Fo(y'[X1;00))
x Fo(ylz; 60)w(@)wa(y) Fo(y'[a'; 60 )w (2" )w, ()
x fo(ylz; 00) fo(y'|z"; o) dydady' dz’,

en utilisant la définition de W"(.,.,.) donnée en (2.6). On en déduit, par le théoréme de
Fubini et sous les hypothéses (Fp.y.1), (X.0) et (f.0),

< L L e () e (P57 e

X (/]R ‘f{ylsy} — Fo(ylz1; 90)‘ ‘f{ylsy'} - FO(:'/|~"31;90)‘ f0(311|$1;90)d@/1)

EFO (ul

X ‘Fo(ylw;ﬂo)‘w(m)wm ’Fo y'|lz'; 6o) ‘w Nwa (y')

x fo(ylz; 00) fo(y'|2"; 00)dydzdy' da’ f (z1)diyrdey .
De plus, Vy,y' € R et Va;, € [—1,2],
/]R <y = Foyl21300)| [ Tia<yry = Folw/' 243 00)| fo(wrlons 60)dyn < M. (F.9)

Alors, sous les hypothéses (Fy.y.1), (X.0), (f.0), (P.0) et (P.1) et par le théoréme de Fubini,

rad) < s [ e () e (252)]
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x ([ [Fotslas 0)] folwlei 00)dy)

X (/}R |F0(y'|x';90)’ fo(y'|2'; Ho)dy') drdz'f(zq)dz;.
De plus, sous les hypothéses (Fj.y.1) et (Fy.6.2) et pour tout z € [0, 1],

/m\Fo(y|w;90)\fo(y|m;90)dy < M/]Rfo(ylm;Go)dy,

= M.

On en déduit que :

M 2 1 p1 1 — T 1 — o'
2 * 1 * 1 1
Er(u) < n2h? ./—1./0 ./0 ‘K ( h ) HK ( h ) ‘d$d$ f(@1)dzs.

On effectue a présent les changements de variables £ = —uh + x1 et 2’ = —vh + z; de

1
Jacobien 72 et on obtient, sous I'hypothése (K.0), comme h < 1 et z; € [—1,2],

M 2 I_l T * *
Br(wd) < = [ [ [0 @K @) dudof(1)das,
h h

M 2
< S [ LK @K @) dudof (21)das,
M
) ﬁ'
Ainsi,
2 M
Varp,(U) <n°h x — = Mh = o(1), (F.10)
n

sous ’hypothése (H.0). L’inégalité de Bienaymé-Tchebytchev permet de déduire que
U = o,(1). (F.11)

Etudions a présent le comportement asymptotique de la statistique V. Sous les hypo-
théses (Fp.y.1), (X.0) et (f.0) et par le théoréme de Fubini, on a

1 X, — _
En(ui|Xi,..., X)) = /]R/O z, <1me) W™ (X4, 2, h)

X (/R(I{wgy} — Fo(y|X1;00)) folya]| Xa; 90)dyl)
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x Fy(ylz; 00 )w(z)w.(y) fo(ylz; 80)dydz,

— 0,
car /]I{(]{ylsy} — Fo(y|X1;600)) fo(v1]| X1;60)dys = 0,Vy € R et VX; € [—1,2]. On en déduit
que Ep,(v1) =0 et donc Eg, (V) = 0. Maintenant, comme Eg (v1]|X1,...,X,) =0,

Varg (V) = nhVarg, (Zvi>,

1=1

= ’I’LhEF (VG//‘FO (ZUAX:[,XQ,... ;Xn>> y

=1

= w’hEr (Bp, (Vi|X1,..., X,)). (F.12)
Or,

1 1 1 X{—=z X —2 _/Xi—z2\ - (X{1—2
2 1 1 ; 1 1
1= n2h2/0/1R/0 /]RZ“( h ’x>Z”( h x)K( h >K< h )

X (Itv,<yy — Fo(ylX1;60)) % (Ivi<yy — Fo(y'|X1;60))

X Fy(ylz; 00 )w (@) wa(y) Fo(y'|2'; 0 )w(a')wa (y)
x f7Hx) F7H ") folyle; 00) fo(y' |25 60) dydzdy dz

en utilisant la définition de W™(.,.,.) donnée en (2.71). On en déduit, par le théoréme de
Fubini et sous les hypothéses (Fj.y.1), (X.0) et (f.0),

i (%) = g [ 1 (o) ()
o ‘[_( (th—:l:> HR, (th—l"> ‘

X (/]R ‘I{yls@;} — Fo(yl Xy 90)‘ ‘I{ylsy'} — Fo(y'[X5; 90)| fo(w| X3 90)d?/1)

x [ () f 7 (') |Folyle; 60)| | Fo o/ |25 60)|

x w(z)w,(y)w(z ). (y') fo(yle; 0o) fo(y'|2"; o) dydzdy’.
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De plus, Vy,y' € R et VX, € [—1,2],

/m \f{ylsy} - FO(y|X1§90)‘ \f{ylgy'} - Fo(y'|X1;90)‘ fo(y1] X135 60)dy: < M. (F.13)

Alors, sous les hypotheéses (Fy.y.1), (X.0), (f.0), (P.0) et (P.1) et par le théoréme de Fubini,

EFO(,U%'XI,”. ’Xn) < n_]z\fb2 /01 /01 ‘K_ (th— .’E) HK_ (Xlg x/) ‘

x (/]R‘Fo(ylwsﬂo)‘fo(ylﬂc;@o)dy)

x ([ ol 80)] folo/ o' 60)dy ) dod’
R
De plus, sous les hypothéses (Fy.y.1) et (Fy.60.2) et pour tout z € [0, 1],

Fo(ylz;00)| fo(ylz; 00)dy < M [ fo(ylz;00)dy,
R R

= M.

On en déduit que :

M oy _ /X, —x _ (X, —2
En (v X1,.. ., X,) < n2h2/0 /0 ]K( L )HK( L )‘dmdm’.

On effectue & présent les changements de variables z = —uh + X; et ' = —vh + X; de

1
Jacobien s et on obtient, sous ’hypothése (K.0), comme h < 1 et X; € [—1,2],

M (7 %
h h
0< Ep(vi]|X1,..., X)) < = /Xl_l /Xl_l

X1 fx-

K(u)‘ ‘K(v)‘ dudv,

M _ _
< E/R/IR‘K(U)HK(U)‘dUdU’
M
Ainsi,
2 M
Varg, (V) < n°h x 5= Mh = o(1), (F.14)

sous ’hypothése (H.0). L’inégalité de Bienaymé-Tchebytchev permet de déduire que

V = 0,(1). (F.15)



154

En substituant les résultats (F.11) et (F.15) dans (F.7), on en conclut que sous '’hypothése
(H.3):

\/%/01 /R(Fn(y|fc) - Fo(y|:c;90))F0(y|x;Go)w(x)wm(y)fo(y|x;ao)dydx
= 0,(1) + ho,(1) + O, (W) ,

= oll)& (F.16)



Annexe G

Preuve du Lemme 6.2.3 On rappelle que :

* 1 =
avec ) i
X, —x X,—x
w= K (Z5) (S0 R0 - R, (G2
ou les X, sont i#id ~ F(.). Comme les u; sont 4d, on a :
. 1
EF(Sn,k(xay)) = EEF(Ul)a
1 2 21 —2x2\2 f21 —x\F
= - K
h /_1 ( h ) ( h )
X Fo(ylos)(1 — Folylos)) f(w)dos, (@3)
de sorte que, si on effectue le changement de variable z; = —uh + x, on obtient, comme

h <1,z €]0,1] et K(.) a le support [—1, 1],

EF(S:;,C(:I:, y)) = /Lhz K(u)zukFo(y|uh + z)(1 — Fo(y|uh + z)) f(uh + z)du,

= /1 K(u)*u*g,(uh + z)du, (G.4)

-1

ou g,(.) est définie a la Section 2.3. De plus, on a déja montré dans cette méme section qu’il

existe oy € (0, uh) tel que :

g,(uh + 2) = g,(x) + uhg (o1 + ),
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ot g,(a1 + z) est telle que |g; (a1 + z)| < M, uniformément en u, et y. Cette derniére
remarque permet de déduire que, sous ’hypothése (H.0) et pour tout z € [0,1] et tout
y e R,

Er(Sta(z,y) = gy() /_ 11 K (w)utdu + b /;11 K ()b g (on + z)du,

= gy(2)v + RO(1),
= Fo(ylz)(1 = Fo(ylz))f (z)vi + o(1), (G.5)
ol v, est défini dans I’énoncé du Lemme 6.2.3. D’autre part, comme les u; sont :d, on a
aussi :
1
Varp(S,i(z,y)) = —5Varp(w),
’ nh
1 2 Lo
= o Br(u) — —5Bp(w),
1 2
= WEF(Ul) + o(1). (G.6)

De plus, pour tout z € [0, 1] et tout y € IR,

0< () = [0 K (P (B0 Ryl (0 - Ryl (o),

-1 h h
2 21 —x\?* [z — 2\?
< M / K ( ) ( ) dzy, Q.7
- -1 h h 1 (G.7)
de sorte que, si on pose le changement de variable ; = —uh + x, on obtient, comme h < 1,

z € [0,1] et K(.) a le support [—1,1],

2—z
Ep(u}) < Mh| " K(u)udu,
h
< Mh/ K*(u)u**du,
R

< Mh, (G.8)

sous ’hypothése (K.0). Si on substitue ce résultat dans (G.6), on en déduit que pour tout

z € [0,1] et tout y € IR,
Varp(S,i(z,y)) = o(1). (G.9)

n

Par 'inégalité de Bienaymé-Tchebytchev, le résultat suit. &



Hypothéses (Résumé) 157

Résumé des différentes hypothéses utilisées dans la thése

Hypothéses relatives a tous les Chapitres

— (K.0) Le noyau K(.) est une densité de probabilité, symétrique autour de 0, bornée,
dérivable et de dérivée bornée. On suppose de plus qu’il est a support compact. Sans
perte de généralité, on pose ce support compact comme étant [—1,1]. On suppose de

plus que la matrice S, définie & la Section 1.3.1 est inversible.

— (X.0) La variable aléatoire X a un support compact [c,d]. Sans perte de généralité,

on pose ce support compact comme étant [—1,2].

— (f.0) La densité marginale f(.) de X existe et est bornée pour tout =z € [—1, 2]. Il existe
donc des constantes m et M telles que 0 < m < f(z) < M pour tout z € [—1,2]. Elle
est aussi continiiment dérivable dans un voisinage de tout z €] — 1,2[ et de dérivée

bornée.

— (H.0) On suppose que h = h(n) — 0 lorsque n — 400 et que Vn,h < 1.

— (H.1) On suppose (H.0) et on suppose de plus que nh — +o00, lorsque n — +oc.

Viogn

/nh?

(H.2) On suppose (H.0) et (H.1) et on suppose de plus que — 0, lorsque

n — +oo.

(H.3) On suppose (H.0), (H.1) et (H.2) et on suppose de plus que nh?t3s 5 0,
lorsque n — +o0.

— (P.0) La fonction qui & z associe w(z) est positive et bornée dans un voisinage de tout
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z € [0,1].

— (P.1) La fonction qui a (z,y) associe w,(y) est positive et bornée dans un voisinage
de tout z € [0, 1] et pour tout y € RR.

Hypothéses relatives aux Chapitres 2, 3, 5 et 6

— (Fo.y.1) La fonction qui a y associe Fy(y|z) est continiment dérivable en y pour tout

z € [—1,2] ce qui assure ’existence de la densité conditionnelle fo(y|z) de Y sachant

{X =z}

— (F{® 2.1) La fonction qui & z associe Fy(y|z) est k (k > 1) fois continfiment dérivable

dans un voisinage V(z) de z €] — 1,2, pour tout y € IR.

- (Fék).a:.Q) On suppose (Fék).a:.l) et on suppose de plus que pour tout u dans un
voisinage V(z) de z €] — 1,2[ et tout y € IR,

sup sup |Fék)(y|x)| < M,
u€V(z) yER

ol Fék)(y|m) est la k'™ dérivée de la fonction F(y|.) par rapport a z.
~ (9.0) fo(y|z) + cng=(y) > 0,Yz € [-1,2] et Yy € R.
- (¢-1) /]Rgm(y)dy =0,Vz € [-1,2].
- (9:2) /]R |9.(v)|dy < M,Vz € [—1,2].

— (G™.2.1) La fonction qui a z associe G(y|z) est k (k > 1) fois contintiment dérivable
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dans un voisinage de tout z €] — 1, 2[ pour tout y € R.

- (G(k).m.Q) On suppose (G(k).x.l) et on suppose de plus que pour tout uw dans un
voisinage V' (z) de z €] — 1, 2[ et pour tout y € R,

sup sup ‘G(k)(y|u)‘ < M,
u€V(z) yER

ot G®)(y|z) est la k= dérivée de la fonction G(y|z) par rapport a z.

Hypothéses relatives au Chapitre 4

— (Fj.y.1) Pour tout = € [—1,2] et tout # dans un voisinage V() de §,, la fonction qui
a y associe Fy(y|z;0) est continiment différentiable en y, ce qui assure I'existence de
la densité conditionnelle fy(y|z;0) de Y sachant {X = z}.

— (F3" .2.1) Pour tout y € IR et tout § dans un voisinage V (6,) de 8y, la fonction qui &
x associe Fy(y|z;0) est k (k > 1) fois continiment dérivable dans un voisinage V()
de z €] — 1,2

— (F*"™ £.2) On suppose (F** z.1) et on suppose de plus que pour tout # dans un
0 PP 0 PP P q p
voisinage V() de 6y, pour tout u dans un voisinage V(z) de z €] — 1,2[ et tout
y€IR,

sup sup sup |Fék)(y|93;9)| < M,
6EV (60) ueV (z) yER

ol Fék)(y|x; 0) est la k'™ dérivée de la fonction Fy(y|z;8) par rapport & z.

— (Fp.0.1) Pour tout z € [—1,2] et tout y € IR, la fonction qui & § associe Fy(y|z;0) est

deux fois continiiment différentiable pour tout § dans un voisinage V (6,) de 6,.

— (Fy.6.2) On suppose (Fy.0.1) et on suppose que pour tout # dans un voisinage V' (6)
de 6y, tout =z € [—1,2] et tout y € R,

[Fo(yla; )|l < M et ||Eo(yle; 0)llr < M,
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ou Fy(y|z;0) et Fyo(y|z;0) sont respectivement les différentielles d’ordre 1 et 2 de la
fonction Fy(y|z;6) par rapport a 6, ou ||.|| désigne la norme euclidienne associée a
I’espace paramétrique O et ou ||.||r désigne la norme matricielle de Frobénius définie,

pour toute matrice réelle A par :

Allp = y/trace(AT A).
|

— (fo.6.1) Pour tout z € [—1,2] et tout y € IR, la fonction qui a 6§ associe fy(y|z;0) est

continiiment différentiable pour tout # dans un voisinage V (6,) de 6.

— (f0.0.2) On suppose (fy.0.1) et on suppose de plus qu'il existe une fonction h(z,y)
positive vérifiant / h(z,y)dy < M Vz € [—1,2] et telle que pour tout # dans un
voisinage V' (6y) de 6y, pour tout = € [—1,2] et tout y € IR,

|| fo(ylz; 0)]] < h(z,y),

ol fo(y|:z:; 6) est la différentielle de la fonction fy(y|z;6) par rapport a 6.

~ (B.1) (8 - 65) = Oy(1).
-~ (B.2)§ 25 4,

— (P.2) Pour tout z € [0,1] et tout y € IR, la fonction qui a # associe w(y|z;0) est
positive, bornée et continiment différentiable pour tout 6 dans un voisinage V' (6,) de
0. On suppose de plus que pour tout # appartenant & ce méme voisinage, pour tout
z € [0,1] et tout y € IR,

[iy];0)] < M,

ou w(y|z;0) est la différentielle de la fonction w(y|z;8) par rapport a 6.
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Résumé : Soient X et Y, deux variables aléatoires. De nombreuses procédures statis-
tiques permettent d’ajuster un modéle a ces données dans le but d’expliquer Y & partir
de X. La mise en place d’un tel modéle fait généralement appel a diverses hypothéses que
I'on doit valider pour justifier son utilisation. Dans ce travail, on propose une approche
globale ot toutes les hypothéses faites pour asseoir ce modéle sont testées simultanément.
Plus précisément, on construit un test basé sur une quantité qui permet de canaliser toute
I'information liant X a Y : la fonction de répartition conditionnelle de Y sachant {X = z}
définie par F(y|z) = P(Y < y|X = z). Notre test compare la valeur prise par I’estimateur
polynémial local de F(y|z) & une estimation paramétrique du modéle supposé et rejette sa
validité si la “distance” entre ces deux quantités est trop grande. Dans un premier temps,
on considére le cas ou la fonction de répartition supposée est entiérement spécifiée et, dans
ce contexte, on établit le comportement asymptotique du test. Dans la deuxiéme partie
du travail, on généralise ce résultat au cas plus courant en pratique ot le modéle supposé
contient un certain nombre de paramétres inconnus. On étudie ensuite la puissance locale
du test en déterminant son comportement asymptotique local sous des suites d’hypothéses
contigiies. Enfin, on propose un critére de choix de la fenétre d’ajustement qui intervient
lors de I'étape d’estimation polynémiale locale de la fonction de répartition conditionnelle.

Mots-clés : Alternatives contigiies, estimation non paramétrique, estimation polynémiale
locale, fenétre d’ajustement, fonction de répartition conditionnelle, puissance asymptotique
locale, statistique de Cramér-von Mises, U-statistique, test d’adéquation.

Abstract : Let (X,Y) be a random vector of IR?. Many statistical procedures allow to
fit models to such data but this usually requires many assumptions that must somehow
be validated before the model can be used with some degree of confidence. In this work,
we propose a global test that can assess the validity of the supposed model by testing si-
multaneously all the hypotheses made about the model. This test is based on a quantity
that embodies all the information about the joint behaviour of X and Y : the conditional
distribution function F(y|z) = P(Y < y|X = z) and on a standard paradigm that consists
in comparing the local polynomial estimator of F(y|z) with a parametric one and rejecting
the model if the distance between these two quantities exceeds a critical value. In the first
part, we give the asymptotic behaviour of our test statistic when the supposed conditional
distribution function does not involve unknown parameters. In a second part, we generalize
to the case where such parameters are involved. Then, we give the local asymptotic power
of the test by studying its asymptotic behaviour under contiguous alternatives. Finally, we
propose a choice for the bandwidth parameter used in the local polynomial estimation of
the distribution function.

Keywords : Bandwidth, conditional distribution function, contiguous hypotheses, Cramer-
von Mises statistic, goodness-of-fit test, local asymptotic power, local polynomial estima-
tion, nonparametric estimation, U-statistic.
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