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Chapitre 1 - Introdution - État de l'art 9Chapitre 1 - Introdution - État de l'art
1.1 ProblématiqueLa détetion d'objets dans une image ainsi que l'analyse et la lassi�ation d'un signal repré-sentent des enjeux majeurs pour le traitement du signal par ordinateurs. En partiulier, l'analysede divers types de signaux omme par exemple les images satellitaires, les mammographies oules enregistrements audio pose le problème évident de l'extration de petites quantités de ara-téristiques ( � features � ou déteteurs) ar l'espae initial dans lequel vivent les données est detrès grande dimension.Il paraît par ailleurs raisonnable de penser que l'exéution de tâhes algorithmiques appliquéesà un ensemble de signaux peut être optimisée à ondition de disposer initialement du bon espaede aratéristiques, et e quel que soit l'algorithme utilisé. La reherhe du bon � feature spae �est don d'une importane apitale pour l'e�aité de la résolution de problèmes en traitementdu signal. En�n, e sont es aratéristiques élémentaires qui vont permettre d'interpréter lesignal étudié, 'est alors en e sens que nous utiliserons le mot � voabulaire � pour désignerl'ensemble des aratéristiques élémentaires que l'on pourrait extraire des signaux issus d'unebase de données.Les di�érentes idées qui animent ette thèse pour la reherhe de es bonnes aratéristiquesse basent sur di�érents objetifs omme l'exhaustivité et la parimonie du voabulaire. Et 'esten dé�nitive la nature des propriétés que l'on souhaite obtenir sur la omposition de notrevoabulaire qui détermine la manière de onstruire un tel ensemble de features.Nous pouvons dans un premier temps énumérer di�érentes motivations pour la pré-séletiond'un ensemble de features pour l'analyse d'un signal.� Cette pré-séletion de variables permet en e�et de omprendre, du point de vue ognitif, eque sont les aratéristiques prinipales qui permettent de distinguer partiulièrement unelasse de signal d'une autre. On peut alors exhiber et mettre de �té les features qui sontfondamentaux (qui apportent une quantité d'information substentielle pour le traitementdu signal que l'on souhaite faire) et éarter au ontraire les features qui ne permettent pasd'avoir des onlusions tangibles sur la tâhe de traitement souhaitée.� Du point de vue de la omplexité algorithmique, on peut souhaiter manipuler un voa-bulaire onis. De e fait, le odage d'une telle liste de déteteurs orrespondant à evoabulaire va alors permettre de n'érire qu'une quantité réduite de bits en mémoire vir-tuelle ou sur le disque dur du système informatique, e qui entraînera dès lors une meilleureportabilité du système d'analyse du signal.� Toujours du point de vue de la omplexité algorithmique, on peut vouloir qu'il existe uneertaine redondane entre les di�érents features du voabulaire symbolique permettant dedérire les données. Outre la rapidité de alul de es features qui peut alors en être arue,



10 Chapitre 1 - Introdution - État de l'artil ne faut pas négliger non plus la vitesse de transmission d'un tel ensemble de réalisationde features sur un signal. En e�et, le odage d'une telle liste de réalisation de déteteurs estd'autant plus ompat qu'il existe des propriétés de redondane entre les di�érents featuresque l'on souhaite oder (odage LZW - [CT91℄).� En suivant des onsidérations statistiques, on onstate que la variane introduite par le vo-abulaire dont on dispose est globalement une fontion roissante de la quantité d'élémentsqui appartiennent à e voabulaire. En revanhe, le biais inhérent à toute modélisation dé-pendant d'un ensemble de déteteurs appliables à un signal est lui déroissant en fontionla quantité de features. Ainsi, e dilemme Biais-Variane ([GBD92℄) aboutit à un hoix àfaire entre� la rédution de la variane du système lors de la séletion des bons features tout enmaintenant un biais raisonnable (en ne supprimant par exemple que les déteteursapportant peu d'informations à l'interprétation du signal traité).� la diminution du biais en ajoutant au système de features un nouveau aratère enontr�lant alors l'augmentation de la variane du modèle.� La rédution de la dimensionnalité des données est fondamentale pour le problème de lareonnaissane de formes dans la mesure où l'augmentation du nombre de aratéristiquesdes données n'augmente pas néessairement la qualité d'apprentissage. En e�et, le phéno-mène de Hughes (également onnu sous le nom de � Curse of dimensionality �) impliqueque la quantité de données N néessaire pour apprendre statistiquement un modèle à pdimensions à une préision �xée augmente exponentiellement ave p ([HTF01℄, paragraphe2.5).Dans un seond temps, l'extration de nouvelles aratéristiques à partir des features primairespermet de perevoir d'autres avantages pour la reonnaissane de formes dans un signal.� Dans le domaine ognitif de l'intelligene arti�ielle, l'agrégation de déteteurs peut per-mettre d'identi�er la omposition (ahée) de hamps de variables qui génère le signalmanipulé. Cela onstituerait alors une avanée majeure dans l'apprentissage par l'informa-tique de soures de données pour des tâhes d'apprentissage supervisé.� En e qui onerne les performanes des tâhes de lassi�ation ou reonnaissane, une telleextration de nouvelles variables peut aboutir à de meilleures propriétés de disriminationd'un signal dans le as où elui-i n'est justement pas intéressant.Les appliations d'une telle amélioration du feature spae peuvent être nombreuses et variées.La fouille de onnaissanes dans des bases de données souligne bien les ontraintes de gestionet d'e�aité néessaire à l'exploration de es grandes bases de données ([UCI℄, [MIT℄). Parexemple, lorsque l'on souhaite analyser des �hiers .log de onnetions internet sur des serveursWEB, on onstate que es �hiers peuvent avoir plusieurs millions d'entrées pour des milliersde variables. Sans une séletion de es variables, la plupart des méthodes de lassi�ation desdonnées éhouent sur e type de données ar les algorithmes élaborés dans des dimensions réduitesne sont pas toujours transposables dans des as où les dimensions sont bien supérieures. Il paraîtependant intuitif que sur la quantité de données manipulées, une faible proportion de es donnéespeut permettre de résoudre le problème de reonnaissane de formes dans le signal.Nous ommenerons par énumérer des méthodes algorithmiques lassiques pour la reonnais-sane de formes et la détetion d'objets avant de iter quelques méthodes existantes pour laséletion de features vis-à-vis d'un problème d'apprentissage.



Chapitre 1 - Introdution - État de l'art 111.2 Algorithmes de lassi�ationLa reonnaissane de formes onsiste en l'automatisation de tâhes de pereption arti�ielleréalisées par un système informatique alors qu'elles sont usuellement e�etuées par le erveauhumain. Une forme est une représentation simpli�ée de l'univers extérieur dé�nie d'une ertainemanière pour l'ordinateur, par exemple un veteur de réels, un mot d'un langage donné, . . . Nouspouvons représenter la reonnaissane de forme par ordinateur en utilisant le shéma :
État réel Capteur Pré-traitement Forme, � information �Un système de reonnaissane de formes ou de lassi�ation omprend la plupart du temps unephase d'apprentissage qui onsiste à � apprendre � (à reonnaitre) ertaines lasses d'objets surune base d'éhantillon ( Training-Set). Lors de ette phase d'apprentissage, le système séletionnealors les règles qui lui permettront de déider sur les données à lasser (Test Set), quelles sontles formes qu'il pense être les bonnes.Dans notre étude, les problèmes de reonnaissane de formes seront tous des problèmes ditssupervisés : le nombre de lasses est onnu ainsi qu'un éhantillon de données pour haquelasse. L'algorithme d'apprentissage que nous onstruisons utilisera alors di�érents lassi�eurspour séletionner les variables retenues pour la tâhe de reonnaissane de formes.1.2.1 Déision BayésienneLa déision bayésienne est la théorie entrale des méthodes stohastiques où les problèmes dedéision sont traités en termes de probabilités. Le point névralgique de ette théorie est la règlede Bayes qui permet en fait de hoisir l'hypothèse ayant la probabilité la plus élevée.Dans notre adre, on suppose que le problème de reonnaissane de forme fait intervenir slasses que l'on énumère en C1; : : : Cs et on se dote de fontions réelles �(Ci; Cj) qui quanti�entle oût de la déision de lasse Ci quand le signal appartient en réalité à Cj. Si l'on note X lesignal d'entrée, P(XjCi) la loi de probabilité d'obtenir le signal X lorsque la lasse est Ci et P(Ci)la probabilité a priori de la lasse Ci, alors :P(CijX) = P(XjCi)P(Ci)P(X)ave P(X) = sPk=1P(XjCk)P(Ck)La fontion de oût qui est assoiée à un signal X et une lasse Ci est elle donnée par :R(CijX) = sPk=1�(CijCj)P(Cj jX)La règle de déision Bayésienne est alors de hoisir la lasse Ci qui minimise la fontion derisque R onnaissant le signal X. Lorsqu'on déide de prendre omme fontion de oût la fontionsymétrique : �(Ci; Cj) = 1� Æi;j



12 Chapitre 1 - Introdution - État de l'arton obtient la règle de Bayes lassique qui onsiste, étant donné un signal X, à maximiser P(CijX)puisque : R(Ci;X) =P(1� Æi;k)P(CkjX) = Pk 6=iP(CkjX) = 1� P(CijX)On hoisit don dans e as de séletionner la lasse Ci qui maximise la probabilité onditionnellesahant X, probabilité alors évaluée sur les éhantillons du Training Set. Le taux d'erreur ommispar la déision Bayésienne est alors appelé taux de Bayes. La règle de déision Bayésienne estune méthode ouramment utilisée pour lasser un signal.1.2.2 k Plus Prohe VoisinNous ne rentrons pas dans les détails du déroulement de et algorithme et renvoyons parexemple à [Kni99℄ ou [HTF01℄ pour la onnaissane de di�érents aspets théoriques de et al-gorithme. Nous retiendrons qu'étant donné un ensemble de données labélisées (� training-set �),on déide de lasser un signal d'entrée en étudiant le voisinage formé par les k plus prohesvoisins de e signal dans le training-set puis en hoisissant omme réponse de l'algorithme lalasse majoritaire parmi les labels du voisinage alulé.Cette méthode :� ne néessite auune analyse néessaire du modèle ni auun alul de densité.� rélame la dé�nition d'une métrique entre les di�érents signaux traités.� néessite de onserver tous les éhantillons du � training-set �.� demande d'e�etuer de nombreuses mesures de distane.On perçoit don ii l'intérêt de n'avoir qu'un faible nombre de variables appliquées aux signauxpuisque le alul des distanes est d'autant plus long que le nombre de features est grand.Nous avons pris le parti d'utiliser en partiulier et algorithme ar il possède des propriétésassez performantes du point de vue des taux de lassi�ation. Si e? désigne l'erreur ommise parle lassi�ateur de Bayes (lassi�ateur optimal), et si e est l'erreur ommise par l'algorithme dek plus prohe voisin, on a l'inégalité : e? < e < 2e?En e qui onerne le temps de alul pour l'algorithme de k plus prohe voisin, il est ruialde ontourner l'énumération totale de tous les points du Learning-Set ainsi que la onsidérationde toutes les variables puisque, si N désigne le nombre de points du Learning-Set et si p désignela quantité de features disponibles, l'exéution du kPPV néessite O(kNp) aluls. Le premierpoint (rédution de N) peut être e�etué en utilisant des tehniques de Clustering ( [HTF01℄,paragraphe 14.3) tandis que la séletion des variables (rédution de p) peut être fait via une desméthodes évoquées plus loin ou elle présentée dans notre travail.En�n, le alul du kPPV est très sensible à la présene de points non représentatifs (� out-liers �) et une pré-séletion des variables du problème peut permettre de supprimer l'e�et de es� outliers � si les variables responsables de la présene de es � outliers � sont alors identi�ées etsupprimées du voabulaire.1.2.3 Support Vetor MahineLes mahines à Veteur de Support sont issues des travaux de Vapnik ([Vap00℄, [CM98℄)et permettent d'obtenir de bonnes performanes de lassi�ation initialement dans le as d'un



Chapitre 1 - Introdution - État de l'art 13problème à deux lasses, mais et outil peut également être adapté à des problèmes multi-lasses. La problématique de Vapnik ne onsiste pas à minimiser un taux d'erreur sur l'ensembled'apprentissage mais plut�t à trouver un hyperplan optimal séparant les deux lasses de données.Étant donné un jeu de données (x1; y1); : : : (xn; yn) de Rp � f�1; 1g, on peut représenter leproblème par les shémas suivants.� dans le as séparable :
C C� � �

� �� �
����

� �H
� dans le as non séparable :

C C� � �
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�� �
���
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Les variables yi prennent alors leurs valeurs dans f�1; 1g et les xi sont des points de Rp . Dansl'exemple préédent, les points tels que yi vaut 1 sont les � tandis que � représente les pointstels que yi = �1.



14 Chapitre 1 - Introdution - État de l'artOn herhe alors l'hyperplan H maximisant la marge de séparation C des deux lasses, ethyperplan a une équation donnée par l'appliation a�ne f de la forme :H = �x 2 Rp j xt� + �0 = f(x) = 0�où � est le veteur normal unitaire à l'hyperplan H.La reherhe d'un tel hyperplan peut également s'adapter au as où les deux nuages ne sontpas séparables en paramétrant haque point xi par un réel positif �i qui mesure la distane dupoint à l'un des deux hyperplans d'appui H1 ou H2. Dans e as, il s'agit alors de maximiser lamarge C sous les ontraintes : yi(xit� + �0) > C(1� �i)La formalisation � duale � de ette maximisation revient à minimiser la norme k�k sous les mêmesontraintes. La résolution d'un tel problème amène alors à étudier le minimum du Lagrangiengrâe aux onditions de Karush-Kuhn-Tuker :LP = k�k22 +CP�i �P�i (yi ((xi j �) + �0)� 1 + �i)�P�i�ioù �i sont les multipliateurs de Lagrange assoiés à la ondition de positivité de �i, et sous lesontraintes : 8>>><>>>: �LP��j = 0 = �j �P�iyixi;j = 0�LP��0 = 0�P�iyiPour plus de détails sur la résolution d'un tel système quadratique, on pourra se référer à[Bur98℄, [Vap00℄ ou [JK00℄.On notera que l'algorithme de séparation de deux lasses par SVM permet également d'obtenirdes séparations non-linéaires des deux lasses. On utilise une appliation � et un noyau K telsque � est une appliation de Rp 7! E où E est un espae eulidien et K est dé�ni par :K(xi; xj) = (�(xi) j �(xj))EIl s'agit alors de trouver un hyperplan séparateur des deux lasses dans E pour les deuxnuages de points transformés par l'appliation �. Dans notre approhe de séletion des variables,on pourra interpréter en réalité la suppression ou l'ajoût de nouvelles variables omme l'appren-tissage d'un noyau K pour mieux séparer les di�érentes lasses d'objet.En�n, dans notre travail, nous avons utilisé l'implémentation SVMlight, algorithme optimiséde l'algorithme de Support Vetor Mahine établi par T. Joahims ([Joa02℄, [JK00℄).1.3 Séletion de featuresNous allons maintenant exposer brièvement quelques méthodes de séletion de features plusou moins lassiques permettant de restreindre la dimensionalité du problème de reonnaissanede formes.1.3.1 Analyse en omposantes prinipalesL'analyse en omposantes prinipales est une tehnique lassique en statistique linéaire ([Sap90℄)pour représenter de façon onise un nuage de points d'un espae a�ne E , e nuage de points



Chapitre 1 - Introdution - État de l'art 15représentant la plupart du temps une population d'individus. On suppose don donnés des pointsX1; : : :XN orrespondant à N individus. L'objetif de l'analyse en omposantes prinipales estalors la reherhe des veteurs ei dans l'espae vetoriel �!E orthonormés tels que les points Xisoient représentés en : Xk = X+P�k;iei +Rkoù X est un point de l'espae a�ne E et �k;i les oordonnées des points Xk sur les veteurs eiqui forment une famille libre de �!E . Le but est alors de minimiser l'erreur quadratique " donnéepar " = NPk=1kRkk22On onstate immédiatement que dès que les veteurs orthonormés ei sont hoisis, la solu-tion (hoix des �k;i) est en réalité déterminée puisque la meilleure représentation orrespond�nalement à la projetion du veteur Xk �X sur l'espae engendré par les (ei).Ainsi �k;i = (Xk �X j ei)Le hoix des veteurs ei se réduit à la minimisation de" = NPk=1wwwwXk �X� pPi=1(Xk �X j ei)eiwwww22Don " = NPk=1wwXk �Xww22 � pPi=1 NPk=1(Xk �X j ei)2De e fait, il s'agit de maximiser la sommepPi=1keikN 2où la semi-norme k:kN est issue du produit salaire :(X j Y)N = 1N NPk=1(Xk �X jX)(Xk �X j Y)Les veteurs (ei) sont alors les veteurs propres assoiés à la forme quadratique k:kN 2, etsont appelés les diretions prinipales du nuage de points.On peut de plus interpréter statistiquement ette résolution omme étant en réalité la re-herhe de la base B = (ei) telle que les projetions de la variable aléatoire (X � EX) sur les eireprésentent des variables �i qui ne sont pas orrélées :E [�i�j℄ = 0
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Dans le shéma préédent, l'axe �!D1 désigne l'axe prinipal de l'ACP assoiée au nuage depoints tandis que �!D2 est le seond axe de l'ACP. Par dé�nition, il est bien entendu orthogonal à�!D1.La séletion des features peut alors s'e�etuer en utilisant ette ACP en hoisissant ommefeatures les oordonnées sur les axes de l'analyse en omposantes prinipales. En e�et, en érivanttous les veteurs propres de k:kN 2 et en les ordonnant par ordre déroissant de valeurs propres,on obtient une liste d'axes et oe�ients (e1; �1) : : : (eN; �N) tels que�1 > �2 > : : : > �Nquitte à poser �p = 0 si un nombre stritement inférieur à N su�t pour dérire le nuage depoints. La séletion des features s'e�etue alors en fontion de la préision souhaitée pour ladesription des données en prenant suessivement omme aratéristiques les oordonnées despoints du nuage sur les axes e1, puis e2 . . .Il est de plus remarquable que la préision de l'approximation des points du nuage par leursprojetions sur l'espae engendré par (e1; : : : ep) est donnée par la somme�2p+1 + : : : �2N1.3.2 Analyse en omposantes indépendantesL'analyse en omposantes indépendantes s'inspire de la problématique préédente. Si X estune variable aléatoire d'un espae eulidien E on reherhe les veteurs (ei) tels que les oor-données si de X sur les veteurs ei sont alors des variables indépendantes. On peut égalementrésumer le problème en la reherhe de W tel ques = WX ou X = Aset s a ses oordonnées indépendantes. Si pi(:) désigne la densité de probabilité de si et p ladensité de probabilité jointe des soures s, ela signi�e que l'on a :p(s1; : : : sn) = �i=1 pi(si)



Chapitre 1 - Introdution - État de l'art 17Néanmoins, l'analyse ne garantit pas toujours la détermination de soures indépendantes,mais plut�t approhe la solution où l'on a des soures aussi indépendantes que possible. Pourquanti�er ette optimalité, plusieurs mesures existent ([Car98℄, [Jut87℄, [JH91℄). Nous allonsprésenter brièvement une méthode utilisant une fontion de ontraste pour en déduire une ACI.Si Ps désigne la loi des soures reonstruites s = WX, il s'agit alors d'estimer et de minimiserla fontion de ontraste : �IM(y) = K�Pyj� pi(si)�Cette méthode utilise la divergene de Kullbak-Leibler de la loi jointe à la loi produit et mesuredon l'indépendane des variables au sens où elle donne une distane à l'indépendane.On résout alors une reherhe d'une telle matrie W en e�etuant une desente de gradient.[Car98℄ ou [Hyv99℄.La séletion des variables s'e�etue une fois que la matrie W est déterminée en hoisissantles oordonnées si données par (WX)i qui minimisent la fontion de ontraste �IM.1.3.3 Constrution de Features à partir d'arbres de déisionsDe nombreux travaux ont été e�etués pour parvenir à la onstrution de features sousla forme d'arbres binaires de déisions ([AG97a℄, [Bre98℄). L'approhe onsiste généralement àonstruire des arbres de déisions de plus en plus omplexes, à partir de features élémentairesbinaires. Les arbres sont onstruits réursivement, en prenant en ompte soit des propriétésgéométriques ([FG01℄), soit des propriétés statistiques ([AG97b℄, [AGW97℄). En général, les al-gorithmes de onstrution montants des arbres utilisent des notions de théorie de l'information([CT91℄) omme l'entropie d'une variable aléatoire, entité qui mesure le désordre ou l'inertitudestatistique de la réalisation d'une variable aléatoire.Dé�nition 1.3.1 (Entropie d'une variable aléatoire)Si X est une variable aléatoire à valeurs dans 
 et P(X) sa loi de probabilité, on dé�nit H(X)par H(X) = E [� log P℄ = P!2
� P(X = !) log P(X = !)Dans les travaux sur les arbres de déision, si l'on suppose onstruits des features omplexesreprésentés par des arbres, on déide de former un nouvel arbre à partir de ritères statistiquesutilisant :� l'entropie ondionnelle : si l'on nomme Q1; : : : ;Qk�1 les k � 1 features séletionnés dansl'arbre binaire de déision, on forme un nouvel arbre binaire dont l'arbre préédent est unsous-arbre si Qk minimise H(YjQk;Qk�1; : : :Q1)Cela revient à herher le feature Qk qui va répartir un poids à peu près équivalent sur leséléments du Learning-Set qui sont réalisés pour Qk;Qk�1; : : :Q1 et eux qui sont réaliséspour Qk�1; : : :Q1 mais pas pour Qk;Qk�1; : : :Q1 ([AG97b℄).� la probabilité de réussite de Qk;Qk�1; : : :Q1 onditionnée à la réussite des préédentsQk�1; : : :Q1 : P [(Qk;Qk�1; : : :Q1)(Y) = 1j(Qk�1; : : :Q1)(Y) = 1℄ > �où � = 1=2 dans [AG97a℄.



18 Chapitre 1 - Introdution - État de l'art� la orrélation statistique � pour la fusion de deux arbres de déisions binaires ([FG01℄).L'idée est alors d'obtenir des features omplexes disriminants en utilisant des disjontions defeatures binaires, en s'assurant que sur une des lasses de signaux, le nouveau feature est réaliséave une probabilité su�sante. Cela a donné lieu à l'approhe Coarse-to-Fine (du plan large audétail) et à un mode de parours des arbres véri�ant un ritère d'optimalité ( [Fle00℄, paragraphe5.6). X10 X20 X30 1Dans le shéma préédent, X1 désigne une variable aléatoire binaire (déteteur de bord � oarse �),et si ette variable vaut 1 (il y a eu détetion via X1), on appplique alors X2 déteteur plus préis.Le parours de l'arbre de déision binaire permet alors d'obtenir un algorithme de lassi�atione�ae : il est peu outeux en quantité de stokage de données et en temps de alul.Plus préisément, supposant onstruit un ensemble de features Fk (qui peuvent être représen-tés sous forme d'arbres binaires de déisions), la onstrution de Fk+1 s'e�etue en parouranttoutes les onaténations possibles d'arbres binaires de Fk et en hoisissant d'ajouter de tellesonaténations à Fk+1 sur des onsidérations statistiques. Par exemple, si A1 et A2 sont deuxarbres de déisions de Fk véri�ant �(A1;A2) > �0puis A1 = A1A1:g A1:d 2 Fk et A2 = A2A2:g A2:d 2 Fkon déide alors de former le nouvel arbreA1 :: A2 = \A1 :: A2A1 A2 2 Fk+1Les tests séquentiels issus de features sont alors des arbres de déisions formés à partir detests binaires, les tests sont de la forme (Z1 > t1)0 (Z2 > t2)0 (Z3 > t3)0 1où les Zi sont des variables aléatoires formées à partir du ompte du nombre de réalisationsd'arbres binaires de ertains ensembles Fk. Pour plus de détails, nous renvoyons aux travaux[FG01℄.



Chapitre 1 - Introdution - État de l'art 191.3.4 Séletion de features binaires par ritère d'information mutuelleF. Fleuret exploite dans ses travaux réents un modèle qui utilise à partir de M featuresfn(1); : : : fn(M), binaires un algorithme du type pereptron en hoisissant une règle de déision dela forme f(x) = MPi=1wifi(x) + bOn reherhe les wi optimaux pour obtenir un taux d'erreur minimal via une desente de gradient[Ros58℄. Pour onstruire es M features, il utilise alors un ritère basé sur l'information mutuelleI qu'apporte un nouveau feature aux features déjà existants.Dé�nition 1.3.2 (information mutuelle)Soient X et Y deux variables aléatoires de lois p et q et de loi jointe r, l'information mutuelleI(X;Y) est dé�nie par I(X;Y) = Px2
 Py2
0r(x; y) log r(x; y)p(x)q(y)Si les Fi sont les features dont on dispose, on ommene don par séletionner le feature apportantle plus d'information au modèle : n(1) = arg Maxi I(Y;Fi)Puis on séletionne réursivement tous les autres features en hoisissant à l'étape k elui quipossède la meilleure minoration (la plus grande) de l'information mutuelle ave l'ensemble desfeatures onstruits à l'étape k � 1 :n(k + 1) = arg Maxi �Minj I(Y;FijFn(j))�La séletion de features ainsi e�etuée, l'algorithme du pereptron de Rosenblatt exéuté surun tel sous-ensemble de features permet alors d'obtenir des résultats omparables à l'algorithmede Boosting (Cf paragraphe 1.4) exéuté sur l'ensemble des features dans le problème de ladétetion de visages ([Fle03℄).1.3.5 Maximisation de la marge des SVMs pour la séletion de variablesNous avons vu dans la setion 1.2 que l'algorithme de Support Vetor Mahine permettaitde séparer de façon optimale un nuage de points appartenant à deux lasses dans un espae degrande dimension. Deux méthodes de séletion de features basées sur la struture de l'hyperplande séparation en deux lasses ont été étudiées. Les deux méthodes utilisent la variation de lamarge de séparation en deux lasses, la première supprime réursivement des variables tandisque la seonde e�etue un algorithme de desente de gradient pour apprendre un noyau optimalpour le SVM.1.3.5.1 Élimination réursive de features (ERF)Séparation linéaire Étant donné un nuage de points appartenant à deux lasses sur p variablesréelles, on peut déider de aluler un hyperplan séparateur linéaire entre es deux lasses poures variables. Le résultat de l'algorithme de SVM donne don une appliation f a�ne donnéepar :



20 Chapitre 1 - Introdution - État de l'artf(x) = (w j x) + b = pPj=1wjxj + boù (j) est le produit salaire eulidien standard de Rp et haque point x de Rp a pour oordonnées�xj�j=1::p.L'idée guidant l'ERF ([WMC+00℄) est de aluler le veteur w et de lasser les valeurs absoluesde jwij par ordre roissant. Comme les variables xi telles que wi est grand sont les variables lesplus in�uentes pour l'hyperplan de séparation, on suppose que es variables sont elles qui ontle plus d'importane pour le problème de lassi�ation traité par le SVM. On déide alors desupprimer les features qui orrespondent à des quantités jwij relativement faibles. On peut parexemple déider de supprimer les 10% de features ayant le moins grand jwij puisque dans ladétetion par hyperplan, e sont les features qui in�uenent le moins la détetion. On proèderéursivement en reommençant un nouveau alul de SVM sur les 9n=10 variables restantes, etei jusqu'à obtenir la quantité de features souhaitée.Séparation non linéaire Dans le as où l'on utilise un noyau pour le SVM, l'idée de baseest identique puisqu'il s'agit également de supprimer les features a�etant le moins la marge. Sil'équation de l'appliation f est donnée parf(x) =PiK(x; xi) + bla marge M est alors donnée ([Vap00℄) par1M =Pi;j ijK(xi; xj)et la mesure d'in�uene du feature j sur la marge vaut alorsS(j) = � (1=M)�xjOn hoisit là enore de supprimer les 10% de features ayant la quantité S(j) la plus petiteet la proédure réursive est itérée à nouveau jusqu'à l'obtention de la quantité souhaitée defeatures.1.3.5.2 Apprentissage d'un noyauOn peut également utiliser une autre méthode à base de Support Vetor Mahine pour sé-letionner des features. La tehnique ( [CVBM02℄) est un peu di�érente de e qui a été évoquéplus haut puisqu'on paramètre le noyau K par un veteur � 2 Rn où n est le nombre de featuresdisponibles initialement : K�(x; z) = K(�tx; �ty)On déide alors de minimiser l'erreur estimée via une desente de gradient sur le paramètre�. On pourra obtenir tous les aluls néessaires dans [CVBM02℄.1.4 Le Boosting : omplément naturel à la séletion de featuresNous avons hoisi de présenter rapidement l'algorithme de Boosting, même si e n'est pas àproprement parler un algorithme de séletion de Features, ar et algorithme peut permettre à



Chapitre 1 - Introdution - État de l'art 21partir de lassi�eurs (fm)m=1:::M binaires à valeurs dans f�1; 1g de herher des quantités mpour que F(x) = MPm=1mfm(x)renvoie une erreur de lassi�ation inférieure, à haque étape de l'algorithme.Le prinipe de l'algorithme est le suivant : on peut appliquer un ertain nombre de règles dedéisions d'� experts � pour un problème de lassi�ation, et haun de es experts fournit unerègle aux performanes faibles, mais néanmoins meilleures qu'une déision préise au hasard. Lesquestions auxquelles répond l'algorithme du Boosting sont alors les suivantes :� Quels experts doit-on interroger lorsqu'un éhantillon à lasser nous est présenté ?� Comment ombiner les avis de es experts pour atteindre la meilleure déision ?� Est-il possible de rendre aussi bon que l'on veut un algorithme d'apprentissage � faible � ?Shapire donne les di�érentes réponses à es questions et nous allons brièvement présenterl'algorithme AdaBoost introduit dans [FS99℄. L'algorithme utilise une distribution de probabilitésur le Training Set qui donne plus de poids aux points de l'ensemble d'apprentissage qui sontmal-lassés pour onentrer l'attention de l'algorithme préisément sur es points. Voii ommentl'algorithme se déroule préisément :1. (x1; y1); : : : (xN; yN) ouples de données xi et réponses (yi 2 f+�1g).2. Initialisation de wi en 1=N3. Utiliser fm pour aluler son erreur "m sur la distribution de données � w :"m = Ew h�y 6=fm(x)iet poser m = log�1� "m"m �4. Mettre à jour la distribution apprise sur le Learning-Set en utilisant les formules :wiem�yi 6=fm(xi) 7�! wi5. Renormaliser les oe�ients wi et retourner en 2.En �n d'algorithme, on hoisit alors de lasser les données en prenant le signe de F donnée parF = Pmfm : ey = signe [F(x)℄L'algorithme AdaBoost présenté préédemment permet d'obtenir des améliorations notablesdes performanes des lassi�eurs fm. On peut ([FHT00℄) par ailleurs interpréter un tel algorithmeomme la reherhe des oe�ients i qui minimisent la fontion de oût :J() = E �e�yF(x)�Le boosting est don une méthode permettant, à l'issue d'une séletion de lassi�eurs fi,d'augmenter la performane de lassi�ation en organisant un vote optimisé de es lassi�eursfi. Ainsi, pour obtenir une bonne séletion de variables, nous aurons don intérêt à proposer unensemble non restreint à un seul lassi�eur pour permettre l'utilisation du boosting. Cette idéesimple guidera notre modélisation dans la suite du mémoire.



22 Chapitre 1 - Introdution - État de l'art1.5 Organisation du mémoireDans tout le mémoire, nous allons don herher à utiliser divers algorithmes de lassi�ationet à optimiser leurs performanes en séletionnant les variables sur lesquelles les taux d'erreurde lassi�ation sont les plus faibles.Dans le hapitre 2, nous donnons les dé�nitions préises des objets que nous allons manipulerdans le mémoire : nous dé�nissons les features élémentaires pour le as partiulier des images,situation où en général il n'existe pas de dé�nition � intrinsèque � de aratéristiques élémen-taires. Puis nous préisons e que sont les ditionnaires et strutures arboresentes des featuresplus omplexes que les features élémentaires que nous manipuleront. En�n, nous rappelons ladé�nition des entités informatives qui nous permettent de mesurer l'e�aité d'agrégation defeatures omme l'information ommune ou la orrélation fontionnelle de variables aléatoires.Le hapitre 3 présente une nouvelle manière de séletionner ertaines variables d'un signallorsque le ditionnaire de features est �gé, en e�etuant une desente de gradient d'une énergie.Nous modélisons notre problème de séletion des variables par un tirage aléatoire de es variablesvia une loi de probabilité P sur l'ensemble des features, e qui onstitue un modèle tout à faitappliable à di�érents problèmes de lassi�ation de signaux et séletions de variables. Les teh-niques utilisées sont lassiques, omme les méthodes d'approximation d'équation di�érentielledu type Robbins-Monro. Des appliations préises sont données sur divers types de signaux :données synthétiques, messages életroniques ou images réelles. Nous obtenons par ailleurs unrésultat de onvergene de notre shéma d'apprentissage qui, sous des onditions ertes restri-tives, onverge vers le minimum absolu de l'énergie de notre système.Dans le hapitre 4, nous dé�nissons et utilisons l'appliation de Skorokhod pour onstruireun proessus stohastique ontraint à un simplexe SF qui permettra d'organiser une méthodede séletion de variables parmi l'ensemble F des features �xés. La ontrainte d'appartenane ausimplexe de notre proessus stohastique est alors naturellement satisfaite, e qui représente unavantage majeur par rapport aux onditions obtenues en �n de hapitre 3 sur notre desente degradient exate, ou approhée.Nous donnons une méthode préise pour faire évoluer notre espae de features dans le ha-pitre 5 en donnant des règles de transitions entre di�érents ensembles de features. Ces transitionssont basées sur une dynamique de type MCMC pour des haînes faiblement réversibles et n'estpas sans rappeler l'évolution de ertains algorithmes d'évolution des populations tels les algo-rithmes génétiques ou les réseaux de neurones. Dans e hapitre, nous onstruisons égalementun proessus stohastique représentant à la fois l'évolution de notre population de tests et lesrègles de tirage de es tests. Ces règles sont toujours dédiées au problème de la minimisationd'une énergie E basée sur un taux d'erreur de lassi�ation d'un algorithme �xé.Le hapitre 6 est une étude suinte du omportement asymptotique et in�nitésimal duproessus ouplé dé�ni dans le hapitre 5. On préise notamment une propriété importante deréurrene du proessus avant d'exprimer le générateur du proessus. Nous donnons en�n lamesure stationnaire assoiée à e proessus qui est préisément le hamp de Gibbs assoiée àl'énergie E .



Chapitre 1 - Introdution - État de l'art 23En�n, le hapitre 7 donne un algorithme d'approximation stohastique du proessus dé�ni auhapitre 5. Plusieurs dé�nitions et propriétés sur l'approximation au sens faible y sont données,avant de montrer que le proessus approhé onstruit onverge bien faiblement vers le proessusdé�ni au hapitre 5. Nous appliquons en�n notre étude d'approximation au as des exemplessynthétiques du hapitre 3 ainsi qu'à la détetion de visages issus de [MIT℄, les performanes sontalors nettement améliorées par rapport aux résultats obtenus au hapitre 3 puisque l'ensembledes features onstruits possède alors de grandes propriétés disriminantes pour les images de� fond �, propriétés très utiles pour le problème de la détetion de visages.



24 Chapitre 2 - Obtention de features et mesure de l'informationChapitre 2 - Obtention de features etmesure de l'information
2.1 Features élémentaires2.1.1 IntrodutionLe problème de la détetion et de la lassi�ation d'objets dans un signal implique toutd'abord que l'on puisse aéder à des données quanti�ées dans e signal. Cette quanti�ation desdonnées néessite alors la dé�nition d'attributs sur les signaux manipulés. De plus, le hoix desaratéristiques retenues dans le signal est d'une importane apitale pour l'obtention de bonnesperformanes lors de tâhes de détetion ou de lassi�ation. C'est alors préisément la reherhede features élémentaires, puis omposées qui motivera toute la suite de e travail. La reherhedu bon � feature spae � sera onditionnée par les propriétés disriminantes et informatives dees attributs.A�n de traiter divers problèmes de lassi�ation, l'utilisateur dispose de plus ou moins delibertés pour le hoix de es features primitifs, selon la nature des données qu'il doit traiter.Par exemple :� Dans le as où le signal orrespond à un �ux binaire, lorsque l'on souhaite par exempleanalyser les diverses ouhes du protoole de ommuniation TCP/IP par paquets, lesfeatures élémentaires peuvent alors orrespondre exatement aux éléments binaires reçuspar la arte réseau.� Dans le as du problème de la détetion de SPAM dans les ourriers életroniques, lesfeatures peuvent orrespondre par exemple au pourentage d'ourenes de mots dans letexte, mais aussi à la nature du doument (texte, page html, pièes jointes, . . .) .� Dans le as partiulier des images numériques, la notion de feature devient plus omplexe. Iln'y a, en e�et, pas de dé�nition intrinsèque pour des features sur des images numériques sie n'est la donnée des valeurs exates en niveaux de gris en haque pixel d'une image. Maison perçoit vite la limite d'une telle représentation : il y a vraisemblablement des zones d'uneimage beauoup plus informatives que d'autres et l'utilisation d'autres ritères géométriquesomme la fermeture, la onvexité, l'alignement, la présene de bords orientés ou en�nles aratéristiques omme les ouleurs, le nombre de omposantes onnexes peuvent sesubstituer avantageusement à la manipulation de la totalité de es niveaux de gris.Le alul de la valeur d'un feature sur un exemple issu d'une base de données impose égalementla onnaissane d'une règle quasi-instantanée pour son alul. De tels features seront alors vusau sens statistique, 'est-à-dire omme étant la réalisation d'une variable aléatoire sur l'espae Ides données qui peuvent être l'ensemble des images, des gènes, des messages életroniques, . . .Il est à noter qu'un tel mode de alul de features sur un élément I peut parfois imposer,selon la nature des propriétés d'invariane sur I, des invarianes struturelles sur les déteteurs



Chapitre 2 - Obtention de features et mesure de l'information 25et le alul des variables aléatoires.Par exemple, si l'on onsidère le as partiulier des images et de la reonnaissane de formes etla lassi�ation d'objets, on désire onstruire des déteteurs qui renvoient la même réponse, indé-pendamment de la position de l'objet dans l'image. Cela signi�e don que le déteteur onstruitdoit renvoyer la même réponse de lassi�ation de façon invariante quelle que soit la translationque l'on pourrait appliquer à l'image. Ces propriétés d'invariane des déteteurs seront disutéesdans la setion suivante onernant le as partiulier de la détetion d'objets dans une image.2.1.2 Cas partiulier des imagesUne image est � la reprodution exate ou représentation analogique d'un être ou d'unehose �. Mathématiquement, une telle reprodution est bien entendu impossible, on peut toutde même représenter de façon abstraite une image omme une appliation de R2 (ou R3 si l'onmanipule des images en 3 dimensions) dans [ 0 ; 256 ℄ si l'image est en niveaux de gris ontinusou dans [ 0 ; 256 ℄3 si l'image est en ouleur.Du point de vue du traitement de l'image par ordinateur (image numérique), l'espae estalors disrétisé par une grille dont les noeuds sont appelés pixels et l'image en niveau de gris esten fait donnée omme une appliation de l'ensemble des pixels dans [[ 0 ; 255 ℄℄ où [[ a ; b ℄℄ désignel'ensemble de tous les entiers ompris entre a et b au sens large. La onversion d'une imageanalogique en image numérique néessite don deux opérations :� la disrétisation des oordonnées spatiales (dépendant de la résolution �xée par l'utilisa-teur).� la disrétisation de l'amplitude, 'est-à-dire la quanti�ation en niveaux de gris (8 bits pourune amplitude variant dans [[ 0 ; 255 ℄℄) ou en ouleurs (trois anaux variant sur 8, 24 ou 32bits).Dans tout notre mémoire, l'ensemble des images manipulées seront des images à deux dimen-sions odées en niveaux de gris de taille variable selon les bases de données étudiées. La taille desimages numériques (taille de la grille dé�nissant les pixels) sera notée génériquement Nx�Ny oùNx et Ny désignent le nombre de oordonnées horizontales et vertiales.Le point de vue que nous allons adopter est le point de vue probabiliste lassique ([GG84℄) :une image I en niveau de gris est vue omme la réalisation d'une variable aléatoire dans l'espaeI des appliations de [[ 0 ; Nx ℄℄� [[ 0 ; Ny ℄℄ dans [[ 0 ; 255 ℄℄.2.1.2.1 Déteteurs de bords � positifs � dans les imagesNous avons pris le parti, dans e mémoire, de ne prendre omme features élémentaires sur lesimages numériques que des déteteurs de bords, ei en raison de la failité d'interprétation dela séletion de plusieurs déteteurs pour les tâhes de lassi�ation. Ces déteteurs de bords sontpar ailleurs loaux, et permettront plus tard de onstruire des features plus omplexes, possédantdes propriétés d'invariane notamment par petite translation sur les images.La dé�nition des features élémentaires que l'on utilisera tout au long du mémoire pour lesimages reprend e qui a été fait dans [AG97a℄. Ces déteteurs de bords sont très simples, etextrêmement rapides à aluler. Ce sont des fontions booléennes qui possèdent de grandespropriétés d'invariane par rapport à la modi�ation de l'intensité lumineuse, ainsi que partransformation roissante du niveau de gris.Ces déteteurs de bords se déomposent en deux familles :



26 Chapitre 2 - Obtention de features et mesure de l'information� Les déteteurs � positifs � du type "1; : : : "8 qui renvoient 1 lorsqu'un bord est déteté, et0 si auun bord n'est déteté.� Les déteteurs � négatifs � du type "9; : : : "16 qui renvoient 1 lorsque préisémént un bordn'est pas déteté.Cet ensemble de déteteurs de bords primitifs aboutira alors à un premier ensemble de featuresD0+ qui orrespondra en réalité à la onstrution du � ditionnaire � initial des tests positifs,� ditionnaire � qui sera onverti en � forêt � dans le hapitre V, tous es termes restant trèslargement à dé�nir.Le but de notre algorithme �nal de séletion et omposition de features sera alors de pour-suivre la onstrution dynamique de es � ditionnaires �, permettant d'élairir la tâhe arduede lassi�ation d'une image I dans une des lasses Ci. On remarquera également que, plus gé-néralement, et algorithme pourra se généraliser à d'autres problèmes de lassi�ations d'objetsdans un signal.Nous renvoyons à l'annexe A pour la dé�nition préise de es déteteurs de bords, issus destravaux de Geman et Amit ([AG97a℄).2.1.2.2 Séletion de déteteurs de bords pour une base de donnéesDans les deux as qui nous intéresseront, les images que nous aurons à traiter seront issusesde deux bases de données possédant un ensemble d'apprentissage lairement dé�ni. Ces deuxbases de données mettent en sène pour la première base des visages et des images de � fond �[MIT℄, tandis que la seonde base orrespond à une liste de hi�res manusrits issus de [USP℄orrespondant aux hi�res des odes postaux sannés par l'US Postal.Que e soit pour la détetion de visages ou la reonnaissane de hi�res manusrits, il estopéré une première pré-séletion des déteteurs de bords positifs possibles que l'on peut appliquerà une image. Cette première pré-séletion aboutit alors à la onstrution d'un ditionnaire detests D+0 . Cette séletion de tests est détaillée dans l'annexe A. La grande quantité de déteteursde bords obtenus à l'issue de ette séletion (plus de 2000 tests pour des images de taille àpeine 20 � 20 pixels) permet don de disposer d'une grande quantité d'information, e qui estun avantage réel pour des problèmes de séparation de lasses.2.1.2.3 Déteteurs primitifs de bords négatifsA�n de pouvoir s'autoriser la disrimination de ertaines lasses, on voit qu'il est néessairede onsidérer des tests négatifs, 'est-à-dire des déteteurs d'absene de bords en ertaines zonesde l'image. Ces déteteurs d'absene de bords sont également dé�nis à partir des "i préédents.On ajoutera don omme features primitifs les déteteurs "9; : : : "16 qui seront dé�nis par8i 2 f9; : : : 16g 8I 2 I "i(I) = 1� "i�8(I)Ces déteteurs orrespondent don aux � non � logiques des variables booléennes "i du para-graphe préédent.On peut légitimement se demander à quoi peuvent servir es déteteurs de bords négatifs,puisqu'ils sont obtenus diretement à partir de la formule : "i = 1�"i�8. Nous verrons pourquoi ilpeut être bienvenu de manipuler également es tests, notamment lors de la phase de ompositionde features.Pour dé�nir D�0 , ensemble des déteteurs initiaux négatifs, il est néessaire de se baser sur lesdéteteurs de D+0 . En e�et, dans le as partiulier de nos images [USP℄, il est faile de omprendre



Chapitre 2 - Obtention de features et mesure de l'information 27qu'il y a de très nombreux tests négatifs qui sont réalisés, notamment dans les régions des imagesqui ne sont pas informatives. A�n de limiter la quantité de tests négatifs retenus, on dé�nit donDé�nition 2.1.1 (Ditionnaire initial D0�)L'ensemble D0� des déteteurs élémentaires négatifs initiaux est donné par des variables aléa-toires Æ dépendant d'une orientation odée par ", d'un �ou f et d'une loalisation x; y dans lagrille de pixels tels queÆ";f;x;y 2 D0� () 8>>>>><>>>>>:9 i 2 f1 : : :Cg PCi(Æ";f;x;y = 1) > 1=2" 2 f"9; : : : "16gf = maxn ef j Æ"; ef;x;y 2 D0�oÆ"�8; ef;x;y 2 D0+Ce ditionnaire est don l'ensemble des tests négatifs Æ réalisés ave une probabilité supérieureà 1=2 sur une lasse au moins des données manipulées et tels que le test � opposé � (qui est untest positif) Æ soit réalisé ave une probabilité également 1=2 sur une autre lasse de données.Au �nal, nous obtenons un premier ditionnaire de features élémentaires par réunion des deuxensembles de déteteurs préédents.On peut de plus représenter l'ensemble des déteteurs élémentaires séletionnés par le ritèrepréédent. Plus l'image est fonée en un pixel donné, plus le déteteur représenté est préis. Celase traduit pour les tests positifs par une valeur du �ou petite tandis que pour les tests négatifs,ela signi�e que le �ou est grand :"1 "2 "3 "4 "5 "6 "7 "8 "9 "10 "11 "12 "13 "14 "15 "162.1.3 Composition de déteteurs élémentaires, agrégation de déteteursL'objetif de e travail a été de trouver de nombreuses ombinaisons de déteteurs élémen-taires, la plupart du temps binaires, pour obtenir de meilleurs résultats de lassi�ation et unemeilleure onision du ditionnaire représenté par l'agrégation de es déteteurs élémentaires.Ces arrangements de déteteurs élémentaires peuvent se onstruire, que l'on traite le aspartiulier des images ou d'autres formes de signaux.Il est possible de formaliser ette agrégation de déteteurs élémentaires. Nous appelerons� alphabet � et � mot � issu de l'alphabet les entités suivantesDé�nition 2.1.2 (Alphabet A)A, alphabet assoié au problème de lassi�ation, est l'ensemble des déteteurs élémentaires donton dispose. Si l désigne alors une lettre de A, on notera l(I) l'évaluation de l sur I élément de I.On peut illustrer ette dé�nition dans quelques as partiuliers :� En e qui onerne le problème de lassi�ation d'objets dans une image, l'alphabet Aest formé de l'ensemble des tests Æ";f;x;y , où " 2 f"1; : : : ; "16g, f 2 [[ 0 ; F ℄℄ et (x; y) 2[[ 0 ; Nx � 1 ℄℄ � [[ 0 ; Ny � 1 ℄℄. La valeur de l(I) est alors binaire : 1 s'il y a une détetion, 0sinon.



28 Chapitre 2 - Obtention de features et mesure de l'information� En e qui onerne le problème de la détetion du SPAM dans des emails, l'alphabet estformé de l'ensemble des tests alulant les pourentages d'ourenes de ertains motsspéi�ques. l(I) est alors un réel de [ 0 ; 1 ℄.Dé�nition 2.1.3 (Mots A?)Un mot m issu de A est formé d'une suession sans ordre préis et sans répétition de lettres del'alphabel A. L'évaluation d'un mot m(l) = l1 : : : lp sur un élément de la base de données I seraalors 8I 2 I m(I) =  (l1(I); : : : ; lp(I))L'appliation  est une appliation diretement dépendante de la nature des données extraitespar les appliations l1; : : : lp. L'ensemble des mots possibles sera noté A?.� Dans le as de variables aléatoires binaires ou ternaires li, l'appliation  (l1; : : : lp) peutalors orrespondre simplement au produit de telles variables li puisque ette opération pos-sède alors un sens logique parfaitement dé�ni. La multipliation de deux variables binairesorrespond alors au � et � logique tandis que la multipliation de deux variables ternairesorrespond au � et ou ni-ni �.� Dans le as de variables réelles, la multipliation de telles variables ne possède plus de senslogique préis. En réalité, ette appliation  orrespond alors plut�t à l'exploration denoyaux polyn�miaux omme e qui est pratiqué dans les algorithmes de Support VetorMahine (nous utiliserons désormais l'abbréviation lassique SVM) pour des données autresque des données binaires. En e�et, si x1 et x2 désignent deux variables, la possibilité deonaténer x1 et x2 revient à manipuler la variable x1x2. L'espae dans lequel sont alorsquanti�ées les données est l'ensemble des polyn�mes à jD0j variables de degré 2 si onautorise la onaténation d'au plus deux variables ou de degré supérieur sinon.

.f = 0.f = 1 . f = 2
Æ2. . Æ3 Æ5. Æ4

.Æ1

En utilisant la �gure préédente, on voit don dans le as de variables binaires que le motm = Æ1Æ2Æ3Æ4 est réalisé sur l'image tandis que le mot em = Æ1Æ2Æ5 ne l'est pas. En revanhe, lemot m0 = Æ1Æ2Æ5 est lui bien vrai sur l'image.



Chapitre 2 - Obtention de features et mesure de l'information 292.2 Représentation des mots sous forme d'arbres binaires2.2.1 Dé�nitionsLa dé�nition préédente des mots de A? nous suggère une représentation pratique des motssous forme d'arbres binaires. Une agrégation de features sera désormais représentée par un arbrebinaire gràe à l'algorithme de onstrution réursif suivant :� Feature élémentaire : si le feature m est en fait une lettre de A (m est de longueur 1), onreprésente m par l'arbre a(m) :a(m) = m? ?� Feature omposé : si le feature m est issu de l'agrégation de deux features � �ls � mg etmd représentés par les arbres a(mg) et a(md), alors a(m) vaut :a(m) = ma(mg) a(md) (A)L'évaluation du feature représenté par l'arbre de (A) est alors fondé sur le noeud prinipalm : on pose donDé�nition 2.2.1 (Évaluation d'un arbre binaire sur une donnée)8I 2 I a(m)(I) = m(I)Dans la suite de la onstrution et séletion des features pour la lassi�ation, on manipulerade préférene l'arboresene omplète d'un feature plut�t que le noeud prinipal. Cela peutparaître paradoxal du point de vue de la omplexité algorithmique puisque l'évaluation de l'arbrea(m) sur I ne dépend en fait que de m, mais la suite de l'algorithme néessitera une � mémoire �sur la façon dont ont été onstruits les features.En�n, notons que les répétitions de lettres dans les noeuds prinipaux des deux �ls ne sontpas répétées dans le noeud prinipal de l'arbre père, ainsi l'agrégation formelle deA1 = aba b et A2 = aa donne A1 :: A2A1 A2 = ababa b aa Dé�nition 2.2.2 (Ensemble d'arbres binaires)Nous appelerons A? l'ensemble des arbres binaires que l'on peut onstruire à partir de l'ensembledes features élémentaires présents dans l'alphabet A.



30 Chapitre 2 - Obtention de features et mesure de l'information2.2.2 Motivation pour l'utilisation de tests élémentaires négatifs "9; : : : "16L'utilisation de tests élémentaires négatifs nous permet, via la omposition de features évo-quée préédemment, d'utiliser le aratère d'absene de bords dans des features omposés. Cetteutilisation de tests négatifs peut être intéressante du fait que la omposition de tests pour obtenirdes features omposés permet d'engendrer une réutilisation de es features pour d'autres lassesque elles qui ont permis de les former.Par exemple, la lasse C8 peut être disriminée par rapport à la lasse C3 par un déteteurde bord Æ mais également par Æ :
ÆÆ

Mais le test Æ peut alors être réutilisé pour disriminer la lasse C3 par rapport à la lasse C2dans la omposition ÆÆ0 :
ÆÆ Æ0Æ0

tandis que le test Æ ne peut être réutilisé pour disriminer les deux lasses préédentes. Ainsi,'est plut�t en vue d'une réutilisation des features omposés formés au temps t dans un tempsultérieur à t que l'on manipule les déteteurs de bords � négatifs �.2.2.3 Déteteurs de bords invariants par translation2.2.3.1 Invariane par translationDans le as où l'on étudie des problèmes d'images numériques et où les données ne sont pasdéjà entrées sur la grille des pixels, il peut être néessaire de gérer l'invariane par translationde es déteteurs. Plus préisément, si m désigne un mot du voabulaire de features disponibleset I une image de la base de données, on peut souhaiter imposer que quelle que soit l'opérationde translation �!� e�etuée sur I, le résultat renvoyé par m(�!� (I)) soit indépendant de �!� .



Chapitre 2 - Obtention de features et mesure de l'information 31Cette néessaire invariane par translation des déteteurs est issue du fait que lors de l'ex-tration du signal analogique et la onversion en image numérique, la pose n'in�uene pas lanature du signal et ne doit don pas in�uener l'interprétation par tout algorithme de traitementde l'image.Dans notre situation (images issues de [MIT℄ ou [USP℄), les images sont préalablement en-trées et nous n'avons don pas à implémenter ette invariane par translation. Cependant, nouspouvons donner les pistes qui permettent d'implémenter une telle invariane par translation desfeatures onstruits.Il s'agit tout d'abord de onstruire des features élémentaires invariants par translation, esdéteteurs élémentaires doivent don renvoyer le même résultat quelle que soit la pose de l'image.Si l'on dé�nit la relation d'équivalene �� , sur l'ensemble des images par :8I1; I2 2 I I1 �� I2 () 9�!� j �!� (I1) = I2les déteteurs peuvent être dé�nis sur le quotient (I= �� ) ensemble des images quotientées parla relation d'équivalene �� .En�n, nous onstatons immédiatement que pour qu'un déteteur élémentaire ait un sens, ilfaut néessairement que e déteteur soit omposé d'au moins deux tests de bords. Ainsi, lesdéteteurs élémentaires que nous onsidèrerons sont de la forme :(("1; f1); ("2; f2);�!u12)où le veteur �!u12 quanti�e la position du test ("1; f1) par rapport à ("2; f2), "1 et "2 sont lesdeux orientations des tests de bords tandis que f1 et f2 sont les deux valeurs des �ous assoiées àes tests de bords. Nous parlerons également de l'orbite d'un tel déteteur élémentaire puisqu'ensomme, si la paire de tests (Æ1; Æ2) est obtenue par translation quelonque à partir d'une autrepaire de tests (Æ3; Æ4) alors es deux paires de tests renverront la même valeur sur l'ensemble desimages I.Nous pouvons alors représenter la réalisation de deux tests élémentaires invariants par trans-lation dans l'image de la setion 2.6.3 par :

Æ4
Æ2���!uÆ2;Æ4

. Æ3 Æ03���!uÆ3;Æ1 ���!u0Æ3;Æ1 = ���!uÆ3;Æ1.Æ1 Æ01

Il faut voir en réalité e passage au quotient omme la possibilité de � déplaer � la paire detests Æ1; Æ3 dans toute l'image en imposant que le veteur de translation ���!uÆ3;Æ1 reste onstant. La



32 Chapitre 2 - Obtention de features et mesure de l'informationpaire de tests est alors réalisée lorsqu'il existe une position dans l'image qui réalise à la fois Æ1et Æ3.Par ailleurs, (Æ1; Æ3) et (Æ01; Æ03) appartiennent à la même orbite de tests invariants par trans-lation.2.2.3.2 Ditionnaire invariant par translationEn énumérant omme dans le paragraphe 2.6.2.2 toutes les paires de tests positifs possibles,on obtient un premier ditionnaire de tests invariants par translation onsituté uniquement deonjontion de bords. Ce ditionnaire est enore noté D+0 . Puis nous onstruisons le ditionnaireomplet en enrihissant D+0 de onjontions de tests positifs et négatifs issus de D+0 :D�0 = n�("; f); ("0; f 0);�!u � j �("� 8; f); ("0; f 0);�!u � 2 D+0 oLe ditionnaire initial est alors formé là aussi de la réunion des deux ditionnaires préédents :D0 = D+0 [ D�02.2.3.3 Agrégation de déteteurs invariants par translationDans le as où l'on déide d'e�etuer une agrégation de features invariants par translation,l'agrégation arboresente du paragraphe 2.7.1 n'est pas bien posée puisque l'objet naturel obtenun'est pas la réalisation d'une agrégation de tests de bords modulo une translation. Pour maintenirune telle représentation, il est néessaire de �xer une pose entre les deux orbites de tests �1 et�2 que l'on déide de � fusionner �. Le hoix d'un tel veteur �!u positionnant l'orbite �1 parrapport à �2 pour former (�1; �2;�!u ) peut se faire selon di�érents ritères. Nous proposons leritère suivant, adapté à l'étude de la détetion d'objets. Si D désigne le ditionnaire d'orbitesde tests, on hoisit d'enrihir D de l'orbite (�1; �2;�!u ) sous la ondition :(�1; �2;�!u ) =2 Det �!u est le veteur positionnant �1 par rapport à �2 qui maximise la probabilité de réussite de(�1; �2;�!u ) sur une lasse des données.2.3 Mesure de l'information ommuneL'objetif entral de notre travail sera de onstruire un ensemble omposé de mots de A?à partir des lettres de A. Nous avons vu que les lettres de A étaient onsidérées omme desvariables aléatoires sur I. Former un mot à partir de plusieurs lettres revient don à onsidérerla loi jointe ou la loi du produit de plusieurs variables aléatoires. A�n d'optimiser la reherhe demots dans A? améliorant la tâhe de lassi�ation d'objets, nous allons nous doter de ritères deformations de mots à partir de lettres d'autres mots. En e�et, l'absene de stratégie de paroursde A? paraît peu e�ae dans la mesure oùj A? j > j A j !et l'énumération de tous les éléments de A? est don impossible.Nous allons envisager plusieurs façons de mesurer la valeur informative de deux variablesaléatoires X et Y a�n de privilégier la onstrution de mots à partir de variables aléatoirespossédant de fortes propriétés de orrélation, soit en terme de quantité d'information, soit enterme de orrélation statistique.



Chapitre 2 - Obtention de features et mesure de l'information 332.3.1 Cas de variables aléatoires binairesDans le as où les variables aléatoires sont binaires, le produit de deux déteteurs revient�nalement au � et � logique. La onaténation de deux déteteurs pour Æ1 et Æ2 a ela d'agréablequ'elle permet d'interpréter failement la réalisation de la nouvelle variable aléatoire. Mais il nes'agit pas d'opérer des onaténations au hasard de ertaines variables. En e�et, la onaténationnaïve de deux features omplètement indépendants ne permettra peut être pas d'obtenir un gainde performane. Pour parvenir à une rihesse de voabulaire, il faut au moins que la onaténationde deux mots permette de s'adapter au maximum à une ou plusieurs lasses de la base de données.2.3.1.1 Dé�nitions et propriétés des orrélations fontionnellesOn proède aux aluls des orrélations fontionnelles des tests ontre haune des lasses Ci,idée qui est développée dans [Fle00℄ . Si l'on note P loi de probabilité sur les données, on peutdé�nir les orrélations fontionnelles par :Dé�nition 2.3.1 (Corrélations fontionnelles)Si X et Y sont deux variables aléatoires, on note le oe�ient de orrélation :�P(Y;X) = CovP (X;Y)�P(X)�P (Y)On pourra se référer à [Sap90℄ pour de nombreux détails sur e oe�ient. Dans la dé�nitionpréédente, les quantités CovP et �P sont les ovariane et éart type relativement à la distributionempirique P. Ce que nous retiendrons de e oe�ient est résumé dans e qui suit.Propriété 2.3.1Étant données deux variables aléatoires X et Y, on a :0 6 �P(Y;X)2 6 1Propriété 2.3.2 (Cas de variables aléatoires binaires)Étant données deux variables aléatoires X et Y binaires, si V désigne la variane, on a :�P(X;Y)2 = V(EP [YjX℄)VP(Y)et si �P(Y;X)2 = 1, Y est fontionnellement lié à X P-presque sûrement, 'est-à-dire il existe unefontion g non onstante telle que Y = g(X) P-presque sûrement. De plus, on a dans e asY = X ou Y = XPropriété 2.3.3 (Cas de variables aléatoires binaires)Étant données deux variables aléatoires X et Y, si �P(Y;X) = 0, EP (YjX) est presque sûrementune onstante.Propriété 2.3.4 (Cas de variables aléatoires binaires)Étant données deux variables aléatoires X et Y, �P(Y;X) est le osinus de l'angle formé parY � EP [Y℄ ave le sous-espae de dimension 2 de L2X engendré par la variable X et la droite desonstantes.Propriété 2.3.5 (Cas de variables aléatoires binaires)Si X et Y sont deux variables aléatoires à valeurs dans f0; 1g, alors en notant pX = P(X = 1),pY = P(Y = 1) et pXY = P(X = 1 et Y = 1), on a :



34 Chapitre 2 - Obtention de features et mesure de l'information�P(Y;X) = pXY�pXpYppX(1�pX)pY(1�pY) = �P(X;Y)� Par onséquent, on dira que deux tests (variables aléatoires) sont fortement orréléssi le rapport �P(X;Y) est prohe de 1.Inversemement, deux tests sont anti-orrélés si = �P(X;Y) est prohe de �1. Lerapport de orrélation est lui maximal si Y est lié fontionnellement à X, 'est-à-dire lorsque Y = g(X) P� p:s:� Par ailleurs, Y est non orrélé à X s'il y a absene de dépendane en moyenne.C'est en partiulier le as lorsque X et Y sont indépendantes mais la réiproque estinexate. En e�et �P(X;Y) = 0 signi�e seulement que Y � EP(Y) est orthogonal àL2X .� En�n, on peut remarquer une dernière propriété triviale :�P(X;Y) = ��P(X;Y)2.3.1.2 �-déomposabilité pour des arrangements de features élémentairesNous pouvons don utiliser es notions pour aménager la notion de �-déomposabilité utiliséedans [Fle00℄. Cet aménagement est dû préisément au fait que le problème de lassi�tion estmulti-lasse dans notre as alors qu'il est à deux lasses pour les données étudiées dans [Fle00℄. Ilest tout d'abord néessaire de dé�nir la profondeur des features (représentés sous forme d'arbres)de notre ensemble F .Dé�nition 2.3.2 (Profondeur des features)On alule la profondeur jÆj d'un feature Æ donné sous la forme :Æ = ÆÆ:g Æ:dpar la dé�nition réursive jÆj = 1 +max fjÆ:gj; jÆ:djgave en plus j?j = 0Nous notons PCi la loi des déteteurs sous l'hypothèse que l'image étudiée appartient à lalasse Ci. Pour un problème de détetion à plusieurs lasses, la notion de �-déomposabilité seradé�nie onditionnellement à une loi PCi , e qui revient pour un problème multi-lasse à dé�nirdes orrélations relativement à une des lasse Ci.Dé�nition 2.3.3 (�0-déomposabilité pour les lasses (Ci)i2[[ 1 ; jCj ℄℄)1. Tout feature élémentaire Æ(de profondeur égale à 1 exatement) est �0-déomposable si9i 2 [[ 1 ; jCj ℄℄ PCi (Æ = 1) > 1=2



Chapitre 2 - Obtention de features et mesure de l'information 352. a(m), feature omposé de profondeur stritement supérieur à 1, issu d'un arrangement éritde façon générique : a(m) = ma(mg) a(md)est un arrangement �0 déomposable si, et seulement si,� Les �ls gauhe et droit a(mg) et a(md) véri�ent9i 2 [[ 1 ; jCj ℄℄ 8>>>><>>>>:�Ci (a(mg); a(md)) > �0 (I)PCi (a(mg) = 1) > 12�jmj0 (ag)PCi (a(md) = 1) > 12�jmj0 (ad)� a(mg) et a(md) sont �0-déomposables.Ainsi, un arrangement de tests est �0-déomposable s'il existe une lasse de données pour laquellehaun des tests �ls est réalisé ave une probabilité su�sante et tel que la orrélation de es deux�ls soient supérieures à �0.Propriété 2.3.6 (Minoration de PCi (a(m)))Si a(m) est un arrangement �-déomposable, alors9i 2 [[ 1 ; jCj ℄℄ PCi (a(m) = 1) > 12�jmj0Preuve : La démonstration établie dans [Fle00℄, setion 3.3 peut être reprise point par pointpour établir le résultat par réurrene sur jmj. �Ainsi, le fait de manipuler un arrangement �-déomposable assure qu'il va exister une lassed'objets qui assure la réalisation de l'arrangement ave une probabilité su�sante.On peut également utiliser d'autres dé�nitions pour la �-déomposabilité, dans lamesure où les minorations (ag) et (ad) de la dé�nition 2.8.2 peuvent être substituées àdes minorations un peu di�érentes qui se réperutent dans la proposition 2.8.6. On établitalors des minorations de PCj (a(m) = 1) omparables à elles obtenues dans [Fle00℄. Il estnéessaire de dé�nir D0;j l'ensemble des lettres élémentaires de D0 étant satisfaites aveune probabilité d'au moins 1=2 sur les données issus de Cj.Dé�nition 2.3.4 (Ditionnaire D0;j)D0;j est l'ensemble des Æ de D0 tels quePCj (Æ = 1) > 12Muni de es nouveaux ensembles de variables, on peut alors donner deux autres dé�-nitions de e qu'on pourrait appeler �0-déomposabilité des arrangements, es dé�nitionsne sont pas équivalentes à la dé�nition préédente mais illustrent la même notion de liende orrélation entre un père et ses deux �ls sur une lasse de la base de données.Dé�nition 2.3.5 (Deuxième dé�nition de �0-déomposabilité pour (Ci)i2[[ 1 ; jCj ℄℄)La dé�nition est là-enore réursive.



36 Chapitre 2 - Obtention de features et mesure de l'information1. Tout feature élémentaire Æ est �0-déomposable.2. a(m), feature omposé (de profondeur supérieur stritement supérieur à 1), issud'un arrangement érit de façon générique :a(m) = ma(mg) a(md)est un arrangement �0 déomposable si, et seulement si,� Les �ls gauhe et droit a(mg) et a(md) véri�ent9i 2 [[ 1 ; jCj ℄℄ 8>>>>>><>>>>>>:�Ci (a(mg); a(md)) > �0 (I)PCi (a(mg) = 1) > � MinÆ2D0;j PCj (Æ = 1)�jmgj (a0g)PCi (a(md) = 1) > � MinÆ2D0;j PCj (Æ = 1)�jmdj (a0d)� a(mg) et a(md) sont �0-déomposables.Pour ette deuxième dé�nition de la �0-déomposabilité, on peut alors établir le pendantde la propriété 2.8.6 pour ette nouvelle dé�nition :Propriété 2.3.7 (Minoration de réalisation d'un arrangement )Si a(m) est un arrangement �-déomposable, alors9 i 2 [[ 1 ; jCj ℄℄ PCi (a(m) = 1) > � MinÆ2D0;i�ja(m)jLa troisième dé�nition di�érente (et non équivalente que nous donnons) est égalementréursive, et améliore enore un peu plus la borne minorante des arrangementsDé�nition 2.3.6 (Troisième dé�nition de �0-déomposabilité pour (Ci)i2[[ 1 ; jCj ℄℄)1. Tout feature élémentaire Æ est �0-déomposable.2. a(m), feature omposé (de profondeur supérieur stritement supérieur à 1), issud'un arrangement érit de façon générique :a(m) = ma(mg) a(md)est un arrangement �0 déomposable si, et seulement si,� Les �ls gauhe et droit a(mg) et a(md) véri�ent9i 2 [[ 1 ; jCj ℄℄ 8>>>><>>>>:�Ci (a(mg); a(md)) > �0 (I)PCi (a(mg) = 1) > MinÆ2D0;j PCj (Æ = 1)�log2(ja(mg)j)0 (a00g)PCi (a(md) = 1) > MinÆ2D0;j PCj (Æ = 1)�log2(ja(md)j)0 (a00d)� a(mg) et a(md) sont �0-déomposables.



Chapitre 2 - Obtention de features et mesure de l'information 37Cette dé�nition assure alors une nouvelle fois que tout arrangement �0-déomposable seréalise ave une probabilité su�sante sur au moins une des lasses des données, 'est equ'exprime la propriété suivante :Propriété 2.3.8 (Minoration de réalisation d'un arrangement )i a(m) est un arrangement �-déomposable, alorsPCj (a(m) = 1) > mini2D0;j PCj (mi = 1) �log2(ja(m)j)0Les minorations obtenues des probabilités de réalisation des features sous PCi expliquentl'apport d'e�aité de es arrangements. On montre expérimentalement ([Fle00℄, setion 3.4)que sous P0 (loi de probabilité des tests élémentaires et omposés sous l'hypothèse que la donnéeappartient à une image de � fond �), la probabilité de réussite d'un arrangements a(m) déroîtexponentiellement ave jmj.Il faut à présent examiner pourquoi les onditions (ag) et (ad) sont absolument fondamentalesdans la dé�nition 2.8.2. Imaginons que l'on dispose de deux arbres a(m1) et a(m2) tels que pourtrois lasses distintes Ci; Cj et Ck :(H)8>>>>><>>>>>:PCi(a(m1) = 1) > ��jm1j et PCi(a(m2) = 1) 6 "PCj (a(m2) = 1) > ��jm2j et PCi(a(m1) = 1) 6 "PCk(a(m1) = 1) = " et PCk(a(m2) = 1) = "PCk(a(m2) = 1 j a(m1) = 1) = 9=10alors �Ck (a(m1); a(m2)) � 9=10 11 � "tandis que PCk (a(m1) = 1 et a(m2) = 1) = 9=10"Si l'on déide de respeter la règle de onstrution onditionnée par (I) sans pour autantvéri�er (ag) et (ad), on peut très bien déider de former l'arbrem1 :: m2a(m1) a(m2)par le biais de la lasse Ck alors qu'en fait, l'arbre a(m1 :: m2) n'est réalisé qu'ave une très faibleprobabilité (de l'ordre de ") sur ette même lasse. La réalisation des hypothèses (H) peut seproduire, par exemple dans le as suivant :
Æ1 Æ2 Æ1 Æ2 Æ1 Æ2Æ01 Æ02



38 Chapitre 2 - Obtention de features et mesure de l'informationDans le as des lasses préédentes, et en onsidérant les deux lettres Æ1 et Æ2, on onstate ene�et que le test Æ1 possède une probabilité très forte d'être vrai sur la lasse C1, et il en est demême pour Æ2 sur C5. Par ailleurs, l'arbre omposéÆ1Æ2Æ1 Æ2est réalisé ave une très faible probabilité sur C1 et sur C5. Cependant, même si et arbre estégalement peu probable sur C8, on onstate que les deux features élémentaires Æ1 et Æ2 sontfortement orrélés sur C8 : il su�t pour ela de onsidérer la petite translation transformant Æ1en Æ01 et Æ2 en Æ02.Il faut don imposer omme hypothèse supplémentaire que l'arrangement des features soitréalisé (dans la lasse où les features sont orrélés) ave une probabilité su�sante. La dé�nitionde la �0-déomposabilité pour un problème multi-lasse implique don la présene de onditionsdu type (ag) et (ad) dans la dé�nition 2.8.2.2.3.2 Cas de variables aléatoires réellesCette étude onerne don le as où les données ne sont plus binaires, mais réelles. En réalité,ette étude onerne en partiulier le as où les données sont ternaires, e qui est le as lorsquel'on onsidère des déteteurs de bords orientés omme des variables ternaires par exemple.Dans le as des variables réelles, l'approhe par orrélation peut toujours être menée, maisil est alors impossible à partir d'un seuillage des orrélations de déduire une propriété sur laloi de probabilité d'un feature omposé omme e qui a été fait à la proposition 2.8.6. On peutependant déider de poursuivre l'approhe en imposant une dé�nition onstruite sur la dernièreremarque du paragraphe préédent.Il est également possible de déider de la omposition du feature a(m) à partir de l'infor-mation mutuelle des variables aléatoires �ls. Cette quantité est dérite en détails dans [CT91℄.L'information mutuelle entre deux variables aléatoires est dé�nie via la distane de KullbakLeibler :Dé�nition 2.3.7 (Distane de Kullbak Leibler)Si p et q désignent deux lois de probabilités sur 
, alors la distane DD(p; q) = Px2
p(x) log�p(x)q(x)� = Ep �log�pq��est appelée distane de Kullbak Leibler. Nous utilisons pour que ette dé�nition ait un sens lesonventions suivantes : 0 log 0q = 0 et p log p0 =1 et 0 log 00 = 0Cette distane permet alors de dé�nir l'information mutuelle entre deux variables aléatoires :Dé�nition 2.3.8 (Information mutuelle)Soient X et Y deux variables aléatoires de lois p et q et de loi jointe r, l'information mutuelleI(X;Y) est dé�nie parI(X;Y) = D(r(x; y); p(x)q(y)) = Px2
 Py2
0 log r(x; y)p(x)q(y)



Chapitre 2 - Obtention de features et mesure de l'information 39On peut alors démontrer les résultats fondamentaux de la théorie de l'information.Théorème 2.3.1Pour toutes distributions de probabilités p et q, on aD(p; q) > 0ave égalité si et seulement si p = q pp.En�n, on peut établir les relations :Théorème 2.3.2� I(X;Y) > 0ave égalité si et seulement si X et Y sont indépendantes� I(X;Y) = H(X)�H(XjY) = H(Y)�H(YjX)� I(X;Y) = H(X) + H(Y) �H(X;Y)� I(X;X) = H(X)� I(X;Y) 6 minfH(X);H(Y)gLa quantité d'information mutuelle I(X;Y) permet don de quanti�er le degré d'indépendanede X vis-à-vis de Y. On s'e�orera, dans nos onstrutions de features omposés, de faire quel'information mutuelle de deux �ls onstruisant un père, soit la plus grande possible.Le alul de l'information mutuelle lorsque les variables sont réelles n'est pas tou-jours aisé puisqu'il faut estimer la densité de la loi jointe r, ainsi que elle de haunedes variables réelles p et q. En fait, nous utiliserons à haque fois un ritère basé surl'information mutuelle dans le as des variables ternaires : l'évaluation de p; q et r estalors possibles puisqu'il s'agit d'énumérer 9 as pour le alul de r et 3 as pour le alulde p et q.Nous avons don vu une manière de struturer l'ensemble des features sous la forme d'arbres.Cette struture est légèrement di�érente de elle de [AG97a℄ puisque le parours des arbres enprofondeur n'est pas néessaire pour évaluer haque feature.Nous expliquerons dans le hapitre 5 la néessité d'une représentation arboresente des fea-tures manipulés.En�n, nous avons donné les éléments qui permettront de mettre un � poids � sur haque arbreen dé�nissant des quantités omme la �-orrélation ou l'information mutuelle. Nous utiliseronsde manière pratique les arbres et forêts dans le hapitre 5.



40 Chapitre 3 - Séletion de features par minimisation d'une énergieChapitre 3 - Séletion de features parminimisation d'une énergie
3.1 ProblématiqueNous allons tout d'abord rappeler à quel niveau se situe notre intervention sur l'extrationde features puis dé�nir notre modèle par l'énergie E . La méthode de reherhe de la solution, oudu moins d'une solution loale pour la séletion de features est ensuite dérite avant d'appliquerles algorithmes établis sur di�érents exemples ([GY04℄).Notons F notre ensemble de features séletionnés, on imagine que l'on dispose d'un algorithmeA de lassi�ation qui soit utilisable pour tous les problèmes de lassi�ation d'une lasse Ciquelonque ontre la réunion des autres lasses Sj 6=i Cj. On suppose de plus que et algorithme peutfontionner si on lui passe en entrée un hamp restreint d'informations plut�t que la totalité desinformations disponibles sur les données. Typiquement, on suppose que A permet de déterminerune lasse approhée d'un élément de la base de données à partir de n'importe quel sous-ensemblede features issu de F .On peut shématiser l'ation de A via l'organigramme suivant :Choix d'un élément de I I 2 I

Veteur de longueur jFjProposition d'utilisation de p features de F!(I) 2 Fp
Détermination de la lasse de I à partir de !(I)C(I)

P : Extration de p features de I
A



Chapitre 3 - Séletion de features par minimisation d'une énergie 41On suppose de plus que l'on peut mesurer la performane de lassi�ation de A sur la based'apprentissage de I, que l'on appellera lassiquement � training set �. Cette mesure de perfor-mane de A sera par exemple :� un taux d'erreur relatif à un algorithme de k-plus prohe voisins (k � NN) utilisant donun sous-ensemble ! extrait de F .� un taux d'erreur relatif à un algorithme de Support Vetor Mahine (SVM) utilisant éga-lement un sous-ensemble ! extrait de F .Plus préisément, dans le as où l'algorithme A est basé sur un SVM pour un problème de las-si�ation muli-lasse, on utilisera l'algorithme de SVM pour haun des problèmes  Ci jj Sj 6=i Cj!et si l'on désigne par gi(!) le taux d'erreur ommis par A pour e problème, on poserag(!) = jCjPi=1gi(!) (3.1)Dans le as où l'algorithme est basé sur un k�NN, il n'y a pas d'aménagement à apporter à etalgorithme puisqu'il est diretement adapté aux problèmes multi-lasses.Notre approhe onsiste à établir les � meilleures � propositions de features ! de Fp, 'est-à-dire à optimiser la phase P en vue de l'obtention de meilleures performanes pour A . Pouraratériser l'utilité d'un feature de F , nous utiliserons don un ritère de performane basé surles quantités g(!). Par ailleurs, nous voulons imposer une ollaboration des features f de F , eia�n d'exhiber des features réutilisables dans diverses ombinaisons de sous-ensembles ! � Fp.Ainsi, nous munissons F d'une probabilité P : si f est un feature de F , P(f) orrespond alors à laprobabilité de proposer f dans l'étape P du diagramme préédent. On herhe alors à minimiserune énergie omprenant le terme suivant utilisant (3.1)E1(P) = EP[g(!)℄ = P!2FpP(!)g(!) = P(!1:::!p)2FpP(!1) : : : P(!p)g(!)Le shéma de reherhe du P optimal est alors lassique en apprentissage :I 2 I Génération de FSéletion des features via PClassi�ation par AÉvaluation du système Mise à jour des paramètres de séletionJ : F 7! F 0
Ultérieurement, le shéma de reherhe inlura également le parours de l'ensemble des a-ratéristiques F � optimales � dans un sens qui reste enore à dé�nir ; nous aurons don une miseà jour de F par une proédure J .



42 Chapitre 3 - Séletion de features par minimisation d'une énergieL'algorithme d'apprentissage de la bonne méthode de séletion de features sera don itératif,voire doublement itératif puisque à un ensemble de features F �xés, on herhera la meilleureprobabilité sur F en approhant PF ? par une suite de probabilités �Pn;F �n2N ; puis l'on proèderadans les hapitres suivants à la mise à jour de F par une dynamique markovienne.Dans la suite de e hapitre, omme l'ensemble des features F n'est pas modi�é, on désigneraplus simplement par (Pn)n2N la suite qui approhe PF ?.3.2 Algorithme de reherhe3.2.1 ÉnergieCommençons par préiser la notation, que nous utiliserons tout au long de e mémoire, de laloi uniforme UF .Dé�nition 3.2.1 (Loi uniforme UF)Nous noterons UF la loi de probabilités uniforme sur l'ensemble des features F . Pour des raisonsde simpliité des formules, nous onfondrons systématiquement la loi UF ave la valeur de etteprobabilité en n'importe quel feature de F .L'énergie que l'on souhaite minimiser s'érit :E(P) = � P(!1:::!p)2FpP(!1) : : : P(!p)g(!)| {z }= E1(P) +� PÆ2F � 1jFj � P(Æ)�2| {z }= kUF�Pk22=E2(P) (E)Le terme E1 est un terme destiné à optimiser la performane de détetion tandis que le termeE2 est un terme de régularisation par une attahe vers la loi uniforme sur F . On remarque en�nque le tirage des p-uplets ! se fait ave remise (expression de E1(P)).On peut d'emblée justi�er la modélisation de notre énergie à minimiser.� Si le tirage s'e�etuait sans remise, il est ertain que le minimum P? de E1 onduirait àune solution ayant un support dégénéré. Il su�t en e�et de onsidérer qu'il est possibled'énumérer tous les p-uplets possibles de features issus de F et de ne garder que eux quiréalisent la meilleure performane pour la quantité dé�nie en (3.1) g(!).Par ailleurs, l'expression de l'énergie E1 est grandement simpli�ée pour un tirage ave remisealors qu'un tirage sans remise imposerait un terme de la formeP!2Fpg(!) P�2�p P(!i�(1)) : : : P(!i�(p))h1� P(!i�(1))i : : : h1� P(!i�(1))� : : : P(!i�(p�1))i (3.2)On onstate en e�et la grande simpliité du terme omposant E1 issu de (E) par rapportà elui qui intervient dans (3.2).� Le terme d'attahe à la loi uniforme sur F permet de séletionner un plus grand nombrede features en �n d'algorithme dans la mesure où e terme empêhe d'obtenir un supportdégénéré sur un petit nombre de features de F . En e�et, notre objetif est de donner de� bonnes � règles pour proposer des features (phase P) dans le premier shéma d'appren-tissage préédent. Il est néessaire que P propose des p-uplets de features qui ne soient partoujours identiques ou quasi-identiques a�n de pouvoir enlenher par la suite une étape de



Chapitre 3 - Séletion de features par minimisation d'une énergie 43ollaboration de es lassi�eurs via un boosting ou un vote de lassi�eurs (ependant, tousles p-uplets proposés par P devront avoir une e�aité tangible). Le terme de rappel versUF permet de s'absoudre de ette ontrainte puisque les features de faibles performanessont tout de même � rehaussés � par ette fore de rappel. Par ailleurs, ette fore de rappelapporte un autre avantage, théorique ette fois, puisqu'il assure (ertes sous une onditionun peu ontraignante sur � et �) que la fontionnelle est onvexe, e qui onfèrera une plusgrande stabilité de l'algorithme de minimisation et l'uniité du minimum.Nous allons utiliser une méthode basée sur une desente de gradient pour minimiser l'énergieE . Il faudra prendre garde au fait que E n'est dé�nie que sur l'ensemble SF :Dé�nition 3.2.2 (Simplexe SF)Les éléments P de SF sont les éléments de RjFj véri�antP 2 SF () 8<:8i 2 F P(i) > 0Pi2FP(i) = 1On notera par ailleurs S?F l'ensemble des P satisfaisant en plus des inégalités strites : P(i) > 0.Autrement dit, SF désigne simplement l'ensemble des probabilités sur les features de supportoïnidant ave F .Dé�nition 3.2.3 (Hyperplan HF)On dé�nit par ailleurs l'hyperplan HF omme étant l'hyperplan portant le simplexe SF . Sadé�nition se résume don à Pi2FP(i) = 1De plus, le veteur ���!nF (P) désigne le veteur unitaire normal donné par���!nF (P) = 1pjFj 0B�1...11CACe veteur ne dépendant pas en réalité du point P, nous le noterons plus simplement �!nF .Par ailleurs, il est néessaire de dé�nir la projetion �HF sur le plan tangent à l'hyperplanpréédent. Cela orrespond ii à la dé�nition 3.2.3 suivante.Dé�nition 3.2.4 (Projetion �HF )Pour P un point de SF , �HF (P) est la projetion vetorielle donnée par�HF (P)��!u � = �!u � (�!u j ���!nF (P))���!nF (P)On peut par ailleurs expliiter préisément �HF (P) :8Æ 2 F �HF (�!u )(Æ)) = �!u (Æ)� (�!u j ���!nF (P))= �!u (Æ)� PÆ02F�!u (Æ0)jFjLà aussi, la projetion ne dépend en réalité pas du point P de l'hyperplan HF et nous la noteronsplus simplement �HF .



44 Chapitre 3 - Séletion de features par minimisation d'une énergieA�n de minimiser E , on utilisera une desente de gradient de la formedPtdt = ��HF (rE(Pt)) (3.3)La disrétisation en temps de l'équation d'évolution (3.3) revient alors à utiliser une formule deréurrene de la forme :8Æ 2 F Pn+1(Æ) = Pn(Æ)� n [�HF (rE(Pn)(Æ))℄ (3.4)Il faut noter dans la préédente formule (3.4) que 'est préisément le terme �HF qui permetde ontraindre P à HF . Ce qui orrespond au shéma suivant :
�����!�(r(P))P

���!r(P)����!nSF (P)
SF

En�n, pour assurer que la suite (Pn)n2N évolue toujours dans SF , il faut s'assurer que tousles Pn(Æ) sont positifs au ours du temps (disrétisé par n). Plusieurs onditions assurant unetelle stabilité dans SF seront données dans les paragraphes 3.3 et 3.4.3.2.2 Gradient de E en métrique eulidienneDans le adre lassique de la métrique eulidienne, on peut aluler le gradient de l'énergieE . Au vu de (E) elui-i est donné par :rE(P) = �rE1(P) + �rE2(P)ave 8Æ 2 F 8>><>>:rE1(P)(Æ) = P!2Fp� P(!)� P(Æ) g(!)rE2(P)(Æ) = 2�P(Æ) � 1jFj�Pour expliiter failement le gradient de E1 préédent, introduisons les fontions C(!; Æ).



Chapitre 3 - Séletion de features par minimisation d'une énergie 45Dé�nition 3.2.5 (Fontions C(!; Æ))8! 2 Fp 8Æ 2 F C(!; Æ) = �� fi 2 [[ 1 ; p ℄℄ !i = Æg ��Ainsi, C(!; Æ) représente le nombre d'ourenes du feature Æ dans le p-uplet !.Cet arti�e de notation va alors nous permettre d'exprimer simplement le gradient de E1. Parontre, ette notation est néessaire puisque nous avons hoisi d'e�etuer un tirage des variables! ave remises dans l'ensemble F . L'introdution du terme C(!; Æ) est don le � prix à payer �de l'approhe ave remises : un tirage sans remise nous permettrait de s'absoudre de l'utilisationd'un tel terme mais alors le alul du gradient de E1 serait nettement plus omplexe.On peut alors expliiter le alul de rE1(P) :8Æ 2 F E1(P)(Æ) = P!2FpC(!; Æ)P(!)P(Æ) g(!) (3.5)Dans l'expression préédente, il n'y a pas de problème de ontinuité pour P(Æ) = 0 puisque dèsque C(!; Æ) > 1, ! s'érit ! = Æ; !2; : : : ; !pet P(!)=P(Æ) se simpli�e en P(!2)� � � � � P(!p).Cette expression amène don à la formule de mise à jour :Pn+1(:) = Pn(:)� n�HF �� P!2FpP(!)g(!)C(!; :)P(:) � 2� � 1jFj � P(:)�� (3.6)La linéarité de la projetion sur l'hyperplan HF implique alors que :8n 2 N Pn+1(:) = Pn(:) � n� P!2FpP(!)g(!)�C(!; :)P(:) � PÆ2! C(!; Æ)jFjP(Æ)�+ 2n�� 1jFj � P(:)� (E� 1)
Il est important de noter que pour le but que l'on poursuit (à savoir, à haque étape del'algorithme, mettre à jour de (Pn)n2N) il est néessaire de aluler le gradient de E . Cei n'estpas tout le temps réaliste puisque le alul de rE impose le parours de tous les ! de Fp ainsique le alul de la performane g(!). Lorsque 'est impossible (du point de vue du temps dealul), il faut alors proéder à une approximation de e gradient. Cette possibilité dépend enréalité de la nature des données, ainsi que du nombre de features tirés dans !. Nous verronsdi�érents as où un tel parours est impossible.3.2.3 Gradient de E en variables exponentiellesIl n'apparaît pas trivial au vu de (E� 1) de restreindre la suite (Pn)n2N à l'espae SF (ilparaît di�ile de véri�er que la ontrainte P(Æ) > 0 est valable, quel que soit n). On pourraitpenser alors à paramétrer le simplexe en variables exponentielles omme suit.



46 Chapitre 3 - Séletion de features par minimisation d'une énergie3.2.3.1 Changement de variable :On pose plus préisément : 8Æ 2 F P(Æ) = ey(Æ)Le but est alors de herher le veteur y qui minimise l'énergie E(ey) = eE(y) sur l'espae desontraintes qui est ette fois dé�nit par :C = �y = Pey(Æ) = 1�Dans e nouveau jeu de oordonnées, l'énergie eE se reérit eneE(y) = � P!2Fpey(!1)+���+y(!p)g(!) + �PÆ2F �ey(Æ) � 1jFj�2 (3.7)et le gradient de eE vaut ette fois :8Æ 2 F reE(y)(Æ) = � P!2Fpey(!1)+���+y(!p)g(!)C(!; Æ) + 2�ey(Æ) �ey(Æ) � 1jFj� (3.8)La projetion sur l'espae des ontraintes en variables � exponentielles � est un peu di�érente duas des variables � en P � et se fait parallélement au veteur normal (ii non normalisé) au plantangent à C en y dé�ni par : ���!nC(y) = 0B�ey1...eyn1CALa desente de gradient sur les variables y s'érit alors :yn+1 = yn � nreE(yn) + n (reE(yn) j ����!nC(yn))k����!nC(yn)2k| {z }=KEn revenant aux variables P, on en déduit une autre formule de mise à jour de (Pn)n2N :8n 2 N Pn+1(Æ) = Pn(Æ)e�nreE(yn)(Æ)Kn (E� 2)où Kn est donné par l'expression Kn = PÆ2FPn(Æ)e�nreE(yn)(Æ) (3.9)et reE(y)(Æ) = � P!2FpP(!)g(!)C(!; Æ) + 2�P(Æ)�P(Æ) � 1jFj�ave P(Æ) = ey(Æ)On onstate en examinant (E� 2) qu'il n'est pas néessaire de aluler expliitement Kn :en e�et, renormaliser Pn+1 a�n que la somme des probabilités soit égale à 1 su�t puisque defait, les entités manipulées sont toutes positives. L'avantage de ette desente de gradient � envariables exponentielles � est que �nalement, il y a peu de soins à apporter au pas de l'algorithme(n) pour ontraindre la suite (Pn)n2N dans SF .



Chapitre 3 - Séletion de features par minimisation d'une énergie 473.2.3.2 Vitesse de déroissane de Pn(Æ) vers 0 :Cette approhe paraît séduisante puisqu'elle permet de s'absoudre des onditions P(i) > 0 quisont naturellement véri�ées. En revanhe, l'évolution est plus lente, notamment lorsque Pn tendvers 0 et ne peut atteindre 0 qu'ave une vitesse nulle. En e�et, en érivant un développementlimité, lorsque n est petit, de (E� 2) (e qui sera préisément le as lorsque nous hoisironsnumériquement le pas de l'algorithme), on obtientPn+1 = Pn � n PnKnreE(yn) + o (n)On onstate bien que dans la formule préédente, le point 0 ne peut être atteint par Pn(Æ) qu'àvitesse nulle puisque le terme de vitesse d'atteinte de 0 varie au plus enMnPn(Æ)puisque grossièrement 8P 2 SF kreE(y(P))k 2 [m1 ;m2 ℄où �m1 = � Inf g � 2�=jFjm2 = � Sup (g) + 2�et Kn 2 [ e�nm2 ; e�nm1 ℄Cei assure que kreE(yn)kKn 2 [m1e�nm2 ;m2e�nm1 ℄En�n, Pn+1(Æ)� Pn(Æ)Pn(Æ) = �nreE(Pn)(Æ)Kn + o (n)La vitesse d'atteinte de 0 varie don omme annoné.3.2.3.3 Interprétation en métrique RiemannienneIl est possible d'interpréter le hangement de variable préédent en utilisant une métrique nonplus Eulidienne, mais une métrique prohe d'un adre Riemannien (au sens strit, les dé�nitionsne sont pas véri�ées pour satisfaire au adre Riemannien). Cela nous permettra d'interpréterintuitivement le omportement de l'algorithme paramétré en variables exponentielles en termede distane à la frontière du simplexe S?F . Nous munissons don S?F de l'ensemble des produitssalaires hQ;RiP.Dé�nition 3.2.6 (Produit salaire h:; :iP)Soit P 2 S?F , pour Q et R deux éléments de l'espae tangent à S?F en P noté T S?F (P),hQ;RiP = PÆ2FQ(Æ)R(Æ)P(Æ) (3.10)Cet ensemble de produits salaires ne dé�nit pas exatement une métrique Riemannienne surSF mais en dé�nit une sur la variété di�érentiable S?F On véri�e en plus les deux propriétés quiassurent la struture Riemanienne de l'espae S?F .Propriété 3.2.1 (Véri�ations des propriétés des tenseurs métriques)L'ensemble des produits salaires h:; :iP véri�ent bien les deux propriétés :



48 Chapitre 3 - Séletion de features par minimisation d'une énergie1. Pour tout P de S?F , on a(Q;R) 7�! hQ;RiP Q;R 2 T S?Fest une forme bilinéaire, symétrique, dé�nie positive.2. Pour tout ouvert U de S?F , et pour tout Q;R de S?F , la fontionP 2 U 7�! hQ;RiPest di�érentiable sur U.Ces propriétés nous permettent don de onsidérer la variété Riemannienne (S?F ; h:; :i:) ainsi quel'espae tangent TP à ette variété en P ; et de aluler ainsi dans et espae le gradient de lafontionnelle E qui y est dé�nie. En�n, notons que l'espae tangent à S?F est onfondu en toutpoint ave SF puisque la variété est en réalité une variété linéaire. Cela justi�e alors la dé�nitionde la quantité hQ;RiP dans le seond point de la propriété 3.2.1 préédente.Propriété 3.2.2 (Calul de r?E dans (S?F ; h:; :i:))Dans l'espae Riemannien préédent, le gradient de E vaut8P 2 S?F 8Æ 2 F r?E(P)(Æ) = 2�P(Æ) [P(Æ) � U(Æ)℄ + � P!2Fpg(!)C(!; Æ) (3.11)Preuve : On e�etue le alul de e gradient en remarquant que l'on doit avoir pour P uneprobabilité de S?F : 8Q 2 TP lim"!0 E(P+ "Q)� E(P)" = hr?E(P);QiPOn obtient ainsi la formule (3.11). �Il est désormais important de remarquer que si l'on pose P = ey via le hangement de variablespréédent, on a alors reE(y) = r?E(P) (3.12)Ainsi, l'égalité (3.11) exprime que le passage en variables exponentielles pour paramétrer S?F estune autre façon de voir la desente de gradient en métrique Riemannienne de S?F . La métriqueen question a pour propriété d'� envoyer � tous les points de sa frontière (P tels que P(Æ) = 0pour un feature Æ) à une distane in�nie (division par un terme nul dans la dé�nition 3.2.5 deh; i:). Ce résultat est don à mettre en parallèle ave le fait que l'on ne peut atteindre la frontièrede S?F par la desente de gradient (E� 2) qu'à une vitesse nulle.3.2.3.4 Identi�ation de l'espae SF? ; h; iPNous allons montrer que l'espae métrique préédent peut s'interpréter failement ommel'espae métrique SF? muni de la distane de Kullbak. Commençons par onsidérer l'espaeSF? muni de la distane de Kullbak D donnée par la dé�nition 2.8.3. Nous allons étudier leproduit salaire qui est issu de ette distane. Appelons ( j ): le produit salaire dérivé de ettedistane, nous allons identi�er e produit salaire au produit salaire Riemanien du paragraphepréédent. Pour ela, développons l'expression de D loalement en P dans la diretion dQ . On aalors la propriété suivante.



Chapitre 3 - Séletion de features par minimisation d'une énergie 49Propriété 3.2.3 (Développement de D(:; :))Si dQ désigne un point de l'espae tangent (T SF?)P, alorsD(P;P + dQ) =Px dQ(x)2P(x) + o �kdQk2�Preuve : Il su�t de développer l'expression préédente :D(P;P + dQ) =Px P(x) log� P(x)P(x) + dQ(x)�Soit D(P;P + dQ) = �Px P(x) log�1 + dQ(x)P(x) �= �Px P(x)�dQ(x)P(x) � 12 dQ(x)2P(x)2 �+ o �kdQk2�D(P;P + dQ) = �Px dQ(x)| {z }=0 +12Px dQ(x)2P(x) o �kdQk2�Finalement, on obtient bien le développement limité annoné. �Remarquons en�n que ette métrique est reliée à la métrique du �2 puisqu'on peut établirégalement la propriété 3.2.4.Propriété 3.2.4 (Développement de �2(:; :))Si P désigne un point de SF? et dQ est point de l'espae tangent à SF? en P, alors à l'ordre 2 ona 12�2(P;P + dQ) = 12Px dQ(x)2P(x) = D(P;P + dQ) + o �dQ(x)2�Par onséquent, le développement limité de la distane de Kullbak en P ainsi que elui du �2orrespondent et dé�nissent la même métrique Riemanienne dont la norme est dé�nie par(dQ j dQ)P =Px dQ2 (x)P(x)L'identité de polarisation permet alors de onlure que pour ette distane (elle du �2 oudeux fois elle de Kullbak), on a8Q ;R 2 SF? (Q j R)P =Px Q(x)R(x)P(x) = hdQ ;dRiPOn peut don remarquer que la métrique ( j ): dérivée de la distane du �2 (ou deux fois ellede Kullbak) est exatement la métrique h:; :i: du paragraphe préédent. La desente de gradienten variables exponentielles étant identi�ées à la desente de gradient en variable en P pour lamétrique h:; :i:, on en déduit don que ette desente de gradient en variables exponentielles estéquivalente à une desente de gradient � en P � pour la métrique dérivée de la métrique du �2.



50 Chapitre 3 - Séletion de features par minimisation d'une énergie3.3 Équations di�érentielles assoiées aux desentes de gradientPour obtenir la résolution de la reherhe du minimum de E , on pourrait tout d'abord songerà simuler l'équation di�érentielle assoiée aux desentes de gradients évoquées i-dessus via (3.3) :dPtdt = ��E!�Pt�p "C(!; :)g(!)P(:) � P�2! g(!)C(!; �)jFjP(�) #� 2� (P(:) �UF ) (E� 3)ou bien dPtdt = � PtKt ��E!�Pt�p [g(!)C(!; :)℄ + 2�Pt(Pt � UF )� (E� 4)où Kt est une onstante qui assure que la somme des probabilités Pt(Æ) est onstante égale à 1au ours du temps et E!�Pt�p désigne l'espérane sur ! tirée selon la loi Pt ave p remises.3.3.1 Étude de (E� 3)Il faut ommener par étudier l'existene de solutions à es équations, et si tel est le as,déterminer si elles dé�nissent bien des éléments de SF . Ce n'est pas évident dans le as dela première équation di�érentielle puisque dans e as, on peut réérire l'équation di�érentielleordinaire en dPtdt = F(Pt)La fontion F est alors dé�nie parF(P)(Æ) = �� P! j Æ2!g(!)C(!; Æ)P(! r Æ) + �jFjP! P�2!g(!)C(!; �)P(! r �)�2��P(Æ) � 1jFj�La fontion est de lasse C1(SF ;RjFj). Le théorème de Cauhy-Lipshitz assure l'existene d'unesolution maximale dé�nie sur un intervalle [ 0 ; tmax [ de R.Raisonnons par l'absurde et supposons que tmax < +1, le théorème de prolongement dessolutions maximales assure alors que : limt7!tmax kPtk1 = +1On sait que P�2FPt(�) = 1Démontrons alors que sous ertaines onditions, on ne peut avoir Pet(Æ) < 0, e qui assurera dèslors que tmax = +1. Supposons don l'existene d'une telle éventualité, la fontion Pt étant C 1,ela signi�e don que(D) ( 9t0 6 et Pt0(Æ) = 08t 2 � t0 ;et � Pt(Æ) < 0Mais alors



Chapitre 3 - Séletion de features par minimisation d'une énergie 51�dPdt �t=t0 = �� P! j Æ2!g(!)C(!; Æ)P(! r Æ) + �jFj P!;�2!g(!)C(!; �)P(! r �)+ 2�jFj> ��j!j Sup (g) + 2�jFjSi l'on suppose que � < 2�jFjj!j Sup (g) (3.13)est véri�ée, on peut alors en déduire que�dPdt �t=t0 > 0On peut alors trouver � > 0 tel que Pt(Æ) > 0 pour t 2 [ t0 ; t0 + � ℄, e qui ontredit ladé�nition (D) de t0. Par onséquent, si � et � véri�ent l'inégalité i-dessus, Pt(Æ) ne peut devenirnégatif, pour tout t et pour tout Æ. Comme en plus es réels ont pour somme 1, on peut en déduireque es nombres sont également bornés par 1, soit8t 2 R kPtk1 6 1Cei est en ontradition ave l'hypothèselimt7!tmax kPtk1 = +1Ainsi, la solution de (E� 3) est dé�nie sur R et véri�e8t 2 R 8Æ 2 F Pt(Æ) > 0A noter que la formulation de l'équation di�érentielle ordinaire (E� 3) utilisantla notation d'espérane sous P est don bien dé�nie puisque P est en tout temps uneprobabilité sur F .On a don établi le premier résultatThéorème 3.3.1 (Existene des solutions de (E� 3))Si l'on suppose que � et � véri�ent � < 2�jFjj!j Sup (g) (3.14)il existe alors une unique solution maximale de (E� 3) dé�nie sur R+ . De plus, la solution de(E� 3) appartient à SF en tout temps.L'inégalité (3.14) assure ainsi la stabilité de SF , mais ette ondition n'est pas du tout réalistedu point de vue de l'implémentation, et satisfaisante théoriquement puisque la ondition portesur une majoration de �, 'est-à-dire une majoration du terme ontr�lant l'in�uene du termed'erreur E1. En réalité, la ontrainte sur le oe�ient � devient enore plus forte lorsque l'ons'intéresse à un algorithme d'approximation de ette équation di�érentielle (voir setion 4.4 etAppendie B), e qui nous initera à ontourner la di�ulté des ontraintes � P(i) > 0 �.



52 Chapitre 3 - Séletion de features par minimisation d'une énergie3.3.2 Étude de (E� 4)Au vu de l'expression de Kt :Kt = (reE(yt) j ����!nC(yt))k����!nC(yt)k2 = jFjPi=1eyireE(yt)ijFjPi=1e2ytet de elle de reE :reE(y)(Æ) = � P!2Fpey(!1)+���+y(!p)g(!)C(!; Æ) + 2�ey(Æ) �ey(Æ) � 1jFj�on onstate que l'équation di�érentielle sur y est de la formedytdt = F(yt) = ���reE(yt)�où F est de lasse C1(RjFj ;RjFj). Cette appliation F est bornée en tout temps puisquePÆ2Feyt(Æ) = 1La solution de (E� 4) est don globale. Il n'y a par ailleurs auun problème de ontraintes auxdonnées par onstrution de P et y. Le hoix des onstantes � et � peut don être e�etué sansse préouper du poids de � par rapport à �.Lorsque les onditions (C) seront di�ilement appliables, par exemple dans le as où l'en-semble des features est de ardinal important, nous privilégierons don l'approhe en variablesexponentielles et l'équation d'évolution (E� 4).En revanhe, si jFj est petit (moins de 100 éléments), nous utiliserons les équations (E� 3)qui sont des équations d'évolution plus rapides.3.4 Approximation stohastique de la desente de gradient (E� 1)3.4.1 Néessité d'une approximation stohastiqueQue e soit dans l'approhe en variables exponentielles, ou en variables � en P �, on onstatequ'il peut être numériquement très long de aluler le gradient de la fontionnelle à minimiser.On doit don songer à e�etuer une approximation de e gradient, de sorte que le omportementlimite de l'algorithme d'évolution soit identique à la desente de gradient théorique. On auradon à étudier un algorithme s'érivant sous la forme :Pn+1 = Pn � n+1 (dn � Cn) (3.15)en variables � en P � ave Cn onstante de reentrage aux données qui assure que la suite deprobabilités appartient à SF et dnvariable aléatoire approhant la valeur du gradient.En s'inspirant des travaux sur les algorithmes de Robbins et Monro ([BMP℄, [Ben96℄), onalule les termes dn en imposant que le omportement limite de l'algorithme doit être identiqueà elui de l'équation di�érentielle : dPdt = ��HF (rE(P))



Chapitre 3 - Séletion de features par minimisation d'une énergie 53Mais le omportement asymptotique de la mise à jour (3.15) s'éritdPdt = �E [d(Æ) � C(Æ)℄En examinant l'expression (3.5) du gradient de E , on onstate qu'il su�t de poser dans unpremier temps : dn = �C(!n; :)Pn(:) + 2� �Pn(:) � 1jFj�pour !n variable aléatoire tirée dans Fp selon la loi Pn ave remise. Là enore, il n'y a pasde problème de division par 0 puisque si Pn(Æ) est nul, on ne peut don tirer un feature !nontenant Æ et la quantité d'ourenes C(!n; Æ) de Æ dans ! est également nul. Ainsi, on prendrala onvention que Pn(Æ) = 0 =) dn(Æ) = 0L'espérane � à la limite � du terme préédent peut se aluler en :E [dn(Æ)℄ = EPn [dn(Æ)℄ = � P!2FpPn(!)g(!)C(!; Æ)Pn(Æ) + 2� �Pn(Æ) � 1jFj�Finalement, en ajoutant le terme de reentrage à SF , on obtient la première desente de gradientstohastique :8n 2 N Pn+1(:) = Pn(:) � n+1�g(!n) C(!n; :)Pn(:) � PÆ2!n C(!n; Æ)jFjPn(Æ)!+ 2n+1�� 1jFj � Pn(:)� (E� 5)La suite de ette setion va onsister à montrer en quel sens une telle équation d'évolution(E� 5) approhe le omportement de la desente de gradient exate (E� 1) et don de fairebaisser l'énergie générale E .3.4.2 Stabilité de SFDans le as de la première équation d'évolution (E� 5) ; on herhe un intervalle stable de laforme [m ;M ℄. Le théorème suivant assure que sous ertaines onditions relativement restriitives,l'évolution de (E� 5) se fait bien dans SF .Théorème 3.4.1 (Stabilité de SF sous l'équation d'évolution (E� 5))Si l'on suppose que � et � véri�ent �� 6 U2F2j!j Sup (g) (3.16)et que le nombre ! de features tirés dans F véri�e! 6 jFj2alors on peut trouver un pas n variant en 1=n su�samment petit tel que l'intervalle � UF2 ; 2!jFj �est laissé stable par l'équation d'évolution (E� 5). Plus préisément, si  = �=� :



54 Chapitre 3 - Séletion de features par minimisation d'une énergie90 2 R+ 0 6  6 0 =) 8n 2 N 8Æ 2 F Pn(Æ) 2 � UF2 ; 2!jFj �Par ailleurs, la ondition qui donne le plus de poids à E1 par rapport à E2 (�=� maximal) est�� = 2�j!j Sup (g) U2F4 (C)Preuve : Voir Annexe B �Le théorème préédent donne don une ondition déterministe pour assurer que l'équationde réurrene (E� 5) dé�nit une suite d'éléments de SF . Mais l'importane qu'aorde etteondition (C) à l'énergie E1 est petite par rapport à la ontribution de E2, le rapport entre �et � étant en e�et trop faible. En réalité, e problème provient de la disrétisation de l'équationdi�érentielle limite (f paragraphe préédent où il est démontré la stabilité en temps ontinu deSF sous une ontrainte moins � dure � : l'inégalité (3.16) est en e�et plus exigeante que (3.13)).3.4.3 Pistes pour ontourner (C)Nous avons dès lors envisagé de modi�er l'énergie E pour s'a�ranhir de onditions omme(C) ou (3.16), et pouvoir donner autant d'importane que souhaité au terme d'erreur E1 dans E .� Une première solution imaginée a été de remplaer la dé�nition de E donnée par (E) en8P 2 SF eE(P) = E1(P) + PÆ2FP(Æ) log P(Æ)| {z }=E3(P)Cette énergie à minimiser est enore une fois onstituée de deux termes : elui d'erreurE1 est identique à elui de (E), le terme E3 est un terme entropique. Comme il s'agit deminimiser E , le terme E3 onstitue là enore un rappel vers la loi uniforme UF . La nouvelleéquation di�érentielle (remplaçant (E� 3)) sur (Pt)t2R devient alorsdPt(Æ)dt = ���HF (Pt)(rE1(P)(Æ)) + � log Pt(Æ1) : : :Pt �ÆjFj�Pt(Æ) : : : Pt(Æ) !1=jFj= ���HF (Pt)(rE1(P)(Æ)) � ��HF (Pt) (rE3(Pt))On onstate immédiatement que pour ette équation di�érentielle, on ne peut avoir limt7!+1Pt(Æ) =0 puisque sans ondition sur � et dès que � > 0, on alimPt(Æ)7!0 dPt(Æ)dt = +1Le terme en ��HF (Pt)(rE1(P)(Æ)) étant borné, pour tout Æ par �j!j Sup (g), on peut dontrouver " tel que SFrV"(�SF ) est stable par l'équation di�érentielle préédente, inondition-nellement en � et �, ou enore :9 " > 0 8P 2 SF " < ��P(Æ)�� < 2") dPt(Æ)dt > 0Cependant, ette approhe n'a pas été retenue puisque pour simuler ette équation di�é-rentielle, il s'agit là enore d'e�etuer une approximation stohastique. Malheureusement,l'approximation stohastique s'avère performante mais inutile ar le terme de rappel E3



Chapitre 3 - Séletion de features par minimisation d'une énergie 55� tire � trop fort vers U , de sorte que l'apprentissage ne permet pas d'obtenir des perfor-manes de diminution de E1 onvainantes. Nous n'avons pas réussi, dans e as, à trouverune ombinaison de oe�ients � et � satisfaisants pour un tel apprentissage.� L'autre solution étudiée a été de hoisir de dé�nir struturellement la stabilité de SF . Onpropose, à haque fois qu'une frontière de SF est heurtée par une trajetoire (ou trajetoireapprohée) de l'équation di�érentielle, une diretion de ré�exion qui permet de maintenirl'algorithme dans le simplexe étudié. L'approhe théorique est alors plus ardue et nousonsarerons les hapitres suivants à un tel algorithme.3.5 Approximation stohastique de la desente de gradient (E� 2)Le as où l'on herhe à approher le omportement limite de (E0) se traite de manièreidentique à elui onernant l'étude de (E). On herhe don dn et kn pour que l'équation deréurrene en variables � exponentielles �yn+1 = yn � n+1(dn � kn) (3.17)ou bien Pn+1 = Pne�n+1(dn�kn) (3.18)soit prohe à la limite de (E� 2). dn est ii enore une approximation du gradient tandis que knest là aussi une onstante de reentrage issue de la projetion sur l'espae des ontraintes. Or,l'équation d'évolution (E� 2) s'éritdydt = �E [dt(Æ) � kt(Æ)℄ pour (3.17)où kt(Æ) = P� Pt(�)reE(yt)(�)P� Pt(�)2 Pt(Æ)
De la même façon que dans le paragraphe préédent, l'approximation en y se traduit par ladesente de gradient stohastique :yn+1 = yn � n+1 ��g(!n)C(!n; :)� 2�nPn(:)� 1jFj � Pn(:)�+ kn(Æ)� (E� 6)soit �nalement omme équation � en P � :8n 2 N Pn+1(:) = Pn(:)e�n+1h�g(!n)C(!n;:)��nPn(:)( 1jFj�Pn(:))+kn(Æ)iKn (E� 60)où Kn est une onstante de normalisation assurant quePÆ Pn+1(Æ) = 1En développant la somme PPn(Æ)e�n+1(dn�kn) à l'ordre 2 en n, on onstate alors que



56 Chapitre 3 - Séletion de features par minimisation d'une énergieKn = 1 +O(2n)et les équations (E� 6) et (E� 60) sont don équivalentes à l'ordre 1.Là enore, !n est une variable aléatoire de loi P�pn ave remise sur Fp. Il n'y a pas ommedans la setion préédente d'étude à e�etuer sur l'appartenane à SF pour haque itération dela suite de probabilités puisque par onstrution, on a bien les onditions réunies :8n 2 N 8<: Pn(Æ) > 0PÆ2FPn(Æ) = 1Le seul inonvénient de ette approhe est, nous l'avons vu au paragraphe 4:2:3:2, sa lenteuret notamment lorsque P approhe 0.3.6 Convergene de l'apprentissage (E� 6) de P vers (E� 2)Nous allons établir dans un premier temps quelques dé�nitions et propriétés sur les traje-toires assoiées à un �ot d'équation di�érentielle. Nous utiliserons notamment une topologie sures trajetoires, topologie qui est préisément dérite dans [Ben96℄ et [Ben00℄. Par ailleurs, lesalgorithmes d'apprentissages qui seront utilisés appartiennent à la lasse générale d'algorithmesstohastiques de Robbins-Monro. Ces algorithmes font l'objet de nombreuses études : on pourrase reporter à [BMP℄, [Duf96℄ pour une étude exhaustive de es algorithmes et à [You91℄, [You89℄pour des utilisations de tels algorithmes pour l'estimation de paramètres issus de hamps deGibbs.3.6.1 Généralités sur les équations di�érentiellesCommençons par dé�nir les trajetoires �t(x), trajetoires en temps initialisées en x, pointquelonque d'un espae métrique.Dé�nition 3.6.1 (semi-�ot)On appelle semi-�ot � sur (M; d) espae métrique une appliation ontinue� : (t; x) 2 R+ �M 7�! �t(x) = �(t; x) 2Mtelle que ��0 = Id�t+s = �t Æ �sLa dé�nition du semi-�ot nous permet de dé�nir une onvergene d'un ensemble de traje-toires ��h(X)�h>0 vers la solution d'une équation di�érentielle dé�nie par son �ot. Cei est rendupossible grâe à la notion développée dans la dé�nition 3.6.2.Dé�nition 3.6.2 (Pseudo-trajetoire asymptotique)Une fontion ontinue X : R+ �! M est une pseudo-trajetoire de � si8T > 0 limt7!1 Sup06h6T d(X(t+ h);�h(X(t))) = 0Cette notion de pseudo-trajetoire a été introduite par Benaïm et Hirsh et se révèle partiulière-ment adaptée pour l'étude des proessus stohastiques. Nous verrons dans le paragraphe suivantomment ette dé�nition sera utilisée dans le adre de trajetoires de proessus aléatoires.



Chapitre 3 - Séletion de features par minimisation d'une énergie 57Dé�nition 3.6.3 (Opérateur de translation �)� est l'opérateur de C0(R;M) � R �! C0(R;M) tel que8X 2 C0(R;M) 8(s; t) 2 R2 �t(X)(s) = X(s+ t)� orrespond don à l'opérateur de déalage temporel d'une trajetoire X. Il sera alors intéressantde regarder l'ensemble des propriétés topologiques de l'ensemble des trajetoires ��h(X)�h>0.Dé�nition 3.6.4 (Trajetoires S� assoiées au �ot �)S� est l'ensemble des trajetoires assoiées au �ot �, et une trajetoire est préisément la donnéede �p : t 7�! �t(p).Ainsi S� = ft 7! �t(p) j p 2 MgOn note H l'homéomorphisme qui à un point p de M assoie sa trajetoire dans S�. On obtientimmédiatement la propriété de onjugaison :8t > 0 �t Æ H = H Æ �tEn�n, pour dé�nir la notion de onvergene vers des trajetoires, il est néessaire de dé�nir unemétrique sur l'ensemble des trajetoires ontinues de R dans SF . La topologie alors obtenue estelle de la onvergene uniforme sur tous les intervalles ompats de R, basée sur la métriquedonnée dans la dé�nition 3.6.5 qui suit.Dé�nition 3.6.5 (Métrique sur C0 (R;SF ))Si f et g désignent deux trajetoires ontinues, alors l'appliation d dé�nie une distane surC0 (R;SF ) par : d(f ; g) = Pk2N 12k �Min �1;wwww(f � g) [�k ;k ℄ wwww1��On peut dès lors énoner un théorème de aratérisation des pseudo-trajetoires utilisant lamétrique préédente. Ce théorème nous permettra par la suite de aratériser l'approximationd'une trajetoire par l'algorithme stohastique dé�ni préédemment.Théorème 3.6.1 (Caratérisation des pseudo-trajetoires, Benaïm)Soit X : R+ �! M une appliation ontinue préompate, les propositions suivantes sont équi-valentes� (i) X est une pseudo-trajetoire asymptotique de �.� (ii) X est uniformément ontinu et tout point de f�t(X)gt>0 appartient à S�.3.6.2 Convergene vers une pseudo-trajetoire asymptotiqueA�n de se référer très préisément aux travaux [Ben00℄, nous allons suivre les notationsutilisées dans e travail. On suppose don (e qui est le as au vu de (E� 6)) que l'équationd'évolution satisfait l'équation stohastique :yn+1 � yn = n+1 (F(yn) + ÆUn+1) (3.19)Pour oller parfaitement au adre théorique des algorithmes de Robbins-Monro, on impose que1. (n)n2N est une suite de réels stritement positifs, déroissante vers 0.



58 Chapitre 3 - Séletion de features par minimisation d'une énergie2. ÆUn est une suite de perturbations aléatoires de RjFj .3. Si (Fn)n2N désigne la �ltration roissante adaptée au proessus (yn)n2N donnée parFn = �(y0; : : : ; yn)alors le proessus (ÆUn)n2N est adapté à la �ltration et véri�eE [ÆUn+1 jFn℄ = 0 (3.20)La formule (3.19) est à rapproher du shéma d'Euler expliiteYk+1 �Yk = k+1F(Yk)mais ii, dans le as de la formule (3.19), l'ation de ÆU est en moyenne nulle.On essaie don de rapproher le proessus Pn ainsi que son proessus ontinu interpolé aveles trajetoires de l'équation di�érentielle (E� 3). Il sera alors ommode d'utiliser les notationssuivantes qui permettent de transformer une itération n de N en un temps �(n) de R.Dé�nition 3.6.6 (Transformation � �m)Si n est un entier naturel, on pose �n = nPk=0k+1On note alors l'appliation � réiproque � de � :8u 2 R m(u) = Inf fn 2 N j �n > ugCes deux appliations permettent d'assoier à une itération donnée le temps qui orrespond àl'évolution du shéma d'Euler expliite évoqué préédemment.On onstate d'emblée que le fait de disrétiser le temps variant dans R+ par la transformation� �m implique que � varie lui aussi dans R+ , et atteigne également ses bornes. Finalement, onpeut d'ores et déjà établir que la ondtionlimn7!+1 �n = +1doit être véri�ée. C'est-à-dire Pn2Nn = +1On dé�nit également les proessus (en temps ontinus) interpolés de (Pn)n2N aux temps �npar la dé�nition suivante.Dé�nition 3.6.7 (Interpolation du proessus disret P)Si n désigne un entier naturel quelonque, les proessus en temps ontinus (yt)t>0 et (yt)t>0 sontdé�nis sur tous les intervalles ℄ �n ; �n+1 [ par8n 2 N 8s 2 ℄ 0 ; n+1 ℄ 8><>:ys+�n = yn + syn+1 � yn�n+1 � �nys+�n = yn



Chapitre 3 - Séletion de features par minimisation d'une énergie 59Les proessus y et y sont don a�nes par moreaux et onstants par moreaux. Par ailleurs, ilssont égaux en tous temps �n à Pn, d'où l'interpolation. De manière exatement identique, onnote en�n le proessus ontinu ÆU :8n 2 N 8s 2 ℄ 0 ; n+1 ℄ ÆU�n+s = ÆUn+1Toutes es notations nous permettent alors d'érire l'équation intégrale approhée du proes-sus disret : yt � y0 = Z t0 �F(ys) + ÆUs� ds (3.21)De plus, il est possible d'expliiter exatement la fontion F et la perturbation ÆU dans lapropostion qui suit.Propriété 3.6.1 (Expression de F et de ÆU :)La fontion F et le proessus ÆU sont donnés parF(y) = ��(reE(y))et 8n 2 N ÆUn+1 = ��(�g(!n)C(!n; Æ) + 2�eyn(UF � eyn)) + �(reE(yn))Preuve : Il su�t d'utiliser l'égalité (3.20). On a en e�et :E[ÆUn+1jFn℄ = 0Mais ÆUn+1 est également donné par l'expression :F(yn) + ÆUn+1 = yn+1 � ynn+1En prenant l'espérane onditionnée à Fn dans l'expression préédente, on obtient :E[F(yn)jFn℄| {z }=F(yn) +E[ÆUn+1jFn℄| {z }=0 = E[yn+1jFn℄� =ynz }| {E[ynjFn℄n+1Soit F(yn) = E[yn+1jFn℄� Pnn+1= �reE(y)L'expression du proessus pontuel ÆU s'en déduit alors par soustration :ÆUn+1 = yn+1 � ynn+1 � F(yn+1) �3.6.2.1 Comportement des perturbations ÆUOn peut de plus étudier la onvergene du proessus (Un)n2N dé�ni par8n 2 N Un = nPi=1iÆUiainsi que son interpolé �Ut�t2R onstant par moreaux dé�ni omme ÆU. Le point ruial dela démonstration repose sur le fait que (Un) est une Fn-martingale ([MPB98℄, [Wil91℄). Nousallons, pour T une onstante temporelle �xée, étudier la quantité



60 Chapitre 3 - Séletion de features par minimisation d'une énergielimn!1P Supj>n max06t6T �����m(jT+t)�1Pi=m(jT) iÆUi����� > "!où m est la fontion qui à un temps donné de R assoie son itération orrespondante dans N. Onpeut tout d'abord énoner le lemme évident (par onstrution de ÆU)Lemme 3.6.1Le proessus (Un)n2N est une Fn-martingale.Le lemme suivant donne un ritère de omportement asymptotique de la queue du proessus U.Lemme 3.6.2Si la série de terme général positif qj(") dé�ni parqj(") = P max06t6T �����m(jT+t)�1Pi=m(jT) iÆUi����� > "!onverge, alors limn!1P Supj>n max06t6T �����m(jT+t)�1Pi=m(jT) iÆUi����� > "! = 0Preuve : Il su�t d'appliquer le lemme de Borel-Cantelli à la série Pqj("). On en déduit immé-diatement que limn!1P Supj>n max06t6T �����m(jT+t)�1Pi=m(jT) iÆUi����� > "! = 0C'est préisément e qu'il fallait démontrer. �La onvergene vers 0 du terme préédent peut alors se reérire en exprimant le lemme 3.6.3.Lemme 3.6.3Si la série de terme général positif qj(") onverge, alorslimn!+1 Supj>n Max06t6T jUjT+t �UjT j = 0En�n, la proposition suivante assure que la série préédente de terme général qj(") onvergebien, sous ertaines onditions de déroissane des oe�ients n, e que nous allons voir dansla prohaine propriété.Propriété 3.6.2 (Convergene de Pqj("))Si les oe�ients n varient en n = noù  est une onstante stritement positive, alors la série Pqj(") est onvergente.Preuve : Appliquons l'inégalitéPFt0 ( Supt06t6t1 jMtj > �) 6 E[q(Mt1)jFt0 ℄q(�)



Chapitre 3 - Séletion de features par minimisation d'une énergie 61si M est une martingale et si q est une fontion onvexe ([Bre68℄, hapitre 5) à la fontionq(x) = kxk22 qui est onvexe et à la F-martingale Mt donnée parMt = m(jT+t)Pm(jT) iÆUiOn obtient don qj(") 6 E 24"m(jT+T)Pi=m(jT)iÆUi#2 ���Fm(jT)35"2En développant la somme au arré, et en supprimant les � doubles produits � qui ont une espé-rane nulle sous Fm(jT) puisque les aroissements ÆUi sont entrés, alorsqj(") 6 E "m(jT+T)Pi=m(jT)2i ÆU2i + Pm(jT)6k<n6m(jT+T)knÆUkÆUn���Fm(jT)#"26 E "m(jT+T)Pi=m(jT)2i ÆU2i ���Fm(jT)#"2 + Pm(jT)6k<n6m(jT+T)knE hÆUkÆUn���Fn�1���Fm(jT)i"2
qj(") 6 E "m(jT+T)Pi=m(jT)2i ÆU2i ���Fm(jT)#"2 + Pm(jT)6k<n6m(jT+T)knE 2664ÆUk =0z }| {E hÆUn���Fn�1i ���Fm(jT)3775"2soit qj(") 6 E "m(jT+T)Pi=m(jT)2i ÆU2i ���Fm(jT)#"2Par ailleurs, le terme ÆU2n est borné pour tout entier n quelonque puisque8n 2 N ÆUn+1 = ��(�g(!n)C(!n; Æ) + 2�eyn(UF � eyn)) + �(reE(yn))On a ii une di�érene de deux termes de projetion sur le ompat SF et donkÆUnk22 6 2��F ��Ainsi qj(") 6 K2m(jT+T)Pi=m(jT)2i"2Au vu du hoix des oe�ients n, on en déduit que la série est onvergente. �Ave e qui vient d'être établi, nous pouvons don énoner le théorème de onvergene 3.6.2.Théorème 3.6.2 (Convergene de U)Les hoix de déroissane des oe�ients n assurent quelimn!+1 Supj>n Max06t6T jUjT+t �UjT j = 0



62 Chapitre 3 - Séletion de features par minimisation d'une énergieEn examinant les démonstrations préédentes, on onstate qu'il su�t de faire deshypothèses sur le omportement de la suite (n)n2N pour assurer la onvergene vers 0du proessus U. Les deux hypothèses fondamentales à satisfaire sont1. Les oe�ients n doivent permettre de disrétiser tout temps t réel, 'est-à-dire mest dé�nie sur tout R, soit enore :Pn2Nn = +12. Les oe�ients n doivent déroître su�sament rapidement pour quePn2N1+�n < +1où � est un réel stritement positif. La ondition suivante provient alors du fait qu'ilsu�t d'avoir un moment borné à un ordre quelonque de la martingale (Mt)t>0 pourassurer la onvergene de qj("). L'appliation de l'inégalité utilisée au début de ladémonstration de la propriété 3.6.2, ou de l'inégalité de Burkholder [Wil91℄, [BMP℄joue alors un r�le fondamental dans la démonstration d'une telle onvergene.Typiquement, les oe�ients n varieront don en n = =n3.6.2.2 Convergene vers une pseudo-trajetoire de (yt)t2RNous avons démontré dans le paragraphe préédent que la perturbation du shéma d'Eulerqui est en somme disrétisé par notre algorithme tendait vers 0. Il su�t don pour onlure à laonvergene vers une pseudo-trajetoire d'utiliser des arguments élémentaires de ontinuité et lethéorème 4:6:1 aratérisant les pseudo-trajetoires. Plus préisément, si � désigne le �ot assoiéà l'équation di�érentielle : dytdt = F(yt)où F est l'appliation ontinue ��(reE(y)), on a alors le théorème aratérisant le omportementasymptotique du proessus interpolé P qui est démontré i-dessous.Théorème 3.6.3 (Convergene vers une pseudo-trajetoire)Le proessus interpolé P est une pseudo-trajetoire asymptotique de �.Preuve :Nous allons suivre exatement la démarhe de [Ben96℄ en appliquant le théorème de ara-térisation des pseudo-trajetoires vu préédemment. Démontrons tout d'abord que le proessusP est uniformément ontinu. Le proessus (yt)t>0 appartient à tout instant à SF . Ainsi, parontinuité de F et ompaité de SF , il existe un réel K tel que8P 2 SF j P = ey j F(y) j 6 KEn utilisant alors : yt � y0 = Z t0 F(ys) + Us dset le omportement asymptotique de U, on obtient alors :



Chapitre 3 - Séletion de features par minimisation d'une énergie 638T > 0 lim supt7!1 Sup06h6T j yt+h � yt j 6 KTAinsi, le proessus P est uniformément ontinu.Par ailleurs, en utilisant le �ot de l'équation di�érentielle �, on peut érire que :�t(y)h = �(h;�t(y)) + At(h) + Bt(h)où l'on a �(h; y) = y0 + Z h0 F(yu)duet 8>>><>>>:At(s) = Z t+st F(yu)� F(yu)duBt(s) = Z t+st UuduEn vertu du omportement asymptotique de U, on a toujours :limt7!1Bt = 0En�n, on a : yt � yt = Z t�(m(t))F(ys) + Us dsAinsi, on obtient la majoration par uniforme ontinuité de F :j yt � yt j 6 Km(t) + j Z t�(m(t))Us ds jEt on obtient don également : limt7!1At = 0On onlut don que si y? est un point de f�t(y)gt>0, alors y? véri�e :y? = �(y?)On peut don appliquer le théorème de aratérisation des pseudo-trajetoires pour ahever ladémonstration. �3.6.3 Convergene vers un minimum de E3.6.3.1 Convexité de ERappelons l'expression de E :E(P) = � EP[g(!)℄ + � kU � Pk22| {z }ConvexeOn ne peut don pas onlure diretement en utilisant un résultat élémentaire de onvexité puis-qu'ii nous sommes en présene d'une somme de deux fontionnelles : l'une onvexe et l'autre non.On peut énoner un résultat qui assure la onvexité de E sous des onditions restritives om-parables à (3.16), et qui ne seront don pas respetées en pratique. Ce résultat donne une borneexate qui assure que la perturbation d'une fontionnelle onvexe reste onvexe si l'amplitude dela perturbation est su�sament faible (majoration de �).



64 Chapitre 3 - Séletion de features par minimisation d'une énergieThéorème 3.6.4 (Convexité de E)Si les oe�ients � et � véri�ent l'inégalité� > �j!j2 Sup (g)2 (3.22)alors la fontionnelle E est onvexe et admet don un unique minimum.Preuve : Voir Annexe B. �Cette ondition est à rapproher de (3.16) qui assurait la onvergene de l'algorithme. Ononstate qu'on se retrouve ii également une borne pour � moins exigeante que elle en � 1=jFj2 �obtenue en (3.16) puisque 8(Æ; eÆ) 8! 2 F2 C(!; Æ)C(!; �) 6 j!j2et que don la ondition (3.77, f Annexe B) est déjà plus souple (plus failement satis�able)que l'inégalité : � > �j!j22et bien entendu, on a (3.16) =) (3.22). Ainsi, l'inégalité (3.16) implique également la onvexitéde la fontionnelle, et don la onvergene de la desente de gradient vers le minimum absolu deE sur SF .3.6.3.2 Convergene du proessus yOn suppose ii que le proessus est bien on�né à SF , 'est-à-dire lorsque (3.16) est véri�ée,on sait alors que E est onvexe d'après le paragraphe préédent. Pour obtenir la onvergene dePn vers la probabilité réalisant le minimum de E , il su�t de remarquer quedytdt = �r?E(yt) = F(yt)L'équation di�érentielle préédente admet don un unique équilibre, par onvexité de E quiest di�érentiable, il s'agit du minimum de E et en repassant aux variables � en P � :limt!1Pt = arg MinP2SF E(P)Comme la suite (Pn)n2N est une pseudo-trajetoire asymptotique pour l'équation di�érentiellepréédente, on peut en onlure le théorème :Théorème 3.6.5 (Convergene vers le minimum de E)Dans le as où l'inégalité (3.16) est vraie, et si la suite (Pn)n2N suit (E� 2), on alimn!1Pn = arg MinP2SF E(P)On peut par ailleurs étendre tous les résultats des deux dernières setions au as de la desentede gradient (E� 1) disrétisant à la limite l'équation di�érentielle (E� 3). Il est alors néessairede manipuler les variables � P � au lieu des variables en y. L'étude des perturbations ngÆUn estmême identique puisque elles-i sont bornées également.La onvexité de E , elle, n'est pas in�uenée par la manipulation des variables � en P � ou� exponentielles �. Nous obtenons don le résultat similaire exprimé dans le théorème qui suit.



Chapitre 3 - Séletion de features par minimisation d'une énergie 65Théorème 3.6.6 (Convergene vers le minimum de E)Si la suite (Pn)n2N suit (E� 1) et si (3.16) est de plus véri�ée, alors on a la onvergene de(Pn)n2N vers le minimum global de E .3.7 Expérienes sur des données synthétiquesNous étudions tout d'abord l'e�et, sur des données synthétiques, d'un tel algorithme d'ap-prentissage. Il s'agit ii de valider sur e as simple notre modélisation, plut�t que de proposerune méthode de résolution ar le problème pourra se résoudre beauoup plus simplemenent pardes onsidérations statistiques.3.7.1 Desription des donnéesL'objet de e paragraphe est d'illustrer l'augmentation de performane moyenne que permet ladesente de gradient préédente. Les données qui sont étudiées sont issues de modèles synthétiquesaléatoires simples. Chaun des éléments de la base de données appartient à une des lasses Ci etest quanti�é par des valeurs ternaires f�1; 0; 1g sur l'ensemble F des features. L'ensemble F est,quand à lui, supposé donné.Nous pouvons donner expliitement les règles de onstrution qui nous ont permis de générernotre problème de lassi�ation synthétique.Dé�nition 3.7.1 (Données synthétiques)Pour haune des lasses Ci, on dé�nit plusieurs sous-ensembles Fik de F tels que8i 2 [[ 1 ; jCj ℄℄ 9k 8Æ 2 Fik P (Æ(I) = 1 j I 2 Ci) = 910et 8i 2 [[ 1 ; jCj ℄℄ 9k 8Æ 2 Fik P (Æ(I) = 0 j I 2 Ci) = P (Æ(I) = �1 j I 2 Ci) = 120tandis que8i 8k 8Æ =2 Fik P [Æ(I) = 1 j I 2 Ci℄ = P [Æ(I) = �1 j I 2 Ci℄ = P [Æ(I) = 0 j I 2 Ci℄ = 13Les données ainsi générées orrespondent don à des données ternaires fortement orrélées surertains features et omplètement déorrélées sur d'autres. L'objetif est alors double :� optimiser les performanes de lassi�ation basée sur ertains features� reherher les features aratéristiques des lasses Ci.Les données présentées ii ont été étudiées dans le as d'un problème de lassi�ation à troislasses ave un ensemble de features F de 20 tests ternaires. D'autres expérienes ont été faites etont permis d'aboutir à des onlusions similaires dans le as d'un nombre plus grand de lasses,dans le as de tests uniquement binaires, ou bien dans le as où l'ensemble F possède un ardinalplus important (plusieurs entaines).On peut visualiser un extrait de ette base de données en représentant l'ensemble des featuresF par des ases pouvant être noires (+1), grises (-1) ou blanhes (0).Les éhantillons sont représentés � par ligne � tandis que les variables Æ sont rangées enolonne.



66 Chapitre 3 - Séletion de features par minimisation d'une énergieC1 C2 C3Æ0; Æ1; : : : Æ20

On onstate ii qu'il paraît di�ile, d'emblée, d'exhiber les règles de onstrution des di�é-rentes lasses Ci, ainsi que les features qui permettront d'obtenir le meilleur taux d'erreur lorsde la phase de lassi�ation.Dans notre as préis, le alul de g s'e�etue en appliquant un algorithme A de k-plus prohevoisin, en prenant k égal à 4. La distane hoisie d est dé�nie par8(I1; I2) 2 I2 d(I1; I2) = PÆ2F jÆ(I1)� Æ(I2)j3.7.2 Desente de gradient exateLe as partiulier des données synthétiques est relativement intéressant vis-à-vis des expéri-mentations puisqu'il permet d'implémenter la desente de gradient exate et don de omparerles desentes de gradient exates et stohastiques. Par ailleurs, dans le as de données synthé-tiques où l'on sait exatement quelles sont les soures qui ont permis de générer es données, onsouhaite véri�er si le modèle permet de mettre en valeur es soures ou non. Le modèle d'évolu-tion que nous utilisons dans e as préis est elui des variables � en P �. Voii don l'évolution



Chapitre 3 - Séletion de features par minimisation d'une énergie 67de l'erreur du 4-plus prohe voisin dans le as où l'on e�etue ette desente de gradient exate(non approhée) ave di�érents jeux de oe�ients. Seul le rapport �=� in�uene don la vitessede onvergene vers le régime stationnaire de l'équation di�érentielle. Tous les résultats d'erreuront ii été alulés sur le Test-Set de la base de données.
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Desente Exate ave � = 1 et � = 03.7.3 Desente de gradient approhéeIl n'est pas possible omme dans la desente de gradient exate de représenter à haquepas de temps le taux d'erreur exat orrespondant, en revanhe, on peut aluler en ertainsinstants hoisis à l'avane le taux d'erreur obtenu par desente de gradient stohastique. Laourbe en traits pleins rappelle les résultats de la desente de gradient exate e�etuée sur



68 Chapitre 3 - Séletion de features par minimisation d'une énergiele même ordinateur, ave la même éhelle de temps. Les ourbes disontinues représentent demême l'évolution du taux d'erreur ave la méthode d'approximation stohastique, ette ourbeest obtenue en e�etuant une interpolation a�ne par moreaux aux instants où sont faits lesrelevés exats de es taux d'erreur. Mais l'éhantillonage est don moins préis que dans lesdesentes de gradient préédentes, e qui explique le manque de régularité des ourbes obtenues.
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Desente Exate/Approhée �=� =1On peut d'ores et déjà faire plusieurs ommentaires sur les résultats obtenus :� La déroissane est plus rapide (en temps d'horloge proesseur) lors de l'approximationstohastique que lors de la desente de gradient exate. Cei nous onforte dans l'idée quel'algorithme stohastique est ii un outil e�ae pour aratériser l'utilité des features etles propriétés de � mélange � d'e�aité de es features.



Chapitre 3 - Séletion de features par minimisation d'une énergie 69� L'algorithme obtient des sores meilleurs � à la limite � que la desente de gradient réellepuisque les taux d'erreurs limites obtenus sont largement inférieurs (0:51 ontre 0:46).� La variane de l'algorithme augmente (visuellement) ave le rapport �=�. Cei était pré-visible puisque le terme qui aratérise la stabilité de l'algorithme est pondéré par le réel�.3.7.4 Features � séletionnés �Dans l'exemple du problème de détetion préédent, on peut également mettre en valeur lesfeatures qui ont la plus forte probabilité P1 d'être tirés. Ces features sont supposés apporterle plus de valeurs informatives à la lassi�ation. Dans le problème préédent de détetion, lesensembles Fik qui ont permis de former les lasses C1; C2 et C3 sont préisément représentésdans le tableau suivant pour haune des lasses. Ce tableau se lit par ligne, haune des lignesorrespond à une des soures Fik dont est issue une partie des données.C1 C2 C3
On a ii : F11 = fÆ1; Æ3; Æ5; Æ7g et F11 = fÆ1; Æ5g et fF1g3 = fÆ3; Æ7gpuis F21 = fÆ2; Æ4; Æ6; Æ8g et F22 = fÆ2; Æ4g et fF2g3 = fÆ6; Æ8get en�n F31 = fÆ1; Æ4; Æ8; Æ9g et F32 = fÆ1; Æ8g et fF3g3 = fÆ4; Æ9gIl est important de aluler les entropies onditionnelles de la loi des lasses sahant la onnais-sane des réalisations de variables. Le alul de telles entropies permet en e�et de juger la om-plexité statistique des données en fontion de la onnaissane de ertaines variables. Les featuresgénérant le bruit, 'est-à-dire les variables Æ n'appartenant à auune des soures Fki ont uneentropie onditionnelle maximale, puisque :8j > 10 P(CijÆj = 1) = P(Æj = 1jCi)P(Ci)P(Æj = 1) = 13Soit H(P(:jÆj = 1)) = log(3) ' 1:099En e qui onerne les variables appartenant à ertaines soures, on onstate que les entropiesonditionnelles sont un peu moins importantes dans notre as synthétique, mais sont tout demême élevées. Par ailleurs, il y a peu de di�érene entre les entropies onditionnelles pour lesvariables appartenant à une seule soure, ou appartenant à l'intersetion de plusieurs soures.En e�et, pour les variables Æ1 et Æ3 sur les données synthétiques préédentes, on a :H(P(:jÆ1 = 1)) ' 0:852alors que H(P(:jÆ3 = 1)) ' 0:856Même si les variables orrespondant au � bruit � peuvent failement être déterminées en étudiantl'entropie onditionnelle des lasses sur es variables, il n'y a en revanhe pas de di�érene



70 Chapitre 3 - Séletion de features par minimisation d'une énergieimportante pour les tests Æ1 et Æ3 en e qui onerne les entropies onditionnelles sur es variablespuisque elles-i sont également importantes.Par onséquent, l'examen des entropies onditionnelles permet lairement de mettre en avantles variables qui bruitent les données (entropies onditionnelles très grandes), alors que les va-riables qui génèrent es données ne peuvent pas être lassées par ordre d'in�uene de façonévidente.Notre algorithme, en revanhe, permet d'opérer ette distintion. Voii en e�et un exempled'histogramme de probabilité limite P1 pour la tâhe de lassi�ation préédente ave le jeu deoe�ient �=� = 20 et des valeurs de j!j valant 2 pour le premier histogramme, puis 3 et 4 pourles suivants.F Æ1 Æ2 Æ3 Æ4 Æ5 Æ6 Æ7 Æ8 Æ9 Æ10 Æ11 Æ12 Æ13 Æ14 Æ15 Æ16 Æ17 Æ18 Æ19 Æ20L = 2L = 3L = 4 On onstate ii que e sont e�etivement les tests Æ qui appartiennent aux soures fFigk quisont privilégiés par la probabilité P1. De plus, les tests les plus hargés par la probabilité P1sont de loin les tests qui permettent une ollaboration d'information. Plus exatement, Æ1, Æ4 etÆ8 sont les tests qui ont la plus forte probabilité, et on peut remarquer que e sont préisémentes tests qui appartiennent aux plus grand nombre de soures Fik. C'est préisément le genrede résultat que nous souhaitons obtenir : parvenir à séletionner les variables informatives quis'adaptent le mieux aux lasses en jeu dans le problème de la détetion. Notre approhe permetdon de mettre en valeur ertaines variables qui n'auraient pas été mises en avant naturellementpar l'examen des entropies onditionnelles.Cependant, en l'état atuel des possibilités de séletion de variables de l'algorithme, il estdans l'immédiat impossible de omposer exatement es soures intégralement. Ce sera possiblepar la suite lorsque nous aurons formalisé un nouvel algorithme inluant des proessus de sauts.
3.8 Détetion de hi�res manusrits3.8.1 Taux d'erreur gNous présentons ii l'évolution du taux d'erreur g basé sur un algorithme de Support VetorMahine. Les features tirés sont en quantité j!j et sont tirés selon la loi P0 = UF puis selonla loi Pt pour t grand. L'évolution du taux d'erreur lors des expérienes e�etuées pour ettebase de données n'est malheureusement pas représentable de manière ontinue à ause de lagrande quantité de aluls à e�etuer. Mais on peut néanmoins traer la ourbe d'erreur g enfontion du nombre de oordonnées j!j tirées, ainsi que la ourbe d'erreur moyenne obtenue aprèsapprentissage. Cette ourbe a été obtenue en alulant la moyenne de g sur le Learning Set dela base de données [USP℄ de hi�res manusrits.
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Évolution des taux d'erreur sur le Training-Set en fontion de j!j avant et après apprentissagePour mesurer l'e�aité de notre apprentissage de P1, nous pouvons également traer la ourbereprésentant l'évolution du rapport Eerr(P1)=Eerr(UF ) en fontion du nombre de variables j!jque nous extrayons à haque pas de notre algorithme.
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72 Chapitre 3 - Séletion de features par minimisation d'une énergieLe gain de notre algorithme est don à peu près stable, indépendamment du nombre de variablesséletionnées à haque pas. Le gain réalisé est d'environ 10% pour haque taux d'erreur surl'ensemble d'apprentissage.3.8.2 Organisation spatiale des testsIl peut également être intéressant de visualiser les zones de l'image qui ont été mises en valeurpar l'algorithme d'apprentissage. Ce sont les zones où la probabilité de séletionner un feature estpartiulièrement importante (Pn grand). Ces zones dépendent en réalité un peu de l'orientationdu déteteur de bord. Dans le tableau i-dessous �gurent don en foné es zones � informatives �pour la détetion de hi�res manusrits, pour l'algorithme de reherhe utilisé.Bords horizontaux Bords vertiaux Bords diagonaux �=4 Bords diagonaux ��=4
Il est di�ile d'interpréter pour quelles lasses d'objets es di�érentes zones sont pertinentespour disriminer ou favoriser la détetion d'une telle lasse. Cependant, l'organisation des zones� informatives � est bien ohérente ave l'intuition qu'on pourrait en avoir. Ces zones sont (rela-tivement) onentrées dans l'image puisqu'elles n'oupent qu'un pourentage restreint de pixelsde l'image, et sont regroupées en � amas �.3.8.3 Performane de lassi�ation3.8.3.1 Protoole de lassi�ationL'algorithme de Support Vetor Mahine est adapté aux problèmes de détetions d'objets àdeux lasses. A�n d'obtenir un lassi�eur multi-lasses à partir d'un algorithme de SVM , il estnéessaire d'organiser un � vote � de plusieurs déteteurs issus de problèmes à deux lasses.Si (Ci)i2f0:::9g désigne l'ensemble des lasses, on désigne par Di! un déteteur issu de l'algo-rithme de SVM pour le problème à deux lasses :Ci jj [j 6=i Cjen utilisant alors uniquement un algorithme de SVM linéaire (noyau polynomial de degré 1). Ledéteteur Dij renvoie 1 lorsqu'il déide que l'image appartient à la lasse Ci et 0 sinon.La probabilité P1 est utilisée lors du tirage des features ! qui fournit par onséquent ungrand nombre de sous-ensembles de features !i1; : : : !ip et par onséquent plusieurs déteteursde la lasse Ci que l'on note Di1; : : :Dip.Le vote à la majorité relative est alors organisé omme suit, si I désigne une image issue du� test-set � Itest, la lasse hoisie est :Arg Maxi2f0:::9g#�j j Dij(I) = 1	Ainsi, la lassi�ation est organisée en un hoix de p experts ( les Dji ) pour haque lasse etun vote de es p� 10 experts pour déider de la lasse des signaux étudiés.



Chapitre 3 - Séletion de features par minimisation d'une énergie 733.8.3.2 E�aité du vote d'expertsCommençons par illustrer l'e�aité du vote d'experts évoqués dans le paragraphe préédent.Nous avons hoisi de représenter le taux d'erreur de lassi�ation via le protoole préédent, enséletionnant les experts par la loi uniforme sur l'ensemble des variables F . Voii l'évolution dutaux d'erreur obtenu en fontion du nombre d'experts hoisis pour haune des lasses Ci, dansle as où l'on tire 100 features de F selon la loi uniforme sur es features.
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Évolution du taux d'erreur en fontion du nombre d'experts pour haque lasse sur le Test-SetOn onstate immédiatement l'e�aité d'un tel vote pour améliorer les performanes du tauxde lassi�ation puisque le taux d'erreur est divisé par un fateur supérieur à 2 entre les asoù p = 1 et p = 10. Cependant, nous pouvons également remarquer que l'amélioration du tauxd'erreur ne se fait pas � indé�niment � en augmentant le nombre d'experts pour haque lasse.En e�et, les performanes de lassi�ation sont sensiblement équivalentes en utilisant 8 expertspar lasse ou 12. Ainsi, nous hoisirons la plupart du temps d'utiliser 10 experts pour haquelasse puisque l'utilisation d'un nombre plus grand de votants pour haque lasse ne permettraitpas d'apporter de meilleures performanes.3.8.3.3 Taux de lassi�ation pour P = UFPlusieurs quantités de déteteurs Dij ont été retenues (p varie de 1 à 20), es déteteurs étantissus de l'exéution de l'algorithme de SVM pour des variables tirées selon la loi uniforme surl'ensemble des variables F . Par ailleurs, le nombre de features utilisés pour le alul du meilleurhyperplan séparateur du SVM a également été modi�é de 40 à 100 durant nos expérienes. Nouspouvons représenter la ourbe de l'erreur ommise dans le as où p vaut 1 et que l'on tire au sortles tests selon la loi uniforme.
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Taux d'erreur moyen pour 1 expert par lasse et P = UF en fontion de j!j sur le Test-SetLes performanes obtenues dans le as où on utilise seulement 10 hyperplans basés sur 100features sont relativement mauvaises (17% d'erreur). Cei s'explique par la faible quantité d'in-formation dont on dispose dans e as puisqu'il n'y a pas de vote à la majorité, et également parle fait que les features sont tirés au hasard, sans a priori sur l'utilité ou non des features tirés.En�n, lorsque nous utilisons un vote de 10 experts pour haune des 10 lasses, voii les tauxd'erreurs de lassi�ation que nous obtenons la ourbe suivante.
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Taux d'erreur moyen pour 10 experts par lasse et P = UF en fontion de j!j sur le Test-Set



Chapitre 3 - Séletion de features par minimisation d'une énergie 75Les taux d'erreurs obtenus sont, nous l'avons vu dans le paragraphe onsaré à l'e�aitédu vote d'experts, nettement améliorés par rapport au as où p = 1. Ces résultats sont bienloin d'égaler les résultats de [SC98℄, mais nous verrons dans le paragraphe suivant que es tauxpeuvent être nettement améliorés lorsque la séletion des variables est e�etuée via la loi deprobabilité P1 obtenue par notre algorithme d'apprentissage.3.8.3.4 Taux de lassi�ation pour P1Voii en revanhe la ourbe obtenue lorsque l'on hoisit d'e�etuer un vote basé sur 10 hyper-plans par lasse, après l'apprentissage de P1 et tirage des features selon ette loi de probabilité.
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Taux d'erreur moyen pour 10 experts par lasse et P = P1 en fontion de j!j sur le Test-SetLes résultats sont nettement plus probants. Ils ne permettent ependant pas de rivaliserave les taux d'erreurs obtenus par Yann LeCun ([SC98℄, [LBBH98℄) sur ette base de données(2:7% de taux d'erreur sur la base [USP℄ de hi�res manusrits de tailles 16 � 16). Cependant,l'algorithme est tout de même performant puisqu'on onstate une nette amélioration des tauxd'erreurs : ils passent (pour le même feature spae) de plus de 25% d'erreur au taux honorable de8:4% de hi�res lassés de façon inorrete lorsque l'on hoisit de tirer 40 features. Cet algorithmedonne don des résultats nettement meilleur que elui de séparation linéaire sur les données(quiobtient une performane de 12% d'erreur) pour une omplexité (lors de la phase de détetion)qui lui est omparable ([LBBH98℄, paragraphe 3.3.1).En�n, le taux d'erreur obtenu en �n d'apprentissage pour un tirage de 100 features selon P1en faisant ollaborer 10 déteteurs par lasse via un vote permet d'atteindre le taux moyen de3:3% d'erreur. Ce alul est réalisé en e�etuant une moyenne sur les di�érents taux d'erreurobtenus par vote selon la probabilité P1. A�n d'évaluer les résultats de notre algorithme, voiiles résultats mentionnés dans [Vap00℄ (hapitre 12) d'autres algorithmes existants sur ette basede données [USP℄.



76 Chapitre 3 - Séletion de features par minimisation d'une énergieSVMLin16�16 8:9%SVMdÆ=2;16�16 4:7%SVMdÆ=3;16�16 4:0%Arbre de déision 16:2%Performane humaine 2:5%Tangent Distane 2:7%SVM & Feature Seletion 3:3%On onstate don ii que l'algorithme utilisé, bien qu'utilisant un feature spae de donnéesbinaires, permet d'atteindre de bons résultats, d'autant plus que la omplexité pour oder lesdonnées n'utilise don en moyenne que 100 � 10 � 10 bits, alors que l'utilisation par exempled'un SVM sur les niveaux de gris utilise 10� 256 � 16� 16=2 bits soit environ 30 fois plus.Néanmoins, il est di�ile de omparer l'apport de notre méthode de proposition des variablespar rapport à es autres algorithmes puisque nous e�etuons un vote de di�érents déteteurs pourmesurer la performane �nale de détetion alors que les performanes obtenues dans les di�érentsautres algorithmes ne font pas intervenir e genre de vote.Pour e�etuer une telle omparaison, nous pouvons examiner le taux moyen d'erreur utilisantun vote avant, et après l'apprentissage de notre probabilité d'extration P1. Ces taux d'erreurpassent, pour le même protoole de lassi�ation, de 7% d'erreur en moyenne à 3:3% d'erreur.Nous onstatons don que le gain apporté par et apprentissage est réel lorsque la séletion desvariables se fait par P1.
3.9 Détetion de visages3.9.1 Base de donnéesLe premier exemple d'appliation en traitement de l'image que l'on peut donner de notrealgorithme de séletion de features est elui de la reherhe d'indies importants dans des imagesontenant des visages. Nous étudions par ailleurs l'évolution du taux d'erreur de l'algorithmed'apprentissage sur la base de données de visages [MIT℄. La base de données est onstituée d'unLearning Set de 2429 images ontenant des visages et 4548 images ne ontenant pas de visages.Ces images sont disponibles au format .PGM en niveau de gris de taille 19� 19.Voii quelques éhantillons des images issues de la base de données.
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Comme nous l'avons mentionné au paragraphe 2.7.3.1, il n'est pas néessaire de dé�nir desfeatures invariants par translation pour es données, puisque les images à déteter (les visages)sont lairement entrées sur la grille des pixels.
3.9.2 Évolution de EOn ommene par extraire les features issus des déteteurs de bords que l'on garde, ommee qui est mentionné dans l'annexe A. A l'issu de ette préséletion des features, nous obtenonsun ensemble de features omprenant environ 2000 éléments. Nous e�etuons alors une desentede gradient approhée omme e qui a été dérit dans le hapitre 3, en variables exponentielles(équation (E4)) a�n de ne pas avoir de ontraintes sur � et � (3.13).Les deux ourbes suivantes représentent la variation de l'erreur moyenne g sur le test-set desimages [MIT℄ en fontion du nombre de features tirés jwj avant, et après l'apprentissage de P1.
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Évolution du Taux d'erreur moyen avant et après apprentissage pour 10 experts sur le Test-SetLa ourbe en traits pleins désigne la variation de l'erreur moyenne sur le Test-Set ave unedistribution uniforme sur l'ensemble des features tirés, alors que la ourbe en pointillés représentela ourbe d'erreur lorsque les features sont tirés ave la probabilité apprise par l'algorithmed'apprentissage.Ainsi, lorsque l'on tire 20 features, l'erreur moyenne Eg diminue d'environ 1:5% après l'ap-prentissage. De même, si l'on tire 100 features, l'erreur diminue également (mais dans une moindremesure) de 0:5%, atteignant alors le taux relativement bon de 3:5% de taux d'éhe de détetionde visages. On peut à nouveau représenter l'évolution du rapport entre les deux taux d'erreurobtenus en fontion de j!j.
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Évolution du Taux d'erreur moyen avant et après apprentissage pour 10 experts sur le Test-Set



Chapitre 3 - Séletion de features par minimisation d'une énergie 793.9.3 Loalisation des featuresOn peut par ailleurs représenter les zones où sont loalisés les tests les plus � intéressants �pour la tâhe de détetion des visages qui ont été séletionnés par l'apprentissage de P1 :

Les résultats sont relativement satisfaisants puisque les tests les plus probables pour P1 sontdes déteteurs de bords qui sont bien loalisés au niveau des yeux, du nez ainsi qu'au niveau dela bouhe et des ontours du visage.3.9.4 Taux d'erreurA�n d'obtenir le meilleur taux de lassi�ation possible pour la détetion de visage, nousorganisons une ollaboration de déteteurs, votant à la majorité sur le test-set, onstitué de 25%des données inutilisées lors de l'apprentissage. L'e�aité d'un tel � vote d'experts � a déjà étésoulignée dans le paragraphe sur la lassi�ation de hi�res manusrits [USP℄.Nous obtenons un taux orret de lassi�ation lorsqu'on extrait 20 features en suivant P1 dufeature spae et qu'on organise un vote de déteteur puisque le taux d'erreur avant l'apprentissagequi était de 13:6% passe au taux honorable de 7:5%.Le meilleur taux d'erreur ainsi obtenu (où l'apport de notre méthode de séletion de featuresest visible) lors des extrations de features permet de faire évoluer le taux d'erreur de 3:5%d'erreur à 2:3% d'erreur lorsque l'on déide de tire 100 features selon P1 et que l'algorithme dedétetion général utilisé A est l'algorithme de Support Vetor Mahine utilisant un noyau uni-quement linéaire. L'augmentation des performanes, par la séletion des variables ainsi déritespeut se résumer dans le tableau suivant :Algorithme A Extration par U Extration par P1SVMLin, j!j = 20 13:6% 7:5%SVMLin, j!j = 100 3:5% 2:3%



80 Chapitre 3 - Séletion de features par minimisation d'une énergie3.10 Détetion de SPAM3.10.1 Évolution du taux d'erreur de lassi�ationVoii l'évolution du taux d'erreur lors de notre approximation stohastique e�etuée sur labase d'un 4-plus prohe voisin en extrayant 20 oordonnées (j!j = 20) sur les 54 features possiblesaratérisant les données. On onstate là aussi une déroissane non négligeable de l'erreur delassi�ation.La liste de features originale a été légèrement modi�ée : il y avait initialement 57 featuresqui étaient le pourentage d'ourrenes de 54 mots préis dans des emails ainsi que 3 entiersmesurant� la longueur moyenne des mots érits en lettres majusules� la longueur maximale d'un mot érit en majusule� le nombre de mots érits en majusuleNous avons hoisi de ne garder que les 54 variables quanti�ant les pourentages d'ourrenede mots omme feature spae. L'apprentissage a été e�etué sur un learning-set omprenant1813 emails de SPAM et 2788 emails � normaux �. La base de données [UCI℄ ne omportantpas de distintion entre un Learning-Set et un Test-Set, il a été proédé à un algorithme deCross-Validation (pour des détails quand à l'e�aité d'un tel algorithme, on pourra se référer à[ET95℄) pour l'estimation du taux d'erreur g.
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3.10.2 Mots séletionnés pour la détetion de SPAMCette expériene nous permet, omme dans les paragraphes préédents, de mettre en valeurles features de F qui sont utiles à la tâhe de lassi�ation, et eux qui le sont moins. Les motsoriginaux auxquels nous nous intéressons sont répertoriés dans le tableau suivant :



Chapitre 3 - Séletion de features par minimisation d'une énergie 81make address all 3d ourover remove internet order mailreeive will people report addressesfree business email you redityour font 000 money hphpl george 650 lab labstelnet 857 data 415 85tehnology 1999 parts pm direts meeting original projet reedu table onferene : ([ ! $ #Voii dans le tableau suivant les mots qui sont mis en valeurs par l'algorithme. Les mots dela olonne de gauhe sont les mots qui sont plut�t présents lorsque le mail est du SPAM tandisque les mots de la olonne de droite sont les mots qui sont utilisés pour déteter les emails quine sont pas du SPAM.Mots - SPAM Fréquene Mots -NON SPAM Fréquenereport 8:8% s 5:4%business 8:7% 857 4:6%[ 6% 415 4:4%remove 5:9% projet 4:3%reeive 5:6% table 4:2%internet 4:4% onferene 4:2%free 4:1% lab 3:9%people 3:7% labs 3:2%000 3:6% edu 2:8%diret 2:3% 650 2:7%! 1:2% 85 2:5%$ 1% george 1:6%Les mots qui sont mis en valeur sont ii ohérents ave eux qui ont été détetés dans [HTF01℄.Les autres mots non-mentionnés se partagent alors les pouentages restants. On notera que le�ltre anti-spam que l'on pourrait fabriquer à partir de es données ne peut être qu'un �ltreanti-spam personnel : la présene de hi�res omme � 857 �,� 415 �, � 650 �, � 85 � ou de motsomme � george � provient du fait que les emails onstituants la base de données sont issus dela boite mail d'un ingénieur (George) de hez Hp-labs dont le numéro de téléphone professionnelest omposé de ertains hi�res préédents. Par ailleurs, les mots qui aratérisent le SPAMorrespondent e�etivement à e qu'on pouvait attendre intuitivement.On pourrait don imaginer, à partir d'un tel algorithme, onstituer une méthode de onstru-tion de �ltres personnels anti-spam peu outeuse en stokage et en temps de alul.



82 Chapitre 3 - Séletion de features par minimisation d'une énergie3.10.3 Vote de déteteursPour obtenir le meilleur résultat de lassi�ation sur la base de données d'emails, nous avonsfait ollaborer des déteteurs basés sur l'algorithme des 4-NN, es déteteurs ont alors été tiréslà enore selon la loi apprise P1.Les meilleurs résultats répertoriés par Hewlett-Pakard sont d'approximativement 7% d'er-reur de lassi�ation de SPAM tandis que lorsqu'on exige un taux de faux positif nul, il y aentre 20% et 25% de messages de SPAM qui ne sont pas �ltrés. Le taux d'erreur que nous obte-nons en organisant un vote de déteteurs issus de notre apprentissage est d'approximativement7:5%. Nous pouvons mettre en avant la faible omplexité algorithmique néessaire à l'obtentiond'un tel sore par notre méthode, puisque peu de mots (10 ou 15) sont néessaires à une telleperformane.3.11 BilanNous avons don pu onstater que dans les di�érents exemples de tâhes de reonnaissanede formes étudiés, notre algorithme d'apprentissage de P1 permet d'obtenir un bon taux dedétetion en préservant lors de la phase de détetion une rapidité de traitement performante.En e�et, lors de la détetion de SPAM par notre algorithme, le traitement d'un message dureenviron 1 ms. En e qui onerne la détetion de hi�res manusrits ou de visages, le test deséparation par hyperplan en utilisant 100 oordonnées dure 0.3 ms et l'exéution d'un vote de10 déteteurs par lasse permet un traitement de haque image en 3 ms.Nous allons dans la suite de e mémoire travailler sur l'extration et l'ajoût de featuresen formalisant très préisément un proessus stohastique de séletion de variables. Cette mé-thode d'extration s'inspirera de l'algorithme de desente de gradient étudié dans e hapitre, enpermettant alors la suppression de ertaines variables � mal notées � par P et la formation denouvelles à partir de variables � bien notées �.



Chapitre 4 - Proessus de di�usion ré�éhie 83Chapitre 4 - Proessus de di�usionré�éhie
4.1 IntrodutionDans e hapitre, nous allons onstruire dans un premier temps un proessus de di�usion(Pt)t2R ré�éhi appartenant à tout instant à G, ensemble ompat à bords C1 par moreaux deRn . Ce proessus sera parfaitement ontinu en temps mais sa dé�nition ainsi que son existene etson uniité ne sont pas évidentes a priori. Nous utiliserons pour ela la résolution d'une premièreéquation di�érentielle stohastique ([Gad04℄).Dans un seond temps, nous donnerons une appliation de l'existene et l'uniité d'un tel pro-essus ré�éhi pour l'étude de la desente de gradient de E1 (f hapitre 3 paragraphe 3.2) sous lesonditions d'appartenane à SF . Ce proessus permettra en dé�nitive d'explorer l'ensemble desprobabilités sur un ensemble �xé de variables en ontournant les problèmes d'existene soulevésdans le paragraphe 3.3 pour la solution de l'équation (E� 3).4.2 Di�usion sous ontraintesNous établissons don dans un premier temps l'existene et l'uniité du proessus de di�u-sion non dégénérée sur un G. Ce type de proessus a été étudié longuement dans le adre desréseaux de �le d'attente ([HW92℄, [HR81℄ , [Rei84℄ [ABD01℄) pour des appliations en réseaux detéléommuniations par exemple, ave des ontraintes de type � �nique � ou � simplexe �, maisaussi ave des ontraintes plus diverses de type parabolique [FS03℄. Ces proessus sont onstruitsla plupart du temps via l'appliation de Skorokhod �.4.2.1 Appliation de SkorokhodDans e paragraphe, nous allons dé�nir une appliation �, lipshitzienne, qui permettra deonstruire préisément les di�usions sur G. Commençons tout d'abord par dé�nir le problème deSkorokhod.4.2.1.1 Problème de Skorokhod (SP) :Le problème de Skorokhod fournit un outil très e�ae pour la onstrution de proessussous ontraintes. Initialement proposé pour la onstrution d'une solution d'équation di�érentiellestohastique sur R+ [Sko61℄ ave une ondition de ré�exion sur l'extrémité x = 0, la onstrutionpeut se généraliser à un polyhèdre onvexe G quelonque de Rn ([DR99℄).Nous supposerons désormais que G est une intersetion �nie de demi-espaes H+i de Rn , eas englobant bien entendu le as partiulier qui nous intéressera où G = SF .



84 Chapitre 4 - Proessus de di�usion ré�éhieL'énoné du problème exat assoié à G est le suivant. Posons D l'ensemble des appliationsde [ 0 ; +1 [ dans Rn ontinues à droite ayant une limite à gauhe (àdlag), et donnons-nous �une trajetoire de D, j�j(T) désigne la variation totale de � sur l'intervalle [ 0 ; T ℄. On supposede plus données des diretions de ré�exion assoiées aux faes de G. On peut don représenterles données par le shéma suivant (le shéma illustre préisément le as du simplexe G = SF quinous oupera par la suite) :
�!n01 �!n02 �!N�!n0

�!n1
�!n2�!n3H1

H2H3
G est ii l'intersetion de plusieurs demi-espaes H+i ave l'hyperplan normal au veteurunitaire �!N noté H qui sont dé�nis dans la dé�nition suivante.Dé�nition 4.2.1 (Hyperplan H et Hi, veteurs �!N et �!ni)Si f désigne le nombre d'éléments de F (f = jFj), l'hyperplan H a pour équationx1 + � � �+ xf = 1 (4.23)Le veteur �!N est alors donné par �!N = 1pf 0B�1...11CA (4.24)En�n, nous dé�nissons les veteurs unitaires �!ni par8k 2 f1; : : : jFjg �!ni(k) = Æi;koù Æi;k est le symbole de Kroneker. L'hyperplan Hi est l'hyperplan d'équationxi = 0et �!ni est alors normal à Hi.



Chapitre 4 - Proessus de di�usion ré�éhie 85On peut alors dé�nir les veteurs �!n0i qui sont les projetés normés des veteurs �!ni sur l'hy-perplan H. 8i �!n0i = �!ni � (�!ni j �!N)�!Nk�!ni � (�!ni j �!N)�!Nk2 (4.25)Ces veteurs �!n0i nous permettent alors de dé�nir naturellement les diretions de ontraintesassoiées à l'ensemble G, déisions formalisées par la dé�nition 4.2.2.Dé�nition 4.2.2 (Diretions de ré�exion)Soit x 2 �G, on pose I(x) = fi j x 2 HigLes diretions de ré�exion en x sont alors données pard(x) = ( = Pi2I(x)�i�!n0i j �i > 0)Dans le as général, on suppose données les diretions de ré�exion pour haque point appar-tenant à la frontière �G. Étant données de telles diretions, on peut alors dé�nir le problème deSkorokhod par e qui suit.Dé�nition 4.2.3 (Problème de Skorokhod (SP))Soit  2 D tel que  (0) 2 G est donné ainsi que les diretions d de ré�exion. Le ouple (�; �)résout SP pour  si �(0) =  (0) et pour tout t > 01. � et � sont deux trajetoires de D2. 8t 2 [ 0 ; +1 [ �(t) =  (t) + �(t)3. 8t 2 [ 0 ; +1 [ �(t) 2 G4. 8T 2 [ 0 ; +1 ℄ j�j(T) < +15. j�j(t) = Z t0 ��(s)2�Gdj�j(s)6. Il existe une trajetoire  de [ 0 ; +1 [ dans Rn telle que8s > 0 (s) 2 d(�(s)) dj�j p:s:et 8t > 0 �(t) = Z t0 (s)dj�j(s)� � ne quitte don jamais le polyhèdre G et les valeurs de � ne sont modi�ées quelorsque � atteint la frontière �G, puisque si �(s) =2 �G, d(�(s)) = 0Rn .� On a par ailleurs dans e as préis que � varie dans des diretions appartenant àd(�).4.2.1.2 Illustration d'une solution du problème de Skorokhod en dimension 1Nous pouvons représenter par un shéma (simple) à une dimension l'évolution de �;  et �dans le as où � est ontrainte d'évoluer dans un segment [ a ; b ℄ et  est a�ne par moreaux.



86 Chapitre 4 - Proessus de di�usion ré�éhie

a
t = 0

b

t
 (0)  = �

� = 0

� 

� < 0

� =  
� = 0 � = 0� > 0

� � =  

j�j(t)
t = 0 tdj�j = 0

dj�j > 0 dj�j = 0 dj�j > 0 dj�j = 0

Dans l'évolution préédente, � est onstante tant que � n'appartient pas à fa; bg.En�n, nous pouvons donner la formule reliant � à  :�(t) = maxfa; (t)g +minf0; b�  (t)get � s'obtient alors par soustration.



Chapitre 4 - Proessus de di�usion ré�éhie 87Par ailleurs, pour l'étude des di�usions ré�éhies, et exemple n'est pas très représentatif denotre proessus de di�usion. En réalité, dans le as où l'on étudie une trajetoire � qui est unmouvement Brownien ré�éhi sur [ 1 ; 2 ℄, la trajetoire obtenue est :
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L'aroissement dj�j n'a pas de densité par rapport à la mesure de Lebesgue et le proessusde di�usion ré�éhi ne reste pas sur la frontière du domaine (ii f1; 2g). De même, la solutiondu problème de Skorokhod sur R+ est exatement jBtj où Bt désigne le mouvement Brownienstandard sur R.4.2.1.3 Appliation de SkorokhodA�n de dé�nir préisément les solutions des SP que nous manipulerons, nous utiliseronsl'appliation � donnée par la dé�nition 4.2.4 suivante.Dé�nition 4.2.4 (Appliation �)Soit D l'ensemble des trajetoires de D pour lesquelles il y a une unique solution à SP, et  élément de D, on dé�nit l'appliation � par�( ) = �où � est l'unique solution de SP.



88 Chapitre 4 - Proessus de di�usion ré�éhieOn se reportera à [DI91℄ pour des détails sur ette appliation � et les onditions de sonexistene en fontion de l'ensemble G. Chaune des trois onditions suivantes assure l'existened'une telle appliation �1. G est l'intersetion de demi-espaes G = TEiave �!ni veteurs normaux unitaires des hyperplans Hi etEi = nx j (�!ni j x) > 0oCet exemple traite du as où G est un volume de Rn et pas exatement le as d'une surfae.Cependant, nous pouvons obtenir par exemple le as des hyperplans en hoisissant deuxdemi-espaes Ei ave des veteurs �!ni opposés.2. Il existe des onstantes ai positives telles queai(�!ni j �!n0i) > Pj 6=iaj j(�!ni j �!n0j)j3. Il existe une projetion � de Rn dans G telle que(a) 8y 2 G �(y) = y(b) 8y =2 G �(y) 2 �G8y =2 G y ��(y) = � ave � 6 0 et  2 d(�(y))On a alors le théorème 4.2.1 qui assure l'existene et l'uniité de solution à tout problème SPlorsque ertaines onditions relativement générales sont véri�ées.Théorème 4.2.1 (Existene et Uniité de � (Dupuis-Ishii))Si l'on suppose que le polyhèdre G est dé�ni omme préédemment et satisfait les onditions 1,2 ou 3, alors � est dé�nie de façon unique sur D, ontinue et Lipshitzienne. C'est-à-dire9KG < +1 8( 1;  2) 2 D2 Sup06t<+1 j�(�1)(t)� �(�2)(t)j 6 Kg Sup06t<+1 j�1(t)� �2(t)jCe théorème est fondamental pour la suite de notre mémoire. En e�et, e théorème assurel'existene d'une onstante KG dérivant la régularité de l'appliation de Skorokhod, ette régula-rité sera alors exploitée pour démontrer l'existene et l'uniité de ertaines solutions d'équationsdi�érentielles stohastiques dans le paragraphe suivant, ainsi que dans le hapitre 5 . Ces résul-tats sur les équations di�érentielles seront établis en utilisant une méthode lassique de points�xes, exploitant alors la régularité de � (f Annexe D).4.2.2 Existene de proessus de di�usions sous ontraintes dans GSoit (
;T ;P) un espae probabilisé muni d'une �ltration roissante Tt, soit (W(t);Tt) unmouvement brownien standard sur Rn , on herhe à onstruire le proessus X solution de l'équa-tion Xx(t) = ��x+ Z :0 �(Xx(s))dW(s) + Z :0 b(Xx(s))ds�où � : G 7! Rn et b : G 7! Rn satisfont des onditions de type Lipshitz suivantes.Il existe  > 0 tel que :



Chapitre 4 - Proessus de di�usion ré�éhie 89� 8(x; y) 2 G2 j�(x) � �(y)j+ jb(x)� b(y)j 6 jx� yj (C1)� 8x 2 G jb(x)j 6 (1 + jxj) (C2)� 8x 2 G j�(x)j 6  (C3)Il est tout d'abord néessaire de s'assurer de l'existene de l'appliation �. On peut se référer auparagraphe 4:3:2 de [DR99℄ (as A) pour s'assurer qu'une telle appliation existe.Par la suite, on démontre alors [AO76, DI91℄ (en utilisant une méthode lassique de point�xe de Piard) le théorème d'existene :Théorème 4.2.2 (Existene de di�usions ontraintes dans G)Pour tout x de G, il existe un unique ouple de proessus (Xx(t); k(t)) adapté à Tt ainsi que (t)tel que 8t > 0 Xx(t) 2 G p:s:8t > 0 Xx(t) = x+ Z t0 �(Xx(s))dW(s) + Z t0 b(Xx(s))ds+ k(t) p:s:8T > 0 jkj(T) < +1 p:s:8t > 0 jkj(t) = Z t0 �Xx(s)2�Gdjkj(s)et k(t) = Z t0 (s)djkj(s) ave (s) 2 d(Xx(s)) djkj p:s:Preuve : On pourra se reporter à l'annexe D. �.Nous allons utiliser l'approhe préédente pour dé�nir la di�usion sous ontraintes dansG = SF . Le veteur b(X) désignera une diretion de desente de gradient. La matrie �(X)sera une matrie de ovariane symétrique dé�nie positive assurant que la di�usion dans G soitnon-dégénérée.4.3 Cas partiulier où G = SFA�n de pouvoir appliquer la théorie des équations di�érentielles stohastiques ré�éhies duparagraphe préédent, il est néessaire de dé�nir des diretions de ré�exion pour l'espae desontraintes étudiées, 'est-à-dire donner l'ensemble des diretions d(x) pour x 2 �SF . C'est eque nous faisons dans le prohain paragraphe.4.3.1 Dé�nition des diretions de ré�exionPlut�t que d'exhiber préisément l'ensemble des diretions de ré�exion dé�nissant le problèmede Skorokhod sur le simplexe omme dans la setion 4.3.2 de [DR99℄, on peut plut�t envisagerde dé�nir une projetion � de HF sur SF et en déduire l'ensemble des diretions de ré�exion parle biais de la ondition 3(b) préédente.Dé�nition 4.3.1 (Projetion �)Si X est un point quelonque de l'hyperplan HF , on dé�nit �(X) omme étant le point de SF leplus prohe de X au sens de la norme eulidienne.



90 Chapitre 4 - Proessus de di�usion ré�éhieCette projetion �(x) existe bien sans ambiguité pour tout x ar 'est la projetion d'un point xsur le onvexe SF . Nous dé�nissons alors les diretions de ré�exion du problème de Skorokhodgrâe à la dé�nition qui suit.Dé�nition 4.3.2 (Diretions de ré�exion)Soit X un point de �SF , on dé�nit d(X) l'ensemble des veteurs de ontraintes atives en x pard(X) = n�! j kk2 = 1 et 9 y 2 HF y � �(y) = � et � 6 0 et X = �(y)oOn peut alors une nouvelle fois se référer à [DR99℄ (setion 5.2) pour en déduire que laonlusion du théorème 4.2.1 reste vraie, ave es nouvelles diretions de ré�exion : le problèmede Skorokhod est à nouveau bien posé et l'appliation � est enore Lipshitzienne.Nous pouvons dérire géométriquement l'ensemble de es diretions de ontraintes à l'aidedu shéma en deux dimensions suivant :

�!n01 �!n02�!n03y �(y)



Chapitre 4 - Proessus de di�usion ré�éhie 91Dans le shéma suivant, les �êhes représentent les diretions de ré�exion possibles en haquepoint de la frontière �SF . On onstate don que sur la plupart des points, il n'y a qu'une seulediretion de ontrainte alors que pour d'autres, il y a plusieurs hoix pour les diretions deré�exion.4.3.1.1 Justi�ation des diretions de ontraintesEn�n, nous pouvons apporter une autre justi�ation à notre approhe du problème de Sko-rokhod utilisant ette projetion � plut�t que des diretions de ontraintes données ad-ho. Auours du hapitre 7, nous approherons une di�usion sous-ontraintes sur e simplexe. Cetteapproximation stohastique utilisera ette projetion � ; ela nous assurera alors failement quele omportement asymptotique de l'algorithme stohastique approhe bien la solution du pro-blème de Skorokhod. En e�et, les veteurs de ré�exion du proessus approhé appartiendrontbien à l'ensemble des diretions de ré�exion du problème original par dé�nition de �, et ei, paronstrution de nos diretions de ré�exion du problème de Skorokhod.Ce premier shéma représente l'e�et qu'aura la projetion � sur l'algorithme d'apprentis-sage, lors d'une projetion sur le simplexe où une seule ontrainte n'est pas respetée par notrealgorithme. Pn

Pn �rE(Pn)dtn
Pn+1 = � (Pn � "nrE(Pn))"nZn = dZn�SF SF

Dans le as où l'algorithme ne respete pas plusieurs ontraintes, voii le shéma représentantl'e�et qu'aura la projetion � sur l'algorithme d'apprentissage :
Pn

Pn �rE(Pn)dtnPn+1 = � (Pn � "nrE(Pn))"nZn = dZn�SF
SF



92 Chapitre 4 - Proessus de di�usion ré�éhieDans les deux shémas préédents, Pn désigne l'état de l'algorithme à l'étape n, Pn�rE(Pn)dtnl'état où serait virtuellement l'algorithme si auune ontrainte n'était imposée. En�n, "nZn = dZndésigne le terme de rappel sur l'espae des ontraintes, donné par la projetion �. On voit donque l'équation di�érentielle sous-jaente au proessus est de la forme :dPtn = �rE(Ptn)dtn + dZtnave dZtn dans l'espae des diretions de ré�exion assoiées au point Pn+1.On onstate don que la dé�nition préise de SP pour SF revient don à dé�nir une projetionsur SF . C'est e que nous faisons dans le paragraphe suivant en donnant un algorithme exat deprojetion sur SF , où la projetion est dé�nie via la distane eulidienne dans Rf .4.3.1.2 Algorithme de projetion sur SFLa projetion � sur le simplexe SF ne s'exprime pas diretement en fontion des oordon-nées (P1; : : :Pf ) de P. Il s'agit don d'exhiber un algorithme pour implémenter ette projetion.Donnons-nous don un point P hors du simplexe SF , la projetion �(P), plus prohe point deP au sens de la norme eulidienne, existe don puisque 'est l'unique point de SF réalisant laprojetion de P sur le onvexe SF . Il faut don trouver le minimumInf(y1;:::yf )2SF fPi=1 (Pi � yi)2A�n de ontourner les ontraintes de positivité, on peut paramétrer les yi en w2i et herher leminimum de la fontion g donnée parg(w) = fPi=1 �Pi � wi2�2sous la ondition w12+ � � �+wf 2 = 1. En introduisant le multipliateur de Lagrange �, les valeurswi reherhées véri�ent : 8>><>>:8i 2 [[ 1 ; f ℄℄ wi(wi2 � Pi) = �wifPi=1wi2 = 1Si p désigne le nombre de wi non nuls, les onditions d'optimalité deviennent alors8>>><>>>:wi2 = Pi + � si wi 6= 0 (O)� = 1f � p  1� Pi j wi 6=0Pi!Nous pouvons alors donner un algorithme réursif utilisant des projetions suessives sur lesfaettes du simplexe qui permet d'atteindre le point �(P) véri�ant de telles ontraintes en auplus f pas :1. Si P0 = P n'appartient pas à HF , projeter P sur HF , on obtient ainsi P1.2. (a) Si Pk est dans SF , terminer l'algorithme(b) Si Pk n'appartient pas à SF , poser Jk l'ensemble des indies i tels que Pki 6 0. Dé�niralors Pk+1 par



Chapitre 4 - Proessus de di�usion ré�éhie 938>>><>>>:Pk+1i = 0 si i 2 JkPk+1i = Pki + 1f � jJkj  1� Pj =2JkPkj! sinonOn peut alors démontrer que la suite �Pk�k2N est bien une suite de HF et qu'au bout de fitérations, l'algorithme est stationnaire, et vaut alors �(P).Preuve : On ommene par remarquer que la suite de points onstruits appartient toujours àHF . Cei est évident puisque à l'issue de l'étape 2.b, la somme des �Pk+1i � vaut préisément :Pi Pk+1i = Pi2JkPk+1i| {z }=0 +Pi=2JkPk+1iMais pour les indies i hors de Jk, l'expression de Pk+1 donne alorsPi Pk+1i = Pi=2JkPki + 1f � jJkj  1� Pj =2JkPkj!| {z }Indépendant dej (f � jJkj)| {z }Nbe termes = 1Par onséquent, la suite des points �Pk� appartient bien à HF .Démontrons ensuite que l'algorithme est stationnaire au bout de f itérations. Pour ela, nousallons supposer (par l'absurde) que Pf n'est pas dans SF et étudier le nombre de oordonnéesde Pk+1 nulles. Nous montrons que si Pk n'appartient pas au simplexe, alors e nombre estpréisément supérieur ou égal à k.Si k = 1, P1 n'est pas dans SF , il existe i tel que P1i < 0 et dans e as, P2i = 0, don lenombre de oordonnées nulles de P2 vaut don au moins 1.Pk n'est pas dans SF et possède au moins k oordonnées nulles, omme Pk n'est pas dans SF ,il possède une oordonnée stritement négative qui sera alors nulle pour l'étape k + 1. Mais lesoordonnées nulles de Pk sont également nulles pour Pk+1. On obtient don k + 1 oordonnéesnulles pour Pk+1. C'est e qu'il fallait démontrer.Ainsi, si Pf n'était pas dans SF , le nombre de oordonnées nulles de Pf vaudrait f , 'estabsurde. En onlusion, Pf est dans SF .En�n, montrons que le point atteint par SF est bien le projeté de P1 sur SF . Il su�t enréalité de remarquer que si Pfi est non nul, alors par itération de notre algorithme, on a obtenules termes Pfi non nuls en ajoutant à haque étape une même quantité, indépendamment de laoordonnée i étudiée dans l'ensemble des oordonnées non nulles de Pf . Ainsi, il existe � tel que :8>>><>>>:Pfi = P0i + � si Pfi 6= 0Pfi = 0 sinonComme en plus Pf est dans SF , et qu'on véri�e les onditions d'optimalité (O), on en onlutque Pf est bien le projeté de P0 herhé. �.4.3.2 Desente de gradient sous ontraintes dans SFOn herhe don à utiliser un problème du type Skorokhod pour e�etuer une desente degradient dé�nie orretement sur SF pour l'énergie



94 Chapitre 4 - Proessus de di�usion ré�éhieE(P) = Eerr(P) = P!2Fpg(!)P(!)On peut e�etivement utiliser un problème SP basé sur une di�usion ave un terme de dérive�rE(P) grâe aux dé�nitions préédentes pour s'assurer dès lors de l'existene et de l'uniité dela di�usion sous ontraintes :8<:Xt = P0 � Z t0 �HF (rE(Ps)) ds+ �dW(s)Pt = �(X)tC'est-à-dire 8P 2 SF b(P) = ��HF (rE(P))où l'appliation �HF est la projetion orthogonale sur l'hyperplan HF . On munit don l'espaeSF de la norme eulidienne k:k2 .Il s'agit alors de véri�er que les inégalités (C1), (C2) et (C3) sont bien vraies dans notre aspartiulier.� La ondition (C2) provient du fait que SF est ompat et b ontinue.� Pour démontrer que (C1) est également vraie, on éritkb(P1)� b(P2)k22 = k�HF (rEerr(P1)�rEerr(P2)) k226 krEerr(P1)�rEerr(P2)k22= PÆ2F � P!2FpC(!; Æ)g(!)(P1(!rÆ)� P2(!rÆ))�26 2p2 P!2Fp�1 [P1(!)� P2(!)℄2En érivant P1 = P2 + h, on peut alors érire :kb(P1)� b(P2)k22khk22 6 2p224 Xi1:::ip�1(P2(i1) + h(i1)) : : : (P2(ip�1) + h(ip�1))� P2(i1) : : :P2(ip�1)352khk226 2p224 Xi1:::ip�1p�1Xj=1h(ij) Qk 6=j P2(ik) + o (khk2)!352khk2 2Ainsi, l'appliation � dé�nie par8>>>><>>>>:(SF � SF )r� �! R(P;Q) 7�! Pi1:::ip�1 [P(i1 : : : ip�1)� Q(i1 : : : ip�1)℄2kP�Qk22où � est l'ensemble des ouples (P;P) de SF 2, est ontinue d'après l'inégalité préédenteet se prolonge par ontinuité à SF 2. Elle y est don en partiulier bornée par un réel M.Ce qui se traduit �nalement par



Chapitre 4 - Proessus de di�usion ré�éhie 958(P;Q) 2 S2F �(P;Q) 6 Msoit 8(P1;P2) 2 S2F kb(P1)� b(P2)k22 6 2p2�(P1;P2)kP1 � P2k22'est-à-dire 8(P1;P2) 2 S2F kb(P1)� b(P2)k22 6 2p2MkP1 � P2k2La ondition (C1) est don également véri�ée.� En�n, on hoisit de faire une di�usion brownienne standard sur HF . Cette di�usion or-respond don au hoix de � onstant, indépendant du temps et de la position du pointdans SF . Ce hoix est détaillé dans [RW00℄, tome 2, page 114. En utilisant toujours �!N leveteur unitaire normal à HF , on pose :� = Id jFj��!N ��!N�t� est don donné par la matrie symétrique positive valant� = 1f 0BBB�f � 1 �1 : : : �1�1 f � 1 : : : �1... ... . . . ...�1 : : : �1 f � 11CCCA (4.26)Les trois onditions (C1), (C2) et (C3) étant vraies, on peut don établir le théorème 4.3.1.Théorème 4.3.1 (Existene et Uniité des di�usions standard ontraintes dans SF)Étant donnée P variable aléatoire T0 mesurable et W(t) le mouvement brownien standard surRjFj , il existe un unique ouple de proessus (Pt; kt) adapté à la �ltration (Tt)t>0 véri�ant lesonditions suivantes :1. P0 = P p:s2. dPt = ��HF (rE(Pt)) dt+ �dW(t) + dk(t)3. 8T > 0 jkj(T) < +14. 8t 2 R+ Pt 2 SFLa di�usion sous ontraintes ainsi onstruite a don pour objetif de se substituer à la desentede gradient déterministe du hapitre préédent. Celle-i ne se voit plus onfrontée au problèmedu respet des ontraintes : P(Æ) > 0puisque es ontraintes sont alors imposées naturellement dans notre modèle.L'objetif identique entre le modèle de di�usion de e hapitre et elui du hapitre 3 est deparvenir à proposer des features ! de Fp performants pour la détetion représentée par g. Mais lealul de rE étant toujours impossible au temps t, nous verrons au hapitre 7 omment simulerune suite de proessus approhant au mieux la solution de l'équation di�érentielle stohastiquepréédente. Nous appliquerons par la suite e nouvel algorithme sur les exemples du hapitre 3.



96 Chapitre 4 - Proessus de di�usion ré�éhie4.4 Expérienes4.4.1 Cadre synthétiqueNous pouvons omparer les résultat obtenus dans le as des données synthétiques lorsqu'onutilise les deux méthodes présentées : équation di�érentielle (E� 3) ou di�usion sous ontraintesdans SF donnée par le paragraphe 4.3.2. Voii les ourbes d'erreur obtenues, pour la même tempshorloge, sur l'exemple synthétique lorsque nous bruitons les données par une di�usion browniennestandard ou lorsque nous e�etuons une desente de gradient donnée dans le hapitre 3.
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Taux Erreur Gradient Stohastique/Di�usion ré�éhie au ours du tempsOn onstate dans ette première expériene sur la di�usion ré�éhie que les taux d'erreurs ob-tenus par notre modèle sont en tout point omparables à eux obtenus dans le hapitre préédent.Il est également intéressant d'étudier aussi les variables séletionnées lors de notre apprentissagede P. Voii don le poids moyen donné par Pt sur haune des variables que nous onsidérons.La méthode de représentation des variables est identique à elle du hapitre 3 : plus la tâheest sombre, plus la variable est hargée, alors qu'inversement, plus la tâhe est laire, moins lavariable est hargée.F Æ1 Æ2 Æ3 Æ4 Æ5 Æ6 Æ7 Æ8 Æ9 Æ10 Æ11 Æ12 Æ13 Æ14 Æ15 Æ16 Æ17 Æ18 Æ19 Æ20GradientDi�usion Dans notre adre synthétique, la séletion des variables par la méthode de la di�usion ré�éhieest moins nette, omparée aux résultats du hapitre 3. On onstate néanmoins que globalement,les variables qui sont retenues par notre méthode sont tout de même les variables qui reouvrent



Chapitre 4 - Proessus de di�usion ré�éhie 97les soures des données F ji . Du point de vue de la rihesse du voabulaire de variables séletion-nées, les résultats sont tout de même meilleurs puisque l'ensemble des variables signi�ativementhargées est plus onséquent qu'à l'issue de notre premier algorithme de desente de gradient.C'est e type de résultat que nous souhaitons exploiter pour pouvoir omposer des features plusomplexes ultérieurement.4.4.2 Détetion de visagesLes résultats que nous obtenons dans le adre de la détetion des visages ne sont pas meilleursen terme de performanes lorsque nous proédons à un algorithme de di�usion ré�éhie pourl'apprentissage de Pt. Les améliorations ou baisses de performanes ne sont pas spetaulaires,l'amélioration des performanes peut s'interpréter dans ertains as omme la possibilité pournotre algorithme de di�usion sur SF d'éviter de rester piégée dans des minima loaux et d'enatteindre d'autres orrespondant à des énergies Eerr plus basses.Nous pouvons étudier, omme dans l'approhe du hapitre 3, les taux d'erreur obtenus enmoyenne sur l'ensemble des variables extraites selon une probabilité Pt suivant un proessus dedi�usion ré�éhie sur SF . La limite pontuelle � limite � de Pt n'ayant pas de sens dans notresituation, nous avons simplement hoisi d'extraire les variables selon une probabilité Pt aprèsplusieurs heures d'apprentissage. Nous avons alors reensé les taux d'erreur moyens obtenus surles données de test après vote de 10 experts pour la détetion de visages. Nous omparons alorsles taux d'erreurs reensées aux taux d'erreurs obtenus lors de la simple desente de gradient duhapitre 3 sur l'ensemble de test.j!j Desente de gradient Di�usion ré�éhie20 7:5% 8%30 6:9% 6:9%40 6:5% 6:7%50 5:5% 4:5%100 2:3% 2:7%L'e�et de la di�usion sur les performanes de notre algorithme est double :� Nous avons onstaté numériquement que le temps néessaire à l'obtention de bonnes per-formanes pour notre algorithme était plus long que dans le as d'une simple desente degradient.� Certaines performanes obtenues lors de ette di�usion ré�éhie ne sont pas meilleures quelors de la simple desente de gradient (taux d'erreur moyen de détetion pour j!j = 100par exemple) alors que d'autres taux d'erreurs moyens obtenus sont meilleurs. Cei esttrès ertainement dû aux instants que nous avons hoisi pour stopper notre algorithme etmesurer es taux sur l'ensemble de test. Ces instants de mesure sont en e�et déterminés demanière arbitraire dans notre as sans auune onsidération statistique sur la stationnaritéou non du omportement de Pt au voisinage du temps de mesure.En �n de ompte, les performanes de di�usion ré�éhie pour l'étude de la détetion devisages n'apporte pas d'amélioration tangible par rapport à la desente de gradient du hapitre3. La vitesse d'un tel algorithme est plus lente que elle de la simple desente de gradient maisette di�usion ontraint plus failement Pt dans SF et permet de proposer plus de variables deF via le mouvement Brownien standard sur SF .



98 Chapitre 4 - Proessus de di�usion ré�éhiePar ailleurs, la réprésentation de la loalisation des déteteurs de bords e�etivement hargéspar la probabilité a donné des résultats similaires à eux mentionnés dans le paragraphe 3.9.3onernant la desente de gradient.
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5.1 ObjetifsL'objet de e hapitre est de proposer une alternative pour séletionner des features de Faux équations di�érentielles (E� 3) et (E� 4) proposées dans le hapitre préédent. Le but quisera poursuivi est toujours de onstruire une méthode de séletion de variables, en s'autorisantette fois à enrihir l'ensemble F de nouveaux features omposés, réés à partir de variablesappartenant elles aussi à F . Nous utiliserons à es �ns les strutures d'arbres et de forêts dé�niesdans le hapitre 2. La modélisation du hapitre 3 peut alors être améliorée pour plusieurs raisons :� il semble relativement arti�iel de proposer une fore de rappel vers la loi UF , sahant quee rappel est � aveugle � à l'apprentissage e�etué lors de la minimisation de E1. Ce rappelpeut don annuler le gain e�etué lors de la reherhe des features performants pour latâhe de détetion.� Plus enore, la fore de rappel s'aentue lorsqu'un feature n'apporte pas de bonnes perfor-manes à g puisque le terme �rE1 aura ertainement tendane à diminuer la probabilitéde tirer un tel feature, mais le terme �rE2 sera alors d'autant plus fort que la probabilitéest faible (UF � P(Æ) est grand quand P(Æ) est petit). La modélisation préédente aboutitdon à la onstrution d'un ompromis qui peut paraître banal entre la fore de E1 etelle de E2 (on peut par exemple examiner préisément les onditions de stabilité dans SFthéoriques établies préédemment) alors que justement, il serait souhaitable de vraimentpositionner P(Æ) le plus prohe possible de 0 lorsque l'apport de Æ en terme de performaneest médiore.� En�n, on remarque dans l'approhe du hapitre 3 que la modélisation �ge l'ensemble desfeatures F sans laisser une hane à F d'évoluer. Cei est struturellement lié à notremodèle qui ne permet ni de réer de nouveaux éléments de F , ni d'en supprimer. Il seraitpourtant agréable de permettre de supprimer par exemple des features de F qui sont malnotés via P et d'ajouter des features omposés apportant une information non négligeableau problème de détetion.Dans un premier temps, nous allons herher à dérire très préisément un proessus dedi�usion ré�éhie ave sauts qui ouple à la fois une desente de gradient (intervalle de temps dedi�usion), et la reherhe d'un espae optimal lors de transitions brutales (instants de sauts).Nous dé�nissons là-enore e proessus omme la solution d'une équation di�érentielle sto-hastique omme dans le hapitre préédent. Nous établissons alors les onditions générales d'exis-tene de di�usions ré�éhies ave sauts.Puis nous formalisons préisément l'exploration des forêts possibles F en donnant les règlesde transition qui interviennent lors des sauts, es règles suivront un omportement de type



100 Chapitre 5 - Proessus de di�usion ré�éhie ave sautsMCMC et devront don satisfaire des propriétés de réversibilité importantes pour la stabilité duproessus.Cela nous permettra �nalement de onstruire dans un seond temps un proessus ((Ft;Pt))t2R+à dynamique markovienne (Ft)t2R+ qui fera évoluer l'ensemble des features disponibles au tempst. Ce proessus permettra de parourir l'ensemble des forêts possibles, formées à partir des motset des lettres élémentaires appartenant à F0, forêt des features élémentaires. La méthode utiliséeest une méthode à sauts réversibles, tehnique la plus utilisée en exploration de modèles statis-tiques à dimension variable ([CRR03℄, [Gre95℄). Ce proessus sera guidé par une di�usion avesauts distribués selon une loi de Poisson.5.2 Di�usions ré�éhies ave sauts5.2.1 FormalisationNous noterons A? tous les arbres binaires issus de features élementaires de F0 et dont ladé�nition est donnée au hapitre 2, paragraphe 2.7. A�n de pouvoir établir l'équation di�érentielledé�nissant notre proessus, nous introduisons le veteur Xt indiateur de la forêt Ft par lesdé�nitions i-dessous.Dé�nition 5.2.1 (Veteur Xt)Le veteur Xt est l'élément de f0; 1gjA?j tel que8A 2 A? Xt(A) = 1, A 2 FtAinsi, Xt(A) vaut 1 si l'arbre A est présent au temps t et 0 sinon.On dé�nit alors l'appliation � réiproque � qui, à un veteur X de f0; 1gjA?j, assoie la forêtqui lui orrespond dans la dé�nition 5.2.2.Dé�nition 5.2.2 (Appliation F)Si X 2 f0; 1gjA? j, on dé�nit F(X) omme étant la forêt qui satisfait :8A 2 A? A 2 F(X), X(A) = 1Nous onsidérons alors la probabilité Pt non pas omme un élément de SFt mais omme uneprobabilité sur A?. Nous plongeons don haque espae SF dans SA? en imposant des onditionsde nullité sur les arbres n'appartenant pas à F . Ainsi, si P est une probabilité sur F , son imageplongée P est donnée par : 8A 2 F 8P 2 SF P(A) = P(A)et 8A =2 F 8P 2 SF P(A) = 0Il y a don parfaitement équivalene entre la onnaissane du ouple (Pt;Ft) et la onnaissanede �Pt; Xt� en tout temps. Pour plus de lisibilité de la suite, nous onfondrons systématiquementPt et Pt.L'équation d'évolution que nous allons étudier est alors du type :(E� 6)8>>>>>><>>>>>>:
� ZtXt � = � P0X0 �� Z t0 G� PsXs �ds+ Z t0 �� PsXs �dWs+Z t0 ZSA?�f0;1gjA?jq�� PsXs � ;� PX ��N�d� PX � ; ds�Pt = �Xt (Zt)



Chapitre 5 - Proessus de di�usion ré�éhie ave sauts 101On peut par ailleurs reformuler ette équation (E� 6) en équation di�érentielle stohastiqueomme e qui est formulé dans [Kus00℄ et [Kus02℄ :d� ZtXt � = �G� PtXt �ds+�� PtXt �dWs+ZSA?�f0;1gjA?jq�� PtXt � ;� PX ��N�d� PX � ; dt�+d(Z� P)t (E� 7)Ces deux dernières équations méritent quelques élairissements :� L'appliation G est l'appliation qui donne le terme de � dérive � de l'équation de di�usiontandis que � est le terme de ovariane du mouvement brownien standard.Plus tard, le terme de dérive (�G) sera en réalité identi�é à un terme de desente degradient. � sera, elle, la matrie de ovariane, dé�nie positive sur HF , qui bruitera lemouvement sur les partiules séletionnées (odées par le veteur X).En�n, X désigne en réalité les oordonnées libres de notre proessus tandis que les oor-données pour lesquelles X = 0 sont �gées et nulles entre deux variations de X, 'est-à-direentre deux sauts.� Par ailleurs, q(Z1; Z2) est la quantité à ajouter à l'état Z1 pour passer à l'état Z2 multipliépar la probabilité Q d'e�etuer ette transition. La probabilité Q est en réalité elle quisera dé�nie dans le paragraphe suivant et qui régit les lois de parours des forêts et don desveteurs X appartenant à A?. C'est don préisément q et N qui organisent la dynamiquedes sauts du proessus.� N désigne la mesure produit entre une mesure uniforme sur SA?�f0; 1gjA?j et Poissonnienneen temps de paramètre �.� En�n, �Xt est l'appliation de Skorokhod dérite dans le paragraphe préédent assoié auproblème sous ontraintes dans SF(Xt), 'est-à-dire le simplexe quanti�é par le veteur Xt.� Z � P est le proessus ré�éhi qui permet de ontraindre P dans SXt en tout temps. Ceproessus ne varie qu'aux points où Pt atteint la frontière �SXt . C'est préisément l'ap-pliation de Skorokhod qui permet d'obtenir e ouple (P; Z) entre deux instants où X nevarie pas, 'est-à-dire entre deux sauts distribués selon une loi de Poisson P(�). Ave lesdé�nitions du hapitre 4 de SP, on a don les orrespondanes :8<:P 7�! �Z 7�!  Z� P 7�! �� L'appliation �X est onstruite pour haque simplexe paramétré par X de manière identiqueà elle du hapitre préédent dans la setion 4.2, ou en se référant à nouveau à [DR99℄.Nous herhons don à onstruire un proessus ouplé (Pt; Xt) tel que Pt suive une di�usionsous ontraintes ditée par Xt entre deux instants de sauts et suivant des règles de transitionsmarkoviennes lors des instants de sauts qui sont distribués suivant une loi de Poisson.Nous ne donnerons un sens préis aux termes G et � mentionnés i-dessus que dans leparagraphe 5.3, ei a�n de maintenir la généralité du pragraphe suivant. En�n, si Q désigne laprobabilité de transition d'une forêt à une autre mentionnée dans le paragraphe 5.3, on a alorsla relation entre Q et q dé�nie dans la dé�nition suivante.



102 Chapitre 5 - Proessus de di�usion ré�éhie ave sautsDé�nition 5.2.3 (Amplitudes des sauts q)L'amplitude des sauts dans (E� 7) est donnée par :q�� P1X1 � ;� P2X2 �� = � P2 � P1X2 �X1 �Q �� P1F(X1) � ;� P2F(X2) �� (5.27)5.2.2 Existene des proessus de di�usions ré�éhies ave sautOn peut également onstruire, à l'image de e qui est fait pour le théorème 4.2.2 du hapitrepréédent, la solution unique d'une telle équation intégrale (E� 6) en utilisant à nouveau unthéorème de point �xe de Piard. Les onditions qu'il faut ette fois imposer sont à nouveau desonditions de type Lipshitz. On pourra se rapporter à [AB02℄ ou à [DI91℄ pour la démonstrationde l'existene et l'uniité d'un tel proessus sous réserve que les onditions suivantes soientsatisfaites :1. Le aratère Lipshitzien de la dérive :9 �1 > 0 wwwwG� P1X1 ��G� P2X2 �wwww 6 �1wwww� P1 � P2X1 �X2 �wwww (C4)et de la ovariane de la di�usion :9 �2 > 0 wwww�� P1X1 �� �� P2X2 �wwww 6 �2wwww� P1 � P2X1 �X2 �wwww (C5)2. Le aratère Lipshitzien, uniformément en la deuxième variable, de la probabilité de tran-sition Q :9 �3 > 0 wwwwq�� P1X1 � ;� PX ��� q�� P2X2 � ;� PX ��wwww 6 �3wwww� P1 � P2X1 �X2 �wwww(C6)3. Le aratère Lipshitzien de l'appliation �X :9 �4 Supt>0 k�X1(Z1)t � �X2(Z2)tk 6 �4 Supt>0 wwww� Z1� Z2X1 �X2 �twwww (C7)4. Ainsi que des onditions de roissane (f [AB02℄) qui sont trivialement respetées dansnotre as du fait de la ompaité de SA? � f0; 1gjA?j.Ave es quatre onditions, on peut alors énoner le théorème 5.2.1.Théorème 5.2.1 (Existene des di�usions sous ontraintes ave saut)En supposant que les onditions (C4), (C5), (C6) et (C7) soient satisfaites, on a l'existene etl'uniité d'un proessus ouplé (Pt; Xt)t>0 véri�ant l'équation intégrale (E� 6).Preuve : Voir annexe D �Autrement dit, si les onditions préédentes sont satisfaites, l'équation intégrale est satisfaitepour un proessus et ette équation est bien posée.5.3 Sauts dans l'espae des forêtsNous allons donner dans e paragraphe les règles formelles qui vont permettre d'implémenterun parours de l'espae des forêts, parours dépendant d'une matrie de transition Q homogèneen temps. Par dé�nition de l'indiateur Xt au temps t de la setion préédente, on onstate qu'il



Chapitre 5 - Proessus de di�usion ré�éhie ave sauts 103est équivalent de donner les règles de transition Q pour (P;X) ou pour (P;F). Il s'agit danse paragraphe de permettre de faire évoluer l'ensemble des features F . La dynamique de etensemble sera de type markovien, et l'ensemble des features au temps t sera don noté Ft. Il ya une double raison à la notation Ft :� 'est (bien entendu) l'ensemble des Features au temps t.� et ensemble peut également être onsidéré omme une � forêt � d'arbres binaires, dé�nisomme dans le hapitre 2.Dès lors, nous utiliserons autant le mot � forêt � que l'expression features pour désigner Ft et lesinstants de sauts seront les instants où la forêt sera modi�ée. Ils seront notés génériquement tsalors que Fts désignera l'état de la forêt avant le saut et Fts+dt la forêt obtenue après la transition.Ces sauts vont alors nous permettre d'explorer totalement l'ensemble des forêts possibles. Cetensemble de forêtsA? est très grand (même s'il est �ni puisque la répétition de lettres élémentairesest impossible dans un même mot) et il faudra établir une façon e�ae de parourir A? pourle but qui nous anime : trouver un ensemble d'arbres restreints permettant d'obtenir autant quepossible des résultats de lassi�ation orrets.Il s'agit don, dans un premier temps, de préiser quelles peuvent être les di�érentes transi-tions de Fts à Fts+dt ainsi que les probabilités assoiées à es transitions markoviennes, e serapréisément l'objet de e 5.3.Par la suite, il faudra également formaliser les nouvelles équations d'évolution du ouple(Ft;Pt) et es équations d'évolutions seront très préisément dérites dans le 5.4.Nous supposerons dans e paragraphe et dans tout e qui suivra que la onaténation de deuxmots (m1;m2) 7�! m1 :: m2 est dé�nie, e qui sera le as ultérieurement dans les di�érentesappliations de notre algorithme sur l'analyse des données proposées.5.4 Transitions de Fts à Fts+dtEn supposant que l'instant ts soit un instant de saut d'un ensemble de features à un autre,nous allons détailler les di�érentes règles pour onstruire le nouvel ensemble Fts+dt à partir del'anien Fts . On souhaite pouvoir� enrihir la forêt F de nouveaux arbres a�n d'obtenir un pouvoir plus disriminant de esnouveaux features sur l'ensemble des lasses de données.� enlever d'autres arbres de F qui sont eux moins e�aes pour lasser orretement lesdonnées.Pour des raisons qui seront préisées dans le paragraphe suivant, le prinipe fondamental quidevra régir la dynamique de réation / suppression d'arbres est la réversibilité en � un oup �(ou réversibilité faible). Plus préisément, si l'on désigne par ts1 et ts2 deux instants onséutifsde saut, il faut imposer que si la transitionFts1 �����������!Saut à l'instant ts1 Fts2est possible,alors Fts2 �����������!Saut à l'instant ts2 Fts1l'est également. Comme les transitions préédentes ne sont pas déterministes, es onditions seréérivent plut�t en



104 Chapitre 5 - Proessus de di�usion ré�éhie ave sautsFts1+dt = Fts2 =) P(Fts2+dt = Fts1 ) > 0Cette ondition assure en e�et que la dynamique ne peut pas rester piégée dans ertaineszones d'exploration des forêts. Mais nous lui donnerons une justi�ation plus théorique dans leparagraphe suivant.Les règles qui vont permettre de onstruire es nouvelles forêts sont détaillées dans les para-graphes qui suivent.5.4.1 Création de nouveaux arbresÀ partir de deux arbres A1 et A2 de Fts1 , on souhaite réer un néologisme qui fera partie deFts1+dt. Sa onstrution dépend du sens que l'on donne à la onaténation de deux motsm1 :: m2.Mais supposant ette onaténation dé�nie, on peut donner la première règle de onstrutionTg0BBB� m1A1.g A1.d ; m2A2.g A2.d 1CCCA = m1 :: m2m1A1.g A1.d m2A2.g A2.dLa onstrution est don � montante �, mais l'évaluation de l'arbre sur un élément de la basede données n'est pas desendante, il su�t d'examiner le noeud prinipal de l'arbre formé pourévaluer le résultat d'un arbre sur les données. C'est un petit peu di�érent de e qui est fait dans[FG01℄ puisque la onstrution est aussi montante, mais il est ensuite néessaire de parourirl'arbre en profondeur pour évaluer sa valeur sur un élément de la base de données. Il n'y a pasii, dans notre as, de parours desendant des arbres, onditionné aux valeurs évaluées au furet à mesure dans l'arbre.Si on note don Tg l'opération de A?�A? dans A? de onstrution d'un arbre gre�é à partirde deux sous-arbres, et si l'on note fTg l'opération qui lui orrespond sur les forêts, l'opérationsur la forêt se traduit en fait parFts1+dt = Fts1 [ Tg(A1;A2) = fTg(Fts1 ;A1;A2) (Tg)ave Tg(A1;A2) =2 Fts1Remarquons ii qu'il faut prendre garde au fait qu'on impose absolument le fait quel'arbre qui est issu de la gre�e (Tg(A1;A2)) ne doit pas appartenir à Fts . Cei se justi�eraultérieurement. La raison prinipale est que si ette ondition n'est pas imposée, il n'estalors pas possible d'expliiter lairement une règle de � retour � (inversion de ette gre�e).Nous dé�nissons don les règles de gre�e de deux arbres A1 et A2 selon les trois modalitésdi�érentes que nous allons voir tour à tour.5.4.1.1 Gre�e de deux arbres sans oupeLa première règle est standard et orrespond à une gre�e sans modi�er le ontenu de la forêtpréédant le saut. Cette sous-règle est en fait identique à l'opération (Tg) préédente et seranotée de la même façon. Ainsi :fTg(Fts ;A1;A2) = Fts [ Tg(A1;A2)



Chapitre 5 - Proessus de di�usion ré�éhie ave sauts 1055.4.1.2 Gre�e de deux arbres ave suppression d'un des �lsLa deuxième règle permet de modi�er le ontenu de la forêt en supprimant l'un des deux�ls de l'arbre gre�é obtenu. On autorise don la gre�e à partir de deux arbres A1 et A2 touten permettant la suppression d'un des deux �ls, on obtient les deux règles (Tg;sg) (Gre�e-Suppression �ls Gauhe) et (Tg;sd) (Gre�e-Suppression �ls Droit) qui se résument en :℄Tg;sg(Fts ;A1;A2) = Fts [ Tg(A1;A2)rA1et ℄Tg;sd(Fts ;A1;A2) = Fts [ Tg(A1;A2)rA25.4.1.3 Gre�e de deux arbres ave oupe des deux �lsEn�n, la dernière opération de gre�e s'inspire de la gre�e ave oupe d'un �ls. On permet degre�er deux arbres dans Fts+dt tout en supprimant les deux �ls, e qui permet de dé�nir (Tg;sgd)(gre�e-suppressions �ls gauhe �ls droit) :T̂g;sgf(Fts ;A1;A2) = Fts [ Tg(A1;A2)r (A1 [A2)5.4.2 Coupe d'un arbreLa oupe d'un arbre est relativement simple ; il s'agit, étant donné un arbre A, omposé ounon, de le supprimer et d'ajouter dans Fts1+dt ses deux �ls gauhe et droit. Cette opération setraduit par la règle : T0BBB� mA.g A.d 1CCCA = A:g [A:dsoit Fts1+dt = �Fts1 rA� [ T(A) = fT(Fts1 ;A) (T)en onservant la notation T pour l'opération sur les arbres et fT pour l'appliation sur les forêts.On notera que si un (ou les deux) �ls de A sont déjà présents dans Ats1 , l'union préédenteest � blanhe � et T se traduit uniquement par la suppression de A de Fts1 .5.4.3 Renaissane d'arbres initiauxOn autorise en�n un ajout arti�iel d'un arbre de F0, forêt initiale, qui n'est plus présentdans Fts1 , si A est don dans F0 r Fts1 :Fts1+dt = Fts1 [A =fTi(Fts1 ;A) (Ti)5.4.4 Parours de F?Ave es trois règles, il est immédiat de voir que l'on peut onstruire toutes les forêts possibles.En e�et, donnons-nous F une forêt quelonque, la règle (Tg) permet de onstruire tous les arbresbinaires (néessairement omplets dans notre dé�nition) de longueur donnée : il s'agit d'itérerle proessus de onstrution via (Tg) un nombre su�sant de fois. Et la règle (T) permet desupprimer tous les arbres indésirables de F qui auraient été formés lors de l'appliation de (Tg).Suite à es nouvelles dé�nitions, on peut a�rmer la propriété suivante.



106 Chapitre 5 - Proessus de di�usion ré�éhie ave sautsPropriété 5.4.1 (Réversibilité faible des règles (Tg)-(Tg;sg)-(Tg;sd)- (Tg;sgd)-(T)-(Ti))Toute opération Fts �! Fts+dt obtenue à partir des 6 règles préédentes peut être inverséeégalement à partir de es 6 mêmes règles en un oup.Preuve : Pour démontrer e résultat, il su�t d'énumérer tous les as possibles. Donnons-nousdon un instant de saut ts.� Si l'on e�etue une gre�e via (Tg), (Tg;sg), (Tg;sd) ou (Tg;sgd), sur deux arbres A1 et A2 :l'arbre formé n'appartient pas à Fts , l'opération � réiproque � orrespond à la oupe del'arbre Tg(A1;A2). En e�et, que l'on déide ou non de supprimer les �ls A1 et A2 lors dusaut en ts, la oupe de l'arbre Tg(A1;A2) reonstruit les deux �ls A1 et A2. Les répétitionsn'étant pas omptées dans l'énumération des arbres de la forêt, on a bien :T [Tg (Fts ;A1;A2) ; Tg(A1;A2)℄ = Fts� Si l'on e�etue une oupe d'un arbre A, di�érents as se présentent :� L'arbre A est � élémentaire �, 'est-à-dire A est réduit à son noeud prinipal et sesdeux �ls sont alors vides (ou bien enore A est de profondeur 1). Dans e as, laoupe de l'arbre orrespond purement et simplement à la suppression de A de Fts .Mais l'arbre A étant élémentaire, il est présent dans F0. Ainsi, on peut reonstituerFts grâe à (Ti) :8A 2 Fts jAj = 1 Ti [T (Fts ;A) ;A℄ = Fts� L'arbre A est omposé et ses deux �ls appartiennent à Fts . Dans e as, l'opérationTg permet diretement d'annuler la oupe de et arbre :8A 2 Fts j A = A.mA.g A.d et A:g 2 Fts et A:f 2 Ftson a alors Tg(T(Fts ;A);A:g;A:d) = Fts� L'arbre est omposé d'un �ls appartenant à Fts et d'un �ls n'y appartenant pas, elas'érit alors :A 2 Fts j A = A.mA.g A.d et A:g =2 Fts et A:d 2 FtsDans e as Tg;sg (T (Fts ;A) ;A:g;A:d) = FtsDe la même façon, siA 2 Fts j A = A.mA.g A.d et A:g 2 Fts et A:d =2 FtsDans e as Tg;sd (T (Fts ;A) ;A:g;A:d) = Fts� En�n, si l'arbre est omposé de deux �ls qui n'appartiennent pas à Fts , on aA 2 Fts j A = A.mA.g A.d et A:g =2 Fts et A:d =2 Ftspuis Tg;sgd [T (Fts ;A) ;A:g;A:d℄ = Fts



Chapitre 5 - Proessus de di�usion ré�éhie ave sauts 107� Si l'on e�etue un ajout d'un arbre élémentaire A de F0jAj = 1dans Fts , on onstate immédiatement que la oupe de e même arbre par T permetd'inverser l'opération : T (Ti (Fts ;A)) = FtsAinsi, quelle que soit la règle hoisie pour e�etuer le saut à l'instant ts, il est possible en utilisant(Tg), (Tg;sg), (Tg;sd), (Tg;sgd), (T),(Ti) ou (Tid) d'inverser ette règle. �Cette propriété assure don que les règles de transition ainsi dé�nies permettent d'explorerl'ensemble des forêts F? de façon omplètement réversible � en un oup �.5.4.5 Non réversibilité faible des règles (Tg)-(T)-(Ti)Nous pouvons justi�er l'emploi des règles (Tg;sg), (Tg;sd) et (Tg;sgd) qui paraissent arti�-ielles en remarquant qu'elles sont absolument néessaires à la dynamique type � Métropolis �([MRR+53℄). Il y a en e�et un problème de réversibilité faible si on laisse en l'état les seulestrois règles (Tg)-(T)-(Ti) préédentes pour onstruire Fts1+dt à partir de Fts1 . La propositionsuivante explique en quoi la donnée des trois règles préédentes n'est pas � à sauts réversibles �en un oup.Propriété 5.4.2 (Non réversibilité faible des règles (Tg)-(T)-(Ti) � en un oup �)On peut trouver une forêt Fts et un saut onstruisant Fts+dt tels qu'il est impossible de reformerFts à partir de Fts+dt via (Tg)-(T)-(Ti) � en un oup �.Preuve : Pour démontrer e résultat, on peut onsidérer n'importe quelle forêt Fts , même orres-pondant à un as pathologique vis-à-vis des forêts onstruites lors de nos algorithmes d'appren-tissage ultérieurs. Considérons le as d'une forêt Fts telle qu'elle ne ontienne pas le �ls gauhed'un de ses arbres A de profondeur maximale. On a alorsA = A.mA.g A.d 2 Ftstandis que A:g =2 Fts et A:d 2 FtsSi l'on hoisit d'appliquer (T) à Fts et à A, on obtient dans Fts+dt :A:g 2 Fts+dt et A:d 2 Fts+dt et A =2 Fts+dtIl est alors impossible de revenir en arrière en un oup et de faire don Fts+dt �! Fts en utilisantuniquement une des trois règles préédentes puisque pour reréer Fts , il est néessaire de� reformer A, soit par une gre�e, soit par une oupe d'un arbre dont A serait un �ls gauheou droit.� supprimer le �ls gauhe A:g.Pour obtenir à nouveau A, on ne peut utiliser que la règle (Tg) puisque et arbre est deprofondeur maximale et n'est don pas le sous-arbre d'un autre arbre de Fts . Mais la règle (Tg)ne permet pas de supprimer A:g de Fts+dt.Pour supprimer A:g, on ne peut utiliser que (T), mais ette règle ne permet pas, quant àelle, de onstruire le père A.



108 Chapitre 5 - Proessus de di�usion ré�éhie ave sautsIl est don impossible en appliquant une seule des trois règles d'e�etuer la transition Fts+dt �!Fts . �La onstrution du ontre-exemple préédent permet don de montrer la néessité de (Tg),(Tg;sg), (Tg;sd) dans le parours de F? préédent.Pour pouvoir onlure la desription totale de la dynamique de notre algorithme, il s'agit en�nde détailler les probabilités de transition données par Q dé�nie dans le 5.2, mais non expliitéejusqu'ii.5.5 Probabilités des propositions de transitions de Fts à Fts+dtDès lors que les règles possibles pour passer de Fts à Fts+dt sont établies préisément, nousallons établir les probabilités de transition assoiées à haune de es règles. Ces probabilités detransition respeteront plusieurs propriétés dérites i-après :1. Le hoix d'e�etuer une des 6 règles (Tg), (Tg;sg), (Tg;sd), (Tg;sgd), (T) ou(Ti) ne dépendpas de l'instant du saut ts et de la nature de la omposition de Fts .2. Une fois la règle (T) hoisie pour e�etuer le saut au temps ts, la loi de probabilité pourproposer un saut de Fts à Fts+dt peut être prise uniforme, pour l'instant, sur tous les sautspossibles respetant la règle (T). Cependant, dans l'ensemble de nos expérienes pratiques,nous avons hoisis de privilégier ertains arbres pour la gre�e ou la oupe, ei amélioranttrès nettement les résultats de nos tests.On onstate don que le hoix du saut à l'instant ts omprend deux phases :� le hoix de la déision (T) qui sera appelée étape (R1)� le hoix des arbres qui se verront appliquer ette règle (T) qui sera appelée étape (R2)Si l'on note pg; pg;sg; pg;sd; pg;sgd; p et pi les probabilités de hoisir d'e�etuer la règle assoiéeà haque instant de saut ts lors de l'étape (R1), on doit don avoir la onditionpg + pg;sg + pg;sd + pg;sgd + p + pi = 1De plus, es probabilités sont indépendantes de ts et Fts , e sont don des onstantes �xées parl'utilisateur à l'initialisation de l'algorithme de onstrution des forêts.En�n, on peut donner expliitement la probabilité d'e�etuer tel ou tel saut à l'instant tslors de l'étape (R2). Pour une meilleure lisibilité, nous renvoyons à l'annexe C pour les détailsdes formules de transitions orrespondant à (R2).Nous retiendrons ependant que les règles de proposition des transitions véri�ent les deuxrègles qui suivent.� Lorsque (R1) hoisit omme transition une gre�e, on proposera via (R2) plus souvent desgre�es à partir d'arbres qui ont une probabilité P importante à l'instant du saut.� Lorsque (R1) hoisit omme transition une oupe, on proposera plus souvent via (R2) uneoupe à partir d'arbres qui ont une probabilité P faible à l'instant du saut.5.6 Dynamique markovienne des sautsL'approhe que nous allons adopter va onsister à minimiser une énergie dépendant de :



Chapitre 5 - Proessus de di�usion ré�éhie ave sauts 1091. l'ensemble des features Ft séletionnés2. une probabilité de tirage d'un arbre P sur et ensemble Ft.L'expression de ette énergie est de la forme suivante :E(F ;P) = ELg(F) + E�(F) + Eerr(F ;P)La mesure de Gibbs invariante assoiée à ette énergie s'exprime alors en�(F ;P) = e�E(F ;P)Z (5.28)Même si ette mesure � ne sera pas destinée à e�etuer un algorithme de Reuit-Simulé, ellenous sera utile par la suite pour aratériser l'évolution des proessus que nous onstruirons.Nous verrons plut�t ette mesure omme une loi invariante d'un proessus stohastique (Ft;Pt)que nous allons herher à simuler, ette approhe est don omparable à [GM94℄.Nous nous intéressons dans e paragraphe aux sauts e�etués dans l'algorithme. Ces sautsorrespondent en réalité à la modi�ation de Ft. A�n de reherher un omportement de loiinvariante �, on peut s'inspirer des résultats lassiques sur les algorithmes de Métropolis pourdérire de façon très préise les probabilités de sauts.5.6.1 Aeptation des sauts par un algorithme de Métropolis-HastingsA�n de simuler les sauts, nous utilisons une dynamique markovienne, 'est-à-dire, les sautssont représentés par un proessus de Markov ave une probabilité de transition R(:; :). Si Ftset Pts sont les états du proessus (F ;P) à l'instant d'un saut et si Fts+dt et Pts+dt représententl'état du proessus après e saut, l'équation d'équilibre de l'évolution régie par une dynamiqueMétropolis-Hastings ([MRR+53℄, [Has70℄) est� (Fts ;Pts) R �� FtsPts � ;� Fts+dtPts+dt �� = � (Fts+dt;Pts+dt)R �� Fts+dtPts+dt � ;� FtsPts ��Par ailleurs, on impose que la probabilité de transition s'érive :R �� FtsPts � ;� Fts+dtPts+dt �� = P [Fts+dtjFts ℄| {z }probabilité issue de (R1) et (R2)Q �� FtsPts � ;� Fts+dtPts+dt ��
où P est la probabilité onditionnelle du paragraphe préédent et Q est le taux d'aeptation dusaut orrespondant. Ainsi, le taux d'aeptation Q véri�e l'égalitéQ �� FtsPts � ;� Fts+dtPts+dt �� = Q �� Fts+dtPts+dt � ;� FtsPts �� P [Fts jFts+dt℄P [Fts+dtjFts ℄| {z }terme issu de (R1) et (R2) � (Fts+dt;Pts+dt)� (Fts ;Pts)La méthode lassique pour aepter de tels sauts revient alors à poser :
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Q �� FtsPts � ;� Fts+dtPts+dt �� = Min 2666666666641; P [Fts+dtjFts ℄P [Fts jFts+dt℄ � (Fts+dt;Pts+dt)� (Fts ;Pts)| {z }=�240� FtsPts 1A;0� Fts+dtPts+dt 1A35

377777777775De e fait, la simulation lors d'un saut se déroule ainsi :1. Étant données une forêt Fts et une probabilité Pts sur ette forêt, tirer selon P � : j� FtsPts ��une nouvelle forêt possible Fts+dt ave une nouvelle probabilité dé�nie par Pts+dt.2. Caluler le rapport � = P [Fts+dtjFts ℄P [Fts jFts+dt℄ � (Fts+dt;Pts+dt)� (Fts ;Pts)3. � Si � > 1, aepter le saut, 'est-à-dire valider (Fts+dt;Pts+dt) omme nouvel état.� Si � 6 1, aepter le saut ave la probabilité � .On démontre lassiquement qu'étant données de telles règles de transition, la loi � est bienune mesure invariante assoiée à la haîne de Markov de probabilité de transition R [:; :℄. Il su�ten e�et pour ela de voir que l'on a :�(X)R[X;Y℄ = �(Y)R[Y;X℄On peut de plus justi�er de la néessité de la réversibilité � en un oup � de la haîne deMarkov basée sur la probabilité de transition P [:j:℄. On onstate en e�et que s'il est impossiblede revenir en arrière en un oup, la formule de stationnarité� (Fts ;Pts) R �� FtsPts � ;� Fts+dtPts+dt �� = � (Fts+dt;Pts+dt)R �� Fts+dtPts+dt � ;� FtsPts ��impose que R �� Fts+dtPts+dt � ;� FtsPts �� = 0() R �� FtsPts � ;� Fts+dtPts+dt �� = 0De l'expression de R, on tire alors queP �� FtsPts � ���� Fts+dtPts+dt �� = 0() P �� Fts+dtPts+dt � ���� FtsPts �� = 05.6.2 Détermination de Pts+dtDans le paragraphe préédent, il n'a pas été préisé e que valait exatement Pts+dt en fontiondu saut qui a été hoisi depuis (Fts ;Pts). En réalité, il est néessaire de donner une dé�nition àette nouvelle probabilité après le saut puisque son expression est néessaire dans le alul de � ,quantité onditionnant l'aeptation du saut.



Chapitre 5 - Proessus de di�usion ré�éhie ave sauts 1115.6.2.1 Cas de (Tg)Si l'on suppose que le saut est obtenu via une gre�e sans oupe de deux arbres A1 et A2, ils'agit don de dé�nir Pts+dt notamment en Tg(A1;A2). Nous avons hoisi d'imposer quePts+dt (Tg(A1;A2)) = 0tandis que 8A 2 Fts Pts+dt (A) = Pts (A)5.6.2.2 Cas de (Tg;sg) ou (Tg;sd)Ii, nous gérons le saut sur P de façon quasi-similaire, sauf qu'il faut en plus renormaliser Pts .� Si on applique (Tg;sg) sur Fts ave le ouple (A1;A2), alorsPts+dt (Tg;sg(A1;A2)) = 0puis 8A 2 Fts+dt \ Fts Pts+dt (A) = Pts (A)1� Pts (A1)tandis que A1 =2 Fts+dt� Si on applique (Tg;sd) sur Fts ave le ouple (A1;A2), alorsPts+dt (Tg;sg(A1;A2)) = 0puis 8A 2 Fts+dt \ Fts Pts+dt (A) = Pts (A)1� Pts (A2)tandis que A2 =2 Fts+dt5.6.2.3 Cas de (Tg;sgd)Là enore, il su�t de renormaliser les probabilités des arbres ommuns aux forêts Fts+dt etFts tout en annulant la probabilité du nouvel arbre gre�é issu de A1 et A2.Don Pts+dt (Tg;sg(A1;A2)) = 0puis 8A 2 Fts+dt \ Fts Pts+dt (A) = Pts (A)1� Pts(A1)� Pts(A2)tandis que A1 =2 Fts+dt et A2 =2 Fts+dt5.6.2.4 Cas de (T)Si l'on déide de ouper A0 pour obtenir Fts+dt, on impose que8A 2 Fts+dt \ Fts Pts+dt (A) = Pts (A)1� Pts(A0)En�n, si A0:g =2 Fts , on a Pts+dt (A0:g) = 0tandis que dans le as où le �ls gauhe est déjà dans Fts , on renormalise simplement la probabilitéde tirer et arbre omme les autres de Fts :



112 Chapitre 5 - Proessus de di�usion ré�éhie ave sautssi A0:g 2 Fts Pts+dt (A0:g) = Pts(A0:g)1� Pts(A0)Le as du �ls droit se traite de manière exatement identique :si A0:d =2 Fts Pts+dt (A0:d) = 0sinon Pts+dt (A0:d) = Pts(A0:d)1� Pts(A0)Et bien entendu A0 =2 Fts+dt5.6.2.5 Cas de (Ti)Si l'on déide de mettre à jour Fts en reréant un arbre élémentaire Ai, la mise à jour de Ptsse fait en 8A 2 Fts+dt \ Fts Pts+dt(A) = Pts(A)alors que Pts+dt(Ai) = 05.6.3 Calul de �Pour pouvoir interpréter failement l'aeptation ou le rejet d'un saut, on doit aluler pré-isément le rapport � en fontion des données de l'algorithme au temps du saut.� = P [Fts+dtjFts ℄P [Fts jFts+dt℄| {z }=�1 � (Fts+dt;Pts+dt)� (Fts ;Pts)| {z }=�2En réalité, e rapport est onstitué de deux termes.1. Le premier terme est le rapport des probabilités de proposer les sauts via P :�1 = P [Fts+dtjFts ℄P [Fts jFts+dt℄Ce terme ne dépend que de l'état de Fts et Fts+dt. Il se alule don failement grâe auxrésultats de la setion 5.4.2. Le seond terme est plus déliat à aluler puisqu'il fait intervenir la distribution station-naire assoiée au hamp de Gibbs dé�ni en début de setion 5.4 :�2 = � (Fts+dt;Pts+dt)� (Fts ;Pts) = e�E(Fts+dt;Pts+dt)+E(Fts ;Pts) = e��E[(Fts ;Pts)�!(Fts+dt;Pts+dt)℄Ainsi, e terme est d'autant plus grand qu'il y a une diminution d'énergie �E lors du saut.Autrement dit, plus l'énergie après le saut proposé est faible, plus le rapport � est grandet don plus il est probable d'aepter le saut. Cette dernière remarque va don assurer lefait que les sauts permettront de faire diminuer le niveau énergétique du système.5.6.3.1 Calul de �1�1 ne dépend don que des règles de transition onditionnelles établies dans la setion 5.3.Il s'agit d'énumérer en fontion des sauts proposés la valeur de e rapport. Là enore, nousrenvoyons à l'annexe C pour le détail et la justi�ation des aluls.



Chapitre 5 - Proessus de di�usion ré�éhie ave sauts 1135.6.3.2 Calul de �2Ce alul est onditionné à l'expression qu'on impose sur E , et notamment elle de ELg etE�. Ces deux termes dépendant du type de données que l'on traite, on ne s'intéressera dans unpremier temps qu'au dernier terme, elui issu de Eerr. L'expression de e terme de l'énergie esten fait elui qui a été étudié au hapitre 3, à savoir :Eerr(F ;P) = P!2Fpg(!)P(!)Les autres termes d'énergie seront dé�nis dans le adre de ertaines bases de données ulté-rieurement, et pour l'instant, l'énergie totale du système est don réduite à son terme d'erreur.Ce terme �Eerr vaut alors�Eerr [(Fts ;Pts) �! (Fts+dt;Pts+dt)℄ = P!2(Fts+dt)pg(!)Pts+dt(!)� P!2(Fts)pg(!)Pts (!)Le alul dépend don du saut qui a été hoisi à l'instant ts.5.6.3.3 Cas d'une gre�e (Tg)Dans e as préis, on a 8A 2 Fts Pts(A) = Pts+dt(A)Le nouvel arbre étant de probabilité nulle sous Pts+dt, on en déduit immédiatement la propriétésuivante.Propriété 5.6.1 (Calul de �Eerr pour (Tg))S'il est proposé une gre�e (Tg) à l'instant du saut, alors�Eerr [(Fts ;Pts) �! (Fts+dt;Pts+dt)℄ = 05.6.3.4 Cas d'une gre�e (Tg;sg) ou (Tg;sd)Ce as est quelque peu di�érent puisque la probabilité Pts+dt est modi�ée. Notons A le motque l'on supprime, et B le mot qui est réé à la suite de la gre�e, on a alors la nouvelle propriété :Propriété 5.6.2 (Calul de �Eerr pour (Tg;sg) ou (Tg;sd) )Si l'on note t la quantité t = E [g(!) j A 2 !℄E [g(!)℄alors le signe de �Eerr dépend de e rapport t. Plus préisément,� Si t > 1, �Eerr est négatif.� Si t < 1, il existe p0 tel que�Pts(A) < p0 =) �Eerr > 0Pts(A) > p0 =) �Eerr < 0Cette proposition nous donne don l'in�uene de la suppression d'un arbre A de Fts .Preuve : Nous renvoyons à l'annexe C, setion C-3 pour la démonstration omplète. �En dé�nissant les quantités Eerr;A(Fts ;Pts) par e qui suit :



114 Chapitre 5 - Proessus de di�usion ré�éhie ave sautsDé�nition 5.6.1 (Erreur relative à A : Eerr;A(Fts ;Pts))La quantité Eerr;A(F ;P) est dé�nie parEerr;A(F ;P) = P!2Fp�1g(!;A)P(!)Cette quantité désigne don l'erreur moyenne g ommise par le lassi�eur sahant que les featurestirés ontiennent A puisque : Eerr;A(F ;P) = E [g(!) j A 2 !℄on peut don onlure que� Si l'erreur Eerr;A(Fts ;Pts) est supérieure à Eerr(Fts ;Pts), on est dans le as où t > 1 et leterme d'énergie d'erreur dans �2 est stritement plus grand que 1 (le saut est favorisé).� Si l'erreur Eerr;A(Fts ;Pts) est inférieure à Eerr(Fts ;Pts), on est dans le as où t < 1 etle terme d'énergie d'erreur dans �2 est stritement inférieur à 1, sauf pour de grandesprobabilités Pts(A). Le saut est don défavorisé sauf dans le as où Pts(A) est trop grand.On verra dans l'annexe C omment s'a�ranhir d'avoir à manipuler des oupes ave desarbres ayant une trop grande probabilité Pts(A). On peut onstater également que l'ordrede grandeur de Pts(A) indique que l'on est malgré tout dans la zone où le signe de �Eerrest positif.Voii une ourbe représentant l'évolution du di�érentiel énergétique en fontion de Pts(A)dans di�érents as t < 1 et t > 1 :
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Chapitre 5 - Proessus de di�usion ré�éhie ave sauts 1155.6.3.5 Cas d'une gre�e (Tg;sgd)Ce as se traite de façon relativement similaire au as préédent. Si A1 et A2 désignent lesdeux �ls qui engendrent la réation de B = Tg(A1;A2) et qui sont supprimés à l'instant du sautts, le di�érentiel énergétique du terme d'erreur ne prend �nalement en ompte que la suppressionde A1 et A2 puisque Pts+dt(B) = 0Si l'on pose là enore formellement que�Pts+dt(A1) = 0Pts+dt(A2) = 0la valeur de Eerr(Fts+dt;Pts+dt) est à nouveau inhangée et l'on peut alors répéter les alulse�etués dans le as de (Tg;sg) et (Tg;sd). On dé�nit l'erreur relative à A1 et A2 selon ladé�nition 5.6.2.Dé�nition 5.6.2 (Erreur relative à A1 et A2 : Eerr;A1;A2(F ;P) :)La quantité Eerr;A1;A2(F ;P) est dé�nie parEerr;A1;A2(F ;P) = P!2(F)p�2g(!;A1;A2)P(!)Cette quantité désigne, là aussi, l'erreur moyenne g ommise par le lassi�eur sahant que lesfeatures tirés ontiennent A1 et A2 puisque :Eerr;A1;A2(F ;P) = E [g(!)j(A1;A2) 2 !℄La dé�nition préédente permet d'expliiter le di�érentiel énergétique �Eerr dans la propriété5.6.3.Propriété 5.6.3 (Calul de �Eerr pour (Tg;sgd) :)�Eerr est du signe deEerr(Fts ;Pts) [1� (1� s)p℄� psfEerr;A1 + Eerr;A2g+ p(p� 1)qEerr;A1;A2où �s = Pts(A1) + Pts(A2)q = Pts(A1)Pts(A2)et fEerr;A1 � Eerr;A2g = Pts(A1)Eerr;A1 + Pts(A2)Eerr;A2sPreuve : Nous renvoyons à l'appendie C paragraphe 3 pour le alul d'un tel di�érentiel éner-gétique. �5.6.3.6 Cas d'une oupe (T)Ce as se traite exatement de la même façon que elui de (Tg;sg) ou (Tg;sd). Si A est l'arbreque l'on souhaite ouper, on a don :Propriété 5.6.4 (Calul de �Eerr pour (T) :)Dans le as d'une oupe, le alul du di�érentiel énergétique du terme d'erreur donne :�Eerr �� FtsPts � �! � Fts+dtPts+dt �� � [1� (1� Pts(A))p℄� pPts(A)t



116 Chapitre 5 - Proessus de di�usion ré�éhie ave sauts5.6.3.7 Cas d'une renaissane (Ti)Dans e as, on a immédiatement la propriété 5.6.5.Propriété 5.6.5 (Calul de �Eerr pour (Ti) :)Le di�érentiel énergétique �Eerr vaut :�Eerr � FtsPts �! Fts+dtPts+dt � = 05.6.4 Dé�nition de E(F ;P)Pour ahever omplètement le alul de � , il est néessaire de aluler les di�érentiels éner-gétiques assoiés aux énergies ELg et E�. En réalité, le hoix est laissé à l'utilisateur d'imposertelle ou telle dé�nition pour es énergies. L'idée diretrie est de privilégier les forêts ayant unnombre d'arbres plut�t restreint mais étant si possible omposés. Les travaux [FG01℄ ont permisde mettre en avant une onstrution de tests binaires de plus en plus omplexes utilisant unritère de orrélation pour agréger des déteteurs. Nous utiliserons don deux termes dans Epour une telle onstrution :� Un terme ELg qui est un terme du type MDL ([Ris89℄, [Ris83℄)par exemple ELg(F ;P) = PA2FjAj� Un terme de mesure d'information sur haun des arbres A de F relativement à leurs deux�ls :� Dans le as de variables binaires, on peut par exemple hoisir :E�(F ;P) = � PA2F� (A:g;A:d)� Si les variables sont quelonques, on peut hoisir égalementE�(F ;P) = � PA2FI(A:g;A:d)Pour de telles dé�nitions d'énergie, on onstate en réalité que seule la � struture � de la forêtintervient dans la méthode de alul et pas la probabilité P. Ainsi, le terme �2 sera :�2 = e��Eerr��ELg��E�ave e��ELg = e PA enlevéjAj � PA ajoutéjAjet e��E� = e PA ajoutéI(A:g;A:d) � PA enlevéI(A:g;A:d)Les ommentaires que l'on peut apporter à de telles expressions sont relativement simples :� l'augmentation de la somme des longueurs des arbres implique une diminution de �2, etl'ajout d'un arbre à F sans suppression (par exemple (Ti) ou (Tg)) ne sera pas favorisépar e terme, alors que la gre�e ave suppression d'un ou des deux �ls via (Tg;sg), (Tg;sd)ou (Tg;sgd) sera plut�t favorisée.



Chapitre 5 - Proessus de di�usion ré�éhie ave sauts 117� la gre�e d'un arbre tel que ses deux �ls ne possèdent pas d'information ommune I notablene sera pas favorisée, alors que la probabilité d'aepter l'ajout d'un arbre omposé de deux�ls orrélés sera plus importante.Ces deux termes d'énergie sont motivés par une néessaire rédution de la omplexité du problème(maîtrise du nombre d'arbres présents dans les forêts) et par des ritères provenant de la théoriede l'information (information relative et minimisation de la variane du système par le prinipede MDL [Ris89℄).On peut ependant privilégier une approhe un peu di�érente en e qui onerne le terme deoût issu de ELg. En e�et, on peut déider de privilégier la redondane de ertains arbres dansd'autres sous-arbres de la forêt, ar le temps de alul total de la forêt sur la base de donnéesest alors réduite. Plus il y a de redondanes d'arbres dans d'autres sous-arbres de la forêt, plusil y a de fragments d'information réutilisables, e qui apporte un avantage notable en terme deomplexité [KGA02℄.Nous renvoyons en�n à l'annexe C pour un réapitulatif omplet des quantités permettantde dé�nir totalement les transitions lors d'un saut.En �n de ompte, il ne reste plus qu'à véri�er que les onditions d'existene de proessus dedi�usion ave sauts sont véri�ées lorsqu'on dé�nit ainsi les probabilités Q de transition. Nousrappelons que es onditions sont données dans la setion 5.3 de e hapitre.5.7 Existene et uniité du proessus de di�usion ré�éhie avesauts entre les forêtsIl s'agit don omme nous l'avons vu au paragraphe 5.2 de véri�er les onditions (C4;5;6;7).pour onlure en�n à l'existene de tels proessus. C'est préisément e que nous établissons danse paragraphe.5.7.1 Terme de dérive G et ovariane �Nous herhons don à onstruire un proessus ouplé (Pt; Xt) tel que Pt suive une di�usionsous ontraintes ditée par Xt entre deux instants de sauts et suivant des règles de transitionsmarkoviennes lors des instants de sauts qui sont distribués suivant une loi de Poisson.Il s'agit désormais de donner un sens préis aux termes mentionnés i-dessus. On peut dé�nirle terme de dérive G parDé�nition 5.7.1 (Terme de dérive G)A�n d'e�etuer une reherhe de minimum de la fontion E , nous utiliserons omme veteur dedérive G : G� PX � = � �HF(X) (rEerr(P))0 � (5.29)Seuls les éléments présents dans le support de P interviennent dans Eerr. On a don en réalitéEerr (P;F) = Eerr (P)La notation rEerr(P) a don bien un sens, et il en est de même de l'appliation G. L'hyperplan Hsur lequel on projette le veteur gradient est elui qui orrespond à (4.23) pour les oordonnéesdonnées par X.De façon similaire, on a la dé�nition de la matrie � :



118 Chapitre 5 - Proessus de di�usion ré�éhie ave sautsDé�nition 5.7.2 (Matrie �)On dé�nit la matrie de ovariane du mouvement brownien par�� PX � = 0BBBBBB� �(X)0BBBB� 0 : : : 0 : : : 0... : : : ... : : : ...... : : : ... : : : ...0 : : : 0 : : : 0
1CCCCA 1CCCCCCA (5.30)La di�usion sous ontraintes utilise don un mouvement brownien standard sur l'hyperplan HFentre les sauts (ovariane égale à (4.26) sur la restrition à SF(X) et nulle en dehors) et le termebrownien n'intervient pas pour X ainsi que pour les oordonnées de P n'étant pas dans F(X).Les quantités Pt(A) sont don �gées et nulles lorsque Xt(A) = 0.5.7.2 Conditions (C4), (C5), (C6) et (C7) dans notre modèleIl est tout d'abord néessaire de munir l'espae dans lequel � vit � le proessus (P;X) d'unenorme (ertes toutes équivalentes) pour donner un sens préis aux onditions (C). Cei est faitgrâe à la dé�nition qui suit.Dé�nition 5.7.3 (Norme sur SA? � f0; 1gjA? j)Nous munissons l'espae produit entre le simplexe des probabilités sur tous les arbres possibles(A?) et les veteurs indiateurs des arbres de la norme :8(P; X) 2 SA? � f0; 1gjA?j wwww� PX �wwww = kPk2 + kXk1 (5.31)Même si ette appliation ne dé�nit pas exatement un espae vetoriel normé sur SA?�f0; 1gjA?jmais sur RjA? j � RjA? j, on peut tout de même véri�er que suivant ette norme, les onditionsévoquées préédemment sont vraies.Lemme 5.7.1 (Véri�ation de (C4))Le terme de dérive orrespondant à (5.29) véri�e bien (C4).Preuve :� Si X1 = X2, on peut utiliser (5.29) et (5.31), ainsi que l'expression de rEerr issue de (3.5),on obtient :wwwwG� P1X1 ��G� P2X2 �wwww = wwww� �H1 (rEerr(P1)�rEerr(P2))0 �wwww6 wwww� rEerr(P1)�rEerr(P2)0 �wwww= krEerr(P1)�rEerr(P2)k2On peut alors appliquer le résultat du paragraphe 4.2.2 (ondition (C1)) pour en déduireque : wwwwG� P1X1 ��G� P2X2 �wwww2 6 2p2MkP1 � P2k22



Chapitre 5 - Proessus de di�usion ré�éhie ave sauts 119� Si X1 6= X2, on a kX1 �X2k1 > 1Par ailleurs, b est une fontion ontinue sur le ompat SA?�f0; 1gf . Elle est don bornée,et G est également borné en norme par K, e qui �nalement se traduit par :wwwwG� P1X1 ��G� P2X2 �wwww 6 KkX1 �X2k1 6 Kwwww� P1 � P2X1 �X2 �wwwwEn �n de ompte, on obtient la première ondition :wwwwG� P1X1 ��G� P2X2 �wwww 6 �4wwww� P1 � P2X1 �X2 �wwwwCei e réérit bien en (C4) en posant �4 = Max fK; pp2Mg. �Lemme 5.7.2 (Véri�ation de (C5))L'expression de � (5.30) assure que la ondition (C5) est vraie.Preuve : Donnons-nous deux probabilités P1 et P2 dans SA? ainsi que deux veteurs indiateursX1 et X2 de deux forêts. L'expression de (5.30) ne dépend pas des probabilités P1 et P2 et�� P1X1 �� �� P2X2 � = 0BBBBBB� �(X1)� �(X2)0BBBB� 0 : : : 0 : : : 0... : : : ... : : : ...... : : : ... : : : ...0 : : : 0 : : : 0
1CCCCA 1CCCCCCAAinsi, la norme de la matrie préédente vautwwww�� P1X1 �� �� P2X2 �wwww2 = k�(X1)� �(X2)k22On étudie deux as omme dans la démonstration préédente :� X1 = X2 Dans e as, la di�érene est nulle et n'importe quelle onstante onvient pour �2.� X1 6= X2 La quantité préédente est maximale lorsque fX1 = 1g \ fX2 = 1g = ?. Dans eas là, ette norme vaut alors :k�(X1)� �(X2)k22 = Pi;j=1:::n (�(X1)i;j � �(X2)i;j)2= nPi=1 (�(X1)i;i � �(X2)i;i)2| {z }6 (f�1)2f2 + nPi=1Pj 6=i (�(X1)i;j � �(X2)i;j)2| {z }6 1f2Finalement k�(X1)� �(X2)k22 6 (f � 1)2f + f(f � 1) 1f2 = f � 1En utilisant le fait que kX1 �X2k1 > 1, on en déduit que :k�(X1)� �(X2)k22 6 (f � 1)kX1 �X2k21 6 (f � 1)wwww� P1 � P2X1 �X2 �wwww2



120 Chapitre 5 - Proessus de di�usion ré�éhie ave sautsLa ondition (C5) est don établie en posant �2 = pf � 1. �Vient ensuite la véri�ation de la ondition (C6).Lemme 5.7.3 (Véri�ation de (C6))La fontion q dé�nie en (5.27) et telle que la probabilité de transition Q est donnée par lesrésultats du paragraphe 5.6 véri�e la ondition (C6).Preuve : Pour démontrer e point, donnons-nous deux états du proessus (P1; X1) et (P2; X2).Il faut alors étudier la di�éreneD = Q�� P1X1 � ;� PX ��| {z }Probabilité d'aeptation du saut � P� P1X�X1 �| {z }Quantité à ajouter� Q�� P2X2 � ;� PX ��| {z }Probabilité d'aeptation du saut � P� P2X�X2 �| {z }Quantité à ajouteroù (P; X) désigne un état quelonque possible du proessus après une transition dérite au ha-pitre 5.1. Si la transition (P1; X1) 7�! (P; X) s'e�etue sans oupe d'arbres ((T)) ou suppression((Tg;sg), (Tg;sd) ou (Tg;sgd)), la probabilité P1 n'est alors pas modi�ée et on a :P� P1 = 0 (5.32)2. Si la transition (P1; X1) 7�! (P; X) s'e�etue ave une oupe ou une suppression d'un ouplusieurs arbres, on pose p1;1 la probabilité de l'arbre supprimé P1(�1;1) (on a égalementp1;2 la probabilité du seond arbre supprimé P1(�1;2) s'il y a suppression de deux arbres).On a alors : 8>>>>><>>>>>:P(Æ) = P1(Æ) 11 � p si Æ =2 f�1;1;�1;2gP(�1;1) = 0P(�1;2) = 0ave p = p1;1 + p1;2. La quantité à ajouter pour passer de P1 à P vaut don :�P1(Æ) = 8>>>>><>>>>>:P1(Æ) p1 � p si Æ =2 f�1;1;�1;2g�p1;1 si Æ = �1;1�p1;2 si Æ = �1;2 (5.33)On onstate don que quitte à poser p1;1 = p1;2 = p = 0 en as de non suppression ou oupe,les formules préédentes oïnident ave (5.32). Ainsi, quelle que soit l'opération e�etuée, lesformules (5.33) sont vraies pour la di�érene P� P1.En revenant au alul de D, on peut réérire son expression enD = �Q�� P1X1 � ;� PX ���Q�� P2X2 � ;� PX ���| {z }Uniformément Lipshitzien en(P;X)? � P� P1X�X1 �| {z }borné d'après(5:33)+Q�� P2X2 � ;� PX ��| {z }borné ar minf1;�g61 � P2 � P1X2 �X1 �| {z }Lipshitzien



Chapitre 5 - Proessus de di�usion ré�éhie ave sauts 121Il su�t don d'étudier le aratère Lipshitzien de la probabilité d'aeptation du saut Q, uni-formément en la seonde variable pour établir la ondition (C6). La di�érene à étudier estdon D0 = Q�� P1X1 � ;� PX ���Q�� P2X2 � ;� PX ��= minf1; �1g �minf1; �2get les termes �1 et �2 sont donnés par :8>>><>>>:�1 = P[XjX1℄P[X1jX℄eE(P1;X1)�E(P;X)�2 = P[XjX2℄P[X2jX℄eE(P2;X2)�E(P;X)On proède alors à une disjontion des di�érents as possibles :1. Si X1 = X2 : les termes issus des probabilités de transition P[:j:℄ sont don égaux dans �1et �2. On e�etue une seonde disjontion des as :(a) Si �1 > 1 et �2 > 1 la quantité D0 est alors nulle :D0 = 0(b) Si �1 < 1 et �2 < 1 la quantité D0 se simpli�e enD0 = P[XjX1℄P[X1jX℄| {z }=P[XjX2℄P[X2jX℄ e�E(P;X)| {z }borné par 1 �eE(P1;X1) � eE(P2;X2)�
mais E(P1; X1) = Eerr(P1) + ELg(X1) + E�(X1)d'où D0 = P[XjX1℄P[X1jX℄ eELg(X1)+E�(X1) �eEerr(P1) � eEerr(P2)�L'ensemble des forêts A? étant �ni, X et X1 varient dans un ensemble �ni et d'aprèsles règles de transition du hapitre 5, on sait que si P[XjX1℄ > 0, alors P[X1jX℄ > 0.Ainsi P[XjX1℄P[X1jX℄ 6 MaxX;Y2A? P[XjY℄P[YjX℄Par ailleurs, la fontion Eerr est di�érentiable sur SA? qui est ompat, don eEerrest également di�érentiable. Finalement reEerr est borné sur SA? et l'inégalité desaroissements �nis implique que9K1 ��eEerr(P1) � eEerr(P2)�� 6 K1kP1 � P2k2On peut don onlure queD0 6 K1 MaxX;Y2A? P[XjY℄P[YjX℄ MaxX2A? eELg(X)+E�(X) kP1 � P2k2



122 Chapitre 5 - Proessus de di�usion ré�éhie ave sauts() Si �1 > 1 et �2 < 1 Dans e as, D0 vautD0 = 1� P[XjX2℄P[X2jX℄eEerr(P2)�Eerr(P) (5.34)Les forêts indexées par X1 et X2 étant égales, on a toujoursP[XjX2℄P[X2jX℄ = P[XjX1℄P[X1jX℄ (5.35)En outre, omme �1 > 1, on sait que :P[XjX1℄P[X1jX℄eE(P1;X1)�E(P;X) > 1soit enore �P[XjX1℄P[X1jX℄ 6 eE(P;X)�E(P1;X1) (5.36)En utilisant alors (5.36) et (5.35) dans (5.34), on obtientD0 6 1� eE(P2;X2)�E(P;X)eE(P1;X1)�E(P;X) = 1� eE(P2;X2)�E(P1;X1) = 1� eEerr(P2)�Eerr(P1)Par ailleurs, D0 est positif au vu des hypothèses sur �1 et �2, don0 6 D0 6 1� eEerr(P2)�Eerr(P1)Cette dernière inégalité implique en partiulier quet = Eerr(P2)� Eerr(P1) 6 0Ainsi, puisque t 6 0 1� et 6 �td'où 0 6 D0 6 Eerr(P1)� Eerr(P2)En utilisant alors également la di�érentiabilité de Eerr sur le ompat SA? , on enonlut que 9K2 jD0j 6 K2kP1 � P2k2. Si X1 6= X2 : la situation est nettement plus faile puisque dans e as :kX1 �X2k1 > 1don d'après (5.31) wwww� P1 � P2X1 �X2 �wwww > 1Par ailleurs, Q est une probabilité de transition et don���Q�� P2X2 � ;� PX ���Q�� P1X1 � ;� PX �� ��� 6 2 6 2wwww� P1 � P2X1 �X2 �wwwwDans tous les as envisagés, nous avons vu que D0 est une fontion Lipshitzienne de sa premièrevariable uniformément en sa deuxième variable. Il en est don de même de D, e qui assure bienque (C6) est vraie. �Il reste en�n à établir (C7) :



Chapitre 5 - Proessus de di�usion ré�éhie ave sauts 123Lemme 5.7.4 (Véri�ation de (C7))Si le proessus ré�éhi respete (E� 6) ainsi que les ontraintes pour haque simplexe dé�niesomme dans [DR99℄ (paragraphe 4.3.2, as A), alors (C7) est vraie.Preuve : La démonstration est également basée sur une disjontion de as. X est onstant parmoreaux au ours du temps. Supposons don que t varie entre deux instants de sauts.1. Supposons que X1 = X2, alors les appliations de Skorokhod �X1 et �X2 pour le simplexeSF(X1) et SF(X1) sont identiques. Elles sont par ailleurs KX Lipshitziennes d'après [DR99℄.Ainsi Supt2℄ t1 ;t2 ℄ k�X1(Z1)t � �X2(Z2)tk 6 KX Supt2℄ t1 ;t2 ℄wwww� Z1� Z2X1 �X2 �twwww2. Supposons que X1 6= X2, on sait que�X1(Z1)t 2 SF(X1)et �X2(Z2)t 2 SF(X2)Comme X1 et X2 sont distints, on a don :kX1 �X2k1 > 1D'où k�X1(Z1)t � �X2(Z2)tk22 6 jA?j 6 jA?jkX1 �X2k1soit Supt2℄ t1 ;t2 ℄ k�X1(Z1)t � �X2(Z2)tk 6pjA?j Supt2℄ t1 ;t2 ℄wwww� Z1� Z2X1 �X2 �twwwwEn hoisissant en�n la onstante �4 étant égale à :�4 = Max �pjA?j; MaxX2A? KX�on obtient alors, en faisant la réunion de tous les intervalles de sauts, que :Supt2R+ k�X1(Z1)t � �X2(Z2)tk 6 �4wwww� Z1� Z2X1 �X2 �twwwwCette dernière inégalité assure bien (C7). �



124 Chapitre 5 - Proessus de di�usion ré�éhie ave sauts5.7.3 BilanLes onditions (C4;5;6;7) étant désormais satisfaites, il ne reste plus qu'à onlure. Nouspouvons don énoner le théorème 5.7.1 de di�usions ré�éhies ave sauts sur SA? qui onlut ehapitre.Théorème 5.7.1 (Di�usions ré�éhies ave saut sur SA?)Il existe un unique proessus (Pt; Xt; Zt)t2R tel que
(E� 8)

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

P0 = UF0 et F(X0) = F0(ti)i2N suit une loi de poisson de paramètre � > 08t 2 [ ti ; ti+1 [ Xt onstant8t 2 [ ti ; ti+1 [ dPt = ��Ht (rEerr(Pt)) dt+�(Xt)dWt + dZt8i 2 N jZj(ti 7! ti+1) < +1 p:s:8i 2 N 8t 2 [ ti ; ti+1 [ jZj(ti 7! t) = Z ti+1ti �Ps2�SF(Xi)djZj(s)8i 2 N 8t 2 [ ti ; ti+1 [ Z(t) = Z(ti) + Z tti (s)djZj(s)8i 2 N 8t 2 [ ti ; ti+1 [ (s) 2 dXi(Ps)8i 2 N d� PX �t=ti suit la loi Q onditionnée à� PtiXti �Ht désigne alors l'hyperplan d'appui du simplexe dé�ni par F(Xt).Nous avons don onstruit un proessus ré�éhi ave sauts, ouplant à la fois desentes degradient ave di�usion et sauts d'un espae vers un autre. Les sauts sont onditionnés à unefontion de oût prenant à la fois en ompte :� les performanes gagnées ou perdues lors de la suppression d'arbres dans Fts via le terme�Eerr.� la struture même de la forêt Fts+dt par rapport à elle de Fts : omparaison des longueursdes forêts, des quantités d'informations apportées dans la struture de haque arbre.Ces mêmes sauts sont faiblement réversibles, e qui assure que �nalement toute oupe ougre�e d'un arbre de F peut être � annulée � au saut suivant.Le proessus de di�usion, peut alors être vu omme une juxtaposition, au �l du temps, deplusieurs proessus de di�usions ré�éhies entre deux instants de sauts.En �n de ompte, la reherhe de l'espae optimal ave la distribution de probabilité optimalese fait en utilisant le ouplage des sauts et de la di�usion, haque étape de ette reherhe nepeut se faire indépendamment l'une de l'autre. Les sauts dépendent en fait de l'état de P auxtemps de sauts tandis que la di�usion est fontion de l'espae dans lequel se trouve P (le bruit�dWt dépend de la forêt au temps t).



Chapitre 5 - Proessus de di�usion ré�éhie ave sauts 125On pourra néanmoins permettre à l'algorithme d'avoir di�érents types de omportements etse libérer de sa rigidité apparente.� Si l'on souhaite obtenir plus de sauts, il su�t de proposer un paramètre � pour la distri-bution Poissonnienne des sauts qui soit petit.� Si l'on souhaite obtenir une forêt de ardinal petit, il su�t de proposer un gros oe�ientdevant le terme ELg.� En�n, la struture de la forêt elle-même peut être in�uenée par des termes de redondaned'arbres , de omplexité d'arbres et. Un proessus utilisant de tels termes est alors aisé-ment implémentable et �nalement assez peu outeux en temps de alul pour haque sautspuisqu'il n'y a que des di�érenes d'énergie à aluler, et que es di�érenes ne font engénéral pas intervenir la struture totale de la forêt mais uniquement un arbre partiulier.En�n, en guise d'illustration, nous pouvons représenter le type d'évolution possible de notreproessus de di�usions ave sauts entre les espaes SF(X). SFts1
SFts2
SFts3
SFts4

�rEdt+�(Xt)dWt t = ts1�1 = F(Fts1 ;Fts2 ;Pts1 ;Pts2 )Ré�exion
t = ts2 t = ts3

t = ts4
Lorsque le proessus est en phase de di�usion, la trajetoire (Pt)t est parfaitement ontinuedans haque sous-espae SF(X). En revanhe, lors des instants de sauts, le proessus opère alors



126 Chapitre 5 - Proessus de di�usion ré�éhie ave sautsdes transitions brutales. Ces transitions sont alors onditionnées à un seuil d'aeptation de essauts donnés par les réels �ts du paragraphe 5.6.3.



Chapitre 6 - Asymptotique du proessus de di�usion ré�éhie ave sauts 127Chapitre 6 - Asymptotique duproessus de di�usion ré�éhie avesauts
Dans e hapitre, nous étudions préisément l'évolution in�nitésimale du proessus (son gé-nérateur Markovien du proessus) et son évolution asymptotique.Nous remarquons tout d'abord que le proessus en question rentre parfaitement dans lathéorie des proessus Markoviens et nous rappelons alors quelques dé�nitions sur es proessus.Nous alulons ensuite le générateur in�nitésimal du proessus sur une lasse réduite defontions véri�ant ertaines onditions de type Neumann sur les frontières des simplexes SF .En�n, nous démontrons que le proessus suit un omportement � hain-reurrent �, e quiassure �nalement que le proessus ne reste pas on�né dans ertaines zones d'exploration de SA? ,avant d'exhiber la mesure invariante de e proessus stohastique.6.1 Étude in�nitésimale sur le proessus de di�usion sous ontraintesave sauts6.1.1 Desription du proessusLe théorème préédent (formules (E� 8)) dé�nit un proessus fortement markovien. Ce pro-essus permet de :� Simuler une di�usion ré�éhie sur un espae F(Xti) dans lequel on herhe à faire baisserla valeur d'une énergie E :8t 2 [ ti ; ti+1 [ dPt = ��E�Pdt+�(Xt)dWt + dZt (6.37)Comme le terme d'énergie E qui fait intervenir P est restreint à Eerr, (6.37) devient alors :8t 2 [ ti ; ti+1 [ dPt = ��Ht (rEerr(Pt)) dt+�(Xt)dWt + dZt (6.38)� Changer l'espae F(Xti) en un nouvel espae F(Xti+1) a�n de baisser le plus possiblel'énergie E en utilisant les proessus de sauts distribués en temps selon un proessus dePoisson ([Bou00℄) : 8i 2 N P[ti+1 = tjti = s℄ = e��(t�s) (6.39)et un seuil d'aeptation du saut basée sur la diminution d'énergie �E oasionnée par ehangement d'espae, l'aeptation d'un tel saut a alors pour probabilité :Q[Xti+1 = XjXti ℄ = Min n1; �Xti 7!Xti+1e��E(Xti 7!Xti+1)o (6.40)



128 Chapitre 6 - Asymptotique du proessus de di�usion ré�éhie ave sautsCe proessus est don parfaitement ontinu entre les sauts. Il suit une loi de di�usion standardlorsque le proessus P n'est pas sur la frontière du ième simplexe dé�ni par Xti+ , tandis que leproessus de ré�exion Z qui permet de restreindre P dans e même simplexe n'augmente quelorsque P atteint une frontière. Lors des sauts, en revanhe, le proessus P peut présenter desdisontinuités (oupe ou suppression d'arbres de probabilités stritement positives). Toujourslors de es sauts (6.39), X est également disontinu, sauf si le saut n'est pas aepté (6.40).6.1.2 Généralité sur les proessus MarkoviensLe proessus préédent (Pt; Xt)t2R est un proessus Markovien dé�ni sur 
 espae SA? �f0; 1gjA?j et muni de la �ltration fGtg pour laquelle (Pt; Xt) est Gt-mesurable en tout temps.Pour plus de simpliité, on notera dans un premier temps le proessus Y, à valeurs dans E. Pourune dé�nition préise des proessus homogènes de Markov, on pourra se reporter à [RW00℄ ouà [SV79℄. On note alors Qy la loi assoiée au proessus initialisé en y et le proessus Y véri�el'égalité : Qy (Yt+h 2 �jGt) = QYt (Yh 2 �) Qy p:s:Si l'on note E y l'espérane sousQy, on a alors pour toute fontion f appartenant à E (fontionsde E dans R) : E y [f(Yt+h)jGt℄ = EYt [f(Yh)℄ Qy p:s:La dé�nition 6.1.1 rappelle l'expression lassique des fontions de transitions des proessusmarkoviens.Dé�nition 6.1.1 (Fontion de transition du proessus)On pose alors pour f dans E : Ptf(y) = Ey [f(Yt)℄ (6.41)On dé�nit également pour � 2 E et y 2 E :Qt(y;�) = Qy(Yt 2 �) (6.42)La famille (Qt(y; dy); t; y; dy) s'appelle fontion de transition de Y et la proposition suivanteassure que la onnaissane d'une telle famille su�t à déterminer totalement la loi de Y :Propriété 6.1.1Pour tout y de E, tous temps t1 6 : : : 6 tn et toute f de En dans R :E y [f(Yt1 ; : : :Ytn)℄ = Z Qt1(y;dy1) : : :Qtn(yn�1;dyn)f(y1; : : : yn)Cette propriété implique alors la relation fondamentale sur les fontions de transitions Pt :Pt+s = PsPt = PtPs (6.43)Cette relation fait de (Pt; t > 0) un semi-groupe de Feller ([RW00℄,[EK86℄) puisque si C0(E;R)désigne l'espae des fontions ontinues de E tendant vers 0 à l'in�ni, alors on a la relation deontinuité : 8f 2 C0 (E;R) limt7!0 kPtf � fk = 0 (6.44)où k:k désigne la norme in�nie sur E. On introduit alors le générateur in�nitésimal du proessusde Markov Y donné par la dé�nition 6.1.2.



Chapitre 6 - Asymptotique du proessus de di�usion ré�éhie ave sauts 129Dé�nition 6.1.2 (Générateur in�nitésimal)Soit (Pt; t > 0) un semi-groupe de Feller, on dit que f 2 DA et que Af = g s'il existe g dansC0 (E;R) telle que limt7!0wwwwPtf � ft � gwwww = 0 (6.45)L'opérateur (DA;A) est le générateur in�nitésimal de Pt.Ce générateur du proessus véri�e alors la relation qui relie l'évolution du proessus Y à l'e�etde son générateur A.Propriété 6.1.2Si f 2 DA, alors ddtPtf = PtAfet Ptf(y)� f(y) = Z t0 PsAf(y)dsL'intérêt du générateur in�nitésimal est don qu'il donne une idée préise de la variation loale duproessus Y. Son autre grand intérêt est qu'il permet de aratériser là ou les mesures invariantesdu proessus Y. Les dé�nitions ainsi que le théorème illustrant ette idée seront mentionnésau paragraphe 6.5. Par ailleurs, on peut formuler le problème de la reherhe du générateurin�nitésimal en utilisant également la formulation du problème Martingale de Strook et Varadhan[SV79℄ de la dé�nition 6.1.3.Dé�nition 6.1.3 (Problème Martingale pour (A; �))Le proessus (Yt)t>0 est solution du problème Martingale pour (f;Af = g) s'il existe une �ltra-tion ontinue (Gt)t>0 telle que f(Yt)� f(Y0)� Z t0 g(Ys)ds (6.46)est une Gt-martingale et si Y0 a pour loi initiale �.Nous introduisons par ailleurs la notion de problème bien posé pour la notion de problèmemartingale assoié au générateur du proessus.Dé�nition 6.1.4 (Problème Martingale bien posé)Le problème martingale dé�nit préédemment est dit bien posé pour un proessus de générateurA et de loi initiale � sur un ensemble de fontions Z si il existe un proessus Markovien (Yt)t>0véri�ant : f(Yt)� f(Y0)� Z t0 g(Ys)ds (6.47)est une Gs-martingale pour toute fontion f dans Z ave g = Af et si la loi du proessus (Yt)t>0est alors dé�nie de façon unique.Il s'agit de remarquer que la notion de � problème bien posé � dépend fortement de l'en-semble de fontions tests Z auxquelles il est relatif. En e�et, plus l'ensemble des fontionsZ est petit, plus il est di�ile d'obtenir la propriété d'uniité en loi du proessus solu-



130 Chapitre 6 - Asymptotique du proessus de di�usion ré�éhie ave sautstion, et don le fait que le problème soit bien posé. Pour obtenir une telle propriété, ilfaudra don veiller à e que l'ensemble Z des fontions aratérisant (6.46) soit su�sa-ment rihe pour assurer l'uniité en loi du proessus solution. L'ensemble de fontions Z� maximal � su�sant pour aratériser un tel proessus en loi est bien entendu l'ensembledes fontions mesurables. Ultérieurement, nous prendrons un sous-ensemble de fontionsmesurables sur lequel il sera plus aisé d'établir des propriétés sur le omportement in�-nitésimal du proessus, nous étendrons alors es propriétés en utilisant un raisonnementpar densité.Cette martingale permet en réalité de donner une autre dé�nition du générateur in�nitésimal :le générateur (DA;A) est aussi l'ensemble des fontions f et g telles que (6.46) est une Gt-martingale. Nous allons voir omment à partir d'une équation di�érentielle stohastique omme(E� 8) il est possible de déterminer le générateur in�nitésimal du proessus.6.1.3 Générateur du proessus de di�usion sous ontraintesLe proessus P (entre les sauts, seul P varie) appartient à un hyperplan HXt et et hyperplanne variant pas au ours du temps entre deux sauts suessifs, nous le noterons dans e paragrapheplus simplement H. Nous allons tout d'abord munir et espae H d'opérateurs di�érentiels quipermettront de dérire plus failement le générateur du proessus sans saut dans et espae.Nous noterons toujours f = dimH+ 1.6.1.3.1 Opérateurs di�érentiels sur HNous munissons et hyperplan de la métrique eulidienne standard et notons rH l'opérateurde gradient sur et espae. On a la relation fondamentale donnée par la propriété 6.1.3.Propriété 6.1.3 (Relation entre r et rH)Si r désigne le gradient standard dans Rf et �H la projetion orthogonale sur H, on a :rH = �H (r)Preuve : Si f est une fontion C1 (H;R), rH est l'unique veteur de �!H tel que :8X 2 H 8�!u 2 �!H (rHf(X) j �!u ) = lim"7!0 f(X + "�!u )� f(X)"De plus lim"7!0 f(X + "�!u )� f(X)" = (rf(X) j �!u )Comme rf(X) se déompose en :rf(X) = �H(rf(X))| {z }2�!H +(rf(X) j �!N)�!N| {z }2H?On obtient don8X 2 H 8�!u 2 �!H (rf(X) j �!u ) = (�H(rf(X)) j �!u ) + ((rf(X) j �!N)�!N j �!u )| {z }=0 ar (�!N j�!u )=0En onlusion rH = �H (r) �



Chapitre 6 - Asymptotique du proessus de di�usion ré�éhie ave sauts 131Dé�nition 6.1.5 (Divergene et Laplaien sur H)On dé�nit également les opérateurs divH et �H sur H par :8X 2 H 8F 2 C0 �H;�!H� divH(F(X)) = limV 7!0 X2V Z�V(F j da)jVjet �H = div �rH�On peut alors exprimer et opérateur en utilisant les oe�ients de Beltrami [Hsu04℄, mais eque nous retiendrons est que l'opérateur �H est l'opérateur du générateur in�nitésimal d'unedi�usion brownienne standard sur H. Cette di�usion brownienne standard sur H est alors dé�niepar l'équation di�érentielle stohastique [RW00℄ (V.30 tome 2) :dXt = �HdWtCes résultats se résument dans notre as partiulier en la propriété 5.4.4 qui donne l'expressiondu générateur in�nitésimal d'une di�usion brownienne standard sur H.Propriété 6.1.4 (Di�usion brownienne standard sur H)Si l'on désigne par �H la matrie donnée par (4.26), la solution de l'équation di�érentielle sto-hastique dXt = �HdWt (6.48)ave X0 2 H est une di�usion brownienne standard sur H. Son générateur est alorsAf = 12�Hf (6.49)Preuve : En utilisant [RW00℄ (tome 2, page 114) et le fait que H est à ourbure onstante, onen déduit que div �!N(X) = 0.L'équation di�érentielle (7.64) est don l'équation d'une di�usion standard sur H. Si (DA;A)désigne le générateur in�nitésimal de X, on peut se référer à [Hsu04℄ ou [RW00℄ (tome 2, page185) pour avoir que DA = C2(H;R) et8f 2 DA Af = 12�Hf �6.1.3.2 Calul du générateur du proessus de di�usion ré�éhieOn numérote les arbres A possibles de A? de 1 à n et on renomme les variables P(A) pour desfailités de notation en x1; : : : xn, es variables dérivent don SA? où n = jA?j. On étudie toutd'abord le générateur du proessus (entre les instants de sauts) dé�ni par (E� 8) en déoupantl'équation dPt = ��H (rEerr(Pt)) dt| {z }=A2 +�(Xt)dWt| {z }=A1 + dZt|{z}=A3en trois termes A1;A2 et A3.



132 Chapitre 6 - Asymptotique du proessus de di�usion ré�éhie ave sauts6.1.3.3 Termes A1 et A2 :Propriété 6.1.5 (Générateur du terme de di�usion ré�éhie)Le générateur du terme issu de A1+A2 est le générateur lassique des di�usions sans ontraintedans Hti où Hti est l'hyperplan désigné par la quantité Xt onstante entre deux sauts, t 2[ ti ; ti+1 [.Preuve : Le générateur de la partie donnée par A1+A2 se alule en appliquant la formule d'It�pour f de lasse C2 sur H [RY94℄, [EK86℄ au proessus Y solution de l'équation di�érentiellestohastique : dYt = �rHEerr(Yt)dt+�(Xt)dWt (6.50)� étant onstante entre deux sauts, réduite à (4.26) sur l'espae F(Xti+), il su�t d'utiliser laformule d'It� pour f 2 C2(H;R)f(Yt)� f(Yti) = Z tti (rf(Ys) j dYs) + 12Pi;jZ t0 �2f�xi�xj (Ys)Pk �i;k�k;jdsEn utilisant la propriété 6:1:4, on sait alors que :limt7!ti 12 1t� ti E " 12Pi;jZ tti �2f�xi�xj (Ys)Pk �i;k�k;jds# = 12�Hf(Yti)puisque ette limite orrespond en fait au alul du générateur in�nitésimal d'un proessus dedi�usion standard sur H sans terme de dérive.Par ailleurs, on a :Z tti rf(Ys)dYs = Z tti � (rf(Ys) j rHEerr(Ys))ds+ Z tti (rf(Ys) j �dWs)Comme (rf(Ys) j rHEerr(Ys)) = (rHf(Ys) j rHEerr(Ys))alors E �Z tti (rf(Ys) j �dWs)� = E �Z tti E [(rf(Ys) j �dWs)jGs℄�= E �Z tti (rf(Ys) j E [�dWsjGs℄)�E �Z tti (rf(Ys) j �dWs)� = 0En prenant la limite lorsque t tend vers ti du termeE [f(Yt)� f(Yti)℄t� tion obtient (A1 +A2)| {z }=A f = 12�Hf � (rHEerr j rHf) �



Chapitre 6 - Asymptotique du proessus de di�usion ré�éhie ave sauts 1336.1.3.4 Terme A3Le générateur de la partie A3 se alule omme dans [KS01℄. Le générateur d'un tel proessusest, toujours, en utilisant la linéarité de (E� 8), le générateur du terme de di�usion plus legénérateur du proessus de ré�exion orrespondant au proessus (Zt)t2R, mais e générateurs'exprime en réalité sur le ouple (Pt;Zt)t2R. Nous pouvons envisager deux méthodes pour traitere terme A3.1. On peut étudier le générateur du terme de ré�éxion sur l'ensemble des fontions f de lasseC2 deH dans R. En général, e terme fait alors intervenir le temps loal du proessus (Pt)t>0sur la frontière du domaine [Abr00℄.2. On peut étudier le générateur sur un domaine plus petit, de fontions C2 de SH dans Rvéri�ant des onditions de Neumann sur �SHDans le as où l'on herhe à aluler le générateur sur le domaine des fontions de C2(H;R),le générateur est relativement di�ile à exhiber par une formule générale dans notre situationpréise au vu des travaux de [KS01℄. Si le terme de ré�exion dépend ontinûment du point sur�SH et que l'équation (E� 8) se met sous la formedPt = �rHEerr(Pt) + �(H)dWt| {z }générateur A +m(Pt�)d�t| {z }générateur B (6.51)où m 2 C0 ��SH;�!SH�ave � un proessus roissant, augmentant uniquement quand P atteint �SH, le générateur s'ex-prime alors en 8f 2 D(B) Bf = (rHf jm)Mais ii, la diretion de ré�exion dépend, en réalité, de la diretion dans laquelle est heurtéela frontière ([KS01℄). Ce mode de ré�exion fait don intervenir un paramètre de ontr�le dansl'équation di�érentielle stohastique (6.51) qui devient :dPt = �rHEerr(Pt) + �(H)dWt| {z }générateur A +m(Pt� ; ut)d�t| {z }générateur BLe générateur du proessus est alors plus di�ile à expliiter ([KS01℄ paragraphe 1.1) maisnous retiendrons que si B est le générateur du proessus, on a8f 2 D(B) rf �SH = 0 B(f) = 0Cei nous amène don à onsidérer un domaine plus petit pour le générateur du proessus,onstitué de fontions C2 de SH dans R satis�ant des onditions de Neumann aux frontières dusimplexe. Autrement dit, le générateur du proessus total entre les sauts oïnide exatementave le générateur du proessus de di�usion sans ré�exion (di�usion libre) sur l'ensemble desfontions de lasse C2(SH;R), ave une ondition de Neumann rHf = 0 sur la frontière dusimplexe.Propriété 6.1.6 (Générateur du proessus ré�éhi sans saut)Si L1 désigne le générateur in�nitésimal du proessus (Pt)t2R entre deux sauts onséutifs,8f 2 C2(SH;R) \ frHf �SH = 0g L1f = �(rHEerr j rHf) + 12�H



134 Chapitre 6 - Asymptotique du proessus de di�usion ré�éhie ave sauts6.1.4 Générateur du proessus de di�usions sous ontraintes ave sautsLe alul du générateur du proessus de di�usions sous ontraintes ave sauts est issu dualul du générateur in�nitésimal L préédent, auquel on rajoute le terme orrespondant auxsauts. Il su�t don de aluler le générateur du proessus de saut pour obtenir le générateur duproessus total :Propriété 6.1.7 (Générateur du proessus de saut)Si L2 désigne le générateur in�nitésimal du proessus de sauts basé sur la probabilité de transitionQ(:j:) etD(L2) son domaine de dé�nition. Si de plus les simplexes SH sont numérotés en S1; : : : Sf ,alorsD (L2) = 8>>><>>>: f 2 F �SA? � f0; 1gf ;R� �� f (P;X) = fPi=1�H(X)=Hifi (P;X)8i 2 [[ 1 ; f ℄℄ fi 2 C2 �SHi � f0; 1gf ;R� 9>>>=>>>;Le proessus de saut basé sur la probabilité de transition Q(:j:) vaut alors :8f 2 D(L2) 8 (P;X) 2 SA? � f0; 1gf L2f (P;X) = ZSA?�f0;1gf [f(y)� f (P;X)℄Q((P;X) jdy)Preuve : On pourra se référer à [EK86℄ (page 266) et [GM94℄ setion 3. �En utilisant les propriétés 6.4.6 et 6.4.7, et par linéarité du alul du générateur in�nitésimal,on en déduit le théorème 6.1.1.Théorème 6.1.1 (Générateur de (E� 8))Supposons que (Pt;Xt)t2R satisfait le système (E� 8), le générateur in�nitésimal du proessusrestreint à l'espae D donné par :
D = 8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

f 2 F �SA? � f0; 1gf ;R� �� f (P;X) = fPi=1�H(X)=Hifi (P;X)8i 2 [[ 1 ; f ℄℄ fi 2 C2 �SHi � f0; 1gf ;R�8i 2 [[ 1 ; f ℄℄ rHifi �SHi = 0
9>>>>>>>>>=>>>>>>>>>;vaut L(f) = fPi=1L1(fi) + L2(f)6.2 Dynamique du proessusNous allons en�n brièvement étudier le omportement dynamique asymptotique du proessusdé�ni par les équations (E� 8).Dans un premier temps, nous étudierons uniquement la dynamique d'un proessus de di�usionsous ontraintes (proessus ré�éhi) dans un seul simplexe ; il n'y aura don pas de termes desauts envisagés dans e as là. Puis, les termes de sauts seront pris en ompte pour démontrer�nalement que le proessus dé�ni en (E� 8) est réurrent.



Chapitre 6 - Asymptotique du proessus de di�usion ré�éhie ave sauts 135Dans un seond temps, nous donnerons l'existene et l'uniité de la mesure invariante d'untel proessus avant de �nalement exprimer ette mesure omme le hamp de Gibbs assoié àl'énergie initiale E .6.2.1 Proessus markovien réurrentUn proessus markovien réurrent est un proessus qui peut atteindre n'importe quel ensemblede mesure de Lebesgue stritement positive depuis un état quelonque au temps t. Cela se traduitalors par la dé�nition suivante.Dé�nition 6.2.1 (Proessus Réurrent, Réurrent positif)Un proessus (Yt)t2R à valeurs dans G est réurrent si pour tout ompat S tel que �(S) > 0 (où� mesure de Lebesgue sur G), on a : �S < +1 p:s:où �S est le temps d'atteinte de S par le proessus Y. Il est réurrent positif si l'on a en plusEy [�S℄ < +1En�n, nous dirons que le proessus Y est uniformément réurrent positif siSupy2G E y [�S℄ < +1Nous allons établir que le proessus dé�ni par (E� 6) véri�e de telles propriétés. Le résultatfondateur qui va permettre d'exprimer un tel résultat apparaît dans [HW92℄ puis a été utilisé dans[ABD01℄ pour démontrer la réurrene d'un proessus ré�éhi sous des onditions géométriquesgénérales. Dans notre situation, les deux arguments qui permettront de onlure la réurrenedu proessus sans saut sont basés sur le aratère dé�ni positif sur SH de la di�usion, et sur laompaité du simplexe dans lequel vit le proessus P.6.2.1.1 Étude du proessus sans sautOn se plae don dans le as où le proessus est on�né à un seul simplexe SH. L'équationdi�érentielle est don (6.50). On remarque tout d'abord que l'opérateur du seond ordre de ladi�usion est uniformément non-dégénéré sur SH. En e�et, si �!NH désigne le veteur normal à H,d'après la dé�nition de � en (4.26) :8P 2 SH Pt�(H)P = Pt �Id ��!NH�!NHt�P= Pt �P��!NH(�!NH j P)�= kPk22 � (P j �!NH)2| {z }=0 ar P2SHFinalement, on démontre la propriété :Propriété 6.2.1 (Non-dégénéresene de la di�usion sans saut sur SH)Le proessus dé�ni par (6.50) est non-dégénéré sur SH et de plus :8P 2 SH Pt�(H)P = kPk22



136 Chapitre 6 - Asymptotique du proessus de di�usion ré�éhie ave sautsUne telle propriété peut s'interpréter également plus simplement omme le aratèreelliptique de l'opérateur �H sur H et SH.Moyennant une telle hypothèse sur �(H), on peut alors énoner le théorème :Théorème 6.2.1 (Temps d'atteinte d'un ompat de (Pt)t>0, (Harrison-Williams))Si S est un ompat de SH de mesure de Lebesgue stritement positive�(S) > 0et si �S désigne le temps d'atteinte (du proessus donné par (6.50)) de S, on a alors pour toutompat K de SH : Infx2KPx (�S 6 1) > 0Preuve : On se référera à l'artile [HW92℄, partie 7, théorème 1 ainsi qu'à [ABD01℄ théorème2.2. �.Le résultat préédent peut être également substitué parInfx2KPx (P(1) 2 S) > 0'est-à-dire : la probabilité d'atteindre un ompat K quelonque de mesure de Lebesguestritement positive en t = 1 est stritement positive. C'est préisément ette formulationque nous allons utiliser par la suite.Ce résultat nous permet alors d'établir le théorème qui assure la réurrene du proessusP donné par (6.50) dans SH. Ce résultat utilise des outils lassiques tels que la propriété deMarkov forte sur le proessus P. La démonstration est très largement inspirée du théorème 2.2de [ABD01℄ mais est ii présentée dans un adre plus simple grâe à la ompaité de SH.Théorème 6.2.2 (Réurrene du proessus P)Le proessus P, unique solution du système ouplé d'équations di�érentielles stohastiques8><>:Zt = �Z t0 rHEerr(Ps)ds+ Z t0 �(H)dWsPt = �SH(Zt)est un proessus uniformément réurrent positif dans SH.Preuve : Donnons-nous S un ompat de SH de mesure de Lebesgue stritement positive, ils'agit de démontrer que Supx2SH Ex [�S℄ < +1 (6.52)D'après le théorème 6.2.1, et par ompaité de SH, on aInfx2SH Px(P(1) 2 S) > 0On pose alors p(S) = Infx2SH Px(P(1) 2 S) > 0 (6.53)Notons e� = Min f1; �Sg, la propriété de Markov forte implique alors que



Chapitre 6 - Asymptotique du proessus de di�usion ré�éhie ave sauts 1378x 2 SH Ex [�S℄ = Ex [Ex [�SjGe� ℄℄6 Ex [e� + EPe� [�S℄℄Comme e� est inférieur ou égal à 1 par dé�nition, on a donEx [�S℄ 6 1 + Ex [EPe� [�S℄℄ (6.54)Si l'on note � l'ensemble des trajetoires ontinues dans SH atteignant S au temps 1, on a don :� = fY 2 C([ 0 ; +1 [ ;SH) j Y(1) 2 SgÉtudions dès lors les deux as :� Si P 2 �, on a �S 6 1 et e� = �S.Ainsi EPe� [�S℄ = 0� Sinon P =2 � et EPe� [�S℄ = �P=2�EPe� [�S℄On a don �nalement : Ex [EPe� [�S℄℄ = Ex [�P=2�EPe� [�S℄℄ (6.55)Mais EPe� [�S℄ 6 Supx2SHEx [�S℄ p:s: (6.56)(6.55) et (6.56) impliquent alors queEx [EPe� [�S℄℄ 6 P [P =2 �℄ Supx2SH Ex [�S℄ (6.57)Par ailleurs, au vu de la dé�nition (6.53) et de elle de �, on aPx (P 2 �) > p(S)D'où P [P =2 �℄ 6 1� p(S)En utilisant alors (6.54) ainsi que (6.57), on obtientEx [�S℄ 6 1 + (1� p(S)) Supy2SH Ey [�S℄En prenant alors le Sup sur x dans l'inégalité préédente, on en déduiraSupx2SH Ex [�S℄ 6 1 + (1� p(S)) Supx2SH Ex [�S℄Ce qui se réérit en Supx2SH Ex [�S℄ 6 1p(S) 6 +1 �De e résultat fondamental sur le omportement du proessus au sein de haque simplexe SH,on en déduit le résultat global onernant alors le proessus ave sauts sur SA? � f0; 1gf .



138 Chapitre 6 - Asymptotique du proessus de di�usion ré�éhie ave sauts6.2.1.2 Étude du proessus ave sautsLe omportement du proessus ouplé (Pt;Xt)t>0 se déduit du paragraphe préédent. Ene�et, nous avons vu au hapitre 5 que la dynamique des sauts permettait de ouvrir l'ensembledes forêts possibles. Il en est don de même de la dynamique de la haîne du proessus (Xti)i2N ,ti désignant alors l'ensemble des instants de sauts du proessus. Nous allons baser notre démons-tration sur une minoration du type (6.53) :Inf(P;X)2SA?�f0;1gf P(P;X) [�S 6 1℄ > 0 (6.58)Il est alors néessaire de dé�nir les quantités :Dé�nition 6.2.2 (Minorant du temps d'atteinte dans un simplexe)Pour S(X) un simplexe quelonque issu de la donnée d'un veteur X de f0; 1gf , et pour Tstritement positif, on dé�nit pour tout ompat S de SX :pX;T(S) = InfP2S(X)PP [�S = T℄ (6.59)Nous savons, d'après le théorème 6.2.1 ([HW92℄), que les quantités pX;T(S) sont stritement po-sitives, dès que la mesure de Lebesgue dans S(X), �X(S), est stritement positive, et e pour toutT stritement positif. Nous allons établir la propriété qui donne une minoration de la probabi-lité de passer de (P0;X0) à (dP;Y), en fontion de la longueur du hemin minimal permettantd'e�etuer la transition X0 7�! Y.Propriété 6.2.2Supposons donnés (P0;X0) un état initial du proessus et (dP;Y) de mesure stritement positivetels que le hemin minimal pour e�etuer la transition X 7�! Y est de longueur N :X0 7�! X1 7�! : : : 7�! XN = Yon a alors la minoration : InfP02S(X0)P(P0;X0) [�dP;Y 6 T℄ > (��)NmN (6.60)
ave 8>>>>>>>><>>>>>>>>:

mN > 0� = Min(P1;Z1)(P2;Z2) 2 �SA? � f0; 1gf �2Z1 7�!|{z}transition possibleZ2 Q��P1Z1� ;�P2Z2��
Preuve : Pour minorer la probabilité d'atteinte de (dP;Y), on déoupe l'intervalle de temps Ten 2N parties égales telles que :� 0 ; T2N �| {z }Di�usion surX1 7�! � T2N ; 2T2N �| {z }Saut 1 7�! � 2T2N ; 3T2N �| {z }Di�usion surX2 7�! � 3T2N ; 4T2N �| {z }Saut 2 7�! : : :



Chapitre 6 - Asymptotique du proessus de di�usion ré�éhie ave sauts 139On sait alors que si P0 désigne un point de départ du proessus, la probabilité d'atteindre(dP;Y) est supérieure à la probabilité d'atteindre e même point dans la on�guration où lessauts sont disposés omme préédemment. En �n de ompte, on aP(P0;X0) [�dP;Y 6 T℄ > Z 2T=2NT=2N ZP12S(X1)PP0;X0 [�dP1;X1 = t1℄�e��t1dt1Q��P1X1� ;��X1(P1)X2 ��Z 4T=N3T=N ZP22S(X2)P�(P1);X2 [�dP2;X2 = t2 � t1℄�e��(t2�t1)dt2: : :En utilisant l'expression de (6.59), on peut alors établir queP(P0;X0) [�dP;Y 6 T℄ > ��e��T=2N�N �NIoù I = Z[ T=2N ;2T=2N ℄�SX1�:::[ (2N�3)T=2N ;(N�1)T=N ℄�SXNpX1;t1(dP1)pX1;t2�t1(dP2) : : :Chaque fontion pX;:(:) étant stritement positive, il en est de même pour son intégrale surhaque espae S(X) puis lorsqu'on l'intègre par rapport au temps et I est don stritement positifpour le hoix de X1; : : :XN. Par ailleurs, le nombre de N-uplets de veteurs Xi étant �ni, on peutdon trouver un minorant mN de la quantité I, indépendant du hemin permettant de passer deX0 à XN. On obtient don l'inégalité (6.60) en remarquant que � minore également la probabilitéde transition d'une forêt à l'autre, et que la quantité minorante est indépendante de P0. �.La propriété préédente nous permet d'en déduire une minoration de la probabilité (6.58). Ene�et, pour tout P;X et S ompat de la forme P �Y où Y est un veteur quanti�ant une forêt,et si N est la longueur minimale pour passer de X à Y via les règles de transition du hapitre 5,on a alors en prenant T = 1 dans la propriété préédente :P(P;X) ��P�Y = 1� > (��)NmNEn prenant alors le minimum sur N des termes préédents, N variant dans un ensemble �ni (iln'y a qu'un nombre �ni de ouples de forêts possibles), on obtient un minorant absolu de laprobabilité d'atteindre le ompat P �Y, puis un minorant absolu pour atteindre tout ompatquelonque de SA? � f0; 1gf . On a ainsi établi la propriété :Propriété 6.2.3 (Minoration de la probabilité d'atteinte (6.58))Pour tout ompat S de SA? � f0; 1gf , on aInf(P;X)2SA?�f0;1gf P(P;X) [�S 6 1℄ > 0On peut dès lors reprendre point par point la démonstration du théorème 6.2.2 qui n'utilise quedes résultats lassiques de proessus Markovien pour déduire de (6.58) :Théorème 6.2.3 (Réurrene de (Pt;Xt))Le proessus dé�ni par (E� 8) est un proessus réurrent.



140 Chapitre 6 - Asymptotique du proessus de di�usion ré�éhie ave sauts6.2.2 Mesure invariante du proessusL'objet de e paragraphe est d'utiliser le prinipal résultat de la setion 6.2.1 (théorème 6.2.3)pour en déduire des propriétés sur la mesure invariante du proessus général (Pt;Xt).La dé�nition des mesures invariantes ainsi que ses propriétés fondamentales sont donnéesdans [EK86℄ :Dé�nition 6.2.3 (Mesure invariante d'un proessus Markovien)Une mesure � sur �SA? � f0; 1gf � est invariante pour le proessus (Pt; Xt)t>0 si son semi-groupePt véri�e pour tout temps t positif �Pt = �Si � est une mesure invariante du proessus X, ela signi�e �nalement que si Xt est de loi �,alors à tous les instants ultérieurs à t , Xt+s est de loi �.On a don les propriétés :Propriété 6.2.4 (Mesure invariante)� est une mesure invariante pour le proessus X, si l'on a l'une des deux onditions :1. Xt de loi � =) 8(s1; s2) (X(t+ s1);X(t + s2)) sont indépendants.2. Xt de loi � =) 8s > t Xs de loi �.Preuve : f [EK86℄ �Nous allons essayer de aratériser le omportement asymptotique de (Pt; Xt)t>0 en exhibant,d'une part une mesure invariante pour e proessus, et d'autre part en démontrant qu'en réalité(Pt; Xt)t>0 ne possède qu'une unique mesure invariante.6.2.2.1 Existene et Uniité de la mesure invariante de (Pt; Xt)t>0Un raisonnement stritement identique à e qui est fait dans [ABD01℄ permet de montrer quela famille de mesures (�t)t>0 donnée par8B 2 B �SA?�f0;1gf� �t(B) = 1t Z t0 PP;X ((Ps;Xs) 2 B) dsest une famille tendue de mesures, e qui assure l'existene d'une mesure invariante. L'uniitéprovient alors de la non-dégénéresene de la di�usion, et par la suite du aratère réurrentpositif du proessus ([HW92℄ paragraphe 7). On en déduit ainsi le théorème :Théorème 6.2.4 (Existene et uniité de la mesure invariante de (Pt; Xt)t>0)Il existe une unique mesure � invariante pour le proessus (Pt; Xt)t>0.6.2.2.2 Champ de Gibbs de ENous allons établir que le hamp de Gibbs assoié à l'énergie E , donné pard�(P;X) = e�E(P;X)Z dPdX (6.61)est une mesure stationnaire pour le proessus (Pt; Xt)t>0 ; et onlure grâe à l'uniité d'une tellemesure. Le raisonnement est très largement omparable à e qui est fait dans [SMG97℄.



Chapitre 6 - Asymptotique du proessus de di�usion ré�éhie ave sauts 141Remarquons tout d'abord que � s'érit en réalité omme une ombinaison de mesures �X,pour X veteur de f0; 1gf quanti�ant une forêt possible. En e�et, si l'on numérote les forêtspossibles de 1 à N et que l'on désigne par Zk les quantitésZk = ZP2S(Xk)e�E(P;Xk)dPon a alors Z1 + � � �+ ZN = ZOn dé�nit alors la mesure �k par�k(S) = ZS\fSX=Xkge�E(P;Xk)dPZkPar ailleurs, l'énergie E est � séparable � en P et X, ainsi :E(P;X) = Eerr(P) + Elg(X) + E�(X)Par onséquent Zk = e�E�(Xk)�Elg(Xk)ZS(Xk)e�Eerr(P)dPCette dernière équation assoiée à (6.61) assure alors que�(S) = ZSe�E(P;X)dPdXZ= NPk=1ZS\fSX=Xkge�Elg(Xk)�E�(Xk)e�Eerr(P)dPZ= NPk=1e�E�(Xk)�E�(Xk)Z ZS\fSX=Xkge�Eerr(P)dP�(S) = NPk=1ZkZ �k(S)On peut don en onlure la propriété de ombinaison onvexe de mesures :Propriété 6.2.5 (Combinaison onvexe de mesures)Le hamp de Gibbs dé�ni par (6.61) est une ombinaison onvexe de mesures �k.Nous allons alors essayer d'utiliser le ritère de la proposition 9.2, hapitre 9, de [EK86℄ pour endéduire que � est une mesure invariante du proessus. Pour e faire, nous allons d'abord étudierl'e�et du générateur in�nitésimal du proessus L sur la mesure �.Propriété 6.2.6 (E�et de � sur D )Prenons une fontion f de D , ette fontion f véri�e alorsZS?�f0;1gfLf(P;X)d�(P;X) = 0



142 Chapitre 6 - Asymptotique du proessus de di�usion ré�éhie ave sautsPreuve : Pour démontrer ette proposition, il s'agit d'appliquer le même raisonnement que eluide [SMG97℄ (théorème 2). Le seul détail à régler est de savoir pourquoi si f s'éritf = nPk=1�Xkfkalors ZS(Xk)L1fk(P)d�k(P) = 0ar le terme de saut utilisant L2 issu de Q est annulé de la même façon que dans [SMG97℄. Pourobtenir le résultat, sur D , il faut don établir l'égalitéZS(Xk)L1fk(P)d�k(P) = 0pour fk de lasse C2 véri�ant des onditions de Neumann sur �S(Xk). En utilisant la dé�nitionde �k, on a :ZkZS(Xk)L1fk(P)d�k(P) = ZS(Xk) ��(rH(Xk)fk j rH(Xk)Eerr(P)) + �H(Xk)fk� e�Eerr(P)dPEn appliquant la formule d'Ostrogradski [DL92℄) sur S = S(Xk) qui est bien un ouvert C1par moreaux : ZSf�gds = ZS(rf j rg)ds+ Z�Sf(rg j ��!n(l))dlPour g = fk et f = e�Eerr sur S = S(Xk), on obtient queZS(Xk)L1fk(P)d�k(P) = 1ZkZ�S(Xk)e�Eerr(P)(rH(Xk)f(P) j ��!n(P))dPMais fk véri�e des onditions de Neumann sur S(Xk), ainsi, l'intégrale préédente est nulle et�nalement ZS(Xk)L1fk(P)d�k(P) = 0On en déduit don la démonstration de la propriété préédente en additionnant les relationspréédentes pour obtenir :8f 2 D ZS�f0;1gfLf(P;X)d�(P;X) = 0 �Il reste alors à onlure que � est une mesure stationnaire du proessus. Pour e faire, nous allonsutiliser le thérorème :Théorème 6.2.5 (Ethier et Kurtz)Si L est le générateur d'un proessus markovien, fortement ontinu X à valeurs dans E, de semi-groupe (Pt)t>0 sur un sous-espae fermé D de D (L), et tel que le problème martingale soit bienposé pour tout f de D , alors si � est une mesure sur E, les trois propriétés sont équivalentes :1. � est une distribution stationnaire pour L.2. 8f 2 D 8t > 0 ZEPtfd� = ZEfd� (6.62)



Chapitre 6 - Asymptotique du proessus de di�usion ré�éhie ave sauts 1433. 8f 2 D ZELfd� = 0 (6.63)Preuve : Voir [EK86℄ (page 239, proposition 9.2). �On ne peut ependant pas appliquer le théorème 6.2.5 : D est bien un sous-espae fermé deD (L) donné par l'ensemble des fontions veri�ant les deux premières onditions de la propriété6.1.1 (sauf les hypothèses de Neumann sur �SHi) qui peut être muni de la métrique :kfk =Pk �kfkk1 + krHkfkk�Cependant, la nature du problème martingale pour D assoié au générateur A n'est pas laire.En fait, on peut démontrer la propriété plus faibleThéorème 6.2.6 (Mesure invariante du proessus)Le hamp de Gibbs � assoié à l'énergie E est l'unique mesure invariante du proessus (P;X) etle problème martingale assoié au générateur A et à la mesure initiale � est bien posé.Preuve : Nous herhons à appliquer une modi�ation du théorème préédent dans le as oùl'ensemble des fontions du problème martingale est D . Il s'agit don tout d'abord d'établir quele problème est bien posé pour (A; �) sur l'ensemble des fontions tests D .Comme nous l'avons mentionné dans la remarque qui suit la dé�nition des problèmes bienposés, 'est l'uniité en loi de tels proessus qu'il faut véri�er puisque l'existene de tels proessusest donnée par l'existene trajetorielle (existene forte) des proessus de di�usion ré�éhie avesauts (théorème 5.7.1). Il s'agit don de démontrer que si (Xt)t>0 et (Yt)t>0 sont deux proessusvéri�ant X0 � � et Y0 � �, alors la loi de Xt et elle de Yt oïnident, en tout temps t. Il fautdon montrer que pour toute fontion mesurable sur SA? � f0; 1gf , on aE [f(Xt)jX0 � �℄ = E [f(Yt)jY0 � �℄Il su�t par ailleurs de démontrer e résultat pour les fontions f mesurables qui sont desindiatries d'ouverts relatifs de SA? � f0; 1gf , à savoirE [�U(Xt)jX0 � �℄ = E [�U(Yt)jY0 � �℄ (e)où U désigne un ouvert quelonque de SA? �f0; 1gf . Nous allons approher une telle indiatriepar une suite de fontions (f")">0 de D . Si (f")">0 désigne une suite de fontions de D , d'aprèsla propriété 6.2.6 et l'équivalene entre (6.62) et (6.63), nous savons queE [f"(Xt)jX0 � �℄ = E [f"(X0)℄ = Z f"d� = E [f"(Y0)℄ = E [f"(Yt)jY0 � �℄Il su�t don de onstruire une suite de D approhant �U pour établir l'égalité (e). Si Ukdésigne un ouvert d'un simplexe S(Xk), le lemme d'Uryshon appliqué au voisinage fermé V(Uk; ")permet de onstruire fk" nulle en dehors de V(Uk; ") et valant 1 sur V(Uk; "=2) et de lasseC1(S(Xk);R). La fontion f" donnée parf" =Pk fk" �S(Xk)appartient bien à D (le gradient de fk" est nul puisque la fontion est onstante sur un voisinagede U de taille "). Par ailleurs, f" onverge simplement vers �U et est majorée par la fontiononstante égale à 1 intégrable sous d�.Ainsi, puisque



144 Chapitre 6 - Asymptotique du proessus de di�usion ré�éhie ave sautsE [f"(Xt)jX0 � �℄ = E [f"(Yt)jY0 � �℄en passant à la limite pour " 7! 0, on obtient bien (e). Le problème martingale (A; �) est donbien posé dans l'ensemble D quand on impose omme distribution initiale le hamp de Gibbs �.On ne peut par ontre pas appliquer diretement le résultat du théorème 6.5.2 pour onlureque le hamp de Gibbs � est bien la mesure invariante assoiée au proessus de di�usion ré�éhieave sauts. En e�et, il serait néessaire pour ela de savoir que le problème martingale est bienposé pour A, quelle que soit la distribution initiale du proessus.La propriété de stationnarité de la mesure � peut tout de même être établie sans savoir sile problème est bien posé. En e�et, (e) assure tout de même la stationnarité de � par densitédes fontions indiatries dans l'ensemble des fontions mesurables. Ainsi, si (Pt)t>0 désigne lesemigroupe assoié au proessus de di�usion ré�éhie ave sauts, on a8t > 0 �Pt = �Utilisant alors l'uniité de la mesure invariante de notre proessus évoquée à la �n du pa-ragraphe 6.2.2.1, on en onlut que le hamp de Gibbs � est l'unique mesure stationnaire duproessus ré�éhi ave sauts. �Dans le théorème préédent, il faut noter que l'on n'a pas établi le fait que le problèmemartingale était bien posé pour le proessus ré�éhi ave sauts. Notre résultat ne onerneen e�et que l'uniité des solutions (en loi) lorsque l'on impose que la loi initiale duproessus est le hamp de Gibbs �.Nous avons don établi deux résultats importants aratérisant le proessus de di�usion avesauts. Le premier résultat assure que le proessus possède une dynamique ergodique, permettantau proessus d'explorer tous les états en un temps donné ave une probabilité stritement positive.Ce résultat se traduit en partiulier par le fait que le proessus (P;X) ne peut pas atteindre unefrontière de �SA? ave une probabilité stritement positive.Le seond résultat utilise alors e résultat important d'ergodiité et établi en �n de ompteque le omportement stationnaire du proessus (P;X) ne dépend pas de e qui se passe sur lafrontière des simplexes, puisqu'en probabilité, le proessus ne � vit � pas sur es frontières. Nouspouvons alors en onlure que la mesure stationnaire du proessus est lassiquement donnée parle hamp de Gibbs dé�nit dans le hapitre 5. Ainsi, nous pouvons a�rmer que l'espae des forêtsqui seront privilégiées par notre algorithme sont elles qui orrespondent à un état énergétiqueELg + E� faible.



Chapitre 7 - Approximation stohastique du proessus de di�usion sous ontraintes ave saut 145Chapitre 7 - Approximationstohastique du proessus de di�usionsous ontraintes ave saut
Dans e hapitre, nous présentons un algorithme d'approximation stohastique qui va nouspermettre d'approher, dans un sens que nous dé�nirons, le omportement limite de l'équationdi�érentielle stohastique (E� 8). Nous appliquerons alors notre algorithme pour la détetionde visages et dans le adre d'expérienes synthétiques.7.1 Algorithme d'approximationNous allons nous inspirer des idées de [KY03℄ pour simuler le proessus donné par (E� 8)(hapitre 5). Pour ela, nous allons utiliser l'équation di�érentielle stohastique :8t 2 � tsi ; tsi+1 � dPt = ��Ht (rEerr(Pt)) + �idWt + dZt (7.64)où les instants de sauts (tsi) suivent une distribution Poissonienne de paramètre � �xé. Legradient de E n'est pas toujours aessible à haque étape de l'algorithme, il s'agit don deproéder, omme au hapitre 3, à une approximation stohastique de e gradient. Nous utiliseronsà nouveau dans notre adre théorique un algorithme d'approximation à pas variable ("i)i2N telque 8>><>>:P"i = +1P"2i < +1Dans e as, la transformation � �m, qui, à une itération (dans N) de l'algorithme assoieun temps (dans ℄ 0 ; +1 [), est à nouveau valide.7.1.1 Distribution des sautsCommençons par détailler l'implémentation de la simulation des instants de sauts. Nousgénérons les instants de sauts (tsi), et don les itérations de sauts (m(tsi)) de manière réursivegrâe à la simulation : 8<:ts0 � P(�)8i 2 N tsi+1 � tsi � P(�)Nous ommençons don par �xer un instant initial de premier saut ts0 , ainsi qu'une itérationde saut m(ts0). Lorsque l'algorithme arrive à ette itération m(ts0), nous générons alors un



146 Chapitre 7 - Approximation stohastique du proessus de di�usion sous ontraintes ave sautdeuxième instant de saut via la simulation ts0 + P(�), e qui détermine une deuxième itérationde saut m(ts1) . . .Lors des sauts, on modi�e alors le veteur Xm(tsi ), 'est-à-dire la forêt de features via lesrègles données au hapitre 5 et réapitulées dans les tableaux de l'annexe C. Cette modi�ationentraîne alors une modi�ation de Pm(tsi ).7.1.2 Approximation entre les sautsEntre deux instants de saut, et don entre deux itérations de saut m(tsi) et m(tsi+1), nousappliquons l'algorithme itératif de la formePi+1 = �Stsi (Pi + "iyi +p"i�i) (7.65)où i est un entier quelonque entre m(tsi) et m(tsi+1).La variable aléatoire yi est alors une approximation du gradient de Eerr en Pi tandis que�i est un bruit gaussien standard sur RjF(Xi )j. Nous pouvons expliquer es hoix en assoiant àhaque terme de (7.64) un terme d'approximation donné dans (7.64).Ainsi, nous remarquons dans (7.64) que :� Il est à nouveau néessaire d'estimer rEerr ainsi que le terme :Z t0 rEerr(Pt)dtC'est préisément le r�le de yi et de la somme :m(t)Pi=1 "iyiPar la suite, nous hoisirons don8Æ 2 A? yi(Æ) = �C(!i; Æ)g(!i)Pi(Æ)où !i est un p-uplet de loi Pi ave remise.� Il faut simuler un mouvement brownien standard Wt (entre deux sauts, la matrie deovariane vaut �Sti (Id ), sur l'espae � réel � dans lequel vit le mouvement brownien), etela est fait grâe à Wt = Z t0 dWtet l'approximation de dWt par les termes �i. Par onséquent, le termePp"i�iest destiné à approher Wt.� le terme de rappel dans l'espae des ontraintes SHt est en fait � ahé �, puisqu'il est issude la projetion �Stsi dans (7.65) :zi = �Stsi �Pi + "iyi +p"i�i�� �Pi + "iyi +p"i�i�de sorte que 8i 2 [[m(tsi) ; m(tsi+1) ℄℄ Pi+1 = Pi + "iyi +p"i�i + zi



Chapitre 7 - Approximation stohastique du proessus de di�usion sous ontraintes ave saut 1477.1.3 Proessus interpolésGrâe aux variables aléatoires préédentes, nous onstruisons les proessus d'interpolationonstants par moreaux, grâe aux appliations m et � (dont on rappelle la dé�nition) :�n = Pk6n"kDé�nition 7.1.1 (Proessus interpolés)On dé�nit les proessus (Pn(t);Yn(t);Wn(t);Zn(t)) par :8n 2 N 8t 2 R+ Pn(t) = Yn(t) +Wn(t) + Zn(t) (7.66)ave 8n 2 N 8t 2 R+ Yn(t) = m(�n+t)Pi=n "iyi (7.67)8n 2 N 8t 2 R+ Wn(t) = m(�n+t)Pi=n p"i�i (7.68)et Zn(t) = m(�n+t)Pi=n zi (7.69)La dé�nition des proessus interpolés est légèrement di�érente de elle donnée au hapitre4, puisqu'ii es proessus ne sont plus ontinus alors qu'ils l'étaient dans le hapitre 4.Cela n'est pas fondamentalement gênant et se justi�e par le fait que le proessus que l'onherhe à approher n'est pas lui non plus ontinu.Le but de la suite du hapitre va don être de montrer en quel sens les proessus (Pn;Yn;Wn;Zn)approhent la solution de (7.64).7.2 Ensemble D7.2.1 Dé�nitionsL'espae naturel dans lequel vit notre proessus de di�usion sous ontraintes ave sautsva guider notre raisonnement en e qui onerne l'approximation de (7.64) par les proessusinterpolés préédents. On note E l'espae SA?�f0; 1gf , on onstate alors que le proessus (P;X)appartient à la lasse des trajetoires ontinues à droite sur E ayant une limite à gauhe (àdlàg),où E est muni de la norme dé�nie au paragraphe 5.7.2.2 par (5.31). Remarquons en�n que Xvarie dans un espae disret. On dé�nit alors D (Cf par exemple le hapitre VI de [JS87℄, lehapitre 3 de [Bil99℄ ou le hapitre 8 de [KY03℄ hapitre 8) selon la dé�nition 7.2.1 suivante.Dé�nition 7.2.1 (Espae D des trajetoires àdlàg)D est l'espae des fontions de R dans E qui sont ontinues à gauhe, ayant une limite à droite,'est-à-dire si x est une trajetoire dans D, alors :8><>:8t > 0 lims7!t s>tx(s) = x(t+) = x(t)8t > 0 lims7!t s6tx(s) = x(t�)



148 Chapitre 7 - Approximation stohastique du proessus de di�usion sous ontraintes ave sautOn dé�nit alors les quantités wx(I) pour I � R+ parwx(I) = w(x; I) = Sups;t2I jx(s)� x(t)jCet espae D ontient don C, trajetoires ontinues dans E. Les quantités wx orrespondentalors à un module de ontinuité sur C et on a la propriété :Propriété 7.2.1 (Module de ontinuité sur C)Si x est une trajetoire de C, alors8T > 0 8x 2 C limÆ 7!0 Supt2[ 0 ;T ℄wx ([ t ; t+ Æ ℄) = 0Malheureusement, une telle propriété n'est pas vraie pour des trajetoires de D. Il est né-essaire pour étudier les éléments de D d'avoir une entité quanti�ant l'amplitude des sauts destrajetoires. On dé�nit alors les distributions de temps d'amplitudes Æ parDé�nition 7.2.2 (temps (ti) Æ-sparse)Les temps (ti) sont Æ-sparse s'ils véri�ent les onditions :Mini ti � ti�1 > Æave 8i ti > ti�1On notera alors de tels temps des temps Æ � sparse.De tels intervalles de temps permettent alors de dé�nir le module de saut pour les trajetoiresde D :Dé�nition 7.2.3 (Module de saut w0x(Æ))Si x est une trajetoire de D et si Æ est un réel stritement positif, on dé�nitw0x(Æ) = w0(x; Æ) = Infftig2Æ�sparse Maxi wx([ ti ; ti+1 [)On montre alors la propriété ([Bil99℄ hapitre 3 Lemme 1) 7.2.2 :Propriété 7.2.2 8x 2 D limÆ 7!0w0x(Æ) = 07.2.2 Topologie sur DL'objet de e paragraphe est de rappeler la dé�nition de la métrique sur D qui rend et espaeséparable et omplet.Si I est un intervalle fermé de R+ et qu'on note �I l'ensemble des bijetions ontinues rois-santes stritement de I dans I, on pose :Dé�nition 7.2.4 (Distane sur D(I))On dé�nit la métrique dI pour (f; g) 2 D(I)2 pardI(f; g) = Inf �� j Sups2I js� �(s)j 6 � et Sups2I jf(s)� g(�(s))j 6 � et � 2 �I�



Chapitre 7 - Approximation stohastique du proessus de di�usion sous ontraintes ave saut 149La topologie issue de dI oïnide alors sur C(I) ave elle de la onvergene uniforme.Pour une telle métrique toujours, l'espae D(I) est séparable mais pas omplet ([Bil99℄théorème 12.2). Pour rendre D(I) omplet, il est alors néessaire de ontr�ler la � dérivée �du paramétrage de temps � 2 �I.De telles remarques nous amènent don à la dé�nition :Dé�nition 7.2.5 (Métrique edI sur D(I) - Distane de Skorokhod)Pour � un paramétrage de I, on pose :j�j = SupInf I6s<t6Max I ��� log �(t)� �(s)t� s ���La métrique (edI) est alors dé�nie pour (f; g) 2 D(I)2 par :edI(f; g) = Inf �� j j�j 6 � et Sups2I jf(s)� g(�(s))j 6 � et � 2 �I�Ave une telle métrique, on a alors :Théorème 7.2.1 (Complétude de D(I) et D([ 0 ; +1 [))L'espae D(I) muni de e(dI) est séparable et omplet.Par ailleurs, si on pose : ed(f; g) =Pi ed[[ i ; i+1 ℄℄(f; g)alors D([ 0 ; +1 [) est également séparable et omplet.7.2.3 Convergene dans D. Compaité faible et ritère de tension sur D7.2.3.1 Convergene dans DNous adopterons le point de vue de la onvergene faible (onvergene au sens des distribu-tions) ([Bil99℄, [BMP℄) pour les proessus à valeurs dans E. C'est-à-dire, Xn tend vers X au sensdes distributions si, et seulement si, pour toute fontion ontinue bornée f sur E, on aEf(Xn) 7�! Ef(X)Dans notre situation, l'ensemble E étant borné, il su�ra de hoisir f ontinue pour ara-tériser omplètement la onvergene au sens des distributions d'une suite de proessus.Par ailleurs, une suite de proessus (Xn)n2N onverge faiblement vers un proessus X si, etseulement si,� (Xn)n2N est faiblement ompate.� toute sous-suite onvergente onverge faiblement vers X.Notre démarhe onsistera don par la suite à démontrer que la famille formée par (Pn;Yn;Wn;Zn)forme une famille faiblement ompate, et telle que la seule limite possible est le proessus(E� 8). Nous ommençons don par énumérer quelques ritères de ompaité faible dans D.



150 Chapitre 7 - Approximation stohastique du proessus de di�usion sous ontraintes ave saut7.2.3.2 Compaité faibleNotre approhe va onsister à onsidérer les proessus (Pn;Yn;Wn;Zn) omme étant unefamille de trajetoires de D et d'établir des ritères de ompaité faible (pour la topologie préé-dente sur D) a�n d'avoir l'existene d'une sous-suite onvergente vers un proessus (P;Y;W;Z).Nous avons le résultat :Théorème 7.2.2 (Parties séquentiellement ompate de D- Parties tendues)Une partie A de D est séquentiellement ompate pour la topologie de Skorokhod si, et seulementsi les deux onditions suivantes sont vraies :1. Supx2A kxk 6 +12. limÆ 7!0 Supx2A w0x(Æ) = 0Une telle partie A est dite tendue dans D.Il existe d'autres ritères de tension, équivalents aux deux ritères préédents, pour des partiesA de la forme (Xn)n2N 2 DN , e qui donne le théorème suivant.Théorème 7.2.3 (Critère de tension)Une suite (Xn)n2N de proessus de D est tendue si, et seulement si1. lima7!+1 limn7!+1 Sup P [kXnk > a℄ = 02. limÆ 7!0 limn7!+1 Sup P [w0Xn(Æ) > "℄ = 0Ces deux dernières onditions sont alors également équivalentes à :Théorème 7.2.4 (Critère de tension - Kushner et Yin)Une suite (Xn)n2N de proessus de D(0; +1) est tendue si, et seulement si1. Pour tout réel T et " stritement positif, il existe n0 et K tels quen > n0 =) P � Supt6T jXn(t)j > K� 6 "2. 8T > 0 limÆ 7!0 limn Sup Supt6T Sups6Æ E [ Min fkXn(t+ s)�Xn(t)k; 1g℄ = 0C'est préisément ette dernière aratérisation des suites de proessus tendus que nousutiliserons dans le adre de notre approximation stohastique. L'objetif sera don de montrerqu'il existe une sous-suite des proessus (Pn;Yn;Wn;Zn) qui onverge faiblement avant d'exhiberla limite faible de e proessus.On pourra également utiliser une variante du ritère 2 issue du théorème 13.2, hapitre 3de [Bil99℄, à savoir : 8" > 0 limÆ 7!0 limn Sup P �w0Xn(Æ) > "� = 0 (7.70)



Chapitre 7 - Approximation stohastique du proessus de di�usion sous ontraintes ave saut 1517.3 Compaité des trajetoires de (Pn ;Yn;Wn;Zn)Nous allons démontrer que les trajetoires (Pn;Yn;Wn;Zn) forment une suite tendue deproessus de D. Pour e faire, il s'agira don de véri�er les deux onditions du théorème 7.2.4pour haune des familles des proessus (Pn), (Yn), (W n) et (Zn). Nous allons ommener pardémontrer un lemme qui sera essentiel pour obtenir es deux résultats et qui utilise la notiond'uniforme intégrabilité.Dé�nition 7.3.1 (Uniforme intégrabilité de (xi))Une suite de variables aléatoires (xi) est uniformément intégrable si, et seulement si,lim�(B)7!0 Supn E [jxnj�xn2B℄ = 0Cette propriété est alors équivalente àlimK7!+1 Supn E �jxnj�jxnj>K� = 0 (7.71)Nous pouvons dès lors énoner le lemme :Lemme 7.3.1 (Famille uniformément intégrable ) Critère 1 de tension)Supposons que (xi) sont uniformément intégrables, alors la suite de proessus (Xn) dé�nis parXn(t) = m(�n+t)�1Pi=n "ixivéri�e immédiatement le ritère 1 du théorème 7.2.4.Preuve : Nous allons démontrer que si T est un réel stritement positif,limK7!+1 Supn P �Supt6T jXn(t)j > K� = 0Nous en déduirons alors la propriété 1 du théorème 7.2.4. Nous allons utiliser une méthode detronature pour démontrer e résultat.Prenons K un réel stritement positif quelonque et T un réel stritement positif, on pose :xn;K = xn �1� �jxnj>K�On a alors xn = xn;K + xn�jxnj>K| {z }=�n;KEn revenant aux probabilités, on obtient :P �Supt6T jXn(t)j > K� = P"Supt6T ���m(�n+t)�1Pi=n "ixi;K + "i�i;K��� > K#6 P"Supt6T ���m(�n+t)�1Pi=n "ixi;K��� > K=2#+ P"Supt6T ���m(�n+t)�1Pi=n "i�i;K��� > K=2#ar (a+ b > K) � f(a > K=2) [ (b > K=2)g.



152 Chapitre 7 - Approximation stohastique du proessus de di�usion sous ontraintes ave sautPar onstrution de (xn;K), on sait queSupt6T ���m(�n+t)�1Pi=n "ixi;K��� 6 Km(�n+T)Pi=n "i 6 K log (1 + T=�n)Comme �n 7�! +1, il existe n0 tel que :8n > n0 log (1 + T=�n) 6 13Et pour un tel n0, on en déduit queSupt6T ���m(�n+t)�1Pi=n "ixi;K��� 6 K3Soit �nalement 8n > n0 P" Supt6T ���m(�n+t)�1Pi=n "ixi;K��� > K=2# = 0 (7.72)Il reste don à étudier le terme en � �:;: �. L'inégalité de Markov implique queP �Supt6T jY(t)j > K� 6 E Supt6T jY(t)jKEn appliquant ette inégalité à Y =P"i�i;K, on a alors :P"Supt6T ���m(�n+t)�1Pi=n "i�i;K��� > K=2# 6 2E " Supt6T m(�n+t)�1Pi=n "ij�i;Kj#KEn majorant brutalement, on voit que :Supt6T Em(�n+t)�1Pi=n "ij�i;Kj 6 Supn>n0 E j�n;K jm(�n+T)�1Pi=n "i 6 Supn>n0 E j�n;K j log�1 + T�n�Mais l'uniforme intégrabilité de (xn) appliquée à de �n;K assure alors quelimK7!+1 Supn E j�n;K j = 0Finalement : limK7!+1 Supn P"Supt6T ���m(�n+t)�1Pi=n "i�i;K��� > K=2# = 0 (7.73)En revenant au proessus Xn, (7.72) et (7.73) assurent alors que :limK7!+1 Supn P �Supt6T jXn(t)j > K� = 0 �Nous allons utiliser le lemme préédent pour démontrer que les proessus étudiés sont tendus.Lemme 7.3.2 (Véri�ation du ritère 1 de tension)Les proessus (Pn;Yn;Wn;Zn) véri�ent la ondition 1 du théorème 7.2.4.



Chapitre 7 - Approximation stohastique du proessus de di�usion sous ontraintes ave saut 153Preuve : L'ensemble des variables (Pn) sont bornées par onstrution (trajetoire dans SA? .).Ainsi, dès que K est supérieur à SupP2SA?fkPk2g, on a bienSupn P � Supt6T jPn(t)j > K� = 0et don la famille de proessus (Pn) véri�e le ritère 1 du théorème 7.2.4.On utilise le lemme préédent pour démontrer que (yi) véri�e le premier ritère de tension.On étudie l'uniforme intégrabilité de la famille (yi). En réalité, si on prend jyj = kyk1, on a :E hjyij�jyij>Ki =P! SupÆ C(!; Æ)g(!)Pi(!) Pi(!)�jyij>KComme on sait que : 8! 8Æ C(!; Æ)g(!)Pi(!) Pi(!) 6 Gj!joù G est l'erreur la plus importante g(!), on peut alors érire que :E hjyij�jyij>Ki 6 Gj!jE�jyi j>KMais on sait également que si jyij > K, alors il existe Æi tel queC(!; Æi)g(!)Pi(Æi) > Ket �nalement Pi(Æi) < Gj!jKMais l'événement jyi(!)j > K est inlus dans l'évènement :9 Æ 2 ! Pi(Æi) < Gj!jKet et évènement a une mesure majorée par Gj!j=K. En �n de ompte :E hjyij�jyij>Ki 6 G2j!j2K 7�! 0 pour K 7! +1Finalement, (yi) est uniformément intégrable (ondition (7.71)) et le lemme 7.3.1 assure alorsque (Yn) véri�e le premier ritère de tension.En étudiant Wn, on voit que si � est un réel positif :P �Supt6T jWn(t)j > �� 6 E "m(�n+T)�1Pi=n p"i�i#2�2Comme les variables �i sont indépendantes, entrées, de varianes bornées, on a alorsP �Supt6T jWn(t)j > �� 6 Km(�n+T)�1Pi=n "i�2 6 K�2 log (1 + T=�n) 7�!|{z}n7!+1 0Ainsi, on a également



154 Chapitre 7 - Approximation stohastique du proessus de di�usion sous ontraintes ave sautlimK7!+1 Supn P �Supt6T jWn(t)j > K� = 0La famille (Wn) véri�e don également le ritère 1. En�n, on déduit de l'égalitéZn = Pn �Yn �Wn que (Zn) véri�e le ritère 1 du théorème 7.2.4. �.En�n, nous allons utilisé à nouveau le lemme 7.3.1 sur les variables uniformément intégrablespour montrer que les familles de proessus (Pn;Yn;Wn;Zn) véri�ent bien le seond ritère detension du théorème 7.2.4.Lemme 7.3.3 (Véri�ation du ritère 2 de tension)Les proessus (Pn;Yn;Wn;Zn) véri�ent la ondition 2 du théorème 7.2.4 :8T > 0 limÆ 7!0 limn Sup Supt6T Sups6Æ E [ Min fkXn(t+ s)�Xn(t)k; 1g℄ = 0pour Xn 2 fPn;Yn;Wn;Zng.Preuve : Prenons T > 0 et deux instants t et t+ s tels que s 6 Æ.On étudie dans un premier temps l'expression de E [ Min fkYn(t+ s)�Yn(t)k; 1g℄ en e�e-tuant la disjontion des as : il y a un saut entre �n + t et �n + t + s ou il n'y en a pas. On adon :E [ Min fkYn(t+ s)�Yn(t)k; 1g℄ = E h�f9 tsi tsi2[ �n+t ;�n+t+s ℄g Min fkYn(t+ s)�Yn(t)k; 1gi| {z }=A+ E h�f8tsi tsi =2[ �n+t ;�n+t+s ℄g Min fkYn(t+ s)�Yn(t)k; 1gi| {z }=BA se majore parA 6 E h�f9 tsi tsi2[ �n+t ;�n+t+s ℄g � 1i = P [9 tsi tsi 2 [ �n + t ; �n + t+ s ℄℄Comme les sauts sont répartis selon une loi exponentielle, on en déduit queA 6 e��(�n+t) �1� e��s��En�n, on étudie B en remarquant que s'il n'y a pas de sauts entre �n + t et �n + t+ s, alorsYn(t+ s)�Yn(t) = m(�n+t+s)Pi=m(�n+t)"iyiPrenons " positif quelonque. Comme yi est uniformémént intégrable, on déompose yi ommedans le lemme 7.3.1 en yi = yi;K + �i;Ket on peut trouver K tel que Supn E "m(�n+t+s)Pi=m(�n+t)"i���i;K��# 6 "=2et a fortiori : Supn Supt6T;s6Æ E "m(�n+t+s)Pi=m(�n+t)"i���i;K��# 6 "=2



Chapitre 7 - Approximation stohastique du proessus de di�usion sous ontraintes ave saut 155Pour un tel réel K, le terme en yi;K se majore enE "m(�n+t+s)Pi=m(�n+t)"i��yi;K��# 6 KZ �n+t+s�n+t d�� 6 K log�1 + Æ�n�et e terme-là a bien une limite nulle lorsque n tend vers +1 et Æ vers 0. Ainsi, le proessus (Yn)véri�e bien le seond ritère du théorème 7.2.4.On utilise la formule (7.70) pour démontrer que (Wn) véri�e la ondition 2 du théorème 7.2.4.Si " est stritement positif, on a alors :P" Supt6T;s6Æ ��Wn(t+ s)�Wn(t)�� > "# 6 E " Supt6T;s6Æ ��Wn(t+ s)�Wn(t)��2#"2La di�érene Wn(t+ s)�Wn(t) se réérit en P"i�i et donP" Supt6T;s6Æ ��Wn(t+ s)�Wn(t)�� > "# 6 C+1Pi=n"i"2 6 Clog�1 + Æ�n�"2où C est la onstante majorant la norme quadratique des �i. Comme �n tend vers +1, on obtient :limÆ 7!0 limn P [w0Wn(Æ) > "℄ = 0et (Wn) véri�e le seond ritère de tension.Pour étudier le terme de ré�exion, (Zn), il su�t de remarquer que l'inégalité suivante estvraie ��Zn(t+ s)� Zn(t)�� 6 m(�n+t+s)Pi=m(�n+t)��"iyi +p"i�i��En e�et, la projetion zn se traduit par :
Pn

Pn + "nyn +p"n�nPn+1zn = dZn�SH
SH

"nyn +p"n�n
On onstate don ii que 8i 2 N jzij 6 ��"iyi +p"i�i��



156 Chapitre 7 - Approximation stohastique du proessus de di�usion sous ontraintes ave sautet ��Zn(t+ s)� Zn(t)�� 6 ��m(�n+t+s)Pi=m(�n+t)zi�� 6 m(�n+t+s)Pi=m(�n+t)��"iyi +p"i�i��En utilisant alors e qui a été démontré pour les proessus (Yn) (variables yi) et (Wn)(variables �i), on en déduit également que la famille de proessus (Zn) véri�e le ritère 2 detension.En�n, on obtient le même résultat pour le proessus (Pn) en remarquant quePn = Yn +Wn + Zn �Ave les deux lemmes préédents, on peut don onlure que la famille de proessus (Pn;Yn;Wn;Zn)est une famille tendue de proessus, et don séquentiellement faiblement ompate. On peut donétablir le théorème 7.3.1.Théorème 7.3.1 (Compaité des trajetoires (Pn;Yn;Wn;Zn))La famille de proessus (Pn;Yn;Wn;Zn) est tendue, et don faiblement ompate.7.4 Limite faible de (Pn ;Yn;Wn;Zn)Dans la setion préédente, nous avons démontré que la famille de proessus ainsi dé�nie étaittendue. Nous allons en�n voir que toute sous-suite faiblement onvergente de (Pn;Yn;Wn;Zn)tend vers une di�usion sous-ontraintes ave sauts du type (E� 8).Supposons tout d'abord que la suite de proessus s'e�etue sans saut, et reste on�née dansSH, on a alors les deux propriétés ([KY03℄, hapitre 8) :Propriété 7.4.1 (Approximation de W, proessus de Wiener)Le proessus (Wn) tend faiblement vers W, proessus de Wiener.Propriété 7.4.2 (Approximation du gradient rHE)Si (Pn) onverge faiblement vers P, alors les proessus (Gn) dé�nis parGn(t) = �m(�n+t)�1Pi=n rHEerr(Pn(s))dsonvergent faiblement vers un proessus G véri�ant l'équation di�érentielle stohastique :dGt = �rHEerr(P(t))dtLa première propriété assure que le proessus Wn va approher faiblement le mouvement brow-nien standard dans H tandis que la propriété préédente nous assure que la onvergene de(Pn) vers P implique l'approximation de la desente de gradient sur Eerr. Ces deux propriétéspermettent alors de démontrer le théorème qui assure l'approximation stohastique faible duproessus de di�usion ré�éhi sans saut :Théorème 7.4.1Si (Pn;Yn;Wn;Zn) onverge faiblement vers (P;Y;W;Z), alors (P;Z) véri�ent le système d'équa-tion di�érentielle (E� 8) sans terme de sauts. Le proessus tend alors faiblement vers une di�u-sion ré�éhie sans sauts ave pour initialisation la limite faible des suites (Pn(0);Yn(0);Wn(0);Zn(0)).



Chapitre 7 - Approximation stohastique du proessus de di�usion sous ontraintes ave saut 157Preuve : Il su�t de suivre la démonstration du théorème 2.3 de [KY03℄ ou du théorème 5.1 de[BK02℄ en dé�nissant ÆMn = Yn �rHEerr(Pn)et Mn(t) = m(�n+t)�1Pi=n "iÆMipuis approher la desente de gradient exate par le terme Gn dé�ni dans la propriété préédente.(Pn) véri�e alors Pn(t) = Pn(0) + Gn(t) +Wn(t) + Zn(t) +Mn(t)Le terme orrespondant à Mn(t) a une espérane nulle sahant les événements (F(s); s 6 t). Onen déduit alors queE [Pn(t)� (Pn(0) + Gn(t) +Wn(t) + Zn(t)) jF(s); s 6 t℄ = 0Mais le proessus X, limite faible de Pn � (Pn(0) + Gn +Wn + Zn), vaut préisémentXn =)|{z}faibleX = P� P0 �G�W� ZCe proessus étant ontinu et nul en 0, loalement lipshitzien X, on peut alors appliquer lethéorème 1.1 du hapitre 4 de [KY03℄ pour en déduire que X est nul. Finalement (P;Z) est solutionde l'équation (E� 8) puisqu'en plus Z véri�e les propriétés données en 6 pour le problème deSkorokhod. En e�et, Z n'augmente que lorsque P atteint la frontière et sa di�érentielle appartientbien à l'ensemble des veteurs admissibles de ré�etion donnés en 5.2.2.2. �Comme il existe une unique solution de (E� 8), on en déduit don que les limites faiblespossibles pour (Pn;Yn;Wn;Zn) sont en réalité unique (solution de (E� 8)). Ainsi, en appliquantla aratérisation de la limite faible des proessus de D ([Bil99℄), on en déduit que sans sauts,les proessus (Pn;Zn) onvergent faiblement vers la solution unique de (E� 8) sans le terme desaut.En�n, les transitions de sauts étant simulées de façon exate (on peut générer les (tsi) defaçon exate, on en déduit immédiatement que la suite des proessus (Pn;Zn) onverge en réalitévers la solution de l'équation di�érentielle stohastique du problème de di�usion sous ontraintesave sauts (sauts paramétrés par Q) donnée dans le hapitre 6 :Théorème 7.4.2 (Convergene faible de (Pn;Zn))Les proessus onstants par moreaux (Pn;Zn) tendent faiblement vers l'unique solution del'équation di�érentielle stohastique (E� 8) de loi l'unique loi stationnaire de la di�usion ré�éhieave sauts qui est le hamp de Gibbs assoié à l'énergie E(F ;P).Preuve :D'après le théorème 7.4.1 et la simulation exate des instants de sauts, on sait que la suite desproessus (Pn;Zn) est faiblement ompate et onverge faiblement vers une di�usion ré�éhie degénérateur identique à elui de (E� 8). Toute sous-suite �PNk ;ZNk� extraite de (Pn;Zn) onvergefaiblement vers la di�usion ré�éhie ave sauts (E� 8) de distribution initiale la limite faible de(PNk(0);ZNk(0)) notée �1. Démontrons que ette limite faible est le hamp de Gibbs � assoiéà E .Il su�t pour ela de démontrer que si �1 désigne une limite faible d'une sous-suite (PNk(0);ZNk(0)),alors pour toute fontion � :



158 Chapitre 7 - Approximation stohastique du proessus de di�usion sous ontraintes ave sautZ �(y)d�1(y) = Z �(y)d�(y)Si l'on note Pt� la loi du proessus donné par (E� 8) à l'instant t, initialisé ave la loi �, omme� est la loi stationnaire du proessus on a8� 2 K 8" > 0 9T > 0 8 t > T ���Z �(y)dPt�(y)� Z �(y)d�(y)��� 6 " (7.74)oùK est un ensemble ompat de mesures. Fixons " > 0 et onsidérons un tel T, quitte à extraire ànouveau une sous-suite on peut noter � 01 la limite faible du proessus �PNk(:� T);ZNk(:�T)� =(P(�Nk � T);Z(�Nk � T)). La famille des lois de �PN;ZN� est tendue, et don séquentiellementompate, on peut appliquer l'inégalité (7.74) et on a alors :���Z �(y)d�1(y)� Z �(y)d�(y)��� 6 ���Z �(y)d�1(y)� E [� (P(�Nk);Z(�Nk))℄ ���+���E [� (P(�Nk);Z(�Nk))℄� Z �(y)dPT�01(y)���+���Z �(y)dPT�01(y)� Z �(y)d�(y)���En faisant tendre Nk vers l'in�ni, �Nk tend également vers l'in�ni et par onstrution de T etdé�nition des limites faibles �1 et � 01 :���Z �(y)d�1(y)� Z �(y)d�(y)��� 6 "Finalement �1 = � p:s:Ainsi, toute sous-suite onvergente tend faiblement vers la distribution de Gibbs station-naire du proessus (E� 8). Cela assure �nalement que la suite de proessus (Pn;Zn) ainsi que(Pn(0);Zn(0)) tendent faiblement vers la loi stationnaire �. �7.5 ExpérienesParmi les listes des données étudiées dans le hapitre 3, on ne peut pas appliquer notrealgorithme à la lassi�ation de messages életroniques. Par ontre, notre modélisation s'appliquenaturellement au as des données synthétiques ainsi qu'à la reonnaissane d'objets dans uneimage. Nous allons présenter les résultats des expérienes obtenus sur les données synthétiqueset sur la base de données [MIT℄.7.5.1 Données synthétiquesPour une desription préise de la façons dont sont générées les données, nous renvoyons auparagraphe 3.7.1. Nous rappelons que les features élémentaires sont à valeurs ternaires et queles 3 lasses Ci sont issues des soures F ji . Par ailleurs, nous avons simulé di�érents types dedonnées synthétiques, et toutes les expérienes que nous avons réalisées via notre algorithmede � Jump-Di�usion � ont révélé des résultats similaires, quels que soient le nombre de lassesétudiées ou le nombre de soures F ji ayant permis de générer haune des Ci.



Chapitre 7 - Approximation stohastique du proessus de di�usion sous ontraintes ave saut 159En onsidérant toutefois le même exemple qu'au hapitre 3, les résultats obtenus sont pro-bants : Voii l'évolution du taux d'erreur lorsque l'on exéute notre algorithme de di�usion avesauts. La ourbe obtenue dans ette situation peut alors être omparée à la ourbe d'erreurobtenue sans l'ajoût du proessus de saut au hapitre 3.
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Évolution des taux d'erreur par Desente de gradient et Jump-Di�usion en fontion du tempsLes performanes obtenues lors des expérienes ave sauts sont nettement meilleures quelorsqu'on hoisit un proessus sans modi�ation des variables (pas de terme de saut). Cet exemplesynthétique nous permet don de onstater l'e�aité de notre approximation et de notre modèle.La quantité d'arbres initiaux était de 20 et ne diminue pas franhement, mais en revanhe, lanature de es arbres évolue omplètement. On onstate en e�et que la profondeur moyenne dees arbres est d'environ 3, e qui onstitue déjà une bonne omplexité à la vue de la générationdes données synthétiques.Par ailleurs, l'étude de et exemple simple nous permet de stoker numériquement l'oupa-tion moyenne des arbres A à l'intérieur des forêts Ft données par la dé�nition suivante.Dé�nition 7.5.1 (Mesure d'oupation moyenne)Si A est un arbre de A?, on dé�nit alors la quantité :�t(A) = 1t Z t0 �A2Fts dsCette quantité permet de mesurer, en moyenne, la présene de l'arbre A dans Ft, au ours dutemps.Grâe aux quantités suivantes, nous pouvons alors exhiber les arbres � les plus souvent pré-sents � dans la forêt aléatoire Ft. Il se trouve que les arbres les plus présents sont alors eux



160 Chapitre 7 - Approximation stohastique du proessus de di�usion sous ontraintes ave sautqui sont dé�nis pour onstituer les soures F ji . Rappelons tout d'abord que les soures étaientexatement : F11 = fÆ1; Æ3; Æ5; Æ7g et F12 = fÆ1; Æ5g et F13 = fÆ3; Æ7g
puis F21 = fÆ2; Æ4; Æ6; Æ8g et F22 = fÆ2; Æ4g et F23 = fÆ6; Æ8g
et en�n F31 = fÆ1; Æ4; Æ8; Æ9g et F32 = fÆ1; Æ8g et F33 = fÆ4; Æ9gOn trouve alors dans l'ordre déroissant de plus forte présene dans la forêt des arbres onstituésde noeuds prinipaux valant :fÆ2; Æ4g fÆ1; Æ5g fÆ4; Æ9g fÆ1; Æ8g fÆ6; Æ8g fÆ3; Æ7g Æ1 Æ4 Æ8Puis viennent ensuite des arbres dont les noeuds prinipaux sont formés des tests :fÆ1; Æ5; Æ3g fÆ2; Æ4; Æ8g fÆ4; Æ9; Æ8gIl est important de onstater que vis-à-vis des soures initiales, les arbres qui sont les plusprésents dans Ft tendent à reonstituer préisément es F ji .En�n, les arbres ne omprenant pas de tests élémentaires onstituant les F ji sont purementet simplement e�aés des ensembles de features Ft, e qui n'était bien évidemment pas possibledans le adre du modèle développé au hapitre 3.
7.5.2 Détetion de VisagesNous pouvons représenter l'évolution du ardinal de la forêt F�(n), 'est-à-dire la quantitéd'éléments présents dans la forêt au ours du temps.
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Évolution � marosopique � du ardinal de l'ensemble des Features en fontion du tempsLa déroissane du nombre d'arbres dans Ft est don non-négligeable. Même s'il paraît quele nombre d'arbres tend à se stabiliser lorsque t est grand, e n'est absolument pas le as. En� zoomant �, nous obtenons en e�et une ourbe de la forme :
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162 Chapitre 7 - Approximation stohastique du proessus de di�usion sous ontraintes ave sautDans la ourbe préédente, nous n'avons pas tout à fait utilisé la même éhelle de temps, equi explique la di�érene d'unités et d'� allure � entre la première et la seonde ourbe.Pour obtenir le taux d'erreur général de l'algorithme sur le Test-Set, nous e�etuons là en-ore un tirage selon Pt et organisons un vote de déteteurs, omme e qui est e�etué dans leparagraphe 3.8.Nous tirons don 10 p-uplets pour p = 50 ou p = 100, et nous obtenons des taux d'erreurstrès onvainants vis-à-vis de notre problème de détetion :� Le taux de faux-positifs est nul� Le taux de faux négatif vaut 1:5% dans le as où p = 50 et 1:2% lorsque p = 100.Nous rappelons que lors de l'optimisation de l'algorithme à ditionnaire �xe, le meilleur tauxglobal que nous avions obtenu était de 3:5% d'erreur. Il y a don une très nette amélioration desperformanes de la détetion lorsque nous utilisons notre algorithme de � Jump-Di�usion � pouragréger les déteteurs binaires de bords.En�n, il est intéressant de représenter là enore les exemples de features (omposés ou non)qui sont privilégiés par notre algorithme.
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0:70 0:50 0:55
0:90 0:50 0:60
0:35 0:35 0:20

0:45 0:20 0:550:30 0:25 0:1
Notre modèle s'avère partiulièrement adapté au problème de la détetion de visages, et epour plusieurs raisons :



164 Chapitre 7 - Approximation stohastique du proessus de di�usion sous ontraintes ave saut� La quantité de features diminue fortement en fontion du temps �(n).� Le nombre moyen de déteteurs de bords pour haque feature vaut autour de 4, e quisigni�e que la forêt aléatoire est omposé d'arbres relativement omplexes. De plus, nousavons stoppé l'algorithme dès que le nombre de variables dans Ft nous a semblé su�samentbas, mais la poursuite de l'algorithme nous permet de faire enore augmenter la profondeurmoyenne des arbres. L'arbre le plus long que nous obtenons, et qui est réalisé ave uneprobabilité non négligeable (supérieure à 5%), a pour profondeur 12.� La quantité d'erreur sur le Test-Set diminue énormément puisque le taux de faux positifest nul alors que le taux de faux négatif vaut approximativement 1:2%. Cei s'explique parle fait que même si les arbres sont relativement profonds, la probabilité de réalisation detels arbres sur les images de fonds est maintenue su�sament grande par le terme E� del'énergie� En�n, on peut onstater que les néologismes formés (nouveaux arbres) ne sont pas laissésde �té par l'algorithme mais bien utilisés puisque par exemple un arbre de longueur 7 faitpartie des 15 arbres les plus � utiles � (voir shéma préédent).



Chapitre 8 - Conlusion 165Chapitre 8 - Conlusion
8.1 BilanL'objet de notre travail est de proposer une méthode de séletion de variables, a�n d'optimiserle problème de la reonnaissane de formes. Cette problématique est motivée initialement par lapossibilité, à partir de la proposition de ertaines variables expliatives, d'e�etuer un nombreimportant de tâhes visuelles. La modélisation de notre problème onsiste alors à onstruire uneloi de probabilité sur es variables expliatives qui peuvent être des variables à la fois sur desimages, mais aussi sur d'autre type de signal.Nous avons alors présenté suessivement deux algorithmes d'apprentissage, l'un à dition-naire �xe, l'autre à ditionnaire variable, permettant de erner les variables in�uançant favora-blement la tâhe de la reonnaissane de formes dans un signal.Le premier algorithme permet de traiter des données quelonques. En revanhe, l'approhe àditionnaire variable ne s'applique, lui, qu'au traitement de données onférant une signi�ationpartiulière à l'agrégation de variables, par exemple dans le as de variables à valeurs binairesou ternaires.Les prinipaux outils utilisés pour onstruire un tel algorithme peuvent se résumer en :� l'approximation stohastique d'une desente de gradient et d'une di�usion sous ontrainte.� la dynamique markovienne de l'évolution des ditionnaires, lorsque eux-i peuvent varier,une telle dynamique permet alors l'exploration de tous les espaes possibles de variables,lorsque elles-i peuvent subir des règles de gre�e, de oupe et de renaissane.� l'utilisation systématique d'un algorithme A de lassi�ation rapide sur une quantité devariables restreintes.L'algorithme de onstrution et d'évolution de notre population de variables ressemble unpeu à e qui fait dans le adre des algorithmes génétiques ([Cer94℄, [Cer96℄,[Cer98℄) . Néanmoins,les méthodes pour étudier théoriquement de tels algorithmes sont nettement plus omplexes([FW98℄) que les tehniques d'approximation et de alul stohastique que nous utilisons.Nous prenons en ompte di�érentes propriétés statistiques d'apprentissage, de la théorie del'information ou de la théorie du traitement de l'image pour obtenir des bonnes performanessur les exemples que nous avons abordés.Le as des variables synthétiques nous permet d'exhiber l'importane d'un ritère basé surl'information mutuelle pour générer une agrégation pertinente de variables tandis que dans leas partiulier des images, 'est préisément la simpliité des features élémentaires (déteteursde bords, annexe A) et les tehniques de hiérarhisation de tests ([FG01℄) qui nous permetd'obtenir le taux de 1:5% d'erreur sur la détetion de visages. Nous avons par ailleurs vu ommentaménager notre approhe lorsque l'on souhaite implémenter un algorithme où les déteteurs sontalors invariants par translation.



166 Chapitre 8 - Conlusion8.2 Points fortsDe notre modélisation, nous pouvons don retenir les points forts suivants.� L'algorithme néessite une faible quantité de stokage de variables lors de la détetion, equi est d'une importane apitale lorsque'on souhaite rendre portable l'algorithme (systèmeéletronique embarqué à taille réduite par exemple).� Le traitement de la reonnaissane de formes dans les signaux étudiés est exéuté trèsrapidement (moins de 1 ms pour des emails, 3 ms pour des images de taille restreinte),e qui peut également permettre d'utiliser plusieurs ollaborations des résultats de nosalgorithmes (vote de déteteurs par exemple, ou implémentation de paths utilisant nosdéteteurs lors du parours de l'espae des poses dans une image de grande taille).� Notre approhe est générique à tout problème de séletion de variables (du moins à di-tionnaire �xe), indépendamment de la nature des features et des données. Ainsi, nouspourrions également appliquer notre modélisation et sa résolution pour tout type de séle-tion de features dans des problèmes d'imagerie par ordinateur mais aussi dans la détetionde protoole pour le san des ouhes TCP/IP.� Les résultats de détetions en terme de pourentage d'erreur, sont à la hauteur de e qui aété fait dans le adre d'autres algorithmes (taux d'erreur sur la détetion de SPAM [UCI℄,de visages [MIT℄ ou de hi�res manusrits [USP℄)� Notre approhe permet de révéler un sens ognitif intéressant pour ertaines variables, 'estnotamment le as dans le problème de la détetion de SPAM (séletion de mots omme� George �, � free � et.).8.3 Points faiblesNous pouvons ependant mentionner quelques points faibles à notre approhe.� Pour obtenir des taux d'erreurs relativement bons, il a été neessaire de manipuler desbases de données ontenant un nombre important d'objets (4600 messages életroniques,7000 images pour la détetion de visages et environ 60000 pour la reonnaissane de hi�resmanusrits).� L'implémentation de l'algorithme d'apprentissage est outeuse puisqu'il est néessaire dereprésenter réursivement les arbres binaires des forêts et que l'apprentissage peut être trèslong (deux jours pour le problème de la reonnaissane de visages, quelques heures pour leSPAM).� Les performanes pour la base de données [USP℄ à ditionnaire variable, en terme detaux d'erreur se sont révélées assez déevantes. Nous n'avons pas réussi à établir une baissesigni�ative du taux d'erreur. De plus, la séletion de variables n'a pas permis de onstruiredes tests interprétables � failement � sur une lasse de hi�res manusrits omme dans leas des visages [MIT℄.� L'implémentation de la hiérarhisation des tests pourrait être améliorée, en terme d'e�a-ité algorithmique notamment. Nous n'avons pas privilégié l'exploration de ertaines posesde tests et nous n'avons pas hoisi l'évaluation prioritaire de ertains tests pour alulerun déteteur onstitués de plusieurs tests omplexes (absene de stratégie � type jeux des20 questions �).



Chapitre 8 - Conlusion 1678.4 Poursuite des travauxIl est possible de donner quelques développements possibles pour poursuivre notre approhe.� Du point de vue théorique, il serait intéressant d'étudier un algorithme de di�usion basésur une diminution du logarithme de l'erreur moyenne. Les ritères pour obtenir la onver-gene d'un tel algorithme d'apprentissage pourraient alors utiliser le taux d'ergodiité deDobrushin par exemple (f Annexe C, setion 6).� Nous pouvons également penser à tester des paths formés via les features séletionnés parnotre apprentissage et explorer l'ensemble des poses dans une image de grande taille. Leproblème serait alors de repérer un visage, ou un hi�re manusrit dans une image, sansque la pose soit dé�nie (e qui est le as dans les di�érents exemples étudiés dans ettethèse).� Par ailleurs, le point de vue du traitement informatif des tests statistiques et d'e�aitéalgorithmique pourrait être largement amélioré, puisque en l'état, auune stratégie de par-ours des tests binaires n'est privilégiée et les agrégations de tests binaires utilisés pour[USP℄ se sont montrés par exemple trop disriminant dès l'agrégation d'au moins deuxfeatures.� En�n, on peut imaginer qu'un algorithme de � Jump-Di�usion � pourrait três bien êtremis en oeuvre pour l'apprentissage d'un langage naturel et d'une grammaire naturelle àpartir d'une grand base de données de textes numérisés. De tels algorithmes s'utiliseraientégalement pour des problèmes de lassi�ation de textes, en fontion de leurs auteurs,époques, et.
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A-1 Déteteurs de bordsDéteteurs primitifs de bords vertiauxLes déteteurs primitifs "1 et "2 de bords vertiaux sont des déteteurs de bords orientés, lestransitions foné-lair et lair-foné sont don di�éreniées. Si I désigne l'image étudiée et (x; y)la position dans l'image où l'on désire se plaer, on pose :8>>>>>>>><>>>>>>>>:
Æ(x; y)(I) = jI(x; y)� I(x+ 1; y)jÆ1(x; y)(I) = jI(x+ 1; y)� I(x+ 2; y)jÆ2(x; y)(I) = jI(x� 1; y)� I(x; y)jÆ3(x; y)(I) = jI(x; y)� I(x; y + 1)jÆ4(x; y)(I) = jI(x; y � 1)� I(x; y)jÆ5(x; y)(I) = jI(x+ 1; y)� I(x+ 1; y + 1)jÆ6(x; y)(I) = jI(x+ 1; y � 1)� I(x+ 1; y)jEn�n, on dé�nit le déteteur binaire "1 par"1(x; y)(I) = 1() 8<:Card fi j Æi(x; y)(I) < Æ(x; y)(I)g > 5I(x; y) > I(x+ 1; y)et le déteteur "2 par"2(x; y)(I) = 1() 8<:Card fi j Æi(x; y)(I) < Æ(x; y)(I)g > 5I(x; y) < I(x+ 1; y)
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1 23 4 5 67 8

x� 1 x x+ 1 x+ 2y � 1yy + 1 ÆÆ2 Æ1Æ4Æ3 Æ6Æ5
Voisinage pour la détetion de bord vertial en (x; y).

Déteteurs primitifs de bords horizontauxLes déteteurs primitifs "3 et "4 se onstruisent aisément de la même manière que dans leparagraphe préédent, en utilisant un voisinage de 8 pixels ontenant le pixel (x; y) obtenu parrotation d'angle �=2 par rapport au préédent voisinage. Le mode de alul est stritementidentique, les déteteurs renvoient 1 dès que la di�érene Æ est supérieure stritement à au moins5 di�érenes Æi.
Déteteurs primitifs de bords obliquesIl y a quatre déteteurs primitifs de bords obliques. "5 et "6 sont des déteteurs de bordsdans la diretion diagonale orientée selon l'angle �=4, tandis que "7 et "8 sont les déteteurs debords orientés selon la diretion ��=4. Là enore, le mode de alul est similaire aux préédentsaluls des déteteurs primitifs. On déide de déteter un bord dès que Æ est en valeur absoluesupérieur à 5 des 6 autres di�érenes. Pour une bonne ompréhension de la dé�nition de edéteteur de bord, nous renvoyons au shéma suivant du voisinage et de la détetion d'un bordselon la diretion �=4.
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1 43 72 65 8

x� 1 x x+ 1 x+ 2y � 1yy + 1y + 2
ÆÆ1 Æ2Æ3 Æ4Æ5Æ6

Voisinage pour la détetion de bord diagonal �=4 en (x; y).Voii quelques exemples de bords détetés pour les tests "i positifs préédents alulés sur lesimages de hi�res manusrits de la base [USP℄ onstituée de hi�res de taille 16� 16.Classe Image I "1 "2 "3 "4 "5 "6 "7 "8C0C1C2C3C4C5C6C7C8C9Dé�nitions des déteteurs élémentairesTous les features plus omplexes qui seront onstruits sont formés des briques élémentairesonstituant l'alphabet A. Cet alphabet A est onstruit initialement à partir du learning setd'images [USP℄.Une lettre de l'alphabet l 2 A est un test élémentaire orienté (Noir/Blan ou Blan/Noir) loaliséen un pixel (x; y) de diretion vertiale, horizontale, ou suivant l'une des deux diagonales etbasé sur un �ou f qui est partiulier à haune des lettres de l'alphabet.Via toutes les dé�nitions préédentes, on peut don dé�nir :



Annexe A -Espaes des Features pour les images 171Dé�nition 1 (Tests élémentaires Æ déteteurs de bords)On appelle Æ un test élémentaire déteteur de bords, la variable booléenne dépendant des quatreparamètres ("; f; x; y) où� " paramétrise l'orientation de la disontinuité (" 2 f"1; : : : "16g)� f paramétrise le �ou assoié au test� (x; y) paramétrise la loalisation du test dans l'image.La dé�nition préédente mérite un ultime élairissement au sujet du paramètre de � �ou �mentionné. Le paramètre de �ou est un paramètre qui détermine la taille du voisinage sur lequelon alulera la disjontion des déteteurs de bords préédemment dé�nis sur une image. Ce �ouest, par ailleurs, orthogonal à l'orientation du bord. Plus préisément :8i 2 f1; 2g Æ"i;f;x;y = maxf"i(x � f; y); : : : "i(x + f; y)g8i 2 f3; 4g Æ"i;f;x;y = maxf"i(x; y � f); : : : "i(x; y + f)g8i 2 f5; 6g Æ"i;f;x;y = maxf"i(x � f; y � f); : : : "i(x + f; y + f)g8i 2 f7; 8g Æ"i;f;x;y = maxf"i(x + f; y � f); : : : "i(x � f; y + f)gVoii en�n un exemple d'image réelle sur laquelle ertains tests �oués sont réalisés : une �èheorrespond à la réalisation d'un déteteur de bord, la taille de la �èhe est proportionnelle au�ou assoié au déteteur tandis que son orientation est identique à elle du déteteur de bord.Le entre de la �èhe est identique bien entendu à la loalisation du déteteur.

.f = 0.f = 1 . f = 2
Æ2. . Æ3 Æ5. Æ4

.Æ1

L'alphabet A est onstruit initialement en balayant tous les tests possibles l (positions despixels, valeurs des �ous, orientation du test, diretion de la disontinuité).On perçoit dès lors toute la di�ulté de la séletion des bons features pour la tâhe dedétetion, mais aussi sa néessité puisque nous disposons de 16 � F � Nx � Ny déteteurs debords possibles, soit la même quantité de valeurs binaires si Nx et Ny désignent la taille desimages et F le nombre possible de �ous.



172 Annexe A -Espaes des Features pour les imagesSéletion des déteteurs élémentaires pour la tâhe de lassi�ationLe but de la séletion de features, et de la onstrution de features plus omplexes est, nousl'avons vu, d'obtenir un nombre restreint de features, préservant tout de même une bonne apaitéde lassi�ation. Nous allons don dans ette optique opérer, omme e qui a été fait dans [FG01℄une première séletion grossière des features élémentaires pour le problème de lassi�ation surles lasses Ci.On pré-séletionne dans l'ensemble initial des features que l'on va manipuler les tests de façonà e qu'il y ait su�samment d'images sur lesquelles les déteteurs répondent 1. On joue pour elasur le paramètre f de �ou, quitte à ne pas garder le test si auune des valeurs de �ou ne donne desvaleurs satisfaisantes de probabilité de réussite. Plus préisément, on dé�nit le déteteur initialD0+ par :Dé�nition 2 (Ditionnaire initial D0+)L'ensemble D0+ des déteteurs élémentaires positifs initiaux soit donné parÆ";f;x;y 2 D0+ () 8>>>>><>>>>>:9 i 2 f1 : : :Cg PCi(Æ";f;x;y = 1) > 1=2" 2 f"1; : : : "8gf = minn ef j Æ"; ef;x;y 2 D0+of 6 5On notera que dans la dé�nition de D0+, nous avons imposé que le �ou est borné par 5, eipour garder un aspet de loalisation du test, les images sont en e�et dans le as de la base dedonnée [USP℄ de taille relativement petite (16� 16).
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Théorème 3.4.1 (Stabilité de SF sous l'équation d'évolution (E� 5))Si l'on suppose que � et � véri�ent �� 6 U2F2 Sup g! (3.75)et que le nombre ! de features tirés dans F véri�e! 6 jFj2alors on peut trouver un pas n, variant en 1=n su�samment petit, tel que l'intervalle � UF2 ; 2!jFj �est stable par (E� 5). Plus préisément :90 2 R+ 0 6  6 0 =) 8n 2 N 8Æ 2 F Pn(Æ) 2 � UF2 ; 2!jFj �Preuve : Si n désigne un entier quelonque, on a d'après (E� 5) :8Æ 2 F Pn+1(Æ) > Pn(Æ) + 2n�(UF � Pn(Æ)) � n�g(!n)C(!n; Æ)=Pn(Æ)= Pn(Æ) + n [2�(UF � Pn(Æ)) � �g(!n)C(!n; Æ)=Pn(Æ)℄8Æ 2 F Pn+1(Æ) > Pn(Æ) + n [2�(UF � Pn(Æ)) � � Sup g !=Pn(Æ)℄| {z }=fn(Pn(Æ))Pour assurer l'existene d'un intervalle stable, on herhe un premier intervalle I = [m ;UF ℄tel que les fontions fn(x) = x+ k1n (UF � x)� k2xlaissent stable et intervalle I pour tout n, ave(k1 = 2�k2 = � Sup g!en supposant (e qui sera le as ultérieurement) que n varie en =n.Les fontions fn se réérivent enfn(x)�m = x(1� k1=n)� k2=nx + (k1=nUF �m)Ces fontions sont roissantes sur I et il faut don avoir d'une part



174 Annexe B - Conditions destabilité de SFfn(m) > m () fn(m)�m > 0() m(1� k1=n)� k2=nm + (k1=nUF �m) > 0() k1(UF �m) > k2mfn(m) > m () m(UF �m) > k2k1D'autre part, il faut bien entendu s'assurer que fn(UF ) n'est pas trop grand, e qui est vraipuisque 8n 2 N fn(UF ) = UF � k2UF 6 UFOn souhaite en�n maximiser l'e�et de la fontion d'erreur E1 dans l'énergie, ela signi�e donavoir le � le plus grand possible, soit enore la onstante k2 la plus grande possible. Cela imposedon que le rapport k2=k1 soit maximal, et la borne maximale préédente orrespond alors auxhoix m = UF=2 puisque l'appliation x 7! x(u� x) est maximale pour x = u=2.Ainsi �� = 2�Sup g! U2F4 (C)orrespond au hoix donnant le plus de poids au terme E1 dans E et laissant omme intervallestable I = � UF2 ;UF �.Il faut ensuite trouver un seond intervalle, ette fois de la forme J = [UF ;M ℄, qui n'est pasexatement laissé stable par (E� 5), mais tel que son image soit ontenue dans I [ J.De la même façon que préédemment, on peut érire quePn+1 > Pn � n� Sup g !Pn + 2n�(UF � Pn)Pour que l'image de J soit ontenue dans I [ J, il su�t don d'avoir tout d'abordPn � n� Sup g !Pn + 2n�(UF � Pn) > m = UF2Cette ondition est trivialement véri�ée pour les mêmes raisons que elles évoquées préédém-ment, puisque 'est une fontion roissante de P et que l'image de UF est supérieure à l'imagede UF=2 qui est préisément supérieure à UF=2.En�n, il faut avoir la ondition Pn+1 6 MOn rappelle que Pn+1 est donnée parPn+1(:) = Pn(:) + n�g(!n) �C(!n; :)Pn(:) + PÆ2!n C(!n; Æ)jFjPn(Æ)!| {z }=A+ 2n�� 1jFj � Pn(:)�et A se majore par A 6 2!jFjUF � 1Pnpuisque tous les Pn sont supérieurs à UF=2.



Annexe B - Conditions destabilité de SF 175Finalement, pour trouver M tel que Pn est inférieure à M pour tout n, il su�t quePn + n�g� 2!jFjUF � 1Pn�+ 2n�(UF � Pn) 6 MOr la fontion x 7! �n�g1=x � 2�nx est déroissante sur J, don il su�t d'avoir�g� 2!jFjUF � 1UF � 6 0C'est-à-dire ! 6 F2C'est bien le as puisque le nombre de aratéristiques tirées est bien inférieur au nombre d'élé-ments de F .Ainsi, l'équation (E� 5) assure que l'on peut trouver M = 2!=jFj > UF qui a son imageinlue dans I [ J. Ce qui ahève la démonstration. �Théorème 3.4.2 (Convexité de E)Si les oe�ients � et � véri�ent l'inégalité� > � Sup g!22 (3.76)alors la fontionnelle E est onvexe et admet don un unique minimum.Preuve :On peut évaluer la matrie hessienne H de E :8(Æ; �) 2 F2 HÆ;� = �2E(P)�P(Æ)�P(�)On trouve que 8(Æ; �) 2 F2 HÆ;� = � P!2Fpg(!) �2P(!)�P(Æ)�P(�) + 2��Æ=�En réutilisant les fontions C dé�nies préédemment :8(Æ; �) 2 F2 HÆ;� = � P!2Fpg(!)C(!; Æ)C(! r Æ; �) P(!)P(Æ)P(�) + 2��Æ=�ou enore H = 2�IdF + �GPour que E soit onvexe, il faut que H soit dé�nie positive. Il su�t alors que H véri�e :8Æ 2 F 2� > � Max�2F jGÆ;�jpour assurer que la matrie H soit dé�nie positive. En e�et, si G s'éritG = Gd +Gaoù Gd est la matrie restreinte à la diagonale issue de G, on a :8� 2 R 2�Id+ �G� �Id = ((2� � �)Id+ �Gd) �Id+ �(2� � �)Id+ �Gd)�1Ga�On herhe don une ondition sur les oe�ients � et � pour assurer que les valeurs propresde H soit positives. Si H� �Id est non inversible, on doit don avoir :j �((2� � �)Id+ �Gd)�1Ga j > 1 (3.77)



176 Annexe B - Conditions destabilité de SFEn prenant pour norme matriiellejM j = Maxi2[[ 1 ; jFj ℄℄ Maxj2[[ 1 ; jFj ℄℄ jMi;j jon voit don que (3.77) est satisfaite ave des valeurs � stritement positives dès que9i 2 [[ 1 ; jFj ℄℄ 9j 2 [[ 1 ; jFj ℄℄ 2� + �Gdi > �jGdj jIl su�t don de prendre les oe�ients � et � véri�ant l'inégalité :8(Æ; �) 2 F2 2� > � P!2Fpg(!)C(!; Æ)C(!; �)P(!jÆ; � 2 !)Soit enore 8(Æ; �) 2 F2 2� > �EP( jÆ;�) [C(!; Æ)C(!; �)g(!)℄Or par hypothèse, l'inégalité préédente est bien véri�ée. �
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C-1 Proposition des sautsAu hapitre 5, nous avons suggéré une méthode de proposition des sauts (R1�2) qui n'estpas � indépendante � de la probabilité P à l'instant de saut tsi . Cei est fait dans le but de nepas faire un saut aveugle à l'apprentissage par di�usion e�etué entre les instants de saut tsi�1et tsi .� En e�et, il paraît plus naturel d'augmenter la probabilité de proposer la oupe d'un arbreA (ave (T)) lorsque elui-i possède une probabilité faible Pt�si (A).� Inversement, il parait également plus judiieux de hoisir une gre�e (Tg;:) d'un arbre A1et A2 ave une plus forte probabilité lorsque eux-i possèdent ette fois des probabilitésPt�si (A1) et Pt�si (A)2 plut�t élevées.A haque instant de sauts, nous prenons don le parti, une fois l'étape (R1) franhie et la règlede transition (T) séletionnée selon pg; pg;sg; pg;sd; pg;sgd; p ou pi (setion 5.x), de séletionnerles arbres sur lesquels vont s'appliquer es règles via une probabilité di�érente de la loi uniformesur tous es arbres et dépendant en réalité de Pt�si .La loi de séletion de es arbres est alors dé�nie par un seuillage de Pt�si .C-1-1 Séletion pour une gre�eDans es as préis, on souhaite privilégier les arbres qui ont une forte probabilité Pt�si puisquee sont eux qui sont le plus utiles à la minimisation de g. On espère alors qu'un hoix utilisantfavorablement les arbres à probabilité élevée pour une agrégation de features réera un meilleurfeature qu'un arbre issu de deux sous-arbres qui possèdent des performanes moyennes (pour lafontion g).On forme don la nouvelle distribution de probabilité Qg en dé�nissant plusieurs ensembles :1. On détermine l'ensemble des arbres A de F�ts (ensemble I) tels que :A 2 I , ��� hB 2 F�ts j Pts (B) > Pts (A)i ��� 6 110 jF�ts jainsi jIj ' Fts10Dans l'égalité préédente, l'ensemble I n'ayant pas un ardinal divisible par 10, ela ex-plique le signe ' plut�t que = dans l'égalité préédente.2. 8A 2 I Qg(A) = 910 1jIj



178 Annexe C - Caluls des règles de sauts3. 8A =2 I Qg(A) = 110 1jF�ts rI jOn hoisit don de mettre 90% du poids de la probabilité Q sur les 10% des arbres les plushargés par P�ts .C-1-2 Séletion pour une oupeDans e as, au ontraire, on souhaite ouper en priorité les arbres n'ayant que peu d'intêretpour le problème de détetion. Dans e as, nous hoisissons plut�t d'éliminer les features faible-ment hargés par P�ts . D'où la onstrution de la probabilité Q de proposer un feature pour laoupe :1. On détermine l'ensemble des arbres A de F�ts (ensemble I) tels que :A 2 I , ��� hB 2 F�ts j Pts (B) > Pts (A)i ��� > 910 jF�ts j2. 8A 2 I Q(A) = 910 1jIj3. 8A =2 I Q(A) = 110 1jF�ts rI jC-2 Calul des probabilités de transition (R2)Les aluls suivants sont légèrement onditionnés à la nature exate de la forêt au temps dusaut ts. Plus préisément, on distingue deux as :C-2-1 Cas où F0 r Fts 6= ?C-2-1-1 Calul de la probabilité de faire un saut basé sur une gre�eLe nombre de ouples possibles d'arbre distints de Fts est noté Nts exatement jFts j (jFts j � 1) :d'où P�Fts+dt = fTg(Fts ;A1;A2)� = pgQg(A1)Qg(A2)On a également P�Fts+dt =℄Tg;sg(Fts ;A1;A2)� = pg;sgQg(A1)Qg(A2)puis P�Fts+dt =℄Tg;sd(Fts ;A1;A2)� = pg;sdQg(A1)Qg(A2)En�n P�Fts+dt = T̂g;sgd(Fts ;A1;A2)� = pg;sgdQg(A1)Qg(A2)C-2-1-2 Calul de la probabilité de faire un saut basé sur (T)Le alul est quasi-identique, seule la probabilité de séletionner l'arbre dans Fts est di�érente.On a don P�Fts+dt = fT(Fts ;A)� = pQ(A)



Annexe C - Caluls des règles de sauts 179C-2-1-3 Calul de la probabilité de faire un saut basé sur une renaissane d'un arbreélémentaireCe alul est onditionné au fait qu'il y ait ou non des arbres élémentaires absents de la forêtFts à l'instant du saut. Mais dans notre as partiulier, on a préisément supposé que ertainsarbres élémentaires ne sont pas dans Fts :soit P�Fts+dt =fTi(Fts ;A)� = pijF0 r Fts jC-2-2 Cas où F0 r Fts = ? :Les aluls sont similaires aux aluls préédents, sauf qu'il faut renormaliser ertaines pro-babilités puisqu'ii : P�Fts+dt =fTi(Fts ;A)� = 0Ainsi P�Fts+dt = fTg(Fts ;A1;A2)� = pg(1� pi)Qg(A1)Qg(A2)et P�Fts+dt =℄Tg;sg(Fts ;A1;A2)� = pg;sg(1� pi)Qg(A1)Qg(A2)puis P�Fts+dt =℄Tg;sd(Fts ;A1;A2)� = pg;sd(1� pi)Qg(A1)Qg(A2)En�n P�Fts+dt = T̂g;sgd(Fts ;A1;A2)� = pg;sgd(1� pi)Qg(A1)Qg(A2)et P�Fts+dt = fT(Fts ;A)� = p(1� pi)Q(A)
C-3 Calul de �1Comme nous l'avons évoqué au hapitre 5, pour aluler �1, il s'agit en réalité d'énumérertoutes les transitions possibles lors du saut en étudiant préisément quelles sont les règles quipermettent d'� inverser � es transitions.C-3-1 Gre�es (Tg), (Tg;sg), (Tg;sd) et (Tg;sgd)Si Fts+dt = fTg(Fts ;A1;A2), alors omme le nouvel arbre n'appartient pas à Fts , le seulmoyen de faire le hemin inverse est d'utiliser (T). Le rapport vaut alors :�1 = pQ(A1 :: A2)pgQg(A1)Qg(A2)Il est à noter dans ette formule que le nombre d'arbres de Fts+dt a augmenté d'une unitépuisqu'on y a ajouté Tg(A1;A2). Cela modi�e don légèrement le alul de Q(A1 :: A2). Lesaluls sont alors similaires pour (Tg;sg), (Tg;sd) et (Tg;sgd).



180 Annexe C - Caluls des règles de sautsC-3-2 Coupe (T)Si Fts+dt = fT(Fts ;A), il est néessaire de distinguer deux as.� L'arbre oupé était un arbre élémentaire, le retour se fait don en réinjetant dans la forêtl'arbre initial via (Ti) :don �1 = pi(jF0 rFts j+ 1)pQ(A)� L'arbre oupé n'était pas un arbre élémentaire, il s'agit alors de faire une autre distintion :� les �ls gauhe et droit appartenaient déjà à Fts , alors la règle (Tg) permet de faire le� retour � et �1 = pgQg(A:g)Qg(A:d)Q(A) p� le �ls gauhe ou le �ls droit n'appartenait pas à Fts , il faut alors faire une gre�e avesuppression pour permettre le � retour � don�1 = pg;sgQg(A:g)Qg(A:d)Q(A) pou �1 = pg;sdQg(A:g)Qg(A:d)Q(A) p� les �ls gauhe et droit n'appartenaient pas à Fts , il faut alors faire une gre�e avedeux suppressions (Tg;sgd) pour e�etuer le � retour � :�1 = pg;sgdQg(A:g)Qg(A:d)Q(A) pDans les quatres formules préédentes, il faut prendre garde que le alul de Qg se fait demanière di�érente, selon que les arbres gauhes ou droits sont présents ou non dans la forêtavant le saut.C-3-3 Renaissane (Ti)Si Fts+dt est issue d'une renaissane d'un arbre élémentaire, il faut don e�etuer une ouped'un arbre pour e�etuer le retour, don�1 = pQ(A)jF0 r Fts jpi
C-4 Calul des di�érentiels énergétiques �EerrPropriété 5.6.2 (Calul de �Eerr pour (Tg;sg) ou (Tg;sd) )Si l'on note t la quantité t = E [g(!) j A 2 !℄E [g(!)℄alors le signe de �Eerr dépend de e rapport t. Plus préisément,



Annexe C - Caluls des règles de sauts 181� Si t > 1, �Eerr est négatif.� Si t < 1, il existe p0 tel que�Pts(A) < p0 =) �Eerr > 0Pts(A) > p0 =) �Eerr < 0Cette proposition nous donne don l'in�uene de la suppression d'un arbre A de Fts .Preuve : Puisque B est le mot formé à l'issue de la gre�e, on a :Pts+dt(B) = 0Don, en imposant formellement que Pts+dt(A) = 0En réalité, A n'appartient plus à Fts+dt et don Pts+dt n'y est pas dé�nie. Cependant,imposer une telle valeur ne modi�e pas la valeur de l'énergie Eerr et ela nous failiteraun peu l'ériture.�Eerr � FtsPts �! Fts+dtPts+dt � = P!20BB�Fts+dt r B| {z }=FtsrA 1CCApg(!)Pts+dt(!) + P!2(Fts+dt)p j B2!g(!)Pts+dt(!)| {z }=0 arPts+dt(!)=0� P!2(Fts)pg(!)Pts (!)= P!2(Fts )pg(!) [Pts+dt(!)� Pts(!)℄= P!2(Fts )pg(!) �Pts(!1) : : : Pts(!p)(1� Pts(A))p � Pts(!1) : : :Pts(!p)�� P!2(Fts)pjA2!g(!)Pts (!1) : : : Pts(!p)(1� Pts(A))p�Eerr � FtsPts �! Fts+dtPts+dt � = Eerr(Fts ;Pts) � 1(1� Pts(A))p � 1�� pPts(A)Eerr;A(Fts ;Pts)(1� Pts(A))pDans le alul préédent, nous dé�nissons la quantité Eerr;A(Fts ;Pts) parDé�nition 3 (Erreur relative à A : Eerr;A(Fts ;Pts))La quantité Eerr;A(F ;P) est dé�nie parEerr;A(F ;P) = P!2Fp�1g(!;A)P(!)Cette quantité désigne don l'erreur moyenne g ommise par le lassi�eur sahant que lesfeatures tirés ontiennent A puisque :Eerr;A(F ;P) = E [g(!) j A 2 !℄



182 Annexe C - Caluls des règles de sautsEn revenant au alul préédent, on observe don que�Eerr � FtsPts �! Fts+dtPts+dt � = Eerr(Fts ;Pts) [1� (1� Pts(A))p℄� pPts(A)Eerr;A(Fts ;Pts)(1� Pts(A))p= [Eerr(Fts ;Pts)� Eerr;A(Fts ;Pts)℄ [1� (1� Pts(A))p℄(1� Pts(A))p+Eerr;A(Fts ;Pts) [1� (1� Pts(A))p � pPts(A)℄(1� Pts(A))pCe qui s'érit enore�Eerr � FtsPts �! Fts+dtPts+dt � = [Eerr(Fts ;Pts)� Eerr;A(Fts ;Pts)℄ A + Eerr;A(Fts ;Pts)Boù les onstantes A et B sont dé�nies par8>>><>>>:A = 1� (1� Pts(A))p(1� Pts(A))pB = 1� (1� Pts(A))p � pPts(A)(1� Pts(A))pOn onstate immédiatement que la onstante A est stritement positive et d'autant plusprohe de 0 que Pts(A) l'est. A = pPts(A)(1� Pts(A))p + o (Pts(A))Un développement limité en Pts(A) (qui est petit) permet d'érire queB = p(p� 1)Pts(A)22(1 � Pts(A))p + o �Pts(A)2�Le alul préédent montre don que si Pts(A) est su�samment petit, la quantité �Eerrest du signe de Eerr(Fts ;Pts) � Eerr;A(Fts ;Pts). Cette remarque permet d'interpréter fa-ilement l'in�uene de ette di�érene sur le seuil �2 : il est d'autant plus élevé que ladiminution d'énergie est grande et ette diminution d'énergie est d'autant plus grandeque Eerr(Fts ;Pts)� Eerr;A(Fts ;Pts) est petit. Le saut va don être aepté ave une pro-babilité d'autant plus grande que l'arbre oupé A possède une erreur relative importante.Et ette approximation est en plus d'autant meilleure que la probabilité de tirer et arbreest faible.Pour obtenir un résultat plus préis, on peut posert = Eerr;A(Fts ;Pts)Eerr(Fts ;Pts)Ave ette notation, on obtient que �E est du signe de[1� (1� Pts(A))p℄� pPts(A)t



Annexe C - Caluls des règles de sauts 183C'est une fontion de Pts(A) qui s'érit :ht : x 2 [ 0 ; 1 ℄ 7�! [1� (1� x)p℄� pxtLa dérivée de ette fontion vaut h0t(x) = p �(1� x)p�1 � t�� Si la quantité t est supérieure stritement à 1, la fontion est stritement déroissantepuisque 8x 2 [ 0 ; 1 ℄ h0t(x) 6 0et on a don dans e as :8x 2 [ 0 ; 1 ℄ ht(x) 6 ht(0) = 0Autrement dit, dans le as où le rapportEerr;A(Fts ;Pts)Eerr(Fts ;Pts)est stritement supérieur à 1, le di�érentiel énergétique d'erreur �Eerr est négatif, e quisigni�e enore que dès que l'erreur relative au mot A est supérieure à l'erreur moyenne, ledi�érentiel énergétique sera positif, et dans e as, le rapport �2 sera supérieur à 1, on auradon tendane à aepter le saut.� Si t est inférieur à 1, la fontion ht n'est plus monotone, si x0 désigne le point de [ 0 ; 1 ℄ telque (1� x0)p�1 = ton a alors ht roissante sur [ 0 ;x0 ℄ et déroissante sur [x0 ; 1 ℄.Comme de plus ht(1) = 1 � pt et que pt est tout de même grand devant 1, on en déduitque ht est positive sur un intervalle [ 0 ;x1 ℄ et négative ailleurs ave x1 > x0.x 0 x0 x1 1ht(x0)ht x% &0 0 & ht(1) < 0La préédente disjontion des as permet alors de onlure. �Propriété 5.6.3 (Calul de �Eerr pour (Tg;sgd) :)�Eerr est du signe deEerr(Fts ;Pts) [1� (1� s)p℄� psfEerr;A1 � Eerr;A2g+ p(p� 1)qEerr;A1;A2où �s = Pts(A1) + Pts(A2)q = Pts(A1)Pts(A2)et fEerr;A1 � Eerr;A2g = Pts(A1)Eerr;A1 + Pts(A2)Eerr;A2s



184 Annexe C - Caluls des règles de sautsPreuve :�Eerr � FtsPts �! Fts+dtPts+dt � = P!20BBB�Fts+dt r B| {z }=FtsrA1[A21CCCApg(!)Pts+dt(!) + P!2(Fts+dt)p j B2!g(!)Pts+dt(!)| {z }=0 arPts+dt(!)=0� P!2(Fts)pg(!)Pts (!)= P!2(Fts )pg(!) [Pts+dt(!)� Pts(!)℄= P!2(Fts )pg(!) � Pts(!1) : : : Pts(!p)(1� Pts(A1 � Pts(A2))p � Pts(!1) : : :Pts(!p)�� P!2(Fts)pjA12!g(!) Pts(!1) : : : Pts(!p)(1 � Pts(A)1 � Pts(A2)p� P!2(Fts)pjA22!g(!) Pts(!1) : : : Pts(!p)(1 � Pts(A1)� Pts(A2)p+ P!2(Fts)pjA12! ;A22!g(!) Pts(!1) : : :Pts(!p)(1 � Pts(A1)� Pts(A2)pEn reprenant les notations Eerr;A1 et Eerr;A2 ainsi que Eerr;A1;A2(F ;P). On peut alors érirele di�érentiel �Eerr omme :�Eerr � FtsPts �! Fts+dtPts+dt � = Eerr(Fts ;Pts) � 1(1� Pts(A1)� Pts(A2))p � 1��pPts(A1)Eerr;A1(Fts ;Pts) + Pts(A2)Eerr;A2(Fts ;Pts)(1� Pts(A1)� Pts(A2))p+p(p� 1)Pts(A1)Pts(A2)Eerr;A1;A2(Fts ;Pts)(1� Pts(A1)� Pts(A2))pEn multipliant alors par (1�s)p et en introduisant les quantités s et p, on obtient don le résultatattendu. �



Annexe C - Caluls des règles de sauts 185C-5 Réapitulatif de la dynamique des sautsOn peut don résumer la dynamique des probabilités de transition dans le tableau suivant. Ily est mentionné la probabilité de proposer un saut, ainsi que la probabilité de l'aepter, ei enfontion des grandeurs introduites préédemment. Si Fts désigne don la forêt à l'instant de sautet Pts la probabilité à et instant, alors, la synthétisation des seuils et probabilités de transitionpour les gre�es sont :
Opération hoisie Opération inverse Tirage seuil d'aeptation �(Tg) sur A1;A2 (T) de Tg(A1;A2) pg pQ(A1 :: A2)pgQg(A1)Qg(A2) � eh����Tg(A1;A2)��+�I(A1;A2)i
(Tg;sg) sur A1;A2 (T) de Tg(A1;A2) pg;sg pQ(A1 :: A2)pgQg(A1)Qg(A2)e2664��2664��Tg(A1;A2)��� ��A1��| {z }=1 37753775�e�[I(A1 ;A2)�I(A1:g;A1:d)℄�e� 1�(1�Pts(A1))p�pPts(A1)Eerr;A1=Eerr(1�Pts(A1))p �
(Tg;sd) sur A1;A2 (T) de Tg(A1;A2) pg;sd pQ(A1 :: A2)pgQg(A1)Qg(A2)e2664��2664��Tg(A1;A2)��� ��A2��| {z }=1 37753775�e�[I(A1 ;A2)�I(A2:g;A2:d)℄�e� 1�(1�Pts(A2))p�pPts(A2)Eerr;A2=Eerr(1�Pts(A2))p �
(Tg;sgd) sur A1;A2 (T) de Tg(A1;A2) pg;sgd pQ(A1 :: A2)pgQg(A1)Qg(A2)eh��h��Tg(A1;A2)�����A1�����A2��ii�e�[I(A1;A2)�I(A1 :g;A1:d)�I(A2:g;A2:d)℄�e�EerrEn e qui onerne la oupe et la renaissane, on a également le tableau :



186 Annexe C - Caluls des règles de sautsOpération hoisie Opération inverse Tirage seuil d'aeptation �(T) (A) A 2 F0 (Ti) de A p pipQ(A) (jF0 r Fts j+ 1)e�jAj�e� 1�(1�Pts(A))p�pPts(A)Eerr;A=Eerr(1�Pts(A))p �
(T) (A) (Tg;sd) de Tg(Ag;A:d) p pg;sdQg(A:g)Qg(A:d)pQ(A) � e��2664jA:dj � jAj| {z }=�1 3775A:g 2 FtsA:d =2 Fts �e�[I((A:d):g;(A:d):d)�I(A:g;A:d)℄�e� 1�(1�Pts(A))p�pPts(A)Eerr;A=Eerr(1�Pts(A1))p �
(T) (A) (Tg;sg) de Tg(Ag;A:d) p pg;sgQg(A:g)Qg(A:d)pQ(A) � e��2664jA:gj � jAj| {z }=�1 3775A:g =2 FtsA:d 2 Fts �e�[I((A:g):g;(A:g):d)�I(A:g;A:d)℄�e� 1�(1�Pts(A))p�pPts(A)Eerr;A=Eerr(1�Pts(A1))p �(T) (A) (Tg;sgd) de Tg(Ag;A:d) p pg;sgdQg(A:g)Qg(A:d)pQ(A) e��[jA:gj+jA:dj�jAj℄A:g =2 FtsA:d =2 Fts �e�[I((A:g):g;(A:g):d)+I((A:d):g;(A:d):d)℄�e��I(A:g;A:d) � e�Eerr(Ti) (A) (T) (A) pi pQ(A)jF0 r Fts jpi e��jAjC-6 Énergie en log(E )Nous donnons ii quelques pistes qui pourraient permettre de traiter le as d'une di�usionutilisant un terme d'énergie en log de l'espérane de g, alors :Eerr(P) = log�P! P(!)g(!)�



Annexe C - Caluls des règles de sauts 187Le ritère de saut du hapitre 4, détaillé dans les paragraphes préédents, devient par exemplepour la suppression d'un mot � :�Eerr = log�1� !Pn(�)EPn [gj�℄ =EPn [g℄(1� Pn(�))! �L'in�uene de la probabilité Pn(�) est don nettement plus évidente dans ette situation quedans le as où l'on hoisit une di�usion basée sur une énergie omme l'espérane de l'erreur.En revanhe, la simulation d'une di�usion basée sur une telle énergie parait nettement plusdéliate. En e�et, on a : rEerr(P)(�) = P! g(!)P(!)P(�)C(!; �)EP [g℄Il s'agit don ii de simuler une loi de probabilité sur les j!j-uplets donnée par�(!) g(!)P!0 g(!0)P(!0)Cette loi ne peut être simulée diretement, puisqu'elle est alors dé�nie omme un quotient d'unterme alulable ave une somme sur tous les j!j-uplets, somme inalulable.On peut par ontre simuler le tirage des !, en utilisant une simulation par haîne de Markovde probabilité de transition Q(!; �) = P(�) Min �1; g(�)g(!)�Le oe�ient d'ergodiité de ette haîne de Markov [Dob56℄ est donné par l'égalité :�(Q) = 1� Inf!1;!2P� Min fQ(!1; �);Q(!2; �)gpeut être majoré par �(Q) = 1� Min gMax g < 1On obtient alors une onvergene de la haîne de markov utilisant la probabilité de transitionQ vers sa loi invariante qui est préisément �(:) ave un taux majoré par une puissane de �(Q).Nous pouvons don onlure que dans e as, même si les ritères de sauts sont plus � sym-pathiques �, la simulation de la di�usion est nettement plus di�ile à e�etuer, et la onvergenede l'algorithme d'approximation de la desente de gradient semble être plus omplexe.



188 Annexe D - Existene des di�usions ré�éhies ave sautsAnnexe D - Existene des di�usionsré�éhies ave sauts
Rappelons les énonés des deux théorèmes d'existene et d'uniité de di�usion sous ontraintesdonnés dans le hapitre 4 et 5 :Théorème 4.2.2 (Existene de di�usions ontraintes dans G)Pour tout x de G, il existe un unique ouple de proessus (Xx(t); k(t)) adapté à Tt ainsi que (t)tel que 8t > 0 Xx(t) 2 G p:s:8t > 0 Xx(t) = x+ Z t0 �(Xx(s))dW(s) + Z t0 b(Xx(s))ds+ k(t) p:s:8T > 0 jkj(T) < +1 p:s:Théorème 5.2.1 (Existene des di�usions sous ontraintes ave sauts)En supposant que les onditions (C4), (C5), (C6) et (C7) soient satisfaites, on a l'existene etl'uniité d'un proessus ouplé (Pt; Xt)t>0 véri�ant l'équation intégrale (E� 6).Le premier théorèmé étant un as partiulier du seond (le terme de sauts est nul dans le premier),nous ne donnerons que les pistes pour démontrer le seond théorème. Cette preuve reprend lesidées de [SV79℄ (hapitre 5, théorème 5.1).Preuve : Nous onsidérons don une suite de proessus (Pn;Xn) qui satisfont l'équation deréurrene :8>>>>>>><>>>>>>>:
0� YnXn+1 1A = 0� P0X0 1A + Z t0 G0� PnXn+1 1A (s)ds+ Z t0 �0�0� PnXn+1 1A1A (s)dWs+ ZSA?�f0;1gjA?jq�� Pn(t)Xn(t) � ;� PX ��N�d� PX � ; dt�Pn+1(t) = �Xn(Yn(t))On dé�nit par ailleurs les deux quantités :8>>>>>>><>>>>>>>:�n1 (t) = E"Sups6t wwww Yn+1(s)�Yn(s)Xn+1(s)�Xn(s) wwww2#

�n2 (t) = E"Sups6t wwww Pn+1(s)� Pn(s)Xn+1(s)�Xn(s) wwww2#L'appliation �:(:) étant Liphitzienne d'après (C7), on en déduit immédiatement que :



Annexe D - Existene des di�usions ré�éhies ave sauts 189�n2 (t) 6 �24�n1 (t)Par ailleurs, en réérivant la dé�nition de Yn, et en utilisant (C1), (C2) et (C3), on obtientde manière identique à [SV79℄ : �n1 (t) 6 K(1 + t)Z t0 �n2 (s)dsFinalement 9C > 0 �n2 (t) 6 C(1 + t)Z t0 �n2 (s)dsOn montre alors par réurrene sur n que si t est un réel inférieur stritement à T, on a :8T > 0 Supt6T �n2 (t) 6 [K(1 + T)℄n+1n!La suite des proessus (Yn)n2N , (Pn)n2N et (Xn)n2N sont don de Cauhy dans un espaeomplet, il existe don Y;X et P limites de tels proessus :limm7!+1Z T0 jYs �Yns j2ds = 0limm7!+1Z T0 jPs � Pns j2ds = 0et limm7!+1Z T0 jXs �Xns j2ds = 0En posant alors8>>>>>>><>>>>>>>:
0� YtXt 1A = 0� P0X0 1A + Z t0 G0� PX 1A (s)ds+ Z t0 �0�0� PX 1A1A (s)dWs+ ZSA?�f0;1gjA?jq�� P(t)X(t) � ;� QZ ��N�d� QZ � ; dt�P(t) = �X(Y(t))on montre alors que les proessus (Yn)n2N , (Pn)n2N et (Xn)n2N onvergent également vers Y, Pet X. Les proessus limites P;X et Y sont don solution de l'équation intégrale.Par la suite, il su�t d'utiliser la aratéristique des solutions de SP pour obtenir que leproessus Z dé�ni par Z = P�Yvéri�e les onditions mentionnées dans l'énoné [DI91℄.Pour démontrer l'uniité d'un tel proessus, il su�t de onsidérer deux ouples de proessussolutions �P1;X1� et �P2;X2� et poser :�(t) = Sups6t wwwwww0� P1(s)� P2(s)X1(s)�X2(s) 1AwwwwwwOn a alors (en vertu du aratère Liphitzien) que :



190 Annexe D - Existene des di�usions ré�éhies ave sauts�(t) 6 �Z t0 �(s)dsLe lemme de Gromwall permet alors de onlure que � est nul presque sûrement. �
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