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Notations

1 Systèmes LTI

uk ∈ IRm ≡ entrée du système
xk ∈ IRn ≡ état du système
yk ∈ IRℓ ≡ sortie du système
A ∈ IRn×n, B ∈ IRn×m, ≡ matrices du système
C ∈ IRℓ×n, D ∈ IRℓ×m

A ∈ IRn×n, B ∈ IRn×m, ≡ matrices du système
F ∈ IRn×m, G ∈ IRℓ×m ≡ matrices d’innovation
ek ∈ IRℓ ≡ innovation
vk ∈ IRn ≡ bruit d’état
wk ∈ IRℓ ≡ bruit de sortie
Us/i ∈ IRmi×j ≡ matrice de Hankel d’entrée ayant i blocs lignes,

commençant à l’instant s

U0, Ui, U2i ∈ IRmi×j ≡ matrice de Hankel d’entrée passée, future et avancée
Ys/i ∈ IRℓi×j ≡ matrice de Hankel de sortie ayant i blocs lignes,

commençant à l’instant s

Y0, Yi, Y2i ∈ IRℓi×j ≡ matrice de Hankel de sortie passée, future et avancée
X0, Xi, X2i ∈ IRn×j ≡ matrice des séquences d’état passée, future et avancée
V0, Vi, V2i ∈ IRmi×j ≡ matrice de Hankel des bruits de système passée,

future et avancée

V ∈ IR2mi×j ≡ matrice de Hankel des bruits de système
W0, Wi, W2i ∈ IRℓi×j ≡ matrice de Hankel des bruits de sortie passée, futur et avancé
W ∈ IR2ℓi×j ≡ matrice de Hankel des bruits de sortie

xiii



Notations

E0, Ei, E2i ∈ IRmi×j ≡ matrice de Hankel d’innovation passée, future et avancée
Hi ∈ IRℓi×mi ≡ matrice inférieure de Toeplitz du système
Hv

i ∈ IRℓi×mi ≡ matrice inférieure de Toeplitz des bruits d’état
∆i ∈ IRn×mi ≡ matrice de commandabilité rebours du système {A, B}
∆v

i ∈ IRn×mi ≡ matrice de commandabilité rebours des bruits {A, I}
Γi ∈ IRℓi×n ≡ matrice d’observabilité étendue
ΠZ ≡ matrice de projection sur l’espace engendré par les

lignes de la matrice Z

ΠZ⊥ ≡ matrice de projection orthogonale à l’espace engendré
par les lignes de la matrice Z

Z(−) ≡ pseudo-inverse de Moore Penrose de la matrice Z

Φ(A,B) = ABT ≡ matrice de correlation de A et B

T0 =

(
U0

Y0

)
∈ IR(m+ℓ)i×j ≡ matrice de Hankel passée

Q0 =

(
T0

Ui

)
∈ IR(2m+ℓ)i×j ≡ matrice de Hankel des mesures

∆c
k ≡ matrice de commandabilité rebours {A, Ḡ}

X̃i ≡ matrice des séquences d’état de Kalman
ΦU ≡ matrice de Hankel inférieure et supérieure
ΦL ≡ matrice de Hankel inférieure et supérieure

S =




U0

Ui

U2i

Y0


 ∈ IR(3m+ℓ)i×j ≡ matrice de Hankel des données

R =

(
YiΠS

Ui

)
≡ matrice de Hankel des données

Ū ∈ IRms×j ≡ matrice des entrées définissant l’espace
de la matrice des séquences d’état X0

I ≡ matrice identité
int(g) ≡ désigne la partie entière du réel g
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2. Systèmes non linéaires

2 Systèmes non linéaires

uk ∈ IRm ≡ entrée du système
xs,k ∈ IRn ≡ état du système
ys,k ∈ IRℓ ≡ sortie du système
As ∈ IRn×n, Bs ∈ IRn×m, ≡ matrices du système
Cs ∈ IRℓ×n, Ds ∈ IRℓ×m

vs,k ∈ IRn ≡ bruit d’état
ws,k ∈ IRℓ ≡ bruit de sortie du modèle local s
Uk ∈ IRmi×j ≡ matrice de Hankel d’entrée,
y

k
∈ IRℓi×j ≡ matrice de sortie du système,

y
s,k
∈ IRℓi×j ≡ matrice de sortie du modèle local s

Xs,k ∈ IRn×j ≡ matrice des séquences du modèle local s

V̄s,k ∈ IRni×f ≡ matrice de Hankel des bruits du modèle local s

ws,k ∈ IRℓ×f ≡ matrice des bruits de sortie du modèle local s

Ps,k ∈ IRf×f ≡ matrice de pondération du modèle local s
ūk ∈ IRmi ≡ vecteur des entrées
v̄k ∈ IRni ≡ vecteur des bruits d’état

zk =

(
ūk

ys,k

)
∈ IRℓ+mi ≡ vecteur des données

ns ∈ IRℓ×(mi+ℓ) ≡ matrice définissant l’hyperplan correspondant au
modèle local s

Hv
s,i ∈ IRℓ×nsi ≡ matrice des paramètres des bruits

Hr
ν,s ∈ IRℓν×mν ≡ matrice de Hankel des paramètres de Markov

Γs,i ∈ IRℓi×ns ≡ matrice d’observabilité du modèle local s
Cs,i ∈ IRns×mi ≡ matrice de commandabilité du modèle local s

Hs,i ∈ IRℓ×mi ≡ matrice des paramètres de Markov du modèle local s

Φ(A,B) = ABT ≡ matrice de correlation de A et B
zk =

(
zk−ρ+1 zk−ρ+2 ... zk

)
∈ R(mi+ℓ)×mi ≡ matrice de données

Z = {zk, k = ρ, ρ + 1, ...q} ≡ ensemble contenant tous les vecteurs zk

N = {nk/nk ∈ Rℓ×(mi+ℓ), nk⊥zk, zk ∈ Zα} ≡ ensemble contenant toutes les matrices nk

Ns ≡ ensemble des vecteurs nk appartenant à la classe s
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3 Détection et isolation de défauts

ϕk ∈ IRℓ ≡ défaut de capteur
ϕ̄k ∈ IRℓi ≡ vecteur obtenu par empilement des défauts
ūk ∈ IRℓi ≡ vecteur obtenu par empilement des entrées
ȳk ∈ IRℓi ≡ vecteur obtenu par empilement des sorties
v̄k ∈ IRℓi ≡ vecteur obtenu par empilement des bruits d’état
w̄k ∈ IRℓi ≡ vecteur obtenu par empilement des bruits d’état
Φ ≡ matrice de Hankel des défauts ϕk

∆M ≡ incertitude de liée à la matrice M

Z ∈ IRL×1 ≡ matrice de sélection de la dernière colonne
Sh ∈ IR1×ℓ ≡ matrice de sélection de la composante h du résidu

xvi
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1 Introduction

Les systèmes de production peuvent être affectés par des défauts provenant de leurs compo-
sants externes ou de leurs composants internes (défaillance d’un moteur, défaillance ou dérive
d’un capteur...). Une défaillance d’une partie du processus peut s’aggraver et paralyser ou en-
dommager tout le système de production, ce qui peut entraîner des pertes en vies humaines et
des dommages sur les plans écologique et économique. Il est alors indispensable de mettre en
oeuvre des techniques fiables de surveillance de ces systèmes afin de détecter de façon précise
l’apparition de signe de défaillance. L’opérateur humain intervient souvent dans la surveillance
des systèmes de production ; cependant, du fait de la complexité sans cesse croissante de ces
installations et des précisions requises dans ces systèmes, l’intervention de l’opérateur humain
est susceptible d’engendrer des erreurs. Par exemple, dans les systèmes de grande dimension, on
observe la présence de milliers de variables. De ce fait, on note un nombre important d’accidents
(70% des accidents industriels selon les statistiques industrielles [68]) dû à l’opérateur humain qui
ne peut analyser instantanément l’ensemble de ces variables. La majorité des dommages causés
sont d’ordre mineur, mais coûtent des milliards d’euros chaque année [2] et [19].

Il est indispensable de trouver une solution à ce problème. Les techniques de l’automatique
proposent des outils de surveillance des systèmes en temps réel, basés sur les mesures prélevées
sur ces derniers. La littérature propose une multitude de méthodes pour aborder les problèmes
de détection et d’isolation de défauts [68]. Ce sont les méthodes de détection et d’isolation
de défauts à base de modèle qui retiendront notre attention. Pour détecter la présence d’un
défaut, le comportement du système est comparé à celui du modèle mathématique et tout écart
significatif dénote une modification de comportement éventuellement explicable par la présence
d’un défaut. La différence entre le comportement du système et celui du modèle est exprimé
sous forme d’un résidu. Afin d’isoler les défauts, le résidu est souvent structuré de manière à être
sensible uniquement à un groupe de défauts. Pour obtenir le modèle mathématique utilisé dans
ces méthodes de détection et d’isolation de défaut, les méthodes d’identification sont souvent
utilisées afin de caractériser le modèle de bon fonctionnement du système et éventuellement son
ou ses modèles de dysfonctionnement.

Ce chapitre commencera par une brève présentation des méthodes de surveillance à base de
modèle. Puis il décrira les étapes de caractérisation de fonctionnement (permettant d’obtenir le
modèle du système), de détection et d’isolation de défauts. Pour finir, il sera utile de présenter
la structuration de cette thèse ainsi que les différents chapitres qu’elle comporte. Mais avant
d’en arriver là, définissons la terminologie utilisée dans ce document - terminologie propre à
l’automatique et en particulier au diagnostic.
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2 Terminologie

La terminologie utilisée dans ce document est définie dans cette partie. Ces définitions ne
constituent pas des références absolues dans le domaine du diagnostic. Le lecteur désireux de
découvrir les détails et les limites de ces définitions pourra consulter les références [13], [3], [31],
[81], [45], [1] et les sites Internet suivants :

http ://www.laas.fr/%7Ecombacau/SPSF/sursup.html
http ://www-lag.ensieg.inpg.fr/ploix/glossaire/DiagnosticGlossaire.htm
http ://w3.rt.e-technik.tu-darmstadt.de/publikationen/terminology.html

Système : ensemble déterminé d’éléments discrets (composants, constituants) interconnectés
ou en interaction [75].

Modèle : schéma, c’est-à-dire description mentale ou figurée (diagrammes, formules ma-
thématiques, ...) représentant une classe de phénomènes et servant de support à l’investigation
et/ou la communication. Ce terme sera utilisé pour désigner une description mathématique d’un
système en vue d’expliquer son fonctionnement.

Défaut : n’importe quel état indésirable d’un composant ou d’un système. Un défaut n’im-
plique pas nécessairement une défaillance [1].

Faute : action, volontaire ou non, dont le résultat est la prise en compte incorrecte (voire la
non prise en compte) d’une directive, d’une contrainte exprimée par le cahier des charges.

Défaillance : perte partielle ou totale des fonctionnalités du système qui le rend incapable
de délivrer le service pour lequel il a été conçu.

Panne : état d’un système incapable d’assurer le service spécifié à la suite d’une défaillance.

Perturbation : tout phénomène conçu comme normal influençant un processus, non ou mal
représenté par un modèle de référence.

Reconfiguration : fonction consistant à changer la commande envoyée au système ou la
disposition matérielle du système pour éviter (ou faire face à) une panne.

Résidu : signal conçu comme indicateur d’anomalies fonctionnelles ou comportementales.

3 Surveillance des systèmes

La surveillance d’un système consiste à déterminer l’apparition d’un ou plusieurs défauts dans
ce système, à identifier l’élément en défaut, puis à définir les décisions à prendre pour corriger
l’influence du défaut. La détection de défaut est l’élément qui déclenche les autres étapes de la
surveillance notamment le diagnostic. Mais avant la détection de défaut, il est indispensable de
caractériser le fonctionnement du système. Pour mieux comprendre le rôle que joue cette étape
de caractérisation de fonctionnement, nous allons remonter à l’étymologie du mot diagnostic,
puis nous allons décrire les différentes étapes de la procédure de surveillance.

La définition donnée par les instances nationales et internationales de normalisation [3] résume
en quelques mots la signification du terme diagnostic en automatique :

" Le diagnostic est l’identification de la cause probable de la (ou des) défaillance(s) à l’aide
d’un raisonnement logique fondé sur un ensemble d’informations provenant d’une inspection,
d’un contrôle ou d’un test".

Cette définition met en évidence une étape d’observation qui consiste à recueillir les informa-
tions provenant du système, suivie d’une étape de détermination de la cause de cette défaillance
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à partir d’un raisonnement logique fondé sur les informations obtenues. L’origine du mot diag-
nostic permet d’apporter quelques précisions : ce mot provient de deux mots grecs : "Dia", par,
"Gnosis", connaissance. Dans la détermination de la cause de la défaillance intervient un raison-
nement logique, mais aussi la connaissance que l’on a du système défaillant. Cette connaissance
du système est obtenue par la modélisation ou l’identification, qui permet d’obtenir un modèle
du système à partir des mesures recueillies sur le système sain (c-à-d sans défaut). Ce modèle
permet de déterminer la cohérence des mesures recueillies sur le système et d’affirmer si le sys-
tème fonctionne normalement ou non. Par extension on peut élaborer des modèles de mauvais
fonctionnement du système : ces modèles caractérisent la plupart des pannes pouvant affecter ce
dernier. Il existe d’autres techniques de diagnostic fondées sur d’autres types de connaissances qui
ne sont pas basées sur la modélisation, telles les méthodes utilisant des paramètres statistiques
du signal (moyenne, variance, ...). Toutefois, seules les méthodes de surveillance s’appuyant sur
la modélisation retiendront notre attention.

La procédure de surveillance peut être subdivisée en sept étapes (les résultats d’une étape
sont utilisés dans la suivante, figure (1)).

Caractérisation de

Etapes étudiées

Perturbations

extérieures

dans cette thèse

Diagnostic

Détection

Acquisition de données

surveillé

Système

Décision

Pronostic

conséquences
Analyse des

fonctionnement

Fig. 1 – les grandes étapes des méthodes de surveillance

- la première étape est l’acquisition de données. Elle consiste à déterminer le nombre de
capteurs et la période d’échantillonnage. La nature des signaux de commande peut également
être déterminée dans cette étape de manière à exciter tous les modes du système.

- la deuxième étape est la caractérisation de fonctionnement. Elle consiste à extraire les infor-
mations nécessaires à la mise en forme des caractéristiques du fonctionnement normal (modèle
de bon fonctionnement) ou anormal (modèle de mauvais fonctionnement) du système à partir
des mesures recueillies lors de la phase d’acquisition de données. En général, le modèle de bon
fonctionnement est obtenu à partir des données saines sous forme de modèle mathématique.
L’écart entre le comportement actuel du système et celui de son modèle permet d’obtenir un
résidu indicateur du bon fonctionnement du système.
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- la détection constitue la troisième étape de cette procédure de surveillance. Utilisant le
résidu précédemment obtenu, elle détermine si le système fonctionne normalement ou non. Une
bonne méthode de détection doit être capable de détecter les défauts de faible amplitude avant
que ceux-ci ne se propagent dans tout le système et n’entraînent des pannes. Elle doit, en outre,
éviter de fréquentes fausses alarmes qui occasionneraient des arrêts et des reconfigurations inutiles
du système et feraient perdre toute crédibilité aux résultats de cette procédure.

- le défaut étant détecté, la quatrième étape permet de localiser l’organe affecté par le défaut,
le degré de sévérité et d’estimer la confiance du verdict : c’est le diagnostic.

- après l’étape de diagnostic, il faut prévoir les conséquences de l’apparition du défaut sur le
comportement futur du système : c’est le pronostic.

- la sixième étape, suite logique de la précédente, est l’analyse des conséquences dues au
défaut :

- la disponibilité et la sécurité du système,
- la qualité des fonctions du système,
- les conséquences économiques et les pannes induites.

- à partir des informations obtenues dans l’étape de l’analyse des conséquences, la dernière
étape décidera des actions à entreprendre pour éviter la panne et limiter ou empêcher les dégâts.
On peut recourir dans cette dernière étape à une reconfiguration.

Trois étapes de la procédure de surveillance présentée ci-dessus seront décrites dans les trois
sections qui suivent et feront l’objet de cette thèse. Nous nous intéresserons en premier lieu à la
caractérisation de fonctionnement.

4 Caractérisation de fonctionnement

La caractérisation de fonctionnement comporte deux tâches : la première consiste à recueillir
des informations sur le fonctionnement du système, la deuxième est la génération d’un ensemble
de résidus caractérisant le fonctionnement du système. Les informations sur le bon fonctionne-
ment du système sont traduites sous forme de modèle mathématique dont les paramètres sont
ajustés par des méthodes d’identification. Puis l’écart entre le comportement réel du système et
son modèle issu de l’identification, donne un ensemble de résidus permettant, s’ils sont élaborés
de façon adéquate, la détection et l’isolation des défauts qui affectent le système.

4.1 Identification du modèle de bon fonctionnement

Un système subit des influences ou des excitations provenant de l’extérieur ; nous appellerons
ces excitations "entrées" du système. La réaction ou réponse du processus est mesurée par des
capteurs et est appelée "sortie" du système. L’objectif recherché dans cette étape est d’élaborer un
modèle mathématique reflétant fidèlement le comportement du système, c’est-à-dire un modèle
capable de prédire la sortie du système si ce dernier subit l’influence d’une entrée donnée. Pour
des raisons de simplicité, nous emploierons le terme "modèle" au lieu de "modèle mathématique"
dans l’ensemble du document. La conception du modèle demande une certaine richesse des entrées
envoyées au système et celles-ci doivent refléter l’ensemble des conditions d’utilisation du système.
En effet, il faut que le modèle soit capable de reproduire le comportement du système quelle que
soit la nature des entrées, d’où la nécessité d’avoir des informations sur le comportement du
système dans toute sa plage de fonctionnement durant l’étape d’identification. L’identification
des systèmes n’est pas une tâche aisée puisque ces derniers subissent l’influence des bruits qui
peuvent affecter les entrées, les sorties ou la structure même du système que l’on cherche à
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déterminer (figures (1) et (3)) ; de plus un système est rarement invariant dans le temps ce qui
nécessite la remise à jour de son modèle.

Le modèle peut être obtenu en se fondant sur les lois régissant les phénomènes (physiques,
chimiques, mécaniques ou autres) du système. Il s’agit de modèle de type "boîte blanche" ou
modèle de connaissance. Les modèles de type "boîte grise" tiennent compte en partie de ces
lois, tandis que les modèles "boîte noire" ne s’appuient pas sur de telles lois, mais sont élaborés
uniquement à partir des mesures des entrées et sorties du système. Dans la suite nous nous
intéresserons exclusivement à la modélisation "boîte noire".

Une formulation mathématique du problème de modélisation est la suivante :
étant donné l’espace des entrées U , l’espace des sorties Y , trouver une fonction G dépendant

des paramètres θ qui exprime les éléments y de l’espace Y sur la base de la connaissance des
éléments u de l’espace U :

G : U → Y
u 7−→ G(u, θ) = y

(1)

La détermination de cette fonction G peut se décomposer en trois phases :
- déterminer la structure de la fonction G : cela implique la détermination du type de modèle

(modèle statique, dynamique linéaire ou non-linéaire) et son ordre dans le cas dynamique ;
- estimer les paramètres θ de la fonction G à partir des mesures disponibles ;
- évaluer les performances de généralisation du modèle par des données de validation et définir

son intervalle de confiance.
On s’intéressera dans ce document à l’identification des systèmes dynamiques linéaires et non-

linéaires à temps discret. Pour identifier un système dynamique, on opte le plus souvent pour le
choix d’un modèle dynamique linéaire. Une des raisons est que ce type de modèle est bien connu
et que l’on dispose de méthodes fiables pour leur obtention notamment les techniques d’erreur
de prédiction (Prediction-Error-Methods PEM) [47] qui ont fait leur preuve sur les systèmes
réels [6], [63] et [18]. Les méthodes des sous-espaces proposées ces dernières années constituent
une alternative aux méthodes PEM [74], [67], [53], [50] et [59]. Ces méthodes d’identification
des sous-espaces ont suscité beaucoup d’intérêt au vu de leur simplicité (aucune utilisation des
techniques d’optimisation non-linéaire, utilisation de la représentation d’état).

Le choix de la structure est déterminante pour obtenir un modèle performant dans toute
sa plage de fonctionnement. Ainsi, un système qui a un comportement non-linéaire peut être
approximé avec précision par un modèle linéaire uniquement dans une zone restreinte de sa
plage de fonctionnement. Dès qu’on sort de cette zone, le modèle linéaire élaboré ne reflétera
plus le comportement du système et il convient alors de réadapter le modèle à cette nouvelle
plage de fonctionnement.

Ainsi, on peut partitionner l’espace de fonctionnement du système en plusieurs zones et
élaborer des modèles linéaires valides dans chaque zone. Le comportement du système est décrit
à un instant donné par un seul modèle local parmi l’ensemble des modèle locaux et le passage
d’un modèle local à un autre se fait par des "sauts" [11], [37], [58] [62], [22], [55], et [56]. Ce type
de modèle est adapté à l’identification des Systèmes à Commutations (SAC).

Si cette modélisation par commutations n’est pas concluante, on peut recourir à l’approche
multi-modèle, dans laquelle les sauts sont remplacés par des transitions douces [34], [9] et [24].
Que ce soit dans l’approche multi-modèle ou dans les systèmes commutants, les méthodes des
sous-espaces seront utilisées dans ce document pour élaborer les modèles linéaires dans chaque
zone. L’utilisation des méthodes des sous-espaces permet d’aborder aisément le problème d’iden-
tification des systèmes non-linéaires MIMO.

Le modèle obtenu par identification dans notre étude doit servir à la détection et à l’isolation
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de défauts affectant le système. Afin d’atteindre cet objectif, on génère un résidu reflétant le bon
ou le mauvais fonctionnement du système.

4.2 Génération de résidus

Nous allons présenter dans ce paragraphe trois façons de générer des résidus. La première
utilise l’estimation paramétrique : le résidu est obtenu par la différence entre les paramètres
estimés et les paramètres de référence du modèle. Dans le cas où l’on ne dispose pas de paramètres
de référence, on calcule la différence entre les paramètres estimés sur deux fenêtres d’observation
différentes (l’une glissante et l’autre croissante par exemple).

La deuxième est basée sur l’estimation d’état : à partir d’une estimation de l’état on calcule la
sortie du modèle, le résidu est l’écart entre la sortie du modèle et celle mesurée du système. Parmi
les méthodes utilisant l’estimation d’état on peut citer le filtre de Kalman et les observateurs.

La troisième se base sur une équation de parité pour générer des résidus indicateurs de défaut.
Cette technique de génération de résidu utilise les informations issues du modèle pour établir des
relations de redondance dans laquelle l’action des entrées et de l’état inconnu ont été annulées.

Le résidu obtenu doit être sensible uniquement aux défauts. Or des perturbations sont sus-
ceptibles de transparaître dans le résidu ce qui peut entraver son utilisation pour détecter et
isoler les défauts. Cela pose le problème de robustesse des résidus vis à vis des perturbations
inconnues et des incertitudes de modélisation.

5 La détection

La détection est une étape déterminante dans la procédure de surveillance, car une détection
précoce des défauts minimise le coût d’intervention (les moyens mis en oeuvre pour éviter la
panne ou réparer le système). Elle consiste à déterminer à partir de l’analyse du résidu si le
système fonctionne normalement ou non. Cette décision n’est pas aisée à prendre dans le cas réel
où le système subit l’influence des bruits et des perturbations. Pour opérer une bonne détection,
il faut supprimer ou minimiser l’action des perturbations déterministes du résidu : on obtient
alors un résidu robuste. Dans la plupart des cas on ne cherchera pas à annuler l’influence des
bruits comme c’est le cas pour les perturbations car on fait l’hypothèse qu’ils sont de moyenne
nulle. Le résidu obtenu ne dépendra alors que de l’influence des bruits. L’apparition d’un défaut
se traduira par le changement des moments statistiques du résidu (la moyenne ou variance par
exemple). De par la nature aléatoire des bruits dont dépend le résidu, des outils statistiques
comme le test d’hypothèse et les méthodes bayésiennes sont utilisés pour détecter l’apparition de
défaut. La détection est un test binaire (dire si oui ou non le système fonctionne normalement)
qui est réalisé avec une probabilité de succès : c’est la probabilité de bonne détection (PBD).

Malheureusement, la détection est toujours réalisée avec une certaine probabilité d’échec :
- probabilité de fausses alarmes (PFA) : c’est la probabilité de détecter un défaut quand il

n’y en a pas. Ce type d’erreur est très préjudiciable car il fait perdre rapidement la confiance des
superviseurs dans le détecteur (celui-ci annonçant des défauts fictifs). De plus, il peut conduire
à des reconfigurations inutiles ou inappropriées et à l’arrêt en pure perte.

- probabilité de non détection (PND) : c’est la probabilité d’omettre une défaillance qui existe
et qui peut entraîner une panne.

Les risques d’erreurs dépendent des paramètres de réglage de la procédure de détection. La
détection revient à dire si un vecteur Θ appartient à une distribution correspondant à l’hypo-
thèse H0 (fonctionnement normal) ou à celle correspondant à l’hypothèse H1 (fonctionnement
anormal). Θ est ici un vecteur dépendant du résidu. Le choix de la frontière séparant les espaces
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de décisions D0 (correspondant à H0) et D1 (correspondant à H1) est déterminant, puisqu’in-
fluant directement sur la probabilité de fausses alarmes (PFA) (déclarer que Θ appartient à D1

alors qu’il appartient à D0) et la probabilité de non détection (classer Θ dans D0 alors qu’il se
trouve dans D1). Notons que dans le cas précédent D0 et D1 sont complémentaires. Le choix
d’une frontière entre ces deux espaces peut s’avérer délicat dans certains cas ; il est alors possible
d’introduire une zone d’incertitude, ce qui implique un temps de réponse : aucune décision ne
sera prise tant que Θ appartiendra à la zone d’incertitude. On parle alors de rejet d’ambiguïté
(figure (2)). Une minimisation de PFA et PND entraînera une augmentation de la zone d’incer-
titude, donc du temps de réponse. Il faut alors faire un compromis entre la détection précoce et
la minimisation de la PFA et de la PND.

La technique de détection doit posséder un certain nombre de qualités :
- sensibilité aux fautes : c’est l’aptitude de la technique à détecter des défauts de petite

amplitude (avoir une faible probabilité de non détection),
- rapidité de détection : c’est la capacité de la méthode à détecter les défauts dès leur appa-

rition (avoir un faible retard à la détection),
- robustesse aux bruits et aux perturbations : c’est l’aptitude de la technique à opérer en

présence de bruits ou perturbations sur les entrées, les sorties ou le système tout en ayant une
faible probabilité de fausses alarmes.

Après la détection d’un défaut, il faut déterminer le ou les éléments en défaut, ce problème
sera abordé dans la section suivante, dans l’étape du diagnostic.

6 Le diagnostic

L’objectif principal du diagnostic est la détermination d’une cause d’un état critique (un ou
plusieurs défauts). Il consiste à isoler et à identifier ce(s) défaut(s). On aurait alors pu penser que
le diagnostic se résume en un problème de résolution inverse entre une cause et son effet : étant
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donné un espace de paramètres inconnus X (toutes les causes possibles), un espace de grandeurs
observables Z (tous les symptômes), une fonction F reliant les causes aux symptômes (Eq. (2)),
déterminer la cause x = F−1(z) connaissant les symptômes z.

F : X → Z
x 7−→ F (x) = z

(2)

Malheureusement, le problème physique est beaucoup plus compliqué, car les mesures ne
sont pas exactes et leur nombre peut être insuffisant, des causes différentes peuvent engendrer
les mêmes symptômes et finalement la fonction F n’est pas toujours inversible. Le problème se
complique car l’on ne dispose pas directement, dans la plupart des cas, de la fonction F , mais
on essaye de la déduire à partir du modèle (qui est une fonction reliant les entrées aux sorties
(Eq. (1))).

6.1 Isolation de défaut

L’isolation de défaut implique la localisation de la (ou des) composante(s) en défaut et la
détermination de l’instant d’apparition du (ou des) défaut(s). Ces objectifs sont atteints grâce à
l’analyse des symptômes mis en évidence par le résidu.

Plusieurs défauts peuvent affecter le système (figure (3)) :
1- les défauts d’actionneurs (Fu) affectent les entrées du système, les entrées ne correspondent

pas à la commande agissant sur le système,
2- les défauts de capteurs (Fy) concernent la sortie du système, les sorties mesurées ne sont

pas conformes aux réponses du système,
3- les défauts affectant le système lui-même (Fs) interviennent quand les paramètres du

système changent, pouvant ainsi compromettre le fonctionnement de ce dernier.

+
+

+

+ +

bs

Fu

(Système )

Fs

Fy

ymyu

by

Fig. 3 – les différentes sortes de défauts qui peuvent affecter un système soumis à l’influence des
bruits de système bs et de sorties by
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La localisation de défaut consiste à déterminer lequel (ou lesquels) des trois défauts énumérés
ci-dessus est (sont) apparu(s), puis à préciser quel(s) élément(s) dans le sous-ensemble défectueux
est(sont) atteint(s). Cela entraînera la détermination du (ou des) capteur(s) en défaut s’il s’agit
de défauts de capteurs par exemple. Ce but est généralement atteint en structurant le résidu [52],
[14], [27], [26] et [29]. Le résidu de base (rk) est sensible en général à tous les défauts (d1, d2, ..., ds,
s étant le nombre de défauts) alors que les résidus structurés (ri

k, i = 1, 2, ...p) sont sensibles à
un défaut ou à un groupe de défauts.

6.2 Identification de défaut

Identifier le(s) défaut(s) revient à déterminer l’amplitude du(des) défaut(s) et à déterminer
son évolution probable. Cette procédure est déclenchée après l’isolation de défaut.

A présent que les étapes d’identification, de détection et de diagnostic sont décrites, voyons
comment elles sont abordées dans cette thèse.

7 Structuration du document

Les cinq chapitres de cette thèse peuvent être rassemblés en deux groupes, le premier aborde
les problèmes d’identification par les méthodes des sous-espaces tandis que le deuxième s’intéresse
au problème de détection et d’isolation de défauts de capteurs.

Le modèle étant la base de plusieurs méthodes de diagnostic, il est indispensable de disposer de
méthodes d’identification pour élaborer ce dernier. Ainsi, les trois premiers chapitres se proposent
d’établir des méthodes d’identification des systèmes dynamiques linéaires multi-entrées multi-
sorties (MIMO) destinées à l’élaboration de ces modèles.

L’identification des systèmes linéaires a été largement explorée et il existe plusieurs méthodes
pour accomplir cette tâche, notamment les méthodes PEM qui sont largement utilisées [47], [6],
[63], [18]. Or, les méthodes PEM utilisent des techniques d’optimisation non-linéaires qui, si elles
sont mal initialisées, peuvent conduire à des minimums locaux. Les récentes méthodes d’iden-
tification des sous-espaces basées sur les outils de l’algèbre linéaire et qui ont suscité beaucoup
d’intérêt ces derniers années ([74], [67], [53], [50] et [59]) constituent une alternative aux méthodes
PEM. Ces méthodes n’utilisent pas les techniques d’optimisation non-linéaires mais les outils de
l’algèbre linéaire. Les méthodes d’identification des sous-espaces ont recours à des projections
matricielles pour estimer les sous-espaces définis par les matrices du système. Elles utilisent la
représentation sous forme d’équation d’état des systèmes linéaires, ce qui permet d’aborder avec
beaucoup de simplicité l’étude des systèmes MIMO. La simplicité des méthodes d’identifica-
tion des sous-espaces a une contrepartie : la précision des paramètres du système obtenue par
les méthodes d’identification des sous-espaces n’égale pas celle obtenue par les méthodes PEM.
Cette précision est suffisante dans certaines applications, mais si une plus grande précision est
requise sur les paramètres du système, le modèle obtenu par les techniques des sous-espaces peut
servir de condition initiale aux méthodes de type PEM. Cette combinaison des techniques des
sous-espaces et des méthodes PEM permet de résoudre en partie le problème de convergence des
algorithmes de type PEM.

La plupart des systèmes physiques étant non linéaires, il est nécessaire d’élaborer des tech-
niques d’identification adaptées à ces systèmes. Malheureusement, l’extension des méthodes clas-
siques des sous-espaces rencontre des difficultés liées aux dimensions importantes des matrices
ou au nombre important de calculs à effectuer [69].

Une nouvelle formulation des méthodes des sous-espaces en vue de leur adaptation à l’iden-
tification des systèmes non-linéaires est alors nécessaire. C’est pourquoi nous proposons dans les
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chapitres 1 à 3 de nouvelles méthodes d’identification des sous-espaces basées sur l’estimation
des paramètres de Markov. Ces nouvelles méthodes ne passent pas par l’estimation d’un état
intermédiaire. Elles sont présentées dans le cas linéaire ([53]) dans le chapitre 1, puis étendues
à l’identification des systèmes à commutations et des systèmes non-linéaires avec l’approche
multi-modèle ([54], [55], [56]) dans les deux chapitres suivants. Les méthodes proposées dans les
chapitres 1 à 3 utilisent une paramétrisation parcimonieuse afin de minimiser la variance des
paramètres estimés (voir [60], [59]).

La détection et l’isolation de défauts de capteurs sont abordées dans le chapitre 4. Deux
méthodes à base de modèles, l’espace de parité et l’Analyse en Composantes Principales (ACP),
proposées dans la littérature sont présentées tout d’abord. Les avantages et les handicaps de ces
méthodes sont mis en évidence. Ensuite, nous introduisons une nouvelle méthode de détection
et d’isolation des défauts de capteurs basée uniquement sur les signaux d’entrée et de sortie [57].
Cette méthode ne nécessite aucune estimation du modèle du système et est opérationnelle même
dans le cas où les entrées ne sont pas persistantes.

7.1 Chapitre 1

Il existe dans la littérature deux familles de méthodes d’identification des sous-espaces des
systèmes linéaires invariants dans le temps. La première, que l’on peut qualifier de classique
est basée sur l’estimation de la matrice d’observabilité et/ou de l’état. La deuxième famille de
méthodes des sous-espaces se base sur la détermination des paramètres de Markov. Ce chapitre
commence par une présentation des méthodes classiques avec une interprétation générale basée
sur les travaux de Van Overschee et Bart De Moor [67]. Les méthodes d’identification basées sur
l’estimation des paramètres de Markov sont ensuite abordées. Parmi les méthodes existant dans
la littérature, la méthode proposée par Chui et Maciejowski est exposée. Puis trois nouvelles
méthodes d’identification des sous-espaces qui constituent les contributions de cette thèse sont
établies [53]. Ces nouvelles méthodes d’identification des sous-espaces s’appuient sur la stabilité
de la matrice d’état pour approximer le système par un filtre impulsionnel à réponse finie ( FIR
de l’anglais : Finite Impulse Response) alors que les méthodes qui existent jusqu’alors utilisent un
modèle ARX (AutoRegressive with eXternal input) ou ARMAX (AutoRegressive Moving Average
with eXogenous inputs). L’utilisation d’un FIR permet d’obtenir une estimation consistante des
matrices du système même en présence de bruits colorés. Une paramétrisation parcimonieuse,
évitant l’estimation des paramètres connus, est utilisée afin de réduire la variance des paramètres
estimés. L’utilisation des paramètres de Markov permet d’obtenir une réalisation minimale et
équilibrée à l’aide de l’algorithme ERA (Eigensystem Realization Algorithm, [36]). Le problème
d’excitation persistante est résolu dans la dernière des trois méthodes proposées, dans laquelle
cette condition d’excitation persistante est assouplie. Bien sûr, seuls les modes excités pourront
être identifiés.

7.2 Chapitre 2

Le second chapitre est dédié à l’identification des systèmes à commutations avec la tech-
nique des sous-espaces. Les systèmes à commutations sont modélisés par un multi-modèle avec
des fonctions poids binaires. Les contributions de cette thèse ([55], [61] et [56]) concernent deux
méthodes d’identification des systèmes à commutations. Ces méthodes supposent qu’il existe un
temps minimum (temps de séjour) entre deux commutations. Ce temps de séjour permet l’utilisa-
tion des techniques de détection de rupture de modèle pour estimer les instants de commutation
dans la première méthode. Deux techniques de détection de rupture de modèle sont exposées. La
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première approxime la sortie par un FIR, puis annule l’influence des entrées par une projection
orthogonale afin d’obtenir un résidu sensible aux changements dans la dynamique du système.
La deuxième génère ce résidu grâce à une technique d’identification récursives des sous-espaces.
Connaissant les instants de commutations, les techniques des sous-espaces sont utilisées pour es-
timer les paramètres de Markov des modèles locaux, puis une réalisation minimale et équilibrée
de chaque modèle local est déterminée par l’algorithme ERA. La deuxième méthode proposée
classifie les données en se basant sur la répartition des vecteurs formés à partir de ces derniers
dans l’espace des sorties et des régresseurs. Comme les vecteurs issus d’un même modèle local
appartiennent tous à un même hyperplan, la classification est réalisée en regroupant les vecteurs
appartenant au même hyperplan. Puis, l’identification des modèles locaux se fait de la même
manière que dans la première méthode. Les deux méthodes proposées prennent en compte les
changements d’ordre qui peuvent subvenir lors des commutations, ce qui évite les problèmes de
surparamétrisation ou de sous paramétrisation. En outre, elles ne nécessite pas la connaissance
des conditions initiales et leur coût de calcul est raisonnable.

7.3 Chapitre 3

L’identification des systèmes non-linéaires avec l’approche multi-modèle sera abordée dans le
chapitre 3. La sortie du système est modélisée comme étant une somme pondérée des sorties de
modèles locaux linéaires découplés. Dans cette étude, les fonctions poids ne sont plus binaires mais
prennent leurs valeurs dans l’intervalle [0,1]. Les fonctions poids étant supposées connues, une
technique des sous-espaces sera proposée pour identifier les modèles locaux. Cette méthode estime
les paramètres de Markov des modèles locaux, soit par la méthode des moindres carrés, soit par
des projections obliques. Elle utilise l’algorithme ERA pour déterminer une réalisation minimale
et équilibrée des modèles locaux. La méthode des sous-espaces proposée [54] ne souffre pas
du problème de dimension des matrices, contrairement aux méthodes d’identification des sous-
espaces des systèmes non-linéaires proposées dans la littérature, notamment dans l’identification
des systèmes bilinéaires et linéaires à paramètres variant dans le temps [69]. De plus, l’utilisation
de modèles locaux découplés permet de prendre en compte les changements d’ordre qui peuvent
intervenir dans le système.

7.4 Chapitre 4

Ce chapitre s’intéresse à la détection et à l’isolation de défaut de capteur des systèmes dy-
namiques linéaires. L’espace de parité et l’ACP sont deux méthodes de détection et d’isolation
de défaut à base de modèle. La première utilise un modèle explicite du système tandis que la
deuxième se sert d’un modèle implicite. Ce chapitre présente ces deux méthodes et souligne les
difficultés que l’on peut rencontrer dans l’usage de celles-ci. Les incertitudes paramétriques par
exemple peuvent perturber la qualité des résultats fournis par ces méthodes. Les solutions à ce
problème proposées dans la littérature nécessitent la connaissance des directions des incertitudes,
ce qui n’est pas toujours possible. Une solution aux problèmes rencontrés dans ces méthodes à
savoir les incertitudes paramétriques et la non persistance des signaux d’entrée est apportée par
la proposition d’une nouvelle méthode de détection et d’isolation de défaut de capteurs [57].
Cette méthode utilise la stabilité du système pour approximer sa sortie par un FIR, puis an-
nule l’influence des entrées par une projection orthogonale. On obtient ainsi un résidu structuré
permettant la détection et l’isolation des défauts de capteurs. Cette méthode n’utilise aucune
estimation du modèle du système, ce qui évite les problèmes liés aux incertitudes de modélisation
(incertitudes sur les paramètres du modèle). Elle peut être utilisée même s’il n’y pas suffisamment
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d’information dans les entrées, c’est-à-dire si les entrées ne sont pas persistantes.
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Chapitre 1. Identification des systèmes linéaires

Sommaire

1.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1.2 Les outils mathématiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

1.3 Méthodes classiques des sous-espaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

1.3.1 Formulation du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

1.3.2 Matrices du système . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

1.3.3 Identification du système . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

1.4 Méthodes basées sur l’estimation des paramètres de Markov . . . . 24

1.4.1 Identification du système . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

1.5 Nouvelles méthodes d’identification utilisant un modèle FIR . . . . 30

1.5.1 Position du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

1.5.2 Première méthode . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

1.5.3 Réduction du nombre d’opérations par une décomposition QR . . . . . 34

1.5.4 Exemple d’application . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

1.5.5 Deuxième méthode . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

1.5.6 Troisième méthode proposée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

1.5.7 Exemples d’application . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

1.6 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

14



1.1. Introduction

1.1 Introduction

Les méthodes d’identification des sous-espaces ont suscité beaucoup d’intérêt ces dernières
années [67], [51], [64], [17] et [78]. Basées sur des outils de l’algèbre linéaire, elles utilisent notam-
ment les projections matricielles. Une propriété intéressante de ces méthodes est leur simplicité.
En effet, elles ne font pas appel aux algorithmes d’optimisation non linéaires. La représentation
d’état utilisée dans ces méthodes permet en outre d’aborder de manière simple et avec élégance
le problème d’identification des systèmes linéaires MIMO.

La plupart des méthodes d’identification des sous-espaces passent par une étape d’estima-
tion de la matrice d’observabilité étendue et/ou de la matrice des séquences d’état ; nous les
appellerons "méthodes classiques" des sous-espaces. Ces méthodes comportent deux étapes :

- la première est la détermination de la matrice d’observabilité étendue et/ou de la matrice
des séquences d’état,

- la deuxième étape est la détermination d’une réalisation du système soit à partir des matrices
d’entrée, de sortie et de la matrice des séquences d’état estimée, soit à partir de la matrice
d’observabilité étendue et de la matrice de Toeplitz inférieure, laquelle contient les paramètres
de Markov.

Les récents travaux de Qin et de Ljung [60] ont montré que les paramètres estimés dans
les méthodes classiques des sous-espaces comportent une grande variance due à l’estimation des
paramètres connus. Ces paramètres connus correspondent aux contributions des entrées non
causales ; bien évidemment ces contributions sont nulles. L’introduction des paramètres de Mar-
kov permet d’avoir une paramétrisation parcimonieuse ce qui évite l’utilisation des entrées non
causales dans l’estimation. De plus, comme l’état résulte des entrées et des sorties, il semble
normal d’utiliser directement les réponses impulsionnelles (ou paramètres de Markov) plutôt que
de passer par un état intermédiaire, d’autant que la plupart des méthodes classiques utilisent
ces paramètres de Markov pour estimer certaines matrices du système [67]. Ainsi, de nouvelles
méthodes d’identification des sous-espaces basées sur les paramètres de Markov ont vu le jour
[60], [53].

On s’intéressera dans ce chapitre uniquement à l’identification des systèmes linéaires discrets
avec la méthode des sous-espaces. Ce chapitre commence par une présentation générale des mé-
thodes classiques des sous-espaces, présentation qui sera basée sur les travaux de Van Overschee
et Bart de Moor [65], [67]. Ces méthodes déterminent à partir des mesures des entrées et des
sorties la matrice d’observabilité étendue et/ou la matrice des séquences d’état. L’ordre et une
réalisation du système sont ensuite déterminés à partir de ces matrices.
Dans les sections suivantes, on s’intéressera aux méthodes d’identification des sous-espaces ba-
sées sur l’estimation des paramètres de Markov, méthodes qui englobent les techniques proposées
dans cette thèse. La technique proposée par Chui et Maciejowski [17] utilisant un découpage des
données en passé, futur et avancé sera présentée dans la section 1.4. Cette structuration en trois
blocs permet la décorrelation des bruits, si la largeur de la fenêtre future est supérieure à celle
de la corrélation des bruits.

Trois nouvelles méthodes d’identification des sous-espaces basées sur l’estimation des pa-
ramètres de Markov ([53]) sont proposées dans la section suivante. Ces méthodes utilisent un
modèle FIR (filtre à réponse impulsionnelle : Finite Impulse Response) pour identifier le sys-
tème. Grâce à la stabilité du système, sa sortie est exprimée en fonction des entrées pondérées
par les paramètres de Markov. Ces derniers sont estimés par la méthode des moindres carrés et
l’estimation obtenue est consistante même en présence de bruits colorés. Les méthodes propo-
sées déterminent une réalisation minimale et équilibrée du système à partir des paramètres de
Markov estimés grâce à l’algorithme ERA [36]. Une paramétrisation parcimonieuse est utilisée
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dans ces méthodes lors de l’estimation des paramètres de Markov ; cette paramétrisation évite
l’estimation des paramètres connus et réduit la variance des estimations, notamment quand la
taille des échantillons est faible. Le problème d’excitation persistance est abordé dans la dernière
des trois méthodes proposées. Cette dernière méthode utilise une matrice des entrées contenant
un bloc triangulaire, ce qui réduit l’ordre de persistance des entrées. Notons toutefois que seules
les modes excités seront identifiés dans cette méthode.

Ce chapitre commence par la définition des outils mathématiques utilisés dans l’ensemble du
document.

1.2 Les outils mathématiques

Les notations et les outils mathématiques utilisés dans les méthodes des sous-espaces présen-
tées dans cette thèse sont définis dans ce paragraphe.

La pseudo-inverse de Moore-Penrose d’une matrice N sera notée par N (−) (1.1)

On définit l’opérateur ΠN qui projette l’espace des lignes d’une matrice (on suppose que les
matrices utilisées sont de dimensions appropriées) sur l’espace des lignes d’une matrice N par :

ΠN = NT (NNT )(−)N (1.2)

La projection de l’espace des lignes d’une matrice M sur l’espace des lignes d’une matrice N
sera représentée par l’une ou l’autre des notations suivantes :

MΠN = MNT (NNT )(−)N (1.3)

L’opérateur mathématique ΠN⊥ qui projette l’espace des lignes d’une matrice sur l’espace
orthogonal à l’espace des lignes d’une matrice N est donné par :

ΠN⊥ = (I −ΠN ) (1.4)

La projection oblique de l’espace des lignes d’une matrice P sur l’espace des lignes d’une
matrice N parallèlement à l’espace des lignes d’une matrice L est donnée par :

P/LN = PΠL⊥(NΠL⊥)(−)N (1.5)

Si N est une matrice, son estimation sera notée par N̂ (1.6)

L’espérance mathématique de la matrice N est notée par E[N ] (1.7)

Si on dispose d’un grand nombre j (j →∞) de données ergodiques nk et mk alors l’espérance
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mathématique de nkm
T
k peut-être évaluée par :

Ej [nkm
T
k ] = lim

j→∞

(
1

j

j∑

s=1

nsm
T
s

)
(1.8)

1.3 Méthodes classiques des sous-espaces

Une formulation générale des méthodes classiques des sous-espaces est présentée dans cette
section. Les auteurs Van Overschee et Bart De Moor ont démontré que les méthodes N4SID
(Numerical algorithm for Subspace State Space System IDentification) [44] [76], MOESP (Mul-
tivariable Output Error State sPace) [72], CVA (Canonical Variate Analysis) [43] [44], 4SID
(subspace state system identification) basique et IV-4SID [77] peuvent s’interpréter dans une
formulation unique avec le choix de deux matrices de pondération différentes. Ces méthodes,
basées uniquement sur les mesures des entrées et sorties, établissent une relation matricielle ex-
primant les sorties en fonction de l’état et des entrées. Puis l’influence des entrées est annulée
par une projection, et la matrice d’observabilité étendue et/ou la matrice des séquences d’états
sont déterminées. Van Overschee et Bart De Moor ont démontré que la matrice des séquences
d’état déterminée dans les méthodes N4SID, MOESP, CVA, 4SID basique et IV-4SID sont les
mêmes mais exprimées dans des bases différentes déterminées par deux matrices de pondération.
Deux méthodes d’estimation des paramètres du système sont couramment utilisées :

- la première détermine une réalisation du système à partir des matrices des séquences d’état,
- la seconde obtient cette réalisation en deux étapes en utilisant en premier la matrice d’ob-

servabilité étendue puis la matrice de Toeplitz contenant les paramètres de Markov du système.
Cette section présente la formulation du problème d’identification traité par les méthodes

classiques des sous-espaces, suivie de la définition des matrices du système. Ensuite, les relations
matricielles sur lesquelles se basent ces méthodes classiques sont présentées. La détermination de
la matrice des séquences d’état et de la matrice d’observabilité étendue par la formulation unifiée
proposée par Van Overschee et Bart De Moor est ensuite proposée. Finalement, les méthodes
permettant la détermination d’une réalisation du système sont exposées.

1.3.1 Formulation du problème

On considère le système Linéaire à Temps Invariant (LTI) discret suivant :

xk+1 = Axk + Buk + vk

yk = Cxk + Duk + wk
(1.9)

où xk ∈ IRn représente l’état du système, uk ∈ IRm est l’entrée, yk ∈ IRℓ la sortie, vk ∈ IRn

et wk ∈ Rℓ sont respectivement des bruits d’état et de sortie du système et sont supposés
stationnaires, blancs. On supposera en plus que les entrées sont déterministes et non corrélées
avec les bruits de sortie et d’état.

L’objectif des techniques d’identification est de déterminer l’ordre n du système et d’obtenir
une réalisation (A, B, C, D) du système, et ceci à partir de la seule connaissance d’un nombre
fini q de mesures des entrées u1,u2,...,uq et des sorties y1,y2,...,yq.

Remarque 1.1.

Le but recherché n’est pas de déterminer coûte que coûte les matrices A, B, C et D du
système (1.9), mais une réalisation équivalente (T−1AT , T−1B, CT , D) où T est une matrice
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inversible. En effet, le système (1.10) décrit ci-dessous a les mêmes relations entrée-sortie que le
système (1.9) :

x̄k+1 = T−1ATx̄k + T−1Buk + T−1vk

yk = CTx̄k + Duk + wk
(1.10)

où x̄k = T−1xk

Cela implique qu’on ne peut obtenir à partir de la seule connaissance des entrées et des sorties,
qu’un système (T−1AT , T−1B, CT , D), équivalent au système (A, B, C, D) de départ.

1.3.2 Matrices du système

Les matrices du système utilisées dans les méthodes des sous-espaces sont définies dans ce
paragraphe. Deux indices entiers i et j seront utilisés dans la suite, ces indices vérifient la relation :

q = j + 2i− 1 et i < j (1.11)

où q est le nombre total des mesures des entrées ou des sorties.
La matrice de Hankel d’entrée est définie par :

Us/i =




us+1 us+2 ... us+j

us+2 us+3 ... us+j+1
...

... ...
...

us+i us+i+1 ... us+j+i−1


 ∈ IRmi×j (1.12)

S’il n’y a pas d’ambiguïté nous noterons Us/i par Us.
La matrice de Hankel d’entrée passée U0 (U0 = U0/i) et la matrice de Hankel d’entrée future

Ui (Ui = Ui/i) obtenues à partir de la définition précédente sont égales à :

U0 =




u1 u2 ... uj

u2 u3 ... uj+1
...

... ...
...

ui ui+1 ... uj+i−1


 (1.13)

Ui =




ui+1 ui+2 ... ui+j

ui+2 ui+3 ... ui+j+1
...

... ...
...

u2i u2i+1 ... u2i+j−1


 (1.14)

Une définition similaire est faite pour la matrice de Hankel de sortie Ys/i ∈ IRℓi×j et pour les
matrices de Hankel de sortie passée Y0 (Y0 = Y0/i) et sortie future Yi (Yi = Yi/i).

On définit la matrice de Hankel des mesures passée T0 ∈ IR(m+ℓ)i×j par :

T0 =

(
Y0

U0

)
(1.15)

Une définition semblable est donnée pour la matrice de Hankel de bruit d’état passé V0 ∈
IRni×j , la matrice de Hankel de bruit d’état future Vi ∈ IRni×j , la matrice de Hankel de bruit de
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sortie passée W0 ∈ IRℓi×j et pour la matrice de Hankel de bruit future Wi ∈ IRℓi×j .
La matrice des séquences d’état du système est donnée par :

Xs =
(
xs+1 xs+2 ... xs+j

)
∈ IRn×j (1.16)

il est à noter que X0 sera appelée la matrice des séquences d’état passée et Xi la matrice d’état
future.
La matrice d’observabilité étendue (i > n) est définie par :

Γi =




C
CA
...

CAi−1


 ∈ IRℓi×n (1.17)

La matrice de commandabilité est définie par :

Ci =
(
B AB ... Ai−1B

)
∈ IRn×mi (1.18)

La matrice de commandabilité rebours est donnée par :

∆i =
(
Ai−1B Ai−2B ... B

)
∈ IRn×mi (1.19)

La matrice de commandabilité rebours des bruits est donnée par :

∆v
i =

(
Ai−1 Ai−2 ... I

)
∈ IRn×ni (1.20)

On définit la matrice de Toeplitz inférieure du système par :

Hi =




D 0 ... 0
CB D ... 0
...

... ...
...

CAi−2B CAi−3B ... D


 ∈ IRℓi×mi (1.21)

et la matrice de Toeplitz inférieure des bruits du système par :

Hv
i =




0 0 ... 0 0
C 0 ... 0 0

CA C ... 0 0
...

... ...
...

...
CAi−2 CAi−3 ... C 0



∈ IRℓi×ni (1.22)

La condition de persistance d’excitation qui joue un rôle important en identification est définie
dans le paragraphe qui suit.

Définition 1.1. : persistance d’excitation
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Les séquences d’entrée sont persistantes d’ordre i, si la matrice Φ(U0/i,U0/i) définie ci-dessous

est de plein rang égal à mi :

Φ(U0/i,U0/i) =
1

j
U0/iU

T
0/i (1.23)

où la matrice U0/i ∈ IRmi×j est définie par la relation (1.12).

Remarque 1.2.
La condition de persistance des signaux traduit la richesse des signaux d’excitation du système.

1.3.3 Identification du système

Les méthodes classiques des sous-espaces estiment d’abord la matrice d’observabilité étendue
Γi et/ou la matrice des séquences d’état à partir d’une relation matricielle d’entrée-sortie. Elles
déterminent ensuite une réalisation (T−1AT , T−1B, CT , D) du système à partir des matrices
estimées. Ces deux étapes sont décrites dans les paragraphes suivants.

1.3.3.1 Estimation de la matrice d’observabilité et/ou la matrice des séquences
d’état

Pour estimer la matrice d’observabilité étendue et/ou la matrice des séquences d’état, les
méthodes classiques des sous-espaces utilisent une relation matricielle exprimant la sortie du
système, linéairement en fonction de l’état et des entrées. Grâce à une projection orthogonale,
une estimation de la matrice d’observabilité étendue et/ou la matrice des séquences d’état peut
être obtenue.

Enonçons, tout d’abord, la relation matricielle qui sert de base aux méthodes classiques des
sous-espaces. Cette relation est introduite dans [20] et constitue la base des méthodes d’identi-
fication des sous-espaces des systèmes LTI. Elle est obtenue par des substitutions répétitives de
l’équation (1.9) :

Yi = ΓiXi + HiUi + Hv
i Vi + Wi (1.24)

où les matrices de Hankel Yi, Ui, Vi, et Wi sont définies comme dans les équations (1.12), et
(1.14), et la matrice des séquences d’état Xi est définie par la relation (1.16).

Une estimation de la matrice ΓiXi est obtenue par une projection orthogonale effectuée de
manière à supprimer l’influence des entrées dans l’équation (1.24) et à obtenir uniquement l’action
de l’état :

YiΠU⊥

i
= ΓiXiΠU⊥

i
+ Hv

i ViΠU⊥

i
+ WiΠU⊥

i
(1.25)

on rappelle que ΠU⊥

i
= I − UT

i (UiU
T
i )(−)Ui (voir la section 1.2). Comme les bruits ne sont pas

corrélés avec les entrées déterministes, on obtient :

E[ViΠU⊥

i
] = E[Vi]−E[ViU

T
i (UiU

T
i )(−)Ui] (1.26)

E[ViΠU⊥

i
] = 0 (1.27)

on a de même :
E[WiΠU⊥

i
] = 0 (1.28)

Pour améliorer l’estimation de ΓiXi obtenue, deux matrices de pondérations W1 ∈ IRℓi×ℓi et
W2 ∈ IRj×j sont utilisées :

W1YiΠU⊥

i
W2 =W1ΓiXiΠU⊥

i
W2 +W1(H

v
i ViΠU⊥

i
+ WiΠU⊥

i
)W2 (1.29)
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Ces matrices doivent vérifier les conditions suivantes :

1- rang(W1Γi) = rang(Γi)

2- rang(XiΠU⊥

i
W2) = rang(Xi)

3- E[W1(H
v
i ViΠU⊥

i
+ WiΠU⊥

i
)W2] = 0

Ainsi, ces deux matrices sont choisies de manière à conserver le rang de la matrice ΓiXi

(conditions 1 et 2) et qu’il n’y ait pas corrélation entre ces matrices et les bruits (condition 3).

Ces conditions étant satisfaites, l’ordre du système "n" est donné par :

rang(W1YiΠU⊥

i
W2) = n (1.30)

La matrice d’observabilité étendue et des séquences d’état peuvent-être estimées de la manière
suivante :

W1Γi = U1S
1/2
1 (1.31)

XiΠU⊥

i
W2 = S

1/2
1 VT

1 (1.32)

où les matrices U1, S1 et V1 sont données par la décomposition en valeurs singulières suivante :

W1YiΠU⊥

i
W2 =

(
U1 U2

)(S1 0
0 S2

)(
VT

1

VT
2

)
(1.33)

dans laquelle S1 contient les valeurs singulières dominantes.

Si la matriceW2 est convenablement choisie (W2 vérifie les conditions 2 et 3) alors XiΠU⊥

i
W2

constitue une estimation de la matrice des séquences d’état :

X̂i = XiΠU⊥

i
W2 (1.34)

La différence entre les grandes familles des sous-espaces à savoir N4SID ([44], [76]), MOESP
([72]), CVA ([43], [44]), 4SID basique et IV-4SID ([77]) se situe au niveau du choix des matrices
de pondérations W1 et W2. Le tableau (1.1) montre la valeur prise par les matrices W1 et W2

dans ces différentes méthodes.

Acronyme W1 W2

N4SID Iℓi (T0ΠU⊥

i
)(−)T0

MOESP Iℓi (T0ΠU⊥

i
)(−)(T0ΠU⊥

i
)

CVA
(
YiΠU⊥

i
(YiΠU⊥

i
)T
)−1/2

(T0ΠU⊥

i
)(−)(T0ΠU⊥

i
)

4SID-basique Iℓi Ij

IV-4SID Iℓi Ψ

Tab. 1.1 – la valeur prise par les matrices de pondérations dans les différentes méthodes classiques
des sous-espaces. La matrice Ψ de la méthode IV-4SID contient les instruments.

La justification de ce tableau est donnée dans les références suivantes [66], [67] et [32].

Comme la condition 3 n’est pas satisfaite dans les méthodes 4SID et IV-4SID, les estimations
obtenues dans ces deux méthodes ne sont pas consistantes (voir [33]).
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1.3.3.2 Détermination d’une réalisation du système

A présent que nous avons estimé la matrice d’observabilité Γi et/ou la matrice des séquences
d’état, nous allons déterminer les matrices T−1AT , T−1B, CT et D du système. Il existe deux
manières d’accomplir cette tâche : la première utilise les matrices des séquences d’état X̂i et X̂i+1

(N4SID et CVA) et la deuxième se base sur l’estimation de la matrice d’observabilité de même
que sur la matrice de Toeplitz inférieure Hi contenant les paramètres de Markov (MOESP, 4SID
basique et IV-4SID).

1.3.3.2.1 Détermination d’une réalisation à partir de X̂i Pour obtenir une réalisation
(T−1AT , T−1B, CT , D) du système il faut disposer des matrices des séquences d’état X̂i et
X̂i+1 en plus des matrices de Hankel Yi et Ui. La matrice des séquences d’état future X̂i+1 est
obtenue par la relation :

X̂i+1 = S̄
1/2
1 V̄T

1 (1.35)

où
(
Ū1 Ū2

)( S̄1 0
0 S̄2

)(
V̄T

1

V̄T
2

)
= W̄1Yi+1/i−1ΠU⊥

i+1/i−1

W̄2 (1.36)

Dans cette estimation, deux nouvelles matrices de pondération W̄1 et W̄2 sont utilisées de même
que les matrices de Hankel Yi+1/i−1 et Ui+1/i−1 qui sont définies comme dans l’équation (1.12).

Il clair que les matrices X̂i, X̂i+1, Yi−1/1 et Ui−1/1 (les matrices Yi−1/1 et Ui−1/1 étant définies
comme dans l’équation (1.12)) vérifient la relation :

(
X̂i+1

Yi−1/1

)
=

(
T−1AT TB
CT−1 D

)(
X̂i

Ui−1/1

)
+

(
ρv

ρw

)
(1.37)

dans laquelle ρv et ρw représentent l’influence des bruits vk et wk. Les matrices T−1AT , T−1B,
CT , D sont alors obtenues par la minimisation grâce à la méthode des moindres carrés du critère
J suivant :

J(T−1AT, TB, CT−1, D) =

∥∥∥∥
(

X̂i+1

Yi−1/1

)
−
(

T−1AT TB
CT−1 D

)(
X̂i

Ui−1/1

)∥∥∥∥
2

F

(1.38)

Il est démontré dans [64] et [67] que les matrices des séquences d’état X̂i et X̂i+1 sont solutions
d’un banc de filtre de Kalman. Il est évident que si les conditions initiales sont mal choisies, les
matrices des séquences d’état de Kalman X̂i et X̂i+1 sont biaisées. Pour éviter ce biais et rendre
les algorithmes robustes, des améliorations de cet algorithme sont proposées [67].

1.3.3.2.2 Détermination d’une réalisation à partir des matrices Hi et Γi L’estimation
des matrices du système se fait en deux phases séparées dans les méthodes utilisant la matrice
d’observabilité étendue et la matrice de Toeplitz inférieure. Tout d’abord, les matrices A et C
sont estimées à partir de la matrice d’observabilité étendue Γi ; ensuite, les matrices B et D sont
estimées à partir de la matrice de Toeplitz contenant les paramètres de Markov.

1.3.3.2.2.1 Estimation des matrices A et C
Il existe plusieurs méthodes d’estimation de ces deux matrices à partir de la connaissance de
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1.3. Méthodes classiques des sous-espaces

la matrice Γi. L’une des plus utilisées est la suivante :

Â = (Γi)
(−)Γ̄i, où Γi = Γi(1 : ℓ(i− 1), :) et Γ̄i = Γi(ℓ : ℓi, :) (1.39)

et
Ĉ = Γi(1 : ℓ, :) (1.40)

Nous rappelons que les notations utilisées sont celles de matlab : M(r : s, :) désigne les lignes r
à s de la matrice M .

1.3.3.2.2.2 Estimation des matrices B et D
La matrice d’observabilité étendue Γi ne dépend que des matrices A et C (voir 1.17), l’esti-

mation des matrices B et D nécessite alors l’utilisation d’une autre matrice à savoir la matrice
de Toeplitz inférieure Hi (voir (1.21)). En effet cette matrice contient les paramètres de Markov
qui dépendent des matrices A, C, B et D. Ainsi en projetant à gauche l’équation (1.24) ortho-
gonalement à la matrice d’observabilité étendue Γi et en la multipliant à droite par la matrice
U

(−)
i , on obtient :

Γ⊥
i YiU

(−)
i = Γ⊥

i Hi + Γ⊥
i (Hv

i Vi + Wi)U
(−)
i (1.41)

Les bruits n’étant pas corrélés aux entrées nous avons :

E[Γ⊥
i YiU

(−)
i ] = Γ⊥

i Hi (1.42)

Pour améliorer la consistance des estimations obtenues, la matrice orthogonale à la matrice
d’observabilité étendue (Γ⊥

i ) est calculée à partir des estimations Â et Ĉ.
L’équation (1.41) étant linéaire en B et D (voir (1.21)), une estimation de ces deux matrices

est obtenue par la méthode des moindres carrés. Les détails de ce calcul sont exposés dans [15]
et [67].

Pour diminuer le nombre d’opérations dans les méthodes classiques des sous-espaces, une
décomposition QR est utilisée. Les détails de cette décomposition QR sont exposés dans [67] au
chapitre 6.

1.3.3.3 Objectif des méthodes classiques des sous-espaces

L’objectif des méthodes d’identification est d’obtenir un modèle qui permet d’expliquer les
sorties à partir de la connaissance des entrées. Ce but est atteint en général par la minimisation
d’une "erreur de prédiction". En d’autres termes, ces techniques établissent un modèle qui com-
met une erreur minimale (suivant un critère déterminé) dans la prédiction des sorties futures,
sachant que les sorties passées et/ou les entrées sont connues.

Ainsi les techniques d’identification des sous-espaces ont pour objectif de prédire les sorties
futures Yi en disposant des sorties passées Y0 et des entrées U0 et Ui. Pour atteindre ce but, on
minimise l’erreur de prédiction suivant la norme de Frobenius. Cela revient à déterminer deux
matrices LT ∈ IRℓi×(m+ℓ)i et LU ∈ IRℓi×mi minimisant le critère J suivant :

J(LT , LU ) =

∥∥∥∥Yi − ( LT LU )

(
T0

Ui

)∥∥∥∥
2

F

(1.43)

où ‖ ‖2F désigne la norme de Frobenius et T0 définie par la relation (1.15) (1.44)

Les travaux de Qin et Ljung ([60] et [59]) ont montré que la paramétrisation utilisée dans le
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Chapitre 1. Identification des systèmes linéaires

critère J défini dans la relation (1.43) n’est pas parcimonieuse. En effet, les termes connus sont
estimés dans la matrice LU (LU ≡ Hi). Ils correspondent aux zéros de la matrice de Toeplitz
inférieure Hi (voir (1.21)). En considérant le critère J bloc de ligne par bloc de ligne, Qin et
Ljung ont démontré que les zéros de la matrice de Toeplitz inférieure Hi correspondent aux
contributions des entrées non causales. Pour rendre cette paramétrisation parcimonieuse, ces
chercheurs ont proposé de considérer le critère J bloc de ligne par bloc de ligne.

1.4 Méthodes basées sur l’estimation des paramètres de Markov

Une alternative aux méthodes classiques d’identification des sous-espaces est l’utilisation des
paramètres de Markov. Contrairement aux méthodes classiques des sous-espaces, les méthodes
d’identification basées sur l’estimation des paramètres de Markov n’estiment pas la matrice des
séquences d’état. Par contre, les outils mathématiques utilisés sont les mêmes que dans les mé-
thodes classiques des sous-espaces, à savoir les projections matricielles. Les méthodes proposées
par Chui et Maciejowski [17] et Bingulac [8] se situent dans cette famille de méthodes. Les
grandes étapes de la méthode d’identification des sous-espaces proposée par Chui et Maciejowski
feront l’objet de cette section. Leur méthode estime en premier la matrice de Toeplitz inférieure
(contenant les i premiers paramètres de Markov), au lieu des matrices des séquences d’état et
de la matrice d’observabilité étendue utilisées dans les méthodes classiques. Pour estimer cette
matrice de Toeplitz inférieure, une structuration des données en trois blocs : "passées", "futures"
et "avancées" sera utilisée ; on notera que les méthodes classiques n’utilisent que deux subdivi-
sions "passée" et "future". La subdivision supplémentaire "avancée" permet l’utilisation d’une
variable instrumentale qui annule l’influence des bruits si la fenêtre de corrélation des bruits est
inférieure à celle des données futures. Les i paramètres de Markov obtenus à l’aide de la matrice
de Toeplitz seront utilisés pour estimer les i paramètres de Markov suivants. L’utilisation des
paramètres de Markov permet d’obtenir aisément une réalisation minimale et équilibrée à l’aide
de l’algorithme ERA [36].

1.4.1 Identification du système

Contrairement aux méthodes classiques des sous-espaces, les méthodes d’identification basées
sur l’estimation des paramètres de Markov n’estiment pas la matrice des séquences d’état. Elles
estiment la matrice de Toeplitz et la matrice de Hankel contenant les paramètres de Markov, puis
déterminent l’ordre et une réalisation du système à partir des paramètres de Markov obtenus.

La formulation du problème résolu par cette méthode est la même que dans le paragraphe
1.3.1, mais les états xk ∈ IRn, les entrées uk ∈ IRm, les sorties yk ∈ IRℓ et les bruits vk ∈ Rn

et wk ∈ IRℓ sont supposés stationnaires, réels et de carré Lebesgue-intégrable. Les bruits vk et
wk sont supposés non corrélés avec les entrées uk. De plus la matrice A est supposée stable,
c’est-à-dire que toutes ses valeurs propres sont comprises dans le cercle unité.

Les matrices utilisées dans la suite pour identifier le système sont définies dans le paragraphe
suivant.
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1.4.1.1 Matrices du système

Les matrices de Hankel inférieure ΦL ∈ IRℓi×mi et supérieure ΦU ∈ IRℓi×mi sont définies par :

ΦU =




0 CAi−2B ... CAB CB
0 0 ... CA2B CB
...

...
...

...
...

0 0 ... 0 CAi−2B
0 0 0 0 0




(1.45)

ΦL =




CAi−1B 0 ... 0
CAiB CAi−1B ... 0

...
... ...

...
CA2i−2B CA2i−3B ... CAi−1B


 (1.46)

On définit les matrices des mesures Zi et Z2i suivantes
(

Zi

Z2i

)
=

(
Yi

Y2i

)
−
(

Hi 0
ΦU Hi

)(
Ui

U2i

)
(1.47)

S =




U0

Ui

U2i

Y0


 ∈ IR(3m+ℓ)i×j , R =

(
YiΠS

Ui

)
∈ IR(m+ℓ)i×j , Q = ZiΠS ∈ IRℓi×j (1.48)

Notons que la matrice S définie dans l’équation (1.48) servira d’instrument pour annuler
l’influence des bruits.

1.4.1.2 Equations matricielles d’entrée et sortie

L’estimation des paramètres de Markov est obtenue à partir des équations matricielles d’en-
trée et sortie obtenues par des substitutions répétitives de l’équation (1.9) :

Y0 = ΓiX0 + HiU0 + Hv
i V0 + W0 (1.49)

Yi = ΓiXi + HiUi + Hv
i Vi + Wi (1.50)

Y2i = ΓiX2i + HiU2i + Hv
i V2i + W2i (1.51)

Xi = AiX0 + ∆iU0 + ∆v
i V0 (1.52)

X2i = AiXi + ∆iUi + ∆v
i Vi (1.53)

où les matrices de Hankel Y0, Yi, Y2i, U0, Ui, U2i, U2i, V0, Vi, V2i, W0 Wi, et W2i sont définies
comme dans les équations (1.12), (1.13) et (1.14), et les matrices des séquences d’état Xi, X2i et
X0 sont définies par la relation (1.16).

Les relations matricielles d’entrée et sortie précédentes serviront de base à la méthode pro-
posée par Chui et Maciejowski. La méthode proposée par ces deux chercheurs est présentée dans
le paragraphe suivant.
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Chapitre 1. Identification des systèmes linéaires

1.4.1.3 Projection de matrice

L’estimation de deux matrices du système Hi et ΦL permettent de déterminer les 2i premiers
paramètres de Markov du système. Les i premiers paramètres de Markov (D, CB, ...,CAi−2B)
sont obtenus à partir de la matrice de Toeplitz inférieure Hi tandis que les i restants (CAi−1B,
CAiB, ...,CA2i−2B) sont estimés à l’aide de la matrice de Hankel inférieure ΦL.

Une condition indispensable pour l’estimation des paramètres de Markov est que la matrice
Ψ définie ci-dessous soit définie positive :

Ψ = E







XiΠS

Ui

U2i






XiΠS

Ui

U2i




T

 (1.54)

Ψ > 0 (1.55)

Cette condition assure que les matrices utilisées dans la suite contiennent suffisamment d’in-
formation pour identifier le système, mais elle est malheureusement difficile à vérifier si on ne
dispose pas de l’état.

Les i premiers paramètres de Markov sont déterminés en deux étapes :

- les actions de l’état sont annulées sur la matrice de sortie avancée Y2i en réalisant une
projection sur l’espace orthogonal de ces états, ce qui permet d’obtenir une relation linéaire par
rapport aux i premiers paramètres de Markov,

- ces i premiers paramètres de Markov sont ensuite estimés par la méthode des moindres
carrés à partir de la sortie projetée.

Les i derniers paramètres de Markov sont déterminés de manière similaire.

1.4.1.4 Relations linéaires par rapport aux paramètres de Markov

La relation (1.51) exprime la sortie en fonction de l’entrée et de l’état. Comme on ne connaît
pas l’état, Chui et Maciejowski ont proposé d’annuler l’influence de ces états grâce à une projec-
tion orthogonale sur ΠSΠR⊥ :

Y2iΠSΠR⊥ = HiU2iΠR⊥ (1.56)

Les termes de bruits sont négligés puisque la matrice S est décorrélée des matrices des bruits V2i

et W2i et l’état disparaît de cette relation puisque la matrice X2iΠS est orthogonale à la matrice
ΠR⊥ . L’orthogonalité de ces deux matrices est démontrée dans [17].

La relation (1.56) est linéaire par rapport aux i premiers paramètres de Markov contenus
dans la matrice de Toeplitz inférieure Hi (voir la relation (1.21)). Ces paramètres de Markov
minimisant le critère J défini ci-dessous sont alors estimés par la méthode des moindres carrés :

J(h−1, ..., hi−2) = ‖Y2iΠSΠR⊥ −Hi(h−1, ..., hi−2)U2iΠR⊥‖2F (1.57)

avec h− 1 = D, hs = CAsB, s = 0, ..., i− 2. Les détails de cette estimation par la méthode des
moindres carrés sont présentés dans le paragraphe suivant.

En procédant de manière similaire, on obtient une relation linéaire par rapport aux i pa-
ramètres de Markov restants. En substituant les relations (1.53) et (1.51) dans (1.47), nous
obtenons :

Z2i = ΓiA
iXi + ΦLUi + ΓiH

v
i V2i + ∆v

i Vi + W2i (1.58)
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puis on obtient la relation suivante en multipliant l’équation précédente par ΠSΠQ⊥ :

Z2iΠSΠQ⊥ = ΦLUiΠQ⊥ (1.59)

La matrice ΠS étant décorrélée des matrices de bruits V2i, Vi et W2i et la matrice XiΠS étant
orthogonale à ΠQ⊥ (voir [17]), les i paramètres de Markov suivants (hi−1, ..., h2i−2) contenus
dans la matrice ΦL (voir Eq. (1.46)) sont estimés par la méthode des moindres carrés grâce à la
minimisation du critère J :

J(hi−1, ..., h2i−2) =
∥∥Z2iΠSΠQ⊥ − ΦL(hi−1, ..., h2i−2)UiΠQ⊥

∥∥2

F
(1.60)

avec hs = CAsB, s = i− 1, ..., 2i− 2.
Chui et Maciejowski ont proposé une méthode d’estimation en bloc des paramètres de Markov

à partir des relations (1.56) et (1.59), cette méthode est exposée dans le paragraphe suivant.

1.4.1.5 Estimation des 2i premiers paramètres de Markov

D’après la condition (1.55), les matrices U2iΠR⊥ et UiΠQ⊥ sont de plein rang ligne ce qui
permet l’estimation des matrices Hi et ΦL à partir des relations (1.56) et (1.59).

Les i premiers paramètres de Markov sont estimés à partir de la relation (1.56).
Tout d’abord, on décompose les deux matrices utilisées dans l’équation (1.56) de la manière

suivante : 


S̄1

S̄2
...
S̄i


 = Y2iΠSΠR⊥ et




P̄1

P̄2
...

P̄i


 = U2iΠR⊥ (1.61)

avec S̄r ∈ IRℓ×j , P̄r ∈ IRm×j , r = 1, ..., i (1.62)

à partir de (1.61) on forme deux matrices P̄ et S̄ :

S̄ =
(
S̄1 S̄2 ... S̄i

)
∈ IRℓ×ji, P̄ =




P̄1 P̄2 ... P̄i

0 P̄1 ... P̄i−1
...

...
...

...
0 0 ... P̄1


 ∈ IRmi×ji (1.63)

On remarquera que P̄ est de plein rang du fait que U2iΠR⊥ est de plein rang (voir relation (1.55)).
L’équation (1.56) est réécrite sous la forme :

S̄ = HP̄ , avec H =
(
h−1 h0 ... hi−2

)
(1.64)

Finalement les i premiers paramètres de Markov h−1, h0, ..., hi−2 sont estimés par la minimisation
suivante :

min
H

∥∥S̄ −HP̄
∥∥2

F
(1.65)

dans laquelle on retient la solution données par la méthode des moindres carrés :

Ĥ = S̄P̄ (−) (1.66)

Les i paramètres de Markov suivants (hi−1, hi, ..., h2i−2) sont estimés de la même manière en
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utilisant la relation (1.59).

Après avoir obtenu les paramètres de Markov, les algorithmes de Kung [41] ou ERA ("Ei-
gensystem Realization Algorithm" exposé en annexe A.1) [36] peuvent être utilisés pour obtenir
une réalisation du système.

Méthode d’identification proposée par Chui et Maciejowski [17]

1. Construire les matrices : S =
(
UT

0 UT
i UT

2i Y T
0

)T
, R =

(
(YiΠS)T UT

i

)T
, Y2iΠSΠR⊥

2. Calculer les matrices S̄r, P̄r (r = 1, ..., i) à partir de la décomposition :
(
S̄T

1 S̄T
2 ... S̄T

i

)T
= Y2iΠSΠR⊥ ,

(
P̄ T

1 P̄ T
2 ... P̄ T

i

)T
= U2iΠR⊥

3. Construire les matrices S̄ et P̄ en utilisation la relation (1.63)
4. Estimer les i premiers paramètres de Markov :

H = S̄P̄ T (P̄ P̄ T )−1, H =
(
D CB ... CAi−2B

)

5. Construire les matrices : Zi = Yi −HiUi, Q = ZiΠS , Z2iΠSΠQ⊥

6. Calculer les matrices S
¯r et P

¯r (r = 1, ..., i) à partir de la décomposition :
(
S
¯

T
1 S

¯
T
2 ... S

¯
T
i

)T
= Z2iΠSΠQ⊥ ,

(
P
¯

T
1 P

¯
T
2 ... P

¯
T
i

)
= UiΠQ⊥

7. Construire les matrices P
¯

et S
¯

de la même manière que S̄ et P̄ (voir relation (1.63))
8. Estimer les i paramètres de Markov suivants :

H̄ = S
¯
P
¯

T (P
¯
P
¯

T )−1, H̄ =
(
CAi−1B CAiB ... CA2i−2B

)

8. Utiliser l’algorithme ERA [36] pour estimer l’ordre et une réalisation du système :

8.1 construire les matrices de Hankel Hk
ν (k = 0, 1 et ν = i− 1)

Hk
ν =




CAkB · · · CAk+ν−1B
CAk+1B · · · CAk+νB

...
...

...
CAk+ν−1B · · · CAk+2ν−2B




8.2 effectuer la décomposition en valeurs singulières suivante :

H0
ν =

(
U1 U2

)(S1 0
0 S2

)(
VT

1

VT
2

)
≃U1S1VT

1

8.3 calculer la matrice d’observabilité Γν =U1S
1/2
1 , et celle de commandabilité Cν = S

1/2
1 VT

1

8.4 l’ordre du système est donné par le nombre de valeurs singulières de la matrice S1

8.5 la matrice CT est donnée par les ℓ premières lignes de Γν

8.6 la matrice T−1B est donnée par les m premières colonnes de Cν
8.7 la matrice T−1AT est déterminée par la formule : T−1AT = S

−1/2
1 UT

1 H1
νV1S

−1/2
1

Tab. 1.2 – Les grandes lignes de la méthode d’identification des sous-espaces proposée par Chui
et Maciejowski
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Les différents étapes de la méthode d’identification proposée par Chui et Maciejowski sont
présentées dans la figure (1.1).

Fig. 1.1 – les étapes de la méthode d’identification proposée par Chui et Maciejowski

Pour diminuer le nombre d’opérations Chui et Maciejowski ont suggéré l’utilisation d’une
décomposition QR. Les détails de cette décomposition QR sont exposés dans [17]. Les différentes
étapes de la méthode d’identification proposée par Chui et Maciejowski sont représentées dans
le tableau (1.2).
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1.5 Nouvelles méthodes d’identification utilisant un modèle FIR

Les méthodes proposées dans cette section sont basées sur l’estimation des paramètres de
Markov et font partie des contributions de cette thèse à l’identification des systèmes LTI par la
méthode des sous-espaces [53]. Ces méthodes utilisent un modèle FIR pour identifier le système.
Se basant sur la stabilité du système, la sortie de ce dernier est exprimée uniquement en fonction
des entrées pondérées par les paramètres de Markov. Cette relation étant linéaire par rapport aux
paramètres de Markov, une estimation de ces paramètres est obtenue par la méthode des moindres
carrés. Comme les entrées ne sont pas corrélées avec les bruits, l’estimation obtenue est non biaisée
même en présence de bruits colorés. Les paramètres de Markov estimés permettent d’obtenir
une réalisation minimale et équilibrée du système à l’aide de l’algorithme ERA. Les méthodes
proposées utilisent une paramétrisation parcimonieuse, ce qui réduit la variance d’estimation des
paramètres surtout quand le nombre de données utilisées est faible.

Trois méthodes d’identification des sous-espaces basées sur l’estimation des paramètres de
Markov sont proposées dans cette section. La première méthode exprime la sortie du système en
fonction des entrées passées et futures alors que cette sortie est exprimée uniquement en fonction
des entrées passées dans la deuxième méthode. La troisième méthode utilise une matrice des
entrées contenant un bloc triangulaire dans l’expression de la sortie, ce qui réduit l’ordre requis,
de la persistance des entrées.

Commençons par la présentation du problème d’identification qui est résolu dans ces trois
méthodes.

1.5.1 Position du problème

Le problème d’identification résolu est le même que celui exposé dans le paragraphe 1.3.1
mais les bruits vk et wk sont cette fois-ci supposés colorés, centrés et indépendants des entrées
uk. De plus la matrice A est supposée stable, c’est-à-dire que toutes ses valeurs propres sont
comprises dans le cercle unité.

1.5.2 Première méthode

La première méthode se base sur une relation matricielle exprimant les sorties du système
uniquement en fonction des entrées pondérées par les paramètres de Markov, à l’aide d’un modèle
FIR. La méthode se base sur la stabilité du système pour exprimer cette relation dans laquelle les
puissances élevées de la matrice d’état A sont négligées. Les paramètres de Markov sont ensuite
estimés à partir de cette relation matricielle. Une paramétrisation parcimonieuse est utilisée dans
l’estimation des paramètres de Markov, ce qui permet de réduire la variance d’estimation. Les
estimations obtenues sont consistantes même en présence de bruits colorés. Pour commencer,
établissons la relation matricielle d’entrée-sortie qui sert de base à cette première méthode.

1.5.2.1 Relation matricielle d’entrée-sortie

L’objectif étant d’atténuer l’influence de la matrice des séquences d’état passée X0, on cher-
chera une expression de la sortie dans laquelle cette matrice sera pondérée par une puissance
élevée de la matrice d’état A. Comme le système est stable, la matrice Ai tend exponentiellement
vers zéro quand i croît et l’effet de la matrice des séquences d’état passée X0 qu’elle pondère
devient négligeable.
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Par des applications successives de l’équation (1.9), on obtient les deux équations :

Ys/r = ΓrXs + HrUs/r + Hv
r Vs/r + Ws/r (1.67)

Xs = AiX0 + ∆iU0 + ∆v
i V0/i, où i = s− r (1.68)

où les matrices Ys/r, Us/r, Vs/r, Ws/r, U0 et V0 sont définies comme dans les équations (1.12) et
(1.13) et la matrice des séquences d’état Xs est définie dans la relation (1.16).

En substituant (1.68) dans (1.67), on obtient :

Ys/r = ΓrA
iX0 + Γr∆iU0 + HrUs/r + Hv

r Vs/r + Γr∆
v
i V0 + Ws/r (1.69)

Pour i suffisamment grand on obtient en négligeant ΓrA
iX0 :

Ys/r ≃ Γr∆iU0 + HrUs/r + Hv
r Vs/r + Γr∆

v
i V0 + Ws/r (1.70)

où ∆i et ∆v
i définies respectivement par les relations (1.19) et (1.20), sont égales à :

∆i =
(
Ai−1B Ai−2B ... B

)
∈ IRn×mi, ∆v

i =
(
Ai−1 Ai−2 ... I

)
∈ IRn×ni (1.71)

Une estimation non biaisée des deux matrices Γr∆i et Hr peut être obtenue par la méthode des
moindres carrés. On remarquera que Γr∆i est une matrice qui contient r + i− 1 paramètres de
Markov :

Γr∆i =




CAi−1B CAi−2B ... CB
CAiB CAi−1B ... CAB

...
...

...
...

CAi+r−2B CAi+r−3B ... CAr−1B


 ∈ IRℓr×mi (1.72)

1.5.2.2 Détermination des paramètres de Markov

La relation (1.70) permet d’obtenir une estimation non biaisée des matrices Γr∆i et Hr par
la minimisation du critère :

min
Γr∆i , Hr

∥∥∥∥Ys/r −
(

Γr∆i | Hr

)( U0

Us/r

)∥∥∥∥
2

F

(1.73)

Nous retiendrons la solution donnée par la méthode des moindres carrés. Cette estimation n’est

possible que si la matrice U0/s (U0/s =

(
U0

Us/r

)
, voir les équations (1.12) et (1.13), on rappelle

que s = i + r) est de plein rang, ce qui implique que les entrées soient persistantes d’ordre r + i.
L’estimation des matrices Γr∆i et Hr est donnée par le théorème suivant :

Théorème 1.1. (estimation des paramètres de Markov)
Si les entrées sont persistantes d’ordre r + i alors une estimation non biaisée des matrices Γr∆i

et Hr est donnée par :
(

Γ̂r∆i

∣∣∣ Ĥr

)
= Ys/r

(
U0

Us/r

)(−)

(1.74)

Preuve
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Chapitre 1. Identification des systèmes linéaires

Nous allons démontrer que l’estimation des matrices Γr∆i et Hr obtenue est non biaisée.
Pour cela, nous allons calculer l’espérance mathématique des matrices estimées :

E
[(

Γ̂r∆i

∣∣∣ Ĥr

)]
= E

[
Ys/r

(
U0

Us/r

)(−)
]

(1.75)

en substituant l’équation (1.70) dans la précédente, nous obtenons :

E
[(

Γ̂r∆i

∣∣∣ Ĥr

)]
=
(

Γr∆i | Hr

)
+ Hv

r E

[
Vs/r

(
U0

Us/r

)(−)
]

+ Γr∆
v
i E

[
V0

(
U0

Us/r

)(−)
]

+E

[
Ws/r

(
U0

Us/r

)(−)
]

(1.76)

Comme les entrées sont décorrélées des bruits d’état et de sortie de moyenne nulle, nous avons :

E

[
V0

(
U0

Us/r

)(−)
]

= 0, E

[
Vs/r

(
U0

Us/r

)(−)
]

= 0, et E

[
Ws/r

(
U0

Us/r

)(−)
]

= 0 (1.77)

et l’estimation donnée par la formule (1.74) est non biaisée :

E
[(

Γ̂r∆i

∣∣∣ Ĥr

)]
=
(

Γr∆i | Hr

)
(1.78)

�

Améliorations des estimations Les travaux des chercheurs Qin et Ljung [60] ont montré que
l’estimation des termes connus (les zéros contenus dans la matrice Toeplitz inférieure Hi (voir
Eq. (1.21)) dans les méthodes des sous-espaces augmente la variance des paramètres estimés.
Pour éviter d’estimer ces termes connus, l’estimation des matrices est alors réalisée par bloc de
lignes :

(
(Γ̂r∆i)1

∣∣∣ Ĥr1

)
= Ys/1

(
U0

Us/1

)(−)

(1.79)

(
(Γ̂r∆i)2

∣∣∣ Ĥr2

)
= Ys+1/1

(
U0

Us/2

)(−)

(1.80)

...
(

(Γ̂r∆i)r

∣∣∣ Ĥrr

)
= Ys+r−1/1

(
U0

Us/r

)(−)

(1.81)

où les matrices Us/t et Ys+t/1 (t = 1, ..., r) sont définies comme dans l’équation (1.12) et

Γ̂r∆i =




(Γ̂r∆i)1

(Γ̂r∆i)2
...

(Γ̂r∆i)r



∈ IRℓr×mi, (voir Eq. (1.72)) (1.82)
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(Γr∆i)t =
(
ht+i−2 ht+i−3 ... ht−1

)
∈ IRℓ×mi, (1.83)

Hrt =
(
ht−2 ht−3 ... h−1

)
∈ IRℓ×mr, (t = 1, ..., r) (1.84)

et les paramètres de Markov sont notés par :

h−1 = D, ht = CAtB, t = 0, 1, 2, ..., r + i− 2 (1.85)

Première nouvelle méthode d’identification

1. Former les matrices Ys+t/1, Us/t, U0 (t = 1, ..., r) en se basant sur les relations (1.12) et (1.13)
2. Calculer les estimations des moindres carrés suivante :

(
(Γ̂r∆i)t

∣∣∣Ĥrt

)
= Ys+t

(
U0

Us/t

)(−)

, t = 1, ..., r

3. Calculer les r + i− 1 paramètres de Markov en prenant la moyenne des paramètres de Markov

obtenus dans les matrices (Γ̂r∆i)t et Ĥrt (t = 1, ..., r) estimés
4. Utiliser l’algorithme ERA [36] pour estimer l’ordre et une réalisation du système :

4.1 construire les matrices de Hankel Hk
ν (k = 0, 1 et ν = integer((r + i− 1)/2))

Hk
ν =




CAkB · · · CAk+ν−1B
CAk+1B · · · CAk+νB

...
...

...
CAk+ν−1B · · · CAk+2ν−2B




4.2 opérer la décomposition en valeurs singulières suivante :

H0
ν =

(
U1 U2

)(S1 0
0 S2

)(
V T

1

V T
2

)
≃ U1S1V

T
1

4.3 calculer la matrice d’observabilité Γν = U1S
1/2
1 , et celle de commandabilité Cν = S

1/2
1 V T

1

4.4 l’ordre du système est donné par le nombre de valeurs singulières de la matrice S1

4.5 la matrice CT est donnée par les ℓ premières lignes de Γν

4.6 la matrice T−1B est donnée par les m premières colonnes de Cν
4.7 la matrice T−1AT est déterminée par : T−1AT = S

−1/2
1 UT

1 H1
νV1S

−1/2
1

Tab. 1.3 – Les grandes étapes de la première nouvelle méthode d’identification des sous-espaces

Pour améliorer l’estimation des paramètres de Markov obtenus, on utilise leur moyenne. Après
l’estimation des paramètres de Markov, l’ordre et une réalisation minimale sont déterminés par
l’algorithme ERA.
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Chapitre 1. Identification des systèmes linéaires

Les grandes étapes de la méthode d’identification proposée dans ce paragraphe sont énumérées
dans le tableau (1.3).

1.5.3 Réduction du nombre d’opérations par une décomposition QR

L’utilisation de la décomposition QR sera proposée d’abord dans l’estimation des paramètres
de Markov avec une paramétrisation non parcimonieuse (théorème 1.1). Son extension à l’esti-
mation des paramètres de Markov avec la paramétrisation parcimonieuse est donnée ensuite.

Considérons la décomposition QR :




U0

Us/r

Ys/r


 = RQT (1.86)

avec QT ∈ IR((r+i)m+ℓr)×j (QTQ = I(r+i)m+ℓr) et R ∈ IR((r+i)m+ℓr)×((r+i)m+ℓr) est une matrice
triangulaire inférieure.

On a les égalités suivantes :
(

U0

Us/r

)
= R(1 : m(i + r), :)QT , (1.87)

(où les notations utilisées sont celles de matlab : R(1 : m(i + r), :) représente les lignes 1 à
m(i + r) de la matrice R)

Ys/r = R(m(i + r) + 1 : m(i + r) + ℓr, :)QT (1.88)

L’équation (1.1) devient :

(
Γ̂r∆i

∣∣∣ Ĥr

)
= Ys/r

(
U0

Us/r

)(−)

(1.89)

(
Γ̂r∆i

∣∣∣ Ĥr

)
= Ys/r

(
U0

Us/r

)T
((

U0

Us/r

)(
U0

Us/r

)T
)−1

(1.90)

(
Γ̂r∆i

∣∣∣ Ĥr

)
= R(m(i + r) + 1 : m(i + r) + ℓr, :)QTQ︸ ︷︷ ︸

I

R(1 : m(i + r), :)T× (1.91)


R(1 : m(i + r), :)QTQ︸ ︷︷ ︸

I

R(1 : m(i + r), :)T




−1

(1.92)

finalement l’estimation de la matrice
(

Γ̂r∆i

∣∣∣ Ĥr

)
est donnée par :

(
Γ̂r∆i

∣∣∣ Ĥr

)
=

R(m(i+r)+1 : m(i+r)+ℓr, :)R(1 : m(i+r), :)T
(
R(1 : m(i + r), :)R(1 : m(i + r), :)T

)−1
(1.93)
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1.5. Nouvelles méthodes d’identification utilisant un modèle FIR

(
Γ̂r∆i

∣∣∣ Ĥr

)
= R(m(i + r) + 1 : m(i + r) + ℓr, :)R(1 : m(i + r), :)(−) (1.94)

Ce qui montre que dans le calcul de la matrice
(

Γ̂r∆i

∣∣∣ Ĥr

)
on a besoin de la seule connaissance

de la matrice R ∈ IR((r+i)m+ℓr)×((r+i)m+ℓr), autrement dit, la matrice QT ∈ IR((r+i)m+ℓr)×j ne
sera pas calculée. Comme on a souvent j >> (r + i)m + ℓr, cela implique que la complexité du
calcul et la mémoire utilisée sont considérablement réduites avec l’utilisation de la décomposition
QR.

Dans l’estimation de la matrice
(

Γ̂r∆i

∣∣∣ Ĥr

)
par une paramétrisation parcimonieuse on

utilise les égalités suivantes :
(

U0

Us/t

)
= R(1 : m(i + t), :)QT (1.95)

Ys+t−1/1 = R(m(i + r) + (t− 1)ℓ + 1 : m(i + r) + ℓt, :)QT , t = 1, 2, ..., r (1.96)

ce qui amène à l’utilisation des matrices de dimensions réduites dans le calcul des paramètres de
Markov dans les équations (1.79) à (1.81) :

(
(Γ̂r∆i)1

∣∣∣ Ĥr1

)
= R(m(i + r) + 1 : m(i + r) + ℓ, :)R(1 : m(i + 1), :)(−) (1.97)

(
(Γ̂r∆i)2

∣∣∣ Ĥr2

)
= R(m(i + r) + ℓ + 1 : m(i + r) + 2ℓ, :)R(1 : m(i + 2), :)(−) (1.98)

...(
(Γ̂r∆i)r

∣∣∣ Ĥrr

)
= R(m(i + r) + (r − 1)ℓ + 1 : m(i + r) + rℓ, :)R(1 : m(i + r), :)(−) (1.99)

1.5.4 Exemple d’application

Pour comparer les performances de la méthode présentée avec celles proposées dans la littéra-
ture (N4SID et la méthode proposée par Chui et Maciejowski), nous allons considérer le système
suivant, emprunté de [59] :

xk+1 =




0.67 0.67 0 0
−0.67 0.67 0 0

0 0 −0.67 −0.67
0 0 0.67 −0.67


xk +




0.6598 −0.5256
1.9698 0.4845
4.3171 −0.4879
−2.6436 −0.3416


uk + vk (1.100)

yk =

(
−0.5749 1.0751 −0.5275 0.1836
−0.2977 0.1543 0.1159 0.0982

)
xk

+

(
−0.7139 0.1174
−0.3131 0.2876

)
uk + wk (1.101)

Nous avons généré q = 4000 entrées et sorties du système. Les entrées uk sont des signaux
binaires pseudo-aléatoires (SBPA) de période d’horloge égale à 5 fois la période d’échantillonnage.
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Fig. 1.2 –
à gauche les pôles estimés par la méthode N4SID : � pôles réels, * pôles estimés
à droite les zéros estimés par la même méthode : � zéros réels, * zéros estimés
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Fig. 1.3 –
à gauche les pôles estimés par la méthode proposée par Chui et Maciejowski : � pôles réels, *
pôles estimés
à droite les zéros estimés par la même méthode : � zéros réels, * zéros estimés
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Fig. 1.4 –
à gauche les pôles estimés par la première méthode (voir paragraphe (1.5.2)) : � pôles réels, *
pôles estimés
à droite les zéros estimés par la même méthode : � zéros réels, * zéros estimés
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Fig. 1.5 – écart type d’estimation des pôles obtenus par :
la méthode N4SID (*)
la méthode de Chui et Maciejowski (o)
la première méthode proposée (� )
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Fig. 1.6 – les valeurs nominales des RID du système (en noir) et les valeurs moyennes des RID
obtenues par la méthode proposée par Chui et Maciejowski (en gris) lors de trente réalisations
de Monte Carlo
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Fig. 1.7 – les valeurs nominales des RID du système (en noir) et les valeurs moyennes des RID
obtenues la méthode N4SID (en gris) lors de trente réalisations de Monte Carlo

39



Chapitre 1. Identification des systèmes linéaires

0 10 20 30 40 50 60
−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

0 10 20 30 40 50 60
−5

0

5

0 10 20 30 40 50 60
−0.5

0

0.5

0 10 20 30 40 50 60
−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

Fig. 1.8 – les valeurs nominales des RID du système (en noir) et les valeurs moyennes des RID
obtenues par la première méthode (en gris) lors de trente réalisations de Monte Carlo

Les bruits vk et wk sont blancs, gaussiens de moyenne nulle de variance : variance(vk) = 0.01,
variance(wk) = 0.16. Les rapports signal sur bruit (RSB) de la première (y1

k) et de la deuxième
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sortie ((y2
k)) du système respectivement par rapport aux bruits de sortie w1

k (affectant la première
sortie) et w2

k (affectant la deuxième sortie) sont égaux à 19db.
Les pôles et zéros sont estimés par trois méthodes : la méthode N4SID, la méthode proposée

par Chui et Maciejowski basée sur l’estimation des paramètres de Markov et la méthode proposée
dans le paragraphe précédent. Dans cette dernière méthode les indices i et r sont tous les deux
fixés à 34 et ‖Ai‖ = 0.16. Les pôles et les zéros estimés par chacune des trois méthodes pour
30 réalisations de Monte Carlo sont tracés dans le plan complexe dans les figures (1.2) à (1.4).
Les trois méthodes utilisées estiment correctement les pôles du système mais n’arrivent pas
déterminer ses zéros. On remarquera que ‖Ai‖ (‖Ai‖ = 0.16) n’est pas négligeable devant la
variance de wk (variance(wk) = 0.16) dans la méthode proposée, pourtant la méthode réussit à
estimer correctement les pôles.

Les valeurs moyennes des réponses impulsionnelles discrètes (RID) obtenues par chacune des
trois méthodes lors des 30 réalisations de Monte Carlo sont représentées sur les figures (1.6) à
(1.8). Ces figures montrent une bonne estimation des RID par la première méthode et la méthode
proposée par Chui et Maciejowski, rappelons que ces deux méthodes sont des méthodes basées
sur l’estimation des RID. On note une moins bonne estimation des RID dans la méthode N4SID
qui est une méthode basée sur l’estimation de l’état.

L’écart type d’estimation des pôles est défini par :

STDP(j) =
1

M

M∑

s=1

∥∥∥P̂ s
j − P0

∥∥∥
2

(1.102)

avec M = 30 est le nombre de réalisations de Monte Carlo, P̂ s
j représente la sième estimation des

pôles avec j données. Cet écart type d’estimation des pôles est tracée dans une base logarithmique
(figure (1.5)) pour les trois méthodes utilisées. Les résultats montrent que la première méthode
proposée dans cette section a le plus petit écart type d’estimation des pôles.

1.5.5 Deuxième méthode

Contrairement à la première méthode proposée, cette deuxième méthode n’utilise pas deux
matrices de Hankel d’entrée mais une seule. L’ordre de la persistance d’excitation nécessaire à la
mise en oeuvre de cette méthode n’est alors plus que d’ordre i. Cette persistance était d’ordre
i + r dans la première méthode. Cette deuxième méthode se base sur une relation matricielle
utilisant une matrice de sortie formée par un empilement des mesures sur un horizon j dans cette
relation. Les effets de l’état sont atténués par les puissances élevées de la matrice d’état A. Cette
méthode d’identification jouera un rôle important dans l’identification des systèmes non-linéaires
notamment dans les chapitres 2 et 3.

1.5.5.1 Identification du système

La sortie peut-être exprimée en fonction des entrées de la manière suivante :

yk = CAi−1xk−i+1 + CAi−2Buk−i+1 + ... + CBuk−1 + Duk + CAi−2vk−i+1 + ... + Cvk−1 + wk

(1.103)
on peut négliger le terme CAi−1xk−i+1 si :

∥∥CAi−1xk−i+1

∥∥2
<< min(variance(wk)) si i > i0, i0 étant un seuil donné (1.104)
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Deuxième nouvelle méthode d’identification

1. Former les matrices U0/i et Yi/1 (voir (1.107) et (1.108))
2. Estimer i paramètres de Markov par la méthode des moindres carrés :

Ĥi = Yi/1U
(−)
0/i , Hi =

(
CAi−2B CAi−3B ... D

)

3. Utiliser l’algorithme ERA [36] pour estimer l’ordre et une réalisation du système :

3.1 construire les matrices de Hankel Hk
ν (k = 0, 1 et ν = intg(i/2))

Hk
ν =




CAkB · · · CAk+ν−1B
CAk+1B · · · CAk+νB

...
...

...
CAk+ν−1B · · · CAk+2ν−2B




3.2 opérer la décomposition en valeurs singulières suivante :

H0
ν =

(
U1 U2

)(S1 0
0 S2

)(
V T

1

V T
2

)
≃ U1S1V

T
1

3.3 calculer la matrice d’observabilité Γν = U1S
1/2
1 , et celle de commandabilité Cν = S

1/2
1 V T

1

3.4 l’ordre du système est donné par le nombre de valeurs singulières de la matrice S1

3.5 la matrice CT est donnée par les ℓ premières lignes de Γν

3.6 la matrice T−1B est donnée par les m premières colonnes de Cν
3.7 la matrice A est déterminée par la formule : T−1AT ,= S

−1/2
1 UT

1 H1
νV1S

−1/2
1

Tab. 1.4 – Les grandes lignes de la deuxième nouvelle méthode d’identification des sous-espaces

yk ≃ CAi−2Buk−i+1 + ... + CBuk−1 + Duk + CAi−2vk−i+1 + ... + Cvk−1 + wk (1.105)

En empilant cette relation sur un horizon j on obtient :

Yi/1 = HiU0/i + Hi
vV0/i + Wi/1 (1.106)

en utilisant la définition (1.12) :

U0/i =




u1 u2 ... uj

u2 u3 ... uj+1
...

... ...
...

ui ui+1 ... ui+j−1


 (1.107)

Yi/1 =
(
yi+1 yi+2 ... yi+j

)
(1.108)
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1.5. Nouvelles méthodes d’identification utilisant un modèle FIR

Wi/1 =
(
wi+1 wi+2 ... wi+j

)
(1.109)

et les définitions suivantes :

Hi =
(
CAi−2B CAi−3B ... D

)

Hi
v =

(
CAi−2 CAi−3 ... 0

) (1.110)

Si la matrice U0/i est de plein rang ligne, en d’autres termes, si les entrées sont persistantes

d’ordre i alors une estimation de la matrice Ĥi est obtenue par la minimisation du critère :

J(Γi∆s , Hi) = min
Γi∆s , Hi

∥∥Yi/1 −HiU0/i

∥∥2

F
(1.111)

par la méthode des moindres carrés
Ĥi = Yi/1U

(−)
0/i (1.112)

L’estimation des moindres carrés est non biaisée, en effet l’espérance mathématique de la matrice
Hi estimée est :

E
[
Ĥi

]
= Hi + Hv

i E
[
V0/iU

(−)
0/i

]
+ Γi∆

v
i E
[
Wi/1U

(−)
0/i

]

puisque les entrées ne sont pas corrélées avec les bruits d’état et de sortie on a :

E
[
V0/iU

(−)
0/i

]
= 0, et E

[
Wi/1U

(−)
0/i

]
= 0 (1.113)

ce qui donne :

E
[
Ĥi

]
= Hi (1.114)

On déduit de cette estimation de Hi, les i paramètres de Markov CAi−2B, CAi−3B, ..., D. La
détermination de l’ordre et d’une réalisation (T−1AT , T−1B, CT , D) du système est réalisée
comme dans la première méthode par l’algorithme ERA [36]. Cette deuxième méthode d’identi-
fication est résumée dans le tableau (1.4).

1.5.6 Troisième méthode proposée

Une persistance d’ordre i + r et i est requise respectivement dans la première méthode et la
deuxième méthode. Comme i est choisi de manière à ce que les puissances égales ou supérieures à
i de la matrice A soient négligeables, l’entier i peut devenir grand, en l’occurrence quand les pôles
du système sont proches du cercle unité. La persistance d’ordre i et r + i des entrées peut faire
défaut dans certains systèmes. Des conditions similaires sont requises dans certaines méthodes
des sous-espaces [59], [38]. C’est pourquoi une troisième méthode est proposée, dans laquelle
une persistance d’ordre réduit des entrées est requise. Bien entendu, la méthode proposée ne
pourra identifier que les modes qui sont excités par les entrées. Tout comme les deux premières
méthodes, cette dernière est basée sur une relation matricielle exprimant les sorties uniquement
en fonction des entrées pondérées par les paramètres de Markov. Les entrées sont empilées dans
une matrice contenant un bloc triangulaire ; cette matrice est alors de plein rang si les entrées
ne sont pas identiquement nulles. Les paramètres de Markov du système sont estimés par la
méthode des moindres carrés. Une réalisation minimale et équilibrée du système est déterminée
à l’aide de l’algorithme ERA.
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Chapitre 1. Identification des systèmes linéaires

1.5.6.1 Relation matricielle d’entrée et sortie

L’objectif recherché est d’estimer les paramètres de Markov à partir de l’équation suivante :

Y0/r = ΓrX0 + HrU0/r + Hv
r V0/r + W0/r (1.115)

où les matrices de Hankel Y0/r, U0/r, V0/r et W0/r sont définies comme dans les équations (1.12),
(1.13) et (1.14), la matrice des séquences d’état X0 est définie par la relation (1.16) et les matrices
de Hankel Hr et Hv

r sont définies respectivement par les relations (1.21) et (1.22).

Dans l’équation (1.115), nous connaissons seulement les matrices de Hankel d’entrée U0/r et
de sortie Y0/r. Pour estimer la matrice Hr, il faut déterminer la matrice des séquences d’état X0.
La stabilité du système nous permet d’atteindre cet objectif : les états xk du système sont alors
exprimés en fonction des entrées et de l’état initial x1 qui sera supposé nul. Dans cette expression
les termes pondérés pas les puissances élevées de la matrice d’état A sont négligés.

Pour obtenir cette expression de la matrice X0 commençons par exprimer l’état en fonction
des entrées :

xk+1 = Ak−1Bu1 + Ak−2Bu2 + ... + Buk + Ak−1v1 + Ak−2v2 + ... + vk (1.116)

Le système étant stable, les puissances élevées de la matrice d’état sont négligeables à partir d’un
ordre i0 donné (Ai ≃ 0, i > i0). On peut négliger ces termes si

∥∥Ai−1Buk

∥∥2
<< min(variance(vk)) (1.117)

Les états peuvent s’écrire :

xk+1 ≃ Ai−1Buk−i+1 +Ai−2Buk−i+2 + ...+Buk +Ai−1vk−i+1 +Ai−2vk−i+2 + ...+vk , pour k > i
(1.118)

En empilant les états sur une fenêtre d’observation de largeur j nous obtenons :

X0 = ∆iŪ + ∆v
i V̄ (1.119)

où ∆i et ∆v
i sont définies respectivement par les relations (1.19) et (1.20) et où Ū ∈ IRmi×j est

définie par :

Ū =




0 0 0 ... 0 u1 ... uj−i−1 uj−i

0 0 0 ... u1 u2 ... uj−i uj−i+1
...

...
... ...

...
...

...
...

...
0 0 u1 ... ui−2 ui−1 ... uj−3 uj−2

0 u1 u2 ... ui−1 ui ... uj−2 uj−1




(1.120)

La matrice V̄ ∈ IRni×j est définie de la même manière que dans l’équation (1.120).
La relation matricielle d’entrée-sortie (1.115) peut s’écrire alors sous la forme :

Y0/r = Γr∆iŪ + HrU0/r + Γr∆
v
i V̄ + Hv

r V0/r + W0/r (1.121)

La relation précédente étant linéaire aux paramètres de Markov (voir la relation (1.21)), ces
paramètres peuvent être estimés par la méthode des moindres carrés.
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1.5.6.2 Estimation de la matrice de Toeplitz inférieure et de la matrice de Hankel

Le théorème qui suit donne une estimation des paramètres de Markov.

Théorème 1.2. (estimation des paramètres de Markov)

Si l’état initial est nul et la matrice

(
Ū

U0/r

)
est de plein rang ligne alors une estimation non

biaisée des matrices Γr∆i et Hr est donnée par :

(
Γ̂r∆i

∣∣∣ Ĥr

)
= Y0/r

(
Ū

U0/r

)(−)

(1.122)

Troisième nouvelle méthode d’identification

1. Former les matrices Ū, Yt/1, U0/t (t = 1, ..., r) en se basant sur les relations (1.12) et (1.120)
2. Calculer l’estimation des moindres carrés suivante :

(
(Γ̂i∆i)r

∣∣∣ Ĥir

)
= Yr/1

(
Ū

U0/r

)(−)

, r = 1, ..., i

3. Calculer les r + i paramètres de Markov en prenant la moyenne des paramètres de Markov

obtenus dans les matrices (Γ̂r∆i)t et Ĥrt (t = 1, ..., r) estimés
4. Utiliser l’algorithme ERA [36] pour estimer l’ordre et une réalisation du système :

4.1 construire les matrices de Hankel Hk
ν (k = 0, 1) et ν = integer((i + r)/2)) :

Hk
ν =




CAkB · · · CAk+ν−1B
CAk+1B · · · CAk+νB

...
...

...
CAk+ν−1B · · · CAk+2ν−2B




4.2 opérer la décomposition en valeurs singulières suivante :

H0
ν =

(
U1 U2

)(S1 0
0 S2

)(
V T

1

V T
2

)
≃ U1S1V

T
1

4.3 calculer la matrice d’observabilité Γν = U1S
1/2
1 , et celle de commandabilité Cν = S

1/2
1 V T

1

4.4 l’ordre du système est donné par le nombre de valeurs singulières de la matrice S1

4.5 la matrice CT est donnée par les ℓ premières lignes de Γν

4.6 la matrice T−1B est donnée par les m premières colonnes de Cν
4.7 la matrice T−1AT est déterminée par : T−1AT = S

−1/2
1 UT

1 H1
νV1S

−1/2
1

Tab. 1.5 – Les différentes étapes de la troisième nouvelle méthode d’identification
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Chapitre 1. Identification des systèmes linéaires

Remarque 1.3. (condition de rang)

Pour r = 1, la matrice

(
Ū

U0/r

)
est toujours de plein rang dans le cas mono-entrée. Cette

condition est vérifiée dans le cas multi-entrée si les entrées ne sont pas proportionnelles entre
elles sur une fenêtre de largeur j.

Preuve A partir de la relation matricielle d’entrée-sortie (1.121), les matrices Γr∆i et Hr

peuvent être estimées par la méthode des moindres carrés :

(
Γ̂r∆i

∣∣∣ Ĥr

)
= Y0/r

(
Ūj

U0/r

)(−)

avec (
Ū

U0/r

)(−)

=

(
Ū

U0/r

)T ((
Ū

U0/r

)(
ŪT UT

0/r

))−1

(1.123)

La solution des moindres carrés minimise le critère :

min
Γr∆i , Hr

∥∥∥∥Y0/r −
(

Γr∆i | Hr

)( Ū
U0/r

)∥∥∥∥
2

F

(1.124)

Cette estimation est non biaisée puisque les entrées sont décorrélées des bruits d’état et de sortie,
ce qui implique :

E

[
V̄

(
Ū

U0/r

)T
]

= 0, E

[
V0/r

(
Ū

U0/r

)T
]

= 0, et E

[
W0/r

(
Ū

U0/r

)T
]

= 0 (1.125)

et on obtient :
E
[(

Γ̂r∆i

∣∣∣ Ĥr

)]
=
(

Γr∆i | Hr

)
(1.126)

puisque

E
[(

Γ̂r∆i

∣∣∣ Ĥr

)]
=
(

Γr∆i | Hr

)
+ Γr∆

v
i E

[
V̄

(
Ū

U0/r

)(−)
]

+ Hv
r E

[
V0/r

(
Ū

U0/r

)(−)
]

+E

[
W0/r

(
Ū

U0/r

)(−)
]

�

Améliorations des estimations Tout comme dans la première méthode, la méthode d’es-
timation des matrices du système est améliorée pour éviter l’estimation des termes connus et
diminuer ainsi la variance des paramètres de Markov. Les matrices du système sont alors esti-
mées par bloc de ligne :

(
(Γ̂r∆i)1

∣∣∣ Ĥr1

)
= Y0/1

(
Ū

U0/1

)(−)

(1.127)

(
(Γ̂r∆i)2

∣∣∣ Ĥr2

)
= Y1/1

(
Ū

U0/2

)(−)

(1.128)
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...
(

(Γ̂r∆i)r

∣∣∣ Ĥrr

)
= Yr/1

(
Ū

U0/r

)(−)

(1.129)

Fig. 1.9 – les étapes communes des nouvelles méthodes des sous-espaces basées sur la stabilité
de la matrice A

où les matrices U0/t et Yt/1 (t = 1, ..., r) sont définies comme dans l’équation (1.12) et

Γ̂r∆i =




(Γ̂r∆i)1

(Γ̂r∆i)2
...

(Γ̂r∆i)r



∈ IRℓr×mi, (1.130)
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(Γr∆i)t =
(
ht+i−2 ht+i−3 ... ht−1

)
∈ IRℓ×mi, (1.131)

Hrt =
(
ht−2 ht−3 ... h−1

)
∈ IRℓ×mt, (t = 1, ..., r) (1.132)

les matrices hr sont des paramètres de Markov définis par la relation (1.85).
Pour affiner l’estimation des paramètres de Markov obtenus, on utilisera leur moyenne. Une

décomposition QR peut être utilisée dans cette troisième méthode pour réduire le nombre d’opé-
rations dans l’estimation des paramètres de Markov (cf paragraphe 1.5.3).

Après l’estimation des paramètres de Markov, l’ordre et une réalisation minimale sont déter-
minés par l’algorithme ERA.

La méthode d’identification proposée dans ce paragraphe est résumée dans le tableau (1.5).

Les différentes parties communes des trois méthodes d’identification proposées sont présentées
dans la figure (1.9).

1.5.7 Exemples d’application

Les performances des trois nouvelles méthodes d’identification des sous-espaces proposées
sont comparées dans cet exemple. Nous reprenons de nouveau le système ((1.100) et (1.101))
dans lequel les entrées sont des signaux variant aléatoirement en amplitude et en durée. Le
système subit l’influence des bruits vk et wk colorés centrés, obtenus par :

vk = (1− 0.7z−1)2(1 + 0.6z−1)(1 + 0.8z−1)ǫv
k (1.133)

wk = (1− 0.5z−1)2(1 + 0.8z−1)2ǫw
k (1.134)

où ǫv
k ∈ IR4 et ǫw

k ∈ IR2 sont des bruits blancs gaussiens. Le rapport signal sur bruit "RSB"
des deux sorties par rapport aux bruits de sorties wk est de 19db. Les matrices de variance et
d’intercovariance des bruits sont :

Rv =




0.0044 0.0044 0.0044 0.0044
0.0044 0.0049 0.0046 0.0043
0.0044 0.0046 0.0052 0.0044
0.0044 0.0043 0.0044 0.0045




Rv,w =

(
0.0017 0.0015 0.0015 0.0017
0.0017 0.0016 0.0015 0.0017

)

Rw =

(
0.0190 0.0190
0.0190 0.0201

)

Nous avons ensuite réalisé 100 réalisations de Monte Carlo d’estimation des pôles et zéros du
système avec un nombre de données (q) égale à 4000 et les résultats sont montrés sur les figures
(1.10) à (1.12). On remarque sur ces figures que les pôles sont correctement estimés alors que
les zéros sont mal déterminés. Un même constat est réalisé dans l’exemple 1.5.4 où la méthode
N4SID et la méthode proposée par Chui et Maciejowski sont utilisées pour identifier le système.

Les valeurs moyennes des réponses impulsionnelles discrètes (RID) obtenues par chacune des
trois méthodes lors des 30 réalisations de Monte Carlo sont représentées sur les figures (1.14) à
(1.16). Ces figures montrent que ces trois méthodes donnent des résultats similaires et une bonne
estimation des RID.

Nous avons calculé l’écart type d’estimation des pôles estimés (voir Eq. (1.102)) par les trois
méthodes proposées dans cette section et les résultats sont représentés sur la figure (1.13). Cette

48



1.5. Nouvelles méthodes d’identification utilisant un modèle FIR

figure montre que pour de faibles échantillons, la première méthode a le plus petit écart type
d’estimation des pôles, alors que cette tendance s’inverse dès que la taille des échantillons devient
grand.
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Fig. 1.10 –
à gauche les pôles estimés par la première méthode (voir paragraphe (1.5.2)) : � pôles réels, *
pôles estimés
à droite les zéros estimés par la même méthode : � zéros réels, * zéros estimés
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Fig. 1.11 –
à gauche les pôles estimés par la deuxième méthode (voir paragraphe (1.5.5) : � pôles réels, *
pôles estimés
à droite les zéros estimés par la même méthode : � zéros réels, * zéros estimés
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Fig. 1.12 –
à gauche les pôles estimés par la troisième méthode (voir paragraphe (1.5.5) : � pôles réels, *
pôles estimés
à droite les zéros estimés par la même méthode : � zéros réels, * zéros estimés
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Fig. 1.13 – écart type d’estimation des pôles obtenus par :
la première méthode proposée (� )
la deuxième méthode proposée (o)
la troisième méthode proposée (*)
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Fig. 1.14 – les valeurs nominales des RID du système (en noir) et les valeurs moyennes des RID
obtenues par la première méthode (en gris) lors de cent réalisations de Monte Carlo
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Fig. 1.15 – les valeurs nominales des RID du système (en noir) et les valeurs moyennes des RID
obtenues par la deuxième méthode(en gris) lors de cent réalisations de Monte Carlo
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Fig. 1.16 – les valeurs nominales des RID du système (en noir) et les valeurs moyennes des RID
obtenues par la troisième méthode (en gris) lors de cent réalisations de Monte Carlo
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1.6 Conclusion

Les méthodes des sous-espaces d’identification des systèmes LTI ont fait l’objet de ce chapitre.
Les méthodes classiques d’identification des sous-espaces ont été présentées dans une formulation
générale. Ces méthodes classiques utilisent une estimation de la matrice d’observabilité et/ou des
séquences d’état. Les matrices du système sont ensuite déterminées soit à partir de l’estimation
de la matrice des séquences d’état, soit en utilisant la matrice d’observabilité et la matrice de
Toeplitz inférieure.

Les méthodes d’identification des sous-espaces basées sur l’estimation des paramètres de Mar-
kov sont abordées dans les deux sections suivantes. En premier lieu, la méthode proposée par
Chui et Maciejowski [17] est présentée. La méthode proposée par ces deux auteurs utilise trois
partitions des données (passé, futur et avancé) au lieu de deux dans les méthodes classiques
d’identification des sous-espaces, ce qui permet l’utilisation d’un instrument permettant d’annu-
ler l’effet des bruits si la fenêtre de corrélation des bruits est inférieure à celle des données futures.

Une nouvelle approche utilisant une modélisation FIR a ensuite été proposée : ceci fait partie
des contributions de cette thèse. Dans cette approche, la sortie du système est exprimée en fonc-
tion des entrées pondérées par les paramètres de Markov, et une estimation non biaisée de ces
paramètres, même en présence de bruits colorés, est obtenue par la méthode des moindres carrés.
Une réalisation minimale et équilibrée du système est obtenue par l’algorithme ERA. Trois mé-
thodes utilisant cette approche sont proposées : elles tiennent compte des récents travaux de Qin
et Ljung [60] portant sur l’identification des paramètres dans les méthodes des sous-espaces, ce
qui permet de réduire la variance des paramètres estimés par l’utilisation d’une paramétrisation
parcimonieuse. La première méthode utilise une structuration entrée/passée, alors qu’aucune
structuration en données passées et futures n’est utilisée dans la deuxième méthode. Le pro-
blème d’excitation persistante est abordé dans la dernière des trois méthodes proposées, laquelle
permet d’assouplir cette condition. Comme prévu, seuls les modes excités par les entrées sont es-
timés. Cette troisième méthode suppose que l’état initial est nul, alors que cette cette hypothèse
n’existe pas dans les deux premières méthodes proposées. En effet, ces deux premières méthodes
pondèrent l’état par les puissances élevées de la matrice d’état supposée stable, afin de la négliger.

Pour améliorer les méthodes proposées, il peut être envisagé d’intégrer la variance d’esti-
mation dans la mise en oeuvre de l’algorithme ERA. En outre, il pourra être intéressant de
tenter d’utiliser une paramétrisation parcimonieuse des matrices du système, telles les formes
compagnes par exemple et ceci dans le but de réduire le nombre de paramètres estimés. Ces deux
perspectives permettraient d’améliorer l’estimation des matrices du système.
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2.1. Introduction

2.1 Introduction

Les systèmes à commutations (SAC) ont des comportements linéaires différents selon leur
zone de fonctionnement. La zone de fonctionnement d’un SAC peut être alors partitionnée en
sous-zones dans lesquelles le fonctionnement du SAC est donné par un modèle linéaire. Le passage
d’une sous-zone à une autre se fait par "sauts". Il est donc logique de supposer que les SAC sont
composés de plusieurs sous-systèmes linéaires qu’on appellera modèles locaux et qu’à un instant
t le comportement de ces systèmes est généré par un modèle local qui est dit activé.

Le problème de l’identification des SAC peut être alors décomposé en trois parties :
1 - déterminer le nombre de modèles locaux,
2 - séparer les données en classes correspondant aux différents modèles locaux,
3 - identifier chaque modèle local.
Les étapes 1 et 2 constituent la classification de données. Dans ce document, les étapes 1 à

3 sont abordées, ce qui constitue un problème d’identification non supervisé.
Les SAC ont suscité beaucoup d’intérêt dans le domaine de la commande, et de l’analyse

de la stabilité [35], [10] et du diagnostic [48]. Bien que ces différents domaines d’application ont
besoin d’un modèle obtenu par identification, le domaine de l’identification des SAC reste le
moins exploré. Différentes méthodes sont toutefois proposées dans la littérature pour résoudre
ce problème. La différence entre ces méthodes se situe essentiellement dans la manière dont la
classification est réalisée.

On notera la méthode de détermination des "hyperplans cachés" ("HH" de l’anglais "Hinging
Hyperplanes") introduite par Breiman [11] qui est basée sur la détermination des hyperplans re-
présentant les modèles locaux. Cette méthode fut améliorée successivement par Pucar et Sjöberg
[58] d’une part et Bemporad et al. [7] d’autre part. Pucar et Sjöberg ont proposé l’utilisation
d’un pas variable dans la mise en oeuvre de la méthode HH pour assurer la convergence vers un
minimum local. Les améliorations apportées par Bemporad et al. assurent par contre la conver-
gence vers le minimum global mais nécessitent un coût de calcul prohibitif. En effet, ces auteurs
ont décomposé le problème de détermination des hyperplans en un problème d’optimisation sous
contraintes inégalités et ont suggéré l’utilisation de la programmation quadratique en nombres
entiers ("MIQP" de l’anglais "Mixed Integer Quadratic Program") pour assurer la convergence
vers l’optimum global.

Ferrari-Trecate et al. [22] ont, quant à eux, suggéré l’utilisation des techniques de recon-
naissance de formes avec la détermination du centre et la variance des ellipsoïdes contenant les
données. Le calcul du centre et la variance des ellipsoïdes se fait de manière itérative et nécessite
la connaissance du nombre de modèles locaux et des conditions initiales utilisées (centres et va-
riances initiaux). Si ces conditions initiales sont mal choisies alors la convergence de la méthode
n’est pas assurée. En outre, cette méthode peut subdiviser les données d’un même modèle local en
plusieurs classes avec le risque d’obtenir des classes comportant un nombre insuffisant de données
pour l’estimation des paramètres. Les méthodes HH et la méthode proposée par Ferrari-Trecate
et al. ne prennent pas en compte les changements d’ordre qui peuvent intervenir dans le SAC,
ce qui peut engendrer une surparamétrisation (ou sous-paramétrisation) des modèles locaux et
entraîner des estimations non consistantes.

Deux méthodes d’identification sont proposées dans ce chapitre pour remédier aux problèmes
rencontrés dans les méthodes existant dans la littérature. Elles commencent par la classification
des mesures recueillies. Cette classification est basée soit sur des techniques de détection de
rupture de modèle, soit sur la distribution des données dans l’espace des sorties et des régresseurs.
Connaissant les classes, les modèles locaux sont ensuite estimés, la procédure d’estimation des
paramètres des modèles locaux étant identique dans les deux méthodes proposées. Dans cette
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thèse, les SAC sont modélisés comme étant une somme pondérée de modèles locaux complètement
découplés, ce qui permet de prendre en compte les discontinuités de l’état et donc les changements
d’ordre du SAC.

La première méthode proposée est basée sur l’estimation des instants de commutations à
l’aide de techniques de détection de rupture de modèle, suivie de la classification des données et
de l’identification des modèles locaux. Deux techniques de détection de changement de modèle
sont exposées : la première approxime la sortie du modèle à l’aide d’un FIR, puis réalise une
projection orthogonalement à l’espace ligne des entrées de manière à n’être sensible qu’aux bruits
et aux changements dans la dynamique du système, tandis que la deuxième utilise une technique
d’identification récursive des sous-espaces basée sur une estimation paramétrique. Les instants
de commutations étant estimés par l’une des deux méthodes de détection de rupture proposées,
le poids de chaque modèle local est calculé. La connaissance des poids permet l’estimation des
paramètres de Markov et les modèles locaux "identiques" sont fusionnés, ce qui entraîne un nou-
veau calcul des poids. Les paramètres de Markov des modèles locaux sont estimés de nouveau à
partir des nouveaux poids, puis on cherche à fusionner d’éventuels modèles locaux "identiques".
Cette procédure de fusion et d’estimation des paramètres de Markov est répétée jusqu’à ce que
la valeur des poids des modèles locaux ne change plus. Les paramètres de Markov estimés per-
mettent d’obtenir une réalisation minimale et équilibrée des modèles locaux grâce à l’algorithme
ERA. Cette première méthode prend en compte les retards à la détection inhérents aux méthodes
de détection de rupture de modèle utilisées.

La deuxième méthode d’identification proposée dans ce chapitre se base sur la répartition
des données dans "l’espace des données" (ou espace des sorties et des régresseurs), ces données
étant formées par une agrégation des entrées et sorties. Les données générées par un modèle local
appartiennent toutes à un même hyperplan. La méthode proposée détermine alors les hyperplans,
et regroupe les données appartenant au même hyperplan. Le nombre d’hyperplans correspond
au nombre de modèles locaux et les différents groupes de données correspondent aux différentes
classes. Connaissant les données appartenant à chaque modèle local, le poids des modèles locaux
est calculé et une réalisation minimale et équilibrée des modèles locaux est obtenue en suivant
la même procédure que dans la première méthode.

2.2 Des HH aux MIQP et à la reconnaissance de formes

L’objectif de cette section est de montrer le principe des méthodes existant dans la littérature
et de mettre en évidence les problèmes rencontrés dans ces méthodes (problèmes qui vont être
résolus grâce aux deux méthodes proposées dans les sections suivantes).
Les méthodes d’identification nommées HH proposées par Breiman sont tout d’abord présen-
tées. Les améliorations apportées par Pucar et Sjöberg [58] pour assurer la convergence de cette
méthode vers un minimum local sont aussi décrites, de même que l’utilisation de la programma-
tion quadratique en nombres entiers (MIQP) proposée par Bemporad et al. [7] pour assurer la
convergence vers l’optimum global. La technique de classification proposée par Ferrari-Trecate
et al. [22] est brièvemement présentée. Les difficultés rencontrées dans ces deux méthodes sont
évoquées, notamment, dans la méthode de Ferrari-Trecate et al., les problèmes d’initialisation,
de la connaissance du nombre de classes et du nombre d’éléments dans les classes, et, dans les
méthodes HH, le coût de calculs exorbitant.
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2.2.1 Les HH

Breiman [11] a proposé la méthode HH basée sur la détermination des hyperplans représen-
tant les modèles locaux linéaires composant le système. L’identification du système revient à
déterminer les hyperplans : chaque hyperplan correspondant à un modèle local.

La méthode HH se base sur une détermination des hyperplans deux à deux ; la méthode
suppose que le système est composé de deux modèles locaux, elle les identifie puis rajoute deux
autres hyperplans si c’est nécessaire, cette procédure est répétée jusqu’à convergence.

Intéressons-nous tout d’abord à la détermination des hyperplans dans le cas où le SAC est
composé de deux modèles locaux. L’équation proposée par Breiman, dans ce cas, est de la forme :

yk = max(θ+xk, θ
−xk) ou yk = min(θ+xk, θ

−xk), k = 1, ..., q (2.1)

où θ+ et θ− sont les coefficients des deux hyperplans, q représente le nombre de données, xk est
le vecteur de régression et les équations des deux hyperplans sont données par :

f−
k = θ−xk, f+

k = θ+xk (2.2)

L’intersection des deux hyperplans est déterminée par l’équation suivante :

∆xk = 0 où ∆ = θ− − θ+ (2.3)

L’équation (2.1) implique que les données générées par deux modèles locaux sont limitées aux
demi-hyperplans délimités par leur intersection. Un exemple en dimension trois est représenté
sur les figures (2.1) et (2.2) : la figure (2.1) représente les hyperplans définis par l’équation yk =
max(θ+xk, θ

−xk) et la figure (2.2) les hyperplans donnés par l’équation yk = min(θ+xk, θ
−xk).

On remarque sur la figure (2.1) que la sortie du système correspond bien à la plus grande valeur
entre θ+xk et θ−xk (les demi-hyperplans en gris), les démi-hyperplans correspondant à la plus
petite valeur de θ+xk et θ−xk sont ceux matérialisés en pointillés.

Fig. 2.1 – représentation en dimension trois des hyperplans définis par l’équation : yk =
max(θ+xk, θ

−xk)
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Fig. 2.2 – représentation en dimension trois des hyperplans définies par l’équation : yk =
min(θ+xk, θ

−xk)

On pourra identifier aisément les deux hyperplans si on connaît leur intersection. Puisque les
données sont contenues dans deux demi-hyperplans ayant pour intersection :

∆xk = 0 où ∆ = θ− − θ+ (2.4)

il suffit de scinder les données en deux sous-ensembles complémentaires E+ et E− :

E+ = {xk : ∆xk > 0}, E− = {xk : ∆xk < 0} avec ∆ = θ− − θ+ (2.5)

et d’estimer par la méthode des moindres carrés, les coefficients θ− et θ+ des hyperplans corres-
pondant à ces deux sous-ensembles.

2.2.1.1 Algorithme de détermination des hyperplans (HFA "Hinge-Finding Algo-
rithm")

Cet algorithme commence par un découpage arbitraire des données en deux sous-ensembles
complémentaires E+ et E−, en d’autres termes on fixe une frontière ∆ arbitraire :

∆xk = 0 où ∆ = θ− − θ+ (2.6)

Après cette initialisation, l’estimation des coefficients des deux hyperplans se fait en deux
étapes :

1- on estime les coefficients θ̂+ de l’hyperplan correspondant aux données appartenant à E+
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par la méthode des moindres carrés :

θ̂+ =
∑

xk∈E+

ykx
T
k


 ∑

xk∈E+

xkx
T
k




−1

(2.7)

On procède de manière semblable avec les données appartenant à E− :

θ̂− =
∑

xk∈E−

ykx
T
k


 ∑

xk∈E−

xkx
T
k




−1

(2.8)

2- on réajuste les deux sous ensembles E+ et E− en utilisant l’équation de classification (2.5).
3- on retourne à l’étape 1 jusqu’à la convergence des estimations des paramètres θ̂− et θ̂+.
Cet algorithme peut être utilisé pour déterminer plus de deux modèles locaux, comme cela

est montré dans le paragraphe suivant.

2.2.1.2 Détermination de plus de deux hyperplans

S’il existe plus de deux hyperplans, la méthode HFA peut être utilisée de manière itérative.
La détermination peut se faire de façon suivante :

1- estimer deux hyperplans expliquant la sortie du modèle par l’algorithme HFA.
2- si la performance du modèle obtenu n’est pas satisfaisante, calculer une nouvelle sortie

ỹk qui est la différence entre la sortie du système et les prédictions des modèles définis par les
hyperplans déterminés aux étapes précédentes.

ỹk = yk −
h0∑

r=1

max(θ+
r xk, θ

−
r xk) (2.9)

h0 étant le nombre de couples d’hyperplans déjà déterminés.
3- aller à l’étape 1 tant que la performance du système n’est pas satisfaisante.
On détermine ainsi un nombre pair de modèles locaux composant le SAC. Malheureusement

la convergence de l’algorithme proposé par Breiman dépend du découpage initial des données
entre les deux hyperplans. Les travaux de Pucar et Sjöberg ont apporté une amélioration assurant
la convergence de l’algorithme vers un minimum local.

2.2.2 Utilisation d’un coefficient de relaxation

Pucar et Sjöberg [58] ont démontré que l’algorithme HFA est un cas particulier de l’algorithme
de Newton. Ils ont proposé alors d’utiliser un coefficient de relaxation afin d’assurer la convergence
de l’algorithme vers un minimum local.

Soit θk la valeur des coefficients des hyperplans obtenus dans l’algorithme HFA à la kème

itération :

θk =

(
θ+
k

θ−k

)
(2.10)

Comme nous l’avons vu dans le paragraphe 2.2.1.1, l’algorithme HFA remet à jour les paramètres
des hyperplans en remplaçant les anciennes valeurs (θ+

k et θ−k ) de ces coefficients par des nouvelles
(θ̂+

k+1 et θ̂−k+1) estimées à partir du nouveau partitionnement des données.
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Le vecteur de paramètres θk est ainsi remis à jour en remplaçant son ancienne valeur par une
nouvelle θ̂k+1 estimée à partir du nouveau partitionnement des données :

θk+1 = θ̂k+1 (2.11)

Pucar et Sjöberg ont démontré que l’algorithme de Newton propose une actualisation des para-
mètres du système donnée par l’équation suivante :

θk+1 = θk + (θ̂k+1 − θk) (2.12)

ce qui est identique à la mise à jour proposée par Breiman (2.11).
Les deux auteurs ont proposé d’introduire un coefficient de relaxation µ dans l’équation

précédente :
θk+1 = θk + µ(θ̂k+1 − θk) (2.13)

Ils proposent de choisir µ (µ = 1, 1
2

1
4 , ...) de manière à assurer la décroissance du critère J

(J(θ+
k+1, θ

−
k+1) < J(θ+

k , θ−k )) défini ci-dessous :

J(θ+
k+1, θ

−
k+1) =

1

2q

q∑

t=1

(yt −max(θ−t+1xt, θ
+
t+1xt))

2, q étant le nombre de mesures utilisées

(2.14)
ce qui assure la convergence de l’algorithme vers un minimum local.
Une méthode de résolution des HFA par la programmation quadratique en nombres entiers
(MIQP) est proposée par Bemporad et ses coauteurs pour assurer la convergence vers un mini-
mum global. Cette résolution est décrite dans le paragraphe qui suit.

2.2.3 Utilisation des MIQP

Bemporad et al. [7] ont proposé une résolution du problème de la détermination des hy-
perplans avec l’utilisation de la programmation quadratique en nombres entiers (MIQP) pour
assurer la convergence vers l’optimum global. La méthode élaborée par ces auteurs peut être uti-
lisée dans le cas où il n’y pas de données sur l’intersection des hyperplans (ce qui n’est pas le cas
des méthodes précédentes). Le coût important de calcul restreint l’utilisation de cette méthode
à un nombre faible de données.

Pour déterminer les hyperplans correspondant aux modèles locaux, Bemporad et al. ont
suggéré de résoudre l’équation suivante :

min
θs,Λs

1

2q

q∑

k=1

(
h0∑

s=1

‖yk − θsxk‖ ps(xk)

)

sous les contraintes ps(xk) =

{
1 si Λsxk 6 0

0 sinon
(2.15)

où ‖‖ représente la norme 2.
Cette équation est résolue par la MIQP qui assure la convergence vers un optimum global.

Ce problème peut être aussi résolu par la programmation linéaire en nombres entiers (MILP) ;
dans ce cas la norme utilisée dans l’équation (2.15) est la valeur absolue.

Il est bien connu que la complexité des algorithmes MIQP croît exponentiellement en fonction
du nombre de données et de l’ordre du système. Les auteurs eux-mêmes reconnaissent que ce pro-
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blème limite l’utilisation de la méthode aux échantillons de tailles très faibles. Ils recommandent
par exemple, si l’on dispose de 100 données, de les subdiviser en 10 groupes de 10 données avant
de les classifier [7].

2.2.4 Utilisation de la reconnaissance de formes

Ferrari-Trecate et al. [22] ont proposé une méthode d’identification basée sur les techniques
de classification. Cette méthode est fondée sur la recherche des centres et des variances des
différentes classes. Elle suppose connu le nombre de classes et fixe les centres et les matrices de
variance initiales. Elle suppose en outre que soit connu le nombre de données contenues dans
chaque classe.

La technique proposée par Ferrari-Trecate et al. remet à jour de manière itérative les centres
et les matrices de variance, cette mise à jour pouvant être réalisée par n’importe quel algorithme
de classification. Il est bien connu que la convergence de ces algorithmes dépend des conditions
initiales utilisées. En outre, cette méthode peut subdiviser les données provenant d’un même
modèle local en plusieurs classes.

Fig. 2.3 – illustration en dimension trois de la classification basée sur la reconnaissance de formes

On peut alors obtenir des classes comportant un nombre insuffisant de données, ce qui en-
traînerait une estimation non consistante des centres et des dispersions de celles-ci. La méthode
de classification proposée par Ferrari-Trecate et al. est illustrée sur la figure (figure (2.3)).

2.2.5 Difficultés des méthodes proposées dans la littérature

Les méthodes HH (modifiées par Bemporad et al. [7]) identifient le SAC au prix d’un coût
de calcul prohibitif, limitant leur utilisation à un nombre très faible de données. La méthode
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proposée par Ferrari-Trecate et al., basée sur la reconnaissance de formes, converge si le nombre
de classes et le nombre d’éléments contenus dans ces classes sont connus et si l’on dispose de
bonnes conditions initiales. Malheureusement, cette méthode peut découper en plusieurs classes
les données issues d’un même modèle local, ce qui peut engendrer des classes avec des nombres
insuffisants de données entraînant des estimations non consistantes des paramètres des modèles
locaux correspondants.
Il peut arriver que les commutations entraînent un changement d’ordre du SAC, mais les mé-
thodes HH et la méthode proposée par Ferrari-Trecate et al. ne tiennent pas compte de ce
changement. Ces méthodes souffriront dans ce cas du problème de surparamétrisation (si l’ordre
du système diminue) qui peut entraîner des estimations non consistantes, ou au contraire de
pertes d’informations (si l’ordre du système augmente). Deux nouvelles méthodes d’identifica-
tion des SAC sont alors proposées pour prendre en compte ce changement d’ordre. Ces méthodes
ne souffrent pas de problème d’initialisation contrairement à la méthode proposée par Ferrari-
Trecate et al.. Elles ne supposent pas connu le nombre de modèles ; de plus, le nombre de calculs
nécessaires à la mise en oeuvre de ces méthodes est raisonnable. Les données générées par un
modèle local sont regroupées dans une seule classe.

Avant d’exposer les méthodes d’identification proposées dans ce chapitre, nous allons définir
la représentation d’état utilisée.

2.3 Description des systèmes à commutations

Deux modélisations des SAC existent dans la littérature. La première considère le système
à commutations comme étant une agrégation de modèles linéaires locaux possédant un état
unique [62]. En revanche, la deuxième représentation suppose que le SAC est composé de modèles
linéaires locaux ayant des états découplés [55]. Ces deux modélisations sont décrites dans les
paragraphes suivants.

2.3.1 Modèle à état unique

Cette modélisation suppose que le SAC est composé de modèles locaux non découplés ayant
un vecteur d’état unique xk ∈ IRn :

xk+1 = Asxk + Bsuk + vk

yk = Csxk + Dsuk + wk
, s = 1, ..., h (2.16)

L’équation précédente peut être réécrite sous la forme :

xk+1 =
∑h

s=1 ps,k(Asxk + Bsuk) + vk

yk =
∑h

s=1 ps,k(Csxk + Dsuk) + wk
(2.17)

où les poids ps,k vérifient :

ps,k ∈ {0, 1} et
h∑

s=1

ps,k = 1, ∀ k (2.18)

où :
- les matrices As, Bs, Cs et Ds représentent une réalisation du modèle local s ( s = 1, ..., h),
- ps,k est le poids correspondant au modèle local s à l’instant k,
- yk ∈ IRm est la sortie du SAC,
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2.3. Description des systèmes à commutations

- vk ∈ IRn et wk ∈ IRm sont respectivement les bruits d’état et de sortie du modèle local s,
supposés blancs gaussiens et indépendants des entrées.

On notera qu’ici, il n’y a pas d’états locaux mais un état global unique xk. Cette modélisation
comporte certains inconvénients :

- elle suppose un état transitoire lors du changement de modèle, cet état transitoire étant
engendré par le produit des matrices du modèle local précédant la commutation et le modèle
local suivant la commutation,

- elle ne permet pas de prendre en compte les sauts dans l’état du système, elle ne prend
donc pas en compte les changements d’ordre qui peuvent intervenir,

- elle ne permet pas de modéliser les systèmes commutant rapidement : on n’observera dans
ce cas que des états transitoires.

Pour toutes ces raisons, une nouvelle modélisation est proposée dans la suite et adoptée dans
ce chapitre. Cette modélisation prend en compte les points énumérés plus haut.

2.3.2 Modèle à états locaux découplés

.

.

.

.

.

.

.

.

.

avec ps,k ∈ {0, 1}

p1,k

ykuk

A1, B1, C1, D1

Ah, Bh, Ch, Dh

p2,k

ph,k

A2, B2, C2, D2

et
Ph

s=1
ps,k = 1, ∀ k

Fig. 2.4 – modélisation d’un SAC avec des modèles locaux découplés

La représentation d’état proposée ici suppose que le SAC est composé de modèles locaux
découplés et admet des vecteurs d’états xs,k indépendants :

xs,k+1 = Asxs,k + Bsuk + vs,k

ys,k = Csxs,k + Dsuk + ws,k
(2.19)

et la sortie du SAC est une somme pondérée des sorties locales :

yk =
h∑

s=1

ps,kys,k, avec
h∑

s=1

ps,k = 1, ∀ k (2.20)

où :
- ps,k ∈ {0, 1} est le poids (ou fonction poids) correspondant au modèle local s au temps k,
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Chapitre 2. Identification des systèmes à commutations

- xs,k ∈ IRns est l’état du modèle local s,
- ys,k ∈ IRm est la sortie du modèle local s,
- yk ∈ IRm est la sortie du SAC
- vs,k ∈ IRns et ws,k ∈ IRm sont respectivement les bruits d’état et de sortie du modèle local

s, ces bruits sont blancs et indépendants des entrées.
La particularité de cette modélisation est qu’elle prend facilement en compte les change-

ments d’ordre qui peuvent intervenir dans la dimension du vecteur d’état. Elle permet en outre
d’identifier les SAC commutant rapidement puisqu’aucune transition n’est supposée lors des
commutations.

2.4 Identification des SAC avec les techniques de détection

Soit le SAC modélisé par des modèles locaux complètement découplés (Eq. (2.19) et (2.20)).
Le problème d’identification des SAC peut être subdivisé en deux tâches :

- déterminer les poids ps,k, c’est-à-dire réaliser la classification,
- identifier les modèles locaux.
Ainsi cette section se subdivise en deux parties, la première proposant une méthode d’esti-

mation des poids des modèles locaux et la seconde se basant sur la connaissance des poids pour
identifier les modèles locaux.

Le poids des modèles locaux est calculé sur la base de la connaissance des instants de com-
mutations. Deux méthodes d’estimation de ces instants de commutations seront proposées. Dans
la première, les sorties approchées par un FIR sont projetées orthogonalement aux entrées ce
qui génère un résidu dépendant des bruits et sensible aux ruptures de modèles [56]. La deuxième
méthode utilise une technique d’identification récursive des sous-espaces pour estimer les ins-
tants de commutations [49]. Pour que ces techniques de détection de changement de modèle
soient applicables, il faut que la fenêtre de temps durant laquelle les modèles locaux sont actifs
soit supérieure à une durée minimale τ . Ce temps minimum d’activation est appelé "temps de
séjour".

Connaissant les instants de commutations, le calcul des poids se fait de la manière suivante :
si un modèle est actif, alors son poids est égal à 1 et le poids des autres modèles locaux est fixé
à zéro. L’identification des modèles locaux se fait dans l’une ou l’autre des méthodes par une
technique des sous-espaces. Cette méthode est basée sur l’estimation des paramètres de Markov
et l’utilisation de l’algorithme ERA [36] pour déterminer une réalisation minimale et équilibrée
des modèles locaux.

Les méthodes proposées dans cette section ont fait l’objet des publications suivantes : [55],
[61] et [56].

Avant d’exposer la technique d’identification proprement dite, le problème d’identification
que l’on cherche à résoudre est présenté dans le paragraphe suivante.

2.4.1 Position du problème

Soit le SAC modélisé par les équations (2.19) et (2.20) dans lequel on suppose que chaque
modèle local est stable et le temps de séjour (voir remarque (2.1)) τs (s = 1, .., h) de chaque
modèle local est supérieur à τ .

Notre objectif est de déterminer les poids ps,k (réaliser la classification), l’ordre et une réalisa-
tion (T−1AsT , T−1Bs, CsT , Ds) des h modèles locaux, avec T une matrice inversible (remarque
1.1 du chapitre 2).

La résolution de ce problème se fera en deux étapes :
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2.4. Identification des SAC avec les techniques de détection

- la première consiste à estimer les instants de commutations par les techniques de détection
de rupture de modèle,

- la seconde se base sur la connaissance des instants de commutations pour classifier les
données et identifier les modèles locaux.

Remarque 2.1.
Le temps de séjour est la largeur minimale de la fenêtre de temps sur laquelle les modèles locaux
restent actifs.

2.4.2 Matrices du système

On utilisera dans la définition des matrices du système des entiers i et f vérifiant la relation :

mi < f (2.21)

La condition (2.21) implique que les matrices des données définies dans la suite ont plus de
colonnes que de lignes.

Remarque 2.2.
L’entier f est une notation générique. Il prend la valeur L dans la technique de détection de
rupture de modèle où il représente la largeur de la fenêtre glissante et la valeur j dans la méthode
d’identification des modèles locaux, où il représente le nombre de "mesures pondérées" utilisées
dans l’identification des modèles locaux.

La matrice de sortie y
k

du SAC est définie par :

y
k

= ( yk−f+1 yk−f+2 ... yk ) ∈ IRℓ×f (2.22)

Une définition similaire est donnée pour la matrice de sortie y
s,k
∈ IRℓ×f du modèle local s et

pour la matrice des bruits de mesure ws,k ∈ IRℓ×f du même modèle local.
La matrice des séquences d’état du sième modèle local Xs,k et la matrice des poids Ps,k du

même modèle local sont définies par :

Xs,k = ( xk+f+1 xk−f+2 ... xk ) ∈ IRns×f

Ps,k =




ps,k−f+1 0 ... 0
0 ps,k−f+2 ... 0
...

...
...

...
0 0 ... ps,k


 ∈ IRf×f

(2.23)

On rappelle ici la définition de la matrice de Hankel d’entrée Uk :

Uk =




uk−f−i+2 uk−f−i+3 ... uk−i+1

uk−f−i+3 uk−f−i+4 ... uk−i+2
...

... ...
...

uk−f+1 uk−f+2 ... uk


 ∈ IRmi×f (2.24)

Une définition similaire est donnée pour la matrice de Hankel des bruits d’état Vk ∈ IRni×f .
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Chapitre 2. Identification des systèmes à commutations

Les matrices d’observabilité Γs,i et de commandabilité Cs,i du sième modèle local sont définies
par :

Γs,i =




Cs

CsAs
...

CsA
i−1
s


 ∈ IRℓi×ns

Cs,i =
(
Bs AsBs ... Ai−1

s Bs

)
∈ IRns×mi

(2.25)

Les matrices des paramètres de Markov de la partie déterministe du système Hs,i et des bruits
d’état Hv

s,i sont définies par :

Hs,i =
(
CsA

i−2
s Bs CsA

i−3
s Bs ... CsBs Ds

)
∈ IRℓ×mi

Hv
s,i =

(
CsA

i−2
s CsA

i−3
s ... Cs 0

)
∈ IRℓ×nsi

(2.26)

2.4.3 Estimation des instants de commutations par les projections

L’objectif dans cette partie est d’estimer les instants de commutations du SAC. Pour estimer
les instants de commutations, une technique de détection de rupture de modèle basée sur les
projections orthogonales est établie. Une relation matricielle exprimant les sorties en fonction
des entrées et des bruits à l’aide d’une modélisation FIR est établie, puis l’influence des entrées
est annulée par une projection sur l’espace orthogonal aux entrées. Cette projection permet
d’obtenir une matrice dépendant uniquement des bruits gaussiens et sensible aux changements
dans la dynamique du système. La dernière colonne de cette matrice sera sélectionnée comme
vecteur de résidu. Ce vecteur de résidu est alors évalué sur une fenêtre glissante et un test de
khi-deux est mis en oeuvre pour détecter les ruptures de modèles (qui correspondent aux instants
de commutations).

Ce paragraphe commence par la présentation de la relation matricielle entrée-sortie qui ser-
vira de base à la méthode de détection, puis la matrice de résidu est déterminée. Les conditions
d’application de cette méthode de détection sont ensuite précisées. Finalement, la méthode de dé-
tection proprement dite est établie et son application à l’estimation des instants de commutations
est réalisée.

2.4.3.1 Relation matricielle d’entrée-sortie

Commençons par énoncer une remarque qui nous permettra d’obtenir la relation matricielle
d’entrée-sortie.

Remarque 2.3.

Si le modèle local s est actif sur une fenêtre [t− r, t] alors on a l’égalité :

yk = ys,k, ∀ k ∈ [t− r, t] (2.27)

Le modèle local s étant actif sur une fenêtre [k− t, k] (t > τ > i, où τ est le temps de séjour),
on peut donc écrire :

ys,k = CsA
i−1
s xs,k−i +CsA

i−2
s Bsuk−i + ...+CsBsuk−1 +Dsuk +CsA

i−2
s vk−i + ...+Csvk−1 +ws,k

(2.28)
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2.4. Identification des SAC avec les techniques de détection

La stabilité du système permet de négliger le terme CsA
i−1
s xs,k−i si i est suffisamment grand, en

l’occurrence si la condition suivante est vérifiée :

∥∥CsA
i−1
s xs,k−i

∥∥ << min(
√

variance(ws,k)) (2.29)

L’équation (2.28) devient :

ys,k ≃ CsA
i−2
s Bsuk−i + ... + CsBsuk−1 + Dsuk + CsA

i−2
s vk−i + ... + Csvk−1 + ws,k (2.30)

En supposant τ > i + L (τ temps de séjour, L est la largeur de la fenêtre glissante qui va être
utilisée dans la méthode de détection), on obtient :

y
s,k
≃ Hs,iUk + Hv

s,iVk + ws,k (2.31)

où la matrice y
s,k

est définie par l’équation (2.22) avec f = L. Si le modèle local est actif sur

une fenêtre [k − t, k] (t > τ > i + L) alors la remarque (2.3) nous permet d’avoir l’égalité :

y
s,k

= y
k

(2.32)

2.4.3.2 Génération de résidus

L’objectif est de supprimer l’influence des entrées dans l’équation (2.31) et d’obtenir ainsi
une matrice de résidus dépendante des bruits. Pour atteindre ce but, cette équation est projetée
orthogonalement aux entrées :

y
s,k

ΠU⊥

k
≃ Hv

s,iVkΠU⊥

k
+ ws,kΠU⊥

k
(2.33)

La dernière colonne de cette matrice est sélectionnée comme vecteur de résidu :

εs,k = y
s,k

ΠU⊥

k
Z, avec Z = ( 0 ... 0 1 )T ∈ RL×1 (2.34)

Le vecteur εs,k est gaussien de moyenne nulle, puisqu’il est une combinaison linéaire de matrices
gaussiennes Vk et ws,k de moyenne nulle.

Analysons dans les paragraphes qui suivent la condition d’existence et la sensibilité du vecteur
résidu.

2.4.3.3 Sensibilité du vecteur résidu aux ruptures de modèle

L’expression du vecteur εs,k est donnée lors du changement de modèle et il est démontré qu’il
n’est pas de moyenne nulle.

On adoptera la notation matlab Q( :, g) pour désigner la gième colonne de la matrice Q.
Voici l’expression de la matrice de sortie y

s,k
lors du changement de modèle (passage du

modèle s au modèle s+1). On supposera que la commutation est intervenue à l’instant k−r+1 :

y
s,k
≃

k−r∑

t=k−L

Hs,iŪk(t) +

k∑

t=k−r+1

Hs+1,iŪk(t) + ζk,s (2.35)

où :
- ζk,s (ζk,s = Hv

s,iVk + ws,k) est la matrice des bruits de moyenne nulle,
- Hs,i et Hs+1,i sont les matrices de Hankel des modèles s et s + 1,
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Chapitre 2. Identification des systèmes à commutations

- Uk(t) est une matrice qui a pour tième colonne Uk(:, t) et des colonnes de zéros partout
ailleurs :

Ūk(t) =
(
0 .. 0 Uk(:, t) 0 ... 0

)
∈ Rmi×j (2.36)

L’équation (2.35) peut être réécrite sous la forme :

y
s,k
≃ Hs,iUk +

k∑

t=k−r+1

(Hs+1,i −Hs,i)Ūk(t) + ζk,s (2.37)

Le vecteur de résidu εs,k devient :

y
s,k

ΠU⊥

k
=

k∑

t=k−r+1

(Hs+1,i −Hs,i)Ūk(t)ΠU⊥

k
+ ζk,sΠU⊥

k
(2.38)

et son espérance mathématique :

E[y
s,k

ΠU⊥

k
] =

k∑

t=k−r+1

(Hs+1,i −Hs,i)Ūk(t)ΠU⊥

k
(2.39)

puisque la matrice des bruits ζk,s est de moyenne nulle.
La relation précédente montre que le vecteur de résidu n’est pas en général de moyenne nulle

s’il y a un changement de modèle.

2.4.3.4 Estimation des instants de commutations

Nous avons démontré dans les paragraphes précédents que le vecteur de résidu εs,k (Eq. (2.34))
est gaussien de moyenne nulle s’il n’y pas de changement de modèle et de moyenne non nulle
dans le cas contraire. Pour estimer les instants de commutations, nous avons choisi d’effectuer
un test de khi-deux sur le vecteur εk de manière à détecter les changements intervenant dans le
résidu.

Le vecteur εk étant gaussien de variance Rεk
et de moyenne µk, le terme ̟k (̟k = εT

k R−1
εk

εk)
suit une loi de khi-deux avec ℓ degrés de liberté. Les instants de commutations peuvent être
estimés en opérant la comparaison suivante :

si ̟k

{
< χ2

ℓ,α alors il n’y a pas de changement (µk = 0)
> χ2

ℓ,α alors il y a un changement (µk 6= 0)
(2.40)

où χ2
ℓ,α est le seuil déterminé par la loi de khi-deux avec un degré de confiance α.

2.4.4 Utilisation d’une technique d’identification récursive des sous-espaces

La technique d’estimation des poids des modèles locaux proposée ici utilise le même principe
que la méthode proposée précédemment. Elle suppose que chaque modèle local est actif sur une
fenêtre de temps de largeur minimale τ . Une technique récursive des sous-espaces de détection
de changements de dynamique proposée par Oku [49] est utilisée pour estimer les instants de
commutations. On rappelle que les instants de commutations correspondent aux changements
de dynamique du système. Comme les techniques de détection de changement de dynamique
souffrent généralement d’un retard, ce problème est pris en compte dans l’application de la
technique de détection à l’estimation des poids.
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La technique d’identification récursive des sous-espaces utilisée pour estimer les poids sera
d’abord présentée, avant d’aborder son application à l’estimation des poids des modèles locaux.

2.4.4.1 Méthode d’identification récursive des sous-espaces

Une méthode d’identification récursive des sous-espaces est utilisée pour détecter les chan-
gements de dynamique du système. Dans cette technique initialement proposée par Oku [49],
la représentation du système était sous forme innovée. Cette méthode d’identification récursive
des sous-espaces est adaptée dans la suite à l’identification récursive du système (2.19). Dans
l’adaptation de la méthode proposée par Oku, seule la matrice A sera supposée stable, au lieu
de (A−KC) (K matrice d’innovation) dans la méthode initiale.

Tout d’abord la relation matricielle qui est la charpente de cette méthode est établie. En-
suite la technique d’estimation récursive des paramètres du système est donnée. Puis le résidu
indicateur de changement de modèle est généré et un test de détection (GMA Geometric Moving
Average [5]) est effectué pour détecter les changements de modèles.

2.4.4.1.1 Relation matricielle d’entrée sortie Une relation entrée-sortie est proposée
dans ce paragraphe, cette relation constituant la base de la méthode récursive de détection de
changement. On suppose que le modèle s est actif sur l’intervalle [k − L− 2i + 2, k], la relation
est écrite alors pour un seul modèle linéaire.

A partir de l’équation (2.19) on peut établir les relations suivantes :

Ys,k = Γs,iXs,k + Hs,iUk + Hv
s,iVs,k + Ws,k (2.41)

Xs,k = Ai
sXs,k−i + ∆s,iUk−i + ∆v

s,iVs,k−i (2.42)

avec :
∆s,i =

(
Ai−1

s Bs Ai−2
s Bs ... AsBs Bs

)
(2.43)

∆v
s,i =

(
Ai−1

s Ai−2
s ... As 0

)
(2.44)

et

Ys,k =




ys,k−L−i+2 ys,k−L−i+3 ... ys,k−i+1

ys,k−L−i+3 ys,k−L−i+4 ... ys,k−i+2
...

... ...
...

ys,k−L+1 ys,k−L+2 ... ys,k


 ∈ IRℓi×L

=
(
ȳs,k−L+1 ȳs,k−L+2 ... ȳs,k

)

(2.45)

Uk =




uk−L−i+2 uk−L−i+3 ... uk−i+1

uk−L−i+3 uk−L−i+4 ... uk−i+2
...

... ...
...

uk−L+1 uk−L+2 ... uk


 ∈ IRmi×L

=
(
ūk−L+1 ūk−L+2 ... ūk

)

(2.46)

Des définitions similaires sont faites pour les matrices Vk et Wk, les autres matrices étant données
dans le paragraphe 2.4.2.
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On déduit des relations (2.42) et (2.41) l’égalité suivante :

Ys,k = Γs,iA
i
sXs,k−i + Γs,i∆s,iUk−i + Hs,iUk + Γs,i∆

v
s,iVs,k−i + Hv

s,iVs,k + Ws,k (2.47)

Pour i suffisamment grand, le terme Γs,iA
i
sXs,k−i peut être négligé puisque le modèle local est

stable :

Ys,k ≃ Γs,i∆s,iUk−i + Hs,iUk + Γs,i∆
v
s,iVs,k−i + Hv

s,iVs,k + Ws,k (2.48)

On notera dans la suite :
θ = Γs,i∆s,i (2.49)

La relation (2.48) s’écrit alors :

Ys,k ≃ θUk−i + Hs,iUk + Γs,i∆
v
s,iVs,k−i + Ws,k (2.50)

2.4.4.1.2 Estimation récursive des paramètres Un calcul récursif de la matrice θ (θ ≡
Γs,i∆s,i) est proposé dans ce paragraphe. Si les entrées sont persistantes d’ordre 2i, alors une
estimation de la matrice θ (θ ≡ Γs,i∆s,i) à partir de l’équation (2.50) est donnée par :

θ̂ = Ys,kΠU⊥

k
UT

k−i(Uk−iΠU⊥

k
UT

k−i)
−1 (2.51)

Les techniques récursives des sous-espaces calculent une mise à jour récursive de la matrice θ
([73], [50] et [49]). Dans ce calcul θ̂k est connu et on cherche à calculer θ̂k+1 disposant des mesures
passées (Uk−i+1, Ys,k−i+1) futures (Uk, Ys,k) et de celles recueillies à l’instant k+1 (ūk+1, ȳs,k+1).
Il est à noter que les vecteurs Uk+1 et Yk+1 contiennent aussi des mesures recueillies à l’instant
k + 1. Le calcul récursif de θ est proposé ci-dessous :

θ̂k+1 = θ̂k − βk+1(rk+1 + θ̂kqk+1)q
T
k+1Ψ

−1
k (2.52)

Ψk+1 =
1

γ
(Ψk − βk+1Ψkqk+1q

T
k+1Ψk) (2.53)

Pk+1 =
1

γ
(Pk − αk+1Pkūk+1ū

T
k+1Pk) (2.54)

Yk+1U
T
k+1 = γYkU

T
k + ȳk+1ū

T
k+1 (2.55)

Uk−i+1U
T
k+1 = γUk−iU

T
k + ūk−i+1ū

T
k+1 (2.56)

αk+1 = (γ + ūT
k+1Pkūk+1)

−1 (2.57)

βk+1 =

(
1

αk
+ qT

k Ψkqk

)−1

(2.58)

rk+1 = ȳk+1 − YkU
T
k Pkūk+1 (2.59)

qk+1 = Uk−iU
T
k Pkūk+1 − ūk−i+1 (2.60)

γ < 1 est le facteur d’oubli exponentiel.
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Les matrices Ψk et Φk sont égales à :

Ψk =
(
Uk−iΠU⊥

k
UT

k−i

)−1
(2.61)

Pk =
(
UkU

T
k

)−1
(2.62)

D’après la remarque précédente, les matrices θ̂k, Ψk, YkU
T
k et Uk−iU

T
k peuvent être calculées

hors ligne ; ces matrices convenablement calculées serviront de conditions initiales à l’estimation
récursive de la matrice θ.

Ce calcul récursif de θ est utilisé dans le paragraphe suivant pour générer un résidu indicateur
de rupture de modèle.

2.4.4.1.3 Génération récursive des résidus Le résidu calculé dans ce paragraphe consti-
tue l’élément indicateur de la rupture de modèle. Le théorème qui suit propose une méthode de
calcul de ce résidu. Il est à noter que ce théorème n’est qu’une adaptation du théorème 2 de
l’article [49] aux systèmes linéaires comportant des bruits d’état et de sortie.

Théorème 2.1. Sous les conditions suivantes :

- les entrées uk sont bornées, pseudo-stationnaires et persistantes d’ordre i,

- le modèle s est actif sur l’intervalle [k − L− 2i + 2, k] et est stable,

on obtient :
rk+1 + θqk+1 → Γs,i∆

v
s,iv̄s,k−i+1 + w̄s,k+1 (2.63)

Preuve

En remplaçant l’équation (2.62) dans (2.59) nous obtenons :

rk+1 ≡ ȳs,k+1 − Ys,kU
T
k (UkU

T
k )−1ūk+1 (2.64)

En écrivant l’équation (2.50) colonne par colonne, on obtient :

ȳs,k+1 ≃ θūk−i+1 + Hs,iūk+1 + Γs,i∆
v
s,iv̄s,k−i+1 + w̄s,k+1 (2.65)

Si on substitue (2.65) dans (2.64), on trouve :

rk+1 ≃ θūk−i+1 + Hs,iUk+1 + Γs,i∆
v
s,iVs,k−i+1 + w̄s,k+1 − Ys,kU

T
k (UkU

T
k )−1ūk+1 (2.66)

En remplaçant Ys,k par son expression dans (2.48) et en tenant compte de (2.60), on trouve :

rk+1+θqk+1 ≃ Γs,i∆
v
s,iv̄s,k−i+1+w̄s,k+1−(Γs,i∆

v
s,iv̄s,k−i+1U

T
k −w̄s,k+1U

T
k )(UkU

T
k )−1ūk+1) (2.67)

Comme les entrées ne sont pas corrélées avec les bruits on obtient :

(Γs,i∆
v
s,iv̄s,k−i+1U

T
k − w̄s,k+1U

T
k )(UkU

T
k )−1ūk+1)→ 0 (2.68)

Ce qui prouve le théorème.
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Chapitre 2. Identification des systèmes à commutations

2.4.4.1.4 Détection de changement de modèle Le théorème 2.1 permet d’obtenir le
résidu :

εs,k = rk+1 + θqk+1 (2.69)

εs,k = Γs,i∆
v
s,iVs,k−i+1 + w̄s,k+1. (2.70)

Comme on ne connaît pas θ qui est la matrice de Hankel exacte du système (θ ≡ Γs,i∆s,i)), elle
est remplacée dans (2.69) par son estimation à l’instant k.

εs,k = rk+1 + θkqk+1 (2.71)

Ce résidu gaussien est centré en l’absence de défaut. La justification est directe puisque εk

est une combinaison linéaire de vecteurs blancs, gaussiens et centrés. S’il y a un changement
de modèle, la relation (2.63) n’est plus vérifiée et la variance σ0 du vecteur résidu εs,k change
de manière significative [51]. Un algorithme détectant des sauts de variance est proposé dans la
suite pour détecter les changements de modèles.

Le but de cet algorithme est de savoir laquelle de ces deux hypothèses est vérifiée :

Hypothèses :

{
H0 : Il n’y a pas de rupture de modèle

H1 : il y a commutation
(2.72)

Il est explicité dans le cas mono-sortie, l’extension au cas multi-sortie étant directe. L’algorithme
de moyenne mobile géométrique (GMA [5]) dans le cas d’un changement dans la variance d’un
signal est donné par :

gk =
∞∑

r=0

β̄rek−r, ek = ln
σ0

σ1
+

(
1

σ2
0

+
1

σ2
1

)
ε2
k

2
(2.73)

où β̄r ≡ λ(1− λ)r avec 0 < λ 6 1, σ0 et σ1 désignent respectivement la variance du vecteur
résidu εk avant et après le changement.
Si g0 = 0, alors le calcul récursif de gk est donné par :

gk = (1− λ)gk−1 + λek (2.74)

On ne connaît pas σ1, mais une estimation au sens du maximum de vraisemblance peut être
obtenue à partir des relations (2.73) et (2.74) par :

gk =
sup

σ̂1

(
σ̂2

1 − σ2
0

σ̂2
1σ

2
0

g̃k + ln
σ0

σ̂1

)
, (2.75)

avec

g̃k = (1− λ)g̃k−1 + λ
ε2
k

2
, et g̃0 = 0 (2.76)

On remarquera que le calcul récursif de g̃k ne nécessite pas la connaissance de σ2
1. Par un calcul

simple on trouve que l’optimum calculé en (2.75) est atteint pour σ̂1 =
√

2g̃k ce qui donne :

gk =

(
g̃k

σ2
0

− 1

2

)
+ ln

σ0√
2g̃k

(2.77)
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2.4. Identification des SAC avec les techniques de détection

Par conséquent, le choix de l’hypothèse H est réalisé de la manière suivante :

si gk

{
< η, l’hypothèse H0 est choisi
> η, l’hypothèse H1 est choisi

(2.78)

η étant un seuil convenablement choisi.
La méthode d’identification récursive des sous-espaces proposée dans ce paragraphe permet

la détection des ruptures de modèle. Sa mise en oeuvre permet d’estimer alors les instants de
commutations. Le paragraphe qui suit montre comment cette estimation est utilisée pour calculer
le poids des modèles locaux.

2.4.5 Estimation des poids des modèles locaux

Les instants de commutations étant estimés par l’une des deux méthodes de détection de
rupture de modèle proposées plus haut, le calcul des poids correspondant aux modèles locaux est
direct : si un modèle s est supposé actif, son poids est fixé à 1 jusqu’à la prochaine commutation,
et les poids des autres modèles sont fixés à 0. Après l’estimation des instants de commutations,
les poids ps,k (k = 1, 2, ..., q) de tous les modèles locaux sont calculés.

retard maximal à la détection

L + i tmaxtmax

instants de commutation

fenêtre glisssante

tmax

Fig. 2.5 – illustration de la fenêtre glissante utilisée dans la technique de détection basée sur les
projections, du retard maximal à la détection et des instants de commutations

Soient k1 et k2 deux instants de commutations consécutifs. La détermination des classes des
données sur l’intervalle [k1, k2] n’est pas évidente du fait de l’existence probable d’un retard à la
détection comme l’illustre la figure (2.5). Si on note par tmax le retard maximal à la détection(tmax

supposé connu) alors les points se situant sur l’intervalle,]k2 − tmax, k2[ ne peuvent pas être
classifiés sans la connaissance des modèles locaux. On notera toutefois que leur classe correspond
soit au modèle actif avant l’instant de commutation (modèle s) soit au modèle actif après cet
instant de commutation (modèle s+1). L’indice du modèle s est alors associé aux points recueillis
sur l’intervalle ]k2 − tmax, k2[. La classe de ces points n’est déterminée qu’après la première
estimation des paramètres de Markov.

En tenant compte de la remarque précédente, le calcul des poids sur l’intervalle [k1, k2] est
réalisé de la manière suivante :

- le poids du modèle local s supposé actif est fixé à 1 sur l’intervalle [k1, k2− tmax] (ps,k ← 1,
k1 6 k 6 k2 − tmax),

75



Chapitre 2. Identification des systèmes à commutations

- le poids des autres modèles est fixé à 0 sur le même intervalle (pr,k ← 0, k1 6 k 6 k2− tmax,
∀r 6= s),

- le poids de tous les modèles est fixé à 0 pour les points non classifiés se situant sur l’intervalle
]k2 − tmax, k2[, (pr,k ← 0, k2 − tmax < k < k2, ∀r).

2.4.6 Identification des paramètres de Markov des modèles locaux

Connaissant les poids des modèles locaux composant le SAC, l’estimation de leurs paramètres
de Markov est réalisée par une technique des sous-espaces. Cette estimation est basée sur une
relation entrée-sortie établie dans le paragraphe qui suit.

2.4.6.1 Equation matricielle d’entrée et sortie locale

Cette équation matricielle obtenue à partir de (2.31) permet d’exprimer la sortie du modèle
local s pondérée par la matrice des poids Ps,k (relation (2.23)) en fonction des entrées et de l’état.

y
s,k

Ps,k ≃ Hs,iUkPs,k + Hv
s,iVs,kPs,k + ws,kPs,k (2.79)

où y
s,k

est définie comme dans la relation (2.22) et Ps,k par la relation (2.23).

Rappel : par rapport à l’équation (2.22), f est pris égal à j vérifiant la condition (2.21).
A partir de (2.79), les paramètres de Markov Hs,i seront estimés. Comme cette relation

matricielle utilise la sortie locale y
s,k

du système, il est indispensable de la calculer.

2.4.6.2 Calcul de la sortie locale

Comme les poids vérifient la condition de normalisation (2.20) et sont binaires, la propriété
suivante est vérifiée :

(pg,k)
2 = pg,k et pg,k × ps,k = 0, (si g 6= s) (2.80)

On établit alors le calcul de la sortie locale du modèle g :

yk pg,k =
h∑

(
s=1

ps,kys,k)pg,k = yg,k pg,k ∀k ∈ [1, q] (2.81)

En empilant la relation précédente, on obtient :

y
k
Ps,k = y

s,k
Ps,k (2.82)

2.4.6.3 Estimation des paramètres de Markov d’un modèle local

L’estimation des paramètres de Markov est basée sur la minimisation du critère de l’erreur
de prédiction J suivant, obtenu à partir de l’équation (2.79) :

J(Hs,i) =
1

2j

j∑

k=1

(
h∑

s=1

ps,k ‖yk −Hs,iUk‖22

)
(2.83)

La solution est donnée par la méthode des moindres carrés pondérées. Le théorème qui suit
résume ce résultat.

Théorème 2.2. Sous les conditions suivantes :
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1. le modèle local s est stable,

2. la matrice UkPs,k est de plein rang,

3. si i est suffisamment grand, pour que le terme CsA
i−1
s Xs,k−iPs,k soit négligeable,

on a :
y

s,k
Ps,kU

T
k (UkPs,kU

T
k )−1 →

j→∞
Hs,k (2.84)

La condition 2 du théorème 2.2 peut être vue comme étant une condition de persistance des
signaux du système.

Après cette estimation des paramètres de Markov des modèles locaux, la classe des données
non classifiées (correspondant au retard à la détection) est déterminée. Le paragraphe suivant
propose une méthode pour déterminer la classe de ces données.

2.4.7 Détermination des poids des données non classifiées

Le modèle local auquel appartiennent les points non classifiés est déterminé dans cette partie.
Ces points sont recueillis dans les intervalles correspondant aux retards maximaux à la détection.
Si le modèle local s est actif avant l’instant de changement t, les points recueillis dans [t−t max, t−
1] sont affectés au modèle local minimisant l’erreur de sortie (2.85) parmi les modèles locaux s
et s + 1 (modèle actif avant l’instant de commutation (s) et modèle actif après l’instant de
commutation (s + 1)) :

min
r=s,s+1

‖yk −Hr,iUk‖ (2.85)

Cette dernière classification permet de déterminer la classe de toutes les données recueillies.
Il est logique de réaliser une nouvelle estimation des paramètres de Markov des modèles locaux
après la classification de toutes les données. Cette estimation est réalisée comme cela est proposé
dans le paragraphe précédent.

Fusion de modèles

Après la classification de toutes les données et l’estimation des modèles locaux, on recherche
les modèles locaux "identiques" afin de les fusionner. Une comparaison des matrices des para-
mètres de Markov des différents modèles locaux Hs,i est réalisée afin de déterminer ces modèles
"identiques". On commencera par estimer les matrices de variance de l’estimation de ces ma-
trices. Ces matrices de variances seront utilisées pour définir une distance entre les paramètres
de Markov des différents modèles locaux.

2.4.7.1 Matrices de variance des paramètres de Markov

La variance ΣHs,i de l’estimation de la matrice des paramètres de Markov du modèle local s
(Hs,i), est déterminée par :

Σ̂Hs,i = E[(Ĥs,i −Hs,i)
T (Ĥs,i −Hs,i)] (2.86)

Σ̂Hs,i = E[
(
UT

k (UkU
T
k )−1

)T
εT
s,kεs,k

(
UT

k (UkU
T
k )−1

)
] (2.87)

où :
εs,k = y

s,k
ps,k − ŷ

s,k
(2.88)
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Σ̂Hs,i = (UkU
T
k )−1UkE[εT

s,kεs,k]U
T
k (UkU

T
k )−1 (2.89)

si les bruits sont ergodiques, l’espérance mathématique E[εT
s,kεs,k] peut être calculée par la for-

mule :

E[εT
s,kεs,k] = lim

j→∞
(
1

j

j∑

t=1

εT
s,tεs,t) (2.90)

2.4.7.2 Détermination des modèles "identiques"

Le but de cette partie est de retrouver les modèles "identiques" et de les fusionner. Pour cela,
on définit une distance entre les matrices des paramètres de Markov des modèles locaux Ĥs,i (du
modèle local s) et Ĥr,i (du modèle local r) :

d(Ĥs,i, Ĥr,i) = trace
(
(Ĥs,i − Ĥr,i)Σ̂

−1
Hs,r

(Ĥs,i − Ĥr,i)
T
)

(2.91)

avec

Σ̂Hs,r =
Ns

Ns + Nr
Σ̂Hs,i +

Nr

Ns + Nr
Σ̂Hr,i ,

où Ns =
∑j

k=1 ps,k et Nr =
∑j

k=1 pr,k.
Si η est le seuil d’un test de χ2 avec ℓ degrés de liberté, alors on définit le test d’identité

suivant.

Test d’identité

si d(Ĥs,i, Ĥr,i) ≥ η alors les modèles s et r ne sont pas "identiques",
si d(Ĥs,i, Ĥr,i) < η alors les modèles s et r sont "identiques".

2.4.7.3 Fusion de modèles

Connaissant les modèles locaux "identiques", ces modèles seront dans un premier temps
fusionnés. Ensuite une nouvelle estimation des paramètres de Markov des nouveaux modèles
locaux est réalisée, suivie d’une nouvelle fusion. Cette procédure d’estimation des paramètres
de Markov, recherche et fusion de modèles "identiques" est répétée jusqu’à ce qu’il n’y ait plus
diminution du nombre de modèles locaux.

L’ensemble des modèles "identiques" au modèle local s0 est noté par Es0
. Dans la procédure

de fusion, tous les modèles appartenant à Es0
sont remplacés par un seul modèle s∗0. La fonction

de pondération de ce nouveau modèle s∗0 est alors donnée par :

ps∗
0
,k =

∑

s∈Es0

ps,k, k ∈ [1, q] (2.92)

Il faut ré-estimer les modèles locaux après leur fusion. En effet cette nouvelle détermination
des modèles locaux améliore leur précision parce qu’un nombre plus important de points est
utilisé. Il est également nécessaire de rechercher les modèles locaux "identiques" après la fusion
car il peut exister des modèles "identiques" mais qui ne seront pas reconnus dans la première
recherche du fait qu’il sont estimés par un nombre insuffisant de points.

Cette technique de fusion de modèles est résumée dans l’algorithme qui suit.

Algorithme 2.1. (fusion de modèle)

Etape 1 : (début) st← 0,
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Etape 2 : (estimation des paramètres de Markov)

évaluer Ĥs,i estimation des matrices Hs,i (s = 1, ..., h) en utilisant le théorème 2.2,

Etape 3 : (test)

réaliser le test d’identité sur les matrices Ĥs,i (s = 1, ..., h) et construire les ensembles Es des
modèles “identiques".

Etape 4 : (nouveau calcul des fonctions poids)

pour tout ensemble Es si card(Es) > 1 alors :

1) st←1 ;

2) p∗s,k ←
∑

r∈Es
pr,k, et supprimer les modèles r, r ∈ Es et r 6= s.

Etape 5 : (réorganisation des indices)

réorganiser les indices des modèles locaux.

Etape 6 : (test d’arrêt)

si st=1 alors aller à l’étape 1,

si st=0 alors arrêt.

Cette procédure permet la détermination automatique du nombre de modèles locaux du SAC.
On peut alors estimer une réalisation d’état de chaque modèle local.

2.4.8 Détermination des réalisations des modèles locaux

L’objectif dans cette partie est de déterminer l’ordre ns et une réalisation (As, Bs, Cs, Ds)
des modèles locaux à partir de la connaissance des matrices des paramètres de Markov donnés
par le théorème 2.2.

La matrice Ds est extraite directement de l’estimation de la matrice Hs,i (voir 2.26). L’algo-
rithme ERA (Eigenvalue Realization Algorithm) [36] est utilisé pour déterminer l’ordre et une
réalisation minimale et équilibrée.

Détermination des matrices As, Bs, Cs

– Construire les matrices de Hankel H0
ν,s et H1

ν,s qui contiennent les paramètres de Markov
et sont définies par la formule générale (avec ν = intg(i/2), partie entière de i/2) :

Hγ
ν,s =




CsA
γ
sBs · · · CsA

γ+ν−1
s Bs

CsA
γ+1
s Bs · · · CsA

γ+ν
s Bs

...
...

...
CsA

γ+ν−1
s Bs · · · CsA

γ+2ν−2
s Bs


 (2.93)

– Opérer la décomposition en valeurs singulières :

H0
ν,s =

(
U1 U2

)(S1 0
0 S2

)(
V T

1

V T
2

)

≃ U1S1V
T
1 (2.94)

où S2 contient les valeurs singulières négligeables.
– L’ordre du système est donné par le nombre de valeurs singulières de la matrice S1.
– Calculer la matrice d’observabilité Γs,ν = U1S

1/2
1 et celle de commandabilité Cs,ν = S

1/2
1 V T

1

(voir la relation (2.25)).
– La matrice Cν,s est donnée par les ℓ premières lignes de Γs,ν (voir (2.25)).
– La matrice Bs est donnée par les m premières colonnes de Cs,ν (voir (2.25)).
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– La matrice As est donnée par :

As = S
−1/2
1 UT

1 H1
ν,sV1S

−1/2
1 (2.95)

La méthode d’identification proposée dans cette section peut être résumée dans l’algorithme
suivant.

Algorithme 2.2. (identification basée sur les techniques de détection)

Etape 1 : estimer les instants de commutations en utilisant l’une des deux méthodes de
détection de rupture de modèle proposées dans les paragraphes (2.4.3) et (2.4.4),

Etape 2 : calculer les poids des modèles locaux (paragraphe (2.4.5)),

Etape 3 : estimer les paramètres de Markov des modèles locaux (théorème (2.2)),

Etape 4 : calculer le poids des données non classifiées (paragraphe 2.4.7),

Etape 4 : fusionner les modèles loaux "identiques" (algorithme (2.1)),

Etape 5 : estimer les paramètres de Markov des modèles locaux (théorème (2.2)),

Etape 6 : retourner à l’étape 4 jusqu’à ce que les poids ne varient plus,

Etape 7 : déterminer une réalisation minimale et équilibrée des modèles locaux (algorithme
ERA (paragraphe 2.4.8)).

2.5 Exemple d’application

Considérons le système à commutations décrit par l’équation (2.19) dans laquelle les matrices
As, Bs, Cs et Ds (s = 1, 2) prennent les valeurs :

A1 =




0.32 0.31 0
-0.32 0.31 0

0 0 -0.18


 , B1 =




0.9 -0.7
0.71 -0.5
0.8 0.47


 (2.96)

C1 =

(
-0.55 0.2 0.8
0.45 0.3 0.58

)
, D1 =

(
0.97 0.63
-0.32 0.95

)

A2 =




-0.1 -0.4 0
0.5 -0.4 0
0 0 0.26


 , B2 =




0.1 -0.6
0.32 -0.66
0.3 0.82


 (2.97)

C2 =

(
-0.8 -0.1 0.7
0.3 0.48 0.9

)
, D2 =

(
0.5 0.3
-0.2 -0.5

)
.

Le premier modèle local (s = 1) est actif sur les intervalles [1, 999] et [1800, 2499] et le
deuxième (s = 2) est actif sur les intervalles [1000, 1799] et [2500, 3500]. Les entrées sont des
signaux binaires pseudo aléatoires (SBPA) ayant une période d’horloge égale à 5. Le rapport
signal bruit (RSB) de la sortie est égal à 30.3db et bruit de système (vk) a une variance égale à
7× 10−4I3 et nous disposons de q = 3500 données.
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2.5. Exemple d’application
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Fig. 2.6 – estimation des instants de commutations à l’aide d’un test de khi-deux, par la méthode
de détection basée sur les projections
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Fig. 2.7 – dispersion des pôles estimés après la première estimation des poids
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Chapitre 2. Identification des systèmes à commutations

2.5.1 Premier calcul des poids

Les instants de commutations sont estimés par la méthode de détection basée sur les projec-
tions (paragraphe 2.4.3) et les résultats sont montrés sur la figure (2.6) avec L = 38 et i = 13.
Le retard maximal à la détection est fixé à L

2 . Les instants de commutations estimés sont : 1000,
1801, 2501. Les données appartenant aux intervalles ]981, 999[, ]1782, 1801[ et ]2482, 2501[ ne
sont pas classifiées puisqu’elles correspondent aux retards à la détection. L’estimation de trois
instants de commutations laisse supposer l’existence de quatre modèles locaux, le premier étant
actif sur l’intervalle [1, 981], le second sur l’intervalle [1000, 1782], le troisième sur l’intervalle
[1801, 2482] et le dernier sur l’intervalle [2501, 3500].

Les paramètres de Markov des quatre modèles locaux sont estimés avec un choix de i = 13.
Les classes des données non classifiées sont ensuite déterminées, puis les paramètres de Markov
sont recalculés. Les pôles des quatre modèles locaux estimés lors de 100 réalisations de Monte
Carlo sont tracés sur la figure (2.7). Cette figure nous laisse supposer que les modèles locaux 1
et 3 d’une part et les modèles locaux 2 et 4 d’autre part sont "identiques". Pour confirmer cela,
réalisons le test d’identité (paragraphe 2.4.7.2).

2.5.1.1 Fusion des modèles locaux

Le test d’identité (réalisé avec η = 18.4) pour les 100 réalisations de Monte Carlo, confirme
que les modèles locaux 1 et 3 (resp. 2 et 4 ) sont "identiques" puisque :

d(Ĥ1,i, Ĥ2,i) ∈ [28000, 38500]

d(Ĥ1,i, Ĥ3,i) ∈ [4, 12]

d(Ĥ1,i, Ĥ4,i) ∈ [27500, 38500]

d(Ĥ2,i, Ĥ4,i) ∈ [3, 13]

Les modèles locaux 1 et 3 (resp. 2 et 4 ) sont alors fusionnés (algorithme 2.1) et les paramètres
de Markov des deux modèles locaux obtenus sont estimés. Les pôles des deux nouveaux modèles
locaux estimés lors des 100 réalisations de Monte Carlo sont tracés sur la figure (2.8). Cette figure
montre une amélioration de la variance des pôles estimés.
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Fig. 2.8 – dispersion des pôles estimés après la fusion
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2.6. Identification des SAC par l’utilisation d’hyperplans

2.6 Identification des SAC par l’utilisation d’hyperplans

Une technique d’identification des SAC basée sur la répartition des vecteurs formés à partir
des mesures du système est proposée dans cette section. Cette technique se fonde sur le principe
selon lequel les vecteurs formés à partir des données provenant d’un modèle local appartiennent
tous à un même hyperplan de l’"espace des données" (ou espace des sorties et des régresseurs).
La classification des données revient à déterminer ces hyperplans et à regrouper les vecteurs
appartenant au même hyperplan. Le nombre d’hyperplans correspond alors au nombre de modèles
locaux. Les classes étant déterminées, l’identification des modèles locaux se fait de la même
manière que dans la section précédente.

2.6.1 Position du problème

Soit le SAC représenté par :

xs,k+1 = Asxs,k + Bsuk + vs,k

ys,k = Csxk + Dsuk + ws,k
(2.98)

et

yk =
h∑

s=1

ps,kys,k, avec
h∑

s=1

ps,k = 1, ∀ k (2.99)

avec vs,k et ws,k des bruits centrés et décorrélés des entrées uk.

On suppose que chaque modèle local est stable, c’est-à-dire que les valeurs propres des ma-
trices As (1 6 s 6 h) sont inclues dans le cercle unité. L’objectif est de déterminer les poids ps,k,
l’ordre et une réalisation (T−1AsT , T−1Bs, CsT , Ds) des h modèles locaux, avec T une matrice
inversible (remarque 1.1).

2.6.2 Reformulation du problème

La relation (2.30) de la section précédente nous permet d’écrire en négligeant les puissances
élévées de la matrice A :

ys,k ≃ Hs,iUk + Hv
s,iVs,k + ws,k (2.100)

avec :

Uk =




uk−i+1

uk−i+2
...

uk


 , Vs,k =




vk−i+1

vk−i+2
...

vk


 (2.101)

Cette équation peut être réécrite sous la forme :

−Hs,iUk + ys,k ≃ Hv
s,iVs,k + ws,k (2.102)

nszk ≃ Hv
s,iVs,k + ws,k (2.103)

avec :

ns =
(
−Hs,i| Iℓ

)
∈ IRℓ×(mi+ℓ), zk =

(
Uk

ys,k

)
(2.104)

83



Chapitre 2. Identification des systèmes à commutations

S’il n’y a pas de bruit, l’équation (2.103) devient :

nszk ≃ 0 (2.105)

ce qui définit un hyperplan de IRℓ+mi. D’après l’équation précédente tous les vecteurs zk formés
à partir des mesures recueillies sur un modèle local s appartiennent à un même hyperplan défini
par la matrice ns. Un exemple en dimension trois est représenté sur la figure (2.9).

hyperplan correspondant au modèle local 1

hyperplan correspondant au modèle local 2

vecteur n1

vecteur n2

Fig. 2.9 – exemple en dimension trois de deux hyperplans représentant deux modèles locaux et
leur vecteurs normaux

Classer les mesures recueillies revient à déterminer tous les vecteurs appartenant au même
hyperplan. Ce but peut être atteint si on trouve les matrices ns déterminant les hyperplans. Or il
existe une infinité de matrices orthogonales à un vecteur zk ; pour assurer l’unicité de la solution
(ns), on supposera :

(1) que les entrées sont persistantes d’ordre ρ (les ρ vecteurs zk consécutifs sont linéairement
indépendants)

(2) on formera les matrices zk :

zk =
(
zk−ρ+1 zk−ρ+2 ... zk

)
∈ R(mi+ℓ)×ρ, ρ > mi + ℓ (2.106)

(3) on cherchera la matrice n telle que n soit orthogonale à zk :

n⊥zk (2.107)

et n est de la forme n ≡
(

H| Iℓ

)
(2.108)

On remarquera que la détermination de la matrice n revient à trouver une matrice unique H
(H = −Hs,i voir la relation (2.104)).

Soit ns la matrice normal à l’hyperplan définit par par le modèle local s (s = 1, 2, ..., h), le
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2.6. Identification des SAC par l’utilisation d’hyperplans

problème de classification revient à regrouper les points zk dans des classes C̄s tels que :

C̄s={zk/zk ⊥ ns} (2.109)

2.6.3 Classification des données

L’existence d’un temps minimal de séjour τ supérieur à ρ + i, (ρ > mi + ℓ), permet de dire
que la matrice zk

zk =
(
zk−ρ+1 zk−ρ+2 ... zk

)
∈ R(mi+ℓ)×ρ (2.110)

peut être obtenue uniquement par les données provenant d’un seul et même modèle local noté
s. Si c’est le cas, cette matrice est orthogonale à ns (ns étant la matrice définissant l’hyperplan
correspondant au modèle local s).

La méthode de classification consiste à former les q − ρ (q étant le nombre de mesures)
matrices zk (k = ρ, ρ + 1, ..., q) et à déterminer les q − ρ matrices nk (k = ρ, ρ + 1, ..., q) qui leur
sont orthogonales de la manière suivante :

nk ≡
(

H| Iℓ

)
et nk⊥zk (2.111)

La détermination des matrices nk définissant un même hyperplan est directe dans le cas
déterministe. Si le système subit l’influence des bruits alors cette détermination devient délicate.
L’angle entre deux matrices définissant un même hyperplan peut être important. La figure (2.10)
illustre ce problème en dimension trois.

 définissant le modèle local s

vecteurs nk estimés

vecteur ns définissant l’hyperplan

hyperplan correspondant à un modèle local shyperplan correspondant à un modèle local s

Fig. 2.10 – représentation en dimension trois de deux hyperplans représentant deux modèles
locaux et leur vecteurs normaux

Pour accomplir cette tâche dans le cas stochastique, on définit les ensembles Z et N suivants :

Z = {zk, k = ρ, ρ + 1, ..., q} (2.112)

N = {nk/nk ∈ Rℓ×(mi+ℓ), nk⊥zk, zk ∈ Z} (2.113)

et on définit une relation d’équivalence R sur l’ensemble N :
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Chapitre 2. Identification des systèmes à commutations

- deux éléments nf et nh de N sont en relation (nf R ng) si et seulement si il existe une
suite finie {n̄k}k = {n̄1, n̄2, ..., n̄t} d’éléments de N telle que :

nf R ng ⇔ ∃{n̄r (r = 1, 2, .., t)} telle que :
d(nf , n̄1) < ǫ, d(n̄1, n̄2) < ǫ, ... d(n̄k−1, n̄k) < ǫ, d(n̄k, n̄k+1) < ǫ ... d(n̄t, ng) < ǫ

(2.114)

où ǫ est un seuil fixé et d(nf , ng) est une distance définie par :

d(nf , ng) = 1−
∥∥nfn

T
g

∥∥
‖nf‖ ‖ng‖

(2.115)

où ‖‖ est une norme.

R

R

R

ng

nf

nh

suite {n′

k}k

suite {nk}k

Fig. 2.11 – illustration de la transitivité de la relation R

Rappelons qu’une relation d’équivalence vérifie les trois conditions suivantes : réflexivité,
symétrie et transitivité. Il est évident que les deux premières conditions sont vérifiées par la
relation R. Il ne reste plus qu’à démontrer la transitivité :

supposons que nf R ng et ng R nh et démontrons que nf R nh. Comme nf R ng il existe
une suite finie {n̄k}k ({n̄k}k = {n̄1, n̄2, ..., n̄t}

∫
) de N telle que la relation ( 2.114) est vérifiée.

Il existe de même une suite {n̄′
k}k ({n̄′

k}k = {n̄′

1, n̄
′

2, ..., n̄
′

r}) d’éléments reliant ng et nh en
respectant la même relation. La suite {n̄′′

k}k = {n̄k}kU{ng} U {n̄′
k}k définie par :

{n̄′′

k}k = {n̄′′
1, n̄

′′
2, ..., n̄

′′
t } (2.116)

avec

n̄′′
1 = n̄1, n̄′′

2 = n̄2, ..., n̄′′
t = n̄t, n̄′′

t+1 = ng, n̄′′
t+2 = n̄

′

1, n̄′′
t+2 = n̄

′

1, n̄′′
t+3 = n̄

′

2, ...,n̄′′
t+r+1 = n̄

′

r

(2.117)
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2.6. Identification des SAC par l’utilisation d’hyperplans

relie nf à nh :

d(nf , n̄1) < ǫ, d(n1, n̄2) < ǫ, ..., d(nt, ng) < ǫ, d(ng, n̄
′

1) < ǫ d(n′
1, n̄

′

2) < ǫ, ... ,d(n̄
′

r, nh) < ǫ
(2.118)

d’ou nf est en relation avec nh.
Cette transitivité est illustrée par la figure (2.11).
La relation R partitionne l’ensemble N (voir (2.113)) en h sous-ensembles Ns (s = 1, 2, ..., h).

Le nombre de sous-ensembles Ns dépend directement du choix du seuil ǫ. Le choix de ce seuil
est alors déterminant pour avoir une bonne classification. En effet si ce seuil est trop grand,
presque toutes les matrices N seront regroupées en une seule classe. Ce problème est illustré sur
la figure (2.12) représentant la dispersion des vecteurs normaux issus de deux modèles locaux.
On remarque que si le seuil ǫ est choisi de manière que d(n11, n12) < ǫ (ou de manière que d(n21,
n22) < ǫ) alors tous les vecteurs normaux seront regroupés en une seule classe. Si ce seuil est
convenablement choisi de manière à regrouper de proche en proche les vecteurs normaux alors on
peut retrouver les deux classes. Mais s’il est trop petit on risque de subdiviser un même modèle
local en plusieurs classes ce qui peut compromettre l’identification dans le cas où le niveau de
bruit est important et les éléments de ces différentes classes peu nombreux.

translation des vecteurs

vecteur n1 définissant l’hyperplan 1

hyperplan correspondant à un modèle local 2

vecteurs n22 estimés

vecteurs n21 estimés

vecteurs n12 estimés

vecteur n2

définissant l’hyperplan 2

hyperplan correspondant à un modèle local 1

vecteurs n11 estimés

Fig. 2.12 – représentation en dimension trois de la dispersion des vecteurs normaux estimés,
(nous avons opéré une translation pour avoir une meilleur vue des angles entre les vecteurs
estimés)

Si ǫ est bien choisi alors le nombre de modèles locaux est égal au nombre de classes détermi-
nées.

La classification des indices des mesures appartenant à une classe s (s = 1, ..., h) est réalisée

87



Chapitre 2. Identification des systèmes à commutations

de la manière suivante :

Cs={k/k ∈ Z+, ∃n ∈ Ns tel que zk ⊥ ns} (2.119)

Ns étant une classe de N et Z+ est l’ensemble des entiers positifs.

2.6.4 Identification des modèles locaux

Afin d’identifier les modèles locaux, nous calculons les poids de ces modèles locaux en se
basant sur les résultats de la classification accomplie précédemment. Connaissant les poids des
modèles locaux, l’identification se fait de la même manière que dans la section précédente : on
estime les paramètres de Markov des modèles locaux, on fusionne les modèles locaux "identiques",
on estime de nouveau les paramètres de Markov des Modèles locaux et on refait une nouvelle
fusion si c’est nécessaire. Cette procédure d’estimation et de fusion des paramètres de Markov
des modèles locaux est répétées jusqu’à convergence.

2.6.4.1 Calcul des poids

Après la classification des données, nous calculons le poids des modèles locaux. Le calcul des
poids se fait de manière directe : si un élément zk ∈ Cs alors le poids du modèle local s à l’instant
k (ps,k) est égal à un et le poids des autres modèles locaux est fixé à zéro :

zr ∈ Cs ⇒ ps,k ← 1 et pr,k ← 0 r 6= s (2.120)

2.6.4.2 Identification des modèles locaux

Disposant des poids, l’identification des modèles locaux se fait de la même manière que dans le
paragraphe 2.4.6. Les paramètres de Markov des modèles locaux sont estimés grâce au théorème
2.2. Ensuite, les modèles locaux "identiques sont fusionnés en utilisant l’algorithme 1 (fusion de
modèle) et de nouveaux poids sont calculés. Les paramètres de Markov sont estimés de nouveau
à l’aide des nouveaux poids calculés, puis on se sert de ces nouveaux paramètres de Markov
pour fusionner les modèles locaux "identiques" et calculer de nouveaux poids. Cette procédure
de fusion et d’estimation des paramètres de Markov est répétée jusqu’à convergence.

Après l’arrêt de la procédure d’estimation des paramètres de Markov, une réalisation minimale
et équilibrée des modèles locaux est donnée par l’algorithme ERA (paragraphe 2.4.8).

La méthode de détermination de classes et d’identification des modèles locaux proposée dans
cette section est résumée dans l’algorithme qui suit.

Algorithme 2.3. (identification basée sur la détermination des hyperplans)

Etape 1 : former les matrices zk en utilisant la relation (2.110),

Etape 2 : estimer les matrices nk vérifiant la condition (2.111),

Etape 3 : regrouper les matrices nk par la relation R (Eq. 2.114),

Etape 4 : déterminer les classes (Eq. 2.119),

Etape 5 : calculer les poids des modèles locaux en utilisant la relation (2.120),

Etape 6 : estimer les paramètres de Markov des modèles locaux (théorème (2.2)),

Etape 7 : fusionner les modèles loaux "identiques" (algorithme (2.1)),

Etape 8 : retourner à l’étape 6 jusqu’à ce que les poids ne varient plus,

Etape 9 : déterminer une réalisation minimale et équilibrée des modèles locaux (algorithme
ERA (paragraphe 2.4.8).
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2.7 Exemple d’application

Notre objectif dans cette section est de montrer sur un exemple la mise en oeuvre de la
classification des données par la méthode de détermination des hyperplans proposée dans la
section précédente. Pour cela, on considère le système (2.19 et 2.20) avec h = 3 et où s prend la
valeur 1 sur les intervalles [1, 199], [400, 499] et [700, 799], la valeur 2 sur les intervalles [200, 299],
[500, 599] et [800, 900] et la valeur 3 sur les intervalles [300, 399] et [600, 699] avec :

A1 =




0, 4 0, 1 0
0, 8 0, 4 0
0 0 0, 8


 , B1 =




1, 5 0, 9
1 −1
−1.5 2.3


 (2.121)

C1 =




0, 8 1, 1 2
−1, 3 0, 7 1, 7
1, 5 0, 7 −0, 9


 , D1 =




0, 4 0, 8
−0, 6 1, 4
1, 3 −0, 75




A2 =

(
0, 4 0, 6
0, 5 0, 1

)
, B2 =

(
1, 5 0, 9
1 −1

)
(2.122)

C2 =




0, 8 1, 1
−1, 3 0, 7
1, 5 0, 7


 , D2 =




0, 4 0, 8
−0, 6 1, 4
1, 3 −0, 75




A3 =




0, 3 0, 2 0
0, 8 0, 2 0
0 0 −0, 75


 , B3 = B1, C3 = C1, D3 = D1

L’entrée uk est une séquence binaire pseudo-aléatoire (SBPA) d’amplitudes variables. On
simule le système avec un rapport signal sur bruit (RSB) des sorties yk par rapport aux bruits
de mesures wk égale à 25db. Les figures (2.13) et (2.14) montrent respectivement les entrées
et les sorties du système. A ces bruits de sortie s’ajoute un bruit de système vk de covariance
var(vk)≃ 7× 10−4I3 ; la matrice de covariance des entrées est égale à var(wk)≃ 7× 10−2I2.

Nous disposons de q = 900 mesures des entrées/sorties.

2.7.1 Calcul des matrices nk définissant les hyperplans

On fixe i = 13 dans la formation des vecteurs zk (Eq. (2.104)) et ρ = 35 dans la formation
des matrices (Eq. (2.110)).

Les matrices nk (k = i + ρ, ..., q) sont estimées en utilisant l’équation (2.108) dans laquelle
la norme ‖‖ est la norme 2.

Les distances d(nf , ng) entre les matrices nf (f = i + ρ, ..., q) et ng (g = i + ρ, ..., q)
estimées sont ensuite calculées. Les figures (2.16), (2.17) et (2.18) montrent ces distances calculées
respectivement avec (f = 140, g = i + ρ, ..., q), (f = 240, g = i + ρ, ..., q) et (f = 340, g =
i + ρ, ..., q). Ces figures laissent entrevoir l’existence de trois modèles locaux, nous allons opter
dans la suite pour le choix d’un seuil (ǫ) qui nous permettra de retrouver ces trois classes.
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Fig. 2.13 – les entrées du système
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Fig. 2.14 – les sorties du système
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Fig. 2.15 – courbe représentant l’indice du modèle local actif à chaque instant
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Fig. 2.16 – courbe représentant la distance d(nf , ng) avec f = 140, g = i + ρ, ..., q
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Fig. 2.17 – courbe représentant la distance d(nf , ng) avec f = 240, g = i + ρ, ..., q
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Fig. 2.18 – courbe représentant la distance d(nf , ng) avec f = 340, g = i + ρ, ..., q
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Fig. 2.19 – classification avec le choix du seuil ǫ = 0.1
modèle local 1 (—)
modèle local 2 (- -)
modèle local 3 (-.-)
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Fig. 2.20 – classification avec le choix du seuil ǫ = 0.04
modèle local 1 (—)
modèle local 2 (- -)
modèle local 3 (-.-)
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2.7.2 Classification des données

On regroupe les matrices nk estimées en utilisant la relation (2.114). Pour classifier les données
il faut déterminer le seuil ǫ adéquat. Si on se base sur la courbe des distances entre les matrices
nk représentéés sur les figures (2.16) et (2.17), on peut être tenté de fixer ce seuil à 0.1, mais ce
choix conduit à la détermination d’une classe prédominante et de deux petites classes dont les
paramètres sont difficilement identifiables (ces deux classes comportent des nombres insuffisant
de données) comme le montre la figure (2.19).

Nous avons donc opté pour un seuil plus faible en l’occurrence ǫ = 0.04 qui nous permet
de retrouver les 3 classes, comme nous laisse présager les figures (2.16), (2.17) et (2.18). La
classification obtenue avec ce seuil est représentée par la figure (2.20). Les trois classes sont
correctement déterminées avec ce seuil. On remarque que les données recueillies autour des
instants de commutations ne sont pas classées. Leur classe est déterminée en utilisant la même
procédure que dans le paragraphe 2.4.7.

2.8 Conclusion

L’identification des systèmes à commutations par les techniques des sous-espaces est abordée
dans ce chapitre. Les méthodes d’identification proposées dans la littérature ont été présentées
et les difficultés rencontrées dans ces méthodes ont été soulignées. Les méthodes HH ("Hinging
Hyperplanes") proposées par Breiman [11] sont présentées, de même que les améliorations ap-
portées par Pucar et Sjöberg [58] d’une part et Bemporad et al. [7] d’autre part. La méthode
proposée par Ferrari-Trecate et al. [22] utilisant la reconnaissance des formes est aussi décrite.
Dans les méthodes HH, l’utilisation de la MIQP, qui garantit la convergence vers l’optimum
global, limite l’utilisation de la méthode à un nombre très faible de données. En revanche, la
méthode proposée par Ferrari-Trecate et al. ne converge que si elle est bien initialisée et que le
nombre de classes et le nombre d’éléments qu’elles contiennent sont connus. Cette méthode basée
sur la reconnaissance de formes peut subdiviser une classe correspondant à un modèle local en
plusieurs classes comportant un nombre faible de données, ce qui peut engendrer des problèmes
de consistance d’estimation. En outre, les méthodes HH et la méthode proposée par Ferrari-
Trecate et al. basée sur la reconnaissance de formes ne prennent pas en compte les changements
d’ordre qui peuvent intervenir dans les SAC, ce qui peut entraîner une surparamétrisation ou
une sous-paramétrisation des modèles locaux et conduire à des estimations non consistantes.

Pour apporter une solution aux problèmes évoqués, deux méthodes d’identification sont pro-
posées : la première utilise les techniques de détection de rupture de modèle et la seconde se base
sur la répartition des données dans l’espace des sorties et des régresseurs. Ces méthodes estiment
d’abord les poids des modèles locaux, puis déterminent une réalisation minimale et équilibrée
de ces modèles à partir de la connaissance des poids. Les deux méthodes proposées estiment les
poids de manières différentes mais adoptent la même procédure de détermination des paramètres
des modèles locaux.

La première méthode utilise les techniques de détection de rupture de modèle pour estimer
les instants de commutations, puis les modèles locaux sont estimés à l’aide des techniques des
sous-espaces. Deux techniques de détection sont exposées dans cette première méthode d’iden-
tification des SAC. La première technique de détection utilisée projette les sorties sur l’espace
orthogonal à l’espace ligne des entrées pour générer des résidus sensibles aux ruptures de modèles.
La deuxième technique de détection est une technique d’identification récursive des sous-espaces,
cette technique permet d’obtenir un résidu dont la variance change considérablement lors des rup-
tures de modèle. Des tests statistiques sont effectués sur les résidus obtenus dans l’une ou l’autre
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méthode de détection pour estimer les instants de commutations. Les techniques de détection de
changements ont souvent un retard à la détection, ce qui empêche de déterminer avec exactitude
les instants de commutations ; ce problème est pris en compte dans la première méthode d’iden-
tification proposée. Connaissant les instants de commutations, une technique des sous-espaces
est proposée pour identifier les modèles locaux. Cette technique se base sur la connaissance des
instants de commutations pour déterminer les poids des modèles locaux et estimer les paramètres
de Markov. Les modèles locaux "identiques" sont fusionnés, puis les paramètres de Markov sont
recalculés à l’aide des nouveaux poids obtenus par la fusion. Cette procédure de fusion et d’esti-
mation des paramètres de Markov est répétée jusqu’à ce que la valeur des poids ne change plus.
Enfin, une réalisation équilibrée et minimale est obtenue par l’algorithme ERA.

La deuxième méthode s’appuie sur la répartition des vecteurs de données dans l’espace des
sorties et des régresseurs. Comme les vecteurs générés par un modèle local appartiennent tous à
un même hyperplan, la classification est réalisée en déterminant le nombre d’hyperplans et les
vecteurs appartenant au même hyperplan. Après la classification, les poids des modèles locaux
sont calculés et l’identification des modèles locaux est réalisée de la même manière que dans la
première méthode.

Dans les deux méthodes proposées, les modèles locaux qui composent le SAC sont supposés
découplés, ce qui permet de tenir compte des changements d’ordre qui peuvent intervenir dans
le système. De plus, les méthodes proposées n’ont pas besoin de conditions initiales ni de la
connaissance du nombre de modèles locaux. En outre, le nombre d’opérations requises dans ces
méthodes est raisonnable.

On peut envisager, dans une prochaine étude, l’élaboration d’une méthode adéquate de dé-
termination d’un seuil : ce seuil devrait permettre de regrouper convenablement les matrices
orthogonales des hyperplans.
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3.1. Introduction

3.1 Introduction

Un système non-linéaire ne peut être représenté avec précision par un modèle linéaire que
dans une zone restreinte de son espace de fonctionnement. En découpant cet espace en zones
où le système peut être décrit par des modèles linéaires, le comportement du système peut être
approché par une combinaison de ces modèles linéaires. L’approche multi-modèle se base sur
ce principe : le comportement du système non-linéaire est donné par un ensemble de modèles
affines locaux, valides dans des zones délimitées et la contribution de chaque modèle local est
donnée par sa fonction d’activation (ou poids). Comme les modèles linéaires affines peuvent
être centrés de manière à obtenir un modèle linéaire, nous parlerons dans la suite de modèles
locaux linéaires au lieu de modèles locaux affines. Le problème d’identification revient alors
à déterminer les fonctions d’activation et les modèles linéaires locaux. Différentes méthodes
d’estimation des fonctions d’activation sont proposées dans la littérature [4], [23]. Ce chapitre
est dédié à l’identification des modèles locaux, les poids des modèles locaux étant supposés
connus. Dans un cadre plus général, la méthode proposée pourra être couplée avec les techniques
d’estimation des poids pour identifier les systèmes non-linéaires.

Ces dernières années, des méthodes des sous-espaces ont été élaborées pour l’identification
de certaines classes de systèmes non-linéaires. Ces méthodes utilisent la représentation d’état du
système, ce qui permet d’aborder avec élégance le problème d’identification des systèmes non-
linéaires MIMO alors que la plupart des méthodes proposées dans la littérature sont limitées
aux systèmes MISO. Lacy et Bernstein [42] ont proposé des méthodes d’identification des sous-
espaces des systèmes non-linéaires en les entrées mais linéaires par rapport aux états. Verdult
et al. ont, de leur côté, présenté des méthodes d’identification des sous-espaces des systèmes
bilinéaires [71] et des systèmes linéaires à paramètres variant dans le temps [69]. Un handicap
majeur de ces méthodes proposées dans la littérature est la dimension importante des matrices
utilisées et le nombre exorbitant de calculs. Cette contrainte limite l’application de ces méthodes
aux systèmes de faible dimension. Il est alors nécessaire de revoir la formulation des méthodes
des sous-espaces en vue d’une adaptation aux systèmes non-linéaires dans le cas général et de
réduire la dimension des matrices utilisées (ou le volume des calculs).

Une nouvelle méthode d’identification des sous-espaces des systèmes non-linéaires avec l’ap-
proche multi-modèle est proposée dans ce chapitre. Basée sur la connaissance des mesures du
système et des poids, cette nouvelle méthode identifie les modèles locaux. La méthode estime
en premier lieu les paramètres de Markov, puis détermine une réalisation minimale équilibrée
des modèles locaux à partir de ces derniers. La sortie du système est exprimée comme étant une
somme pondérée de modèles FIR (les modèles locaux étant supposés stables), puis les paramètres
de Markov sont estimés de deux manières :

- la première estime par projections successives, les paramètres de Markov des modèles locaux,
- la deuxième détermine en bloc tous les paramètres de Markov de tous les modèles locaux

par une technique des moindres carrés.
Après l’estimation des paramètres de Markov, l’algorithme ERA est utilisé pour déterminer

l’ordre et une réalisation de chaque modèle local. Cette méthode d’identification n’utilise pas
d’algorithmes d’optimisation non-linéaires et sa mise en oeuvre est simple. Elle prend en compte
les changements d’ordre qui peuvent intervenir dans la dynamique du système, comme l’illustre
l’exemple proposé.

Ce chapitre commence par la description de l’approche multi-modèle et la présentation des
différentes représentations d’état des multi-modèles dans la section suivante. Le problème d’iden-
tification abordé dans ce chapitre est décrit dans la section 4. Les matrices utilisées sont définies
dans la cinquième section et la méthode d’identification proposée est donnée dans la section 6.
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Finalement un exemple d’application de cette méthode est présentée dans la section 7.

3.2 Description de l’approche

Une description de l’approche multi-modèle dans le cas général est proposée dans cette sec-
tion.

Considérons le système non-linéaire suivant :

xk+1 = G(xk, uk)
yk = F (xk, uk)

(3.1)

où xk, uk et yk sont respectivement les vecteurs d’état, d’entrée et de sortie du système. La
non-linéarité de la fonction représentée ci-dessus est déterminée par une variable zk appelée
variable d’activation. On subdivise l’espace de la variable d’activation en h zones dans lesquelles
le système peu-être approximé par un modèle linéaire. On définit ensuite h fonctions fs(ϕk) (ϕk

vecteur de régression et s = 1, 2, ..., h) représentant des modèles locaux linéaires décrivant le
comportement du système dans ces zones. Le comportement du modèle global F (ϕk) est obtenu
par agrégation des h modèles locaux. La validité d’un modèle local fs(ϕk) est déterminée par une
fonction d’interpolation ou d’activation ps(zk) dépendant du vecteur zk (on dira aussi fonction
poids). Les fonctions d’interpolation ps(zk) vérifient la condition :

h∑

s=1

ps(zk) = 1, et 0 6 ps(zk) 6 1, ∀ k ∈ [1, q] (3.2)

si on dispose de q mesures des entrées et sorties. Dans la suite de ce chapitre on écrira ps,k au
lieu de ps(zk) pour des raisons de simplicité.
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Fig. 3.1 – un exemple de fonctions de pondération avec zk = uk−1 ∈ R et h = 5

La fonction ps,k détermine le degré d’activation du modèle s qui lui est associé. Elle assure
en outre le passage progressif d’un modèle local s aux modèles voisins. Cela implique que les
fonctions ps,k sont continues, contrairement aux fonctions de pondérations binaires définies dans
la modélisation des systèmes à commutations.
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Les fonctions de pondération déterminent une zone de l’espace de la variable d’activation zk

(appelée zone de fonctionnement) dans laquelle elles prennent des valeurs proches de 1 au centre
et des valeurs voisines de 0 au bord comme cela est illustré sur la figure (3.1). La notion de zone
de fonctionnement dans l’approche multi-modèle ne signifie pas forcément qu’on se trouve autour
d’un point d’équilibre (ou d’un point stationnaire).

Une question se pose : peut-on représenter avec précision tous les systèmes non-linéaires
(ne commutant pas) par une décomposition en somme pondérée de modèles locaux linéaires ?
La réponse est donnée par les travaux de Johansen et Foss [34] qui, en s’appuyant sur une
décomposition en série de Taylor de la fonction non-linéaire représentant le système, ont démontré
sous certaines conditions les propriétés d’approximateur universel des multi-modèles. Ces deux
chercheurs ont démontré qu’une fonction non-linéaire multi-variable peut être approximée avec
une précision arbitraire ε et un nombre fini h de modèles locaux si les conditions suivantes sont
vérifiées :

- les mesures des entrées et sorties sont bornées,
- les fonctions de validité ont un support localisé couvrant de façon dense l’espace de la

variable d’activation,
- les modèles locaux sont les p premiers termes du développement en série de Taylor des

fonctions F (xk, uk) et G(xk, uk) (Eq. (3.1)) autour de h points.
- Les fonctions F (xk, uk) et G(xk, uk) sont (p+1) fois dérivables et leur dérivée d’ordre (p+1)

est bornée.
Ces conditions ne sont pas vérifiables dans les systèmes réels où on ne connaît pas les fonctions

F (xk, uk) et G(xk, uk). Une autre difficulté dans la mise en oeuvre de cette méthode est la
détermination du nombre h de modèles locaux et leur position. De plus si l’espace de la variable
d’activation zk est de grande dimension, le nombre de modèles locaux nécessaire pour recouvrir
cet espace explose.

Malgré ces contraintes, cette approche est utilisée avec succès dans l’identification des sys-
tèmes réels [23], [9].

Une seconde question se pose dans la mise en oeuvre de cette technique : quelle forme faut-il
donner aux modèles locaux ? La réponse est multiple, deux approches existent dans la littérature
concernant la représentation sous forme d’état. Intéressons-nous à chacune des ces approches
dans la section suivante.

3.3 Représentations sous forme d’état

La première représentation utilise un vecteur d’état global tandis que la deuxième utilise
des vecteurs d’états locaux découplés. Considérons chacune de ces représentations dans les pa-
ragraphes suivants.

3.3.1 Multi-modèle à état unique

Cette première représentation suppose que le multi-modèle a un état xk unique et global [70].
L’état global xk étant une somme pondérée des "états" des modèles locaux :

xk+1 =
∑h

s=1 ps,k(Asxk + Bsuk + vs,k)

yk =
∑h

s=1 ps,k(Csxk + Diuk + ws,k)
(3.3)

où yk ∈ Rℓ est la sortie du système, ps,k est le degré d’activation correspondant à ce même
modèle local et h indique le nombre de modèles locaux. Les vecteurs vs,k ∈ Rn et ws,k ∈ Rℓ sont
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respectivement des bruits d’état et de sortie du sième modèle local, ces bruits étant centrés et
décorrélés des entrées uk

Le problème d’identification que nous allons traiter consiste alors à déterminer les matrices
As, Bs, Cs et Ds (s = 1, 2, ..h) à partir de q mesures des entrées et des sorties.

On peut considérer fictivement le terme Asxk + Bsuk + vs,k comme étant l’"état" du modèle
local s. La modélisation donnée par l’équation (3.3) ne permet pas de prendre en compte les chan-
gements d’ordre qui peuvent intervenir dans les modèles locaux, c’est pourquoi nous proposons
une nouvelle modélisation avec des vecteurs d’état complètement découplés.

3.3.2 Multi-modèle à modèles locaux découplés

Le multi-modèle est défini ici par une somme pondérée de modèles locaux complètement
découplés. La sortie du multi-modèle peut s’écrire alors sous la forme :

yk =
h∑

s=1

ps,k ys,k (3.4)

où ys,k ∈ Rℓ est la sortie du sième modèle local, ps,k est le degré d’activation correspondant à ce
même modèle local et h indique le nombre de modèles locaux.

Chaque modèle local s est décrit par l’équation suivante :

xs,k+1 = Asxs,k + Bsuk + vs,k

ys,k = Csxk + Dsuk + ws,k
(3.5)

où xs,k ∈ Rns est le vecteur d’état du sème modèle local, uk ∈ Rm est le vecteur des entrées
et vs,k ∈ Rn et ws,k ∈ Rℓ sont respectivement des bruits d’état et de sortie du sème modèle
local centrés et décorrélés des entrées uk. Les modèles locaux peuvent donc avoir des états de
dimension différentes.

Le problème d’identification de ces multi-modèles est exposé dans la section suivante.

3.4 Position du problème

On suppose que le système étudié est représenté par un multi-modèle dont la sortie est définie
par :

yk =
h∑

s=1

ps,k ys,k (3.6)

où on rappelle que ys,k ∈ Rℓ est la sortie du sième modèle local, ps,k est le degré d’activation
correspondant à ce même modèle local et h indique le nombre de modèles locaux. La fonction
d’activation dépend d’un vecteur d’activation zk qui caractérise la zone de fonctionnement dans
laquelle le système évolue.

Les degrés d’activation sont définis de telle manière qu’à chaque instant :

0 ≤ ps,k ≤ 1,
h∑

s=1

ps,k = 1 (3.7)

102



3.5. Notations

Chaque modèle local s est décrit par l’équation suivante :

xs,k+1 = Asxs,k + Bsuk + vs,k

ys,k = Csxk + Dsuk + ws,k
(3.8)

Disposant de q mesures des entrées-sorties et des h fonctions d’activation supposées connues,
notre objectif est d’identifier les h modèles locaux, i.e. déterminer :

– les ordres ns des modèles locaux,
– les réalisations (As, Bs, Cs, Ds) des h modèles locaux.

Pour atteindre cet objectif, une méthode d’identification des sous-espaces utilisant une écri-
ture matricielle particulière est proposée. Avant de présenter cette méthode, définissons les ma-
trices qui seront utilisées dans la suite.

3.5 Notations

Soit q, i et j trois entiers vérifiant :

q = i + j − 1, et i > max(ns, s = 1, 2, ..., h). (3.9)

où l’on rappelle que ns est la dimension du vecteur d’état du sième modèle local.

La matrice de sortie y du multi-modèle est définie par :

y = ( yi yi+1 ... yi+j−1 ) ∈ Rℓ×j (3.10)

Une définition similaire est donnée pour la matrice de sortie y
s
∈ Rℓ×j du modèle local s et pour

la matrice des bruits de mesure w ∈ Rℓ×j du même modèle local.

La matrice des séquences d’état Xs du sième modèle local et la matrice des poids Ps du même
modèle local sont définies par :

Xs = ( xs,i xs,i+1 ... xs,i+j−1 ) ∈ Rn×f

Ps =




ps,i 0 ... 0
0 ps,i+1 ... 0
...

...
...

...
0 0 ... ps,i+j−1




(3.11)

La matrice de Hankel d’entrée Ū est définie par :

Ū =




u1 u2 ... uj

u2 u3 ... uj+1
...

... ...
...

ui ui+1 ... ui+j−1


 ∈ Rmi×j (3.12)

Une définition similaire est donnée pour la matrice de Hankel des bruits d’état V̄s ∈ Rni×j du
modèle local s.

Les matrices d’observabilité Γs,i et de commandabilité Cs,i du sième modèle local sont définies
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par :

Γs,i =




Cs

CsAs
...

CsA
i−1
s


 ∈ Rℓi×ns

Cs,i =
(
Bs AsBs ... Ai−1

s Bs

)
∈ Rns×mi

(3.13)

Les matrices des paramètres de Markov de la partie déterministe Hs,i et des bruits d’état Hv
s,i

du modèle local s sont définies par :

Hs,i =
(
CsA

i−2
s Bs CsA

i−3
s Bs ... CsBs Ds

)
∈ Rℓ×mi

Hv
s,i =

(
CsA

i−2
s CsA

i−3
s ... Cs 0

)
∈ Rℓ×nsi (3.14)

La matrice des paramètres de Markov des h modèles locaux est donnée par :

Hi =
(
H1,i H2,i ... Hh,i

)
(3.15)

3.6 Identification du système

Afin d’identifier les modèles locaux composant le modèle global, nous allons estimer dans
un premier temps les matrices Hs,i (s = 1, 2, ..., h) contenant les paramètres de Markov des
modèles locaux. Puis, nous utilisons l’algorithme ERA (Eigenvalue Realization Algorithm) [36]
pour déterminer l’ordre et les réalisations des h modèles locaux à partir des paramètres de Markov
estimés.

3.6.1 Estimation des paramètres de Markov

Une relation matricielle d’entrée-sortie sera établie pour chaque modèle local, puis les matrices
des paramètres de Markov Hs,i (s = 1, 2, ..., h) seront estimées à partir de ces relations, la matrice
des poids Ps (Eq. (3.11)) étant supposée connue.

Relation matricielle d’entrée-sortie locale

La relation matricielle (3.16) obtenue à partir des substitutions répétitives de l’équation (3.8),
relie la matrice des séquences de sortie pondérée du modèle local s à la matrice des séquences
d’état et aux matrices de Hankel d’entrée et de bruit de ce modèle.

y
s
Ps = CsA

i−1
s XsPs + Hs,iŪPs + Hv

s,iV̄sPs + wsPs (3.16)

On peut noter une grande similitude entre la relation (3.16) et la relation matricielle classique
des sous-espaces qui lie les matrices de Hankel d’entrée et sortie (voir [67] page 139 équation (5.4)).
Il semblerait alors intéressant de faire une projection qui annulerait la matrice des séquences
d’état pondérée et permettrait d’estimer la matrice Hs,i des paramètres de Markov du modèle
local s (voir [53]). Malheureusement, la présence des degrés d’activation dans l’équation (3.16)
ne permet pas de réaliser cette projection. De plus, la matrice des séquences d’état Xs du sième

modèle local est inconnue.
Pour éviter d’estimer cette matrice des séquences d’état, nous supposons que chaque modèle

local est stable. A partir d’un ordre i donné, nous pouvons négliger le terme CsA
i−1
s XsPs (puisque
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la matrice As est stable et la matrice Ps est bornée) et la relation entrée/sortie (3.16) devient :

y
s
Ps ≃ Hs,iŪjPs + Hv

s,iV̄sPs + wsPs (3.17)

puisque les puissances élevées de la matrice d’état tendent vers zéro. Les sorties sont expliquées
uniquement par les entrées, le modèle local est alors approché par un FIR (filtre à réponse
impulsionnelle finie).

On peut alors estimer la matrice Hs,i des paramètres de Markov du modèle s par une technique
des moindres carrés. Mais cela suppose la connaissance de la sortie de ce modèle (matrice y

s
)

dont nous ne disposons pas.
Dans la suite, nous proposons deux méthodes équivalentes pour estimer les h matrices Hs,i

à partir de la sortie globale.

Estimation des matrices des paramètres de Markov

Le théorème suivant permet d’estimer la matrice Hs,i des paramètres de Markov du modèle
local s par une projection oblique.

Théorème 3.1. Si les conditions suivantes sont vérifiées :

1. les matrices As (s = 1, . . . , h) sont stables,

2. la matrice Ūp est de plein rang

Ūp =
(
ŪT

1,p ŪT
2,p ... ŪT

h,p

)T ∈ Rh(mi)×j (3.18)

avec
Ū1,p = ŪP1, Ū2,p = ŪP2, ..., Ūh,p = ŪPh (3.19)

alors

yΠ
U
¯

⊥
s,p

(
Ūs,pΠU

¯

⊥
s,p

)(−)
→

j→∞
Hp,i (3.20)

où U
¯

s,p est la matrice Ūp (éq. 3.18) privée de Ūs,p :

U
¯

s,p =
(
ŪT

1,p ŪT
2,p ... ŪT

s−1,p ŪT
s+1,p ... ŪT

h,p

)T ∈ R(h−1)mi×j (3.21)

On pourra noter que la condition 2 est satisfaite si :
– j > m× i
– l’entrée est d’excitation persistante d’ordre i,
– aucune zone de fonctionnement n’est dépourvue de données, i.e. Ps (s = 1, . . . , h) est dif-

férent de la matrice nulle,
– les zones de fonctionnement ne se recouvrent pas trop fortement, i.e. Ps 6= Pp (s 6= p).

Démonstration
Des égalités (3.6), (3.10) et (3.17), nous déduisons la sortie du multi-modèle :

y ≃
h∑

r=1

(Hr,iŪr,p + Hv
r,iV̄rPr + wrPr) (3.22)
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y ≃
h∑

r=1
r 6=s

(Hr,iŪr,p) + Hs,iŪs,p +
h∑

r=1

(Hv
r,iV̄rPr + wrPr) (3.23)

Par projection, nous éliminons le terme U
¯

s,p (défini en (3.21)) :

yΠU
¯
⊥
s,p
≃ 0 + Hs,iŪs,pΠU

¯
⊥
s,p

+
h∑

r=1

(Hv
r,iV̄rPr + wrPr)ΠU

¯
⊥
s,p

La condition 2 du théorème permet d’obtenir une estimation de la matrice Hs,i en multipliant

l’expression précédente à droite, par la matrice
(
Ūs,pΠU

¯
⊥
s,p

)(−)
:

yΠU
¯
⊥
s,p

(
Ūs,pΠU

¯
⊥
s,p

)(−)
≃ Hs,i +

h∑

r=1

(Hv
r,iV̄rPr + wrPr)ΠU

¯
⊥
s,p

(
Ūs,pΠU

¯
⊥
s,p

)(−)
(3.24)

Calculons à présent l’espérance mathématique du terme b1 représentant l’influence des bruits
(vs,k et ws,k) sur l’estimation de la matrice Hp,i :

b1 =
h∑

r=1

(Hv
r,iV̄rPr + wrPr)ΠU

¯
⊥
s,p

(
Ūs,pΠU

¯
⊥
s,p

)(−)

En tenant compte de la symétrie et de l’idempotence de la matrice ΠU
¯
⊥
s,p

et du fait que

M(−)=MT (MMT )−1, nous avons :

b1 =
h∑

r=1

(Hv
r,iV̄rPr + wrPr)ΠU

¯
⊥
s,p

ŪT
s,p

(
Ūs,pΠU

¯
⊥
s,p

ŪT
s,p

)−1

b1 =
h∑

r=1

(Hv
r,iV̄rPr + wrPr)(Ū

T
s,p −U

¯
T
s,p(U¯ s,pU¯

T
s,p)

−1U
¯ s,pŪ

T
s,p)
(
Ūs,pΠU

¯
⊥
s,p

ŪT
s,p

)−1
(3.25)

b1 =
∑h

r=1(H
v
r,iV̄rPr + wrPr)Ū

T
s,p

(
Ūs,pΠU

¯
⊥
s,p

ŪT
s,p

)−1

−∑h
r=1(H

v
r,iV̄rPr + wrPr)U

¯
T
s,p(U¯ s,pU¯

T
s,p)

−1U
¯ s,pŪ

T
s,p

(
Ūs,pΠU

¯
⊥
s,p

ŪT
s,p

)−1 (3.26)

L’expression précédente permet de dire que l’espérance mathématique de b1 est nulle :

E [b1] = 0 (3.27)

cette égalité découle du fait que les entrées sont décorrélées des bruits vs,k et ws,k. �

En utilisant le théorème (3.1), il est possible d’estimer l’une après l’autre les matrices des
paramètres de Markov des modèles locaux. En vue de diminuer le nombre d’opérations effectuées
dans l’estimation des matrices des paramètres de Markov, nous établissons dans la suite un
théorème qui permet d’estimer toutes les matrices des paramètres de Markov en une seule étape.
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3.6. Identification du système

Estimation de la matrice Hi

L’estimation des h matrices des paramètres de Markov Hp,i (p = 1, 2, ..., h), est réalisée par
la méthode des moindres carrés et le résultat obtenu est identique à celui obtenu par le théorème
(3.1).

Théorème 3.2. Si les conditions du théorème (3.1) sont vérifiées, alors :

yŪT
p

(
ŪpŪ

T
p

)−1 →
j→∞

Hi (3.28)

Démonstration

Des égalités (3.6) et (3.17), nous déduisons :

y ≃
h∑

r=1

(Hr,iŪr,p + Hv
r,iV̄rPr + wrPr) (3.29)

y ≃
(
H1,i H2,i ... Hh,i

)
Ūp +

h∑

r=1

(Hv
r,iV̄rPr + wrPr) (3.30)

où Ūp est définie dans l’équation (3.18).
Une estimation non biaisée de la matrice Hi est donnée par la méthode des moindres carrés :

(
H1,i H2,i ... Hh,i

)
≃ yŪT

p

(
ŪpŪ

T
p

)−1

obtenue par la minimisation du critère J suivant :

J(H1,i, H2,i, ..., Hh,i) = ‖y −
(
H1,i H2,i ... Hh,i

)
Ūp‖2F (3.31)

En effet, l’espérance mathématique du terme additif dépendant du bruit :

h∑

r=1

(Hv
r,iV̄rPr + wrPr)Ū

T
p

(
ŪpŪ

T
p

)−1

est nulle puisque les entrées sont indépendantes des bruits de moyenne nulle. �

3.6.2 Estimation de l’ordre et des réalisations des modèles locaux

Disposant à présent des paramètres de Markov des h modèles locaux, nous pouvons déter-
miner l’ordre ns et une réalisation (As, Bs, Cs, Ds) pour chaque modèle local s. Puisque les
modèles locaux recherchés sont linéaires, nous pouvons utiliser les algorithmes développés dans
le cas linéaire. Pour déterminer l’ordre et une réalisation minimale et équilibrée, nous avons
adopté l’algorithme ERA [36] qui utilise les i paramètres de Markov de la matrice Hs,i.

Algorithme ERA

1. Construire les matrices de Hankel contenant les paramètres de Markov H0
s,ν et H1

s,ν :
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Hr
s,ν =




CsA
r
sBs CsA

r+1
s Bs · · · CsA

r+ν−1
s Bs

CsA
r+1
s Bs CsA

r+2
s Bs · · · CsA

r+ν
s Bs

...
...

...
...

CsA
r+ν−1
s Bs CsA

r+ν+1
s Bs · · · CsA

r+2ν−2
s Bs




avec ν =int(i/2)

2. Réaliser la décomposition en valeurs singulières :

H0
s,ν =

(
U1 U2

)(S1 0
0 S2

)(
V T

1

V T
2

)
≃ U1S1V

T
1 (3.32)

où S2 contient toutes les valeurs singulières négligeables.

3. Déterminer l’ordre du modèle local et les matrices (As, Bs, Cs) :

– L’ordre du système est donné par le nombre de valeurs singulières de la matrice S1.
– Calculer la matrice d’observabilité Γs,ν = U1S

1/2
1 et celle de commandabilité Cs,ν = S

1/2
1 V T

1 .
– La matrice Cs est donnée par les ℓ premières lignes de Γs,ν .
– La matrice Bs est donnée par les m premières colonnes de Cs,ν .
– La matrice As est donnée par :

As = S
−1/2
1 UT

1 H1
s,νV1S

−1/2
1 (3.33)

3.7 Exemple

Considérons le système ((3.6)-(3.8)) dans lequel les matrices du système prennent les valeurs :

A1 =




0, 59 0, 98 −0, 04
−0, 12 0, 81 −0, 03
−0, 02 −0, 05 −0, 18


 , B1 =




0, 9 −0, 7
0, 71 −0, 5
0, 8 0, 47


 , C1 =

(
−0, 55 0, 2 0, 8
0, 45 0, 3 0, 58

)
,

D1 =

(
0, 97 0, 63
−0, 32 0, 95

)
(3.34)

A2 =




0, 61 −0, 75 0, 34
1, 43 −0, 75 0, 59
−0, 64 0, 55 0, 24


 , B2 =




0, 1 −0, 6
0, 32 −0, 66
0, 3 0, 82


 , C2 =

(
−0, 8 −0, 1 0, 7
0, 3 0, 48 0, 9

)

D2 =

(
0, 5 0, 3
−0, 2 −0, 5

)
(3.35)

A3 =

(
0, 8 0
0 −0, 8

)
, B3 =

(
−0, 67 0, 91
0, 58 −0, 39

)
, C3 =

(
−0, 75 −0, 29
0, 38 0, 92

)

D3 =

(
−0, 26 0, 58
−0, 81 0, 19

)
(3.36)
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Fig. 3.2 – les entrées du système
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Fig. 3.3 – les sorties du système
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Fig. 3.4 – Les fonctions d’activation (— premier modèle ; - - deuxième modèle ; -.- troisième
modèle)

Nous disposons de q = 3000 mesures des entrées et sorties. Les entrées sont des séquences
binaires pseudo-aléatoires (SBPA) d’amplitudes variables représentées sur la figure (3.2). Le
vecteur vk ∈ R2 est un bruit blanc de variance E(vs,k vT

s,k) = 0, 001 × Ins . Le rapport signal
sur bruit est de 17db pour la première sortie et 18db pour la seconde sortie. Les deux sorties du
système sont tracées sur la figure (3.3).

Les fonctions de pondération ps,k des trois modèles locaux sont représentées sur la figure
(3.4). La variable d’activation zk est la première entrée retardée u1

k−1.

Détermination de l’ordre
Le tracé des valeurs singulières de la matrice H0

s,ν (Eq. (3.32)) nous permet de trouver les ordres
“réels" : un ordre trois pour les deux premiers modèles locaux (figures (3.5) et (3.6)) et un ordre
deux pour le troisième (figure (3.7)).

Estimation des pôles
Les figures (3.8) à (3.10) visualisent dans le plan complexe la dispersion des pôles et des zéros
estimés par la première méthode pour une simulation de Monte Carlo de 200 expériences. Les
résultats obtenus par la seconde méthode sont identiques (les deux méthodes étant équivalentes).
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Comme on le voit sur ces figures, les estimations obtenues sont proches des valeurs réelles.
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Fig. 3.5 – valeurs singulières de la matrice H0
1,v (modèle local 1), Eq. (3.32).

0 5 10 15
10

−3

10
−2

10
−1

10
0

10
1

Singular Values

Order

Fig. 3.6 – valeurs singulières de la matrice H0
2,v (modèle local 2), Eq. (3.32).
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Fig. 3.7 – valeurs singulières de la matrice H0
3,v (modèle local 3), Eq. (3.32).
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Fig. 3.8 – dispersion des pôles et zéros pour la simulation de Monte Carlo du modèle local 1
à gauche les pôles estimés : � pôles réels, * pôles estimés
à droite les zéros estimés : � zéros réels, * zéros estimés
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Fig. 3.9 – dispersion des pôles et zéros pour la simulation de Monte Carlo du modèle local 2
à gauche les pôles estimés : � pôles réels, * pôles estimés
à droite les zéros estimés : � zéros réels, * zéros estimés
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Fig. 3.10 – dispersion des pôles et zéros pour la simulation de Monte Carlo du modèle local 3
à gauche les pôles estimés : � pôles réels, * pôles estimés
à droite les zéros estimés : � zéros réels, * zéros estimés

3.8 Conclusion

Une méthode des sous-espaces d’identification d’une représentation multi-modèle des sys-
tèmes dynamiques non-linéaires MIMO est proposée dans ce chapitre. Dans l’approche multi-
modèle, le système est représenté par une somme pondérée de modèles linéaires localement va-
lides. Le problème de l’identification du système revient à estimer les modèles locaux et à déter-
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miner leur poids. Dans ce chapitre, les poids sont fixés a priori et les modèles locaux supposés
stables sont identifiés.

La méthode d’identification des modèles locaux est basée sur l’estimation des paramètres
de Markov. Deux méthodes d’estimation équivalentes de ces paramètres sont proposées dans ce
chapitre. La sortie du système est approchée par une somme pondérée de modèle FIR dans les
deux méthodes. La première utilise les projections matricielles pour déterminer successivement
les paramètres de Markov des modèles locaux. La deuxième estime simultanément tous les pa-
ramètres de Markov par la méthode des moindres carrés. A partir des paramètres de Markov
estimés, l’ordre et une réalisation minimale et équilibrée de chaque modèle local sont déterminés
par l’algorithme ERA.

La méthode d’identification proposée est adaptée à l’identification des systèmes MIMO alors
que la plupart des méthodes proposées dans la littérature s’intéressent à l’identification des
systèmes MISO. Cette méthode est applicable aux systèmes qui sont soumis à des bruits colorés
centrés. De plus, la dimension des matrices utilisées dans cette méthode est faible comparée
aux matrices intervenant dans les méthodes d’identification des sous-espaces proposées dans la
littérature et destinées aux systèmes linéaires à paramètres variants. Cette méthode prend en
compte les changements d’ordre pouvant intervenir dans la dynamique du système.

La méthode proposée peut être combinée avec les méthodes d’estimation des poids existant
dans la littérature, ce qui rendrait possible une identification globale des systèmes non-linéaires.
Ce domaine d’investigation reste à étudier pour déterminer les techniques d’estimation des poids
appropriées, notamment celles qui garantissent la stabilité des modèles locaux.
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Diagnostic des systèmes dynamiques linéaires

-approche par projections géométriques
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4.1. Introduction

4.1 Introduction

Les défauts de capteurs altèrent les informations recueillies sur les systèmes, c’est pour-
quoi leur détection et leur isolation sont essentielles à la validation des données fournies par les
capteurs. Parmi les méthodes proposées dans la littérature, on peut citer, au nombre des plus
utilisées, le filtre de Kalman, les observateurs, l’espace de parité et l’Analyse en Composantes
Principales (ACP). Ces deux dernières méthodes seront décrites, au vu des similitudes avec la
méthode de détection et d’isolation de défaut de capteurs qui sera proposée dans la suite de
chapitre.

La première section donne une présentation de la détection et de l’isolation de défaut de
capteurs par l’espace de parité, et évoque les problèmes de robustesse auxquels on est confronté
dans cette méthode.

La deuxième section, quant à elle, s’intéresse à la technique ACP qui n’utilise pas de modèle
explicite du système mais identifie de manière implicite ce dernier, ce qui entraîne des problèmes
d’incertitudes liées aux matrices utilisées. Les problèmes de persistance d’excitation et de déter-
mination d’ordre existent aussi dans l’utilisation de cette méthode.

Le modèle mathématique des systèmes à surveiller est souvent obtenu par identification. Or
la condition de persistance des signaux d’entrée indispensable aux méthodes d’identification ne
peut pas être toujours vérifiée du fait des contraintes physiques liées à certains systèmes. Si cette
condition de persistance des entrées n’est pas vérifiée, le modèle du système ne peut pas être
élaboré et les méthodes de détection et d’isolation de défaut à base de modèle explicite (telles
que l’espace de parité, les observateurs, le filtre de Kalman) ne seront pas utilisables.
L’ACP applicable dans le cas où le modèle du système n’est pas disponible ne pourra non plus
être utilisée si cette condition de persistance des signaux d’entrée n’est pas vérifiée. Comment
détecter et isoler les défauts de capteurs des systèmes dans le cas où l’on ne connaît pas leur
modèle et où leurs signaux d’entrées ne sont pas persistants ? Telle est la question qui sera abordée
dans la section suivante.

Pour détecter les défauts de capteurs affectant les systèmes, un résidu sensible aux défauts est
généré par projection géométrique. Afin d’obtenir ce résidu, la sortie du système est approchée par
un FIR, la sortie est donc exprimée uniquement en fonction des entrées et des bruits. L’influence
des entrées est supprimée par une projection sur l’espace orthogonal à l’espace ligne des entrées ;
il ne reste plus que l’influence des bruits. Le résidu ainsi généré est de moyenne nulle en l’absence
de défaut et de moyenne non nulle s’il y a apparition d’un défaut. Un test de saut de moyenne
est alors réalisé sur ce résidu de manière à détecter les défauts affectant les capteurs. L’isolation
de défaut se fait de manière directe puisque les résidus obtenus sont déjà structurés.

Il est à noter que les projections utilisées dans l’espace de parité sont réalisées sur l’espace
orthogonal aux matrices du système ce qui impose la connaissance de ces matrices alors que celles
utilisées dans ce chapitre ne nécessitent que la connaissance des entrées du système puisque cette
projection est réalisée orthogonalement aux entrées. La méthode présentée ici ne souffre pas de
problèmes liés aux incertitudes paramétriques rencontrés dans le diagnostic à base de modèle.
En outre, aucune détermination d’ordre n’est nécessaire contrairement à l’ACP.

La méthode exposée dans ce chapitre a été utilisée pour détecter et isoler des défauts sur le
modèle d’une installation de broyage de minerais [57].
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4.2 L’espace de parité

L’espace de parité est l’une des techniques de diagnostic à base de modèle explicite les plus
connues [16], [5], [25], [26] et [28]. Cette méthode est basée sur l’utilisation des outils de l’algèbre
linéaire, notamment les projections matricielles pour générer un résidu centré en l’absence de
défauts et de moyenne non nulle dans le cas contraire. Ce résidu est obtenu en retranchant suc-
cessivement l’influence des entrées et de l’état sur la sortie du système. L’influence des entrées
est retranchée directement puisque ces entrées sont connues de même que leur matrice d’action
(matrice de Toeplitz inférieure). Comme la matrice d’interaction de l’état sur la sortie (la matrice
d’observabilité) est connue, l’influence de l’état est annulée par projection sur l’espace orthogo-
nale à cette matrice d’interaction Ces projections sont réalisées orthogonalement à la matrice
d’observabilité de manière à annuler l’influence de l’état sur la sortie. En l’absence de défaut le
résidu ainsi obtenu ne reflète que l’action des bruits aléatoires et centrés. Si un défaut affecte le
système et si sa direction n’est pas colinéaire à celle de l’état, alors son influence se traduira par
un changement de la moyenne du résidu. Une structuration du résidu est réalisée ensuite afin de
localiser le défaut.

Dans cette section, nous nous intéresserons uniquement à la détection et à l’isolation de
défaut de capteurs par l’espace de parité. Cette présentation commence par une description du
problème de détection et d’isolation de défaut de capteurs. Nous présenterons ensuite la solution
proposée par l’espace de parité, à savoir la génération d’un résidu sensible aux défauts par des
projections géométriques puis nous montrerons comment ce résidu peut être utilisé pour détecter
et isoler les défauts de capteurs. Finalement une analyse de l’espace de parité dans le cas où le
modèle du système est incertain sera exposée.

4.2.1 Positionnement du problème

On suppose connues les matrices d’état A, B, C, D du système ci-dessous :

xk+1 = Axk + Buk + vk

yk = Cxk + Duk + wk
(4.1)

où xk ∈ IRn représente le vecteur d’état, uk ∈ IRm désigne les entrées, yk ∈ IRℓ est la sortie du
système. vk ∈ IRn et wk ∈ IRℓ sont respectivement les bruits du système et de sortie du système,
ces bruits sont supposés gaussiens à moyenne nulle et indépendants des entrées uk.

On suppose en outre que l’on dispose des mesures des entrées uk et sorties yk.

L’objectif est de détecter et d’isoler les défauts qui affectent les capteurs du système.

Lors de l’apparition d’un défaut de capteurs, le système (4.1) devient :

xk+1 = Axk + Buk + vk

yk = Cxk + Duk + wk + ϕk
(4.2)

où ϕk ∈ IRℓ (ϕk =




ϕ1
k

ϕ2
k
...

ϕℓ
k




T

) représente le défaut de capteurs. Isoler et détecter les défauts de

capteurs revient à déterminer la présence du terme ϕk et de la (des) composante(s) non nulle(s)
de ce vecteur.
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+
+

ϕk

( A, B, C, D )

wk

vk

ykuk

Fig. 4.1 – système surveillé

4.2.2 Génération de résidus

Pour détecter les défauts affectant les capteurs, l’espace de parité génère un résidu sensible aux
défauts et insensible à l’entrée et à l’état du système si les matrices du systèmes sont parfaitement
connues. Une projection matricielle est ainsi utilisée pour annuler l’influence de l’état et de
l’entrée du système sur la sortie du système. Cette sortie projetée dépend uniquement des bruits
de mesure. Cette méthode est présentée dans deux contextes différents : lors d’une redondance
matérielle, puis lors d’une redondance analytique.

- Si le nombre de capteurs est supérieur à l’ordre du système (ℓ > n) et le rang de la matrice
C est égal à n (on parle de redondance matérielle) alors on peut générer directement un résidu
sensible aux défauts à partir de l’équation (4.1). Pour obtenir la relation de parité, il suffit de
multiplier la sortie par la matrice C⊥ :

εk = C⊥(yk −Duk), (4.3)

εk = C⊥wk (4.4)

Ce résidu est de moyenne nulle en l’absence de défaut mais sa moyenne est différente de zéro dès
qu’apparaît un défaut dont la direction n’est pas colinéaire à la matrice C (c-à-d si C⊥ϕk 6= 0).
Comme la dimension du sous-espace engendré par les colonnes de la matrice de parité C⊥ est
égale à ℓ− n, l’isolation des défauts à partir de ce résidu est impossible.

- Si le nombre de capteurs est inférieur à l’ordre du système et le système est observable
(ℓ < n) alors la relation de parité est obtenue à partir d’une écriture matricielle permettant
une redondance analytique : c’est le formalisme de Chow et Willsky [16]. De l’équation (4.1) on
obtient par des répétitions successives :

ȳk = Γixk−i−1 + Hiūk + Hv
i v̄k + w̄k (4.5)

avec :

ȳk =




yk−i+1

yk−i+2
...

yk


 ∈ IRℓi, ūk =




uk−i+1

uk−i+2
...

uk


 ∈ IRmi, v̄k =




vk−i+1

vk−i+2
...

vk


 ∈ IRni (4.6)
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w̄k =




wk−i+1

wk−i+2
...

wk


 ∈ IRℓi, Γi =




C
CA
...

CAi−1


 ∈ IRℓi×n, Hi =




D 0 ... 0
CB D ... 0
...

...
...

...
CAi−2B CAi−3B ... D


 ∈ IRℓi×mi,

(4.7)

Hv
i =




0 0 ... 0
C 0 ... 0
...

...
...

...
CAi−3 CAi−4 ... 0


 ∈ IRni×ni (4.8)

On peut réécrire cette relation sous la forme :

ȳk −Hūk = Γixk−i+1 + Hv
i v̄k + w̄k (4.9)

On choisit i supérieur ou égal à l’ordre du système (n) pour que le rang de la matrice d’observa-
bilité Γi soit égale à n.

En projetant l’équation précédente orthogonalement à l’espace formé par les colonnes de la
matrices Γi on trouve :

εk = Γ⊥
i (ȳk −Hūk) (4.10)

εk = Γ⊥
i Hv

i v̄k + Γ⊥
i w̄k (4.11)

avec Γ⊥
i ∈ IR(ℓi−n)×ℓi, Γ⊥

i Γi = 0 et rang(Γ⊥
i )=ℓi− n (4.12)

L’isolation des défauts n’est possible que si ℓi− n > ℓ, puisque ℓi− n correspond à la dimension
du sous-espace engendré par les colonnes de la matrice Γ⊥

i .
On remarque que le vecteur résidu εk obtenu est insensible à l’état initial xk−i−1. Comme

les vecteurs v̄k et w̄k sont gaussiens de moyenne nulle, le vecteur de résidu εk obtenu est aussi
gaussien et centré. Il est évident que l’espérance mathématique de ce résidu est nulle en absence
de défaut. Dans la suite de cette section, nous utiliserons le formalisme de Chow et Willsky [16],
c’est à dire la relation de parité (4.10).

4.2.3 Sensibilité aux défauts de capteurs

Nous allons analyser l’expression du résidu εk lors de l’apparition de défaut de capteurs. Nous
rappelons que l’indice i est choisi de manière à ce que ℓi−n > ℓ afin de pouvoir isoler les défauts
capteurs.

Lors de l’apparition d’un défaut, la relation (4.5) devient :

Γ⊥
i (ȳk −Hiūk) = Γ⊥

i Hs
i v̄k + Γ⊥

i w̄k + Γ⊥
i ϕ̄k (4.13)

où ϕ̄k représente le vecteur de défaut défini par l’équation suivante :

ϕ̄k =




ϕk−i+1

ϕk−i+2
...

ϕk


 ∈ IRℓi, (4.14)

On distingue trois cas.
- Si la matrice de parité Γ⊥

i est orthogonale au vecteur de défaut ϕ̄k (Γ⊥
i ⊥ ϕ̄k), alors le
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défaut ne peut pas être détecté :

Γ⊥
i (ȳk −Hiūk) = Γ⊥

i Hv
i v̄k + Γ⊥

i w̄k (4.15)

d’où l’importance du choix de la matrice de parité.
- Si plus de ℓ(i − 1) − n lignes de la matrice de parité Γ⊥

i sont orthogonales au vecteur de
défaut ϕ̄k mais sans que toutes les lignes de la matrice de parité soient orthogonales au vecteur
de défaut alors le défaut pourra être détecté sans être isolé.

-Si moins de ℓ(i − 1) − n lignes de la matrice de parité Γ⊥
i sont orthogonales au vecteur de

défaut ϕ̄k alors le défaut peut être détecté et isolé.
On utilise en général une matrice de synthèse W̄ pour maximiser l’influence des défauts et

minimiser l’influence des perturbations. L’expression du résidu devient :

εk = W̄Γ⊥
i (ȳk −Hūk) (4.16)

εk = W̄Γ⊥
i Hs

i v̄k + W̄Γ⊥
i w̄k + W̄Γ⊥

i ϕ̄k (4.17)

L’espérance mathématique de ce résidu est :

E[εk] = W̄Γ⊥
i ϕ̄k (4.18)

L’apparition du défaut se manifestera alors par un saut dans la moyenne de εk qui passera de
zéro à W̄Γ⊥

i ϕ̄k.

4.2.4 Choix de l’indice i

Considérons l’équation (4.13) dans laquelle le défaut apparaît à l’instant k :

Γ⊥
i Hs

i v̄ + Γ⊥
i w̄ + Γ⊥

i ϕ̄k =
i∑

t=1

γtζtv̄ +
i∑

t=1

γtwt + γT
i ϕk (4.19)

où

Γ⊥
i =

(
γ1 γ2 ... γi

)
, Hs

i v̄ =




ζ1

ζ2
...
ζi


 v̄ (4.20)

et
γs ∈ IR(ℓi−n)×ℓi, ζs ∈ IRℓ×ni, s = 1, ..., i (4.21)

Si les bruits vk et wk sont indépendants et stationnaires alors la variance du résidu εk (Eq. (4.17),
W̄ = I) est donnée par :

Rε =
i∑

t=1

γtζtΦV ζT
t γT

t +
i∑

t=1

γtΦW γT
t (4.22)

où
ΦV = Ii+1 ⊗ Φv, Φv = E[vkv

T
k ] (4.23)

ΦW = Ii+1 ⊗ Φw, Φw = E[wkw
T
k ] (4.24)

et ⊗ représente le produit de Kronecker défini dans le paragraphe suivant.

121



Chapitre 4. Diagnostic des systèmes dynamiques linéaires

Définition du produit de Kronecker

si M ∈ Rp×f et N ∈ Rg×t sont deux matrices quelconques, alors le produit de Kronecker de
ces deux matrices est donné par la matrice M ⊗N de dimension pg × ft suivante :

M ⊗N =




m1,1N m1,2N ... m1,fN
m2,1N m2,2N ... m2,fN

...
...

...
...

mp,1N mp,2N ... mp,fN


 (4.25)

où mr,s désigne l’élément de la ligne r et de la colonne s de la matrice M .

D’après cette relation, on constate que la variance du vecteur de résidu croît avec i. Si i est
choisi trop grand, les défauts de faible amplitude ne pourront pas être détectés. En effet leur
amplitude sera petite devant la variance du résidu.

En outre pour augmenter les chances d’avoir le vecteur de défaut dans l’espace colonne de
Γ⊥

i , il faut que cet espace ait une dimension (ℓi− n) plus grande que ℓ.
Pour avoir une bonne détectabilité, l’indice i doit être choisi plus grand que l’ordre du système

(n) et de manière que ℓi − n soit supérieur à ℓ, tout en veillant à ce que cet indice ne soit pas
trop grand. L’influence de ce choix peut être déterminant dans la méthode de détection, surtout
quand les défauts sont de faible amplitude ou apparaissent sur une courte période de temps
comme l’illustre l’exemple suivant.

4.2.5 Exemple

Pour illustrer l’influence du choix du i sur la technique de détection de défaut, nous allons
considérer le système d’ordre 3 suivant :

xk+1 =




0.5 0.5 0
−0.5 0.5 0

0 0 −0.3


xk +




0.3 0.2
0.5 0.3
0.7 −0.4


uk + vk (4.26)

yk =




0.15 0.78 0.36
0.45 0.5 0.75
0.85 0.26 0.1


xk +




0.76 0.4
0.39 0.5
0.59 0.72


uk + wk (4.27)

dans lequel uk ∈ R2×1, wk et yk ∈ R3×1. Les bruits d’état vk etde sortie vk sont blancs gaussiens
et ont pour variance : Rv = 4× 10−4 I3, Rw = 8.1× 10−3 I3.

Le système est surveillé sur l’intervalle de temps [1, 600].
Les défauts simulés sur le système sont les suivants :
- la première sortie est affectée sur l’intervalle [300, 310] par un défaut de capteur ϕ1

k = 0.20
δy1, où δyh est l’étendue de la hième sortie yk.

- sur l’intervalle de temps [400, 410] la deuxième sortie est affectée par ϕ2
k = 0.20 δy2.

- la troisième sortie est affectée sur l’intervalle [500, 510] par le défaut suivant : ϕ3
k = 0.20

δy3.
Ces instants d’apparition des défauts sont illustrés sur la figure (4.4).

Le vecteur de résidu est obtenu par l’espace de parité avec différents choix de l’indice i
(i = n = 3, 9, 40) puis un test de khi-deux est réalisé pour détecter les défauts.
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Fig. 4.2 – les entrées du système
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Fig. 4.3 – les sorties du système
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Fig. 4.4 – les instants d’apparition des défauts sur les différentes sorties
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Fig. 4.5 – détection de défaut par l’espace de parité (i = 3) à l’aide d’un test de khi-deux

Pour i = 3 (égal à n, l’ordre du système), la matrice d’observabilité est de plein rang colonne
égale à n mais on remarque sur la figure (4.5) qu’il y a plusieurs fausses alarmes. Cela est dû au
fait que la dimension de l’espace colonne de Γ⊥

i est petite devant celle de l’espace colonne de Γi

(voir les équations (4.7) et (4.12)).
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Fig. 4.6 – détection de défaut par l’espace de parité (i=9) à l’aide d’un test de khi-deux

Pour i = 9 (égal à 3n, l’ordre du système), tous les défauts sont correctement détectés comme
on peut le voir sur la figure (4.6). On peut remarquer que la dimension de l’espace colonne de la
matrice Γ⊥

i est grande devant celle de l’espace colonne de Γi.
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Fig. 4.7 – détection de défaut par l’espace de parité (i=40) à l’aide d’un test de khi-deux

Pour i = 40, le premier défaut n’est pas détecté (figure (4.7) même si la dimension de l’espace
colonne de la matrice Γ⊥

i est grande devant la dimension de l’espace colonne de Γi. Cela résulte
du fait que l’amplitude des défauts devient faible devant l’écart type des bruits.

4.2.6 Robustesse

L’espace de parité est basé sur l’utilisation d’un modèle mathématique du système surveillé.
Ce modèle, obtenu en général par identification, comporte des incertitudes dues aux bruits de
mesures ou aux dynamiques non modélisées. Cette incertitude de modélisation peut entraîner des
fausses alarmes ou au contraire masquer les défauts qui peuvent affecter le système. Il est alors
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important d’atténuer l’influence des incertitudes de modélisation dans la méthode de détection
afin de la rendre robuste.

Nous allons poser dans cette partie le problème de robustesse de l’espace de parité et analyser
les solutions proposées dans la littérature.

En tenant compte des erreurs de modélisation et des perturbations, l’équation (4.1) devient :

xk+1 = (A + ∆A)xk + (B + ∆B)uk + Fpk + vk

yk = (C + ∆C)xk + (D + ∆D)uk + Gpk + ϕk + wk
(4.28)

où A, B, C et D sont les matrices obtenues lors de la modélisation, ∆A, ∆B, ∆C et ∆D les
incertitudes liées à ces matrices, F ∈ IRn×r, G ∈ IRℓ×r représentent les matrices de perturbation,
pk ∈ IRr représente des perturbations assimilées à des bruits colorés et ϕk représente les défauts
affectant le système.

L’objectif des méthodes robustes est de générer un résidu sensible aux défauts ϕk et insensible
aux incertitudes de modélisation ( ∆A, ∆B, ∆C et ∆D) et aux perturbations pk.

En tenant compte des incertitudes de modélisation et des perturbations, l’équation de parité
devient :

ȳk −Hiūk = Γixk−i+1 + Hv
i v̄k + Hp

i p̄k + ϕ̄k + w̄k (4.29)

avec

Hp
i =




G 0 ... 0
(C + ∆C)F G ... 0

...
... ...

...
(C + ∆C)(A + ∆A)i−2F (C + ∆C)(A + ∆A)i−3F ... G


 ∈ IRℓi×ri

p̄k =




pk−i+1

pk−i+2
...

pk


 ∈ IRri

(4.30)

et où les matrices Hi, Γi, Hp
i dépendent de A, B, C et D et de leur incertitude ∆A, ∆B, ∆C et

∆D inconnues.

Les méthodes proposées dans la littérature supposent connues les directions des perturbations
(i.e. la matrice Hp

i ) et déterminent une matrice de parité Υ orthogonale à la fois à Γi et à Hp
i :

Υ(ȳk −Hiūk) = ΥHv
i v̄k + Υϕ̄k + Υw̄k (4.31)

cela suppose que le nombre de perturbations r est inférieur ou égale au nombre de capteurs ℓ et
que ri + n < ℓi.

Pour annuler l’effet des incertitudes de modélisation ( ∆A, ∆B, ∆C et ∆D), Zhengang et al.
[80] ont proposé une technique qui regroupe l’influence des perturbations pk et des incertitudes
de modélisation. Il détermine ensuite une matrice de parité orthogonale à l’ensemble obtenu.
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Zhengang et al. ont proposé de réécrire l’équation (4.28) sous la forme :

xk+1 = Axk + Buk +
(
∆A ∆B F

)
︸ ︷︷ ︸

F̄




xk

uk

pk




︸ ︷︷ ︸
ek

+ vk

yk = Cxk + Duk +
(
∆C ∆D G

)
︸ ︷︷ ︸

Ḡ

ek + ϕk + wk

(4.32)

où F̄ ∈ IRn×(n+m+r) et Ḡ ∈ IRℓ×(n+m+r). L’équation de parité devient :

ȳk −Hiūk = Γixk−i+1 + He
i ēk + ϕ̄k + Hv

i v̄k + w̄k (4.33)

avec

He
i =




Ḡ 0 ... 0
CF̄ Ḡ ... 0
...

...
...

...
CAi−2F̄ CAi−3F̄ ... Ḡ


 ∈ IRℓi×(n+m+r)i, (4.34)

ēk =




ek−i+1

ek−i+2
...
ek


 ∈ IR(n+m+r)i (4.35)

Pour générer un résidu indépendant de l’état xk−i+1 et du terme de perturbation ek, ces au-
teurs ont proposé de trouver une matrice WΨ orthogonale à Ψ (Ψ =

(
Γi He

i

)
∈ IRℓi×((n+m+r)i+n))

et d’annuler l’effet des incertitudes et des perturbations dans l’équation précédente à l’aide de
cette matrice :

WΨ( I| −Hi )

(
ȳk

ūk

)
= WΨϕ̄k + WΨHv

i v̄k + WΨw̄k (4.36)

Ils obtiennent ainsi un résidu insensible aux perturbations. La matrice WΨ( I| −Hi ) joue le rôle
de matrice de parité.

Malheureusement, dans la plupart des systèmes réels, on ne dispose pas de la matrice He
i

et donc de la matrice Ψ. La raison est que les termes contenus dans la matrice He
i sont des

termes d’incertitudes qui ne peuvent pas être complètement déterminés. Même dans le cas où
cette matrice serait connue, comme Ψ (Ψ ∈ IRℓi×((n+m+r)i+n)) comporte plus de colonnes que de
lignes, la détermination d’une matrice non nulle WΨ annulant l’action de Ψ n’est possible que si
ce dernier n’est pas de plein rang ligne.

Pour s’affranchir des problèmes liés aux incertitudes de modélisation, on pourra utiliser les
méthodes de diagnostic n’utilisant pas de modèle explicite telles que l’ACP. Comme nous le
verrons dans la section suivante, le problème d’incertitude paramétrique n’est pas complètement
résolu dans l’ACP.

4.2.7 Détection et isolation de défaut par le test de khi-deux

Le vecteur de résidu εk obtenu par l’espace de parité est centré et gaussien en l’absence de
défaut (εk ∼ N(0, Rε) où Rε désigne la variance de εk). S’il y a apparition d’un défaut dans le
système, cela peut se traduire par un saut de moyenne ou de variance du vecteur de résidu.
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Connaissant les propriétés statistiques du vecteur des résidus, on peut mettre en oeuvre des
tests de détection de saut de moyenne ou de variance afin de détecter les défauts qui affectent le
système. Il est proposé dans la littérature plusieurs techniques de détection de saut de moyenne
et de variance [5] pour traiter ce problème.

Nous avons choisi d’utiliser ici le test de khi-deux pour détecter les défauts.
Comme le vecteur de résidu εk = WΨ(ȳ − Hū) est centré gaussien et de variance Rεk

, la
variable suivante :

ωk = εT
k R−1

εk
εk (4.37)

suit une loi de khi deux avec ℓi degrés de liberté. Les défauts sont détectés par le test suivant :

si ωk

{
< χ2

ℓ,α alors il n’y a pas de défaut
> χ2

ℓ,α alors il y a apparition de défaut
(4.38)

Le vecteur de résidu est souvent structuré afin de déterminer le capteur en défaut. La struc-
turation peut être faite de manière à obtenir des résidus dédié (DOS de l’anglais : Dedicated
Observer Scheme) : chacun des nouveaux résidus obtenus est sensible à un seul défaut capteur.
La structuration peut être aussi réalisée de manière à ce que les nouveaux résidus obtenus soient
sensibles à un ensemble de défauts capteurs et insensibles aux défauts des capteurs restants. Ces
méthodes d’isolation de défauts sont présentées dans [52] et [26].

4.3 L’Analyse en Composantes Principales

L’Analyse en Composantes Principales (ACP) est une méthode adaptée à la détection et à
l’isolation de défauts si aucun modèle n’est disponible. Cette technique est basée sur l’utilisation
des mesures des entrées et sorties uniquement. Une matrice de données est construite à partir des
mesures des entrées et sorties. Par une décomposition en valeurs singulières, l’ACP scinde cette
matrice en deux parties, l’une représentant le modèle et l’autre les bruits. Le terme correspondant
au modèle est déterminé à partir des valeurs singulières dominantes de la matrice des données
et celui correspondant aux bruits est obtenu à partir des valeurs singulières négligeables. Un
résidu est généré en utilisant les directions correspondant aux valeurs singulières négligeables
de la matrice de données. Des tests statistiques sont alors réalisés sur le résidu obtenu afin de
détecter et d’isoler les sauts de moyennes ou de variance du vecteur de résidu, sauts qui indiquent
l’apparition des défauts dans le système.

4.3.1 Position du problème

Etant donné le système linéaire discret donné par l’équation (4.1), dans lequel on ne connaît
pas les matrices du système (A, B, C, D), notre objectif est de détecter et d’isoler les défauts de
capteurs qui affectent le système connaissant les entrées et sorties du système.

On dispose pour cela de q mesures des entrées et sorties uniquement.

4.3.2 Génération de résidu

On définit la matrice des données Zk par :

Zk =

(
Yk

Uk

)
∈ IR(ℓi+mi)×j (4.39)
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avec

Yk =
(
ȳk−j+1 ȳk−j+2 ... ȳk

)
∈ IRℓi×j , Uk =

(
ūk−j+1 ūk−j+2 ... ūk

)
∈ IRmi×j (4.40)

où ūk et ȳk sont définies par l’équation (4.6).

Cette matrice des données est scindée en deux parties, le modèle (Ẑk) et le bruit (Z̃k) :

Zk = Ẑk + Z̃k (4.41)

= Γ̄x̄k + W̃ rk (4.42)

Les notations ont été choisies pour avoir une ressemblance avec l’approche basée sur le modèle
(4.5).

Afin de déterminer les matrices Ẑk et Z̃k une décomposition en valeurs singulières est réalisée
sur la matrice de covariance de Zk :

Φ̂Z =
1

j
ZkZ

T
k (4.43)

= USUT (4.44)

avec U une matrice carré unitaire :

UUT = UTU = Iℓi+mi (4.45)

S est une matrice diagonale contenant les valeurs propres de la matrice Φ̂Z . L’équation (4.44)
peut être réécrite sous la forme :

Φ̂Z =
(
Γ̄ W̃

)(Sx 0
0 Sr

)(
Γ̄T

W̃ T

)
(4.46)

où Sx contient les valeurs singulières dominantes de S, les matrices Γ̄ et W̃ vérifient :

Γ̄T Γ̄ = Inx , W̃ T Γ̄ = 0, Γ̄T W̃ = 0, W̃ T W̃ = Inr , W̃W̃ T + Γ̄Γ̄T = Inx+nr (4.47)

nx et nr désignent respectivement le nombre de valeurs singulières dominantes et le nombre de
valeurs singulières négligeables contenues dans S.

La détermination de l’ordre du système (nx) doit être précise car si on choisit un ordre
inférieur à l’ordre du système on ne tient pas compte de certaines dynamiques du système et si
on choisit un ordre supérieur à l’ordre du système on inclut les bruits dans le modèle du système.
Malheureusement la détermination de cet ordre n’est pas une tâche aisée dans les systèmes
comportant des bruits de mesure et de sortie. L’utilisation du critère d’Akaike peut donner des
résultats satisfaisants dans certains cas (voir [46], [79]).

Les matrices Ẑk et Z̃k de l’équation (4.41) sont obtenues par :

Ẑk = Γ̄Γ̄T Zk = Γ̄x̄k (4.48)

Z̃k = W̃W̃ T Zk = W̃ rk (4.49)

Le premier terme Ẑk est obtenu par projection sur l’espace observable déterminé par les colonnes
de la matrice Γ̄. La matrice x̄k appelée par abus de langage "état", représente les coordonnées
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de Z̃k sur cet espace. Il est évident d’après l’équation (4.48) que l’"état" est déterminé par :

xk = Γ̄T Zk (4.50)

Le terme suivant Z̃k représente le bruit et ses coordonnées εk se trouvent dans un espace
orthogonal aux colonnes de la matrice Γ̄. Cet espace correspond à l’espace ligne de la matrice
W̃ . La matrice de résidu εk est déterminée à chaque instant en multipliant la matrice Zk par la
matrice W̃ T :

εk = W̃ T Zk (4.51)

Afin d’obtenir une matrice de covariance des résidus ε̄k unitaire, on calcule le vecteur résidu
par la relation suivante :

ε̄k = S−1/2
r W̄ T Zk (4.52)

4.3.3 Lien avec l’espace de parité [30]

Si on considère l’équation suivante :

Yk = ΓiXk + HiUk + Hv
i Vk + Wk (4.53)

dans laquelle
Xk =

(
xk−j+1 xk−j+2 ... xk

)
∈ IRn×j (4.54)

et Vk ∈ IRni×j et Wk ∈ IRℓi×j sont définies de la même manière que Yk (voir l’équation (4.40)).
Par une transformation, nous obtenons :

(
I| −Hi

)( Yk

Uk

)
= ΓiXk + Hv

i Vk + Wk (4.55)

puis en multipliant cette équation par la matrice Γ⊥
i nous trouvons :

Γ⊥
i

(
I| −Hi

)( Yk

Uk

)
= Γ⊥

i Hv
i Vk + Γ⊥

i Wk (4.56)

avec
Γ⊥

i ∈ IR(ℓi−n)×ℓi est de plein rang ligne (4.57)

Ce qui montre que la matrice de projection W̃ générant les résidus correspond à la matrice :

W̃ T = M̄
(

Γ⊥
i

∣∣ −Γ⊥
i Hi

)
, ou M̄ est une matrice carré inversible (4.58)

L’ACP utilise alors une matrice de parité particulière W̃ permettant la génération de résidu.

4.3.4 Influence de la non persistance des entrées

Considérons l’équation (4.51) dans le cas déterministe :

W̃ T Zk = 0 (4.59)

Déterminons dans les deux cas suivants la matrice W̃ .
1) Les entrées sont persistantes d’ordre i et le système est observable : dans ce cas rang(Zk)=mi+
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n puisque :

Zk =

(
Yk

Uk

)
∈ IR(ℓ+m)i×j (4.60)

Zk =

(
Γi Hi

0 I

)(
Xk

Uk

)
, avec Xk ∈ IRn×j et Uk ∈ IRmi×j (4.61)

Comme on a l’égalité :
dim(span(Zk))+dim(null(Zk))=(ℓ + m)i (4.62)

⇒ dim(null(Zk))=ℓi− n (4.63)

où span(M) signifie sous-espace engendré par les lignes de la matrice M, dim(E) signifie la
dimension de l’espace E et null(M) désigne le noyau de la matrice M.

Or d’après l’équation (4.55), on a (dans le cas déterministe) :

ΓiXk =
(

I| −Hi

)
Zk (4.64)

span(ΓiXk) ⊆ span(Zk) (4.65)

or
dim(null(Zk))=ℓi− n et dim(null(ΓiXk))=ℓi− n (Eq. (4.57)) (4.66)

d’où :
span(ΓiXk) = span(Zk) (4.67)

On peut alors déterminer une unique matrice W̃ à une matrice multiplicative M près (M
étant carrée et inversible) qui est orthogonale à Γi à partir de l’équation (4.56) et vérifiant la
condition (4.57).

2) Les entrées ne sont pas persistantes et le système est observable : on a dans ce cas

rang(Zk) < mi + n (4.68)

span(Zk) ⊂ span(ΓiXk) (4.69)

et la dimension de l’espace orthogonal à Zk est supérieur à ℓi− n :

dim(null(Zk))>ℓi− n (4.70)

⇒ dim(null(Zk))>dim(null(ΓiXk)) (4.71)

span(null(ΓiXk))  span(null(Zk)) (4.72)

Le problème de détermination de W̃ n’est pas bien posé [12], la solution n’est pas unique et risque
de ne pas être orthogonale à certaines directions de la matrice Γi, puisque certains éléments de
null(Zk) ne sont pas orthogonaux aux colonnes de la matrice Γi.

La condition de persistance d’excitation est alors indispensable à l’utilisation de l’ACP. En
effet, l’ACP identifie implicitement le système car on peut déterminer l’ordre et les matrices du
système à partir de la matrice W̃ (W̃ T = M̄

(
Γ⊥

i −Γ⊥
i Hi

)
) (voir [46], [79]).

Puisque l’ACP identifie de manière implicite le modèle du système, elle subit l’influence des
incertitudes de modélisation. En effet, la matrice de parité W̃ est déterminée avec une certaine
incertitude. L’influence de cette incertitude est analysée dans le paragraphe qui suit.
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4.3.5 Incertitude liée à la détermination de W̃

Soit W̃ ∗ la matrice de parité parfaitement orthogonale à Zk :

(W̃ ∗)T Zk = (W̃ ∗)T Hv
i Vk + (W̃ ∗)T Wk (4.73)

Puisqu’étant obtenue par estimation, la matrice W̃ obtenue par l’ACP (voir équation (4.46))
comporte une incertitude :

W̃ = W̃ ∗ + ∆W̃ (4.74)

cela implique que le résidu obtenu est égal à :

W̃ T Zk = (W̃ ∗)T Hv
i Vk + (W̃ ∗)T Wk + ∆W̃ T Zk (4.75)

où Zk dépend de l’état et de la commande.
On remarque alors que le résidu (W̃ T Zk) n’est pas complètement insensible à l’état du sys-

tème. L’influence de ce dernier peut engendrer des fausses alarmes dans la procédure de détection
de défaut. Il est alors indispensable que les méthodes ACP prennent en compte cette incertitude
dans la méthode de détection de manière à être robuste à l’influence de la dynamique non mo-
délisée ∆W̃Γi.

4.3.6 Détection de défaut

L’équation (4.52) permet d’obtenir un résidu εk gaussien et centré en l’absence de défaut :

E[ε̄k] = E[S−1/2
r W̃ T Zk] (4.76)

ce qui devient d’après les équations (4.52), (4.39) et (4.58) :

E[ε̄k] = E[S−1/2
r W̃ T Hv

i Vk] + E[S−1/2
r W̃ T Wk] (4.77)

on obtient finalement :

E[ε̄k] = 0, puisque E[Vk] = 0, et E[Wk] = 0 (4.78)

Ce résidu n’est plus centré si un défaut affecte les capteurs. En effet s’il y a apparition de défaut,
l’équation (4.53) devient :

Yk = ΓiXk + HiUk + Hv
i Vk + Wk + Φk (4.79)

où Φk ∈ IRℓi×j est la matrice de Hankel de défaut de capteurs définie de la même manière que
Yk (voir l’équation (4.40)).

L’expression du résidu devient :

ε̄k = S−1/2
r W̃ T Zk (4.80)

ε̄k = S−1/2
r W̃ T Hv

i Vk + S−1/2
r W̃ T Wk + S−1/2

r W̃ T

(
Φk

0

)
(4.81)

et son espérance mathématique est :

E[ε̄k] = E[W̃ T Hv
i Vk] + E[W̃ T Wk] + E[W̃ T

(
Φk

0

)
] (4.82)

132



4.4. Nouvelle méthode basée sur les projections géométriques

E[ε̄k] = W̃ T

(
Φk

0

)
(4.83)

Des tests statistiques peuvent alors être appliqués pour détecter les sauts de moyenne de la
matrice de résidu εk. La statistique SPE et la statistique de Hotteling T 2 [21], [40], [39] sont
souvent utilisées dans la littérature.

L’isolation de défaut se fait de la même manière que dans l’espace de parité.

4.4 Nouvelle méthode basée sur les projections géométriques

Comme nous venons de le voir dans les deux premières sections, les incertitudes de modélisa-
tion constituent une entrave aux méthode de diagnostic à base de modèle. En outre la condition
de persistance d’excitation est indispensable pour l’utilisation de l’ACP ce qui limite son utilisa-
tion. C’est pourquoi nous proposons une nouvelle méthode de détection et d’isolation de défaut
de capteurs utilisable même si les entrées ne sont pas persistantes et si le modèle du système n’est
pas connu. Le modèle du système n’étant pas identifié explicitement ni implicitement, on n’est
confronté à aucun problème lié aux incertitudes de modélisation. Notons toutefois que cette mé-
thode ne prend pas en compte les perturbations déterministes qui peuvent influer sur le système
surveillé.

Le système étant stable, la sortie du système est approchée par un FIR et l’influence des
entrées est ôtée par projection orthogonale, il ne reste plus que l’influence des bruits centrés.
L’apparition d’un défaut transparaît par un saut de moyenne sur la dernière colonne dans les
conditions de sensibilité maximale. Cette dernière colonne est alors sélectionnée comme vecteur
de résidu. Chaque composante du résidu obtenu étant sensible sensible à un seul défaut capteur
l’isolation de défaut est directe.

4.4.1 Position du problème

Considérons le système LTI :

xk+1 = Axk + Buk + vk

yk = Cxk + Duk + wk
(4.84)

où xk ∈ IRn représente le vecteur d’état, uk ∈ IRm désigne les entrées, yk ∈ IRℓ est la sortie
mesurée du système. Les vecteurs vk ∈ IRn et wk ∈ IRℓ sont respectivement les bruits d’état et
de sortie du système. Ces bruits sont supposés gaussiens, de moyennes nulles et indépendants
des entrées uk.

L’entrée uk est la somme des entrées déterministes u∗
k issues du calculateur, et des bruits

d’entrées ũk supposés blancs gaussiens :

uk = u∗
k + ũk (4.85)

Disposant uniquement des mesures des entrées déterministes u∗
k et des sorties mesurées yk

notre objectif est de détecter et d’isoler les défauts qui affectent les capteurs du système.
Lors de l’apparition d’un défaut de capteurs, le système (4.84) devient :

xk+1 = Axk + Buk + vk

yk = Cxk + Duk + wk + ϕk
(4.86)
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ϕk ∈ IRℓ (ϕk =
(
ϕ1

k ϕ2
k ... ϕℓ

k

)T
) représentant le défaut de capteurs. Isoler et détecter les défauts

de capteurs revient à déterminer la présence du terme ϕk et de la (des) composante(s) non nulle(s)
de ce vecteur.

La figure (4.8) représente le système (4.84) soumis à l’influence des bruits ũk, vk et wk et des
défauts capteurs ϕk.

+
+

+

+

ũk

( A, B, C, D )

yk

wk

vk

u∗

k
uk

ϕk

Fig. 4.8 – système surveillé

4.4.2 Matrices du système

Les matrices utilisées dans la suite de ce chapitre sont référencées avec deux entiers i et L,
ces deux entiers vérifiant des conditions définies dans les paragraphes qui suivent.

La matrice Hi des paramètres de Markov du système et la matrice Hs
i des paramètres de

Markov de la partie stochastique du système sont définies par :

H i =
(
CAi−2B ... CB D

)
∈ Rℓ×mi

Hv
i =

(
CAi−2 ... C 0

)
∈ Rℓ×ni

La matrice de sortie du système yk,L et la matrice des bruits de sorties wk,L sont définies
par :

yk,L =
(
yk−L+1 yk−L+2 ... yk

)
∈ Rℓ×L

wk,L =
(
wk−L+1 wk−L+2 ... wk

)
∈ Rℓ×L (4.87)

La matrice de Hankel de sortie UL est définie par :

UL =




uk−i−L+2 uk−i−L+3 ... uk−i+1

uk−i−L+3 uk−i−L+4 ... uk−i+2
...

... ...
...

uk−L+1 uk−L+2 ... uk


 ∈ Rmi×L

La matrice de Hankel d’entrée déterministe U∗
L ∈ Rmi×L, la matrice de Hankel des bruits

d’entrée ŨL ∈ Rmi×L et la matrice de Hankel des bruits d’état VL ∈ Rni×L sont définies de
manière similaire.
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4.4.3 Détection de défauts de capteurs

Pour détecter les défauts de capteurs affectant le système, un résidu sensible aux défauts est
généré par projection géométrique. Afin d’obtenir ce résidu, la sortie du système est approchée par
un filtre à réponse impulsionnelle finie (FIR), la sortie est donc exprimée en fonction des entrées
et des bruits. L’influence des entrées est supprimée par une projection sur l’espace orthogonal à
l’espace ligne des entrées ; il ne reste plus que l’influence des bruits. Le résidu ainsi généré est de
moyenne nulle en l’absence de défaut et de moyenne non nulle s’il y a apparition d’un défaut. Un
test de saut de moyenne est alors réalisé sur le résidu de manière à détecter les défauts affectant
le système.

4.4.3.1 Annulation de l’influence des entrées

En utilisant la propriété de stabilité du système, nous allons exprimer les sorties du système
uniquement en fonction des entrées et des bruits influant sur ce dernier.

Par des répétitions successives, la sortie du système (4.84) peut être exprimée de la manière
suivante dans le cas déterministe (vk ≡ wk ≡ 0) :

yk = CAi−1xk−i+1 + CAi−2Buk−i+1 + ... + CBuk−1 + Duk (4.88)

Le système étant stable, le terme CAi−1xk−i+1 peut être négligé si "i" est suffisamment grand :

yk ≃ CAi−2Buk−i+1 + ... + CBuk−1 + Duk (4.89)

En compilant l’équation précédente sur un horizon L (L étant la largeur de la fenêtre glissante
utilisée), nous obtenons :

yk,L ≃ H iUL (4.90)

L’équation (4.90) peut être étendue au cas stochastique (les bruits d’état jouant le même rôle
que les entrées) :

yk,L ≃ H iU
∗
L + H iŨL + Hs

iVL + wk,L (4.91)

L’influence des entrées u∗
k (voir l’équation (4.85)) est supprimée par une projection des sorties

yk,L sur l’espace orthogonal à l’espace des lignes des entrées U∗
L :

yk,LΠ
(U∗

L)
⊥ ≃ H iŨLΠ

(U∗

L)
⊥ + Hs

iVLΠ
(U∗

L)
⊥ + wk,LΠ

(U∗

L)
⊥ (4.92)

la matrice Π
(U∗

L)
⊥ étant parfaitement connue à partir des entrées u∗

k. Cette projection peut être

réalisée même si la matrice U∗
L n’est pas de plein rang ligne, c’est à dire si les entrées ne sont pas

persistantes, à condition que mi < L.
Dans l’équation (4.92) il ne reste plus que l’influence des bruits ŨL, VL et wk,L qui sont

blancs gaussiens et centrés. La matrice yk,LΠ
(U∗

L)
⊥ est alors gaussienne puisqu’elle résulte d’une

combinaison linéaire de matrices gaussiennes et centrées. L’espérance mathématique de cette
matrice est donnée par :

E[yk,LΠ
(U∗

L)
⊥ ] ≃ E[H iŨLΠ

(U∗

L)
⊥ ] + E[Hs

iVLΠ
(U∗

L)
⊥ ] + E[wk,LΠ

(U∗

L)
⊥ ] (4.93)

E[yk,LΠ
(U∗

L)
⊥ ] ≃ 0, puisque E[ŨLΠ

(U∗

L)
⊥ ] = 0, E[VLΠ

(U∗

L)
⊥ ] = 0, E[wk,LΠ

(U∗

L)
⊥ ] = 0 (4.94)

les entrées étant décorrelées des bruits centrés ŨL, VL et wk,L.
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4.4.3.2 Sensibilité aux fautes

Nous allons analyser, dans ce paragraphe, l’expression de la matrice yk,LΠ
(U∗

L)
⊥ lors de l’ap-

parition d’un défaut de capteurs et nous démontrerons que cette matrice est sensible aux défauts.

Si un défaut affecte un capteur, le terme ϕk n’est pas nul dans l’équation (4.86). Pour des
raisons de simplicité, nous supposons que le défaut affecte uniquement le capteur h et ceci à
l’instant k ; l’extension au cas multi-défauts est directe. Le système (4.91) devient dans ce cas :

yk,L ≃ H iU
∗
L + H iŨL + Hs

iVL + wk,L + Φ (4.95)

avec Φ (matrice de Hankel de défaut) définie par :

Φ =




0 ... 0 ... 0
...

...
...

...
...

0 ... 0 ... ϕh
k

...
...

... ...
...

0 ... 0 ... 0



∈ Rℓ×L (4.96)

En projetant l’équation (4.95) sur l’espace orthogonal à l’espace ligne de UL, nous obtenons :

yk,LΠ
(U∗

L)
⊥ ≃ H iŨLΠ

(U∗

L)
⊥ + Hs

iVLΠ
(U∗

L)
⊥ + wk,LΠ

(U∗

L)
⊥ + ΦΠU⊥

L
(4.97)

Analysons à présent le terme ΦΠU⊥

L
:

ΦΠU⊥

L
= Φ− ΦP

ΦΠU⊥

L
=




0 ... 0
... ...

...
0 ... 0

−ϕh
kP (h, k − L + 1) ... ϕh

k − ϕh
kP (h, L)

0 ... 0
... ...

...
0 ... 0




(4.98)

où les matrices ΠU⊥

L
et P sont définies par :

ΠU⊥

L
= I − P , P = UT

L (ULUT
L )−1UL (4.99)

et la notation P (i,j) désigne l’élément se trouvant sur la ième ligne et la jème colonne de la matrice
P .

4.4.3.2.1 Condition de sensibilité Si l’espace ligne de la matrice des défauts Φ est inclus
dans l’espace ligne des entrée U∗

L :

span(Φ) ⊂ span(U∗
L) (4.100)
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(où span(M) est l’espace engendré par les lignes de la matrice M) alors le terme ΦΠU⊥

L
disparaît

dans la relation (4.97) et la matrice yk,LΠ
(U∗

L)
⊥ n’est pas sensible aux défauts de capteurs.

Exemple : Afin d’illustrer la condition (4.100), on considère un système SISO (m = 1, ℓ = 1)
quelconque (la dynamique du système n’intervenant pas dans la condition (4.100)) dont l’entrée
u∗

k et le défaut φk (φk ≡ ϕk) affectant ce système sont représentés sur la figure (4.9). Nous avons
fixé i = 3 et L = 5 dans cet exemple. La matrice Φ calculée à l’instant 11 (k = 11) est :

Φ =
(
0 0 0 0 0.2

)
(4.101)

et la matrice de Hankel des entrées U∗
5 à l’instant 11 (k = 11) est :

U∗
5 =




0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 1


 (4.102)

0 5 10 15
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

l’entrée du système

k

u
k*

0 5 10 15
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

le défaut du système

k

φ k

Fig. 4.9 – illustration de la condition de sensibilité

On remarque que la dernière ligne de la matrice U∗
5 est proportionnelle à Φ : la condition

(4.100) est vérifiée et la matrice y11,5Π(U∗

5 )
⊥ n’est pas sensible au défaut φk. Ce constat est vrai

aux instants k = 12, ..., 15, la matrice yk,5Π(U∗

5 )
⊥ n’est pas sensible au défaut φk sur la fenêtre

[10, 15] :

y12,5Π(U∗

5 )
⊥ ≡ 0 (4.103)
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y13,5Π(U∗

5 )
⊥ ≡ 0 (4.104)

y14,5Π(U∗

5 )
⊥ ≡ 0 (4.105)

y15,5Π(U∗

5 )
⊥ ≡ 0 (4.106)

Si l’entrée u∗
k est différente de zéro avant l’apparition du défaut (u∗

k 6= 0, k ∈ [0, 10]) alors la
condition (4.100) n’est plus vérifiée et la matrice yk,5Π(U∗

5 )
⊥ est sensible au défaut φk. Ce qui

montre que la condition (4.100) n’est vérifiée que dans des cas très particuliers. Cela se justifie
par la forme particulière de la matrice Φ : toutes ses colonnes sont nulles sauf la dernière (voir
(4.96)). En outre, il est évident que la condition (4.100) n’est pas vérifiée si les entrées sont
persistantes d’ordre i.

Remarque 4.1.
Une condition similaire est imposée dans l’espace de parité. En effet, l’espace de parité opère la
projection suivante (voir équation (4.13)) :

ǫk = Γ⊥
i (ȳk −Hiūk) (4.107)

ǫk = Γ⊥
i Hs

i v̄k + Γ⊥
i w̄k + Γ⊥

i ϕ̄k (4.108)

Si l’espace colonne du vecteur des défauts ϕ̄k est inclus dans l’espace colonne de la matrice Γi

alors l’influence du défaut sur le résidu est annulée.

Une condition similaire est indispensable dans l’ACP aussi.

Par contre si la condition suivante est vérifiée :

span(Φ) 6⊂ span(U∗
L) (4.109)

alors
‖ ΦΠ

(U∗

L)
⊥ ‖6= 0 (4.110)

l’influence du défaut est observable sur le résidu obtenu.
La sensibilité maximale aux défauts est obtenue si la relation suivante est vérifiée :

span(Φ) ⊂ span(Π
(U∗

L)
⊥) (4.111)

Cette condition implique :
ΦP ≡ 0, et ΦΠ

(U∗

L)
⊥ = Φ (4.112)

La relation (4.97) devient :

yk,LΠ
(U∗

L)
⊥ ≃ H iŨLΠ

(U∗

L)
⊥ + Hs

iVLΠ
(U∗

L)
⊥ + wk,LΠ

(U∗

L)
⊥ + Φ (4.113)

Calculons l’espérance mathématique de la sortie ainsi projetée :

E[yk,LΠ
(U∗

L)
⊥ ] = Φ (4.114)
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puisque les bruits ŨL, VL et wk,L sont centrés et décorrélés des entrées.
On remarque que l’espérance mathématique de toutes les colonnes est nulle sauf pour la

dernière (voir équation (4.96)). La dernière colonne est alors la seule sensible aux défauts.

4.4.3.2.2 Contrainte sur les dimensions des matrices La condition (4.111) implique
que :

dim(span(Φ)) 6 dim(span(Π
(U∗

L)
⊥)) (4.115)

où dim(Q) est la dimension du sous-espace Q.
La dimension des sous-espaces intervenant dans l’équation précédente est donnée ci-dessous.
Dans le cas de défauts multiples intervenant sur les capteurs on a l’inégalité suivante :

dim(span(Φ)) 6 ℓ (4.116)

Nous avons aussi l’inégalité suivante :

dim(span(U∗
L)) 6 mi (4.117)

ce qui implique que les entrées peuvent ne pas être persistantes.
D’autre part nous avons l’égalité suivante :

dim(span(U∗
L)) + dim(span(ΠU⊥

L
)) = L (4.118)

de laquelle nous déduisons :
L−mi 6 dim(span(Π

(U∗

L)
⊥)) (4.119)

De ce qui précède (équation (4.115)-(4.119)), nous obtenons une condition nécessaire pour que
la relation (4.111) soit vérifiée :

mi + ℓ 6 L (4.120)

Remarque 4.2.
Nous avons vu que l’indice i doit être choisi afin que les puissances supérieures ou égale à i de
la matrice d’état A soit négligeable. Ce choix peut être judicieux dans la détection de défauts de
faible amplitude. Cependant, cet indice peut être choisi plus petit dans la détection de défauts de
grande amplitude.

4.4.3.3 Génération de résidus

Nous avons prouvé dans le paragraphe précédent que la dernière colonne de la matrice
yk,LΠ

(U∗

L)
⊥ (voir (4.113)) a une sensibilité maximale aux défauts affectant le système si la condi-

tion (4.111) est vérifiée. Nous proposons alors de choisir cette colonne comme vecteur de résidu.
La dernière colonne de la matrice yk,LΠ

(U∗

L)
⊥ est obtenue par l’utilisation d’une matrice de

sélection Z :
εk = yk,LΠ

(U∗

L)
⊥Z, Z =

(
0 ... 0 1

)T ∈ RL×1 (4.121)

εk = H iŨLΠ
(U∗

L)
⊥Z + Hs

iVLΠ
(U∗

L)
⊥Z + wk,LΠ

(U∗

L)
⊥Z (4.122)
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4.4.3.4 Détection de défaut

Nous avons démontré dans les paragraphes précédents que le vecteur de résidu εk (voir l’équa-
tion (4.121)) est gaussien de moyenne nulle en l’absence de défaut et de moyenne non nulle s’il
y a apparition de défauts. Pour détecter la présence des défauts, nous avons choisi d’effectuer
un test de khi-deux sur le vecteur εk de manière à détecter les changements intervenant dans
le résidu, changements qui indiquent la présence de défauts. D’autres tests statistiques proposés
dans [5] pourront être utilisés pour détecter les sauts dans la moyenne du résidu.

Le vecteur εk étant gaussien de variance Rεk
et de moyenne µk, le terme ̟k (̟k = εT

k R−1
εk

εk)
suit une loi de khi-deux avec ℓ degrés de liberté.

La matrice de variance peut être estimée par la relation (4.123) si les bruits sont ergodiques :

Rεk
= lim

j→∞

1

j

k∑

t=k−j+1

εT
t εt (4.123)

Les défauts affectant le système peuvent être détectés en opérant la comparaison suivante :

si ̟k

{
< χ2

ℓ,α alors il n’y a pas de défaut µk = 0)
> χ2

ℓ,α alors il y a apparition de défaut (µk 6= 0)
(4.124)

où χ2
ℓ,α est le seuil déterminé par la loi de khi-deux avec un degré de confiance α.

Remarque 4.3.
Cette méthode de détection peut être utilisée dans les systèmes dynamiques qui varient lentement
puisque étant donné que les projections sont réalisées sur une fenêtre glissante sur laquelle le
système peut être supposé linéaire.

4.4.4 Isolation de défauts de capteurs

Après avoir détecté un défaut, il faut en rechercher sa cause. Dans le cas d’un défaut de
capteurs cela revient à identifier le ou les capteurs défaillants. Comme nous allons le démontrer
dans la suite, le vecteur résidu εk ne nécessite pas de structuration, il suffit de considérer ses
composantes une à une pour isoler le capteur en défaut.

La condition (4.109) étant vérifiée, si un défaut affecte le capteur h son effet ne se voit que
sur la hième composante de εk :

εk = yk,LΠ
(U∗

L)
⊥Z (4.125)

Compte tenu de la forme particulière du vecteur de sélection Z et de (4.121) et (4.122) :

εk = H iŨLΠ
(U∗

L)
⊥Z + Hs

iVLΠ
(U∗

L)
⊥Z + wk,LΠ

(U∗

L)
⊥Z +




0
...
0

ϕh
k − ϕh

kP (h, L)
0
...
0




(4.126)

Comme ŨL, VL et wk,L sont tous des variables centrées, seule la moyenne de la hième com-
posante du vecteur résidu εk est différente de zéro. Pour isoler les défauts, il suffit de considérer
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les composantes de ce vecteur une à une : si un capteur est en défaut à un instant k alors la
composante correspondante de εk ne sera pas de moyenne nulle.

Afin de tester individuellement les composantes du vecteur εk, nous définissons le résidu
correspondant au capteur h (0 < h 6 ℓ) par :

εh
k = Shεk (4.127)

où Sh est un vecteur de sélection défini par :

Sh =
(
0 ... 1 ... 0

)
∈ R1×ℓ (4.128)

la valeur 1 apparaissant à la hième position..
Pour déterminer le ou les capteurs en défaut, nous appliquons l’algorithme FMA (Finite Mo-

ving Average algorithm) [5] sur les résidus scalaires εh
k . Bien évidemment d’autres tests pourront

être utilisés pour identifier le(s) composante(s) en défaut.
Comme le résidu scalaire εh

k (0 < h 6 ℓ) est gaussien et centré, le filtre causal de coefficients
γr (r = 0, ..., N − 1, N horizon de localisation est en général différent de l’horizon de détection
L) restitue le signal :

gh
k =

N−1∑

r=0

γrε
h
k−r (4.129)

inférieur à un seuil ηh (convenablement choisi) en l’absence des défauts. Si un changement inter-
vient dans la moyenne de εh

k alors gh
k sera supérieur à ηh. L’instant d’apparition de défaut ta est

alors donné par :
ta = min{k : gh

k > ηh} (4.130)

4.4.5 Exemple

Un exemple de simulation est proposé dans cette section pour montrer les performances de
la méthode présentée. Une comparaison avec les résultats obtenus par l’espace de parité, dans le
cas où l’on dispose du modèle exact et dans le cas où le modèle est incertain, est présentée.

Le système simulé est le suivant :

xk+1 =




0.5 0.5 0
−0.5 0.5 0

0 0 −0.3


xk +




0.3 0.2
0.5 0.3
0.7 −0.4


uk + vk (4.131)

yk =




0.15 0.78 0.36
0.45 0.5 0.75
0.85 0.26 0.1


xk +




0.76 0.4
0.39 0.5
0.59 0.72


uk + wk (4.132)

dans lequel uk ∈ R2×1 (pour raison de simplicité nous avons posé ũk = 0 ce qui implique que
uk = u∗

k), wk et yk ∈ R3×1. Le rapport signal bruit RSB(yh
k , wh

k) de la hème sortie yh
k par rapport

aux bruits wh
k affectant la même sortie est donné par : RSB(y1

k, w
1
k) ≃ 24db, RSB(y2, w2

k) ≃ 26db,
RSB(y3

k, w
3
k) ≃ 37db. Le bruit d’état vk est blanc gaussien et de variance Rw = 3.10−4I3. Les

entrées et les sorties du système sont respectivement représentées sur les figures (4.11) et (4.10).
Le système est surveillé sur l’intervalle de temps de [1, 4000].
Les défauts simulés sur le système sont les suivants :
- la première et la dernière sortie sont affectées simultanément sur l’intervalle [1000, 1050]
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par un défaut de capteurs ϕ1
k = 0.10 δy1, ϕ3

k = 0.10 δy3, où δyh est l’étendue de la hième sortie
yh

k .

- sur l’intervalle de temps [2000, 2050] la deuxième sortie est affectée par ϕ2
k = 0.10 δy2.

- la deuxième et la troisième sortie sont affectées simultanément sur l’intervalle [3000, 3050]
par les défaut suivants : ϕ2

k = 0.10 δy2, ϕ3
k = 0.10 δy3.

Ces instants d’apparition des défauts sont récapitulés sur la figure (4.12).

Les performances de la méthode proposée sont comparées à celles de l’espace de parité (voir
les équations (4.10), (4.37) et (4.38)).

L’espace de parité est réalisé dans un premier temps avec le modèle exact et les résultats
obtenus sont représentés sur la figure (4.13), puis avec un modèle incertain comportant des
incertitudes inférieures à 10% de sa valeur nominale (voir la figure (4.14)).
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Fig. 4.10 – sorties du système
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Fig. 4.11 – entrées du système
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Fig. 4.12 – les instants d’apparition des défauts
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Fig. 4.13 – résultat obtenu par l’espace de parité avec le modèle exact du système simulé
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Fig. 4.14 – résultat obtenu par l’espace de parité basé sur un modèle incertain avec des incerti-
tudes inférieures à 10%
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Fig. 4.15 – nouvelle méthode avec i = 4 et L = 12
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Fig. 4.16 – nouvelle méthode avec i = 4 et L = 16
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Fig. 4.17 – nouvelle méthode avec i = 7 et L = 21
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Fig. 4.18 – nouvelle méthode avec i = 17 et L = 28
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Fig. 4.19 – nouvelle méthode avec i = 17 et L = 51
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Fig. 4.20 – nouvelle méthode avec i = 17 et L = 102
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Fig. 4.21 – nouvelle méthode avec i = 27 et L = 71
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Fig. 4.22 – nouvelle méthode avec i = 27 et L = 135
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Fig. 4.23 – nouvelle méthode avec i = 37 et L = 91
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Fig. 4.24 – nouvelle méthode avec i = 37 et L = 185
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Fig. 4.25 – isolation de défaut par la nouvelle méthode avec i = 17 et L = 102

La méthode proposée est utilisée pour détecter les défauts (voir les équations (4.121) à (4.124))
simulés avec différentes valeurs des indices i et L dans les figures (4.15) à (4.24). Ces figures
montrent que la méthode donne de bons résultats pour toute une plage de valeurs de i et de L
(i ∈ [17, 37]), on n’est donc pas confronté à la détermination d’un i (ou d’un L) optimal. Les
différentes figures montrent que la méthode proposée donne de bons résultats si i est supérieur
à un seuil donné (pour que le terme CAi−1xk−i+1 soit négligeable) et si la condition (4.120) est
vérifiée.

La figure (4.25) montre les résultats de l’isolation des défauts, obtenus par la méthode pro-
posée (voir les équations (4.127) à (4.130)) dans laquelle i = 17 et L = 102. Cette figure montre
que les défauts sont correctement isolés.

4.5 Conclusion

Une étude des méthodes de détection et d’isolation de défaut de capteurs basées sur la
connaissance des signaux d’entrée et de sortie, soldée par la proposition d’une nouvelle méthode,
est réalisée dans ce chapitre. L’ACP a retenu notre attention, puisqu’elle fait partie des méthodes
de diagnostic basées sur les signaux d’entrée et de sortie. Cette étude a révélé que l’ACP estime
le modèle du système de manière implicite et utilise le même principe que l’espace de parité.
Ces deux méthodes, à savoir l’espace de parité et l’ACP, ont été analysées dans le contexte de
détection et d’isolation de défaut de capteurs et les difficultés rencontrées dans ces méthodes ont
été évoquées.

Cette analyse commence par une présentation de l’espace de parité, notamment la génération
de résidu (par l’utilisation des projections matricielles) et l’utilisation du résidu généré (pour
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la détection et l’isolation de défaut). L’espace de parité étant basé sur l’utilisation d’un modèle
estimé, il est confronté au problème d’incertitude paramétrique et de dynamiques non modélisées.
Ce problème a été abordé, de même que les solutions proposées dans la littérature pour le
résoudre. Les insuffisances de ces solutions proposées ont été évoquées, notamment l’hypothèse de
la connaissance des directions des incertitudes paramétriques et des dynamiques non modélisées.

La méthode de génération de résidu par l’ACP est décrite, puis les problèmes liés à la non
persistance des entrées sont évoqués. Il est démontré en outre que si l’ACP ne suppose pas connues
les matrices du système, elle les identifie de manière implicite, ce qui entraîne des incertitudes
paramétriques et rend indispensable la condition de persistance d’excitation lors de cette étape.

Pour faire face aux difficultés rencontrées dans l’ACP, dans l’espace de parité et dans les
méthodes de diagnostic à base de modèle en général, une nouvelle méthode de détection et
d’isolation de défaut de capteurs, qui n’estime pas le modèle du système, est proposée.

Cette méthode se base sur la stabilité du système pour approximer sa sortie par un FIR et
annule l’influence des entrées par une projection orthogonale. Le résidu obtenu ne dépend que
des bruits de moyenne nulle ; il est donc centré en absence de défaut et de moyenne non nulle
dès qu’un défaut apparaît.

L’isolation de défaut de capteurs est directe puisque le résidu obtenu est structuré par
construction. En effet, une ligne du résidu est sensible uniquement au défaut affectant un seul
capteur. L’isolation de défaut est réalisée en analysant individuellement les composantes du ré-
sidu.

La méthode proposée ne nécessite ni la connaissance des matrices du système ni la condition
d’excitation persistante. Puisqu’aucun modèle n’est utilisé, on s’affranchit des problèmes induits
par les incertitudes paramétriques. De plus, aucune étape de détermination d’ordre n’intervient
dans cette méthode contrairement à l’ACP. La méthode proposée peut détecter les défauts sys-
tèmes, ce qui justifie leur utilisation pour l’estimation des instants de commutations dans les
SAC dans le chapitre 2.
Plusieurs champs d’investigation restent cependant ouverts dans l’application de cette méthode.
Tout d’abord, leur application à l’isolation de défaut d’actionneurs reste envisageable si l’on ex-
prime les entrées du système en fonction de ses sorties et si l’on réalise une projection de ces
entrées orthogonalement à l’espace des sorties. Leur adaptation à la détection et à l’isolation
des défauts dans certains systèmes non-linéaires est réalisable dans certaines conditions : par
exemple dans les SAC, la méthode proposée peut être utilisée pour détecter et isoler les défauts
de capteurs à condition de connaître les instants de commutations.
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Les méthodes des sous-espaces d’identification des systèmes linéaires et non-linéaires sont
proposées, suivies d’une présentation d’une nouvelle méthode de détection et d’isolation des
défauts capteurs basée uniquement sur la connaissance des signaux entrée et sortie.

Dans le domaine de l’identification des systèmes linéaires, une présentation des méthodes
classiques d’identification des sous-espaces est donnée. Ces méthodes classiques se fondent sur
l’estimation de la matrice d’observabilité étendue et/ou de la matrice des séquences d’état pour
identifier le système. Les travaux de Qin et Ljung [60] ont montré que la paramétrisation utili-
sée dans les méthodes classiques des sous-espaces n’est pas parcimonieuse, ce qui engendre des
estimations ayant une grande variance, surtout quand le nombre de données utilisées est faible.
L’utilisation des paramètres de Markov permet de rendre cette paramétrisation parcimonieuse.
De plus, comme l’état résulte des entrées et sorties, il semble normal de se servir directement des
paramètres de Markov au lieu de passer par un état intermédiaire, d’autant que les méthodes
classiques des sous-espaces utilisent ces paramètres de Markov pour estimer certaines matrices du
système. Ainsi, les méthodes des sous-espaces basées sur l’estimation des paramètres de Markov
ont retenu notre attention dans la suite : la méthode utilisant une structuration en trois blocs
proposée par Chui et Maciejowski est présentée, puis trois nouvelles méthodes d’identification
qui font partie des contributions de cette thèse ont été établies.

Les trois nouvelles méthodes proposées dans l’identification des systèmes linéaires utilisent
une modélisation FIR dans laquelle les sorties sont exprimées en fonction des entrées pondérées
par les paramètres de Markov. Ces derniers sont estimés par la méthode des moindres carrés et
les estimations obtenues sont consistantes même en présence de bruits colorés. Une paramétri-
sation parcimonieuse est utilisée dans l’estimation des paramètres de Markov, ce qui réduit leur
variance, surtout quand le nombre de données utilisées est faible. Le problème de persistance
des signaux d’entrée est évoqué et une méthode s’affranchissant de cette condition est proposée.
Comme prévu, seuls les modes excités sont estimés. Les trois méthodes proposées déterminent
une réalisation minimale et équilibrée du système à partir des paramètres de Markov estimés à
l’aide de l’algorithme ERA.
Plusieurs améliorations peuvent cependant être apportées aux méthodes proposées. Ainsi, l’esti-
mation utilisant une paramétrisation parcimonieuse, adoptée dans les trois nouvelles méthodes,
peut être améliorée en estimant en une seule fois les paramètres de Markov, au lieu de l’estimation
bloc par par bloc proposée. De plus, l’algorithme ERA utilisé pour déterminer une réalisation du
système peut être modifié pour tenir compte de la variance de ces paramètres. On peut également
envisager, dans la mise en oeuvre de cet algorithme, de déterminer les matrices du système sous
forme compagne par exemple, ce qui réduira le nombre de paramètres estimés.

En ce qui concerne l’identification des systèmes à commutations, un aperçu des méthodes
d’identification des SAC proposées dans la littérature est donné, puis deux nouvelles méthodes
d’identification sont proposées. Une brève présentation des méthodes HH ("Hinging Hyper-
planes") initialement proposée par Breiman [11] est donnée, de même que les différentes amélio-
rations suggérées dans la littérature pour assurer sa convergence . L’un des handicaps de cette
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méthode ainsi modifiée est le nombre prohibitif de calculs dû à l’utilisation des MIQP [7]. La mé-
thode proposée par Ferrari-Trecate et al. basée sur la reconnaissance de formes est aussi décrite.
Les données issues d’un même modèle local peuvent être alors subdivisées en plusieurs classes
dans cette méthode, ce qui peut engendrer des classes contenant un nombre faible de données,
compromettant ainsi l’identification des modèles locaux correspondants. De plus, la convergence
des techniques de détermination d’ellipsoïdes utilisées dans la méthode proposée par Ferrari-
Trecate et al. [22] dépend des conditions initiales utilisées. Les changements d’ordre susceptibles
d’intervenir dans les SAC ne sont pris en compte ni dans les méthodes HH ni dans la méthode
proposée par Ferrari-Trecate et al.. Cela peut engendrer une surparamétrisation des modèles
locaux ou au contraire une sous-paramétrisation de ces modèles entraînant des estimations non
consistantes de leurs paramètres. Deux nouvelles méthodes d’identification des SAC basées sur
une modélisation avec des modèles locaux complètement découplés sont alors établies pour faire
face aux problèmes rencontrés dans les méthodes précédentes.

Ces deux méthodes ne requièrent la connaissance ni du nombre de modèles locaux, ni des
conditions initiales. Elles tiennent compte des changements d’ordre qui peuvent intervenir dans
les SAC.

La première méthode utilise les techniques de détection de rupture de modèle pour estimer les
instants de commutations. Une procédure d’estimation des paramètres de Markov et de fusion de
modèles "identiques" est répétée jusqu’à ce que la valeur des poids ne change plus. Finalement,
une réalisation minimale et équilibrée est déterminée par l’algorithme ERA pour chaque modèle
local.

La deuxième méthode se base sur la répartition des vecteurs formés à partir des données
dans l’espace des sorties et des régresseurs pour réaliser la classification des données. Comme les
vecteurs de données issus d’un modèle local appartiennent tous au même hyperplan, le problème
de classification revient à déterminer le nombre d’hyperplans et à regrouper les données apparte-
nant au même hyperplan. La classification étant ainsi réalisée, l’identification des modèles locaux
se fait de la même manière que dans la première méthode.

Pour continuer ce travail, nous suggérerons l’élaboration d’une méthode de détermination
d’un seuil adéquat de regroupement des matrices orthogonales aux hyperplans, dans la méthode
de classification basée sur la répartition des vecteurs de données dans l’espace de régression.
On pourra aussi, s’orienter vers l’utilisation d’une classification hiérarchique avec des indices
adaptées et l’analyse de leur dendogramme afin de déterminer les classes.

Dans le domaine de l’identification des systèmes non-linéaires avec l’approche multi-modèle,
une méthode des sous-espaces d’identification des modèles locaux est établie. Le système non-
linéaire est modélisé comme étant une somme pondérée de modèles linéaires locaux dans cette
approche et la validité de chaque modèle local est déterminée par sa fonction de pondération. La
méthode proposée suppose la fonction de pondération connue et identifie les modèles linéaires
locaux. Les modèles locaux, supposés stables sont approchés par un FIR, la sortie du système est
exprimée par une agrégation de modèles FIR et les paramètres de Markov des modèles locaux
sont estimés. Cette estimation est réalisée soit par la méthode des moindres carrés qui estime
ensemble de ces paramètres, soit par les projections obliques qui estiment les paramètres des
modèles locaux l’un après l’autre. Enfin, une réalisation minimale et équilibrée des modèles locaux
est déterminée par l’algorithme ERA. La méthode proposée prend en compte les changements
d’ordre qui peuvent intervenir dans la dynamique du système. Cette méthode peut être intégrée
dans une procédure globale d’identification des systèmes non-linéaires avec l’approche multi-
modèle ; elle sera alors couplée avec les techniques d’estimation des poids des modèles locaux en
vue de l’estimation des poids et des paramètres de ces modèles. Il serait judicieux alors d’utiliser
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les méthodes garantissant la stabilité des modèles dans l’identification des modèles locaux.

Que ce soit pour les systèmes linéaires, les systèmes à commutations ou les systèmes non-
linéaires dans le cas général, les méthodes proposées dans ce document sont capables d’élaborer
des modèles mathématiques reflétant le comportement du système. Ce modèle pourra être utilisé
dans les méthodes de diagnostic à base de modèle pour détecter et isoler les défauts capteurs du
système.

Si le modèle du système n’est pas disponible ou ne peut pas être obtenu par les méthodes
d’identification, alors les techniques de diagnostic à base de modèle ne pourront plus être utilisées.
Il est nécessaire de disposer de méthodes pouvant détecter et isoler les défauts dans ce contexte.

Les méthodes de détection et d’isolation de défauts à base de modèle utilisent de manière
explicite ou implicite le modèle du système. Ce modèle peut être obtenu directement par les mé-
thodes d’identification, ce qui nécessite la condition de persistance d’excitation. Cette condition
ne peut pas être remplie dans certains systèmes à cause des contraintes physiques. Les méthodes
de détection qui utilisent le modèle de manière explicite ou implicite ne pourront pas être utili-
sées. Même si cette condition de persistance d’excitation est vérifiée, le modèle identifié comporte
des incertitudes dues à l’influence des bruits. Ces problèmes ont été analysés dans le contexte de
deux méthodes de diagnostic, à savoir l’espace de parité et l’ACP. Pour apporter une solution
à ces problèmes, une méthode de détection et d’isolation de défauts de capteurs basée sur les
projections géométriques est proposée. Cette méthode est basée uniquement sur la connaissance
des signaux d’entrée et de sortie, elle ne nécessite ni la condition de persistance des signaux
d’entrées, ni la connaissance du modèle du système. La méthode proposée s’affranchit ainsi des
problèmes induits par les incertitudes paramétriques. Elle utilise un modèle FIR grâce auquel
la sortie du système est exprimée en fonction des entrées déterministes. L’influence des entrées
est ensuite supprimée par une projection orthogonale, de manière à obtenir un résidu dépendant
uniquement des bruits centrés gaussiens. L’apparition d’un défaut sur les capteurs entraîne un
changement dans la moyenne du résidu. Ce résidu est structuré par construction, ce qui permet
l’isolation des défauts affectant les capteurs. La méthode de détection et d’isolation de défaut de
capteurs proposée ne nécessite pas la détermination d’un ordre mais d’un indice dont la valeur
peut être choisie dans une plage donnée.

La méthode proposée est capable de détecter les défauts du système, comme l’illustre leur
application dans l’estimation des instants de commutations dans les SAC. Mais l’isolation des
ces défauts à partir de ces projections reste un problème ouvert. En ce qui concerne l’isolation
des défauts actionneurs, celle-ci peut être envisagée si les entrées sont exprimées en fonction des
sorties par exemple.
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A
Annexe

A.1 Algorithme ERA (Eigenvalue Realization Algorithm) [36]

L’algorithme ERA est décrit dans cette partie. Il permet d’obtenir l’ordre et une réalisation
minimale et équilibrée (T−1AT , T−1B, CT , D) du système à partir des paramètres de Markov.
On suppose qu’on dispose de i paramètres de Markov avec :

i > 2n− 1 (A.1)

où n désigne l’ordre du système.
– Construire les matrices de Hankel H0

ν et H1
ν qui contiennent les paramètres de Markov et

sont définies par la formule générale (avec ν = intg(i/2)) :

Hk
ν =




CAkB · · · CAk+ν−1B
CAk+1B · · · CAk+νB

...
...

...
CAk+ν−1B · · · CAk+2ν−2B


 (A.2)

la condition (A.1) implique que les matrices H0
ν et H1

ν ont une dimension supérieure à n.
– Opérer la décomposition en valeures singulières suivante H1

ν :

H1
ν =

(
U1 U2

)(S1 0
0 S2

)(
V T

1

V T
2

)

≃ U1S1V
T
1 (A.3)

où S2 contient les valeurs singulières négligeables.
– L’ordre du système est donné par le nombre de valeurs singulières de la matrice S1.
– Calculer la matrice d’observabilité Γν = U1S

1/2
1 et celle de commandabilité Cν = S

1/2
1 V T

1 .
– La matrice CT est donnée par les ℓ premières lignes de Γν .
– La matrice T−1B est donnée par les m premières colonnes de Cν .
– La matrice A est déterminée par :
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T−1AT = S
−1/2
1 UT

1 H1
νV1S

−1/2
1 .

A.2 Annexe (équivalence des méthodes moindres carrés et des
projections obliques)

Supposons qu’on a la relation matricielle suivante :

Y =
(
L M

)(W
U

)
+ B (A.4)

avec L ∈ IRs×p et M ∈ IRs×f et B représente un terme de bruit ou de perturbation.
Notre objectif ici est de démontrer que l’estimation des matrices M (resp. L) par les moindres

carrés : (
(
L M

)
+ B

(
W
U

)(−)

= Y

(
W
U

)(−)

+ B

(
W
U

)(−)

par la minimisation de la norme :

min
L,M

‖Y −
(
L M

)(W
U

)
‖) est identique à celle obtenue par les projections matricielles :

M̂ = Y ΠW⊥(UΠW⊥)(−) + BΠW⊥(UΠW⊥)(−) (A.5)

(resp. L = Y ΠU⊥(WΠU⊥)(−) + BΠU⊥(WΠU⊥)(−))).
L’égalité sera prouvée dans le cas où on estime la matrice M par ces deux méthodes (moindres

carrés et les projections matricielles), la démonstration dans le cas où l’on estime la matrice L
est établie de façon similaire.

À partir de l’estimation des moindres carrés de la matrice M , et par des transformations
équivalentes, on aboutira à l’estimation obtenue par projection matricielle :

(
L M

)
+ B

(
W
U

)(−)

︸ ︷︷ ︸
ϕ

= Y

(
W
U

)(−)

+ B

(
W
U

)(−)

(A.6)

= Y
(
W T UT

)(WW T WUT

UW T UUT

)−1

+ B
(
W T UT

)(WW T WUT

UW T UUT

)−1

(A.7)

en utilisant le lemme d’inversion matricielle on obtient :

ϕ = Y
(
W T UT

)
( (

WW T
)−1

+
(
WW T

)−1
WUT ∆UW T

(
WW T

)−1 −
(
WW T

)−1
WUT ∆

−∆UW T
(
WW T

)−1
∆

)
+

B
(
W T UT

)
( (

WW T
)−1

+
(
WW T

)−1
WUT ∆UW T

(
WW T

)−1 −
(
WW T

)−1
WUT ∆

−∆UW T
(
WW T

)−1
∆

)

(A.8)
avec

∆ = (UUT − UW T
(
WW T

)−1
WUT )−1 (A.9)

On peut alors déduire l’estimation de la matrice M , comme M ∈ IRs×f son estimation M̂ est
donnée par les f dernières colonnes de la matrice ϕ :

M̂ = Y
(
W T UT

)(−
(
WW T

)−1
WUT ∆

∆

)
+ B

(
W T UT

)(−
(
WW T

)−1
WUT ∆

∆

)
(A.10)
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M̂ = Y (UT ∆−W T
(
WW T

)−1
WUT ∆) + B(UT ∆−W T

(
WW T

)−1
WUT ∆) (A.11)

M̂ = Y (I −W T
(
WW T

)−1
W )UT ∆ + B(I −W T

(
WW T

)−1
W )UT ∆ (A.12)

M̂ = Y (I −W T
(
WW T

)−1
W )UT (UUT − UW T

(
WW T

)−1
WUT )−1

+B(I −W T
(
WW T

)−1
W )UT (UUT − UW T

(
WW T

)−1
WUT )−1

(A.13)

M̂ = Y ΠW⊥UT (UΠW⊥UT )−1 + BΠW⊥UT (UΠW⊥UT )−1 (A.14)

En utilisant la symétrie et l’idempotence de la matrice de projection ΠW⊥ on obtient :

M̂ = Y ΠW⊥(UΠW⊥)T (UΠW⊥(UΠW⊥)T )−1 + BΠW⊥(UΠW⊥)T (UΠW⊥(UΠW⊥)T )−1 (A.15)

D’autre part en utilisant la définition de la pseudo-inverse on trouve :

M̂ = Y ΠW⊥(UΠW⊥)(−) + BΠW⊥(UΠW⊥)(−) (A.16)

Ce qui est l’estimation donnée par projection matricielle (Eq. (A.5)), d’où l’équivalence de
ces deux estimations.
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