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Introduction

Parmi les variétés a courbure de Ricci positive (on normalise par Ric > (n — 1)g en
dimension n et on note M, I’ensemble des variétés riemanniennes completes, de dimension
n, vérifiant cette condition de courbure), la sphéere réalise I'extrémum de plusieurs invariants
riemanniens :

Théoréme 0.0.1 V(M,g) € M,, :

vol (M, g) < vol (S", can),
Diam(M, g) < Diam(S", can),
M (M, g) > M (S", can) = n.

De plus, en cas d’égalité dans l'une de ces inégalités, (M,g) est isométrique a (S™, can).

Remarque 0.0.1 L’%inégalité sur le diameétre implique que toutes les variétés de M, sont
compactes.
M (M) désigne la premiére valeur propre non nulle du Laplacien sur la variété (M, g).

Ces résultats sont respectivement dus a R.L. Bishop, S.B. Myers, A. Lichnerowicz et le cas
d’égalité est une conséquence d’un résultat de M. Obata ([34]).

Dans ce travail, nous nous intéressons aux résultats de stabilité associés au théoreme
0.0.1:

Une variété riemannienne appartenant a M, , dont I'un des invariants ci-dessus est
presque extrémal, ressemble-t-elle a la sphere ?
Notamment, une telle variété est-elle homéomorphe a la sphere ou métriquement proche
de la sphere canonique ?

Plus précisément, cette these est consacrée a I'étude des variétés appartenant a M, ,
dont le début du spectre du laplacien est presque minimal, c¢’est-a-dire proche de la valeur
n.

Le premier résultat de stabilité sous 1’ (la seule) hypothese de courbure de Ricci positive
concerne les variétés riemanniennnes dont le volume est presque maximal, il est du a G.
Perelman ([36]) :

Théoréme 0.0.2 (Perelman) Il existe e(n) > 0 tel que toute variété riemannienne (M, g) €
M, dont le volume vérifie : vol (M, g) > vol (S") — e(n) est homéomorphe a S™.



8 Introduction

Un tel théoreme est faux si I'on substitue a I'hypothese “volume presque maximal”,
I’hypothese “diametre presque maximal”. Plusieurs contre-exemples ont été trouvés, no-
tamment par M. Anderson ([1]), qui construit sur 'espace projectif complexe, une famille
de métriques vérifiant I'hypotheése sur la courbure de Ricci et dont le diametre tend vers .

Sous I’hypothese de premiere valeur propre non nulle, presque minimale, il n’y a pas
non plus de résultat de rigidité topologique. En effet, sous I'hypothese (M, g) appartenant
a M, , la premiere valeur propre non nulle de M est proche de n si et seulement si le
diametre de M est proche de 7.

Au second chapitre, essentiellement consacré a des résultats techniques, nous présentons
un autre critére pour mesurer la ressemblance entre deux variétés : la distance de Gromov-
Hausdorff. Cette notion a ét¢ introduite par M. Gromov dans son célebre “livre vert” ([26]).
Dans ce livre, M. Gromov montre en particulier que les classes d’isométrie des variétés
appartenant a M, , munies de la distance de Gromov-Hausdorff, est un espace métrique
précompact.

En général, deux variétés peuvent étre Gromov-Hausdorff proches sans étre difféomorphes
mais J. Cheeger et T. Colding ont montré que, pour des variétés a courbure de Ricci mi-
norée, deux variétés riemanniennes, de méme dimension, suffisamment proches pour la
distance de Gromov-Hausdorff, sont difféomorphes :

Théoréme 0.0.3 (Cheeger-Colding) Soit (M;, g;)ien une suite de variétés compactes,
de dimension n convergeant, pour la distance de Gromov-Hausdorff, vers une variété rie-
mannienne (compacte) (M, g) de dimension n. Supposons que

Vi € N, RiC(Mi,gi) > —(TL — 1)gi,
alors, pour i assez grand, M; est diffécomorphe a M.

Nous terminons ce chapitre en présentant un lemme de “Toponogov L?”, qui a permis &
T. Colding d’établir ([19],[18]) :

Théoréme 0.0.4 (Colding) Soit (M, g) € M, , alors on a l’équivalence

vol (M, g) ~ vol (S", can) < dgg(M,S™) ~ 0.

Est-il possible d’obtenir des résultats de stabilité, pour la distance de Gromov-Hausdorff,
pour des variétés riemanniennes appartenant a M, , dont le début du spectre est presque
minimal ?

Au chapitre trois, nous présentons plusieurs résultats de ce type.
Le premier est un résultat de J. Cheeger et T. Colding ([14]), qui prouve qu'une variété
(M, g) appartenant a M, dont la premiére valeur propre non nulle est proche de n, a
défaut d’étre proche de la sphere canonique (les exemples construits par M. Anderson ne
sont pas proches de la sphere, pour la distance de Gromov-Hausdorff) est nécessairement



proche d’un élément d’une famille d’espaces modeles appelés “sinus produits tordus” (voir
le chapitre 2 pour une définition et le théoreme 3.0.6 pour un énoncé précis).

Le deuxieéme résultat est di a P. Petersen ([37]). Rappelons que la premiére valeur propre
non nulle de la sphere canonique est de multiplicité n 4 1. P. Petersen prouve :

Théoréme 0.0.5 (Petersen) Soit (M,g) € M, , alors on a l’équivalence
)\n—i-l(M) ~ N < dGH(M, Sn) ~ (.

Que se passe-t-il entre 'hypothese A, 1(M) ~ n, qui implique la proximité avec la
sphere canonique pour la distance de Gromov-Hausdorff et la rigidité a difféomorphisme
pres (conséquence du théoreme 0.0.3) et 'hypothese \j(M) ~ n ou il n’y a ni rigidité
topologique, ni proximité pour la distance de Gromov-Hausdorff avec la sphere ?

Dans le chapitre trois, nous démontrons :
Théoréme 0.0.6 Soit k € {2,...,n+ 1} et (M, g) € M, , alors on a I’équivalence
/\k(M) ~n<< dA C M, dGH(A,Sk_I) ~ 0.

En particulier, nous retrouvons, dans le cas & = n + 1, le résultat de P. Petersen (i.e.

A= M).

Au chapitre quatre, nous revenons sur les exemples construits par M. Anderson.
Suite au résultat de P. Petersen, les exemples construits par M. Anderson en dimension n
ont au plus n valeurs propres proches de n. Nous montrons que ces exemples ont exactement
une valeur propre proche de n.

Au chapitre cing, nous nous intéressons a une généralisation de 'inégalité de Lichnero-
wicz :

V(M,g) € MIH >\1(M) > n,

a la premiere valeur propre de Dirichlet d’un domaine régulier d’une variété riemannienne
appartenant a M, . P. Bérard et D. Meyer ont prouvé ([6]) :

Théoréme 0.0.7 (Bérard-Meyer) Soit (M,g) une variété riemannienne de dimension
n. On suppose que la courbure de Ricci de (M, g) vérifie Ric > (n—1)g. Soit Q un domaine

réqulier de M et Q*, le domaine symétrisé de §2, c’est-a-dire une boule géodésique de la
sphére canonique (S", can) vérifiant :;)11((]\?) = :’K‘i((g")) . Alors, on a linégalité

A (Q) = AP (),

ou AP désigne la premiére valeur propre de Dirichlet du domaine sur l’espace correspondant.
De plus, ’égalité a lieu si et seulement si le triplet (Q, M, g) est isométrique au triplet

(Q*,S™, can).
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Considérons un domaine de la sphere canonique formé d’un hémisphere auquel on retire
des petites boules géodésiques. La premiere valeur propre de Dirichlet de ce domaine est
proche de celle de I’hémisphere (voir [38] et [12]). Il n’y a donc pas, pour le domaine, de
rigidité topologique associée au résultat de P. Bérard et D. Meyer. Cependant, ce domaine
est proche, pour la distance de Hausdorff, de ’hémisphere.

Nous montrons, a I'aide des exemples construits par M. Anderson, qu’il n’y a pas non plus
de résultat de stabilité pour la distance de Gromov-Hausdorff avec la sphere canonique :

Proposition 0.0.1 Soit un entier n > 2. Pour tout n > 0 et tout 5 €]0,1[, il existe €
dépendant de n et de 3 tel que, pour ¢ < €, l’espace projectif complexe CP™ muni de la
métrique g., construite par Anderson, admet un domaine ) de volume relatif V;o(lég)n) =0
non homéomorphe a une boule euclidienne, vérifiant

A (Q) < A7)+

et tel que (2, CP", g.) n’est pas proche, pour la distance de Gromov-Hausdorff, de
(Q*,S™, can).

De plus, pour 3 < L

5, on peut supposer 0 a bord convere.

Nous établissons cependant un théoreme de stabilité, pour la distance de Gromov-Hausdorff,
associé a “I’hémisphere” d’un sinus produit tordu, dans le cas ou la courbure moyenne du
bord est positive ou nulle ou dans le cas ou le domaine est convexe.

Théoréme 0.0.8 [ existe des fonctions 7(€) et 7/(€) telles que, pour toute variété rie-
mannienne (M, g) appartenant & M, contenant un domaine Q0 régulier dont la courbure
moyenne H en tout point du bord est positive ou nulle, de volume vol ) < % vol M et dont
la premaere valeur propre de Dirichlet vérifie

A(Q) <nte,

alors, il existe un espace métrique (N,0) et une application ¢ de M a valeurs dans la sinus
suspension ((0,7) X N,d) qui est une 7(€)-presque isométrie; de plus il existe un ouvert
O C Q tel que % < 7'(€) et tel que l'image par ¢ de Y est 7(e)-Hausdorff proche

d’un hémisphere de la sinus suspension.

Nous renvoyons au chapitre 2 pour la définition d’une presque isométrie. Nous montrons
ensuite

Théoréme 0.0.9 [ existe une fonction 7(€) telle que, pour toute variété riemannienne
(M, g) appartenant a M, contenant un domaine Q0 régulier convezre de volume vol Q <
% vol M et dont la premiere valeur propre de Dirichlet vérifie :

A(Q) <nte,

alors il existe un espace métrique (N,0) et une application ¢ de M d valeurs dans la sinus
suspension : ((0,7) x N,d) qui est une 7(€)-presque isométrie, de plus 'image par ¢ de §)
est T(€)-Hausdorff proche d’un hémisphere de la sinus suspension.
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Ce théoreme généralise, dans le cas de I'hémisphere, un résultat de A. Avila ([4]) sur
certains domaines convexes de la sphere S? :

Théoréme 0.0.10 (Avila) Soit Q2 un domaine régulier convexe contenu dans un hémisphere
de S?. Soit B une boule de méme volume que Q2. Supposons que

A(Q) SA(B) +e,

alors il existe une fonction T(€) dépendant de vol (§2), vol (052) et du rayon de B telle que
Q est 7(e)-Hausdorff proche de B.
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Introduction
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Chapitre 1

Spectre du laplacien

Dans ce court chapitre, nous rappelons les premieres propriétés du spectre du laplacien
sur une variété compacte. Dans une seconde partie, nous décrivons le spectre du laplacien
de la sphere canonique.

1.1 Définition et propriétés du spectre

1.1.1 Le spectre du laplacien est discret

Considérons (M™, g), une variété riemannienne compacte, éventuellement a bord lisse
OM.

Définition 1.1.1 Soit f € C*(M). On appelle laplacien de f, la fonction :

Af = —Tr(Hess f).
Une conséquence de la formule de Stokes, est la :

Proposition 1.1.1 (Formule de Green) Soit f,h € C*(M).

/Afh:/ <Vf,Vh>—/ hg,
M M om ON

avec n(z) la normale unitaire sortante en x € OM .

Définition 1.1.2 (Spectre du laplacien) Si OM = (), on appelle spectre du laplacien,
Uensemble des réels \ pour lesquels, il existe une fonction f € C®(M) non nulle, telle
que :

Af =\, (1.1)
fe C=(M)\{0}.
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Si OM # (), on appelle spectre de Dirichlet du laplacien, I’ensemble des réels A pour lesquels,
il existe une fonction f € C*°(M) non nulle, telle que :

Af=Mf,f=0 sur oM, (1.2)

f e C*(M)\{0}.
Dans chacun des cas, on appelle espace propre associé a X\, l'espace vectoriel constitué

des fonctions pour lesquelles A est une valeur propre, auxquelles on ajoute la fonction nulle.
La dimension de l’espace propre est appelée multiplicité de la valeur propre.

Remarque 1.1.1 I est également possible de définir sur une variété a bord, le spectre de
Neumann du laplacien.

Définition 1.1.3 On appelle espace des fonctions admissibles ou fonctions “tests”, l’es-
pace HY(M) définit par :
Si OM =0, H'(M) est la complétion de C(M) pour la norme :

Hf“i]l(M) = HfH%Q(M) + || [df| ||%2(M)'

Si OM # 0, H' (M) est la complétion des fonctions lisses & support compact dans M :
Ce (M), pour la norme :

Hf“fql(M) = HfH%Q(M) + || [df| H%Q(M)'

Remarque 1.1.2 La norme ||.||g1(ar) est issue du produit scalaire :

Yu,v € HY(M) < u,v >H1(M):/ uv + g(Vu, Vo).
M

Soit f une fonction vérifiant (1.1) ou (1.2). A Taide de la formule de Green et au sens
des distributions, on montre :

Vh e HY (M VI, Vh>=\ h. .
e<>,/M<f,>/Mf (1.3)

En réalité, (1.3) peut étre employé comme définition du spectre du laplacien et du spectre
de Dirichlet. En effet, on a :

Théoréme 1.1.1 Toute solution de (1.3) vérifie :
siOM =0, feC®(M) et
Af =X,

st OM # 0, f € C®(M) et

Af=Xfet f=0 surdM.
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Ce théoreme découle du fait que A est un opérateur elliptique. Pour une définition des
opérateurs elliptiques et la démonstration de ce théoreme, nous renvoyons au livre de D.
Gilbarg et N.S. Trudinger ([25]).

A Taide de (1.3) et par des méthodes d’analyse fonctionnelle, on montre :

Théoréme 1.1.2 Soit (M", g) une variété riemannienne compacte, éventuellement a bord
OM lisse.

Le spectre (respectivement spectre de Dirichlet) du laplacien est constitué d’une suite
croissante de nombres positifs ou nuls (respectivement positifs) notés (N;(M));en (respecti-
vement (AP (M));en+ ). Chaque espace propre est de dimension finie et L?(M) se décompose
comme la somme directe orthogonale, pour la norme L*(M), de tous les espaces propres.

Remarque 1.1.3 Dans le cas sans bord, la premiére valeur propre d’une variété compacte
est tougours 0 et [’espace propre associé est constitué des fonctions constantes.

Ce théoreme découle d'une caractérisation variationnelle des valeurs propres. Cette
caractérisation se révele souvent utile pour obtenir des estimations du spectre (ce qui
justifie Pappellation de fonctions “tests” pour les fonctions de H(M)).

Définition 1.1.4 On appelle quotient de Rayleigh d’une fonction f appartenant ¢ H(M),
la quantité QR(f) définie par :

on(y) - 1eIE

Notons Ej, = {E\{0}, E s.e.v. de H'(M); dimE = k}.
La caractérisation variationnelle est la suivante :

Théoréme 1.1.3 (Théoréme du min-max) Soit (M", g) une variété riemannienne com-
pacte éventuellement a bord OM lisse.

VkeN, \(M)= inf supQR(f),

E€Eyi1 feE

Vk € N*, AP(M) = inf sup QR(f).

EcEy feE

Théoréme 1.1.4 (Théoréme du max-min) Soit (M", g) une variété riemannienne com-
pacte éventuellement a bord OM lisse.

Vk e N*, A(M) = sup inf QR(f),

EcEy fJ‘HlE

Yk eNE>2 M\ (M)= sup inf QR(f).

E€E,_ fLmE

Pour la démonstration des théoremes 1.1.2, 1.1.3 et 1.1.4, nous renvoyons au livre de P.
Bérard ([5]).
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1.1.2 Théoréme de Courant

L’objet de ce paragraphe est d’énoncer un théoreme de R. Courant, qui donne un
majorant du nombre de domaines nodaux d’une fonction propre.

La définition d’un domaine nodal est la suivante :

Définition 1.1.5 Soit (M™,g) une variété riemannienne compacte, éventuellement a bord
OM lisse.

Soit f: M — R € C%M). On appelle ensemble nodal, I’ensemble f~'{0} et domaine
nodal toute composante conneze de M\ f~*{0}.

Le théoreme est le suivant :

Théoréme 1.1.5 (Courant) Soit (M", g) une variété riemannienne compacte
éventuellement a bord OM lisse et k un entier. .

Soit f une fonction propre sur M, associée d la k€€ valeur propre, comptée sans
multiplicité. Soit ny la dimension de la somme directe des k — 1 premiers espaces propres.
Alors, f admet au plus ny + 1 domaines nodauz.

Pour la preuve du théoréme, nous renvoyons au livre de I. Chavel ([13]).

Corollaire 1.1.1 Soit (M", g) une variété riemannienne compacte a bord OM lisse. Alors,
la premiére valeur propre AP (M) de M est simple (i.e. de multiplicité 1) et toute fonction
propre associée a cette valeur propre ne s’annule pas sur M.

1.2 Spectre de (S", can)

Le spectre de la sphere canonique est completement déterminé ainsi que les fonctions
propres. Apres avoir rappelé comment il se calcule, nous nous concentrerons sur ’espace
propre associé a la premiere valeur propre non nulle.

Décomposons le laplacien usuel de R"*! en coordonnées radiales :

0 n o 1
—f+ t—ZASnft

Benl = =5nl =

avee fi(x) = f(t,).
Dans le cas particulier ou f = P est un polynome homogene harmonique de degré k, la
formule ci-dessus donne en restriction a S™ :

0= —k(k —1)P — nkP + Ag: P,.

La restriction d’un polynome homogene harmonique de degré k a la sphere canonique est
donc une fonction propre de S™ de valeur propre k(k+n—1). En réalité, toutes les fonctions
propres de S™ s’obtiennent de cette maniere :

Théoréme 1.2.1 Le spectre de (S, can) est l’ensemble des \y = k(n+k —1) avec k € N.
L’espace propre associée a la valeur propre A\ est engendré par la restriction a S™ des
polynémes homogénes harmoniques de degré k et sa dimension est C* — CS:S.

Pour la preuve, nous renvoyons au livre de Berger-Gauduchon-Mazet ([10]).
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1.2.1 Début du spectre de (S", can)
En particulier, le théoreme 1.2.1 prouve que la premiere valeur propre non nulle de
(S™, can) est :
A (S, can) =n
et qu'une base de fonctions propres est donnée (pour S” plongé dans R"*1) par les fonctions

coordonnées :
X1, X9, ., Xyt

La multiplicité de A (S", can) est n + 1.
Cette base de fonctions propres vérifie :

1
vol (S™, can) Jsn

1

devcan =
n+1

(1.4)

Une maniere plus intrinseque de décrire ces fonctions propres est de remarquer, en notant
<, > le produit scalaire euclidien de R**!, qu’on a ’égalité :

Ve,y € S" <x,y >= cosdsn(x,y), (1.5)

par conséquent, toute fonction propre de la sphere, normalisée par (1.4), associée a la valeur
propre n s’écrit : cosdga(x,.) pour un point # € S" convenable (x est le point réalisant le
maximum de la fonction propre).

Une autre facon de formuler la remarque précédente est :

Lemme 1.2.1 Soit (f;)ien une base orthogonale de fonctions propres de la sphére, norma-
lisées par (1.4) et soit x un point de S™.

Alors, le développement en série de Fourier de la fonction cosdse(z,.) par rapport auzx
fonctions (f;)ien n'a qu’un nombre fini de termes non nuls et il vérifie :

n+1
cosdgn(z,.) = Y filx) fi.

i=1
Preuve : L’équation (1.5) donne pour tout y € S™ :

n+1

cos dgn (z,y) = Z fi(@) fi(y)

i=1

d’ou le résultat. [ |

Une autre propriété remarquable des fonctions propres de S”, associées a la valeur propre
n, est donnée par le

Lemme 1.2.2 Soit f une fonction propre de S™ de valeur propre n, alors :

Hess f + fg =10
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Preuve : Supposons f normalisée par (1.4). Dans un systéme de coordonnées convenable

de R™"! on peut supposer :
f — Xl-

Soit v une géodésique de (S", can), paramétrée par longueur d’arc, alors « s’écrit :
v(t) = acos(t) + bsin(t)

avec a,b € S", vérifiant < a,b >= 0.
Par conséquent :

Hess f(7(0),7(0)) = (f ©7)"(0) = — f(+(0)).
]

Cette équation sur le hessien des premieres fonctions propres de la sphere est caractéristique
de (S™, can), en effet M. Obata a démontré ([34]) :

Théoréme 1.2.2 (Obata) Soit (M",g) une variété riemannienne complete, de dimen-
sion n. Supposons qu’il existe une fonction (propre) lisse sur M telle que :

Hess f + fg =0,
alors (M, g) est isométrique a (S™, can).

Pour la preuve, nous renvoyons au livre de Berger-Gauduchon-Mazet ([10], pages 180 et
suivantes).

Remarque 1.2.1 En prenant la trace de l'équation ci-dessus, on obtient Af = nf qui est
aussi une équation caractéristique de la sphére parmi les variétés compactes de dimension
n et dont la courbure de Ricci vérifie : Ric > (n — 1)g, nous reviendrons sur ce fait dans
le chapitre 2, paragraphe 2.3.
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Chapitre 2

Variétés a courbure de Ricci positive

Dans ce chapitre, toutes les variétés riemanniennes seront supposées lisses,
completes et sans bord.
On notera M, , ’ensemble des variétés riemanniennes compactes, de dimension
n, vérifiant la condition de courbure : Ric > (n — 1)g.
Enfin, dans ce chapitre et les suivants, nous utiliserons comme convention :
Soit p> 1 un réel et h € LP(M) :

1 v
hl| e = hPd
1Al (M) (Vol M i x>

On notera 7(¢),r(¢), etc.. , de maniére générique, toute quantité positive, ne
dépendant que de ¢ et de la dimension n de la variété, vérifiant :

lim7(e) = 0.

e—0

Dans ce chapitre, nous avons regroupé les différents “outils” qui nous seront utiles pour
démontrer les résultats des chapitres suivants.

Tout d’abord la distance de Gromov-Hausdorff, que nous utiliserons pour mesurer la
ressemblance entre deux espaces métriques.

Dans une seconde partie, a ’aide d’une estimation de Sobolev uniforme sur M, , nous
établirons :

Proposition 2.0.1 (Gallot) Soit (M",g) une variété riemannienne compacte de dimen-

sion n, dont la courbure de Ricci vérifie : Ric > (n—1)g.
Soit f une combinaison linéaire de fonctions propres du laplacien sur (M, g) :

k
? = Z a; fi,
i=1
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avec k € N* et Af; = \ifi pour tout 1 € {1,...k}.
Supposons que pour tout i € {1,..,k},

AN <n+e

avec € > 0, alors, il existe une fonction croissante T(€) ne dépendant que de la dimension
n de (M, g) telle que :

17+ [dF?] oo < (14 7())(n + e +1)||F[2

Dans la derniére partie, nous introduirons un lemme de Toponogov L?, di & J. Cheeger
et T. Colding. Ce lemme interviendra de maniere cruciale pour prouver la proximité, pour
la distance de Gromov-Hausdorff, des espaces que nous considererons.

2.1 Distance de Gromov-Hausdorff

Commencons par rappeler la définition de la distance de Hausdorff sur les parties com-
pactes d’un espace métrique.

Définition 2.1.1 Soit (Z,d) un espace métrique et X,Y deux parties compactes de Z.
On appelle distance de Hausdorff de X etY :

dg(X,Y)=inf{e > 0;{z € Z;d(2,X) <e} DY et {z € Z;d(2,Y) <€} D X}.
On montre :

Proposition 2.1.1 Notons A l’ensemble des parties compactes d’un espace métrique (Z,d).
Alors (A, dy) est un espace métrique.

A Tl'aide de la distance de Hausdorff, M. Gromov définit dans [26], une “distance” sur
les espaces métriques compacts.

Définition 2.1.2 Soit X,Y deux espaces métriques compacts. La distance de Gromov-
Hausdorff de X et'Y est définie par :

dou(X,Y) = fivl}lfde(f(X%h(Y)),

ot la borne inférieure est prise sur tous les espaces métriques Z et tous les plongements
isométriques f: X — Z eth:Y — Z.

L’ensemble des classes d’isométrie d’espaces métriques compacts, muni de la distance
de Gromov-Hausdorff, est un espace métrique :

Proposition 2.1.2 Soit XY deux espaces métriques compacts, alors on a :
dea(X,Y)=0<= X etY sont isométriques .

Pour la preuve, nous renvoyons au livre de M. Gromov ([26]).
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2.1.1 Applications aux variétés de M,

Dans [26], M. Gromov généralise également une inégalité de comparaison de volumes,
due a R.L. Bishop :

Théoréme 2.1.1 (Bishop-Gromov) Soit (M,g) € M, . Alors pour tous les r, R tels
que 0 <r <R, ona, Ve € M :
vol B(z,r) S vol B(x, R)
Vi) = V(R

ou V(s) désigne le volume d’une boule géodésique de rayon s dans S™.
En particulier, pour tout r > 0 et tout v € M :

vol (B(z, 1)) < V(r). (2.1)
Remarque 2.1.1 (2.1) est une inégalité due a R.L. Bishop.

Une conséquence de ce théoreme, est le

Corollaire 2.1.1 Pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que, pour tout (M, g) € M, , toute
propriété vraie sur un ensemble P de mesure relative grande (vol P > (1 —n) vol M), est
vraie sur un ensemble e-dense (Yx € M,3y € P, avec d(y,z) < €).

Définition 2.1.3 Soit (M, g) une variété riemannienne. On note (M, d), l’espace métrique
obtenu en considérant la distance d, induite par la métrique riemannienne g :

Ve,y € M d(z,y) = irclfL(c),
d(z,y) est la borne inférieure de la longueur des courbes ¢, C' par morceauz, reliant x a y.
Proposition 2.1.3 Soit (M,g) une variété riemannienne, alors :
(M, g) géodésiquement compléte <= (M, d) complet.

Pour la preuve, nous renvoyons a [22].

Définition 2.1.4 Soit (M, g) une variété riemannienne et A un ouvert de M.

On appelle distance extrinseque et on note d, la restriction de la distance d induite par
la métrique g, a A.

On appelle distance intrinseque et on note da, la distance définie par :

Ve,y € M da(z,y) := inf L(c),

da(x,y) est la borne inférieure de la longueur des courbes ¢, C' par morceauz, contenues
dans A et reliant x a y.
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Définition 2.1.5 On note M,, / ~, les classes d’isométrie des éléments de M, .

A T’aide du théoréme 2.1.1, M. Gromov montre ([26]) :

Théoréme 2.1.2 (Gromov) (M, / ~,dgu) est un espace métrique précompact.

Remarque 2.1.2 Quitte a rajouter une borne D sur le diametre des variétés considérées,
ce théoreme reste valable sur ’'ensemble des variétés complétes de dimension fixée, dont la
courbure de Ricci est minorée par une constante (éventuellement négative) multipliée par
la métrique.

Récemment, J. Cheeger et T. Colding ont démontré qu’il était possible de déduire des
informations topologiques a partir d’informations sur la distance de Gromov-Hausdorff
entre deux variétés ([15]) :

Théoréme 2.1.3 (Cheeger-Colding) Soit (M", g) une variété riemannienne compacte
de dimension n, telle qu’il existe une suite (M, g;)ien de variétés riemanniennes de méme
dimension, vérifiant :

Vie N, Ric(M;,g;) > —(n—1)g;

et qui converge, pour la distance de Gromov-Hausdorff, vers (M, g). Alors M; est difféomorphe
a M, pour i assez grand.

2.1.2 Estimation de la distance de Gromov-Hausdorff

De par sa définition, il est souvent peu pratique d’estimer la distance de Gromov-
Hausdorff entre deux espaces métriques.

S.V. Ivanov a introduit dans [31], la notion de “presque isométrie” qui permet une
estimation plus aisée de la distance de Gromov-Hausdorff.

Définition 2.1.6 On appelle n—presque isométrie de (Xi,dy) sur (Xs,ds), toute applica-
tion ¢ (non nécessairement continue), ¢ : (X1,dy) — (X, ds) vérifiant :
-Une condition de “presque surjectivité” :

Vy € Xy, 3z € X tel que day(y, p(z)) < n

-Une condition de “proximité métrique” :

Va,y € Xy 1 |da(9(x), d(y)) — di(z,y)| <n

A partir de cette définition, on montre :

Lemme 2.1.1 Soit (X1,d;) et (Xa,ds) deuz espaces métriques compacts et n > 0.
Si dar (X1, X2) < n, alors il existe une 2n-presque isométrie de Xy sur X,.
Réciproquement, s’il existe une n-presque isométrie de X, sur Xo, alors dgg (X, Xo) < 27.
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Preuve : Supposons dgy (X1, Xo) < 7.
Soit (Z, d) un espace métrique, des plongements isométriques f : X3 — Zeth: Xy — Z
tels que :
di(f(X1), h(X2)) <.

Notons X = f(X;) et Y = h(Xy).

Comme X est isométrique a X7 et Y est isométrique a Xs, il suffit de déterminer une
2n-presque isométrie de X sur Y.

Par définition de la distance de Hausdorff :

Vee X,y eY; dy,z) <n.
Pour tout x € X, on choisit un tel y, noté : y, et on définit :
p: X — Y
T o= Yy

Montrons que ¢ est une 2n-presque isométrie. Par définition, ¢ est n-presque surjective. De
plus,
d(¢(x), () < d(d(x), 2) + d(z,2) + d(¢(2'),2"),

c’est-a-dire, par définition de ¢ :

d(p(x), ¢(2)) < d(z, ") + 2n.
L’inégalité inverse se prouve de maniere similaire et ¢ est une 2n-presque isométrie.
Réciproquement, supposons qu’il existe une n-presque isométrie ¢ de X; sur Xo.
Nous allons construire une distance d sur X; LI X, telle que :

pour 1 E {1,2}, (Xz,d,L) — (Xl |_|X2,d)

soit un plongement isométrique et dg (X, X2) < 2n dans 'espace X; U Xo.
On définit d par :
pour i € {1,2},d|x,xx, = d;

et

v%’l S Xl,VZ'Q S XQ, d(fﬂg,l'l) = d(xl,l'g) = iInf (d1<$1,2) + d2($2,¢(2))) —|—77

z€Xq

On vérifie facilement que d est une distance sur X; LI X5. D’autre part,
Vx € X17 d(x>¢($)) =17

et
Yy € Xy, 3z € Xy; do(o(z),y) <.
d’ou :
d(z,y) < dy((x),y) +n < 2n.
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2.1.3 Produits tordus

Considérons, a partir de la sphere canonique en coordonnées géodésiques par rapport
a un point, I'espace obtenu en remplacant ’équateur par une sphere de méme dimension
et de rayon € << 1, c’est-a-dire :

(10, w[xS™ 1, dr?® + sin®(r) €* canga—1).

Cet espace est une variété riemannienne admettant des singularités en 0 et 7.

En lissant la métrique aux voisinages de 0 et m, cet espace s’obtient comme limite,
pour la distance de Gromov-Hausdorff, d'une suite de variétés riemanniennes appartenant
a M, (voir le chapitre 4 pour plus de détails sur un exemple plus sophistiqué).

Cet exemple est un cas particulier de variétés appelés “produits tordus” (riemanniens) :

Définition 2.1.7 Soit f : [a,b] — RT continue, avec f > 0 sur Ja,b[ et (N""' h) une
varieté riemannienne.

On appelle produit tordu par f (ou f produit tordu), la variété riemannienne (a bord
ou éventuellement avec des singularités en a oub) :

Ja,b[xN,

munie de la métrique :

g =dr* + f*(r)h.

J. Cheeger et T. Colding ont donné dans [14], une généralisation de la notion de produit
tordu dans le cas o N est simplement un espace métrique.

Pour définir ces “produits tordus généralisés”, J. Cheeger et T. Colding font la remarque
suivante :

Lemme 2.1.2 (Cheeger-Colding) Soit f : [a,b] — Rt continue, avec f > 0 sur|a,b[ et
(N1 h) une variété riemannienne.

Notons M =|a,b[xN, g = dr? + f2(r)h, § la distance sur N, induite par h et d la
distance sur M, induite par g. Alors, il existe une application ¢y, dépendant de f mais
indépendante de N, telle que :

(s, 2), (t,y) € M, d((s,2), (t,y)) = ¢5(s,1,0(x,y)).

Remarque 2.1.3 En considérant le cas particulier ou (N, h) = (R, can), on en déduit que
by est définie sur : Ja, b*xR™T.

Preuve : Soit

[a, 0],
N,
t,k(1) =s,¢(0) =z et c¢(1) =v.

k- [0,1]
c: [0,1]

deux fonctions C! par morceaux, vérifiant k(0)

—
—
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On note L((k,c)), la longueur de la courbe (k, ¢) pour la métrique riemannienne g :

1
L((k,c)) = / V k(D)2 + F(kO)h(C/(t), ¢ (t)dt.
0
Quitte a modifier de maniére arbitrairement petite L((k,c)), on peut supposer :
vVt €10,1], ¢(t) #0.

En reparamétrant k et ¢ de sorte que ¢(t) = 1 pour tout ¢t (on conserve, par abus, la
notation k et ¢), on obtient :

L(c)

L((k,c)) = V(K(1)? + f2(k(t))dt,

0

avec L(c) la longueur de la courbe ¢ pour la métrique h. Par conséquent :

3(z,y)

d((t,l’), (37y>) = Hk{f \/ k, 2+ f2 ( ))dt7

0

ott la borne inférieure est prise sur les fonctions & : [0, §(x,y)] — [a,b], C' par morceaux et
vérifiant : £(0) =t et k(d(x,y)) = s. [

A Taide de ce lemme, la notion de produit tordu s’étend naturellement aux espaces
métriques :

Définition 2.1.8 Soit f : [a,b] — RT continue, avec f > 0 sur |a,b] et ¢; la fonction
introduite dans le lemme 2.1.2. Soit (N,d) un espace métrique.
On appelle produit tordu (métrique) par f (ou f produit tordu), l’espace métrique :

Ja, b[x N,
munie de la distance :
V(s,x), (t,y) €la,b[xN, d((s,x), (t,y)) = ¢r(s,t,(x,y)).

Dans le cas particulier ou f = sin et [a, b] = [0, 7], que 'on appellera par la suite, “sinus
produit tordu”, la distance “produit tordu” d vérifie :

cosd((t,z),(s,y)) = cosscost + sinssint cos d(z,y).

11 suffit de considérer (N, h) = (S, can)).
(

Les espaces métriques “sinus produit tordu” apparaissent comme une famille d’espaces
modeles dans les théoremes 3.0.6, 5.3.1 et 5.3.2.
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2.2 Estimation de Sobolev uniforme

L’objet de cette partie est d’établir la proposition :

Proposition 2.2.1 (Gallot) Soit (M",g) une variété riemannienne compacte de dimen-
sion n, dont la courbure de Ricci vérifie : Ric > (n — 1)g.
Soit f une combinaison linéaire de fonctions propres du laplacien sur (M, g) :

k
? = Z a; fi,

avec k € N* et Af; = \ifi pour tout 1 € {1,...k}.
Supposons que pour tout i € {1,..,k},

)\Z'Sn+e

avec € > 0, alors, il existe une fonction croissante 7(€), telle que pour tout (M, g) € M,
vérifiant les hypothéses ci-dessus,

17+ 1dF P[0 < (14 7())(n + e+ D)|[FI2.

La preuve essentiellement classique, repose sur une inégalité de Sobolev et le procédé
d’itération de Moser.

La premiere étape consiste a établir une inégalité de Sobolev du type :

1], 2ny < ANV SIlL2 + Bl ]2z,

avec des coefficients A et B valables pour toute variété (M, g) de M, .
La premiére inégalité de ce type est due a S. Gallot ([23]). Par la suite, S. Ilias a obtenu
une inégalité similaire avec des coefficients plus simples ([30]) :

Théoreme 2.2.1 (Ilias) Soit (M™, g) une variété riemannienne compacte, de dimension
n > 3, dont la courbure de Ricci vérifie : Ric > (n—1)g, alors :
VfeH (M),

4

||f|’i% < mllWH% 1f113-

Remarque 2.2.1 Nous rappelons que nous avons choisi comme convention :
1
Ip = — P(x)d < o0.
||f||LP VOl (M) /]wf (:U) Ug(m) pourp &)

L’idée de la preuve consiste a se ramener a une inégalité de Sobolev sur S”, due a T. Aubin

([2]) -
Vfe HY(S"), )

22n < - 2 2.
171, < gy V1B + 113
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Pour se ramener a des inégalités sur la sphere, S. Ilias utilise un principe de symétrisation
da a Faber-Krahn et généralisé par Bérard-Meyer aux variétés de M, (voir le chapitre 5
pour plus de détails) qui a une fonction f sur (M, g) associe une fonction f* radiale sur S™
vérifiant :

IV fllee = ||V f*]|Le pour p réel > 1

et
N fllze = ||f||» pour p réel > 1.

Pour la preuve, nous renvoyons a [30].
Iteration de Moser

Commencons par rappeler une formule die a Bochner.

Lemme 2.2.1 (Formule de Bochner) Soit (M, g) une variété compacte et f une fonc-
tion lisse sur M.

. 1
G(A(AS),df) = | Hess [ + Ric(V 1,V 1)+ SA(1dfP).
Pour une preuve, nous renvoyons a [22].

A Taide de ce lemme et du théoreme 2.2.1, nous sommes en mesure de démontrer la
proposition 2.2.1.
La méthode de démonstration que nous allons utiliser a été introduite par J. Moser (voir
[25], pages 179,180), puis adaptée a ce contexte par S. Gallot ([24]). Elle peut étre utilisée
dans des cas divers et nous renvoyons a [7] pour un exposé plus complet.
Pour la preuve, nous suivons une démonstration due a E. Aubry ([3]).

Preuve : L’idée de la preuve est de plonger isométriquement M dans une variété
M’ en s’inspirant du plongement canonique de S® dans R"*!. En prolongeant convenable-
ment les fonctions propres (f;)1<i<k, on définit un fibré sur le fibré tangent de M’ que 'on
peut restreindre a un fibré au dessus de M. On utilise ensuite la formule de Bochner et la
méthode introduite par Moser.

Le plongement que I'on considere a été introduit par S. Gallot ([21]), nous renvoyons a
son article pour une démonstration des propriétés de (M’,¢') :
On plonge isométriquement la variété (M, g) dans une variété M’ = M x [0, +oo[ munie
de la métrique ¢’ = dr? + r?g.
En identifiant TM’ a TM @R%, la connection de Levi-Civita D’ de M’ vérifie les relations
suivantes :

V((X,0),(Y,0)) € TM? DyY = DxY —rg(X,Y)Z,
D, L =0,

or
/ D9 X
D'y X = Dyg =¥,

T
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De plus, comme Ric > (n — 1)g, on a I'inégalité :
Ric(M',g") > 0.
On prolonge les fonctions de M a M’ par :

F: (M,¢d)—R
(x,7) = rf(z)
Si f est une fonction propre de (M, g) de valeur propre A, alors :
A—n

r2

A'F =

F. (2.2)

On remarque également que A'|d'F|*> = A|d'F|* en restriction & M x {1} car |d'F|* ne
dépend pas de r.

La restriction du fibré T*M" a M x {1} peut étre vue comme un fibré £ au-dessus de M.
L’espace vectoriel E = Vect{d'F;};<i<k est alors un sous-espace de I’ensemble des sections
de €.

Si (fi)1<i<k est une famille H'-orthonormale de (M, g), alors la famille (d'F});<;<) est une
famille de sections L?-orthonormales de £.

Notons F le prolongement de f & M’ comme ci-dessus.

k 2 k
[d'F|* = <Z aifi) + Zaidfi

i=1
On estime |||d"F|?||s & I'aide du processus d’itération de Moser.
La formule de Bochner appliquée a F' donne :

2

1 _ _ o
J(d(A'F),dF) = §A’]d’F]2 +|D'dF)* + Ric(V'F,V'F),
soit en restriction a M x {1} :
1 — _ — _
5A|d’F|2 +|D'dF|* < |d(A'F)||dF).

Or, Iéquation (2.2) implique :

Ni—mn
AF = ; = a; F;,
d’on, en restriction a M x {1} :
AF| = [N~ n)a(d'F; — 2fdr)]
< I N = n)ad Fy| + 2] o, (A = n)as fidr]
< 313 (v —n)ad E.
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On en déduit :
A|d’F|2 + |D'd'F|? < 3| Z n)a;d' F| x |d'F|. (2.3)
i=1

Pour tout r € [1, +00], on pose

o IS
ek 11S]ls

Soit S (S = ZZ L a;d'F;) un élément quelconque de E, posons u = /|S|? + €2 pour € > 0.
La fonction u est alors C'° et 'inégalité de Cauchy-Schwartz ainsi que I'inégalité de Kato

A, =

implique :
D/ 2
a(VISETe)| < 7|‘S|fl SE < \prspe
On en déduit par (2.3) :
1 1 i
ulu = oA u?) + |dul? < 5 A(IS]?) + |D'SP < 3> (A = n)ad Fy| x u (2.4)
=1

Comme u est une fonction strictement positive, on obtient pour p > % :

2
/ \d(up)|2—/ P duf? = / < dw ), du >,
M M 2p—1Ju

puis, (2.4) donne :

k
3p?
2p—1 U 2p—1
/|dup 2p_1/AUU,p SZ})i—l/AM ;()\z—n)azdﬂ x uP ,
c’est-a-dire, d’apres l'inégalité de Holder :
p 3]9 2p—1
ld(u?)]]2 < NS HZ n)aid Fi|ap|[ull5,

En appliquant a la fonction v?, I'inégalité de Sobolev du théoreme 2.2.1, on obtient :

3p°
e, < G, = IIZ O = maid Byl + [l 3

or, |[uP||3 = ||u|| et ||up||22n = ||u]|%, , d’ot en faisant tendre € vers 0, il vient :
-2 n—2

2

3C(n)p?

S 3
|| ||2P —_ 2p_1

||Z (= m)ad FillolIS115, " + 11518,
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3C(n)
HSHzpn <P\3, 1 HZ n)a;d Fy||o,||SI152" + |1S][5,

Par définition de Ay, :

IS5, = mad Elly < Agl| S5, (A — n)ad F
< Ay eilSlle

[15]F2pn _p\/ e ApplISI1” + A, |||,

C'(n)py/e
ﬁ) Agpl[S2-

L’inégalité étant valable pour tout élément S de E, on en déduit :
1
C’ »
Ao < (14 E0RVENT
n—2 V2p—1

Si on pose successivement p = #/ avec 3 = -2 > 1 dans cette inégalité, on trouve pour
m>1:

d’ou :

151122 < (1+

m—1 1
Aggm < ] <1 + C'(”)ﬁﬁ) v
j=0
M étant compacte, A, — A, lorsque r — +o00, donc :
As < (14 7(6)).

Remarque 2.2.2 Les fonctions propres de la sphére S™ associées a la valeur propre n sont
les fonctions cosd,, © € S™, par conséquent elles vérifient :

24 ldf1? =
Le fait de disposer sur M, d’une inégalité de Sobolev :

A, 2z < AV fll2 + B(n)][f]] 22

avec B(n) =1, nous a permis d’établir une majoration “presque optimale”. Cette presque
optimalité nous sera utile dans ce qui suit (voir par exemple la preuve du lemme 3.1.1).
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2.3 Lemme de Toponogov L’

Commencons par énoncer une premiere propriété des variétés de M, , dont le début
du spectre est presque “minimal”.

Proposition 2.3.1 Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension n, dont la cour-
bure de Ricci vérifie : Ric > (n — 1)g. Notons \y(M) la premiere valeur propre non nulle
du laplacien de (M, g) et f une fonction propre associée a A (M).

Alors :

M (M) > n.

De plus, si [’on suppose :
)\1 (M) S n—+ €,

alors, il existe une constante positive C'(n), telle que, pour tout (M, g) € M, :
1
|| Hess f + fgllr2n) < Cn) € || f]|2)-
Remarque 2.3.1 L’inégalité \;(M) > n est di a A. Lichnerowicz ([33]).

Est-il possible de déduire des informations plus géométriques de cette estimation du
hessien ?
La réponse est positive et elle est due a J. Cheeger et T. Colding ([14]) :

Lemme 2.3.1 (Toponogov L?) Soit (M,g) € M, . Il existe des constantes ne dépendant
que de n : Coz1(n) et Cyz1(n) telles que, pour xq et xo appartenant a M et ri,ro > 0 (on
note B; :== B(x;,r;)) et pour toute fonction continue f sur M, on ait :

1 2 1 1 )
- < |
vol (By X Bs) /leBg (jiy f ) dxdy < Cy31(n) (vol B o Bg) /Mf (x)dx

On obtient en particulier pour ri =19 =1 :

1 2\ g 6'2.3.1(71) 1 2(\dr
vol (B X By) /31ng <]{zyf ) dudy < V(r) wvol(M) /Mf (z)dz.

Remarque 2.3.2 La notation V(r) désigne le volume d’une boule géodésique de S™ de
rayon .

La notation By X By désigne en réalité le sous-ensemble de mesure pleine de ce produit,
constitué par les couples admettant une unique géodésique minimisante les reliant (notée

Vay)-
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En appliquant ce lemme a la fonction |Hess f + fg| et en remarquant que, pour une
géodésique paramétrée par longueur d’arc :

[(f 0 %2y)" (8) + f 0 7y (1) |* < [Hess f + fgl?,

on en déduit, avec les notations du lemme 2.3.1 :

d(z,y)
(BB [(f © Yay)" () + f 0 Yay(t) Pdtdady <
(BixB2) Jp o5, Jo

Ca31(n) <ﬁ31 + v01132> /M]Hessf—l— fgl*(x)dz. (2.5)

D’ot, en utilisant la proposition 2.3.1 :

Lemme 2.3.2 ] existe des fonctions r(e) et 7'(€) telles, que pour toule variété rieman-
nienne (M, g) de dimension n, dont la courbure de Ricci vérifie : Ric > (n — 1)g et dont
la premiére valeur propre non nulle du laplacien de (M, g) vérifie :

)\I(M) STL-’-E,

alors, pour tout w,v € M, on a ['inégalité :

1
vol (B(u,r(e))x B(v,r(¢€)) /B;

d(z,y)
(/ waﬂﬁﬂﬁbwwwﬁ>M@§f@,
(u,r(€))x B(v,r(€)) 0

1

ot [ désigne une fonction propre associée a A\i(M) et normalisée par ||f\|%2(M) ==

Preuve : D’apres le lemme de Toponogov L?, dans le cas ol les boules ont méme rayon,
il suffit de considérer r(e) tel que :

()
V() = V7

7'(€) := /7 (€) convient. |

En utilisant I'inégalité de Bienaimé-Tchebitchev, on en déduit ’énoncé suivant, auquel
nous ferons souvent appel :

Lemme 2.3.3 I existe des fonctions r(e) et 7'(€) telles, que pour toute variété rieman-
nienne (M, g) de dimension n, dont la courbure de Ricci vérifie : Ric > (n — 1)g et dont
la premiére valeur propre non nulle du laplacien de (M, g) vérifie :

)\I(M) §n+67

alors Vu,v € M, 31,0 € M, tels que :
- il existe une unique géodésique minimisante v entre u et v,
- d(w,@) < r(e), d(v,5) < r(e) et

d(@,5)
A (F o) (8) + f oy(D)Pdt < 7'(0),

ot f désigne une fonction propre associée a A\ (M) et normalisée par ||f||i2(M) = n+r1
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Ce lemme signifie que pour deux points quelconques d’une variété appartenant a M, , il
existe deux points proches (indépendamment de la variété) reliés par une unique géodésique
minimisante telle que, le long de cette géodésique, la fonction propre vérifie presque la méme
équation différentielle que dans la situation analogue sur la sphere.

Plus précisément, il existe un sous-ensemble de mesure relative grande du produit des
boules, tel que tout couple de points appartenant a ce sous-ensemble vérifie les conditions
ci-dessus ; il est donc possible d’exiger simultanément de telles conditions pour plusieurs
fonctions propres dont la valeur propre est inférieure a n + €.

Passons a la démonstration de la proposition 2.3.1 :
Preuve : On applique la formule de Bochner (lemme 2.2.1) & la fonction propre f :

—%Aydﬂ? — Ric(Vf,Vf)+ |Hess fP— < d(AF), df > .

On obtient apres intégration et utilisation de I'hypothese sur la courbure :

1 1
>n—1—-\) —— df |2 H 2,
0= (n )VOIM/M|f|+V01M/M| ess f|

Or Hess f = (Hess f+ %f g)— % fg, donc, le premier terme étant de trace nulle, on obtient :

2 Ao A,
[ Hess f[? = | Hess f + 2 fgl> + 2 f.
n n
On en déduit :

\? 1 1 A
0> —1 -+ — - H ~fal’.
> ((n JA+ n) vol M /Mf + vol M /M| essf+nfg|

D’ou :

1
vol M

[ 1Hes £ 29 < ((n = DA+ X (= 1) g [ 7

1 A A 1
H 2rgP < (n— 120 - 2
VolM/Mr ess f+ 2 foP < (n— 1)\~ ) VolM/Mf

On conclut, en remarquant que :

A A
| Hess f + fg| <|Hess f + Efg! + !5 —1]|fg|

)\ 2
|Hess f + fg|* < 2(]Hess f + Efg|2 + %f2).

D’ou le résultat. [ |
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Remarque 2.3.3 Dans le cas ou A\ (M) = n, la démonstration prouve que :
Hess f + fg =0,
ce qui implique, par un théoréme de M. Obata ([34]) que (M, g) est isométrique a (S™, can).

Démontrons maintenant le lemme de Toponogov L? :

Preuve : Notons m(#) la projection sur le point base de @. Notons (s, @) (respecti-
vement 6(s)), la densité de la forme volume le long de la géodésique issue de 7(i) et de
vitesse initiale « sur M (respectivement sur S™). Notons Ty := d(z,y) . Pour des raisons
de symétrie, il suffit de majorer :

1 W,
vol (Bl X Bz) /Bl><32 /“”2?/ f (,Yzy(S))dS

On omet dans le reste de la preuve 'indice de 7.
Sous ces hypotheses de courbure, on a pour s > ’“"Qy, I'inégalité (voir [22], pour une
preuve) : B
(zy)
s)

O(zy,u) < O(s,uw) x  sup —
{s; Y <s<zy} 0

Notons :
I(uw) = {t €[0,7y] ;7(t) € By et ¥|jo est minimisante },
T(uw) :=sup{t;v|jog est minimisante}.

Ce qui donne :

(7. 0 xyf2(7(8))d8§< up 57”) " Py())6(s, )ds

77 7 T(a)
[ o [ f2(7(8>>ds§< sup @>w | e

Zy {s.;0< L <s<i<m} 0(s)

D

!
On note C'(n) = SUP (s 1;0< L <s<i<r} (_)

Ty, U ))ds < C(n /
VOI B, /SBl/(ﬁ) Y /2 Ay A

On integre en réalité sur tout les points de By admettant un point de B; pour lequel il n’y
a qu’une seule géodésique minimisante les reliant, d’ou :

TETDD oy = gy [

Ce qui donne la premiere inégalité.
On obtient la seconde, en utilisant de nouveau le théoreme de Bishop-Gromov avec B(x;,r)
et M. |

D
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2.3.1 Utilisation du lemme de Toponogov L?

Nous allons rappeler un lemme de comparaison d’équations différentielles puis en déduire
un premier exemple d’utilisation du lemme de Toponogov L?; d’autres exemples seront
présentés dans le prochain chapitre (en particulier le lemme 3.1.2).

un lemme de comparaison

On note 1,y (respectivement u,;) la solution de v’ + u = 0 sur

[0,{] pour | < m,
vérifiant les conditions initiales u(0) = a et u(l) = b (respectivement u'(0)

—b).

Lemme 2.3.4 Soitv(t) et Z(t) deux fonctions définies sur[0,1]. On suppose que fol Z2(t)dt <
€2 et que v est solution de v” +v = Z avec |v(0) —a| < n et |[v'(0) —b| < n . Alors, il existe
une constante C' telle que :
vt € [0,1],

|0(t) = wap(t)] < Cle+n)
et

[0'(8) = ugy ()] < Cle+n).

Preuve : Soit f une fonction de classe C* sur [0, ].

On note F(¢) [ :}’f((?) } ot

1E(0)lloc = max{|f(£)], |f(£)]}-

L’équation
uHu=2 (2.6)

se résout explicitement par la méthode de la variation de la constante.
On obtient la solution générale suivante :

u(t) = /t sin(t — $)Z(s)ds + cos(t)u(0) + sin(t)u’(0).
0
d’ou : .
u'(t) = /0 cos(t — 8)Z(s)ds — sin(t)u(0) + cos(t)u'(0).
v — Ugy est solution de I'équation (2.6), on en déduit par I'inégalité de Holder :
vt € [0,1],

1
2

IV (E) — Uns(0) oo < 13 ( / | Z2(t)dt> +on
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Nous aurons besoin par la suite d’une version de ce lemme ot nous disposons d’informations
aux extrémités de la fonction (i.e v(0) et v(l)). Dans ce cas, la solution de 1'équation
différentielle perturbée est proche d'une solution de I'’équation initiale seulement si on
impose une condition supplémentaire sur la longueur [ de 'intervalle.

Lemme 2.3.5 Soitv(t) et Z(t) deuz fonctions définies sur [0,1]. On suppose que fol Z2(t)dt <
€% et que v est solution de v” +v = Z avec |[v(0) —a|] < n et [v(l) — b| < n. Il existe une
constante C' telle que :
vt € [0,1],
_ C
0(0) = Buslt) < oo (e

et

1) = o] < e

Preuve : On conserve les notations de la démonstration du lemme (2.3.4).
La solution générale de I'équation
v tu=2 (2.7)

est :
u(t) = /0 sin(t — )7 (s)ds + cos(t)u(0) + sin(£) (0).

U — Uy(0),07(0) €st solution de (2.7) et par I'inégalité de Holder :
1
IV - Uv(O),v’(O)(t)Hoo <lze.

v est aussi solution de (2.7), donc, en particulier :

!
v(l) = /0 sin(l — s)Z(s)ds + cos(l)v(0) + sin(1)v'(0).

Soit (o) v(1) () = 0(0) cos(t) + L0 sin(#).

On a l’estimation :

vt € [0,1],

=

~ 2
Uv v t - v v t [ee) S . N
| Us(0),07(0) (£) .0 (O]l )

D’autre part :

(v(l) = b) = (v(0) — a) cos(l)

Uy(0),0() () = Tap(t) = (v(0) — a) cos(t) + sin({)

sin(t)

dolt, ¥t € [0, 1],

~ - 277
1800y0 (1) = Do)l < <n+ | ) |

sin({)
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Par conséquent, comme :

vt € [0,1],

V() = Uap(®)lloo < IV (E) = Unioyr (o) ()]st
1Uw(0),00)(t) = Un(0),00) () |loo + | Uw(0),00) (£) = Uap ()]0

on en déduit :

V() = Ou)lo < e

Exemple d’utilisation

Dans ce paragraphe, on fixe un élément (M, g) € M, et une fonction propre f de
(M, g) dont la valeur propre vérifie :

A<n-+e.

On normalise f par :

1 / , 1
vol(M) J,,©  n+1
On conserve les notations r(e¢) et 7/(¢) introduites dans le lemme 2.3.3.

Soit v et v deux points de M.

On cherche a obtenir une estimation (indépendante de (M, g)) de f le long d'une géodésique
adéquate dont les extrémités sont proches des points u et v.

Cette estimation sera valable pour des points ni trop proches, ni trop éloignés.

Le résultat est le suivant :

Lemme 2.3.6 II eziste des fonctions r(€),7'(€) et 7"(¢) telles que, sous les hypothéses
ci-dessus, si l’on suppose de plus :

arcsin(\/\/7'(€) +r(€)) + 2r(e) < d(u,v) < 7 — arcsin(\/\/7'(€) + r(€)) — 2r(e), (2.8)

alors il existe deuzr points u et v, reliés par une unique géodésique minimisante vy, vérifiant
d(u,u) <r(e), dv,0) <r(e) et tels que :

f) = f(u)cosd(u,v)

sin d(u, v)

FOy(@) = { f(w) cos(t) + sin(t) || < 7(e)
o~ )

f(v) = f(u)cosd(u,v)

sind(u, v)

(o) (0~ (~sysint) + cost) )| < 7(0)
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Preuve : D’apres le lemme 2.3.3, il existe des fonctions r(e) et 7/(¢) pour lesquelles
il existe x € B(u,r(€)) et y € B(v,r(€)) tels que :

d(z,y)
| M om0+ £ o) < 7).
0
Par hypothese sur d(u,v), on a :

lim OV _

% sin(d(r, y))
D’apres la proposition 2.2.1, il existe une constante C'(n), telle que :
V= < C(n).

Par conséquent, le lemme 2.3.5 implique I'existence d’une fonction 7”(¢), telle que :
vt € 10,1],

f(v) — f(u)cosd(u,v)

sind(u, v)

oy (t) — | f(u)cos(t) + sin(t) || < 7"(e)
ot~ )

et f(v) = f(u)cosd(u,v)

sind(u, v)

(f 0 7ay)(t) = | —f(u) sin(t) + cos(t) || < 7"(e).
\ ( )

Donc @ := x et v := y conviennent. |
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Chapitre 3

Pincement du spectre du laplacien

Dans ce chapitre, toutes les variétés seront compactes, sans bord, de dimension n > 2
fixée, munie d’une métrique Riemanienne complete g, dont la courbure de Ricci vérifie
'inégalité : Ric > (n — 1)g. On note M,, I'ensemble de ces variétés.

Rappelons le théoreme 0.0.1 :

Théoréme 3.0.1 V(M,g) € M,, :
vol (M, g) < vol (S", can),
Diam(M, g) < Diam(S", can),
M (M, g) > M(S", can).

De plus, en cas d’égalité dans l'une de ces inégalités, (M,q) est isométrique a (S™, can).

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux variétés de M, dont le début du spectre est
presque minimal.

Commencons par remarquer que la premiere valeur propre non nulle du laplacien d'une
variété de M, est presque minimale si et seulement si le diametre de cette variété est
presque égal a 7 :

Théoréme 3.0.2 (Cheng, [17]) Pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que, pour toute
variété riemannienne (M, g) € M,

Diam(M,g) >m—n= M(M,g) <n+e.
C. Croke prouva la réciproque de ce résulta en 1982 :

Théoréme 3.0.3 (Croke, [20]) Pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que, pour toute
variété riemannienne (M, g) € M, ,

M(M) <n+n= Diam(M,g) >m—¢.
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Résultats de stabilités

En 1996, T. Colding démontra une premiere version “L?” du théoréme de Toponogov
(voir, par exemple [16], pour un énoncé). A l'aide de ce résultat et du théoreme 0.0.2, il
prouva un résultat de proximité, pour la distance de Gromov-Hausdorff, avec la sphere

([19], [18]).

Théoréme 3.0.4 (Colding) Il existe une fonction 7(€) ne dépendant que de la dimension
n, telle que pour toute variété riemannienne (M, g) € M, :

vol (M, g) > vol(S") — € = dau(M,S") < 7(e).
Réciproquement :
day(M,S") < e= vol (M, g) > vol (S") — 7(e).

A Tlaide d’un théoreme de J. Cheeger et T. Colding (théoréme 0.0.3 ou [15], théoréme
A.1.10), on en déduit alors le :

Théoréme 3.0.5 (Cheeger-Colding) Il eziste €(n) > 0 tel que, toute variété rieman-
nienne (M, g) € My dont le volume vérifie : vol (M, g) > vol (S™) —e(n) est difféomorphe
aS™.

Par un théoreme de comparaison de Bishop (voir le théoreme 2.1.1 pour un énoncé plus
précis), on montre qu’'une variété appartenant a M, , de volume presque maximal est de
diametre presque égal a 7.

L’hypothese de diametre presque maximal (ou de maniere équivalente, de premiere va-
leur propre non nulle du laplacien presque minimale) est effectivement plus faible puisqu’il
existe (voir I'introduction ou le chapitre 4) une suite de variétés (M;, g;)ien € M, , dont
le diametre tend vers 7 et telle que :

-M; n’est pas homéomorphe a S™,

-(M;, g) n’est pas proche, pour la distance de Gromov-Hausdorff, de (S, can).

Il existe, malgré tout, un résultat de proximité pour la distance de Gromov-Hausdorff,
pour les variétés (M, g) € M, dont le diametre est presque maximal. Ce résultat est du
a J. Cheeger et T. Colding ([14]) :

Théoréme 3.0.6 (Cheeger-Colding) Il existe une fonction 7(¢€) telle que, toute variété
riemannienne (M, g) de dimension n, dont la courbure de Ricci vérifie : Ric > (n—1)g et
telle que : diam(M, g) > m — €, vérifie la propriété suivante :
Soit x,y € M tels que d(x,y) > 7 — €, alors il existe une sphére géodésique de M de
centre x notée N et une distance d sur N telle que, en notant :
[0, 7] x N lespace métrique muni d’une structure de sinus produit tordu;
p la projection de M sur N :
(M,9) — N
z o p(z)
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avec p(z) tel que : d(z,p(z)) =d(z,N);
l'application ¢ :

(M,g9) —  [0,7] XN
z o (d(z,2),p(2))

est une 7(€)-presque isométrie.

Remarque 3.0.4 L’espace métrique (N, d) n’est pas unique, cependant les espaces métriques
qui conviennent pour l’application ¢, sont tous Gromov-Hausdorff proches.

Quitte a pincer davantage de valeurs propres, il est possible d’obtenir des résultats de
stabilité, pour la distance de Gromov-Hausdorff, avec la sphere canonique.
En 99, P. Petersen, en s’inspirant des résultats de T. Colding, a démontré ([37]) :

Théoréme 3.0.7 (Petersen) Pour toute variété riemannienne (M, g) € M, :
Anr1(M) ~n < dey(M,S™) ~ 0.
Remarque 3.0.5 P. Petersen démontre également les équivalences suivantes :
As1(M) ~n < vol (M, g) ~ vol (S", can) < rad(M, g) ~ 7,
ou rad(M, g) := infyeps(sup,eps d(z,y)).
Remarque 3.0.6 Nous avons rappelé au chapitre 2, que la premiére valeur propre non

nulle de (S™,can) : n est de multiplicité n + 1.

En réinterprétant, les résultats de S.Y. Cheng et de C. Croke, on a ’équivalence :
Pour toute variété riemannienne (M, g) € M,, :

diam(M) ~ 7 < Hp,q} € M; dea({p,q},S°) ~ 0.

En comparant cette équivalence, a celle démontrée par P. Petersen, il est alors naturel de
se demander si il n’existe pas un résultat intermédiaire entre ces deux-ci, qui établirait
I’équivalence suivante :

Me(M) ~n < JAC M; dag(A, S5 1) ~0.

L’objet de ce chapite est la démonstration de ce résultat.
Nous allons démontrer, d’une part le

Théoréme 3.0.8 Soit k € {2,..,n+ 1}. Il existe une fonction 7(¢) telle que, toute variété
riemannienne (M",g), dont la courbure de Ricci vérifie : Ric > (n — 1)g et telle que
Me(M) < n+ ¢, posséde un sous-ensemble A C M, tel que dgr (A, S*=1) < 7(e) .
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Puis :

Théoréme 3.0.9 Soit k € {2,..,n+ 1}. 1l existe une fonction 7(n) telle que, pour toute
variété riemannienne (M™, g), dont la courbure de Ricci vérifie : Ric > (n — 1)g et telle
qu’il existe un sous-ensemble A C M wvérifiant dgy (A, S¥1) <n, alors

Ae(M) < n+7(n).

Les méthodes employées permettent de donner une nouvelle démonstration du résultat de
P. Petersen :

Théoréme 3.0.10 Pour toute variété riemannienne (M™, g) € M, :

/\n+1(M) >N < dGH(My Sn) ~ (.

Organisation du chapitre

Soit (M, g) € M, et f une fonction propre non constante sur M. Pour le reste de ce
chapitre, on normalise f par :

1 1
2 2
= = ) 1
HfHL2(M) vol M /Mf n-1 (3.1)

Pour démontrer le théoreme 3.0.8, il suffit, d’apres les résultats du chapitre 2 sur la dis-

tance de Gromov-Hausdorff, de définir une partie A de M et de construire une application
®: A — Sk1 vérifiant :

Vo € S"1 3y € A tel que dgi1(z, (y)) < 7(e) (3.2)

et
Vae,y € A |d(z,y) — dgi-1(P(x), P(y))| < 7(€). (3.3)

Remarque 3.0.7 On note d la distance sur A. Il s’agit a priori, de la restriction a A x A
de la distance induite par la métriqgue riemannienne sur M x M. Nous verrons dans la
démonstration, qu’il est cependant possible de munir A de la distance intrinséque d’une
partie A" D A et presque “égale” a A.

Nous appellerons “propriété de 7(€) presque surjectivité”, la propriété (3.2) et “pro-
priété de 7(¢e) proximité métrique”, la propriété (3.3).

Dans le cas de (S™,can), les fonctions coordonnées (qui sont des fonctions propres
de valeur propre n) fournissent un plongement isométrique d’une partie de (S", can) sur
Skt c RF

{zreS" X2+, .+ X =1} — Sk-1
T — (X1, .., Xg)(2)
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Sous les hypotheses du théoreme 3.0.8, en notant (f;)1<;<x une base orthogonale de
fonctions propres, on définit :

1
—F
VIt+ A+ 1E

Nous allons montrer qu’il existe une partie A de M telle que :

F=(f. fo)etd= (3.4)

P est une 7(¢) presque isométrie de A sur SF¥L.

Par analogie avec la sphere, nous allons montrer que pour 7(€) convenable, A = {x €
M;|(f + ..+ f2)(z) — 1] < 7(€)} convient.

Le chapitre est organisé comme suit :

Dans une premiére partie, nous démontrerons qu’une fonction propre sur (M, g) € M, ,
correctement normalisée, dont la valeur propre est proche de n, est proche en norme L*°
d’une fonction propre de la sphere de valeur propre n, transplantée sur M.

Dans une seconde partie, nous en déduirons que I'application ® définie ci-dessus, vérifie
sur une partie A convenable, la propriété de “presque surjectivité”.

Dans une troisieme partie, nous montrerons que sur des variétés, appartenant a M, ,
ayant un diametre proche de 7, certaines fonctions cosd, (p € M) sont proches, en norme
L, de combinaisons linéaires de fonctions propres de M, ayant des valeurs propres proches
de n.

Dans la quatrieme partie, nous déduirons des propriétés de ces fonctions cosd, que
Papplication ¢ vérifie la propriété de “proximité métrique”, ce qui terminera la preuve
du théoreme 3.0.8. Nous expliquerons également comment obtenir une nouvelle preuve du
théoreme 3.0.10.

Dans la derniere partie, nous démontrerons, a ’aide des propriétés des fonctions cos d,
démontrées dans la troisieme partie, le théoreme 3.0.9. Nous terminerons la preuve du
théoreme 3.0.10.

3.1 Fonctions propres associées a une “petite” valeur
propre

Nous allons montrer en utilisant le lemme de Toponogov L?, qu'une fonction propre
normalisée par (3.1), dont la valeur propre est approximativement égale a n est proche en
norme L d’une fonction cosd,,xz € M.

Pour controler les conditions initiales de I’équation différentielle sous-jacente, nous au-
rons besoin d’une estimation due a P. Li et S.T. Yau ([32]), qui prouve que le gradient
d’une fonction propre sur une variété de M, reste petit en norme, au voisinage des points
réalisant les extréma de la fonction propre. Ce résultat ne peut découler directement d’une
estimation sur le hessien de la fonction propre car on montre, en considérant des spheres
rondes de rayon arbitrairement petit, que la norme L* du hessien d’une fonction propre
de norme 1, tend vers l'infini.
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Proposition 3.1.1 (Li-Yau) Soit (M™,g) une variété riemannienne de dimension n,
dont la courbure de Ricci vérifie : Ric > (n — 1)g. Soit f une fonction propre de va-
leur propre X, on suppose f normalisée par (3.1).

On a alors l’estimation :

Vo€ M |VfPa) € P @) (f() — inf )

sup,, f—infy foom

Preuve : On note k := —infy, f et K =sup,, f.
Soit n > 0 un réel.
Posons K i
V= U
(1+ U)(T)
cette fonction vérifie : Av = A(v + a) ol a = (1+£{)(—_Kk+k)
De plus, sup,, v = F et infy v = —ﬁ.
On définit la fonction F sur M, par :
2
o 19y
1—0v2

Soit xg un point de M réalisant le maximum de F'. Par le principe du maximum, on a :

VF(20) =0 (3.5)
et
AF(zg) > 0. (3.6)

Calculons le laplacien de F' en fonction de v :

1 9 20| Vu|?
dF = d ———dv.
1—02 (Vo) + (1 —v?2)2 v
4U 2 2
DdF = ————=dv ® d(|Vv|") + (Vo)

1 — o2
VP 2dv @ dv n 2v Hessv N 8vdv ® dv
(I—02)2 ' (1—02)2 (1—02)3

(1—02)2

d’ou :

4v (|VU| ) LIV |2( 2|Vu|? 20Av 8v?|Vul?
(

AF — m(g(dﬂvwz),dv))—i— 1- 1—02)2 " (1—02)2 (1—02)3
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20| V|2

T—2-dv en xo, on en déduit :

En remarquant que : (3.5) < d(|Vv|?) = —

20|Vl
1 —v?

g(d(|Vol?, dv)(z0) = (o). (3.7)

D’ou :

A(|Vv]?) ) 2|Vo|? 20Av
AF(xo) = 1_72]2@70) + [Vol*(z0) <_(1 — 22 + (1— 112)2) (o)

On utilise alors la formule de Bochner :
1
5A(\V1}|2) = g(d(Av), dv) — | Hessv|* — Ric(Vv, Vv). (3.8)

Ce qui donne en xj :

2
1 — 2

AF =

4 2
(Q(d(Av),dv) — |Hess v|* — Ric(Vv, Vo) — Vol 4 vAV| V| ) |

1—0? 1—02
Comme Ric(Vv, Vv) > 0, (3.6) implique en x :

|Vol? N vAv|Vol?

1 — 2 1 — 2

A Vo|* — |Hessv|* — > 0. (3.9)

Par Cauchy-Schwartz :
l9(d(|Vol?, dv)| < [d(|Vvl*)||dv].

Comme d(|Vv|?) = 2|Vu|d(|Vv]) et d(]Vv|) < |Hessv|, on obtient & I'aide de (3.7) :

|Vo|tv?

T=ap ™

| Hess v|*(z¢) >

Ce qui donne en remplagant dans (3.9), toujours au point xzy :

NI
(1 —v?)?

—|Vol* + vAv|Vo|?

N Vol? < T ,

d’oti, comme Av = A(v + a),

2,2
’Yﬁ' U"; M1 — %) < —| Vo + Mo(v + a),
doll,
2
1|Vv\ 5(@o) < A1+a) (carv<1)
—v

& Frg) < A(1+a).
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Par conséquent, on en déduit :
Vee M, F(z) <A1+ a). (3.10)
En substituant dans 1’équation (3.10) :

-t K-

Crn® T T K+ 8

puis en faisant tendre n vers 0, on obtient le résultat.
|

Remarque 3.1.1 Soit f une fonction propre, de valeur propre non nulle X < n + €,

normalisée par :
1 / 2 1
vol M Jyy n+1

Alors, pour € assez petit, la proposition 2.2.1 implique [’existence d’une constante telle que :

Vo € M, f2(x) + |df|*(z) < C(n).

En particulier,

s&pf < +/C(n).

A Taide du résultat précédent, nous allons montrer que la borne supérieure d’une fonc-
tion propre de valeur propre proche de n, normalisée par (3.1), est proche de 1, qui est la
borne supérieure des fonctions propres de la sphere de valeur propre n et normalisées de
la méme fagon (i.e. les fonctions coordonnées d’apres (1.4)).

Lemme 3.1.1 ] existe une fonction 7(€) ne dépendant que de n, telle que, pour toute
variété riemannienne (M™, g) € M, et toute fonction propre f sur M de valeur propre

., 1 2 1 y . . i
non nulle X < n + €, normalisée par —; fM I* = 45, on a Uestimation :

|sup f — 1| < 7(e).
M

Preuve : Par la minoration de Lichnerowicz de la premiere valeur propre non nulle, A
vérifie :
n<A<n-+e,

donc, par choix de la normalisation de f :

1

1< —— / fPrldffP <1+ (3.11)
M

€
vol M n+1

Or, d’apres la proposition 2.2.1, f vérifie :

Vo€ M f*(x) + |df[*(z) < (1+7())(n + e+1)[|f]]3.
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c’est-a-dire :

Ve e M f*(z)+ |df|*(z) <1+ 7(e).

Ainsi, f?+ |df|* est majorée par une quantité environ égale & sa moyenne, par conséquent
f?+ |df]? est L' proche de sa moyenne :

}M/Mf2+|df\2+7(e)zo

Ve e M — f*(x) — |df|*(x) +

VO

et
1

vol M /M <_f2<x) —ldf () + ﬁ /M f2 A+ ldf)” + T(e)) < 7(e).
D’ou par (3.11) :

VO%M /M 11— f2(2) — |df [*(2)] < 7(e).

Soit x vérifiant f(x) = sup,, f. D’apres le corollaire 2.1.1 du théoréme de Bishop-
Gromov, il existe R(e), 7'(¢) ne dépendant que de n et & vérifiant d(z,z) < R(e), tels
que :

|f2(2) + 1df*(2) — 1] < 7'(e).

D’apres la proposition 3.1.1 :
|df[*(z) < 7(e),
d’otu :
|f(@) = 1] < 7(e).

Ce qui donne 'estimation sur f(x) puisque d’apres la proposition 2.2.1 :
V[ lee < C(n),

avec C'(n) une constante ne dépendant que de n. |

Montrons maintenant la proximité d’une fonction propre de petite valeur propre avec
une fonction propre de la sphere.

Lemme 3.1.2 ] existe des fonction 7(€) et 1(e) telles que, pour toute variété rieman-
nienne (M,g) € M, et toute fonction propre f de valeur propre non nulle A\ < n + e,
normalisée par (3.1), on a l’estimation :

|cosdy — flloo < T3.1.2(€),

avec x € M tel que f(x) = supy, f.
De plus, x admet une “presque antipode” y vérifiant f(y) = infy f -

d(x,y) > —1312(€).
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Preuve : Ce lemme découle du lemme de Toponogov L? introduit dans le paragraphe
2.3.
De I’hypothese sur la valeur propre, on déduit (proposition 2.3.1) :

|| Hess f + fgllL> < 7(€).

Puis, en appliquant le lemme 2.3.3, avec x, comme dans ’énoncé, fixé :
Yu € M, du,x € M, tels que :

- il existe une unique géodésique minimisante ~ reliant = a 1,

- d(u,a) <r(e), d(z,z) < r(e) et

d(7,a)
/0 (F o) (1) + f o y(0)dt < (6. (3.12)

Nous allons maintenant estimer les conditions initiales fov(0) et (fo~)’(0) afin d’appliquer
le lemme de comparaison de solutions d’équations différentielles 2.3.4.
Par le lemme 3.1.1 :

|sup f — 1] < 7(e).
M

De plus, par la proposition 2.2.1, il existe une constante C'(n) ne dépendant que de n telle
que :

IV flleo < C(n),
donc comme Z est proche de x, on en déduit I'existence d’une fonction 73(€) telle que :
| o7(0) = 1] < 73(e). (3.13)
D’autre part, par la proposition 3.1.1, il existe une fonction 74(€) telle que :
IVAI(Z) < 7ae),

d’ou :
|(f 0 7)'(0)] < 7). (3.14)

Grace a (3.12), (3.13) et (3.14), le lemme 2.3.4 appliqué a f o~y et cos, implique 'existence
d’une fonction 75(€) telle que :

Vi € [0,d(z,a)] |foy(t) — cos(t)| < 75(e). (3.15)

Wt € [0,d(E@)] |(f o) (t) +sin(t)] < 75(e). (3.16)

En particulier,
|f (@) = cos(d(Z, @))| < 75(e).

Or, comme 7 est proche de x, u est proche de u et le gradient de f vérifie :

IV flloe < C(n),
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on en déduit 'existence d'une fonction 74(€) telle que :

||f — cosd(z,.)||e < T6(€)-
Montrons maintenant la deuxieme partie de 1’énoncé.
Soit y vérifiant f(y) = infys f et soit T et § comme ci-dessus.
D’apres (3.16) :
|(f 0 ) (d(E,9)) + sin(d(Z, §))| < 75(e).
Mais g est proche de y qui est un point réalisant le minimum de f, donc par la proposition
3.1.1 apliquée a g :
V(@) < 7ale),
par conséquent (f o)'(d(Z,q)) est petit et donc, il existe une fonction 77(¢), telle que :
|sin(d(Z,7))] < T(€).

Or par le lemme 3.1.1 (et comme infy; f <0) :
supf — mff 2 1-— 7'3'1.1(6).
M M
Donc, comme :
IV fllee < C(n),
il existe une constante C’'(n) > 0 telle que, pour € assez petit :
d(z,y) > C'(n).

Les points x et y sont nécessairement a distance presque 7. |

3.2 Propriété de “ presque surjectivité”

Avant de démontrer la propriété de “presque surjectivité” pour @, nous allons établir,
grace au lemme 3.1.2, un résultat intermédiaire :

Proposition 3.2.1 Soit k € {2,..,n + 1}. Il existe une fonction 1541(€) telle que, pour
toute variété riemannienne (M, g) € M, , vérifiant \g(M) < n+ €, il existe des points de
M :xy,..,xp et yy, ...y, tels que :
Vie {1.k},
|d<xlayl) - 7T| < 7—3.2-1(6)7

Vi, je{l, . k}i# 7,

T
\d(ys, y5) — 5‘ < T39.1(€).

De plus, ces points vérifient : f;i(x;) = supy, fi et fi(yi) = infar f; avee (f;)1<i<k une famille
orthogonale de fonctions propres associées a (A\i(M))1<i<k et normalisées par (3.1).
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Ces couples de points correspondent, dans le cas modele, aux couples formés de k
vecteurs orthogonaux (e;)1<i<x d’une sous-variété S¥1 de S™ et des k vecteurs opposés
(—61‘)19‘9«

Cette proposition implique le résultat suivant (que nous n’utiliserons pas dans ce cha-
pitre) qui nous sera utile dans le chapitre 5, il est dit a S. Gallot ([24]).

Corollaire 3.2.1 (Gallot) I eziste une constante C'(n) > 0 telle que :
V(M,g) € My, Aj2(M)>n+C(n).

Preuve : Dans [24], S. Gallot déduit ce résultat de la proposition 2.2.1. Nous proposons

une autre démonstration, plus géométrique, qui utilise également la proposition 2.2.1.
Supposons 1’énoncé du corollaire 3.2.1 faux, alors, pour tout € > 0, il existe (M, g) €

M, telle que A\, o(M) < n +e.

Or, par le théoreme 3.0.10, il existe une fonction 7(¢) telle que, toute variété riemannienne

(M, g) de M, , pour laquelle A, 1(M) < n + ¢, vérifie :

dGH(M, Sn) S T(G).
A l'aide de ce résultat et de la proposition 3.2.1, on obtient 'existence d’une fonction 75 (€)
et de n + 2 couples de points (z1,41), .., (Tni2, Yni2) € (S*)? tels que :

Vi,j € {1,.,n+2}i# j, |d(zi,y;) — 7| < 7a(e), |d(zi,7;) — 5| < 72(€) ete..
Ce qui est absurde pour € assez petit. [ |

3.2.1 Démonstration de la proposition 3.2.1

Preuve : Soit (z;)1<i<k et (yi)1<i<r définis par :
fi(zi) =sup f; et fi(y;) = inf fi,
M M

avec (fi)1<i<k définis comme ci-dessus.
D’apres le lemme 3.1.2,

Vi € {1k}, d(l’z,yl) > T — wg_l.g(ﬁ).
Nous allons montrer l'existence d'une fonction 7(e), telle que :
Viij € {Lk}i# g, | a,) = 5| < (e). (3.17)

Admettons provisoirement ce résultat, on en déduit les autres estimations a ’aide d’un
lemme sur la fonction “excess”, di a K. Grove et P. Petersen ([27]) :
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Lemme 3.2.1 (Grove-Petersen) : [l eziste une fonction T3551(€) telle que, pour toute
variété riemannienne (M, g) € M, et pour tout p,q € M, vérifiant :

d(p,q) > m™—¢,
on ait :

epqg(M) = jgﬂg(d(p, x) +d(q,z) — d(p,q)) < T321(€).

D’apres ce lemme, il existe une fonction 75(€), telle que :

Vi, g e{l, . k}i# g ld(x,y;) — d(wi, ;) — d(zi, y;)] < ale),
donc par (3.17), il existe une fonction 73(e) telle que :
diyy) = 51 < 7a(0).
On déduit de maniere similaire 'estimation sur d(y;, y;).
Démontrons maintenant 'estimation (3.17) :
Fixons i,j € {1,..,k},i # j.

Notons
h = fifj+ <df;,df; > .

Par hypothese sur les fonctions (f;)1<i<k :

1
h = 0.
volM/M

dh = fjdfz + fzdf] —f- HGSS fZ(Vf], ) + HeSS fJ(VfZ, .),

dh = (Hess f; + fig)(V f;,.) + (Hess f; + f;9)(V fi, ).

Calculons la différentielle de h :

Donc
|dh|* < 2 (|| Hess fi + fig||* x [[Vf5|[* + || Hess f; + figl|* < [V fil]?) -

Or, par la proposition 2.3.1, il existe une fonction 74(€), telle que :
Vs € {1,..,k}, |[Hess fs + fogllr2n < 7a(e).
D’autre part, par la proposition 2.2.1, il existe une constante C'(n) telle que :
Vs e {1,...k}, |||Vl < C(n). (3.18)
Donc, on en déduit, Iexistence d’une fonction 75(¢) telle que :

1
dh? < .
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Nous allons en déduire que pour beaucoup de points x, |h(x)| est petit.
En appliquant l'inégalité de Poincaré a la fonction h de moyenne nulle, on obtient
puisque A\ (M) > n, existence d’une fonction 7¢(€) telle que :

1 2
< .
vol M /Mh < 7o(€)

Par conséquent, d’apres le corollaire 2.1.1 du théoréeme de Bishop-Gromov :

3r(e), IR(e); Vo € M, 37 tel que d(z,T) < R(e) et |h(Z)]| < 77 (e).

Pour x = z;, on remarque, d’apres la proposition 3.1.1, qu'il existe une constante C’(n)
telle que :
IVfil(Z5) < C'(n)R(e),

puisque f;(z;) = supy, f;-
D’autre part, avec les notation de (3.18) :

Vs e {Ll,.,k} |||V fslllo < C(n).
On en déduit qu’il existe une fonction 7g(e) telle que :
(5) = fil@3) [5(25)] < 7s(€).

Mais, par le lemme 3.1.2 :
H COS dxj - fj||oo < 7'3.1.2(6)7

d’ott :
£i(%;) = 1] < C(n)R(e) + T3.1.2(€).
Par conséquent, il existe une fonction 7g(¢), telle que :

|£i(Z;)] < 7o(e).

D’ou le résultat, en appliquant de nouveau le lemme 3.1.2.

3.2.2 Démonstration de la “presque surjectivité”

Soit (M, g) € M, , s un entier et n > 0 un réel.
Soit fi, .., fs une famille orthogonale de fonctions propres sur M, normalisées par (3.1), on
note :

Ay = {r € M; |f3a) + -+ f2@) 1] <n}.

Proposition 3.2.2 Soit k € {2,..,n+1}. Il existe des fonctions n(e€) et T322(€) telles que,
pour tout (M, g) € M, , vérifiant \,(M) < n+¢€, on a la propriété suivante :

VX eSS Jr e Af;(e) vérifiant ||P(x) — X||rr < T3.0.2(€).
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Preuve : Soit fi,.., fx une famille orthogonale de fonctions propres, normalisées par :

1 1
A\ 1,... k 2 _
re{l,. k) volM/MfZ n+1’

et vérifiant :
Afi = N(M) f;.

® est défini par :
1

s —
VI .+ P
et
F= (fla--afk)'

koo
Donc pour tout x € An(e) :

18(2) — F(a)|lge < "= V= n(e) VI+u(e) — 1}
B 1= 7(e)

Par conséquent, il suffit de démontrer la proposition 3.2.2 pour F.

La preuve repose sur une récurrence finie.

Soit s € {2,..,k — 1}.

Dans la suite, on identifie {z € S*"}; 2 = (ay, .., as,0,..,0)} avec S*~L.

Nous allons d’abord montrer qu'’il existe des fonctions 7y(€) et 1q(€) telles que :

VX eSS dre A?D(E) vérifiant ||(f1, f2)(x) — X||rz < ¥a(e€). (3.19)
Nous montrerons ensuite :

Lemme 3.2.2 Supposons qu’il existe des fonctions ns(e) et 1s(€) telles que :
VX €S 3r e A o vérifiant |[(fi, .., fs) (@) — X]|rs < 1s(e)

alors il existe des fonctions nsy1(€) et Vgyq(€) telles que :

VX €S* Iz e AZ:TM@ vérifiant ||(f1, .., for1)(®) — X||rst1 < si1(e).

Commencons par la preuve de (3.19).
Soit (x1,%1), .., (T, yx) les points introduits dans la proposition 3.2.1.
Montrons d’abord que z1, y1, 2, ¥ appartiennent a A% pour 7 dépendant de € convenable.
c’est-a-dire que : (f1, f2)(z1) = (1,0), (f1, f2)(z2) = (0,1) etc...
Par les lemmes 3.1.1 et 3.1.2, il existe une fonction 7(¢) telle que :
Vie{l,., k},
fis) =1 < 7(e)
et
i) +1 < 7(e).
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Par la proposition 3.2.1, il existe une fonction 75(€) telle que :
Vi, j € {1,..,k}, 1 # 7,
T
(e 25) — 51 < 7a(c)
et
s
(i) — 51 < a(e),
d’ou, par le lemme 3.1.2, 'existence d'une fonction 73(¢) telle que :
Vioj € {1, k}, i # .
| filz;)] < 7€)
et
|fiys)| < 7).
On en déduit qu’il existe une fonction 7n(e) telle que xq,y1, 2, y2 € Ag(e).
Montrons maintenant qu’il existe des fonctions 7(€) et 15(€) telles que :

VX eSSt ar e A%Q(e) vérifiant ||(f1, f2)(x) — X||rz < ¥a(e).

Pour cela, on considere des géodésiques minimisantes entre les couples de points :

(z1,%2), (21, 92), (T2, 91), (1, y2) et on montre que leur image par (f1, fo) est presque sur-
jective sur le sous-ensemble S! ci-dessus.

La preuve est identique pour les quatre couples de points, nous n’en traiterons qu’un.

Soit ¢ une géodésique minimisante de x; a xs.
Par le lemme 3.1.2 :
|| cosdy, — filloo < T3.1.2(€) pour i € {1,2}.
D’ou :
Vit € [0,d(z1,x2)], |cost — fi(c(t))| < 13.12(€).
Comme d, (¢(t)) + dy,(c(t)) = d(xq1,x2), on a par la proposition 3.2.1 :

us (e(0)) = (5 = dus (c()))

en appliquant le théoreme des accroissements finis, on obtient :

Vt € [0,d(z1,x2)], |cosdy,(c(t)) —sint| < m(e).

< 7y(e),

Par conséquent, on en déduit :
vt € [0; 5 — 7a(e)],

1(f1, f2)(c(t)) — (cost,sint)|[z2 < ((73.12(€))* + (T3.1.2(€) + T2(€))?) 2.

On note 74(€) = ((73.1.2(€))? + (73.1.2(€) + 7'3.2_1(6»2)%.
Quitte a augmenter légerement 74(€), on a donc démontré I'existence d’une fonction 1 (€),
telle que :

vt € [0; g], Fy € ([0, d(z1, 22)]); [|(f1, f2)(y) = (cost, sint)|[g2 < tha(e).

Par I'inégalité triangulaire, ns(€) = 74(€)(2 + 74(€)) convient.

=
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Preuve du lemme 3.2.2

Commencons par démontrer le résultat suivant :
Pour toute fonction 7(e), il existe une fonction 6(e) telle que, pour tout s € {2,..,k — 1} :

s s+1
) C Aa(e). (3.20)

Ce résultat est une conséquence d'un lemme démontré par P. Petersen ([37]) :

Lemme 3.2.3 (Petersen) Il existe une fonction 7323(€) telle que, pour toute variété rie-
mannienne (M, g) € My, vérifiant \p,(M) < n+ €, on a l'estimation :

Vo e M, fix)+. + fi(z) <1+ mas(e),

avec (fi)pi<i<ky une famille orthogonale de fonctions propres de M, de valeurs propres
Ni(M) et normalisées par :

1 1
€ {1,..,k = :
Vi€ Lk vol M /Mfl n+1

En effet, soit x € Af)(e), alors :

fil@) + .+ fi(x) = 1=n(e),

par le lemme 3.2.3, on en déduit :

(@) < 7523(€) +1(e). (3.21)

Par conséquent, par 'inégalité triangulaire :

[fE (@) + .+ f2a(2) = 1] < 2n(e) + m2a(e)
s+1
2n(€e)+73.2.3(€)"
Démontrons maintenant le lemme 3.2.3 :
Preuve : Fixons un point z¢ de M. Il suffit d’appliquer la proposition 2.2.1 en choisis-

et x appartient a A

sant comme coeflicients : a; = % Pour ce choix, on a Zle a;> = 1 et on obtient
i=1J4 (X0
le résultat en prenant x = zy dans I'estimation du lemme. |

Fixons s € {2, ..,k — 1} et supposons qu’il existe des fonctions n,(€) et 15(¢€) telles que :

VX € S*7h 3w € A3, vérifiant ||(f1, .., fo) (@) — X||rs < 1s(€).

ns(€)

Soit Y = (cos s1, .., c08 8511) € S°.
Il faut distinguer deux cas :

-soit |sin sg1| < u(e),

-soit |sin sgy1| > u(e),
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avec p(€) petit, qui sera définit plus loin.

Si |sinsgp1| < p(e), comme pour tout i € {1,..,s} : d(2s, 7541) ~ 5 et d(z4,Ysq1) >~ 5,
le lemme 3.1.2 implique l'existence d’une fonction 75(¢) telle que :

(15 for)(@) = Y[rerr < 75(e),

avec @ = T4y Sl Sgi1 >~ 0 et a = Y441 sinon.

On suppose maintenant que : |sin sg1| > p(e).

On définit : o8 s os 5
X=(—%, . —2)es
Sin Sgq1 SiNSgiq
Par hypothese de récurrence, il existe zy € Af}s © telle que :
||<f177fs)(x0)_X|]Rs S'@ZJS(G) (322)

D’apres (3.20), Ais(e) C AZES

D’apres le lemme 3.1.2, fs11 >~ cosd

v, donc, comme zo € A7 ), (3.21) implique

'existence d’une fonction 74(¢€) telle que :
| cosdy, , (z0)] < T6(€).

Par conséquent, par 'inégalité des accroissements finis :

™
| —

= e (w0)] < 766). (3.23)

Nous allons maintenant utiliser le lemme de Toponogov L?, aux voisinages des points
xo et xgyq. En appliquant le lemme 2.3.3 aux fonctions f; pour i € {1,..,s+ 1}, on en
déduit :

il existe Zo avec d(Zg,xg) < r(€) et Tsp1 avec d(xsy1, Tsy1) < 7(€) tels que, si on note
v T'unique géodésique minimisante reliant T4, a T et w; := f; oy pouri € {1,..,s + 1}
alors :

d(i‘o,.i‘SJrl)
[ o s wopa <.
0
Pour i € {1, .., s}, les conditions aux extrémités sont :
u;(0) = fi(@s+1) (3.24)

et
ui(d(Zs41, To)) = [fi(Zo). (3.25)

Or, d’une part :

| fi(Zst1)| < [ fil@or) = fil@egr)| + [ fi — COSdJ?iHOO + | cos dccz-(ws+1)|v
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donc
|fi(Zst1)] < Caoa(n)r(e) + m31.2(€) + T3.2.1(€)

et d’autre part :

i) = g ] < 30 = filwo)l + i) = ==
donc 08 3;
| fi(Zo) — = Ss+1| < Ca21(n)r(e) + ¥s(e).
Notons @;(t) = Y sin(t).

Alors, en utilisant (3.23) :

76(€) + 21 (€) |

7(3) = T d(Ee, 20) < =

On fixe u(e) = \/76(€) + 2r(€).

D’apres (3.24) et (3.25), il existe une fonction 77(¢) telle que :

NN

[ui(0) —w; (0)] < 77(e)
et
[ui(d(Z 511, T0)) — Wi(d(Tsy1,T0))| < ().

D’apres (3.23), on peut supposer € assez petit pour que | = d(Z 441, o) vérifie 'hypothese
du lemme 2.3.6, par conséquent en appliquant ce lemme aux fonctions u; et u;, on obtient
'existence d’une fonction 7g(€) telle que :

COS S;

Vi€ {1, s}, Vt € [0;d(Tesr, 70)] |fi0(t) — sin(t)] < 7(e).

Sin Sg41

Le lemme 3.1.2 permet d’estimer fs,q :

|[fsra(7(t)) = cost] < T315(€) +7(e).

En combinant ces résultats, on obtient l’existence d’une fonction 79(€), telle que :
Vt € [0, d(Zs41,T0)],

sint

Rrs+1 < To(€).

I1(f1, -, fss1)(7(1)) — ((Cossl,..,cosss,O) -

Sl Sg41

+ (0, ..,0,cost)) |

D’oll, si on suppose s,.1 < 7, on obtient pour 7' = min{d(Zs41, o), Ss11} :

[|(f1s s fsa1)(Y(T)) — (cos s1, .., COS Sg, COS Sgy1)]
inl’
STg(e)—i—H((Cossl,..,cosss,()) < .sm —1) +
SNl Sg41
(0,..,0,1)(cos T — cos S541))|

Rs+1

Rs+1 .
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Or, comme par (3.23) :
. v
d<x5+1, iL‘Q) > 5 — 7'6<€> — 27"(6),

la proposition est démontrée dans ce cas.
Si sgq1 > 7, il suffit de remplacer dans tout ce qui précede sy 1 par ysq1.

3.3 Propriétés des fonctions cosd,

Sur la sphere canonique, toute fonction (propre) cosd, est une combinaison linéaire
d’une base de fonctions propres associées a la valeur propre n (voir le paragraphe 1.2.1).
Précisément, si (;)1<ij<ns1 est une base orthonormée de I'espace euclidien R™* :

n+1
Vp e S", cosd, = Z cosd(p, x;) cos dy, . (3.26)

=1

En particulier si p appartient & S*~! (en identifiant S*~! & la partie de S™ dont seules les k
premiéres coordonnées sont non nulles), seuls les p premiers termes de la somme ci-dessus
sont non nuls.

Dans la section 3.1, nous avons montré qu'une fonction propre sur (M,g) € M,
associée a une valeur propre presque égale a n, était proche en norme L* d’une fonction
cosinus de la distance a un point convenable. L’objet de cette section est de prouver une
“réciproque ¢ a ce résultat, en prouvant que toute fonction cosinus de la distance a un
point qui admet une “presque antipode” (i.e. un point qui est a distance presque ) est
proche en norme L d’une combinaison linéaire de fonctions propres de (M, g) dont les
valeurs propres sont presques égales a n.

Dans [19], T. Colding a utilisé le fait que la moyenne, sur une variété (M, g) € M,,
de fonctions trigonométriques appliquées a une fonction distance a un point, admettant
une presque antipode, était presque égale a la moyenne de la fonction correspondante sur
(S™, can). En utilisant Bishop-Gromov et la formule de la coaire, E. Aubry montre que cela
est vrai pour toute fonction réguliere ([3]) :

Lemme 3.3.1 (Aubry) I existe une constante Cs31(n) telle, que pour toute variété rie-
mannienne (M", g) € M, , admettant deux points p et q, vérifiant d(p,q) > ™ —n et pour
toute fonction u : [0,7] — R de classe C*, on a :

1 1 _
vol M /Muoclpdv— vol Sn /HUOdSnCD")dx

voll(M) fM COSQ dp = %_:,_1 pour d(p7 Q) =

< C331(n)n /07r |/ (r)|dr.

Remarque 3.3.1 On obtient en particulier que
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Preuve : Nous suivrons la preuve de [3].

Notons : L(r) = vol,,_1(S(p,r)) le volume de la sphere géodésique de centre p et de
rayon r et V(1) = vol (B(p,r)). On note L(r) et V(r) les volumes correspondants sur S™.

En appliquant la formule de la co-aire (voir [11], pour un énoncé), on en déduit que la
fonction r — V(r) est lipschitzienne, de dérivée presque partout égale a L.

Comme diam(M) < 7 (c.f. théoreme 3.0.1), une intégration par parties donne :

u(m) vol (M) = / u(r)L(r)dr + / o' (r)V (r)dr.
0 0
En appliquant cette formule sur S”, puis en la retranchant a celle-ci, on obtient :

1 1
d d Y d”_ dcan

< [ o (it i)

Or, par hypothese d(p,q) > m — n, donc, pour r € [0, 7 — 7] :

vol (M) > V(r) 4+ vol (B(q,m — 1 — 1)),

d’ot, en appliquant le théoreme 2.1.1 de Bishop-Gromov :

V(r) V(r) Vir—r—n) _V(+n)
ol (8) S vl () =T T el ) = el (§)

La fonction V est continue sur [0, 7] et on a la majoration :

n

V(r+n) —V(r) < o2 cos™H(t)dt

vr & 0.7 vol (S7) B f0§ cos™1(t)dt

De ce résultat, nous allons déduire la propriété annoncée sur les fonctions cos d, pour p
admettant une presque antipode. Ce lemme n’est qu’une légere modification d’un lemme
démontré par P. Petersen (voir [37], lemme 4.3).

Lemme 3.3.2 ] existe une fonction 73345(t) tendant vers 0 avec t, telle que pour tout
€,n avec € > n > 0 et pour toute variété riemannienne (M,g) € M, wvérifiant pour
k =max{i; \i(M) <n+e}, k>1 et diam(M,qg) > m—n, alors en notant p,q deux points
de M tels que d(p,q) > 7 —mn, on a :

k

|| cosd,, — Zai(p)fiHLOO < 73.3,2(2), (3.27)

i=1
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ou les a;(p) sont les coefficients de Fourier de la fonction cosd, par rapport a une base
orthogonale (f;)i>0 de fonctions propres normalisées par (3.1) : a;(p) = V’(Lj}w 2 Cosdy fi.
De plus, les coefficients a;(p) vérifient pour € assez petit :

k
2_1l<com?
St Cw!

Preuve : En appliquant le lemme 3.3.1 & u = cos?, u = sin® et u = cos, on obtient :

1V €08 dy|[32ap) — nll cos dy|2qap)| < Cr)n,

ﬁ/ cosdy| < C(n)n.

Ce qui implique, en écrivant le développement en série de Fourier :

|a0| =

+00 +oo
> xal(lfilli: <n ) alllfillfz + C'(n)n.
i=1 =1

C’est a dire, d’apres la normalisation (3.1) des fonctions propres :

Z)\ a; <nX:az +C"(n

Or A\{(M) > n, donc on peut "oublier” les k premiers termes :

“+o0

> (i —n)a’ < C"(n)n.

i=k+1
On en déduit, par définition de k :

k

|| cosd, — Zl aifill7s < C’”(n)g (3.28)
et comme —57 [y, €0s”d, =~ 5, la formule de Parseval donne :

k
2_1<com?
>t

Pour obtenir une estimation L & partir de I'estimation L?, il suffit de remarquer que
puisque les coefficients (a;)f1<i<ky sont bornés et que A\y(M) < n + €, on obtient par la
proposition 2.2.1, lexistence d'une constante D(n) telle que la fonction h := cosd, —
Zle a; f; vérifie :

||2]] < D(n)
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et
||dh]| L < D(n).

Or, par l'inégalité de Cauchy-Schwartz, on déduit de (3.28) :

e < (c"?)*.

Puis, on applique le théoreme des accroissements finis :
Soit xq tel que |h(xg)| = ||h||L= et r > 0, alors,

(C"(n)ﬁ>§ vol (M) > /B( |h(x)|dx > (||h]|L< — D(n)r) vol (B(xg,T)).

€ Zo,r)

On en déduit, en appliquant le théoreme de Bishop-Gromov :

(") = G5 bl = Dl

D’ott le résultat, en choisissant r = () convenable.

3.4 Propriété de “proximité métrique”

Soit k € {2,..,n+ 1}. On conserve la notation Af](e) pour la partie introduite dans la
proposition 3.2.2.

Le but de cette partie est de démontrer que I'application ® = —————(f1, .., fx), avec
p q pp \/m (f1s s fr)

(f;) une base orthogonale de fonctions propres associées a \;(M) et normalisées par :

1 1
e {1,.. — ? = 2
Vie {lakh o [ e (3.29)

vérifie la propriété de proximité métrique :
Il existe une fonction 7(€) telle que, pour toute variété riemannienne (M, g) € M, :

M(M)<n+e=Vrye AS(E) |d(z,y) — dge—1(P(x), P(y))| < 7(e). (3.30)

Ce qui terminera la preuve du théoreme 3.0.8.
Nous démontrerons également une implication du théoreme 3.0.10 :
Il existe une fonction 7(e) telle que, pour toute variété riemannienne (M, g) € M, :

Aost(M) < n+ e = de(M,S") < 7(e). (3.31)

Enfin nous démontrerons que la partie Aﬁ(e) est “presque convexe” :
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Proposition 3.4.1 Il existe des fonctions n'(€) (' > n) et 7(¢€), telles que pour toute
variété riemannienne (M, g) € M, , vérifiant \e(M) < n + ¢, alors :

Vl',y € Af](e)v dAf],(E) (l’, y) S d(I, y) + T(E)'

Commengons par montrer comment (3.31) se ramene a la démonstration que nous allons
donner de (3.30).

Supposons A\, 11(M) < n + ¢, alors par la proposition 3.2.2 et en utilisant 1’application
® avec k =n+ 1, M contient une partie qui est 732.2(€) presque surjective sur S”. Il suffit
donc de prouver que cette application vérifie la propriété de “proximité métrique”, pour
une fonction 7(€e) convenable.

Or, d’apres le lemme 3.2.3 appliqué avec k =n + 1 :

Vo e M; fi(z)+ ..+ fsﬂ(x) <1+ 7(e),

pour une fonction 7(€) convenable, ne dépendant que de la dimension n.
Notons h = fE + ...+ f2,, — 1. D’apres ce qui précede : b < 7(e).
Par choix de la normalisation (3.29) :

fi-

|dh| < C(n).

Montrons qu’il existe une fonction 7 (¢) telle que :

[1Alloe < 7a(e).

et

En effet :

0= fyh= fh<oh+fhzoh‘
Notons y, un élément de M tel que h(y) = infy h. Si h(y) > 0, c’est terminé.

Supposons donc h(y) < 0.

On définit alors r = ygiygbl) avec C'(n), la constante ci-dessus.

Par I'inégalité des accroissements finis :

_/hzoh:/whg@volw(y,r».

On en déduit, a l'aide de la majoration de h :

vol (B(y,r)) \h(Qy)]

On obtient alors, a ’aide du théoreme de Bishop-Gromov :

< 7(€) vol M.
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Ce qui conclut.

Par conséquent, il existe une fonction R(e), telle que :

n+1
= AR

avec R(€) > n(e) (n(e) a été introduit dans la proposition 3.2.2).
Pour démontrer (3.31), il suffit donc de démontrer la propriété de “proximité métrique”
(3.30) pour toute partie A’f%(e) avec R(e) > n(e).

Plan de la preuve de (3.30)

Par uniforme continuité de la fonction arccos, il suffit de démontrer qu’il existe une
fonction 73 (€) telle que :

Vo, y € A’f{(e), |cosd(z,y)— < (), P(y) >grr | < 72(e). (3.32)

Remarque 3.4.1 Comme pour la propriété de “presque surjectivité”, on montre facile-
ment que, par définition de Alziz(e)f il suffit de prouver (8.32) pour la fonction F' = (f1, .., [x)-

Admettons que tout point de Ak possede une “presque antipode”, le lemme 3.3.2
donne :

k
meEA R, cosd(z,y) :Za,
=1

avec (a;(z)), les coefficients de Fourier de cosd,.
On montrera ensuite que :

ai(x) = fi(x)

(il y a égalité dans le cas de la sphere), ce qui permettra de conclure.

3.4.1 Propriétés des ensembles A’;%(e)
Soit k € {2,..,n+ 1} et A’E(E) avec
R(€) > n(e), (3.33)

fixé.

Sur la sphere canonique, 'ensemble {z € S™ ; X7 (x) + .. + X?(x) = 1}, ou (X;) sont
les k premieres fonctions coordonnées, est un hémisphere de dimension k-1. La fonction
X?+..+ X? définie sur S™, atteint son maximum sur cet hémisphere, son gradient est donc
nul sur cet ensemble.

Le lemme suivant est une généralisation de ce fait au “presque équateur” A’;%(E), dans le cas
ou la variété (M, g) admet k petites valeurs propres.
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Lemme 3.4.1 [ existe une fonction 134.1(€) telle que, pour toute fonction 0(€) et pour
toute variété riemannienne (M, g) € My vérifiant \p,(M) < n + €, on a l’estimation :
Vo € A’;(E),

Zf ) <414 0(¢))(13.4.1(€) + b(€)),

avec (f;)1<i<k une famille orthogonale de fonctions propres normalisées par (3.29).

Preuve : Soit f = Zle a; f; une combinaison linéaire de telles fonctions propres.
Le lemme 2.2.1, appliqué a cette combinaison linéaire donne :

Ve e M, f*(z)+|Vf*(z) < (1+7(e <Za>.
En développant le terme |V f|?, on obtient :
]Vf] Z aa; < Vfi(x),Vfjx)>
1<i,j<k

fi(wo)

ST le lemme 2.2.1,
i=1J4 (Z0

Fixons un point xq de A’g(g) et considérons les coefficients a; =

appliqué au point z, donne :
- 2 1 - 2 2
;fi (o) + 5 () IV(; f)(@o)|F < 1+7(e).
Or x € Ay entraine 1+ 60(e) > S fA(x) > 1 —6(e), don le résultat. |
Ce lemme permet de démontrer que tout point de A’E(E) admet une presque antipode :

Lemme 3.4.2 ] existe §(¢) (vérifiant 6(¢) >> €) telle que, pour toute variété rieman-
nienne (M, g) € My, vérifiant \y(M) <n+e€, on a :

Vo € A’E(E), Jy e A%(E) avec d(z,y) > 1 — 0(€).

Preuve : Dans le cas de la sphere, le point antipodal d'un point X de S™ est — X, ce
qui suggere le “candidat” a étre une presque antipode de x € A’E(g) :
Soit = € Ag(e), notons o = ||(f1, .., fx)(@)||rr, Uhypothese = € Al;%(e) implique :

l\’ll»i

(1—-R(e))> < a < (1+ R(e))?.

Par la proposition 3.2.2 de presque surjectivité, il existe y € A:(e) tel que :

11 F)®) + (oo S @] < 2006,
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En appliquant le lemme 2.3.3 aux fonctions (f;), on en déduit 'existence de T et § vérifiant
d(z,z) < r(e), d(y,g) < r(e) tels que, si on note 7;5, I'unique géodésique minimisante
reliant = a g, on a :

(z y)
Vi {1k}, / (f 04" () + (fs 0 ) (D) 2dt < 7(e). (3.34)

D’autre part, par le lemme 3.4.1 :
IV(ff+ .+ )@ < 7(e). (3.35)

Notons a; = f;(), bi = (fi © 7z5)'(0) et | = d(Z,9).
D’apres 1’équation (3.34), en appliquant le lemme 2.3.4 de comparaison d’équations

différentielles, on en déduit I'existence d’une fonction 7 (€) telle que :
Vie{l,.,k},Vtelol],

|(fi ©vz5)(t) — (a;cost + b;sint)| < m(e), (3.36)

|(fi 0 vzg) (t) — (—a;sint + by cost)| < Ta(e).
En appliquant Cauchy-Schwartz, on obtient a l'aide de (3.35) :

k k
7'3.4.1(6)
5 (2 o) (0] = | Y Jaibi] < =7 (3.37)
i=1 i=1

—_

[\D

Or, par définition de y et comme d(y,7) < r(e) :
Fi@) +ai = (£i@) = i) + (fily) + 252) + (L5 + filw) + (= fil2) + fi(2)).

d’ou :

l\)l»—A

|£i(§) + ;] < 2051 (n)r(€) +T3.0.2(€) + oo (n) max{—(1+R(e)) "2 +1; —1+(1— R(e)) 2 }.

En appliquant (3.36) avec t = [, on obtient :

a;cosl + b;sinl = —a; + 0;, (3.38)

avec |0;| < 73(e).
En multipliant (3.38) par b; et en sommant par rapport a i, on obtient :

k k

k k
(Z a;b;) cosl + (Z b?) sin 1 + Z a;b; < (Z b2)2 5.
i=1 i=1

i=1 i=1

Or, |b;] < |V fi], donc la proposmon 2.2.1 implique que Z ;b7 est bornée par une constante
C(n). D’autre part, |0'| < n273(e), par conséquent, il existe une fonction 74(¢) telle que :

k
(Z b?) sinl
i=1

< 7y(e).
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Deux cas sont possibles,
_soit |sinl] < (r4(€))z.
Dans ce cas, comme ||(f1, .., fx)(@)||rr =~ 1, on en déduit que (f1, .., fr)(x) ~ —(f1, ., f&)(y)-
Donc, comme :
Vie{l,...k}, [[Vfillo < C(n),

il existe une constante C’'(n) > 0 telle que :
d(z,y) > C'(n),

alors, |sinl| < (74(¢))? implique :
[~ .

soit S°F b2 < (74(e))3.

=1 "1
Dans ce cas, par (3.36), il existe une fonction 75(¢€) telle que :

Vk e {l,.,k},Vt €[0,1], |(fiovzy)(t)) — a;cost| < T5(e),

en appliquant cette formule avec ¢ = [, on obtient par définition de y et comme d(7,y) <

r(e) :

cosl ~ —1,

d’ou le résultat.
[ |

‘aide d’une légere modification de la preuve ci-dessus, nous sommes en mesure de
k

démontrer la propriété de “presque convexité” de I’ensemble An(e) :
Proposition 3.4.2 [l existe des fonctions n'(e) (' > n) et 7(€), telles que pour toute
variété riemannienne (M, g) € M, , vérifiant \y(M) < n+¢€, alors :

VCL’,y € Af](e), dAf],(E> (ZL’, y) < d([)’}, y) + T(G).

Preuve : Le début de la preuve est identique a celle du lemme 3.4.2.
Soit x,y € A’;(e).
En appliquant le lemme 2.3.3 aux fonctions (f;), on en déduit I'existence de T et g vérifiant
d(z,z) < r(e), d(y,y) < r(e) tels que, si on note 7;5, 'unique géodésique minimisante
reliant  a ¢, on a :
z,9)

d(
vie(lay, [ (o) O+ (B < 7). (3.30)

Notons a; = fi(Z), b; = (fi 0 7z5)'(0) et [ = d(Z,7).
Alors, on en déduit :
vVt e [0,1] ,
|(fi ©vz5)(t)) — (aicost + b;sint)| < m(e). (3.40)
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De plus, d’apres (3.37) :

k
73.4.1(6)
b;| < . 3.41

Or,
|d(l‘,y) - d(jvg” < QT(E)'

Montrons qu’il existe 1'(€) et 1(e€), telles que :
Af],<€) (‘%7 g) S d(j7 g) + ¢(€)

Ce qui permettra de conclure, puisque :

et

VO e < Cln).

i=1

Par construction, il existe une fonction 7y (€) telle que g € AZ;Q(E), c’est-a-dire :

1| < nafe). (3.42)

k
i=1
Par conséquent, grace a (3.40) et (3.41), il existe une fonction 7(e) telle que :

k k
0 Yz (! ((Z af) cos? | + (Z bf) sin l)
i=1 i=1

Or, comme a; = f;(Z) et T € A§2(E), (3.42) et (3.43) implique l'existence d’une fonction

T(€) telle que :
k
' (Z b7 — 1) sin*{
i=1
Deux cas sont possibles :

Soit ‘Zle b — 1‘ < /7a(e).

Dans ce cas, on obtient, en utilisant (3.40) et (3.41), existence d’une fonction 73(€) telle

que :
ZfQO’Y:ig )—1

La proposition est démontrée dans ce cas.
Soit sin?l < y/7y(€). Ce qui signifie que d(Z,7) ~ 0 ou que d(Z,7) ~ 7.

< 7(e). (3.43)

< To(€).

vt € [0,1], < 13(€).
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Sid(Z,7) ~ 0, alors la géodésique ~z5 est contenu dans Aﬁs(e) pour 73(€e) convenable.
Si d(Z,y) ~ m, alors nécessairement, avec les notations de la proposition 3.2.1, il existe
io € {1,..,k} et Ty, vérifiant d(Z;,, z;,) < r(€) tels que :

sin? d(Z,, ) > \/72(€)

et

sin? d(Z;,, 9) > /7a(e).
Par conséquent, d’apres le premier cas, la courbe ¢ formée de I'union des deux géodésiques
minimisantes reliant = a z,, et ;, a y est contenue dans A’%(E).
Or, d’apres le lemme 3.2.1 sur la fonction “excess”, comme d(Z,¢) ~ m et en notant L(c)
la longueur de la courbe ¢, il existe une fonction 74(€) telle que :

|d(Z,9) = L(c)| < ().

La proposition est vérifiée dans ce deuxieme cas. |

3.4.2 Preuve de la “proximité métrique”

Nous allons maintenant terminer la preuve du théoreme 3.0.8, en démontrant :

Vz,y € AI;%(E) | < (F(z), F(y) >gpr —cosd(z,y))| < 7(e€) (3.44)

Preuve : Nous venons de voir que tout point de A’]‘“%(E) admet une presque antipode.
L’idée de la preuve consiste a utiliser la propriété des fonctions cosd, pour p admettant
une presque antipode, établie dans le lemme 3.3.2. Cependant, on ne peut pas appliquer
directement le lemme 3.3.2 avec la fonction d(¢) introduite dans le lemme 3.4.2, puisqu’on

voit facilement (par exemple dans le lemme 2.3.3) que les fonctions 7(€), utilisées dans la
5(e)

E=max{i ; \; <n+/0(e)}.
Comme 1 > §(e) > € = 1/6(e) > ¢, on a donc k > k. Le lemme 3.3.2 appliqué avec §(e) et
\/We) permet d’en déduire que les fonctions cosd,,x € A’E(e) sont proches en norme L*
de combinaisons linéaires de fonctions propres de petites valeurs propres :
D’apres les lemmes 3.3.2 et 3.4.2, il existe une fonction 7(¢) telle que :
pour tout = € A’f%(e), il existe (a;(2))~_, pour lesquels :

preuve du lemme 3.4.2, sont supérieures a € et donc ne tend pas vers zero avec €.

On pose :

k
| cosdy — Y i) filloo < 7(e), (3.45)
i=1
avec

1> ada) — 1 < 7o),
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Montrons que ZL | fi(x) — a;(x)]? est petit :

Zm G WHOED SEHOEE) SETIE)

Or, le lemme 3.2.3 implique

Par ce qui précede :

Za ) < 1+7(e).

Enfin, en appliquant (3.45) au point x, on trouve :

| Zaz(x)fz(x) — 1] < 7(e).

On obtient finalement :
k
Z — ai()]? < 37(€) + T323(1/3(6))- (3.47)
=1

En appliquant (3.45), au point y :

|< F(x), F(y) >pr —cosd(z,y)| <

7(e)

Zfz(fl?)fz(y) - Z@z(ﬂf)fz(y) +

i=1

> @) fily)|+

i=k+1

< |3 (@) — aula) fily)| + r(c).

i=1

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz puis (3.47) et (3.46), on obtient :

Z(fz(x) — () fi(y)

i=1

< ((3T(e)+73,2_3( 5(6))) (1+Tg_2,3( 5(@)))?

Il ne reste plus qu’a estimer le terme : | Zikﬂ fi(x) fily)].
Or, pour tout élément z de Al;%(e)7 on a :

ZfQ >1_ ()7
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donc, en utilisant de nouveau l'inégalité de Cauchy-Schwartz et (3.46), on obtient :

| D A@) )] < R(e) + m323(1/5(6)),

i1=k+1

ce qui conclut.

3.5 Démonstration du théoreme 3.0.9
Nous allons maintenant démontrer le :

Théoréme 3.5.1 Soit k € {2,..,n+ 1}. 1l existe une fonction 7(n) telle que, pour toute
variété riemannienne (M, g) € M, , pour laquelle il existe une partie A de M, munie de
la restriction a A de la distance sur M, induite par la métrique riemannienne et telle que :

dGH(A7 Sk_l) <n

alors
(M) <n+71(n).

En particulier, on a le

Corollaire 3.5.1 Il existe une fonction 7(€) telle que, pour toute variété riemannienne
(M, g) € My, vérifiant dgy(M,S"™) < €, alors

Ani1(M) < 7(e).

Démontrons le théoreme 3.5.1 :

Preuve :

Soit k € {2,..,n + 1} et A une partie de M telle que dgy(A,S*1) <.
Par conséquent :

Vr € A,y € A tel que d(z,y) > m — 2.

En particulier :
diam(M) > 7w — 2n.

On en déduit, d’apres le théoreme 3.0.2 :
M (M) ~n.

Plus précisément, on a le
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Lemme 3.5.1 II eziste une constante C(n) telle que, pour toute variété riemannienne

(M, g) € M, vérifiant diam(M) > m —n, alors :
M(M) <n+C(n)n.

Preuve : D’apres le lemme 3.3.1 :

‘ — 5 Jy Veos?d, | < oy
ot S oo’ dy - it Ju cos* dy
et
voi Vi Mcos2 d, — % < C(n)n,
d’ou le résultat.
Notons
=i
et

ke := max{k € Ny \g(M) < n+€}.

Par le lemme 3.5.1, pour n assez petit :
ke > 1.

Par ailleurs, d’apres le lemme 3.3.2, il existe une fonction 7(n) telle que :

ke
Vo e A, ||cosd, — Zai(x)fiHLoo < 7(n)
i=1
et
ke
1> ai(x) =1 < 7(n).
i=1

Comme dg(A,S¥1) < n, il existe 1, .., 73, appartenant & A tels que :

.. . . T
Vl,] € {17"71{:}’2 7é.]7 |d($z,l']) - §| S 277

(3.48)

(3.49)

Notons F' = Vectrzn{ f1, ., fr.} et Pp la projection orthogonale de L*(M) sur F.

D’apres (3.49) :
ke
Vi€ Lk 1) ai(e) — 1] < 7(n),
i=1

donc pour 7 assez petit,
Vje{l,.,k}, Pr(cosd,,)#0.
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Supposons k. < k.
Dans ce cas, la famille [Pp(cos(dy, )]s,
3 (bj)jeqr,.. ky avec E;?:l b? =1, tels que :

est liée :

k
ijPF(cos ds,) = 0.
j=1
Alors, (3.48) implique :

k k
| Z b;cosd,, — ZbiPF(COS de)||pee < k’%T(n)-
i=1 i=1

C’est a dire :

k
1) " b cosdy, || < k2r(n). (3.50)

=1

On peut supposer |bg| > ﬁ (car Zle b =1).
Pour 7 assez petit, on obtient alors une absurdité dans ’estimation (3.50) en l'appliquant

au point x = xy. |
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Chapitre 4

Exemples d’Anderson

Sous I’hypothese de courbure sectionnelle minorée par 1, les variétés dont le diametre
est presque maximal sont toutes homéomorphes a la sphere :

Théoréme 4.0.2 (Grove-Shiohama, [28]) Soit (M",g) une variété riemannienne, de
dimension n, de courbure sectionnelle Ky > 1. Si le diamétre de (M, g) vérifie diam(M)
> 5 alors M est homéomorphe a S".

Que subsiste t-il de ce résultat si on remplace I'hypothese “Kj; > 1”par “Ric > (n—1)g”,
précisément :

Existe-il €(n) > 0 tel que toute variété riemannienne compacte (M, g) de dimension n
vérifiant Ric > (n — 1)g et diam(M™) > m — €(n) est nécessairement homéomorphe a S™ 7

Anderson a répondu par la négative a cette question, en construisant une suite de
métriques sur CP? et CP?#CP? vérifiant toutes la condition de courbure : Ric > 3g et
dont le diametre tend vers 7.

Remarque 4.0.1 M. Anderson répond ainsi également d la question équivalente (aprés
les résultats de S.Y. Cheng et de C. Croke (théorémes 3.0.2 et 3.0.3)), consistant & sub-
stituer a l’hypothese “diam(M,g) > m — e(n)”, Uhypothese ‘N (M, g) < n +€(n)”.

Remarque 4.0.2 La méthode employée par M. Anderson fournit en réalité des contre-
exemples sur CP™ pour tout n > 2 (voir la fin de son article ([1])), nous nous limiterons
cependant dans la suite au cas n = 2. D’autre part, Y. Otsu ([35]) a également construit
des contre-exemples sur des produits de sphéres de dimension n > 5. En dimension 3,
la question est, & ma connaissance, toujours ouverte (voir cependant le début de l’article

d’Otsu ([35])).

L’objet de ce chapitre est de montrer que les exemples d’Anderson admettent une seule
valeur propre proche de n. Dans la suite, nous nous sommes limités au cas n = 4 mais
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la méthode employée reste valable en dimension supérieure (voir [9], page 195 pour s’en
convaincre).

La preuve consiste a donner un minorant explicite de la seconde valeur propre de cette
famille de variétés.

Signalons qu’une autre preuve consiste a montrer que les exemples d’Anderson ne
contiennent pas de partie Gromov-Hausdorff proche de S!, puis d’utiliser le théoreme 3.0.8.

Ces exemples seront également utiles dans un prochain chapitre.

4.1 Construction des exemples

Le point de départ est de remarquer que si I'on retire une boule a ’espace projectif
CP?, l’espace obtenu est difféomorphe & un fibré en disque dont le bord est la fibration de
Hopf :

7:S* - Pl

Définition 4.1.1 Soit (21, 29, 2z3) € C*\{0}. On note [21, 29, 23] = {(221, 229, 223); 2 € C*}
les coordonnées homogénes sur ’espace projectif CP?.

Considérons dans CP?, la boule de rayon T et de centre [0,0, 1]. Pour décrire les éléments
de cette boule, on utilise la caractérisation suivante des géodésiques horizontales de ’espace
projectif complexe :

Lemme 4.1.1 Soit ¢ une géodésique de CP™. Soit w 'application canonique de S***1 dans
CP™. Il existe une géodésique v de S**1, vérifiant v'(0) L ~v(0) et 7/(0) L iy(0) telle que
Toy =c.

On déduit de ce lemme, la caractérisation suivante de notre boule :
B([Ov 07 1]7 %) = {[Zla 22, COtgt (t)]a |21’2 + |Z2‘2 = 17 0<t< g} U {[07 07 1]}

Notons N = S3 x I/ ~, ot (z,t) ~ (y,s) ssi s =t =0 et 7(x) = 7(y),
avec I = [0,1].
Le difféomorphisme est, pour ce choix d’intervalle :

N = CP*\B([0,0,1],%)

((21722)7t) = [th?vt]

M. Anderson munit N d’une métrique de la forme g = dt? + u*(t)o% + r*(t)(c% + 0%),
avec I = [0, 5 — 0] pour 0 petit, dépendant d'un parametre € et ox, 0y, 0z les covecteurs
invariants & gauche de S3.

Pour obtenir une métrique sur N, il est nécessaire de supposer : u(0) = 0 et 7(0) > 0. De
plus, pour que cette métrique soit lisse il est nécessaire et suffisant que :

- u vérifie u®M(0) = 0Vk € N et /(0) = 1.

- 7 vérifie r@*+D(0) = 0Vk € N.
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Nous renvoyons a L. Bérard Bergery ([8]) pour une démonstration de cette équivalence.

Les coefficients de la métrique g sont :

pourt € [0, £] : u(t) = SinTLat, r(t) = €+%
pour t € [£,5 — 6] u(t) = ci(e)sin(t +0), r(t) = ca(e)sin(t + o)

On remarque, que par choix de la métrique, 'hypersurface {5 —d} x S? est totalement
géodésique.
M. Anderson choisit a,b, k,0(¢€), c1(€), ca(€) de sorte que la métrique soit suffisamment
€

réguliere en ¢t = ¢ et que la condition sur la courbure : Ric > 3g soit satisfaite (voir

[1] pour plus de détails).
Les valeurs de ces parametres sont :

1
b=3
k=2
1
Etan(%)zz7 (m ~ 3)
m
a=—
€

Pour € assez petit, ce que nous supposerons par la suite :

c1(e) < 2COS(%) et ca(e) < -, (4.1)

| —

5(e) = O(e). (4.2)

Le bord de N étant totalement géodésique, il suffit pour obtenir une métrique sur CP?
de recoller une boule B de R* munie d'une métrique semblable & g : § = dt* + @?(t)o% +
7(t) (0% + 0% ), avec & = u et 7 = r pour ¢ suffisamment grand et vérifiant les conditions
suivantes en 0 :

-4 (0) = 0 et 729 (0) =0 Vk € N,

-a'(0) =7(0) = 1.

Notons (Ma, g) la variété obtenue en recollant (N, g) avec la boule (B, ), ¢’est-a-dire
My=1xS* ~, ou(ty) ~(s,y)ssis=t=0cet n(z) =m(y) ous=t=m—20, avec
I =[0,m—24].

Par construction M, est difféomorphe a CP2.
Par choix de la métrique g, les courbes t — (t,z), x € S* sont des géodésiques, par

conséquent :

diam(Ma, g) > 7 — 2.
On constate également que les exemples construits par M. Anderson ne sont pas Gromov-
Hausdorff proches de (S*, can) puisque le diametre de ’hypersurface totalement géodésique
{Z — 0} x S% est petit .
Passons maintenant a l'estimation des premieres valeurs propres de (M, g).
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4.2 Estimations de valeurs propres

L’objet de cette partie est de prouver que les exemples d’Anderson possedent pour e
assez petit, exactement une valeur propre petite (i.e. proche de 4).
Nous allons commencer par calculer la premiere valeur propre de I'hypersurface {5 —0} x S?
munie de la métrique induite.
Notons h = ¢1(€)oy + ca(€) (0% + 0y) la métrique g restreinte a {5 — 0} x S°.

4.2.1 Calcul de )\(S?, h)

h est une métrique homothétique & une métrique de Berger sur S.
L. Bérard Bergery et J.P. Bourguignon ont calculé la premiere valeur propre de S* munie
d’une métrique de Berger (voir [9]).
Commengons par quelques remarques sur les coefficients ¢;(¢€) et co(€) de la métrique h.

cos('F)

01(6) = coZ(%i—é)
_ 1

c2€) = gz

On remarque que le rapport z—; est constant, égal a 4 cos().
Par conséquent la métrique de Berger est fixée, égale & hp = 4 cos(%)o% + (0% + 07), seul
le rapport d’homothétie ¢, dépend de e.

Numériquement 4 cos(§) ~ 0,32 et donc par le corollaire 6.3 de [9] :
3 m, o 2 2\\ _ g1 —
A1(S ,4COS(5)O'Z + (0% +0%)) = M (S (5),ccm) =8
En supposant € assez petit (pour que cos(e+d) > 1), on en déduit comme :

A (S?, ) = S A (2, 4 cos
&)

m
)07+ (0% +07))
que :

M (S?)h) > 32. (4.3)

4.2.2 Estimations de volumes et application

Nous allons montrer que le volume de la partie de M4 ou la métrique g n’est pas un
produit tordu (que nous appellerons les “extrémités” de My) tend vers zéro avec .
Cette estimation de volume nous permettra d’en déduire une minoration du quotient de
Rayleigh de fonctions, dont la moyenne sur chaque hypersurface {t} x S* est nulle.

Commencons par estimer le volume de OE /2 Jss O(t)dtdx.

Par définition de la forme volume, pour ¢ € [0,¢ /2] :

o(t) = sin(at) y (€+i—2€)2,

a




7

d’ou la majoration sur [0,€ /2] :
0(t) < 2té? (4.4)

P — 52 2 2 .
d’ol, comme cangs = oy + 0y + 07 :

/2/ O(t)dtdr < /2 2tedt vol (S?, can).
0 Js3 0

Pour ¢t > 7 — 0, on a d’apres l'inégalité sur les formes volumes de Bishop (voir [22], page
162 pour un énoncé) :

vt €[5 =6, — 23], 6(t) < sin(m — 25— 1). (4.5)
Par conséquent, on en déduit :
Lemme 4.2.1 ] existe une fonction 7(€) telle que :
vol{(t,z) € My;t € [0,e/2)U[mr —25 —€/2,m — 20|} < 7(e). (4.6)
On en déduit également :

Lemme 4.2.2 [] existe une constante C' telle que, pour € assez petit :

Vtel, / dvg(t,xz) < C. (4.7)

{t}xS3
Preuve : Pour ¢ € [0, € /2], c’est une conséquence de (4.4), pour ¢t € [5, 5 — 6], c’est une
conséquence des estimations (4.1) et pour ¢ € [5 — §,7 — 26], c’est une conséquence de
(4.5). [

On déduit de ces estimations le résultat suivant :

Lemme 4.2.3 Soit C' une constante positive. Il existe une fonction 7(¢€) telle que, pour
toute fonction f € C®(My), vérifiant || f|le < C et

Vt € [0, — 26], f(t,z)dx =0,
S3

on a la minoration :

3 7(€)
QR(f) > M(S°, h) (1 - m) -

Preuve : Notons /. := [§, 7 — 26 — §].

Sur I, toute hypersurface de la forme {t} x S* est une sphere “plus petite” que la sphere
“équatoriale” {7 — &} x S3, par conséquent la premiere valeur propre du laplacien de ces
hypersurfaces est supérieure a celle de la sphere “équatoriale”.
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Précisons cette remarque :
Sur le sous-intervalle I, de I,

0(t) = ci(€)ca(e) sin®(t + &)

et
1

sin®(t + 6)

Pour tout ¢ de [, fS3 f(t,x)dz = 0, on en déduit la minoration suivante :

Vo e S, g(df.df)(tx) = hdf, df) (1, ).

[ Lo dnt et te) 5 P a0 s + s
T Plodetr = &N Ty P20t 2)doy () ’

en utilisant le fait que sin(t) > sin®(¢) sur [0, 7).

Grace a l'estimation (4.6) du volume des extrémités de (M4, g) et comme ||f]|s < C,
on en déduit 'existence d’une fonction 7(€) telle que :

fTr 25— fSS (t,z)c1(€)ca(e) sin®(t + 0)dtdx - (e)
Jar, F(8 w)dug (8, ) T, P x)du(t )

4.2.3 Estimation de la premiére valeur propre A\ (M4, g) non nulle
de (May,9)

Il s’agit ici d’obtenir d’une part, une majoration de la forme :
M(Ma, g) <4+ 7(e)

et d’autre part, de montrer que I'on peut supposer la premiere fonction propre radiale.
Le diametre de (M4, g) est supérieure ou égal a m—24, par conséquent, d’apres un théoreme
de S.Y. Cheng (théoreme 3.0.3), il existe une fonction 7(e) telle que :

M(Ma,g) < 44 7(e). (48)
Par choix de la métrique, la forme volume sur (M, g) vérifie
dv, = 0(t)dtdx

ol dx est la mesure riemannienne associée a la métrique canonique de S3.
Le fait que sur M4, la forme volume 6 soit une fonction de la variable £ uniquement, nous
permet d’en déduire le résultat de commutativité suivant :
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Lemme 4.2.4 Notons A le laplacien sur (Ma,g), A§3 le laplacien sur S* munie de la
restriction de g a {t} x S* et f(t,x), la restriction de f a {t} x S*. Alors :

B O*f  O(t)of 3 7
Af(t,x)——@— Q(t)a—FAt f(t,x)

Ce qui permet d’en déduire :

A f(t,x)dx:/ Af(t,x)dx
S3 S3

Preuve : La preuve de la premiere formule se déduit immédiatement de ’expression du
laplacien en coordonnées. On en déduit la seconde en intégrant la premiere et en utilisant
la formule de Green. |

Lemme 4.2.5 Pour € assez petit, la premiére valeur propre non nulle de (Ma, g) admet
une fonction propre radiale.

Preuve : Soit f; une fonction propre associée a la valeur propre (M4, g), normalisée
par [, fidv, = 1. D’apres le lemme 4.2.4, a(t) := [ f1(t, v)dz vérifie Aa = A\i(Ma, g)a.
Montrons que a n’est pas nulle sur [.

Sia = 0, comme d’apres la proposition 2.2.1, il existe une constante C' telle que || ][0 <
C, fy vérifie les hypotheses du lemme 4.2.3. Par conséquent, pour € assez petit, on déduit
du lemme 4.2.3 et de l'estimation (4.3) :

)\1<MA7 g) Z 167

ce qui contredit, pour € assez petit, 'estimation (4.8).
Par conséquent, a est une fonction propre radiale de valeur propre A\ (M, g). |

4.2.4 Estimation de la seconde valeur propre \;(My, g) non nulle
de (MA7 g)

La famille d’exemples construite par M. Anderson est approximativement un produit
tordu par la fonction sinus, excepté pres des extrémités 0 et 7—24. D’autre part, la métrique
induite sur I'hypersurface {5 — d} x S? est homothétique & une métrique de Berger fixée
et le rapport d’homothétie tend vers % lorsque € tend vers 0.

La preuve consiste a décomposer une fonction propre associée a Ay(My, g) en la somme
d’une fonction radiale b et d’une fonction f de moyenne nulle sur chacune des hypersurfaces
{t} x S3 On minore ensuite \y(My4,g) par une combinaison convexe des quotients de
Rayleigh de b et de f . Les propriétés de la métrique g permettent alors de minorer le
quotient de Rayleigh de f & laide de A\ (S?,h) et de minorer celui de b & laide de la
deuxieme valeur propre de S* : 10 (en transplantant de maniére convenable b sur S*).
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Proposition 4.2.1 [ existe des constantes j (> %) et g > 0 telles que, pour e < ¢y :

Ao(Ma, g) > p.
Preuve :
Notons a(t) la premieére fonction propre radiale. On la suppose normalisée par
7—26 1
/0 FOIO = s (4.9)

Soit f(t,x), une fonction propre associée a la valeur propre \y(Ma4, g).
Supposons [ normalisée par

2t x)dvy(t,z) = 1. (4.10)

On décompose f sous la forme :

f(t,x) = b(t) + f(t,z) avec f(t,x)dr =0, Vte[0,m—24].
S3

Calculons le gradient de f pour la métrique g.

V/(t) - (b'( )+ 2 x>> o V()

avec V&’ f le gradient de la restriction de f sur {t} x S* munie de la métrique induite.
Par choix de la décomposition de f, on a pour tout ¢ de [ :

| itz o, (1.11)

| ¥z ftaa o (1.12)
/Sga’()gtf(t )dz = 0, (4.13)

De plus, 'orthogonalité de a et de f se traduit par :

(4.14)

O\
N
e
S
)
—~
~
SN—
S
—~
(o
N—
>
—~
~
~—
QL
=
I
=

/ T OV 8 = 0. (4.15)

Enfin, 'orthogonalité de a et f par rapport aux constantes, se traduit par :

T—26 T—26
/ a(t)0(t)dt = 0 et / b(£)0(t)dt = 0. (4.16)
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La premiere étape de la preuve consiste a montrer qu’en restriction aux tranches ou
la métrique est un produit tordu (i.e. t € [e/2,m — 26 — € /2]), les intégrandes dans les
équations précédentes ((4.14) ... (4.16)) intégrées sur ces tranches : t € [¢ /2,7 — 20 — € /2]
sont bornées en valeur absolue par une fonction 7(e).

Pour cela, compte-tenu du lemme 4.2.1 sur le volume des extrémités de (My,g), il suffit
de montrer que les fonctions a(t), a'(t), b(t), v (t), f(t, z) et 2 f(t, z) sont bornées en norme
L par une constante indépendante de e.

Un résultat de S.Y. Cheng ([17]) montre l'existence d’'une constante C' telle que :
)\2<MA7 g) S C.
En effet on a le :

Théoréme 4.2.1 (Cheng) Soit (M,g) € M, .

d

(M, g) < AI(B(ﬂ))a

avec B une boule de rayon % de la sphere unité canonique de dimension n et d le diametre
de (M, g).

Par conséquent, d’apres la proposition 2.2.1, les fonctions propres a et f sont bornées en
norme L par une constante, ainsi que leurs gradients :

41C > 0;
lallz= < Cv et [[a|[r < Ch, (4.17)
1 fllzee < Cret || [V f]lre < C. (4.18)
D’ou
b(t)| = f(t,z)dx| < Oy vol (S? can) Vt € [0, 7 — 20]
53

' (t)| = / %f(t,x)dac < Oy vol (S?, can) Vt € [0, 7 — 20).
S3

Donc, en notant Cy = C} vol (S?, can) :

(6] < Cy et ||| < Co. (4.19)
Comme f = f — b, on en déduit un résultat similaire pour f :
1fllse < C5 et ||V fllo < Cs. (4.20)

On déduit des majorations (4.17), (4.18), (4.19), (4.20) et de l'estimation (4.6) du
volume des extrémités de (Mg, g) que les égalités (4.14), (4.15) et (4.16) implique I'existence
d’une fonction 7 (€) telle que :

ﬂ T b0 < o) (4.21)

2
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K T W8

/ T 00 / e

2

< 7i(e), (4.22)

< 11(€) et < 7i(e). (4.23)

o

La suite de la preuve consiste a minorer le quotient de Rayleigh de f (noté QR(f)) par
une combinaison convexe du quotient de Rayleigh de la fonction radiale b et de celui de la
fonction f.

D’apres (4.12) :

=25 ; 2
/M |Vf|2dvg:/0 /SS(b’(t))ng(%(t,x)) + IV f(t, ) vy (¢, 7).

En utilisant (4.10), on obtient :

T—20 T—26 5
/ / (V' (t))2dv,(t, x) / (VS f(t, ) Pdvg (t, z).
53 53

Notons « := fM (t)dvy(t,z), a l'aide de (4.11), on en déduit :

fﬁ » fsS deg (t,x)

I fs rVS3 Ft,2)Pdvy(t. )
Jur, D22 )dvg(t ) ‘

fM 2(t, z)dv,(t, )

QR(f) > « +(1 - (4.24)

Comme HfHoo < Cj et pour tout ¢ appartenant a I, [, f( f(t,x)dz = 0, le lemme 4.2.3
appliqué a f implique 'existence d’une fonction 73 (€) telle que :

ST (0 (1) 2dug (¢, @) , ()
QR(f) > « IREGIE + (1= )\ (S?,h) (1 - ﬂ) . (4.25)

Deux cas se présentent.
Soit « est petit (on suppose a < % pour fixer les idées), on déduit alors de la minoration
(4.3) de A\ (S3,h) :

QR(f) > 16 x (1 — 2m(e)).

Ce qui prouve que la seconde valeur propre des exemples construits par Anderson est

“grande”.
JT720 Jua (U () 2dvg (t,2)

Soit o > 1 et dans ce cas il faut minorer convenablement le terme 5
2 fMA b (t)dvg (t,x)

pour

obtenir le résultat.

On suppose dorénavant que o > %

La suite de la preuve consiste a prolonger les fonctions a et b en des fonctions radiales de
(S*, can) en conservant approximativement les relations d’orthogonalité liant a et b ainsi
que leurs quotients de Rayleigh. Le quotient de Rayleigh de la fonction a prolongée sera
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donc approximativement égale & la premiere valeur propre de (S*, can). On obtiendra un
minorant du quotient de Rayleigh de la fonction b prolongée, en remarquant que le quotient
de Rayleigh de la deuxiéme fonction propre radiale de (S can) est égale a la deuxieme
valeur propre de la sphére canonique (comptée sans multiplicité) soit 10 en dimension 4.
On prolonge a(t) et b(t) de maniere affine sur [0, 7]\ [§, 7 — 20 — 5], de sorte que ces
fonctions soient nulles aux extrémités 0 et . On obtient alors deux fonctions radiales ap-
partenant & H'(S*, can) que I'on notera a(t) et b(t).
On obtient, en tenant compte de la translation ¢ + ¢ dans la forme volume :

a(3)

=5t sitel0,§+ 0]
a(t) = a(t —0) site[§g+dm—0— 5]
WD r—t) sitelr—0-5,7]
2

On définit de maniere similaire b.
Estimons maintenant les quotients de Rayleigh de @ et b sur (S*, can).

/0 ﬁa(t) sin® (1)dt = /0 o (g(f)ét>2sin3(t)dt+ / T a’(t)sin®(t 4 0)dt

. /:6 (w(w—t))zsin?’(t)dt (4.26)

/0” (%(t)):in?’(t)dt = /jﬂS (;fg)gsm?’(ﬂdt + /;_5_26 (%(t))2sin3(t +0)dt

n / ”56 (%):irﬁ’(t}dt (4.27)

Or, d’apres la normalisation (4.9) choisie pour a, 'estimation (4.17) sur ||a||z~ et
I'estimation (4.6) du volume des extrémités de (Mg, g), il existe une fonction 73(¢€) telle
que :

T—5—20
/ 2 ()0(t)dt > m ey (4.28)

%
par conséquent, (4.26) et (4.27) implique que le quotient de Rayleigh de @ sur (S*
vérifie : s )
Jo 27 (Za)” (t)0(t)dt

QR(a) — 2[5‘5‘2‘5&2@)9(@& < 7a(e).

En utilisant de nouveau l'estimation (4.17) sur ||a||z~ et I'estimation (4.6) du volume des
extrémités de (M4, g), on en déduit l'existence d’une fonction 75(¢€), telle que :

,can)

< 75(€),

T—5—2§
/ a*dv, — vol (S*, can) x / a®(t)0(t)dt
M %
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o 2 5 T—5—20 o 2
/MA (aa) dvg, — vol (S7, can) X/g (aa) (t)6(t)dt

Par conséquent, (4.28) implique I'existence d’une fonction 74(¢), telle que :

< 15(€).

JIE ()" (10()dt
) e | =

2

d’ou :
|QR(a) — QR(a)| < 7u(e) + 75 (e).
Or, d’apres (4.8) :

QR(a) <4+ 7(e). (4.29)
Dong, il existe une fonction 77(€) telle que :
QR(3) — 4] < 3(0). (4:30)
Comme o > % :
726 1
/0 b2 (1)0(t)dt > 5 Vol (&% can)’ (4.31)

1
2 vol (S3,can) > 0.

On en déduit alors, de maniere similaire, 'existence d'une fonction 75(€) telle que :

QR(B) ~ QR(b)| < m(e). (4.32)

D’autre part, par construction du prolongement et par (4.17) et (4.19), les équations
(4.21), (4.22), (4.23) restent valables pour les fonctions @ et b :

on note D =

/0 ' a(t)b(t) sin3(z€)dt‘ < 19(e), (4.33)
/O ' a ()b (t) sin?’(t)dt’ < 7o), (4.34)
/07r a(t)sin®(t)dt| < mo(e) et /07r b(t) sin3(t)dt‘ < T9(e). (4.35)

La normalisation (4.9) choisie pour a donne :

1

/07r a*(t) sin®(t)dt — ol (5%, can) < Ty(e€) (4.36)

et (4.31) implique :
/ () sin® (H)dt > D — rofe). (4.37)
0

Montrons maintenant le
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4 can) et

Lemme 4.2.6 [ existe une fonction propre radiale u de valeur propre 4 sur (S
une fonction 7(€) telle que :

@ — u||m1(st,can) < T(€).
Preuve : Notons (u;);en une base orthonormée de fonctions propres radiales de H'(S*, can).
Notons :

la décomposition de Fourier de @ dans cette base.
D’apres (4.35) :
|Bo| < 7a(e).
Notons u = (ju; et montrons que u est proche dans H'(S*) de @.

Notons (A;)ien les valeurs propres associées aux fonctions propres radiales de (S*, can) :
)\0:0,)\1 :4, )\2 - 10 e

o BY) + (A — M) o 32
B2+ B+ 30 B2

QR(a) > M

Or par (4.29) :
QR(@) <4+ 7(e)
d’ou, puisque d’apres (4.36), | Y% 52 — 1] < 73(e) et comme |3y| < T(e), il existe une
fonction 7/(¢) telle que :
M(1=7(€)+ A = A1 — 7T () = B]) <4+ 7(e).

+oo 92
i=0 Mi

[|a — ul|p2 < 7(€).

Ce qui donne apres simplifications, 37 ~ 1 ~ , d’ot la proximité L? entre @ et u :

La proximité intégrale des gradients de u et @ s’obtient en développant la différence,
puis en utilisant la proximité des quotients de Rayleigh des deux fonctions :

/ |V6—Vu|2dvcm:/ |VE|2de,m+/ |Vu|2dvc,m—2/ can(Va, Vu)dvea,
s s s s

Or : [ [VulPdvean = 4 [q1 u*dveqy et par la formule de Green et la proximité L? de @ et u :

/ can(Va, Vu)dvam—él/ U dvean | < T(€)
S4 s4

d’ou :
IVa — Vul*dvean < QR(3) / 2 dVean — 4 / W’ dVean + 7(€).
s4 S4 S4

La proximité L? des deux fonctions et la proximité du quotient de Rayleigh de @ avec 4
permet de conclure.

On a montré en particulier que u =~ u;, donc quitte & modifier 7(¢), on consideérera que
u = uy dans la suite. [ |
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En conséquence, on peut, dans les équations exprimant la presque orthogonalité de @ et b,
remplacer @ par uy, quitte a modifier 79(e) .
En particulier, on peut supposer :

/0 ’ up (1)b(t) sin?’(t)dt‘ < 7(e). (4.38)

Passons maintenant a la minoration de [/ (b _/ (t))2 sin®(¢)dt.
Notons b = Z+ o Yiu; la décomposition de Fourier de b.

/Ow(b( ))? sin®(¢)dt = Z)"% > )\QZ% (4.39)

Or d’apres (4.38) et (4.35) :
70l < 7(€) et ] < 7(e).

D’ot1, comme par (4.37) fo sm t)dt > D — 19(€) > % > (0 pour € assez petit, on en
déduit :

ZT °2°%2 .
fo ) sin®(¢)dt

Z% Z%

Par conséquent par (4.39), il existe une fonction 7"(¢) telle que le quotient de Rayleigh
de b sur (S*, can) vérifie :

<_
- D

fowb( sin?

QR(b) > 10(1 — 7"(e)).
On en déduit, d’apres (4.32) et (4.25), la minoration suivante :
QR(f) > al0(1 —7"(e)) > 5(1 — 7"(¢)).

Ce qui conclut.
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Chapitre 5

Pincement du spectre de Dirichlet

Pour les variétés riemanniennes de dimension n, a courbure de Ricci : Ric > (n —1)g,
A. Lichnerowicz et M. Obata ont prouvé ([33],[34]) que la premiere valeur propre non nulle
de (M, g) vérifie :
M (M, g) > M (S", can),

de plus, seule la sphere canonique réalise le cas d’égalité. P. Bérard et D. Meyer ont étendu
cette propriété de minimalité du début du spectre de la sphere, au cas des domaines des
variétés a courbure de Ricci : Ric > (n — 1)g ([6]) :

Théoréeme 5.0.2 (Bérard-Meyer) Soit (M,g) une variété riemannienne de dimension
n. On suppose que la courbure de Ricci de (M, g) vérifie Ric > (n—1)g. Soit Q un domaine
régulier de M et Q*, le domaine symétrisé de S, c’est-a-dire une boule géodésique de la

sphére canonique (S", can) vérifiant :(;’11((]\%)) = Y/Zi((g")) . Alors, on a l'inégalité :

AP (Q) = AP (),

ou NP désigne la premiére valeur propre de Dirichlet du domaine sur [’espace correspondant.
De plus, ’égalité a lieu si et seulement si le triplet (2, M, g) est isométrique au triplet
(Q*,S™, can).

L’objet de ce chapitre est de fournir des réponses partielles a la question suivante, analogue
a celle posée dans le cas du spectre des variétés fermées :

Un domaine régulier d’une variété de dimension n, a courbure de Ricci : Ric > (n—1)g
dont la premiere valeur propre de Dirichlet est presque minimale (i.e. AP (Q*) < AP(Q) <
AP (Q%) + € on O est le domaine symétrisé de ) ressemble t-il & une boule géodésique de
la sphere canonique et en quel sens?

Peut-on, comme dans le cas d’égalité du théoreme de Bérard-Meyer, en déduire des infor-
mations sur la variété ambiante ?

Remarque 5.0.1 Nous avons rappelé dans [lintroduction qu’un tel domaine n’est pas
nécessairement homéomorphe a une boule euclidienne.
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5.1 Quelques rappels sur le probleme de Dirichlet

Définition 5.1.1 Soit (M, g) une variété riemannienne. Un domaine (respectivement régulier)
de M, noté Q, est un ouvert conneze, d’adhérence compacte de M (respectivement dont le
bord 0X) est une hypersurface lisse de M ).

Rappelons la définition du spectre de Dirichlet :

Définition 5.1.2 Le spectre de Dirichlet du laplacien A sur un domaine régulier € est

Uensemble des valeurs \ pour lesquelles il existe une fonction f € C®(2), non nulle, telle
que :
Af = Af sur €,

f =0 sur 0N.

Nous avons vu dans le chapitre 1, théoreme 1.1.3, que le spectre de Dirichlet du laplacien
est discret :

Théoreme 5.1.1 Le spectre du laplacien de Dirichlet sur un domaine réqulier € est
constitué d’une suite croissante de nombres positifs notés (AP (Q))i>1. Chaque espace propre
est de dimension finie. L*>(M) est la somme directe orthogonale, pour la norme L*(M), de
tous les espaces propres.

Rappelons également un corollaire du théoreme de Courant sur les domaines nodaux
(corollaire 1.1.1).

Corollaire 5.1.1 Soit Q un domaine régulier de (M, g). Alors la premiére valeur propre
de Dirichlet de €2 est simple et toute fonction propre, associée a cette valeur propre, ne
s’annule pas sur €.

Le spectre de Dirichlet est décroissant pour l'inclusion. En particulier, la premiere valeur
propre vérifie :

Lemme 5.1.1 Soit Q) et Q) deux domaines réguliers d’une variété riemannienne compacte,
sans bord, (M, g). Supposons 2 C ', alors on a l'inégalité :

AP () 2 AP(9).
De plus, si l'on suppose que U\ est un ouvert, l’inégalité est stricte.

Preuve : Soit fq une fonction propre sur 2, associée a A\ (Q). Prolongeons fq par 0 sur
V\Q, la fonction obtenue appartient & H'(Q') et par le théoréme du min-max :

AP (Q) = AP ().

Supposons que '\ est un ouvert et que AP () = AP (V). Par le corollaire 5.1.1, AP ()
est simple, par conséquent, en notant for une fonction propre associée a AP(Q), on en
déduit 'existence d’un réel a tel que :

for = afq,

Ce qui implique que fo s’annule sur ' et contredit le le corollaire 5.1.1. |
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Soit f une fonction propre associée a la premiere valeur propre A; (M) de (M, g). Notons
2 un domaine nodal de f. Dans ce cas particulier, le début du spectre de Dirichlet coincide
avec le début du spectre de (M, g) :

Lemme 5.1.2 Avec les hypothéses ci-dessus, supposons que €2 soit un domaine réqulier,
alors :

)‘1D(Q) = /\1(M)a

avec A\ (M), la premiére valeur propre non nulle de (M, g).

Remarque 5.1.1 Dans le cas ot le domaine nodal n’est pas supposé réqulier, il est possible
de définir une premiére valeur propre généralisée du probleme de Dirichlet sur Q0 (appelée
note fondamentale) a l'aide du principe du min-maz. Sous ces hypothéses, la conclusion du
lemme reste valable. Nous renvoyons a ([13], page 21) pour plus de détails.

Pour la preuve, qui découle du principe du min-max, nous renvoyons au livre de I. Chavel
([13], pages 21 et suivantes).

5.2 Principe de Symétrisation de Faber-Krahn

5.2.1 Introduction

Dans les années 20, G. Faber et E. Krahn ont prouvé (indépendamment), pour des
domaines de R", la minoration suivante de la premiecre valeur propre de Dirichlet :

Théoréme 5.2.1 (Faber-Krahn) Soit Q un domaine régulier de R™ et B une boule de
R"™ de méme volume. Alors on a l'inégalité :

() = AP(B).
De plus, ’égalité a lieu si et seulement si §) est une boule.

Ce théoreme apparait comme un équivalent spectral de I'inégalité isopérimétrique :
vol (092) > vol (0B). (5.1)

La démonstration du théoreme de Faber-Krahn découle en réalité de I'inégalité isopérimétrique
(5.1).

La preuve repose sur un principe de symétrisation (qui porte désormais le nom des auteurs)
dont le schéma est le suivant :

1l s’agit d’associer & une fonction propre f sur €2, de valeur propre AP (Q), une fonction f*,
radiale, sur une boule B de méme volume que € (B est appelé domaine symétrisé de 2),
nulle sur le bord 9B et dont le quotient de Rayleigh est inférieur ou égal a celui de f.
L’inégalité isopérimétrique (5.1) permet de comparer le volume de lignes de niveaux cor-
respondantes de f et de f*, I'estimation des quotients de Rayleigh se déduit alors de la
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formule de la co-aire (voir, par exemple, Burago-Zalgaller ([11])).

Le théoreme de Faber-Krahn a été étendu par E. Sperner ([40]) au cas des domaines de
(S™, can). Ce dernier a été lui méme généralisé par un théoreme de P. Bérard et D. Meyer,
qui fait 'objet du paragraphe suivant.

5.2.2 Théoreme de Bérard-Meyer
Au début des années 80, P. Bérard et D. Meyer montrent ([6]) :

Théoréeme 5.2.2 (Bérard-Meyer) Soit (M,g) une variété riemannienne de dimension
n. On suppose que la courbure de Ricci de (M, g) vérifie Ric > (n—1)g. Soit Q un domaine
régulier de M et Q*, le domaine symétrisé de S, c’est-a-dire une boule géodésique de la

spheére canonique (S™, can) vérifiant :(;)11((]\?) iﬁﬁgn)) . Alors,on a l'inégalité :

AT (Q) > AP (),

ou AP désigne la premiére valeur propre de Dirichlet du domaine sur l’espace correspondant.

De plus, ’égalité a lieu si et seulement si le triplet (2, M, g) est isométrique au triplet
(Q*,S™, can).

Remarque 5.2.1 Comme corollaire au théoréme de Bérard-Meyer, on peut redémontrer
[inégalité de Lichnerowicz :
)\I(M) > n,

ainsi que le cas d’égalité.
Ce théoreme est donc, d’une certaine maniére, une généralisation de l’inégalité de Lichne-
rowicz. Nous renvoyons a [6], pour une démonstration de ce corollaire.

Pour la preuve de ce théoreéme, nous renvoyons a [6] ou au livre de I. Chavel ([13], pages 87
et suivantes). Signalons cependant que celle-ci repose aussi sur le principe de symétrisation
de Faber-Krahn ou I'inégalité isopérimétrique standard a été remplacée par une inégalité
isopérimétrique démontrée par M. Gromov ([26]) :

Théoréeme 5.2.3 (Gromov) Soit (M",g) une variété riemannienne dont la courbure
de Ricci vérifie : Ricci > (n — 1)g. Soit Q un domaine régulier de M. Soit B une

5 S an S . volB __ wvol@Q i 4 s
boule géodésique de S™ dont le volume vérifie : e = ~o5p- Alors, on a linégalité
1Soperimétrique :

vol (092) > vol (0B)

et 'égalité a lieu si et seulement si (M, g) est isométrique a (S™, can) et Q est une boule
géodésique.

Remarque 5.2.2 Le cas d’égalité est une conséquence du théoreme de rigidité d’Obata
(théoréme 3.0.1). En effet, M. Gromov montre, en utilisant l'inégalité de Heintze-Karcher
([29]), que le cas d’égalité ne peut avoir lieu que si le diamétre de (M, g) est m.
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Remarque 5.2.3 Ce type d’inégalité sur la premiere valeur propre de Dirichlet est vérifié
dés que l'on dispose d’une inégalité isopérimétrique adaptée sur la variété (ou la famille de
variétés) considérée (voir la preuve de I. Chavel ([13]) pour une illustration de ce principe).

Dans le prochain paragraphe, nous allons formuler quelques propriétés du début du
spectre de Dirichlet des boules géodésiques de (S™, can) qui serviront d’espaces “modeles”
pour les domaines dont la premiere valeur propre est “presque minimale”.

5.2.3 Début du spectre de Dirichlet des boules géodésiques de
(S™, can)

Les symétries d'une boule géodésique de S™ implique, en particulier, la propriété sui-
vante de la premiere fonction propre de Dirichlet associée :

Lemme 5.2.1 La premiére fonction propre du spectre de Dirichlet d’une boule géodésique
Bsn (1) de S™ est une fonction radiale T vérifiant [’équation différentielle :

—T"(t) — (n — 1) cot(t)T"(t) = AP (Bsn (r))T(t) pourt € [0,7]

avec les conditions initiales :

T'(0) =0 et T(r) =0.
Pour la preuve, nous renvoyons a [13].

On ne connait pas explicitement la premiere valeur propre de Dirichlet des boules
géodésiques de la sphere (sauf dans le cas de 'hémisphere sur lequel nous reviendrons plus
loin). Cependant, on connait la variation de cette valeur propre en fonction du rayon de la
boule géodésique :

Lemme 5.2.2 La fonction de la variable réelle qui au rayon d’une boule géodésique asso-
cte sa premiere valeur propre de Dirichlet :

10,7[ — RT
r — AP (Bsa(r))

est une fonction strictement décroissante vérifiant :

liH(l) AP (Bgn (1)) = +00
r—
et

. \D

}l_].’;[}r )\1 (BSTL (T)) =0.
Preuve : La stricte décroissance de la fonction est une application directe du lemme
5.1.1 . La valeur de la limite en 0 se déduit du fait qu'une métrique riemannienne est
asymptotiquement euclidienne, ce qui implique :

AP (Bon (1)) ~

R
,,a2
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avec C' une constante.

Nous renvoyons au livre de P. Bérard ([5], page 46) pour plus de détails.

La limite en +o0o s’obtient, d’apres le théoreme du min-max, en choisissant une fonction
test convenable dont le quotient de Rayleigh tend vers 0 quand r tend vers 7 :

o =1-(2=0)"

convient en dimension n > 3 (nous renvoyons au livre de I. Chavel ([13], page 50) pour des
calculs explicites). [

Cas de I’hémisphere

Sur la sphére canonique, une base orthonormée du premier espace propre associée a

la valeur propre n (en dimension n) est donnée par les fonctions coordonnées (voir le
paragraphe 1.2.1).
Par conséquent, un hémisphere de S™ (noté S"*) est un domaine nodal d’une fonction
propre de valeur propre n. Donc, d’apres le lemme 5.1.2; la premiere valeur propre de
Dirichlet d’un hémisphere est AP (S™") = n et sa premiere fonction propre est la restriction
de la fonction propre correspondante de la sphere, en particulier, elle vérifie I’équation :

Hess f + fg = 0.

5.3 Domaines dont la premiere valeur propre de Di-
richlet est presque minimale

Dans cette partie, nous nous intéressons aux domaines des variétés appartenant a M, ,
dont la premiere valeur propre de Dirichlet vérifie :

AP () S AP(Q) S A(Q) + e,
ou 2 est le domaine symétrisé de €.

Remarque 5.3.1 Il existe, a priori, un énoncé plus général pour la presque minimalité,
qut consiste a remplacer [’hypothese spectrale ci-dessus par :

AT (Bsn(r)) < AY() < AY(Bse(r)) + e, (5.2)

sans supposer aucun lien entre Bsa(r) et le domaine symétrisé.
Cependant, (5.2) n’est pas invariant par homothéties et en particulier, toute petite spheére
de rayon R << 1 (et donc de courbure de Ricci adéquat) admet d’apreés le lemme 5.2.2
une boule géodésique de rayon r' >> r vérifiant l'inégalité (5.2).
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Pour éviter ce phénomene, on est alors amené a imposer une borne sur le volume relatif :

vol (2) < vol (Bgsn (1))
vol (M) =  wvol (S?)
L’énoncé se ramene dans ce cas, a notre hypothese initiale.

Dans la suite, nous préfererons cette formulation faisant intervenir une borne sur le volume
relatif car elle explicite le rayon de la boule géodésique a laquelle on souhaite comparer €.

Dans le prochain paragraphe, nous montrons qu’il existe des domaines sur l'espace
projectif complexe muni de la métrique d’Anderson, dont la premiere valeur propre de
Dirichlet est presque minimale et qui ne sont pas Gromov-Hausdorff proches de leurs do-
maines symétrisés.

Dans le paragraphe suivant, nous montrons un résultat de stabilité pour la distance de
Gromov-Hausdorff, avec un “hémisphere” d’un sinus produit tordu.

5.3.1 Etude de la stabilité avec la spheére canonique
Dans ce paragraphe, nous montrons :

Proposition 5.3.1 Soit un entier n > 2. Pour tout n > 0 et tout 5 €]0,1[, il existe €
dépendant de n et de (3, tel que pour € < €y, ’espace projectif complere CP™ munie de la
métrique g. construite par Anderson, admet un domaine ), de volume relatif Vovlo(l(égzl) =3,
non homéomorphe a une boule euclidienne, vérifiant :

M (Q) < A(Q) +1

et tel que (2, CP", g.) n’est pas proche, pour la distance de Gromov-Hausdorff, de (2*,S", can).
De plus, pour 8 < %, on peut supposer § a bord convexe.

Schéma de la preuve

Fixons 8 €]0,1[ et 7 tel que Vgen(r) = 3 vol (S$*").
Considérons I'ensemble des points de CP™ & distance inférieure & r de CP"! pour les
coordonnées choisies par M. Anderson, notons Bcpn-1(7), cet ensemble.
Par construction, Bepn-1(r) n’est pas homéomorphe a une boule euclidienne.
La preuve consiste d’abord a montrer que le volume des extrémités de (CP",g.) (i.e. la
ou g. n’est pas un produit tordu) tend vers zéro avec €. On en déduit une estimation du
volume relatif de Bepn-1(7) :

vol (Bepr-1(r))  vol (Bgza(r))
vol (CP") —  vol (S™)

Ensuite, en transplantant la premiere fonction propre 7' de Dirichlet de la boule géodésique
de rayon r de la sphere de dimension 2n sur l'espace projectif dans les coordonnées d’An-
derson, on obtient par le théoréme du min-max une estimation de AP (Bgpn-1(r)).
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On montre que le quotient de Rayleigh de T transplanté sur CP" est environ égal a
AP (Bgan (1)), & cause de la petitesse du volume des extrémités de (CP™, g.).

Métrique d’Anderson en dimension n

On conserve les notations du chapitre 4 sur ces exemples.
N désigne maintenant CP" privé d’une boule.
N est difféomorphe au produit S**~! x I/ ~ et munie d'une métrique de la forme :

g =dt* +u*(t)oy + rQ(t)(UXIQ +.4+oxz ).

2n—2

Les coefficients de la métrique sont inchangés, seuls les parametres different :

pourt € [0, £] : u(t) = st r(t) = 6+%
pourt € [, 5 — 6] u(t) = ci(e)sin(t +0), 7r(t) = ca(e)sin(t +0)

Remarque 5.3.2 Par choiz de la métrique, pour tout r < 7 et € assez petit, la deuricme
forme fondamentale de {r} x S$*"~1 :

IT = cot(r + d(€))g
est définie positive : le bord de Bepn—1(r) est conveze.

Les valeurs de ces parametres sont :

p— 1
2
k= (2n)2
tan(m) = % + 4nm
- m(2n)2
d(€) = O(e)

Les coefficients ¢ (e) et cz(€) vérifient (pour que la métrique soit C'*' en £) :

cos(%)cl (€) = cosm

cos(%)@(e) _

Par conséquent, pour € assez petit :

cos(m) < ¢1(€) < 2cos(m), (5.3)
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(5.4)

La forme volume vérifie :

dv, = 6(t)dtdz,

avec, pour tout t € I :
O(t) = u(t)r*2(t).

Le bord de N étant totalement géodésique, M. Anderson construit une métrique sur une
boule de R?" semblable & g dont les coefficients sont égaux a ceux de g pour t > T
On note (CP™, g.), la variété riemannienne obtenue en recollant N a cette boule. Venons

en maintenant aux :

Estimations de volumes
Fixons 3 €]0,1[ et r tel que Vg (r) = 3 vol (S*").

On suppose désormais ¢ assez petit pour que :

%<7’<7r—25—£

Lemme 5.3.1 Sous les hypothéses de la proposition 5.3.1, il existe une constante C(n)
dépendant de la dimension n, telle que :
pourt € [0, 7] :
0(t) < C(n)te 2.

Preuve : Pourt € [0, ]:

d’ou la majoration :

Démonstration de la proposition 5.3.1

Commengons par le

Lemme 5.3.2 Sous les hypothéses de la proposition 5.3.1, il existe une fonction 7(€|n, (3)
telle que :

AL (Bepn-1(r)) < A (Bgea(r)) + 7(e|n, B).
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Preuve : Notons 7T la premiere fonction propre de la boule de rayon r de S**.
On la suppose normalisé par :

/r T?(t)sin® " H(t)dt = 1. (5.5)

0

D’apres les résultats généraux sur le spectre de Dirichlet, T € C*([0,]).
Par conséquent, soit C'(r,n) dépendant de r et de n, tel que :

|T]|eo < C(r,n) et ||T"]|e < C(r,n). (5.6)
Définissons & 1’aide de T, une fonction test 7" sur Bepn-1(r) :

~ Bpe14) sitelo, ]
T(t) = T(t+9) site(;,r—7]

0 sitelr—o,r]

Notons QRBCPnfl(T)(f), le quotient de Rayleigh de T sur Bepn1(r) et QRp,,(T), le
quotient de Rayleigh de T" sur Bgen (7).
Montrons que :

on & fg Ls(T)?(t) sin®* (¢ )dt < rfelrin)
Bepn—1(r) ngré T2(t) Sin2n71(t>dt ST n
) J1 (TR0 sin? (1)
o (TH2(t) sin“™ ™ (t)dt
Rp., o(T) — =52 < .
Q BS27L( )( ) f£+5 T2(t Sin2n—1(t)dt > 7—(6 |T, n)
k

)
D’apres le lemme 5.3.1 et les estimations (5.6) :

J
J

De méme sur S*; en utilisant les estimations (5.6) :

/ T? sin® ! (t)dtdx — / / T?(t) sin® ! (t)dtdx
BSQTL ('I’) i—i—é §2n—1

< 7(er,n)

ﬁmmmm—/ /‘ T2(8) sin?™ (¢) ey (€) 2"2(e) dtda
) £+6 Js2n-l

cpn—1(r

et

)(T') O(t)dtdr — é+5 /Sznl(T') () sin® = (t)cr (€)es 2 (€)dtdz| < 7(e|r,n).

cpn—1(r

< 7(elr,n)

et

< 7(elr,n).

/ (ﬂ%ﬁ%www—/ / (T"V2(¢) sin2= (1) dtda
Baon (r) 45 S
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Pour conclure a la proximité des quotients de Rayleigh, il reste a minorer, pour € assez

petit, par une constante positive C(n,r) indépendante de €, les quantités :

/ / T?(t) sin®* ! (t)dtdz > C(n,r)
+o J§n-t

et
/S s /S T2(t) sin®* " (t)er(€)c3**(e)dtdx > C(n, 7).

2n—2
La premiere inégalité est une conséquence directe de la normalisation (5.5) et de (5.6)

2

Pour la seconde, on utilise en plus les minorations (5.3) :
c1(€) > cos(m) et co(€) >

Par conséquent :
QRp, ., (1) — QRp,,(T)| < 7(e|r,n).
D’ou1, comme 7T est la premiere fonction propre de la boule de rayon r de S** :
NP (Bepni1(r)) < AP (Bgen (r)) + 7(e|n, B),
|

par le théoreme du min-max.
5.3.2 Stabilité métrique associée au théoreme de Bérard-Meyer

Dans cette partie, nous établissons des résultats de stabilité pour la distance de Gromov-
Hausdorff associé a un “hémisphere” d’un sinus produit tordu. Ces résultats ne sont valables

que pour des domaines vérifiant certaines hypotheses de convexité.

Commencons par donner quelques définitions :
Définition 5.3.1 On appelle deuzieme forme fondamentale du bord d’un domaine régulier

Q, le tenseur défini sur T 0S) par :
pour u,v appartenant a T}, 0S),
(u,v) = —g(Dyn,v)

ot n est la normale unitaire rentrante en x € 0S).
La courbure moyenne en un point x € 02 est la trace de la deuxieme forme fondamentale

n—1

H(x) =

i=1
Un tel domaine est a bord convexe, si Il est définie positive en tout point du bord :

II(X,X) >0 Ve € 09, VX € T, 00\{0}.

ZH(% e;) avec (€;)1<i<n—1 une base orthonormée de T,05.
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Définition 5.3.2 Un domaine régulier 2 d’une variété riemannienne (M, g) est convexe

st pour deux points quelconques de €2, toute géodésique minimisante les reliant, est contenue
dans €.

Le premier résultat est :

Théoréme 5.3.1 [ existe des fonctions 7(€) et 7/(¢) telles que, pour toute variété rie-
mannienne (M, g) appartenant a M, contenant un domaine Q2 régulier, dont la courbure
moyenne H en tout point du bord est positive ou nulle, de volume vol 2 < % vol M et dont
la premiere valeur propre de Dirichlet vérifie :

A(Q) <n+e

alors, il existe un espace métrique (N,0) et une application ¢ de M a valeurs dans la sinus
suspension : ((0,7) x N,d) qui est une 7(€)-presque isométrie, de plus il existe un ouvert
Q' C Q tel que % < 7'(€) et tel que l'image par ¢ de Q) est T(€) Hausdorff proche
d’un hémisphere de la sinus suspension.

Remarque 5.3.3 L’hypothese sur la courbure moyenne est peut-étre superflue. Pour s’en
convaincre, considérons un hémispheére de la sphere canonique auquel on aurait retranché et
ajouté des “cheveux” (i.e. des petits voisinages tubulaires de sous-variétés de codimension
au moins deuz), la premiére valeur propre de Dirichlet de ce domaine est proche de celle de
I’hémisphere sans que le domaine soit Hausdorff proche de celui-ci. Ce domaine contient
malgré tout un sous-ensemble Hausdorff proche de ’hémisphére (obtenu en “coupant” les
“cheveuz” que l'on a rajoutés).

Nous montrons également :

Théoréme 5.3.2 [l existe une fonction 7(€) telle que, pour toute variété riemannienne
(M, g) appartenant a M, contenant un domaine §) régulier conveze, de volume vol Q <
% vol M et dont la premiere valeur propre de Dirichlet vérifie :

AP (Q) <n+e,

alors, il existe un espace métrique (N,0) et une application ¢ de M a valeurs dans la sinus
suspension : ((0,7) x N, d) qui est une 7(€)-presque isométrie, de plus l'image par ¢ de )
est T(€) Hausdorff proche d’un hémisphére de la sinus suspension.

Ce théoreme généralise dans le cas de I'hémisphere, un résultat de A. Avila ([4]) sur certains
domaines convexes de la sphere S? :

Théoréme 5.3.3 (Avila) Soit Q un domaine régulier conveze contenu dans un hémisphére
de S?. Soit B une boule de méme volume que Q.
Supposons que :

AP () < M(B) +e,

alors, il existe une fonction 7(€) dépendant de vol (2), vol (0R2) et du rayon de B telle que
Q est 7(e)-Hausdorff proche de B.
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Plan de la démonstration des théorémes 5.3.1 et 5.3.2

Commencons par le théoreme 5.3.1.
Le schéma de la preuve est le méme que dans le cas sans bord.
Un hémisphere de S™ est un domaine nodal d’une fonction propre de valeur propre n.
Dans le cas de presque minimalité, I'idée consiste a montrer que le hessien de la premiere
fonction propre de Dirichlet du domaine vérifie la méme estimation que celui de ’hémisphere :

|| Hess f + fgllz2) < 7(e), (5.7)

puis d’utiliser le lemme de Toponogov L2

Pour tirer des informations du lemme de Toponogov L?, il est nécessaire de controler les
conditions initiales de 1’équation différentielle sous-jacente.

Dans ce but, on montre que le gradient de la premiere fonction propre reste petit au voi-
sinage d’un point réalisant le maximum et qu’il est borné en norme L* par une constante
ne dépendant que de la dimension n.

L’étape suivante consiste a établir que €2 contient une boule de rayon presque 7, donc
de rayon presque maximal étant donné I’hypothese sur le volume relatif. Pour cela, on
prouve que la fonction propre est proche en norme L* d’une fonction cos de la distance a
un point convenable, sur un sous ensemble de ().

On remarque ensuite que {2 ne peut contenir une boule de rayon presque 7 que si le
diametre de (M, g) est environ égal a m. Ceci fournit, par un théoreme de J. Cheeger et
T. Colding (théoreme 3.0.6), une approximation de Gromov-Hausdorff de M avec un sinus
produit tordu.

Le dernier point consiste a prouver que le domaine 2 admet un sous-ensemble de vo-
lume relatif presque maximal dont I'image par cette approximation est Hausdorff proche
de I'hémisphere, ce qui découle du fait que €2 contient une boule de rayon presque 7 qui est
presque géodésiquement convexe (i.e. la distance restreinte a 2 et la distance extrinseque
de cette boule sont presque égales).

La preuve du théoreme 5.3.2 découle en partie de la preuve précédente puisque le bord
d’un domaine convexe est a courbure moyenne positive ou nulle. On montre pour conclure
quun domaine vérifiant les hypotheses du théoreme 5.3.2 est contenu dans une boule
adéquate de rayon environ égal a 7.

Remarque 5.3.4 Soit V une boule géodésique de la sphére canonique, différente de [’hémi-
sphere. L’équation vérifice par le hessien de la premiere fonction propre f de Dirichlet, sur
ce domaine, est de la forme :

Hess f = Ag + Bdf ® df,
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avec A, B des expressions dépendant de f (c’est une conséquence de l’équation différentielle
du lemme 5.2.1).

Nous n’avons pas réussi, a ce jour, a adapter la méthode de démonstration a ces autres
cas, en particulier parce qu’il semble plus difficile de caractériser le cas d’€galité avec la
formule de Bochner.

Dorénavant, on supposera la premiere fonction propre f de {2 normalisée,
par analogie avec I’hémisphere, par :

f>0sur Qet sup f=1. (5.8)
0

Estimation L? du hessien de la premiére fonction propre

L’estimation (5.7) sur le hessien est une conséquence d’une formule due a R. Reilly
([39]) qui est une version intégrée de la formule de Bochner, dans le cas des variétés a
bord :

Lemme 5.3.3 (Formule de Reilly) Soit (M",g) une variété riemannienne compacte a
bord lisse OM . Pour toute fonction appartenant a C*(M), on a :

2 2 .
/M|Hessf| /M(Af) —i—/MRlc(Vf,Vf)
= oM _8f oM _ <8f )2 _ oM oM
2/6M<V (5, V7> /WH = /WH(V £VOM Y (5.9)

ou VM désigne le gradient pour la métrique induite de la restriction a OM d’une fonction
réquliere de M.

En appliquant cette formule a la premiere fonction propre de Dirichlet du domaine €2, on
obtient :

Lemme 5.3.4 Il existe une constante C'(n) telle que, pour toute variété (M, g) appartenant
a M, et admettant un domaine régulier 2 dont la courbure moyenne en tout point du bord
est positive ou nulle et vérifiant n < AP (Q) < n+e, alors, en notant f la premiére fonction
propre du probléme de Dirichlet sur S, normalisée par (5.8), on a lestimation :

1
vol 2

[ tttess £+ 7ol < e
Q

Preuve : D’apres le corollaire 5.1.1, {f = 0} = 09Q.
La formule de Reilly appliquée a f donne :

/Q’HeSSf|2_/Q(Af)z—i-/QRic(Vf,vﬂ:_/89H<%>2
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En utilisant 'hypothese sur la courbure de Ricci et sur la courbure moyenne du bord 0f2,
il vient :

/\Hessf]2+((n—1))\—)\2)/f2SO
Q Q

Or Hess f = (Hess f + %fg) - %fg donc, le premier terme étant de trace nulle, on obtient :

2 Ao A,
| Hess f|* = |Hess f + —fg|" + —f
n n
On en déduit :

(n—l—)\))\—i-)\—z : /f2+ : /]Hessf—l—if <0
n / vol Q Jq vol 2 Jq pl I =

D’ou, par choix de la normalisation pour f :

VoiQ/Q‘HeSS”%fg’Q =" <("—1>A+A2(%—1>>
VO?Q/Q‘HeSSf""%fQF < ("_1)%0\—71)

On conclut, en remarquant que :

A A
| Hess f + fg| < | Hess f + = fg|+|= = 1]|fg]

A 2
[ Hoss / + fol” < 2(| Hess f + = fg* + %)

D’ou le résultat. [ |

Bornes L™ de la premiere fonction propre de Dirichlet et de son gradient

L’étape suivante est de montrer que le gradient de la fonction propre f reste petit au

voisinage d'un point réalisant le maximum de f. Ce lemme est inspiré d'un résultat da a
P. Li et S.T. Yau ([32]).

Lemme 5.3.5 (Li-Yau) Soit (M", g) une variété riemannienne de dimension n, dont la
courbure de Ricci vérifie : Ric > (n—1)g et Q un domaine régulier de M dont la courbure
moyenne en tout point du bord OS2 est positive ou nulle.

Soit f la premiére fonction propre de Dirichlet sur S, que l'on suppose normalisée par (5.8).
Alors, pour tout x € Q :

IVFP(2) < AV (@Q1 = (=),

IV fllzee < 4/AP ().

en particulier :
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Preuve : Commencons par quelques remarques sur f.
On note n(x) la normale intérieure unitaire en x € O€).
En appliquant le principe du maximum fort a —f, on en déduit :

gﬁ( ) >0 Vxe 0.
Par conséquent en tout point x € 00 :
IVf|(z) >0 (5.10)
et v/
T) = —== ().
o) = 5@
Donc pour X,Y € T, 09 :
—1
X,y Hess f(X,Y
) = g e /)

Remarque 5.3.5 Une fonction propre pour le probleme de Dirichlet sur un domaine 2
est une fonction appartenant a C*(2), cette fonction est donc la restriction d’une fonction
lisse définie sur un ouvert contenant ) et le hessien de f est bien défini sur 0S).

Par conséquent, on en déduit 1’expression suivante de la courbure moyenne :

H(z) = Z Hess f(e;, €;),

IVfI

avec (€;)1<i<n—1 une base orthonormée locale de T,,052.
Par continuité, pour z € 09, Af(z) = Af(z) =0, d’ou :

H(z) = Hess f(x)(n,n).

B
V()

En particulier, pour tout z € 09X :

Hess f(x)(n,n) > 0. (5.11)

Passons maintenant a la démonstration du lemme :
On introduit la fonction :

IV
B2
Par compacité, il existe zq tel que F'(z) = supg F.

Supposons tout d’abord que zy appartient a 9€2. Dans ce cas, par le principe du maximum,
on doit avoir I'estimation :

F =

ou > 1.

oF
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Calculons %—5 (o).

oF  2<DaNfN[> of|ViPa(y)

A Ty R (e py 23e
Or, o
2|V fIPLL

puisque f vérifie les conditions de Dirichlet sur le bord.
Montrons que le premier terme est positif ou nul en x.

<D6%Vf,Vf >= Hessf(%,Vf)

o 0
< D%Vf,Vf >= \Vf|Hessf(a—n, 8_77)
Donc, par (5.11) :
et par conséquent,
oF
On déduit de (5.12), 'inégalité :

En effet, si AF(xq) < 0, alors il existe un voisinage U de zy dans Q tel que :
Vy € U, AF(y) < 0.

On en déduit alors, par le principe du maximum fort :

or
8_77 (l’o) < O,

ce qui contredit (5.12).
Calculons maintenant le laplacien de F'.

g USSP 20V AP

B (B
D’ou :
H V£? 4f
Hess ' = e;s(_‘ fz‘ ) 4 e f2)2d(|vf|2) ® df
2V fI? 8fIV S| 2|V f|?
(@_f2>2df®df+ (5_f2>3df®df+ B2 Hess f.



104 Chapitre 5. Pincement du spectre de Dirichlet

On en déduit :
A(IV£P) Af
AF = - g
g—rf (B
En particulier, en un point y € 0 :

_AVP)) 2Vl
5 o

2 2|V 8V | 2fIVSPAS
(d(]Vf\ )>df) o (ﬁ|— f|2)2 o (5|—f2|)3 (5|_ }2)2 )

AF(y)

Or, d’apres la formule de Bochner :
LA(VF2) = —| Hess f2 = Ric(V £,V f) + AP(Q)V /]2
5 AV ) = —[Hess f| iV, V) + A (QIV T

puisque f est une fonction propre associée a A\P(Q).
On en déduit, comme Ric > (n — 1)g, 'inégalité :

A(VIP) <227 Q)IV P,

ce qui implique :

AF(y) <2 (A?(Q) |Vg|2 - \Vﬁél“) : (5.13)

En appliquant (5.13) au point g, on en déduit, comme F(zq) > 0 :
F(z0) < A\(9),
d’ou 'estimation en faisant tendre 3 vers 1.

On suppose dorénavant que F' atteint son maximum en un point xy € €.
La suite de la démonstration est similaire au cas sans bord.

En zg :
VF(10) = 0, (5.14)
et par le principe du maximum :
AF () > 0 (5.15)
(5.14) donne :
1957 wo) = =L g (5.16)
Ce qui implique,
<ﬂWﬂ%ﬁ>@w=—%§%¢m@ (5.17)
et de (5.15), on déduit :
@E%%ﬂmﬂWﬂ%@ﬂﬂi%g%@

L[ 2V 2/Af __8fﬂVP:>
vl ((5—PF+Kﬁ—FP G-rr) ="
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D’ou par (5.17) :

A(VP)

2IVfI? 2fAf
——— =+ |Vf|? ( + > 0.
s NG
En utilisant la formule de Bochner appliquée a f, il vient :
\Zik VP2
APV P — | Hoss I — + A7 (Q) f? > 0. 5.18
rOIVIF = [Hess fI7 = =5 + MO 55 (5.18)
On cherche maintenant & obtenir une minoration du terme | Hess f|?.
Par Cauchy-Schwartz :
| <d(|VfI7df > | < |d(IVF1*)]-|df |
Or, d(|Vf|*) = 2|V f|d(|V f]), d’ol, par la premicre inégalité de Kato :
[d(IV )l < [DVf],
il vient :
| < d(IVfI?,df > | < 2|V f|*| Hess f|
On obtient alors, a I'aide de (5.17), une minoration de | Hess f|*(zo) :
2 4
2 IV
| Hess f|*(xo) > 5
que 'on injecte dans (5.18) :
en Iop -
’ 1 A ()2
AP (Q vﬂ-w‘*( / — >+Vf21—20,

en multipliant par %, on obtient en xg :

2

Fo @ - VP20,

(B =) = VP

d’ou

Y S
A8 = VI =

> IV

ce qui donne apres simplifications :
F(z0) < AP(Q).

Il ne reste qu’a faire tendre (3 vers 1, pour obtenir le résultat. ]
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(2 contient une boule de rayon presque égal a 7

Soit {2 un domaine régulier de (M, g) vérifiant les hypotheses du théoreme 5.3.1.
Soit x un point de €2 tel que f(z) = 1 avec f la premiere fonction propre de Dirichlet
normalisée par (5.8).
Notons d la distance de x au bord : d = d(z, 0R).
Par définition de d :

B(z,d) C Q.

L’hypothese :
vol Q2
vol M

<

N —

implique, par Bishop-Gromov :

vol Bsn(d) < vol B(z,d) < 1
vol(S*) = wol(M) — 2
D’ou : -
d< —.
-2
Nous allons montrer que I'’hypothese AP (2) < n + € implique que d est presque égal a 5

Lemme 5.3.6 Soit Q un domaine régulier de (M, g) vérifiant les hypothéses du théoréme
5.8.1. Soit f la fonction propre associée a \P (), que l'on suppose normalisée par (5.8) et
soit x, un point de Q) tel que f(x) = 1.
Alors, il existe une fonction 7(€), dépendant de la dimension n, telle que, pour tout domaine
Q et tout (M, g) vérifiant les hypothéses ci-dessus, on a :

B (l’, — T5,3.6(€)> C Q

Preuve : Notons d la distance de = au bord : d = d(x, 09).

La méthode consiste & appliquer le lemme de Toponogov L? (lemme 2.3.1) sur des boules

telles, qu'une géodésique minimisante ayant ces extrémités dans celles-ci, soit contenue
dans €.

Soit y € 09 tel que : d(z,y) = d(z, 0 ) et v une géodésique minimisante reliant = a y.
D’apres le lemme 5.3.4 :
| Hess f + fgllr2@) < 7(e).

Soit r(€), un rayon tel que le membre de droite dans I'inégalité de Toponogov L2, soit
petit :

CN’2.3.1(n) 1 )
V(r(e) vol () /Q’Hessf +f9P* < V7o)
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Considérons z € 7 tel que d(y, z) = 3r(e) et :

By = B(x,r(€)), B, = B(z,1(€)).
Vérifions que pour ce choix, toute géodésique minimisante ayant ces extrémités dans By et
B> est nécessairement contenue dans (2.
Soit u € Bj.
d(u, 0) > d(x,00) — d(u,z) > d —r(e).

D’autre part, on vérifie, grace a 'inégalité triangulaire, que :
) b )

Vv € By, d(u,v) <d—r(e).
Par hypothese :

flx) =1
et, d’apres le lemme 5.3.5 :
Vu € Q, [VfI*(u) <A1~ f2(u)),

en particulier, pour e <1 :

IV fllze < Vn+1. (5.19)

Par conséquent en appliquant le lemme de Toponogov L?, on obtient, comme dans la preuve
du lemme 3.1.2, 'existence d'une fonction 7(€) telle que :

Yv € B, |f(v) — cosd(x,v)| < 7(e). (5.20)

En particulier, cette estimation est valable pour le point z.
D’autre part, par construction, et en utilisant (5.19), il existe une fonction 7”(¢) telle que :

1f(2) = F)l = 1f () < 7"(e).
Or d(z, z) = d — 3r(e), (5.20) implique alors I'existence d’une fonction 75 (€) telle que :
il
2

ce qui conclut. |

d> = —7e),

Démonstration du théoréme 5.3.1

A Taide du lemme 5.3.6 et d'un théoreme de Cheeger-Colding (théoreme 3.0.6), nous
allons montrer dans un premier temps, que (M, g) est Gromov-Hausdorff proche dun sinus
produit tordu a I’aide d’une approximation explicite, puis montrer que I'image par cette
approximation d’'un ensemble de volume presque maximal de €2 est Hausdorff proche d'un
“hémisphere” de ce sinus produit tordu.
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Lemme 5.3.7 Sous les hypothéses du théoréme 5.5.1, notons d, = sup,, d(x,y) avec z tel
que f(z) = 1.
Alors :

W) <nte=d,>7—7(e).

Preuve : Par définition de d,, vol (B, z,d,) = vol (M).
D’apres le lemme 5.3.6, 2 D B(z, 5 — 7(€)), par conséquent, par hypothese sur le volume
relatif de 2 et en utilisant le théoreme de Bishop-Gromov (théoreme 2.1.1) :

V(5 —1(e) _ vol(B(z, 5 —7(€)) 1
Vi) = vl(Bnd)) "2
d’ou
V(d,) 2 2V(5 = (o))
Ce qui conclut. [ ]

Corollaire 5.3.1 Avec les notations du lemme 5.3.7, il existe une fonction 7(¢€) telle que :

Vr € [0,d,], Voifff((;‘;;)) - Vlflign) < 7(e).

Preuve : C’est une conséquence du théoreme de Bishop-Gromov. Nous renvoyons a la
preuve du lemme 3.3.1 pour plus de détails. |

s

En particulier, une boule de centre = et de rayon environ égal a 7 est de volume relatif
. 4 1

environ égal a .
D’apres le lemme 5.3.7, une variété riemannienne vérifiant les hypothéses du théoréeme

5.3.1 est de diametre presque maximal, par conséquent par un théoreme de J. Cheeger et
T. Colding (théoreme 3.0.6), on en déduit :

Théoréme 5.3.4 [l existe une fonction 7(€) telle que, toute variété riemannienne (M, g)
appartenant a My et admettant un domaine €2 régulier vérifiant :

Yu € 092, H(u) >0,

vol (©2)

vol (M) =

Y

N | —

A (Q) <nte

vérifie la propriété suivante :
Il existe x,y € M tels que d(z,y) > m — 7(€), il existe une sphére géodésique de M de
centre x notée N et une distance d sur N tels que, en notant :
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[0, 7] X N lespace métrique muni d’une structure de sinus produit tordu ;
p la projection de M sur N :
(M,g) — N
z — p(?)

avec p(z) tel que : d(z,p(z)) =d(z,N);
l'application ¢ :

(M,g9) — [0,7] XN
z o (d(z,2),p(2))

est une T(€)-presque isométrie.

Nous allons maintenant montrer qu’il existe un rayon r(e) pour lequel la boule
B(x, % —r(€)) est contenue dans € et I'image par ¢ de cette boule, munie de la distance
dgq, est Hausdorff proche d’un hémisphere du produit tordu, ce qui terminera la preuve du
théoreme 5.3.1.

Il suffit de prouver que dys(u,v) ~ do(u,v) sur B(z
découle ensuite de la définition de ¢.
C’est 'objet du lemme suivant :

™

, 5 —r(€)), la presque surjectivité

Proposition 5.3.2 Sous les hypothéses du théoréme 5.3.1, il existe des fonctions r(e) et
7(€) telles que : Vu,v € B(z,5 —r(e)),

do(u,v) < dp(u,v) + 7(e),

ou dyy désigne la distance riemannienne sur M et do désigne la distance intrinséque sur
Q.

Preuve : D’apres le lemme 5.3.6, Q D B(x, 5 — r(¢)). Par conséquent, pour s’assurer
qu'une géodésique 7y, paramétrée sur [0,1], de (M, g) est contenue dans €, il suffit de
vérifier :

Vie [0,1], d(z,(t) < g —r(e). (5.21)

Pour obtenir une telle estimation, nous allons utiliser le fait que x admet un point a distance
presque 7 et que, par conséquent, d’apres le lemme 3.3.2, cosd, est proche, en norme L,
d’une combinaison linéaire de fonctions propres de (M, g), de valeurs propres environ égales
an.

D’apres le lemme de Toponogov L2, le long de presque toutes les géodésiques de (M, g),
cette combinaison linéaire de fonctions propres est presque une combinaison linéaire de
cosinus et de sinus, on en déduit I'estimation souhaitée.

Commencons par le résultat suivant :
Conservons les notations du lemme 5.3.7 :

d, > 7 —71(€),
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d’ou, en notant k& = max{i € N; \;(M) < n + /7(€)}, on obtient, par le lemme 3.3.2,
'existence d’une fonction 7/(¢) telle que,

k
\hmsd——}jal Ville < 7'(e) et | Y af(x) — 1] < 7/(e). (5.22)

avec (f;)i1<i<x une famille orthogonale de fonctions propres associées a (A;(M))1<i<k et
normalisées par W S =4

Remarque 5.3.6 D’apres le corollaire 3.2.1, on peut supposer k < n + 1.

Par définition de k et en utilisant la proposition 2.3.1, il existe une fonction 7”(¢) telle

que,
|| Hess (Z a;(x)

i=1 =1

E

Mw

ai(x) fi)gll 2y < 77(e). (5.23)

Notons f = S | a;(x) f;.

Par conséquent, d’aprés le lemme 2.3.6, il existe des fonctions r(€), R(€) et 7 (€) tels
que :
Vu,ve M;R(e) <dlu,v) <m— R(e),3 4,7 admettant une unique géodésique minimi-
sante v les reliant et vérifiant d(u, @) < r(€), d(v,?) < r(e), tels que :

sin(l — t)

() (cosdtan i)™ 7 om0 50 ) < e

pour tout ¢ € [0,1], avec | = d(a, ) .
L’inégalité (5.22) permet alors d’en déduire (on suppose d(z, ) < 5 et d(z, ) <

|k

B

[—t in(t
wwm%mz(mw@m?%ml+wM@@zLQ_ﬁ@
Puis, en remarquant que : 5200 4 21;8 >1 (I <), on en déduit :

sin(l)
cosd(z,(t)) > min (cosd(x,u),cosd(x,v)) — T2(€),

pour tout ¢ € [0,1].

Par conséquent, en prenant u et v suffisamment loin du bord (i.e. appartenant & une
boule B(xz, 5 — r(¢)) pour r(e) convenable), il existe une géodésique minimisante dont les
extrémités u et v sont proches de u et v, qui est contenue dans 'ouvert 2.

Pour de tels points v et v, on a donc :

do(u,v) < dp(u,v) + 73(€).
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Démonstration du théoréme 5.3.2

Remarquons d’abord que la seconde forme fondamentale (et par conséquent la courbure
moyenne) du bord d'un domaine convexe est positive ou nulle :

Lemme 5.3.8 Soit Q un domaine régulier convexe d’une variété compacte (M, g). Alors
la deuzieme forme fondamentale 11 du bord de 2 vérifie :

Vo € 0Q,VX € T,00, TI(X,X) > 0.

Preuve : Soit x appartenant a 02 et B(x,r) une petite boule telle que pour deux points
quelconques de cette boule, il existe une unique géodésique minimisante les reliant. On
note 7, la normale intérieure de {2 en un point du bord.
Notons B, I'image par exp, ' de B(z,r) et V 'hypersurface exp, ' (9QN B(z,r)). On munit
B, de la métrique “pull-back”, de sorte que les géodésiques issues de 0 sont des segments.
Notons H I'hyperplan tangent & V en 0. Notons {2’ 'image par exp;! de B(x,r) N Q.
Notons H; (respectivement Hj) l'intersection du demi-espace ouvert déterminé par H ne
contenant pas (respectivement contenant) le vecteur dexp,!(n(x)) et de B,. Montrons que
H, est contenu dans le complémentaire €' de Q' dans B,.
Supposons qu’il existe y € H; N Q. Soit S le segment géodésique passant par 0 et y.
Comme 0 € V, il existe un point z du segment S appartenant a ' N Hy, ce qui contredit
la convexité de €2 puisque y et z sont reliés par une unique géodésique minimisante et que
celle-ci rencontre transversalement le bord. Par conséquent, H; C V.
On en déduit la propriété sur la seconde forme fondamentale, puisque quitte a diminuer
r, on peut supposer que V est une ligne de niveau {f = 0} d’une fonction f sans point
critique, définie sur B,. On a alors (avec les identifications convenables) :

n= V_f (si on suppose f > 0 sur ')

IV /]
et donc, en restriction a H :
Hess f = —|V f|IL

Or, nous venons de montrer que f(0) =0 (0 € H) est un maximum local de f|y, ce qui
implique le résultat.

On en déduit la preuve du théoreme 5.3.2; a I'aide du lemme suivant :

Proposition 5.3.3 Il existe une fonction R(e) telle que, pour tout domaine régulier conveze
d’une variété (M, g) appartenant a M, , vérifiant :

vol (Q2) <1
vol (M) — 2
MP(Q) <n+e,

alors, en notant x le point introduit dans le lemme 5.53.6, on a :

Q C Bla, g + R(e)).
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Preuve : Fixons quelques notations :

Notons y € 99 tel que d(y,z) = d(x,00) avec x un point de € tel que f(z) = 1 ou
f est la premiere fonction propre de Dirichlet sur €2, normalisée par supg, f = 1. On note
d = d(y,z), d’apres le lemme 5.3.6 :

s s
5 2d>5—ne). (5.24)
D’autre part, comme AP(Q) <n +¢:

1
o] [ 1Hess £+ 9P < Co)e

On a également (voir la proposition 5.3.2) :

|| cos d, —Zaz ) fillLe < 7'(e), (5.25)

k

1> ai(@) =1 < 7'(e)

i=1
et

k
HHess(Zai( ) Zaz V)l 2y < 7). (5.26)

On fixe r(€) tel que :

1
V(r(e)

ot L Hess o < Ve

et
1

V(r(e)) T < vrle)

Nous allons utiliser une version plus précise du théoreme de Bishop-Gromov :

Théoréme 5.3.5 (Bishop-Gromov) Soit (M, g) appartenant a M, . Soit s,S,r, R des
réels vérifiant 0 < s < S, 0<r< R,s<r,S<Retpe M. Soit I' une partie mesurable
de S,(M) le fibré unitaire tangent en p. On note AL 4(p) = {va(t);d € T et t € [s,5]} et

ZZ}S l’ensemble correspondant sur la sphere. Alors :

r

vol (AE,S (p)) > vol (ZS,S)
= T

VOl (A 1(P)) = vol (AL )
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Nous renvoyons a [41] pour une démonstration (dans I’énoncé les conditions sur s, S, r, R
sont inexactes, cependant S. Zhu prouve le résultat que nous énongons).

Soit v une géodésique minimisante reliant x a y. Soit 3y’ € v tel que :
Ay, y) = 5r(e).
Comme d(y, z) = d(z,08), on a :
B(y',4r(e)) C Q.
Soit z € 0€2. Soit 7, une géodésique minimisante reliant = a z, contenue dans {2 sauf

en z. Soit 2’ € ¥, tel que d(z, 2') = r(e).
Notons dy = d(2, 1), do = d(x, z) et supposons :

dy > g +0(e), (5.27)

avec 0(e) > max{+/r(€), /71(e)}.

Quitte & augmenter encore un peu 6(¢), nous allons obtenir une contradiction.

A Taide de I'inégalité triangulaire, on montre :

B(y',7(€)) C Ay (a2 () C B/, 3r(e)), (5.28)

avec I' la trace sur S,/ de B(y/,r(€)).
Par construction de 3 :
B(y',3r(e)) C Q.

Or par l'inégalité triangulaire :
dl > d(l’, Z/) - d(l’, y/)

d’ou :
dl Z dg — d+4’l“(€)

c’est-a-dire par (5.27) et comme d < 7 :

dy > 0(e) + 4r(e) > 0(e) > r(e).

Par le théoreme de Bishop-Gromov :

—T
vol (Ad—lfr(e) 4 +T(e))
vol A%_T(E)%M(E)(z’) > vol (Agl,r(€)7d1+r(e)(z')) X 2 2 . (5.29)

T
vol (Ad1 —r(e),d14r(€) )

Comme (2 est convexe, on en déduit puisque 2’ € Q et par (5.28) :

r
Ay

U r(e), L+r(e)

(z') C Q.
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Sur la sphere :

e [ (sin(t))Lat
Ad 0,940 IR

T T pditr(e), . n— :
Adi—r(e)dy+r(6) iy (sin(t))—1dt

Par conséquent, en remarquant que pour tout t € [0, 7| :
(sin(5)"" 1
(sin(t))»1 = 201’
on en déduit par (5.28), (5.29) et d; > r(e), 'existence d'une constante D(n) > 0 telle
que :

(5.30)

vol A%fr(e),%Jrr(e)(Z/) > D(n) vol (B(y/,r(¢))).

D’oli, par choix de r(e), le lemme de Toponogov L? s’applique avec B(x,r(€)) et
o ( )(z’), deux parties de (.

7—7‘(5),%—5—7" €
Par conséquent, puisque f atteint son maximum en z, on en déduit, comme dans le

lemme 5.3.6, 'existence d’une fonction 5(€) et de points v € AL (.81 )(z’) tels que :
S5 —r(e), 5 tr(e

|f(v) = cosd(x,v)| < Ta(e). (5.31)

Nous allons maintenant estimer cosd(x,v) en utilisant I’existence d’une fonction 73(€)
telle que (M, g) est 73(¢) Gromov-Hausdorff proche d'un sinus produit tordu (théoreme
5.3.4). Notons 7, ¥,z et v 'image des points z,y’, 2’ et v dans le produit tordu, ces points
vérifient a 73(€) pres les mémes relations que z,%y/,2" et v, on suppose dorénavant que
0(e) > 73(€) de sorte que ces erreurs soient négligeables. Maintenant, pour estimer la
distance de T a v on peut supposer que l'on est sur la sphere puisque la structure de
presque produit tordu de M est par rapport au point x (voir la remarque 1.47, page 196
de [14]). Or sur la sphere, un calcul montre qu’il existe un réel C' > 0 tel que :

d(z,v) > 5t Co(e).

Par conséquent :

d(z,v) > g +CO(e) — T5(e).
A Taide de (5.31), on en déduit
F(v) < cos (g + CO(e) — 75(€)) + (),

et donc, quitte & supposer 0(e) assez grand :

f(v) <0,
ce qui est absurde, d’ou :
Vz € 09, d(x,z) < g + 6(e),

Ce qui conclut.
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Résumé :

Sur I'ensemble des variétés riemanniennes compactes a courbure de Ricci positive (on
normalise par Ric > (n—1)g), la premieére valeur propre non nulle du laplacien agissant sur
les fonctions atteint son minimum uniquement pour la sphére canonique. Dans cette these,
nous caractérisons, a ’aide de la distance de Gromov-Hausdorff, les variétés riemanniennes
a courbure positive dont les premieres valeurs propres du laplacien sont proches de celles
de la sphere canonique.

Cette propriété de minimimalité du spectre de la sphere s’étend par un procédé de
symétrisation, au spectre de Dirichlet des boules géodésiques de la sphere parmi les do-
maines de variétés a courbure de Ricci positive. Nous étudions les domaines de variétés
a courbure de Ricci positive dont la premiere valeur propre de Dirichlet est presque mi-
nimimale. En particulier, nous montrons qu'un domaine convexe dont la premiere valeur
propre de Dirichlet est proche de celle d’'un hémisphere est Gromov-Hausdorff proche d'un
hémisphere d’un sinus produit tordu.

Mots-clés : Géométrie riemannienne, inégalité de Lichnerowicz-Obata, pincement
du spectre du laplacien, géométrie métrique, distance de Gromov-Hausdorff, inégalité de
Faber-Krahn, domaines convexes.
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