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1.1.2 Théorème de Courant . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

1.2 Spectre de (Sn, can) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
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5.2 Principe de Symétrisation de Faber-Krahn . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

5.2.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
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Introduction

Parmi les variétés à courbure de Ricci positive (on normalise par Ric ≥ (n − 1)g en
dimension n et on note Mn l’ensemble des variétés riemanniennes complètes, de dimension
n, vérifiant cette condition de courbure), la sphère réalise l’extrémum de plusieurs invariants
riemanniens :

Théorème 0.0.1 ∀(M, g) ∈ Mn :

vol (M, g) ≤ vol (Sn, can),

Diam(M, g) ≤ Diam(Sn, can),

λ1(M, g) ≥ λ1(S
n, can) = n.

De plus, en cas d’égalité dans l’une de ces inégalités, (M,g) est isométrique à (Sn, can).

Remarque 0.0.1 L’inégalité sur le diamètre implique que toutes les variétés de Mn sont
compactes.
λ1(M) désigne la première valeur propre non nulle du Laplacien sur la variété (M, g).

Ces résultats sont respectivement dus à R.L. Bishop, S.B. Myers, A. Lichnerowicz et le cas
d’égalité est une conséquence d’un résultat de M. Obata ([34]).

Dans ce travail, nous nous intéressons aux résultats de stabilité associés au théorème
0.0.1 :

Une variété riemannienne appartenant à Mn , dont l’un des invariants ci-dessus est
presque extrémal, ressemble-t-elle à la sphère ?
Notamment, une telle variété est-elle homéomorphe à la sphère ou métriquement proche
de la sphère canonique ?

Plus précisément, cette thèse est consacrée à l’étude des variétés appartenant à Mn ,
dont le début du spectre du laplacien est presque minimal, c’est-à-dire proche de la valeur
n.

Le premier résultat de stabilité sous l’ (la seule) hypothèse de courbure de Ricci positive
concerne les variétés riemanniennnes dont le volume est presque maximal, il est dû à G.
Perelman ([36]) :

Théorème 0.0.2 (Perelman) Il existe ǫ(n) > 0 tel que toute variété riemannienne (M, g) ∈
Mn dont le volume vérifie : vol (M, g) ≥ vol (Sn) − ǫ(n) est homéomorphe à S

n.
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Un tel théorème est faux si l’on substitue à l’hypothèse “volume presque maximal”,
l’hypothèse “diamètre presque maximal”. Plusieurs contre-exemples ont été trouvés, no-
tamment par M. Anderson ([1]), qui construit sur l’espace projectif complexe, une famille
de métriques vérifiant l’hypothèse sur la courbure de Ricci et dont le diamètre tend vers π.

Sous l’hypothèse de première valeur propre non nulle, presque minimale, il n’y a pas
non plus de résultat de rigidité topologique. En effet, sous l’hypothèse (M, g) appartenant
à Mn , la première valeur propre non nulle de M est proche de n si et seulement si le
diamètre de M est proche de π.

Au second chapitre, essentiellement consacré à des résultats techniques, nous présentons
un autre critère pour mesurer la ressemblance entre deux variétés : la distance de Gromov-
Hausdorff. Cette notion a été introduite par M. Gromov dans son célèbre “livre vert” ([26]).
Dans ce livre, M. Gromov montre en particulier que les classes d’isométrie des variétés
appartenant à Mn , munies de la distance de Gromov-Hausdorff, est un espace métrique
précompact.

En général, deux variétés peuvent être Gromov-Hausdorff proches sans être difféomorphes
mais J. Cheeger et T. Colding ont montré que, pour des variétés à courbure de Ricci mi-
norée, deux variétés riemanniennes, de même dimension, suffisamment proches pour la
distance de Gromov-Hausdorff, sont difféomorphes :

Théorème 0.0.3 (Cheeger-Colding) Soit (Mi, gi)i∈N une suite de variétés compactes,
de dimension n convergeant, pour la distance de Gromov-Hausdorff, vers une variété rie-
mannienne (compacte) (M, g) de dimension n. Supposons que

∀i ∈ N, Ric(Mi,gi) ≥ −(n − 1)gi,

alors, pour i assez grand, Mi est difféomorphe à M .

Nous terminons ce chapitre en présentant un lemme de “Toponogov L2”, qui a permis à
T. Colding d’établir ([19],[18]) :

Théorème 0.0.4 (Colding) Soit (M, g) ∈ Mn , alors on a l’équivalence

vol (M, g) ≃ vol (Sn, can) ⇔ dGH(M, Sn) ≃ 0.

Est-il possible d’obtenir des résultats de stabilité, pour la distance de Gromov-Hausdorff,
pour des variétés riemanniennes appartenant à Mn , dont le début du spectre est presque
minimal ?

Au chapitre trois, nous présentons plusieurs résultats de ce type.
Le premier est un résultat de J. Cheeger et T. Colding ([14]), qui prouve qu’une variété
(M, g) appartenant à Mn dont la première valeur propre non nulle est proche de n, à
défaut d’être proche de la sphère canonique (les exemples construits par M. Anderson ne
sont pas proches de la sphère, pour la distance de Gromov-Hausdorff) est nécessairement
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proche d’un élément d’une famille d’espaces modèles appelés “sinus produits tordus” (voir
le chapitre 2 pour une définition et le théorème 3.0.6 pour un énoncé précis).

Le deuxième résultat est dû à P. Petersen ([37]). Rappelons que la première valeur propre
non nulle de la sphère canonique est de multiplicité n + 1. P. Petersen prouve :

Théorème 0.0.5 (Petersen) Soit (M, g) ∈ Mn , alors on a l’équivalence

λn+1(M) ≃ n ⇔ dGH(M, Sn) ≃ 0.

Que se passe-t-il entre l’hypothèse λn+1(M) ≃ n, qui implique la proximité avec la
sphère canonique pour la distance de Gromov-Hausdorff et la rigidité à difféomorphisme
près (conséquence du théorème 0.0.3) et l’hypothèse λ1(M) ≃ n où il n’y a ni rigidité
topologique, ni proximité pour la distance de Gromov-Hausdorff avec la sphère ?

Dans le chapitre trois, nous démontrons :

Théorème 0.0.6 Soit k ∈ {2, .., n + 1} et (M, g) ∈ Mn , alors on a l’équivalence

λk(M) ≃ n ⇔ ∃A ⊂ M ; dGH(A, Sk−1) ≃ 0.

En particulier, nous retrouvons, dans le cas k = n + 1, le résultat de P. Petersen (i.e.
A = M).

Au chapitre quatre, nous revenons sur les exemples construits par M. Anderson.
Suite au résultat de P. Petersen, les exemples construits par M. Anderson en dimension n
ont au plus n valeurs propres proches de n. Nous montrons que ces exemples ont exactement
une valeur propre proche de n.

Au chapitre cinq, nous nous intéressons à une généralisation de l’inégalité de Lichnero-
wicz :

∀(M, g) ∈ Mn , λ1(M) ≥ n,

à la première valeur propre de Dirichlet d’un domaine régulier d’une variété riemannienne
appartenant à Mn . P. Bérard et D. Meyer ont prouvé ([6]) :

Théorème 0.0.7 (Bérard-Meyer) Soit (M,g) une variété riemannienne de dimension
n. On suppose que la courbure de Ricci de (M, g) vérifie Ric ≥ (n−1)g. Soit Ω un domaine
régulier de M et Ω∗, le domaine symétrisé de Ω, c’est-à-dire une boule géodésique de la
sphère canonique (Sn, can) vérifiant vol (Ω)

vol (M)
= vol (Ω∗)

vol (Sn)
. Alors, on a l’inégalité

λD
1 (Ω) ≥ λD

1 (Ω∗),

où λD
1 désigne la première valeur propre de Dirichlet du domaine sur l’espace correspondant.

De plus, l’égalité a lieu si et seulement si le triplet (Ω,M, g) est isométrique au triplet
(Ω∗, Sn, can).
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Considérons un domaine de la sphère canonique formé d’un hémisphère auquel on retire
des petites boules géodésiques. La première valeur propre de Dirichlet de ce domaine est
proche de celle de l’hémisphère (voir [38] et [12]). Il n’y a donc pas, pour le domaine, de
rigidité topologique associée au résultat de P. Bérard et D. Meyer. Cependant, ce domaine
est proche, pour la distance de Hausdorff, de l’hémisphère.

Nous montrons, à l’aide des exemples construits par M. Anderson, qu’il n’y a pas non plus
de résultat de stabilité pour la distance de Gromov-Hausdorff avec la sphère canonique :

Proposition 0.0.1 Soit un entier n ≥ 2. Pour tout η > 0 et tout β ∈ ]0, 1[, il existe ǫ0

dépendant de n et de β tel que, pour ǫ < ǫ0, l’espace projectif complexe CP n muni de la
métrique gǫ, construite par Anderson, admet un domaine Ω de volume relatif vol (Ω)

vol (CP n)
= β

non homéomorphe à une boule euclidienne, vérifiant

λD
1 (Ω) ≤ λD

1 (Ω∗) + η

et tel que (Ω, CP n, gǫ) n’est pas proche, pour la distance de Gromov-Hausdorff, de
(Ω∗, Sn, can).
De plus, pour β < 1

2
, on peut supposer Ω à bord convexe.

Nous établissons cependant un théorème de stabilité, pour la distance de Gromov-Hausdorff,
associé à “l’hémisphère” d’un sinus produit tordu, dans le cas où la courbure moyenne du
bord est positive ou nulle ou dans le cas où le domaine est convexe.

Théorème 0.0.8 Il existe des fonctions τ(ǫ) et τ ′(ǫ) telles que, pour toute variété rie-
mannienne (M, g) appartenant à Mn contenant un domaine Ω régulier dont la courbure
moyenne H en tout point du bord est positive ou nulle, de volume vol Ω ≤ 1

2
vol M et dont

la première valeur propre de Dirichlet vérifie

λD
1 (Ω) ≤ n + ǫ ,

alors, il existe un espace métrique (N, δ) et une application φ de M à valeurs dans la sinus
suspension ((0, π) × N, d) qui est une τ(ǫ)-presque isométrie ; de plus il existe un ouvert

Ω′ ⊂ Ω tel que vol (Ω\Ω′)
vol (M)

≤ τ ′(ǫ) et tel que l’image par φ de Ω′ est τ(ǫ)-Hausdorff proche
d’un hémisphère de la sinus suspension.

Nous renvoyons au chapitre 2 pour la définition d’une presque isométrie. Nous montrons
ensuite

Théorème 0.0.9 Il existe une fonction τ(ǫ) telle que, pour toute variété riemannienne
(M, g) appartenant à Mn contenant un domaine Ω régulier convexe de volume vol Ω ≤
1
2

vol M et dont la première valeur propre de Dirichlet vérifie :

λD
1 (Ω) ≤ n + ǫ ,

alors il existe un espace métrique (N, δ) et une application φ de M à valeurs dans la sinus
suspension : ((0, π) × N, d) qui est une τ(ǫ)-presque isométrie, de plus l’image par φ de Ω
est τ(ǫ)-Hausdorff proche d’un hémisphère de la sinus suspension.
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Ce théorème généralise, dans le cas de l’hémisphère, un résultat de A. Avila ([4]) sur
certains domaines convexes de la sphère S

2 :

Théorème 0.0.10 (Avila) Soit Ω un domaine régulier convexe contenu dans un hémisphère
de S

2. Soit B une boule de même volume que Ω. Supposons que

λD
1 (Ω) ≤ λD

1 (B) + ǫ ,

alors il existe une fonction τ(ǫ) dépendant de vol (Ω), vol (∂Ω) et du rayon de B telle que
Ω est τ(ǫ)-Hausdorff proche de B.
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Chapitre 1

Spectre du laplacien

Dans ce court chapitre, nous rappelons les premières propriétés du spectre du laplacien
sur une variété compacte. Dans une seconde partie, nous décrivons le spectre du laplacien
de la sphère canonique.

1.1 Définition et propriétés du spectre

1.1.1 Le spectre du laplacien est discret

Considérons (Mn, g), une variété riemannienne compacte, éventuellement à bord lisse
∂M .

Définition 1.1.1 Soit f ∈ C2(M). On appelle laplacien de f , la fonction :

∆f = −Tr(Hess f).

Une conséquence de la formule de Stokes, est la :

Proposition 1.1.1 (Formule de Green) Soit f, h ∈ C2(M).

∫

M

∆fh =

∫

M

< ∇f,∇h > −
∫

∂M

h
∂f

∂η
,

avec η(x) la normale unitaire sortante en x ∈ ∂M .

Définition 1.1.2 (Spectre du laplacien) Si ∂M = ∅, on appelle spectre du laplacien,
l’ensemble des réels λ pour lesquels, il existe une fonction f ∈ C∞(M) non nulle, telle
que :

∆f = λf, (1.1)

f ∈ C∞(M)\{0}.
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Si ∂M 6= ∅, on appelle spectre de Dirichlet du laplacien, l’ensemble des réels λ pour lesquels,
il existe une fonction f ∈ C∞(M) non nulle, telle que :

∆f = λf, f = 0 sur ∂M, (1.2)

f ∈ C∞(M)\{0}.
Dans chacun des cas, on appelle espace propre associé à λ, l’espace vectoriel constitué

des fonctions pour lesquelles λ est une valeur propre, auxquelles on ajoute la fonction nulle.
La dimension de l’espace propre est appelée multiplicité de la valeur propre.

Remarque 1.1.1 Il est également possible de définir sur une variété à bord, le spectre de
Neumann du laplacien.

Définition 1.1.3 On appelle espace des fonctions admissibles ou fonctions “tests”, l’es-
pace H1(M) définit par :

Si ∂M = ∅, H1(M) est la complétion de C∞(M) pour la norme :

||f ||2H1(M) = ||f ||2L2(M) + || |df | ||2L2(M).

Si ∂M 6= ∅, H1(M) est la complétion des fonctions lisses à support compact dans M :
C∞

0 (M), pour la norme :

||f ||2H1(M) = ||f ||2L2(M) + || |df | ||2L2(M).

Remarque 1.1.2 La norme ||.||H1(M) est issue du produit scalaire :

∀u, v ∈ H1(M) < u, v >H1(M)=

∫

M

uv + g(∇u,∇v).

Soit f une fonction vérifiant (1.1) ou (1.2). À l’aide de la formule de Green et au sens
des distributions, on montre :

∀h ∈ H1(M),

∫

M

< ∇f,∇h >= λ

∫

M

fh. (1.3)

En réalité, (1.3) peut être employé comme définition du spectre du laplacien et du spectre
de Dirichlet. En effet, on a :

Théorème 1.1.1 Toute solution de (1.3) vérifie :
si ∂M = ∅, f ∈ C∞(M) et

∆f = λf,

si ∂M 6= ∅, f ∈ C∞(M) et

∆f = λf et f = 0 sur ∂M.
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Ce théorème découle du fait que ∆ est un opérateur elliptique. Pour une définition des
opérateurs elliptiques et la démonstration de ce théorème, nous renvoyons au livre de D.
Gilbarg et N.S. Trudinger ([25]).

À l’aide de (1.3) et par des méthodes d’analyse fonctionnelle, on montre :

Théorème 1.1.2 Soit (Mn, g) une variété riemannienne compacte, éventuellement à bord
∂M lisse.

Le spectre (respectivement spectre de Dirichlet) du laplacien est constitué d’une suite
croissante de nombres positifs ou nuls (respectivement positifs) notés (λi(M))i∈N (respecti-
vement (λD

i (M))i∈N∗). Chaque espace propre est de dimension finie et L2(M) se décompose
comme la somme directe orthogonale, pour la norme L2(M), de tous les espaces propres.

Remarque 1.1.3 Dans le cas sans bord, la première valeur propre d’une variété compacte
est toujours 0 et l’espace propre associé est constitué des fonctions constantes.

Ce théorème découle d’une caractérisation variationnelle des valeurs propres. Cette
caractérisation se révèle souvent utile pour obtenir des estimations du spectre (ce qui
justifie l’appellation de fonctions “tests” pour les fonctions de H1(M)).

Définition 1.1.4 On appelle quotient de Rayleigh d’une fonction f appartenant à H1(M),
la quantité QR(f) définie par :

QR(f) =

∫

M
|∇f |2

∫

M
f 2

.

Notons Ek = {E\{0}, E s.e.v. de H1(M); dimE = k}.
La caractérisation variationnelle est la suivante :

Théorème 1.1.3 (Théorème du min-max) Soit (Mn, g) une variété riemannienne com-
pacte éventuellement à bord ∂M lisse.

∀k ∈ N, λk(M) = inf
E∈Ek+1

sup
f∈E

QR(f),

∀k ∈ N
∗, λD

k (M) = inf
E∈Ek

sup
f∈E

QR(f).

Théorème 1.1.4 (Théorème du max-min) Soit (Mn, g) une variété riemannienne com-
pacte éventuellement à bord ∂M lisse.

∀k ∈ N
∗, λk(M) = sup

E∈Ek

inf
f⊥

H1E
QR(f),

∀k ∈ N, k ≥ 2, λD
k (M) = sup

E∈Ek−1

inf
f⊥

H1E
QR(f).

Pour la démonstration des théorèmes 1.1.2, 1.1.3 et 1.1.4, nous renvoyons au livre de P.
Bérard ([5]).
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1.1.2 Théorème de Courant

L’objet de ce paragraphe est d’énoncer un théorème de R. Courant, qui donne un
majorant du nombre de domaines nodaux d’une fonction propre.

La définition d’un domaine nodal est la suivante :

Définition 1.1.5 Soit (Mn, g) une variété riemannienne compacte, éventuellement à bord
∂M lisse.
Soit f : M → R ∈ C0(M). On appelle ensemble nodal, l’ensemble f−1{0} et domaine
nodal toute composante connexe de M\f−1{0}.
Le théorème est le suivant :

Théorème 1.1.5 (Courant) Soit (Mn, g) une variété riemannienne compacte
éventuellement à bord ∂M lisse et k un entier.

Soit f une fonction propre sur M , associée à la kème valeur propre, comptée sans
multiplicité. Soit nk la dimension de la somme directe des k − 1 premiers espaces propres.
Alors, f admet au plus nk + 1 domaines nodaux.

Pour la preuve du théorème, nous renvoyons au livre de I. Chavel ([13]).

Corollaire 1.1.1 Soit (Mn, g) une variété riemannienne compacte à bord ∂M lisse. Alors,
la première valeur propre λD

1 (M) de M est simple (i.e. de multiplicité 1) et toute fonction
propre associée à cette valeur propre ne s’annule pas sur M .

1.2 Spectre de (Sn, can)

Le spectre de la sphère canonique est complètement déterminé ainsi que les fonctions
propres. Après avoir rappelé comment il se calcule, nous nous concentrerons sur l’espace
propre associé à la première valeur propre non nulle.
Décomposons le laplacien usuel de R

n+1 en coordonnées radiales :

∆Rn+1f = − ∂

∂t2
f − n

t

∂

∂t
f +

1

t2
∆Snft

avec ft(x) = f(t, x).
Dans le cas particulier où f = P est un polynôme homogène harmonique de degré k, la
formule ci-dessus donne en restriction à S

n :

0 = −k(k − 1)P − nkP + ∆SnP1.

La restriction d’un polynôme homogène harmonique de degré k à la sphère canonique est
donc une fonction propre de S

n de valeur propre k(k+n−1). En réalité, toutes les fonctions
propres de S

n s’obtiennent de cette manière :

Théorème 1.2.1 Le spectre de (Sn, can) est l’ensemble des λk = k(n+ k− 1) avec k ∈ N.
L’espace propre associée à la valeur propre λk est engendré par la restriction à S

n des
polynômes homogènes harmoniques de degré k et sa dimension est Ck

n − Ck−2
n−2.

Pour la preuve, nous renvoyons au livre de Berger-Gauduchon-Mazet ([10]).
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1.2.1 Début du spectre de (Sn, can)

En particulier, le théorème 1.2.1 prouve que la première valeur propre non nulle de
(Sn, can) est :

λ1(S
n, can) = n

et qu’une base de fonctions propres est donnée (pour S
n plongé dans R

n+1) par les fonctions
coordonnées :

X1, X2, .., Xn+1.

La multiplicité de λ1(S
n, can) est n + 1.

Cette base de fonctions propres vérifie :

1

vol (Sn, can)

∫

Sn

X2
i dvcan =

1

n + 1
. (1.4)

Une manière plus intrinsèque de décrire ces fonctions propres est de remarquer, en notant
<,> le produit scalaire euclidien de R

n+1, qu’on a l’égalité :

∀x, y ∈ S
n < x, y >= cos dSn(x, y), (1.5)

par conséquent, toute fonction propre de la sphère, normalisée par (1.4), associée à la valeur
propre n s’écrit : cos dSn(x, .) pour un point x ∈ S

n convenable (x est le point réalisant le
maximum de la fonction propre).

Une autre façon de formuler la remarque précédente est :

Lemme 1.2.1 Soit (fi)i∈N une base orthogonale de fonctions propres de la sphère, norma-
lisées par (1.4) et soit x un point de S

n.
Alors, le développement en série de Fourier de la fonction cos dSn(x, .) par rapport aux
fonctions (fi)i∈N n’a qu’un nombre fini de termes non nuls et il vérifie :

cos dSn(x, .) =
n+1
∑

i=1

fi(x)fi.

Preuve : L’équation (1.5) donne pour tout y ∈ S
n :

cos dSn(x, y) =
n+1
∑

i=1

fi(x)fi(y)

d’où le résultat. ¥

Une autre propriété remarquable des fonctions propres de S
n, associées à la valeur propre

n, est donnée par le

Lemme 1.2.2 Soit f une fonction propre de S
n de valeur propre n, alors :

Hess f + fg = 0
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Preuve : Supposons f normalisée par (1.4). Dans un système de coordonnées convenable
de R

n+1, on peut supposer :
f = X1.

Soit γ une géodésique de (Sn, can), paramétrée par longueur d’arc, alors γ s’écrit :

γ(t) = a cos(t) + b sin(t)

avec a, b ∈ S
n, vérifiant < a, b >= 0.

Par conséquent :
Hess f(γ′(0), γ′(0)) = (f ◦ γ)′′(0) = −f(γ(0)).

¥

Cette équation sur le hessien des premières fonctions propres de la sphère est caractéristique
de (Sn, can), en effet M. Obata a démontré ([34]) :

Théorème 1.2.2 (Obata) Soit (Mn, g) une variété riemannienne complète, de dimen-
sion n. Supposons qu’il existe une fonction (propre) lisse sur M telle que :

Hess f + fg = 0,

alors (M, g) est isométrique à (Sn, can).

Pour la preuve, nous renvoyons au livre de Berger-Gauduchon-Mazet ([10], pages 180 et
suivantes).

Remarque 1.2.1 En prenant la trace de l’équation ci-dessus, on obtient ∆f = nf qui est
aussi une équation caractéristique de la sphère parmi les variétés compactes de dimension
n et dont la courbure de Ricci vérifie : Ric ≥ (n − 1)g, nous reviendrons sur ce fait dans
le chapitre 2, paragraphe 2.3.
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Chapitre 2

Variétés à courbure de Ricci positive

Dans ce chapitre, toutes les variétés riemanniennes seront supposées lisses,
complètes et sans bord.
On notera Mn , l’ensemble des variétés riemanniennes compactes, de dimension
n, vérifiant la condition de courbure : Ric ≥ (n − 1)g.

Enfin, dans ce chapitre et les suivants, nous utiliserons comme convention :

Soit p ≥ 1 un réel et h ∈ Lp(M) :

||h||Lp(M) :=

(

1

vol M

∫

M

hp dx

) 1
p

.

On notera τ(ǫ), r(ǫ), etc.. , de manière générique, toute quantité positive, ne
dépendant que de ǫ et de la dimension n de la variété, vérifiant :

lim
ǫ→0

τ(ǫ) = 0.

Dans ce chapitre, nous avons regroupé les différents “outils” qui nous seront utiles pour
démontrer les résultats des chapitres suivants.

Tout d’abord la distance de Gromov-Hausdorff, que nous utiliserons pour mesurer la
ressemblance entre deux espaces métriques.

Dans une seconde partie, à l’aide d’une estimation de Sobolev uniforme sur Mn , nous
établirons :

Proposition 2.0.1 (Gallot) Soit (Mn, g) une variété riemannienne compacte de dimen-
sion n, dont la courbure de Ricci vérifie : Ric ≥ (n − 1)g.
Soit f une combinaison linéaire de fonctions propres du laplacien sur (M, g) :

f =
k

∑

i=1

aifi,
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avec k ∈ N
∗ et ∆fi = λifi pour tout i ∈ {1, .., k}.

Supposons que pour tout i ∈ {1, .., k},

λi ≤ n + ǫ

avec ǫ > 0, alors, il existe une fonction croissante τ(ǫ) ne dépendant que de la dimension
n de (M, g) telle que :

||f 2
+ |df |2||∞ ≤ (1 + τ(ǫ))(n + ǫ +1)||f ||22

Dans la dernière partie, nous introduirons un lemme de Toponogov L2, dû à J. Cheeger
et T. Colding. Ce lemme interviendra de manière cruciale pour prouver la proximité, pour
la distance de Gromov-Hausdorff, des espaces que nous considèrerons.

2.1 Distance de Gromov-Hausdorff

Commençons par rappeler la définition de la distance de Hausdorff sur les parties com-
pactes d’un espace métrique.

Définition 2.1.1 Soit (Z, d) un espace métrique et X,Y deux parties compactes de Z.
On appelle distance de Hausdorff de X et Y :

dH(X,Y ) = inf {ǫ > 0; {z ∈ Z; d(z,X) ≤ ǫ} ⊃ Y et {z ∈ Z; d(z, Y ) ≤ ǫ} ⊃ X} .

On montre :

Proposition 2.1.1 Notons Λ l’ensemble des parties compactes d’un espace métrique (Z, d).
Alors (Λ, dH) est un espace métrique.

À l’aide de la distance de Hausdorff, M. Gromov définit dans [26], une “distance” sur
les espaces métriques compacts.

Définition 2.1.2 Soit X,Y deux espaces métriques compacts. La distance de Gromov-
Hausdorff de X et Y est définie par :

dGH(X,Y ) := inf
f,h,Z

dH(f(X), h(Y )),

où la borne inférieure est prise sur tous les espaces métriques Z et tous les plongements
isométriques f : X −→ Z et h : Y −→ Z.

L’ensemble des classes d’isométrie d’espaces métriques compacts, muni de la distance
de Gromov-Hausdorff, est un espace métrique :

Proposition 2.1.2 Soit X,Y deux espaces métriques compacts, alors on a :

dGH(X,Y ) = 0 ⇐⇒ X et Y sont isométriques .

Pour la preuve, nous renvoyons au livre de M. Gromov ([26]).
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2.1.1 Applications aux variétés de Mn

Dans [26], M. Gromov généralise également une inégalité de comparaison de volumes,
due à R.L. Bishop :

Théorème 2.1.1 (Bishop-Gromov) Soit (M, g) ∈ Mn . Alors pour tous les r, R tels
que 0 < r < R, on a, ∀x ∈ M :

vol B(x, r)

V (r)
≥ vol B(x,R)

V (R)

où V (s) désigne le volume d’une boule géodésique de rayon s dans S
n.

En particulier, pour tout r ≥ 0 et tout x ∈ M :

vol (B(x, r)) ≤ V (r). (2.1)

Remarque 2.1.1 (2.1) est une inégalité due à R.L. Bishop.

Une conséquence de ce théorème, est le

Corollaire 2.1.1 Pour tout ǫ > 0, il existe η > 0 tel que, pour tout (M, g) ∈ Mn , toute
propriété vraie sur un ensemble P de mesure relative grande ( vol P ≥ (1− η) vol M), est
vraie sur un ensemble ǫ-dense ( ∀x ∈ M,∃ y ∈ P, avec d(y, x) < ǫ).

Définition 2.1.3 Soit (M, g) une variété riemannienne. On note (M,d), l’espace métrique
obtenu en considérant la distance d, induite par la métrique riemannienne g :

∀x, y ∈ M d(x, y) := inf
c

L(c),

d(x, y) est la borne inférieure de la longueur des courbes c, C1 par morceaux, reliant x à y.

Proposition 2.1.3 Soit (M,g) une variété riemannienne, alors :

(M, g) géodésiquement complète ⇐⇒ (M,d) complet.

Pour la preuve, nous renvoyons à [22].

Définition 2.1.4 Soit (M, g) une variété riemannienne et A un ouvert de M .
On appelle distance extrinsèque et on note d, la restriction de la distance d induite par

la métrique g, à A.
On appelle distance intrinsèque et on note dA, la distance définie par :

∀x, y ∈ M dA(x, y) := inf
c

L(c),

dA(x, y) est la borne inférieure de la longueur des courbes c, C1 par morceaux, contenues
dans A et reliant x à y.
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Définition 2.1.5 On note Mn / ∼, les classes d’isométrie des éléments de Mn .

À l’aide du théorème 2.1.1, M. Gromov montre ([26]) :

Théorème 2.1.2 (Gromov) (Mn / ∼, dGH) est un espace métrique précompact.

Remarque 2.1.2 Quitte à rajouter une borne D sur le diamètre des variétés considérées,
ce théorème reste valable sur l’ensemble des variétés complètes de dimension fixée, dont la
courbure de Ricci est minorée par une constante (éventuellement négative) multipliée par
la métrique.

Récemment, J. Cheeger et T. Colding ont démontré qu’il était possible de déduire des
informations topologiques à partir d’informations sur la distance de Gromov-Hausdorff
entre deux variétés ([15]) :

Théorème 2.1.3 (Cheeger-Colding) Soit (Mn, g) une variété riemannienne compacte
de dimension n, telle qu’il existe une suite (Mn

i , gi)i∈N de variétés riemanniennes de même
dimension, vérifiant :

∀i ∈ N, Ric(Mi, gi) ≥ −(n − 1)gi

et qui converge, pour la distance de Gromov-Hausdorff, vers (M, g). Alors Mi est difféomorphe
à M , pour i assez grand.

2.1.2 Estimation de la distance de Gromov-Hausdorff

De par sa définition, il est souvent peu pratique d’estimer la distance de Gromov-
Hausdorff entre deux espaces métriques.

S.V. Ivanov a introduit dans [31], la notion de “presque isométrie” qui permet une
estimation plus aisée de la distance de Gromov-Hausdorff.

Définition 2.1.6 On appelle η−presque isométrie de (X1, d1) sur (X2, d2), toute applica-
tion φ (non nécessairement continue), φ : (X1, d1) → (X2, d2) vérifiant :
-Une condition de “presque surjectivité” :

∀y ∈ X2,∃x ∈ X1 tel que d2(y, φ(x)) < η

-Une condition de “proximité métrique” :

∀x, y ∈ X1 : |d2(φ(x), φ(y)) − d1(x, y)| < η

À partir de cette définition, on montre :

Lemme 2.1.1 Soit (X1, d1) et (X2, d2) deux espaces métriques compacts et η > 0.
Si dGH(X1, X2) < η, alors il existe une 2η-presque isométrie de X1 sur X2.
Réciproquement, s’il existe une η-presque isométrie de X1 sur X2, alors dGH(X1, X2) < 2η.
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Preuve : Supposons dGH(X1, X2) < η.
Soit (Z, d) un espace métrique, des plongements isométriques f : X1 → Z et h : X2 → Z

tels que :
dH(f(X1), h(X2)) < η.

Notons X = f(X1) et Y = h(X2).
Comme X est isométrique à X1 et Y est isométrique à X2, il suffit de déterminer une

2η-presque isométrie de X sur Y .
Par définition de la distance de Hausdorff :

∀x ∈ X,∃y ∈ Y ; d(y, x) < η.

Pour tout x ∈ X, on choisit un tel y, noté : yx et on définit :

φ : X → Y
x 7→ yx

Montrons que φ est une 2η-presque isométrie. Par définition, φ est η-presque surjective. De
plus,

d(φ(x), φ(x′)) ≤ d(φ(x), x) + d(x, x′) + d(φ(x′), x′),

c’est-à-dire, par définition de φ :

d(φ(x), φ(x′)) ≤ d(x, x′) + 2η.

L’inégalité inverse se prouve de manière similaire et φ est une 2η-presque isométrie.

Réciproquement, supposons qu’il existe une η-presque isométrie φ de X1 sur X2.
Nous allons construire une distance d sur X1 ⊔ X2 telle que :

pour i ∈ {1, 2}, (Xi, di) →֒ (X1 ⊔ X2, d)

soit un plongement isométrique et dH(X1, X2) ≤ 2η dans l’espace X1 ⊔ X2.
On définit d par :

pour i ∈ {1, 2}, d|Xi×Xi
= di

et

∀x1 ∈ X1,∀x2 ∈ X2, d(x2, x1) = d(x1, x2) := inf
z∈X1

(d1(x1, z) + d2(x2, φ(z))) + η.

On vérifie facilement que d est une distance sur X1 ⊔ X2. D’autre part,

∀x ∈ X1, d(x, φ(x)) = η

et
∀y ∈ X2,∃x ∈ X1; d2(φ(x), y) < η.

d’où :
d(x, y) ≤ d2(φ(x), y) + η < 2η.

¥
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2.1.3 Produits tordus

Considérons, à partir de la sphère canonique en coordonnées géodésiques par rapport
à un point, l’espace obtenu en remplaçant l’équateur par une sphère de même dimension
et de rayon ǫ << 1, c’est-à-dire :

(]0, π[×S
n−1, dr2 + sin2(r) ǫ2 canSn−1).

Cet espace est une variété riemannienne admettant des singularités en 0 et π.
En lissant la métrique aux voisinages de 0 et π, cet espace s’obtient comme limite,

pour la distance de Gromov-Hausdorff, d’une suite de variétés riemanniennes appartenant
à Mn (voir le chapitre 4 pour plus de détails sur un exemple plus sophistiqué).

Cet exemple est un cas particulier de variétés appelés “produits tordus” (riemanniens) :

Définition 2.1.7 Soit f : [a, b] → R
+ continue, avec f > 0 sur ]a, b[ et (Nn−1, h) une

variété riemannienne.
On appelle produit tordu par f (ou f produit tordu), la variété riemannienne (à bord

ou éventuellement avec des singularités en a ou b) :

]a, b[×N,

munie de la métrique :

g = dr2 + f 2(r)h.

J. Cheeger et T. Colding ont donné dans [14], une généralisation de la notion de produit
tordu dans le cas où N est simplement un espace métrique.

Pour définir ces “produits tordus généralisés”, J. Cheeger et T. Colding font la remarque
suivante :

Lemme 2.1.2 (Cheeger-Colding) Soit f : [a, b] → R
+ continue, avec f > 0 sur ]a, b[ et

(Nn−1, h) une variété riemannienne.
Notons M =]a, b[×N , g = dr2 + f 2(r)h, δ la distance sur N , induite par h et d la

distance sur M , induite par g. Alors, il existe une application φf , dépendant de f mais
indépendante de N , telle que :

∀(s, x), (t, y) ∈ M, d((s, x), (t, y)) = φf (s, t, δ(x, y)).

Remarque 2.1.3 En considérant le cas particulier où (N, h) = (R, can), on en déduit que
φf est définie sur : ]a, b[2×R

+.

Preuve : Soit
k : [0, 1] → [a, b],
c : [0, 1] → N,

deux fonctions C1 par morceaux, vérifiant k(0) = t, k(1) = s, c(0) = x et c(1) = y.
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On note L((k, c)), la longueur de la courbe (k, c) pour la métrique riemannienne g :

L((k, c)) =

∫ 1

0

√

(k′(t))2 + f 2(k(t))h(c′(t), c′(t))dt.

Quitte à modifier de manière arbitrairement petite L((k, c)), on peut supposer :

∀t ∈ [0, 1], c′(t) 6= 0.

En reparamétrant k et c de sorte que c′(t) = 1 pour tout t (on conserve, par abus, la
notation k et c), on obtient :

L((k, c)) =

∫ L(c)

0

√

(k′(t))2 + f 2(k(t))dt,

avec L(c) la longueur de la courbe c pour la métrique h. Par conséquent :

d((t, x), (s, y)) = inf
k

∫ δ(x,y)

0

√

(k′(t))2 + f 2(k(t))dt,

où la borne inférieure est prise sur les fonctions k : [0, δ(x, y)] → [a, b], C1 par morceaux et
vérifiant : k(0) = t et k(δ(x, y)) = s. ¥

À l’aide de ce lemme, la notion de produit tordu s’étend naturellement aux espaces
métriques :

Définition 2.1.8 Soit f : [a, b] → R
+ continue, avec f > 0 sur ]a, b[ et φf la fonction

introduite dans le lemme 2.1.2. Soit (N, δ) un espace métrique.
On appelle produit tordu (métrique) par f (ou f produit tordu), l’espace métrique :

]a, b[×N,

munie de la distance :

∀(s, x), (t, y) ∈ ]a, b[×N, d((s, x), (t, y)) = φf (s, t, δ(x, y)).

Dans le cas particulier où f = sin et [a, b] = [0, π], que l’on appellera par la suite, “sinus
produit tordu”, la distance “produit tordu” d vérifie :

cos d((t, x), (s, y)) = cos s cos t + sin s sin t cos δ(x, y).

(Il suffit de considérer (N, h) = (Sn−1, can)).

Les espaces métriques “sinus produit tordu” apparaissent comme une famille d’espaces
modèles dans les théorèmes 3.0.6, 5.3.1 et 5.3.2.
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2.2 Estimation de Sobolev uniforme

L’objet de cette partie est d’établir la proposition :

Proposition 2.2.1 (Gallot) Soit (Mn, g) une variété riemannienne compacte de dimen-
sion n, dont la courbure de Ricci vérifie : Ric ≥ (n − 1)g.
Soit f une combinaison linéaire de fonctions propres du laplacien sur (M, g) :

f =
k

∑

i=1

aifi,

avec k ∈ N
∗ et ∆fi = λifi pour tout i ∈ {1, .., k}.

Supposons que pour tout i ∈ {1, .., k},

λi ≤ n + ǫ

avec ǫ > 0, alors, il existe une fonction croissante τ(ǫ), telle que pour tout (M, g) ∈ Mn

vérifiant les hypothèses ci-dessus,

||f 2
+ |df |2||∞ ≤ (1 + τ(ǫ))(n + ǫ +1)||f ||22.

La preuve essentiellement classique, repose sur une inégalité de Sobolev et le procédé
d’itération de Moser.

La première étape consiste à établir une inégalité de Sobolev du type :

||f ||
L

2n
n−2

≤ A||∇f ||L2 + B||f ||L2 ,

avec des coefficients A et B valables pour toute variété (M, g) de Mn .
La première inégalité de ce type est due à S. Gallot ([23]). Par la suite, S. Ilias a obtenu
une inégalité similaire avec des coefficients plus simples ([30]) :

Théorème 2.2.1 (Ilias) Soit (Mn, g) une variété riemannienne compacte, de dimension
n ≥ 3, dont la courbure de Ricci vérifie : Ric ≥ (n − 1)g, alors :
∀f ∈ H1(M),

||f ||22n
n−2

≤ 4

n(n − 2)
||∇f ||22 + ||f ||22.

Remarque 2.2.1 Nous rappelons que nous avons choisi comme convention :

||f ||pLp =
1

vol (M)

∫

M

fp(x)dvg(x) pour p < ∞.

L’idée de la preuve consiste à se ramener à une inégalité de Sobolev sur S
n, due à T. Aubin

([2]) :
∀f ∈ H1(Sn),

||f ||22n
n−2

≤ 4

n(n − 2)
||∇f ||22 + ||f ||22.
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Pour se ramener à des inégalités sur la sphère, S. Ilias utilise un principe de symétrisation
dû à Faber-Krahn et généralisé par Bérard-Meyer aux variétés de Mn (voir le chapitre 5
pour plus de détails) qui à une fonction f sur (M, g) associe une fonction f ∗ radiale sur S

n

vérifiant :

||∇f ||Lp ≥ ||∇f ∗||Lp pour p réel ≥ 1

et

||f ||Lp = ||f ∗||Lp pour p réel ≥ 1.

Pour la preuve, nous renvoyons à [30].

Iteration de Moser

Commençons par rappeler une formule dûe à Bochner.

Lemme 2.2.1 (Formule de Bochner) Soit (M, g) une variété compacte et f une fonc-
tion lisse sur M .

g(d(∆f), df) = |Hess f |2 + Ric(∇f,∇f) +
1

2
∆(|df |2).

Pour une preuve, nous renvoyons à [22].

À l’aide de ce lemme et du théorème 2.2.1, nous sommes en mesure de démontrer la
proposition 2.2.1.
La méthode de démonstration que nous allons utiliser à été introduite par J. Moser (voir
[25], pages 179,180), puis adaptée à ce contexte par S. Gallot ([24]). Elle peut être utilisée
dans des cas divers et nous renvoyons à [7] pour un exposé plus complet.
Pour la preuve, nous suivons une démonstration due à E. Aubry ([3]).

Preuve : L’idée de la preuve est de plonger isométriquement M dans une variété
M ′ en s’inspirant du plongement canonique de S

n dans R
n+1. En prolongeant convenable-

ment les fonctions propres (fi)1≤i≤k, on définit un fibré sur le fibré tangent de M ′ que l’on
peut restreindre à un fibré au dessus de M . On utilise ensuite la formule de Bochner et la
méthode introduite par Moser.

Le plongement que l’on considère a été introduit par S. Gallot ([21]), nous renvoyons à
son article pour une démonstration des propriétés de (M ′, g′) :
On plonge isométriquement la variété (M, g) dans une variété M ′ = M × [0, +∞[ munie
de la métrique g′ = dr2 + r2g.
En identifiant TM ′ à TM ⊕R

∂
∂r

, la connection de Levi-Civita D’ de M’ vérifie les relations
suivantes :

∀((X, 0), (Y, 0)) ∈ TM ′2 D′
XY = DXY − rg(X,Y ) ∂

∂r
,

D′
∂
∂r

∂
∂r

= 0,

D′
∂
∂r

X = D′
X

∂
∂r

= X
r
.
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De plus, comme Ric ≥ (n − 1)g, on a l’inégalité :

Ric(M ′, g′) ≥ 0.

On prolonge les fonctions de M à M’ par :

F : (M ′, g′) → R

(x, r) 7→ rf(x)

Si f est une fonction propre de (M, g) de valeur propre λ, alors :

∆′F =
λ − n

r2
F. (2.2)

On remarque également que ∆′|d′F |2 = ∆|d′F |2 en restriction à M × {1} car |d′F |2 ne
dépend pas de r.

La restriction du fibré T ∗M ′ à M ×{1} peut être vue comme un fibré ξ au-dessus de M.
L’espace vectoriel E = Vect{d′Fi}1≤i≤k est alors un sous-espace de l’ensemble des sections
de ξ.
Si (fi)1≤i≤k est une famille H1-orthonormale de (M, g), alors la famille (d′Fi)1≤i≤k est une
famille de sections L2-orthonormales de ξ.

Notons F le prolongement de f à M ′ comme ci-dessus.

|d′F |2 =

(

k
∑

i=1

aifi

)2

+

∣

∣

∣

∣

∣

k
∑

i=1

aidfi

∣

∣

∣

∣

∣

2

On estime |||d′F |2||∞ à l’aide du processus d’itération de Moser.
La formule de Bochner appliquée à F donne :

g′(d′(∆′F ), d′F ) =
1

2
∆′|d′F |2 + |D′d′F |2 + Ric(∇′F,∇′F ),

soit en restriction à M × {1} :

1

2
∆|d′F |2 + |D′d′F |2 ≤ |d′(∆′F )||d′F |.

Or, l’équation (2.2) implique :

∆′F =
k

∑

i=1

λi − n

r2
aiFi,

d’où, en restriction à M × {1} :

|d′∆′F | = |∑k
i=1(λi − n)ai(d

′Fi − 2fidr)|
≤ |∑k

i=1(λi − n)aid
′Fi| + 2|∑k

i=1(λi − n)aifidr|
≤ 3|∑k

i=1(λi − n)aid
′Fi|.
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On en déduit :

1

2
∆|d′F |2 + |D′d′F |2 ≤ 3|

k
∑

i=1

(λi − n)aid
′Fi| × |d′F |. (2.3)

Pour tout r ∈ [1, +∞], on pose

Ar = sup
s∈E

||S||r
||S||2

.

Soit S (S =
∑k

i=1 aid
′Fi) un élément quelconque de E, posons u =

√

|S|2 + ǫ2 pour ǫ > 0.
La fonction u est alors C∞ et l’inégalité de Cauchy-Schwartz ainsi que l’inégalité de Kato
implique :

∣

∣

∣
d

(

√

|S|2 + ǫ2
)∣

∣

∣

2

≤ |D′S|2|S|2
|S|2 + ǫ2

≤ |D′S|2.

On en déduit par (2.3) :

u∆u =
1

2
∆(u2) + |du|2 ≤ 1

2
∆(|S|2) + |D′S|2 ≤ 3

∣

∣

∣

∣

∣

k
∑

i=1

(λi − n)aid
′Fi

∣

∣

∣

∣

∣

× u. (2.4)

Comme u est une fonction strictement positive, on obtient pour p > 1
2

:

∫

M

|d(up)|2 =

∫

M

p2u2p−2|du|2 =
p2

2p − 1

∫

M

< d(u2p−1), du >,

puis, (2.4) donne :

∫

M

|d(up)|2 =
p2

2p − 1

∫

M

∆uu2p−1 ≤ 3p2

2p − 1

∫

M

∣

∣

∣

∣

∣

k
∑

i=1

(λi − n)aid
′Fi

∣

∣

∣

∣

∣

× u2p−1,

c’est-à-dire, d’après l’inégalité de Hölder :

||d(up)||2 ≤
√

3p√
2p − 1

√

√

√

√||
k

∑

i=1

(λi − n)aid′Fi||2p||u||2p−1
2p .

En appliquant à la fonction up, l’inégalité de Sobolev du théorème 2.2.1, on obtient :

||up||22n
n−2

≤ C(n)
3p2

2p − 1
||

k
∑

i=1

(λi − n)aid
′Fi||2p||u||2p−1

2p + ||up||22.

or, ||up||22 = ||u||2p
2p et ||up||22n

n−2

= ||u||2p
2pn
n−2

, d’où en faisant tendre ǫ vers 0, il vient :

||S||2p
2pn
n−2

≤





√

3C(n)p2

2p − 1

√

√

√

√||
k

∑

i=1

(λi − n)aid′Fi||2p||S||2p−1
2p + ||S||p2p





2
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||S||p2pn
n−2

≤ p

√

3C(n)

2p − 1

√

√

√

√||
k

∑

i=1

(λi − n)aid′Fi||2p||S||2p−1
2p + ||S||p2p.

Par définition de A2p :

||∑k
i=1(λi − n)aid

′Fi||2p ≤ A2p||
∑k

i=1(λi − n)aid
′Fi||2

≤ A2p ǫ ||S||2

d’où :

||S||p2pn
n−2

≤ p

√

3C(n)

2p − 1

√

ǫ A2p
2p||S||2p

2 + Ap
2p||S||p2,

||S|| 2pn
n−2

≤
(

1 +
C ′(n)p

√
ǫ√

2p − 1

)
1
p

A2p||S||2.

L’inégalité étant valable pour tout élément S de E, on en déduit :

A 2pn
n−2

≤
(

1 +
C ′(n)p

√
ǫ√

2p − 1

)
1
p

A2p.

Si on pose successivement p = βj avec β = n
n−2

> 1 dans cette inégalité, on trouve pour
m ≥ 1 :

A2βm ≤
m−1
∏

j=0

(

1 + C ′(n)β
j
2
√

ǫ
) 1

βj

.

M étant compacte, Ar → A∞ lorsque r → +∞, donc :

A∞ ≤ (1 + τ(ǫ)).

¥

Remarque 2.2.2 Les fonctions propres de la sphère S
n associées à la valeur propre n sont

les fonctions cos dx, x ∈ S
n, par conséquent elles vérifient :

f 2 + |df |2 = 1.

Le fait de disposer sur Mn d’une inégalité de Sobolev :

||f ||
L

2n
n−2

≤ A(n)||∇f ||L2 + B(n)||f ||L2

avec B(n) = 1, nous a permis d’établir une majoration “presque optimale”. Cette presque
optimalité nous sera utile dans ce qui suit (voir par exemple la preuve du lemme 3.1.1).
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2.3 Lemme de Toponogov L2

Commençons par énoncer une première propriété des variétés de Mn , dont le début
du spectre est presque “minimal”.

Proposition 2.3.1 Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension n, dont la cour-
bure de Ricci vérifie : Ric ≥ (n − 1)g. Notons λ1(M) la première valeur propre non nulle
du laplacien de (M, g) et f une fonction propre associée à λ1(M).
Alors :

λ1(M) ≥ n.

De plus, si l’on suppose :

λ1(M) ≤ n + ǫ,

alors, il existe une constante positive C(n), telle que, pour tout (M, g) ∈ Mn :

||Hess f + fg||L2(M) ≤ C(n) ǫ
1
2 ||f ||L2(M).

Remarque 2.3.1 L’inégalité λ1(M) ≥ n est dû à A. Lichnerowicz ([33]).

Est-il possible de déduire des informations plus géométriques de cette estimation du
hessien ?
La réponse est positive et elle est due à J. Cheeger et T. Colding ([14]) :

Lemme 2.3.1 (Toponogov L
2) Soit (M, g) ∈ Mn . Il existe des constantes ne dépendant

que de n : C2.3.1(n) et C̃2.3.1(n) telles que, pour x1 et x2 appartenant à M et r1, r2 > 0 (on
note Bi := B(xi, ri)) et pour toute fonction continue f sur M , on âıt :

1

vol (B1 × B2)

∫

B1×B2

(

∮

γxy

f 2

)

dxdy ≤ C2.3.1(n)

(

1

vol B1

+
1

vol B2

) ∫

M

f 2(x)dx.

On obtient en particulier pour r1 = r2 = r :

1

vol (B1 × B2)

∫

B1×B2

(

∮

γxy

f 2

)

dxdy ≤ C̃2.3.1(n)

V (r)

1

vol (M)

∫

M

f 2(x)dx.

Remarque 2.3.2 La notation V (r) désigne le volume d’une boule géodésique de S
n de

rayon r.
La notation B1 × B2 désigne en réalité le sous-ensemble de mesure pleine de ce produit,
constitué par les couples admettant une unique géodésique minimisante les reliant (notée
γxy).
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En appliquant ce lemme à la fonction |Hess f + fg| et en remarquant que, pour une
géodésique paramétrée par longueur d’arc :

|(f ◦ γxy)
′′(t) + f ◦ γxy(t)|2 ≤ |Hess f + fg|2,

on en déduit, avec les notations du lemme 2.3.1 :

1
vol (B1×B2)

∫

B1×B2

∫ d(x,y)

0

|(f ◦ γxy)
′′(t) + f ◦ γxy(t)|2dtdxdy ≤

C2.3.1(n)
(

1
vol B1

+ 1
vol B2

)

∫

M

|Hess f + fg|2(x)dx. (2.5)

D’où, en utilisant la proposition 2.3.1 :

Lemme 2.3.2 Il existe des fonctions r(ǫ) et τ ′(ǫ) telles, que pour toute variété rieman-
nienne (M, g) de dimension n, dont la courbure de Ricci vérifie : Ric ≥ (n − 1)g et dont
la première valeur propre non nulle du laplacien de (M, g) vérifie :

λ1(M) ≤ n + ǫ,

alors, pour tout u, v ∈ M , on a l’inégalité :

1
vol (B(u,r(ǫ))×B(v,r(ǫ))

∫

B(u,r(ǫ))×B(v,r(ǫ))

(

∫ d(x,y)

0

|(f ◦ γxy)
′′(t) + f ◦ γxy(t)|2dt

)

dxdy ≤ τ ′(ǫ),

où f désigne une fonction propre associée à λ1(M) et normalisée par ||f ||2L2(M) = 1
n+1

.

Preuve : D’après le lemme de Toponogov L2, dans le cas où les boules ont même rayon,
il suffit de considérer r(ǫ) tel que :

τ(ǫ)

V (r(ǫ))
≤

√

τ(ǫ).

τ ′(ǫ) :=
√

τ(ǫ) convient. ¥

En utilisant l’inégalité de Bienaimé-Tchebitchev, on en déduit l’énoncé suivant, auquel
nous ferons souvent appel :

Lemme 2.3.3 Il existe des fonctions r(ǫ) et τ ′(ǫ) telles, que pour toute variété rieman-
nienne (M, g) de dimension n, dont la courbure de Ricci vérifie : Ric ≥ (n − 1)g et dont
la première valeur propre non nulle du laplacien de (M, g) vérifie :

λ1(M) ≤ n + ǫ,

alors ∀u, v ∈ M, ∃ ũ, ṽ ∈ M , tels que :
- il existe une unique géodésique minimisante γ entre ũ et ṽ,
- d(u, ũ) ≤ r(ǫ), d(v, ṽ) ≤ r(ǫ) et

∫ d(ũ,ṽ)

0

|(f ◦ γ)′′(t) + f ◦ γ(t)|2dt ≤ τ ′(ǫ),

où f désigne une fonction propre associée à λ1(M) et normalisée par ||f ||2L2(M) = 1
n+1

.
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Ce lemme signifie que pour deux points quelconques d’une variété appartenant à Mn , il
existe deux points proches (indépendamment de la variété) reliés par une unique géodésique
minimisante telle que, le long de cette géodésique, la fonction propre vérifie presque la même
équation différentielle que dans la situation analogue sur la sphère.
Plus précisément, il existe un sous-ensemble de mesure relative grande du produit des
boules, tel que tout couple de points appartenant à ce sous-ensemble vérifie les conditions
ci-dessus ; il est donc possible d’exiger simultanément de telles conditions pour plusieurs
fonctions propres dont la valeur propre est inférieure à n + ǫ.

Passons à la démonstration de la proposition 2.3.1 :
Preuve : On applique la formule de Bochner (lemme 2.2.1) à la fonction propre f :

−1

2
∆|df |2 = Ric(∇f,∇f) + |Hess f |2− < d(∆f), df > .

On obtient après intégration et utilisation de l’hypothèse sur la courbure :

0 ≥ (n − 1 − λ)
1

vol M

∫

M

|df |2 +
1

vol M

∫

M

|Hess f |2.

Or Hess f = (Hess f + λ
n
fg)− λ

n
fg, donc, le premier terme étant de trace nulle, on obtient :

|Hess f |2 = |Hess f +
λ

n
fg|2 +

λ2

n
f 2.

On en déduit :

0 ≥ ((n − 1 − λ)λ +
λ2

n
)

1

vol M

∫

M

f 2 +
1

vol M

∫

M

|Hess f +
λ

n
fg|2.

D’où :

1

vol M

∫

M

|Hess f +
λ

n
fg|2 ≤ ((n − 1)λ + λ2(

1

n
− 1))

1

vol M

∫

M

f 2,

1

vol M

∫

M

|Hess f +
λ

n
fg|2 ≤ (n − 1)

λ

n
(λ − n)

1

vol M

∫

M

f 2.

On conclut, en remarquant que :

|Hess f + fg| ≤ |Hess f +
λ

n
fg| + |λ

n
− 1||fg|

|Hess f + fg|2 ≤ 2(|Hess f +
λ

n
fg|2 +

ǫ2

n
f 2).

D’où le résultat. ¥
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Remarque 2.3.3 Dans le cas où λ1(M) = n, la démonstration prouve que :

Hess f + fg = 0,

ce qui implique, par un théorème de M. Obata ([34]) que (M, g) est isométrique à (Sn, can).

Démontrons maintenant le lemme de Toponogov L2 :

Preuve : Notons π(~u) la projection sur le point base de ~u. Notons θ(s, ~u) (respecti-
vement θ̄(s)), la densité de la forme volume le long de la géodésique issue de π(~u) et de
vitesse initiale ~u sur M (respectivement sur S

n). Notons xy := d(x, y) . Pour des raisons
de symétrie, il suffit de majorer :

1

vol (B1 × B2)

∫

B1×B2

∫ xy

xy
2

f 2(γxy(s))ds.

On omet dans le reste de la preuve l’indice de γ.
Sous ces hypothèses de courbure, on a pour s ≥ xy

2
, l’inégalité (voir [22], pour une

preuve) :

θ(xy, ~u) ≤ θ(s, ~u) × sup
{s;xy

2
≤s≤xy}

θ̄(xy)

θ̄(s)
.

Notons :
I(~u) := {t ∈ [0, xy] ; γ(t) ∈ B2 et γ|[0,t] est minimisante },
T (~u) := sup{t ; γ|[0,t] est minimisante}.

Ce qui donne :

θ(xy, ~u)

∫ xy

xy
2

f 2(γ(s))ds ≤
(

sup
{s;xy

2
≤s≤xy}

θ̄(xy)

θ̄(s)

)

∫ xy

xy
2

f 2(γ(s))θ(s, ~u)ds

∫

I(~u)

θ(xy, ~u)

∫ xy

xy
2

f 2(γ(s))ds ≤
(

sup
{s,l;0≤ l

2
≤s≤l≤π}

θ̄(l)

θ̄(s)

)

π

∫ T (~u)

0

f 2(γ(s))θ(s, ~u)ds

On note C(n) = sup{s,l;0≤ l
2
≤s≤l≤π}

θ̄(l)

θ̄(s)
.

1

vol B1

∫

SB1

∫

I(~u)

θ(xy, ~u)

∫ xy

xy
2

f 2(γ(s))ds ≤ C(n)π

∫

M

f 2(x)dx

On intègre en réalité sur tout les points de B2 admettant un point de B1 pour lequel il n’y
a qu’une seule géodésique minimisante les reliant, d’où :

1

vol (B1 × B2)

∫

B1×B2

∫ xy

xy
2

f 2(γxy(s))ds ≤ 1

vol (B2)
C(n)π

∫

M

f 2(x)dx.

Ce qui donne la première inégalité.
On obtient la seconde, en utilisant de nouveau le théorème de Bishop-Gromov avec B(xi, r)
et M . ¥
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2.3.1 Utilisation du lemme de Toponogov L2

Nous allons rappeler un lemme de comparaison d’équations différentielles puis en déduire
un premier exemple d’utilisation du lemme de Toponogov L2 ; d’autres exemples seront
présentés dans le prochain chapitre (en particulier le lemme 3.1.2).

un lemme de comparaison

On note ũa,b (respectivement ua,b) la solution de u” + u = 0 sur [0, l] pour l < π,
vérifiant les conditions initiales u(0) = a et u(l) = b (respectivement u′(0) = b).

Lemme 2.3.4 Soit v(t) et Z(t) deux fonctions définies sur [0, l]. On suppose que
∫ l

0
Z2(t)dt <

ǫ2 et que v est solution de v”+ v = Z avec |v(0)−a| < η et |v′(0)− b| < η . Alors, il existe
une constante C telle que :
∀t ∈ [0, l],

|v(t) − ua,b(t)| < C(ǫ + η)

et

|v′(t) − u′
a,b(t)| < C(ǫ + η).

Preuve : Soit f une fonction de classe C1 sur [0, l].

On note F (t) =

[

f(t)
f ′(t)

]

et

||F (t)||∞ = max{|f(t)|, |f ′(t)|}.

L’équation

u” + u = Z (2.6)

se résout explicitement par la méthode de la variation de la constante.
On obtient la solution générale suivante :

u(t) =

∫ t

0

sin(t − s)Z(s)ds + cos(t)u(0) + sin(t)u′(0).

d’où :

u′(t) =

∫ t

0

cos(t − s)Z(s)ds − sin(t)u(0) + cos(t)u′(0).

v − ua,b est solution de l’équation (2.6), on en déduit par l’inégalité de Holder :

∀t ∈ [0, l],

||V (t) − Ua,b(t)||∞ ≤ l
1
2

(∫ l

0

Z2(t)dt

)

1
2

+ 2η

¥
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Nous aurons besoin par la suite d’une version de ce lemme où nous disposons d’informations
aux extrémités de la fonction (i.e v(0) et v(l)). Dans ce cas, la solution de l’équation
différentielle perturbée est proche d’une solution de l’équation initiale seulement si on
impose une condition supplémentaire sur la longueur l de l’intervalle.

Lemme 2.3.5 Soit v(t) et Z(t) deux fonctions définies sur [0, l]. On suppose que
∫ l

0
Z2(t)dt <

ǫ2 et que v est solution de v” + v = Z avec |v(0) − a| < η et |v(l) − b| < η. Il existe une
constante C telle que :
∀t ∈ [0, l],

|v(t) − ũa,b(t)| <
C

sin(l)
(ǫ +η)

et

|v′(t) − ũ′
a,b(t)| <

C

sin(l)
(ǫ +η).

Preuve : On conserve les notations de la démonstration du lemme (2.3.4).
La solution générale de l’équation

u” + u = Z (2.7)

est :

u(t) =

∫ t

0

sin(t − s)Z(s)ds + cos(t)u(0) + sin(t)u′(0).

v − uv(0),v′(0) est solution de (2.7) et par l’inégalité de Hölder :

||V − Uv(0),v′(0)(t)||∞ ≤ l
1
2 ǫ .

v est aussi solution de (2.7), donc, en particulier :

v(l) =

∫ l

0

sin(l − s)Z(s)ds + cos(l)v(0) + sin(l)v′(0).

Soit ũv(0),v(l)(t) = v(0) cos(t) + v(l)−v(0) cos(l)
sin(l)

sin(t).
On a l’estimation :
∀t ∈ [0, l],

||Uv(0),v′(0)(t) − Ũv(0),v(l)(t)||∞ ≤ l
1
2

sin(l)
ǫ .

D’autre part :

ũv(0),v(l)(t) − ũa,b(t) = (v(0) − a) cos(t) +
(v(l) − b) − (v(0) − a) cos(l)

sin(l)
sin(t)

d’où, ∀t ∈ [0, l],

||Ũv(0),v(l)(t) − Ũa,b(t)||∞ ≤
(

η +
2η

sin(l)

)

.
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Par conséquent, comme :
∀t ∈ [0, l],

||V (t) − Ũa,b(t)||∞ ≤ ||V (t) − Uv(0),v′(0)(t)||∞+

||Uv(0),v′(0)(t) − Ũv(0),v(l)(t)||∞ + ||Ũv(0),v(l)(t) − Ũa,b(t)||∞,

on en déduit :

||V (t) − Ũa,b(t)||∞ ≤ C

sin(l)
(ǫ +η).

¥

Exemple d’utilisation

Dans ce paragraphe, on fixe un élément (M, g) ∈ Mn et une fonction propre f de
(M, g) dont la valeur propre vérifie :

λ ≤ n + ǫ .

On normalise f par :
1

vol (M)

∫

M

f 2 =
1

n + 1
.

On conserve les notations r(ǫ) et τ ′(ǫ) introduites dans le lemme 2.3.3.

Soit u et v deux points de M .
On cherche à obtenir une estimation (indépendante de (M, g)) de f le long d’une géodésique
adéquate dont les extrémités sont proches des points u et v.
Cette estimation sera valable pour des points ni trop proches, ni trop éloignés.
Le résultat est le suivant :

Lemme 2.3.6 Il existe des fonctions r(ǫ), τ ′(ǫ) et τ ′′(ǫ) telles que, sous les hypothèses
ci-dessus, si l’on suppose de plus :

arcsin(

√

√

τ ′(ǫ) + r(ǫ)) + 2r(ǫ) ≤ d(u, v) ≤ π − arcsin(

√

√

τ ′(ǫ) + r(ǫ)) − 2r(ǫ), (2.8)

alors il existe deux points ũ et ṽ, reliés par une unique géodésique minimisante γ, vérifiant
d(u, ũ) ≤ r(ǫ), d(v, ṽ) ≤ r(ǫ) et tels que :

∣

∣

∣

∣

f(γ(t)) −
(

f(u) cos(t) +
f(v) − f(u) cos d(u, v)

sin d(u, v)
sin(t)

)∣

∣

∣

∣

≤ τ(ǫ)

et
∣

∣

∣

∣

(f ◦ γ)′(t) −
(

−f(u) sin(t) +
f(v) − f(u) cos d(u, v)

sin d(u, v)
cos(t)

)∣

∣

∣

∣

≤ τ(ǫ).



38 Chapitre 2. Variétés à courbure de Ricci positive

Preuve : D’après le lemme 2.3.3, il existe des fonctions r(ǫ) et τ ′(ǫ) pour lesquelles
il existe x ∈ B(u, r(ǫ)) et y ∈ B(v, r(ǫ)) tels que :

∫ d(x,y)

0

|(f ◦ γxy)
′′(t) + f ◦ γxy(t)|2dt ≤ τ ′(ǫ).

Par hypothèse sur d(u, v), on a :

lim
ǫ→0

r(ǫ) +
√

τ ′(ǫ)

sin(d(x, y))
= 0.

D’après la proposition 2.2.1, il existe une constante C(n), telle que :

|| |∇f | ||L∞ ≤ C(n).

Par conséquent, le lemme 2.3.5 implique l’existence d’une fonction τ ′′(ǫ), telle que :
∀t ∈ [0, l],

∣

∣

∣

∣

f ◦ γxy(t) −
(

f(u) cos(t) +
f(v) − f(u) cos d(u, v)

sin d(u, v)
sin(t)

)∣

∣

∣

∣

≤ τ ′′(ǫ)

et
∣

∣

∣

∣

(f ◦ γxy)
′(t) −

(

−f(u) sin(t) +
f(v) − f(u) cos d(u, v)

sin d(u, v)
cos(t)

)∣

∣

∣

∣

≤ τ ′′(ǫ).

Donc ũ := x et ṽ := y conviennent. ¥
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Chapitre 3

Pincement du spectre du laplacien

Dans ce chapitre, toutes les variétés seront compactes, sans bord, de dimension n ≥ 2
fixée, munie d’une métrique Riemanienne complète g, dont la courbure de Ricci vérifie
l’inégalité : Ric ≥ (n − 1)g. On note Mn l’ensemble de ces variétés.
Rappelons le théorème 0.0.1 :

Théorème 3.0.1 ∀(M, g) ∈ Mn :

vol (M, g) ≤ vol (Sn, can),

Diam(M, g) ≤ Diam(Sn, can),

λ1(M, g) ≥ λ1(S
n, can).

De plus, en cas d’égalité dans l’une de ces inégalités, (M,g) est isométrique à (Sn, can).

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux variétés de Mn dont le début du spectre est
presque minimal.

Commençons par remarquer que la première valeur propre non nulle du laplacien d’une
variété de Mn est presque minimale si et seulement si le diamètre de cette variété est
presque égal à π :

Théorème 3.0.2 (Cheng, [17]) Pour tout ǫ > 0, il existe η > 0 tel que, pour toute
variété riemannienne (M, g) ∈ Mn,

Diam(M, g) > π − η ⇒ λ1(M, g) ≤ n + ǫ .

C. Croke prouva la réciproque de ce résulta en 1982 :

Théorème 3.0.3 (Croke, [20]) Pour tout ǫ > 0, il existe η > 0 tel que, pour toute
variété riemannienne (M, g) ∈ Mn ,

λ1(M) ≤ n + η ⇒ Diam(M, g) ≥ π − ǫ .
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Résultats de stabilités
En 1996, T. Colding démontra une première version “L2” du théorème de Toponogov

(voir, par exemple [16], pour un énoncé). À l’aide de ce résultat et du théorème 0.0.2, il
prouva un résultat de proximité, pour la distance de Gromov-Hausdorff, avec la sphère
([19], [18]).

Théorème 3.0.4 (Colding) Il existe une fonction τ(ǫ) ne dépendant que de la dimension
n, telle que pour toute variété riemannienne (M, g) ∈ Mn :

vol (M, g) ≥ vol (Sn) − ǫ ⇒ dGH(M, Sn) ≤ τ(ǫ).

Réciproquement :

dGH(M, Sn) ≤ ǫ ⇒ vol (M, g) ≥ vol (Sn) − τ(ǫ).

À l’aide d’un théorème de J. Cheeger et T. Colding (théorème 0.0.3 ou [15], théorème
A.1.10), on en déduit alors le :

Théorème 3.0.5 (Cheeger-Colding) Il existe ǫ(n) > 0 tel que, toute variété rieman-
nienne (M, g) ∈ Mn dont le volume vérifie : vol (M, g) ≥ vol (Sn)− ǫ(n) est difféomorphe
à S

n.

Par un théorème de comparaison de Bishop (voir le théorème 2.1.1 pour un énoncé plus
précis), on montre qu’une variété appartenant à Mn , de volume presque maximal est de
diamètre presque égal à π.

L’hypothèse de diamètre presque maximal (ou de manière équivalente, de première va-
leur propre non nulle du laplacien presque minimale) est effectivement plus faible puisqu’il
existe (voir l’introduction ou le chapitre 4) une suite de variétés (Mi, gi)i∈N ∈ Mn , dont
le diamètre tend vers π et telle que :

-Mi n’est pas homéomorphe à S
n,

-(Mi, g) n’est pas proche, pour la distance de Gromov-Hausdorff, de (Sn, can).

Il existe, malgré tout, un résultat de proximité pour la distance de Gromov-Hausdorff,
pour les variétés (M, g) ∈ Mn dont le diamètre est presque maximal. Ce résultat est dû
à J. Cheeger et T. Colding ([14]) :

Théorème 3.0.6 (Cheeger-Colding) Il existe une fonction τ(ǫ) telle que, toute variété
riemannienne (M, g) de dimension n, dont la courbure de Ricci vérifie : Ric ≥ (n− 1)g et
telle que : diam(M, g) > π − ǫ, vérifie la propriété suivante :

Soit x, y ∈ M tels que d(x, y) > π − ǫ, alors il existe une sphère géodésique de M de
centre x notée N et une distance d sur N telle que, en notant :
[0, π] × N l’espace métrique muni d’une structure de sinus produit tordu ;
p la projection de M sur N :

(M, g) −→ N
z 7−→ p(z)
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avec p(z) tel que : d(z, p(z)) = d(z,N) ;

l’application φ :

(M, g) −→ [0, π] × N
z 7−→ (d(x, z), p(z))

est une τ(ǫ)-presque isométrie.

Remarque 3.0.4 L’espace métrique (N, d) n’est pas unique, cependant les espaces métriques
qui conviennent pour l’application φ, sont tous Gromov-Hausdorff proches.

Quitte à pincer davantage de valeurs propres, il est possible d’obtenir des résultats de
stabilité, pour la distance de Gromov-Hausdorff, avec la sphère canonique.
En 99, P. Petersen, en s’inspirant des résultats de T. Colding, a démontré ([37]) :

Théorème 3.0.7 (Petersen) Pour toute variété riemannienne (M, g) ∈ Mn :

λn+1(M) ≃ n ⇔ dGH(M,Sn) ≃ 0.

Remarque 3.0.5 P. Petersen démontre également les équivalences suivantes :

λn+1(M) ≃ n ⇔ vol (M, g) ≃ vol (Sn, can) ⇔ rad(M, g) ≃ π,

où rad(M, g) := infx∈M(supy∈M d(x, y)).

Remarque 3.0.6 Nous avons rappelé au chapitre 2, que la première valeur propre non
nulle de (Sn, can) : n est de multiplicité n + 1.

En réinterprétant, les résultats de S.Y. Cheng et de C. Croke, on a l’équivalence :
Pour toute variété riemannienne (M, g) ∈ Mn :

diam(M) ≃ π ⇔ ∃{p, q} ⊂ M ; dGH({p, q}, S0) ≃ 0.

En comparant cette équivalence, à celle démontrée par P. Petersen, il est alors naturel de
se demander si il n’existe pas un résultat intermédiaire entre ces deux-ci, qui établirait
l’équivalence suivante :

λk(M) ≃ n ⇔ ∃A ⊂ M ; dGH(A, Sk−1) ≃ 0.

L’objet de ce chapite est la démonstration de ce résultat.
Nous allons démontrer, d’une part le

Théorème 3.0.8 Soit k ∈ {2, .., n + 1}. Il existe une fonction τ(ǫ) telle que, toute variété
riemannienne (Mn, g), dont la courbure de Ricci vérifie : Ric ≥ (n − 1)g et telle que
λk(M) ≤ n + ǫ, possède un sous-ensemble A ⊂ M , tel que dGH(A, Sk−1) ≤ τ(ǫ) .
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Puis :

Théorème 3.0.9 Soit k ∈ {2, .., n + 1}. Il existe une fonction τ(η) telle que, pour toute
variété riemannienne (Mn, g), dont la courbure de Ricci vérifie : Ric ≥ (n − 1)g et telle
qu’il existe un sous-ensemble A ⊂ M vérifiant dGH(A, Sk−1) ≤ η, alors

λk(M) ≤ n + τ(η).

Les méthodes employées permettent de donner une nouvelle démonstration du résultat de
P. Petersen :

Théorème 3.0.10 Pour toute variété riemannienne (Mn, g) ∈ Mn :

λn+1(M) ≃ n ⇔ dGH(M,Sn) ≃ 0.

Organisation du chapitre

Soit (M, g) ∈ Mn et f une fonction propre non constante sur M . Pour le reste de ce
chapitre, on normalise f par :

||f ||2L2(M) =
1

vol M

∫

M

f 2 =
1

n + 1
. (3.1)

Pour démontrer le théorème 3.0.8, il suffit, d’après les résultats du chapitre 2 sur la dis-
tance de Gromov-Hausdorff, de définir une partie A de M et de construire une application
Φ : A → S

k−1 vérifiant :

∀x ∈ S
k−1,∃ y ∈ A tel que dSk−1(x, Φ(y)) < τ(ǫ) (3.2)

et

∀x, y ∈ A : |d(x, y) − dSk−1(Φ(x), Φ(y))| < τ(ǫ). (3.3)

Remarque 3.0.7 On note d la distance sur A. Il s’agit a priori, de la restriction à A×A
de la distance induite par la métrique riemannienne sur M × M . Nous verrons dans la
démonstration, qu’il est cependant possible de munir A de la distance intrinsèque d’une
partie A′ ⊃ A et presque “égale” à A.

Nous appellerons “propriété de τ(ǫ) presque surjectivité”, la propriété (3.2) et “pro-
priété de τ(ǫ) proximité métrique”, la propriété (3.3).

Dans le cas de (Sn, can), les fonctions coordonnées (qui sont des fonctions propres
de valeur propre n) fournissent un plongement isométrique d’une partie de (Sn, can) sur
S

k−1 ⊂ R
k :

{x ∈ S
n; X2

1 + .. + X2
k = 1} −→ S

k−1

x 7−→ (X1, .., Xk)(x)
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Sous les hypothèses du théorème 3.0.8, en notant (fi)1≤i≤k une base orthogonale de
fonctions propres, on définit :

F = (f1, .., fk) et Φ =
1

√

f 2
1 + .. + f 2

k

F. (3.4)

Nous allons montrer qu’il existe une partie A de M telle que :

Φ est une τ(ǫ) presque isométrie de A sur S
k−1.

Par analogie avec la sphère, nous allons montrer que pour τ(ǫ) convenable, A = {x ∈
M ; |(f 2

1 + .. + f 2
k )(x) − 1| < τ(ǫ)} convient.

Le chapitre est organisé comme suit :
Dans une première partie, nous démontrerons qu’une fonction propre sur (M, g) ∈ Mn ,

correctement normalisée, dont la valeur propre est proche de n, est proche en norme L∞

d’une fonction propre de la sphère de valeur propre n, transplantée sur M .
Dans une seconde partie, nous en déduirons que l’application Φ définie ci-dessus, vérifie

sur une partie A convenable, la propriété de “presque surjectivité”.
Dans une troisième partie, nous montrerons que sur des variétés, appartenant à Mn ,

ayant un diamètre proche de π, certaines fonctions cos dp (p ∈ M) sont proches, en norme
L∞, de combinaisons linéaires de fonctions propres de M , ayant des valeurs propres proches
de n.

Dans la quatrième partie, nous déduirons des propriétés de ces fonctions cos dp que
l’application Φ vérifie la propriété de “proximité métrique”, ce qui terminera la preuve
du théorème 3.0.8. Nous expliquerons également comment obtenir une nouvelle preuve du
théorème 3.0.10.

Dans la dernière partie, nous démontrerons, à l’aide des propriétés des fonctions cos dp

démontrées dans la troisième partie, le théorème 3.0.9. Nous terminerons la preuve du
théorème 3.0.10.

3.1 Fonctions propres associées à une “petite” valeur

propre

Nous allons montrer en utilisant le lemme de Toponogov L2, qu’une fonction propre
normalisée par (3.1), dont la valeur propre est approximativement égale à n est proche en
norme L∞ d’une fonction cos dx, x ∈ M .

Pour contrôler les conditions initiales de l’équation différentielle sous-jacente, nous au-
rons besoin d’une estimation due à P. Li et S.T. Yau ([32]), qui prouve que le gradient
d’une fonction propre sur une variété de Mn reste petit en norme, au voisinage des points
réalisant les extréma de la fonction propre. Ce résultat ne peut découler directement d’une
estimation sur le hessien de la fonction propre car on montre, en considérant des sphères
rondes de rayon arbitrairement petit, que la norme L∞ du hessien d’une fonction propre
de norme 1, tend vers l’infini.
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Proposition 3.1.1 (Li-Yau) Soit (Mn, g) une variété riemannienne de dimension n,
dont la courbure de Ricci vérifie : Ric ≥ (n − 1)g. Soit f une fonction propre de va-
leur propre λ, on suppose f normalisée par (3.1).
On a alors l’estimation :

∀x ∈ M |∇f |2(x) ≤ 2λ supM f

supM f − infM f
(sup

M
f − f(x))(f(x) − inf

M
f)

Preuve : On note k := − infM f et K = supM f .
Soit η > 0 un réel.
Posons

v :=
f − K−k

2

(1 + η)(k+K
2

)
,

cette fonction vérifie : ∆v = λ(v + a) où a = K−k
(1+η)(K+k)

.

De plus, supM v = 1
1+η

et infM v = − 1
1+η

.

On définit la fonction F sur M , par :

F =
|∇v |2
1 − v2

.

Soit x0 un point de M réalisant le maximum de F . Par le principe du maximum, on a :

∇F (x0) = 0 (3.5)

et

∆F (x0) ≥ 0. (3.6)

Calculons le laplacien de F en fonction de v :

dF =
1

1 − v2
d(|∇v|2) +

2v|∇v|2
(1 − v2)2

dv.

DdF =
4v

(1 − v2)2
dv ⊗ d(|∇v|2) +

1

1 − v2
Hess(|∇v|2)

+ |∇v|2
(

2dv ⊗ dv

(1 − v2)2
+

2v Hess v

(1 − v2)2
+

8v2dv ⊗ dv

(1 − v2)3

)

.

d’où :

∆F =
−4v

(1 − v2)2
(g(d(|∇v|2), dv))+

∆(|∇v|2)
1 − v2

+|∇v|2
(

− 2|∇v|2
(1 − v2)2

+
2v∆v

(1 − v2)2
− 8v2|∇v|2

(1 − v2)3

)

.
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En remarquant que : (3.5) ⇔ d(|∇v|2) = −2v|∇v|2
1−v2 dv en x0, on en déduit :

g(d(|∇v|2, dv)(x0) = −2v|∇v|4
1 − v2

(x0). (3.7)

D’où :

∆F (x0) =
∆(|∇v|2)
1 − v2

(x0) + |∇v|2(x0)

(

− 2|∇v|2
(1 − v2)2

+
2v∆v

(1 − v2)2

)

(x0).

On utilise alors la formule de Bochner :

1

2
∆(|∇v|2) = g(d(∆v), dv) − |Hess v|2 − Ric(∇v,∇v). (3.8)

Ce qui donne en x0 :

∆F =
2

1 − v2

(

g(d(∆v), dv) − |Hess v|2 − Ric(∇v,∇v) − |∇v|4
1 − v2

+
v∆v|∇v|2

1 − v2

)

.

Comme Ric(∇v,∇v) ≥ 0, (3.6) implique en x0 :

λ|∇v|2 − |Hess v|2 − |∇v|4
1 − v2

+
v∆v|∇v|2

1 − v2
≥ 0. (3.9)

Par Cauchy-Schwartz :
|g(d(|∇v|2, dv)| ≤ |d(|∇v|2)||dv|.

Comme d(|∇v|2) = 2|∇v|d(|∇v|) et d(|∇v|) ≤ |Hess v|, on obtient à l’aide de (3.7) :

|Hess v|2(x0) ≥
|∇v|4v2

(1 − v2)2
(x0).

Ce qui donne en remplaçant dans (3.9), toujours au point x0 :

|∇v|4v2

(1 − v2)2
− λ|∇v|2 ≤ −|∇v|4 + v∆v|∇v|2

1 − v2
,

d’où, comme ∆v = λ(v + a),

|∇v|2v2

1 − v2
− λ(1 − v2) ≤ −|∇v|2 + λv(v + a),

d’où,
|∇v|2
1 − v2

(x0) ≤ λ(1 + a) (car v ≤ 1)

⇔ F (x0) ≤ λ(1 + a).
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Par conséquent, on en déduit :

∀x ∈ M, F (x) ≤ λ(1 + a). (3.10)

En substituant dans l’équation (3.10) :

v =
f − K−k

2

(1 + η)(K+k
2

)
et a =

K − k

(1 + η)(K + k)
,

puis en faisant tendre η vers 0, on obtient le résultat.
¥

Remarque 3.1.1 Soit f une fonction propre, de valeur propre non nulle λ ≤ n + ǫ,
normalisée par :

1

vol M

∫

M

f 2 =
1

n + 1
.

Alors, pour ǫ assez petit, la proposition 2.2.1 implique l’existence d’une constante telle que :

∀x ∈ M, f 2(x) + |df |2(x) ≤ C(n).

En particulier,
sup
M

f ≤
√

C(n).

A l’aide du résultat précédent, nous allons montrer que la borne supérieure d’une fonc-
tion propre de valeur propre proche de n, normalisée par (3.1), est proche de 1, qui est la
borne supérieure des fonctions propres de la sphère de valeur propre n et normalisées de
la même façon (i.e. les fonctions coordonnées d’après (1.4)).

Lemme 3.1.1 Il existe une fonction τ(ǫ) ne dépendant que de n, telle que, pour toute
variété riemannienne (Mn, g) ∈ Mn et toute fonction propre f sur M de valeur propre
non nulle λ ≤ n + ǫ, normalisée par 1

vol M

∫

M
f 2 = 1

n+1
, on a l’estimation :

| sup
M

f − 1| ≤ τ(ǫ).

Preuve : Par la minoration de Lichnerowicz de la première valeur propre non nulle, λ
vérifie :

n ≤ λ ≤ n + ǫ,

donc, par choix de la normalisation de f :

1 ≤ 1

vol M

∫

M

f 2 + |df |2 ≤ 1 +
ǫ

n + 1
. (3.11)

Or, d’après la proposition 2.2.1, f vérifie :

∀x ∈ M f 2(x) + |df |2(x) ≤ (1 + τ(ǫ))(n + ǫ +1)||f ||22.
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c’est-à-dire :

∀x ∈ M f 2(x) + |df |2(x) ≤ 1 + τ(ǫ).

Ainsi, f 2 + |df |2 est majorée par une quantité environ égale à sa moyenne, par conséquent
f 2 + |df |2 est L1 proche de sa moyenne :

∀x ∈ M − f 2(x) − |df |2(x) +
1

vol M

∫

M

f 2 + |df |2 + τ(ǫ) ≥ 0

et
1

vol M

∫

M

(

−f 2(x) − |df |2(x) +
1

vol M

∫

M

f 2 + |df |2 + τ(ǫ)

)

≤ τ(ǫ).

D’où par (3.11) :
1

vol M

∫

M

|1 − f 2(x) − |df |2(x)| ≤ τ(ǫ).

Soit x vérifiant f(x) = supM f . D’après le corollaire 2.1.1 du théorème de Bishop-
Gromov, il existe R(ǫ), τ ′(ǫ) ne dépendant que de n et x̃ vérifiant d(x, x̃) ≤ R(ǫ), tels
que :

|f 2(x̃) + |df |2(x̃) − 1| ≤ τ ′(ǫ).

D’après la proposition 3.1.1 :

|df |2(x̃) ≤ τ(ǫ),

d’où :

|f(x̃) − 1| ≤ τ(ǫ).

Ce qui donne l’estimation sur f(x) puisque d’après la proposition 2.2.1 :

|| |∇f | ||∞ ≤ C(n),

avec C(n) une constante ne dépendant que de n. ¥

Montrons maintenant la proximité d’une fonction propre de petite valeur propre avec
une fonction propre de la sphère.

Lemme 3.1.2 Il existe des fonction τ(ǫ) et ψ(ǫ) telles que, pour toute variété rieman-
nienne (M, g) ∈ Mn et toute fonction propre f de valeur propre non nulle λ ≤ n + ǫ,
normalisée par (3.1), on a l’estimation :

||cosdx − f ||∞ ≤ τ3.1.2(ǫ),

avec x ∈ M tel que f(x) = supM f .
De plus, x admet une “presque antipode” y vérifiant f(y) = infM f :

d(x, y) > π − ψ3.1.2(ǫ).
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Preuve : Ce lemme découle du lemme de Toponogov L2 introduit dans le paragraphe
2.3.

De l’hypothèse sur la valeur propre, on déduit (proposition 2.3.1) :

||Hess f + fg||L2 ≤ τ(ǫ).

Puis, en appliquant le lemme 2.3.3, avec x, comme dans l’énoncé, fixé :
∀u ∈ M, ∃ ũ, x̃ ∈ M , tels que :

- il existe une unique géodésique minimisante γ reliant x̃ à ũ,
- d(u, ũ) ≤ r(ǫ), d(x, x̃) ≤ r(ǫ) et

∫ d(x̃,ũ)

0

|(f ◦ γ)′′(t) + f ◦ γ(t)|2dt ≤ τ(ǫ). (3.12)

Nous allons maintenant estimer les conditions initiales f ◦γ(0) et (f ◦γ)′(0) afin d’appliquer
le lemme de comparaison de solutions d’équations différentielles 2.3.4.
Par le lemme 3.1.1 :

| sup
M

f − 1| ≤ τ2(ǫ).

De plus, par la proposition 2.2.1, il existe une constante C(n) ne dépendant que de n telle
que :

||∇f ||∞ ≤ C(n),

donc comme x̃ est proche de x, on en déduit l’existence d’une fonction τ3(ǫ) telle que :

|f ◦ γ(0) − 1| ≤ τ3(ǫ). (3.13)

D’autre part, par la proposition 3.1.1, il existe une fonction τ4(ǫ) telle que :

|∇f |(x̃) ≤ τ4(ǫ),

d’où :
|(f ◦ γ)′(0)| ≤ τ4(ǫ). (3.14)

Grâce à (3.12), (3.13) et (3.14), le lemme 2.3.4 appliqué à f ◦ γ et cos, implique l’existence
d’une fonction τ5(ǫ) telle que :

∀t ∈ [0, d(x̃, ũ)] |f ◦ γ(t) − cos(t)| ≤ τ5(ǫ). (3.15)

∀t ∈ [0, d(x̃, ũ)] |(f ◦ γ)′(t) + sin(t)| ≤ τ5(ǫ). (3.16)

En particulier,
|f(ũ) − cos(d(x̃, ũ))| ≤ τ5(ǫ).

Or, comme x̃ est proche de x, ũ est proche de u et le gradient de f vérifie :

||∇f ||∞ ≤ C(n),
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on en déduit l’existence d’une fonction τ6(ǫ) telle que :

||f − cos d(x, .)||∞ ≤ τ6(ǫ).

Montrons maintenant la deuxième partie de l’énoncé.
Soit y vérifiant f(y) = infM f et soit x̃ et ỹ comme ci-dessus.
D’après (3.16) :

|(f ◦ γ)′(d(x̃, ỹ)) + sin(d(x̃, ỹ))| ≤ τ5(ǫ).

Mais ỹ est proche de y qui est un point réalisant le minimum de f , donc par la proposition
3.1.1 apliquée à ỹ :

|∇f |(ỹ) ≤ τ4(ǫ),

par conséquent (f ◦ γ)′(d(x̃, ỹ)) est petit et donc, il existe une fonction τ7(ǫ), telle que :

| sin(d(x̃, ỹ))| ≤ τ7(ǫ).

Or par le lemme 3.1.1 (et comme infM f ≤ 0) :

sup
M

f − inf
M

f ≥ 1 − τ3.1.1(ǫ).

Donc, comme :
||∇f ||∞ ≤ C(n),

il existe une constante C ′(n) > 0 telle que, pour ǫ assez petit :

d(x, y) > C ′(n).

Les points x et y sont nécessairement à distance presque π. ¥

3.2 Propriété de “ presque surjectivité”

Avant de démontrer la propriété de “presque surjectivité” pour Φ, nous allons établir,
grâce au lemme 3.1.2, un résultat intermédiaire :

Proposition 3.2.1 Soit k ∈ {2, .., n + 1}. Il existe une fonction τ3.2.1(ǫ) telle que, pour
toute variété riemannienne (M, g) ∈ Mn , vérifiant λk(M) ≤ n + ǫ, il existe des points de
M : x1, .., xk et y1, .., yk tels que :

∀i ∈ {1..k},
|d(xi, yi) − π| ≤ τ3.2.1(ǫ),

∀ i, j ∈ {1, .., k}, i 6= j,

|d(xi, xj) −
π

2
| ≤ τ3.2.1(ǫ),

|d(xi, yj) −
π

2
| ≤ τ3.2.1(ǫ),

|d(yi, yj) −
π

2
| ≤ τ3.2.1(ǫ).

De plus, ces points vérifient : fi(xi) = supM fi et fi(yi) = infM fi avec (fi)1≤i≤k une famille
orthogonale de fonctions propres associées à (λi(M))1≤i≤k et normalisées par (3.1).
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Ces couples de points correspondent, dans le cas modèle, aux couples formés de k
vecteurs orthogonaux (ei)1≤i≤k d’une sous-variété S

k−1 de S
n et des k vecteurs opposés

(−ei)1≤i≤k.

Cette proposition implique le résultat suivant (que nous n’utiliserons pas dans ce cha-
pitre) qui nous sera utile dans le chapitre 5, il est dû à S. Gallot ([24]).

Corollaire 3.2.1 (Gallot) Il existe une constante C(n) > 0 telle que :

∀ (M, g) ∈ Mn , λn+2(M) ≥ n + C(n).

Preuve : Dans [24], S. Gallot déduit ce résultat de la proposition 2.2.1. Nous proposons
une autre démonstration, plus géométrique, qui utilise également la proposition 2.2.1.

Supposons l’énoncé du corollaire 3.2.1 faux, alors, pour tout ǫ > 0, il existe (M, g) ∈
Mn telle que λn+2(M) < n + ǫ.

Or, par le théorème 3.0.10, il existe une fonction τ(ǫ) telle que, toute variété riemannienne
(M, g) de Mn , pour laquelle λn+1(M) ≤ n + ǫ, vérifie :

dGH(M, Sn) ≤ τ(ǫ).

À l’aide de ce résultat et de la proposition 3.2.1, on obtient l’existence d’une fonction τ2(ǫ)
et de n + 2 couples de points (x1, y1), .., (xn+2, yn+2) ∈ (Sn)2 tels que :

∀i, j ∈ {1, .., n + 2}, i 6= j, |d(xi, yi) − π| ≤ τ2(ǫ), |d(xi, xj) − π
2
| ≤ τ2(ǫ) etc..

Ce qui est absurde pour ǫ assez petit. ¥

3.2.1 Démonstration de la proposition 3.2.1

Preuve : Soit (xi)1≤i≤k et (yi)1≤i≤k définis par :

fi(xi) = sup
M

fi et fi(yi) = inf
M

fi,

avec (fi)1≤i≤k définis comme ci-dessus.
D’après le lemme 3.1.2,

∀i ∈ {1..k}, d(xi, yi) > π − ψ3.1.2(ǫ).

Nous allons montrer l’existence d’une fonction τ(ǫ), telle que :

∀ i, j ∈ {1, .., k}, i 6= j, |d(xi, xj) −
π

2
| ≤ τ(ǫ). (3.17)

Admettons provisoirement ce résultat, on en déduit les autres estimations à l’aide d’un
lemme sur la fonction “excess”, dû à K. Grove et P. Petersen ([27]) :
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Lemme 3.2.1 (Grove-Petersen) : Il existe une fonction τ3.2.1(ǫ) telle que, pour toute
variété riemannienne (M, g) ∈ Mn et pour tout p, q ∈ M , vérifiant :

d(p, q) ≥ π − ǫ,

on ait :
ep,q(M) := sup

x∈M
(d(p, x) + d(q, x) − d(p, q)) ≤ τ3.2.1(ǫ).

D’après ce lemme, il existe une fonction τ2(ǫ), telle que :

∀ i, j ∈ {1, .., k}, i 6= j |d(xj, yj) − d(xi, xj) − d(xi, yj)| ≤ τ2(ǫ),

donc par (3.17), il existe une fonction τ3(ǫ) telle que :

|d(xi, yj) −
π

2
| ≤ τ3(ǫ).

On déduit de manière similaire l’estimation sur d(yi, yj).

Démontrons maintenant l’estimation (3.17) :
Fixons i, j ∈ {1, .., k}, i 6= j.
Notons

h := fifj+ < dfi, dfj > .

Par hypothèse sur les fonctions (fi)1≤i≤k :

1

vol M

∫

M

h = 0.

Calculons la différentielle de h :

dh = fjdfi + fidfj + Hess fi(∇fj, .) + Hess fj(∇fi, .),

dh = (Hess fi + fig)(∇fj, .) + (Hess fj + fjg)(∇fi, .).

Donc
|dh|2 ≤ 2

(

||Hess fi + fig||2 × ||∇fj||2 + ||Hess fj + fjg||2 × ||∇fi||2
)

.

Or, par la proposition 2.3.1, il existe une fonction τ4(ǫ), telle que :

∀s ∈ {1, .., k}, ||Hess fs + fsg||L2(M) ≤ τ4(ǫ).

D’autre part, par la proposition 2.2.1, il existe une constante C(n) telle que :

∀s ∈ {1, .., k}, || |∇fs| ||∞ ≤ C(n). (3.18)

Donc, on en déduit, l’existence d’une fonction τ5(ǫ) telle que :

1

vol M

∫

M

|dh|2 ≤ τ5(ǫ).
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Nous allons en déduire que pour beaucoup de points x, |h(x)| est petit.
En appliquant l’inégalité de Poincaré à la fonction h de moyenne nulle, on obtient

puisque λ1(M) ≥ n, l’existence d’une fonction τ6(ǫ) telle que :

1

vol M

∫

M

h2 ≤ τ6(ǫ).

Par conséquent, d’après le corollaire 2.1.1 du théorème de Bishop-Gromov :

∃τ7(ǫ),∃R(ǫ); ∀x ∈ M,∃x̃ tel que d(x, x̃) < R(ǫ) et |h(x̃)| ≤ τ7(ǫ).

Pour x = xj, on remarque, d’après la proposition 3.1.1, qu’il existe une constante C ′(n)
telle que :

|∇fj|(x̃j) ≤ C ′(n)R(ǫ),

puisque fj(xj) = supM fj.
D’autre part, avec les notation de (3.18) :

∀s ∈ {1, .., k} || |∇fs| ||∞ ≤ C(n).

On en déduit qu’il existe une fonction τ8(ǫ) telle que :

|h(x̃j) − fi(x̃j)fj(x̃j)| ≤ τ8(ǫ).

Mais, par le lemme 3.1.2 :
|| cos dxj

− fj||∞ ≤ τ3.1.2(ǫ),

d’où :
|fj(x̃j) − 1| ≤ C(n)R(ǫ) + τ3.1.2(ǫ).

Par conséquent, il existe une fonction τ9(ǫ), telle que :

|fi(x̃j)| ≤ τ9(ǫ).

D’où le résultat, en appliquant de nouveau le lemme 3.1.2.
¥

3.2.2 Démonstration de la “presque surjectivité”

Soit (M, g) ∈ Mn , s un entier et η > 0 un réel.
Soit f1, .., fs une famille orthogonale de fonctions propres sur M , normalisées par (3.1), on
note :

As
η := {x ∈ M ; |f 2

1 (x) + .. + f 2
s (x) − 1| < η}.

Proposition 3.2.2 Soit k ∈ {2, .., n+1}. Il existe des fonctions η(ǫ) et τ3.2.2(ǫ) telles que,
pour tout (M, g) ∈ Mn , vérifiant λk(M) ≤ n + ǫ, on a la propriété suivante :

∀X ∈ S
k−1, ∃x ∈ Ak

η(ǫ) vérifiant ||Φ(x) − X||Rk ≤ τ3.2.2(ǫ).
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Preuve : Soit f1, .., fk une famille orthogonale de fonctions propres, normalisées par :

∀i ∈ {1, .., k} 1

vol M

∫

M

f 2
i =

1

n + 1
,

et vérifiant :
∆fi = λi(M)fi.

Φ est défini par :

Φ =
1

√

f 2
1 + .. + f 2

k

F

et
F = (f1, .., fk).

Donc pour tout x ∈ Ak
η(ǫ) :

||Φ(x) − F (x)||Rk ≤ max{1 −
√

1 − η(ǫ),
√

1 + η(ǫ) − 1}
√

1 − η(ǫ)
.

Par conséquent, il suffit de démontrer la proposition 3.2.2 pour F .
La preuve repose sur une récurrence finie.
Soit s ∈ {2, .., k − 1}.
Dans la suite, on identifie {x ∈ S

k−1; x = (a1, .., as, 0, .., 0)} avec S
s−1.

Nous allons d’abord montrer qu’il existe des fonctions η2(ǫ) et ψ2(ǫ) telles que :

∀X ∈ S
1, ∃x ∈ A2

η2(ǫ) vérifiant ||(f1, f2)(x) − X||R2 ≤ ψ2(ǫ). (3.19)

Nous montrerons ensuite :

Lemme 3.2.2 Supposons qu’il existe des fonctions ηs(ǫ) et ψs(ǫ) telles que :

∀X ∈ S
s−1, ∃x ∈ As

ηs(ǫ) vérifiant ||(f1, .., fs)(x) − X||Rs ≤ ψs(ǫ)

alors il existe des fonctions ηs+1(ǫ) et ψs+1(ǫ) telles que :

∀X ∈ S
s, ∃x ∈ As+1

ηs+1(ǫ) vérifiant ||(f1, .., fs+1)(x) − X||Rs+1 ≤ ψs+1(ǫ).

Commençons par la preuve de (3.19).
Soit (x1, y1), .., (xk, yk) les points introduits dans la proposition 3.2.1.
Montrons d’abord que x1, y1, x2, y2 appartiennent à A2

η pour η dépendant de ǫ convenable.
c’est-à-dire que : (f1, f2)(x1) ≃ (1, 0), (f1, f2)(x2) ≃ (0, 1) etc...

Par les lemmes 3.1.1 et 3.1.2, il existe une fonction τ(ǫ) telle que :
∀i ∈ {1, .., k},

|fi(xi) − 1| ≤ τ(ǫ)

et
|fi(yi) + 1| ≤ τ(ǫ).
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Par la proposition 3.2.1, il existe une fonction τ2(ǫ) telle que :
∀i, j ∈ {1, .., k}, i 6= j,

|d(xi, xj) −
π

2
| ≤ τ2(ǫ)

et
|d(xi, yj) −

π

2
| ≤ τ2(ǫ),

d’où, par le lemme 3.1.2, l’existence d’une fonction τ3(ǫ) telle que :
∀i, j ∈ {1, .., k}, i 6= j,

|fi(xj)| ≤ τ3(ǫ)

et
|fi(yj)| ≤ τ3(ǫ).

On en déduit qu’il existe une fonction η(ǫ) telle que x1, y1, x2, y2 ∈ A2
η(ǫ).

Montrons maintenant qu’il existe des fonctions η2(ǫ) et ψ2(ǫ) telles que :

∀X ∈ S
1, ∃x ∈ A2

η2(ǫ) vérifiant ||(f1, f2)(x) − X||R2 ≤ ψ2(ǫ).

Pour celà, on considère des géodésiques minimisantes entre les couples de points :
(x1, x2), (x1, y2), (x2, y1), (y1, y2) et on montre que leur image par (f1, f2) est presque sur-
jective sur le sous-ensemble S

1 ci-dessus.
La preuve est identique pour les quatre couples de points, nous n’en traiterons qu’un.

Soit c une géodésique minimisante de x1 à x2.
Par le lemme 3.1.2 :

|| cos dxi
− fi||∞ ≤ τ3.1.2(ǫ) pour i ∈ {1, 2}.

D’où :
∀t ∈ [0, d(x1, x2)], | cos t − f1(c(t))| ≤ τ3.1.2(ǫ).

Comme dx1(c(t)) + dx2(c(t)) = d(x1, x2), on a par la proposition 3.2.1 :
∣

∣

∣dx2(c(t)) −
(π

2
− dx1(c(t))

)∣

∣

∣ ≤ τ2(ǫ),

en appliquant le théorème des accroissements finis, on obtient :

∀t ∈ [0, d(x1, x2)], | cos dx2(c(t)) − sin t| ≤ τ2(ǫ).

Par conséquent, on en déduit :
∀t ∈ [0; π

2
− τ2(ǫ)],

||(f1, f2)(c(t)) − (cos t, sin t)||R2 ≤ ((τ3.1.2(ǫ))
2 + (τ3.1.2(ǫ) + τ2(ǫ))

2)
1
2 .

On note τ4(ǫ) = ((τ3.1.2(ǫ))
2 + (τ3.1.2(ǫ) + τ3.2.1(ǫ))

2)
1
2 .

Quitte à augmenter légèrement τ4(ǫ), on a donc démontré l’existence d’une fonction ψ2(ǫ),
telle que :

∀t ∈ [0;
π

2
], ∃y ∈ c([0, d(x1, x2)]); ||(f1, f2)(y) − (cos t, sin t)||R2 ≤ ψ2(ǫ).

Par l’inégalité triangulaire, η2(ǫ) = τ4(ǫ)(2 + τ4(ǫ)) convient.
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Preuve du lemme 3.2.2

Commençons par démontrer le résultat suivant :
Pour toute fonction η(ǫ), il existe une fonction θ(ǫ) telle que, pour tout s ∈ {2, .., k − 1} :

As
η(ǫ) ⊂ As+1

θ(ǫ) . (3.20)

Ce résultat est une conséquence d’un lemme démontré par P. Petersen ([37]) :

Lemme 3.2.3 (Petersen) Il existe une fonction τ3.2.3(ǫ) telle que, pour toute variété rie-
mannienne (M, g) ∈ Mn , vérifiant λk(M) ≤ n + ǫ, on a l’estimation :

∀x ∈ M, f 2
1 (x) + .. + f 2

k (x) ≤ 1 + τ3.2.3(ǫ),

avec (fi){1≤i≤k} une famille orthogonale de fonctions propres de M , de valeurs propres
λi(M) et normalisées par :

∀i ∈ {1, .., k} 1

vol M

∫

M

f 2
i =

1

n + 1
.

En effet, soit x ∈ As
η(ǫ), alors :

f 2
1 (x) + .. + f 2

s (x) ≥ 1 − η(ǫ),

par le lemme 3.2.3, on en déduit :

f 2
s+1(x) ≤ τ3.2.3(ǫ) + η(ǫ). (3.21)

Par conséquent, par l’inégalité triangulaire :

|f 2
1 (x) + .. + f 2

s+1(x) − 1| ≤ 2η(ǫ) + τ3.2.3(ǫ)

et x appartient à As+1
2η(ǫ)+τ3.2.3(ǫ).

Démontrons maintenant le lemme 3.2.3 :
Preuve : Fixons un point x0 de M. Il suffit d’appliquer la proposition 2.2.1 en choisis-

sant comme coefficients : ai = fi(x0)√
∑k

i=1 f2
i (x0)

. Pour ce choix, on a
∑k

i=1 ai
2 = 1 et on obtient

le résultat en prenant x = x0 dans l’estimation du lemme. ¥

Fixons s ∈ {2, .., k− 1} et supposons qu’il existe des fonctions ηs(ǫ) et ψs(ǫ) telles que :

∀X ∈ S
s−1, ∃x ∈ As

ηs(ǫ) vérifiant ||(f1, .., fs)(x) − X||Rs ≤ ψs(ǫ).

Soit Y = (cos s1, .., cos ss+1) ∈ S
s.

Il faut distinguer deux cas :
-soit | sin ss+1| < µ(ǫ),
-soit | sin ss+1| ≥ µ(ǫ),
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avec µ(ǫ) petit, qui sera définit plus loin.

Si | sin ss+1| < µ(ǫ), comme pour tout i ∈ {1, .., s} : d(xi, xs+1) ≃ π
2

et d(xi, ys+1) ≃ π
2
,

le lemme 3.1.2 implique l’existence d’une fonction τ5(ǫ) telle que :

||(f1, .., fs+1)(α) − Y ||Rs+1 ≤ τ5(ǫ),

avec α = xs+1 si ss+1 ≃ 0 et α = ys+1 sinon.

On suppose maintenant que : | sin ss+1| ≥ µ(ǫ).
On définit :

X = (
cos s1

sin ss+1

, ..,
cos ss

sin ss+1

) ∈ S
s−1.

Par hypothèse de récurrence, il existe x0 ∈ As
ηs(ǫ)

telle que :

||(f1, .., fs)(x0) − X||Rs ≤ ψs(ǫ). (3.22)

D’après (3.20), As
ηs(ǫ)

⊂ As+1
θ(ǫ) .

D’après le lemme 3.1.2, fs+1 ≃ cos dxs+1 donc, comme x0 ∈ As
ηs(ǫ)

, (3.21) implique

l’existence d’une fonction τ6(ǫ) telle que :

| cos dxs+1(x0)| ≤ τ6(ǫ).

Par conséquent, par l’inégalité des accroissements finis :

|π
2
− dxs+1(x0)| ≤ τ6(ǫ). (3.23)

Nous allons maintenant utiliser le lemme de Toponogov L2, aux voisinages des points
x0 et xs+1. En appliquant le lemme 2.3.3 aux fonctions fi pour i ∈ {1, .., s + 1}, on en
déduit :

il existe x̃0 avec d(x̃0, x0) < r(ǫ) et x̃s+1 avec d(xs+1, x̃s+1) < r(ǫ) tels que, si on note
γ l’unique géodésique minimisante reliant x̃s+1 à x̃0 et ui := fi ◦ γ pour i ∈ {1, .., s + 1}
alors :

∫ d(x̃0,x̃s+1)

0

|u′′
i (t) + ui(t)|2dt ≤ τ ′(ǫ).

Pour i ∈ {1, .., s}, les conditions aux extrémités sont :

ui(0) = fi(x̃s+1) (3.24)

et

ui(d(x̃s+1, x̃0)) = fi(x̃0). (3.25)

Or, d’une part :

|fi(x̃s+1)| ≤ |fi(x̃s+1) − fi(xs+1)| + ||fi − cos dxi
||∞ + | cos dxi

(xs+1)|,
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donc
|fi(x̃s+1)| ≤ C2.2.1(n)r(ǫ) + τ3.1.2(ǫ) + τ3.2.1(ǫ)

et d’autre part :
∣

∣

∣

∣

fi(x̃0) −
cos si

sin ss+1

∣

∣

∣

∣

≤ |fi(x̃0) − fi(x0)| +
∣

∣

∣

∣

fi(x0) −
cos si

sin ss+1

∣

∣

∣

∣

donc
|fi(x̃0) −

cos si

sin ss+1

| ≤ C2.2.1(n)r(ǫ) + ψs(ǫ).

Notons ui(t) = cos si

sin ss+1
sin(t).

Alors, en utilisant (3.23) :

|ui(
π

2
) − ui(d(x̃s+1, x̃0))| ≤

τ6(ǫ) + 2r(ǫ)

µ(ǫ)
.

On fixe µ(ǫ) =
√

τ6(ǫ) + 2r(ǫ).
D’après (3.24) et (3.25), il existe une fonction τ7(ǫ) telle que :

|ui(0) − ui(0)| ≤ τ7(ǫ)

et
|ui(d(x̃s+1, x̃0)) − ui(d(x̃s+1, x̃0))| ≤ τ7(ǫ).

D’après (3.23), on peut supposer ǫ assez petit pour que l = d(x̃s+1, x̃0) vérifie l’hypothèse
du lemme 2.3.6, par conséquent en appliquant ce lemme aux fonctions ui et ui, on obtient
l’existence d’une fonction τ8(ǫ) telle que :

∀i ∈ {1, s}, ∀t ∈ [0; d(x̃s+1, x̃0)] |fi ◦ γ(t) − cos si

sin ss+1

sin(t)| ≤ τ8(ǫ).

Le lemme 3.1.2 permet d’estimer fs+1 :

|fs+1(γ(t)) − cos t| ≤ τ3.1.2(ǫ) + r(ǫ).

En combinant ces résultats, on obtient l’existence d’une fonction τ9(ǫ), telle que :
∀t ∈ [0, d(x̃s+1, x̃0)],

||(f1, .., fs+1)(γ(t)) −
(

(cos s1, .., cos ss, 0)
sin t

sin ss+1

+ (0, .., 0, cos t)

)

||Rs+1 ≤ τ9(ǫ).

D’où, si on suppose ss+1 ≤ π
2
, on obtient pour T = min{d(x̃s+1, x̃0), ss+1} :

||(f1, .., fs+1)(γ(T )) − (cos s1, .., cos ss, cos ss+1)||Rs+1

≤ τ9(ǫ) +

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(

(cos s1, .., cos ss, 0)

(

sin T

sin ss+1

− 1

)

+

(0, .., 0, 1)(cos T − cos ss+1))||Rs+1 .
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Or, comme par (3.23) :

d(x̃s+1, x̃0) ≥
π

2
− τ6(ǫ) − 2r(ǫ),

la proposition est démontrée dans ce cas.
Si ss+1 ≥ π

2
, il suffit de remplacer dans tout ce qui précède xs+1 par ys+1.

¥

3.3 Propriétés des fonctions cos dp

Sur la sphère canonique, toute fonction (propre) cos dp est une combinaison linéaire
d’une base de fonctions propres associées à la valeur propre n (voir le paragraphe 1.2.1).
Précisément, si (xi)1≤i≤n+1 est une base orthonormée de l’espace euclidien R

n+1 :

∀p ∈ S
n, cos dp =

n+1
∑

i=1

cos d(p, xi) cos dxi
. (3.26)

En particulier si p appartient à S
k−1 (en identifiant S

k−1 à la partie de S
n dont seules les k

premières coordonnées sont non nulles), seuls les p premiers termes de la somme ci-dessus
sont non nuls.

Dans la section 3.1, nous avons montré qu’une fonction propre sur (M, g) ∈ Mn

associée à une valeur propre presque égale à n, était proche en norme L∞ d’une fonction
cosinus de la distance à un point convenable. L’objet de cette section est de prouver une
“réciproque “ à ce résultat, en prouvant que toute fonction cosinus de la distance à un
point qui admet une “presque antipode” (i.e. un point qui est à distance presque π) est
proche en norme L∞ d’une combinaison linéaire de fonctions propres de (M, g) dont les
valeurs propres sont presques égales à n.

Dans [19], T. Colding a utilisé le fait que la moyenne, sur une variété (M, g) ∈ Mn ,
de fonctions trigonométriques appliquées à une fonction distance à un point, admettant
une presque antipode, était presque égale à la moyenne de la fonction correspondante sur
(Sn, can). En utilisant Bishop-Gromov et la formule de la coaire, E. Aubry montre que celà
est vrai pour toute fonction régulière ([3]) :

Lemme 3.3.1 (Aubry) Il existe une constante C3.3.1(n) telle, que pour toute variété rie-
mannienne (Mn, g) ∈ Mn , admettant deux points p et q, vérifiant d(p, q) > π − η et pour
toute fonction u : [0, π] → R de classe C1, on a :

∣

∣

∣

∣

1

vol M

∫

M

u ◦ dp dv − 1

vol Sn

∫

Sn

u ◦ dSn(p, .) dx

∣

∣

∣

∣

≤ C3.3.1(n)η

∫ π

0

|u′(r)|dr.

Remarque 3.3.1 On obtient en particulier que 1
vol (M)

∫

M
cos2 dp ≃ 1

n+1
pour d(p, q) ≃ π.
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Preuve : Nous suivrons la preuve de [3].
Notons : L(r) = vol n−1(S(p, r)) le volume de la sphère géodésique de centre p et de

rayon r et V (r) = vol (B(p, r)). On note L(r) et V (r) les volumes correspondants sur S
n.

En appliquant la formule de la co-aire (voir [11], pour un énoncé), on en déduit que la
fonction r → V (r) est lipschitzienne, de dérivée presque partout égale à L.

Comme diam(M) ≤ π (c.f. théorème 3.0.1), une intégration par parties donne :

u(π) vol (M) =

∫ π

0

u(r)L(r)dr +

∫ π

0

u′(r)V (r)dr.

En appliquant cette formule sur S
n, puis en la retranchant à celle-ci, on obtient :

∣

∣

∣

∣

1

vol M

∫

M

u ◦ d(p, x)dvg −
1

vol (Sn)

∫

Sn

u ◦ dSn(p, x)dvcan

∣

∣

∣

∣

≤
∫ π

0

|u′(r)|
(

V (r)

vol (M)
− V (r)

vol (Sn)

)

dr.

Or, par hypothèse d(p, q) > π − η, donc, pour r ∈ [0, π − η] :

vol (M) ≥ V (r) + vol (B(q, π − η − r)),

d’où, en appliquant le théorème 2.1.1 de Bishop-Gromov :

V (r)

vol (Sn)
≤ V (r)

vol (M)
≤ 1 − V (π − r − η)

vol (Sn)
≤ V (r + η)

vol (Sn)
.

La fonction V est continue sur [0, π] et on a la majoration :

∀r ∈ [0, π],
V (r + η) − V (r)

vol (Sn)
≤

∫ η
2

0
cosn−1(t)dt

∫ π
2

0
cosn−1(t)dt

.

¥

De ce résultat, nous allons déduire la propriété annoncée sur les fonctions cos dp pour p
admettant une presque antipode. Ce lemme n’est qu’une légère modification d’un lemme
démontré par P. Petersen (voir [37], lemme 4.3).

Lemme 3.3.2 Il existe une fonction τ3.3.2(t) tendant vers 0 avec t, telle que pour tout
ǫ, η avec ǫ ≫ η > 0 et pour toute variété riemannienne (M, g) ∈ Mn vérifiant pour
k = max{i; λi(M) ≤ n+ ǫ}, k ≥ 1 et diam(M, g) > π− η, alors en notant p, q deux points
de M tels que d(p, q) > π − η, on a :

|| cos dp −
k

∑

i=1

ai(p)fi||L∞ ≤ τ3.3.2(
η

ǫ
), (3.27)
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où les ai(p) sont les coefficients de Fourier de la fonction cos dp par rapport à une base
orthogonale (fi)i≥0 de fonctions propres normalisées par (3.1) : ai(p) = n+1

vol M

∫

M
cos dpfi.

De plus, les coefficients ai(p) vérifient pour ǫ assez petit :

|
k

∑

i=1

ai
2 − 1| ≤ C(n)

η

ǫ
.

Preuve : En appliquant le lemme 3.3.1 à u = cos2, u = sin2 et u = cos, on obtient :

∣

∣

∣||∇ cos dp||2L2(M) − n|| cos dp||2L2(M)

∣

∣

∣ ≤ C(n)η,

|a0| =

∣

∣

∣

∣

√
1 + n

vol (M)

∫

M

cos dp

∣

∣

∣

∣

≤ C(n)η.

Ce qui implique, en écrivant le développement en série de Fourier :

+∞
∑

i=1

λi ai
2||fi||2L2 ≤ n

+∞
∑

i=1

ai
2||fi||2L2 + C ′(n)η.

C’est à dire, d’après la normalisation (3.1) des fonctions propres :

+∞
∑

i=1

λi ai
2 ≤ n

+∞
∑

i=1

ai
2 + C ′′(n)η.

Or λ1(M) ≥ n, donc on peut ”oublier” les k premiers termes :

+∞
∑

i=k+1

(λi − n)ai
2 ≤ C ′′(n)η.

On en déduit, par définition de k :

|| cos dp −
k

∑

i=1

aifi||2L2 ≤ C ′′(n)
η

ǫ
(3.28)

et comme 1
vol M

∫

M
cos2 dp ≃ 1

n+1
, la formule de Parseval donne :

|
k

∑

i=1

ai
2 − 1| ≤ C(n)

η

ǫ
.

Pour obtenir une estimation L∞ à partir de l’estimation L2, il suffit de remarquer que
puisque les coefficients (ai){1≤i≤k} sont bornés et que λk(M) ≤ n + ǫ, on obtient par la
proposition 2.2.1, l’existence d’une constante D(n) telle que la fonction h := cos dp −
∑k

i=1 aifi vérifie :
||h||L∞ ≤ D(n)
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et

||dh||L∞ ≤ D(n).

Or, par l’inégalité de Cauchy-Schwartz, on déduit de (3.28) :

||h||L1 ≤
(

C ′′(n)
η

ǫ

) 1
2
.

Puis, on applique le théorème des accroissements finis :
Soit x0 tel que |h(x0)| = ||h||L∞ et r > 0, alors,

(

C ′′(n)
η

ǫ

) 1
2

vol (M) ≥
∫

B(x0,r)

|h(x)|dx ≥ (||h||L∞ − D(n)r) vol (B(x0, r)).

On en déduit, en appliquant le théorème de Bishop-Gromov :

(

C ′′(n)
η

ǫ

) 1
2 ≥ V (r)

V (π)
(||h||L∞ − D(n)r).

D’où le résultat, en choisissant r = r(η
ǫ
) convenable.

¥

3.4 Propriété de “proximité métrique”

Soit k ∈ {2, .., n + 1}. On conserve la notation Ak
η(ǫ) pour la partie introduite dans la

proposition 3.2.2.

Le but de cette partie est de démontrer que l’application Φ = 1√
f2
1 +..+f2

k

(f1, .., fk), avec

(fi) une base orthogonale de fonctions propres associées à λi(M) et normalisées par :

∀i ∈ {1, .., k}, 1

vol M

∫

M

f 2
i =

1

n + 1
, (3.29)

vérifie la propriété de proximité métrique :
Il existe une fonction τ(ǫ) telle que, pour toute variété riemannienne (M, g) ∈ Mn :

λk(M) ≤ n + ǫ ⇒ ∀x, y ∈ Ak
η(ǫ) |d(x, y) − dSk−1(Φ(x), Φ(y))| ≤ τ(ǫ). (3.30)

Ce qui terminera la preuve du théorème 3.0.8.
Nous démontrerons également une implication du théorème 3.0.10 :

Il existe une fonction τ(ǫ) telle que, pour toute variété riemannienne (M, g) ∈ Mn :

λn+1(M) ≤ n + ǫ ⇒ dGH(M, Sn) ≤ τ(ǫ). (3.31)

Enfin nous démontrerons que la partie Ak
η(ǫ) est “presque convexe” :
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Proposition 3.4.1 Il existe des fonctions η′(ǫ) (η′ ≥ η) et τ(ǫ), telles que pour toute
variété riemannienne (M, g) ∈ Mn , vérifiant λk(M) ≤ n + ǫ, alors :

∀x, y ∈ Ak
η(ǫ), dAk

η′(ǫ)
(x, y) ≤ d(x, y) + τ(ǫ).

Commençons par montrer comment (3.31) se ramène à la démonstration que nous allons
donner de (3.30).

Supposons λn+1(M) ≤ n + ǫ, alors par la proposition 3.2.2 et en utilisant l’application
Φ avec k = n + 1, M contient une partie qui est τ3.2.2(ǫ) presque surjective sur S

n. Il suffit
donc de prouver que cette application vérifie la propriété de “proximité métrique”, pour
une fonction τ(ǫ) convenable.

Or, d’après le lemme 3.2.3 appliqué avec k = n + 1 :

∀x ∈ M ; f 2
1 (x) + ... + f 2

n+1(x) ≤ 1 + τ(ǫ),

pour une fonction τ(ǫ) convenable, ne dépendant que de la dimension n.
Notons h = f 2

1 + ... + f 2
n+1 − 1. D’après ce qui précède : h ≤ τ(ǫ).

Par choix de la normalisation (3.29) :
∫

M

h = 0.

et
|dh| ≤ C(n).

Montrons qu’il existe une fonction τ2(ǫ) telle que :

||h||∞ ≤ τ2(ǫ).

En effet :
0 =

∫

M
h =

∫

h<0
h +

∫

h≥0
h.

Notons y, un élément de M tel que h(y) = infM h. Si h(y) ≥ 0, c’est terminé.
Supposons donc h(y) < 0.

On définit alors r = |h(y)|
2C(n)

avec C(n), la constante ci-dessus.
Par l’inégalité des accroissements finis :

−
∫

h≥0

h =

∫

h<0

h ≤ h(y)

2
vol (B(y, r)).

On en déduit, à l’aide de la majoration de h :

vol (B(y, r))
|h(y)|

2
≤ τ(ǫ) vol M.

On obtient alors, à l’aide du théorème de Bishop-Gromov :

V (r)
|h(y)|

2
≤ τ(ǫ)V (π)
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Ce qui conclut.

Par conséquent, il existe une fonction R(ǫ), telle que :

M = An+1
R(ǫ),

avec R(ǫ) ≥ η(ǫ) (η(ǫ) a été introduit dans la proposition 3.2.2).
Pour démontrer (3.31), il suffit donc de démontrer la propriété de “proximité métrique”

(3.30) pour toute partie Ak
R(ǫ) avec R(ǫ) ≥ η(ǫ).

Plan de la preuve de (3.30)

Par uniforme continuité de la fonction arccos, il suffit de démontrer qu’il existe une
fonction τ2(ǫ) telle que :

∀x, y ∈ Ak
R(ǫ), | cos d(x, y)− < Φ(x), Φ(y) >Rk | ≤ τ2(ǫ). (3.32)

Remarque 3.4.1 Comme pour la propriété de “presque surjectivité”, on montre facile-
ment que, par définition de Ak

R(ǫ), il suffit de prouver (3.32) pour la fonction F = (f1, .., fk).

Admettons que tout point de Ak
R(ǫ) possède une “presque antipode”, le lemme 3.3.2

donne :

∀x, y ∈ Ak
R(ǫ), cos d(x, y) ≃

k
∑

i=1

ai(x)fi(y),

avec (ai(x)), les coefficients de Fourier de cos dx.
On montrera ensuite que :

ai(x) ≃ fi(x)

(il y a égalité dans le cas de la sphère), ce qui permettra de conclure.

3.4.1 Propriétés des ensembles Ak

R(ǫ)

Soit k ∈ {2, .., n + 1} et Ak
R(ǫ) avec

R(ǫ) ≥ η(ǫ), (3.33)

fixé.
Sur la sphère canonique, l’ensemble {x ∈ S

n ; X2
1 (x) + .. + X2

k(x) = 1}, où (Xi) sont
les k premières fonctions coordonnées, est un hémisphère de dimension k-1. La fonction
X2

1 + ..+X2
k définie sur S

n, atteint son maximum sur cet hémisphère, son gradient est donc
nul sur cet ensemble.
Le lemme suivant est une généralisation de ce fait au “presque équateur” Ak

R(ǫ), dans le cas

où la variété (M, g) admet k petites valeurs propres.
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Lemme 3.4.1 Il existe une fonction τ3.4.1(ǫ) telle que, pour toute fonction θ(ǫ) et pour
toute variété riemannienne (M, g) ∈ Mn vérifiant λk(M) ≤ n + ǫ, on a l’estimation :

∀x ∈ Ak
θ(ǫ),

|∇(
k

∑

i=1

f 2
i )|(x) ≤ 4(1 + θ(ǫ))(τ3.4.1(ǫ) + θ(ǫ)),

avec (fi)1≤i≤k une famille orthogonale de fonctions propres normalisées par (3.29).

Preuve : Soit f =
∑k

i=1 aifi une combinaison linéaire de telles fonctions propres.
Le lemme 2.2.1, appliqué à cette combinaison linéaire donne :

∀x ∈ M, f 2(x) + |∇f |2(x) ≤ (1 + τ(ǫ))

(

k
∑

i=1

a2
i

)

.

En développant le terme |∇f |2, on obtient :

|∇f |2(x) =
∑

1≤i,j≤k

aiaj < ∇fi(x),∇fj(x) > .

Fixons un point x0 de Ak
θ(ǫ) et considérons les coefficients ai = fi(x0)√

∑k
i=1 f2

i (x0)
, le lemme 2.2.1,

appliqué au point x0, donne :

k
∑

i=1

f 2
i (x0) +

1

4
∑k

i=1 f 2
i (x0)

|∇(
k

∑

i=1

f 2
i )(x0)|2 ≤ 1 + τ(ǫ).

Or x ∈ Aθ(ǫ) entraine 1 + θ(ǫ) ≥ ∑k
i=1 f 2

i (x0) ≥ 1 − θ(ǫ), d’où le résultat. ¥

Ce lemme permet de démontrer que tout point de Ak
R(ǫ) admet une presque antipode :

Lemme 3.4.2 Il existe δ(ǫ) (vérifiant δ(ǫ) >> ǫ) telle que, pour toute variété rieman-
nienne (M, g) ∈ Mn , vérifiant λk(M) ≤ n + ǫ, on a :

∀x ∈ Ak
R(ǫ), ∃ y ∈ Ak

R(ǫ) avec d(x, y) > π − δ(ǫ).

Preuve : Dans le cas de la sphère, le point antipodal d’un point X de S
n est −X, ce

qui suggère le “candidat” à être une presque antipode de x ∈ Ak
R(ǫ) :

Soit x ∈ Ak
R(ǫ), notons α = ||(f1, .., fk)(x)||Rk , l’hypothèse x ∈ Ak

R(ǫ) implique :

(1 − R(ǫ))
1
2 ≤ α ≤ (1 + R(ǫ))

1
2 .

Par la proposition 3.2.2 de presque surjectivité, il existe y ∈ Ak
η(ǫ) tel que :

||(f1, .., fk)(y) +
1

α
(f1, .., fk)(x)|| ≤ τ3.2.2(ǫ).
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En appliquant le lemme 2.3.3 aux fonctions (fi), on en déduit l’existence de x̃ et ỹ vérifiant
d(x, x̃) ≤ r(ǫ), d(y, ỹ) ≤ r(ǫ) tels que, si on note γx̃ỹ, l’unique géodésique minimisante
reliant x̃ à ỹ, on a :

∀i ∈ {1..k},
∫ d(x̃,ỹ)

0

|(fi ◦ γ)′′(t) + (fi ◦ γ)(t)|2dt ≤ τ ′(ǫ). (3.34)

D’autre part, par le lemme 3.4.1 :

|∇(f 2
1 + .. + f 2

k )|(x̃) ≤ τ(ǫ). (3.35)

Notons ai = fi(x̃), bi = (fi ◦ γx̃ỹ)
′(0) et l = d(x̃, ỹ).

D’après l’équation (3.34), en appliquant le lemme 2.3.4 de comparaison d’équations
différentielles, on en déduit l’existence d’une fonction τ2(ǫ) telle que :

∀i ∈ {1, .., k},∀t ∈ [0, l],

|(fi ◦ γx̃ỹ)(t) − (ai cos t + bi sin t)| ≤ τ2(ǫ), (3.36)

|(fi ◦ γx̃ỹ)
′(t) − (−ai sin t + bi cos t)| ≤ τ2(ǫ).

En appliquant Cauchy-Schwartz, on obtient à l’aide de (3.35) :

|1
2

k
∑

i=1

(f 2
i ◦ γx̃ỹ)

′(0)| = |
k

∑

i=1

aibi| ≤
τ3.4.1(ǫ)

2
. (3.37)

Or, par définition de y et comme d(y, ỹ) ≤ r(ǫ) :

fi(ỹ) + ai = (fi(ỹ) − fi(y)) + (fi(y) + fi(x)
α

) + (−fi(x)
α

+ fi(x)) + (−fi(x) + fi(x̃)).
d’où :

|fi(ỹ)+ai| ≤ 2C2.2.1(n)r(ǫ)+τ3.2.2(ǫ)+C2.2.1(n) max{−(1+R(ǫ))−
1
2 +1;−1+(1−R(ǫ))−

1
2}.

En appliquant (3.36) avec t = l, on obtient :

ai cos l + bi sin l = −ai + δi, (3.38)

avec |δi| ≤ τ3(ǫ).
En multipliant (3.38) par bi et en sommant par rapport à i, on obtient :

(
k

∑

i=1

aibi) cos l + (
k

∑

i=1

b2
i ) sin l +

k
∑

i=1

aibi ≤ (
k

∑

i=1

b2
i )

1
2 δ′.

Or, |bi| ≤ |∇fi|, donc la proposition 2.2.1 implique que
∑k

i=1 b2
i est bornée par une constante

C(n). D’autre part, |δ′| ≤ n
1
2 τ3(ǫ), par conséquent, il existe une fonction τ4(ǫ) telle que :

∣

∣

∣

∣

∣

(
k

∑

i=1

b2
i ) sin l

∣

∣

∣

∣

∣

≤ τ4(ǫ).
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Deux cas sont possibles,
-soit | sin l| ≤ (τ4(ǫ))

1
2 .

Dans ce cas, comme ||(f1, .., fk)(x)||Rk ≃ 1, on en déduit que (f1, .., fk)(x) ≃ −(f1, .., fk)(y).
Donc, comme :

∀i ∈ {1, .., k}, ||∇fi||∞ ≤ C(n),

il existe une constante C ′(n) > 0 telle que :

d(x, y) > C ′(n),

alors, | sin l| ≤ (τ4(ǫ))
1
2 implique :

l ≃ π.

-soit
∑k

i=1 b2
i ≤ (τ4(ǫ))

1
2 .

Dans ce cas, par (3.36), il existe une fonction τ5(ǫ) telle que :

∀k ∈ {1, .., k},∀t ∈ [0, l], |(fi ◦ γx̃ỹ)(t)) − ai cos t| ≤ τ5(ǫ),

en appliquant cette formule avec t = l, on obtient par définition de y et comme d(ỹ, y) <
r(ǫ) :

cos l ≃ −1,

d’où le résultat.
¥

À l’aide d’une légère modification de la preuve ci-dessus, nous sommes en mesure de
démontrer la propriété de “presque convexité” de l’ensemble Ak

η(ǫ) :

Proposition 3.4.2 Il existe des fonctions η′(ǫ) (η′ ≥ η) et τ(ǫ), telles que pour toute
variété riemannienne (M, g) ∈ Mn , vérifiant λk(M) ≤ n + ǫ, alors :

∀x, y ∈ Ak
η(ǫ), dAk

η′(ǫ)
(x, y) ≤ d(x, y) + τ(ǫ).

Preuve : Le début de la preuve est identique à celle du lemme 3.4.2.
Soit x, y ∈ Ak

η(ǫ).

En appliquant le lemme 2.3.3 aux fonctions (fi), on en déduit l’existence de x̃ et ỹ vérifiant
d(x, x̃) ≤ r(ǫ), d(y, ỹ) ≤ r(ǫ) tels que, si on note γx̃ỹ, l’unique géodésique minimisante
reliant x̃ à ỹ, on a :

∀i ∈ {1..k},
∫ d(x̃,ỹ)

0

|(fi ◦ γ)′′(t) + (fi ◦ γ)(t)|2dt ≤ τ ′(ǫ). (3.39)

Notons ai = fi(x̃), bi = (fi ◦ γx̃ỹ)
′(0) et l = d(x̃, ỹ).

Alors, on en déduit :
∀t ∈ [0, l] ,

|(fi ◦ γx̃ỹ)(t)) − (ai cos t + bi sin t)| ≤ τ2(ǫ). (3.40)
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De plus, d’après (3.37) :

|
k

∑

i=1

aibi| ≤
τ3.4.1(ǫ)

2
. (3.41)

Or,
|d(x, y) − d(x̃, ỹ)| ≤ 2r(ǫ).

Montrons qu’il existe η′(ǫ) et ψ(ǫ), telles que :

dAk
η′(ǫ)

(x̃, ỹ) ≤ d(x̃, ỹ) + ψ(ǫ).

Ce qui permettra de conclure, puisque :

d(x̃, x) ≤ r(ǫ), d(ỹ, y) ≤ r(ǫ)

et

|| |∇(
k

∑

i=1

f 2
i )| ||L∞ ≤ C(n).

Par construction, il existe une fonction η2(ǫ) telle que ỹ ∈ Ak
η2(ǫ), c’est-à-dire :

∣

∣

∣

∣

∣

k
∑

i=1

f 2
i ◦ γx̃ỹ(l) − 1

∣

∣

∣

∣

∣

≤ η2(ǫ). (3.42)

Par conséquent, grâce à (3.40) et (3.41), il existe une fonction τ(ǫ) telle que :

∣

∣

∣

∣

∣

k
∑

i=1

f 2
i ◦ γx̃ỹ(l) −

((

k
∑

i=1

a2
i

)

cos2 l +

(

k
∑

i=1

b2
i

)

sin2 l

)∣

∣

∣

∣

∣

≤ τ(ǫ). (3.43)

Or, comme ai = fi(x̃) et x̃ ∈ Ak
η2(ǫ), (3.42) et (3.43) implique l’existence d’une fonction

τ2(ǫ) telle que :
∣

∣

∣

∣

∣

(

k
∑

i=1

b2
i − 1

)

sin2 l

∣

∣

∣

∣

∣

≤ τ2(ǫ).

Deux cas sont possibles :

Soit
∣

∣

∣

∑k
i=1 b2

i − 1
∣

∣

∣ ≤
√

τ2(ǫ).

Dans ce cas, on obtient, en utilisant (3.40) et (3.41), l’existence d’une fonction τ3(ǫ) telle
que :

∀t ∈ [0, l],

∣

∣

∣

∣

∣

k
∑

i=1

f 2
i ◦ γx̃ỹ(t) − 1

∣

∣

∣

∣

∣

≤ τ3(ǫ).

La proposition est démontrée dans ce cas.

Soit sin2 l ≤
√

τ2(ǫ). Ce qui signifie que d(x̃, ỹ) ≃ 0 ou que d(x̃, ỹ) ≃ π.
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Si d(x̃, ỹ) ≃ 0, alors la géodésique γx̃ỹ est contenu dans Ak
η3(ǫ) pour η3(ǫ) convenable.

Si d(x̃, ỹ) ≃ π, alors nécessairement, avec les notations de la proposition 3.2.1, il existe
i0 ∈ {1, .., k} et x̃i0 vérifiant d(x̃i0 , xi0) ≤ r(ǫ) tels que :

sin2 d(x̃i0 , x̃) >
√

τ2(ǫ)

et
sin2 d(x̃i0 , ỹ) >

√

τ2(ǫ).

Par conséquent, d’après le premier cas, la courbe c formée de l’union des deux géodésiques
minimisantes reliant x̃ à x̃i0 et x̃i0 à ỹ est contenue dans Ak

τ3(ǫ).

Or, d’après le lemme 3.2.1 sur la fonction “excess”, comme d(x̃, ỹ) ≃ π et en notant L(c)
la longueur de la courbe c, il existe une fonction τ4(ǫ) telle que :

|d(x̃, ỹ) − L(c)| ≤ τ4(ǫ).

La proposition est vérifiée dans ce deuxième cas. ¥

3.4.2 Preuve de la “proximité métrique”

Nous allons maintenant terminer la preuve du théorème 3.0.8, en démontrant :

∀x, y ∈ Ak
R(ǫ) | < (F (x), F (y) >Rk − cos d(x, y))| ≤ τ(ǫ) (3.44)

Preuve : Nous venons de voir que tout point de Ak
R(ǫ) admet une presque antipode.

L’idée de la preuve consiste à utiliser la propriété des fonctions cos dp pour p admettant
une presque antipode, établie dans le lemme 3.3.2. Cependant, on ne peut pas appliquer
directement le lemme 3.3.2 avec la fonction δ(ǫ) introduite dans le lemme 3.4.2, puisqu’on
voit facilement (par exemple dans le lemme 2.3.3) que les fonctions τ(ǫ), utilisées dans la

preuve du lemme 3.4.2, sont supérieures à ǫ et donc δ(ǫ)
ǫ

ne tend pas vers zero avec ǫ.
On pose :

k = max{i ; λi ≤ n +
√

δ(ǫ)}.
Comme 1 > δ(ǫ) ≥ ǫ ⇒

√

δ(ǫ) ≥ ǫ, on a donc k ≥ k. Le lemme 3.3.2 appliqué avec δ(ǫ) et
√

δ(ǫ) permet d’en déduire que les fonctions cos dx, x ∈ Ak
R(ǫ) sont proches en norme L∞

de combinaisons linéaires de fonctions propres de petites valeurs propres :
D’après les lemmes 3.3.2 et 3.4.2, il existe une fonction τ(ǫ) telle que :

pour tout x ∈ Ak
R(ǫ), il existe (αi(x))k

i=1 pour lesquels :

|| cos dx −
k

∑

i=1

αi(x)fi||∞ ≤ τ(ǫ), (3.45)

avec

|
k

∑

i=1

α2
i (x) − 1| ≤ τ(ǫ).
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Montrons que
∑k

i=1 |fi(x) − αi(x)|2 est petit :

k
∑

i=1

|fi(x) − αi(x)|2 =
k

∑

i=1

f 2
i (x) +

k
∑

i=1

α2
i (x) − 2

k
∑

i=1

αi(x)fi(x).

Or, le lemme 3.2.3 implique

k
∑

i=1

f 2
i (x) ≤ 1 + τ3.2.3(

√

δ(ǫ)) (3.46)

Par ce qui précède :
k

∑

i=1

α2
i (x) ≤ 1 + τ(ǫ).

Enfin, en appliquant (3.45) au point x, on trouve :

|
k

∑

i=1

αi(x)fi(x) − 1| ≤ τ(ǫ).

On obtient finalement :

k
∑

i=1

|fi(x) − αi(x)|2 ≤ 3τ(ǫ) + τ3.2.3(
√

δ(ǫ)). (3.47)

En appliquant (3.45), au point y :

|< F (x), F (y) >Rk − cos d(x, y)| ≤

∣

∣

∣

∣

∣

∣

k
∑

i=1

fi(x)fi(y) −
k

∑

i=1

αi(x)fi(y)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+ τ(ǫ)

≤

∣

∣

∣

∣

∣

∣

k
∑

i=1

(fi(x) − αi(x)) fi(y)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

k
∑

i=k+1

fi(x)fi(y)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+ τ(ǫ).

En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwartz puis (3.47) et (3.46), on obtient :
∣

∣

∣

∣

∣

∣

k
∑

i=1

(fi(x) − αi(x)) fi(y)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤
((

3τ(ǫ) + τ3.2.3(
√

δ(ǫ))
)(

1 + τ3.2.3(
√

δ(ǫ))
)) 1

2
.

Il ne reste plus qu’à estimer le terme : |∑k
i=k+1 fi(x)fi(y)|.

Or, pour tout élément z de Ak
R(ǫ), on a :

k
∑

i=1

f 2
i (z) ≥ 1 − R(ǫ),
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donc, en utilisant de nouveau l’inégalité de Cauchy-Schwartz et (3.46), on obtient :

|
k

∑

i=k+1

fi(x)fi(y)| ≤ R(ǫ) + τ3.2.3(
√

δ(ǫ)),

ce qui conclut.

¥

3.5 Démonstration du théorème 3.0.9

Nous allons maintenant démontrer le :

Théorème 3.5.1 Soit k ∈ {2, .., n + 1}. Il existe une fonction τ(η) telle que, pour toute
variété riemannienne (M, g) ∈ Mn , pour laquelle il existe une partie A de M , munie de
la restriction à A de la distance sur M , induite par la métrique riemannienne et telle que :

dGH(A, Sk−1) < η

alors

λk(M) ≤ n + τ(η).

En particulier, on a le

Corollaire 3.5.1 Il existe une fonction τ(ǫ) telle que, pour toute variété riemannienne
(M, g) ∈ Mn , vérifiant dGH(M, Sn) < ǫ, alors

λn+1(M) ≤ τ(ǫ).

Démontrons le théorème 3.5.1 :
Preuve :
Soit k ∈ {2, .., n + 1} et A une partie de M telle que dGH(A, Sk−1) < η.

Par conséquent :

∀x ∈ A,∃y ∈ A tel que d(x, y) ≥ π − 2η.

En particulier :

diam(M) ≥ π − 2η.

On en déduit, d’après le théorème 3.0.2 :

λ1(M) ≃ n.

Plus précisément, on a le
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Lemme 3.5.1 Il existe une constante C(n) telle que, pour toute variété riemannienne
(M, g) ∈ Mn vérifiant diam(M) > π − η, alors :

λ1(M) ≤ n + C(n)η.

Preuve : D’après le lemme 3.3.1 :

∣

∣

∣

∣

1
vol M

∫

M
∇ cos2 dp

1
vol M

∫

M
cos2 dp

− n

∣

∣

∣

∣

≤ C(n)η
1

1
vol M

∫

M
cos2 dp

et

∣

∣

∣

∣

1

vol M

∫

M

cos2 dp −
1

n + 1

∣

∣

∣

∣

≤ C(n)η,

d’où le résultat. ¥

Notons
ǫ =

√
η

et
kǫ := max{k ∈ N; λk(M) ≤ n + ǫ}.

Par le lemme 3.5.1, pour η assez petit :

kǫ ≥ 1.

Par ailleurs, d’après le lemme 3.3.2, il existe une fonction τ(η) telle que :

∀x ∈ A, || cos dx −
kǫ

∑

i=1

ai(x)fi||L∞ ≤ τ(η) (3.48)

et

|
kǫ

∑

i=1

a2
i (x) − 1| ≤ τ(η). (3.49)

Comme dGH(A, Sk−1) < η, il existe x1, .., xk appartenant à A tels que :

∀i, j ∈ {1, .., k}, i 6= j, |d(xi, xj) −
π

2
| ≤ 2η.

Notons F = V ectL2(M){f1, .., fkǫ
} et PF la projection orthogonale de L2(M) sur F .

D’après (3.49) :

∀j ∈ {1, .., k}, |
kǫ

∑

i=1

a2
i (xj) − 1| ≤ τ(η),

donc pour η assez petit,
∀j ∈ {1, .., k}, PF (cos dxj

) 6= 0.
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Supposons kǫ < k.
Dans ce cas, la famille [PF (cos(dxj

)]kj=1 est liée :

∃ (bj)j∈{1,..,k} avec
∑k

j=1 b2
j = 1, tels que :

k
∑

j=1

bjPF (cos dxj
) = 0.

Alors, (3.48) implique :

||
k

∑

i=1

bi cos dxi
−

k
∑

i=1

biPF (cos dxi
)||L∞ ≤ k

1
2 τ(η).

C’est à dire :

||
k

∑

i=1

bi cos dxi
||L∞ ≤ k

1
2 τ(η). (3.50)

On peut supposer |bk| > 1√
k

(car
∑k

i=1 b2
i = 1).

Pour η assez petit, on obtient alors une absurdité dans l’estimation (3.50) en l’appliquant
au point x = xk. ¥
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Chapitre 4

Exemples d’Anderson

Sous l’hypothèse de courbure sectionnelle minorée par 1, les variétés dont le diamètre
est presque maximal sont toutes homéomorphes à la sphère :

Théorème 4.0.2 (Grove-Shiohama, [28]) Soit (Mn, g) une variété riemannienne, de
dimension n, de courbure sectionnelle KM ≥ 1. Si le diamètre de (M, g) vérifie diam(M)
> π

2
alors M est homéomorphe à S

n.

Que subsiste t-il de ce résultat si on remplace l’hypothèse “KM ≥ 1”par “Ric ≥ (n− 1)g”,
précisément :

Existe-il ǫ(n) > 0 tel que toute variété riemannienne compacte (M, g) de dimension n
vérifiant Ric ≥ (n − 1)g et diam(Mn) ≥ π − ǫ(n) est nécessairement homéomorphe à S

n ?

Anderson a répondu par la négative à cette question, en construisant une suite de
métriques sur CP 2 et CP 2#CP 2 vérifiant toutes la condition de courbure : Ric ≥ 3g et
dont le diamètre tend vers π.

Remarque 4.0.1 M. Anderson répond ainsi également à la question équivalente (après
les résultats de S.Y. Cheng et de C. Croke (théorèmes 3.0.2 et 3.0.3)), consistant à sub-
stituer à l’hypothèse “diam(M, g) ≥ π − ǫ(n)”, l’hypothèse “λ1(M, g) ≤ n + ǫ(n)”.

Remarque 4.0.2 La méthode employée par M. Anderson fournit en réalité des contre-
exemples sur CP n pour tout n ≥ 2 (voir la fin de son article ([1])), nous nous limiterons
cependant dans la suite au cas n = 2. D’autre part, Y. Otsu ([35]) a également construit
des contre-exemples sur des produits de sphères de dimension n ≥ 5. En dimension 3,
la question est, à ma connaissance, toujours ouverte (voir cependant le début de l’article
d’Otsu ([35])).

L’objet de ce chapitre est de montrer que les exemples d’Anderson admettent une seule
valeur propre proche de n. Dans la suite, nous nous sommes limités au cas n = 4 mais
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la méthode employée reste valable en dimension supérieure (voir [9], page 195 pour s’en
convaincre).

La preuve consiste à donner un minorant explicite de la seconde valeur propre de cette
famille de variétés.

Signalons qu’une autre preuve consiste à montrer que les exemples d’Anderson ne
contiennent pas de partie Gromov-Hausdorff proche de S

1, puis d’utiliser le théorème 3.0.8.
Ces exemples seront également utiles dans un prochain chapitre.

4.1 Construction des exemples

Le point de départ est de remarquer que si l’on retire une boule à l’espace projectif
CP 2, l’espace obtenu est difféomorphe à un fibré en disque dont le bord est la fibration de
Hopf :

π : S
3 → CP 1.

Définition 4.1.1 Soit (z1, z2, z3) ∈ C
3\{0}. On note [z1, z2, z3] = {(zz1, zz2, zz3); z ∈ C

∗}
les coordonnées homogènes sur l’espace projectif CP 2.

Considérons dans CP 2, la boule de rayon π
4

et de centre [0, 0, 1]. Pour décrire les éléments
de cette boule, on utilise la caractérisation suivante des géodésiques horizontales de l’espace
projectif complexe :

Lemme 4.1.1 Soit c une géodésique de CP n. Soit π l’application canonique de S
2n+1 dans

CP n. Il existe une géodésique γ de S
2n+1, vérifiant γ′(0) ⊥ γ(0) et γ′(0) ⊥ iγ(0) telle que

π ◦ γ = c.

On déduit de ce lemme, la caractérisation suivante de notre boule :

B([0, 0, 1], π
4
) = {[z1, z2, cotgt (t)]; |z1|2 + |z2|2 = 1, 0 < t < π

4
} ∪ {[0, 0, 1]}.

Notons N = S3 × I/ ∼, où (x, t) ∼ (y, s) ssi s = t = 0 et π(x) = π(y),
avec I = [0, 1].
Le difféomorphisme est, pour ce choix d’intervalle :

N =⇒ CP
2\B([0, 0, 1], π

4
)

((z1, z2), t) 7−→ [z1, z2, t]

M. Anderson munit N d’une métrique de la forme g = dt2 + u2(t)σ2
Z + r2(t)(σ2

X + σ2
Y ),

avec I = [0, π
2
− δ] pour δ petit, dépendant d’un paramètre ǫ et σX , σY , σZ les covecteurs

invariants à gauche de S3.
Pour obtenir une métrique sur N , il est nécessaire de supposer : u(0) = 0 et r(0) > 0. De
plus, pour que cette métrique soit lisse il est nécessaire et suffisant que :
- u vérifie u(2k)(0) = 0∀k ∈ N et u′(0) = 1.
- r vérifie r(2k+1)(0) = 0∀k ∈ N.
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Nous renvoyons à L. Bérard Bergery ([8]) pour une démonstration de cette équivalence.

Les coefficients de la métrique g sont :

pour t ∈ [0, ǫ
k
] : u(t) = sin at

a
, r(t) = ǫ + bt2

2 ǫ

pour t ∈ [ ǫ
k
, π

2
− δ] : u(t) = c1(ǫ) sin(t + δ), r(t) = c2(ǫ) sin(t + δ)

On remarque, que par choix de la métrique, l’hypersurface {π
2
− δ}× S

3 est totalement
géodésique.
M. Anderson choisit a, b, k, δ(ǫ), c1(ǫ), c2(ǫ) de sorte que la métrique soit suffisamment
régulière en t = ǫ

k
et que la condition sur la courbure : Ric ≥ 3g soit satisfaite (voir

[1] pour plus de détails).
Les valeurs de ces paramètres sont :

b =
1

2
k = 2

1

m
tan(

m

2
) =

17

4
(m ≃ 3)

a =
m

ǫ
Pour ǫ assez petit, ce que nous supposerons par la suite :

c1(ǫ) ≤ 2 cos(
m

2
) et c2(ǫ) ≤

1

2
, (4.1)

δ(ǫ) = O(ǫ). (4.2)

Le bord de N étant totalement géodésique, il suffit pour obtenir une métrique sur CP 2

de recoller une boule B de R
4, munie d’une métrique semblable à g : g̃ = dt2 + ũ2(t)σ2

Z +
r̃2(t)(σ2

X + σ2
Y ), avec ũ = u et r̃ = r pour t suffisamment grand et vérifiant les conditions

suivantes en 0 :
- ũ(2k)(0) = 0 et r̃(2k)(0) = 0 ∀k ∈ N,
- ũ′(0) = r̃′(0) = 1.

Notons (MA, g) la variété obtenue en recollant (N, g) avec la boule (B, g̃), c’est-à-dire
MA = I × S

3/ ∼, où (t, y) ∼ (s, y) ssi s = t = 0 et π(x) = π(y) ou s = t = π − 2δ, avec
I = [0, π − 2δ].
Par construction MA est difféomorphe à CP 2.

Par choix de la métrique g, les courbes t → (t, x), x ∈ S
3 sont des géodésiques, par

conséquent :
diam(MA, g) ≥ π − 2δ.

On constate également que les exemples construits par M. Anderson ne sont pas Gromov-
Hausdorff proches de (S4, can) puisque le diamètre de l’hypersurface totalement géodésique
{π

2
− δ} × S

3 est petit .
Passons maintenant à l’estimation des premières valeurs propres de (MA, g).
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4.2 Estimations de valeurs propres

L’objet de cette partie est de prouver que les exemples d’Anderson possèdent pour ǫ
assez petit, exactement une valeur propre petite (i.e. proche de 4).
Nous allons commencer par calculer la première valeur propre de l’hypersurface {π

2
−δ}×S

3

munie de la métrique induite.
Notons h = c1(ǫ)σ

2
Z + c2(ǫ)(σ

2
X + σ2

Y ) la métrique g restreinte à {π
2
− δ} × S

3.

4.2.1 Calcul de λ1(S
3, h)

h est une métrique homothétique à une métrique de Berger sur S
3.

L. Bérard Bergery et J.P. Bourguignon ont calculé la première valeur propre de S
3 munie

d’une métrique de Berger (voir [9]).
Commençons par quelques remarques sur les coefficients c1(ǫ) et c2(ǫ) de la métrique h.

c1(ǫ) =
cos( m

2
)

cos( ǫ
2
+δ)

c2(ǫ) = 1
4 cos( ǫ

2
+δ)

On remarque que le rapport c1
c2

est constant, égal à 4 cos(m
2
).

Par conséquent la métrique de Berger est fixée, égale à hB = 4 cos(m
2
)σ2

Z + (σ2
X + σ2

Y ), seul
le rapport d’homothétie c2 dépend de ǫ.
Numériquement 4 cos(m

2
) ≃ 0, 32 et donc par le corollaire 6.3 de [9] :

λ1(S
3, 4 cos(

m

2
)σ2

Z + (σ2
X + σ2

Y )) = λ1(S
2(

1

2
), can) = 8

En supposant ǫ assez petit (pour que cos(ǫ +δ) ≥ 1
2
), on en déduit comme :

λ1(S
3, h) =

1

c2
2

λ1(S
3, 4 cos(

m

2
)σ2

Z + (σ2
X + σ2

Y ))

que :
λ1(S

3, h) ≥ 32. (4.3)

4.2.2 Estimations de volumes et application

Nous allons montrer que le volume de la partie de MA où la métrique g n’est pas un
produit tordu (que nous appellerons les “extrémités” de MA) tend vers zéro avec ǫ.
Cette estimation de volume nous permettra d’en déduire une minoration du quotient de
Rayleigh de fonctions, dont la moyenne sur chaque hypersurface {t} × S

3 est nulle.

Commençons par estimer le volume de
∫ ǫ /2

0

∫

S3 θ(t)dtdx.
Par définition de la forme volume, pour t ∈ [0, ǫ /2] :

θ(t) =
sin(at)

a
×

(

ǫ +
t2

4 ǫ

)2

,
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d’où la majoration sur [0, ǫ /2] :
θ(t) ≤ 2tǫ2 (4.4)

d’où, comme canS3 = σ2
X + σ2

Y + σ2
Z :

∫ ǫ
2

0

∫

S3

θ(t)dtdx ≤
∫ ǫ

2

0

2tǫ2dt vol (S3, can).

Pour t ≥ π
2
− δ, on a d’après l’inégalité sur les formes volumes de Bishop (voir [22], page

162 pour un énoncé) :

∀t ∈ [
π

2
− δ, π − 2δ], θ(t) ≤ sin(π − 2δ − t). (4.5)

Par conséquent, on en déduit :

Lemme 4.2.1 Il existe une fonction τ(ǫ) telle que :

vol {(t, x) ∈ MA; t ∈ [0, ǫ /2] ∪ [π − 2δ − ǫ /2, π − 2δ]} ≤ τ(ǫ). (4.6)

On en déduit également :

Lemme 4.2.2 Il existe une constante C telle que, pour ǫ assez petit :

∀t ∈ I,

∫

{t}×S3

dvg(t, x) ≤ C. (4.7)

Preuve : Pour t ∈ [0, ǫ /2], c’est une conséquence de (4.4), pour t ∈ [ ǫ
2
, π

2
− δ], c’est une

conséquence des estimations (4.1) et pour t ∈ [π
2
− δ, π − 2δ], c’est une conséquence de

(4.5). ¥

On déduit de ces estimations le résultat suivant :

Lemme 4.2.3 Soit C une constante positive. Il existe une fonction τ(ǫ) telle que, pour
toute fonction f ∈ C∞(MA), vérifiant ||f ||∞ ≤ C et

∀t ∈ [0, π − 2δ],

∫

S3

f(t, x)dx = 0,

on a la minoration :

QR(f) ≥ λ1(S
3, h)

(

1 − τ(ǫ)
∫

MA
f 2dvg

)

.

Preuve : Notons Iǫ := [ ǫ
2
, π − 2δ − ǫ

2
].

Sur Iǫ, toute hypersurface de la forme {t} × S
3 est une sphère “plus petite” que la sphère

“équatoriale” {π
2
− δ} × S

3, par conséquent la première valeur propre du laplacien de ces
hypersurfaces est supérieure à celle de la sphère “équatoriale”.
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Précisons cette remarque :
Sur le sous-intervalle Iǫ de I,

θ(t) = c1(ǫ)c
2
2(ǫ) sin3(t + δ)

et

∀x ∈ S
3, g(df, df)(t, x) =

1

sin2(t + δ)
h(df, df)(t, x).

Pour tout t de Iǫ,
∫

S3 f(t, x)dx = 0, on en déduit la minoration suivante :

∫ π−2δ

0

∫

S3 g(df, df)(t, x)dvg(t, x)
∫

MA
f 2(t, x)dvg(t, x)

≥ λ1(S
3, h)

∫ π−2δ− ǫ
2

ǫ
2

∫

S3 f 2(t, x)c1(ǫ)c
2
2(ǫ) sin3(t + δ)dtdx

∫

MA
f 2(t, x)dvg(t, x)

,

en utilisant le fait que sin(t) ≥ sin3(t) sur [0, π].

Grâce à l’estimation (4.6) du volume des extrémités de (MA, g) et comme ||f ||∞ ≤ C,
on en déduit l’existence d’une fonction τ(ǫ) telle que :

∫ π−2δ− ǫ
2

ǫ
2

∫

S3 f 2(t, x)c1(ǫ)c
2
2(ǫ) sin3(t + δ)dtdx

∫

MA
f 2(t, x)dvg(t, x)

≥ 1 − τ(ǫ)
∫

MA
f 2(t, x)dvg(t, x)

.

¥

4.2.3 Estimation de la première valeur propre λ1(MA, g) non nulle
de (MA, g)

Il s’agit ici d’obtenir d’une part, une majoration de la forme :

λ1(MA, g) ≤ 4 + τ(ǫ)

et d’autre part, de montrer que l’on peut supposer la première fonction propre radiale.
Le diamètre de (MA, g) est supérieure ou égal à π−2δ, par conséquent, d’après un théorème
de S.Y. Cheng (théorème 3.0.3), il existe une fonction τ(ǫ) telle que :

λ1(MA, g) ≤ 4 + τ(ǫ). (4.8)

Par choix de la métrique, la forme volume sur (MA, g) vérifie

dvg = θ(t)dtdx

où dx est la mesure riemannienne associée à la métrique canonique de S
3.

Le fait que sur MA, la forme volume θ soit une fonction de la variable t uniquement, nous
permet d’en déduire le résultat de commutativité suivant :
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Lemme 4.2.4 Notons ∆ le laplacien sur (MA, g), ∆S3

t le laplacien sur S
3 munie de la

restriction de g à {t} × S
3 et f̃(t, x), la restriction de f à {t} × S

3. Alors :

∆f(t, x) = −∂2f

∂t2
− θ′(t)

θ(t)

∂f

∂t
+ ∆S3

t f̃(t, x)

Ce qui permet d’en déduire :

∆

∫

S3

f(t, x)dx =

∫

S3

∆f(t, x)dx

Preuve : La preuve de la première formule se déduit immédiatement de l’expression du
laplacien en coordonnées. On en déduit la seconde en intégrant la première et en utilisant
la formule de Green. ¥

Lemme 4.2.5 Pour ǫ assez petit, la première valeur propre non nulle de (MA, g) admet
une fonction propre radiale.

Preuve : Soit f1 une fonction propre associée à la valeur propre λ1(MA, g), normalisée
par

∫

MA
f 2

1 dvg = 1. D’après le lemme 4.2.4, a(t) :=
∫

S3 f1(t, x)dx vérifie ∆a = λ1(MA, g)a.
Montrons que a n’est pas nulle sur I.

Si a ≡ 0, comme d’après la proposition 2.2.1, il existe une constante C telle que ||f1||∞ ≤
C, f1 vérifie les hypothèses du lemme 4.2.3. Par conséquent, pour ǫ assez petit, on déduit
du lemme 4.2.3 et de l’estimation (4.3) :

λ1(MA, g) ≥ 16,

ce qui contredit, pour ǫ assez petit, l’estimation (4.8).
Par conséquent, a est une fonction propre radiale de valeur propre λ1(MA, g). ¥

4.2.4 Estimation de la seconde valeur propre λ2(MA, g) non nulle
de (MA, g)

La famille d’exemples construite par M. Anderson est approximativement un produit
tordu par la fonction sinus, excepté près des extrémités 0 et π−2δ. D’autre part, la métrique
induite sur l’hypersurface {π

2
− δ} × S

3 est homothétique à une métrique de Berger fixée
et le rapport d’homothétie tend vers 1

4
lorsque ǫ tend vers 0.

La preuve consiste à décomposer une fonction propre associée à λ2(MA, g) en la somme
d’une fonction radiale b et d’une fonction f̃ de moyenne nulle sur chacune des hypersurfaces
{t} × S

3. On minore ensuite λ2(MA, g) par une combinaison convexe des quotients de
Rayleigh de b et de f̃ . Les propriétés de la métrique g permettent alors de minorer le
quotient de Rayleigh de f̃ à l’aide de λ1(S

3, h) et de minorer celui de b à l’aide de la
deuxième valeur propre de S

4 : 10 (en transplantant de manière convenable b sur S
4).
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Proposition 4.2.1 Il existe des constantes µ (µ ≥ 9
2
) et ǫ0 > 0 telles que, pour ǫ < ǫ0 :

λ2(MA, g) ≥ µ.

Preuve :
Notons a(t) la première fonction propre radiale. On la suppose normalisée par

∫ π−2δ

0

a2(t)θ(t)dt =
1

vol (S3, can)
. (4.9)

Soit f(t, x), une fonction propre associée à la valeur propre λ2(MA, g).
Supposons f normalisée par

∫

MA

f 2(t, x)dvg(t, x) = 1. (4.10)

On décompose f sous la forme :

f(t, x) = b(t) + f̃(t, x) avec

∫

S3

f̃(t, x)dx = 0, ∀t ∈ [0, π − 2δ].

Calculons le gradient de f pour la métrique g.

∇f(t, x) =

(

b′(t) +
∂f̃

∂t
(t, x)

)

∂

∂t
+ ∇S3

f̃(t, x),

avec ∇S3
f̃ le gradient de la restriction de f̃ sur {t} × S

3 munie de la métrique induite.
Par choix de la décomposition de f , on a pour tout t de I :

∫

S3

b(t)f̃(t, x)dx = 0, (4.11)

∫

S3

b′(t)
∂

∂t
f̃(t, x)dx = 0, (4.12)

∫

S3

a′(t)
∂

∂t
f̃(t, x)dx = 0. (4.13)

De plus, l’orthogonalité de a et de f se traduit par :

∫ π−2δ

0

a(t)b(t)θ(t)dt = 0, (4.14)

∫ π−2δ

0

a′(t)b′(t)θ(t)dt = 0. (4.15)

Enfin, l’orthogonalité de a et f par rapport aux constantes, se traduit par :
∫ π−2δ

0

a(t)θ(t)dt = 0 et

∫ π−2δ

0

b(t)θ(t)dt = 0. (4.16)
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La première étape de la preuve consiste à montrer qu’en restriction aux tranches où
la métrique est un produit tordu (i.e. t ∈ [ǫ /2, π − 2δ − ǫ /2]), les intégrandes dans les
équations précédentes ((4.14) ... (4.16)) intégrées sur ces tranches : t ∈ [ǫ /2, π − 2δ − ǫ /2]
sont bornées en valeur absolue par une fonction τ(ǫ).
Pour cela, compte-tenu du lemme 4.2.1 sur le volume des extrémités de (MA, g), il suffit
de montrer que les fonctions a(t), a′(t), b(t), b′(t), f̃(t, x) et ∂

∂t
f̃(t, x) sont bornées en norme

L∞ par une constante indépendante de ǫ.

Un résultat de S.Y. Cheng ([17]) montre l’existence d’une constante C telle que :

λ2(MA, g) ≤ C.

En effet on a le :

Théorème 4.2.1 (Cheng) Soit (M, g) ∈ Mn .

λk(M, g) ≤ λ1(B(
d

2k
)),

avec B une boule de rayon d
2k

de la sphère unité canonique de dimension n et d le diamètre
de (M, g).

Par conséquent, d’après la proposition 2.2.1, les fonctions propres a et f sont bornées en
norme L∞ par une constante, ainsi que leurs gradients :
∃C1 > 0;

||a||L∞ ≤ C1 et ||a′||L∞ ≤ C1, (4.17)

||f ||L∞ ≤ C1 et || |∇f | ||L∞ ≤ C1. (4.18)

D’où :

|b(t)| =

∣

∣

∣

∣

∫

S3

f(t, x)dx

∣

∣

∣

∣

≤ C1 vol (S3, can) ∀t ∈ [0, π − 2δ]

|b′(t)| =

∣

∣

∣

∣

∫

S3

∂

∂t
f(t, x)dx

∣

∣

∣

∣

≤ C1 vol (S3, can) ∀t ∈ [0, π − 2δ].

Donc, en notant C2 = C1 vol (S3, can) :

||b||L∞ ≤ C2 et ||b′||L∞ ≤ C2. (4.19)

Comme f̃ = f − b, on en déduit un résultat similaire pour f̃ :

||f̃ ||∞ ≤ C3 et ||∇f̃ ||∞ ≤ C3. (4.20)

On déduit des majorations (4.17), (4.18), (4.19), (4.20) et de l’estimation (4.6) du
volume des extrémités de (MA, g) que les égalités (4.14), (4.15) et (4.16) implique l’existence
d’une fonction τ1(ǫ) telle que :

∣

∣

∣

∣

∣

∫ π−2δ− ǫ
2

ǫ
2

a(t)b(t)θ(t)dt

∣

∣

∣

∣

∣

≤ τ1(ǫ), (4.21)
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∣

∣

∣

∣

∣

∫ π−2δ− ǫ
2

ǫ
2

a′(t)b′(t)θ(t)dt

∣

∣

∣

∣

∣

≤ τ1(ǫ), (4.22)

∣

∣

∣

∣

∣

∫ π−2δ− ǫ
2

ǫ
2

a(t)θ(t)dt

∣

∣

∣

∣

∣

≤ τ1(ǫ) et

∣

∣

∣

∣

∣

∫ π−2δ− ǫ
2

ǫ
2

b(t)θ(t)dt

∣

∣

∣

∣

∣

≤ τ1(ǫ). (4.23)

La suite de la preuve consiste à minorer le quotient de Rayleigh de f (noté QR(f)) par
une combinaison convexe du quotient de Rayleigh de la fonction radiale b et de celui de la
fonction f̃ .
D’après (4.12) :

∫

MA

|∇f |2dvg =

∫ π−2δ

0

∫

S3

(b′(t))2 +

(

∂f̃

∂t
(t, x)

)2

+ |∇S3

f̃(t, x)|2dvg(t, x).

En utilisant (4.10), on obtient :

QR(f) ≥
∫ π−2δ

0

∫

S3

(b′(t))2dvg(t, x) +

∫ π−2δ

0

∫

S3

|∇S3

f̃(t, x)|2dvg(t, x).

Notons α :=
∫

MA
b2(t)dvg(t, x), à l’aide de (4.11), on en déduit :

QR(f) ≥ α

∫ π−2δ

0

∫

S3(b
′(t))2dvg(t, x)

∫

MA
b2(t)dvg(t, x)

+ (1 − α)

∫ π−2δ

0

∫

S3 |∇S3
f̃(t, x)|2dvg(t, x)

∫

MA
f̃ 2(t, x)dvg(t, x)

. (4.24)

Comme ||f̃ ||∞ ≤ C3 et pour tout t appartenant à I,
∫

S3 f̃(t, x)dx = 0, le lemme 4.2.3

appliqué à f̃ implique l’existence d’une fonction τ2(ǫ) telle que :

QR(f) ≥ α

∫ π−2δ

0

∫

S3(b
′(t))2dvg(t, x)

∫

MA
b2(t)dvg(t, x)

+ (1 − α)λ1(S
3, h)

(

1 − τ2(ǫ)

1 − α

)

. (4.25)

Deux cas se présentent.
Soit α est petit (on suppose α ≤ 1

2
pour fixer les idées), on déduit alors de la minoration

(4.3) de λ1(S
3, h) :

QR(f) ≥ 16 × (1 − 2τ2(ǫ)).

Ce qui prouve que la seconde valeur propre des exemples construits par Anderson est
“grande”.

Soit α > 1
2

et dans ce cas il faut minorer convenablement le terme
∫ π−2δ
0

∫

S3 (b′(t))2dvg(t,x)
∫

MA
b2(t)dvg(t,x)

pour

obtenir le résultat.
On suppose dorénavant que α > 1

2
.

La suite de la preuve consiste à prolonger les fonctions a et b en des fonctions radiales de
(S4, can) en conservant approximativement les relations d’orthogonalité liant a et b ainsi
que leurs quotients de Rayleigh. Le quotient de Rayleigh de la fonction a prolongée sera



83

donc approximativement égale à la première valeur propre de (S4, can). On obtiendra un
minorant du quotient de Rayleigh de la fonction b prolongée, en remarquant que le quotient
de Rayleigh de la deuxième fonction propre radiale de (S4, can) est égale à la deuxième
valeur propre de la sphère canonique (comptée sans multiplicité) soit 10 en dimension 4.

On prolonge a(t) et b(t) de manière affine sur [0, π] \ [ ǫ
2
, π − 2δ − ǫ

2
], de sorte que ces

fonctions soient nulles aux extrémités 0 et π. On obtient alors deux fonctions radiales ap-
partenant à H1(S4, can) que l’on notera a(t) et b(t).
On obtient, en tenant compte de la translation t + δ dans la forme volume :

a(t) =











a( ǫ
2
)

ǫ
2
+δ

t si t ∈ [0, ǫ
2

+ δ]

a(t − δ) si t ∈ [ ǫ
2

+ δ, π − δ − ǫ
2
]

a(π−2δ− ǫ
2
)

ǫ
2
+δ

(π − t) si t ∈ [π − δ − ǫ
2
, π]

On définit de manière similaire b.
Estimons maintenant les quotients de Rayleigh de a et b sur (S4, can).

∫ π

0

a(t) sin3(t)dt =

∫ ǫ
2
+δ

0

(

a( ǫ
2
)

ǫ
2

+ δ
t

)2

sin3(t)dt +

∫ π− ǫ
2
−2δ

ǫ
2

a2(t) sin3(t + δ)dt

+

∫ π

π− ǫ
2
−δ

(

a(π − 2δ − ǫ
2
)

ǫ
2

+ δ
(π − t)

)2

sin3(t)dt (4.26)

∫ π

0

(

∂a

∂t
(t)

)2

sin3(t)dt =

∫ ǫ
2
+δ

0

(

a( ǫ
2
)

ǫ
2

+ δ

)2

sin3(t)dt +

∫ π− ǫ
2
−2δ

ǫ
2

(

∂a

∂t
(t)

)2

sin3(t + δ)dt

+

∫ π

π− ǫ
2
−δ

(

a(π − ǫ
2
)

ǫ
2

+ δ

)2

sin3(t)dt (4.27)

Or, d’après la normalisation (4.9) choisie pour a, l’estimation (4.17) sur ||a||L∞ et
l’estimation (4.6) du volume des extrémités de (MA, g), il existe une fonction τ3(ǫ) telle
que :

∫ π− ǫ
2
−2δ

ǫ
2

a2(t)θ(t)dt ≥ 1

vol (S3, can)
− τ3(ǫ), (4.28)

par conséquent, (4.26) et (4.27) implique que le quotient de Rayleigh de a sur (S4, can)
vérifie :

∣

∣

∣

∣

∣

∣

QR(a) −
∫ π− ǫ

2
−2δ

ǫ
2

(

∂
∂t

a
)2

(t)θ(t)dt
∫ π− ǫ

2
−2δ

ǫ
2

a2(t)θ(t)dt

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ τ4(ǫ).

En utilisant de nouveau l’estimation (4.17) sur ||a||L∞ et l’estimation (4.6) du volume des
extrémités de (MA, g), on en déduit l’existence d’une fonction τ5(ǫ), telle que :

∣

∣

∣

∣

∣

∫

MA

a2dvg − vol (S3, can) ×
∫ π− ǫ

2
−2δ

ǫ
2

a2(t)θ(t)dt

∣

∣

∣

∣

∣

≤ τ5(ǫ),
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et
∣

∣

∣

∣

∣

∫

MA

(

∂

∂t
a

)2

dvg − vol (S3, can) ×
∫ π− ǫ

2
−2δ

ǫ
2

(

∂

∂t
a

)2

(t)θ(t)dt

∣

∣

∣

∣

∣

≤ τ5(ǫ).

Par conséquent, (4.28) implique l’existence d’une fonction τ6(ǫ), telle que :
∣

∣

∣

∣

∣

∣

QR(a) −
∫ π− ǫ

2
−2δ

ǫ
2

(

∂
∂t

a
)2

(t)θ(t)dt
∫ π− ǫ

2
−2δ

ǫ
2

a2(t)θ(t)dt

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ τ6(ǫ)

d’où :
|QR(a) − QR(a)| ≤ τ4(ǫ) + τ6(ǫ).

Or, d’après (4.8) :
QR(a) ≤ 4 + τ(ǫ). (4.29)

Donc, il existe une fonction τ7(ǫ) telle que :

|QR(a) − 4| ≤ τ7(ǫ). (4.30)

Comme α > 1
2

:
∫ π−2δ

0

b2(t)θ(t)dt ≥ 1

2 vol (S3, can)
, (4.31)

on note D = 1
2 vol (S3,can)

> 0.

On en déduit alors, de manière similaire, l’existence d’une fonction τ8(ǫ) telle que :
∣

∣QR(b) − QR(b)
∣

∣ ≤ τ8(ǫ). (4.32)

D’autre part, par construction du prolongement et par (4.17) et (4.19), les équations
(4.21), (4.22), (4.23) restent valables pour les fonctions a et b :

∣

∣

∣

∣

∫ π

0

a(t)b(t) sin3(t)dt

∣

∣

∣

∣

≤ τ9(ǫ), (4.33)

∣

∣

∣

∣

∫ π

0

a′(t)b
′
(t) sin3(t)dt

∣

∣

∣

∣

≤ τ9(ǫ), (4.34)

∣

∣

∣

∣

∫ π

0

a(t) sin3(t)dt

∣

∣

∣

∣

≤ τ9(ǫ) et

∣

∣

∣

∣

∫ π

0

b(t) sin3(t)dt

∣

∣

∣

∣

≤ τ9(ǫ). (4.35)

La normalisation (4.9) choisie pour a donne :
∣

∣

∣

∣

∫ π

0

a2(t) sin3(t)dt − 1

vol (S3, can)

∣

∣

∣

∣

≤ τ9(ǫ) (4.36)

et (4.31) implique :
∫ π

0

b
2
(t) sin3(t)dt ≥ D − τ9(ǫ). (4.37)

Montrons maintenant le
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Lemme 4.2.6 Il existe une fonction propre radiale u de valeur propre 4 sur (S4, can) et
une fonction τ(ǫ) telle que :

||a − u||H1(S4,can) ≤ τ(ǫ).

Preuve : Notons (ui)i∈N une base orthonormée de fonctions propres radiales de H1(S4, can).
Notons :

a = β0 +
+∞
∑

i=1

βiui,

la décomposition de Fourier de a dans cette base.
D’après (4.35) :

|β0| ≤ τ2(ǫ).

Notons u = β1u1 et montrons que u est proche dans H1(S4) de a.
Notons (λi)i∈N les valeurs propres associées aux fonctions propres radiales de (S4, can) :
λ0 = 0, λ1 = 4, λ2 = 10 ... .

QR(a) ≥ λ1(
∑+∞

i=1 β2
i ) + (λ2 − λ1)

∑+∞
i=2 β2

i

β2
0 + β2

1 +
∑+∞

i=2 β2
i

Or par (4.29) :
QR(a) ≤ 4 + τ(ǫ)

d’où, puisque d’après (4.36), |∑+∞
i=0 β2

i − 1| ≤ τ3(ǫ) et comme |β0| ≤ τ2(ǫ), il existe une
fonction τ ′(ǫ) telle que :

λ1(1 − τ ′(ǫ)) + (λ2 − λ1)(1 − τ ′(ǫ) − β2
1) ≤ 4 + τ(ǫ).

Ce qui donne après simplifications, β2
1 ≃ 1 ≃ ∑+∞

i=0 β2
i , d’où la proximité L2 entre a et u :

||a − u||L2 ≤ τ(ǫ).

La proximité intégrale des gradients de u et a s’obtient en développant la différence,
puis en utilisant la proximité des quotients de Rayleigh des deux fonctions :

∫

S4

|∇a −∇u|2dvcan =

∫

S4

|∇a|2dvcan +

∫

S4

|∇u|2dvcan − 2

∫

S4

can(∇a,∇u)dvcan

Or :
∫

S4 |∇u|2dvcan = 4
∫

S4 u2dvcan et par la formule de Green et la proximité L2 de a et u :
∣

∣

∣

∣

∫

S4

can(∇a,∇u)dvcan − 4

∫

S4

u2dvcan

∣

∣

∣

∣

≤ τ(ǫ)

d’où :
∫

S4

|∇a −∇u|2dvcan ≤ QR(a)

∫

S4

a2dvcan − 4

∫

S4

u2dvcan + τ(ǫ).

La proximité L2 des deux fonctions et la proximité du quotient de Rayleigh de a avec 4
permet de conclure.

On a montré en particulier que u ≃ u1, donc quitte à modifier τ(ǫ), on considèrera que
u = u1 dans la suite. ¥
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En conséquence, on peut, dans les équations exprimant la presque orthogonalité de a et b,
remplacer a par u1, quitte à modifier τ9(ǫ) .
En particulier, on peut supposer :

∣

∣

∣

∣

∫ π

0

u1(t)b(t) sin3(t)dt

∣

∣

∣

∣

≤ τ(ǫ). (4.38)

Passons maintenant à la minoration de
∫ π

0
(b

′
(t))2 sin3(t)dt.

Notons b =
∑+∞

i=0 γiui la décomposition de Fourier de b.

∫ π

0

(b
′
(t))2 sin3(t)dt =

+∞
∑

i=1

λiγ
2
i ≥ λ2

+∞
∑

i=2

γ2
i . (4.39)

Or d’après (4.38) et (4.35) :
|γ0| ≤ τ(ǫ) et |γ1| ≤ τ(ǫ).

D’où, comme par (4.37) :
∫ π

0
b
2
(t) sin3(t)dt ≥ D − τ9(ǫ) ≥ D

2
> 0 pour ǫ assez petit, on en

déduit :
∣

∣

∣

∣

∣

∑+∞
i=2 γ2

i
∫ π

0
b
2
(t) sin3(t)dt

− 1

∣

∣

∣

∣

∣

=
1

∫ π

0
b
2
(t) sin3(t)dt

∣

∣

∣

∣

∣

+∞
∑

i=2

γ2
i −

+∞
∑

i=0

γ2
i

∣

∣

∣

∣

∣

≤ 2

D
τ(ǫ).

Par conséquent par (4.39), il existe une fonction τ ′′(ǫ) telle que le quotient de Rayleigh
de b sur (S4, can) vérifie :

QR(b) ≥ 10(1 − τ ′′(ǫ)).

On en déduit, d’après (4.32) et (4.25), la minoration suivante :

QR(f) ≥ α10(1 − τ ′′(ǫ)) > 5(1 − τ ′′(ǫ)).

Ce qui conclut.
¥
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Chapitre 5

Pincement du spectre de Dirichlet

Pour les variétés riemanniennes de dimension n, à courbure de Ricci : Ric ≥ (n − 1)g,
A. Lichnerowicz et M. Obata ont prouvé ([33],[34]) que la première valeur propre non nulle
de (M, g) vérifie :

λ1(M, g) ≥ λ1(S
n, can),

de plus, seule la sphère canonique réalise le cas d’égalité. P. Bérard et D. Meyer ont étendu
cette propriété de minimalité du début du spectre de la sphère, au cas des domaines des
variétés à courbure de Ricci : Ric ≥ (n − 1)g ([6]) :

Théorème 5.0.2 (Bérard-Meyer) Soit (M,g) une variété riemannienne de dimension
n. On suppose que la courbure de Ricci de (M, g) vérifie Ric ≥ (n−1)g. Soit Ω un domaine
régulier de M et Ω∗, le domaine symétrisé de Ω, c’est-à-dire une boule géodésique de la
sphère canonique (Sn, can) vérifiant vol (Ω)

vol (M)
= vol (Ω∗)

vol (Sn)
. Alors, on a l’inégalité :

λD
1 (Ω) ≥ λD

1 (Ω∗),

où λD
1 désigne la première valeur propre de Dirichlet du domaine sur l’espace correspondant.

De plus, l’égalité a lieu si et seulement si le triplet (Ω,M, g) est isométrique au triplet
(Ω∗, Sn, can).

L’objet de ce chapitre est de fournir des réponses partielles à la question suivante, analogue
à celle posée dans le cas du spectre des variétés fermées :

Un domaine régulier d’une variété de dimension n, à courbure de Ricci : Ric ≥ (n−1)g
dont la première valeur propre de Dirichlet est presque minimale (i.e. λD

1 (Ω∗) ≤ λD
1 (Ω) ≤

λD
1 (Ω∗) + ǫ où Ω∗ est le domaine symétrisé de Ω) ressemble t-il à une boule géodésique de

la sphère canonique et en quel sens ?
Peut-on, comme dans le cas d’égalité du théorème de Bérard-Meyer, en déduire des infor-
mations sur la variété ambiante ?

Remarque 5.0.1 Nous avons rappelé dans l’introduction qu’un tel domaine n’est pas
nécessairement homéomorphe à une boule euclidienne.
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5.1 Quelques rappels sur le problème de Dirichlet

Définition 5.1.1 Soit (M, g) une variété riemannienne. Un domaine (respectivement régulier)
de M , noté Ω, est un ouvert connexe, d’adhérence compacte de M (respectivement dont le
bord ∂Ω est une hypersurface lisse de M).

Rappelons la définition du spectre de Dirichlet :

Définition 5.1.2 Le spectre de Dirichlet du laplacien ∆ sur un domaine régulier Ω est
l’ensemble des valeurs λ pour lesquelles il existe une fonction f ∈ C∞(Ω), non nulle, telle
que :

∆f = λf sur Ω,

f = 0 sur ∂Ω.

Nous avons vu dans le chapitre 1, théorème 1.1.3, que le spectre de Dirichlet du laplacien
est discret :

Théorème 5.1.1 Le spectre du laplacien de Dirichlet sur un domaine régulier Ω est
constitué d’une suite croissante de nombres positifs notés (λD

i (Ω))i≥1. Chaque espace propre
est de dimension finie. L2(M) est la somme directe orthogonale, pour la norme L2(M), de
tous les espaces propres.

Rappelons également un corollaire du théorème de Courant sur les domaines nodaux
(corollaire 1.1.1).

Corollaire 5.1.1 Soit Ω un domaine régulier de (M, g). Alors la première valeur propre
de Dirichlet de Ω est simple et toute fonction propre, associée à cette valeur propre, ne
s’annule pas sur Ω.

Le spectre de Dirichlet est décroissant pour l’inclusion. En particulier, la première valeur
propre vérifie :

Lemme 5.1.1 Soit Ω et Ω′ deux domaines réguliers d’une variété riemannienne compacte,
sans bord, (M, g). Supposons Ω ⊂ Ω′, alors on a l’inégalité :

λD
1 (Ω) ≥ λD

1 (Ω′).

De plus, si l’on suppose que Ω′\Ω est un ouvert, l’inégalité est stricte.

Preuve : Soit fΩ une fonction propre sur Ω, associée à λD
1 (Ω). Prolongeons fΩ par 0 sur

Ω′\Ω, la fonction obtenue appartient à H1(Ω′) et par le théorème du min-max :

λD
1 (Ω) ≥ λD

1 (Ω′).

Supposons que Ω′\Ω est un ouvert et que λD
1 (Ω) = λD

1 (Ω′). Par le corollaire 5.1.1, λD
1 (Ω′)

est simple, par conséquent, en notant fΩ′ une fonction propre associée à λD
1 (Ω′), on en

déduit l’existence d’un réel a tel que :

fΩ′ = afΩ,

Ce qui implique que fΩ′ s’annule sur Ω′ et contredit le le corollaire 5.1.1. ¥
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Soit f une fonction propre associée à la première valeur propre λ1(M) de (M, g). Notons
Ω un domaine nodal de f . Dans ce cas particulier, le début du spectre de Dirichlet coincide
avec le début du spectre de (M, g) :

Lemme 5.1.2 Avec les hypothèses ci-dessus, supposons que Ω soit un domaine régulier,
alors :

λD
1 (Ω) = λ1(M),

avec λ1(M), la première valeur propre non nulle de (M, g).

Remarque 5.1.1 Dans le cas où le domaine nodal n’est pas supposé régulier, il est possible
de définir une première valeur propre généralisée du probleme de Dirichlet sur Ω (appelée
note fondamentale) à l’aide du principe du min-max. Sous ces hypothèses, la conclusion du
lemme reste valable. Nous renvoyons à ([13], page 21) pour plus de détails.

Pour la preuve, qui découle du principe du min-max, nous renvoyons au livre de I. Chavel
([13], pages 21 et suivantes).

5.2 Principe de Symétrisation de Faber-Krahn

5.2.1 Introduction

Dans les années 20, G. Faber et E. Krahn ont prouvé (indépendamment), pour des
domaines de R

n, la minoration suivante de la première valeur propre de Dirichlet :

Théorème 5.2.1 (Faber-Krahn) Soit Ω un domaine régulier de R
n et B une boule de

R
n de même volume. Alors on a l’inégalité :

λD
1 (Ω) ≥ λD

1 (B).

De plus, l’égalité a lieu si et seulement si Ω est une boule.

Ce théorème apparait comme un équivalent spectral de l’inégalité isopérimétrique :

vol (∂Ω) ≥ vol (∂B). (5.1)

La démonstration du théorème de Faber-Krahn découle en réalité de l’inégalité isopérimétrique
(5.1).
La preuve repose sur un principe de symétrisation (qui porte désormais le nom des auteurs)
dont le schéma est le suivant :
Il s’agit d’associer à une fonction propre f sur Ω, de valeur propre λD

1 (Ω), une fonction f ∗,
radiale, sur une boule B de même volume que Ω (B est appelé domaine symétrisé de Ω),
nulle sur le bord ∂B et dont le quotient de Rayleigh est inférieur ou égal à celui de f .
L’inégalité isopérimétrique (5.1) permet de comparer le volume de lignes de niveaux cor-
respondantes de f et de f ∗, l’estimation des quotients de Rayleigh se déduit alors de la
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formule de la co-aire (voir, par exemple, Burago-Zalgaller ([11])).

Le théorème de Faber-Krahn a été étendu par E. Sperner ([40]) au cas des domaines de
(Sn, can). Ce dernier a été lui même généralisé par un théorème de P. Bérard et D. Meyer,
qui fait l’objet du paragraphe suivant.

5.2.2 Théorème de Bérard-Meyer

Au début des années 80, P. Bérard et D. Meyer montrent ([6]) :

Théorème 5.2.2 (Bérard-Meyer) Soit (M,g) une variété riemannienne de dimension
n. On suppose que la courbure de Ricci de (M, g) vérifie Ric ≥ (n−1)g. Soit Ω un domaine
régulier de M et Ω∗, le domaine symétrisé de Ω, c’est-à-dire une boule géodésique de la
sphère canonique (Sn, can) vérifiant vol (Ω)

vol (M)
= vol (Ω∗)

vol (Sn)
. Alors,on a l’inégalité :

λD
1 (Ω) ≥ λD

1 (Ω∗),

où λD
1 désigne la première valeur propre de Dirichlet du domaine sur l’espace correspondant.

De plus, l’égalité a lieu si et seulement si le triplet (Ω,M, g) est isométrique au triplet
(Ω∗, Sn, can).

Remarque 5.2.1 Comme corollaire au théorème de Bérard-Meyer, on peut redémontrer
l’inégalité de Lichnerowicz :

λ1(M) ≥ n,

ainsi que le cas d’égalité.
Ce théorème est donc, d’une certaine manière, une généralisation de l’inégalité de Lichne-
rowicz. Nous renvoyons à [6], pour une démonstration de ce corollaire.

Pour la preuve de ce théorème, nous renvoyons à [6] ou au livre de I. Chavel ([13], pages 87
et suivantes). Signalons cependant que celle-ci repose aussi sur le principe de symétrisation
de Faber-Krahn où l’inégalité isopérimétrique standard a été remplacée par une inégalité
isopérimétrique démontrée par M. Gromov ([26]) :

Théorème 5.2.3 (Gromov) Soit (Mn, g) une variété riemannienne dont la courbure
de Ricci vérifie : Ricci ≥ (n − 1)g. Soit Ω un domaine régulier de M . Soit B une
boule géodésique de S

n dont le volume vérifie : vol B
vol Sn = vol Ω

vol M
. Alors, on a l’inégalité

isopérimétrique :
vol (∂Ω) ≥ vol (∂B)

et l’égalité a lieu si et seulement si (M, g) est isométrique à (Sn, can) et Ω est une boule
géodésique.

Remarque 5.2.2 Le cas d’égalité est une conséquence du théorème de rigidité d’Obata
(théorème 3.0.1). En effet, M. Gromov montre, en utilisant l’inégalité de Heintze-Karcher
([29]), que le cas d’égalité ne peut avoir lieu que si le diamètre de (M, g) est π.
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Remarque 5.2.3 Ce type d’inégalité sur la première valeur propre de Dirichlet est vérifié
dès que l’on dispose d’une inégalité isopérimétrique adaptée sur la variété (ou la famille de
variétés) considérée (voir la preuve de I. Chavel ([13]) pour une illustration de ce principe).

Dans le prochain paragraphe, nous allons formuler quelques propriétés du début du
spectre de Dirichlet des boules géodésiques de (Sn, can) qui serviront d’espaces “modèles”
pour les domaines dont la première valeur propre est “presque minimale”.

5.2.3 Début du spectre de Dirichlet des boules géodésiques de
(Sn, can)

Les symétries d’une boule géodésique de S
n implique, en particulier, la propriété sui-

vante de la première fonction propre de Dirichlet associée :

Lemme 5.2.1 La première fonction propre du spectre de Dirichlet d’une boule géodésique
BSn(r) de S

n est une fonction radiale T vérifiant l’équation différentielle :

−T ′′(t) − (n − 1) cot(t)T ′(t) = λD
1 (BSn(r))T (t) pour t ∈ [0, r]

avec les conditions initiales :
T ′(0) = 0 et T (r) = 0.

Pour la preuve, nous renvoyons à [13].

On ne connait pas explicitement la première valeur propre de Dirichlet des boules
géodésiques de la sphère (sauf dans le cas de l’hémisphère sur lequel nous reviendrons plus
loin). Cependant, on connait la variation de cette valeur propre en fonction du rayon de la
boule géodésique :

Lemme 5.2.2 La fonction de la variable réelle qui au rayon d’une boule géodésique asso-
cie sa première valeur propre de Dirichlet :

]0, π[ → R
+

r → λD
1 (BSn(r))

est une fonction strictement décroissante vérifiant :

lim
r→0

λD
1 (BSn(r)) = +∞

et
lim
r→π

λD
1 (BSn(r)) = 0.

Preuve : La stricte décroissance de la fonction est une application directe du lemme
5.1.1 . La valeur de la limite en 0 se déduit du fait qu’une métrique riemannienne est
asymptotiquement euclidienne, ce qui implique :

λD
1 (BSn(r)) ∼

0

C

r2
,
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avec C une constante.
Nous renvoyons au livre de P. Bérard ([5], page 46) pour plus de détails.
La limite en +∞ s’obtient, d’après le théorème du min-max, en choisissant une fonction
test convenable dont le quotient de Rayleigh tend vers 0 quand r tend vers π :

φ(t) = 1 −
(

π − r

π − t

)n−2

,

convient en dimension n ≥ 3 (nous renvoyons au livre de I. Chavel ([13], page 50) pour des
calculs explicites). ¥

Cas de l’hémisphère

Sur la sphère canonique, une base orthonormée du premier espace propre associée à
la valeur propre n (en dimension n) est donnée par les fonctions coordonnées (voir le
paragraphe 1.2.1).
Par conséquent, un hémisphère de S

n (noté S
n+) est un domaine nodal d’une fonction

propre de valeur propre n. Donc, d’après le lemme 5.1.2, la première valeur propre de
Dirichlet d’un hémisphère est λD

1 (Sn+) = n et sa première fonction propre est la restriction
de la fonction propre correspondante de la sphère, en particulier, elle vérifie l’équation :

Hess f + fg = 0.

5.3 Domaines dont la première valeur propre de Di-

richlet est presque minimale

Dans cette partie, nous nous intéressons aux domaines des variétés appartenant à Mn ,
dont la première valeur propre de Dirichlet vérifie :

λD
1 (Ω∗) ≤ λD

1 (Ω) ≤ λD
1 (Ω∗) + ǫ,

où Ω∗ est le domaine symétrisé de Ω.

Remarque 5.3.1 Il existe, à priori, un énoncé plus général pour la presque minimalité,
qui consiste à remplacer l’hypothèse spectrale ci-dessus par :

λD
1 (BSn(r)) ≤ λD

1 (Ω) ≤ λD
1 (BSn(r)) + ǫ, (5.2)

sans supposer aucun lien entre BSn(r) et le domaine symétrisé.
Cependant, (5.2) n’est pas invariant par homothéties et en particulier, toute petite sphère
de rayon R << 1 (et donc de courbure de Ricci adéquat) admet d’après le lemme 5.2.2
une boule géodésique de rayon r′ >> r vérifiant l’inégalité (5.2).
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Pour éviter ce phénomène, on est alors amené à imposer une borne sur le volume relatif :

vol (Ω)

vol (M)
≤ vol (BSn(r))

vol (Sn)
.

L’énoncé se ramène dans ce cas, à notre hypothèse initiale.
Dans la suite, nous préfèrerons cette formulation faisant intervenir une borne sur le volume
relatif car elle explicite le rayon de la boule géodésique à laquelle on souhaite comparer Ω.

Dans le prochain paragraphe, nous montrons qu’il existe des domaines sur l’espace
projectif complexe muni de la métrique d’Anderson, dont la première valeur propre de
Dirichlet est presque minimale et qui ne sont pas Gromov-Hausdorff proches de leurs do-
maines symétrisés.

Dans le paragraphe suivant, nous montrons un résultat de stabilité pour la distance de
Gromov-Hausdorff, avec un “hémisphère” d’un sinus produit tordu.

5.3.1 Étude de la stabilité avec la sphère canonique

Dans ce paragraphe, nous montrons :

Proposition 5.3.1 Soit un entier n ≥ 2. Pour tout η > 0 et tout β ∈ ]0, 1[, il existe ǫ0

dépendant de n et de β, tel que pour ǫ < ǫ0, l’espace projectif complexe CP n munie de la
métrique gǫ construite par Anderson, admet un domaine Ω, de volume relatif vol (Ω)

vol (CP n)
= β,

non homéomorphe à une boule euclidienne, vérifiant :

λD
1 (Ω) ≤ λD

1 (Ω∗) + η

et tel que (Ω, CP n, gǫ) n’est pas proche, pour la distance de Gromov-Hausdorff, de (Ω∗, Sn, can).
De plus, pour β < 1

2
, on peut supposer Ω à bord convexe.

Schéma de la preuve

Fixons β ∈ ]0, 1[ et r tel que VS2n(r) = β vol (S2n).
Considérons l’ensemble des points de CP n à distance inférieure à r de CP n−1 pour les
coordonnées choisies par M. Anderson, notons BCP n−1(r), cet ensemble.
Par construction, BCP n−1(r) n’est pas homéomorphe à une boule euclidienne.
La preuve consiste d’abord à montrer que le volume des extrémités de (CP n, gǫ) (i.e. là
où gǫ n’est pas un produit tordu) tend vers zéro avec ǫ. On en déduit une estimation du
volume relatif de BCP n−1(r) :

vol (BCP n−1(r))

vol (CP n)
≃ vol (BS2n(r))

vol (S2n)
.

Ensuite, en transplantant la première fonction propre T de Dirichlet de la boule géodésique
de rayon r de la sphère de dimension 2n sur l’espace projectif dans les coordonnées d’An-
derson, on obtient par le théorème du min-max une estimation de λD

1 (BCP n−1(r)).
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On montre que le quotient de Rayleigh de T transplanté sur CP n est environ égal à
λD

1 (BS2n(r)), à cause de la petitesse du volume des extrémités de (CP n, gǫ).

Métrique d’Anderson en dimension n

On conserve les notations du chapitre 4 sur ces exemples.
N désigne maintenant CP n privé d’une boule.
N est difféomorphe au produit S

2n−1 × I/ ∼ et munie d’une métrique de la forme :

g = dt2 + u2(t)σ2
Z + r2(t)(σX2

1
+ .. + σX2

2n−2
).

Les coefficients de la métrique sont inchangés, seuls les paramètres diffèrent :

pour t ∈ [0, ǫ
k
] : u(t) = sin at

a
, r(t) = ǫ + bt2

2 ǫ

pour t ∈ [ ǫ
k
, π

2
− δ] : u(t) = c1(ǫ) sin(t + δ), r(t) = c2(ǫ) sin(t + δ)

Remarque 5.3.2 Par choix de la métrique, pour tout r < π
2

et ǫ assez petit, la deuxième
forme fondamentale de {r} × S

2n−1 :

Π = cot(r + δ(ǫ))g

est définie positive : le bord de BCP n−1(r) est convexe.

Les valeurs de ces paramètres sont :

b =
1

2

k = (2n)
1
2

tan(m) =
m

2
+ 4nm

a =
m(2n)

1
2

ǫ

δ(ǫ) = O(ǫ)

Les coefficients c1(ǫ) et c2(ǫ) vérifient (pour que la métrique soit C1 en ǫ
k
) :

cos(
ǫ

k
)c1(ǫ) = cos m

cos(
ǫ

k
)c2(ǫ) =

1

2(2n)
1
2

.

Par conséquent, pour ǫ assez petit :

cos(m) ≤ c1(ǫ) ≤ 2 cos(m), (5.3)
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1

2(2n)
1
2

≤ c2(ǫ) ≤
1

(2n)
1
2

. (5.4)

La forme volume vérifie :

dvg = θ(t)dtdx,

avec, pour tout t ∈ I :

θ(t) = u(t)r2n−2(t).

Le bord de N étant totalement géodésique, M. Anderson construit une métrique sur une
boule de R

2n semblable à g dont les coefficients sont égaux à ceux de g pour t > ǫ
k
.

On note (CP n, gǫ), la variété riemannienne obtenue en recollant N à cette boule. Venons

en maintenant aux :

Estimations de volumes

Fixons β ∈ ]0, 1[ et r tel que VS2n(r) = β vol (S2n).

On suppose désormais ǫ assez petit pour que :

ǫ

k
< r < π − 2δ − ǫ

k

Lemme 5.3.1 Sous les hypothèses de la proposition 5.3.1, il existe une constante C(n)
dépendant de la dimension n, telle que :

pour t ∈ [0, ǫ
k
] :

θ(t) ≤ C(n)t ǫ2n−2 .

Preuve : Pour t ∈ [0, ǫ
k
] :

u(t) ≤ t

r(t) ≤ C(n) ǫ

d’où la majoration :

θ(t) ≤ C(n)t ǫ2n−2 .

¥

Démonstration de la proposition 5.3.1

Commençons par le

Lemme 5.3.2 Sous les hypothèses de la proposition 5.3.1, il existe une fonction τ(ǫ |n, β)
telle que :

λD
1 (BCP n−1(r)) ≤ λD

1 (BS2n(r)) + τ(ǫ |n, β).
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Preuve : Notons T la première fonction propre de la boule de rayon r de S
2n.

On la suppose normalisé par :
∫ r

0

T 2(t) sin2n−1(t)dt = 1. (5.5)

D’après les résultats généraux sur le spectre de Dirichlet, T ∈ C∞([0, r]).
Par conséquent, soit C(r, n) dépendant de r et de n, tel que :

||T ||∞ ≤ C(r, n) et ||T ′||∞ ≤ C(r, n). (5.6)

Définissons à l’aide de T , une fonction test T̃ sur BCP n−1(r) :

T̃ (t) =







kt
ǫ
T ( ǫ

k
+ δ) si t ∈ [0, ǫ

k
]

T (t + δ) si t ∈ [ ǫ
k
, r − δ]

0 si t ∈ [r − δ, r]

Notons QRB
CPn−1(r)(T̃ ), le quotient de Rayleigh de T̃ sur BCP n−1(r) et QRB

S2n(r)(T ), le
quotient de Rayleigh de T sur BS2n(r).
Montrons que :

∣

∣

∣

∣

∣

QRB
CPn−1 (r)(T̃ ) −

∫ r
ǫ
k
+δ

(T ′)2(t) sin2n−1(t)dt
∫ r

ǫ
k
+δ

T 2(t) sin2n−1(t)dt

∣

∣

∣

∣

∣

≤ τ(ǫ |r, n)

et
∣

∣

∣

∣

∣

QRB
S2n (r)(T ) −

∫ r
ǫ
k
+δ

(T ′)2(t) sin2n−1(t)dt
∫ r

ǫ
k
+δ

T 2(t) sin2n−1(t)dt

∣

∣

∣

∣

∣

≤ τ(ǫ |r, n).

D’après le lemme 5.3.1 et les estimations (5.6) :
∣

∣

∣

∣

∣

∫

B
CPn−1 (r)

T̃ 2θ(t)dtdx −
∫ r

ǫ
k
+δ

∫

S2n−1

T 2(t) sin2n−1(t)c1(ǫ)c
2n−2
2 (ǫ)dtdx

∣

∣

∣

∣

∣

≤ τ(ǫ |r, n)

et
∣

∣

∣

∣

∣

∫

B
CPn−1(r)

(T̃ ′)2θ(t)dtdx −
∫ r

ǫ
k
+δ

∫

S2n−1

(T ′)2(t) sin2n−1(t)c1(ǫ)c
2n−2
2 (ǫ)dtdx

∣

∣

∣

∣

∣

≤ τ(ǫ |r, n).

De même sur S
2n, en utilisant les estimations (5.6) :

∣

∣

∣

∣

∣

∫

B
S2n(r)

T 2 sin2n−1(t)dtdx −
∫ r

ǫ
k
+δ

∫

S2n−1

T 2(t) sin2n−1(t)dtdx

∣

∣

∣

∣

∣

≤ τ(ǫ |r, n)

et
∣

∣

∣

∣

∣

∫

B
S2n (r)

(T ′)2 sin2n−1(t)dtdx −
∫ r

ǫ
k
+δ

∫

S2n−1

(T ′)2(t) sin2n−1(t)dtdx

∣

∣

∣

∣

∣

≤ τ(ǫ |r, n).
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Pour conclure à la proximité des quotients de Rayleigh, il reste à minorer, pour ǫ assez
petit, par une constante positive C(n, r) indépendante de ǫ, les quantités :

∫ r

ǫ
k
+δ

∫

S2n−1

T 2(t) sin2n−1(t)dtdx > C(n, r)

et
∫ r

ǫ
k
+δ

∫

S2n−1

T 2(t) sin2n−1(t)c1(ǫ)c
2n−2
2 (ǫ)dtdx > C(n, r).

La première inégalité est une conséquence directe de la normalisation (5.5) et de (5.6).
Pour la seconde, on utilise en plus les minorations (5.3) :

c1(ǫ) ≥ cos(m) et c2(ǫ) ≥
1

2(2n)
1
2

.

Par conséquent :
∣

∣

∣QRB
CPn−1 (r)(T̃ ) − QRB

S2n(r)(T )
∣

∣

∣ ≤ τ(ǫ |r, n).

D’où, comme T est la première fonction propre de la boule de rayon r de S
2n :

λD
1 (BCP n−1(r)) ≤ λD

1 (BS2n(r)) + τ(ǫ |n, β),

par le théorème du min-max. ¥

5.3.2 Stabilité métrique associée au théorème de Bérard-Meyer

Dans cette partie, nous établissons des résultats de stabilité pour la distance de Gromov-
Hausdorff associé à un “hémisphère” d’un sinus produit tordu. Ces résultats ne sont valables
que pour des domaines vérifiant certaines hypothèses de convexité.

Commençons par donner quelques définitions :

Définition 5.3.1 On appelle deuxième forme fondamentale du bord d’un domaine régulier
Ω, le tenseur défini sur T ∂Ω par :
pour u, v appartenant à Tx ∂Ω,

Π(u, v) = −g(Duη, v),

où η est la normale unitaire rentrante en x ∈ ∂Ω.
La courbure moyenne en un point x ∈ ∂Ω est la trace de la deuxième forme fondamentale :

H(x) =
n−1
∑

i=1

Π(ei, ei) avec (ei)1≤i≤n−1 une base orthonormée de Tx∂Ω.

Un tel domaine est à bord convexe, si Π est définie positive en tout point du bord :

Π(X,X) > 0 ∀x ∈ ∂Ω, ∀X ∈ Tx ∂Ω\{0}.
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Définition 5.3.2 Un domaine régulier Ω d’une variété riemannienne (M, g) est convexe
si pour deux points quelconques de Ω, toute géodésique minimisante les reliant, est contenue
dans Ω.

Le premier résultat est :

Théorème 5.3.1 Il existe des fonctions τ(ǫ) et τ ′(ǫ) telles que, pour toute variété rie-
mannienne (M, g) appartenant à Mn contenant un domaine Ω régulier, dont la courbure
moyenne H en tout point du bord est positive ou nulle, de volume vol Ω ≤ 1

2
vol M et dont

la première valeur propre de Dirichlet vérifie :

λD
1 (Ω) ≤ n + ǫ,

alors, il existe un espace métrique (N, δ) et une application φ de M à valeurs dans la sinus
suspension : ((0, π) × N, d) qui est une τ(ǫ)-presque isométrie, de plus il existe un ouvert

Ω′ ⊂ Ω tel que vol (Ω\Ω′)
vol (M)

≤ τ ′(ǫ) et tel que l’image par φ de Ω′ est τ(ǫ) Hausdorff proche
d’un hémisphère de la sinus suspension.

Remarque 5.3.3 L’hypothèse sur la courbure moyenne est peut-être superflue. Pour s’en
convaincre, considérons un hémisphère de la sphère canonique auquel on aurait retranché et
ajouté des “cheveux” (i.e. des petits voisinages tubulaires de sous-variétés de codimension
au moins deux), la première valeur propre de Dirichlet de ce domaine est proche de celle de
l’hémisphère sans que le domaine soit Hausdorff proche de celui-ci. Ce domaine contient
malgré tout un sous-ensemble Hausdorff proche de l’hémisphère (obtenu en “coupant” les
“cheveux” que l’on a rajoutés).

Nous montrons également :

Théorème 5.3.2 Il existe une fonction τ(ǫ) telle que, pour toute variété riemannienne
(M, g) appartenant à Mn contenant un domaine Ω régulier convexe, de volume vol Ω ≤
1
2

vol M et dont la première valeur propre de Dirichlet vérifie :

λD
1 (Ω) ≤ n + ǫ,

alors, il existe un espace métrique (N, δ) et une application φ de M à valeurs dans la sinus
suspension : ((0, π) × N, d) qui est une τ(ǫ)-presque isométrie, de plus l’image par φ de Ω
est τ(ǫ) Hausdorff proche d’un hémisphère de la sinus suspension.

Ce théorème généralise dans le cas de l’hémisphère, un résultat de A. Avila ([4]) sur certains
domaines convexes de la sphère S

2 :

Théorème 5.3.3 (Avila) Soit Ω un domaine régulier convexe contenu dans un hémisphère
de S

2. Soit B une boule de même volume que Ω.
Supposons que :

λD
1 (Ω) ≤ λD

1 (B) + ǫ,

alors, il existe une fonction τ(ǫ) dépendant de vol (Ω), vol (∂Ω) et du rayon de B telle que
Ω est τ(ǫ)-Hausdorff proche de B.
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Plan de la démonstration des théorèmes 5.3.1 et 5.3.2

Commençons par le théorème 5.3.1.
Le schéma de la preuve est le même que dans le cas sans bord.
Un hémisphère de S

n est un domaine nodal d’une fonction propre de valeur propre n.
Dans le cas de presque minimalité, l’idée consiste à montrer que le hessien de la première
fonction propre de Dirichlet du domaine vérifie la même estimation que celui de l’hémisphère :

||Hess f + fg||L2(Ω) ≤ τ(ǫ), (5.7)

puis d’utiliser le lemme de Toponogov L2.
Pour tirer des informations du lemme de Toponogov L2, il est nécessaire de contrôler les
conditions initiales de l’équation différentielle sous-jacente.
Dans ce but, on montre que le gradient de la première fonction propre reste petit au voi-
sinage d’un point réalisant le maximum et qu’il est borné en norme L∞ par une constante
ne dépendant que de la dimension n.

L’étape suivante consiste à établir que Ω contient une boule de rayon presque π
2
, donc

de rayon presque maximal étant donné l’hypothèse sur le volume relatif. Pour celà, on
prouve que la fonction propre est proche en norme L∞ d’une fonction cos de la distance à
un point convenable, sur un sous ensemble de Ω.

On remarque ensuite que Ω ne peut contenir une boule de rayon presque π
2

que si le
diamètre de (M, g) est environ égal à π. Ceci fournit, par un théorème de J. Cheeger et
T. Colding (théorème 3.0.6), une approximation de Gromov-Hausdorff de M avec un sinus
produit tordu.

Le dernier point consiste à prouver que le domaine Ω admet un sous-ensemble de vo-
lume relatif presque maximal dont l’image par cette approximation est Hausdorff proche
de l’hémisphère, ce qui découle du fait que Ω contient une boule de rayon presque π

2
qui est

presque géodésiquement convexe (i.e. la distance restreinte à Ω et la distance extrinsèque
de cette boule sont presque égales).

La preuve du théorème 5.3.2 découle en partie de la preuve précédente puisque le bord
d’un domaine convexe est à courbure moyenne positive ou nulle. On montre pour conclure
qu’un domaine vérifiant les hypothèses du théorème 5.3.2 est contenu dans une boule
adéquate de rayon environ égal à π

2
.

Remarque 5.3.4 Soit V une boule géodésique de la sphère canonique, différente de l’hémi-
sphère. L’équation vérifiée par le hessien de la première fonction propre f de Dirichlet, sur
ce domaine, est de la forme :

Hess f = Ag + Bdf ⊗ df,
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avec A,B des expressions dépendant de f (c’est une conséquence de l’équation différentielle
du lemme 5.2.1).
Nous n’avons pas réussi, à ce jour, à adapter la méthode de démonstration à ces autres
cas, en particulier parce qu’il semble plus difficile de caractériser le cas d’égalité avec la
formule de Bochner.

Dorénavant, on supposera la première fonction propre f de Ω normalisée,
par analogie avec l’hémisphère, par :

f > 0 sur Ω et sup
Ω

f = 1. (5.8)

Estimation L2 du hessien de la première fonction propre

L’estimation (5.7) sur le hessien est une conséquence d’une formule due à R. Reilly
([39]) qui est une version intégrée de la formule de Bochner, dans le cas des variétés à
bord :

Lemme 5.3.3 (Formule de Reilly) Soit (Mn, g) une variété riemannienne compacte à
bord lisse ∂M . Pour toute fonction appartenant à C∞(M), on a :

∫

M

|Hess f |2 −
∫

M

(∆f)2 +

∫

M

Ric(∇f,∇f)

= 2

∫

∂M

< ∇∂M(
∂f

∂ν
),∇∂Mf > −

∫

∂M

H

(

∂f

∂ν

)2

−
∫

∂M

Π(∇∂Mf,∇∂Mf) (5.9)

où ∇∂M désigne le gradient pour la métrique induite de la restriction à ∂M d’une fonction
régulière de M .

En appliquant cette formule à la première fonction propre de Dirichlet du domaine Ω, on
obtient :

Lemme 5.3.4 Il existe une constante C(n) telle que, pour toute variété (M, g) appartenant
à Mn et admettant un domaine régulier Ω dont la courbure moyenne en tout point du bord
est positive ou nulle et vérifiant n ≤ λD

1 (Ω) ≤ n+ ǫ, alors, en notant f la première fonction
propre du problème de Dirichlet sur Ω, normalisée par (5.8), on a l’estimation :

1

vol Ω

∫

Ω

|Hess f + fg|2 ≤ C(n) ǫ

Preuve : D’après le corollaire 5.1.1, {f = 0} = ∂Ω.
La formule de Reilly appliquée à f donne :

∫

Ω

|Hess f |2 −
∫

Ω

(∆f)2 +

∫

Ω

Ric(∇f,∇f) = −
∫

∂Ω

H

(

∂f

∂ν

)2
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En utilisant l’hypothèse sur la courbure de Ricci et sur la courbure moyenne du bord ∂Ω,
il vient :

∫

Ω

|Hess f |2 +
(

(n − 1)λ − λ2
)

∫

Ω

f 2 ≤ 0

Or Hess f = (Hess f + λ
n
fg)− λ

n
fg donc, le premier terme étant de trace nulle, on obtient :

|Hess f |2 = |Hess f +
λ

n
fg|2 +

λ2

n
f 2

On en déduit :
(

(n − 1 − λ)λ +
λ2

n

)

1

vol Ω

∫

Ω

f 2 +
1

vol Ω

∫

Ω

|Hess f +
λ

n
fg|2 ≤ 0

D’où, par choix de la normalisation pour f :

1

vol Ω

∫

Ω

|Hess f +
λ

n
fg|2 ≤ −

(

(n − 1)λ + λ2(
1

n
− 1)

)

1

vol Ω

∫

Ω

|Hess f +
λ

n
fg|2 ≤ (n − 1)

λ

n
(λ − n)

On conclut, en remarquant que :

|Hess f + fg| ≤ |Hess f +
λ

n
fg| + |λ

n
− 1||fg|

|Hess f + fg|2 ≤ 2(|Hess f +
λ

n
fg|2 +

ǫ2

n
f 2)

D’où le résultat. ¥

Bornes L∞ de la première fonction propre de Dirichlet et de son gradient

L’étape suivante est de montrer que le gradient de la fonction propre f reste petit au
voisinage d’un point réalisant le maximum de f . Ce lemme est inspiré d’un résultat dû à
P. Li et S.T. Yau ([32]).

Lemme 5.3.5 (Li-Yau) Soit (Mn, g) une variété riemannienne de dimension n, dont la
courbure de Ricci vérifie : Ric ≥ (n− 1)g et Ω un domaine régulier de M dont la courbure
moyenne en tout point du bord ∂Ω est positive ou nulle.
Soit f la première fonction propre de Dirichlet sur Ω, que l’on suppose normalisée par (5.8).
Alors, pour tout x ∈ Ω :

|∇f |2(x) ≤ λD
1 (Ω)(1 − f2(x)),

en particulier :

||∇f ||L∞ ≤
√

λD
1 (Ω).
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Preuve : Commençons par quelques remarques sur f .
On note η(x) la normale intérieure unitaire en x ∈ ∂Ω.
En appliquant le principe du maximum fort à −f , on en déduit :

∂f

∂η
(x) > 0 ∀x ∈ ∂Ω.

Par conséquent en tout point x ∈ ∂Ω :

|∇f |(x) > 0 (5.10)

et

η(x) =
∇f

|∇f |(x).

Donc pour X,Y ∈ Tx ∂Ω :

Π(X,Y ) =
−1

|∇f |(x)
Hess f(X,Y )

Remarque 5.3.5 Une fonction propre pour le problème de Dirichlet sur un domaine Ω
est une fonction appartenant à C∞(Ω), cette fonction est donc la restriction d’une fonction
lisse définie sur un ouvert contenant Ω et le hessien de f est bien défini sur ∂Ω.

Par conséquent, on en déduit l’expression suivante de la courbure moyenne :

H(x) =
−1

|∇f |(x)

n−1
∑

i=1

Hess f(ei, ei),

avec (ei)1≤i≤n−1 une base orthonormée locale de Tx∂Ω.
Par continuité, pour x ∈ ∂Ω, ∆f(x) = λf(x) = 0, d’où :

H(x) =
1

|∇f |(x)
Hess f(x)(η, η).

En particulier, pour tout x ∈ ∂Ω :

Hess f(x)(η, η) ≥ 0. (5.11)

Passons maintenant à la démonstration du lemme :
On introduit la fonction :

F =
|∇f |2
β − f 2

où β > 1.

Par compacité, il existe x0 tel que F (x0) = supΩ F .
Supposons tout d’abord que x0 appartient à ∂Ω. Dans ce cas, par le principe du maximum,
on doit avoir l’estimation :

∂F

∂η
(x0) ≤ 0.
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Calculons ∂F
∂η

(x0).

∂F

∂η
(y) =

2 < D ∂
∂η
∇f,∇f >

β − f 2
+

2f |∇f |2 ∂f
∂η

(y)

(β − f 2)2
.

Or,
2f |∇f |2 ∂f

∂η

(β − f 2)2
= 0 en x0,

puisque f vérifie les conditions de Dirichlet sur le bord.
Montrons que le premier terme est positif ou nul en x0.

< D ∂
∂η
∇f,∇f >= Hess f(

∂

∂η
,∇f)

< D ∂
∂η
∇f,∇f >= |∇f |Hess f(

∂

∂η
,

∂

∂η
).

Donc, par (5.11) :
< D ∂

∂η
∇f,∇f > (x0) ≥ 0,

et par conséquent,
∂F

∂η
(x0) = 0. (5.12)

On déduit de (5.12), l’inégalité :
∆F (x0) ≥ 0.

En effet, si ∆F (x0) < 0, alors il existe un voisinage U de x0 dans Ω tel que :

∀y ∈ U, ∆F (y) < 0.

On en déduit alors, par le principe du maximum fort :

∂F

∂η
(x0) < 0,

ce qui contredit (5.12).
Calculons maintenant le laplacien de F .

dF =
d(|∇f |2)
β − f 2

+
2f |∇f |2df
(β − f 2)2

.

D’où :

Hess F =
Hess(|∇f |2)

β − f 2
+

4f

(β − f 2)2
d(|∇f |2) ⊗ df

+
2|∇f |2

(β − f 2)2
df ⊗ df +

8f |∇f |2
(β − f 2)3

df ⊗ df +
2f |∇f |2
(β − f 2)2

Hess f.
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On en déduit :

∆F =
∆(|∇f |2)
β − f 2

− 4f

(β − f2)2
g(d(|∇f |2), df) − 2|∇f |4

(β − f 2)2
− 8f |∇f |4

(β − f 2)3
+

2f |∇f |2∆f

(β − f 2)2
.

En particulier, en un point y ∈ ∂Ω :

∆F (y) =
∆(|∇f |2)(y)

β
− 2|∇f(y)|4

β2
.

Or, d’après la formule de Bochner :

1

2
∆(|∇f |2) = −|Hess f |2 − Ric(∇f,∇f) + λD

1 (Ω)|∇f |2,

puisque f est une fonction propre associée à λD
1 (Ω).

On en déduit, comme Ric ≥ (n − 1)g, l’inégalité :

∆(|∇f |2) ≤ 2λD
1 (Ω)|∇f |2,

ce qui implique :

∆F (y) ≤ 2

(

λD
1 (Ω)

|∇f |2
β

− |∇f |4
β2

)

. (5.13)

En appliquant (5.13) au point x0, on en déduit, comme F (x0) ≥ 0 :

F (x0) ≤ λD
1 (Ω),

d’où l’estimation en faisant tendre β vers 1.

On suppose dorénavant que F atteint son maximum en un point x0 ∈ Ω.
La suite de la démonstration est similaire au cas sans bord.
En x0 :

∇F (x0) = 0, (5.14)

et par le principe du maximum :
∆F (x0) ≥ 0 (5.15)

(5.14) donne :

d(|∇f |2)(x0) = −2f |∇f |2
β − f 2

df(x0) (5.16)

Ce qui implique,

< d(|∇f |2, df > (x0) = −8f 2|∇f |4
β − f 2

(x0) (5.17)

et de (5.15), on déduit :

−4f

(β − f 2)2
(g(d(|∇f |2), df)) +

∆(|∇f |2)
β − f 2

+ |∇f |2
(

− 2|∇f |2
(β − f 2)2

+
2f∆f

(β − f2)2
− 8f 2|∇|2

(β − f 2)3

)

≥ 0.
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D’où par (5.17) :

∆(|∇f |2)
β − f2

+ |∇f |2
(

2|∇f |2
(β − f 2)2

+
2f∆f

(β − f 2)2

)

≥ 0.

En utilisant la formule de Bochner appliquée à f , il vient :

λD
1 (Ω)|∇f |2 − |Hess f |2 − |∇f |4

β − f 2
+ λD

1 (Ω)f2 |∇f |2
β − f 2

≥ 0. (5.18)

On cherche maintenant à obtenir une minoration du terme |Hess f |2.
Par Cauchy-Schwartz :

| < d(|∇f |2, df > | ≤ |d(|∇f |2)|.|df |

Or, d(|∇f |2) = 2|∇f |d(|∇f |), d’où, par la première inégalité de Kato :

|d(|∇f |)| ≤ |D∇f |,

il vient :

| < d(|∇f |2, df > | ≤ 2|∇f |2|Hess f |
On obtient alors, à l’aide de (5.17), une minoration de |Hess f |2(x0) :

|Hess f |2(x0) ≥
f 2|∇f |4
β − f2

,

que l’on injecte dans (5.18) :
en x0 :

λD
1 (Ω)|∇f |2 − |∇f |4

(

f 2

(β − f 2)2
− 1

β − f2

)

+ |∇f |2λD
1 (Ω)f2

β − f 2
≥ 0,

en multipliant par β−f2

|∇f |2 , on obtient en x0 :

λD
1 (Ω)(β − f2) − |∇f |2 f 2

β − f2
+ λD

1 (Ω)f 2 − |∇f |2 ≥ 0,

d’où

λD
1 (Ω)β − |∇f |2 ≥ f 2

β − f2
|∇f |2,

ce qui donne après simplifications :

F (x0) ≤ λD
1 (Ω).

Il ne reste qu’à faire tendre β vers 1, pour obtenir le résultat. ¥
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Ω contient une boule de rayon presque égal à π
2

Soit Ω un domaine régulier de (M, g) vérifiant les hypothèses du théorème 5.3.1.
Soit x un point de Ω tel que f(x) = 1 avec f la première fonction propre de Dirichlet
normalisée par (5.8).
Notons d la distance de x au bord : d = d(x, ∂Ω).
Par définition de d :

B(x, d) ⊂ Ω.

L’hypothèse :
vol Ω

vol M
≤ 1

2

implique, par Bishop-Gromov :

vol BSn(d)

vol (Sn)
≤ vol B(x, d)

vol (M)
≤ 1

2
.

D’où :

d ≤ π

2
.

Nous allons montrer que l’hypothèse λD
1 (Ω) ≤ n + ǫ implique que d est presque égal à π

2
.

Lemme 5.3.6 Soit Ω un domaine régulier de (M, g) vérifiant les hypothèses du théorème
5.3.1. Soit f la fonction propre associée à λD

1 (Ω), que l’on suppose normalisée par (5.8) et
soit x, un point de Ω tel que f(x) = 1.
Alors, il existe une fonction τ(ǫ), dépendant de la dimension n, telle que, pour tout domaine
Ω et tout (M, g) vérifiant les hypothèses ci-dessus, on a :

B
(

x,
π

2
− τ5.3.6(ǫ)

)

⊂ Ω.

Preuve : Notons d la distance de x au bord : d = d(x, ∂Ω).
La méthode consiste à appliquer le lemme de Toponogov L2 (lemme 2.3.1) sur des boules
telles, qu’une géodésique minimisante ayant ces extrémités dans celles-ci, soit contenue
dans Ω.

Soit y ∈ ∂Ω tel que : d(x, y) = d(x, ∂ Ω) et γ une géodésique minimisante reliant x à y.
D’après le lemme 5.3.4 :

||Hess f + fg||L2(Ω) ≤ τ(ǫ).

Soit r(ǫ), un rayon tel que le membre de droite dans l’inégalité de Toponogov L2, soit
petit :

C̃2.3.1(n)

V (r(ǫ))

1

vol (Ω)

∫

Ω

|Hess f + fg|2 ≤
√

τ(ǫ).



107

Considérons z ∈ γ tel que d(y, z) = 3r(ǫ) et :

B1 = B(x, r(ǫ)), B2 = B(z, r(ǫ)).

Vérifions que pour ce choix, toute géodésique minimisante ayant ces extrémités dans B1 et
B2 est nécessairement contenue dans Ω.
Soit u ∈ B1.

d(u, ∂Ω) ≥ d(x, ∂Ω) − d(u, x) > d − r(ǫ).

D’autre part, on vérifie, grâce à l’inégalité triangulaire, que :

∀ v ∈ B2, d(u, v) ≤ d − r(ǫ).

Par hypothèse :

f(x) = 1

et, d’après le lemme 5.3.5 :

∀u ∈ Ω, |∇f |2(u) ≤ λD
1 (Ω)(1 − f2(u)),

en particulier, pour ǫ ≤ 1 :
||∇f ||L∞ ≤

√
n + 1. (5.19)

Par conséquent en appliquant le lemme de Toponogov L2, on obtient, comme dans la preuve
du lemme 3.1.2, l’existence d’une fonction τ(ǫ) telle que :

∀v ∈ B2, |f(v) − cos d(x, v)| ≤ τ(ǫ). (5.20)

En particulier, cette estimation est valable pour le point z.
D’autre part, par construction, et en utilisant (5.19), il existe une fonction τ ′′(ǫ) telle que :

|f(z) − f(y)| = |f(z)| ≤ τ ′′(ǫ).

Or d(x, z) = d − 3r(ǫ), (5.20) implique alors l’existence d’une fonction τ2(ǫ) telle que :

d ≥ π

2
− τ2(ǫ),

ce qui conclut. ¥

Démonstration du théorème 5.3.1

A l’aide du lemme 5.3.6 et d’un théorème de Cheeger-Colding (théorème 3.0.6), nous
allons montrer dans un premier temps, que (M, g) est Gromov-Hausdorff proche d’un sinus
produit tordu à l’aide d’une approximation explicite, puis montrer que l’image par cette
approximation d’un ensemble de volume presque maximal de Ω est Hausdorff proche d’un
“hémisphère” de ce sinus produit tordu.
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Lemme 5.3.7 Sous les hypothèses du théorème 5.3.1, notons dx = supM d(x, y) avec x tel
que f(x) = 1.
Alors :

λD
1 (Ω) ≤ n + ǫ ⇒ dx ≥ π − τ(ǫ).

Preuve : Par définition de dx, vol (B, x, dx) = vol (M).
D’après le lemme 5.3.6, Ω ⊃ B(x, π

2
− τ(ǫ)), par conséquent, par hypothèse sur le volume

relatif de Ω et en utilisant le théorème de Bishop-Gromov (théorème 2.1.1) :

V (π
2
− τ(ǫ))

V (dx)
≤ vol (B(x, π

2
− τ(ǫ)))

vol (B(x, dx))
≤ 1

2

d’où

V (dx) ≥ 2V (
π

2
− τ(ǫ)).

Ce qui conclut. ¥

Corollaire 5.3.1 Avec les notations du lemme 5.3.7, il existe une fonction τ(ǫ) telle que :

∀r ∈ [0, dx],

∣

∣

∣

∣

vol (B(x, r))

vol (M)
− V (r)

vol (Sn)

∣

∣

∣

∣

≤ τ(ǫ).

Preuve : C’est une conséquence du théorème de Bishop-Gromov. Nous renvoyons à la
preuve du lemme 3.3.1 pour plus de détails. ¥

En particulier, une boule de centre x et de rayon environ égal à π
2

est de volume relatif
environ égal à 1

2
.

D’après le lemme 5.3.7, une variété riemannienne vérifiant les hypothèses du théorème
5.3.1 est de diamètre presque maximal, par conséquent par un théorème de J. Cheeger et
T. Colding (théorème 3.0.6), on en déduit :

Théorème 5.3.4 Il existe une fonction τ(ǫ) telle que, toute variété riemannienne (M, g)
appartenant à Mn et admettant un domaine Ω régulier vérifiant :

∀u ∈ ∂Ω, H(u) ≥ 0,

vol (Ω)

vol (M)
≤ 1

2
,

λD
1 (Ω) ≤ n + ǫ,

vérifie la propriété suivante :
Il existe x, y ∈ M tels que d(x, y) > π − τ(ǫ), il existe une sphère géodésique de M de

centre x notée N et une distance d sur N tels que, en notant :
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[0, π] × N l’espace métrique muni d’une structure de sinus produit tordu ;
p la projection de M sur N :

(M, g) −→ N
z 7−→ p(z)

avec p(z) tel que : d(z, p(z)) = d(z,N) ;

l’application φ :

(M, g) −→ [0, π] × N
z 7−→ (d(x, z), p(z))

est une τ(ǫ)-presque isométrie.

Nous allons maintenant montrer qu’il existe un rayon r(ǫ) pour lequel la boule
B(x, π

2
− r(ǫ)) est contenue dans Ω et l’image par φ de cette boule, munie de la distance

dΩ, est Hausdorff proche d’un hémisphère du produit tordu, ce qui terminera la preuve du
théorème 5.3.1.

Il suffit de prouver que dM(u, v) ≃ dΩ(u, v) sur B(x, π
2
− r(ǫ)), la presque surjectivité

découle ensuite de la définition de φ.
C’est l’objet du lemme suivant :

Proposition 5.3.2 Sous les hypothèses du théorème 5.3.1, il existe des fonctions r(ǫ) et
τ(ǫ) telles que : ∀u, v ∈ B(x, π

2
− r(ǫ)),

dΩ(u, v) ≤ dM(u, v) + τ(ǫ),

où dM désigne la distance riemannienne sur M et dΩ désigne la distance intrinsèque sur
Ω.

Preuve : D’après le lemme 5.3.6, Ω ⊃ B(x, π
2
− r(ǫ)). Par conséquent, pour s’assurer

qu’une géodésique γ, paramétrée sur [0, 1], de (M, g) est contenue dans Ω, il suffit de
vérifier :

∀ t ∈ [0, 1], d(x, γ(t)) ≤ π

2
− r(ǫ). (5.21)

Pour obtenir une telle estimation, nous allons utiliser le fait que x admet un point à distance
presque π et que, par conséquent, d’après le lemme 3.3.2, cos dx est proche, en norme L∞,
d’une combinaison linéaire de fonctions propres de (M, g), de valeurs propres environ égales
à n.
D’après le lemme de Toponogov L2, le long de presque toutes les géodésiques de (M, g),
cette combinaison linéaire de fonctions propres est presque une combinaison linéaire de
cosinus et de sinus, on en déduit l’estimation souhaitée.

Commençons par le résultat suivant :
Conservons les notations du lemme 5.3.7 :

dx ≥ π − τ(ǫ),
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d’où, en notant k = max{i ∈ N; λi(M) ≤ n +
√

τ(ǫ)}, on obtient, par le lemme 3.3.2,
l’existence d’une fonction τ ′(ǫ) telle que,

|| cos dx −
k

∑

i=1

ai(x)fi||L∞ ≤ τ ′(ǫ) et |
k

∑

i=1

a2
i (x) − 1| ≤ τ ′(ǫ). (5.22)

avec (fi)1≤i≤k une famille orthogonale de fonctions propres associées à (λi(M))1≤i≤k et
normalisées par 1

vol (M)

∫

M
f 2

i = 1
n+1

.

Remarque 5.3.6 D’après le corollaire 3.2.1, on peut supposer k ≤ n + 1.

Par définition de k et en utilisant la proposition 2.3.1, il existe une fonction τ ′′(ǫ) telle
que,

||Hess (
k

∑

i=1

ai(x)fi) + (
k

∑

i=1

ai(x)fi)g||L2(M) ≤ τ ′′(ǫ). (5.23)

Notons f =
∑k

i=1 ai(x)fi.

Par conséquent, d’après le lemme 2.3.6, il existe des fonctions r(ǫ), R(ǫ) et τ1(ǫ) tels
que :
∀ u, v ∈ M ; R(ǫ) ≤ d(u, v) ≤ π − R(ǫ),∃ ũ, ṽ admettant une unique géodésique minimi-
sante γ les reliant et vérifiant d(u, ũ) < r(ǫ), d(v, ṽ) < r(ǫ), tels que :

∣

∣

∣

∣

f(γ(t)) −
(

cos d(x, ũ)
sin(l − t)

sin(l)
+ cos d(x, ṽ)

sin(t)

sin(l)

)∣

∣

∣

∣

≤ τ1(ǫ)

pour tout t ∈ [0, l], avec l = d(ũ, ṽ) .
L’inégalité (5.22) permet alors d’en déduire (on suppose d(x, ũ) ≤ π

2
et d(x, ṽ) ≤ π

2
) :

cos d(x, γ(t)) ≥
(

cos d(x, ũ)
sin(l − t)

sin(l)
+ cos d(x, ṽ)

sin(t)

sin(l)

)

− τ2(ǫ).

Puis, en remarquant que : sin(l−t)
sin(l)

+ sin(t)
sin(l)

≥ 1 (l < π), on en déduit :

cos d(x, γ(t)) ≥ min (cos d(x, ũ), cos d(x, ṽ)) − τ2(ǫ),

pour tout t ∈ [0, l].
Par conséquent, en prenant u et v suffisamment loin du bord (i.e. appartenant à une
boule B(x, π

2
− r(ǫ)) pour r(ǫ) convenable), il existe une géodésique minimisante dont les

extrémités ũ et ṽ sont proches de u et v, qui est contenue dans l’ouvert Ω.
Pour de tels points u et v, on a donc :

dΩ(u, v) ≤ dM(u, v) + τ3(ǫ).

¥
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Démonstration du théorème 5.3.2

Remarquons d’abord que la seconde forme fondamentale (et par conséquent la courbure
moyenne) du bord d’un domaine convexe est positive ou nulle :

Lemme 5.3.8 Soit Ω un domaine régulier convexe d’une variété compacte (M, g). Alors
la deuxième forme fondamentale Π du bord de Ω vérifie :

∀x ∈ ∂Ω,∀X ∈ Tx∂Ω, Π(X,X) ≥ 0.

Preuve : Soit x appartenant à ∂Ω et B(x, r) une petite boule telle que pour deux points
quelconques de cette boule, il existe une unique géodésique minimisante les reliant. On
note η, la normale intérieure de Ω en un point du bord.
Notons Br l’image par exp−1

x de B(x, r) et V l’hypersurface exp−1
x (∂Ω∩B(x, r)). On munit

Br de la métrique “pull-back”, de sorte que les géodésiques issues de 0 sont des segments.
Notons H l’hyperplan tangent à V en 0. Notons Ω′ l’image par exp−1

x de B(x, r) ∩ Ω.
Notons H1 (respectivement H2) l’intersection du demi-espace ouvert déterminé par H ne
contenant pas (respectivement contenant) le vecteur dexp−1

x (η(x)) et de Br. Montrons que
H1 est contenu dans le complémentaire Ω′c de Ω′ dans Br.
Supposons qu’il existe y ∈ H1 ∩ Ω′. Soit S le segment géodésique passant par 0 et y.
Comme 0 ∈ V , il existe un point z du segment S appartenant à Ω′ ∩ H2, ce qui contredit
la convexité de Ω puisque y et z sont reliés par une unique géodésique minimisante et que
celle-ci rencontre transversalement le bord. Par conséquent, H1 ⊂ Ω′c.
On en déduit la propriété sur la seconde forme fondamentale, puisque quitte à diminuer
r, on peut supposer que V est une ligne de niveau {f = 0} d’une fonction f sans point
critique, définie sur Br. On a alors (avec les identifications convenables) :

η =
∇f

|∇f | (si on suppose f > 0 sur Ω′)

et donc, en restriction à H :
Hess f = −|∇f |Π.

Or, nous venons de montrer que f(0) = 0 (0 ∈ H) est un maximum local de f |H , ce qui
implique le résultat.

¥

On en déduit la preuve du théorème 5.3.2, à l’aide du lemme suivant :

Proposition 5.3.3 Il existe une fonction R(ǫ) telle que, pour tout domaine régulier convexe
d’une variété (M, g) appartenant à Mn , vérifiant :

vol (Ω)

vol (M)
≤ 1

2
,

λD
1 (Ω) ≤ n + ǫ,

alors, en notant x le point introduit dans le lemme 5.3.6, on a :

Ω ⊂ B(x,
π

2
+ R(ǫ)).
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Preuve : Fixons quelques notations :
Notons y ∈ ∂Ω tel que d(y, x) = d(x, ∂Ω) avec x un point de Ω tel que f(x) = 1 où

f est la première fonction propre de Dirichlet sur Ω, normalisée par supΩ f = 1. On note
d = d(y, x), d’après le lemme 5.3.6 :

π

2
≥ d ≥ π

2
− τ1(ǫ). (5.24)

D’autre part, comme λD
1 (Ω) ≤ n + ǫ :

1

vol (Ω)

∫

Ω

|Hess f + fg|2 ≤ C(n) ǫ .

On a également (voir la proposition 5.3.2) :

|| cos dx −
k

∑

i=1

ai(x)fi||L∞ ≤ τ ′(ǫ), (5.25)

|
k

∑

i=1

a2
i (x) − 1| ≤ τ ′(ǫ)

et

||Hess (
k

∑

i=1

ai(x)fi) + (
k

∑

i=1

ai(x)fi)g||L2(M) ≤ τ ′′(ǫ). (5.26)

On fixe r(ǫ) tel que :

1

V (r(ǫ))

1

vol (Ω)

∫

Ω

|Hess f + fg|2 ≤ √
ǫ

et
1

V (r(ǫ))
τ ′′(ǫ) ≤

√

τ ′′(ǫ).

Nous allons utiliser une version plus précise du théorème de Bishop-Gromov :

Théorème 5.3.5 (Bishop-Gromov) Soit (M, g) appartenant à Mn . Soit s, S, r, R des
réels vérifiant 0 < s < S, 0 < r < R, s < r, S < R et p ∈ M . Soit Γ une partie mesurable
de Sp(M) le fibré unitaire tangent en p. On note AΓ

s,S(p) = {γ~u(t); ~u ∈ Γ et t ∈ [s, S]} et

A
Γ

s,S l’ensemble correspondant sur la sphère. Alors :

vol (AΓ
s,S(p))

vol (AΓ
r,R(p))

≥ vol (A
Γ

s,S)

vol (A
Γ

r,R)
.
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Nous renvoyons à [41] pour une démonstration (dans l’énoncé les conditions sur s, S, r, R
sont inexactes, cependant S. Zhu prouve le résultat que nous énonçons).

Soit γ une géodésique minimisante reliant x à y. Soit y′ ∈ γ tel que :

d(y′, y) = 5r(ǫ).

Comme d(y, x) = d(x, ∂Ω), on a :

B(y′, 4r(ǫ)) ⊂ Ω.

Soit z ∈ ∂Ω. Soit γ2 une géodésique minimisante reliant x à z, contenue dans Ω sauf
en z. Soit z′ ∈ γ2 tel que d(z, z′) = r(ǫ).

Notons d1 = d(z′, y′), d2 = d(x, z) et supposons :

d2 ≥
π

2
+ θ(ǫ), (5.27)

avec θ(ǫ) ≥ max{
√

r(ǫ),
√

τ1(ǫ)}.
Quitte à augmenter encore un peu θ(ǫ), nous allons obtenir une contradiction.

À l’aide de l’inégalité triangulaire, on montre :

B(y′, r(ǫ)) ⊂ AΓ
d1−r(ǫ),d1+r(ǫ)(z

′) ⊂ B(y′, 3r(ǫ)), (5.28)

avec Γ la trace sur Sz′Ω de B(y′, r(ǫ)).
Par construction de y′ :

B(y′, 3r(ǫ)) ⊂ Ω.

Or par l’inégalité triangulaire :

d1 ≥ d(x, z′) − d(x, y′)

d’où :
d1 ≥ d2 − d + 4r(ǫ)

c’est-à-dire par (5.27) et comme d ≤ π
2

:

d1 ≥ θ(ǫ) + 4r(ǫ) ≥ θ(ǫ) ≫ r(ǫ).

Par le théorème de Bishop-Gromov :

vol AΓ
d1
2
−r(ǫ),

d1
2

+r(ǫ)
(z′) ≥ vol (AΓ

d1−r(ǫ),d1+r(ǫ)(z
′)) ×

vol (A
Γ
d1
2
−r(ǫ),

d1
2

+r(ǫ))

vol (A
Γ

d1−r(ǫ),d1+r(ǫ))
. (5.29)

Comme Ω est convexe, on en déduit puisque z′ ∈ Ω et par (5.28) :

AΓ
d1
2
−r(ǫ),

d1
2

+r(ǫ)
(z′) ⊂ Ω.
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Sur la sphère :

A
Γ
d1
2
−r(ǫ),

d1
2

+r(ǫ)

A
Γ

d1−r(ǫ),d1+r(ǫ)

=

∫

d1
2

+r(ǫ)
d1
2
−r(ǫ)

(sin(t))n−1dt

∫ d1+r(ǫ)

d1−r(ǫ)
(sin(t))n−1dt

.

Par conséquent, en remarquant que pour tout t ∈ [0, π] :

(sin( t
2
))n−1

(sin(t))n−1
≥ 1

2n−1
, (5.30)

on en déduit par (5.28), (5.29) et d1 ≫ r(ǫ), l’existence d’une constante D(n) > 0 telle
que :

vol AΓ
d1
2
−r(ǫ),

d1
2

+r(ǫ)
(z′) ≥ D(n) vol (B(y′, r(ǫ))).

D’où, par choix de r(ǫ), le lemme de Toponogov L2 s’applique avec B(x, r(ǫ)) et
AΓ

d1
2
−r(ǫ),

d1
2

+r(ǫ)
(z′), deux parties de Ω.

Par conséquent, puisque f atteint son maximum en x, on en déduit, comme dans le
lemme 5.3.6, l’existence d’une fonction τ2(ǫ) et de points v ∈ AΓ

d1
2
−r(ǫ),

d1
2

+r(ǫ)
(z′) tels que :

|f(v) − cos d(x, v)| ≤ τ2(ǫ). (5.31)

Nous allons maintenant estimer cos d(x, v) en utilisant l’existence d’une fonction τ3(ǫ)
telle que (M, g) est τ3(ǫ) Gromov-Hausdorff proche d’un sinus produit tordu (théorème
5.3.4). Notons x, y, z et v l’image des points x, y′, z′ et v dans le produit tordu, ces points
vérifient à τ3(ǫ) près les mêmes relations que x, y′, z′ et v, on suppose dorénavant que
θ(ǫ) ≫ τ3(ǫ) de sorte que ces erreurs soient négligeables. Maintenant, pour estimer la
distance de x à v on peut supposer que l’on est sur la sphère puisque la structure de
presque produit tordu de M est par rapport au point x (voir la remarque 1.47, page 196
de [14]). Or sur la sphère, un calcul montre qu’il existe un réel C > 0 tel que :

d(x, v) ≥ π

2
+ Cθ(ǫ).

Par conséquent :

d(x, v) ≥ π

2
+ Cθ(ǫ) − τ3(ǫ).

À l’aide de (5.31), on en déduit :

f(v) ≤ cos (
π

2
+ Cθ(ǫ) − τ3(ǫ)) + τ2(ǫ),

et donc, quitte à supposer θ(ǫ) assez grand :

f(v) < 0,

ce qui est absurde, d’où :

∀z ∈ ∂Ω, d(x, z) ≤ π

2
+ θ(ǫ),

Ce qui conclut.
¥
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Résumé :
Sur l’ensemble des variétés riemanniennes compactes à courbure de Ricci positive (on

normalise par Ric ≥ (n−1)g), la première valeur propre non nulle du laplacien agissant sur
les fonctions atteint son minimum uniquement pour la sphère canonique. Dans cette thèse,
nous caractérisons, à l’aide de la distance de Gromov-Hausdorff, les variétés riemanniennes
à courbure positive dont les premières valeurs propres du laplacien sont proches de celles
de la sphère canonique.

Cette propriété de minimimalité du spectre de la sphère s’étend par un procédé de
symétrisation, au spectre de Dirichlet des boules géodésiques de la sphère parmi les do-
maines de variétés à courbure de Ricci positive. Nous étudions les domaines de variétés
à courbure de Ricci positive dont la première valeur propre de Dirichlet est presque mi-
nimimale. En particulier, nous montrons qu’un domaine convexe dont la première valeur
propre de Dirichlet est proche de celle d’un hémisphère est Gromov-Hausdorff proche d’un
hémisphère d’un sinus produit tordu.

Mots-clés : Géométrie riemannienne, inégalité de Lichnerowicz-Obata, pincement
du spectre du laplacien, géométrie métrique, distance de Gromov-Hausdorff, inégalité de
Faber-Krahn, domaines convexes.
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