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Introduction Générale

Le travail qui suit apporte une contribution a 1’étude de deux modeles de régression
semi-paramétriques. Ces modeles proposent des éléments de réponse au classique phéno-
mene du fléau de la dimension.

Le probleme statistique de la régression, peut-étre le plus usuellement étudié depuis
qu’existe la statistique mathématique, est celui de I'analyse de l'influence d’'un ensemble
de d variables ezplicatives, noté X, X € R sur une variable dite expliquée, notée Y. En
considérant le couple (X,Y) comme aléatoire, le probleme sera d’estimer la fonction g,
appelée “espérance conditionnelle”

g9(x) = E(Y|X =x).

En effet, dans la mesure ot1 g(x) est la meilleure approximation L? de Y, 'estimation de
cette fonction est considérée comme réponse au probleme précédent. On dispose pour cela
d’un échantillon (X;,Y;)i=1,. n, observé, de vecteurs aléatoires indépendants, dont la loi
commune est celle de (X,Y).

Pour estimer g a partir des (X;,Y;) une premiere solution historique a été le choix de
modeles paramétriques (modele linéaire ou linéaire généralisé, par exemple). Il suppose
alors d’estimer les parametres du modele pour définir g.

Lorsque le statisticien ne dispose a priori d’aucune information sur la loi des observa-
tions, et veut éviter les erreurs de spécification, il est naturel d’essayer une estimation “di-
recte” de g par une méthode non-paramétrique. Ces méthodes (noyau, polynomes locaux,
ondelettes, splines...) largement développées depuis les années soixante-dix n’ont cepen-
dant pas forcément la faveur des praticiens dans la mesure ou elles souffrent d’un manque
d’interprétabilité et exigent de tres grandes tailles d’échantillon pour étre performantes.
Ce dernier point, connu sous le nom de fléau de la dimension, peut étre simplement mis
en évidence par la notion de vitesse asymptotique minimazx , cf. Ibragimov et Has Minskii

(1980). On peut résumer ce résultat ainsi : si g est k fois différentiable, un estimateur
—2k
non-paramétrique de g ne peut converger vers g plus vite que n2+s+d, ce qui conduit a

une vitesse extrémement faible si d est grand. De nombreux auteurs se sont attaqués a
ce probleme dans les deux derniéres décennies, en proposant des méthodes d’estimation
non-paramétrique de g, sous des hypotheses diverses concernant la loi de (X,Y’), ou plus
exactement la forme de g. Ces hypotheses permettent d’échapper au fléau évoqué ci-dessus
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tout en conservant le caractére non-paramétrique de la méthode d’estimation. L’ensemble
de ces méthodes est usuellement repris sous le vocable d’étude de la réduction de dimen-
ston. Le travail qui suit entre dans cette problématique.

Sans souci d’exhaustivité, rappelons d’abord quelques types d’hypotheses existant dans
ce cadre.

1. Dans le modéle additif, on suppose que la fonction de régression est de la forme

9(x) = g1(x1) + - + galzq),

ou les g; sont des fonctions univariées inconnues. La régression non-paramétrique
additive a été introduite par Stone (1985) et étudiée entre autres par Hastie et
Tibshirani (1986) et plus récemment par Opsomer et Ruppert (1999). L’hypothese
introduite est cependant difficile & tester et ce modele ne prend pas en compte les
possibles interactions entre variables explicatives.

2. Le modele a direction révélatrice unique, noté SIM, suppose ’existence d’un vecteur
0o € ©={0 cR/|| = 1} et d’une fonction g; tels que

9(x) = g1(x " ¢p). (1)

Ce modele a été étudié en particulier par Powell, Stock et Stoker (1989) et est une
généralisation non-paramétrique du classique modele linéaire généralisé, cf Nelder et

Weddurburn (1972).

3. Dans le modele partiellement linéaire, la fonction de régression a la forme
g(x) = 0'x1 + ¢ (x2), ou x = (x1, X2). (2)

On suppose de plus dim(xz) = M < d (en pratique M = 1,2 ou 3, sinon le modele
est de peu d’intérét). Ce modele a été introduit par Engle et al. (1986) et par He-
ckman (1986). 11 permet d’échapper au probléme relatif & la dimension, car la fonc-
tion inconnue a estimer non-paramétriquement, g, est une fonction de M variables,
M < d.

4. Le modele dit “projection pursuit”, est une généralisation du modele additif et du
modele précédent, on suppose ici que

9(x) = g1(x 1) + ...+ gr(x " op),

ou k € Net k < d. Ce modele a été introduit par Friedman et Stuetzle (1981) et
Friedman et Tukey (1974). Ce modele, comme ceux définis aux points 1 et 2, ne
faisant intervenir que des fonctions univariées, échappe au fiéau de la dimension.

5. Le modele dit a directions révélatrices multiples, noté MIM, qui englobe la plupart
des modeles précédents admet pour fonction de régression une fonction de la forme

g(X) = gk:-}—l(XTgDOa s aXTSDk;)a

ou k est un entier évidemment supposé relativement petit devant la dimension, d,
du modele.
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Fan et Gijbels (1996) completent cette liste avec des modeles du type additif faisant ap-
parailtre aussi des interactions entre variables explicatives.

Nous nous sommes intéressés plus particulierement aux modeles (2) et (1). Les contri-
butions apportées sur chacun de ces modeles constituent les deux parties de la these,
discutées ci-dessous

Premiere partie

Cette partie est consacrée a I’étude d’'un modele partiellement linéaire, pour lequel on
ne connait pas a priori la “structure”. On suppose que

y=g(x)+e,  g(x)=0"x1+gi(x2), (3)

ol x' = (x1',X2"), dim(xg) = M, & ~ A#(0,02). L’objectif principal sera d’iden-
tifier les composantes apparaissant dans le modele de fagon non linéaire et constituant le
vecteur X3. On note J ’ensemble des indices correspondant a cette partie de cardinal M.
L’approche utilisée ici est basée sur une propriété du gradient de g.

Dans un premier chapitre, nous allons définir une mesure de linéarité v* = (vy,...,v})
pour chacune des d composantes de X;. Elle est construite a ’aide du gradient de la fonction
de régression g, elle est nulle pour les composantes linéaires et positive pour les autres.
Nous allons 'estimer en définissant un algorithme itératif, qui estime simultanément v* et
(9,Vg) :

— On commence par estimer g et son gradient par la méthode des moindres carrés
locaux en utilisant une largeur de fenétre usuelle dans I'estimation fonctionnelle.
Nous en déduisons un estimateur pour v*.

— L’étape suivante consiste a se servir de cette premiere estimation pour ajuster au
mieux une fenétre suivant chaque composante de x. On obtient donc de meilleurs
estimateurs de (g, Vg) et v*. On itére les étapes précédentes.

— La derniere étape, k,, nous donne les estimateurs de (g, Vg) et v*.

Le deuxieme chapitre donne la convergence théorique de nos estimateurs vers les vraies
valeurs. L’un des résultats principaux est la convergence, a la vitesse n1/2, de chaque oy,
m ¢ J, vers une combinaison de variables aléatoires gaussiennes indépendantes.

Dans le chapitre 3, disposant de ces estimateurs de (g, Vg) et v*, nous pouvons les
utiliser pour explorer la structure du modele. La premiere conséquence du théoreme de
convergence des estimateurs est une distance théorique entre composantes linéaires et non
linéaire de l'ordre de (n~'log(n))*?. Ensuite nous développons un test de ’hypothese
Ho = Hpr : M < M. Au vu des résultats du chapitre 2, on ordonne les estimations 0, par
ordre décroissant et on décide de rejeter I'hypothese, si U(y(41) est suffisamment positif.
Le seuil sera déterminé en utilisant une méthode de Bootstrap : on rééchantillonne suivant
un modele imitant le modele sous Hq. Cette procédure est a la base de 'estimation des
quantités J et M. On utilise 1a encore une procédure itérative, on teste les hypotheses
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Haq en faisant croitre M. La premiére valeur de M, pour laquelle 'hypothése n’est pas
rejetée correspond a l’estimation de M. De plus les M plus grandes composantes du
vecteur Vv correspondent alors aux composantes non linéaires. On obtient un majorant de
la probabilité de mauvaise identification de la partie non linéaire. Dans un dernier point,
on étudie un estimateur de la partie linéaire dont la convergence a lieu & la vitesse n'/2.
On peut alors en déduire un estimateur de g1 en utilisant g et 6.

Le dernier chapitre contient une mise en oeuvre pratique de ces différents algorithmes
sur des données simulées, puis sur des données réelles. Celles-ci confirment la bonne per-
formance de ’algorithme principal et la bonne détermination des composantes linéaires et
non linéaires.

Deuxiéme partie

Dans cette deuxieme partie, on s’intéresse au modele a direction révélatrice unique (1).
Cette partie apporte deux contributions a I’étude de ce modele : nous définissons d’abord
un nouvel estimateur de 'aze g € © du modeéle lorsque 'hypothese :

Ho : g(z) = 91(pg x)

est vérifiée. Puis nous construisons un test de cette hypothese.

Il est clair que sous Hg le probleme du fléau de la dimension est résolu : si I'on se
place sous Hp et que l'on sait estimer (g, alors on peut aussi estimer g; en utilisant un
estimateur non-paramétrique classique unidimensionnel.

Notre étude se base sur une caractérisation géométrique du modele, qui fait 'objet du
chapitre 5 et peut s’énoncer de la facon suivante : sous Hg l'intégrale moyenne de g sur les
cylindres S d’axe 6 (la définition précise sera donnée par la suite), notée Is est invariante
par changement de cylindre congruent si et seulement si 6 est orthogonal a ’axe du modele
$0-

On définit alors une mesure de la variabilité de I s suivant les cylindres d’axe orthogonal
a une direction quelconque, ¢, notée W (). Dans le cas ou (1) est vérifiée, on a W (pg) = 0.
Finalement on donne un estimateur pour chacune des quantités Is, W et ¢q, basés sur :

Is = (fSlla)™Y Yilix,es) FP (X0
=1

ou fO(X;) = ﬁ Z K (XJ;Xi) et b est la largeur de fenétre. On obtient W en rem-

j=1
G

placant Is par fg dans I'expression de W, alors

p = argminW(gp).
p€EO

On teste ’hypothese Hy a l'aide de la statistique W(@)



Dans les chapitres 7 et 8, on établit la convergence des différentes statistiques : fg, %)
et W(p).

Le dernier chapitre donne les résultats relatifs au test de Ho. Les quantiles de la loi
limite de W () étant relativement inaccessibles, on décide de déterminer le seuil de rejet
du test & ’aide d’'une procédure Bootstrap. On donnera ensuite les propriétés du test :
niveau asymptotique, puissance, puissance sous une suite d’hypotheses alternatives locales,
c’est-a-dire

lim P(H est rejetée / Ho) = a,

n—-+o00

lim P(Hy est rejetée / Hy) = 1,

n—-+o0o

lim lim P(Hp est rejetée / Hipne) =1,

|¢] =400 n—4-00

ou « est le niveau du test, H; est I'hypothese “g n’est pas un SIM” et Hy ,, . I'hypothese :

9(x) = g1(pg x) + cn” gy (x),

ol g9 n’est pas un SIM d’axe ¢g et ¢ un nombre réel.
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Introduction

On dispose d'un échantillon (X;,Y;)i=1,. n, o X; € R? et V; € R, généré par le modele
suivant

y=9(x)+e,  gx)=0"x1+g1(x2), (4)

ot x' = (x1',x3"), dim(xs) = M, dim(x;) = d — M. La partie non paramétrique
g1(-) de la fonction de régression, le parametre 6, et la loi de bruit e sont inconnus.
Nous ne connaissons pas non plus les di variables correspondant & la partie linéaire x7.
Nous proposons dans ce chapitre une méthode d’étude d’un tel modele dit partiellement
linéaire. Le but est donc d’identifier les régresseurs non-linéaires, d’estimer les coefficients
des régresseurs linéaires et la fonction de lien gi, pour les régresseurs non-linéaires. La
méthode développée ici permet aussi de sélectionner les régresseurs les plus “significative-
ment” non-linéaires. Nous utiliserons ces résultats pour construire un test sur la dimension
de la partie non-linéaire. On peut remarquer que la méthode est entierement adaptative,
puisque nous ne connaissons pas la structure précise du modele. Elle offre de l'intérét
si M < d, puisqu’on pourra alors estimer g; en évitant le probleme dit de fléau de la
dimension.

En outre, on suppose que les données (X;,Y;)i=1,.. n générées par le modele (4) vérifient :
— les X; sont des points non aléatoires, mais on leur impose une répartition suffisamment

réguliere ;
— les ¢; sont des variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées de loi nor-
male centrée et de variance o2.

Les études existantes des modeles du type (4), comme dans Engle, Granger, Rice et Weiss
(1986) concernent généralement le probléme d’estimation des parties paramétrique et non
paramétrique, quand les vecteurs x; et X9 sont spécifiés. L’ouvrage récent de Hdrdle, Liang
et Gao (2000) donne de plus amples références et applications. Les différents estimateurs
obtenus convergent aux vitesses classiques y/n pour la partie linéaire 6 et \/nhM pour la
partie non paramétrique.

Actuellement nous ne connaissons qu’un seul article concernant la sélection des variables
non-linéaires dans un modele défini par (4), partiellement linéaire : celui de Chen et Chen
(1991). Dans celui-ci, les variables “splines” sont sélectionnées en utilisant une méthode
basée sur ’estimation sans biais du risque, c¢’est-a-dire de la somme des carrés des résidus
pour lesquels ils approchent g(x2) a I’aide de fonctions splines. Ils obtiennent une probabi-

13
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lité de bonne classification des régresseurs non-linéaires tendant vers 1 quand n tend vers
I’infini.

Le méme type de probleme est abordé dans Hdardle et Korostelev (1996), dans le cas
particulier d’un modele additif. On y montre que 'erreur de classification d’une variable
peut étre rendue “exponentiellement petite”. Shively, Kohn et Wood (1999) se sont aussi
intéressés au probleme de la sélection de variables et d’estimation de fonction dans les
modeles additifs ; ils utilisent pour cela une approche bayesienne empirique.

Hardle, Sperlich et Spokoiny (2001) proposent enfin une méthode pour identifier les com-
posantes linéaires dans un modele additif en utilisant le développement de toutes les com-
posantes additives sur les bases d’ondelettes de Haar. [’avantage de notre méthode est
de ne pas avoir besoin de supposer de structure additive pour le modele. De plus notre
méthode d’identification des composantes garantit un niveau fixé d’erreur de spécification
uniformément sur une classe de modeles, dont les composantes linéaires et non-linéaires
sont distantes de O ((7”F1 logn)* 3). On peut noter aussi que cette méthode donne de bons
résultats pour des échantillons de taille usuelle.

Les techniques d’estimation utilisées s’inspirent de celles apparues dans les travaux de
Hristache, Juditsky et Spokoiny (2001) et Hristache, Juditsky, Polzehl et Spokoiny (2001)
(que nous noterons respectivement HJS et HJPS) concernant le probleme de réduction de
la dimension.

Dans HJPS, on considere le probleme d’estimation dans un modele de régression a di-
rections révélatrices multiples. La fonction de régression est alors de la forme g(z) =
a0 x,... ,Q;—X), ol 61, ...,0, sont des vecteurs de R? inconnus. Le modele (4) apparait
comme un cas particulier de ces modeles vérifiant : p = M + 1, 8; = (HT,O&) et pour
i=2,...,p, 0; est une vecteur de la base canonique de R?, tel que (QS—X, . ,QJX) = xy. 11
serait donc possible d’utiliser ici la méthode proposée par HJPS, mais on ne prendrait pas
en compte la structure tres spécifique du modele (4). Nous proposons donc une méthode
alternative, originale & notre connaissance, adaptée au modele (4).

Cette partie s’organise de la fagon suivante. La premiere partie sera consacrée a la ca-
ractérisation des composantes non-linéaires, a la définition de la procédure itérative d’es-
timation de g, de x1 et xo. Nous étudierons ensuite la convergence de l'algorithme itératif
utilisé et la qualité finale de I'estimation. La troisieme partie s’attachera a ’exploration
du modele, a savoir la séparation des composantes linéaires et non-linéaires, le test visant
a l'identification des composantes non-linéaires, I’estimation de 6. Le test présenté dans
cette partie est dans I'esprit de celui de Spokoiny (2001), qui essaie de trouver la distance
minimale entre ’hypothese nulle et I'hypothese alternative. La derniere partie illustre les
résultats obtenus sur des exemples simulés et sur des données réelles.



Chapitre 1

Détermination des composantes
linéaires

L’idée de la méthode que nous allons utiliser peut se résumer par les deux remarques

suivantes :

— Si la fonction de régression était correctement estimée, il serait facile de séparer les
parties x; et xs.

— Si les vecteurs x; et x5 étaient connus, on pourrait alors estimer plus précisément la
fonction de régression.

Ceci améne a construire une procédure itérative, qui permette d’estimer g et les parties

linéaire et non-linéaire. Tout d’abord on estime g non paramétriquement, ensuite on se

sert de cette estimation pour approcher la structure du modele, c’est-a-dire reconnaitre x|

et X9. On utilise alors cette estimation de la structure pour améliorer I'estimateur de la

fonction de régression. Et ainsi de suite... De cette facon, progressivement, on améliore la

connaissance de la structure du modele et I’estimation de g.

1.1 Comment reconnaitre une composante linéaire ?

Le modele (4) est essentiellement décrit par ses composantes non-linéaires, notons J 'en-
semble des indices correspondants. On peut aussi définir cet ensemble en utilisant le gra-
dient de la fonction de régression, g. En effet, si g(-) est linéaire en la m®™®
alors la dérivée partielle de g en z,,, ﬁ , est constante ( pour tout m € {1,...,d}, x,

composante,

est la m®™® composante du vecteur x de R%). Pour “capturer” cette propriété, on pourrait
n n
0 9]
utiliser un estimateur de la quantité n ! Z(—Q(XZ) —n! Z —g(Xj))Z, ce qui ferait
i=1 j=1 O
intervenir des termes quadratiques, dont la convergence est difficile & obtenir. Pour éviter
ce probléeme et mesurer le degré de linéarité de g, nous allons donc utiliser une méthode

analogue a celle de HJPS, en introduisant :

Oz,

15
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{1m, - ,¥Lm} une famille de fonctions de R dans R vérifiant

Z Vi (Xim) = 0, n=t Z Ui (Xim ) Vrrm (Xim) = o
i=1 i=1

pour [,I’ =1,..., L. Sion note ¥, = (Yyn(Xim))i=1,. n, alors les 1, sont des vecteurs
de R™. On introduit le produit scalaire sur R" : < u,v >=n"1! Yo, uiv;. Par les deux rela-
tions ci-dessus, on voit la famille de vecteurs de R™ {#;,,, L =1,..., L} est orthonormale,
et orthogonale au vecteur I = (1,...,1)T, donc & tout vecteur constant. Pour construire
une telle famille, on peut par exemple orthonormaliser (1, X; p, Xi2,m7 . 7X¢L7m)z‘:1,...,n-
Ces propriétés nous permettent d’affirmer que pour m ¢ J

B = *Zamm D (Xim) =0, (1.1)

pour [ =1,...,L. Et la somme

L
Z ﬂlm
=1

peut étre utilisée pour mesurer la non-linéarité de g en x,.

Si a‘z—fn est un estimateur de la dérivée partielle de g par rapport a x,, (il sera défini par
la suite), nous estimons 3}, par

=1

Un indicateur de la non-linéarité de ¢ par rapport & la m®™® composante de x est alors

=02, +...+08%,, .

Cette quantité nous donne des informations sur la structure du modele et nous allons
I'utiliser pour améliorer ’estimation de g et de son gradient, Vg.

REMARQUE : CHOIX DE L

Ainsi définie, la famille de fonctions () l,m)l=1,..., L, étant une famille orthonormale pour le
produit scalaire < -,- >, elle engendre un sous-espace vectoriel, ¥, de dimension L dans
R™. Ce sous-espace est de plus orthogonal & 'espace engendré par (1,..., 1)T. La quantité
v¥, représente donc le carré de la norme de la projection du vecteur ( 8?5” (Xi))i=1,...n sur
ce sous-espace V. On perd donc de I'information en considérant cette projection, ce qui
serait évité en choisissant un grand nombre de vecteurs, par exemple . = L, = n — 1.
En fait on peut montrer par des arguments de simulation, qu’on ne perd pas beaucoup
d’information sur le caractére constant ou non de E)‘i—gm en utilisant un nombre fixé L de
vecteurs. Par contre il faudra choisir L assez grand pour avoir une bonne estimation.
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1.2 Une estimation “améliorée” de g

Supposons que nous disposions de (vy,, )m=1,... 4, défini au paragraphe précédent. Nous allons
expliquer de quelle facon cette donnée va permettre d’améliorer la qualité de I'estimation
de la fonction g.

Un estimateur naturel de g et de son gradient, Vg, est obtenu par le critére définissant la
méthode dite de “polynoéme locaux”, cf. Fan,Gijbels(1996) :

< 9(X) ) = argmin i {Y] —a— CT(Xj - Xi)]2K <M> ’

@(Xz) a€R, ceERY j=1 v?

OEREREIC I EREC ]

ot X;; = Xj — X;, | - | est la norme euclidienne de RY, b est la largeur de fenétre et K
est un noyau positif univarié a support sur [0, 1]. Ainsi seuls les points de 1’échantillon
se trouvant dans la boule de centre X; et de rayon b interviennent, c’est-a-dire qu’on ne
considere que des voisinages sphériques de méme rayon autour de chaque point.

La difficulté de ce type d’estimateur est la sélection de b. En effet, il faut la choisir telle que
la boule de centre X; et de rayon b contienne suffisamment d’observations X ;. Si d est élevé
cela peut amener & choisir b tres grand, cf. Fan et Gijbels (1996).Ce phénomene est appelé
le fléau de la dimension. Or, dans notre cas, g a des propriétés de régularité anisotropes,
c’est-a-dire que pour les composantes linéaires elle a un ordre de dérivation infini et pour les
autres un ordre a priori plus faible. Nous allons donc utiliser cette remarque en considérant
une largeur de fenétre anisotrope adaptée a la structure du modele contenue dans 7. Cette
fagon de procéder a été introduite, entre autres, par Carroll, Fan, Gijbels et Wand (1997).
On obtient alors 'estimateur suivant, que nous utiliserons désormais :

~1
9(X3) n n
(29 )50 )] S, ) )

ot K4(x,b) = K(|b71x|2) et b = diag(b,...,bs) est une matrice diagonale d’entrées
diagonales by, ...,bs. Connaissant v, on va choisir les valeurs de b,,, de la facon suivante :
b,, sera choisie petite, si v}, est suffisament positif, c’est-a-dire m € J ; sinon elle sera plus
grande. Ainsi dans le cas non-linéaire en choisissant une fenétre petite, on prend mieux en
compte les variations locales de la courbe de régression.

1.3 L’algorithme itératif

L’algorithme défini ci-dessous est basé sur les raisonnements exposés dans les deux para-
graphes précédents. Il va nous permettre d’obtenir simultanément des estimateurs de g,
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Vg et de v*. A partir de ces valeurs, g, Vg, , on pourra estimer le modele qui a généré
les données, cf. chapitre 3.

Pour définir cet algorithme nous avons besoin de quelques parametres d’entrée : h1, Amax,
P1, Pmin que U'on choisit tels que : hy < hmax, Pmin < p1, au fur et a mesure des itérations
la suite p décroitra de facon géométrique de p; a pmin avec une raison a, < 1 et h
croitra de fagon géométrique de hi a hpmax, avec une raison ap > 1. Le choix de ces
parametres, ainsi que des fonctions {,,,}, sera discuté ultérieurement, cf. paragraphe 1.5.
L’algorithme est le suivant

1. Fizer hy. On pose py =1 et pour m=1,...,d, v A(O) =0 et b(l) =hy. Soit k=1.
2. Calculer

—1/2
pk) = hk(l + p 2ok 1)) / . om=1,...,d. (1.3)

Définir b®) = diag®", ... bty
3. Pour tout X; calculer

D S I W C R !

( %25( i) ) - <Vi(k))71 ( Xll-j )YiKa(Xi,b®), (1.5)

ot Xij = Xj — Xz

Calculer éfk) =Y, - g0 (X;).

4. Pour m=1,...,d et l=1,...,L, calculer
D0 (k)

L
Bl = *Z G (XX, 0 =[50

5. Augmenter k de 1. Alors Pk+1 = Qppk » hiy1 = aphg . S pp41 > Ppmin, alors poser
k=k+1 et continuer en revenant a l’étape 2; sinon terminer.

(1.6)

Le nombre d’itérations effectuées est noté k,. On définit alors, en utilisant les résultats de
la derniére itération, les estimateurs, que ’on utilisera dans le chapitre 3 :
(k

— B = lm”) (resp. Uy, = ﬁm”)) sera l'estimateur de 3} (resp. vy, ),

— 9(X;) sera lestimateur de g(X;), a partir duquel on peut calculer 'estimateur de ¢; :
kn ~
5@ - /\5 ) = Y; - g(Xz) .

REMARQUE : A chaque itération la valeur de bgi) est comprise entre hy et prhy et dépend

de la valeur de v,, obtenue & l'itération précédente, ¥ ( U sim ¢ J, alors @(ﬁ U est petit
et donc bsn) est de l'ordre de hg. Sim € J et que la valeur de v, est grande, alors celle
de v A(k D Pest aussi et bgi) sera alors de l'ordre de hypg. Ainsi comme hy croit et hgpg
decr01t, on obtient bien & la derniere itération une largeur de fenétre anisotrope.
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1.4 Estimation de la variance du bruit

La variance du bruit o2 n’intervient pas a priori dans la définition de la procédure. Cepen-
dant nous l'utiliserons dans la procédure de rééchantillonage utilisée pour le test sur M et
il est aussi possible de I'utiliser pour définir la condition d’arrét de 'algorithme. Rappelons
que les données (X;,Y;)i=1,.., ont été générées par un modele de la forme Y; = g(X;) +¢;,
ot g; ~ N (0,02). On veut estimer o2 & I'aide de I'algorithme défini précédemment. Dans
notre cas, une fagon naturelle de définir I’estimateur de la variance a chaque étape k est :

|5(k)‘2 — ! i ‘ggk)f ’
i=1

ol gz(k) est défini a I’étape 3 de l'algorithme. On peut améliorer cet estimateur — voir par
exemple Gasser, Sroka and Jennen-Steinmetz (1986) ou Spokoiny (2002) — en utilisant
n

;. ;. k k k N k .
I’écriture des résidus éf ) sous la forme éf ) — ch j)Yj ou les cl(- j) sont des coefficients
j=1

connus. Dans notre cas, on a

&P = v -gh(xy),

- (4) () S )y,

T -1
avec Cg? = §;; — < 01d > <Vi(k)) ( ‘Xl >Kd <Xij, b(k)>. Ces coefficients sont aléatoires,
> 7
car ils dépendent de Y; a travers la largeur de fenétre aléatoire ?)%75) .
Si les Y; formaient un bruit blanc, un estimateur de la forme Z?Zl ¢ ;Y;, olt les ¢; ; sont

déterministes, vérifierait

- 2 - 2
E|D Vil =0 lesl
j=1 j=1

On en déduirait un estimateur de o2 par :

—1

1 n n n

(k)2 2 2

FOF =22 | Xl | [ DoVl
i=1 \j=1 7j=1

Par analogie, I’estimateur que ’on considerera dans la suite est

-1
n n

N 1
CRIEE D] Dol INCAls (1)

n -
=1 \j=1
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Les propriétés asymptotiques de 2 sont données dans le paragraphe 2.5.

1.5 Choix des parametres

La qualité de I'estimation obtenue par la procédure itérative dépend fortement du choix
des raisons, a, et aj, des deux suites hy et p et des valeurs de ces suites a la derniere
itération. hy croit de hi & hpax, simultanément pg décroit de p; & Pmin-

La valeur de h; doit étre bien choisie pour que la premiere estimation du gradient ne soit
pas trop mauvaise. Une condition nécessaire pour obtenir cette condition est : la boule
Bn(X;) = {z : |X; — x| < h} de centre X; et de rayon h, doit contenir au moins (d + 1)
points. Ici on choisit comme hj initial une valeur telle que

40 Nu(X0) > d+1) > n/2,

ot Nj,(X;) est le nombre de points appartenant & By, (X;). On commence par hy g = (n/d) ¢
avec une raison géométrique ay,, = e'/?0,

En accord avec les théoremes de la partie suivante, on choisit hyayx de Pordre de 1 et pmin
le plus petit possible ¢’est-a-dire de 'ordre de n~1/3.

Les voisinages que 1’on considere sont elliptiques et de la forme

L (Xim — 2m)?
W (X;) = {x: Ib®)-1(X; — 2)]2 < 1} - {x: o < 1}.
bm,

m=1

simé¢ J: bgfﬂ) ~ aphy, = ahbgf).
simeJ : bnl;‘“ ~ aphipra, = ahapbfﬁ).
Ainsi la mesure de Lebesgue de €11 est de 1'ordre de agag/l fois celle de £). On choisit

donc aﬁaﬂ” > 1. Si les X; sont aléatoires, on obtient un nombre croissant de points a

I’'intérieur du voisinage elliptique.



Chapitre 2

Qualité des estimateurs

Le but de ce chapitre est d’évaluer la qualité des estimations des quantités (3, et v},
obtenues a l'aide de la procédure précédente. Dans un premier temps, on présente les
hypotheses sur le modele et sur les parametres de ’algorithme. Ensuite nous quantifions,
d’un point de vue théorique, I'amélioration entre deux itérations successives lors de la
procédure itérative introduite. Finalement on donne la précision de I’estimateur final de

B

2.1 Hypotheses

Nous allons tout d’abord faire la méme transformation que dans HJPS, en renormalisant
la fonction de lien. Le modele (4) n’est pas identifiable a priori : la définition de g1 n’est
pas unique. En effet, on peut aussi écrire g(x) = 0 'x1 + g2(O;%2), ot ga(z) = g1(Opnz),
c’est-a~dire qu’on obtient la méme fonction apres rotation. Par contre, si on fixe g1 de la
forme g1 (x) = g1(R*x2), o R* est une matrice diagonale M x M de termes diagonaux
VUi, (m € J) alors gy est unique : §1(z2) = g(z1, R* 'zo) — 67z;. On notera encore g;
la fonction de lien non-linéaire par soucis de simplification. Ceci nous amene a considérer
le modele

y=g(x)+e, ol g(x)=x]0+g(R*x2). (2.1)

Introduisons alors les hypotheses fondamentales, qui assurent la convergence des estima-
teurs.

Hypothése H1. [Noyau] Le noyau K(-) est continiment différentiable décroissant sur
R avec K(0) =1 et K(x) =0 pour |z| > 1.

Hypothése H2. [Erreurs| Les variables aléatoires €; dans (4) sont indépendantes et
normalement distribuées, de moyenne nulle et de variance o?.

21
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Hypothése H3. [Parameétres de ’algorithme] Les paramétres de la procédure itérative

1/3

sont choisis tels que : py = 1, pmn = (6?n " 'Llogn)/3, hy = Con_Wld avec des

constantes Co > 1, hpax > 1 et aﬁaﬁ/[ >1.

Hypothése H4. [Fonction de lien] La fonction g; de (2.1) est deux fois différentiable
avec une dérivée seconde bornée telle qu’il existe une constante Cy, et que pour tout
u,v € RM

l91(v) = g1.(u) = (v =) Vgi(u)| < Cy, Ju—vf*.

La derniere hypothése concerne les propriétés de répartition des variables explicatives.
La réussite de la procédure est liée a la bonne estimation du gradient. Il faut qu’a chaque
itération les estimateurs calculés a partir des largeurs de fenétre (bgk)7 . ,b&k)) soient bien
définis. Cette derniere hypothese sur la bonne répartition des points X1, ..., X, contient
donc une condition d’inversibilité pour toutes les matrices Vi(k) définies par (1.4).

Introduisons quelques notations utiles par la suite : on définit pour la k®™¢ itération la

matrice diagonale des largeurs de fenétre idéales et anisotropes, b**) | qui a pour termes
diagonaux bf,gk) = hy (1 + p,;%;;l)_lﬂ. La proximité entre b(*) et sa valeur idéale b*(*)

peut étre caractérisée par les valeurs

2
09 = (50 9)" = (14 288D/ (1 4 ). 22
pour m=1,...,d. En effet si k=1 = vy, , alors Ur(yf) =1.

Pour chaque itération nous recherchons une répartition réguliere des variables explicatives
dans un voisinage elliptique de centre X; défini par {x : Zd (Tm — Xim)?/ bﬁ,’iﬂ <1 }

m=1
On définit Zi(f) = (b*(k))_l(Xj — X;) pour i,5 =1,...,n. Ce vecteur décrit la localisa-
tion des points dans le nouveau repeére centré en X;, avec les changements d’échelle donnés
par b*)
Pour un vecteur U = (Uy,...,Uy)" € Rt?, on notera Dy = diag(Uy,...,Uy). En uti-
lisant le notations ci-dessus, on a alors b = b*(k)DI_Jb{)Q7 ot UK — ( fk), .. .,Uc(lk))T.
D’apres (2.2)

-2
Kq(X;;,b™) = K(X;(b™)77X;;),
_ T (1B =1 11/2 ~1/2 1 s(k)y—1
- K(Xm»(b()) DUw)DU(k)(b()) Xm')’

= K(Z; Dy Zij) - (2.3)

Nous pouvons alors introduire la derniére hypothese nécessaire a la preuve des théoremes
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de convergence. Pour cela posons, pour un vecteur U quelconque

NPy = Zn:K(Zi(f)TDUfo)), i=1,...,n,
j=1

(k) _ 1 LT k(20T oo 0 -
Vi (U) = ; ( ZZ(]/?) >< Z@(J{c) > K<Zij DuZ; ), i=1,...,n.
L’hypothese s’écrit alors

Hypothése H5. [Design]| I existe des constantes Cy , Cx, Cgr et a € (0,1/2), telles
que pour tout vecteur U € R, satisfaisant Unp -1 <a, m=1,...,d, et pour k <k,

la matrice Vi(k) (U) est bien inversible et vérifie
N® () Hv§’“’(U)—1u <Cy, i=1,...,n

Ici ||A|| correspond a la norme matricelle associée a la norme vectorielle euclidienne, i.e.

|| All = sup|AA[/|A].
A#£0

De plus, pour i,7=1,...,n,

3

M%(U)K@ff”pusz)) < Ok, (2.4)
=1 i

~ 1 BT 1 (k)

~ NI () (27 oz )| < Cx

~ 1 WT 1 k)

'Z;N,(k)(U) ‘K/(Z” DuZ;; )‘ s Ok

J= 1

ou K' est la dérivée de K.

REMARQUE . On peut montrer que ces hypotheses sont vérifiées dans le cas ou les X; sont
a densité continue strictement positive sur un ensemble de grande probabilité.

2.2 Amélioration en une étape

Cette partie consiste a quantifier ’amélioration de I'estimation a chaque itération. Pour
cela, on fixe h, p et v = (vl,...,vd)T. Cette derniére quantité peut étre vue comme
I’approximation de v* a l'itération précédente et les quantités h et p comme les valeurs
correspondant a l'itération en cours.

De fagon analogue au paragraphe précédent, on pose

b = h(14+p20,) "% m=1,....d, (2.5)
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et b = diag(by,...,bq).

On considerera dans cette partie les estimateurs g(X;), Vg( Xi) et Blm donnés par (1.3)
et (1.2) en utilisant la matrice de largeurs de fenétre b ci-dessus. Le but de cette section
est d’évaluer erreur | Blm — G, On introduit pour cela des notations complémentaires :

Py = (1 + p~ 2 )_1/2 et sa matrice diagonale associée

_dlag( pla---vpp,d)‘)

qui intervient de la fagon suivante dans la mesure de proximité entre by, et b}, :

Un = Pp2,m(1 + pizvnﬂ =1+ P72U:n)71(1 + pizvnﬂ )
de fagon similaire U}, = Pp27 1+ p~20%) = 1A
On peut remarquer que les vecteurs v et (3, donnés par (1.2) sont en bijection avec
le vecteur U = (Ul,A. . Ud)T € R?. On fera apparaitre cette dépendance en écrivant :
v=v(U) et B = Bn(U).
La connaissance de lerreur ponctuelle, i.e. U étant fixé, ne suffit pas pour connaitre
lerreur a la derniere itération. Nous avons besoin d’une majoration uniforme dans un
voisinage, Uy, de la valeur idéale U* = (1,...,1)". En effet, lors des itérations, la largeur
de fenétre b dépend des Y;; elle est donc aléatoire et le résultat ponctuel ne suffit donc
plus. En choisissant convenablement un voisinage Uy, on pourra utiliser les résultats,
uniformes sur les voisinages Uy, établis dans cette partie pour en déduire I’amélioration
finale des estimations, cf. paragraphe 2.4. Définissons ces voisinages : soit un vecteur o =

(a1,...,aq)" de RY dont les coordonnées vérifient a,, € (0,1), on pose
Uo = {U: (U,...,U)T €RE: U — 1] < ay, m = 1,...,d}. (2.6)
Soit aussi o = max ay, .
m=1,...,d

On rappelle que pour U = (Uy,...,Uy)" € R?, on note Dy = diag{Uy,...,U;} et que
pour tous i,j =1,...,n Z;; = (b*)_le-j = h_le_l (X; —X;). Pour i,j=1,...,n, on
note

Kl](U) = K(Z DUZZ]) Kd(XZJab)

wo = S ) s
=1

Jj=

- _ N
5(U) = hy(U) 12( 7, >YJKZ](U)
j=1
ee
On veut réécrire < /g\( ) > a l'aide de ces quantités.
Vg(Xi)

(S ) - 12(;}2 ) KXy b)Y,

J
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or
<)}]) - <(1) hOPp)(le])7
donc
b 'n1< (1) h%f’ )( le )< le )T( (1) h[])Dp >KZ](U)7
j=
Vi= (g up, VO(5 4p, )
et
()= (o h—l(}ap—l Vo 4.)
D’ou
2= (4 e
(VQ(XZ-) ) 0 n P! ) 5i(U),
finalement
P

it reaanna S ) *
Nous nous intéressons a la convergence de P, 3 ,, vers Pp,mﬁl,m’ or

Pp,mgl,m = nil Z é\z,m(U)wlm(Xz,m)v

i=1

ol 3;,(U) est la (m + 1)°m° coordonnée du vecteur 5;(U). Y; étant donné par le modele
de régression (2.1), on peut décomposer 5;(U) en une partie stochastique S;(U) et une
partie déterministe s;(U) :

é\z(U) = SZ(U) + SZ(U) y

avec
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Finalement en utilisant la description précédente, la différence Ppm{/ﬁ\lm (U) — B, } com-
porte deux parties & étudier,

Pp,m{E Blm(U) - ﬁl*m} = l Z {Si,m(U) - Pp,mVQm(Xi)} ¢lm(Xi,m),
2.7)
Pp,m{Blm(U) —-E Blm} = - Z Sz m Q;Z)lm )

On peut remarquer que la premiere partie correspond au biais et que la deuxieme, notée

Gm(U) = n_lz&m )im (Xim) , est (pour tout U) une combinaison linéaire des er-

reurs gausswnnes gi. C’est donc un vecteur gaussien centré de R,
On utilisera dans la suite la projection orthogonale £; de R dans R? sur le plan ortho-
gonal & la premiére composante de la base canonique de R4+ :

& RA+1 — R
(.%'0,...,1'd)T — €d(x0,...,xd):(ml,...,xd).

Propriété 2.2.1. Sous les hypothéses H1- H5, en notant (;,,(U) = E Blm(U) , on obtient
les résultats suivants.
Pour le biais :

c C,1/2 2
Sup ZZ’ m{ﬁlm ) /Blm}‘ ( Ql_a 2h>

Uelo 11—

Pour la partie stochastique :

Pourtout | =1,....,L et m=1,...,d, il existe une variable aléatoire gaussienne &y, ,
combinaison linéaire des erreurs €; avec des coefficients déterministes, qui dépendent uni-
quement de v* , des variables explicatives {X;}i=1 . n, des fonctions de la base Py, (-), et
du noyau K . La variable aléatoire &, est donc d’espérance nulle et sa variance vérifie

et
~ Eim Uicoz nla| 2
P P m m U — m U — . S )
(o [0 0 - - 250l )

ot le mazimum est évalué pour m € {1,...,d} etle{1,...,L}, ¥ = max [Vim (Xim)| et
i,l,m

V2Cy Crr 23/2C% O Ok
o = <(1 i T (2+ V2log(ndL) + dlog(dn) ) .
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Afin de démontrer cette propriété nous introduisons quatre lemmes. Le premier fournit une
majoration de |Z;; |2 qui interviendra & maintes reprises par la suite. Ensuite le lemme 2.2.2
concerne ’étude du biais et la majoration (2.9) conduit & la premiére relation de la propo-
sition. Les deux lemmes suivants permettent de maitriser la partie stochastique et sont a la
base des énoncés stochastiques de la propriété 2.2.1. Une fois ces résultats intermédiaires
établis, on pourra achever la preuve de la Propriété 2.2.1.

Lemme 2.2.1. Soit |U,, — 1| < oy, < 1, pour tout m=1,...,d.
Alors pour tout 1i,j , linégalité |ZJ DuZij| <1 implique |Z;;*> < 1/(1 — o*)
et 1+ |Zij|* <2/(1 —a*).

DEMONSTRATION.
125 DuZij| —12i;1°| = 12 (Du — 1) Zij| < o*| Ziy|?
par définition d’une norme matricielle et avec a* > max|U,, — I|. D’ou
m

1217 < (L= YZ) DuZiy| < (1—a*)7t,

2—a*
142, <

2(1 — a*)~ L.
- l-—a* — ( o)

Lemme 2.2.2. Sous les mémes hypothéses que la proposition 2.2.1, on a

C C1/2
sup [£45i(U) — B,Vg(X;)| < =2——

hp?, i=1,...,n, (2.9)
Uelq 1- a*

DEMONSTRATION. En utilisant les remarques faites en début de ce paragraphe 2.2, on écrit
hlg(Xi) \ _ N~ 1 1\ ([ hlg(Xy)
< P,Vg(X;) = Vi(U) ;( Zij >< Zij > P,Vg(X;) Ki;(0),
_ 1
= W)Y (g e + XT V(X)) Ky (U),

Jj=1

d’ou

(0 () {900 — (X)) - X V(x| K3 (0),
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alors on utilise la forme du modele (2.1), avec R* matrice diagonale M x M , de coefficients
diagonaux /v},, me J :

rij = X104+ 0(R*X;j2) — X;h0 — g1 (R* Xi2) — (Xj1— Xi1)' 0
—(Xj2— Xi2)"R*Vg1(R* Xi2),
= g(R*Xj2) — 1(R*Xi2) — (R* X2 — R*X;2) | Vg1 (R*X;2).

On introduit Z;; :
(\/@Xj,m - \/@Xi,m(2 = 1P, (1+ p =200 205 0 S WPP* 25
d’ott
IR*Xj2 — R*X;0|* < h?p? | Zi %

En appliquant le lemme 2.2.1 et ’hypothese H4, on obtient pour toute paire (i,j) telle
que ZZ-—; DyZi; <1 :

il < Cgy h? p*(L =)
De plus, si on note
5d SZ(U) — Pp Vg(XZ) = gd H,

en utilisant la relation générale

H'H
|5dH|§|H]:‘ ‘g sup |)\TH|,
|H] A€RA+1
IA|=1
on peut écrire
—~ /1
Easi(U) =P Vg(x)| < h7 sup NTVUTTY () Ky(U)],
AR+ j=1 Y
IA=1
n
< b s WU (4 )EG(D)Y
AER#H1 =1 "
IA|=1
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On utilise alors I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour des vecteurs de R? et la majoration
concernant les |r;;| que I'on vient d’établir

|€q5:(U) — P, Vg(X;)] < I sup

o (55 )( 4 ) o)

AeRdHL j=1
A|=1
" CLq1/2
X<Z ijU(U))vZ-(U) u( ,
j=1
1/2 hZ 2
< b7t osup [(ATW(U 1)\‘ ‘ U)‘ Co I p f ,
)\ERd+l (1 - )
=1
o B 1/2
< (1) IO N
< CglC‘l//2hp2(1—oz*)71.
La derniére inégalité nous donne (2.9). [ |

Par définition (j,,(U) est une combinaison linéaire des ¢;, c’est-a-dire qu’il existe des
coefficients ¢; j,,,(U) tels que

Clm Z G lm

Le lemme suivant et sa preuve fournissent une définition explicite des coefficients ¢; ;,,, (U)
et des propriétés remarquables qu’ils vérifient.

Lemme223 Pour tout 1 =1,...,L et m=1,...,d
. . 2C CK
(i) Z‘Cllm (U ’2 ;

202 Ck
.. 2 .
(@ s Z‘C@ m(OF < T

dcz,lm(U) < Ka
dU ~ nh’

(iii)

Uela
ot Ko = \/5(1 — a*)_?’/QCVCK/?,_Z) + 23/2(1 — a*)_S/QC‘Q/CKCK/T,_Z).

DEMONSTRATION. On définit pour 4,5 =1,...,n

vi;(U) =V¢(U)_1( Zlij )
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Dans la suite on notera encore v;j, la (m -+ 1)®™¢ composante de ce vecteur.
Le lemme 2.2.1 et ’hypothese H5 impliquent : si ||Dy — I|| < « alors pour tout i, tels
que ZZ—]r DU Zij < 1

|N:(U) 03 (0)| < [N;(U)][|[V;(0)|| 7!

v

(4]0 smr

< Cyv2(1 — o) Y2. (2.10)
Pour m € {1,...,d}, on a
IS -1 & 1
Clm(U) = % Zwlm(Xim Vz Zz’j >KZ](U) € ,
= =1 (m+1)
1 & "
Clm(U) = %Zwlm(sz vam )5]',
=1 j=1
n 1 n
= Z <% Zwlm(Xi,m)Uij,m(U) Kz‘j(U)) £,
j=1 i=1

n
= ch,lm(U €
=1

On a directement, étant données les propriétés des ¢;

IE|Clm _O-QZ ]lm

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, puis 'inégalité (2.10), on peut écrire

fjlcilmw) - n2h22<2mm vawm<U>Km<U>>2,
< n2h2 Z_: (; <¢zm (Xim)[vi,m (U)[ /2 Kij(U)1/2)2>
x (Z_f;mj,m(U)P/z KiJ-(U)l/?)z) ,
< (Z o (Xi0) i (0) K <U>> (Z 5m(O) KU-(U)) ,
<

K;;(U) — K;;(U)
N(O) J\& W) )

2072 LY JELT
m Z <Z Vi (Xim)
j=1 \i=1
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Ensuite on prend en compte 'hypothese H5 concernant les variables explicatives et ’or-
thonormalité de la famille (,,)m

- 2020 - K;;(U)
ZC?’ZW(U) - (1—a* rlz;hQ szm i(U) ’

j=1 J=11i=1

208Cr _ 203Ck
= (1-a n2h2 Zwlm T (1= af)nh?’

Cette inégalité prise dans le cas particulier ou Dy = Dy = I et o = 0 nous permet
d’obtenir

" 202 Cx
2 * \%
> < 20K

ainsi on a prouvé (i) et (ii) dans le lemme 2.2.3.
On veut maintenant borner la dérivée de chaque coefficient c¢;,(U) par rapport a U.
Celle-ci s’écrit

de; im (U dK;;(U dv” m(
’7 - ij,m m zm ij U m sz .
dU nhZ”] Ui (Xism) =5 nhz Kij (U)gum(Xim)

Nous allons trouver une borne pour chacun des termes. Pour cela nous avons besoin dans

d
o Kiu(U)

un premier temps de borner

Pour tout i, j tels que Z;;DUZU <1, le lemme 2.2.1 implique
1/2

d
‘%Kij(U)‘ — ‘K’(Z; Dy Z;) ‘ <Z Ll < ‘K’(Zg Dy Zij)‘ \Z4]?

<(1-a*)L (K'(Z; Dy Z,j)( . (211)
Intéressons nous maintenant a v;;,, : on peut écrire v;;,, de la facon suivante
12
v m(0) = (141257 efVi(U) oy,

en prenant oy = (1+ |Zl-j|2)_1/2( Zl ) et oll e, est le (m 4 1)°™° vecteur de la
ij
base canonique de R4l . Pour toute paire (1,7) telle que Z;DUZU < 1 et comme

dvijm(U) <avij7m(U) M) il vient
2) 1/2

dU ouy T 90Uy

86%V¢(U)_102
U,

d
7d””£J(U)‘ < (1+’Zij’2)1/2<z

m/=1
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Nous allons donc commencer par I’étude, pour tout vecteur unitaire de R%*! o; et 0, de
T -1
o, 0V;(U) 'o2

la quantité %, pourm=1,... ,d. On peut écrire pour tout m =1,...,d
8V (U) 09 T -1 0
——— = o V(U - Vi(U) | Vi(U ;
o o[ Vi(U)! (VW) ) () o

= —o Vi(U)™! Z( le‘j ) ( le’j )TK (2 D 2i)Zi5m
1

xV;(U)" oy
Le lemme 2.2.1 et 'hypothese H5 conduisent a
80 V ( ) 09
— Vi(U) M2 Y (1 + 123 )| K (Ziy Du Zi)| 2
v,
m

7j=1

2CX2/ - A 2
< TR &5 |7 Do 2| Zi
=1

Ce dernier résultat nous permet d’écrire

2+ 1/2
dv; ,m(U) 21/2( a*)71/2202 d
o 2 ZW 5 D Z)| Zme | |
23/202 d n /
< A= a RN O ZZIK 5 DU Zij)| Zs
m/=1j
23/2020[(/ n N )
(1 = a*)32|N;(U)P? > _IK'(Z; D Zij)||Zi; .
7j=1
23/2020}(/ )
(1 — a*)3/2|N;(U) Z |[K'(Zij Dy Zij)|
dvijm(U)| _ _ 2PCYCx o1
dU (1 —a*)5/2N,~(U) ' ( : )

Revenons a I’étude de la dérivée de ¢, (U) : l'utilisation des inégalités (2.10), (2.11),
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(2.12) et de ’hypothese H5 conduit a

dejim(U)| _ _ V2Cvy Z K ZT DU Zij)l | PRCOYCK - Kiy(U)
dU nh(1 — o*)3/2 nh(l —a*)5/2 & N;(U) ’

V2Cy Ciet) 23/20501(/0@
nh(l —a*)3/2 ° nph(l —a*)%2 7

ce qui nous donne bien I’assertion (iii) du lemme. |

Lemme 2.2.4. Sous les mémes hypothéses que la proposition 2.2.1

P (r?glx S (G (U) = G (U7)] > %) <2/n, (213)
r%XE |G (UH))? < % (2.14)
ot le maximum est considéré pour | =1,...,L et m=1,...,d.
DEMONSTRATION.
Nous allons utiliser le lemme 2.2.3 pour démontrer les inégalités (2.13) et (2.14).
Obtention de (2.14) : On sait que E [(;,(U)|* = O'QZ ciim(U), et en utilisant la

condition (i) du lemme 2.2.3, on a directement

2C‘2/CK02

E [Gm (U7 < =2

Obtention de (2.13) : Ce résultat repose sur le lemme 4.3.3 de I’Annexe 4.3 que 'on
peut appliquer connaissant la majoration (iii) du lemme 2.2.3, pour

— F = {’y = (l’m),l G {1,.--,L},m E {177d}}’ dOIlC ’F‘ = Ld
—~ ‘”W(U,Q = /nc;im (U),

NG
- r=lal.
d’out
= 2
P max su ci U) — ¢ UNleil >orrt | < —,
((l,m)GF |U—UI*)\§r ;{ i.1.m(U) i1m(U) Yei ) =5
avec

ke [V2Cy Crr 22203 Cri O\ @
Chyn \(=a)p32 0 (1—a%)2 | hyn’
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et t =2+ +/2log(ndL) + dlog(4n). On obtient donc le résultat suivant :

Z{Ci,l,m(U) — cigm(U%)}ei| >

i=1

0 1) Conla| >
hy/n

Orsi Ue€U,,alors pour m=1,...,d, |Uy — 1] < ap, et donc |U — U*| < |a].

Si on note v les paires (I,m) et Q,(U) la fonction dont on cherche & minorer la borne

supérieure sur le voisinage U,,, alors

sup |Q4(U)| < sup  |Q,(U)],

2
< —. 2.15
= e

P (max sup
b U-U* <o

Uela U—U*|<|q
P(max sup |Q,(U)| > 1/) < P(max sup  |Q,(U)] > 1/> <2/n,
T Ula T U-Ur[<a]

ou la derniere inégalité est due a (2.15). Finalement on obtient la majoration (2.13). W

DEMONSTRATION DE LA PROPRIETE 2.2.1
Dans un premier temps, on traite la partie déterministe, puis on s’intéressera a la partie
stochastique.

Etude de la partie déterministe.
On obtient la premiere affirmation de la proposition 2.2.1 de la fagon suivante :
Pour m < d fixé, 9, € R", la famille {4,,, { = 1,...,L} est une famille orthogonale

n
de R™ pour le produit scalaire défini par < u,v >= n_lzuivi.

i=1
Soit Ey = Vect{t,, € R"}, un sous-espace vectoriel de R™. On note h le vecteur de
R™ de coordonnées : h; = s;»(U) — P, mVgm(X;). Sa projection sur Ey, Sy, sera donc

S’l,b = Zlel < had)lm > Ilplm'

n
Par I'inégalité de Bessel ||h]|2 > [|Sy[? or [A]2 = ™" [5i.m(U) = Ppmn Vgm(Xi)[ et
=1

L L
HS¢”2 < Z < h7'¢)lm > /l»blnwz < hv'lpl’m > "pl’m >,
=1

'=1
L L

- Z Z < Py >< My, >< Ui, Y, >,
1=10=1
L
- Z < hvwlm >27
=1
L n 2
= Z (nlz(sl,m(U) - Pp,mvgm(Xz))wlm(Xl,m)> )
=1

=1

L

2 ) * 2

= Y B (B Bm — i)
=1
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L’inégalité de Bessel se réécrit donc

2

n L
—~ 2
S :(si,m(U) — PonVau(X)| = Y P2, <E Bim — ﬂ;jm> .
=1 =1

En outre (2.9) implique pour tout U € U,

Y sim BpmVgm(Xi)

n d 1/2 2
2 c,C
,m(U) — P, Xi)| < (i hp2>
i=1 m=1 l-ao

Finalement, pour tout U € U,,

Ed: fjpg,m (BB~ i) < (25 _Ci/z )’

m=1 [=1
on obtient donc la majoration du biais.

Etude de la partie stochastique.
On rappelle que (;,(U) = Y7 ¢.1m(U)e;. Pour obtenir les résultats souhaités, il suffit

de poser (;,,,(U*) = dans les inégalités de le lemme 2.2.4. La deuxieme relation est

lm
hy/n
obtenue directement a partir de (2.13) en utilisant la relation de (2.7) concernant (;,,,(U).
|

On rappelle que 3, est le vecteur de RZ, de composantes Br, » et que son estimateur
est B = Bm(U), de coordonnées i, (U). Le corollaire suivant donne une borne pour

lerreur P, <Bm(U) - 57*n>
Corollaire 2.2.1. Soit z, = (1 + 2log(nd) 4+ 2log IOg(nd))l/z et

Cy, C"l,/2 ho? + \/2LO’CVC[1(/2,Z” \/faaca,n|a|
1-— hy/n hy/n ’

Alors sous les mémes hypothéses que la proposition 2.2.1 on a

0=

(2.16)

IP’< max  sup ‘Ppm (Bm(u )—5;;)( >5> <3/n.

m=1,....d Ucly

DEMONSTRATION.

Porn (Bn(0) = ) = 22

+ max|=|+max sup |P,m, (8n(U) -G,
x| 2 g sup 1Py (30 (0) = 57

max sup ‘P,m <§m(U)—B;)‘ < max sup
M Uelq m - Uela
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On peut majorer le dernier terme en utilisant la proposition 2.2.1. En effet

1/2
% 2 Cgl CV 2 2
sup Pom (B, - B, < <_‘ P h>’
Ueln ;;‘ l i) I-a
or
L
£ |2 * |2
sup Py (B, -8 = sup | Ppm (B (U) = 82017
g5, S a5 < g i
> sup max ]Ppm(ﬁm(U)—/B;)’Q’
Uel, m=1,...d
2
> <sup max |P,., (/Bm(U)_BZ’L)|> )
Ueu, m=1,....d
donc

ool ,
sup  max [P, (B,(U) = 85) < =2 V* p~h.
Ueu, m=1,....d -«

De plus, I'étude de la partie aléatoire fournit ’existence d’un ensemble aléatoire A tel que
P(A) > 1—2/n, et sur A on observe

) a fl,m 0-7;_[) Ca,n |a|
Sup max| Fom (Bum(0) = E B (1)) — V.
Soit
> \/_O'wcan‘a‘
Sup maX(Ppm@m( ) — Eﬁm(U)) h\/— NG :

Pour le dernier terme on utilise le lemme 4.3.2 de ’Annexe 4.3, qui donne

P (\gm\ > 2,\/E ygmy2) < 2R D2 < 1/nd.

D’autre part, on sait que E |£,|> < 2L020‘2,CK. Il existe donc un ensemble aléatoire Ag

tel que P(A3) >1—1/nd >1—1/n et sur Ay

[&m| < 20 VE [&ml]?,
c’est-a-dire
(| < 20V2LoCy Oy
Finalement, pour A = AN Ay, on a P(A°) < 3/n et sur A

VLo Canlaf N ZnV QLUCVC;(/Z
hy/n hy/n
1/2

+Cgl CV/ p2h

1—a* ’

masx sup | Py (5n(U) = £,(0) )| <

m UEUn
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ce qui nous donne le résultat escompté. |

Grace au corollaire, on obtient une borne pour I'estimation de I'erreur Py, (0,,(U) — v5y,) -

Propriété 2.2.2. Sous les mémes hypothéses que la proposition 2.2.1,

P < sup |P3,m (O (U) — v},)| < 6% + 267, pour tout m=1,... ,d> >1-3/n,
U€cln

avec T = pyJOE, (0% + vk,) Y2 < min {p, VU5, } -
Nous allons utiliser le lemme suivant

Lemme 2.2.5. Si Ppm\/ﬁ\m — B| <8, alors P30 — v < 6% + 26 7.

DEMONSTRATION. On introduit le vecteur 4,, € R” (resp. u?, ), dont les coordonnées

sont P, Bim (resp. PpmB, )-
On a alors Pp%mi}\m(U) = U (U)]? et Pp27mv;kn = |uf,|? = 72,. En effet étant donnée la
définition de 7,,,, on a

P2, = (0 + o) Mo = 72 < min { o, /o, } (2.17)
[ ]? = [ || = [([m] = T ) (] + [ )] < [l — | ([ = wa| + 2l ]),
[ ]? — [ || < [l — i |2+ 20t — wip| - g,
< 2067, + 62,
ce qui acheve la preuve. |

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 2.2.2
Par le corollaire 2.2.1, on connait l'existence d’un ensemble aléatoire A, tel que P(A4) >
1—3/n et pour tout m=1,...,d,

Sp [Py (Bn(0) = B1,(0)) | < 0.
Uelq

donc en utilisant le lemme 2.2.5, pour tout m=1,...,d

sup ||P3,m(i}\m — )| < 8% +267,.
Uela

Ces deux propositions sont essentielles car elles fournissent ’erreur commise en estimant
v et B, en une itération. Elles constituent la base des deux paragraphes suivants.
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2.3 Propriétés de ’estimateur initial

On donne ici la qualité de I'estimation apres la premiere itération, qui correspond en fait
a 'estimation non paramétrique usuelle d’'une fonction et de son gradient. On donne aussi
la qualité d’approximation pour v}, a la premiere itération.

Rappelons que 3%, est le vecteur de R” de composantes Br,, l=1,...,L.

Propriété 2.3.1. On se place sous les hypothéses H1-Hb.
Pourm =1,...,d, on obtient pour l’estimation de 3}, a la premiére itération, notée ﬂ,ﬁ,}) :

7(71) - ﬁ:n = spmh1 + h:}—m\/ﬁ,

oU sy, est un vecteur déterministe de RY satisfaisant

[sm| < Cglc\I//QUZH),

avec va) = max dvfn. Les n,, sont des vecteurs aléatoires gaussiens de R de moyenne
m=1,...,
nulle et dont les composantes 1y, vérifient, pour | =1,..., L,

E |mm|2 < QUZC‘Q/CK.

On obtient aussi

~ 1
1) _ g* < =
P (mm B0 — 2| > 51) S (2.18)
ot
1/2 &« vV 2LO’CVC[1(/22’n
(51 = Cgl CV U(l) hl + s (219)

/i

et z, = (1 + 2log(nd) 4 2log log(nd))'/? .
(1)

De plus, pour lestimateur de v}, a la premiére itération, vy, m=1,...,d, on a :
~(1) * 2 1
P(vm —vm§51+2517m,1,vm:1,...,d)21——, (2.20)
n

0l Trm1 = /U5 (1 4 v5,) Y2 < min{1, /o7, }.

DEMONSTRATION. La preuve consiste en une version simplifiée de celle de la proposi-
tion 2.2.1 :
Dans notre cas P,,, = 1, p=1et a® = 0. On reprend l'écriture
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Bym(B) =B3) = Poml(E B“) = B3) + Pom(BG) —E B, (2.21)

o 4 (2:22)

La partie déterministe se traite de la méme fagon que dans la partie 2.2. Le seul
changement dans la démonstration se fait au niveau de la majoration des |r; ;|, en effet

rijl = 01(R*Xj2) — 1(R*X;2) — (R*Xj2 — R*Xi2) ' Vg1 (R*X;2), (2.23)

ot R* = diag(y/v],...,/v})) et comme p = 1,
‘\/ ij YA Xz m‘ 1 + P_2 . ) 1‘Zij,m‘2 < h%”:m’ZijymP?

d’ou
R*Xjo — R*Xi2|* < h} maxv 1 Zi; %
Finalement
Car hl”@) — ¢, b2
1—a* M)
Cette nouvelle majoration de |r;;|, nous permet d’écrire

Py (B B — B5) = smha, (2.24)

Irijl <

12
avec |spy| < Cg, Cy/ / vy

Pour la partie aléatoire,

n
P,m(BY — = cim(U)ei = (. (2.25)
i=1
Les ¢; sont des variables aléatoires indépendantes de loi N'(0,02), donc € = (e1,...,e,)"
est un vecteur gaussien et il en est de méme pour (,,, car les coefficients sont déterministes.

On pose 7, = h1y/n(y, et en reprenant la démonstration de la proposition 2.2.1
20912
02205 Ck

E Pl VR
c’est-a-~dire

E [nm|? < 2Lo*CECk.
Pour montrer 'inégalité (2.18), il suffit d’appliquer directement le lemme 4.3.2 de lan-
nexe au vecteur gaussien 7,,, comme dans la preuve du corollaire 2.2.1; c’est pour cette
raison que 'on obtient une majoration par 1/n et non pas par 2/n comme dans la propo-
sition 2.2.1.
Pour 'inégalité sur 57%), on utilise le méme raisonnement que pour la proposition 2.2.2 :
on emploie le lemme 2.2.5 avec p = 1. |
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2.4 Qualité du l'estimateur final

Dans le prochain théoreme et dans le théoreme 3.1.1 plus bas, p (resp. h) représente pg,,
(resp. hg, ) & la derniere itération. Rappelons que h et p satisfont les conditions h > 1
et p= (JQn*ILlog n)1/3.

Théoreme 2.4.1. On se place sous les hypothéses H1-H5. 1l existe un ensemble aléatoire
A avec P(A) > 1 —3k,/n et, pour tout m = 1,...,d, un vecteur aléatoire gaussien de
moyenne nulle & = (&,,,--- ,§zm)T € RY, defini comme une combinaison linéaire des
erreurs €; avec des coefficients déterministes, qui dépendent uniquement de la largeur de
fenétre “ideale” b* =b**n) | des observations (X1,...,X,), des fonctions de base 1y (-)
et du noyau K , tel que

E|§fm|2§2020‘2/01(, l=1,....,L et m=1,....,d,
et sur A on observe

max ‘Pp,m(B\m —-pBr) — Tfl/2§;§I <C (02n*1Llog n)2/3,

m=1,...,d

max_ (pp,m(gm - ﬁ;;)‘ < b, (2.26)
max P}, (O — vp)| < 67 4 20,7

m=1,...,d ’

ou C = C(d, M, Cy,, Cy, Cr., Cro¥) , ¥ = max|ty (X3)]

5, = \/20‘2,C’KJQn_le,Q1 +C (0°n"'Llogn) 23 (2.27)

et Tm = pVUi, (pQ—i—vfn)_l/Z < min{p,/v},}. En particulier pour tout m ¢ J, on
observe sur A :

|Bm - nil/zf;m < Wp, |Bm| < On, |Bm|2 - n71|£:n|2 < W?z + 2w by, (2.28)

ot wy, =C (U2n*1Llog n)2/3 .

Soient les nombres hy et pp décrits comme dans algorithme, pour k variant de 1 a k,, .
Definissons successivement les valeurs 0 et celles des composantes ay ,, du vecteur oy
de RY. Pour k=1, a; =0 et §; est donné par (2.19); pour k =2,...,k,

5 = Cy, 0‘1//2 he o 4+ V2L o Cy C’Il(/2 20 VLopCoy n o] (2.29)

Qkm = P;QQ (25k—17'k,m + 5/%_1) , m=1,....d,
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avec

of = max o
k m=1,....d e

«\—1/2 : -
Teom =  PkV U, (Pi + Um) / < mln{pk, V vm},
¢ = max "L/}lm(sz)‘y
m,l,

zn et Cy, n sont définis dans le corollaire 2.2.1.

Pour démontrer le théoreme 2.4.1, nous avons besoin des deux lemmes suivants.
Lemme 2.4.1. Pour n suffisamment grand, les o satisfont max a; < 1/4. De plus,

pour la derniére itération k, , on a

o Cgl 0\1//2 2 + \/Zgl_bcakmn ‘akn’
= W —ag,) M P Mo/

<C (UZn_lLlog n)2/3 ,

et Ok, < On, 0U O, est défini dans (2.27) et C correspond a une constante dépendant de
d, M et des constantes intervenant dans les Hypothéses H1-H).

DEMONSTRATION. Pour k > 1, établissons une borne supérieure pour |a|

Ak, = P;?Q (20)—1Thym + 5;3_1) ) (2.30)
P\ —1/2
avec Tig.m = Pk U (,oi + vm) / .
2
Sim ¢ J, alors aym = 5,%_1/;)%. Sim € J, alors oy, < 26;—;1 + 5’;—51.
. . k
Al 2 1 2051, Oh_1)2
el < (d = M) (<) + + 4
P Pk Pk
Si
62
(d— M) (k—;l) < 4M, (2.31)
Pk
on a alors 52 52
_ 20— 1\ 2
ol < aM () (4 L)
Pk Pk Pk
Wr_1  Op_1\2
o2 < 2M< ol +’“—21> .
Pk Pr:

On démontre la premiere partie du lemme par récurrence. On remarque tout d’abord que
|| =0 < 1/4. On suppose ensuite Hy, : max aj < 1/4 et on montre que Hyq est vraie :
<kn

Par l'inégalité précédente

+
TR

26 62 \2
|ak+1|2§2M( k k ) .
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On veut donc majorer dy/p. On peut écrire

5, C, 02 V2LoCyCL? LoCoy, n
Ok = DOV VTR znn_l/Q—i—\/_aw — ‘ak’n_l/Q,
P 1—ap hi.pi hipi

or hypr, = hgp_1pr—1ana, < hx_1px—1, car apa, < 1, donc la suite (hypy )i est décroissante.
De plus hrpp < h1p1 = Confl/(4vd) ot
n'hipg > n'hi,pr,,
> Con'?(n"1o%lognL)/?,
> C(logn)'/3nl/6,

On obtient donc la majoration suivante

S n~1/(Avd) 3 1/2 = / 1/3, —1/6
p_k < CW + ( 2LUCVCK Zn + \/ZO'wCak7n’ak‘)C (log n)_ / n- / .
k

Pour n assez grand, d0x/px est assez petit donc aj; < 1/4, pour n assez grand. De plus
I'inégalité sur dx/px permet d’affirmer que ’hypothese (2.31) est bien vérifiée.

Pour la deuxiéme partie du lemme, i.e. majorer p,, on veut trouver un majorant de |ay,, |,
pour cela il faut déja en obtenir un pour Jg, . Il faut donc s’intéresser a chacun des trois
termes de (2.29). Par ce qui précede, on a :

Pe-1  Pr_,

2
QM(W 4 L)

206-2  Oj_9)\2
P < 2n (2 S22

IN

2
etk 1] d— M d— M

d’ou |ay, _1|> < C1(d, M). De plus hy, 1 > Co/ay, et ApPk, < Pmin < Pk, , ce que 'on peut
rééerire
Pmin/@p < pr,—1 < pmin/a?)a
alors on a
Cy C/?
1—oay, -1
V2LoCyCY2,
Rk, —1v/10
ﬁm@c‘akn_hnlakn_ll
Rk —1v/12

Or pour n assez grand, z, < 2ylogn et Cq, _,n < Cylogn , donc

2 2 4
hknflpknfl < Chmaxpmin/apa

< Capzan™ 2,

< \/Zat_bahCaknfl,nCln_l/Z.

Ok, —1 < C(o*n"'Llogn)'/2.
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On peut maintenant borner |ay, |

Coo?n~'Llogn (o?n~'Llogn)/?
(02n~1Llogn)2/3 (62n~1Llogn)l/3 |’
la, |? < C'(o*n"'Llogn)'/3,

lag,| < C'(6*n"'Llogn)'/°.

‘ 2

IN

2M

7%

Comme hpax > hi, > 1 et que py, est de I'ordre de (0?n~'Llog n)l/3

de la fagon suivante

on peut majorer i,

4C,, CYf LolC!

7913 V hmax(0'2n71L10g n)2/3 + 7\/_2 ¢
0

fn < C(o®n 'Llogn)??.

< (0*n" Llogn)"n"Co,, n,

Cette derniere majoration et le fait que hg, > 1, nous permet de conclure

Ok, < \/QC‘Q,CKUQn_le?L + C(6*n"'Llogn)?/>. (2.32)
[ |
Lemme 2.4.2. Pour n suffisamment grand, il existe Ay 2 ... 2 Ay, —1, des ensembles

aléatoires, tels que P (Ay) >1— 3% et sur Ay ona

max | pk+1m(57(7]f)—ﬁ:n)‘§5k, k=1,....k,— 1.

m=1,...,d
DEMONSTRATION. On démontre ce résultat par récurrence sur k.

Pour k£ = 1, on utilise les résultats d’exactitude a la premiere itération donné a la propo-
sition 2.3.1 et le fait que

Py = (1 + pQ_QU:m)_l/Q <1=Fym,
alors sur A, P(A;) >1—-1/n>1-3/n

mmlax | o2,m (ﬁ(l) — ﬁ,*nﬂ < mr:nla}idmﬁ) - ﬁ;‘ < 6.

m
I8 7

Montrons que Hy = Hpyy1 : on veut alors utiliser la propriété 2.2.1, qui donne le gain a
chaque étape et pour cela il faut donc montrer que UK+ ¢ Uay ;-
Pour m € {1,...,d}, sur A, tel que P(Ay) > 1 — 3k/n, en utilisant le lemme 2.2.5, on
obtient une inégalité sur les %) et on peut écrire
(k+1) —25(k)
o -1 (L+p%00)) — 1],

k
| Pk+17mpk+1(v7(”) —vp)l;

| Pk+1,M

IN

pk+1(5k + 25k7—k+1 m) = Qk4+1,m-
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Pour conclure, il suffit d’utiliser le corollaire 2.2.1 et le fait que pgio < pgr1, donc que
Py om < Py, msur AN Ay . Ainsi il existe un ensemble Ay 1 tel que P((ArNAg41)¢) <

3k/n+3/n, on a
‘Ppk+2,m (61(7]:+1) - ﬁ:n)‘ < 5k+1-

Ceci achéve la démonstration du lemme. [ |

DEMONSTRATION DU THEOREME 2.4.1.
D’apres le lemme précédent, on sait qu’il existe un ensemble aléatoire Ay, 1, tel que
P(Ag,—1) > 1— %Tf?’ et sur cet ensemble,

Akn—1 *
mrznf.).(.,d{Pp’f"’m(B}” = ﬁm)‘ < -1
Le vecteur U®*n) admet les coordonnées U™ = Pp%mvm(l + P;;f@gf"_l)) (m=1,...,d).

En utilisant le méme raisonnement que dans la démonstration du lemme 2.4.2, sur Ay,
on obtient ]U,%§ n) _ 1| < ai,, m- On introduit alors le L-vecteur gaussien &, provenant de
la proposition 2.2.1 appliquée avec h = hy, et p = pg, . Ainsi 'existence d’un ensemble
Ay, est assurée, tel que P(Ag,) > 1—2/n et tel que sur Ay, , pour tout U € Ug,,

Em

max (B, (A% (U) = 35,) — | <

m=1,...,d

ou i, est défini dans le lemme 2.4.1. En posant alors Ay, = Ak, 1 N A, , on a

3k, —1
.

P(Akn) >1-—
On sait que d’apres ce qui précede que sur 'ensemble Ay, , Ukn) ¢ Uy, s €t

max | P, (Bm — ") —n"V2¢5 | < Clo®*n~ Llogn)?/3,

m=1,....,d

ol &, =h"m et B =B
Comme h = hy, >1

E &% = h 2K |&,,]* < 20%CECK .

On a donc établi les deux premieres assertions du théoreme. Pour les deux suivantes, il suffit
d’utiliser le lemme 4.3.1 et le lemme 2.2.5, comme dans la démonstration du corollaire, ce
qui nous donne un nouvel ensemble aléatoire Ay avec P(A; ) > 1 — 1/n. Finalement sur

A=Ay, N A}, tel que P(A) > 11— 3k, /n,

~

max Pp,m(ﬁm - ﬁ;) <pn.

m=1,...,d
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Les trois derniéres inégalités (2.28) correspondent aux trois majorations (2.26) appliquées
dans le cas ot m ¢ J, i.e. B, =0 et P, =1, on obtient donc

B — 1Y 2] < i,
Bl < O,
1Bm|? = 0 Y em ] < w2 + 26w,

2.5 Estimation de la variance

Nous utilisons Pestimateur 62 défini dans la partie 1.4, pour lequel nous obtenons la
convergence a la vitesse y/n. Il nous faut renforcer les hypotheses

Hypothese H6. [Design] Pour M > 1, soit N;1 = #{X;/ || b1 X, |[< 1}, on suppose
qu’il existe C7 dépendant uniquement de d tel que

1 ¢ M
— ZNM < Cinp™.
n -
i=1
Hypothese H7. Il existe une constante C > 0 telle que

)\max S 07

>\min

ou \; sont les valeurs propres de la matrice AT A définie dans la démonstration ci-dessous,
on suppose de plus que le nombre de valeurs propres nulles est fini égale a N 4.

On peut remarquer que cette hypothese est vérifiée dans le cas ol les X; sont a densité
continue, sur un ensemble de probabilité tendant vers 1, quand la taille de ’échantillon
tend vers I'infini.

Théoréme 2.5.1. Sous les hypothéses H1-H7, il existe une constante C, dépendante des
constantes intervenant dans les hypothéses précédentes telles que

P (\/ﬁ ‘82 — 02‘ > 000'2"}/) < 2™/ 4 e V2/6 3kn/n.

DEMONSTRATION.

n

~2
o7 = Ecl-,ij,

j=1
n n
= > (X)) + ) cijes,
j=1 j=1
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ou les ¢; j sont donnés par

Ci = 07 — ( old >T(Vi)_1 ( < )Kd(Xij,b) = 6 — aij.

ij

Ces coefficients vérifient

n
1 \" 1\ -1 1 1\ 1\"
Zcid(&“) - _K Od) Vi <Xij)(Xij) Kd<Xij’b>_<0d) }’
j=1 j=1
B 1\ 1\"
o _< 0Oq ) + ( 0Oq >
On obtient donc les relations suivantes

n
E aj = 1,
—

n (2.33)
Zainij = Od.
j=1
On pose s? = Z;‘L:1 c?j et Iestimateur de o2 a pour expression
2 N & - 2
ot =n" Zs_; ZZ(bH-&') )
=1 7 =1
avec
n
bi = 0Pty ig(X)), (2.34)
j=1
n
& = 771/2851 Zcz‘ﬁj- (2.35)
j=1

On va adopter une écriture vectorielle :

— &= (51,...,5n)T,

— T
—b=(by,...,bn) ",
— A = (a;)i; matrice n X n, avec oy j =n"
On peut donc réécrire 52 de la facon suivante

/2.1, .
5, Cij.

G2=b"b+20" Ac+ e AT Ae.

Il y a donc trois termes a traiter séparément : le biais, une variable aléatoire normale, ()1,
et une forme quadratique de variables aléatoires gaussiennes, ()o.
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Le biais : b'b
En utilisant (2.33), on peut écrire

Zb? = Z”_15;2<Zaz’j9(Xj)—Q(Xz‘))z,
i—1 i—1 =1
= 32D e lo(X)) — 9(x0) - XZVQ(Xi)DQ,
i—1 =1
= Znilsi_Q(ZaijTij)Q.
i—1 =1

Alors on utilise la méme méthode que dans la majoration du biais de la proposition 2.2.1,
en remarquant que dans le cas paramétrique, M = 0, r;; = 0.

n n
‘ > aijri; Z |aij| |ri]
j=1

C h?p?
< (gl Z’aU’
J#Z

IN

En reprenant les notations de ’hypothése H6 et en utilisant Cauchy-Schwartz, on obtient

IN

. c
an Pl [ Sl | Vi

J#

n n

—1 —2 2
> nts (X aimi)
i—1 j=1

Cg1h P _1ZN21

- 1—a*

Ainsi pour M > 1,

n n
L 9 Clc h4np4+M
Zn 131‘ 2(; az‘j?"z‘j) < (191_ a2

i=1

La forme linéaire 4
()1 est une combinaison linéaire des variables aléatoires gaussiennes, &; centrées et de
variance o2 et a pour expression

Q1 =2b" Ae.
Il est immédiat que son espérance est nulle et on veut maitriser sa variance :
E (Q%) = 4E (b Acc"ATb),

= 4b"AE (e )ATb = 407" AATD,
< 4% 4.
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oll A4 est la plus grande valeur propre de AA". En utilisant le lemme 4.3.1, Q; étant une
variable aléatoire normale :

209\ 21p|2
P(|Q1] > v(2Xa)20b]) < eXp(_M) —
2E Q7
ce qui nous donne le résultat pour la deuxieme partie. On pose S,%x = 2trace(ATA)2’ on a
2\ 1/2
donc Ay < (STA> ot

P(|Q1] > v(254)20b]) < e 74,

La forme quadratique ()9
La forme quadratique (o s’écrit

Qo =c' AT Ae — o%trace(AT A).

La matrice AT A est symétrique positive, elle est donc diagonalisable & I’aide d’une matrice
orthogonale, notée P. On note \; ses valeurs propres et on peut écrire

n

~2 2

Q2 = E >‘i€i — 0,
i=1

ol le vecteur £ = Pe est aussi une vecteur gaussien de R centré et de matrice de variance-
covariance : diag(c?,...,0?).

On veut maintenant majorer P(Q2 > z), pour cela on utilise la remarque précédente et
I'inégalité de Chebytchev, pour tout u > 0 :

P(Qy >2) < e ME el

e K exp <MZ>\2‘(5~@2 - 02/n)> :

=1

IN

n
< exp{—pz — po”}E [[exp(pri).
i=1

car trace(ATA) = Y7 A\; = 1. Or les variables ; sont des combinaisons linéaires de
variables aléatoires normales de moyenne nulle et de variance o2. De plus ces variables
sont indépendantes. Si 2u\;0? < 1 pour tout 7, on peut écrire

P(Q2>2) < exp{—pz—po’} [[E exp(uhid}),

i=1

n
1
< exp{—pz — po’} :
E (1 —2pX;02)1/2
» 1y 2
< expl —puz — uo —55 log(1 — 2u\;0) ¢ .

i=1



2.5. ESTIMATION DE LA VARIANCE 49

On va utiliser le fait que
—log(1l —u) < u+u?, pour u < 2/3.
Si cette condition est vérifiée, on peut alors affirmer

1 n
P(Q2>2) < exp {—,uz — po? + 5 Z(Q,u)\iaQ + 4u2)\?a4)} ,
i=1

exp {—,uz + 2(2 )\?),u204} .

i=1

IN

En posant S% = 2trace[(A' A)?], et z = vSa0?
P(Qy > vSa0?) < exp {—,u'ySAJ2 + ,u2512404} .

Il reste alors & choisir x sachant qu’il doit vérifier pour tout 4, 2uX;02 < 2/3.
Si p < 1/3X402, ot A4 = max; \;, alors on a la derniére majoration. On doit distinguer
deux cas suivant la valeur de 7 :

. 25

— siy < 532, on prend p = 2517,
. 25 1

— siy > 334, on prend p = T

donc
P(Qy > vSac?) < e /44 e 15a/6ha

Or Sa/Aa > V2 et par la majoration de la trace de (AT A)? obtenue précédemment on a

P(Q2 > ’)/SAO'Q) < e~ /4 + e~ 1V2/6,

Conclusion : Avec une probabilité d’au moins 1 — 2e~7V /4 — e=V2/6 op g

1/2
52 g2 o QO™ o (CiCy g S

2
—0° < (1= o)’ +vV2o 1= +y0°54.

Etablissons l'ordre de S, :

5124/2 = Z?:l )‘12 S (2?21 )\i))\max S )\max

car > i1 A; = 1. De méme on peut déduire de cette égalité que Apin < 1/(n — N4). En
utilisant alors I'hypothese H7, on obtient Ajax < C/(n— N4). Ceci se traduit pour S4 par

5% < 2 max < 2C/(n — Na).

Finalement on a bien S4 = O(n~/2). Alors comme p est de I'ordre de (n~'logn)~/3, on
a bien la convergence en n'/2 de l'estimateur de la variance vers la vraie valeur. |



Chapitre 3

Exploration du modele
partiellement linéaire

Cette partie consiste en I’exploitation des résultats obtenus par la procédure itérative, en
particulier de l'estimation de la mesure de non-linéarité, v},. En effet ces résultats nous
assurent une bonne séparation entre régresseurs linéaires et non-linéaires, si vy, est suffi-
samment séparé de 0, pour m € J. Cette propriété fait I'objet de la premiere partie. Dans
un deuxieme temps, nous utiliserons ce résultat pour définir un test sur le nombre maxi-
mal de composantes non-linéaires M dans le modele. Ce test est a la base de I'estimation
du nombre de composantes non-linéaires M et de I’ensemble des indices correspondants,
J. Dans un dernier point, nous étudierons 'estimation du vecteur 6, correspondant a la
composante linéaire de la régression.

3.1 Séparation entre composantes linéaires et non-linéaires

Le théoreme suivant établit la séparation entre les composantes linéaires et non-linéaires.
Il est une conséquence directe du théoreme 2.4.1.

Théoréme 3.1.1. Soit u, = 6,/p < V2—1, ot p = pi, et 0, est donné par (2.27).

Soit r un réel, tel que v > 1. Si pour tout m € J, vk, > (rs,.0,)%, avec

1+ 1T+ ) (1 —ud - 2uy)
B 1—u2 —2u,

s 9

alors sur A, défini dans le théoréme 2.4.1,

U > 1202, pour m € J et Oy, < 62 pour m ¢ J .
DEMONSTRATION. Le théoréme 2.4.1 donne 'existence d’un ensemble aléatoire A sur lequel
Um < 62, pour m ¢ J . Montrons que v, > 7202, pour m € J , sur A.

Soit m € J, sur Aon a
[Or — 07| < Pp_ﬁl(éi + 205, Tm),

50
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d’ou
O > vy — Py 2 (62 + 200Tm),
or Ty, = /Ui, (1 + p~205)"V2 = P, 1\ JOF,,
B 2 52— 621+ p2ul) — 2601+ p ) V2
On pose s = v* /62 et u = &, /p.

B, > 325%—53—u2325g—235,21(1+u232)1/2,

Om > 2 —1—u?s? —2s(1 +u?sH)Y?,
> §2(1—u?) —1—2s(1 —us),

> 21— u? - 2u) — 1 — 2s.

On définit h(s) = s?(1 — u? — 2u) — 1 — 2s. On cherche une condition sur s pour que
h(s) > r2. En étudiant la fonction on trouve que si s > s, alors U, > 6272

On suppose dans notre cas, 7 > 1 et v}, > (rs.6,)%, donc s > rs,. > s, et on obtient la
conclusion : %—’2” > 2.

Le résultat p01nlr les composantes linéaires est donné par I'inégalité (2.28) du théoréme 2.4.1.
|

Ce théoreme nous assure, en prenant r = 1, que
— pour m € J, si vf, > (516,)?, alors avec une grande probabilité o, > 62,
— pour m ¢ 7, le théoreme 2.4.1 donne v, < 5%.

Si on ordonne les coordonnées de ’estimation V :
U1y 2 V) = - = V)

les M plus grandes valeurs correspondent aux composantes non-linéaires. On a donc obtenu
une condition suffisante de séparation des composantes linéaires et non-linéaires :

inv* > (s16,)>%.
min vy, > (510n)

On se sert de ce résultat dans le schéma de rééchantillonnage, que I'on décrit dans le
paragraphe suivant. Mais dans ce cas, on veut s’assurer d’une plus grande séparation,
donc on choisit r = s1 > 1.

Etant donné les ordres de grandeur de J,, et de p, u, tend vers 0 quand n tend vers
Iinfini. Ainsi, si n est suffisamment grand, s, est une quantité bornée, dont la borne ne
dépend que de 7. Le seuil t* = (rs,.0, )2, qui permet d’avoir une bonne séparation entre des
composantes de nature différente, est donc de l'ordre de 62 (sur A, ensemble de grande
probabilité).
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3.2 Test d’une hypothese sur M

Dans cette partie nous allons développer un test portant sur le nombre de composantes
non-linéaires dans le modele, M. Dans toute la suite on se donne M € {0,...,d}, quantité
qui représente le nombre de composantes non-linéaires hypothétiques. Nous définissons
I’ensemble des indices associés a ces composantes :

T = {i/v; est une des M plus grandes valeurs de vy, }.
On remarque immédiatement que grace au théoreme 3.1.1,
si M <M, alorsjng.

En effet pour m € J, 0, > 7262 et pour m ¢ J, la deuxieme relation de (2.28) du
théoreme 2.4.1, donne immédiatement 22, < §2. Ces deux inégalités assurent que les plus
grandes valeurs de U, correspondent & la partie non-linéaire. Ceci peut encore s’écrire
J C Im.

Cette remarque nous pousse a ne pas tester directement M = M, mais M < M et a
utiliser les coordonnées de v rangées dans 1’ordre décroissant. Pour cela on décide de rejeter
M < M, si Upqqry est suffisamment positif, car sous Ho I'indice (M + 1) correspond &
une composante linéaire, donc ’U>(k M1) = 0.

Si on se place dans le cas idéal : le vrai modele vérifie M < M et mir} vh >t = (rs,0,)?
me

our>1.
— Pour m € J, le théoreme 3.1.1 implique qu’avec une forte probabilité, i.e. sur A, v, est
séparé de zéro d’une distance de l'ordre 62.

— Pour m ¢ J, le théoréme 2.4.1 nous donne une approximation de la distribution de v,,.
Elle ne dépend que tres peu de la fonction de régression g. En effet la variable aléatoire
|€5.|? vers laquelle elle converge ne dépend de g qu’a travers la largeur de fenétre idéale
b*.

Ainsi sous Hrq, Uestimateur v(yq11) a une distribution trés peu dépendante de g. Si sa loi

limite était explicite on aurait acces au seuil asymptotique. Ici on a opté pour une méthode

d’obtention du seuil par bootstrap.

Le paragraphe précédent donne des propriétés remarquables pour les estimateurs v,,. C’est

pour cette raison que nous décidons de rééchantilloner suivant un modele qui conserve les

valeurs 9y > V) > U3y -+ - = U1y et pour lequel v* est tout a fait connu.

La premiere étape définit la nouvelle fonction de régression gaq qui aura exactement M

composantes non-linéaires. La deuxieme étape explique ’obtention de 1’échantillon boots-

trapé. La derniere étape concerne la procédure d’obtention du seuil ¢, pour un niveau

a < 1 fixé, par une méthode du type Monté-Carlo.

1° Dans un premier temps, on construit une nouvelle fonction gaq, qui a exactement M

composantes non-linéaires. Celles-ci correspondent aux indices contenus dans ’ensemble
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j "wm. De plus les quantités Bl*m de gaq correspondent aux Bl,m, c’est-a-dire

EZagM( )wlm( zm):{ﬁlm S pourl=1,... L.

—1 0T, 0 sinon,

La partie linéaire de g4 est identiquement nulle. Cette définition nous assure une compo-

sante (M + 1) linéaire.
l

. ~ .. .. X
Par exemple, on peut construire gps comme une combinaison linéaire des Tm pour

[=2,...,L+1:

L+1

Z Z cl,lvmxlm/l, (3.1)

mejM =2

ol les coefficients ¢; ,,, sont alors définis par :

Unem = Bms M E T, (3.2)

avec
— U, est une matrice L x L d’élément :

n

1
\I]m,l’l = E ZXg,m¢l’m(Xi,m), l7ll =1,...,L;

=1

~ o € R% de coefficients Clom';
- ﬂm € R” de coefficients ﬂl m-

2° On peut alors définir le modele de rééchantillonage

Yi = gm(Xy) + 6:8,

ou &; sont des variables aléatoires i.i.d. de loi normale centrée réduite. Pour 'estimateur

de la variance il y a deux possibilités :

e Soit prendre o 0 = 5 , qui correspond a un “wild bootstrap”. Cet estimateur peut étre
utilisé dans le cas des bruits hétérogenes.

e Soit prendre 8? = 52, explicité au paragraphe 2.5. Ce dernier cas correspond mieux au

cas d’un bruit homogene.
3° L’estimation de la valeur critique se fait de la facon suivante :

1. On génere Y; = gm(Xi) + 04&;, pour tout ¢ = 1,...,n, ou &; provient d’'une loi
normale centrée réduite.
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2. On utilise {E,Xi : 4 = 1,...,n} pour estimer Efm par lestimateur (1.2) basé
sur l'estimation du gradient avec la fenétre correspondant a la dernicre itération
b = b*n) . On note cet estimateur Sy, .
On calcule alors

L
5m:Z|Blm|2, pour tout m=1,...,d.
=1

La statistique TVM correspond alors & U4y -

3. tq est le (1 — «a)-quantile empirique de la distribution de TVM. Il est obtenu en
répétant les étapes 1 et 2 plusieurs fois.

Une fois t, déterminé, on rejette Hy, si i’\(M—H) > tg.
Le théoreme suivant montre la convergence du test sous Hy.

Théoreme 3.2.1. Supposons les hypothéses HI-H5 vérifices et mir}v* > (7“sr<5n)2 avec
me
r=s1.5 M=M, Alors

P(H est rejetée) < a+ (3k, +1)/n + np,
ot ny, =0 (nfl/G(log n)5/6).

Pour démontrer ce théoreme nous avons besoin de connaitre la convergence de v(py1),
que fournit le lemme suivant

Lemme 3.2.1. Sous les hypothéses du théoréme 3.2.1 et sachant (X;,Y;)i=1,. n il existe
un ensemble aléatoire A*, tel que P(A*) > 1 —1/n et sur lequel, pour tout m ¢ J

|§m|2 — n—1|§;|2 < 15,% + 2@n6~n, avec 8, = \/QC‘Z/CKUQTL*LZ% + Wy,

DEMONSTRATION. Pour prouver cette convergence, il nous faut reprendre la démonstration
de la proposition 2.2.1 :

Remarque 1. Ici on prend pour tout m=1,...,d

1 —{—p_%\gf"*l)
Un=—"T"""3,+
1+ p—=vf,

Or sachant le vrai échantillon {(Y;, X;)}i=1,. n, celte quantité est déterministe, ce qui
simplifiera la démonstration.

On peut aussi remarquer que cette définition, implique que Uy, — 1| < oy i, , donc que le
lemme 2.2.1 peut étre encore appliqué.
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Pp,mﬁlm(U) = nil g@,m(U)wlm (Xi,m),

1=

—_

ou $;(U) = 5;(U) + ¢(U) avec

s(U) = W)Y (4 )amX) Ki(0),

GU) = V)Y (4

J=1

)5]» Ki;(U).

On remarque que s;(U) est une quantité déterministe, sachant {(Y;, X;)}i=1,.. n
On obtient pour chaque coordonnée m = 1,...,d,
Pl Bin(0) = B} = = 3" L1 (0) = B 222000 Y (X, )
pym Im Im n i,m-+1 p,mM axm % m 1,m )

i=1
n

Pp,m{ﬁlm(U) —E Blm(U)} = % Z C@',erl(U)wlm (Xz,m)

i=1

Etude du biais
gm est une fonction polynomiale, elle est donc deux fois dérivable et de dérivée seconde
bornée, puisque les X; sont & support compact (en nombre fini). On peut donc écrire

E45:(U) = P, Vam(X;)| < cC?hp?,

1—ao*

d L 1/2 2
Z Z‘ p,m{E ﬁlm ﬁlm}‘ <Cca* p2h> .

m=1 =1

On obtient donc le méme type de majoration du biais que pour Blm
Etude de la partie stochastique

Zl,m(U) = Pp,m{ﬁlm(U) —-E glm(U)} = Za,l,m(U)agb
i=1

- 1 <
o ¢;1.m(U) = s Zwl,m(Xi,m)Ui,j,m(U)Ki,j(U)-
=1

On remarque que les coefficients, ¢;;,(-), sont les mémes que ceux dans la proposi-
tion 2.2.1, ¢j1.m(-), car ils ne font intervenir que {X;}i=1__ n, K, %¥,,,, qui ne changent
pas dans le modele rééchantilloné.
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D’autre part (;,,(-) est une combinaison linéaire des &;, c’est donc une variable aléatoire
n

de loi normale centrée et de variance 822]5j7l7m(U)\2. On pose (/,,, = aZ'cyj,l,m(U*)gi.
J=1 J=1
On va étudier 1'écart entre (;,,(U) et (/,,, c’est-a-dire

n

Gn(U) = G = > (61m(U) — 0C;1,m(U*))E,

i=1

donc la différence (Elm(U) - El*m) est une variable aléatoire normale centrée et de variance
S 1 (6C1.m(U)—0¢;1.m(U*))% Nous voulons controler cette variance pour pouvoir utiliser
le lemme 4.3.2.

n

Z(aa,l,m(U) - Ua,l,m(U*))Q = U —o? Z‘C],l,m

=1
022(@,l,m<u>r — (&1 (US)])%.
j=1

La premiere partie se majore en utilisant la vitesse de convergence de o et I'inégalité (i)
du lemme 2.2.3. On obtient

202 Ck
_ Z 2 < O(n-1/2)__2YVEK
U g ‘C]J,m — O(?’L )(1 _ azn)hQn

Pour la deuxiéme partie, on utilise 'inégalité (iii) du méme lemme,

- 5 - de; 1 (U) |\ 2
S (i (O]~ G0 < S (sup [ o - o
= ‘=] \Utla
2
< 52 <“_a> 2
< ) ekl
_ dlag
- nh?
Finalement
n
. ~ N _ 202 Ck %k |ay, |?
Z(Uci,l,m(U) - Uci,l,m(U ))2 <O(n 1/2) (1— Z*)hQTL + Z’h2kn’ = var.
i=1

On utilise alors le lemme 4.3.2, de la méme fagon que dans le corollaire 2.2.1, pour trouver
un ensemble A de probabilité au moins égale & 1—1/n tel que sur A, pour tout m =1,...,d

Ifm(U) - Z,m < zpvvar.
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Conclusion~: On note El*m = hilnfl/le*vm et on peut alors écrire sur I’ensemble A*,
vérifiant P(A*) >1—1/n, on a

L N Y2
| Py (B — B) — RinTV2e | < zovvar + T _‘;[* p?h,
< C(o*n~'Llogn)*? = w,,

et

Ppon(Bon — D) < 8n. avee 8, = /202 Cro®n 1122 + @,

Donc avec une probabilité 1 — 1/n, sur ﬁ*, pour m ¢ 7, E,fﬂ =0, donc
[18m[* = 05 ] < @5 + 200,

Ainsi sur A* N _
0| = [Enl?| < n(@7 + 2wn6,),

ou & a la méme loi que &, car ce sont les mémes combinaisons linéaires de variables
aléatoires indépendantes de loi normale centrée et réduite. |

DEMONSTRATION DU THEOREME 3.2.1.
Sous I’hypothese M = M

> .. UEKMJFI)E...szkd)

composantes linéaires

‘o = Ym
composantes non-linéaires

On teste le modele en comparant U(yq41) & ta, (1 — a)-quantile de la loi de V(p41)-

Dans le vrai modele, ﬁ( M1y correspond a une composante linéaire. Le théoreme 2.4.1 nous
donne l'erreur faite par 'estimation sur un ensemble aléatoire A, tel que P(A) > 1—3k,/n.
Pour montrer le résultat il suffit de montrer que

PTAJT|A) < a+l/n.
En effet

P(T # T NA)+PT #JNAY),
P(T # J|A)P(A) + P(A°),
P(T # J|A) + 3kn/n.

=

S

1S

)
I

IN A

On suppose que I'événement A est vérifié.
Dans le vrai modele : grace au théoréme 2.4.1, on sait que la loi de nv(y(41) peut étre
approchée par celle de ]fz“ M H)\Q, car (M +1) ¢ J, avec un contrdle de cette distance :

M| = ’£?M+1)‘2 < n(w} + 2wnby) = vy
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De plus §EkM +1) st une combinaison linéaire des ¢; avec des coefficients déterministes ne

dépendant que de la largeur de fenétre idéale b*(*»)  des observations (X1,...,Xy), des
vecteurs ¢, . et du noyau K.

Le lemme 3.2.1 nous donne le résultat attendu : sachant {(Y;, X;)}i=1,.. n, la distribution
de nv(aq41) peut étre approchée par celle de |§€M+1)‘2' Ainsi

|P(nOamg1) > HA) = P(nUpgny > 1) < 1/n+ ‘P(\{?MH)\Q >t —n(w2 + 20,w,)|A)

—P(|E s |* >t — n(@) + 26, @0 )| A7),
< ny+1/n.

L’ordre de 7, est obtenu en utilisant le théoreme des accroissements finis :
o < O(I7 = val) = O (n™"/%(10g )" |

car les deux variables aléatoires ont la méme loi continue et v, = n(w2 + wpd,) <
C’n_l/G(log n)5/6, pour une certaine constante C’, on a une majoration du méme ordre

pour n (w2 + 20, ).

P(T#J) = PO > tald),
P(nvpq1) > ntalAd) < P(noagr) > nta) + 1/n+ nn,
P(nUpq1) > ntald) < a+1/n+n,,

On a donc démontré le résultat attendu. [ |

3.3 Identification de la partie non-linéaire

Le test précédent permet de localiser la vraie valeur M par rapport & M. En itérant ce
test, nous allons pouvoir obtenir un estimateur du nombre de composantes non-linéaires
M et des indices correspondants, 7. En effet la procédure est la suivante : on commence
avec M = 0. On consideére le modele avec M composantes non-linéaires construit comme
en (3.1) et (3.2). On teste alors ’hypothese M < M au niveau «, comme dans la partie
précédente. Si 'hypothése Haq : M < M n’est pas rejetée c’est fini, sinon on incrémente
M et on recommence.

Finalement M correspond au premier M non rejeté et on définit alors JT=J7 & Le
théoréeme suivant donne la probabilité d’une mauvaise estimation lorsque les tests sont
effectués pour un niveau o < 1 fixé.

Théoréme 3.3.1. Sous les hypothéses HI-H5 et mir} vh > (rs.0,)° avec r = sy, alors
me

P(T#J) < a+ 3k, +3M+1)/n+ 1,

ot n, =0 (n_l/G(log n)5/6).
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DEMONSTRATION. Les deux estimateurs de la structure du modele M et j sont obtenus
apres avoir effectué un ou plusieurs tests du type Haq @ M < M. En utilisant donc le
théoreme 3.2.1, on va pouvoir approcher les probabilités de se tromper : P(M # M) et
P(J #J).

Comme on fait ’hypothese d’une bonne séparation,
P(J # J) = P(M # M),
D’apres le théoreme 2.4.1, 3A /P(A) > 1 — 3k, /n, il suffit donc de prouver que
P(M £ M|A) < a +2(M + 1)/n.

Le théoreme 3.1.1 affirme que, sachant A :
~ Dy < 62, pour m ¢ J,
— Uy > (r8,)?, pour m € J.

Si M < M, alors Uy > (s16,)?, car il fait partie des composantes non-linéaires. De plus
Vm41) < 62, car M est la vraie dimension non-linéaire et I'indice (M + 1) correspond &
celui d’une composante linéaire.

e Si M < M, on échantillonne a partir du modele ayant exactement M composantes
non-linéaires. Dans le nouveau modele, la vraie mesure de non-linéarité v, = vy,, pour
m e ._/7\ M-

On applique les propositions 2.2.1 et 2.2.2 d’amélioration en une étape, comme dans le
démonstration du théoréme 3.1.1, alors il existe Ayq tel que P(Ap|A) > 1 —3/n et sur
A, pour m ¢ fM, Um < 62.

Finalement sur EM y OMa1) < 62 . Il en est de méme pour le (1 — a)-quantile de V(M+1)>
en effet si @ > 3/n,

P@amsn) < ta) =1—a <1-3/n<P(Ap|A) < POy < 62),

donc {5(/\/1-&—1) < ta} C {5(/\4_’_1) < 57%} et to < 57% .

Or, dans le vrai modele, (M + 1) est encore dans J, donc il correspond & une composante
non-linéaire et sur A on a Virqy1) > (510,)? et donc UM41) > ta- Finalement I'hypothese
H g est rejetée.

Ceci signifie que sur AHKM, pour tout M < M, 'hypothese Hy est rejetée. Etant donnée
I’égalité des ensembles suivants {.//\/\( <M} ={3IM < M, Hy non rejetée}, on a

P(M < M|A)

IF’( U {Hnm est non rejetée}|A>,
M<M

< Z IP’(HM est non rejetée|A),

M<M
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et M prend les valeurs 0,--- , M — 1. De plus

IP’(HM est non rejetée]A) 1—P({Hp est rejetée\A),
1-P EM|A>,

3/n.

IN A

doit
P(M < M|A) < 3M/n.

e Si M > M : M étant défini comme le premier M, pour lequel 'hypothese est non
rejetée, on a 'inclusion

(M > M} C {Brs1) > ta(M)},

ol to (M) est le seuil critique évalué lors du test lié au schéma de rééchantillonage défini
avec M = M. Par le théoreme 3.2.1, on obtient

P{M\>M|A}§a—l—1/n+nn.

Finalement

P(M # M|A) < a+ (3M +1)/n+ ny,

et on trouve le résultat annoncé dans le théoréme. |

3.4 Estimation et inférence sur les composantes linéaires

Les deux paragraphes précédents nous permettent de séparer les composantes linéaires des
composantes non-linéaires. Dans cette partie nous allons nous intéresser plus précisément
aux composantes linéaires, qui sont caractérisées par leur pente 6,,. On sait que pour
mé¢ J, i(-) = 0,,. L’algorithme, défini & la partie 1.3, nous donne un estimateur du

OTm,
gradient de la fonction de régression, g, et nous permet de définir

avec £—1(X,~) provenant de l'estimation du gradient obtenu a la derniere itération de
I’algorithme 1.3. Dans le théoréme suivant nous obtenons la convergence 4 la vitesse n!/?
de 60,, et la distance entre (6,, — 6,,) et une variable aléatoire gaussienne. Ce théoreme est

une conséquence du théoreme 2.4.1, pour m ¢ J.

Théoréme 3.4.1. Sous les hypothéses H1-H5. Pour tout m ¢ J, il existe une va-
riable aléatoire gaussienne de moyenne nulle, vy, , qui est définie comme une combinaison
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linéaire des erreurs €; avec des coefficients déterministes dépendant uniquement de la lar-
geur de fenétre “idéale” b* = b*kn) | des variables explicatives (Xq,...,X,) et du noyau
K ; sa variance vérifie

E \fy:nIQ < 2020‘2/01(,

et sur l'ensemble aléatoire A introduit au théoréme 2.4.1, qui vérifie P(A) > 1 — 3k, /n,
on a

) —1/2
gg} O, — 0, — 1 /'ym

ot Cl = Cl(d,M,Cgl,Cv,CK,CK/) .

<y (UQn_lLlog n)2/3 ,

DEMONSTRATION. On peut comparer les deux estimateurs suivants

~ 1 < 9g ~ 1 & 55
=— —(X et — ——(X X
m n Zzl axm( Z) Bl,m Zzl axm( z)wl,m( z)
On remarque alors que é\m est une version de ma pour laquelle ¢;,, = 1, pour tout
[ =1,...,L. On peut donc reprendre exactement la méme démonstration que celle du

théoreme 2.4.1. En effet, I'inégalité (2.9) donne directement la majoration concernant le
biais et la partie stochastique s’étudie de la méme facon en prenant ¢;,, =let L=1. B



Chapitre 4

Applications

Ce chapitre a pour but d’illustrer les résultats théoriques obtenus dans les chapitres
précédents. Nous allons tout d’abord présenter un “algorithme modifié”, que nous uti-
lisons lors des applications. Ensuite nous mettrons en évidence les performances de cet
algorithme et de la procédure de test sur des données simulées puis sur des données réelles.
Le code utilisé a été rédigé en Fortran 77 ; les simulations ont été effectuées sur le serveur
de calcul de 'PIRMAR (bi-processeur Xéon 2 GHz).

4.1 Algorithme modifié

Comme on le voit dans la description de la procédure itérative, I'estimateur @(XZ) doit
étre bien défini, ce qui demande des propriétés de régularité sur les observations, X;. Si cela
n’est pas vérifié, 'estimateur du gradient correspondant va fausser toutes les estimations
qui en dépendent. On contrevient a ceci en deux temps : en utilisant un parametre de
mémoire 7 pour la définition de I’estimateur du gradient, puis en pondérant les 3, pour
tenir compte de cette régularité locale. Cette derniere transformation de I’algorithme est
semblable a celle faite dans HJS et HJPS.

L’algorithme est le suivant

1. Fizer hy. On pose p1 = 1 et pour m = 1,....,d, ﬁ,(,?) =0 et b%) = hy. Pour

1=1,...,n

VO () s = () A
i=1 j=1
oi Xi; = X; —X;. On pose k=1. 2. Calculer
bk = hk(l + p,;Qﬁg’;—l))_l/Q, m=1,...,d. (4.2)
Définir b® = diag®®, ... b1y

62
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3. Pour tout X; calculer

(k) (k—1) 1 1T K
v — v 1— Ky( X, 08, 43
i nv; +( n)j1(X”)(X”> d( j ) (4.3)
_ " 1
s® = sV 4 n)Z( X, >YjKd<X”,b >>, (4.4)
j=1
et
ak)(x. _
9" (Xq) k) L ok
( S (k) ) = (‘6( )) s (4.5)
Vg (X)
Calculer §§k) =Y; — §®™(X;). Calculer les valeurs propres de la matrice Vi(k), on définit

w; comme la plus petite racine carrée des valeurs propres de Vi(k) : W2 = Amin (Vi(k)> .

4. Pour m=1,....,d et l=1,...,L, définir les fonctions wl(f;) ,l=1,... L, satisfaisant
les conditions

n n -1 5
Z Wit (Xim) = 0, <Z wi) Z withy) (Xi,m)wl(/kn)](XLm) =
i=1 i=1 i=1

avec les w; obtenus ci-dessus et 1,I' =1,...,L. Pourtout l=1,...,L et m=1,...,d,
calculer
n -1 5 5\ (k)
Ak 9 k
i=1 i=1 ™
Calculer o par (1.6) pour m=1,...,d. Si o S 1, alors fixer o =1,

5. Augmenter k de 1. Soit pri1 = appr, hiy1 = aphy . Si pr41 > Pmin, alors poser
k=k+1 et continuer avec l’étape 2; sinon terminer.

REMARQUE : Dans 'algorithme, on décide de tronquer v,, & 1. Cette condition permet
d’empécher une trop grande réduction du voisinage dans la direction du m*™° régresseur.

(k)

Cela peut en effet arriver si Up,’ est trop grand.

4.2 Résultats obtenus sur des données simulées

On s’intéresse ici a la performance de notre algorithme sur des données simulées. On veut
montrer de quelle fagon, elle dépend de la taille n de I’échantillon, de la dimension d du
modele, du nombre M de composantes non-linéaires et de la variance o2 du bruit. On
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pourra aussi constater 'amélioration au cours des itérations. Dans un premier temps, on
s’'intéressera aux résultats de la procédure itérative, c’est-a-dire de la partie estimation. On
illustrera, ensuite, les résultats de bonne classification des composantes et on s’intéresse
au test.

Dans toute ’étude, nous appliquerons la procédure modifiée du paragraphe précédent avec
les parametres suivants

-1/3 ~1/6

p=1, Pmin = N
n=0.2 Pmax = 2V/d, ap = a, /2.

ap—e

log(pmin/P1)

oga, — = 2logn . On utilise le noyau

Ainsi le nombre d’itérations k,, est de I'ordre de
K(jz[*) = (1 - [z)%

La famille {¢y,(x,,)} est obtenue & partir de la famille des polynémes en z,, de degré
inférieur ou égal a L et telle que

Z wzwlm ) m wl’ z m /Z w; = 511’ et Z wzwlm(Xz,m) =0 )
=1

=1

avec w; = w( ) = )\Iln/i(V(k)), a la k*™€ itération.
Cette nouvelle détermination des {4, ,,,} correspond a un changement de produit scalaire,
associé & la matrice diagonale n x n de coefficients diagonaux w;/> ;- ; w;. On choisit ici
L =6.

Le modeéle considéré ici est
Vi=0"Xi + 01 (Xia-nrs1, -5 Xid) + €

On fait varier M de 1 & 3 et 6, vecteur de R?, est pris de la forme (1,2,3,4,0,...,0)7.
La dimension du modele, d, est supérieure ou égale a 4 + M. La fonction de lien, g1, sera
définie par

~ pour M =1, gy(u) = 7(u) = e + %,

— pour M =2, g1(u1,uz) = y(u1)vy(u2),

— pour M = 3, g1(u1,us, uz) = y(u1)y(uz)y(us).

Les erreurs, ¢;, sont des variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées de
loi NV (0,02), avec, sauf spécification particuliere, o2 = 0, 1.

Les X1,..., X, proviennent de variables aléatoires telles que X; ~ A (0,2;0,8%1;) res-
treinte au cube [—1,1]%.

4.2.1 Qualité de I’estimation

Les tableaux 4.1 et 4.2 résument la qualité de ’estimation dans les cas M =1 et M = 2.
On remarque que la qualité de I'estimation pour la composante linéaire s’améliore quand
on augmente la dimension de d. Ces deux tableaux permettent de se rendre compte de
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TAB. 4.1 — Cas M =1 : perte moyenne, |0, — v}, | pour le régresseur non-linéaire et |03 —vj| pour
le premier régresseur linéaire, correspondant a la premiére, la quatrieme et la derniere itération. Les
résultats sont obtenus pour N = 250 simulations. L’intervalle interquartile des erreurs est donné
entre parentheses.

d n régresseur non-linéaire  régresseur linéaire x;
pére geme finale finale
5 100 | 0.9580 0.6656 0.3069 0.0139
(0.1865)  (0.1546)  (0.2400) (0.0113)
5 9200 | 09395 0.7711  0.2424 0.0072
(0.1378)  (0.1300)  (0.2024) (0.0057)
6 200 | 09432 0.7207 0.1641 0.0018
(0.1231)  (0.1067)  (0.1766) (0.0016)
8 200 | 09362 0.6703 0.2232 0.0006
(0.1253)  (0.1003)  (0.1797) (0.0005)
10 100 | 0.9574 0.6743  0.5822 0.0005
(0.2064)  (0.1526)  (0.2756) (0.0004)
10 200 | 0.9406 0.6777  0.3690 0.0002
(0.1522)  (0.1202)  (0.2213) (0.0002)
10 400 | 0.9348 0.7217  0.2316 0.0001
(0.0925)  (0.0838)  (0.1399) (0.0001)

TAB. 4.2 — Cas M = 2: perte moyenne, ‘@nfv;‘n‘ pour les régresseurs non-linéaires et |07 —v}| pour
le premier régresseur linéaire, correspondant a la premiere, la quatrieme et la derniere itération. Les
résultats sont obtenus pour N = 250 simulations. L’intervalle interquartile des erreurs est donné
entre parentheses.

d n 02 | 1% régresseur non-linéaire  2°™° régresseur non-linéaire  régresseur linéaire x;
p8re geme finale 18re 4eme finale finale
6 200 0.1 | 46117 3.7349  0.4763 4.6337  3.7576 0.4473 0.0081
: (0.6646)  (0.5028)  (0.5211)  (0.6257)  (0.5402) (0.4785) (0.0063)
200 0.1 | 46397 34423 04244 45942 34085  0.4058 0.0025
: (0.6683)  (0.5431)  (0.4108)  (0.6646)  (0.4621) (0.4607) (0.0019)
10 100 0.1 | 46338 3.1450 0.7573  4.6862  3.1642 0.7089 0.0043
: (0.8840)  (0.7307)  (0.5302)  (1.0155)  (0.7312) (0.4938) (0.0032)
10 200 0.1 | 45537 32806 05812 4.5904 3.2917  0.5489 0.0011
: (0.7458)  (0.5065)  (0.3404)  (0.7649)  (0.5875) (0.4014) (0.0010)
10 400 0.1 | 45198 35276 04457 45584 3.5594  0.4319 0.0004
: (0.4850)  (0.3566)  (0.3121)  (0.4168)  (0.3562) (0.3023) (0.0003)
10 400 02 | 45198 3.5284  0.4403  4.5584  3.5602 0.4325 0.0007
: (0.4850)  (0.3483)  (0.3949)  (0.4167)  (0.3642) (0.3948) (0.0006)
10 400 0.4 | 45198  3.5297  0.4637  4.5584  3.5615 0.4666 0.0017
: (0.4850)  (0.3316)  (0.4891)  (0.4167)  (0.3727) (0.5029) (0.0013)

I’amélioration de ’estimation au cours des itérations et en augmentant n, pour d = 10.
Dans le tableau 4.2, on montre en plus que I'estimation dépend de la variance du bruit 2.
Pour les composantes non-linéaires, I’erreur augmente un peu avec o. Pour les composantes
linéaires I'augmentation est proportionnelle a o.

Dans le cas non-linéaire, I'erreur est due en grande partie au biais non paramétrique,
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qui disparait au cours des itérations dans le cas linéaire. Ceci peut expliquer pourquoi
I’augmentation de l'erreur est proportionnelle & o dans le cas linéaire.

4.2.2 Séparation et exploration du modele

La figure 4.1 suivante illustre les résultats du théoréeme 3.1.1, sur la séparation entre
composantes linéaires et non-linéaires. On note £y (&) la fonction de répartition empirique
de la variable &, basée sur un échantillon de taille N. On entend par bonne séparation entre
les composantes de nature différente, si £y (v,,), pour tout m € J et 1 — Ly (Uy,), pour
m ¢ J, ont des supports disjoints. On observe sur la figure 4.1 une trés bonne séparation
pour n = 100 et une séparation presque parfaite pour n = 200.

n=100 n=200

Fig. 41 -~ Cas M =2,d =6 : Ly(Us) et 1 — Ly(max,,=1,..40y) pour n = 100,200 pour
N = 250 réalisations.

Ensuite nous illustrons les résultats du paragraphe 3.4. En effet la figure 4.2 donne des
box-plots correspondant & lestimation de n'/ QHé\— 0*|| (pour la derniere itération), pour
d =06 et M = 2 et différentes tailles d’échantillon. La qualité de I'estimation s’améliore
quand n croit.

Finalement nous nous intéressons au test de ’hypothese M < M et a la classification des
composantes par la méthode donnée dans le paragraphe 3.3. Pour se rendre compte de la
performance de notre méthode, nous faisons varier la taille de I’échantillon, n, la dimension
du modele, d et le cardinal de J, M. Le tableau 4.2.2 donne le proportion de mauvaises
classifications pour les composantes non-linéaires et pour tout le modele.

On remarque que les résultats s’améliorent encore quand d augmente. Ce lien peut s’ex-
pliquer par le fait que la distribution de la statistique de test utilisée pour classifier les
composantes est de plus en plus dégénérée, quand d augmente.

Quand M = 3, on voit que la procédure a besoin d’un échantillon de taille minimale pour
commencer a bien séléctionner les composantes non-linéaires. En effet pour n = 100, on
obtient presque toujours M < M. Pour n = 200 et d = 7, on a une bonne classification
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FIG. 4.2 — Cas M =2 : box-plots de D'estimation des erreurs n'/2[|§ — 6*| de la partie linéaire &

la derniere itération pour d = 6. Les résultats sont obtenus pour N = 250 réalisations.

M d n 1°" c.n.l. 2°me cnl.  3%™° el {T#£T}
100 0.152 - - 0.18
1 5 200 0.024 - - 0.056
400 0 — — 0.028
1 10 200 0 — — 0.004
400 0 - - 0.004
1 20 400 0 - 0.176
100 0.268 0.308 — 0.38
2 6 200 0.056 0.048 - 0.1
400 0.004 0.004 — 0.024
2 10 200 0 0 — 0.008
400 0 0 — 0.004
2 20 400 0 0 — 0
100 0.976 0.96 0.964 0.992
3 7 200 0.62 0.636 0.636 0.748
400 0.076 0.06 0.072 0.1
3 10 200 0.004 0 0.004 0.004
400 0 0 0 0

TAB. 4.3 — Proportion de mauvaises classifications pour chaque régresseur non-linéaire et pour

tout le modele. Les résultats sont obtenus avec N = 250 simulations et 500 itérations Bootstrap.

seulement dans 30% des cas, mais pour d = 10 la proportion de mauvaise classification est

tres faible.
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Avec la derniere figure 4.3 nous avons voulu illustrer la qualité d’estimation de o2 par 72

pour le modele d = 6 et M = 2, avec différentes tailles d’échantillon. Ces résultats sont
bien en accord avec la convergence théorique de 52 & la vitesse /7.

n*2(6?-6*?) pour d=6 et M=2

n=100 n=200 n=400

F1G. 4.3 — Box-plots de I'erreur d’estimation n'/2||5? — o?|

tailles d’échantillon, n.

pour d = 6, M = 2 et différentes

4.3 Un exemple sur des données réelles

Dans cette partie nous présentons les résultats obtenus en appliquant notre algorithme
a des données réelles. Nous avons choisi d’appliquer notre méthode a un exemple déja
étudié par Sperlich (1998) et Hdrdle, Sperlich, Spokoiny (2001). 1l s’agit de I’étude d’un
sous-échantillon d’un panel socio-économique d’Allemagne, datant de 1992. Le but est
d’analyser le nombre d’heures de travail Y; de 607 femmes travaillant et vivant avec leur
partenaire. On utilise les variables suivantes : ’age de ces femmes, X, compris entre 25
et 60 ans; leur revenu par heure, X5 ; I'indice du type de profession (indice de prestige de
Treiman), X3 ; leur loyer ou remboursement mensuel pour leur appartement ou maison,
X4 ; le revenu net mensuel de leur conjoint, X5; le nombre d’années d’études, Xg; le
taux de chomage dans la région ou elles habitent, X7 ; le nombre d’enfant de moins de
16 ans, Xg. Les trois dernieres variables sont des variables discrétes, on ne les fera donc
pas intervenir lors des tests successifs. Les estimations obtenues a la derniére itération,
Um, avec la procédure d’estimation sont données dans le tableau 4.4. On obtient aussi une
estimation de la variance du bruit 62 = 5+»)2 = (.736.

Ensuite nous identifions les composantes linéaires en commencant par M = 0, comme
décrit dans la partie 3.3. Le tableau 4.5 donne les p-valeurs PV, pour chaque test Hg,
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TAB. 4.4 — Estimateur vy, de v},.

01 U2 U3 04 05 06 07 08
0.05259  0.00729 0.00441 0.00012 0.00060 0.00142 0.00015 0.00875

elles sont obtenues apres B = 1000 itérations Bootstrap et définies par :

B
1
PVy=— 1. N
M B bzg {UEI/;\L+1)>U(M+1)}

TAB. 4.5 — p-valeurs pour les tests consecutifs

M | Y41y | p-valeurs
0 1 0.003996
1 ) 0.086913
2 U3 0.01998
3 Vs 0.47153

Les trois premieres hypotheses Ho : M =0, Hy : M < 1 et Hy :< 2 sont rejetées au niveau
10% et I’hypothese Hs :< 3 n’est pas rejetée. Ainsi pour le modele considéré, le nombre
de composantes non-linéaires est estimé par 3 et les variables non-linéaires sont X1, Xs et
X3.

La nature de nos variables coincide avec celle obtenue par Hdirdle, Sperlich et Spokoiny
(2001), mais pour des p-valeurs assez différentes : dans notre cas Xy, i.e. I'age, est la
variable plus non-linéaire et Xo, i.e. le revenu par heure, est la variable la moins non-
linéaire parmi les trois. Dans Hdrdle, Sperlich et Spokoiny (2001) la situation est inversée.
On peut noter que leurs résultats sont obtenus pour un modele possédant une structure
additive, alors que les nétres sont obtenus pour une situation générale, qui ne suppose pas
avoir une structure additive.
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Annexe : Propriétés de grande
déviation pour des vecteurs
gaussiens

Dans cette annexe nous avons rassemblé trois lemmes concernant les queues de distribu-
tion de vecteurs gaussiens. Ces trois propriétés sont utilisées dans la démonstration de la
convergence de l'algorithme, puisque nous considérons un modele de régression ou le bruit
est gaussien.

Lemme 4.3.1. Queue d’une variable aléatoire réelle gaussienne.
Soit ¢ une variable aléatoire réelle de loi N'(0,02) alors

P(|¢] > zo) < e # /2,

DEMONSTRATION. Ce résultat est une conséquence de 'inégalité suivante vraie pour z > 1

1 1 _22/2

1 1y 1 .
(G-3)gme P r-re s < e @)

On note F(z) = P(|¢] < zo) et f(z) = \/LQ_We_ZQ/Q = F'(2), on a alors
(G-m0@) = (1+3) e (45)

)
(L) - C_j_l) £2) (4.9)
)

<1 —F(2)) = —f(2) (4.10)
d’ou ) 5
(1)@ <-re<(1+5) 1)
En intégrant entre z et 400, on obtient
(3-%) 7@ <1-F6) < 2100,
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d’ont
P(|¢] > z0) =2 x (1 — F(z)) < e = /2.

Lemme 4.3.2. Queue d’un vecteur aléatoire gaussien.
Soit € un vecteur gaussien de R®. Alors pour tout z > 1

P <|£| > z\/E |£|2> < ze D)2

DEMONSTRATION. Pour toute matrice orthonormale d x d, O, le vecteur Of est aussi
gaussien et || = |Of|. Ainsi en prenant une transformation O particuliere, on peut

réduire le cas général a une situation ou toutes les composantes &£; du vecteur £ sont

indépendantes. On notera v% =E 522 et V2 =E |¢2. On a immédiatement V2 = Z?:l vi2

et par I'inégalité de Chebyshev, pour tout p > 0, qui vérifie 2,u,vi2 <1 Vi<d,ona
P (€] > 2V) =P (|¢° > 2°E [¢°) < exp (—p2?VZ)E exp (pfé]?) .

L’indépendance des composantes £; de & nous permet d’écrire

d d
E exp (ulé]’) = E eXp( u&?) =[IE exp (ng?),
=1 i=1

)

d 1 1 d
S | [ (—@m@ - 2uv3)> ,
1=

ainsi
1 d
21,2 2
P(|¢] > 2V) < exp <—,uz Ve — 3 El log(1 — 2;41}@-)) )

On applique alors cette inégalité avec pu = (1 —272)V"2/2, on a bien z > 1, u > 0 et
2uv? < 1, Vi < d. L’inégalité de convexité —log(1 — ) — log(1l —y) < —log(l — z — y)
vérifiée pour tout =,y avec =+ y < 1, conduit a

1
P(l¢] >2V) < exp <—,u22V2 ~ 3 log(1 — 2,uV2)> ,

2 2
-1 1 —1
< exp <—Z 5 —§log(z2)>:zexp <—Z 5 >,

c’est-a-dire le résultat attendu. [ |
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Lemme 4.3.3. Soit r un nombre positif et soit I' un ensemble fini. On considére les
fonctions a;~(u) de u € R? & valeurs réelles, vérifiant les conditions

sup sup <K, i1=1,...,n. (4.11)

vel' lu—u*|<r

d
du i (u)

Si les g; sont des wvariables aléatoires indépendantes identiquement distribuées de lot

N(0,0?), alors

vel' |lu—u*|<r

2
>okrrt | < —,
n

ot t =2+ +/2log(n|T|) + dlog(4n) et |T| représente le nombre d’éléments dans T .

P (sup sup —n Z{am(u) — aw(u*)}&?z‘
i=1

Ce lemme provient d’une modification du lemme 8 de HJS. En effet dans notre cas a;
est une fonction a valeurs réelles et donc fait appel au lemme 4.3.1; on veut aussi une
minoration de la borne supérieure sur deux ensembles v et w.

DEMONSTRATION. Soit B, la boule {u : |[u—u*| < r} et X, un e-réseau sur B, tel que pour
tout u € B, il existe un élément uy de X, tel que |u — uy| < \/_ I1 est alors facile de voir

d/2

qu’on peut construire un tel réseau de cardinal N, < (4n)%<. Pour un élément u, € %,,

on note
Ly )
= am(ue) - ai,’y(U*) €.
Vi

alors par (4.11)
E n(ue)|” = Z | @iy (ue) — aiqy(u )’2 < owr?,

et pour tout ¢ > 1 par le lemme 4.3.1

P(In(ue)| > tVE [n(ue)?) < e /2

Alors si on prend t = /2log (n|T'[) + dlog (4n), alors

N
P sup sup |n(ug)| >tokr| < ZZP(]n(ug)\ >tokT)
Y ug€dy ~er (=1
<

N, [Eexp (= tog () - § log (4n) )
< 1/n. (4.12)
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Par construction du réseau X, pour tout u € B,, il existe un point uy(u) € X, tel que
lu — ug(u)] < %
Alors on a par l'inégalité de Cauchy-Schwarz et (4.11) :
n n 2 9 n
() = nfare ) < S e (o) — g ()P D2 < TS0
i=1

n
i=1 i=1

1 n
Comme P (— g 5? > 402> est plus petite que n~!, donc
n
i=1

S

. (4.13)

P (sup sup |n(u) — n(ue(w))| > 2/{07“) <
vel' ueB,

Par (4.12) et (4.13), on obtient

P <sup sup |n(u)| > ko (2 + /2log (n|T]) + dlog(4n))>
vl ueB,

<P ( sup |n(ug)| > ko ry/2log(n|T|) + dlog(4n)>

ueezr

+P <;€UII; In(u) —n(ue(w))| > 2/-60’7*) < %

et le lemme est démontré. |
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Introduction

Dans cette seconde partie, nous nous intéressons au modele a direction révélatrice unique,
c’est-a-dire vérifiant I’hypothese

ot “” désigne le produit scalaire dans R?, les (X;,Y;) constistuent un échantillon i.i.d. de
variables aléatoires & valeurs dans RY x R et Y; est de carré intégrable. Il est clair que si
cette hypothese est vérifiée, un estimateur de la fonction de régression de Y; sur X; sera
fourni via un estimateur de Y; sur X; - g et convergera donc a la vitesse unidimensionnelle.
On rappelle que, en définissant g comme la fonction de régression de Y; par rapport aux
X;, Phypothese Hj est équivalente a

g1, Jpo  9(x) = g1(x - o) Px, — p.s. (4.15)

Dans la suite, nous appellerons fonction de lien, la fonction g1 et axe du modele le vecteur
$0-

Le but de notre étude est de construire une procédure de test de I’hypothese H.

A notre connaissance, le seul test existant actuellement de I’hypothese Hg telle qu’écrite
ci-dessus, apparait dans Uarticle de Fan et Li (1996). 1l ’appuie sur une statistique, conve-
nablement normée, basée sur les résidus Y; — g1(X; - @), ou g1 (resp. @) est estimé non
paramétriquement (resp. par la méthode ADE introduite par Powell, Stock et Stoker en
1989) sous I'hypothese Hy. Les auteurs montrent que le test est convergent a un niveau
fixé, mais n’étudient pas son comportement sous une suite d’alternatives du type :

Hine : 9(X) = g1(x- o) + en™ V2 go(x),

ol gy ne s’écrit pas sous la forme h(x - ). Nous nous proposons ici de définir un test dont
la puissance sous une suite d’hypotheses du type précédent tend vers 1.

D’autres tests ont été étudiés pour des hyptoheses connexes a Hy. On peut citer Hardle
et Horowitz (1996), Hdérdle, Sperlich et Spokoiny (1997) et Horowitz et Spokoiny (2001).
Ces deux derniers considerent une approche minimax du probleme de test. Cependant ces
tests correspondent a une hypothese Hy paramétrique, par exemple g(x) = go(x - @) avec
go fixée et connue.

7



78

Le test qui suit, basé sur un estimateur @ de ¢q, est construit par une méthode, & notre
connaissance entierement nouvelle, qui prend en compte une caractérisation géométrique
de ’hypotheése de direction révélatrice unique.

La technique a mettre en ceuvre pour la définir étant tres lourde nous allons simplement,
dans cette introduction, donner 'idée de cette propriété dans le cas ou d = 2. On considere
0y un vecteur de direction orthogonale a ¢g et les deux cylindres de direction 6y, S1 et So
donnés sur la figure 4.4. Sous Hy, g est une fonction de x € R?, qui ne varie que suivant
la valeur de la trace de x sur ¢g, on a donc

Islz/s g(Y)dA(y)//S d/\(Y)=/S g(y)dk(y)//s d\(y) = Is,,

ot A est la mesure de Lebesgue sur R? et en notant Is 'intégrale moyenne de ¢ sur un
cylindre S (un rectangle ici).

o, o %)
S1 So
U ’—‘ /\S1
L] b0 Y Sa to
0
F1G. 4.4 — Cylindres de direction 6 F1G. 4.5 — Cylindres de direction 6

Considérant maintenant une direction ¢ # g, les traces sur ¢g des cylindres d’axe 6 L ¢
étant distinctes, les valeurs de Is sont distinctes, cf. figure 4.5. Cette remarque est a la
base de notre caractérisation géométrique. Pour capturer le fait que Is reste constante
ou non suivant la direction de ’axe des cylindres et a u fixé, on calcule la moyenne par
rapport a S ( les centres et longueurs des cylindres varient) des intégrales Is, & ¢ et u
fixés; on note V'(u,¢) le résultat. On définit alors une mesure de variation, notée W (yp),
des intégrales Is correspondant a la direction ¢ par rapport a leur moyenne, en sommant
les carrés des écarts entre les Is et leurs moyennes V (u, ), d’abord sur S (la largeur et le
centre varient) puis sur u. La quantité W (y) peut servir a caractériser ¢ et Hy, puisque
W (¢p) est nulle sous Hy.

Clairement si nous savons estimer |, 5 gdA pour tout cylindre S, nous disposerons d’un
estimateur W((p), donc d’un estimateur de g en en prenant I’Argmin. L’estimateur de Is
peut résulter de la remarque suivante

/Sgd)\ =E [Yilix,esy/f(Xi)],

ot f est la densité de X;. La définition de Pestimateur de |, 5 9dA dépendra donc essentiel-
lement de 'estimateur choisi pour la quantité 1/f(X;).
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Dans le cas général le probleme nécessite la définition soigneuse d’un grand nombre de
quantités. La travail correspondant sera ainsi divisé en cinq chapitres.

Le premier chapitre consiste en la formalisation et la généralisation de la propriété donnée
dans 'exemple précédent. On y exprime un critere pour que Hq soit vérifiée, basé sur la
caractérisation suivante, qui sera précisée par la suite : si on considére des “cylindres” de
méme azxe et de bases congruentes, les intégrales moyennes de la fonction de régression
sur ces cylindres sont invariantes par changement de cylindre si et seulement si 'axe de
ceux-ci est orthogonal a laxe pg. Le travail est alors séparé en quatre sous-paragraphes :
le premier définit la notion de cylindres axiauz; dans le deuxiéme on montre que Hg est
équivalente a la propriété donnée ci-dessus; on en déduit ensuite une condition globale qui
s’écrit pour une certaine statistique W, “W(pg) = 0”7 ; dans le dernier point, on définit
les statistiques permettant d’utiliser la propriété précédente : estimation de l'intégrale
moyenne de g sur un cylindre S, Is et estimateur de W.

Les trois chapitres suivants donnent les résultats de convergence de fg, estimateur de Ig,
et ceux concernant @ et W(®), qui sont respectivement les estimateurs de pg et W (gp).
Le dernier chapitre est consacré a la convergence du test sous Hg et sous différentes alter-
natives.



80




Chapitre 5

Approche géométrique de la
condition H|

5.1 Les cylindres

Soit. @ un sous-ensemble compact de R? convexe et © = {# € R?, ||0]| = 1}.
Nous allons définir un outil essentiel pour la suite : les “cylindres”.

Définition 5.1.1. Soit 0 € ©,0 1L ¢

Soit Ryx une sphére, de rayon r fixé, de centre x, non dégénérée, appartenant a ’hyperplan
orthogonal a 0 passant par x.

On définit alors le cylindre S = S(s,Rgx) comme étant le produit direct de Rgx et d’un
segment de longueur s orthogonal & Rex, qui a son centre au centre, X, de Rgx. On dira
que s et Rgx sont respectivement la “largeur” et la “base” de S(s, Rox)-

Plus précisément, si on compléte (0, ¢) en une base orthonormale de R?, on a (Pi)i=1,..d
avec o1 = 0 et w9 = .

d
S(s,Rox) = {yERd/y-QG [x-0—s/2,x-0+s/2], (y @i —x-¢;)? §r2}
=2

(2

Les figures 5.1 illustrent la définition appliquée aux cas d =2 et d = 3.

81



82 CHAPITRE 5. APPROCHE GEOMETRIQUE DE LA CONDITION H,

0

w] I A
" 9 VIR

FiG. 5.1 — Cylindres en dimensions 2 et 3.

D

.

Définition 5.1.2. On dira que deux cylindres S(s,Rgx) et S(s', Rox’) sont aziauz si

— leurs bases sont congruentes, i.e. elles ont la méme projection sur un plan orthogonal
au vecteur 0 ;

— ils ont le méme axe de direction 0 ;

— leurs centres sont sur un méme segment o = gy paralléle a la direction 6.

Les figures 4.4 et 4.5 illustrent cette définition. Plus précisément :
Si S(s,Rex) et S(s', Ropxs) sont des cylindres axiaux, alors en utilisant les notations de la
définition : x et x’ sont tels que (x — x’) est parallele & 6 et pour tout v € R

d d
{y eRYyor = 0,3 (y-pi—x0)? <12} = {y € RYy-p1 = 0, Y (y-pi—x)? < 1%}
=2 =2

5.2 Un premier critere de ’hypothese Sim

Dans toute la suite Q est un ensemble de R?, compact et convexe. Soit g une fonction
définie sur Q.
Pour un cylindre S C Q, on définit

= { o/ ()

intégrale moyenne de g sur S. Ainsi la propriété géométrique s’écrit de la fagon suivante :

Propriété 5.2.1 (Caractérisation géométrique des SIM). La condition portant sur la
fonction de régression :

9(x) = g1(x - o) pour tout x € Q, (5.2)

ot g1 est une fonction d’une variable réelle, est équivalente a 'existence d’un vecteur pg
tel que pour tout vecteur 8 1 g, tout segment ay de direction 0 et r > 0, IS(‘SvRGx)(g) ne
varie pas avec les couples (s, Rox) tels que s > 0, Rox est une boule dans le plan orthogonal
a 0 de rayon r et centrée en x sur ag et S(s,Rgx) C Q.
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F1G. 5.2 — Fonction de régression & direction révélatrice ¢q € R? .

DEMONSTRATION.

Sens direct.

Soit 8 L g, ag un segment de direction 6, repéré par un point terminal v.

Soit r > 0 fixé. Considérons deux cylindres axiaux S(s, Rox) et S(s', Rgx’). On veut faire

un changement de variable dans 'intégrale multiple (5.1) : on compléte (6, () en une base
n

de R? : (pi)i=1,..a avec p1 = 6 et Y3 = @g. On pose w; = y.p;, douy = Zw,«pi.

i=1
Il faut alors reparamétriser les cylindres : soit P le sous-espace engendré par les vecteurs
(¢i)i=2,....a et passant par I'extremité v de ayg

S5 Ro) = {y/y-0€lx-0—5/2x-0+5/2, (v pi)ica,..a € Projp(Ry) |
d
= {y/y'ee[X'9_3/27X'9+8/2]7 (Y'Wi_v'¢i)2gr2}
=2
d
= {w/wl €x-0—s/2,x-0+s/2], Z(wi—v-gpl-)Q §r2}
=2

De méme pour S(s’, Rgx’) on obtient :

U

S(s',Rgx/):{w/wle[x’.e—s'/Q,x’.H—i—s’/Q,Z i =V ;) 2}

=2

En effet ces deux cylindres sont congruents et ne different donc que par 'emplacement de
leur centre sur ay et par la largeur du cylindre, information qui est contenue dans w;.
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Ainsi

x-0+s/2

/ B g1(w2) dw) / dwy
Qd=1(v,r) x-0—s/2

IS(Q) = X-0+S/2 I

/ dw® / dun
0d=1(v,r) x-0—s/2

/ g1(w2) dw®
Qd-1(v,r
Is(g) = ) ,

/ dw(D)
0d-1(%.r)

UV =(v-@o...,v-0q), W) = (wa,--- ,wg) et O 1(¥,r) est la sphere en dimension
(d —1), de centre v et de rayon r. Finalement

Is(s,Rox) = LS(5' Rys)-
Réciproque.
On montre la réciproque par I’absurde. Un modele n’est pas un SIM s’il vérifie
Vo € ©, Ixi,x2 € Q tel que x1-p=x2-p et g(x1) # g(x2).

Montrons que ’on peut supposer que X1 et xo ne sont pas sur le bord de Q :

Six; € Fr(Q) :
g(x1) # g(x2) = IV, € V(g(x1)) et U, € V(g(x2)) tels que V,NU, =2
Or g est continue en x1, donc
B(x1,70) = W) € V(x1) telle que g(W}) C V,, (5.3)

alors 'hyperplan H, = {x,X - ¢ = X1 - ¢} est d’intersection non vide avec W} et on peut
choisir x| € W} qui n’est pas sur la frontiere de Q et tel que x} - p = x7 - .

Or si H, est tangent au bord en x1, alors x| ¢ Q, mais dans ce cas X2, qui appartient aussi
a H,, n’est plus dans Q. On aboutit a une contradiction, ce cas n’est donc pas possible.
On peut donc toujours se ramener a x; € Int(Q).

On peut faire de méme pour x».

On suppose maintenant que x; et xo sont dans l'intérieur de Q, on peut alors trouver
B(x1,r}) € Wln Q et B(xg,r2) C W2N Q, on W/ est défini comme dans (5.3), tels que
g(Blx1,0) 0 g(B(xa,2)) — &

De plus comme g est a valeurs réelles et est continue, on peut supposer par exemple que

9(y) > g(2), Yy € B(x1,7}), ¥z € B(x2,72) (5.4)



5.2. UN PREMIER CRITERE DE L’HYPOTHESE SIM 85

Pour i = 1,2, si s et r sont suffisamment petits, il existe un cylindre S; = S(s, Rox,) tel
que S; C B(x;,7¢), ot § est la direction de 'axe passant par x; et Xo. On remarque que
Sy est obtenu a partir de S7 par la translation, qui transforme x; en Xo. De plus x71 et X9
sont bien sur un méme axe de direction 6 L ¢, car (x; —x2) - ¢ = 0.

D’ou Is,(g) = / g(t(y))dy // dy et donc en utilisant (5.4)
31 Sl

IS1 (Q) > ISQ (Q)

Finalement on a trouvé deux intégrales moyennes de g sur des cylindres axiaux de valeurs
distinctes. La caractérisation par Is n’est donc pas vérifiée. Ce qui acheve la preuve. M

La démonstration précédente laisse penser qu’il faut pouvoir prendre des cylindres aussi
petit que 'on veut pour détecter la forme du modele. En fait ce n’est ni nécessaire, ni
souhaitable.

En effet pour détecter le fait qu’un modeéle ne soit pas un SiM il faut que la taille des
cylindres ne soit pas trop petite, sinon les variations de l'intégrale |, g9 dA vont étre ab-
sorbées par le volume de | 5 @A D’autre part pour déterminer la valeur de ¢ on utilise ces
intégrales sur des cylindres dont la taille doit étre minorée, cf. chapitre 8 .

En fait on va travailler avec des cylindres relativement grands dans le sens ou leur taille
ne convergera pas vers 0 quand n tend vers I'infini. Le rayon r ne jouera donc pas le role
de la largeur de fenétre traditionnelle.

Pour expliquer pourquoi on peut se fixer la taille de cylindre, on développe les arguments
pour le cas d = 2. Pour celui-ci les bases des cylindres sont des segments et les cylindres
sont des rectangles.

Pour des raisons techniques qui apparaitront par la suite, afin d’éviter les effets de bord,
on considere les valeurs de g(x) uniquement pour x € Qg, ou § > 0 étant fixé Qs est défini
par

Q5 = {x € Q/d(x, Fr(Q)) > d}. (5.5)

Pour 6 > 0 fixé, on pourra choisir I, s; > 0, s3 > s7 tels que pour tout € ©

%c  |J SRy Co

s€[s1,82],r>1

ol Rp, est la sphere des rayon r de centre x appartenant a I’hyperplan orthogonal a ¢ et
passant par x.

Comme Q est compact, on le recouvre par une union finie de ces cylindres S(s, R}, ). On
retire de I'union ceux qui recouvrent uniquement Q \ Qs. On obtient alors

Qs C | JS(s,Rjy) € Q

Le choix de r, s1 et so sera donné dans le paragraphe 5.3.
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On va montrer que pour détecter pour tout ¢ € O, 'existence de x1 et xo dans Qs tel que
X1+ = X9 - et g(x1) # g(x2), il suffit de prendre des bases de rayon compris entre [/2
et [.
On considere les cylindres d’axe 6 L ¢, de largeur s € [s1, s2] et de base Ryx de rayon [,
contenant x; et Xs.
Si les intégrales moyennes sur deux cylindres de méme trace sur ¢ sont différentes, alors
on a fini. Sinon toutes les intégrales ayant la méme trace sont égales. Comme le centre
de chaque cylindre varie continiment sur un segment, on peut considérer des cylindres
infinitésimaux, i.e. S(0, Rgx) = Rox-
Comme g(x1) # g(x2) il existe Ry, et Ry, tel que / gd\ # gdX

R} R}
On choisit alors la base Rgx, tel que Ryx, \Rp,, soit encolre un segmerit (cf. figure 5.3).

%0
/ /
Rexl ()
X1 X9
u
/ 170
7?’exl \R€x1 RGXQ \Rer 0

F1c. 5.3 — Choix de r € [1/2,1]

Ainsi
/ gd\ # gdA
Rox; \R, Ry \ R}

0x1 Oxo

Finalement on note Rgxi celui des deux segments Ry, et Rgxi\Rlexi qui a une longueur
plus grande que /2. Toutes les intégrales sur les cylindres congruents aux cylindres R/elxi
ne sont donc pas égales. Ainsi toutes les intégrales sur S(s, Ry, ), out Ry, est de rayon au
moins [/2 et de centre x, ne sont pas égales.

On a donc montré qu’il n’est pas nécessaire de prendre r convergeant 0.

Dans la suite on prendra des cylindres dont les bases auront toutes le méme rayon r > 0.

5.3 Ceritere global de I’hypothese SiMm

Notre but est maintenant de mesurer la variabilité de Is. Il nous faut capturer les variations
de Is lorsque la direction des cylindres change. On sait que la valeur de Is est constante
sur tous les cylindres dont les axes sont contenus dans un méme hyperplan fixé orthogonal
a ¢o. On va donc considérer l'intégrale des carrés des écarts de Is a sa moyenne suivant
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toutes les directions possibles et tous les hyperplans possibles.

On paramétrise alors la famille des cylindres de la facon suivante (cf. figure 5.4 et 5.5)

— Toutes les bases Ryx sont de méme rayon égal a r > 0.

— La largeur s des cylindres variera entre s; et so, ou 0 < s1 < s9 < +00. Le choix de
r, 81, S2 sera expliqué dans le paragraphe suivant.

— Le centre x de la base Rygx appartient & un segment ay C O, parallele a 8. On pose
7 (ag) ensemble des couples (s,x) tel que s € [s1, s2] et x € ay.

— Pour localiser les segments ay, on les indexe par le vecteur v € Q qui repére un de leurs
points terminaux : ag = ag(v). Nous serons obligés de limiter les segments utilisés de
telle sorte que, inclus dans O, les points terminaux n’appartiennent pas a la frontiere
de Q, pour les raisons exposées au paragraphe suivant.

— Pour chaque axe ¢ € ©, on peut définir V(¢), 'ensemble des v, comme Uueu(@) V(u,p),
oulU(p) CR et V(u,p) ={v e V(p):v-p=u},les V(u,y) étant choisis de telle sorte
que les extrémités v forment un ensemble connexe.

F1G. 5.4 — Paramétrisation de Qg en dimension 3.

On choisit 7, s1 et so de telle sorte que les cylindres recouvrent Qg, défini par (5.5), c’est-a-
dire 0 < 7 < & et so < 2(6% — r2)1/2. En effet on choisit sy tel que les cylindres admissibles
restent dans Q (centre dans Qy). Pour cela on impose qu’ils soient inclus dans des boules
de rayon ¢, & r < ¢ fixé, ¢f. figure 5.6. 11 faut donc avoir I'inégalité so/2 < V62 — r2.
Dans la suite, les cylindres S considérés seront ceux qui recouvrent Q s, dont les centres sont
contenus dans Qg. Ils seront donc entierement contenus dans Q, par les choix précédents.
Gréace a cette définition on va pouvoir passer d’une caractérisation locale a une propriété
globale.

On pose O(p) ={0 €O :0 L ¢}.

Si g est un siM d’axe ¢, le critere de la proposition 5.2.1 se réécrit :

Vu € U(p), V0 € B(p) et V(s,x) € T(ag(v)), ot v € V(u,0), Is(sr,,)(g) reste constante.
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/\SOO

Y :
- ap(v) \v
< s J

005 0P
P ={x/u=¢o-x} |

Fia. 5.5 — Paramétrisation des cylindres en dimensions 3.

S
-

2r O 0

F1G. 5.6 — Choix de s9

On définit alors la valeur moyenne de Ig sur les directions 6

/ dv / de / Is(sRyy)(9) ds dx
V(up) O(p) T{og(v)}

/ dv / db dsdx
V(u,p) O(p) T{ag(v)}

qui est constant, égal & toutes les intégrales moyennes I S(S,Rex)(g)v si ¢ est 'axe du SIM.
Pour mesurer la variation de Ig, on considere la somme de ses écarts a V(u, @) au carré
sur tous les cylindres, i.e.

V(uv 90) -

)

W(p) = / du / dv / do {[S(S,Rex)(g) - V(u, @)}2 dsdx. (5.6)
U(p) V(u,p) () T{ag(v)}

La caractérisation est alors la suivante :

Théoréme 5.3.1 (Propriété globale des siM). Si la condition (5.2) est vérifiée sur Q
alors 3o, W(po) = 0.
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Si Ao, W(po) =0 alors le modéle est a direction révélatrice unique sur Q', sous-ensemble
de Q recouvert par les cylindres, i.e.

o-U U U U U SR

$€0 uell(p) veV(up) 0€0(p) (sx)ET {ag(v)}

DEMONSTRATION.

Sens direct.

D’apres ce qui précede si on a un siM d’axe g, W (o) = 0.

Réciproque.

Si W(pe) = 0, comme W est l'intégrale d’'une fonction continue, voir Annexe 9.2, et
positive, alors

Vu, (va)a v, 0 IS(S,Rgx)(g) = V(’LL, 4100) (57)

De plus (s,%;0) — Is(sr,,)(g) est une fonction continue sur un compact, cf. Anneve 9.2,
elle est donc bornée et atteint ses bornes : Soit ug fixé

= (SO7XO)7 Vo, 007 [S(so,’RgoxO)(g) = inf {I«S(S,Rgx)(g)v (87X>7 v, 6}

Ainsi pour wg, (5.7) se réécrit

dv / df Is(s Rp) (9) = 1s(s0, R0 ) (9) ¢ dsdx = 0.
/V(uo,go()) O(¢o) T{Oég(v)}{ (5, Rox) (s0,Rogxq) }

Ceci est 'intégrale d’une fonction positive continue donc

V(5,%), v, 0, Is(sRe) (9) = LS(50,Rayx,) (9)-

Comme on peut montrer ce résultat pour tous wug, on obtient la propriété (5.2.1) du para-
graphe précédent pour tout les cylindres d’axe orthogonal a ¢g recouvrant Qs. Finalement
g est un SIM sur Q. [ |

Cette derniere propriété nous incite a définir I’hypothese nulle comme étant
Ho : g est un siM sur Q. (5.8)

Ainsi on ne teste pas le modele SIM sur Q tout-entier, mais sur un sous-ensemble Q’. Par
la suite on définit @q, que Hy soit vérifiée ou non, par

o = argmin W (yp),
pEO
il est clair que sous Hy I’axe du SIM réalise le minimum de W (). De plus H est équivalente
a Wi(pg) = 0. Ainsi la quantité W (y) mesure la variation de Is(g) et nous allons donc
I'utiliser dans les deux problemes : estimation et test.
Il reste donc a estimer la valeur de W (p) a partir d'un échantillon i.i.d. et & en déduire
un test de Hg. Ceci fait 'objet du paragraphe suivant.
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5.4 La méthode statistique : description
On considere le modele général
Y = g(Xi) + o(Xi)es,

oll g est une fonction définie sur un ensemble Q de R? et & valeurs dans R: les erreurs
g; sont des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de moyenne
nulle et de variance unité; la fonction o est bornée et positive; 2 = {X1,..., X, } est un
échantillon aléatoire de vecteurs de R? indépendants des erreurs et de densité f sur Q.
On observe les paires 2= {(X1,Y1),...,(Xn,Yn)}.

Compte tenu du paragraphe précédent, il nous faut maintenant estimer les quantités ca-
ractéristiques du modele : Is(g), V, W .

Si on dispose d’un estimateur de Is(g), noté fg(g), on définit alors la mesure empirique
de variation de fg(g) pour différents choix de base Ry, dont 'axe 6 est orthogonal & ¢,
de la fagon suivante

W((p) = / du / dv / do {TS(&RGX)(g) — ‘7(11,, 90)}2ds dx. (5.9)
U(p) V(u,p) () T{ap(v)}

ol V est estimateur de la valeur constante V :

/ dv / 9 / Is(s Ry (9) ds dx
Viug)  JOlp)  JT{ag(v)}

/ dv/ d@/ ds dx
V(u,p) O(p) T{ap(v)}

On obtient finalement un nouvel estimateur de ’axe du SIM :

‘7(”? 90) =

(5.10)

@ = argmin /W(go)
peEO

On peut alors tester I'hypothese Hg, définie en (5.8), en rejetant Ho si /W(g/é) est plus
grand qu’'un seuil, qui sera déterminé a ’aide d’une procédure bootstrap.

Il nous reste alors a définir un estimateur de Is(g). Plusieurs méthodes s’imposent a nous
suivant l'estimateur choisi pour 1/f(X;).

e Notre premitre idée a été de faire intervenir la distance au j°™ plus proche voisin dans
I’échantillon :

On note D;(x) la distance de x € R? & son j°™¢ plus proche voisin X; € 2, pour le-
quel X; # x, et DY(-) représente une combinaison linéaire des D;l(-), choisie telle que,
uniformément par rapport a x

E{D%x)} = {nvg f(x)} ' +o(n%?), (5.11)
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ol vg = ¥ /T (1 + %d) est le volume de la boule unité en dimension d. L’annexe 11.2.2
fournit les combinaisons linéaires donnant un tel développement. On peut alors vérifier
que 'estimateur

Is(g) = ISI7" > YVilix,es) DUX) (5.12)
=1

ou ||S|lq désigne le volume de S, est asymptotiquement sans biais pour v;lfg(g), cf.
paragraphe 12.2. En revanche dans notre cas nous avons besoin d’une convergence uniforme
de la statistique Is. Or D4(X;) n’est pas un estimateur consistent de 1/f(X;), car on a

s 2o ()

ou Z(x) est une variable aléatoire de loi exponentielle, c¢f. Annexe 12.3, et ceci pose
1/2

probléeme pour obtenir la convergence a la vitesse n

e Pour palier ce probleme, une autre possibilité serait de faire intervenir un estimateur de
E [D4(X;)| X;]. On peut par exemple choisir de remplacer D%(X;) dans I’expression de Is

par
ZD )L, XII<77/ZHIIX ~Xjl<n

7 représente alors une largeur de fenétre.

e Une alternative pour conserver la distance DY(X;) est de tronquer la statistique et
d’utiliser les résultats démontrés par Bickel et Breiman (1983).

Dans les cas précédents la loi limite sera stirement la somme de deux processus gaussiens
indépendants et donc le test en découlant sera moins puissant que celui présenté ici.

e Nous proposons de prendre comme estimateur de f(X;) :

PO = o >0 K (5,

i=1
G

ou K est un noyau produit a support compact et b la largeur de fenétre de la forme n ="

avec k < 1. L’estimateur que l'on choisit pour Is(g) est alors

Is(g) = (nl|S]la)~ ZYH(XGS [FO (X))~

Dans un premier temps nous allons présenter les hypotheses liées au modele et a la tech-
nique d’estimation de f. Dans les chapitres suivants nous étudierons successivement les
propriétés de convergence de Is, de l'estimateur de 'axe du sIM, @ et de la statistique
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de test, W((ﬁ) Finalement nous expliquerons en quoi consiste la calibration du test par
bootstrap et les propriétés de celui-ci.



Chapitre 6

Hypotheses sur le modele

On suppose que les données (X;,Y;), 1 <1i < n sont générées par le modele
Les hypotheses suivantes concernent le modele ci-dessus :

Hypothése H1. [Variables explicatives] (Xi,---,X,) sont des variables aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées de densité f de support Q.

Hypothése H2. [Support des X;] Q est un sous-ensemble de R? non-dégénéré, convee,
compact et dont la frontiere admet une tangente en tout point.

Hypothése H3. [Densité des X;| La densité f est séparée de 0 sur Q, i.e.
dm >0 tel que Vxe Q, f(x)>m>0.

Hypothése H4. [Erreurs] Les ; sont des variables aléatoires indépendantes identique-
ment distribuées de loi A(0,1). Elles sont aussi indépendantes des X;.

Hypothése H5. [Variance| La fonction o est continue, positive et bornée sur Q par M.

Hypothése H6. [Régularité de f et g] La fonction de densité f admet 7 +1 >
d + 2 dérivées uniformément bornées sur Q ; la fonction de régression g est continiment
dérivable sur R.

Pour le théoréeme 8.0.2, on suppose de plus

Hypothése H7. [Modéle a direction révélatrice unique] La fonction g est a direction
révélatrice sur Q , i.e. il existe un unique vecteur @g € © = {6 € R?/||0|| = 1} et une
unique fonction univariée g1 telle que g(x) = g1(po - X), pour tout x € Q.

Hypothése H8. ¢ est le minimum de W, voir (5.6), et est atteint de fagon quadratique,
i.e. An > 0 et une constante, c3, indépendante de g, tels que

(W () — W(po)| > cslle — ol|*, Yo/lle = ol <n
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Détaillons les hypotheses concernant la paramétrisation des “cylindres”, expliquée au pa-
ragraphe 5.3. Rappelons que § > 0 est un réel quelconque.

Hypotheése H9. Toutes les bases des cylindres, Ry, ont le méme rayon 0 < r < 4.

Hypotheése H10. A6 fizé, chaque segment ag = cg(v) est dans Q et est choisi aussi
grand que possible pour avoir pour tout centre x de cylindre :

X € agN s.

De plus 0 < s1 < 59 < 202 — 12,

Ainsi les deux hypotheses précédentes s’interpretent de la facon suivante : en prenant r, s
et sy suffisamment petits relativement & §, on a : pour tout x € ag, S(s2, Rex) N Qs # 0,
x € Qs et pour tout § € O et tout x € ay, S(s2, Rpx) C Q.

Hypothése H11. Pour tout u et tout ¢ V(u,p) et U(p) sont choisis aussi grands que
possible, tels que U’hypothése H10 soit vérifiée.

Hypothése H12. La mesure de Lebesgue de V(u, ) est séparée de 0 uniformément pour
u€U(p) et p € O.

On donne alors les hypotheses concernant 'estimation de la densité f par la méthode des
noyaux

Hypothése H13. [Noyau] Le noyau K est une fonction de R¢ dans R ayant la forme

sutvante :
d

Vx = (21,...,2q9), K(x)= HK1(9€1‘),
=1

ou, K1 est un noyau a support compact K d’ordre 7 > d.

Hypothése H14. [Largeur de fenétre| La largeur de fenétre b est choisie telle que

b=n"" et

1 1
71 <K< 3q

Pour définir les distributions asymptotiques de @ et W(@) sous ’hypothese de SiM, on
utilise un processus gaussien ((S) de moyenne nulle, indexé par les ensembles S et de
covariance définie par

orlC(S).CSY = [ o005 ).

On définit
A(37 u, X, 97 90) = IS(S,RQX) (g) - V('LL, 90) . (61)
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Propriété 6.0.1. I existe une fonction (§ telle que

A(s,u,x,0,0) = (¢ — o) " B(s,u,x, 00, 00) + 0([| — o)), (6.2)

quand @ — g suivant ©.

DEMONSTRATION.
Soit 6 € ©(¢p), on pose Oy = 6y(0,p) défini par :

0o L o et 6y € Vect(9,p)

alors 0—0y = R(¢—¢p), ou R est une rotation qui transforme ¢q en #y. Comme ’application
@ +— A(s,u,X,0,¢) est de classe € !, on peut écrire

T 8A(37 u, X, 907 QDO)
dp

A(s,u,x,0,0) = A(s,u,x,00,¢0) + (¢ — ¢0) + o(|l¢ = ¢oll),

e OA(s,u,x,00,00)  O0A(s,u,x,00 + R(¢ — ¢0), ¢)

D B i p=wo
que P'on note dans la suite (s, u,x,0p, o). En utilisant la caractérisation locale des sim
donnée dans la proposition 5.2.1, on obtient la relation désirée :

A(S,’U,,X, 07 QD) = (()0 - SOO)T /B(S7U7X7 007 ()00) + O(HSO - SOOH)?

lorsque ¢ — g suivant O. |

On définit alors des nouvelles quantités qui interviennent dans I’expression des limites de
@ et W. Soit w un vecteur de R%, on pose

/ dv / d@o / S(S,U,X,HO,@O) deX
V(u,0) O(v0) T{agy, (V)}

/ dv/ d@o/ ds dx
V(u,0) O(v0) T{agy(v)}

5(57 u, X, 90, QDO) = HS(Sv RGOX)Hgl C{S(Sv RGOX)} ) (6'3)

M (u, o) =

ou

et on définit

W) = [ | v [ dsy [ [IS( Rae) A Rae))
U(po) V(u,0) O(po) T{ag, (V)}

2
+wbB(s,u, %, 00, ¢0) — Mg (u, )| dsdx. (6.4)
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On remarque que la fonction W est strictement convexe sur R¢. Elle admet donc bien un
unique minimum. On pose alors

Q = argmin W (w). (6.5)
weRd
De plus comme
sup sup sup sup 1¢{S(s, Ropx)}| = Op(1),

u€U(po) vEV(u,0) B0€O(p0) (5,%x)€T{ag, (v)}

alors

Q= Op(1) (6.6)



Chapitre 7

Etude asymptotique de 1. S

Dans toute cette partie et dans un souci de clareté, nous noterons S le cylindres paramétrés
par (0,x,s) et notés auparavant S(s, Rex). De méme on omettra la dépendance en g pour
Is quand il n’y a pas de confusion possible.

Dans cette partie on s’intéresse aux processus Zg et Is indexés par les cylindres, chacun
de ces termes étant défini par

Is(g) = nISI; Y Yilixses) [FO (X)) 7Y, Is<g>:rrsw|;l{ /S g(x)dx}, (7.1)

i=1

avee JO(X) = &7 3 K (22 et HSHd:/de.

ji=1

iAi
On note C lensemble des cylindres recouvrant Qg , strictement inclus dans Q ; S varie
donc dans C. Nous voulons obtenir la convergence faible de (Is — Is) a la vitesse /n et
l'ordre uniforme de cette quantité. Pour cela on décompose ||S||4ls en deux processus Ag

et Bs(g), définis par

As=n"1Y " o(X)Iixes) [FOX M er, Bslg) =n' Y- g(X) ixes) P (X0
i=1 i=1
et |S]|l4Is(g) = As + Bs(g). De plus, on notera
n(S) = n'"?||S]la(Ts(9) — Is(9))-

Dans un premier temps, nous allons étudier les processus Ags et Bs(g), puis nous en
déduirons la convergence du processus (.
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7.1 Etude du processus Ag

Le but de cette partie est de montrer la convergence faible de ce processus et la majoration
uniforme suivante :

supc ‘A3| = Op (n_l/Z) . (7.2)

Pour étudier Ag, nous allons décomposer ce processus en quatre parties provenant du
développement suivant :

1 1 FOX) - F(X) (fO(X;) — F(X0))?
- (%) wﬂ"( F(X) ) (3

Ainsi on peut décomposer Ags de la fagon suivante :

As =As1 — Asp — As 3+ Op(As ),

avec
AS,l = nlgigﬁi;}l()ﬂ;euﬂgia (74)
A _ 1 ~ | Al Xi=Xi\ o
s2 = n(n71)bdz > {VS(X’)K< b >€Z
=g
& [k (250 sl b @)
Ass = i)l D0 B [ACOK (%52 2 X <]
=g
S RN (1)
=1
Asa = n D (FOX) = F(X0) el (7.7)
=1
ot 14(X;) = ZE g

2(X;) (X;€8)"
On montre que le premier terme est de Pordre de n~1/2

devant celui-ci.

et que les suivants sont négligeables
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7.1.1 Convergence et majoration uniforme de Ags;

On remarque tout d’abord que pour S fixé, As 1 est une somme de variables aléatoires
indépendantes que nous pouvons écrire

n n
_ o(X; _
Asi=n"")" fEXZ‘) eilsxr(Xi,er) =n~ ") hs(Xi ),
i=1 ¢ i=1
. o(x) . .
ou hs(x,y) = —— ylsxr(X,y). Le terme As; apparait alors comme un processus empi-

f(x)

rique sur la classe de fonctions

o(x
S = {hs; hs(x,y) = (—)yﬂsm(x,y)’ Se C} :
fx)
Si on montre que cette classe de fonctions est euclidienne, alors en utilisant des inégalités
maximales de Sherman (1994) et un théoréme central limite pour les processus empiriques,

on obtiendra les résultats souhaités.

F classe de fonctions euclidienne :

Lemme 7.1.1. Soit 4 la classe de fonctions définie ci-dessus, alors 71 est une classe
de fonctions euclidienne.

DEMONSTRATION.
o C est une classe d’ensembles de Vapnik - Chervonenkis. On dira une VC-classe. Pour
obtenir ce résultat on introduit 'ensemble des ellipses sur R¢ :

E= {(x —a)Ty !(x —a) < 1,% matrice symétrique définitive positive,a € Rd}

& est une VC-classe, car en posant Si on pose
gnalx) =—(x— a)TZ_l(X —a)+1=—=x'"x4+2a'y x—atvta+1,

alors G = { gs.a(x), 2 matrice symétrique définitive positive,a € Rd} est 'espace des po-
lynémes a d indéterminées de degré inférieur ou égal a deux et a coefficients donnés par
une matrice symétrique définie positive et par un vecteur de R¢. La dimension de G est
donc d(d+1)/2 +d.

Or on peut réécrire & de la fagon suivante

E={{x : gua(x) >0}, pour gua(x) €G}.

On sait alors, cf. Devroye et Lugosi (2000), que & est une VC-classe de VC-dimension

inférieure ou égale a d(d; 3) Utilisons cette famille pour montrer que C est aussi une VC-

classe.
Chaque cylindre S peut étre obtenu a partir d’un cylindre particulier Sy : soit Sy le cylindre
de centre O, d’axe Ox1, de rayon r et de longueur 1. Si on note
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— D, la dilatation d’axe Oz et de rapport s € [s1, s2];

— Ry la rotation de centre O, qui transforme I'axe Oz en 0 ;
— tx la translation, qui envoie O au centre x de S;

et on pose T} s = tx © Ry o Dy, alors T, 9 o(Sp) = S.

Z2

Fic. 7.1 — Cylindre Sy en dimensions 2 et son ellipse &g, .

Pour ce cylindre Sy, on peut considérer une ellipse Es,, qui lui est circonscrite et donnée
par la fonction g(x) =1—xTY7!x, avec ¥ = diag (1/2,2r%,--- ,2r?).

La transformation T} 9 ; envoie donc &g, sur s, ellipse circonscrite a S.

Ceci nous permet de définir 'application ¥ : C — &, telle que ¥(S) = £s. L’image &¢ de
cette application est un sous ensemble & qui est une VC-classe et donc &¢ en est une. Or
on peut écrire C = U~1(&), donc C est une VC-classe.

e C x R est une VC-classe. En considérant la projection p de R4t! dans R?, orthogonale
a Tqq1, alors
CxR=p'(C),

et par les propriétés des VC-classes, cf. Pollard (1984), on peut en déduire que C x R est
une VC-classe.

e J71 est une classe de fonctions euclidienne. Rappelons que

f(x)

alors en utilisant des propriétés des VC-classes, cf. Anneze 10.2, on en déduit que 7] est
une classe euclidienne. [ |

SO = {hs/hs(x,y) = @yﬂsm(x,y% Se C}

Magoration uniforme de As :

Pour cela, on utilise les résultats de Sherman (1994) sur la majoration uniforme des

U-processus. On remarque que .77 est une classe de fonctions euclidienne :

— elle est dégénérée, car pour tout hs € 4, E hg(X,e) = 0 par indépendance des
variables et par centrage de ¢;
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— elle admet une enveloppe de carré intégrable, car la fonction o étant bornée par M,

sup [hs(xy) < oWl e txy) = Hix,)
hee f(x)
et J
2 XN E 2] < .
Bl < ([ 5B R<

On a alors en utilisant le corollaire 4(ii) de Sherman (1994)

supe |Asq| = Op(n_l/Q) . (7.8)

Convergence faible de As :
Propriété 7.1.1. Sous les hypothéses du chapitre 6

n1/2 A-,l L) C()a

ot C(-) est un processus gaussien indexé par les cylindres de C d’espérance nulle et de
covariance

cov(C(S1),C(S2)) = / I

sins, f(X)

DEMONSTRATION. En utilisant les théorémes classiques de convergence dans le cas des
processus empiriques pour des classes de fonctions euclidiennes d’enveloppe deux fois
différentiable, cf. Van der Vaart et Wellner (1996), p141, on a

nY2(A.1 —E (h(X,e))) = G(-),

ou G est donné par la convergence des marginales et ici E (h.(X,¢)) = 0. Pour k fixé et un
k-uplet (Sy,---,Sk) de cylindres, un théoréme central limite multidimensionnel fournit

A
’I’L1/2(A$171,' o 7A5k,1) — =/Vk(0, E)v

ou les covariances sont données pour i,j € {1,...,k} :

Sij = E[0(X)?/f(X)*Is,ns, (X)e?]

o (x)
Lmﬂw“

ce qui acheve la démonstration. |

0]
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7.1.2 Etude du U-processus As
Propriété 7.1.2. Sous les hypothéses du chapitre 6,

supe|As 2| = Op(n_l/Z). (7.9)

DEMONSTRATION. On rappelle que

B [0 (552 el e}
1

= > > {heulZ02) —E (22121

n(n —1) —
=

<
-

<
-

ol Z; = (X;,&;) et pour z; = (x;,€) on a hd ,(z1,22) = 7&(x1)e1 K (¥2521). On définit
alors

Ay = { gy [ Hgal) = b)) — B [hdy(, 2)), SeC.beo1]}.

Nous sommes donc en présence d’un U-processus d’ordre 2, dégénéré, défini pour la famille
de fonctions 7%5. En utilisant les lemmes de Nolan et Pollard (1987) et de Pakes et Pollard
(1989), on peut montrer que cette famille de fonctions est une famille euclidienne (cf.
Annexe 10.2). Le corollaire 4(ii) de Sherman (1994) nous fournit alors

sup [b Aso| = Op(n™t)
S,b

c’est-a-dire étant donné que b =n"" et dx < 1/2

supe|As.a| = Op(n~ ™) = op(n1/?).

|
7.1.3 Vitesse de convergence de Ag;
Propriété 7.1.3. Sous les hypothéses du chapitre 6
supe|As 3| = op(n /%), (7.10)

La démarche utilisée ici est différente, elle fait intervenir un réseau de cylindre. Elle sera
utilisée & plusieurs reprises et se décompose de la facon suivante :
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— il faut d’une part obtenir I'ordre suivant
supe ]P’{]Ag 3| > n*(l/z)*"o} = (’)(nfcl) ,

ceci fera 'objet du lemme 7.1.2;

— on utilise ensuite une technique mise en ceuvre dans Stone (1984) : on introduit un
réseau de cylindres de cardinal fini, d’ordre polynomiale en n, qui recouvre “assez bien”
I’ensemble tout entier, selon un critere qui sera défini plus bas. Ce choix fait 'objet de
lemme 7.1.3 et pour celui-ci on obtient

supe |As3 — Agr 3] = op(n~1/?) |

ou &’ est I'élément du réseau associé a S, cf. lemme 7.1.5

En combinant ces deux résultats, on obtient 'ordre de As 3 uniformément sur C.

Lemme 7.1.2. Pour tout Cy > 0, il existe ng > 0 indépendant de C4.
supe IP’{\AS 3] > n_(l/Q)_m} =0(n~). (7.11)

DEMONSTRATION. On rappelle que
n
=n"" Z Y8 (X {mo(Xi) = f(Xi)}ei i=n"" Z Zigi,
i=1

ou up(X;) =E [b 1K <X =>. > | X, ] On peut alors démontrer en utilisant I'ordre du noyau

et la régularité de la densité f, que
up(x) = f(x)+O(b7), uniformément en x. (7.12)

L’outil principal est I'inégalité sur les martingales de Rosenthal, c¢f. Hall et Heyde (1980),
p.23. En effet n Ags 3, en tant que somme de variables aléatoires indépendantes centrées,
est une martingale par rapport a la filtration F,, = {(Xj;,&;),i = 1,...,n}. Soit k un entier
strictement positif, il existe alors une constante C' qui dépend uniquement de k telle que

. k/2
E|nAssl® < Co(E |) E (Z€]|Fi)

n
+Y B (Z) |al) |,
i=1

k2 g

+3 B (1Z:F) My |

i=1

A
S
=

S E(22)
Li=1

Cy ([nE (2] + nMyE (yziyk)> .

IN
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Or par définition de Z; et en utilisant le développement (7.12), on peut écrire pour tout
leN

o Xl
Bzl - [ ﬁ)ﬂ(uwx) ~ F0) () dx,
O

(7).

B I Asalt £ 00T+ O

IN

indépendamment de §. Finalement

Alors en utilisant I'inégalité de Markov

—2k 2k
A (i n)
n

- O <n—2k6> 7

I’existence de € > 0 est assurée par le choix d’un g tel que 0 < 19 < 7x. Finalement

]P’(’A&g’ > Tlil/Qim)

IN

supe IF’{\AS 3] > n_(l/Q)_m} = (’)(n_cl) , VCy > 0 et ng indépendant de C; (7.13)
|

Lemme 7.1.3. Il existe une sous famille C' de la famille des cylindres C, de cardinal
d’ordre polynomial, i.e. |C'| = O(n®?) avec Cy assez grand pour que

supe > Ix,esas = Op(1) (7.14)
i=1

DEMONSTRATION. On introduit tout d’abord quelques notations : soit 7 un ensemble de
R4, on note d(x,7) = infyer [x — y|, la distance du point x € R? & I'ensemble 7 et 07
la frontiere de 'ensemble 7. On définit un voisinage autour de cette frontiere de la fagon
suivante 71T = {x € R? / d(x,07) < n~2}.

On choisit C’ assez fine telle que, pour tout S € C, il existe un cylindre S’ € C' qui vérifie

SAS' c (8T, (cf. figure 7.2).

Ainsi on choisit Cy assez grand pour avoir [C'| = O(n®?) et la propriété ci-dessus. Dans ce
cas pour tout (S,8’) ainsi associés, on a

n n
Z]IX¢€SAS/ < Zﬂxie(s/)f )
i=1 i=1

donc

n n
supe Y Ix,esasr < suber ¥ Ly, e(sn -
=1 i=1
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SNt

FIG. 7.2 — Construction du réseau dans R? (I'aire grisée représente SAS’).

n
Montrons que supe, Z]IXZE(S/)T = Op(1).
i=1

Soit N(S') = ZHXZ'E(S’)T’ c’est-a-dire le nombre de X; dans (S’)T. Par définition, N (S")
i=1

est une variable aléatoire de loi ZB(n,q(S")), ot ¢(S') = P(X € (S)1) = (x)dx. Or
(891

on sait que le volume de (S’)T est de I'ordre n=2 :

Vol((8")T) < Vol(S(s +n"2,r +n7%)) = Vol(S(s —n~%,r —n"%)) <O (n7?),
donc ¢(S") = O(n~2), uniformément en &', puisque s € [s1, s2].
Soit k un entier fixé dans {1,...,n},
P(N(S) > k) = > Chq(S)P[1—qS)"P,
p=k
= O(n=?CF) =0(n"), uniformément sur les S'.
Si k > (5, ce qui est possible car n tend vers l'infini et Cy est fixé, alors
P(super N (S') > k) < O(n*7%) = 0(1)
Conclusion. 1l existe k tel que
P <supcz Ix,esas > k:) <P <supC, Z Ix,esnt = k) =0(1),
i=1 =1

ce qui acheve la preuve. |

Nous pouvons alors établir les deux résultats qui serviront directement a 1’obtention
de (7.10).
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Lemme 7.1.4. Soit C' la sous-famille de C, définie dans le lemme 7.1.3. Alors il existe
C>0
IP’{supc/ |As 3| > n_(l/g)_”} =0(n ). (7.15)

DEMONSTRATION. On rappelle que C’ est un sous-ensemble de C, dont le cardinal est un
O(n®?). En utilisant (7.11),

P{SUPC' |As 3] > n‘“/”"m} < ¥ IP’{ A 5] > n_(l/Q)—no}’
S'ec’
< 0%,
ceci étant vrai pour tout C; > 0, on obtient bien (7.15). [ |
Lemme 7.1.5. Soit C' défini dans le lemme 7.1.3, alors
supc |[As 3 — Asr 3] = op (nil/z) . (7.16)

ot 8 est I’élément de C' associé a S, défini par le lemme 7.1.5.

DEMONSTRATION. Soit S € C alors il existe S’ € C’ tel que SAS’ C (S)f, alors

n

_ o(X;

Asa—Agal < w7 | 1) - £ xes - e
i=1 v
n
_ o(X
< ntsup 2((X) sup s(X) — F(X)] suplei] 3 Ixesas

X 1 T

i=1

Evaluons D'ordre de chacun de ces termes :
— o étant bornée, sup, |o(x)| < 00, et sup, f(x) > m > 0, le premier terme est borné.
— Les ¢; suivant une loi .#(0,1), on peut montrer :

suple;| = Op(log(n)'/?).
i
En effet dans ce cas, on a
A2
P(suple;| > Ap) < nP(le;| > An) < nexp (—7"> .
(2
Si on pose A, = M(log(n))'/?, alors
M2

P(suple;| > A,) < nexp <_T log n> < pl=M?/2
i

On choisit alors M tel que nl=M?*/2 _, 0. Dou

suplei] = Op(log(n)'/?)
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— D’apres le développement (7.12) de up(-)
suplup(Xi) — f(Xi)| = Op (n77).
(2

Ainsi pour la quantité qui nous intéresse, on peut écrire

n
supe|As 3 — A 3l = Op(n™' "™ log(n)"/?) supe > Ixesas"

i=1
Finalement en utilisant le lemme 7.1.3, on a

supe|As,3 — AS’,3| = Op(n_l_ﬁm log(n)l/Q) = @P(n_l/Q)_

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 7.1.3 On veut montrer pour € > 0 fixé,
P(n'/?supe|As 3| > ) — 0.
Décomposons |As 3| en introduisant le cylindre S’ associé a S

|As3| = |As3z— As 3|+ |As 3|,
|As 3 — Asr 3| + super|Ast 3]

IN

< supe|Ass — As 3| + supe|As 3] -
Pour € > 0, on peut écrire

]P’(TLI/2SL1pC’A3’3’ >eg) < P(nl/zsupC]Ag,g — Asr 3|+ nl/QSupc/]A3/73] > ¢g),

IN

P(nl/2SUPC|AS,3 _ AS’,3| > 5/2) —|—IP)(n1/2SupC/|As/,3| > 5/2)

Soit ¢’ > 0 fixé, le lemme 7.1.5 nous fournit ’existence de n1 tel que pour n > nq, le premier
terme de droite est inférieur par ’. Le lemme 7.1.4 et le fait que (Ing, n > ny = n=¢ < &)
nous donne le résultat pour le deuxiéme terme. Finalement pour n > sup(ni,ng)

P(n'/?supei|Ass| >€) < 2¢,
ceci acheve la démonstration. |
7.1.4 Ordre de grandeur de Ags 4
Propriété 7.1.4. Sous les hypothéses du chapitre 6

|As 4| = o(n~Y?).
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On remarque que As 4 est en fait indépendant de S.

n

DEMONSTRATION. Ag 4 est défini par : A4 = n*IZ (FD(X;) = f(X:))2|ei| . Evaluons
i=1

P(|As.4| > n~2¢), pour € > 0 :

E |A
P(|AS4| > n—1/2€) < | 145,4|
’ n—1/2¢
< Cn'PE (FO(X) - £(X0))?
S nl/ZO < bd + b27’> _ O(n—l/Q-‘y—d/{).
Or kd < 1/2, la derniére inégalité nous fournit donc le résultat. |

7.2 Etude du processus Bs(g)

Pour étudier Bg(g) donné par
! Z g X eS) [.]/C\( ( )] )

nous allons utiliser le développement de f() (X;) donné en (7.3). Nous faisons alors ap-
paraitre des termes plus complexes que dans le cas du processus Ag, ceci est dii a I’absence
de la variable aléatoire ;. Nous obtenons donc

Bs(g) — /SQ(X)dx = Bs1— Bs2— Bs3 — Bsa+ O(Bs),
avec

Bsy = LE [hf;f,b<X1,X2>1 - /S g(x)dx

=1 j=1
Jj#i

—E [hg (X, X)|X;] + E [hg (X, Xj)]}

Bs,sznn 1)2 Z {bd th (X5, X)) Xi] =78 (Xi) f (X))}
big

n

Bsa = m Z Z {E [h24(Xs, X5)1X;] =18 (X5) f(X;)}
=1

j=1
J#
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n
Bss=n""Y_ (fO(X;) - f(X))?
i=1
o g, (x1,%2) = HEGK1) K (275 et 7800) = B Tues)
Ce processus se comporte différemment de Ag, car les termes d’ordre n™
Bgs est donc négligeable devant n~1/2
successivement.

1/2 géliminent.

. Nous allons étudier chacun de ces cinq termes

7.2.1 Ordre de grandeur de Bgs;

Propriété 7.2.1. Sous les hypothéses du chapitre 6

supe|Bs.1| = op(n~1/?). (7.17)

DEMONSTRATION.

X
Bs; = E [}?(Tf)éﬂ(xles)bldf((%)] —/Sg(x)dx

SﬁQ(Z;)) /b%K(¥)f(Y)f(X)dydx—[Sg(X) dx

/S%/K(u)f(x+bu)dudx—/Q(X)dx

S

/ 9(x) /K(u) (f(x+bu) — f(x)) dudx
s f(x)

= O,
car K est le produit de noyaux d’ordre 7 et que f est suffisamment réguliere. De plus cet

ordre est uniforme par rapport a S, ceci est du a la régularité des fonctions f et g sur le
compact Q. De plus ’hypothese sur la largeur de fenétre (k7 > 1/2) fournit le résultat. l

7.2.2 Etude du U-processus Bgs

Propriété 7.2.2. Sous les hypothéses du chapitre 6

supe|Bs 2| = op(n~1/?). (7.18)

DEMONSTRATION. On a construit b? Bs s de sorte que {b? Bsa, S € C, b €]0,1]} soit un
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U-processus indexé par (S,b), d’ordre 2, dégénéré. En effet

W' Bsp = Y {hE(Xi X)) — E [hE (X, X;5)|Xi]
=g
—E [ng (X, X;)|X;5] + E [hg (X5, X;)]}

3

n
i

N
Il
—

ou
g, (x1,%2) = hg(x1,%2) — B [h (1, X)] — E [h8 (X, %2)] + E [Ag (X, V)]

(X et Y ont la méme loi que les X; et sont indépendants) et ces fonctions varient dans
I’ensemble

= {7&31,, Sec, bel, 1]} .

En utilisant les lemmes de Nolan et Pollard (1987) et de Pakes et Pollard (1989), on peut
montrer que cette famille de fonction est une famille euclidienne (c¢f. Annexe 10.2). Le
corollaire 4(ii) de Sherman (1994) nous fournit alors

sup |b? Bs o] = Op(n™1).
S,b

Comme b=n"" et kd < 1/2,
supe|Bs | = Op(n™ /20~ 12404 — op(n~'/?).

On obtient le résultat escompté. |

7.2.3 Vitesse de convergence de Bg 3

Propriété 7.2.3. Sous les hypothéses du chapitre 6
supe|Bs 3| = op(n~1/?). (7.19)

DEMONSTRATION. On peut réécrire Bg 3 de la fagon suivante

Bsy = 1 Z {E [37h&,(Xi, X)|X] — 78 (X)) f(X0) }

=1
= L3 B E EEEFE) X - F(X)
i=1

= 1 Z 78 (Xi) (o (Xi) — f(X3))-
i—1
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On traite ce terme de la méme facon que Ags 3, c’est-a-dire en faisant intervenir un réseau
de cylindres. Il nous faut tout d’abord établir

g, YC > 0, indépendant de 19, supcP(|Bs 3| > n~Y27M) = O(n~°) (7.20)
Pour cela on montre qu’il existe € > 0 tel que pour tout k € N
E (|Bs|*) = O(n~1/27)*
Or pour tout [ € N et uniformément en S
E [18(X) (1(X:) — [(X)!] = 00
car

pp(Xi) — f(Xi) = O@7)

uniformément en X; (cf. développement (7.12) et la preuve pour As 3). Ainsi

B [(Bso®] = o 30 B DEK) () - F(Xi)x
o cee X VE(XZ‘%)(Mb(Xi%) - f(XZ%))]
_ O(kaT)

Finalement
E (|Bsa))*
(n*1/2*”0 )Qk

< O(n—m’r+1/2+no )2k7

P(|Bs,3| > n~1/27m0)

IN

uniformément en S € C. Or k7 — 1/2 > 7/2, donc on peut trouver 7 tel que (7.20) soit
vérifiée.

On peut remarquer que pour démontrer le lemme 7.1.2, on aurait aussi pu utiliser cette
technique.

Pour conclure on peut alors utiliser exactement la méme démarche que pour As 3, le seul
changement se situe dans le lemme 7.1.5. En effet dans notre cas o(X;)e; est remplacé par
9(X;), mais comme cette quantité est bornée sur Q le résultat est toujours valable. Ainsi
on obtient le résultat souhaité. ]

7.2.4 Vitesse de convergence Bg 4

Propriété 7.2.4. Sous les hypothéses du chapitre 6

supe|Bs 4| = op(n~1/?). (7.21)
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On peut utiliser la méme méthode que précédemment, mais ici 'ordre est un peu plus
difficile & obtenir car la largeur de fenétre intervient aussi dans l'indicatrice sur I’ensemble

S. En effet

Bsa = Z {0 E [h8 (X, X)|Xi] — 78 (Xo) (X))
_ 1 (X X;—x X — B i .
- Z { |9t ax - g x|
x—bu X;
= %Z{ Fx—bu) K(u)l(x, pu) du — ?(( )) (X¢€S)}
u) du

)

S|

{ [1hs(Xi — bu) — ¢ps(X
Zi(

M:IIM

S|

S,b),
1

olt s (x) = %H(XES)-

Premiere partie : On montre qu’il existe € > 0 tel que pour tout k € N*

E |(n'/2Bs)?*| = O(n=%*e). (7.22)
On remarque que
E[Zi(S,0)] = E [5zh§,(X1,X2)] - E 18 (X)f(X)]
= Bs1=0(b"),
uniformément en S et
—b k
B (260 = [{ [ temes - S Tes K () du} fx) dx

_ [fex) '

= ) lix—bues) = Iixes)| K (w) da+O(b) ¢ f(x)dx

= O()
car ?8:213 fgg + O(b), uniforme en x et u. De plus

E (n'/2Bs )% = % Z E [Zi,(8,b) X ... % Z;,, (S,b)]

1,02k

= % > E [Zzl(S,b>]2’“+---+%ZE 12i(5.0)*]
17 Fiogk i

nkb2k7 + nk*lb(2k71)T+1 4o+ —
n

= o@h),
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car k > 1/(27 — 1), c’est-a-dire nb?” = 0(b). On obtient donc bien le résultat (7.22) et en
utilisant les inégalités de Markov a tout ordre on peut conclure :

3no, VC > 0, indépendant de 19, supelP(|Bs4| > n 1270y = O(n~C). (7.23)

Deuxiéme partie : De la méme facon que pour As 3 et Bs 3, on introduit un réseau de
cylindres de cardinal n?, mais cette fois la distance au réseau est n=% ott @ > 1. On note
alors et Z,(S) I'élément du réseau associé a S et Z,(S)T I'ensemble des points de R¢ qui
se trouvent a une distance de n~% de la frontiere de Z,,(S). On remarque alors que

n
n'/?|Bsy — Br,sy4l < n7'/? Z
i=1

[ (i = ) — 45 (X)) () du
— [ 1,15 = ) = g, ) (XK () s
n=1/2 Z / [¥s(Xi — bu) — 97, (5)(X; — bu)| K (u) du
i=1

IN

+Tfl/2zn: /WS(Xz') — 9z, (5)(Xi)| K(u) du
=1
< nY2C Zn: / [ x, —buesaz,(s) K (a)du
i—1
+n_1/20i /]I(XiegAIn(s))K(u)du
i—1
< n_l/QCi /H(XibueIn(S)T)K(u)du
=1
+”*1/202n: Iixiezn(s)n -
=1
Ainsi

P (n1/2supC|B5,4 — BIn(S),4| > nfn)

< ]P’(n_l/gsupa > /H(Xi—bueIn(S)T)K(u)du +n Psupe Y Tix,er, sy > n_"/C>
i=1 i=1

nl/2—n n1/2—77)

< HAP(Z /H(Xi—bueIn(S)Jf)K(u)du e, > +nAP(Z Ixiez. ) 2 5@
i=1 i—1

Etudions ces deux probabilités :
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° IP( zg‘zl I[(Xiezn(s)f) > Clnl/Q*") est la probabilité pour une variable aléatoire de Ber-
noulli Z(n, p,) de dépasser k, = C1n'/27". Or p, = P(X; € Z,(S)T) = O(n~%). Ainsi

P<Z leiezusn 2 01”1/2777) = O(n!-@)lCan'/27]
=1

Orn < 1/2et a> 1, finalement
(Y- Ixen,sm = Cin'/?77) = 0(n™®), vC' >0
i=1

e Ici on s’intéresse a la variable aléatoire IH(Xi—buEIn(S)T)K(u) du. Or
X, —bueZ,(S) = X; e T,(S)'

ot Z,,(S)" est ensemble des points & la distance inférieure ou égale a (bsup ek |[ul|) du
bord de Z,(S). Donc K étant un noyau a support compact

P<Z /H(Xi_buez"(s)T)K(u)du - Clnlﬂ_ﬂ) = P(Z lxieza sy 2 Clnl/Q_n>.
i=1 gy
I1 nous faut donc quantifier la probabilité d’une variable de Bernoulli #(n, q,,) de dépasser
k?n = C1n1/2—77, Or qn = P(XZ —bu € In(S)H) — O(n—a). Ainsi
n e
P(Z Iixiez.(s)h) 2 Clnl/Q_") = (’)(nl—a)[cl Eal

i=1

Orn<1/2eta>1,donc
n
P(Z /H(XibuEIn(S)T)K(u)du > Cl’l’Ll/Q_n) = O(TL—C ), VC/ > 0.
i=1
e Finalement en combinant ces résultats on obtient

Supc‘BSA — BIn(S)A‘ = (’)(TL_l/Q). (724)

Les ordres uniformes donnés par (7.23) et (7.24) nous permettent d’obtenir (7.21) de la
méme fagon que dans le cas de Ags 3.
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7.2.5 Ordre de grandeur de Bgs;
Propriété 7.2.5. Sous les hypothéses du chapitre 6

|Bs 5| = o(n™1/?).

Bs 5 est indépendant de S et ce résultat se démontre de la méme facon que pour As 4.

DEMONSTRATION. Bg s est donné par

n

Bss=n"">" (X)) - F(X))%.

i=1

Evaluons P(|Bs 5| > n~'/2¢), pour € > 0 :

E |B
> < B
< On'PE (JO(X) - £(X0)
1
< 1/2 — 27y — —1/2+dk .
< nP0(—g +07) =0 )

Comme kd < 1/2, le majorant tend donc vers 0 quand n — oo, ce qui permet de conclure.
|

7.3 Propriétés asymptotiques de IAS

Les différents résultats des parties précédentes nous permettent d’établir que fg est un es-
timateur asymptotiquement sans biais de Is et qu’il converge uniformément en probabilité
vers Is. Nous en déduisons aussi la convergence du processus (,(+) indexé sur les cylindres
S vers un processus gaussien.

Théoréme 7.3.1. On se place dans le cadre des hypothéses du chapitre 6
Le processus (,(S) = n1/2{A3 +Bs —fS g} converge faiblement vers un processus gaussien

C() indexé par les cylindres, centré et de covariance donnée pour des cylindres S1 et So
distincts par

oGS (S = [ 0% 1 () dx.

S1NSy

DEMONSTRATION.
e D’apres la partie 7.1, on peut décomposer le processus Ags

As =As1+As2+ Asz + O(As4)

avec
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- n1/2A.71 SN ¢(+) en tant que processus indéxé par les cylindres de C, cf. propriété 7.1.1.

— les propriétés 7.1.2, 7.1.3 et 7.1.4 assurent que supe|As ;| = op(n~1/2), pour j = 2,3,4.

Finalement

nt? A = (), (7.25)

ou ((+) est un processus gaussien indéxé par les cylindres de C.
De plus en utilisant (7.8) on obtient I'ordre uniforme pour Ags :

supe|As| = Op(n~'/?). (7.26)

e La partie 7.2 traite du processus (Bs(g) — fS g), que 'on décompose lui aussi en cing pro-
cessus Bs j, pour j = 1,...,5. Les propriétés 7.2.1, 7.2.2, 7.2.3, 7.2.4 et 7.2.5 s’intéressent
a chacun de ces termes et établissent que

supe|Bs j(9)| = op(n'/?)  pour j=1,....5.

On en déduit donc que

supe

Bs(9) —/Sg' = op(n'/?). (7.27)

e En rassemblant les deux dernieres conclusions (7.27) et (7.25), on peut affirmer que ¢, (+)
converge faiblement vers ((-).
|



Chapitre 8

Convergence de estimateur de
’axe du SiMm

Dans cette partie nous nous intéressons a la convergence de l'estimateur de l'axe g du
SIM et de la statistique de test W (). Pour cela on conserve les notations introduites dans
le chapitre 6 et on énonce le théoréme suivant

Théoréme 8.0.2. Sous les hypothéses HI-H12, on obtient

(5 - py) —2— Q

n—oo

et
D (3) —Z— TW(Q).

n—oo
ot W (resp. Q) est défini par (6.4) (resp.(6.5)).
DEMONSTRATION. Cette démonstration comporte neuf étapes successives, qui utilisent les

résultats du chapitre précédent.
Par la suite et dans un esprit de simplification on notera S = S(s, Rgx), So = S(s, Royx)

Etape 1- Montrons que supc|f3(g) —Is(g)| = OP(n—l/Q) .

Ts(9) ~Is()l = [IS1'(As + Bs(9)) ~ Is(9)|

IN

11" |J4s] + |Bsto) - [ atxyax

} ,
car Is(g) = 51" [ a0

117



118 CHAPITRE 8. CONVERGENCE DE I’ESTIMATEUR DE L’AXE DU SIM

supclls(a) = Is(@)| < swelS1a’ [J4s] + |Bs(o) = [ atoax]].
supe|Is(g) — Is(g)] < v [supdAsHsupc(Bs(g)—/Sg(X)dXH,
supclls(g) —Is(9)l < v [Op(n™?) +o(n7/?)],

oun v = igf |S||;1 et pour obtenir cette derniere inégalité nous utilisons les ordres de

grandeur donnés par (7.26) (7.27). Finalement

supe|Zs(g) — Is(g)| = Op(n~/?%). (8.1)

D’autre part

/ dv / a6 Ts(g) — Is(g)| ds dx
V(u,p) O(p) T{ap(v)}

/ dv / db ds dx
V(u,p) O(p) T{ag(v)}

On obtient donc
sup |V (u,9) = V(u, )| <O (supelTs(g) - Is(g)l) = Os(n"72). (8:2)
(%

On définit maintenant A comme la quantité A introduite par 1'’équation (6.1) dans laquelle
on remplace toutes les quantités I par I.

Etape 2- Montrons que A(s, u,x, 6, ) = Op (n=Y/2) uniformément en (s,x) € T{ap(v)}
et pour tout 8 € O(gp), v € V(u, o) et u € U(pop).

On sait que 3(37 u, X, 97 90) - A(Sa u, X, 07 gD) - TS(Q) - IS(g) - (‘7(“7 QO) - V(“’a QO)) De plus
si g est 'axe du siM, alors pour 6 L g,

Is =cste, Vxeap(v) , s€(s1,s2] tels que ScCQ.

Finalement pour u fixé, V(u,p0) = Is, VY(s,x,0). D’ou pour tout (s,x) € T (ag(v)),
0 €0O(py), veViup) et uellp),ona

A(s,u,x,0,00) = Is — V(u,p9) =0.
On peut donc écrire pour ¢ = g :

As,u,%,8,00) — 0= Is(g) — Is(g) — (V(u, 00) — V(u,90))-
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En utilisant les deux relations obtenues & 1'étape précédente, (8.1) et (8.2), on peut en
déduire

[A(s,u,%,0,0)| = Op(n1/%),
uniformément en (s,x) € 7 (ap(v)), 6 € O(vo), v € V(u,p0) et u € U(pop). [ |

Etape 3- Montrons que Gln(t:)/W(G) = Op(n ).
€

Par définition de W, on a

—

W((p):/ du/ dv/ do ﬁ(s,u,x,ﬁ,gp)stdx.
Up) V(up) () T{ag(v)}

D’apres le paragraphe précédent, on sait que pour ¢ fixé,

A, u,%, 0, o))
JA>0/ IP( — <A|>1-¢

ou A est un majorant indépendant de (u, 6, s, x), choisis tels que (s,x) € T (ap(v)),
0 € O(vy), v € V(u,p9) et u € U(pp). Comme les ensembles sur lesquels portent les
intégrales sont des compacts, on a 'inclusion suivante, ou ¢ est une constante bien choisie,

{!A(s,u,xﬂ’@o)‘ < A} - {M < cAQ},

n-1/2 n-1 =

—

d’ou P M <cA?| >1—¢ e W((po) = Op(n~'). De plus ein(gW(H) < W(gao),
€

n
on obtient le résultat attendu

SETU (A — -1
;g(gW(H)—Op(n )-
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Etape 4- Montrons que W(go) SLN W (¢) uniformément en ¢ € ©.

W2~ W] < [ [ av | w [(Ts0) ~ V(u,)
U(p) V(u,p) O(p) T{ag(v)}
) 1/2
~(Islg) = V(u,9)) | dsax|
< [/ du/ dv/ do 2(Is(g) — Is(9))”
U(p) V(u,p) O(») T{ap(v)}
1/2
+2(V(u, @) = V(u,0))* ds dx] :
5 5 1/2
< C supc‘fs(g)—fs(g)‘ +sup‘V(u,¢)—V(u,¢)‘ ]
Uy

En utilisant alors les majorations uniformes de ces deux termes données en (8.1) et (8.2),
on obtient uniformément en ¢ € ©

W ()2 — W(p)/? = Op(n~/?).

Donc uniformément en ¢ € O,

—~

W(p)2 5 W(p)2,  dott W(p) — W(e).

On peut alors obtenir des résultats de convergence et d’ordre de grandeur pour @.
Etape 5- Montrons que @ converge en probabilité vers .

Propriété 8.0.1. On définit ¢ = argmin/W(gp). Alors
peO

P ——— ¢o.
n—-+o00

DEMONSTRATION. Les 4 propriétés suivantes sont vérifiées, d’aprés les hypothéses du
théoreme 8.0.2 et les étapes précédentes :

1. Pespace des parametres © est un compact de R?;

2. Wl/ 2(<p, y) est une fonction continue en ¢, pour tout y, et mesurable en y, pour tout
Y €O;
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3. W(ga) converge vers W (), fonction déterministe, en probabilité uniformément pour
@Y €0, quand n — + o0;

4. W(p) admet un unique minimum .

On peut donc adapter le théoreme 4.1.1 de Amemiya (1985) pour démontrer la convergence
en probabilité voulue : soit N un voisinage ouvert de ¢ dans R%. Alors N’ = © N N¢ est
un compact donc W, continue, admet un minimum sur N’, qu’elle atteint.

Soit = = min W () — W (o) et Ay = {|W(¢) —W(p) < /2, ¥p € O}.
%)

Alors sur A,,
W(g) >W(p) —¢/2, (8.3)

W(po) > Wigo)—e/2 (8.4)
Or W(2) < W(yp) et I'inégalité (8.4) impliquent
W(go) > W (@) - /2
En additionnant cette derniere inégalité avec (8.3)
W(po) > W(p) —e.
En utilisant la définition de €, on obtient

min W(yp) > W(®),
peN’

d’out ¢ est dans N. On a donc P(p € N) > P(A,) et comme lim P(A,) =1, on obtient

n—o0
—~ P
Y —— " ¥o-

n—-+o0o

Etape 6- Montrons que 1@ — ol = Op(nfl/Q),

Uniformément par rapport a ¢ € ©, on a
W(@)? = W(p)'? = Op(n'/?),

or W atteint son minimum, 0, en ¢g de fagon quadratique , i.e. pour n > 0 assez petit et
c3 indépendant de ¢,

W ()2 > cslle — ol Yo/ lle — ol < 7.
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En utilisant cette propriété et celle de I'étape 3-, on obtient

Op(n~'2) = W(p)"/?

et
W ()2 + Op(n™?) > el — ol Yo/ llo — woll <n.

On peut alors écrire pour € > 0, qu'il existe B, indépendant de ¢ tel que P(B) > 1 —¢ et
sur B, il existe M tel que

W(@)Y? < Mn™12, W(@)Y? + Mn~% > ¢3|3 — ol

La convergence de @ vers g en probabilité nous permet d’écrire pour A,, = {||@—¢ol| < n},
P(A,) — 1. Sur A, N B, en utilisant les deux inégalités ci-dessus, on obtient

18 — ol < Cn™'/?
or P(A, N B) > 1 — 2¢, pour un n assez grand. Finalement
18 = @oll = Op(n™"7?).

Ce dernier résultat implique que pour obtenir des résultats de convergence pour @ et W(@)
il suffit de traiter le cas || — @o|| < Cn~1/2, ott C' > 0 est fixé, mais arbitrairement grand.

Etape 7- Développement de &(s,u,x, 0,¢) en ¢ .

On rappelle les notations utilisées

(alS) = n? {As +Bsto) - [ g}

avec ||S|lals(g) = As + Bs(g). Do
n?A(s,u,x,0,0)— n'?A(s,u,x,0,¢)

= n'/2 (Is(g) ~ Is(g)) = n'* (V(w.0) = V(u,))
/ dv / do 15117 Ga{S}dsdx
Vwp) JOp)  JT{ap(v)}

/ dv / do / dsdx
V(up) O(p) T{ap(v)}

En utilisant des arguments semblables a ceux du paragraphe 7, on peut démontrer que
uniformément sur les cylindres vérifiant || — ol < Cn~1/2

= [IS]17 {8} -

[As — Aso| = op(n™'?), et ‘Bs(g) — Bsy(9) — /Sg - /S g| = op(n™?).
0
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Et comme la différence entre les intégrales converge uniformément vers 0 quand ¢ — g,

on peut en déduire que

n'2 A(s,u,x,0,0) = n'? A(s, u, %, 0, 0) + ||Soll7* ¢a{So}

/ dv/ deo/ 1Soll5" G S0} ds dx
 Powe Jewn) - ITianon

/ dv/ d@o/ dsdx
V(u,0) O(p0) T{ag, (V)}

Grace au développement de A en ¢y donné en (6.2), on a

+ op(1).

n'2A(s,u,%,0,0) = n*?(p — 00) T B(s, u,x, 80, 00) + [|Sol17 ¢ (So)

/ dv / dfo / 1Soll3" ¢u(So) ds dx
I V(up0) O(v0) T{ag, (V)}

/ dv/ d@o/ ds dx
V(u,0) O(po) T{ag, (v)}

uniformément sur {gp/ng — ol < Cn*1/2}_ -

+op(1), (8.5)

Etape 8- Développement de W(gp) en .

On pose w = n/?(p — ¢g). Pour ||w|| < C, on peut écrire, car la différence entre les
intégrales tend vers 0

_ W(w)1/2

/ du/ dv/ d@o/ (nl/zﬁ(s,u,x,ﬁ,go)
U (o) V(u,p0) O(¢o) T{ag, (v)}

1/2
2
- 5(57 u, X, 0o, 900) - wTﬁ(‘S? u, X, to, 900) + Mf(u? QOO)) ds dX] :

}1/2 _

[HW@P)

<o(flwl) +

On définit &, (resp. Me,) la quantité £ (resp. M) dans laquelle on remplace le processus
limite, ¢, par (,,. On obtient en utilisant le développement (8.5)
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()]~ W2

A
o) v

1/2
2
- an(ua SDOaw) - §(s,u,x, 90’@0) +M§(ua 800) + OIP’(]-)) ds dX] . (86)

< o([lwll) +

dV / da(] / (gn(sa U, X, 00’ SDO)
©0) (o) T{ag, (v)}

)

Dans le paragraphe 7, on a obtenu la convergence faible de (,(S) vers ((S), au sens des
processus indexés par les cylindres de C. Grace au théoreme d’extension de Kolmogorov,

on a alors (,, — Z L) (cf. Billingsley (1968) p.207 ). La variable aléatoire zdépend de

n, mais a la méme loi que ¢. Or zet (n ont un moment fini d’ordre (24 1), pour un n > 0,

uniformément bornés donc {|¢, — C|2T"}nen est équi-intégrable et comme ¢, — ¢ =50.
~ 1247 ~ 72

Onad(,—( Ly pour un 1 > 0. Donc (, — ¢ L7 0. Alors les deux différences de

(8.6) faisant intervenir (¢, — ), tendent vers 0.

Etant donné que ||w|| < C, pour C' > 0 fixé arbitrairement grand, on obtient donc :

nW(p) = W(n'*(¢ — ¢o)) + op(1),

uniformément sur {e/lle — ol < qu/z}’ ot W dépend aussi de n mais a la méme loi
que W défini par (6.4). [

Etape 9- Convergence en probabilité de n/2($ — ) vers Q = argminW (w) et de nW({ﬁ)
weRd

vers W ().

Convergence de n'/?($ — o)

Par le théoreme d’extension de Kolmogorov, la distribution de @ qui minimise W parmi
les ¢ vérifiant ||¢ — @o|| < Cn~'/2, est la méme que la distribution de ¢ qui minimise
(W(n'?||p — @oll) + Zn1(p)), ot W peut étre choisi comme un processus stochastique
fixe, i.e. avec une construction ne dépendant pas de n et

P

sup |[Zn1 ()] — 0.
¢ille—poll<n=1/2C
On pose alors ¥ = n/2( — pg) et Z,2(1)) = Zn1(¢). Alors on cherche la distribution de

1 = 1, qui minimise W(@Z)) Zn2(1), pour ¢ tel que ||| < C et nous allons montrer
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que ¥, LR P(C), ot Y(C) = argmin |y W (%), qui est uniquement défini car W est

strictement convexe sur {||¢|| < C'}
Par définition de ¢, et pour tout J > 0

1 = P
1 = P
1 = P0<W(¥n) - W(®(QC)

car P(Zy, 2(1n) < —6/2 ou Zy2(¥(C) > §/2) = 0(1).
Or ¢(C) est le minimum de W qui est continue et strictement convexe on en déduit donc

que ¥y, £, P(C). Or 9, = n?(p — ), ol ¢ a la méme loi que @ et 1»(C) = Q pour C

assez grand. On a donc la convergence souhaitée pour n'/2(@ — ).

Convergence de nW({ﬁ)

Soit € > 0. La continuité de W permet d’écrire :
In tel que |w —W'| <1 = |[W(w) - W(W)| <e/2.
On note alors
An = { [0 () =W = 00)| < /2, ¥/l = oll < Con™2},

’ By = {18 - ol <n'?Co},  Cu={[|n"2(@ - w0) - 0| <n}.

Sur A, NB,NC, :

(@) -WQ)| < |[nW(@) - WE2E - eo)| + [Wn2(@ - ¢o) - W ().
< €.

Donc P(A, N B, N Cy) < P (\nW(@ —W(Q)] < e), or P(A, N By N Cy) > 1 — [P(AS) +
P(BS) +P(CE)]. Or P(AS) et P(CE) tendent vers 0 et P(B,,) > 1 — ¢p. De plus P(4,,) — 1
quel que soit le choix de Cy, ainsi P(B,,) > 1 — ey pour tout €y en adaptant le choix de Cj.
Finalement

P (W(@ —W(Q)| < e) >1—¢y, Veo>O0.
On a donc en particulier

"W (3) =25 ().
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Chapitre 9

Etude du test

Dans ce chapitre nous étudions plus particulierement le test du modele SiM. Pour cela nous
présentons dans un premier temps la calibration du test par bootstrap. Dans un deuxiéme
temps nous étudierons la convergence du test et sa puissance.

9.1 Calibration par Bootstrap
On suppose que o est constante et on considere le modele
Y; = 9(Xi) + &,

ot g; ~ (0, 52).

Lors de la mise en ceuvre de 'algorithme, nous aurons besoin de deux estimateurs de la
fonction de régression g et d’un estimateur de la densité f. Ces choix peuvent se faire de
la fagon suivante :

e Soit g(x) un estimateur non paramétrique classique de la régression, qui ne prend pas
en compte 'hypothese de SiMm.

e Soit g1(® - x) un estimateur dans le modele a direction révélatrice unique. Pour esti-
mateur de 'axe de la régression, on peut utiliser soit celui proposé dans Powell, Stock et
Stoker (1989), soit celui proposé dans Hdardle, Hall et Ichimura (1993). Mais pour avoir
une démarche cohérente, nous considérons que @ est I'estimateur de 'axe de la régression
proposé dans le chapitre précédent. Comme @ étant un M-estimateur, il converge a la
vitesse \/n vers g, vecteur qui minimise W (p), méme si g n’est plus un sim.

De méme g (t) peut étre toujours défini comme l'estimateur de g1 () = E [g(X)|po-X = 1].
Par exemple g; peut étre construit comme estimateur localement linéaire sur 1’échantillon
{(Y;,@-X;), i =1,--- ,n}. Cet estimateur peut étre construit tel que g} converge vers gf,
il suffit de choisir un bon parametre de fenétre.

e Soit f estimateur de la densité f de la variable aléatoire X;. Nous allons rééchantilloner
les X;, car nous sommes dans un modele dit de “corrélation a erreurs indépendantes”, cf.
Hall (1992) p.170.

127
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Le déroulement de la procédure bootstrap est le suivant.
1° On calcule les erreurs standards €; = Y; — g(X;), sans tenir compte du modele sous-
jacent. Puis on les centre

N
G=5-NT1Y 5
i=1

pour ¢ = 1,...,N, ot N < n, car on ne calcule pas &; quand X; est trop proche du
bord de Q, c¢f. Hall (1992) p.230. On rééchantillonne a partir des (€1,...,Ex) par repla-
cement, c’est-a-dire en utilisant la fonction de répartition empirique des £;, et on obtient
(eF,...,€).

2° Les variables explicatives sont rééchantillonnées suivant la loi de densité f On obtient
alors un échantillon 2™ = {X7,..., X;}.

3° On pose Y* =q1(p- X})+ef pouri=1,...,n.

Alors on dispose d'un échantillon bootstrap Z* = {(X/,Y;*), pouri = 1,...,n}. En
opérant ainsi on garde l'indépendance des X et €.

4° On calcule les quantités bootstrap V* et W* correspondant respectivement a VetW
a partir de I’échantillon bootstrap Z™*.

5° On définit ¢* = argmin/W*(go) et on calcule la distribution bootstrap de W*(@*) condi-
peO
tionnellement & 2

6° Pour un niveau donné 7 (par exemple 0.05) on note tr la valeur de t telle que
P(W*(@*) < tyﬁf) =1-m.

Le test consiste alors & rejeter I'hypothése nulle, i.e. g est un SIM sur Qs, au niveau 7 si

W(p) > tr.

9.2 Propriétés du test

Pour étudier les propriétés de test, des hypotheses supplémentaires sont requises. Tout
d’abord nous remplacons 'hypothese H5 par

Hypothése H15. La fonction o est constante.

Pour assurer la convergence de la distribution de la statistique bootstrapée, nous avons
besoin que le nombre des X; proches du bord de Q ne soit pas trop grand :

Hypotheése H16. L’entier N, introduit dans I’algorithme bootstrap, satisfait
Jo<n<l, N>(1-n)n.

Comme pour la convergence de W (), nous avons besoin d’hypotheses de régularité sur g
et f, mais aussi sur leurs estimateurs :
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Hypotheése H17. Les estimateurs f, g et g1 sont construits tels que

i i P ~ P
sup [f@ — f@| — 0, suplg—g| — 0

sup (g — | 50, sup [FUTY| = 0p(1),

oul<i<T,j=1,2, les premicre, deuxicme et quatrieme bornes supérieures sont prises
sur Q' et la troisiéme sur l’ensemble {¢g-x : x € Q}.

On rappelle que

o-U U U U U S6Rw

PEO ueld(p) veV(u,p) 0€0(p) (s,x)€T{ap(v)}

i.,e. @ correspond au sous ensemble de Q recouvert par les cylindres.

Dans le théoréme suivant, la partie (I) concerne le niveau asymptotique du test bootstrap
sous I'hypotheése Hy. La partie (II) fournit la convergence vers 1, sous l'alternative ou g
fixée n’est pas un siM, de la probabilité de rejeter Hy. La partie (III) énonce le fait que
le test est capable de distinguer une alternative distante de n~1/2 de I'hypothése nulle. En
utilisant un argument similaire, on montrerait que si ’hypothese alternative est du méme
type excepté le terme ¢n /2, que on remplace par §(n) ot §(n) — 0 et n'/25(n) — oo,
alors la probabilité de rejeter H convergerait vers 1. Dans la partie (IIT) du théoreme,
pour laquelle g dépend de n, nous ne considérons plus la condition H6, qui est relative a

g.

Théoreme 9.2.1. On suppose que les hypothéses H1-H4, H6 et H8—H17 sont vérifiées,

on a .

— (1) Sous I'hypothése Ho de sM sur Q', pour 0 < m < 1, la probabilité que W (@) > tx
converge vers w, quand n — 0.

— (I1) Si g est fizée et n’est pas un SIM sur Qg, alors pour tout 0 < m < 1 la probabilité
que W(@) > 1. converge vers 1, quand n — .

~ (III) Sig =y +enY2y sur Q, ot (i) y1(x) = g1(wo - X) est un SIM fizé sur Q, de

représentation unique sur Qg, (ii) yo n’est pas un SIM avec le méme aze vy sur Qs, et
(7ii) g1 et vo ont des dérivées continues, alors on a

lim liminf P(Ho est rejetée ‘g =7 + cnil/Q'yg) =1. (9.1)

|c| =00 n—00

On peut remarquer que 'on ne teste pas directement sur Q tout entier, mais sur Qg. Ceci
est di au critere global de SiM donné au paragraphe 5.3.

DEMONSTRATION. Les lois limites de n'/2(3 — ) et n W(@), obtenues dans le chapitre 8
sont complétement déterminées par f et Vg. Ces démonstrations demandent que les
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dérivées 2k(d) de f soient uniformément bornées et que Vg soit continue. En utilisant
des arguments similaires et en tenant compte des hypotheses de convergence sur les esti-
mateurs de la densité f et de la régression g, les lois bootstraps limites de n'/2 (3* — @)
et nW*(@*) sont les lois de € et W (), respectivement, définies dans le chapitre 8, en
remplagant gi par 7.

e Partie (I)

Par définition des seuils critiques ¢, et tr, on a

IP’(W(Q) < tﬂ) —1-7= P(W*(@*) < ?ﬂ\g).
La convergence en loi de la statistique bootstrap donne
]P’(nW*(@*) < zyff) - ]P’(W(Q) < z) + op(1),

cette égalité est encore vraie pour z = nitr, en utilisant l'inverse de la fonction de
répartition de W () et sa régularité on obtient

’I’L%\W =t + O]p(l).

On peut maintenant en _déduire le niveau asymptotique du test. Soit € > 0, en utilisant la
convergence en loi de nW () et en posant A, . = {|ntr —t;| <c}, ona

P(W@) > ?ﬂ) - P(W(©Q) > nar) +o(1)
= P(W(Q) > tr —e0 Ay ) +P(W(Q) > nte 145, ) +0(1).

Or P(4,.) —— 1 et P(W(Q) > t; —e) —— 7. Le deuxiéme terme converge donc
n—oo

e—0

vers 0 et le premier vers m. Finalement

lim P(W(P) > &) = .
n—oo

e Partie (IT)

Sous ’hypothese ou g est fixée et n’est pas un SIM sur Qg, on rééchantillonne quand méme
suivant un modele S1M d’axe @ = argmin/W(go), qui tend vers un g = argminW (y). Ainsi

peO pEO

on a encore la convergence en loi de nw*(@*) vers W(Q). La relation entre les seuils
critiques théoriques et bootstrap est donc toujours valable, i.e. &, = op(1). On s’intéresse
maintenant a la convergence de /W(g/é) : en reprenant la démonstration du chapitre 8, on
obtient la convergence en probabilité de W(@) vers W (o) et W (pp) > 0. En effet les étapes
2-, 3- et 6- changent et font intervenir les quantités A(s,u,x,0pg) # 0 et W(po) > 0.
Soit n > 0 alors IP’(tA7T > 77) ()

P(’W(@) > t;) - IP’(W(goo) > t}) +o(1),

= P({W(e0) >} N {Ex > n}) + P({W(v0) > i} 1 {Er < m}) + 0(1).
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Les remarques précédentes impliquent que le deuxieme terme tend vers 0 et le premier
tend vers 1 lorsque 'on fait tendre tout d’abord n vers +oo, puis 7 vers 0. Finalement

lim P(’W(@) > a) =1

n—oo

e Partie (IIT)

On suppose que le modele qui engendre les données est de la forme g = 71 + cn™ /24y
sur Q, avec les hypotheses (i),(ii) et (iii). Cette démonstration fait intervenir des résultats
intermédiaires de convergence, dans un soucis de clarté nous avons préféré les renvoyer a
la fin de ce chapitre dans le lemme 9.2.1.

Le lemme 9.2.1 et les résultats internes a sa démonstration, donnent la convergence en
probabilité de W(ga) vers W(y), ce dernier ne faisant intervenir que la partie StM du

modele : 1 (o -x). On a aussi @ LN ©o. Ainsi lorsqu’on rééchantillonne suivant le modele

a direction révélatrice @, on obtient encore

P(nw*(@*) < z\ff) — ]P’(W(Q) < z), pour tout z,

oit W est obtenu par la formule (6.4) en remplagant g; par ;. Ainsi on a nty BLIR tr, ol

tr est le (1 — 7)-quantile de W (€2).
On veut montrer que

lim  lim P(W(@) >£T> — 1.

|¢] =00 n—00

~ P .
Comme nt; — t,, si on montre que

lim lim P(nW(@) > C') =1, pour tout ¢’ > 0,

IC‘%QO n—0o0

alors on a le résultat. En utilisant la convergence en loi de n/I/I?({é), cf. lemme 9.2.1, il suffit
de montrer que o
lim P(W1(Qc,c) > C') = 1. (9.2)

|e] =00

Dans I’expression de W1 (w, ) interviennent le processus limite gaussien ¢(Sp) et la quantité
w?'B 4 cls(v2). On peut écrire

1/2
—1/2 2 /
W (w,c) > du dv dbo <C(Sg) — M (u, goo)) dsdx
Upo)  /V(upo)  JO(po) T{ag, (v)}

1/2
2
_ </ du/ dv/ d@o/ (ng—i—c(IgO(’yg) — V., (u, (po))) dsdx)
U (o) V(u,0) O(¢o) T{ag, (v)}
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On note Wa(w, ¢) le deuxieme terme de droite, c’est-a-dire

Wolwo) = [ auf av [y [ (s b00)
U (o) V(u,00) O(¢o) T{ag, (V)}

Fe(Isy(12) — Vo, 0)) ) dsx.

sup sup sup sup ¢{S (s, Rapx)}| = Op(1),
u€U(po) vEV(u,p0) 00EO(po) (s,x)ET {ag, (v)}

On remarque donc que dans la minoration de W le premier terme de droite est borné en
probabilité. Finalement si Wy (w, ¢)'/? vérifie

lim inf Wa(w, c) = oo, (9.3)

le] =00 w

on obtient le résultat (9.2).
La convergence (9.3) a lieu puisque 72 n’est pas un SIM d’axe ¢g, donc indépendamment

de w, Isy(v2) — V4, (u, o) # 0.
|

Lemme 9.2.1. Sous les hypothéses du théoréme précédent et de la partie (IIT)

~ P
P —— o
n—oo
i %
nW(@) ——— W1i(Qic0),
n—oo
ol

Wi(w,c) :/ du/ dv/ d@o/ <§(s,u,x, o, ©0)
U(po) V(u,p0) O(po) T{agy (v)}

2
+ wTﬁ(s7 u, X, 907 ()00) + CISO (’72) - Mﬁ(u7 ()00) - CV’Y2 (U, 900)> dsdx

et Qc= argminWy (w, c).
wcRd

DEMONSTRATION. On reprend la démonstration du chapitre 8. Dans cette partie, pour
plus de clarté, on notera Vy(u, ) a la place de V(u, ¢) pour bien préciser la dépendance
en g de cette quantité.

Etape 1-Montrons que supc|f3(g) —Is(m)| = Op (n_l/Q) : en reprenant les mémes no-
tations, on a ici

~

Is(g) = Is(m) + en Y2 Bs(y)
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supe|Is(9) — Is(m)| < supe|ls(v1) — Is(71)| + en™ 2| Bs(72)|
= Op(n~'/?),

car la convergence de fg(yl) est toujours valable et que la convergence de Bgs(7y2) se
démontre de la méme fagon que dans la partie 7.2. De plus on a

sup |V, (u, ) — Vs, (u,0)| < supsupelTs(g) — Is(m)] = Op(n~"/2). (9.4)
U, u

Etape 2-, Etape 3- et Etape 4- restent inchangées étant donné que notre définition
de A ne dépend que de la partie sSiM du modele. Cette quantité s’annule donc en g. On
obtient la convergence suivante, uniformément en ¢ € ©

W(p) — W),

Wip) = / du / dv / df {Tstoman (1) = Vi (u, )} ds dx.
U e Jow) ST

De plus g étant toujours atteint de fagon quadratique, les Etapes 5- et Etapes 6-
restent inchangées, on obtient donc la convergence

~ P
¥ — $o-

Etape 7- Développement de ﬁ(s,u,x,ﬁ,go) en ¢ . On note

/ dv/ d@/ Bs (s Ry (12) ds dx
V(u.p) O(p) T{ap(v)}

‘737’72 (u’ 90) =
/ dv / do / ds dx
V(u,p) O(p) T{ag(v)}

On peut alors écrire

2R = 012 [Ts() = Uy (u,0)] + e[S Bs () = Vs (u,0)]
En utilisant la partie 7.2, on obtient le développement de Bs(72)

Bs(y2) = (Bs(2)—Is(72)) + Is(72)
Is(7v2) + op(n~1/2)
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On peut donc écrire

n?A(s, u,x,0,0) — n'2A(s,u,x, 0, )

= nl/? (fs(’n) — Is(’h)) —nt/? (le (u; ) — Vo (u, <P)>

+c (Bs(’m) ~ Vs (u, 90))

/ dv/ i 18] 6 S dsdx
V) Jote)  JT(asw)

/ dv / do dsdx
V(u,p) O(p) T{ag(v)}

+c (Bs(’m) — Vb (1, <P)> :

= [ISlI7 ¢l S} ~

Finalement pour ¢ tel que |[pg — ¢|| < Cn~1/2, en utilisant les mémes arguments que dans
le chapitre 8

~

n1/2 A(37U7X797¢)
= n'2 A(s,u,%,0,9) + [Soll 7" ¢a{So} + cIs(72)

/ dv / dd / 101172 G {So} + cls(12) ds dx
~ V(upo) O(p0) T{ag,(v)}

/ dv / db / ds dx
V(u,0) O(po) T{ag, (v)}

Grace au développement de A en ¢o donné en (6.2) on a uniformément sur I’ensemble
{¢/lle = ¢oll < Cn~1/2}

nl/Qﬁ(Sa u, X, 0’ SD) = nl/Q(SD - SOO)TB(Sa u, X, 00, QDO) + ||SO||;1CTL(SO) + 018(72)

/ dv/ deo/ 1Soll3" Ca(So) + els(va) ds dx
. V(U#’O) e(‘FO) T{Oégo(v)} + O]P(l)

/ dv / dby / ds dx
V(u,p0) (o) T{ag, (V)}

On voit alors que dans la variable aléatoire limite la partie {(S) sera remplacée par ((S)+
cls(72). On définit donc

Wi(w,c) :/ du/ dv/ d@o/ <§(s,u,x, o, ©0)
U(po) V(u,p0) O(po) T{agy (v)}

2
+ WT/B(S, u, X, 007 QDO) + C[SO (72) - Mg(uv 900) - CV’YQ (U, ()00)> dsdx

+ (’)[p(l) .
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et Oy . = argminWi(w, ¢).
w€eRd

On peut alors reprendre la démonstration des étapes 8- et 9-. On conclut que

W (@) —Zo W1 (Qerc).
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Annexe 1 : Etude de la continuité
des intégrales

Cette partie est consacrée a 1’étude des propriétés de régularité des fonctions

(Q,V,S,X) = IS(S,R(.)X)’
(u,0) = V(u,p),
o = W(p).

Dans un premier temps nous allons faire quelques remarques sur les cylindres et les do-
maines de variation des parametres (0, v, s, x,u, ).

10.1 Les cylindres et leur paramétrisation

Soit Q@ C R% un ensemble convexe, compact, dont le bord Q est de classe € . Pour § > 0
quelconque fixé, on définit

Qs ={x € Q,d(x,0Q) > d}.

La paramétrisation des cylindres qui recouvrent Qg est la suivante : fixons ¢ € O, une

direction privilégiée. Soit § € O(yp), i.e. § € O et 6 est un vecteur orthogonal & ¢. Alors

les cylindres sont choisis tels que

— Le rayon de leur base est 7 > 0. Ce rayon est le méme pour tous les cylindres et est
choisi tel que r < §.

— leur largeur s varie entre s1 et s9, oll 0 < 51 < 59 < 2v/62 — 2.

— Le centre des cylindres x est dans Qj.

Un tel cylindre est noté S(s, Rox)-

L’idée est de considérer un repere de base ayant son origine sur ¢ et on note u = ¢ - X,

la cote sur I'axe ¢. De plus on localise alors les centres des cylindres x sur les egments de

cote u, de direction @ et d’extrémité v, cf. figure 5.5, i.e. 'ensemble des agy(v).
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On peut alors démontrer que les ensembles de variation des parameétres sont compacts.

Propriété 10.1.1. — O(pg) ={6,0 L poet||0]| =1} est compact.
- Soit ¢, 0 € O(p) et v firés. T(ap(v)) = {(s,x)/s € [s1,82]etx € ag(Vv)} est un
compact.
— Soit ¢ et u fizés, V(u,p) est un compact.
— Soit v, U(p) est compact.
- V(p) = U V(u, @) est compact.
u€U(p)

DEMONSTRATION.

e Pour ¢ fixé, O(¢p) C © compact.

Soit {0, }n € O(pp) C O telle que 0,, — 6. Montrons que 0 € O(py) :

I6]l = 1, car © est compact. Pour tout n, 6, - @9 = 0, donc par continuité du produit
scalaire, d’ou 6 - ¢y = 0. Donc 6 € ©(yp), qui est donc un sous-ensemble fermé de ©
compact de R?. Finalement ©(yq) est compact

o T(ag(v)) = [s1,82] X ag(v), or ap(v) est un segment donc un compact. 7 (ag(v)) est un
compact comme produit direct de deux compacts.

e V(u,p) ={v/¢p-v =u}. Soit v, une suite de V(u, ) C Q. Or Q est compact donc il
existe une sous-suite vg(,) — v € Q et pour tout n, vy, - ¢ = u. Donc par continuité du
produit scalaire v - ¢ = u, c’est-a-dire que v € V(u, ¢). Finalement V(u, ¢) est compact.
o U(ip) est la trace du compact Q sur 'axe ¢, c’est donc un segment.

e V(i) représente un sous-ensemble fermé du bord de Qs qui est compact, c’est donc un
ensemble compact de R9.

10.2 Continuité

Régularité de Is
La fonction I est définie comme suit :

I : Du,p)—R
(H,V, (57X>) = IS(S,Rg,J(Q)?

avec D(u, ¢) = {(6,v,(s,x)) /0 € O(p), ve V(u,p) et (s,x) € T(ap(v))}.
Chaque cylindre S peut étre obtenu a partir d’un cylindre particulier Sg :

Soit Sy le cylindre de centre O, d’axe Ox1, de rayon r et de longueur 1. Si on note
— Dy la dilatation d’axe Ox; et de rapport s € [s1, S2];

— Ry la rotation de centre O, qui transforme 'axe Oz en 6 ;

— tx la translation, qui envoie O au centre x de S;
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et on pose T} 9 s = tx 0 Ry o Dy, alors T, 9 <(Sp) = S.
Le Jacobien de T;. 9 s vaut s d’ou1, en faisant le changement de variable adéquate,

Is(sRox)(9) = 8 /C 9(Tr0,5(y)) dy.
0

Donc la fonction I est de classe €' !, car g l'est.

Continuité de V

Par définition,
V. : D—-R
(u, ) = V(u, ) =/

dv / do Is(s Ry (9)ds dx,
V(u,p) O(y) To(v)

ouD = {(u, )/ ¢ € O et u € U(p)}. On a montré que la fonction (6, v, s,x) — 515 r,.)(9)
est continue.

1
Remarque 2. pour montrer que t — / f(z)dx est continue en tgy, on étudie la quantité

g(t)
g(to)
< / ()] d.
g(t)

sutvante

A =

1 1
/ f@de— [ flo)da
g(t) g(to)

Si g est continue en ty et f bornée par M, alors

A < Mlg(t) — g(to)| <e.

Donc ici on va montrer que les domaines sur lesquels on integre sont continus par rapport
a leur parameétre : dans notre cas A < AN (KUK)\KNKy), ot \ est la mesure de Lebesgue.
Donc il faut montrer que la mesure de Lebesgue de cet ensemble tend vers 0 quand K — K.
On utilise en fait souvent une majoration de la mesure de Lebesque

M(K UK)\K NKy) <wvgsup inf d(z,y) = vgsup d(z, Ko),
zeK YE€Ko €K

avec vg le volume de la sphére en dimension d.

A u, @ fixés :

Pour (0,v) — Tp(v) a 6 fixé, on prouve la continuité par rapport a v, cf. figure 10.1. On
veut montrer que SUpyeq,(v) d(x,a9(vg) — 0 quand v — vg. On remarque que v — v
équivaut a dire que h — 0. La borne supérieure est obtenue sur le bord a une des extrémités
sinon il est égal & h. On considere alors le repere (My(vy),¢’,6), ou 8’ L 6 et dans le plan
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ap(V) Nt

- A

\Z [ J

e

F1a. 10.1 — Continuité en agy(v) par rapport a v.

ag(v)
(h, fo(h))

h l

(0,0)
ag(vo) /

F1G. 10.2 — Continuité de ay(v) par rapport a v

orthogonal & ¢ contenant 0, cf. figure 10.2. Dans ce repére M a pour coordonnées (0,0), on
applique le théoreme des fonction implicites pour trouver 1’équation du bord : y = fo(x),

avec fo € C. De plus f] est quelconque et | = /h?+ fo(h)2. Or le développement de
Taylor entre 0 et h de fq est

1 !
fo(h) =0+ h /0 (1 + 1) )(th) dt

Ainsi I = hn/1+ (3 (1 + 1) fy(th) dt)? = O(h). Finalement | —— 0.

h—0

On peut faire de méme en considérant l'autre extrémité du segment ay(vo).

A v fixé, on montre que 0 — ay(v) est continue. Pour cela on étudie la distance entre

ap(Vv)

l h

g, (7\/

F1a. 10.3 — Continuité en ag(v) par rapport a 6.

ag(v) et ag,(v) quand 6 — y. On remarque que le supycq,(v) d(X, ag, (V) est [, on fait
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alors un changement de repere dans lequel la courbe est le graphe d’une fonction que I'on
note encore fo. On obtient aussi [ = O(h). Or ici h = |lay(v)]| sin(8, ) < §sin(0, 0p), ot
0 = diam(Q).

Finalement [ = O(0, 6y), i.e. [ 0.

6—0p
Il reste alors & montrer la continuité quand (v,0) — (vg, ) de Papplication

0,v) — Is(g) ds dx.
To(v)

Pour cela il suffit de combiner les deux figures 10.2 et 10.3. On peut alors majorer

sup d(x,ap,(vp)) < sup d(x,ag,(v))+ sup d(x,ag,(vo)),

XEag(V) XEag(V) x€ayg, (v)

les deux quantités de droite sont celles étudiées précédemment et tendent donc vers 0,

quand (v,0) — (vg, ).

On s’intéresse alors a la continuité de (¢, v) +— / do / Is(g) ds dx. Par définition
O(p) To(v)

de O(p), i.e. O(p) ={0 € ©/0 - p = 0}, cet ensemble est continu en ¢ par continuité du
produit scalaire.
On considere ©(p) et O(pg). Soit x € O(yy) et d(x,0(p)) = |x.¢|, or x-pg = 0 et ||x]|| = 1.

sup [x - (g0 — )| < |p — ol <e.
x€O0(po)
Cette derniere égalité nous donne la continuité voulue.

Il nous reste alors & montrer la continuité de V(u, ). Or V(u, ¢) est U'intersection du bord
de f(x) = 0 et du plan ¢ -x = u. On procede de méme que pour les ensembles précédents :
— a u fixé, faire varier ¢ : cf. figure 10.4

to

Q

F1c. 10.4 — Continuité de V(u, ) en dimensions 3.

— pour un méme ¢ faire varier u : c¢f. figure 10.5
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F1c. 10.5 — Continuité de V(u, ) en dimensions 3.

La plus grande distance entre deux ensembles est encore atteinte au bord. Pour conclure
il faut faire varier (u, ). On obtient alors la continuité de (u, ) — V(u, ).

L’Etude de la continuité de W () se fait de méme. il ne reste plus qu’a obtenir la continuité
de U(p) par rapport a . Or cet ensemble est la projection de Q sur 'axe ¢, il est donc
continu en .



Annexe 2 : Rappels sur les
U-statistiques

11.1 Introduction

Dans ce paragraphe nous rappelons les définitions de base concernant les U-statistiques,
les U-processus et les classes de fonctions euclidiennes, ainsi que certains résultats obtenus
par Sherman (1994). En effet ces processus et classes de fonctions interviennent a plusieurs
reprises dans le chapitre 7.

Soit Z1,..., Z, des observations indépendantes d’une loi P sur un ensemble X. Soit k£ un
entier et .Z une classe de fonctions sur X*, on définit :

Ukf =)' Y f(Zis- 0 Zi)

ou (n)y=nn—-1)---(n—k+1) et ix = (i1,...,1,) ensemble de k indices parmi les (n)g
k-uplets ordonnés d’entiers distincts de {1,...,n}. Pour k = 1, Ul = P, est la mesure
empirique.

Définition 11.1.1. UFf est appelée U-statistique d’ordre k. {UFf, f € F} est appelé
U-processus d’ordre k indéxé par Z.
Si de plus, pour tout f € %,

E f(s1y-.-y8i—1,Zi,Sit1,---58k) =0 pouri=1,... k,

alors .F est appelée classe de fonctions de X* P-dégénérée et UFf (resp.{UFf, f € F})
est appelée U -statistique (resp. U-processus) d’ordre k P-dégénérée.

Définition 11.1.2. On dit qu’une fonction positive F définie sur X* est une enveloppe
de F si

sup |f()] < F()
feF
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Définition 11.1.3. Soit .% une classe de fonctions sur X a valeurs réelles. On dit que
Z est euclidienne pour 'enveloppe F s’il existe A et V deuz constantes positives avec
la propriété suivante : si i est une mesure pour laquelle pF? < 400, alors

D(x,dp,.F) < Az™V, 0 <z <1,

ot
— pour e >0, D(e,d,T) est le plus grand nombre D pour lequel 3 m,...,mp des points
de T tels que d(m;, m;) > ¢, pour i # j;

2\ 1/2
— pour f,g € F, du(f,g) = <H|£F29| > ’

Interprétation :

Ce nombre D(g,d,T) nous donne pour le pseudo-espace métrique (7', d) la grosseur de T'
selon la métrique d.

On peut remarquer que

— A et V sont des constantes indépendantes de p ;

— on dit que .Z est euclidienne (A4, V) pour 'enveloppe F'.

On trouvera des exemples de telles familles dans les ouvrages de Pollard (1984) et Devroye
et Lugosi (2000).

Les premiers exemples de telles familles sont les familles d’indicatrices sur des ensembles
qui forment une VC-classe.

11.2 Quelques résultats sur les familles euclidiennes

Dans ce paragraphe nous rappelons quelques résultats utiles sur les familles euclidiennes.
Ces résultats sont de deux types : les premiers donnent des exemples et des propriétés pour
déterminer qu’une famille de fonctions est euclidienne. Les seconds sont des théoremes sur
les taux de convergence utilisés dans les preuves.

11.2.1 Familles de fonctions euclidiennes

Les exemples et propriétés ci-dessous se trouvent dans les articles de Pakes et Pollard
(1989) et Nolan et Pollard (1987) et permettent de montrer que certaines familles de
fonctions sont euclidiennes sans revenir a la définition 11.1.3.

Propriété 11.2.1. conditions d’euclidiennité

1. (cf. Nolan et Pollard (1987), Corollaire 21) Soit ¥ une classe de fonctions de X X
X uniformément bornée euclidienne. Alors pour toute mesure v de X, la classe
{[ f(z,)dv(z), f € F} est euclidienne pour une enveloppe constante.
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2. (cf. Nolan et Pollard (1987),Lemmme 22(ii)) Soit g(.) une fonction réelle a va-
riations bornées sur R. La classe de toutes les fonctions sur R%de la forme z —
gla -z + f3), avec v parcourant R? et B parcourant R, est une famille euclidienne
pour une enveloppe constante (az est le produit scalaire entre z et o dans R?).

3. (cf. Pakes et Pollard (1989),Lemme 2.14) Si ¥ est une famille euclidienne pour
Uenveloppe F et 9 est une famille euclidienne pour lenveloppe G. Alors {fg : [ €
F, g €94} est une famille euclidienne pour une enveloppe FG.

Exemple 11.2.1. Soit K une fonction & variations bornées. Si on pose .F = {fp,(x) =
K(%%), b> 0,y € R}, alors F est une famille euclidienne pour l’enveloppe F = sup |K]|.

Exemple 11.2.2. Dans notre cas on a la famille ¢ = {K(%5%), b €]0,1]}. K étant un
noyau produit on peut en déduire en utilisant 'exemple précédent et le lemme 2.1/, que G
est une famille euclidienne. En utilisant a nouveau le lemme 2.14 on en déduit que F¢5 et
6 sont des familles euclidiennes.

De plus amples exemples et conditions sont répertoriés dans les livres et articles déja cités
et dans Pouvrage de Van der Vaart et Wellner (1996)

11.2.2 Ordre uniforme en probabilité

On rappelle la vitesse de convergence des U-processus utilisée dans les preuves du cha-
pitre 7.

Propriété 11.2.2. [c¢f. Sherman (1994), Corollaire 4(ii)] Soit F une classe de fonctions
sur Xk, k <1, P-dégénérée et PF =P @ ... P. Si F est euclidienne pour une enveloppe
F deux fois intégrable, i.e. szdIP’k < 00. Alors

sup [n*/2Uk f| = Op(1)
fer
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Annexe 3 : Distances dans un
échantillon

On note, pour j € {1,...,n}, D;(x) la distance de x € R? & son j®™¢ plus proche voisin
dans ’échantillon 2.

Dans cette partie nous allons étudier tout d’abord le développement asymptotique de
E (D;l(x)) On pourra alors en déduire une combinaison linéaire des D;(-), définissant
D4(-) et admettant le développement (12.5). Dans un deuxiéme temps on s’intéressera au
comportement asymptotique de la variable aléatoire Dd(x).

12.1 Développement asymptotique de E {D%(x)}

Le théoréeme suivante nous donne la combinaison linéaire définissant Dd(-), dans quelques
cas particuliers.

Théoréme 12.1.1. Soit 2 un échantillon de vecteurs aléatoires de R?, de densité f sur

un compact Q. On suppose f séparée de zéro.

o 512 <d<3etsif asesdeux premicres dérivées bornées alors, en prenant Dd(-) =
D{(-), on a , uniformément par rapport a x

E [D*(x)] = {nvaf (x)} ™" + 0o(n ™). (12.5)

e 514 <d<Tetsif ases quatres premieres dérivées bornées dans un voisinage de X,
alors on pose

i _ (3424 Y)D¢ —T'(2 4 2d~ 1) D4
['(342d-1) — 2I'(2 + 2d 1)
et (12.5) est vérifiée.

L’étude asymptotique de B (D(-)) revient donc & celle de B (D{¢(-)) et E (D4(-)) et fera
donc l'objet des deux parties suivantes.

Remarque 3. Le théoréme ne traite pas le cas d > 8. Pour obtenir le résultat dans ce
cas il faudra utiliser les mémes techniques que celles utilisées ici et faire intervenir des
distances Dj, pour j > 3.
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Pour la démonstration du théoréeme précédent nous avons besoin de quelques remarques

préliminaires :

— On peut tout d’abord se ramener au cas x = 0. On pose dans la suite B(t) = B(0,t),
boule de centre 0 et de rayon ¢. On note D; = D;(0).

— Soit X une variable aléatoire positive a support compact, Q, i.e. X(w) € [0,4], ou
0 = diam@. Si g est une fonction dérivable vérifiant g(0) = 0, alors

B o(0) = [o(X)) = [ [ g @xwgdi ()
_ /0 T S OP(X (w) > tht,
_ /O " OPLX(w) > t)dr.
~ D’apres la définition de Dy, on peut éerire pour tout ¢ € [0, 8]

P{D; >t} = P{ aucun des points X; est dans B(t)},

= <1_/B(t) f(u)du) ,
= <1 —td /B(l) f(tz)dz) .

Il va donc falloir déterminer dans un premier temps le développement asymptotique de

td/ f(tz)dz, quand ¢t — 0.
B(1)
Lemme 12.1.1. Sous les mémes hypothéses que pour la proposition : quand t — 0

. /Bu)f(tz) dz = waf O [1+uat?] + 0 (¢+9)

me

avee vg, le volume de la boule unité de R% et on note z\9) la j*™¢ composante du vecteur

2 € RY et

>, f99(0) 2 G:4)(Q) — ()2
Ud = m /B(l) ||Z|| dZ, avec f P (0) - (8/82 ! ) f(Z) ‘z:O'

DEMONSTRATION.
f admet le développement suivant en 0

f2) Hzazu )0+ 5 sz(”

21]1

t3 d d
Z Z Z f(] K k) (] 2 (k) 4 (’)(t4)

1 j=1k=1
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On remarque que ce développement est valable uniformément en z, car la dérivée 4°™¢ de
f est bornée et on considere ici z € B(1), compact.

La symétrie de rotation de la sphere de centre 0 a pour conséquence que l’intégrale sur
cette sphere d’une fonction impaire est nulle, ce qui conduit a

s - [ Jron o)
+(’) <t4>.

Explicitons chacun de ces deux termes

. / £(0)dz = F(0)va:
B(1)

e Comme la sphere est invariante par rotation, les intégrales, / (z(j ))2 dz, sont donc les
B(1)
mémes dans toutes les directions j. Ainsi

. +2 d .
£S5 i / 024z = £ 57 p6) () / (D)2 du).
Z B(1) 2 ; < B(1) )
On obtient alors

d

d z)dz = v d 1 (4.9) w2 du | 2
! /B(l)f(t ) /O 1 2f(0)vq ]Zlf“ ©) </B(1)( . )t

—|—O(t4+d).

On note uy le deuxieme terme de 1’égalité, que 'on peut encore écrire

f(] 90 / ull? du.
Qdf Z 5(1)H I

Finalement quand ¢ tends vers 0

Uqg =

th [ ftz)dz = wvaf(O)t [1 +ugt?] + O (t4+d)
B(1)

On définit dans toute la suite

h(t) = log <1 —td f(tz) dz),

B(1)

fonction qui intervient dans le développement asymptotique des (D;l). En utilisant le
lemme 12.1.1, on en déduit le développement de h au voisinage de 0

At) = —vaf (O [1+uat?] + O (£47)
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12.1.1 Développement asymptotique de E (D¢)

Le théoréeme suivant donne le développement asymptotique de E (Df), dont nous avons
besoin pour prouver le théoreme 12.1.1.

Théoréme 12.1.2. Sous les mémes hypothéses que le théoréme 12.1.1, nous avons
E (DY) = (f(0)van) ™ (1= D@+ 2/d)n 2 "wy ) + O(n~74), (12.6)

oth wg = ug/(f(0)vg)?? et ug est défini dans le lemme 12.1.1.

L’obtention de ce résultat nécessite trois étapes de démonstration : trouver un équivalent,
le deuxieéme terme du développement puis 'ordre du reste. Les outils principaux sont la
méthode de Laplace et le théoreme de convergence dominée.

DEMONSTRATION. 1° Obtention d’un équivalent de B (DY), quand n — +oo

1)
E (D}) = /Odtdlp(D1>t)dt

5 n
= / dtd! (1 —t4 | f(tw) du) dt
0 B(1)

6
= / g(t)e™ ) dt
0

avec g(t) = dt?1 et on rappelle que h(t) = log <1 - td/ f(tu) du). On peut alors
B(1)
utiliser la méthode de Laplace pour trouver un équivalent de cette intégrale. En effet

suivant au voisinage de 0 :

h(t) = = f(0)vat? + O(t%)
Finalement, quand n — oo

E (DY) ~ (f(0)vgn)~"

2° Obtention du deuxieme terme du développement
Pour cela on étudie la différence :

Ay =E (DY) = (f(0)van) ™!

Celle-ci contient deux quantités : I'une qui utilise le développement de h au voisinage de
0 et qui va donner un équivalent ; la deuxieme sera négligeable devant cet équivalent.
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o 1% étape : développement au voisinage de 0.
Soit e > 0, il existe g tel que pour t € [0, dg]

(1= 9)( = FOat’ — " uavaf (0)) < h(t) < (1+€) (= FO)vat? — ' uqvaf () ).

On note
1

do
Ay s = £)emh® - —__
750 /0 g( )6 nvdf(o)a

alors

do d_qd+2
"(1—5)(—f(0)vdt —tF udvdf(o))
t — <A
/0 g(t)e nvaf(0) = n,00

<

/60 g(t)e"(lJrE) <*f(0)vdtd*td+2udvdf(0)> gt — 1
0

m.(m.?)

On considere tout d’abord la partie droite de cette inégalité.

1_e—na(1—e)6g

On remarque qu’il existe ng, tel que pour n > ng : — % > 0. En utilisant

na(l—e)
cette inégalité avec a = v4f(0), on obtient

5 (1= [ — £(0Vustd —4d+24, 0 _ o—nf(0)vg(1—¢)sd
/Og(t)e (1-2) (ot et ddf(o))d e T T A
0 nf(0)va(l —¢) 7

Etudions maintenant cette borne inférieure, A, 5
7

/ -g(]t) n(l 6) ( f(o)'uitd—td 21L1'Udf(0)) — envd’(o)( _5)5d

A - dt —
o 2 (0)oa(l —2)
[
énﬁo = / 0 dtdflen(l—e) (_f(O)vdtd) (e—n(I*E)t‘i-F?udvdf(O) _ 1) dt
0
A, s = /m}df(O)(l_E)(so (ein(lis) (nvdf(g)l(iri/j)lw/d ugqvg f(0) B )%
By 8
7 0 nugf(0)(1 — ¢
nf(0)va(1—¢)do 2/d,—u
LN e
n 2n,d0 A Udf(O)(l — E) fn(u) U
n1+2/dén,50 = /R+ gn(u) du
2/defu

n

vaf(0)(1 —¢)

Or, pour tout n, gn(u) = Tn (W0 v, £(0)(1—)s0] (1) est une fonction mesu-

rable. De plus

o—tg112/d

gn(u) ~ = (0af (0))1+2/4(1 — ¢)1+2/d 4
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et
Jgn(0)] < ey (0 F(0))H29(1 - )2

Le théoreme de convergence dominée donne alors :

nlt2/dA ['(2 4+ 2/d)ug
B ™ (vdf(O))H?/d(l _ 6)1+2/d

c’est-a-dire : il existe ny, tel que pour tout n > sup(ng,n;) on a

—T'(2+2/d)n~1"2/dyy <
(vaf(0))1+2/4(1 —g)2/d —

Ap s, (12.8)

On fait de méme pour la partie gauche de I'inégalité 12.7
1— efna(lJrs)ég 1

— Comme on a encore ———————— — — < 0, donc
na(l+¢) na

A - < /50 )" (ff(O)vdtdftd“udvdf(o)) P el (0)(1+e)o
%0 g nugf(0)(1 +¢)

— L’étude de ce majorant, Zn,éo se fait de fagon analogue a celle de A,, 5/, donne

L2+ 2/d)ug
(vaf (0))1F2/d(1 + )1 +2/d

An,(;o ~ =

On obtient I'existence de ng, tel que pour n > no

—T(2+2/d)yn~1 "2/,
00 = (g f(0) /(1 4 )2/

A (12.9)

Finalement en utilisant les inégalités 12.8 et 12.9 on obtient

2+ 2/d)n~1"%dy,

g D2+ 2/d)n =1y, oD
2/d <A,s < —(1 2/d
) v = T o

(vaf(0))+2/4

e 2°™¢ Stape : Etude de Ap—Apsy = f 5o "h(t
Posons p = —h(dp) > 0. Comme h est decromsante on a h(z) + p < 0 pour tout = > Jo,
donc pour tout x > §p, pour tout n > 1,

—(1-

nh(z) = (n = Dh(z) + h(z) < —(n = Dp + h(z)

é
ce qui entraine la convergence de lg(x)|e™ @) dz: et Vinégalité

80

é é
lg()|e""Pda < =D [ g ()| dr
50 50
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Or > 0, d’ou I'existence d’un entier ng, tel que pour tout n > ng

J < [(2 +2/d)n=1=%/dy,
€
5 T (waf(0)re

e Conclusion : pour n > sup(ng,ni,ng,ns), on obtient un encadrement, dont chaque
borne est le produit d’une fonction en e, qui tend vers 1 quand € — 0 et de la constante

_T(242/d)n-1-2/d .
((Ud f'/(O))T)L1+2 - Yd On obtient donc

1 D2+ 2/d)n~ 1 dyy

— 6nh(t) . -~ .
A, /Og(t) nFO)a (0 (0)) 727 (12.10)

3° Ordre du reste

On veut obtenir l'ordre du reste, i.e.

s —1-2/d
] TR+2/dn "2y
bn = /o g)e"™ nf(0)vg (vaf(0))1+2/d =0t ).

Pour cela on utilise la méme démarche que dans le point précédent

e 1% étape : On utilise le développement de h au voisinage de 0 il existe §g, pour tout
x € [0,0¢], il existe M tel que

—Ma 4 a(z) < hz) < Mzt + a(x),

eanmd+4+na(x) < enh(x) < eand+4+na(x)

avec a(x) = —vgf(0)2? — vgf(0)ugz® 2. On obtient alors I'encadrement
% 1 (24 2/d)n=1=2/4,
—nde+4+na(x)d _ _ d <T <
Jy ot o R ERE
% (2 +2/d)n-1-2/4
/ g(x)enM:cd+4+na(x)dx_ ( 1 _ (2+2/ )n1 i ud)
0 nva f(0) (vaf ()2

En utilisant le lemme 12.1.2, I’étude du minorant revient a I’étude de la quantité
%o d+4 %o
Fn,éo _ / g(m)ena(m)mer dr — / g(m)ena(m) dz
0 0
60 M d+4
= / g(z)em @) <e_ e — 1>dm
0

JVInu1+4/d du

1)
_ /nvdf(O) 0 ena((m)l/d)<e—W . 1)
i nf(0)vg
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en effectuant le changement de variable u = n f(0)vgz?. On note ensuite

n1+4/dfn750 :/ tn(u)du,
R+

ou (t,)n est une suite de fonctions mesurables vérifiant ¢,,(u) ~4oco —%H[O o] (1)
d )

Muyltd/d I
(f(0)vq)1+47d *{0,00]

minée nous permet de conclure que le minorant est d’ordre O(n~1=4/4),
On fait de méme avec le majorant de I';, 5, et on obtient

et majorée par (u), fonction intégrable. Le théoréme de convergence do-

L5 = O(n~ 1749,

e 2°™M¢ Gtape : On montre que I'), — Iy 5, est de 'ordre de O(n*1*4/d), avec le méme
raisonnement que pour la 2°™® étape du deuxiéme point.
e Conclusion on obtient
I, =0n 41,
ce qui correspond au résultat attendu du théoreme 12.1.2 |

Lemme 12.1.2. Soit a(x) = —vaf(0)z? — vaf(0)ugz®*?, alors

% 1 wql'(2 4 2/d) i
e @ gy — = (1 Zdr e T 2/%) n /d
/0 g9(z) d nvaf(0) (1 n2/d > +0O( - )

0l W4 = {7y 57

DEMONSTRATION. 1° Obtention de ’équivalent On utilise la méthode de Laplace pour

obtenir
/60 na(a:)d 1
T)e T~ ——
) 9) 0 ©)

2° Deuzxieme terme du développement asymptotique. On étudie la différence

" (2) 1
D, = / z)e" " dy — ———
"y o n0a (0)
que 'on peut réécrire
nvg f(0)d _ ug —2/d,1+2/d —nvg f(0)6¢
D, = b / R e (e (wafop/d™ - 1>du+ e 7
nvaf(0) Jo nvaf(0)
oo —nvg f(0)6d
2/dp / du+ € 1+2/d
n ap(u)du + ————n
N N[

— quand n — o0, le deuxieme terme tend vers 0
) )
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— pour traiter le premier terme, nous faisons appel au théoreme de convergence do-
1+2/d

minée, car les fonction a, sont mesurables et vérifient a,(u) ~ —mwe_“]lmm]
et |a,(u)] < %eﬂ‘ﬂ[@m] , qui est dans L'. On a donc
r(2+32)
nt2/dp _u
" (vaf(0))1H2d

3° Ordre du reste On pose

% 1 '(2+2
E, = / g(x)ena(x)dx _ (1 Wy ( + /d> >’
0

nvgf(0) n2/d
que 'on peut réécrire
d 0 5 w n_2/dul+2/d —92/d d
n1+4/dEn _ n*/ /nf( Joato —u d(vdf(o))Q/d — 1+ M m
vaf(0) Jo (vaf(0))/
ni/de—nvaf(0)5§ N /oo udn2/du1+2/d uy
- ————— ¢ “du
vaf(0) nf(0)ado (Vaf(0))1F+2/d

— Le premier terme s’étudie en utilisant le développement de la fonction exponentielle un
terme plus loin ;

— Le deuxieéme terme tend vers 0

— Le troisieme terme tend vers 0, car 'intégrale est inférieure a

n2/de—nf(0)vado/2 /OO —udu1+2/d e~ %2 du
nf(0)vado (Vaf(0))1F+2/d

et I'intégrale converge par le théoreme de convergence dominée.
4° Conclusion

% 1 2
na(zx) _ 1_ r(o+ 2 —2/d —1-4/d
/0 g(x)e dx oaf (0) < wq ( + d)n ) +0 <n )

12.1.2 Développement asymptotique de {E (D$) —E (D)}

Nous n’allons pas étudier directement E (D$), mais la différence {E (DY) —E (D{)}. En ef-
fet cette derniere nous permet d’identifier exactement le nombre de points de 1’échantillon
Z., contenu dans un voisinage de la forme B(t). De plus comme nous disposons du
développement de E (Dil), par le paragraphe précédent, nous pourrons retrouver celui
de E (D).
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Propriété 12.1.1. Sous les conditions énoncées dans le théoréme 12.1.1, on a
{E (D) —E (DY)} = {vaf(0)n}~* [F(2) +wg(T(2+2/d) — T(3+2/d))n~2/? (12.11)
+O(n"=44)

ot wg = ug/(f(0)va)*?.

DEMONSTRATION. Cette différence se réécrit

—+00

{E (DS~ E (D) = /0 AV B(Dy > 1) — B(Dy > 1))z dt.

“+oo
_ / tP({Dy > 10 {Dy < )<gyat,

= ] dt?1 P{ un et un seul X; est dans O(t) }H{tng} dt,
0

00 n—1
_ n/ dtd_l { f(Z) dz}{l — f(z) dz} H{t<6} dt,
0 B(t) B(t) N

oo n—1

{E (DY) —E (DH} =n / - g(t)e™® dt (12.12)
0

c’est-a-dire

onm=n—1,gt) = dt>! f(tu) duly<sy et h(t) = log <1 — td/ f(tz) dz).
B(1) - B(1)

1° Obtention d’un équivalent On utilise la méthode de Laplace pour trouver un équivalent.
En effet I'intégrale 12.12 est convergente, h est décroissante et au voisinage de 0, on a :

g(t) = vgdt** =1 £(0) + ugua f (0)£24 + O(#2*)

h(t) = —vaf ()t — uguaf(0)t™2 + O ()

On obtient donc

n = ROFN nvdf(O)I‘(Q) _ 1
/0 g(t) dt (nvaf(0))2  nuaf(0)

2° Deuxiéme terme Pour cela, il faut considérer la différence entre 'intégrale et ’équivalent
trouvé ci-dessus. Comme dans la démonstration du développement de E (Df), le terme qui
donne ’équivalent est celui qui correspond au développement de h en 0. Ainsi en encadrant
h obtient un encadrement du reste. Finalement le lemme 12.1.3 nous donne I’équivalent.
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3° Ordre du reste En appliquant encore une fois le lemme 12.1.3 & la différence I';,, on
trouve 'ordre du reste.

4° Conclusion On obtient bien le résultat

{E (D3) —E (D))} = {vaf(0)n} " |D(2) + wa(L'(2 +2/d) — (3 +2/d))n /7

+O(n—1—4/d)] (12.13)

Lemme 12.1.3. Soit §y € [0, 7],

n /0 ” g(z)e" ) dz = [1 + (r(2 +2/d)—T(3+ 2/d)>wdn_2/d}

nf(0)vg
+ O 1Y), (12.14)
ot a(x) = —vaf(0)z? — ugvg f(0)zd+2.

DEMONSTRATION. 1° Equivalent On utilise la méthode de Laplace pour obtenir :

50 1
na(@) gy o — 12.15
n x)e X .
/0 o(x) o (12.15)

2° Deuxieme terme Pour I'obtenir nous devons introduire deux termes intermédiaires

80 1 ) %)
na(x)d _ — / na(x)d _ / m)df(O)xdd
n xT)e X n xT)e X n xI)e X
o @~ 1y 9 o )

8o . 5o )
+ <’I’L / g(m)envdf(O)x dr —n / vdded—lf(O)enUdf(O)l‘ dm>
0 0

—i—(n /60 v ded_lf(O)e"”df(O)xddm - ! >
0 a nf(0)vq

Etudions séparément chacun de ces termes :

e Le premier terme se réécrit, en utilisant le changement de variable u = nvgf(0)z?

50 50 d
n/ g(z)e™ ) dg — n/ g(z)e af 0% gy
0 0

6
= n/ 0 g(w)e_"vdf(o)xd <e_"vdf(0)“dxd+2 - 1>dm
0

nvaf(0)8 1/d _nvgf(ugul 24
- n/ d - 2 (/ f S N - dv) e v (e <:”df(°)d)l+2/d - 1>du
0 (nvaf(0)2\ Jga)* \ (nf(0)vg)/d

= fn(u) du
R+
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fn est une fonction mesurable et quand n — oo

1+2/d 242/d
- Ugu - u —1-2/d
~ — u 0 = — v_ - 0000000
I = G @2 O a7 o)
La suite de fonctions, (n2+2/ df )n, vérifie les hypotheses du théoréme de convergence

dominée, on obtient donc

b b I3+ 2/d)
na(:r)d _ / 7m)df(0)a:dd ~ —1-2/d
n glrje i n g\r)e X n
/0 (@) 0 (@) (Udf(o))1+2/d

u

e Le deuxieme terme

do 5o
n/ g(x)envdf(o)xddx o / nvddedflf(O)envdf(O)mddx
0 0

do 4
= / dz?d1 (/ f(tz)dz — vdf(0)> "vaf O gy,
0 B(1)

nva f(0)5¢ Py zl/du . dz
:/0 027 (0) </B(1) / <_(nf(0)vd)1/d> du — Udf(0)>e 0 (O)

- /R gn(u)du

(gn)n est une suite de fonctions mesurables, vérifiant

z _uguaf(0)2%/4 B ugzlt?/de=z

gn(2) ~ n(vaf(0)*  (nvaf(0)2/? — ni+2/d(vyf(0))1+2/

En appliquant le théoreme de convergence dominée a la suite de fonctions (n1+2/ 4g,)n on

obtient I+ 2/d)
+ 1+2/d
n(u)du ~ ———"
/R““) “ af )

e Pour la dernier terme, on écrit

5o 1 nvdf(O)(Sg U 1
n vgdaz2@1 £(0)ervaf )2 g _ = / et —du — ———
/0 ada™10) nf(O)va — Jo nf(O)va nf0)vq
1 /Oo _
= ue “du
nf(O)Ud nvq f(0)6¢
—enwaf (0)54 o
= W(nvdf(0)56l +1) = o(n~172/4)

e Finalement avec les trois termes, on obtient le deuxi¢me terme du développement (12.14).
3° Conclusion L’ordre du reste du développement est obtenu comme dans le lemme 12.1.2
et est essentiellement di au développement de l’exponentielle a 'ordre supérieur. Ceci
termine la démonstration du lemme.
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12.1.3 Choix de D4(-)

Dans cette partie nous allons finalement expliquer pourquoi le théoréeme 12.1.1 propose de
tels combinaisons linéaires pour D?(-) & I'aides des deux paragraphes précédents.

e Sid=2oud=3, le développement trouve dans le premier paragraphe
E (DY) = (nvaf(0))~" (1 ~T(2+ 2/d)n*2/dwd> +O(n14/d)

1=2/d — o(n=3/2), ainsi

ot wg = ug/(f(0)vg)?*. Comme d =2 ou 3, on a n-
E (D) = (nvaf(0)"" + o(n=*?).

On pose donc dans ce cas D¢ = D{.

e Pour 4 < d < 7, soit D%(-) définit par

i _ (3424 Y)D¢ —T'(2 4 2d~ ') D4
(34 2d71) —2T(2 +2d1)

En utilisant les deux paragraphes précédents, on peut écrire

E (D)

_I(3+2dY)—-T(2+42d7 ") d r2+2d1)

T T(342d°1) —2T(2 +2d-1) (D1) - [(3+2d-1) — 2T'(2 + 2d-1)
F3+2d Y -Tr(2+2d1

T T(B+2d ) -2 (2+2d7) (nvaf(0))~! <1 -T2+ Q/d)n—Q/dwd)

E (D§ - DY)

1
e gm0 M)+ w2/ - T3+ 2]
+O (n~1-4/4)

Finalement

E (D) = {nvaf(0)} " + O ") = {nua f(0)} 7 + o(n /7).

Remarque 4. Pour d > 8, on peut faire de méme, mais on voit bien qu’on a be-
soin d’un terme supplémentaire dans ces deux développements. Il faudra aussi calculer
le développement de E (Dg) et pour cela on utilisera les mémes méthodes, c’est-a-dire on
choisira de calculer E (D$) —E (DY). Les développements ainsi obtenus seraient de l’ordre
de O(n_l_ﬁ/d) et nous fourniraient la combinaison linéaire a utiliser pour d = 8,...,11.
1l faudra faire intervenir Dy, si d > 12.
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12.2 Application a I’étude de Zg(g)

Propriété 12.2.1. Soit p=v}".
Is(g) = ||5H;1 >ic1 Yilix,es) D(X;) est un estimateur asymptotiquement sans biais de
pls(g)-

DEMONSTRATION. On se sert du développement asymptotique (5.11) pour étudier fg,
donné par (5.12). Montrons que Is(g) est asymptotiquement sans biais :

E (Ts(9) = ||5||;1§njﬂ-z [Vilx,esDU(X3)]
=1

ISI;* > ® [E [Yz‘ﬂxiest(Xi)!Xi]] ;
i=1

= IISIIdIZn; [/SE [E-Dd(Xz)le:X]f(X)dX],

— [Sl7'n /S GX)E (D4(x)) () dx,

car Y; = g(X;) + ;.
Alors en utilisant le développement asymptotique (5.11), on peut écrire

“n x# X) dx n~1/?
IS5 [ o) p ) dx+ 0(n 1),

pls(g) + O(n_l/Q).

E (Is(9))

E (Is(9))

12.3 Etude du comportement asymptotique de D(x)

Examinons tout d’abord la convergence en loi de D%(x).

]P’(D(x)>n_1/du> - (1—IP(HX]~—XH §n_1/du>)n

= (1 - /B(x . f(z) dz)n

avec le méme développement que dans le paragraphe 12.5, en supposant que la dérivée
seconde est bornée, on obtient :

P(DG0>n) = (1= flguanul(1+ o(n1)"
= exp [—f(x)vdud(l + 0(1))]

- exp(—f(x)vqu’)
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ce que 'on réécrit

P <D(x)( F(x)vgn)/? > u) = eap(—ud)
P (Dd(x)f(x)vdn > u) — exp(—u) =1 — Fyx(u)

ou Z(x) ~ &(1). Donc

lim g(npd(x)) :Z( Z(x) )

e 7o
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