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Chapitre 1

Introduction

Les processus de calculs sont généralement étudiés sous leurs aspects logiques ou algo-
rithmiques. Nous abordons, dans ce travail, une analyse algébrique de ces processus par la
construction d’invariants homologiques pour la confluence.

L’apport principal de ce travail est la construction d’une condition de finitude homolo-
gique pour 'existence de présentations convergentes de type fini, par réécriture de termes
de théories équationnelles du premier ordre. Nous montrons qu’une théorie équationnelle du
premier ordre, admettant une présentation convergente et de type fini, est sémantiquement
décrite par une théorie algébrique de type bi-PF.

Il s’agit d’un travail a I'interface de la réécriture et de ’algébre homologique. Il est basé
sur des méthodes initiées par Squier et Anick en réécriture de mots. D’une part ce travail
contribue & I’étude des mécanismes de confluence en réécriture par la construction de condi-
tions nécessaires de finitude, d’autre part il développe des techniques effectives permettant
de construire de petites résolutions libres pour des théories équationnelles convergentes,
constituant ainsi une méthode de calcul des groupes d’homologies de ces théories.

1.1 Homologie des systémes de calcul

1.1.1 La réécriture

La compréhension algébrique des mécanismes de calcul nécessite un modele mathé-
matique les décrivant relativement au contexte dans lequel ils s’exécutent. La réécriture,
introduite initialement pour I’étude combinatoire des relations d’équivalence, constitue un
des plus anciens modéles abstraits du calcul. Un systéme de réécriture consiste en une
classe d’objets et en un ensemble de couples de ces objets, formant un ensemble de trans-
formations. Deux objets sont dits équivalents, s’ils sont joignables par une suite de ces
transformations, [New42].

Notre étude porte sur les processus de réécriture dans les théories équationnelles. Elles
constituent la classe des langages du premier ordre, dont le seul symbole prédicat est

9
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I’égalité. Les équations définissant une théorie équationnelle sont remplacées par des trans-
formations locales et orientées, appelées régles de réécriture. L’application successive de ces
regles locales décrit un calcul dans la théorie.

Le modéle de la réécriture permet d’exprimer les principes fondamentaux régissant
lorganisation des calculs. La réécriture permet ainsi une classification des théories selon les
propriétés combinatoires sur les équations les définissant. La réécriture permet, notamment,
d’identifier une sous-classe de la classe des théories décidables. L’objectif de ce travail est
de caractériser algébriquement cette sous-classe.

1.1.2 Systémes convergents

Les régles de réécriture, définies localement, doivent garantir un comportement glo-
bal cohérent des calculs. Cette cohérence est essentielle pour les langages intervenant en
programmation ou en logique. La neethérianité et la confluence sont des principes fonda-
mentaux de réécriture caractérisant ces propriétés de cohérence. Un systéme de réécriture
est dit neethérien, si tous les calculs qu’il définit terminent. Un systéme est dit confluent,
si tous les calculs possibles sur un méme terme, convergent vers un méme autre terme.
Nous dirons qu’un systéme est convergent s’il est a la fois nceethérien et confluent. Dans un
systéme de réécriture convergent, tout terme se réduit en une unique forme normale.

C’est la raison pour laquelle 1’égalité, dans une théorie équationnelle, est décidable s’il
existe une présentation convergente et de type fini par générateurs et relations. Etant don-
nés deux termes de la théorie, I’algorithme des formes normales consiste & les réduire 3 leur
unique forme normale respective. L’équivalence des deux termes est alors la conséquence
de ’égalité des deux formes normales. De plus, le calcul de la forme normale d’un terme
est décidable sous I'’hypothése de finitude de la présentation.

La réécriture constitue-t-elle une méthode universelle pour la décidabilité des théories
équationnelles 7 En d’autres termes :

Question. Etant donnée une présentation non convergente d’une théorie équa-
tionnelle décidable, existe-t-il une présentation convergente et de type fini équi-
valente ?

Il est bien connu qu’il existe des théories décidables de type fini pour lesquelles il
n’existe pas de procédure de décision par réécriture. C’est, par exemple, le cas pour les
théories admettant un axiome de commutativité. Cependant, étant donné un systéme de
réécriture de termes, comment évaluer 'obstruction a I’existence d’un systéme de réécriture
de termes convergent et de type fini équivalent ?

L’existence d’une présentation d’une théorie équationnelle, par un systéme de réécri-
ture de termes convergent et de type fini, est un probléme indécidable en général. Knuth
et Bendix, [Knu70|, ont montré que tout systéme de réécriture de mots est équivalent a un
systéme de réécriture de mots convergent. Cependant, 1’algorithme de complétion, rajou-
tant les régles nécessaires pour assurer la confluence, peut ne pas terminer car le nombre
de régles supplémentaires nécessaires peut étre infini. Plus précisément, les propriétés de
neethérianité et de confluence pour les systémes de type fini sont en général indépendam-
ment indécidables. La propriété de confluence est décidable pour les systémes ncethériens
de type fini.
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Enfin, l’existence d’un systéme de réécriture de termes convergent et de type fini n’est
pas un invariant de structure. Une théorie équationnelle peut ne pas admettre de présen-
tation convergente de type fini sur un ensemble fixé de générateurs. Mais par ajout de
générateurs, on peut obtenir une présentation convergente de type fini, [Jan85, Kap85|.
Par contre, la décidabilité d’une théorie équationnelle apparait comme une propriété in-
trinséque & la théorie et indépendante d’une présentation donnée. Ce constat est a l’origine
de la méthode que nous allons employer.

1.1.3 Espace des réductions

L’idée directrice, que nous allons suivre, consiste a construire un critére pour la conver-
gence, indépendamment d’une présentation donnée. Ce critére est construit a partir d’un
analogue équationnel du graphe des réductions.

A tout systéme de réécriture, on associe son graphe des réductions. C’est le graphe
dont les sommets sont en correspondance biunivoque avec les termes et dont les fleches
sont données par les réductions élémentaires. Les chemins de ce graphe sont les chemins de
réduction. Les propriétés de ncethérianité et de confluence s’expriment topologiquement sur
ce graphe. Si le systéme est neethérien, alors il n’existe pas de chemin de longueur infinie. Si
le systéme est confluent, alors il existe une relation d’équivalence, définie sur I’ensemble des
chemins paralléles, telle que tous les chemins du graphe de méme source s’identifient par
cette relation. Si le systéme est convergent et de type fini, alors cette relation d’équivalence
est engendrée par un nombre fini de chemins paralléles. La confluence apparait, de cette
fagcon, comme une propriété de «finitude topologique» sur le graphe.

Caractériser l'existence d’une présentation convergente de type fini, pour une théo-
rie équationnelle indépendamment d’une présentation donnée, nécessite de considérer un
analogue équationnel du graphe des réductions, construit a partir de la théorie elle-méme.

Nous allons illustrer la suite de cette partie introductive avec le cas de la réécriture
dans un monoide. Mais comme nous le verrons plus loin, la démarche est la méme pour la
réécriture dans une théorie équationnelle. Considérons un monoide présenté par générateurs
et relations. On construit le graphe non orienté, dont les sommets sont tous les mots du
monoide libre engendré par ’ensemble des générateurs et dont les arrétes sont données
par la cloture congruente des relations, c’est-a-dire toutes les équations possibles dans le
monoide.

Les couples d’équations, portant sur un méme mot, sont représentés par les zones de
branchements de ce graphe. Les sommets du graphe correspondent aux 1-cellules et les ar-
rétes aux 2-cellules de I’espace classifiant du monoide. La procédure de complétion consiste
& counstruire, pour tout couple de 2-cellules reliées par une 1-cellule, une 3-cellule dont elles
forment une partie du bord. Si le monoide posséde une présentation convergente et de
type fini, ces 3-cellules sont construites & partir d’'un nombre fini de 3-cellules élémentaires,
correspondantes aux paires critiques.
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1.1.4 Invariants homologiques

Nous caractérisons ce processus de complétion topologique par un invariant algébrique,
appelé 'homologie du monoide. Les invariants algébriques, introduits initialement en to-
pologie, permettent de caractériser une structure algébrique, indépendamment de sa pré-
sentation, avec des méthodes de topologie combinatoire. Ici, I'idée est de capturer, dans
I’homologie du monoide, la propriété de convergence des relations du monoide.

L’homologie des monoides peut étre introduite de différentes fagons. Nous ne donnons
ici que quelques idées sur une construction simpliciale. On associe & un monoide M, un
espace topologique BM, appelé classifiant de M, construit inductivement sur la longueur
des mots de M. Il ne contient qu’une seule 0-cellule, les 1-cellules sont en correspondance
biunivoque avec les mots de M et ont pour méme bord la 0-cellule. Les 2-cellules corres-
pondent aux équations dans le monoide M de la forme u - v = w, ol u, v et w sont trois
mots de M. Les 3-cellules correspondent aux équations w’ = u-v-w mettant en jeu quatre
mots de M et ainsi de suite pour les dimensions supérieures. Si on désigne respectivement
par [u], [u,v] et [u,v,w] de telles cellules, leur bord est une combinaison linéaire alternée
des cellules de dimensions inférieures :

[, 0]+ [u] = [u- o] + [o]

[u, v, w] AN [u,v] = [u-v,w] + [u,v - w] — [v, W]

Attention, dans ce schéma il faut considérer qu’il n’y a qu’une seule 0-cellule. L’homologie
du monoide M, notée H,(M, Z), est définie comme ’homologie singuliére de 1’espace BM.

Les équations dans le monoide correspondent aux 2-cellules, les chevauchements de
ces équations correspondent aux 3-cellules et les m-chevauchements aux n-cellules de cet
espace. Les groupes d’homologie H,(M,Z) vont permettre de caractériser combinatoire-
ment des propriétés topologiques sur 1’espace ainsi construit. Nous en donnons une inter-
prétation pour les trois premiers degrés. Le groupe H;(M,Z) est le quotient du groupe
abélien librement engendré par les symboles [u], ot u est un mot de M, par les relations
[u]+[v] = [u-v], pour tous u,v € M. Si M posséde un nombre fini de générateurs, le groupe
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Hi(M,Z) est de type fini. Autrement dit, ’espace BM peut-étre construit en n’utilisant
qu’un nombre fini de 1-cellules correspondantes aux générateurs.

Le groupe Hy(M, Z) est le quotient du groupe abélien librement engendré par les sym-
boles [u,v], ot u et v sont des mots de M, vérifiant [u] + [v] = [u - v], par ’ensemble des
relations :

[u,v] = [u-v,w] + [u,v - w]| — [v,w] =0, u,v,w € M. (1.1)

De la méme fagon, s’il n’y a qu'un nombre fini de relations, alors le groupe Ho(M,Z) est
de type fini et l'espace BM peut étre construit a partir d’'un nombre fini de 2-cellules
correspondantes aux relations.

Qu’en est-t-il des dimensions supérieures? Le groupe H3(M,Z) est le quotient du
groupe abélien librement engendré par les symboles [u,v,w], satisfaisant la condition de
cycle (1.1), par les relations [t,u,v] — [t - u,v,w]| + [t,u - v,w] — [t,u,v - w]| + [u,v,w] = 0,
pour tous mots t,u, v, w dans M.

D’apres la condition de cycle (1.1), la finitude de la base du groupe H3(M, Z) dépend
des chevauchements possibles entre les relations définissant le monoide. Les 3-cellules mi-
nimales de ’espace BM correspondent aux paires critiques. Si les relations définissant M
n’engendrent qu’un nombre fini de paires critiques, alors toutes les 3-cellules peuvent étre
engendrées par un nombre fini de 3-cellules minimales et par suite H3(M, Z) est de type fini.
C’est le cas si la présentation est convergente et de type fini. Le premier résultat mettant
ce phénomeéne en évidence a été montré par Squier, [Squ87al, constituant ainsi la premiére
démarche appliquant des techniques d’algébre homologique a 1’étude des mécanismes de
confluence en réécriture.

1.1.5 Les critéres de Squier

Dans ses travaux sur ’homologie des groupes de Artin, Squier, [Squ94al, développa
une méthode combinatoire de construction de petites résolutions libres pour des monoides
présentés par des systémes de réécriture convergents. Cette méthode est basée sur le calcul
différentiel libre de Fox. L’homotopie contractante de cette résolution refléte le défaut de
convergence du systéme de réécriture. La construction de cette homotopie est analogue a
la procédure de complétion de Knuth-Bendix. Si le systéme de réécriture est de type fini,
alors cette résolution de longueur 3 est de type fini. On dit alors que le monoide est de
type PF3. Une conséquence immédiate est que le troisiéme groupe d’homologie du monoide
H3(M, Z) est un groupe abélien de type fini. En construisant un monoide décidable de type
fini dont le troisiéme groupe d’homologie n’est pas de type fini, Squier répond négativement
a la question de Jantzen, [Jan85|, :

Question. Un monoide décidable de type fini posséde-t-il une présentation
convergente de type fini ?

Depuis ces premiers travaux sur I’homologie des systémes convergents, des généralisa-
tions ont été obtenues, mais toujours pour des systémes de réécriture de mots, [Gro90,
Kob90, Bro92, Coh97]|. 1l s’agit essentiellement de constructions qui étendent la méthode
inductive de Squier aux n-chevauchements équivoques, montrant que les monoides, admet-
tant une présentation convergente et de type fini satisfont la propriété PF..
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Les criteres homologiques PF, sont nécessaires mais pas suffisants pour ’existence d’une
présentation convergente et de type fini pour les monoides de type fini. C’est la raison pour
laquelle d’autres critéres de finitude homotopique, raffinant les critéres homologiques, ont
été introduits [Squ94b, Laf95, Wan00, Kob03]. Nous présentons un bref état de 1’art de ces
généralisations dans le chapitre 3.

Le critére de Squier a été étendu pour les systémes de réécriture d’algébres associatives
par Anick [Ani86, Ani87| - il s’agit de travaux publiés avant ceux de Squier mais les
publications de Squier sont posthumes et les travaux antérieurs & ceux d’Anick. Enfin,
des généralisations des constructions de Brown, [Bro92], et de Kobayashi, [Kob90], & la
réécriture sur des petites catégories ont été réalisées respectivement par Citterio, [Cit01],
et Morace, [Mor95].

1.1.6 Le cas de la réécriture de termes

La généralisation de ces critéres de finitude homologique & des systémes algébriques
mettant en jeu des opérations d’aritées arbitraires, est restée un probléme ouvert. Ce pro-
bléme est posé dans [Squ94b, Laf91, Laf03] et le travail qui suit propose une solution. Nous
montrons que les théories équationnelles du premier ordre, admettant une présentation par
un systéme de réécriture de termes convergent et de type fini, satisfont le critére bi-PF .

Nous abordouns cette généralisation par la voie de la sémantique fonctorielle des théories
équationnelles de Lawvere, [Law63]|. Nous interprétons un systéme de réécriture de termes
du premier ordre par une présentation orientée d’une théorie algébrique finitaire au sens
de Lawvere. Le cadre défini par Burroni dans [Bur93] est plus général que le point de vue
que nous adoptons. Il interpréte un systéme de réécriture de termes par une présentation
orientée d'un PRO, i.e., une catégorie monoidale stricte sur N. Le but étant d’éliminer la
propriété universelle des produits finis de la théorie algébrique. Cette approche est plus
adaptée & ’étude des mécanismes de confluence tenant compte de la gestion des variables.
Cependant, ’homologie des PROs, vus comme 2-catégories, reste encore mal comprise. La
construction d’un nerf pour une oc-catégorie, proposée par Burroni dans [Bur94], voir aussi
[Str87], et la résolution par polygraphes de co-catégories de Métayer, [Met03], nous laissent
espérer des développements possibles dans cette direction.

Une théorie algébrique s’interpréte comme une monade finitaire sur la catégorie des
ensembles. Nous pensons que les critéres de finitude homologique de convergence restent
valables pour toute forme de réécriture de nature associative et unitaire - c’est-a-dire les
systémes de réécriture sur des structures pouvant se réaliser comme objets en monoide
dans une catégorie monoidale.

1.1.7 Applications

L’intérét des systéemes de réécriture de termes est qu’ils constituent un paradigme de
calcul suffisant pour constituer la sémantique algébrique des langages de programmation
récursifs et des logiques du premier ordre.
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En programmation, qui n’est pas du premier ordre en général, il apparait de nombreux
systémes de réécriture du premier ordre permettant d’étudier les propriétés du calcul. Par
exemple, I’étude du A-calcul fait apparaitre des systémes de réécriture du premier ordre,
notamment dédiés & la compréhension des opérations de substitutions, tels que le Ao-calcul,
[Aba9d1]. Nous espérons que les critéres de finitude homologique en réécriture de termes
pourront avoir des applications dans cette direction.

Les critéres de finitude homologique pour les systémes de réécriture de PROs pourraient
permettre I'utilisation des techniques homologiques pour les problémes d’atteignabilité de
configurations dans les réseaux d’automates, [Gru02, Gru01]. En effet, les PROs permettent
d’interpréter sémantiquement des contextes de réécriture trés variés, comme la réécriture
sur les circuits booléens, les réseaux d’automates cellulaires ou encore les réseaux de Petri.
Par exemple, un réseau d’automates cellulaires peut étre décrit par un PRO, et ’ensemble
des régles d’évolution non déterministe correspond & un systéme de réécriture sur ce PRO.

Comme le met en évidence Goubault dans sa thése, la confluence en réécriture s’inter-
préte comme un processus de réductions paralléles et rentre dans le cadre de 1’étude des
mécanismes de concurrence, [Gou95|. Notre approche vise & construire des conditions de
finitude homologique pour les mécanismes de confluence en terme de foncteurs dérivés. Elle
apparait ainsi complémentaire & celle proposée par Goubault, [Gou95|, en terme d’homo-
logie cubique et par Goubault-Gaucher, [Gau03], en terme d’invariance de dihomotopie.

Nous espérons ainsi que les méthodes homologiques de Squier, dans le contexte de la
réécriture de termes, auront un champ d’application plus important que dans le cas de la
réécriture de mots.

1.2 Deéveloppement et résultats principaux

Nous présentons ici les étapes principales nous ayant permis d’obtenir notre résultat
principal :

Théoréme. Une théorie équationnelle du premier ordre, admettant une pré-
sentation convergente et de type fini par un systéme de réécriture de termes,
est sémantiquement décrite par une théorie algébrique de type bi-PFo sur Z.

Une théorie équationnelle du premier ordre ~p est sémantiquement décrite par une
théorie algébrique au sens de Lawvere. C’est la donnée d’une petite catégorie A, munie de
produits finis, dont les objets sont les entiers naturels et les morphismes sont engendrés par
la signature de =g et satisfont les relations de ~f. La théorie ~f se réalise syntaxiquement
comme une algébre sur A, (cf. 5.2.3). La propriété de convergence, exprimée syntaxique-
ment sur &g, s'exprime de facon équivalente en terme de présentation par générateurs et
relations de la théorie A, (cf. sec.5.3). Le critére de finitude pour I'existence d’une pré-
sentation convergente de type fini d’'une théorie équationnelle porte ainsi sur la théorie
algébrique associée.
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Une théorie algébrique A s’interpréte comme une monade finitaire sur la catégorie des
ensembles (cf. 5.2.5). Une théorie algébrique se réalise ainsi comme un objet en monoide
dans la catégorie monoidale des endofoncteurs finitaires sur la catégorie des ensembles.
Nous introduirons ’homologie d’une théorie algébrique relativement au cadre développé
par Baues, Jibladze et Tonks, [Bau97], pour la cohomologie des objets en monoide dans une
catégorie monoidale. Ce cadre constitue une fagon générale d’introduire la (co)homologie
des monoides, des algébres, des petites catégories, des théories algébriques ou des opérades.

Si Th désigne la catégorie des théories algébriques, d’aprés [Bau97|, la catégorie des
coefficients pour I’homologie d’une théorie algébrique A est la catégorie Ab(Th/A) des
objets en groupe abélien dans la catégorie des théories au-dessus de A. Par suite, I’homo-
logie de A, a coefficient dans un objet M de Ab(Th/A), est définie comme ’homologie du
complexe, issu de la bar résolution dans la catégorie Ab(Th/A), de I'objet terminal de la
catégorie Th/A.

Il existe une interprétation plus explicite de la catégorie des coefficients de A et de
I’homologie de A. Jibladze montre que la catégorie Ab(Th/A) est équivalente a la catégorie
Nat.(A) des systémes naturels cartésiens de groupes abéliens sur A, [Jib01]. Un tel systéme
sur A est la donnée d’un foncteur D, de la catégorie des factorisations F'A de la théorie
A, a valeurs dans Ab et préservant les produits finis. Nous introduisons I’homologie de
A, en dualisant les constructions de [Bau85] pour la cohomologie d’une petite catégorie,
comme ’homologie de la petite catégorie A & coefficients dans un systéme naturel cartésien
D (cf. 4.4.5). Cependant, jusqu’a ce jour, [Bau03], il n’existait pas d’interprétation de la
cohomologie de A en terme de foncteur dérivé dans la catégorie Nat.(A). C’est la raison
pour laquelle nous nous sommes restreint & la catégorie des bimodules non additifs sur A,
pour laquelle, une telle interprétation a été donnée par Jibladze et Pirashvili, [Jib91].

Une théorie algébrique apparait comme un anneau généralisé, [Wra70].
MacLane définit 'homologie des anneaux comme ’homologie du complexe cubique, in-
troduit pour I’étude des systémes multiplicatifs, [McL56]. Il existe une interprétation de la
cohomologie de MacLane d’un anneau A en terme de foncteur dérivé Ext*, dans la caté-
gorie des bimodules non additifs sur A, [Jib91]|. A partir de cette nouvelle interprétation,
Jibladze et Pirashvili généralisent la cohomologie de MacLane des anneaux, a coefficient
dans les bimodules non additifs, a la cohomologie des théories algébriques & coefficients
dans les bimodules non additifs.

La catégorie des bimodules non additifs sur une théorie algébrique A, désignée par
F(A), est la catégorie des foncteurs de A°P & valeurs dans la catégorie Ab(Alg(A)), des
A-algebres dans Ab. En dualisant les constructions de [Jib91], nous définissons I’homologie
d’une théorie algébrique A, a coefficient dans un objet M de F(A) par, (cf. 5.4.6) :

H. (A, M) = Tor, ® (12, M),

oulf:A — AbBA” désigne le dual du plongement abélianisé de Yoneda, défini pour tout
objet n de A par I{(n) = ZA(—,n).

L’homologie H, (A, M) s’interpréte en terme d’homologie de Hochschild-Mitchell de la
catégorie A, & coefficient dans le A-bimodule M associé & M préservant les produits en la
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premiére variable. Il existe un isomorphisme (cf. 5.4.7) :

H, (A, M) = H,(A, M).

La catégorie F(A) est la plus petite catégorie permettant de donner un sens & une
résolution libre associée & une présentation convergente de A. Le critére de finitude PF,
de Squier pour un monoide M est un critére a gauche; il considére une résolution libre de
M-modules & gauche du M-module trivial Z. Il existe aussi un critére PF, a droite; dans
le cas ot M est un groupe, ces deux critéres coincident. De la méme fagon, nous pouvons
considérer un critére PF, & gauche, ou a droite, pour la réécriture sur une petite catégorie C,
en construisant des résolutions de C-modules & droite, ou & gauche, du foncteur Z : C — Z
constant égal & Z (cf. 4.3.3). Dans le cas des théories algébriques, le critére PF, a droite,
ou & gauche, est trivial en raison de la présence des produits finis (cf. sec.4.5.2). C’est la
raison pour laquelle, nous devons considérer un critére PF, bilatére. Une petite catégorie
C est dite de type bi-PF,,, si le C-bimodule ZC posséde une résolution de C-bimodules
libres de type fini de longueur n.

Etant donnée une présentation convergente < € | R > d’une théorie algébrique A, notre
objectif est de construire, en terme de cette présentation, une résolution libre du foncteur
Iy : A’ — Ab(Alg(A)), associant a tout objet n le foncteur représentable ZA(n, —).

Un systéme de réécriture < Q | R > dans Th est formé d’un N-graphe Q et d’'un
ensemble R, constitué de couples de chemins paralléles du graphe sous-jacent a la théo-
rie algébrique IL(Q2) librement engendrée par Q. Nous associons au systéme de réécriture
< Q| R > un systéme de réécriture < Q¢ | R® > dans Cat, ou Q€ et R® sont respective-
ment les graphes cartésiens engendrés par les graphes €2 et R (cf. sec.5.3.2). Nous montrons
que les propriétés de convergence du systéme < €2 | R > restent conservées par le systéme
< Q°| R®>:si < Q| R > est convergent alors < Q¢ | R® > est convergent.

Une condition de finitude homologique pour la convergence d’une théorie algébrique est
ainsi ramenée & une condition de finitude pour la convergence de la catégorie sous-jacente,
présentée par graphe cartésien et relations cartésiennes.

Pour ces raisons, nous généralisons les critéres de finitude homologique de Squier et
Kobayashi a la réécriture sur des petites catégories. Nous montrons (cf. 4.6.3) :

Théoréme. Soient C une petite catégorie de graphe générateur G, R un en-
semble de régles sur C et D la catégorie obtenue comme quotient de C par la
relation de congruence sur C engendrée par R. Si R est convergent et minimal,
alors pour toute catégorie abélienne A admettant des coproduits indexés par les

ensembles hom de D et pour tout objet I de AP, il existe une suite acyclique
dans AP :

S.(G,R) : I[P] % I[R] 2 I[G] % 1G] - I — 0,

ot P désigne l’ensemble des paires critiques de R, I[X] désigne le D-diagramme
libre dans A engendré par un sous-ensemble de morphismes X de D et les
opérateurs bords sont définis sur les générateurs par décomposition cubique.



18

1.2. DEVELOPPEMENT ET RESULTATS PRINCIPAUX

Il est possible d’étendre «manuellement» cette résolution en tout degré, mais les cal-
culs deviennent trés rapidement complexes. Nous définissons 'opérateur bord d4 pour les
monoides dans la section ?7?. Il serait intéressant d’extraire & partir de ce début de réso-
lution un complexe cubique, explicite en tout degré, mettant en jeu les chevauchements
équivoques en toute dimension. Mais cette construction reste un probléme ouvert.

Par ailleurs, nous montrons que la résolution inductive d’Anick-Kobayashi se généra-
lise de la méme fagon a la réécriture de petites catégories. Nous généralisons la notion
de n-chaine d’Anick, introduite dans [Ani86|, aux systémes de réécriture monoidaux, (cf.
2.3.11) et nous l’appliquons aux cas des petites catégories. En utilisant la méthode de
Kobayashi pour la réécriture des monoides, [Kob90], nous montrons qu'il existe une réso-
lution acyclique K, (G, R), du méme type que précédemment, de longueur infinie mettant
en jeu les n-chevauchements équivoques (cf. 4.8.12). En particulier, nous montrons que les
petites catégories, admettant une présentation convergente de type fini, sont de type bi-
PF . Un des intéréts de cette résolution, construite par induction ncethérienne, est qu’elle
constitue une méthode effective de calcul des groupes d’homologie de petites catégories.

On applique les résolutions ainsi obtenues & la présentation des théories algébriques.
Etant donnée une présentation convergente < € | R > d’une théorie algébrique A, nous
considérons le systéme de réécriture < Q¢ | R® > convergent dans Cat correspondant.
Nous en déduisons les résolutions libres S,(Q°, R¢) et K,(Q°, R°) du foncteur I, dans la
catégorie F(A).

Cependant, le systéme de réécriture < Q¢ | R® > n’est pas de type fini, car il est formeé
d’un graphe composé d’une infinité de fléches et d’une infinité de relations, résultant de
la structure induite par les produits finis. En utilisant le caractére additif de ZA, nous
montrons (cf. 5.5.3) :

Proposition. Soient X un sous-ensemble de morphismes d’une théorie algé-
briqgue A et X€ le graphe cartésien engendré par X. Pour toute catégorie abé-
lienne A et toute A-algébre I dans A, il existe un isomorphisme de A-algébres

dans A :
I[X] ~ I[X],

ot I[X] désigne le A-diagramme dans A librement engendré par X .

Par suite, si le systéme de réécriture < ©Q | R > est de type fini, alors les résolutions
S«(, R) et K.(£2, R) sont libres de type fini dans la catégorie F(A). Nous montrons ainsi
que les théories algébriques admettant une présentation convergente et de type fini sont de
type bi-PF .

Les résolutions S.(2, R) et K.(f2, R) permettent de calculer, de fagon effective, les
groupes d’homologie de théories algébriques, a coefficients dans les bimodules non additifs,
a partir de présentations convergentes de type fini. En particulier, & partir de I’exemple
de Squier, nous construisons un systéme de réécriture de termes, présentant une théorie
algébrique de type fini et décidable, et n’admettant pas de systéme de réécriture de termes
équivalent convergent et de type fini.
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1.3 Organisation du document et conventions

Dans un premier chapitre, nous développons le cadre catégoriel dans lequel se place ce
travail. Nous définissons la notion de systéme de réécriture dans une catégorie monoidale et
nous introduisons la notion de chaines de Anick. I’avantage de ce point de vue est de réunir
dans un méme cadre, la réécriture de mots et la réécriture de termes. Cependant, nous
n’avons pas encore de critéres homologiques pour l’existence d’une présentation convergente
de type fini d’un objet en monoide. Dans la conclusion, nous présentons quelques idées dans
cette direction.

Le chapitre 3 constitue un bref état de I’art sur les critéres homologiques pour I’existence
de présentation convergente de monoides ensemblistes. Nous rappelons la construction
de Squier mettant en jeu les paires critiques. Il est difficile d’obtenir une résolution de
Squier explicite mettant en jeu les n-chevauchements équivoques. Nous présentons, en fin
de chapitre, une réponse partielle & ce probléme avec les résolutions ordonnées introduite
par Anick et Kobayashi.

Dans le chapitre 4, nous donnons une bréve introduction au langage des catégories de
modules sur une petite catégorie. Nous introduisons ’homologie de Hochschild-Mitchell
comme cas particulier de I’homologie de Baues-Wirsching des petites catégories. Nous
donnons quelques éléments pour étendre ’homologie de Baues-Wirsching aux PROs. Nous
mettons en évidence que la catégorie des bimodules cartésiens est minimale pour le calcul
de ’homologie d'une catégorie munie de produits finis. En utilisant les méthodes de Squier
et Kobayashi, nous construisons des résolutions libres de petites catégories, admettant des
présentations convergentes de type fini.

Dans le chapitre 5, nous introduisons 'interprétation sémantique de Lawvere des théo-
ries équationnelles du premier ordre. Nous interprétons un systéme de réécriture de termes
du premier ordre comme une présentation orientée d’une théorie algébrique. Nous intro-
duisons ’homologie des théories algébriques a coefficients dans les bimodules non additifs.
Nous donnons une interprétation de cette homologie en terme d’homologie de Hochschild-
Mitchell de la petite catégorie sous-jacente. Nous appliquons les constructions du chapitre
précédent a la construction de résolutions libres de type fini de théories algébriques, ad-
mettant une présentation par un systéme de réécriture de termes convergent.

Dans le chapitre 6, & partir de I’exemple de Squier, nous construisons un systéme de
réécriture de termes, présentant une théorie équationnelle de type fini et décidable, mais
n’admettant pas de systéme convergent de type fini équivalent.

Tous les concepts et tous les outils d’algebre homologique et de théorie de la réécriture
sont introduits dans le cours du texte, rendant sa lecture autonome. Toutes les définitions,
théorémes, propositions ou lemmes non référencés sont de l'auteur. La référence renvoie,
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dans la mesure du possible, a la source historique, sinon a une référence standard, indicée
dans ce cas par le symbole b.

Dans tout le texte, les constructions introduites portent sur des petits objets. Nous nous
placerons dans ’axiomatique standard de Zermelo-Fraenkel de la théorie des ensembles avec
I’axiome du choix. Nous désignerons respectivement par Ens, Ab et Cat la catégorie des
petits ensembles, des petits groupes abéliens et des petites catégories. Pour toute catégorie
C, munie de produits finis, nous désignerons par Ab(C), la catégorie des objets en groupe
abélien dans C.

Si C est une catégorie, la notation d’appartenance, w € C, désignera que w est un
morphisme de C. La classe des objets de C sera désignée par |C|. Si w € C, nous désignerons
par o(w) sa source et 7(w) son but. Si p,q € |C|, nous désignerons par C(p,q) I’ensemble
des morphismes de C de source p et de but q.

Nous désignerons par Cg4 la sous-catégorie discréte de C, formée de tous les objets de C,
par C la catégorie enveloppante C°P x C et par CC la catégorie des foncteurs d’une petite
catégorie C dans C. Nous désignerons par 1 la catégorie ponctuelle munie d'un seul objet
et d’une seule fleche et par ez : C —> 1 le foncteur canonique.



Chapitre 2

Réécriture sur les objets en monoide

L’objet de ce chapitre est d’établir le cadre conceptuel dans lequel notre étude s’inscrit.
La réécriture intervient dans de nombreux contextes, mais nous ne considérerons que les
mécanismes de réécriture associatifs et unitaires dont le paradigme est la réécriture dans
un monoide.

Dans la section 2.2 nous faisons quelques rappels introductifs aux systémes abstraits
de réécriture. Nous définissons dans la section 2.3 la notion de systéme de réécriture dans
une catégorie monoidale et nous introduisons les chaines d’Anick dans ce contexte. Nous
montrons dans la section 2.4 que la réécriture dans une catégorie monoidale permet de
réunir dans un méme cadre les réécritures de mots et de termes.

2.1 Introduction

La réécriture a été initialement introduite comme un outil combinatoire pour ’étude des
relations d’équivalence abstrayant la nature des objets considérés, [New42|. Simultanément
la réécriture a été développée pour I'étude des propriétés de cohérence dans les systémes
logiques, [Chu36], et dans les langages de programmation par la suite.

2.1.1 La réécriture de mots

En algébre, la réécriture intervient, sous différentes formes, pour I’étude combinatoire
des structures algébriques telles que les monoides, les groupes ou les algebres, [Ber78]. La
réécriture dans un monoide est définie de la fagon suivante.

On se donne un ensemble de générateurs ¥ = {aj,az,...,b1,b2...}, les mots dans le
monoide libre ¥* sont définis comme les listes formées de ces générateurs a;, a;, - . . a;, dont
la concaténation est associative :

(@1...aibyr...bj)(c1...ck) = (ar...a;)(b1...bjcr...ck) = ar...a;b1...bjcr...cy,

et unitaire :
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ou 1 désigne le mot vide. Une régle de réécriture est la donnée d’un couple A = (u,v) de
mots du monoide libre ¥*. Etant donné un ensemble de régles R, un calcul dans le monoide
libre ¥* consiste & appliquer successivement les régles de R & un mot. Appliquer la régle
A & un mot w consiste & reconnaitre dans la liste de générateurs formant le mot w, une
sous-liste correspondant au mot u et & la substituer par la liste correspondant au mot v.

Les calculs dans une algébre associative et unitaire peuvent se décrire de fagon simi-
laire. On considére le quotient de l’algeébre libre k[X1, ..., X,] par 'ideal engendré par les
polyndmes définissant les régles de réécriture.

Il s’agit dans ces deux cas de transformer des listes formées d’éléments de 1’ensemble
sous-jacent a la structure algébrique considérée, par application locale des régles de réécri-
ture dérivées des axiomes de structure. La concaténation des listes est globale, c’est-a-dire
que deux listes quelconques peuvent étre concaténées.

Il peut aussi s’agir de transformer par réécriture des chemins orientés dans un arbre ou
un graphe. Cette situation intervient dans 1’étude des chemins de processus, en parallélisme
ou en réécriture, en considérant le graphe des réductions dont les sommets sont les termes
et les fleches sont les réductions élémentaires. Les objets & réécrire sont alors des listes
formées de fleches et 'opération de concaténation de ces listes est définie localement. Ce
calcul correspond & un calcul dans une petite catégorie présentée par le graphe, soumis a
des relations sur les chemins paralléles du graphe.

2.1.2 La réécriture de termes

La réécriture intervient aussi pour 1’étude des processus de calculs dans les théories
équationnelles. Une théorie équationnelle se décrit syntaxiquement comme une algébre
universelle sur une théorie algébrique ou une opérade. Il s’agit alors, dans ce cas, de ré-
écriture de termes. L’opération de composition des éléments de 1’algébre est plus complexe
que dans la réécriture de mots mais reste une opération associative et unitaire. Avec trois
termes u, v, w, on peut former d’autres termes de la fagon suivante :

’1 W 1‘ ’1
|

La notion de théorie algébrique sera développée dans la section 5.2.1.

wo |
|

Le calcul dans une théorie équationnelle est de la méme nature que dans un monoide.
La différence majeure est que la structure des termes est plus complexe en raison de la
présence de variables et que 'opération de composition des termes est opéradique. Si u et
v désignent deux termes, une régle u — v s’applique de la fagon suivante :
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ou z,z,w et w' désignent des diagrammes formés de termes. Nous développons cette
interprétation catégorique de la réécriture de termes dans la section 5.3. Nous verrons
qu’une théorie équationnelle s’interpréte par une monade finitaire sur la catégorie des
ensembles, dont la multiplication décrit 'opération de composition des termes et 'unité
décrit la notion de variable.

Enfin, la réécriture peut porter sur des structures plus complexes définies comme des al-
geébres sur des catégories monoidales. Ces catégories permettent des interprétations séman-
tiques de systémes plus complexes tels que les réseaux automates ou les réseaux booléens.
Cependant, la compréhension algébrique des mécanismes de calcul dans ces catégories reste
encore un probléme difficile.

Tous ces processus de réécriture s’interprétent dans le cadre algébrique de la réécriture
sur les objets en monoide dans une catégorie monoidale. Sont ainsi réunies dans une méme
approche la réécriture de mots et la réécriture de termes. Les concepts abstraits de réécri-
ture ainsi que les problémes décisionnels, tels que le probléme de mots, s’énoncent pour la
réécriture sur les objets en monoide.

Interpréter un systéme de réécriture comme un systéme de réécriture sur un objet en
monoide dans une catégorie monoidale présente un double intérét. En effet, le produit de
la catégorie monoidale permet :

e de décrire sémantiquement les notions de contexte et de substitution,

e de décrire la catégorie des modules sur I'objet en monoide présenté par le systéme de
réécriture. La catégorie des modules correspond & la catégorie des coefficients dans
laquelle est construite la résolution associée & une présentation convergente du mo-
noide.

Un des objectifs de notre démarche est de montrer que les critéres de finitude homo-
logique pour la présentation des monoides établis par Squier restent encore valables pour
la présentation des objets en monoide. Cet objectif n’est pas encore atteint en raison de
la complexité de la catégorie des modules pour un objet en monoide quelconque. Il nous
reste & généraliser le calcul différentiel libre de Fox aux objets en monoide, en utilisant la
définition de dérivation de [Bau97], 4.7.. Ensuite, nous devons déterminer, pour un objet
en monoide donné, la famille des générateurs projectifs de sa catégorie de modules.

2.2 Systémes abstraits de réécriture

Afin de fixer la terminologie et les notations, nous rappelons quelques faits élémentaires
sur les systémes abstraits de réécriture et nous renvoyons a [Klo92], ou [Ter03|, chap. 1,
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pour un exposé complet, ou encore & [Ber78] pour une lecture algébrique du lemme de
Newman.

Newman introduit en 1942, [New42], un modéle permettant de traiter les systémes de
réécriture en abstrayant le contexte dans lequel les processus de réécriture prennent effet.

2.2.1 Définition ([New42]). Un systéme abstrait de réécriture est la donnée d’un couple
< T | —>ouT est un ensemble d’objets et — une relation binaire sur 7~ dont les éléments
sont appelés régles de réduction.

Si (u,v) est un élément de —, on dit que u se réduit en v et on désigne par u — v ce
couple.

A tout systéme abstrait < 7 | —> on associe un graphe G(7) dont les objets sont
ceux de T et les fleches sont définies par les éléments de —. Les chemins de G(7) sont
appelés chemins de réduction. Les objets de G(7) constituent les chemins de longueur
nulle. La longueur d’un chemin F de G(7) est I’entier naturel n tel que F' s’écrive comme
la composée de n fleches de longueur non nulle. L’ensemble des chemins de G(7°) forme la
cloture transitive et réflexive de la relation — et est désigné par —*. Réduire un objet ¢ de
T consiste & parcourir un chemin dans G(7) de source ¢.

Les composantes connexes du graphe G(7), vu comme un espace topologique, forment
la cloture symétrique de — désignée par <. Les feuilles du graphe G(7") sont appelées les
objets irréductibles de < T | —>. Un objet non irréductible est dit réductible. Une forme
normale d'un objet w de 7 est un irréductible de 7 qui est le but d’un chemin de source
w. Deux objets wy et wo de T sont dits joignables s’il existe un branchement dans G(7)
de base {wi,ws} :

Deux systémes de réécriture (7, —1) et (7, —2) seront dits équivalents si pour tous objets
u et vdeT onawu<¥ vsiet seulement si, u <9 v.

Les notions de confluence et de noethérianité sont centrales en théorie de la réécriture
et dans cette étude. Nous les considérons dans ce travail comme des propriétés de nature
géométrique sur le systeme de réécriture.

2.2.2 Définition ([Klo92],). Un systéme abstrait de réécriture < 7 | —> est dit
nethérien, ou fortement normalisant, si la longueur d'un chemin quelconque de G(7T') est
finie.

Notamment, dans un systéme ncethérien tout terme posséde au moins une forme nor-
male. La propriété suivante, introduite par Church et Rosser dans 1’étude du A-calcul,
[Chu36], assure l'unicité de cette forme normale.
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2.2.3 Définition ([K1092],). Un systéme abstrait de réécriture < 7 | —> est dit

i) de Church-Rosser si deux objets quelconques d’une composante connexe de G(7) sont
joignables,

ii) confluent si les buts de deux chemins quelconques de méme source dans G(7) sont
joignables,

iii) localement confluent siles buts de deux fleches quelconques de méme source dans G(7)
sont joignables.
La propriété de confluence s’exprime sous 1'une des formes suivantes :
2.2.4 Lemme ([Kl092],). Pour tout systéme de réécriture < T | —> les assertions
suivantes sont équivalentes :
i) — est de Church-Rosser,
ii) — est confluente.

Par le lemme de Newman, dans les systémes noethériens la propriété de confluence se
réduit & celle de confluence locale.

2.2.5 Lemme ([New42], Thm.3). Pour tout systéme neethérien < T | —> les asser-
tions suivantes sont équivalentes :

i) — est confluente,

ii) — est localement confluente.

2.2.6 Définition ([Kl0o92],). Un systéme de réécriture est dit convergent s'il est noethé-
rien et s'il vérifie 'une des assertions de 2.2.4.

Dans un systéme de réécriture convergent < 7 | —>, si wy et we désignent des feuilles

de deux chemins de G(7) de méme source, alors w; = ws. En particulier, tout objet w
posséde une unique forme normale que nous désignerons par w.

Nous rappelons le principe d’induction ncethérienne qui sera utilisé dans la suite pour
la construction des homotopies contractantes dans les résolutions.

2.2.7 Proposition ([Baa98]|,). Soient T' un ensemble muni d’une relation nethérienne
> et P un prédicat sur T. Si, pour tout élément t de T, ’assertion :

tout élément s de T tel que t > s vérifie P,

entraine que t satisfait le prédicat P, alors tout élément t de T satisfait le prédicat P.
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2.3 Reéécriture sur les objets en monoide

Les systémes abstraits de réécriture ne possédent pas suffisamment de structure pour
modéliser la réécriture dans un monoide ou une théorie équationnelle. Il est nécessaire
d’introduire, dans le premier cas, la notion de concaténation de mots et, dans le second
cas, les notions de contexte et de substitution.

Dans cette section, nous définissons la notion de systéme de réécriture sur un objet en
monoide dans une catégorie monoidale. La catégorie monoidale permet de décrire, d’une
part la notion de contexte et de relation congruente, d’autre part la catégorie des modules
de Anick engendrés par les chevauchements équivoques.

2.3.1 Objets en monoide

Nous rappelons qu'une catégorie monoidale (stricte) V = (V,0,1I) est formée d’une
catégorie V, d'un foncteur 0 : VXV — V et d'un objet I de V tels qu’il existe des
identités fonctorielles en les objets X, Y, Z de V :

(XOY)Oz = XO(yOz),
XOI =X = I0OX. (2.1)

2.3.1 Définition ([McL71],). Un objet en monoide dans une catégorie monoidale V, ou
V-monoide, est la donnée d'un triplet (M,u,n), oi M est un objet de V et
pw:MOM — M, n:1 — M sont deux morphismes de V tels que les deux diagrammes
suivants soient commutatifs dans V :

1 1 10
MOMOM 44—~ oM 10OM ——2 > yoOM 2" y0Or

L | R |» /

MUOM m M M

Un morphisme de V-monoides ¢ : (M,u,n) — (M',p',n') est un morphisme
¢: M — M' de V tel que les diagrammes suivants soient commutatifs dans V :

U ,
MOM — M'OM M

Y

'
M 3 M

On désignera par Mon(V) la catégorie des V-monoides et des morphismes de V-monoides.

2.3.2 Exemples. Dans le cas non strict, i.e., pour lequel les relations (2.1) sont des
isomorphismes, on a deux exemples génériques :

i) Les produits finis munissent la catégorie Ens d’une structure de catégorie monoidale et
la catégorie des objets en monoide associée est la catégorie des monoides, désignée
par Mon.
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ii) La catégorie Mod(k) des k-modules, sur un anneau commutatif k, munie du produit
tensoriel ®g, est monoidale d’unité k. Ses objets en monoide sont les k-algébres
associatives et unitaires.

Dans le cas strict, nous considérerons ’exemple suivant :

iii) La catégorie End(C) des endofoncteurs sur une catégorie C, munie de la composition
des foncteurs et de l'unité 1¢, est une catégorie monoidale non symétrique dont les
objets en monoide sont les monades sur C.

2.3.3 Lemme ([McL71],,VIIL. 3.2). Soit V = (V,0,I) une catégorie monoidale, le
foncteur oubli :

U : Mon(V) — V, (2.2)

associant & tout V-monoide (M, p,n) Uobjet sous-jacent M, refléte toutes les limites de V.
De plus, si V posséde des coproduits dénombrables et si le produit O commute auz coproduits
a gauche et & droite, alors le foncteur U posséde un adjoint & gauche L : V — Mon(V).

Si X est un objet de V, I'objet en monoide libre engendré par X est donné par le
triplet £(X) = (L(X), x,ex), ou L(X) est le coproduit des itérés de X :

L(x) =[x, avec X" = xr1OX.
n>0

La multiplication

o HXD"D ]_[ xtHm ]_[XDP

n>0 m>0 p=>0

est obtenue par le diagramme commutatif suivant :

HXEInDHXDm H XDnDXDm
m

n n,m

e |

[x=r
p

dont le morphisme horizontal est induit par la commutation de [0 aux coproduits et le
morphisme vertical est induit par les identités XErOXP™ = XUn+tm En raison de lasso-
ciativité de -x, nous omettrons le parenthésage et nous noterons par u - v - w 'expression
u- (v-w). L'unité ex est donnée par la premiére inclusion

ex: I — HXDn.
n>0
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2.3.2 Systémes de réécriture dans une catégorie monoidale

Dans toute cette section, V = (V,00, I) désigne une catégorie monoidale ou V est une
catégorie concréte, i.e., il existe un foncteur fidéle V. — Ens. On suppose de plus que V
est finiment compléte et cocompléte et que le produit O commute aux coproduits.

Soit (T, p,n) la monade sur V induite par l’adjonction £ 4 U, (2.2). Pour tout objet
X de V, on aT(X) = J] X" et, pour tout z € X, nx(z) = z est le mot dans T(X)

n>0
correspondant & x. Le morphisme px : T(T(X)) — T(X) est déterminé par la counité
de I'adjonction £ 4 U : pour tout entier naturel 4, pour tous entiers ni,--- ,n; et tous
éléments ufc eX:
1 1 j j 1 1 j j

Si X est un objet de V, on considére la T-algebre (T(X),px) libre sur X ; les éléments
de T'(X) sont appelés les termes et la multiplication px est appelée la composition des
termes.

La catégorie des T-algébres possédant les mémes limites que V, on peut énoncer :

2.3.4 Définition.

i) Un systéme de réécriture dans V est la donnée d'un couple < X | R >, ou X est un
objet de V et R est une relation binaire sur l'objet T(X), i.e., U(R) est une partie
de U(T(X)) xU(T(X)), ou U désigne le foncteur fidéle V — Ens.

ii) La relation de réduction engendrée par R est la plus petite relation binaire sur I'objet
T(X), désignée par — g, contenant R et compatible avec I’action de px. En d’autres
termes, si w,w’ sont des éléments de T'(X), on a w —g w' s’il existe (r,s) € R et
deux éléments u et v de T'(X) tels que :

w=pxu-r-v), w=px(u-s-v).

Un systéme de réécriture < X | R > sera dit ncethérien (resp. confluent) si le systéme
abstrait < T'(X) | —g> est ncethérien (resp. confluent).

D’apres le lemme 2.3.3, la catégorie Mon(V) est finiment compléte. Les produits finis
dans Mon(V) sont induits par ceux de V. Précisément, soient M; = (M;, pi,n;), 1 = 1,2,
deux V-monoides : désignons par 7; : My X Ma — M;, + = 1,2, les deux projections issues
du produit dans V. Le V-monoide M7 x My est obtenu comme 'objet M; x My de V,
muni de la multiplication u et de 1'unité n définies par les diagrammes produits dans V :

Tl D7T1 7T2D7T2

M1|:|M1 -~ M1 X MQDMl X M2 —>M2|:|M2 I
| | P
M1 M M2 n
M1 m M1 X M2 2 MQ M1 J M1 X M2 ﬂ2—>M2

De l'existence des coégalisateurs dans Mon(V) induits par ceux de V via le foncteur
L, nous déduisons :
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2.3.5 Proposition. Pour tout systéme de réécriture < X | R > dans V, il eriste un
V-monoide M et un morphisme de V-monoides px : L(X) — M vérifiant : pour tout
V-monoide N, tout morphisme de V-monoides f : L(X) — N tel que f(u) = f(v) si
(u,v) € R, se factorise de fagon unique via le morphisme px :

L(x)—-2"

~ A

N

Démonstration. Le morphisme px est obtenu comme le coégalisateur dans Mon(V)

1

L(R) —Z L(X) X M
2

ou L(R) est le sous V-monoide de £(X) x £(X) librement engendré par R et ou w1 et mo
désignent la premiére et deuxiéme projection. O

Le V-monoide M est obtenu comme le quotient du monoide libre £(X) par la cloture
réflexive, symétrique et transitive <5 de la relation —p :

M= L(X)] <R

2.3.6 Définition. Le V-monoide M de la proposition 2.3.5 est dit présenté par le systéme
de réécriture < X | R >. Deux systémes de réécriture dans V seront dits équivalents s’ils
présentent le méme V-monoide.

2.3.3 Le probléme de mots dans un objet en monoide

Soit < X | R > une présentation d’un V-monoide M, le probléme de mots dans M est
le probléme de décision suivant :

Instance : u et v sont deux éléments de L£(X),

Question : A-t-on px(u) = px(v) dans M7

2.3.4 Paires critiques

Soit < X | R > un systéme de réécriture dans V. Une paire est la donnée d’un couple
< F,G > de réductions élémentaires portant sur un méme terme. Une paire est dite critique
si le couple < F, G > décrit 'une des situations suivantes :

i) (ambiguité d’inclusion) : F = Aet G =u-B-v,avec A = (u-w-v,w1) et B = (w, w2);

ii) (ambiguité de chevauchement) : F = A-v et G = u- B, avec A = (u - w,w;),
B = (w-v,ws) et ol w,u et v ne sont pas dans I'image de ex.
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Une paire critique < F,G >

7N

w1 w9

est dite convergente si wi et wo sont joignables.

Compléter un systéme de réécriture en un systéme convergent consiste a orienter les
régles en un systéme ncethérien et a rajouter autant de régles que nécessaire pour résoudre
toutes les paires critiques. Le lemme, dit des «paires critiques», s’étend & la réécriture
monoidale :

2.3.7 Lemme. Un systeme de réécriture dans une catégorie monoidale V est localement
confluent si et seulement si toutes ses paires critiques convergent.

Il est donc important de connaitre I’ensemble des paires critiques. Il existe deux formes
de paire critique. La notion suivante nous permet de n’en considérer qu’une.

2.3.8 Définition ([Squ87a]). Un systéme de réécriture < X | R > est dit minimal s’il
vérifie les deux assertions suivantes :

i) pour tout (u,v) € R, v est irréductible,

ii) la partie gauche d’une régle quelconque A de R n’est réductible que par A.

L’assertion ii) équivaut a dire que la partie gauche d’une régle de R n’apparait pas
comme sous-mot de la partie gauche d’une autre régle de R.
Le théoréme de Squier, [Squ8T7al, 2.4, s’étend de la facon suivante :

2.3.9 Lemme. Soit < X | R > un systéme de réécriture convergent (resp. convergent de
type fini) dans une catégorie monoidale V. Alors, il existe un systéme minimal < X | R' >
convergent (resp. convergent de type fini) équivalent ¢ < X | R >.

Démonstration. Nous renvoyons a [Squ8T7al, 2.4. L’ensemble des régles R’ est obtenu a par-
tir de R par suppression des régles redondantes, en considérant I’ensemble des réductibles
minimaux. [l

Par définition, dans un systéme de réécriture minimal les paires critiques sont les am-
biguités de chevauchement.

2.3.5 Chaines d’Anick pour un systéme de réécriture dans V

En général, un systéme de réécriture de type fini, i.e., possédant un nombre fini de
régles, n’est pas toujours équivalent & un systéme convergent de type fini. Une obstruction
a Dexistence d’un tel systéme réside dans 'infinité éventuelle des paires critiques résultant
de 'ajout des nouvelles régles. Pour décrire cette obstruction nous utilisons la notion de
chaine d’Anick, permettant de manipuler les n-chevauchements critiques. La définition des
antichaines d’Anick est directement inspirée de la preuve du lemme 2.3.9.
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Soient V une catégorie monoidale, X un objet de V et < une relation d’ordre sur T'(X).
En adaptant les constructions de [Ani86], 1, pour les algébres associatives et unitaires on
pose :

2.3.10 Définition.

i) Un idéal ordonné dans I’ensemble ordonné (T'(X), <) est la donnée d’une partie N de
T(X) telle que pour tout élément w de N, u < w implique u € N.

ii) Si N est un ideal ordonné dans (T'(X), <), 'ensemble des antichaines de N dans T'(X)
est I’ensemble :

An(X,=<) ={v e T(X)\N | u < v et u # v impliquent u € N}.
2.3.11 Définition. L’ensemble des n-chaines d’Anick de N dans T'(X) est ’ensemble :
Cn(X, <) :={(vp, -+ ,v1) | € Xetv; €N, v;-vi_1 € An(X, <) pour i > 2}.

Par convention, Cy(X, <) est 'objet terminal de V.

Le lemme 2.3.13 suivant assure que I’ensemble des antichaines Ay (X, <) est défini de
facon unique par I'idéal N et inversement.

2.3.12 Définition. Soit < X | R > un systéme de réécriture dans une catégorie monoidale
V. La relation d’ordre préfize < sur T(X) est définie en posant :

u < v si et seulement si,
il existe s € {1,...,n} telqueu =ay---as et v =ay---a,, a; € X,

ouu =ex(a), a €l

Dans toute la suite de cette section, < désignera ’ordre prefixe.

2.3.13 Lemme. Soit N un idéal ordonné dans (T'(X),<). Alors w € T(X)\N si et
seulement si, il existe une antichaine v dans An (X, <) telle que v < w.

Démonstration. La preuve est la méme que celle pour les algébres, [Ani86], 1.2.. S’il existe
une antichaine v telle que v < w, alors, par définition, v ¢ N, et donc nécessairement
w ¢ N. Inversement, soit w ¢ N. Il existe un élément v < w de longueur minimale telle
que v ¢ N. Les éléments u tels que u < v sont des éléments de N, par suite v est une
antichaine. [l

2.3.14 Lemme. Soit N un idéal ordonné dans (T(X), <) et soient u et v deux éléments
de N tels que v -v € T(X)\N. Il existe alors une décomposition unique dans T(X),
u-v=u-u-w, avecu-u € Aj(X,<), v € N et w e T(X).

Démonstration. D’apreés le lemme 2.3.13, il existe une antichaine u; telle que u; < u - v.
Nécessairement u; s’écrit sous la forme u - u’, car u € N. Pour montrer 'unicité de uq,
supposons qu’il existe une autre antichaine ug = u - u” telle que us < u-v et u; # us.
Alors,on au-u' <u-u" et u-u € T(X)\N, ce qui est absurde, d’ou "unicite. O
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L’ensemble Fn des éléments R-irréductibles de T'(X) forme un idéal ordonné de
(T'(X),<). Nous deésignerons par A(X, R) l'ensemble des antichaines Ap, (X, <). Les an-
tichaines correspondent dans ce cas aux éléments R-réductibles dans T'(X) dont tous les
préfixes sont R-irréductibles. Dans la suite, nous considérerons les n-chaines d’Anick rela-
tivement a cet idéal. D’apres le lemme 2.3.13, un élément w de T'(X) est R-réductible si
et seulement §'il existe une antichaine u dans A(X, R) telle que u < w.

Le résultat suivant montre que les paires critiques et les n-chevauchements équivoques
sont entiérement déterminés par ’ensemble des antichaines A(X, R).

2.3.15 Lemme. Soit < X | R > un systéme de réécriture minimal dans V et dont aucune
partie gauche de R n’est formée d’un élément de X, alors :

i) Cl(XaR) =X,
ii) Cyo(X, R) est en correspondance biunivoque avec R,

iii) C3(X, R) est en correspondance biunivoque avec l’ensemble des paires critiques de R.

Démonstration. Par définition une 2-chaine est un couple (ve, v1) tel que vo € X et vo - v;
est dans A(X, R). Donc il existe uy et ug dans T'(X) et (u,v) € R tels que vo-v1 = u1-u-us.
Tous les préfixes de vy -v1 sont R-irréductibles donc, il existe a € I tel que ug = ex(a). Par
ailleurs, supposons que u1 ne soit pas dans 'image de ex, alors il existe un entier n > 1
tel que u1 € X", Or vy € X, par suite u est un sous-mot de v1, ce qui est impossible par
irréductibilité de v1. Donc w1 est dans 'image de ex et v - v1 = u est une partie gauche
de régle de R. Inversement, par minimalité, toute partie gauche u d’une régle de R s’écrit
de fagon unique u = v9 - v1, avec vo € X et vy irréductible. L’assertion ii) en résulte.

Si R est minimal, alors toutes les paires critiques sont des ambiguités de chevauchement
de la forme (A - ug,u; - B) avec uj - v A et veus B ws et, alors, (u1,v,us2) est une 3-
chaine. Inversement toute 3-chaine définit une ambiguité de chevauchement, d’ot1 I’assertion
iii). O

Notons que la minimalité de R est une condition nécessaire car, sinon, on peut avoir
la situation suivante : (w,w') € R avec w = u-v et (u,u’) € R, et w ne définit pas une
2-chaine.

2.3.16 Remarque. L’ensemble des antichaines Aj(X, R), et par suite ’ensemble des n-
chaines C, (X, R), dépendent de l'ordre que nous considérons, ici l'ordre préfixe. Il serait
intéressant de considérer un autre ordre afin d’obtenir des résolutions de Kobayashi plus
petites. Dans la méme idée, il serait intéressant de construire les m-chaines d’Anick avec
un autre idéal que celui des formes normales Fn.

2.4 Exemples

2.4.1 Systémes de réécriture de mots

i) Les systémes de réécriture dans la catégorie Ens, munie de la structure monoidale
induite par les produits finis, sont les systémes de réécriture de mots.
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ii) Soient k¥ un anneau commutatif et < X | R > un systéme de réécriture dans
la catégorie des k-modules Mod(k), munie de la structure monoidale induite par ®g.
L’algebre (T'(X), ux) est l’algébre tensorielle engendrée par X et < g correspond a l'idéal
bilatére engendré par les éléments u — v tels que (u,v) € R.

iii) Soit O un ensemble : on désigne par Gph(O) la catégorie formée des O-graphes,
i.e., les graphes dont l’ensemble des objets est O, et des morphismes de O graphes. La
catégorie Gph(O) est équivalente & la catégorie Ens/O x O des ensembles au-dessus de
Ox0.SiG:F—->0x0etG:F — Ox O sont deux O-graphes, le produit G xo G’
est défini par la composée mop* : F' xo F' — O x O, ou p* est donné par le produit fibré

*

p

F xo F' Ox0xO0
l llx&xl
FxF—%% _0x0x0x0

et 7 est la premiére ou deuxiéme projection de O x O x O sur O x O. Le produit X munit la
catégorie Gph(O) d’une structure monoidale dont I'unité est la diagonale  : O — O x O.
Les objets en monoide dans Gph(O) sont les O-catégories.

Les produits finis de Gph(O) s’identifient aux produits fibrés au-dessus de O x O dans
Ens. Un systéme de réécriture dans Gph(O) est un couple < G | R > formé d’un graphe
G et d'un ensemble R de couples de chemins paralléles de G.

2.4.2 Reéécriture sur une monade finitaire

Nous montrons dans cette partie comment interpréter un systéme de réécriture de
termes comme un systéme de réécriture dans la catégorie Endf(Ens) des endofoncteurs
finitaires sur la catégorie des ensembles.

Soit C une catégorie admettant des colimites filtrées, i.e. des colimites relativement
& une catégorie dont tous les diagrammes finis sont la base d’un céne. Un endofoncteur
sur C est dit finitaire s’il préserve les colimites filtrées. Une monade sur (7', u,n) sur C
est dite finitaire si 7" est finitaire. Les endofoncteurs finitaires sur C forment une sous
catégorie fermée pour la composition de la catégorie des endofoncteurs de C : on désigne
par End;(C) cette catégorie. La catégorie des objets en monoide dans la catégorie des
endofoncteurs finitaires sur C forme la catégorie des monades finitaires sur C.

Un objet ¢ de C est dit finiment présentable si le foncteur représentable
C(c, _) : C — Ens est finitaire. On désigne par Cy, la sous catégorie pleine de C constituée
des objets finiments présentables. Une catégorie C est dite localement finiment présentable
si elle est cocompléte et si la catégorie Cg, est petite et dense dans C. Par exemple, les
catégories Ens, Ab, Mod(k), Gph ou Cat sont localement finiments présentables.

Désignons par N le squelette de la catégorie Cg,, on a les plongements :

NS ey e
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2.4. EXEMPLES

2.4.1 Définition. Une signature sur C est un foncteur Q : N' — C. Pour tout objet n de
N, Q(n) est appelé le C-objet des opérations n-aires.

Une théorie algébriques finitaire au sens de Lawvere est sémantiquement décrite par
une monade finitaire sur la catégorie Ens : il existe une équivalence entre la catégorie
des théories algébriques finitaires et celle des monades finitaires sur Ens, (cf. proposition
5.2.5).

Afin de décrire un systéme de réécriture dans la catégorie Endy(Ens), nous considérons
une autre interprétation de la catégorie Endy(Ens).

Le résultat suivant, di a Kelly, montre qu'un foncteur sur C est finitaire lorsqu’il est
I'extension de Kan & gauche de sa restriction a Cg,.

2.4.2 Théoréme ([Kel82], 7.6). Soit C une catégorie localement finiment présentable, un
endofoncteur T' sur C est finitaire si et seulement s’il est l’extension de Kan & gauche de TJ
relativement au plongement J : Cr, < C. De plus, le plongement J induit une équivalence

de catégories :
LanJ

Ccfp Endf(c) ,
Resy
ot Resy est la restriction relativement a J et Lany [’extension de Kan a gauche relative-
ment a J.

Si H : Cp, — C est un foncteur et a est un objet de C, alors le foncteur Lan; est
défini par :
(Lany H)(a) = C(J,a) ®c,, H.

La catégorie C° est munie d’une structure monoidale A définie de la facon suivante. Si
H et K sont deux objets de C¢, alors :

HAK := (LanjH)(Lan;K)J.

Le produit A est associatif d’unité J. L’équivalence du théoréme 2.4.2, entre les catégories
monoidales (C¢, A, J) et (Endf(C),0,1¢), préserve la structure monoidale. La catégorie
des monades finitaires sur C est ainsi équivalente & la catégorie Mon(CC»).

Nous renvoyons a [Kel93],4, pour les détails de ces constructions.

Considérons le cas o C = Ens. La catégorie Ensg, s’'identifie & la catégorie des en-
sembles finis et on a un plongement I : Ny < Emnsg, de la catégorie discréte des entiers
naturels Ny dans Ensg,. D’aprés le lemme 2.3.3, le foncteur oubli :

Ens U Ens;, Ens/ N,
Mon(Ens™"**) — Ens™"* — Ens ¢,
associant a toute monade finitaire 7' la suite (T'(n))nen,, posséde un adjoint a gauche L.

D’aprés le lemme 2.3.3, si Q2 : Ny — Ens est une signature, alors ’objet en monoide libre
engendré par Q est (IL(Q), u,n) défini par :

L(Q) = [T %", avec Q20 =J, Qo1 = (JT[ Q)A0%",

n>0
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ot 7 est linclusion J < [[,5 QA" et la multiplication g : L(Q)AL(Q) — L(Q) est
induite par les morphismes QAnAQAm K28 Ant+m

Cette construction correspond & la construction de la théorie algébrique libre donnée
en 5.3.1 et basée sur le graphe cartésien 2¢ engendré par 2 vue comme un N-graphe. Les
élements de Q2" correspondent aux termes de profondeur au plus n, avec la terminologie
de 5.3.1.

Un systéme de réécriture de termes s’interpréte comme un systéme de réécriture de théo-
ries algébriques, la réciproque n’est pas vraie. Par suite un systéme de réécriture de termes
s’interpréte comme un systéme de réécriture dans la catégorie monoidale (EnsE“SfP, A J).

2.5 Modules sur un V-monoide

D’apres Quillen [Qui70], voir aussi [Bec67], une catégorie des coefficients pour la (co)ho-
mologie d’un V-monoide M est la catégorie des objets en groupe abélien dans Mon(V)/M.
Notons que, sous I’hypothése ot V est munie de produits fibrés, la notion d’objets en groupe
abélien a un sens dans Mon(V)/M.

Une autre description est donnée dans [Bau97] en terme de M-biobjets. Si MV™M est
la catégorie des M-biobjets dans V :

2.5.1 Lemme ([Bau97], 1.5). Pour tout monoide M dans V, on a une équivalence de

catégories :
Ab(Mon(V)/M) ~ Ab(MVM/M).

2.5.1 Modules de Anick
Soit M = (M, u,n) un V-monoide. Le foncteur oubli
U: MVM/M — V/M
posséde un adjoint & gauche F', défini par :

1 1

F(X % M) = MOXOM ‘255 yamom "2 .
2.5.2 Lemme ([Bau97]). Le foncteur oubli :
U: Ab(MVM/M) — MVM /M

posséde un adjoint & gauche (_)qp, appelé foncteur d’abélianisation.

Soient < X | R > un systéme de réécriture dans V et C,, (X, R) 'ensemble des n-chaines
de Anick. Désignons par M le V-monoide présenté par < X | R > et par p” : M™* — M
le produit n-iéme itéré du produit u.

On considére le morphisme dans V :

cn = Ch(X,R) LN T(X) - M

ou 7 désigne la projection dans V de T'(X) sur M.
Avec les notation précédentes :
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2.5. MODULES SUR UN V-MONOIDE

2.5.3 Définition. Soit < X | R > un systéme de réécriture dans V. Le n-iéme mo-
dule de Anick de < X | R > est l'objet en groupe abélien (F(c,))ap dans la catégorie
Mon(V)/(L(X)/ <¥Rr)-



Chapitre 3

Décidabilité des monoides et
homologie

Ce chapitre dresse un état de l’art sur les critéres de finitude homologique pour la
convergence des systémes de réécriture de monoides (ensemblistes). Nous rappelons la
construction de la résolution de Squier dans la section 3.2.

Pour la réécriture de mots dans les monoides, des généralisations de la méthode de
Squier ont été obtenues par plusieurs auteurs, nous en faisons l'inventaire dans la section
3.4. Ces méthodes ont été introduites pour obtenir des critéres de finitude pour la conver-
gence, mais restent essentiellement des méthodes effectives de calcul de ’homologie des
monoides & partir de présentations convergentes.

Dans ce chapitre, nous précisons 1’idée suivante.

La procédure de complétion de Knuth-Bendiz, pour un systéme de réécriture, est
interprétée par une résolution acyclique formée de modules librement engendrés
par les chevauchements équivoques. L’opérateur bord décompose ces chevauche-
ments et [’homotopie contractante recompose a chaque étape, par le choix d’une
forme normale, les défauts de confluence locale.

3.1 Une procédure de décision pour les monoides

Nous renvoyons le lecteur & [Squ87b| pour un exposé plus complet sur les critéres
homologiques contraignant l'existence de présentations convergentes, dans le cas de la
réécriture de mots, ou encore a [Laf91] pour un exposé introductif.

Soient M un monoide et (3,~) une présentation de M par générateurs et relations.
On désigne par X* le monoide libre engendré par ¥ et par @ l'image d’un mot v de ¥* par
la projection ¥* — M. Le probléme de mots dans M est le probléme de décision suivant :

Instance : u et v sont deux mots de X*.

Question : A-t-on w =~ v dans M ?

37
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3.1. UNE PROCEDURE DE DECISION POUR LES MONOIDES

L’algorithme de la forme normale est une procédure permettant de résoudre le probléme
de mots dans M. Il est basé sur le résultat suivant :

3.1.1 Proposition (|[Baa98],). Un systéme de réécriture < ¥ | R > constitue une procé-
dure de décision pour le probléme de mots dans un monoide M, s’il satisfait aux assertions
suivantes :

i) R est fini,
ii) R est convergent,
iii) < X | R > est une présentation de M.

L’assertion ii) assure que tout représentant dans ¥* d’'un mot de M admet une unique
forme normale dans X*. L’assertion i) assure que le calcul de cette forme normale est
décidable.

Ainsi, la réécriture constitue-t-elle une méthode universelle pour la décidabilité dans
un monoide ? Autrement dit :

3.1.2 Question. Un monoide de type fini avec un probléme de mots décidable admet-il
une présentation convergente de type fini par réécriture ?

Cette question est restée longtemps un probléme ouvert. Seule était connue une réponse
négative partielle :

3.1.3 Proposition ([Jan85, Kap85]). Il existe un systéme de réécriture < ¥ | R >
vérifiant les deuz assertions suivantes :

i) le monoide présenté par < ¥ | R > posséde un probléme de mots décidable,

ii) il n’existe pas de systéme de réécriture < ¥ | R' > équivalent ¢ < ¥ | R > convergent
et de type fini.

Démonstration. Des contre-exemples permettent de montrer cette proposition. Kapur et
Narendran, [Kap85], montrent que le monoide M, présenté par le systéme :

Y = {a,b}, R = {aba = bab},

ne posséde pas de présentation convergente de type fini sur le méme nombre de générateurs.
De plus, ils montrent que le systéme :

¥ ={a,b,c}, R' = {ab~ c,ca =~ bc},

est équivalent & < ¥ | R >. Le systéme < X/ | R’ > peut étre complété en un systéme
convergent de type fini en considérant les régles

ab—c¢, ca—be, bchb— cc, ccb— acc.

Par suite le monoide M est décidable.
Un autre contre-exemple est donné par Jantzen, [Jan85], avec le systéme :

¥ ={a,b}, R = {abba =~ 1},
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n’admettant pas de systéme équivalent convergent de type fini sur ¥, mais équivalent au
systéme convergent :

dx~1, zyx1, cr=xyc, dr~yd
v _ r_ ] e ’ ’ (-
{C, d,-’E,y}; R { de=~1, yr=1, cy= zc, dy ~ zd

0

Ce résultat montre qu’en changeant le nombre des générateurs, il est possible d’extraire
d’une présentation non convergente une présentation convergente et de type fini. Nous
reformulons la question 3.1.2 :

3.1.4 Question. Soit < ¥ | R > une présentation non convergente d’un monoide déci-
dable, existe-t-il une présentation convergente de type fini équivalente ?

Une réponse affirmative & 3.1.4 aurait pour conséquence que pour les monoides déci-
dables l’algorithme de la forme normale constituerait toujours une procédure de décision
pour le probléme de mots.

En utilisant des arguments de nature homologique, Squier répond négativement & la
question 3.1.4, [Squ87a]. La proposition 3.1.3 montre que ’existence d’une présentation
convergente de type fini, pour un monoide, est une propriété intrinséque au monoide et in-
dépendante d’une présentation donnée. L’idée développée par Squier est d’encapsuler cette
propriété dans une propriété sur ’homologie du monoide, qui est un invariant indépendant
de la présentation.

3.2 Un critére de finitude homologique

3.2.1 Théoréme ([Squ8Tal]). Il eriste un monoide de type fini dont le probléme de mots
est décidable et qui n’admet pas de présentation convergente de type fini.

La preuve de ce résultat est faite en deux temps. Dans un premier temps Squier
construit, & partir d’une présentation convergente d’un monoide, une résolution libre. Cette
résolution, plus petite que la résolution standard, refléte les propriétés combinatoires de
chevauchement des régles du systéme de réécriture. Squier construit cette résolution en
étendant le calcul différentiel libre de Fox, [Fox53]. Ainsi, a tout systéme de réécriture
convergent < ¥ | R > d’un monoide M est associé une résolution libre de longueur 4 du
M-module trivial Z. Si le systéme de réécriture est de type fini, alors la résolution est de
type fini. On dit alors que le monoide M est dit de type PF3 sur Z.

Une conséquence immeédiate est que le troisiéme groupe d’homologie H3(M, Z) du mo-
noide M est de type fini. La résolution ainsi construite mesure, d’une certaine fagon,
I’obstruction a l'existence d’une présentation convergente de type fini pour un monoide.

La deuxieme étape de la preuve de 3.2.1 consiste alors, & construire un monoide déci-
dable dont le troisiéme groupe d’homologie n’est pas de type fini.
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3.2. UN CRITERE DE FINITUDE HOMOLOGIQUE

3.2.1 Critéres de finitude PF,

Nous renvoyons le lecteur a [Bie76], [Bro82], chap. VIII, et [Lod00] pour les conditions
PF, dans le cas des groupes. Nous développerons cette notion plus en détail dans la section
4.3.

3.2.2 Définition ([Bie76],). Un monoide M est dit PF,, @ gauche (resp. a droite) si le
M-module & gauche (resp. a droite) trivial Z posséde une résolution partielle de M-modules
a gauche (resp. a droite) projectifs de type fini :

P,—>PF, 1> PFP—>7.

Tous les monoides sont de type PFy en considérant ’augmentation ¢ : ZM — Z
définie par €(u) = 1. Un monoide finiment engendré est de type PF;. En effet I'idéal
d’augmentation de M est un M-module librement engendré par ’ensemble des générateurs.
La réciproque est vrai dans le cas des groupes mais pas dans le cas des monoides, [Squ87b],
3. Ex.3. . Les monoides admettant une présentation finie, sont de type PFy. Cependant,
la réciproque est fausse dans le cas des monoides et reste un probléme ouvert dans le cas
des groupes. On renvoie aux références citées précédemment pour la condition PF9 dans
le cas des groupes. Les conditions PF,, a gauche et PF,, a droite sont équivalentes dans le
cas des groupes, mais pas dans le cas des monoides.

Il est important de remarquer qu’en général, la condition PF,, n’implique pas la condi-
tion PF, ;1. Le premier exemple est donné par Stallings, [Sta63], avec la construction d’un
groupe de type fini dont le troisiéme groupe d’homologie n’est pas de type fini.

Si un monoide M est de type PF,,, n > 0, alors les groupes abéliens Hy(M,Z) sont
de type fini, pour tout entier £ < n, En effet, I’homologie d’'un monoide M & coefficients
dans un M-module M, définie comme 1’homologie singuliére de ’espace classifiant de M
& coefficient dans M, s’interpréte en terme de foncteur dérivé Tor :

H,(M, M) ~ TorM(Z, M).

3.2.2 La résolution de Squier

La preuve du théoréme 3.2.1 est obtenue & partir du résultat suivant et du contre-
exemple 3.2.6.

3.2.3 Théoréme (|[Squ87al, 4.1). Tout monoide admettant une présentation convergente
de type fini est de type PF3 sur Z.

La preuve de 3.2.3 consiste a construire une résolution libre mettant en jeu ’ensemble
des paires critiques.

3.2.4 Lemme. Soient M un monoide et < ¥ | R > une présentation convergente et
minimale de M. Si P désigne ’ensemble des paires critiques de < ¥ | R >, alors il existe
une résolution de M-modules a gauche libres du M-module trivial Z :

S.(Z, R) : ZM[P] -% ZM[R] - zM[5] % ZM -5 Z. (3.1)
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Démonstration. Pour tout mot w du monoide libre ¥*, nous désignons par w 'image de
w par la projection p : £¥* — M, par 1 l'unité de M et par @ 'unique représentant
irréductible de w dans X*.

Les morphismes da, di et € de S,(X, R) sont donnés par le calcul différentiel libre de
Fox [Fox53] et acyclicité en ZM et ZM[X] ne nécessite pas I'hypothése de convergence
de R. Considérons donc, pour tout mot w de M, un représentant arbitraire w dans X*.

Le morphisme e est augmentation de M définie par e(w) = 1, pour tout mot w de
M, et admet pour section le morphisme de Z-module 5 : Z — ZM défini par n(1) = 1.
Désignons par [a], a € 3, les générateurs du M-module & gauche ZM|[X] librement engendré
par Y. Le bord d; est le morphisme de M-module & gauche défini par :

dy([a]) =@ - 1.

Le morphisme d; satisfait trivialement l’identité ed; = 0.

Pour tout élément a de 3, considérons la dérivation % sur ¥ & valeurs dans ZM,

définie par le diagramme :
o]

E* i ZE*

x lm

da ZM

ou l'application % est définie inductivement par :

da ob

— =1, —=0, sib

da " 8a " 7

0 0 0

% = G_Z + uE)_Z’ pour tous u,v € X*. (3.2)
L’opérateur [ ]| : ¥ — ZMJX] s’étend de facon unique en une dérivation gauche sur ¥*, a

valeurs dans le M-module ZM][X], en posant pour tout w € X* :

wl =3 2 fa).

aEX

On déduit des relations (3.2) que [ ] vérifie, pour tous mots u et v de M, les formules :
[uv] = [u] +afv], [1] =0.

L’homotopie sg : ZM — ZM]JR)] est le morphisme de Z-modules défini en posant, pour
tout mot w de M, so(w) = [w]. Le morphisme sy est bien défini et satisfait la relation
d’homotopie disg + ne = lzm.

Désignons par [A], A € R, les générateurs du M-module libre ZM[R)] engendré par
I’ensemble des regles R. Le bord dy est le morphisme de M-modules défini en posant, pour

toutri‘hs‘eR:
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et satisfait trivialement la relation didy = 0. Pour tout mot w dans M, on a w <¥g w.
11 existe donc une suite de chemins de réduction, éventuellement en zig-zag, notée C(w),
reliant w au représentant w de w :

w PO
Le crochet [ ] s’étend & la relation de réduction — g en posant, pour tous A € R et
u,v € U¥,

w

[udv] = uAl,

et, par suite, & la cloture congruente — g, en posant pour tous chemins de réductions
élémentaires Fy x Fy * --- x F, :

n

[Fl*Fg**Fnﬂ=Z[Eﬂ

=1

L’homotopie contractante s; : ZM[E] — ZM]R] est le morphisme de Z-modules défini
pour tout wla] € ZM[X] par : s1(w[a]) = [C(wa)]. Le morphisme s; vérifie la relation
d’homotopie das1 + sod1 = 1zm(R]-

L’hypothése de convergence n’intervient que pour la construction du dernier bord de
la suite S,(2, R). Dans la suite, nous supposons que la présentation < ¥ | R > est conver-
gente. Nous supposons aussi, sans perte de généralité d’aprés le lemme 2.3.9, que la pré-
sentation < ¥ | R > est minimale.

On considére pour tout mot w de M l'unique représentant irréductible w dans X*.
Ainsi, C(w) est un chemin de réduction, i.e., ne mettant en jeu que des réductions dans le
meéme sens.

Par hypothése de minimalité, le M-module ZM][P] est librement engendré par les am-

biguités de chevauchement de la forme : (Aug,u B), avec uiv il) W1, VUL —B> we € R. Le
morphisme de M-modules & gauche ds : ZM[P] — ZM|R] est défini par :

d3(<AU,2,U1B)) = ﬂ1IIB]] + HC(’UJUJQ)]] — IIA]] — [[C(w1u2)]].

Par construction d3 satisfait 'identité dods = O.

L’homotopie contractante sy : ZM[R] — ZM][P] est définie par induction ncethé-
rienne. Nous définissons une relation d’ordre sur ZM[R] en posant, pour tous éléments
ufr A s] et ofr’ S s'] dans ZMIR], u[A] > v[B] s’il existe un chemin de réduction
ur =g vr'w, éventuellement trivial, ou w est un mot de X*. On note w[A] > T[B] si
u[A] > v[B] et si ur # vr'. La relation d’ordre > s’étend aux combinaisons linéaires en
posant pour tous

=Y oA, et y=>_ Bw[Byl,

iel jeJ
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x >y si, pour tout j € J, il existe ig € I tel que u;,[A;,] > v;[B;]. Par ncethérianité de
— R, la relation > est noethérienne sur ZM[R].

Soit w[r A4 s] € ZM[R], si A est la seule réduction possible sur wr on pose :

Supposons que pour tout X € ZMJ[R] tel que X < w[r A s]l, s2(X) soit déja construite.
S’il existe une autre réduction sur wr, par minimalité de R, il existe une décomposition
dans ¥* : wr = uujvug, avec B = (u1v,w1) € R et r = vug. Par hypothése, la paire
critique (uj A, Bug) est confluente :

Wr = quivus

uu s W, Uy

uC(u1s) uC(wiu2)

Nous posons alors :
SQ(W[[A]]) = ﬂ(ulA, BU2> — SQ(ﬂC(’U,ls)) + SQ(ﬂC(’wl’U,Q)).

Le morphisme so est bien défini car aC(u1s) < w[r A s]| et wC(wiug) < wW[r A s]. Ainsi
défini, le morphisme s vérifie la relation : d3sg + s1dy = 1. O

3.2.5 Remarque. L’image s;(w[a]) s’interpréte comme un chemin de réduction. De la
méme fagon so(wW[A]) s’interpréte comme une réduction du second ordre entre chemins de

réduction :
~ —~ WA ~
wa wr ws
51(w}[jz]/
wa can\ @D /o
t

Nous renvoyons & [Laf91], 5.11, pour plus de détails sur cette interprétation.

Par ailleurs, la résolution acyclique Si(X, R) peut s’interpréter topologiquement par
un espace contractile obtenu & partir de I’espace classifiant du monoide M par ajout de
dégénérescences. Cette opération est décrite dans [Bro92] sous la terminologie de «schema
de contractiony.
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3.2.3 Contre-exemples

La condition PFy n’implique pas la condition PF3, un contre exemple est donné par
Stallings, [Sta63], avec un groupe de type fini et dont le troisiéme groupe d’homologie n’est
pas de type fini. Il existe donc des monoides de type fini n’admettant pas de présentation
convergente de type fini. L’idée de Squier fut donc de construire un monoide M de type
fini, décidable et tel que le groupe H3(M,Z) n’est pas de type fini.

Le principe consiste & construire un jeu de régles contenant une famille infinie (P,)nen
tel que I’ensemble forme un systéme noethérien et confluent. De plus, pour tout n € N, la
relation P, doit s’exprimer en fonction d’'une méme relation P,, afin que la présentation
soit de type fini. Alors, par convergence, le probléme de mot dans le monoide défini par
cette présentation est décidable.

Enfin, en I’absence de triple critiques, le bord d3 de la suite (3.1) est injectif, [Squ87a],
Thm. 3.2. . Il suffit alors de choisir les régles de telle fagon qu’il n’existe pas de triples
critiques et que la famille (P,),en fasse apparaitre une infinité de paires critiques. Sous
ces conditions, le troisiéme groupe d’homologie du monoide ne peut étre de type fini.

3.2.6 Exemple (|[Squ8T7a], 4.5). Soient k un entier naturel et My le monoide présenté
par le systéme de réécriture < Xy | Ry > avec

Ek = {aab’ta$17"' axkayla"'ayk}a
et Ry est formé de ’ensemble des régles

P, :at"b—1, A; 1 wia — atwz;, T; : z;t — tx;,
Bi : :Cib — b:Ci, Qz LY — 1,

avec n € N et i € {1,...,k}. Pour tout k, My, est finiment engendré et, pour tout k > 1,
M, est finiment présenté. Par ailleurs, pour tout k& > 0, ’ensemble des relations Ry est
convergent. Par suite, pour tout k£ > 0, le monoide My posséde un probléme de mots
décidable. Enfin, pour tous entiers k > 1 et n € N, il existe une paire critique :

z;at™b
DN
Z; atwit"b

L’ensemble R; n’admet pas de triples critiques, par suite, pour tout entier £k,
H3(My,Z) = Ker (1 ® d3) est le groupe abélien libre de base :

{(Pn, Ai) = (Pn, Ag) + n((P1, Ai) — (P1, A1) +
(1 —n)((Po, A;) — (Po, A1) |n =2, 1 > 2}.
Lafont-Prouté ont extrait de l’exemple 3.2.6 un exemple minimal avec k = 2, [Laf91],

3.6. :
Yo =A{a,b,t,z1,22}, R ={at"b Py at™, z1a A4 at, voa A at}.
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L’ensemble R engendre deux familles infinies de paires critiques :

z1at™b Toat™b
BN TN
z10t" at™tlp  z2at" at™t1p

3.2.7 Remarque. Il est difficile, pour un entier n > 4 quelconque, de construire de facon
explicite un opérateur bord d,, mettant en jeu les n-chevauchements critiques et prolongeant
la résolution S, (X, R). La construction d’une telle résolution explicite en tous degrés reste
un probléme ouvert.

3.3 Les résolutions ordonnées

Des généralisations de la résolution de Squier aux degrés supérieurs, mettant en jeu
les n-chevauchements équivoques, ont été obtenues par plusieurs auteurs dans le cas de la
réécriture des monoides. Ces résolutions sont construites par induction noethérienne et les
opérateurs bords ne sont pas définis de facon explicites.

Anick, [Ani86], introduit une méthode générale basée sur la notion d’antichaine pour
construire de telles résolutions. Il I'applique aux algébres associatives unitaires et aug-
mentées sur un corps qui admettent une présentation convergente. Cette construction est
étendue aux algebres de chemins, [Ani87|. Groves, [Gro90|, propose une construction en
termes de complexe cubique. Brown, [Bro92|, construit une résolution explicite par voie
topologique en utilisant la méthode de «compression» du classifiant.

Tous les travaux cités ci-dessus ont pour but de montrer que si un monoide posséde
une présentation convergente et de type fini, alors il est de type PF,,. Une conséquence
immédiate est que les groupes d’homologie H,(M,Z) d’un tel monoide M sont de type
fini pour tout n > 0.

La construction la plus proche de celle de Squier est celle donnée par Kobayashi,
[Kob90]. Pour des présentations convergentes et minimales les trois premiers crans de la
résolution de Kobayashi sont les mémes que ceux de la résolution de Squier.

La résolution de Kobayashi généralise la résolution de Squier en tous degrés en considé-
rant pour, tout n > 2, les n-chevauchements critiques. De plus, elle est construite & partir
d’un systéme de réécriture convergent de monoides munis d’une action & gauche d’un sys-
téme de réécriture & droite minimal. Autrement dit, c’est une résolution associée & un
systéme de réécriture dans un monoide non libre. C’est une résolution ordonnée construite
en tous degrés par induction ncethérienne : les opérateurs bords ainsi que les homoto-
pies contractantes sont définies par induction et ne sont pas donnés de fagon explicite. La
construction explicite d’un opérateur bord en tous degrés pour une résolution utilisant les
antichaines de Anick reste & ce jour un probléme ouvert.

Un des intéréts de cette résolution est qu’elle est implémentable. Une implémentation
en langage C a été réalisée par Buchheit dans le but de calculer, en tous degré, ’homologie
des monoides munis de présentation convergente de type fini, [Buc91].
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Soit < ¥ | § > un systéme de réécriture de monoide, la relation de réduction a droite
—>flg engendrée par S est définie en posant, pour tous z,y € X%, x —)‘é y s'il existe (u,v) € S
et w € X* tels que x = uw et y = vw. On dit que S est & préfizes libres si, pour tous
(u,v), (u',v") € S, u n’est pas un préfixe de u'.

Soit — gus la relation de réduction - U —>d5 : S est dit convergent sur R si —pgyug est
convergente et S est dit R-réduit si, pour tout (u,v) € S, u et v sont R-irréductibles.

Avec les notations précédentes :

3.3.1 Théoréme ([Kob90], 3.1). Soient M un monoide, < ¥ | R > une présentation
convergente de M et < X | S > un systéme de réécriture & droite, R-réduit et convergent
sur R tels que RUS est fini. Si N est le monoide obtenu par quotient de X* par la relation
de congruence engendrée par —, alors, pour tout anneau commutatif k, le M-module a
droite kN est de type PF .

3.4 D’autres critéres de finitude

La question 3.1.2 résolue, la suivante reste encore un probléme ouvert :

3.4.1 Question. FEziste-t-il un invariant caractérisant la classe des monoides décidables
admettant une présentation convergente de type fini ?

Il ne peut pas s’agir de la condition de finitude PF,, car le monoide M; de ’exemple
3.2.6 est décidable et de type PF . De plus, le monoide M; n’admet pas de présentation
convergente de type fini, [Squ94b|, Sec. 6..

Il est donc nécessaire de construire des critéres de finitude plus restrictifs. Le critére
Type de Dérivation Fini (TDF) introduit par Squier est le plus «finy connu. Il consiste
& munir le graphe des réductions d’une base d’homotopie sur les chemins de réductions
paralléles permettant d’identifier les chemins de méme source. On dit que la présentation
est TDF si cette base d’homotopie est finiment engendrée. Autrement dit, si deux chemins
de réductions quelconques de méme source peuvent se transformer I'un en 'autre par un
nombre fini de déformations élémentaires. Squier montre que les monoides admettant une
présentation convergente et de type fini satisfont a la propriété TDF, [Squ94b]. Cremanns
et Otto ont montré que tout monoide TDF est de type PF3, [Cre94].

Il existe un autre critére de finitude homotopique plus faible introduit par Wang et
Pride, appelé Type d’Homotopie Finie (THF), [Wan00]. Les monoides TDF sont THF.
L’intérét du critére homotopique THF est qu’il est équivalent au critére homologique bi-
PF3 pour les monoides de type fini. Ce résultat est montré par Kobayashi et Otto dans
[Kob03].

Les principaux invariants pour la classification des monoides de type fini, décidables et
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convergents sont résumés sur le schéma suivant :

TDF == THF
Probleme d Présentation ”
roi éme de mots <—— convergente bi-PF3
décidable d .
e type fini

bi-PF o == PF

3.4.2 Remarque. L’équivalence des critéres de finitude bi-PF3 et THF pour les monoides
de type fini suggére de trouver une équivalence du critére de finitude TDF avec un critére de
finitude (co)homologique. L’intérét de ces derniers est qu’ils sont en général plus facilement
calculables.

Nous finissons ce chapitre en forme d’état de ’art par le probléme toujours ouvert :

3.4.3 Question. Le critére type de dérivation fini est-il suffisant pour l’existence d’une
présentation convergente de type fini ?
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Chapitre 4

Homologie des petites catégories et
réécriture

Dans ce chapitre, nous généralisons les résolutions libres de Squier (3.1) et Kobaya-
shi (3.3.1) & une petite catégorie présentée par un systéme de réécriture convergent. Ces
constructions seront utilisées, dans le chapitre suivant, dans le cas de la réécriture de
termes.

Afin de fixer la terminologie, la section 4.2 est consacrée & quelques rappels sur la notion
de module sur une catégorie préadditive. Pour un exposé complet, nous renvoyons le lecteur
a [Mit72]. La section 4.4 constitue un bref rappel sur ’homologie et la cohomologie des
petites catégorie. Nous généralisons, dans la section 4.6, la résolution de Squier et dans la
section 4.8 la résolution de Kobayashi.

4.1 Introduction

La premiére construction de petites résolutions, pour des algébres de chemins munies
de présentations convergentes, a été donnée par Anick, [Ani87|, comme généralisation des
techniques basées sur les antichaines introduites dans [Ani86| pour les algébres associa-
tives. Morace, [Mor95], donne une généralisation de la résolution de Kobayashi aux petites
catégories. Enfin, Citterio, [Cit01], généralise la méthode de Brown de «compression» du
classifiant, & ’espace classifiant d’une petite catégorie munie d’une présentation conver-
gente.

En théorie des représentations des algébres de dimension finie, un des intérét des petites
catégories, présentées par graphes et relations, est qu’elles permettent de construire des
petites résolutions projectives de modules sur 1’algébre des chemins de la catégorie, [Bar01,
Ani87|.

En informatique, les algébres de chemins interviennent pour modéliser des algebres de
processus dans les automates, [Gou95|, ou des structures de données avec, par exemple, les
«champs basés sur une structure de groupey, [Gia96], ou encore, des processus de réduction
en réécriture. Dans tous ces cas, on s’intéresse aux quotients de ces algébres.
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4.2. CATEGORIES DE FONCTEURS

4.2 Catégories de foncteurs

Dans cette section, A désignera un anneau commutatif, Mod la catégorie des A-
modules et ® le produit tensoriel sur A.

Une A-catégorie est la donnée d’une petite catégorie C, munie d’une structure de A-
module sur chacun de ses ensembles de morphismes C(p, q), telle que la composition dans
C soit A-bilinéaire. La A-catégorie enveloppante de C est la catégorie C® = C°P ® 4 C.

Un C-module a droite sur A est la donnée d’un foncteur covariant M : C°? — Mod.
On dit que z est un élément du module M, §'il existe un objet p de C tel que z € M(p).
L’action & droite de C sur M est définie en posant, pour tout morphisme w € C(p,q),
z.w = M(w)(z). Par contravariance de M, pour tous morphismes composables w et w',
on a: z.(ww') = (z.w)w' et z.1, = z.

De la méme fagon, un C-module a gauche sur A est un foncteur covariant M : C —
Mod, ’action a gauche est définie par w.z = M (w)(z). Un C-bimodule est la donné d’un
Ce-module & gauche. Si z € M, on notera (w,w').z := M(w,w")(z) = w'.z.w action de
C® sur M. Si M est un C-bimodule, on désignera par u* = M (u, 1) 'action contravariante
de u et par v, = M(1,v) l'action covariante de v. Nous désignerons par Mod(C) la caté-
gorie des C-modules & gauche sur A. Pour toute Z-catégorie A on a les isomorphismes :
(ANC ~ AA®AC ~ AC. Par suite, la catégorie des A-foncteurs de C dans Mod est iso-
morphe a la catégorie des foncteurs additifs de C dans Ab. Si C est une petite catégorie,
AC désigne la A-catégorie librement engendrée par C, i.e., les objets de AC coincident
avec ceux de C et, pour tous objets p et g, AC(p,q) est la A-module libre engendré par

C(p,q).

4.2.1 Modules libres

La catégorie Mod(C) est abélienne et ’isomorphisme de Yoneda pour les A-modules,
Hom4 (A, M) ~ M, se généralise aux C-modules en un isomorphisme :

Mod(C)(C, M) ~ M,

naturel en M. L’ensemble des foncteurs représentables P(C) := {C(p,—) | p € |C|} forme,
ainsi, un ensemble générateur de petits projectifs pour la catégorie des C-modules a gauche
Mod(C). Autrement dit, les projectifs de Mod(C) sont des sommes ou des facteurs directs
de sommes de modules de P(C).

Un ensemble X = {z; € M | i € I} forme une famille génératrice d’'un C-module a
gauche M g§’il existe un épimorphisme de C-modules & gauches :

&P cpi,—) — M,
i€l
p;€IC]

associant z; a 1p,, ot pour tout ¢ € I, ; € M (p;). Le module M est dit libre de base X si
cet epimorphisme est un isomorphisme de C-modules & gauches :

M ~ @ C(pla_)
i€l
p;€lC|
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De facon équivalente, le module M est libre de base {z; | i € I'} si tout élément z de M se
décompose de facon unique sous la forme

T = Z W;. T,
iel
on, si ¢ € M(p), pour tout 7 € I, z; € M(p;) et w; € C(p;,p).
Un module M est dit de type fini s’il posséde un ensemble fini de générateurs et cyclique
s’il n’en posséde qu’un seul.

4.2.2 Modules sur une catégorie additive

Une Z-catégorie est dite additive si elle posséde des produits finis. Toute Z-catégorie,
munie de produits finis, posséde aussi des sommes et ces sommes coincident, & isomorphisme
pres, avec les produits. En particulier, si C est une petite catégorie munie de produits finis,
alors ZC est additive. En notant p+¢q la somme de p et ¢ dans ZC, il existe un isomorphisme
j:p+q-—>pxgq. On désignera par £ :p — p+qet 577 : ¢ — p+q les morphismes
de ZC solutions du probléme universel de somme. Pour tout morphisme w : p — n et
w' : ¢ — n dans ZC, on note (w,w') : p+ ¢ —> n P'unique morphisme de ZC tel que
(w, w")E™ = w et (w,w')h™? = w'. 1l existe un isomorphisme canonique de C-modules 2
gauche :

D ZC(p—|— q, _) l> ZC(p, _) D ZC(Qa _)7
p+q p+q

associant, & tout morphisme v de ZC et de source p + ¢, ’élément (ve] *,ve5 7).
Par suite, si C est munie de produits finis, tous les C-modules & gauche (resp. a droite)
de type fini sont cycliques.

4.2.3 Produit tensoriel

Le produit tensoriel, sur une petite catégorie C, est le bifoncteur préservant les colimites
en les deux variables :

— ®c — : Mod(C°?) ® Mod(C) — Mod
défini pour tout C-module & droite M et tout C-module & gauche N par :

MecN = Mp) e N(p)/Q
p€[C]

ou @ est le sous-module de @ M(p) ® N(p) librement engendré par les éléments :
pe[C]

zwy—zQwy, weC(q,p),x€ M(p),y€e N(q).

Par isomorphisme de Yoneda, Mod(C)(AC(p, —), N) =~ N(p), il existe deux isomor-
phismes fonctoriels en p, M et N dans Mod :
M ®c AC(p,—) =~ M(p) AC(=,p) ®c N =~ N(p)
mt— M(t)(m) t®mn— N(t)(n)
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4.2.4 Extensions de Kan

Les C-modules librement engendrés par une famille d’objets de C ou de morphismes
de C sont construits & partir des extensions de Kan additives. Soient C et D deux Z-
catégories, U : D — C un foncteur additif et A une catégorie abélienne. Désignons par
Resy : A — AP le foncteur associant & tout C-module M le D-module MU, alors :

4.2.1 Proposition ([Mit72],, sec.6). Le foncteur Resy posséde un adjoint 4 gauche
Lang : AP — A€ défini par :

Lany M(q) = M ®p C(U, q). (4.1)

Le foncteur Langy est appelé Ueztension additive de Kan o gauche le long de U. La
counité € de cette adjonction est induite par l’isomorphisme de Yoneda. Pour tout C-
module M, le morphisme de C-modules ey, : M(—) ®p C(—,=) — M(=) est appelée
l’augmentation de M relativement & U.

4.2.2 Exemples. Soit ZU, le foncteur additif engendré par le foncteur U, : 1 — C
constant égal a p. Alors Reszy, est le foncteur évaluation en p et le foncteur
Lanzy, : Ab — Mod(C), noté Lan,, , est donné, pour tout groupe abélien A, par :

Lan, A(=) = P 4.
C(p,=)

La counité ezy, : ZC — Z est 'augmentation dans Mod(C) du C-module trivial Z
telle que e(w) = 1 pour tout morphisme w de ZC.

De la méme facon, si ZU est le foncteur additif associé au plongement U : C4 — C de
la sous-catégorie discrete, alors pour tout C-module F, ReszyF = (F(p)),e | et Lanzy
est donné, pour toute famille de groupes abéliens (Ay),e|c|, par :

Lang A(=)= @ P A,

pe|C| C(p,=)

4.3 Catégories de type PF,

4.3.1 Modules de type fini

4.3.1 Définition. Une résolution P, — M dans Mod(C) est dite de type fini si chaque
module P; est de type fini. Soit n un entier naturel, un C-module M est dit de type PF,,
s’il existe une résolution projective partielle de longueur n et de type fini :

P,—->P, 41— —>FP—->M
dans Mod(C).

En adaptant la preuve de [Bro82|, VIII. 4.3., on a :
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4.3.2 Lemme. Pour tout C-module M et tout entier naturel n, les conditions suivantes
sont équivalentes :

i) M est de type PF,,,

i) il existe une résolution partielle de longueur n de modules libre de rang fini
L,— Ly 1 —---—Lo— M,

iii) M est de type fini et pour toute résolution projective partielle de longueur k < n de
type fini
Pk%Pkfl —>d—1>P() - M,

le C-module Ker dy, est de type fini.
Un C-module M sera dit de type PF s'il est de type PF,, pour tout entier n > 0.

Le critére PF, pour une petite catégorie C s’énonce relativement & 1'une des catégories
suivantes (cf. [Bau85|, 1.16.) :

Fc- 5t e Lqac 51

ou F'C est la catégorie des factorisations de C définie en 4.4.1, C® est la catégorie enve-
loppante, 7C le groupoide fondamental de C et 1 la catégorie ponctuelle et oil les fleches
horizontales désignent les projections canoniques.

4.3.3 Définition. Soient A un anneau commutatif et » un entier naturel, une petite
catégorie C est dite :

i) PF, sur A, sile FC-module trivial A: FC — Mod est de type PF,,

ii) bi-PF,, sur A, si AC est de type PF,, en tant que C-bimodule sur A,

iii) PF,, a gauche (resp. 4 droite) sur A si le C-module & gauche (resp. & droite) trivial A
est PF,,.

4.3.4 Remarque. Aucune étude n’aborde le critére PF,, dans le cas i). Si C est de type
bi-PF,, sur Z, alors en tensorisant par AC sur ZC, C est de type PF,, sur A. Nous dirons
que C est de type PF,,, si C est de type PF,, sur Z. Si C est bi-PF,,, alors C est PF,, a
gauche et & droite.

4.3.2 Dérivations

Soient C une petite catégorie et M un C-bimodule, une dérivation de C dans M est
la donnée d’une famille d’applications :

(dp,q : Clp,q) — M(p,q))pe(c);
telle que, pour tout diagramme r < ¢ <~ p dans C, on ait :

d(vu) = d(v).u + v.d(u)
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4.3.5 Lemme ([Mit72], 27.1). Soient G un graphe et L(G) la catégorie librement en-
gendrée par G. Pour tout L(G)-bimodule M, toute famille (a — [a])ecq, avec [a] €
M(o(a),7(a)), s’étend de fagon unique en une dérivation de L(G) dans M, en posant,
pour toutes fleches a et b composables dans G : [ab] = [a].b + a.[b].

En particulier, pour tout chemin <2< ... <~ dans G on a l'identité :
n
[aras...ay] = Z 109 ... @;—1.[a;].Qi41 - - - Gp-
i=1

4.3.6 Proposition. On a les assertions suivantes :
i) Une catégorie est de type bi-PFq si et seulement si elle posséde un nombre fini d’objets.
ii) Toute catégorie finiment engendrée est de type bi-PFq,

iii) Toute catégorie finiment présentée est de type bi-PFs.

Démonstration. On montre i) en considérant le C-bimodule libre

Ly := EB Lan, ZC(—,p);
PE|C]

de base les objets de C. En désignant, pour tout objet p de C, par [p] la p-iéme injection
de ZC(—,p) ® ZC(p,=) dans Lo, on définit le morphisme de C-bimodules € : Ly — ZC

en posant :
elp] = 1,.

Le morphisme de C-modules & gauche n : ZC — L¢ défini par n(w) = w[r(w)] est une
section de € et € est un épimorphisme de C-bimodules.

Afin de montrer ii), on considére I'idéal d’augmentation Ic de €, i.e. I¢c = Ker €. En
tant que C-bimodule, I est libre de base {[7(w)|w—w[o(w)] | w € C}. En effet, il est clair
que pour tout w € C, [t(w)]w —w[o(w)] € Ic et que tous ces éléments sont linéairements
indépendants. Par ailleurs, tout = € Ic, s'écrit =}’ c | Volo]uo avec T(u,) = o(v,) =0
et Y oe|c| Vollo =0 €t on a x =}, vo([0]to — uo[0]). Soit G un graphe générateur de C,
tout w € C s’écrit comme un chemin dans G et, pour toutes fleches a et b de G, on a :

[7(a)]ab — ablo ()] = ([7(a)]a — alo(a)])b + a([r(B)]b — b[o(b)])

par suite {[7(a)]a — a[o(a)] | @ € G} forme une base de I¢ :

Ic ~ @LanT(a) ZC(—,0(a)).
acG

L’assertion iii) est une conséquence de la résolution & quatre termes (4.7). Soient
< G | R > une présentation de C et

L, := @ Lan, (4 ZC(—,0(a))

a€eG
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le C-bimodule librement engendré par les fleches de G. En notant [a] l'inclusion
72C(—,0(a)) — Li(—,7(a)), on définit un morphisme de C-bimodules dy : L1 — Ly
en posant di[a] = a[o(a)] — [7(a)]a. On montre que le C-bimodule Ker d; est librement
engendré par {[u] — [v] | (u,v) € R}. Ce dernier point est une conséquence de l'acyclicité
en L; de la résolution (4.7). O

4.3.7 Remarque. Les réciproques des assertions i) et ii) sont fausses en général. Pour
n < 2, le critére bi-PF,, est une condition de finitude pour l'existence d’une présentation
de type fini. Pour les entiers n > 2 le critére bi-PF,, est relié aux propriétés de confluence
de la catégorie.

4.4 Homologie des petites catégories

Comme pour les monoides, 'homologie d’une petite catégorie C peut étre définie a
partir de I’homologie singuliére de son espace classifiant BC. Soit L : tC — Ab un
systeme local de coefficients L, alors ’homologie de C a coefficient dans L. est définie par
H.(C,L) = H{"¥(BC, L), [Qui73]. Cependant, Iexistence d'un objet initial ou terminal
dans C rend contractile ’espace BC et par suite ’homologie H,(C, L) est triviale. Plus
généralement, si C est munie d'une structure additionnelle mettant en jeu des propriétés
universelles, comme par exemple des produits finis, I’homologie de C & coefficient dans un
C-module n’est pas adaptée pour les mémes raisons. On montre que si C est munie de
produits finis, alors I’homologie H,(C, M) de C & coefficients dans un C-module M est
triviale.

C’est la raison pour laquelle, il est nécessaire de considérer une catégorie plus large de
coefficients. Indépendamment du contexte des petites catégories, Quillen introduit, dans
[Qui70], une construction générale pour la (co)homologie d’un objet X d’une catégorie C
en termes de foncteurs dérivés dans la catégorie Ab(C/X), des objets en groupes abéliens
dans la catégorie des objets de C au dessus de X. Baues et Wirsching appliquent cette
construction a la catégorie Cat des petites catégories, [Bau97]. Si C est une petite catégorie,
la catégorie Ab(Cat/C) est équivalente a la catégorie Nat(C) des systémes naturels sur
C. La (co)homologie de C, a coefficient dans un systéme naturel, est définie comme la
(co)homologie du complexe standard issus du nerf de C dans la catégorie Nat(C) et
s’interpréte en termes de foncteurs dérivés, [Bau97].

En appliquant la méme démarche a la catégorie PRO des PROs, on obtient un résultat
analogue. Si P est un PRO, alors la catégorie Ab(PRO/P) est équivalente a la catégorie
Nat;(P) des systémes naturels monoidaux sur P.

Nous n’aborderons pas la résolution de Squier dans la catégorie des systémes naturels
mais dans la catégorie des bimodules. La projection canonique FC — C¢ induit un
plongement de la catégorie Mod(C®) des C-bimodules dans Nat(C). La restriction de
la (co)homologie de Baues-Wirsching, relativement & ce plongement, est la (co)homologie
introduite par Mitchell, comme généralisation de ’homologie de Hochschild des algébres,
et appelée homologie de Hochschild-Mitchell, [Mit72] .
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Le résolution standard, issue du nerf Ny(C), est en général trop grande pour refléter
les propriétés conbinatoires de C. C’est la raison pour laquelle, comme dans le cas des
monoides, le but est de construire des résolutions les plus petites possibles.

4.4.1 Systéme naturel de groupes abéliens

4.4.1 Définition ([Bau85],). La catégorie des factorisations, d’une petite catégorie C,
est la catégorie F'C dont les objets sont les morphismes de C et dont les morphismes de w
dans w' dans F'C sont les couples (u,v) de morphismes de C tels que le diagramme suivant
soit commutatif dans C :

p——
’IUT w
b

<49

u !
/

La composition et les unités sont définies de fagon naturelle.

4.4.2 Définition ([Bau85],). Un systéme naturel de groupes abéliens sur C est un fonc-
teur D : FC — Ab. Pour tout morphisme u dans C, on désignera par v* le morphisme
de groupes abéliens D(u, 1) et par u, le morphisme de groupes abéliens D(1,u).

Un systéme naturel est donc défini par la donnée d’une famille de groupes abéliens
(Dy)wec et pour tout diagramme commutatif dans C :

) _u !

e,
|-
q

3

L

-
v

d’un morphisme de groupes abéliens :
D(u,v) = u*vy : Dy — Dygyyy = Doy

Nous désignerons par Nat(C) la catégorie des systémes naturels sur C. L’isomorphisme
FC ~ FC° induit un isomorphisme de catégories :

Nat(C) ~ Nat(CP).

Les systémes naturels de groupes abéliens apparaissent comme les coefficients natu-
rels pour la (co)homologie des petites catégories. Soit Cat/C la sous catégorie pleine de
Cat/C formée des foncteurs qui sont constants sur les objets.

4.4.3 Proposition ([Bau85, Bau97]). Pour toute petite catégorie C il existe une équi-
valence de catégories :
Nat(C) ~ Ab(Cat /L C).
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Démonstration. Nous renvoyons le lecteur a [Bau85, Bau97], ou encore [Jib02]. Nous n’ex-
hibons ici que les foncteurs établissant cette équivalence.

A tout systéme naturel D sur C est associé ’extension linéaire triviale C x D de C
par D définie de la fagon suivante. Les objets de C x D sont ceux de C, pour tous objets
p et q dans C,

Cx D(p,q) = H Dy.
weC(p,q)

La composition dans C X D est définie par la structure abélienne de D. Si u € C x D(p,q)

et v € C % D(q,r), alors il existe un diagramme r & g +— p dans C tel que u € D,
et v € Dy ; la composée vu est définie comme ’élément w'*.u + wy.v de D,y,. Enfin,
I'identité dans C x D d’un objet p est donnée par I’¢lément nul de Dy,. La structure
d’objet en groupe abélien de C x D dans Cat/ C est induite par celle de D.

Inversement, soit (p : E — C, 4+, —,0) un objet en groupe abélien dans CatLC. On y
associe un systéme naturel D sur C en posant, pour tout morphisme w de C, Dy, = p~ ! (w).
La structure de groupe abélien sur D,, est induite par celle de p :

ExE E C
pXp
CxC p 1c
C
Si u,v € p~(w), alors u + v := +(u,v), —u = —(u) et 0 = O(w). O

Dans la section 4.5, nous étudierons les objets en groupe abélien dans des sous-catégories
pleines de Cat /[ C fermées pour les produits finis.

4.4.2 Homologie a coefficients dans les systémes naturels
Le nerf d’une catégorie C est ’ensemble simplicial N;(C) dont les n-simplexes sont
formés des suites de m morphismes composables dans C et dont les opérateurs faces

ar
N, (C) == N,,_1(C) sont définis, pour tout n-simplexe o = p, €% p,_1 < -+ + p1 < py,
en posant :

d} (o =pp & pp_q - ﬂi---?—lpo, si0<i<mn,
Un u

dg (o) = pn € pn— e oy,
Un—

dr(0) =pn1 & p1¢ - Epo.

Les opérateurs faces d;' satisfont la relation présimpliciale

APy =iy, sii < g (4.2)
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Soit Nat(C°P) la catégorie des factorisations de la catégorie C°P. A tout systéme naturel
D : FC°® — Ab, nous associons un complexe de chaines (C\(C, D), d,) défini par :

@ b, (4.3)

0€N,(C)

ou D, désigne I'image par D du morphisme composé u, o --- o u; associé au simplexe
0 =pp & Pnot1 - p1 & po.

En désignant, pour tout n-simplexe o, par ¢, U'inclusion de D, dans C,(C, D), 'opé-
rateur bord

dy : Cr(C,D) — C,_1(C, D)
. . . Un, Un—1 Ul
est défini, pour tout n-simplexe ¢ = p, <= pp_1 < ---p1 < Po, par :

n—1

dnle = Lip(o)Uix + Z (=1)'tan (o) + (=1)"tan (o) un"- (4.4)
im1

4.4.4 Lemme. L’opérateur d, défini par (4.4), satisfait la relation d*> = 0.

n—1

Démonstration. Soient n un entier et ¢ =&~ ... &2 M yp n-simplexe dans C. Avec
les notations précédentes et en utilisant la relation présimpliciale (4.2) du nerf Ny(C), on
a:

dp—1dnte = dn—1[tap () u1x + Z Ld” )+ (=1)"tan o) un"]
g+ 2 Vg + g
n—2
—[Ldg—ld?(a)(luul)* + Z (_l)lbd;“ld?(a) + (_1)n_lbd2:{d{”(a)u"*]
n—2 L
2 gty gy + 2 (S ggmtapy + CD kpmtap oy’
=2 —1

FED" Mgy e+ 2 CD gy o)+ (D" iy o) (ntinn)]

k -1
D bggtagoy e + X D i) + D sty o n 1 T
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Aprés simplification dans ’expression précédente, le facteur de uq, est

n—2 n—2
;(—1)j tp=tag (o) t g(_l)ibdﬁ‘ld?w) + D" egta )
n—2 n—2
B 2—:1(—1)“(1;“%:3(0) 2 0 o)+ D et o)
) i 1(_1)%'1?‘1(13(0) - ;(_1)%#‘%3@ =0
Le facteur de u;, est
n—2 n—2
(D tptapo) + 2 DT i) + 2D Mgty
i=2 k=1
n—2 —
= (D"gtape) = 2D Mt — D grap o) + 2D 1) = 0
=2 k=2

Les autres termes forment I’expression

n—2 n—2 —
l 1
—Z(—l) ban=1dr (o) Z Z [‘d" Yz (o) + (=)™ Z "d” tdr_ (o)
=1 1=2 :
n—1n—2
— i+ —
- Z Z(_l)l ql’df{_ld?(a) =0.
=1 q:1

Par suite d,,_1d,ts = 0.
O

4.4.5 Définition. L’homologie d’une petite catégorie C & coefficients dans un systéme
naturel de groupes abéliens D sur C°P est définie par :

H.(C, D) = H,(C,(C, D), d,).

4.4.3 Homologie a coefficients dans les bimodules

Soient M un C-bimodule et p la projection canonique FC°°? — C°®. L’homologie
de C a coefficient dans M est définie par H,(C, M) = H,(C, Mp). En d’autres termes,
H,(C, M) est 'homologie du complexe de chaines (C.(C, M), d,) défini de la fagon sui-
vante. Si o désigne le n-simplexe py, €% p,_1 - € pg, pour tout entier n > 0, on définit

Cn(C,M):= @ M(pn,po).- En désignant par v, : M(pp,po) — Cr(C, M) la o-iéme
g€N,L(C)
injection, l'opérateur bord d,, : C\,(C, M) — Cp,_1(C, M) est défini par :

n—1

dpte = Lap (o) Ulx + Z Ld?("') + bz (o) un”.
=1
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En particulier, Hy(C, M) = @ M (p,p)/Im d; s’identifie au foncteur cofin de M. Une base
pE|C|
de Ho(C, M) est formée des (tp;,---ytp,s---) OU tp, : M(pi, pi) — € M(p,p) satisfaisant
p€|C|
aux relations :
tgM (g, w) = t, M (w,p), pour tout ¢ Epec.

M(q,q)
8 Mp) M(q,p)
X M(w,p)
M(p, p)

Sio=¢ < p& qalors:
doty = 1o M(q',w) — Lyw + twM (v, q).

Notons que si M désigne limage du C-bimodule M par Iisomorphisme
AbC”*C ~ AbC*C™ alors, par définition, on a un isomorphisme H, (C, M) ~ H, (C°P, M).

On peut définir H,(C, M) en terme de foncteurs dérivés. En effet, la catégorie Mod(C®)
est abélienne et posséde suffisamment de projectifs. Soit

Tor®" : Mod(C®) x Mod(C®) — Ab
le foncteur dérivé du bifoncteur — ® ce —. Pour tous C-bimodules M et N on a :
TorS* (M, N) = Hy(Xs ®ce N) = Hy (M ®ce Ya) (4.5)
ol Xe — M et Y, —> N sont des résolutions projectives de C-bimodules.

En dualisant la preuve de [Bau85|, 8.5, on montre que :

4.4.6 Proposition. Pour toute petite catégorie C et tout C-bimodule M on a un isomor-
phisme :
H,(C, M) ~ Tor*(ZC, M).

Les groupes H,(C, M) peuvent ainsi étre calculés a partir de résolutions projectives de
C-bimodules de ZC.

4.5 Homologie des PROs

4.5.1 Définition. Un PRO est une petite catégorie monoidale stricte (P, ®,0) dont 1’en-
semble des objets s’identifie & ’ensemble des entiers naturels N et dont le produit monoidal
est induit par ’addition des entiers.

Un foncteur de PROs est un foncteur monoidal strict constant sur les objets. Nous
désignerons par PRO la catégorie des PROs et des morphismes de PROs.
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4.5.1 Systéme naturel monoidal

Un systéme naturel monoidal de groupes abéliens sur un PRO P est un systéme naturel
D : FP —; Ab vérifiant, pour tous morphismes w et w’ de IP :

Dw®w’ = Dw @ Dw’-

Désignons par Nat;(IP) la catégorie des systémes naturels monoidaux sur un PRO P. On
a:

4.5.2 Lemme. Pour tout PRO P, il existe une équivalence de catégories :
Nat:(P) = Ab(PRO/P).

Démonstration. L’équivalence résulte immédiatement de I’équivalence 4.4.3 et du fait que
la catégorie PRO /P est une sous-catégorie pleine de Cat /P fermée pour les produits. Les
objets en groupe abélien dans PRO/P sont donc obtenus & partir de ceux de Cat/LP.
Soit (E 2P+, —,0) un objet en groupe abélien dans PRO/P et soit D, = p~!(w)
le systéme naturel correspondant par 4.4.3. Alors pour tous morphismes w et w' de P, il
existe un isomorphisme de groupes abéliens :

¢ Dygu =~ Dy @ Dy,

défini par ¢(2) = (Z|U(w)az|a(w’))' O
4.5.3 Définition. L’homologie d'un PRO P & coefficients dans un systéme naturel mo-
noidal D : FP°? — Ab est définie par :

H,.(P,D) = H,(C.(P, D), d,),

ou C(IP, D) désigne le complexe défini en (4.3).

4.5.2 Réduction du complexe standard

Soit P un PRO tel que ’objet 0 soit terminal. Il existe donc un morphisme 0 +— 1
de P tel que tout morphisme 1 +— n de P vérifie ew = ep, Ol €n désigne le morphisme
€ER...Q¢€.

n

4.5.4 Lemme. Si 0 est terminal dans P, alors, pour tout foncteur M : P — Ab préser-
vant 'objet terminal 0, on a :
H.(P, M) = 0.

Démonstration. Si M préserve 1’objet terminal O, alors, pour tout objet p de P,
M(ep) : M(p) — 0 est un morphisme nul dans la catégorie Ab.
Considérons le complexe de chaines C, (P, M) formé par les sommes :

Cu(P, M) = $ M(py), n<0
Pr<—<PoENL(P)
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muni de l’opérateur bords d, : Cp(P,M) — Cp,_1(P, M), défini, pour tout n-simplexe
c=pp & ... & pydeP, par:

dpls = lgn U)M uy) Z Ldr (o)

ou ¢, désigne la o-iéme injection de M(po) dans C, (P, M).

L’homologie de P, a coefficients dans M, est donnée par H, (P, M) = H,(C.(P, M)).
En particulier, Hy(P, M) = @ M(p)/Im d; avec d; : @ M(w) — € M(p) défini par

pe|P| weP pE|P|

dyty = tpM(o(w)) — tq, pour tout morphisme p <- q dans P.

Pour tout objet p de P, comme M (ep) = 0, on a : toM(ep) — tp = —tp € Im d;. Par
suite, pour tout représentant (g, ...,Zp,... ) d’une classe d’homologie dans Hy(P, M), on
a zp = 0 et donc Ho(P, M) ~ M(0) = 0. O

La situation est différente concernant I’homologie & coeflicient dans les bimodules. On
suppose toujours que le PRO P posseéde l'objet terminale 0. Considérons ADBP*E 1y caté-
gorie des P-bimodules préservant l’objet terminal en la deuxiéme variable et les produits
monoidaux en la deuxiéme variable :

i) M(—,ep) =0,
i) M(—,w@w') ~ M(—,w) & M(—,w).
D’aprés 4.4.3, on a Hy(P, M) = @ M(p,p)/Im d; avec, pour tout morphisme p <— q

PE(P|
dans P :

dity = lpwy — tqu™. (4.6)

Désignons par m = € ® 1, la premiere projection de p sur p — 1 dans P. Le P-bimodule
M étant monoidal en la deuxiéme variable, 7 induit un morphisme surjectif de groupes
abéliens :

T : M(p—1,p) — M(p—1,p—1).

Désignons par 7* : M(p — 1,p) — M (p, p) l'action contravariante de .
Soit (zo,z1,--.,Zp,...) unreprésentant d’une classe d’homologie de Ho(IP, M). Si y désigne
I'image réciproque par m, de zp_1, alors d’aprés (4.6), zp—1 = 7*(y). Par suite, une p-iéme
composante quelconque s’exprime en terme de la p — 1-iéme.
Si dans le PRO P, tous les objets sont obtenus comme produits d’'un méme objet 1,
alors :
Ho(P,M) ~ M(1,1)/{w*a — wsa | w € P(p,1), a € M(1,1)}.

Sinon,

Ho(P, M) ~ PM(q,q)/{w*a —w.a|w € P(p,q), a € M(q,q)}

ou I désigne ’ensemble des objets de P indécompables par produit.
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4.6 La résolution a quatre termes de Mitchell

4.6.1 La résolution de Lyndon-Mitchell

Soit G un groupe présenté par un ensemble 3 de générateurs et soumis aux relations R.
Toutes les relations s’écrivent sous la forme (r, 1), 'ensemble R s’identifie ainsi a une partie
du groupe libre engendré par X. Désignons par JF I’ensemble des suites finies (ui, 7i)ieq1,....k}»
formées d’éléments u;, r; du monoide libre X* et satisfaisant :

ulrlul_lu2r2u2_2 e ukrkulzl =1,

avec r; ou T; ! dans R.
Lyndon, [Lin50], construit une résolution de G-modules :

7Z.G[F] %> ZG[R] 2 7.6[3] 2% 726 -5 7

ol € désigne 'augmentation de G et les bords d; sont les morphismes de G-modules définis,
en utilisant les notations du lemme 3.2.4, par

a@)=a-1, o)=Y ol ds(lwsriied) = Xl

acX el
Mitchell généralise la suite de Lyndon aux petites catégories de la facon suivante. Soit
G un graphe, désignons par Gg la catégorie libre engendrée par G et, pour tout entier n,
par Gp41 la catégorie des fractions de G,. On considére la colimite G, dans Cat des
Gy,. Soit R un ensemble de relations dans G et G la catégorie obtenue par quotient de
Goo par R. On désigne par F l'ensemble des cycles de réductions (u;,7;, 85, v;) dans G
décrivant les chemins de réduction fermés :

W = U1T1V1 — U1S1V] = UT2V2 —> -+ — UpTpUp — UpSpUn = W
o uj, v; € Goo et (13, 8;) € R. Alors, avec ces notations :

4.6.1 Théoréme ([Mit72], 28.1). Pour toute catégorie abélienne A et pour tout foncteur
D : G — A, il existe une résolution de D dans A® :

P Lan Do®) 2 @ Lan,) D(o(r) 2 € Lan,(, D(o(a))

(u,r,s,0)EF (r,s)ER acG
4 @ Law, D(p) - D
PelG|

par :

ds(q)(< W, (u, 7, 8,0) >) := Y _[Wus, (rs, 5:)] D (%),
=1
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e\ — __ A _ L. . . .
ot i(w), [w,al], [w,r = s] et <w, (u,r,s,v) > désignent les inclusions dans les coproduits
des termes correspondant de la suite.

4.6.2 Application aux présentations convergentes

Dans cette section, en généralisant la construction de Mitchell, nous construisons la
résolution de Squier pour un foncteur 7 : D — A, ot A est une catégorie abélienne et D
une petite catégorie présentée par un systéme de réécriture convergent et minimal.

Nous rappelons que si D est une petite catégorie et A une catégorie abélienne avec des
coproduits indexés par les ensembles hom de D, alors, pour tout objet p de D, le foncteur
évaluation Res, : AP — A posséde un adjoint & gauche Lan, : A — AP défini, pour

tout objet A de A, par :
Lan, A(=) = @ A.
D(p,=)

Dans la suite, pour tout foncteur I : D — A et pour tout ensemble de morphismes X
de D, nous désignerons par I[X] le foncteur

@LanT(w) I(o(z)) : D — A.

zeX

Pour tout morphisme z de X et pour tout morphisme w € D(7(x), q), nous désignerons
par [w,z] la w-iéme injection de I(o(z)) dans I[X](q) et par [z] U'injection de I(o(x))
dans I[X](7(z)). Si r A s désigne une régle sur des morphismes de D, nous noterons
o(A) = o(r) et 7(A) = 7(r). De la méme facon, si (A, B) est une paire critique, nous
noterons o((4, B)) = o(A) et 7((4, B)) = 7(A).

4.6.2 Lemme. Soient G un graphe, L(G) la catégorie libre engendrée par G et I un objet
de AU, La famille ([a])acg s'étend de fagon unique en une dérivation de L(G) dans le
L(G)-bimodule A(I,I[G]), i.e., une famille d’applications :

([lpg : L(G) (P, a) — AI(p), I[G]()))p,¢elc|
satisfaisant, pour tout diagramme q — p +— r dans L(G), lidentité :

[uv] = I[G](u)[v] + [ulI(v) :

I[G)(u)
I[G](p) I[G](q)
i
1) = 1)
Démonstration. C’est une application immédiate du lemme 4.3.5. O

D’aprés 2.4.1, iii), une régle de réécriture sur une petite catégorie D est la donnée d’un
couple de morphismes paralléles de D.
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4.6.3 Théoréme. Soient C une petite catégorie et G un graphe générateur de C. Soient
R un ensemble de régles sur C et <¥g la relation de congruence sur C engendrée par R.
On désigne par D la petite catégorie obtenue par quotient de C par <¥g.

Si R est convergente et minimale, alors, pour toute catégorie abélienne A, munie de
coproduits indexés par les ensembles hom de D, et pour tout objet I de AP, en désignant
par P Uensemble des paires critiques de R, il existe une suite acyclique dans AP :

S.(G,R): @ Lany)I(o(A) 2 @ Lan,(a) I(o(A)) 2 @ Lan,(a I(o(a))
<A,B>€P A€ER a€G
45 @ Lan, I(p) —= T — Q4.7)
PE|G]
dont les morphismes de D-modules sont définis fonctoriellement en posant, pour tout objet
q deD :
i) e(q)[w,p] = I(w), pour tout w € D(p,q),
ii) di(q)[w,a] = [wa,o(a)] — [w,7(a)]I(a), pour tous a € G et w € D(7(a),q),
iii) da(q)[w,r A s| = [w,r] — [w, s], pour tous A € R et w € D(7(A),q),
iv) ds(q)[w, (Aug, w1 B)] = [wuy, B]+[w, C(uiws)] — [w, C(wiug)]—[w, AlI(uz), pour toute
paire critique (Aug,u1B), avec uyv A w1, VU =z wy € R, et tout w € D(1(A),q),

ot C(uiwe) et C(wiu2) sont les chemins résiduels définis par le diagramme de
confluence suivant :

U1vU2
Aus u1 B
wiu2 Uuiwa
C(m Auz)
14

Nous remarquerons que l'acyclicité de la suite (4.7), aux trois premiers crans, ne né-
cessite pas que ’ensemble de régles R soit convergent.

Démonstration. Nous renommons les termes de la suite (4.7) en considérant les conventions
ci-dessus : suivante :

1P 2 1R % 116] 4 16 - T — 0.
Désignons par w "image d"un morphisme w de C par la projection C — D. Nous associons

& tout morphisme w de D un représentant w dans C.

La donnée de n(q) = [14,¢], pour tout objet ¢ de D, définit une section de €(q) ; par
suite € est un épimorphisme dans AP.
Pour tout diagramme +—+— dans C, avec a € G, on a :

e(g)di(q)[w, a] = e(q)([wa, o (a)] — [w, T(a)]I(a)),
— I(wa) — I(@)I(a) = 0,
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et par suite ed; = 0. L’homotopie contractante sg : I[|G|] — I[G] est définie en posant,
pour tout objet g de D et tout w € D(p,q) :
so(q)[ﬁ,p] = [17'(111)7{17]

On a les identités :

di(q)so(q)[w,p] = [w,p] — [14,g|I (W),
= [@,p] — n(q)e(q)[w, p].

Par conséquent, la suite (4.7) est acyclique en I[|G]].

S

Soit g<2—p @ o un diagramme dans C, avec A € R. On a :

di(q)da(q)[w, A] = d1(q)([w, ] — [w, s]),
= [wr, o] — [w, p]I(T) — [ws, 0] + [w, p|I(5),
=0.
Le crochet [17(4), 4] : I(0(A)) = I[R](7(A)), A € R, s’é¢tend formellement & la relation de

réduction — p engendrée par R : pour toute régle A et tous morphismes u,v de C tels que
les composées soient possibles dans ’expression suivante, on a :

[1,uAv] = [u, AlI(v).

Par suite, [w, —] s’é¢tend additivement a la cloture transitive —g en posant :
[@, F + G] = [w, F] + [w, G].

L’homotopie contractante s; : I[G] — I[R] est définie fonctoriellement en posant, pour
tout injection [w,a] : I(o(a)) — I[G](q)
s1(q)[w, a] = [1;(w), C(wa)]

ou C(wa) est donné par la composée, éventuellement en zig-zag, de chemins de réduc-
tions joignant wa et wa. Il existe toujours un tel élément dans I[R], en considérant
wa <¥ g wa <¥ g wa, on a :

[C(wa)] = [wa = wa] — [wa = wal.

L’homotopie s1 consiste donc & choisir formellement pour tout morphisme w dans D un
chemin de réduction du morphisme w de C vers le représentant w dans C. On a :

d2(q)s1(q)[w, a] = [wa] — [wal,
= [w, a] + [w]I(a) — [wal,
= ’a] - SO(Q)dl (Q) [@, a];

gl

El
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car s0(q)d1(q)[w, a] = so(g)([wa, o(a)] — [w,7(a)]l(a)) = [wa] — [w]I(a).

L’ensemble R étant minimal, toutes les paires critiques sont des ambiguités de chevau-
A B
chement de la forme (Aug,u1B) avec u1v — wy, vugs — wo € R.
Avec les notations du théoréme, on a :

d2(q)ds(q)[w, < Aug,u1 B >] = da(q)([wur, B] + [w, C(uiw2)] — [w, Cwiuz)] — [w, A (u2)),
= [wur, vug] — [War, ws] + [W, uyws] — [W, 1] — [W, wiug)
+ [@, t] — [@, ’U,1’U]I(’U,2) + [@, 'wl]I(’U,Q),
= 0.

L’acyclicité en I[R] est montrée en construisant une homotopie contractante
sg ¢ I[R] — I[P]. La construction est sur le méme principe qu’en 3.2.2. La relation de
réduction — g sur C induit une relation d’ordre noethérien sur le D-module I[R]. Soient
r A setr B ¢ deux régles de R. Pour toute injections [@, A] : I(o(r)) — I[R](7(u)),
[0,B]: I(o(r")) < I[R](7(v)), on pose :

[, A] > [v, B]

s’il existe un chemin de réduction dans C ur —g vr'w, ou w est un morphisme de C.
On étend la relation > en un ordre neethérien sur I[R] en utilisant 1’ordre multi-ensemble
et en considérant les combinaisons lineaires d’injections & valeurs dans I[R] (cf. preuve du
lemme 3.2.4).

Pour tout diagramme ¢ <" (r) A o(r) dans C, avec A € R, on définit

s9(q)[w, A] par induction ncethérienne & partir de la décomposition de WA, comme la
combinaison linéaire des paires critiques élémentaires formant le diagramme de confluence :

~ WA ~
wr ws
m %)

wr = ws

Si A est la seule réduction portant sur le chemin wr, on pose :
so([w,r 5 s]) = 0.

Sinon, il existe une décomposition dans C wr = wuvug et une régle B = (uiv,w;) dans

R, avec r = vug. La paire critique (uj A, Bug) étant convergente, on pose :

32(@,7“ A s]) == u{u1 A, Bug) — s2([w, C(u1s)]) + s2([@, C(wiuz)]).
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On a:

d3(q)s2(q)[w, A] = d3(q) ([@, (w1 4, Bug)] — s2(q)[@, C(u1s)] + s2(q)[@, C(wiuz)]) ,
= [w, A] — [u, B]I(u2) + s1(q)d2(q)[w, C(u1s)] — s1(q)d2(q)[u, C(wius)],
= [w, A] — ([@, B]I(u2) — [C(tuq )] + [C(uwiu2)])-

Or, on a s1(q)da2(q)[w, A] = s1(q)([w, r] — [w, s]) et par ailleurs
[C(wr)] = [u, BlI(ug) + [C(uwuz)]-

Par suite, on a ds(q)s2(q)[w, A] = [w, A] — s1(q)da(q)[w, A]. L'acyclicité de la suite (4.7)
en I[R] en résulte. O

4.6.4 Remarque. Plus généralement, on peut définir le morphisme de D-bimodules ds
sur les chemins de réduction dans C. On rappelle que les éléments de — p sont les chemins
de réduction de la forme :

viAjur va Aqua
U = V111U —; V181U1 = V2T2U2 —% e

VnAptn
C Up_18p—1Un—1 = UpTpllp  — = UnSpl, = 0,

A . .
avec u;,v; € Cetr; = s; € R. Un cycle de réduction est la donnée d'une suite (C'(ug, vk, €))k=1,....n

de chemins de réduction de uy & vg tels que vy = ugy; pour 1 < k < n et v, = u;. Le
parameétre € € {—1,+1} prend la valeur +1 si le chemin est pris dans le «bon» sens dans
le cycle et —1 sinon.

U = Ul u2:’u,3 ’Un:u
V1 = U2

Si g est un objet de C et C = (C(uk, A¥ vF Z ,€)icr, )k=1,..n un cycle de réduction avec
Ak 7‘ — s , alors, pour tout morphisme ¢ +— 7(v; k) de C on pose :

ds(@)[w,C) = Y (1) > [wok, AFI(uF).

k=1 1€l

Si C est un cycle, on a da(q)ds(q)[w,C] = 0.
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En posant C = L(G), A = AbP" et I = ZD dans le théoréme 4.6.3 on a :

4.6.5 Corollaire. Si une petite catégorie D admet une présentation convergente et mini-
male < G | R >, alors la suite

. @ Lan, (4 ZD(-,0(4)) % @ Lan,(4) ZD(-,0(4))
{A B}eP A€ER

2, @PrLan, () ZD(~,0(a)) 2 P Lan, ZD(—,p) - ZD (4.8)
a€G PE|G|

est une résolution libre de D-bimodules de ZD. De plus, si R est fini, alors Se(G,R) est
de type fini et D est de type bi-PF3.

Avec C = L(X), ou X est un graphe avec un seul objet, A = Ab et I = Z, alors la
résolution (4.7) est celle de Squier pour les monoides (cf. 3.2.2).

4.7 Calcul de I’homologie

L’homologie d'une petite catégorie C peut étre calculée & partir d’'une présentation
convergente de type fini < G | R > en utilisant la résolution S,(G, R) du théoréme 4.6.5.

D’aprés 4.4.6, on a pour tout C-bimodule M : H,(C,M) ~ TorC*(ZC, M). Nous
rappelons que pour tout sous-ensemble X de morphismes de C, on a un isomorphisme de
groupes abéliens :

M ®ce @Lan, () ZC(-, ~ P M(of

zeX zeX

associant & tout m ® v.[z].u I'élément [z]u.m.v, ot dans le premier membre [z] désigne

I'injection de ZC®((o(z), 7(z)), (—,=)) dans @ LanT(w ZC(—,0(z))(=) et dans le second
membre 'injection de M (o(z), 7(z)) dans @ M( (z),7(z)). Le complexe M ®@ce Se(G, R)

est donné par :

@ M(o(P),7(P)) 2 @ M(c(A),7(4) 2, @ Mo(a),7(a)) 2 D M(p,p)

(P,Q)eP A€R a€G p€|G|
or[a] = [o(a)]M(o(a),a) — [T(a)|M(a,T(a)), pour tout a € G;
]

—[s], pour tout r Ase R;

O3[(P, Q)] = [P+ [Q\P] - [P\Q] - [Q], pour tout (P,Q) € P
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4.7.1 Corollaire. Soit C une petite catégorie : pour tout C-bimodule M,
i) si C est libre, alors H1(C, M) = @ M(o(a),7(a)),
acG

ii) si C admet une présentation sans paire critique, alors Ho(C, M) = @ M(c(A),7(A)),
A€ER
iii) si C admet une présentation sans triple critique, alors H3(C, M) = € M (o(P),7(P)),
(P,Q)EP
iv) si C admet une présentation convergente et de type fini et si M est de type fini, alors
le groupe H3(C, M) est de type fini.

Démonstration. Si C est libre, alors C n’admet aucune relation et le morphisme de C-
bimodules d; de la résolution (4.8) est injectif. L’assertion i) en résulte.

De la méme facon, si C n’admet pas de paire critique, alors le morphisme do de la
résolution (4.8) est injectif, par suite I’assertion ii) est veérifiée.

On sait (cf. [Squ87a], Thm. 3.2.) que le morphisme ds de la résolution (4.8) est injectif
si R n’engendre par de triple critique, d’ou l’assertion iii).

L’assertion iv) est immeédiate. O

4.7.2 Remarque. La réciproque de 'assertion iv) n’est pas vraie en général.
Les calculs se font comme dans le cas des monoides. Considérons l’exemple 3.2.6 avec
le graphe G :

o1 b
4 |2
a
p<--"——- q
4 N
o =

ol z1, 2, a et t sont des chemins avec les méme regles que dans 3.2.6 :
A A
R = {at"b Py at™, z1a = at, o0 =5 at}.

Soient C la catégorie L(G)/ <5 g et Z le C-bimodule trivial, i.e., pour tout objet (p,q) et
tout morphisme (u,v) de C®, Z(p,q) = Z et Z(u,v) = 1z. On montre que H3(C,Z) est le
groupe abélien libre engendré par la famille :

{<.’171Pn,A1tnb> — <.’I}2Pn,A2tnb>, n e N}

4.8 La résolution de Kobayashi pour les petites catégories

Nous appliquons, dans cette partie, la méthode de construction par induction de ré-
solutions libres de Kobayashi, basée sur les chaines de Anick, a la réécriture de petites
catégories. On montre que les petites catégories, et par conséquent les monoides, munies
d’une présentation convergente de type fini sont de type bi-PF . Par suite, leur homologie
de Hochschild-Mitchell est de type fini en tout degré. Une construction analogue a été
publiée pour la premiére fois par Morace, [Mor95], mais ayant abordé cette généralisation
avant la connaissance de son travail nous donnons les détails de la construction. Un résumé
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est donné dans [Mal03]. Cette résolution sera mise en ceuvre, par la suite, pour les théories
algébriques, donnant ainsi une résolution effective pour le calcul de leur homologie.

Soient C une petite catégorie et G un graphe générateur de C. On considére un ensemble
R de régles sur C tel que la relation de réduction — g sur C, engendrée par R, soit
convergente. Désignons par Fn l’ensemble des morphismes de C irréductibles par —g et
par D la catégorie obtenue comme quotient de C par la relation de congruence <¥ g sur C
engendrée par R. Nous désignerons par w 'image d’un morphisme w de C par la projection
C — D et par w sa forme normale.

4.8.1 Chaines de Anick
L’ensemble des antichaines de R dans C est ’ensemble :
Apn(C,R) = {v € C\Fn | u 2 v et u # v impliquent u € Fn}

ou = est l'ordre préfixe sur les chemins de C. Pour tout entier n > 1, d’aprés 2.3.11,
I’ensemble des n-chaines de Anick de R est défini par :

Cn= {(vna s 7U1) | v1 € G, v; € Fn, et vw;—1 € AFn(CaR)a pour i = 2}7

ol X c| désigne le produit fibré au-dessus des objets de C. Pour n = 0, on pose Co = |G].
Une n-chaine est une suite de morphismes composables et R-irréductibles dans C et dont
la composée de deux d’entre eux est un réductible par R minimal pour l'ordre < :

Un n=1 Un-2 v2 v1
S—— =—— S—— =——
Dans la suite, pour une n-chaine ¢, = (vg,...,v1), nous noterons o(c,) = o(v1) et
7 ? 7 7
T(¢n) = 7(vy) et, si aucune confusion n’est possible, nous désignerons aussi par ¢, le

morphisme composé v, ...v1; dans C.

Soient A une catégorie abélienne, munie de coproduits indexés par les ensembles de
morphismes de D, et I un foncteur de D dans .A. Pour tout entier n > 0, considérons le
foncteur I[Cy] : D — A défini par :

I[Cy] = @ Lan, .,y I(o(cn)),
cn€Chp
ou Lan, désigne le foncteur adjoint & gauche du foncteur évaluation Res, : AP — A
Pour tout diagramme ¢ +— 7(c,) <> o(c,) dans D, ol ¢, est une n-chaine, on désignera
par [, c,] la u-iéme injection de I(o(cy,)) dans I[Cy](q).
4.8.1 Relation ncethérienne. Soit ¢ un objet de D, pour tous diagrammes
u Cn v Cm N N

q «— 7(cn) <= olen) et g «— 7(em) <= o(cy) dans D, ou ¢, est une n-chaine et
¢m une m-chaine, on pose :

[H, Cn] > [67 Cm]

(resp. [@,cn] > [0, cm] )
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s’il existe un morphisme w dans C, de source o(c,) et de but o(cy,), et un chemin de
réduction dans C : uc, =g Ve, w (resp. et e, # vepw ) :

7(cn) < a(cn)

7(em) <g— o(cm)

Cm

On étend la relation > au coproduit ensembliste [] I[Cy](¢) en posant, pour tous
n>0
morphismes de A,

x:Zai[ﬂi,C%] EI[Cn](q)a y:Z/B][EJad'zn] EI[Cm](Q)a aiaﬁj €Z
i€l jed
T > 9, si pour tout j € J, il existe 79 € I tel que :
[@°, ] > [/, ).
Notons que si z € I[Cy](q) et y € I[Cnl(q'), avec ¢ # ¢, alors z et y ne sont pas
comparables par >.
4.8.2 Lemme. La relation > est une relation nethérienne sur ’ensemble [] I[Cy](q) et
n>0
compatible pour l'action & gauche de D.
Démonstration. En reprenant les notations précédentes, si [u, c,] > [0, ¢y] alors, par défi-
nition, pour tout w € D(q,q’) on a : [wu, c¢,| > [Wo, cp]. O

Nous construisons par induction ncethérienne, relativement & >, une suite acyclique

dans AP :
K. (C,R): ... — I[Ca] 2 I[Coy] &3 ... 25 1[C)] -5 T — 0.

4.8.3 Définition. Soient A une catégorie abélienne et C, = (C, n, Cn—1)n>1 un com-

plexe de chaines dans A. Soit > une relation d’ordre sur ] Cp. Le complexe C, est
n>0

dit ordonné si, pour toute n-chaine c¢,, on a dy(c,) < ¢,. Une homotopie contractante

ix 1 Cx —> Cyy1 est dite réductrice si, pour toute n-chaine ¢,, on a i,(c,;) < ¢,. Un com-

plexe de chaines ordonné, muni d’'une homotopie contractante réductrice, est dit acyclique

ordonné.

4.8.4 Lemme. La suite
K1(C,R) : I[C1] % I[Cy] - T —> 0,

ot les morphismes € et di sont donnés en 4.6.3, est acyclique dans AP et les morphismes
dy et ig sont réducteurs.
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Démonstration. L’acyclicité a été montrée en 4.6.3.
Le morphisme d; est réducteur, car pour toute fleche a dans G et tout morphisme w
dans D de source 7(a), on a :

di(g)[w, o] = [wa, o (a)] - [w, 7(a)]I(a) < [w, al.

Une homotopie contractante réductrice 4o : I[Cy] — I[C1] est définie en posant, pour tout
morphisme w € D(p,q), io(q)[w,p] = [Ly(),®]. L’application ig(g) satisfait la relation
i0(q)[w, p] < [w, p]. Par suite K;(C, R), est acyclique et ordonnée. O

4.8.5 Hypothése d’induction. Soit » > 1 un entier, on suppose que la résolution
K, (C, R) soit construite et ordonnée jusqu’a 'ordre n :

Kn(C,R) : I[Cn] 225 1[C, 1] 78 .. 5 [[Cy] -5 T — 0.

En notant i : I[Cx] — I[Cg41] 'homotopie contractante, on considére I’hypothése d’in-
duction : si ¢ est un objet de D et w € D(7(uy),q) :

(H,(q)) : si Wu,, est réductible, alors  i,—1d,[w, (up,...,u1)] < [W, (un,--.,u1)],
Q) si Wuy, est irréductible, alors ip_1dp[w, (up,...,u1) = [, (un,. .., u1)]-

4.8.6 Lemme. Pour tout objet q de D, les opérateurs d1(q) et ig(q) satisfont (Ho(q))-

Démonstration. Par définition de iy et di, on a

~

’io(Q)dl (Q) [ma a’] = [17'(111)7 @] - [17'(111)7 ’UJ]I(CL)
Si wa est irréductible, alors on a la décomposition : [1;(yy, wa] = [W, a] + [L;y), W] (a),

d’ou iy(q)d; (q)[w,a] = [w, a].
Si wa est réductible, en posant @ = by ... bs, comme [, —] est une dérivation, on a :

[Lr(w), @I(a) =Y [br...bi 1,bi)I(bis1 ... bsa).
i=1
Il existe t € {1,...,s} tel que b;...bsa soit réductible, d’ott [1,(y),@]I(a) < [w,a]. Par
ailleurs, [1,(,, wa] < [W,a], par suite
i0(q)d1(q)[w, a] < [w,al.
O

4.8.7 Définition. Soit n > 1 un entier. L’opérateur bord d,y; est le morphisme de
D-modules dpy1 : I[Cpry1] — I[Cy] défini fonctoriellement par la formule :

dp+1(Q)[W, (Un+1, Un, - - -, u1)] i= [Wpt1, (Un, - -, u1)]
—I[Cp](W)in—1(p)dn (P)[Un+1, (tn, -, u1)],
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ou
Un+1 Un, Ul
<~ < [
7
q
est un diagramme dans D dont (up41,Up,-..,u1) est une n + 1-chaine.

4.8.8 Définition. Soit n > 1 un entier, supposons que pour tout objet p de D, (H,(p))
soit vraie et que K, (C, R) soit donnée. L’homotopie contractante i, : I[Cy] — I[Cpy1]
est définie fonctoriellement et par induction ncethérienne. Soit

v

q

Un Un—1 ul

un diagramme dans D, ol (up,...,u1) est une n-chaine. On distingue deux cas.

i) Si wuy, est irréductible, alors :
’Ln(q)[ﬁ, (un, . ,Ul)] = O’

ii) si Wuy, est réductible, d’aprés le lemme 2.3.14, il existe une unique décomposition dans
C : Wuy, = vupy1uy telle que uy,4q soit irréductible et uy41u, € Apy(C, R), alors :

in(Q)[W, (Un, .. .,u1)] == [0, (Unt1,Un ..., u1]
+in(@)I[Cn](0)in—1(p)dn(p) [Un+1, (Un, - . ., u1)],

q w Un
x }A—{—l
p

4.8.9 Remarque. Notons que le morphisme %, (q) est bien défini car u,11u, est réductible
et, par hypothese (Hy(p)), on a :

U1

’in_l(p)dn(p)[ﬂn+1, (un, - ,ul)] < [@,H_l, (un, - ,ul)],

et par suite

I[Cn](ﬁ)zn—l(p)dn (p) [ﬂn—kla (Un, tee 7u1)] < I[CTL] (ﬁ) [ﬂn—l—la ('U'na tee aul)] = [ma (’U,n, .. aul)]-
Notons aussi, qu’ainsi défini, 4,, n’est pas un morphisme de D-modules.

4.8.10 Lemme. Si pour tout objet p de D la suite K,,(C, R)(p) est acyclique, ordonnée et
si Uhypothese (Hy(p)) est vraie, alors pour tout objet q de D, la suite K,11(C, R)(q) est
acyclique et ordonnée.
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Démonstration. Dans la suite, nous utiliserons la relation

dn(p)in—1(p)dn(p) = dn(p), (4.9)

conséquence de acyclicité de K, (C, R)(p) en I[Cr—1](p) :

dn(p)in—l(p) + Z.n—2(p)dn—1(p) = ll[Cn_l](p)'

Soit ¢ un objet de D, montrons que d,(q)d,+1(g) = 0. Par définition de dj,4+1, pour
toute n-chaine ¢y, il existe une n — 1-chaine d,,_1 telle que :

dn-}-l(‘]) [ﬁ, Cn] = [ml’ dn—l] - in—l(Q)dn(Q) [ﬁla dn—l]-

La relation dy,(q)dn+1(q) = 0 s’en déduit par la relation (4.9).
On montre acyclicité de K, 11(C,R)(q) en I[Cy](¢) par induction. Soit [w,c,], on
¢n = (Un,--.,u1) est une n-chaine. On distingue deux cas selon la réductibilité de wuy,.
Si wu, est réductible, par définition de i, il existe une n + 1 chaine by,

q I T s
p At 1

telle que :
in(@)[W, cn] = [V, bpt1] + 10 () I[Cr](0)in—1(p)dn (p) [Un+1, cul, (4.10)
avec I[Cp](0)in—1(p)dn (p)[ni1, cn] < [W,cy]. Par hypothése d’induction, on a :

dn+1(9)in () I[Cn](0)in-1(p)dn(P)[Wn+1, en] = I[Cn](D)in—1(P)dn(P)[Wn+1, cn] —
in—1(9)dn () I[CR](0)in—1(p)dn(p)[@n+1, cn]- (4.11)
On a:

in-1(9)dn () I[Cr] (V)in—1(P)dn (p) [Un+1, €n] = in—1(@)I[Crn1](0)dn (P)in—1(P)dn(p)[Un 11, cn]
(par naturalité de d,)

= in-1(Q)1[Cn1](®)dn (p)[tin11, ¢n] (par (4.9))
in—1(¢)dn(q)[w, cy| (par naturalité de dy,)

De T'identité (4.10) on déduit que :

dn+1(Q)in () [W, ] = dn11(Q) [0, bnt1] + dnt1(9)in (@) I[Cn](0)in—1(p)dn () [Un+1, cnl,
£ dn+1(q) [V, bpt1] + I[Cn)(0)in—1(p)dn(P)[Cn+1, cn] — in-1(q)dn(q)[W, cs]
or dp+1(q) [0, bp+1] = [W, en] — in—1(q)dn(q)[w, cy], par suite :

n11(9)in(9)[W; cn] = [W, cn] — in-1(q)dn(9)[W, cn]- (4.12)
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Par ailleurs, si wu,, est irréductible, d’apres (Hy,(q)), on a in—1(q)dn(q)[wW, c] = [W, ¢]
et in(q)[w, c,] = 0 par définition de i,(g), par suite 'identité (4.12) est aussi vérifiée et
K,+1(C, R) est acyclique en I[Cy](q).

Enfin, les morphismes d,, 11 et i, sont réducteurs par définition. Ainsi la suite K, 11(C, R)
est acyclique et ordonnée. O

4.8.11 Lemme. Pour tout objet g de D, les opérateurs dp+1(q) etin(q) satisfont (Hp11(q))-

Démonstration. Soient W € D(p,q) et [W, (Unt1,---,u1)] € I[Cphi1](q). Par définition de
dp+1(q) on a :

A1 (@) [W, (Unt1, - - -5 u1)] = [Wlnt1, (Un, - - -5 u1) [~ I[Cp] (W) in—1(p)dn (P) [Un+1, (un, - - - u1)]-
D’une part comme up1uy est réductible, on a, par application de (H,—1(p)),
I[Cn](m)znfl(p)dn(p) [ﬂn+11 (un7 .. aul)] < [m7 (’U,n+1, v 7u1)]7

et d’autre part si Wu,41 est réductible, on a

[WH_H, (un, - ,ul)] < [m, (un+1, . ,ul)],
d’ot dp+1(q)[w, (unt1,---,u1)] < [W, (Up+1,--.,u1)] et comme i,(qg) est réducteur on a :
Zn(Q)dn—l—l(Q)[ma (ﬂn—l—launa s ,U1)] < [ma (un—l—la s 7u1)]-

Par ailleurs, si Wuy, 1 est irréductible, on a par définition de i,(q) :

in(@)dn+1(Q)[W, (Un+1, - .., u1)] = in(q) [ WUnt1, (Un, - - -, u1)]
— in(QI[Ch](@)in—1(p)dn(p)[Cn+1, (Un, - - -, u1)],

= [@, (un+17 Uny - - - aul)]'

On a donc montré le résultat suivant :

4.8.12 Théoréme. Soient C une petite catégorie et G un graphe générateur de C. Soit
R un ensemble de régles convergentes sur C. Si D désigne la catégorie obtenue comme
quotient de C par la relation de congruence <5 g engendrée par R, alors, pour toute catégorie
abélienne A et tout objet I de AP, la résolution K,(C,R) est une résolution acyclique de
I dans AP.

4.8.13 Proposition. Avec les hypothéses du théoréme 4.8.12, si, de plus, R est fini et que
I est un générateur projectif, alors la résolution K,.(C,R) est libre de type fini.

Démonstration. Si R est fini, alors pour tout entier n ’ensemble des n-chaines C,, est fini.
Les objets I[Cy,] sont des sommes finies de générateurs projectifs. O
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4.8.14 Corollaire. Une petite catégorie D, admettant une présentation convergente et de
type fini, est de type bi-PF .

Démonstration. Soit < G | R > une présentation convergente de type fini de D, il suffit
de prendre C = L(Z) et A = AbP™ dans le théoréme précédent. O

4.8.15 Corollaire. Un monoide M, admettant une présentation convergente de type fini,
est de type bi-PF.
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Chapitre 5

Critéres de finitude homologique en
réécriture de termes

Ce chapitre contient le résultat principal de cette thése. Nous montrons qu’une théorie
équationnelle, admettant une présentation convergente par un systéme de réécriture de
termes de type fini, est sémantiquement décrite par une théorie algébrique de type bi-PF
sur Z.

La réécriture de termes est introduite généralement de facon syntaxique. Nous inter-
prétons en 5.3 un systéme de réécriture de termes comme un systéme de réécriture de
théories algébriques. Dans la section 5.4 nous définissons la notion de type de présentation
PF,, pour une théorie algébrique. Nous établissons les critéres bi-PF,, pour les théories
algébriques convergentes dans la section 5.5.

5.1 Introduction

L’interprétation syntaxique classique de la réécriture de termes est basée sur les notions
de termes, de contextes et de substitutions. Une signature {2 est définie par la donnée d’une
suite (2, )nen d’ensembles, ou chaque 2, est un ensemble définissant les opérations n-aires.
La Q-algebre Aq(X), librement engendrée par un ensemble de variables X, est construite
inductivement par ajout des termes construits sur ’ensemble X :

t1, - ,tn € AQ(X)
S AQ(X) .f(tb atn) € AQ(X)
5.1.1 Définition ([Baa98],). Soient Q une signature, X un ensemble dénombrable de

variables et E une relation binaire sur Aq(X). Une théorie équationnelle sur E est la
donnée d’une relation binaire ~p sur Aq(X) définie par

~pi= {(1,9) € Aa(X) x Aa(X) | E | um v},

T € X,

f€Q(n,1)

ou E |= u = v signifie que la relation u = v est vraie dans tous les modéles de E. En d’autres
termes, pour toute Q-algebre A € V(FE) et tout morphisme de Q-algébre ¢ : Ag(X) — A

on a : ¢(u) = ¢(v).

79
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5.1.2 Définition ([Baa98],). Un systéme de réécriture de termes est la donnée d’un
couple < Q | R > formé d’une signature €2 et d’une relation binaire R sur Aq(X), telle
que, pour tout élément (u,v) de R, le terme u ne soit pas une variable et toutes les variables
du terme v apparaissent dans le terme u.

La relation de réduction — g sur Aq(X) engendrée par R est définie de la fagon suivante.
Pour tous termes w et w' dans Aq(X), on a w — g w' si et seulement s’il existe une regle
(u,v) dans R, une position p dans le terme w et un morphisme de -algeébres s : Ag(X) —
Aq(X), tels que le terme w' soit obtenu par substitution du terme s(u) dans w, & la position
p, par le terme s(v) :

wlp = s(u) et w' = ws(v)],.

w

TR

Fig. 5.1 -

Un critére de finitude homologique, pour la convergence d’une théorie équationnelle,
nécessiterait, avec 'interprétation syntaxique, de considérer une catégorie de modules pour
chaque théorie. Par exemple, considérer les modules sur un groupe ou sur une algébre de
Lie pour caractériser la convergence de la théorie des groupes ou le la théorie des algébres
de Lie.

De plus, la propriété de confluence, dans une théorie équationnelle, porte sur la com-
position des opérations définissant la théorie.

Ce sont les raisons pour lesquelles, nous considérons un point de vue abstrayant la no-
tion de variable et ne tenant compte que de la composition des opérations. Nous considérons
I'interprétation sémantique suivante :

variable ~ (),
substitution ~» composition de morphismes,

algébre des termes ~~ algébre de chemins.

Un terme w d’arité n s’interpréte comme un morphisme de n dans 1. Les termes sont
obtenus par composition «opéradique» des morphismes. Il y a deux facons associatives de
construire les morphismes selon le schéma de la figure 5.2 décrivant les deux situations
suivantes :
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Fig. 5.2 -

Si R est un ensemble de régles de réécriture, alors la relation de réduction — g s’inter-
préte comme ’ensemble des couples de fleches paralléles obtenus par cléture congruente
relativement a ces deux compositions. Si (u,v) € R, alors pour tous morphismes w,w', z, 2’
tels que les composées soient possibles, on a :

Cette interprétation des théories équationnelles d’une seule sorte et du premier ordre est
celle proposée par Lawvere [Law63]. Elle est construite sur la structure de petite catégorie
munie de produits finis. Cette approche est & l'origine de la «logique catégorielley. Un
systéme de réécriture de termes s’interpréte comme un systéme de réécriture de cette
catégorie.

Nous étudions le critére de finitude pour la convergence d’une théorie équationnelle
relativement & l’interprétation sémantique de Lawvere. Nous utilisons pour cela le cadre
cohomologique défini par Jibladze et Pirashvili pour les théories algébriques [Jib91].

Cependant, l'interprétation d’un systéme de réécriture de termes comme un systéme
de réécriture sur une théorie algébrique oublie les mécanismes de gestion des variables
intervenant pour des systémes de réécriture de termes non linéaires & gauche. La prise en
compte de la gestion des variables dans la présentation nécessite de considérer les régles
présentant la structure induite par les produits finis. En effet, ce sont les morphismes induits
par les produits finis qui permettent d’interpréter les opérations d’échange, de duplication
ou d’effacement de variables dans un terme.

C’est 1'objet de 'approche de Burroni, [Bur93]. Il interpréte une théorie équationnelle
comme une algeébre sur un PRO, présenté par la signature de la théorie équationnelle et la
signature engendrant les produits finis soumis aux relations de la théorie et des produits
finis. Lafont donne une présentation convergente de type fini de ces relations. Nous revenons
sur cette interprétation en 5.3.5.



82

5.2. THEORIES ALGEBRIQUES

5.2 Théories algébriques

Cette section est consacrée a quelques brefs rappels sur la structure de théorie algé-
brique. Nous renvoyons le lecteur & [Sch72], Chap.18, ou encore [Wra70| pour un exposé
complet.

5.2.1 Théories algébriques finitaires

Soit Nat la sous-catégorie pleine de Ens dont les objets sont les entiers naturels, vus
comme des ensembles finis, 0 := (), 1 := {0}, n := {0,1,...,n — 1}. La catégorie Nat
posséde des coproduits finis, induits par ceux de Ens, et par suite, la catégorie opposée
Nat°P, notée N, des produits finis.

5.2.1 Définition ([Law63]). Une théorie algébrique (finitaire) avec une sorte est la don-
née d’une petite catégorie A dont les objets sont indexés par les entiers et munie d’un
foncteur N — A constant sur les objets et préservant les produits finis.

5.2.2 Remarque. Pour les théories avec plusieurs sortes, au lieu de considérer la catégo-
rie Nat, on considére la catégorie Nat!, ou I désigne ’ensemble des sortes. Il est possible
d’établir nos constructions sur des théories avec plusieurs sortes, [Bau03], Sec. 4. Cepen-
dant, pour des raisons de simplicité nous ne considérons que des théories avec une seule
sorte.

Dans la suite, la catégorie N sera identifiée avec son image dans A. Les objets de A
seront ainsi désignés par les entiers naturels 0, 1, ... , n, ..., ol n parcourt ’ensemble
des entiers naturels. Tout objet n est le produit de n copies de l'objet 1. On désignera
par wf', ..., 7y : n — 1 les n projections correspondantes. Le produit vide 0 est un objet
terminal dans A et €, : n — 0 désigne ['unique morphisme de n dans 0. Le morphisme €y
est appelé effaceur. Le morphisme < 1,1 >: 1 — 2 sera noté § et est appelé le duplicateur.

Un morphisme 1 <— n de A est appelé terme d’arité n de la théorie A. Tout morphisme
m <— n de A se décompose en termes d’arité n par I’isomorphisme

m:A(n,m) ~ HA(n, 1)

défini par 7(w) = (7w, ..., 7P w), en un n-uplet de termes d’arité n.

Un morphisme de théories algébriques A — B est défini comme un foncteur constant
sur les objets et préservant les produits finis. Les théories algébriques et les morphismes de
théories algébriques forment une catégorie que I’on désignera par Th. La théorie algébrique
N constitue ’objet initial dans Th. La catégorie Th est compléte et cocompléte, [Sch72],
18.1.13.

5.2.2 Notations

2 . u .
On représente un morphisme m <— n de A par un diagramme :



CHAPITRE 5. CRITERES DE FINITUDE HOMOLOGIQUE EN REECRITURE DE TERMES

83

Fig. 5.4 -

L’effaceur e, la diagonale et le permutateur 7 : 2 — 2, correspondant & la symétrie du
produit, sont respectivement représentés par les diagrammes :

UEANPS

Fig. 5.5 -

. L . L . u v s .
Pour tous morphismes d’une théorie algébrique n +— m et n’ «<— m’, nous désignons

!
x x
<ur]*™ umy ™ >

par u X v le morphisme n x n’ m x m’. On a les relations suivantes :

lo X u=1u X 1g = u, 1p x1g = 1pxaq,
(u X v)(u' x ") =uu' x v, (Igxv)(ux1ly)=uxv=(uxly)(lp Xv).

La derniére relation, appelée relation d’isotopie, décrit les transformations suivantes :

Fia. 5.6 —

5.2.3 Algébres sur une théorie algébrique

5.2.3 Définition ([Law63]). Soient A une théorie algébrique et C une catégorie munie
de produits finis. Une algébre de A dans C, ou A-algébre, est un foncteur de A dans C
préservant les produits finis.

Une A-algebre A dans C est entiérement déterminée par la donnée de I'objet A(1) de C
et d'une famille de morphismes de C, (w4 : A(1)" — A(1)), indexée par les morphismes
w de A et satisfaisant les relations de A. Un morphisme d’algebres f : A — B est une
transformation naturelle de A sur B, telle que wg f™ = fwa, ou f™ désigne le n-produit
f x..x f. Les A-algebres dans C et les transformation naturelles de A-algébres forment
une catégorie, désignée par Alg.(A), ou encore Alg(A) dans le cas o C = Ens.

Désignons par J le plongement de la catégorie Alg(A) dans la catégorie Ens®. Le
plongement de Yoneda Yy : A% —» Ens? se factorise par J et par le foncteur

I : A — Alg(A) (5.1)
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défini par Ix(n) = A(n, —) :

A

AO

Le foncteur Iy est un plongement plein, dense et préserve les coproduits finis, [Sch72],
18.2.2. Il induit ainsi une équivalence entre la catégorie A°P et la sous-catégorie pleine de
Alg(A) formée des A-algebres libres de type fini. Une A-algébre libre de type fini s’exprime
comme coproduits finis de 'algébre I (1).

Tout morphisme de théories algébriques f : A — B induit un foncteur
f’: Alg(B) — Alg(A), appelé foncteur algébrique, obtenu par restriction du foncteur
Ens/ : Ens® — Ens®. Les propriétés des foncteurs algébriques sont résumées dans le
lemme suivant :

5.2.4 Lemme ([Sch72|, 18.5.3). Tout foncteur algébrique f : Alg(B) — Alg(A) est
fidéle, préserve et refléte les isomorphismes, les limites, les monomorphismes et les colimites
filtrées. Tout foncteur algébrique f posséde un adjoint a gauche f. : Alg(A) — Alg(B)
tel que le diagramme suivant soit commutatif :

op

AP BeP

T

Alg(A) —— Alg(B)

Par suite, le foncteur f, envoie le générateur Ix(1) de Alg(A) sur le générateur Ig(1)
de Alg(B).

En particulier, le foncteur algébrique oubli Uy : Alg(A) — Ens, induit par 'unique
morphisme de théories N — A posséde un adjoint & gauche Ly : Ens — Alg(A) tel
que le diagramme suivant soit commutatif :

op

NP — 2 pop
IN[ lAIA
Ens — > Alg(4)

En tant qu’adjoint & gauche, le foncteur Ly préserve toutes les colimites. De plus, la
catégorie Ens étant localement finiment présentable, on a pour tout ensemble X :

La(X)= lim  La(Xo). (5.2)
XoCX
cardXg<oo

De l'adjonction Ly - Uy, on déduit interprétation monadique d’une théorie algé-
brique. Désignons par (Ta, i1a,n4) la monade sur la catégorie Ens induite par 1'adjonction
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Ly 4 Uy. Si X est un ensemble, Ty (X) forme I’ensemble des termes sur A en les variables
dans X. D’apres (5.2), la monade Ty est finitaire : T (X) = |J Ta(Xo). En d’autres

XoCX
card Xg<oo

termes, les termes de T (X) ne contiennent qu’un nombre fini de variables.

L’unité de 'adjonction n : 1 — T est définie par n(z) = = et exprime que toute
variable est un terme.

La counité € : LyUpy — 1 induit une transformation naturelle y = Up(ep.Lp) cor-
respondante & la composition des termes. Pour tout ensemble X, l’application pux =
Un(er,(x)) : T2(X) — Ta(X) est définie inductivement par :

#X(:B) =, l’llX(w(tl’ ey tn)) = w(MX(tl)a - X (tn))

L’associativité

T(px)
TH(X) = T3(

Hr(Xx) l lux

TR(X) = Ta(X)
correspond a l’associativité de la composition des termes :

WL, ooy Un) (B oer ooy By et ) = W(UL (], sty ), s Un (2 ooy B )

A tout morphisme de théories algébriques f : A — B correspond une transformation
naturelle Ty : Ty — T définie par :

Tfy(z) =z, Tt (w(ts, ..y tn)) = f(w)(Ty  (t1), .., Tr x (t0))-

La catégorie des Ty-algébres est équivalente a la catégorie Alg(A).

Le résultat suivant, reliant l'interprétation syntaxique et l’interprétation sémantique
d’une théorie équationnelle, permet d’'interpréter une théorie algébrique comme un objet
en monoide.

5.2.5 Proposition (;). Le foncteur S : Th — Mon(Ends(Ens)), associant a toute
théorie algébrique A la monade finitaire (Ta,pa,na) sur Ens et a tout morphisme f la
transformation naturelle Ty, posséde un adjoint & droite S : Mon(Endf(Ens)) — Th.
De plus les foncteurs S et S forment une équivalence de catégories.

Démonstration. La théorie algébrique interne S(7') d’'une monade finitaire (T, u,n) est

définie en posant, pour tout entier n, S(T)(n,m) = ( |J 7T(X))™ et la composition
card X=n
des morphismes dans S(T') est induite par la multiplication . L'unité n : 1 — SS de

I’adjonction & 'S est 'isomorphisme défini en posant, pour toute théorie algébrique A :

TIA : A— S(TA),

nS 11— w(l,...,n).
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5.3 Interprétation catégorique de la réécriture de termes

Dans cette section, nous rappelons la construction d’une théorie algébrique présentée
par générateurs et relations. Il existe plusieurs constructions du foncteur théorie algébrique
libre selon I'utilisation désirée. Nous utilisons la construction proposée par Schubert dans
[Sch72], 18.1.6, et nous formalisons la notion de graphe cartésien.

5.3.1 Théories libres

Désignons par Ny la catégorie discréte des entiers naturels, une signature est la donnée
d’un foncteur de Ny dans Ens ; nous adoptons la définition suivante :

5.3.1 Définition. Un N-graphe est la donnée d’une structure graphe sur le graphe sous-
jacent & la catégorie Ny. Une signature est la donnée d’un N-graphe dont toutes les fleches,
appelées opérations, sont de but 1.

La théorie algébrique L(2), librement engendrée par une signature €2, est construite
comme le quotient de la catégorie librement engendrée par la signature Q¢ des opérations
dérivées de €2, décrites ci-dessous, par ’ensemble des relations C(2) correspondantes aux
produits finis. La signature Q¢ est construite inductivement & partir de €.

Désignons par N le graphe sous-jacent a la théorie initiale N dans lequel on a omit
toutes les fleches de but n pour n > 1. Le graphe N ne contient donc que les projections
m:n — 1, n > 1 et les effaceurs €, : n — 0, n > 0. Nous désignons par 00 1a somme
amalgamée QH‘N‘ N obtenue a partir de IV en ajoutant formellement toutes les fleches
correspondantes aux opérations de 2.

Les opérations dérivées de profondeur 1 sont construites de la facon suivante.

Les fleches du graphe QU forment les opérations dérivées de profondeur 1 et de but 0 ou
1. Les opérations dérivées de profondeur 1 de n dans m pour m > 1 sont obtenues comme
des m-uplets de fleches w; de Q° de source n et de but 1, notés < wi,...,w, >:n — m.
L’ensemble des opérations dérivées de profondeur 1 forme un graphe que ’on note Q.

Les opérations dérivées de profondeur k > 1 sont construites récursivement a partir de
celles de profondeur k — 1.

Supposons que les opérations dérivées de profondeur k — 1 soient construites et forment un
graphe noté QF~1. Les opérations dérivées de profondeur k de n dans O sont les chemins
de longueur 2 dans Q=1 de but 0 :

n - m =% 0.

Les opérations dérivées de profondeur k& de n dans 1 sont les chemins de longueur 2 dans
le graphe Q1
w w'’
n—m—1
ot w' est de profondeur 1 et w de profondeur k — 1. Les opérations dérivées de profondeur
k de n dans m pour m > 1 sont les m-uplets

<Wiy...,Wp >N —m

d’opérations dérivées de profondeur k de n dans 1.
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5.3.2 Définition. La signature {2 est la somme amalgamée H|N| QF de tous les graphes
k>0

QOF et est appelé le graphe cartésien engendré par Q. Les fleches de Q¢ sont appelées les

opérations dérivées de ).

5.3.3 Définition. Soit  une signature, on désigne par C(2) I'ensemble des relations
suivantes sur le graphe Q° :

Co() €0 = 1o, mf =1y,
C1(€2) pour tout entier n > 2, < 7f,..., 718 >= 1,
>

C2(f2) pour tout entier n > 2 et toute famille (w;);=1,... » de fleches de Q°, T < W, Wy >=

wj,
C3(2) pour tout n > 2 et toute famille (w;);=1,.., de fleches de Q°, ey < wy,...,wy, >=

€m;,
C4(Q2) pour toutes fleches u et v de ¢ de but m, si pour tout j € {1,...,m}, mj"u = 7"v,
alors u = v,

C5(92) pour toutes fleches u, v, w de Q°, < u,v > w =< vw, vw >.

5.3.4 Proposition ([Sch72],). Le foncteur oubli
U:Th — Ens',

associant & toute théorie sa signature interne (A(n,1)),cn, posséde un adjoint o gauche
L:Ens" — Th.

La théorie 1(Q2) est appelée la théorie algébrique libre dont les opérations sont définies
par la signature {2 et ne vérifient aucun axiome.

Démonstration. La théorie L(€2) est obtenue comme la catégorie présentée par < Q¢ | C(£2) >.
Sin <— m et m +— p sont deux opérations dérivées de Q¢ de profondeurs respectives

r et s, alors le morphisme composé dans L(2), n < p, est une opération dérivée de
profondeur r + s construite inductivement sur s.

Pour toute théorie algébrique A et tout morphisme de signature f : Q@ — U(A), il
existe un unique morphisme de théories algébriques g : L(2) — A tel que U(g) = f et
vérifiant U(g)iq = f, ol ig est l'inclusion du graphe €2 dans le graphe UL(f2). Le morphisme
f est constant sur les objets, donc g est construit comme le foncteur constant sur les objets
et est défini inductivement sur les morphismes en posant g(ep) = €p, g(7}*) = 7* et, pour
toutes fleches u,v de Q¢ g(< u,v >) =< g(u), g(v) >. Le morphisme g est bien défini car
pour toutes fleches u, v de Q° telles que u = v dans L(£2¢), on a nécessairement g(u) = g(v)
par définition de g. O

5.3.2 Théories présentées par générateurs et relations

Soient A et B deux théories, la théorie produit A x B est définie en posant, pour tous
objets n et m, A x B(n,m) = A(n, m) X B(n, m).
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Une relation de congruence sur une théorie algébrique A est une sous-théorie I' de A?
telle que U(T") est une relation d’équivalence sur U(A), i.e., pour tout objet n de A, I'(n, 1)
est une relation d’équivalence sur A(n,1). Si (u,v) € A? est un diagramme dans A, on note
u~ v (modT) si (u,v) €T et @ pour la classe d’équivalence de u. L’ensemble des classes
d’équivalences, modulo I, forme la théorie algébrique quotient de A par I', notée A/T.
L’application quotient A — A/T" est un morphisme de théories.

5.3.5 Définition. Soit ) une signature, une €2-relation est la donnée d’un couple de
chemins paralléles de buts 1 de la signature interne UL(2) de la théorie libre L(2).

Soit R un ensemble de (2-relations, désignons par =g la plus petite relation de congruence
sur I(Q2) contenant R. Un élément (u,v) de =g peut étre représenté par une 2-cellule :

Un ensemble R de )-relations peut étre vue comme une {2-signature dont les fleches
de n dans 1 sont toutes les Q-relations sur UL(Q2)(n, 1).

5.3.6 Proposition. La relation de congruence ~p est la petite catégorie présentée par
< R¢| C(R) >, ou R° est le graphe cartésien engendré par R et C(R) les relations corres-
pondantes définies en 5.3.3.

Si A € R(o,m) et B € R(m,n), alors BA €xp (o,n) :

v u v'u/

T LT P TN
n (|Bmm|A O n ||BA o
S ~— S~

v u vU

Si A€ R(n,m) et B€ R(n,m’), alors < A,B >ex~g (n,m X m’) :

u <u,v>
/\ /\
n A m n [<A,B> m X m'
\_/
'
w <u' w'>
UI ||B v
m’

5.3.7 Proposition. Pour toute signature ) et tout ensemble de Q-identités R, il existe
une théorie algébrique A et un épimorphisme p : () — A de théories tels que, pour toute
théorie algébrique B, tout morphisme de théories f : 1L(Q) — B vérifiant f(a) = f(B)
pour tout (o, ) € R se factorise de fagon unique par p :

L(Q) L A

N

B
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Démonstration. Le morphisme p, satisfaisant la propriété, est donné par le coégalisateur
dans Th des deux projections p; :=p— L(f2), i = 1,2, données par p;(u,v) = u et
po(u,v) =v. ]

5.3.8 Définition. Avec les notations de la proposition précédente, on dit que la théorie
algébrique A est présentée par générateurs € et relations R.

5.3.9 Exemple. La théorie algébrique des groupes G est présentée par la signature définie
par le graphe

i

+Oe

2—1=<—0

et I’ensemble des relations :

La théorie des groupes abéliens, notée Z, est obtenue en rajoutant la relation de com-
mutativité & la théorie des groupes :

P

1 [+
|

5.3.10 Exemple. La logique combinatoire est la théorie algébrique présentée par la si-
gnature {2 — 1,0 5, 1,0 X, 1,0 N 1} avec les identités suivantes :

2 Kx2 3 .x1 9 3 Sx3 4 X2 3 .x1 9
S| |
1 3 2x46 1XTX14 X 1

La logique combinatoire est indécidable et ne posséde donc pas de présentation convergente
de type fini.
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5.3.3 Interprétation catégorique de la réécriture de termes

Un systéme de réécriture de termes < 2 | R >, défini syntaxiquement en 5.1.2, s’in-
terpréte comme un systéme de réécriture dans la catégorie Th. Cependant, en général un
systéme de réécriture dans Th n’est pas un systéme de réécriture de termes au sens de
5.1.2. En effet, sin — 1 et n + 1 — 1 sont des opérations, il est impossible d’interpréter
syntaxiquement la régle de réécriture suivante :

O —

De la définition 2.3.4, on déduit :

5.3.11 Définition. Soit R un ensemble de Q-relations, la relation de réduction —p sur
L(€2) engendrée par R est définie par :

i) si (u,u’) € R, alors u —g v/,
s . A . , .
ii) si u > g v/, alors, pour tous morphismes v, w dans L(2) tels que les composées soient
. vAw ’
possibles et avec v # €g, vuw — g vu'w,
iii) siu g et v 5 g v, alors < u,v >p< U, v >.

5.3.12 Proposition. Un systéme de réécriture de termes < | R > est convergent si et
seulement si la relation — g est convergente sur L(€2).

Un terme w se réduit par — g en une étape en w' §'il existe (u,v) € R, n,m € N et
2,2 € L(Q) tels que :

e | | |
w= N I W= L T
L | L |
{ { { {
Pour tout u,v € I(Q) on a : w = v dans L(Q)/L(R) si et seulement si u < g v.

5.3.13 Proposition. Si R est fini et - convergente, alors =g est décidable.
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5.3.4 Paires critiques

Les paires critiques pour un systéme de réécriture < © | R > dans la catégorie Th sont
définies en 2.3.4. Elles sont soit sous la forme d’une ambiguité d’inclusion

\Je

soit sous la forme d’une ambiguité de chevauchement

Désignons par P l’ensemble des paires critiques du systéme de réécriture < Q | R >. On
identifie I’ensemble P & une signature, en posant pour tous objets n et m, P(n,m) est
Pensemble des paires critiques sur les morphismes w de L(€2) de source n et but m. La
signature P¢ est formée de 'ensemble des paires critiques obtenues & partir de celles de P
par cloture cartésienne.

Si (u 4 U1, U X ug) est une paire critique dans P, alors pour tous morphismes v et v’
de L(Q2), on a :

(vAv,vBv'), (< v, A0 >, <v,B,v >) € PC.

Si la paire critique (A, B) est convergente, de chemins résiduels A\B et B\A, alors on a
les diagrammes de confluence :

- pour tous v,v" € L(R), (vAv,vBv') est une paire critique convergente :

vuv'

! !
VULV VUV
’UB% vA\Bv'
v’
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- pour tous v,v" € L(R), (< v,A,v' >, <wv,B,v" >) est une paire critique convergente :
g

< wv,u,v >
< wv,u,v > < wv,ug,v >

L"’%”>

<v,B\A'> <
<w,d,v >

5.3.14 Exemple. La théorie des groupes G, définie en 5.3.9, admet une présentation
convergente. Orientons les relations de 5.3.9 de la facon suivante :

F(+x1) B (1 x+),

+ox1) 81, +(x0) %1,
+ (= x1)8 38 0, (1% )64 0e.

Avec ces relations, il apparait une paire critique :
e &% 1(— x 1)00 = +(1 x 0) — 0 %5 —o.
On rajoute donc la régle —0 13 0. On a aussi la paire critique :
14 L x1)(=x1x 1) x1)(— x1)§ A5 — —

I_
On rajoute donc la régle —— — 1. Pour la paire critique

(x) (Ix—x1)(Ex1) “ZDOD L) ax—x1)(Ex1) 8 1 0x1)(ex1) LY ext

on rajoute la regle
FAXxH)Ax—xDEx1) Bex 1.
De la méme fagon on rajoute les régles
—+ = +(— x —), +(—x+) > ex 1.
I’ensemble de ces régles munissent G d’une présentation convergente.

5.3.15 Exemple. A la différence de la réécriture de mots, il existe des exemples élémen-
taires de théories équationnelles de type fini et décidables n’admettant pas de procédure
de décision par réécriture. En particulier, la théorie définie par la signature :
f 0
0={2-—1,0— 1},
et les identités :
flzy) = f(y,z), [f(z,0) =0,

n’admet pas de présentation par un systéme de réécriture convergent et de type fini.
y
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5.3.5 Syntaxe 2-dimensionnelle

L’interprétation d’un systéme de réécriture de termes comme un systéme de réécriture
de théories algébriques oublie la gestion des variables dans les termes. Les variables &
I’intérieur d’un terme sont organisées a 1’aide des morphismes induits par la structure des
produits finis que sont 'effaceur € : 1 — 0, le duplicateur § : 1 — 2 et le permutateur
T:2 — 2.

Considérons la présentation < Q | R > de la théorie des groupes en 5.3.14. La régle

(= x 1)6 & 0
n'induit pas dans la catégorie L(Q¢)/L(C(£2)) de nouvelle paire critique :

2

AR
+x1 —x1x1 ox1 k)
3

3 2 1

2
ex1l
OZNI-"X;//
1 1

Alors que dans la catégorie L(€€), il apparait des paires critiques liées au fait que la regle
I, n’est pas linéaire & gauche. Si nous considérons la régle (6 x 1)6 — (1 x d)4d, il apparait

la paire critique représentée par la figure 5.7.

7
.

FiG. 5.7 — Non linéarité de la théorie des groupes

L’interprétation d’un systéme de réécriture de termes comme un systéme de réécriture
dans la catégorie Th s’adapte ainsi plus particulierement aux systémes de réécriture de
termes linéaires & gauche et non contractants. En effet, dans les systémes de réécriture
linéaires a gauche les parties gauches de régles ne contiennent pas de duplicateur et le
probléme de gestion de variables ne se pose pas.

Cependant, tout dépend du point de vue que nous considérons pour ’étude de la conver-
gence dans les théories équationnelles. La prise en compte des régles entre les morphismes
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d, € et o des produits finis n’intervient pas toujours dans les algorithmes de complétion.
La présentation convergente de type fini 5.3.14 de la théorie des groupes constitue une
procédure de décision pour la théorie des groupes et ce indépendamment de l’existence
d’une présentation convergente et de type fini de cette théorie dans la catégorie des PROs.

La prise en compte de la gestion des variables nécessite d’interpréter un systéme de
réécriture de termes comme un systéme de réécriture dans la catégorie des PROs. Il existe
un foncteur libre Lp de la catégorie des signatures Ens™ dans la catégorie PRO. En
établissant, dans [Bur93], les relations

l1) (6 x1)0 =(1x46)d,

lp) (ex1)d =1,

I3) (1 xe)d=1,

ly) oo = 1a,

I5) (cx1)(1xo)(ocx1)=(1x0)(ocx1)(1xoa),
lg) (0 x1)o=(1x0o)(ox1)(1x7),

I7) 1 xd)o=(cx1)(1xo)dx1),

ls) ( )

lg) (1xe¢)

lip) 06 =4,

Burroni montre que, si () est la signature vide, alors la théorie libre initiale N = L((}) est
obtenue comme le quotient du PRO libre Lp (f)) par la relation de congruence engendrée
par la conjonction des relations l1-l1¢.

De plus, pour tout signature €2, en définissant pour toute fléche u de €2 les relations :

ex1lo=1xe,

1xe)o=€ex1,

l1(u)) du = (u X u)dy,, avec d, : 1 — 2n,
lo(u)) eu = €y, avec €, :m — 0,
I3(u)) o(ux1)=(1xu)op1,avec gpg:PXq—> P Xq,

Burroni obtient un foncteur quotient B : PRO — Th faisant commuter le diagramme

suivant :
Lp

N

PRO 5 Th =L Ensh

L’étude des propriétés de convergence dépend ainsi du foncteur libre considéré. Dans
la section suivante, nous définissons un critére de finitude relativement au foncteur L.

5.4 Homologie des théories algébriques

Dans cette section, nous introduisons ’homologie d’une théorie algébrique a coefficients
dans les bimodules non additifs. Nous donnons une interprétation de cette homologie en
terme d’homologie de Hochschild-Mitchell de la petite catégorie sous-jacente.
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La théorie (co)homologique des théories algébriques que nous abordons peut s’intro-
duire relativement au cadre (co)homologiques des objets en monoide, défini par Baues,
Jibladze et Tonks dans [Bau97|, en considérant linterprétation monadique des théories
algébriques donnée par la proposition 5.2.5.

La cohomologie H*(A, M) d’une théorie algébrique A, a coefficients dans un A-bimodule
non additif M, a été introduite par Jibladze et Pirashvili, [Jib91]|, comme généralisation
de la cohomologie de MacLane des anneaux, & coefficients dans les bimodules non-additifs.
Nous rappelons ces constructions dans les sections 5.4.2 et 5.4.4.

De la méme fagon, en dualisant ces constructions, nous définissons en 5.4.6, I’homologie
H. (A, M) d’une théorie algébrique A, & coefficients dans les bimodules non additifs. Nous
montrons, proposition 5.4.7, qu’il existe un isomorphisme H,(A, M) ~ H,(A°?, M), ou
H,(A°P, M) est I'homologie de Hochschild-Mitchell de la petite catégorie A°P, définie en
4.4.3, a coeflicients dans le A-bimodule M, cartésien en la premiére variable, associé & M.

La catégorie des bimodules non additifs est triviale pour certaines théories algébriques,
par suite I'homologie que nous considérons est triviale pour ces théories. Ce fait nécessite
de considérer une catégorie plus large de coefficients. D’aprés [Bec67, Qui70] la catégorie
ADb(Th/A) apparait comme une bonne candidate pour la catégorie des coefficients abéliens.
Cependant, il n’existe que depuis peu, [Bau03], une interprétation de la (co)homologie d’une
théorie algébrique en terme de foncteurs dérivés dans Ab(Th/A). Nous ne considérerons
pas cette homologie et nous ne ferons que quelques bréves remarques dans la partie 5.4.6.

5.4.1 Des anneaux aux théories

On associe & tout anneau A la théorie algébrique dont les algébres sont les modules &
gauche sur I’anneau A. Cette théorie est définie par la signature :

ol, pour tout élément z de A — {1}, x désigne une opération unaire et ou les opérations
+, —, 0 satisfont aux relations de la théorie Z des groupes abéliens données dans ’exemple
5.3.9, ainsi qu’aux relations :

z+ = +(z x z), zeA— {1}

Cette correspondance est fonctorielle. A tout morphisme d’anneaux f : A — B est
associé un foncteur f, : Mod(B) — Mod(A) munissant tout B-module M d’une action
a gauche de A définie par a.z = f(a).z.

I1 existe ainsi un plongement plein, de la catégorie des anneaux associatifs et unitaires
dans la catégorie des théories algébriques :

Ann < Th.
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Ce plongement suggere de voir une théorie algébrique comme une généralisation naturelle
d’anneau. De nombreux résultats dans la catégorie des anneaux se généralisent, par ce
plongement, aux théories algébriques. Nous renvoyons a [Wra70] pour un exposé introductif
complet sur cette correspondance.

L’homologie d’une théorie algébrique peut s’introduire relativement & cette correspon-
dance & partir de I’homologie de MacLane des anneaux.

5.4.2 L’homologie de MacLane des anneaux

L’homologie de MacLane d'un anneau A, & coefficients dans un A-bimodule M, est
définie comme ’homologie de Hochschild de 'anneau différentiel gradué Q.(A), associé au
complexe cubique de MacLane, [McL56|, :

HE/IL(A’ M) = HI:;I(Q*(A)’M)

Une construction compléte de cette homologie est donné dans [Lod02], 13.2.8., ou encore
[Jib91], sec.1.

Soit M(A) la catégorie des A-modules & gauche libres de type fini, nous désignons par
F(A) la catégorie des foncteurs de M(A) dans Mod(A). Le foncteur & valeurs additives
M — M® 4— définit un plongement de la catégorie des A-bimodules dans F(A). En raison
de ce plongement, la catégorie F(A) est parfois appelée la catégorie des «A-bimodules non
additifsy, (cf. [Lod02], 13.1.). La catégorie F(A) est abélienne et posséde suffisamment de
projectifs et d’injectifs.

Soit I° : M(A)°® — Mod(A) le foncteur dual défini par I°(X) = Homa(X, A).
L’homologie de MacLane de I’anneau A s’interpréte en terme de foncteur dérivé Tor dans
la catégorie F(A). Pour tout A-bimodule M, il existe un isomorphisme canonique, [Lod02],
13.2.16., :

HME(A, M) ~ Tor2 (10, M @4 ).
De cette interprétation résulte la définition :

5.4.1 Définition ([Lod02],, 13.2.17). L’homologie de MacLane d’un anneau A & coef-
ficients dans M : M(A) — Mod(A) est définie par :

HML (A, M) := TorX ™ (1°, M),

ot Tord) (I°, M) = H,(I° ®y(a) M) et ou le bifoncteur — ®p(4) — est défini dans la

section 4.2.3.

5.4.2 Remarque. Il existe les mémes isomorphismes en cohomologie. Pour tout A-bimodule
M, il existe un isomorphisme, [Jib91], Thm.A, :

tin (A, M) == Hiy(Qu(A), M) = Extiy s (1, M @4 —).

ou, I désigne le plongement de catégories de M(A) dans Mod(A).
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5.4.3 Bimodules non additif sur une théorie algébrique

Jibladze et Pirashvili généralisent, [Jib91], 'homologie de MacLane des anneaux & co-
efficients dans les modules non additifs relativement au plongement Ann — Th de 5.4.1.
Cette construction est basée sur ’analogue, pour une théorie algébrique, de la notion de
module non additif sur un anneau.

Soit A une théorie algébrique, le plongement de Yoneda, (5.1), Iy : A’ — Alg(A)
établit une équivalence de catégories entre la catégorie A°P et la sous-catégorie de Alg(A),
formée des A-algébres libres de type fini. La catégorie A°P constitue ainsi ’analogue de la
catégorie M(A) dans le cas général.

Relativement & la correspondance 5.4.1, on obtient un analogue & la catégorie des
A-modules & gauche, en considérant la catégorie des algébres sur la théorie Z ® A, ou Z
désigne la théorie des groupes abéliens et ® le produit de Kroneker, [Sch72|, 18.7.4.

La théorie Z ® A est formée des opérations +, —, 0 de la théorie algébrique des groupes
abéliens, des opérations définissant A et vérifiant les axiomes de Z et de A ainsi que les
axiomes de compatibilités des opérations de A avec celles de Z et des opérations de Z avec
celles de A. La catégorie des algébres sur A ® Z s’identifie & la catégorie des objets en
groupe abélien dans la catégorie Alg(A), ou de fagon équivalente, des A-algébres dans la
catégorie Ab.

Du lemme 5.2.4 on déduit l'existence d’un foncteur algébrique d’abélianisation :

(—)ab : Alg(A) — Ab(Alg(4)),

obtenu comme l'adjoint & gauche du foncteur algébrique U : Ab(Alg(A)) — Alg(A)
induit par 'unique morphisme de théories N — Z.

5.4.3 Définition ([Jib91]). La catégorie des foncteurs de A°® dans Ab(Alg(A)) est
appelée la catégorie des A-bimodules non additifs et sera notée F(A).

La catégorie F(A) est isomorphe a la catégorie ADbAXA” “des A-bimodules préservant
les produits en la premiére variable, par le foncteur associant & tout A-bimodule non additif
M, le A-bimodule M défini par M(n,m) = M (m)(n). Par suite, la catégorie F(A) est
abélienne et posséde suffisamment de projectifs. Pour tout objet n de A et tout objet
A de Ab(Alg(A)), I'adjonction (—)sp 7 U induit un isomorphisme de groupes abéliens,
fonctoriel en chacune des variables, [Jib91], 4.4, :

Homap aig(a)) (Ia)as(n), A) ~ A(n).
En particulier, (I5)q est un objet projectif de F(A).

5.4.4 Définition. Soit n un entier naturel, une théorie algébrique A est dite de type
bi-PF,, sur Z, si le foncteur (Iy)qp est de type PF,, dans la catégorie F(A).

Les catégories F(A), (Ab*")2 et AbA™ 2 gtant isomorphes, une théorie algébrique
A est de type bi-PF,, si et seulement si le foncteur I3 est de type PF,, dans (AbAop A et
si et seulement si le A-bimodule cartésien ZA est de type PF,, dans AbA™ >4
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Dans la suite, certains calculs seront faits & coefficients dans le module non additif
trivial. On pose :

5.4.5 Définition. Le A-module non additif trivial sur une théorie algébrique A est le
foncteur Z : A°®» — Ab(Alg(A)) tel que, pour tous objets n et m de A on ait :
Z(n)(m) =2Z™.

L’action bilatére triviale de A sur Z est définie de la facon suivante. Si u € A(p,q) et
v € A(n,m), alors, en considérant la diagonale < 1,...,1 >: Z — Z" = Z(p,n), on a
I’identité :
v.<1l, ..., 1>u=<1,...,1>.
n m

5.4.4 Homologie des théories a coefficients dans les bimodules non ad-
ditifs
La cohomologie d'une théorie algébrique A, & coefficients dans un A-bimodule non

additif M, généralisant la cohomologie 5.4.2, est définie par Jibladze et Pirashvili, [Jib91],
4.2, comme foncteur dérivé de Homz(a) ((Zp)ap, M) :

H* (A, M) := Ext}ru (Ia)as, M).

Nous définissons de la méme facon I’homologie de A & coefficients dans M. Pour cela
nous considérons le foncteur dual de (I )gp :

I3 : A — AD*,
défini fonctoriellement en posant, pour tout objet n de A,
I{(n)(—) := Homap(aig(a)) (Ia)as(n), (Ia)as(—))-
En d’autres termes, d’aprés (5.4.3) on a
I{(n)(=) = (A(=,1))ap = ZA(—, n).

Ici la catégorie ALY’ correspond & la catégorie des A-modules & droite. En effet, il existe
une équivalence de catégories Ab*” ~ Alg(A ® Z).
Considérons le bifoncteur :

— Que —: (A2 @ Ab(Alg(A)A” — Ab

défini en (4.2.3). On construit le complexe de groupes abéliens I ®pe M ~ M Qpe I} et
on pose :

5.4.6 Définition. L’homologie d’une théorie algébrique A a coefficients dans un A-bimodule
non additif M : A — ADb(Alg(A)) est définie par :

H, (A, M) := Tor? ™ (I, M) = Hy(M ®pe I3).
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5.4.5 Interprétation en terme d’homologie de petites catégories

L’homologie d'une théorie A admet une interprétation en terme de 'homologie de
Hochschild-Mitchell de A, vue comme petite catégorie munie de produits finis. Soient M
un A-bimodule non additif et M le A-module cartésien en la premiére variable associé,
alors il existe un isomorphisme, [Jib91], 4.6 :

H' (A, M) = H' (A%, M)
ou H*(A°P, M) est la cohomologie de Hochschild-Mitchell de la catégorie A°P.
On montre de facon duale un isomorphisme analogue en homologie.

5.4.7 Proposition. Soit A une théorie algébrigue. Pour tout A-bimodule non additif M,

il existe un isomorphisme :
H*(Aa M) = H*(AOP’M)

ot H, (A M) désigne I’homologie de Hochschild-Mitchell de AP définie en 4.4.3.

Démonstration. Si A est une catégorie de modules et C une petite catégorie, alors, pour
tous C-modules N : C°? — A et M : C — A, il existe une suite spectrale :
C
E% =H,(C, Tor}'(N, M)) = Tor;, (N, M), (5.3)
ou Torj;‘(N, M) est le C-bimodule défini par : (n,m) —> Torj;t(N(n), M(m)).
Si N est projectif, alors Tor;“(N, M) =0 pour g > 0 et Tor64(N, M) =N ®u M, par
suite, de la suite spectrale (5.3) on extrait un isomorphisme :

H,(C,N ® 4 M) ~ Tor2° (N, M). (5.4)
Le A-module I : A — Ab™ est projectif car par définition

IR(+)(=) = Homapaig(a)) ((7a)as(+), (1a)as(—))

et (Ia)qp(+) est projectif. Donc de l'isomorphisme (5.4) on déduit, que pour tout module
M : A’ —; Ab® il existe un isomorphisme :

H, (AP, I ®pop M) = Tor? ™ (19, M).
Par ailleurs, du lemme 5.4.8 suivant on déduit les isomorphismes
I ®por M =~ Hompparg(a)) ((Ta)a(+), M(—)) = M(—, +).

L’isomorphisme de la proposition en résulte.
En adaptant la preuve de [Bou70], A.IL.77, Cor. on obtient le résultat suivant :

5.4.8 Lemme. Soient C une petite catégorie, A une catégorie abélienne et P un générateur
projectif dans AC. Soient M et E deuz C-modules & gauche & valeurs dans A tel que E
soit projectif de type fini. Alors, il existe isomorphisme de C-bimodules & valeur dans A
fonctoriel en chacune des variables :

A(E,P)®@c M ~ A(E, M)

associant ¢ o ® y la transformation naturelle z — a(z).y
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O
5.4.9 Remarque. Il existe un isomorphisme de catégorie :
AxA° AP x A
ADBAXAT ~ ApAT XA

associant a tout A-bimodule cartésien en la premiére variable M le A-bimodule cartésien
en la deuxiéme variable M défini par M (n,m) = M (m,n).
De la proposition 5.4.7, on a l'isomorphisme pour tout A-bimodule non additif :

H, (A, M) ~ H,(A, ).

Ainsi, d’aprés 4.4.6, ’homologie de A peut étre calculée & ’aide de résolutions projectives
de A-bimodules de ZA : H,(A, M) = Tor’" (ZA, M).

5.4.6 Homologie & coefficients dans les systémes naturels cartésiens

Pour certaines théories algébriques, la catégorie des bimodules non additifs est ponc-
tuelle, c’est le cas de la théorie des anneaux unitaires. Pour ces théories, I’lhomologie dé-
finie en 5.4.6 est donc triviale. C’est une conséquence d’un fait général dt au théoréme
de Eckmann-Hilton. Un objet en monoide dans la catégorie des monoides est un monoide
commutatif. Autrement dit, dans une catégorie cartésienne C, pour tout objet A muni de
deux structures multiplicatives unitaires (u,e) et (u',€’) :

AXxAS A& 0, AxAS A&,
telles que u' : A x A — A est un morphisme compatible avec la structure de A4, i.e.,

u'(u(z, 2'), u(y,y) = w(u'(z,y), (2", ¢)),

alors u = u', e = €’ et u est associative et commutative.
Considérons la théorie algébrique H définie par la signature :

et soumise aux relations :

i) (+,—,0) vérifie les axiomes de la théorie des groupes abéliens,
ii) a(e x 1) =14,

iii) a(+ x 11) = +(a x a)(11 x 0 x 131).

Sous I’hypothése e = 0, la théorie H est contractile, i.e., pour tout morphisme
f:n— mdans H, on a f = 0¢,. En effet, on a :

+(a(0 x 11) x 11) = +(a(0 x 11) x a(e x 11)),
+(0 X 6), 11),
e, 11) = 11.
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Dot a(0x13)=0.Sie=0,0na:

f= a(e X f) = G(O,f) = a’(Oall)f =0f = Oen-
D’apreés le théoréme de Eckmann-Hilton, on en déduit que Ab(Alg(H)) = 1.

La catégorie F(A) des modules non additifs sur une théorie A n’étant qu’une sous caté-
gorie de la catégorie Ab(Th/A), on peut considérer une homologie de A 4 coefficients dans
la catégorie Ab(Th/A). La catégorie Ab(Th/A) est équivalente a la catégorie Nat.(A)
des systémes naturels cartésiens sur A, (cf. 4.5.1).

Un systéme naturel cartésien de groupes abéliens sur A est un systéme naturel D :
FA — Ab vérifiant :

i) pour tout objet n de A, D., =0,

ii) pour tout morphisme w € A(m,n x n’), D,, ~ D ow XD aw ,
1 2

. nn' nn' ,, . . .. ' '
oum = et m, désignent respectivement les projections de n X n' sur n et n'.
L’homologie des théories algébriques du type de H doit étre calculée comme ’homologie
de Baues-Wirsching de la catégorie H a coefficients dans Nat,(H).

5.4.7 Dérivations

5.4.10 Définition. Soient A une théorie algébrique et M : A — Ab(Alg(A)) un
A-bimodule non additif. Une dérivation de A dans M est la donnée d’une famille :

(dy : A(n,1) — M(n, 1))ne|al

w <Wi,.., Wi >
n

vérifiant pour tout diagramme 1 m dans A, avec w; € A(m,1) :

dp(w < wi,...,wy >) =dp(w). < wi,...,wp > Fw. < dp(wi),...,dyn(wy) >.

5.4.11 Proposition. Soit d une dérivation de A dans M. Pour tout objet n de A, on a :
i) d(n?) =0,

ii) d(1,) =0,

iii) d(en) =0,

Pour tous morphismes u et v de A on a :

iv) d(< u,v >) =< d(u),d(v) >,

v) d(u x v) = d(u) x d(v).

Démonstration. De I'identité d(11) = d(11) +d(11), on déduit que d(11) = 0. De I'identité
mp < 11,...,11 >= 11, découle l'identité

d(l]_) ZOZd(ﬂ'?). <l1ly,...,11 > +7TZ!1. < d(ll),...,d(ll) >,

dont est déduite la relation i). La relation ii) est conséquence de i) et de l'identité
1n =< @, ..., 7 >. Le groupe abélien M (n,0) est trivial, par suite d(en) = 0.
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La relation iv) est une conséquence immeédiate de la définition. Enfin, la relation v)
est obtenue en considérant les identités :

d(u x v) = d < ury,vmy >=< d(umy),d(vre) >=< d(u)m,d(v)me >= d(u) x d(v).
O

5.4.12 Proposition. Soient 2 une signature et L(Q2) la théorie libre engendrée par €.
Pour tout L(Q)-bimodule non additif M, toute famille (d(a) € M(o(a),7(a)))ecn s’étend,
de fagon unique, en une dérivation de 1(Q2) dans M.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la construction du graphe cartésien
en 5.3.1 et du lemme 4.3.5 . O

5.5 Reésolutions pour les théories équationnelles convergentes

L’objet de cette section est d’appliquer la résolution a quatre termes (4.8) a la pré-
sentations des théories équationnelles du premier ordre. Nous montrons que les théories
algébriques définissant une théories équationnelles du premier ordre admettant une pré-
sentation convergente de type fini sont de type bi-PF .

On en déduit un critére de finitude sur les groupes d’homologie de ces théories. Les
résolutions construites, dans cette section, nous permettrons de calculer des groupes d’ho-
mologies de théories dans le chapitre suivant.

5.5.1 La résolution & quatre termes

Soient < ©Q | R > un systéme de réécriture de théories algébriques et A la théorie
présentée par < Q | R >. D’aprés 5.3.6, la théorie algébrique A est obtenue comme quotient
de la catégorie L(Q¢)/L(C(R)) par la catégorie L(R°)/L(C(R)), ou —¢ est la construction
graphe cartésien et C ’ensemble des relations définies en 5.3.3.

D’aprés 5.4.6 I’homologie de A est calculée & partir d’une résolution projective du
foncteur I{ dans la catégorie (AbAop )A. En appliquant le théoréme 4.6.3, on déduit le
résultat suivant :

5.5.1 Théoréme. Soit < | R > une présentation convergente et minimale d’une théorie
algébrique A, alors la suite

S.(Q4,RY) . @D Lanyp) I(0(P)) = €D Lan,(a) I2(0(A))
{P,Q}ePe AcRe

L, P Lan, () (o) 2 €D Lang IZ(m) 13 (5.5)
acQe né|A|

dont les morphismes sont définis en 4.6.3, est une résolution libre de I§ dans (AbAoP )A.
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On rappelle de 4.2.2, que la Z-catégorie ZA, engendrée par A, est additive. En par-
ticulier, tout objet n de ZA se décompose en une somme de n-termes 1 + --- + 1. Nous
désignons par ¢;' : 1 — n la 4-iéme injection de 1 dans n. Il existe un isomorphisme de
A-modules & gauche

o": ZA(n,—) = P ZA1, ) (5.6)

associant & tout terme v de ZA de source n I'élément (ve], ... veh).

/ ! !
. u u m,m m,m
Pour tous morphismes m «+— n et m’ <— n’ de A, on note u + v’ = (¢]7"7 u, 1y 7 u')

et V=(1,1) : 1+ 1 — 1. Dans la catégorie ZA, on a les identités :

1 sik=1
2.2 ’
i A =
kIt {O% sinon,

oi 0p désigne I’élément neutre du groupe ZA(p,q) et j 'isomorphisme 1 +1~1 x 1.

5.5.2 Lemme. Soit A une théorie algébrique. Il existe un isomorphisme canonique de
A-algebres dans A" -

@D Lan, I3 (n) ~ Lany 15(1).

ne|A|

Démonstration. Désignons par M le A-bimodule € Lany, I{(n) et montrons que M est
née|A

M~ @ ZA(-,n) & ZA(n,=).

ne|A|

libre de rang 1. On a :

En désignant par [n] la n-iéme injection de Lan, I (n) dans M, la famille {[n] | n € |A[}
forme une famille de générateurs du A-bimodule M. L’isomorphisme A(p,n) ~ [[ A(p, 1),
n

fonctoriel en p, induit un isomorphisme de A-modules & droite

Uy ZA(—,m) = @) ZA(—,1)

associant le n-uplet (7'u,...,mhu) & tout terme u de ZA de but n. Le morphisme ®",
défini en (5.6), et le morphisme ¥,, sont des isomorphismes de modules libres, ils induisent
donc un isomorphisme canonique de A-bimodules

U, @ ¥ : ZA(—,n) ® ZA(n, —) > P ZA(-,1) ®2 ZA(1, -),
I<i,j<n

tel que ¥, ® ®"(u ® v) = ZZ’J-":M miu ® v, par suite [n] = ZZ’JZLI G et

M ~ Lany I9(1) est un A-bimodule libre de rang 1. O

Plus généralement on a :
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5.5.3 Lemme. Soient A une théorie algébrique, X un sous-ensemble de morphismes de A
et X€ le graphe cartésien engendré par X. Pour toute catégorie abélienne A et pour toute
A-algebre I dans A, il existe un isomorphisme de A-algébres dans A :

@ Lan, () I @LanT(w (z)).
reEX® zeX

Démonstration. Cela revient & montrer que, pour tout objet m de A, il existe un isomor-

phisme dans A :
@ @ z)) =~ @ @ I(o(z)). (5.7)

zEXCA(T(z),m) z€XA(7(z),m)

Pour tout diagramme m +— 7(z) +— o(z) dans A, désignons par [w,z] I'injection de
I(o(z)) dans le premier membre de (5.7). Montrons que U'injection [w,z] s’exprime comme
combinaison linéaire d’injections [w, z;], ou les z; sont des fleches parcourant X.

Par construction du graphe cartésien X¢ (cf. 5.3.1), toute opération dérivée de profon-
deur ¥ > 1 dans X¢ de source n et de but m, se décompose en un m-uplet
< Z1,...,L;m >: n — m formé d’opérations dérivées z; : n — 1 de profondeur k.
On a un isomorphisme :

P P o)~ P zar(z),m) @ I(o(z)).
€ X A(T(x),m) reXe
Dans la catégorie additive ZA, on a l'identité :
T4y = 1m.
On en déduit la décomposition dans la catégorie ZA
< TlyeenyTm >=11C1 4 -+ + L T,

et par suite [w, < T1,..., T, >] = D0 [we™, z4].
La famille ([1(y), 7])zex s’étend formellement et de fagon unique aux chemins de X*¢

en posant, pour tout chemin <i<i dans X°¢ :
[17(:5’)7 iL'I:L'] = [.’El, .’B] + []‘T(SE’)’ :17’]1(.73). (5.8)

Les opérations dérivées de profondeur k£ > 1 de X¢, de source n et de but 1, se décomposent

sous la forme d’un chemin de longueur 2 dans la signature X¢, 1 <i m <— n, ou z est de
profondeur k —1 et z’ de profondeur 1. De I'identité (5.8), on déduit que les générateurs de
profondeur k s’expriment comme combinaison linéaire de générateurs de profondeur k — 1.

De la méme facon, une opération dérivée de profondeur k, de source n et de but 0, est
un chemin de longueur 2, 0 <= m <— n, ol z est une opération dérivée de profondeur
k — 1. Or, dans la catégorie ZA on a l'identité e, = 0, d’ou :

[0, ém®] = [ém, 2] + [1o, €m]I () = 0.

Reste a étudier les termes de X ¢ de profondeur 1 et de but 1. Leur ensemble est formé des
fleches de X, des projections 7 : n — 1. Or, pour tout objet n dans A on a: [1,7}'] = 0.
Il ne reste donc que les opérations de X, le lemme en découle. O
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De 5.5.1 on déduit :

5.5.4 Corollaire. Une théorie algébriqgue A admettant une présentation convergente et de
type fini est de type bi-PF3.

Démonstration. Notons que nous avons omis I’hypothése de minimalité sur la présentation
car, d’aprés 2.3.9, pour tout systéme convergent de type fini, il existe un systéme convergent
minimal et de type fini équivalent.

Supposons donc que < € | R > soit un systéme convergent minimal et de type fini
présentant la théorie A. La suite (5.5) est donc une résolution de I4. Par ailleurs, des
lemmes 5.5.2 et 5.5.3 on déduit que la suite (5.5) est isomorphe & la suite :

D Lan,(p) I5(0(P)) = PLan,(a) I5(0(4)) 2
{P,Q}eP A€ER
@PrLan, () IZ(0(a)) 2 Lang I3(1) —5 I3. (5.9)
a€e)

Pour tout objet n de A, (I3)(n) = ZA(—,n) est un générateur projectif de AbA™ | de plus
si © et R sont finis, alors P est fini, par suite la résolution 5.9 est de type fini dans F(A)
et A est bi-PFs3. O

5.5.2 La résolution de Kobayashi

On peut construire de fagon analogue la résolution de Kobayashi, 4.8.12, pour un sys-
téme de réécriture convergent de théories algébriques.

Soit < © | R > un systéme de réécriture de théories algébriques. On montre en utilisant
le lemme 5.5.3, que la résolution K, (2¢, R) de 4.8.12, construite a partir des chaines de
Anick Ap,(Q°, R¢), est isomorphe a la résolution K, (€2, R). D’ou :

5.5.5 Théoréme. Soient A une théorie algébrique et < Q | R > une présentation conver-
gente de A. Alors le compleze

@ Lan'r(cn) IK(J(CH))a dn,

cn€Cn (Q,R) neN

ot Cp (2, R) est l’ensemble des n-chaines de Anick de R et ou l'opérateur bord d,, est défini

en 4.8.7, est une résolution de I} dans la catégorie (AbA7)A,

5.5.6 Corollaire. Toute théorie algébrique A admettant une présentation convergente et
de type fini est de type bi-PF.
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Chapitre 6

Exemple de calcul

A partir de I’exemple de Squier, [Squ87a|, 4.5, nous construisons une théorie algébrique
non unaire, i.e, qui n’est pas un monoide, décidable et nous montrons par les mémes
arguments homologiques qu’elle n’admet pas de présentation convergente de type fini.

Soit k un entier naturel, considérons la théorie algébrique Sj présentée par la signature :

Zi

a
N P
k pr—
\/
U
Yi
oui € {1,...,k}, soumise a ’ensemble des relations :

Ry ={P, A4, T;, B;; Qi | neN, ie{l,...

définies par la figure 6.1

6.0.7 Proposition.
i) Si k> 1, alors Sy est de type fini.
il) Sik

> 0, alors Ry, est neethérien.
iii) Si k > 0, alors Ry, est localement confluent.

7 k}}

Démonstration. On montre i) par récurrence sur n. On montre que, pour tout k£ > 1, la

relation P11 est déduite de la relation P, voir figure 6.2.

Afin de montrer ii), on considére une relation d’ordre ordre > sur les fleches de € avec

x; > f,x; > bet z; >e. On en déduit que :

z f > f(.’L‘Z X 1), zib > b(.’L‘Z X 1),
iy > 1, zia > a(f x e)(z; x 1),

a(f xe)*(bx1) >3

Par suite Ry, est noethérien.

107
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F1G. 6.1 — Relations Ry,

Pour iii), remarquons qu’il n’y a qu’une seule famille de paires critiques :
{{4;,z;Py), i=1,...,k}
qui sont convergentes, voir figure 6.3 O

6.0.8 Proposition. Si k > 2, alors Sy n’est pas PF3.

Démonstration. Soit k > 2, 'ensemble de régles Ry n’engendre pas de triplet critique.
Donc d’aprés [Squ87al, Thm. 3.2, on a Ker d3 = 0, ot d3 désigne 'opérateur bord de la
suite (4.8). Si Z est le Sg-module non additif trivial défini en 5.4.5, on a :

H3(Sk, Z) = Ker (1Z ® d3)
Or pour tout ¢ € {1,...,k} et pour tout entier n on a :

d3(Ai, 2 Pp) = [i, Po] — [AZSk(—, (f x )" (b x 1))—
> la(f x €)', THZSK(—, (f x )"} (b x 1))
=

— [a(f x e)"*!, B;] — [Po1]ZSk(—, 7).
Ainsi :
(1z ® d3)(Ai, 2iPn) = [Po] — [Ai] = n[Ti] = [Bi] — [Poa]-
Par suite H3(Sg, Z) est le Z-module libre de base :
{(Pn; Ai) = (Pr; Ao) +n((P1; Ai) — (P, A1) + (1 = n) (R, 4i) — (Po, A1), [ m > 2,0 > 2}

Par conséquent S, ne peut étre PF3 et ne posséde pas de présentation convergente de type
fini. [l
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FiG. 6.2 — Relation P, en fonction de P,
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FiG. 6.3 — Confluence de < A;, z; P, >



Chapitre 7

Conclusions

Le résultat principal de ce travail est la généralisation des critéres de finitude de Squier
et Kobayashi aux théories algébriques. Nous montrons que les théories algébriques, admet-
tant une présentation convergente et de type fini, sont de type bi-PF.

La méthode de construction de résolutions libres pour obtenir ce critére est la méme
que celle de Squier et Kobayashi. La difficulté essentielle consiste & déterminer la catégorie
des coefficients adéquate dans laquelle sont construites les résolutions. La méthodologie,
développée dans le chapitre 2, permettant d’identifier la catégorie des coefficients d’un
systéme de réécriture devrait étre appliquée a d’autres contextes de réécriture.

En effet, nous pensons que le critére PF, reste encore valable pour les systémes de
réécriture sur les objets en monoide dans une catégorie monoidale. Nous avons introduit
la notion de chaine de Anick pour un systéme de réécriture dans une catégorie monoidale.
Etant donné un objet en monoide M dans une catégorie monoidale non abélienne V, il nous
reste & déterminer sous quelles conditions, sur la catégorie V, la catégorie Ab(Mon(V)/ M)
posséde suffisamment de projectifs et & expliciter ses générateurs projectifs. Dans cette
direction, il est nécessaire de généraliser le calcul différentiel libre de Fox aux objets en
monoide, en utilisant la notion de dérivation sur un objet en monoide défini dans [Bau97],
4.7.

Les critéres de finitude obtenus dans ce travail sont partiels pour deux raisons essen-
tielles.

Le critére obtenu pour la convergence d’un systéme de réécriture de termes relativement
a linterprétation sémantique de Lawvere ne tient pas compte de la gestion des variables.
Burroni interpréte un systéme de réécriture de termes comme un systéme de réécriture
dans la catégorie des PROs, [Bur93]|. Une théorie équationnelle est une algébre sur un
PRO P, engendré par la signature de la théorie et la signature des produits finis, soumis
aux relations de la théorie équationnelle et des produits finis. Un critére de finitude homo-
logique, tenant compte de la gestion des variables, s’énonce en terme de résolution libre de
I’abélianisé du foncteur 1p : P — P dans la catégorie Ab(PRO/P). Il reste alors & expri-
mer ’homologie d’'un PRO, définie en 4.5.3, en terme de foncteur dérivé sur la catégorie
Ab(PRO/P).
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Par ailleurs, certaines théories algébriques G possédent une catégorie de bimodules
cartésiens F(G) ponctuelle, cf. 5.4.6. Un critére de finitude, pour ces théories, nécessite
d’élargir la catégorie des coefficients en considérant la catégorie des systémes naturels
cartésiens sur la catégorie G. Nous devons pour cela, dans un premier temps, donner
une interprétation de 'homologie d’une théorie en terme de foncteurs dérivés Tor, sur
la catégorie des systémes naturels cartésien, (cf. [Bau03|). Ensuite, afin d’appliquer la
construction des résolutions acycliques, obtenues en 4.6.3 et 4.8.12, nous devons associer
4 une présentation convergente (resp. de type fini) < Q | R > d’une théorie algébrique A,
une présentation convergente (resp. de type fini) de la catégorie des factorisations FA.

L’aspect effectif de la résolution de Kobayashi n’a pas été abordé dans ce travail. Une
implémentation de cette résolution a été réalisée dans le cas de la réécriture de monoides,
permettant de calculer les groupes d’homologie d’'un monoide admettant une présentation
convergente de type fini, [Buc91]. Nous espérons que la généralisation que nous proposons
permettra de calculer de facon effective ’homologie des théories algébriques.

Les critéres de finitude homologique PF, ne constituent pas une condition nécessaire
a D’existence de présentations convergentes de type fini. Ils ne donnent donc qu’une ca-
ractérisation partielle de la classe des théories équationnelles décidables par la réécriture.
Cependant, ils présentent l'intérét d’étre calculables. Le critére homotopique de type de
dérivation fini introduit par Squier, [Squ94b|, est plus fin que les critéres de finitude PF,.
Nous devons trouver un compromis entre ’effectivité des critéres homologiques et une ca-
ractérisation homotopique compléte des mécanismes de confluence. Une premiére démarche
dans ce sens est la condition de finitude de type d’homotopie fini qui est équivalente au
critére bi-PF3 pour les monoides de type fini, [Kob03]. Mais aussi, il semble important, a
cette étape, de prolonger de facon explicite le complexe cubique de Squier et de le relier
a des complexes existants, dédiés aux calculs de 'homologie des systémes multiplicatifs,
[Eil51].



Bibliographie

[Aba91] M. Abadi, L. Cardelli, P.-L. Curien, J.-J. Lévy. Ezplicit substitutions, Journal of
Functional Programming, 1 (4), 375-416, (1991).

[Ani86] D.J. Anick. On the homology of associatives algebras, Transactions of the American
Mathematical Society, 296 (2), 641-659, (1986).

[Ani87] D.J. Anick, E.L. Green. On the homology of quotients of path algebras, Communica-
tions in Algebra, 15, 309-341, (1987).

[Baa98] F. Baader, T. Nipkow. Term Rewriting and All That, Cambridge University Press,
(1998).
[Bar01] M.J. Bardzell. Noncommutative Grébner bases and Hochschild cohomology, dans “Sym-

bolic computation : Solving equations in algebra, geometry, and engineering”’, Contemporary
Mathematics, 286, 227-240, (2001).

[Bau85] H.-J. Baues, G. Wirsching. Cohomology of small categories, Journal of Pure and
Applied Algebra, 38, 187-211, (1985).
[Bau97] H.-J. Baues, M. Jibladze, A. Tonks. Cohomology of Monoids in Monoidal Categories,

dans “Operads : Proceedings of renaissance conferences”, Contemporary Mathematics, 202,
137-165, (1997).

[Bau03] H.-J. Baues, M. Jibladze, T. Pirashvili. Strengthening track theories,
arXiv/math.CT /0307185, (2003).

[Bec67] J. Beck. Triples, Algebras and Cohomology, Ph.D. thesis, Columbia University, Reprints
in Theory and Applications of Categories, No. 2, 1-59, (2003), (1967).

[Ber78] G.M. Bergman. The Diamond Lemma for Ring Theory, Advances in Mathematics, 29,
178-218, (1978).

[Bie76] R. Bieri. Homological Dimension of Discrete Groups, Quenn Mary College Mathematics
Notes, London, (1976).

[Bou70] N. Bourbaki. Eléments de Mathématiques, Algébre, Chapitres 1 a 8, Masson, Paris,
(1970).

[Bro82] K.S. Brown. Cohomology of Groups, Graduate Texts in Mathematics, 87, Springer-
Verlag, (1982).

[Bro92] K.S. Brown. The Geometry of Rewriting Systems : A Proof of the Anick-Groves-Squier
Theorem, Algorithms and classification in combinatorial group theory, Berkeley 1989, Publ.,
Math. Sci. Res. Inst. 23, 137-163, (1992).

[Buc91l] M. Buchheit. Algorithmen zur Berechnung wvon Invarianten fir konvergente
Wortersetzungs-Systeme, Diplomarbeit, Fachbereich Informatik, Universitit Kaiserslautern,
(1991).

113



114

BIBLIOGRAPHIE

[Bur93] A. Burroni. Higher-dimensional word problems with applications to equational logic,
Theoretical Computer Science 115, 43-62, (1993).

[Bur94] A. Burroni, J. Penon. Une construction d’un nerf des oco-catégories, Catégories, Al-
gebres, Esquisses et Néo-Esquisses, 45-55, Université de Caen, (1994).

[Cit01] M.G. Citterio. Classifying spaces of categories and term rewriting, Theory and Appli-
cations of Categories, 9, 92-105, (2001).

[Coh97] D.E. Cohen. String rewriting and homology of monoids, Mathematical Structures in
Computer Science, 7, No.3, 207-240, (1997).

[Chu36] A. Church, J.B. Rosser. Some properties of conversion, Transactions of the American
Mathematical Society, 39, 472-482, (1936).

[Cre94] R. Cremanns, F. Otto. Finite derivation type implies the homological finiteness condi-
tion FP3, Journal of Symbolic Computation, 18, 91-112, (1994).

[Eil51] S. Eilenberg, S. MacLane. Homology theories for multiplicative systems, Transactions
of the American Mathematical Society, 71, 294-330, (1951).

[Fox53] R.H. Fox. Free differential calculus. I : Derivation in the free group ring., Annals of
Mathematics, (2) 57, 547-560, (1953).

[Gau03] P. Gaucher, E. Goubault. Topological Deformation of Higher Dimensional Automata,
Homology, Homotopy and Applications, 5 (2), 39-82, (2003).

[Gia96] J.-L. Giavitto, O. Michel, J. Sansonnet. Group-based fields, dans Parallel Symbolic
Languages and Systems, 1068, 209-215, (1996).

[Gou95] E. Goubault. The Geometry of Concurrency, Thése de doctorat, Ecole Polytechnique,
(1995).

[Gro90] J.R.J. Groves. Reuwriting Systems and Homology of Groups, 3rd Int. Conf. Theory
Groups Rel. Top., Canberra/Aust. 1989, Lecture Notes in Mathematics, 1456, 114-141, (1990).

[Gru01] F. Gruau, P. Malbos. Une régle d’évolution sur réseau d’automates satisfaisant le ca-
hier des charges d’une partie de la Machine Cellulaire, rapport de recherche, LIRMM, Mont-
pellier, RR-01-284, 36 pages, (2001).

[Gru02] F. Gruau, P. Malbos. The Blob : A Basic Topological Concept for "Hardware-free"
Distributed Computation, Dans C.S. Calude, M.J. Dinneen, and F. Peper, eds., Unconventional
Models of Computation, Lecture Notes in Computer Science, Springer, 2509, 151-163, (2002).

[Jan85] M. Jantzen. A note on a special one-rule semi-Thue system, Information Processing
Letters, 21 (3), 135-140, (1985).

[Jib91] M. A. Jibladze, T.I. Pirashvili. Cohomology of algebraics theories, Journal of Algebra,
137 (2), 253-296, (1991).

[Jib01] M. Jibladze. Homotopy types for “gros” toposes, Dissertation, Université Catholique de
Louvain, (2001).

[Jib02] M. Jibladze, T. Pirashvili. Linear extensions and nilpotence of Maltsev theories, Pre-
print, arXiv :math.CT /0203084, (2002).

[Kap85] D. Kapur, P. Narendran. A Finite Thue System with Decidable Word Problem and wi-
thout Equivalent Finite Canonical System, Theoretical Computer Science, 39, 123-133, (1985).

[Kel82] G.M. Kelly. Structures defined by finite limits in the enriched context, Cahiers de To-
pologie et Géométrie Différentielle Catégoriques, 23, 3-42, (1982).

[Kel93] G.M. Kelly, A.J. Power. Adjunctions whose counits are coequalizers and presentations
of finitary monads, Journal of Pure and Applied Algebra, 89, 163-179, (1993).



BIBLIOGRAPHIE

115

[Klo92] J.W. Klop. Term Rewriting Systems, Chap. 1 de Handbook of Logic in Computer
Science, vol. 2, S. Abramsky, D. Gabbay, T. Maibaum, eds., Oxford University Press, Oxford,
1-117, (1992).

[Knu70] D. Knuth, P. Bendix. Simple word problems in universal algebra, dans J. Leech ed.,
“Computational Problems in Abstract Algebra”, Pergamon Press, (1970).

[Kob90] Y. Kobayashi. Complete rewriting systems and homology of monoid algebras, Journal
of Pure and Applied Algebra, 65, 263-275, (1990).

[Kob03] Y. Kobayashi, F. Otto. For finitely presented monoids the homological finiteness condi-
tions FHT and bi-PF3 coincide, Journal of Algebra, 264, 327-341, (2003).

[Laf91] Y. Lafont, A. Prouté. Church-Rosser property and homology of monoids, Mathematical
Structures in Computer Science, 1 (3), 297-326, (1991).

[Laf95] Y. Lafont. A new finiteness condition for monoids presented by complete rewriting sys-
tems (after Craig C. Squier), Journal of Pure and Applied Algebra, 98 (3), 229-244, (1995).

[Laf03] Y. Lafont. Towards an Algebraic Theory of Boolean Circuits, Journal of Pure and Applied
Algebra, 184 (2-3), 257-310, (2003).

[Law63] F. W. Lawvere. Functorial semantics of algebraic theories, Proceedings of the National
Academy of Sciences of the U.S.A., 50, 869-872, (1963).

[Lin50] R.C. Lyndon. Cohomology theory of groups with a single defining relation, Annals of
Mathematics, 52, 650-665, (1950).

[Lod00] J.-L. Loday. Homotopical syzygies, dans “Une dégustation topologique : Homotopy
theory in the Swiss Alps”, Contemporary Mathematics, 265, 99-127, (2000)..

[Lod02] J.-L. Loday. Cyclic Homology, Grundlehren der mathematischen Wissenschaften 301,
second edition, Springer, (2002).

[McL56] S. MacLane. Homologie des anneauz et des modules, Colloque de topologie de algé-
brique, 55-80, Louvain, Belgique, (1956).

[McL71] S. MacLane. Categories for the Working Mathematician, Graduate Texts in Mathema-
tics, 5, Springer, (1971).

[Mal03] P. Malbos. Rewriting Systems and Hochschild-Mitchell Homology, Toulouse 2002, Geo-
metric and Topological methods in Concurrency and distributed systems theory, GETCO
2002, édité par P. Cousot, L. Fajstrup, E. Goubault, M. Herlihy, M. Raussen, V. Sassone.
Electronic Notes in Theoretical Computer Science, 81, 14 pages, (2003).

[Met03] F. Métayer. Resolutions by Polygraphs, Theory and Applications of Categories, 11 (7),
148-184, (2003).

[Mit72] B. Mitchell. Rings with Several Objects, Advances in Mathematics, 8, 1-161, (1972).

[Mor95] F. Morace. Finitely presented categories and homology, Prépublication de 'Institut
Fourier, 295, (1995).

[New42] M.H.A. Newman. On theories with a combinatorial definition of ’equivalence’; Annals
of Mathematics, 43 (2), 223-243, (1942).

[Qui73] D. Quillen. Higher algebraic K-theory I, Springer Lecture Notes in Mathematics, 341,
85-147, (1973).

[Qui70] D. Quillen. On the (co-)homology of commutative rings, Applications of Categorical
Algebra, Proc. Sympos. Pure Math, XVII, 65-87, (1970).

[Squ87a] C.C. Squier. Word problems and a homological finiteness condition for monoids, Jour-
nal of Pure and Applied Algebra, 49, 201-217, (1987).



116

BIBLIOGRAPHIE

[Squ87b] C.C. Squier, F. Otto. The word problem for finitely presented monoids and finite ca-
nonical rewriting systems, dans 2nd Int. Conf. RTA 1987, Lecture Notes in Computer Science,
256, (1987).

[Squ94a] C.C. Squier. The homological algebra of Artin groups, Mathematica Scandinavica, 75
(1), 5-43, (1994).

[Squ94b] C.C. Squier. A finiteness condition for rewriting systems, Révisé par F. Otto, Y.
Kobayashi, Theoretical Computer Science, 131 (2), 271-294, (1994).

[Sch72] H. Schubert. Categories, Springer-Verlag, (1972).

[Sta63] J. R. Stallings. A finitely presented group whose 3-dimensional integral homology is not
finitely generated, American Journal of Mathematics, 85, 541-543, (1963).

[Str87] R. Street. The algebra of oriented simplexes, Journal of Pure and Applied Algebra, 49,
283-335, (1987).

[Ter03] Terese. Term Rewriting Systems, Cambridge Tracts in Theoretical Computer Science 55,
Cambridge University Press, (2003).

[Wan00] X. Wang, S.J. Pride. Second order Dehn functions of groups and monoids, Interna-
tional Journal of Algebra and Computation, 10 (4), 425-456, (2000).

[Wra70] G.C. Wraith. Algebraic theories, Lectures Notes Series Aarhus Universitet, 22, (1970).



Résumé :

L’algorithme de complétion de Knuth-Bendix permet, dans certains cas, d’utiliser les sys-
témes de réécriture pour décider le probléme du mot dans un monoide. Le probléme du mot
est alors réduit a un calcul de forme normale. Cependant, tous les monoides décidables ne
peuvent pas étre résolus de cette facon. Un programme, initie par Squier, vise a caractériser
par des invariants algébriques la classe des monoide décidables par réécriture.

L’objectif de cette thése est d’étendre ce travail a la réécriture de termes.

Nous établissons des conditions de finitude homologique pour 'existence de présentations
convergentes de type fini par réécriture de termes de théories équationnelles du premier ordre
avec une sorte. Une théorie équationnelle est sémantiquement décrite par une théorie algé-
brique au sens de Lawvere. Nous introduisons I’homologie de ces théories & coefficients dans
les bimodules non additifs, comme généralisation de I’homologie de MacLane des anneaux.
Cette homologie admet une interprétation en terme d’homologie de Hochschild-Mitchell de
la petite catégorie sous-jacente. Nous généralisons les résolutions libres de Squier et Ko-
bayashi, établies en réécriture de mots, & la réécriture de petites catégories. En utilisant ces
résolutions, nous montrons qu’une théorie algébrique admettant une présentation conver-
gente de type fini est de type bi-PF,,. Nous construisons une théorie équationnelle, non
unaire, décidable et n’admettant pas de présentation convergente de type fini.

Mots clefs : Systémes de réécriture, Théories algébriques, Algébre Homologique.

Summary :

We construct homological finiteness conditions for the existence of finite type convergent
presentations by rewriting of one-sorted and first-order equational theories. An equational
theory is semantically described by an algebraic theory in the sense of Lawvere. Generalising
the MacLane homology of rings, we introduce the homology of such an algebraic theory
with coefficients in non additive bimodules. This homology can be interpretated in terms
of Hochschild-Mitchell homology of the underlying small category. We generalise the free
resolutions of Squier and Kobayashi from the string rewriting to the rewriting of morphisms
in small categories. By using these resolutions, we prove that any algebraic theory admitting
a finite type convergent presentation is of type bi-FP8. We construct a decidable non unitary
equational theory which does not admit a finite type convergent presentation.

Keywords : Rewriting Systems, Algebraic Theories, Homological Algebra.




