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Introduction

Depuis les travaux de Black, Scholes et Merton en 1973, les marchés financiers ont
connu une expansion considérable et les produits échangés sont de plus en plus nom-
breux et sophistiqués. Les plus répandus de ces produits sont les options. Les options de
base sont les options d’achat ou de vente, appelées respectivement call et put: ce sont des
contrats passés entre le vendeur et I’acheteur de 'option qui donnent le droit a I'acheteur
d’acquérir ou de vendre un bien financier & un prix (prix d’exercice ou strike) et a une
date (maturité) convenus au préalable. Si I'option peut étre exercée avant sa maturité, on
parle d’option américaine sinon c’est une option européenne. Comme l’acheteur n’est pas
obligé d’exercer son droit si cela ne correspond pas a ses intéréts, il gagnera une fonction
positive du prix des biens sur lesquels porte 'option. Cette fonction est appelée fonction
de pay-off. Evidemment, pour obtenir le droit de faire un gain sur, I’acheteur doit payer
une prime au vendeur. Dans la théorie des options, un des principaux problemes consiste
justement a déterminer cette prime. Cette question, appelée probleme de valorisation,
a été résolue pour les options européennes portant sur des actifs dont la valeur suit un
modele simple, le modele de Black et Scholes. Cependant, nous ne pouvons pas obtenir
de formule explicite pour le prix d’une option américaine, méme dans un modele aussi
simple.

En effet, pour valoriser une option américaine, il est crucial de déterminer les condi-
tions sous lesquelles 'option doit étre exercée par son détenteur. La théorie moderne
des options affirme qu’il existe une frontiere telle qu’il est optimal pour le détenteur de
I'option d’exercer son droit des que les valeurs des biens sous-jacents traversent cette
frontiere. Pour les options d’achat ou de vente portant sur un seul bien, cette frontiere
est simplement une fonction du temps appelée prix critique, dans les autres cas nous par-
lerons de frontiere libre. Si I’on connait cette frontiere, valoriser une option américaine

revient alors a valoriser une option européenne car la date d’exercice est bien déterminée.
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Cependant, nous ne sommes pas capables de donner une formule explicite décrivant la
frontiere libre méme dans les cas les plus simples. Le principal sujet de cette these est donc
I’approximation de la frontiere libre associée a différents types d’options américaines, en
particulier pour des maturités courtes.

Pour évaluer le prix d’une option américaine, nous devons avoir une modélisation des
prix des biens sous-jacents a cette option. Dans la théorie moderne de valorisation des
options, on suppose qu’il n’y a pas d’opportunité d’arbitrage, c’est a dire de possibilité
de faire des bénéfices sans prendre de risques. On considere également que le marché est
complet. Autrement dit, on suppose que tout produit échangé sur le marché est réplicable
par un portefeuille composé uniquement des actifs de base. En reliant cela a la théorie
des martingales, on a observé que 1’absence d’opportunité d’arbitrage est équivalent a
I’existence d’une probabilité, équivalente a la probabilité historique, sous laquelle les pro-
cessus des prix actualisés des actifs de base sont des martingales (c¢f. HARRISSON J.M.,
Priska S.R. (1981), Darang R.C., MoRTON A., WILLINGER W. (1990) et DEL-
BAEN F., SCHACHERMAYER W. (1994)). Dans un marché complet, une telle probabilité
est unique, on l'appelle la probabilité risque neutre. Tout au long de cette these, nous
travaillerons sous cette probabilité et nous supposerons que le marché est composé de d
actifs risqués tels que le processus de leurs prix a la date ¢ soit solution de I’équation

différentielle stochastique suivante:

dS; = diag (St) (b(¢,Sy)dt + o (1,5:)dWy)

ot W est un mouvement Brownien standard sur R? et diag(x) désigne la matrice dia-
gonale dont les termes diagonaux sont égaux aux coordonnées de z. Pour assurer la
complétude du marché, nous supposons que o est toujours inversible.

Dans ce cadre, Benssoussan et Karatzas (cf. BENSSOUSSAN A. (1984) et KARAT-

zAs 1. (1988)) ont relié la valorisation d’une option américaine a un probléme de temps
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d’arret optimal. Ils ont démontré que le prix, a la date ¢, d’'une option américaine de

maturité 7' et de fonction de pay-off f est P(t,S;) avec:

Plta) = sup E[e"0f(S)|S, = ],

TET,T

ou 71 est 'ensemble des temps d’arrét a valeurs dans [t,7] et associés a la filtration de
W que l'on notera F. La théorie de l'arrét optimal (cf. EL KArROUI N. (1981)) permet

d’affirmer que
Pta)=E[e " Df(S)|S, =3 our* =inf{u>t:Pu,S,) = f(S.)}AT.

D’autre part, la fonction de valeur P a été caractérisée comme la solution de I'inéquation
variationnelle suivante (cf. BENSSOUSSAN A., LioNs J.L. (1982) et JAILLET P., LAM-

BERTON D., LAPEYRE B. (1990))

MP <0, f<P, MP(P—f)=0 p.p.
P(z,T)= f(x) sur [0,+ oo,

Ol nous avons poseé:

; h ¢ oh
Mh(tz) = = + = (Ug*)i’j(t,x)ﬂfiﬂf]‘m + 3 bi(ta)zi—— —rh.

x<
hj=1 O

Ces deux approches font intervenir une région spécifique de [0,7[x[0,+ oc[¢ pour calculer

P. Cette région, appelée région d’exercice, est la suivante:
£ ={(tx) € [0,T[x[0, + oo[": P(t,z)= f(z)}.

En effet, le temps d’arrét optimal 7* est le temps d’entrée du processus (¢,5;) dans £
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et, d’autre part, P est la solution de MP = 0 sur le complémentaire de €. Améliorer
notre connaissance de £ est donc essentiel pour calculer la fonction de valeur d’une op-
tion américaine, mais également pour déterminer la stratégie que le détenteur de I'option
doit suivre pour optimiser ses gains.

Dans la partie I, nous présenterons certaines propriétés de la diffusion S et des fonc-
tions de valeur des options américaines et européennes. Tout d’abord, nous rappelons un
principe du maximum parabolique associé au générateur infinitésimal de la diffusion. Ce
résultat sera utilisé dans les parties suivantes (cf. parties IT et IV) ou le comportement de
la frontiere libre au voisinage de 1’échéance est examiné. Pour cela nous aurons également
besoin de controéler la diffusion au voisinage de la maturité et le lemme 2.1 présenté dans
la section 2 de la partie I nous fournira ce controle. Dans la section suivante, nous intro-
duirons un ensemble particulier d’options: des options de vente portant sur une fonction
linéaire de S. Cet ensemble d’options présente des propriétés particulieres qui seront tres
utiles pour établir les résultats des parties II, IV et V. Finalement, on étendra une for-
mule établie par C. Martini qui permet d’échanger le prix d’exercice et la valeur initiale
de I'actif sous-jacent dans la fonction de valeur d’une option de vente européenne.

Dans la partie II, nous considérons une option de vente américaine portant sur un
actif qui distribue des dividendes et dont la volatilité est une fonction du temps et de
la valeur de I'actif. Au voisinage de I’échéance de cette option, un développement limité
du prix critique est donné. Si le taux de dividendes distribués par I'actif est strictement
plus grand que le taux d’intérét du marché, la fonction de pay-off est réguliere pres
de la limite du prix critique. Nous sommes alors capables d’obtenir un développement
limité de la fonction de valeur de l'option, puis d’en déduire celui du prix critique au
voisinage de la maturité. On démontre ainsi que le comportement du prix critique est
parabolique. Dans le cas contraire, nous sommes dans une situation beaucoup moins

réguliere et un facteur logarithmique supplémentaire apparait. Pour prouver ce résultat,
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on montre qu’au voisinage de I'échéance, le prix critique a le méme développement limité
du premier ordre qu’une fonction appelée prix critique européen. Finalement, nous ob-
tenons le développement de ce prix critique européen en utilisant la formule permettant
d’échanger le prix d’exercice et la valeur initiale de ’actif sous-jacent dans la fonction de
valeur d’'une option de vente européenne.

Le comportement d’une frontiere libre associée a une inéquation variationnelle diffé-
rente est examiné dans la partie III. En effet, dans un article récent Friedman et Shen
(cf. FRIEDMAN A., SHEN W. (2002)) ont considéré un plan de retraite offrant I'option
d’une retraite anticipée. Ils ont montré que la valeur financiere de ce plan de retraite,
notée V', est I'unique solution d’une inéquation variationnelle et ont étudié la frontiere
libre associée. En utilisant le fait que V' peut également étre caractérisée comme la so-
lution d’un probléeme d’arrét optimal, nous reprenons le travail de Friedman et Shen en
donnant un développement limité de la frontiere libre au voisinage de I’échéance du plan
de retraite. Contrairement a Friedman et Schen qui ont réduit 'inéquation variationnelle
a une équation intégrale pour étudier la frontiere libre, nous introduisons une option
américaine auxiliaire qui nous permet d’utiliser les résultats de la partie II.

Dans la partie IV, on considere une option de vente américaine portant sur une fonc-
tion linéaire de d actifs distribuant des dividendes. Nous étendons les résultats de la
partie II concernant le cas d = 1 en étudiant la frontiere libre pres de I’échéance lorsque
d > 1. Une paramétrisation de la région d’exercice a la date ¢ est donnée. Celle-ci nous
permet de définir puis de donner la vitesse de convergence de cette région lorsque ¢ tend
vers la maturité de 'option. Obtenir un développement limité de la fonction de valeur
de l'option américaine ne se révele pas beaucoup plus difficile qu’en dimension 1, mais
en déduire le comportement de la frontiere libre est plus ardu car I'inéquation variation-
nelle ne donne pas suffisamment d’information sur les dérivées secondes de la fonction de

valeur. L’étude de la frontiere libre reposera sur le principe du maximum présenté dans
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la partie I.

Finalement, nous concluons ce travail en étudiant I’approximation de la frontiere libre
d’une option américaine par celle d'une option bermudéenne. Une option bermudéenne
est une américaine qui ne peut etre exercée qu’a certaines dates. Plus précisément, si
la fonction de pay-off de I'option est notée f et sa maturité 7', la fonction de valeur de

I'option bermudéenne est définie par

P"(tx) = sup E[e "7 f(S;)|F],

TE 7?,1:,1

ot 7, est I'ensemble des F-temps d’arrét a valeurs dans {kT'/n : k € N et nt/T < k < n}.
L’objet de notre étude est alors I'estimation de P — P™ lorsque n tend vers l'infini. Si
il est bien connu que cette différence tend vers 0, la vitesse de convergence reste a étre
déterminée. Dans le cas d’'une maturité infinie et d’'une option d’achat portant sur un
seul actif, il a été démontré que cette erreur est équivalente & C/n avec C' > 0 (cf.
Dupuis P., WANG H. (2004)). Cependant, ce probleme s’avere plus difficile dans le cas
d’'une maturité finie car la fonction de valeur et la frontiere libre sont des fonctions du
temps. Toutefois, Dans un cadre général, on sait que la différence P — P™ est majorée
par C/n avec C' > 0 (cf. par exemple BALLY V.,PaGEks G. (2003)). Nous précisons
asymptotiquement cette majoration et surtout nous montrons comment en déduire une
estimation de la distance entre les frontieres libres américaines et bermudéennes, dans le
cas d’options sur panier. Enfin, nous montrons, dans le cas d’une option de vente portant
sur un seul actif que pour z € R plus grand que le prix critique de l'option, il existe

une constante C, > 0 telle que P(0,x) — P"(0,xz) > C,/n.
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Premiere partie
Fonctions de valeur des options

1 Introduction

Dans cette partie, nous présentons des résultats généraux sur les fonctions de valeur
d’options américaines et européennes. Certains sont bien connus dans des modeles parti-
culiers et nous les étendrons a notre modele. D’autres sont nouveaux et seront des outils
de base pour les démonstrations des parties suivantes.

Tout d’abord, nous spécifions notre modele de marché. On considere d actifs risqués
et 'on suppose que, pour 1 < i < d, le prix, a la date ¢ de I'actif 4, noté S} est solution

de I'équation différentielle stochastique suivante:

d
dSi = Si (bi (t.8) dt+ 01 (£.5) thj) )

J=1

oit W est un mouvement Brownien standard sur R?, b une fonction de [0,77] x [0, + oo[?
a valeurs dans R? et o une fonction bornée de [0,7] x [0, + oo[? & valeurs dans R*¢. De
plus, nous supposerons que b est bornée et Lipschitzienne et que o satisfait les hypotheses

suivantes:

H, : 1l existe m > 0 et M > 0 tels que
V(t,2,€) € [0,T] x [0, + oo['xR?,  ml|¢]|* < E*o*a(t,x)E < MIIE[.
H, : 1Tl existe o7 > 0 telle que

V(t,x,y) € [OaT] X [07 + OO[dXda ||0-(t:x) - O(t:y)|| < O-LH:U - y”
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H; : 1l existe a > 0 et oy > 0 telles que
Vo € [0: + OO[: (t,S) € [OaT]QJ ‘ O-(t:x) - U(S:x) |§ OH ‘ t—s ‘a :

L’hypothese H; impose la non-dégénérescence de 1’équation aux dérivées partielles sa-
tisfaite par la fonction de valeur d’une option européenne et se révele tres utile pour
les problemes de calibration. De plus, cette hypothese assure la complétude du marché.
La régularité de o est déterminée par 'interpolation utilisée pour la calibration mais les
hypotheses Hy et Hz ne sont pas tres restrictives. Ces hypotheses sont communément
utilisées pour les modeles a volatilité locale.

Dans ce cadre, le prix d'une option américaine de maturité T et de fonction de pay-off

[ est P(t,S;) ala date ¢, ou

P(tx) = sup E e f(S;) | Sy =xz].

T€TL,T

Dans la suite, nous noterons (Szt[y)tgugT la solution de I'équation différentielle stochas-
tique précédente telle que Sf’y = y. Si t = 0, nous désignerons cette solution plus sim-
plement par (SY),., <

De la formule décrivant P, nous pouvons déduire des propriétés immédiates pour la
fonction de valeur d’une option américaine:
o Vz €0,+ 00, P(T,x)= f(z).
o Vz €0,+ 00, Vt €[0,T], P(tx)> f(z).
e Si o et b ne dépendent pas du temps, on peut écrire que pour tout x € [0, + ool?,

P(ta)= sup E[e"7f(S7)],

T€To,T—¢

donc la fonction ¢ — P(t,x) décroissante sur [0,7].
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D’autre part, nous rappelons que P peut étre caractérisé comme la solution d’une
inéquation variationnelle. Grace a cela, beaucoup de propriétés intéressantes ont été
établies dans le cas d’un seul actif sous-jacent, c’est a dire d = 1. Nous résumons ici

celles qui seront utilisées dans la suite.

e Si f est convexe, Vt € [0,T], = — P(t,z) est également convexe (cf. EL KArROUI N.,

JEANBLANC-PIQUE M., SHREVE S. (1998) et HoBsoN D. (1998)).

e Si f est monotone, Vt € [0,T], = — P(t,z) a la méme monotonie que f (cf. MARTINI
C. (1999)).

e Si f est convexe, P est croissante avec la volatilité (cf. EL KAROUI N., JEANBLANC-

PI1QuE M., SHREVE S. (1998)).

Remarquons que l'inéquation variationnelle satisfaite par P fait intervenir le générateur
infinitésimal de la diffusion S. L’hypothese H; implique que cet opérateur est parabolique
sur R? — {0} et nous disposons alors d’'un puissant outil pour notre étude: le principe
du maximum parabolique. Une autre conséquence des hypotheses faites sur la volatilité

t

est la possibilité de controler la diffusion (S%LY

1Y), ,<p Dour t proche de la maturité 7. Il

est évident que ce controle sera essentiel pour ’estimation de la frontiere libre pres de
la maturité. Nous présentons ces deux résultats dans la section 2. Ils nous permettront
d’établir la majorité des résultats des parties suivantes.

Dans la section 3, nous supposons que b est constante et o indépendante du temps.
Nous étudions un ensemble spécifique d’options américaines. Pour ces options, nous avons
une formule qui relie la fonction de valeur d’'une option américaine a celle d’une option
européenne et a la frontiere libre. Cette formule, appelée formule de la prime pour exercice
anticipé, apparait dans MYNENI R. (1992) et JAckA S. D. (1991). Elle nous permet
de donner une approximation de la différence entre la fonction de valeur d’une option
américaine et celle d’'une option européenne au voisinage de la maturité. Grace a cette

estimation, nous pourrons dans certains cas déduire de I’étude des options européennes
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le comportement des options américaines au voisinage de la maturité. Cela se révelera
essentiel pour la démonstration des Théoremes 5.1, 11.1 et 13.2. D’autre part, ce type
d’options a déja été étudié dans VILLENEUVE S. (1999a) et VILLENEUVE S. (1999b)
et nous connaissons la limite de la frontiere libre lorsque la maturité tend vers 0. Nous
montrons que dans le cas de la dimension 1, ce résultat peut s’étendre au cas des diffusions
ayant une volatilité dépendant du temps. Dans la partie II, nous donnerons la vitesse de
convergence de la frontiere vers sa limite.

Un dernier outil pour I'étude de cette vitesse de convergence est présenté dans la
section 4. Dans cette section, nous considérons uniquement des diffusions de dimension
1. Lorsque la volatilité est homogene et que la dérive b est nulle, C. Martini a établi
une formule permettant d’échanger le prix d’exercice (strike) et la valeur initiale du
sous-jacent (spot) dans la fonction de valeur d’une option européenne (cf. MARTINI
C.(1999)). Cette formule a été observée lors de I’étude de la propagation de convexité
par des semi-groupes. Nous montrons que cette formule reste valide pour des dérives non
nulles, quitte a ajouter un terme correctif. Ce résultat sera la clé de la démonstration du

Théoreme 6.1.

2 Quelques propriétés de la diffusion

2.1 Un principe du maximum parabolique

Dans cette section, nous rappelons un principe du maximum qui sera crucial pour
les démonstrations de la plupart de nos résultats. Plus précisement, en appliquant ce
principe du maximum, nous pourrons déduire une estimation de la frontiere libre d’une
estimation de la fonction de valeur (cf. les démonstrations des Théoremes 7.2, 13.1, 13.2

et 18.1)
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Nous rappelons que le générateur infinitésimal de S est:

d d
1 ) 92h oh

ij=1 i=1

nous introduisons alors I'opérateur suivant:

d 9 d
Lh(tz) = % — <% iﬂzﬂ(aa*)i’j(t,x)xixj% + izzlbi(t,x)xig—z — rh) :
Quitte & inverser le temps, £ est Popérateur qui apparait dans I'inéquation variationnelle
satisfaite par la fonction de valeur P. Or cet opérateur satisfait le principe du maximum
suivant.

Théoréme 2.1 Soit D un domaine borné de |0,T[xR%. On définit la frontiére parabo-
lique de D par 6,D = 0D — {(t,x) € D : t =T} o0 6D est la frontiére de D.

Soit u une fonction définie sur [0,T] x R%, continue sur I’adhérence de D, notée D, telle
que

ueC?(D), Lu<O0surD et u<0 surd,D.

On a alors u <0 sur D.

Un principe du maximum relativement proche de celui-ci se trouve dans FRIEDMAN A.
(1975). Pour étre complet, nous donnons une démonstration du Théoreme 2.1 a l'aide
d’arguments probabilistes.

Démonstration du Théoréme 2.1: Soit (t,x) € D.

Pour (s,y) € [0,4] x R, on pose v(s,y) = u(t — s,y). Soit € > 0. On définit le F-temps
d’arrét suivant:

.={s>0: d((t—s,S7),D°) <¢e},

ou d((s,y),D°) représente la distance du point (s,y) au complémentaire de D. Comme

u € CY%(D) et par définition de 7., on peut appliquer la formule d’It6 au processus
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(€7 0(8,57)) <<, entre 0 et 7.. On obtient

e v (r.,52) = v(02)+ / E e "*Vu(s,57)o(s,55)d W, — / E e " Lu(t — 5,5%) ds
0 0

> v((),x)-i—/ e "*Vu(s,57)0(s,59)d W.
0

Or Vv est borné sur ensemble {(s,y) € D : d((s,y),D¢) > ¢} car v € C*(D) et D est

borné. En prenant 'espérance dans l'inégalité précédente, on a alors
E e v (7.,57)] > v(0,2) = u(t,z).

De plus, la fonction ¢ — 7. est croissante et 7. < ¢ car d ((0,z),D¢) = 0 < . Ainsi, il
existe une variable aléatoire, 7, telle que 7. tende presque surement vers 7 lorsque ¢ tend
vers 0. Comme s — S; est continue, on a

A((=7.87).0%) = limd ((t ~ 7..57) ,D7) = 0.

e—0

donc (t —7,8%) € &,D. Finalement, v est continue sur D et D est borné, donc par le
Théoreme de convergence dominée, on obtient

u(t,x) < limE [efmv (TE,SZ)] =E [efﬁv (7’-,5’%’)} <0. ¢

e—0

2.2 Controle de la diffusion en temps court

Dans les parties suivantes, notre but sera de donner un développement limité de la
frontiere libre pour une date proche de la maturité. Il s’averera donc tres important de
controler la diffusion (S;),.,. pour ¢ proche de T'. Le lemme suivant va nous fournir ce

controle.

Lemme 2.1 Soient B >0, p > 1 et h:[0,+00[— R Lipschitzienne. Il existe alors une
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constante C > 0 telle que pour t € [0,T], 0 € [0,T —t] et x € [0,B]%, on a

E[ sup | h(Sit,) — (@) '] < CO*,

0<u<6

pour t suffisamment proche de T.

Démonstration du lemme 2.1: Dans toute la preuve, C' représentera une constante stric-

tement positive indépendante de ¢, 6 et x. Comme h est Lipschitzienne, on a:

E[ sup | h(Syf,) = h(z) '] < CE[sup [[Spy, — /"]

u€l0,6] u€[0,6]
d
< O Elsup | S~ |7
i—1  u€[0,0]
< CmaXIE sup | SPEE— ;7).
max B sup | SIZ i ]
Soit 1 <7 <d. On a
E[ sup | Syl —a; [P] <
u€l0,6]
t+u . d t+u . ,
CE[ sup | Shaip, (S,Sz’x) ds + Z/ Sy™ oy (S,Sz’x) dW7 |P].
u€[0,6] t i—1 vt
Nous pouvons alors écrire que
) t+u )
E[ sup | S;f — ;i |P] < CE[ sup | SL%h; (5,807 ds |P)
u€[0,0] u€[0,0] t
t+u
+C max E[ sup | Sto; ; (5,507) AW |P).

1<j<d  “yelo,0] Jt

Or b est bornée sur [0,T] x [0, 4+ oo[?, donc on obtient

t+u ] t+u .
s | [ i (i) dsp) < s (7150
t

u€[0,6] t u€[0,0

ds)p]
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P
< COPE[| sup |SL™" || ].
u€(t,T)

Introduisons maintenant 1 < j < d, en appliquant l'inégalité de Biirkholder-Davis-

Gundy, on a:

t+0
B osup | [ Si%on (.80 AW ] < CIE[(/ (SE0V20, (1 + u, S )2 du) ).
t

u€[0,6] t

Or o est bornée sur [0,7] x [0, + oo[¢, donc on obtient

t+0
B osup | [ St (5,857 AW ] < CH[( /t (sup SB™)2 du)3]

uel0,0] Jt u€[0,T7]
p
< COSE[| sup | ST ] ].
u€[0,T]

Finalement, comme z est & valeurs dans un compact, on a E[(sup,cq g | S5 N1 <C

et on en déduit que:

Vo € [0.B]%, B sup | h(SL7) — h(z) [7] < C (67 +6%). 0

u€[0,6]

3 Une classe particuliere de pay-off

Dans les parties suivantes, nous nous intéresserons particulierement a un certain type
d’options: les options de vente portant sur une fonction linéaire des actifs S. Pour cela,
nous simplifions notre modele en supposant que b est constante et que la volatilité ne
dépend pas du temps. Comme nous ’avons vu dans I'introduction de cette partie, cela
assure la décroissance de P par rapport au temps et cette propriété est essentielle pour

établir les résultats de cette section. Plus précisement, nous supposons que le processus
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(Si)o<i<r est solution de I’équation différentielle stochastique suivante:

dS, = diag(S,)((r1 — 8)dt + o (S,) dW,) (1)

our >0, 1= (1)<i<q € R?, 6 € [0, + oc[? et o satisfait les hypotheses H,; et H,.
Définissons le type d’options que nous allons étudier. Soit a@ € RY, pour z € R?, on

pose

Ce genre de fonctions de pay-off couvre les cas d’options d’achat ou de vente portant sur
un indice ou sur des écarts entre actifs. En effet, les résultats obtenus pour des options
de vente peuvent étre étendus aux options d’achat grace a une formule de parité entre
call et put (cf. la Proposition 2.1 de VILLENEUVE S. (1999b)).

La fonction de valeur de 'option américaine de maturité 1" et de fonction de pay-off

f est alors:

P(t,x) = sup E[e " f(S7)],

T€T0,7-t
ou 7o est 'ensemble des F-temps d’arrét a valeurs dans [0,7 — ¢].
Nous introduisons maintenant une notation désignant les sections temporelles de la

région d’exercice &:

vt €]0,T), & = {xel0,+ o[ P(tx)= f(x)}.

Si la frontiere libre associée a I'option américaine est connue, nous pouvons en déduire
une formule explicite donnant le temps d’arrét optimal 7*. La valorisation de ’option
américaine revient alors a donner le prix d’une option européenne de maturité 7*. Il doit
donc étre possible de relier les fonctions de valeur des options europénnes et américaines.

Evidemment, d’un point de vue financier une option américaine donne plus de droits
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qu’une européenne donc son prix doit étre supérieur. La différence entre ces deux fonc-
tions de valeur est alors appelée la prime pour exercice anticipé. Dans la section 3.1,
nous rappelons la formule décrivant cette prime qui apparait dans MYNENI R. (1992)
ou JACKA S. D. (1991). En utilisant cette formule, nous estimerons la différence entre
des options américaines et européennes de maturité petite et de méme fonction de pay-off
f. Cette approximation motivera I’étude des options européennes dans les parties II et
IV.

Dans la section suivante (cf. section 3.2), nous rappelons un résultat de VILLENEUVE
S. (1999b) qui donne la limite des sections temporelles & pour ¢ tendant vers T'. Fina-
lement, nous montrons que cela peut étre facilement étendu a des diffusions a volatilités
dépendant du temps dans le cas simple ou d = 1.

Cette section prépare aux parties II et IV dans lesquelles la vitesse de convergence

de &;, dans un sens que nous préciserons, est donnée.

3.1 Prime d’exercice anticipé

Une formule décrivant la prime d’exercice anticipé est donnée dans la Proposition

suivante qui est une extension du Corollaire 3.1 de MYNENI R.. (1992).

Proposition 3.1 Pour (t,z) € [0,T] x [0, + oc[?, on a
Tt
0< Plta) ~ Po(ta) =Bl [ e (K ~ (a8.SD) Lsges.) dol
0

Remarque: Cette formule est établie dans MYNENI R. (1992) et JACKA S. D. (1991) pour
des coefficients b et o constants. Cependant, la preuve reste valide pour des coefficients
continus.

Cette formule nous permet de donner un développement de P — P€¢ pour des valeurs

de t proches de la maturité. Cette approximation est présentée dans le Corollaire suivant.
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Corollaire 3.1 Il existe C > 0 telle que, pour (t,z) € [0,T] x [0,+0c[¢ et t suffisamment

proche de T, on a
0< P(ta) — Pi(ta) < (T —t) (rK — (ab,z))" + C(T — 1)2.
Démonstration du Corollaire 3.1: Soit (t,x) € [0,T] x [0, + oo[? et posons § =T —¢. On a

P(ta)— P(tz) < K| /0 e (1K — (a6,57))" ds]

0 d *
= ]E[/ e (TK — Zaiéisz”“) ds]
0

=1

0 d
0

i=1

fs]) ds].

L’inégalité de Jensen nous permet alors d’en déduire que:

0 d ‘ +
P(tx) — P(tx) < Ef / e’ (rK — Zaiaie—“—éi)(ﬂ—s)s;@i) ds]
0 i=1
1—e? o
= — —E[(rK —({ad.55)) ]+ R(0.2),

avec

i—=1 i=1

0 d . + d 4 +
R(0,x) = e R rK — aiéie—(r—&)(ﬂ—S)Swi _|rr = 0,6,50% ds.
0 0 0

Tout d’abord, nous montrons que R est négligeable par rapport a 0> lorsque 6 tend vers

0. En effet, on a

0 d
| R(f,z) | < e K| Zaiéi(ef(rféi)w*s) —1)S,™
i=1

| ds
0

d

0 .
/ e’ Z Loy | 6 | e 00— 1 | B[S} ds
0

i=1

IN



24 Fonctions de valeur des options

I/ d
< / e—rsz ‘ o | 5 | e—(r—éi)(ﬂ—s) —1 | xie(r—éi)ﬂ
0 i=1
d 0
< Z | o | 51:131'/ | edis — gm0l | (g
i=1 0
= o(0?).
Définissons maintenant la fonction g sur R? telle que g(z) = (rK — (ad,z))". Nous

cherchons & estimer E[e~"¢(SF)] au voisinage de 0. Comme g est Lipschitzienne, en
utilisant le lemme 2.1, nous pouvons affirmer qu’il existe C' > 0 indépendante de t et de

x telle que
| Ele™ (¢(S%) — g(z))] | < CV0 pour 6 suffisamment petit.

Cela conclut la démonstration. ¢

3.2 Limite de la frontiere libre a la maturité

Commencons par rappeler le Théoreme 2.2 de VILLENEUVE S. (1999b), donnant une

formule explicite de la limite de &; lorsque ¢ tend vers T

Théoréme 3.1 On a

U E={re€[0, 400" {az) < K et (adz)<rK} ot ad= (a6)i<i<d-

t<T

Remarquons que lorsque d =1 et a = 1, il est bien connu que & = [0,s(t)] ou
s(t) = inf {z € [0, 4+ oo[: P(t,x) > f(x)},

est le prix critique de I'option de vente. LLe Théoreme 3.1 doit donc étre vu comme une

extension d’un résultat plus ancien au cas d’une diffusion multidimensionnelle a volatilité
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non constante. En effet, dans le cas d’une volatilité constante, il a été établi que (cf. Kim

I. J. (1990) et VAN MOERBEKE (1976)):

lim s(¢) = min{K;rK/§}.

t—T

Il est facile de voir que ce résultat reste vrai dans un modele a volatilité locale:

Proposition 3.2 Supposons qued =1, a = 1 et que o est une fonction de [0,T]x[0,400]
a valeurs dans R, satisfaisant les hypotheses Hy, Hy et Hz. On a alors

lim s(¢) = min{K;rK/§}.

t—T

Démonstration de la Proposition 3.2: Notons P? la fonction de valeur de 'option de
vente dans le modele de Black & Scholes ou la volatilité est notée 0. De meéme, le prix
critique associé sera noté s°. Des résultats de EL. KAROUI N., JEANBLANC-PIQUE M.,
SHREVE S. (1998) associés & I'hypothése Hy, on déduit que P™ < P < PM et donc
sM <5< g™,

Comme nous savons que limy 7 s™(t) = limy 7 s™(t) = min{K;rK/5} (cf. Kim 1. J.

(1990) et VAN MOERBEKE (1976)), on conclut la démonstration. ¢

4 Prix d’exercice contre prix spot

Dans toute cette section, nous supposerons que S est une diffusion de dimension 1.
En étudiant la propagation de convexité par des semi-groupes, C. Martini a observé que
lorsque o ne dépend pas du temps et que § = r, on a ’égalité suivante (cf. MARTINI C.

(1999)):
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Pour xz,y € [0,+ oo et t € [0,T], on a:
El(z — SY)"] =E[(y — S;)]+ (z —y). (2)

Autrement dit, cela signifie que I’on peut échanger le prix d’exercice et le prix spot dans
la fonction de valeur d’une option de vente européenne. Cette égalité a des conséquences
intéressantes. Par exemple, C. Martini 'utilise dans ce cadre pour démontrer que la
convexité de la fonction de pay-off entraine la convexité de la fonction de valeur de
I’option européenne associée.

Nous Il'utiliserons pour donner un développement limité d’une fonction proche du
prix critique américain au voisinage de ’échéance. Pour cela, nous devons étendre cette
formule a notre modele et nous montrons une formule analogue pour le cas r # § et o
dépendant du prix de l'actif. Ce sera la clé de la démonstration du Théoreme 5.1 de la
partie suivante.

Le résultat principal de cette section (cf. Théoréeme 4.1) est donc une extension de
la formule (2). Ce Théoreme repose sur la symétrie de la diffusion S par rapport a sa
mesure de vitesse. Cette symétrie peut étre établie car nous disposons d’une formule
explicite d’une fonction d’échelle de la diffusion. En effet, d’apres REvuz D., YOr M.
(1990) (§11.3, p.300-311), nous savons qu’'une fonction d’échelle, v, de la diffusion S est

donnée par la formule suivante:

v(x) = /I exp(— /y 2r —9) dz)dy, Yz €]0,+ oo,

o(2)%z

olu c¢ est une constante arbitraire strictement positive. Nous avons alors le résultat suivant.
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Théoréme 4.1 Pour z,y €]0, + oo| et t > 0, on a:

V(@)E[(x - ST = YRy - ST+ ()@ —y) + (2 - y) (' (@) = ' ()

t
4= 8) [ V0Bl 55052 — V@Bl g5 <y SI
0

La preuve de ce Théoreme repose sur le lemme suivant.

Lemme 4.1 Pour t,a,x € [0, + oo, on note L, le temps local de S* de niveau a a la
date t. Nous avons alors Vz,y €]0, + oo[? et Vt > 0:

v'(y)E[Lf

t’y

] = v'(2)E[LL,].

Démonstration du Théoréme 4.1: Le Théoreme 4.1 est une conséquence directe du lemme
4.1 et de la formule de Tanaka-Meyer (cf. KARATZAS 1., SHREVE S. (1998), §3.7, p.217).

En effet, cette formule nous donne ’espérance du temps local:

E[Li,] =E[ly — /)] + (r—9) /0 E[1(sg <ypSul du = (y — 2)".

On conclut alors en reportant cette égalité dans celle donnée par le lemme 4.1. §
Démonstration du lemme 4.1:

Lorsque r # 0, le processus de valeur de I'actif n’est qu’une semi-martingale. Cependant,
nous disposons d’une formule explicite de sa mesure de vitesse, m (cf. REvuz D., YOR

M. (1990), §11.3, p.300-311):

dm 2

dr  2%0(z)20(z)
En reprenant les arguments de C. Martini (cf. MARTINI C. (1999)), nous sommes alors
capables de démontrer que le semi-groupe associé a S est symétrique par rapport a sa

mesure de vitesse et nous obtenons le résultat suivant.
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Soient ¢ et 1) deux fonctions continues a support compact dans |0, + oc[ et ¢ > 0. Par la
formule de durée d’occupation (cf. REvuz D., YOrR M. (1990) Corollaire 1.6 §6 p.224),

on a

[ [ eerwwrwerady = [ ows [ o)L, dds

= [owm / tw<s:‘>v'<szf> A7) dr
- / [ B ($2)0(52)? (57 do ds

= 3 [ [ stwotomuss(snimd) ds,

ot 'on a posé g(x) = o(z)*z*'(x).

De la méme facon, on montre que

[ [ewvearids =5 [ [ swowmesnasnim) s

La symétrie du semi-groupe de S par rapport a sa mesure de vitesse nous permet alors

d’affirmer que:

[ [ swsmetsnotsn mas = [ [ srotmostisyintais

On a donc établi que

//¢> dxdy—//d> JE[LY,] dz dy.

Ce résultat étant vrai pour toutes fonctions ¢ et 1 continues a support compact dans

10, + o[, nous avons:

v'(y)E[L{

t’y

] = v'(2)E[LL,],
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presque partout par rapport a la mesure de Lebesgue sur ]0, + oo[>.

Pour obtenir une égalité valide pour tout (x,y) €]0, + oo[?, nous démontrons maintenant
que la fonction (z,y) — E[L{,] est continue sur ]0, + oo[%. Cette propriété est probable-
ment bien connue mais nous en donnons une preuve pour étre complet.

Soient K1,K3 > 0 et (z,y) €]0,K[x]0,K5].

On introduit une suite (Zn,Yn)nen € (10,K1[x]0,K5))" telle que limy,_, 4o (Zn,4n) = (2,9).
D’apres 1.32, §VI, p.237 de REvVUzZ D., YOR M. (1990), il existe une constante C' > 0

telle que

v(xayay’) E]OaKl[X]OaK2[27 E[ sup | th,y - Ltz,y’ H S C\/ ‘ Yy — yl ‘

0<t<T

Nous avons donc:
|E[L7,] - E[L,, ] <[ E[Lf,] - E[L{,] | +CVIy = ya |,
puis, en utilisant la formule de Tanaka-Meyer, on a:
t
Ly, =(y— SHt +/ Liss <y dSE — (y — x)*.
0
Comme le processus (fot Lise<yySpo(Sy) dWy)o<i<r est une martingale, on obtient
t
BILE,) = El(y — 57)] + (= 0) [ BllisscpSildu—(y )"
0

Par conséquent, il ne nous reste qu’a prouver la continuité sur ]0,K;[ de la fonction

& = [0 E[lgss <, S%] du. Soit u € [0,]. On a

IN

| 1{55"<y}5’$n - 1{5$<y}5’$ | | Sum = Sy | +y]1{sgg<ygs,’f"}

< 1Sy = Sy [ Hylqse yi<isz-san)y-



30 Fonctions de valeur des options

Or lim,, o0 | SI» — S |=0 p.s. et P(ST = y) = 0 donc

lim 1{55n<y}53” = 1{5$<y}53 du @ dP p.s.

n—-+0o0o

De plus, pour n € N, 0 < 1ygrn 355" < y donc par convergence dominée, on obtient:

t

t
0

n—-+oo 0

et cela termine notre démonstration.
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Deuxieme partie
Prix critique pres de 1’échéance
d’une option américaine

5 Introduction

Pour évaluer le prix d’une option américaine, il est crucial de trouver les conditions
sous lesquelles I'option doit étre exercée. Ce probleme revient a déterminer le prix cri-
tique de l'option mais il ne peut pas étre résolu sous une forme explicite. Cependant,
nous pouvons donner le comportement asymptotique du prix critique au voisinage de la
maturité de 'option.

Nous considérons donc un marché financier composé d’un actif risqué dont le pro-
cessus de prix est noté (S;)o<i<r, ot T est 1’échéance des options que nous étudierons.
Nous supposerons que S est une solution, sous la probabilité risque-neutre, de I’équation

différentielle stochastique suivante:
dSt = St((’l“ - (S)dt + O'(t,st)th),

ot > 0 et § € R sont des constantes, (IW;)o<i<r est un mouvement Brownien standard
sur R et o est une fonction de [0,77] x [0, + oo[ a valeurs dans |0, 4+ oc[. Finalement, nous
noterons F = (F;)o<;<r la filtration naturelle de (W;)o<;<7 et, pour = € [0, + oo[, nous
noterons (S7)o<;<r la solution de I'équation précédente de valeur initiale .

Aladate 0 <t < T, S, représente la valeur de ’actif risqué sous-jacent a I'option. Cet
actif peut aussi bien étre une action distribuant des dividendes ou un taux de change.

Dans le premier cas, r est le taux d’intérét constant du marché et § est le taux de
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dividendes versé par action. Dans l'autre cas, r est le taux d’intérét du marché et d le
taux associé a une monnaie étrangere. Dans ce contexte, considérer des valeurs négatives
de § n’a pas de signification, cependant certains résultats de cette partie seront utilisés
dans la partie ITT avec des valeurs quelconques de 9.

Le comportement asymptotique du prix critique a déja été étudié sous des hypotheses
plus restrictives (cf. AIT-SAHLIA F. (1995), BARLES G., BURDEAU J., RomANO M.,
SANSOEN N. (1995), LAMBERTON D., VILLENEUVE S. (2003), LAMBERTON D. (1995)
et VILLENEUVE S. (1999)). Cependant, ces résultats requiérent une volatilité constante
qui n’est pas directement observable. En pratique, il est tres difficile de déterminer la
valeur a donner a cette volatilité constante. En effet, I'idée consiste a utiliser les prix
d’options observés sur le marché pour évaluer la constante o, appelée volatilité implicite.
Il s’agit de choisir la constante o pour laquelle les prix théoriques correspondent aux prix
observés. Malheureusement, 1’observation d’options ayant des prix d’exercice différents
donne des volatilités implicites différentes et cela est incompatible avec le modele de Black
& Scholes qui doit donc étre étendu. Une approche largement répandue considere des
modeles dits a volatilité locale, modeles ot la volatilité o est une fonction déterministe
de la valeur de l'actif sous-jacent et du temps (cf. DUPIRE B. (1994), AVELLANEDA
M., FRIEDMAN C., HOLMES R., SAMPERI D. (1997), BERESTYCKI H., Busca J.,
RoMANO M., SANSOEN N. (2002) et ACHDOU Y. (2004)). Dans toute cette partie nous
considérons donc des modeles a volatilité locale et cherchons a étendre les résultats en
volatilité constante a ces modeles. Cette partie peut-étre vue comme une version détaillée
d’un article a paraitre dans Mathematical Finance (cf. CHEVALIER E. (2004)).

Nous supposerons que les hypotheses suivantes sont satisfaites:

H, : 1l existe m > 0 et M > 0 telles que

V(t,r) € [0,T] x RY, m <o(tx) < M.
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H, : 1Tl existe o7, > 0 telle que

Y(t,z,y) € [0,T] x [0,+ o0, |o(tx)—o(ty)|<or|z—y].
H; : 1l existe a > 0 et oy tels que

Vo € [0, + o], (t,5) € [0,T]%, |o(tx) —o(sz) |[<og|t—s]|*.

Nous rappelons alors la définition de la fonction de valeur de I'option américaine (cf. KA-
RATZAS I. (1988), MYNENI R. (1992) et LAMBERTON D. (1998a)). Soit f une fonction
de R a valeurs dans R. A la date t € [0,T7], le prix d'une option américaine de fonction

de pay-off f et de maturité T est P(t,S;) avec, pour z € [0, + ool:

Plta) = sup E[e"If(S)|S, = ],

TET,T

ou Ty est 'ensemble des F-temps d’arrét a valeurs dans [¢,7]. Nous rappelons également

la définition du prix critique associé & cette option. Pour ¢ € [0,7[, on pose:
s(t) =inf{z >0: P(t,x) > f(x)},

avec la convention inf () = +o0.

Dans le cas d’une option de vente de prix d’exercice K > 0 et lorsque o est constante,
il a été établi que limy_,r s(t) = min(rK/§,K), (cf. Kim I. J. (1990), LAMBERTON
D., VILLENEUVE S. (2003) et VAN MOERBEKE (1976)). De plus, on sait que le prix
critique a différents comportements selon le signe de r — ¢ (cf. AIT-SAHLIA F. (1995),
BARLES G., BURDEAU J., ROMANO M., SANSOEN N. (1995), Evans J.D., KELLER
R. J., KuskeE R. (2002), LAMBERTON D. (1995), VILLENEUVE S. Ph. D. (1999) et

LAMBERTON D., VILLENEUVE S. (2003)). Si 0 < r — 4, la vitesse de convergence de s
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est /(T —t)In(1/(T — t)) sinon, cette vitesse de convergence est /T — ¢.

Dans cette partie, nous étendons les résultats précédents a une volatilité locale et,
dans certains cas, a un ensemble assez général de fonctions de pay-off. Nous commencons,
dans la section 6, par étudier le cas d’'une option de vente portant sur un actif dont la
volatilité est indépendante du temps et tel que o < r. La formule de parité permettant
d’échanger les prix d’exercice et spot dans la fonction de valeur européenne (cf. Théoréeme
4.1) sera la clé pour notre analyse de ce cas. En effet, si 'on note P* la fonction de valeur
d’une option de vente européenne et que I’on définit le prix critique européen s¢(t) comme
la solution de I'équation P¢(¢,x) = (K — z)™*, nous obtiendrons un développement limité
de s°(t) au voisinage de 1’échéance grace a cette formule de parité. Nous déduirons alors
un développement de s de celui de s® et prouverons que s a le méme comportement que
le prix critique d’'une option de vente américaine portant sur un actif dont le taux de
dividende est 4 et dont la volatilité est la constante o(K). Finalement, dans la section
8, nous étendons cela a un modele a volatilité locale général et obtenons le Théoreme

suivant:
Théoreme 5.1 Sous les hypothéses Hy,Hy et Hs, on a

K — s(t) 1 st 0<ret0<r,
lim =

ST o(TK)K /(T — ) In(7) V2  osi 0<d=r

Le cas 0 < r < 0 est examiné dans la section 7. Dans cette section, nous nous
placons dans un modele légerement plus général et nous considérons un ensemble de
fonctions de pay-off f plus large. Ces fonctions satisfont des conditions de régularité au
voisinage de la frontiere libre. Dans ce contexte, nous définissons un prix critique s¢(t) et
étudions son comportement au voisinage de I’échéance. Les hypotheses de régularité de la
fonction de pay-off nous permettent alors d’obtenir un développement de P au voisinage

de (T,s;(T')). Nous en déduirons ensuite un développement de s; dans le Théoreme 7.2.
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Ce résultat est nouveau, méme dans le cas de coefficients constants. Appliqué au cas
particulier d’'une option de vente portant sur un actif tel que r < ¢, ce Théoréeme nous
permet de montrer que le comportement du prix critique s au voisinage de 1’échéance est
le méme que dans le cas ou la volatilité est constante et égale a o(r K /d). Nous étendons ce
résultat a un modele a volatilité locale général dans la section 8 pour obtenir le Théoreme

suivant:

Théoreme 5.2 Sous les hypothéses Hy, Hy et Hs, si 0 < r <9, on a:

lim rK —ds(t) .
ST o (TrKS) rKVT — ¢

ou y* est une constante universelle strictement négative.

6 Développement du prix critique pres de I’échéance
dans le cas ) <r

Dans une premiere étape, nous supposerons que la volatilité ne dépend que de la va-
leur de I'actif pour assurer la décroissance par rapport au temps de la fonction de valeur
de 'option américaine. Cela s’averera nécessaire dans la démonstration du Théoreme 6.3.
Nous étendrons notre résultat a des volatilités dépendant du temps dans la section 8.
Nous supposerons dans la suite que 0 < r et 6 < r.

En suivant I'idée de LAMBERTON D., VILLENEUVE S. (2003), nous allons com-
parer s et une fonction s¢, appelée prix critique européen, au voisinage de 1’échéance.
Comme la fonction de valeur de 'option de vente européenne, P€, est strictement convexe
et (P¢(t,0) — f(0)) P¢(t,K) < 0 pour tout ¢ € [0,T], il existe une unique solution de
I'équation P¢(t,x) — f(x) = 0 sur [0,K]. Nous noterons cette solution s°(¢). Nous com-

mencons par donner un développement du prix critique européen au voisinage de la
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maturité grace au Théoreme 4.1, puis nous montrerons que les prix critiques européen
et américain sont suffisamment proches pour avoir le méme comportement au voisinage

de la maturité (cf. Théoreme 6.2).

6.1 Le cas européen
6.1.1 Premieres estimations du comportement asymptotique de s,

Pour t € [0,T], on a s(t) < s.(t) < K donc il est facile de déduire de la Proposition
3.2 que lim;_,7 s.(t) = K. Dans cette section, nous donnons un encadrement de K — s, en

utilisant les résultats en volatilité constante. Pour cela nous introduisons deux notations:

— Soient f et g deux fonctions définies sur R, nous dirons que f et g sont équivalentes

au point a € R si lim,_,, % = 1 et nous noterons cette propriété f(z) “~" g(z).

— Pour 6 €]0,T], on pose

o(0) In(K/se(T —0)) + (r—6 —o(K)*/2) 0
o(K)Vo

Remarquons tout d’abord que trouver un équivalent de () lorsque 6 tend vers 0 revient
a trouver un équivalent de (K — s.(t))A/T —t pour t tendant vers 1'échéance. En effet,

on a:
0—0 K — Se(T - 0)
o(K)KVO

a(f)

Nous donnons maintenant un encadrement de o au voisinage de 0. Cet encadrement

prépare I’étude de K — s.(t) au voisinage de la maturité 7.

Proposition 6.1 Pour 6 €]0,T] suffisamment petit, on a:
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Démonstration de la Proposition 6.1:

Pour ¢ € [0,T[, nous noterons s7(t) le prix critique européen associé a un actif satisfaisant
le modele de Black & Scholes et de volatilité constante égale a o.

Comme la fonction de valeur d’une option de vente européenne est croissante avec la
volatilité (cf. EL KAROUI N., JEANBLANC-PIQUE M., SHREVE S. (1998)), on a ,

d’apres I'hypothese Hy, sM(t) < s.(t) < s™(t). Ainsi, on a

e

K—si(t) K—s.(t) _ K—s'(t)
KT -t ~ KJT—t~ KJT—-1t

Nous pouvons alors conclure cette démonstration en utilisant les résultats de LAMBER-
TON D., VILLENEUVE S. (2003) qui nous permettent d’affirmer qu’il existe C' € {1,/2}

tel que:

K — s(t) 7 1 K — sM () 1> 1
DT e W)ty In (- d 2" W2l oor i [ 2
N Cmy/ln (T—t) an T C n T3

t—T

Comme (T —t) '~ (K — s.(t))o(K)K+/T —t, cela termine la démonstration. ¢
Le Corollaire suivant est un résultat technique qui sera fréquement utilisé dans la suite

pour controler la diffusion S.

Corollaire 6.1 Pour 0 <t < T suffisamment proche de T, on a:

AM AM
sup P(S¥W > K) < ——— et sup P(SK < 5.(1)) <

u€[0,7—t] m /1n(TL_t) u€[0,7~] T m /ln(TL—t).
Démonstration du Corollaire 6.1: Soit t € [0,T]. On pose § = T — t et on considere

u € [0,0]. D’aprés la Proposition 6.1, on sait que pour 6 suffisamment petit, on a

m Gln(é) < In(K) = In(s.(£)),
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donc on peut écrire que

P(Se® > K) = P (In(Sx®) —In(s.()) > In(K) — In(s.(t)))

< P </u(r — 0 —o(S*U)?R) dv + /ua(s;e“)) dw, > %,/eln(é))
P <| r—34| 9+/ua(55e<t>)dwv > %,/eln($)> :

Ainsi, pour ¢ suffisamment proche de T, on a:

IN

u 1
P(S:® > K) < IP’(/ a(sge<t>)de>% 91n(§)>,
0

puis, grace aux inégalités de Markov et de Cauchy-Schwarz, on obtient:

AE[| [ o (Se D) aw, |]

my/01n(3)

AM

P(SZe(t) > K) S

IN

my/In(3)

De la méme facon, on prouve que P(S) < s.(t)) < 2M /my/In(75). O
Remarque: La constante 4M /m n’est pas optimale mais donne la dépendance des majo-

rants en M et m.

6.1.2 Equivalent de K — s, a I’échéance
Le résultat principal de cette section est le Théoreme suivant:

Théoréme 6.1 On a

K — s.(t) 1 st 0<retl<r,
=T a(K)K\/(T — 1) In(71) V2 osi 0<d=r
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La démonstration du Théoreme 6.1 est basée sur un développement limité de a en 0,

grace au Théoreme 4.1. Nous donnons ce développement dans la Proposition suivante.

Proposition 6.2 On a
rKo(K)(T — 1) a(T —t) "2 Ble 0 (s,(t) — SK_)*] — (r — 6)I(2),

avec I : [0,T] — R tel que: I(t) 2T K(T —t).

Remarque: Si r = 4, nous n’avons pas besoin de controler I(t) et la Proposition 6.2 est
une conséquence immédiate de la formule de parité (2) et de la Proposition 6.1.
Démonstration de la Proposition 6.2

Premiere étape: On applique le Théoréme 4.1 avec y = K et & = s.(t). Comme s.(t) < K,

on obtient:

V' (5e()El(se (£) — SE_)*] = o' (K)E[(K — S5e)*] + o' () (s.(t) — K)

T—t
4 =0) [ OB g0 S0 = o (5o ()L s <y S5 s
0

On en déduit que:

e M= V(K) P (s.(t)
T—t
I(t) = er(Tt)/O (e PE[L g ey S ] = Ellysx <.y Su' ) du

J(t) = e PO TORK = SEU) T4 e MO T (s (1) - K).
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Deuxiéme étape: Nous allons montrer que .J () =T rKo(K)T = t)2a(T —t).

Comme la définition de s, implique Ele " (K — S5))+] = K — s.(t), on obtient:

J(t) = e PO - e T (K — s.(t))

— s (D)e 01 - e—r(:r—t))(eg(K)a(T—tWﬁ—(r—(s—ﬁ)(:r—t) _).

Remarquons maintenant que lim;_,p e %" = 1 car v' est continue. On développe alors
I'équation précédente en utilisant la Proposition 6.1 pour comparer (T — t) et des

puissances de T' — t:

3
2

J(t) = rKo(K)(T = )}a(T = ) + o (T - a(T - 1))

Troisieme étape: Montrons que I(t) =T K(T —1).

On a:
I(t) = e ?OTDR (1) + e ¢OTT=D Ry (1) + 7TV Ry (1)),

avec:

T—t
Ri(t) = K / P(S:® < K) du
0
T—t
Rat) = [ BUSEO = K)o g do
T—t
Ry(t) = —/ E[Sy Nsx <, 0yy] du
0
Nous donnons maintenant le comportement de R, Ry et R3 au voisinage de 1’échéance.

On a
T—-t
Ri(t)=K(T —t) - / P(S:® > K) du.
0
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D’apres le Corollaire 6.1, on sait qu’il existe une constante C' > 0 telle que

C(T —t)
In(75;)

T-t

T—t
|/ P(S:® > K) du |<
0

Par conséquent, on obtient:
Ri(t)=K(T —t)+o(T —t).
D’autre part, pour u € [0,T — ], on a

| E[(S’Ze(t) - K)1 | E[Sze(t) — K] - ]E[(Sje(t) — K)1

sie<ry) | sie@s eyl |

VAN

| 5e()e — K |4 B8O~ K)o ] |

Or, d’apres la Proposition 6.1, il existe une constante C' > 0 telle que

1
Tt

| se(t)er ™ — K |< C’\/(T —t) In( )

De plus, on déduit de I'inégalité de Cauchy-Schwarz, puis du Corollaire 6.1 que 1’on a

| E[(S’ZE(t) — K)]l{Sff(t)>K}] ‘ S \/E[(SZe(t) _ K)Q]P(SZg(t) > K)
C
S Tt

En effet, il est facile de voir que E[(Sy ® _ K)?] est borné uniformément par rapport a

t et u. En conclusion, nous avons démontré que
T—1t
( ) =o(T —t).

oT-t)
(In(715))4

T—t

| Ra(t) [<
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Finalement, nous savons, toujours d’apres le Corollaire 6.1, qu’il existe une constante

C > 0 telle que

T—t
| Rs(t) | < / E [5°()1{sx<s.(}] du
0

T—t
< K/ P(SK < s,(t)) du
0
< C(T -1
In(75)
= o(T —1).
Or limy_,7 e %" =1, donc on a
I(t) = K(T—t)+o(T—1t)
t—T

RT -1, 0

Il nous reste maintenant a donner un développement limité de la fonction de valeur d’une
option de vente européenne de prix d’exercice s.(t) et de prix spot K lorsque ¢ tend vers

T.

Proposition 6.3 On a:

—a(T—t)2

T Ko(K)e =z
Ele~" TV (s,(t) — SK_)* el _
0 lt) = S0 R

Démonstration de la Proposition 6.5

Soit ¢t € [0,T] et # = T — t. Dans la suite, nous utiliserons les notations suivantes:

o) = -1 / (0(S5)? — o(K)?) du + / (0(SK) — o)) dW,

Yy = o(K)(VOa(0) +Wy) et X, =Yy + px(0).
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On remarque que l'on a

Sy
Se(t)

Ele " (s.(t) — 551 '~ KE[(1 = =22)*] = KE[(1 — X)),

L’idée est alors d’utiliser 'approximation e* ~ 1 4+ z. En fait, nous montrons dans la
premiere étape que
_a®?
0—0 e 2
E[- XK yxcq] '~ o(K)VI———
=X S ' o NVE

puis dans une seconde étape, nous prouverons que
Bl(1 - "7 )] 2" Bl X{ g coy):

Premiere étape: D’aprés LAMBERTON D. (1995), on a:

_a®?

0—0 € 2
E[—Y,1 = o (KW ———.

En effet, il existe une variable aléatoire g suivant une loi gaussienne standard telle que

E[— Yy lyy,<0y] = o(K)VOE[(a(f) + g) 7] et cette derniére quantité est facile & estimer.

1l nous suffit donc de montrer que E[—X© ]I{XGKSU}] i~ E[—Y} 1{y,<01]. Nous noterons
_a®)?®
D(#) la différence entre ces deux expressions et prouverons que D(f) = o(x/@%)
On a
| DO) [ = E[(=Ys = pr(0))Vpvi<—pr(oy + Yolprp<y] |

= [ EYy(Tyvy<op — Lyp<—pr(0))) — Pr(0) Lvy<—preo}] |

IN

B[l Yo | (Mo<vp<pre@y + Ljosves>prey)+ | ox(0) | Live< preo)y]

< 2E[]| Yo | 1yvyi<iporon] + Bl px(0) [ Livi<ior o]
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Pour majorer les deux derniers termes, nous introduisons un temps d’arret:
g =inf{s >0: |pr(s)|> O'(K)G%}.

On a alors:

IN

< o(K)R( i |< o(K)0) + /R PIB(m < 6).
1l est facile de vérifier que E[Y,?] est borné uniformément par rapport & 6. Ainsi, on a:
P(ry < 0) = o(0") Vn € N*.

En effet, d’apres 'hypothese Hs, o est une fonction Lipschitzienne donc le lemme 2.1 et
I'inégalité de Biirkholder-Davis-Gundy nous permettent d’affirmer que pour n € N*, il

existe une constante C' > 0 telle que

E[ sup | po(u) [*] < CO".

0<u<f

On déduit alors de I'inégalité de Doob que

B(ro<6) = B(sup | pa(u) |> o(K)07)

= o(6") Vn € N
De plus, en effectuant le changement de variable y = a(0)(x + «(6)), on obtient:

P(| Yy < o(K)0T) = P(=07 < Wy +a(9) < 07)
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1
e’a(g)Q a(0)0% vy

e’ ay
a(0)V2m J_a@)et

Finalement, il existe une constante C' > 0 telle que pour tout n € N*, on a:

a(6)?

_a®)? "
B[l Yo | Lyyi<ipn(opy] < Cle™ 2 +o(0"),

puis on déduit de la Proposition 6.1 que 1’'on a:

\/567# n
Ell Yo | Lyvai<io @] < O(maX{W§9 1.

Pour majorer | D(6) |, il nous reste a trouver un majorant de E[| px(6) | 1iv,<jor(o)3]-

Pour tout n € N*, on a

E| px(0) | 1pyeipnon] < o(K)OTP(Yy < o(K)01) + \/Elox (0)2P(rs < 0)

2
o— 25 +a(0)0

S Y.

IN

+ o(6")

En effet, en effectuant encore une fois le changement de variable y = a/(0)(z + «(6)), on

obtient

eia(gﬂ a(g)g%
o ped
a(0)V21 J -
o 292 Lot
<

a(f)V2r
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Finalement, la Proposition 6.1 nous assure que pour tout n € N*:

_a(®?

e 2
)
a(f)?

| D(0) |= of

6"}).

Il ne nous reste qu’a prouver qu’il existe n € N* tel que:

limﬁn_%a(ﬁ)Qea(g) =0
0—0
2 12
D’apreés la Proposition 6.1, a(f) < Cy4/In(3) donc a(Q)Qea(g) < C? ln(%)ﬁ_%. Par

conséquent, n’importe quel entier vérifiant n > C7/2 + 1 convient.

Deuxieme étape: Montrons que E[(1 — eXé)*] *R° E[- XK Iixx <o)

Encore une fois, nous noterons D(f) la différence entre ces deux expressions et nous
a(8)?

prouverons que D(6) = of 06 =), pour 6 tendant vers 0. On pose
po=inf{s >0: | XX |>o(K)§7}.

Comme pour tout x € R™, | e? =1 -z |< %, on a:

K
(DO < TE1+ X5~ ) iea] |
1
< §E[(X0K)2]1{X§§U}]
1 1
< FOPP(YG < 0) + SE(X) Dny)).

Or, d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

E[(X5)* Mgy <0y] < \/IE Py < 6),
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puis les inégalités de Doob et de Biirkho6lder-Davis-Gundy nous donnent
P(ug < 0) = o(0") Vn e N
De plus E[(X/*)?] est borné uniformément par rapport a 6, donc on a
E[(Xg) 1<) < 0(0")  Vn e N-.

1l nous reste & majorer P(X© < 0). Pour cela, on utilise le temps d’arrét 7y défini dans

I’étape précédente et on obtient:

P(XE <0)

IN

P (O(K)(Wg +V0a(8)) <| px(6) \)

< Plry < 0) + P(Wy < 07 — V0a(0)).

Rappellons maintenant que pour tout n € N, P(ry < ) = o(0") et que

,(a(e)—oflfﬂ

P(Wy < VOO —a(@)) <e 2 Ja(f) —05)V2r.

Nous avons donc établi I'existence d’une constante C' > 0 telle que pour n € N et 6

tendant vers 0, on a:

a(9)?

2 Ja(0) + o(07).

| D(9) |< Chse”

La Proposition 6.1 nous permet alors de conclure que:
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Maintenant que les Propositions 6.2 et 6.3 sont démontrées, nous pouvons établir le
Théoreme 6.1.
Démonstration du Théoreme 6.1:

Premier cas: r = ¢

D’apres la Proposition 6.2, on a

3 0—0

ro(K)KO2a(f) "~ Ele " (s.(T — ) — S;*)*].

D’autre part, la Proposition 6.3 nous permet d’écrire

a(9)?

150 KO’(K)\/EB_ 2
V27ma(6)?

Ele™"" (s¢(T = 0) = S5°)"]

Ainsi, nous avons établi le résultat suivant:

_a(8)?
% 0—0 € 2

a®? g0
2

~" 1/rfv/2m, ce qui implique que a(f) b0

Par conséquent, on a a(f)3e 21In(3),

puis on obtient :

K — s.(t)
o(K)KVT — 1

t—T t—T 1
a(T ) n( t)

Second cas: § < r

La Proposition 6.2 nous donne 1’égalité suivante:

rKo(K)03a(0) "2° Ble™ (s.(T — 0) — SK)*] — (r — )I(T — ) + o (9%(9)) ,
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Or, d’apres la Proposition 6.1, on a G%a(G) = 0(f) donc on obtient
(r = 6)K0 *X°Ele ™ (s.(T — ) — SE)*].

On déduit alors de la Proposition 6.3, que 'on a:

_a®?

(T - 6)9 z U(K)\/EW

. a(0)”> 90
et cela entraine que a(f)’e 2 '~

a(0) ="\ /In(

o(K)/(r —)V2mf. On peut donc montrer que

%) On termine la démonstration en écrivant:

6.2 Prix critiques européen et américain pres de 1’échéance

Dans cette section, nous comparons les fonctions de valeur des options de vente
européenne et américaine. Cela nous permettra de prouver que les prix critiques européen
et américain sont suffisamment proches au voisinage de I’échéance pour avoir le méme
développement limité du premier ordre pres de la maturité (cf. Théoreme 6.2). La formule
de la prime pour exercice anticipé qui est présentée dans la section 3 de la partie I, nous
donnera une évaluation de la différence entre les fonctions de valeur des options de vente
européenne et américaine (cf. Corollaire 3.1).

Pour relier cette formule aux prix critiques, il nous sera nécessaire de controler la
dérivée premiere de P par rapport a x entre s et s,. Nous donnons un encadrement
de cette dérivée au voisinage de I’échéance dans la Proposition 6.4. Dans le cas d’une
volatilité constante, ce controle est relativement facile a obtenir (cf. LAMBERTON D.

(1995)), mais dans notre cas la démonstration de la Proposition 6.4 repose fortement sur
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le Théoreme 4.1.

Proposition 6.4 Pour 0 <t <T suffisamment proche de T et 0 < x < s.(t), on a

0< P42y 1< M (KP)

O my/In(-L)

Démonstration de la Proposition 6.4: Soit t € [0,1] tel que s(t) > K /2. Pour z € [0,s(t)],

on a 28(¢,z) = —1 donc le résultat est vrai sur [0,K/2]. On considére maintenant K/2 <
x < Se(t).
Pour 0 <y < rK/d, la fonction s — (rK — ds)l{,<,) est décroissante donc on déduit des

résultats de MARTINI C. (1999), que 'on a:
Vu e [0,T], = — E[(rK —05;)sz<su+u)}] est décroissante.

Par conséquent, la Proposition 3.1 nous permet d’affirmer que z — P(t,2) — P.(t,z) est

une fonction décroissante. Ainsi, nous obtenons:

Montrons maintenant qu’il existe une constante C' > 0 indépendante de t et x telle que

0P,
o0x

(t,x) +1 < C/n( ) pour ¢ suffisamment proche de 7.

T—t

Soit < y < $¢(t). D’aprés le Théoreme 4.1, on a

O (K) (Pu(ty) — Poltx)) = Bl (5)(y — SK)* — o' (@)(x — SE)H] + (K (@ — )
© (- 9) / EL(0! (5) s <) — v/ (2) Dy <o) SK]

T—t
+ (T - 5)?),([()/ E[1{5$<K}S7f — ]1{SE<K}S$1{] du
0
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Or v est décroissante, donc on a

T—t T—t
/0 E[(v' () Uisx<yy — V' (@) Nsxcay) Sl du < U'(Q)E[/O 101 (S5 SE du]
T—t K
. ’ ]l[x,y[(su ) K
= v (Q)E[/O 7(SK)2SK d(S, )]

En appliquant alors la formule de durée d’occupation (c¢f. REvuz D., YOor M. (1990)

Corollaire 1.6 §6 p.224), on obtient

T-t K
U 1 (S0) K b1 K
E ———d = E ———L d
[/[] 0(55)255 <Su >] [ . 0'(2)22 T—t,z Z]
v 1
< E[L} :
~ /:C O'(Z)QZ [ T—t,z]dz

Or pour z < z <y, on déduit de la formule de Tanaka-Meyer que 1’on a:

E[Lr,.) = El(z—Sr )" = (- K)]+(r- 5)/0 B[l (SK)SK] du

< E| SE, - K[J+(r—0)(T - 1)z

Finalement, le lemme 2.1 et le fait que z > K/2 nous permettent d’établir 'existence

d’une constante C’ > 0 indépendante de z, y et t telle que
=t ! l K IQUI(K/Q)
E[(v" (1) Ysze<yy = v'(2) Yyszean)) Sy du < O —gor= |y — 2 | VT — 1.
0
Il nous reste maintenant a trouver un majorant de I'expression suivante:

T—t
/ E[1s; <5y ST — Tysy<x1 5] d
0
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La fonction 2 — (K — x)* est décroissante, donc E[(K — S*)* — (K — SY)"] > 0, et on

obtient:

Ellsz <xySu — LiszerySul = KE[lsz <xy — syl

—E[(K - S))" = (K = S))7]

IN

KE[1¢s: <} — 1{sz<xy]

IN

KP(S! > K).

De plus, on a z < s.(t) donc, d’apres le Théoréeme 6.1, on sait que pour ¢ suffisamment

proche de T, on a:

Ainsi, on obtient

P(S! >K) < P <xe<r—5><T—” + %\/(T — 1) In( 1_ 1) < sg)

oil I'on a posé MY = e~ (r=9)u gy,

Comme (MY)o<y<r est une martingale, I'inégalité de Markov nous permet d’écrire que

9p(r=8)(T=1)

V(T =D n(z5)

P(Sy > K) < (y — ).

En conclusion, nous avons montré qu'’il existe une constante C' > 0 indépendante de z,

y et t telle que

er(Tft) Pe(tay) _ Pe(tax) <
y—=x
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1 V)ly - St )t —v(@)(@ - 5%2)*} Tt

v'(K) y—x e In(75)

Posons R(t,r) = E[v'(z)(x — SK ,)*] et faisons tendre y vers z. On obtient alors

oP, 1 OR T—1t
M=% (¢ ) < —1 —(t :
8:1:(’x)_ +v’(K) 8x(’x)+o

€

Comme v"(x) <0, on a

OR

5 (t2) = V" (@)E[(x = S7) "] + ' (@)P(S7_, < 7) < ' (@)P(Sp, < @).

Or x < 5.(t), donc x est relativement loin de K et nous pouvons controler P(SK , < 1)
en écrivant: P(SKX , < z) < P(SK , < s¢(t)). Finalement, le Corollaire 6.1 nous permet

d’affirmer que pour ¢ suffisamment proche de 7', on a:

0Py <y, SMV(ER)

.0
O my/In(-L)

Théoreme 6.2 Pourt < T suffisamment proche de T, on a
0 < se(t)—s(t) < MKVT —t.

Démonstration du Théoréeme 6.2:
Commencons par remarquer que pour ¢ € [0,7], on a

<8—Ptx +1> dx

X

[
- [ o

P(t,se(t)) — (K = se(t)) =
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Or on sait, d’apres le Corollaire 3.1, que pour ¢ tendant vers T, on a:

N

P(t,s.(t)) — (K — 5.(t)) < (T —t) ('K — 65.(t)) + O(T — 1),

Le Théoreme 6.1 nous permet d’affirmer qu’il existe une constante C' > 0 telle que

(rK — 5s.(t)) > r (K — s°(t)) > C\/(T ~#)n (ﬁ)

on a donc (T — t)% = o((T — t) (rK — 8s.(t)) et pour ¢ suffisamment proche de T, on
obtient

P(t.se(t)) — (K = se(t)) < 2(T 1) (rK — dse(t)) -

Ainsi, on a montré que

//St 7 (1,6) d€ < 2(T —t) (rK — ds.(t))

Nous utilisons maintenant I'inéquation variationnelle satisfaite par P pour trouver un
minorant de —(t &) sur [s(t),s(t)].
Sur Pouvert |s(t),s¢(t)[, on a:

o(£)*¢ 82 _op

oP
o () = 5 (1) — (1= )

(t,€) + rP(t,8).

Or P décroit par rapport au temps donc %—f(t,f) < 0. De plus, on sait que © — P(t,z)
est convexe donc on a:
M2K? 9°P o (£)2€2 92 P oP
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Pour ¢ suffisamment proche de T', on a % < s(t) et nous pouvons appliquer la Proposition
6.4 pour affirmer qu’il existe une constante C' > 0 indépendante de t, telle que sur

|s(t),s¢(t)[, on a:

VICTP 00 = (- o+ rpire) - S0
in(rLy)
> rK —ds.(t) — Clr = OK
In(75)
rK — ds.(t)
2 5

En effet, si r > 0, rK — 0s¢(t) tend vers (r — ¢) K > 0 donc pour ¢ proche de T on a

Ol — 8K /[ In(— ) < (7K~ 65°(1) 2

Par conséquent, on obtient

s°() o 52p rkK — 55
/5@) /S(t)@(t,f)df > / / TR0l g

’I“K 0se(t) , . 9
> W(S () = s(2))"

Ainsi, on a prouvé que 'on avait:

2MPK2(P(t,5:(t)) — (K — s¢(t)))

(se(t) — s(1)* < rK — 8s,(t)
AM2K20(rK — 65,(t))
- TK - 6Se(t)

Pour t suffisamment proche de T', on a donc le résultat suivant:

se(t) — s(t) < 2MKVH. O
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Le Théoreme 6.1 associé au Théoreme 6.2, a pour conséquence directe le principal résultat

de cette section, le Théoreme 6.3.

Théoreme 6.3 Supposons que o ne dépende pas du temps et vérifie les hypothéses Hy

et Hy, on a alors

s(t) 1 si d<retO<r,

lim

K —
=T J(K)K\/(T — 1) In(5) V2 s 0<b=r

7 Le cas d’un pay-off régulier pres de la frontiere

libre

Dans cette section, nous considérons une option américaine dont la fonction de pay-
off, notée f, est réguliere au voisinage de la frontiere libre.

D’autre part nous étendons légerement notre modele en supposant que le processus de
prix de I'actif sous-jacent (S7) (., est la solution de I'équation différentielle stochastique

suivante:

dSy = Sy(b(SF)dt + o(SF)dWy)
avec = € [0, 4 oo].

T
0o =7

ou b: [0, + oc[— R est une fonction bornée, admettant des dérivées premieres bornées.

Grace a la régularité de la fonction de pay-off, on obtient un développement limité de la
fonction de valeur de I'option américaine associée Py au voisinage de la maturité dans le
Théoreme 7.1. Nous définissons alors un prix critique s¢(¢) pour cette option. En utilisant
le Théoreme 7.1, nous prouvons que le prix critique admet une limite s;(7") lorsque ¢ tend
vers T tout en donnant un équivalent de s;(7') — s;(t) dans la section 7.2 (cf. Théoréme
7.2). Le Théoreme 7.2, nous permettra d’en déduire facilement le comportement du prix

critique d’une option de vente dans le cas r < ¢ (cf. Corollaire 5.2).
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7.1 Fonction de valeur d’une option américaine pres de sa ma-

turité

Le résultat suivant est une adaptation du Théoreme 1 de LAMBERTON D., VILLE-

NEUVE S. (2003).

Théoréme 7.1 Soit xy € R, n > 0 et h : [0,n] x R — R satisfaisant les conditions

sutvantes:

1. h est continue sur [0,n] x R et pour tout t € [0,n], la fonction © — h(t,x) est a

croissance polynomiale sur R.

2. h admet des dérivées continues ‘?9’;, ‘9—'; et ‘9 S au voisinage de (0,30) et la fonction

ah 6h o(x)?x? 0%h

est différentiable au voisinage de (0,z0).
Soit 0 € [0,7]. Pour y € R, on définit 2(0) = zqe?V?.

Pour 0 tendant vers 0, on a alors:

sup E[h(7,57D)] = h(0,2)

T€T0,6

+0 sup IE/ MhR(0,z( ))+\/_:1:a( (0)——

T€T0,1

oMh

5 (0.2(0) W, ds] + o(6?).

Remarque: Dans le cas d’une option de vente, on a h(t,z) = e (K — z)" et ‘9 5= = 0au

voisinage de (0,z¢). La seconde condition ne nécessite donc pas d’hypothese de régularité

supplémentaire sur o.
Démonstration du Théoréme 7.1:

Soit 6 € [0,n] et y € R. On introduit le mouvement Brownien suivant:

. W,
(Wt) 0<t<1 N <TZ>0§1§§1 .
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On remarque alors que:

sup E[h(7,57@)] = sup E[h(67,5;"))],

TETO,G T€7-011

ou 7~6,1 est Pensemble des temps d’arrét associés a la filtration de W et & valeurs dans

[0,1]. De plus, on a

dS()u = Sgu (9() (S()u) + 0 (S(;u) deu)

= Sy (eb (Spu) + V00 (Spu) qu) .

Dans la suite, nous identifierons W et W par abus de notations.

D’apres les hypotheses vérifiées par h, on sait qu’il existe 0 < ¢ < n tel que h €
CL2([0,e] X [xg — £,m0 + €]) et Mh soit différentiable sur [0,e] x [z¢ — £,7¢ + £].

On introduit le temps d’arrét suivant:

M:mf{uZO ‘SZQEQ)—.IU |> %}

Soit 7 € Ty et posons g = T A pp. On a alors

B [0(0m.557)] — E[0(0m0.550)] | = 1E[(n(67.55) = h(610,550)) Vpa<r)| |
< 2E| sup h(ﬁuasgf)ﬂﬂ{uesf}]
u€[0,1]

2,|E

IN

sup | h(Bu,S; ") ] P (g < 1).

u€l0,1]

Or la premiere condition portant sur h implique que

E| sup | h(6u,55") |

u€[0,1]

< 400,
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uniformément par rapport a 6 et xy si celui-ci est a valeur dans un compact. De plus

I'inégalité de Markov et le lemme 2.1 nous permettent de montrer que

VneN, P(uy<1)=o(").

On a donc
E [h(er,sgfm)] _E [h(em,saj ))} +o(6") WneN.
Nous pouvons alors appliquer la formule d’Ité au processus (h(ﬁu,Sﬁa))) entre 0
0<u<1
et 7. On obtient
7o
[h(am,s;j))} = h(0,2(0)) + OF [/ Mh(0u, S5 du] .
0
Or Mh est différentiable sur [0,£] X [xg — £,29 + €], donc on a
E [h(em,sgﬁj))] = h(0,z(0)) + 0E [/ Mh(0,2(6)) du }
OMh
R [ /U — () 25 0.0(0)) du}
R [ / 8M” 0.2(0)) du]
OR(H),

avec

T
R(0) :EU | 52@) —x(o),aun}z(sgf’) —x(@),@u) du] o lim R(z,t) = 0.
0

(z,t)—0

Il est facile de voir que

E Uﬂ Gu%(o,x(ﬁ)) du] _ o(V),
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uniformément par rapport a 7. Montrons qu'il en est de méme pour R(6). On sait que

u

pour tout € R, on a | e — 1 |< @em, donc si 'on pose Xg(a) =In <S§£0)), on a

(R(O)] < z(h)E

o X‘T(e) -
/ |||#6X956),9u|| 'R (Sgy) - x(@),Hu) | du] .
0

Ou o <S$(G)>2 Ou
XG0 = [ sy - S5 s [ o (s
0 0

IN

(¥l + 2000+ VB | [0 (557) aw|.
0

.. z(6) , . , N . .
Ainsi, comme E {SUPue[o,u el Xou ‘] est borné uniformément par rapport a 6, il existe une

constante C' > 0 indépendante de ¢ et de z( telle que:
1 U
|R(O)| = %J@/ E {|/ o (s;if‘”) dw, | eXa”l | R(s;;ﬁ") —x(@),@u) } du + o(\/0)
0 0

< Cxox/é/ol \/IE [| /Oua<5’§59)> dW, R (s;iﬁ” _x(ﬁ),9u> |] du + o(V/0)
o(V),

car grace au Théoreme de convergence dominée, l'intégrale de la derniere inégalité tend
vers 0 lorsque  tend vers 0.

[’étape suivante consiste a montrer que:

E [/0 (52— 2(0)) du} — VO2(0)o(2(0))E [/Omx(ﬁ)a(x(ﬁ))wu du} +o(VB).

Avec la notation précédente, on a

E [/09 (S;EH) . a;(e)) du] = 2()E [/06 (eX;iE” _ 1) du} .
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Or on a

To 1 /1 2 .
|]E[ / (eXeu 1—X;§E(’>) du] <3 / E{(X;;E")) eXeqie)} du
0 0

On a donc montré que

E [ /0 ’ (S5 - 2(0)) du} = [ / x20 du] + o(V/0)

De plus, on a

|]EU/ deu}—]EUU o Wdu}|§
E[/O |/0 as;if” )dW|du],

et 'inégalité de Biirholder-Davis-Gundy nous donne alors

E [/09 /U (o (537 ~ o(a(0)) v, du}
< /OI]E (/0 (o (552) = otao))’ dvﬂ

< o(1).

Finalement, on a prouvé que:

]E[h(ﬁrg,S (”)} = h(0,5(0)) + OE [/ Mh(0,2(0 ))du]

07y

+9%x(9)a(x(9))aMh [/ Wdu]Jro (62).
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En utilisant le fait que P 1y < 1) = 0(02), on conclut que

E [h(am,sz(‘”)} = h(0,2(0))

07g

OMh

=~ (0.2(0)W, du| + 0(0%).

+0E [/ Mh(0,2(0)) + Voz(0)o(x())
0
Comme le terme 0(02) est controlé indépendamment de 7, on obtient le résultat. ¢

7.2 Comportement du prix critique pres de I’échéance

Soit f : [0, + oc[— [0, + oo satisfaisant les hypotheses suivantes:

— f est continue sur [0, + oo[ et f(0) > 0.

~ Tl existe K > 0 tel que f soit de classe C? sur [0,K].

— f est a croissance polynomiale et il existe a > 0 telle que, au sens des distributions,

ona—a< f".
f(S;) sera le pay-off & la date ¢ de notre option. Si I'on pose f(z) = (K —x)*, on revient
a une option de vente et il est facile de voir que f satisfait ces hypotheses.
Nous rappelons la définition de la fonction de valeur d'une option américaine de fonction
de pay-off f et de maturité T. Pour (¢,z) € [0,T] x [0, + oc[, on a:
Pyt) = sup Ele~™ (57)]

T€T0, Tt

On définit maintenant le prix critique dans ce contexte par:
s¢(t) =inf{z € [0,K[: Ps(t,x) > f(x)},

avec la convention inf () = —oo.

Finalement, on pose so = inf{z € [0,K[: MHh(0,z) > 0}, ou h(t,z) = e " f(x) et 'on
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suppose que les hypotheses suivantes sont vérifiées:
H, : sy < K.
Hs : Mh est différentiable au voisinage de (0,s0) et %(0,50) > 0.

Remarque: Pour (t,z) € [0,7] x [0,K], on a

Mh(t.z) = ¢ <—rf(:v) +ab(a) () + ) f"(a:)) .

L’hypothese H, implique un changement de signe de Mh dans une région ou h est
réguliere. Nous verrons que I’hypothese Hj est cruciale pour obtenir le lemme 7.2.

Commencons par rappeler le lemme 1 de LAMBERTON D.; VILLENEUVE S. (2003) qui
nous permettra de relier le développement limité de la fonction de valeur a celui du prix
critique. En effet, en développant P le long d’une parabole grace au Théoreme 7.1, nous
nous ramenerons a l’étude d’un probleme d’arrét optimal indépendant du temps dont la

fontiere libre associée est donnée par le résultat suivant.

Lemme 7.1 Pour y € R, on pose

b(y) = sup E / "+ W) ds.

7€T0,1

I existe y* €] — 1,0[ tel que:

Vy <y, ¢(y) =0 et VYy>y", é(y) > 0.

La premieére conséquence de ce lemme appliqué avec le Théoreme 7.1 est le résultat

suivant:

Lemme 7.2 Pourt € [0,T[, on a s¢(t) < so. De plus,

lim inf
t—T O'(T,S[])S[] T—t



64 Priz critique pres de [’échéance d’une option américaine

Démonstration du lemme 7.2: Soient t € [0,T], y > o(T,s0)y* et 0 =T —t.

En appliquant le Théoreme 7.1 avec h(t,z) = e " f(x) et xg = s¢, on a:

Pf(t,soey\/a) = f(soey‘/a)
OMh

+6 sup IE[/ Mh(0,50¢"?) + VBsee"Y 5 (59e¥V?) (0,50¢"Y?)W, ds] + 0(6?
0

T€T0,1

).

Il est alors facile de voir que

oMh Y
833 (O’SU)¢(

Pf(t,soey‘/g) = f(soey‘/g) + G%SUGTTU(SU)
Ainsi, pour y > o(sg)y* et 6 suffisamment petit, 'hypothése Hs implique:
Pf(t,sgey‘/é) > f(sgey‘/g) et donc  spe?V? > sr(t).

En développant alors I'exponentielle, on obtient

liminfLsf(t) > Y

050 o(s0)soV/0 — o(s0)

Finalement, en faisant tendre y vers o(sg)y*, on a:

lim infLSf(t) > —y*.
050 5 (sq)s0V0

En particulier, pour tout ¢ € [0,T], on a sy > sy(t) car sy est croissant. ¢

Remarque: Le Théoreme 7.1 et le lemme 7.2 peuvent étre adaptés au cas d’une volati-

lité dépendant du temps au moins %—hé’)ldérienne par rapport au temps. Cependant, la

décroissance par rapport au temps de la fonction de valeur Py se révele essentielle pour

les deux lemmes suivants.

En effet, il nous reste a prouver que limsup,_,, (so — s7(t)) /o(s0)sov/T —t est ma-
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jorée par —y*. Or nous nous appuierons sur les deux résultats suivants.

Lemme 7.3 Pourt € [0,T] et x €]ss(t),s0], on a:
0 ,
Pe(tx) — f(z) >0 et —(t,x) — f'(z) > 0.

Démonstration du lemme 7.3: Soient 0 < ¢t < T et

oP

zo = inf{z €]s;(t),K[: Pr(t,x) — f(x) =0 ou -

(t.z) — f'(x) < 0}.

Par I’absurde, supposons que zy < sg. On sait que P; est décroissant par rapport au

temps, donc 'inéquation variationnelle vérifiée par P; entraine que, sur I'ouvert |s;(¢),so],

a;;f (tx) — f'(z) > W[rPf(t,x) — b(l‘)x%(t,x) _ dth)Qfou(x)]
= ﬁ |:—Mh(0,$) + T(Pf(t,x) — f(x)) — b(x)fr%(t,x)

2 RO il N
o (Mb0) - 0@ 1))

La propriété de ”smooth fit”, nous donne alors

PP )
w0 = M) =

lim
IZ>Sf(t

Mh(0,54(t)) > 0.

En effet, par définition de so, Mh(0,z) < 0 sur [0,sq]. Ainsi, on montre que ss(t) < .
On a alors Py(t,zo) — f(zo) > 0 car x — Py(t,x) — f(x) est strictement croissante sur
[sf(t),zo]. Cela implique donc que %(t,xo) — f'(z0) = 0. L'inéquation variationnelle
entraine alors que

0°P; — f 2

S (tao) > — Mh(0,20) > 0,

o(x0)?x}
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car on a supposé que x, < sg. Il existe donc h > 0 tel que pour tout z €]zg — h,zo[, on a:

SL(t2) = /() < 0.

C’est absurde, donc on a bien xg > sq. ¢

Proposition 7.1 Sous les hypothéses Hy et Hs, on a

}LI% s¢(t) = so.

Démonstration de la Proposition 7.1: D’apres le lemme 7.2, nous n’avons qu’a démontrer
que so < liminf, 7 s(t).

Or sy est croissant donc admet une limite lorsque ¢ tend vers T'. Par I'absurde, nous
supposons que s > lim;_,7 s¢(¢). On introduit alors z1 €] lim;_,7 s¢(¢),50[. Comme s est
croissant et z; > lim,_,p s¢(t), il existe € > 0 tel que pour tout ¢t €|T —&,T, s;(t) < x;.
Or on sait, d’apres le lemme 7.3, que 'on a Py(t,2) > f(x) sur ouvert |7 —e,T[X]xz1,s0],

donc l'inéquation variationnelle nous donne:

—rPy(t,x) + b(x)x?(t,x) +
T

sur Pouvert |T — &,T[x]x1,50[. En faisant tendre ¢ vers T, on obtient ainsi l'inégalité

suivante:
o(z)*x?

—rf(z) +bz)ef (z) + —5—f"(2) > 0.

D’autre part, sur |zq,50[, on a

(517)2332

0> Mh(0,2) = —rf(z) + b(a)zf' (z) + 2 1" (@),

ce qui est absurde.
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Théoreme 7.2 Sous les hypothéses Hy, Hy, Hy et Hs, on a

— t
lim —2 5 (1) = —y".
=T 500 (s0)V/T — t

Démonstration du Théoréeme 7.2:

D’apres le lemme 7.2, il ne nous reste qu’a prouver que: lim sup,_,r #ﬁ}% < —yt.

Soit 0 < ¢t < T et § = T — t. Par 'absurde, supposons qu'il existe z < o(sq)y* tel que
sp(t) < soezV?.

D’apres la Proposition 7.1, on a lim, 7 s(u) = so donc on peut définir le réel suivant:
0, = sup {u €00]:s4(T —u) = SOGU(So)y*\/E} '

On a0 <6 <6 et pour u €)6,,0], on a s¢(T — u) < 50”0 Vi Cela nous permet de

définir le domaine suivant:
D= {(u,x) €16,,0[x[0, + oof: s¢(T —u) <z < soe”(SO)y*‘/ﬂ} :
dont la frontiere parabolique est
6D = {(u,x) €161,0[x[0, + oo = s5p(T — u) ou x = s5e” W V¥ oy 4 = 0} :
Enfin, nous introduisons la fonction suivante, définie sur [0,7] x R et de classe C? sur D:
Bluyr) = [(x - f)] ,

oll vy est une constante strictement positive que I'on précisera dans la suite.
Pour (u,x) € [0,T] x [0, 4+ oc[, on pose V(u,x) = Pf(T —u,x). L'idée de la démonstration

est alors d’appliquer le principe du maximum présenté dans la partie I sur le domaine D
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a la fonction V — f — 8 avec Uopérateur £ ot £ est défini par

~ oV o(x)?z? 0*V oV
LV (u,x) = o < ( 2) Frea xzb(z )% — rV)

Grace a ce principe du maximum, nous allons démontrer que V — f — 3 <0 sur D. On
commence par montrer que V — f — 3 <0 sur 6,D.

On remarque en premier lieu que
[V — f = 3](0,x) = =3(0,2) <0 pour tout z € [0, + oo].
On note ensuite que, pour #; < u < 6, on a
(V= f = 8) (us54(T —u)) = =B (u,57(T —u)) <0.
De plus, la démonstration du lemme 7.2, nous permet d’affirmer que
(V — ) (u,s0e7 G0V V) = ¢ (u%>

car ¢(c(sg)y*) = 0. On obtient alors I'inégalité suivante:

V—-rfr-5 (U so€’ Wﬂ) < o <u%> -8 (u,SOQU(SO)y*\/ﬂ>
< s (ea(swy*ﬂ _ ez\/ﬂ>3 np (u§>
< —ysy(a(so)y” — 2)*u +o <u3’>
< 0 pour f suffisamment petit.

On amontré que V—f—/5 <0 sur §,D. Il nous reste a vérifier que LIV—f—B](u,x) <0

sur D.
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Remarquons que pour z < soe?(0¥" V¥ ot p > 0, on a

[(:1: — soez‘/a> +]P < sh (o(s0)y" — 2)Pus + o (zﬁ) :

Ainsi, comme [ est croissante par rapport au temps, on obtient, sur D:

—LB(u,x)

IN

30 (z)*z*ys0 (0(s0)y* — 2) Vu+ o (Vu)

< BM?ys3q (o(s0)y* — 2) Vu+ o (Vu).

D’autre part, le lemme 7.3 nous indique V > f sur D, donc I'inéquation variationnelle

vérifiée par Py nous donne
LV —f)=—Lf=Mn(0,z) surD.
Or, pour (u,z) € D, on a
so — syp(T —u) > s9— > s (1 - eg(s°)y*ﬁ> = —0(s0)y"s0vu + o(V/u),

donc il existe une constante C' > 0 telle que, pour # suffisamment petit et pour tout

(u,z) € D, on a

OMh

Mh(0,z) < Mh(0,s0) — (89 — 2) W(O,Sg) +o0(so— 1))
< —(s0-2) 222 0,50) + 0 (50 - )
< —C(so—x)
< Co(s0)y"sov/u+ o(Vu).
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Finalement, on a montré que pour (u,z) € D, on a

LV —f—08)(uz) < (Co(so)y*so + 3M?2sj (o(s0)y* — 2)7) Vu + o(v/u).

On choisit alors v tel que

—Co(so)y*

0<~y< ,
i 3M?s2 (a(so)y* — 2)

et I'on a E(V — f—0B) < 0sur D. Le principe du maximum, nous permet alors d’en
déduire que V — f — 3 < 0 sur D. Cependant, c’est impossible car pour #; < u < 6 et

sp(Tu) < 7 < spe*V¥, cela impliquerait que
0> (V—f-08)(uzx)=P(T —ux)— f(x) > 0.
En conclusion, on a prouvé que
se(t) > soeYT=t pour tout z < o(sg)y” et ¢ suffisamment proche de T.

En développant ’exponentielle et en faisant tendre ¢ vers 7', on obtient I'inégalité suivante
pour tout z < o(sg)y*:

— ss(t
lim sup S0~ 54(1) <

t—T sov0

On acheve la démonstration en faisant tendre z vers o(so)y*. ¢

—Zz.

Corollaire 7.1 Dans le cas d’une option de vente, sib(x) =r—4§,0 < r < § et o vérifie

les hypotheéses Hy et Hy, on a

I rK — ds(t) .
1m = — .
ST o(rKp)yr KT — & ©
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Démonstration du Corollaire 7.1: Supposons que f(z) = (K —x)*, b(z) = r — 4§ et

0 <r <. Il est facile de vérifier que

so=rK/ <K et %(0,30) =4§>0.
T

Par conséquent, le Théoreme 7.2, nous donne:

lim rK — 0s(t) _
ST o(rKS)yrKVT —t

_y*_ <>

Généralement, les fonctions de pay-off utilisées en finance ne sont pas des fonctions de
classe C?, certaines sont méme discontinues. Cependant, elles ne présentent qu’un nombre
fini de points d’irrégularité et, selon les parametres, I’équation Mh(0,x) = 0 peut avoir
une solution plus petite que le premier point d’irrégularité. Cette solution, lorsqu’elle
existe est alors la limite du prix critique et la vitesse de convergence est parabolique.
Si elle n’existe pas, nous avons démontré, dans le cas particulier d’'une option de vente,
que la limite est le plus petit point de discontinuité de la dérivée premiere de la fonction
de pay-off et qu'un facteur logarithmique supplémentaire apparait dans la vitesse de
convergence. Nous ne sommes pas capables de déterminer si ce facteur apparait des que
la fonction de pay-off est continue mais non différentiable et le cas de fonctions pay-off

discontinues, comme celles des options barrieres, reste a etre étudié.

8 Modeéles a volatilité locale

Dans cette section, nous supposons que o est une fonction de [0,7] x [0, + oo] &
valeurs dans R qui satisfait les hypotheses Hy, Hy et H3. Nous rappelons également que
la fonction de valeur P dépend de la volatilité o et nous noterons P? la fonction de valeur

et s le prix critique associé.
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Nous donnons maintenant la démonstration des Théoremes 5.1 et 5.2.

Pour prouver les Théoremes 5.1 et 5.2, nous ne pouvons pas procéder comme dans
la section précédente car rien ne nous assure la décroissance de la fonction de valeur par
rapport au temps. Heureusement le pay-off d’une option de vente est convexe et nous
disposons d’un autre outil: la croissance de P? par rapport a o (cf. EL KARoUl N.,
JEANBLANC-PIQUE M., SHREVE S. (1998)).

Démonstration du Théoreme 5.1: Soit € > 0. D’apres ’hypothese Hs, o est uniformément

continue par rapport au temps, donc il existe n > 0 tel que,
V(t,x) € [T —n,T] x [0, + o0], o(T,x) —e<o(tx)<o(Tx)+e.

Pour z € [0, + oof, on pose 0™(z) = o(T,x) — ¢ et M (x) = o(T,x) + €.
D’apres EL. KAROUI N., JEANBLANC-PIQUE M., SHREVE S. (1998), nous savons que

P? croit avec la volatilité donc on a

puis on obtient

Pour ¢t € [T — n,T], on a donc 'encadrement suivant:

K — 5% (t) - K — s7(t) - K — 5% (1) |
K\J(T=0In(z5)  K\/(T =75 KT - 1))
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Or le Théoreme 6.3, nous permet d’affirmer qu’il existe un nombre C' > 0 égal a 1 si

6T < retégal A /2510 <6 =rtel que

K — s K — s
lim = 1) =Co"(K) et lim = () = CoM(K)
=T K\/(T—t) In(-) =T K\/(T—t) In(+L)
On obtient alors
Co"(K) < liminf () < limsup () < CoM(K)
i a(K)K\/(T —f)In(z5) T K\/ — 1) In()

Finalement, en faisant tendre € vers 0, on a le résultat suivant:

K —5°(t) 1 siod<ret0<r,
lim =

ST o(TK)K /(T = 1) In(7) V2 s 0<d=r

Démonstration du Théoreme 5.2: Nous pouvons reprendre les arguments de la démons-

tration précédente car quelque soit la volatilité o, si r < §, on a limy_,7 s7(t) = rK /0. ¢
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Troisieme partie
Frontiere libre pres de I’échéance

d’un plan de retraite

9 Introduction

Dans cette partie, nous examinons un probleme différent, tiré de I’étude de la valeur
financiere d’un plan de retraite. On considere toujours un probleme d’arrét optimal mais
celui-ci fait apparaitre un terme supplémentaire dans I'inéquation variationnelle associée.
De plus, on considere des fonctions de pay-off dépendantes du temps. Nous montrerons
que les résultats de la partie précédente restent tout de méme valides.

Pour certains plans de retraite, Shen et Sherris (cf. SHERRIS M. (1993), SHERRIS
M. (1995) et SHERRIS M., SHEN W. (1999)) ont développé un modele pour calculer la
valeur financiere du capital touché au moment du départ a la retraite. Ils considerent un
plan de retraite incluant 'option d’une retraite anticipée et distribuant un capital basé
sur le salaire du souscripteur a l'instant de son départ. Si 'on note S; le salaire d’'un
membre de ce fond de pension a l'instant ¢, alors le montant que recevra ce membre au
moment de son départ a la date ¢, sera 1 (¢,S;). En supposant que S est un processus
de Markov, solution d’une équation différentielle stochastique, Shen et Sherris ont réussi
a caractériser la valeur fianciere de ce contrat comme la solution d’une inéquation va-
riationnelle. Friedman and Shen (cf. FRIEDMAN A., SHEN W. (2002)) ont alors étudié
I’existence et 'unicité de la solution de cette inéquation variationnelle et se sont notam-
ment intéressés a la forme de la frontiere libre associée a cette inéquation. Plus parti-
culierement, ils ont donné son comportement pres de I’échéance du contrat. Ils ont trouvé

que la frontiere libre tendait vers une limite avec une vitesse parabolique ou linéaire se-
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lon les parameétres (cf. Théoremes 7.1, 7.2 et 8.1 de FRIEDMAN A., SHEN W. (2002)).
Cependant, la valeur financiere de ce contrat peut également étre caractérisée comme la
solution d’un probléeme de temps d’arrét optimal similaire au probleme de valorisation
d’une option américaine.

Dans cette partie, nous démontrons que la frontiere libre a le méme comportement
au voisinage de I’échéance du contrat que celle d’une option américaine. Si la limite de la
frontiere est un point de régularité de 1) alors la vitesse de convergence sera parabolique
sinon un facteur logarithmique apparait et cela contredit les Théoremes 7.2 et 8.1 de
FRIEDMAN A., SHEN W. (2002). Cette partie est une version détaillée d'un article a

paraitre dans Finance and Stochastics (cf. CHEVALIER E. (2005)).

Pour clarifier notre probleme, nous commencgons par rappeler le cadre de travail
de Friedman et Shen (cf. FRIEDMAN A., SHEN W. (2002)). Pour € R", nous sup-
posons que le processus de salaire (S7)o<;<7 est la solution de I’équation différentielle

stochastique suivante:

Sz = S7(b(SF)dt + o(SF)dW,)

T __
S§ =,

ot (W;)o<i<r est un mouvement Brownien standard sur R de filtration associée F. b et
o sont des fonctions Lipschitziennes de Rt et & valeurs dans R. Nous supposerons aussi

que b est strictement positif, borné et qu’il existe 0 < m < M telles que:

Vi € [0,+oc], m<|ox)|< M.

Soit ¢ : [0,T] x [0, + oc[— [0, 4+ oo, la fonction représentant le capital versé & un

membre du fond de pension au moment de son départ a la retraite. Contrairement aux
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fonctions de pay-off d’options américaines étudiées dans la partie précédente, nous sup-
posons donc que ¢ dépend du temps. De plus, par hypothese, ¢(¢,-) est proportionnelle
au salaire a la date ¢ et garantit un minimum. Nous poserons donc ¢ (t,z) = g(t) f(x) sur
[0,7] x [0, 4+ o0, ou f(z) = max(Ap,ax) avec a,Ay > 0 et ol g est une fonction continue
de [0,T] dans [0, + oo[. Enfin, nous supposons que ¢ est strictement positive et de classe
C* au voisinage de I’échéance du contrat.

Introduisons maintenant une fonction B strictement croissante, de classe C> et a
croissance polynomiale sur RT. On suppose que B est a valeurs dans R* et que B(0) = 0.
B est un terme qui représente ce que cotte au fond de pension la perte de I'un de ses
membres pour des raisons autres que son départ a la retraite.

Nous sommes alors capables de définir la valeur financiere V' de ce contrat comme le
montant des provisions nécessaires au fond de pension pour faire face a ses engagements.
Nous noterons p le taux d’intérét du marché que nous supposons constant et strictement

positif et nous avons alors:

V(t,x) = sup E {/ e P IB(S) ds + e P Y(1,S,) | S = :1:}
¢

TET,T

= sup E {/ e 7B(Sy)ds+e Tt + T,Sf)} :
0

T€To,T—¢

ou Ty 7 est 'ensemble des F-temps d’arrét a valeurs dans [t,T].
Rappelons maintenant I'inéquation variationnelle satisfaite par V' (cf. FRIEDMAN A.,
SHEN W. (2002), SHERRIS M. (1995) et SHERRIS M., SHEN W. (1999)). On pose:
oh oh  o(x)?z? 9*h

M= S5 +b(a)

xa_x + 2 Ox?
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D’apres le Théoreme 2.4 de FRIEDMAN A., SHEN W. (2002), il existe C' > 0 telle que
V(t,x) < C(1+ ) sur [0,T[xR et, pour tout n > 0, il existe C,, > 0
2V

| 88? < Cy(1+a) sur {(t,2) € [0,T[xR: (z —2*)?+ (T —1)* >},

| oV L oV
or '~ ot
ou z* = Ag/a. De plus, V est solution, au sens des distributions, de l'inéquation varia-

tionnelle suivante:

MV +B<0, <V, (MV+B)(V—-4¢)=0 p.p.
V(z,T) =¢(x,T) sur [0,+ ool

La frontiere libre de cette inéquation est alors définie comme la frontiere de I’ensemble
{V >} dans {0 <t < T}. Nous la notons I'. Comme il existe a > 0 telle que Vz € R",
—a < f"(x) et que B > 0, la propriété dite de "smooth fit” est vérifiée (cf. Corollaire
2.2 de LAMBERTON D. (2002)):

o, o
%(t,x) = 2

En reprenant les arguments de Friedman et Shen (cf. FRIEDMAN A., SHEN W. (2002)),
nous sommes alors capables de décrire I'. On distingue trois cas:

cas 1 : 0 < Ao(pg(T) — ¢'(T)) < B(z*).

Pour les deux derniers cas, nous supposerons, comme Friedman et Shen, que b(x) =b > 0
sur R*.

cas 2 : Ao((p — b)g(T) — g'(T)) < B(x") < Ao(pg(T) — ¢'(T)).

cas 3 = B(x*) < Ao((p = 0)g(T) — ¢'(T)).

On remarque que si Ag(pg(T) — ¢'(T')) < 0, alors il existe 0 < ¢; < T tel que V' > 1 sur

[t1,T[xR* donc il n’existe pas de frontiere libre lorsque 1’on se rapproche de I’échéance.
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En effet, pour t € [0,T], on a

Kt (t.2) + B(o) = Aog'(t) — pAog(t) + B(z) sur [0,z
az (g'(t) + (b(x) — p)g(t)) + B(x) sur Jz*, + oc],

Ainsi pour # tendant vers 7', on a

Mu(t,z) + B(z) = Ao(g'(T) = pg(T)) + B(x) + o(1) > 0 sur [0,2]
az (¢/(T) + (b(x) — p)g(T)) + B(x) + o(1) > 0 sur Jz*, + oo,

avec des o(1) indépendants de z. Or, d’apres I'inéquation variationnelle, MV +B <0
donc pour tout z € R, on a V(t,x) # 1(t,x) sur un voisinage de T.

Dans les trois autres cas, nous savons (cf. FRIEDMAN A., SHEN W. (2002)) qu'il existe
0 <ty <T tel que

Fn{z <z} ={(ts(t)) to <t <T},

ou s(t) = inf{x < x* : V(t,z) > 1(t,x)}. En reprenant la preuve du Corollaire 4.2 de

FRIEDMAN A., SHEN W. (2002), nous pouvons démontrer que

—(t,x) > —(t,x) sur [0,T[x[0,x]

Par conséquent, pour ¢ € [0,7], on a

V(t,w) > p(tx) sis(t) <z <z® et V(tx)=1¢(tx)si0<z<s(t).

Dans le cas 3, la frontiere libre possede une seconde composante qui n’existe pas dans

les deux autres cas (cf. FRIEDMAN A., SHEN W. (2002)). Il existe 0 < t; < T tel que

PAfz>a*y = {(t5(t) 6 <t < T}
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ou 5(t) = inf{x > z* : V(t,z) = ¢(t,x)}. Or le lemme 6.1 de FRIEDMAN A., SHEN W.

(2002) nous permet d’affirmer que

aa—‘;(t,x) < g—f(t,x) sur  [0,7[x[z", + o]

Pour ¢ € [0,T], on a donc

Vt,e) =(tx) sis(t) <z et V(tx) > P(tx) siz™ <z < §(1).

Friedman et Shen ont démontré dans FRIEDMAN A., SHEN W. (2002) que

xo dans le cas 1
lim s(t) =
=T x* dans les cas 2 et 3,

out 2o = inf{z € [0,2*) : My)(T,x) + B(z) = 0}. Il est facile de voir que z, existe dans le
cas 1, car

MY(Tz*) + B(z*) >0 et My(T,0) + B(0) < 0.

D’autre part, ils ont établi que, dans le cas 3, on a:

lim §(t) = x*.
t—T
Basés sur le principe du maximum présenté dans la section 2.1, ces résultats restent vrais
avec des coefficients non constants.
Dans cette partie, nous examinons les comportements de s et le cas échéant de § au

voisinage de T'. Cependant, nous n’utiliserons pas les méthodes de Friedman et Shen.

Celles-ci consistent a transformer I'inéquation variationnelle en une équation intégrale
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portant sur (V.,s) ou (V,§). Dans la section 10, on étudie le cas 1 et on montre que

i xo — s(t)
lim
t=T xoo(xg)V/T — t

= —C ou C est une constante numérique

La démonstration est basée sur la régularité de 1) au voisinage de (T,zy). En effet, cette
régularité nous permet d’obtenir un développement limité de V' au voisinage de (T,z¢)
et d’en déduire un développement de s au voisinage de T'. Cela correspond a la méthode
utilisée dans la partie précédente (cf. section 7) pour avoir un développement du prix
critique d’une option américaine mais présente des difficultés supplémentaires: le fait
que 1) dépende du temps et la présence de B dans I'inéquation variationnelle. Comme
Friedman et Shen, nous obtenons un comportement parabolique mais nous donnons un
autre moyen de calculer la constante C' (cf. Théoreme 10.2).

La section 11 est consacrée a I’étude du cas 2. Nous commencons par comparer s et
le prix critique européen d’une option de vente de prix d’exercice x*. Nous démontrons
qu’ils sont suffisamment proches au voisinage de T' pour avoir le méme comportement et
cela implique donc que la vitesse de convergence de s n’est pas parabolique mais qu’il y
a un facteur logarithmique supplémentaire (cf. Théoreme 11.1).

Finalement, dans la section 12, nous déduisons du cas 2, la vitesse de convergence

de s dans le cas 3. Celle-ci est encore proportionnelle & \/(T —t)In(75) et non & T — ¢
comme l'affirme le Théoreme 7.2 de FRIEDMAN A., SHEN W. (2002) (cf. Théoreme
12.1). Pour traiter le comportement de §, nous adaptons la méthode de LAMBERTON

D., VILLENEUVE S. (2003) pour étudier la vitesse de convergence du prix critique

américain. Encore une fois, nous trouvons que §(¢) converge a la vitesse \/(T —t) In(75)

(cf. Théoreme 12.2).
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10 Le cas régulier: cas 1

Dans cette section, nous supposons que I’hypothese du cas 1 est vérifiée, il est alors
facile de voir que cela équivaut a 0 < zy < x*. Dans la section 10.1, nous donnons un
développement limité de la fonction V' au voisinage de tout point de régularité de v (cf.
Théoreme 10.1). En appliquant ensuite le Théoreme 10.1 au point (T,z), on trouve un

équivalent de xy — s(¢) dans la section 10.2 (cf. Théoreme 10.2).

10.1 Développement de la fonction de valeur

Le résultat suivant est une extension du Théoreme 7.1.
Théoréme 10.1 Soit (t1,71) € [0,+00[xR, n >0, B:R—=Reth:[t1,t;+n] xR =R
satisfaisant:

1. h est continue sur [t1,t; +n] X R et pour tout t € [ty,t; + nl, la fonction x — h(t,x)

est a croissance polynomiale.

2. h admet des dérivées continues %, g—;‘ et % au voisinage de (t1,x1). De plus, si
l’on pose
oh o(x)*x? 0%h oh

la fonction Mh est différentiable au voisinage de (t1,21).
3. B est une fonction de classe C*° sur R
Posons Mh(t.x) = Mh(t,x)+ B(z). Il existe R > 0 tel que pour tout = € [z — R,y + R

et 0 € [0,n] tendant vers 0, on a:

sup | / e M B(ST) du+ e h(ty + 7,5%)] = h(t1,7)
T€T0,0 0
T dMh 3
+6 sup IE[/ Mh(ty,x) + \/éxa(x)%(tl,x)ws ds] + 0(02),
7€T0,1 0
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uniformément par rapport a x.

Démonstration du Théoréme 10.1: Ce résultat se démontre en suivant la preuve du
Théoreme 7.1, les termes dépendants de B étant facilement controlables grace a la
régularité de B. {

Comme dans la section 7 de la partie II, nous introduisons la fonction suivante:

Vy €eR, é(y) = sup IE/ (y + W) ds.
0

T€T0,1

Le Théoreme 10.1 nous permet alors de donner un développement de V' au voisinage de

(T,x¢) dans le Corollaire suivant.

Corollaire 10.1 Pourt € [0,T] et y € R, nous avons:

~—
+
=}
—~
—~
!
|
~
N—r
[MIeH

V(taoeVT) = taee?”T ) + (T — t) 2200 (20) B'(20) b 2).
Démonstration du Corollaire 10.1:

Soit y € Ret 6 € (0,T]. On pose t; =T — 0, x1 = :L‘Oey‘/é pour # suffisamment petit,
1 vérifie les hypotheses du Théoréeme 10.1 au point (¢1,21). En appliquant ce Théoréme,

on en déduit que:

V(T — G,xgey‘/é) = (T — G,xoey‘/g)

+0 sup ]E[/ MU(T = 0,20e"Y?) + VOzoe? o (20e?™?) B (z9e??) W, ds] + 0(02).
0

7€70,1

En effet, il est facile de voir que, pour ¢ proche de T et 0 < z < z*, on a

OM)

Muy(tx) = Ao(g'(t) — pg(t)) + B(x) et (t.x) = B'(z).
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Nous avons alors

MG(T = 0,20e"V%) = M(T,z0) + moyVOB' (20) + o(V0)
OM)

xoey‘/ga(xgey‘/g)
T

(T — 0,20e"Y%) = zoo(z0)B'(z0) + o(1).
Comme M1)(T,z4) = 0 et B'(zg) > 0, on obtient finalement

V(T - G,xgey‘/g) = (T - G,xgey\/g)

+9%x00(x0)3’(g;0) sup E[/OT ( L Ws> ds] + 0(0%)

T7€T0,1 U(xo)

= w(T_e,xoey‘/g)+9%xga(xU)B'(:1:0)¢( Y )+0(9%)_ o

10.2 Développement de s au voisinage de I’échéance

Grace au lemme 7.1, nous sommes capables de relier le développement limité de V'
au voisinage de ’échéance a celui de s. La premiére conséquence du lemme 7.1 est le

résultat suivant:

Lemme 10.1 Pourt € [0,T], on a s(t) < xq et

lim inf
=T 0'(.%(])[170 T—1

Démonstration du lemme 10.1: Soit y > o(xo)y* et ¢t € [0,T] suffisamment proche de 7.

On a V(t,xee?VT=t) > (t,zpe?VT7), et cela entraine que

s(t) < woe?V T < .
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En développant 'exponentielle dans I'inégalité précédente, on obtient

lim inf zo — 5(t) > y

=T o(xg)woy/T —t — o(x)’

et finalement, pour y tendant vers o(xy)y*, on a:

lim inf ——0 5()
=T g(xg)roVT —t

> -y O

Nous allons maintenant démontrer que —y* est un majorant de lim sup,_, %ﬂ}%

Pour cela nous utilisons a la fois le développement limité de V' et I'inéquation variation-
nelle satisfaite par V. Cependant, nous devons controler les dérivées premieres de V' par

rapport au temps dans un voisinage de (T,z). Le lemme suivant nous fournit ce controle.

Lemme 10.2 Soit 0 <t <T etx € [0,20). On a

ov <8_w

B %) <

5 (t,z) + o(vVT —t), pourt tendant versT.

Démonstration du lemme 10.2:
Soit t € [0,T[,0 < h< T —tet 0 <z <o Comme on asupposé que ¢(t,x) = g(t)f(x),

on a

Vit +ha) = V(ta) < sup K / e P B(ST)ds + ¢ Pt + h+ 7,57)
0

T€T0, 7t
— sup IE[/ e 7B(Sy)ds +e "T(t +1,57)]
T€To,T—¢ 0

sup Ele " (glt + h+7) — g(t +7)) £(SE)].

T€To,T—¢

IN

Ainsi, d’apres le Théoreme de convergence dominée, on a, pour h tendant vers 0:

av —pT ! T
5 (br) < sup Ele™"g'(t +7)f(S7)].
T€To,T—¢
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En effet, ¢’ est bornée et pour 7 € Tor_t, E[f(S?)] < +o0.
On conclut la démonstration en appliquant le Théoreme 10.1 & la fonction h(t,z) =

g'(t) f(x). On obtient alors

sup Ele 77 g'(t +7)f(S7)] = ¢'(t) f(x) + O(T — 1),

TETo,T—t

pour t tendant vers T'. {

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat principal de cette section.

Théoréme 10.2 On a

_ xo — s(t)
lim
t=T oo (xo)V/T — t

*

= —y.

Démonstration du Théoréme 10.2:

D’apres le lemme 10.1, il ne nous reste qu’a démontrer que:

lim sup
-1 o(xg)roV/T —t

On pose V =V — 4. Soient y < o(z0)y* et 0 < t < T tel que s(t) < zqe?VT'. De
I'inéquation variationnelle et du lemme 10.2, on déduit alors que, au sens des distribu-

tions, sur louvert|s(t),zoe’V" [, on a:

o(x)%z? 0*V oV s A
> —My(T.z) + pV (t,z) + o(VT — 1)
> —M(T,z) + o(NT —t).

Or %(T,xo) > 0 et limy_,7 s(t) = xg, donc il existe C' > 0 indépendante de n telle que

pour n assez grand et x €]s(t),xqe?VT [, on a:

—~M(T.z) > Clzg— )
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Y

Cro(1 —e?vVT

> —CroyvT —t+o(VT —1t).

Ainsi, il existe donc C' > 0 telle que sur 'ouvert |s(t),z0e?V7~![, on a:

2b(x) @ .
o(z)’x 8x( ).

O*V -
@(tafﬁ) > —CroyVT — 1t —

Or %(t,x) > 0 sur [s(t),z0eYV7™!] donc I'inégalité précédente entraine que:

9*V oV =
—(t,x) > C1vVT —t — Co——(t,x) sur |s(t),ree’ [,
0z? oz
ot O = —Czoy, Co = 4]|b]|oe/m>x¢ si b(x) > 0 au voisinage de g et Cy = 0si b(z) <0
pres de zo. Soit © €]s(t),zoe?V T ~![. En intégrant cette inégalité entre s(t) et z, on obtient:
oV

) 2 OVT = e = sl1)) - GV (1.2).

Cependant, x — V(t,z) est croissante sur [s(t),z¢e¥V7 =], donc V(t,x) < V(t,z0e¥VT7Y)
et on obtient
oV

(1) > OWT =t = s(1)) = CoF (bage ™).

Finalement, on intégre encore une fois entre s(t) et x¢e¥VZ " pour avoir:

V(t,ﬂfoey\/T—t) > %\/T — t(soey\/T—t _ S(t))2 _ C«Q(xoey\/T—t _ s(t))‘_/(t,xoey‘/T_t).

On en déduit que
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Or on a choisi y < o(xg)y*, donc, d’apres le Corollaire 10.1, on a
V(tzoe?VT ) = o((T — t)2).

Ainsi, on a (zge?VTt —s(t))* = o(\/T — t) et en développant I’exponentielle, on obtient:

zo— 8(t) < —2oyVT —t +o(VT — t).

Finalement, pour ¢ tendant vers 7', on a

— 5(t
lim sup %o = 5(1) < - Y
-1 o(xg)rovV T —t o(zo)

et en faisant tendre y vers o(zg)y*, on a:

I.EO—S(t) < _y*. <>

lim sup
-1 o(xg)roVT —t

Remarque: Sous les hypotheses de FRIEDMAN A., SHEN W. (2002), nous retrouvons le

fait que si zg < z*, il existe C' > 0 telle que:

zo — s(t) 2 eyT =

Cependant, nous donnons une nouvelle facon de calculer la constante C'. En effet, d’apres
LAMBERTON D., VILLENEUVE S. (2003), —y* est 'unique racine dans ]0,1///2] de

'équation G(z) = 0 ou
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11 Développement de s dans le cas 2

Dans toute cette section nous supposerons que les deux conditions suivantes sont
satisfaites
1 Ao ((p = b)g(T) = ¢'(T)) < B(a*) < Ao(pg(T) — g(T))
On remarque que cela implique z* < x4 et que B(z*) < Ag(pg(T) — ¢'(T)) sur
10,2*[ car B est croissante.

2 Pour tout x € R*, b(z) =b > 0.

Nous introduisons la fonction P¢ de [0,7] x R a valeurs dans R*, telle que:
Pe(ta) = Ele "9 (a" - S5 )7].

Notons que P¢ est la fonction de valeur d’une option de vente européenne de prix d’exer-
cice z* et de maturité T. Nous savons que V¢ € [0,T[, x — P¢(t,z) est strictement
convexe (cf. EL KAROUI N., JEANBLANC-PIQUE M., SHREVE S. (1998) ou HOBSON
D. (1998)). Or P€ est également strictement décroissante et (P¢(¢,0) — z*)P¢(t,z*) < 0.
Ainsi, pour ¢t €]0,T[ I'équation P¢(t,z) = x* — x admet une unique solution dans |0,z*].
Notons s¢(t) cette solution appelée prix critique européen. D’apres le Théoreme 6.1, nous

connaissons précisément le comportement de s¢ au voisinage de T'. On a lim;_,7 s¢(t) = z

et

lim z* — s°(t)

=T a(x*):r*\/(T — 1) In()

En utilisant une estimation de V' — au point (¢,s°(¢)) pour ¢ proche de T (cf. section

= 1.

11.1), nous allons comparer s(t) et s¢(¢) au voisinage de la maturité et obtenir dans
la Proposition 11.3, le résultat suivant (s°(t) — s(¢))* < C/T —t. Dans le cas 2, nous
pouvons montrer que s¢ > s donc s¢ et s seront suffisamment proches pour avoir le méme

comportement au voisinage de 7T'.
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11.1 Estimation de [V — 9] (¢,5°(t)) au voisinage de 1’échéance

Nous commencerons cette section par évaluer [V — ] (¢,5¢(¢)) au voisinage de ’éché-
ance (cf. Proposition 11.1) puis, grace a la formule de la prime pour exercice anti-
cipé qui a été présentée dans la partie I, nous donnerons un développement limité de
[V — V¢ (t,s¢(t)) pour ¢ tendant vers T. Cela nous permettra de conclure par la Propo-

sition 11.2 qui donne une estimation de [V — ¢] (¢,5¢(¢)) au voisinage de 1’échéance.

Proposition 11.1 Sur [0,7] x R", on définit la fonction suivante:
T—t
Ve(tr) = E| / P B(S) du + e TD(T,S5_,)].
0
Pour t € [0,T[ tendant vers T, on a:
Ve(t,s®(t)) = ¥(t,s°(t)) + Aga(T — t) + o(T — t),

0U NOUS AGVONS POSE:
B(z*)
Ao

+9(T)(b—p) +4(T).

o=

Remarque: Dans le cas 2, on a a > 0 donc, on déduit de la Proposition 11.1 que l'on a
V(t,s¢(t)) > 1(t,s°(t)) pour ¢ suffisamment proche de T'. Ainsi, au voisinage de I’échéance,
s(t) < s°(t).

Démonstration de la Proposition 11.1:

Soient 6 €]0,7] et z > 0. On a:

f(z) = amax(z*,z) = a (z+ (z* — 2)*),
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donc nous pouvons relier les fonctions V¢ et P¢ par ’équation suivante:

V(T —0a) = E| / e M B(S3) du + ag(T)e (S5 + (a* — 55)*)]

0
= E[/ e " B(ST) du] + ag(T) (ve" " + P(T - 0,7)) .
0
Comme B est Lipschitzienne et © — SI continue, on a, pour  tendant vers 0:
0
| / e~ B(ST) du] = 0B (x) + o(6).
0
uniformément par rapport a z si x est dans un compact de R™ et cela entraine que
VT - 0,2) = 0B(2) + ag(T) (ve"=" + P*(T — 0,2)) + o(6),

uniformément par rapport & x si = est dans un compact. Soit ¢ € [0, suffisamment
proche de T'. On réécrit I’équation précédente avec § =T —t et x = s°(¢). Par définition

de s°, on obtient:

Ve(t,s(t)) = (T —t)B(s°(t)) +ag(T) [s°(t)e® T 4+ 3% — s°(t)] + o(T — t)
= (T=1)B(s"(t)) + 9(T) [as"(t) (b = p)(T — 1) + Ao} + o(T — 1)

= 9(T) Ao+ (T =) [B(s°(t)) + ag(T)s" () (b — p)] + o(T — 1).

De plus, g est une fonction de classe C* sur [0,7] donc ¢(T') = g(t)+(T—t)g' (T)+o(T 1),

et on a alors:

VE(t,s°(t) — (t,5°(2))
= V(t,5°(t) — g(t) Ao

= Ao(9(T) = 9(1)) + (T = ) [B(s"(1)) + ag(T)s" (1) (b — p)] + o(T — 1)
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= (T = 1)[Ag"(T) + B(s°(1)) + 9(T)as" () (b — p)] + o(T — 1)

= AT —t)+o(T—1). O

Nous rappelons maintenant une estimation de la différence entre options de vente

américaines et européennes.

Lemme 11.1 Pour t € [0,T[ et x € R*Y, la fonction de valeur de l'option de vente

américaine de prixz d’exercice x* et de maturité T est donnée par:

P(tx)= sup E[e " (z* — SI)*].

TETo,T—t

Pour t tendant vers T, on a alors:

P(t,x) — P.(t,x) < (T —t) (bx + pP.(t,x)) + o(T — t).

Démonstration du lemme 11.1: Ce résultat est une conséquence de la formule décrivant
la prime pour exercice anticipé (cf. Corollaire 3.1 de MYNENI R. (1992)). Pour le voir,
il suffit de reprendre la démonstration du Corollaire 3.1 dans ce cadre. ¢

Dans la Proposition suivante nous donnons une estimation de [V — 9] (¢,s°(¢)) au voisi-

nage de 1’échéance.

Proposition 11.2 Pourt € [0,T], on a

0 < V(t,s°(t)) — (t,s°(t)) < (T —t) +o(T —t).

01U NOUS AVONS POSE:

v = o (P40 (0 ) 4 0) 4407,
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Démonstration de la Proposition 11.2:

Soit (t,z) € [0,T7[xR*. On a

V(te) < sup IE[/UT e B(SY)du) + sup Ele " ag(t+ 1) (S?+ (z* — S5

TETO,T_t TETO,T—t

< sup IE[/ e P"B(SY) du]
0

TETo,T—t

+ a sup g(t+u)| sup Ele ”S?]+ sup Ele " (25— SH1)]|.
u€[0,T—t] TETo, Tt TETo, 7t

Or le processus (e‘thf) est une martingale donc pour tout 7 € 7y r_, on a:

0<t<T

Ele=7 5] = Elet=)Te7t757) < e(b_”)+(T_t)IE[e_bT S = gelt=) T (T=1),

On obtient alors

V(t,e) < sup E[[ e ”B(S?)dul4+a sup g(t+ u) (:ve(b_”)+(T_t) + P(t,x)) :
T€T0,7—t 0 u€[0,T—t]

D’autre part, on a vu que:
T—t
Ve(tx) = IE[/ e~ B(SZ) du] + ag(T) (ve*=PT=D 4 Pe(t.2)) .
0
Ainsi, on a:

Vi) — Ve(ta) < sup E[— / e B(sT) du] (3)

T€To, Tt

+a sup g(t+u) (me(b_p)+(T_t) + P(t,x)) —ag(T) (ze®=PT=0 + Pe(t,7)).
u€[0,7—t]
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Comme B est Lipschitzienne, il existe une constante C' > 0 indépendante de x et ¢ telle

que:

T-t T—t
sup ]E[—/ e ""B(S2)du] < sup ]E[—/ e " B(x) du]

TE%,T_t TE'F),T—t

+ sup E[/ e | B(ST) - B(a) | dul

T€T0, Tt

T—t
< sup E[—B(:E)/ e~ dul)
TET0, Tt T
+C(T —t) sup E[| SI—=z|]
u€e[0,7—t]

Pour t tendant vers T, on obtient alors:

sup IE[—/ B e "B(S;) du] < B(z) (T —t) + o(T —t).

T€T0, Tt

De plus, pour u € [0,T — t], on a

glt+u) < g(T)—(T—t—u)g'(T)+(T_Z_U)Q sup [9'(s)|
< o+ @@ + T w100,

donc pour t tendant vers 7', on a l'inégalité suivante:

E?(}ljg_t}g(t +u) < g(T)+ (T -t)g'(T)” + o(T — t).

Ainsi, en posant § =T — ¢, on obtient

a sup g(t+u) (:re(bfp)w + P(t,a:))
u€[0,0]

< a[g(T)+ 69 (T) +0(8)] [z +z(b—p)T0+ P(tx) + o(h)]

< ag(T) [z + aP(t,2)] + 0 [ag'(T) (x4 P(t.x)) + axg(T)(b— p)*] + o(6).
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Or on a
ag(T) [z " + P*(t.2)] = ag(T) [v + P*(t0)] + ag(T)a(b — p)0 + o(0),
donc on déduit de I'inégalité (3) que:

V(te) = Ve(tx) < 6 [B(x)’ +azg(T)(p—b)" +ag'(T) (x+ P(t,a:))]

+ag(T) [P(t,x) — P*(t,x)] + o(f).
Finalement, le lemme 11.1 entraine que:

V(tx)—=V(tx) < 60[B(x) +azg(T)(p—b)* +ag (T) (z+ P(t,))]

+ag(T)0 (bx + pP¢(t,x)) + o(6).
En particulier, pour x = s°(¢) et sachant que lim; ,7 s(¢) = x*, on obtient:

V(t,s°(t) = Ve(t,s°(t) < 0[B(s°(t))” +as*(t)g(T)(p— b)" + az"g'(T)"]

+ag(T)0 (bx™ + p(z* — s°(t))) + o(6)

< 0[B(z")” +ag(T)z*(p—b)* +az*g'(T)7]
+0ag(T)bz* + o(0)
< 0A, B(Z:)_ +¢(T)~ + g(T) max(b,p) | + o(6).

On conclut cette démonstration en utilisant la Proposition 11.1 qui nous permet alors

d’affirmer que

V(t,5°(t)) = ¢(t,s°(1)) < (T = 1) +o(T = ).
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oll NOUS avons poseé:

= o (0 4 1) (maxtv) +0- ) +4(7)7) 0

11.2 Développement de s au voisinage de la maturité

Pour relier ’estimation de V' —1) sur la frontiere europénne a une estimation de s, nous
utiliserons l'inéquation variationnelle satisfaite par V. Le lemme suivant nous fournit le

controle nécessaire de la dérivé premiere de V' par rapport au temps.

Lemme 11.2 Soit0<t<T etz € R". On a

oV o

E(t’x) < E(t’x) + 0(1)7

lorsque t tend vers T et uniformément par rapport a x si x est dans un compact.

Remarque: La démonstration de ce lemme n’utilise pas les hypotheses du cas 2, ce résultat
reste donc vrai quelque soient les parametres et nous ’appliquerons également dans la
section suivante, sous les hypotheses du cas 3.

Démonstration du lemme 11.2:

Soient t € [0,T[,0<h<T —tetxzeR". Ona

Vit +ha) = V(ta) < sup B / e P B(ST) ds + ¢ Pt + h+ 7,57)
0

T€T0, 7t

— sup IE[/ e B(Sy)ds + e "t + 1,57)]
0

T€T0, Tt

< sup Ele” (g(t+h+71)—g(t+7))f(S?)]

T€T0, Tt

Or, ¢' est bornée et pour tout 7 € Ty, E[f(S¥)] est borné uniformément par rapport

a7 et axsiaest dans un compact de R*, donc par le Théoréme de convergence dominée



11. Développement de s dans le cas 2 97

on obtient:
oV
——(tx) < sup Ele " g'(t+7)f(S])].
ot TETo, 7t

Comme f et ¢’ sont Lipschitziennes, on a alors

0 0
Wia) < Wita) 4B sup | e gt +u)f(S) — ¢ (O (@) |
ot ot u€[0,T—t]

< %_f(t,x) +o(1). ¢

Proposition 11.3 1l existe C > 0 tel que pour 0 < t < T suffisamment proche de T,

on a

0 <st)—s(t) < CVT —t.

Démonstration de la Proposition 11.3:

Soit t; € [0,T] tel que pour tout ¢ €]t,, T, s(t) < s(t).

Sur Pouvert {(¢,£) €]t;, T[xR" : s(t) < z < s°(t)}, 'inéquation variationnelle satisfaite
par V nous donne, au sens des distributions, 'inégalité suivante :

a(§)262°V
2 Or2

ov

16 = 2 (1) e (1) + oV (1.6) ~ BLE).

Sur {(t,£) €]t1,T[xR" : s(t) <z < s°(t)}, le lemme 11.2 nous permet alors d’affirmer

que pour t; tendant vers 7', on a:

MPEIV 104062 (e > -2t + oV (46) - BIE) + o)
> = 0(0) + pult) ~ B +o(1)
>

— A <B(€) +4'(t) — pg(t)> +0(1)



98 Frontiere libre pres de ’échéance d’un plan de retraite

Comme B, g et ¢’ sont continues, on obtient

o(£)*E2 0*V o)

Ot il e 2 —a (2D

Ao

LT - pgm) (1)

pour t; suffisamment proche de T'. Par conséquent, il existe C'; > 0 et Cy > 0 telles que:

21
ng (t,£) > Cy — BV( sur {(.€) €], T[xR" : s(t) <z < s°(t)},
avec Cy = 4b/r*m?.

Posons maintenant Vw = Vy — 1. On a encore:

O’V ov
—(t,&) > C; — Cy—(t,€).
xQ(af)_ 1 28113(,5)
Soit t €]t;,T[ et = €]s(t),s°(t)[. On integre la derniere inégalité entre s(t) et = et on
déduit de la propriété de ”smooth fit”, autrement dit de la continuité de & que
ov _
a—(tax) > C’l(a3 - S(t)) - CQV(tax)
T
Or on sait que la fonction y — V(t,y) est croissante sur [0,2*[ (cf. le Corollaire 4.2 de
FRIEDMAN A., SHEN W. (2002)), donc on a V(t,z) < V(#,5¢(t)) et on obtient

oV

E(t’x) > O (x — s(t)) — OV (t,5°(t)).

Nous intégrons une seconde fois cette inégalité entre s(t) et s(¢) pour avoir

V(t,s%(t)) >

Coe(0) - 07 = Cols" ) — (0T 15700
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Comme lim;_,7s¢(t) = lim;,7 s(t), on en déduit qu’il existe une constante C' > 0

indépendante du temps telle que
(s°(t) = s(t))* < OV (t,5°(t)).

Finalement, la Proposition 11.2 nous permet d’affirmer qu’il existe C' > 0 indépendante

du temps telle que

(s°(t) = s(t)* < C(T = 1)

et cela conclut notre démonstration.
Les Théoremes 11.3 et 6.1 ont pour conséquence immédiate le Théoreme suivant, prin-
cipal résultat de cette section.

Bﬁ*) +g(T)b—p)+¢(T) >0, on a

Théoréme 11.1 Pour o =

lim x* — s(t)

t=>T a(:r;*)x*\/(T — 1) In(+5)

= 1.

Remarque: Ce Théoreme amene une contradiction avec le Théoreme 7.2 de FRIEDMAN

A., SHEN W. (2002). En effet, ce dernier affirme qu’il existe Cy > 0 telle que, si « > 0,

s'(t) "X oy T =1

Démonstration du Théoréme 11.1:

Soit 0 <t < T et supposons que a > 0. D’apres la Proposition 11.1, on a:
Ve(t,s®(t)) — ¥(t,s°(t)) > 0,
pour 1" — t suffisamment petit. On a donc

VI(£,5°(t) = VE(t,5°(t)) > o (t,5°(1)),
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donc s(t) < s¢(t), pour t suffisamment proche de T'. le Théoreme 11.3 nous donne alors
0<st)—s(t) < CVT —t.
Or, d’apres le Théoreme 6.1, on a

lim =1

t—T U(x*)l’* \/(T - t) ln(TL—t)

)

donc il en est de méme pour s(t) et cela conclut notre démonstration. ¢

12 Deéveloppement de s et s dans le cas 3

Dans toute cette section, nous supposerons que b(z) = b > 0 et que les parametres

satisfont le cas 3:

B(z") < Ao((p = b)g(T) — g'(T)).

12.1 Développement de s dans le cas 3

Dans le cas 3, nous avons a < 0 donc il n’est plus possible d’utiliser la méthode de la
section précédente car on n’a pas s® > s. Nous allons donc introduire un probleme d’arrét
optimal légerement différent dont les parametres satisferont le cas 2. Nous démontrerons
alors que la frontiere libre de ce nouveau probleme est suffisamment proche de s dans
{z < z*} pour avoir le méme comportement et nous établirons le principal résultat de

cette section:

Théoreme 12.1 Sia <0, on a
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Remarque: Le Théoreme 8.1 de FRIEDMAN A., SHEN W. (2002) affirme qu’il existe
Cy > 0 telle que, pour a < 0, on a s'() 2" €y mais le Théoreme 12.1 montre que cela

ne peut pas étre vrai.

Démonstration du Théoreme 12.1

Commencons par définir une nouvelle fonction B, telle que la fonction de valeur du
contrat, V., associée a B,, satisfasse les hypotheses de la section 11 et que V. > V. Nous
définirons alors le salaire critique, s. associé a B, et démontrerons que s.(t) < s(t) <
s.(t) + C\/T —t au voisinage de T.

Soit € > 0 tel que:

—Aja <e < —Aja + Aobg(T)

Pour (t,z) € [0,T[x[0, + oo[, on pose:

B.(x) = B(z)+¢
V.(t,x) =  sup E[/T e P B.(SY)ds 4+ e ")t + 7,5%)]
0

T€To,T—¢

se(t) = inf{x € [0,z V.(t,x) > ¥(t,x)}.

€ étant strictement positif, il est facile de voir que V' < V. et cela implique que s < s..

Comme B est croissante, pour 0 < z < z*, on a

o= () - 24 > gy gy - B 2
= —Oé+b9(T)—Ai0 >0
De plus, on a:
9(T)(p—1b) —¢'(T) - B.(") =—a—— <0,
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donc en appliquant le Théoreme 11.1 a s., on obtient:

lim v —se(t)

t—T o (z*)z \/(T — 1) ln(T——t)

=1.

En reprenant les arguments de la Proposition 11.3, on utilise 'inéquation variationnelle

satisfaite par V., pour montrer qu’il existe C; > 0 et Cy > 0 telle que:

0%V, Ve
52 (t,8) > C, — CQE(t,f) sur |s.(t),s(t)].

Comme dans la démonstration de la Proposition 11.3, on integre alors I'inégalité deux fois

sur |s(t),s(t)] et on utilise Iégalité V. (t,s.(t)) = ¥(t,s.(t)) = V(t,s:(t)), pour obtenir:

Va(tos(t)) = V(t.s(t)) =

%(S(t) — 5:(1)) = Ca(s(t) — s () (Ve(t,5(t)) — V(£,5(1))).

Or limy 7 (s-(t) — s(t)) = 0, donc il existe une constante C' > 0 indépendante du temps

telle que
(5(t) = s:(1))* < C(Va(t,s(t)) — V(t.s(2)).

En outre, il est facile de voir que
0< V.(t,w) = V(tw) <e(T —t) sur [0,T[xR".
Par conséquent, il existe C' > 0 indépendante du temps telle que
(s(t) — s.(1)2 < C(T —t).

Finalement, il existe une constante C' > 0 indépendante du temps telle que s.(t) < s(t) <

s.(t) + C\/T — t au voisinage de T et cela conclut notre démonstration. ¢
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12.2 Développement de s

Dans cette section, nous allons reprendre des idées de LAMBERTON D. (1995).
Premiérement, nous montrons dans la Proposition 12.1, que {x > z* : V¢(t,z) =
Y(t,x)} # 0. Nous étudions ensuite le comportement au voisinage de T' de la plus petite
solution de I’équation V*(t,x) = t(t,x) dans {x > z*}, solution que nous noterons 5°(t).
Finalement, nous établissons le Théoreme suivant, en utilisant une comparaison entre
5°(t) et 5(t) au voisinage de ’échéance.

Théoreme 12.2 Pour a < 0, on a

lim W -

t—>T U(x*)l’* \/(T - t) ln(TL—t)

=1.

Remarque: Nous ne trouvons pas une vitesse de convergence linéaire pour § alors que

c’est ce qui est annoncé dans le Théoreme 8.1 de FRIEDMAN A., SHEN W. (2002).

Proposition 12.1 Soit t € [0,T[. On pose:

Si={z>z": V(tx) =¢(t,x)}.

Si t est suffisamment proche de T, on a S # 0 et si 'on pose 5¢(t) = infS;, on a
x* < §°(t) < 3(¢).
Remarque: Comme V' > V¢ il est évident que §¢ < § et donc lim;_,7 §¢(t) = x*.

Démonstration de la Proposition 12.1:

Soit ¢t € [0,T. D’aprés FRIEDMAN A., SHEN W. (2002), on sait que pour z > §(¢), on a

Y(tx) =V(tx) > Ve(tx).
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Ainsi, il ne nous reste qu’a prouver que V¢(¢t,z*) > 1 (t,2*) pour ¢t proche de T. En

utilisant 'égalité f(z) = Ay + a(z — z*)™, on obtient

Veta®) = E[/O h e B(Sy ) du+ g(T)e " f(S7Ly)]
= g(T) Ao+ ag(T)E[(S7_, — 2") ]+ O(T — 1)

= ¢(ta") +ag(TE[(ST_, — 2")" ]+ O(T —1).
Comme e” —1 > z sur R, on a

(ST, — o) > x*E[(/OT_tb - "(ST)Q du + /OT_ta(Sff*) qu>+].

Il existe donc une constante C' > 0 indépendante du temps telle que

(s o)) 2 B[ otsryam-cm-) |
> a(x*)\/T—tE[(Wl)ﬂ—]E[/o Co(ST) — o) dW,|] + O(T — 1),

Or o est Lipschitzienne, donc on peut appliquer le lemme 2.1 pour montrer 1’existence

d’une constante C' > 0 telle que:

E[

] < (E[/OTt (0(S") — o(2"))’ du]f
< VT (B s (o5 - ta")’)

0<u<T—t

| et - o) aw,

1
2

= (T —1).
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Finalement, on obtient

lim inf Veltat) — it > ag(T)o(z*)E[(W;)*] > 0.

=T VT —t B

Ainsi, pour t suffisamment proche de T', on a §(t) > z*.
Le lemme suivant montre que s ne peut pas converger vers x* avec une vitesse linéaire

ou méme parabolique.

Lemme 12.1 On a

Démonstration du lemme 12.1: D’apres la définition de s¢, on a

g(t)as®(t) = ]E[/U 7t€_p“3(55*)dU+g(T)6"’(T‘”f(5%it)]

= az*g(T) + ag(T)E[e "9 (559 — 2%)*] + O(T — ).

Posons h(t) = (5°(t) — 2*) /T — t. En reprenant les arguments de la Proposition 12.1,

on peut montrer qu’il existe une constante C' > 0 indépendante du temps telle que

Fe(t ~e
Sy — (1)
T —t

/ o) qu)+1 L OWT )

h(t) = E[e= T (h(t) + ) |+ 0T —t)

1
VI —t

Efe=*("~" (h(t) + 7"(‘”_2%t - cx/ﬂ) +] +O(VT —1).

> E[e T (h(t) +

v

Posons maintenant 7 = liminf, ,7 h(t) et supposons que 1 < 400. On déduit alors du
lemme de Fatou que

n > El(n+o(a®)W1)"].
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C’est absurde car

E[(n +o(a*)W1)"] > Elp + o(a)Wi] =n. O

Démonstration du Théoréeme 12.2

Dans une premiere étape, nous montrons que:

lim W) —w

=T a(:r;*)x*\/(T — 1) In(5)

=1,

puis dans un deuxiéme temps, nous établirons ’existence d’une constante C' > 0 indépen-

dante du temps telle que

0<5(t)—3(t) < CVT - t.

Comme f(z) = ar + a(z* —z)" sur R, on a:

ag(t)3(t) = ag(T)E[e™"T (z* — S5 4)*]
B T—t .
FE[ag(T)e "0 550 4 / e B(S5 ™) du]
0
= ag(T)E[e™T ) (a* — 55 )7]

+ag(T)e PT05¢(4) + (T — t)B(x*) + o(T — t).

En écrivant un développement limité de g au voisinage de T et en simplifiant par

ag(T)s¢(t), on obtient

—ag® ()¢ (T)T — 1) +o(T —1) = ag(T)Ele" T (z* — S5 )]
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*

Finalement, comme lim;_,7 5¢(t) = 2*, on a

ag(T)E[e "7 (z* — S5V = —qdo(T — t) + o(T — t),

ot I'on a toujours a = ij;*) +(b—p)g(T)+ ¢'(T).

Maintenant, grace au lemme 12.1, nous pouvons reprendre la démonstration de la Pro-
position 6.3, pour prouver que

a(t)2
o1 ()T — te= "3

Ble "0 (2" — 57.1))"]

2ma(t)?
avec
o) = ME) + 0= o R)(T 1)
o(x*)VT —t
Ainsi, on a
. — e
ag(T)o(z*)VT — te =T —aAo(T — 1)
2ma(t)?
et il est facile d’en déduire que
§e(t) —a* t—T t—T 1
~a(t) ~ y/In(=——).
zro(z*)VT —t a?) n(T—t)

Nous utilisons maintenant I'inéquation variationnelle satisfaite par V' pour comparer s¢

et § au voisinage de T'. D’apres la formule de Taylor, on a

3°(t) 2
VED) = VS0) + () - 50) 2 (18(0) + / (5°() ~ O T (1.6) de
s(t)
3¢(t) 2
(5°(1) ~ ) 5 (1€) e

o(V—1y)
or

(t,z) < 0 sur |z*, + oo] et d’apres le lemme 11.2, 20 Y) (¢ 2) < (1)

D’autre part, 5

sur |xz*, + oo[. Ainsi, sur I'ouvert |5°(¢),s(¢)[, d’apreés I'inéquation variationnelle, on a au
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sens des distributions:

U(:[;*)Qx*Q aQV B 8V av
2 8332 (t,f) - pV(t,f) - bfa(t,ﬁ) - W(t’f)
0
> pult€) b2 (1.6) — 2 (1.8) + o(1)

> af((p=b)g(T) = ¢'(T)) + o(1)
> %B(m*) +0(1) car a < 0.

Par conséquent, il existe une constante C' > 0 indépendante du temps telle que sur

I'ouvert |5¢(t),s(t)], on a v t,£) > C. Ainsi, on obtient
ox

S V(8,5°(t) — v(t,5°(1)).

Finalement, en reprenant les arguments de la démonstration de la Proposition 11.2, on

peut établir l'existence d’une constante C' > 0 indépendante du temps telle que:

() =3t <CT~1. O
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Quatrieme partie
Frontiere libre pres de I’échéance
d’une option ameéricaine sur

plusieurs actifs

13 Introduction

Les régions d’exercice d’options portant sur plusieurs actifs ont été ’objet de plu-
sieurs études. (cf. BROADIE M., DETEMPLE J.B. (1997), VILLENEUVE S. (1999a) et
VILLENEUVE S. (1999b)). Dans cette partie, nous nous intéressons a un type particulier
d’options en considerant une option de vente américaine qui porte sur une combinaison
linéaire de d actifs distribuant des dividendes. La fonction de valeur d’une telle option
peut étre vue comme la solution d’un probleme a frontiere libre. Celui-ci se formule
de deux facons: en termes d’inéquations variationnelles et comme un probleme d’arrét
optimal. Nous allons utiliser ces deux approches pour décrire la frontiere au voisinage
de I'’échéance. La connaissance de cette frontiere est d’autant plus importante que le
nombre d’actifs est grand. En effet, en grande dimension il devient tres difficile de calcu-
ler numériquement la valeur d’'une option américaine et donc de déterminer la stratégie
optimale a suivre.

Comme nous 'avons vu dans la partie I, le comportement de la frontiere libre pres
de la maturité a été largement étudié dans le cas d = 1 (c¢f. VAN MOERBEKE (1976),
BARLES G., BURDEAU J., RoMANO M. ET SANSOEN N. (1995), LAMBERTON D.

(1995), LAMBERTON D., VILLENEUVE S. (2003) et Evans J. D., KELLER R. J.,
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KuskE R. (2002)). I en résulte que la régularité de la fonction de pay-off pres de la
limite de la frontiere implique un comportement parabolique. Cependant, dans certaines
situations moins régulieres, un facteur logarithmique supplémentaire apparait. Dans cette
partie notre but est d’étendre ces résultats au cas multidimensionnel.

On s’intéresse donc & un marché financier composé de d actifs risqués et on note S?
leurs valeurs respectives a la date . On suppose que le processus (S;)o<;<7 est solution

de I’équation différentielle suivante:

dSy = diag(Sy)((rl— 0)dt + odWy) (4)

our>0,1=(1)1<i<g €RY 6 €[0,+00[, 0 € R x R? et (W;)o<i<r est un mouvement
Brownien standard sur R?. De plus, on suppose que o satisfait ’hypotheése H;, autrement

dit qu’il existe m, M > 0 telles que:

Vr € RY, m|z||? < z*oo*z < M||z||

On note F la filtration de W et pour z € [0,4oc[?, (S#)o<i<r est la solution de I'équation
différentielle stochastique (4) telle que S} = x.

Définissons maintenant la fonction de pay-off. Soit a € R?, pour € R?, on pose

Dans toute cette partie nous inverserons le temps pour simplifier les notations. La fonc-

tion de valeur d’'une option américaine de maturité T" et associée au pay-off f, est alors:

P(t,x) = sup E[le "7 f(S2)],

TET0,t
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ou 7o, est 'ensemble des F-temps d’arrét a valeurs dans [0,¢].

Le but de notre travail est de décrire I’ensemble suivant, appelé région d’exercice:
€ = {(t;x) €)0,7] x [0, + oo[": P(t,x) = f(x)}

Plus précisément, nous allons donner le comportement des sections temporelles de la
région d’exercice au voisinage de 0. On rapelle que dans la partie I, nous avons introduit

la notation suivante pour ces sections:
vt €]0,T], & = {z€[0,+ oo P(tx) = f(x)}.

Les résultats principaux sur la région d’exercice de ce type d’options sont essentielle-
ment dis a S. Villeneuve (cf. VILLENEUVE S. (1999a) et VILLENEUVE S. (1999b)). Nous
les rappelons briévement ici. On a € # ) et pour tout ¢ €]0,T], &; est un sous-ensemble
fermé et convexe de [0, + oo[?. De plus, pour 0 < s < t < T, & C &, et nous avons vu

dans la partie I que:

U E={re€[0,+ 00" (az) < K et {adz)<rK} ou ad= (a;)i<icd
0<t<T

Pour définir la vitesse de convergence de & lorsque ¢ tend vers 0, nous devons donner

une paramétrisation de &. Pour ¢ € [0, 4+ oo[? normé, on pose:
s(t,e) = inf{z € R" : P(t,ze) > f(xe)},

avec la convention suivante inf () = +o0c. On remarque que dans les directions telles que
(a,e) < 0et (ade) <0, il n'y a pas de frontiére libre. Nous allons donc restreindre notre

étude aux autres directions.
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D’apres les propriétés précédentes, on a:

m)}-

Er={z €0, +oo[" [z <s(t,

Ainsi, d’apres le Théoreme 2.2 de VILLENEUVE S. (1999b), pour ¢ € [0, + oc[¢ normé,

on a:

S“:“”“@:m“hKJ+{XKJ3’

50 o, ad,e

avec la notation suivante:

x six >0

+00 sinon.

Remarque: Si 7{(a,e)" < (ad,e), la fonction de pay-off est de classe C* au voisinage de la
limite de la frontiere libre, dans les autres directions les dérivées de f sont discontinues.
Comme dans le cas d = 1, nous allons donc diviser notre étude en deux parties: r{a,e) ™ <
(ade) et (ade)t < r{ae).

Dans la section 14, on étudie le premier cas. Nous allons utiliser la régularité de f au
voisinage de s.¢ pour obtenir un développement limité de la fonction de valeur P pres
de (0,s.€) (cf. Théoreme 14.1). Nous relions ensuite ce développement limité a celui de

s et nous obtenons le résultat suivant.

Théoréme 13.1 Soit ¢ € [0, + oc[? normé, tel que r{ae)™ < (ade). On a

(se — s(t,e)){ad,e) .

lim = —y",
=0 s/t ’

1
_ n n 2\ 2
wvec 0. = (L), (T ovgoidies)’)
Dans le cas d’une diffusion unidimensionnelle a coefficients indépendants du temps, le

9P

lien entre le développement de P et celui de s est obtenu en trouvant un minorant de 7

grace a I'inéquation variationnelle satisfaite par P (voir la démonstration du Théoréme
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6.2). Cependant, dans le cas d > 1, I'inéquation variationnelle ne donne pas suffisamment
d’informations sur les dérivées secondes de P et nous surmonterons cette difficulté grace
au principe du maximum présenté dans la partie I.

La section 15 est consacrée a I’étude du second cas. Comme dans le cas d = 1, on
définit une frontiere libre européenne et on donne sa vitesse de convergence lorsque ¢ tend
vers 0 (cf. Théoreme 15.1). On prouve alors que les frontieres européennes et américaines
sont suffisamment proches pour avoir le méme comportement au voisinage de 0 et on

obtient le Théoréme suivant.

Théoréme 13.2 Soit £ € [0,+ o[ normé. Supposons que (ad,e)™ < r{a,e). On a alors

K — (a,e)s(te

lim (e)s(te) =1,
t—0 ~
0.Ky/tIn()
1
d d 2\ 2
7 L~ o

ot l'on a posé 6. = | i, <Z¢:1 alaz,]sl> .
Cette comparaison entre les deux frontieres repose encore une fois sur le principe du
maximum.

Le schéma suivant résume nos notations et nos résultats dans le cas d = 2. Pour ce

schéma, on suppose que l'on a

al,a2>0 et 52<T<51.
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Tllustration des Théoréemes 13.1 et 13.2.

S2

St

o101
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14 Le cas régulier

Pour toute cette section, on introduit une direction £ € [0, 4+ oo[? telle que ||| = 1

et r{a,e)t < (ad,e). Dans ce cas, on rappelle que 'on a s, = <£§;>.

14.1 Développement de la fonction de valeur

Théoreme 14.1 Soienty € R~ et C' > 0. On a:

(adye)

O¢

P(t,s.e?Vle) = f(s.e"V') + 1750 ( y> +o(t?).

1

avec 0, = <Z;’:1 >, Ui,jaiéieif) * et, pour y € R,

b(y) = sup E[/07y+wudu1.

7€T0,1

Démonstration du Théoréme 14.1: Soit z € [0, + oc[? tel que (a,2) < K. En adaptant la

démonstration du Théoreme 7.1 au cas multidimensionnel, on obtient

; d d
P(t,z) = f(2) +t sup IE[/ (ad,z) — K + \/%Z Zai,jaiéizin du] + o(t%).
0

€701 j=1 i=1

1
2

2
On pose alors o, = <Zj_1 (ZLI ai,jaiéiza ) et on a

P(t,2) = f(z) +t sup E[/OT<CY5=Z> — K + V'to, B, du] + o(t%),

7€T70,1

ol (By)o<u<r €st un mouvement Brownien standard sur R.

On réécrit alors 'égalité précédente avec z = s.e¥Vie et on remarque que

(ad,2) —rK = s.(abe) — 1K +yvis.(ade) + o(\/1)
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= rKyVi+o(Vi).

D’autre part, la fonction x — o, est homogene et on a

ey\/i

o, =|zl|lo = = s.e"'o. = s.0. + o(1).

Alinsi, on obtient,

" {ad
P(t,s.¢"V'e) = f(s.e?V') + s.0.t7 sup IE[/ o ’€>y + B, du] + o(t?).
7€T70,1 0 O¢
Or pour toute fonction g de classe C* sur R telle que E U01 | g(By) | du| < 400, il est

facile de voir que I’équation de la programmation dynamique, entraine:

sup B[ 9(B.).du) = sup B[ g(B)

B
T€T0,1 TeTH

ol 75 est 'ensemble des Fp-temps d’arrét a valeurs dans [0,1].

En appliquant cela a la fonction définie par g(x) = (d,e)

O

y—+x sur R, on obtient le résultat.

14.2 Frontiere libre pres de la maturité

D’aprés le lemme 1 dans LAMBERTON D., VILLENEUVE S. (2003), on sait qu’il existe

y* €]—1,0] tel que:

Vy <y*, o(y) =0 et Vy>y*, o(y) >0,

et nous pouvons établir le Théoreme 13.1, principal résultat de cette section.

Démonstration du Théoréeme 13.1: Posons z* = %
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Minoration de la liminf:

Soit y > z*. Une premiere conséquence du Théoreme 14.1 et du lemme 1 de LAMBERTON

D., VILLENEUVE S. (2003), est que pour ¢ suffisamment petit, on a:
P(t,s.e?Vie) > f(s.e?V').

Ainsi, s.evVt > s(t,e) et en développant I’exponentielle, on obtient:

se — s(t,e)

sVt

> —y+o(l).

On a alors

— s(t
lim infsgis(’g) > —y.
t—0 Ssﬂ

Finalement, pour y tendant vers z*, on obtient

llm lnf (SE - S(t7€))<a67€> 2 _y*
t—0 O-ESE\/E

Majoration de la limsup:

Soit £ €]0, + 0o[? normé tel que {ad,e) > r{a,e)*.

Nous allons appliquer le principe du maximum vu dans la section 2.1 dans un domaine
de ]0,T[x]0,+ co[? qui sera une partie d’'un cone centré sur la direction . Pour controler
la fonction P dans ce domaine, I’angle au sommet de ce cone ne devra pas étre trop

grand. Nous le définissons dans ce qui suit.

Soit 0 < n < {(ad,e)/||ad||. On supposera que 7 est suffisamment petit pour vérifier

Vo € [0, + oo[*—{0}, | —e|| <n = (adz) > r{az)t.

X
]
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D’autre part, il existe une constante C' > 0 ne dépendant que de «, d et ¢ telle que pour

tout Vz € [0, + oc[?—{0}, on a

T
]

| —¢l|<n = ‘T>y*22*—077-

o
(ad,x
Soit z < z* — Cn. Montrons qu’il existe 0 < t; < T tel que

vVt €]0,t1], s(te) < s.e?VL.
Posons maintenant

Blt.a) =~ ((1— <;§;>ezﬂ>+>3+t ((Hﬁ—dp_ 77;>+)3;

oll vy est une constante strictement positive que 1’'on déterminera plus tard. L’idée de notre

démonstration consiste a appliquer le principe du maximum a la fonction P — f — (3 avec

I'opérateur suivant:

s Ou 1<, 0%u d du
EU = E — <§ Z( U)i’jxixjm + ZI(T - 62)931% — TU) .

ij=1 i= ¢

sur un domaine que nous allons déterminer pour montrer que P— f — 3 est négative sur ce
domaine. Comme [ s’annule aux points (t,sgez‘/z), cela entrainera que s.e?V? < s(te). 11
nous reste & déterminer le domaine de ]0,T[x]0,+ oo[? que nous étudierons. On introduit
y1 €]y*,0[. Nous choisirons y; plus précisément dans la suite. En fait, nous jouerons sur
le choix de v et de y; pour que la fonction P — f — [ vérifie les hypotheses du principe
du maximum.

Nous pouvons désormais définir notre domaine d’étude. Soit #; €]0,77], on pose:

D = {(t,x) €]0,t1[x[0, + oo[*: ||m —¢l|<nets (t,w> < |lz|| < h(t,:v)} :
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avec

hﬁm):|MMTKexp<@£%§ve>.

Oz

Dans la suite, nous utiliserons la notation suivante z{ = e Y1
3

En premier lieu, on remarque que pour (¢,x) € D, on a

x o v
0 < {ad,x) < (@d,—)h(t,r) = rK exp (71(1; \/E) < rKeiVt,
() < ||9?||> (6z) (ad.z)”"

Cela implique que D est un domaine borné car on a
rK > {ad.x) > [|z]| ((ade) —nllad]]) .

Nous utilisons maintenant cette propriété pour montrer que P — f — 3 est négative sur
la frontiére parabolique de D et que £(P — f — ) < 0 sur D.
Soit (¢,x) €]0,t[x[0, + oo[? tel que ||z|| = s (t,ﬁ) . On a alors

[P~ f—B](tx) = B (ta) < 0.

D’autre part, pour (¢,x) €]0,t;[x[0, + oo[¢ tel que ||||";—H —¢||=mn, on a

27

[P = f=B)(te) <[P = fl(te) - 't

Or P — f est convexe et pour (¢,z) € D, on a s (t,i) < ||z]| < h(t,z) donc en écrivant

||

que

lall = M(tx) + (1 — A)s (t,i) |
avec A €]0,1] on obtient

X

P-fte) = =) ()t -0 (10) )

]
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< ap =1 (st ) + =011 (o (o) )

= APl (e )
< 1P g1ty )

Le Théoreme 14.1 nous permet alors d’obtenir la majoration suivante:

27
P-g-Ale) < (P11 (L)) - S
= i) — g+ olt)

< 0 pour t; suffisamment petit.

Considérons maintenant (¢,z) €]0,¢1[x[0, + o[ tel que ||z|| = h(¢,x). Toujours d’apres

le Théoreme 14.1, on a

P f—B(ta) = [P—f—f] (uh(t,x)ﬁ)

Or on a

p(sntry) = ((1 - %JH -((- e‘z_w)+>3’

donc on obtient

[P—f—ﬁ](t,lb) < t
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Cependant, on a vu que

21 { 5>y1 > <a6>y 22>z n— z.
On obtient alors
s rKo, () 3 3
P—-f- < ¢ — *_ — 5
P-r-8t) < AT (o) -0 (- 0y - o) 4ot
1 1Ko, (ad.c) = nljad] )
< t2 — ¥ —Cnp—2z
B <046,33> <¢(y1) rYTK\/ Mmaxlgigd | ;0; ‘ ( 1 )
+o( %)

En effet, si 'on note adx le vecteur de coordonnées «a;d;x;, on a
0, = |lo(adz)|| < VM|ladz||? < \/erg% | aidi | ||z]]
et d’autre part, on a
(ad,x) = ||lz|(ade) + (ad,x — [lz]le) = =[] ((ad,e) — nl|d]]) .

Comme ¢ est continue, croissante sur R et que ¢(y*) = 0, il existe y; €]y*,0[ tel que:

(ad,e) — nllad]
rKv M maxi<i<q | @;6; |

d(y1) < (2 = Cn—2)°.

On a alors, par définition de y;, [P — f — (] (t,x) < 0 pour ¢; suffisamment petit.

Finalement, pour z €]0, + oc[? tel que (0,z) € 6,D, on a

[P —f- 6] (Oax) = _ﬁ(oax) <0.
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Ainsi P — f — [ est négative sur la frontiere parabolique de D. Il nous reste a démontrer
que c'est aussi le cas de £L[P — f — ] sur D. D’aprés la définition de D, D est inclus
dans la région de continuation de P donc LP = 0 sur D. De plus, pour (t,x) € D, on a
(a,2) < (adz)fr < K done Lf(t,x) = — (rK — (ad,x)) sur D. Ainsi, sachant que pour

(t.z) € D, (ad,z) < rKe*iVl on obtient:

LIP—f=pBl(tw) = —(rK —(adz)) — LA(t,x)

IN

—rK (1 - ezf‘ﬁ> — LB(t,x)

IN

YVt — LA(t,x) + o(V1)

Oy
K as.2)

rKiy \/g\/l_f — LB(t,z) + o(V1)

IN

En effet, on a

0y = ||lo(adz)|| > Vmladz| > ,/%<a5,x>.

Il nous reste maintenant a estimer £43 sur D. Soit (t,z) € D. On a

%_g(t,x) _ _3272«#@\@ ((1—%€Zﬂ>+>2+(("Hi—ﬂ_8||2_%2>+)3
0.

vV

De plus, pour 1 < i < d, il existe une fonction g; de ]0,4+oc[? dans R bornée uniformément

sur tout compact de |0, + oo[? telle que

2
op _ rKa;0ie?V? rK g +
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De méme, pour 1 < 4,5 < d, il existe une fonction g, ; de ]0, + oo[¢ dans R bornée

uniformément sur tout compact de ]0, + oc[? telle que

0 (ta) = 677‘2K2ai5iaj6j62z‘/i - rK Vi +
Ox;0x; (ad,x)* (ad,)
2
6 TKOéi(SiCYj(Sjez\/i 1— rkK ezﬂ +
T ada)? (ad,)
+tgi,j(x).

On remarque alors que pour (t,x) € D et p € N*, on a

/N
7N
[S—
|

BIR
EN
o
™R
5
N——
+
N——
=
VAN

(1 - e(z_zl)‘/i)p

- z)pt% + ot
).

[MS]

= ((aé,x) )

< (2= Cn—2)"t7 +oft

Ml‘ts

Grace a cette remarque, au fait que x est proche de ||z||e sur D, et aux calculs des

dérivées partielles de f3, il est possible d’affirmer que pour (¢,x) € D on a

5 r2K2e2Vi . , rK L\
LA(tx) = —37W Z(O’ 0)i jTiT;0500050; <1 — We t) + o(v/1)
i,j=1 ’
2 K202
= _37< (5,[17)4 ( :16_2)\/%-'_0(\/%)’

oil le terme o(+/f) ne dépend pas de x car D est inclus dans un compact de ]0, 4+ oo[?.

On obtient alors

2K22 o .,

< o)t

LIP—f-pBl(ta) < rKy— \f+3v
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Or on a vu que

o? M max; <j<q(a;6;)’

(ad,x)? > ||z]|? ((ad,e) — n|lad]))* et (a6,2)2 = ((ad.2) — nflad])?

donc on obtient:

. N N 2

3 rKMQmaX1§z§d | a0 | 22) +o(V)
(ad,7)? ((ad,e) — nllad]|)

r?K?M maxj<;<d ‘ @;0; |2 ) + (\/E)

LIP—f—-p(te) < rKVE
iVt 2l ({ab) — nllad]) -

IN

De plus, la fonction (¢t,z) — s (t,ﬁ) est continue, donc pour t; suffisamment petit, on

a

o > s (¢ z Y, rK ||z S rK
zll) ™ 2adz) ~ 2[ad]|”

donc on obtient

EIP— f— B (ta) < rKVE (ylﬁ _3 4]|ad||*M maxi<j<q | @id; 2Z> 4oV,

Y
Vd ((ad.e) = nllas])’
On choisit alors 7 tel que

3 ﬁ4||0[5||2M maxj<i<d | aiéi ‘2
((ad.g) = nllad]])"

*

et on peut supposer que l'on a

d 4||ad||? M? i i0; 2
J < < 37£ |ad]|*M? max;<i<q |f |
m ((ad,e) — nllad])

Ainsi, le choix de v puis de y; implique £ [P — f — B3] <0sur D pour t; petit.
Nous pouvons désormais appliquer le principe du maximum et affirmer que P—f—3 <0

sur D.
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En particulier, si I'on suppose qu'il existe (£,£) €]0,t;[xR tel que s(t,e) < & < s.e*Vl on
a alors

0<[P—f](t,f&):[P—f—ﬁ](t,fﬁ) < 0.

C’est absurde donc pour tout ¢ €]0,¢;[, on a
eVt < s(te).

En développant ’exponentielle et en faisant tendre ¢ vers 0, on obtient

e ta
lim supsis(g) < —z.

t—0 ﬁ

Ceci étant valable pour tout z < 2* — Cn, on a

e ta

t—0 \/2_5

< =2+ Ch.

Enfin, en faisant tendre 1 vers 0, on obtient le résultat annoncé pour tout ¢ €]0, + oo[?
normé tel que (ad,g) > r{ae)t.

Si une coordonnée de ¢ est nulle, on peut se ramener a un probleme de dimension
d — 1, en supposant que l’actif correspondant est nul. On conclut alors par un raison-
nement par récurrence que le résultat est vrai pour tout £ € [0, + oo[? normé tel que

(ad,e) > r{a,e)™, car il est vrai lorsque d = 1.
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15 Le cas irrégulier

15.1 Frontiere européenne pres de ’échéance

La fonction de valeur d’'une option européenne de maturité T et de pay-off f sera

notée P¢ et on rapelle que
P(t,x) = Ele (K — (a,S"))] sur [0,T] x R%.

Or, pour ¢ € [0,T], z — P¢(t,x¢) est strictement convexe sur R donc il existe une unique

solution de I’équation P¢(t,xze) = f(ze). Cette solution est notée s¢(t,2). Posons
1
J J 2\ 2
5’5 = Z (Z aiai,j5i> .
j=1 \i=1

Le résultat principal de cette section est le Théoréeme suivant:

Théoréme 15.1 Soit ¢ € [0,+ co[? normé. Supposons que (ad,e)™ < r{a,e). On a alors

lim K — {(a,e)s(t,e)
0 G K\ () In(d)

= 1.

La Démonstration de ce Théoreme repose sur le lemme suivant.

Lemme 15.1 Pour t €]0,T], on pose:

K — {a,e)s(t,e)
Gese(te)vt

aft) =

On a alors

lima(t) = +o0.

t—0
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Démonstration du lemme 15.1: Soit t €]0,T]. Par définition de s°(¢,), on a

G.s°(te)Via(t) = Ele " (K — (a,5°(te)S)) ]
= Bl " (s (te)Vial) — 5 (1) (0,S; =) )

Ainsi, on obtient

Or on sait que

d d
e Z 1 ‘
a S Q& <exp < 6 2 E U?’j)t + \/l_fjg_l O'Z"jW17> - 1) s

i=1

le lemme de Fatou nous permet alors d’écrire

d N
liminfa(t) > E[(lim infa(t) — D=1 J 1) ]

t—0 t—0 O,

= E[(lim infa(t) — g) +]7

t—0

ol ¢ suit une loi gaussienne standard. Supposons maintenant que liminf; g a(t) =n € R.
Cela impliquerait que n > E[(n — g)*] > 7, et ¢’est donc absurde. ¢
Démonstration du Théoreme 15.1

Premiere étape:

Soit t €]0,T]. La définition du prix critique européen implique que:

K —{ae)s®(te) = P°(t,s°(t,e)e)

d
= e (K — 5(t,e) Z aisie(’"_‘s")t)

HE [ (0,857 (0.2) — )]
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On a donc

d

(1—e ™)K —s"(te){ae)) +5(te) Y _aiei(e ™ —e ™) =E[e " ((.5))s(te) — K)*].

i=1

En divisant cette égalité par s°(¢,¢), on obtient:
_I_
(1— e ")5.alt) + Za (et —e ) = E [e” (<a,sg - &E\/i_&a(t)> ] .
Or lim,_,q v/ta(t) = 0, donc en développant les exponentielles, on a

(r{a.e) — (ade))t R°E {((ms; —e)— 68\/Ea(t)>+] .

Deuxiéme étape: Pour ¢ €]0,T] et 1 < i < d, on pose

d d
i 1 2 j
X = <r — 0= > ai,j> t+ \/%;_1 i ;Wi.

i=1
On a alors

d

E {(@,s; o) 55\/Za(t))+] —E (Z (e —1) - &gﬂa(t))

=1

et nous allons montrer que

(Z ;i Xt —1) — ag\fa( )) 'R <Z e X! — &gﬂa(t))

Posons eX; = (£,X}),<,;<, et cherchons un majorant de D(t) ou

D(t) =] Bl (.57 — =) — 6:via(t)) — ({aeXs) — 6ovia(n) ]|
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D(t) < EH <047‘S’tE - EXt - E> | ﬂ{min((a,a)ﬁ);(a,stg—a))z&e\/ia(t)}]

“ (@,5; — &) — 5.Vta(t) | ]1{(a,Sf—E)Z&Eﬂa(t)><a,th>}:|

+E
+E [| (e X0) = 6:Vi0(t) | Vo cxyaviat>(wsi -}

IN

E|[(a,S; —eX;—e) | (]1{<a,gXt>2&Eﬂa(t)} + ﬂ{(a,Sf—s)Z&Eﬂa(t)})] :

L’inégalité de Cauchy-Schwarz nous permet d’écrire

D) < VET(@Si—eXi= 7] (\/P(<a,ext> > 5uia(n) + B ({07 -2 z&aﬁa@))).
Or, comme pour tout € R, [e* =1 —z |< %e‘“”‘, on a
E[| (0,5 —eX, —¢) 7] < dzoﬂg?nz {( X1 —X;')Q}

ZaQ&“QE{ Q‘XZ‘} .

IN

De plus, E [eQ‘Xﬂ] < 400 pour tout i € {1,...,d} donc il existe une constante C' > 0 telle

que pour t suffisamment petit on a
E[| (oS —eX, —¢) |?] < Ct%.

D’autre part, les processus ({a,S; — &) /5-vV/'t),_ . et ((,eXy)/5-V/1), ., ., tendent en
loi vers une loi gaussienne standard et lim; ,oa(t) = +oc d’aprés le lemme 15.1. Ainsi

on a

lim P <<a,5Xt> > &Eﬂa(t)> =0 =limP (<a,sg > 5gﬂa(t))
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et on en déduit que D(t) = o(t) lorsque ¢ tend vers 0.

Troisieme étape: Nous allons prouver que

+ 6_#
]E[((a,th) . &E\/i_&a(t)> |20 {;_T(t)?

Posons b(t) = a(t) — % S e (r -6 — %Z?:l 0&), on a alors

E[((a,eXt> - &E\/Ea(t))Jr] - E[(ﬁ > (Z a,,jaigi) Wi — 68\/2_517(25)) ]
= G.VIE[(g — ()],

oll ¢ suit une loi gaussienne standard. On déduit donc du lemme 15.1 que

_b®)? _aw?
e 2 40 € 2

Elly b)Y 7 ™ Jamawr

Conclusion: Il découle immédiatement des étapes précédentes que

a(t)?

10 T\/te” 2
~J

(rlo,e) — (ade))t 20 E[((a,Sf —e) — 55\/Ea(t)>+] W'

Cela implique que a(t) i~y ln(%). O

15.2 Le cas américain

Nous allons maintenant comparer les frontieres européenne et américaine pour mon-
trer qu’elles ont le méme comportement au voisinage de I’échéance. Le but de cette
section est donc d’établir le Théoreme 13.2.

Démonstration du Théoréme 13.2:
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Soit £ € [0, + oc[? normé tel que (ad,e)t < r{a,e).

Minoration de la liminf:

Sur I'ensemble ]0,7] x [0, + oc[¢, on a P(t,x) > P¢(t,x) donc s(t,e) < s°(t,e). Ainsi, on

obtient

lim inf 2 — S\ s(te) > lim e 75 ANE) (t.e)

U Gy ftin(d) TP Gusy/tin(d)

=1

Majoration de la limsup:

Encore une fois, nous ne sommes pas capables de déduire de I'inéquation variationnelle
satisfaite par P suffisamment d’informations sur les dérivés secondes de P pour utiliser la
formule de Taylor entre s(t,2) et s°(¢,) et en déduire un majorant de leur différence. Pour
surmonter cette difficulté, nous allons utiliser le méme principe du maximum parabolique
que dans la section précédente dans un domaine qui sera a nouveau une partie d’un cone
centré sur la la direction ¢.

Soit 0 < n < (r{a,g) — (ad,e)) /][rac — ad||. On supposera que n est suffisamment petit

pour vérifier

Vr € [0, + oo[*—{0}, | —el|<n = r{ax) > (adz)".

X
]

D’autre part, il existe une constante C' > 0 ne dépendant que de «, d et ¢ telle que pour

tout Vz € [0, + oc[?—{0}, on ait

X

Soit z < —d. — Cn. Montrons qu’il existe 0 < #; < min{7',1} tel que

Vit €]0,t], s(te) < s.etV =0,
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Posons maintenant

= ((1_ <fx>ezm>+)3+ﬁ<<||ni—”—e||2—%2>+)3,

oll, en prenant n suffisamment petit, on a choisit la constante v > 0 telle que

K ({(ra — ade) + n|jra — ad||) 3K ((ra — ade) — ||[ra — ad||n)
~ 3 < ,}/ < jud 3 '
| 24+ 6.+Cn 2 ({a,e) —nllaf]) 2/z+0.+Cn?((ace) +nlal)

Ce choix sera justifié dans la suite de la démonstration. En effet, nous appliquerons le

principe du maximum a la fonction P — f — [ avec 'opérateur suivant:

5 ou 1< . 0*u : ou
EU = E — <§ Z(O’ U)i’jxixjm + .- (T - (SZ)Ila—xl — TU) s

ij=1 i=

sur notre domaine d’étude D ou, pour ¢; €]0,7[, on a posé:

T xT e T
D = {(t,l‘) G]O,tl[X[O, + OO[d: ||w — €|| S n et s <t,m> < ||l‘|| <Ss (t,m) } .

Or il nous faudra ajuster la valeur de v pour que la fonction P — f — 3 satisfasse les
hypotheses de ce principe du maximum sur D.

Nous pouvons commencer par remarquer que pour (t,x) € D, on a

T T
0 < (a,x) < (a,7—)s° <t, > < K.
] ]

Cela implique que D est un domaine borné car on a

K > (a.x) = [[z][{ase) + (ax = [lzlle) = [lz]] (ane = nllel]).
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Comme dans la section 14, ces propriétés s’averent cruciales pour montrer que P — f —
est négative sur la frontiére parabolique de D et que £ (P — f — 3) < 0 sur D.

Soit (¢,x) €]0,t,[x[0, + oo[? tel que ||z|| = s (t,ﬁ) . On a alors
[P - f - B] (t,ZL’) = _B (t,ZL’) < 0.

D’autre part, pour (t,z) €]0,t;[x[0, 4+ oo[? tel que ||Z — | =n, on a
[E

P f =B (ta) < [P~ 1](0) — 2n' Vi

Cependant, ||z| < s° (t,”i—u) donc P — f(t,x) < P — P¢(t,x). Or d’apres le Corollaire

3.1, nous savons que

[P — P (tx) < t(rK —{(adz))" +o(t)

t(rK+ | (adx) |)+ o(t)

IN

t(rK + {a,x)) + o(t)

IN

t(r+ 1)K + o(t),
car {a,z) < K sur D. On obtient donc:

P 7= 6lta) < (4 DK = ZefVi+ ol

< 0 pour t; suffisamment petit.

kgl

Considérons maintenant (t,2) €]0,t[x[0,+oc[? tel que ||z]| = s (t,i>. Toujours d’apres

le Corollaire 3.1, on a

T T

P—f—Bl(ta) = [P P —f] (t,se (t,m> _)

]
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r —lad.r +_+ _Lez\/—tln(t) ’ 0
S K~ {adz) Vi (=In(t))? <1 (a,r) ) +olt)

= <(rK —{ad,z))t + <z + %) ) +o(t).

En effet, d’apres le Théoreme 15.1, on a

(a.7) =<mﬁmfﬁwa>

= 1= oy (3)) <o (1)

Ainsi, il est facile de voir que

(o g = (o ) () oon ()

Finalement, si ||z|| = s° <t,ﬁ>, on a (o,z) = K + o(1) donc on a

rK — (adz) = (ra—adz)+o(1)

= ||z ((ra —ade) + (ra— aé,m — 6>> + o(1)

2]l ({ra = ad,g) + nl[ror — adl])
K
(.g) = nllal]

IN

IN

((ra— ade) + nl||ra — adl|) .

En conclusion, on a

K ((ra — adg) + n|ra — adl|)
(a,e) = nllal|

P— [ - f](te) St( +vu+@+cmﬁ

VAN
o
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pour ¢; suffisamment petit et d’apres le choix de . Enfin, pour 2 € R? tel que (0,2) € D,

on a

[P —f- 6] (Oax) = _6(07‘7:) <0.

P — f — [ est donc négative sur la frontiere parabolique de D. Etudions maintenant le
signe de L[P — f — ] sur D. D est inclus dans la région de continuation de P donc
on a LP = 0 sur D. De plus, pour (t,z) € D, on a vu que (a,z) < K donc Lf(t.z) =

— (rK — (ad,z)) sur D. On obtient ainsi:

LIP—f=pBl(tw) = —(rK —(adx)) — LA(t,7)
< —(ra—adzx)— fﬁ(t,:v)
< —Jzll ((ra—ade) — |lra — adlln) — LA(t.2)
< =3 <t,m> ((ra — ade) — ||ra — adlln) — LO(t,x).

Or par continuité de (t,y) — s (t,ﬁ), nous pouvons affirmer que pour ¢; suffisamment

petit on a
. (t x ) . ||| 3K . 3K
||| Aayz) = 4((ae) +nllal)
On obtient ainsi
3K

LIP-—f-p<-— ((ra — adg) — ||ra — ad||n) — LB(t,x) sur D.

4 ((ve) +nllaf))

Nous allons maintenant estimer [ﬁﬁ(t,x) sur D. On commence par remarquer que pour

(t,x) € Det pe N on a

(<1_ <fx>6zm>+)ps—(z+&g+on)p (1 (1))

(SIS

s ()
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En effet, le Théoreme 15.1 implique que

() < o) (t=||§||>
K( Gy “n<1>)+0( tln(%))

]

: ( E ) m)'

0p _ 3 B 1 I (SS/AT) Y
o 7(%( In(t))? (“n())%)((l (0.) >)

‘ m( O 2t (1i(t))2> ((1_ <fx>ez _tln(t)>+)

a 2t ln(t)

( E ‘%>>

Soit (t,z) € D. On a

+37,z

Ainsi, on obtient

p ;<_(z+&5+0n) (tIn (£)* +o(- tln()ﬁ)

2" 2 T Sm)

nojw

T L (—(z24+0.+Cn)(—tin(t)) + o(—tIn(t)))

+3vz K e’ 5
(o, ) 2t (In(¢))

. 3
> 7(z+a;+0n) +o(1),

De plus, pour 1 < i < d, il existe une fonction g; de ]0,+o0c[¢ dans R bornée uniformément

sur tout compact de |0, + oo[? telle que

B o) — Kae?V—th® K o2/ —tn() +)2 () =
5o (h) 37<a,x>2\/f(—ln(t))g ((1 o) > +1gi(w) = 0(1).
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De méme, pour 1 < 4,5 < d, il existe une fonction g, ; de ]0, + oo[¢ dans R bornée

uniformément sur tout compact de ]0, + oc[? telle que

2 2 . 2z4/—tIn(t) +
8 /B (t,x) — 67 K ()4104]6 . (1 o K ez\/—tln(t)>
0x;0x; (o,2) VT (= In(t))2 (o,7)

Koso.e? —t1n(t) K +\ 2
- i B Joy/ (D)
67<a,x>3\/%(—1n(t))% ((1 (a,z) ) )

+tgi(7)

= o(1).

Grace au fait que z est proche de ||z||e sur D, il est donc possible d’affirmer que pour

(t,x) € D on a

~ v(z+ 6.+ C’n)3
>
LB(tx) > 5

+o(1),

avec un o(1) uniforme par rapport a z. Pour (t,x) € D, grace a notre choix de 7, on
obtient alors,
3K ((ra —ade) — ||ra— adlln) v (z+ 6. +Cn)°

CP=1=0 < e talal) - ; +oll)

< 0 pour t; suffisamment petit.

Nous pouvons désormais appliquer le principe du maximum et affirmer que P— f—3 < 0

sur D. En particulier, si 'on suppose qu’il existe (£,£) €]0,t;[XR tel que s(t,e) < & <

s.e*Vt® on a alors
0 <[P —f](t&e) < B(t&e) =0.

C’est absurde donc pour tout ¢ €]0,¢;], on a

5.V < gt e,
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En développant I'exponentielle et en faisant tendre ¢ vers 0, on obtient

— s(t
lim supsais(’g) < —z.
t—0 —t ln(t)

Ceci étant valable pour tout 2z < —6. — C'n, on a

— s(t
lim sup 5 — 5(t£) < —6.—Cn.

t—0 £/ —1 ln(t) -

Enfin, en laissant n tendre vers 0, on obtient le résultat annoncé. ¢

Remarques: Contrairement au cas de la dimension 1, vu dans la partie II, nous n’ avons
pas démontré ici que la distance entre les frontieres libres américaine et européenne était
un O(t) lorsque ¢ tend vers 0.

D’autre part, nous n’avons pas traité le cas d’égalité: 0 < (ad,e) = r(a,e). Ce cas
semble ne présenter qu'une difficulté technique. Si I’on considere un cone centré sur la
direction ¢, la frontiere libre aura des comportements différents selon la direction que I'on
observe dans ce cone. Cependant, il semble que le comportement n’est pas parabolique
le long de la direction £ car une estimation numérique de s dans cette direction indique
la présence d’un facteur logarithmique supplémentaire.

Considerons une option de vente de prix d’exercice K = 100, de maturité 7" = 1
et portant sur la moyenne de deux actifs. On pose a = (0.5, 0.5), 6 = (0.05, 0.03) et
r = 0.04.

Dans la direction € = (%, %), ona0 < (ad,e) = r(a,e). Nous calculons numériquement

la quantité s(t,e) pour diverses valeurs de ¢ et nous représentons les fonctions suivantes

s(t) :=s(te) et g(t):= (oi‘) (1 — ﬁég\/(T —t)In <ﬁ>) :
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s(t)

Estimation de s(t,2) dans le cas 0 < (ad,e) = r{a,).

135

130

125

120

110

105

100

95

0O 01 0203040506070809 1
t
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Cinquieme partie
Etude de la convergence d’options

bermudéennes vers des ameéricaines

16 Introduction

Il n’est pas possible d’obtenir une formule explicite pour la fonction de valeur d’une
option américaine mais un grand nombre de méthodes numériques ont été développées
pour calculer cette fonction. La premiere idée consiste a résoudre l'inéquation varia-
tionnelle satisfaite par la fonction de valeur grace a des méthodes de différences finies.
Cependant, cette approche devient tres difficile a mettre en oeuvre pour des diffusions
de grande dimension. Dans ce cas, on résout numériquement le probleme d’arrét opti-
mal grace a des méthodes de Monte-Carlo (cf. BROADIE M., GLASSERMAN P. (1997),
LONGSTAFF F. A., ScHWARTZ E. S. (2001) et BALLY V.,PAGEs G. (2003)). Cela
implique une discrétisation en temps puis le calcul de la fonction de valeur d’une option
bermudéenne. En effet, une option bermudéenne est une option américaine que I’on ne
peut exercer qu’a certaines dates. D'un point de vue financier, elle donne donc moins
de droits a son détenteur qu'une option américaine. Son prix sera alors inférieur a celui
de 'option américaine correspondante. Cependant, si I'on augmente le nombre de dates
d’exercice possibles, il est bien connu que le prix de 'option bermudéenne converge vers
celui de 'américaine.

Dans cette partie, nous étudierons cette vitesse de convergence lorsque le nombre de
dates d’exercice possibles tend vers l'infini. De plus, la fonction de valeur d’une option
bermudéenne est solution d’un probleme d’arrét optimal discret, qui peut étre vu comme

un probleme de frontiere libre discrete. Nous nous intéresserons donc également a la vi-
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tesse de convergence de la frontiere libre discrete vers la frontiere continue.
On consideére d actifs risqués et on note S! leurs valeurs respectives a la date . On

suppose que (S;)o<i<r est solution de I’équation différentielle stochastique suivante:

dS; = diag(Sy)((r1 = §)dt + odW;) (5)

our>0,1=(1)1<i<a € R § € [0,+00[? 0 € R xR et (W,;)o<i<r est un mouvement
brownien standard sur R¢. De plus, on suppose que o vérifie I’hypothese H;, c’est & dire

qu’il existe m, M > 0 telles que:

Vo € RY, mljz[|* < 2”00"s < M|z

On note F la filtration associée & W et pour x € [0, + 0o[?, (S )o<i<r est la solution de
I'équation différentielle stochastique (5) telle que S§ = z.
On note f la fonction de pay-off et on suppose que f vérifie les hypotheses suivantes:
— f est continue sur [0, + oo[?.
— f est a croissance polynomiale et admet des dérivées premieéres (au sens des distri-
butions) localement intégrables et a croissance polynomiale.
En inversant le temps comme dans la section précédente, la fonction de valeur de I'option

américaine associée au pay-off f est:

P(t.x) = sup Ele™"" f(S7)],

T€T0,t

ou 7o, est 'ensemble des F-temps d’arrét a valeurs dans [0,¢].
Soit n € N*. On définit également la fonction de valeur de 'option bermudéenne

associée au pay-off f, de maturité 7' > 0 et offrant n dates d’exercice. Pour k € {0,...,n}
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et € [0, + oo[?, on pose

P"(kh,x) = sup Ele "™ f(S9)],

€T b
oit h =T /n et Ty, est 'ensemble des F-temps d’arrét a valeurs dans {ph :p € Net 0 <
p < k}.

Dans cette partie nous cherchons a évaluer P — P" lorsque n tend vers 4+oc. Sous des
hypotheses un peu différentes, il a déja été prouvé que I’erreur sur les fonctions de valeurs
était majorée par une constante multipliée par h (cf. CARVERHILL A. P., WEBBER N.
(1990), LAMBERTON D. (1998b) et BALLY V.,PAGES G. (2003)).

Dans la section 17, nous redémontrons ce résultat par une méthode qui permet, sous
des hypothéses supplémentaires, d’améliorer cette majoration (cf. Théorémes 17.1 et
17.2). Nous considérons ensuite des options de vente sur panier ou sur spread qui ont
été présentées dans la section 3 de la partie I. Pour ce type d’options, nous précisons la
constante qui apparait dans la majoration d’erreur.

Dans la section 18, nous nous intéressons a I’approximation de la région d’exercice de
P par celle de P™, toujours dans le cas d’options sur panier ou sur spread. On rappelle

la définition de la région d’exercice de ces options américaines:

£ ={(t,x) €0,T] x [0, + oo[®: P(t,x) = f(z)}.

Comme dans la partie précédente, on note & ses sections temporelles et, pour e € [0,+o00[?

de norme 1, on pose:

s(t,e) = inf{\ € R" : P(t,\e) > f(Ae)},
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avec la convention inf () = +o0.
De la méme maniere, on définit les sections temporelles de la région d’exercice de I'option

bermudéenne:

Vi<k<n, &) =1{r€l0,+ 00 P"(khz)= f(x)}.

Il est facile de voir que &£, est convexe et contient Ey,.

Pour ¢ € [0, + oo[? de norme 1 et 1 < k < n, on pose alors:

s"(kh,e) = inf{\ € R* : P"(kh,\e) > f(\e)},

avec la convention inf () = +oc.

Nous déduisons de la majoration d’erreur sur les fonctions de valeur, une estimation
de l'erreur sur les frontieres libres. Plus précisément, nous appliquerons le principe du
maximum présenté dans la partie I pour montrer que la différence entre s” et s est
proportionnelle & v/h.

Enfin, dans la section 19 nous considérons une option de vente portant sur un seul
actif. Nous démontrons alors que ’erreur P — P™ est minorée par une constante multipliée
par h lorsque h est petit. Cette minoration repose sur les résultats précédents, a savoir
la majoration de I'erreur sur les frontieres libres.

Nous prouvons donc que la vitesse de convergence de P™ vers P est de I'ordre de 1/n,
mais nous n’obtenons pas d’équivalent de n (P™ — P). En considerant une option d’achat
de maturité infinie, Dupuis et Wang sont parvenus a donner un développement limité de
I'erreur (cf. Dupuls P., WANG H. (2004)). Cependant, lorsque la maturité est finie, les
fonctions de valeurs des options et leurs prix critiques dépendent du temps et trouver un

développement limité de ’erreur reste une question ouverte.
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17 Majoration de ’erreur sur les fonctions de valeur

17.1 Le cas général

Pour éviter d’avoir des coefficients variables dans le générateur infinitésimal de la

diffusion, nous posons:

Vi € {1,...,d}, (XZ)OSKT = (In (Slf))ogth et o(y)=1f ((eyi)lgigd) pour y € R%.

Le générateur infinitésimal de X est donc:

1 %u a 1< , | Ou
A= 5 20 st 2\ 5 2 ) oy
et pour (t,y) € [0,T[xR%, on a:

P(t,e’) = sup Ele™""¢(X?)],

TE€To,t

olt nous avons utilisé la notation suivante ¥ = (%), _,,.

Le résultat suivant est essentiellement déja connu (cf. CARVERHILL A. P., WEBBER
N. (1990), LAMBERTON D. (1998b) et BALLY V.,PAGES G. (2003)). Nous le rappelons
et en donnons une démonstration tout de meéme car il peut étre vu comme une étape
intermédiaire dans la démonstration du résultat principal de cette section (cf. Théoréme

17.2).

Théoreme 17.1 Supposons qu’il existe C' > 0 tel que, au sens des distributions, on a:

Ap=Ap —rp > —C.
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Pour z € [0, + oo[?, on a alors
0< p(T:x) o P”(T,x) < ChE [eirﬁ J1{7’,}‘<T}] )

avec

7y =inf{u>1t: P(T—u,S;) = f(S;)} ANT.

Démonstration du Théoreme 17.1:
Soient y € R? et posons x = €Y. Dans la suite de la démonstration, nous noterons 73 = 7*
et

Tn =hinf{k e N: kh > 7"}

Par définition de P" et comme 7 € 7%, on a:

0< P(Tx)— P"(Tx)<E[e " ¢(XL) —e ™¢p(XL].

n

On régularise la fonction ¢ pour pouvoir appliquer la forumule d’It6. Pour p € N, on

pose

d d
9p(y) = (%) e=#=  pour tout y € R

On définit alors la suite de fonction

Dp(y) = O * gp(y) = /Rd ¢y — 2)gy(2) dy pour tout y € RY.

Comme ¢ est continue sur R?, on a

Yy ER', lim 6,(y) = (y) et Agy(y) = Adg,(y).
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Pour p € N, on a alors:

P(Tx)—P"(Tyx) < Ele ™ (¢(XL) — ¢p(XL))]
-E [efﬁ’*’ (¢(X$;;) - %(X%))}

TE[e 77 6,(X2) — ¢ T, (XL)]

Or f est a croissance polynomiale donc lorsque p tend vers 0, les deux premiers termes
tendent vers 0 par le Théoreme de convergence dominée. Pour p tendant vers 0, La

formule d’It6 nous permet alors d’écrire que

P(T,x)— P"(T,x) < -E /T*n e " Ag, (XY) du| + o(1)

+o(1).

= —E / e Ag x g, (XY) du

Or nous avons supposé que A¢ > —C sur R?, donc Ag * gp > —C' et en faisant tendre p

vers 0, on obtient

P(T,x) — P"(T,x) < CE

T™*n
/ e " du
T*

1= )

r

~ «
* n_T

S ChE |:6TT T]I{T*<T}:|

< ChE[e" 1] . O

Sous des hypotheses supplémentaires, nous pouvons améliorer cette majoration pour A
petit.
Théoreme 17.2 On se place sous les mémes hypothéses que dans le Théoréme 17.1,

mais on suppose en outre que pour x € [0, + ocl?, 7F admet une densité sur I’ensemble
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{r < T}. Pour h tendant vers 0, on a alors
Ch_ + .-
[P = P"|(T2) < —°F (677 Lgricmy] + o(h).

Démonstration du Théoréme 17.2: Soit x € [0, + oo[?. Supposons que 7/ admette une
densité sur {7} < T} et notons v cette densité. Comme 1) € L}IU 7p» il existe une suite de

fonctions continues (1), convergeant vers 1 dans L}l0 g Pour ¢ € [0,T], on pose
t = hmin{k € {0,....n} : t < kh}.
En reprenant ’avant derniere inégalité de la démonstration du Théoreme 17.1, on a alors

P(Tx) — PNT) < C / " e — 1y (t) dt

IN

C [ - nu0diC [ eE- 0w - vy

< o/ Uplt) dt + Chll — byl

Or on a
T n—1  (k+1)h
[ e = 32 [ =g

- / Z RO (1 — )y (u(k + b)) du,

en effectuant le changement de variable u = (t —kh)/h. Comme 1, est continue, la somme
de Rieman qui apparait dans le dernier terme converge vers fOT e ", (t) dt lorsque h tend

vers 0. Ainsi, il existe R(p,h) tel que lim,_,o R(p,h) = 0 et

/OT T ) dh = h/ol(l_u)/OTe—rt%(t)dtdquhR(p,h)
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h

T
-2 /0 e~ (#) dt + hR(p,h).

Finalement, on a

Ch [T
P(ra) = P(Ta) < [ om0y de+ Chl = vylny , +ChR(A)
0 ,
Ch [T 3Ch
< T ety 2w~ g, + CREGA)
0 ,
Ch o 3Ch
< TE [e @ ]l{r;<T}] + TH@/) — prL]lO,T[ + ChR(p,h).

Ainsi, on obtient la majoration suivante:

. [P=P'|(Tx) _ Corr _pr 3¢

En faisant tendre p vers +o00, on a le résultat. ¢

Remarques:

1 Pour une option de vente portant sur un seul actif, on sait que le prix critique est de

classe C! sur ]0,T]. On en déduit, grace au Théoréme de Girsanov, que la loi condition-

nelle de 7 sachant {7 < T} est équivalente a la loi conditionnelle du temps d’atteinte

d’un certain niveau par un mouvement Brownien sachant que ce temps d’atteinte est

strictement inférieur a 7. 77 admet donc bien une densité dans ce cas.

2 Dans le cas d’une option de vente portant sur une fonction linéaire des actifs, pour

z€[0,+00[? ona f(z) = (K — (a,z))" avec K > 0 et a € R?. Pour y € R?, on a donc

en utilisant la convexité de f:

d

Asty) = %zj(aa*)i,j%(ywz(r—&—%Zaij) 22) = o)

i, i=1 j=1

Vv

1
d
_ Z (r —6;) e¥ +rK — r(a,ey>) Ty ,eny< iy

i=1
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> —(rK —(ad,e’)) Ia,en<ky-
Alinsi, il existe une constante Cy > 0 telle que flqﬁ > —(Cy et le Théoréme 17.1 nous donne

sup [P — P"|(T,x) < Cyh.

x€[0,+o00[4

Dans la section suivante nous allons préciser cette majoration pour ce type d’options.

17.2 Le cas des options sur combinaison linéaire d’actifs risqués

Dans cette section et dans toute la suite de cette partie, nous supposons qu’il existe

K >0et acR? tels que:
Ve €RY, f(z) = (K — (a,2))".

Les options associées a ce type de fonctions de pay-off ont été particulierement étudiées
dans la section 3 de la partie I et dans la partie I'V.
Pour ce type d’options, on peut affiner la majoration du Théoreme 17.1. Nous énoncons

maintenant ce résultat.

Proposition 17.1 On note ad = (;0;), ;<. Pour tout x € [0, + oo[*:
P(Tx) — P"(T.x) < hE[e”" (rK — (a8,S%.)) dz:cry] + o(h),

ot le terme o(h) est contrélé uniformément par rapport a x sur tout compact de [0,+oc[?.
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Démonstration de la Proposition 17.1:

Soit z € [0, + oo[?. Pour la démonstration, on pose
™ =inf{lu>0: P(T —u,Sy) = f(SI)}ANT et 7,=inf{kh e N:kh>T1"}.
En conditionnant par F,- et en remarquant que 7, est F..-mesurable, on a alors:

P(Ta) = P"(T.x) < E[e7 [(S5) = e f(SE)]
= E [E [e_TT*f (Sf*) - e_ﬁ;f (S%) | ,7:,,.*] ]I{T*<T}]

= B[eT (1 (85) — e T TIR[F(55) | F]) By

Or, sur {7* < T}, on a (a,S7.) < rK donc Vf(S7.) = (=), <y Ainsi, comme f est

convexe, on a:

E[f(S%) | Fo] Upecry > E[f(S7) + (S5 — SL.VF(S2)) | Fre] Urecmy

= f (Sj_:*) ]I{T*<T} — <Oé,]E [S%: FT*] — 571':*>]1{T*<T}

d
= F(SE) Mpeary = D i (SE), (e — 1) |

=1

Finalement, comme 7 — 7% < h, on obtient:

B[ %R [f (55) | 7] Uran] 2 ELF (52) Upcn)]
d

(Th —717) Z(r —0j; St —rf (Sf)) Iz-cmy| + 0(h),

avec le terme o(h) uniformément controlé par rapport a x sur tout compact de [0, + oo[?.

Ainsi, on a

E[e "% TR [f (SL) | Fre] Upeary] =E[(f (S%) + (a6,5%) = 1K) Tpe oy ]
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et d’apres les premieres inégalités de cette démonstration, on obtient

P(T.z) — P"(T.z)

IN

Ele " (7i = ) (rK — (6,S%)) Urecmy] + 0(h)

< hE[e " (rK — (ad,S%)) Iecry] +0(h). O

18 Majoration de ’erreur sur les frontieres libres

Le but de cette section est d’établir le Théoréme suivant

Théoréme 18.1 Soit € € [0, + oo|? normé. Il existe une constante Cr. > 0 telle que
0< s™(Te)—s(Te) < Cr.Vh,

lorsque h = T /n est suffisamment petit.

Pour cela nous procédons comme dans la partie IV en effectuant un raisonnement par
récurrence sur d. En effet, il est relativement facile d’établir ce Théoreme dans le cas

~ o2p A N L . T . .
d = 1 car nous pouvons controler 75 grace a l'inéquation variationnelle satisfaite par
P. Cependant, pour d > 1, nous n’avons plus acces a ce controle. Nous prouvons alors
Ssultat 0 d 5, gra incipe d i ssenté d 1

ce résultat pour £ €|0, + co|® normé, grace au principe du maximum présenté dans la

partie I. Si une coordonnée de ¢ est nulle, on se ramene au cas de la dimension d — 1.

18.1 Le cas unidimensionnel

Dans cette section, nous supposerons que d = 1. Quitte & modifier la valeur de K,
on peut supposer que pour x € R*, f(z) = (K — x)*. Le but de cette section est de
majorer I'erreur entre les prix critiques américain et bermudéen.

Rappelons la définition du prix critique d’une option américaine de pay-off f et dont la
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fonction de valeur est notée P. Pour ¢ €]0,7], on pose
s(t) = inf{z € R" : P(t,z) > f(z)}.

Comme la fonction de valeur de 'option bermudéenne correspondante, P", est convexe,
il est possible de définir le prix critique de 'option bermudéenne. Pour k € {1,....n}, on

pose

s"(kh) = inf{z € R" : P"(kh,x) > f(z)}.

Comme P" < P pour tout n € N* et lim,,_, ;. P"(T,-) = P(T},-), il est facile de voir que
s" > s pour tout n € N* et lim,,_,, §"(T) = s(T). On rappelle que le Théoreme 17.1,

nous permet d’affirmer qu’il existe C; > 0 telle que

sup [P — P"|(T,x) < Cih.

2€[0,+00[

Nous en déduisons une majoration de la différence entre s et s”.

Théoréme 18.2 Lorsque h = T /n tend vers 0, on a

0< s"(T) —s(T) < os(T) TK_CW\/M o(Vh).

Démonstration du Théoréeme 18.2:
D’apres I’équation parabolique satisfaite par P dans la région de continuation et comme

P croit avec le temps, sur 'ouvert |s(T"),s"(T)[, on a:

o?s"(T)? 0°P B oP oP
T@(T@ = rP(T¢)— (r— 5)5%(7“@ + E(Taf)

> P(TE) - (r - DS (T8

oP

> rA(E+ (-0 - (- )¢ (ST +1)
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x s~ e e (L ire) +1)

> 1K — 55"(T) — (r — 8)+s"(T) (gp

X

Vv

(T,6) + 1) :

On suppose alors que n est suffisamment grand pour que s"(T) < K et on intégre cette

inégalité entre s(T') et x €|s(T),s"(T)[. On obtient:

025" (T)? <ap

2 6_x(T,x)+1) > (rK — 05"(T)) (z — 5(T))

—(r = 6)"s"(T) (P(T.w) — f())

v

(rK = 6s"(T)) (x = s(T))

—(r = 6)"s"(T) (P(T,s"(T)) — f(s"(T)))

car la fonction x — P(T,z) — f(x) est croissante sur [0,K]. En intégrant une seconde fois

entre s(T) et s"(T), on obtient:

a?s"(T)?
2
—(r = 6)"s"(T) (P(T,s"(T)) — f(s

(P(T,s"(T)) = f(s"(T))) =

S
—
~
~
~—
~—
—~
»
S
—
~
~
|
Va)
—
~
~—
~—

Or limy, 1o s"(T') = s(T), donc pour n > 0 et n assez grand, on a

(1+0)a*s"(T)* (P(T.s"(T)) = f(s"(T))) = (rK — 6s™(T)) (s"(T) — s(T))".

Le Théoreme 17.1 implique alors

(D) = s(@D) < ()
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En conclusion, on a:

) s"(T) — s(T) Ci(1+n)
msup = i =\ 7k —ss(1)’

En faisant tendre n vers 0, on obtient le résultat. ¢

18.2 Le cas multidimensionnel

Pour démontrer le Théoreme 18.1, il nous reste a établir le résultat suivant.

Proposition 18.1 Soit ¢ €]0, + oo[? normé. Il existe une constante Cp. > 0, telle que
0 < s"(T,e) — s(T,e) < CroVh+ o(Vh),

lorsque h =T /n tend vers (.

Pour démontrer cette Proposition, nous devons avoir des informations supplémentaires
sur la régularité de la fonction z — s"(T,z). Le lemme suivant va nous fournir ces

renseignements.

Lemme 18.1 Soient ¢ €]0, + 0o[? normé. Pour n > 0, on note
Vy = {z €0, + oo’ |z - s(Te)el <n}.

Soit n > 0 tel que V7 soit inclus dans un compact de 10, + oo[?. Il existe une constante

sy > 0 telle que, pour n € N suffisamment grand, on a

| s (T,i) — " (Tye) |
sup Ll <s
revs |z — s(T.e)ell B

I ™

Démonstration du lemme 18.1: Soit n € N*. Comme Er et £F sont des convexes de R?

contenant 0, on peut définir leurs jauges que nous noterons respectivement g et g,. Ce
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sont des fonctions convexes et homogenes (cf. BREz1s H. (1983)). D’autre part, pour

x €]0, + oc[?, il est facile de voir que

o) = Aot gy =

()

Pour z € V7, on a donc

|5 (Ty) = 5" (Te)| 1 gallz]2) = ga (@) |

| = s(T.e)e]| [2llgn(2)gn(e)  llz = s(T'e)e]]

Or par définition de s™, on a s' > 5" > s donc g; < g, < ¢g. Comme g; et g sont continues
et & valeurs strictement positives sur |0, 4 oo[?, il existe deux constantes C;, Cy > 0 telles

que C; < g, < Cs. Ainsi, il existe une constante C' > 0 telle que

| s (TW> — s (Tye) |

| gn(llzlle) — gn (=) |
sup < C sup .
z€Vs | — s(T.e)ell sevy v —s(Te)el

En écrivant ¢,,(z) = ¢, (s(T\e)e) + (gn(x) — gn (s(T',e)e)) et en utilisant I'homogénéité

des jauges, on a donc

| s (TW) _ s (Tye) |

=]l = 5(Tee) |
sup < Cgple) sup

2V |z — s(Te)e|| ( )xEVnE |z — s(Te)el|

T _
L O sup | 9n (5(Te)e) = gn () |

weve  |lz—s(Te)e

Or (gn(€)),en- est bornée, donc il existe C > 0 telle que
Conte) sup LIZL=5TD | _ 5

wevy [z —s(Te)el] —
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De plus, g,, est convexe donc, en notant §V,” la fronticre de V,7, on a

n Ta — Yn n T, — On
ap LT =g @ | n (5(T2)e) = g0 ()|
zeVy |z = s(T'e)e] zedVE |z — s(T\e)e||
2
<~ sup | ga(2) |
nx€6VnE
< 2_02 O
n

Nous pouvons maintenant établir la Proposition 18.1.
Démonstration de la Proposition 18.1:
Nous allons suivre les idées de la partie précédente en utilisant le méme principe du

maximum. Nous I"appliquons sur le domaine de ]0,7[x]0, + oc[? suivant:

D= {(t,x) €]0,T[x]0, + oc[®: ||z — s(T.e)e|| < nv/h et s <ti> <|lz| < s (TH;—H> } ,

]

ol n > 0 est une constante que l'on déterminera dans la suite.
Comme, pour tout z €]0, + oc[?, t — s <t,ﬁ> est une fonction décroissante et comme

s (T,i) < s (T,”‘;—H), D est bien un domaine de ]0,T[x]0, + oo[?.

]

Pour ¢ € [0,T], on pose ¢ = hmin{k € {0,....,n} : ¢t < kh}. On commence par remarquer
que P" = f sur Padhérence de D car pour tout t €]0,T], on a s" (T,ﬁ) < s (f’ni_\\)'

Ainsi, le Théoreme 17.1 et la croissance de P par rapport au temps nous permettent

d’affirmer que l'on a:
[P — f](t,x) < P(t,x) — P"(t,x) < Cyh sur D.

Nous montrons maintenant que cela implique I'existence d'une constante Cr. > 0 telle

que s(Tye) > s"(Te) — CT,E\/E pour h petit.
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Sur ]0,7[x]0, + oc[?, on définit pour cela la fonction S(t,x) = By (x) + B2(z), avec

Bl = ((nxn —s“(T,s>+wE)+)3

o) = (I szl - 2vi) ')

3
ou a, b et ¢ sont des constantes strictement positives que I’on déterminera dans la suite.
Nous montrons maintenant que P — f — 8 < 0 sur D.

A est une fonction de classe C12? sur D et D est inclus dans un compact de [0,77]x]0, +oc[?

donc on peut appliquer le principe du maximum sur D a la fonction P — f — (3 avec

I'opérateur suivant:

s Ou 1<, 0*u ‘ du
EU = E — <§ Z(O’ U)i’jxixjm + .- (T - (SZ)Ila—xl — TU) .

ij=1 i=

Premiere étape: Montrons que P — f — 3 < 0 sur la frontiere parabolique de D.

Soit (t,z) € 0,D. Nous avons quatre cas a étudier.
— Premier cas: Supposons que ||z|| = s (t i)

el

On a alors

[P - f - 5] (t,LE) = —ﬂ(t,ﬂ?) <0.

— Deuziéme cas: Supposons que ||z — s(T\¢)e| = nv/h.

D’apres le Théoreme 17.1, on a

[P —f=pltz) < Cah— bax)
,'73
(Cd — Cg) h.

Ainsi, [P — f — ] (t,z) < 0 si l'on choisit ¢ et 7 tels que Cy — c% < 0.

IN

— Troisiéme cas: Supposons que ||z|| = s" (ﬂﬁ)-
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Dans ce cas, on a

[P —f—=0](tx) < Cah—pBi(t2) 3
Cah — % <<sn (TH‘;—H> — s"(Tee) + b\/ﬁ) +> .

Or il existe R > 0 tel que D C V5 et tel que V5 soit inclus dans un compact de ]0, + oc[?,

IN

donc en appliquant le lemme 18.1, on prouve qu’il existe s; > 0 telle que

[P—f-plta) < (Cq—alb—sin)?®)h.

On en déduit que 'on a [P — f — ] (t,z) < 0 dés que l'on choisit a, b et n telles que
Cy— a(b — SL77)3 < 0.
— Quatriéme cas: Supposons que t = 0.

On a alors

[P - f - B] (O,ZL’) = —ﬁ(t,l’) S 0.
En conclusion, P — f — 3 < 0 sur 6, D si les deux conditions suivantes sont réalisées:

3
Ca < c% et Cyq<alb—scn)’.

Seconde étape: Montrons que L[P — f — 8] < 0 sur D.

Commencons par évaluer les dérivées partielles de g sur D.

Soit (t,x) € D. Pour 1 <i <d, on a

b _ 3ax; . 1\ 2
S vA(CRCERIONE
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et pour 1 <14, j <d, on obtient

0% _ baxx; . +
el e A e el

- (1o = 752) (1ol - sz + m)+>2.

Or, d’apres le lemme 18.1, on peut écrire:

IN

(ol = s 4 0vn) < (s (1) =iy +0vi)

]
< (spn+b)Vh.

Pour h tendant vers 0, on obtient donc

d
ﬁﬁl > - HiﬁQ (Z (UO'*)i,jsz?x?) (b+s.n) +o(1)

ij=1

Y

—3aM||z|[*(b+ sz1) + o(1)

V

—3aMs"(Te)*(b+ srn) + o(1)

> —3aMs(T.e)*(b+ sin) + o(1).

Il nous reste & minorer EBQ. Soit 1 < ¢ < d. On pose

oz —s(Te)e
|z = s(Te)ell

Oz — s(Te)|]

9:(x) = 0,

Ainsi, on peut calculer les dérivées premieres de fs:

2

2 0) =) ( (e = scrogel - 2A) )
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Soit 1 < 5 < d. On en déduit que

aijgi,] (I) = %gi(:r)gj(x) (Hx — S(T’S)SH . g\/ﬁ>+
+%§—i(:}:) ((Hx — 5(T,e)e|| — g\/ﬁ>+>2.

Or on peut vérifier que
dgi

Ny — gilz)g4(2)
aiﬁj (517) - '

[l = s(T\e)ell

Il est facile de voir que | g;(x) |[< 1 donc, sur D, on a

g < o (- smani- %W)Q

~ Vh
% (o 3)
< 3en*Vh
<
De méme, on a
: oo (- swas - uvir) )
8ii§;j(x) < %(Hx—s(T,g)gn—g\/ﬁ) +\6/ﬁ<( Hx_s(T’g)ZH ) >
¢ o (h=nvip)’
< S )
< 6en.

Finalement, on peut affirmer que:

d
—3cn Z (00™)ijzix; + o(1)

ij=1

—3enM [5” <T||z—”>r +o(1)

L5,

vV

vV
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> —3enMs (T.e)* + o(1),

avec, grace au lemme 18.1, un terme o(1) indépendant de x. On peut donc en conclure

que LA(t,x) vérifie 'inégalité suivante:
LA(tx) > —3aMs(T.e)*(b+ s.n) — 3enMs (T,e)* + o(1).
Comme D est inclus dans la région de continuation de 'option américaine, on a
LP(txz)=0 et Lf(tx)=rK —(adz) surD.
Alinsi, on obtient:

LIP—f—B(ta) = — (K — (ada)) — LA(t2)
< —(rK — (ad.z)) 4+ 3aMs(Te)*(b+ spn+ 3enMs (T,e) + o(1)
< —(rK —s(Te){ade))

+3aMs(T,e)?(b+ spn + 3enMs (T,e)” + o(1).

On peut donc affirmer que 'on a P — f — 8 < 0 sur 6,D et L[P—f—p](tz) <0 sur

D pour h suffisamment petit, si les constantes a, b, ¢ et n vérifient

3
Cy < c%, Cy < alb—srn)® et 3aMs(T.e)*(b+spn)+3enMs (T.e)* < rK—s(T,e){ad,e).

En particulier, on remarque que ’on doit avoir syn < b. On pose donc b = (s; + 1)n. On

cherche maintenant a, c et 1 telles que

’ K — 5(Te)(ad
Cq < C%, Cy<an® et a(2s,+1)n+cen<Cp avec Cp= r 3]\22(;)5()? ’8>_
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On pose alors

Il nous reste a choisir n > 0 tel que

2C, 16C
(28 +1) + —2 < Or.
1 1

On pose donc = /Cy(4sy, +19)/Cr.

Avec ces constantes, on peut appliquer le principe du maximum sur D et montrer
que P — f — < 0sur D. Or si I'on suppose que s(T.c) < s"(T,e) — bv/h, alors il existe
A €]s(T.g),s"(Te) — bv/h| telle que (T, \e) soit dans I'adhérence de D. Cependant c’est

absurde car par continuité de P — f — (3, cela impliquerait

OZ[P—f—ﬁ](T,)\&‘)Z[P—f](T,)\ﬁ)>0.

On a donc montré que s(Te) > s™(T,e) — bv/h. O

19 Minoration de ’erreur sur les fonctions de valeur

Dans cette section, nous considérons une option de vente portant sur un seul actif et
nous montrons que la majoration de ’erreur sur les fonctions de valeurs par une constante
multipliée par h est optimale. En effet, nous allons déduire du Théoreme 18.2 qu’il existe
une constante C' > 0 telle que P(T,x) — P"(T,z) > Ch pour z suffisamment grand et

h = T /n. Pour cela, nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 19.1 Soit ¢ : Rt — R de classe C' a support compact dans [0, + oo et telle
que ¢(0) < 0. Soit g : Rt — R* telle que g(h) = O(Vh) pour h tendant vers 0.
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On pose
Th=inf{t>0:W, < ¢(t)+g(h)}, T"=inf{kh e N:kh>T"} et U" = m-rt
On définit également le temps d’arrét suivant:

T =inf{t>0: W, < ¢(t)}

Pour h tendant vers 0, le couple (Th,Uh) converge en loi vers (T*,U) ot U est de loi

uniforme sur [0,1] et est indépendante de T*.

Démonstration du lemme 19.1: Nous montrons que la transformée de Fourier du couple
<Th,Uh> tend vers celle de (T*,U) ot U est de loi uniforme sur [0,1] et est indépendante
de T*. Puisque U" est & valeurs dans [0,1], il suffit de montrer que, pour p € Z et z € R,

on a

}ZII%E {e—szcTh_z’QﬂpUh} ) [e—z’2ch*] E [e—iQWpU] .
N

Soient p € Z et x € R. Comme T"/h € N, on remarque que
E [e—iQﬂxTh—iQﬂpUh] —E [ei(—m—%)iﬂh}
On veut donc montrer que pour tout £ € Ret p € N, on a

fim B [ (657" = E[e“"] sip=0
h=0 0 sip#0.

Comme ¢ est C! & support compact dans [0, + oo[, on a

T”:inf{tz O:Wt—/0t¢>’(s)ds§ ¢(0)+g(h)}.
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On définit alors la probabilité P* telle que

dP* tooo L[+,
= o (- [ swan -5 [ @ a).

Posons T" = inf {t > 0: W, < ¢(0) + g(h)}.
Sous P*, W =W, + fot ¢'(s) ds est un mouvement brownien standard

et T" = inf {t >0: W) — fot ¢ (s)ds < ¢(0) + g(h)} . Ainsi, on a
E' [;&(T’l)] —E [w(:fh)} V4 borélienne et bornée.
Posons M; = exp (— fot @' (s) dW, — %fot (¢/(s))? ds). Pour £ € R, on en déduit que

E{ezfﬁ’] _ {eigf“h}
— E |:M_|_006i§Th:|

= E[Mpe"].
D’autre part, pour h > 0 tel que ¢(0) + g(h) < 0, on peut écrire que

7" = T°
= Th+inf{UZO:WTh+u_WThS_g(h)}

= T"+ ptg(n),

olt pgny = inf{u>0:B, < —g(h)} avec B mouvement brownien standard. Ainsi, en

utilisant la propriété de Markov forte, on obtient

E[eifT*} - B [ez’fTO]

e} ]E |:MT0€Z§T0:|
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7o - )
o (- s [ ) o1

= E[Mpe€ e,

— E|MuE

avec

Fh(f,T) = E |:eXp <— Aug(h) ¢'(7. + S) dBS o %Aﬂg(h) (d)I(T + S))2 d8> eifﬂg(h):|

= FE [eiﬁug(m}

B [eiww (exp <— / Y e 4 s)dB, — % / S+ 8)? ds) - 1)] |
0 0

Montrons que

lim sup | Fr(¢,7) — E [e’f“g(’ﬂ] =0
h=0 (¢,1)eRx[0,4-00]

Posons M = exp (—f5¢’(7+s d B ——fo (¢ (T +5))° ds).

D’apres I'inégalité de Biirkholder-Davis-Gundy, on a alors

| Fu(r) —E[e@so] | < E[| M, —1]]

Hg(h)
< E {| M]¢' (T + s) dB |]
0

\/ / " (Mg + ) ds] .

Les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Doob, nous donnent ensuite

IN

| Fuler) ~E[e0] | < 335MT\/ [ @i a ]
< c{efapo]) (][ oo )
S _

c@onr) (& [ weror o)
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IN

o @iz (2 [ oo )

C'sup IMZ 22116l [ prgny A AT

IN

ot A > 0 est une constante. Or, sup,~ || ML ||z < 400 car

Bl00) e ([ @erads) sem ([ @67 ds) < 4oc

Comme limy,_,0g(h) = 0, lim;, o E [ug(h)} = 0 et il existe donc R(h,£) tendant vers 0

quand A tend vers 0, tel que
E[e€7] = E | Mje' " cim] + R(hg).

Or on a

donc, pour p = 0, on obtient

E [ei(f—%)fh] E [eiﬁT*] | < E [MT*h | o) _ 1 H + R(h)

= o(1) pour h tendant vers 0.

Ainsi, on a montré que
VEER, lmE|e M| = E[¢4T].
h—0

D’autre part pour p # 0, on a
E {ei(g_%Tp)T*} = E {]\/[Thei(f_%Tp)Thei(f_%Tp)ﬂg(h)] + 0(1)

_27mp

= E[Mpe )M R [ee)mm] 4+ o(1).
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Or on sait que E[e™PHan]| = e~ 9V donc par prolongement analytique on a
E [e’z”g(h)] = ¢ 9(MV2e pour z € C tel que Rz > 0.

Ainsi, pour h suffisamment petit, on a
1) {ei(f—%)ﬂg(m] _ 9hy2(6-32)

Comme g(h) = O(vh) quand h tend vers 0, E {ei(g_%Tp)“g(h)} est borné.
D’autre part, 7" admet une densité sous P* donc sous P car P et P* sont équivalentes.
Ainsi, on a

lim E[eT] =0.

|€|—>+00
Finalement, on obtient bien

limE {ei(&th)Th} limE [thei(&th)Th =0,

h—0 h—0
des que p # 0. O
Introduisons maintenant quelques notations.
Notations: Soit 0 < n < T'. D’apres le Théoreme 18.2, il existe C), > 0 tel que pour tout

t € [n,T], on a

s(t)(1 + CyVh) > s"(t).

Pour ¢ €]0,T], on pose alors §(t) = s(t)(1+C,v/h). On définit ensuite le temps d’atteinte

de la frontiére 5" par la diffusion S. Pour z € R", on pose:

F=inf{u>0:8" <5 (W}A(T—-n) et 7" =inf{kh e N:kh>7"}.

x
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Remarque: Pour k € N tel que kh > 1, on a s"(kh) < §"(kh) et donc 7"

x

IN
|
>
IA
H\]p-
o
=

" = hinf {k € N: S¥, < s"(kh)} AT,

est un temps d’arret optimal pour le probleme discret.

Théoréme 19.1 I/ existe 0 < a < 1 telle que pour tout x €]s(T), + oc[ on a
P(Tx) — P*(Tyx) > ahE [e " (rK — 65(7)) djrs<r—my] »

avec 72 =1inf{u >0: S <s(u)} AT.
Démonstration du Théoréme 19.1: Soit x €]s(T'), +oc[. Dans les notations désignant des

temps d’arrét, nous omettrons la dépendance en . On a

P(Tz) — P"Tx) > E [P(T,:r) e P(T - rh,si‘h)]

v

E

+h
/ e (TK - 655) ]I{nggs(u)} du] .
0

Or pour y < s(u) alors K — dy > 0 donc on obtient

-
P(T,:Ij) — Pn(T,:Ij) > E / e (TK — 555) B{Sggs(u)} du]l{;.h<Tn}]

~h

h

i h—7
—rh gn(#h
e /0 (rK =085 1 v dun{;k”}]

Y
=

ol l'on a posé:

I(z,h) = E

7—.h77~.h
_yrh g~
e (rK — 63 (7"1))/0 ]l{sin(;h)gs(%hﬂ)} dU]l{;.h<T_n}]
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=h _zh

—rh T ~n(~ gn(gh
R(z,h) = OE |e /O (s (71) — g3" >) n{sin(;h)gs(mﬂ)}du]l{;h@_,,}].

Montrons que R(x,h) = o(h) lorsque h tend vers 0. On a

h
| R(z,h) | < OE [/ |§"(%h)—sj"<fh>du]
0

< 6h1E[ sup é"(%h)—Si"”h)ll]

0<u<h

= o(h),

d’apres le lemme 2.1.

On obtient alors

P(T.x) — PMT\z) > I(z,h)+o(h)

h h

e (rK — 85" (71)) / Pi(,u,7) dullzn
0

Vv

E +o(h),

avec Py(z,u,7") =P (Sf;n(?h) < s(Fh +u) | f;—h) :
Soit u € [0,7" — 7"]. On pose p=7r — 6 — % et on a
-h s(7" + u)
Py(zu,) = Plupu+oW, <In| ——=5=| [ Fon
st(r")

> IP’(,uu+aWu§—ln<1+C’n\/ﬁ> |.7:7-h>.

En effet, on a s(7" +u) > s(7") car s est croissant et §"(7") = s(7")(1 + C,vh). Comme
0 <u < h, il existe ¢ > 0 et g une variable aléatoire suivant une loi gaussienne standard

telles que

Pu(wui) > P(ovug < —n(1+CVh) = || h)
> P (Vg < —cvh).
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Sur { (7" — 7") > h/2}, on a alors

~h _~h =h _~h

/UT ' P <Si"(?h) < s(F" 4+ u) | .7-};1> du > /OT - P (ﬁg < —C\/E> du

(A4
—~
\1

>
|
Rl
>
N—
c\
=
N
Nt
VAN
o
I
)
>
| =
\]

3
N~
=8
N

v

Par conséquent, on a l'inégalité suivante

P(Tx)—P"(T,x) >

~| >

P(g < —2c)E {e—m (rK — 85" (7")) ]1{%,1<T_n}m{fh_%h2%}} +o(h).

Or 5"(t) = s(t)(1 + C,V/h), donc on a

o= inf{tZO:Wt§§<ln<§nx(t)>—<r—5—%2>t>}/\(T—77)

= inf {t > 0: W, < ¢(t) + g(h)} A (T — 1),

avec

03602
g(h) = éln (1+Cyvh).

Comme ¢ est C' sur ]0,T], ¢(0) < 0 et g(h) = O(v/h), on peut appliquer le lemme 19.1
avec T* = 7* et T" = 7". On prouve alors qu'il existe une variable U uniforme sur [0,1]

et indépendante de 7* telle que:

h —r7y *
P(T,[L’) - Pn(T::E) > ZP (g < _QC)E |:€ ’ (TK - 65(7—9:)) ]1{'7';<Tfn}ﬂ{U2%}

+ o(h)

vV

h .
gP(g < —20)E e (rK — s(7))) Yzscr—mp] +0(R). O
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