
HAL Id: tel-00008823
https://theses.hal.science/tel-00008823

Submitted on 19 Mar 2005

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Options Américaines et frontières libres
Etienne Chevalier

To cite this version:
Etienne Chevalier. Options Américaines et frontières libres. Mathématiques [math]. Université de
Marne la Vallée, 2004. Français. �NNT : �. �tel-00008823�

https://theses.hal.science/tel-00008823
https://hal.archives-ouvertes.fr


Universit�e de Marne-la-Vall�eeLaboratoire d'Analyse et de Math�ematiques Appliqu�eesCNRS UMR 8050
THESEpr�esent�eepour obtenir le titre deDOCTEUR EN SCIENCES MATHEMATIQUESde l'Universit�e de Marne-la-Vall�eeparEtienne CHEVALIEROptions am�eriaines et fronti�eres libres

soutenue le 16 d�eembre 2004devant le jury ompos�e des professeurs :Mark BROADIE RapporteurNiole EL KAROUI RapporteurDamien LAMBERTON DireteurYves ACHDOU ExaminateurGuy BARLES ExaminateurNizar TOUZI Examinateur





Remeriements:
Je remerie Damien Lamberton pour la on�ane qu'il m'a aord�ee en aeptant dediriger ette th�ese. Son enthousiasme et sa disponibilit�e m'ont beauoup aid�e pendanttoute la dur�ee de e travail. Je lui suis �egalement reonnaissant pour la patiene dont ila toujours fait preuve lors de longues s�eanes de releture.Je suis tr�es honor�e que Mark Broadie et Niole El Karoui aient aept�e de r�ediger lerapport de ette th�ese. Leurs ommentaires et suggestions m'ont beauoup apport�e.Je tiens �egalement �a remerier toute l'�equipe du laboratoire d'analyse et de math�ematiquesappliqu�ees de l'Universit�e de Marne-la-Vall�ee pour son aueil haleureux. Je remeriepartiuli�erement Mireille Morvan pour sa gentillesse.





Table des mati�eres 5Table des mati�eresI Fontions de valeur des options 121 Introdution 122 Quelques propri�et�es de la di�usion 152.1 Un prinipe du maximum parabolique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152.2 Contrôle de la di�usion en temps ourt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 173 Une lasse partiuli�ere de pay-o� 193.1 Prime d'exerie antiip�e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 213.2 Limite de la fronti�ere libre �a la maturit�e . . . . . . . . . . . . . . . . . . 234 Prix d'exerie ontre prix spot 24II Prix ritique pr�es de l'�eh�eane d'une option am�eriaine 305 Introdution 306 D�eveloppement du prix ritique pr�es de l'�eh�eane dans le as Æ � r 346.1 Le as europ�een . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 356.1.1 Premi�eres estimations du omportement asymptotique de se . . . 356.1.2 Equivalent de K � se �a l'�eh�eane . . . . . . . . . . . . . . . . . . 376.2 Prix ritiques europ�een et am�eriain pr�es de l'�eh�eane . . . . . . . . . . 487 Le as d'un pay-o� r�egulier pr�es de la fronti�ere libre 557.1 Fontion de valeur d'une option am�eriaine pr�es de sa maturit�e . . . . . . 567.2 Comportement du prix ritique pr�es de l'�eh�eane . . . . . . . . . . . . . 618 Mod�eles �a volatilit�e loale 70III Fronti�ere libre pr�es de l'�eh�eane d'un plan de retraite 749 Introdution 7410 Le as r�egulier: as 1 8110.1 D�eveloppement de la fontion de valeur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8110.2 D�eveloppement de s au voisinage de l'�eh�eane . . . . . . . . . . . . . . . 8311 D�eveloppement de s dans le as 2 8811.1 Estimation de [V �  ℄ (t;se(t)) au voisinage de l'�eh�eane . . . . . . . . . 8911.2 D�eveloppement de s au voisinage de la maturit�e . . . . . . . . . . . . . . 95



6 Table des mati�eres12 D�eveloppement de s et ~s dans le as 3 9912.1 D�eveloppement de s dans le as 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9912.2 D�eveloppement de ~s . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102IV Fronti�ere libre pr�es de l'�eh�eane d'une option am�eriainesur plusieurs atifs 10813 Introdution 10814 Le as r�egulier 11414.1 D�eveloppement de la fontion de valeur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11414.2 Fronti�ere libre pr�es de la maturit�e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11515 Le as irr�egulier 12515.1 Fronti�ere europ�eenne pr�es de l'�eh�eane . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12515.2 Le as am�eriain . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129V Etude de la onvergene d'options bermud�eennes vers desam�eriaines 14016 Introdution 14017 Majoration de l'erreur sur les fontions de valeur 14417.1 Le as g�en�eral . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14417.2 Le as des options sur ombinaison lin�eaire d'atifs risqu�es . . . . . . . . 14918 Majoration de l'erreur sur les fronti�eres libres 15118.1 Le as unidimensionnel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15118.2 Le as multidimensionnel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15419 Minoration de l'erreur sur les fontions de valeur 162



Introdution 7IntrodutionDepuis les travaux de Blak, Sholes et Merton en 1973, les marh�es �naniers ontonnu une expansion onsid�erable et les produits �ehang�es sont de plus en plus nom-breux et sophistiqu�es. Les plus r�epandus de es produits sont les options. Les options debase sont les options d'ahat ou de vente, appel�ees respetivement all et put: e sont desontrats pass�es entre le vendeur et l'aheteur de l'option qui donnent le droit �a l'aheteurd'aqu�erir ou de vendre un bien �nanier �a un prix (prix d'exerie ou strike) et �a unedate (maturit�e) onvenus au pr�ealable. Si l'option peut être exer�ee avant sa maturit�e, onparle d'option am�eriaine sinon 'est une option europ�eenne. Comme l'aheteur n'est pasoblig�e d'exerer son droit si ela ne orrespond pas �a ses int�erêts, il gagnera une fontionpositive du prix des biens sur lesquels porte l'option. Cette fontion est appel�ee fontionde pay-o�. Evidemment, pour obtenir le droit de faire un gain sûr, l'aheteur doit payerune prime au vendeur. Dans la th�eorie des options, un des prinipaux probl�emes onsistejustement �a d�eterminer ette prime. Cette question, appel�ee probl�eme de valorisation,a �et�e r�esolue pour les options europ�eennes portant sur des atifs dont la valeur suit unmod�ele simple, le mod�ele de Blak et Sholes. Cependant, nous ne pouvons pas obtenirde formule expliite pour le prix d'une option am�eriaine, même dans un mod�ele aussisimple.En e�et, pour valoriser une option am�eriaine, il est ruial de d�eterminer les ondi-tions sous lesquelles l'option doit être exer�ee par son d�etenteur. La th�eorie modernedes options aÆrme qu'il existe une fronti�ere telle qu'il est optimal pour le d�etenteur del'option d'exerer son droit d�es que les valeurs des biens sous-jaents traversent ettefronti�ere. Pour les options d'ahat ou de vente portant sur un seul bien, ette fronti�ereest simplement une fontion du temps appel�ee prix ritique, dans les autres as nous par-lerons de fronti�ere libre. Si l'on onnâ�t ette fronti�ere, valoriser une option am�eriainerevient alors �a valoriser une option europ�eenne ar la date d'exerie est bien d�etermin�ee.



8 IntrodutionCependant, nous ne sommes pas apables de donner une formule expliite d�erivant lafronti�ere libre même dans les as les plus simples. Le prinipal sujet de ette th�ese est donl'approximation de la fronti�ere libre assoi�ee �a di��erents types d'options am�eriaines, enpartiulier pour des maturit�es ourtes.Pour �evaluer le prix d'une option am�eriaine, nous devons avoir une mod�elisation desprix des biens sous-jaents �a ette option. Dans la th�eorie moderne de valorisation desoptions, on suppose qu'il n'y a pas d'opportunit�e d'arbitrage, 'est �a dire de possibilit�ede faire des b�en�e�es sans prendre de risques. On onsid�ere �egalement que le marh�e estomplet. Autrement dit, on suppose que tout produit �ehang�e sur le marh�e est r�epliablepar un portefeuille ompos�e uniquement des atifs de base. En reliant ela �a la th�eoriedes martingales, on a observ�e que l'absene d'opportunit�e d'arbitrage est �equivalent �al'existene d'une probabilit�e, �equivalente �a la probabilit�e historique, sous laquelle les pro-essus des prix atualis�es des atifs de base sont des martingales (f. Harrisson J.M.,Pliska S.R. (1981), Dalang R.C., Morton A., Willinger W. (1990) et Del-baen F., Shahermayer W. (1994)). Dans un marh�e omplet, une telle probabilit�eest unique, on l'appelle la probabilit�e risque neutre. Tout au long de ette th�ese, noustravaillerons sous ette probabilit�e et nous supposerons que le marh�e est ompos�e de datifs risqu�es tels que le proessus de leurs prix �a la date t soit solution de l'�equationdi��erentielle stohastique suivante:dSt = diag (St) (b(t;St)dt+ �(t;St)dWt) ;o�u W est un mouvement Brownien standard sur Rd et diag(x) d�esigne la matrie dia-gonale dont les termes diagonaux sont �egaux aux oordonn�ees de x. Pour assurer laompl�etude du marh�e, nous supposons que � est toujours inversible.Dans e adre, Benssoussan et Karatzas (f. Benssoussan A. (1984) et Karat-zas I. (1988)) ont reli�e la valorisation d'une option am�eriaine �a un probl�eme de temps



Introdution 9d'arrêt optimal. Ils ont d�emontr�e que le prix, �a la date t, d'une option am�eriaine dematurit�e T et de fontion de pay-o� f est P (t;St) ave:P (t;x) = sup�2Tt;T E �e�r(��t)f(S� )jSt = x� ;o�u Tt;T est l'ensemble des temps d'arrêt �a valeurs dans [t;T ℄ et assoi�es �a la �ltration deW que l'on notera F. La th�eorie de l'arrêt optimal (f. El Karoui N. (1981)) permetd'aÆrmer queP (t;x) = E �e�r(���t)f(S��)jSt = x� o�u � � = inf fu � t : P (u;Su) = f(Su)g ^ T:D'autre part, la fontion de valeur P a �et�e arat�eris�ee omme la solution de l'in�equationvariationnelle suivante (f. Benssoussan A., Lions J.L. (1982) et Jaillet P., Lam-berton D., Lapeyre B. (1990))8><>: ~MP � 0; f � P; ~MP (P � f) = 0 p.p..P (x;T ) = f(x) sur [0;+1[;o�u nous avons pos�e:~Mh(t;x) = �h�t + 12 dXi;j=1(���)i;j(t;x)xixj �2h�xixj + dXi=1 bi(t;x)xi �h�xi � rh:Ces deux approhes font intervenir une r�egion sp�ei�que de [0;T [�[0;+1[d pour alulerP . Cette r�egion, appel�ee r�egion d'exerie, est la suivante:E = �(t;x) 2 [0;T [�[0;+1[d: P (t;x) = f(x)	 :En e�et, le temps d'arrêt optimal � � est le temps d'entr�ee du proessus (t;St) dans E



10 Introdutionet, d'autre part, P est la solution de ~MP = 0 sur le ompl�ementaire de E . Am�eliorernotre onnaissane de E est don essentiel pour aluler la fontion de valeur d'une op-tion am�eriaine, mais �egalement pour d�eterminer la strat�egie que le d�etenteur de l'optiondoit suivre pour optimiser ses gains.Dans la partie I, nous pr�esenterons ertaines propri�et�es de la di�usion S et des fon-tions de valeur des options am�eriaines et europ�eennes. Tout d'abord, nous rappelons unprinipe du maximum parabolique assoi�e au g�en�erateur in�nit�esimal de la di�usion. Cer�esultat sera utilis�e dans les parties suivantes (f. parties II et IV) o�u le omportement dela fronti�ere libre au voisinage de l'�eh�eane est examin�e. Pour ela nous aurons �egalementbesoin de ontrôler la di�usion au voisinage de la maturit�e et le lemme 2.1 pr�esent�e dansla setion 2 de la partie I nous fournira e ontrôle. Dans la setion suivante, nous intro-duirons un ensemble partiulier d'options: des options de vente portant sur une fontionlin�eaire de S. Cet ensemble d'options pr�esente des propri�et�es partiuli�eres qui seront tr�esutiles pour �etablir les r�esultats des parties II, IV et V. Finalement, on �etendra une for-mule �etablie par C. Martini qui permet d'�ehanger le prix d'exerie et la valeur initialede l'atif sous-jaent dans la fontion de valeur d'une option de vente europ�eenne.Dans la partie II, nous onsid�erons une option de vente am�eriaine portant sur unatif qui distribue des dividendes et dont la volatilit�e est une fontion du temps et dela valeur de l'atif. Au voisinage de l'�eh�eane de ette option, un d�eveloppement limit�edu prix ritique est donn�e. Si le taux de dividendes distribu�es par l'atif est stritementplus grand que le taux d'int�erêt du marh�e, la fontion de pay-o� est r�eguli�ere pr�esde la limite du prix ritique. Nous sommes alors apables d'obtenir un d�eveloppementlimit�e de la fontion de valeur de l'option, puis d'en d�eduire elui du prix ritique auvoisinage de la maturit�e. On d�emontre ainsi que le omportement du prix ritique estparabolique. Dans le as ontraire, nous sommes dans une situation beauoup moinsr�eguli�ere et un fateur logarithmique suppl�ementaire apparâ�t. Pour prouver e r�esultat,



Introdution 11on montre qu'au voisinage de l'�eh�eane, le prix ritique a le même d�eveloppement limit�edu premier ordre qu'une fontion appel�ee prix ritique europ�een. Finalement, nous ob-tenons le d�eveloppement de e prix ritique europ�een en utilisant la formule permettantd'�ehanger le prix d'exerie et la valeur initiale de l'atif sous-jaent dans la fontion devaleur d'une option de vente europ�eenne.Le omportement d'une fronti�ere libre assoi�ee �a une in�equation variationnelle di��e-rente est examin�e dans la partie III. En e�et, dans un artile r�eent Friedman et Shen(f. Friedman A., Shen W. (2002)) ont onsid�er�e un plan de retraite o�rant l'optiond'une retraite antiip�ee. Ils ont montr�e que la valeur �nani�ere de e plan de retraite,not�ee V , est l'unique solution d'une in�equation variationnelle et ont �etudi�e la fronti�erelibre assoi�ee. En utilisant le fait que V peut �egalement être arat�eris�ee omme la so-lution d'un probl�eme d'arrêt optimal, nous reprenons le travail de Friedman et Shen endonnant un d�eveloppement limit�e de la fronti�ere libre au voisinage de l'�eh�eane du plande retraite. Contrairement �a Friedman et Shen qui ont r�eduit l'in�equation variationnelle�a une �equation int�egrale pour �etudier la fronti�ere libre, nous introduisons une optionam�eriaine auxiliaire qui nous permet d'utiliser les r�esultats de la partie II.Dans la partie IV, on onsid�ere une option de vente am�eriaine portant sur une fon-tion lin�eaire de d atifs distribuant des dividendes. Nous �etendons les r�esultats de lapartie II onernant le as d = 1 en �etudiant la fronti�ere libre pr�es de l'�eh�eane lorsqued > 1. Une param�etrisation de la r�egion d'exerie �a la date t est donn�ee. Celle-i nouspermet de d�e�nir puis de donner la vitesse de onvergene de ette r�egion lorsque t tendvers la maturit�e de l'option. Obtenir un d�eveloppement limit�e de la fontion de valeurde l'option am�eriaine ne se r�ev�ele pas beauoup plus diÆile qu'en dimension 1, maisen d�eduire le omportement de la fronti�ere libre est plus ardu ar l'in�equation variation-nelle ne donne pas suÆsamment d'information sur les d�eriv�ees seondes de la fontion devaleur. L'�etude de la fronti�ere libre reposera sur le prinipe du maximum pr�esent�e dans



12 Introdutionla partie I.Finalement, nous onluons e travail en �etudiant l'approximation de la fronti�ere libred'une option am�eriaine par elle d'une option bermud�eenne. Une option bermud�eenneest une am�eriaine qui ne peut être exer�ee qu'�a ertaines dates. Plus pr�eis�ement, sila fontion de pay-o� de l'option est not�ee f et sa maturit�e T , la fontion de valeur del'option bermud�eenne est d�e�nie parP n(t;x) = sup�2T nt;T E �e�r�f(S� )jFt� ;o�u T nt;T est l'ensemble des F-temps d'arrêt �a valeurs dans fkT=n : k 2 N et nt=T � k � ng.L'objet de notre �etude est alors l'estimation de P � P n lorsque n tend vers l'in�ni. Siil est bien onnu que ette di��erene tend vers 0, la vitesse de onvergene reste �a êtred�etermin�ee. Dans le as d'une maturit�e in�nie et d'une option d'ahat portant sur unseul atif, il a �et�e d�emontr�e que ette erreur est �equivalente �a C=n ave C > 0 (f.Dupuis P., Wang H. (2004)). Cependant, e probl�eme s'av�ere plus diÆile dans le asd'une maturit�e �nie ar la fontion de valeur et la fronti�ere libre sont des fontions dutemps. Toutefois, Dans un adre g�en�eral, on sait que la di��erene P � P n est major�eepar ~C=n ave ~C > 0 (f. par exemple Bally V.,Pag�es G. (2003)). Nous pr�eisonsasymptotiquement ette majoration et surtout nous montrons omment en d�eduire uneestimation de la distane entre les fronti�eres libres am�eriaines et bermud�eennes, dans leas d'options sur panier. En�n, nous montrons, dans le as d'une option de vente portantsur un seul atif que pour x 2 R+ plus grand que le prix ritique de l'option, il existeune onstante Cx > 0 telle que P (0;x)� P n(0;x) � Cx=n:



1. Introdution 13Premi�ere partieFontions de valeur des options1 IntrodutionDans ette partie, nous pr�esentons des r�esultats g�en�eraux sur les fontions de valeurd'options am�eriaines et europ�eennes. Certains sont bien onnus dans des mod�eles parti-uliers et nous les �etendrons �a notre mod�ele. D'autres sont nouveaux et seront des outilsde base pour les d�emonstrations des parties suivantes.Tout d'abord, nous sp�ei�ons notre mod�ele de marh�e. On onsid�ere d atifs risqu�eset l'on suppose que, pour 1 � i � d, le prix, �a la date t de l'atif i, not�e Sit est solutionde l'�equation di��erentielle stohastique suivante:dSit = Sit  bi (t;St) dt+ dXj=1 �i;j (t;St) dW jt ! ;o�u W est un mouvement Brownien standard sur Rd , b une fontion de [0;T ℄� [0;+1[d�a valeurs dans Rd et � une fontion born�ee de [0;T ℄� [0;+1[d �a valeurs dans Rd�d . Deplus, nous supposerons que b est born�ee et Lipshitzienne et que � satisfait les hypoth�esessuivantes:H1 : Il existe m > 0 et M > 0 tels que8(t;x;�) 2 [0;T ℄� [0;+1[d�Rd ; mk�k2 � �����(t;x)� �Mk�k2:H2 : Il existe �L > 0 telle que8(t;x;y) 2 [0;T ℄� [0;+1[d�d; k�(t;x)� �(t;y)k � �Lkx� yk:



14 Fontions de valeur des optionsH3 : Il existe � > 0 et �H > 0 telles que8x 2 [0;+1[; (t;s) 2 [0;T ℄2; j �(t;x)� �(s;x) j� �H j t� s j� :L'hypoth�ese H1 impose la non-d�eg�en�eresene de l'�equation aux d�eriv�ees partielles sa-tisfaite par la fontion de valeur d'une option europ�eenne et se r�ev�ele tr�es utile pourles probl�emes de alibration. De plus, ette hypoth�ese assure la ompl�etude du marh�e.La r�egularit�e de � est d�etermin�ee par l'interpolation utilis�ee pour la alibration mais leshypoth�eses H2 et H3 ne sont pas tr�es restritives. Ces hypoth�eses sont ommun�ementutilis�ees pour les mod�eles �a volatilit�e loale.Dans e adre, le prix d'une option am�eriaine de maturit�e T et de fontion de pay-o�f est P (t;St) �a la date t, o�uP (t;x) = sup�2Tt;T E �e�r�f (S� ) j St = x� :Dans la suite, nous noterons (St;yu )t�u�T la solution de l'�equation di��erentielle stohas-tique pr�e�edente telle que St;yt = y. Si t = 0, nous d�esignerons ette solution plus sim-plement par (Syu)0�u�T .De la formule d�erivant P , nous pouvons d�eduire des propri�et�es imm�ediates pour lafontion de valeur d'une option am�eriaine:� 8x 2 [0; +1[d; P (T;x) = f(x).� 8x 2 [0; +1[d; 8t 2 [0;T ℄; P (t;x) � f(x).� Si � et b ne d�ependent pas du temps, on peut �erire que pour tout x 2 [0;+1[d,P (t;x) = sup�2T0;T�t E �e�r�f (Sx� )� ;don la fontion t! P (t;x) d�eroissante sur [0;T ℄.



1. Introdution 15D'autre part, nous rappelons que P peut être arat�eris�e omme la solution d'unein�equation variationnelle. Grâe �a ela, beauoup de propri�et�es int�eressantes ont �et�e�etablies dans le as d'un seul atif sous-jaent, 'est �a dire d = 1. Nous r�esumons iielles qui seront utilis�ees dans la suite.� Si f est onvexe, 8t 2 [0;T ℄; x! P (t;x) est �egalement onvexe (f. El Karoui N.,Jeanblan-Piqu�e M., Shreve S. (1998) et Hobson D. (1998)).� Si f est monotone, 8t 2 [0;T ℄; x! P (t;x) a la même monotonie que f (f. MartiniC. (1999)).� Si f est onvexe, P est roissante ave la volatilit�e (f. El Karoui N., Jeanblan-Piqu�e M., Shreve S. (1998)).Remarquons que l'in�equation variationnelle satisfaite par P fait intervenir le g�en�erateurin�nit�esimal de la di�usion S. L'hypoth�ese H1 implique que et op�erateur est paraboliquesur Rd � f0g et nous disposons alors d'un puissant outil pour notre �etude: le prinipedu maximum parabolique. Une autre ons�equene des hypoth�eses faites sur la volatilit�eest la possibilit�e de ontrôler la di�usion (St;yu )t�u�T pour t prohe de la maturit�e T . Ilest �evident que e ontrôle sera essentiel pour l'estimation de la fronti�ere libre pr�es dela maturit�e. Nous pr�esentons es deux r�esultats dans la setion 2. Ils nous permettrontd'�etablir la majorit�e des r�esultats des parties suivantes.Dans la setion 3, nous supposons que b est onstante et � ind�ependante du temps.Nous �etudions un ensemble sp�ei�que d'options am�eriaines. Pour es options, nous avonsune formule qui relie la fontion de valeur d'une option am�eriaine �a elle d'une optioneurop�eenne et �a la fronti�ere libre. Cette formule, appel�ee formule de la prime pour exerieantiip�e, apparâ�t dans Myneni R. (1992) et Jaka S. D. (1991). Elle nous permetde donner une approximation de la di��erene entre la fontion de valeur d'une optionam�eriaine et elle d'une option europ�eenne au voisinage de la maturit�e. Grâe �a etteestimation, nous pourrons dans ertains as d�eduire de l'�etude des options europ�eennes



16 Fontions de valeur des optionsle omportement des options am�eriaines au voisinage de la maturit�e. Cela se r�ev�eleraessentiel pour la d�emonstration des Th�eor�emes 5.1, 11.1 et 13.2. D'autre part, e typed'options a d�ej�a �et�e �etudi�e dans Villeneuve S. (1999a) et Villeneuve S. (1999b)et nous onnaissons la limite de la fronti�ere libre lorsque la maturit�e tend vers 0. Nousmontrons que dans le as de la dimension 1, e r�esultat peut s'�etendre au as des di�usionsayant une volatilit�e d�ependant du temps. Dans la partie II, nous donnerons la vitesse deonvergene de la fronti�ere vers sa limite.Un dernier outil pour l'�etude de ette vitesse de onvergene est pr�esent�e dans lasetion 4. Dans ette setion, nous onsid�erons uniquement des di�usions de dimension1. Lorsque la volatilit�e est homog�ene et que la d�erive b est nulle, C. Martini a �etabliune formule permettant d'�ehanger le prix d'exerie (strike) et la valeur initiale dusous-jaent (spot) dans la fontion de valeur d'une option europ�eenne (f. MartiniC.(1999)). Cette formule a �et�e observ�ee lors de l'�etude de la propagation de onvexit�epar des semi-groupes. Nous montrons que ette formule reste valide pour des d�erives nonnulles, quitte �a ajouter un terme orretif. Ce r�esultat sera la l�e de la d�emonstration duTh�eor�eme 6.1.2 Quelques propri�et�es de la di�usion2.1 Un prinipe du maximum paraboliqueDans ette setion, nous rappelons un prinipe du maximum qui sera ruial pourles d�emonstrations de la plupart de nos r�esultats. Plus pr�eisement, en appliquant eprinipe du maximum, nous pourrons d�eduire une estimation de la fronti�ere libre d'uneestimation de la fontion de valeur (f. les d�emonstrations des Th�eor�emes 7.2, 13.1, 13.2et 18.1)



2. Quelques propri�et�es de la di�usion 17Nous rappelons que le g�en�erateur in�nit�esimal de S est:Dh(t;x) = 12 dXi;j=1(���)i;j(t;x)xixj �2h�xixj + dXi=1 bi(t;x)xi �h�xi ;nous introduisons alors l'op�erateur suivant:~Lh(t;x) = �h�t � 12 dXi;j=1(���)i;j(t;x)xixj �2h�xixj + dXi=1 bi(t;x)xi �h�xi � rh! :Quitte �a inverser le temps, ~L est l'op�erateur qui apparâ�t dans l'in�equation variationnellesatisfaite par la fontion de valeur P . Or et op�erateur satisfait le prinipe du maximumsuivant.Th�eor�eme 2.1 Soit D un domaine born�e de ℄0;T [�Rd . On d�e�nit la fronti�ere parabo-lique de D par ÆpD = ÆD � f(t;x) 2 ÆD : t = Tg o�u ÆD est la fronti�ere de D.Soit u une fontion d�e�nie sur [0;T ℄�Rd , ontinue sur l'adh�erene de D, not�ee �D, telleque u 2 C1;2(D); ~Lu � 0 sur D et u � 0 sur ÆpD:On a alors u � 0 sur D.Un prinipe du maximum relativement prohe de elui-i se trouve dans Friedman A.(1975). Pour être omplet, nous donnons une d�emonstration du Th�eor�eme 2.1 �a l'aided'arguments probabilistes.D�emonstration du Th�eor�eme 2.1: Soit (t;x) 2 D.Pour (s;y) 2 [0;t℄ � Rd , on pose v(s;y) = u(t � s;y): Soit " > 0. On d�e�nit le F-tempsd'arrêt suivant: �" = fs � 0 : d ((t� s;Sxs ) ;D) � "g ;o�u d((s;y);D) repr�esente la distane du point (s;y) au ompl�ementaire de D. Commeu 2 C1;2(D) et par d�e�nition de �", on peut appliquer la formule d'Itô au proessus



18 Fontions de valeur des options(e�rsv(s;Sxs ))0�s�t entre 0 et �". On obtiente�r�"v ��";Sx�"� = v(0;x) + Z �"0 e�rsrv(s;Sxs )�(s;Sxs )dWs � Z �"0 e�rs ~Lu(t� s;Sxs ) ds� v(0;x) + Z �"0 e�rsrv(s;Sxs )�(s;Sxs )dWs:Or rv est born�e sur l'ensemble f(s;y) 2 D : d((s;y);D) � "g ar v 2 C1;2(D) et D estborn�e. En prenant l'esp�erane dans l'in�egalit�e pr�e�edente, on a alorsE �e�r�"v ��";Sx�"�� � v(0;x) = u(t;x):De plus, la fontion " ! �" est roissante et �" � t ar d ((0;x);D) = 0 � ". Ainsi, ilexiste une variable al�eatoire, �� , telle que �" tende presque sûrement vers �� lorsque " tendvers 0. Comme s! Ss est ontinue, on ad ((t� �� ;Sx�� ) ;D) = lim"!0 d ��t� �";Sx�"� ;D� = 0;don (t� �� ;Sx�� ) 2 ÆpD. Finalement, v est ontinue sur �D et D est born�e, don par leTh�eor�eme de onvergene domin�ee, on obtientu(t;x) � lim"!0 E �e�r�"v ��";Sx�"�� = E �e�r��v (�� ;Sx�� )� � 0: �2.2 Contrôle de la di�usion en temps ourtDans les parties suivantes, notre but sera de donner un d�eveloppement limit�e de lafronti�ere libre pour une date prohe de la maturit�e. Il s'av�erera don tr�es important deontrôler la di�usion (St)0�t�T pour t prohe de T . Le lemme suivant va nous fournir eontrôle.Lemme 2.1 Soient B > 0, p � 1 et h : [0;+1[d! R Lipshitzienne. Il existe alors une



2. Quelques propri�et�es de la di�usion 19onstante C > 0 telle que pour t 2 [0;T ℄, � 2 [0;T � t℄ et x 2 [0;B℄d, on a:E [ sup0�u�� j h(St;xt+u)� h(x) jp℄ � C� p2 ;pour t suÆsamment prohe de T .D�emonstration du lemme 2.1: Dans toute la preuve, C repr�esentera une onstante stri-tement positive ind�ependante de t, � et x. Comme h est Lipshitzienne, on a:E [ supu2[0;�℄ j h(St;xt+u)� h(x) jp℄ � CE [ supu2[0;�℄ kSt;xt+u � xkp℄� C dXi=1 E [ supu2[0;�℄ j St;x;it+u � xi jp℄� C max1�i�d E [ supu2[0;�℄ j St;x;it+u � xi jp℄:Soit 1 � i � d. On aE [ supu2[0;�℄ j St;x;it+u � xi jp℄ �CE [ supu2[0;�℄ j Z t+ut St;x;is bi �s;St;xs � ds+ dXj=1 Z t+ut St;x;is �i;j �s;St;xs � dW js jp℄:Nous pouvons alors �erire queE [ supu2[0;�℄ j St;x;it+u � xi jp℄ � CE [ supu2[0;�℄ j Z t+ut St;x;is bi �s;St;xs � ds jp℄+C max1�j�d E [ supu2[0;�℄ j Z t+ut St;x;is �i;j �s;St;xs � dW js jp℄:Or b est born�ee sur [0;T ℄� [0;+1[d, don on obtientE [ supu2[0;�℄ j Z t+ut St;x;is bi �s;St;xs � ds jp℄ � CE [ supu2[0;�℄�Z t+ut j St;x;is j ds�p℄



20 Fontions de valeur des options� C�pE [ supu2[t;T ℄ j St;x;iu j!p℄:Introduisons maintenant 1 � j � d, en appliquant l'in�egalit�e de B�urkh�older-Davis-Gundy, on a:E [ supu2[0;�℄ j Z t+ut St;x;js �i;j(s;St;xs ) dW js jp℄ � CE [(Z t+�t (St;x;it+u )2�i;j(t+ u;St;xt+u)2 du) p2 ℄:Or � est born�ee sur [0;T ℄� [0;+1[d, don on obtientE [ supu2[0;�℄ j Z t+ut St;x;js �i;j(s;St;xs ) dW js jp℄ � CE [(Z t+�t ( supu2[0;T ℄St;x;iu )2 du) p2 ℄� C� p2 E [ supu2[0;T ℄ j Sx;t;iu j!p℄:Finalement, omme x est �a valeurs dans un ompat, on a E [�supu2[t;T ℄ j St;x;iu j�p℄ < Cet on en d�eduit que:8x 2 [0;B℄d; E [ supu2[0;�℄ j h(St;xu )� h(x) jp℄ � C ��p + � p2� : �3 Une lasse partiuli�ere de pay-o�Dans les parties suivantes, nous nous int�eresserons partiuli�erement �a un ertain typed'options: les options de vente portant sur une fontion lin�eaire des atifs S. Pour ela,nous simpli�ons notre mod�ele en supposant que b est onstante et que la volatilit�e ned�epend pas du temps. Comme nous l'avons vu dans l'introdution de ette partie, elaassure la d�eroissane de P par rapport au temps et ette propri�et�e est essentielle pour�etablir les r�esultats de ette setion. Plus pr�eisement, nous supposons que le proessus



3. Une lasse partiuli�ere de pay-o� 21(St)0�t�T est solution de l'�equation di��erentielle stohastique suivante:dSt = diag(St)((r1l� Æ)dt+ � (St) dWt) (1)o�u r > 0, 1l = (1)1�i�d 2 Rd , Æ 2 [0; +1[d et � satisfait les hypoth�eses H1 et H2.D�e�nissons le type d'options que nous allons �etudier. Soit � 2 Rd , pour x 2 Rd , onpose f(x) = (K � h�;xi)+:Ce genre de fontions de pay-o� ouvre les as d'options d'ahat ou de vente portant surun indie ou sur des �earts entre atifs. En e�et, les r�esultats obtenus pour des optionsde vente peuvent être �etendus aux options d'ahat grâe �a une formule de parit�e entreall et put (f. la Proposition 2.1 de Villeneuve S. (1999b)).La fontion de valeur de l'option am�eriaine de maturit�e T et de fontion de pay-o�f est alors: P (t;x) = sup�2T0;T�t E [e�r� f(Sx� )℄;o�u T0;T�t est l'ensemble des F-temps d'arrêt �a valeurs dans [0;T � t℄.Nous introduisons maintenant une notation d�esignant les setions temporelles de lar�egion d'exerie E :8t 2℄0;T ); Et = fx 2 [0;+1[d: P (t;x) = f(x)g:Si la fronti�ere libre assoi�ee �a l'option am�eriaine est onnue, nous pouvons en d�eduireune formule expliite donnant le temps d'arrêt optimal � �. La valorisation de l'optionam�eriaine revient alors �a donner le prix d'une option europ�eenne de maturit�e � �. Il doitdon être possible de relier les fontions de valeur des options europ�ennes et am�eriaines.Evidemment, d'un point de vue �nanier une option am�eriaine donne plus de droits



22 Fontions de valeur des optionsqu'une europ�eenne don son prix doit être sup�erieur. La di��erene entre es deux fon-tions de valeur est alors appel�ee la prime pour exerie antiip�e. Dans la setion 3.1,nous rappelons la formule d�erivant ette prime qui apparâ�t dans Myneni R. (1992)ou Jaka S. D. (1991). En utilisant ette formule, nous estimerons la di��erene entredes options am�eriaines et europ�eennes de maturit�e petite et de même fontion de pay-o�f . Cette approximation motivera l'�etude des options europ�eennes dans les parties II etIV.Dans la setion suivante (f. setion 3.2), nous rappelons un r�esultat de VilleneuveS. (1999b) qui donne la limite des setions temporelles Et pour t tendant vers T . Fina-lement, nous montrons que ela peut être failement �etendu �a des di�usions �a volatilit�esd�ependant du temps dans le as simple o�u d = 1.Cette setion pr�epare aux parties II et IV dans lesquelles la vitesse de onvergenede Et, dans un sens que nous pr�eiserons, est donn�ee.3.1 Prime d'exerie antiip�eUne formule d�erivant la prime d'exerie antiip�e est donn�ee dans la Propositionsuivante qui est une extension du Corollaire 3.1 de Myneni R. (1992).Proposition 3.1 Pour (t;x) 2 [0;T ℄� [0;+1[d, on a0 � P (t;x)� P e(t;x) = E [Z T�t0 e�ru (rK � h�Æ;Sxui) 1lfSxu2Et+ug du℄:Remarque: Cette formule est �etablie dansMyneni R. (1992) et Jaka S. D. (1991) pourdes oeÆients b et � onstants. Cependant, la preuve reste valide pour des oeÆientsontinus.Cette formule nous permet de donner un d�eveloppement de P � P e pour des valeursde t prohes de la maturit�e. Cette approximation est pr�esent�ee dans le Corollaire suivant.



3. Une lasse partiuli�ere de pay-o� 23Corollaire 3.1 Il existe C > 0 telle que, pour (t;x) 2 [0;T ℄� [0;+1[d et t suÆsammentprohe de T , on a0 � P (t;x)� P e(t;x) � (T � t) (rK � h�Æ;xi)+ + C(T � t) 32 :D�emonstration du Corollaire 3.1: Soit (t;x) 2 [0;T ℄� [0;+1[d et posons � = T � t. On aP (t;x)� P e(t;x) � E [Z �0 e�rs (rK � h�Æ;Sxs i)+ ds℄= E [Z �0 e�rs rK � dXi=1 �iÆiSi;xis !+ ds℄= E [Z �0 e�rs rK � dXi=1 �iÆie�(r�Æi)(��s)E [Si;xi� j Fs℄!+ ds℄:L'in�egalit�e de Jensen nous permet alors d'en d�eduire que:P (t;x)� P e(t;x) � E [Z �0 e�rs rK � dXi=1 �iÆie�(r�Æi)(��s)Si;xi� !+ ds℄= 1� e�r�r E [(rK � h�Æ;Sx� i)+℄ +R(�;x);aveR(�;x) = Z �0 e�rsE [ rK � dXi=1 �iÆie�(r�Æi)(��s)Si;xi� !+ � rK � dXi=1 �iÆiSi;xi� !+℄ ds:Tout d'abord, nous montrons que R est n�egligeable par rapport �a � 32 lorsque � tend vers0. En e�et, on aj R(�;x) j � Z �0 e�rsE [j dXi=1 �iÆi(e�(r�Æi)(��s) � 1)Si;xi� j℄ ds� Z �0 e�rs dXi=1 j �i j Æi j e�(r�Æi)(��s) � 1 j E [Si;xit ℄ ds



24 Fontions de valeur des options� Z �0 e�rs dXi=1 j �i j Æi j e�(r�Æi)(��s) � 1 j xie(r�Æi)� ds� dXi=1 j �i j Æixi Z �0 j eÆis � e�rse(r�Æi)� j ds= o(� 32 ):D�e�nissons maintenant la fontion g sur Rd telle que g(x) = (rK � h�Æ;xi)+ : Nousherhons �a estimer E [e�r�g(Sx� )℄ au voisinage de 0. Comme g est Lipshitzienne, enutilisant le lemme 2.1, nous pouvons aÆrmer qu'il existe C > 0 ind�ependante de t et dex telle que j E [e�r� (g(Sx� )� g(x))℄ j � Cp� pour � suÆsamment petit.Cela onlut la d�emonstration. �3.2 Limite de la fronti�ere libre �a la maturit�eCommen�ons par rappeler le Th�eor�eme 2.2 de Villeneuve S. (1999b), donnant uneformule expliite de la limite de Et lorsque t tend vers T :Th�eor�eme 3.1 On a[t<T Et = fx 2 [0; +1[d: h�;xi < K et h�Æ;xi < rKg o�u �Æ = (�iÆi)1�i�d:Remarquons que lorsque d = 1 et � = 1, il est bien onnu que Et = [0;s(t)℄ o�us(t) = inf fx 2 [0;+1[: P (t;x) > f(x)g ;est le prix ritique de l'option de vente. Le Th�eor�eme 3.1 doit don être vu omme uneextension d'un r�esultat plus anien au as d'une di�usion multidimensionnelle �a volatilit�e



4. Prix d'exerie ontre prix spot 25non onstante. En e�et, dans le as d'une volatilit�e onstante, il a �et�e �etabli que (f. KimI. J. (1990) et Van Moerbeke (1976)):limt!T s(t) = minfK; rK=Æg:Il est faile de voir que e r�esultat reste vrai dans un mod�ele �a volatilit�e loale:Proposition 3.2 Supposons que d = 1, � = 1 et que � est une fontion de [0;T ℄�[0;+1[�a valeurs dans R, satisfaisant les hypoth�eses H1, H2 et H3. On a alorslimt!T s(t) = minfK; rK=Æg:D�emonstration de la Proposition 3.2: Notons P � la fontion de valeur de l'option devente dans le mod�ele de Blak & Sholes o�u la volatilit�e est not�ee �. De même, le prixritique assoi�e sera not�e s�. Des r�esultats de El Karoui N., Jeanblan-Piqu�e M.,Shreve S. (1998) assoi�es �a l'hypoth�ese H1, on d�eduit que Pm � P � PM et donsM � s � sm.Comme nous savons que limt!T sM(t) = limt!T sm(t) = minfK; rK=Æg (f. Kim I. J.(1990) et Van Moerbeke (1976)), on onlut la d�emonstration. �4 Prix d'exerie ontre prix spotDans toute ette setion, nous supposerons que S est une di�usion de dimension 1.En �etudiant la propagation de onvexit�e par des semi-groupes, C. Martini a observ�e quelorsque � ne d�epend pas du temps et que Æ = r, on a l'�egalit�e suivante (f. Martini C.(1999)):



26 Fontions de valeur des optionsPour x; y 2 [0;+1[ et t 2 [0;T ℄, on a:E [(x � Syt )+℄ = E [(y � Sxt )+℄ + (x� y): (2)Autrement dit, ela signi�e que l'on peut �ehanger le prix d'exerie et le prix spot dansla fontion de valeur d'une option de vente europ�eenne. Cette �egalit�e a des ons�equenesint�eressantes. Par exemple, C. Martini l'utilise dans e adre pour d�emontrer que laonvexit�e de la fontion de pay-o� entrâ�ne la onvexit�e de la fontion de valeur del'option europ�eenne assoi�ee.Nous l'utiliserons pour donner un d�eveloppement limit�e d'une fontion prohe duprix ritique am�eriain au voisinage de l'�eh�eane. Pour ela, nous devons �etendre etteformule �a notre mod�ele et nous montrons une formule analogue pour le as r 6= Æ et �d�ependant du prix de l'atif. Ce sera la l�e de la d�emonstration du Th�eor�eme 5.1 de lapartie suivante.Le r�esultat prinipal de ette setion (f. Th�eor�eme 4.1) est don une extension dela formule (2). Ce Th�eor�eme repose sur la sym�etrie de la di�usion S par rapport �a samesure de vitesse. Cette sym�etrie peut être �etablie ar nous disposons d'une formuleexpliite d'une fontion d'�ehelle de la di�usion. En e�et, d'apr�es Revuz D., Yor M.(1990) (x11.3, p.300-311), nous savons qu'une fontion d'�ehelle, v, de la di�usion S estdonn�ee par la formule suivante:v(x) = Z x exp(� Z y 2(r � Æ)�(z)2z dz) dy; 8x 2℄0;+1[;o�u  est une onstante arbitraire stritement positive. Nous avons alors le r�esultat suivant.



4. Prix d'exerie ontre prix spot 27Th�eor�eme 4.1 Pour x;y 2℄0; +1[ et t > 0, on a:v0(x)E [(x � Syt )+℄ = v0(y)E [(y � Sxt )+℄ + v0(y)(x� y) + (x� y)+(v0(x)� v0(y))+(r � Æ) Z t0 v0(y)E [1fSxu<ygSxu ℄� v0(x)E [1fSyu<xgSyu℄ du:La preuve de e Th�eor�eme repose sur le lemme suivant.Lemme 4.1 Pour t;a;x 2 [0; +1[, on note Lxt;a le temps loal de Sx de niveau a �a ladate t. Nous avons alors 8x;y 2℄0; +1[2 et 8t > 0:v0(y)E [Lxt;y ℄ = v0(x)E [Lyt;x ℄:D�emonstration du Th�eor�eme 4.1: Le Th�eor�eme 4.1 est une ons�equene direte du lemme4.1 et de la formule de Tanaka-Meyer (f. Karatzas I., Shreve S. (1998), x3.7, p.217).En e�et, ette formule nous donne l'esp�erane du temps loal:E [Lxt;y ℄ = E [(y � Sxt )+℄ + (r � Æ) Z t0 E [1fSxu<ygSxu ℄ du� (y � x)+:On onlut alors en reportant ette �egalit�e dans elle donn�ee par le lemme 4.1. �D�emonstration du lemme 4.1:Lorsque r 6= Æ, le proessus de valeur de l'atif n'est qu'une semi-martingale. Cependant,nous disposons d'une formule expliite de sa mesure de vitesse, m (f. Revuz D., YorM. (1990), x11.3, p.300-311): dmdx = 2x2�(x)2v0(x) :En reprenant les arguments de C. Martini (f. Martini C. (1999)), nous sommes alorsapables de d�emontrer que le semi-groupe assoi�e �a S est sym�etrique par rapport �a samesure de vitesse et nous obtenons le r�esultat suivant.



28 Fontions de valeur des optionsSoient � et  deux fontions ontinues �a support ompat dans ℄0;+1[ et t > 0. Par laformule de dur�ee d'oupation (f. Revuz D., Yor M. (1990) Corollaire 1.6 x6 p.224),on aZ Z �(x) (y)v0(y)E [Lxt;y ℄ dx dy = Z �(x)E [Z  (y)v0(y)Lxt;y dy℄ dx= Z �(x)E [Z t0  (Sxs )v0(Sxs ) dhSxs i℄ dx= Z t0 Z �(x)E [ (Sxs )v0(Sxs )�(Sxs )2(Sxs )2℄ dx ds= 12 Z t0 Z g(x)�(x)E [ (Sxs )g(Sxs )℄m(dx) ds;o�u l'on a pos�e g(x) = �(x)2x2v0(x).De la même fa�on, on montre queZ Z �(x) (y)v0(x)E [Lyt;x ℄ dx dy = 12 Z t0 Z g(y) (y)E [�(Sys )g(Sys )℄m(dy) ds:La sym�etrie du semi-groupe de S par rapport �a sa mesure de vitesse nous permet alorsd'aÆrmer que:Z t0 Z g(y) (y)E [�(Sys )g(Sys )℄m(dy) ds = Z t0 Z g(y)�(y)E [ (Sys )g(Sys )℄m(dy) ds:On a don �etabli queZ Z �(x) (y)v0(y)E [Lxt;y ℄ dx dy = Z Z �(x) (y)v0(x)E [Lyt;x ℄ dx dy:Ce r�esultat �etant vrai pour toutes fontions � et  ontinues �a support ompat dans℄0;+1[, nous avons: v0(y)E [Lxt;y ℄ = v0(x)E [Lyt;x ℄;



4. Prix d'exerie ontre prix spot 29presque partout par rapport �a la mesure de Lebesgue sur ℄0;+1[2:Pour obtenir une �egalit�e valide pour tout (x;y) 2℄0;+1[2, nous d�emontrons maintenantque la fontion (x;y)! E [Lxt;y ℄ est ontinue sur ℄0; +1[2. Cette propri�et�e est probable-ment bien onnue mais nous en donnons une preuve pour être omplet.Soient K1;K2 > 0 et (x;y) 2℄0;K1[�℄0;K2[.On introduit une suite (xn;yn)n2N 2 (℄0;K1[�℄0;K2[)N telle que limn!+1(xn;yn) = (x;y).D'apr�es 1.32, xVI, p.237 de Revuz D., Yor M. (1990), il existe une onstante C > 0telle que 8(x;y;y0) 2℄0;K1[�℄0;K2[2; E [ sup0�t�T j Lxt;y � Lxt;y0 j℄ � Cpj y � y0 j:Nous avons don:j E [Lxt;y ℄� E [Lxnt;yn ℄ j�j E [Lxt;y ℄� E [Lxnt;y ℄ j +Cpj y � yn j;puis, en utilisant la formule de Tanaka-Meyer, on a:Lxt;y = (y � Sxt )+ + Z t0 1fSxu<yg dSxu � (y � x)+:Comme le proessus (R t0 1fSxu<ygSxu�(Sxu) dWu)0�t�T est une martingale, on obtientE [Lxt;y ℄ = E [(y � Sxt )+℄ + (r � Æ) Z t0 E [1fSxu<ygSxu ℄ du� (y � x)+:Par ons�equent, il ne nous reste qu'�a prouver la ontinuit�e sur ℄0;K1[ de la fontionx! R t0 E [1fSxu<ygSxu ℄ du. Soit u 2 [0;t℄. On aj 1fSxnu <ygSxnu � 1fSxu<ygSxu j � j Sxnu � Sxu j +y1lfSxu<y�Sxnu g� j Sxnu � Sxu j +y1fjSxu�yj�jSxu�Sxnu jg:



30 Fontions de valeur des optionsOr limn!+1 j Sxnu � Sxu j= 0 p.s. et P(Sxu = y) = 0 donlimn!+1 1fSxnu <ygSxnu = 1fSxu<ygSxu du
 dP p.s.De plus, pour n 2 N , 0 � 1fSxnu <ygSxnu � y don par onvergene domin�ee, on obtient:limn!+1Z t0 E [1fSxnu <ygSxnu ℄ du = Z t0 E [1fSxu<ygSxu℄ duet ela termine notre d�emonstration. �



5. Introdution 31Deuxi�eme partiePrix ritique pr�es de l'�eh�eaned'une option am�eriaine5 IntrodutionPour �evaluer le prix d'une option am�eriaine, il est ruial de trouver les onditionssous lesquelles l'option doit être exer�ee. Ce probl�eme revient �a d�eterminer le prix ri-tique de l'option mais il ne peut pas être r�esolu sous une forme expliite. Cependant,nous pouvons donner le omportement asymptotique du prix ritique au voisinage de lamaturit�e de l'option.Nous onsid�erons don un marh�e �nanier ompos�e d'un atif risqu�e dont le pro-essus de prix est not�e (St)0�t�T , o�u T est l'�eh�eane des options que nous �etudierons.Nous supposerons que S est une solution, sous la probabilit�e risque-neutre, de l'�equationdi��erentielle stohastique suivante:dSt = St((r � Æ)dt+ �(t;St)dWt);o�u r > 0 et Æ 2 R sont des onstantes, (Wt)0�t�T est un mouvement Brownien standardsur R et � est une fontion de [0;T ℄� [0;+1[ �a valeurs dans ℄0;+1[. Finalement, nousnoterons F = (Ft)0�t�T la �ltration naturelle de (Wt)0�t�T et, pour x 2 [0; +1[, nousnoterons (Sxt )0�t�T la solution de l'�equation pr�e�edente de valeur initiale x.A la date 0 � t � T , St repr�esente la valeur de l'atif risqu�e sous-jaent �a l'option. Cetatif peut aussi bien être une ation distribuant des dividendes ou un taux de hange.Dans le premier as, r est le taux d'int�erêt onstant du marh�e et Æ est le taux de



32 Prix ritique pr�es de l'�eh�eane d'une option am�eriainedividendes vers�e par ation. Dans l'autre as, r est le taux d'int�erêt du marh�e et Æ letaux assoi�e �a une monnaie �etrang�ere. Dans e ontexte, onsid�erer des valeurs n�egativesde Æ n'a pas de signi�ation, ependant ertains r�esultats de ette partie seront utilis�esdans la partie III ave des valeurs quelonques de Æ.Le omportement asymptotique du prix ritique a d�ej�a �et�e �etudi�e sous des hypoth�esesplus restritives (f. Ait-Sahlia F. (1995), Barles G., Burdeau J., Romano M.,Sansoen N. (1995), Lamberton D., Villeneuve S. (2003), Lamberton D. (1995)et Villeneuve S. (1999)). Cependant, es r�esultats requi�erent une volatilit�e onstantequi n'est pas diretement observable. En pratique, il est tr�es diÆile de d�eterminer lavaleur �a donner �a ette volatilit�e onstante. En e�et, l'id�ee onsiste �a utiliser les prixd'options observ�es sur le marh�e pour �evaluer la onstante �, appel�ee volatilit�e impliite.Il s'agit de hoisir la onstante � pour laquelle les prix th�eoriques orrespondent aux prixobserv�es. Malheureusement, l'observation d'options ayant des prix d'exerie di��erentsdonne des volatilit�es impliites di��erentes et ela est inompatible ave le mod�ele de Blak& Sholes qui doit don être �etendu. Une approhe largement r�epandue onsid�ere desmod�eles dits �a volatilit�e loale, mod�eles o�u la volatilit�e � est une fontion d�eterministede la valeur de l'atif sous-jaent et du temps (f. Dupire B. (1994), AvellanedaM., Friedman C., Holmes R., Samperi D. (1997), Berestyki H., Busa J.,Romano M., Sansoen N. (2002) et Ahdou Y. (2004)). Dans toute ette partie nousonsid�erons don des mod�eles �a volatilit�e loale et herhons �a �etendre les r�esultats envolatilit�e onstante �a es mod�eles. Cette partie peut-être vue omme une version d�etaill�eed'un artile �a parâ�tre dans Mathematial Finane (f. Chevalier E. (2004)).Nous supposerons que les hypoth�eses suivantes sont satisfaites:H1 : Il existe m > 0 et M > 0 telles que8(t;x) 2 [0;T ℄� R+ ; m � �(t;x) �M:



5. Introdution 33H2 : Il existe �L > 0 telle que8(t;x;y) 2 [0;T ℄� [0;+1[2; j �(t;x)� �(t;y) j� �L j x� y j :H3 : Il existe � > 0 et �H tels que8x 2 [0;+1[; (t;s) 2 [0;T ℄2; j �(t;x)� �(s;x) j� �H j t� s j� :Nous rappelons alors la d�e�nition de la fontion de valeur de l'option am�eriaine (f. Ka-ratzas I. (1988), Myneni R. (1992) et Lamberton D. (1998a)). Soit f une fontionde R �a valeurs dans R. A la date t 2 [0;T ℄, le prix d'une option am�eriaine de fontionde pay-o� f et de maturit�e T est P (t;St) ave, pour x 2 [0;+1[:P (t;x) = sup�2Tt;T E �e�r(��t)f(S� )jSt = x� ;o�u Tt;T est l'ensemble des F-temps d'arrêt �a valeurs dans [t;T ℄. Nous rappelons �egalementla d�e�nition du prix ritique assoi�e �a ette option. Pour t 2 [0;T [, on pose:s(t) = inffx > 0 : P (t;x) > f(x)g;ave la onvention inf ; = +1.Dans le as d'une option de vente de prix d'exerie K > 0 et lorsque � est onstante,il a �et�e �etabli que limt!T s(t) = min(rK=Æ;K), (f. Kim I. J. (1990), LambertonD., Villeneuve S. (2003) et Van Moerbeke (1976)). De plus, on sait que le prixritique a di��erents omportements selon le signe de r � Æ (f. Ait-Sahlia F. (1995),Barles G., Burdeau J., Romano M., Sansoen N. (1995), Evans J.D., KellerR. J., Kuske R. (2002), Lamberton D. (1995), Villeneuve S. Ph. D. (1999) etLamberton D., Villeneuve S. (2003)). Si 0 � r � Æ, la vitesse de onvergene de s



34 Prix ritique pr�es de l'�eh�eane d'une option am�eriaineest p(T � t) ln (1=(T � t)) sinon, ette vitesse de onvergene est pT � t:Dans ette partie, nous �etendons les r�esultats pr�e�edents �a une volatilit�e loale et,dans ertains as, �a un ensemble assez g�en�eral de fontions de pay-o�. Nous ommen�ons,dans la setion 6, par �etudier le as d'une option de vente portant sur un atif dont lavolatilit�e est ind�ependante du temps et tel que Æ � r. La formule de parit�e permettantd'�ehanger les prix d'exerie et spot dans la fontion de valeur europ�eenne (f. Th�eor�eme4.1) sera la l�e pour notre analyse de e as. En e�et, si l'on note P e la fontion de valeurd'une option de vente europ�eenne et que l'on d�e�nit le prix ritique europ�een se(t) ommela solution de l'�equation P e(t;x) = (K� x)+, nous obtiendrons un d�eveloppement limit�ede se(t) au voisinage de l'�eh�eane grâe �a ette formule de parit�e. Nous d�eduirons alorsun d�eveloppement de s de elui de se et prouverons que s a le même omportement quele prix ritique d'une option de vente am�eriaine portant sur un atif dont le taux dedividende est Æ et dont la volatilit�e est la onstante �(K). Finalement, dans la setion8, nous �etendons ela �a un mod�ele �a volatilit�e loale g�en�eral et obtenons le Th�eor�emesuivant:Th�eor�eme 5.1 Sous les hypoth�eses H1,H2 et H3, on alimt!T K � s(t)�(T;K)Kq(T � t) ln( 1T�t) = 8><>: 1 si Æ < r et 0 < r;p2 si 0 < Æ = r:Le as 0 < r < Æ est examin�e dans la setion 7. Dans ette setion, nous nouspla�ons dans un mod�ele l�eg�erement plus g�en�eral et nous onsid�erons un ensemble defontions de pay-o� f plus large. Ces fontions satisfont des onditions de r�egularit�e auvoisinage de la fronti�ere libre. Dans e ontexte, nous d�e�nissons un prix ritique sf (t) et�etudions son omportement au voisinage de l'�eh�eane. Les hypoth�eses de r�egularit�e de lafontion de pay-o� nous permettent alors d'obtenir un d�eveloppement de P au voisinagede (T;sf (T )). Nous en d�eduirons ensuite un d�eveloppement de sf dans le Th�eor�eme 7.2.



6. D�eveloppement du prix ritique pr�es de l'�eh�eane dans le as Æ � r 35Ce r�esultat est nouveau, même dans le as de oeÆients onstants. Appliqu�e au aspartiulier d'une option de vente portant sur un atif tel que r < Æ; e Th�eor�eme nouspermet de montrer que le omportement du prix ritique s au voisinage de l'�eh�eane estle même que dans le as o�u la volatilit�e est onstante et �egale �a �(rK=Æ). Nous �etendons er�esultat �a un mod�ele �a volatilit�e loale g�en�eral dans la setion 8 pour obtenir le Th�eor�emesuivant:Th�eor�eme 5.2 Sous les hypoth�eses H1, H2 et H3, si 0 < r < Æ, on a:limt!T rK � Æs(t)� (T;rK=Æ) rKpT � t = �y�;o�u y� est une onstante universelle stritement n�egative.6 D�eveloppement du prix ritique pr�es de l'�eh�eanedans le as Æ � rDans une premi�ere �etape, nous supposerons que la volatilit�e ne d�epend que de la va-leur de l'atif pour assurer la d�eroissane par rapport au temps de la fontion de valeurde l'option am�eriaine. Cela s'av�erera n�eessaire dans la d�emonstration du Th�eor�eme 6.3.Nous �etendrons notre r�esultat �a des volatilit�es d�ependant du temps dans la setion 8.Nous supposerons dans la suite que 0 < r et Æ � r.En suivant l'id�ee de Lamberton D., Villeneuve S. (2003), nous allons om-parer s et une fontion se, appel�ee prix ritique europ�een, au voisinage de l'�eh�eane.Comme la fontion de valeur de l'option de vente europ�eenne, P e, est stritement onvexeet (P e(t;0)� f(0))P e(t;K) � 0 pour tout t 2 [0;T [, il existe une unique solution del'�equation P e(t;x) � f(x) = 0 sur [0;K℄. Nous noterons ette solution se(t). Nous om-men�ons par donner un d�eveloppement du prix ritique europ�een au voisinage de la



36 Prix ritique pr�es de l'�eh�eane d'une option am�eriainematurit�e grâe au Th�eor�eme 4.1, puis nous montrerons que les prix ritiques europ�eenet am�eriain sont suÆsamment prohes pour avoir le même omportement au voisinagede la maturit�e (f. Th�eor�eme 6.2).6.1 Le as europ�een6.1.1 Premi�eres estimations du omportement asymptotique de sePour t 2 [0;T [, on a s(t) � se(t) � K don il est faile de d�eduire de la Proposition3.2 que limt!T se(t) = K. Dans ette setion, nous donnons un enadrement de K�se enutilisant les r�esultats en volatilit�e onstante. Pour ela nous introduisons deux notations:{ Soient f et g deux fontions d�e�nies sur R, nous dirons que f et g sont �equivalentesau point a 2 R si limx!a f(x)g(x) = 1 et nous noterons ette propri�et�e f(x) x!a� g(x).{ Pour � 2℄0;T ℄, on pose�(�) = ln(K=se(T � �)) + (r � Æ � �(K)2=2) ��(K)p� :Remarquons tout d'abord que trouver un �equivalent de �(�) lorsque � tend vers 0 revient�a trouver un �equivalent de (K � se(t))=pT � t pour t tendant vers l'�eh�eane. En e�et,on a: �(�) �!0� K � se(T � �)�(K)Kp� :Nous donnons maintenant un enadrement de � au voisinage de 0. Cet enadrementpr�epare l'�etude de K � se(t) au voisinage de la maturit�e T .Proposition 6.1 Pour � 2℄0;T ℄ suÆsamment petit, on a:m2�(K)rln(1� ) � �(�) � 2M�(K)rln(1� ):



6. D�eveloppement du prix ritique pr�es de l'�eh�eane dans le as Æ � r 37D�emonstration de la Proposition 6.1:Pour t 2 [0;T [, nous noterons s�e (t) le prix ritique europ�een assoi�e �a un atif satisfaisantle mod�ele de Blak & Sholes et de volatilit�e onstante �egale �a �.Comme la fontion de valeur d'une option de vente europ�eenne est roissante ave lavolatilit�e (f. El Karoui N., Jeanblan-Piqu�e M., Shreve S. (1998)), on a ,d'apr�es l'hypoth�ese H1, sMe (t) � se(t) � sme (t). Ainsi, on aK � sme (t)KpT � t � K � se(t)KpT � t � K � sMe (t)KpT � t :Nous pouvons alors onlure ette d�emonstration en utilisant les r�esultats de Lamber-ton D., Villeneuve S. (2003) qui nous permettent d'aÆrmer qu'il existe C 2 f1;p2gtel que:K � sme (t)KpT � t t!T� Cmsln� 1T � t� and K � sMe (t)KpT � t t!T� CMsln� 1T � t�Comme �(T � t) t!T� (K � se(t))=�(K)KpT � t, ela termine la d�emonstration. �Le Corollaire suivant est un r�esultat tehnique qui sera fr�equement utilis�e dans la suitepour ontrôler la di�usion S.Corollaire 6.1 Pour 0 � t < T suÆsamment prohe de T , on a:supu2[0;T�t℄P(Sse(t)u > K) � 4Mmqln( 1T�t) et supu2[0;T�t℄P(SKu < se(t)) � 4Mmqln( 1T�t) :D�emonstration du Corollaire 6.1: Soit t 2 [0;T [. On pose � = T � t et on onsid�ereu 2 [0;�℄. D'apr�es la Proposition 6.1, on sait que pour � suÆsamment petit, on am3r� ln(1� ) � ln(K)� ln(se(t));



38 Prix ritique pr�es de l'�eh�eane d'une option am�eriainedon on peut �erire queP(Sse(t)u > K) = P �ln(Sse(t)u )� ln(se(t)) > ln(K)� ln(se(t))�� P Z u0 (r � Æ � �(Sse(t)v )2=2) dv + Z u0 �(Sse(t)v ) dWv > m3r� ln(1� )!� P j r � Æ j � + Z u0 �(Sse(t)v ) dWv > m3r� ln(1� )! :Ainsi, pour t suÆsamment prohe de T , on a:P(Sse(t)u > K) � P Z u0 �(Sse(t)v ) dWv > m4r� ln(1� )! ;puis, grâe aux in�egalit�es de Markov et de Cauhy-Shwarz, on obtient:P(Sse(t)u > K) � 4E [j R u0 �(Sse(t)v ) dWv j℄mq� ln(1� )� 4Mmqln(1� )De la même fa�on, on prouve que P(SKu < se(t)) � 2M=mqln( 1T�t). �Remarque: La onstante 4M=m n'est pas optimale mais donne la d�ependane des majo-rants en M et m.6.1.2 Equivalent de K � se �a l'�eh�eaneLe r�esultat prinipal de ette setion est le Th�eor�eme suivant:Th�eor�eme 6.1 On alimt!T K � se(t)�(K)Kq(T � t) ln( 1T�t) = 8><>: 1 si Æ < r et 0 < r;p2 si 0 < Æ = r:



6. D�eveloppement du prix ritique pr�es de l'�eh�eane dans le as Æ � r 39La d�emonstration du Th�eor�eme 6.1 est bas�ee sur un d�eveloppement limit�e de � en 0,grâe au Th�eor�eme 4.1. Nous donnons e d�eveloppement dans la Proposition suivante.Proposition 6.2 On arK�(K)(T � t) 32�(T � t) t!T� E [e�r(T�t)(se(t)� SKT�t)+℄� (r � Æ)I(t);ave I : [0;T ℄! R tel que: I(t) t!T� K(T � t):Remarque: Si r = Æ, nous n'avons pas besoin de ontrôler I(t) et la Proposition 6.2 estune ons�equene imm�ediate de la formule de parit�e (2) et de la Proposition 6.1.D�emonstration de la Proposition 6.2:Premi�ere �etape: On applique le Th�eor�eme 4.1 ave y = K et x = se(t). Comme se(t) � K,on obtient:v0(se(t))E [(se(t)� SKT�t)+℄ = v0(K)E [(K � Sse(t)T�t )+℄ + v0(K)(se(t)�K)+(r � Æ) Z T�t0 v0(K)E [1fSse (t)u <KgSse(t)u ℄� v0(se(t))E [1fSKu <se(t)gSKu ℄ duOn en d�eduit que: E [e�r(T�t)(se(t)� SKT�t)+℄� (r � Æ)I(t) = J(t);o�u l'on a pos�e:e��(t) = v0(K)=v0(se(t))I(t) = e�r(T�t) Z T�t0 (e��(t)E [1fSse (t)u <KgSse(t)u ℄� E [1fSKu <se(t)gSKu ℄) duJ(t) = e��(t)�r(T�t)E [(K � Sse(t)T�t )+℄ + e��(t)�r(T�t)(se(t)�K):



40 Prix ritique pr�es de l'�eh�eane d'une option am�eriaineDeuxi�eme �etape: Nous allons montrer que J(t) t!T� rK�(K)(T � t) 32�(T � t).Comme la d�e�nition de se implique E [e�r(T�t)(K � Sse(t)T�t )+℄ = K � se(t), on obtient:J(t) = e��(t)(1� e�r(T�t))(K � se(t))= se(t)e��(t)(1� e�r(T�t))(e�(K)�(T�t)pT�t�(r�Æ��(K)22 )(T�t) � 1):Remarquons maintenant que limt!T e��(t) = 1 ar v0 est ontinue. On d�eveloppe alorsl'�equation pr�e�edente en utilisant la Proposition 6.1 pour omparer �(T � t) et despuissanes de T � t:J(t) = rK�(K)(T � t) 32�(T � t) + o�(T � t) 32�(T � t)� :Troisi�eme �etape: Montrons que I(t) t!T� K(T � t):On a: I(t) = e��(t)�r(T�t)R1(t) + e��(t)�r(T�t)R2(t) + e�r(T�t)R3(t));ave: R1(t) = K Z T�t0 P(Sse(t)u < K) duR2(t) = Z T�t0 E [(Sse (t)u �K)1lfSse(t)u <Kg℄ duR3(t) = � Z T�t0 E [SKu 1lfSKu <se(t)g℄ duNous donnons maintenant le omportement de R1, R2 et R3 au voisinage de l'�eh�eane.On a R1(t) = K(T � t)� Z T�t0 P(Sse(t)u > K) du:



6. D�eveloppement du prix ritique pr�es de l'�eh�eane dans le as Æ � r 41D'apr�es le Corollaire 6.1, on sait qu'il existe une onstante C > 0 telle quej Z T�t0 P(Sse(t)u > K) du j� C(T � t)qln( 1T�t) :Par ons�equent, on obtient: R1(t) = K(T � t) + o(T � t):D'autre part, pour u 2 [0;T � t℄, on aj E [(Sse (t)u �K)1lfSse(t)u <Kg℄ j = j E [Sse (t)u �K℄� E [(Sse (t)u �K)1lfSse(t)u >Kg℄ j� j se(t)e(r�Æ)u �K j + j E [(Sse (t)u �K)1lfSse(t)u >Kg℄ jOr, d'apr�es la Proposition 6.1, il existe une onstante C > 0 telle quej se(t)e(r�Æ)u �K j� Cr(T � t) ln( 1T � t)De plus, on d�eduit de l'in�egalit�e de Cauhy-Shwarz, puis du Corollaire 6.1 que l'on aj E [(Sse (t)u �K)1lfSse(t)u >Kg℄ j � qE [(Sse (t)u �K)2℄P(Sse(t)u > K)� C(ln( 1T�t)) 14En e�et, il est faile de voir que E [(Sse (t)u �K)2℄ est born�e uniform�ement par rapport �at et u. En onlusion, nous avons d�emontr�e quej R2(t) j� C(T � t)(ln( 1T�t)) 14 = o(T � t):



42 Prix ritique pr�es de l'�eh�eane d'une option am�eriaineFinalement, nous savons, toujours d'apr�es le Corollaire 6.1, qu'il existe une onstanteC > 0 telle que j R3(t) j � Z T�t0 E �se(t)1lfSKu <se(t)g� du� K Z T�t0 P(SKu < se(t)) du� C(T � t)qln( 1T�t)= o(T � t):Or limt!T e��(t) = 1, don on aI(t) = K(T � t) + o(T � t)t!T� K(T � t): �Il nous reste maintenant �a donner un d�eveloppement limit�e de la fontion de valeur d'uneoption de vente europ�eenne de prix d'exerie se(t) et de prix spot K lorsque t tend versT .Proposition 6.3 On a:E [e�r(T�t)(se(t)� SKT�t)+℄ t!T� K�(K)e��(T�t)22p2��(T � t) 32 :D�emonstration de la Proposition 6.3:Soit t 2 [0;T [ et � = T � t. Dans la suite, nous utiliserons les notations suivantes:�K(�) = �12 Z �0 (�(SKu )2 � �(K)2) du+ Z �0 (�(SKu )� �(K)) dWuY� = �(K)(p��(�) +W�) et XK� = Y� + �K(�):



6. D�eveloppement du prix ritique pr�es de l'�eh�eane dans le as Æ � r 43On remarque que l'on aE [e�r� (se(t)� SK� )+℄ �!0� KE [(1 � SK�se(t))+℄ = KE [(1 � eXK� )+℄:L'id�ee est alors d'utiliser l'approximation ex ' 1 + x. En fait, nous montrons dans lapremi�ere �etape que E [�XK� 1lfXK� �0g℄ �!0� �(K)p� e��(�)22p2��(�)2 ;puis dans une seonde �etape, nous prouverons queE [(1 � eXK� )+℄ �!0� E [�XK� 1lfXK� �0g℄:Premi�ere �etape: D'apr�es Lamberton D. (1995), on a:E [�Y�1lfY��0g℄ �!0� �(K)p� e��(�)22p2��(�)2 :En e�et, il existe une variable al�eatoire g suivant une loi gaussienne standard telle queE [�Y�1lfY��0g℄ = �(K)p�E [(�(�) + g)�℄ et ette derni�ere quantit�e est faile �a estimer.Il nous suÆt don de montrer que E [�XK� 1lfXK� �0g℄ �!0� E [�Y�1lfY��0g℄: Nous noteronsD(�) la di��erene entre es deux expressions et prouverons que D(�) = o(p� e��(�)22�(�)2 ).On a:j D(�) j = j E [(�Y� � �K(�))1lfY����K(�)g + Y�1lfY��0g℄ j= j E [Y�(1lfY��0g � 1lfY����K(�)g)� �K(�)1lfY����K(�)g℄ j� E [j Y� j (1lf0�Y����K(�)g + 1lf0�Y����K(�)g)+ j �K(�) j 1fY����K(�)g℄� 2E [j Y� j 1fjY� j�j�K(�)jg℄ + E [j �K(�) j 1fY��j�K(�)jg℄:



44 Prix ritique pr�es de l'�eh�eane d'une option am�eriainePour majorer les deux derniers termes, nous introduisons un temps d'arrêt:�� = inffs � 0 : j �K(s) j> �(K)� 34g:On a alors:E [j Y� j 1fjY�j�j�K(�)jg℄ � E [j Y� j (1fjY�j��(K)� 34 g + 1f��<�g)℄� �(K)� 34P(j Y� j� �(K)� 34 ) +qE [Y 2� ℄P(�� < �):Il est faile de v�eri�er que E [Y 2� ℄ est born�e uniform�ement par rapport �a �. Ainsi, on a:P(�� < �) = o(�n) 8n 2 N� :En e�et, d'apr�es l'hypoth�ese H2, � est une fontion Lipshitzienne don le lemme 2.1 etl'in�egalit�e de B�urkh�older-Davis-Gundy nous permettent d'aÆrmer que pour n 2 N� , ilexiste une onstante C > 0 telle queE [ sup0�u�� j �x(u) jn℄ � C�n:On d�eduit alors de l'in�egalit�e de Doob queP(�� < �) = P( sup0�u�� j �x(u) j> �(K)� 34 )= o(�n) 8n 2 N� :De plus, en e�etuant le hangement de variable y = �(�)(x+ �(�)), on obtient:P(j Y� j� �(K)� 34 ) = P(�� 14 � W1 + �(�) � � 14 )



6. D�eveloppement du prix ritique pr�es de l'�eh�eane dans le as Æ � r 45= Z ��(�)+� 14��(�)�� 14 e�x22p2� dx� e��(�)22�(�)p2� Z �(�)� 14��(�)� 14 ey dy�!0� 2� 14 e��(�)22p2� :Finalement, il existe une onstante C > 0 telle que pour tout n 2 N� , on a:E [j Y� j 1fjY�j�j�K(�)jg℄ � C�e��(�)22 + o(�n);puis on d�eduit de la Proposition 6.1 que l'on a:E [j Y� j 1fjY�j�j�K(�)jg℄ � o(maxfp�e��(�)22�(�)2 ; �ng):Pour majorer j D(�) j, il nous reste �a trouver un majorant de E [j �K(�) j 1fY��j�K(�)jg℄:Pour tout n 2 N� , on aE [j �K(�) j 1fY��j�K(�)jg℄ � �(K)� 34P(Y� � �(K)� 34 ) +pE [�K (�)2℄P(�� < �)� �(K)� 34 e��(�)22 +�(�)� 14�(�)p2� + o(�n)En e�et, en e�etuant enore une fois le hangement de variable y = �(�)(x+ �(�)), onobtient P(Y� � �(K)� 34 ) = Z ��(�)+� 14�1 e�x22p2� dx� e��(�)22�(�)p2� Z �(�)� 14�1 ey dy� e��(�)22 +�(�)� 14�(�)p2� :



46 Prix ritique pr�es de l'�eh�eane d'une option am�eriaineFinalement, la Proposition 6.1 nous assure que pour tout n 2 N� :j D(�) j= o(maxfp�e��(�)22�(�)2 ; �ng):Il ne nous reste qu'�a prouver qu'il existe n 2 N� tel que:lim�!0 �n� 12�(�)2e�(�)22 = 0D'apr�es la Proposition 6.1, �(�) � C4qln(1� ) don �(�)2e�(�)22 � C24 ln(1� )��C242 : Parons�equent, n'importe quel entier v�eri�ant n � C24=2 + 1 onvient.Deuxi�eme �etape: Montrons que E [(1 � eXK� )+℄ �!0� E [�XK� 1lfXK� �0g℄.Enore une fois, nous noterons D(�) la di��erene entre es deux expressions et nousprouverons que D(�) = o(p� e��(�)22�(�)2 ), pour � tendant vers 0. On pose�� = inffs � 0 : j XKs j> �(K)� 25g:Comme pour tout x 2 R� ; j ex � 1� x j� x22 , on a:j D(�) j � j E [(1 +XK� � eXK� )1lfXK� �0g℄ j� 12E [(XK� )21lfXK� �0g℄� 12� 45P(XK� � 0) + 12E [(XK� )21lf����g℄):Or, d'apr�es l'in�egalit�e de Cauhy-Shwarz, on aE [(XK� )21lf��<�g℄ �qE [(XK� )4℄P(�� < �);



6. D�eveloppement du prix ritique pr�es de l'�eh�eane dans le as Æ � r 47puis les in�egalit�es de Doob et de B�urkh�older-Davis-Gundy nous donnentP(�� < �) = o(�n) 8n 2 N� :De plus E [(XK� )2℄ est born�e uniform�ement par rapport �a �, don on aE [(XK� )21lf��<�g℄ � o(�n) 8n 2 N� :Il nous reste �a majorer P(XK� � 0). Pour ela, on utilise le temps d'arrêt �� d�e�ni dansl'�etape pr�e�edente et on obtient:P(XK� � 0) � P��(K)(W� +p��(�)) �j �K(�) j�� P(�� < �) + P(W� � � 34 �p��(�)):Rappellons maintenant que pour tout n 2 N� ; P(�� < �) = o(�n) et queP(W� � p�(� 14 � �(�))) � e� (�(�)�� 14 )22 =(�(�)� � 14 )p2�:
Nous avons don �etabli l'existene d'une onstante C > 0 telle que pour n 2 N et �tendant vers 0, on a: j D(�) j� C� 45 e��(�)22 =�(�) + o(�n):La Proposition 6.1 nous permet alors de onlure que:j D(�) j= o(p�e��(�)22 =�(�)2): �



48 Prix ritique pr�es de l'�eh�eane d'une option am�eriaineMaintenant que les Propositions 6.2 et 6.3 sont d�emontr�ees, nous pouvons �etablir leTh�eor�eme 6.1.D�emonstration du Th�eor�eme 6.1:Premier as: r = ÆD'apr�es la Proposition 6.2, on ar�(K)K� 32�(�) �!0� E [e�r� (se(T � �)� SK� )+℄:D'autre part, la Proposition 6.3 nous permet d'�erireE [e�r� (se(T � �)� SK� )+℄ �!0� K�(K)p�e��(�)22p2��(�)2 :Ainsi, nous avons �etabli le r�esultat suivant:r� 32�(�) �!0� p� e��(�)22p2��(�)2 :Par ons�equent, on a �(�)3e�(�)22 �!0� 1=r�p2�, e qui implique que �(�) �!0� q2 ln(1� ),puis on obtient : K � se(t)�(K)KpT � t t!T� �(T � t) t!T� r2 ln( 1T � t):Seond as: Æ < rLa Proposition 6.2 nous donne l'�egalit�e suivante:rK�(K)� 32�(�) �!0= E [e�r�(se(T � �)� SK� )+℄� (r � Æ)I(T � �) + o�� 32�(�)� ;



6. D�eveloppement du prix ritique pr�es de l'�eh�eane dans le as Æ � r 49Or, d'apr�es la Proposition 6.1, on a � 32�(�) = o(�) don on obtient(r � Æ)K� �!0� E [e�r� (se(T � �)� SK� )+℄:On d�eduit alors de la Proposition 6.3, que l'on a:(r � Æ)� �!0� �(K)p� e��(�)22p2��(�)2et ela entrâ�ne que �(�)2e�(�)22 �!0� �(K)=(r � Æ)p2��. On peut don montrer que�(�) �!0� qln(1� ): On termine la d�emonstration en �erivant:K � se(t)�(K)KpT � t t!T� �(T � t) t!T� rln( 1T � t): �6.2 Prix ritiques europ�een et am�eriain pr�es de l'�eh�eaneDans ette setion, nous omparons les fontions de valeur des options de venteeurop�eenne et am�eriaine. Cela nous permettra de prouver que les prix ritiques europ�eenet am�eriain sont suÆsamment prohes au voisinage de l'�eh�eane pour avoir le mêmed�eveloppement limit�e du premier ordre pr�es de la maturit�e (f. Th�eor�eme 6.2). La formulede la prime pour exerie antiip�e qui est pr�esent�ee dans la setion 3 de la partie I, nousdonnera une �evaluation de la di��erene entre les fontions de valeur des options de venteeurop�eenne et am�eriaine (f. Corollaire 3.1).Pour relier ette formule aux prix ritiques, il nous sera n�eessaire de ontrôler lad�eriv�ee premi�ere de P par rapport �a x entre s et se. Nous donnons un enadrementde ette d�eriv�ee au voisinage de l'�eh�eane dans la Proposition 6.4. Dans le as d'unevolatilit�e onstante, e ontrôle est relativement faile �a obtenir (f. Lamberton D.(1995)), mais dans notre as la d�emonstration de la Proposition 6.4 repose fortement sur



50 Prix ritique pr�es de l'�eh�eane d'une option am�eriainele Th�eor�eme 4.1.Proposition 6.4 Pour 0 � t < T suÆsamment prohe de T et 0 � x � se(t), on a0 � �P�x (t;x) + 1 � 5Mv0(K=2)mqln( 1T�t) :D�emonstration de la Proposition 6.4: Soit t 2 [0;T [ tel que s(t) � K=2. Pour x 2 [0;s(t)℄,on a �P�x (t;x) = �1 don le r�esultat est vrai sur [0;K=2℄: On onsid�ere maintenant K=2 <x � se(t).Pour 0 < y < rK=Æ, la fontion s! (rK � Æs)1lfs�yg est d�eroissante don on d�eduit desr�esultats de Martini C. (1999), que l'on a:8u 2 [0;T ℄; x! E [(rK � ÆSxu)1lfSxu�s(t+u)g℄ est d�eroissante.Par ons�equent, la Proposition 3.1 nous permet d'aÆrmer que z ! P (t;z) � Pe(t;z) estune fontion d�eroissante. Ainsi, nous obtenons:�P�x (t;x) � �Pe�x (t;x):Montrons maintenant qu'il existe une onstante C > 0 ind�ependante de t et x telle que�Pe�x (t;x) + 1 � C=ln( 1T � t) pour t suÆsamment prohe de T:Soit x < y < se(t). D'apr�es le Th�eor�eme 4.1, on aer�v0(K) (Pe(t;y)� Pe(t;x)) = E [v0(y)(y � SKT�t)+ � v0(x)(x� SKT�t)+℄ + v0(K)(x� y)+ (r � Æ) Z T�t0 E [(v0(y)1fSKu <yg � v0(x)1lfSKu <xg)SKu ℄ du+ (r � Æ)v0(K) Z T�t0 E [1fSxu<KgSxu � 1lfSyu<KgSyu℄ du



6. D�eveloppement du prix ritique pr�es de l'�eh�eane dans le as Æ � r 51Or v0 est d�eroissante, don on aZ T�t0 E [(v0(y)1lfSKu <yg � v0(x)1lfSKu <xg)SKu ℄ du � v0(y)E [Z T�t0 1[x;y[(SKu )SKu du℄= v0(y)E [Z T�t0 1l[x;y[(SKu )�(SKu )2SKu dhSKu i℄:En appliquant alors la formule de dur�ee d'oupation (f. Revuz D., Yor M. (1990)Corollaire 1.6 x6 p.224), on obtientE [Z T�t0 1l[x;y[(SKu )�(SKu )2SKu dhSKu i℄ = E [Z yx 1�(z)2zLKT�t;z dz℄� Z yx 1�(z)2z E [LKT�t;z ℄ dz:Or pour x � z � y, on d�eduit de la formule de Tanaka-Meyer que l'on a:E [LKT�t;z ℄ = E [(z � SKT�t)+ � (z �K)+℄ + (r � Æ) Z T�t0 E [1℄�1;z[(SKu )SKu ℄ du� E [j SKT�t �K j℄ + (r � Æ)(T � t)z:Finalement, le lemme 2.1 et le fait que z > K=2 nous permettent d'�etablir l'existened'une onstante C 0 > 0 ind�ependante de x; y et t telle queZ T�t0 E [(v0(y)1lfSKu <yg � v0(x)1lfSKu <xg)SKu ℄ du � C 02v0(K=2)m2K j y � x j pT � t:Il nous reste maintenant �a trouver un majorant de l'expression suivante:Z T�t0 E [1fSxu<KgSxu � 1lfSyu<KgSyu℄ du:



52 Prix ritique pr�es de l'�eh�eane d'une option am�eriaineLa fontion x! (K � x)+ est d�eroissante, don E [(K � Sxu)+ � (K � Syu)+℄ � 0; et onobtient: E [1fSxu<KgSxu � 1lfSyu<KgSyu℄ = KE [1fSxu<Kg � 1fSyu<Kg℄�E [(K � Sxu)+ � (K � Syu)+℄� KE [1fSxu<Kg � 1fSyu<Kg℄� KP(Syu > K):De plus, on a x < se(t) don, d'apr�es le Th�eor�eme 6.1, on sait que pour t suÆsammentprohe de T , on a: xe(r�Æ)(T�t) < K � 12r(T � t) ln( 1T � t):Ainsi, on obtientP(Syu > K) � P xe(r�Æ)(T�t) + 12r(T � t) ln( 1T � t) � Syu!= P 12r(T � t) ln( 1T � t) � e(r�Æ)(T�t)(Myu � x)! ;o�u l'on a pos�e Myu = e�(r�Æ)uSyu:Comme (Myu)0�u�T est une martingale, l'in�egalit�e de Markov nous permet d'�erire queP(Syu > K) � 2e(r�Æ)(T�t)q(T � t) ln( 1T�t)(y � x):En onlusion, nous avons montr�e qu'il existe une onstante C > 0 ind�ependante de x,y et t telle queer(T�t)Pe(t;y)� Pe(t;x)y � x �



6. D�eveloppement du prix ritique pr�es de l'�eh�eane dans le as Æ � r 53�1 + 1v0(K)E � v0(y)(y � SKT�t)+ � v0(x)(x� SKT�t)+y � x �+ Cs T � tln( 1T�t) :Posons R(t;x) = E [v0(x)(x� SKT�t)+℄ et faisons tendre y vers x. On obtient alorser(T�t)�Pe�x (t;x) � �1 + 1v0(K) �R�x (t;x) + Cs T � tln( 1T�t) :Comme v00(x) � 0, on a�R�x (t;x) = v00(x)E [(x � SKT�t)+℄ + v0(x)P(SKT�t < x) � v0(x)P(SKT�t < x):Or x � se(t), don x est relativement loin de K et nous pouvons ontrôler P(SKT�t < x)en �erivant: P(SKT�t < x) � P(SKT�t < se(t)): Finalement, le Corollaire 6.1 nous permetd'aÆrmer que pour t suÆsamment prohe de T , on a:�Pe�x (t;x) � �1 + 5Mv0(K=2)mqln( 1T�t) : �Th�eor�eme 6.2 Pour t < T suÆsamment prohe de T , on a0 � se(t)� s(t) � MKpT � t:D�emonstration du Th�eor�eme 6.2:Commen�ons par remarquer que pour t 2 [0;T [, on aP (t;se(t))� (K � se(t)) = Z se(t)s(t) ��P�x (t;x) + 1� dx= Z se(t)s(t) Z xs(t) �2P�x2 (t;�) d�:



54 Prix ritique pr�es de l'�eh�eane d'une option am�eriaineOr on sait, d'apr�es le Corollaire 3.1, que pour t tendant vers T , on a:P (t;se(t))� (K � se(t)) � (T � t) (rK � Æse(t)) +O(T � t) 32 :Le Th�eor�eme 6.1 nous permet d'aÆrmer qu'il existe une onstante C > 0 telle que(rK � Æse(t)) � r (K � se(t)) � Cs(T � t) ln� 1T � t�;on a don (T � t) 32 = o((T � t) (rK � Æse(t)) et pour t suÆsamment prohe de T , onobtient P (t;se(t))� (K � se(t)) � 2(T � t) (rK � Æse(t)) :Ainsi, on a montr�e queZ se(t)s(t) Z xs(t) �2P�x2 (t;�) d� � 2(T � t) (rK � Æse(t)) :Nous utilisons maintenant l'in�equation variationnelle satisfaite par P pour trouver unminorant de �2P�x2 (t;�) sur [s(t);se(t)℄.Sur l'ouvert ℄s(t);se(t)[, on a:�(�)2�22 �2P�x2 (t;�) = ��P�t (t;�)� (r � Æ)� �P�x (t;�) + rP (t;�):Or P d�erô�t par rapport au temps don �P�t (t;�) � 0. De plus, on sait que x ! P (t;x)est onvexe don on a:M2K22 �2P�x2 (t;�) � �(�)2�22 �2P�x2 (t;�) � �(r � Æ)� �P�x (t;�)) + rP (t;�):



6. D�eveloppement du prix ritique pr�es de l'�eh�eane dans le as Æ � r 55Pour t suÆsamment prohe de T , on a K2 < s(t) et nous pouvons appliquer la Proposition6.4 pour aÆrmer qu'il existe une onstante C > 0 ind�ependante de t, telle que sur℄s(t);se(t)[, on a: M2K22 �2P�x2 (t;�) � (r � Æ)� + rP (t;�)� C(r � Æ)�qln( 1T�t)� rK � Æse(t)� C(r � Æ)Kqln( 1T�t)� rK � Æse(t)2 :En e�et, si r > Æ, rK � Æse(t) tend vers (r � Æ)K > 0 don pour t prohe de T on aC(r � Æ)K=rln( 1T � t) � (rK � Æse(t))=2:Par ons�equent, on obtientZ se(t)s(t) Z xs(t) �2P�x2 (t;�) d� � Z se(t)s(t) Z xs(t) rK � Æse(t)M2K2 d�� rK � Æse(t)2M2K2 (se(t)� s(t))2 :Ainsi, on a prouv�e que l'on avait:(se(t)� s(t))2 � 2M2K2(P (t;se(t))� (K � se(t)))rK � Æse(t)� 4M2K2�(rK � Æse(t))rK � Æse(t) :Pour t suÆsamment prohe de T , on a don le r�esultat suivant:se(t)� s(t) � 2MKp�: �



56 Prix ritique pr�es de l'�eh�eane d'une option am�eriaineLe Th�eor�eme 6.1 assoi�e au Th�eor�eme 6.2, a pour ons�equene direte le prinipal r�esultatde ette setion, le Th�eor�eme 6.3.Th�eor�eme 6.3 Supposons que � ne d�epende pas du temps et v�eri�e les hypoth�eses H1et H2, on a alorslimt!T K � s(t)�(K)Kq(T � t) ln( 1T�t) = 8><>: 1 si Æ < r et 0 < r;p2 si 0 < Æ = r:7 Le as d'un pay-o� r�egulier pr�es de la fronti�erelibreDans ette setion, nous onsid�erons une option am�eriaine dont la fontion de pay-o�, not�ee f , est r�eguli�ere au voisinage de la fronti�ere libre.D'autre part nous �etendons l�eg�erement notre mod�ele en supposant que le proessus deprix de l'atif sous-jaent (Sxt )0�t�T est la solution de l'�equation di��erentielle stohastiquesuivante: 8><>: dSxt = Sxt (b(Sxt )dt+ �(Sxt )dWt)Sx0 = x; ave x 2 [0;+1[:o�u b : [0;+1[! R est une fontion born�ee, admettant des d�eriv�ees premi�eres born�ees.Grâe �a la r�egularit�e de la fontion de pay-o�, on obtient un d�eveloppement limit�e de lafontion de valeur de l'option am�eriaine assoi�ee Pf au voisinage de la maturit�e dans leTh�eor�eme 7.1. Nous d�e�nissons alors un prix ritique sf(t) pour ette option. En utilisantle Th�eor�eme 7.1, nous prouvons que le prix ritique admet une limite sf(T ) lorsque t tendvers T tout en donnant un �equivalent de sf(T )� sf(t) dans la setion 7.2 (f. Th�eor�eme7.2). Le Th�eor�eme 7.2, nous permettra d'en d�eduire failement le omportement du prixritique d'une option de vente dans le as r < Æ (f. Corollaire 5.2).



7. Le as d'un pay-o� r�egulier pr�es de la fronti�ere libre 577.1 Fontion de valeur d'une option am�eriaine pr�es de sa ma-turit�eLe r�esultat suivant est une adaptation du Th�eor�eme 1 de Lamberton D., Ville-neuve S. (2003).Th�eor�eme 7.1 Soit x0 2 R, � > 0 et h : [0;�℄ � R ! R satisfaisant les onditionssuivantes:1. h est ontinue sur [0;�℄ � R et pour tout t 2 [0;�℄, la fontion x ! h(t;x) est �aroissane polynômiale sur R.2. h admet des d�eriv�ees ontinues �h�t , �h�x et �2h�x2 au voisinage de (0;x0) et la fontionMh(t;x) = �h�t + b(x)x�h�x + �(x)2x22 �2h�x2est di��erentiable au voisinage de (0;x0).Soit � 2 [0;�℄. Pour y 2 R, on d�e�nit x(�) = x0eyp�.Pour � tendant vers 0, on a alors:sup�2T0;� E [h(�;Sx(�)� )℄ = h(0;x)+� sup�2T0;1 E [Z �0 Mh(0;x(�)) +p�x�(x(�))�Mh�x (0;x(�))Ws ds℄ + o(� 32 ):Remarque: Dans le as d'une option de vente, on a h(t;x) = e�rt (K � x)+ et �2h�x2 = 0 auvoisinage de (0;x0). La seonde ondition ne n�eessite don pas d'hypoth�ese de r�egularit�esuppl�ementaire sur �.D�emonstration du Th�eor�eme 7.1:Soit � 2 [0;�℄ et y 2 R. On introduit le mouvement Brownien suivant:� ~Wt�0�t�1 = �W�tp� �0�t�1 :



58 Prix ritique pr�es de l'�eh�eane d'une option am�eriaineOn remarque alors que: sup�2T0;� E [h(�;Sx(�)� )℄ = sup�2 ~T0;1 E [h(��;Sx(�)�� )℄;o�u ~T0;1 est l'ensemble des temps d'arrêt assoi�es �a la �ltration de ~W et �a valeurs dans[0;1℄. De plus, on a dS�u = S�u (�b (S�u) + � (S�u) dW�u)= S�u ��b (S�u) +p�� (S�u) d ~Wu� :Dans la suite, nous identi�erons W et ~W par abus de notations.D'apr�es les hypoth�eses v�eri��ees par h, on sait qu'il existe 0 < " < � tel que h 2C1;2 ([0;"℄� [x0 � ";x0 + "℄) et Mh soit di��erentiable sur [0;"℄� [x0 � ";x0 + "℄.On introduit le temps d'arrêt suivant:�� = inf nu � 0 : j Sx(�)�u � x0 j> "2o :Soit � 2 T0;1 et posons �� = � ^ ��: On a alorsj E hh(��;Sx(�)�� )i� E hh(���;Sx(�)��� )i j = j E h�h(��;Sx(�)�� )� h(���;Sx(�)��� )� 1lf����gi j� 2E " supu2[0;1℄ j h(�u;Sx(�)�u ) j 1lf����g#� 2vuutE " supu2[0;1℄ j h(�u;Sx(�)�u ) j#P (�� � 1):Or la premi�ere ondition portant sur h implique queE " supu2[0;1℄ j h(�u;Sx(�)�u ) j# < +1;



7. Le as d'un pay-o� r�egulier pr�es de la fronti�ere libre 59uniform�ement par rapport �a � et x0 si elui-i est �a valeur dans un ompat. De plusl'in�egalit�e de Markov et le lemme 2.1 nous permettent de montrer que8n 2 N ; P (�� � 1) = o(�n):On a don E hh(��;Sx(�)�� )i = E hh(���;Sx(�)��� )i+ o(�n) 8n 2 N :Nous pouvons alors appliquer la formule d'Itô au proessus �h(�u;Sx(�)�u )�0�u�1 entre 0et ��. On obtientE hh(���;Sx(�)��� )i = h(0;x(�)) + �E �Z ��0 Mh(�u;Sx(�)�u ) du� :Or Mh est di��erentiable sur [0;"℄� [x0 � ";x0 + "℄, don on aE hh(���;Sx(�)��� )i = h(0;x(�)) + �E �Z ��0 Mh(0;x(�)) du�+�E �Z ��0 �Sx(�)�u � x(�)� �Mh�x (0;x(�)) du�+�E �Z ��0 �u�Mh�t (0;x(�)) du�+�R(�);aveR(�) = E �Z ��0 kSx(�)�u � x(�);�ukR �Sx(�)�u � x(�);�u� du� o�u lim(x;t)!0R(x;t) = 0:Il est faile de voir que E �Z ��0 �u�Mh�t (0;x(�)) du� = o(p�);



60 Prix ritique pr�es de l'�eh�eane d'une option am�eriaineuniform�ement par rapport �a � . Montrons qu'il en est de même pour R(�). On sait quepour tout x 2 R, on a j ex � 1 j� jxj2 ejxj; don si l'on pose Xx(�)�u = ln�Sx(�)�u �, on aj R(�) j � x(�)E "Z ��0 kj Xx(�)�u j2 ejXx(�)�u j;�uk j R �Sx(�)�u � x(�);�u� j du# :Or on a j Xx(�)�u j = j Z �u0 0B�b �Sx(�)v �� � �Sx(�)v �22 1CA dv + Z �u0 � �Sx(�)v � dWv j� (kbk1 +M) � +p� j Z u0 � �Sx(�)�v � dWv j :Ainsi, omme E hsupu2[0;1℄ ejXx(�)�u ji est born�e uniform�ement par rapport �a �, il existe uneonstante C > 0 ind�ependante de t et de x0 telle que:j R(�) j = x02 p� Z 10 E �j Z u0 � �Sx(�)�v � dWv j ejXx(�)�u j j R�Sx(�)�u � x(�);�u� j� du+ o(p�)� Cx0p� Z 10 sE �j Z u0 � �Sx(�)�v � dWvR�Sx(�)�u � x(�);�u� j�du+ o(p�)= o(p�);ar grâe au Th�eor�eme de onvergene domin�ee, l'int�egrale de la derni�ere in�egalit�e tendvers 0 lorsque � tend vers 0.L'�etape suivante onsiste �a montrer que:E �Z ��0 �Sx(�)�u � x(�)� du� = p�x(�)�(x(�))E �Z ��0 x(�)�(x(�))Wu du�+ o(p�):Ave la notation pr�e�edente, on aE �Z ��0 �Sx(�)�u � x(�)� du� = x(�)E �Z ��0 �eXx(�)�u � 1� du� :



7. Le as d'un pay-o� r�egulier pr�es de la fronti�ere libre 61Or on a j E �Z ��0 �eXx(�)�u � 1�Xx(�)�u � du� j � 12 Z 10 E ��Xx(�)�u �2 eXx(�)�u � du= o(p�):On a don montr�e queE �Z ��0 �Sx(�)�u � x(�)� du� = x(�)E �Z ��0 Xx(�)�u du�+ o(p�)= x(�)p�E �Z ��0 Z u0 � �Sx(�)�v � dWv du�+ o(p�):De plus, on a j E �Z ��0 Z u0 � �Sx(�)�v � dWv du�� E �Z ��0 �(x(�))Wu du� j�E �Z ��0 j Z u0 �� �Sx(�)�v �� �(x(�))� dWv j du� ;et l'in�egalit�e de B�urh�older-Davis-Gundy nous donne alorsE �Z ��0 j Z u0 �� �Sx(�)�v �� �(x(�))� dWv j du�� Z 10 E "�Z u0 �� �Sx(�)�v �� �(x(�))�2 dv�12#� o(1):Finalement, on a prouv�e que:E hh(���;Sx(�)��� )i = h(0;x(�)) + �E �Z ��0 Mh(0;x(�)) du�+� 32x(�)�(x(�))�Mh�x (0;x(�))E �Z ��0 Wu du�+ o(� 32 ):



62 Prix ritique pr�es de l'�eh�eane d'une option am�eriaineEn utilisant le fait que P (�� < 1) = o(� 32 ), on onlut queE hh(���;Sx(�)��� )i = h(0;x(�))+�E �Z �0 Mh(0;x(�)) +p�x(�)�(x(�))�Mh�x (0;x(�))Wu du�+ o(� 32 ):Comme le terme o(� 32 ) est ontrôl�e ind�ependamment de � , on obtient le r�esultat. �7.2 Comportement du prix ritique pr�es de l'�eh�eaneSoit f : [0;+1[! [0; +1[ satisfaisant les hypoth�eses suivantes:{ f est ontinue sur [0;+1[ et f(0) > 0.{ Il existe K > 0 tel que f soit de lasse C2 sur [0;K[.{ f est �a roissane polynômiale et il existe a > 0 telle que, au sens des distributions,on a �a � f 00.f(St) sera le pay-o� �a la date t de notre option. Si l'on pose f(x) = (K�x)+, on revient�a une option de vente et il est faile de voir que f satisfait es hypoth�eses.Nous rappelons la d�e�nition de la fontion de valeur d'une option am�eriaine de fontionde pay-o� f et de maturit�e T . Pour (t;x) 2 [0;T ℄� [0;+1[, on a:Pf(t;x) = sup�2T0;T�t E [e�r� f(Sx� )℄:On d�e�nit maintenant le prix ritique dans e ontexte par:sf(t) = inffx 2 [0;K[: Pf(t;x) > f(x)g;ave la onvention inf ; = �1.Finalement, on pose s0 = inffx 2 [0;K[: Mh(0;x) � 0g; o�u h(t;x) = e�rtf(x) et l'on



7. Le as d'un pay-o� r�egulier pr�es de la fronti�ere libre 63suppose que les hypoth�eses suivantes sont v�eri��ees:H4 : s0 < K.H5 : Mh est di��erentiable au voisinage de (0;s0) et �Mh�x (0;s0) > 0.Remarque: Pour (t;x) 2 [0;T ℄� [0;K[, on aMh(t;x) = e�rt��rf(x) + xb(x)f 0(x) + �(x)2x22 f 00(x)� :L'hypoth�ese H4 implique un hangement de signe de Mh dans une r�egion o�u h estr�eguli�ere. Nous verrons que l'hypoth�ese H5 est ruiale pour obtenir le lemme 7.2.Commen�ons par rappeler le lemme 1 de Lamberton D., Villeneuve S. (2003) quinous permettra de relier le d�eveloppement limit�e de la fontion de valeur �a elui du prixritique. En e�et, en d�eveloppant P le long d'une parabole grâe au Th�eor�eme 7.1, nousnous ram�enerons �a l'�etude d'un probl�eme d'arrêt optimal ind�ependant du temps dont lafonti�ere libre assoi�ee est donn�ee par le r�esultat suivant.Lemme 7.1 Pour y 2 R, on pose�(y) = sup�2T0;1 E Z �0 (y +Ws) ds:Il existe y� 2℄� 1;0[ tel que:8y � y�; �(y) = 0 et 8y > y�; �(y) > 0:La premi�ere ons�equene de e lemme appliqu�e ave le Th�eor�eme 7.1 est le r�esultatsuivant:Lemme 7.2 Pour t 2 [0;T [, on a sf(t) < s0. De plus,lim inft!T s0 � sf(t)�(T;s0)s0pT � t � �y�:



64 Prix ritique pr�es de l'�eh�eane d'une option am�eriaineD�emonstration du lemme 7.2: Soient t 2 [0;T [, y > �(T;s0)y� et � = T � t.En appliquant le Th�eor�eme 7.1 ave h(t;x) = e�rtf(x) et x0 = s0, on a:Pf (t;s0eyp�) = f(s0eyp�)+� sup�2T0;1 E [Z �0 Mh(0;s0eyp�) +p�s0eyp��(s0eyp�)�Mh�x (0;s0eyp�)Ws ds℄ + o(� 32 ):Il est alors faile de voir quePf(t;s0eyp�) = f(s0eyp�) + � 32 s0erT�(s0)�Mh�x (0;s0)�( y�(s0)) + o(� 32 ):Ainsi, pour y > �(s0)y� et � suÆsamment petit, l'hypoth�ese H5 implique:Pf(t;s0eyp�) > f(s0eyp�) et don s0eyp� � sf (t):En d�eveloppant alors l'exponentielle, on obtientlim inf�!0 s0 � sf (t)�(s0)s0p� � � y�(s0) :Finalement, en faisant tendre y vers �(s0)y�, on a:lim inf�!0 s0 � sf(t)�(s0)s0p� � �y�:En partiulier, pour tout t 2 [0;T [, on a s0 � sf(t) ar sf est roissant. �Remarque: Le Th�eor�eme 7.1 et le lemme 7.2 peuvent être adapt�es au as d'une volati-lit�e d�ependant du temps au moins 12 -h�old�erienne par rapport au temps. Cependant, lad�eroissane par rapport au temps de la fontion de valeur Pf se r�ev�ele essentielle pourles deux lemmes suivants.En e�et, il nous reste �a prouver que lim supt!T (s0 � sf(t)) =�(s0)s0pT � t est ma-



7. Le as d'un pay-o� r�egulier pr�es de la fronti�ere libre 65jor�ee par �y�. Or nous nous appuierons sur les deux r�esultats suivants.Lemme 7.3 Pour t 2 [0;T [ et x 2℄sf (t);s0[, on a:Pf(t;x)� f(x) > 0 et �Pf�x (t;x)� f 0(x) > 0:D�emonstration du lemme 7.3: Soient 0 � t < T etx0 = inffx 2℄sf (t);K[: Pf(t;x)� f(x) = 0 ou �Pf�x (t;x)� f 0(x) � 0g:Par l'absurde, supposons que x0 < s0. On sait que Pf est d�eroissant par rapport autemps, don l'in�equation variationnelle v�eri��ee par Pf entrâ�ne que, sur l'ouvert ℄sf (t);s0[,on a�2Pf�x2 (t;x)� f 00(x) � 2�(x)2x2 [rPf(t;x)� b(x)x�Pf�x (t;x)� �(t;x)2x22 f 00(x)℄= 2�(x)2x2 ��Mh(0;x) + r(Pf(t;x)� f(x))� b(x)x�Pf � f�x (t;x)�� � 2�(x)2x2 �Mh(0;x)� b(x)x�Pf � f�x (t;x)� :La propri�et�e de "smooth �t", nous donne alorslimx>!sf (t) �2Pf�x2 (t;x)� f 00(x) = � 2�(sf (t))2sf(t)2Mh(0;sf(t)) > 0:En e�et, par d�e�nition de s0, Mh(0;x) < 0 sur [0;s0[. Ainsi, on montre que sf(t) < x0.On a alors Pf (t;x0) � f(x0) > 0 ar x ! Pf(t;x) � f(x) est stritement roissante sur[sf (t);x0[: Cela implique don que �Pf�x (t;x0) � f 0(x0) = 0. L'in�equation variationnelleentrâ�ne alors que �2Pf � f�x2 (t;x0) � � 2�(x0)2x20Mh(0;x0) > 0;



66 Prix ritique pr�es de l'�eh�eane d'une option am�eriainear on a suppos�e que x0 < s0. Il existe don h > 0 tel que pour tout z 2℄x0�h;x0[, on a:0 � �Pf�x (t;z) � f 0(z) < 0:C'est absurde, don on a bien x0 � s0. �Proposition 7.1 Sous les hypoth�eses H4 et H5, on alimt!T sf(t) = s0:D�emonstration de la Proposition 7.1: D'apr�es le lemme 7.2, nous n'avons qu'�a d�emontrerque s0 � lim inft!T sf(t).Or sf est roissant don admet une limite lorsque t tend vers T . Par l'absurde, noussupposons que s0 > limt!T sf(t). On introduit alors x1 2℄ limt!T sf (t);s0[. Comme sf estroissant et x1 > limt!T sf (t), il existe " > 0 tel que pour tout t 2℄T � ";T [, sf(t) < x1.Or on sait, d'apr�es le lemme 7.3, que l'on a Pf(t;x) > f(x) sur l'ouvert ℄T �";T [�℄x1;s0[;don l'in�equation variationnelle nous donne:�rPf(t;x) + b(x)x�Pf�x (t;x) + �(x)2x22 �2Pf�x2 (t;x) � 0;sur l'ouvert ℄T � ";T [�℄x1;s0[. En faisant tendre t vers T , on obtient ainsi l'in�egalit�esuivante: �rf(x) + b(x)xf 0(x) + �(x)2x22 f 00(x) � 0:D'autre part, sur ℄x1;s0[, on a0 >Mh(0;x) = �rf(x) + b(x)xf 0(x) + �(x)2x22 f 00(x);e qui est absurde. �



7. Le as d'un pay-o� r�egulier pr�es de la fronti�ere libre 67Th�eor�eme 7.2 Sous les hypoth�eses H1, H2, H4 et H5, on alimt!T s0 � sf (t)s0�(s0)pT � t = �y�:D�emonstration du Th�eor�eme 7.2:D'apr�es le lemme 7.2, il ne nous reste qu'�a prouver que: lim supt!T s0�sf (t)�(s0)s0pT�t � �y�:Soit 0 � t < T et � = T � t. Par l'absurde, supposons qu'il existe z < �(s0)y� tel quesf (t) < s0ezp�.D'apr�es la Proposition 7.1, on a limu!T sf(u) = s0 don on peut d�e�nir le r�eel suivant:�1 = supnu 2 [0;�℄ : sf(T � u) = s0e�(s0)y�puo :On a 0 � �1 < � et pour u 2℄�1;�[, on a sf (T � u) < s0e�(s0)y�pu. Cela nous permet ded�e�nir le domaine suivant:D = n(u;x) 2℄�1;�[�[0; +1[: sf (T � u) < x < s0e�(s0)y�puo ;dont la fronti�ere parabolique estÆpD = n(u;x) 2℄�1;�[�[0; +1[: x = sf (T � u) ou x = s0e�(s0)y�pu ou u = 0o :En�n, nous introduisons la fontion suivante, d�e�nie sur [0;T ℄�R et de lasse C2 sur D:�(u;x) =  ��x� s0ezpu�+�3 ;o�u  est une onstante stritement positive que l'on pr�eisera dans la suite.Pour (u;x) 2 [0;T ℄� [0;+1[, on pose V (u;x) = Pf(T �u;x). L'id�ee de la d�emonstrationest alors d'appliquer le prinipe du maximum pr�esent�e dans la partie I sur le domaine D



68 Prix ritique pr�es de l'�eh�eane d'une option am�eriaine�a la fontion V � f � � ave l'op�erateur ~L o�u ~L est d�e�ni par~LV (u;x) = �V�t � ��(x)2x22 �2V�x2 + xb(x)�V�x � rV� :Grâe �a e prinipe du maximum, nous allons d�emontrer que V � f �� � 0 sur D: Onommene par montrer que V � f � � � 0 sur ÆpD:On remarque en premier lieu que[V � f � �℄(0;x) = ��(0;x) � 0 pour tout x 2 [0; +1[:On note ensuite que, pour �1 � u � �, on a(V � f � �) (u;sf(T � u)) = �� (u;sf(T � u)) � 0:De plus, la d�emonstration du lemme 7.2, nous permet d'aÆrmer que(V � f)(u;s0e�(s0)y�pu) = o�u 32� ;ar �(�(s0)y�) = 0. On obtient alors l'in�egalit�e suivante:(V � f � �)�u;s0e�(s0)y�pu� � o�u 32�� � �u;s0e�(s0)y�pu�� �s30 �e�(s0)y�pu � ezpu�3 + o�u 32�� �s30 (�(s0)y� � z)3 u 32 + o�u 32�� 0 pour � suÆsamment petit.On a montr�e que V �f�� � 0 sur ÆpD: Il nous reste �a v�eri�er que ~L[V �f��℄(u;x) � 0sur D.



7. Le as d'un pay-o� r�egulier pr�es de la fronti�ere libre 69Remarquons que pour x � s0e�(s0)y�pu et p > 0, on a��x� s0ezpu�+�p � sp0 (�(s0)y� � z)p u p2 + o�u p2� :Ainsi, omme � est roissante par rapport au temps, on obtient, sur D:� ~L�(u;x) � 3�(x)2x2s0 (�(s0)y� � z)pu+ o �pu�� 3M2s30 (�(s0)y� � z)pu+ o �pu� :D'autre part, le lemme 7.3 nous indique V > f sur D, don l'in�equation variationnellev�eri��ee par Pf nous donne~L (V � f) = � ~Lf =Mh(0;x) sur D:Or, pour (u;x) 2 D, on as0 � sf (T � u) > s0 � x > s0 �1� e�(s0)y�pu� = ��(s0)y�s0pu+ o(pu);don il existe une onstante C > 0 telle que, pour � suÆsamment petit et pour tout(u;x) 2 D, on aMh(0;x) � Mh(0;s0)� (s0 � x) �Mh�x (0;s0) + o (s0 � x))� � (s0 � x) �Mh�x (0;s0) + o (s0 � x))� �C (s0 � x)� C�(s0)y�s0pu+ o(pu):



70 Prix ritique pr�es de l'�eh�eane d'une option am�eriaineFinalement, on a montr�e que pour (u;x) 2 D, on a~L (V � f � �) (u;x) � �C�(s0)y�s0 + 3M2s30 (�(s0)y� � z) �pu+ o(pu):On hoisit alors  tel que 0 <  < �C�(s0)y�3M2s20 (�(s0)y� � z) ;et l'on a ~L (V � f � �) � 0 sur D. Le prinipe du maximum, nous permet alors d'end�eduire que V � f � � � 0 sur D. Cependant, 'est impossible ar pour �1 < u < � etsf (T;u) < x < s0ezpu, ela impliquerait que0 > (V � f � �)(u;x) = Pf(T � u;x)� f(x) � 0:En onlusion, on a prouv�e quesf(t) � s0ezpT�t pour tout z < �(s0)y� et t suÆsamment prohe de T:En d�eveloppant l'exponentielle et en faisant tendre t vers T , on obtient l'in�egalit�e suivantepour tout z < �(s0)y�: lim supt!T s0 � sf(t)s0p� � �z:On ah�eve la d�emonstration en faisant tendre z vers �(s0)y�. �Corollaire 7.1 Dans le as d'une option de vente, si b(x) = r�Æ, 0 < r < Æ et � v�eri�eles hypoth�eses H1 et H2, on alimt!T rK � Æs(t)�(rK=Æ)rKpT � t = �y�:



8. Mod�eles �a volatilit�e loale 71D�emonstration du Corollaire 7.1: Supposons que f(x) = (K � x)+, b(x) = r � Æ et0 < r < Æ. Il est faile de v�eri�er ques0 = rK=Æ < K et �Mh�x (0;s0) = Æ > 0:Par ons�equent, le Th�eor�eme 7.2, nous donne:limt!T rK � Æs(t)�(rK=Æ)rKpT � t = �y�: �G�en�eralement, les fontions de pay-o� utilis�ees en �nane ne sont pas des fontions delasse C2, ertaines sont même disontinues. Cependant, elles ne pr�esentent qu'un nombre�ni de points d'irr�egularit�e et, selon les param�etres, l'�equationMh(0;x) = 0 peut avoirune solution plus petite que le premier point d'irr�egularit�e. Cette solution, lorsqu'elleexiste est alors la limite du prix ritique et la vitesse de onvergene est parabolique.Si elle n'existe pas, nous avons d�emontr�e, dans le as partiulier d'une option de vente,que la limite est le plus petit point de disontinuit�e de la d�eriv�ee premi�ere de la fontionde pay-o� et qu'un fateur logarithmique suppl�ementaire apparâ�t dans la vitesse deonvergene. Nous ne sommes pas apables de d�eterminer si e fateur apparâ�t d�es quela fontion de pay-o� est ontinue mais non di��erentiable et le as de fontions pay-o�disontinues, omme elles des options barri�eres, reste �a être �etudi�e.8 Mod�eles �a volatilit�e loaleDans ette setion, nous supposons que � est une fontion de [0;T ℄ � [0; + 1[ �avaleurs dans R qui satisfait les hypoth�eses H1, H2 et H3. Nous rappelons �egalement quela fontion de valeur P d�epend de la volatilit�e � et nous noterons P � la fontion de valeuret s� le prix ritique assoi�e.



72 Prix ritique pr�es de l'�eh�eane d'une option am�eriaineNous donnons maintenant la d�emonstration des Th�eor�emes 5.1 et 5.2.Pour prouver les Th�eor�emes 5.1 et 5.2, nous ne pouvons pas pro�eder omme dansla setion pr�e�edente ar rien ne nous assure la d�eroissane de la fontion de valeur parrapport au temps. Heureusement le pay-o� d'une option de vente est onvexe et nousdisposons d'un autre outil: la roissane de P � par rapport �a � (f. El Karoui N.,Jeanblan-Piqu�e M., Shreve S. (1998)).D�emonstration du Th�eor�eme 5.1: Soit " > 0. D'apr�es l'hypoth�ese H3, � est uniform�ementontinue par rapport au temps, don il existe � > 0 tel que,8(t;x) 2 [T � �;T ℄� [0;+1[; �(T;x)� " � �(t;x) � �(T;x) + ":Pour x 2 [0;+1[, on pose �m" (x) = �(T;x)� " et ��M" (x) = �(T;x) + ".D'apr�es El Karoui N., Jeanblan-Piqu�e M., Shreve S. (1998), nous savons queP � rô�t ave la volatilit�e don on aP �m" � P � � P �M" sur [T � �;T ℄� [0; +1[;puis on obtient s�M" � s� � s�m" sur [T � �;T ℄:Pour t 2 [T � �;T ℄, on a don l'enadrement suivant:K � s�m" (t)Kq(T � t) ln( 1T�t) � K � s�(t)Kq(T � t) ln( 1T�t) � K � s�M" (t)Kq(T � t) ln( 1T�t) :



8. Mod�eles �a volatilit�e loale 73Or le Th�eor�eme 6.3, nous permet d'aÆrmer qu'il existe un nombre C > 0 �egal �a 1 siÆ+ < r et �egal �a p2 si 0 < Æ = r tel quelimt!T K � s�m" (t)Kq(T � t) ln( 1T�t) = C�m" (K) et limt!T K � s�M" (t)Kq(T � t) ln( 1T�t) = C�M" (K):On obtient alorsC�m" (K) � lim inft!T K � s�(t)�(K)Kq(T � t) ln( 1T�t) � lim supt!T K � s�(t)Kq(T � t) ln( 1T�t) � C�M" (K):Finalement, en faisant tendre " vers 0, on a le r�esultat suivant:limt!T K � s�(t)�(T;K)Kq(T � t) ln( 1T�t) = 8><>: 1 si Æ < r et 0 < r;p2 si 0 < Æ = r: �D�emonstration du Th�eor�eme 5.2: Nous pouvons reprendre les arguments de la d�emons-tration pr�e�edente ar quelque soit la volatilit�e �, si r < Æ, on a limt!T s�(t) = rK=Æ: �



74 Prix ritique pr�es de l'�eh�eane d'une option am�eriaine



9. Introdution 75Troisi�eme partieFronti�ere libre pr�es de l'�eh�eaned'un plan de retraite9 IntrodutionDans ette partie, nous examinons un probl�eme di��erent, tir�e de l'�etude de la valeur�nani�ere d'un plan de retraite. On onsid�ere toujours un probl�eme d'arrêt optimal maiselui-i fait apparâ�tre un terme suppl�ementaire dans l'in�equation variationnelle assoi�ee.De plus, on onsid�ere des fontions de pay-o� d�ependantes du temps. Nous montreronsque les r�esultats de la partie pr�e�edente restent tout de même valides.Pour ertains plans de retraite, Shen et Sherris (f. Sherris M. (1993), SherrisM. (1995) et Sherris M., Shen W. (1999)) ont d�evelopp�e un mod�ele pour aluler lavaleur �nani�ere du apital touh�e au moment du d�epart �a la retraite. Ils onsid�erent unplan de retraite inluant l'option d'une retraite antiip�ee et distribuant un apital bas�esur le salaire du sousripteur �a l'instant de son d�epart. Si l'on note St le salaire d'unmembre de e fond de pension �a l'instant t, alors le montant que reevra e membre aumoment de son d�epart �a la date t, sera  (t;St). En supposant que S est un proessusde Markov, solution d'une �equation di��erentielle stohastique, Shen et Sherris ont r�eussi�a arat�eriser la valeur �ani�ere de e ontrat omme la solution d'une in�equation va-riationnelle. Friedman and Shen (f. Friedman A., Shen W. (2002)) ont alors �etudi�el'existene et l'uniit�e de la solution de ette in�equation variationnelle et se sont notam-ment int�eress�es �a la forme de la fronti�ere libre assoi�ee �a ette in�equation. Plus parti-uli�erement, ils ont donn�e son omportement pr�es de l'�eh�eane du ontrat. Ils ont trouv�eque la fronti�ere libre tendait vers une limite ave une vitesse parabolique ou lin�eaire se-



76 Fronti�ere libre pr�es de l'�eh�eane d'un plan de retraitelon les param�etres (f. Th�eor�emes 7.1, 7.2 et 8.1 de Friedman A., Shen W. (2002)).Cependant, la valeur �nani�ere de e ontrat peut �egalement être arat�eris�ee omme lasolution d'un probl�eme de temps d'arrêt optimal similaire au probl�eme de valorisationd'une option am�eriaine.Dans ette partie, nous d�emontrons que la fronti�ere libre a le même omportementau voisinage de l'�eh�eane du ontrat que elle d'une option am�eriaine. Si la limite de lafronti�ere est un point de r�egularit�e de  alors la vitesse de onvergene sera paraboliquesinon un fateur logarithmique apparâ�t et ela ontredit les Th�eor�emes 7.2 et 8.1 deFriedman A., Shen W. (2002). Cette partie est une version d�etaill�ee d'un artile �aparâ�tre dans Finane and Stohastis (f. Chevalier E. (2005)).Pour lari�er notre probl�eme, nous ommen�ons par rappeler le adre de travailde Friedman et Shen (f. Friedman A., Shen W. (2002)). Pour x 2 R+ , nous sup-posons que le proessus de salaire (Sxt )0�t�T est la solution de l'�equation di��erentiellestohastique suivante: 8><>: dSxt = Sxt (b(Sxt )dt+ �(Sxt )dWt)Sx0 = x;o�u (Wt)0�t�T est un mouvement Brownien standard sur R de �ltration assoi�ee F. b et� sont des fontions Lipshitziennes de R+ et �a valeurs dans R. Nous supposerons aussique b est stritement positif, born�e et qu'il existe 0 < m < M telles que:8x 2 [0;+1[; m �j �(x) j�M:Soit  : [0;T ℄ � [0; +1[! [0; +1[, la fontion repr�esentant le apital vers�e �a unmembre du fond de pension au moment de son d�epart �a la retraite. Contrairement aux



9. Introdution 77fontions de pay-o� d'options am�eriaines �etudi�ees dans la partie pr�e�edente, nous sup-posons don que  d�epend du temps. De plus, par hypoth�ese,  (t;�) est proportionnelleau salaire �a la date t et garantit un minimum. Nous poserons don  (t;x) = g(t)f(x) sur[0;T ℄� [0;+1[, o�u f(x) = max(A0;ax) ave a;A0 > 0 et o�u g est une fontion ontinuede [0;T ℄ dans [0;+1[. En�n, nous supposons que g est stritement positive et de lasseC1 au voisinage de l'�eh�eane du ontrat.Introduisons maintenant une fontion B stritement roissante, de lasse C1 et �aroissane polynômiale sur R+ . On suppose que B est �a valeurs dans R+ et que B(0) = 0.B est un terme qui repr�esente e que oûte au fond de pension la perte de l'un de sesmembres pour des raisons autres que son d�epart �a la retraite.Nous sommes alors apables de d�e�nir la valeur �nani�ere V de e ontrat omme lemontant des provisions n�eessaires au fond de pension pour faire fae �a ses engagements.Nous noterons � le taux d'int�erêt du marh�e que nous supposons onstant et stritementpositif et nous avons alors:V (t;x) = sup�2Tt;T E �Z �t e��(s�t)B(Ss) ds+ e��(��t) (�;S� ) j St = x�= sup�2T0;T�t E �Z �0 e��sB(Sxs ) ds+ e��� (t + �;Sx� )� ;o�u Tt;T est l'ensemble des F-temps d'arrêt �a valeurs dans [t;T ℄.Rappelons maintenant l'in�equation variationnelle satisfaite par V (f. Friedman A.,Shen W. (2002), Sherris M. (1995) et Sherris M., Shen W. (1999)). On pose:~Mh = �h�t + b(x)x�h�x + �(x)2x22 �2h�x2 � �h:



78 Fronti�ere libre pr�es de l'�eh�eane d'un plan de retraiteD'apr�es le Th�eor�eme 2.4 de Friedman A., Shen W. (2002), il existe C > 0 telle queV (t;x) � C(1 + x) sur [0;T [�R et, pour tout � > 0, il existe C� > 0j �V�x j ; j �V�t j ; j �2V�x2 j� C�(1+x) sur �(t;x) 2 [0;T [�R : (x� x�)2 + (T � t)2 > �	 ;o�u x� = A0=a. De plus, V est solution, au sens des distributions, de l'in�equation varia-tionnelle suivante:8><>: ~MV +B � 0;  � V; ( ~MV +B)(V �  ) = 0 p.p..V (x;T ) =  (x;T ) sur [0;+1[:La fronti�ere libre de ette in�equation est alors d�e�nie omme la fronti�ere de l'ensemblefV >  g dans f0 � t < Tg. Nous la notons �. Comme il existe � > 0 telle que 8x 2 R+ ,�� � f 00(x) et que B � 0, la propri�et�e dite de "smooth �t" est v�eri��ee (f. Corollaire2.2 de Lamberton D. (2002)):�V�x (t;x) = � �x (t;x) sur �:En reprenant les arguments de Friedman et Shen (f. Friedman A., Shen W. (2002)),nous sommes alors apables de d�erire �. On distingue trois as:as 1 : 0 < A0(�g(T )� g0(T )) < B(x�):Pour les deux derniers as, nous supposerons, omme Friedman et Shen, que b(x) = b > 0sur R+ .as 2 : A0((�� b)g(T )� g0(T )) < B(x�) < A0(�g(T )� g0(T )):as 3 : B(x�) < A0((�� b)g(T )� g0(T )):On remarque que si A0(�g(T )� g0(T )) < 0, alors il existe 0 � t1 < T tel que V >  sur[t1;T [�R+ don il n'existe pas de fronti�ere libre lorsque l'on se rapprohe de l'�eh�eane.



9. Introdution 79En e�et, pour t 2 [0;T [, on a~M (t;x) +B(x) = 8><>: A0g0(t)� �A0g(t) +B(x) sur [0;x�[ax (g0(t) + (b(x)� �)g(t)) +B(x) sur ℄x�;+1[;Ainsi pour t tendant vers T , on a~M (t;x) +B(x) = 8><>: A0(g0(T )� �g(T )) +B(x) + o(1) > 0 sur [0;x�[ax (g0(T ) + (b(x)� �)g(T )) +B(x) + o(1) > 0 sur ℄x�;+1[;ave des o(1) ind�ependants de x. Or, d'apr�es l'in�equation variationnelle, ~MV + B � 0don pour tout x 2 R+ , on a V (t;x) 6=  (t;x) sur un voisinage de T .Dans les trois autres as, nous savons (f. Friedman A., Shen W. (2002)) qu'il existe0 � t0 < T tel que � \ fx < x�g = f(t;s(t)) : t0 � t < Tg;o�u s(t) = inffx < x� : V (t;x) >  (t;x)g: En reprenant la preuve du Corollaire 4.2 deFriedman A., Shen W. (2002), nous pouvons d�emontrer que�V�x (t;x) � � �x (t;x) sur [0;T [�[0;x�[ :Par ons�equent, pour t 2 [0;T [, on aV (t;x) >  (t;x) si s(t) < x < x� et V (t;x) =  (t;x) si 0 � x � s(t):Dans le as 3, la fronti�ere libre poss�ede une seonde omposante qui n'existe pas dansles deux autres as (f. Friedman A., Shen W. (2002)). Il existe 0 � t1 < T tel que� \ fx > x�g = f(t;~s(t)) : t1 � t < Tg;



80 Fronti�ere libre pr�es de l'�eh�eane d'un plan de retraiteo�u ~s(t) = inffx > x� :V (t;x) =  (t;x)g: Or le lemme 6.1 de Friedman A., Shen W.(2002) nous permet d'aÆrmer que�V�x (t;x) � � �x (t;x) sur [0;T [�[x�;+1[ :Pour t 2 [0;T [, on a donV (t;x) =  (t;x) si ~s(t) < x et V (t;x) >  (t;x) si x� < x < ~s(t):Friedman et Shen ont d�emontr�e dans Friedman A., Shen W. (2002) quelimt!T s(t) = 8><>: x0 dans le as 1x� dans les as 2 et 3,o�u x0 = inffx 2 [0;x�) : ~M (T;x) +B(x) = 0g. Il est faile de voir que x0 existe dans leas 1, ar ~M (T;x�) +B(x�) > 0 et ~M (T;0) +B(0) < 0:D'autre part, ils ont �etabli que, dans le as 3, on a:limt!T ~s(t) = x�:Bas�es sur le prinipe du maximum pr�esent�e dans la setion 2.1, es r�esultats restent vraisave des oeÆients non onstants.Dans ette partie, nous examinons les omportements de s et le as �eh�eant de ~s auvoisinage de T . Cependant, nous n'utiliserons pas les m�ethodes de Friedman et Shen.Celles-i onsistent �a transformer l'in�equation variationnelle en une �equation int�egrale



10. Le as r�egulier: as 1 81portant sur (V;s) ou (V;~s). Dans la setion 10, on �etudie le as 1 et on montre quelimt!T x0 � s(t)x0�(x0)pT � t = �C o�u C est une onstante num�eriqueLa d�emonstration est bas�ee sur la r�egularit�e de  au voisinage de (T;x0). En e�et, etter�egularit�e nous permet d'obtenir un d�eveloppement limit�e de V au voisinage de (T;x0)et d'en d�eduire un d�eveloppement de s au voisinage de T . Cela orrespond �a la m�ethodeutilis�ee dans la partie pr�e�edente (f. setion 7) pour avoir un d�eveloppement du prixritique d'une option am�eriaine mais pr�esente des diÆult�es suppl�ementaires: le faitque  d�epende du temps et la pr�esene de B dans l'in�equation variationnelle. CommeFriedman et Shen, nous obtenons un omportement parabolique mais nous donnons unautre moyen de aluler la onstante C (f. Th�eor�eme 10.2).La setion 11 est onsar�ee �a l'�etude du as 2. Nous ommen�ons par omparer s etle prix ritique europ�een d'une option de vente de prix d'exerie x�. Nous d�emontronsqu'ils sont suÆsamment prohes au voisinage de T pour avoir le même omportement etela implique don que la vitesse de onvergene de s n'est pas parabolique mais qu'il ya un fateur logarithmique suppl�ementaire (f. Th�eor�eme 11.1).Finalement, dans la setion 12, nous d�eduisons du as 2, la vitesse de onvergenede s dans le as 3. Celle-i est enore proportionnelle �a q(T � t) ln( 1T�t) et non �a T � tomme l'aÆrme le Th�eor�eme 7.2 de Friedman A., Shen W. (2002) (f. Th�eor�eme12.1). Pour traiter le omportement de ~s, nous adaptons la m�ethode de LambertonD., Villeneuve S. (2003) pour �etudier la vitesse de onvergene du prix ritiqueam�eriain. Enore une fois, nous trouvons que ~s(t) onverge �a la vitesseq(T � t) ln( 1T�t)(f. Th�eor�eme 12.2).



82 Fronti�ere libre pr�es de l'�eh�eane d'un plan de retraite10 Le as r�egulier: as 1Dans ette setion, nous supposons que l'hypoth�ese du as 1 est v�eri��ee, il est alorsfaile de voir que ela �equivaut �a 0 < x0 < x�. Dans la setion 10.1, nous donnons und�eveloppement limit�e de la fontion V au voisinage de tout point de r�egularit�e de  (f.Th�eor�eme 10.1). En appliquant ensuite le Th�eor�eme 10.1 au point (T;x0), on trouve un�equivalent de x0 � s(t) dans la setion 10.2 (f. Th�eor�eme 10.2).10.1 D�eveloppement de la fontion de valeurLe r�esultat suivant est une extension du Th�eor�eme 7.1.Th�eor�eme 10.1 Soit (t1;x1) 2 [0;+1[�R, � > 0, B : R ! R et h : [t1;t1+�℄�R ! Rsatisfaisant:1. h est ontinue sur [t1;t1 + �℄�R et pour tout t 2 [t1;t1 + �℄, la fontion x! h(t;x)est �a roissane polynômiale.2. h admet des d�eriv�ees ontinues �h�t , �h�x et �2h�x2 au voisinage de (t1;x1). De plus, sil'on pose Mh(t;x) = �h�t (t;x) + �(x)2x22 �2h�x2 (t;x) + b(x)x�h�x (t;x);la fontion Mh est di��erentiable au voisinage de (t1;x1).3. B est une fontion de lasse C1 sur RPosons M̂h(t;x) =Mh(t;x)+B(x): Il existe R > 0 tel que pour tout x 2 [x1�R;x1+R℄et � 2 [0;�℄ tendant vers 0, on a:sup�2T0;� E [Z �0 e��uB(Sxu) du+ e���h(t1 + �;Sx� )℄ = h(t1;x)+� sup�2T0;1 E [Z �0 M̂h(t1;x) +p�x�(x)�M̂h�x (t1;x)Ws ds℄ + o(� 32 );



10. Le as r�egulier: as 1 83uniform�ement par rapport �a x.D�emonstration du Th�eor�eme 10.1: Ce r�esultat se d�emontre en suivant la preuve duTh�eor�eme 7.1, les termes d�ependants de B �etant failement ontrôlables grâe �a lar�egularit�e de B. �Comme dans la setion 7 de la partie II, nous introduisons la fontion suivante:8y 2 R; �(y) = sup�2T0;1 E Z �0 (y +Ws) ds:Le Th�eor�eme 10.1 nous permet alors de donner un d�eveloppement de V au voisinage de(T;x0) dans le Corollaire suivant.Corollaire 10.1 Pour t 2 [0;T [ et y 2 R, nous avons:V (t;x0eypT�t) =  (t;x0eypT�t) + (T � t) 32x0�(x0)B0(x0)�( y�(x0)) + o((T � t) 32 ):D�emonstration du Corollaire 10.1:Soit y 2 R et � 2 (0;T ℄. On pose t1 = T � �, x1 = x0eyp� pour � suÆsamment petit, v�eri�e les hypoth�eses du Th�eor�eme 10.1 au point (t1;x1). En appliquant e Th�eor�eme,on en d�eduit que:V (T � �;x0eyp�) =  (T � �;x0eyp�)+� sup�2T0;1 E [Z �0 M̂ (T � �;x0eyp�) +p�x0eyp��(x0eyp�)B0(x0eyp�)Ws ds℄ + o(� 32 ):En e�et, il est faile de voir que, pour t prohe de T et 0 � x < x�, on aM̂ (t;x) = A0(g0(t)� �g(t)) +B(x) et �M̂ �x (t;x) = B0(x):



84 Fronti�ere libre pr�es de l'�eh�eane d'un plan de retraiteNous avons alors M̂ (T � �;x0eyp�) = M̂ (T;x0) + x0yp�B0(x0) + o(p�)x0eyp��(x0eyp�)�M̂ �x (T � �;x0eyp�) = x0�(x0)B0(x0) + o(1):Comme M̂ (T;x0) = 0 et B0(x0) > 0; on obtient �nalementV (T � �;x0eyp�) =  (T � �;x0eyp�)+� 32x0�(x0)B0(x0) sup�2T0;1 E [Z �0 � y�(x0) +Ws� ds℄ + o(� 32 )=  (T � �;x0eyp�) + � 32x0�(x0)B0(x0)�( y�(x0)) + o(� 32 ): �10.2 D�eveloppement de s au voisinage de l'�eh�eaneGrâe au lemme 7.1, nous sommes apables de relier le d�eveloppement limit�e de Vau voisinage de l'�eh�eane �a elui de s. La premi�ere ons�equene du lemme 7.1 est ler�esultat suivant:Lemme 10.1 Pour t 2 [0;T [, on a s(t) < x0 etlim inft!T x0 � s(t)�(x0)x0pT � t � �y�:D�emonstration du lemme 10.1: Soit y > �(x0)y� et t 2 [0;T [ suÆsamment prohe de T .On a V (t;x0eypT�t) >  (t;x0eypT�t); et ela entrâ�ne ques(t) � x0eypT�t � x0:



10. Le as r�egulier: as 1 85En d�eveloppant l'exponentielle dans l'in�egalit�e pr�e�edente, on obtientlim inft!T x0 � s(t)�(x0)x0pT � t � � y�(x0) ;et �nalement, pour y tendant vers �(x0)y�, on a:lim inft!T x0 � s(t)�(x0)x0pT � t � �y�: �Nous allons maintenant d�emontrer que �y� est un majorant de lim supt!T x0�s (t)�(x0)x0pT�t :Pour ela nous utilisons �a la fois le d�eveloppement limit�e de V et l'in�equation variation-nelle satisfaite par V . Cependant, nous devons ontrôler les d�eriv�ees premi�eres de V parrapport au temps dans un voisinage de (T;x0). Le lemme suivant nous fournit e ontrôle.Lemme 10.2 Soit 0 � t < T et x 2 [0;x0). On a�V�t (t;x) � � �t (t;x) + o(pT � t); pour t tendant vers T:D�emonstration du lemme 10.2:Soit t 2 [0;T [, 0 < h < T � t et 0 � x < x0. Comme on a suppos�e que  (t;x) = g(t)f(x),on a V (t + h;x)� V (t;x) � sup�2T0;T�t E [Z �0 e��sB(Sxs ) ds+ e��� (t + h+ �;Sx� )℄� sup�2T0;T�t E [Z �0 e��sB(Sxs ) ds+ e��� (t + �;Sx� )℄� sup�2T0;T�t E [e��� (g(t+ h+ �)� g(t+ �)) f(Sx� )℄:Ainsi, d'apr�es le Th�eor�eme de onvergene domin�ee, on a, pour h tendant vers 0:�V�t (t;x) � sup�2T0;T�t E [e��� g0(t+ �)f(Sx� )℄:



86 Fronti�ere libre pr�es de l'�eh�eane d'un plan de retraiteEn e�et, g0 est born�ee et pour � 2 T0;T�t, E [f(Sx� )℄ < +1.On onlut la d�emonstration en appliquant le Th�eor�eme 10.1 �a la fontion h(t;x) =g0(t)f(x). On obtient alorssup�2T0;T�t E [e��� g0(t+ �)f(Sx� )℄ = g0(t)f(x) +O(T � t);pour t tendant vers T . �Nous pouvons maintenant �enoner le r�esultat prinipal de ette setion.Th�eor�eme 10.2 On a limt!T x0 � s(t)x0�(x0)pT � t = �y�:D�emonstration du Th�eor�eme 10.2:D'apr�es le lemme 10.1, il ne nous reste qu'�a d�emontrer que:lim supt!T x0 � s(t)�(x0)x0pT � t � �y�:On pose �V = V �  . Soient y < �(x0)y� et 0 � t < T tel que s(t) < x0eypT�t: Del'in�equation variationnelle et du lemme 10.2, on d�eduit alors que, au sens des distribu-tions, sur l'ouvert℄s(t);x0eypT�t[, on a:�(x)2x22 �2 �V�x2 (t;x) + b(x)x� �V�x (t;x) = M̂ �V + � �V � � �V�t� �M̂ (T;x) + � �V (t;x) + o(pT � t)� �M̂ (T;x) + o(pT � t):Or �M̂ �x (T;x0) > 0 et limt!T s(t) = x0, don il existe C > 0 ind�ependante de n telle quepour n assez grand et x 2℄s(t);x0eypT�t[, on a:�M̂ (T;x) � C(x0 � x)



10. Le as r�egulier: as 1 87� Cx0(1� eypT�t)� �Cx0ypT � t+ o(pT � t):Ainsi, il existe don ~C > 0 telle que sur l'ouvert ℄s(t);x0eypT�t[, on a:�2 �V�x2 (t;x) � � ~Cx0ypT � t� 2b(x)�(x)2x � �V�x (t;x):Or � �V�x (t;x) � 0 sur [s(t);x0eypT�t℄ don l'in�egalit�e pr�e�edente entrâ�ne que:�2 �V�x2 (t;x) � C1pT � t� C2� �V�x (t;x) sur ℄s(t);x0eypT�t[;o�u C1 = �Cx0y, C2 = 4kbk1=m2x0 si b(x) � 0 au voisinage de x0 et C2 = 0 si b(x) � 0pr�es de x0. Soit x 2℄s(t);x0eypT�t[. En int�egrant ette in�egalit�e entre s(t) et x, on obtient:� �V�x (t;x) � C1pT � t(x� s(t))� C2 �V (t;x):Cependant, x ! �V (t;x) est roissante sur [s(t);x0eypT�t℄, don �V (t;x) � �V (t;x0eypT�t)et on obtient � �V�x (t;x) � C1pT � t(x� s(t))� C2 �V (t;x0eypT�t):Finalement, on int�egre enore une fois entre s(t) et x0eypT�t pour avoir:�V (t;x0eypT�t) � C12 pT � t(s0eypT�t � s(t))2 � C2(x0eypT�t � s(t)) �V (t;x0eypT�t):On en d�eduit quepT � t(s0eypT�t � s(t))2 � 2C1 �V (t;x0eypT�t)�1 + C2(x0eypT�t � s(t))� :



88 Fronti�ere libre pr�es de l'�eh�eane d'un plan de retraiteOr on a hoisi y < �(x0)y�, don, d'apr�es le Corollaire 10.1, on a�V (t;x0eypT�t) = o((T � t) 32 ):Ainsi, on a (x0eypT�t�s(t))+ = o(pT � t) et en d�eveloppant l'exponentielle, on obtient:x0 � s(t) � �x0ypT � t+ o(pT � t):Finalement, pour t tendant vers T , on alim supt!T x0 � s(t)�(x0)x0pT � t � � y�(x0) ;et en faisant tendre y vers �(x0)y�, on a:lim supt!T x0 � s(t)�(x0)x0pT � t � �y�: �Remarque: Sous les hypoth�eses de Friedman A., Shen W. (2002), nous retrouvons lefait que si x0 < x�, il existe C > 0 telle que:x0 � s(t) t!T� CpT � t:Cependant, nous donnons une nouvelle fa�on de aluler la onstante C. En e�et, d'apr�esLamberton D., Villeneuve S. (2003), �y� est l'unique raine dans ℄0;1=p2[ del'�equation G(x) = 0 o�uG(x) = E �Z 10 (x�puW1)1lfW1>x 1�p1�upu g du� :



11. D�eveloppement de s dans le as 2 8911 D�eveloppement de s dans le as 2Dans toute ette setion nous supposerons que les deux onditions suivantes sontsatisfaites1 A0 ((�� b)g(T )� g0(T )) < B(x�) < A0(�g(T )� g0(T )).On remarque que ela implique x� � x0 et que B(x�) < A0(�g(T ) � g0(T )) sur℄0;x�[ ar B est roissante.2 Pour tout x 2 R+ , b(x) = b > 0.Nous introduisons la fontion P e de [0;T ℄� R+ �a valeurs dans R+ , telle que:P e(t;x) = E [e��(T�t)(x� � SxT�t)+℄:Notons que P e est la fontion de valeur d'une option de vente europ�eenne de prix d'exer-ie x� et de maturit�e T . Nous savons que 8t 2 [0;T [; x ! P e(t;x) est stritementonvexe (f. El Karoui N., Jeanblan-Piqu�e M., Shreve S. (1998) ou HobsonD. (1998)). Or P e est �egalement stritement d�eroissante et (P e(t;0)� x�)P e(t;x�) � 0.Ainsi, pour t 2℄0;T [ l'�equation P e(t;x) = x� � x admet une unique solution dans ℄0;x�[.Notons se(t) ette solution appel�ee prix ritique europ�een. D'apr�es le Th�eor�eme 6.1, nousonnaissons pr�eis�ement le omportement de se au voisinage de T . On a limt!T se(t) = x�et limt!T x� � se(t)�(x�)x�q(T � t) ln( 1T�t) = 1:En utilisant une estimation de V � au point (t;se(t)) pour t prohe de T (f. setion11.1), nous allons omparer s(t) et se(t) au voisinage de la maturit�e et obtenir dansla Proposition 11.3, le r�esultat suivant (se(t) � s(t))+ � CpT � t. Dans le as 2, nouspouvons montrer que se � s don se et s seront suÆsamment prohes pour avoir le mêmeomportement au voisinage de T .



90 Fronti�ere libre pr�es de l'�eh�eane d'un plan de retraite11.1 Estimation de [V �  ℄ (t;se(t)) au voisinage de l'�eh�eaneNous ommen�erons ette setion par �evaluer [V e �  ℄ (t;se(t)) au voisinage de l'�eh�e-ane (f. Proposition 11.1) puis, grâe �a la formule de la prime pour exerie anti-ip�e qui a �et�e pr�esent�ee dans la partie I, nous donnerons un d�eveloppement limit�e de[V � V e℄ (t;se(t)) pour t tendant vers T . Cela nous permettra de onlure par la Propo-sition 11.2 qui donne une estimation de [V �  ℄ (t;se(t)) au voisinage de l'�eh�eane.Proposition 11.1 Sur [0;T ℄� R+ , on d�e�nit la fontion suivante:V e(t;x) = E [Z T�t0 e��uB(Sxu) du+ e��(T�t) (T;SxT�t)℄:Pour t 2 [0;T [ tendant vers T , on a:V e(t;se(t)) =  (t;se(t)) + A0�(T � t) + o(T � t);o�u nous avons pos�e: � = B(x�)A0 + g(T )(b� �) + g0(T ):Remarque: Dans le as 2, on a � > 0 don, on d�eduit de la Proposition 11.1 que l'on aV (t;se(t)) >  (t;se(t)) pour t suÆsamment prohe de T . Ainsi, au voisinage de l'�eh�eane,s(t) � se(t).D�emonstration de la Proposition 11.1:Soient � 2℄0;T ℄ et x � 0. On a:f(x) = amax(x�;x) = a �x+ (x� � x)+� ;



11. D�eveloppement de s dans le as 2 91don nous pouvons relier les fontions V e et P e par l'�equation suivante:V e(T � �;x) = E [Z �0 e��uB(Sxu) du+ ag(T )e��� �Sx� + (x� � Sx� )+�℄= E [Z �0 e��uB(Sxu) du℄ + ag(T ) �xe(b��)� + P e(T � �;x)� :Comme B est Lipshitzienne et u! Sxu ontinue, on a, pour � tendant vers 0:E [Z �0 e��uB(Sxu) du℄ = �B(x) + o(�);uniform�ement par rapport �a x si x est dans un ompat de R+ et ela entrâ�ne queV e(T � �;x) = �B(x) + ag(T ) �xe(b��)� + P e(T � �;x)� + o(�);uniform�ement par rapport �a x si x est dans un ompat. Soit t 2 [0;T [ suÆsammentprohe de T . On r�e�erit l'�equation pr�e�edente ave � = T � t et x = se(t). Par d�e�nitionde se, on obtient:V e(t;se(t)) = (T � t)B(se(t)) + ag(T ) �se(t)e(b��)(T�t) + x� � se(t)�+ o(T � t)= (T � t)B(se(t)) + g(T ) [ase(t)(b� �)(T � t) + A0℄ + o(T � t)= g(T )A0 + (T � t) [B(se(t)) + ag(T )se(t)(b� �)℄ + o(T � t):De plus, g est une fontion de lasse C1 sur [0;T ℄ don g(T ) = g(t)+(T�t)g0(T )+o(T�t);et on a alors:V e(t;se(t))�  (t;se(t))= V e(t;se(t))� g(t)A0= A0(g(T )� g(t)) + (T � t) [B(se(t)) + ag(T )se(t)(b� �)℄ + o(T � t)



92 Fronti�ere libre pr�es de l'�eh�eane d'un plan de retraite= (T � t) [A0g0(T ) +B(se(t)) + g(T )ase(t)(b� �)℄ + o(T � t)= A0�(T � t) + o(T � t): �Nous rappelons maintenant une estimation de la di��erene entre options de venteam�eriaines et europ�eennes.Lemme 11.1 Pour t 2 [0;T [ et x 2 R+ , la fontion de valeur de l'option de venteam�eriaine de prix d'exerie x� et de maturit�e T est donn�ee par:P (t;x) = sup�2T0;T�t E �e��� (x� � Sx� )+� :Pour t tendant vers T , on a alors:P (t;x)� Pe(t;x) � (T � t) (bx + �Pe(t;x)) + o(T � t):D�emonstration du lemme 11.1: Ce r�esultat est une ons�equene de la formule d�erivantla prime pour exerie antiip�e (f. Corollaire 3.1 de Myneni R. (1992)). Pour le voir,il suÆt de reprendre la d�emonstration du Corollaire 3.1 dans e adre. �Dans la Proposition suivante nous donnons une estimation de [V �  ℄ (t;se(t)) au voisi-nage de l'�eh�eane.Proposition 11.2 Pour t 2 [0;T [, on a0 � V (t;se(t))�  (t;se(t)) � (T � t) + o(T � t):o�u nous avons pos�e: = A0�B(x�)+A0 + g(T ) �(b� �)+ + b)�+ g0(T )+� :



11. D�eveloppement de s dans le as 2 93D�emonstration de la Proposition 11.2:Soit (t;x) 2 [0;T [�R+ . On aV (t;x) � sup�2T0;T�t E [Z �0 e��uB(Sxu) du℄ + sup�2T0;T�t E [e��� ag(t+ �) �Sx� + (x� � Sx� )+�℄� sup�2T0;T�t E [Z �0 e��uB(Sxu) du℄+ a supu2[0;T�t℄ g(t+ u) sup�2T0;T�t E [e��� Sx� ℄ + sup�2T0;T�t E [e��� (x� � Sx� )+)℄! :Or le proessus �e�btSxt �0�t�T est une martingale don pour tout � 2 T0;T�t, on a:E [e��� Sx� ℄ = E [e(b��)� e�b�Sx� ℄ � e(b��)+(T�t)E [e�b�Sx� ℄ = xe(b��)+(T�t):On obtient alorsV (t;x) � sup�2T0;T�t E [Z �0 e��uB(Sxu) du℄ + a supu2[0;T�t℄ g(t+ u)�xe(b��)+(T�t) + P (t;x)� :D'autre part, on a vu que:V e(t;x) = E [Z T�t0 e��uB(Sxu) du℄ + ag(T ) �xe(b��)(T�t) + P e(t;x)� :Ainsi, on a:V (t;x)� V e(t;x) � sup�2T0;T�t E [� Z T�t� e��uB(Sxu) du℄ (3)+a supu2[0;T�t℄ g(t+ u)�xe(b��)+(T�t) + P (t;x)�� ag(T ) �xe(b��)(T�t) + P e(t;x)� :



94 Fronti�ere libre pr�es de l'�eh�eane d'un plan de retraiteComme B est Lipshitzienne, il existe une onstante C > 0 ind�ependante de x et t telleque: sup�2T0;T�t E [� Z T�t� e��uB(Sxu) du℄ � sup�2T0;T�t E [� Z T�t� e��uB(x) du℄+ sup�2T0;T�t E [Z T�t� e��u j B(Sxu)�B(x) j du℄� sup�2T0;T�t E [�B(x) Z T�t� e��u du℄+C(T � t) supu2[0;T�t℄ E [j Sxu � x j℄:Pour t tendant vers T , on obtient alors:sup�2T0;T�t E [� Z T�t� e��uB(Sxu) du℄ � B(x)�(T � t) + o(T � t):De plus, pour u 2 [0;T � t℄, on ag(t+ u) � g(T )� (T � t� u)g0(T ) + (T � t� u)22 sups2[0;T�t℄ j g00(s) j� g(T ) + (T � t)g0(T )� + (T � t)22 sups2[0;T�t℄ j g00(s) j ;don pour t tendant vers T , on a l'in�egalit�e suivante:supu2[0;T�t℄ g(t+ u) � g(T ) + (T � t)g0(T )� + o(T � t):Ainsi, en posant � = T � t, on obtienta supu2[0;�℄ g(t+ u)�xe(b��)+� + P (t;x)�� a �g(T ) + �g0(T )� + o(�)� �x+ x(b� �)+� + P (t;x) + o(�)�� ag(T ) [x+ aP (t;x)℄ + � �ag0(T )�(x+ P (t;x)) + axg(T )(b� �)+�+ o(�):



11. D�eveloppement de s dans le as 2 95Or on aag(T ) �xe(b��)� + P e(t;x)� = ag(T ) [x+ P e(t;x)℄ + ag(T )x(b� �)� + o(�);don on d�eduit de l'in�egalit�e (3) que:V (t;x)� V e(t;x) � � �B(x)� + axg(T )(�� b)+ + ag0(T )� (x + P (t;x))�+ag(T ) [P (t;x)� P e(t;x)℄ + o(�):Finalement, le lemme 11.1 entrâ�ne que:V (t;x)� V e(t;x) � � �B(x)� + axg(T )(�� b)+ + ag0(T )� (x+ P e(t;x))�+ag(T )� (bx + �P e(t;x)) + o(�):En partiulier, pour x = se(t) et sahant que limt!T se(t) = x�, on obtient:V (t;se(t))� V e(t;se(t)) � � �B(se(t))� + ase(t)g(T )(�� b)+ + ax�g0(T )��+ag(T )� (bx� + �(x� � se(t))) + o(�)� � �B(x�)� + ag(T )x�(�� b)+ + ax�g0(T )��+�ag(T )bx� + o(�)� �A0 �B(x�)�A0 + g0(T )� + g(T )max(b;�)�+ o(�):On onlut ette d�emonstration en utilisant la Proposition 11.1 qui nous permet alorsd'aÆrmer que V (t;se(t))�  (t;se(t)) � (T � t) + o(T � t):



96 Fronti�ere libre pr�es de l'�eh�eane d'un plan de retraiteo�u nous avons pos�e: = A0�B(x�)+A0 + g(T ) (max(b;�) + b� �)) + g0(T )+� : �11.2 D�eveloppement de s au voisinage de la maturit�ePour relier l'estimation de V � sur la fronti�ere europ�enne �a une estimation de s, nousutiliserons l'in�equation variationnelle satisfaite par V . Le lemme suivant nous fournit leontrôle n�eessaire de la d�eriv�e premi�ere de V par rapport au temps.Lemme 11.2 Soit 0 � t < T et x 2 R+ . On a�V�t (t;x) � � �t (t;x) + o(1);lorsque t tend vers T et uniform�ement par rapport �a x si x est dans un ompat.Remarque: La d�emonstration de e lemme n'utilise pas les hypoth�eses du as 2, e r�esultatreste don vrai quelque soient les param�etres et nous l'appliquerons �egalement dans lasetion suivante, sous les hypoth�eses du as 3.D�emonstration du lemme 11.2:Soient t 2 [0;T [, 0 < h < T � t et x 2 R+ . On aV (t + h;x)� V (t;x) � sup�2T0;T�t E [Z �0 e��sB(Sxs ) ds+ e��� (t + h+ �;Sx� )℄� sup�2T0;T�t E [Z �0 e��sB(Sxs ) ds+ e��� (t + �;Sx� )℄� sup�2T0;T�t E [e��� (g(t+ h+ �)� g(t+ �)) f(Sx� )℄Or, g0 est born�ee et pour tout � 2 T0;T�t; E [f(Sx� )℄ est born�e uniform�ement par rapport�a � et �a x si x est dans un ompat de R+ , don par le Th�eor�eme de onvergene domin�ee



11. D�eveloppement de s dans le as 2 97on obtient: �V�t (t;x) � sup�2T0;T�t E [e��� g0(t+ �)f(Sx� )℄:Comme f et g0 sont Lipshitziennes, on a alors�V�t (t;x) � � �t (t;x) + E [ supu2[0;T�t℄ j e��ug0(t+ u)f(Sxu)� g0(t)f(x) j℄� � �t (t;x) + o(1): �Proposition 11.3 Il existe C > 0 tel que pour 0 � t < T suÆsamment prohe de T ,on a 0 � se(t)� s(t) � CpT � t:D�emonstration de la Proposition 11.3:Soit t1 2 [0;T [ tel que pour tout t 2℄t1;T [, s(t) < se(t).Sur l'ouvert f(t;�) 2℄t1;T [�R+ : s(t) < x < se(t)g, l'in�equation variationnelle satisfaitepar V nous donne, au sens des distributions, l'in�egalit�e suivante :�(�)2�22 �2V�x2 (t;�) = ��V�t (t;�)� b� �V�x (t;�) + �V (t;�)�B(�):Sur f(t;�) 2℄t1;T [�R+ : s(t) < x < se(t)g, le lemme 11.2 nous permet alors d'aÆrmerque pour t1 tendant vers T , on a:�(�)2�22 �2V�x2 (t;�) + b� �V�x (t;�) � �� �t (t;�) + �V (t;�)� B(�) + o(1)� �� �t (t;�) + � (t;�)� B(�) + o(1)� �A0�B(�)A0 + g0(t)� �g(t)�+ o(1)



98 Fronti�ere libre pr�es de l'�eh�eane d'un plan de retraiteComme B, g et g0 sont ontinues, on obtient�(�)2�22 �2V�x2 (t;�) + b� �V�x (t;�) � �A0�B(x�)A0 + g0(T )� �g(T )�+ o(1)pour t1 suÆsamment prohe de T . Par ons�equent, il existe C1 > 0 et C2 � 0 telles que:�2V�x2 (t;�) � C1 � C2�V�x (t;�) sur �(t;�) 2℄t1;T [�R+ : s(t) < x < se(t)	 ;ave C2 = 4b=x�m2.Posons maintenant �V = V �  . On a enore:�2 �V�x2 (t;�) � C1 � C2� �V�x (t;�):Soit t 2℄t1;T [ et x 2℄s(t);se(t)[. On int�egre la derni�ere in�egalit�e entre s(t) et x et ond�eduit de la propri�et�e de "smooth �t", autrement dit de la ontinuit�e de � �V�x que:� �V�x (t;x) � C1(x� s(t))� C2 �V (t;x):Or on sait que la fontion y ! �V (t;y) est roissante sur [0;x�[ (f. le Corollaire 4.2 deFriedman A., Shen W. (2002)), don on a �V (t;x) � �V (t;se(t)) et on obtient� �V�x (t;x) � C1(x� s(t))� C2 �V (t;se(t)):Nous int�egrons une seonde fois ette in�egalit�e entre s(t) et se(t) pour avoir�V (t;se(t)) � C12 (se(t)� s(t))2 � C2(se(t)� s(t)) �V (t;se(t)):



11. D�eveloppement de s dans le as 2 99Comme limt!T se(t) = limt!T s(t), on en d�eduit qu'il existe une onstante C > 0ind�ependante du temps telle que(se(t)� s(t))2 � C �V (t;se(t)):Finalement, la Proposition 11.2 nous permet d'aÆrmer qu'il existe ~C > 0 ind�ependantedu temps telle que (se(t)� s(t))2 � ~C(T � t)et ela onlut notre d�emonstration. �Les Th�eor�emes 11.3 et 6.1 ont pour ons�equene imm�ediate le Th�eor�eme suivant, prin-ipal r�esultat de ette setion.Th�eor�eme 11.1 Pour � = B(x�)A0 + g(T )(b� �) + g0(T ) > 0, on alimt!T x� � s(t)�(x�)x�q(T � t) ln( 1T�t) = 1:Remarque: Ce Th�eor�eme am�ene une ontradition ave le Th�eor�eme 7.2 de FriedmanA., Shen W. (2002). En e�et, e dernier aÆrme qu'il existe C1 > 0 telle que, si � > 0,s0(t) t!T� C1=pT � t.D�emonstration du Th�eor�eme 11.1:Soit 0 � t < T et supposons que � > 0: D'apr�es la Proposition 11.1, on a:V e(t;se(t))�  (t;se(t)) > 0;pour T � t suÆsamment petit. On a donV (t;se(t)) � V e(t;se(t)) >  (t;se(t));



100 Fronti�ere libre pr�es de l'�eh�eane d'un plan de retraitedon s(t) � se(t); pour t suÆsamment prohe de T . le Th�eor�eme 11.3 nous donne alors0 � se(t)� s(t) � CpT � t:Or, d'apr�es le Th�eor�eme 6.1, on alimt!T x� � se(t)�(x�)x�q(T � t) ln( 1T�t) = 1;don il en est de même pour s(t) et ela onlut notre d�emonstration. �12 D�eveloppement de s et ~s dans le as 3Dans toute ette setion, nous supposerons que b(x) = b > 0 et que les param�etressatisfont le as 3: B(x�) < A0((�� b)g(T )� g0(T )):12.1 D�eveloppement de s dans le as 3Dans le as 3, nous avons � < 0 don il n'est plus possible d'utiliser la m�ethode de lasetion pr�e�edente ar on n'a pas se > s. Nous allons don introduire un probl�eme d'arrêtoptimal l�eg�erement di��erent dont les param�etres satisferont le as 2. Nous d�emontreronsalors que la fronti�ere libre de e nouveau probl�eme est suÆsamment prohe de s dansfx < x�g pour avoir le même omportement et nous �etablirons le prinipal r�esultat deette setion:Th�eor�eme 12.1 Si � < 0, on alimt!T x� � s(t)�(x�)x�q(T � t) ln( 1T�t) = 1:



12. D�eveloppement de s et ~s dans le as 3 101Remarque: Le Th�eor�eme 8.1 de Friedman A., Shen W. (2002) aÆrme qu'il existeC2 > 0 telle que, pour � < 0, on a s0(t) t!T� C2 mais le Th�eor�eme 12.1 montre que elane peut pas être vrai.D�emonstration du Th�eor�eme 12.1Commen�ons par d�e�nir une nouvelle fontion B" telle que la fontion de valeur duontrat, V", assoi�ee �a B", satisfasse les hypoth�eses de la setion 11 et que V" � V . Nousd�e�nirons alors le salaire ritique, s" assoi�e �a B" et d�emontrerons que s"(t) � s(t) �s"(t) + CpT � t au voisinage de T .Soit " > 0 tel que: �A0� < " < �A0� + A0bg(T ):Pour (t;x) 2 [0;T [�[0;+1[; on pose:B"(x) = B(x) + "V"(t;x) = sup�2T0;T�t E [Z �0 e��sB"(Sxs ) ds+ e��� (t+ �;Sx� )℄s"(t) = inffx 2 [0;x�[: V"(t;x) >  (t;x)g:" �etant stritement positif, il est faile de voir que V � V" et ela implique que s � s".Comme B est roissante, pour 0 < x < x�, on ag(T )�� g0(T )� B"(x)A0 � g(T )�� g0(T )� B(x�)A0 � "A0= �� + bg(T )� "A0 > 0De plus, on a: g(T )(�� b)� g0(T )� B"(x�)A0 = ��� "A0 < 0;



102 Fronti�ere libre pr�es de l'�eh�eane d'un plan de retraitedon en appliquant le Th�eor�eme 11.1 �a s", on obtient:limt!T x� � s"(t)�(x�)x�q(T � t) ln( 1T�t) = 1:En reprenant les arguments de la Proposition 11.3, on utilise l'in�equation variationnellesatisfaite par V" pour montrer qu'il existe C1 > 0 et C2 � 0 telle que:�2V"�x2 (t;�) � C1 � C2�V"�x (t;�) sur ℄s"(t);s(t)[:Comme dans la d�emonstration de la Proposition 11.3, on int�egre alors l'in�egalit�e deux foissur ℄s"(t);s(t)[ et on utilise l'�egalit�e V"(t;s"(t)) =  (t;s"(t)) = V (t;s"(t)), pour obtenir:V"(t;s(t))� V (t;s(t)) � C12 (s(t)� s"(t))2 � C2(s(t)� s"(t))(V"(t;s(t))� V (t;s(t))):Or limt!T (s"(t)� s(t)) = 0, don il existe une onstante C > 0 ind�ependante du tempstelle que (s(t)� s"(t))2 � C(V"(t;s(t))� V (t;s(t)):En outre, il est faile de voir que0 � V"(t;x)� V (t;x) � "(T � t) sur [0;T [�R+ :Par ons�equent, il existe ~C > 0 ind�ependante du temps telle que(s(t)� s"(t))2 � ~C(T � t):Finalement, il existe une onstante C > 0 ind�ependante du temps telle que s"(t) � s(t) �s"(t) + CpT � t au voisinage de T et ela onlut notre d�emonstration. �



12. D�eveloppement de s et ~s dans le as 3 10312.2 D�eveloppement de ~sDans ette setion, nous allons reprendre des id�ees de Lamberton D. (1995).Premi�erement, nous montrons dans la Proposition 12.1, que fx > x� : V e(t;x) = (t;x)g 6= ;: Nous �etudions ensuite le omportement au voisinage de T de la plus petitesolution de l'�equation V e(t;x) =  (t;x) dans fx > x�g; solution que nous noterons ~se(t).Finalement, nous �etablissons le Th�eor�eme suivant, en utilisant une omparaison entre~se(t) et ~s(t) au voisinage de l'�eh�eane.Th�eor�eme 12.2 Pour � < 0, on alimt!T ~s(t)� x��(x�)x�q(T � t) ln( 1T�t) = 1:Remarque: Nous ne trouvons pas une vitesse de onvergene lin�eaire pour ~s alors que'est e qui est annon�e dans le Th�eor�eme 8.1 de Friedman A., Shen W. (2002).Proposition 12.1 Soit t 2 [0;T [. On pose:St = fx > x� : V e(t;x) =  (t;x)g:Si t est suÆsamment prohe de T , on a St 6= ; et si l'on pose ~se(t) = inf St, on ax� < ~se(t) � ~s(t):Remarque: Comme V � V e, il est �evident que ~se � ~s et don limt!T ~se(t) = x�.D�emonstration de la Proposition 12.1:Soit t 2 [0;T [. D'apr�es Friedman A., Shen W. (2002), on sait que pour x � ~s(t); on a (t;x) = V (t;x) � V e(t;x):



104 Fronti�ere libre pr�es de l'�eh�eane d'un plan de retraiteAinsi, il ne nous reste qu'�a prouver que V e(t;x�) >  (t;x�) pour t prohe de T . Enutilisant l'�egalit�e f(x) = A0 + a(x� x�)+, on obtientV e(t;x�) = E [Z T�t0 e��uB(Sx�u ) du+ g(T )e��(T�t)f(Sx�T�t)℄= g(T )A0 + ag(T )E [(Sx�T�t � x�)+℄ +O(T � t)=  (t;x�) + ag(T )E [(Sx�T�t � x�)+℄ +O(T � t):Comme ex � 1 � x sur R, on aE [(Sx�T�t � x�)+℄ � x�E [�Z T�t0 b� �(Sx�u )22 du+ Z T�t0 �(Sx�u ) dWu�+℄:
Il existe don une onstante C > 0 ind�ependante du temps telle queE [(Sx�T�t � x�)+℄ � E [�Z T�t0 �(Sx�u ) dWu � C(T � t)�+℄� �(x�)pT � tE [(W1)+℄� E [����Z T�t0 �(Sx�u )� �(x�) dWu����℄ +O(T � t):Or � est Lipshitzienne, don on peut appliquer le lemme 2.1 pour montrer l'existened'une onstante C > 0 telle que:E [����Z T�t0 ��(Sx�u )� �(x�)� dWu����℄ � �E [Z T�t0 ��(Sx�u )� �(x�)�2 du℄� 12� pT � t�E [ sup0�u�T�t ��(Sx�u )� �(x�)�2℄� 12= C(T � t):



12. D�eveloppement de s et ~s dans le as 3 105Finalement, on obtientlim inft!T V e(t;x�)�  (t;x�)x�pT � t � ag(T )�(x�)E [(W1)+℄ > 0:Ainsi, pour t suÆsamment prohe de T , on a ~se(t) > x�. �Le lemme suivant montre que ~s ne peut pas onverger vers x� ave une vitesse lin�eaireou même parabolique.Lemme 12.1 On a limt!T ~s(t)� x�pT � t � limt!T ~se(t)� x�pT � t = +1:D�emonstration du lemme 12.1: D'apr�es la d�e�nition de ~se, on ag(t)a~se(t) = E [Z T�t0 e��uB(Sx�u ) du+ g(T )e��(T�t)f(Sx�T�t)℄= ax�g(T ) + ag(T )E [e��(T�t)(S~se(t)T�t � x�)+℄ +O(T � t):Posons h(t) = (~se(t)� x�)=pT � t. En reprenant les arguments de la Proposition 12.1,on peut montrer qu'il existe une onstante C > 0 ind�ependante du temps telle queh(t) = E [e��(T�t)  h(t) + S~se(t)T�t � ~se(t)pT � t !+℄ +O(pT � t)� E [e��(T�t) �h(t) + 1pT � t Z T�t0 �(Sx�u ) dWu�+℄ +O(pT � t)� E [e��(T�t) �h(t) + �(x�)WT�tpT � t � CpT � t�+℄ +O(pT � t):Posons maintenant � = lim inft!T h(t) et supposons que � < +1. On d�eduit alors dulemme de Fatou que � � E [(� + �(x�)W1)+℄:



106 Fronti�ere libre pr�es de l'�eh�eane d'un plan de retraiteC'est absurde ar E [(� + �(x�)W1)+℄ > E [� + �(x�)W1℄ = �: �D�emonstration du Th�eor�eme 12.2Dans une premi�ere �etape, nous montrons que:limt!T ~se(t)� x��(x�)x�q(T � t) ln( 1T�t) = 1;puis dans un deuxi�eme temps, nous �etablirons l'existene d'une onstante C > 0 ind�epen-dante du temps telle que 0 � ~s(t)� ~se(t) � CpT � t:Comme f(x) = ax + a(x� � x)+ sur R+ , on a:ag(t)~se(t) = ag(T )E [e��(T�t)(x� � S~se(t)T�t )+℄+E [ag(T )e��(T�t)S~se(t)T�t + Z T�t0 e��uB(S~se(t)u ) du℄= ag(T )E [e��(T�t)(x� � S~se(t)T�t )+℄+ag(T )e(b��)(T�t)~se(t) + (T � t)B(x�) + o(T � t):En �erivant un d�eveloppement limit�e de g au voisinage de T et en simpli�ant parag(T )~se(t), on obtient�a~se(t)g0(T )(T � t) + o(T � t) = ag(T )E [e��(T�t)(x� � S~se(t)T�t )+℄+(T � t) (B(x�) + a(b� �)g(T )~se(t)) :



12. D�eveloppement de s et ~s dans le as 3 107Finalement, omme limt!T ~se(t) = x�, on aag(T )E [e��(T�t)(x� � S~se(t)T�t )+℄ = ��A0(T � t) + o(T � t);o�u l'on a toujours � = B(x�)A0 + (b� �)g(T ) + g0(T ).Maintenant, grâe au lemme 12.1, nous pouvons reprendre la d�emonstration de la Pro-position 6.3, pour prouver queE [e��(T�t)(x� � S~se(t)T�t )+℄ t!T� �(x�)pT � te�a(t)22p2�a(t)2 ;ave a(t) = ln(~se(t)=x�) + (b� �(x�)2=2)(T � t)�(x�)pT � t :Ainsi, on a ag(T )�(x�)pT � te�a(t)22p2�a(t)2 t!T� ��A0(T � t)et il est faile d'en d�eduire que~se(t)� x�x��(x�)pT � t t!T� a(t) t!T� rln( 1T � t):Nous utilisons maintenant l'in�equation variationnelle satisfaite par V pour omparer ~seet ~s au voisinage de T . D'apr�es la formule de Taylor, on aV (t;~se(t)) = V (t;~s(t)) + (~se(t)� ~s(t))�V�x (t;~s(t)) + Z ~se(t)s(t) (~se(t)� �)�2V�x2 (t;�) d�=  (t;~se(t)) + Z ~se(t)s(t) (~se(t)� �)�2V�x2 (t;�) d�:D'autre part, �(V� )�x (t;x) � 0 sur ℄x�;+1[ et d'apr�es le lemme 11.2, �(V� )�t (t;x) � o(1)sur ℄x�;+1[. Ainsi, sur l'ouvert ℄~se(t);s(t)[, d'apr�es l'in�equation variationnelle, on a au



108 Fronti�ere libre pr�es de l'�eh�eane d'un plan de retraitesens des distributions:�(x�)2x� 22 �2V�x2 (t;�) = �V (t;�)� b� �V�x (t;�)� �V�t (t;�)� � (t;�)� b� � �x (t;�)� � �t (t;�) + o(1)� a�((�� b)g(T )� g0(T )) + o(1)� �x�B(x�) + o(1) ar � < 0:Par ons�equent, il existe une onstante C > 0 ind�ependante du temps telle que surl'ouvert ℄~se(t);s(t)[, on a �2V�x2 (t;�) � C: Ainsi, on obtientC (~se(t)� ~s(t))22 � V (t;~se(t))�  (t;~se(t)):Finalement, en reprenant les arguments de la d�emonstration de la Proposition 11.2, onpeut �etablir l'existene d'une onstante ~C > 0 ind�ependante du temps telle que:(~se(t)� ~s(t))2 � ~C(T � t): �



13. Introdution 109Quatri�eme partieFronti�ere libre pr�es de l'�eh�eaned'une option am�eriaine surplusieurs atifs13 IntrodutionLes r�egions d'exerie d'options portant sur plusieurs atifs ont �et�e l'objet de plu-sieurs �etudes. (f. Broadie M., Detemple J.B. (1997), Villeneuve S. (1999a) etVilleneuve S. (1999b)). Dans ette partie, nous nous int�eressons �a un type partiulierd'options en onsid�erant une option de vente am�eriaine qui porte sur une ombinaisonlin�eaire de d atifs distribuant des dividendes. La fontion de valeur d'une telle optionpeut être vue omme la solution d'un probl�eme �a fronti�ere libre. Celui-i se formulede deux fa�ons: en termes d'in�equations variationnelles et omme un probl�eme d'arrêtoptimal. Nous allons utiliser es deux approhes pour d�erire la fronti�ere au voisinagede l'�eh�eane. La onnaissane de ette fronti�ere est d'autant plus importante que lenombre d'atifs est grand. En e�et, en grande dimension il devient tr�es diÆile de alu-ler num�eriquement la valeur d'une option am�eriaine et don de d�eterminer la strat�egieoptimale �a suivre.Comme nous l'avons vu dans la partie II, le omportement de la fronti�ere libre pr�esde la maturit�e a �et�e largement �etudi�e dans le as d = 1 (f. Van Moerbeke (1976),Barles G., Burdeau J., Romano M. et Sansoen N. (1995), Lamberton D.(1995), Lamberton D., Villeneuve S. (2003) et Evans J. D., Keller R. J.,



110 Fronti�ere libre pr�es de l'�eh�eane d'une option am�eriaine sur plusieurs atifsKuske R. (2002)). Il en r�esulte que la r�egularit�e de la fontion de pay-o� pr�es de lalimite de la fronti�ere implique un omportement parabolique. Cependant, dans ertainessituations moins r�eguli�eres, un fateur logarithmique suppl�ementaire apparâ�t. Dans ettepartie notre but est d'�etendre es r�esultats au as multidimensionnel.On s'int�eresse don �a un marh�e �nanier ompos�e de d atifs risqu�es et on note Sitleurs valeurs respetives �a la date t. On suppose que le proessus (St)0�t�T est solutionde l'�equation di��erentielle suivante:dSt = diag(St)((r1l� Æ)dt+ �dWt) (4)o�u r > 0, 1l = (1)1�i�d 2 Rd , Æ 2 [0;+1[d, � 2 Rd � Rd et (Wt)0�t�T est un mouvementBrownien standard sur Rd . De plus, on suppose que � satisfait l'hypoth�ese H1, autrementdit qu'il existe m; M > 0 telles que:8x 2 Rd ; mkxk2 � x����x � Mkxk2:On note F la �ltration de W et pour x 2 [0;+1[d, (Sxt )0�t�T est la solution de l'�equationdi��erentielle stohastique (4) telle que Sx0 = x.D�e�nissons maintenant la fontion de pay-o�. Soit � 2 Rd , pour x 2 Rd , on posef(x) = (K � h�;xi)+:Dans toute ette partie nous inverserons le temps pour simpli�er les notations. La fon-tion de valeur d'une option am�eriaine de maturit�e T et assoi�ee au pay-o� f , est alors:P (t;x) = sup�2T0;t E [e�r� f(Sx� )℄;



13. Introdution 111o�u T0;t est l'ensemble des F-temps d'arrêt �a valeurs dans [0;t℄.Le but de notre travail est de d�erire l'ensemble suivant, appel�e r�egion d'exerie:E = f(t;x) 2℄0;T ℄� [0;+1[d: P (t;x) = f(x)gPlus pr�eis�ement, nous allons donner le omportement des setions temporelles de lar�egion d'exerie au voisinage de 0. On rapelle que dans la partie I, nous avons introduitla notation suivante pour es setions:8t 2℄0;T ℄; Et = fx 2 [0;+1[d: P (t;x) = f(x)g:Les r�esultats prinipaux sur la r�egion d'exerie de e type d'options sont essentielle-ment dûs �a S. Villeneuve (f. Villeneuve S. (1999a) et Villeneuve S. (1999b)). Nousles rappelons bri�evement ii. On a E 6= ; et pour tout t 2℄0;T ℄; Et est un sous-ensembleferm�e et onvexe de [0; +1[d. De plus, pour 0 � s < t < T , Et � Es et nous avons vudans la partie I que:[0<t�T Et = fx 2 [0;+1[d: h�;xi < K et h�Æ;xi < rKg o�u �Æ = (�iÆi)1�i�d:Pour d�e�nir la vitesse de onvergene de Et lorsque t tend vers 0, nous devons donnerune param�etrisation de Et. Pour " 2 [0;+1[d norm�e, on pose:s(t;") = inffx 2 R+ : P (t;x") > f(x")g;ave la onvention suivante inf ; = +1: On remarque que dans les diretions telles queh�;"i � 0 et h�Æ;"i � 0, il n'y a pas de fronti�ere libre. Nous allons don restreindre notre�etude aux autres diretions.



112 Fronti�ere libre pr�es de l'�eh�eane d'une option am�eriaine sur plusieurs atifsD'apr�es les propri�et�es pr�e�edentes, on a:Et = fx 2 [0;+1[d: kxk � s(t; xkxk)g:Ainsi, d'apr�es le Th�eor�eme 2.2 de Villeneuve S. (1999b), pour " 2 [0; +1[d norm�e,on a: s" := limt!0 s(t;") = minf� Kh�;"i�+ ; � rKh�Æ;"i�+g;ave la notation suivante: [x℄+ = 8><>: x si x > 0+1 sinon.Remarque: Si rh�;"i+ < h�Æ;"i, la fontion de pay-o� est de lasse C1 au voisinage de lalimite de la fronti�ere libre, dans les autres diretions les d�eriv�ees de f sont disontinues.Comme dans le as d = 1, nous allons don diviser notre �etude en deux parties: rh�;"i+ <h�Æ;"i et h�Æ;"i+ � rh�;"i.Dans la setion 14, on �etudie le premier as. Nous allons utiliser la r�egularit�e de f auvoisinage de s"" pour obtenir un d�eveloppement limit�e de la fontion de valeur P pr�esde (0;s"") (f. Th�eor�eme 14.1). Nous relions ensuite e d�eveloppement limit�e �a elui des et nous obtenons le r�esultat suivant.Th�eor�eme 13.1 Soit " 2 [0;+1[d norm�e, tel que rh�;"i+ < h�Æ;"i. On alimt!0 (s" � s(t;"))h�Æ;"i�"s"pt = �y�;ave �" = �Pnj=1 (Pni=1 �i;j�iÆi"i)2� 12 :Dans le as d'une di�usion unidimensionnelle �a oeÆients ind�ependants du temps, lelien entre le d�eveloppement de P et elui de s est obtenu en trouvant un minorant de �2P�x2grâe �a l'in�equation variationnelle satisfaite par P (voir la d�emonstration du Th�eor�eme



13. Introdution 1136.2). Cependant, dans le as d > 1, l'in�equation variationnelle ne donne pas suÆsammentd'informations sur les d�eriv�ees seondes de P et nous surmonterons ette diÆult�e grâeau prinipe du maximum pr�esent�e dans la partie I.La setion 15 est onsar�ee �a l'�etude du seond as. Comme dans le as d = 1, ond�e�nit une fronti�ere libre europ�eenne et on donne sa vitesse de onvergene lorsque t tendvers 0 (f. Th�eor�eme 15.1). On prouve alors que les fronti�eres europ�eennes et am�eriainessont suÆsamment prohes pour avoir le même omportement au voisinage de 0 et onobtient le Th�eor�eme suivant.Th�eor�eme 13.2 Soit " 2 [0;+1[d norm�e. Supposons que h�Æ;"i+ < rh�;"i. On a alorslimt!0 K � h�;"is(t;")~�"Kqt ln(1t ) = 1;
o�u l'on a pos�e ~�" = �Pdj=1 �Pdi=1 �i�i;j"i�2� 12 :Cette omparaison entre les deux fronti�eres repose enore une fois sur le prinipe dumaximum.Le sh�ema suivant r�esume nos notations et nos r�esultats dans le as d = 2. Pour esh�ema, on suppose que l'on a�1; �2 > 0 et Æ2 < r < Æ1:



114 Fronti�ere libre pr�es de l'�eh�eane d'une option am�eriaine sur plusieurs atifsIllustration des Th�eor�emes 13.1 et 13.2.6
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14. Le as r�egulier 11514 Le as r�egulierPour toute ette setion, on introduit une diretion " 2 [0; +1[d telle que k"k = 1et rh�;"i+ < h�Æ;"i. Dans e as, on rappelle que l'on a s" = rKh�Æ;"i :14.1 D�eveloppement de la fontion de valeurTh�eor�eme 14.1 Soient y 2 R� et C � 0. On a:P (t;s"eypt") = f(s"eypt") + t 32 s"��h�Æ;"i�" y�+ o(t 32 ):ave �" = �Pnj=1 (Pni=1 �i;j�iÆi"i)2� 12 et, pour y 2 R,�(y) = sup�2T0;1 E [Z �0 y +Wu du℄:D�emonstration du Th�eor�eme 14.1: Soit z 2 [0;+1[d tel que h�;zi < K. En adaptant lad�emonstration du Th�eor�eme 7.1 au as multidimensionnel, on obtientP (t;z) = f(z) + t sup�2T0;1 E [Z �0 h�Æ;zi � rK +pt dXj=1 dXi=1 �i;j�iÆiziW ju du℄ + o(t 32 ):On pose alors �z = �Pdj=1 �Pdi=1 �i;j�iÆizi�2� 12 et on aP (t;z) = f(z) + t sup�2T0;1 E [Z �0 h�Æ;zi � rK +pt�zBu du℄ + o(t 32 );o�u (Bu)0�u�T est un mouvement Brownien standard sur R.On r�e�erit alors l'�egalit�e pr�e�edente ave z = s"eypt" et on remarque queh�Æ;zi � rK = s"h�Æ;"i � rK + ypts"h�Æ;"i+ o(pt)



116 Fronti�ere libre pr�es de l'�eh�eane d'une option am�eriaine sur plusieurs atifs= rKypt+ o(pt):D'autre part, la fontion x! �x est homog�ene et on a�z = kzk� zkzk = s"eypt�" = s"�" + o(1):Ainsi, on obtient,P (t;s"eypt") = f(s"eypt") + s"�"t 32 sup�2T0;1 E [Z �0 h�Æ;"i�" y +Bu du℄ + o(t 32 ):Or pour toute fontion g de lasse C1 sur R telle que E hR 10 j g(Bu) j dui < +1, il estfaile de voir que l'�equation de la programmation dynamique, entrâ�ne:sup�2T0;1 E [Z �0 g(Bu);du℄ = sup�2T B0;1 E [Z �0 g(Bu);du℄;o�u T B0;1 est l'ensemble des FB -temps d'arrêt �a valeurs dans [0;1℄.En appliquant ela �a la fontion d�e�nie par g(x) = h�Æ;"i�" y+x sur R, on obtient le r�esultat.�14.2 Fronti�ere libre pr�es de la maturit�eD'apr�es le lemme 1 dans Lamberton D., Villeneuve S. (2003), on sait qu'il existey� 2℄�1;0[ tel que: 8y � y�; �(y) = 0 et 8y > y�; �(y) > 0;et nous pouvons �etablir le Th�eor�eme 13.1, prinipal r�esultat de ette setion.D�emonstration du Th�eor�eme 13.1: Posons z� = �"y�h�Æ;"i .



14. Le as r�egulier 117Minoration de la liminf:Soit y > z�. Une premi�ere ons�equene du Th�eor�eme 14.1 et du lemme 1 de LambertonD., Villeneuve S. (2003), est que pour t suÆsamment petit, on a:P (t;s"eypt") > f(s"eypt"):Ainsi, s"eypt � s(t;") et en d�eveloppant l'exponentielle, on obtient:s" � s(t;")s"pt � �y + o(1):On a alors lim inft!0 s" � s(t;")s"pt � �y:Finalement, pour y tendant vers z�, on obtientlim inft!0 (s" � s(t;"))h�Æ;"i�"s"pt � �y�:Majoration de la limsup:Soit " 2℄0; +1[d norm�e tel que h�Æ;"i > rh�;"i+.Nous allons appliquer le prinipe du maximum vu dans la setion 2.1 dans un domainede ℄0;T [�℄0;+1[d qui sera une partie d'un ône entr�e sur la diretion ". Pour ontrôlerla fontion P dans e domaine, l'angle au sommet de e ône ne devra pas être tropgrand. Nous le d�e�nissons dans e qui suit.Soit 0 < � < h�Æ;"i=k�Æk. On supposera que � est suÆsamment petit pour v�eri�er8x 2 [0;+1[d�f0g; k xkxk � "k � � ) h�Æ;xi > rh�;xi+:



118 Fronti�ere libre pr�es de l'�eh�eane d'une option am�eriaine sur plusieurs atifsD'autre part, il existe une onstante C > 0 ne d�ependant que de �; Æ et " telle que pourtout 8x 2 [0;+1[d�f0g; on ak xkxk � "k � � ) �xh�Æ;xiy� � z� � C�:Soit z < z� � C�. Montrons qu'il existe 0 < t1 � T tel que8t 2℄0;t1[; s(t;") � s"ezpt:Posons maintenant�(t;x) =  �1� rKh�Æ;xiezpt�+!3 + t �k xkxk � "k2 � �24 �+!3 ;o�u  est une onstante stritement positive que l'on d�eterminera plus tard. L'id�ee de notred�emonstration onsiste �a appliquer le prinipe du maximum �a la fontion P �f �� avel'op�erateur suivant:~Lu = �u�t � 12 dXi;j=1(���)i;jxixj �2u�xi�xj + dXi=1 (r � Æi)xi �u�xi � ru! :sur un domaine que nous allons d�eterminer pour montrer que P�f�� est n�egative sur edomaine. Comme � s'annule aux points (t;s"ezpt), ela entrâ�nera que s"ezpt � s(t;"): Ilnous reste �a d�eterminer le domaine de ℄0;T [�℄0;+1[d que nous �etudierons. On introduity1 2℄y�;0[. Nous hoisirons y1 plus pr�eis�ement dans la suite. En fait, nous jouerons surle hoix de  et de y1 pour que la fontion P � f � � v�eri�e les hypoth�eses du prinipedu maximum.Nous pouvons d�esormais d�e�nir notre domaine d'�etude. Soit t1 2℄0;T ℄, on pose:D = �(t;x) 2℄0;t1[�[0; +1[d: k xkxk � "k � � et s�t; xkxk� < kxk < h(t;x)� ;



14. Le as r�egulier 119ave h(t;x) = kxkrKh�Æ;xi exp� �xh�Æ;xiy1pt� :Dans la suite, nous utiliserons la notation suivante zx1 = �xh�Æ;xiy1:En premier lieu, on remarque que pour (t;x) 2 D, on a0 < h�Æ;xi < h�Æ; xkxkih(t;x) = rK exp� �xh�Æ;xiy1pt� < rKezx1pt:Cela implique que D est un domaine born�e ar on arK > h�Æ;xi � kxk (h�Æ;"i � �k�Æk) :Nous utilisons maintenant ette propri�et�e pour montrer que P � f � � est n�egative surla fronti�ere parabolique de D et que ~L (P � f � �) � 0 sur D.Soit (t;x) 2℄0;t1[�[0; +1[d tel que kxk = s�t; xkxk� : On a alors[P � f � �℄ (t;x) = �� (t;x) � 0:D'autre part, pour (t;x) 2℄0;t1[�[0;+1[d tel que k xkxk � "k = �, on a[P � f � �℄ (t;x) � [P � f ℄ (t;x)� 2764�6t:Or P � f est onvexe et pour (t;x) 2 D, on a s�t; xkxk� < kxk < h(t;x) don en �erivantque kxk = �h(t;x) + (1� �)s�t; xkxk� ;ave � 2℄0;1[ on obtient[P � f ℄ (t;x) = [P � f ℄�t;�h(t;x) xkxk + (1� �)s�t; xkxk� xkxk�



120 Fronti�ere libre pr�es de l'�eh�eane d'une option am�eriaine sur plusieurs atifs� � [P � f ℄�t;h(t;x) xkxk� + (1� �) [P � f ℄�t;s�t; xkxk� xkxk�= � [P � f ℄�t;h(t;x) xkxk�� [P � f ℄�t;h(t;x) xkxk� :Le Th�eor�eme 14.1 nous permet alors d'obtenir la majoration suivante:[P � f � �℄ (t;x) � [P � f ℄�t;h(t;x) xkxk�� 2764�6t= t 32 rK�xh�Æ;xi�(y1)� 2764�6t + o(t 32 )� 0 pour t1 suÆsamment petit.Consid�erons maintenant (t;x) 2℄0;t1[�[0; +1[d tel que kxk = h(t;x). Toujours d'apr�esle Th�eor�eme 14.1, on a[P � f � �℄ (t;x) = [P � f � �℄�t;h(t;x) xkxk�= t 32 rK�xh�Æ;xi�(y1)� � �t;h(t;x) xkxk�+ o(t 32 ):Or on a� �t;h(t;x) xkxk� =  �1� kxkrKh(t;x)h�Æ;xiezpt�+!3 =  ��1� e(z�zx1 )pt�+�3 ;don on obtient[P � f � �℄ (t;x) � t 32 rK�xh�Æ;xi�(y1)�  �1� e(z�zx1 )pt�3 + o(t 32 )= t 32 � rK�xh�Æ;xi�(y1)�  (zx1 � z)3� + o(t 32 ):



14. Le as r�egulier 121Cependant, on a vu quezx1 � z = �xh�Æiy1 � z � �xh�Æiy� � z � z� � C� � z:On obtient alors[P � f � �℄ (t;x) � t 32 rK�xh�Æ;xi ��(y1)�  h�Æ;xirK�x (z� � C� � z)3�+ o(t 32 )� t 32 rK�xh�Æ;xi ��(y1)�  h�Æ;"i � �k�ÆkrKpM max1�i�d j �iÆi j (z� � C� � z)3�+o(t 32 ):En e�et, si l'on note �Æx le veteur de oordonn�ees �iÆixi, on a�x = k�(�Æx)k � pMk�Æxk2 � pM max1�i�d j �iÆi j kxket d'autre part, on ah�Æ;xi = kxkh�Æ;"i+ h�Æ;x� kxk"i � kxk (h�Æ;"i � �k�Æk) :Comme � est ontinue, roissante sur R et que �(y�) = 0, il existe y1 2℄y�;0[ tel que:�(y1) <  h�Æ;"i � �k�ÆkrKpM max1�i�d j �iÆi j (z� � C� � z)3 :On a alors, par d�e�nition de y1, [P � f � �℄ (t;x) � 0 pour t1 suÆsamment petit.Finalement, pour x 2℄0;+1[d tel que (0;x) 2 ÆpD, on a[P � f � �℄ (0;x) = ��(0;x) � 0:



122 Fronti�ere libre pr�es de l'�eh�eane d'une option am�eriaine sur plusieurs atifsAinsi P � f �� est n�egative sur la fronti�ere parabolique de D. Il nous reste �a d�emontrerque 'est aussi le as de ~L [P � f � �℄ sur D. D'apr�es la d�e�nition de D, D est inlusdans la r�egion de ontinuation de P don ~LP = 0 sur D. De plus, pour (t;x) 2 D, on ah�;xi < h�Æ;xi=r � K don ~Lf(t;x) = � (rK � h�Æ;xi) sur D. Ainsi, sahant que pour(t;x) 2 D, h�Æ;xi � rKezx1pt, on obtient:~L [P � f � �℄ (t;x) = � (rK � h�Æ;xi)� ~L�(t;x)� �rK �1� ezx1pt�� ~L�(t;x)� rK �xh�Æ;xiy1pt� ~L�(t;x) + o(pt)� rKy1rmd pt� ~L�(t;x) + o(pt)En e�et, on a �x = k�(�Æx)k � pmk�Æxk �rmd h�Æ;xi:Il nous reste maintenant �a estimer ~L� sur D. Soit (t;x) 2 D. On a���t (t;x) = �3z rK2h�Æ;xipt  �1� rKh�Æ;xiezpt�+!2 + �k xkxk � "k2 � �24 �+!3� 0:De plus, pour 1 � i � d, il existe une fontion gi de ℄0;+1[d dans R born�ee uniform�ementsur tout ompat de ℄0;+1[d telle que���xi (t;x) = 3 rK�iÆiezpth�Æ;xi2  �1� rKh�Æ;xiezpt�+!2 + tgi(x):



14. Le as r�egulier 123De même, pour 1 � i;j � d, il existe une fontion gi;j de ℄0; + 1[d dans R born�eeuniform�ement sur tout ompat de ℄0;+1[d telle que�2��xi�xj (t;x) = 6 r2K2�iÆi�jÆje2zpth�Æ;xi4 �1� rKh�Æ;xiezpt�+�6 rK�iÆi�jÆjezpth�Æ;xi3  �1� rKh�Æ;xiezpt�+!2+tgi;j(x):On remarque alors que pour (t;x) 2 D et p 2 N� , on a �1� rKh�Æ;xiezpt�+!p � �1� e(z�z1)pt�p� � �xh�Æ;xiy1 � z�p t p2 + o(t p2 )� (z� � C� � z)p t p2 + o(t p2 ):Grâe �a ette remarque, au fait que x est prohe de kxk" sur D, et aux aluls desd�eriv�ees partielles de �, il est possible d'aÆrmer que pour (t;x) 2 D on a~L�(t;x) = �3 r2K2e2zpth�Æ;xi4 dXi;j=1(���)i;jxixj�iÆi�jÆj �1� rKh�Æ;xiezpt�+ + o(pt)= �3 r2K2�2xh�Æ;xi4 (zx1 � z)pt+ o(pt);o�u le terme o(pt) ne d�epend pas de x ar D est inlus dans un ompat de ℄0; +1[d.On obtient alors~L [P � f � �℄ (t;x) � rKy1 mpdpt + 3 r2K2�2xh�Æ;xi4 (zx1 � z)pt+ o(pt)� rKpt�y1 mpd � 3 rK�2xh�Æ;xi4 z� + o(pt):



124 Fronti�ere libre pr�es de l'�eh�eane d'une option am�eriaine sur plusieurs atifsOr on a vu queh�Æ;xi2 � kxk2 (h�Æ;"i � �k�Æk)2 et �2xh�Æ;xi2 � M max1�i�d(�iÆi)2(h�Æ;"i � �k�Æk)2don on obtient:~L [P � f � �℄ (t;x) � rKpt�y1 mpd � 3 rKM max1�i�d j �iÆi j2h�Æ;xi2 (h�Æ;"i � �k�Æk)2 z� + o(pt)� rKpt�y1 mpd � 3 r2K2M max1�i�d j �iÆi j2kxk2 (h�Æ;"i � �k�Æk)4 z� + o(pt):De plus, la fontion (t;x) ! s�t; xkxk� est ontinue, don pour t1 suÆsamment petit, ona kxk > s�t; xkxk� > rKkxk2h�Æ;xi � rK2k�Æk ;don on obtient~L [P � f � �℄ (t;x) � rKpt�y1 mpd � 3 4k�Æk2M max1�i�d j �iÆi j2(h�Æ;"i � �k�Æk)4 z� + o(pt):On hoisit alors  tel quey� < 3pdm 4k�Æk2M max1�i�d j �iÆi j2(h�Æ;"i � �k�Æk)4 zet on peut supposer que l'on ay� < y1 < 3pdm 4k�Æk2M2 max1�i�d j �iÆi j2(h�Æ;"i � �k�Æk)4 z:Ainsi, le hoix de  puis de y1 implique ~L [P � f � �℄ � 0 sur D pour t1 petit.Nous pouvons d�esormais appliquer le prinipe du maximum et aÆrmer que P�f�� � 0sur D.



15. Le as irr�egulier 125En partiulier, si l'on suppose qu'il existe (t;�) 2℄0;t1[�R tel que s(t;") < � < s"ezpt, ona alors 0 < [P � f ℄ (t;�") = [P � f � �℄ (t;�") � 0:C'est absurde don pour tout t 2℄0;t1[, on as"ezpt � s(t;"):En d�eveloppant l'exponentielle et en faisant tendre t vers 0, on obtientlim supt!0 s" � s(t;")pt � �z:Cei �etant valable pour tout z < z� � C�, on alim supt!0 s" � s(t;")pt � �z� + C�:En�n, en faisant tendre � vers 0, on obtient le r�esultat annon�e pour tout " 2℄0; +1[dnorm�e tel que h�Æ;"i > rh�;"i+:Si une oordonn�ee de " est nulle, on peut se ramener �a un probl�eme de dimensiond � 1, en supposant que l'atif orrespondant est nul. On onlut alors par un raison-nement par r�eurrene que le r�esultat est vrai pour tout " 2 [0; +1[d norm�e tel queh�Æ;"i > rh�;"i+, ar il est vrai lorsque d = 1. �



126 Fronti�ere libre pr�es de l'�eh�eane d'une option am�eriaine sur plusieurs atifs15 Le as irr�egulier15.1 Fronti�ere europ�eenne pr�es de l'�eh�eaneLa fontion de valeur d'une option europ�eenne de maturit�e T et de pay-o� f seranot�ee P e et on rapelle queP e(t;x) = E [e�rt(K � h�;Sxt i)+℄ sur [0;T ℄� Rd :Or, pour t 2 [0;T ℄, x! P e(t;x") est stritement onvexe sur R don il existe une uniquesolution de l'�equation P e(t;x") = f(x"). Cette solution est not�ee se(t;"): Posons~�" = 0� dXj=1  dXi=1 �i�i;j"i!21A 12 :Le r�esultat prinipal de ette setion est le Th�eor�eme suivant:Th�eor�eme 15.1 Soit " 2 [0;+1[d norm�e. Supposons que h�Æ;"i+ < rh�;"i. On a alorslimt!0 K � h�;"ise(t;")~�"Kq(t) ln(1t ) = 1:La D�emonstration de e Th�eor�eme repose sur le lemme suivant.Lemme 15.1 Pour t 2℄0;T ℄; on pose:a(t) = K � h�;"ise(t;")~�"se(t;")pt :On a alors limt!0 a(t) = +1:



15. Le as irr�egulier 127D�emonstration du lemme 15.1: Soit t 2℄0;T ℄: Par d�e�nition de se(t;"), on a~�"se(t;")pta(t) = E [e�rt(K � h�;se(t;")S"t i)+℄= E [e�rt �~�"se(t;")pta(t)� se(t;")h�;S"t � "i�+℄:Ainsi, on obtient a(t) = E [e�rt �a(t)� h�;S"t � "i~�"pt �+℄:Or on sait queh�;S"t � "i = dXi=1 �i"i exp (r � Æi � 12 dXj=1 �2i;j)t+pt dXj=1 �i;jW j1!� 1! ;le lemme de Fatou nous permet alors d'�erirelim inft!0 a(t) � E [ lim inft!0 a(t)� Pdi;j=1 �i"i�i;jW j1~�" !+℄= E [�lim inft!0 a(t)� g�+℄;o�u g suit une loi gaussienne standard. Supposons maintenant que lim inft!0 a(t) = � 2 R:Cela impliquerait que � � E [(� � g)+℄ > �; et 'est don absurde. �D�emonstration du Th�eor�eme 15.1Premi�ere �etape:Soit t 2℄0;T ℄. La d�e�nition du prix ritique europ�een implique que:K � h�;"ise(t;") = P e(t;se(t;")")= e�rt K � se(t;") dXi=1 �i"ie(r�Æi)t!+E �e�rt (h�;S"t ise(t;")�K)+� :



128 Fronti�ere libre pr�es de l'�eh�eane d'une option am�eriaine sur plusieurs atifsOn a don(1�e�rt)(K�se(t;")h�;"i)+se(t;") dXi=1 �i"i(e�Æit�e�rt) = E �e�rt (h�;S"t ise(t;")�K)+� :En divisant ette �egalit�e par se(t;"), on obtient:(1� e�rt)~�"pta(t) + dXi=1 �i"i(e�Æit � e�rt) = E �e�rt �h�;S"t � "i � ~�"pta(t)�+� :Or limt!0pta(t) = 0, don en d�eveloppant les exponentielles, on a(rh�;"i � h�Æ;"i) t �!0� E ��h�;S"t � "i � ~�"pta(t)�+� :Deuxi�eme �etape: Pour t 2℄0;T ℄ et 1 � i � d, on poseX it =  r � Æi � 12 dXj=1 �2i;j! t +pt dXj=1 �i;jW j1 :On a alorsE ��h�;S"t � "i � ~�"pta(t)�+� = E 24 dXi=1 �i"i(eXit � 1)� ~�"pta(t)!+35et nous allons montrer queE 24 dXi=1 �i"i(eXit � 1)� ~�"pta(t)!+35 �!0� E 24 dXi=1 �i"iX it � ~�"pta(t)!+35 :Posons "Xt = ("iX it)1�i�d et herhons un majorant de D(t) o�uD(t) :=j E [�h�;S"t � "i � ~�"pta(t)�+ � �h�;"Xti � ~�"pta(t)�+℄ j :



15. Le as irr�egulier 129On a D(t) � E [j h�;S"t � "Xt � "i j 1lfmin(h�;"Xti;h�;S"t�"i)�~�"pta(t)g℄+E hj h�;S"t � "i � ~�"pta(t) j 1lfh�;S"t�"i�~�"pta(t)>h�;"Xtigi+E hj h�;"Xti � ~�"pta(t) j 1lfh�;"Xti�~�"pta(t)>h�;S"t�"igi� E hj h�;S"t � "Xt � "i j �1lfh�;"Xti�~�"pta(t)g + 1lfh�;S"t�"i�~�"pta(t)g�i :L'in�egalit�e de Cauhy-Shwarz nous permet d'�erireD(t) � pE [j h�;S"t � "Xt � "i j2℄ rP�h�;"Xti � ~�"pta(t)� +rP�h�;S"t � "i � ~�"pta(t)�! :Or, omme pour tout x 2 R, j ex � 1� x j� x2ejxj, on aE �j h�;S"t � "Xt � "i j2� � d dXi=1 �2i "2i E ��eXit � 1�X it�2�� d2 dXi=1 �2i "2i E h�X it�4 e2jXit ji :De plus, E he2jXit ji < +1 pour tout i 2 f1;:::;dg don il existe une onstante C > 0 telleque pour t suÆsamment petit on aE �j h�;S"t � "Xt � "i j2� � Ct2:D'autre part, les proessus �h�;S"t � "i=~�"pt�0�t�T et �h�;"Xti=~�"pt�0�t�T tendent enloi vers une loi gaussienne standard et limt!0 a(t) = +1 d'apr�es le lemme 15.1. Ainsion a limt!0 P�h�;"Xti � ~�"pta(t)� = 0 = limt!0 P�h�;S"t � "i � ~�"pta(t)�



130 Fronti�ere libre pr�es de l'�eh�eane d'une option am�eriaine sur plusieurs atifset on en d�eduit que D(t) = o(t) lorsque t tend vers 0.Troisi�eme �etape: Nous allons prouver queE [�h�;"Xti � ~�"pta(t)�+℄ t!0� pte�a(t)22p2�a(t)2 :Posons b(t) = a(t)� pt~�" Pdi=1 �i"i �r � Æi � 12Pdj=1 �2i;j�, on a alorsE [�h�;"Xti � ~�"pta(t)�+℄ = E [ pt dXj=1  dXi=1 �i;j�i"i!W j1 � ~�"ptb(t)!+℄= ~�"ptE [(g � b(t))+℄;o�u g suit une loi gaussienne standard. On d�eduit don du lemme 15.1 queE [(g � b(t))+℄ t!0� e� b(t)22p2�b(t)2 t!0� e�a(t)22p2�a(t)2 :Conlusion: Il d�eoule imm�ediatement des �etapes pr�e�edentes que(rh�;"i � h�Æ;"i) t t!0� E [�h�;S"t � "i � ~�"pta(t)�+℄ t!0� ~�"pte�a(t)22p2�a(t)2 :Cela implique que a(t) t!0� qln(1t ): �
15.2 Le as am�eriainNous allons maintenant omparer les fronti�eres europ�eenne et am�eriaine pour mon-trer qu'elles ont le même omportement au voisinage de l'�eh�eane. Le but de ettesetion est don d'�etablir le Th�eor�eme 13.2.D�emonstration du Th�eor�eme 13.2:



15. Le as irr�egulier 131Soit " 2 [0;+1[d norm�e tel que h�Æ;"i+ < rh�;"i.Minoration de la liminf:Sur l'ensemble ℄0;T ℄ � [0; +1[d, on a P (t;x) � P e(t;x) don s(t;") � se(t;"). Ainsi, onobtient lim inft!0 s" � s(t;")~�"s"qt ln(1t ) � limt!0 s" � se(t;")~�"s"qt ln(1t ) = 1:Majoration de la limsup:Enore une fois, nous ne sommes pas apables de d�eduire de l'in�equation variationnellesatisfaite par P suÆsamment d'informations sur les d�eriv�es seondes de P pour utiliser laformule de Taylor entre s(t;") et se(t;") et en d�eduire un majorant de leur di��erene. Poursurmonter ette diÆult�e, nous allons utiliser le même prinipe du maximum paraboliqueque dans la setion pr�e�edente dans un domaine qui sera �a nouveau une partie d'un ôneentr�e sur la la diretion ".Soit 0 < � < (rh�;"i � h�Æ;"i) =kr� � �Æk. On supposera que � est suÆsamment petitpour v�eri�er 8x 2 [0;+1[d�f0g; k xkxk � "k � � ) rh�;xi > h�Æ;xi+:D'autre part, il existe une onstante C > 0 ne d�ependant que de �; Æ et " telle que pourtout 8x 2 [0;+1[d�f0g; on aitk xkxk � "k � � ) ~�x � kxk (~�" + C�) :Soit z < �~�" � C�. Montrons qu'il existe 0 < t1 � minfT;1g tel que8t 2℄0;t1[; s(t;") � s"ezp�t ln(t):



132 Fronti�ere libre pr�es de l'�eh�eane d'une option am�eriaine sur plusieurs atifsPosons maintenant�(t;x) = pt (� ln(t)) 32  �1� Kh�;xiezp�t ln(t)�+!3 +pt �k xkxk � "k2 � �24 �+!3 ;o�u, en prenant � suÆsamment petit, on a hoisit la onstante  > 0 telle queK (hr�� �Æ;"i+ �kr�� �Æk)j z + ~�" + C� j3 (h�;"i � �k�k) <  < 3K (hr�� �Æ;"i � kr�� �Æk�)2 j z + ~�" + C� j3 (h�;"i+ �k�k) :Ce hoix sera justi��e dans la suite de la d�emonstration. En e�et, nous appliquerons leprinipe du maximum �a la fontion P � f � � ave l'op�erateur suivant:~Lu = �u�t � 12 dXi;j=1(���)i;jxixj �2u�xi�xj + dXi=1 (r � Æi)xi �u�xi � ru! ;sur notre domaine d'�etude D o�u, pour t1 2℄0;T [, on a pos�e:D = �(t;x) 2℄0;t1[�[0; +1[d: k xkxk � "k � � et s�t; xkxk� < kxk < se�t; xkxk�� :Or il nous faudra ajuster la valeur de  pour que la fontion P � f � � satisfasse leshypoth�eses de e prinipe du maximum sur D.Nous pouvons ommener par remarquer que pour (t;x) 2 D, on a0 < h�;xi < h�; xkxkise�t; xkxk� < K:Cela implique que D est un domaine born�e ar on aK > h�;xi = kxkh�;"i+ h�;x� kxk"i � kxk (h�;"� �k�k) :



15. Le as irr�egulier 133Comme dans la setion 14, es propri�et�es s'av�erent ruiales pour montrer que P �f ��est n�egative sur la fronti�ere parabolique de D et que ~L (P � f � �) � 0 sur D.Soit (t;x) 2℄0;t1[�[0; +1[d tel que kxk = s�t; xkxk� : On a alors[P � f � �℄ (t;x) = �� (t;x) � 0:D'autre part, pour (t;x) 2℄0;t1[�[0;+1[d tel que k xkxk � "k = �, on a[P � f � �℄ (t;x) � [P � f ℄ (t;x)� 2764�6pt:Cependant, kxk < se �t; xkxk� don P � f(t;x) � P � P e(t;x). Or d'apr�es le Corollaire3.1, nous savons que [P � P e℄ (t;x) � t (rK � h�Æ;xi)+ + o(t)� t (rK+ j h�Æ;xi j) + o(t)� t (rK + h�;xi) + o(t)� t(r + 1)K + o(t);ar h�;xi � K sur �D. On obtient don:[P � f � �℄ (t;x) � (r + 1)Kt� 2764�6pt+ o(t)� 0 pour t1 suÆsamment petit.Consid�erons maintenant (t;x) 2℄0;t1[�[0;+1[d tel que kxk = se �t; xkxk�. Toujours d'apr�esle Corollaire 3.1, on a[P � f � �℄ (t;x) = [P � P e � �℄�t;se�t; xkxk� xkxk�



134 Fronti�ere libre pr�es de l'�eh�eane d'une option am�eriaine sur plusieurs atifs� t (rK � h�Æ;xi)+ � pt (� ln(t)) 32 �1� Kh�;xiezp�t ln(t)�3 + o(t)= t (rK � h�Æ;xi)+ +  �z + ~�xkxk�3!+ o(t):En e�et, d'apr�es le Th�eor�eme 15.1, on ah�;xi = h�; xkxkise�t; xkxk�= K  1� ~�xkxkst ln�1t�!+ o(st ln�1t�):Ainsi, il est faile de voir que�1� Kh�;xiezp�t ln(t)�3 = ��z + ~�xkxk�3�t ln�1t�� 32 + o�t ln�1t�� 32 :Finalement, si kxk = se �t; xkxk�, on a h�;xi = K + o(1) don on arK � h�Æ;xi = hr�� �Æ;xi + o(1)= kxk�hr�� �Æ;"i+ hr�� �Æ; xkxk � "i�+ o(1)� kxk (hr�� �Æ;"i+ �kr�� �Æk)� Kh�;"i � �k�k (hr�� �Æ;"i+ �kr�� �Æk) :En onlusion, on a[P � f � �℄ (t;x) � t�K (hr�� �Æ;"i+ �kr�� �Æk)h�;"i � �k�k +  (z + ~�" + C�)3�+o(t)� 0;



15. Le as irr�egulier 135pour t1 suÆsamment petit et d'apr�es le hoix de . En�n, pour x 2 Rd tel que (0;x) 2 D,on a [P � f � �℄ (0;x) = ��(0;x) � 0:P � f � � est don n�egative sur la fronti�ere parabolique de D. Etudions maintenant lesigne de ~L [P � f � �℄ sur D. D est inlus dans la r�egion de ontinuation de P donon a ~LP = 0 sur D. De plus, pour (t;x) 2 D, on a vu que h�;xi < K don ~Lf(t;x) =� (rK � h�Æ;xi) sur D. On obtient ainsi:~L [P � f � �℄ (t;x) = � (rK � h�Æ;xi)� ~L�(t;x)� �hr�� �Æ;xi � ~L�(t;x)� �kxk (hr�� �Æ;"i � kr�� �Æk�)� ~L�(t;x)� �s�t; xkxk� (hr�� �Æ;"i � kr�� �Æk�)� ~L�(t;x):Or par ontinuit�e de (t;y)! s�t; ykyk�, nous pouvons aÆrmer que pour t1 suÆsammentpetit on a s�t; xkxk� > kxk3K4h�;xi > 3K4 (h�;"i+ �k�k) :On obtient ainsi~L [P � f � �℄ � � 3K4 (h�;"i+ �k�k) (hr�� �Æ;"i � kr�� �Æk�)� ~L�(t;x) sur D:Nous allons maintenant estimer ~L�(t;x) sur D. On ommene par remarquer que pour(t;x) 2 D et p 2 N� , on a �1� Kh�;xiezp�t ln(t)�+!p � � (z + ~�" + C�)p�t ln�1t�� p2 + o�t ln�1t�� p2 :



136 Fronti�ere libre pr�es de l'�eh�eane d'une option am�eriaine sur plusieurs atifsEn e�et, le Th�eor�eme 15.1 implique queh�;xi � h�; xkxkise�t; xkxk�� K 1� ~�xkxkst ln�1t�!+ o(st ln�1t�)� K 1� ~�xkxkst ln�1t�!+ o(st ln�1t�):Soit (t;x) 2 D. On a���t (t;x) =  32t (� ln(t)) 52 � 12 (�t ln(t)) 32 ! �1� Kh�;xiezp�t ln(t)�+!3+3z Kh�;xiezp�t ln(t) � 12t ln(t) + 12t (ln(t))2� �1� Kh�;xiezp�t ln(t)�+!2+ 12pt  �k xkxk � "k2 � �24 �+!3 :Ainsi, on obtient���t (t;x) � � 12 (�t ln(t)) 32 �� (z + ~�" + C�)3 (t ln (t)) 32 + o (�t ln (t)) 32�+3z Kh�;xiezp�t ln(t) 12t (ln(t))2 (� (z + ~�" + C�) (�t ln(t)) + o (�t ln (t)))�  (z + ~�" + C�)32 + o(1):De plus, pour 1 � i � d, il existe une fontion gi de ℄0;+1[d dans R born�ee uniform�ementsur tout ompat de ℄0;+1[d telle que���xi (t;x) = 3 K�iezp�t ln(t)h�;xi2pt (� ln(t)) 32  �1� Kh�;xiezp�t ln(t)�+!2 + tgi(x) = 0(1):



15. Le as irr�egulier 137De même, pour 1 � i;j � d, il existe une fontion gi;j de ℄0; + 1[d dans R born�eeuniform�ement sur tout ompat de ℄0;+1[d telle que�2��xi�xj (t;x) = 6 K2�i�je2zp�t ln(t)h�;xi4pt (� ln(t)) 32 �1� Kh�;xiezp�t ln(t)�+�6 K�i�jezp�t ln(t)h�;xi3pt (� ln(t)) 32  �1� Kh�;xiezp�t ln(t)�+!2+tgi;j(x)= o(1):Grâe au fait que x est prohe de kxk" sur D, il est don possible d'aÆrmer que pour(t;x) 2 D on a ~L�(t;x) �  (z + ~�" + C�)32 + o(1);ave un o(1) uniforme par rapport �a x. Pour (t;x) 2 D, grâe �a notre hoix de , onobtient alors,~L [P � f � �℄ � �3K (hr�� �Æ;"i � kr�� �Æk�)4 (h�;"i+ �k�k) �  (z + ~�" + C�)32 + o(1)� 0 pour t1 suÆsamment petit.Nous pouvons d�esormais appliquer le prinipe du maximum et aÆrmer que P�f�� � 0sur D. En partiulier, si l'on suppose qu'il existe (t;�) 2℄0;t1[�R tel que s(t;") < � <s"ezp�t ln(t), on a alors 0 < [P � f ℄ (t;�") � �(t;�") = 0:C'est absurde don pour tout t 2℄0;t1[, on as"ezpt ln(t) � s(t;"):



138 Fronti�ere libre pr�es de l'�eh�eane d'une option am�eriaine sur plusieurs atifsEn d�eveloppant l'exponentielle et en faisant tendre t vers 0, on obtientlim supt!0 s" � s(t;")p�t ln(t) � �z:Cei �etant valable pour tout z < �~�" � C�, on alim supt!0 s" � s(t;")p�t ln(t) � �~�" � C�:En�n, en laissant � tendre vers 0, on obtient le r�esultat annon�e. �Remarques: Contrairement au as de la dimension 1, vu dans la partie II, nous n' avonspas d�emontr�e ii que la distane entre les fronti�eres libres am�eriaine et europ�eenne �etaitun O(t) lorsque t tend vers 0.D'autre part, nous n'avons pas trait�e le as d'�egalit�e: 0 < h�Æ;"i = rh�;"i. Ce assemble ne pr�esenter qu'une diÆult�e tehnique. Si l'on onsid�ere un ône entr�e sur ladiretion ", la fronti�ere libre aura des omportements di��erents selon la diretion que l'onobserve dans e ône. Cependant, il semble que le omportement n'est pas paraboliquele long de la diretion " ar une estimation num�erique de s dans ette diretion indiquela pr�esene d'un fateur logarithmique suppl�ementaire.Consid�erons une option de vente de prix d'exerie K = 100, de maturit�e T = 1et portant sur la moyenne de deux atifs. On pose � = (0:5; 0:5) ; Æ = (0:05; 0:03) etr = 0:04:Dans la diretion " = � 1p2 ; 1p2�, on a 0 < h�Æ;"i = rh�;"i. Nous alulons num�eriquementla quantit�e s(t;") pour diverses valeurs de t et nous repr�esentons les fontions suivantess(t) := s(t;") et g(t) := Kh�;"i  1�p2~�"s(T � t) ln� 1T � t�! :



15. Le as irr�egulier 139Estimation de s(t;") dans le as 0 < h�Æ;"i = rh�;"i.
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140 Fronti�ere libre pr�es de l'�eh�eane d'une option am�eriaine sur plusieurs atifs



16. Introdution 141Cinqui�eme partieEtude de la onvergene d'optionsbermud�eennes vers des am�eriaines16 IntrodutionIl n'est pas possible d'obtenir une formule expliite pour la fontion de valeur d'uneoption am�eriaine mais un grand nombre de m�ethodes num�eriques ont �et�e d�evelopp�eespour aluler ette fontion. La premi�ere id�ee onsiste �a r�esoudre l'in�equation varia-tionnelle satisfaite par la fontion de valeur grâe �a des m�ethodes de di��erenes �nies.Cependant, ette approhe devient tr�es diÆile �a mettre en oeuvre pour des di�usionsde grande dimension. Dans e as, on r�esout num�eriquement le probl�eme d'arrêt opti-mal grâe �a des m�ethodes de Monte-Carlo (f. Broadie M., Glasserman P. (1997),Longstaff F. A., Shwartz E. S. (2001) et Bally V.,Pag�es G. (2003)). Celaimplique une disr�etisation en temps puis le alul de la fontion de valeur d'une optionbermud�eenne. En e�et, une option bermud�eenne est une option am�eriaine que l'on nepeut exerer qu'�a ertaines dates. D'un point de vue �nanier, elle donne don moinsde droits �a son d�etenteur qu'une option am�eriaine. Son prix sera alors inf�erieur �a eluide l'option am�eriaine orrespondante. Cependant, si l'on augmente le nombre de datesd'exerie possibles, il est bien onnu que le prix de l'option bermud�eenne onverge verselui de l'am�eriaine.Dans ette partie, nous �etudierons ette vitesse de onvergene lorsque le nombre dedates d'exerie possibles tend vers l'in�ni. De plus, la fontion de valeur d'une optionbermud�eenne est solution d'un probl�eme d'arrêt optimal disret, qui peut être vu ommeun probl�eme de fronti�ere libre disr�ete. Nous nous int�eresserons don �egalement �a la vi-



142 Etude de la onvergene d'options bermud�eennes vers des am�eriainestesse de onvergene de la fronti�ere libre disr�ete vers la fronti�ere ontinue.On onsid�ere d atifs risqu�es et on note Sit leurs valeurs respetives �a la date t. Onsuppose que (St)0�t�T est solution de l'�equation di��erentielle stohastique suivante:dSt = diag(St)((r1l� Æ)dt+ �dWt) (5)o�u r > 0, 1l = (1)1�i�d 2 Rd , Æ 2 [0;+1[d, � 2 Rd � Rd et (Wt)0�t�T est un mouvementbrownien standard sur Rd . De plus, on suppose que � v�eri�e l'hypoth�ese H1, 'est �a direqu'il existe m; M > 0 telles que:8x 2 Rd ; mkxk2 � x����x �Mkxk2:On note F la �ltration assoi�ee �a W et pour x 2 [0; +1[d, (Sxt )0�t�T est la solution del'�equation di��erentielle stohastique (5) telle que Sx0 = x.On note f la fontion de pay-o� et on suppose que f v�eri�e les hypoth�eses suivantes:{ f est ontinue sur [0;+1[d.{ f est �a roissane polynômiale et admet des d�eriv�ees premi�eres (au sens des distri-butions) loalement int�egrables et �a roissane polynômiale.En inversant le temps omme dans la setion pr�e�edente, la fontion de valeur de l'optionam�eriaine assoi�ee au pay-o� f est:P (t;x) = sup�2T0;t E [e�r� f(Sx� )℄;o�u T0;t est l'ensemble des F-temps d'arrêt �a valeurs dans [0;t℄.Soit n 2 N� . On d�e�nit �egalement la fontion de valeur de l'option bermud�eenneassoi�ee au pay-o� f , de maturit�e T > 0 et o�rant n dates d'exerie. Pour k 2 f0;:::;ng



16. Introdution 143et x 2 [0;+1[d, on pose P n(kh;x) = sup�2T n0;kh E [e�r� f(Sx� )℄;o�u h = T=n et T n0;kh est l'ensemble des F-temps d'arrêt �a valeurs dans fph : p 2 N et 0 �p � kg.Dans ette partie nous herhons �a �evaluer P �P n lorsque n tend vers +1. Sous deshypoth�eses un peu di��erentes, il a d�ej�a �et�e prouv�e que l'erreur sur les fontions de valeurs�etait major�ee par une onstante multipli�ee par h (f. Carverhill A. P., Webber N.(1990), Lamberton D. (1998b) et Bally V.,Pag�es G. (2003)).Dans la setion 17, nous red�emontrons e r�esultat par une m�ethode qui permet, sousdes hypoth�eses suppl�ementaires, d'am�eliorer ette majoration (f. Th�eor�emes 17.1 et17.2). Nous onsid�erons ensuite des options de vente sur panier ou sur spread qui ont�et�e pr�esent�ees dans la setion 3 de la partie I. Pour e type d'options, nous pr�eisons laonstante qui apparâ�t dans la majoration d'erreur.Dans la setion 18, nous nous int�eressons �a l'approximation de la r�egion d'exerie deP par elle de P n, toujours dans le as d'options sur panier ou sur spread. On rappellela d�e�nition de la r�egion d'exerie de es options am�eriaines:E = f(t;x) 2℄0;T ℄� [0;+1[d: P (t;x) = f(x)g:Comme dans la partie pr�e�edente, on note Et ses setions temporelles et, pour " 2 [0;+1[dde norme 1, on pose: s(t;") = inff� 2 R+ : P (t;�") > f(�")g;



144 Etude de la onvergene d'options bermud�eennes vers des am�eriainesave la onvention inf ; = +1:De la même mani�ere, on d�e�nit les setions temporelles de la r�egion d'exerie de l'optionbermud�eenne: 81 � k � n; Enkh = fx 2 [0;+1[d: P n(kh;x) = f(x)g:Il est faile de voir que Enkh est onvexe et ontient Ekh.Pour " 2 [0;+1[d de norme 1 et 1 � k � n, on pose alors:sh(kh;") = inff� 2 R+ : P n(kh;�") > f(�")g;ave la onvention inf ; = +1:Nous d�eduisons de la majoration d'erreur sur les fontions de valeur, une estimationde l'erreur sur les fronti�eres libres. Plus pr�eis�ement, nous appliquerons le prinipe dumaximum pr�esent�e dans la partie I pour montrer que la di��erene entre sn et s estproportionnelle �a ph.En�n, dans la setion 19 nous onsid�erons une option de vente portant sur un seulatif. Nous d�emontrons alors que l'erreur P�P n est minor�ee par une onstante multipli�eepar h lorsque h est petit. Cette minoration repose sur les r�esultats pr�e�edents, �a savoirla majoration de l'erreur sur les fronti�eres libres.Nous prouvons don que la vitesse de onvergene de P n vers P est de l'ordre de 1=n,mais nous n'obtenons pas d'�equivalent de n (P n � P ). En onsid�erant une option d'ahatde maturit�e in�nie, Dupuis et Wang sont parvenus �a donner un d�eveloppement limit�e del'erreur (f. Dupuis P., Wang H. (2004)). Cependant, lorsque la maturit�e est �nie, lesfontions de valeurs des options et leurs prix ritiques d�ependent du temps et trouver und�eveloppement limit�e de l'erreur reste une question ouverte.



17. Majoration de l'erreur sur les fontions de valeur 14517 Majoration de l'erreur sur les fontions de valeur17.1 Le as g�en�eralPour �eviter d'avoir des oeÆients variables dans le g�en�erateur in�nit�esimal de ladi�usion, nous posons:8i 2 f1;:::;dg; �X it�0�t�T = �ln �Sit��0�t�T et �(y) = f �(eyi)1�i�d� pour y 2 Rd :Le g�en�erateur in�nit�esimal de X est don:Au = 12 dXi;j=1(���)i;j �2u�xixj + dXi=1  r � Æi � 12 dXj=1 �2i;j! �u�xi ;et pour (t;y) 2 [0;T [�Rd , on a:P (t;ey) = sup�2T0;t E [e�r� �(Xy� )℄;o�u nous avons utilis�e la notation suivante ey = (eyi)1�i�d.Le r�esultat suivant est essentiellement d�ej�a onnu (f. Carverhill A. P., WebberN. (1990), Lamberton D. (1998b) et Bally V.,Pag�es G. (2003)). Nous le rappelonset en donnons une d�emonstration tout de même ar il peut être vu omme une �etapeinterm�ediaire dans la d�emonstration du r�esultat prinipal de ette setion (f. Th�eor�eme17.2).Th�eor�eme 17.1 Supposons qu'il existe C > 0 tel que, au sens des distributions, on a:~A� = A�� r� � �C:



146 Etude de la onvergene d'options bermud�eennes vers des am�eriainesPour x 2 [0;+1[d, on a alors0 � P (T;x)� P n(T;x) � ChE �e�r��x1lf��x<Tg� ;ave � �x = inffu � t : P (T � u;Sxu) = f(Sxu)g ^ T:D�emonstration du Th�eor�eme 17.1:Soient y 2 Rd et posons x = ey. Dans la suite de la d�emonstration, nous noterons � �x = � �et �� �n = h inffk 2 N : kh � � �g:Par d�e�nition de P n et omme �� �n 2 T n0;T , on a:0 � P (T;x)� P n(T;x) � E �e�r���(Xy��)� e�r���n�(Xy���n� :On r�egularise la fontion � pour pouvoir appliquer la forumule d'Itô. Pour p 2 N , onpose gp(y) = � p2�� d2 e� pdkyk22 pour tout y 2 Rd :On d�e�nit alors la suite de fontion�p(y) = � � gp(y) = ZRd �(y � z)gp(z) dy pour tout y 2 Rd :Comme � est ontinue sur Rd , on a8y 2 Rd ; limp!+1�p(y) = �(y) et ~A�p(y) = ~A� � gp(y):



17. Majoration de l'erreur sur les fontions de valeur 147Pour p 2 N ; on a alors:P (T;x)� P n(T;x) � E �e�r�� (�(Xy��)� �p(Xy��))��E �e�r���n ��(Xy���n)� �p(Xy���n)��+E �e�r���p(Xy��)� e�r���n�p(Xy���n)� :Or f est �a roissane polynômiale don lorsque p tend vers 0, les deux premiers termestendent vers 0 par le Th�eor�eme de onvergene domin�ee. Pour p tendant vers 0, Laformule d'Itô nous permet alors d'�erire queP (T;x)� P n(T;x) � �E "Z ���n�� e�ru ~A�p (Xyu) du#+ o(1)= �E "Z ���n�� e�ru ~A� � gp (Xyu) du#+ o(1):Or nous avons suppos�e que ~A� � �C sur Rd , don ~A� � gp � �C et en faisant tendre pvers 0, on obtientP (T;x)� P n(T;x) � CE "Z ���n�� e�ru du#� CE �e�r�� 1� er( ���n���)r 1lf��<Tg�� ChE �e�r�� �� �n � � �h 1lf��<Tg�� ChE �e�r��1lf��<Tg� : �Sous des hypoth�eses suppl�ementaires, nous pouvons am�eliorer ette majoration pour hpetit.Th�eor�eme 17.2 On se plae sous les mêmes hypoth�eses que dans le Th�eor�eme 17.1,mais on suppose en outre que pour x 2 [0; +1[d, � �x admet une densit�e sur l'ensemble



148 Etude de la onvergene d'options bermud�eennes vers des am�eriainesf� �x < Tg. Pour h tendant vers 0, on a alors[P � P n℄(T;x) � Ch2 E �e�r��x1lf��x<Tg�+ o(h):D�emonstration du Th�eor�eme 17.2: Soit x 2 [0; +1[d. Supposons que � �x admette unedensit�e sur f� �x < Tg et notons  ette densit�e. Comme  2 L1℄0;T [, il existe une suite defontions ontinues ( p)p2N onvergeant vers  dans L1℄0;T [. Pour t 2 [0;T ℄, on pose�t = hminfk 2 f0;:::;ng : t � khg:En reprenant l'avant derni�ere in�egalit�e de la d�emonstration du Th�eor�eme 17.1, on a alorsP (T;x)� P n(T;x) � C Z T0 e�rt(�t� t) (t) dt� C Z T0 e�rt(�t� t) p(t) dt+ C Z T0 e�rt(�t� t)( (t)�  p(t)) dt� C Z T0 e�rt(�t� t) p(t) dt+ Chk �  pkL1℄0;T [:Or on a Z T0 e�rt(�t� t) p(t) dt = n�1Xk=0 Z (k+1)hkh e�rt((k + 1)h� t) p(t) dt= h Z 10 h n�1Xk=0 e�rh(u+k)(1� u) p(u(k + h)) du;en e�etuant le hangement de variable u = (t�kh)=h. Comme  p est ontinue, la sommede Rieman qui apparâ�t dans le dernier terme onverge vers R T0 e�rt p(t) dt lorsque h tendvers 0. Ainsi, il existe R(p;h) tel que limh!0R(p;h) = 0 etZ T0 e�rt(�t� t) p(t) dt = h Z 10 (1� u) Z T0 e�rt p(t) dt du+ hR(p;h)



17. Majoration de l'erreur sur les fontions de valeur 149= h2 Z T0 e�rt p(t) dt+ hR(p;h):Finalement, on aP (T;x)� P n(T;x) � Ch2 Z T0 e�rt p(t) dt+ Chk �  pkL1℄0;T [ + ChR(p;h)� Ch2 Z T0 e�rt (t) dt+ 3Ch2 k �  pkL1℄0;T [ + ChR(p;h)� Ch2 E �e�r��x1lf��x<Tg�+ 3Ch2 k �  pkL1℄0;T [ + ChR(p;h):Ainsi, on obtient la majoration suivante:lim suph!0 [P � P n℄(T;x)h � C2 E �e�r��x1lf��x<Tg�+ 3C2 k �  pkL1℄0;T [:En faisant tendre p vers +1, on a le r�esultat. �Remarques:1 Pour une option de vente portant sur un seul atif, on sait que le prix ritique est delasse C1 sur ℄0;T ℄. On en d�eduit, grâe au Th�eor�eme de Girsanov, que la loi ondition-nelle de � �x sahant f� �x < Tg est �equivalente �a la loi onditionnelle du temps d'atteinted'un ertain niveau par un mouvement Brownien sahant que e temps d'atteinte eststritement inf�erieur �a T . � �x admet don bien une densit�e dans e as.2 Dans le as d'une option de vente portant sur une fontion lin�eaire des atifs, pourx 2 [0;+1[d, on a f(x) = (K � h�;xi)+ ave K > 0 et � 2 Rd . Pour y 2 Rd , on a donen utilisant la onvexit�e de f :~A�(y) = 12 dXi;j=1(���)i;j �2��xixj (y) + dXi=1  r � Æi � 12 dXj=1 �2i;j! ���xi (y)� r�(y)� � dXi=1 (r � Æi)�ieyi + rK � rh�;eyi! 1lfh�;eyi<Kg



150 Etude de la onvergene d'options bermud�eennes vers des am�eriaines� � (rK � h�Æ;eyi) 1lfh�;eyi<Kg:Ainsi, il existe une onstante Cd > 0 telle que ~A� � �Cd et le Th�eor�eme 17.1 nous donnesupx2[0;+1[d[P � P n℄(T;x) � Cdh:Dans la setion suivante nous allons pr�eiser ette majoration pour e type d'options.17.2 Le as des options sur ombinaison lin�eaire d'atifs risqu�esDans ette setion et dans toute la suite de ette partie, nous supposons qu'il existeK > 0 et � 2 Rd tels que: 8x 2 Rd ; f(x) = (K � h�;xi)+ :Les options assoi�ees �a e type de fontions de pay-o� ont �et�e partiuli�erement �etudi�eesdans la setion 3 de la partie I et dans la partie IV.Pour e type d'options, on peut aÆner la majoration du Th�eor�eme 17.1. Nous �enon�onsmaintenant e r�esultat.Proposition 17.1 On note �Æ = (�iÆi)1�i�d : Pour tout x 2 [0; +1[d:P (T;x)� P n(T;x) � hE �e�r��x �rK � h�Æ;Sx��x i� 1lf��x<Tg�+ o(h);o�u le terme o(h) est ontrôl�e uniform�ement par rapport �a x sur tout ompat de [0;+1[d.



17. Majoration de l'erreur sur les fontions de valeur 151D�emonstration de la Proposition 17.1:Soit x 2 [0;+1[d. Pour la d�emonstration, on pose� � = inffu � 0 : P (T � u;Sxu) = f(Sxu)g ^ T et �� �n = inffkh 2 N : kh � � �g:En onditionnant par F�� et en remarquant que �� �n est F��-mesurable, on a alors:P (T;x)� P n(T;x) � E �e�r��f(Sx��)� e�r���nf(Sx���n)�= E �E �e�r��f (Sx��)� e�r���nf �Sx���n� j F��� 1lf��<Tg�= E �e�r�� �f (Sx��)� e�r(���n���)E �f �Sx���n� j F���� 1lf��<Tg�Or, sur f� � < Tg, on a h�;Sx��i < rK don rf (Sx��) = (��i)1�i�d. Ainsi, omme f estonvexe, on a:E �f �Sx���n� j F��� 1lf��<Tg � E �f (Sx��) + hSx���n � Sx��;rf (Sx��)i j F��� 1lf��<Tg= f (Sx��) 1lf��<Tg � h�;E �Sx���n j F���� Sx��i1lf��<Tg= f (Sx��) 1lf��<Tg � dXi=1 �i (Sx��)i �e(r�Æi)(���n���) � 1� :Finalement, omme �� �n � � � � h, on obtient:E �e�r(���n���)E �f �Sx���n� j F��� 1lf��<Tg� � E �f (Sx��) 1lf��<Tg�+E "(�� �n � � �) dXi=1 (r � Æi�iSx�� � rf (Sx��)! 1lf��<Tg#+ o(h);ave le terme o(h) uniform�ement ontrôl�e par rapport �a x sur tout ompat de [0;+1[d.Ainsi, on aE �e�r(���n���)E �f �Sx���n� j F��� 1lf��<Tg� = E �(f (Sx��) + h�Æ;Sx��i � rK) 1lf��<Tg� ;



152 Etude de la onvergene d'options bermud�eennes vers des am�eriaineset d'apr�es les premi�eres in�egalit�es de ette d�emonstration, on obtientP (T;x)� P n(T;x) � E �e�r��(�� �n � � �) (rK � h�Æ;Sx��i) 1lf��<Tg�+ o(h)� hE �e�r�� (rK � h�Æ;Sx��i) 1lf��<Tg�+ o(h): �18 Majoration de l'erreur sur les fronti�eres libresLe but de ette setion est d'�etablir le Th�eor�eme suivantTh�eor�eme 18.1 Soit " 2 [0;+1[d norm�e. Il existe une onstante CT;" > 0 telle que0 � sn(T;")� s(T;") � CT;"ph;lorsque h = T=n est suÆsamment petit.Pour ela nous pro�edons omme dans la partie IV en e�etuant un raisonnement parr�eurrene sur d. En e�et, il est relativement faile d'�etablir e Th�eor�eme dans le asd = 1 ar nous pouvons ontrôler �2P�x2 grâe �a l'in�equation variationnelle satisfaite parP . Cependant, pour d > 1, nous n'avons plus a�es �a e ontrôle. Nous prouvons alorse r�esultat pour " 2℄0; +1[d norm�e, grâe au prinipe du maximum pr�esent�e dans lapartie I. Si une oordonn�ee de " est nulle, on se ram�ene au as de la dimension d� 1.18.1 Le as unidimensionnelDans ette setion, nous supposerons que d = 1. Quitte �a modi�er la valeur de K,on peut supposer que pour x 2 R+ , f(x) = (K � x)+. Le but de ette setion est demajorer l'erreur entre les prix ritiques am�eriain et bermud�een.Rappelons la d�e�nition du prix ritique d'une option am�eriaine de pay-o� f et dont la



18. Majoration de l'erreur sur les fronti�eres libres 153fontion de valeur est not�ee P . Pour t 2℄0;T ℄, on poses(t) = inffx 2 R+ : P (t;x) > f(x)g:Comme la fontion de valeur de l'option bermud�eenne orrespondante, P n, est onvexe,il est possible de d�e�nir le prix ritique de l'option bermud�eenne. Pour k 2 f1;:::;ng, onpose sn(kh) = inffx 2 R+ : P n(kh;x) > f(x)g:Comme P n � P pour tout n 2 N� et limn!+1 P n(T;�) = P (T;�), il est faile de voir quesn � s pour tout n 2 N� et limn!+1 sn(T ) = s(T ). On rappelle que le Th�eor�eme 17.1,nous permet d'aÆrmer qu'il existe C1 > 0 telle quesupx2[0;+1[[P � P n℄(T;x) � C1h:Nous en d�eduisons une majoration de la di��erene entre s et sn.Th�eor�eme 18.2 Lorsque h = T=n tend vers 0, on a0 � sn(T )� s(T ) � �s(T )s C1rK � Æs(T )ph+ o(ph):D�emonstration du Th�eor�eme 18.2:D'apr�es l'�equation parabolique satisfaite par P dans la r�egion de ontinuation et ommeP rô�t ave le temps, sur l'ouvert ℄s(T );sn(T )[, on a:�2sn(T )22 �2P�x2 (T;�) = rP (T;�)� (r � Æ)� �P�x (T;�) + �P�t (T;�)� rP (T;�)� (r � Æ)� �P�x (T;�)� rf(�) + (r � Æ)� � (r � Æ)���P�x (T;�) + 1�



154 Etude de la onvergene d'options bermud�eennes vers des am�eriaines� rK � Æ� � (r � Æ)+���P�x (T;�) + 1�� rK � Æsn(T )� (r � Æ)+sn(T )��P�x (T;�) + 1� :On suppose alors que n est suÆsamment grand pour que sn(T ) < K et on int�egre ettein�egalit�e entre s(T ) et x 2℄s(T );sn(T )[. On obtient:�2sn(T )22 ��P�x (T;x) + 1� � (rK � Æsn(T )) (x� s(T ))�(r � Æ)+sn(T ) (P (T;x)� f(x))� (rK � Æsn(T )) (x� s(T ))�(r � Æ)+sn(T ) (P (T;sn(T ))� f(sn(T ))) ;ar la fontion x! P (T;x)�f(x) est roissante sur [0;K℄. En int�egrant une seonde foisentre s(T ) et sn(T ), on obtient:�2sn(T )22 (P (T;sn(T ))� f(sn(T ))) � 12 (rK � Æsn(T )) (sn(T )� s(T ))2�(r � Æ)+sn(T ) (P (T;sn(T ))� f(sn(T ))) (sn(T )� s(T )) :Or limn!+1 sn(T ) = s(T ), don pour � > 0 et n assez grand, on a(1 + �)�2sn(T )2 (P (T;sn(T ))� f(sn(T ))) � (rK � Æsn(T )) (sn(T )� s(T ))2 :Le Th�eor�eme 17.1 implique alors(sn(T )� s(T ))2 � (1 + �) �2sn(T )2(rK � Æsn(T )) (P (T;sn(T ))� f(sn(T )))� (1 + �) �2s(T )2(rK � Æs(T ))C1h+ o(h):



18. Majoration de l'erreur sur les fronti�eres libres 155En onlusion, on a: lim supn!+1 sn(T )� s(T )s(T )ph � �s C1(1 + �)rK � Æs(T ) :En faisant tendre � vers 0, on obtient le r�esultat. �18.2 Le as multidimensionnelPour d�emontrer le Th�eor�eme 18.1, il nous reste �a �etablir le r�esultat suivant.Proposition 18.1 Soit " 2℄0;+1[d norm�e. Il existe une onstante CT;" > 0, telle que0 � sn(T;")� s(T;") � CT;"ph+ o(ph);lorsque h = T=n tend vers 0.Pour d�emontrer ette Proposition, nous devons avoir des informations suppl�ementairessur la r�egularit�e de la fontion x ! sn(T;x). Le lemme suivant va nous fournir esrenseignements.Lemme 18.1 Soient " 2℄0;+1[d norm�e. Pour � > 0, on noteV "� = �x 2℄0; +1[d: kx� s(T;")"k < �	 :Soit � > 0 tel que V "� soit inlus dans un ompat de ℄0; +1[d. Il existe une onstantes"� > 0 telle que, pour n 2 N suÆsamment grand, on asupx2V "� j sn �T; xkxk�� sn (T;") jkx� s(T;")"k � s"�:D�emonstration du lemme 18.1: Soit n 2 N� . Comme ET et EnT sont des onvexes de Rdontenant 0, on peut d�e�nir leurs jauges que nous noterons respetivement g et gn. Ce



156 Etude de la onvergene d'options bermud�eennes vers des am�eriainessont des fontions onvexes et homog�enes (f. Brezis H. (1983)). D'autre part, pourx 2℄0; +1[d, il est faile de voir queg(x) = kxks�T; xkxk� et gn(x) = kxksn �T; xkxk� :Pour x 2 V "� , on a donj sn �T; xkxk�� sn (T;") jkx� s(T;")"k = 1kxkgn(x)gn(") j gn(kxk")� gn (x) jkx� s(T;")"k :Or par d�e�nition de sn, on a s1 � sn � s don g1 � gn � g. Comme g1 et g sont ontinueset �a valeurs stritement positives sur ℄0;+1[d, il existe deux onstantes C1; C2 > 0 tellesque C1 < gn < C2. Ainsi, il existe une onstante C > 0 telle quesupx2V "� j sn �T; xkxk�� sn (T;") jkx� s(T;")"k � C supx2V "� j gn(kxk")� gn (x) jkx� s(T;")"k :En �erivant gn(x) = gn (s(T;")") + (gn(x)� gn (s(T;")")) et en utilisant l'homog�en�eit�edes jauges, on a donsupx2V "� j sn �T; xkxk�� sn (T;") jkx� s(T;")"k � Cgn(") supx2V "� j kxk � s(T;") jkx� s(T;")"k+C supx2V "� j gn (s(T;")")� gn (x) jkx� s(T;")"k :Or (gn("))n2N� est born�ee, don il existe ~C > 0 telle queCgn(") supx2V "� j kxk � s(T;") jkx� s(T;")"k � ~C:



18. Majoration de l'erreur sur les fronti�eres libres 157De plus, gn est onvexe don, en notant ÆV "� la fronti�ere de V "� , on asupx2V "� j gn (s(T;")")� gn (x) jkx� s(T;")"k � supx2ÆV "� j gn (s(T;")")� gn (x) jkx� s(T;")"k� 2� supx2ÆV "� j gn (x) j� 2C2� : �Nous pouvons maintenant �etablir la Proposition 18.1.D�emonstration de la Proposition 18.1:Nous allons suivre les id�ees de la partie pr�e�edente en utilisant le même prinipe dumaximum. Nous l'appliquons sur le domaine de ℄0;T [�℄0; +1[d suivant:D = �(t;x) 2℄0;T [�℄0; +1[d: kx� s(T;")"k < �ph et s�t; xkxk� < kxk < sn�T; xkxk�� ;o�u � > 0 est une onstante que l'on d�eterminera dans la suite.Comme, pour tout x 2℄0; +1[d, t ! s�t; xkxk� est une fontion d�eroissante et ommes�T; xkxk� < sn �T; xkxk�, D est bien un domaine de ℄0;T [�℄0; +1[d.Pour t 2 [0;T ℄; on pose �t = hminfk 2 f0;:::;ng : t � khg: On ommene par remarquerque P n = f sur l'adh�erene de D ar pour tout t 2℄0;T ℄, on a sn �T; xkxk� � sn ��t; xkxk�.Ainsi, le Th�eor�eme 17.1 et la roissane de P par rapport au temps nous permettentd'aÆrmer que l'on a:[P � f ℄ (t;x) � P (�t;x)� P n(�t;x) � Cdh sur D:Nous montrons maintenant que ela implique l'existene d'une onstante CT;" > 0 telleque s(T;") � sn(T;")� CT;"ph pour h petit.



158 Etude de la onvergene d'options bermud�eennes vers des am�eriainesSur ℄0;T [�℄0; +1[d, on d�e�nit pour ela la fontion �(t;x) = �1(x) + �2(x); ave�1(x) = aph ��kxk � sn(T;") + bph�+�3�2(x) = ph ��kx� s(T;")"k � �2ph�+�3 ;o�u a, b et  sont des onstantes stritement positives que l'on d�eterminera dans la suite.Nous montrons maintenant que P � f � � � 0 sur D.� est une fontion de lasse C1;2 sur D et D est inlus dans un ompat de [0;T ℄�℄0;+1[ddon on peut appliquer le prinipe du maximum sur D �a la fontion P � f � � avel'op�erateur suivant:~Lu = �u�t � 12 dXi;j=1(���)i;jxixj �2u�xi�xj + dXi=1 (r � Æi)xi �u�xi � ru! :Premi�ere �etape: Montrons que P � f � � � 0 sur la fronti�ere parabolique de D.Soit (t;x) 2 ÆpD. Nous avons quatre as �a �etudier.{ Premier as: Supposons que kxk = s�t; xkxk�.On a alors [P � f � �℄ (t;x) = ��(t;x) � 0:{ Deuxi�eme as: Supposons que kx� s(T;")"k = �ph.D'apr�es le Th�eor�eme 17.1, on a[P � f � �℄ (t;x) � Cdh� �2(x)� �Cd � �38 �h:Ainsi, [P � f � �℄ (t;x) � 0 si l'on hoisit  et � tels que Cd � �38 < 0.{ Troisi�eme as: Supposons que kxk = sn �T; xkxk�.



18. Majoration de l'erreur sur les fronti�eres libres 159Dans e as, on a[P � f � �℄ (t;x) � Cdh� �1(t;x)� Cdh� aph  �sn�T; xkxk�� sn(T;") + bph�+!3 :Or il existe R > 0 tel que D � V "R et tel que V "R soit inlus dans un ompat de ℄0;+1[d,don en appliquant le lemme 18.1, on prouve qu'il existe sL > 0 telle que[P � f � �℄ (t;x) � �Cd � a(b� sL�)3�h:On en d�eduit que l'on a [P � f � �℄ (t;x) � 0 d�es que l'on hoisit a, b et � telles queCd � a(b� sL�)3 < 0.{ Quatri�eme as: Supposons que t = 0.On a alors [P � f � �℄ (0;x) = ��(t;x) � 0:En onlusion, P � f � � � 0 sur ÆpD si les deux onditions suivantes sont r�ealis�ees:Cd < �38 et Cd < a(b� sL�)3:Seonde �etape: Montrons que ~L[P � f � �℄ � 0 sur D.Commen�ons par �evaluer les d�eriv�ees partielles de � sur D.Soit (t;x) 2 D. Pour 1 � i � d, on a��1�xi (x) = 3axikxkph ��kxk � sn(T;") + bph�+�2 ;



160 Etude de la onvergene d'options bermud�eennes vers des am�eriaineset pour 1 � i, j � d, on obtient�2�1�xixj (x) = 6axixjkxk2ph �kxk � sn(T;") + bph�++ 3akxkph �1lfi=jg � xixjkxk2���kxk � sn(T;") + bph�+�2 :Or, d'apr�es le lemme 18.1, on peut �erire:�kxk � sn(T;") + bph�+ � �sn�T; xkxk�� sn(T;") + bph�+� (sL� + b)ph:Pour h tendant vers 0, on obtient don~L�1 � � 3akxk2  dXi;j=1(���)i;jx2ix2j! (b + sL�) + o(1)� �3aMkxk2(b+ sL�) + o(1)� �3aMsn(T;")2(b+ sL�) + o(1)� �3aMs(T;")2(b+ sL�) + o(1):Il nous reste �a minorer ~L�2. Soit 1 � i � d. On posegi(x) = ��xi [kx� s(T;")"k℄ = xi � s(T;")"ikx� s(T;")"k :Ainsi, on peut aluler les d�eriv�ees premi�eres de �2:��2�xi (x) = 3phgi(x)��kx� s(T;")"k � �2ph�+�2 :



18. Majoration de l'erreur sur les fronti�eres libres 161Soit 1 � j � d. On en d�eduit que�2�2�xi�xj (x) = 6phgi(x)gj(x)�kx� s(T;")"k � �2ph�++ 3ph �gi�xj (x)��kx� s(T;")"k � �2ph�+�2 :Or on peut v�eri�er que �gi�xj (x) = 1lfi=jg � gi(x)gj(x)kx� s(T;")"k :Il est faile de voir que j gi(x) j� 1 don, sur D, on aj ��2�xi (x) j � 3ph ��kx� s(T;")"k � �2ph�+�2� 3ph ���ph� �2ph�+�2� 3�2ph4 :De même, on aj �2�2�xi�xj (x) j � 6ph �kx� s(T;")"k � �2ph�+ + 6ph��kx� s(T;")"k � �ph=2�+�2kx� s(T;")"k� 6ph ��ph� �2ph� + 6ph ��ph� �ph=2�2�ph=2� 6�:Finalement, on peut aÆrmer que:~L�2 � �3� dXi;j=1(���)i;jxixj + o(1)� �3�M �sn�T; xkxk��2 + o(1)



162 Etude de la onvergene d'options bermud�eennes vers des am�eriaines� �3�Ms (T;")2 + o(1);ave, grâe au lemme 18.1, un terme o(1) ind�ependant de x. On peut don en onlureque ~L�(t;x) v�eri�e l'in�egalit�e suivante:~L�(t;x) � �3aMs(T;")2(b + sL�)� 3�Ms (T;")2 + o(1):Comme D est inlus dans la r�egion de ontinuation de l'option am�eriaine, on a~LP (t;x) = 0 et ~Lf(t;x) = rK � h�Æ;xi sur D:Ainsi, on obtient:~L [P � f � �℄ (t;x) = � (rK � h�Æ;xi)� ~L�(t;x)� � (rK � h�Æ;xi) + 3aMs(T;")2(b+ sL� + 3�Ms (T;")2 + o(1)� � (rK � s(T;")h�Æ;"i)+3aMs(T;")2(b+ sL� + 3�Ms (T;")2 + o(1):On peut don aÆrmer que l'on a P � f � � � 0 sur ÆpD et ~L [P � f � �℄ (t;x) � 0 surD pour h suÆsamment petit, si les onstantes a, b,  et � v�eri�entCd < �38 ; Cd < a(b�sL�)3 et 3aMs(T;")2(b+sL�)+3�Ms (T;")2 < rK�s(T;")h�Æ;"i:En partiulier, on remarque que l'on doit avoir sL� < b. On pose don b = (sL+1)�. Onherhe maintenant a,  et � telles queCd < �38 ; Cd < a�3 et a(2sL + 1)� + � < CT ave CT = rK � s(T;")h�Æ;"i3Ms(T;")2 :



19. Minoration de l'erreur sur les fontions de valeur 163On pose alors a = 2Cd�3 et  = 16Cd�3 :Il nous reste �a hoisir � > 0 tel que2Cd�2 (2sL + 1) + 16Cd�2 < CT :On pose don � =pCd(4sL + 19)=CT :Ave es onstantes, on peut appliquer le prinipe du maximum sur D et montrerque P � f � � � 0 sur D. Or si l'on suppose que s(T;") < sn(T;")� bph, alors il existe� 2℄s(T;");sn(T;")� bph[ telle que (T;�") soit dans l'adh�erene de D. Cependant 'estabsurde ar par ontinuit�e de P � f � �, ela impliquerait0 � [P � f � �℄ (T;�") = [P � f ℄ (T;�") > 0:On a don montr�e que s(T;") � sn(T;")� bph. �19 Minoration de l'erreur sur les fontions de valeurDans ette setion, nous onsid�erons une option de vente portant sur un seul atif etnous montrons que la majoration de l'erreur sur les fontions de valeurs par une onstantemultipli�ee par h est optimale. En e�et, nous allons d�eduire du Th�eor�eme 18.2 qu'il existeune onstante C > 0 telle que P (T;x) � P n(T;x) � Ch pour x suÆsamment grand eth = T=n. Pour ela, nous aurons besoin du lemme suivant.Lemme 19.1 Soit � : R+ ! R de lasse C1 �a support ompat dans [0; +1[ et telleque �(0) < 0. Soit g : R+ ! R+ telle que g(h) = O(ph) pour h tendant vers 0.



164 Etude de la onvergene d'options bermud�eennes vers des am�eriainesOn pose~T h = inf ft � 0 : Wt � �(t) + g(h)g ; �T h = inffkh 2 N : kh � ~T hg et Uh = �T h � ~T hh :On d�e�nit �egalement le temps d'arrêt suivant:T � = inf ft � 0 : Wt � �(t)gPour h tendant vers 0, le ouple � ~T h;Uh� onverge en loi vers (T �;U) o�u U est de loiuniforme sur [0;1℄ et est ind�ependante de T �.D�emonstration du lemme 19.1: Nous montrons que la transform�ee de Fourier du ouple� ~T h;Uh� tend vers elle de (T �;U) o�u U est de loi uniforme sur [0;1℄ et est ind�ependantede T �. Puisque Uh est �a valeurs dans [0;1℄; il suÆt de montrer que, pour p 2 Z et x 2 R,on a limh!0 E he�i2�x ~Th�i2�pUhi = E �e�i2�xT �� E �e�i2�pU� :Soient p 2 Z et x 2 R. Comme �T h=h 2 N , on remarque queE he�i2�x ~Th�i2�pUhi = E hei(�2�x� 2�ph ) ~Thi :On veut don montrer que pour tout � 2 R et p 2 N , on alimh!0 E hei(�� 2�ph ) ~Thi = 8><>: E �ei�T �� si p = 00 si p 6= 0:Comme � est C1 �a support ompat dans [0;+1[, on a~T h = inf�t � 0 : Wt � Z t0 �0(s) ds � �(0) + g(h)� :



19. Minoration de l'erreur sur les fontions de valeur 165On d�e�nit alors la probabilit�e P� telle quedP�dP = exp�� Z +10 �0(s) dWs � 12 Z +10 (�0(s))2 ds� :Posons T̂ h = inf ft � 0 : Wt � �(0) + g(h)g :Sous P�, W �t = Wt + R t0 �0(s) ds est un mouvement brownien standardet T̂ h = inf nt � 0 : W �t � R t0 �0(s) ds � �(0) + g(h)o : Ainsi, on aE � h (T̂ h)i = E h ( ~T h)i 8 bor�elienne et born�ee:Posons Mt = exp �� R t0 �0(s) dWs � 12 R t0 (�0(s))2 ds�. Pour � 2 R, on en d�eduit queE hei� ~Thx i = E � hei�T̂hi= E hM+1ei�T̂hi= E hMT̂hei�T̂hi :D'autre part, pour h > 0 tel que �(0) + g(h) < 0, on peut �erire queT � = T̂ 0= T̂ h + inf �u � 0 :WT̂h+u �WT̂h � �g(h)	= T̂ h + �g(h);o�u �g(h) = inf fu � 0 : Bu � �g(h)g ave B mouvement brownien standard. Ainsi, enutilisant la propri�et�e de Markov forte, on obtientE �ei�T �� = E � hei�T̂ 0i= E hMT̂ 0ei�T̂ 0i



166 Etude de la onvergene d'options bermud�eennes vers des am�eriaines= E "MT̂hE "exp � Z T̂ 0T̂h �0(s) dWs � 12 Z T̂ 0T̂h (�0(s))2 ds! ei�T̂ 0 j FT̂h##= E hMT̂hei�T̂hFh(�;T̂ h)i ;aveFh(�;�) = E �exp�� Z �g(h)0 �0(� + s) dBs � 12 Z �g(h)0 (�0(� + s))2 ds� ei��g(h)�= E �ei��g(h)�+E �ei��g(h) �exp�� Z �g(h)0 �0(� + s) dBs � 12 Z �g(h)0 (�0(� + s))2 ds�� 1�� :Montrons que limh!0 sup(�;�)2R�[0;+1[ j Fh(�;�)� E �ei��g(h)� j= 0:Posons M �t = exp �� R t0 �0(� + s) dBs � 12 R t0 (�0(� + s))2 ds�.D'apr�es l'in�egalit�e de B�urkh�older-Davis-Gundy, on a alorsj Fh(�;�)� E �ei��g(h)� j � E hjM ��g(h) � 1 ji� E �j Z �g(h)0 M �s �0(� + s) dBs j�� CE "sZ �g(h)0 (M �s �0(� + s))2 ds# :Les in�egalit�es de Cauhy-Shwarz et de Doob, nous donnent ensuitej Fh(�;�)� E �ei��g(h)� j � CE "supt�0 M �t sZ �g(h)0 (�0(� + s))2 ds#� C �E �supt�0 (M �t )2�� 12 �E �Z �g(h)0 (�0(� + s))2 ds�� 12� C �E �(M �1)2�� 12 �E �Z �g(h)0 (�0(� + s))2 ds�� 12



19. Minoration de l'erreur sur les fontions de valeur 167� C �E �(M �1)2�� 12 �E �Z �g(h)^A0 (�0(� + s))2 ds�� 12� C sup��0 kM �1kL2k�0k1E ��g(h) ^ A� ;o�u A > 0 est une onstante. Or, sup��0 kM �1kL2 < +1 arE �(M �1)2� = exp�Z +10 (�0(� + s))2 ds� � exp�Z +10 (�0(s))2 ds� < +1:Comme limh!0 g(h) = 0, limh!0 E ��g(h)� = 0 et il existe don R(h;�) tendant vers 0quand h tend vers 0, tel queE �ei�T �� = E hMT̂hei�T̂hei��g(h)i+R(h;�):Or on a E hei(�� 2�ph ) ~Thi = E hMT̂hei(�� 2�ph )T̂hi :don, pour p = 0, on obtientj E hei(�� 2�ph ) ~Thi� E �ei�T �� j � E �MT̂h j ei��g(h) � 1 j�+R(h;�)= o(1) pour h tendant vers 0:Ainsi, on a montr�e que 8� 2 R; limh!0 E hei� ~Thi = E �ei�T �� :D'autre part pour p 6= 0, on aE hei(�� 2�ph )T �i = E hMT̂hei(�� 2�ph )T̂hei(�� 2�ph )�g(h)i+ o(1)= E hMT̂hei(�� 2�ph )T̂hi E hei(�� 2�ph )�g(h)i+ o(1):



168 Etude de la onvergene d'options bermud�eennes vers des am�eriainesOr on sait que E [e�p�g(h)℄ = e�g(h)p2p, don par prolongement analytique on aE �e�z�g(h)� = e�g(h)p2z pour z 2 C tel que <z � 0:Ainsi, pour h suÆsamment petit, on aE hei(�� 2�ph )�g(h)i = e�g(h)q2i(�� 2�ph )Comme g(h) = O(ph) quand h tend vers 0, E hei(�� 2�ph )�g(h)i est born�e.D'autre part, T � admet une densit�e sous P� don sous P ar P et P� sont �equivalentes.Ainsi, on a limj�j!+1 E �ei�T �� = 0:Finalement, on obtient bienlimh!0 E hei(�� 2�ph ) ~Thi limh!0 E hMT̂hei(�� 2�ph )T̂hi = 0;d�es que p 6= 0. �Introduisons maintenant quelques notations.Notations: Soit 0 < � < T . D'apr�es le Th�eor�eme 18.2, il existe C� > 0 tel que pour toutt 2 [�;T ℄, on a s(t)(1 + C�ph) � sn(t):Pour t 2℄0;T ℄, on pose alors ~sn(t) = s(t)(1+C�ph): On d�e�nit ensuite le temps d'atteintede la fronti�ere ~sn par la di�usion S. Pour x 2 R+ , on pose:~�hx = inf fu � 0 : Sxu � ~sn (u)g ^ (T � �) et ��hx = inffkh 2 N : kh � ~�hx g:



19. Minoration de l'erreur sur les fontions de valeur 169Remarque: Pour k 2 N tel que kh � �, on a sn(kh) � ~sn(kh) et don ~�hx � ��hx � �hx o�u�hx = h inf fk 2 N : Sxkh � sn (kh)g ^ T;est un temps d'arrêt optimal pour le probl�eme disret.Th�eor�eme 19.1 Il existe 0 < a � 1 telle que pour tout x 2℄s(T ); +1[ on aP (T;x)� P n(T;x) � ahE �e�r��x (rK � Æs(� �)) 1lf��x<T��g� ;ave � �x = inf fu � 0 : Sxu � s (u)g ^ T:D�emonstration du Th�eor�eme 19.1: Soit x 2℄s(T );+1[. Dans les notations d�esignant destemps d'arrêt, nous omettrons la d�ependane en x. On aP (T;x)� P n(T;x) � E hP (T;x)� e�r�hP (T � �h;Sx�h)i� E "Z �h0 e�ru (rK � ÆSxu) 1lfSxu�s(u)g du# :Or pour y � s(u) alors rK � Æy � 0 don on obtientP (T;x)� P n(T;x) � E "Z ��h~�h e�ru (rK � ÆSxu) 1lfSxu�s(u)g du1lf~�h<T��g#� E "e�r��h Z ��h�~�h0 �rK � ÆS~sn(~�h)u � 1lfS~sn(~�h)u �s(~�h+u)g du1lf~�h<T��g#� I(x;h) +R(x;h)o�u l'on a pos�e:I(x;h) = E "e�r��h �rK � Æ~sn(~�h)� Z ��h�~�h0 1lfS~sn(~�h)u �s(~�h+u)g du1lf~�h<T��g#



170 Etude de la onvergene d'options bermud�eennes vers des am�eriainesR(x;h) = ÆE "e�r��h Z ��h�~�h0 �~sn(~�h)� S~sn(~�h)u � 1lfS~sn(~�h)u �s(~�h+u)g du1lf~�h<T��g# :Montrons que R(x;h) = o(h) lorsque h tend vers 0. On aj R(x;h) j � ÆE �Z h0 j ~sn(~�h)� S~sn(~�h)u j du�� ÆhE � sup0�u�h j ~sn(~�h)� S~sn(~�h)u k�= o(h);d'apr�es le lemme 2.1.On obtient alorsP (T;x)� P n(T;x) � I(x;h) + o(h)� E "e�r��h �rK � Æ~sn(~�h)� Z ��h�~�h0 Ph(x;u;~�h) du1lf~�h<T��g#+ o(h);ave Ph(x;u;~�h) = P�S~sn(~�h)u � s(~�h + u) j F~�h� :Soit u 2 [0;��h � ~�h℄. On pose � = r � Æ � �22 et on aPh(x;u;~�h) = P��u+ �Wu � ln�s(~�h + u)~sn(~�h) � j F~�h�� P��u+ �Wu � � ln�1 + C�ph� j F~�h� :En e�et, on a s(~�h+u) � s(~�h) ar s est roissant et ~sn(~�h) = s(~�h)(1+C�ph). Comme0 � u � h, il existe  > 0 et g une variable al�eatoire suivant une loi gaussienne standardtelles que Ph(x;u;~�h) � P��pug � � ln�1 + C�ph�� j � j h�� P�pug � �ph� :



19. Minoration de l'erreur sur les fontions de valeur 171Sur ����h � ~�h� � h=2	, on a alorsZ ��h�~�h0 P�S~sn(~�h)u � s(~�h + u) j F~�h� du � Z ��h�~�h0 P�pug � �ph� du� ���h � ~�h� Z 10 P g � �s hu (��h � ~�h)! du� h2 Z 112 P (g � �2) du:Par ons�equent, on a l'in�egalit�e suivanteP (T;x)�P n(T;x) � h4P (g � �2) E he�r��h �rK � Æ~sn(~�h)� 1lf~�h<T��g\f��h�~�h�h2 gi+ o(h):Or ~sn(t) = s(t)(1 + C�ph), don on a~�h = inf�t � 0 : Wt � 1� �ln�~sn(t)x �� �r � Æ � �22 � t�� ^ (T � �)= inf ft � 0 : Wt � �(t) + g(h)g ^ (T � �);ave �(t) = 1� �ln�s(t)x �� �r � Æ � �22 � t�g(h) = 1� ln�1 + C�ph� :Comme � est C1 sur ℄0;T ℄, �(0) < 0 et g(h) = O(ph), on peut appliquer le lemme 19.1ave T � = � � et ~T h = ~�h. On prouve alors qu'il existe une variable U uniforme sur [0;1℄et ind�ependante de � � telle que:P (T;x)� P n(T;x) � h4P (g � �2) E he�r��x (rK � Æs(� �x)) 1lf~��x<T��g\fU� 12 gi+ o(h)� h8P (g � �2) E �e�r��x (rK � Æs(� �x)) 1lf~��x<T��g�+ o(h): �
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