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Introduction générale




Introduction géenerale

Le travail de cette these porte sur la modélisation des films minces courbés dans di-
vers contextes. Les films minces sont des objets tridimensionnels occupant un domaine
ouvert ayant une surface moyenne et une épaisseur suivant la normale a la surface
moyenne tres faible par rapport aux dimensions de la surface moyenne. En raison de la
structure trés fine de ces films, ils peuvent subir de grandes déformations méme lors-
gu’ils ne sont soumis qu’a des forces de faible intensité.

Notre travail se place dans le cadre de la mécanique des solides et de I’électromagné-
tisme. On utilise principalement les outils mathématiques de I’élasticité non linéaire et
du calcul des variations. L’'importance de I’élasticité non linéaire est due au fait que
I’élasticité linéaire n’est qu’une approximation de I'élasticité non linéaire qui ne peut
deécrire que des déformations assez petites. Il en va de méme pour le ferromagnétisme
ou I’on utilise des modéles non linéaires.

Les problémes que nous traitons sont écrits sous la forme de problemes de minimisation
d’une énergie decrivant le comportement du film, sur un ensemble de déformations, ou
de magnétisations dans le cas des films ferromagnétiques, admissibles. A partir de mo-
deles tridimensionnels et en faisant tendre I’épaisseur du film vers zéro, on obtient une
justification de modeles bidimensionnels.

Parmi les moyens couramment utilisés pour obtenir les modeles bidimensionnels, on
trouve I'approche classique fondée sur des Ansatzs portant sur la forme des déforma-
tions tridimensionnels. Ce type d’approche utilise des développements asymptotiques
formels. Il a permis d’obtenir plusieurs modéles et théories bidimensionnelles (voir Frie-
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Introduction générale

drichs et Dressler [32], Goldenviezer [34], Ciarlet et Destuynder [19], Ciarlet [13], Des-
tuynder [28], Fox, Raoult et Simo [31], Miara [42], Pantz [44]...). Un second type d’ap-
proche plus récent est I’'approche variationnelle dans laquelle on n’effectue pas d’An-
satz, mais ou I’on utilise principalement la théorie de la I'-convergence. Cette théorie
permet d’étudier la convergence des minimiseurs d’une suite de probléemes du calcul
des variations (voir Acerbi, Buttazzo et Percivale [1], Percivale [45], Le Dret et Raoult
[38] et [39]...).

L'importance des modeles bidimensionnels obtenus réside dans le fait qu’on peut les
utiliser a la place des modéeles tridimensionnels complets lorsque I'épaisseur est suffi-
samment petite. En outre, les modeles bidimensionnels sont a priori plus simples que
leur contrepartie tridimensionnelle ce qui facilite leur étude. Ils permettent aussi d’effec-
tuer des simulations numériques moins colteuses des simulations tridimensionnelles.

On considéere donc un film occupant un domaine ouvert courbé dont I’épaisseur h est
trés faible par rapport aux autres dimensions. Ensuite, on fait tendre I’épaisseur h vers
zéro et on étudie le comportement asymptotique de I’énergie régissant le film, ainsi que
de ses minimiseurs lorsqu’ils existent. Le domaine courbé Q occupé par le film est de
la forme

Qp = {zeR, 3T € S,z =Z+naz(y~'(2)) avec %h <n< g}, (1)

ol S est une surface courbée de R?, image d’un ouvert borné w de R? a travers un C?-
diffecomorphisme ¢ et ou a3 (@Zfl(f)) désigne la normale a S au point = (voir chapitre 1).

Dans cette thése, on étudie trois sortes de films. 1l s’agit tout d’abord de films martensi-
tiques, puis de films hyperélastiques collés a un substrat rigide et fixe mais susceptible
de se décoller, et enfin de films ferromagnétiques.

1 Films courbés minces martensitiques

Les matériaux martensitiques font partie des alliages a memoire de forme. L’intérét
de ce type de matériaux réside dans le changement de forme qu’ils subissent lors d’un
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1. Films courbés minces martensitiques

refroidissement brusque qui les amene de la phase austénite a la phase martensitique
au cours d’une transformation applée transformation martensitique. Plus intéressant
encore, de tels matériaux peuvent retrouver leur forme initiale grace a un simple ré-
chauffement, d’ou le caractéere a mémoire de forme. Les formes différentes que prend
donc un objet composé d’'un matériau martensitique a haute température et a basse tem-
pérature, conférent a ce type de matériaux une grande utilité dans divers domaines de
I'industrie tels que I'industrie médicale ou I'industrie aéronautique. Dans notre travail,
nous nous intéressons au comportement d’un solide composé d’un matériau marten-
sitique se trouvant dans la phase martensitique a basse température, c’est-a-dire apres
avoir subi la transformation martensitique.

L’état d’équilibre d’un film courbé mince d’épaisseur h martensitique occupant un do-
maine €, et subissant une déformation @ est décrit par les minimiseurs de I’énergie
régissant son comportement. Celle-ci est constituée d’une partie d’énergie élastique in-
terne non linéaire et d’'un terme d’énergie d’interface du type Van der Waals due au
changement de phase

W@zéhw%ﬂﬁwwNw @)

ou x est une constante strictement positive, V2 est le tenseur 3 x 3 x 3 des dérivées
secondes et W (V) représente I’énergie élastique par unité de volume du matériau
comme fonction du gradient de la déformation ¢. On s’intéresse au comportement de
cette énergie et de ses minimiseurs sur un ensemble de deformations admissibles de la
forme

V ={p € H (U R); 3(x) = Av sur T}, (3)

ol A = (a|dz|as) est une matrice constante de A* et T, est la surface latérale de €,
lorsque I’épaisseur A du film tend vers zéro.

On commence notre étude par un changement de variables qui nous permet de tra-
vailler sur un domaine indépendant de I’épaisseur h. L’énergie qu’on obtient s’ecrit sur
un domaine €2; de la forme

1 1
le{xER?’,(xl,xg)Ew et —§<I3<§}. (4)



Introduction générale

Cette énergie par unité d’épaisseur s’écrit sous la forme

e(h)(@(h)) = K(h)(p(h)) + I(h)((h)), ()

avec
2 %90,3 Ap| dydx (6)
2

1) = | W[(es

1 1 _ t__
K(h)(p) = /Q K ‘ [(V?ﬁ@ + 5(63 ® Vpps+ Vpps®es) + 7303 ®e3® 63) ®Ah] A,

1 _ 2
+ [VpSO + AL ® 63] VU 0 W(xy, xa, has) | dy(x)da. (7)

Afin d’étudier le comportement de cette énergie ainsi que celui de ses minimiseurs on
procéde dans un premier temps a un développement asymptotique formel basé sur
un Ansatz. Ce développement asymptotique formel nous donne alors I’expression de
I’énergie limite, qu’on retrouve ensuite par ['-convergence mais cette fois sans utiliser
d’Ansatz.

1.1 Développement asymptotique formel

La méthode du développement asymptotique formel pour les plaques a été intro-
duite tout d’abord par P.G. Ciarlet et P. Destuynder dans [19] et P.G. Ciarlet [14]. Une
autre approche de cette méthode utilisant une formulation variationnelle seulement en
terme de déplacement a été élaborée par A. Raoult dans [46]. On peut trouver une des-
cription générale de cette méthode et des nombreux travaux dans lesquels elle a été
utilisé dans P.G. Ciarlet [17]. Cette méthode a ensuite été raffinée et améliorée en terme
d’hypotheéses par D.D. Fox, A. Raoult et J.C. Simo dans [31]. Ces auteurs résolvent une
suite d’équations d’Euler-Lagrange. Dans notre cas, la méthode qui semble la plus ade-
guate et la plus simple pour proceder au développement asymptotique formel, est celle
développée par O. Pantz dans [44] et qui améne a la résolution d’une suite de problemes
de minimisation.

On pose donc un Ansatz selon lequel toute solution du probleme de minimisation ad-
met un développement en puissances positives de h. On démontre alors, que I’énergie
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1. Films courbés minces martensitiques

elle-méme admet un développement en puissances de h de la forme

e(h) () = > h"e"(y). (8)

n=—4

En utilisant ensuite la méthode de développement asymptotique introduite par O. Pantz
dans [44], on montre la proposition suivante

Proposition 0.1.1. Aprés minimisation des énergies e %, e ,e72 et e~ !, I'énergie e obtenue
est de la forme

3 3
(o) :/Q (/i Z |d;)* + Z CijklE?jE,gl) det A(z) dx, (9)
L g=l gkl =1

avec ¢ € Vj, ou

11
Vi = {@ € H*(Q;R*); o(x) = Ao U(xy, 2y, has) SUr dw x (_57 5)}: (10)
vérifiant
90?3 =0et ‘10,133 =0, (11)

et

dy; = g Ui W+ Plas (Vo oy + W53 WO b) 4+ 05 Wi+ 00, Wil + 9% Uy U3, (12)

1
B = 5| (% %) Wah Wi+ (9 ) (Wah W3l + 03} Wah) + ok 03l w3 — 3] (19)

ot les fonctions W; ' et \If;jlk sont prises au point ¥ (zy, x5, 0).

On vérifie ensuite que nos résultats coincident avec ceux de Bhattacharya et James
(voir [8]) pour les plaques. Enfin, on les applique a quelques exemples simples de films
courbes tels que le cylindre et la sphere.

Dans le chapitre suivant, on calcule la T'-limite de I’énergie e(h) et on procéde a une
étude plus précise du comportement des minimiseurs de I’énergie.
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1.2 Comportement des minimiseurs et I'-convergence

On commence cette étude en démontrant I’existence de minimiseurs de I’énergie a
épaisseur constante. Ce résultat d’existence est obtenu grace au terme d’énergie d’in-
terface dépendant du tenseur des dérivées secondes de la déformation. On passe en-
suite au calcul de la T-limite de I’énergie qu’on a prolongé a I'espace L?(Q;;R?). La
I'-convergence est une notion introduite par De Giorgi [26], [27]. Elle a été utilisée a
maintes reprises pour étudier le comportement limite des films minces. Grace a ce résul-
tat de I'-convergence on obtient le corollaire suivant qui nous donne le comportement
asymptotique des minimiseurs de I’énergie e(h).

Corollaire 1. La famille des minimiseurs ¢(h) € H?(Q2;; R*) de e(h) sur V}, admet une sous-
suite (encore notée par ¢(h) ) telle que

o(h) — 0 fortement dans H?(2;; R?)
Lo(h)z  — b fortement dans H'(Q;; R?) (14)
1

Lo(h)ss — € fortement dans L?(Q;; R?)
oul (¢°, b, ) € W, minimise I'énergie limite

e(0)(¢°,0,2) = / {n\ (V20" + (63 ® Vb + V, b ® €3) + @ €3 ® e3) B Ao ()] ®Ao()

Q1
+ [Vp(po +b® 63]®V2\11—1 o W(xy,xs,0) ‘ ’ + W[(gp?l (x)|<,0?2(x)|5)A0 (x)] }do(x) dr (15)

sur W, avec

Wy = {((p, b, C) € HZ(Ql,R?)) X HI(QI,RS) X LQ(QI,R3) vérifiant Y3 = 0, b73 =0

~ ~ ~ 11

et p(z) = AW(w1,22,0), b(@) = AW(w1,32,0) = Aag(ar,22) sur dw x (=5,5) -

Dans le modéle limite que I’on obtient ainsi et qui correspond au modele limite ob-
tenu par développement asymptotique formel, un terme en dérivées secondes par rap-
port a la troisieme variable intervient, lequel n’apparait pas dans le cas plan. Ce terme
est d0 au caractére courbé du film. Cependant, ce terme ne joue aucun rdle dans la mini-
misation de I’énergie limite. Par contre, il y a apparition d’un terme d’ordre zéro en b qui
ne disparait pas lors de la minimisation. En effectuant un changement de variables in-
verse, on obtient une énergie limite bidimensionelle, matériellement indifférente, écrite
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2. Films courbés hyperélastiques fixés a un substrat rigide

sur la surface courbée S et dépendant de la déformation et d’un vecteur de Cosserat.
Cette énergie a comme expression

~ ~ ~ 2
{H \ V23(F) + VB(F) ® n(F) + n(®) ® VH(F) + b(@) ® V(@) \

S

700 - |

+W[VEE) + b n(7)] }da (16)

2 Films courbés hyperélastiques fixés a un substrat rigide

On étudie dans ce chapitre le comportement asymptotique d’un film courbé hyper-
élastique fixé a un substrat rigide lorsque son épaisseur tend vers zéro. L’état d’équilibre
du film est décrit par les minimiseurs de I’énergie " sur un ensemble de déformations
admissibles gu’on choisit de telle maniere a ce qu’il n’y ait pas d’interpénétration entre
le film et le substrat. On s’intéresse au comportement asymptotique de I’énergie ¢" et de
ses minimiseurs, quand ils existent, lorsque I’épaisseur du film tend vers zéro.

Dans [7], K. Bhattacharya, I. Fonseca et G. Francfort ont étudié le comportement asymp-
totique de films minces superposés, subissant une déformation et ayant chacun une
densité d’énergie élastique interne tout en permettant leur décollement lequel sera pé-
nalisé par une énergie d’interface. Leur travail est basé sur I’'analyse asymptotique par
I'-convergence des plaques non homogenes éeffectuée par A. Braides, I. Fonseca et G.
Francfort dans [9]. On se propose dans ce travail d’étudier le comportement d’un film
courbé mince posé sur un substrat rigide dont la surface supérieure est courbée. On
suppose que le contact entre le film et le substrat a lieu au repos en tout point de la face
inférieure du film. On impose en outre aux déformations que subit le film une condition
de non interpénetration, voir J. Ball [6], P. Ciarlet et J. NecCas [20] et [21] et Q. Tang [49].
Cette condition est trés importante du point de vue physique puisque dans les pro-
blémes de solides en contact, il est impossible qu’une partie d’un des solides pénétre
dans l'autre. On impose donc au solide déformé de rester en dehors du substrat sans
pour autant interdire le contact entre les deux sur leurs surfaces.

On considére donc une énergie ¢" composée d’une partie E" représentant I’énergie élas-
tique interne du film et d’une autre partie " d’énergie d’interface, liée au décollement
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Introduction générale

du film de son substrat

e =1"+ E", (17)
avec
P =n [ a(@)d (19)
et
EMNp) = _ WV dr, (19)

ou W est la densité d’énergie élastique du film, h*® est la densité d’énergie d’interface
avec o un nombre réel et |[¢]| est la norme du saut de la déformation a travers I'interface
entre le film et le substrat. On s’intéresse au probléme de minimisation de I’énergie &"
sur I’ensemble des déformations admissibles défini par

Vh = {3 e W (Q" R?), 3(") c Sc et 3(z) = x surT}, p > 3, (20)

ou S¢ représente I'adhérence du complémentaire du domaine occupé par le substrat.

Afin de travailler sur un domaine indépendant de I’épaisseur h, on procede a un pre-
mier changement de variables. On effectue ensuite un deuxiéme changement de va-
riables dans I’espace d’arrivée qui nous permet d’aplatir la surface supérieure du sub-
strat. Ceci permet de simplifier la condition de non interpénétration et facilite le calcul
de la borne supérieure de la I'-limite. Ainsi, I’énergie obtenue s’écrit sous la forme

e(h) (@) = E(h)() + I(h)(#), (21)

avec

0ol 05(@) Anle)| dulx)dr  (22)

et
T(h) (@) = ho! / ([ 0 @]]) | cOf VT (21, 2, hiryes]do. (23)

w

L’ensembles des déformations admissibles s’écrit alors

Vh={p e W"(Q,R?), ¢() C {x3 > 0} et @(x) = (x1, 22, has) sur dw x (0,1)}. (24)

On passe ensuite au calcul de la I'-limite qui nous permet d’obtenir le corollaire suivant.

10



2. Films courbés hyperélastiques fixés a un substrat rigide

Corollaire 2. Toute suite minimisante diagonale (h) de e(h) est bornée dans V" et ses va-
leurs d’adhérence pour la topologie faible de W '*(Q;, R*) sont des minimiseurs de I’énergie &(0)
définie par

([, QW50 >< <>| 2(v)) ) det A(z) do

2(0)(3) = ) [ (\Ifo<p) o(z)dzx sfazletc?eVM,
fQWo(:UI €1|62> etA sia<letp=1,
| +00 sinon,

ou I désigne I’identité de R?,
Vie = {@ € WP (Q,R?), ¢(Q) C {x3 >0}, p3(0) =0 et p(z) = (z1,29,0) sur dwx(0,1)}

(25)
etou ¢ :]1, +oo[— {0, 1} Vérifie

0 sia>1.

1 sia=1,
5(04){

En procédant a deux changements de variables inverses a ceux effectués auparavant
on obtient I’énergie limite écrite sur le domaine courbée

fgﬁ(a (), V3(F )dx—l—é ) [:®(|[F))dF sia>letGeV,

e(0)(p) = fs ( T) )d:v sia<letp=1,
+00 sinon,
ou I désigne I’identité de R?,
o]l = [o(@) — 21, (26)

I est la matrice identité de R?,
V={geW"@S R),3S) C S, etp(T) =7 sur IS}, (27)

as(r) est le vecteur unitaire normal & S passant par 7 et W : 52 x M? — R est la densité
d’énergie elastique membranaire définie par

1
Wie, F) = inf f W(F D dy|. 28
" Xewg?ﬁ(oeRs>[measoe/o[;gle (F+2@e+ Doax(y)dy).  (28)

11



Introduction générale

3 Films courbés minces ferromagnétiques

Le théorie du micromagnétisme, développée par L.D. Landau, E.M. Lifschitz [35]
et W.F. Brown [12], décrit le comportement magnétique d’un corps ferromagnétique.
Selon cette théorie, I’état d’un corps ferromagnétique est décrit par sa magnétisation m,
qui est un champ de vecteur défini sur R? et nul en dehors du corps, représentant la
densité volumique du moment magnetique macroscopique. Ceci signifie que m induit
un champ magneétique H dans tout I’espace. Les états que I’on observe lorsqu’un corps
ferromagnétique occupant un domaine 2 est soumis a un champ magnétique extérieur
H, sont les minimiseurs d’une énergie E, dépendant de la magnétisation m :

Eum) = [ {alVmP + Quplm) + Hom} + [ P, 29)

Le premier terme composant I’énergie totale est le terme d’énergie d’échange,

B = [ |Vl (30)
Q

Ce terme pénalise les variations spatiales de la magnétisation m afin de représenter la
tendance d’un specimen a réevéler des régions de magnetisation uniforme (domaines
magnétiques) séparés par des couches de transition trés fines (parois). Le coefficient
« est une constante du matériau, strictement positive. Le deuxieme terme intervenant
dans I’énergie totale est le terme d’énergie anisotrope,

Ean:/QQQO(m) (31)

Ce terme favorise des directions spécifiques de la magnétisation (les axes faciles) suivant
lesquels on suppose que ¢ s’annule. On suppose par ailleurs que ¢ est une fonction
positive et paire exhibant des symeétries crystallographiques. En outre, la fonction ¢ est
la restriction a S* = {x € R® || = 1} d’une fonction de C*(R?) strictement positive.
En général, ¢ est supposée polynomiale en m. Le coefficient ¢ contrdle I'importance
relative de I’énergie anisotrope par rapport a I’énergie magnétostatique. Cette derniere
est de la forme

1
Emag:/ §|H|2. (32)
R3

12



3. Films courbés minces ferromagnétiques

Elle représente I’énergie induite par la magnétisation m, ou H = —Vu est le champ
magnétique induit par m dans R?, et u est un potentiel scalaire vérifiant I’équation ma-
gnétostatique

div(—Vu +m) = 0sur R®. (33)

Le dernier terme composant I’énergie totale est le terme d’énergie externe ou de Zee-
man,

Eext:/He.m. (34)
Q

Ce terme est dG au champ magnétique extérieur dans lequel se trouve plongé le corps
ferromagnétique, pour plus de détails, voir A. De Simone [28]. A température constante
la magnétisation m vérifie en outre une condition assurant que le matériau soit toujours
saturé. Cette condition prend la forme

|m| = M sur Q, (35)

avec M une constante strictement positive, qu’on suppose ici égale a 1 sans perte de
généralite.

L’etude des films minces ferromagnétiques présente un grand intérét puisqu’on trouve
ce type de matériau dans divers secteurs de I'industrie. Citons a titre d’exemple les
bandes audio et vidéo, lesquelles sont des rubans ferromagnétiques utilisés pour obte-
nir des enregistrements audio ou video de haute densité.

Dans un premier temps, afin d’étudier ce type de films minces, quelques auteurs ont
considéré des films trés larges a épaisseur fixée (voir par exemple A. DeSimone [28] et
B. Dacorogna et I. Fonseca [23]). Ensuite, G. Gioia et R.D. James dans [33] ont étudié
le comportement d’un film mince, avec un champ magnétique extérieur nul, lorsque
son épaisseur tend vers zéro. Ces auteurs ont considéré un film mince ferromagnétique
occupant un domaine €, d’épaisseur h. Ce film a une énergie par unité de volume dé-
pendant de la magnétisation m.

G. Gioia et R.D. James montrent que la magnétisation minimisant I’énergie totale du film
mince converge quand h — 0 vers une magnetisation minimisant une certaine énergie
limite. Cette énergie limite est locale, c’est-a-dire que I’équation magnétostatique (33)

13



Introduction générale

disparait complétement du modele limite. G. Gioia et R.D. James montrent aussi que la
magnétisation limite est indépendante de la direction normale au film plan, c’est-a-dire
gue le modéle limite est bidimensionnel. Dans [4], R. Alicandro et C. Leone ont géné-
ralisé le travail de G. Gioia et R.D. James en considérant une densité d’énergie W plus
génerale, dépendant de la magnétisation et de son gradient, vérifiant des hypotheses de
croissance et englobant les deux parties d’énergie d’échange et d’énergie anisotrope. lls
utilisent pour cela la notion de quasiconvexification tangentielle introduite par B. Daco-
rogna, |. Fonseca, J. Maly et K. Trivisa dans [24] pour trouver la relaxation d’une classe
d’énergies ou la déformation est contrainte a rester dans une C*-variété de dimension ¢
de R?.

Nous reprenons ici les travaux de G. Gioia et R.D. James ainsi que celui de R. Alican-
dro et C. Leone pour les adapter aux cas des films courbés. Aprés le changement de
variables usuel qui nous permet de travailler sur un domaine plan, I’énergie s’écrit sous
la forme

c(m)(m(1) = [ [W (). () () ol () ) 1)

45 (AT @), u(h) o, () ), m(h) ] di - (36)
et I’équation magnétostatique s’écrit
(v(—Ag(x)fhvu(h) () + m(h) (g;))) (AT(2)I,) = 0 sur R®. (37)

On commence par étudier le terme d’énergie magnétostatique

1

1
Emahm:/—ATu,u,—u ,m| dy dx, 38
)0 = |5 (AL, e fus)m) di (39)

en examinant le comportement du potentiel magnétostatique vérifiant I’équation (33).
On obtient la proposition suivante.

Proposition 0.3.1. Soit (k) une suite de fonctions L?(R?; R?) telle que m(h) = 0 sur Qf et
im(h)| = 1 sur Q, vérifiant m(h) — m(0) fortement dans L*(R*; R?), et soit a(h, m(h)) la
solution de I’équation magnétostatique (5.30) associée & m(h). On a alors

Vai(h, m(h)) — 0 dans L2(R*; R®) et %a(h, m(h)s —w dans IX(RY),  (39)

14



3. Films courbés minces ferromagnétiques

ol w € L*(R?) vérifie

lwa®|? do dx = (a3, m(0))|? do dz, (40)

R3 91

ot a” représente le troisiéme vecteur colonne de A% (z) = VU 1 (U(zy, 25, 0)) et qui est égal a
a3 le troisieme vecteur de la base covariante associée au difféomorphisme ¢ sur €2;. De plus,

Eimag(h)(m(h)) = Enag(0)(m(0)) = % ) |(as, m(0))[* do da. (41)

On passe ensuite au calcul de laI'-limite de I’énergie totale qui nous permet d’obtenir
le corollaire suivant sur le comportement des minimiseurs.

Corollaire 3. Toute suite minimisante diagonale m(h) de e(h) est bornée dans

V ={me L’(R*R’), vérifiant m o, € W"?(Qy; R?),
Im| =1, p.p.sur Q; et m =0, p.p.sur Q}. (42)

et ses valeurs d’adhérence pour la topologie faible de W' (Q;, R*) appartiennent a
Vi ={meVetmz=0sur}. (43)
et minimisent I’énergie ¢(0) définie par
c(O)m) = [ {QWala,m(a), (malma) + aaa)m) P Yods, (@4

ou ng?’Wo désigne I’enveloppe quasiconvexe tangentielle de la relaxée de 1.

En effectuant le changement de variables inverse, on trouve que I’énergie limite
écrite sur la surface courbée est de la forme

aWWzéﬁWMMmWM»H%(%wﬁmﬁﬂi (45)

ol a3 (¢! (%)) désigne le vecteur unitaire normal a S au point 7 et IV : 5% x $2 x M3 est
définie par

Wi(e,y, F) = inf inf W(y,F+z®e+ D, ds|. (46

Cy.p)=  f meas / { inf W(y x(s)} ds|. (46)
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Chapitre 1. Rappels mathématiques et préliminaires géométriques

1.1 Introduction

On va étudier dans tout ce qui suit le comportement de films courbés minces d’épais-
seur h occupant des domaines ouverts Q" lorsque leur épaisseur h tend vers zéro. Pour
cela, on est amené avant de commencer I’analyse asymptotique, a effectuer un change-
ment de variables afin de travailler sur un domaine d’épaisseur fixe indépendante de h.
On étudie en suite le comportement asymptotique de I’énergie décrivant I’état d’équi-
libre de ces films courbés et de ses minimiseurs (quand ils existent) lorsque I’épaisseur
h tend vers zero. L’outil principal qu’on utilise pour faire cette analyse asymptotique
est la I'-convergence qui fournit simultanément I’énergie limite et le comportement des
minimiseurs. Dans le cas des films martensitiques ou hyperélastiques posés sur un sub-
strat les énergies étudiées ont une partie d’énergie interne dépendant du gradient de la
déformation que subit le film courbé et une autre partie qui dépend soit du tenseur des
derivées secondes de la deformation (énergie d’interface du type Van der Waals), soit
de la déformation elle méme (énergie d’interface d’un autre type dépendant du saut de
la déformation). L’énergie étudiée dans le cas des films ferromagnétiques comporte une
partie d’énergie dépendant de la magnétisation et de son gradient englobant I’énergie
d’échange et I’énergie anisotrope et une partie d’énergie magnétostatique dépendant de
la magnétisation et du champ magnétique qu’elle induit.

On commence donc par une description de la geométrie du film courbé dans sa
configuration initiale. On rappelle ensuite la définition et les propriétés principales de
la I'-convergence.

1.2 Notations et préliminaires géomeétriques

Soit (e, €5, e3) la base orthonormée canonique de I’espace euclidien R’. La norme
d’un vecteur v de R® est notée |v|, le produit scalaire de deux vecteurs v et v par u - v,
leur produit vectoriel par « A v et leur produit tensoriel par v ® v. Soit M? I'espace des
matrices 3 x 3 a coefficients réels muni de la norme usuelle |F|=y/tr(FTF). On note
A = (a1|az|as) la matrice de M?® dont la premiére colonne est a;, la deuxiéme est a, et
la troisiéme est as. On note par V2 le tenseur 3 x 3 x 3 des dérivées secondes d’une
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1.2. Notations et préliminaires géométriques

déformation ¢ : Q — R3.

On note par M***** I’ensemble des tenseurs 3 x 3 x 3 a coéfficients réels. Soit P =
(pijr) un tenseur d’ordre 3, le tenseur P” de composantes g;;x = pix; est le transposé
de P par rapport au second et au troisieme indice. Soit P un tenseur d’ordre p > 1 et
soit ) un tenseur d’ordre ¢ > 1. On appelle produit tensoriel contracté des tenseurs P
et (Q qu’on note PRQ, le tenseur d’ordre p + ¢ — 2 dont les composantes sont obtenues
par sommation des produits des composants de P et () sur le dernier indice des com-
posantes de P et le premier indice de celles de Q. Par exemple, sip = 3 et ¢ = 2 on
a

PRQ = P;jpQrm(ei ® e; @ en). (1.1)

Tout au long de ces travaux, on utilisera la convention de sommation. Les indices grecs
prennent leurs valeurs dans I’ensemble {1, 2} et les indices latins prennent leurs valeurs
dans I’ensemble {1, 2,3}.

On considére le domaine représentant un film courbé mince d’épaisseur h dont
la surface moyenne est S, une sous-variété bidimensionnelle de classe C? de R? bornée
et qui admet un atlas comportant une seule carte. Soit 1/ cette carte. C’est donc un C?-
difféomorphisme d’un ouvert borné w inclus dans R* sur S. On suppose que w admet
une frontiére dw lipschitzienne et que 1/ est prolongeable en une fonction de C?(w, R?).
Soient a, () = ¥, (x) les vecteurs de la base covariante du plan tangent T¢(I)§ associés
a la carte ¢, ou v, désigne la déerivéee de ) par rapport a la o ieme variable. On suppose
gu’il existe un ¢ > 0 tels que

a1 () A ag(w)[ >0 surw (1.2)

et on définit le vecteur as(z) = |a15x; 2 “2233§|
ai(x) A as(x

unitaire normal au plan tangent. Les vecteurs a;(z), as(z) et az(x) constituent la base

appartenant a C*(w, R*). C’est le vecteur

covariante. On définit les vecteurs de la base contravariante par les relations
a“(z) € T¢(,;)§, a®(z) - ag(x) = dap €t a*(x) = az(x). (1.3)
On pose A(z) = (a1(x)|az(x)|as(x)). On remarque que A(z) est une matrice inversible
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sur @ dont I'inverse est donné par

A7 (@) = (d ()|’ (z) e (2)) " (14)
On remargue aussi que
det A(z) = |cof A(x) - e3| = |ai(z) Aag(x)] > 6 > 0 surw. (1.5)
Le domaine fzh s’écrit
O 3 95~ Q ~ —1(7 —h h
Q,={zeR, 3T € S,z =T+ nas(¢v (7)) ave07<77<§} (1.6)

et pour 7 € €, on a
F=7@) + |7 - 7D) - (0T G@)] e F)),

ou 7 est la projection orthogonale qui envoie Q, sur S. L'application 7 est bien définie et
de classe C'!' pour h assez petit par rapport aux rayons de courbure de S.0On peut donc
définir les coordonnées curvilignes d’un point du domaine (), associé a la carte W par

(21,72) = ¢ 1 (7(T)) etas = (T —7(T)) as(¥ (7)) (1.7)

On définit le domaine 2, par

h
Qp = {$ € R,z = (w1, 29, 23), (z1,22) € w5 <3< 5} (1.8)

On définit ensuite, pour un h* assez petit, le C*-difféomorphisme ¥ : Q). — Qp- par
U (21, 29, 23) = V(21, 72) + 303(21, T2). (1.9)

Ce difféomorphisme est I'inverse du changement de variables qu’on effectue afin de
travailler sur un domaine plan, et son gradient est égal a

V\I/(.'L'l, ZT9, 1'3) = A(IL‘I, 1'2) + .'L'3(CL3,1(IL'1, x2)|a3,2(x1, .'L'Q)|O) (110)
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zn () = (71, 2, %)

Figure 1. Changements de variables

La matrice VW(xq, x, z3) est partout inversible et son déterminant est le jacobien du
changement de variables. Dans toute la suite, ~ désignera une suite quelconque de
nombres réels inférieurs a h* et strictement décroissante vers zéro. On pose

Ah(l') = Vlyil 0] \Il(l'l, T2, hl’3)

= (A(21, 22) + has(asy (11, 2)|as (1, 72)]0))

et

dp(z) = det VU (xy, o, has). (1.11)

On démontre le lemme suivant
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Lemme 1.2.1. Le C?-difféomorphisme U vérifie les propriétés suivantes :

Ap(x) — Ag(z) dans C°(2y) lorsque h — 0
V232Ut o W(zy, 29, has) — V2O Lo W(xy, 19,0) dans C°(Qy) lorsque h — 0
dn(z) — do(z) dans C°(Qy) lorsque h — 0.

Preuve

La premiére convergence découle du fait que, puisque ¥ est un C2-difféomorphisme
de ©;, dans Q,, il en est de méme pour &1 ce qui implique que les dérivées premiéres
de U~! sont lipschitziennes. Ceci implique que

1An = Aollzoiny = VI oo 2" = VI 0 W o 25| a)

< csup |z, (2) — 2z ' (2))]
reN

= Ccsup |($1,$2,h$3) - (5U1,$2;0)|
e

<ch—D0.

Pour la deuxiéme majoration on utilise le module de continuité de VU1 et le fait que
U est lipschitzienne. Pour une fonction f continue sur un compact K on definit w; :
Rt — R* par

wy(r) = max |f(z) — f(y)]. (112)
lz—y[<r
Ona
we(r) = 0. (1.13)

On applique ceci pour f = V2¥~! on obtient que
V2T ooz — VU oWo sy |re) < wyzet ([[T(2") — Uz )l)  (1.14)
Or, comme V! est lipschitzienne on a

19 (z") = Wz )l < ¢ sup |2 (@) — 2" ()]

= csup |($1,$2;h$3) - ($1,$2,0)|
reN

<ch—0.
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Par suite, on a
wezs (1W(z"1) = ¥z Ylli=) = 0, (1.15)
ce qui nous donne la deuxiéme convergence. Enfin, I'application det : A/ — M3 est
linéaire par rapport aux colonnes, ce qui implique que
dp(z) = det (VU (z1, 2o, has))
= det(ai|az|as) + hzs (det(ar|as|as) + det(as 1 |az|as)) + h’a3(as 1 |aszlas).

Par conséquent on a
|dh(.ZU) — d0($)| = h|.ﬁU3 det(a1|a3,2|a3) “+ T3 det(a3,1|a2|a3) + hx%(a371|a372|a3)|, (116)
ce qui impligue que

sup |dy(z) — do(x)| — 0, (1.17)

TEN
ce qui achéve la démonstration.

1.3 Rappels sur la I'-convergence

Soit X un espace topologique, on note par N (z) I'’ensemble des voisinages ouverts
d’un point » € X. Soit G}, une suite de fonctions de X dans R = R U {+o0}. On définit
lal —liminfetlal — limsup de (G},) par

(' — h%n_}(?th)(x) = Ui%?m) llgl_}lglf;g{f] Gh(y) (1.18)
et
(' = limsupGy)(z) :== sup limsup inf Gp(y). (1.19)
h—0 UeN(z) h—0 YEU

Il découle de cette définition que si X est un espace métrique, G; estlal’ — lim inf de G,
si et seulement si

Gi(x) = inf {liminf G\, (zy); x, — x dans X}, (1.20)

{zp} " h—0+

et G, estlal’ — limsup de G}, si et seulement si

Gs(x) = inf {lim sup G, (zy); xp, — x dans X}. (1.21)

{zn} " hoo+
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SiT —limsup G, =T — liminf G}, on dit que G}, est I'-convergente avec
' —limGp, =T —limsupGy, =T — liminf G}, (1.22)

On obtient comme conséquence de ces définitions qu’une suite G}, de fonctions d’un
espace métrique X dans R = RU {+oo} est I'-convergente vers G, pour la topologie de
X si et seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites pour tout z € X

V z, — x,liminf G (z,) > Go(z),
Jyn — x,Gr(yn) = Go(x).

Les propriétés de la I'-convergence qui nous intéressent sont des propriétés de compa-
cité a savoir que toute suite G, : X — R admet une sous suite I'-convergente, et que
si les minimiseurs de G}, restent dans un compact de X indépendant de h, alors leurs
valeurs d’adhérence sont des minimiseurs de G.

On a aussi la proposition suivante qu’on peut trouver dans [25].

Proposition 1.3.1. Les fonctions I' — limsup G, et I' — lim inf GG}, sont semi-continues infé-
rieurement pour la topologie de X.

Preuve
La démonstration découle du fait que si O est la topologie de X et si on considere
une fonction o : © — R quelconque alors la fonction définie par

F(z) = sup «(U), (1.23)
UeN (x)

ou N (z) désigne I'ensemble des voisinages ouverts de x au sens de O, est semi-continue
inférieure dans X. En effet, soit ¢ € R une constante et considérons I’'ensemble

V={yeX, Fly) > c}. (1.24)

Montrons que V' est un ouvert de X. Soit z € V, ceci implique que
F(z) > ¢, (1.25)

ce qui implique qu’il existe un voisinage ouvert U, € N (z) tel que
a(U,) > c. (1.26)
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Soit = € U, quelconque. Ceci implique que U, € N (x) et donc que

F(z) = sup a(u) > a(U,) > c. (1.27)
uwEN ()

Par conséquent, = € V et par suite U, C V, ce qui prouve que V' est un ouvert. En
appliquant ceci aux fonctions

aU) = llgﬂ_}l&lfll{}f G, (1.28)
et
a(U) = limsupinf G, (1.29)
h—o U

et grace aux deéfinitions de lal'—lim sup et de laI'—lim inf dans (1.18) et (1.19), on obtient
la preuve de la proposition.

OJ

Pour plus de détails sur les propriétés et les caractéristiques de la I'-convergence voir
[5], [25], [26] et [27].

27



Chapitre 1. Rappels mathématiques et préliminaires géométriques

28



Premiere partie

Materiaux martensitiques

29






Chapitre 2
Films courbés minces martensitiques -
Développement asymptotique formel

31



Chapitre 2 Films courbés minces martensitiques - Développement asymptotique formel

32



Chapitre 2

Films courbés minces martensitiques -
Développement asymptotique formel

Résumé

On consideéere un film courbé mince martensitique dont le comporte-
ment est régit par une énergie composée d’une partie d’énergie hyper-
élastique interne non linéaire dépendant du gradient de la déformation
et d’une partie d’énergie d’interface du type Van der Waals dépendant
du tenseur des dérivées secondes de la déformation. On effectue un dé-
veloppement asymptotique formel basé sur un Ansatz pour trouver la

limite de cette énergie lorsque I’épaisseur du film tend vers zéro.
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2.1 Introduction

On s’intéresse dans cette étude a des films courbés minces, composés d’un maté-
riau du type martensitique. Les matériaux martensitiques font partie des alliages a mé-
moire de forme. A partir d’une phase & haute température appelée phase austénite,
le matériau subit une transformation réversible par refroidissement brusque appelée
transformation martensitique, qui I'améne a la phase martensitique. Au cours de cette
transformation qui est quasi-instantanée, le solide subit une faible variation du volume
et un important cisaillement de la structure dans une direction bien déterminée. Grace
a la réversibilité de la transformation martensitique, le solide peut retrouver sa forme
initiale par un simple réchauffement. Ainsi, le matériau a une forme géomeétrique bien
définie a basse température et une forme différente a haute température. C’est la que se
situe la grande importance de ce matériau dans divers secteurs d’applications tels que
I’aéronautique, I’électronique et le secteur medical. Citons a titre d’exemple les microac-
tionneurs ou les protheses de col du femur, lesquels ont une forme initiale facilitant leur
mise en place a la température ambiante et qui prennent leur forme fonctionnelle a la
température du corps humain suite a la transformation martensitique. Dans notre tra-
vail, nous allons nous intéresser au comportement d’un solide composé d’un materiau
martensitique se trouvant dans la phase martensitique a basse température, c’est-a-dire
apres avoir subi la transformation martensitique.

L’etat d’équilibre d’un film courbé mince d’épaisseur ~ martensitique occupant un do-
maine €, et subissant une déformation @ est décrit par les minimiseurs de I’énergie
régissant son comportement. Celle-ci est constituée d’une partie d’énergie élastique in-
terne non linéaire et d’'un terme d’énergie d’interface du type Van der Waals due au
changement de phase

(3) = / 5 [V23° + W(V§)] du 2.1)

ou x est une constante strictement positive, V2¢ est le tenseur 3 x 3 x 3 des dérivées
secondes et W (V) représente I’énergie élastique par unité de volume du matériau
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comme fonction du gradient de la déformation ¢. On s’intéresse au comportement de
cette énergie et de ses minimiseurs lorsque I’épaisseur A du film tend vers zéro.

Pour cela on va procéder, dans un premier temps, a un développement asymptotique
formel fondé sur un Ansatz afin d’obtenir une indication sur la forme de I’énergie limite.
La méthode du développement asymptotique formel pour les plaques a été introduite
tout d’abord par P.G. Ciarlet et P. Destuynder dans [19] et P.G. Ciarlet [13]. Une autre
approche de cette méthode utilisant une formulation variationnelle seulement en terme
de déplacement a été élaborée par A. Raoult dans [46]. On peut trouver une description
génerale de cette méthode et de quelques travaux ou elle a été utilisé dans P.G. Ciar-
let [16]. Cette méthode a ensuite éeté raffinée et ameéliorée en terme d’hypothéses par
D.D. Fox, A. Raoult et J.C. Simo dans [31]. Ces auteurs résolvent une suite d’équations
d’Euler-Lagrange. Dans notre cas, la méthode qui semble la plus adéquate et la plus
simple pour procéder au développement asymptotique formel, est celle développée par
O. Pantz dans [44] et qui améne a la résolution d’une suite de problémes de minimisa-
tion.

On va commencer notre étude par un changement de variables qui nous permettra
de travailler sur un domaine indépendant de I’épaisseur h. Ensuite on procédera au cal-
cul des termes du développement asymptotique de I’énergie, ce qui nous aménera a la
résolution des problémes de minimisation. Les solutions obtenues nous donneront alors
une idée sur I'expression de I’énergie limite puisqu’il s’agit d’une démarche formelle.
On terminera enfin par une illustration de nos résultats dans le cas des plaques et de
guelgues exemples de films courbés de forme simple.

2.2 Mise en ceuvre

2.2.1 Changement de variables

Dans son état de référence le film mince occupe le domaine Qy, introduit au chapitre
1. On va associer a toute déformation ¢ sur Q I’énergie

(@) = K"() + "), (2.2)
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ou

B'@) = [ Vel (23

Qp
représente I’énergie d’interface avec  une constante strictement positive, V>¢ est le ten-
seur 3 x 3 x 3 des dérivees secondes et

"@) = | W(Vp)ds (2.4)

o8
est I’énergie interne élastique, avec W : M® — [0, +oo[ réguliére et vérifiant les hypo-
theses de croissance et de coercivité : J¢;,co > 0

VA e M? c(JAP — 1) < W(A) < cp(|A]"+1) avec2 < g <6, (2.5)

ainsi que I’'axiome d’indifférence matérielle, c’est-a-dire que pour toute matrice 3 x 3 A
et toute rotation R dans SO(3),0n a

W(RA) = W(A),

ot SO(3) ={R e M*: RTR = I,detR = 1} est le groupe de rotations de R’.

On s’intéresse au probléme de minimisation de I'énergie ¢" sur I’ensemble des déforma-
tions admissibles 1/ défini par

V ={p e HQ:R®); ¢(z) = Az sur I, }, (2.6)

ol A = (a|az|ds) est une matrice constante de M? et I, est la surface latérale de 2,. On
étudie le comportement de cette énergie et celui de ces minimiseurs lorsque I’épaisseur
du film courbé tend vers zéro. Pour cela on commence par faire un changement de
variables qui nous permet de travailler sur un domaine indépendant de I’épaisseur. On
procéde en deux étapes. Dans la premiére étape, on se raméne a un domaine plan grace
au fait que, pour tout 7 € €, il existe un unique z € Q, tel que 7 = ¥(z), ou

h h
Qh:{x€R3,EIx'€w,x:x’+7763,—§<77<§}, 2.7
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ceci pour h assez petit (voir chapitre 1). Si ¢ est une déformation du film dans sa confi-
guration de référence, on définit ¢, : Q, — R3? par

Vi € O, on(r) = @(¥(2)). (2.8)

Sachant que I’énergie totale est de I’ordre de & pour le régime de déformations que I’'on
vise a la limite (par définition du régime membranaire), on s’intéresse au comportement

o . . s NPT DU . .
limite de I’énergie par unité d’épaisseur c’est-a-dire Eéh(go). Pour toute déeformation
on : Q — R3 on pose donc

|
e"(pn) = Egh(GO) (2.9)
et on obtient par changement de variables

o =1 [ {W(Te v 0@)

+ x| (VB (VEto qf))T@(v\pl 0 W) + Vi B (VI o W) | 2} det V¥ da.

+ W (Vin(z) v\rl(qf(x)))} det VU (z) da.

(La notion de produit tensoriel contracté ® a été introduite au premier chapitre). On
définit ensuite I’application z, : Q, — R® par

T
2n (w1, 29, 23) = (21, T2, f) (2.10)
L’application z, envoie 2, sur I'ouvert
3 1 1
le{xER,(:vl,xg)Ew et —§<x3<§}. (2.11)

A toute déformation ¢, sur €2, on associe la déformation (k) : Q, — R* définie par

p(h)(x) = @n(z; ' (7). (2.12)
On pose enfin
e(h)(p(h)) = " (¢n). (2.13)
On obtient alors
e(h)(¢(h)) = K(h)(p(h)) + I(h)(¢(h)), (2.14)
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avec X
2 ‘ E@,a) Ah] dy, dx (2.15)

1) = | W[(es

| | o
K(h)(p) = / K ‘ [(VZ@ + E(es ® Vpps+ Vpps®es) + 723 ®e3® 63) ®Ah] A,
1951
1 . 2
+ [Vop + 62 ® 5| @V 0 W(ay, 3, has) | di(w)d, (2.16)

qui s’écrit aussi

K(h)(g@) = / K Z ‘ (@)Z,OL,B("L.)\I](;}C © \Ij(xlax27 h.’L'?,) \IIEE © \:[j(xla T, h’x3)
1951

1
+ E(S@)Z’,ag (\IJ;iC o W(xy,xs, hag) \Ilg,; o W(xy,xe, has) + \11;7; o W(xy,xs, has) \I/;,,lc o W (xy,xe, hfL’3))
1
+ ﬁ(ga)z;),;),(x)\I!;l,lC o U(xy,xo, h3) \Ilgjl o U(xy,xo, h3)
1 2
+ (g@),,a(x)\llgik o W(xy,x, has) + E(SO)z,:’,(a:)\I!;]lk o W(xy,xe, has) | dy(z)dz, (2.17)
ou I’on a posé
dp(x) = det VU (xy, xo, has) (2.18)
et
Ap(z) = VU™ o U(zy, 29, has) (2.19)

avec les notations V,p = ¢, ® e, et V2 = ¢ 45 ® €, ® e5. On peut dés lors commencer
la procédure de développement asymptotique sur le domaine €.

2.2.2 Développement asymptotique

Pour pouvoir procéder au développement asymptotique, on a besoin d’une expres-
sion explicite de la densité d’énergie interne élastique . On suppose donc que le ma-
tériau est un matériau de Saint \Venant-Kirchhoff, c’est-a-dire que

W(A) = %(tr(ATA —1)P + M r(ATA - 1) pourtout A € 0P, (2.20)

ou A > 0etyp > 0sont les constantes de Lamé du matériau. Ce choix peut sembler
peu adapté au contexte de notre étude, puisque le matériau de Saint Venant-Kirchhoff
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ne présente pas de changement de phase, alors que nous lui ajoutons une énergie d’in-
terface. En fait, le but de cette étude formelle est de fournir une idée sur la forme de
I’énergie limite pour un veéritable matériau martensitique dans des cas plus généraux de
facon a servir de guide dans I’étude par I'-convergence menée au chapitre suivant. Le
matériau de Saint Venant-Kirchhoff permet des calculs explicites relativement simples,
alors qu’une énergie possédant des puits de potentiel sur les différentes phases condui-
rait a des calculs autrement complexes.

On note P(h) le probléme consistant a trouver ¢(h) vérifiant :
e(h)(p(h)) = inf{e(h)(p), ¢ € Vi} (2.21)
avec
9 3 ~ 11
Vi, = {go € H(Q;R); p(z) = Ao W(xq, 29, hrs) SUr Ow X (—5, 5)}, (2.22)
ol A = (a|a»|ds) est une matrice constante de M3,

Ansatz 1. On suppose que la solution (k) du probleme P(h) admet un développement en
puissances de A

p(h) = @+ he' + h2p* + ...

Remarque 1. Les dérivées premieres \IJ;I et secondes \IJ;} prises au point W(zy, xo, ha) ad-
mettent chacune un développement asymptotique en puissances de h. Ce développement peut
étre obtenu en utilisant la formule de Taylor-Lagrange et en supposant que ¥ ! est suffisam-
ment dérivable.

Partant de I’Ansatz 1 et de la remarque 1, on va montrer que I’énergie e(h) admet un
développement asymptotique en puissances de h. On obtient dans un premier temps la
proposition suivante.

Proposition 2.2.1. La fonctionnelle (k) admet un premier développement asymptotique en
puissances de A

e(h)(p) = Y h"ep(yp). (2.23)

n=—4
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avec
e (p) = / (ﬁ; |di_j2|2 + C’ijklEing,f) co dx, (2.24)
—3 Ql
e () = Z /Q1 (Ii d*;’.’jJ’Q : d;jp_5+0ijklEfj+2E,:lp_5> co + (FL dij? - di}? —i—C’ijklEi;zE,:lz) ¢y dz

p=—4

(2.25)
et pour tout n > —2

n n—1
62((,0) — Z /Q (K; df;‘z . d?j—p—Q + CijklEfj+2Ezl_p_2)Co dr + Z /Q (H dfj—i_? . d?j—p—:z
1 1

p=—4 p=—4
n—2
+ Cij“EfjHEZl_p_?’)q dr+ Y / (,@ A i Y CWEg’j”Eg;p—4)cz dr, (2.26)
—Jo

ou les quantités dﬁ.’j et Eﬁ’j seront définies dans (2.47)(2.48) et (2.52), cg, ¢, et ¢, dans (2.35), et
C'kt sont les composantes du tenseur d’élasticité.

Remarque 2. Il faut noter que les termes e, que I’on obtient dépendent de &. Il ne s’agit pas d’un
développement asymptotique au sens usuel du terme. Néanmoins, la remarque 1 nous permettra
de déduire (voir proposition 2.2.3) que e(h) admet un second développement asymptotique en
puissances de ~ comportant des termes indépendants de / de la forme
e(h)(p) = D "(o)h" (227)
n>—4
On utilise ensuite la méthode de O. Pantz qui consiste a résoudre une suite de pro-
blémes de minimisation et qui repose sur la proposition suivante demontrée dans [44].
Dans ce qui suit, on désignera par ¢ la suite (¢');cy et I’on écrira

e(h)(p) = e(h)(p(h))- (2.28)

Proposition 2.2.2. La solution ¢ = (g@o, o', o2, ) de la suite des problemes P(h) est telle que

ee ) Qu (2.29)

n=—4
avec

Qni1 = {© € Qn,€"(p) = inf €"(¢)}

©'EQn
et

Q1= {p e C(y; ]R?’),Zgo”h" € Vi}.
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On désigne par P, le probleme consistant a déterminer I’ensemble des minimiseurs
de e” sur @,,.

La proposition 2.2.2 nous permet d’obtenir la solution ¢(h) de P(h) par la résolution
de la suite récursive des problemes P,.

Démonstration de la proposition 2.2.1 et calcul des termes du développement asymp-
totique

Onrappelle qu’on suppose que le matériau est un matériau de Saint Venant-Kirchhoff
et donc que

™@) = _W(v9) (2.30)
avec
W(V3) = CMEL () Ely(?) (2.31)
ou
CM = XG6M 4 (5707 + 571 67%) (2.32)
est le tenseur d’élasticité et
B'@) = 5IVE"VE - 1] (233)

est le tenseur de déformation.

Lemme 2.2.1. Le jacobien du changement de variables det VW (x4, x5, has) est polynomial par
rapport a h avec

det VU (zy, 7y, has) = co + hey + hies. (2.34)

Preuve
On obtient ceci simplement en développant le déterminant par rapport aux colonnes du
gradient, on obtient

Cy = det(a1|a2|a3), C1 = xg[det(a1|a372|a3) + det(a3,1|a2|a3)] et Cy = .ZU% det(a371|a372|a3).
(2.35)

OJ
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Lemme 2.2.2. Les composantes E"( 7) du tenseur de déformation E" () admettent un déve-
loppement en puissances de A,

=Y B (2.30)
n>—2
ou
R P 1~ = o~
E%Q_gczoj, El]1 2(B0 +01) _i(A?j+Bi1j+Ci2j—6ij) (2.37)
et
- 1 ~ ~ -
E} = 5(14:“7 + Bt 4+ CE?) pourn > 0, (2.38)
avec N
p=0
Bl = (Wl + 010} (Do ek i) (2.40)
p=0
et
n_ 3z1\p312903 7, (2.41)

ou les dérivées des ? sont prises au point z;, o U~ (7). Les coefficients E" dépendent donc de h.

Preuve

Ona
~ 1 _ _
Eij(h) = 5(@i- @5 = 0y). (2.42)

On exprime les dérivées de ¢ en fonction de celles de ¢ et on obtient

5@ = (pia 02 0 W (@) ()0 (@) W, (@), (2.43)
avec
1
(zh)a,ﬂ == (Saﬂ et (Zh)z',g = (Zh)gyi = E(SB (244)
En explicitant les termes en les dérivées de z;, et puisque p(z) Z h? P (), on obtient
p>0

) =30 (o200 (@)W, L@ + %(s@f’g 020 U (@) UL(3))).  (245)

p>0
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On a alors en appliquant le produit scalaire

50 540 = 303 (om0 U @)W + 3 (Fho 2o (@) W5} (D)

n>0 p=0

e o . 1, ., 1~ 1~
-(((p’ﬁpozho\IJ 1(3;))\Ifﬁ,§-(a:)+ﬁ(<p73 Poz,oW l(x))\Ifg,;(x)),
et donc
al® Zh"(A"+ B”+h20")>.
n>0

avec les A?J, B{‘j et C7: definis comme ci-dessus, ce qui nous donne le résultat.

O

Lemme 2.2.3. Le terme d’énergie élastique interne 7(h)(¢) admet un développement en puis-

sances de A .
I(h)(p) = Y In(p)h", (2.46)
n=—4
ou

I[7'p) = /Q CME 2 By eo da,

-3
[,1_3(g0) = Z/Q C’ijklEZﬂ'zE,;lp_Sco der/Q C’ijklEi;QEk_chl dx
p:—4 1

et pour tout n > —2

Z/ C’”I“dEf;r2 E" P 2co da + Z/ C’”klEf;Jr2 E" P3¢, da
o

p=—4 p=—4
2 4
+§ / CMEY By P ey dx.

p=—4

ou

B = 008 Byl = S(BY+Cl), By = LAY+ By+ Ch—65)  (247)
et
El = %(AZ + B+ 1) pour n > 0, (2.48)
avec .
Ay = W (U (2) W5 (P (e (2)) D Pal@) - ¢ P (), (2.49)
p=0

43



Chapitre 2. Films courbés minces martensitiques - Développement asymptotique formel

By = (W5} (UG @) ) (U (0) + ok (T (@) 5 (U= ()
(D ¢h@) ¢ (@) (@50

et
O = U3 (W (2)) U35 (V(z7 () ) #h(x) - 5" (@), (2.51)

sachant que les cg, ¢, co Sont définis dans le lemme 2.2.1.

Preuve
Ona

PG)= [ CMELFEL da.
Qp,
On remplace les Ef}(&h) et les EI/(3") par leurs développements en puissances de / et
on effectue le produit scalaire des deux séries, on obtient

n

@ =3 (( Z/Q CUMEL (G B (@) da ) ) .

n>—4 p=—4

Par changement de variables on a

1~ y
I(p) = - 1"(@ Z / CUM LB, P det VU (a3, hay)da ) )1

h
n> 4 p=—4

On remplace le jacobien par son développement en puissances de ~ on obtient

n

I(p) = Z (( Z C’J“EZ”E& L 2(co + hey + h%ﬂdm))h”

n>—4  p=—4"’

ce qui nous donne le résultat.
O

Lemme 2.2.4. Le terme d’énergie d’interface K (h)(y) admet un développement asymptotique
en puissances de h

n(p) = Kp(p)h

n=—4
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avec

Kh(w)—/ HC2Zd+2 dnp4+c de+2 dnp3+c de+2 dnp2>da:,
931 p=—4 p=—4 p=—4
ou
i =Y, dit =70+ ¢ etpourtout n >0, df = &+t + (2.52)
avec
if)j - p \II I\IIﬂJ + Sop \Ilaiy’ (2.53)
W=, (qf BN EE G SRR (g (2.54)
et
= Pl Wy Wy (2.55)
Dans ces formules les dérivées ¥ | et 1] sont prises au point W (v, zo, has) .
Preuve
Ona
P(T) = p oz, o U (7). (2.56)

On dérive deux fois et I’on obtient

@i (T) = (‘P,aﬂ 0 zp 0 ‘1’_1(5)) U (2)0 5 (T) + (90,04 0 2 0 ‘1’_1(5)) U, 5(@)
+ % (30200 07 1(@)) (VL@ HE) + WL @)W L) + (0020 071 (@)) W3 (7))
+ %(@33 0 210 U (7)) U3} ()05} (7).

Puis on remplace ¢ par son développement en puissances de h et on obtient

=Y dihr, (2.57)

p>—2

45



Chapitre 2. Films courbés minces martensitiques - Développement asymptotique formel

avec
— — “1 oo e n+1 n+2
d = ”, d = %J (;; etpour tout n > 0, d;; = + G (2.58)

ou les 5”, Yij et (! 7 ont les mémes expressions algébriques que les et ¢f; définis

dans (2.53) (2.54) et (2.55) a la seule différence que les fonctions ¢ ;, ¢ ;; sont prises au

Z]’ fYZ]

point z, o U~'(Z) et les fonctions ¥, ;, ;!

ri; SONt prises au point z. On calcule ensuite le

produit scalaire de deux séries ce qui nous donne

2—2(2#“ d"“)h,.

n>—4 p=—4

Enfin, par changement de variables, on trouve
1~, 1
K(h)(e) = K" @) = 7 | x|pylde
Qh

/ Z v P 2) (co + hey + h202)>h” dz,
1951

n>—4  p=—4

ce qui nous donne le résultat.

Preuve de la proposition 2.2.1

Il suffit d’écrire que e(h)(p) = I(h)(p)+ K (h)(p) et d’appliquer les lemmes 3.3 et 3.4.
On trouve que

e(h)(p) = Y €"(p)h", (2.59)
n>—4
avec
e tp) = /Q (/i d, - d? + Cif“Ei;ZE,;ﬁ)co da, (2.60)

Z /Q kdl T 4 Cij’“lEg’j+2E,;lp‘5) co + (fc i di? + C”’“lEi;?E,;ﬁ) ¢ dx
p=—4

(2.61)
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et pour tout n > —2

n n—1
() = Z / (/@' d€]_+2 ) dZT_Lj*Pf2 I CijklElijrZEZlfpr)CO dr + Z / (/@' dfj“ . dznjfp—s
p=—4 191 p=—4 1
n—2
I Cz]klElg)fZEZl*p*?))Cl dx + Z / (K) df;rQ . d%ﬁpi[i + C’”klEfjJrZEpr%)Cz dz. (2.62)
p=—4"

O

Remarque 3. Les termes du développement asymptotique de e(h) ne sont pas indépendant de
I’épaisseur h puisque les dérivées premigres et secondes de W ~' sont prises au point W (zy, z9, has),
cependant, grace a la remarque 1 on a la proposition suivante.

Proposition 2.2.3. L’énergie e(h) admet un développement asymptotique de la forme
e(h)(p) = > e"(p)h", (2.63)

ou les e™ sont indépendants de h.

Preuve
On obtient ceci grace a la proposition 2.2.1 et a la remarque 1.

OJ

Remarque 4. L’expression des e™ découle de celle des e}. Au cours de la résolution des problemes
de minimisation, on n’aura en fait pas besoin de I’expression explicite des termes e™. On trouvera
le résultat en utilisant directement I’expression des e}.

2.2.3 Reésolution des problemes de minimisation

On va utiliser la proposition 2.2.2 pour obtenir I’'expression de ¢ aprés avoir mini-
misé les énergies e=*,e=2,e72 et e~!. On obtient le résultat suivant.

Proposition 2.2.4. Aprés minimisation des énergies e=*,e=2,e72 et e~!, I'énergie ¢ obtenue
est de la forme

3

3
(o) :/Q (/f Z |dY;|? + Z CijME?jE,gl> det A(z) dx,

ij=1 ik =1
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avec ¢ € Vj, vérifiant
90?3 =0et ‘10,133 =0, (2.64)

et

d?j = 90?046 \IJ;; \Ij,g,‘lj—i_(p,loﬁ (\IJ \P3]+\Ij3z \Ija])+903\lj ; +(pa\Ija 7,]_'_90 33 \Ij?)z \113]7 (265)

1

(%) Wl st (o) (W0 w3+ U ) + b P w w3 - 5] (266)

ou les fonctions \If cet s 1k sont prises au point ¥ (xq, x4, 0).

0 _

La demonstration de cette proposition decoule des lemmes et propositions suivantes.

Lemme 2.2.5. L’énergie e~* est de la forme
_ 12412 1 i _
o) = [ (P 4 O D e (267
Q1
ou les fonctions \If - sont prises au point W (z, x4, 0).

Preuve
On applique la proposition 2.2.1 qui nous donne que

eh4(g0) = /Q (FL |di’jZ|2 + C’ijklEifEk’lQ) co dx, (2.68)
|
ou d’aprés le lemme 2.2.40n a
di? = Gy = V5, U3 (2.69)
et d’apres le lemme 2.2.2 on a
E;’ —O° = Wy 1, L, (2.70)
sachant que les fonctions \If sont prises au point W (x, x9, hxz). Or le fait qu’on ait

Wle(h)(p) = ep*hm =Y " h", (2.71)

n>0 n>0

implique que pour tout p on a
e H(p) = lime, (), (2.72)

h—0

ce qui nous donne le résultat.
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O

Dés lors qu’on a I’expression de I’énergie e~*, on peut la minimiser sur Vj, suivant la
méthode de O. Pantz. On obtient.

Proposition 2.2.5. La résolution du premier probléme de minimisation fournit
Qs={p eV o4 =0}
De plus e~*(¢) = 0 sur Q_s.

Preuve
D’apreés la proposition 2.2.2 on a

Qs = {p € VieTl(p) = inf e},

Or, on voit grace au lemme 2.2.5, que pour minimiser I’énergie e=* sur V,, il faut et il
suffit de prendre des déformations ¢ vérifiant

0% = 0. (2.73)

Pour ces déformations, on a
e *(p) =0, (2.74)

ce qui nous donne le résultat, puisque e *(¢) > 0 et que e *(p) > 0'si % # 0.

O
Corollaire 4. Pour ¢ € Q_30n a
e, (¢) = 0. (2.75)
Preuve
La preuve est évidente grace a (2.68).
O

On passe ensuite au deuxieme probléme de minimisation. On a la proposition suivante.

Proposition 2.2.6. Le deuxiéme probléme de minimisation est trivial. On a
Q2=0Q 3.
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Preuve
D’apres la proposition 2.2.2, on a

Qo={peQse’(p)= inf e’(Y)}.

'EeEQ -3

Or d’apres la proposition 2.2.1 on a

-3
6};3(80) _ Z / (KJ d€]-+2 . d;jp75 + CijklEZﬂ»QEkflpfnr)) co + (FL d;Z . d;]Q + Cl]klEZZQEI;ﬁ) 1 dx.
p=—1"

(2.76)
Or, pour ¢ € @ 3, la proposition 2.2.5 montre que d;f =0et Eif = 0 ce qui implique
d’apres (2.76) que

e, *(p) = 0. (2.77)
Comme on a déja montré que
—4 _ —4 _
e, () =€ (p) =0, (2.78)
on voit donc que
Re(h)(p) =D e () =Y " (p), (2.79)
n>0 n>0
d’ou pour tout p on a
-3 . -3 _
e *(p) = lime, *(p) =0, (2.80)
ce qui nous donne le résultat.
O

On passe au probleme de minimisation d’ordre suivant qui va nous donner une condi-
tion sur la dérivée seconde de ¢'.

Lemme 2.2.6. Pour p € Q_s0na

e 2(p) = / K |g0’133|2\11i112\113:;2 det(ai|az|as)dz, (2.81)
Q

ou les fonctions \I/m.1 sont prises au point ¥ (z, x4, 0).
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Preuve

D’apres la proposition 2.2.1 on a

) -3
ef(@) — Z /Q (H df]ﬂ . dzfjp% + CijklEZPJﬂE];lpA)CO dr + Z /Q (,.i d%ﬂ . dzfjp%)
1 1

p:—4 p:74

+ CHELPE Yo dn + / (1,2 + OB 2P Jeada. (282)
Q

Or, lorsque ¢ € Q_,, c’est-a-dire que ¢ = 0, on a déja vu que d;;* = 0 et que E,;> = 0.
Par conséquent, on a

3
e, (p) = / N (kldy']P + CME By det(aazlas)da. (2.83)
Mg gki=1
D’autre part, le lemme 2.2.2 implique que
1 1 !
— — — — — — — 1—
Bt = (B + Ol = 5 (W) + Vi) - o+ W05 S0 o)
p=0
1 g g g
= 9 ((\1’3;\1’043 + \Ijaiq’?,,})@% ’ @?a + \113,%\1’3,}“??3 : <P,13|2>
et le lemme 2.2.4 que
dij' =7+ Gy = Praa(Vs; Vo + Vo105 5) + @uWs s + 0l Us Uy
Par suite, si ¢ € ) 5 alors

EZ-;I —0et d;jl = gp}33qf?;;qr1

3,7
ou les fonctions \If{j sont prises au point ¥ (x;, 9, hxs). En remplagant ces expressions
dans (2.83), on obtient que

e,;z(@) = /Q K |g0}33|2\11;212\11;}2 det(a|az|as)dz, (2.84)

ou les fonctions \Ifz-jjl sont prises au point ¥ (z, o, hxz). D’autre part, puisque ¢ € Q -
ona

We(h)(p) = e~ (p) =Y " (p), (2.85)

n>0 n>0
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par suite pour tout ¢ on a
e %(p) = lime, * (), (2.86)

h—0

ce qui nous donne le résultat.

Comme conséquence du lemme 2.2.6 on obtient la proposition suivante.
Proposition 2.2.7. Le troisieme probléme de minimisation nous donne que
Q1= {‘P € Vi, W?s =0et 90;133 = 0}- (2.87)

Preuve
D’apres la proposition 2.2.2 on a

Q1 ={peQ s e?(p)= inf e?()}.

YEeEQ -2

Or d’apreés le lemme 2.2.6, pour annuler I’énergie e 2 et donc la minimiser, il faut et il
suffit d’annuler ¢, ce qui nous donne le résultat.

O
Corollaire 5. Pour o € ) ; 0na
e, () = 0. (2.88)
Preuve
On obtient ceci grace a (2.84).
O

On passe ensuite au probleme de minimisation suivant. On a
Proposition 2.2.8. Le quatrieme probleme de minimisation est trivial, on a
Qo = Q-1
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Preuve
D’apres la proposition 2.2.2 on a
— c 1, -1 —_ f —1 ! )
Qo {90 Q-1 (¢) (p'le%),l e (v )}
D’autre part on a d’apres la proposition 2.2.1 que

-1 -2

e;((p) — Z /Q (H df]“ . d;j”*?’ + C’ijklE%ﬂE,;lp*g’)co dr + Z /Q (,i dff? . dzfjp—z;
1 1

p:—4 p:74

-3
+ CHEL B erdo + Y / (1 di? - d =+ CIMEL L ) ey do. (2:89)
1951

p=—4

Or, pour tout ¢ € ) ; on ad’apreés (2.52) et (2.47)
-2 _ -1 _ -2 _ -1
dii =di; =0 et E;"=FE; =0, (2.90)

ce qui implique que pourtout p € ) ;0na

e, () = 0. (2.91)

D’autre part, puisque Vp € () _; 0n a
e () = €, (p) = 0. (2.92)

Ceci implique, comme précédemment, que pour tout ¢ on a
e () =lime; () =0, (2.93)
h—

ce qui nous donne ce qu’on cherche.

O

Finalement le probleme de minimisation suivant nous donne la proposition 2.2.4,
Preuve de la proposition 2.2.4

Puisque d’apreés la proposition 2.2.1 on a

0 -1
ed(p) = Z /Q (,f A CijklEfjHEI;lpa) codr + Z /Q (,46 & d
1 1

p:—4 p:74

-2
+ CHMEL B erdo + Y / (5 d =+ CHMEL B ) ey dr. (2.94)
1951

p=—4
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Enannulantlesd,?, d;', E,* et E' onaura

en(p) = /Q ( |dy;|” + C”’”EOEM)Codx (2.95)
Or, d’apres le lemme 2.2.2 on a

1
Ejj = 5(Aj + By + Cj — 6)

1
1 e g
= 5 (wahwg et (vt rechug) ) (o sozp)wg;wsjzw )
p=0
(2.96)

qui devient pour ¢ € Qg

1
B = 5 (ahwhel - o + (Wava) + wilwst )l o + WU ehlE — 6y ) (2.97)

et d’apres le lemme 2.2.4 on a
0 _ ¢0 1 2
di; = & + Vi + G5
:@?aﬂ\p \pﬁ]+¢a\pa1j+@a3(\p \II +\II 1\p3j)+903\1]3z]+9033\1]311\113; (298)

ou les fonctions \If ' et U1, sont prises au point W (z,, 2o, has). Or puisqu’on a pour

1,7k
€ Qo
e (p) =e'(p) =0, (2.99)
ceci implique que
e(h)(9) =) _enlp) =) e"(»), (2.100)
n>0 n>0
parsuite
e’(¢p) = lim € (), (2.101)

ce qui achéve la déemonstration de la proposition 2.2.4
U

Remarque 5. En appliquant nos résultats pour le cas des films plans c’est-a-dire pour ¥ (z) =
x on retrouve les résultats du développement asymptotique formel de O. Pantz pour I’énergie
interne d’un matériau de Saint Venant-Kirchhoff et le modéle de Bhattacharya et James obtenu
par des résultats de convergence pour I’énergie d’interface.
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2.3 Applications a des exemples de films de forme simple

2.3.1 Casdes films plans

On va appliquer nos résultats dans le cas des films plans, c’est-a-dire pour ¥(z) = x.
L’expression de I’énergie ¢° devient

A 2
o) = [ {e(IVEPP + 2705 + okl) + (165 + P + bl - 3)
1

7
+ LTI = 1%+ (9% = 1% + (b = 1) + 2065 - )% +2(4, - 1)°

2
+2(¢% - <p}3)2] }dx. (2.102)

0
Y2

Remarque 6. Dans le cas des plaques, les dérivées de W sont des constantes et donc la dé-
pendance en A qui subsiste dans le cas général apres la résolution des cing premiers problémes
de minimisation n’apparait pas. Par conséquent, on peut aller plus loin dans la résolution des
problémes de minimisation.

On démontre le théoréeme suivant

Théoreme 2.3.1. En minimisant I’énergie e° sur Q, on obtient que

Q1 = {p € Vi vérifiant ¢y = 0, 33 =0, €}(¢", ") = inf €}(,n), ¢l =0
’ ’ (EmeQd ’
~ ~ ~ 11
et ' (2) = z1a1 + 2202, p5(x) = a3 Sur dw x (—5, 5)} (2.103)

avec A = (ay|az|az) la matrice constante de la condition au bord,

Q) = {(zo,zl) € H*(Q;R?) x H*(Qy; R?) tel qu’il existe (o2, ¢?, ...) Vérifiant

%+ hz + h2Q% + ... € QO} (2.104)

A 2
o) = [ {R(193F +20905) + 3 (160 + bl + 4l = 3)
1

[

=

212 ([0%P = 12+ (Josl = 12 2(0) - 05)7 + 2(9) - )

+2(¢% - gp}g)z] }dx. (2.105)

9001

’

55



Chapitre 2. Films courbés minces martensitiques - Développement asymptotique formel

Preuve

On rappelle que
Q" = {(p = " + hp' + h%Q? + ... 00 " € H*(Qq; R?) vérifiant 99?3 =0et go’l33 =0
g~ 11
avec (r) = (d|d|hds)a sur dw x (~3, 5)}, (2.106)

ou A = (ay|az|as) est une matrice constante de /3. La condition imposée sur le bord

11
——, =) s’écrit aussi
0w x (~3.3)
©° (1) = (ay1]az|0)z, ©'(x) = (0|0]az)r = z3a3 et " (z) = 0 pour n > 2. (2.107)
On pose
el (¢, ") = Juf, (¢ o', 22), (2.108)

avec

Q) = {z € H*(Q;R?) tel qu’il existe (%, o', ¢?, ...) vérifiant o’ +ho'+h%z+h3p* +... € QO}.

(2.109)
On obtient pour ? vérifiant
@ =0 (2.110)
que
A 2
0 2 0|2 112 A 012 012 "
el (¢’ /91 {H(Wp@ ® + 2|V 5] )+ 4<|<,0’1| + %)% + o] 3)

o) =
,u
+ £ U601 = 12+ (0% = 12+ (19hl? = 1)+ 2(0% - o) + 2(6% - 9)?

+2(¢y - ph)?| o (2111)
(]
Remarque 7. On retrouve ainsi le modele de Bhattacharya et James (voir[8]) pour les plaques.

On définit I’énergie e par

A 2
)= [ {onlvup 4 (108 + 1642 + 1P - 3)

e(u
5[0 = 12 4 (1% = 102 (ful? = 1) + 2065 - %) + 2% - w)? +2(y - w)?| o
(2.112)
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On remarque que le minimiseur de cette énergie est le go}3 qui minimise I’énergie €°. En
regardant I’équation d’Euler-Lagrange correspondante a cette énergie on trouve que ses
minimiseurs verifient I’équation aux dérivées partielles suivante

A%+ 0% 4 [ul? = 3) + 2u(ful® — 1)]u + 2] (u, ©%) @ + (u, ©%) %]
—4rkAu =0 sur w

u = as Sur dw,

2.3.2 Cas d’un film de forme cylindrique

Afin d’avoir une idée sur ce que donnent les résultats du développement asympto-
tigue dans le cas d’un exemple explicite de film courbé mince, on va les appliquer dans
le cas d’un film mince de forme cylindrique, de longueur 1 et de rayon r. On rappelle
gue dans le cas d’une portion d’un cylindre, le difféeomorphisme ) est de la forme :

¢:]0;1[><]0;g[ - R
(x1,22) > (1,7 COSTy,TSINTy),

ce qui impligue que

ar(z1, 1) = (1,0,0), ag(xy, x2) = (0, —rsinxzy, 7 cos xq) et

as(zy,x9) = (0, — cos x2, — sin xy),

par suite ¢, = r et ¥ s’écrit

ce qui impligue que
\I/_l : Qh —

(21, 22,23) > 2, arctan 2,1 — /22 + 22
1, %2, 23 1, arctan ==, 7 Zy T 23)-

2

Ensuite, on calcule les valeurs de ¥ ! et de ses dérivées au point
U(z1,x9,0) = (21,7 COS Ty, rsin ).
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On obtient ainsi les valeurs des dj; et des E}

ii» Ce qui nous donne I'expression suivante

de I'énergie €°

D, o, %) = /

A 012 1 012 112 2
{7 (165 + 1652 + 1052 - 3)
Q r
7]

1
+ £ [0 = 12+ I = 1) + (@bl = 12+ 2(0% - 05)" +2(6% - )7 +2(¢ - o))
1 1

2 1
+ ”(|<P?11|2 + 2 90?12|2 + 2|<P,113|2 + ‘ ﬁ%o?m - ;80,3

ft 2|%<P,123 + %@?QF + |<P,233|2> } rdz.
(2.113)
On remarque qu’on peut minimiser I’énergie ¢° par rapport a @?33 en prenant
%3 = 0. (2.114)
L’expression de I’énergie devient

(% ") = /Q {%(

0

2
Y1

1o 12_32
+r90,2 + [ 3]

7 1
+ 9 [( 90?1 2 1)2 + (;|<P?2|2 - 1)2 + (|<P,13|2 - 1)2 + 2(90?1 : 90?2)2 + 2(90?1 : 90,13)2 + 2(‘??2 : 80,13)2
0 2. 2 0 p2 12 L L1y L L ope
+ "5(|<P,11| + 2 Yo"+ 2o sl + ‘ 2P P ‘ + 2|;‘P,23 + ﬁ‘P,2| )}de- (2.115)

La différence principale, a ce stade, avec le cas des plaques, se situe dans I’existence des
termes d’ordres 1 dans la partie d’énergie d’interface, a savoir r%go?z et %g0,13. Ceci rend
la minimisation de €° par rapport a ' assez différente du cas des plaques. En effet,
afin de minimiser notre énergie par rapport a ¢', on considére I'énergie a ¢°, ¢’ et %,
constants définie sur H'(w;R?) par

= [ {3

1 2 u
P Bl = 3) o+ Sl — 12+ 2065 - w)? + 20 - w)?]

9001

)

1 1 1 1
+ /<;<2|u71|2 +|-u— —2g0022|2 +2|-us+ —2<p02|2) } rdx. (2.116)
r r2’ r r2’

On remarque que le minimiseur de cette énergie est le ; qui minimise I’énergie €°. En
regardant I’équation d’Euler-Lagrange correspondante a cette énergie on trouve que ses
minimiseurs vérifient I’équation aux dérivées partielles suivante

N + %2 + Jul? = 3) + 2(|ul? — 1)]u + 2u[(u, %)@ + (u, %) Y]
+2$(%u - T%SOE)QQ) — 4/€zu =0 sur w

u = Aas sur ow,
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~ 1
Ay = U1 + _2u,22. (2117)
r

2.3.3 Cas d’une portion de sphere

On va essayer de voir le cas d’un film mince de forme sphérique qui est un exemple
assez different de celui du cylindre puisqu’il est assez éloigné du cas des plagues. On va
donc considérer une surface moyenne de forme sphérique pour laguelle le difféomor-
phisme ¢ s’écrit :

™ T ™ T

1?3]1;5[ ]4 g[ - R

(x1,29) +> (sinzy cos Ty, sinz sin T, cos x1 )

ce qui impligue que

ai(x1, x2) = (cos xy €os Ty, COS x1 Sin Ty, — sin ),
as(x1,22) = (— sin zy sin xq, sin 1 cos x9, 0) et

az(x1, 22) = (sinzy €os T, sin xq sin 5, cos x1 ).

Par suite ¢y, = sinz; et ¥ s’écrit

™

W0 5 [xJ0: 50x] - i gl =

|

h _
2
(x1,29,23) — ((1 + x3) sin x1 cos xg, (1 + x3) sin 1 sin x9, (1 —|—x3)cosx1)

ce qui impligue que

\I/_liﬁh —

(21,22,23) +> arctan ” arctan = =142+ 22+ 2 )
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Ensuite, on calcule les valeurs de ¥ et de ses dérivées au point ¥ (zy, x5, 0), on obtient

les valeurs des do et des F°

;7» Ce qui nous donne I'expression de I’énergie e” suivante :

1 2 2
0 _ 0 |2 0 12 0 |2 1 1 2 |2
e’ () —/ {"5[|80,11| + P %l” + = , RE ey 23|+ 033
Q sin® x; sin” x sin” x
1
2cosx 4cosx 4
0 0 10 0 1 0
3 P2 Y17 3 Pr2"¥Po2— 4 $i3 Pr1— 90 .23 90 )2
sin” xy sin” xy sin? z,

9022 @3+|S@3|2+|S01| (4COS l‘lSln Z'1+C0t l‘l+2)+|§02|:|

Sln T
2
+ L -1)" + (Sln o P-1)" (|<p,;»,|2—1)2+sinz:qu (€% - 0%)" +2(% - h)°
2 2y
+ sin? 7, (‘10?2 ’ 90,13)2] 0 (|<P?1|2 + ,13|2 — 3) } sin z;dx.

On remarque que la aussi on peut minimiser notre énergie par rapport a %, rien qu’en
I’'annulant, c’est-a-dire que ¢? est affine par rapport a la troisieme variable. Par suite
tous les termes restants sont indépendants de la troisieme variable. Ceci nous permet
d’intégrer par rapport a cette variable pour obtenir I’expression suivante

2
60(99) = / {"5[|80?11|2 + Sin? o |90?12|2 + 2|80,113 - 9001 ?

, |8023
sin? x;

200836‘1 4cosx1 1

3 90022 901 3 80012 902 + |# W?22 + ‘P,l3|2

sin® sin® sin” x4

) 2
+ % )2 (4cos xq sin? x1 + cot x1+1) + 1% (1 — — 5 )]
’ ’ sSin® x;

+E[(Is0°1|2—1)2+( W =1)"+ (leh? 1)+ (% - 05)° +2(% - 0h)°

2 ’ sm T ’ sinx; V7 ’

2

sin® x;

2
L7 — 3) } sin zydx.

2
(¢%- %) +5 (|<,o?1|2 +
S
En procédant comme dans le cas du cylindre, on va considérer I’énergie e définie par

~ 2 1
e(u) :/ {ﬁ[2|u,1—a|2+ - 2—b|2—|—| c+u|2]
" sin” z; sin? z;

1 2 A 1 2\ .
+§[(|U|2—1)2+2(a-u)2+ — (b-u)z] +Z(|a|2+m|b|2+|u|2—3> }smxldx.

SN~ Ty

On voit tout de suite que le @}3 minimisant ¢° est le minimiseur de ¢ avec a = <p?1,
b= go?z etc= g0?22. En suite en considérant I’équation d’Euler-Lagrange, on conclut que
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ce minimiseur doit vérifier I’équation aux dérivées partielles suivante

Aal? + =102 + |u]? — 3) + 2u(Jul? = 1) + 2k]u + 2u[(u, a)a + —+—(u, b)b]

sin? 1 sin? z1

—AkAu + =2 = 0 sur w

sin x1

u = Aas sur ow,

ou

&U, = Ui + U922. (2118)

sin?zy
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Chapitre 3

Films courbés minces martensitiques -
['-convergence

Résumé

En se basant sur les résultats de I'analyse formelle effectuée au cha-
pitre précédent, on étudie le comportement des minimiseurs de I’éner-
gie d’un film courbé mince martensitique lorsque I’épaisseur du film
tend vers zéro. On trouve que ces minimiseurs convergent vers les mi-
nimiseurs d’une énergie obtenue par I'-convergence, dépendant d’une

déformation bidimensionnelle et d’un vecteur de Cosserat.
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3.1 Introduction

On considére un film courbé mince martensitique occupant au repos un domaine
Qp,. Son comportement sous une déformation ¢ est décrit par la somme d’une énergie
interne élastique I" et d’un terme d’énergie d’interface K"

e =1"+ K", (3.1)
avec
B'G)= [ w3 ds (32)
Qh
et
M@ = [ W(Vg)d, (3.3)
Qp

ou x est une constante strictement positive, V2@ € M2*3%3 |e tenseur 3 x 3 x 3 des dérivées
secondes, W (V) représente I’énergie par unité de volume du matériau comme fonction
du gradient de la déformation . La densité d’énergie interne W vérifie les propriétés
de croissance et de coercivité suivantes : Il existe ¢, ¢, > 0 tels que

a(JA? —=1) < W(A) < ep(|A]7+1) avec2<qg<6 (3.4)

et 'axiome d’indifférence matérielle qui s’exprime par le fait que pour toute matrice A
et toute rotation R dans SO(3),on a

W(RA) = W(A), (3.5)

SOB)={ReM’: R"R = I,detR = 1}. (3.6)

On suppose aussi qu’il existe un nombre fini de matrices symétriques définies positives
Uy, Us, ..., U, tels que W atteigne son minimum sur

SO(3)U, U SO(3)Us U ...SO(3)U,. (3.7)

Déterminer la position d’équilibre du film courbé revient a minimiser I'énergie ¢" (o)
sur un ensemble de déformations admissibles, ce qui revient a trouver ¢, € V' Vvérifiant

"(Pm) = gleig'éh(@, (3.8)
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3.1. Introduction

avec
V ={p e H*(Q;R®); p(x) = Az sur T}, (3.9)
ol A = (a1|a»|ds) est une matrice constante de M? et I, est la surface latérale de 2,. On

voudrait connaitre le comportement de cette énergie ainsi que celui de ses minimiseurs
lorsque I’épaisseur A tend vers zéro. Pour cela on va étudier I’énergie

(1)) = 17 (3), 3.10)

gu’on obtient aprés un changement de variables déja effectué au chapitre précédent et
qui nous permet de travailler sur un domaine €2, indépendant de I’épaisseur, ou

(h)(e) = K (1)) + T(1)() 3.11)
avec
1
1)) = [ Wilpalpalgea) 4] dudo 3.12)

1 1 _ T__
K(h)(¢) = / K ‘ [(VZSO + ﬁ(ea ® Vs + Vyps ®es) + P ®es® 63)®Ah] QA
Q1

1 . 2
+ [vaO + %@,3 (024 63] ®V2\I/_1 (¢] \I/(Z'l, T2, hl‘g) ‘ dhd!L’

= / K Z ‘ (Sp)i,aﬁqj;jﬁ 0] \If(afl,l'g, h.l'g) \IJE,E e} \If(xl, T2, hl‘g)
Q1

ink=1
—l—%(g@)i,ag (\Il;}colll(xl, To, haxs) \II;’}O\I/(a:I, To, hx3)+\11;bo\11(x1, To, hxs) \I/?:IICO\I/(IL'l, T, h,xg))
+ %(g@)i,g,glllwl~C o W(xy,xs, hag) \Ilg,; o W(xy,xs, hrs)
+ (@)i,aqjgbk o U(xzy,x9, has) + %(‘P)m‘l’g;k o W(z1, 72, has) i dpdx, (3.13)
ou on a poseé
dp(v) = det VU (zy, 2o, has), Ap(z) = VU™ o U(zy, 29, has)
et

Voo =pa®eq Vo0 =5 Qeq® ep. (3.14)

Le probléme (3.8) devient donc, trouver ¢(h) € V}, vérifiant

e(h)(¢(h)) = mine(h)(p), (3.15)

pEV,
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avec
9 3 ~ 11
Vi={p € H*(Q;R°); o(x) = Ao V(xy, 29, hag) SUr dw x (—5, 5)} (3.16)

Pour plus de détails concernant les expressions des énergies et la géométrie du film
courbé dans sa configuration de référence, voir les chapitres précédents.

Afin d’étudier le comportement de cette énergie et de ses minimiseurs, on va avoir
recours a la théorie de la I'-convergence, une notion introduite par De Giorgi [26] [27] et
récemment utilisée avec succes pour étudier le comportement limite des films minces.
On va montrer que I’énergie E*(h) obtenue aprés prolongement de e(h) a L*(Q;; R?) et
découplage de certaines variables, I'-converge vers une énergie E*(0) cohérente avec
la forme de I’énergie limite ¢° obtenue par le développement asymptotique formel du
chapitre précédent.

On entame notre étude par un lemme sur I'existence des minimiseurs de I’énergie
e(h) a épaisseur fixée. On procéde ensuite au calcul de la I'-limite, puis on applique les
propriétés de la I'-convergence pour décrire le comportement limite des minimiseurs
de e(h) lorsque h tend vers zéro. Enfin, on réecrit le modéle limite dans la configuration
initiale.

3.2 Existence de minimiseurs pour I’énergie a épaisseur
fixee

Dans toute la suite, ¢ désigne une constante strictement positive susceptible de chan-
ger de valeur de ligne en ligne. Puisque I'expression de e(h)(y) contient une forme qua-
dratique définie positive en les dérivées secondes de ¢, I’espace fonctionnel naturel sur
lequel on voudrait minimiser I’énergie est I’espace H?(2;;R?*), avec des conditions li-
mites sur le bord du domaine. La topologie naturelle pour laquelle les minimiseurs sont
susceptibles de rester dans un compact est la topologie faible de H?(Q2;; R*). Comme
H?(Q;R?) n’est pas un espace métrisable pour cette topologie faible, nous sommes
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3.2. Existence de minimiseurs pour I’énergie a épaisseur fixée

amenés a travailler sur I’espace L?(; R*) muni de sa topologie forte, en posant

pour tout p € L*(Q;R?), e*(h)(p) = {e(h)((p) stp €Va

+00 sinon,
avec
9 3 ~ 11
Vi ={p € H*(U;R*); p(x) = Ao U(z1, 19, harz) sSUr dw x (—5, 5)} (3.17)
ou w est la surface moyenne de €2;. On a le lemme suivant.
Lemme 3.2.1. Pour tout h fixé, I'énergie e*(h) admet un minimiseur sur L?(Q,; R?).

Preuve

On précise tout d’abord que, par définition de e*(h), ses éventuels minimiseurs sur
L?(Q21;R3) sont exactement ceux de e(h) sur Vj,. On applique donc la méthode directe
du calcul des variations au probleme (3.15). Pour cela, on considere une suite minimi-
sante p,(h) € V},. Cette suite vérifie

e(h)(pn(h)) <c, (3.18)

ou ¢ ne dépend pas de n. D’autre part

e(h)(en(h)) = I(h)(en(h)) + K(h)(Ln(h)). (3.19)

En raison des bornes inférieures satisfaites par les deux termes, on a donc deux majora-
tions

I(h)(on(h)) < cet K(h)(on(h)) < c. (3.20)
Tout d’abord, la premiére inégalité s’écrit

/Q W[(gon(h)J ‘ on(h) ‘ %%(h)ﬁ) Ah] dy dz < c. (3.21)

On rappelle qu’il existe par hypotheése ¢; > 0 tel que VA € M3,

a2 = 1) < W(4), (3.22)
ce qui implique que
1 2
[ | (ntma [ enrs | ontha) ] dds <. (3.23)
1951
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On note ensuite que

J,
[

< sup |(An(2)) ' /

reN

(nh)alin()alyon()s) |

1 2
(nl)slon(®alront)s) AnAyt | dnda

1 2
(en®)alon()ol on()a) An | dn da

<c

On obtient ainsi
IVpen(m)liz < et lon()allis < (3.24)
ce qui impligue que
IVeu(h)e < c. (3.25)

On utilise ensuite la deuxieme majoration de (3.63)

1 1 — 17—
[ {3003 (20 Vion () Toion() a®a) + pion(h) a@eases B B4,
1 _ 2
+ [Vpgon(h) + E@n(h),?, ® 63] VU o U(zy, 1y, has) ‘ dpdz < c.

Ona

1 o 2
/ ‘ |:Vp(,0n(h) + %Qn(h)yg, ® 63] ®V2\If_1 @) \If(.’L‘l, T, h.’L‘g) ‘ dh dx

- [l h%(m,?,@e?,)m(w—lowl,xg,hx@)mjkrdh "
= 27m’j?£i)€§1|<V2\IJ_10\IJ(x1,x2,hx3 )m]k2/9 3HZ|< pPn(h h@n( ), ) | dy, dx

=81 sup_ |(VPUT o W(ey,mo b)) P / n(|vpgon<h>|2+Wn,g(hn?) dy da

m,j,k,ze

<, (3.26)

grace aux propriéetés du difféfomophisme ¥ (voir chapitres précédents) et a I’estimation
(3.24), ou P, designe la composante d’indice ijk du tenseur du troisieme ordre P et ();;
désigne la composante d’indice ij du tenseur du deuxiéme ordre (). On obtient donc en
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3.2. Existence de minimiseurs pour I’énergie a épaisseur fixée

utilisant I'inégalité triangulaire et les estimations (3.63) et (3.26)

1
/Q " ‘ [(V?’(p"(h) * E(e3 ® Vpen(h) s+ Vppn(h) s @ e3)

1 o T 2
+ ﬁ@n(h),?ﬁ’, ®ez® 63) ®Ah:| ®Ah ‘ dh dz

1 o 2
< 2/ 6| [Votalh) + 2 n(h)s © e |BVU 0 U, 3, has) | di do +2 K(B)(¢)
Q1

<e. (3.27)
On pose ensuite
1 1
P(h) = VZ(,On(h) + E(€3 X Vp(pn(h),g + Vpgon(h),g, & 63) + ﬁ@n(h),gg, X ez R es. (328)
La derniére estimation devient
o T 2
/ 5| [P0 @@A()| BAu(w) | di(e) dz <. (3.29)
Q
Par suite on a

1 1 2
/ ‘ Vp@n ) + E(eg X Vp@n(h}),g + van(h)’g (024 63) + ﬁwn(h)ﬁ?’ (024 €3 (024 €3 dh dx

—/ K‘P(h)‘ dp i

/91 )ljk‘thdx

ijk
/ P(R) (A1), (48),, 40" As " dy de
ol ik ilm
1 2

<81 sup |4, - / HZ ‘ ( ) Ah)mo(Ah)ln‘ dy, dx

p,q,xEQl Q ijk

2

S 729 sup | / Z ‘ ) h)mo (Ah)ln ‘ dh dx

P,q,l‘€Ql ion
=729 sup | / ®Ah:| @Ah ‘ ’ dh dx

p,q,xeﬂl
<e, (3.30)
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d’apreés (3.29). On obtient donc

2

1 2 1
I920n() 22 +2||5 Voon()a]| , + | 550n(h).a0

L2
2

1 1
Vf,(pn(h) + —(63 ® Vp(pn(h),g + Vpgon(h),g & 63) + ﬁ@n(h),gg, ®e3®es

h L2
<c (3.31)
etdoncona
9 9 1 2 1 2
IV2en()l3: < . | Vopnlhs] | <cet| et < 32
ce qui implique que
IV20n(R)]|12 < c. (3.33)
Ceci avec (3.25) impliquent que
lon (P22 < c, (3.34)

ou la constante ¢ dépend de I'épaisseur h et ne depend pas de la suite n. Ceci implique
que pour une sous-suite toujours notée ¢, (h), il existe p(h) € H*(Q;R?) tel que

on(h) — o(h) dans H*(Q;R?) (3.35)

lorsque n — oo et

1 1
EQOn(h)’g — E(,O(h)g dans Hl(Ql, R3) (336)

Grace au théoréme de Rellich, on obtient que

on(h) — ©(h) dans H'(Q; R?) (3.37)
et
Tou(h)s > 3 p(h) 5 dans (0, %), (3.38)
Le théoreme de trace implique I'appartenance de ¢(h) a V},. En effet, posant T' = dw x
(—3,3)ona

lon(h)ir — so(h)|r||H%(F;R3) < cllon(h) = o (h)|| m (0 5r2)- (3.39)
Or, pour tout n et pour presque toutz € ' on a
on(h)ir(x) = A(W (2, 29, hag)), (3.40)
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3.2. Existence de minimiseurs pour I’énergie a épaisseur fixée

ce qui implique que pour presque tout x € I'on a

on(h)r(z) = A(\If(xl,xg, h:vg)) (3.41)

et donc
o(h) € V. (3.42)

Pour achever la démonstration, il nous reste a prouver que

e(h)(en(h)) — e(h)(p(h)) (3.43)

guand n — oo. On obtient ceci grace aux convergences (3.37), (3.38), la continuité de
W et la convexité des termes fonction du tenseur des dérivées secondes qui donnent
la semi-continuité inférieure du terme d’énergie d’interface pour la topologie faible de
H?(Q,R?). En effet, les convergences (3.35) et (3.36) impliquent que pour une sous-suite
encore notée n on a

Vn(h) — Vi(h) dans LP(Q; R?) VI < p < 6 (3.44)

et

1 1
%gon(h)g, — E(p(h)’?’ dans L”(Q;R*) V1 < p < 6. (3.45)

En utilisant la réciproque partielle du théoréme de Lebesgue et grace aux convergences
(3.44) et (3.45) on obtient I'existence de g, 9. € L(Q;R?) indépendants de n tels que
pour une sous-suite on a pour presque tout = € €

Voo (h)(2)] < 01(z) (3.46)
et .

5 on()a(@)] < g(a). (347)
De plus

Vpen(h) = Vyp(h) (3.48)
et

1 1

E‘pn(h),i’) — %Sp(h),?n (349)

presque partout sur ;. La continuité de W et les convergences (3.48) et (3.49) im-
pliquent que

1

—on(h)3) Ap] d — W(e(h)a

: o(h) ol o)) Al dh, (350

w [(Wn(h),lwn(h)ﬂ
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presque partout sur €2;. D’autre part, les propriétés (3.4) de W impliquent que
1 1
W (on(R)1lon(h) 2l 5 on(h) ) An] dil < (| Vyipn(h) |* + | 3-om(R)3]")
< c(lg]? +1g2]?),
presque partout sur €2;. Le théoreme de convergence dominée implique alors que
I(h)(en(h)) = I(h)(p(h)). (3.51)

Considérons ensuite le terme d’énergie d’interface. Posons

=(0) (n () = [(Vin(8) + 3 (e5 @ Tyion(h)
+ Voon(h) s ®es) + %@n(h),?ﬁ ®es® 63)@1411(:6)] T@Ah(x) (3.52)
et .
®(h)(pn(h)) = [Vppn(h) + Fon(h)s ® €3] @V2U ! 0 U(z1, 22, has) (3.53)
= et ® étant des tenseurs du troisieme ordre. On a
K(h)(¢n(h)) = /Q K{|IZ(R) (@n (1) ? +[®(R) (n(7)]* + 22 (h) (@ (h)) - @(h) (@n(h))} dn de.

(3.54)
La convergence (3.37) implique que

/ K@ (h) (@n ()P di(z) dw — [ &|@(h)(0(h))[* di(x) do. (3.55)
Ql Q1
En outre les convergences (3.35) et (3.37) impliquent que

/Q £E(h)(n(h)) - (M) (pn(h))} dn(z) dz — | £E(h)(p(h)) - ®(h)(p(h))} dn(x) da.

Q

3.56
Ensuite, puisque / k|Z(¢n(Rh))[*dy(x) dz est quadratique en V2, (h) et donc sci(pou:
la topologie faible gle L?(9; MP*33) on a grace a (3.35) que
lim inf/Q KZ(h) (n () dp(x) dz > /Q KIZ(h) (p(h))* du() da. (3.57)
Les convergences (3.55), (3.56) et (3.57) impliquent que
lim inf K (h)(pn(h)) = K(h)(p(h)), (3.58)
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qui avec (3.51) implique que
liminfe(h)(pn(h)) = e(h)(@(h)). (3.59)
La définition d’une suite minimisante nous permet de déduire que
lime(h)(pn(h)) = e(h)(p(h)), (3.60)
ce qui implique que ¢(h) est un minimiseur de e(h) sur V},.
U

Maintenant que I’existence de minimiseurs pour I’énergie e*(h) est démontrée, on passe
au calcul de la I'-limite de cette énergie pour la topologie forte de L?(Q;; R?*) lorsque
I’épaisseur h tend vers zéro, afin de déterminer son comportement asymptotique ainsi
gue celui de ses minimiseurs.

3.3 Calculdelal-limite et comportementdes minimiseurs

On commence tout d’abord par démontrer le lemme suivant

Lemme 3.3.1. Soit p(h) € L?(2;; R3) une suite Vérifiant e*(h)(¢(h)) < cavec c une constante
strictement positive. Il existe alors ¢° € H?(;R?), b € H'(Q;R3) et ¢ € L*(Q; R?) tels
gue pour une sous-suite de ¢ (h) encore notée p(h) on a

o(h) — Y dans H?(Q;R®) faible,

tp(h)s  —bdans H'(Q;R®) faible,

mo(h)zs —cdans L*(Qy;R?)  faible,

avec (¢, b,¢) € Wy ol

w
I
o

’

W, = {(ng,E,E) € H*(Q;R%) x H'(Q; R?) x L*(Q1;R?) vérifiant @?3 =0, b

et °(z) = AU (zy, 25,0), b(z) = Z\I/,g(.xl,flﬁ'z,()) = Aaz(xy,z2) SUrdw x (—=,

NN
DN | —

Preuve
On a par définition que si ¢(h) Vérifie e*(h)(¢) < ¢ < +oc alors

e’ (h)(o(h)) = e(h) (o (h)). (3.61)
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D’autre part
e(h)(¢(h)) = I(h)(p(h)) + K(h)(p(h)). (3.62)

On a donc deux majorations
I(h)(¢(h)) < cet K(h)(¢(h)) < c. (3.63)

En procédant comme dans la démonstration du lemme 3.2.1 on aboutit a des estimations
équivalentes aux estimations (3.24) et (3.32), a savoir que

1
Vel < e et o) sl < c. (3.64)
et
9 9 1 2 1 2
IV2e() 32 < e, || Vuelh)al| , < cet||eh)a) , < (3.65)

L’inégalité de Poincaré et les estimations (3.64) et (3.65) impliquent que

1 1
lelim= < e\ 3 lle(h)allm < c et 5llp(h) sl < e (3.66)

Ceci nous permet donc de conclure que si p(h) veérifie e*(h)(p(h)) < ¢, alors il existe
une sous-suite encore notée p(h), ¢° € H?(Q;R?), b€ HY(Q;R?) ete € L2(Q; R?) tels
que

o(h) — ¥ dans H%(Q2;;R®) faible,

1o(h)s  —bdans H*(Q;R3?) faible,

2p(h) 33 — cdans L*(;R*) faible.

D’autre part, I’estimation (3.64) implique que go?3 = 0 et I’estimation (3.65) que b3 = 0.
Enfin, le théoréme de trace nous donne les conditions aux limites

() = AU(xy,15,0), b(x) = AU 5(xy, 29,0) = Aas(wy, 23) (3.67)
sur dw x (—%, %).
|

Remarqgue 8. Contrairement a ¢° et b, on n’a pas de conditions limites sur le bord pour .
Ceci est d0 au fait que ¢ est la limite de #QO’:;?, dans L?(Q;; R?) espace sur lequel il n’existe pas
d’application trace sur le bord.
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3.3. Calcul de la I'-limite et comportement des minimiseurs

Le résultat principal de cette section est le théoréeme 3.3.1 qui donne I’expression de
la I'-limite de I’énergie e(h). Avant d’énoncer ce théoréme, on démontre d’abord que
les convergences obtenues dans le lemme 3.3.1 pour une déformation a énergie bornee
deviennent fortes pour une déformation minimisant I’énergie e(/). On a la proposition
suivante

Proposition 3.3.1. Soit ¢ (k) un minimiseur de I’énergie e(h) sur V},. 1l existe une sous-suite
encore notée o(h) telle qu’il existe ¢° € H2(Q;;R?), b € HY(Q;R) et ¢ € L*(Q;R?)
vérifiants

©(h) — 0 fortement dans H?(Q,; R?)

+o(h)s  — b fortement dans H'(Qy; R?)

%@(h),ag — ¢ fortement dans LQ(QI; R3)

avec
(¢,5,2) € Wi (3.68)

Preuve

On va tout d’abord montrer que si ¢(h) est un minimiseur de e(h) sur V;, alors il existe
une constante ¢ > 0 tels que e(h)(¢(h)) < c. Pour cela on va comparer I’énergie de ¢ (h)
a celle de £(h) définie par

E(h) () = AW (21, 29, has). (3.69)

On rappelle que V,, est défini par
~ 11
Vi = {p € H*(Q;R); () = AU(3y, 29, hars) SUr duw x (_57 5)} (3.70)

On voit tout de suite que £(h) € V}, et donc par définition de p(h) on a

e(h)(p(h)) < e(h)(&(h)). (3.71)
Or L
e(h)(€(h)) = %'éh(«f)
= %/ﬂ W(VE) + x|V d,

avec £(z) = Az. Or
VE=Aet V£ =0. (3.72)
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Par suite .
e(h)(E(h) = [ W(A)dw
Qp
= % meas(Qy)
= cmeas(w),
ce qui impligue que
e(h)(p(h)) < c. (3.73)

L’énergie d’un minimiseur est donc bornée indépendamment de ~. Nous pouvons donc
appliquer le lemme 3.3.1 qui nous donne I'existence de (¢, b, ) € W, tels que, pour une
sous-suite de ¢(h) encore notée p(h), on ait

o(h) — oY dans H?(Q;R?) faible,
to(h)s  —bdans H'(Q;R?) faible,
(p(h)ygg, —¢dans L? (Ql, RS) faible.

=

On pose
El = p(h) - ¢°, avec Ef — 0dans H?(Q;R?)

EY =1lp(h)s—b, avec B — 0dans HY(Q;R) (3.74)
B} = L5¢(h)s; —¢ avec B} — 0dans L*(Qy;R?).

Il nous reste a demontrer que ces convergences sont fortes. Pour cela on va construire
une fonction-test qui appartient a V;, et comparer I’énergie de cette fonction-test a celle
du minimiseur. Le moyen le plus naturel pour construire la fonction-test adéquate est
de poser

E(h)(z) = () + hasb(z) + h? /0933 /0 c(xy, 2, s)dsdt, (3.75)

mis a part le fait que cette fonction n’a pas la régularité requise, puisque les déforma-
tions admissibles sont dans H?(£2;; R*), alors que b est seulement dans H'(Q;; R*) et ¢ est
dans L*(Q;; R?*). Pour surmonter cette difficulté, on régularise les fonctions b et ¢ tout en
gardant les mémes conditions au bord de ;. Pour ce qui est de ¢, on sait que D(Q;; R?)
est dense dans L*(Q;; R?). Il existe donc une suite ¢. € D(Q;; R?) vérifiant

¢. —cdans L*(Q;R?*) quand £ — 0. (3.76)
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En ce qui concerne b et sachant qu’on a b(z) = /~1\11,3(x1,x2, 0) = Aas(xy, x2) SuUr v, on
pose dans un premier temps

b(x) = b(z) — Aag(z1, 72). (3.77)

Onadonc b € H}(w;R?) et grace a la densité de D(w; R?) dans H; (w; R?), il existe une
suite b, € D(w; R?) vérifiant

EE — b dans H'(w;R*) quand ¢ — 0. (3.78)

On pose ensuite

b. = b. + A (21, 7) (3.79)

etonadonch. € C°(w; R*) ¢ H*(w;R?) vérifie b.(z) = Aas(z1,2) sur dw et
b. — bdans H'(w;R*) quand £ — 0. (3.80)

Posons

&(h)(z) = @°(x) + hasb. (w1, z9) + h? /m/ Co (21, x9, s)dsdt. (3.81)
o Jo

En prolongeant b, sur R?, on sait qu’il existe b, € C>®(Q; R?) vérifiant b, (z,, 2, 73) =
b. (w1, m5) pour tout x € ;. On remplacera dans ce qui suit b, par b, en gardant la méme
notation. Comme ¢, est C®(Q;;R?) et b, € C>®(Q; R?) vérifiant les mémes conditions
au bord que b, on voit que & (h) € V, et donc c’est une déformation admissible pour le
probleme 3.15, ceci implique que

e(h)(p(h)) < e(h)(&(R)). (3.82)
D’autre part, a ¢ fixé, on a
&(h) — ¢©° dans H?(Q; R?),

L& 3(h) — b. dans H'(Qy; R?), (3.83)
& 33(h) — . dans L?(Qg; R?),
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lorsque h — 0. En réécrivant (3.82) on obtient
() = [ (IS + Bl o+ B+ 1) 4
+/<;‘ [(V§¢°+V§E{‘+(e3®(VpE+VpE;‘)+(VpE+VpE;‘)®eg)+(E+E§)®e3®eg)®Ah]T@Ah
+ [V, + VB! + (b + ED) @ e3] VU™ 0 W(xy, 19, ha) ‘ 2} dpda
<eie) = [ {WlEabieatnize m) 4l
] [(V26(0) + (63 @ 7 Vpben(h) + 1 Vles(h) ® €3) 42 @ 3 ® e5)B4a]| BA,

+ [V,é-(h) + %ég,g(h) ® €3] @V 0 (24, 29, hry) ‘ 2} dpdz. (3.84)

En posant

— —_ — T_
A, = [(v§¢0+v§E{L+(eg®(Vpb+VpE§)+(Vpb+VpE§)®eg)+(E+E§)®eg®eg)®Ah] A,

(3.85)
Cr = [Vpe" + V,E! + (b+ EY) ® e3|@V*U ! 0 (2, 29, has) (3.86)

et
By, = Cp + Ay, (3.87)

I’estimation (3.84) s’écrit

/ K ‘ Bh|2 dhdl’
1951

1 —
: /sz IV I(Eamleca) 5() 4] = WI(&5% + Blaleh + Blafb+ Bf) 4
+ K ‘ [(Vf,fe(h) + (e3 ® %fog,g(h) + %vp&’?’(h) @ es) + 7. ® e3 @ 63)®Ah]T®Ah

]_ o 2
+ [Vpe(h) + 76.5(h) © 5] BV 0 W(ay, w3, hay) ‘ } dpda.

Grace a (3.74), le theoréme de Rellich implique que

V,EM -0 dans LP(Q;;R?), V1 < p < 6,
{“ (R, vi<p (3.88)

ErM—0 dans LP(92;R?), V1 < p < 6.

La réciproque partielle du théoreme de Lebesgue implique que pour une sous-suite,
encore notée , on a I’existence de gy, g» € L(Q; R?) tels que

V,E" - 0et B} — 0, (3.89)
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presque partout sur 2, et que
V" + V,Er| < gi et [b+ By < gs, (3.90)
presque partout sur €2;. La continuité de W implique alors que
W[(‘P?1 + Eﬁ1|90?2 + E{L,2|B + E;‘) Ah] - W[(‘P?1|<P?2|B) Ao} ) (3.91)
preque partout sur ;. D’autre part, les propriétés de croissance de W implique que
W (% + Bl Lo + Elolb+ ES) 4] < c[9,0° + VBl + B+ BLJ),
< ce(lgrl? +1gal?), (3.92)

preque partout sur €2;. Le theoréme de la convergence dominée de Lebesgue nous per-
met alors d’avoir que

W[(‘P% + E{L,1|80?2 + E{l,2|5 + Eg) Ah] — W[(‘P?ﬂ‘ﬁ?ﬂg) AO} ) (3.93)

dans L!(Q; R?) pour la sous-suite extraite. L’unicité de la limite implique que la conver-
gence (3.93) est valable pour toute la suite. De méme on a grace a (3.83)

W[(ga,l(h)|§E,2(h)|%§e,3(h)) Ah] — W[(QO?1|QO?2|B€) AO] (394)

preque partout sur €2;. En utilisant encore le théoréeme de la convergence dominee de
Lebesgue, on obtient en faisant tendre & vers zéro que

lim sup/ K ‘ By |? dydx
Q1

h—0
< [ {1 A - WA 16%) A
Yk ‘ [(vgwo +(e3® Vb + Vb ® €3) + 70 @ €3 ® e3)®A0]T®AO
+ [V 4 b ® €3] VU™ 0 W(z1, 25, 0) ‘ 2} dodz. (3.95)
Ensuite, I’estimation (3.80) implique que
(% 1e%00:) = (5 1¢5%Ib), (3.96)
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dans L?(Q;R®) quand ¢ — 0 V1 < p < 6. Par suite la réciprogue partielle du théoréme
de Lebesgue implique que pour une sous-suite, encore notée ¢, il existe g € LI(Q; R?)
indépendant de ¢ tels que

(2% %[b:) Ao| < g. (3.97)

De plus

90?2 |55) Ay — (80?1

presque partout sur 2; quand ¢ — 0. Ceci implique, grace a la continuité de W, que

(¢ 0% (D) Ao, (3.98)
W[((p?1|<p?2|5€) Ao] — W[(‘P?1|80?2|5) Ao] (3.99)

presque partout sur €; quand ¢ — 0. D’autre part, on a grace aux propriétés de crois-
sance de W que

W[(¢?1|90?2|56) 4] < C‘ (¢?1|¢?2|55)A0

< clg|?,

‘ q

presque partout sur €2;. Ceci avec (3.99 ) implique grace au théoreme de la convergence
dominée que
W(£%19%[0:) Ao] = W [(#%]0%[0) Ao] (3.100)

dans L'(Q;; R*) quand e — 0. Ensuite on fait tendre ¢ vers zéro dans (3.95). En utilisant
les estimations (3.76), (3.80) et (3.100) on obtient que

lim sup/ K ‘ By|? dydx
h—0 (o)
— —_ o T_
< / k| [(T26° + (e @B+ 5 e5) + 2@ €5 @ e3)TAo| BAg
Q1
— _ 2

+ [V, + 5 ® €3] ®V2E 0 U(2y, 2, 0) ‘ dydz.

D’autre part, les convergences (3.74) impliquent que

B, — B, dans L*(Q;R?), (3.101)
h—0

avec
By = Ao + Co, (3.102)
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— _ o T_
Ay = [(vg(po +(es0b+b®es) +ER e ® 63)®A0] A, (3.103)

et
Co = [V + b ® 3] @V 0 W (w1, 25,0). (3.104)

Cette convergence dans L?(2;; R?) faible implique que

h—0

liminf/ /@‘Bhﬁ dpd 2/ K‘BOP dod:z (3.105)
Ql Q1
ce qui, avec (3.95) implique que
lim H‘Bhﬁ dpd :/ K‘BOP dodc, (3.106)
h—0 o o
qui implique avec (3.101) que

By — B, fortement dans L* (5 R?). (3.107)
—

Or d’apres (3.74) on avait déja

Ch —. Co fortement dans L?(; R?), (3.108)
ce qui impligue que
An = Ao fortement dans L?(Q; R?). (3.109)

Finalement, les propriétés du difféomorphisme ¥ vues dans le premier chapitre im-
pliguent que

(V20° + V2E! + (€3 ® (Vb + V,E8) + (Vb + V,E5) ® €3) + (T+ EY) ® 3 ® e3)
=, (V20" + (3@ Vb + Vb @ e3) + €® €3 ® e3),

fortement dans L?(Q;; R?) ce qui implique que
V2E!  — 0dans L*(Qy;R?),
h—0
V,E} —, 0dans L2 (Q;R?), (3.110)
—

Eh — 0dans L*(Q; R?),
h—0
d’ou le résultat.
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OJ

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer notre résultat principal. On introduit
d’abord une nouvelle énergie E*(h) définie par

e*(h Sib=1ps3 c= 5
T S

+00 sinon.

Pour tout (¢°,0,2) € L*(Q1;R*) x L?(Q; R?) x L*(Q; R*), on pose

T—

r 7 7 JE—
o, {n ‘ (V2% + (e3@ Vb + Vb ® €3) + € ® €3 @ €3)RAg] ®Ag
— 2
+[V,0? + b ® €3] @V2U 0 U(2, 29, 0)

B*(0)(4",5.7) — ’ ]
+W[(80?1|99?2|b)A0] }do dx si (¢%,b,¢) € Wy

[ To0 sinon
ol Ag(z) = VU Lo U(zy,29,0) et dy(z) = det V¥ (x1, x5, 0). On a le théoréme suivant

Théoréme 3.3.1. La suite E*(h) ['-converge vers E*(0) pour la topologie forte de L*(Q;; R?) x
L*(Q1;R*) x L*(Q;R?) lorsque h tend vers zéro.

La preuve de ce théoreme découlera des deux propositions suivantes.

Proposition 3.3.2. On a
E*(0) < T — liminf E*(h).

Preuve
Pour démontrer ceci, on considere (¢°,b,7) € L*(Q; R?) x L*(Q1; R?) x L*(Q1;R?), et on
montre que pour tout (£(h),b(h),e(h)) € L*(Q;R?) x L*(Q; R?) x L*(Qy; R?) vérifiant
§(h) — ¢ dans  L*(Q;RY),
b(h) —b dans L2(Qy;R?), (3.111)
¢(h) —ve¢ dans L*(Q;R?),
ona
lim inf B*(h)(€(h), B(h), 2(h)) > E*(0)(¢°,5,7). (3.112)
Commencgons par le cas ou

(", b,2) & Wo. (3.113)
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Dans ce cas, on a
E*(0)(¢°,b,¢) = +o0. (3.114)

Supposons par I'absurde que
liminf E*(h)(&(R), b(h),e(h)) < +oo, (3.115)

ceci implique d’aprés les définitions de E*(h) et de e*(h) que

Bh) = €5 et e(h) = 2ot(h) (3.116)

que &(h) € V, et que e(h)(£(h)) < +oo. Ce qui implique pour une sous-suite encore
notée h, il existe une constante ¢ indépendante de A tel que

e(h)(E(h) < c. (3.117)

Or, d’aprés le lemme (3.3.1) ceci implique que (©°, b,¢) € W, ce qui contredit notre hy-
pothése. On a donc lim inf E*(h)(£(h), b(h),e(h)) = +oo, d’oll la conclusion dans ce cas.

Passons ensuite au cas ou
(¢, b,e) € Wy (3.118)

et considérons (£(h),b(h),e(h)) € L*(Q1;R?) x L*(Q; R?) x L*(; R?) vérifiant

£(h) — ¢ dans  L*(Q;RY),
b(h) —b dans L2%(Qy;R?), (3.119)
¢(h) —v¢ dans L*(Q;R3).

Supposons que b(h) # +£(h) 5 ou bien que ¢(h) # ;5&(h) 33 ou bien que £(h) ¢ V;, pour
tout h. Dans tous ces cas on aura

E*(h)(£(R), b(h), E(h)) = +oo, (3.120)

ce qui nous donne ce qu’on cherche. On peut donc supposer qu’il existe une sous-suite

telle que

() = 3 €(h)3, () = 26 ()55 etE(h) € Vi (3.121)
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et que £*(h) est majorée indépendamment de /. Dans ce cas on a

E*(h)(§(h),b(h),e(h)) = e(h)(§(h)), (3.122)

avec e(h)(&(h)) majorée indépendamment de A, ce qui implique d’aprés le lemme 3.3.1
que

A

(h) — Y dans H?(Q;R?),
r&(h)s  —b dans  H'(Qp;R®), (3.123)
%5(;7)733 — ¢ dans LQ(Ql, R3)

Ceci impligue que pour une sous-suite encore notée h on a

V,E(h) — V,©° dans LP(Q;;R?), V1 <p <6,
{ps() o (QR), V1 <p 0124

1&(h)s —b dans  LP(Q;R%), V1 <p <6,
ce qui implique gréace a la réciproque partielle du théoreme de Lebesgue qu’il existe une
. 1 ., .
sous-suite pour laquelle V,£(h) et Eg(h),g, sont dominées par des fonctions de L(Q;; R?)
indépendantes de h. D’autre part, les convergences (3.124) impliquent, grace aux pro-
priétés du difféfomorphisme ¥, que

(&(h)a

On extrait a nouveau une sous-suite, toujours notée £(h), qui vérifie

5(h)72|%§(h),3)Ah(x) — (¢ |0%|b) Ao () fortement dans L¢(2; R*).  (3.125)

1 _
(gofﬁ|gof"‘2|ﬁ<pfg)Ah(x) — (" |¢%|b) Ao () presque partout. (3.126)

Par conséquent, la continuité de W et les propriétés de ¥ impliquent que

w[«oﬁ(wuofa(x)%sofg(x)) An(@)] di(x) = W[(eh @) |l (@)[b) Ao(w)] do(w)  (3.127)

presque partout. On a aussi grace aux propriétés de croissance (3.4) vérifiées par I que

W (@)@ @) A @] du(e) | < e (|90 |7+ | 7h]%),  (3128)

presque partout sur ;. Comme ces fonctions sont dominées par des fonctions de L9(2; R3)
indépendantes de A, le théoreme de convergence dominée nous permet de conclure que
1
I(h)(&(h)) = . W (@ (@)105(@) |75 (@) An(@)] du(w) do
= 1(0)(¢",5,0) = | W[(&5(2)¢%(@)) Ao(2)] do(w) der. (3.129)

Q1
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Considérons maintenant I’énergie d’interface K (h)(¢(h)). Avant de développer son ex-
pression, on va poser

(11

((ER) = [(VIE) 41 5OV () 5+ VDo) o€ () ss@es@es) BA(e)]| BAw(a)
(3.130)
et

1 _
O(h)(&(h)) = [Vy(h) + %f(h),z& ® €3] VAU o U(zy, 29, hag) (3.131)
= et ® étant des tenseurs du troisieme ordre. On rappelle que le produit scalaire de deux

3
tenseurs 3 x 3 x 3, = = ((i;x) €t ® = (f;;x) est défini par = - & = Z Gijk - fix €t que la
i.j,k=1
norme d’un tenseur 3 x 3 x 3 est |=| = V= - =. Avec ces notations, on aura donc

K (h)(&(h)) = /Q R{ER)ER) I +12(R)(EM)I + 22 (h) (E(R)) - D(R)(E(R))} di(z) do.
1 (3.132)
On pose

— — — —_— T_
Z(0)(¢% b,E) = [(Vf,goo +(e3®@Vyb+V,b®e3) +e®e3® 63)®A0({L')] ®Aq(r) (3.133)

et
B(0)(°,5,7) = [V, + b @ es]EV2U ™ 0 W (21, 2,0). (3.134)

Les propriétés de W et les convergences (3.123) impliquent que

/Qf<;|d>(h)(§(h))|2dh(x)dx—> k| ®(0)[? do(z) dz. (3.135)

Q1

. i 1 - i
Par ailleurs, comme £(h) — ¢° dans H*(Qy; R?) faible, ﬁgofg — pdans H'(Q; R?) faible

et ﬁwfg?, — zdans L?(Q; R?) faible, on a, toujours en utilisant les propriétés de ¥,

/Q 2k E(h)(E(h)) - @(h)(E(h)) dn(x) dx — L 2(0)(¢"b,2) - 2(0)(¢", b, ) do(z) da.
1 1 (3.136)
Ensuite puisque / k|Z(£(h)) 2y (x) dx est quadratique en V2£(h) et donc sci pour la
Q

topologie faible de iZ(Ql; M?*33) on a
liminf/ RIZ(R)(E(M)[? di(x) dx 2/ KIZ(0)2 do(x) da. (3.137)
Ql Q1
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Finalement gréace a (3.135), (3.136) et (3.137) on obtient

= /Q H{IE(O)(@O,E, oI +12(0) (¢, b,0)]* + 22(0)(¢°, b,2) - 2(0)(¢", b, 5)} do(x) dx

liminf K (h)(£(h)) > K(0)(¢°, b, )

(3.138)
et puisque
I(h)(&(h)) = 1(0)(¢",b,2) (3.139)
il vient
lim inf e(h)(£(h)) > e(0)(¢”, b, )
= K(0)(¢°,b,¢) + 1(0)(¢",b,2), (3.140)
ce qui impligue que
liminf E*(h)(£(h), b(h),e(h)) > E*(0)(¢°,b,¢), (3.141)
ce qui achéve la démonstration.
O

On a ainsi obtenu la borne inférieure de la I'-limite. On passe ensuite au calcul de la
borne supérieure qu’on obtient grace a la proposition suivante

Proposition 3.3.3. On a
I' — limsup E*(h) < E*(0).

Preuve
Afin de démontrer cette proposition, pour tout (¢°,b,¢) € L*(Q;R?*) x L*(Q; R?) x
L*(2;R?), il nous faut trouver (z(h),b(h),e(h)) € L*(Q;R3) x L2(Q;R?) x L?(Q; R?)
vérifiant

z(h) — ¢ dans L*(Q;R3)

b(h) —b dans L?(Q;R%)

¢(h) — ¢ dans L%*(Q;R?),
et

E*(B)(=(h), b(h), 2(h)) — E*(0)(¢°, 5, 7). (3.142)
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Dans le cas ol (¢°,b,¢) ¢ W, n'importe quel élément (z(h),b(h),c(h)) € L*(Q;R?) x
L*(Q;R?) x L*(Q4; R?) vérifiant

z(h) —¢® dans L?(Q;R3)
b(h) —b dans L?(Q;R?)
¢(h) —c dans L?*(Q;R3),

satisfait (3.142) puisqu’on a
lim sup E*(h)(z(h), b(h),c(h)) < E*(0)(¢°,b,¢) = +oc. (3.143)
Considérons le cas ol (¢°, b,¢) € W, c’est-a-dire que

E*(0)(¢°% b,¢) = e(0)(¢° b, ), (3.144)

e(0)(¢" b,2) = / {5 | (T2 + (e3 © Vb + V35 @ 3) + 2@ €5 @ e3)TAo] By
951
_ ) .
+[Vo" + b ® e3]@V2U " 0 U(zy, 25, 0) ‘ + W (" |¢%|b) Ao }do do.
(3.145)

Il serait naturel de poser

z(h)(z) = ¢°(z) + hasb(z) + h* /933 /tE(xl,xQ, s)dsdt, (3.146)
o Jo

mais cette fonction-test manque la aussi de régularité. On commence donc par régula-
riser les fonctions b et ¢ en considérant, comme dans la démonstration de la proposition
3.3.1 une suite b, € C>°(Q; R?) vérifiant la méme condition au bord que b, c’est-a-dire
b.(x) = Aag (w1, 25) SUr dw x (—1 1y ete € 0°(Q;R?) vérifiant

b. — b dans H'Y(Q;R3),
(3.147)
¢. »>c¢ dans L*Q;R%)
quand ¢ — 0 avec b, 3 = 0 et on pose
T3 t
ze(h)(z) = ¢° () + hasb.(z) + h2/ / C.(wq, o, 8)dsdt. (3.148)
o Jo
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On voit tout de suite que
z:(h) € V},. (3.149)

En effet, il est clair que z.(h) € H'(Q; R?*). De plus, puisque
U (xy, 29, haz) = W(x1, 2, 0) + hazaz(v1, v2), (3.150)
alors on a z.(h) = AU(xy, x5, has) sur dw x (5L, 1). De plus, on a

L () s(2) =Bu(2) + b /0 (e, 7, 9)ds (3.151)

et
—2:(h) 33(x) = ¢ (2) (3.152)

ce qui implique qu’on a bien pour ¢ > 0 fixé

z.(h) — ¥ dans H?(Q;R3)  fort
+z.(h)s  —b.dans H'(Q;R®) fort (3.153)
1

2.(h) 33 — ¢ dans L?(Q;R3)  fort,

=>

quand h tend vers zéro. D’autre part on a

e(mz.(m) = |

1951

{m ‘ [(VZzg(h) (@) + eV, (Bg(x) +h /0 " e, 1, s)ds) +V, (Bg(x)
+h /0 " e (51, 70, s)ds) ® e +7.(1) ® €3 ® 63)®Ah(:¢)] "Sau(2) + [V (b))

+ <b5(x) + h/ Ce (21, T, s)ds) ® 63]®V2\If’1 o W(xy,xe, hxs)
0

‘ 2
+W[(zg(h),l(x)|za(h,),2(x)|55(x) +h /0 b e (x1, 22, 5)ds) Ah(a:)] } dp(2) dz, (3.154)

ceci implique grace aux convergences (3.153) que pour une sous-suite encore notée h on
a

(1) (2 () 72 (R) 3, 252 () 35) = () =2 (1)

— e(0)(¢° b, 2.)

h—0

= E"(0)(¢", b, ).

90



3.3. Calcul de la I'-limite et comportement des minimiseurs

Ceci implique gu’on a

T — limsup E*(h)(¢°, ., 2.) < E*(0)(¢",b., 2.). (3.155)
h—0
Les convergences (3.147) impliquent, grace a la réciproque partielle du théoréme de

Lebesgue que pour une sous-suite encore notée £ on a

b. — b presque partout dans ),

(3.156)
¢. — ¢ presque partout dans ;.
La continuité de W impligue que
W[(@?1|90?2|55)A0] - W[(¢?1|¢?2|5)A0}, (3.157)

presque partout sur ;. D’autre part, la réciproque partielle du théoreme de Lebesgue
implique aussi qu’il existe g € L7(Q;;R?) indépendant de ¢ tel que pour presque tout
e

b (2)] < g(x), (3.158)

ce qui implique grace aux propriétes de croissance de W que

W () 151b:) Ao] < cl(0)[3[bc) |7

< C|(90?1|<P?2|9)|q7

presque partout sur €2;. Ceci avec (3.157) implique grace au théoréme de convergence
domineée que
W% 1e5[b:) Ao] = W (¢ ]0%10) Ao (3.159)

dans L'(Q;; R*). On obtient donc que pour une sous-suite encore notée ¢ on a

E*(0)(¢°, b., ¢.) A E*(0)(£°, b, ). (3.160)
e—

D’autre part, la semi-continuité inférieure de la I'-limite supérieure pour la topologie

forte de L?(Qy; R?*) x L*(Q; R?*) x L*(Qy; R?*) implique qu’on a
I' — limsup E*(h)(¢°, b,¢) < liminf " — lim sup £*(h)(¢°, b., €.). (3.161)

h—0 e=0 h—0
Ceci avec (3.155) et (3.160) nous permettent d’avoir que
[ —limsup E*(h)(¢°, b,2) < E*(0)(¢°,b,2), (3.162)
h—0

ce qui achéve la démonstration.
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Preuve du théoreme 3.3.1
On obtient la preuve du théoreme 3.3.1 en appliquant les deux propositions précéedentes
et grace a la définition et aux propriétés de la I'-convergence.

OJ

Remarque 9. Dans le modéle limite qu’on a obtenu, on n’a pas eu a relaxer la densité d’énergie
élastique interne par quasiconvexification. Ceci est d0 au terme d’énergie d’interface qui nous
donne la convergence forte dans H'(Q; R*). On n’a donc pas besoin de la relaxation et on peut
se contenter de la continuité de 17 et de ses propriétés de croissance pour obtenir la I'-limite.

Remarque 10. En appliquant notre résultat aux cas des films plans, c’est-a-dire pour un dif-
féeomorphisme W égal a I'identité, on retrouve le résultat de K. Bhattacharya et R.D. James dans
[8]. On remarque que dans le modele limite des films courbés, un terme en dérivée seconde par
rapport a la troisiéme variable intervient, qui n’apparait pas dans le cas plan. Ce terme est dd au
caractére courbé du film. Cependant, on verra que ce terme ne joue aucun role dans la minimisa-
tion de I'énergie limite. Par contre il y a apparition d’un terme d’ordre zéro en b qui ne disparait
pas lors de la minimisation. En particulier, ce terme apparait dans les cas du cylindre et la sphére
vus au chapitre précédent.

Remarque 11. On remarque aussi qu’on retrouve les mémes résultats obtenus par le dévelop-
pement asymptotique formel du chapitre précédent, tels que la dépendance du modele limite par
rapport au terme ¢ dQ au caractere courbé du film et les conditions sur les termes d’ordre un sur
©° et b a savoir leur indépendance par rapport a la troisiéme variable. L’étude qui va suivre nous
permettra de minimiser par rapport a c.

Corollaire 6. La famille des minimiseurs ¢(h) € H?(Q;R?) de e(h) sur V;, admet une sous-
suite (encore notée par ¢(h) ) tels que

o(h) — 0 fortement dans H?(2;; R?)
Lo(h)s  — b fortement dans H'(Q; R?) (3.163)
1

Lo(h)ss — ¢ fortement dans L2(9y; R?)
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avec (¢, b,¢) € W, minimisant I’énergie limite
(050 = [
Q1
0 7 SN2 1 2 0 0 7
+ [V + 5@ e BV 0 (a1, 2,0) |+ W[( (2) i 2) D) Ao(2)] peo(z) d
(3.164)

{/’i ‘ [(VIQ)()OO + (63 &® V,,E + V,,E & 63) +Cc®e3;® 63)®A0($)]T®Ao(l’)

sur (¢, b, c) € Wy.

Preuve

Le lemme 3.2.1 assure I’existence de minimiseurs de I’énergie £*(h) qui sont, a un chan-
gement de notation pres, les mémes minimiseurs de I’énergie e(h), la proposition 3.3.1
nous permet d’avoir I'existence des (¢°,b,¢) € W, vérifiant (3.163). On se propose de
montrer que (¢°, b, €) minimisent e(0) sur Wj. Pour cela, on va utiliser I’argument stan-
dard de la I"-convergence. On considére (¢, q,t) € W, et on veut montrer que

e(0)(€,q,1) > e(0)(¢°,b,¢). (3.165)

D’apres le théoreme 3.3.1 et grace a (3.163) on a que

lim nf e() (p(h)) = Timninf B° () ((1), 7 9(h) 5 250 (h) 3

> E*(0)(¢",b,7)
= ¢(0)(¢°,0,0). (3.166)
On sait aussi, grace a la définition de la T-limite, qu’il existe (£(h), b(h), ¢(h)) dans L*(Q; R*) x
L*(Q1;R?) x L*(Q; R?) vérifiant
£(h) — &dans L(Q;R?)
b(h) — qdans L%(Q;R?) (3.167)
c(h) — tdans L*(;R?)

et

e(h)(§(h)) = E*(h)(&(h),b(h), c(h))
— E*(0)(£,4,1)
= ¢(0)(&, 9, 1). (3.168)
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Chapitre 3. Films courbés minces martensitiques - I'-convergence

Puisque ¢(h) minimise e(h), on a
e(h)(p(h)) < e(h)(£(h)). (3.169)
Ceci avec (3.166) et (3.168), nous donne

e(0)(",b,¢) < liminfe(h)(p(h))
< liminfe(h)(&(h))
=¢(0)(¢,4,1),

d’ou ce qu’on cherche.

O
Comme conséquence de ce corollaire on a le résultat suivant.
Corollaire 7. Le deuxiéme vecteur de Cosserat minimisant I’énergie e(0) vérifie
¢3=0ausensde D'(Q;R?). (3.170)
Preuve
Pour montrer ceci, on fixe ©” € H*(Q;R?) et b € H'(Q;R?) vérifiant ¢ = 0, by = 0
et O"(v) = AW(21,29,0), b(a) = AWy(x1,79,0) = Aag(ar,z2) sur dw x (—1,1). On
considére le probléeme de minimisation suivant; trouver ¢ € L*(Q; R?) tel que
e(0)(¢",b,2) = min__e(0)(¢",b,¢). (3.171)

£EL2(Q1;R?)

La solution du probleme (3.171) vérifie I’équation d’Euler-Lagrange ; Vu € L*(Q; R?)

/ ([(v?ﬁpo +(e3 @ Vb + Vb @ e5) + T @ €3 @ e3) B A BAg
951
+ [V +5© es] VAU 0 (a1, 2,0), [(e5 ® u® ) Ao) B Ao )dodz = 0, (3.172)

ce qui implique gréace a I'inversibilité du tenseur A, que

(V2" + (3 @ Vb + Vb ® e3) + ©® €3 ® e3) DA, ®A,
+ [V’ + b ® e3|@V2U ! o U (g, 29,0) = 0 dans L*(2; R?). (3.173)
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Par suite on a

(V20" + (65 ® Vb + Vb ® e3))@Ag] @A + [V + b @ e5] @V 0 (1, 79, 0)
= [(E®es @ e3) @A) ®4, dans L*(Q;;R?). (3.174)
Or, si P = (p;;i) est un tenseur d’ordre 3, A = (a;;) une matrice inversible on a

(PRABA )iy = Y _(PBA) ;1A
= i > PusAa Ay
- zl: P;-S > AgAy
= i: Pz’js(z‘llAl)sk

= gk,
ce qui impligue qu’en appliquant le produit tensoriel contracté dans les deux membres

de I’égalité (3.174) a la matrice A, ', en passant ensuite au transposé et en appliquant de
nouveau le produit tensoriel contracté a la matrice A, ", on obtient

[[[(V26° + (2 © Vb + Vb e0))BAa] B
_ T
+ [V, + 5@ es] BV 0 (a2, 2, 0)]®A0—1] 04
= (E Xe3 R 63) dans Lz(Ql, R3) (3175)

Comme le terme a gauche de cette égalité est indépendant de z3 il en sera de méme
pour le terme a droite, ce qui nous permet de conclure.

OJ

On pose

Wy = {(W,E,z) € H*(0;R?) x H'(Q;R®) x L*(Qy; R?) Vérifiant ¢ =0, bz =0,
~ _ ~ 11
25 =0 et@’(a) = AW(a1,3,0), b(w) = Aag(ar,3) sur dw x (=3,5) }-
Remarque 12. Gréce aux conditions @?3 =0, by = 0etecs = 0sur €y, on peut identifier les
fonctions (¢, b, ©) avec des fonctions (¢, 5, @) € H*(w;R*) x H' (w; R?) x L*(w; R?) vérifiant
les conditions au bord ' (z) = A(z1,2,), b (z) = Aas(zy,22) SUr dw. On va continuer a
noter ces fonctions (¢°, b, €) par abus de notation.
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3.4 Retour a la configuration de référence initiale

Considérons une autre carte ¢’ de w’ ouvert de R? dans S. Travaillant avec cette autre
carte, nous obtenons les mémes résultats de convergence que précédemment mais cette
fois a travers un autre difféfomorphisme V', Effectuons donc le changement de variables
initial inverse, afin d’avoir I’expression de I’énergie limite dans la configuration de réefé-
rence initiale sans dépendance par rapport a la carte choisie. On a pour (¢°, b,¢) € W,

e(0)(¢",b,¢) = / {ﬁ\ (V2" + (e3 © Vb + Vb ® e3) + E® e3 @ e3)® Ao ()] @ Ao ()

_ _ 2 —
+ [V + 5@ e BVEU 0 (a1, 2,0) |+ W[( (@) () D) Ao(x)] beo(z) d,
(3.176)
gui s’écrit aussi

3
6(0)(()007576) = / {’Li Z ‘ ((po)i,aﬁ(x)qj;jc © \IJ(.’L‘I,xQ,O) \IJE,E © \Ij(xlax%o)

w S k=
+ (0)ia(2) (V) 0 W(wy, m9,0) Wy 0 W(wy,m9,0) + U L 0 U(xy,29,0) Uiy 0 W(zy, 15,0))

+ (0)i(2) W5 0 W(zy, 2,0) Wy j 0 W(xy, 2,0) + (¢°)ia(2) W, Ly 0 W(zy, 25,0)

+ (0)i(x) Wy 5y, 0 W (ay,22,0) ‘ i + W [(% (@)% (2)]b) Ao (x)] }do(:v)dx. (3.177)

Onpose 7 = ¥(z) pour z € w, $(7) = ¢ (), b(Z) = b(z), ¢(T) = &(z) et €(0)(P) = e(0) ().
Ona
P2 (1) = Pia(¥ () Wy (), (3.178)
et
Vo k() = Pigs (W (@) Wy g (2) W15(x) + Pig(W(7)) Wy (). (3.179)
En remarquant qu’on a p(z) = ¢(x1, x5, 0) sur Qy, puisque @?3, alorson a
P(@) = FoW(¥ (), ¥, (2),0), (3.180)
de méme pourgon a
b(E) = bo (U7 (7), ¥;'(7),0). (3.181)

D’autre part, on sait d’aprées la définition du difféomorphisme ¥ que son gradient est
indépendant de la troisiéme variable ce qui entraine que

1

V(U (@), U3 1(7),0) = VI (UT(@), 931 (2), T35 (3) = (VI(@) (3.182)
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3.4. Retour a la configuration de référence initiale

On a donc pour tout = € S

$ig(T) = @i, (V1 (@)¥, ;(2)
= 00T (@) 5(7)

)

et

() = 0y, (U (@)W1 (@) (T) + 00, (V7)) (T)
=Chas (¥ (@) V5 1 (D) V0 5(F) + 050 (T 7 (2)) 0 51 ().

En considérant tout ceci, on obtient I’expression suivante de €(0)

050 = [ {x S |Fur(@) + 5@ @) + @05

i,5,k=1

+E@E T LE)TLE) + b3 L )\ +WIVEE) +bo V(7)) Jdo. (3.183)

Remarque 13. On remarque que V¥, ' (7) = o*(U () = n(Z) est le vecteur unitaire nor-
mal a la surface moyenne S au point z ce qui montre bien que I’énergie limite obtenue ne dépend
pas de la carte a travers laquelle on écrit I’énergie. Ceci souligne le caractére intrinséque du
probléme limite de minimisation. L’énergie limite s’écrit donc

0E8A = [ {5 3 [ + B @@ + BB

i,5,k=1

+ &)k (@)1 () + bi(T)nyk(3)
:/{ |V25(3) + VB(E) © n(3) +n(3) © VH(@)

+ @) © n(F) @ n(F )+b(x)®Vn(§)‘ +W[VEE) +b@n( )}}da (3.184)

‘ 2

+W([VEE) + b n(@ )]}d5

Proposition 3.4.1. Les conditions ¢ = 0 et b 3 = 0 deviennent
V@(@)n(T) = Vb(@)n(z) = 0. (3.185)

De pluson a
Pi,jk ()1 (T)n;(T) = 0. (3.186)
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Preuve
Ceci découle du fait qu’on a ¢(x) = ¢(¥(x)) ce qui implique que
80?,3@) =0
= @ig(V(2)) Vi 5(x)
(V&i(¥(2)), a(x))
(V@(f), ”(f))

etdoncona
Vo(z)n(z) = 0. (3.187)
De méme on obtient
Vb(Z)n(Z) = 0. (3.188)
L’égalité (3.186) provient du fait que @?33 =0.Eneffetona
90?,33(@ =0
= @iji(¥(2))Vj5(2) Wes(z) + 95, (¥(2)) ¥j3(2)
= ©ign(¥(2))(a3);(x)(as)r(z) + i (Y (2))((as);) 5 ().
Or, on sait que pour tout z € w
(a3) 3(x) = 0. (3.189)

Gréce a ceci on obtient en utilisant le fait que a3 (z) = n(7)

Pijk (T)1 (2)1(T) = @3 (¥ () (a3);(x) (as)k ()
=0,

ce qui achéve la démonstration.

Corollaire 8. Le minimum de I’énergie ¢(0) a ¢ et b fixés est atteint pour ¢ = 0 et vaut
3
AOED = [{r 3 [ Fur® +B@ne(@) +5x @y (@)
2 ~

+ @@ |+ WIVEE) + b n(@)] o

~ ~ ~ 2
_ / [5] V253 + V(@) @ n(@) + n(3) © VE(E) + 5(7) © Vn(@)|

S

+W[VEE) + b n(@)] }da (3.190)

98



3.4. Retour a la configuration de référence initiale

Preuve

On obtient ceci grace a la proposition 3.4.1. En effet, la relation (3.186) implique que

3
Y Cink@E@m(@ng (@) =Y i@ Y Pogi (@) (@)ni(7)
i,7,k=1 ) 7,k
=0.
La deuxieme relation dans (3.185) implique que

D bi(@)ny(7) =0,

ce qui impligue que

et

(3.191)

(3.192)

(3.193)

(3.194)

D’autre part, comme le vecteur n est de norme constante, ceci implique que pour tout

k=1,2,30na
(n4(2),n(@)) = Z 15k (2)15(T)
=0,

ce qui impligue que

Z 0i(T)n (B (@) () (F) = Zgi(i)é(f)nk(f) Z 1k (T)n;(7)

=0.

(3.195)

(3.196)
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En appliquant (3.191), (3.193), (3.194) et (3.196) dans (3.184) on obtient

D@8 = [{r D [+ Bl + )
i,5,k=1
+ by (F)njk(T) ‘ + | & (@) (Z)n; () ‘ +WI[Ve(T) + b n(z )] }d&, (3.197)
ceci implique que le minimum par rapport a ¢ est atteint pour ¢ = 0 et vaut

w0EH = [ {Z |Gt (®) + by )i (@) + b (@ (3)
+Ei(§)nj,k(§)\ +W[VEE) +ben(@) pdo
- / { ‘vz ) + Vb(7) ® n(7) + n(7) ® Vb(F) + b(F) ® Vn(7)

+W[VE(E) + b n(@ )]}da. (3.198)

‘ 2

OJ

Ce résultat est confirmé par les exemples de films minces de forme simple telle que le
cylindre et la sphere vus au chapitre précédent. On rappelle que pour un film mince de
forme cylindrique I’énergie limite obtenue par développement asymptotique formel est
de la forme

o) = [ {WIA@IA@DAW]

+ “( + ﬁ|<ﬂ,12| 27227 ;b ‘ + 2|;b,2 + ﬁ@,2| ) } rdz, (3.199)
1 0 0
avec Ap(x) = | 0 -tz @z | etoUonanoté g =b.
0 —cosxy —sinay

En écrivant I’énergie sur la surface courbée on obtient

e(0)(p,b) = /~ {W[V@(:?) +b® n(f)]
g
+l€(|95,11|2+2|95,12+n15,1|2+2|<5713+n2571|2+|g5,22+2n1572+n2,25|2+2|6723+n2572+n1573+n273g|2

1B s + 2nabs + ngbl?) }d5, (3.200)
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avec B B
~ —T9 —I3
n(7) = (0, _ ) 3.201
= mrw VRS (5200
et
0 0 0
S o
" 0 —7T3 TaT3
V() = CEEN
0 ToZ3 -3
RE AN
Proposition 3.4.2. L’énergie limite reste matériellement indifférente.
Preuve
On voit ceci en posant pour A = (a,|as|as) € M? et b,u € R?
W (A, b,u) = W((ar|a]as) + b ® w). (3.202)

On obtient grace a (3.5) que VR € SO(3) on a

W(RA, Rb, u) = W( Rai|Ras|Ras) + Rb ® u)
RCL1|R(12|RCL3) + (RbU1|RbU2|RbU3))

R((a1]as]as) + b ® u))

N N
—

ailazlaz) +b® u)

et on applique ceci pour A = V3, b = betu = n(w(x)) on obtient le résultat pour
la partie d’énergie interne élastique. En ce qui concerne la partie d’énergie d’interface,
VR € SO(3)ona
~. ~ ~ 2
|RV*3+ (RVB) @0+ n @ (RVE) + Rb & Vn |
~ ~ o~ 2
= |R(V3+Vb@n+neVb+b8 Vn)|

2

Y

= ‘V26+V3®n+n®vﬁ+3®vn

ce qui achéve la démonstration.
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Deuxieme partie

Materiaux hyperélastigues

103






Chapitre 4
Film courbé mince collé a un substrat
avec une condition de non
Interpenetration
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Chapitre 4

Film courbé mince collé a un substrat
avec une condition de non
Interpénétration

Résumé

Le comportement d’un film courbé mince hyperélastique collé a un
substrat rigide est décrit par une énergie composée d’une partie d’éner-
gie interne dépendant du gradient de la déformation et d’une partie
d’énergie d’interface dépendant du saut de la déformation a travers
I'interface film-substrat. On calcule la T'-limite de cette énergie en impo-
sant aux déformations une condition de non interpénétration qui em-
péche le film de pénétrer a I'intérieur du substrat sans pour autant in-

terdire le contact entre les deux.
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Chapitre 4. Film courbé mince collé a un substrat avec une condition de non interpénétration

4.1 Introduction

On s’intéresse dans ce chapitre a I’étude du comportement d’un film courbé mince
Q" déformable d’épaisseur h constitué d’un matériau hyperélastique en contact, a sa
surface inférieure S, avec un substrat rigide et fixe occupant le domaine S,,. Le compor-
tement de ce film subissant une déformation ¢ est décrit par une énergie €" composée
par une partie E" représentant I’énergie élastique interne du film et une autre partie "
d’énergie d’interface, liée au décollement du film de son substrat. Cette énergie n’est pas
du type Van der Waals vu aux chapitres précédents. Elle admet une densité fonction du
saut de la prolongée sur tout R?* de la déformation ¢ a travers I'interface film-substrat.
On pose donc

eh =1" 4+ EM,
avec
P =n [ a(@)d
et
E'p) = | W(VE)dr,

ou W est la densité d’énergie élastique du film, h*® est la densité d’énergie d’interface
avec o un nombre réel et |[¢]| est la norme du saut de la déformation a travers I'interface
entre le film et le substrat.

Dans [7] K. Bhattacharya, I. Fonseca et G. Francfort ont repris le travail de A. Braides,
I. Fonseca et G. Francfort dans [9] ou ces derniers avaient étudié le comportement
asymptotique des plaques non homogenes. K. Bhattacharya, I. Fonseca et G. Francfort
ont analysé le comportement asymptotique de films minces superposés, subissant une
déformation et ayant chacun une densité d’énergie élastique interne tout en permet-
tant leur decollement qui sera pénalisé par une énergie d’interface. On se propose dans
ce travail d’étudier le comportement d’un film courbé mince collé a un substrat rigide
ayant une surface supérieure courbée en supposant que le contact entre le film et le sub-
strat a lieu en tout point de la surface inférieure du film et on impose aux déformations
gue subit le film une condition de non interpénétration, voir J. Ball [6], P. Ciarlet et J.
Necas [20] et [21] et Q. Tang [49]. Cette condition semble assez logique du point de vue
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4.2. Formulation du probléme

physique puisque dans les problémes de solides en contact, il est impossible qu’une par-
tie d’un des solides pénétre dans I’autre. On impose donc au solide déformé de rester
en dehors du substrat sans pour autant interdire le contact entre les deux.

L’état d’équilibre du film est décrit par les minimiseurs de I’énergie ¢* sur un en-
semble de déformations admissibles qu’on choisit de telle maniére gu’il n’y ait pas d’in-
terpénétration entre le film et le substrat. On s’intéresse au comportement asymptotique
de I’énergie ¢" et de ses minimiseurs, quand ils existent, lorsque I’épaisseur du film tend
vers zéro.

On commence tout d’abord par effectuer un changement de variables qui nous per-
mettra de travailler sur un domaine plan d’épaisseur constante, ensuite on effectue un
deuxiéme changement de variables pour applatir la surface supérieure du substrat afin
de simplifier la condition de non interpénétration. On passe ensuite au calcul de la I'-
limite de I’énergie qui nous donne le comportement des minimiseurs de cette énergie et
on finit par un retour a la configuration initiale.

4.2 Formulation du probleme

La géométrie du domaine Q" occupé par le film courbé est la méme que celle vue
au premier chapitre, a la seule différence que S est la surface inférieure du film et non
pas sa surface moyenne. Nous garderons les mémes notations en ce qui concerne le C*-
difféomorphisme ¥ qui envoie Q" sur Q" et les vecteurs des bases covariante et contra-
variante. On suppose que le film est composé d’'un matériau hyperélastique homogéne
pour lequel la densité d’énergie élastique interne, W : M?* — [0, +oo[ avec M? I’espace
des matrices 3 x 3 a coefficients réels muni de la norme usuelle |F|=y/tr(FTF'), est une
fonction continue veérifiant les hypotheéses suivantes

3¢ > 0,3p €]1, +oo], VE € M3, |W(F)| < ¢(1 + |F|P),
Iy > 0,36 > 0,YF € M?,W(F) > 1|F]P — 3, (4.1)
VE,F € M3 |W(F) = W(F)| <c(L+|FPt+|F|PY)|F-F.

109



Chapitre 4. Film courbé mince collé a un substrat avec une condition de non interpénétration

Le comportement du film subissant une déformation ¢ est décrit par I’énergie

e =1"+E"
ou
P =n [ o)
et
E"@) = [ W(V§)dz,
Qh
avec

7] = | ¢(#) — 7|, pourtout € S, (4.2)

ou |z| désigne la norme euclidienne dans R®. Le saut |[¢]| est bien défini pour ¢ €
WP (Q" R*) lequel est inclu dans C° (ﬁh,R?’) pour p > 3. La fonction ® : R, — R,
intervenant dans le terme d’énergie d’interface est supposée étre semi continue infé-

rieure, croissante et vérifiant
®(0) =0et d(t) > 0 pourt # 0. (4.3)

Comme on ne fait pas I’hypothése que la densité d’énergie élastique interne est qua-
siconvexe, puisque ceci excluerait de notre étude des exemples intéressants tels que le
matériau de Saint Venant-Kirchhoff, on n’est pas assuré de I’existence de solutions pour
le probléme de minimisation : trouver 3(h) € V" tels que
e (@(h)) = inf &"(p),
pevh

avec

Vh= {5 e W (Q" R®), 5(Q") € St et p(z) =z surT'}, p> 3, (4.4)

ou Se¢ représente I’adhérence du complémentaire du domaine occupé par le substrat, r
est la surface latérale de Q" et 3(Q") est I'image de Q" définie sans ambiguité a Iaide
du représentant continu de ¢, puisque p > 3, donc cet ensemble est bien défini. Par
conséquent, on considére une suite minimisante diagonale ¢(h) pour la suite d’énergies
¢", dont on est assuré de I’existence, satisfaisant

@(h) € VP, &"(@(h)) = inf e"(@) + he(h), (4.5)

Fevh
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4.2. Formulation du probléme

avec ¢(h) — 0 quand h — 0. La condition de non interpénétration imposée a la déforma-
tion dans V" veut dire gue celle-ci ne peut envoyer aucun point de Q" dans I'intérieur du
substrat. Par contre il peut exister des points qui seront envoyés sur sa frontiére. Ce sont
les points de contact entre le film déformé et le substrat. La condition évite en ce sens
gu’il y ait pénétration du film dans le substrat. On commence par faire un changement
de variables qui nous permet de travailler sur un domaine indépendant de I’épaisseur
h. On procede en deux étapes.

Soit 7 € Q" 3z € O, tel que 7 = ¥(z), ol
Q, ={2z e R, 32’ €w, 2 =1"+1ne;,0 <n < h}. (4.6)

Si ¢ est une déformation du film courbé dans sa configuration de référence, on définit
pour tout = € Q, ¢, : Q, — R® par

on(z) = o(¥(2)). (4.7)

Sachant que pour une déformation ¢ : Q" = R® en régime membranaire, I’énergie

se comporte comme A quand h tend vers zéro, on s’intéresse au comportement limite
) . o 1 ~ , .

de I’énergie par unité d’épaisseur : Eéh(go). Pour une déformation ¢, : Q, — R’on

considere donc I’énergie mise a I’échelle
A,h ~
e"(¥)

/Q W (Von(2) (V)" (x)) det VU (z) da + ho~! / ®(|[on]])] cOFf V¥ ()e3|do,

w

eh(%) =

==

avec
|[on]| = ‘ on(1, 12,0) — V(21, 39,0) ‘ . (4.8)
On définit I'application z;, : Q, — R® par
I3
Zh($1,332,$3) = (xl,fvz, F) (4.9)
L'application z;, envoie €, sur
le{x€R3,(x1,x2)Gwet0<x3<1}. (4.10)

A toute déformation ¢, sur €2, on associe la déformation ¢ : ; — R?® définie par
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Chapitre 4. Film courbé mince collé a un substrat avec une condition de non interpénétration

o(z) = n(z, (2)).

On pose e(h)(¢) = e"(p,). On a alors

avec
BN = [ W](ea@)lpale)loa) An(o)] dia) da
et 1
1)) = 1" [ @116l [c0f V¥ (a1, a2, R,
ou

|[<10]| = |<,0($1,$2,0) - \11(1‘1,332,0)|

et ou on a posé
dp(x) = det VU (xy, xo, has)

et
Ap(z) = VU L o U(zy, 29, hars).

En posant
p(h) = §(h) o T oz,

le probleme (4.5) devient

p(h) € V', e(h)(p(h)) = inf e(h)(y) + he(h),

peVh

avece(h) — 0 quand h — 0 et

Vh=1{p e W (Q,R?), p(Q) C S¢ et o(x) = U(zy, z9, has) sur dw x (0,1)}.

(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)

Ce dernier changement de variables nous permet de travailler sur un domaine indépen-

dant de I’épaisseur du film courbé qui va tendre vers zéro.

Nous allons maintenant procéder a un autre changement de variables dans I’espace

d’arrivée, qui nous permettra d’aplatir la surface supérieure du substrat (voir Figure.2).

Ceci permet de simplifier la condition de non interpénétration et facilite le calcul de la
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4.2. Formulation du probléme

borne supérieure de la I'-limite. On suppose que le substrat est infini au sens ou W est la
restriction a Q; d’un difféfomorphisme ¥ de R* — R? tel que

Sg:@{xeR?’, 2 >0}. (4.18)

La condition de non interpénétration impose au film déformé d’étre inclus dans S¢. On
pose pour tout z € §;

p(z) =T (o). (4.19)

Exprimée a I’'aide de ¢, la condition de non interpénétration devient

ps3 > 0. (4.20)

Figure 2. Changement de variables
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Chapitre 4. Film courbé mince collé a un substrat avec une condition de non interpénétration

L’opérateur qui a une application ¢ : R* — R?® associe I'application ! o ¢ est un

opérateur de Nemytsky. En particulier, si ¢ € W (Q,,R?) alors ¢ € Wir(Q;,R?). De

plusona
soit encore

Finalement on obtient
1 - B 1.
(3a90|%53<ﬂ) = V() (%@(%)I%@a@)-

On définit, alors

E(h)(¢) =E(h)(¢)= | W|V¥op(z) (@,1(56)I@,z(x)ll@,a(fv))flh(x) dy () dx
o h

et
T(1)(@) = I(h)(p) = h™" / (|9 o 7ll) | cof V(1 3, hars)es do,
ou
W o]l = | U(p(x1,72,0)) — ¥(z1,22,0) |
En posant

avece(h) — 0quand h — 0 et

(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)

(4.27)

(4.28)

Vh = {p € Wl’p(Ql,R?’), ?(Q) C {x3 >0} et p(z) = (x1, 29, has) SUr dw x (0,1)}.
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4.3. Calcul de la I'-limite

4.3 Calcul de laT-limite

Avant d’entamer le calcul de la I'-limite de I’énergie &(h), on commence par prolon-
ger cette énergie sur L”(€;; R?*) en posant
e(h)(p) sipeVh,

pour tout ¢ € Lp(Ql;R3), e (h)(p) = (h)(?) 14
+00 si non.

L’énergie limite qu’on obtient par I'-convergence est relaxée, c’est a dire que la densité
d’énergie interne est quasiconvexifiée (C.B. Morrey [43]). Ceci est inévitable méme si la
densité de départ est quasiconvexe, puisque cette quasiconvexité n’est pas conservée
par la densitée W, qui intervient dans le modele limite. On rappelle que I’enveloppe
quasiconvexe d’une fonction W : Q x R® x M3? — R est donnée par

QW =sup{Z : M*»* — R, Z quasiconvexe et Z < W},
sachant qu’une fonction 7 : Q) x R® x M3? — R est quasiconvexe si et seulement si

1
7 A) <
(2,9, 4) < meas D

/ Z(x,y, A+ V(s))ds,

pour tout domaine borné D C R?, tout A € M>? ettout § € W, °(D, R?). Comme consé-
guence de ces définitions, on obtient I’expression suivante de I’enveloppe quasiconvexe

1
QW (z,y,A) = inf

W(z,y, A+ V(s))ds, 4.30
o2 e /D (&, (5)) (4.30)

pour plus de détails voir [22]. Tout F dans M? s’écrit sous la forme F' = (z(|z3|23) =
(F|z3), ou les z; sont les colonnes de F et ' = (z,]|z,) € M2 On introduit, comme dans
[1] et [39], la fonction 1} : w x R® x M3>? — R définie par

Wo(w,y, F) = inf W(VU(y)(F|2)Ao(x)), (4.31)

2€R3

avec Ag(z) = VU ' o W(x,1y,0). Cette fonction est bien définie grace a la continuité de
W et a ses propriétés de croissance et de coercivité (4.1), elle vérifie des conditions de
croissance et de coercivité analogues a celles vérifiées par . En effet, on a la proposition
suivante

115



Chapitre 4. Film courbé mince collé a un substrat avec une condition de non interpénétration

Proposition 4.3.1. La fonction W, est continue et vérifie les propriétés de croissance et de coer-
civité suivantes

3¢ > 0,YF € M32 Yy € R Vz € @, |Wy(z,y, F)| < (1 + |F]P),

) ) ] (4.32)
Iy > 0,38 > 0,VF € M>?,Vy € R®, Vo € @, Wy(wz,y, F) > ' |F|P —

Preuve

La fonction W, est semicontinue supérieure comme infimum de fonctions continues.
Pour avoir la continuité de W, il suffit donc de montrer qu’elle est semicontinue infé-
rieure. On considere une suite (z,,y,, F,) € @ x R® x M*? convergente vers (z,y, F)
quand n — +oo. Gréce a la coercivité de W, pour tout z € R® on a

afz" = o | VI(y)(VI(y)) " (0]2) Ap(2) (Ao (2)) " |7
< all(VE) |z )| (Ao) 7|y [ VE(y) (012) Ao () |
< (V) Ml 1(Ao) o)W (VE(y) (0]2) Ao(x)) + 5.

Par conséquent, il existe un compact K tel que pour tout », I'infimum de W par rapport
a z € R3 est atteint en un point :" € K. On procéde ensuite comme dans [38]. On
extrait une sous-suite encore notée n telle que Wy (z,,, ¥, F,,) converge quand n — +oo,
de laquelle on extrait une autre sous-suite telle que z, — z € K. Grace a la continuité
deW,ona

W (xna yn? F )

W(V‘T’( )(F |2n) Ao (@n))
( 2)Ay())
Wol(,

v

Comme ceci est vrai pour toute sous-suite telle que Wy(x,, y., F,) converge, on en dé-
duit que

lim inf Wy (2, yn, Fr) > Wola,y, F). (4.33)

Par suite W, est semi-continue inférieure et donc continue.

Soit (x,y, F) € w x R® x M3? et z, € R? réalisant le minimum dans la définition de
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4.3. Calcul de la I'-limite

Wy, 0N a
Wo(z,y, F) = W(VU(y)(F|z0)Ao())
> o | VU (y)(Flz)Ao(z)|” = B
> o | VI (y)(F|0)Ao(z) |” = B,
or

B[P = | VE(y)(VE(y)) ™" (F]0) Ao () (Ag(2)) ™" |
< I(VE) ]z [1(A0) Iz | VE(y) (F10) Ao () |7,
ce qui nous donne la coercivité. Enfin, I, est positive en dehors d’un compact sur lequel
elle est bornée grace a sa continuité. Pour tout (z, y, F') en dehors de ce compact on a
(Wo(z,y, F)| = Wo(z,y, F)
= W(VE(y)(Flz0)Ao(z))
W (V¥(y)(F0)Ao(z))

c(1 + V() (F|0)Ao(x) ")
(L + [V zee || Aol | FI7)
c(1+[FP),

I/\ I/\ I/\

| /\

d’ou la propriété de croissance.
U

Avant d’énoncer le résultat principal de ce chapitre qui est I’expression de la I'-limite de
I’énergie, on va étudier le comportement des déformations a énergie bornée. Dans toute
la suite ¢ désignera une constante positive susceptible de changer de valeur de ligne en
ligne.

Lemme 4.3.1. Soit ¢(h) € LP(; R*) une suite vérifiant
e*(h)(o(h)) <c, (4.34)

avec ¢ une constante strictement positive indépendante de i. Alors ¢(h) est uniformément bor-
née dans W'?(Q, R?) et les valeurs d’adhérence de (%) pour la topologie faible de W17 (2, R3)
appartiennent a

={p e WH(Q,R*), () C {23 > 0} et g(x) = (21, 29,0) sur dw x (0,1)} (4.35)
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et vérifient
©3(0) = 0. (4.36)

De plus, dans le cas « < 1, les valeurs d’adhérence vérifient
?(0)(x) = x dans w. (4.37)

Preuve
Soit g(h) € LP(; R?) vérifiant

e*(h)(p(h)) < ¢ < 400, (4.38)
ceci implique que @(h) € V" et que
e'(h)(@(h)) = e(h)(@(h)). (4.39)
On a alors les deux estimations suivantes

E(h)(p(h)) < cetI(h)(o(h)) < c. (4.40)

La premiére estimation s’écrit
- 1
[ W (T 0 0(0) (palhl;pa) (o)) du(o)ds < c. (4.41)
1951

ou po(h) = (¢.1(h)

¢o(h)) € M*?%. Les propriétés (4.1) de I¥ impliquent que

= 1
Vo@p(@alh)—ps3(h))A <e. 4.42
|0 e p(@atmlpeam)an|, . <e (4.42)
Or
[CRGIEERD = |(VEo2) (VT o 5) (2alh)lr2alh) 47" A
’ h"’ LP(Q1;R3) ’ h™’ h LP(Q1;R3)
=\ —1 -1 = — [ = 1 —
< (v A ( T o(h)|~ A
_H(V ) (@)l oo (ay;nr) Viop(@ (h)|h(p’3(h)) "Il Loy me)
<ec.
On obtient que pour A assez petit
IV@(h)||Lrime) < ¢ (4.43)
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4.3. Calcul de la I'-limite

et I'inégalité de Poincaré implique que ¢(h) est uniformément borné dans W'»(Q;, R?).
Ceci implique que pour une sous-suite encore notée h on a I’existence d’un ¢(0) €
WP (Q, R?) tel que

@(h) — ¢(0), dans WP(Q;, R?), (4.44)

par suite, il existe une sous-suite encore notée h tel que
@(h) — @(0), dans L”(2;,R?) (4.45)

D’autre part puisque

1 1
sl < ||(2alh)5a0)

LP(Q1;R3)
<cg,
ceci implique qu’on a
©3(0) =0. (4.46)
De plus, puisque ¢(h) € V", ona
Vh >0, p(h) (1) C {z3 > 0}. (4.47)
Or, I’equation (4.45) implique que
p(h) = ¢(0), (4.48)
presque partout dans §2;, ce qui implique que
p(0)(z) € {z5 = 0}, (4.49)

pour presque tout x dans ©,. Comme $(0) € W'?(Q,,R?) avec p > 3, elle est donc
continue et I'on a
P(0)($1) C {ws > 0}. (4.50)

Grace a la continuité de I’opérateur trace on obtient ensuite que
@(0) € V°. (4.51)

D’autre part, en utilisant la deuxiéme estimation de (4.40), on adans le cas a < 1, grace
au lemme de Fatou et a la semi-continuité inférieure faible de @, que

(¥ o 2(0)]] =0, (4.52)
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presque partout sur €2;. En effet pour o < 1 si
I(h)(p(h)) <, (4.53)
ceci implique que

lim [ @(|[¥ o @(h)]|) |cof VU (21,22, has) e3] dz = 0. (4.54)

h—0 J

Or la semi continuité inférieure de ® et le lemme de Fatou nous donnent

h—0

0 = lim inf/ ([T 0 G(h)]]) | cOf VT (21, 7, hars) e3] da

> /liminf@(“lilogp(h)“) do(x)dx

h—0

> / & (liminf |[& o 3(h)]|) do(z)dx,

h—0
ce qui implique gréace a (4.3) que
liminf |[¥ o ¢(h)]| = 0, (4.55)
h—0

presque partout sur w. D’autre part, on sait que
@(h) — ¢(0) dans W'?(Q,, R?). (4.56)

Le théoreme de trace implique que pour une sous-suite

B(h) jps—0 — P(0) jay—0 dans W' »?(w, R?), (4.57)
par suite
@(h) jzg—0 — 7(0) /zy—0 dans LP(w,R®), (4.58)
ce qui implique que
@(h) jzs=0 — P(0)/2,=0 Presque partout sur w. (4.59)

En composant par le difffomorphisme ¥ on obtient que

T (5(h)) fag=0 = C(P(0)) zs=0, (4.60)

presque partout sur w. Ceci avec (4.55) impliquent que

\IJ(@(O))/CESZO = \11(1‘1,$2,0), (461)
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presque partout sur w et donc on a
1% 0 p(0)]] = 0, (4.62)

presque partout sur w, qui S’écrit aussi

\I’(@(O)(xl,xzao)) = ‘I’(xl,xmo): (4.63)
presque partout sur w. L’injectivité de ¥ implique que
@(0) (71, 29,0) = (21, 72,0), (4.64)
presque partout sur w. Or, la continuité de ¢(0) induite par son appartenance a W'?(Q,, R?)
avec p > 3, implique que
?(0) (w1, 29, 0) = (21, 22,0), (4.65)
sur tout w, et comme ¢ 3(0) = 0, on obtient que
2(0)(x) = x dans Q. (4.66)
Onaalorsdanslecas a < 1
2(0) e Vir={p eV’ @3 =0et|¥og]| =0 presque partout sur ,} = {Id}, (4.67)

ou Id représente I'identité de ;. Cet ensemble est réduit a un seul élément.

On pose
VM = {(,5 € ‘70,@,3 = 0}

On peut maintenant établir la I'-limite de notre énergie qui est donnée par le théoreme
suivant

Théoréme 4.3.1. Lasuite d’énergies e*(h) est I'-convergente pour la topologie forte de L” (2, R?)
quand h — 0. On pose pour o > 1

L, QWo(.6(@), (2a(2)@2(2)) ) dofa) d
e (0)(9) = { +3(0) [, ®(|[T o 7l do(w)dz si ¢ € Vi,

400 sinon,
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et pour o < 1

[, QW (x, I(x), (€1|62))d0(1‘) dr sip=1,

400 sinon,

e (0)(p) =

avec do(z) = det A(z), ot A(z) = VU(x1,2,0) = (a1(v)|az(x)|az(x)) et ol § :|1, +oo[—
{0, 1} vérifie
1 sia=1,
§(a) =
0 sia>1.

Alors &*(0) est la I'-limite de *(h) lorsque h — 0.

La preuve du théoreme découle des deux propositions suivantes, ou on trouve dans
la premiere la borne inférieure de la I'-limite et dans la deuxieme sa borne supérieure.

Proposition 4.3.2. On a
e"(0) < T — liminfe*(h). (4.68)

Preuve
Pour obtenir ceci, il faut montrer que pour tout ¢° € LP(Q;,R3) et p(h) € LP(;,R3)
vérifiant

@(h) — @ dans L?(;,R?), (4.69)

ona
liminfe*(h)(¢(h)) > €*(0)(¢"). (4.70)

Tout d’abord, si @° n’est pas dans V,; pour lecas a > 1 et ¢° # I pour lecas o < 1, en
raisonnant par I’absurde on trouve que

e (h)(¢(h)) = +oo. (4.71)

En effet, si e*(h)(@(h)) < +oo, ceci implique que pour une sous-suite encore notée A, il
existe une constante ¢ indépendante de A tel que

e'(h)(@(h) < c. (4.72)

Par suite, le lemme 4.3.1 implique que @° € V;; pour le cas @ > 1 et ¢° = I pour le cas
a < 1. Donc pour ¢° dans L?(Q;,R*)\Vy,, pour le cas o > 1 et ¢° dans LP(2;, R®)\{I}
pour le cas « < 1, on a bien

liminfe*(h)(@(h)) = +oo > &*(0)(¢°) = +o0. (4.73)
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On considére maintenant ¢° € V,; pour o > 1 et ¢° = I pour a < 1, ceci implique que
pour h assez petit et modulo I’extraction d’une sous-suite,

e (h)(g(h)) < +oo. (4.74)
Donc @(h) € V" et
@(h) — @ dans W?(Q;, R?). (4.75)
On se propose de montrer que
lim inf e(h)(2(h)) = €(0)(2"), (4.76)

(0)) = [ Wl pla). (21 @lpa()dofo) do -+ 5(0) [ B[ o ) do(a)da, (477)
pour o > 1 et
0)) = [ QWaleplo). (pa(o)la(o))do(o) o (4.78)
poura < 1.0na

B((p(h) = [ W[VT 0 a(h)(2s(0)lga(];2a(h) 4] dyda

Q1

= [ {w[v¥ o st (eatleaizeah) A + e o) i de, (479)
ou
R, b, 5(1)) = W [V 0 @(h) (2) (2, () () 2 (W) @) 3 5.a() () A4 ()]

(W)@ (B (1) @) |p2 (1) (@) 3 2.(W) () Ao(z)] (480

|
=
<
=
o
Sy

et on a, puisque
A — Ap dans C°(Q) (4.81)

(voir chapitre préliminaire) et grace a la troisieme propriété de W dans (4.1), que
/ R(z, b, &(h))d(x) dz — 0 quand h — 0. (4.82)
Q1
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Ensuite on a

BN = [ {Wale, o) (@), (20 @) @a() @) + Rlw, e G(1) }ds(z)d
> [ {Q@Wale. ob) o). (2a(W@)lpah) (@) + Riz b o) o),

par définition de W, et de I’enveloppe quasiconvexe. On passe a la lim inf lorsque h tend
vers zéro, on obtient grace a (4.82)

lim inf E(h)(¢(h)) > liminf [ QWo(z,5(h)(2), (2.1(h)(2)|@2(h)(x)))dn(z)dz. (4.83)

Q1

La convergence de dj, vers d, dans C°(€;) (voir chapitre préliminaire) implique que

liminf | QWo(z, 3(h)(x), (2.1 (h)(@)]2(h) () du(w)da

Q1

=liminf [ QWy(z, p(h)(x), (§1(h)(2)|@2(h)(x)))do(x)dx. (4.84)

Q1

On définit la fonction G : W*(Q;,R*) — R par

G(7) = [ QW (2 5(), (P4(2)|72(2)) ) do(x)dz.

Q1

Cette fonction est semicontinue inférieure pour la topologie faible de W?(Q,, R?*) gréace
a la quasiconvexité de QW et au fait que

0 < QWo(z,y, F) < c(1+|F]), (4.85)
voir [2], [22] et [41]. Et puisque

@(h) — @y dans W7 (Q, R?), (4.86)
alors

liminf E(h)(¢(h)) > liminf G(p(h))
> G(2")
_ / QWy (2. 2°(@). (2% (0)|¢%(x)) ) dofr)dw.  (487)
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On passe maintenant au terme d’énergie d’interface. On a

I(h)(@(h)) = h*~ / O(|[¥ 0 p(h)][) do(w)d. (4.88)

w

3 cas se présentent

La positivité du terme d’énergie d’interface implique que lescas o < 1 et a > 1 sont
triviaux.
Cas:a=1
Ona
I (@) = [ BT o e do(o)d (4.8

w

La semi continuité inférieure de ® et le lemme de Fatou impliquent que

lim inf I(h)(3(h)) > / lim inf ®(|[F o (h)]]) do(x)da

On obtient donc que pour a > 1

liminf I(h)(o(h)) > 6(a) / (][ 0 ¢"]|)do(x)d, (4.90)

etpoura <1
lim inf I(R)(@(h)) > 0. (4.91)

Finalement, puisque les énergies 1(h) et £ (h) sont positives, on a grace a (4.87)

liminfe(h)(@(h)) > liminf I(h)(@(h)) + lim inf E(h)(@(h))

> ¢(0)(").
Ceci et (4.73) impliquent que
liminf&*(h)(@(h)) > & (0)(2"), (4.92)
ce qui impligue que
' — liminfe*(h) > &*(0). (4.93)
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OJ

On passe au calcul de la borne supérieure de la I'-limite. On aura besoin du lemme
suivant (voir [38])

Lemme 4.3.2. Soient X — Y deux espaces de Banach avec X réflexif ou I'injection X C Y
est compacte. Soit une fonction G : X — R tels que Vv € X, G(v) > g(]|v]|x) ou g Vérifie
g(t) — +oo lorsque t — —+oo. Soit G* la fonction définie par G*(v) = G(v) si v € X,
G*(v) = +o0 sinon. Soit I" — G I'enveloppe semi-continue inférieurement de G pour la topologie
faible de X et I' — G* I’enveloppe semi-continue inférieurement de G* pour la topologie forte de
Y. Alors

r-G=(T-aG) (4.94)

Proposition 4.3.3. On a
I' —limsupe*(h) < é*(0). (4.95)

Preuve
Pour montrer ceci, il suffit de trouver pour tout ¢° € L”(Q;, R*) une suite de fonctions-
tests @(h) convergente vers @ vérifiant

lim e*(h)(§(h)) < €(0)("). (4.96)
Soit ¢° € LP(Q;,R3). On pose
@(h) (w1, 22, 23) = @° (21, 22) + has(es + E(21, 32)), (4.97)
avec £ € W, (w,R?) et e le troisieme vecteur de la base euclidienne de R*. On a

@(h) — @° fortement dans W*(Q,, R?). (4.98)

Si &*(0)(@°) = +o00, C'est-a-dire si @° n’est pas dans V,,; pour o > 1 et @° # I pour a < 1,
ceci implique que
e“(h)(¢(h)) = +oo, pour h assez petit. (4.99)

En effet, supposons que &*(h)(@(h)) < ¢ < o0, ceci implique d’aprés le lemme 4.3.1
que @° € Vi pour a > 1 et ¢° = I pour o < 1, ce qui est absurde. Par conséquence,
lorsque ¢*(0)(¢") = +o00 on a bien
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e*(h)(g(h)) — € (0)(2").

Considérons maintenant @° € V;; pour a > 1et ¢° = I pour a < 1 et regardons ce qui se
passe avec @(h). Ona @g(h) € WHP(Q,R?). Pour tout z € dw x (0,1), @°(z) = (z1, T2, 0),
ce qui implique que

¢(h)(x) = (21, x9,0) + hxses, sur dw x (0, 1)

= (w1, 9, haz), SUr dw x (0,1).

On regarde d’abord le terme d’énergie d’interface. On a

[T o p(h)]] = |[T 0 ¢°, (4.100)
par suite trois cas se présentent
lercas:a <1
Ona
(%o @] =|[¥ol]l=0, (4.101)
ce qui impligue que
(%o g(h)]| =0 (4.102)
et par suite que
I(h)(@(h)) = 0. (4.103)

2émecas:a =1
Ona

I0) (@) = [ B0 o G |cof V(e 22, haedo

:/(I)(|[\Ilog50]|) | cof VU (21, To, haz)es|dx

1

(I>(|[\IJ o @OH) do(x)dx
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3émecas:a > 1
Ona

I(h)(p(h)) :ho“l/@(|[\ffogp(h)]|) | cOf V' (21, o, hirs)es|da

w

=h* ! / ®(|[¥ o 3°]|) | cof VU (z1, T2, has)es|dx
— 0
— §(a) /w 3(|[¥ 0 "]|) do(x)dz.

On passe au terme d’énérgie élastique. On a

1

B = [ W[V 0 o)) (£a(h) )l ah) (@) (k) () An(o)] do(o)

= [ W[VF o)) (¢ () + hasta(@)lE(@) +es) An(@)] dilx) d, (4.104)

1951
ou on a utilisé la notation (z,|z3) = (z1]x2|z3). La continuité de W, ses propriétés de
croissance et le théoreme de convergence dominee impliquent que

E(0)(@(0) = [ W|VE 0@ (@)(@%@)E(@) + ) Ao(a)| do(a)dz.  (4.108)

Q1

Parsuite

e(h) ()~ | W[V 05 (@)(Fh@)|E() +es) Aofx)] do(a) da

+0(c) / O (|[T o @"]|)do(x)dz, (4.106)

pour a > 1 et

@) > [ W[VT0 @) (% @)IE@) + e5) Ao(w)] dofw)de,  (4.207)

Q

pour o < 1. La fonction h : w x R?* — R définie par

hlw,2) = W [V (@) (#5(2)] ¢ (@)= + es) Ao(a)] (4.108)

est une fonction de Carathéodory. Par conséquent, le lemme de sélection mesurable,
voir [30], implique qu’il existe & mesurable tels que

Wo(z, (@), (7 (2)|#% (@) = W |V 0 3°(2) (5, (2)|2% () 6 () + €5) Aolx)| (4.209)
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et grace a (4.1), on obtient que & € LP(w, R®). La densité de W, (w, R®) dans L?(w, R®)
implique I'existence de & ¢ W, 7 (w,R?) vérifiant ¢& — & dans W'*(w,R?) lorsque
h — 0. En choisissant

@o(h) = @° + has&l + hases, (4.110)

il nous restera seulement a satisfaire la condition de non interpénétration. Pour cela on
projette @(h) sur le demi-espace {3 > 0} en posant

@p(h) = (@1(h), P2(h), [Bs(R)]+), (4.111)
ou [r]y = ! +2|T|. On remarque que @,(h) € V". Puisqu’on a
[ o @(h)]| = |[¥o ¢’ (4.112)
et que [p3], = @5, alorson a
I(h)(@,(h)) — 1(0)(2"), (4.113)
ou
10)(¢) = 5(0) [ @(|[F o pll)do(a)dr sia>1 (4.114)
et
1(0)(@) =0 sia < 1. (4.115)
On note que
(@) I (20(1),) — (#hleo) dans 22(0, B). (4.116)

La réciproque partielle du théoreme de Lebesgue implique que pour une sous-suite

encore notée h on a .
(@) 5 (@0) ;) = (#lé) (4.117)

presque partout dans ;. De plus, il existe une fonction g € L?(Q;, R?) tel que

(1) 7 (@) | <0 (4.118)

presque partout dans €2;. La continuité de 17 et I’estimation (4.117) impliquent que

W[V 0 0, (1)) (201 (1) () 20 21) &) |5 s () () An()
= W[V 0 (@) (9% (@) (@) €0 () + e3) Ao(w)]

= Wol(z, ¢"(2), (¢} (2)|93(x))) (4.119)
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presque partout dans ;. D’autre part, les propriétés de W impliquent que

WV 0 ¢, (h) (@) (@p1(h)(2)]Bpa(R) (x)%@p,s(h) (fc))Ah(x)] < C‘ (@p(h)),a%(@p(h)),g
<lgl? (4.120)

‘ p

presque partout dans €2;. En utilisant (4.119) et grace au théoreme de convergence do-
minee on obtient que

E(h)(¢p(h)) = / Wo(z, §°(2), (¢4 (2) |9 (2)))do () da. (4.121)

Ceci avec (4.113) implique que

(@)~ [ Wala, #0), (P @IS @)do(a)da +5(a) [ B[ 0 &) do(a)d,

(4.122)
pour o > 1 et
eW)(p(m) [ Wala,z, (er]ea)) o) (4.123)
pour a < 1. On pose ’
Jo Wol@, 8(2), (2,1(2)]@,2(2)))do(x)dx
G*(p) = { +6(a) [, ®(|[¥ 0 @]|)do(w)dx sig e Vi,
~+00 sinon,
pour o > 1 et
o {fw Wo(z, 2, (e1]es))do(x)dz si @ = I,
G*(p) = _
+00 sinon,
pour a < 1. On vient de voir que
& (h)(gy(h)) = G* ("), (4.124)
ce qui impligue que
[' —limsupe*(h) < G* (4.125)

et comme la I' — lim sup d’une fonction est faiblement semicontinue inférieure et que
grace au lemme 5.4.2, I’enveloppe sci de G* est notre &*(0), on appliquant I’enveloppe
sci des deux cotés on obtient

I' —limsupe*(h) < é*(0), (4.126)

ce qui achéve la démonstration.
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O

Preuve du théoréme 4.3.1
On obtient la preuve du théoreme en appliquant directement les deux propositions
precedentes.

OJ

Remarque 14. On remargue que, contrairement au probléme de minimisation de I’énergie e(h)
ou I’on n’est pas assuré de I’existence de solutions, celui de I’énergie limite admet toujours une
solution grace a la semi continuité inférieure faible du terme d’énergie élastique due a la quasi-
convexification et a sa coércivite.

On obtient comme corollaire du théoreme (4.3.1), un résultat sur les valeurs d’adhérence
de la suite minimisante diagonale @(h).

Corollaire 9. La suite minimisante diagonale ¢(h) de e(h) est bornée dans V" et ses points
limites pour la topologie faible de W'?(Q;, R*) sont des minimiseurs de I'énergie €(0) définie
par

£, QWs (2, 2(2), ($4(2)|p2(2)) ) det A() da
e(0)(@) = { +6() [, ([T o @||)do(x)dx sigeVyeta>1,
fw QW) (x,](x), (€1|62)> det A(z) dx sip=1Tleta<1.

Preuve
La démonstration est analogue a celle du chapitre précédent.

4.4 Retour a la configuration initiale

Considérons une autre carte ¢/’ de w’ ouvert de R? dans S. Travaillant avec cette autre
carte, nous obtenons les mémes résultats de convergence que précédemment mais cette
fois a travers un autre difféfomorphisme V', Effectuons donc le changement de variables
initiale inverse, afin d’avoir I’expression de I’énergie limite dans la configuration de
référence initiale sans dépendance par rapport a la carte choisie. On considere, comme
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dans [39], pour tout vecteur unitaire e de S?, un ouvert borné O, C e* et on note par =,
la projection orthogonale sur cet ouvert. On prolonge toute fonction y € W01’°°(Oe, R3)
en posant

Xe(y) = x(7e(y)) (4.127)

et on définit pour tout y € O,,
Derx(y) = Vxe(y)- (4.128)

En associant a chaque ¢ dans V), pour a > 1, et égal a Iidentité, pour o < 1, d’abord
un ¢ a valeurs dans ¥ (p(w)), en posant

p(z) = U(p(z)), (4.129)
ensuite un ¢ définit sur S, en posant
T=U(x)et p(7) = o(x), (4.130)
on obtient le théoréeme suivant

Théoréme 4.4.1. Toute déformation ¢ associée & un minimiseur @ de I’énergie &(0), minimise
I’énergie €(0) définie par

J5 17 (0s(2), V3(@)) d7 + 5(0) [5@([FIl)dT siGeTeta>1,

OO = o (w1 a2 sip=Teta<l,

ou
2] = |o(x) — 7, (4.131)

T est la matrice identité de R3,
V={geW"S R),aS) c S ety =7 surdS}, (4.132)

as(r) est le vecteur unitaire normal a S passant par 7 et W : S? x M?® — R est la densité
d’énergie élastique membranaire définie par

W 1
W(e,F)= inf | ——"r £ W(F D dy|. (4133
(& F) erg’l‘E(oe,RS) [meas Oc Jo, [ZlenRs (F+z®e+ Derx(y))ldy ( )

132
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Preuve
On rappelle que par le corollaire (10), ¢ minimise I’énergie

f Qwo(x, #(2), (#.1(2)|p2(x)) ) det A(z) do
e(0)(p) = a) [ @(][¥ o ¢]|)do(z)dx sige Vyeta>1,
waW()(x,I( ) (€1|€2)>d t A(z) dx sigp=Ileta<1l1.

On effectue tout d’abord un changement de variables pour revenir a I’espace d’arrivée
initiale en posant pour x € w,

p(x) = p(x) ete(0)(p) =e(0)(p). (4.134)
On obtient

f QWo (I U (p(x)), V‘i’_l(w(fl?))(90,1(95)|90,2(95))> det A(z) du
e(0)(¢) = a) [ ®(|[¢]])do(x)dx sipeVeta>l,
fw OW, (x U (z), VI (2) (\If,l(x)|xif,2(x))) det A(z)de sig=Ueta <1,
avec
V={pe W (w,R?), p(w) C S¢etp(r)=U(x)sur dw} (4.135)
et
|[30]| = |(p($1,l‘2,0) _\Ij(xlﬂx270)|' (4.136)

Ensuite on effectue un deuxieme changement de variables pour revenir au film courbé
en posant pour z € w,

T =U(z) et 3(7) = pla). (4.137)
En posant
e(0)() = e(0) (), (4.138)
ona
J5QWo (371, 971(R), VI HR)VE (T4 0 0T 50 071 ) di
e0)(®) = { +d(a) [52(|[7]])dz sigeVeta>1,

[5QW, (\If—l, L VO (T 0 T, 0 qf—l)) 47 sig=Teta<l,
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avec
V={peW"(S R, S)cCSetp) =asurdS} (4.139)
et
2]l = (@) — zI. (4.140)
Ensuite on utilise la représentation intégrale de I’enveloppe quasiconvexe de Dacorogna
(voir [22]) qui dit que

W, F) = inf W, F+Vy(y)dy 4,141
Q 0(%;951, ) XGW&I’E’(O;R?’){meaSO/O 0($0,$1; + X(?J)) ?J}, ( )

ce qui nous donne que

QWO(“1(~>,@—1<~<~>> v@—1<~<~>>v~<~> (F10 87! (@)T00 07 (@)

F e
xewl‘x’ 0R?) measO ), U B(@), VITH(2(3) VE(T)

(T 007 @) Fz0 07 (3 >>+vX( >)dg}.

Or

Wo(z,y, F) = inf W(VU(y)(F|z)Ao(z)), (4.142)

2€R3
ce qui nous donne que

QWy (@), ¥ (F(@), VI (FE)VE@ (V1 0 U @) T 00 (7))

™ cemi o {mems0 / inf W (VI E@)(VEEE)VED)
(B0 T 1 (@)|T 0T (F)) + Vi(7)]2) Ao(T ' (3)) ) i }.

Ona

VI E@) (VI (FE)VE@ (a0 (@) F20 87 (3) 0408 (@) = VEE)
(4.143)
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Comme la matrice V¥ (¥ ~'(5(7))) est inversible et indépendante de y alors lorsque y
parcours W, (O; R?), (V¥ (T L(3(Z)))) ‘¥ va parcourir W, *°(0; R?), ce qui nous per-
met, en passant a I'infimum, de remplacer le terme VU (¥ *($(7)))Vy par Vy seule-

ment. De méme, lorsque z parcours R?, VU (U~ ($(7)))z va aussi parcourir R?, ce qui
nous permet de garder seulement le z lorsqu’on passe a I'infimum sur R®. D’autre part
ona

V(I G@)))(VITHE@) VE(E) (L0 0 T @) T2 0 TTHT)) + VX(§)]2)Ap(TT(T))
= Vo(@) + (VE(IH(@(@) VX(@)]0) Ao (T () + (0| VE (I (3(2)))2) Ao (¥(T)).

En faisant le changement de variables
y = Dy(T~1(2))7, (4.144)

on obtient que
(VX(#)|0)Ao(¥ " (F)) = Doy x (1) (4.145)
et que x € WOI"’O(O,LS@); R?). En choisissant O = O,, ) et en remarquant que
(0]2) A (T71(7)) = 2 @ a5(7), (4.146)
on obtient

QW (171 (@), U (F@), VI (BE)VE@ (T, 0 0 @] T2 007 (@)))

|
—  inf {—/ infw(v&% + D, ix(y) +2®a f)dg},
XEWY ™ (Ouy () meaS(Oas(%)) o z€R3 (@) 3@ (v) (@)

ce qui nous donne le résultat.

ag(Z)

OJ

Remarque 15. On remarque que I’énergie limite obtenue ne dépend pas du systéme de coordon-
nées dans lequel on écrit I’énergie, ce qui souligne le caractere intrinseque du probleme limite de
minimisation.
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Chapitre 5
Films courbés minces ferromagnetiques

Résumé

Le comportement d’un film courbé mince ferromagnétique d’épaisseur
h non soumis a un champ magnétique extérieur est décrit par une
énergie dépendant de la magnétisation du film, contrainte a garder un
module constant. L’énergie totale du film est composée d’une partie
d’énergie magnétostatique induite et d’une partie d’énergie englobant
I’énergie d’échange et I’énergie anisotrope, ayant comme densité une
fonction W. La I'-limite de I’énergie totale lorsque I’épaisseur du film
tend vers zéro est obtenu en considérant I’enveloppe quasiconvexe tan-

gentielle de la densité d’énergie V.
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5.1 Introduction

Le théorie du micromagnétisme, développée par L.D. Landau, E.M. Lifschitz [35]
et W.F. Brown [12], décrit le comportement magnétique d’un corps ferromagnétique.
Selon cette théorie, I’état d’un corps ferromagnétique est décrit par sa magnétisation m,
qui est un champ de vecteur défini sur R? et nul en dehors du corps, représentant la
densité volumique du moment magnetique macroscopique. Ceci signifie que m induit
un champ magneétique H dans tout I’espace. Les états que I’on observe lorsqu’un corps
ferromagnétique occupant un domaine 2 est soumis a un champ magnétique extérieur
H, sont les minimiseurs d’une énergie E, dépendant de la magnétisation m :

Eum) = [ {alVmP + Qup(m) + Hom} + [ S 51

Le premier terme composant I’énergie totale est le terme d’énergie d’échange,

Eech:/a|Vm|2. (5.2)
Q

Ce terme pénalise les variations spatiales de la magnétisation m afin de représenter la
tendance d’un specimen a réevéler des régions de magnetisation uniforme (domaines
magnétiques) séparés par des couches de transition trés fines (parois). Le coefficient
« est une constante du matériau, strictement positive. Le deuxieme terme intervenant
dans I’énergie totale est le terme d’énergie anisotrope,

Ean:/QQQO(m) (53)

Ce terme favorise des directions spécifiques de la magnétisation (les axes faciles) suivant
lesquels on suppose que ¢ s’annule. On suppose par ailleurs que ¢ est une fonction
positive et paire exhibant des symeétries crystallographiques. En outre, la fonction ¢ est
la restriction a S* = {x € R® || = 1} d’une fonction de C*(R?) strictement positive.
En général, ¢ est supposée polynomiale en m. Le coefficient ¢ contrdle I'importance
relative de I’énergie anisotrope par rapport a I’énergie magnétostatique. Cette derniere
est de la forme

1
Emag:/ §|H|2. (5.4)
R3
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Elle représente I’énergie induite par la magnétisation m, ou H = —Vu est le champ
magnétique induit par m dans R?, et u est un potentiel scalaire vérifiant I’équation ma-
gnétostatique (33)

div(—Vu +m) = 0sur R®.

Le dernier terme composant I’énergie totale est le terme d’énergie externe ou de Zee-
man,

Eext:/He.m. (55)
Q

Ce terme est dG au champ magnétique extérieur dans lequel se trouve plongé le corps
ferromagnétique. Pour plus de détails, voir A. De Simone [28]. A température constante
la magnétisation m vérifie en outre une condition assurant que le matériau soit toujours
saturé, de la forme

|m| = M sur Q, (5.6)

avec M une constante strictement positive, qu’on suppose ici égale a 1.

L’étude des films minces ferromagnétiques présente un grand intérét puisqu’on trouve
ce type de matériau dans divers secteurs de I'industrie. Citons a titre d’exemple les
bandes audio et video, lesquelles sont des rubans ferromagnétiques utilisés pour obte-
nir une haute densité lors de I’enregistrement audio ou vidéo.

Dans un premier temps, afin d’étudier ce type de films minces, quelques auteurs ont
consideré des films tres larges a épaisseur fixee (voir par exemple A. De Simone [28] et
B. Dacorogna et I. Fonseca [23]). Ensuite, G. Gioia et R.D. James dans [33] ont étudie le
comportement d’un film mince, avec un champ magnétique extérieur nul, lorsque son
épaisseur tend vers zéro. Ces auteurs ont considéré un film mince d’épaisseur h ferro-
magnétique occupant un domaine €2,. Ce film a une énergie par unité de volume dépen-
dant de la magnétisation m. Cette énergie se compose d’une partie d’energie d’échange

1
Eeen = _/ a|Vm|2, (57)
h Ja,
d’une partie d’énergie anisotrope
1 _
Ean - E (,O(m), (58)
Qp,
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ol ¢ : S? — Rt est une fonction continue et paire (cette hypothése est usuelle mais ils
ne I'utilisent pas dans leur analyse), et un terme d’énergie magnétostatique

1 1
Eree = — —Vu.m, 5.9
9= o 2Vum (5.9)

ou u est un potentiel scalaire vérifiant I’équation magnétostatique (33) Enfin, ils sup-
posent que la magétisation vérifie la condition de saturation

|m| =1 sur €, (5.10)

G. Gioia et R.D. James montrent que la magnétisation minimisant I’énergie totale du film
mince converge quand h — 0 vers une magnetisation minimisant une certaine énergie
limite. Cette énergie limite est locale, c’est-a-dire que I’équation magnétostatique (33)
disparait complétement du modele limite. G. Gioia et R.D. James montrent aussi que la
magneétisation limite est indépendante de la direction normale au film plan, c’est-a-dire
gue le modéle limite est bidimensionnel. Dans [4], R. Alicandro et C. Leone ont géné-
ralisé le travail de G. Gioia et R.D. James en considérant une densité d’énergie I plus
génerale, déependant de la magnétisation et de son gradient, vérifiant des hypotheses de
croissance et englobant les deux parties d’énergie d’échange et d’énergie anisotrope. lls
utilisent pour cela la notion de quasiconvexification tangentielle introduite par B. Daco-
rogna, l. Fonseca, J. Maly et K. Trivisa dans [24] pour trouver la relaxation d’une classe
d’énergies ou la déformation est contrainte a rester dans une C*-variété de dimension ¢
de R?.

Dans ce travail, on utilise la I'-convergence pour étudier le comportement de I’éner-
gie d’un film courbé mince ferromagnétique et de ses minimiseurs lorsque I’épaisseur
du film tend vers zéro en se basant sur le modéle de R. Alicandro et C. Leone [4]. Apres
avoir posé le probléeme, on étudie le terme d’énergie magnétostatique en examinant le
comportement du potentiel magnétostatique vérifiant I’équation (33). On rappelle en-
suite les notions principales de la quasiconvexité tangentielle pour enfin passer au calcul
de la I'-limite.
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5.2 Position du probleme

Le comportement d’un film courbé mince d’épaisseur h ferromagnétique, occupant
un domaine €, (pour plus de détails concernant la geométrie du domaine Q,, voir les
chapitres précédents) est décrit par une énergie micromagnétique ¢, dépendant de la
magnétisation (ou aimantation) m, : R* — R? nulle en dehors de Qn, qui représente la
densité par unité de masse du moment magnétique. Cette énergie par unité de volume
est de la forme

& (i) = % /g~2 (W (G, Vi) + %vah.mh 07, (5.11)

sous la contrainte de saturation
Iy, = My sur tout €y, (5.12)
ou W est une fonction continue vérifiant les hypothéses de croissance et de coercivité

Je > 0,3p €)1, 400, Vo € R® et VF € M3 |W (x, F)| < c(1 + |FP),
Jy > 0,38> 0,Vr e R® et VF € M3 W (x,F) > ~|F|P - 3,
Vr € R® et VE, F' € M3,|W(z,F) — W(z,F)| < c(1 4 |FP~' 4 |F' P~ |F — F'|,

(5.13)
et u;, : R* — R est un potentiel scalaire pour le champ magnétique induit H;,, = —Vu,
verifiant I’équation magnetostatique (33)

div(—Vuy, +my,) =0 sur R?,
qui s’écrit aussi
divB, =0, (5.14)
avec
B, = H;, + mh sur R3. (515)

La constante My représente la saturation magnétique a la température 7. Comme on se
place a température constante, on peut supposer que

Mr=1 (5.16)
sans perte de géneralité. Dans le cas de Gioia et James on a
Wy, F) = ¢(y) + a|F?, (5.17)

145



Chapitre 5. Films courbés minces ferromagneétiques

etl'onap=2.

Nous allons étudier le comportement de I’énergie ¢, et de ses éventuels minimiseurs
lorsque I’épaisseur du film courbé tend vers zéro. Pour cela on va utiliser, comme dans
les chapitres preceédents, la notion de I'-convergence.

Avant de commencer I'étude du comportement de I’énergie lorsque A tend vers
zéro, on effectue un changement de variables analogue a celui qu’on a effectué dans
les chapitres précédents et qui nous permet de travailler sur un domaine indépendant
de I’épaisseur h. Dans la mesure ou I’'on considére un domaine Q, qui a la méme géo-
métrie que celui du premier chapitre, il nous suffit de reprendre les mémes notations
concernant le diffeomorphisme ¥ envoyant un domaine 2, de surface moyenne plane
sur €, ainsi que l'application z; qui élargit I’épaisseur du film jusqu’a 1. Puisque le
potentiel scalaire u; est défini sur R® tout entier, avant d’effectuer le changement de
variables usuel, on va supposer que la surface moyenne de Qj, est I’image d’un ouvert
w C R? par un C'-difféeomorphisme ) : R> — R3 qui prolonge ¢ a R?. Plus générale-
2 g) d’un C'-difféomorphisme ¥ de
R*. On peut aussi supposer que U est égal a I'identité endehors d’un compact contenant

ment, on suppose que ¥ est la restriction a R* x (—

2,. Dans toute la suite, par abus de notation, on conservera la notation ¥ pour désigner
U et on suppose que V¥ est égal a I'identité en dehors d’un compact contenant €;,.

On définit donc, dans un premier temps, les fonctions my, : R> — R3 etu;, : R* — R
en posant pour tout z € R® avec 7 = ¥(x),

mp(x) = my(V(z)) etuy(x) = uy(V(x)), (5.18)
ceci impligue que pour tout 7 € R® on a

Vi (7) = Vi, (¥ 1(7)) (VI 1(@)),
= Vi (2) (VI (2)))

et
() = ung (U () 05, (2), (5.19)

st
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ce qui impligue que
Vin(7) = (VO (7)) Vun (7)),
— (VU (U (2))) Vuy(2).

La différence apparente entre ces deux formules est due au fait que u,, est scalaire, alors
que m;, est vectoriel. En posant ¢ (m;,) = ¢, (1), on obtient

e (my) = %/Qh W (, Vi (VO 0 W) + %((V\If‘l 0 0)" Yy, my )| det VO da,
(5.20)
On pose ensuite, pour tout z € R?,
m(h)(x) = my(x1, 29, hxs) et u(h)(x) = up(z1, To, hrs). (5.21)
Ceci implique que
Viia(®) = (m(h) s lm(h) ol (1) 5) Ay 5.22)
et
Vin(E) = AT (k) s, ulh) 2, ulh)s) (5.23)
avec
Ap(@) = VO 0 W(z1, 29, hiy). (5.24)
Remarquons que
Ap(z) = (A(a:l, ) + has (a3,1|a3,2|o)) . (5.25)

pour tout x € w

0 x[—1, 1] (mais pas nécessairement en dehors de cet ensemble). En posant
e(h)(m(h)) = e"(

my), on obtient

e(m)(m() = [ [W(m(h). () ()l () ) 40)

45 (AT @), ulh) o, () ), m(0) ] d e, (5.26)

ou I’on a poseé
dp(z) = det VU (xy, o, has). (5.27)

D’autre part, les équations (5.22) et (5.23) s’écrivent aussi
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et
Vi, = A} I,Vu(h), (5.29)

avec [;, = .Ainsi on a

o o =
o = O
= O O

divm, =Vmy, : [
= (Vm(h)I,Ay) : T
= (Vm(h)Is) : Ay
= Vm(h) : (4, 1)

ou I désigne la matrice identité de M3 et A : B le produit scalaire matriciel défini par
A:B=tr(AB"). De mémeon a

div(=Va,) = (V(=A, 1, Vu(h))) : (A4 1n),
et donc I’équation magnétostatique s’écrit alors
(v( — AT(2)I,Vu(h)(z) + m(h) (x))) : (AT(2)I,) = 0 sur RS, (5.30)
Enfin, la contrainte de saturation (5.12) devient

Vo € Qu, Jm(h)(z)] = 1. (5.31)

5.3 Comportement de I’énergie magnetostatique

On va analyser le comportement asymptotique du terme d’énergie magnétostatique

1

1
Erag(h)(m) = / 5 (A{(u,l,ug, Euy;;),m) dy, dx (5.32)
Q1

lorsque I'épaisseur du film courbé tend vers zéro. Pour cela, étant donné m : R® —
R* mesurable avec miqg, € L*(Q4;5%) et m = 0 sur Qf, on considére le probleme de
minimisation : trouver u(h, m) € U tel que

Ln(h)(u(h,m)) = inf In(h)(v), (5.33)
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avec
I,(h)(v) = 1/ Al (01,02, l1)73) —-m ‘ i dy, dx (5.34)
2 s h
et
U={ve L, (R, Vv e L*(RR*), / vdr =0}, (5.35)
B

ou B est une boule fixée de R? qu’on peut supposer égale a la boule unité. La condition

/ v dx = 0 exclut les translations triviales v — v 4+ ¢. On munit U du produit scalaire
B

1 1
(u, v)pp = / (Ag(u,l, U2, %U’y,), Ag(vyl, Vo, %Uyg,)) dy, dz, (5.36)
R3

ou (z,y) désigne le produit scalaire usuel de R?, qui fait de U un espace de Hilbert. En
effet, on a la proposition suivante.

Proposition 5.3.1. L’espace U = {v € L,.(R*), Vv e L*(R*; R?), /

loc
B

vdr = 0} muni du pro-
duit scalaire
T 1 T 1
) Uh — h A, W2, 703 ), Ap\V1, V2, 7-U3 h ) .
(u,v) (A (uq,u hu)A(v V2, 3V ))d dx (5.37)
R3
est un espace de Hilbert.

Preuve
On vérifie aisément que (., .)y,, est un produit scalaire sur U. Considérons une suite de
Cauchy (u,) dans U. Pour tout ¢ > 0, il existe un N € N telsque sin,m > N ona

lun, — uml|lon < e, (5.38)
avec ||ul|vn = 1/ (u, u)y,,. En d’autres termes, on a
1
HA}T;(un,l - um,la un,? - um,?a E(un,i% - um,3)) L2(R3;R3) <E. (539)

Or, comme on a supposeé que ¥ était égale a I’'identité en dehors d’un compact contenant
Qy, ceci implique que A; ' est bornée dans L>(R?; M?3) par suite

||Vun — VumHLz(Rs;RS) < e. (540)

Puisque I'espace L?(R*; R*) est complet et que la matrice A7 est supposée inversible, il
existe donc un H € L*(R*; R®) tel que

Vu, — H, dans L*(R*; R?). (5.41)
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Il nous reste a identifier cette fonction H. Pour cela on va utiliser la version I du lemme
de Poincaré suivante (voir par exemple [11])

Lemme 5.3.1. Soit 2 c R" un ouvert borné, régulier, simplement connexe et f; € LP(1),
1=1,...,N,1 < p < oco. Supposons que

fij = fiidans D'(Q),Vi,j = 1,..., N. (5.42)
Alors il existe o € W'?() solution du systéme
vi=fi,1=1,..,N. (5.43)

On sait que (5.41) implique que pour toute boule ouverte B(0, N) C R® de rayon N,
N >2o0na
Vu, — H, dans D'(B(0, N); R?). (5.44)

Comme rot(Vu,) = 0, on en déduit que
rot H = 0 au sens de D'(B(0, N); R?). (5.45)

On utilise alors le lemme de Poincaré qui nous donne pour tout N > 2, I’existence d’un
up,y € H*(B(0, N)) vérifiant

H = Vuy v dans B(0, N). (5.46)

Ensuite, pour tout N > 2 on pose

1
Ug,N = Ug,N — meas B3 / uo,nd, (5.47)
B

Onapourtout N > 2, uyy € H'(B(0, N)) vérifiant

Vigy = H (5.48)
et
/Buo,Ndx =0. (5.49)
Vérifions que pour tout N > 2ona
Up,N+1|B(0,N) = Uo,N- (5.50)
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En effet, on a
VﬂO’N+1 — H - VﬂO’N, (551)

presque partout sur B(0, N). Ceci implique qu’il existe une constante ¢y € R telle que
aO,N—i—l = ﬂO,N +cn (552)

presque partout sur B(0, N). Par ailleurs on a

/ Uo,N41dr = 0
B
:/ (ﬂO,N—f—CN)dIL’
B

= ¢y meas(B),

ce qui impligue que

On fait ensuite tendre N vers I'infini et I’on obtient I'existence d’un 4, € H} .(R?) tel que

H = Vi,. (5.54)
En outre
/ =0 (5.55)
B
et
Vu, — Vig dans L*(R*; R?), (5.56)
ce qui conclut la démonstration.
U

Cette proposition nous permet d’avoir I’existence de solution pour le probleme de mi-
nimisation (5.33). On a la proposition suivante.

Proposition 5.3.2. Le probléme de minimisation (5.33) admet une solution unique u(h, m) € U
veérifiant I’équation d’Euler-Lagrange

1 1
/3 (Ag(u(h’ m),h u(h7 m),27 Eu(h’ m),3) —m, Ag(v,la V.2, EU’?’)) dpdr=0,Vvel. (5-57)
R
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Preuve
On obtient ceci grace a la proposition 5.3.1 puisque le probléme (5.33) s’écrit comme une
projection orthogonale dans un espace de Hilbert.

OJ

L’équation (5.57) est la forme faible de (5.30). En effet celle-ci implique que pour tout

velUona
/Rg<
/R ( 2) [, Vu(h)(z )—m(h)(:v)),(A:,f(x)]h)vv)dhdx

:/Rs (AT (u(h,m) 1, u(h, m)z,z (h,m),3)_m,Ag(U,hUﬂ,%%

v( 2) L, Vu(h)(z) + m(h) (x)))  (AL(@) 1) v dyda

En posant v = u(h, m) dans (5.57) on obtient

1
/\AT () 10, ) 3, m) ) |

_ / (A}f(u(h,m),l,u(h,m)g,%u(h,m),g),m)dhdx, (5.58)
R3

ou le membre de droite est égal & deux fois le terme d’énergie magnétostatique E,,,(h)
correspondant a la magnétisation m donnée. La proposition suivante va nous donner le
comportement de ce terme lorsque I’épaisseur du domaine courbé tend vers zéro.

Proposition 5.3.3. Soit mm(h) une suite de fonctions L?(RR3; R?) telles que m(h) = 0 sur Qf et
im(h)| = 1 sur €, vérifiant m(h) — m(0) fortement dans L?(R*; R?), et soit u(h, m(h)) la
solution du probléme de minimisation (5.33) associée & m(h). On a alors
1
Vi(h, m(h)) — 0 dans L*(R*; R?) et E@(h, m(h)) 3 — w dans L*(R?), (5.59)
ol w € L*(R*) vérifie

[ 1waP dvde = [ (s, m(@)P do (5.60)
R Q1

ot a” représente le troisieme vecteur colonne de A¥'(z) = VU (U (zy, z,,0)) et qui est égal a

a3 le troisieme vecteur de la base covariante associée au diffeomorphisme ¢ sur €2;. De plus,
1

Ernag(h)(m(h)) = Eunag(0)(m(0)) = 3 . [(as, m(0))[* do da. (5.61)
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Preuve
Comme a(h, m(h)) minimise I"énergie I,’%(h) sur tout U, on a en particulier pour v = 0
que

Ty (D(a(h, (1) < Ty 0) = 5 [ m(W)Pd da

1
_ 5/ m(h)dy, da
1951

1
:—/ dhd{L'
2 Ja,

1 ~
= —vol(
2V0( h)

<c

gréace aux propriétés vérifiées par m(h). En utilisant I'inégalité triangulaire et encore une
fois le fait que |m(h)| = 1 sur €, on obtient que

1 2 3 1
(/ AT (ah, m(B)) s (R) 2 0y (h)3) | dn do)” < e+ (/ dy, dz)?
R3 Q1
<.
Or
1
‘ (ﬂ(ham(h’)),laﬂ(h’vm(h)),% Eﬂ'(h’am(h))ﬁ) ‘
1 IR L 1.
< HAlj; HLoo(Rs;Ms) Aij;(u(ham(h)),l:u(h:m(h)),Za Eu(ham(h)),?)) ) (5-62)
presque partout sur R?,ce qui implique que
1
||Vﬂ(h,m(h))||L2(R3;R3) <c et %Hﬂ(h,m(h))ﬁ, L2(R3) <c (5.63)

et donc pour une sous-suite encore notée h, il existe H € L*(R*;R*) et w € L*(R?) tels
que
Vi(h,m(h)) — H dans L*(R*;R?) faible (5.64)

et
u(h,m(h)) 3 — wdans L*(R?) faible. (5.65)

S =
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Or, en utilisant le lemme de Poincaré et en procédant comme dans la démonstration de
la proposition 5.3.1, on obtient I'existence d’un «(0) € H}..(R*;R?) tels que H = Vu(0),
par suite

Vi(h,m(h)) — Vu(0) dans L*(R*; R?) faible, (5.66)
avec

u(0) 3 = 0. (5.67)

’

La derniére égalité implique qu’il existe u(0) € H},.(R*) avec Vu(0) € L*(R*;R?) tels
que u(0)(z) = u(0)(z1, 72), Vo € R*. Or, comme Vu(0) € L*(R*; R*) on a

c> (Vu(0)*dydx
R3
b

> / |Va(0) dydx

a JR?2
> (b— a)/ (Vi (0)|*dpday day

R2
= (b= a)[|Va(0)| r2(m),
ceci Va,b € R avec b > a. En faisant tendre (b — a) vers I'infini on obtient que
Vi(0) = 0 dans L*(R?) (5.68)

et donc
Vu(0) = 0 dans L*(R?) (5.69)

et puisque «(0) € U, ceci implique que
u(0) = 0. (5.70)

On veut maintenant montrer que les convergences dans (5.65) et (5.66) sont fortes. On
revient a I’équation (5.58) qui s’écrit dans ce cas

/Rg | AL (a(h, m(h)) 1, @(h, m(h)) o, %a(h,m(h)),g) | dj, d
= [ A @m0, alhm() g, m(h) ). m(A) dy o (6.7

154



5.3. Comportement de I’énergie magnétostatique

Les convergences (5.65), (5.66) et la convergence forte de m (k) vers m(0) dans L*(R?; R?)
impliquent que

[ AR ) 150 ), (1) ). (1)

—>/Q (A:‘)F(U(O)J,U(O),g,w),m(())) dodz, (5.72)

par suite la norme A7 (u,uy, %U,y,) dans L?(R*; R*) converge. On se propose d’iden-
tifier la limite de cette norme. On considére une suite de fonctions w* € C°(R*) qui
convergent fortement dans L?(R*) vers w quand ¢ — 0. Soit a. > 0 tel que la projection
du support de w* sur I’axe des z3 soit incluse dans [—a., a.| et on suppose que a. > 1.

On pose pour A > 0

UZ:A(xI,xQ,xg,) = h/xs w®(xy, 29, $)ds — %/’”3 X[as,aﬁ,\}(r)dr /as w®(xq, T9, s)ds + ¢ .
—Qe (= —Q¢ (573)
La construction de la fonction test v est voisine de celle utilisée par G. Gioia et R.D.
James dans [33]. La constante c. est choisie de fagon a satisfaire la condition de nullité de
I'intégrale sur la boule B et le deuxiéme terme permet a Vv, d’appartenir a L?(R*; R?).
En effet, on a

3 > h o £
vh’,é(xl,xg,xg,) = hw®(z1, T, x3) — XX[GE,QE+,\](x3)/ w®(xq, 2, s)ds. (5.74)
Comme w® € C°(R?), il est clair que
vy € L2(R). (5.75)

On aaussi pour o =1,2

\ 3 h 3 Qe
U,iia(xl,$2,x3) = h/ wfa(xl,xz,s)ds — X/ X[as’aE+A](T)dr/ wfa(xl,xg,s)ds.

—Qe (2>

(5.76)
On se propose de montrer que
J@m2<+m. (5.77)
R
Pour cela il nous suffit de montrer que
/ |v;’,3(x1,x2,x3)|2d:v3 < M*H, (5.78)
R
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ol M** ne dépend pas de z;, z», par le théoréme de Fubini et puisque w* est a support
compact. Pour cela, on définit la fonction f;, ,, : R — R par

1 €
fZL’l:IQ (S) - %thg(xla T, 8)7 (579)
On veut montrer que
/ | far s (8)[Pds < M. (5.80)
R

Comme w° est a support compact on considere
M; = rr]}gx Vwe. (5.81)
Ceci implique que pour —a. + A < z3 <a.+Aona
| foras(23)] < (l2s] + 3a.) M7, (5.82)

par suite on a

Qe+ Qe+ 9
/ |f(x)|2dx§/ (2] + 3a.)* M:2des

ac—A\ —Qe—A

< M=, (5.83)

Par ailleurs, lorsque a. + A < x3, comme w?, (71, 72, s) = 0 pour s > a., 0n a

Qs 1 T3 Qe
f(z3) :/ wfa(xl,:vg,s)ds—xf X[ag,ag—l-)\](r)dr/ w, (71, T2, 5)

—Qe Qg

=0, (5.84)

ce qui impligue que

+o0
/ |f (3)|*das = 0. (5.85)

=+A
Par le méme argument on obtient que

/ " )Pz =0 (5.86)

o0

Les estimations (5.83), (5.103) et (5.86) nous donnent (5.80) qui nous permet de conclure
que
Vit € LA(R3; R%). (5.87)
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De plus, on a clairement

. A q: g
I!LILI[I) vy = }ILILI(I) vy =0, (5.88)
dans L%(R?) et
1 . . 1 e
Evhﬁ =w' — XX[GE,,LSJF,\](:U;),)/ w®(xq, 2, s)ds. (5.89)

Comme u(h,m(h)) est la solution du probléme (5.33) on a

J.
-/

Grace a (5.72), (5.70) et au fait que

AT (b, ()0, 5, m(R)) (b () 5) |+ )P

— (AT (@, ()0, A, (1)), (0, (1)) ), ()

€ € 1 € 2 _ € 5 1 5 _
AL 7o) |+ ) = 2(47 () v 7o) (k) di o (5.90)

AT = (VO 0 U(xy,25,0))" = (a']a?]a?), (5.91)

sur 4, ol les a’ sont les vecteurs de la base contravariante associée au difféomorphisme
¢ avec |a*| =1,0na

[ CAE Gl ). 0 (1) (1) ). 0
= /Q (A% (@(h, m(R)) 1, w(h, m(h)) s, %a(h,m(h)),g),m(h)) dy, do
— /Q (AF(0,0,w),m(0)) dodx
= /Ql(wa?’, m(0)) do d. (5.92)
En outre, on a
Ap(w) = (VU 0 U(ay, 29, hg))| — (VO 0 W(xy,20,0)) = AT (2), (5.93)

dans C°(R?). Soient ai les vecteurs colonne de A} qui sont définis sur R* indépendam-
ment de 3. On sait que

al = a', (5.94)

sur ;. En passant a la limite dans (5.90) lorsque h — 0 et en utilisant (5.92), on obtient
en éliminant le terme |m(h)|? dans les deux membres de I'inégalité et en passant a droite
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le troisieme terme du membre de gauche de I'inégalité

AT (a(h, m(h)) o, a(h, m(h)) s, %a(h, m(h).s) | " dy da

1
(wE - XX[asyae‘}’A] (1.3)/

-2 /Q1 { ((wg—i (X[as,aﬁ,\}(xg) /as w®(xq, T2, s)ds))a3,m(0)) +2 (wa3,m(0)>} do dx.

—Qe

lim
h—0 R3

2
w®(xq, s, s)ds)?i3 ‘ dy dx

(5.95)
En développant cette expression on obtient
1 2
lim [ | AT (a(h, m(h)).1, a(h, m(h)) 2, —a(h, m(h)) ) ‘ dy dz
h0 Js : 2 !
g2 1 o € 2
S/ (‘w | +F‘X[as,as+)\]($3)/ w® (1,9, 5)ds |
R3 —a-
2 € o e 2
— X(w Xac,a-+2] (¥3) /—as w (xl,xQ,s)ds» ‘a?" dy dx
2 ae
+/Ql X((X[“s:aeﬂ](zg)/o wa(ycl,xz,s)ds)a3,m(O))—2<wEa3,m(0))+2 (wa3,m(0)> dy dx.
(5.96)

Puisque la projection du support de w*® sur I’axe des x3 est incluse dans [—a., a.], ceci
implique que

W () Xae ac 421 (73) = 0, (5.97)

presque partout sur R?, ce qui annule le troisiéme terme du membre de droite de I'in-
égalite (5.96). De méme, puisque a. > 1 ceci implique que

Xlae,ae+A] (z3) =0 (5.98)

sur €2, ce qui annule le quatrieme terme du membre de droite de I'inégalité (5.96). En
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5.3. Comportement de I’énergie magnétostatique

considérant tout ceci, I'inégalité (5.96) s’écrit

AT (@0, (1)), 0, (1)) 3, (1)) ) |

< [ (11 5 Xocaontes) [ Garan, s |*) @7 o da
R _

Qe

- 2/ [(wa®, m(0)) — (wa®, m(0))] dy dx
Q1
= / ‘wgﬁg’ | ? dy dz — 2/ [(wa®,m(0)) — (wa®,m(0))] do da
RS ol
y | / “(x1,79, 8 ds‘ @*|? dydo (/RX[ZaE,aEH](%)dﬂU?,)- (5.99)

lim
h—0 R3

En remarquant que
/RX[%LE,(LE—H\} (l‘)dl’ = )‘7

et en faisant tendre \ vers +oo on obtient que

1
. T/~ _ - = el
lim . Ay (@(h,m(h)) 1, 0(h, m(h)) 2, A

a(h, m(h)) 5) ‘ "y da

< / | wa® | do da — 2/ (wa®,m(0)) — (wa®,m(0)) dy dz. (5.100)
R3 Q1
On passe ensuite a la limite lorsque ¢ tend vers zéro et on obtient que

1 ~
lim \AT m(h)),l,a(h,m(h))g,Ea(h,m(h)),g)\Zdhdxg/ |wa® | * do de.

h—0

R3
(5.101)
D’un autre cOte, grace a la convergence faible dans (5.65) et (5.66) et puisque
Ag(u(o),la U(O),Qa UJ) = Ag(oa 0, ’U}) = wa’ (5102)
sur R, ona
1
/ wi* | do de < lim inf/ ALl (h)) 1, 5, () 2, 3, () ) | * iy
. . (5.103)
On déduit de (5.101) et (5.103) la convergence de la norme, ce qui implique que
1 ~
Az(a(hﬂ m(h’)),l? ﬂ(h, m(h)),Qa %’[L(h, m(h)),3) - A(j;(o, 0, UJ) = ’U}(ZB, (5104)
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dans L*(R*; R*). Par suite on obtient grace a la convergence de A7 ' vers AT ' dans
C°(R?*; R?) que

(@(h, m(h)) 1, A(h, (h)) 5, -k, (k) = AL~ AL (@(h, (k) 1, Wk, (R)) o, %ﬂ(h, m(h))

1
h

— AT AT (0,0, w) = (0,0, w), (5.105)
ce qui nous donne la convergence forte dans (5.65) et (5.66). On se propose ensuite
d’identifier la norme de wa® dans L?*(R?). L’équation (5.71) s’écrit a la limite lorsque
h—0

/ ‘wa’?"Zdodx:/ (was, m(0)) dy dz. (5.106)
R3 Q1

On pose

x3 T3 1
Gi=h [ @)= 5 [ ) [ @ ) s)ds+ e (6107)

-1 1

ou m°(0) est une suite de C§°(R3; R®) qui converge vers m(0) dans L?(R3; R?) lorsque &
tend vers zéro avec supp m©(0) inclus dans 2; et ¢ une constante dépendant de . On
montre comme précédemment, que

£ el, (5.108)

avec
1
%52,3 = (a*,m*(0)) — l)([1,1+A} (ZL"3)/ (@, m°(0)) (a1, 29, 5)ds. (5.109)

1

>

Le probléeme (5.33) de minimisation implique qu’on a

J.

1 B - 2
25 gu(ham(h)),s) —m(h) ‘ dy, dzx
<

1 2
/RS A?‘f(&i,l,ﬁig,%fi,g)—m(h)‘ d, dz. (5.110)

En faisant tendre h vers zéro on obtient

J.

Ay (a(h, m(h)) 1, u(h, m(h))

44/(0,0, (@, m*(0))

Af(0,0,w) —m(0) ‘2d0 dr < /

RS

- %Xu,lw(%) /_ 1(53,77‘15(0))(:1:1,:@,s)ds) — m(0) ‘zdo dr. (5.111)
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5.3. Comportement de I’énergie magnétostatique

Or,

J.

Af (0,0, (@®,m*(0)) — PRUEER (xg)/ (@, m®(0))(z1, x2, s)ds) — m(0) ‘2 dy dx

B /R3 <(53,m6(0)) a §X11+)\}(1‘3)/11(63,m5(0))(1.171.27S)d8>a3
—m(o)‘ do dx
:/R3 @ (0)) | + 33 (7 \/ a2

(5.112)

et puisque la projection du support de m°(0) et de m(0) sur I’axe des x5 est incluse dans
[0, 1], ceci implique que

égs %((53,m5(0))x[171+/\}(x3)/1 (@, m(0)) (21, xa, )d8> do dx
:/ % NERER )/1 (@*,m*(0))(x1, w2, 5)ds Ei?’,m(O)) do dx
0.

(5.113)

1 L
55 [ et | [ @ @), aa.s)ds @ dyda

/ ‘/ a*,me xl,xz,s)ds‘2|?i3|2d0da
R2

(5.114)
)\—H—oo
En appliguant tout ceci dans (5.111) on obtient en faisant tendre \ vers I’'infini
2 2
/ wa® — m(0) ‘ do dz < / (@, m®(0))@ — m(0) ‘ dy d. (5.115)
R3 R3

En développant cette expression et en faisant tendre ¢ vers zéro, on obtient
/ [|wa3|2 — 2w (@, m(()))] do dz < / [|(a3, m(0))[2 — 2| (@, m(o>)|2] dydz, (5.116)
R3 R3
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qui s’écrit grace a (5.106)

—é3w(a3,m(o)) dodz < — /R (@, m(0)) 2 do d, (5.117)

on obtient donc que

(@, m(0 ))|2dodx</ w(a@®, m(0)) do dx

R3 R3

= | |wad®|?doda. (5.118)
R3
On revient a (5.106) qui implique grace a I'inégalité de Holder

/ ‘w53‘2d0dx:/ (wa*, m(0)) do dx

R3 R3
< 2 2 ~3 2 2
_( ol dodx) ( 1@, m(o)] dodx) ,

d’ou .
( w2 dy dx o / @ |2d0dx) , (5.119)
qui avec (5.118) impllque que
(/ lwa*|* dy dx : / |(a 0))[? dodx)
R3
= ({15, m(O) dyr)”. (5.120)
91

Finalement, en considérant tout ceci on obtient que

Ermag(h) (1)) = Emag(0)(m(0)) = 5 . |(as, m(0))[* do da. (5.121)

OJ

Maintenant qu’on connait le comportement du terme d’énergie magnétostatique, on
passe au calcul de la I'-limite de I’énergie totale e(h).

5.4 Calcul de laT-limite

On veut étudier le comportement des minimiseurs de I’énergie e(h) sur I’'ensemble
des magnétisations appartenant a W'”(Q; R*) et vérifiant la contrainte (5.31). Cepen-
dant, le fait que la fonction W ne soit pas tangentiellement quasiconvexe ne permet pas
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d’assurer I’existence de ces minimiseurs. C’est pourquoi nous allons considérer dans ce
qui suit, une suite minimisante diagonale m(h) de I’énergie e(h) dont on est assuré de
I’existence, c’est-a-dire une suite telle que

m(h) € V ete(h)(m(h)) = inf e(h)(m) + he(h), (5.122)

mev

avec e(h) - 0quand h — 0 et

V = {m e LP(R*;R?), vérifiant m g, € W' (Q; R?),
Im| =1, p.p.sur Q; et m =0, p.p.sur Qf}. (5.123)

Remarque 16. Dans ce qui suit, on va identifier les fonctions de V' avec des fonctions de
Wh?(Qy; S?) en gardant la méme notation.

On a le lemme suivant
Lemme 5.4.1. Si m(h) est une suite de fonctions de V' vérifiant
e(h)(m(h)) <c (5.124)

alors elle est uniformément bornée dans V' et ses valeurs d’adhérence pour la topologie faible de
WP appartiennent a

Vie={meVetmg=0surQ}. (5.125)
Preuve
Comme on a déja vu que
1 - 1 1 . 1 >
—(A), (uy1,us, —us),m)d, de = = | A (ug,up, —ug) |~ dyde, (5.126)
Ql 2 h 2 RS h

et donc que I’énergie magnétostatique est positive, on déduit de (5.124) que

1

W (m(h), (m(h) 1, m(h) 2, 7m(k) 5) Ar) d da < c. (5.127)
1951
ce qui implique gréace a (5.13) que
1
[(m(h),1,m(h) 2, Em(h)ﬁ)Ah“LP(Ql;R?’) <ec (5.128)
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Or
1 1 .
1tm(h) 1, m(h) 2, 7m(h) 3)lraums) = [[(m(h),1,m(R) 2, 2m(h) ) An Ayl me)
1
<A @ | (m(R),1,m(R) 2, 2m(R) 5) Anll o easm9)
<
ce qui implique que
1
||Vm(h)||Lp(Ql;R3) S c et E||m(h),3||Lp(Ql;R3) S C. (5129)

On en déduit qu’il existe une sous-suite, encore notée 1, et m(0) € Wt?(Q; R?) vérifiant
m(h) — m(0) dans W'?(Q; R?) (5.130)
avec
m(0) 5 = 0. (5.131)
D’autre part, la convergence faible dans W'?(€Q;; R?*) implique que pour une sous-suite
encore notée h on a
m(h) — m(0) dans LP(Q; R?), (5.132)
ce qui implique, encore pour une sous-suite notée A, qu’on a
m(h) — m(0), (5.133)
presque partout dans €2;, ce qui implique que pour presque tout z € 2; on a
|m(0)] = 1. (5.134)
O

Avant d’énoncer le résultat principal de cette section, on va rappeler la définition de la
guasiconvexité tangentielle, introduite par B. Dacorogna, |. Fonseca, J. Maly et K. Tri-
visa dans [24] et qui donne la relaxation d’une classe de fonctionnelles d’énergies ou
les déformations admissibles sont contraintes de rester dans une C' sous-variété de di-
mension p de RY. Cette définition a été reprise et généralisée par R. Alicandro et C.
Leone pour le cas des fonctionnelles dépendent du gradient de la déformation ainsi
que de la déformation elle méme. On note par M%<V I’ensembles des matrices d x N.
Soit f : MY — [0, +oo[ une fonction Borel mesurable et M une C' sous-variété de
dimension p de R¢. On note par T,(M) I'espace tangent a M en y pour y € M.
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Definition 5.4.1. Soity € M et¢ € [Ty(M)]N. La quasiconvexification tangentielle de f en ¢
relativement a y est définie par

W6 = inf{/

) F. &+ Vo())dz : o € WE™(Q: T, (M)) } (5.135)

avec () un cube de R".

Dans notre cas M est la sphére unité S? de R® et 7,(S?) =y, le plan orthogonal & y.
On rappelle aussi la proposition et le theoréme démontrés dans [24]

Proposition 5.4.1. Soit f : MY — [0, +00) une fonction continue telle qu’il existe un ¢ > 0
et p > 1 vérifiant
0 < f(§) <e(L+[EP), (5.136)

pour tout & € MV Soit la fonctionnelle définie par
J(w) = [ QN f(u, Vu)dz, ue WP(Qy; M). (5.137)
1951

Alors J(.) est séquentiellement faiblement semi-continue inférieure dans W' (Q,; M).

Théoréme 5.4.1. Soit f : M4V — [0, +00) une fonction continue vérifiant
0 < £(§) < e(L+[€), (5.138)

pour p > 1, ¢ > 0 et tout & € MY, Si M est une C'* sous-variété de dimension p, alors
F(u)= [ QN*f(u, Vu)dz, (5.139)
91

ou
F(u) := inf { lim inf/ f(Vuy)dr : u, — udans WHP(Qy; M)} (5.140)
91

Un n—-+oo

Dans notre cas, la magnétisation m est contrainte a rester dans la sphére S%. Par
conséquent, m; appartient a m*. Comme dans les chapitres précédents, on définit la
fonction 1, : Q; x R* x M**? — R en posant

Wo(x,y, F) == inf W(y, (F|2)As(z))

z€yt

= inf W(y, (F|2)Ao(z)), (5.141)

2€R3
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avec Ay(z) = VU Lo U(zy,2,,0) et

Wy, (Fl2)Ao(2)) = W R st SizeyL’ (5.142)
+00, sinon.

La fonction W, possede des propriétés analogues a celles vérifiées par . En effet on a
la proposition suivante.

Proposition 5.4.2. La fonction 17, est continue et Vérifie les propriétés de croissance et de coer-
civité suivantes

A > 0,VF € M32,Vy e R3,Vz € @, |[Wy(z,y, F)| < ¢ (1 + |FP),

B B B (5.143)
3y > 0,38 > 0,VF € M>? ¥y € R® Vo € 0, Wy(z,y, F) >+ |F|P - .
Preuve
La preuve de cette proposition est analogue a celle du chapitre précédent.
(]

On se propose de calculer la T'-limite de I’énergie régissant le comportement du film
courbé ferromagnétique afin de déterminer le comportement asymptotique de cette
énergie et de ses minimiseurs. L’espace sur lequel on souhaiterait calculer cette I'-limite
est naturellement I’espace W'?(Q;; R*), mais celui-ci muni de sa topologie faible n’est
pas un espace métrique. C’est pourquoi on étend I’énergie e(h) a tout I’espace L (2;; R?)
en posant

\ e(h)(m) simeV,
Vm e LP(Q;R), e*(h)(m) = .
+00 sinon.

Nous sommes maintenant en mesure de calculer la I'-limite de notre énergie. Elle est
obtenue par le theoréme suivant.

Théoréme 5.4.2. Lasuite d’énergies e*(h) est I'-convergente pour la topologie forte de L? (Q2;; R?).
Sa I'-limite a comme expression

fw Q%BWO (1‘, m(x), (m,l

+00 sinon.

my)) + |(as(z), m)|*dodz  sim € Vi

e’ (0)(m) =

166



5.4. Calcul de la I'-limite

La preuve de ce théoréeme découle des deux propositions suivantes.

Proposition 5.4.3. On a
[' — liminfe*(h) > €*(0). (5.144)

Preuve
La borne inférieure de la I'-limite inférieure est obtenue en montrant que pour toute
suite de fonctions m" € L?(2;; R®) convergente vers m° dans L*(;; R?) fort, on a

lim inf e* (h)(m™) > e*(0)(mP). (5.145)
Tout d’abord, si m" n’est pas dans V, ceci implique que
e*(h)(m") = 400 (5.146)
et (5.145) est clairement réalisée. De méme si m" € V et
lim inf e* (h) (m") = +oo0. (5.147)
Ensuite, on considére m" € V, avec
liminfe*(h)(m") = liminfe(h)(m") < +o0 (5.148)
ceci implique que pour une sous-suite, il existe ¢ > 0 tel que
e(h)(m") < e. (5.149)
D’apres le lemme 5.4.1 ceci impligue que pour une sous-suite qu’on note encore h on a
m" —m° dans WhP(Q; R?) (5.150)
et grace au fait que m” est uniformément bornée dans L>=(2;; R*) on a
m" — m" dans LY(Q; R?), (5.151)

pour tout ¢ > 1, en particulier pour ¢ = 2. On en déduit gréace a la proposition 5.3.3 que

Brnag (0)(1") = B (0)(1n) = = [ |(ag, m")[? do da. (5.152)

2 Ja,
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Posons
1
Eual)m) = [ 17 (m, (o malma)40) i d (5.153)
91

qui représente I’énergie d’échange et I’énergie anisotrope. On a
h h h h 1 h
Eo(h)(m") = / W (", (ol ') A4 ) i i
Q1
h h h 1 h h
:/ {W(m ,(m71|m72|ﬁm’3)A0> + Rz, h,m )}dh dr, (5.154)
Q1
avec
h h h h 1 h h h h 1 h
R(x,h,m") = W(m ,(m71|m72|ﬁm’3)Ah> - W(m ,(m71|m72|ﬁm73)A0>. (5.155)

Grace aux proprietés (5.13) de W et aux propriétes du diffefomorphisme ¥, on a déja vu
aux chapitres précédents que

/Q R(x, h,m") d), dz — 0 quand h — 0. (5.156)
1
On adonc
Eoo(h)(m") > /Q {WO (x,mh, (mhl|m'"”2)> + R(x, h,mh)} dy, dx
1
z/ﬂ {Q%’E”Wo (:c,mh,(mmm{g)) + R(z, h mh)}dh dr. (5.157)
1

En passant a la liminf lorsque h — 0 on obtient, en utilisant (5.156) et la proposition
5.4.1 que

lim inf E,q(h)(m") > [ Q%W (:c m°, (m?1|m?2)) dy do. (5.158)

Q1

Grace a ceci, a (5.152) et puisque m° vérifie m?3 = 0 (lemme 5.4.1), on obtient que

lim inf e(h) (m") > / {Q;?’Wo(x,m%x),(m?1|m?2))+|(a3(x),m0)|2}d0d:c, (5.159)

w

par suite on a
liminfe*(h)(m") > e*(0)(m°) (5.160)

ce qui implique que
[’ — liminfe*(h) > €*(0). (5.161)
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O

On passe ensuite au calcul de la borne supérieure de la I'-limite, ou I’on aura besoin du
lemme suivant (voir [38])

Lemme 5.4.2. Soient X — Y deux espaces de Banach avec X réflexif ou I'injection X C YV
est compacte. Soit une fonction G : X — R telle que Vo € X, G(v) > g(||v||x), ou g Vérifie
g(t) — oo lorsque ¢ — +oo. Soit G* la fonction définie par G*(v) = G(v) siv € X,
G*(v) = o0 sinon. Soit I' — G I’enveloppe semi-continue inférieure de G pour la topologie
faible de X et I' — G* I’enveloppe semi-continue inférieure de G* pour la topologie forte de Y.
Alors

r-g=I-aG6) (5.162)

Proposition 5.4.4. On a
[’ — limsupe*(h) < e*(0). (5.163)

Preuve
Pour obtenir la majoration de la I'-limite, on doit construire une suite m" € L?(Q;;R3)
qui converge fortement vers m” dans L?(Q; R?) et qui vérifie

lime*(h)(m") < e*(0)(m?). (5.164)
Soit m® € L?(Q;; R?). Tout d’abord, lorsque m° n’est pas dans V), ceci implique que
e*(0)(m") = o0 (5.165)

en posant, pour tout 4, m" = m® on obtient tout de suite (5.164). On considére ensuite
m® € Vy; et on pose
m"(z) = m°(z1, 22) + hasé (21, 22), (5.166)

avec £ € W, (w; R?) que nous choisirons ultérieurement. Nous laissons provisoirement
de c6té la contrainte |m"| = 1 et nous y reviendrons un peu plus loin. On a donc claire-
ment

m" — m° fortement dans W'*(Q;; R?). (5.167)

Ceci implique que pour une sous-suite encore notée h on a
vm" — Vm® fortement dans L*(Qy; R?). (5.168)
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Le réciproque partielle du théoreme de Lebesgue implique que pour une sous-suite
encore notée il existe une fonction g € L7 (Q; R?) tel que

[Vm"| < elgl (5.169)
presque partout sur €2;. Or, les propriétés de croissance (5.13) de W impliquent que

W (m", (m%, + haso|€)Ap) < c|Vmh|P

< gl
presque partout sur €2;. D’autre part la continuité de W implique que
W(mh7 (m?a + hx3€,a|§)Ah) - W(m07 (m?a|€)A0)7 (5170)

presque partout sur ;. Par conséquent, le théoreme de convergence dominée implique
que

Eeo(h)(mP) = [ W(m", (m®, + has€o[€)Ap)dndz

1951

— [ W(m®, (m°,|€)Ag)dod.

Q

La fonction ;. : w x R* — R définie par

pla, 2) = W(m’(z), (m,(z)|2) Ao (z)) (5.171)

est une fonction de Carathéodory. Par conséquent, le lemme de sélection mesurable,
implique qu’il existe une application ¢ : w — R? mesurable telle que

Wo(x, m®(x), (m () |m(2))) = W(m®(x), (m,(x)[€(x)) Ao (), (5.172)
(voir [30]). Si & ¢ m™", ceci implique que
Wo(z, m (), (mf (z)|m(2))) = +oo (5.173)

etil n’y arien a démontrer. Si £ € mo™ presque partout ceci implique que
y

3

"(2), (7, (2)[€(x)) Ao ()

Wo(z,m"(z), (m) (z)|m3y(x))) = W(
W (m®(x), (mg (2)1€(x)) Ao (2))- (5.174)

El

170



5.4. Calcul de la I'-limite

et grace aux propriétés (5.13) de I, on obtient que ¢ € LF(w; R?). Il existe donc, grice a
la densité de C2°(w; R*) dans L*(w; R*), une suite £ € C2°(w; R*) vérifiant

¢ — ¢ fortement dans L7 (w; R?). (5.175)
Ensuite, on projette £° sur m®" en posant
&€= -mem)e. (5.176)
Onaés € W, ?(w; R®) et vérifie
£ — ¢ fortement dans L?(w; R?). (5.177)

Ceci implique que pour une sous-suite encore notée ¢, il existe une fonction dans I? (w; R?)
qui domine £ presque partout sur ;. La continuité de 1V implique que

W (m®(z), (mfy(2)[€°(2)) Ao (2)) — W (m"(x), (m(2)|€(x)) Ao(x)) (5.178)
presque partout sur §2;. Or, les propriétés de croissance de W impliquent que
W (m®(x), (my(2)[€°(2)) Ao (2)) < e|(m, ()€ (2))[" (5.179)

et puisque ces ces fonctions sont dominées dans L?(w; R*) on obtient grace au théoréme
de la convergence dominée que

[ W) () €0 Aoz = [ W (e, o @) €)) Aol) o
’ ’ (5.180)
Pour tout n > 0, il existe donc un £(n) > 0 tel que Ve < ¢(n) on a

[ W, ) Aoy < [ WG, () Ao)dads + (5.181)
et grace a (5.174) on obtient que
/ W (m®, (m®,|€%) Ag)dodz < / Wo(z,m® (), (m% (x)|m’%(x)))dodz + 1 meas(5). (5.182)

Posons alors
m = m°® + hasé®. (5.183)

e =
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On sait que m” € WP(Q; R*). Fixons ¢ > 0, pour h < et puisque |m°| = 1,

21| oo (i)

ona
1
|l > % (5.184)
presque partout. On peut donc poser
~h
mE
m! = i (5.185)

Par construction, on a m” € V gréace a la propriété d’algébre de W' (w; R*) N L™ (w; R?).

De plus
I mhem!
h __ e € —h
Vmh = <|mg| T )Vmg. (5.186)
D’autre part on a
m” e m® fortement dans L?(Q; R?). (5.187)
_>
De plus
m!, (= m® @ m”)m’, fortement dans L”(;; R?). (5.188)
—
Or, puisque |m°| = 1 ona
((m® @m°)Vm®), ~=m](m° md,) =0. (5.189)
On a aussi
1 _
Em?s et (I —m"®m°)& fortement dans L”(Qy; R?) (5.190)
™ h—
et puisque & € m°"on a
(m® @m°)&F =0 (5.191)
et donc on obtient que
1 _
mt — m® et —ml, — £ fortement dans L?(Q;R?). (5.192)
7 h—0 ’ h " h—0

La réciproque partielle du théoréeme de Lebesgue implique que pour une sous-suite
encore notée £, les fonctions m! , et zm! ; sont dominées par des fonctions L?(Q;; R?).
Or, la continuité de W implique que
1 _
W (mk, (ml | -ml ) An) = W (m®, (m5,]€) Ao) (5.193)

[
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5.4. Calcul de la I'-limite

presque partout dans €2;. D’autre part les propriétés de croissance de W impliquent que

Lo

W(mh (m ?,a|%m€,3)|p (5194)

g

1
ol mla) An) < el(m

presque partout sur ;. Comme ces fonctions sont dominés et grace au théoreme de
convergence dominée on a que

1
Eea(h)(m?) = [ W(mZ, (m |3-m;) Ap)dnde
Q1
— [ W(m®, (m°|£%) Ay)dodx
h—0 J, ’

< [ W m®(e), o () iy o))+

ceci, avec la proposition (5.3.3), implique que

lim e(h)(m!) < /Q {Wolw, m®(2), (m%(2)m%(2))) + |(as, mO) 2} do dz+ . (5.195)

h—0

On pose ensuite
G m) — | Ja ol m(a), (mafma) + [(oa(a),m)Pdods sim € Vi
+00 sinon.

On vient de voir que

lim €* (h) (m) < G*(m") +1, (5.196)
ce qui impligue que
I — limsupe*(h)(m®) < G*(m°) + 1. (5.197)
h—0

comme ceci est vrai pour tout n > 0, on obtient que
I — limsupe*(h)(m®) < G*(mP). (5.198)
h—0
Or, laT — lim sup d’une fonction est faiblement semicontinue inférieure et I’enveloppe
sci de la fonction G définie sur V,,; par

G(m) = / Wo(z,m(z), (ma|my)) + |(as(z), m) | doda (5.199)
est la fonction e(0) définie sur V,, par
c(O)m) = [ Q4 Wol.m(o), (mafma) + l(as(o).m)dodz,  (5:200)
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Vvoir [24]. Donc, en utilisant le lemme 5.4.2, on obtient que I’enveloppe sci de G* est bien
e*(0), en prenant I’enveloppe sci des deux membres de 5.198, on obtient

[' — limsupe®(h) < e*(0). (5.201)
|

Preuve du théoréme 5.4.2
On obtient la preuve du théoreme en appliquant directement les deux propositions
précédentes et les définitions des I'-limites inférieures et supérieure.

O

Corollaire 10. La suite minimisante diagonale m(h) de e(h) est bornée dans V" et ses valeurs
d’adhérence pour la topologie faible de W'?(Q;, R*) appartiennent a V;; et minimisent I’énergie
e(0) définie par

e(0)(m) = / {Q?ﬁ’WO (z, m(x), (my|m)) + |(a3(3:),m)|2}d0d:v. (5.202)

Preuve
La démonstration de ce corollaire est analogue a celle du chapitre 2 en utilisant le lemme
54.1.

5.5 Retour a la configuration de référence initiale

Puisque pour toute magnétisation m dans Vj, on am 3 = 0 dans €, on va identifier
dans ce qui suit, en gardant les mémes notations, les magnétisations m € V,, avec des
magnétisations m € V;; ol

Vir = {m € L?(R*;R*), avec m, € W"P(w;R?), || =1 p.p. surw, m =0 p.p. sur w‘}.

(5.203)
On considére une autre carte ¢’ qui envoie w’ ouvert de R? dans S. Travaillant avec cette
autre carte, nous obtenons les mémes résultats de convergence que précédemment mais
cette fois a travers un autre difféfomorphisme ¥'. Effectuons donc le changement de va-
riables initial inverse, afin d’avoir I’expression de I’énergie limite dans la configuration
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5.5. Retour a la configuration de référence initiale

de référence initial sans dépendance par rapport a la carte choisie. On considere, comme
dans [39], pour tout vecteur unitaire e de S2, un ouvert borné O, C e* et on note par =,
la projection orthogonale sur cet ouvert. On prolonge toute fonction x € W,"®(0,, R?)
en posant

Xe(y) = x(7e(y)) (5.204)

et on définit pour tout y € O,,

Deix(y) = Vxe(y)- (5.205)
A tout m € V}, on associe une magnétisation m : R* — R?* définie par

m(T) = m(~ (7). (5.206)
Onam e \N/M avec

Vir = {m € WP ((R?);R?), |m| = 1 p.p. sur S, m = 0 p.p. sur S¢ et Vinas (¢~ (Z)) = 0}.
(5.207)
On obtient le théoréme suivant

Théoréme 5.5.1. Toute magnétisation m associé a une magnétisation m minimisant I’énergie
limite ¢(0), minimise sur V,, I’énergie (0) définie par

e(0)(m) Z/N{W(as(x) m, Vim(z)) + [(as(¢ 1(5)),7%(5))?}(157 (5.208)
S
ol a3 (1)~ (%)) désigne le vecteur unitaire normal & S au point Z et W : % x 52 x M? est définie
par
Wi(e,y, F inf fW(y,F+2®e+ D,. ds|. (5.209
(0. F)= b meas / { jnf W(y, Ft+z0e x(s))} ds]. (5.209)
Preuve

On a pour tout m € V),

c(O)m) = [ Q¥ Wol.m(o), (mafma) + l(as(o). m)Pdods. (5:210)
On pose = = 9 (z), m(x) = m(x) ceci implique que
Vm(z) = Vm(z)Vi(z) (5.211)
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et en posant ¢(0)(m) = e(0)(m) on obtient

&(0) () = / { QW (471 (@), (@), V@ V(e @) + | (as(v (@), (@) |} dz.

(5.212)
La représentation intégrale de I’enveloppe quasiconvexe tangentielle (5.135) s’eécrit dans
notre cas

1

W /o Wo (ﬁ,yvf—F VX(S))dS D x € W[)I’OO(O;yL)}, (5.213)

2,3 L
QT W()(l', Y, 5) := inf { meas

avec O un ouvert borné de R? ot I'infimum ne dépend pas du choix de cet ouvert. Ceci
implique que pour tout = € Sona

QT Wo (v~ (&), (), Vi(Z) V(¢ (7)))
. 1 o L
= it meas(0) /O Wo (4 Y(&), m(F), ViE) Ve (v (F)) + Vx(s)) ds.
(5.214)

D’autre part la définition de W, implique que
QF'Wo (v (@), m(T), V(@) V(! (7))

1 ~ o~
inf S / inf W(m(x)
XGWOI,OO(O"%(%)J-) meaS(O) O Zeﬁl(?’f)J—

(VARE VY (@) + Vx(s)]e) Ao (7)) ds. (5.215)

Or,ona
(V@) Vi (y~H(T)) + Vx(s)]2) Ao (v~ (T)) = (V@) V(1 (7))]0) Ao (v~ (T))
+ (Vx()]0) Ao (v (F)) + (0]2) Ao (4~ (T)).  (5.216)

On a aussi

(V@) Vi (7))]0) = V(@) (Ve (2))[0)
= V(%) (a: (¥~ (7)) ]a2( 7 (2))]0).

D’autre part la condition m 3 = 0 devient
Vi (T)as (7" (7)) = 0 (5:217)
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ce qui impligue que

V(@) (Ve (¥~ (2))]0) = V(@) (ar (V™ (7)) laz (v (2) las (v (2))). (5.218)
On a aussi
Ag(z) = VU (U (21, 22,0))
= (VU(xy,75,0)) "
= (@ (¥ (@)]az(v (@) |as (v (@),
ce qui impligue que
Vin(z)(Vip( ™ (2))]0) Ao (v~ (7)) = Vin(3). (5.219)
Ensuite on pose
5=V (@)s et x(s) = x(s). (5.220)
Ceci implique que Y € Wy (0, -1 7)) R®) et

(V(5)[0) Ap(tr™ (7)) = Dy sy X(3). (5.221)

On a enfin, pour tout z € R?,
(0]2)Ap (v 1(Z)) = 2 @ az(v (7). (5.222)

En choisissant O = (V@/}(z/)_l(f)))710,13(1#71(5)) et en écrivant dans (5.215) ce qu’on a
obtenu dans (5.219), (5.221) et (5.222) on obtient

QF Wo (v (®), (@), V(@) Vi (¥~ ()))

1
S e [ s @)
XEW '™ (O 1.z ) meas(Ou, (-1 (2)) Ouy—iizy M

+ Doy =@ - X(5)) } ds] . (5.223)
ce qui nous donne le résultat.
O

Remarque 17. On note que I’énergie limite obtenue ne dépend pas de la carte a travers laquelle
on écrit I’énergie. Ceci souligne le caractére intrinseque du probléeme limite de minimisation.
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5.6 Application a la version courbée du modele de Gioia
et James

On applique nos résultats au modele de Gioia et James (voir [33]), c’est-a-dire pour

W(y, F) = ¢(y) + a|F|. (5.224)

Le corollaire 10 implique que le probléme de minimisation limite s’écrit : mq € V,, Veéri-

fiant
e(0)(mg) = mien‘fM e(0)(m), (5.225)
avec
O)(m) = [ QF Wy (e, m(a), (malma)) +|(as(e) m)dods. (5.226)
avec i

Q2T’3W0 (a:, m(x), (m |m,2))

inf {o(m) +a| ((mi|ma) + Vx(s)|z) Ao | 2} ds

1
= Hlf 7/
xewk=(o;mL) meas(0) Jo zem

! 2
- lnf meas(). ) lnf m +O{ m m 0 A +Dal S +Z®a dS.
XEWLS (0, mt) MEAS(Oyy) /()a3 semt {e(m) | (m,1]m5]0) Ao +x(s) 5|7}

Dans la configuration initiale, c’est-a-dire sur la surface courbée, le théoreme 5.5.1 nous
donne I’énergie limite qui s’écrit

e(0)(m) = /~ {W(aa(i), m, Vin(T)) + |(as (¢ (7)), 77%(5))|} dz, (5.227)

S
avec

W(as(z), m, Vin(z))
. 1 ' - N i
— XEW&,;I(I(E%;HH) [W(O%) /0 3 { Zg%i [@(m) +a ‘ Vm+2z2Q®ag + Da;X(S) ‘ } } ds] )
(5.228)

D’autre part, on a

|Vm+z®as + D x(s) | ? = IVin|? + |z ® as|® + |Da§_X(S)|2
+2(Vm:z®az) +2(Vm: Dale(S)) +2(z®as : Daéx(s)). (5.229)
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Or, comme on sait que Vmaz = 0 ceci implique que

(Vﬁz : z®a3)

tr (Vim(z ® as)")

tr (Vim(as ® z))

tr (Vimas ® 2)

0. (5.230)

De méme, puisque D,. x(s)az = 0 on obtient que
(z®as: Daéx(s)) = 0. (5.231)

Les estimations (5.230) et (5.231) impliquent que
| Vin+2®as + Dy x(s) | P = |V + | ®as]? + 1Dsx(8)]*+2(Vin - Dy x(s)). (5.232)

Ceci implique que I'infimum de cette quantité sur les z € m™* est atteint pour z € a3 Nm=*
en particulier pour z = 0. On obtient donc que

— . 1 ~ ~ 2
Wias(z), m,Vm(x)) = inf 7/ o(m)+a|Vm+D,1x(s ds|.
(@@ mva@) = (e [ el Y >\(5] 231)
On procéde ensuite au changement de variables inverse de (5.220). On obtient
—~ 1
Wias(x), m,Vm(r)) = inf 7/ m
(D) VHE) = it oy | )

+ o | Vi + (Vx(5)]0) Ao (7)) | ] ds] . (5.234)

avec O un ouvert borné quelconque de R?. L’inversibilité de la matrice Ay(¢~'(z)) im-
plique que
—~ o o 1 . . 9
— inf —
W (a3(z), m, Vm(z)) Xewg’l‘g(p;mL) [meas(D) /D [o(m) + a | Vm + Vx(s) | ] ds]

= p(m) + aQz ®(Vin),

avec ® : M? — R définie par ®(A) = |M|* et D un ouvert borné quelconque de R?.
Comme la fonction ® est convexe, ce qui implique que son enveloppe quasiconvexe
tangentiellement est elle méme, on a

W (a3(%), W, Vin(@)) = o(i) + a| (Vi) (5.235)
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et donc finalement on obtient que

G0)) = [ o)+ (TP + (00 @) @} 5. (6236)

5.7 Modele avec champ magnétique extérieur

Lorsgu’on plonge le film courbé dans un champ magnétique extérieur uniforme H,
I’énergie totale régissant le comportement du film contiendra un terme d’énergie E,.;
appelé énergie externe ou de Zeeman dépendant de la magnétisation m;, du film avec

~ . 1 . »
Eegi(my) = 7| (He,my)dz. (5.237)
Qp

En posant pour tout = € Qy, m(h)(z) = m(V(xy, x2, has)) €t Ee(h)(m(h)(2)) = Eex(ms)
on obtient
Eoat0) (1)) = | (Heom(1)) dy . (5.238)

Q1
Lorsque m(h) converge vers m(0) fortement dans L*(Q;; R*) avec m(0) 3 = 0 sur ;, on
a pour une sous suite encore notee h

Eezt(h) (m(h)) — Eemt(o)(m(o))
_ /(He,m(O)) do d.

L’énergie limite totale sera alors de la forme

c()(m(0) = [ {Q4Wa(,m(0) 0, (m(0).]m(0)2)) +l(as(z). m(O) P+ (Heo m(0)) }dads.
’ (5.239)
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Conclusions générales

L’étude des films minces courbés s’avere étre plus compliquée et nécessite des cal-
culs plus complexes et moins évidents a effectuer que celle des films plans. Cependant,
nous avons constaté au cours de notre etude que les modeles limites obtenus pour les
films courbés sont non seulement plus généraux, mais aussi dans certains cas, assez dif-
férents de ceux obtenus pour les films plans. Ces différences s’illustrent, par exemple,
dans le cas de I'analyse asymptotique des films martensitiques par I'apparition dans le
modele limite de termes qui n’existent pas dans le cas des films plans. Dans des simu-
lations ou des calculs a haute précision, ces différences peuvent changer considérable-
ment les informations obtenues.

Il existe d’autres modéles étudiés pour les films plans qui peuvent étre adaptés aux
cas des films courbés. L’ajout de termes de dérivées d’ordre supérieur a 2 par exemple,
peut trés probablement engendrer des différences dans les modéles limites obtenus par
rapport au cas plan.

Divers types de travaux effectués pour I’étude des films élastiques peuvent étre adap-
tés aux films ferromagnétiques, tels que I’étude des films non homogenes ou des films
superposeés. La condition de saturation sur le matériel ferromagnétique aura sans doute
des incidences sur le modeéle limite. 1l serait aussi intéressant d’etudier les modéles fer-
romagnétiques exprimes a I’aide de I’espace SBV a valeurs dans la sphere unite.

Des simulations numériques des résultats obtenus peuvent étre envisagées sur des exe-
mples ou I’on connait I’'expression explicite de I’énergie.
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Résumeé

Cette these est consacrée a la modélisation des films minces courbés du type mar-
tensitique, hyperélastiques et ferromagnétiques. L’épaisseur de ces films suivant la di-
rection normale a leur surface moyenne est trés petite devant les autres dimensions du
film. Dans le cas des films hyperélastiques, on considére que ceux-ci sont fixés a un
substrat tout en pouvant s’en décoller. La formulation du probléme exclut I'interpéné-
tration du film et du substrat. Les états d’équilibre de ces films sont dans tous les cas
décrits par des problemes de minimisation d’énergie dépendant de la déformation que
subit le film ou de la magneétisation dans le cas des films ferromagnétiques. On étudie le
comportement de ces énergies ainsi que celui de leurs éventuels minimiseurs, lorsque
I’épaisseur du film tend vers zéro a I'aide des outils de la I'-convergence et de déve-
loppement asymptotique formel. On obtient des modéles bidimensionnels ou I’énergie
limite s’écrit sur une surface courbée de R3.

Mots-clés: films minces courbés, martensite, hyperélasticite, ferromagnétisme, I'-conv-
ergence, élasticité non linéaire, développement asymptotique formel, non interpénétra-
tion de la matiére.

Abstract

This doctoral dissertation is devoted to the modeling of curved thin films made of
martensitic, hyperelastic and ferromagnetic materials. The thickness of the films along
the normal direction to their midsurface is very small compared with the other dimen-
sions of the films. In the case of hyperelastic films, we consider films that are bounded
to a substrate while allowing for debonding. The formulation of the problem prevents
film/substrate interpenetration. The equilibrium states of the films are described by en-
ergy minimization problems, with energies depending on the film deformation or mag-
netization in the case of ferromagnetic films. We study the behavior of these energies
and their possible minimizers when the thickness of the film tends to zero using the T'-
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convergence arguments and formal asymptotic expansion. We obtain two-dimensional
models in which the limiting energy is written on a curved surface of R?.

Keywords: curved thin films, martensite, hyperelasticity, ferromagnetisme, I"-converg-
ence, nonlinear elasticity, formal asymptotic expansion, noninterpenetration of matter.
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