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MATHÉMATIQUES DE

BOURGOGNE

THÈSE

présent́ee par

Pierre-Alexandre GI É
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Remerciements

Je remercie Georges PINCZON pour m’avoir accueilli au sein de l’équipe de Math́ematique-

Physique de l’Institut de Math́ematiques de Bourgogne et pour m’avoir proposé un sujet de th̀ese dans
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Appendice : une d́emonstration du théorème d’Amitsur-Levitzki dans le cas classique 141

Bibliographie 147

Index des notations 151

– v –



Introduction

Cette th̀ese s’inscrit dans le cadre de la combinatoire non commutative. Nous recherchons des

structures v́erifiant des identit́es polynomiales particulières dans les domaines des algèbres associatives,

des alg̀ebres de Lie et des superalgèbres de Lie. Dans un premier temps, nous souhaitons déterminer de

nouvelles structures multilińeaires antisyḿetriques (ǵeńeralisant les crochets de Jacobi sur une algèbre

de Lie) v́erifiant l’Identit́e Fondamentale de la Ḿecanique de Nambu. Nous nous posonségalement la

question de la quantification d’une structure de Nambu en particulier. Nous cherchons enfinà d́eterminer

l’existence d’un th́eor̀eme du type Amitsur-Levitzki sur les superalgèbres de Lie classiques.

Historiquement, lesstructures de Nambusont apparues en ḿecanique en 1973 lorsque Y. Nambu

a propośe un formalismèa plusieurs hamiltoniens [Nam73]. Dans un tel formalisme (rigoureusement

dévelopṕe par L. Takhtajan [Tak94]), le crochet de Poisson est remplacé par un multi-crochet anti-

symétrique, v́erifiant l’identit́e de Leibniz par rapport̀a chaque argument, et uneIdentit é Fondamentale

(pour la ḿecanique associée [Tak94]) qui ǵeńeralise l’Identit́e de Jacobi ; un tel multi-crochet est alors

appeĺecrochet de Nambu-Poisson.

Pŕeciśement, unk-crochet de Nambu-Poisson sur une algèbre associative et commutativeA est une

applicationk-linéaire( f1, . . . , fk) ∈ Ak 7→ { f1, . . . , fk} ∈ A vérifiant :

(i) le crit ère d’antisymétrie :

{ fσ(1), . . . , fσ(k)} = ε(σ){ f1, . . . , fk}

pour toute permutationσ élément du groupe syḿetriqueSk,

(ii) l’ Identit é de Leibniz:

{ f1, . . . , fk−1, f g} = { f1, . . . , fk−1, f}g+ f{ f1, . . . , fk−1,g},

(iii) et l’ Identit é Fondamentale:

{ f1, . . . , fk−1,{g1, . . . ,gk}} =
k

∑
i=1

{g1, . . . ,gi−1,{ f1, . . . , fk−1,gi},gi+1, . . . ,gk},



Introduction

pour touśelémentsf1, . . . , fk,g1, . . . ,gk, f ,g de l’algèbreA.

Avec cette d́efinition, on retrouve la notion de crochet de Poisson en faisantk = 2.

L’id ée de l’Identit́e Fondamentale est dueà M. Flato et C. Fronsdal [FF92], qui ontégalement

red́ecouvert l’exemple du jacobien sur l’espaceRn :

{ f1, . . . , fn} :=
D( f1, . . . , fn)
D(x1, . . . ,xn)

dû à V.T. Filippov [Fil85]. Pourêtre complet, nous présentons une démonstration rapide de l’Identité

Fondamentale dans ce cas.

Répondant̀a une conjecture de L. Takhtajan [Tak94], P. Gautheron a prouvé que l’exemple du

jacobien est le cas géńeral [Gau96], puisqu’un crochet de Nambu-Poisson, au voisinage d’un point non

singulier, est un fait un jacobien dans un système de coordonńees bien choisi. La classification des

structures de Nambu-Poisson linéaires (sur l’espaceRn) a ét́e obtenue quelques années apr̀es par J.-P.

Dufour et N.T. Zung [DZ99]. Nous rappelons complètement ces résultats au d́ebut du premier chapitre,

car nous les utilisons par la suite.

La théorie des structures de Nambu ne s’arrête pas aux structures de Nambu-Poisson. En effet,

dès le d́ebut aét́e d́egaǵee la notion destructure de Nambu-Lie [Fil85, Tak94, Gau96], ǵeńeralisant

la notion d’alg̀ebre de Lie : une structure de Nambu-Lie vérifie l’Identité Fondamentale mais pas

nécessairement l’Identité de Leibniz. Comme l’a justement remarqué L. Takhtakan [Tak94], et contrai-

rement̀a ce qui se passe pour les algèbres de Lie,une structure de Nambu-Lie ne d́efinit pas toujours

une structure de Nambu-Poisson lińeaire sur l’espace dual. La classification [DZ99] de J.-P. Dufour

et N.T. Zung n’est donc paśequivalentèa la classification des structures de Nambu-Lie, contrairement

à ce qui áet́e écrit quelquefois [DZ99, Vai99]. Mais l’absence d’exemple est flagrante, puisque toutes

les structures de Nambu-Lie que l’on rencontre dans la littérature proviennent de structures de Nambu-

Poisson. C’est dans cette optique que s’inscrivent nos travaux : nos premiers efforts se sont consacrésà

combler ce vide d’exemples.

Tout d’abord, en ǵeńeralisant la ḿethode de P. Gautheron [Gau98] pour la classification des 3-

structures de l’espace vectorielR4, nous d́eterminons toutes les(n−1)-structures de Nambu-Lie définies

sur l’espace vectorielRn. Ceci aét́e fait par V.T. Filipov [Fil85], mais P. Gautheron l’ignorait quand il

s’intéressa au cas de l’espaceR4. La géńeralisation de sa ḿethode conduit̀a une d́emonstration tr̀es

simple. Le produit mixte den−1 vecteursX2 . . . ,Xn de l’espaceRn, not́e [X2, . . . ,Xn] et d́efini par :

〈X1|[X2, . . . ,Xn]〉 = det(X1,X2, . . . ,Xn)

(pour toutX1 ∈ Rn) est l’exemple fondamental,à partir duquel nous d́eduisons tous les(n−1)-crochets

sur l’espaceRn :

Théorème 1.Soit M une application(n−1)-linéaire antisyḿetrique deRn dansRn (non nulle). Alors :

– vii –
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1. il existe un endomorphisme m deRn tel que

M(X1, . . . ,Xn−1) = m([X1, . . . ,Xn−1])

pour tous X1, . . . ,Xn−1 ∈ Rn ;

2. le (n− 1)-crochet surRn défini par M v́erifie l’Identité Fondamentale si, et seulement si, m est

auto-adjoint ou de rang 1 ou 2.

Nous proposons ensuite des formules définissant des structures de Nambu-Lie construitesà partir

d’une alg̀ebre de Lieg de dimension finie sur le corpsC. Nous consid́erons les super-dérivations de

la formeλ ∧d de l’algèbre ext́erieure deg, où λ est une(k−1)-forme multilinéaire antisyḿetrique et

d désigne la diff́erentielle ext́erieure (qui est elle-m̂eme une super-dérivation de degŕe 1). Cette super-

dérivationλ ∧d (de degŕe k) définit de manìere unique une(k+1)-structure antisyḿetrique : en effet, il

existe des uniqueśelémentsΩ1, . . . ,Ωn de degŕek+1 dans l’alg̀ebre ext́erieure deg tels que :

λ ∧d =
n

∑
r=1

Ωr ∧ iXr ,

où {X1, . . . ,Xn} désigne une base de l’algèbreg. La structure associée a alors pour expression :

[Y1, . . . ,Yk+1] := (−1)k
n

∑
r=1

Ωr(Y1, . . . ,Yk+1)Xr ,

pour tousY1, . . . ,Yk+1 ∈ g.

En utilisant le formalisme de A. Nijenhuis et R. W. Richardson [NR66], nousénonçons un critère

qui permet de v́erifier qu’une structure d́efinie par une super-dérivation v́erifie l’Identité Fondamentale :

Proposition 1. Soit D une super-d́erivation de degŕe k. Le(k+ 1)-crochet d́efini à partir de la super-

dérivation D v́erifie l’Identité Fondamentale si, et seulement si :

[[iYk, [iYk−1, . . . [iY1,D] . . .]],D] = 0

pour tous Y1, . . . ,Yk ∈ g, où le super-crochet utiliśe est celui d́efini sur la superalg̀ebre de Lie des super-

dérivations.

On dit qu’unek-forme multilinéaireλ vérifie :

• la condition de décomposabilit́esi :

λ ∧ (iAλ ) = 0,

• la condition de Frobeniussi :

λ ∧ (d◦ (iAλ )) = 0,

– viii –
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pour tout(k−1)-vecteurA de l’algèbre ext́erieure deg.

Utilisant ce vocabulaire et la proposition 1, nous rappelons la proposition :

Proposition 2. Soitλ une k-forme multilińeaire surg vérifiant les conditions de d́ecomposabilit́e et de

Frobenius. Alors :

1. La k-formeλ est d́ecomposable : il existe des formes linéairesω1, . . . ,ωk ∈ g∗ linéairement in-

dépendantes telles queλ = ω1∧ . . .∧ωk ;

2. Le sous-espaceh :=
k⋂

j=1
Ker(ωj) est une sous-alg̀ebre de Lie deg.

Ce type de forme permet de construire des structures de Nambu-Lie sur l’algèbre de Lieg :

Théorème 2.Soitλ une k-forme lińeaire antisyḿetrique sur l’alg̀ebre de Lieg vérifiant les conditions

de d́ecomposabilit́e et de Frobenius. Alors le crochet défini à partir de la super-d́erivationλ ∧d vérifie

l’Identité Fondamentale.

Comme exemple du théor̀eme 2, nous nous plaçons sur l’algèbre de Liegl(n) des matrices carrées

de taillen, et la forme lińeaire trace v́erifie nos deux conditions. Nous trouvons alors que le 3-crochet

défini sur l’alg̀ebre de Liegl(n) par l’expression :

[X,Y,Z] := tr(X)[Y,Z]+ tr(Y)[Z,X]+ tr(Z)[X,Y]

vérifie l’Identité Fondamentale. Mais la structure canoniquement associée, d́efinie sur l’espace dualg∗

de la manìere suivante :

{F,G,H}ϕ := (ϕ |[dFϕ ,dGϕ ,dHϕ ])

(pour ϕ ∈ g∗, F,G,H : g∗ → C) n’est pas une structure de Nambu-Poisson. En effet, dans la distribu-

tion engendŕee par les adjoints{F,G, .}, nous reconnaissons les orbites coadjointes de l’algèbre de Lie

g. Ainsi, s’il s’agissait d’une structure de Nambu-Poisson, on obtiendrait, en utilisant le résultat de P.

Gautheron [Gau96], que toutes les orbites coadjointes devraientêtre de dimension au pluségaleà 2, ce

qui n’est pas le cas lorsquen est suṕerieur ouégalà 3.

La quantification des structures de Nambu pose beaucoup de problèmes (voir [DFST97]), et il y a

eu beaucoup de tentatives, qui conduisentà envisager ce que l’on appelle (en théorie des PI-alg̀ebres) les

polynômes standards, c’est-a-dire,́etant donńe une alg̀ebre associative, lesk-structures d́efinies par

Pk(a1, . . . ,ak) := ∑
σ∈Sk

ε(σ)aσ(1) . . .aσ(k).

Si k est un entier pair, on sait d’ores et déjà que les structures définies par le polyn̂ome standardPk

vérifient automatiquement une identité qui est l’antisymétriséede l’Identit́e Fondamentale (c’est-à-dire

[D,D] = 0 où D est la d́erivation associéeà la structure). Malheureusement, en règle ǵeńerale, l’Iden-

tité Fondamentale n’est pas vérifiée. Mais cela n’est peut-être pas si grave, puisque l’on peut voir les
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quantifications d’une structure de Nambu-Lie[., . . . , .] sur un espaceV comme la recherche de ses enve-

loppes associatives, c’est-à-dire d’alg̀ebres associativesA telles que l’espaceV soit inclus dans l’alg̀ebre

A et [X1, . . . ,Xk] soit égalà Pk(X1, . . . ,Xk), pour tousX1, . . . ,Xk éléments deV. Dans cette optique, nous

montrons que la(n+1)-structure d́efinie sur l’espaceCn+2 en localisant (c’est-à-dire en fixant l’un des

param̀etres) le jacobien sur la fonction :

(x1, . . . ,xn+2) 7−→
1
2

n+2

∑
i=1

x2
i

est quantifiable par l’alg̀ebre de CliffordCn, quandn est pair :

Théorème 3.Soit n un entier pair, et considérons l’alg̀ebre de CliffordCn. Notons{E1, . . . ,En} la base

canonique, et deux́eléments particuliers de l’alg̀ebre : En+1 := E1 . . .En et En+2 := 1. Alors :

• le polyn̂ome Pn+1 munit le sous-espaceVect(E1, . . . ,En+2) d’une structure de(n+ 1)-gèbre de

Nambu-Lie ;

• le polyn̂ome Pn munit le sous espaceVect(E1, . . . ,En+1) d’une structure de n-g̀ebre de Nambu-Lie.

En particulier, quandn = 2, nous obtenons une 3-structure de Nambu-Lie sur l’algèbre des quaternions

C2 = H toute entìere.

Lorsque l’on cherchèa établir des identit́es polynomiales, leThéorème d’Amitsur-Levitzki ap-

parâıt naturellement. Il donne une identité sur l’alg̀ebreMn(C) des matrices carrées de taillen, construite

à partir du polyn̂ome standard. C’est une sorte de〈〈mesure〉〉 de la non-commutativité de l’alg̀ebreMn(C).

Sonénonće est remarquable de simplicité :

Théorème (Amitsur & Levitzki). Le polyn̂ome standard P2n est identiquement nul sur l’algèbreMn(C).

Ajoutons que c’est le meilleur indice, puisque l’on démontre facilement que le polynôme standard

P2n−1 n’est pas identiquement nul sur l’algèbreMn(C), en l’évaluant sur des matrices bien choisies de

la base canonique.

Bien que le th́eor̀eme soit simplèa énoncer, c’est, comme le remarque B. Kostant, un théor̀eme

difficile. La démonstration originale du théor̀eme [AL50] (voir aussi [Jac75]) ne montre pas réellement

pourquoi cette identité existe. Huit anńees apr̀es J. Amitsur et S.A. Levitzki, B. Kostant publie une

nouvelle preuve du th́eor̀eme, baśee sur la cohomologie des algèbres de Lie [Kos58], avec une nouvelle

identit́e pour l’alg̀ebreso(2n). Une autre preuve de ce dernier résultat est obtenue par L.H. Rowen par

une ḿethode directe, mais avec quelques difficultés [Row80]. Et il faut attendre vingt six ans pour obtenir

une d́emonstration rapide, basée sur le th́eor̀eme de Cayley-Hamilton, proposée par S. Rosset [Ros76]

(voir appendice). Finalement, en 1981, B. Kostant [Kos81] apporte un point final au sujet en donnant une

interpŕetation du th́eor̀eme dans le cadre de la théorie des représentations et en le géńeralisantà toutes

les sous-alg̀ebres semi-simples degl(n).
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Dans ses articles [Kos58] et [Kos81], B. Kostant se pose en fait le problème suivant :́etant donńe

une sous-alg̀ebre de Lieh degl(n), à partir de quel indicek (minimal si possible) le polyn̂ome standard

d’ordre k s’annule-t-il surh ? C’est la ǵeńeralisation naturelle du théor̀eme d’Amitsur-Levitzki (qui

donne l’indicek = 2n dans le cash = gl(n)). Dans [Kos58], en utilisant le théor̀eme de Chevalley

sur les invariants, la transgression de Cartan-Chevalley et le théor̀eme de Hopf-Koszul-Samelson, il

donne la ŕeponse pourh = gl(n) ou sl(n) aveck = 2n, h = so(2n+ 1) aveck = 4n+ 2 et surtouth =

so(2n) aveck = 4n− 2, et non pas 4n. Le dernier cas est remarquable : la différence s’explique par

la structure particulìere des invariants de l’algèbreso(2n) dueà l’existence du Pfaffien. Vingt trois ans

plus tard, il ŕesoutégalement complètement le cas des sous-algèbres semi-simplesh degl(n) [Kos81],

en utilisant son Th́eor̀eme de Śeparation des Variables [Kos63], au lieu de la stratégie cohomologique

qu’il avait dévelopṕee en 1958 [Kos58]. La structure polynomiale des invariants de la sous-algèbreh

est un argument indispensable dans ses deux démonstrations, et ce sera un point-clé de notre propre

démonstration.

Dans la continuit́e de ces travaux, nous nous sommes posé la question de chercher s’il existait

un tel indice (et si oui, lequel) sur les superalgèbres de Lie classiques. Nous devons pour cela définir

un super-analogue du polynôme standard dans le cas des super-espaces vectoriels. Nous prenons la

définition suivante :

Ak(a1, . . . ,ak) := ∑
σ∈Sk

ε(σ)ε(σ ;a1, . . . ,ak)aσ(1) . . .aσ(k)

avecε(σ ;a1, . . . ,ak) unesuper-signaturedépendant du degré desélémentsa1, . . . ,ak appartenant̀a la

superalg̀ebre associativeA, et qui v́erifie notamment :

ε(σ ;a1, . . . ,ak) = 1

quand les degrés sont pairs et :

ε(σ ;a1, . . . ,ak) = ε(σ)

quand les degrés sont impairs. Pourk = 2, on retrouve le super-crochet associé à la structure associa-

tive (c’est-̀a-dire le super-crochet[X,Y] = XY− (−1)xyYX pour X ∈ Ax et Y ∈ Ay), et en ǵeńeral, on

obtient un invariant (pour l’action adjointe deA). Pour de multiples raisons, ce〈〈super-polyn̂ome〉〉 est la

géńeralisation naturelle du polynôme standard du cas classique (par exemple,évalúe sur deśeléments

pairs, il cöıncide avec le polyn̂omePk compte-tenu des propriét́es de la super-signature).

La premìere superalg̀ebre de Lie òu étudier la possibilit́e d’une super-identité estgl(p,q) toute

entìere (avecpq 6= 0). Mais, d’apr̀es les propríet́es de la super-signature, on peutévaluerAk sur un m̂eme

élémentX de degŕe impair, et on obtient :

k!Xk = Ak(X, . . . ,X).

– xi –



Introduction

Ainsi l’ écriture d’une super-identité d’Amitsur-Levitzki surgl(p,q) bute sur un premieŕecueil : si une

telle identit́e existait, alors tous leśeléments de degré impair degl(p,q) devraient̂etre nilpotents. C’est

manifestement faux, par exemple pour la matrice suivante :

A =




1

1




∈ gl(p,q)1̄.

Il reste à savoir si la super-identité peutêtre satisfaite par des sous-algèbres degl(p,q) mais, à

premìere vue, le crit̀ere de nilpotence laisse peu d’espoirs. Néanmoins, il ne s’applique pasà la super-

algèbre de Lieosp(1,2n), puisque nous montrons que tous leséléments de degré impair deosp(1,2n)

sont nilpotents d’ordre au pluśegalà 3 (comméeléments degl(1,2n)). Un des principaux ŕesultats que

nous obtenons alors est une super-version du théor̀eme d’Amitsur-Levitzki pourosp(1,2n) :

Théorème 4.Pour tous X1, . . . ,X4n+2 ∈ osp(1,2n), nous avons :

A4n+2(X1, . . . ,X4n+2) = 0.

Pour d́emontrer ce ŕesultat, nous suivons une stratégie proche de celle de B. Kostant en 1958, en

faisant ńeanmoins l’́economie d’un th́eor̀eme de type Hopf-Koszul-Samelson. Nous utilisons donc la

structure polynomiale de l’alg̀ebre des invariants deosp(1,2n) (voir, par exemple, [Ser99]). De bons

géńerateurs (pour cette algèbre de polyn̂omesà n indétermińees) sont donńes par les super-traces des

super-polyn̂omesSk, aveck pair, les super-polyn̂omesSk étant d́efinis par :

Sk(a1, . . . ,ak) = ∑
σ∈Sk

ε(σ ;a1, . . . ,ak)aσ(1) . . .aσ(k).

Nous construisons ensuite un opérateur detransgressionsur une superalg̀ebre de Lieg = g0̄⊕g1̄,

géńeralisant celui de H. Cartan [Car51] et C. Chevalley [Che52] :

t(P) :=
p

∑
i=1

ϕi ∧
∂P
∂ϕi

(dϕ1, . . . ,dϑq)+
q

∑
j=1

ϑ j ∧
∂P
∂ϑ j

(dϕ1, . . . ,dϑq),

pour tout polyn̂ome P sur g, où {ϕ1, . . . ,ϕp} est une base de l’espaceg∗0̄, {ϑ1, . . . ,ϑq} une base de

l’espaceg∗1̄ etd la différentielle super-extérieure.

Nous d́emontrons une super-version du théor̀eme de Dynkin [Dyn59] :

Théorème 5.Soit k> 1. Alors :

t(sk) = (−1)k−1ka2k−1,

où sk = str(Sk), ak = str(Ak), l’opérateurstrdésignant la super-trace sur la superalgèbre de Liegl(1,2n).
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Nous concluons alors la démonstration du th́eor̀eme 4 gr̂aceà la ǵeńeralisation du th́eor̀eme de

Dynkin, aux propríet́es de l’oṕerateur ǵeńeraliśe de transgression età quelques identités sur les po-

lynômesAk etSk.

Cependant, avant de pouvoir démontrer ces résultats, nous devons formaliser nos outils. Nous

travaillons dans les algèbres super-extérieures et super-syḿetriques des super-espaces vectoriels : ces

algèbres sont d́efinies en termes de formes multilinéaires respectivement super-antisymétriques et super-

symétriques. Nous rappelons ensuite la théorie cohomologique des superalgèbres de Lie, introduite par

D. Leites [FL84]. Nous adaptons le matériel pŕesent dans la th̀ese de J.-L. Koszul [Kos50] (dérivée

de Lie, formule de Cartan,. . . ), ce qui permet d’établir le th́eor̀eme 6, le principal argument pour le

démontrerétant le caractère compl̀etement ŕeductible de l’extension de la représentation adjointe de

osp(1,2n) à son alg̀ebre super-extérieure :

Théorème 6.Soitg = osp(1,2n). L’algèbre de cohomologie H(g) est isomorphèa la sous-alg̀ebre de

ses cochâınes invariantes
∧

(g∗)g.

Nous pŕesentons les superalgèbres de Lie orthosymplectiquesosp(1,2n) dans le cadre de la quan-

tification. Cette pŕesentation áet́e introduite par M. Flato et C. Fronsdal dans le cadre de leur théorie des

singletons Anti-de Sitter. Nous lui apportons une petite amélioration (qui s’av̀ere bien utile) en utilisant

une action adjointe tordue pour parachever la réalisation de la superalgèbreosp(1,2n) dans l’alg̀ebre de

Weyl An. Une application imḿediate consistèa prouver que tous leśeléments impairs de la superalgèbre

osp(1,2n) (consid́eŕes comméeléments degl(1,2n)) sont nilpotents d’ordre 3 (comme nous l’avons dit

plus haut), ce qui n’a rien d’évidentà priori. Nous d́emontronśegalement :

Proposition 3. Soitπ une repŕesentation de dimension finie de la superalgèbre de Lieosp(1,2n). Si X

appartientà osp(1,2n)1̄, alorsπ(X) est nilpotent.

Après ces trois premières parties, nous définissons pŕeciśement les polyn̂omesAk et Sk (sous les

formesénonćees plus haut) et donnons leurs propriét́es. B. Kostant utilise plusieurs identités sur le

polynôme standardPk, et nousétablissons les super-identités, analogues des siennes, et qui constituent

les dernier outils requis pour la démonstration des théor̀emes 5 puis 4.

z

Au terme de cettéetude, nous d́enombrons effectivement de nouveaux exemples de structures

de Nambu. Mais, mis-à-part les(n−1)-structures sur l’espaceRn qui sont compl̀etement d́etermińees
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grâceà la classification que nous en donnons, nous imaginons qu’il existe de nombreux autres exemples

que ceux que nous avons présent́e ici. De plus, nous confirmons par un exemple concret qu’il existe de

nombreuses structures de Nambu-Lie ne définissant pas de structures de Nambu-Poisson, doncéchappant

à la classification ŕealiśee par J.-P. Dufour et N. T. Zung [DZ99]. Nous ouvrons en réalit́e le champ

d’investigation pour la recherche de nouveaux exemples car la liste que nous trouvons n’est en aucun cas

exhaustive, et nous pensons que la recherche dans ce domaine peut amener de nouveaux résultats, avant

de se poser la question de classifier les structures de Nambu-Lie.

Notamment, la quantification des structures de Nambu-Lie està poursuivre. Nous résolvons ici le

cas de la quantification des(n−1)-structures surCn grâce aux alg̀ebres de Clifford d’indice pair, mais

nous n’avons paśetudíe la quantification des autres structures que nous obtenons.

En ce qui concerne les identités du type Amitsur-Levitzki sur les superalgèbres de Lie, nous

répondons dans les cas des superalgèbres de Liegl(p,q) (négativement, pourpq 6= 0) et osp(1,2n)

(positivement) pour la représentation canonique dansgl(1,2n). Tenant compte de la forme très pŕecise

des invariants deosp(1,2n), nous pensons que seule la superalgèbreosp(1,2n) peut v́erifier une identit́e

du type Amitsur-Levitzki. En effet, grâceà la pŕesence d’un źero en premier coefficient de la première

ligne deséléments deosp(1,2n), la super-trace n’est pas réellement une super-trace, mais simplement

l’oppośe de la trace du bloc appartenantà l’algèbresp(2n). Ceci permet d’affirmer que l’alg̀ebre des

invariants est finiment engendrée (c’est un argument essentiel des démonstrations de B. Kostant), ce qui

n’est pas le cas, en géńeral, lorsque la super-trace présente la diff́erence de deux traces. Ceciétant, il

serait int́eressant d’avoir un résultat concernant les autres superalgèbres de Lie classiques, fut-il négatif

ou positif.

Sans aller aussi loin, notre travail sur l’établissement d’une super-version du théor̀eme d’Amitsur-

Levitzki surosp(1,2n) nous laisse un petit goût d’inachev́e. En effet, nous ne sommes pas parvenusà

démontrer que l’indice 4n+2 est le meilleur, en dehors des casn = 1,2 et 3. Nous pensons cependant

que cet indice 4n+2 est minimal (car il est identiquèa l’indice du cas classique, pour l’algèbre de Lie

gl(1+2n)), et nous donnons un candidat pour démontrer queA4n+1 n’est pas identiquement nul. Mais

cette minimalit́e reste donc un travailà poursuivre, pouŕenoncer un ŕesultat vraiment analogue au cas

classique, et aux travaux de B. Kostant qui a recherché syst́ematiquement̀a la d́emontrer afin d’obtenir

desénonćes complets.

Enfin, une fois l’́enonće du th́eor̀eme clarifíe pour la repŕesentation canonique de la superalgèbre

de Lieosp(1,2n), il est naturel de se poser la même question que B. Kostant : qu’en est-il des représenta-

tions de dimension finie ? Observant la proposition 3 et le critère de nilpotence, nous espérons que

l’identité obtenue n’est pas seulement vraie dans notre cas mais qu’elle existe aussi pour chacune de ces

repŕesentations. Mais c’est uneétude qu’il restèa mener.

z
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Notations

Nous d́esignons respectivement par les lettresN,Z,R et C l’ensemble des entiers naturels, l’an-

neau des entiers relatifs, le corps des nombres réels et le corps des nombres complexes. Un ensemble

d’entiers naturels ou relatifs{a,a+1, . . . ,b−1,b} (a,b∈ N ou Z, a < b) est not́e [[a,b]]. L’anneau des

classes d’entiers relatifs modulo 2 est notéZ2 et seśeléments sont̄0 et1̄. Si p∈ Z, la notation ¯p désigne

sa classe de congruence modulo 2. Enfin, legroupe syḿetrique d’indice n > 2, c’est-̀a-dire le groupe

des permutations de l’ensemble[[1,n]] est not́eSn et la signature d’une permutation est notéeε(σ).

Si E est un ensemble non vide etn > 2 un entier, nous notons×nE l’ensemble desn-uplets

d’éléments deE et, poura,b∈ E et i ∈ [[1,n]] nous d́esignons par(a, . . . ,a,bi ,a, . . . ,a) le n-uplet parti-

culier deE dont toutes les entrées sont́egales̀aa sauf lai-ème qui vautb.

SiV est un espace vectoriel de dimension finie sur un corps de caractéristique nulleK, la notation

End(V) désigne l’alg̀ebre des endomorphismes deV etV∗ est l’espace vectoriel dual deV, c’est-̀a-dire

l’espace vectoriel des formes linéaires deV dansK. Le crochet de dualité d́efini surV∗×V à valeurs

dansK est not́e (.|.). Rappelons qu’il est d́efini par :

(α |X) = α (X)

pourα ∈V∗ etX ∈V.

La notationT(V) désigne l’algèbre tensoriellede V, le sous-espaceV ⊗ . . .⊗V︸ ︷︷ ︸
n fois

des tenseurs

homog̀enes de degrén étant not́eTn(V). L’algèbreT(V) estZ-gradúee et nous notonsT(V) =
⊕
n∈Z

Tn(V)

avecT0(V) = K etTn(V) = {0} si n est ńegatif.

L’ algèbre ext́erieure ou alg̀ebre de Grassmann deV est not́ee
∧

(V). Cette alg̀ebre estZ-gradúee

et nous notons
∧n(V) le sous-espace des tenseurs antisymétriques homog̀enes de degré n. Nous notons

∧
(V) =

⊕
n∈Z

∧n(V) avec
∧n(V) = {0} si n /∈ [[0,dim(V)]]. Le crochet de dualité estétendu aux alg̀ebres

ext́erieures deV etV∗ (via le d́eterminant) avec la m̂eme notation.

Enfin l’algèbre syḿetrique de V est not́ee S(V) et Sn(V) désigne le sous-espace des tenseurs

symétriques de homog̀enes de degré n. Par conśequent, S(V) =
⊕
n∈Z

Sn(V) avec Sn(V) = {0} si n est

négatif.



Notations

Pourn∈ N∗, l’algèbreMn(C) des matrices complexes de taillen est not́eegl(n,C) lorsqu’elle est

munie de sa structure d’algèbre de Lie. Sur cette algèbre, nous disposons de la forme linéairetrace not́ee

tr et de la formen-linéaire antisyḿetriquedéterminant not́ee det. La notationsl(n,C) désigne l’alg̀ebre

de Lie des matrices complexes de trace nulle :

sl(n,C) := {M ∈ gl(n) | tr(M) = 0},

la notationso(n,C) l’algèbre de Lie des matrices antisymétriques complexes :

so(n,C) := {M ∈ gl(n) | tM = −M},

et enfin la notationsp(2n,C) l’algèbre de Lie des matrices symplectiques complexes :

sp(n,C) := {M ∈ gl(2n,C) | tMJ+JM = 0}

où J :=

(
0 In

−In 0

)
∈ gl(2n), la matriceIn désignant l’identit́e de l’alg̀ebreMn(C). Rappelons :

dim(gl(n,C)) = n2, dim(sl(n,C)) = n2−1,

dim(so(n,C)) =
n(n−1)

2
et dim(sp(2n,C)) = 2n2 +n.

Enfin, siM est uneC ∞-variét́e de dimensionn > 1, nous d́esignons parTM l’espace tangent̀a

la varíet́e M. Rappelons queTM est la collection des espaces vectorielsTxM de dimensionn pour x

parcourantM. D’autre part, siM est un espace vectoriel, alorsTxM estégalàM pour toutx deM.

z
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Chapitre I

Structures de Nambu : quelques exemples

Dans ce premier chapitre, nous abordons l’étude des structures de Nambu, c’est-à-dire des produits

de plusieurs variables vérifiant une identit́e de d́erivation ǵeńeralisant l’identit́e de Jacobi sur les crochets

de Lie. Cettéetude consiste en la recherche de nouveaux exemples de telles structures car il existe peu

d’exemples explicites.

Pour pŕesenter nos travaux, nous commençons par rappeler quelques résultats essentiels découverts

récemment ([Gau96, DZ99]) et le premier exemple historique, présent́e avec une d́emonstration ind́epen-

dante. Nous donnons ensuite de nouveaux exemples de structures de Nambu surRn, sur l’alg̀ebre des

matricesgl(2), sur une alg̀ebre de Lie quelconqueg de dimension finie, sur l’alg̀ebre des quaternionsH

et plus ǵeńeralement sur les algèbres de Clifford d’indice pairC2n.

Nous examinonśegalement les structures de Poisson canoniquement associées aux crochets de

Nambu construits sur une algèbre de Lie pour les relier aux orbites coadjointes des algèbres de Lie.

I.1 Généralit és et ŕesultats acquis

Commençons par donner la définition d’une structure de Nambu et les principaux résultats connus

à ce jour et utiliśes dans la suite. Nous donnonségalement un premier exemple déjà cit́e [Gau96] et

démontŕe ici de manìere ind́ependante.

I.1.a Définitions

SoitV un espace vectoriel de dimensionn > 1 etk > 2 un entier.

Définition I.1.1. Nous appelonsk-crochet toute applicationk-linéaire antisyḿetrique de×kV dansV.

Lorsqu’il n’y a pas d’ambigüıté ou lorsque nous omettons de préciser le nombre de variables, nous

parlons simplement decrochet.



I.1. Géńeralités et ŕesultats acquis

Définition I.1.2. Consid́erons unk-crochet not́e [., . . . , .]. La relation :

[X1, . . . ,Xk−1, [Y1, . . . ,Yk]] =
k

∑
i=1

[Y1, . . . ,Yi−1, [X1, . . . ,Xk−1,Yi ],Yi+1, . . . ,Yk] (†)

pour tousX1, . . . ,Xk−1,Y1, . . . ,Yk ∈ g est appeĺeeidentit é fondamentale de Nambu. Le crochet est alors

appeĺek-crochet de Nambuou Nambu-Lie.

Définition I.1.3. Un espace vectoriel muni d’unk-crochet v́erifiant l’identit́e (†) est appelé unek-gèbre

de NambuouNambu-Lie.

ExempleI.1.4. Dans le cas des 2-crochets, l’identité fondamentale de Nambu n’est autre que l’identité

de Jacobi :

[X, [Y,Z]] = [[X,Y],Z]+ [Y, [X,Z]]

(pour tousX,Y,Z ∈ g). En conśequence, toute algèbre de Lie est une 2-gèbre de Nambu.

Définition I.1.5. Soit [., . . . , .] un k-crochet de Nambu surV. Pour tout(k−1)-uplet (X1, . . . ,Xk−1) de

vecteurs deV, on appelleendomorphisme adjoint l’application adX1,...,Xk−1 : V →V définie par

X 7→ [X1, . . . ,Xk−1,X].

RemarqueI.1.6. Pour tout(k−1)-uplet de vecteurs(X1, . . . ,Xk−1) de vecteurs deV, l’application adjointe

adX1,...,Xk−1 est une d́erivation duk-crochet[., . . . , .]. C’est en ce sens que l’identité (†) ǵeńeralise l’identit́e

de Jacobi.

Définition I.1.7. SoitA une alg̀ebre. Nous appelonsk-crochet de LeibnizsurA toutk-crochet{., . . . , .}
vérifiant l’identit́e de Leibniz sur chacune de ses variables : pour tousX1, . . . ,Xk−1,X,Y ∈ A, nous avons

la relation :

{X1, . . . ,Xk−1,XY} = {X1, . . . ,Xk−1,X}Y +X{X1, . . . ,Xk−1,Y}.

Définition I.1.8. Un k-crochet de Nambu-Poissonest unk-crochet de Leibniz v́erifiant l’identit́e fon-

damentale de Nambu. Une algèbre munie d’une telle structure est appeléek-gèbre de Nambu-Poisson.

ExempleI.1.9. Rappelons qu’un crochet de Poisson est une application bilinéaire antisyḿetrique v́erifiant

l’identité de Jacobi et l’identité de Leibniz par rapport̀a chacune de ses variables. C’est doncégalement

un 2-crochet de Nambu-Poisson. La terminologie choisie en découle.

Étant donńe k-crochet sur l’espaceV, il existe une manière de d́efinir un k-crochet de Leibniz

assocíe sur l’alg̀ebre de fonctionsA := C ∞(V∗,R) :

Définition I.1.10. Soit un k-crochet surV. Rappelons que l’espace vectorielV∗∗ est isomorphèa V

(l’espaceV étant suppośe de dimension finie). PourF1, . . . ,Fk ∈ A , nous d́efinissons{F1, . . . ,Fk} ∈ A

par la formule :

{F1, . . . ,Fk}ϕ = (ϕ |[(dF1)ϕ , . . . ,(dFk)ϕ ])

où ϕ ∈V∗etdFϕ désigne la diff́erentielle usuelle de l’applicationF évalúee au pointϕ .
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RemarqueI.1.11. Le k-crochet obtenu sur l’alg̀ebreA de cette manière v́erifie l’identité de Leibniz.

Mais si le crochet sur l’espaceV vérifie l’identité (†), ce n’est pas toujours le cas pour le crochet associé

surA comme nous le verrons dans la partie I.3.e.

Si k > 3 et si nous disposons d’unk-crochet de Nambu, Leibniz ou Nambu-Poisson, il existe un

proćed́e simple pour obtenir desℓ-crochets ayant les m̂emes propríet́es, avec 26 ℓ 6 k. Ces crochets

sont appeĺes deslocalisésdu crochet initial.

Proposition I.1.12 (Localisation). Supposons donné un k-crochet de Nambu[., . . . , .] sur un espace

vectoriel V avec k> 3. Notonsℓ = k−2> 1 et soit X1, . . . ,Xℓ ∈V fixés. Alors le(k−ℓ)-crochet[., . . . , .]′

défini par :

[Z1, . . . ,Zk−ℓ]
′ := [X1, . . . ,Xℓ,Z1, . . . ,Zk−ℓ]

(Z1, . . . ,Zk−ℓ ∈V) vérifie l’identité (†).

Preuve.C’est un corollaire imḿediat de l’antisyḿetrie des crochets.

I.1.b Un premier exemple

Donnons un premier exemple non trivial de crochet de Nambu-Poisson. Mais avant cela, rappelons

quelques ḿethodes de calcul dans l’algèbre ext́erieure d’un espace vectorielV de dimension finie.

RappelI.1.13. SoitV un espace vectoriel de dimension finie sur un corps de caractéristique nulle,V∗ son

espace dual,
∧

(V) et
∧

(V∗) leur alg̀ebre ext́erieure respective. Pourα ∈V∗ et β ∈ ∧p(V∗) (p∈ [[1,n]]),

le produit ext́erieur deα etβ a pour expression :

(α ∧β)(X1∧ . . .∧Xp+1) =
p+1

∑
k=1

(−1)k+1α (Xk)β(X1∧ . . .∧ X̂k∧ . . .∧Xp+1)

(pour tousX1, . . . ,Xp+1 ∈V), X̂k signifiant que le termeXk est omis.

SoitX ∈∧
(V) etε(X) l’endomorphisme de

∧
(V) défini parε(X)(Y) = X∧Y pour toutY ∈∧

(V).

Nous d́esignons pariX l’application transpośee deε(X). Nous avons :ε(X)ε(X′) = ε(X ∧X′) et par

conśequent :

iX∧X′ = iX′ ◦ iX

pour tousX,X′ ∈ ∧
(V).

L’application linéaireiX vérifie, pourX ∈ ∧k(V) :

(iXα )(Xk+1∧ . . .∧Xp) = α (X∧Xk+1∧ . . .∧Xp)

pour toutα ∈ ∧p(V∗) etXk+1, . . . ,Xp ∈V. D’autre part :

(iXλ |Y) = (λ |X∧Y) = λ (X∧Y)

pourλ ∈ ∧p(V∗), X ∈ ∧k(V) etY ∈ ∧p−k(V).
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Si X ∈V, alorsiX est une d́erivation gradúee i.e. siα ∈ ∧p(V∗) etβ ∈ ∧
(V∗), alors :

iX(α ∧β) = (iXα )∧β +(−1)pα ∧ (iXβ).

Nous aurons l’occasion de géńeraliser ces ḿethodes de calcul au cas des espaces vectorielsZ2-gradúes

dans le second chapitre.

Ces rappelśetant effectúes, nous pouvons démontrer la proposition suivante :

Proposition I.1.14. Soit n> 1 et A = C ∞(Rn,R) l’espace des applications de classeC ∞ deRn dans

R. Soit G∈ A fixée. Alors le n-crochet d́efini surA par :

{F1, . . . ,Fn} = G Jac(F1, . . . ,Fn) = Gdet(dF1, . . . ,dFn)

est un n-crochet de Nambu-Poisson.

Preuve.Soitλ1, . . . ,λn ∈ Rn. Par commodit́e d’écriture, une application :

F : Rn → R, (x1, . . . ,xn) 7→ exp(λ1x1 + . . .+λnxn)

sera not́ee F(X) = eΛ.X où X =




x1
...

xn


, Λ =




λ1
...

λn


 et la notation simplifíee Λ.X désigne le produit

scalaire euclidien surRn.

Commençons par remarquer que d’après les propríet́es de la diff́erentielled, le n-crochet ainsi

défini vérifie l’identité de Leibniz par rapport̀a chacune de ses coordonnées. Montrons alors qu’il v́erifie

également l’identit́e (†).

Par densit́e de l’espace des polynômes dansA pour la topologie de la convergence uniforme sur

les compacts (d’après le th́eor̀eme de Stone-Weierstraß) et par densité des applications exponentielles

dans l’espace des séries formelles, espace dual de l’espace des polynômes (gr̂aceà la formule de Leibniz

sur les polyn̂omes), il suffit de d́emontrer l’identit́e de Nambu pour des fonctions exponentiellesFi(X) =

eΛi .X, G j(X) = eΘ j .X etG(X) = eΛ.X où Λi ,Θ j ,Λ sont des vecteurs deRn (i ∈ [[1,n]], j ∈ [[1,n−1]]).

NotonsΞ = Λ +
n−1

∑
j=1

Θ j +
n

∑
i=1

Λi ∈ Rn. Calculons :

{F1, . . . ,Fn} = exp

((
Λ +

n

∑
i=1

Λi

)
.X

)
det(Λ1, . . . ,Λn)

d’où :

{G1, . . . ,Gn−1,{F1, . . . ,Fn}} = eΞ.X det(Λ1, . . . ,Λn)det

(
Θ1, . . . ,Θn−1,Λ +

n

∑
i=1

Λi

)

et pourk∈ [[1,n−1]] :
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{G1, . . . ,Gn−1,Fk} = exp

((
Λ +Λk +

n−1

∑
j=1

Θ j

)
.X

)
det(Θ1, . . . ,Θn−1,Λk)

d’où :

{F1, . . . ,Fk−1,{G1, . . . ,Gn−1,Fk},Fk+1, . . . ,Fn}

= eΞ.X det

(
Λ1, . . . ,Λk−1,Λ +Λk +

n−1

∑
j=1

Θ j ,Λk+1, . . . ,Λn

)
det(Θ1, . . . ,Θn−1,Λk).

Notons∆ la différence :

∆ := {G1, . . . ,Gn−1,{F1, . . . ,Fn}}−
n

∑
k=1

{F1, . . . ,Fk−1,{G1, . . . ,Gn−1,Fk},Fk+1, . . . ,Fn}.

Il vient :

∆ = eΞ.X
[

det(Λ1, . . . ,Λn)

( n

∑
i=1

det(Θ1, . . . ,Θn−1,Λi)+det(Θ1, . . . ,Θn−1,Λ)

)

−
n

∑
k=1

det(Θ1, . . . ,Θn−1,Λk)

(
det(Λ1, . . . ,Λn)+det(Λ1, . . . ,Λk−1,Λ,Λk+1, . . . ,Λn)+

n−1

∑
j=1

det(Λ1, . . . ,Λk−1,Θ j ,Λk+1, . . . ,Λn)

)]

= eΞ.X
[

det(Λ1, . . . ,Λn)det(Θ1, . . . ,Θn−1,Λ)

−
n−1

∑
j=1

n

∑
k=1

(−1)k+1det(Θ1, . . . ,Θn−1,Λk)det(Θ j ,Λ1, . . . , Λ̂k, . . . ,Λn)

−
n

∑
k=1

(−1)k+1det(Θ1, . . . ,Θn−1,Λk)det(Λ,Λ1, . . . , Λ̂k, . . . ,Λn)

]

= eΞ.X
[

det(Θ1, . . . ,Θn−1,Λ)det(Λ1, . . . ,Λn)−
p−1

∑
j=1

(iΘ1∧...∧Θn−1 det∧ iΘ j det)(Λ1∧ . . .∧Λn)

−(iΘ1∧...∧Θn−1 det∧ iΛ det)(Λ1∧ . . .∧Λn)

]
,

où nous avons employé les notations du rappel I.1.13 avec l’espace vectorielV = Rn en ayant consid́eŕe

la forme d́eterminant comme une forme linéaire sur
∧

(V).

Soit j ∈ [[1,n−1]]. Remarquons que :

iΘ j ((iΘ1∧...∧Θn−1 det)∧det) = (iΘ1∧...∧Θn−1∧Θ j︸ ︷︷ ︸
0

det)∧det−(iΘ1∧...∧Θn−1 det)∧ (iΘ j det)

donc(iΘ1∧...∧Θn−1 det)∧ iΘ j det= 0 car
∧n+1((Rn)∗) = {0}.

De même :

0 = iΛ((iΘ1∧...∧Θn−1 det)∧det)

= (iΘ1∧...∧Θn−1∧Λ det)∧det−(iΘ1∧...∧Θn−1 det)∧ (iΛ det)

= det(Θ1, . . . ,Θn−1,Λ)det−(iΘ1∧...∧Θn−1 det)∧ (iΛ det).
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Nous en d́eduisons finalement :∆ = 0.

RemarqueI.1.15. Ce ŕesultat est un corollaire du théor̀eme I.1.18 d́emontŕe dans [Gau96] et que nous

allonsénoncer dans la prochaine partie mais sa démonstration est ind́ependante.

I.1.c Résultats de structure connus

Dans cette partie, nous nous plaçons dans le cadre plus géńeral des varíet́es lisses de dimension

finie et nous ne faisons qu’énoncer trois th́eor̀emes connus. Dans toute la suite,M désigne une variét́e

lisse de dimensionn.

Définition I.1.16.

• Une p-forme différentielle antisyḿetriqueα surM est un champ d’applicationsp-linéaires anti-

symétriquesαx de
∧p(TxM) dansR (x∈ M).

• Une p-coforme diff́erentielle antisyḿetriqueΠ surM est un champ d’applicationsp-linéaires an-

tisymétriquesΠx de
∧p(TxM∗) dansR (x∈ M).

RemarqueI.1.17. Puisqu’unk-crochet de Poisson vérifie l’identité de Leibniz et est antisyḿetrique, il

existe unep-coforme antisyḿetriqueΠ telle que :

{F1, . . . ,Fk}x = Πx((dF1)x∧ . . .∧ (dFk)x)

pour toutx∈ M, où F1, . . . ,Fk sont des fonctions lisses deM dansR. Nous disons que lak-coformeΠ est

le tenseurdéfinissant lek-crochet de Poisson. Dans le cas où le k-crochet de Poisson vérifie l’identité

(†), Π est appeĺe tenseur de Nambu-Poisson.

Nous disposons de deux résultats de structure concernant les crochets de Nambu-Poisson dusà P.

Gautheron [Gau96]. NotonsA l’algèbre des fonctions lisses deM dansR.

Théorème I.1.18.Soit M une varíet́e lisse de dimension n, etα une n-coforme sur M. Alors le n-crochet

défini par :

{F1, . . . ,Fn} = α (dF1, . . . ,dFn)

(F1, . . . ,Fn ∈ A ) est un n-crochet de Nambu-Poisson surA ou, de manìereéquivalente, la n-coformeα
est un tenseur de Nambu-Poisson sur M.

RemarqueI.1.19. Ce th́eor̀eme ǵeńeralise l’exemple de la proposition I.1.14.

Théorème I.1.20.Soit M une varíet́e lisse de dimension n> 3 munie d’un k-crochet de Nambu-Poisson

avec n> k > 3. Soit x0 un point de M en lequel le crochet est non nul (c’est-à-dire qu’il existe k fonctions

F1, . . . ,Fk ∈ A telles que la fonction{F1, . . . ,Fk}x0 soit non nulle). Alors :

(i) Il existe un voisinage U de x0 et un feuilletage local de M dans U par des variét́es Vλ de dimen-

sion k ;
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(ii) Il existe une k-coformeα sur M telle que le crochet{F1, . . . ,Fn} cöıncide avec le k-crochet sur Vλ

induit parα :

{F1, . . . ,Fk}x = αx(dF̄1(x), . . .dF̄k(x))

pour tout x∈Vλ , où dF̄i désigne la restriction de Fi à Vλ .

Ces ŕesultats sont complét́es par le th́eor̀eme de classification desn-structures de Nambu-Poisson

linéaires dus̀a J.-P. Dufour et N. T. Zung [DZ99].

Théorème I.1.21 (Dufour & Tien Zung). Soit V un espace vectoriel de dimension n. Soitα un tenseur

de Nambu-Poisson d’ordre k= n− ℓ > 3 linéaire sur V. Alors alors il existe un système de coordonńees

linéaires(x1, . . . ,xn) sur V tel queα soit de l’un des deux types suivants :

Type 1 :αx =
r+1

∑
j=1

±x j
∂

∂x1
∧ . . .∧ ∂̂

∂x j
∧ . . .∧ ∂

∂xk+1
+

s

∑
j=1

±xk+1+ j
∂

∂x1
∧ . . .∧ ∂̂

∂xr+ j+1
∧ ∂

∂xk+1
où−1 6

r 6 k et0 6 s6 min(ℓ−1,k− r)

Type 2 :αx =
∂

∂x1
∧ . . .∧ ∂

∂xk−1
∧

(
n

∑
i, j=k

bi
jxi

∂
∂x j

)
.
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I.2 Classification des(n−1)-structures de Nambu sur l’espaceRn

Soit n > 4. Dans cette partie, nous donnons des exemples de structures de Nambu construites

sur Rn à partir du produit mixte en ǵeńeralisant un ŕesultat de P. Gautheron sur les 3-crochets deR4

[Gau98]. Nous obtenons ainsi tous les(n−1)-crochets de Nambu surRn et sur tout espace vectoriel réel

de dimensionn.

I.2.a Produit mixte de l’espaceRn

Définition I.2.1. Si X2, . . . ,Xn sont des vecteurs deRn, on appelleproduit mixte de la famille de vecteurs

{X2, . . . ,Xn}, et on note[X2, . . . ,Xn] le vecteur deRn défini par :

〈X1|[X2, . . . ,Xn]〉 = det(X1,X2, . . . ,Xn)

pour toutX1 ∈ Rn, où nous avons noté 〈.|.〉 le produit scalaire euclidien de l’espaceRn.

RemarqueI.2.2. D’après la d́efinition, si{E1, . . . ,En} est une base deRn, nous avons :

E′
i := [E1, . . . , Êi , . . . ,En] = (−1)i+1Ei

(il suffit en effet de calculer les coefficients〈Ei |E′
i 〉 du vecteurE′

i sur la base donńee).

Proposition I.2.3. Le produit mixte est(n−1)-linéaire et antisyḿetrique.

Preuve.C’est un corollaire imḿediat des propriét́es du d́eterminant.

Nous allons montrer que le produit mixte munitRn d’une structure de(n−1)-gèbre de Nambu.

Lemme I.2.4. Soit X1, . . . ,Xn ∈ Rn et A∈ End(Rn). Alors :

n

∑
i=1

det(X1 . . . ,Xi−1,A(Xi),Xi+1, . . . ,Xn) = tr(A)det(X1, . . . ,Xn).

Preuve.Notons(ai j )16i, j6n la matrice deA dans la base canonique deRn. SoitF la fonction d́efinie sur

×nRn par :

F(X1, . . . ,Xn) =
n

∑
i=1

det(X1 . . . ,Xi−1,A(Xi),Xi+1, . . . ,Xn)

pour tousX1, . . . ,Xn ∈Rn. D’après les propríet́es du d́eterminant, l’applicationF est une formen-linéaire

alterńee donćelément du sous-espace
∧n(Rn)∗ de dimension 1, une baseétant donńee par le d́eterminant.

Ainsi il existeλ ∈ R tel que :

F(X1, . . . ,Xn) = λ det(X1, . . . ,Xn)

pour tousX1, . . . ,Xn ∈ Rn. Pour d́eterminer le ŕeelλ , prenons par exemple len-uplet{X1, . . . ,Xn} égalà

la base canonique deRn. Alors det(X1, . . . ,Xn) = 1 et, pour touti ∈ [[1,n]], le vecteurA(Xi) estégal au

i-ème vecteur colonne de la matrice deA, d’où :

det(X1, . . . ,Xi−1,AXi ,Xi+1, . . . ,Xn) = aii .
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Nous obtenons alorsλ =
n

∑
i=1

aii = tr(A).

Corollaire I.2.5. Le produit mixte d́efini sur l’espaceRn est un(n−1)-crochet de Nambu surRn.

Preuve.SoitX1, . . . ,Xn−2,Y1, . . . ,Yn−1 ∈ Rn. Il s’agit de d́emontrer l’́egalit́e :

[X1, . . . ,Xn−2, [Y1, . . . ,Xn−1]] =
n−1

∑
i=1

[Y1, . . . ,Yi−1, [X1, . . . ,Xn−2,Yi ],Yi+1, . . . ,Xn−1].

NotonsA = AX1,...,Xn−2 l’endomorphisme adjointX 7→ [X1, . . . ,Xn−2,X]. Pour tousXn−1,Xn ∈ Rn, nous

avons :

〈A(Xn−1)|Xn〉 = 〈[X1, . . . ,Xn−2,Xn−1]|Xn〉

= det(X1, . . . ,Xn−2,Xn−1,Xn)

= −det(X1, . . . ,Xn−2,Xn,Xn−1)

= −〈[X1, . . . ,Xn−2,Xn]|Xn−1〉

= −〈A(Xn)|Xn−1〉

= −〈Xn−1|A(Xn)〉.

Nous en d́eduisons que l’endomorphismeA est antisyḿetrique, donc de trace nulle. Alors d’après le

lemme I.2.4, nous obtenons :

0 =
n

∑
i=1

det(Y1, . . . ,Yi−1,A(Yi),Yi+1, . . . ,Yn)

=
n−1

∑
i=1

〈[Y1, . . . ,Yi−1,A(Yi),Yi+1, . . . ,Yn−1]|Yn〉+ 〈[Y1, . . . ,Yn−1]|A(Yn)〉

=
n−1

∑
i=1

〈[Y1, . . . ,Yi−1,A(Yi),Yi+1, . . . ,Yn−1]|Yn〉+ 〈tA([Y1, . . . ,Yn−1])|Yn〉

=
n−1

∑
i=1

〈[Y1, . . . ,Yi−1,A(Yi),Yi+1, . . . ,Yn−1]|Yn〉−〈A([Y1, . . . ,Yn−1])|Yn〉

Ceci valant pour tout vecteurYn ∈ Rn, nous en d́eduisons l’́egalit́e :

n−1

∑
i=1

[Y1, . . . ,Yi−1, [X1, . . . ,Xn−2,Yi ],Yi+1, . . . ,Yn−1]− [X1, . . . ,Xn−2, [Y1, . . . ,Yn−1]] = 0

qui est le ŕesultat cherch́e.

I.2.b Les (n−1)-structures de Nambu sur l’espaceRn

Les(n−1)-crochets de Nambu sur l’espaceRn sont entìerement d́etermińes par le th́eor̀eme sui-

vant, qui est une ǵeńeralisatioǹan quelconque de la d́emonstration proposée par P. Gautheron [Gau98].
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Théorème I.2.6. Soit M une application(n− 1)-linéaire alterńee du produit×n−1Rn dansRn (non

nulle). Alors :

1. il existe un endomorphisme m deRn tel que

M(X1, . . . ,Xn−1) = m([X1, . . . ,Xn−1])

pour tous X1, . . . ,Xn−1 ∈ Rn ;

2. le(n−1)-crochet surRn défini par M v́erifie l’identité fondamentale de Nambu si, et seulement si,

m est auto-adjoint ou de rang 1 ou 2.

Avant de d́emontrer ce th́eor̀eme,énonçons un lemme donnant une condition nécessaire et suffi-

sante pour qu’un crochet du typem([X1, . . . ,Xn−1]) vérifie l’identité (†).

Lemme I.2.7. Soit m∈ End(Rn) et (X1, . . . ,Xn−1) 7→ m([X1, . . . ,Xn−1]) un (n−1)-crochet surRn. Alors

ce crochet v́erifie l’identité (†) si, et seulement si :

m◦A◦ (m− tm)− tr(m◦A)m= 0 (I.1)

pour tout A∈ so(n) (algèbre de Lie des matrices antisymétriques ŕeelles).

Preuve.Soit X1, . . . ,Xn−1 ∈ Rn et, comme pŕećedemment, notonsA = AX1,...,Xn−2 l’endomorphisme ad-

joint : X 7→ [X1, . . . ,Xn−2,X]. PourY1, . . . ,Yn−1 ∈ Rn, nous avons :

m([X1, . . . ,Xn−2,m([Y1, . . . ,Yn−1])]) =
n−1

∑
i=1

m([Y1, . . . ,Yi−1,m([X1, . . . ,Xn−2,Yi ]),Yi+1, . . . ,Yn−1])

⇐⇒ 〈m◦A◦m([Y1, . . . ,Yn−1])|Z〉 =
n−1

∑
i=1

〈m([Y1, . . . ,Yi−1,m◦A(Yi),Yi+1, . . . ,Yn−1])|Z〉, ∀ Z ∈ Rn

⇐⇒ 〈[Y1, . . . ,Yn−1]|t(m◦A◦m)(Z)〉 =
n−1

∑
i=1

〈[Y1, . . . ,Yi−1,m◦A(Yi),Yi+1, . . . ,Yn−1]|tm(Z)〉, ∀ Z ∈ Rn

⇐⇒ −det(Y1, . . . ,Yn−1,
tm◦A◦ tm(Z)) =

n−1

∑
i=1

det(Y1, . . . ,Yi−1,m◦A(Yi),Yi+1, . . . ,Yn−1,
tm(Z)),

∀ Z ∈ Rn.

Or, d’apr̀es le lemme I.2.4, nous avons :

n−1

∑
i=1

det(Y1, . . . ,Yi−1,m◦A(Yi),Yi+1, . . . ,Yn−1,
tm(Z))+det(Y1, . . . ,Yn−1,m◦A◦ tm(Z))

= tr(m◦A)det(Y1, . . . ,Yn−1,
tm(Z))

Par conśequent, notre crochet vérifie l’identité (†) si, et seulement si, pour tout vecteurZ ∈ Rn :

−det(Y1, . . . ,Yn−1,
tm◦A◦ tm(Z)) = tr(m◦A)det(Y1, . . . ,Yn−1,

tm(Z))

−det(Y1, . . . ,Yn−1,m◦A◦ tm(Z))
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c’est-̀a-dire :

tr(m◦A)〈m([Y1, . . . ,Yn−1])|Z〉 = 〈[Y1, . . . ,Yn−1]|(m− tm)◦A◦ tm(Z)〉

donc si, et seulement si :

tr(m◦A)m([Y1, . . . ,Yn−1]) = m◦A◦ (m− tm)([Y1, . . . ,Yn]).

Ceci valant pour tout(n−1)-uplet(Y1, . . . ,Yn−1) de vecteurs deRn, nous en d́eduisons la condition

nécessaire et suffisante de l’énonće :

m◦A◦ (m− tm)− tr(m◦A)m= 0.

Il reste à remarquer que lorsque les vecteursX1, . . . ,Xn−2 parcourentRn, les endomorphismes

AX1,...,Xn−2 parcourentso(n) dans son int́egralit́e. Soit{C1, . . . ,Cn} la base canonique deRn et notons

pour simplifier :

Ai, j := (−1)i+ jAC1,...,Ĉi ,...,Ĉj ,...,Cn

(1 6 i < j 6 n). Alors Ai, j(Ck) = 0 pourk 6= i etk 6= j, Ai, j(Ci) = −Cj etAi, j(Cj) = Ci . Donc l’ensemble

{Ai, j ,1 6 i < j 6 n} est en fait la base canonique deso(n). D’où la conclusion.

Nous pouvons d́esormais ŕediger la d́emonstration du th́eor̀eme I.2.6.

Démonstration.

1. Fixons une base{E1, . . . ,En} de Rn. L’application M étant(n− 1)-linéaire alterńee, nous

pouvons la consid́erer sur l’alg̀ebre ext́erieure deRn. NotonsẼi := E1 ∧ . . .∧ Êi ∧ . . .∧En pour i ∈
[[1,n]]. Alors la famille{Ẽ1, . . . , Ẽn} est une base de l’espace

∧n−1(Rn) qui permet de l’identifier̀a Rn.

Cette identificatiońetant effectúee, nous pouvons définir la matrice deM dans les bases{Ẽ1, . . . , Ẽn} et

{E1, . . . ,En} ; notons la(mi j )16i, j6n. Alors :

M(Ẽ j) =




m1 j
...

mn j


 =

n

∑
i=1

mi j Ei

pour tout j ∈ [[1,n]].

D’autre part, nous avons vu que[E1, . . . , Ê j , . . . ,En] = (−1) j+1E j pour tout j ∈ [[1,n]]. Par conśe-

quent, si nous notonsm l’endomorphisme deRn de matrice((−1) j+1mi j )16i, j6n, nous avons :

m(E j) = (−1) j+1




m1 j
...

mn j


 = (−1) j+1

n

∑
i=1

mi j Ei

donc :

M(E1∧ . . .∧ Ê j ∧ . . .∧En) = m([E1, . . . , Ê j , . . . ,En])
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pour tout j ∈ [[1,n]], ce qui montre le premier point.

2. Montrons maintenant le résultat essentiel du théor̀eme. Nous allons résoudre l’́equation donńee

par le lemme I.2.7.

Supposons quem vérifie l’équation (I.1) pour toutA ∈ so(n). Fixons un endomorphismeA de

la base canonique deso(n) (en reprenant les notations de la preuve du lemme I.2.7,A = Ai, j ). Alors

rg(A) = 2. Par conśequent :

rg(m◦A◦ (m− tm)) 6 2

d’où :

rg(tr(m◦A)m) 6 2.

Premier cas :Supposons tr(m◦A) = 0 pour toutA∈ so(n). Nous avons tr(m◦A) =−(m,A) où (A,B) :=

tr(tAB) est un produit scalaire sur End(Rn). Alors tr(m◦A) = 0 pour toutA∈ so(n) estéquivalent̀a dire

quem est orthogonal̀a l’espace des endomorphismes antisymétriques deRn, i.e. mest syḿetrique.

Deuxìeme cas :Dans le cas contraire, l’endomorphismem n’est pas syḿetrique, i.e. il existeA∈ so(n)

tel que tr(m◦A) 6= 0. Alors rg(m) 6 2 i.e. le rang de l’endomorphismemestégalà 1 ouà 2.

Réciproquement, montrons que sim est syḿetrique ou de ranǵegalà 1 ou 2, l’́equation (I.1) est

vérifiée.

Premier cas :Supposons que le rang dem soit égal à 1. Alors il existe deux vecteurs non nulsV et

W ∈ Rn tels quem(X) = 〈V|X〉W pour toutX ∈ Rn. Il vient :

〈X|tm(Y)〉 = 〈m(X)|Y〉 = 〈V|X〉〈W|Y〉 = 〈X|〈W|Y〉V〉

pour tousX,Y ∈ Rn. Donctm(Y) = 〈W|Y〉V pour toutY ∈ Rn. Ainsi, l’ équation (I.1) est́equivalentèa :

m◦A(〈V|X〉W−〈W|X〉V)− tr(m◦A)〈V|X〉W = 0, ∀ X ∈ Rn

⇐⇒ 〈V|X〉〈V|A(W)〉W−〈W|X〉〈V|A(V)〉W− tr(m◦A)〈V|X〉W = 0, ∀ X ∈ Rn.

Calculons la trace dem◦A :

tr(m◦A) = tr(A◦m) =
n

∑
i=1

〈Ei |〈V|Ei〉A(W)〉 =
n

∑
i=1

〈Ei |A(W)〉〈Ei |V〉 = 〈A(W)|V〉.

Ainsi l’ équation (I.1) se ŕeduità :

〈W|X〉〈A(V)|V〉 = 0

pour toutX ∈ Rn, pour toutA∈ so(n). MaisA est antisyḿetrique donc :

〈A(V)|V〉 = −〈V|A(V)〉 = −〈A(V)|V〉

et par conśequent,〈A(V)|V〉 = 0, donc l’́equation (I.1) est v́erifiée.
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Deuxìeme cas :Supposons que le rang demsoit suṕerieur ouégalà 2. Nous avonśegalement rg(tm) > 2.

Rappelons la d́ecomposition de Fredholm en sommes directes orthogonales de l’espaceRn :

Rn = Ker(m)
⊥
⊕ Im(tm) = Ker(tm)

⊥
⊕ Im(m).

Nous allons montrer que Ker(m) = Ker(tm) et Im(m) = Im(tm). SoitX ∈Ker(m). Alors l’ équation

(I.1) évalúee enX équivautà :

m◦A◦ tm(X) = 0 (I.2)

pour toutA∈ so(n).

Supposonstm(X) 6= 0. Alors il existe un endomorphisme antisymétriqueR∈ End(Rn) appliquant

Im(tm) sur lui même et tel queR(tm(X)) 6= 0. En effet, pour construireR, nous proćedons de la sorte :

une base orthonormale{E′
1, . . . ,E

′
p} de Im(tm) de premier vecteurE′

1 = λ tm(X) (λ ∈ R∗) étant donńee

(nous avonsp > 2 par hypoth̀ese et une telle base existe d’après le th́eor̀eme de la base incomplète et

le proćed́e d’orthonormalisation de Gram-Schmidt), nous posonsR(E′
1) = −E′

2, R(E′
2) = E′

1, R(E′
i ) = 0

pour i ∈ [[3, p]] etRest prolonǵe àRn par 0.

Puisque l’́equation (I.2) est valable pour tout endomorphisme antisymétrique, il vient :R(tm(X))∈
Ker(m). Mais R(tm(X)) ∈ Im(tm), doncR(tm(X)) = 0 compte-tenu de la décomposition de Fredholm.

Ceci est en contradiction avec la construction deR. Ainsi tm(X) = 0. Ceci d́emontre l’inclusion Ker(m)⊆
Ker(tm). Mais nous avons l’́egalit́e des rangs : rg(m) = rg(tm), donc dim(Ker(m)) = dim(Ker(tm)) d’où

l’ égalit́e :

Ker(m) = Ker(tm).

Nous obtenons ensuite :

Im(m) = Ker(tm)⊥ = Ker(m)⊥ = Im(tm)

d’où :

Im(m) = Im(tm)

et la d́ecomposition de Fredholm se réécrit :

Rn = Ker(m)
⊥
⊕ Im(m).

Soit m′ l’endomorphisme induit sur le sous-espace (stable) Im(m) ; c’est un automorphisme de

Im(m) et l’endomorphisme transposé dem′ estégalà l’endomorphisme induit sur Im(m) = Im(tm) par
tm, ce que nous pouvonsécrire :

t(m′) = (tm)′.

Nousécrirons donctm′ sans ambigüıté.

SoitRun endomorphisme antisymétrique appliquant Ker(m) sur{0} et Im(m) sur lui-même. No-

tons R′ l’endomorphisme induit sur Im(m). Nous avons tr(m◦R) = tr(m′ ◦R′) donc l’équation (I.1)

devient :

m′ ◦R′ ◦ (m′− tm′)− tr(m′ ◦R′)m′ = 0
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ceci valant en fait pour tout endomorphisme antisymétriqueR′ de l’espace Im(m). Vu le caract̀ere bijectif

dem′, l’ équation pŕećedente implique :

tr(m′−1◦m′ ◦R′ ◦ (m′− tm′))− tr(m′ ◦R′) tr(m′−1◦m′) = 0

⇐⇒ tr(R′ ◦m′)− tr(R′ ◦ tm′)− rg(m) tr(m′ ◦R′) = 0

⇐⇒ (rg(m)−2) tr(m′ ◦R′) = 0

pour tout endomorphisme antisymétriqueR′ de Im(m′).

Par conśequent, si le rang dem vaut 2, alors tout endomorphismem convient et si le rang dem

est strictement supérieurà 2, l’applicationm′ est orthogonalèa tout endomorphisme antisymétrique de

Im(m′), donc est syḿetrique, donc l’endomorphismem lui-même est syḿetrique.
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I.3 Crochets de Nambu sur une alg̀ebre de Lie

Dans toute cette partie (sauf la première section ci-dessous),g désignera une alg̀ebre de Lie surC

de dimensionn > 1 etg∗ son espace dual.

I.3.a À propos de la d́ecomposabilit́e desp-vecteurs

Nous d́ebutons cette partie par quelques rappels et compléments quant̀a la d́ecomposabilit́e des

p-vecteurs dans l’alg̀ebre ext́erieure. Pour des raisons d’écriture, nous considérons unek-forme anti-

symétrique non nulleλ sur un espace vectorielV de dimensionn > 1, c’est-̀a-dire λ ∈ ∧k(V) avec

26 k 6 n. Toutes les notations utilisées et ḿethodes de calcul dans l’algèbre ext́erieure ont́et́e rappeĺees

dans I.1.13.

Lemme I.3.1. Soit ℓ 6 k et α1, . . . ,αℓ des formes lińeaires constituant une famille libre et vérifiant

α j ∧λ = 0 pour tout j∈ [[1, ℓ]]. Alors :

1. siℓ 6 k−1, il existe une formeβ ∈ ∧k−ℓ(V∗) telle queλ = α1∧ . . .∧αℓ∧β ;

2. siℓ = k, il existe un scalaireξ non nul tel queλ = ξα1∧ . . .∧αk.

Preuve.La famille{α1, . . . ,αℓ} est libre donc peut̂etre compĺet́ee en une base{α1, . . . ,αn} deV∗. Nous

pouvonsécrire la d́ecomposition formelle deλ sur la base correspondante de
∧k(V∗) : il existe des

scalairesξJ tels que :

λ = ∑
J⊂[[1,n]]
|J|=k

ξJα j1 ∧ . . .∧α jk,

la sommatiońetant effectúee sur les multi-indices de longueurk ordonńes : J = ( j1, . . . , jk) ∈ Nk avec

1 6 j1 < .. . < jk 6 n.

Nous avonsα1∧λ = 0 donc les scalairesξJ sont nuls sij1 6= 1 (en effet, dans le cas contraire, nous

obtiendrions une combinaison linéaire nulle d’́eléments de la base de l’algèbre
∧k(V)). Il reste donc :

λ = α1∧ ∑
26 j2<...< jk6n

ξ1, j2,..., jkα j2 ∧ . . .∧ jk.

De même, nous avonsα2∧λ = 0 donc les scalairesξJ sont nuls sij2 6= 2. Il reste :

λ = α1∧α2∧ ∑
36 j3<...< jk6n

ξ1,2, j3,..., jkα j3 ∧ . . .∧α jk.

Nous continuons le raisonnement successivement avecα3, . . . ,αℓ et nous obtenons, siℓ 6 k−1 :

λ = α1∧ . . .∧αℓ∧
(

∑
ℓ+16 jℓ+1<...< jk6n

ξ1,...,ℓ, jℓ+1,..., jkα jℓ+1 ∧ . . .∧α jk

)
,

le terme entre parenthèseśetantéventuellement réduità unélément deV∗ si ℓ = k−1.
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Si ℓ = k, nous obtenons̀a la(k−1)-èmeétape :

λ = α1∧ . . .∧αk−1∧ ∑
k−16 jk6n

ξ1,...,k−1, jkα jk.

Mais αk ∧ λ = 0 donc les scalairesξJ sont nuls sijk 6= k. La décomposition deλ se ram̀ene alors̀a

l’expression suivante :λ = ξα1∧ . . .∧αk (en ayant not́e ξ = ξ1,...,k nécessairement non nul).

Lemme I.3.2. Notons Eλ := {α ∈V∗ | α ∧λ = 0}. L’ensemble Eλ est un sous-espace vectoriel de V∗

de dimension inf́erieure ouégaleà k. De plus, la k-formeλ est d́ecomposable si, et seulement si, la

dimension du sous-espace Eλ estégaleà k.

Preuve.Supposons dim(Eλ ) > k+ 1. Soit{α1, . . . ,αk+1} une base deEλ . Appliquons le lemme I.3.1

avec les formesα1, . . . ,αk. Nous avons donc l’existence d’un scalaireξ non nul tel que :

λ = ξα1∧ . . .∧αk.

Or, αk+1∧λ = 0 i.e.ξα1∧ . . .∧αk∧αk+1 = 0. Ceci impliqueξ = 0. Contradiction. Donc dim(Eλ ) 6 k.

Supposonsλ décomposable. Il existek formes lińeairesα1, . . . ,αk ∈ V∗ telles queλ = α1 ∧
. . .∧αk. La k-formeλ est non nulle donc la famille{α1, . . . ,αk} est libre ; elle peut̂etre compĺet́ee en

une base{α1, . . . ,αn} deV∗. Soit α =
n

∑
j=1

ξ jα j ∈ Eλ . Nous obtenonsξ j = 0 si j > k+ 1 doncEλ =

Vect(α1, . . . ,αk) et dim(Eλ ) = k.

Réciproquement, supposons que la dimension deEλ soit égaleàk. Prenons une base{α1, . . . ,αn}
deV∗ telle que la famille{α1, . . . , αk} soit une base deEλ . Alors d’apr̀es le lemme I.3.1, nous pouvons

factoriser successivement parα1, . . . ,αk la décomposition formelle deλ sur la base de
∧k(V∗) et nous

obtenons finalementλ = ξα1∧ . . .∧αk avecξ un scalaire non nul. Doncλ est d́ecomposable.

RemarqueI.3.3. Nous pouvons compléter le lemme pŕećedent en remarquant que le sous-espaceEλ

n’est jamais de dimensiońegaleà k− 1. En effet, si dim(Eλ ) = k− 1, soit {α1, . . . ,αk−1} une base.

Alors α j ∧ λ = 0 pour tout j ∈ [[1,k−1]] donc, d’apr̀es le lemme I.3.1, il existeβ ∈ V∗ telle queλ =

α1∧ . . .∧αk−1∧β . Mais alorsβ ∧λ = 0 doncβ ∈ Eλ etλ = 0 : contradiction.

Proposition I.3.4. La k-forme lińeaire antisyḿetriqueλ est d́ecomposable si, et seulement si :

iAλ ∧λ = 0

pour tout A∈ ∧k−1(V).

Preuve.Notonsn = dim(V) et supposonsλ décomposable. Alors il existek formes lińeaires non nulles

et linéairement ind́ependantesα1, . . . ,αk telles queλ = α1∧ . . .∧αk. Compĺetons{α1, . . . ,αk} en une

base{α1, . . . ,αn} deV∗ et consid́erons la base duale (également base deV) not́ee{X1, . . . ,Xn}.

Soit Y1, . . . ,Yk−1 ∈ V. S’il existe un indicej ∈ [[1,n− 1]] tel queYj ∈ Vect{Xk+1, . . . ,Xn}, alors

iY1∧...∧Yk−1(λ ) = 0. Nous pouvons donc supposer que{Yj , j ∈ [[1,k− 1]]} ⊂ Vect{X1, . . . ,Xk}. Mais

iX1∧...∧X̂j∧...∧Xk
λ = ±α j , donc :

(iY1∧...∧Yk−1λ )∧λ = 0
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pour tousY1, . . . ,Yk−1 ∈V.

Supposonsλ non d́ecomposable. Commeλ n’est pas d́ecomposable, dim(Eλ ) 6 k−2 d’apr̀es le

lemme I.3.2 et la remarque I.3.3.

Supposons dim(Eλ ) = 0 et soitX1, . . . ,Xk−1 ∈V fixés. CommeiX1∧...∧Xk−1(λ )∈ Eλ par hypoth̀ese,

nous en d́eduisons queiX1∧...∧Xk−1(λ ) = 0. Ceci valant pour tousX1, . . . ,Xk−1 ∈V, nous obtenonsλ = 0.

Contradiction.

Par conśequent, nous avonsr = dim(Eλ ) > 1. Soit{α1, . . . ,αn} une base deV∗ telle que la sous-

famille {α1, . . . ,αr} soit une base deEλ . Notons{X1, . . . ,Xn} la base duale. Alors d’après le lemme

I.3.1, il existeβ ∈ ∧
(V∗) tel que :

λ = α1∧ . . .∧αr ∧β .

Nous avons dim(Eβ) = 0. En effet, si ce n’est pas le cas, il existeµ ∈V∗ etν ∈∧
(V∗) tels queβ = µ∧ν

et alorsλ = α1∧ . . .∧αr ∧µ ∧ν doncλ = 0 si µ ∈ Eλ ou dim(Eλ ) > r +1 dans le cas contraire, chacun

de ces deux caśetant finalement absurdes.

Nous pouvons supposer, sans nuireà la ǵeńeralit́e, queβ ∈ ∧ℓ(Vect{αr+1, . . . ,αn}) (ℓ = k− r >

1). Si iY1∧...∧Yℓ−1(β) = 0 pour tousY1, . . . ,Yℓ−1 ∈ V, alorsβ = 0 d’où λ = 0 : contradiction. Donc il

existeY1, . . . ,Yℓ−1 ∈ V linéairement ind́ependant tels queiY1∧...∧Yℓ−1(β) 6= 0. Les vecteursY1, . . . ,Yℓ−1

sont ńecessairement dans le sous-espace Vect(Xr+1, . . . ,Xn). Notons :

α = iY1∧...∧Yℓ−1(β) = ±iY1∧...∧Yℓ−1∧X1∧...∧Xr (λ ).

Alors α ∈ Vect(αr+1, . . . ,αn) et α 6= 0. Si α ∧ λ = 0, alorsα ∈ Eλ = Vect{α1, . . . ,αr} doncα = 0 :

contradiction. Doncα ∧λ 6= 0.

RemarqueI.3.5. Ce ŕesultat est classique et nous en trouvonségalement une d́emonstration dans [Bou48],

paragraphe 11, n◦ 13, proposition 16.

Plusieurs sous-ensembles deV∗ (du même type que le sous-espaceEλ ci-dessus) peuvent̂etre

assocíesà une m̂emek-formeλ ∈ ∧k(V∗) ([DZ99]). Examinons les plus attentivement.

L’ orthogonal d’une partie de
∧

(V) (ou
∧

(V∗)) est d́efinie ainsi : siΛ ⊂ ∧
(V), alors :

Λ⊥ := {α ∈V∗ | (α |X) = 0 ∀ X ∈W}

et la d́efinition est identique siΛ ⊂ ∧
(V∗).

Nous rappelons la d́efinition deEλ = {α ∈V∗ | α ∧λ = 0} et nous notons :

Fλ := Vect({iAλ , A∈
∧k−1

(V)}) et Gλ := {X ∈V | iXλ = 0}⊥.

Ce sont́egalement des sous-espaces vectoriels deV∗.

Proposition I.3.6.

1. Nous avons Fλ = Gλ et Eλ ⊆ Fλ = Gλ .
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2. Les propríet́es suivantes sontéquivalentes :

(a) Les sous-espaces vectoriels Eλ et Fλ sontégaux ;

(b) La dimension de Eλ estégaleà k ;

(c) La dimension de Fλ estégaleà k ;

(d) La k-formeλ est d́ecomposable.

Preuve.1. Montrons queFλ est inclus dansGλ . SoitX ∈V tel queiXλ = 0. Si A∈ ∧k−1(V), il vient :

(iAλ |X) = (λ |A∧X) = (−1)k−1(λ |X∧A) = (−1)k−1(iXλ |A) = 0.

Par conśequent, tout́elément de la formeiAλ appartient̀aGλ : Fλ ⊆ Gλ .

Montrons queF⊥
λ est inclus dansG⊥

λ . Nous aurons alors l’égalit́e Fλ = Gλ . Soit X ∈ F⊥
λ et

montrons queiXλ = 0. SoitA∈∧k−1(V). Nous avons(iAλ |X) = 0 (carX ∈F⊥
λ ) c’est-̀a-dire(iXλ |A) = 0

compte-tenu du calcul préćedent. Cecíetant valable pour toutA∈ ∧k−1(V), nous en d́eduisonsiXλ = 0.

DoncX ∈ G⊥
λ .

Montrons queEλ est inclus dansGλ . Soit α ∈ Eλ tel queα ∧ λ = 0 et X ∈ V tel queiXλ = 0.

Alors :

0 = iX(α ∧λ ) = (iXα )∧λ −α ∧ iXλ = (α |X)λ

i.e. α ∈ Gλ : Eλ ⊆ Gλ .

2. Nous avons d́ejà vu dans le lemme I.3.2 que dim(Eλ ) = k équivautà la d́ecomposabilit́e deλ .

Supposons queEλ = Fλ . Alors toutélément de la formeiAλ appartient̀aE c’est-̀a-direiAλ ∧λ = 0

pour toutA∈ ∧k−1(V). Donc, d’apr̀es le lemme I.3.4, lak-formeλ est d́ecomposable.

Supposons maintenantλ décomposable : il existe des formes linéairesα1, . . . ,αk telles queλ =

α1∧ . . .∧αk. La k-formeλ est non nulle donc la famille{α1, . . . ,αk} est libre ; elle peut̂etre compĺet́ee

en une base{α1, . . . ,αn} deV∗. Nous trouvons alors imḿediatement :

Eλ = Vect(α1, . . . ,αk).

Notons{X1, . . . ,Xn} la base duale (c’est une base deV). Les ǵeńerateurs deFλ sont alors :

• iA j λ = ±α j où A j = X1∧ . . .∧ X̂j ∧ . . .∧Xk ∈
∧k−1(V), pour 16 j 6 k ;

• iAJλ = 0 où AJ = X1∧ . . .∧ X̂j1 ∧ . . .∧ X̂jn−k+1 ∧ . . .∧Xn ∈
∧k−1(V) avecJ = ( j1, . . . , jn−k+1) et 16 j1 <

j2 6 k < j3 < .. . < jn−k+1 6 n.

Par conśequent nous avonśegalementFλ = Vect(α1, . . . ,αk) d’où l’ égalit́eEλ = Fλ .

Si λ est d́ecomposable et s’écritλ = α1∧ . . .∧αk, nous avons vu ci dessus que :

Fλ = Vect(α1, . . . ,αk)

donc dim(Fλ ) = k.
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Supposons dim(Fλ ) = k. Supposonsλ non d́ecomposable i.e.r := dim(Eλ ) 6 k−2 (d’apr̀es le

lemme I.3.2 et la remarque I.3.3). Soit{α1, . . . ,αr} une base deEλ que nous complétons en une base

{α1, . . . ,αn} deV∗. D’après le lemme I.3.2, il existe une(k− r)-formeβ telle queλ = α1∧ . . .∧αr ∧β ,

et nous pouvonśecrire :

β = ∑
r+16 jr+1<...< jk6n

ξ jr+1,..., jkα jr+1 ∧ . . .∧α jk = ∑
J

ξJαJ.

Cherchons un système de ǵeńerateurs deFλ . Soit {X1, . . . ,Xn} la base duale deV. Soit J tel queξJ 6= 0.

Alors :

• si A = X1∧ . . .∧ X̂s∧ . . .∧Xr ∧Xjr+1 ∧ . . .∧Xjk ∈
∧k−1(V), nous avonsiAλ = ±ξJαs ∈ Fλ (1 6 s6 r) ;

• si A = X1∧ . . .∧Xr ∧Xjr+1 ∧ . . .∧ X̂jr+s ∧ . . .∧Xjk, nous avonsiAλ = ±ξJα jr+s ∈ Fλ doncα jr+s ∈ Fλ

(1 6 s6 k− r).

Supposons qu’il existe deux multi-indicesJ etJ′ distincts tels queξJ 6= 0 etξJ′ 6= 0. Alors, comme :

card({ jr+1, . . . , jk}∪{ j ′r+1, . . . , j ′k}) > k− r +1,

nous aurions une famille libre der +(k− r +1) = k+1 formes lińeaires dansFλ de dimensionk. Cette

situation est impossible. Par conséquent, il n’existe qu’un multi-indiceJ tel queξJ soit non nul. Mais

cela revient̀a dire queλ est d́ecomposable (carβ l’est). Contradiction. Donc l’hypoth̀ese de d́epart est

fausse : lak-formeλ est d́ecomposable.

ExempleI.3.7. Supposonsk = 2 etn > 4. Notons{X1, . . . ,Xn} une base deV, et {ω1, . . . ,ωn} la base

duale. Consid́erons la 2-formeλ = ω1∧ω2 +ω3∧ω4. Nous avonsiX1λ ∧λ = ω2∧ω3∧ω4 6= 0 doncλ
n’est pas d́ecomposable en vertu du lemme I.3.4.

Soitα =
n

∑
j=1

ξ jωj ∈V∗ telle queα ∧λ = 0. Alors :

0 = ξ1ω1∧ω3∧ω4 + ξ2ω2∧ω3∧ω4 + ξ3ω3∧ω1∧ω1 + ξ4ω4∧ω1∧ω2 + ∑
i>4

ξiωi ∧λ .

Nous en d́eduisonsξ j = 0 pour toutj ∈ [[1,n]] i.e. Eλ = {0}.
D’autre part, nous avonsiX1λ = ω2, iX2λ = −ω1, iX3λ = ω4 et iX4λ = −ω3, donc :

Fλ = Vect({ω1,ω2,ω3,ω4}).

Ceci illustre bien le fait que l’inclusion deEλ dansFλ est stricte :Eλ ( Fλ si λ n’est pas d́ecomposable.

Nous pouvons conclure en résumant de la manière suivante :




Eλ ⊆
(1)

Fλ = Gλ

0 6 dim(Eλ ) 6
(2)

k6
(3)

dim(Fλ ) 6 n

avecégalit́e en(1), (2) ou en(3) si, et seulement si,λ est d́ecomposable.
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I.3.b Super-dérivations de l’algèbre ext́erieure

Soit g une alg̀ebre de Lie de dimensionn > 1 sur un corps de caractéristique nulleK. Dans toute

cette partie, nous notons{X1, . . . ,Xn} une base deg et{ω1, . . . ,ωn} la base duale. Toutes les définitions

des oṕerateurs et leurs propriét́esélémentaires se trouvent dans [Kos50], mais nousénoncerons et d́emon-

trerons des propriét́es plus ǵeńerales dans le second chapitre.

Définition I.3.8. Unesuper-dérivation de degŕek∈ Z de
∧

(g∗) est une application lińeaire :

D :
∧

(g∗) −→
∧

(g∗)

telle que :

i) D (
∧p(g∗)) ⊂ ∧p+k(g∗) pour p > 0 etD(K) = {0} ;

ii) Si α ∈ ∧p(g∗) etβ ∈ ∧
(g∗), alors :

D(α ∧β) = (Dα )∧β +(−1)kpα ∧ (Dβ).

Nous notonsDk(g) l’espace vectoriel des super-dérivations de degrék.

RemarqueI.3.9. Nous avons d́ejà rencontŕe l’antidérivation iX. Dans les termes de notre définition,

l’endomorphismeiX estélément deD−1(g), doncD−1(g) 6= {0}. D’autre part,Dp(g) = {0} si p 6 −2.

En effet, siD ∈ Dp(g) avecp 6 −2, alors en particulierDα = 0 pour toutα ∈ g∗ =
∧1(g∗) doncD est

nulle car c’est une super-dérivation.

Nous notons alorsD(g) :=
⊕

k>−1
Dk(g). Leséléments deD0(g) sont les d́erivations usuelles.

RappelI.3.10. Une superalg̀ebre de LieZ-gradúee est un espace vectorielZ-gradúe g =
⊕
n∈Z

gn muni

d’une application bilińeaire(X,Y) 7→ [X,Y] appeĺeesuper-crochet de Lievérifiant les propríet́es sui-

vantes :

• [X,Y] ∈ gn+p ;

• [Y,X] = −(−1)np[X,Y] (super-antisyḿetrieZ-gradúee) ;

• (−1)nq[X, [Y,Z]]+ (−1)qp[Z, [X,Y]]+ (−1)pn[Y, [Z,X]] = 0 (identit́e de JacobiZ-gradúee) ;

pour tousX ∈ gn, Y ∈ gp etZ ∈ gq, pour tousn, p,q∈ Z.

Compte-tenu de la super-antisymétrie, l’identit́e de Jacobi est́equivalentèa la relation :

[Z, [X,Y]] = [[Z,X],Y]+ (−1)qn[X, [Z,Y]].

Ainsi les endomorphismes adjoints ad(X) : Y 7→ [X,Y] sont des super-dérivations de degré degZ(X) du

super-crochet de Lie.

L’espaceD(g) des super-d́erivations de
∧

(g∗) est muni de sa structure d’algèbre de Lie Z-

graduée. Plus pŕeciśement :
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Proposition I.3.11. Si D∈ Dk(g) et D′ ∈ Dℓ(g), alors :

[D,D′] := D◦D′− (−1)kℓD′ ◦D ∈ Dk+ℓ(g).

SoitX ∈ g. NotonsLX la dérivation de
∧

(g) qui prolonge la repŕesentation adjointe deg :

LX(Y1∧ . . .∧Yk) =
k

∑
r=1

Y1∧ . . .Yr−1∧ [X,Yr ]∧Yr+1 . . .∧Yk.

Nous d́esignons parLX la transpośee de−LX : c’est une d́erivation de
∧

(g∗). Elle s’appelle ladérivée

de Lie.

Soit∂ l’endomorphisme lińeaire de
∧

(g) tel que∂ (
∧p(g)) = {0} pour p 6 1 et :

∂ (Y1∧ . . .∧Yk) = ∑
r,s∈[[1,k]]

r<s

(−1)r+s+1[Yr ,Ys]∧Y1∧ . . .∧Ŷr ∧ . . .∧Ŷs∧ . . .∧Yk

(où Ŷr signifie que le termeYr est omis). L’endomorphisme∂ abaisse le degré d’une unit́e. Notonsd la

transpośee de−∂ . L’opérateurd se nomme ladiff érentielle ext́erieure.

RemarqueI.3.12. Si ω ∈ ∧1(g∗) ≡ g∗ etX,Y ∈ g, alorsdω(X∧Y) = −ω([X,Y]).

Proposition I.3.13. Avec les notations préćedentes :

i) La différentielle ext́erieure d est́elément deD1(g) : d élève le degŕe d’une unit́e et siα ∈ ∧p(g∗)

etβ ∈ ∧
(g∗), alors :

d(α ∧β) = (dα )∧β +(−1)pα ∧ (dβ).

ii) Nous avons d2 = d◦d = 0.

iii) Nous disposons de la relation :

2d =
n

∑
r=1

ωr ∧LXr .

iv) Soit X∈ g. Alors

LX = iX ◦d+d◦ iX = [d, iX] = [iX,d].

Cette identit́e est appeĺeeformule de Cartan.

v) Les oṕerateurs d etLX commutent :

[LX,d] = 0.

Preuve.Voir [Kos50]. Nousénoncerons et d́emontrerons des propriét́es similaires dans la partie II.2.d

page 91.

Lemme I.3.14. Soit X,Y ∈ g. Nous avons :

[iX,LY] = i[X,Y].
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Preuve.Les oṕerateurs[iX,LY] et i[X,Y] sont des super-dérivations de degré−1. Il suffit donc de montrer

qu’ils cöıncident sur les 1-formes. Prenons doncω ∈ g∗ et calculons :

[iX,LY](ω) = iX ◦LY(ω)−LY ◦ iX(ω)

= (LYω)(X)−LY(ω(X))︸ ︷︷ ︸
0

= −ω([Y,X])

= i[X,Y](ω).

D’où le ŕesultat.

Lemme I.3.15. Soit D∈ Dk(g). Alors il existe un unique n-uplet{Ω1, . . . ,Ωn} d’éléments de
∧k+1(g∗)

tel que D=
n

∑
r=1

Ωr ∧ iXr .

Preuve.Il suffit de consid́ererΩr = D(ωr), r ∈ [[1,n]] et de montrer que les super-dérivationsD et
n

∑
r=1

Ωr ∧

iXr (de degŕek) cöıncident surg∗.

Définition I.3.16. Soit D ∈ Dk(g). D’après le lemme I.3.15,D =
n

∑
r=1

Ωr ∧ iXr définit un(k+1)-crochet

surg par la formule :

[Y1, . . . ,Yk+1] = (−1)k
n

∑
r=1

Ωr(Y1∧ . . .∧Yk+1)Xr (I.3)

(pourY1, . . . ,Yk+1 ∈ g).

RemarqueI.3.17. Nous avons :

Ωr(Y1∧ . . .∧Yk+1) = (Dωr)(Y1∧ . . .∧Yk+1) = (−1)kωr([Y1, . . . ,Yk+1]).

La normalisation choisie nous permet donc de retrouver dans le cask = 1 etD = d la relation(dω)(X∧
Y) = −ω([X,Y]) (ω ∈ g∗, X,Y ∈ g).

Énonçons une proposition donnant une condition nécessaire et suffisante pour qu’un crochet défini

à partir d’une super-d́erivation v́erifie l’identité (†).

Proposition I.3.18. Soit D∈ Dk(g). Le (k+ 1)-crochet d́efini à partir de la super-d́erivation D v́erifie

l’identité (†) si, et seulement si :

[[iYk, [iYk−1, . . . [iY1,D] . . .]],D] = 0

pour tous Y1, . . . ,Yk ∈ g.

Preuve.Soit j ∈ [[1,n]] etY1, . . . ,Yk ∈ g fixés. NotonsD′ = [iYk, [iYk−1, . . . [iY1,D] . . .]]. Alors D′ ∈ D0.

• SoitZ ∈ g. Nous avons :

(D′ωj)(Z) = (−1)kωj([Y1, . . . ,Yk,Z]).
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En effet, nous avons :

[iY1,D](ωj)(Z) = iY1 ◦D(ωj)(Z)±D◦ iY1(ωj)︸ ︷︷ ︸
ωj (Y1)∈C

(Z) = iY1 ◦D(ωj)(Z)

et le ŕesultat pourD′ suit en it́erant le proćed́e et en utilisant pour conclure le fait que :

iYk ◦ iYk−1 ◦ . . .◦ iY1 ◦D(ωj)(Z) = (Dωj)(Y1∧ . . .∧Yk−1∧Yk∧Z) = (−1)kωj([Y1, . . . ,Yk,Z])

d’apr̀es la remarque I.3.17.

CommeD′ est une d́erivation, nous en d́eduisons par une récurrence surp : si α ∈ ∧p(g∗) :

(D′α )(Z1∧ . . .∧Zp) = (−1)k
p

∑
i=1

α (Z1∧ . . .∧Zi−1∧ [Y1, . . . ,Yk,Zi ]∧Zi+1∧ . . .∧Zp) (I.4)

pour tousZ1, . . . ,Zp ∈ g. En effet, supposons la formule vraie pourβ ∈ ∧p−1(g∗) et montrons la pour

α = ω∧β , où ω ∈ g∗. Nous avons :

D′(ω∧β)(Z1∧ . . .∧Zp)

= ((D′ω)∧β)(Z1∧ . . .∧Zp)+(ω∧ (D′β))(Z1∧ . . .∧Zp)

=
p

∑
i=1

(−1)i+1(D′ω)(Zi)β(Z1∧ . . .∧ Ẑi ∧ . . .∧Zp)

+
p

∑
i=1

(−1)i+1ω(Zi)(D
′β)(Z1∧ . . .∧ Ẑi ∧ . . .∧Zp)

= (−1)k
p

∑
i=1

(−1)i+1ω([Y1, . . . ,Yk,Zi ])β(Z1∧ . . .∧ Ẑi ∧ . . .∧Zp)

+(−1)k
p

∑
i=1

(−1)i+1ω(Zi)

(
i−1

∑
j=1

β
(

Z1∧ . . .∧Z j−1∧ [Y1, . . . ,Yk,Z j ]∧Z j+1∧ . . .∧ Ẑi ∧ . . .∧Zp

)

+
p

∑
j=i+1

β
(

Z1∧ . . .∧ Ẑi ∧ . . .∧Z j−1∧ [Y1, . . . ,Yk,Z j ]∧Z j+1∧ . . .∧Zp

))

= (−1)k
p

∑
j=1

(
(−1) j+1ω([Y1, . . . ,Yk,Z j ])β(Z1∧ . . .∧ Ẑ j ∧ . . .∧Zp)

+
p

∑
i= j+1

(−1)i+1ω(Zi)β
(

Z1∧ . . .∧Z j−1∧ [Y1, . . . ,Yk,Z j ]∧Z j+1∧ . . .∧ Ẑi ∧ . . .∧Zp

)

+
j−1

∑
i=1

(−1)i+1ω(Zi)β
(

Z1∧ . . .∧ Ẑi ∧ . . .∧Z j−1∧ [Y1, . . . ,Yk,Z j ]∧Z j+1∧ . . .∧Zp

))

= (−1)k
p

∑
j=1

(ω∧β)(Z1∧ . . .∧Z j−1∧ [Y1, . . . ,Yk,Z j ]∧Z j+1∧ . . .∧Zp).

Ainsi, la formule est́etablie au rangp. #

• Calculons maintenant[D′,D](ωj)(Z1∧ . . .∧Zk+1) pourZ1, . . . ,Zk+1 ∈ g. Nous avons[D′,D] = D′ ◦D−
D◦D′ carD′ ∈ D0. Il vient :
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(D◦D′)(ωj)(Z1∧ . . .∧Zk+1) = D(D′ωj)(Z1∧ . . .∧Zk+1)

= (−1)k(D′ωj)([Z1, . . . ,Zk+1])

= ωj([Y1, . . . ,Yk, [Z1, . . . ,Zk+1]]),

la secondéegalit́e provenant du fait que la formeD′ωj est de degŕe 1 (nous utilisons alors la remarque

I.3.17).

D’autre part, d’apr̀es la formule (I.4) et la remarque I.3.17 :

(D′ ◦D)(ωj)(Z1∧ . . .∧Zk+1)

= (−1)k
k+1

∑
i=1

(Dωj)(Z1∧ . . .∧Zi−1∧ [Y1, . . . ,Yk,Zi ]∧Zi+1∧ . . .∧Zk+1)

=
k+1

∑
i=1

ωj([Z1, . . . ,Zi−1, [Y1, . . . ,Yk,Zi ],Zi+1, . . . ,Zk+1]).

Nous en d́eduisons l’́equivalence de l’́enonće.

I.3.c Crochets de Nambu

Dans toute cette partie,λ désigne uńelément de
∧k(g∗) (k ∈ [[1,n]]) où g désigne toujours une

algèbre de Lie de dimensionn > 1 sur un corps de caractéristique nulleK. Consid́erons l’application :

λ ∧d :
∧

(g∗) →
∧

(g∗), α 7→ λ ∧ (dα ).

C’est une super-d́erivation de degŕe k + 1 de l’alg̀ebre ext́erieure. Comme nous l’avons vu dans la

premìere partie (d́efinition I.3.16), la super-d́erivationλ ∧d définit un(k+2)-crochet surg. Nous nous

proposons de trouver des conditions suffisantes surλ pour que ce crochet vérifie l’identité (†). Pour

cela, nous allons appliquer la proposition I.3.18. Mais il nous faut tout d’abord calculer l’expression

[iXk+1, [iXk, . . . [iX1,λ ∧d] . . .]] où X1, . . . ,Xk+1 ∈ g.

Lemme I.3.19. Soit X1, . . . ,Xk+1 ∈ g et (Dℓ)ℓ∈[[0,k+1]] la suite (finie) d́efinie par :




Dℓ = [iXℓ
,Dℓ−1]

D0 = λ ∧d.

Alors pour toutℓ ∈ [[0,k+1]], Dℓ ∈ Dk+1−ℓ(g) et, si nous notons :




Aℓ
r = X1∧ . . .∧ X̂r ∧ . . .∧Xℓ pour r∈ [[1, ℓ]]

Aℓ
s,t = X1∧ . . .∧ X̂s∧ . . .∧ X̂t ∧ . . .∧Xℓ pour s, t ∈ [[1, ℓ]] avec s< t,

nous avons l’expression de Dℓ pour ℓ ∈ [[0,k+1]] :

Dℓ = iX1∧...∧Xℓ
(λ )∧d+(−1)k+1

ℓ

∑
r=1

(−1)r iAℓ
r
(λ )∧LXr + ∑

s,t∈[[1,ℓ]]
s<t

(−1)s+t iAℓ
s,t
(λ )∧ i[Xs,Xt ].

Notons que siℓ = k+1, le premier terme de cette somme est nul.
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Preuve.Démontrons le ŕesultat par ŕecurrence surℓ. Nous initialisons la ŕecurrence surℓ = 1 et 2 car

tous les termes ne sont pas présents dans la somme quandℓ = 1. Pour faciliter la compŕehension de ces

calculs, nous rappelons que les opérateursiX sontéléments deD−1(g) et les d́erivées de LieLX sont

éléments deD0(g) (X ∈ g).

• Si ℓ = 1, la super-d́erivationD1 est de degŕek et nous avons :

D1 = [iX1,λ ∧d] = iX1(λ ∧d)− (−1)−(k+1)λ ∧ (d◦ iX1)

= iX1(λ )∧d+(−1)−kλ ∧ iX1 ◦d+(−1)kλ ∧d◦ iX1

= iX1(λ )∧d+(−1)k[iX1,d]

= iX1(λ )∧d+(−1)kλ ∧LX1

d’apr̀es la formule de Cartan (voir I.3.13).

• Si ℓ = 2, D2 ∈ Dk−1(g) et nous avons :

D2 = [iX2,D1]

= iX2 ◦D1− (−1)−kD1◦ iX2

= iX2(iX1(λ )∧d)+(−1)kiX2(λ ∧LX1)− (−1)k(iX1(λ )∧d)◦ iX2 − (λ ∧LX1)◦ iX2

= iX2(iX1(λ ))∧d+(−1)k−1iX1(λ )∧ (iX2 ◦d)+(−1)kiX2(λ )∧LX1 +λ ∧ (iX2 ◦LX1)

−(−1)kiX1(λ )∧ (d◦ iX2)−λ ∧ (LX1 ◦ iX2)

= iX1∧X2(λ )∧d+(−1)k+1iX1(λ )∧LX2 +(−1)kiX2(λ )∧LX1 +λ ∧ [iX2,LX1]

= iX1∧X2(λ )∧d+(−1)k+1iX1(λ )∧LX2 +(−1)kiX2(λ )∧LX1 −λ ∧ i[X1,X2]

car[iX2,LX1] = i[X2,X1] = −i[X1,X2] d’apr̀es I.3.14.

• Supposons la formule vraie jusqu’au rangℓ et calculonsDℓ+1. Rappelons que[iX, iY] = iY∧X + iX∧Y est

une super-d́erivation de degŕe−2 donc nulle et queiX1∧...∧Xℓ
(λ ) ∈ ∧k−ℓ(g∗).

La super-d́erivationDℓ est compośee de trois types de termes distincts ; calculons leur crochet avec

iXℓ+1. En ce qui concerne le premier type, nous obtenons :

[iXℓ+1, iX1∧...∧Xℓ
(λ )∧d] = iXℓ+1(iX1∧...∧Xℓ

(λ ))∧d+(−1)k−ℓiX1∧...∧Xℓ
(λ )∧ (iXℓ+1 ◦d)

−(−1)k+1−ℓiX1∧...∧Xℓ
(λ )∧ (d◦ iXℓ+1)

= iX1∧...∧Xℓ∧Xℓ+1(λ )∧d+(−1)k−ℓiX1∧...∧Xℓ
(λ )∧LXℓ+1.

Soit r ∈ [[1, ℓ]]. En remarquant queAℓ
r ∧Xℓ+1 = Aℓ+1

r , nous avons :

[iXℓ+1, iAℓ
r
(λ )∧LXr ] = iXℓ+1(iAℓ

r
(λ ))∧LXr +(−1)k−(ℓ−1)iAℓ

r
(λ )∧ (iXℓ+1 ◦LXr )

−(−1)k−(ℓ−1)iAℓ
r
(λ )∧ (LXr ◦ iXℓ+1)

= iAℓ+1
r

(λ )∧LXr +(−1)k−ℓ+1iAℓ
r
(λ )∧ [iXℓ+1,LXr ]

= iAℓ+1
r

(λ )∧LXr +(−1)k−ℓiAℓ
r
(λ )∧ i[Xr ,Xℓ+1].
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Fixons maintenants, t ∈ [[1, ℓ]] avecs< t. En remarquant queAℓ
s,t ∧Xℓ+1 = Aℓ+1

s,t , il vient :

[iXℓ+1, iAℓ
s,t
(λ )∧ i[Xs,Xt ]] = iXℓ+1(iAℓ

s,t
(λ ))∧ i[Xs,Xt ]]+ (−1)k−(ℓ−2)iAℓ

s,t
(λ )∧ (iXℓ+1 ◦ i[Xs,Xt ])

−(−1)k−(ℓ−2)−1iAℓ
s,t
(λ )∧ (i[Xs,Xt ] ◦ iXℓ+1)

= iAℓ+1
s,t

(λ )∧ i[Xs,Xt ]]+ (−1)k−(ℓ−2)iAℓ
s,t
(λ )∧ [iXℓ+1, i[Xs,Xt ]]︸ ︷︷ ︸

0

= iAℓ+1
s,t

(λ )∧ i[Xs,Xt ].

Enfin, en remarquant queX1∧ . . .∧Xℓ = Aℓ+1
ℓ+1, nous obtenons ainsi :

Dℓ+1 = [iXℓ+1,Dℓ]

= [iXℓ+1, iX1∧...∧iXℓ
(λ )∧d]

+(−1)k+1
ℓ

∑
r=1

(−1)r [iXℓ+1, iAℓ
r
(λ )∧LXr ]

+ ∑
s,t∈[[1,ℓ]]

s<t

(−1)s+t [iXℓ+1, iAℓ
s,t
(λ )∧ i[Xs,Xt ]]

= iX1∧...∧Xℓ∧Xℓ+1(λ )∧d+(−1)k−ℓiAℓ+1
ℓ+1

(λ )∧LXℓ+1

+(−1)k+1
ℓ

∑
r=1

(−1)r
(

iAℓ+1
r

(λ )∧LXr +(−1)k−ℓiAℓ
r
(λ )∧ i[Xr ,Xℓ+1]

)

+ ∑
s,t∈[[1,ℓ]]

s<t

(−1)s+t iAℓ+1
s,t

(λ )∧ i[Xs,Xt ]

= iX1∧...∧Xℓ+1(λ )∧d+(−1)k+1
ℓ+1

∑
r=1

(−1)r iAℓ+1
r

(λ )∧LXr + ∑
s,t∈[[1,ℓ+1]]

s<t

(−1)s+t iAℓ+1
s,t

(λ )∧ i[Xs,Xt ].

Ceci d́emontre la formule au rangℓ+1.

Proposition I.3.20. Soit X1, . . . ,Xk+1 ∈ g. Avec les m̂emes notations, nous avons l’expression du super-

crochet[Dk+1,D0] :

[Dk+1,D0] =

(
k+1

∑
r=1

(−1)k+1+rλ (X1∧ . . .∧ X̂r ∧ . . .∧Xk+1)LXr (λ )

+ ∑
16s<t6k+1

(−1)s+t iX1∧...∧X̂s∧...∧X̂t∧...∧Xk+1
(λ )∧ i[Xs,Xt ](λ )

)
∧d

+ ∑
16s<t6k+1

(−1)s+tλ ∧ iX1∧...∧X̂s∧...∧X̂t∧...∧Xk+1
(λ )∧L[Xs,Xt ]

− ∑
16s<t6k+1

(−1)s+tλ ∧
(
d◦ iX1∧...∧X̂s∧...∧X̂t∧...∧Xk+1

(λ )
)
∧ i[Xs,Xt ].
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Preuve.Nous d́eduisons du lemme I.3.19 :

Dk+1 = [iXk+1, [iXk, . . . [iX1,λ ∧d] . . .]]

=
k+1

∑
r=1

(−1)k+1+rλ (X1∧ . . .∧ X̂r ∧ . . .∧Xk+1)LXr

+ ∑
s,t∈[[1,k+1]]

s<t

(−1)s+t iX1∧...∧X̂s∧...∧X̂t∧...∧Xk+1
(λ )∧ i[Xs,Xt ].

Calculons maintenant[Dk+1,D0] :

[Dk+1,D0] =
k+1

∑
r=1

(−1)k+1+rλ (X1∧ . . .∧ X̂r ∧ . . .∧Xk+1)[LXr ,λ ∧d]

+∑
s<t

(−1)s+t [iX1∧...∧X̂s∧...∧X̂t∧...∧Xk+1
(λ )∧ i[Xs,Xt ],λ ∧d].

Nous avons :

[LXr ,λ ∧d] = LXr (λ )∧d+λ ∧ (LXr ◦d)−λ ∧ (d◦LXr )

= LXr (λ )∧d+λ ∧ [LXr ,d]︸ ︷︷ ︸
0

= LXr (λ )∧d

et :

[iX1∧...∧X̂s∧...∧X̂t∧...∧Xk+1
(λ )∧ i[Xs,Xt ],λ ∧d]

= iX1∧...∧X̂s∧...∧X̂t∧...∧Xk+1
(λ )∧

(
i[Xs,Xt ](λ )∧d+(−1)kλ ∧ (i[Xs,Xt ] ◦d)

)

−λ ∧
((

d◦ iX1∧...∧X̂s∧...∧X̂t∧...∧Xk+1
(λ )

)
∧ i[Xs,Xt ]

−iX1∧...∧X̂s∧...∧X̂t∧...∧Xk+1
(λ )∧ (d◦ i[Xs,Xt ])

)

= iX1∧...∧X̂s∧...∧X̂t∧...∧Xk+1
(λ )∧ i[Xs,Xt ](λ )∧d

+λ ∧ iX1∧...∧X̂s∧...∧X̂t∧...∧Xk+1
(λ )∧ [i[Xs,Xt ],d]

︸ ︷︷ ︸
L[Xs,Xt ]

−λ ∧
(
d◦ iX1∧...∧X̂s∧...∧X̂t∧...∧Xk+1

(λ )
)
∧ i[Xs,Xt ].

Par conśequent :

[Dk+1,D0] =

(
k+1

∑
r=1

(−1)k+1+rλ (X1∧ . . .∧ X̂r ∧ . . .∧Xk+1)LXr (λ )

+ ∑
16s<t6k+1

(−1)s+t iX1∧...∧X̂s∧...∧X̂t∧...∧Xk+1
(λ )∧ i[Xs,Xt ](λ )

)
∧d

+ ∑
16s<t6k+1

(−1)s+tλ ∧ iX1∧...∧X̂s∧...∧X̂t∧...∧Xk+1
(λ )∧L[Xs,Xt ]

− ∑
16s<t6k+1

(−1)s+tλ ∧
(
d◦ iX1∧...∧X̂s∧...∧X̂t∧...∧Xk+1

(λ )
)
∧ i[Xs,Xt ].

– 29 –



I.3. Crochets de Nambu sur une algèbre de Lie

D’où le ŕesultat.

Proposition I.3.21. Soitλ ∈ ∧k(g∗)\{0} vérifiant :




λ ∧ iX1∧...∧Xk−1(λ ) = 0

λ ∧ (d◦ iX1∧...∧Xk−1(λ )) = 0,

pour tous X1, . . . ,Xk−1 ∈ g. Alors :

1. La k-formeλ est d́ecomposable : il existe des formes linéaires ω1, . . . ,ωk ∈ g∗ linéairement

indépendantes telles queλ = ω1∧ . . .∧ωk ;

2. Le sous-espaceh :=
k⋂

j=1
Ker(ωj) est une sous-alg̀ebre de Lie deg.

RemarqueI.3.22. La seconde condition ci-dessus est appelée condition de Frobenius. Nous commentons

la pŕesence de cette condition de Frobenius dans la partie I.3.d.

Démonstration.Soit λ vérifiant les hypoth̀eses de la proposition. D’après le lemme I.3.4, lak-forme

λ est d́ecomposable et il existe des formesω1, . . . ,ωk linéairement ind́ependantes surg telles queλ =

ω1∧ . . .∧ωk. Alors la condition de Frobenius de l’énonće se ŕeduità :

dωj ∧ω1∧ . . .∧ωk = 0, ∀ j ∈ [[1,k]]. (I.5)

Nous allons d́emontrer que cette condition estéquivalente au fait queh =
k⋂

j=1
Ker(ωj) soit une sous-

algèbre de Lie deg.

• Supposons la condition (I.5) vérifiée. SoitX1,X2 ∈ h et montrons que[X1,X2] ∈ h. Soit{X3, . . . ,Xk+2}
une base d’un supplémentaire deh dansg (nécessairement de dimensionk car dim(h) = n− k puisque

les formes sont lińeairement ind́ependantes). Soitj ∈ [[1,k]] fixé. Nous avons :

0 = (dωj ∧ (ω1∧ . . .∧ωk)|X1∧ . . .∧Xk+2)

= ∑
ℓ,m∈[[1,k+2]]

ℓ<m

(−1)ℓ+m+1dωj(Xℓ∧Xm)λ (X1∧ . . .∧ X̂ℓ∧ . . .∧ X̂m∧ . . .∧Xk+2)

= dωj(X1∧X2)λ (X3∧ . . .∧Xk+2)

= −ωj([X1,X2])λ (X3∧ . . .∧Xk+2).

Étant donńe le choix ŕealiśe pour les vecteursX3, . . . ,Xk+2, le scalaireλ (X3∧ . . .∧Xk+2) est non nul donc

[X1,X2] ∈ h.

•Réciproquement, supposons queh soit une sous-alg̀ebre de Lie deg et soitX1, . . . ,Xk+2∈ g linéairement

indépendants. Notons, pourj ∈ [[1,n]] :

A j = 〈dωj ∧λ ,X1∧ . . .∧Xk+2〉

= ∑
ℓ,m∈[[1,k+2]]

ℓ<m

(−1)ℓ+m+1dωj(Xℓ∧Xm)λ (X1∧ . . .∧ X̂ℓ∧ . . .∧ X̂m∧ . . .∧Xk+2).
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Commençons par remarquer que les supplémentaires deh dansg sont tous de dimensionk.

S’il y a trois vecteursXℓ ou plus dansh, alorsA j = 0 pour tout j ∈ [[1,n]]. Si ce n’est pas le cas,

comme codim(h) = k, il y a forcément deux vecteursXℓ dansh et les autres dans un supplémentaire.

Quitteà renuḿeroter, nous pouvons supposerX1,X2 ∈ h. Alors :

A j = −ωj([X1,X2])λ (X3∧ . . .∧Xk+2) = 0

pour tout j ∈ [[1,k]], car[X1,X2] ∈ h. Nous en d́eduisons la condition (I.5).

Théorème I.3.23.Soitλ ∈ ∧k(g∗)\{0} vérifiant, pour tout A∈ ∧k−1(g) :





λ ∧ (iAλ ) = 0

λ ∧ (d◦ (iAλ )) = 0.

Alors le(k+2)-crochet d́efini à partir de la super-d́erivationλ ∧d ∈ Dk+1(g) vérifie l’identité (†).

Démonstration.D’après la proposition I.3.21, nous avons :

• λ = ω1∧ . . .∧ωk, ωj ∈ g∗ ( j ∈ [[1,k]]) ;

• h =
k⋂

j=1
Ker(ωj) est une sous-algèbre de Lie deg (de codimensionk).

Alors les deux derniers termes dans l’expression de[Dk+1,D0] s’annulent imḿediatement. Nous allons

montrer que, sous ces mêmes hypoth̀eses, le terme en facteur ded s’annuleégalement.

SoitY1, . . . ,Yk ∈ g. Explicitons le terme facteur ded dans[Dk+1,D0] :

(
k+1

∑
r=1

(−1)k+1+rλ (X1∧ . . .∧ X̂r ∧ . . .∧Xk+1)LXr (λ )

+ ∑
s,t∈[[1,k+1]]

s<t

(−1)s+t iX1∧...∧X̂s∧...∧X̂t∧...∧Xk+1
(λ )∧ i[Xs,Xt ](λ )

)
(Y1∧ . . .∧Yk)

=
k+1

∑
r=1

k

∑
u=1

(−1)k+1+r+uλ (X1∧ . . .∧ X̂r ∧ . . .∧Xk+1)λ ([Xr ,Yu]∧Y1∧ . . .∧Ŷu∧ . . .∧Yk)+

∑
s,t∈[[1,k+1]]

s<t

k

∑
v=1

(−1)s+t+v+1λ (X1∧ . . .∧ X̂s∧ . . .∧ X̂t ∧ . . .∧Xk+1∧Yv)λ ([Xs,Xt ]∧Y1∧ . . .∧Ŷv∧ . . .∧Yk).

NotonsT1 le premier terme etT2 le second. SoitV un suppĺementaire (vectoriel) deh dansg :

g = h⊕V. Alors dim(V) = k. Nous allons examinerT1 et T2 selon la position des vecteursXu,Yv par

rapportàh etV. Nous pouvons d́ejà remarquer que :

• s’il y a deux vecteursXu (ou plus) dansh, alorsT1 et T2 sont nuls (en effet, siXu1 et Xu2 sont dansh,

alors[Xu1,Xu2] ∈ h carh est une alg̀ebre de Lie) ;

• s’il y a deux vecteursYv (ou plus) dansh, alorsT1 etT2 sont nuls ;

• les vecteursX1, . . . ,Xk+1 ne peuvent̂etre dansV car dim(V) = k.
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Les cas̀a examiner sont donc les suivants (quitteà renuḿeroter les familles{Xu,u∈ [[1,k+1]]} et{Yv,v∈
[[1,k]]}) :

1. Y1 ∈ h etX1 ∈ h ;

2. Yv ∈V ∀ v∈ [[1,k]] Xk+1 ∈ h.

Premier cas :nous avonsY1,X1 ∈ h. CommeY1 ∈ h, T2 = 0 et :

T1 =
k+1

∑
r=1

(−1)k+1−r+1λ (X1∧ . . .∧ X̂r ∧ . . .∧Xk+1)λ ([Xr ,Y1]∧Y2∧ . . .∧Yk).

CommeX1 ∈ h et [X1,Y1] ∈ h, nous obtenonsT1 = 0.

Second cas :nous pouvons supposer que la famille{Yj , j ∈ [[1,k]]} constitue une base deV et nous

avonsXk+1 ∈ h. D’après les remarques préćedentes, nous pouvons supposer queX1, . . . ,Xk ∈ V, donc

queX1 = Y1, . . . ,Xk = Yk en consid́erant le caractère multilińeaire des expressionsT1 et T2. Les sommes

pourr 6= k+1, t 6= k+1 etv 6= ssont nulles et il reste :

T1 +T2 =
k

∑
u=1

(−1)uλ (X1∧ . . .∧Xk)λ ([Xk+1,Xu]∧X1∧ . . .∧ X̂u∧ . . .∧Xk)

+
k

∑
s=1

(−1)kλ (X1∧ . . .∧ X̂s∧ . . .∧Xk∧Xs︸ ︷︷ ︸
(−1)k−sX1∧...∧Xk

)λ ([Xs,Xk+1]︸ ︷︷ ︸
−[Xk+1,Xs]

∧X1∧ . . .∧ X̂s∧ . . .∧Xk)

= 0.

D’où le ŕesultat annonće, à savoir que[Dk+1,D0] est nul donc, d’apr̀es la proposition I.3.18, le crochet

ainsi d́efini munitg d’une structure de(k+2)-gèbre de Nambu.

ExempleI.3.24. Prenons le cas de la forme linéaire trace surg = gl(m). La super-d́erivation− tr∧d ∈
D2(g) répond aux conditions du théor̀eme I.3.23 et d́efinit un 3-crochet de Nambu surgl(m). Pour

j ∈ [[1,n]] etX,Y,Z ∈ g, nous avons :

(− tr∧d)(ωj)(X∧Y∧Z) = −(tr(X)dωj(Y∧Z)− tr(Y)∧dωj(X∧Z)+ tr(Z)∧dωj(X∧Y))

= ωj(tr(X)[Y,Z]− tr(Y)[X,Z]+ tr(Z)[X,Y]).

Ainsi, le 3-crochet

[X,Y,Z] = tr(X)[Y,Z]− tr(Y)[X,Z]+ tr(Z)[X,Y]

munitgl(m) d’une structure de 3-g̀ebre de Nambu pour toutm> 1.

I.3.d Théorème de Frobenius

Nous avons rencontré dans la proposition I.3.21 les conditions de Frobenius :

dα j ∧α1∧ . . .∧αk = 0
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pour tout j ∈ [[1, j]], où α1, . . . ,αk sont des formes lińeaires surV. D’autre part, l’espace vectoriel en-

gendŕe par les applications adjointes associéesà un crochet de Nambu constitue ce que l’on appelle une

distribution involutive (les d́efinitions sont rappelées ci-dessous). Et le théor̀eme de Frobenius (basé sur

les conditions ci-dessus) affirme qu’une distribution involutive est intégrable. Il apparâıt donc un lien

entre toutes ces notions, lien qu’il serait nécessaire d’approfondir. Nous nous contenterons dans cette

partie de d́etailler les affirmations ci-dessus.

Dans toute cette partie, nous notonsM une varíet́e de classeC ∞ de dimensionn> 1. Les d́efinitions

et lesénonćes du th́eor̀eme de Frobenius sont empruntés aux ouvrages [Hic65] et [BC70]. Lorsque nous

travaillerons avec des champs de vecteurs ou des formes différentielles, nous noterons les indices en ex-

posant pour gagner en compréhension. Par exemple,X1
x signifie que l’on áevalúe le champ de vecteurs

X1 au pointx.

Définition I.3.25. Une distribution est une applicationΠ définie surM et qui à chaque pointx de

M associe un sous-espace vectorielΠx de l’espace tangentTxM vérifiant la propríet́e suivante : pour

tout x ∈ M, il existe un voisinageU dex et des champs de vecteurs (lisses)X1, . . . ,Xp définis surU et

linéairement ind́ependants tels que :

Πy = Vect(X1
y , . . . ,Xp

y )

pour touty∈U. Les sous-espacesΠx sont appeĺes lesfeuillesde la distribution

Définition I.3.26. La dimension d’une distributionΠ est d́efinie ponctuellement par la quantité dim(Πx),

x∈U .

Nous dirons que la distribution est de dimensionr (06 r 6 n) si, et seulement si, toutes les feuilles

sont de dimensionr.

Définition I.3.27. On dit qu’un champ de vecteursX appartient̀a la distributionΠ si, et seulement si,

Xx ∈ Πx pour toutx∈ M.

Définition I.3.28. Une distributionΠ est diteinvolutive si, et seulement si, pour tousX,Y éléments de

Π, le crochet de Lie des champs de vecteurs[X,Y] appartient̀aΠ.

ExempleI.3.29. Consid́erons unk-crochet de Nambu[., . . . , .] sur un espace vectorielV. Écrivons l’iden-

tité (†) : pour tousX1, . . . ,Xk−1,Y1, . . . ,Yk ∈V, nous avons :

[X1, . . . ,Xk−1, [Y1, . . . ,Yk]] =
n−1

∑
i=1

[Y1, . . . ,Yi−1, [X1, . . . ,Xk−1,Yi ],Yi+1, . . . ,Yk]

+[Y1, . . . ,Yk−1, [X1, . . . ,Xk−1,Yk]]

c’est-̀a-dire :

[adX1,...,Xk−1,adY1,...,Yk−1](Yk) =
n−1

∑
i=1

adY1,...,Yi−1,[X1,...,Xk−1,Yi ],Yi+1,...,Yk−1
(Yk).

Ainsi, la distribution engendrée par les endomorphismes adjoints adX1,...,Xk−1 est involutive.
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Définition I.3.30. Une distributionΠ de dimensionr est diteint égrable si, et seulement si, pour tout

pointx∈ M, il existe une carte locale(U ;x1, . . . ,xn) enx telle que les champs coordonnés
∂

∂x j
, j ∈ [[1, r]]

forment une base deΠy pour touty appartenant̀aU .

RemarqueI.3.31. Une distribution int́egrable est involutive.

Nous disposons du théor̀eme de Frobenius qui traite des distributions involutives. En voici deux

énonćes :

Théorème I.3.32 (Frobenius).Une distribution involutive est intégrable.

Théorème I.3.33 (Frobenius).SoitI un idéal diff́erentiel de l’alg̀ebre des formes différentielles (i.e.

dI ⊂ I ) engendŕe par n− r formes diff́erentiellesα 1, . . . ,α n−r linéairement ind́ependantes et vérifiant

les conditions de Frobenius :

dα i ∧α 1∧ . . .∧α n−r = 0

pour tout i∈ [[1,n− r]]. Alors pour tout m∈ M, il existe une carte locale(y1, . . . ,yn) en m telle que les

1-formes diff́erentielles dyr+1, . . . ,dyn engendrentI .

L’ équivalence des deux́enonćes repose en partie sur le lemme suivant dont nous avons déjà ren-

contŕe une version (lorsque la variét́eM est un espace vectoriel de dimension finie) :

Lemme I.3.34. Avec les notations du théor̀eme I.3.33, nous avons l’équivalence :

dα i ∧α 1∧ . . .∧α q = 0 ∀ i ∈ [[1,q]] ⇐⇒W =
q⋂

i=1

Ker(α i) est une distribution involutive.

Preuve.La preuve est identiquèa celle effectúee dans la d́emonstration de la proposition I.3.21, c’est-

à-dire qu’elle revient̀a compter le nombre de champs de vecteurs linéairement ind́ependants pouvant

appartenir̀a la distributionW et à un suppĺementaire (en l’occurrence, un supplémentaire local). En fait,

il s’agit de ŕeécrire la m̂eme preuve eńevaluant syst́ematiquement les champs de vecteurs et les formes

diff érentielles en des pointsx de la varíet́e.

I.3.e Crochets de Leibniz correspondants

Soit n > 3, g = gl(n) l’algèbre de Lie des matrices réelles de taillen et h = sl(n) l’algèbre de

Lie des matrices réelles de taillen et de trace nulle. Notonsm= dim(g) = n2. Alors dim(h) = m−1.

Consid́erons le 3-crochet de l’exemple I.3.24 :

[X,Y,Z] = tr(X)[Y,Z]− tr(Y)[X,Z]+ tr(Z)[X,Y]

pourX,Y,Z ∈ g. Nous savons que ce crochet munitg d’une structure de 3-g̀ebre de Nambu. Le crochet

de Leibniz canoniquement associé est d́efini par :

{F,G,H}ϕ = Πϕ (dFϕ ∧dGϕ ∧dGϕ ) = (ϕ |[dFϕ ,dGϕ ,dHϕ ])
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pourF,G,H ∈ A = C ∞(g∗,C) et ϕ ∈ g∗. Nous avons ŕeintroduit la notation de la remarque I.1.17 : le

tenseurΠ est un champ de coformes différentielles antisyḿetriques surg∗ que nous appelonstenseur de

Leibniz. Nous allons montrer que ce n’est pas un tenseur de Nambu-Poisson, et par conséquent que le

crochet de Leibniz d́efini ci-dessus ne v́erifie pas l’identit́e (†).

Définissons l’application adjointe : adF,G : A −→ A , H 7→ {F,G,H} (pour F,G fixés dansA )

et soitD le sous-espace vectoriel de l’algèbre des endomorphismes End(A ) engendŕe par le syst̀eme

{adF,G,F,G∈ A }. Nous allons expliciter un système ǵeńerateur du sous-espaceD constitúe de champs

de vecteurs surg∗.

Commençons par remarquer queD est engendrée par les adjoints adF,G pourF,G linéaires.Étant

donńe que les formes lińeaires surg∗ sont en ŕealit́e leséléments deg, nousécrivons :

D = Vect{adX,Y,X,Y ∈ g}.

D’autre part, nous savons qu’une base de l’espaceg est constitúee d’une base du sous-espaceh

not́ee{Xi , i ∈ [[1,m− 1]]} compĺet́ee par l’identit́e Xm = id. Donc la distributionD est engendrée par

{adX,Y,X,Y ∈ h} et{adX,id,X ∈ h}. Nous allons expliciter ces deux types de géńerateurs.

• 1er type –SoitX ∈ h fixé. PourF ∈ A etϕ ∈ g∗, calculons :

adX,id(F)ϕ = {X, id,F}ϕ = tr(X)︸ ︷︷ ︸
0

{id,F}ϕ − tr(id)︸ ︷︷ ︸
n

{X,F}ϕ + tr(dFϕ ){X, id}ϕ︸ ︷︷ ︸
0

= −n(ϕ |[X,dFϕ ]).

NotonsWX : g∗ −→ Tg∗ = g∗ le champ de vecteurs correspondant défini par :

(WX.F)ϕ = −n(ϕ |[X,dFϕ ])

pourF ∈ A etϕ ∈ g∗. Les champsWX correspondent̀a l’action coadjointe de la sous-algèbreh.

• 2ème type –SoitX,Y ∈ h fixés. PourF ∈ A etϕ ∈ g∗ calculons :

adX,Y(F)ϕ = {X,Y,F}ϕ = tr(X)︸ ︷︷ ︸
0

{Y,F}ϕ − tr(Y)︸︷︷︸
0

{X,F}ϕ + tr(dFϕ ){X,Y}ϕ

= (ϕ |[X,Y]) tr(dFϕ ).

NotonsZ = [X,Y] (parcouranth) etVZ : g∗ −→ Tg∗ = g∗ le champ de vecteurs correspondant défini par :

(VZ.F)ϕ = (ϕ |[X,Y]) tr(dFϕ )

pourF ∈ A et ϕ ∈ g∗. Examinons les composantes deVZ sur la base{ωi , i ∈ [[1,m]]} duale de la base

{Xi , i ∈ [[1,m]]} deg choisie. Pourϕ ∈ g∗ et i ∈ [[1,m]], nous avons :

ωi((VZ)ϕ ) = (VZ.Xi)ϕ = (ϕ |Z) tr(Xi) = δimn(ϕ |Z)
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où δi j désigne le symbole de Kronecker. Donc les composantes de(VZ)ϕ sont nulles sauf celle surωm qui

vautn(ϕ |Z). Or, ωm =
1
n

tr doncVZ est le champg∗ → g∗, ϕ 7→ (ϕ |Z) tr. Par conśequent, la distribution

engendŕee par les champsVZ pourZ parcouranth est de dimension 1.

Nous avons ainsi exhibé un syst̀eme de ǵeńerateurs pourD :

D = Vect{WX,VZ,X,Z ∈ h}.

RemarqueI.3.35. Nous pouvons d́efinir les champsWX pourX ∈ g. En effet,X ∈ g s’écrit de manìere

uniqueX̃+λ id avecX̃ ∈ h etλ =
1
n

tr(X) doncWX =WX̃ +λWid maisWid = adid,id = 0. DoncWX =WX̃.

Pourϕ ∈ g∗ tel queDϕ 6= {0}, nous d́efinissons une application linéaireΦϕ : g−→Dϕ en posant :

Φϕ (Xi) = (WXi )ϕ

pour touti ∈ [[1,m]]. L’applicationΦϕ est surjective sur son imageD ′
ϕ = Vect{WX,X ∈ h} de dimension

dim(Dϕ )−1 d’apr̀es ce qui pŕec̀ede et son noyau est Ker(Φϕ ) = {X ∈ g / (ϕ |[X,Y]) = 0 ∀Y ∈ g} = gϕ

(stabilisateur deϕ sous l’action coadjointe deg surg∗). Nous en d́eduisons un isomorphisme :

g/gϕ ≃ D ′
ϕ . (I.6)

Supposons queΠ soit un tenseur de Nambu-Poisson c’est-à-dire que le 3-crochet de Leibnizétudíe

vérifie l’identité (†). Alors d’apr̀es [Gau96], il existe un système de coordonńees(x1, . . . ,xm) sur la

variét́eg∗ tel que, pour toute formeϕ ∈ g∗ vérifiantΠϕ 6= 0, nous ayons :

Πϕ =
∂

∂x1

∣∣∣∣
ϕ
∧ ∂

∂x2

∣∣∣∣
ϕ
∧ ∂

∂x3

∣∣∣∣
ϕ

dans un voisinage deϕ ,
∂

∂xi
(i ∈ [[i,m]]) désignant les champs de vecteursg∗ → Tg∗ correspondant au

syst̀eme de coordonńees.

Vu la nouvelle expression du tenseurΠ, nous d́eduisons que :

Dϕ = Vect

{
∂

∂x1

∣∣∣∣
ϕ
,

∂
∂x2

∣∣∣∣
ϕ
,

∂
∂x3

∣∣∣∣
ϕ

}

si Dϕ 6= {0} donc les feuilles de la distributionD sont de dimension 0 ou 3. Par conséquent celles de

D ′ sont de dimension 0 ou 2. Alors, d’après (I.6), le quotientg/gϕ est de dimension 0 ou 2 pour tout

ϕ ∈ g∗. Mais ce quotient est isomorpheà l’espace tangent de l’orbite deϕ sous l’action coadjointe de

g sur g∗. Or, d’apr̀es [CM93], la dimension de l’orbite coadjointe principale degl(n) est (n2 − 1)−
(n−1) = n2−n. Par conśequent, d̀es quen est suṕerieur ouégalà 3, il existe des orbites coadjointes de

dimension strictement supérieureà 2 (par exemple, sin= 3, l’orbite principale est de dimension 6). Nous

aboutissons donc̀a une contradiction (nous avions supposé n > 3). DoncΠ est un tenseur de Leibniz

linéaire mais n’est pas un tenseur de Nambu-Poisson.
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Dans [DZ99] et [Vai99], il est fait mention de l’équivalence entre les tenseurs de Nambu-Poisson

linéaires et lesk-gèbres de Nambu de dimension finie, la classification des tenseurs de Nambu-Poisson

linéaires devant par conséquent s’appliquer̀a classifieŕegalement lesk-gèbres de Nambu. Mais l’exemple

préćedent contredit cettéequivalence : nous avons exhibé une structure de Nambu-Lie dont la structure

de Leibniz lińeaire canoniquement associée ne v́erifie pas l’identit́e fondamentale de Nambu. Donc la

classification desk-gèbres de Nambu dans le cas géńeral reste un problème ouvert.
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I.4 Crochets d́efinis par le polynôme standard, quantification

Dans cette partie, nous donnons quelques exemples de crochets de Nambu construitsà partir du

polynôme antisyḿetrique sur les alg̀ebres de Clifford d’indice pairC2n. Nous pŕesentonśegalement les

tests que nous avons réaliśes avec le logiciel Maple sur plusieurs algèbres de Lie de matrices de petite

taille et leur ŕesultat, positif ou ńegatif, pourétablir si les crochets construitsà partir des polyn̂omes

antisyḿetriques d’indice distincts v́erifient l’identit́e (†).

Définition I.4.1. Soit A une alg̀ebre associative etn > 2 un entier. Lepolynôme antisyḿetrique d’in-

dicen, oupolynôme standard d’indicen, not́ePn, est d́efini par :

Pn(X1, . . . ,Xn) := ∑
σ∈Sn

ε(σ)Xσ(1) . . .Xσ(n)

pour(X1, . . . ,Xn) ∈ An. Le n-crochet construit̀a partir dePn est :

[X1, . . . ,Xn] := Pn(X1, . . . ,Xn).

Proposition I.4.2. Soit n> 2. Énonçons quelques propriét́es des polyn̂omes antisyḿetriques.

i) Le polyn̂ome Pn est n-lińeaire et antisyḿetrique (i.e. alterńe). Par conśequent, si X1, . . . ,Xn sont

des vecteurs anticommutants de A (c’est-à-dire v́erifiant XiXj = −XjXi , i 6= j), alors :

Pn(X1, . . . ,Xn) = n!X1 . . .Xn.

ii) Nous disposons d’une formule de récurrence pour le calcul des polynômes Pn :

Pn(X1, . . . ,Xn) =
n

∑
k=1

(−1)k+1XkPn−1(X1, . . . , X̂k, . . . ,Xn) (I.7)

pour tous X1, . . . ,Xn ∈ A.

iii) Nous disposons d’une identité sṕecifique lorsque l’une des variables est l’élément unitaire de

l’alg èbre :

P2n+1(X1, . . . ,X2n,1A) = P2n(X1, . . . ,X2n)

pour tous X1, . . . ,X2n ∈ A d’où P2n(X1, . . . ,X2n−1,1A) = 0.

Preuve.La démonstration de ces propriét́es est disponible dans [Jac75]. Cependant, nous démontrerons

dans le deuxìeme chapitre (partie II.4 page 109) des identités plus ǵeńerales dont celles-ci découlent.

I.4.a Sur les alg̀ebres de matrices

Nous indiquons dans cette partie les résultats des tests donnant le comportement des polynômes

Pn sur les alg̀ebres de Lie de matricesgl(m), tests ŕealiśes sur ordinateur grâce au logiciel Maple. Il

s’agissait pour la machine de calculer l’identité de Nambu sur les matrices de la base canonique de

gl(m). Pour des raisons de temps de calcul, nous nous sommes limitésàn = 7 etm= 4.

Énonçons un lemme qui restreint le nombre de testsà effectuer :
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Lemme I.4.3. Soit m> 2, A1 =

(
B1 0

0 0

)
, . . . ,An =

(
Bn 0

0 0

)
∈ gl(m) avec B1, . . . ,Bn ∈ gl(r), 1 6 r 6

m−1. Alors :

Pn(A1, . . . ,An) =

(
Pn(B1, . . . ,Bn) 0

0 0

)
.

Preuve.C’est un corollaire imḿediat du produit des matrices par blocs.

Corollaire I.4.4. Soit m> 2. Si le polyn̂ome Pn vérifie l’identité de Nambu sur l’alg̀ebregl(m), alors le

polyn̂ome Pn vérifie l’identité de Nambu sur les algèbresgl(r) pour tout r6 m−1.

RemarqueI.4.5. C’est principalement la contraposée du corollaire I.4.4 qui sera utile pour limiter le

nombre de tests̀a effectuer.

Donnons enfin une bornèa l’indicen des crochets d́efini à partir du polyn̂omePn.

Théorème I.4.6 (Amitsur & Levitzki). Le polyn̂ome antisyḿetrique P2n est identiquement nul sur

l’alg èbregl(n,C) des matrices de taille n.

RemarqueI.4.7. La démonstration originale se trouve notamment dans [AL50] et [Jac75]. Citonséga-

lement B. Kostant [Kos58, Kos81] qui a donné une autre d́emonstration basée sur la cohomologie, un

meilleur indice concernant la sous-algèbreso(2n,C) et un th́eor̀eme plus ǵeńeral portant sur toutes les

repŕesentations de dimension finie de l’algèbregl(n,C). Nous pŕesentons en appendice page 141 une

autre d́emonstration duèa S. Rosset [Ros76].

Notons que nous aurons l’occasion de revenir sur ce théor̀eme dans le deuxième chapitre. Nous

proposons en effet uńenonće applicable aux superalgèbres de Lie orthosymplectiquesosp(1,2n) (théo-

rème II.6.1 page 136) et une démonstration basée sur les id́ees de B. Kostant dans le cas classique.

Les ŕesultats de nos calculs sont les suivants :

• Le crochet défini par P3 munit gl(2) d’une structure de 3-gèbre de Nambu.

• Les crochets d́efinis parP3, P4 etP5 ne v́erifient pas l’identit́e (†) surgl(n), n > 3.

• Le crochet d́efini parP6 ne v́erifie pas l’identit́e (†) surgl(n), n > 4. Donc le crochet d́efini parP7 ne la

vérifie pas non plus d’après la proposition I.4.2iii) .

I.4.b Sur les alg̀ebres de Clifford

Dans cette partie, nous proposons une quantification de la structure de Nambu définie par le produit

mixte I.2.1 par les alg̀ebres de Clifford d’indice pair. Il s’agit de déterminer deux sous-espaces vectoriels

Wn etW′
n de l’algèbre de CliffordC2n tels que l’on ait :

• [X1, . . . ,X2n+1] = P2n+1(X1, . . . ,X2n+1) pour toutX1, . . . ,X2n+1 ∈Wn,

• [X1, . . . ,X2n] = P2n(X1, . . . ,X2n) pour toutX1, . . . ,X2n ∈W′
n,

– 39 –



I.4. Crochets d́efinis par le polyn̂ome standard, quantification

où le crochet d́esigne le produit mixte.

Commençons paŕenoncer un crit̀ere permettant de vérifier qu’une telle structure satisfait l’iden-

tité (†).

Proposition I.4.8. Soit A une alg̀ebre associative de dimension m. Soit{E1, . . . ,Em} une base (d’espace

vectoriel) de A telle que :

Pm−1(E1, . . . , Êi , . . . ,Em) = (−1)i+1Ei ,

pour tout i∈ [[1,m]]. Alors le(m−1)-crochet d́efini par Pm−1 vérifie l’identité (†).

Preuve. Pour les besoins de la preuve, nous allons supposer queA est l’alg̀ebre des polyn̂omes sur

un espace vectorielV de dimensionm, c’est-̀a-dire l’alg̀ebre syḿetrique de son dualV∗. Les éléments

E1, . . . ,Em deA sont alors les formes lińeaires coordonńees deV. Soit p =
1
2

m

∑
i=1

E2
i ∈ A, et consid́erons

le m-crochet d́efini surA par le jacobien (voir I.1.14). Alors, pour touti ∈ [[1,m]] :

Jac(p,E1, . . . , Êi , . . . ,Em) = (−1)i+1Ei

car
∂ p
∂E j

= E j et
∂Ei

∂E j
= δi j (i, j ∈ [[1,m]]) ; il suffit alors de d́evelopper le d́eterminant suivant sa première

colonne. DoncPm−1 estégal au localiśe du jacobien sur le polynômep. Par conśequent le crochet d́efini

parPm−1 vérifie l’identité (†).

ExempleI.4.9. Soit so(3) l’espace vectoriel des matrices antisymétriques de taille 3. Notons :

X =




0 0 0

0 0 −1

0 1 0


 , Y =




0 0 1

0 0 0

−1 0 0


 , Z =




0 −1 0

1 0 0

0 0 0




une base. Nous avons les relations[X,Y] = Z, [Y,Z] = X et [X,Z] = −Y. Nous nous trouvons donc dans

les conditions d’application de la proposition I.4.8 qui prouve alors queso(n) est une alg̀ebre de Lie.

Définition I.4.10. L’ algèbre de Clifford d’indice n > 2 not́eeCn est d́efinie comméetant un espace

vectoriel ŕeel de dimension 2n muni d’un produit d́efini sur une base{E1, . . . ,En} par les relations :





EiE j = −E jEi (i 6= j)

EiEi = E2
i = −1,

pour i, j ∈ [[1,n]]. Une telle base est appelée base canonique de l’algèbreCn.

RemarqueI.4.11. Il existe un isomorphisme entre l’algèbreC2 et l’algèbre des quaternionsH (de base

en tant qu’espace vectoriel{i, j,k,1} aveck = i j et i2 = j2 = k2 = −1). Une bijection est d́efinie en

envoyantE1 sur i et E2 sur j et les r̀egles de calculśetant les m̂emes dans les algèbresC2 et H, cette

bijection est un homomorphisme d’algèbres.
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Théorème I.4.12.Soit n> 1 et consid́erons l’alg̀ebre de CliffordC2n. Notons{E1, . . . ,E2n} la base ca-

nonique, et deux́eléments particuliers de l’alg̀ebre : E2n+1 := E1 . . .E2n et E2n+2 := 1. Alors le polyn̂ome

P2n+1 munit le sous-espace Wn := Vect(E1, . . . ,E2n+2) d’une structure de(2n+1)-gèbre de Nambu.

Lemme I.4.13.Consid́erons l’alg̀ebre de CliffordC2n munie de sa base canonique{E1, . . . ,E2n}. Notons

E′
m := E1 . . .E2m (1 6 m6 n). Alors :





E′
nEi = −EiE′

n, ∀ i ∈ [[1,2n]]

E′2
m = (−1)m, ∀ m∈ [[1,n]].

Preuve.Calculons, pouri ∈ [[1,2n]] :

E′
nEi = E1 . . .E2nEi = (−1)2n−iE1 . . .Ei−1E2

i Ei+1 . . .E2n = (−1)i+1E1 . . . Êi . . .E2n ;

EiE
′
n = EiE1 . . .E2n = (−1)i+1E1 . . .Ei−1E2

i Ei+1 . . .E2n = (−1)iE1 . . . Êi . . .E2n.

Donc le vecteurE′
n anticommute avec les vecteursEi , i ∈ [[1,2n]].

Pour montrer queE′2
m = (−1)m pourm∈ [[1,n]], nous proćedons par ŕecurrence surm. Nous avons

immédiatement, pourm= 1 :

E′2
1 = E1E2E1E2 = −E2

1E2
2 = −1.

D’autre part, si nous supposonsE′2
m−1 = (−1)m−1, il vient :

E′2
m = E1 . . .E2mE1 . . .E2m = (−1)2m−1E1 . . .E2m−1E1 . . .E2m−1E2

2m = E1 . . .E2m−1E1 . . .E2m−1

= (−1)2m−2E1 . . .E2m−2E1 . . .E2m−2E2
2m−1 = −(E1 . . .E2m−2)

2 = −(−1)m−1 = (−1)m.

D’où le ŕesultat.

Démonstration (du th́eor̀eme I.4.12).D’après la proposition I.4.8, si nous parvenonsà d́eterminer une

base{X1, . . . ,X2n+2} du sous-espaceWn vérifiant :

P2n+1(X1, . . . , X̂i , . . . ,X2n+2) = (−1)i+1Xi

pour touti ∈ [[1,2n+2]], nous aurons le résultat.

Nous allons chercher des réels (non nuls)ai tels que, notantXi = aiEi (i ∈ [[1,2n+2]]), la famille

de vecteurs{X1, . . . ,X2n+2} soit une base du sous-espaceWn vérifiant la condition de la proposition I.4.8.

Rappelons que par définition et d’apr̀es le lemme I.4.13,EiE j = −E jEi pour touti, j ∈ [[1,2n+ 1]] et

E2n+2 = 1 commute avec tous les vecteurs.

Les équationsP2n+1(X1, . . . , X̂i , . . .X2n+2) = (−1)i+1Xi donnent, compte-tenu de la proposition

I.4.2 et du lemme I.4.13 :

• si i = 2n+2 :

P2n+1(X1, . . . ,X2n+1) = (−1)2n+2+1X2n+2

⇐⇒ a1 . . .a2n+1P2n+1(E1, . . . ,E2n+1) = −a2n+2E2n+2

⇐⇒ a1 . . .a2n+1(2n+1)!E1 . . .E2nE2n+1 = −a2n+2

⇐⇒ (−1)n+1(2n+1)!a1 . . .a2n+1 = a2n+2;
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• si i ∈ [[1,2n+1]] :

P2n+1(X1, . . . , X̂i , . . .X2n+2) = (−1)i+1Xi

⇐⇒ a1 . . . âi . . .a2n+1a2n+2P2n+1(E1, . . . , Êi , . . . ,E2n+1,1) = (−1)i+1aiEi

⇐⇒ a1 . . . âi . . .a2n+1a2n+2P2n(E1, . . . , Êi , . . . ,E2n+1) = (−1)i+1aiEi

⇐⇒ a1 . . . âi . . .a2n+1a2n+2(2n)!E1 . . . Êi . . .E2n+1 = (−1)i+1aiEi . (I.8)

CalculonsE1 . . . Êi . . .E2n+1. Si i = 2n+1, nous retrouvonsE2n+1. Si i < 2n+1 :

E1 . . . Êi . . .E2n+1 = E1 . . . Êi . . .E2nE1 . . .E2n

= (−1)2n−1E1 . . . Êi . . .E2n−1E1 . . .E2n−1E2
2n

= E1 . . . Êi . . .E2n−1E1 . . .E2n−1

= (−1)2n−2E1 . . . Êi . . .E2n−2E1 . . .E2n−2E2
2n−1

= −E1 . . . Êi . . .E2n−2E1 . . .E2n−2

= . . .

= (−1)kE1 . . . Êi . . .E2(n−k)E1 . . .E2(n−k)

pourk < n− i
2

. Si i est impair, par exemplei = 2p−1, nous prenonsk = n− p et obtenons :

E1 . . . Ê2p−1 . . .E2n+1 = (−1)n−pE1 . . .E2p−2E2pE1 . . .E2p

= (−1)n−p(−1)2p−1E1 . . .E2p−2E1 . . .E2p−1E2
2p

= (−1)n−p(E1 . . .E2(p−1))
2

︸ ︷︷ ︸
(−1)p−1

E2p−1

= (−1)n−1E2p+1.

Si i est pair, par exemplei = 2p, nous prenonsk = n− p−1 et obtenons :

E1 . . . Ê2p . . .E2n+1 = (−1)n−p−1E1 . . .E2p−1E2p+1E2p+2E1 . . .E2p+2

= (−1)n−p−1(−1)2p+1E1 . . .E2p−1E2p+1E1 . . .E2p+1E2
2p+2

= (−1)n−p−1E1 . . .E2p−1E2p+1E1 . . .E2p+1

= (−1)n−p−1(−1)2pE1 . . .E2p−1E1 . . .E2pE2
2p+1

= (−1)n−pE1 . . .E2p−1E1 . . .E2p

= (−1)n−p(−1)2p−2(E1 . . .E2(p−1))
2E2

2p−1E2p

= (−1)nE2p.

Reprenons l’́equation (I.8). Sii est pair, nous obtenons :

a1 . . . âi . . .a2n+1a2n+2(2n)!(−1)nEi = −aiEi .

– 42 –



I.4. Crochets d́efinis par le polyn̂ome standard, quantification

Si i est impair, nous obtenons :

a1 . . . âi . . .a2n+1a2n+2(2n)!(−1)n−1Ei = aiEi .

Ce sont finalement les m̂emeśequations. Le systèmeà ŕesoudre est donc le suivant :




(−1)n−1(2n)!a1 . . .ai−1ai+1 . . .a2n+2 = ai , ∀ i ∈ [[1,2n+1]]

(−1)n−1(2n+1)!a1 . . .a2n+1 = a2n+2.
(I.9)

Pouri ∈ [[1,2n+1]], si nous divisons membrèa membre, nous obtenons :

1
2n+1

a2n+2

ai
=

ai

a2n+2
i.e. a2

2n+2 = (2n+1)a2
i .

Ainsi, pour touti ∈ [[1,2n+1]], les scalairesa2
i sont touśegaux ; notonsa > 0 cette valeur commune. Si

nous reportons cela dans la deuxièmeéquation (pŕealablement́elev́ee au carŕe), nous obtenons :

(2n+1)a = a2
2n+2 = (2n+1)!2a2n+1 i.e. a2n =

1
(2n)!(2n+1)!

.

Nous devons pour conclure examiner le signe des réelsai . Si n est impair, des solutionsai > 0 pour

tout i ∈ [[1,2n+ 2]] conviennent. Mais il peut exister desai négatifs, en nombre pair. Sin est impair,

des solutionsai > 0 pour touti ∈ [[1,2n+ 2]] ne conviennent pas. Il faut un nombre impair de réelsai

négatifs. Nous proposons alors comme solutions :

• Si n est pair : pouri ∈ [[1,2n+1]] :

ai =

(
1

(2n)!(2n+1)!

) 1
4n , a2n+2 =

√
2n+1

(
1

(2n)!(2n+1)!

) 1
4n .

• Si n est impair : pouri ∈ [[1,2n+1]] :

ai =

(
1

(2n)!(2n+1)!

) 1
4n , a2n+2 = −

√
2n+1

(
1

(2n)!(2n+1)!

) 1
4n .

Réciproquement, nous pouvons vérifier que ces valeurs des réelsai satisfont le syst̀eme d’́equation (I.9).

Nous en d́eduisons le ŕesultat int́eressant suivant :

Corollaire I.4.14. Munie du3-crochet d́efini par le polyn̂ome antisyḿetrique P3, l’algèbre des quater-

nionsH est une3-gèbre de Nambu.

Preuve.Dans le cas deC2 = H, le sous-espaceW1 du th́eor̀eme I.4.12 est engendré parE1 = i, E2 = j,

E3 = i j = k etE4 = 1, doncW1 estégalàH.

Le théor̀eme I.4.12 donne donc une solution au problème de recherche des enveloppes associatives

pour la structure de Nambu définie par le polyn̂ome standard d’indice impair. Mais grâce aux propríet́es

rappeĺee dans la proposition I.4.2, nous pouvonségalement donner une solution pour le polynôme stan-

dard d’indice pair :
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Corollaire I.4.15. Avec les notations du théor̀eme I.4.12, le polyn̂ome P2n munit le sous-espace W′n :=

Vect(E1, . . . ,E2n+1) d’une structure de2n-gèbre de Nambu.

Preuve.D’après le th́eor̀eme I.4.12, le polyn̂omeP2n+1 munit le sous-espaceWn = Vect(E1, . . . ,E2n+2)

d’une structure de(2n+ 1)-gèbre de Nambu car il existe une base{X1, . . . ,X2n+2} de l’espaceWn telle

que

P2n+1(X1, . . . , X̂i , . . . ,X2n+2) = (−1)i+1Xi

pour touti ∈ [[1,2n+ 2]]. Rappelons que le vecteurX2n+2 est un multiple de l’unit́e, notons leα1, où

α ∈ R \ {0}. Rappelonśegalement queWn = W′
n ⊕CX2n+2. D’après la propríet́e iii) de la proposition

I.4.2, nous obtenons :

αP2n(X1, . . . , X̂i , . . . ,X2n+1) = (−1)i+1Xi

pour touti ∈ [[1,2n+1]], en localisant leśegalit́es pŕećedentes sur le vecteurX2n+2.

Soitβ = α 1/(2n−1) etYi := βXi , pouri ∈ [[1,2n+1]]. Alors :

P2n(Y1, . . . ,Ŷi , . . . ,Y2n+1) = β2nP2n(X1, . . . , X̂i , . . . ,X2n+1)

= (−1)i+1β2nα−1Xi

= (−1)i+1β2n−1α−1Yi

= (−1)i+1Yi .

D’après la proposition I.4.8, nous déduisons que le polynômeP2n munit le sous-espaceW′
n d’une

structure de 2n-gèbre de Nambu.

Nous sommes donc parvenusà montrer que l’alg̀ebre de Clifford d’indice pair est une enve-

loppe associative pour les structures définies par les polyn̂omes standards, d’indices pairs ou impairs :

toutes lesn-structures d́efinies sur l’espaceCn+1 par le polyn̂ome standard et localisées sur la fonction

(x1, . . . ,xn+1) 7→
1
2

n+1

∑
i=1

x2
i sont quantifiables par l’alg̀ebre de Clifford d’indice pairCn (si n est pair) ou

Cn−1 (si n est impair). Mais ce ŕesultat n’est qu’un exemple : il doit en exister d’autres, qu’il resteà

trouver.

z
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Chapitre II

Super-antisymétrie et super-syḿetrie.

Théorème d’Amitsur-Levitzki sur la

superalg̀ebre de Lieosp(1,2n)

Dans ce deuxième chapitre, nous poursuivons l’étude desn-structures en cherchantà établir l’exis-

tence d’un th́eor̀eme du type Amitsur-Levitzki (voir I.4.6) sur les superalgèbres de Lie de matrices.

Nous prouvons que c’est impossible sur les superalgèbres de Liegl(m,n) (dans la section II.4.3) mais

nous d́emontrons que c’est vrai sur les superalgèbres de Lie orthosymplectiquesosp(1,2n) [GPU03] en

empruntant la d́emarche de B. Kostant dans le cas classique [Kos81], tout en faisant l’économie d’un

théor̀eme de Hopf-Koszul-Samelson sur les superalgèbres de Lie.

Avant d’en arriver l̀a, nous d́efinissons ce que nous appelons les algèbres super-extérieure et super-

symétrique d’un espace vectorielZ2-gradúe et nous d́emontrons les formules de cohomologie des su-

peralg̀ebres de Lie. Nouśenonçons diverses identités sur le polyn̂ome super-antisyḿetrique qui est

la géńeralisation naturelle du polynôme antisyḿetrique rencontŕe dans le premier chapitre. Enfin, en

géńeralisant les travaux de H. Cartan [Car51] et C. Chevalley [Che52], nous définissons un oṕerateur de

transgression dans le cas des superalgèbres de Lie, ce qui nous permettra de démontrer une super-version

du th́eor̀eme de Dynkin [Dyn59] avant de démontrer le th́eor̀eme final II.6.1 quíetablit l’existence d’une

identit́e polynomiale sur les superalgèbresosp(1,2n).

II.1 Alg èbres super-ext́erieure et super-syḿetrique d’un espace vectoriel

Z2-gradué

II.1.a Applications multilin éaires super-antisyḿetriques et super-syḿetriques

Pour commencer, nous reprenons la plupart des définitions et formules contenues dans [BP89], en

rajoutant le cas super-symétrique qui n’est pas introduit. Les formules seront systématiquement données



II.1. Algèbres super-extérieure et super-syḿetrique d’un espace vectorielZ2-gradúe

avec leur d́emonstration qui ne sont pasécrites dans [BP89].

Le corps de base est le corpsC des nombres complexes.

Définition II.1.1. Soit ∆ un ensemble d́enombrable. Unespace vectoriel∆-gradué est un espace vec-

toriel V égalà la somme directe d’une famille de sous-espaces{Vδ , δ ∈ ∆}. On noteV =
⊕
δ∈∆

Vδ . Un

vecteur deV est dithomog̀enes’il est élément de l’un des sous-espacesVδ .

Définition II.1.2. Dans le cas∆ = Z2, on parle d’espace vectorielZ2-graduéV = V0̄⊕V1̄. Parmi les

vecteurs homog̀enes, on distingue ceux deV0̄, ditspairs de ceux deV1̄, dits impairs.

NotationII.1.3. Dans le cas d’un espace vectorielZ2-gradúeV =V0̄⊕V1̄ de dimension finie, nous notons

n0̄ := dim(V0̄) etn1̄ := dim(V1̄) sauf mention du contraire.

RemarqueII.1.4. Les vecteurs homogènes d’un espace vectorielZ2-gradúe forment un système de ǵe-

nérateurs de cet espace. Pour cette raison, tous les vecteurs considéŕes par la suite sont homogènes et la

minusculex désigne leZ2-degŕe du vecteurX not́e en majuscule.

RemarqueII.1.5. L’espaceC lui-même peut̂etre muni d’uneZ2-graduation. On considère en effet que

le sous-espace des vecteurs impairs est réduità{0} : C = C⊕{0}.

Définition II.1.6. Une base d’homog̀enesde l’espace vectorielZ2-gradúe V = V0̄ ⊕V1̄ est une base

{X1, . . . ,Xn0̄
, Y1, . . . ,Yn1̄

} deV telle que la famille{X1, . . . ,Xn0̄
} soit une base de l’espaceV0̄ et la famille

{Y1, . . . ,Yn1̄
} soit une base de l’espaceV1̄.

Définition II.1.7. Une application lińeaireU : V → W entre deux espacesZ2-gradúesV = V0̄⊕V1̄ et

W = W0̄⊕W1̄ est dite de degréu∈ Z2 si, et seulement si,U(Vx) ⊂Wx+u pour toutx∈ Z2. Si u = 0̄, nous

dirons que l’applicationU estpaire, et qu’elle estimpaire dans le cas contraire.

Dans toute cette partie, sauf mention explicite et locale du contraire, la lettren désignera un entier

naturel suṕerieur ouégalà 1.

SoitV = V0̄⊕V1̄ etW = W0̄⊕W1̄ deuxC-espaces vectorielsZ2-gradúes de dimension finies.

Définition II.1.8. Pourn > 1, soitF n(V,W) l’espace des applicationsn-linéaires du produit×nV dans

l’espaceW. L’espaceF n(V,W) estZ2-gradúe : si F ∈ F n(V,W), l’application F est dite de degré

f ∈ Z2 si, et seulement si :

deg(F(X1, . . . ,Xn)) = x1 + . . .+xn + f ,

pour tousXi ∈Vxi (i ∈ [[1,n]]). Nous notons alors :

F n(V,W) = F n
0̄ (V,W)⊕F n

1̄ (V,W)

la Z2-graduation.
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Nous d́efinissons :

F (V,W) :=
⊕

n∈Z

F n(V,W)

avecF 0(V,W) = W et F n(V,W) = {0} si n 6 −1. Observons queF (V,W) est unC-espace vectoriel

(Z×Z2) gradúe. Le degŕe d’unélémentF est not́e deg(F) = (n, f )∈Z×Z2 si l’applicationF appartient

au sous-espaceF n(V,W) et est de degré (surZ2) égalà f .

RemarqueII.1.9. L’espace dualV∗ est naturellementZ2-gradúe par le sous-espace des formes linéaires

de degŕe 0̄ :

(V∗)0̄ = {ϕ ∈V∗ | deg(ϕ (X)) = x, ∀ X ∈Vx, ∀ x∈ Z2}

et le sous-espace des formes linéaires de degré 1̄ :

(V∗)1̄ = {ϕ ∈V∗ | deg(ϕ (X)) = x+ 1̄, ∀ X ∈Vx, ∀ x∈ Z2}.

Soit X ∈Vx (non nul) etϕ ∈V∗ la forme lińeaire duale deX. Notonsϕx et ϕx′ les composantes de degré

x etx′ := x+ 1̄ deϕ . Il vient :

deg(ϕx(X)) = x+x = 0̄ et deg(ϕx′(X)) = x+x′ = 1̄.

Étant donńe la graduation deC = C⊕{0}, nous en d́eduisons queϕx′(X) = 0. Doncϕx′ est identiquement

nulle. Par conśequentϕ = ϕx est homog̀ene de degré x. Nous en concluons que l’espace(V∗)0̄ (resp.

(V∗)1̄) est isomorphèa l’espace(V0̄)
∗ (resp. (V1̄)

∗). En d’autres termes, la graduation de l’espace dual

V∗ s’écrit, sans ambiguı̈té :

V∗ = V∗
0̄ ⊕V∗

1̄ .

Plus ǵeńeralement, soitΩ unen-forme multilinéaire surV etX1, . . . ,Xn deséléments (homog̀enes)

de V. L’espaceF n(V,C) étantZ2-gradúe, notonsΩω et Ωω′ les composantes homogènes de degré

ω := x1 + . . . + xn et ω′ := ω + 1̄ deΩ. Nous avons deg(Ωω′(X1, . . . ,Xn)) = 1̄ maisΩω′(X1, . . . ,Xn)

appartient̀a C donc est nul. Par conséquent, la restriction deΩ àVx1 × . . .×Vxn est homog̀ene de degré

x1 + . . .+xn.

Réciproquement, siΩ est homog̀ene de degréω alors soitΩ(X1, . . . ,Xn) = 0 soitω = x1+ . . .+xn.

Notation II.1.10. De même que la minusculex désigne leZ2-degŕe du vecteurX, les minusculesf et

ω désignent respectivement leZ2-degŕe des applications multilińeairesF et Ω, et les symbolesφ et θ
désignent lesZ2-degŕes respectifs des formes linéairesϕ etϑ .

Définition II.1.11. Soit Sn le groupe des permutations etX = (X1, . . . ,Xn) ∈ Vn. Pourσ ∈ Sn, nous

définissons successivement :

I (σ ,X ) := {(i, j) ∈ [[1,n]]2 | i < j, σ(i) > σ( j) etXσ(i) ∈V1̄, Xσ( j) ∈V1̄},

K(σ ,X ) := card(I (σ ,X )),

ε(σ ,X ) := (−1)K(σ ,X ).

La quantit́e ε(σ ,X ) est appeĺee lasuper-signaturedeσ par rapport̀aX .
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Notation II.1.12. À partir de maintenant, la lettre calligraphiqueX désigne unn-uplet de vecteurs

(X1, . . . ,Xn).

RemarqueII.1.13. Soit σ ∈ Sn, m le nombre d’inversions deσ et {(i1, j1), . . . ,(im, jm)} les couples

d’inversions (ik < jk etσ(ik) > σ( jk), k∈ [[1,m]]). Alors :

K(σ ,X ) = xσ(i1)xσ( j1) + . . .+xσ(im)xσ( jm).

Par conśequent, siXi ∈ V0̄ pour touti ∈ [[1,m]], alorsε(σ ,X ) = 1 et siXi ∈ V1̄ pour touti ∈ [[1,m]],

alorsε(σ ,X ) = ε(σ) (signature deσ). La super-signature est donc une géńeralisation naturelle de la

signature au casZ2-gradúe.

Notonsσ ·X = (Xσ−1(1), . . . ,Xσ−1(n)) l’action du groupeSn sur le produitVn par permutation des

n-uplets.

Lemme II.1.14. Soitσ ,σ ′ ∈ Sn etX = (X1, . . . ,Xn) ∈Vn. Alors :

1. K(σσ ′,X ) = K(σ ,X )+K(σ ′,σ−1 ·X ) (mod 2) ;

2. ε(σσ ′,X ) = ε(σ ,X )ε(σ ′,σ−1 ·X ).

Preuve.Soitσ ,σ ′ ∈ Sn etX = (X1, . . . ,Xn) ∈Vn. NotonsY = σ−1 ·X . Nous avons alors :

(Yσ ′(1), . . . ,Yσ ′(n)) = σ ′−1 ·Y = (σσ ′)−1 ·X = (Xσσ ′(1), . . . ,Xσσ ′(n)).

Commençons par examiner les trois ensemblesI (σσ ′,X ), I (σ ,X ) etI (σ ′,Y ).

• Soit (i, j) ∈ I (σσ ′,X ). Alors i < j, σσ ′(i) > σσ ′( j) et Xσσ ′(i),Xσσ ′( j) ∈V1̄ i.e. Yσ ′(i),Yσ ′( j) ∈V1̄. Il

y a deux cas̀a étudier.

⋄ (a) Supposonsσ ′(i) < σ ′( j). Nous obtenons(i, j) /∈ I (σ ′,Y ) (car i < j et σ ′(i) < σ ′( j)) mais

(σ ′(i),σ ′( j)) ∈ I (σ ,X ).

⋄ (b) Supposonsσ ′(i) > σ ′( j). Nous obtenons(i, j) ∈ I (σ ′,Y ) (car i < j et σ ′(i) > σ ′( j)) mais

(σ ′( j),σ ′(i)) /∈ I (σ ,X ) (carσσ ′( j) < σσ ′(i)).

• Soit (u,v) ∈ I (σ ,X ). Alors u < v, σ(u) > σ(v) et Xσ(u),Xσ(v) ∈V1̄ i.e. Yu,Yv ∈V1̄. D’autre part, il

existei et j éléments de[[1,n]] tels queu = σ ′(i) etv = σ ′( j).

⋄ (c) Supposonsi < j. Nous obtenons(i, j) /∈ I (σ ′,Y ) (carσ ′(i) < σ ′( j)) mais(i, j) ∈ I (σσ ′,X )

(carσσ ′(i) > σσ ′( j)).

⋄ (d) Supposonsi > j. Nous obtenons( j, i) ∈ I (σ ′,Y ) (carσ ′( j) > σ ′(i)) mais( j, i) /∈ I (σσ ′,X )

(carσσ ′( j) < σσ ′(i)).

• Soit (i, j) ∈ I (σ ′,Y ). Alors i < j, σ ′(i) > σ ′( j) etYσ ′(i),Yσ ′( j) ∈V1̄ i.e. Xσσ ′(i),Xσσ ′( j) ∈V1̄.

⋄ (e) Supposonsσσ ′(i) < σσ ′( j). Nous obtenons(i, j) /∈ I (σσ ′,X ) mais(σ ′( j),σ ′(i)) ∈ I (σ ,X ).

⋄ ( f ) Supposonsσσ ′(i) > σσ ′( j). Nous obtenons(i, j) ∈I (σσ ′,X ) mais(σ ′( j),σ ′(i)) /∈I (σ ,X ).
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NotonsEα (et α = card(Eα )) l’ensemble des couples(i, j) (resp. ( j, i) dans le cas(d)) vérifiant l’une

des six situations(α ) ci-dessus. D’apr̀es les distinctions de cas préćedentes, nous disposons deségalit́es

ensemblistes :

Ea = Ec, Eb = Ef , Ed = Ee.

Par conśequent :

K(σσ ′,X ) = a+b

et :

K(σ ,X )+K(σ ′,Y ) = c+d+e+ f = a+b+2e= a+b+2 f ,

d’où le ŕesultat.

Nous pouvons d́esormais d́efinir deux nouvelles actions sur l’espace des formes multilinéaires :

Corollaire II.1.15. Soitσ ∈Sn etX ∈Vn. Nous d́efinissons trois actions du groupe symétriqueSn sur

F n(V,W) :

• l’action classique(σ ·F)(X ) = F(σ−1 ·X ) ;

• l’ action super-antisyḿetrique: (σ ·
a
F)(X ) = ε(σ)ε(σ ,X )F(σ−1 ·X ) ;

• l’ action super-syḿetrique: (σ ·
s
F)(X ) = ε(σ ,X )F(σ−1 ·X ).

Preuve.Soitσ ,σ ′ ∈ Sn, F ∈ F n(V,W) etX unn-uplet d’́eléments homog̀enes deV. Nous avons :

((σσ ′) ·
a
F)(X ) = ε(σσ ′)ε(σσ ′,X )F((σσ ′)−1 ·X )

= ε(σ)ε(σ ′)ε(σ ,X )ε(σ ′,σ−1 ·X )F(σ ′−1 · (σ−1 ·X ))

= ε(σ)ε(σ ,X )(σ ′ ·
a
F)(σ−1 ·X )

= (σ ·
a
(σ ′ ·

a
F))(X ).

La démonstration est similaire dans le cas de l’actionσ ·
s
F.

Définition II.1.16. Soit F ∈ F n(V,W). L’application F est ditesuper-antisymétrique (resp. super-

symétrique) si, et seulement si :

σ ·
a
F = F (resp. σ ·

s
F = F)

pour toutσ ∈ Sn.

RemarqueII.1.17. Ainsi, d’apr̀es la remarque II.1.13, une forme multilinéaire super-antisyḿetrique est

antisyḿetrique (au sens classique) sur les vecteurs pairs et symétrique sur les impairs. De m̂eme, une

forme multilinéaire super-syḿetrique est syḿetrique sur les pairs et antisymétrique sur les impairs.
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Définition II.1.18. PourF ∈ F n(V,W), nous d́efinissons lesopérateurs linéaires de super-antisyḿe-

trisation etsuper-syḿetrisation respectivement :

A(F) := ∑
σ∈Sn

σ ·
a
F (II.1)

et :

S(F) := ∑
σ∈Sn

σ ·
s
F. (II.2)

Lemme II.1.19.

1. Les oṕerateurs lińeairesAn :=
1
n!

A|F n(V,W) et Sn :=
1
n!

S|F n(V,W) induits parA et S sur le sous-

espaceF n(V,W) sont des projecteurs.

2. Pour tout F∈ F n(V,W), l’application A(F) est super-antisyḿetrique et l’applicationS(F) est

super-syḿetrique.

Preuve. Nous ŕedigeons la d́emonstration pour l’oṕerateur A, celle pour l’oṕerateur S s’en d́eduisant

immédiatement. L’argument essentiel est l’existence de l’action super-antisymétrique.

1. SoitF ∈ F n(V,W). Nous avons :

An(σ ·
a
F) =

1
n! ∑

τ∈Sn

τ ·
a
(σ ·

a
F) =

1
n! ∑

τ∈Sn

(τσ ) ·
a
F =

1
n! ∑

π∈Sn

π ·
a
F = An(F)

pour toutσ ∈ Sn donc :

An(An(F)) = An(F).

2. D’autre part, calculons, pourσ ∈ Sn etF ∈ F n(V,W) :

σ ·
a
(A(F)) = ∑

τ∈Sn

σ ·
a
(τ ·

a
F) = ∑

τ∈Sn

(στ) ·
a
F = ∑

π∈Sn

π ·
a
F = A(F)

donc A(F) est super-antisyḿetrique.

Notons :

A n(V,W) := A(F n(V,W)) et S n(V,W) := S(F n(V,W))

et :

A (V,W) :=
⊕

n∈Z

A n(V,W) et S (V,W) :=
⊕

n∈Z

S n(V,W).

L’espaceA (V,W) (resp.S (V,W)) est appeĺeespace des applications multilińeaires super-antisyḿe-

triques (resp.super-syḿetriques) deV dansW. Les espacesA n(V,W) etS n(V,W) sont naturellement

Z2-gradúes, leur graduatiońetant not́ee :

A n(V,W) = A n
0̄ (V,W)⊕A n

1̄ (V,W) et S n(V,W) = S n
0̄ (V,W)⊕S n

1̄ (V,W).
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Proposition II.1.20. Soit F∈ F (V,W). L’application F est super-antisyḿetrique (resp. super-syḿe-

trique) si, et seulement si, F appartientà l’espaceA (V,W) (resp. S (V,W)). En résuḿe : pour F∈
A (V,W) (resp.S (V,W)), nous avons alors :

F ∈ A n(V,W) ⇐⇒ F(σ−1 ·X ) = ε(σ)ε(σ ,X )F(X ) ∀ σ ∈ Sn, ∀ X ∈Vn

et

F ∈ S n(V,W) ⇐⇒ F(σ−1 ·X ) = ε(σ ,X )F(X ) ∀ σ ∈ Sn, ∀ X ∈Vn.

Preuve.Nous ŕedigeons la d́emonstration pourA (V,W), celle pourS (V,W) s’en d́eduisant imḿedia-

tement.

Soit F ∈ A n
f (V,W). Nous avons d́ejà vu dans le lemme II.1.19 que leséléments deA (V,W) sont

super-antisyḿetriques. D’autre part, siF est super-antisyḿetrique, nous avons par définition σ ·
a
F = F

pour toutσ ∈ Sn donc A(F) = n!F , ce qui signifie :F ∈ A (V,W).

RemarqueII.1.21. Cette proposition justifie la d́enomination des espacesA (V,W) etS (V,W).

II.1.b SuperalgèbresA (V) et S (V) des formes multilinéaires super-antisyḿetriques et

super-syḿetriques

Étudions le casW = C. Nous allons munir les espacesA (V,C) etS (V,C) de produits associatifs

vérifiant des relations de super-commutation.

Nous notonsF (V) := F (V,C), A (V) := A (V,C) et S (V) := S (V,C). Alors l’espaceF (V)

est isomorphèa l’espace dual graduéT(V)∗ de l’algèbre tensorielleT(V) deV.

Proposition II.1.22. Consid́erons le produit suivant d́efini surF (V), appeĺesuper-produit:

(Ω⊗
s

Ψ)(X1, . . . ,Xn+p) := (−1)ψ(x1+...+xn)Ω(X1, . . . ,Xn)Ψ(Xn+1, . . . ,Xn+p), (II.3)

où Ω ∈ F n
ω(V), Ψ∈ F p

ψ(V) et Xi ∈Vxi (i ∈ [[1,n+ p]]).

AlorsΩ⊗
s

Ψ∈ F n+p
ω+ψ(V) et l’espaceF (V) devient une alg̀ebre(Z×Z2)-gradúee associative.

Preuve. Soit Ω ∈ F n
ω(V), Ψ ∈ F p

ψ(V) et ϒ∈ F q
υ (V). Consid́eronsX ′ = (X1, . . . ,Xn) ∈ Vn, X ′′ =

(Xn+1, . . . ,Xn+p) ∈ V p, X ′′′ = (Xn+p+1, . . . ,Xn+p+q) ∈ Vq et X = (X ′,X ′′,X ′′′) ∈ Vn+p+q. Nous

avons :

((Ω⊗
s

Ψ)⊗
s

ϒ)(X ) = (−1)υ(x1+...+xn+p)(Ω⊗
s

Ψ)(X ′,X ′′)ϒ(X ′′′)

= (−1)υ(x1+...+xn)(−1)υ(xn+1+...+xn+p)(−1)ψ(x1+...+xn)Ω(X ′)Ψ(X ′′)ϒ(X ′′′)

et, puisque le degré deΨ⊗
s

ϒvaut(p+q,ψ +υ) :

(Ω⊗
s
(Ψ⊗

s
ϒ))(X ) = (−1)(ψ+υ)(x1+...+xn)Ω(X ′)(Ψ⊗

s
ϒ)(X ′′,X ′′′)

= (−1)ψ(x1+...+xn)(−1)υ(x1+...+xn)(−1)υ(xn+1+...+xn+p)Ω(X ′)Ψ(X ′′)ϒ(X ′′′).

D’où l’associativit́e.
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RemarqueII.1.23. Les espaces vectorielsT(V∗) etT(V)∗ sont clairement(Z×Z2)-gradúes. Et il existe

un isomorphisme d’espaces vectoriels(Z×Z2)-gradúesΦ: T(V∗) −→ T(V)∗ ; il est construit comme

suit : pourϕ1, . . . ,ϕn ∈V∗ (homog̀enes), l’applicationΦ(ϕ1⊗ . . .⊗ϕn) ∈ T(V)∗ est d́efinie par :

Φ(ϕ1⊗ . . .⊗ϕn)(X1⊗ . . .⊗Xn) := (−1)∆(φ,x)ϕ1(X1) . . .ϕn(Xn)

pour tousX1, . . . ,Xn ∈ V (homog̀enes) avec (rappel) deg(ϕi) = φi (i ∈ [[1,n]]), φ := t(φ1 . . . φn), x :=

t(x1 . . . xn), M :=




0 . . . . . . 0

1
...

...
...

... ...
...

1 . . . 1 0




(de taillen) et ∆(φ,x) := tφMx. Un calcul explicite de∆(φ,x)

donne :

∆(φ,x) = tφMx =
n

∑
j=2

φj(x1 + . . .+x j−1).

Dans la suite nous noterons plus simplement :

(ϕ1⊗ . . .⊗ϕn)(X1⊗ . . .⊗Xn) = (−1)∆(φ,x)ϕ1(X1) . . .ϕn(Xn). (II.4)

Proposition II.1.24. Soitϕ1, . . . ,ϕn ∈V∗ et X1, . . . ,Xn ∈V. Alors :

(ϕ1⊗
s
. . .⊗

s
ϕn)(X1, . . . ,Xn) = (ϕ1⊗ . . .⊗ϕn)(X1⊗ . . .⊗Xn).

Donc l’algèbreF (V) est isomorphèa l’algèbre T(V∗) et, pour tout n∈N∗, l’espaceF n(V) est engendŕe

par les formes multilińeairesϕ1⊗
s
. . .⊗

s
ϕn appeĺeessuper-tenseurśelémentaires.

Preuve. Via l’isomorphisme entreT(V∗) et T(V)∗ donńe dans II.1.23, nous pouvons désormais noter

que l’alg̀ebreF (V) des formes multilińeaires surV est isomorphèa l’algèbreT(V∗), l’isomorphisme

étant donńe par :

ϕ1⊗ . . .⊗ϕn ∈ Tn(V∗) Ã ϕ1⊗
s
. . .⊗

s
ϕn ∈ F n(V).

En effet, calculonsϕ1⊗
s
. . .⊗

s
ϕn. Soit X1, . . . ,Xn ∈ V. Alors, compte-tenu de l’associativité du super-

produit de l’alg̀ebreF (V), nous obtenons :

(ϕ1⊗
s
. . .⊗

s
ϕn)(X1, . . . ,Xn)

= ((ϕ1⊗
s
. . .⊗

s
ϕn−1)⊗

s
ϕn)(X1, . . . ,Xn−1,Xn)

= (−1)φn(x1+...+xn−1)(ϕ1⊗
s
. . .⊗

s
ϕn−1)(X1, . . . ,Xn−1)ϕn(Xn)

= (−1)φn(x1+...+xn−1)(−1)φn−1(x1+...+xn−2)(ϕ1⊗
s
. . .⊗

s
ϕn−2)(X1, . . . ,Xn−2)ϕn−1(Xn−1)ϕn(Xn)

= . . .

= (−1)∆(φ,x)ϕ1(X1) . . .ϕn(Xn)

= (ϕ1⊗ . . .⊗ϕn)(X1⊗ . . .⊗Xn).
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Ainsi l’application pŕećedente est un isomorphisme d’algèbres puisque le produit deT(V∗) est envoýe

sur le super-produit deF (V).

D’autre part, puisque l’espace vectorielTn(V∗) est engendrée par les tenseursélémentairesϕ1⊗
. . .⊗ϕn, l’espaceF n(V) est engendré par les images de ces tenseursélémentaires qui sont les formes

multilinéairesϕ1⊗
s
. . .⊗

s
ϕn, ceci valant pour toutn∈ N∗.

Le super-produit va nous permettre de définir une structure d’alg̀ebre associative sur chacun des

deux espacesA (V) et S (V). Voyons avant cela un lemme aidant au calcul de l’expression de ces

produits.

Lemme II.1.25. SoitΩ ∈ A n
ω(V) etΨ∈ A p

ψ (V). Notons :

Sn,p := {σ ∈ Sn+p | σ(1) < .. . < σ(n), σ(n+1) < .. . < σ(n+ p)}

l’ensemble desbattagesdu groupeSn+p relatifs à n. Alors :

∑
σ∈Sn+p

σ ·
a
(Ω⊗

s
Ψ) = n!p! ∑

σ∈Sn,p

σ ·
a
(Ω⊗

s
Ψ).

Nous disposons de la mêmeégalit́e dans le cas super-symétrique.

Preuve.Soit I l’ensemble des sous-ensemblesà n éléments de[[1,n+ p]]. Nous notonsI = (i1, . . . , in)

un élément deI avec 16 i1 < .. . < in 6 n+ p et, par suite,IC = (in+1, . . . , in+p) avec 16 in+1 < .. . <

in+p 6 n+ p. Un sous-ensembleI ∈ I étant donńe, nous d́efinissons le sous-ensemble suivant dans

Sn+p :

SI := {σ ∈ Sn+p | σ([[1,n]]) = I}.

Remarquons que siσ ∈ SI , alors nous avonśegalementσ([[n+ 1,n+ p]]) = IC. Nous obtenons ainsi

immédiatement une partition du groupe symétrique :Sn+p =
⊔

I∈I
SI et card(SI ) = n!p!. Nous pouvons

remarquer queSI est en bijection avecSn×Sp.

SoitX1, . . . ,Xn+p ∈V et notonsX = (X1, . . . ,Xn+p), X ′ = (X1, . . . ,Xn) etX ′′ = (Xn+1, . . . ,Xn+p).

D’après ce qui pŕec̀ede, nous obtenons :

∑
σ∈Sn+p

σ ·
a
(Ω⊗

s
Ψ)(X )

= ∑
σ∈Sn+p

ε(σ)ε(σ ,X )(−1)ψ(xσ(1)+...+xσ(n))Ω(Xσ(1), . . . ,Xσ(n))Ψ(Xσ(n+1), . . . ,Xσ(n+p))

= ∑
I∈I

(−1)ψ(xi1+...+xin) ∑
σ∈SI

ε(σ)ε(σ ,X )Ω(Xσ(1), . . . ,Xσ(n))Ψ(Xσ(n+1), . . . ,Xσ(n+p)).

Notons queI est en bijection avecSn,p : nous associons̀a I = (i1, . . . , in) et à IC = (in+1, . . . , in+p)

le battageτI défini parτI (k) = ik, k∈ [[1,n+ p]].

Soit I = (i1, . . . , in) ∈ I etσ ∈ SI fixés. Soitπ la permutatiońelément deSn+p définie par :

π(k) := σ−1τ (k),
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k ∈ [[1,n+ p]], où τ désigne la permutationτI . Remarquons que la restriction deπ à [[1,n]] (resp.

[[n+1,n+ p]]) not́eeπ′ (resp.π′′) est une permutation de[[1,n]] (resp. [[n+1,n+ p]]) par d́efinition de

SI . CommeΩ etΨ sont super-antisyḿetriques, nous avons alors :

Ω(Xi1, . . . ,Xin)Ψ(Xin+1, . . . ,Xin+p)

= Ω(Xσπ′(1), . . . ,Xσπ′(n))Ψ(Xσπ′′(n+1), . . . ,Xσπ′′(n+p))

= Ω((σπ′)−1 ·X ′)Ψ((σπ′′)−1 ·X ′′)

= Ω(π′−1 · (σ−1 ·X ′))Ψ(π′′−1 · (σ−1 ·X ′′))

= ε(π′)ε(π′,σ−1 ·X ′)ε(π′′)ε(π′′,σ−1 ·X ′′)Ω(σ−1 ·X ′)Ψ(σ−1 ·X ′′)

où nous faisons un abus de notationσ−1 ·X ′ = (Xσ(1), . . . ,Xσ(n)) etσ−1 ·X ′′ = (Xσ(n+1), . . . ,Xσ(n+p)).

Commeπ′([[1,n]]) = [[1,n]] etπ′′([[n+1,n+ p]]) = [[n+1,n+ p]], nous avons :

ε(σ)ε(τ ) = ε(π) = ε(π′)ε(π′′)

et :

ε(π,σ−1 ·X ) = ε(π′,σ−1 ·X ′)ε(π′′,σ−1 ·X ′′).

Or, d’apr̀es le lemme II.1.14 :

ε(π,σ−1 ·X ) = ε(σ−1,σ−1 ·X )ε(τ ,X ) = ε(σ ,X )ε(τ ,X ).

Nous obtenons donc finalement :

Ω(Xi1, . . . ,Xin)Ψ(Xin+1, . . . ,Xin+p)

= ε(τ )ε(σ)ε(τ ,X )ε(σ ,X )Ω(Xσ(1), . . . ,Xσ(n))Ψ(Xσ(n+1), . . . ,Xσ(n+p)).

pour toutσ ∈ SI . Donc :

∑
σ∈SI

σ ·
a
(Ω⊗

s
Ψ)(X ) = (−1)ψ(xi1+...+xin)n!p!ε(τI )ε(τI ,X )Ω(Xi1, . . . ,Xin)Ψ(Xin+1, . . . ,Xin+p).

D’où le ŕesultat surA (V).

Pour montrer l’́egalit́e surS (V), il suffit de ŕeécrire la d́emonstration ci-dessus en retirant les

signatures.

Définition II.1.26. Le produitsuper-ext́erieur de deux́eléments deA (V) est d́efini par :

Ω∧Ψ :=
1

n!p!
A(Ω⊗

s
Ψ) = ∑

σ∈Sn,p

σ ·
a
(Ω⊗

s
Ψ), (II.5)

où Ω ∈ A n(V) etΨ∈ A p(V).
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Définition II.1.27. Le produitsuper-syḿetrique de deux́eléments deS (V) est d́efini par :

Ω ·Ψ :=
1

n!p!
S(Ω⊗

s
Ψ) = ∑

σ∈Sn,p

σ ·
s
(Ω⊗

s
Ψ), (II.6)

où Ω ∈ S n(V) etΨ∈ S p(V).

Énonçons maintenant un lemme technique en vue de démontrer l’associativit́e de ces deux pro-

duits.

Lemme II.1.28. Pour toutΩ ∈ F n(V), Ψ∈ F p(V), nous avons :

A(Ω⊗
s

Ψ) =
1

n!p!
A(A(Ω)⊗A(Ψ))

(de m̂eme avec l’oṕerateur de super-syḿetrisationS).

Preuve.Soitσ ∈Sn etτ ∈Sp. Nous d́efinissonsσ⊗τ comméetant une permutation appartenantàSn+p

et agissant de la sorte :σ permute le sous-ensemble[[1,n]] et τ permute le sous-ensemble[[n+1,n+ p]].

Alors, notantX = (X1, . . . ,Xn) etX ′ = (Xn+1, . . . ,Xn+p) unn-uplet et unp-uplet de vecteurs deV, nous

avons :

ε(σ ⊗ τ ) = ε(σ)ε(τ ) et ε(σ ⊗ τ ,(X ,X ′)) = ε(σ ,X )ε(τ ,X ′).

Nous avons alors :

(σ ⊗ τ ) ·
a
(Ω⊗

s
Ψ)(X ,X ′) = ε(σ ⊗ τ )ε(σ ⊗ τ ,(X ,X ′))(Ω⊗

s
Ψ)((σ ⊗ τ )−1 · (X ,X ′))

= ε(σ)ε(σ ,X )ε(τ )ε(τ ,X ′)(Ω⊗
s

Ψ)(σ−1 ·X ,τ−1 ·X ′)

= (σ ·
a
Ω)⊗

s
(τ ·

a
Ψ)(X ,X ′)

carΩ n’agit que surX etΨ surX ′, etτ ·
a
Ψ est de m̂eme degŕe queΨ.

Nous pouvons alorśecrire :

A(Ω)⊗
s

A(Ψ) =

(
∑

σ∈Sn

σ ·
a
Ω

)
⊗
s

(
∑

τ∈Sp

τ ·
a
Ψ

)
= ∑

(σ ,τ )∈Sn×Sp

(σ ·
a
Ω)⊗

s
(τ ·

a
Ψ)

= ∑
(σ ,τ )∈Sn×Sp

(σ ⊗ τ ) ·
a
(Ω⊗

s
Ψ).

Donc :

A(A(Ω)⊗
s

A(Ψ)) = ∑
(σ ,τ )∈Sn×Sp

A((σ ⊗ τ ) ·
a
(Ω⊗

s
Ψ)) = ∑

(σ ,τ )∈Sn×Sp

A(Ω⊗
s

Ψ) = n!p!A(Ω⊗
s

Ψ)

d’apr̀es le lemme II.1.19.

La démonstration dans le cas de S est identique, il suffit de remplacer l’action super-antisymétrique

par l’action super-syḿetrique.
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Proposition II.1.29. Muni du produit super-antisyḿetrique, l’espaceA (V) est une alg̀ebre associative

(Z×Z2)-gradúee et est engendré par les produits super-extérieurs de formes lińeairesϕ1 ∧ . . .∧ ϕn

(n∈ N∗). De plus, nous avons la relation de commutation :

Ω∧Ψ = (−1)np+ωψ Ψ∧Ω, (II.7)

pour tousΩ ∈ A n
ω(V) etΨ∈ A p

ψ (V).

Preuve.Montrons l’associativit́e du produit super-extérieur. SoitΩ∈F p(V), Ψ∈F q(V) etϒ∈F r(V).

D’après le lemme II.1.28, nous avons :

A(Ω⊗
s

Ψ) =
1

p!q!
A(A(Ω)⊗

s
A(Ψ)) = A(Ω)∧A(Ψ).

Par conśequent :

(Ω∧Ψ)∧ϒ =
1

p!q!
A(Ω⊗

s
Ψ)∧ϒ=

1
p!q!(p+q)!r!

A(A(Ω⊗
s

Ψ)⊗
s

ϒ)

=
II .1.28

1
p!q!(p+q)!2r!2 A(A2(Ω⊗

s
Ψ)⊗

s
A(ϒ)) =

1
p!q!(p+q)!r!2 A(A(Ω⊗

s
Ψ)⊗

s
A(ϒ))

=
1

p!q!r!
A((Ω⊗

s
Ψ)⊗

s
ϒ) =

1
p!q!r!

A(Ω⊗
s

Ψ⊗
s

ϒ).

Nous obtenonśegalementΩ∧(Ψ∧ϒ) =
1

p!q!r!
A(Ω⊗

s
Ψ⊗

s
ϒ), ce qui d́emontre l’associativit́e du produit

super-ext́erieur surA (V).

Remarquons qu’en appliquant ce que nous avons obtenu ci-dessusà des formesϕ1, . . . ,ϕn ∈V∗,

nous obtenons :

ϕ1∧ . . .∧ϕn = A(ϕ1⊗
s
. . .⊗

s
ϕn).

Or, d’apr̀es la proposition II.1.24, l’espaceF (V) est engendré par les super-tenseursélémentaires. Par

conśequent, l’espaceA (V) est engendré par les images par A de ces tenseurs, c’est-à-dire leséléments

ϕ1∧ . . .∧ϕn pourϕ1, . . . ,ϕn ∈V∗ etn∈ N∗.

Montrons maintenant la relation de commutation. SoitΩ ∈ A n
ω(V) etΨ∈ A p

ψ (V).

Premier cas :Si n = p = 1 : soitX,Y ∈V. Nous avons, compte tenu de la remarque II.1.9 :

(Ω∧Ψ)(X,Y) = (Ω⊗
s

Ψ)(X,Y)− (−1)xy(Ω⊗
s

Ψ)(Y,X)

= (−1)ψx Ω(X)Ψ(Y)− (−1)xy(−1)ψy Ω(Y)Ψ(X)

= (−1)ψω Ω(X)Ψ(Y)−Ω(Y)Ψ(X)

et :

(Ψ∧Ω)(X,Y) = (−1)ωx Ψ(X)Ω(Y)− (−1)xy(−1)ωy Ψ(Y)Ω(X)

= (−1)ψω Ψ(X)Ω(Y)−Ψ(Y)Ω(X).

Par conśequent,Ω∧Ψ = (−1)ψω+1 Ψ∧Ω = (−1)ψω+np Ψ∧Ω
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Deuxìeme cas :n et p quelconques. D’après ce qui pŕec̀ede, nous pouvons supposerΩ = ϕ1∧ . . .∧ϕn

et Ψ = ϑ1∧ . . .∧ϑ p avecω = φ1 + . . .+φn et ψ = θ1 + . . .+θp. D’après le calcul dans le premier cas,

nous obtenons, en faisant commuter successivement chacune des formesϕi avec les formesϑ1, . . . ,ϑ p :

Ω∧Ψ = ϕ1∧ . . .∧ϕn∧ϑ1∧ . . .∧ϑ p

= (−1)φn(θ1+...+θp)+pϕ1∧ . . .∧ϕn−1∧ϑ1∧ . . .∧ϑ p∧ϕn

= (−1)φnψ+p(−1)φn−1ψ+pϕ1∧ . . .∧ϕn−2∧ϑ1∧ . . .∧ϑ p∧ϕn−1∧ϕn

= . . .

= (−1)ωψ+np Ψ∧Ω.

D’où le ŕesultat.

Nous disposons de résultats similaires sur l’alg̀ebres des formes super-symétriques :

Proposition II.1.30. Muni du produit super-syḿetrique, l’espaceS (V) est une alg̀ebre associative

Z2-gradúee (provenant de laZ2-graduation de V) et est engendré par les n-formes super-symétriques

élémentairesϕ1 · . . . ·ϕn (n∈ N∗). DansS (V), nous avons la relation de commutation :

Ω ·Ψ = (−1)ωψ Ψ ·Ω, (II.8)

pourΩ ∈ S (V) de degŕeω etΨ∈ S (V) de degŕeψ.

Preuve.Pour montrer l’associativité et exhiber un système de ǵeńerateurs, nous procédons comme dans

la preuve de la proposition II.1.29 en remplaçant A par S. La relation de commutation super-symétrique

s’obtient également̀a partir de la preuve de la relation de commutation super-antisymétrique. Nous

rappelons uniquement que siΩ,Ψ sont des formes lińeaires, etX,Y deux vecteurs deV, alors :

(Ω ·Ψ)(X,Y) = (−1)ψxΩ(X)Ψ(Y)+(−1)xy(−1)ψyΩ(Y)Ψ(X)

= (−1)ψωΩ(X)Ψ(Y)+Ω(Y)Ψ(X)

= (−1)ψω(Ψ ·Ω)(X,Y).

II.1.c Actions du groupe syḿetrique

Dans toute cette partie, les formes linéairesϕ ∈ V∗ seront suppośees homog̀enes (de degré φ,

voir la remarque II.1.9). Nous rappelons que les opérateurs A et S sont définis sur l’espace dual gradué

T(V)∗. Nous allonśetendre leur d́efinitionà l’espace gradúeT(V∗) en d́efinissant au préalable les notions

de tenseur super-antisymétrique et super-syḿetrique compatibles avec l’isomorphisme défini entre les

espaces graduésT(V∗) etT(V)∗.
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NotationII.1.31. SoitX = (X1, . . . ,Xn) ∈Vn. Le vecteurx = t(x1, . . . ,xn) ∈ Zn
2 désignera le vecteur des

degŕes dun-upletX . Si x = t(x1, . . . ,xn) ∈ Zn
2 ety = t(y1, . . . ,yn) ∈ Zn

2, nous notons|x| := x1+ . . .+xn ∈
Z2 etx.y := x1y1 + . . .+xnyn ∈ Z2.

Lemme II.1.32. Soit x= t(x1, . . . ,xn) etσ ∈Sn. Nous disposons de l’actionσ ·x= t(xσ−1(1), . . . ,xσ−1(n)).

Alors :

∆(σ ·x,σ ·x) = ∆(x,x).

Preuve. Par commodit́e d’écriture, montrons que∆(σ−1 · x,σ−1 · x) = ∆(x,x). Les calculs explicites

donnent :

∆(x,x) =
n

∑
j=2

x j(x1 + . . .+x j−1) et ∆(σ−1 ·x,σ−1 ·x) =
n

∑
j=2

xσ( j)(xσ(1) + . . .+xσ( j−1)).

Montrons l’́egalit́e pour les transpositions(i i +1) engendrantSn (i ∈ [[1,n−1]]). Pourσ = (i i +1), il

vient :

∆(σ−1 ·x,σ−1 ·x)

=
i−1

∑
j=2

x j(x1 +x2 + . . .+x j−1)+xi+1(x1 +x2 + . . .+xi−1)+

xi(x1 + . . .+xi−1 +xi+1)+
n

∑
j=i+2

x j(x1 + . . .+xi−1 +xi+1 +xi +xi+2 + . . .+x j−1)

= ∆(x,x).

D’où le ŕesultat.

Lemme II.1.33. Soitϕ1, . . . ,ϕn ∈V∗ etX = (X1, . . . ,Xn) ∈Vn. Alors :

σ ·
a
(ϕ1⊗

s
. . .⊗

s
ϕn)(X ) = ε(σ−1)ε(σ−1,ϕ )(ϕσ−1(1)⊗

s
. . .⊗

s
ϕσ−1(n))(X ); (II.9)

σ ·
s
(ϕ1⊗

s
. . .⊗

s
ϕn)(X ) = ε(σ−1,ϕ )(ϕσ−1(1)⊗

s
. . .⊗

s
ϕσ−1(n))(X ). (II.10)

où ϕ := (ϕ1, . . . ,ϕn). De plus, nous avons l’égalit́e :

ε(σ ,X ) = ε(σ−1,ϕ ). (II.11)

dans les expressions (II.9) et (II.10).

Preuve.D’après la proposition II.1.24 :

σ ·
a
(ϕ1⊗

s
. . .⊗

s
ϕn)(X ) = ε(σ)ε(σ ,X )(ϕ1⊗

s
. . .⊗

s
ϕn)(Xσ(1), . . . ,Xσ(n))

= ε(σ)ε(σ ,X )(−1)∆(φ,σ−1·x)ϕ1(Xσ(1)) . . .ϕn(Xσ(n))

= ε(σ)ε(σ ,X )(−1)∆(φ,σ−1·x)ϕσ−1(1)(X1) . . .ϕσ−1(n)(Xn).
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Nous pouvonśecrireφi = xσ(i) pour touti ∈ [[1,n]] (sinon le terme correspondant est nul). Doncφ =

σ−1 · x et nous pouvons remplacer∆(φ,σ−1 · x) par ∆(φ,φ) ou ∆(σ−1 · x,σ−1 · x) = ∆(x,x) d’apr̀es le

lemme II.1.32.

Montrons que :

ε(σ ,X ) = ε(σ−1,ϕ )

Par d́efinition, nous avons :

I (σ ,X ) = {(i, j) ∈ [[1,n]]2 | i < j, σ(i) > σ( j), xσ(i) = xσ( j) = 1̄}

= {(i, j) ∈ [[1,n]]2 | i < j, σ(i) > σ( j), φi = φj = 1̄}

= {(α ,β) ∈ [[1,n]]2 | α < β , σ−1(α ) > σ−1(β), φσ−1(α ) = φσ−1(β) = 1̄}

= I (σ−1,ϕ ).

Nous aboutissons doncà :

σ ·
a
(ϕ1⊗

s
. . .⊗

s
ϕn)(X ) = ε(σ−1)ε(σ−1,ϕ )ϕσ−1(1)⊗

s
. . .⊗

s
ϕσ−1(n)(X ).

D’où le ŕesultat. La preuve de la formule (II.10) est obtenue en retirant les signatures.

Corollaire II.1.34. Nous en d́eduisons deux actions du groupeSn sur l’espace Tn(V∗) ; elles sont

définies sur les tenseursélémentaires par les expressions suivantes :

σ ·
a
(ϕ1⊗ . . .⊗ϕn) = ε(σ−1)ε(σ−1,ϕ )σ · (ϕ1⊗ . . .⊗ϕn); (II.12)

σ ·
s
(ϕ1⊗ . . .⊗ϕn) = ε(σ−1,ϕ )σ · (ϕ1⊗ . . .⊗ϕn). (II.13)

Preuve. Il suffit d’utiliser le lemme II.1.33 et l’isomorphisme entreF (V) et T(V∗) donńe dans la pro-

position II.1.24.

RemarqueII.1.35. Ceci justifie que les actions super-antisymétrique et super-syḿetrique sont deux ac-

tions linéaires bien d́efinies surT(V∗) par les formules (II.12) et (II.13). En effet, d’après le lemme

II.1.33 et l’isomorphisme entreF (V) etT(V∗) donńe dans la proposition II.1.24, nous pouvons prolon-

ger les formules :

ϕ1⊗ . . .⊗ϕn Ã ε(σ−1)ε(σ−1,ϕ )σ · (ϕ1⊗ . . .⊗ϕn)

et :

ϕ1⊗ . . .⊗ϕn Ã ε(σ−1,ϕ )σ · (ϕ1⊗ . . .⊗ϕn)

par linéarit́e à Tn(V∗), ce qui n’́etait pasévident a priori. Par conséquent, nous pouvons définir les

opérateurs A et S sur les espacesTn(V∗) (n∈ N∗) par les formules (II.1) et (II.2) : ce sont des opérateurs

linéaires bien d́efinis. Ils v́erifient de la m̂eme manìere :

A(σ ·
a
t) = A(t) = σ ·

a
(A(t)) et S(σ ·

s
t) = S(t) = σ ·

s
(S(t))
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pour toutt ∈ Tn(V∗), pour toutn∈ N∗.

Nous pouvons alors réécrire la d́efinition du produit super-extérieur (II.5) et celle du produit super-

symétrique (II.6) pour des tenseurs de l’espaceT(V∗).

RemarqueII.1.36. L’espace vectorielV = V0̄⊕V1̄ étant de dimension finie, il existe un isomorphisme

entreV etV∗∗. Contrairement au cas classique, nous prenons ici la définition suivante :X ∈V Ã X̂ ∈V∗∗

où :

X̂(ϕ ) := (−1)φxϕ (X)

pourϕ ∈V∗
φ et X ∈Vx. Compte-tenu de la remarque II.1.9 et du fait quex2 ≡ x (mod 2), nous pouvons

nous contenter d’écrireX̂(ϕ ) = (−1)xϕ (X) ou X̂(ϕ ) = (−1)φϕ (X) suivant la situation.

Lemme II.1.37. Soitϕ1, . . . ,ϕn ∈V∗ etX = (X1, . . . ,Xn) ∈Vn. Alors :

ϕ1∧ . . .∧ϕn(X ) = A(ϕ1⊗
s
. . .⊗

s
ϕn)(X ) (II.14)

= ∑
σ∈Sn

ε(σ)ε(σ ,X )(−1)∆(φ,σ−1·x)ϕ1(Xσ(1)) . . .ϕn(Xσ(n)) (II.15)

= (−1)|φ|X̂1∧ . . .∧ X̂n(ϕ1, . . . ,ϕn) (II.16)

et :

ϕ1 · . . . ·ϕn(X ) = S(ϕ1⊗
s
. . .⊗

s
ϕn)(X ) (II.17)

= ∑
σ∈Sn

ε(σ ,X )(−1)∆(φ,σ−1·x)ϕ1(Xσ(1)) . . .ϕn(Xσ(n)) (II.18)

= (−1)|φ|X̂1 · . . . · X̂n(ϕ1, . . . ,ϕn). (II.19)

Notons que nous pouvons remplacer l’expression∆(φ,σ−1 ·x) par ∆(φ,φ) ou par∆(σ−1 ·x,σ−1 ·x) =

∆(x,x) dans (II.15) et (II.18), et(−1)|φ| par (−1)|x| dans (II.16) et (II.19).

Preuve.Rappelons que d’après la proposition II.1.29, nous avonsϕ1∧ . . .∧ϕn = A(ϕ1⊗
s
. . .⊗

s
ϕn). Nous

obtenons ainsi, en utilisant le lemme II.1.33 :

ϕ1∧ . . .∧ϕn(X1, . . . ,Xn)

= A(ϕ1⊗
s
. . .⊗

s
ϕn)(X1, . . . ,Xn)

= ∑
σ∈Sn

σ ·
a
(ϕ1⊗

s
. . .⊗

s
ϕn)(X1, . . . ,Xn)

= ∑
σ∈Sn

ε(σ−1)ε(σ−1,ϕ )(−1)∆(φ,φ)ϕσ−1(1)(X1) . . .ϕσ−1(n)(Xn)

= ∑
σ∈Sn

ε(σ−1)ε(σ−1,ϕ )(−1)∆(φ,φ)(−1)
x1φσ−1(1)+...+xnφσ−1(n)X̂1(ϕσ−1(1)) . . . X̂n(ϕσ−1(n))

= (−1)|φ| ∑
σ∈Sn

ε(σ)ε(σ ,X )(−1)∆(x,σ ·φ)X̂1(ϕσ−1(1)) . . . X̂n(ϕσ−1(n))

= (−1)|φ| ∑
σ∈Sn

σ−1 ·
a
(X̂1⊗

s
. . .⊗

s
X̂n)(ϕ1, . . . ,ϕn)

= (−1)|φ|X̂1∧ . . .∧ X̂n(ϕ1, . . . ,ϕn).
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Même d́emarche pourS (V).

RemarqueII.1.38. Nous d́eduisons de ce qui préc̀ede un isomorphisme entreTn(V∗)∗ et Tn(V∗∗) ≃
Tn(V). Il est donńe par :

(X1⊗ . . .⊗Xn)(ϕ1⊗ . . .⊗ϕn) := (X̂1⊗
s
. . .⊗

s
X̂n)(ϕ1, . . . ,ϕn)

= (−1)∆(x̂,x̂)X̂1(ϕ1) . . . X̂n(ϕn)

= (−1)∆(x,x)(−1)x.φϕ1(X1) . . .ϕn(Xn)

= (−1)x.φ(ϕ1⊗
s
. . .⊗

s
ϕn)(X1, . . . ,Xn)

carφ = x (dans le cas contraire, le résultat est nul). Nous pouvonsécrire(−1)|φ| = (−1)|x| pour(−1)x.φ =

(−1)x1φ1+...+xnφn.

Définition II.1.39. SoitU ∈ End(V,W) de degŕe u (où V etW sont des espacesZ2-gradúes). Lasuper-

transposition deU , not́eeTU , est une application lińeaire deW∗ dansV∗ définie par :

TU(ϕ )(X) = (−1)φuϕ (U(X))

pour toutϕ ∈W∗
φ etX ∈V.

RemarqueII.1.40. Notons que siU est de degŕeu∈ Z2, alorsTU estégalement de degréu.

Lemme II.1.41. L’action super-antisyḿetrique d́efinit une application lińeaire paire de l’espaceZ2-

gradúeF (V) dans lui-m̂eme donc nous pouvons considérer sa super-transposition qui est une applica-

tion linéaire deF (V)∗ ≃ T(V) dans lui-m̂eme donńee par la relation :

Tσ ·
a
(X1⊗ . . .⊗Xn) = ε(σ)ε(σ ,X )σ−1 · (X1⊗ . . .⊗Xn)

pourσ ∈ Sn etX = (X1, . . . ,Xn) ∈Vn.

Nous avons une expression similaire pour la super-transposition de l’action super-symétrique,

sans la signature.

Preuve.Soitϕ1, . . . ,ϕn ∈V∗ etX = (X1, . . . ,Xn) ∈Vn. D’après la remarque II.1.38, nous obtenons :

Tσ ·
a
(X1⊗ . . .⊗Xn)(ϕ1⊗ . . .⊗ϕn)

= (−1)0(X1⊗ . . .⊗Xn)(σ ·
a
(ϕ1⊗ . . .⊗ϕn))

= (X̂1⊗
s
. . .⊗

s
X̂n)(σ ·

a
(ϕ1⊗ . . .⊗ϕn))

= ε(σ−1)ε(σ−1,ϕ )(X̂1⊗
s
. . .⊗

s
X̂n)(ϕσ−1(1)⊗ . . .⊗ϕσ−1(n))

= ε(σ−1)ε(σ−1,ϕ )(−1)∆(x,σ ·φ)X̂1(ϕσ−1(1)) . . . X̂n(ϕσ−1(n))

=
x=σ ·φ
(II .11)

ε(σ)ε(σ ,X )(−1)∆(x,x)X̂σ(1)(ϕ1) . . . X̂σ(n)(ϕn)

= ε(σ)ε(σ ,X )(X̂σ(1)⊗
s
. . .⊗

s
X̂σ(n))(ϕ1, . . . ,ϕn).

= ε(σ)ε(σ ,X )(Xσ(1)⊗ . . .⊗Xσ(n))(ϕ1⊗ . . .⊗ϕn).
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D’où le ŕesultat.

Ainsi, le groupe syḿetriqueSn agit sur les espacesTn(V) et Tn(V∗) = Tn(V)∗ (par les actions

super-antisyḿetrique et super-syḿetrique) et l’action surTn(V∗) est la contragŕediente de l’action sur

Tn(V) :

(σ ·
a,s

F)(t) = F(σ−1 ·
a,s

t) (II.20)

pourF ∈ Tn(V∗) et t ∈ Tn(V). Nous pouvons donc définir les notions detenseurs super-antisyḿetri-

ques et super-syḿetriqueset les oṕerateurs A et S sont donnés sur les tenseurs deTn(V) par les formules

habituelles. Comme conséquence de (II.20), nous avons :

A(F)(t) = F(A(t)) et S(F)(t) = F(S(t)),

pour tousF ∈ Tn(V∗) = Tn(V)∗ = F n(V) et t ∈ Tn(V).

II.1.d Alg èbre super-ext́erieure : construction formelle

Soitn0̄,n1̄ ∈ N∗ etA l’algèbre de base{E(I ,I ′), I ∈ Z
n0̄
2 , I ′ ∈ Zn1̄} avec le produit d́efini par :

E(I ,I ′)∧E(J,J′) = (−1)∆(I ,J)0IJ(−1)I ′.JE(I+J,I ′+J′) (II.21)

avec les notations :

∆(I ,J) =
n0̄

∑
k=2

ik( j1 + . . .+ jk−1)

(c’est la m̂eme forme bilińeaire d́efinie dans la remarque II.1.23),

0IJ := 0|IJ| = 0i1 j1+...+in0̄
jn0̄

et :

(−1)I ′.J := (−1)|I
′||J| avec|I ′||J| = ∑

16k6n1̄
16ℓ6n0̄

i′k jℓ.

RemarqueII.1.42. A priori, nous devrionśecrireE(I+J (mod 2),I ′+J′) dans la formule (II.21). Or,

I +J = I +J (mod 2) ⇔ IJ 6= 0⇔ 0IJ = 0.

Donc nous pouvons nous contenter d’écrireE(I+J,I ′+J′).

Lemme II.1.43. Le produit (II.21) est associatif.

Preuve.Soit I ,J,K ∈ Z
n0̄
2 et I ′,J′,K′ ∈ Zn1̄. Nous avons :

(E(I ,I ′)∧E(J,J′))∧E(K,K′) = (−1)∆(I ,J)0IJ(−1)I ′.JE(I+J,I ′+J′)∧E(K,K′)

= (−1)∆(I ,J)0IJ(−1)I ′.J(−1)∆(I+J,K)0(I+J)K(−1)(I ′+J′).KE(I+J+K,I ′+J′+K′)
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et :

E(I ,I ′)∧ (E(J,J′)∧E(K,K′)) = (−1)∆(J,K)0JK(−1)J′.KE(I ,I ′)∧E(J+K,J′+K′)

= (−1)∆(J,K)0JK(−1)J′.K(−1)∆(I ,J+K)0I(J+K)(−1)I ′.(J+K)E(I+J+K,I ′+J′+K′).

La forme∆ est bilińeaire donc∆(I +J,K)+∆(I ,J) = ∆(J,K)+∆(I ,J+K). D’autre part, puisque nous

avons :

(I ′ +J′).K = |I ′ +J′||K| = (|I ′|+ |J′|)|K| = |I ′||K|+ |J′||K| = I ′.K +J′.K,

nous obtenons bien(−1)I ′.J+(I ′+J′).K = (−1)J′.K+I ′.(J+K). Enfin :

0(I+J)K = 0|IK+JK| = 0|IK |+|JK|

donc 0IJ+(I+J)K = 0JK+I(J+K), d’où l’associativit́e du produit (II.21).

Nous d́efinissons unZ-degŕe et unZ2-degŕe surA :

degZ(E(I ,I ′)) := |I |+ |I ′| degZ2
(E(I ,I ′)) := |I ′| = |I ′| (mod 2).

Nous obtenons donc en fait un(Z×Z2)-degŕe que nous notons :

deg(E(I ,I ′)) := (|I |+ |I ′|, |I ′|).

RemarqueII.1.44. Examinons la formule du produit (II.21) sur deséléments de base particuliers :

E(I ,0)∧E(J,0) = (−1)∆(I ,J)0IJ(−1)0E(I+J,0)

= (−1)∆(I ,J)0IJE(I+J,0).

Nous reconnaissons la formule du produit extérieur formel.

E(0,I ′)∧E(0,J′) = (−1)000(−1)0E(0,I ′+J′)

= E(0,I ′+J′).

Nous reconnaissons la formule du produit symétrique. Enfin :

E(I ,0)∧E(0,J′) = (−1)000(−1)0E(I ,J′)

= E(I ,J′).

E(0,I ′)∧E(J,0) = (−1)000(−1)I ′.JE(I ′,J)

= (−1)I ′.JE(I ′,J).

En particulier, en notantEi := E(Ii ,0) où Ii = (0̄, . . . , 0̄, 1̄i , 0̄, . . . , 0̄) ∈ Z
n0̄
2 pour i ∈ [[1,n0̄]] et E′

j := E(0,I ′j )

où I ′j = (0, . . . ,0,1 j , 0, . . . ,0) ∈ Zn1̄ pour j ∈ [[1,n1̄]], nous avons :




Ei ∧Ei = 0

Ei ∧E j = −E j ∧Ei (i 6= j)

E′
i ∧E′

j = E′
j ∧E′

i

Ei ∧E′
j = −E′

j ∧Ei .

(II.22)
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Ces constatations conduisent au résultat suivant :

Proposition II.1.45. L’algèbre A est isomorphèa l’algèbre
∧

(V0̄) ⊗
Z×Z2

S(V1̄) résultant du produit tenso-

riel (Z×Z2)-gradúe des alg̀ebres
∧

(V0̄) etS(V1̄).

Preuve.Soit {E1, . . . ,En0̄
} une base deV0̄ et {E′

1, . . . ,E
′
n1̄
} une base deV1̄. Nous en d́eduisons les bases

canoniques{EI , I ∈ Z
n0̄
2 } de

∧
(V0̄) et {EI ′ , I ′ ∈ Zn1̄} de S(V1̄). Rappelons que ce sont deux algèbres

(Z×Z2)-gradúees, les degrésétant donńes par : deg(EI ) = (|I |, 0̄) et deg(EI ′) = (|I ′|, |I ′|). Rappelons

également les formules du produit sur les bases canoniques :

EI ∧EJ = (−1)∆(I ,J)0IJEI+J EI ′EJ′ = EI ′+J′ .

L’applicationΦ:
∧

(V0̄) ⊗
Z×Z2

S(V1̄) → A définie sur la base par :EI ⊗EI ′ 7→ E(I ,I ′) est clairement

un isomorphisme d’espaces vectoriels. Le produit dans
∧

(V0̄) ⊗
Z×Z2

S(V1̄) (pour leur structure(Z×Z2)-

gradúee) est donńe par :

(EI ⊗EI ′)(EJ ⊗EJ′) = (−1)|I
′||J|+|I ′|0(EI ∧EJ)⊗ (EI ′EJ′) = (−1)|I

′||J|(EI ∧EJ)⊗ (EI ′EJ′)

= (−1)|I
′||J|(−1)∆(I ,J)0IJEI+J ⊗EI ′+J′ .

D’après (II.21), son image parΦ estégale au produitE(I ,I ′)∧E(J,J′) dansA.

RemarqueII.1.46. Comme la deuxìeme composante du degré deséléments de
∧

(V0̄) est nulle, nous

pouvons nous contenter d’écrire le produit tensorielZ-gradúe
∧

(V0̄)⊗
Z

S(V1̄) des deux alg̀ebres
∧

(V0̄) et

S(V1̄) en consid́erant que deg(EI ) = |I | dans
∧

(V0̄) et deg(EI ′) = |I ′| dans S(V1̄).

Nous notonsA =
∧

(V) et nous la nommonsalgèbre super-ext́erieure de V. Nous pouvons

d’ores et d́ejà remarquer que si tous leséléments impairs (resp. pairs) sont nuls dansV, l’algèbre super-

ext́erieure cöıncide avec l’alg̀ebre ext́erieure (resp. syḿetrique) deV.

Nous pouvons ŕeécrire une base de
∧

(V) en termes d’une base d’homogènes deV = V0̄⊕V1̄ : si

{X1, . . . ,Xn0̄
} est une base deV0̄ et{Y1, . . . ,Yn1̄

} une base deV1̄, alors :

{Xi1
1 ∧ . . .∧X

in0̄
n0̄

⊗Y1
j1 . . .Yn1̄

jn1̄ , i1, . . . , in0̄
∈ Z2, j1, . . . , jn1̄

∈ N} est une base de
∧

(V) (II.23)

NotonsI l’id éal deT(V) engendŕe par les tenseursX ⊗Y− (−1)1+xyY⊗X pour toutX ∈ Vx et

Y ∈Vy (il s’agit de l’idéal des tenseurs super-antisymétriques) et consid́erons le quotientT(V)/I . Alors

T(V)/I vérifie les relations (II.22) et a pour système de ǵeńerateurs les vecteursXi1
1 . . .X

in0̄
n0̄

Y j1
1 . . .Y

jn1̄
n1̄

aveci1, . . . , in0̄
∈ Z2 et j1, . . . , jn1̄

∈ N.

L’algèbre super-extérieure
∧

(V) et l’algèbre quotientT(V)/I vérifient toutes deux la propriét́e

universelle suivante :si ϕ est une application lińeaire de V dans une algèbre B telle que son image

{ϕ (X),X ∈ V} vérifie les relations (II.22), alorsϕ se prolonge en un homomorphisme d’algèbres de
∧

(V) (ou T(V)/I) dans B.

Nous en d́eduisons que
∧

(V) etT(V)/I sont deux alg̀ebres isomorphes.
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II.1.e Isomorphismes entre la superalg̀ebreA (V) et l’algèbre super-ext́erieure

Soit {X1, . . . ,Xn0̄
,Y1, . . . ,Yn1̄

} une base d’homog̀enes deV, et {ϕ1, . . . ,ϕn0̄
,ϑ1, . . . ,ϑn1̄

} la base

duale.

Définition II.1.47. Nous dirons qu’unn-uplet de vecteurs de la base(Xi1, . . . ,Xik,Yj1, . . . ,Yjℓ) (k+ℓ = n)

estordonnési 16 i1 6 . . . 6 ik 6 n0̄ et 16 j1 6 . . . 6 jℓ 6 n1̄.

RemarqueII.1.48. Compte-tenu des propriét́es de syḿetrie des applications multilińeaires deA (V) ou

deS (V), il est naturel de leśevaluer sur de telsn-uplets ordonńes.

Dans l’alg̀ebre des formes super-antisymétriquesA (V), consid́erons l’espaceG0̄ (resp. S̄1) des

formes super-antisyḿetriques nulles d̀es que l’un des termes est dansV1̄ (resp.V0̄). Plus pŕeciśement :

G0̄ =
⊕

n∈Z

Gn
0̄ S̄1 =

⊕

n∈Z

Sn
1̄

avec :

Gn
0̄ = {Ω ∈ A n(V) | Ω|V1̄×V×...×V = 0}

et :

Sn
1̄ = {Ψ∈ A n(V) | Ψ|V0̄×V×...×V = 0}.

Rappelons qu’une formeΩ ∈ A n(V) est super-antisyḿetrique si et seulement si :

Ω(Zσ(1), . . . ,Zσ(n)) = ε(σ)ε(σ ,Z )Ω(Z1, . . . ,Zn)

pour toutZ = (Z1, . . . ,Zn) ∈Vn et σ ∈ Sn. En utilisant la remarque II.1.13, nous pouvons alorsécrire

la condition de super-antisyḿetrie surG0̄ et S̄1 :

Ω ∈ Gn
0̄ ⇐⇒





Ω(Zσ(1), . . . ,Zσ(n)) = ε(σ)Ω(Z1, . . . ,Zn), ∀ Zi ∈V0̄, ∀ σ ∈ Sn

Ω|V1̄×V×...×V = 0
(II.24)

et :

Ψ∈ Sn
1̄ ⇐⇒





Ψ(Zσ(1), . . . ,Zσ(n)) = Ψ(Z1, . . . ,Zn), ∀ Zi ∈V1̄, ∀ σ ∈ Sn

Ψ|V0̄×V×...×V = 0
. (II.25)

Ainsi leséléments deG0̄ (resp.S̄1) sont antisyḿetriques (resp. syḿetriques) au sens usuel.

Proposition II.1.49. Les sous-espaces G0̄ et S̄1 sont des sous-algèbres deA (V).

Preuve. En effet, écrivons le produit super-extérieur de deux́eléments deG0̄ (resp. S̄1) : d’apr̀es la

définition (II.5), nous avons :

Ω∧Ω′(Z1, . . . ,Zn+n′) = ∑
σ∈Sn,n′

ε(σ)Ω(Zσ(1), . . . ,Zσ(n))Ω′(Zσ(n+1), . . . ,Zσ(n+n′)) (II.26)
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pourΩ ∈ Gn
0̄, Ω′ ∈ Gn′

0̄ et Z1, . . . ,Zn+n′ ∈ V0̄. En effet, les termes(−1)ω′(zσ(1)+...+zσ(n)) (voir (II.3)) sont

égauxà 1 dans (II.26) car les degrés des vecteursZi sontégauxà 0̄. Nous avons alors imḿediatement

Ω∧Ω′ ∈ G0̄.

D’autre part :

Ψ∧Ψ′(Z1, . . . ,Zn+n′) = (−1)nn′ ∑
σ∈Sn,n′

Ψ(Zσ(1), . . . ,Zσ(n))Ψ′(Zσ(n+1), . . . ,Zσ(n+n′)) (II.27)

pour Ψ ∈ Sn
1̄, Ψ′ ∈ Sn′

1̄ et Z1, . . . ,Zn+n′ ∈ V1̄. Ici les termes(−1)ψ′(zσ(1)+...+zσ(n)) sont égauxà (−1)nn′ .

En effet, les degŕes des vecteursZi sontégauxà 1̄ et compte-tenu de la remarque II.1.9, nous pouvons

ainsi écrire ψ′ = zσ(n+1) + . . . + zσ(n+n′) = n̄′ et ψ = zσ(1) + . . . + zσ(n) = n̄. Nous en concluons que

Ψ∧Ψ′ ∈ S̄1.

Nous allons maintenant exhiber une base des espacesG0̄ et S̄1.

Lemme II.1.50. Soitψ1, . . . ,ψn ∈V∗
1̄ et Z1, . . . ,Zn ∈V1̄. Alors :

ψ1∧ . . .∧ψn(Z1, . . . ,Zn) = (−1)n(n−1)/2 ∑
σ∈Sn

ψ1(Zσ(1)) . . .ψn(Zσ(n))

= ∑
σ∈Sn

(ψσ(1)⊗
s
. . .⊗

s
ψσ(n))(Z1, . . . ,Zn)

De plus,ψ1∧ . . .∧ψn estélément de Sn1̄.

Preuve.Nous avons :

ψ1∧ . . .∧ψn(Z1, . . . ,Zn) = ∑
σ∈Sn

ε(σ)ε(σ ,Z )(ψ1⊗
s
. . .⊗

s
ψn)(Zσ(1), . . . ,Zσ(n))

= (−1)n(n−1)/2 ∑
σ∈Sn

ψ1(Zσ(1)) . . .ψn(Zσ(n))

= (−1)n(n−1)/2 ∑
σ∈Sn

ψσ−1(1)(Z1) . . .ψσ−1(n)(Zn)

= ∑
σ∈Sn

(ψσ(1)⊗
s
. . .⊗

s
ψσ(n))(Z1, . . . ,Zn)

carε(σ ,Z ) = ε(σ) et∆(ψ,σ−1 ·z) = (−1)n(n−1)/2.

Lemme II.1.51. Notons n= n1̄. Soit j1, . . . , jn ∈ N, k0 := 0, kp := j1 + . . .+ jp (p∈ [[1,n]]) et k := kn.

Soit Z1, . . . ,Zk ∈V1̄. Alors :

ϑ j1
1 ∧ . . .∧ϑ jn

n (Z1, . . . ,Zk) = (−1)k(k−1)/2 j1! . . . jn! ∑
σ∈Sj1,..., jn

ϑ1(Zσ(1)) . . .ϑ1(Zσ(k1))ϑ2(Zσ(k1+1)) . . .

. . .ϑn−1(Zσ(kn−1))ϑn(Zσ(kn−1+1)) . . .ϑn(Zσ(k))

où Sj1,..., jn désigne l’ensemble des battages du groupeSk relatifs à j1, . . . , jn :

Sj1,..., jn = {σ ∈ Sk | σ(1) < .. . < σ(k1), σ(k1 +1) < .. . < σ(k2), . . . , σ(kn−1 +1) < .. . < σ(k)}.
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Preuve.D’après le lemme II.1.50, nous avons :

ϑ j1
1 ∧ . . .∧ϑ jn

n (Z1, . . . ,Zk) = (−1)k(k−1)/2 ∑
σ∈Sk

ϑ1(Zσ(1)) . . .ϑ1(Zσ(k1))ϑ2(Zσ(k1+1)) . . .

. . .ϑn−1(Zkn−1)ϑn(Zσ(kn−1+1)) . . .ϑn(Zσ(k)).

Mais les blocsϑℓ(Zσ(kℓ−1+1)) . . .ϑℓ(Zσ(kℓ)) sont commutatifs. Nous pouvons donc rassembler des termes

dans l’́ecriture pŕećedente.

Soit J l’ensemble de toutes les partitions de[[1,k]] enn sous-ensembles de cardinaux respectifs

j1, . . . , jn. Un ensembleI ∈ J est une collection(I1, . . . , In) avec|Iℓ| = jℓ et I1⊔ . . .⊔ In = [[1,k]]. Nous

avons card(J ) =
k!

j1! . . . jn!
. PourI ∈ J , notonsSI l’ensemble des permutations :

{σ ∈ Sk | σ([[kℓ +1,kℓ+1]]) = Iℓ, ∀ ℓ ∈ [[0,n−1]]}.

Alors {SI , I ∈ J } est une partition du groupeSk. Nous avons card(SI ) = j1! . . . jn! et nous pouvons

remarquer queSI est en bijection avecS j1 × . . .×S jn.

Soit I = (I1, . . . , In) ∈ J fixé et notonsIℓ = {aℓ
1, . . . ,a

ℓ
jℓ} avec 16 aℓ

1 < aℓ
2 < .. . < aℓ

jℓ 6 k. Il

vient :

∑
σ∈SI

ϑ1(Zσ(1)) . . .ϑ1(Zσ(k1))ϑ2(Zσ(k1+1)) . . . . . .ϑn−1(Zσ(kn−1))ϑn(Zσ(kn−1+1)) . . .ϑn(Zσ(k))

= j1! . . . jn!ϑ1(Za1
1
) . . .ϑ1(Za1

j1
)ϑ2(Za2

1
) . . . . . .ϑn−1(Zan−1

jn−1
)ϑn(Zan

1
) . . .ϑn(Zan

jn
).

D’où le ŕesultat en faisant la somme surJ qui est en bijection avec l’ensemble des battagesSj1,..., jn.

Corollaire II.1.52. Soit j1, . . . , jn1̄
∈ N. Alors :

ϑ j1
1 ∧ . . .∧ϑ

jn1̄
n1̄

(Y1, . . . ,Y1︸ ︷︷ ︸
j1

, . . . ,Yn1̄
, . . . ,Yn1̄︸ ︷︷ ︸

jn1̄

) = (−1)r(r−1)/2 j1! . . . jn1̄
!

où k= j1+ . . .+ jn1̄
et l’applicationϑ j1

1 ∧ . . .∧ϑ
jn1̄

n1̄
est nulle sur les autres k-uplets ordonnés de vecteurs

de base.

Preuve.Notantn = n1̄, kℓ = j1 + . . .+ jℓ (ℓ ∈ [[1,n]]), k = kn et (Y1, . . . ,Y1︸ ︷︷ ︸
j1

, . . . ,Yn, . . . ,Yn︸ ︷︷ ︸
jn

) = (Z1, . . . ,Zk),

nous obtenons, d’après le lemme II.1.51 :

(ϑ j1
1 ∧ . . .∧ϑ jn

n )(Z1, . . . ,Zk) = (−1)k(k−1)/2 j1! . . . jn! ∑
σ∈Sj1,..., jn

ϑ1(Zσ(1)) . . .ϑ1(Zσ(r1))ϑ2(Zσ(k1+1)) . . .

. . .ϑn−1(Zσ(kn−1))ϑn(Zσ(kn−1+1)) . . .ϑn(Zσ(k))

Mais la somme se réduit aux battagesσ ∈ Sj1,..., jn tels queσ([[1,k1]]) = [[1,k1]], σ([[k1 +1,k2]]) = [[k1 +

1,k2]],. . . ,σ([[kn−1 +1,kn]]) = [[kn−1 +1,kn]], c’est-̀a-direàσ = id . Il reste donc :

(ϑ j1
1 ∧ . . .∧ϑ jn

n )(Y1, . . . ,Y1︸ ︷︷ ︸
j1

, . . . ,Yn, . . . ,Yn︸ ︷︷ ︸
jn

) = (−1)r(r−1)/2 j1! . . . jn!.

Le second point est́evident.
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Proposition II.1.53. Soit, d’une part, k∈ [[0,n0̄]] et :

Bk
0̄ := {ϕi1 ∧ . . .∧ϕik, 1 6 i1 < .. . < ik 6 n0̄}

et, d’autre part,ℓ ∈ N et :

Bℓ
1̄ := {ϑ j1 ∧ . . .∧ϑ jℓ , 1 6 j1 6 . . . 6 jℓ 6 n1̄},

avec la convention suivante : un produit d’un nombre nul de formes linéaire vaut 1. Alors la familleBk
0̄

est une base de l’espace Gk
0̄ et la familleBℓ

1̄ est une base de l’espace Sℓ
1̄. Par conśequent,B0̄ :=

n0̄⋃
k=0

Bk
0̄

est une base de l’espace G0̄ etB1̄ :=
⋃

ℓ>0
Bℓ

1̄ est une base de l’espace S1̄.

Preuve.Les cask = 0 etℓ = 0 sont clairs. Supposons donck > 1 etℓ > 1. D’après la proposition II.1.29,

l’espaceA (V) est engendré par les produits super-extérieurs d’́eléments deV∗. Mais compte-tenu de la

multilinéarit́e des expressions obtenues, nous pouvons restreindre la famille aux produits super-extérieurs

d’éléments de la base deV∗ choisie. D’autre part, d’après l’expression (II.15), les formes multilinéaires

super-antisyḿetriquesϕi1 ∧ . . .∧ϕik (resp.ϑ j1 ∧ . . .∧ϑ jℓ) sontéléments deG0̄ (resp.S̄1). Et compte-tenu

des r̀egles de commutation dans l’algèbreA (V), la familleBk
0̄ (resp.Bℓ

1̄) est par conśequent ǵeńeratrice

deGk
0̄ (resp.Sℓ

1̄).

Soit 16 j1 < .. . < jk 6 n0̄. Toujours d’apr̀es l’expression (II.15), nous avons :

ϕi1 ∧ . . .∧ϕik(Xj1, . . . ,Xjk) = ∑
σ∈Sk

ε(σ)ϕi1(Xjσ(1)
) . . .ϕik(Xjσ(k)

)

(nous reconnaissons l’expression classique du déterminant). Donc :

ϕi1 ∧ . . .∧ϕik(Xi1, . . . ,Xik) = 1 et ϕi1 ∧ . . .∧ϕik(Xj1, . . . ,Xjk) = 0

si ( j1, . . . , jk) 6= (i1, . . . , ik). Nous en concluons imḿediatement que la familleBk
0̄ est libre donc c’est une

base deGk
0̄ (il suffit en effet de consid́erer une combinaison linéaire nulle dek-formes de la familleBk

0̄

et de l’́evaluer successivement sur de telsk-uplets de vecteurs ordonnés pour conclure quantà la nullit́e

des coefficients de la combinaison linéaire).

Soit j1, . . . , jn1̄
> 0 (non tous nuls) etℓ = j1 + . . .+ jn1̄

. D’après le corollaire II.1.52, nous avons :

ϑ j1
1 ∧ . . .∧ϑ

jn1̄
n1̄

(Y1, . . . ,Y1︸ ︷︷ ︸
j1

, . . . ,Yn1̄
, . . . ,Yn1̄︸ ︷︷ ︸

jn1̄

) = (−1)ℓ(ℓ−1)/2 j1! . . . jn1̄
! 6= 0

et le ŕesultat est nul sur tout autreℓ-uplet de vecteurs ordonnés. Par conśequent la familleBℓ
1̄ est

également libre et c’est une base deSℓ
1̄.

La dernìere affirmation est claire par définition des espacesG0̄ et S̄1 comme somme directe de

leurs sous-espaces d’éléments homog̀enes.
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Proposition II.1.54. Il existe deux isomorphismes d’algèbres :

G0̄ ≃
∧

(V∗
0̄ ) et S̄1 ≃ S(V∗

1̄ ).

Notons que ces isomorphismes d’algèbres envoient les sous-espaces homogènes Gn
0̄ et Sn

1̄ sur les sous-

espaces
∧n(V∗

0̄ ) etSn(V∗
1̄ ) respectivement.

Preuve.1) D’apr̀es la proposition II.1.53, la famille{ϕi1∧ . . .∧ϕik, 16 i1 < .. . < ik 6 n0̄, k∈ [[0,n0̄]]} est

une base de l’espaceG0̄. Mais c’estégalement une base de l’espace
∧

(V∗
0̄ ) en consid́erant les restrictions

des formesϕi àV0̄ (en effet, le produit super-extérieur de formes multilińeaires paires coı̈ncide avec le

produit ext́erieur classique de telles formes, d’après l’expression (II.26)). D’òu le premier ŕesultat.

2) D’apr̀es la proposition II.1.53, la famille{ϑ j1 ∧ . . .∧ϑ jℓ , 1 6 j1 6 . . . 6 jℓ 6 n1̄, ℓ > 0} est une base

de S̄1. Nous pouvons alorśecrire (sur les bases) un isomorphisme entre l’espaceSn
1̄ et l’espaceTn

S (V∗
1̄ )

des tenseurs syḿetriques deV∗
1̄ homog̀enes de degrén ; d’apr̀es le lemme II.1.50, il a pour expression :

ψ1∧ . . .∧ψn ∈ Sn
1̄ Ã ∑

σ∈Sn

ψσ(1)⊗
s
. . .⊗

s
ψσ(n) ∈ Tn

S (V∗
1̄ )

pour ψ1, . . . ,ψn élément de la base deV∗
1̄ . D’autre part, les espacesTn

S (V∗
1̄ ) et Sn(V∗

1̄ ) sontégalement

isomorphes, via l’applicationΦ: S(V∗
1̄ ) → TS(V∗

1̄ ) définie par :

ψ1 . . .ψn ∈ Sn(V∗
1̄ ) Ã ∑

σ∈Sn

ψσ(1)⊗
s
. . .⊗

s
ψσ(n) ∈ Tn

S (V∗
1̄ )

(en regardantTS(V∗
1̄ ) dans l’alg̀ebreF (V)). Notons∗ le produit surTS(V∗

1̄ ) transport́e parΦ :

Ψ∗Ψ′ = Φ(Φ−1(Ψ)Φ−1(Ψ′))

pourΨ,Ψ′ ∈ TS(V∗
1̄ ). SoitZ1, . . . ,Zn ∈V1̄. CommeΦ−1(ϕi) = ϕi , nous obtenons alors :

ψ1∗ . . .∗ψn(Z1, . . . ,Zn) = Φ(ψ1 . . .ψn)(Z1, . . . ,Zn)

= (−1)n(n−1)/2 ∑
σ∈Sn

ψσ(1)(Z1) . . .ψσ(n)(Zn)

= ψ1∧ . . .∧ψn(Z1, . . . ,Zn).

Donc les produits cöıncident et l’isomorphisme construit entreS̄1 et S(V1̄) est un isomorphisme d’algè-

bres.

RemarqueII.1.55. Soit Ω ∈ Gn
0̄ de degŕe ω = 0̄, Ψ∈ Sp

1̄
de degŕe ψ = p̄, et des vecteursX1, . . . ,Xn ∈V0̄

etXn+1, . . . ,Xn+p ∈V1̄. SoitX = (X1, . . . ,Xn+p) ∈Vn+p. Nous avons alors par définition :

Ω∧Ψ(X ) = ∑
σ∈Sn,p

ε(σ)ε(σ ,X )(−1)ψ(xσ(1)+...+xσ(n))Ω(Xσ(1), . . . ,Xσ(n))Ψ(Xσ(n+1), . . . ,Xσ(n+p)).

Mais commeΩ∈G0̄ etΨ∈ S̄1, la somme se réduit aux battagesσ ∈Sn,p pour lesquelsσ([[1,n]]) = [[1,n]]

etσ([[n+1,n+ p]]) = [[n+1,n+ p]], c’est-̀a-dire au seul battageσ = id . Ainsi :

Ω∧Ψ(X1, . . . ,Xn+p) = Ω(X1, . . . ,Xn)Ψ(Xn+1, . . . ,Xn+p). (II.28)
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De même :

Ψ∧Ω(X ) = ∑
σ∈Sp,n

ε(σ)ε(σ ,X )(−1)ω(xσ(1)+...+xσ(p))Ψ(Xσ(1), . . . ,Xσ(p))Ω(Xσ(p+1), . . . ,Xσ(n+p)).

Mais la somme se réduit aux battagesσ ∈ Sp,n tels queσ([[1, p]]) = [[n+1,n+ p]] etσ([[p+1,n+ p]]) =

[[1,n]] c’est-̀a-dire au seul battageσ =

(
1 . . . p p+1 . . . n+ p

n+1 . . . n+ p 1 . . . n

)
. Les couples d’inver-

sions sont les(i, p+ j), i ∈ [[1, p]], j ∈ [[1,n]] ; il y en anp. Nous en d́eduisonśegalementI (σ ,X ) =

(xn+1 + . . .+xn+p)(x1 + . . .+xn) = 0̄. Ainsi :

Ψ∧Ω(X ) = (−1)npΩ(X1, . . . ,Xn)Ψ(Xn+1, . . . ,Xn+p).

Nous retrouvons en fait la règle de super-commutationΩ∧Ψ = (−1)np Ψ∧Ω car deg(Ω) = (n, 0̄) et

deg(Ψ) = (p, p̄).

Lemme II.1.56. Soit k∈ [[0,n0̄]], 1 6 i1 < .. . < ik 6 n0̄ et j1, . . . , jn1̄
∈ N. Nous avons :

ϕi1 ∧ . . .∧ϕik ∧ϑ j1
1 ∧ . . .∧ϑ

jn1̄
n1̄

(Xi1, . . . ,Xik,Y1, . . . ,Y1︸ ︷︷ ︸
j1

, . . . ,Yn1̄
, . . . ,Yn1̄︸ ︷︷ ︸

jn1̄

) = (−1)r(r−1)/2 j1! . . . jn1̄
!

où r = j1+ . . .+ jn1̄
. De plus, l’applicationϕi1∧ . . .∧ϕik ∧ϑ j1

1 ∧ . . .∧ϑ
jn1̄

n1̄
s’annule sur les autres n-uplets

ordonńes de vecteurs de la base (n= k+ r).

Preuve.Si k = 0, le ŕesultat est vrai d’après le corollaire II.1.52. Supposons donck 6= 0. D’après l’ex-

pression (II.28), l’́elémentϕi1 ∧ . . .∧ϕik ∧ϑ j1
1 ∧ . . .∧ϑ

jn1̄
n1̄

∈ A n(V) (1 6 i1 < .. . < ik 6 n0̄, jℓ ∈ Z avec

k+ j1 + . . .+ jn1̄
= n) s’annule sur lesn-uplets de vecteurs (ordonnés) de la base deV sauf sur len-uplet

(Xi1, . . . ,Xik,Y1, . . . ,Y1︸ ︷︷ ︸
j1

, . . . ,Yn1̄
, . . . ,Yn1̄︸ ︷︷ ︸

jn1̄

) sur lequel il vaut :

(
ϕi1 ∧ . . .∧ϕik(Xi1, . . . ,Xik)

)(
ϑ j1

1 ∧ . . .∧ϑ
jn1̄

n1̄
(Y1, . . . ,Y1︸ ︷︷ ︸

j1

, . . . ,Yn1̄
, . . . ,Yn1̄︸ ︷︷ ︸

jn1̄

)
)
.

Nous avons d́ejà :

ϕi1 ∧ . . .∧ϕik(Xi1, . . . ,Xik) = 1

(formule classique du d́eterminant).

D’autre part, d’apr̀es le corollaire II.1.52 :

ϑ j1
1 ∧ . . .∧ϑ

jn1̄
n1̄

(Y1, . . . ,Y1︸ ︷︷ ︸
j1

, . . . ,Yn1̄
, . . . ,Yn1̄︸ ︷︷ ︸

jn1̄

) = (−1)r(r−1)/2 j1! . . . jn1̄
!.

D’où le ŕesultat. Le second point estévident compte tenu du corollaire II.1.52.
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Théorème II.1.57. Il existe un isomorphisme de superalgèbres(Z×Z2)-gradúees :

A (V) ≃
∧

(V∗
0̄ ) ⊗

Z×Z2

S(V∗
1̄ ) =

∧
(V∗), (II.29)

(le produit tensorieĺetantZ ou (Z×Z2)-gradúe).

Démonstration.D’après l’expression (II.23), la famille :

{ϕi1 ∧ . . .∧ϕik ⊗ϑ j1 . . .ϑ jℓ , 1 6 i1 < .. . < ik 6 n0̄, 1 6 j1 6 . . . 6 jℓ 6 n1̄, k∈ [[0,n0̄]], ℓ > 0}

est une base de
∧

(V∗) =
∧

(V∗
0̄ ) ⊗

Z×Z2

S(V∗
1̄ ).

D’autre part, d’apr̀es II.1.29, l’espaceA (V) est engendrée par les produits super-extérieurs d’́elé-

ments de la base deV∗. Compte-tenu des relations de commutation dans l’algèbreA (V), nous d́eduisons

que la famille :

B :=
{

ϕi1 ∧ . . .∧ϕik ∧ϑ j1 ∧ . . .∧ϑ jℓ , 1 6 i1 < .. . < ik 6 n0̄, 1 6 j1 6 . . . 6 jℓ 6 n1̄, k∈ [[0,n0̄]], ℓ > 0
}

est un syst̀eme de ǵeńerateurs deA (V). Nous allons maintenant démontrer que ce système de ǵeńerateurs

est une base deA (V).

D’après le lemme II.1.56, nous avons :

ϕi1 ∧ . . .∧ϕik ∧ϑ j1
1 ∧ . . .∧ϑ

jn1̄
n1̄

(Xi1, . . . ,Xik,Y1, . . . ,Y1︸ ︷︷ ︸
j1

, . . . ,Yn1̄
, . . . ,Yn1̄︸ ︷︷ ︸

jn1̄

) = (−1)n(n−1)/2 j1! . . . jn1̄
!

et le ŕesultat est nul sur les autresn-uplets de vecteurs (ordonnés) de la base deV (avecn= k+ j1+ . . .+

jn1̄
). Par conśequent la familleB est libre et c’est une base deA (V).

Nous pouvons d́esormaiśetablir un isomorphisme d’espaces vectoriels entreA (V) et
∧

(V∗) =
∧

(V∗
0̄ ) ⊗

Z×Z2

S(V∗
1̄ ) en donnant sa d́efinition gr̂ace aux bases respectives deA (V) et

∧
(V∗) : il envoie

ϕi1 ∧ . . .∧ϕik ∧ϑ j1 ∧ . . .∧ϑ jℓ surϕi1 ∧ . . .∧ϕik ⊗ϑ j1 . . .ϑ jℓ .

Enfin, d’apr̀es la formule de commutation des formes super-antisymétriques (II.7), nous avons

d’une part :

(ϕi1 ∧ . . .∧ϕik ∧ϑ j1 ∧ . . .∧ϑ jℓ)∧ (ϕi′1
∧ . . .∧ϕi′

k′
∧ϑ j ′1

∧ . . .∧ϑ j ′
ℓ′
)

= ϕi1 ∧ . . .∧ϕik ∧
(
(ϑ j1 ∧ . . .∧ϑ jℓ)∧ (ϕi′1

∧ . . .∧ϕi′
k′
)
)
∧ϑ j ′1

∧ . . .∧ϑ j ′
ℓ′

= (−1)k′ℓ+0ℓϕi1 ∧ . . .∧ϕik ∧ϕi′1
∧ . . .∧ϕi′

k′
∧ϑ j1 ∧ . . .∧ϑ jℓ ∧ϑ j ′1

∧ . . .∧ϑ j ′
ℓ′

et, d’autre part, d’après les r̀egles de calcul dans
∧

(V∗
0̄ ) ⊗

Z×Z2

S(V∗
1̄ ) :

(ϕi1 ∧ . . .∧ϕik ⊗ϑ j1 . . .ϑ jℓ)∧ (ϕi′1
∧ . . .∧ϕi′

k′
⊗ϑ j ′1

. . .ϑ j ′
ℓ′
)

= (−1)k′ℓϕi1 ∧ . . .∧ϕik ∧ϕi′1
∧ . . .∧ϕi′

k′
⊗ϑ j1 . . .ϑ jℓϑ j ′1

. . .ϑ j ′
ℓ′
.

Donc l’isomorphisme ainsi construit entreA (V) et
∧

(V∗) est bien un isomorphisme de super-algèbres

(Z×Z2)-gradúees.
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RemarqueII.1.58. Soitϑ1, . . . ,ϑn ∈V∗. DansA (V) =
∧

(V∗), nous avons, d’après l’expression (II.14) :

ϑ1∧ . . .∧ϑn = A(ϑ1⊗
s
. . .⊗

s
ϑn).

Compte-tenu des propriét́es de A, nous obtenons :

ϑσ(1)∧ . . .∧ϑσ(n) = A(ϑσ(1)⊗
s
. . .⊗

s
ϑσ(n))

= ε(σ)ε(σ ,ϑ )A(σ−1 ·
a
(ϑ1⊗

s
. . .⊗

s
ϑn))

= ε(σ)ε(σ ,ϑ )ϑ1∧ . . .∧ϑn.

Ainsi unen-formeϑ1∧ . . .∧ϑn est super-antisyḿetriqueà la fois en tant qu’application multilińeaire et

que tenseuŕelément de
∧

(V∗).

Théorème II.1.59. Pour tout n∈ N, il existe un isomorphisme d’espaces vectoriels entre
∧n(V)∗ et

∧n(V∗) = A n(V). Il induit alors naturellement un isomorphisme entre les espaces
∧

(V)∗ et
∧

(V∗) =

A (V).

Démonstration.Supposonsn > 1 et soitϑ1, . . . ,ϑn ∈ V∗ et X1, . . . ,Xn ∈ V. D’après la relation (II.16),

nous avons :

Xσ(1)∧ . . .∧Xσ(n) = ε(σ)ε(σ ,X )X1∧ . . .∧Xn. (II.30)

En effet :

Xσ(1)∧ . . .∧Xσ(n)(ϑ1, . . . ,ϑn)

= X̂σ(1)∧ . . .∧ X̂σ(n)(ϑ1, . . . ,ϑn)

= (−1)|θ|ϑ1∧ . . .∧ϑn(Xσ(1), . . . ,Xσ(n))

= (−1)|θ|ε(σ)ε(σ ,X )ϑ1∧ . . .∧ϑn(σ ·
a
(X1, . . . ,Xn))

= (−1)|θ|ε(σ)ε(σ ,X )ϑ1∧ . . .∧ϑn(X1, . . . ,Xn)

= ε(σ)ε(σ ,X )X1∧ . . .∧Xn(ϑ1, . . . ,ϑn).

Ceci permet de d́efinir une application lińeaireΦ: F ∈ ∧n(V)∗ Ã Φ(F) = F̃ ∈ A n(V) =
∧n(V∗) par :

F̃(Z1, . . . ,Zn) = F(Z1∧ . . .∧Zn)

pourn∈ Z (en effet, la formule (II.30) assure la super-antisymétrie deF̃).

Soitk∈ [[0,n0̄]], 16 i1 < .. . < ik 6 n0̄, j1, . . . , jn1̄
∈N aveck+ j1+ . . .+ jn1̄

= n. D’après le lemme

II.1.56 :

ϕi1 ∧ . . .∧ϕik ∧ϑ j1
1 ∧ . . .∧ϑ

jn1̄
n1̄

(Xi1, . . . ,Xik,Y1, . . . ,Y1︸ ︷︷ ︸
j1

, . . . ,Yn1̄
, . . . ,Yn1̄︸ ︷︷ ︸

jn1̄

) = (−1)r(r−1)/2 j1! . . . jn1̄
!

(où r = j1 + . . .+ jn1̄
) et l’élémentϕi1 ∧ . . .∧ϕik ∧ϑ j1

1 ∧ . . .∧ϑ
jn1̄

n1̄
∈ ∧n(V∗) = A n(V) s’annule sur les

autresn-uplets ordonńes de vecteurs de la base.
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Ainsi la forme multilińeaireϕi1 ∧ . . .∧ϕik ∧ϑ j1
1 ∧ . . .∧ϑ

jn1̄
n1̄

estégalà l’image parΦ du covecteur

de la base duale correspondantàXi1 ∧ . . .∧Xik ∧Y j1
1 ∧ . . .∧Y

jn1̄
n1̄

au coefficient multiplicateur
(−1)r(r−1)/2

j1! . . . jn1̄
!

près. DoncΦ est surjective et comme les dimensions des sous-espaces
∧n(V)∗ et

∧n(V∗) = A n(V) sont

égales,Φ est bijective.

RappelII.1.60. Si E est un espace vectoriel de dimension finie, l’isomorphisme entre
∧

(E∗) et
∧

(E)∗ est

construità l’aide du d́eterminant (dont l’existence est liéeà la dimension finie de l’alg̀ebre ext́erieure) :

(ω1∧ . . .∧ωk)(X1∧ . . .∧Xk) = det((ωi(Xj))16i, j6k),

ω1, . . . ,ωk ∈ E∗ etX1, . . . ,Xk ∈ E.

Corollaire II.1.61. Soit j:
∧

(V∗) = A (V) → ∧
(V)∗ l’isomorphisme ŕeciproque. Nous avons :

j(ϕ1∧ . . .∧ϕn)(X1∧ . . .∧Xn) = (ϕ1∧ . . .∧ϕn)(X1, . . . ,Xn)

= (−1)∆(φ,φ) ∑
σ∈Sn

ε(σ)ε(σ ,X )ϕ1(Xσ(1)) . . .ϕn(Xσ(n))

pourϕ1, . . . ,ϕn ∈V∗ et X1, . . . ,Xn ∈V.

Preuve.La premìereégalit́e provient de la d́efinition de l’isomorphismeΦ, la deuxìemeégalit́e de l’ex-

pression (II.15).

Nous nous trouvons désormais dans une situation similaire au cas classique. L’algèbre super-

ext́erieure d’un espace vectorielZ2-gradúe V = V0̄ ⊕V1̄ est d́efinie de manìere à cöıncider avec la

notion d’alg̀ebre ext́erieure siV1̄ = {0}. Et l’algèbre des formes multilińeaires super-antisyḿetriques

(géńeralisation de l’antisyḿetrie) cöıncide avec l’alg̀ebre super-extérieure du dualV∗ de l’espaceV, mu-

nie d’un produit ǵeńeralisantégalement le produit extérieur des formes multilińeaires. Enfin, comme

dans le cas classique et malgré le fait qu’ils ne soient pas de dimension finie, les espaces
∧

(V)∗ et
∧

(V∗)

sont isomorphes.

II.1.f Alg èbre super-syḿetrique : construction formelle

Nous allons tenter dans cette partie et la prochaine de construire l’algèbre super-syḿetrique de

l’espaceZ2-gradúeV, en ayant toujours le souhait de géńeraliser ce que l’on connaı̂t dans le cas classique.

Nous imitons la d́emarche de la section II.1.d. SoitA l’algèbre de base{E(I ,I ′), I ∈ Zn0̄, I ′ ∈ Z
n1̄
2 }

avec le produit d́efini par :

E(I ,I ′) ·E(J,J′) = (−1)∆(I ′,J′)0I ′J′E(I+J,I ′+J′) (II.31)

avec les notations de la partie II.1.d. La démonstration de l’associativité est identique.

Nous d́efinissons unZ2-degŕe surA :

deg(E(I ,I ′)) = |I ′|.
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RemarqueII.1.62. Examinons la formule du produit (II.31) sur deséléments de base particuliers :

E(I ,0) ·E(J,0) = E(I+J,0).

Nous reconnaissons la formule du produit symétrique.

E(0,I ′) ·E(0,J′) = (−1)∆(I ′,J′)0I ′J′E(0,I ′+J′).

Nous reconnaissons la formule du produit extérieur formel.

E(I ,0) ·E(0,J′) = E(I ,J′).

E(0,I ′) ·E(J,0) = E(I ′,J).

En particulier, si nous notonsEi := E(Ii ,0) où Ii = (0, . . . ,0,1i ,0, . . . ,0) ∈ Zn0̄ (pour i ∈ [[1,n0̄]]) et E′
j :=

E(0,I ′j )
où I ′j = (0̄, . . . , 0̄, 1̄ j , 0̄, . . . , 0̄) ∈ Z

n1̄
2 (pour j ∈ [[1,n1̄]]), nous avons :





Ei ·E j = E j ·Ei

E′
i ·E′

i = 0

E′
i ·E′

j = −E′
j ·E′

i (i 6= j)

Ei ·E′
j = E′

j ·Ei .

(II.32)

Ces constatations conduisent au résultat suivant :

Proposition II.1.63. L’algèbre A est isomorphe au produit tensoriel (usuel)S(V0̄)⊗
∧

(V1̄).

Preuve. Notons{E1, . . . ,En0̄
} une base deV0̄ et {E′

1, . . . ,E
′
n1̄
} une base deV1̄. Nous en d́eduisons les

bases canoniques{EI , I ∈ Zn0̄} de S(V0̄) et {EI ′ , I ′ ∈ Z
n1̄
2 } de

∧
(V1̄). Rappelons les formules du produit

sur les bases canoniques :

EI EJ = EI+J EI ′ ∧EJ′ = (−1)∆(I ′,J′)0I ′J′EI ′+J′ .

L’applicationΦ: S(V0̄)⊗
∧

(V1̄) → A définie sur la base par :EI ⊗EI ′ 7→ E(I ,I ′) est clairement un

isomorphisme d’espaces vectoriels. Le produit dans S(V0̄)⊗
∧

(V1̄) est donńe par :

(EI ⊗EI ′)(EJ ⊗EJ′) = (EI EJ)⊗ (EI ′ ∧EJ′)

= (−1)∆(I ,J)0IJEI+J ⊗EI ′+J′ .

D’après l’expression (II.31), son image parΦ estégale au produitE(I ,I ′) ·E(J,J′).

Nous notonsA = S(V) et nous la nommonsalgèbre super-syḿetrique de V. Nous pouvons

réécrire une base de l’algèbre S(V) en termes d’une base d’homogènes deV = V0̄⊕V1̄ : si {X1, . . . ,Xn0̄
}

est une base deV0̄ et{Y1, . . . ,Yn1̄
} une base deV1̄, alors :

{Xi1
1 . . .X

in0̄
n0̄

⊗Y1
j1 ∧ . . .∧Yn1̄

jn1̄ , i1, . . . , in0̄
∈ N, j1, . . . , jn1̄

∈ Z2} est une base de S(V) (II.33)
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NotonsI l’id éal deT(V) engendŕe par les tenseursX ⊗Y +(−1)1+xyY⊗X pour toutX ∈ Vx et

Y ∈Vy et consid́erons le quotientT(V)/I . Alors T(V)/I vérifie les relations (II.32) et a pour système de

géńerateurs les vecteursXi1
1 . . .X

in0̄
n0̄

Y j1
1 . . .Y

jn1̄
n0̄

aveci1, . . . , in0̄
∈ N et j1, . . . , jn1̄

∈ Z2. Nous en d́eduisons

que S(V)etT(V)/I sont deux alg̀ebres isomorphes.

II.1.g Isomorphismes entre la superalg̀ebreS (V) et l’algèbre super-syḿetrique

Soit {X1, . . . ,Xn0̄
,Y1, . . . ,Yn1̄

} une base d’homog̀enes deV, et {ϕ1, . . . ,ϕn0̄
,ϑ1, . . . ,ϑn1̄

} la base

duale. Dans l’alg̀ebre des formes super-symétriquesS (V), consid́eronsS̄0 (resp. G1̄) l’espace des

formes super-syḿetriques nulles d̀es que l’un des termes est dansV1̄ (resp.V0̄). Plus pŕeciśement :

S̄0 =
⊕

n∈Z

Sn
0̄ G1̄ =

⊕

n∈Z

Gn
1̄

avec :

Sn
0̄ = {Ω ∈ S n(V) | Ω|V1̄×V×...×V = 0}

et :

Gn
1̄ = {Ψ∈ S n(V) | Ψ|V0̄×V×...×V = 0}.

Les applications deS̄0 (resp. G1̄) sont donc syḿetriques (resp. antisyḿetriques) surV0̄ (resp. V1̄) et

nulles ailleurs.

Proposition II.1.64. Les sous-espaces S0̄ et G1̄ sont des sous-algèbres deS (V).

Preuve.En effet,écrivons le produit super-syḿetrique de deux́eléments deS̄0 (resp. G1̄) : d’apr̀es la

définition (II.6), nous avons :

Ω ·Ω′(Z1, . . . ,Zn+n′) = ∑
σ∈Sn,n′

Ω(Zσ(1), . . . ,Zσ(n))Ω′(Zσ(n+1), . . . ,Zσ(n+n′)) (II.34)

pourΩ ∈ Sn
0̄, Ω′ ∈ Sn′

0̄ etZ1, . . . ,Zn+n′ ∈V0̄ et :

Ψ ·Ψ′(Z1, . . . ,Zn+n′) = (−1)nn′ ∑
σ∈Sn,n′

ε(σ)Ψ(Zσ(1), . . . ,Zσ(n))Ψ′(Zσ(n+1), . . . ,Zσ(n+n′)) (II.35)

pourΨ∈ Gn
1̄, Ψ′ ∈ Gn′

1̄ etZ1, . . . ,Zn+n′ ∈V1̄.

La stabilit́e deS̄0 etG1̄ pour le produit super-syḿetrique est alors imḿediate.

Nous allons maintenant exhiber une base des espacesS̄0 etG1̄.

Lemme II.1.65. Soitψ1, . . . ,ψn ∈V∗
0̄ et Z1, . . . ,Zn ∈V0̄. Alors :

ψ1 · . . . ·ψn(Z1, . . . ,Zn) = ∑
σ∈Sn

ψ1(Zσ(1)) . . .ψn(Zσ(n)). (II.36)

De plus,ψ1 · . . . ·ψn estélément de Sn0̄.
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Preuve.D’après la remarque II.1.13, nous avons :

ψ1 · . . . ·ψn(Z1, . . . ,Zn) = ∑
σ∈Sn

(ψ1⊗
s
. . .⊗

s
ψn)(Zσ(1), . . . ,Zσ(n))

= ∑
σ∈Sn

ψ1(Zσ(1)) . . .ψn(Zσ(n))

carε(σ ,Z ) = 1 et∆(ψ,σ−1 ·z) = 0.

Nous avons un résultat similaire au calcul mené dans le lemme II.1.51.

Lemme II.1.66. Soit i1, . . . , in0̄
∈ N. Notons n= n0̄, kp = i1 + . . . + ip (p ∈ [[1,n]]) et k = kn. Soit

Z1, . . . ,Zk ∈V0̄. Alors :

ϕ i1
1 · . . . ·ϕ in

n (Z1, . . . ,Zk) = i1! . . . in! ∑
σ∈Si1,...,in

ϕ1(Zσ(1)) . . .ϕ1(Zσ(k1))ϕ2(Zσ(k1+1)) . . .

. . .ϕn−1(Zσ(kn−1))ϕn(Zσ(kn−1+1)) . . .ϕn(Zσ(k)).

Preuve.Il suffit de reprendre la preuve du lemme II.1.51 en remarquant l’absence du terme(−1)k(k−1)/2

dans l’expression (II.36).

Proposition II.1.67. Soit, d’une part, k∈ N et :

Bk
0̄ := {ϕi1 · . . . ·ϕik, 1 6 i1 6 . . . 6 ik 6 n0̄},

et, d’autre partℓ ∈ [[0,n1̄]] et :

Bℓ
1̄ := {ϑ j1 · . . . ·ϑ jℓ , 1 6 j1 < .. . < jℓ 6 n1̄},

avec la m̂eme convention que dans la proposition II.1.53. Alors la familleBk
0̄ est une base de l’espace

Sk
0̄ et la familleBℓ

1̄ est une base de l’espace Gℓ
1̄. Par conśequent,B :=

⋃
k>0

Bk
0̄ est une base de S0̄ et

B1̄ :=
n1̄⋃

ℓ=0
est une base de Ḡ1.

Preuve.Supposonsk > 1 et ℓ > 1. D’après la proposition II.1.30, l’espaceS (V) est engendré par les

produits super-syḿetriques d’́eléments deV∗. Mais compte-tenu de la multilinéarit́e des expressions

obtenues, nous pouvons restreindre la famille aux produits super-symétriques d’́eléments de la base

deV∗ choisie. D’autre part, d’après l’expression (II.18), les formes multilinéaires super-syḿetriques

ϕi1 · . . . ·ϕik (resp.ϑ j1 · . . . ·ϑ jℓ) sontéléments deS̄0 (resp.G1̄). Et compte-tenu des règles de commutation

dans l’alg̀ebreS (V), la familleBk
0̄ (resp.Bℓ

1̄) est par conśequent ǵeńeratrice deSk
0̄ (resp.Gℓ

1̄).

Soit 16 i1 < .. . < iℓ 6 n1̄. Toujours d’apr̀es l’expression (II.18), nous avons :

ϑ j1 · . . . ·ϑ jℓ(Yi1, . . . ,Yiℓ) = (−1)ℓ(ℓ−1)/2 ∑
σ∈Sk

ε(σ)ϑ j1(Yiσ(1)
) . . .ϑ jk(Yiσ(k)

).

Donc :

ϑ j1 · . . . ·ϑ jℓ(Yj1, . . . ,Yjℓ) = (−1)ℓ(ℓ−1)/2 et ϑ j1 · . . . ·ϑ jℓ(Yi1, . . . ,Yiℓ) = 0
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si (i1, . . . , iℓ) 6= ( j1, . . . , jℓ). Nous en concluons imḿediatement que la familleBℓ
1̄ est libre donc c’est une

base deGℓ
1̄.

Soit i1, . . . , in0̄
> 0 (non tous nuls) etk = i1 + . . .+ in0̄

. D’après le lemme II.1.66, nous avons :

ϕ i1
1 · . . . ·ϕ jn0̄

n0̄
(X1, . . . ,X1︸ ︷︷ ︸

i1

, . . . ,Xn0̄
, . . . ,Xn0̄︸ ︷︷ ︸

in0̄

) = i1! . . . in0̄
!

et le ŕesultat est nul sur tout autreℓ-uplet de vecteurs ordonnés. Par conśequent la familleBk
0̄ est

également libre et c’est une base deSk
0̄.

La dernìere affirmation est claire par définition des espacesS̄0 et G1̄ comme somme directe de

leurs sous-espaces d’éléments homog̀enes.

Lemme II.1.68. Soitψ1, . . . ,ψn ∈V∗
1̄ et Z1, . . . ,Zn ∈V1̄. Alors :

ψ1 · . . . ·ψn(Z1, . . . ,Zn) = ∑
σ∈Sn

ε(σ)(ψσ(1)⊗
s
. . .⊗

s
ψσ(n))(Z1, . . . ,Zn). (II.37)

Preuve.D’après la remarque II.1.13, nous avons :

ψ1 · . . . ·ψn(Z1, . . . ,Zn) = ∑
σ∈Sn

ε(σ)(ψ1⊗
s
. . .⊗

s
ψn)(Zσ(1), . . . ,Zσ(n))

= (−1)n(n−1)/2 ∑
σ∈Sn

ε(σ)ψ1(Zσ(1)) . . .ψn(Zσ(n))

= (−1)n(n−1)/2 ∑
σ∈Sn

ε(σ)ψσ−1(1)(Z1) . . .ψσ−1(n)(Zn)

= ∑
σ∈Sn

ε(σ)(ψσ(1)⊗
s
. . .⊗

s
ψσ(n))(Z1, . . . ,Zn).

Proposition II.1.69. Il existe deux isomorphismes d’algèbres :

S̄0 ≃ S(V∗
0̄ ) et G1̄ ≃

∧
(V∗

1̄ ).

Notons que ces isomorphismes d’algèbres envoient les sous-espaces homogènes Sn0̄ et Gn
1̄ sur les sous-

espacesSn(V∗
0̄ ) et

∧n(V∗
1̄ ) respectivement.

Preuve.1) D’apr̀es la proposition II.1.67, la famille{ϕi1 · . . . ·ϕik, 1 6 i1 6 . . . 6 ik 6 n0̄, k > 0} est une

base deS̄0. Mais c’estégalement une base de S(V∗
0̄ ) en consid́erant les restrictions des formesϕi à V0̄

(en effet, le produit super-syḿetrique de formes multilińeaires paires coı̈ncide avec le produit syḿetrique

classique de telles formes, d’après l’expression (II.34)). D’òu le premier ŕesultat.

2) D’apr̀es la proposition II.1.67, la famille{ϑ j1 · . . . ·ϑ jℓ , 16 j1 < .. . < jℓ 6 n1̄, ℓ∈ [[0,n1̄]]} est une base

deG1̄. Nous pouvons alorśecrire (sur les bases) un isomorphisme entre l’espaceGn
1̄ et l’espaceTn

AS(V
∗
1̄ )

des tenseurs antisymétriques deV∗
1̄ homog̀enes de degrén ; d’apr̀es le lemme II.1.68, son expression est :

ψ1 · . . . ·ψn ∈ Gn
1̄ Ã ∑

σ∈Sn

ε(σ)ψσ(1)⊗
s
. . .⊗

s
ψσ(n) ∈ Tn

AS(V
∗
1̄ )
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pourψ1, . . . ,ψn élément de la base deV∗
1̄ . D’autre part, les espacesTn

AS(V
∗
1̄ ) et

∧n(V∗
1̄ ) sontégalement

isomorphes, via l’applicationΦ:
∧

(V∗
1̄ ) → TAS(V∗

1̄ ) définie par :

ψ1∧ . . .∧ψn ∈
n∧

(V∗
1̄ ) Ã ∑

σ∈Sn

ε(σ)ψσ(1)⊗
s
. . .⊗

s
ψσ(n) ∈ Tn

AS(V
∗
1̄ )

(en regardantTAS(V∗
1̄ ) dans l’alg̀ebreF (V)). Notons∗ le produit surTAS(V∗

1̄ ) transport́e parΦ :

Ψ∗Ψ′ = Φ(Φ−1(Ψ)Φ−1(Ψ′))

pourΨ,Ψ′ ∈ TAS(V∗
1̄ ). SoitZ1, . . . ,Zn ∈V1̄. CommeΦ−1(ϕi) = ϕi , nous obtenons alors :

ψ1∗ . . .∗ψn(Z1, . . . ,Zn) = Φ(ψ1∧ . . .∧ψn)(Z1, . . . ,Zn)

= (−1)n(n−1)/2 ∑
σ∈Sn

ε(σ)ψσ(1)(Z1) . . .ψσ(n)(Zn)

= ψ1∧ . . .∧ψn(Z1, . . . ,Zn).

Donc les produits cöıncident et l’isomorphisme construit entreG1̄ et
∧

(V1̄) est un isomorphisme d’algè-

bres.

RemarqueII.1.70. SoitΩ ∈ Sp
0̄
, Ψ∈ Gq

1̄
, Z1, . . . ,Zp ∈V0̄ etZp+1, . . . ,Zp+q ∈V1̄. Par un calcul similairèa

celui meńe dans la remarque II.1.55, nous obtenons :

Ω ·Ψ(Z1, . . . ,Zp+q) = Ω(Z1, . . . ,Zp)Ψ(Zp+1, . . . ,Zp+q). (II.38)

Lemme II.1.71. Soit i1, . . . , ik ∈ N, ℓ ∈ [[0,n1̄]], et1 6 j1 < .. . < jℓ 6 n1̄. Nous avons :

ϕ i1
1 · . . . ·ϕ in0̄

n0̄
·ϑ j1 · . . . ·ϑ jℓ(X1, . . . ,X1︸ ︷︷ ︸

i1

, . . . ,Xn0̄
, . . . ,Xn0̄︸ ︷︷ ︸

in0̄

,Yj1, . . . ,Yjℓ) = i1! . . . in!.

Preuve. Il suffit d’appliquer la remarque II.1.70 et le lemme II.1.66.

Théorème II.1.72. Il existe un isomorphisme de superalgèbresZ2-gradúees :

S (V) ≃ S(V∗
0̄ )⊗

∧
(V∗

1̄ ) = S(V∗), (II.39)

(avec le produit tensoriel usuel).

Démonstration.D’après l’expression (II.33), la famille :

{ϕi1 . . .ϕik ⊗ϑ j1 ∧ . . .∧ϑ jℓ , 1 6 i1 6 . . . 6 ik 6 n0̄, 1 6 j1 < .. . < jℓ 6 n1̄, k > 0, ℓ ∈ [[0,n1̄]]}

est une base de S(V∗) = S(V∗
0̄ )⊗∧

(V∗
1̄ ).

D’autre part, d’apr̀es la proposition II.1.30, l’espaceS (V) est engendré par les produits super-

symétriques d’́eléments de la base deV∗. Compte-tenu des relations de commutation dans l’algèbre

S (V), nous d́eduisons que la famille :

B :=
{

ϕi1 · . . . ·ϕik ·ϑ j1 · . . . ·ϑ jℓ , 1 6 i1 6 . . . 6 ik 6 n0̄, 1 6 j1 < .. . < jℓ 6 n1̄, k > 0, ℓ ∈ [[0,n1̄]]
}
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est un syst̀eme de ǵeńerateurs deS (V). Nous allons maintenant démontrer que ce système de ǵeńerateurs

est une base deS (V).

D’après le lemme II.1.71, nous avons :

ϕ i1
1 · . . . ·ϕ in0̄

n0̄
·ϑ j1 · . . . ·ϑ jℓ(X1, . . . ,X1︸ ︷︷ ︸

i1

, . . . ,Xn0̄
, . . . ,Xn0̄︸ ︷︷ ︸

in0̄

,Yj1, . . . ,Yjℓ) = i1! . . . in0̄
!

et le ŕesultat est nul sur les autresn-uplets de vecteurs (ordonnés) de la base deV. Par conśequent la

famille B est libre et c’est une base deS (V).

Nous pouvons ainsíetablir un isomorphisme d’espaces vectoriels entreS (V) et S(V∗) = S(V∗
0̄ )⊗

∧
(V∗

1̄ ) ; il envoieϕi1 · . . . ·ϕik ·ϑ j1 · . . . ·ϑ jℓ surϕi1 . . .ϕik ⊗ϑ j1 ∧ . . .∧ϑ jℓ .

Enfin, d’apr̀es la formule de commutation des formes super-antisymétriques (II.7), nous avons

d’une part :

(ϕi1 · . . . ·ϕik ·ϑ j1 · . . . ·ϑ jℓ) · (ϕi′1
· . . . ·ϕi′

k′
·ϑ j ′1

· . . . ·ϑ j ′
ℓ′
)

= ϕi1 · . . . ·ϕik ·
(
(ϑ j1 · . . . ·ϑ jℓ) · (ϕi′1

· . . . ·ϕi′
k′
)
)
·ϑ j ′1

· . . . ·ϑ j ′
ℓ′

= ϕi1 · . . . ·ϕik ·ϕi′1
· . . . ·ϕi′

k′
·ϑ j1 · . . . ·ϑ jℓ ·ϑ j ′1

· . . . ·ϑ j ′
ℓ′

et, d’autre part, d’après les r̀egles de calcul dans S(V∗
0̄ )⊗∧

(V∗
1̄ ) :

ϕi1 . . .ϕikϕi′1
. . .ϕi′

k′
⊗ϑ j1 ∧ . . .∧ϑ jℓ ∧ϑ j ′1

∧ . . .∧ϑ j ′
ℓ′

= (ϕi1 . . .ϕik ⊗ϑ j1 ∧ . . .∧ϑ jℓ).(ϕi′1
. . .ϕi′

k′
⊗ϑ j ′1

∧ . . .∧ϑ j ′
ℓ′
).

Donc l’isomorphisme ainsi construit entreS (V) et S(V∗) est bien un isomorphisme de super-algèbres

Z2-gradúees.

RemarqueII.1.73. Soitϑ1, . . . ,ϑn ∈V∗. DansS (V) = S(V∗), nous avons, d’après l’expression (II.17) :

ϑ1 · . . . ·ϑn = S(ϑ1⊗
s
. . .⊗

s
ϑn).

Compte-tenu des propriét́es de S, nous obtenons :

ϑσ(1) · . . . ·ϑσ(n) = ε(σ ,ϑ )ϑ1 · . . . ·ϑn.

Théorème II.1.74. Pour tout n∈ N, il existe un isomorphisme d’espaces vectoriels entreSn(V)∗ et

Sn(V∗) = S n(V). Il induit alors naturellement un isomorphisme entre les espaces gradués S(V)∗ et

S(V∗) = S (V).

Démonstration.La démarche est similairèa la d́emonstration du th́eor̀eme II.1.59. Supposonsn > 1 et

soitZ1, . . . ,Zn ∈V. D’après la relation (II.19), nous avons :

Zσ(1) · . . . ·Zσ(n) = ε(σ ,X )Z1 · . . . ·Zn. (II.40)
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Ceci permet de d́efinir une application lińeaireF ∈ Sn(V)∗ Ã F̃ ∈ S n(V) = Sn(V∗) par :

F̃(X1, . . . ,Xn) = F(X1 · . . . ·Xn)

pourn∈ Z (en effet, la formule (II.40) assure la super-symétrie).

D’après le lemme II.1.71, l’́elémentϕ i1
1 · . . . ·ϕ in0̄

n0̄
·ϑ j1 · . . . ·ϑ jℓ ∈ Sn(V∗) = S n(V) (16 j1 < .. . <

jℓ 6 n1̄, i1, . . . , in0̄
∈ N avecℓ+ i1 + . . .+ in0̄

= n) s’annule sur lesn-uplets de vecteurs (ordonnés) de la

base deV sauf sur len-uplet :

(X1, . . . ,X1︸ ︷︷ ︸
i1

, . . . ,Xn0̄
, . . . ,Xn0̄︸ ︷︷ ︸

in0̄

,Yj1, . . . ,Yjℓ)

sur lequel il vaut :i1! . . . in1̄
!.

Ainsi l’ élémentϕ i1
1 · . . . ·ϕ in0̄

n0̄
·ϑ j1 · . . . ·ϑ jℓ estégalà l’image parΦ du covecteur de la base duale cor-

respondant̀aXi1
1 · . . . ·Xin0̄

n0̄
·Yj1 · . . . ·Yjℓ au coefficient multiplicateur

1
i1! . . . in0̄

!
près. DoncΦ est surjective

et comme les dimensions des sous espaces Sn(V)∗ et Sn(V∗) = S n(V) sontégales,Φ est bijective.

Nous avons donc réussià d́efinir une notion de super-symétrie et d’alg̀ebre super-syḿetrique qui

géńeralise le cas classique et qui coı̈ncident, comme nous l’avions fait pour l’antisymétrie et l’alg̀ebre

ext́erieure.

– 80 –



II.2. Cohomologie des superalgèbres de Lie

II.2 Cohomologie des superalg̀ebres de Lie

Dans cette partie, nous traitons des superalgèbres de Lie et nous souhaitons géńeraliser la notion

de différentielle ext́erieure au casZ2-gradúe, en gardant̀a l’esprit que la d́efinition doit cöıncider avec

celle de la diff́erentielle ext́erieure dans le cas où leséléments impairs de la superalgèbre sont nuls. Grâce

à la 〈〈diff érentielle super-extérieure〉〉 ainsi construite, nous pouvons alors définir la cohomologie d’une

superalg̀ebre de Lie. Notons que nos formules sont identiquesà celles donńees dans [FL84] mais sont

ici toutes d́emontŕees.

II.2.a Endomorphismes de l’alg̀ebre super-ext́erieure

RappelII.2.1. Nous avons rappelé la d́efinition d’une superalg̀ebre de LieZ-gradúee dans le rappel I.3.10

page 22. Les superalgèbres de LieZ2-gradúees sont d́efinies en remplaçant l’ensembleZ par l’ensemble

Z2. Notons que si une superalgèbre de Lieg estZ-gradúee, elle est́egalementZ2-gradúee en consid́erant

les sous-espacesg0̄ :=
⊕

n∈2Z
gn etg1̄ :=

⊕
n∈2Z+1

gn.

Définition II.2.2. Une super-alg̀ebre de Lie(Z×Z2)-gradúee est un espace vectoriel(Z×Z2)-gradúe

g =
⊕
n∈Z

ξ∈Z2

gn
ξ muni d’une application bilińeaire(X,Y) 7→ [X,Y] appeĺeesuper-crochet de Lievérifiant les

propríet́es suivantes :

• la compatibilit́e du super-crochet avec la graduation :

[X,Y] ∈ g
n+p
x+y ;

• la super-antisyḿetrie(Z×Z2)-gradúee :

[Y,X] = −(−1)np+xy[X,Y] ;

• l’identité de Jacobi(Z×Z2)-gradúee :

(−1)nq+xz[X, [Y,Z]]+ (−1)qp+zy[Z, [X,Y]]+ (−1)qn+yx[Y, [Z,X]] = 0 ;

pour tousX ∈ gn
x, Y ∈ g

p
y etZ ∈ g

q
z, pour tousx,y,z∈ Z2.

RemarqueII.2.3. Compte-tenu de la super-antisymétrie, l’identit́e de Jacobi est́equivalentèa la relation :

[Z, [X,Y]] = [[Z,X],Y]+ (−1)qn+zx[X, [Z,Y]].

Ainsi les endomorphismes adjoints ad(X) : Y 7→ [X,Y] sont des super-dérivations de degré (n,x) (pour

X ∈ gn
x) du super-crochet de Lie.
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SoitV = V0̄⊕V1̄ un espace vectorielZ2-gradúe de dimension finie. Notons End(A (V)) l’espace

vectoriel des endomorphismes de la superalgèbreA (V). L’espace End(A (V)) est naturellement(Z×
Z2)-gradúe : le degŕe (n, f ) deF ∈ End(A (V)) est d́efini par :

deg(F(Ω)) = (n+ p, f +ω)

pour Ω ∈ A p
ω (V). À partir de maintenant, tous leśeléments deV ou de End(A (V)) sont suppośes

homog̀enes.

Proposition II.2.4. L’espace End(A (V)) muni du super-crochet défini par :

[F,G] := F ◦G− (−1)np+ f gG◦F (II.41)

(avecdeg(F) = (n, f ), deg(G) = (p,g)) est une super-alg̀ebre de Lie(Z×Z2)-gradúee not́eegl(A (V)).

Preuve.SoitF etG deséléments de l’espace End(A (V)) de degŕes respectifs(n, f ) et (p,g). Le super-

crochet est clairement bilinéaire et super-antisyḿetrique :

[F,G] = −(−1)np+ f g(G◦F − (−1)np+ f gF ◦G) = −(−1)np+ f g[G,F ].

SoitH ∈ End(A (V)) de degŕe (q,h). Nous avons d’une part :

[H, [F,G]] = [H,F ◦G]− (−1)np+ f g[H,G◦F ]

= H ◦F ◦G− (−1)q(n+p)+h( f+g)F ◦G◦H

−(−1)np+ f g(H ◦G◦F − (−1)q(n+p)+h( f+g)G◦F ◦H).

D’autre part :

[[H,F ],G]+ (−1)qn+h f [F, [H,G]] = H ◦F ◦G− (−1)p(n+q)+g( f+g)G◦H ◦F

−(−1)qn+h f(F ◦H ◦G− (−1)p(n+q)+g( f+h)G◦F ◦H)

+(−1)qn+h f(F ◦H ◦G− (−1)n(p+q)+ f (g+h)H ◦G◦F)

−(−1)q(n+p)+h( f+g)(F ◦G◦H − (−1)n(p+q)+ f (g+h)G◦H ◦F).

Nous en d́eduisons l’identit́e de Jacobi.

RemarqueII.2.5. L’espace End(A (V)) est en fait une alg̀ebre associative(Z×Z2)-gradúee (munie de

la composition des endomorphismes) et le super-crochet de Lie est construit par analogie avec le cas des

algèbres associativesZ (ouZ2)-gradúees.

Consid́erons l’espace vectorielE :=
⊕
n∈Z

E n oùE n := {0} si n6−2,E −1 :=V etE n := A n+1(V,V)

si n > 0. Les espacesA (V)⊗V etE sont isomorphes via l’applicationΩ⊗X Ã FΩ⊗X définie par :

FΩ⊗X(X1, . . . ,Xn+1) := Ω(X1, . . . ,Xn+1)X.
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Si Ω ∈ A n+1
ω (V,V) et X ∈Vx, alorsFΩ⊗X ∈ E n

ω+x. Chaque sous-espaceE n estZ2-gradúe donc l’espace

E est(Z×Z2)-gradúe : E =
⊕
n∈Z
f∈Z2

E n
f .

Nous d́efinissons un produit surE en posant :

(F ∗G)(X1, . . . ,Xn+p+1) := F(G(X1, . . . ,Xp+1),Xp+2, . . . ,Xn+p+1) (II.42)

(pourF ∈ E n, G∈ E p), une loi de composition par la relation :

F ◦G :=
1

(p+1)!n!
A(F ∗G) = ∑

σ∈Sp+1,n

σ ·
a
(F ∗G) (II.43)

(pourF ∈ E n, G∈ E p) et enfin un super-crochet :

[F,G] := F ◦G− (−1)np+ f gG◦F (II.44)

(pourF ∈ E n
f , G∈ E p

g ).

RemarqueII.2.6. PourF,G∈ E , nous avonsF ◦G∈ E mais cette loi de composition n’est pas associative.

Néanmoins, d’apr̀es [BP89], nous avons :

(F ◦G)◦H −F ◦ (G◦H) = (−1)pq+gh((F ◦H)◦G−F ◦ (H ◦G))

pourF ∈ E n
f , G∈ E p

g etH ∈ E q
h .

Proposition II.2.7. Le super-crochet (II.44) muni l’espaceE d’une structure de super-algèbre de Lie

(Z×Z2)-gradúee.

Avant de d́emontrer cela, nous allons introduire les super-dérivations de l’alg̀ebreA (V). Nous

obtiendrons alors le résultat dans la proposition II.2.19 page 89.

II.2.b Super-dérivations de l’algèbre super-ext́erieure

Définition II.2.8. Soit D ∈ gl(A (V)) homog̀ene de degré (n,d). L’endomorphismeD est une super-

dérivation deA (V) (pour le produit super-extérieur) si, et seulement si :

D(Ω∧Ψ) = (DΩ)∧Ψ+(−1)np+dωΩ∧ (DΨ),

pour tousΩ ∈ A p
ω (V), Ψ∈ A (V).

Nous notonsDn
d(V) l’espace des super-dérivations homog̀enes de degré (n,d) et :

D(V) :=
⊕

n∈Z
d∈Z2

Dn
d(V).

Voyons quelques exemples de super-dérivations :
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Proposition II.2.9. Soit X∈ Vx. Consid́erons l’endomorphisme iX deA (V) défini, pourΩ ∈ A n
ω(V),

par la relation :

iX(Ω)(X1, . . . ,Xn−1) := (−1)xωΩ(X,X1, . . . ,Xn−1)

pour n> 1 et iX(Ω) = 0 si n= 0 (nous avons alors iXΩ ∈ A n−1
ω+x(V)).

L’opérateur iX est une super-d́erivation de degŕe (−1,x) de A (V). En d’autre termes, siΩ ∈
A n

ω(V) etΨ∈ A (V), alors :

iX(Ω∧Ψ) = iX(Ω)∧Ψ+(−1)xω−nΩ∧ iX(Ψ).

Preuve.SoitX ∈Vx, Ω ∈ A n
ω(V) etΨ∈ A p

ψ (V) fixés. SoitX2, . . . ,Xn+p ∈V. Par commodit́e d’écriture,

nous notonsX1 = X avecx1 = x. Par d́efinitions, nous avons :

iX(Ω∧Ψ)(X2, . . . ,Xn+p)

= (−1)x(ω+ψ)Ω∧Ψ(X1,X2, . . . ,Xn+p)

= (−1)x(ω+ψ) ∑
σ∈Sn,p

ε(σ)ε(σ ,X )(−1)ψ(xσ(1)+...+xσ(n))Ω(Xσ(1), . . . ,Xσ(n))Ψ(Xσ(n+1), . . . ,Xσ(n+p))

où X = (X1, . . . ,Xn+p) etSn,p désigne l’ensemble des battages deSn+p relatifsàn.

Nous avonsSn,p = S′n,p⊔S′′n,p avec :

S′n,p := {σ ∈ Sn,p | σ(1) = 1} et S′′n,p := {σ ∈ Sn,p | σ(n+1) = 1}.

NotonsS̃n,p l’ensemble des permutationsσ de l’ensemble[[2,n+ p]] telles queσ(2) < .. . < σ(n) et

σ(n+1) < .. . < σ(n+ p). Soitσ ∈ S′n,p. En notant̃σ := σ||[[2,n+p]], nous avons̃σ ∈ S̃n,p etε(σ) = ε(σ̃).

Si X̃ := (X2, . . . ,Xn+p), nous obtenons :ε(σ ,X ) = ε(σ̃ ,X̃ ). Ainsi :

(−1)x(ω+ψ) ∑
σ∈S′n,p

ε(σ)ε(σ ,X )(−1)ψ(xσ(1)+...+xσ(n))Ω(Xσ(1), . . . ,Xσ(n))Ψ(Xσ(n+1), . . . ,Xσ(n+p))

= ∑
σ∈S′n,p

ε(σ)ε(σ ,X )(−1)ψ(xσ(2)+...+xσ(n))iXΩ(Xσ(2), . . . ,Xσ(n))Ψ(Xσ(n+1), . . . ,Xσ(n+p))

= ∑
σ̃∈S̃n,p

ε(σ̃)ε(σ̃ ,X̃ )(−1)ψ(xσ̃(2)+...+xσ̃(n))iXΩ(Xσ̃(2), . . . ,Xσ̃(n))Ψ(Xσ̃(n+1), . . . ,Xσ̃(n+p))

= iX(Ω)∧Ψ (X2, . . . ,Xn+p).

D’autre part, consid́erons la permutatiońelément deSn+p :

π :=

(
1 2 3 · · · n n+1 n+2 · · · n+ p

n+1 1 2 · · · n−1 n n+2 · · · n+ p

)
.

Les couples d’inversions deπ sont les couples(1,k) aveck∈ [[2,n+1]] doncε(π) = (−1)n. Si σ ∈ S′′n,p,
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alorsσπ fixe 1 d’où, en utilisant le lemme II.1.14 :

ε(σ̃π,X̃ ) = ε(σπ,X )

= ε(σ ,X )ε(π,σ−1 ·X )

= (−1)xσ(n+1)(xσ(1)+...+xσ(n))ε(σ ,X )

= (−1)xωε(σ ,X )

car soitΩ(Xσ(1), . . . ,Xσ(n)) = 0 soit ω = xσ(1) + . . . + xσ(n) (mod 2) dans la somme. Remarquons de

plus que : 



σ(1) < .. . < σ(n)

σ(n+2) < .. . < σ(n+ p)

σ(n+1) = 1

⇐⇒





σπ(2) < .. . < σπ(n+1)

σπ(n+2) < .. . < σπ(n+ p)

σπ(1) = 1

.

Autrement dit, lorsqueσ parcourtS′′n,p, τ = σπ parcourt l’ensemble des battagesS̃n+1,p−1 (en conservant

les notations pŕećedentes).

Nous obtenons donc :

(−1)x(ω+ψ) ∑
σ∈S′′n,p

ε(σ)ε(σ ,X )(−1)ψ(xσ(1)+...+xσ(n))Ω(Xσ(1), . . . ,Xσ(n))Ψ(X,Xσ(n+2), . . . ,Xσ(n+p))

= (−1)n ∑
τ∈S̃n+1,p−1

ε(τ )ε(τ ,X̃ )(−1)ψ(xτ (2)+...+xτ (n+1))Ω(Xτ (2), . . . ,Xτ (n+1))iXΨ(Xτ (n+2), . . . ,Xτ (n+p))

= (−1)xω−n ∑
τ∈S̃n+1,p−1

ε(τ )ε(τ ,X̃ )(−1)(ψ+x)(xτ (2)+...+xτ (n+1))Ω(Xτ (2), . . . ,Xτ (n+1))iXΨ(Xτ (n+2), . . . ,Xτ (n+p))

= (−1)xω−nΩ∧ iXΨ (X2, . . . ,Xn+p).

car on peut supposerω = xτ (2) + . . .+xτ (n+1) (mod 2) d’apr̀es la remarque II.1.9. D’òu le ŕesultat.

Proposition II.2.10. Soit D∈ Dn
d(V) et Ω ∈ A p

ω (V). Alors Ω∧D : Ψ 7→ Ω∧ (DΨ) est une super-

dérivation de degŕe (n+ p,d+ω).

Preuve.SoitΨ∈ A q
ψ (V) etϒ∈ A r

υ (V). Nous avons :

(Ω∧D)(Ψ∧ϒ) = Ω∧D(Ψ∧ϒ)

= Ω∧ ((DΨ)∧ϒ+(−1)nq+dψΨ∧ (Dϒ))

= (Ω∧D)(Ψ)∧ϒ+(−1)nq+dψ(−1)pq+ωψΨ∧ (Ω∧D)(ϒ)

= (Ω∧D)(Ψ)∧ϒ+(−1)((n+p)q+(d+ω)ψ)Ψ∧ (Ω∧D)(ϒ).

D’où la conclusion.

Corollaire II.2.11. SoitΩ ∈ A p
ω (V) et X∈Vx. AlorsΩ∧ iX ∈ D p−1

ω+x(V).
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RemarqueII.2.12. Nous pouvons remarquer que ce résultat n’est qu’une ǵeńeralisation des super-déri-

vations (Z-gradúees) intervenant dans le lemme I.3.15 page 24.

Examinons maintenant la structure de l’espace des super-dérivations.

Proposition II.2.13. Consid́erons l’espaceD(V) des super-d́erivations de la superalg̀ebreA (V). Muni

du super-crochet des endomorphismes, l’espaceD(V) est une sous-alg̀ebre de la superalg̀ebre de Lie

gl(A (V)).

Pour d́emontrer cette proposition, nous avons besoin de deux lemmes :

Lemme II.2.14. L’espaceD(V) est engendŕe par les super-d́erivations de la formeΩ∧ iX introduites

dans le corollaire II.2.11.

Preuve.Consid́erons une base d’homogènes{X1, . . . ,Xn0̄+n1̄
} deV. Soit{ϕ1, . . . ,ϕn0̄+n1̄

} la base duale.

D’après la remarque II.1.9,ϕ1, . . . ,ϕn0̄+n1̄
sont de degŕes respectifsx1, . . . ,xn0̄+n1̄

.

SoitD∈D(V) etΩi = (−1)xi D(ϕi)∈A (V), i ∈ [[1,n0̄+n1̄]]. SoitD′ =
n0̄+n1̄

∑
i=1

Ωi ∧ iXi . L’application

D′ est une super-d́erivation. Pourj ∈ [[1,n0̄ +n1̄]], nous avons :

D′(ϕ j) = (−1)x j x j Ω jϕ j(Xj) = D(ϕ j).

Ainsi les oṕerateurs lińeairesD et D′ sont deux super-d́erivations qui cöıncident surV∗ : ils sont donc

égaux.

Lemme II.2.15. SoitΩ ∈ A n+1
ω (V), Ψ∈ A p+1

ψ (V), X ∈Vx et Y∈Vy. Alors

[Ω∧ iX,Ψ∧ iY] = (Ω∧ iXΨ)∧ iY − (−1)np+dd′(Ψ∧ iYΩ)∧ iX

avec d= ω+x, d′ = ψ +y.

Preuve.D’après la d́efinition du super-crochet (II.41) et le corollaire II.2.11, nous avons :

[Ω∧ iX,Ψ∧ iY] = Ω∧ iX(Ψ∧ iY)− (−1)np+dd′Ψ∧ iY(Ω∧ iX)

= Ω∧ iX(Ψ)∧ iY +(−1)xψ−(p+1)Ω∧Ψ∧ iX iY − (−1)np+dd′Ψ∧ iY(Ω)∧ iX

−(−1)np+dd′(−1)yω−(n+1)Ψ∧Ω∧ iYiX.

Soit q > 2, ϒ∈ A q
υ (V) et X3, . . . ,Xq ∈V. NotonsX1 = X, X2 = Y et τ la transposition(1 2) élément de

Sq. Alors :

ε(τ )ε(τ ,X ) = −(−1)xy.

Comparons maintenantiX iY(ϒ) aveciYiX(ϒ) :

iX(iYϒ)(X3, . . . ,Xq) = (−1)x(υ+y)iYϒ(X,X3, . . . ,Xq)

= (−1)x(υ+y)+υyϒ(Y,X,X3, . . . ,Xq)

= ε(τ )ε(τ ,X )(−1)x(υ+y)+υyϒ(X,Y,X3, . . . ,Xq)

= −(−1)xy(−1)y(x+υ)iXϒ(Y,X3, . . . ,Xq)

= −(−1)xyiY(iXϒ)(X3, . . . ,Xq).
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Ainsi :

iX iY = −(−1)xyiYiX.

D’autre part, d’apr̀es la proposition II.1.29, nous avons :

Ψ∧Ω = (−1)(n+1)(p+1)+ωψΩ∧Ψ.

En conśequence :

(−1)np+dd′(−1)yω−(n+1)Ψ∧Ω∧ iYiX

= (−1)np+(ω+x)(ψ+y)+yω−(n+1)+(n+1)(p+1)+ωψ+xy+1Ω∧Ψ∧ iX iY

= (−1)xψ+p+1Ω∧Ψ∧ iX iY

D’où :

(−1)xψ−(p+1)Ω∧Ψ∧ iX iY − (−1)np+dd′(−1)yω−n+1Ψ∧Ω∧ iYiX = 0.

D’où le ŕesultaténonće.

Preuve de la proposition II.2.13 –D’après le lemme II.2.14, il suffit de montrer que le super-crochet de

deux super-d́erivations du typeΩ∧ iX est une super-d́erivation. Mais d’apr̀es le lemme II.2.15, le super-

crochet de deux super-dérivationsΩ∧ iX etΨ∧ iY est somme de deux super-dérivations de ce type. D’òu

le résultat.

II.2.c Super-algèbre de Lie des endomorphismes multilińeaires

Dans cette partie, nous allons justifier que le super-crochet défini en (II.44) munit l’espaceE d’une

structure de super-algèbre de Lie(Z×Z2)-gradúee. Pour ce faire, nous nous proposons de construire un

isomorphisme de super-algèbres de Lie(Z×Z2)-gradúeesF ∈ E Ã DF ∈ D(V).

Rappelons que via l’isomorphisme donné en introduction de cette partie, l’espaceE est engendré

par les tenseurśelémentairesΩ⊗X avecΩ ∈ A (V) etX ∈V.

Lemme II.2.16. Soit F= Ω⊗X ∈ E n
ω+x un tenseuŕelémentaire. Alors :

TF = (−1)xωΩ∧ iX

où (rappel)TF désigne la super-transposition de l’application F.

Preuve.SoitX1, . . . ,Xn+1 ∈V etϕ ∈V∗
φ . D’après la d́efinition II.1.39, il vient :

TF(ϕ )(X1, . . . ,Xn+1) = (−1)φ(ω+x)ϕ (F(X1, . . . ,Xn+1))

= (−1)φ(ω+x)Ω(X1, . . . ,Xn+1)ϕ (X)

= (−1)φωΩ(X1, . . . ,Xn+1)iX(ϕ )

=
x=φ

(−1)xωΩ(X1, . . . ,Xn+1)iX(ϕ )

= (−1)(x+φ)(x1+...+xn+1)(−1)xωΩ(X1, . . . ,Xn+1)iX(ϕ )

= (−1)xω(Ω∧ iX)(ϕ )(X1, . . . ,Xn+1)
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car iXϕ ∈ A 0
0̄ (V) = C (ou est nul six 6= φ et le ŕesultat est vrai aussi).

Une application lińeaireF : V → V de degŕe f s’étend de manière naturelle surA (V) en un

opérateur lińeaireT de m̂eme degŕe f par la formule :

T(Ψ)(X1, . . . ,Xn) = −(−1) f ψ
n

∑
i=1

(−1) f (x1+...+xi−1)Ψ(X1, . . . ,Xi−1,F(Xi),Xi+1, . . . ,Xn) (II.45)

(Ψ∈ A n
ψ (V), X1, . . . ,Xn ∈V).

Proposition II.2.17. SoitΩ ∈ A 1
ω(V) = V∗

ω, X ∈Vx et F = Ω⊗X ∈ E 0
ω+x (i.e. l’application F: V →V

est lińeaire et de degŕeω+x). Alors l’oṕerateur−(−1)xωΩ∧ iX vérifie la formule (II.45).

Preuve. Soit Ψ ∈ A n
ψ (V) et X = (X1, . . . ,Xn) ∈ Vn. NotonsXi = (X1, . . . , Xi−1,X,Xi+1, . . . ,Xn). Il

vient :

(Ω∧ iX)(Ψ)(X1, . . . ,Xn) = Ω∧ iX(Ψ)(X1, . . . ,Xn)

= ∑
σ∈Sn

σ(2)<...<σ(n)

σ ·
a
(Ω⊗

s
iX(Ψ))(X1, . . . ,Xn)

= ∑
σ∈Sn

σ(2)<...<σ(n)

ε(σ)ε(σ ,X )(−1)xσ(1)(x+ψ)Ω(Xσ(1))iX(Ψ)(Xσ(2), . . . ,Xσ(n))

=
n

∑
i=1

ε(σi)ε(σi ,X )(−1)xi(x+ψ)(−1)xψΩ(Xi)Ψ(σ−1
i ·Xi).

où σi est la permutation

(
1 2 3 · · · i i +1 · · · n

i 1 2 · · · i −1 i +1 · · · n

)
. Les couples d’inversion deσi sont les

(1, j) avec j ∈ [[2, i]]. Doncε(σi) = (−1)i−1 etε(σi ,X ) = (−1)xi(x1+...+xi−1). D’autre part, nous pouvons

supposerω = xi dans la somme sinon le terme correspondant est nul. Ainsi, comme la formeΨ est

super-antisyḿetrique, nous obtenons :

(Ω∧ iX)(Ψ)(X1, . . . ,Xn)

=
n

∑
i=1

ε(σi ,X )ε(σi ,Xi)(−1)ω(x+ψ)(−1)xψΩ(Xi)Ψ(σ−1
i ·

a
Xi)

= (−1)ω(x+ψ)(−1)xψ
n

∑
i=1

(−1)ω(x1+...+xi−1)(−1)x(x1+...+xi−1)Ω(Xi)Ψ(Xi)

= (−1)xω(−1)ψ(x+ω)
n

∑
i=1

(−1)(ω+x)(x1+...+xi−1)Ψ(X1, . . . ,Xi−1,Ω⊗X(Xi),Xi+1, . . . ,Xn).

d’où le ŕesultat en multipliant par−(−1)xω.

Nous disposons d́esormais d’une application linéaire de l’espaceE dans l’espaceD(V) définie

sur les tenseurśelémentaires par la relation :

F = Ω⊗X ∈ E p
x+ω Ã DF = −(−1)xωΩ∧ iX ∈ D p

x+ω(V)
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et prolongeant l’action naturelle des endomorphismes linéaires deV sur A (V) (en ŕealit́e la super-

dérivationDF est l’oppośe de l’extension de l’applicationTF à la superalg̀ebreA (V)).

Réciproquement, nous pouvons définir une application de l’espaceD(V) dans l’espaceE en as-

sociantà la super-d́erivationD = Ω∧ iX ∈ D p
ω+x(V) l’applicationFD = −(−1)xωΩ⊗X ∈ E p

ω+x. Mani-

festement les deux applications construites sont réciproques l’une de l’autre et linéaires donc les espaces

E etD(V) sont isomorphes.

RemarqueII.2.18. Avec les notations préćedentes, nous avonsx = d + ω et nous pouvons supposer

ω = x1 + . . .+xp+1 dans les lignes suivantes, ce qui nous permet d’écrire :

(−1)xωΩ(X1, . . . ,Xp+1)X = (−1)(d+x1+...+xp+1)(x1+...+xp+1)Ω(X1, . . . ,Xp+1)X

= (−1)d(x1+...+xp+1)+(x1+...+xp+1)
2
Ω(X1, . . . ,Xp+1)X

= (−1)(d+1)(x1+...+xp+1)Ω(X1, . . . ,Xp+1)X.

Nous pouvons donc donner une définition deFD sans connâıtre la d́ecomposition deD en homog̀enes

Ω∧ iX mais juste en connaissant son degréd.

Théorème II.2.19. Soit F∈ E n, G∈ E p. Alors :

[DF ,DG] = (−1)npD[F,G]. (II.46)

Par conśequent le super-crochet défini en (II.44) est bien un super-crochet de Lie(Z×Z2)-gradúe qui

munit l’espaceE d’une structure de super-algèbre de Lie(Z×Z2)-gradúee. De plus, l’isomorphisme

entre les espacesE etD(V) est un isomorphisme de super-algèbres de Lie(Z×Z2)-gradúees.

Preuve. Il suffit de d́emontrer la relation (II.46) sur les tenseursélémentairesF = Ω⊗X et G = Ψ⊗Y

avecΩ ∈ A n+1
ω (V), Ψ ∈ A p+1

ψ (V), X ∈ Vx et Y ∈ Vy. Nous avons deg(F) = (n, f ) et deg(G) = (p,g)

avec f = ω+x etg = ψ +y. SoitX1, . . . ,Xn+p+1 ∈V.

D’après la d́efinition (II.42), il vient :

F ∗G(X1, . . . ,Xn+p+1) = F(G(X1, . . . ,Xp+1),Xp+2, . . . ,Xn+p+1)

= Ψ(X1, . . . ,Xp+1)Ω(Y,Xp+2, . . . ,Xn+p+1)X

= (−1)ωyΨ(X1, . . . ,Xp+1)iY(Ω)(Xp+2, . . . ,Xn+p+1)X

= (−1)ωy(−1)(ω+y)(x1+...+xp+1)(Ψ⊗
s

iY(Ω))(X1, . . . ,Xn+p+1)X

= (−1)ωy(−1)(ω+y)ψ(Ψ⊗
s

iY(Ω))(X1, . . . ,Xn+p+1)X

Ainsi :

F ∗G = (−1)ωy+(ω+y)ψ(Ψ⊗
s

iY(Ω))⊗X ;

G∗F = (−1)ψx+(ψ+x)ω(Ω⊗
s

iX(Ψ))⊗Y.
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Donc, par la d́efinition (II.43) :

F ◦G = (−1)ω(y+ψ)+yψ ∑
σ∈Sp+1,n

σ ·
a
(Ψ⊗

s
iY(Ω))⊗X

= (−1)ωg+yψ(Ψ∧ iY(Ω))⊗X ;

G◦F = (−1)ψ f+xω(Ω∧ iX(Ψ))⊗Y.

Donc :

[F,G] = F ◦G− (−1)np+ f gG◦F

= (−1)ωg+yψ(Ψ∧ iY(Ω))⊗X− (−1)np+ f g+ψ f+xω(Ω∧ iX(Ψ))⊗Y.

Nous obtenons alors :

D[F,G] = −(−1)(ψ+y+ω)x+ωg+yψΨ∧ iY(Ω)∧ iX +(−1)(ω+x+ψ)y+np+ f g+ψ f+xωΩ∧ iX(Ψ)∧ iY

= −(−1) f g+ψy+ωxΨ∧ iY(Ω)∧ iX +(−1)np+ψy+ωxΩ∧ iX(Ψ)∧ iY

= (−1)ωx+ψy((−1)npΩ∧ iX(Ψ)∧ iY − (−1) f gΨ∧ iY(Ω)∧ iX).

D’autre part, le lemme II.2.15 nous donne directement le calcul de[DF ,DG] pour F = Ω⊗X et G =

Ψ⊗Y :

[DF ,DG] = (−1)ωx+ψy[Ω∧ iX,Ψ∧ iY]

= (−1)ωx+ψy(Ω∧ iXΨ∧ iY − (−1)np+ f gΨ∧ iYΩ∧ iX).

D’où l’ égalit́e (II.46).

Pour terminer cette partie, donnons la formule géńerale de l’applicationDF :

Lemme II.2.20. Soit F∈ E n
f , Ψ∈ A p

ψ (V) et X1, . . . ,Xn+p ∈V. Nous avons :

DF(Ψ)(X ) = −(−1)ψ f ∑
σ∈Sn+1,p−1

ε(σ)ε(σ ,X )Ψ(F(Xσ(1), . . . ,Xσ(n+1)),Xσ(n+2), . . . ,Xσ(n+p)) (II.47)

où X = (X1, . . . ,Xn+p).

Preuve.L’application F se d́ecompose en somme de tenseursélémentaires et la bijectionF Ã DF est

linéaire donc il suffit d’́etablir l’égalit́e pourF = Ω⊗X avecΩ ∈ A n+1
ω (V) et X ∈Vx (d’où f = ω+x).

Il vient :

DF(Ψ)(X )

= −(−1)ωxΩ∧ iX(Ψ)(X1, . . . ,Xn+p)

= −(−1)ωx ∑
σ∈Sn+1,p−1

ε(σ)ε(σ ,X )(−1)(ψ+x)(

ω︷ ︸︸ ︷
xσ(1) + . . .+xσ(n+1))Ω(Xσ(1), . . . ,Xσ(n+1))

(−1)ψxΨ(X,Xσ(n+2), . . . ,Xσ(n+p))

= −(−1)ψ(ω+x) ∑
σ∈Sn+1,p−1

ε(σ)ε(σ ,X )Ψ(Ω(Xσ(1), . . . ,Xσ(n+1))X,Xσ(n+2), . . . ,Xσ(n+p))

= −(−1)ψ f ∑
σ∈Sn+1,p−1

ε(σ)ε(σ ,X )Ψ(F(Xσ(1), . . . ,Xσ(n+1)),Xσ(n+2), . . . ,Xσ(n+p)).
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II.2.d Cohomologie d’une super-alg̀ebre de Lie

Lemme II.2.21. Soit F∈ E 1
0̄ . Notons〈X,Y〉 = F(X,Y), pour tous X,Y ∈ V. Alors 〈., .〉 est un super-

crochet de Lie sur V si, et seulement si,[F,F ] = 0.

Preuve.Commençons par remarquer que puisque deg(F) = (1, 0̄), alors deg(〈X,Y〉) = x+ y si X ∈ Vx

etY ∈Vy. D’autre part〈., .〉 est super-antisyḿetrique puisqueF l’est. Il resteà montrer que l’identit́e de

JacobiZ2-gradúee est́equivalentèa la conditionF ◦F = 0 (en effet, nous avons[F,F ] = 2F ◦F).

Soit X = (X1,X2,X3) ∈ V3. Notonsσ1 = (1 2 3), σ2 = (2 3) et σ3 = id les troiséléments de

l’ensemble des battagesS2,1. Il vient :

F ◦F(X1,X2,X3) = ∑
σ∈S3

σ(1)<σ(2)

ε(σ)ε(σ ,X )(F ∗F)(Xσ(1),Xσ(2),Xσ(3))

= ∑
σ∈S3

σ(1)<σ(2)

ε(σ)ε(σ ,X )F(F(Xσ(1),Xσ(2)),Xσ(3))

= ε(σ1)ε(σ1,X )F(F(X2,X3),X1)+ ε(σ2)ε(σ2,X )F(F(X1,X3),X2)

+ε(σ3)ε(σ3,X )F(F(X1,X2),X3)

= (−1)x1(x2+x3)F(F(X2,X3),X1)− (−1)x2x3F(F(X1,X3),X2)+F(F(X1,X2),X3)

= −F(X1,F(X2,X3))+F(F(X1,X2),X3))+(−1)x1x2F(X2,F(X1,X3))

= −〈X1,〈X2,X3〉〉+ 〈〈X1,X2〉,X3〉+(−1)x1x2〈X2,〈X1,X3〉〉.

D’où le ŕesultat.

Nous supposons désormais queV = g = g0̄⊕ g1̄ est une superalgèbre de Lie munie d’un super-

crochet de Lie not́e [X,Y]. Notons ad(X) la repŕesentation adjointe de la superalgèbreg. L’endomor-

phisme lińeaire ad(X) (de degŕe x) s’étend naturellementà la superalg̀ebreA (g) par la formule (II.45).

Avec les notations de la partie préćedente, l’extension de ad(X) à la superalg̀ebreA (g) estDad(X).

NotonsF0 l’application(X,Y) 7→ [X,Y] Alors F0 ∈ E 1
0̄ . Soit :

d := DF0.

L’opérateurd est une super-d́erivation de degŕe(1, 0̄) de la superalg̀ebreA (g). D’après le lemme II.2.21,

nous avons :

d◦d =
1
2
[d,d] =

1
2
[DF0,DF0] =

1
2

D[F0,F0] = 0

car[F0,F0] = 0. Ainsi :

d2 = 0. (II.48)

Définition II.2.22. La super-d́erivationd s’appelle ladiff érentielle super-ext́erieure de la superalg̀ebre

A (g). Elle est de degré (1, 0̄).
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Lemme II.2.23. SoitΩ ∈ A n(g) et X1, . . . ,Xn ∈ g. En notantX = (X1, . . . ,Xn), nous avons :

d(Ω)(X ) = ∑
16i< j6n

(−1)i+ j(−1)xi(x1+...+xi−1)(−1)x j (x1+...+x̂i+...+x j−1)Ω([Xi ,Xj ],X1, . . . , X̂i , . . . , X̂j , . . . ,Xn)

(II.49)

où X̂k signifie que le terme correspondant est omis. En particulier :

dϕ (X,Y) = −ϕ ([X,Y]) (II.50)

pour toutϕ ∈ g∗, X,Y ∈ g.

Preuve.En appliquant l’expression (II.47), nous obtenons immédiatement :

d(Ω)(X ) = − ∑
σ∈S2,n−2

ε(σ)ε(σ ,X )Ω(F0(Xσ(1),Xσ(2)),Xσ(3), . . . ,Xσ(n))

= − ∑
16i< j6n

ε(σ(i, j))ε(σ(i, j),X )Ω(F0(Xi ,Xj),X1, . . . , X̂i , . . . , X̂j , . . . ,Xn)

où :

σ(i, j) :=

(
1 2 3 4 · · · i +1 i +2

i j 1 2 · · · i −1 i +1

· · · j j +1 · · · n

· · · j −1 j +1 · · · n

)
∈ Sn.

Les couples d’inversions deσ(i, j) sont(1,k) pourk∈ [[3, i +1]] et (2, ℓ) pourℓ ∈ [[3, j]]. Donc :

ε(σ(i, j)) = (−1)i−1+ j−2 = (−1)i+ j+1

et :

ε(σ(i, j),X ) = (−1)xi(x1+...+xi−1)+x j (x1+...+x̂i+...+x j−1).

D’où la formule (II.49).

PourX ∈ gx, notonsLX := Dad(X) l’endomorphisme appelé la super-dérivée de LiesuivantX.

Ainsi l’opérateurLX estégalà l’oppośe de l’extension de ad(X) à la superalg̀ebreA (g) et estélément

deD0
x (g). Concr̀etement :

LX(ϕ )(Y) = −Tad(X)(ϕ )(Y)

= −(−1)φxϕ ([X,Y]) (II.51)

pour toutϕ ∈ A 1
φ (g) = g∗φ etY ∈ g, et, d’apr̀es l’expression (II.45) :

LX(Ω)(X1, . . . ,Xn) = −(−1)xω
n

∑
i=1

(−1)x(x1+...+xi−1)Ω(X1, . . . ,Xi−1, [X,Xi ],Xi+1, . . . ,Xn) (II.52)

pourΩ ∈ A n
ω(g), etXi ∈ gxi , i ∈ [[1,n]].

Proposition II.2.24. La super-d́erivée de Lie d́efinit une repŕesentation de la superalgèbre de Lieg dans

la superalg̀ebre des super-d́erivationsD(g).
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Preuve. Il s’agit de d́emontrer queL[X,Y] = [LX,LY] pour tousX,Y ∈ g. Comme ce sont deux super-

dérivations de m̂eme degŕe (0,x+y), il suffit de d́emontrer que l’́egalit́e est vraie sur les formes linéaires

surg. Soit doncϕ ∈ g∗φ, X,Y,Z ∈ g. D’après l’expression (II.51), il vient :

L[X,Y](ϕ )(Z) = −(−1)φ(x+y)ϕ ([[X,Y],Z])

et :

[LX,LY](ϕ )(Z) = LX(LY(ϕ ))(Z)− (−1)xyLY(LX(ϕ ))(Z)

= −(−1)x(y+φ)LY(ϕ )([X,Z])+(−1)xy+y(x+φ)LX(ϕ )([Y,Z])

= (−1)xy+φ(x+y)ϕ ([Y, [X,Z]])− (−1)φ(x+y)ϕ ([X, [Y,Z]]).

Or, d’apr̀es l’identit́e de Jacobi, nous avons :

[X, [Y,Z]] = [[X,Y],Z]+ (−1)xy[Y, [X,Z]].

Donc l’égalit́eL[X,Y](ϕ ) = [LX,LY](ϕ ) est vraie.

RemarqueII.2.25. Consid́erons la repŕesentation contragrédienteǎd d́efinie sur l’espace dualg∗ par

l’expression :

ǎdX(ϕ )(Y) = −(−1)xφϕ (ad(X)(Y)) = −(−1)xφϕ ([X,Y]).

Alors la super-d́erivée de LieLX est l’extension de la représentation contragrédienteà l’algèbre super-

ext́erieureA (g) =
∧

(g∗).

Voyons comment les formules classiques en cohomologie des algèbres de Lie (rappelées dans la

proposition I.3.13 page 23) se transposent au cas des superalgèbres de Lie.

Lemme II.2.26. Soit X∈ gx. Nous disposons de la formule de Cartan :

LX = [iX,d] = iX ◦d+d◦ iX.

Preuve.L’opérateurLX est une super-d́erivation de degŕe (0,x) et l’opérateur[iX,d] estégalement une

super-d́erivation de degŕe(−1+1,x+ 0̄) = (0,x) donc il suffit de d́emontrer qu’ils cöıncident sur l’espace

g∗. Soitϕ ∈ g∗φ etY ∈ g. D’après l’expression (II.51), nous avons :

LX(ϕ )(Y) = −(−1)φxϕ ([X,Y]).

D’autre part :

[d, iX](ϕ )(Y) = d(iX(ϕ ))(Y)+ iX(dϕ )(Y)

= (−1)φxd(ϕ (X))(Y)+(−1)φxdϕ (X,Y)

= 0− (−1)φxϕ ([X,Y]).

Nous en d́eduisons l’́egalit́e.
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Lemme II.2.27. Soit X∈ gx. Les oṕerateursLX et d commutent.

Preuve.Rappelons que deg(LX) = (0,x), deg(iX) = (−1,x) et deg(d) = (1, 0̄). Appliquant les formules

de Cartan puis Jacobi, nous obtenons :

[d,LX] = [d, [iX,d]] = [[d, iX],d]+ (−1)1[iX, [d,d]] = [LX,d]

card2 = 0 d’apr̀es l’expression (II.48). Mais le crochet des super-dérivations est super-antisymétrique,

d’où :

[LX,d] = −(−1)0[d,LX].

Donc[LX,d] = 0 i.e.LX ◦d = d◦LX.

Lemme II.2.28. Soit {X1, . . . ,Xn0̄+n1̄
} une base d’homog̀enes deg et {ϕ1, . . . ,ϕn0̄+n1̄

} la base duale.

Alors :

d =
1
2

n0̄+n1̄

∑
i=1

ϕ̃i ∧LXi (II.53)

où ϕ̃i est la forme d́efinie par :ϕ̃i(X) = (−1)xixϕi(X) pour X∈ gx.

Preuve.Pour touti ∈ [[1,n0̄ +n1̄]], l’opérateurLXi est une super-d́erivation doncD :=
n0̄+n1̄

∑
i=1

ϕ̃i ∧LXi est

une super-d́erivation d’apr̀es la proposition II.2.10. Montrons alors queD cöıncide avec 2d sur l’espace

g∗.

Soit ϕ ∈ g∗φ, X ∈ gx etY ∈ gy. Pour chaquei ∈ [[1,n0̄ +n1̄]] et en appliquant l’expression (II.51),

nous avons :

ϕ̃i ∧LXi (ϕ )(X,Y)

= (ϕ̃i ⊗
s
LXi (ϕ ))(X,Y)− (−1)xy(ϕ̃i ⊗

s
LXi (ϕ ))(Y,X)

= (−1)xix(−1)(xi+φ)xϕi(X)LXi (ϕ )(Y)− (−1)xy(−1)xiy(−1)(xi+φ)yϕi(Y)LXi (ϕ )(X)

= −(−1)φx(−1)φxi ϕi(X)ϕ ([Xi ,Y])+(−1)xy(−1)φy(−1)φxi ϕi(Y)ϕ ([Xi ,X])

= −
(
ϕi(X)ϕ ([Xi ,Y])− (−1)xyϕi(Y)ϕ ([Xi ,X])

)

car soit le premier terme de la somme est nul, soitxi = x (xi = y dans le deuxìeme terme). Donc :

D(ϕ )(X,Y) = −
(

ϕ

([
n0̄+n1̄

∑
i=1

ϕi(X)Xi ,Y

])
− (−1)xyϕ

([
n0̄+n1̄

∑
i=1

ϕi(Y)Xi ,X

]))

= −
(
ϕ ([X,Y])− (−1)xyϕ ([Y,X])

)

= −2ϕ ([X,Y])

= 2dϕ (X,Y)

d’apr̀es l’expression (II.50).

– 94 –



II.2. Cohomologie des superalgèbres de Lie

Définition II.2.29. Une forme multilińeaireΩ ∈ A (g) est diteinvariante (par l’action deg) si, et

seulement si, elle v́erifie :

LX(Ω) = 0

pour toutX ∈ g.

Corollaire II.2.30. SoitΩ ∈ A (g) un invariant. Alors d(Ω) = 0.

Preuve. Il suffit d’appliquer le lemme II.2.28.

II.2.e Super-dérivations de l’algèbre super-ext́erieure

L’algèbre super-extérieure
∧

(V) ayantét́e d́efinie dans la section II.1.d, nous définissons les super-

dérivations de la superalgèbre
∧

(V) de la m̂eme manìere que nous avons défini les super-d́erivations de

la superalg̀ebreA (V) =
∧

(V)∗ dans la d́efinition II.2.8.

Proposition II.2.31. Soit U un endomorphisme de V de degré u. Il existe une et une seule super-

dérivation DU de la superalg̀ebre
∧

(V) qui cöıncide avec U sur
∧1(V) = V. Elle est d́efinie par la

formule :

DU(X1∧ . . .∧Xn) =
n

∑
i=1

(−1)u(x1+...+xi−1)X1∧ . . .∧Xi−1∧U(Xi)∧Xi+1∧ . . .∧Xn (II.54)

pour X1, . . . ,Xn ∈V. Remarquons quedeg(DU) = (0,u).

Preuve.NotonsDU la super-d́erivation d́efinie par :

DU(X1∧ . . .∧Xn) :=
n

∑
i=1

(−1)u(x1+...+xi−1)X1∧ . . .∧Xi−1∧U(Xi)∧Xi+1∧ . . .∧Xn.

SoitD une super-d́erivation de la superalgèbre
∧

(V) cöıncidant avec l’endomorphismeU sur l’espaceV.

D’une part, nous avons nécessairement deg(D) = (0,u). D’autre part, commeD est une super-d́erivation,

il vient :

D(X1∧ . . .∧Xn) = D(X1)∧X2∧ . . .∧Xn +(−1)ux1X1∧D(X2∧ . . .∧Xn)

= . . .

=
n

∑
i=1

(−1)u(x1+...+xi−1)X1∧ . . .∧Xi−1∧D(Xi)∧Xi+1∧ . . .∧Xn

=
n

∑
i=1

(−1)u(x1+...+xi−1)X1∧ . . .∧Xi−1∧U(Xi)∧Xi+1∧ . . .∧Xn.

Donc D cöıncide avecDU sur un syst̀eme de ǵeńerateurs de
∧

(V). Nous en d́eduisons l’́egalit́e D =

DU .

Supposons maintenant queV = g est une superalgèbre de Lie et reprenons les notations de la

section II.2.d. Nous pouvons maintenant définir des oṕerateursLX et∂ comme dans [Kos50].
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Définition II.2.32. Soit X ∈ gx. NotonsLX la super-d́erivation de
∧

(g) qui prolonge ad(X). D’après

II.2.31,LX est donńee par :

LX(X1∧ . . .∧Xn) :=
n

∑
i=1

(−1)x(x1+...+xi−1)X1∧ . . .∧Xi−1∧ [X,Xi ]∧Xi+1∧ . . .∧Xn

pourX1, . . . ,Xn ∈ g. Remarquons que deg(LX) = (0,x).

Définition II.2.33. Soit∂ l’endomorphisme de
∧

(g) tel que∂ (
∧n(g)) = {0} si n 6 1 et :

∂ (X1∧ . . .∧Xn) := ∑
16i< j6n

(−1)i+ j+1(−1)xi(x1+...+xi−1)(−1)x j (x1+...+x̂i+...+x j−1)[Xi ,Xj ]∧X1∧ . . .∧ X̂i

∧ . . .∧ X̂j ∧ . . .∧Xn

pourX1, . . . ,Xn ∈ g si n > 2. Remarquons que deg(∂ ) = (−1, 0̄).

Compte-tenu de ces définitions et de l’isomorphisme entre les espaces
∧

(V)∗ et
∧

(V∗) = A (V),

il apparâıt alors que la d́erivée de LieLX (voir (II.52)) et la différentielle super-extérieured (voir (II.49))

sont les oppośees des super-transpositions respectives des opérateursLX et ∂ . Ainsi, les oṕerateursLX

et d sont les ǵeńeralisations naturelles de la dérivée de Lie et de la diff́erentielle ext́erieure rencontrés

dans [Kos50] et construits de cette manière.
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II.3 Superalgèbre de Lie orthosymplectiqueosp(1,2n)

II.3.a Définition

Nous reprenons les résultats de [Sch79] II.4. SoitV = V0̄⊕V1̄ unC-espace vectorielZ2-gradúe de

dimension finie, avecn0̄ = dim(V0̄) etn1̄ = dim(V1̄).

RappelII.3.1. L’algèbre End(V) des endomorphismes deV estZ2-gradúee par les sous-espaces :

End(V)α = {U ∈ End(V) | U(Vβ) ⊂Vα+β , ∀ β ∈ Z2},

pour toutα ∈ Z2. La superalg̀ebre de Lie associée est not́eegl(V).

Nous pouvons donner une description matricielle de la superalgèbre de Liegl(V). Une base

d’homog̀enes deV =V0̄⊕V1̄ étant donńee, nous pouvonśecrire leśeléments degl(V) comme les matrices

U =

(
A B

C D

)
avecA∈Mn0̄

(C), B∈Mn0̄,n1̄
(C), C∈Mn1̄,n0̄

(C) etD ∈Mn1̄,n1̄
(C). La graduation de

gl(V) est alors donńee par les deux sous-espaces suivants :

gl(V)0̄ =

{(
A 0

0 D

)
, A∈ Mn0̄

(C), D ∈ Mn1̄
(C)

}
,

gl(V)0̄ =

{(
0 B

C 0

)
, B∈ Mn0̄,n1̄

(C), C∈ Mn1̄,n0̄
(C)

}

Le crochet, dans la superalgèbregl(V), de deux matricesX :=

(
A B

C D

)
etX′ :=

(
A′ B′

C′ D′

)

s’écrit :

[X,X′] =

(
AA′−A′A+BC′ +B′C BD′−B′D+AB′−A′B

CA′−C′A+DC′−C′D DD′−D′D+CB′−C′B

)
.

La superalg̀ebre de LieZ2-gradúe d́efinie ci-dessus est notéegl(n0̄,n1̄). Par d́efinition, elle est

isomorphèagl(V). Nous avons de plus :

gl(n0̄,n1̄)0̄ ≃ gl(n0̄,C)×gl(n1̄,C)

et :

dim(gl(n0̄,n1̄)1̄) = 2n0̄n1̄.

Définition II.3.2. Soit γ : V → V l’application linéaire d́efinie par : γ(X) = (−1)xX pour X ∈ Vx. La

forme linéaire str est d́efinie surgl(V) par :

str(U) = tr(γU),

U ∈ gl(V). Elle s’appelle lasuper-trace.
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RemarqueII.3.3. Nous en d́eduisons imḿediatement :

str

(
A B

C D

)
= tr(A)− tr(D).

Proposition II.3.4. L’application super-trace est paire et invariante par l’action adjointe de la super-

algèbre de Liegl(V) :

str([U,U ′]) = 0

pour U,U ′ ∈ gl(V), ou, de manìereéquivalente :

str(UU ′) = (−1)uu′str(U ′U).

Corollaire II.3.5. La forme bilińeaire B: gl(V)×gl(V)→C définie par B(U,U ′) := str(UU ′) est super-

syḿetrique.

Définition II.3.6. Soit m,n ∈ N∗ et J :=

(
0 In

−In 0

)
. L’algèbre orthosymplectiqueosp(m,2n) est la

sous-alg̀ebre degl(m,2n) définie par :

X =

(
A B

C D

)
∈ osp(m,2n) ⇔





tA = −A

tB = JC

tDJ+JD = 0

.

Énonçons imḿediatement quelques propriét́es des alg̀ebres orthosymplectiques :

Théorème II.3.7.

1. Les alg̀ebres orthosymplectiques sont simples.

2. La forme bilińeaire(X,Y) 7→ str(XY) est invariante et non-d́eǵeńerée surosp(m,2n).

3. La forme de Killing surosp(m,2n) est donńee par(X,Y) 7→ (m−2n−2)str(XY).

Théorème II.3.8. Il existe un isomorphisme :

osp(m,2n)0̄ ≃ so(m,C)× sp(2n,C).

Nous avonśegalementdim(osp(m,2n)1̄) = 2mn.

La superalg̀ebre de Lieosp(m,2n) peut aussîetre vue comme l’alg̀ebre des invariants d’une forme

bilinéaire super-syḿetrique. Plus pŕeciśement :

– 98 –



II.3. Superalg̀ebre de Lie orthosymplectiqueosp(1,2n)

Proposition II.3.9. Soit F la forme bilińeaire de matrice

(
Im 0

0 J

)
∈ gl(m,2n). La forme bilińeaire F est

super-syḿetrique, paire et non d́eǵeńerée sur l’espaceZ2-gradúe V := Cm⊕C2n. Alors la superalg̀ebre

osp(m,2n) estégaleà l’espace deśeléments U degl(m,2n)u vérifiant :

F(U(X),Y)+(−1)uxF(X,U(Y)) = 0

pour tous X∈Vx, Y ∈V et x∈ Z2 et pour u∈ Z2.

RemarqueII.3.10. La proposition II.3.9 est en fait valable pour toute formeF bilinéaire, super-syḿetrique

ou super-antisyḿetrique, paire et non déǵeńeŕee. En effet, si la formeF est super-syḿetrique, et puisque

le corpsC est alǵebriquement clos, la matrice deF peut se ŕeduireà la matrice donńee dans la propo-

sition II.3.9. D’autre part, si la formeF est super-antisyḿetrique, nous pouvons ramener l’étude au cas

super-syḿetrique en consid́erant la formeF ′ définie sur l’espaceZ2-gradúeV ′ = V ′
0̄⊕V ′

1̄ par :

F ′(X,Y) = F(Y,X)

pour tousX,Y ∈V où V ′
0̄ := V1̄ etV ′

1̄ := V0̄ (voir [Sch79] II.4.3.A).

Enfin, d’apr̀es [Sch79] III.3.1 :

Théorème II.3.11. Toute repŕesentation de dimension finie deosp(1,2n) est compl̀etement ŕeductible.

II.3.b Systèmes de racines

RappelII.3.12. Soit l une alg̀ebre de Lie semi-simple de dimension finie. Unesous-alg̀ebre de Cartan

de l est une sous-algèbre de Lie ab́elienne maximale dont l’action surl via la repŕesentation adjointe

est diagonalisable. La décomposition correspondante del en sous-espaces propres s’écrit l = h⊕ ⊕
α∈Φ

lα

et est appelée ladécomposition de Cartan. L’ensemble des valeurs propres non nullesΦ est un sous-

ensemble fini de formes linéaires non nulles surh appeĺeesracines. Le sous-espace propre correspondant

àα ∈ Φ est :

lα := {X ∈ l | ad(h)(X) = α (h)X}

et il est appeĺe l’espace de racineassocíe àα ∈ Φ.

Un sous-ensemble∆ ⊂ Φ est appeĺe basesi c’est une base deh∗ et si toute racineβ appartient̀a

Q+ ou à−Q+ où Q+ :=
n

∑
i=1

Nα i . Rappelons les propriét́es suivantes :

• pour toutα ∈ Φ, dim(lα ) = 1 ;

• l’ensembleΦ engendre un réseau de ranǵegalà la dimension deh ;

• l’ensembleΦ est syḿetrique par rapport̀a l’origine : siα ∈ Φ, alors−α ∈ Φ ;

• l’algèbre de Liesα := lα ⊕ l−α ⊕ [lα , l−α ] est isomorphèa sl2 ;
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• les sous-alg̀ebres de Lien+ :=
⊕

α∈Q+\{0}
lα etn− :=

⊕
α∈−Q+\{0}

lα sont nilpotentes, etl = n+⊕h⊕n−

(décomposition triangulaire).

Pour toutα ∈ Φ, soitXα ∈ lα , Yα ∈ l−α et Hα ∈ [lα , l−α ] une base desα vérifiant les relations de

commutation desl2 (i.e. [Xα ,Yα ] = Hα , [Hα ,Xα ] = 2Xα et [Hα ,Yα ] = −2Yα c’est-̀a-direα (Hα ) = 2).

NotonsΩα l’hyperplan{β ∈ h∗ | β(Hα ) = 0} etσα la réflexion d’hyperplanΩα : σα (β) = β −β(Hα )α
(la réflexionσα fixe Ωα et envoieα sur−α ). Le groupeW engendŕe par ces ŕeflexions est appelé le

groupe de Weylde l’algèbre de Liel. Nous avons les propriét́es suivantes :

• le groupeW agit simplement transitivement sur les bases : si∆′ est une autre base, alors∆′ = σ(∆)

pour unσ ∈ W et siσ(∆) = ∆, alorsσ = id ;

• si α ∈ Φ, il existeσ ∈ W tel queσ(α ) ∈ ∆

• le groupeW est engendré par les ŕeflexionsσα avecα ∈ ∆.

Une th́eorie similaire existe pour les superalgèbres de Lie. Soitg = g0̄⊕ g1̄ une superalg̀ebre de

Lie de dimension finie eth0̄ une sous-alg̀ebre de Cartan deg0̄. On note comme préćedemment :

gα
ξ := {X ∈ gξ | [H,X] = α (H)X ∀ H ∈ h0̄}

les sous-espaces de poids (pour toutξ ∈Z2). La sous-alg̀ebreh0̄ agit diagonalement sur les sous-espaces

g0̄ et g1̄. L’ensemble des racines deg0̄ (resp.g1̄) par rapport̀a h0̄ est not́e ∆0̄ (resp.∆1̄) et ∆ désigne la

réunion∆0̄∪∆1̄. D’après [Kǎc77] et [Mus92], il existe une baseB = {α1, . . . ,αn} constitúees de racines

simples deg i.e. linéairement ind́ependantes et pour toute racineα ∈ ∆, on aα ∈ Q+ ou−α ∈ Q+ où

Q+ :=
n

∑
i=1

Nα i .

Soith le centralisateur deh0̄ dansg, n+ =
⊕

α∈Q+\{0}
gα etn− =

⊕
−α∈Q+\{0}

gα . Alorsg = n−⊕h⊕n+

est une d́ecomposition triangulaire deg. Cela signifie :

• n−, n+ eth sont des sous-algèbres gradúees deg, n+ etn− étant nilpotentes ;

• g0̄ = n−
0̄
⊕h0̄⊕n+

0̄
est une d́ecomposition triangulaire deg0̄ au sens classique ;

• b := h⊕n+ est une sous-algèbre ŕesoluble deg.

Pourλ ∈ h∗, il existe un uniqueb-moduleVλ tel quen+Vλ = 0 et[H,X] = λ (H)X pour toutH ∈ h0̄

etX ∈Vλ . SoitCXλ le b0̄-module de dimension 1 où Xλ est tel quen+
0̄

Xλ = 0 et[H,Xλ ] = λ (H)Xλ pour

toutH ∈ h0̄. Les modules de Verma pourg0̄ etg sont d́efinis par :

M(λ ) = U(g0̄) ⊗
U(b0̄)

CXλ ,

M̃(λ ) = U(g) ⊗
U(b)

Vλ .

Le moduleM(λ ) (resp.M̃(λ )) poss̀ede un unique quotient simple (resp. simple gradué).
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Le groupe de Weylest enfin d́efini commeétant le groupe des permutations de l’ensemble des

racines.

Examinons le casg = osp(1,2n). Nous avonsg0̄ = sp(2n,C) et leséléments de la sous-algèbreh0̄

sont les matrices diagonales :

H(z1, . . . ,zn) :=




z1 0 . . . . . . 0

0
... ... 0

...
...

... zn
...

...
...

... −z1
...

...
... 0

... ... 0

0 . . . . . . . . . 0 −zn




(avecz1, . . . ,zn ∈ C) donc la sous-alg̀ebreh est de dimensionn et une base est donnée par{H1, . . . ,Hn}
où :

Hi := H(0, . . . ,1i , . . . ,0).

Notant{L1, . . . ,Ln} la base duale, nous choisissons comme système de racines simples l’ensemble

suivant (voir [Kǎc77] 2.5.4) :

{L1−L2,L2−L3, . . . ,Ln−1−Ln,Ln}.

II.3.c La repr ésentation adjointe tordue

Soitn> 1 etAn l’algèbre de Weyl engendrée par les vecteurs{pi ,qi , i ∈ [[1,n]]} avec les relations :

[pi ,qi ]L = 1, ∀ i ∈ [[1,n]],

[pi , p j ]L = [pi ,q j ]L = [qi ,q j ]L = 0, ∀ i, j ∈ [[1,n]], i 6= j,

où [p,q]L := pq−qp (crochet de Lie classique). L’algèbreAn est munie d’une structureZ2-gradúee

(les vecteursp1, . . . , pn,q1, . . . ,qn sont de degŕe 1̄, et l’unité 1 est de degré 0̄) qui la transforme en une

superalg̀ebre de Lie. Notons[., .] son crochet.

Définition II.3.13. L’action adjointe tordue deAn sur elle-m̂eme est d́efinie par :

ad′(A)(B) := AB− (−1)a(b+1)BA

pourA,B∈ An, degZ2
(A) = a, degZ2

(B) = b.

Proposition II.3.14. L’action adjointe tordue est une représentation fid̀ele de la superalg̀ebre de Lie

An/C.1 dans la superalg̀ebre de Lie des endomorphismes deAn. Autrement dit :

ad′(AB− (−1)abBA) =
(1)

ad′([A,B]) =
(2)

[ad′(A),ad′(B)] =
(3)

ad′(A)ad′(B)− (−1)abad′(B)ad′(A).
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Preuve.L’ égalit́e (1) est claire (c’est le super-crochet de la superalgèbre de LieAn). D’autre part, d’apr̀es

la définition II.3.13, les endomorphismes ad′(A) sont de degŕea si A∈ An est de degŕea. Donc l’égalit́e

(3) n’est que l’́ecriture du super-crochet de Lie des endomorphismes. Il resteà d́emontrer l’́egalit́e (2).

SoitA,B,C∈ An de degŕes respectifsa,b,c∈ Z2. Calculons :

ad′([A,B])(C) = [A,B]C− (−1)(a+b)(c+1)C[A,B]

= ABC− (−1)abBAC− (−1)(a+b)(c+1)CAB+(−1)(a+b)(c+1)+abCBA,

et :

ad′(A)ad′(B)(C) = ad′(A)(BC− (−1)b(c+1)CB)

= ABC− (−1)a(b+c+1)BCA− (−1)b(c+1)ACB+(−1)b(c+1)+a(b+c+1)CBA,

ad′(B)ad′(A)(C) = ad′(B)(AC− (−1)a(c+1)CA)

= BAC− (−1)b(a+c+1)ACB− (−1)a(c+1)BCA+(−1)a(c+1)+b(a+c+1)CAB.

Donc :

[ad′(A),ad′(B)](C) = ABC− (−1)abBAC+(−1)b(c+1)+a(b+c+1)CBA− (−1)a(c+1)+b(c+1)CAB.

D’où l’ égalit́e (2).

Quant au caractère injectif surAn/C.1, il suffit de remarquer que pour tout vecteurA de degŕe 1̄

dansAn, nous avons ad′(A)(1) = 2A et ad′(1) = 0..

SoitV1̄ := Vect(pi ,qi , i ∈ [[1,n]]) eth := V1̄⊕ [V1̄,V1̄]. Alors h est une sous-superalgèbre de Lie de

An. SoitV = V0̄⊕V1̄ avecV0̄ := C.1. Nous avons ad′(h)(V) ⊂V. Par exemple, pourA,B∈V1̄ :





ad′(A)(B) = AB−BA= [A,B]L .1

ad′(A)(1) = 2A

avec[A,B]L ∈ C car de degŕe 0̄.

Nous d́efinissons une forme bilińeaireF : V ×V → C par :




F(X,Y) = [X,Y]L , ∀ X,Y ∈V1̄

F(1,1) = −2

et F(X,1) = F(1,X) = 0 si X ∈ V1̄. Comme[pi ,qi ]L 6= 0 pour touti ∈ [[1,n]], la formeF est non

déǵeńeŕee.

RemarqueII.3.15. La formeF est super-syḿetrique :

F(X,Y) = [X,Y]L = −[Y,X]L = −F(Y,X)

si X,Y ∈V1̄, les autres identitésétantévidentes.
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Lemme II.3.16. La forme bilińeaire F est invariante par la représentation adjointe tordue, c’est-à-dire :

F(ad′(A)(B),C)+(−1)abF(B,ad′(A)(C)) = 0

pour tout A∈ h, B,C∈V.

Preuve.Puisque les sous-espacesV0̄ etV1̄ sont orthogonaux pour la forme bilinéaireF , il suffit de calculer

l’expression ci-dessus dans quatre cas, suivants les degrés des vecteursA∈ h etB,C∈V :

1. A∈ h1̄ = V1̄, B∈V1̄, C = 1 :

F(ad′(A)(B),1)+(−1)1F(B,ad′(A)(1)) = F([A,B]L .1,1)−F(B,2A)

= [A,B]L .(−2)−2[B,A]L

= 0 ;

2. A∈ h1̄, B = 1,C∈V1̄ :

F(ad′(A)(1),B)+F(1,ad′(A)(B)) = 2F(A,B)+F(1, [A,B]L .1)

= 2[A,B]L −2[A,B]L

= 0 ;

3. A = [P,Q] ∈ h0̄ = [V1̄,V1̄], B∈V1̄, C∈V1̄ :

F(ad′([P,Q])(B),C)+F(B,ad′([P,Q])(C))

= F(ad′(P)ad′(Q)(B),C)+F(ad′(Q)ad′(P)(B),C)+F(B,ad′(P)ad′(Q)(C))

+F(B,ad′(Q)ad′(P)(C))

= [Q,B]L F(2P,C)+ [P,B]L F(2Q,C)+ [Q,C]L F(B,2P)+ [P,C]L F(B,2Q)

= 2[Q,B]L [P,C]L +2[P,B]L [Q,C]L +2[Q,C]L [B,P]L +2[P,C]L [B,Q]L

= 0.

4. A∈ h0̄, B = 1,C = 1 : puisque ad′(A)(1) = 0, l’identité est v́erifiée.

Ainsi h est une superalgèbre de Lie agissant sur l’espaceZ2-gradúe V (par l’intermédiaire de la

repŕesentation ajointe tordue) et laissant invariante la forme bilinéaire super-syḿetrique non d́eǵeńeŕee

et paireF sur V. La superalg̀ebre de Lieh est donc isomorphèa la superalg̀ebre de Lieosp(1,2n),

compte-tenu des dimensions deV0̄ et V1̄ (d’apr̀es la proposition II.3.9 et la remarque II.3.10). Comme

conśequence de cet isomorphisme, nous avons :

Proposition II.3.17. Si X∈ osp(1,2n)1̄, alors X3 = 0.
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Preuve.D’après ce qui pŕec̀ede, il suffit de d́emontrer que siX ∈V1̄, alors(ad′(X)|V)3 = 0. Nous avons :

(ad′(X))2(1) = 2ad′(X)(X) = 0

et, pour toutY ∈V1̄ :

(ad′(X))3(Y) = (ad′(X))2([X,Y]L .1) = 2[X,Y]L .ad′(X)(X) = 0

D’où le ŕesultat.

De manìere plus ǵeńerale :

Proposition II.3.18. Soitπ une repŕesentation de dimension finie de la superalgèbre de Lieosp(1,2n).

Si X∈ osp(1,2n)1̄, alorsπ(X) est nilpotent.

Preuve.Nous utilisons l’isomorphisme entre les superalgèbres de Lieosp(1,2n) eth et nous supposonsX

non nul. Montrons tout d’abord qu’il existe une base de Darboux de l’espaceV1̄ pour la forme bilińeaire

non d́eǵeńeŕeeF ′ := F|V1̄×V1̄
(i.e. pour[., .]L ) de premieŕelémentX.

CommeX1 := X est non nul etF ′ est non d́eǵeńeŕee, il existe un vecteurY1 de V1̄ non nul et

linéairement ind́ependant deX1 tel queF ′(X1,Y1) = 1 (en effet,F ′ est antisyḿetrique donc alterńee).

SoitW le sous-espace deV1̄ engendŕe parX1 etY1, et soit :

W⊥ := {Y ∈V1̄ | F(Z,Y) = 0 ∀ Z ∈W}

son orthogonal pour la forme bilinéaireF . Montrons queV1̄ = W⊕W⊥.

L’intersectionW∩W⊥ est ŕeduiteà {0} : si X ∈W∩W⊥, alorsX = λ X1 + µY1 (avecλ ,µ ∈ C)

d’où 0= F ′(X,X1) = −µ et 0= F ′(X,Y1) = λ . Par conśequentX = 0.

D’autre part, pour toutX ∈V1̄, notonsF ′
X la forme surW définie parF ′

X(Y) = F ′(X,Y). La forme

bilinéaireF ′ étant non d́eǵeńeŕee (surV1̄ donc surW), elle induit un isomorphisme entreW et W∗

(isomorphisme habituelY ∈W Ã F ′
Y ∈W∗). Soit X ∈V1̄. Montrons qu’il se d́ecompose surW etW⊥.

D’après ce qui pŕec̀ede,F ′
X étantélément deW∗, il existeY ∈W tel queF ′

X = F ′
Y. Ainsi, F ′(X−Y,Z) = 0

pour toutZ ∈W. Par conśequent,Y′ := X−Y ∈W⊥ etX = Y+Y′ est la d́ecomposition cherch́ee. Ainsi,

V = W⊕W⊥.

Fixons maintenant un vecteurX2 ∈ W⊥ non nul. De la m̂eme manìere que ci-dessus, il existe

Y2 ∈ W⊥ tel queF ′(X2,Y2) = 1. En ŕeitérant le proćed́e (n fois au total), nous construisons une base

{X1,Y1,X2,Y2, . . . ,Xn,Yn} deV1̄ vérifiantF ′(Xi ,Yi) = 1 etF ′(Xi ,Xj) = F ′(Xi ,Yj) = F ′(Yi ,Yj) = 0. Consi-

dérons maintenant l’application linéaireΦ définie deV1̄ dansAn parXi Ã pi etYi Ã qi . Par construction

de la base deV1̄, l’application Φ est en fait un automorphisme de l’algèbre de WeylAn (en effet,V1̄

est l’espace vectoriel sous-jacentà An). Par conśequent, quittèa consid́ererπ◦Φ−1 au lieu deπ, nous

pouvons supposerX = p1.

Consid́eronsl := l0̄⊕ l1̄ où l1̄ := Vect(p1,q1) et l0̄ := [l1̄, l1̄]. Alors l ≃ osp(1,2). Soit ρ := π|l :

c’est une repŕesentation deosp(1,2) ; elle est par conśequent compl̀etement ŕeductible. Notonsρ =
⊕
i∈I

ρi
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sa d́ecomposition (finie) en composantes simples. Pour chaquei ∈ I , nous disposons donc d’unl-module

simpleVi . D’après [BP91], lel-moduleVi est de plus haut poids
ni

2
(ni ∈ N) et sa dimension estégaleà

2ni +1. D’autre part, siv∈Vi est de poids
mi

2
avecmi ∈ [[−ni ,ni ]], le poids deρ(p)(v) estégalà

mi

2
− 1

2
.

Par conśequent, pour toutv∈Vi :

ρ(p)dim(Vi)(v) = 0.

Nous en d́eduisons donc que sid0 = max{dim(ρi), i ∈ I}, alorsπ(p1)
d0 = 0.

II.3.d Cohomologie de la superalg̀ebre de Lieosp(1,2n) et invariants de l’algèbre super-

extérieure

Notonsg = osp(1,2n) et reprenons les notations de la partie II.2.e. L’opérateurLX est la super-

dérivée de Lie (II.52) et l’oṕerateurd est la diff́erentielle super-extérieure (II.49). Rappelons que ce

sont respectivement des super-dérivations de degré (0,x) et (1, 0̄) de l’algèbre super-extérieure
∧

(g∗) et,

d’apr̀es la proposition II.2.24,L est une repŕesentation de la superalgèbre de Lieg.

Définition II.3.19.

• Unecochâıneest unélément de la superalgèbre
∧

(g∗) ;

• Un cocycleest unélément de l’espace Ker(d) ; notonsZ(g) := Ker(d) ;

• Un cobord est unélément de l’espaced(
∧

(g∗)) ; notonsB(g) := Im(d).

• L’ algèbre de cohomologieH(g) est le quotient du sous-espace des cocycles par le sous-espace des

cobords :H(g) := Z(g)/B(g).

RemarqueII.3.20. L’algèbreH(g) est (Z×Z2)-gradúee : la graduation surZ est obtenue grâce aux

sous-espacesHn(g) des classes de cohomologie desn-cocycles et laZ2-graduation d́ecoule de celle de

g. D’autre part, le produit dansH(g) est le produit de la superalgèbre
∧

(g∗) pasśe au quotient. Il y est

défini sans ambigüıté card est une super-d́erivation de l’alg̀ebre super-extérieure.

Définition II.3.21. Deux cochâınesΩ et Ψ sont ditescohomologuessi et seulement s’il existe une

cochâıneϒ telle queΩ−Ψ = dϒ. Les cochâınesΩ et Ψ appartiennent alors̀a la m̂eme classe de coho-

mologie, c’est-̀a-dire repŕesentent le m̂emeélément dans l’alg̀ebreH(g).

Concernant la cohomologie deg, nous disposons du théor̀eme suivant qui est une reprise (démons-

tration y compris) de l’́enonće de [Kos50] :

Théorème II.3.22. L’algèbre de cohomologie H(g) est isomorphèa la sous-alg̀ebre de ses cochaı̂nes

invariantes
∧

(g∗)g.

Le lemme suivant va nous permettre de démontrer ce th́eor̀eme :

Lemme II.3.23.
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1. L’espace des cochaı̂nes deg est somme directe du sous-espace des cochaı̂nes invariantes et du

sous-espace engendré parLX(
∧

(g∗)) pour X parcourantg.

2. Tout cocycle invariant deg et cohomologuèa źero est l’image par d d’une cochaı̂ne invariante.

3. Toute classe de cohomologie deg contient un cocycle invariant et un seul.

Preuve.1) SoitT le sous-espace des cochaı̂nes deg engendŕe parLX(
∧

(g∗)) lorsqueX parcourtg. Le

sous-espaceT est stable parL . Comme la repŕesentation lińeaireL deg dans
∧

(g∗) est compl̀etement

réductible, il existe un supplémentaire stableJ ⊂ ∧
(g∗). Alors toute cochâıneΩ deJ est invariante. En

effet, siX ∈ g, alorsLX(Ω)∈ J carJ est stable etLX(Ω)∈T par d́efinition. DoncLX(Ω)∈T∩J = {0}.
Inversement, toute cochaı̂ne invariante est dansJ. Soit en effetN le sous-espace des cochaı̂nes

invariantes appartenantà T. C’est un sous-espace stable donc il possède un supplémentaire stableN′

dans
∧

(g∗). PuisqueN ⊂ T, ceci prouve queN est engendré parLX(N) quandX parcourtg. En effet,

consid́erons un ǵeńerateurLX(Ω) deN (par d́efinition deT), avecΩ∈∧
(g∗). Écrivons la d́ecomposition

Ω = Ω′ +Ω′′ avecΩ′ ∈ N et Ω′′ ∈ N′. Alors Ω′′ est invariante car les sous-espacesN et N′ sont stables

parL . DoncΩ = LX(Ω′) et N est bien engendré parLX(N) quandX parcourtg. Mais par d́efinition

deN, LX(N) = 0 pour toutX, doncN = {0}. Ceci montre donc queJ est exactement le sous-espace des

cochâınes invariantes de
∧

(g∗). D’où la premìere assertion.

2) Les sous-espacesT etJ sont stables pard carLX etd commutent d’apr̀es la proposition II.2.27.

Par conśequent tout cocycle cohomologueà źero dansJ est dansdJ. En effet, soitΩ un tel cocycle :

il existe une cochâıneΨ telle queΩ = dΨ. Écrivons la d́ecompositionΨ = Ψ′ +Ψ′′ correspondant̀a la

somme directe
∧

(g∗) = J⊕T. Alors :

Ω = dΨ = dΨ′ +dΨ′′ ∈ J

avecdΨ∈ J etdΨ′′ ∈ T. DoncdΨ′′ = 0 etΩ = dΨ = dΨ′ ∈ dJ.

Soit par ailleursD le sous-espace des cocycles appartenantàT : D = T ∩Z(g). Le sous-espaceD

est stable par la représentationL et il est donc engendré parLX(D) quandX parcourtg. Or, pour tout

cocycleΩ deg, nous avons, d’après la formule de Cartan (proposition II.2.26) :

LX(Ω) = d◦ iX(Ω)+ iX ◦d(Ω) = d(iX(Ω)).

Donc tous leśeléments deD sont cohomologues̀a źero.

D’autre part, puisqueT et J sont stables pard, les composantes d’un cocycle dans ces deux sous-

espaces sont encore des cocycles (siΩ = Ω′ + Ω′′, alors 0= dΩ = dΩ′ + dΩ′′ d’où dΩ′ = dΩ′′ = 0).

Nous en d́eduisons donc que tout cocycle est cohomologueà sa composante dansJ, d’où la deuxìeme

assertion.

3) SoitΩ un cocycle. Montrons qu’il est cohomologueà un cocycle invariant. D’après le premier

point, nous disposons d’une unique décompositionΩ = Ω′ +Ω′′ avecΩ′ cocycle dansT et Ω′′ cocycle
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dansJ. Mais d’apr̀es ce qui pŕec̀ede,Ω′ est cohomologuèa źero. DoncΩ est cohomologuèa Ω′′, d’où

la troisìeme assertion.

Démonstration (du th́eor̀eme II.3.22).D’après la proposition II.2.28 page 94, toute cochaı̂ne invariante

est un cocycle (invariant). Le lemme II.3.23 nous assure alors que toute classe de cohomologie deg

contient une cochaı̂ne invariante et une seule.

II.3.e Invariants de l’algèbre super-syḿetrique

De la m̂eme manìere que nous avonśetendu la repŕesentation contragrédienteǎd de la repŕesen-

tation adjointe d’une superalgèbre de Lieg à
∧

(g∗) pour obtenir la repŕesentationL (voir la remarque

II.2.25 page 93), nouśetendonsǎd à la superalg̀ebre S(g∗) ; notonsΘ la repŕesentation obtenue. Pour

X ∈ g, l’endomorphismeΘX est alors une super-dérivation de degŕex de S(g∗) ayant la m̂eme expression

queLX :

ΘX(F)(X1, . . . ,Xn) = −(−1)x f
n

∑
j=1

(−1)x(x1+...+x j−1)F(X1, . . . ,Xj−1,ad(X)(Xj),Xj+1, . . . ,Xn)

avecF ∈ Sn(g∗), deg(F) = f etX,X1, . . . ,Xn ∈ g.

Notonsg = osp(1,2n) et g0̄ = sp(2n,C). Concernant la structure de l’espace des invariants de

l’algèbre super-syḿetrique deg, le th́eor̀eme de restriction de Chevalley valable dans le cas classique est

également applicable d’après [Ser99] :

Théorème II.3.24. Soith une sous-alg̀ebre de Cartan deg0̄ etW le groupe de Weyl. Alors la restriction

deS(g∗) dansS(h∗) induit un isomorphisme d’alg̀ebres entre les sous-algèbres deśeléments invariants

S(g∗)g etS(h∗)W .

Examinons la structure de la sous-algèbre des invariants S(h∗)W :

Proposition II.3.25. Soit {α1, . . . ,αn} un syst̀eme de racines simples deg. Notons tk :=
n

∑
i=1

α 2k
i des

éléments particuliers de la superalgèbreS(h∗), pour k> 1. Alors la sous-alg̀ebreS(h∗)W est isomorphe

à l’algèbre de polyn̂omesC[t1, . . . , tn].

Preuve.Nous avons vu dans la section II.3.b qu’il existait un système de racines simples{α1, . . . ,αn}
deg. C’est une base deh∗ donc l’alg̀ebre S(h∗) est l’alg̀ebre des polyn̂omes en les ind́etermińeesα i . Or,

le groupe de WeylW est engendré par les permutations et changements de signe des racinesα1, . . . ,αn.

Par conśequent, les polyn̂omest1, . . . , tn sont des ǵeńerateurs de S(h∗)W comme alg̀ebre de polyn̂omesà

n indétermińees. En effet, il est clair quetk estélément de S(h∗)W et la famille destk est lińeairement

indépendante compte-tenu de leur degré (le polyn̂ometk est homog̀ene de degré 2k).

Nous en d́eduisons le corollaire suivant du théor̀eme II.3.24 :

Corollaire II.3.26. La sous-alg̀ebre des invariantsS(g∗)g est isomorphèa une alg̀ebre de polyn̂omesà

n indétermińees.
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RemarqueII.3.27. Nous d́eterminerons dans le lemme II.6.3 page 136 des géńerateurs de l’alg̀ebre de

polynômes S(g∗)g.

NotantJ+ l’ idéal d’augmentationde la sous-alg̀ebre S(h∗)W (c’est-̀a-dire l’idéal des polyn̂omes

de degŕe non nul), nous avons :

Proposition II.3.28. Si k> n+1, le polyn̂ome tk estélément de J2+.

Preuve.Soitk > n+1. Le polyn̂ometk appartient̀a l’algèbre de polyn̂omesC[t1, . . . , tn]. Par conśequent,

il existe un ensembleI de multi-indicesI = (i1, . . . , in)∈Nn\{(0, . . . ,0)} et des constantesλI ∈C\{0}
tels que :

tk = ∑
I∈I

λI t
i1
1 . . . t in

n .

Puisque le polyn̂ometk est homog̀ene de degré 2k, le polyn̂omet i1
1 . . . t in

n est homog̀ene de degré 2(i1 +

2i2 + . . .+nin).

Supposons quetk n’appartienne pas̀aJ2
+. Commetk ne poss̀ede pas de terme constant, cela signifie

qu’il existe un multi-indiceI = (0, . . . ,0,1 j ,0, . . . ,0) tel queλI soit non nul. En terme de degré, nous

avons alors deg(tk) = deg(t j) i.e. k = j, ce qui est absurde. Donc il n’existe pas de tel multi-indice dans

l’ensemble de sommation ettk est, par conśequent,́elément deJ2
+.
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II.4 Identit és super-syḿetriques et super-antisyḿetriques

Dans toute cette partie,G désignera une alg̀ebre associative unitaireZ2-gradúee. Leséléments

X de G seront toujours supposés homog̀enes (de degré x ∈ Z2). Sauf mention locale et explicite du

contraire,n désignera un entier naturel supérieur ouégalà 1.

II.4.a Définition et propri étés

Définition II.4.1. Notonsµn l’application n-linéaire : (X1, . . . ,Xn) 7→ X1 . . .Xn. L’application µn est

élément deF n
0̄ (G ,G ). L’ élémentAn := A(µn) est appeĺe polynôme super-antisyḿetrique d’indice n

surG . Concr̀etement :

An(X1, . . . ,Xn) = ∑
σ∈Sn

ε(σ)ε(σ ,X )Xσ(1) . . .Xσ(n)

pourX1, . . . ,Xn ∈ G . Nous d́efinissonśegalement lepolynôme super-syḿetrique Sn := S(µn) :

Sn(X1, . . . ,Xn) = ∑
σ∈Sn

ε(σ ,X )Xσ(1) . . .Xσ(n)

pourX1, . . . ,Xn ∈ G .

ExempleII.4.2. PourX ∈ Gx etY ∈ Gy, nous avons par exemple :

A2(X,Y) = XY− (−1)xyYX

S2(X,Y) = XY+(−1)xyYX.

Le polyn̂omeA2 est ainsi le super-crochet de Lie défini naturellement sur toute algèbre associativeZ2-

gradúee. Si, de plus,Z ∈ Gz, nous avonśegalement :

A3(X,Y,Z) = XYZ− (−1)xyYXZ− (−1)xy+xz+yzZYX− (−1)yzXZY

+(−1)x(y+z)YZX+(−1)z(x+y)ZXY.

RemarqueII.4.3. Si X1, . . . ,Xn ∈ G0̄, alorsAn(X1, . . . ,Xn) est le polyn̂ome antisyḿetrique classique, déjà

rencontŕe dans la partie I.4 page 38. Mais siX1, . . . ,Xn ∈ G1̄, alorsAn(X1, . . . ,Xn) = ∑
σ∈Sn

Xσ(1) . . .Xσ(n)

n’est plus alterńe, donc nous avons :

An(X, . . . ,X) = n!Xn

pour toutélémentX ∈ G1̄. Par conśequent, si la superalgèbregl(m,n) vérifiait une identit́e polynomiale

de type Amitsur-Levitzki, tous seséléments de degré 1̄ seraient nilpotents, ce qui est manifestement faux,

par exemple pour la matrice : 


1

1




∈ gl(m,n)1̄.

Cette obstruction est levée sur la superalgèbreosp(1,2n) grâceà la proposition II.3.17 page 103.
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Nous nous proposons dans la suite de démontrer diverses identités v́erifiées par les polyn̂omesAn

etSn.

Lemme II.4.4. Soit X1, . . . ,Xn ∈ G etσ ∈ Sn.

• Le polyn̂ome An est super-antisyḿetrique i.e.

An(Xσ(1), . . . ,Xσ(n)) = ε(σ)ε(σ ,X )An(X1, . . . ,Xn).

• Le polyn̂ome Sn est super-syḿetrique i.e.

Sn(Xσ(1), . . . ,Xσ(n)) = ε(σ ,X )Sn(X1, . . . ,Xn).

Preuve.C’estévident par d́efinition.

Lemme II.4.5. Soit X1, . . . ,Xn+1 ∈ G . Alors :

1. An+1(X1, . . . ,Xn+1) =
n+1

∑
j=1

(−1) j+1(−1)x j (x1+...+x j−1)XjAn(X1, . . . ,Xj−1,Xj+1, . . . ,Xn+1).

2. An+1(X1, . . . ,Xn+1) =
n+1

∑
j=1

(−1)n+1− j(−1)x j (x j+1+...+xn+1)An(X1, . . . ,Xj−1,Xj+1, . . . ,Xn+1)Xj .

3. Sn+1(X1, . . . ,Xn+1) =
n+1

∑
j=1

(−1)x j (x1+...+x j−1)XjSn(X1, . . . ,Xj−1,Xj+1, . . . ,Xn+1).

4. Sn+1(X1, . . . ,Xn+1) =
n+1

∑
j=1

(−1)x j (x j+1+...+xn+1)Sn(X1, . . . ,Xj−1,Xj+1, . . . ,Xn+1)Xj .

Preuve.

1. SoitX = (X1, . . . ,Xn+1) ∈ G n+1 etXi = (X1, . . . ,Xi−1,Xi+1, . . . ,Xn+1) ∈ G n (i ∈ [[1,n+1]]).

(1) Pouri ∈ [[1,n+1]], nous d́efinissons :

Si
n+1 := {σ ∈ Sn+1 | σ(1) = i}.

Alors nous disposons de la partition suivante du groupeSn+1 : Sn+1 =
n+1⊔
i=1

Si
n+1. D’autre part, l’en-

sembleSi
n+1 est en bijection avec le groupeSi

n des permutations de l’ensemble d’entiers{1, . . . , i−1, i +

1, . . . ,n+1}. En effet,à toute permutationσ ∈Si
n+1 nous associons une et une seule permutationσ̃ ∈Si

n

en posant :

σ̃ :=

(
1 2 . . . i−1 i +1 . . . n+1

σ(2) σ(3) . . . σ(i) σ(i +1) . . . σ(n+1)

)
.

Fixonsi ∈ [[1,n+1]] etσ ∈ Si
n+1. Exprimons la signature et la super-signature deσ̃ en fonction de celles

deσ . Les couples d’inversion dẽσ sont les suivants :

• 1 6 r < s6 i −1 avecσ(r +1) > σ(s+1) i.e. 26 r < s6 i avecσ(r) > σ(s) ;

• 1 6 r < i < s6 n+1 avecσ(r +1) > σ(s) i.e. 26 r 6 i < s6 n+1 avecσ(r) > σ(s) ;
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• i +1 6 r < s6 n+1 avecσ(r) > σ(s).

Nous obtenons donc tous les couples d’inversions de la permutationσ sauf les couples(1,s) avecσ(s)∈
{1,2, . . . , i−1} (σ(s) < i = σ(1)). Nous en d́eduisons :

ε(σ) = (−1)i−1ε(σ̃) et ε(σ ,X ) = (−1)xi(x1+...+xi−1)ε(σ̃ ,Xi).

Donc :

An+1(X ) =
n+1

∑
i=1

(−1)i+1(−1)xi(x1+...+xi−1)Xi ∑
σ̃∈Si

n

ε(σ̃)ε(σ̃ ,Xi)Xσ̃(1) . . .Xσ̃(i−1)Xσ̃(i+1) . . .Xσ̃(n)

=
n+1

∑
i=1

(−1)i+1(−1)xi(x1+...+xi−1)XiAn(X1, . . . ,Xi−1,Xi+1, . . . ,Xn+1).

2. Pouri ∈ [[1,n+1]], définissons :

Si
n+1 := {σ ∈ Sn+1 | σ(n+1) = i}.

AlorsSn+1 =
n+1⊔
i=1

Si
n+1. D’autre part,Si

n+1 est en bijection avec le groupeSi
n : àσ ∈Si

n+1, nous associons

σ̃ ∈ Si
n définie par :

σ̃ =

(
1 2 . . . i−1 i +1 . . . n+1

σ(1) σ(2) . . . σ(i−1) σ(i) . . . σ(n)

)
.

Les couples d’inversions dẽσ sont :

• 1 6 r < s6 i−1 avecσ(r) > σ(s) ;

• 1 6 r < i < s6 n+1 avecσ(r) > σ(s−1) i.e. 16 r < i 6 s6 n avecσ(r) > σ(s) ;

• i +1 6 r < s6 n+1 avecσ(r −1) > σ(s−1) i.e. i 6 r < s6 n avecσ(r) > σ(s).

Par rapport aux couples d’inversions de la permutationσ , il manque donc les couples(r,n+ 1) avec

σ(r) ∈ {i +1, i +2, . . . ,n+1} (σ(r) > σ(n+1) = i). Donc :

ε(σ) = (−1)n+1−iε(σ̃) et ε(σ ,X ) = (−1)xi(xi+1+...+xn+1)ε(σ̃ ,Xi).

Par conśequent :

An+1(X ) =
n+1

∑
i=1

(−1)n+1−i(−1)xi(xi+1+...+xn+1) ∑
σ̃∈Si

n

ε(σ̃)ε(σ̃ ,Xi)Xσ̃(1) . . .Xσ̃(i−1)Xσ̃(i+1) . . .Xσ̃(n+1)Xi

=
n+1

∑
i=1

(−1)n+1−i(−1)xi(xi+1+...+xn+1)An(X1, . . . ,Xi−1,Xi+1, . . . ,Xn+1)Xi .

Pour d́emontrer les identités (3) et (4), il suffit de reprendre les démonstrations ci-dessus en retirant tous

les termes concernant les signatures.

Nous pouvons d́emontrer une identité plus puissante dont les formules de récurrence ci-dessus

découlent. En effet, nous pouvons procéder comme dans la définition II.1.26 et d́efinir un produit super-

ext́erieur sur les applications multilinéaires surG .
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Soit F ∈ F n
f (G ,G ), G ∈ F p

g (G ,G ) et Xi ∈ Gxi (i ∈ [[1,n+ p]]). Nous d́efinissons l’application

produitF ⊗
s

G par :

F ⊗
s

G(X1, . . . ,Xn+p) := (−1)g(x1+...+xn)F(X1, . . . ,Xn)G(Xn+1, . . . ,Xn+p)

et siF etG sont super-antisyḿetriques :

F ∧G :=
1

n!p! ∑
σ∈Sn+p

σ ·
a
(F ⊗

s
G) = ∑

σ∈Sn,p

σ ·
a
(F ⊗

s
G)

ou super-syḿetriques :

F ·G :=
1

n!p! ∑
σ∈Sn+p

σ ·
s
(F ⊗

s
G) = ∑

σ∈Sn,p

σ ·
s
(F ⊗

s
G).

Nous disposons des mêmes propríet́es d’associativit́e et de commutation démontŕees dans le cas des

superalg̀ebresF (V), A (V) etS (V). Nous en d́eduisons alors les formules suivantes :

Lemme II.4.6. Soit n, p > 1. Alors :

An+p = An∧Ap et Sn+p = Sn ·Sp.

Preuve.SoitX = (X1, . . . ,Xn+p) ∈ G n+p. NotonsX ′ = (X1, . . . ,Xn), X ′′ = (Xn+1, . . . ,Xn+p). Puisque

Ap ∈ A n
0̄ (G ,G ), il vient :

An∧Ap(X1, . . . ,Xn+p) =
1

n!p! ∑
π∈Sn+p

ε(π)ε(π,X )An(Xπ(1), . . . ,Xπ(n))Ap(Xπ(n+1), . . . ,Xπ(n+p)).

Soit :

S′n,p = {σ ∈ Sn+p | σ([[1,n]]) = [[1,n]] etσ([[n+1,n+ p]]) = [[n+1,n+ p]]},

et pourσ ∈ S′n,p, σ ′ = σ|[[1,n]] etσ ′′ = σ|[[n+1,n+p]].

En utilisant la notation abusiveπ−1 ·X ′ = (Xπ(1), . . . ,Xπ(m)), nous avons alors :

An(Xπ(1), . . . ,Xπ(n))Ap(Xπ(n+1), . . . ,Xπ(n+p))

= ∑
σ∈S′n,p

ε(σ ′)ε(σ ′,π−1 ·X ′)ε(σ ′′)ε(σ ′′,π−1 ·X ′′)Xπσ(1) . . .Xπσ(n+p)

car :

σ ·µn+p(π−1 ·X ) = µn+p((πσ)−1 ·X )

et, dans l’expressionε(σ ,π−1 ·X ′), la permutationσ agit sur les indices 1,2, . . . ,m.

Nous avons clairement card(S′n,p) = n!p! et S′n,p est en bijection avecSn×Sp. D’autre part si

σ ∈ S′n,p, alors :

ε(σ) = ε(σ ′)ε(σ ′′)

et :

ε(σ ,Y ) = ε(σ ′,Y ′)ε(σ ′′,Y ′′)
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où Y ′ etY ′′ sont d́efinis parY = (Y ′,Y ′′) ∈ G n×G p (il n’y a aucun couple d’inversion(a,b) tel que

a 6 n < b). Donc :

An(Xπ(1), . . . ,Xπ(n))Ap(Xπ(n+1), . . . ,Xπ(n+p)) = ∑
σ∈S′n,p

ε(σ)ε(σ ,π−1 ·X )Xπσ(1) . . .Xπσ(n+p)

= ∑
σ∈S′n,p

(σ ·
a
µn+p)(π−1 ·X ).

Donc :

An∧Ap(X ) =
1

n!p! ∑
π∈Sn+p

∑
σ∈S′n,p

(π ·
a
(σ ·

a
µn+p))(X )

=
1

n!p! ∑
σ∈S′n,p

∑
π∈Sn+p

(πσ) ·
a
µn+p(X )

=
1

n!p! ∑
σ∈S′n,p

An+p(X )

= An+p(X1, . . . ,Xn+p).

Pour d́emontrer la formule relative aux polynômesSn, il suffit de reprendre la d́emonstration ci-

dessus en retirant les signatures.

Nous poursuivons en donnant plusieurs identités v́erifiées par les polyn̂omesAn etSn, en ǵeńerali-

sant les identit́es connues sur le polynôme antisyḿetrique classiquePn (voir [Kos58, Jac75]). De plus, un

certain nombre de ces〈〈super-identit́es〉〉 nous servira dans la dernière partie pour d́emontrer une version

du th́eor̀eme d’Amitsur-Levitzki sur les superalgèbres de Lieosp(1,2n).

Lemme II.4.7. Notons1G l’ élément unit́e de l’alg̀ebreG . Soit X1, . . . ,Xn ∈ G . Alors :

1. An+1(X1, . . . ,Xn,1G ) = An(X1, . . . ,Xn) si n est pair ;

2. An+1(X1, . . . ,Xn,1G ) = 0 si n est impair ;

3. Sn+1(X1, . . . ,Xn,1G ) = (n+1)Sn(X1, . . . ,Xn).

Preuve.SoitX = (X1, . . . ,Xn,Xn+1) ∈ G n+1 etX̃ = (X1, . . . ,Xn) ∈ G n où Xn+1 := 1G . Nous avons :

An+1(X1, . . . ,Xn+1) = ∑
σ∈Sn+1

ε(σ)ε(σ ,X )Xσ(1) . . .Xσ(n+1)

=
n+1

∑
i=1

∑
σ∈Si

n+1

ε(σ)ε(σ ,X )Xσ(1) . . .Xσ(i−1)Xσ(i+1) . . .Xσ(n+1)

où nous avons noté :

Si
n+1 := {σ ∈ Sn+1 | σ(i) = n+1}.

Nous en d́eduisons la partition :Sn+1 =
n+1⊔
i=1

Si
n+1 et l’ensembleSi

n+1 est en bijection avec le groupeSn

par l’application :σ ∈ Si
n+1 7→ σ̃ = (σπi)||[[1,n]] ∈ Sn où :

πi := (i i +1. . .n+1) ∈ Sn+1

– 113 –
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(l’injectivit é estévidente et la bijectivit́e suit car card(Si
n+1) = n! = card(Sn)). Nous avons imḿediate-

ment :

ε(σ̃) = ε(σπi) = ε(σ)ε(πi) = (−1)n+1−iε(σ).

Soit i ∈ [[1,n+1]] fixé etσ ∈ Si
n+1. Nous obtenons donc :

σ =

(
1 . . . i −1 i i +1 . . . n+1

σ(1) . . . σ(i −1) n+1 σ(i +1) . . . σ(n+1)

)

=

(
1 . . . i −1 i i +1 . . . n+1

σ̃(1) . . . σ̃(i −1) n+1 σ̃(i) . . . σ̃(n)

)
.

Par conśequent :

I (σ ,X ) = {(a,b) ∈ [[1,n+1]]2 | 1 6 a < b 6 n+1, σ(a) > σ(b) etxσ(a) = xσ(b) = 1̄}

= {(a,b) ∈ ([[1,n+1]]\{i})2 | 1 6 a < b 6 n+1, σ(a) > σ(b) etxσ(a) = xσ(b) = 1̄}

∪ {a∈ [[1, i −1]] | σ(a) > σ(i) = n+1 etxσ(a) = xn+1 = 1̄}

∪ {b∈ [[i +1,n]] | n+1 = σ(i) > σ(b) etxn+1 = xσ(b) = 1̄}

= {(a,b) ∈ ([[1,n+1]]\{i})2 | 1 6 a < b 6 n+1, σ(a) > σ(b) etxσ(a) = xσ(b) = 1̄}

= {(α ,β) ∈ [[1,n]]2 | 1 6 α < β 6 n, σπi(α ) > σπi(β) etxσπi(α ) = xσπi(β) = 1̄}

= I (σ̃ ,X̃ )

car les deux autres sous-ensembles sont vides puisquexn+1 = deg(1G ) = 0̄. Finalement :

An+1(X1, . . . ,Xn,1G ) =
n+1

∑
i=1

(−1)n+1−i ∑
σ̃∈Sn

ε(σ̃)ε(σ̃ ,X̃ )Xσ̃(1) . . .Xσ̃(n)

=
n

∑
i=0

(−1)iAn(X1, . . . ,Xn).

D’où le ŕesultat en ce qui concerneAn. Pour le polyn̂omeSn, nous obtenons :

Sn+1(X1, . . . ,Xn,1G ) =
n+1

∑
i=1

∑
σ̃∈Sn

ε(σ̃ ,X̃ )Xσ̃(1) . . .Xσ̃(n)

=
n+1

∑
i=1

Sn(X1, . . . ,Xn)

= (n+1)Sn(X1, . . . ,Xn).

Notation II.4.8. Si G est une superalgèbre d’endomorphismes d’un espace vectorielZ2-gradúe de di-

mension finieV, nous disposons de l’application super-trace (définie en II.3.2). Nous notons alors :

an(X1, . . . ,Xn) := str(An(X1, . . . ,Xn)) et sn(X1, . . . ,Xn) := str(Sn(X1, . . . ,Xn))
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pour X1, . . . ,Xn ∈ G . Les applicationsan et sn sont donc des formesn-linéaires respectivement super-

antisyḿetrique et super-syḿetrique. La forme bilińeaireB désignera la forme(X,Y) 7→ str(XY) (nous

l’avons d́ejà rencontŕee en II.3.5).

Lemme II.4.9. Soit V un espace vectorielZ2-gradúe et supposons queG = gl(V). Soit X1, . . . ,Xn ∈ G .

Alors :

1. an(X1, . . . ,Xn) = 0 si n est pair ;

2. an(X1, . . . ,Xn) = nB(An−1(X1, . . . ,Xn−1),Xn) si n est impair ;

3. sn(X1, . . . ,Xn) = nB(Sn−1(X1, . . . ,Xn−1),Xn).

Preuve.Nous allons utiliser le fait que l’application super-trace est super-symétrique. En effet, siX ∈ Gx

etY ∈ Gy, alors :

str(XY) = (−1)xystr(YX).

NotonsX = (X1, . . . ,Xn) ∈ G n et pouri ∈ [[1,n]], Si
n = {σ ∈ Sn | σ(i) = n}. CommeSn =

n⊔
i=1

Si
n, il

vient :

an(X1, . . . ,Xn)

= ∑
σ∈Sn

ε(σ)ε(σ ,X )str(Xσ(1) . . .Xσ(n))

=
n

∑
i=1

∑
σ∈Si

n

ε(σ)ε(σ ,X )str
(
(Xσ(1) . . .Xσ(i−1)Xn)(Xσ(i+1) . . .Xσ(n))

)

=
n

∑
i=1

∑
σ∈Si

n

ε(σ)ε(σ ,X )(−1)(xσ(1)+...+xσ(i))(xσ(i+1)+...+xσ(n))str(Xσ(i+1) . . .Xσ(n)Xσ(1) . . .Xσ(i−1)Xn)

L’ensembleSi
n est en bijection avec le groupeSn−1 par l’applicationσ ∈Si

n 7→ σ̃ = (σπi)||[[1,n−1]] ∈Sn−1

où π est le cycle(1 2 . . . n) ∈ Sn. Nous avonsε(π) = (−1)n−1 donc :

ε(σ̃) = (−1)i(n−1)ε(σ)

si σ ∈ Si
n.

Notons que :

πi =

(
1 2 . . . n− i n− i +1 . . . n

i +1 i +2 . . . n 1 . . . i

)

doncε(πi ,Y ) = (−1)(yi+1+...+yn)(y1+...+yi) pourY = (Y1, . . . ,Yn) ∈ G n. Ainsi :

an(X1, . . . ,Xn) =
n

∑
i=1

∑
σ∈Si

n

ε(σ)ε(σ ,X )ε(πi ,σ−1 ·X )str(Xσπi(1) . . .Xσπi(n−1)Xn)

=
n

∑
i=1

(−1)i(n−1)str

(
∑

σ̃∈Sn−1

ε(σ̃)ε(σ̃ ,X )Xσ̃(1) . . .Xσ̃(n−1) Xn

)

= str(An−1(X1, . . . ,Xn−1)Xn)
n

∑
i=1

(−1)i(n−1).
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Nous obtenons les formules (1) et (2) en remarquant que sin = 2p :

2p

∑
i=1

(−1)i(2p−1) =
2p

∑
i=1

(−1)i = 0

et sin = 2p+1 :
2p+1

∑
i=1

(−1)i(2p) = 2p+1.

La formule (3) s’obtient en réécrivant les calculs ci-dessus sans les signatures.

Corollaire II.4.10. Soit p∈ N∗ et I l’application multilinéaire d́efinie par :

I(X1, . . . ,X2p+1) = B(A2p(X1, . . . ,X2p),X2p+1).

Alors I est super-antisyḿetrique.

Preuve.C’est clair puisque d’après le lemme II.4.9, nous avons :

I(X1, . . . ,X2p+1) =
1

2p+1
a2p+1(X1, . . . ,X2p+1).

Corollaire II.4.11. Supposons n impair. SoitX = (X1, . . . ,Xn) ∈ G n. Alors :

an(X1, . . . ,Xn) = (−1) j+1(−1)xn(x j+...+xn−1)nB(An−1(X1, . . . ,Xj−1,Xj+1, . . . ,Xn),Xj).

Preuve.Soitπ = (n n−1 . . . j +1 j) =

(
1 . . . j −1 j j +1 . . . n

1 . . . j −1 n j . . . n−1

)
∈ Sn. Nous avons :

ε(π) = (−1)n− j = (−1) j+1

carn est impair et :

ε(π,X ) = (−1)xn(x j+...+xn−1).

Par conśequent, puisque le polynômean est super-antisyḿetrique :

an(X1, . . . ,Xn) = (−1) j+1(−1)xn(x j+...+xn−1)an(X1, . . . ,Xj−1,Xj+1, . . . ,Xn,Xj)

= (−1) j+1(−1)xn(x j+...+xn−1)nB(An−1(X1, . . . ,Xj−1,Xj+1, . . . ,Xn),Xj)

d’apr̀es le lemme II.4.9.

Lemme II.4.12. Soit X1, . . . ,Xn ∈ G . Notons :

ζ (X1, . . . ,Xn) := ∑
σ∈Sn

ε(σ)ε(σ ,X )[Xσ(1),Xσ(2) . . .Xσ(n)]

(l’application ζ est l’image par l’oṕerateurA de l’application(X1, . . . ,Xn) 7→ [X1,X2 . . .Xn]). Alors :
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1. ζ (X1, . . . ,Xn) = 0 si n est impair ;

2. ζ (X1, . . . ,Xn) = 2An(X1, . . . ,Xn) si n est pair.

Preuve.Soitπ := (1 2 . . . n) =

(
1 2 . . . n−1 n

2 3 . . . n 1

)
∈ Sn. Alors :

ε(π) = (−1)n−1 et ε(π,Y ) = (−1)y1(y2+...+yn)

pourY = (Y1, . . . ,Yn) ∈ G n. Par conśequent :

ε(σπ,X ) = (−1)xσ(1)(xσ(2)+...+xσ(n))ε(σ ,X ).

Finalement, il vient :

ζ (X1, . . . ,Xn) = ∑
σ∈Sn

ε(σ)ε(σ ,X )Xσ(1)Xσ(2) . . .Xσ(n)

− ∑
σ∈Sn

ε(σ)ε(σ ,X )(−1)xσ(1)(xσ(2)+...+xσ(n))Xσ(2) . . .Xσ(n)Xσ(1)

= An(X1,X2, . . . ,Xn)− (−1)n−1 ∑
σ∈Sn

ε(σπ)ε(σπ,X )µn((σπ)−1 ·X )

= An(X1,X2, . . . ,Xn)− (−1)n−1An(X1,X2, . . . ,Xn).

D’où le ŕesultat par parit́e den.

RemarqueII.4.13. La formule (2) du lemme II.4.12 montre queA2p(X1, . . . ,X2p) est une combinaison

linéaire de crochets, et nous retrouvons le premier résultat du lemme II.4.9 :a2p(X1, . . . ,X2p) = 0.

Lemme II.4.14. Soit X1, . . . ,X2n+1 ∈ G . Alors :

1. ∑
σ∈S2n

ε(σ)ε(σ ,X )[Xσ(1),Xσ(2)] . . . [Xσ(2n−1),Xσ(2n)] = 2nA2n(X1, . . . ,X2n) ;

2. Pour toutℓ ∈ [[0,n]],

∑
σ∈S2n+1

ε(σ)ε(σ ,X )[Xσ(1),Xσ(2)] . . . [Xσ(2ℓ−1),Xσ(2ℓ)]Xσ(2ℓ+1)[Xσ(2ℓ+2),Xσ(2ℓ+3)] . . .

×[Xσ(2n),Xσ(2n+1)] = 2nA2n+1(X1, . . . ,X2n+1)

Preuve.

1. Pouri ∈ [[1,n]], notonsτi := (2i − 1 2i) ∈ S2n et pourα = (α1, . . . ,αn) ∈ {0,1}n, σα :=
n

∏
i=1

τ α i
i .

Notons que :

ε(σα ) = (−1)α1+...+αn et ε(σα ,Y ) = (−1)α1y1y2+...+αny2n−1y2n

pour toutY = (Y1, . . . ,Y2n) ∈ G 2n. Puisque l’on a :[Y1,Y2] = Y1Y2− (−1)y1y2Y2Y1, il vient :

[Y1,Y2] . . . [Y2n−1,Y2n] = ∑
α∈{0,1}n

ε(σα )ε(σα ,Y )Yσα (1) . . .Yσα (2n)

= ∑
α∈{0,1}n

σα ·
a
µ2n(Y1, . . . ,Y2n).
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Soitσ ∈ S2n. En posantY = σ−1 ·X , il vient :

[Xσ(1),Xσ(2)] . . . [Xσ(2n−1),Xσ(2n)] = ∑
α∈{0,1}n

σα ·
a
µ2n(σ−1 ·X )

et :

∑
σ∈S2n

ε(σ)ε(σ ,X )[Xσ(1),Xσ(2)] . . . [Xσ(2n−1),Xσ(2n)] = ∑
α∈{0,1}n

∑
σ∈S2n

σ ·
a
(σα ·

a
µ2n)(X )

= ∑
α∈{0,1}n

∑
σ∈S2n

(σσα ) ·
a
µ2n(X )

= ∑
α∈{0,1}n

A2n(X1, . . . ,X2n)

= 2nA2n(X1, . . . ,X2n).

2. Pour montrer la deuxième identit́e, nous proćedons de la m̂eme manìere avec les transpositionsτi :=

(2i −1 2i) ∈ S2n+1 pour i ∈ [[1, ℓ]], τi := (2i 2i +1) ∈ S2n+1 pour i ∈ [[ℓ+1,n]] et les permutationsσα

comme ci-dessus. En particulier,σα (2ℓ+1) = 2ℓ+1. Nous avons alors :

ε(σα ,Y ) = (−1)α1y1y2+...+αℓy2ℓ−1y2ℓ+αℓ+1y2ℓ+2y2ℓ+3+...+αny2ny2n+1.

D’où :

[Y1,Y2] . . . [Y2ℓ−1,Y2ℓ]Y2ℓ+1[Y2ℓ+2,Y2ℓ+3] . . . [Y2n,Y2n+1] = ∑
α∈{0,1}n

σα ·
a
µ2n+1(Y ).

Nous concluons de la m̂eme manìere.

II.4.b Invariance

RappelII.4.15. Une superalg̀ebre de Lieg agit sur les applications multilińeaires de l’espaceF (g,g)

comme suit :

πX(F)(X1, . . . ,Xn) = ad(X)(F(X1, . . . ,Xn))

−(−1)x f
n

∑
i=1

(−1)x(x1+...+xi−1)F(X1, . . . ,Xi−1, [X,Xi ],Xi+1, . . . ,Xn),

pourX,X1, . . . ,Xn ∈ g, F ∈ F n
f (g,g).

Supposons dans cette partie queG = g est une superalgèbre de Lie.

Lemme II.4.16. Le produitµn ∈ F n
0̄ (g,g) est invariant parg.

Preuve.Démontrons l’identit́e du rappel II.4.15 par récurrence surn > 2 (elle est triviale pourn = 1).

• Pourn = 2, nous avons d’une part :

[X,X1X2] = XX1X2− (−1)x(x1+x2)X1X2X
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et d’autre part :

[X,X1]X2 +(−1)xx1X1[X,X2] = XX1X2− (−1)xx1X1XX2 +(−1)xx1X1XX2− (−1)x(x1+x2)X1X2X

= XX1X2− (−1)x(x1+x2)X1X2X,

d’où le ŕesultat au rang 2.

• Supposons l’identit́e vraie jusqu’au rangn−1. Nous avons d’une part :

[X,X1 . . .Xn] = XX1 . . .Xn− (−1)x(x1+...+xn)X1 . . .XnX

et d’autre part, d’apr̀es l’hypoth̀ese de ŕecurrence au rangn−1 :

n

∑
i=1

(−1)x(x1+...+xi−1)X1 . . .Xi−1[X,Xi ]Xi+1 . . .Xn

=

(
n−1

∑
i=1

(−1)x(x1+...+xi−1)X1 . . .Xi−1[X,Xi ]Xi+1 . . .Xn−1

)
Xn

+(−1)x(x1+...+xn−1)X1 . . .Xn−1[X,Xn]

= ([X,X1 . . .Xn−1])Xn +(−1)x(x1+...+xn−1)X1 . . .Xn−1[X,Xn]

= XX1 . . .Xn−1Xn− (−1)x(x1+...+xn−1)X1 . . .Xn−1XXn +(−1)x(x1+...+xn−1)

X1 . . .Xn−1XXn− (−1)x(x1+...+xn−1+xn)X1 . . .Xn−1XnX

= XX1 . . .Xn− (−1)x(x1+...+xn)X1 . . .XnX,

d’où le ŕesultat au rangn.

Proposition II.4.17. Les applications An, Sn, an et sn sont invariantes.

Preuve.Rappelons queAn = A(µn) etSn = S(µn). D’après le lemme II.4.16, nous avons :

πX(µn)(X1, . . . ,Xn) = 0

pour tousX,X1, . . . ,Xn ∈ g. Il suffit donc de d́emontrer que A (resp. S) commute avecπX pour obtenir

le résultat, c’est-̀a-dire de d́emontrer queπX commute avec l’action super-antisymétrique (resp. super-

symétrique).Écrivons, pourσ ∈ Sn etF ∈ F n
f (g,g) :

πX(σ ·
a
F)(X1, . . . ,Xn) = ad(X)((σ ·

a
F)(X1, . . . ,Xn))

−(−1)x f
n

∑
i=1

(−1)x(x1+...+xi−1)(σ ·
a
F)(X1, . . . , [X,Xi ], . . . ,Xn)

= ε(σ)ε(σ ,X )ad(X)(F(Xσ(1), . . . ,Xσ(n)))

−(−1)x f
n

∑
i=1

(−1)x(x1+...+xi−1)ε(σ)ε(σ ,Yi)F(Yi
σ(1), . . . ,Y

i
σ(n))
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où Yi
i = [X,Xi ] (de degŕex+xi) etYi

ℓ = Xℓ si ℓ 6= i. Pourσ = ( j j +1) ∈ Sn, il vient :

πX(σ ·
a
F)(X1, . . . ,Xn)

= −(−1)x j x j+1ad(X)(F(X1, . . . ,Xj−1,Xj+1,Xj ,Xj+2, . . . ,Xn))

+(−1)x f
j−1

∑
i=1

(−1)x(x1+...+xi−1)(−1)x j x j+1F(X1, . . . , [X,Xi ], . . . ,Xj−1,Xj+1,Xj ,Xj+2 . . . ,Xn)

+(−1)x f(−1)x(x1+...+x j−1)(−1)(x+x j )(x j+1)F(X1, . . . ,Xj−1,Xj+1, [X,Xj ],Xj+2, . . . ,Xn)

+(−1)x f(−1)x(x1+...+x j )(−1)x j (x+x j+1)F(X1, . . . ,Xj−1, [X,Xj+1],Xj ,Xj+2, . . . ,Xn)

+(−1)x f
n

∑
i= j+2

(−1)x(x1+...+xi−1)(−1)x j x j+1F(X1, . . . ,Xj−1,Xj+1,Xj ,Xj+2, . . . , [X,Xi ], . . . ,Xn).

D’autre part :

(σ ·
a
(πX(F)))(X1, . . . ,Xn)

= ε(σ)ε(σ ,X )πX(F)(Xσ(1), . . . ,Xσ(n))

= ε(σ)ε(σ ,X )ad(X)(F(Xσ(1), . . . ,Xσ(n)))−

(−1)x fε(σ)ε(σ ,X )
n

∑
i=1

(−1)x(xσ(1)+...+xσ(i−1))F(Xσ(1), . . . ,Xσ(i−1), [X,Xσ(i)],Xσ(i+1), . . . ,Xσ(n)).

Avecσ = ( j j +1) :

(σ ·
a
(πX(F)))(X1, . . . ,Xn)

= −(−1)x j x j+1ad(X)(F(X1, . . . ,Xj−1,Xj+1,Xj ,Xj+2, . . . ,Xn))

+(−1)x f(−1)x j x j+1

j−1

∑
i=1

(−1)x(x1+...+xi−1)F(X1, . . . , [X,Xi ], . . . ,Xj−1,Xj+1,Xj ,Xj+2, . . . ,Xn)

+(−1)x f(−1)x j x j+1(−1)x(x1+...+x j−1)F(X1, . . . ,Xj−1, [X,Xj+1],Xj ,Xj+2, . . . ,Xn)

+(−1)x f(−1)x j x j+1(−1)x(x1+...+x j−1+x j+1)F(X1, . . . ,Xj−1,Xj+1, [X,Xj ],Xj+2, . . . ,Xn)

+(−1)x f(−1)x j x j+1

n

∑
i= j+2

(−1)x(x1+...+xi−1)F(X1, . . . ,Xj−1,Xj+1,Xj ,Xj+2, . . . , [X,Xi ], . . . ,Xn).

D’où l’ égalit́e pour les permutations( j j +1). Nous en d́eduisons que :

σ ·
a
(πX(F)) = πX(σ ·

a
F)

pour toute permutationσ ∈ Sn. Nous trouvonśegalement :

σ ·
s
(πX(F)) = πX(σ ·

s
F)

pour toutσ . Donc :

A(πX(F)) = πX(A(F)) et S(πX(F)) = πX(S(F)).

Ceci d́emontre l’invariance des polynômesAn etSn.
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D’autre part, notantπ′ l’action surF (g), nous avons :

π′
X(an)(X1, . . . ,Xn)

= −str

(
n

∑
i=1

(−1)x(x1+...+xi−1)An(X1, . . . ,Xi−1, [X,Xi ],Xi+1, . . . ,Xn)

)

= str

(
ad(X)(An(X1, . . . ,Xn))−

n

∑
i=1

(−1)x(x1+...+xi−1)An(X1, . . . ,Xi−1, [X,Xi ],Xi+1, . . . ,Xn)

)

= str(πX(An)(X1, . . . ,Xn))

= 0

(car la super-trace est invariante) et de même poursn.

II.4.c Stabilit é de la superalg̀ebreosp(1,2n)

RappelII.4.18. Rappelons que la superalgèbreosp(1,2n) est la sous-alg̀ebre degl(V) laissant invariante

une forme bilińeaire, paire, super-syḿetrique et non-d́eǵeńeŕee (voir la proposition II.3.9) :

osp(1,2n) = osp(1,2n)0̄⊕osp(1,2n)1̄

avec :

osp(1,2n)u = {U ∈ gl(1,2n)u | F(U(X),Y)+(−1)uxF(X,U(Y)) = 0 ∀ X ∈Vx, Y ∈V,∀ x∈ Z2)}

où V = C⊕C2n, u∈ Z2.

Lemme II.4.19. Soit X1, . . . ,Xm ∈ osp(1,2n). Alors :

1. A4k+1(X1, . . . ,X4k+1) ∈ osp(1,2n) (pour m= 4k+1) ;

2. A4k+2(X1, . . . ,X4k+2) ∈ osp(1,2n) (pour m= 4k+2) ;

3. S2p+1(X1, . . . ,X2p+1) ∈ osp(1,2n) (pour m= 2p+1).

Preuve.Nous allons utiliser la condition du rappel II.4.18 en gardant les mêmes notations. SoitY ∈Vy,

Z ∈Vz etY1, . . . ,Ym ∈ osp(1,2n). NotonsY = (Y1, . . . ,Ym). Alors commeY1, . . . ,Ym ∈ osp(1,2n) :

F(Y1Y2 . . .YmY,Z) = −(−1)y1(y2+...+ym+y)F(Y2 . . .YmY,Y1Z)

= . . .

= (−1)m(−1)y1(y2+...+ym+y)(−1)y2(y3+...+ym+y) . . .(−1)ymyF(Y,Ym. . .Y1Z).

Soitσ =

(
1 2 . . . m−1 m

m m−1 . . . 2 1

)
∈ Sm. Alors σ ·µm(Y1, . . . ,Ym) = µm(Ym, . . . ,Y1) = Ym. . .Y1.
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• Si m est pair (m = 2p) : σ = (1 2p)(2 2p− 1) . . .(p p+ 1) donc ε(σ) = (−1)p et les couples

d’inversions deσ sont tous les couples(i, j) ∈ [[1,2p]]2 aveci < j. Par conśequent :

ε(σ ,Y ) = (−1)y1(y2+...+y2p)+y2(y3+...+y2p)+...+y2p−1y2p.

Ainsi :

F(µ2p(Y1, . . . ,Y2p)Y,Z) = (−1)p(−1)y(y1+...+y2p)F(Y,(σ ·
a
µ2p)(Y1, . . . ,Y2p)).

En particulier, pourY = π−1 ·(X1, . . . ,X2p) et en multipliant les deux membres de l’expression ci-dessus

par le produitε(π)ε(π,X ), nous obtenons :

F((π ·
a
µ2p)(X1, . . . ,X2p)Y,Z) = (−1)p(−1)y(x1+...+x2p)F(Y,(π ·

a
(σ ·

a
µ2p))(X1, . . . ,X2p))

= (−1)p(−1)y(x1+...+x2p)F(Y,((πσ) ·
a
µ2p)(X1, . . . ,X2p)).

⋄ Si p est impair (p = 2k+1, m= 4k+2), en faisant la somme sur le groupeS4k+2, il vient :

F(A4k+2(X1, . . . ,X4k+2)Y,Z) = ∑
π∈S4k+2

F((π ·
a
µ4k+2)(X1, . . . ,X4k+2)Y,Z)

= −(−1)y(x1+...+x4k+2) ∑
π∈S4k+2

F(Y,((πσ) ·
a
µ4k+2)(X1, . . . ,X4k+2))

= −(−1)y(x1+...+x4k+2)F(Y,A4k+2(X1, . . . ,X4k+2)Z).

DoncA4k+2(X1, . . . ,X4k+2) ∈ osp(1,2n).

Nous trouvonśegalement :

F(S4k+2(X1, . . . ,X4k+2)Y,Z) = (−1)y(x1+...+x4k+2)F(Y,S4k+2(X1, . . . ,X4k+2)Z)

car la signatureε(σ) = (−1)p = −1 n’intervient pas.

⋄ Si p est pair (p = 2k), nous trouvons :

F(A4k(X1, . . . ,X4k)Y,Z) = (−1)y(x1+...+x4k)F(Y,A4k(X1, . . . ,X4k)Z)

et la m̂emeégalit́e en remplaçantA4k parS4k.

• Si m est impair (m= 2p+1) : σ = (1 2p+1)(2 2p) . . .(p p+2) doncε(σ) = (−1)p. Les couples

d’inversions deσ sont les m̂emes que dans le cas préćedent donc nous avons toujours :

ε(σ ,Y ) = (−1)y1(y2+...+y2p+1)+y2(y3+...+y2p+1)+...+y2py2p+1.

La signatureε(σ) n’intervenant pas dans le calcul deS2p+1, nous avons imḿediatement :

S2p+1(X1, . . . ,X2p+1) ∈ osp(1,2n)

car(−1)m = −1.
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⋄ Si p est pair (p = 2k, m= 4k+1) : (−1)p = 1 mais(−1)m = −1 donc :

F(π ·
a
µ4k+1(X1, . . . ,X4k+1)Y,Z) = −(−1)y(x1+...+x4k+1)F(Y,(πσ) ·

a
µ4k+1(X1, . . . ,X4k+1)).

Par conśequentA4k+1(X1, . . . ,X4k+1) ∈ osp(1,2n).

⋄ Si p est impair (p = 2k+ 1, m = 4k+ 3) : (−1)m(−1)p = 1 doncA4k+3(X1, . . . ,X4k+3) est super-

symétrique par rapport̀aF.

Corollaire II.4.20. Pour touséléments X1, . . . ,Xm appartenant̀a osp(1,2n) :

1. a4k+1(X1, . . . ,X4k+1) = 0 (pour m= 2k+1) ;

2. a4k+2(X1, . . . ,X4k+2) = 0 (pour m= 4k+2) ;

3. s2p+1(X1, . . . ,X2p+1) = 0 (pour m= 2p+1).

Preuve.En effet, leśeléments deosp(1,2n) sont de super-trace nulle.

– 123 –



II.5. La transgression sur une superalgèbre de Lie

II.5 La transgression sur une superalg̀ebre de Lie

Il ne nous manque plus qu’un outil pour arriverà la d́emonstration du th́eor̀eme final II.6.1 : un

opérateur de transgression défini entre les alg̀ebres super-syḿetrique et super-extérieure d’une super-

algèbre de Lie et ǵeńeralisant l’oṕerateur de transgression de H. Cartan [Car51] et C. Chevalley [Che52].

Cet oṕerateurétant d́efini, nous pourrons d́emontrer la version correspondante du théor̀eme de Dynkin

[Dyn59] reliant les invariants super-symétriquessn aux invariants super-antisymétriquesan.

II.5.a Définition et propri étés

Soit g = g0̄⊕ g1̄ une superalg̀ebre de Lie etd la différentielle super-extérieure d́efinie sur
∧

(g∗)

(cf. (II.49)). Notons{X1, . . . ,Xn0̄
,Y1, . . . ,Yn1̄

} une base d’homog̀enes deg et{ϕ1, . . . ,ϕn0̄
, ϑ1, . . . ,ϑn1̄

} la

base duale. Nous considérons l’alg̀ebre super-syḿetriqueZ2-gradúee :

S(g∗) = S(g∗0̄)⊗
∧

(g∗1̄)

et l’algèbre super-extérieure(Z×Z2)-gradúee :
∧

(g∗) =
∧

(g∗0̄)⊗S(g∗1̄)

définies dans la section II.1.

Proposition II.5.1. Il existe un homomorphisme d’algèbres s: S(g∗) → ∧
(g∗) à valeurs dans la sous-

algèbre de
∧

(g∗) engendŕee par{dϕi ,dϑ j , i ∈ [[1,n0̄]], j ∈ [[1,n1̄]]} tel que s(ϕi) = dϕi pour tout i∈
[[1,n0̄]] et s(ϑ j) = dϑ j pour tout j∈ [[1,n1̄]].

Preuve.Vérifions que l’application lińeaires: S(g∗)→∧
(g∗) définie en posants(ϕi) := dϕi (i ∈ [[1,n0̄]])

ets(ϑ j) := dϑ j ( j ∈ [[1,n1̄]]) est un homomorphisme d’algèbres.

Pour toutn ∈ N, les éléments de Sn(g∗0̄) (resp.
∧n(g∗0̄), Sn(g∗1̄),

∧n(g∗1̄)) sont de degŕe 0̄ (resp.

(n, 0̄), n̄, (n, n̄)). En conśequence, dans la superalgèbre S(g∗), nous avons :

deg(ϕi) = 0̄, ∀ i ∈ [[1,n0̄]] et deg(ϑ j) = 1̄, ∀ j ∈ [[1,n1̄]].

D’où les relations :

• ϕi ·ϕi′ = ϕi′ ·ϕi pour tousi, i′ ∈ [[1,n0̄]] ;

• ϑ j ·ϑ j ′ = −ϑ j ′ ·ϑ j pour tousj, j ′ ∈ [[1,n1̄]] ;

• ϕi ·ϑ j = ϑ j ·ϕi pour tousi ∈ [[1,n0̄]] et j ∈ [[1,n1̄]].

La différentielle super-extérieured est une super-d́erivation de degŕe (1, 0̄) de l’algèbre super-

ext́erieure
∧

(g∗) donc :

deg(dϕi) = (2, 0̄), ∀ i ∈ [[1,n0̄]] et deg(dϑ j) = (2, 1̄), ∀ j ∈ [[1,n1̄]].

Par conśequent, nous avons les relations :
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• (dϕi)∧ (dϕi′) = (dϕi′)∧ (dϕi) pour tousi, i′ ∈ [[1,n0̄]] ;

• (dϑ j)∧ (dϑ j ′) = −(dϑ j ′)∧ (dϑ j) pour tousj, j ′ ∈ [[1,n1̄]] ;

• (dϕi)(dϑ j) = (dϑ j)∧ (dϕi) pour tousi ∈ [[1,n0̄]] et j ∈ [[1,n1̄]].

Nous en d́eduisons que l’oṕerateursest bien un homomorphisme d’algèbres.

RemarqueII.5.2. Tout élément de la superalgèbre S(g∗) poss̀ede unZ-degŕe correspondant̀a l’isomor-

phisme entre S(g∗) et S(g∗0̄)⊗
∧

(g∗1̄) mais non compris dans la graduation définie. Nous notons donc :

degZ(P⊗Ω) = degZ(P)+degZ(Ω)

ceZ-degŕe, pourP∈ S(g∗0̄) (munie duZ-degŕe usuel des polyn̂omes) etΩ ∈ ∧
(g∗1̄) (munie duZ-degŕe

usuel de l’alg̀ebre ext́erieure). Le degŕe dansZ2 d’un élémentP de la superalg̀ebreZ2-gradúee S(g∗) est

not́e :

degS(P).

Enfin, le degŕe d’unélémentΩ de la superalg̀ebre(Z×Z2)-gradúee
∧

(g∗) est not́e :

deg∧(Ω) = (deg∧,Z(Ω),deg∧,Z2
(Ω)).

RemarqueII.5.3. Soit I = (i1, . . . , in0̄
) ∈ Zn0̄ etJ = ( j1, . . . , jn1̄

) ∈ Z
n1̄
2 . Nous notons :

ϕ I ·ϑ J := ϕ i1
1 · . . . ·ϕ in0̄

n0̄
·ϑ j1

1 · . . . ·ϑ jn1̄
n1̄

.

Une base de l’alg̀ebre super-syḿetrique S(g∗) s’écrit alors :

{ϕ I ·ϑ J, I ∈ Zn0̄, J ∈ Z
n1̄
2 }.

L’action de l’oṕerateurssur leséléments de base est :

s(ϕ I ·ϑ J) = (dϕ1)
i1 ∧ . . .∧ (dϕn0̄

)in0̄ ∧ (dϑ1)
j1 ∧ . . .∧ (dϑn1̄

) jn1̄ .

PourP = ϕ I ·ϑ J, nous en d́eduisons :

degZ(P) = |I |+ |J|, degS(P) = |J| et deg∧(s(P)) = (2(|I |+ |J|), |J|).

Lemme II.5.4. Pour tout P∈ S(g∗), d(s(P)) = 0 i.e. s(P) est un cocycle.

Preuve.Nous faisons le calcul pourP = ϕ I ·ϑ J ∈ S(g∗) :

d(s(ϕ I ·ϑ J)) = d((dϕ1)
i1 ∧ . . .∧ (dϕn0̄

)in0̄ ∧ (dϑ1)
j1 ∧ . . .∧ (dϑn1̄

) jn1̄) = 0

car la super-d́erivationd est de carŕe nul.
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RemarqueII.5.5. De la m̂eme manìere que nous avons défini les super-d́erivations de l’alg̀ebre super-

ext́erieure en II.2.8, nous pouvons introduire les super-dérivations de l’alg̀ebre super-syḿetrique. Ce sont

des endomorphismes ayant unZ2-degŕe correspondant̀a la graduation de la superalgèbre et v́erifiant la

relation classique de super-dérivation d’un produitP·Q de deux́elémentsP etQ de la superalg̀ebre.

Définition II.5.6. Pour i ∈ [[1,n0̄]] et j ∈ [[1,n1̄]], consid́erons les super-dérivations
∂

∂ϕi
de S(g∗0̄) (de

degŕe 0̄) et
∂

∂ϑ j
= iYj de

∧
(g∗1̄) (de degŕe 1̄). Nous les prolongeons̀a la superalg̀ebre S(g∗). Le champ

radial est l’oṕerateur S(g∗) défini par :

R :=
n0̄

∑
i=1

ϕi ·
∂

∂ϕi
+

n1̄

∑
j=1

ϑ j ·
∂

∂ϑ j
.

Proposition II.5.7. Le champ radial prolonge l’identité de l’espaceg∗ sur la superalg̀ebre S(g∗) et

c’est une super-d́erivation de degŕe 0̄ de l’algèbre super-extérieure (c’est-̀a-dire une d́erivation au sens

classique du terme).

Preuve. Le premier point est clair. Montrons que l’opérateurR est une super-d́erivation de degŕe 0̄.

Soit P,Q ∈ S(g∗) homog̀enes. Compte-tenu des relations de commutation (voir II.1.30 page 57) dans

l’algèbre super-syḿetrique, nous avons :

R(P·Q) =
n0̄

∑
i=1

ϕi ·
(

∂P
∂ϕi

·Q+P· ∂Q
∂ϕi

)
+

n1̄

∑
j=1

ϑ j ·
(

∂P
∂ϑ j

·Q+(−1)degS(P)P· ∂Q
∂ϑ j

)

=

(
n0̄

∑
i=1

ϕi ·
∂P
∂ϕi

+
n1̄

∑
j=1

ϑ j ·
∂P
∂ϑ j

)
·Q+P·

(
n0̄

∑
i=1

ϕi ·
∂Q
∂ϕi

+
n1̄

∑
j=1

ϑ j ·
∂Q
∂ϑ j

)

= R(P) ·Q+P·R(Q).

D’où le ŕesultat.

Lemme II.5.8. Pour tout P∈ S(g∗), nous avons :

R(P) = degZ(P)P.

Preuve.Soit P = ϕ I ·ϑ J un élément de base. Nous avons déjà degZ(P) = |I |+ |J| d’apr̀es la remarque

II.5.3. D’autre part :

R(P) =
n0̄

∑
k=1

ϕk ·
∂

∂ϕk
(ϕ i1

1 · . . . ·ϕ in0̄
n0̄

·ϑ J)+
n1̄

∑
ℓ=1

ϑℓ ·
∂

∂ϑℓ
(ϕ I ·ϑ j1

1 · . . . ·ϑ jn1̄
n1̄

)

=
n0̄

∑
k=1

ikϕk ·ϕ i1
1 · . . . ·ϕ ik−1

k · . . . ·ϕ in0̄
n0̄

·ϑ J

+
n1̄

∑
ℓ=1

(−1) j1+...+ jℓ−1 jℓϑℓ ·ϕ I ·ϑ j1
1 · . . .ϑ jℓ−1

ℓ · . . . ·ϑ jn1̄
n1̄

=
n0̄

∑
k=1

ikϕ I ·ϑ J +
n1̄

∑
ℓ=1

jℓϕ I ·ϑ J

= (|I |+ |J|)P
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et si une puissanceik ou jℓ est nulle, les termes d’indicesk ou ℓ dans les deux sommes sont nuls et nous

obtenons la m̂emeégalit́e.

Définition II.5.9 (Transgression). Nous d́efinissons l’oṕerateur de transgression comme suit :

t : S(g∗) →
∧

(g∗), P 7→
n0̄

∑
i=1

ϕi ∧s

(
∂P
∂ϕi

)
+

n1̄

∑
j=1

ϑ j ∧s

(
∂P
∂ϑ j

)
.

RemarqueII.5.10. La définition donńee de la transgression n’est pas intrinsèque. Nous verrons cependant

dans la proposition II.5.19 qu’il existe une définition intrins̀eque.

Lemme II.5.11. L’application t est une s-d́erivation i.e.

t(PQ) = t(P)∧s(Q)+s(P)∧ t(Q)

pour tous P,Q∈ S(g∗).

Preuve. Rappelons que les super-dérivations
∂

∂ϕi
et

∂
∂ϑ j

sont respectivement de degré 0̄ et 1̄. Par

définition det, nous avons alors :

t(P·Q) =
n0̄

∑
i=1

ϕi ∧s

(
∂ (P·Q)

∂ϕi

)
+

n1̄

∑
j=1

ϑ j ∧s

(
∂ (P·Q)

∂ϑ j

)

=
n0̄

∑
i=1

ϕi ∧
[
s

(
∂P
∂ϕi

)
∧s(Q)+s(P)∧s

(
∂Q
∂ϕi

)]

+
n1̄

∑
j=1

ϑ j ∧
[
s

(
∂P
∂ϑ j

)
∧s(Q)+(−1)degS(P)s(P)∧

(
∂Q
∂ϑ j

)]

Or, d’apr̀es la remarque II.5.3, siP = ϕ I ·ϑ J, alors nous avons :

degS(P) = |J| et deg∧(s(P)) = (2(|I |+ |J|), |J|).

Par conśequent, pour touti ∈ [[1,n0̄]] et j ∈ [[1,n1̄]], nous avons :

ϕi ∧s(P) = s(P)∧ϕi

car deg∧(ϕi) = (1, 0̄) et :

ϑ j ∧s(P) = (−1)degS(P)s(P)∧ϑ j

car deg∧(ϑ j) = (1, 1̄). Nous pouvons donc conclure :t(PQ) = t(P)∧s(Q)+s(P)∧ t(Q).

Lemme II.5.12. Pour tout P∈ S(g∗), nous avons :

d(t(P)) = s(R(P)) = degZ(P)s(P).

– 127 –



II.5. La transgression sur une superalgèbre de Lie

Preuve.Nous avons, d’après le lemme II.5.4 :

d(t(P)) =
n0̄

∑
i=1

[
dϕi ∧s

(
∂P
∂ϕi

)
+(−1)1ϕi ∧d

(
s

(
∂P
∂ϕi

))]

+
n1̄

∑
j=1

[
dϑ j ∧s

(
∂P
∂ϑ j

)
+(−1)1ϕi ∧d

(
s

(
∂P
∂ϑ j

))]

=
n0̄

∑
i=1

dϕi ∧s

(
∂P
∂ϕi

)
+

n1̄

∑
j=1

dϑ j ∧s

(
∂P
∂ϑ j

)

=
n0̄

∑
i=1

s(ϕi)∧s

(
∂P
∂ϕi

)
+

n1̄

∑
j=1

s(ϑ j)∧s

(
∂P
∂ϑ j

)

=
n0̄

∑
i=1

s

(
ϕi ·

∂P
∂ϕi

)
+

n1̄

∑
j=1

s

(
ϑ j ·

∂P
∂ϑ j

)

= s(R(P)).

La deuxìemeégalit́e provient du lemme II.5.8.

Corollaire II.5.13. Pour tout P∈ S(g∗), s(P) est un cobord.

RappelII.5.14. Si (V,π) est une repŕesentation de la super-algèbre de Lieg, l’espaceV = V0̄⊕V1̄ étant

Z2-gradúe, nous disposons de la représentation contragrédiente(V∗, π̌) définie par :

π̌X(ϕ )(Z) := −(−1)xφϕ (πX(Z))

pourX ∈ gx, Z ∈ g etϕ ∈ g∗φ. Par conśequentπ̌X = −TπX.

Nous avonśegalement une action de la superalgèbreg sur l’espace End(V) par l’adjoint :

ad(πX)(F) = [πX,F ]

pourF ∈ End(V). Mais l’espace End(V) est isomorphe au produit tensorielV∗⊗V via l’application :

ϕ ⊗T ∈V∗⊗V Ã (U 7→ (−1)utϕ (U)T) ∈ End(V)

(que nous noterons(ϕ ⊗T)(U) = (−1)utϕ (U)T).

D’autre part, nous disposons de la représentatioňπ⊗π sur l’espaceV∗⊗V. Elle est d́efinie par :

(π̌⊗π)X(ϕ ⊗T) := (π̌Xϕ )⊗T +(−1)xφϕ ⊗πX(T).

Montrons queπ̌⊗π = adπ. Soitϕ ∈V∗ etT,U ∈V. Nous avons :

(π̌⊗π)X(ϕ ⊗T)(U) = ((π̌Xϕ )⊗T)(U)+(−1)xφ(ϕ ⊗πX(T))(U)

= (−1)ut(π̌Xϕ )(U)T +(−1)xφ(−1)(x+t)uϕ (U)πX(T)

= −(−1)ut+xφϕ (πX(U))T +(−1)xφ+(x+t)uϕ (U)πX(T).
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Maisu = φ dans le deuxìeme terme (sinon il est nul) donc :

(π̌⊗π)X(ϕ ⊗T)(U) = −(−1)ut+xφϕ (πX(U))T +(−1)tuϕ (U)πX(T).

D’autre part :

[πX,ϕ ⊗T](U) = πX(ϕ ⊗T)(U)− (−1)x(t+φ)(ϕ ⊗T)πX(U)

= (−1)utϕ (U)πX(T)− (−1)x(t+φ)+(x+u)tϕ (πX(U))T

= (−1)utϕ (U)πX(T)− (−1)xφ+utϕ (πX(U))T.

D’où l’ égalit́e π̌⊗π = adπ (via l’isomorphisme End(V) ≃V∗⊗V).

Notons enfin que l’image dans l’espaceV∗⊗V de l’application identique deV est :

id =
r

∑
i=1

ϕ ′
i ⊗X′

i −
s

∑
j=1

ϑ ′
j ⊗Y′

j

si {X′
i ,1 6 i 6 r} (resp.{Y′

j ,1 6 j 6 s}) est une base deV0̄ (resp.V1̄) et {ϕ ′
i ,1 6 i 6 r} (resp.{ϑ ′

j ,1 6

j 6 s}) la base duale. SiV = g etπ = ad, alors l’application identique id (de degré 0̄) est invariante :

ad(adX)(id)(Y) = [adX, id](Y) = [X,Y]− [X,Y] = 0

pourX,Y ∈ g.

RappelII.5.15. Nous avons noté Θ (resp.L ) le prolongement de la représentationǎdà la superalg̀ebre

S(g∗) (resp.
∧

(g∗)). Rappelons que siX ∈ gx, alors l’oṕerateurΘX (resp.LX) est une super-d́erivation

de la superalg̀ebre S(g∗) (resp.
∧

(g∗)) de degŕex (resp.(0,x)).

Lemme II.5.16. Pour tout P∈ S(g∗) et X∈ g, nous avons :

s(ΘX(P)) = LX(s(P)).

Preuve.SoitP,Q∈ S(g∗) etX ∈ g. Nous avons :

s(ΘX(P·Q)) = s(ΘX(P))∧s(Q)+(−1)xdegS(P)s(P)∧s(ΘX(Q))

et :

LX(s(P·Q)) = LX(s(P)∧s(Q))

= LX(s(P))∧s(Q)+(−1)xdeg∧,Z2
(s(P))s(P)∧LX(s(Q)).

D’après la remarque II.5.3, nous avons :

degS(P) = deg∧,Z2
(s(P)).

Il suffit donc de prouver le lemme sur les géńerateurs de l’alg̀ebre S(g∗). Or, pour touti ∈ [[1,n0̄]], nous

avons :

s(ΘX(ϕi)) = d(ǎdX(ϕi))
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et, d’apr̀es le lemme II.2.27 page 94 :

LX(s(ϕi)) = LX(dϕi) = d(LX(ϕi)) = d(ǎdX(ϕi)).

Il en est de m̂eme avec les formes linéairesϑ j , pour tout j ∈ [[1,n1̄]]. Nous en d́eduisons le ŕesultat.

Corollaire II.5.17. Si P∈ S(g∗) est invariant alors s(P) ∈ ∧
(g∗) estégalement invariant. Autrement

dit :

P∈ S(g∗)g =⇒ s(P) ∈
∧

(g∗)g.

Soit D l’application linéaire de la superalgèbreg dans l’espace des super-dérivations de la super-

algèbre S(g∗) définie comme suit : siX ∈ g, l’opérateurDX est le prolongement en une dérivation de

S(g∗) de l’applicationX∗∗ ∈ (g∗)∗ (nous rappelons queX∗∗(ϕ ) = (−1)xφϕ (X)).

RemarqueII.5.18. Si X ∈ g0̄, par exempleX = Xi , alorsDXi (ϕk) = ϕk(Xi) = δik donc :

DXi =
∂

∂ϕi

et siX ∈ g1̄, par exempleX = Yj , alorsDYj (ϑk) = −ϑk(Yj) = −δjk donc :

DYj = − ∂
∂ϑ j

.

SoitP∈ S(g∗). Nous d́efinissons l’applicationτP : g∗⊗g → ∧
(g∗) par :

τP(ϕ ⊗X) := ϕ ∧s(DX(P)).

Proposition II.5.19. Soit P∈ S(g∗).

1. Nous avons l’́egalit́e

t(P) = τP(id),

ce qui montre que la d́efinition de t est intrins̀eque.

2. De plus, si P est invariant, alorsτP est un homomorphisme de(g∗⊗g, ǎd⊗ad) dans(
∧

(g∗),L ).

Preuve.

1. Compte-tenu de la remarque II.5.18, nous pouvons réécrire la formule de la transgression : pour

P∈ S(g∗) :

t(P) =
n0̄

∑
i=1

ϕi ∧s(DXi P)−
n1̄

∑
j=1

ϑ j ∧s(DYj P) = τP(id)

car id=
n0̄

∑
i=1

ϕi ⊗Xi −
n1̄

∑
j=1

ϑ j ⊗Yj .
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2. SoitX ∈ g, ϕ ∈ g∗φ, T ∈ gt etP∈ S(g∗)g. Alors, d’apr̀es le lemme II.5.16, nous avons :

LX(τP(ϕ ⊗T)) = LX(φ∧s(DT(P)))

= LX(ϕ )∧s(DT(P))+(−1)xφϕ ∧LX(s(DT(P)))

= ǎdX(ϕ )∧s(DT(P))+(−1)xϕ ϕ ∧s(ΘX(DT(P)))

= ǎdX(ϕ )∧s(DT(P))+(−1)xφϕ ∧s([ΘX,DT ](P)).

car ΘX(P) = 0. Or, pour toute forme lińeaireϑ ∈ g∗θ , et puisqueΘX(ϑ ) = ǎdX(ϑ ) estélément deg∗,

nous avons :

[ΘX,DT ](ϑ ) = ΘX(DT(ϑ ))− (−1)xtDT(ΘX(ϑ ))

= 0− (−1)xt+(x+θ)t ǎdX(ϑ )(T)

= −(−1)θt ǎdX(ϑ )(T)

= (−1)θ(x+t)ϑ ([X,T])

= D[X,T](ϑ ).

Donc les super-d́erivations[ΘX,DT ] etD[X,T] sontégales. Ainsi :

LX(τP(ϕ ⊗T)) = ǎdX(ϕ )∧s(DT(P))+(−1)xφϕ ∧s(DadX(T)(P))

= τP(ǎdX(ϕ )⊗T +(−1)xφϕ ⊗ad(X)(T))

= τP((ǎd⊗ad)X(ϕ ⊗T)).

D’où le ŕesultat.

Corollaire II.5.20.

1. Si P∈ S(g∗)g, alors t(P) ∈ ∧
(g∗)g et s(P) = 0.

2. De plus, t(1) = 0 et t(P) = 0 pour tout polyn̂ome P appartenant I2
+ (où I+ désigne l’id́eal des

éléments de degré strictement positif deS(g∗)g appeĺe idéal d’augmentation).

Preuve.Soit P ∈ S(g∗)g. D’après la proposition II.5.19, nous avonst(P) = τP(id). Mais l’application

identique deg est invariante par la représentationǎd⊗ad d’apr̀es le rappel II.5.14. Alors, toujours d’après

II.5.19, nous en d́eduisonsLX(t(P)) = 0 pour toutX deg.

D’après II.5.12,s(P) =
1

degZ(P)
d(t(P)). Mais t(P) est invariant donc c’est un cocycle d’après le

lemme II.2.28 page 94. Doncs(P) = 0.

L’ égalit́e t(1) = 0 découle directement de la définition II.5.9. Et, d’apr̀es le lemme II.5.11, si

P,Q∈ I+, nous avonst(PQ) = t(P)∧s(Q)︸︷︷︸
0

+s(P)︸︷︷︸
0

∧ t(Q) = 0.
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II.5.b Transgression d’une sous-alg̀ebre

Soit g̃ = g̃0̄⊕ g̃1̄ une superalg̀ebre de Lie etg = g0̄⊕ g1̄ une sous-alg̀ebre dẽg. Soit{X1, . . . ,Xp,

Y1, . . . ,Yq} une base d’homog̀enes dẽg et {ϕ1, . . . ,ϕp,ϑ1, . . . ,ϑq} la base duale telles que la famille

{X1, . . . ,Xr ,Y1, . . . ,Ys} soit une base d’homogènes de l’espaceg et la famille{ϕ1, . . . ,ϕr ,ϑ1, . . . ,ϑs} soit

une base d’homog̀enes de l’espaceg∗ (avec 06 r 6 p et 06 s6 q).

Nous disposons des opérateurs de transgression respectivementtg̃ pourg̃ et tg pourg. Le lien entre

ces deux oṕerateurs est donné par la proposition suivante :

Proposition II.5.21. Pour tout n> 1 et toutélément P∈ Sn(g̃), nous avons :

tg̃(P)|g2n−1 = tg(P|gn).

Nous notons donc t la transgression deg et deg̃ sans distinction.

Preuve.Soit P ∈ Sn(g̃). D’après la d́efinition II.5.9 et la remarque II.5.18, nous avons les expressions

des deux oṕerateurs de transgression :

tg̃(P) =
p

∑
k=1

ϕk∧ s̃g(DXk(P))−
q

∑
ℓ=1

ϑℓ∧ s̃g(DYℓ
(P))

et :

tg(P|gn) =
r

∑
k=1

ϕk∧sg(DXk(P|gn))−
s

∑
ℓ=1

ϑℓ∧sg(DYℓ
(P|gn))

où s̃g (resp.sg) est l’homomorphisme d’alg̀ebres S(g̃) → ∧
(g̃) (resp. S(g) → ∧

(g)) envoyant les formes

ϕk surdϕk etϑℓ surdϑℓ pourk∈ [[1, p]] et ℓ ∈ [[1,q]] (resp.k∈ [[1, r]] et ℓ ∈ [[1,s]]).

Examinons un mon̂omeϕ I ϑ J = ϕ i1
1 · . . . ·ϕ ip

p ·ϑ j1
1 · . . . ·ϑ jq

q ∈ Sn(g) : sa restriction(ϕ I ϑ J)|gn est

nulle si l’une des puissancesir+1, . . . , ip, js+1, . . . , jq n’est pas nulle. DoncP|gn est une combinaison

linéaire de mon̂omesϕ I ′ϑ J′ avecI ′ = (i1, . . . , ir ,0, . . . ,0) ∈ Zr etJ′ = ( j1, . . . , js,0, . . . ,0) ∈ Zs
2.

D’autre part, nous avons imḿediatement :

(
ϕk∧s(DXk(P))

)
|g2n−1 = 0, ∀ k > r +1 et

(
ϑℓ∧s(DYℓ

(P))
)
|g2n−1 = 0, ∀ ℓ > s+1.

Donc :

tg̃(P)|g2n−1 =
r

∑
k=1

(
ϕk∧ s̃g(DXk(P))

)
|g2n−1 −

s

∑
ℓ=1

(
ϑℓ∧ s̃g(DYℓ

(P))
)
|g2n−1.

Reprenons un monômeP = ϕ I ϑ J. Soit k ∈ [[1, r]] et ℓ ∈ [[1,s]]. Si ik 6= 0 (i.e. si le terme d’indicek

apparâıt dans la somme), nous avons :

DXk(P) = ikϕ i1
1 · . . . ·ϕ ik−1

k · . . . ·ϕ ip
p ·ϑ J

d’où :

ϕk∧ s̃g(DXk(P)) = ikϕk∧ (dϕ1)
i1 ∧ . . .∧ (dϕk)

ik−1∧ . . .∧ (dϕp)
ip ∧ (dϑ )J
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et si jℓ 6= 0 (i.e. si le terme d’indiceℓ intervient dans la somme), nous avons :

DYℓ
(P) = (−1) j1+...+ jℓ−1 jℓϕ I ·ϑ j1

1 · . . . ·ϑ jℓ−1
ℓ · . . . ·ϑ jq

q

d’où :

ϑℓ∧ s̃g(DYℓ
(P)) = (−1) j1+...+ jℓ−1 jℓϑℓ∧ (dϕ )I ∧ (dϑ1)

j1 ∧ . . .∧ (dϑℓ)
jℓ−1∧ . . .∧ (dϑq)

jq.

Par conśequent, commek 6 r et ℓ 6 s, nous avons :

(
ϕk∧ s̃g(DXk(P))

)
|g2n−1 = 0

si l’une des puissancesir+1, . . . , ip, js+1, . . . , jq n’est pas nulle et de m̂eme pour
(
ϑℓ ∧ s̃g(DYℓ

(P))
)
|g2n+1.

En effet, nous rappelons, par exemple, que :

dϕk(X,Y) = −ϕk([X,Y]) = 0

pour toutX,Y ∈ g car[X,Y] ∈ g.

Nous en d́eduisons finalement le résultat :

tg̃(P)|g2n−1 = tg(P|gn).

II.5.c Super-version du théorème de Dynkin

Dans cette partie, nous supposons queg = gl(p,q). Nous savons d’après la proposition II.4.17

queak ∈
∧

(g∗)g et sk ∈ S(g∗)g. Nous nous trouvons donc avec des données similaires au cas classique

et nous pŕesentons la ǵeńeralisation d’un th́eor̀eme de Dynkin du cas classique ([Dyn59], [Kos81]) :

Théorème II.5.22. Soit n> 1. Alors :

t(sn) = (−1)n−1na2n−1. (II.55)

Démonstration.NotonsMi j les formes coefficients surgl(p,q) (de degŕe mi j ), 1 6 i, j 6 p+ q. Par

définition de la super-trace, nous avons :

str(X) =
p

∑
i=1

Mii (X)−
p+q

∑
i=p+1

Mii (X) =
p+q

∑
i=1

εiMii (X)

pour toutX ∈ g avecεi := 1 si i ∈ [[1, p]] et εi := −1 si i ∈ [[p+1, p+q]]. Notons que siX1, . . . ,Xn ∈ g,

alors :

Mii (µn)(X1, . . . ,Xn) = Mii (X1 . . .Xn)

= ∑
16r1,...,rn−16p+q

Mir1(X1)Mr1r2(X2) . . .Mrn−1i(Xn)

= ∑
R

(−1)∆(miR,miR)(Mir1 ⊗Mr1r2 ⊗ . . .⊗Mrn−1i)(X1⊗X2⊗ . . .⊗Xn)

= ∑
R

(−1)∆(miR,miR)(Mir1 ⊗
s

Mr1r2 ⊗
s
. . .⊗

s
Mrn−1i)(X1,X2, . . . ,Xn)
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avecmiR :=




mir1

mr1r2

...

mrn−1i




et R un multi-indice(r1, . . . , rn−1) parcourant[[1, p+ q]]n−1. Rappelons que le

produit super-syḿetrique den formes lińeaires (ϕ1, . . . ,ϕn) sur S(g∗) est donńe par :

ϕ1 · . . . ·ϕn = S(ϕ1⊗
s

ϕ2⊗
s
. . .⊗

s
ϕn).

Ainsi, puisquesn = str(Sn) = str(S(µn)) = S(str(µn)), nous obtenons :

sn =
p+q

∑
i=1

εi ∑
R

(−1)∆(miR,miR)Mir1 ·Mr1r2 · . . . ·Mrn−1i ,

égalit́e valable dans S(g∗).

D’après le lemme II.5.11, nous avons :

t(ϕ1 · . . . ·ϕn) =
n

∑
ℓ=1

s(ϕ1)∧ . . .∧s(ϕℓ−1)∧ t(ϕℓ)∧s(ϕℓ+1)∧ . . .∧s(ϕn)

=
n

∑
ℓ=1

dϕ1∧ . . .∧dϕℓ−1∧ϕℓ∧dϕℓ+1∧ . . .∧dϕn.

Donc :

t(sn) =
p+q

∑
i=1

εi ∑
R

(−1)∆(miR,miR)
n

∑
ℓ=1

dMir1 ∧ . . .∧dMrℓ−2rℓ−1 ∧Mrℓ−1rℓ
∧dMrℓrℓ+1 ∧ . . .∧dMrn−1i ,

avecrn = i (quandℓ = n).

Soit X = (X1, . . . ,X2n−1) ∈ g2n−1. Rappelons que si degZ2
(ϕi) = φi , alors degZ2

(dϕi) = φi . Il

vient :

(dϕ1∧ . . .∧dϕℓ−1∧ϕℓ∧dϕℓ+1∧ . . .∧dϕn)(X1, . . . ,X2n−1)

=
1

2n−1 ∑
σ∈S2n−1

ε(σ)ε(σ ,X )(dϕ1⊗
s
. . .⊗

s
dϕℓ−1⊗

s
ϕℓ⊗

s
dϕℓ+1⊗

s
. . .⊗

s
dϕn)(Xσ(1), . . . ,Xσ(2n−1))

=
1

2n−1 ∑
σ∈S2n−1

ε(σ)ε(σ ,X )(−1)(xσ(1)+xσ(2))(φ2+...+φn) . . .(−1)(xσ(2ℓ−3)+xσ(2ℓ−2))(φℓ+...+φn)

(−1)xσ(2ℓ−1)(φℓ+1+...+φn)(−1)(xσ(2ℓ)+xσ(2ℓ+1))(φℓ+2+...+φn) . . .(−1)(xσ(2n−4)+xσ(2n−3))φn

dϕ1(Xσ(1),Xσ(2)) . . .dϕℓ−1(Xσ(2ℓ−3),Xσ(2ℓ−2))ϕℓ(Xσ(2ℓ−1))dϕℓ+1(Xσ(2ℓ),Xσ(2ℓ+1))

. . .dϕn(Xσ(2n−2),Xσ(2n−1))

=
1

2n−1 ∑
σ∈S2n−1

ε(σ)ε(σ ,X )(−1)φ1(φ2+...+φn) . . .(−1)φℓ−1(φℓ+...+φn)(−1)φℓ(φℓ+1+...+φn)

(−1)φℓ+1(φℓ+2+...+φn) . . .(−1)φn−1φn(−1)n−1ϕ1([Xσ(1),Xσ(2)]) . . .ϕℓ−1([Xσ(2ℓ−3),Xσ(2ℓ−2)])

ϕℓ(Xσ(2ℓ−1))ϕℓ+1([Xσ(2ℓ),Xσ(2ℓ+1)]) . . .ϕn([Xσ(2n−2),Xσ(2n−1)])

=
(−1)n−1

2n−1 ∑
σ∈S2n−1

ε(σ)ε(σ ,X )(−1)∆(φ,φ)ϕ1([Xσ(1),Xσ(2)]) . . .ϕℓ−1([Xσ(2ℓ−3),Xσ(2ℓ−2)])

ϕℓ(Xσ(2ℓ−1))ϕℓ+1([Xσ(2ℓ),Xσ(2ℓ+1)]) . . .ϕn([Xσ(2n−2),Xσ(2n−1)])
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En remplaçant avec les formes coordonnées, il vient :

t(sn)(X1, . . . ,X2n−1)

=
p+q

∑
i=1

εi ∑
R

(−1)∆(miR,miR)
n

∑
ℓ=1

(dMir1 ∧ . . .∧Mrℓ−1rℓ
∧ . . .∧dMrn−1i)(X1, . . . ,X2n−1)

=
(−1)n−1

2n−1

p+q

∑
i=1

εi

n

∑
ℓ=1

∑
σ∈S2n−1

ε(σ)ε(σ ,X )∑
R

(−1)∆(miR,miR)(−1)∆(miR,miR)Mir1([Xσ(1),Xσ(2)]) . . .

Mrℓ−2rℓ−1([Xσ(2ℓ−3),Xσ(2ℓ−2)])Mrℓ−1rℓ
(Xσ(2ℓ−1))Mrℓrℓ+1([Xσ(2ℓ),Xσ(2ℓ+1)]) . . .

Mrn−1i([Xσ(2n−2),Xσ(2n−1)])

=
(−1)n−1

2n−1

p+q

∑
i=1

εi

n

∑
ℓ=1

∑
σ∈S2n−1

ε(σ)ε(σ ,X )Mii

(
[Xσ(1),Xσ(2)] . . . [Xσ(2ℓ−3),Xσ(2ℓ−2)]Xσ(2ℓ−1)×

[Xσ(2ℓ),Xσ(2ℓ+1)] . . . [Xσ(2n−2),Xσ(2n−1)]
)

=
II .4.14

(−1)n−1

2n−1

p+q

∑
i=1

εi

n

∑
ℓ=1

Mii

(
2n−1[X1, . . . ,X2n−1]

)

= (−1)n−1n
p+q

∑
i=1

εiMii ([X1, . . . ,X2n−1])

= (−1)n−1na2n−1(X1, . . . ,X2n−1).

D’où le ŕesultat :t(sn) = (−1)n−1na2n−1.
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II.6 Th éorème d’Amitsur-Levitzki sur la superalgèbre de Lieosp(1,2n)

Soit g = osp(1,2n), g̃ = gl(1,2n), h une sous-alg̀ebre de Cartan deg, {α1, . . . ,αn} un syst̀eme

de racines simples de la superalgèbreg et W le groupe de Weyl. Rappelons que, d’après la proposition

II.3.28, nous avons :

S(h∗)W = C[t1, . . . , tn]

où tk =
n

∑
i=1

α 2k
i (k∈ [[1,n]]) et tn+1 ∈ J2

+.

Nous allons d́emontrer une super-version du théor̀eme d’Amitsur-Levitzki pour la superalgèbreg :

Théorème II.6.1. Pour tous X1, . . . ,X4n+2 ∈ g, nous avons :

A4n+2(X1, . . . ,X4n+2) = 0.

Cette identit́e est valable siX1, . . . ,X4n+2 ∈ g0̄ par le th́eor̀eme classique d’Amitsur-Levitzki (théo-

rème I.4.6 page 39). D’autre part, siX1 = . . . = X4n+2 = X ∈ g1̄, le résultat d́ecoule de la proposition

II.3.17 page 103. Dans le cas géńeral, le th́eor̀eme II.6.1 va ŕesulter de l’identit́e (II.55) et des lemmes

II.4.19 et II.6.3 mais nous allons détailler la d́emonstration ci-après.

Proposition II.6.2. Pour tout k> 1, l’isomorphisme de restriction R: S(g∗)g → S(h∗)W envoie s2k

sur 2(2k)!tk. (Notons que nous considérons en ŕealité la restriction des polyn̂omes invariants super-

syḿetriques s2k à la superalg̀ebreg.)

Preuve.Rappelons que si l’on note{Ei, j ,16 i, j 6 n0̄+n1̄} la base canonique de l’algèbregl(2n+1,C),

une base de la sous-algèbre de Cartanh est constitúee des matricesHi = Ei,i −En+i,n+i (de degŕe 0̄) pour

i ∈ [[1,n]]. Nous pouvons remarquer queHiH j = 0 si i 6= j. Donc le polyn̂omesk est nul sur lesk-uplets

(Hi1, . . . ,Hik) si card({i1, . . . , ik}) > 1. Calculons alors :

sk(Hi , . . . ,Hi) = k!tr(Hi . . .Hi).

Le produit dek matricesHi vaut Ei,i + (−1)kEn+i,n+i donc sk(Hi , . . . ,Hi) = k!(1+ (−1)k). Nous en

déduisons l’́egalit́e :

R(sk) = k!
n

∑
i=1

(1+(−1)k)α k
i

i.e. R(s2k+1) = 0 etR(s2k) = 2(2k)!tk.

Comme l’applicationR: S(g∗)g → S(h∗)W est un isomorphisme, nous en déduisons :

Corollaire II.6.3. Nous avonsS(g∗)g = C[s2, . . . ,s2n] et s2n+2 ∈ I2
+ où les polyn̂omes sk s’entendent en

restrictionà g (nous rappelons que I+ désigne l’id́eal d’augmentation deS(g∗)g).

Nous pouvons d́esormais pŕesenter la d́emonstration du th́eor̀eme II.6.1.
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Démonstration (th́eor̀eme II.6.1).Puisques2n+2|g2n+2 ∈ I2
+, nous avonst(s2n+2) = 0 sur la superalg̀ebre

g d’apr̀es le corollaire II.5.20. Alors, ayant confondu les transgressions deg et g̃ grâceà la proposition

II.5.21, nous d́eduisons du th́eor̀eme II.5.22 le fait quea4n+3 = 0 sur la superalg̀ebreg. Mais d’apr̀es le

lemme II.4.9, pour tousX1, . . . ,X4n+3 ∈ g, nous avons :

a4n+3(X1, . . . ,X4n+3) = (4n+3)B(A(X1, . . . ,X4n+2),X4n+3).

Or, d’apr̀es le lemme II.4.19, l’́elémentA4n+2(X1, . . . ,X4n+2) appartient̀a g donc, d’apr̀es le th́eor̀eme

II.3.7 page 98, nous en concluons :

A4n+2(X1, . . . ,X4n+2) = 0

pour tousX1, . . . ,X4n+2 ∈ g.

Le théor̀eme d’Amitsur-Levitzki dans le cas classique donne en réalit́e le meilleur indice pour

lequel le polyn̂omePn s’annule car on peut facilement montrer que le polynômeP2n−1 n’est pas nul sur

l’algèbregl(n). Nous n’avons malheureusement pas de meilleur indice pour notreénonće. Mais nous

pouvons donner les premiers résultats suivants :

Proposition II.6.4. Le polyn̂ome super-antisyḿetrique A4n n’est pas identiquement nul surosp(1,2n)

Preuve.SupposonsA4n identiquement nul. En utilisant la réalisation de la superalgèbreg = osp(1,2n)

dans l’alg̀ebre de WeylAn (cf. partie II.3.c), nous pouvons maintenant calculer l’action, via la représen-

tation adjointe tordue, de l’élémentA4n(X1, . . . ,X4n−1,X) deg1̄, où nous avons prisX1, . . . ,X4n−1 ∈ g0̄ et

X ∈ g1̄ :

A4n(X1, . . . ,X4n−1,X)(1) = 2P4n−1(X1, . . . ,X4n−1)(X).

En effet, nous avons :

ad′(X)(1) = 2X et ad′(Xi)(1) = [Xi ,1]L = 0, ∀ i ∈ [[1,4n−1]],

et nous rappelons que la notationPn désigne le polyn̂ome antisyḿetrique classique. Par conséquent,

puisqueA4n est identiquement nul, nous en déduisons queP4n−1(X1, . . . ,X4n−1) est nul en tant qu’oṕera-

teur sur leśeléments de degré 1̄. Mais il estégalement nul sur leśeléments de degré 0̄ (qui sont tous

colinéaires̀a 1) et, par conśequent :

P4n−1(X1, . . . ,X4n−1) = 0

pour toutX1, . . . ,X4n−1 ∈ g0̄. Donc sa trace est nulle. Mais sa trace estégaleà l’image de l’inva-

riant syḿetrique tr(X2n) par l’opérateur de transgression donc n’est pas nulle d’après le th́eor̀eme de

Hopf-Koszul-Samelson (voir par exemple [Kos97]). Nous aboutissons ainsià une contradiction. En

conśequenceA4n n’est pas identiquement nul.
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Proposition II.6.5. Le polyn̂omes super-antisyḿetrique A4n+1 n’est pas identiquement nul surosp(1,2n)

pour les valeurs de ńegalesà 1, 2 ou 3.

Preuve.Les calculs ont́et́e ŕealiśes avec le logiciel Maplèa partir de la ŕealisation de la superalgèbre

osp(1,2n) dans l’alg̀ebre de WeylAn. Rappelons les notations : l’algèbre de WeylAn est engendrée par

le syst̀eme{p1, . . . , pn,q1, . . . ,qn} et nous avons identifíe la superalg̀ebreosp(1,2n) à h = V1̄⊕ [V1̄,V1̄]

agissant sur l’espaceV = V0̄ ⊕V1̄ par l’intermédiaire de la représentation adjointe tordue, avecV1̄ =

Vect({p1, . . . , pn,q1, . . . ,qn}) etV0̄ = C.1.

Notonsyi = [pi ,qi ] = piqi +qi pi etx j, j+1 = [p j ,q j+1] deséléments particuliers de la superalgèbre

An (i ∈ [[1,n]] et j ∈ [[1,n−1]]).

• n = 1 : Nous obtenons :

A5(p1,q1,y1, p1,q1)(p1) = −26p1,

en consid́erantA5(p1,q1,y1, p1,q1) comme un endomorphisme sur l’algèbre de WeylA1, agissant gr̂ace

à la repŕesentation adjointe tordue. Notons que ce calcul est réalisable〈〈à la main〉〉, sans l’aide de la

machine.

• n = 2 : Nous obtenons :

A9(p1,q1,y1, p1,q1,x12,y2, p2,q2)(p2) = 211p1.

• n = 3 : Nous obtenons :

A13(p1,q1,y1, p1,q1,x12,y2, p2,q2,x23,y3, p3,q3)(p3) = −215.3p1.

Le dernier calcul a ńecessit́e plusieurs heures sur les machines d’un centre de calcul, alors que les deux

autres ont́et́e immédiats.

Nous conjecturons l’identité :

A4n+1(p1,q1,y1, p1,q1,x12,y2, p2,q2, . . . ,xn,n−1,yn, pn,qn)(pn) = (−1)nn!24n+2p1.

Mais en dehors des trois exemples donnés ci-dessus, nous n’avons pas réussià ŕealiser le calcul dans le

cas ǵeńeral.

Dans son article [Kos81], en se posant la question de chercher le meilleur indice pour les sous-

algèbres degl(n,C), B. Kostant a d́emontŕe que le th́eor̀eme d’Amitsur-Levitzki est vrai pour toute

repŕesentation de dimension finie de l’algèbre de Liegl(n,C) et a m̂eme d́etermińe un meilleur indice

pour l’algèbre de Lieso(2n,C). Étant donńe la proposition II.3.18 (qui fait tomber le contre-exemple

concernant leśeléments de degré impair nilpotents), nous espérons que l’identit́e reste valable pour

chacune des représentations de dimension finie deosp(1,2n).

Quantà la question de savoir si cette identité existe sur d’autres superalgèbres de Lie classiques,

nos espoirs sont assez minces. En effet, la structure polynomiale des invariants est un des point-clés des

– 138 –
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démonstrations de B. Kostant ([Kos58], [Kos81]) et de la notre. Or, cela provient du fait que les super-

traces deśeléments deosp(1,2n) sont en fait de simples traces. Mais dans le cas géńeral, c’est diff́erent,

et nous risquons de ne pas pouvoir montrer que l’algèbre des invariants est finiment engendrée.

z
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Une démonstration du théorème

d’Amitsur-Levitzki dans le cas classique

Nous pŕesentons dans cette appendice une démonstration du th́eor̀eme d’Amitsur-Levitzki dans

le cas classique duèa S. Rosset [Ros76]. Cette démonstration diff̀ere de la d́emonstration originale

[AL50, Jac75] et des d́emonstrations de B. Kostant [Kos58, Kos81]. Elle fait appelà deséléments

antisyḿetriques ext́erieurs et utilise le th́eor̀eme de Cayley-Hamilton sur un anneau commutatif et ne

s’adapte pas au cas des superalgèbres de Lie.

Rappelons pour commencer l’énonće du th́eor̀eme :

Théorème (Amitsur-Levitzki). Consid́erons, pour k> 1 :

Pk(M1, . . . ,Mk) := ∑
σ∈Sk

ε(σ)Mσ(1) . . .Mσ(k)

défini pour M1 . . . ,Mk ∈ gl(n,C). Alors P2n est identiquement nul sur l’algèbregl(n,C).

Pour mener̀a bien la d́emonstration, nous sommes amenésà introduire deśeléments ext́erieursà

l’algèbregl(n,C) qui anticommutent entre eux. L’intér̂et de faire intervenir ceśeléments est d́emontŕe

dans le calcul pŕećedant la formule (♣).

Soit doncV un C-espace vectoriel de dimension 2n et Λ :=
∧

(V) (la base de l’espaceV, vue

dans l’alg̀ebre
∧

(V), nous fournira les 2n éléments anticommutatifs). L’espaceΛ estZ2-gradúe par le

sous-espaceΛ0̄ de seśeléments de degré pair et le sous-espaceΛ1̄ de seśeléments de degré impair.

NotonsA := gl(n,C) et Ã := Λ⊗A. L’espaceÃ est l’espace des matrices carrées de taillen à

coefficients dans l’anneauΛ. L’espaceÃ est muni d’un produit associatif :

(ω1⊗M1)(ω2⊗M2) := ω1∧ω2⊗M1M2

pour tous tenseurśelémentairesω1⊗M1,ω2⊗M2 ∈ Ã.

SoitS: Λ → Λ définie par :

S(ω) = (−1)p(p−1)/2ω

pourω ∈ Λp. L’applicationSest l’antipode :

S(ω1∧ω2) = S(ω2)∧S(ω1).
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SoitW := Cn etW̃ := Λ⊗W. L’espaceW̃ est, en fait, unΛ-module libre, et l’espacẽA agit sur le

moduleW̃ de la manìere suivante :

(ω⊗M)(ω′⊗X) = ω′∧S(ω)⊗M(X)

pour tous tenseurśelémentairesω⊗M ∈ Ã etω′⊗X ∈ W̃. Avec cette d́efinition, l’applicationω⊗M est

Λ-linéaire, et l’espacẽW est unÃ-module. La matrice de l’applicationω⊗M dans les bases canoniques

est alorsωM.

Les espaces̃W et Ã sontZ2-gradúes, respectivement par :

W̃0̄ := Λ0̄⊗W et W̃1̄ := Λ1̄⊗W,

et :

Ã0̄ := Λ0̄⊗A et W̃1̄ := Λ1̄⊗W.

Le sous-espacẽA0̄ envoie le sous-espacẽWξ dans lui-m̂eme tandis que le sous espaceÃ1̄ l’envoie

dansW̃ξ +1 (pourξ ∈ Z2). Nous avons donc une structure de superalgèbre de Lie sur l’espacẽA, définie,

pourM̃ = ω⊗M ∈ Ãm et M̃′ = ω′⊗M′ ∈ Ãm′ par :

[M̃,M̃′] := M̃M̃′− (−1)mm′
M̃′M̃.

Détaillons l’expression du produit :

[M̃,M̃′] = ω∧ω′⊗MM′− (−1)mm′
ω′∧ω⊗M′M

= ω∧ω′⊗ (MM′−M′M)

= ω∧ω′⊗ [M,M′]

carω ∈ Λm etω′ ∈ Λm′ .

Lemme 1. SoitM̃ ∈ Ã. Alors M̃ = 0 si, et seulement si,̃M|W̃0̄
= 0.

Preuve. Supposons quẽM|W̃0̄
= 0. Soit X̃ ∈ W̃1̄. Il existe une d́ecomposition en tenseurélémentaires

X̃ =
p

∑
i=1

ωi ⊗Xi avecωi ∈ Λ1̄ etXi ∈W ⊂ W̃0̄ (identifié avec 1⊗Xi ∈ W̃0̄) pour touti ∈ [[1, p]]. Alors :

M̃(X̃) =
p

∑
i=1

ωi ∧ M̃(Xi)︸ ︷︷ ︸
0

= 0.

Nous d́efinissons une super-trace surÃ par :

str(ω⊗M) := ω tr(M).
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Soit M̃ = ω⊗M ∈ Ãm et M̃′ = ω′⊗M′ ∈ Ãm′ . Nous avons :

str((ω⊗M)(ω′⊗M′)) = str(ω∧ω′⊗MM′)

= ω∧ω′ tr(MM′)

= (−1)mm′
ω′∧ω tr(M′M)

= (−1)mm′
str(ω′∧ω⊗M′M)

= (−1)mm′
str((ω′⊗M′)(ω⊗M)).

Donc :

str(M̃,M̃′) = (−1)mmstr(M̃′M̃)

et par conśequent :

str([M̃,M̃′]) = 0 (♠)

pour tousM̃,M̃′ ∈ Ã.

Lemme 2. Si M̃ ∈ Ã1̄, alorsstr(M̃2k) = 0 pour tout k> 1.

Preuve.En effet, puisquẽM ∈ Ã1̄, nous avons̃M2 =
1
2
[M̃,M̃] et, plus ǵeńeralement :

M̃2k =
1
2
[M̃,M̃2k−1].

Il suffit alors d’appliquer l’identit́e (♠).

Notons{ω1 . . . ,ω2n} une base de l’espace vectorielV. Nous avons donc :

ωi ∧ωj = −ωj ∧ωi

dans l’alg̀ebre ext́erieureΛ, pour tousi, j ∈ [[1,2n]] aveci 6= j.

SoitM1, . . . ,M2n ∈ A et notons :

M̃ := ω1⊗M1 + . . .ωn⊗Mn ∈ Ã1̄.

La matriceN := M̃2 ∈ Ã0̄ s’écrit :

N = ∑
16i1<i262n

ωi1 ∧ωi2 ⊗ [Mi1,Mi2].

Plus ǵeńeralement :

Nn = M̃2n = ∑
16i1,...,i2n62n

ωi1 ∧ . . .∧ωi2n ⊗Mi1 . . .Mi2n

= ∑
σ∈S2n

ωσ(1)∧ . . .∧ωσ(2n)⊗Mσ(1) . . .Mσ(2n)

= ∑
σ∈S2n

ε(σ)ω1∧ . . .∧ω2n⊗Mσ(1) . . .Mσ(2n).
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Ainsi :

M̃2n = ω1∧ . . .∧ω2n⊗P2n(M1, . . . ,M2n). (♣)

Pour d́emontrer le th́eor̀eme d’Amitsur-Levitzki, il suffit donc de prouver quẽM2n est nulle. Or,M̃2n =

Nn : il s’agit donc de montrer queNn = 0. D’après le lemme 1, il suffit de montrer que la restrictionN′

deN àW̃0̄ est nulle. MaisN ∈ Ã0̄ et toutes ses puissanceségalement :N et toutes ses puissances ont leur

coefficients dans l’anneau commutatifΛ0̄. Comme l’espacẽW0̄ est unΛ0̄-module, etN′ : W̃0̄ → W̃0̄ est

Λ0̄-linéaire, le th́eor̀eme de Cayley-Hamilton s’applique ([Lan02]) et il suffit de montrer que le polynôme

caract́eristique∆N′(t) = det(N′− tIn) deN vaut(−1)ntn.

Dans le cas de matricesà coefficients dansC, nous savons que le polynôme caract́eristique d’une

matrice P ∈ gl(n,C) s’exprime comme un polyn̂ome sans terme constant en les traces tr(Pk) pour

k ∈ [[1,n]]. Le lemme suivant nous permet de prolonger cette formule au cas présent des matrices̀a

coefficients dansΛ.

Lemme 3. Soit E unC-espace vectoriel et̃E = Λ0̄⊗E. L’espacẽE est unΛ0̄-module libre de dimension

finie (avecdimC(E) = dimΛ0̄
(Ẽ)). Soit P une fonction polynomiale dẽE dansΛ0̄. Si P|E = 0, alors

P = 0.

Preuve. Nous allons raisonner par récurrence surn = dimΛ0̄
(Ẽ) = dimC(E). Notons{e1, . . . ,eq} une

base deΛ0̄ (commeC-espace vectoriel).

• Supposons dimC(E) = 1. Alors nous pouvons supposerE = C. Soit P: Λ0̄ → Λ0̄ polynomiale :P =
p

∑
i=1

ωi x̃
i avecx̃,ωi ∈ Λ0̄. Par hypoth̀ese, nous avonsP(λ ) = 0 pour toutλ ∈ C :

p

∑
i=1

ωiλ i = 0, ∀ λ ∈ C.

Mais les vecteursωi ∈ Λ0̄ se d́ecomposent sur la base deΛ0̄ : ωi =
q

∑
j=1

µi, jej pour touti ∈ [[1, p]], avec

µi, j ∈ C. Donc :
q

∑
j=1

(
p

∑
i=1

µi, jλ i

)
ej = 0, ∀ λ ∈ C.

Par conśequent
p

∑
i=1

µi, jλ i = 0, ∀ λ ∈ C

pour touti ∈ [[1, p]] et j ∈ [[1,q]]. Mais l’expression ci-dessus est un polynômeà coefficients complexes.

Nous en d́eduisons que les nombresµi, j sont tous nuls donc leśelémentsωi deΛ0̄ sont tous nuls etP= 0.

• Soit E un C-espace vectoriel de dimensionn et supposons maintenant que la propriét́e soit vraie pour

tout sous-module de dimensionn−1 duΛ0̄-moduleẼ = Λ0̄⊗E de dimensionn. Écrivonsx̃= (x̃1, . . . , x̃n)

les composantes d’un vecteurx̃ deW̃ sur la base canonique du moduleẼ (et duC-espace vectorielE).

Alors :

P(x̃) = P(x̃1, . . . , x̃n) =
p

∑
i=1

Pi(x̃1, . . . , x̃n−1)x̃n
i .
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Pourλ1, . . . ,λn−1 ∈ C fixés, et en notantΛi = Pi(λ1, . . . ,λn−1) ∈ Λ0̄, nous avons par hypothèse :

P(λ1, . . . ,λn−1,λ ) =
p

∑
i=1

Λiλ i = 0, ∀ λ ∈ C.

LesélémentsΛi ∈ Λ0̄ admettent une d́ecomposition sur la base deΛ0̄ : Λi =
q

∑
j=1

µi, jej avecµi, j ∈ C. Par

conśequent :
q

∑
j=1

(
p

∑
i=1

µi, jλ i

)
ej = 0, ∀ λ ∈ C

d’où, pour toutj ∈ [[1,q]] :
p

∑
i=1

µi, jλ i , ∀ λ ∈ C

et, comme pŕećedemment :µi, j = 0 pour tousi ∈ [[1, p]] et j ∈ [[1,q]]. Nous en concluons queΛi = 0 pour

tousi ∈ [[1, p]]. Par conśequent :

Pi(λ1, . . . ,λn−1) = 0, ∀ (λ1, . . . ,λn−1) ∈ Cn−1.

L’hypothèse de ŕecurrence s’applique alors et conclutà la nullit́e des polyn̂omesPi surΛ0̄ en entier. Donc

P = 0.

En appliquant le lemme 3 avecE = gl(n,C), nous voyons que nous pouvonsétendre la relation

existant entre le polyn̂ome caract́eristique et les traces des puissances de la matrice dans le cas degl(n,C)

au cas dẽA0̄ = Λ0̄⊗gl(n,C).

Pour conclure, il reste donc̀a montrer que les traces successives de la matriceN = M̃2 sont nulles.

Mais, commeN ∈ Ã0̄, nous avons tr(Nk) = str(Nk) = str(M̃2k) = 0 d’apr̀es le lemme 2. Par conséquent,

le polyn̂ome caract́eristique deN est(−1)ntn et le th́eor̀eme de Cayley-Hamilton impliqueNn = 0 i.e.

M̃2n = 0, et, en conśequence :

P2n(M1, . . . ,M2n) = 0

pour tousM1, . . . ,M2n ∈ gl(n,C). Le th́eor̀eme d’Amitsur-Levitzki est ainsi d́emontŕe.

z
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ǎd, 93

[[a,b]], 1

deg∧(Ω), deg∧,Z2
(Ω), deg∧,Z(Ω), 125

degZ(P⊗Ω), 125

degS(P), 125

det, 2
∂

∂ϕi
,

∂
∂ϑ j

, 126

ε(X), iX, 5

ε(σ ,X ), 47
∧

(V),
∧n(V), 1, 64

∧
(g∗)g, 105

gl(A (V)), 82

gl(m,n), 97

gl(n,C), sl(n,C), so(n,C), sp(n,C), 2

〈.|.〉, 10

gl(V), 97

n0̄, n1̄, 46

osp(1,2n), 121

151



Index des notations

osp(m,2n), 98

∂ , 23, 96

σ ·F, σ ·
a
F, σ ·

s
F , 49

σ ·X , 48

str, 97

S(V), Sn(V), 1, 74

S(g∗)g, S(h∗)W , 107

τP, 130

×nE, 1

tr, 2
TF , 61

ϕ , 58

ϕ ,φ, 47

ϕ I ·ϑ J, 125

ϕ1⊗ . . .⊗ϕn, 52

ϕ1⊗
s
. . .⊗

s
ϕn, 52

ϑ ,θ, 47

X̂, 5

an, sn, 114

d, 23, 92

iX, 84

s(P), 125

t(P), 127

tk, 107

x.y, 58

Action

classique, 49

super-antisyḿetrique, 49
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Dérivée de Lie, 23
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Résuḿe

Dans cettéetude, nous cherchonsà établir des identit́es polynomiales dans le cadre de la combinatoire

non-commutative. Dans un premier temps, nous présentons de nouvelles structures de Nambu-Lie, en

classifiant totalement les(n−1)-structures sur l’espaceRn, et en donnant une ḿethode permettant de

construire des crochets de tout ordre sur une algèbre de Lie. Nous proposonségalement une quantifica-

tion de l’une de nos structures, grâce aux polyn̂omes standards et aux algèbres de Clifford d’indice pair.

Dans un second moment, en géńeralisant la notion de polynôme standard au cas des algèbres gradúees,

nous cherchons̀a d́emontrer une version du théor̀eme d’Amitsur-Levitzki sur les superalgèbres de Lie

osp(1,2n) en suivant une d́emonstration de Kostant dans le cas classique. Nous sommes amenés à

démontrer des super-versions des propriét́es et ŕesultats ńecessaires̀a la d́emonstration dans le cas clas-

sique, notamment en définissant un super-opérateur de transgression de Cartan-Chevalley.

Mot-clés : Crochet de Nambu-Lie, algèbre de Lie, quantification, polynôme standard, algèbre de Clif-

ford, th́eor̀eme d’Amitsur-Levitzki, superalg̀ebres de Lieosp(1,2n), transgression.

Abstract

In this thesis, we establish new polynomial identities in a non commutative combinatorial framework. In

the first part, we present new Nambu-Lie structures by classifying all(n−1)-structures inRn and we give

a method for defining all-order brackets in Lie algebras. We are able to quantify one of our structures,

thanks to standard polynomials and even Clifford algebras. In the second part of our work, we generalize

the notion of standard polynomials to graded algebras, and we prove an Amitsur-Levitzki type theorem

for the Lie superalgebrasosp(1,2n) inspired by Kostant’s cohomological interpretation of the classical

theorem. We give super versions of properties and results needed in Kostant’s proof, notably we define a

super transgression operator generalizing Cartan-Chevalley’s classical one.

Key-words : Nambu-Lie brackets, Lie algebra, quantification, standard polynomial, Clifford algebra,

Amitsur-Levitzki theorem, Lie superalgebrasosp(1,2n), transgression.


