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Chapitre 0

Introduction

(...) Et pourtant, tant est grande en mathématiques la puissance de I'idée,
on rapprochera éternellement les noms d’Abel et de Galois de ceux des
premiers mathématiciens de tous les temps

Sophus Lie

Les deux premieres parties de ce mémoire cherchent a généraliser le
théoreme d’Abel et le théoreme de Lie, ce dernier pouvant étre considéré
comme une réciproque du théoreme d’Abel. La plus récente généralisation
des théoremes d’Abel et Lie peut étre trouvée dans l'article d’Henkin et
Passare intitulé ” Abelian differentials on singular varieties and variations
on a theorem of Lie-Griffiths” (Inv. Math., vol.135, 1999, [32]). Les jalons
les plus importants dans les généralisations du théoreme de Lie sont posés
par Poincaré ([54]), Blaschke ([11]), Wirtinger ([62]), Griffiths ([23]), Henkin
([37]). Nous poussons la généralisation plus loin dans la méme direction.

Commencons par quelques rappels généraux. On se placera toujours dans
ce qui suit dans un espace projectif complexe. L’espace projectif complexe de
dimension N se notera IPy. On peut le voir comme 'espace des droites de
CN ! passant par Dorigine; un point de IPy est donc défini par un élément
d’une telle droite autre que l'origine, un multiplet (xq,...,zx) non nul,
déterminé a un facteur multiplicatif non nul pres; les z;(0 < i < N) sont des
coordonnées homogenes de ce point, noté (zg : ...: zy). On a donc une pro-
jection 7 : €N — {0} — Py définie par : 7((zo,...,2n5)) = (zo : ... Tx).
Un ouvert U de Py sera un ensemble tel que 7~ (U) soit ouvert pour la
topologie d’espace vectoriel normé de V. Les points de coordonnée z, non
nulle pourront s’identifier & des points de €V en définissant

Y1 = xl/xOW"vyN = xN/Io (0)

Les y; seront alors appelés les coordonnées affines de ce point, I’ensemble
des points vérifiant xqg = 0 étant alors appelé hyperplan a ['infini. Plus
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généralement, un systéme de coordonnées homogénes est un systeme de N+1
formes linéaires indépendantes sur €V, qui correspond done & une matrice
(N +1) x (N +1) inversible de changement de coordonnées. A tout systeme
de coordonnées homogenes on associe un systeme de coordonnées affines par
la formule (0). Une sous-variété linéaire H de dimension p (ou p—plan) est
définie par 'annulation de N — p formes linéaires indépendantes; sip =1, H
sera une droite, si p = 2 un plan, si p = N — 1 un hyperplan. Tout hyper-
plan H est un hyperplan a l'infini dans un certain systeme de coordonnées
homogenes; a un tel systeme de coordonnées on associe canoniquement une
bijection ¢ — Py — H par une formule analogue & la formule (0); cette
bijection, et parfois son image, sera appelée carte affine. Ces cartes munis-
sent donc IP d’une structure de variété analytique; comme les changements
de carte sont rationnels, il est raisonnable de dire qu’une forme holomorphe
définie sur un ouvert de IPy est rationnelle si son expression dans 'une des
cartes affines est rationnelle!.

Un sous-ensemble analytique X dans un ouvert U d’une variété analy-
tique sera défini localement dans un voisinage ouvert U, d’un point x € X par
I’annulation d’'un nombre fini de fonctions holomorphes dans U,. Les fonc-
tions holomorphes qui s’annulent sur X au voisinage de x définissent un idéal
7, de O, (I'anneau des fonctions holomorphes au voisinage de z). Un vecteur
v d’origine x € X est dit tangent & X (en x) si f € Z, = df.v = 0. L’ensemble
des vecteurs tangents a X en x définit une sous-variété linéaire T,.X de IPy,
qu’on appelle I'espace tangent a X en y. La limite inférieure des dimensions
de ces espaces tangents dans tous les voisinages de z est la dimension de
X en x, notée dim,(X). Si dim,(X) = dim(7,X), on dira que le point x
est régulier; si dim,(X) < dim(7,X), le point sera dit singulier. L’ensemble
des points singuliers resp. réguliers se notera Sing(X) resp. Reg(X). On
appellera de Zariski un ouvert de X dont le complémentaire est un sous-
ensemble analytique (fermé) de X. Une propriété de = € X sera vérifiée pour
x "générique” si elle est vérifiée pour z appartenant a un ouvert de Zariski
de X. X est de dimension pure n si elle est de dimension n en tout point
régulier (donc en tout point). X est dit irréductible si il ne s’écrit pas dans
U comme réunion de deux sous-ensembles analytiques non vides distincts.
Il est facile de voir que Reg(X) est un ouvert de Zariski de X, qu'on peut
munir d'une structure de variété analytique, d’apres la version complexe du
théoreme des fonctions implicites. Deux sous-ensembles analytiques X et Y
se coupent transversalement en un point z € X NY si les espaces tangents
T,.X et T,Y se coupent transversalement, i.e. si

dim(7, X NT,Y) = max(dim 7, X + dim7,Y — N, 0).

'Par définition tout point de IPy a au moins une coordonnée homogene x; non nulle;
c’est donc un point " fini” pour le systeme de coordonnées homogenes obtenu en échangeant
Zo et xj, d’olt un systéeme de N + 1 cartes.




Sur une variété analytique, on peut définir le fibré vectoriel analytique
tangent T'; une g—forme (lisse, réguliere, ...) est alors un section (lisse, réguliere,
...) du fibré AY(T™). On peut définir plus généralement sur un sous-ensemble
analytique X différents faisceaux de formes qui nous seront utiles : les formes
lisses, régulieres, méromorphes, de Barlet (ou abéliennes; le terme de forme
abélienne sera plutot utilisé sur des variétés projectives). Une forme est donc
lisse (resp. réguliere,...) sur X si elle est lisse (resp. réguliére,...) au voisinage
de tout point de X. Il reste a expliciter la définition locale des formes lisses
(resp. régulieres,...).

Commencons par la définition des formes lisses. Une forme w sera dite
lisse en x € X si elle s’écrit dans un voisinage ouvert U, N X de x dans
X comme la restriction a X d’une forme lisse w’ dans un voisinage ouvert
U, de x dans U. Une forme lisse sera dite réguliere (ou holomorphe) en x
si dans la définition précédente on peut choisir w’ holomorphe. Deux formes
seront considérées comme identiques si elle sont identiques sur un ouvert
dense de Zariski de X. Une forme génériquement réguliére est une forme
réguliere en dehors d'un sous-ensemble analytique fermé V' C X d’intérieur
vide. Une telle forme sera dite méromorphe si en tout point x € V, il existe
une fonction réguliere en x telle que fw soit réguliere en z. La encore, deux
formes méromorphes seront considérées comme identiques si elles sont égales
sur un ouvert dense de Zariski ( et donc sur la partie de Reg(X) ou elles sont
toutes deux régulieres).

D’apres [38], on peut associer & une forme méromorphe w sur X un
courant sur U (i.e. une forme linéaire continue sur I’espace des formes différentielles
de classe C* a support compact dans U, soit I'espace des formes test) noté
w A [X] et défini par la formule:

WAX)(@) = @A IX].0) = [ whe:

1 oe
le courant w A [X] (bien défini car w est méromorphe) est 0—fermé, i.e. si
w A [X](0¢) = 0 pour toute forme test ¢, la forme méromorphe w sera dite
de Barlet (ou abélienne) sur X. Toute forme réguliere est de Barlet, et toute
forme de Barlet est réguliere sur Reg(X).

Soit Y un sous-ensemble analytique fermé de IP . Un théoreme de Chow,
montre que Y peut étre définie globalement comme le lieu des zéros d’un nom-
bre fini de polynomes homogenes fi, ..., fy. Les équations fi =0,..., fiyy =

L’opérateur 0 = A dz; est défini sur l'espace des formes test. Si

2La signification de cette intégrale est non triviale, car w A ¢ n’est pas en général dans
L' sur Reg(X), et de plus le support de ¢ peut intersecter Sing(X). Nous expliquerons
plus en détail au chapitre suivant comment, grace a Herrera, on peut tout de méme donner
un sens a cette intégrale lorsque w est méromorphe, méme lorsque X est singuliere.



0 forment alors un systéeme d’équations homogeénes de Y. On dira que Y
est une variété projective (ou algébrique) de IPy. La forme w génériquement
réguliere sera dite rationnelle si elle s’écrit comme restriction a Y d’une forme
rationnelle dans 'espace projectif. Le méme théoreme de Chow énonce que
toute forme méromorphe sur Y est rationnelle.

Nous donnons ci-apres les énoncés des deux théoremes d’Abel et de Lie
dans la forme qui nous permettra de les généraliser.

Une droite de IP; admet une équation homogene de la forme agxg+ax1+
asxs = 0, le point (ag : a; : ay) détermine biunivoquement cette droite, et
I’ensemble des droites de [P, est donc également un espace projectif, que
I'on notera IP5. Sur les droites ne passant pas par le point (0 : 1 : 0), i.e.
vérifiant a; # 0, on introduit les coordonnées affines a = —as /a1, b = —ag/ay;
on note A, la droite d’équation =, = a.xs + b.zg, soit © = ay + b avec
T = x1/%0,Yy = T2/ .

Soit Y une courbe algébrique de degré d du plan Py, éventuellement
singuliere et/ou réductible. Si I'on choisit bien les coordonnées homogenes
Zo, X1, T9, on peut supposer que la courbe Y n’a pas de composante parallele
aux axes; de plus, qu’elle ne passe par par le point (0 : 1 :0). Dans la carte
affine associée, de coordonnées = = x1/xg,y = x2/x¢, 'équation de Y est de la
forme : f(z,y) =0, ou f est un polynéme de degré d sans facteurs multiples,
et dont le coefficient en ¢ est non nul. De plus, les fonctions 9, f(x,y) ou
0y f(x,y) ne s’annulent identiquement sur aucune composante de Y.

De I'équation 0, f - dx + 0, f - dy = 0 sur Y on déduit que les 1—formes
rationnelles s’écrivent sur Y :

oy, plzy)
w = oo f dx ouf dy

avec pour p(z,y) une fonction rationnelle arbitraire. On verra dans le prochain
chapitre que les 1—formes abéliennes sur Y sont les formes qui s’écrivent sous
la forme précédente avec pour p(x, y) un polynéome de degré < d—3. La droite
A, intersecte alors Y en d points distincts finis,

R(avb):(xl:ayz+b7yz)7Zzla7d

pour toutes les valeurs de (a,b) n’annulant pas le discriminant A(a,b) du
polynome en y f(a.y + b,y) ni son coefficient en y?, les y; étant alors les d
racines distinctes de ce polynéme (remarquons que si le polynoéme admet plus
de d racines avec multiplicités, il s’annule identiquement, ce qui signifie que la
droite A, est contenue dans Y'). L’ensemble Uy des droites qui rencontrent
Y en d points distincts est donc le complémentaire d’une courbe algébrique de
IP} (déquation A(a,b) = 0). Les droites de Uy coupent Y transversalement;
en particulier, les points d’intersections P;(a,b)(i = 1,...,d) sont réguliers
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sur Y. Soit Ay s, € Uy; alors on peut choisir la carte affine de Py de sorte
que les points d’intersection de A,y 5, et de Y soient finis et définir dans
un voisinage U de (ag,by) d applications holomorphes P;(a,b) = (z;(a,b) =
a.y;(a,b) + b,y;(a,b))(1 < i < d) de U dans Y paramétrant les d points
d’intersections de la droite A, avec Y.

Considérons une 1—forme w = r(x,y)dr génériquement réguliere sur Y.
On notera alors P (w) ou w(P;(a,b)) = r(z;(a,b),y;(a,b))d(z;(a,b)) 'image
réciproque de w par I'application P;. Nous appellerons transformée d’Abel
de w 3 et nous noterons A(w) la forme différentielle génériquement réguliere
définie sur Uy par A(w) = X%, w(Pi(a,b)) = s1(a,b)da + sa(a, b)db, ot s; et
$9 sont holomorphes sur Uy en dehors d’un nombre fini de droites. Alors :

Théoréme d’Abel

Si w est rationnelle, A(w) est rationnelle, i.e. si(a,b) et sq(a,b) sont
rationnelles. De plus, si w est abélienne, A(w) est nulle.

La premiere assertion découle tres simplement du fait galoisien qu’une
fonction rationnelle symétrique des racines de I’équation (en y) f(a.y+0b,y) =
0 est une fonction rationnelle des coefficients de cette équation. La deuxieme
découle de la forme explicite des formes abéliennes données ci-dessus, ainsi
que de l'identité de Jacobi (cf.[42]) :

Identité de Jacobi

Dans €, soit g1, ga 2 polynémes de degrés respectifs s1, s, s’annulant en
s = s189 points PY(1 < v <'s) distincts (et uniquement en ces points). Soit
K(x,y) un polynome de degré inférieur ou égal a s, + so — 3. Alors :

N K(z,y)

D

1/:1(1@1;(3(91’92))( ):0.

(3317332)

Les théoremes de Poincaré-Blaschke et de Henkin ci-aprés nous permet-
tent d’inverser le théoreme d’Abel.

Supposons donnés un hyperplan Hy, C IPy,ty € IPy , d points distincts
P’(1 < i < d) sur Hy, et d germes irréductibles de courbes holomorphes
(P?Y;) coupant cet hyperplan transversalement, sur chacun desquels est

3Griffiths appelle aussi trace de w la transformée d’Abel de w. Nous reservons ici le
terme de trace pour I'image directe d’une forme par un morphisme fini.



définie une forme holomorphe non nulle w (on peut désigner les formes par
le méme nom car on peut supposer les Y; disjoints). On peut définir d appli-
cations analytiques P; : U — Y; dans un voisinage ouvert U C P}, de ty et
la transformée d’Abel de w par la formule précédente : A(w) = X%, PF(w).
On peut alors énoncer :

Théoréeme de Poincaré-Blaschke ([54],[10])

Si A(w) =0, les Y; appartiennent a une méme courbe algébrique Y C IPy
de degré d et w se prolonge de maniére unique en une forme abélienne w sur
Y.

Le théoreme a été démontré par Blaschke pour NV = 2 dans [10]. Henkin a
généralisé le théoreme au cas ou on suppose seulement la transformée d’Abel
rationnelle dans [33] ou [37]; il a aussi fait ressortir que les formes de trans-
formée d’Abel nulle sont précisément les formes abéliennes *

Le théoreme de Poincaré-Blaschke appliqué au cas d = 2N permet de
démontrer le théoréme suivant, d’apres Saint-Donat ([58]) et Little (cf.[47]) :

Théoréme de Lie-Wirtinger ([45],[62])

Soit V' un germe d’hypersurface analytique réguliére dans €™, centré a
lorigine, qui admet une double représentation comme hypersurface de trans-
lation, i.e. on a sur'V :

2mr—2

qut,\ qut,\

2m—2

wa)\ t)\ wa)\tk)

ot les fr;(1 <i < m 1 <lambda < 21 — 2) sont des applications ana-
lytiques du disque unité A C €, vérifiant f; \(0) = 0. Alors on peut définir
21 — 2 germes de courbes Y;(1 < j < 2w — 2) paramétrés par

Vit (fly(6) o fy(t) (< < 2m—2).
On suppose que les vecteurs (f1,;(0), ..., fr;(0))(1 <i <27 —2) sont deuxr a
deuz linéairement indépendants et que les vecteurs (f1;(0),..., fr:(0))(1 <

i < 2m —2) ne sont pas tangents a V. Alors ces 2m — 2 germes de courbes Y;
font partie d’une méme courbe algébrique Y et pour chaque i(1 <i <) les
+dti(1 < j < 21 —2) se recollent en une méme 1—forme abélienne w; sur

411 appelle ”holomorphes” les formes que nous appelons de Barlet ou abéliennes.



Y 5. D’apreés la premicre condition, on peut exprimer sur V au voisinage de
0 les t; comme des fonctions du point z € V', qu’on notera t;(z). Supposons
de plus que si Uon fite t;(2 < j < m—1) et que l'on varie t1, de sorte que l’on
obtient une courbe x(t;) C V, aucun des t;(m < j < 2w —2) ne reste constant
sur cette courbe. Alors les m 1—formes w;(1 < i < 7) forment une base de
’espace vectoriel des 1—formes abéliennes sur cette courbe algébrique Y°. De
plus V' est inclus dans [’ensemble des zéros d’une fonction théta associée a
la courbe algébrique Y .

Lie a démontré le premier 1’énoncé précédent pour # = 3 d’une maniere
assez compliquée, en utilisant des équations aux dérivées partielles (cf. [45]),
puis il a traité partiellement le cas m = 4. Darboux en a simplifié la démonstration

dans le cas m = 3 (cf.[17]) en introduisant I’équation des "ondes de choc”
or

= Tg—; qui jouera un grand role par la suite dans les travaux de Henkin
sur le sujet. Wirtinger ([62]) en a par la suite trouvé une démonstration pour
toute les valeurs de 7. Poincaré a le premier fait ressortir que le théoreme
ci-dessus découle d'un cas particulier du théoreme qui le précede (cf. [54]);
il a aussi remarqué (cf. [53]) que le corollaire précédent permet, grace a un
théoreme de Riemann, de caractériser parmi les fonctions théta celles dont les
périodes proviennent de courbes algébriques comme celles dont ’ensemble des
zéros a la propriété de double translation, donnant une réponse au probleme
de Schottky, qui est le probleme général de la caractérisation des jacobi-
ennes de courbes algébriques parmi les variétés abéliennes (pour des détails
cf. Little [47]). Saint-Donat a de plus remarqué que ’énoncé précédent ad-
met comme corollaire le théoreme de Torelli suivant lequel deux surfaces de
Riemann compactes non hyperelliptiques sont isomorphes ssi il existe un iso-
morphisme entre leurs variétés jacobiennes qui transporte le diviseur théta
de T'une sur le diviseur théta de I'autre (on peut ainsi voir que le théoréme
de Torelli reste valable pour les courbes singulieres et/ou réductibles qui
sont telles que la paramétrisation du diviseur theta- plus exactement de son
relevement a C”, en normalisant de sorte a ce que I’hypersurface associée
passe par l'origine- sous la forme ci-dessus, est unique a permutation pres
des termes dans la somme).

Le théoreme de Poincaré-Blaschke a également des applications dans la
théorie des tissus. Pour introduire a ces applications, nous renvoyons au
troisieme chapitre (”Abel’s Theorem in der Gewebegeometrie”) du livre de

5Les deux conditions ci-dessus signifient resp. que si Hy est 'hyperplan de IP,_; corre-
spondant & I'espace tangent a V" en 0, alors les points (f1 ;(0) : ... : fr ;(0))(1 <4 < 27—2)
sont distincts sur Hy et Hy coupe les Y transversalement.

6Les 1—formes abéliennes sur Y s’identifient alors de facon naturelle aux formes linéaires
sur IP,_; : Y est linéairement normale et wi, ~ Oy (1). On dit alors que la courbe Y est
une courbe canonique. La derniere condition nous permet d’éviter par exemple que Y soit
la projection d’une courbe canonique appartenant & un Py, k > 7 — 1 (cf.[47]).
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Blaschke et Bol intitulé ” Geometrie der Gewebe” (cf.[10]), ou I'on peut trou-
ver la démonstration du théoreme de Poincaré-Blaschke. Nous renvoyons
aussi a I’article de Hénaut (cf. [31]) et & ’exposé de Beauville dans le séminaire
Bourbaki (cf. [7]). Nous donnons quelques notions de base sur les tissus
dans I’Appendice. Le théoreme de Poincaré-Blaschke implique que tout tissu
linéaire ayant une relation abélienne est algébrique. Il y a dans le cas des
courbes un isomorphisme entre l'espace des relations abéliennes du tissu
associé¢ et l'espace des formes abéliennes sur la courbe (cf. [31]). On peut
montrer (cf.[10]) que tout d—tissu de codimension 1 dans €~ admet au plus
m(d,N)=(d—N)+(d—2N+1)+(d—3N +2)+... relations abéliennes (on
arréte la somme lorsque les termes ne sont plus positifs). Chern et Griffiths
(cf. [25]) ont montré que si N > 3, tout d—tissu de codimension 1 dans €V de
rang maximal 7(d, N) et vérifiant certaines conditions de ”position générale”
est linéarisable, donc algébrique d’apres le théoreme de Poincaré-Blaschke.
D’autre part, il existe des courbes irréductibles de degré d non dégénérées
et de genre arithmétique 7(d, N) ” dans IPy : ce sont les courbes de Castel-
nuovo. Ciliberto a montré dans [14] que toute courbe de Castelnuovo lisse
admet une unique série linéaire de degré d et de dimension N, la série définie
par les sections hyperplanes. Peut-étre reste-t-il encore a mettre a jour tous
les liens qui existent entre ces deux résultats.

Les théoremes de Poincaré-Blaschke et Henkin admettent des généralisations
lorsque Y est de dimension arbitraire; le cas de la transformée d’Abel nulle
a été traité par Griffiths, puis le cas de la transformée d’Abel rationnelle est
le sujet de 'article déja cité d’'Henkin et Passare (cf.[32]). A notre tour nous
généralisons ’énoncé de Henkin et Passare. Le théoreme suivant se ramene
a celui de Henkin et Passare lorsque tous les k; sont égaux a 1. Si tous les
k; sont égaux entre eux, on peut se ramener au ’cas linéaire” étudié par
Henkin et Passare par l'application de Veronese; dans le cas contraire, la
généralisation est non triviale. On se fixe un multidegré, i.e. un ensemble
de n entiers kq,...,k,, que l'on peut supposer rangés dans l'ordre crois-
sant :k1 < ... < k,, et on considere un systeme de n équations homogenes :

QIZOJ7Qn:07deg(Qz):k171§Z§n

Les coefficients du polynome @); définissent un point ¢; d’'un espace projectif
IPy,; on pose Hy, = {Q; = 0}, t = (t1,...,t,) € T = Py, X ... x Py,
H, = H, N...N Hy,. Soit Y une variété algébrique de dimension pure n
de IPy. Comme on le verra dans le chapitre suivant, pour tout ¢ dans un
ouvert de Zariski Uy de T', H; coupe Y en exactement kd points distincts
(qui sont nécessairement réguliers sur V) avec k = ky ...k, et d un entier

"Le genre arithmétique est ici la dimension du C—espace vectoriel des 1—formes
abéliennes.
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qu’on appelera le degré de Y. De plus on peut définir dans un voisinage U; de
tout point t = (¢1,...,t,) € Uy kd applications holomorphes P;(1 < i < kd)
de U; dans Y, telles que {FP;(t)} = H;, N...N Hy, NY. Soit w une g—forme
réguliere sur un ouvert de Zariski Y — W de Y, avec 1 < ¢ < n. On définit
la transformée d’Abel A(w) = S, P*(w), qui est réguliere au voisinage de
tout t € Uy tel que H; ne rencontre pas W. Alors :

Théoreme d’Abel généralisé

Pour que A(w) soit rationnelle sur T, il est nécessaire et suffisant que w
soit rationnelle sur'Y . Pour que A(w) soit holomorphe sur T (i.e. nulle, car
T n’a pas de q—forme holomorphe pour q > 1), il est nécessaire et suffisant
que w soit abélienne sur'Y .

On peut comme dans le cas des courbes planes donner de la suffisance
une démonstration qui repose sur la théorie de Galois pour le cas rationnel,
et sur l'identité de Jacobi (cf. Appendice) pour le cas abélien.

Nous pouvons encore généraliser le théoreme d’Abel, suivant la méthode
de Henkin. Appelons T'—concave un ouvert U de IPy réunion des variétés
algébriques H; pour t appartenant a un ouvert connexe U* C T'. On considere
Y un sous-ensemble analytique de U de dimension pure n.

Tout ¢ d'un ouvert de Zariski Uy de U* coupe Y transversalement en
un nombre constant o de points distincts. On peut donc définir localement
dans un voisinage ouvert U; de tout point ¢ € Uy « applications analytiques
P U — Y(1 <i<a) telles que

(Pi(1),...,Pa(t)}y = H NY.

Si w est une forme holomorphe sur un ouvert de Zariski Y — W de Reg(Y),
on définit sa transformée d’Abel par

Alw) = P (w) + ...+ P(w)
qui est visiblement holomorphe sur un ouvert de Zariski Uy _y C Uy de T.

Théoréme 1 Pour que A(w) soit méromorphe (resp. holomorphe) sur T, il
est nécessaire et suffisant que w soit méromorphe (resp. de Barlet) sur'Y .

Nous indiquerons a la fin du deuxieme chapitre d’autres généralisations
possibles du théoreme d’Abel.

On peut "inverser” le théoreme d’Abel (généralisé) de la maniere suivante.
On reprend les notations précédentes : on note H;, I’hypersurface définie par
Qi, = 0,t; € Py, t = (t1,...,t,) et H, = Hy N ...N H,. Donnons-nous n
équations

Qt(l’ :Oa--th% :Oadeg<Qt?) =ki,1<i<n

définissant une intersection complete réduite Hyo. On se donne « points dis-
tincts pY(1 < i < ) sur Hyp puis a germes de sous-ensembles analytiques
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de dimension n (pY,Y;), chaque Y; coupant Ho transversalement au point p?;
on se donne aussi pour chaque i(1 < i < «) une g—forme méromorphe non
nulle w; sur Y; (1 < ¢ < n). On peut alors définir dans un voisinage U de
t° € T « applications Pi(t)(1 < i < «) telles que H; N'Y = {Pi(t)} et une
q—forme méromorphe sur Uy :

Aw) = Pf(w) + ... + Pl (wa)-
Alors on peut énoncer le théoreme suivant :

Théoréeme 2 Si A(w) est rationnelle, alors
1. « est un multiple de k = ky ... k,; posons a = kd.

2. Y = UMY, est incluse dans une variété algébrique Y C IPy de degré
d.

3. w se prolonge a Y en une forme rationnelle w. De plus si A(w) est
nulle, w est abélienne.

Pour la démonstration de ce théoréeme, nous nous ramenons en faisant
baisser la dimension de Y par des sections au théoreme de Henkin dans le
plan dont la démonstration se trouve dans [33].

On peut "inverser” le théoreme d’Abel d’'une autre maniere; c’est ce qui
fera I’objet de la troisieme partie de ce mémoire. La notion de 0—cycle va nous
permettre de présenter les choses de fagon plus condensée. Un 0—cycle effectif

de degré p est intuitivement un p—uplet (Pi,..., P,) auquel on a enlevé
l'ordre des points; on le notera P, + ... + P,, et son support est I'ensemble
{P1,....,P,}.

Soit Y une variété algébrique irréductible de dimension pure n dans IP .
L’ensemble des O—cycles effectifs de degré p sur Y s’identifie d’apres ce qui
précede au quotient de Y? par 'action du groupe des permutations S,. On
peut mettre en bijection de facon naturelle cet ensemble avec une variété
algébrique Y® d’un espace projectif complexe IP);, qui est la variété quo-
tient de Y? par S,; on a alors un morphisme fini Y7 — Y®) (cf. Appen-
dice). Une famille analytique (locale) V' (de degré p et de dimension s)
de O—cycles de Y est un germe de sous-ensemble analytique irréductible
(de dimension s) de Y®). Soit w une forme (différentielle) rationnelle sur
Y. Alors P, 7f(w) est une forme rationnelle sur Y?; elle est invariante
par 'action du groupe symétrique et définit donc une forme rationnelle @
sur Y Si pour toute forme abélienne w sur Y, la restriction de @ & V
est nulle, V' s’appellera une variété intégrale abélienne (v.i.a.). Une v.i.a.
sera dite complete si elle n’est pas contenue dans une v.i.a. de dimension
supérieure. D’apres le théoreme d’Abel généralisé, n équations de degrés resp.
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ki,...,k, définissent une v.i.a. (pas forcément complete) dans Y% avec

k = ky...k,. Réciproquement, toute v.i.a. de degré et dimension donnés
peut-elle étre décrite géométriquement comme intersection de Y avec une
famille de variétés algébriques de dimension complémentaire ?

Supposons d’abord que Y est une courbe algébrique. Dans le cas ou Y est
une courbe lisse, on verra que les v.i.a. completes de degré p et de dimension
s se prolongent et forment des sous-variétés analytiques globales de Y ®); ce
sont des séries linéaires compleétes (de degré p et de dimension s) suivant la
terminologie classique en géométrie algébrique. On continuera d’employer le
mot série linéaire dans le cas ou la courbe Y est singuliere, dans un sens plus
fort que le sens utilisé parfois. Une famille rationnelle de 0—cycles est donnée
par 'adhérence dans Y ?) de I'image d’une application rationnelle IP;, — Y®),
Une série linéaire est une famille rationnelle qui est en méme une v.i.a. (Une
famille rationnelle détermine une variété intégrale pour le systeme obtenu
avec les formes finies -ou L?- mais pas toujours pour le systéme obtenu a
partir des formes abéliennes lorsque Y est singuliere). Deux 0—cycles seront
linéairement équivalents si ils appartiennent a une méme série linéaire, ou ce
qui revient au méme, comme on le verra par la suite, a une méme v.i.a.. Le
théoreme 4 se reformule dans le cas des courbes planes en disant qu’il y a
sur une courbe plane de degré d une unique série linéaire de degré d et de
dimension 2, la série des sections de Y par les droites du plan, et que cette
série linéaire est complete. Dans le cas des courbes planes on démontrera dans
ce méme chapitre des résultats plus précis sur la description géométrique des
série linéaires completes de degré et dimension donnés, grace au caractere
numérique d’un groupe de points, objet introduit par Gruson et Peskine

(ct.[51]).

Théoreme 3 Soit Y C IP; une courbe algébrique irréductible de degré d,
I' € Y un 0—cycle de degré o a support dans la partie réguliére. Posons
a=kd—r,our <d, et la série linéaire compléete passant par I'. Alors
dim([) < s(a), ot s(a) = k(k+3)/2—r sir < k+1, et s(a) = (k—1)(k+2)/2
sir > k+ 2. De plus,

1. Sir <k, dim([]) = s(a) = k(k + 3)/2 —r si, et seulement si I est
contenu dans une courbe H de degré k, i.e. si il existe un groupe de
points I de degré v (qui est alors unique) tel que [[| est la série linéaire
résiduelle de " par rapport aux courbes de degré k passant par T". [[
est alors sans point fize.

2. Sir=k+1, dim([)) = s(a) = (k—1)(k+2)/2, dans deux (et seulement
deuz) cas :

i) Dans le premier cas, I' contient l'intersection T de' Y avec une courbe
de degré k — 1; le groupe de points résiduel I'" = T' — I est la partie
fixe de la série |[;
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i1) Dans le second cas, I est contenu dans une courbe H de degré k,
et il existe un groupe de points I'" non aligné de degré r (qui est alors
unique) tel que [[ est la série linéaire résiduelle de I'" par rapport aux
courbes de degré k passant par I". |[] est alors sans point fize.

3.8 r>k+2, dm(l) = s(a) = (k—1)(k+2)/2, si, et seulement si
L =T" 41" ouI'" est lintersection de Y avec une courbe de degré
k — 1. Alors [[] contient comme points fixes le groupe de points ' C T'.

On a aussi quelques résultats en dimension supérieure sur la description
géométrique des v.i.a.; le théoreme suivant peut donc étre considéré comme
une forme réciproque du théoreme d’Abel généralisé, dans le cas ou Y est
une hypersurface et tous les k;(1 < i < n) sont égaux a 1; il a été énoncé par
Griffiths (cf.[23]) dans le cas n = 2,d = 5 sans démonstration :

Théoreme 4 Soit Y C IP,.1 une hypersurface algébrique irréductible de
degré d > n+3. Soit H une droite de IP, ., coupant Y transversalement, et
I =YNH YW, Alors les droites H d’un voisinage de H° définissent une
v.i.a. complete en I'. Réciproquement, considérons une famille analytique de
0—cycles V C YD de dimension > n+1. Si la famille est abélienne et vérifie
certaines conditions de position générale, les éléments de cette famille sont
alignés. En particulier, les sections de Y par les droites définissent ['unique
v.i.a. de dimension 2n telle que les "biprojections” soient ouvertes (cette
condition sera expliquée ultérieurement); et cette v.i.a. est compléte.

Remarquons que Hénaut (cf. [31]) a montré pour les d—tissus de codimen-
sion n de €*" dont le n—rang est maximal un résultat analogue & celui de
Chern et Griffiths pour les d—tissus normaux de codimension 1 et de 1—rang
maximal 7(d, N) dans C". Il a montré en effet :

Tout tissu de degré d et de codimension n dans C*" dont le n—rang est
mazimal (donc égal & Ci1!) est linéarisable (donc algébrisable d’apres le
théoréme de Griffiths).

Il est remarquable que 1'on puisse énoncer un théoreme analogue a celui
de Ciliberto, lorsqu’on peut énoncer un théoréeme analogue a celui de Chern-
Griffiths.

Ce théoreme sera “généralisé” au cas ou Y est une intersection complete
de type (di,...,dy) dans P, avec d; +. ..+ d,, = n+m—+2. La condition
di+ ...+ d, = n+m+ 2 vient du fait qu’en codimension m > 2, des
difficultés apparaissent dans la démonstration sidy + ...+ d,,, > n+m + 2,
que nous n’avons pas réussi a surmonter jusqu’a maintenant.

Théoreme 5 Soit Y une intersection complete irréductible, de multidegré
(dy,...,dy), Téduite (i.e. de degré d = dy...d,) dans IP,i.,, avec dy +
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oot dy =n+m+2 Soit ' = P+ ...+ Py, oules Pi(1 < i < d)
sont des points lisses distincts sur Y. Si il passe par T' € YD une v.i.a. V
de dimension supérieure a n + m vérifiant certaines conditions de position
générale (explicitées ultérieurement), alors ' est contenu dans un sous-espace
linéaire de dimension m (et donc les 0—cycles de V' sont des intersections
de Y avec des sous-espaces linéaires de dimension m).

On peut également généraliser le théoreme a d’autres cas de variétés
canoniques ®

Théoreme 6 Soit Y une variété canonique irréductible de dimension n et
de degré d = nm + m + 2 dans IP,.,,°. Soit T = P, + ... + Py, ot les
Pi(1 <i < d) sont des points lisses distincts sur Y. Si par T € Y@ 4l passe
une v.i.a. V de dimension nm + n, telle que les "projections d’ordre m + 17
sont ouvertes sur V, I' appartient a un sous-espace linéaire de dimension m.

Remarquons apres Hénaut que 1a encore (et ici d’'une maniere assez sim-
ple, grace a I’ "application de Poincaré” (cf.[31])), tout tissu de codimension
n dans €™, de degré d = nm + m + 2 et de n—rang maximal (donc ici
n+m + 1) est linéarisable.

La quatrieme et derniere partie, destinée aux applications géométriques
du théoreme d’Abel, utilise une forme ”intégrale” du théoreme d’Abel, qui
fait intervenir les intégrales abéliennes '°, qui se déduit du théoreme d’Abel
direct pour les 1—formes abéliennes par intégration.

Soit Y C IPy une variété projective irréductible de dimension n. Nous
dirons qu'un 0—cycle I' € Y®) est complet, ainsi que son support, s’il s’écrit
comme l'intersection de Y avec une autre variété algébrique de dimension
complémentaire. Etant donné un ensemble K C Y, on peut se demander
si K contient un ensemble complet de points. Le théoreme d’Abel sous sa
forme intégrale va nous permettre de répondre a la question, dans certains
cas particuliers.

80n appelera canonique une variété linéairement normale (cf. Appendice) telle que
wi =~ Oy (1); les variétés du théoréme précédent sont canoniques car elles sont projec-
tivement normales ( d’apres le théoreme d’équidimensionnalité de Macaulay, les variétés
intersection compleéte sont projectivement normale, cf. Appendice ) et w} ~ Oy (1) d’apres
la formule d’adjonction.

9De telles variétés existent; ce sont des "variétés de Castelnuovo”, cf.[29]. Les inter-
sections completes du théoreme précédent, bien que canoniques, ne sont pas toujours de
Castelnuovo : il suffit pour le voir de considérer une intersection compleéte de type (3,3)
dans IP4.

100n peut considérer les intégrales abéliennes comme des intégrales de 1—formes ra-
tionnelles fermées w sur Y le long d’un chemin « sur Y évitant les poles de w.

)
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Supposons pour commencer que Y est une courbe algébrique lisse. Comme
I'a remarqué Bogomolov dans [12], étant donnée un ouvert U sur Y, tout
O—cycle sur Y de degré supérieur a un degré donné ny (no dépendant de
louvert U) admet un 0—cycle linéairement équivalent a support dans U.
Cette remarque est a l'origine du théoreme suivant :

Théoréme 7 i) Tout ouvert non vide U d’une courbe algébrique irréductible
Y C Py auquel on ajoute les points singuliers de Y contient un ensemble
complet de points.

i1) Si la courbe algébrique Y est singuliére, presque tout point de' Y admet
un voisinage dont le complémentaire rencontre toute hypersurface algébrique.
Plus précisément, il existe un fonction ¢ harmonique sur la partie réguliére
de 'Y, deuz ouverts disjoints Uy = {¢ > 0} et Uy = {¢ < 0}, dont la réunion
est Y —C — S, ou C = {¢p = 0} est une courbe analytique réelle et S
est le lieu singulier de Y, et dont l'adhérence de chacun rencontre toute les
hypersurfaces algébriques.

Appelons distingué un point qui est le support d’'un 0—cycle complet.
Alors on peut montrer avec les mémes outils :

Théoreme 8 Si le genre géométrique g(Y) est supérieur a deux, Y a un
nombre fini de points distingués.

On peut facilement généraliser le théoreme 7 en effectuant des sections
hyperplanes :

Théoreme 9 SoitY une variété algébrique irréductible de IPy de dimension
> 2. Alors :

1. Pour tout ouvert non vide U de Y, U U Sing(Y') contient le support
d’un 0-cycle complet.

2. 1l existe des compacts de Stein K C'Y rencontrant toute hypersurface
algébrique.*

Cela permet de répondre par la négative a une question posée par plusieurs
mathématiciens au cours des années 70 (cf. Hirai [40], Hirschowitz [41]):

Etant donné un compact de Stein K C Py, existe-t-il toujours une hy-
persurface algébrique contenue dans son complémentaire 7

S. Nemirovski a par la suite répondu a cette question par une toute autre

méthode (cf. [48]).

HRappelons qu’un espace analytique réduit est de Stein si on peut le représenter comme
une sous-ensemble analytique d’un espace affine CM, et quun compact est de Stein si il
admet un systeme fondamental de voisinages ouverts de Stein.
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On peut par ailleurs généraliser la démonstration du théoreme 7 en di-
mension supérieure, pourvu que la variété Y soit “fortement singuliere” (dans
un sens qui sera précisé; en particulier, il faut que le lieu singulier ne soit pas
de codimension > 2).

Théoreme 10 Si Y C IPy une variété projective fortement singuliere de
dimension n > 2. Presque tout point de Y admet un voisinage dont le
complémentaire rencontre toute les sous-variétés Y de dimension complémen-
taire N —n qui coupent Y proprement (i.e. en un nombre fini de points). Plus
précisément, il existe un fonction ¢ pluriharmonique sur la partie réquliere
de Y, deux ouverts disjoints Uy = {¢p > 0} et U = {¢ < 0} (qui sont
Levi- plats mais ne sont pas de Stein), dont la réunion est Y — C — S, ou
C = {1y = 0} est une hypersurface analytique réelle et S est le lieu smgulzer
de Y, et dont l’adhérence de chacun rencontre toute les variétés algébriques
de codimension n qui coupent Y proprement.
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Chapitre 1

Généralisations du théoreme

d’Abel.

1.1 Les faisceaux de formes différentielles sur
un espace analytique.

Soit X un espace analytique réduit de dimension pure n. On appellera ici, par
commodité, espace analytique un espace analytique réduit et paracompact,
de sorte qu’a tout recouvrement ouvert on puisse associer une partition de
I'unité. On pourra se reporter a I’Appendice pour la définition des faisceaux
de g—formes (différentielles) lisses (ou C*), holomorphes (ou réguliéres),
méromorphes. Rappelons juste ici qu'une forme lisse ou une forme réguliere
sur X est nulle si et seulement si elle est nulle sur la partie réguliere de X. !

On va préciser ce qu’on entend par une forme finie (ou L?-holomorphe)
et une forme de Barlet (ou abélienne) sur X.

X peut étre réalisée localement comme sous-ensemble analytique d’un
ouvert U de €V; il suffit donc de donner les définitions lorsque X est un
sous-ensemble analytique (réduit de dimension pure) d’un ouvert U de V.
On note Reg(X) la partie réguliere de X, Sing(X) sa partie singuliere. On
parlera de fonctions pour les 0—formes. On note £° le faisceau des formes
lisses de type (7, ), et £% = D, 1-,EY° le faisceau des formes lisses de degré
q. On note Q% le faisceau des g—formes régulieres sur X (pour g = 0, ce
faisceau, noté aussi Oy, s’appelle le faisceau structural de X).On définit
une topologie sur l'espace des formes lisses a support compact £.(X) (dites

'Nous préfererons la qualification de réguliere, pour indiquer qu’il n’y a pas de torsion,
et réservons le nom de formes holomorphes pour les sections du faisceau de Grothendieck-
Grauert, ot une forme peut étre nulle sur Reg(X) sans 1’étre sur X.
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formes test) de la maniere suivante : v, converge vers 1 si on peut trouver

des représentants vy, de ¥y, et 1) de ¢ dans U tels que 1, converge vers 1
(i.e. les composantes des formes et les dérivées des composantes convergent
uniformément sur tout compact de U), et si de plus il existe un compact
K C X contenant les supports de tous les .

Un courant est une forme linéaire a sur I’'espace des formes test, telle que
a(y) — a(t) sty — 1. 2 Un courant est de degré ¢ (resp. de bidegré (r, s))
s’il s’annule sur les formes de degré # n—q (resp. de bidegré # (n—r,n—s)).
La différentielle d définit un opérateur sur l'espace des formes hsses sur X,
ainsi que les operateurs det O;ona:d=0+0.

Une forme semi- meromorphe 1) est une forme lisse sur un ouvert de Zariski
dense X —V de X, telle que en tout point x de V il existe une fonction
réguliere f, telle que f_x.1) se prolonge en une forme lisse au voisinage de .

Toute forme semi-méromorphe @ sur X définit un courant sur X d’apres
Herrera-Lieberman (cf. [38] ou [39]), noté [¢], et défini par la formule :
W) = [x ¥ Ap. B

On définit les opérateurs d, 0,0 sur I'espace des courants de degré ¢ par
les formules : (da)(p) = (1) a(dp), (0a)(p) = (—1)"a(0p), (9a)(p) =
(—1)7" 1 (dp). Ces opérations étendent les opérateurs définis dans le cas des
formes C*°, comme on peut le voir par intégration par parties.

Un courant o est 9—fermé si da = 0. B

La forme semi-méromorphe v sera dite 0—fermée si le courant associé
(Y] est O0—fermé. Une forme méromorphe w qui est d—fermée sera appelée
"forme de Barlet” 4. Le faisceau (de Barlet) des g—formes de Barlet sur X
sera noté w%.

On identifiera toujours sur X deux formes égales sur un ouvert dense de
Zariski (donc définissant le méme courant).

Lemme 1 Soit S un sous-ensemble analytique fermé d’intérieur vide de X,
contenant Sing(X). Soit T un courant de X de type (q,0) dont la restriction

2Localement, il suffira de limiter 'ordre des dérivées des coefficients & un nombre fixé
pour avoir la convergence.

3L’intégrale / < ¥ A pn'est pas définie de maniere évidente, car ¢ n’est pas forcément
localement intégrable. On la définit de la maniére suivante. Soit V' une boule ouverte con-
tenue dans U; en utilisant des partitions de 'unité, il suffit de définir 'intégrale | v VA1
pour u forme test de X N'V. On peut supposer que 9 est dans V' la restriction a V N X
d’une forme semi-méromorphe 7,/; dans V, avec 1/; = ¢/g, ou ¢ est une fonction lisse dans V
et g est une fonction holomorphe dans V s’annulant sur les singularités de X NV (une telle
fonction holomorphe existe car V' étant une boule, Sing(X NV') est définie par ’annulation
d’un nombre fini de fonctions holomorphes dans V'). Alors d’apres [39], l'intégrale suivante
admet une limite lorsque € tend vers 0 : anVn{\g\>e} ¥ A p. De plus, cette limite ne dépend
pas du choix de g.

4Le faisceau des formes de Barlet a été introduit par Barlet dans [4].
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a X — S est O—fermé. Alors il existe une unique forme méromorphe w, telle
que Tix_s = [w].De plus, si T est 0—fermé sur X, w est de Barlet sur X, et
T coincide avec [w] sur la partie réquliére de X .

On peut se ramener aux courants de bidegré (0,0), i.e. aux distributions.
On sait que dans un ouvert deC", de méme que toute distribution annulée par
le laplacien est représentée par une fonction harmonique, toute distribution
O—fermée est représentée par une fonction holomorphe (cf. par exemple [28],
p. 380). Ainsi, on sait que le courant T" est représenté en dehors de S par une
forme holomorphe w. De plus d’apres [32] I'existence du courant 7" implique
que w peut étre prolongée en une forme méromorphe w sur X tout entier.
Localement, le courant valeur principale associé |[w] est tel que T' — [w] est
a support dans une hypersurface H C S (définie localement) en dehors de
laquelle w est holomorphe. Le courant 0(T — [w]) = —0|w] est alors écrit a la
fois comme 0T, avec T' = T'—[w] courant & support dans S, et comme —J[w],
qui peut s’écrire Resg(w). Le théoréme 3.1 d’unicité de la décomposition de
[19] implique alors que dw] = 0, i.e. w est de Barlet. ° g

On peut aussi définir le faisceau des formes qui ont (localement) un
prolongement holomorphe sur une désingularisation locale de X, et donc
sur toute désingularisation locale. Nous appelerons ces formes les ”formes
finies”.% Une forme réguli¢re est finie, une forme finie est de Barlet, mais on
peut exhiber des formes de Barlet non finies, ainsi que des formes finies non
régulieres.

La différentielle d’une forme lisse, réguliere, finie, de Barlet, méromorphe
est une forme du méme type 7. Le produit extérieur d’une forme de Barlet

°0On a 0T = Ow. Mais on ne sait pas si T coincide avec [w] autour de Sing(X), car on
ne sait par si il existe des courants de bidegré (g,0) d—fermés a support dans Sing(X).
Barlet montre dans son article ’existence d’un morphisme surjectif du faisceau des courants
O—fermés de type (q,0) sur X dans w% . Il pose la question, non résolue & ce jour, de savoir
si le noyau, qui est I’ensemble des courants 0—fermés de bidegré (q,0) & support dans la
partie singuliere, est nul.

6Griffiths a remarqué dans [23] que ces formes peuvent étre définies par une condition
intrinseque d’avoir une norme L? finie pour un certain produit hermitien sur 'espace
des formes. Dans son article, Griffiths appelle les formes que nous appelons de Barlet
”formes de premiere espece par rapport a la famille des espaces linéaires de codimension
n”, signifiant par 14 que ce sont précisément les formes dont la transformée d’Abel est
nulle; il appelle (L2—)holomorphes les formes que nous appelons finies. L’avantage du
terme ”fini” est qu’il s’applique a des tenseurs plus généraux.

"La différentielle pouvant étre prise ici a la fois au sens des courants, ou au sens
des formes (méromorphes), car [dw] = dw]. Il n’en est plus de méme pour les formes
méromorphes générales : c’est ce qui donne naissance aux résidus. Sur une variété
algébrique, la différentielle d’'une forme finie est nulle; il n’en est pas de méme pour les
formes de Barlet.
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par une forme réguliere est de Barlet. Il n’en est pas de méme du produit
extérieur d'une forme de Barlet par une forme finie.

Soit € X. On appellera “paramétrisation locale” en x (de degré k) la
donnée d’un voisinage ouvert U, de x, d’un morphisme ® propre, surjectif et
fini (de degré k) ¢ : U, — P ou P est un polydisque (ouvert) de C". On
appelera multiplicité de z dans X et on notera mult,(X) le degré minimal
d’une telle paramétrisation locale. En particulier, un point de X est régulier
ssi mult,(X) = 1, toute paramétrisation locale étant alors une carte au
voisinage de x.

Soit ¢ : U, — P une paramétrisation locale en z. Soit w une forme
génériquement réguliere sur U,. Alors il existe des hypersurfaces analytiques
Z CPetZ =¢ Y Z)CU,tellesque ¢ : U,—Z" — P—Z soit un revétement
de degré k, et que w soit réguliere sur U, — Z’. On peut définir une forme
réguliere sur P — Z, appelée image directe ou trace de w et notée ¢.(w) de
la maniere suivante : ¢,(w) = ¥ | ¢*(w) ol ¢; sont k inverses locaux de ¢
en dehors de Z . On peut voir facilement que la trace ¢,(w) d’une forme
de Barlet sur U, est holomorphe sur P pour toute paramétrisation locale
¢ : U, — P, d’apres le lemme 1, et comme le courant [¢.(w)] coincide avec
¢s(jw]) sur P — Z.

Cette implication admet une réciproque (cf. [4]) :

Proposition 1 Soit ¢ : U, — P une paramétrisation locale en x. Soit w
une q—forme génériquement réguliére sur U,. Si dans cette paramétrisation
¢«(wy Avy) est holomorphe au voisinage de 7(x) pour tout germe v, de forme
réquliere en x, alors w est de Barlet en x.

Remarque 1 On peut montrer que dans la proposition précédente, il suffit
d’un nombre fini de ”formes test” v, pour conclure que w est de Barlet en x.

Dans [4], Barlet construit aussi un isomorphisme de w% sur le faisceau
Ox—cohérent Home, (U 9, w%).

Cela implique que dans la proposition précédente, il suffit en fait de
vérifier 'holomorphie de la trace pour les germes v, de degré n — q.

Pour ¢ = n, on a donc Home, (Ox,w%) ~ W%, et le faisceau de Barlet w’
s’identifie au faisceau dualisant de Grothendieck sur X Extp, (Ox,Q'"), ol
p est la codimension de X dans U.

Supposons maintenant que X est donné comme sous-ensemble analytique
de dimension pure n dansC" xC”. Toute application linéaire affine surjective

8Un morphisme 7 : X — Y est une application continue telle que pour tout = € X,
l’image réciproque gon d’une fonction g réguliére en 7(z) est réguliere en x. Il découle de la
définition que la restriction d’un morphisme a un sous-espace analytique définit également
un morphisme.

9Les formes définies localement se recollent, car la forme est invariante par monodromie.
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7 de €™ dans @ définit une projection de X dans €" (parallelement a
Ker(m)).

On peut associer a 7 une projection de la manieére suivante. Soit H une
sous-variété affine deC"*? qui coupe Ker(7) transversalement. Alors, en tout
point P € C"*?, la fibre 771(P) de 7 va couper H en un unique point. Si
I’on fait un autre choix pour le n—plan de projection, soit H’, on voit qu’on
obtient ainsi un isomorphisme affine de H sur H'. Réciproquement, on peut
faire correspondre a un automorphisme linéaire de H un changement du
n—plan de projection.

La propriété pour une projection m de donner une paramétrisation locale
en r € X est une propriété ouverte, i.e. si m définit une paramétrisation
locale en z, il en sera de méme de 7+ u, ou est une application linéaire affine
voisine de 0.

Soit donc x € X, et 7 une application linéaire affine de €™ dans C".
On suppose que 7 définit une paramétrisation locale en z. Soit H C C"*P
un n—plan de projection pour 7 (qui coupe Ker(m) transversalement). Pour
toute application linéaire affine u voisine de 0, on pose w, = 7 + u; m,
définit une projection linéaire p, de €**? sur H. On peut donc définir une
trace p,,(w) sur H pour w génériquement réguliere en x. La perturbation u
correspond pour p, a un changement de direction de projection. Autrement
dit, la variété linéaire de codimension n + 1 qui est le centre de projection
varie dans un ouvert de la grassmanienne des sous-variétés de codimension
n de I’hyperplan a 'infini.

La propriété suivante est fondamentale et découle des travaux de Barlet
sur la classe fondamentale (cf. [5]) :

Lemme 2 Supposons que pour toute application linéaire u voisine de 0,
Tusx(w) est holomorphe au voisinage de m,(x); i.e. que pour toute projection
sur H p, voisine de p p,,(w) est holomorphe au voisinage de p,(z) (on dira
que la trace est holomorphe pour "un ouvert de projections”). Alors w est de
Barlet en x.

Lemme 3 Soit X un sous-ensemble analytique fermé de dimension pure n
dans un ouvert U de IPY, w une q—forme réguliére sur Y en dehors d’un
sous-ensemble analytique fermé W C'Y contenant Sing(Y'). Soit p : PN —
IPM(n < M < N) une projection qui transporte Y dans un sous-ensemble
analytique Y de méme dimension dans U = p(U). St py,(w) pour un ouvert
de projections p, : €~ — O™ se prolonge en une forme de Barlet sur'Y , alors
w se prolonge en une forme de Barlet surY .

On peut se ramener par projections composées au cas ou M = n =
dim(Y’). Le lemme est alors un conséquence du lemme précédent. g
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Corollaire 1 Soit Y C [Py une variété algébrique de dimension pure n.
Supposons que l'image directe d’une forme rationnelle w sur'Y est nulle sur
IP,, pour un ouvert de projections ¢ : Y — IP, sur un sous-espace linéaire de
dimension n. Alors il s’ensuit que w est abélienne.

Lemme 4 Les coefficients de [’équation d’une hypersurface de degré k définissent
un point d’un espace projectif [Py, ; on note H; I'hypersurface associée au
point t. Soit X un sous-ensemble analytique de dimension pure n d’un ou-
vert U de €~ . Soit w une forme génériquement réguliére dans un voisinage
ouvert U, C X dex € X. On suppose x € X N Hy, et Hp coupe X transver-

salement en x (i.e. mult,(Hyp N X) = mult,(X)). Si pour tout t, dans un

voisinage de t9, wp,, se prolonge en une forme de Barlet sur Uy N Hy,, alors
w est de Barlet en z.

On peut supposer k = 1 par l'application de Veronese. D’apres les hy-
potheses, on peut trouver Htg, ..., Hyp € Py tels que Htg N...NHyp coupe X
avec la multiplicité mult,(X). Soit Q,° = a1°%,...,Q,° = a,,° des équations
affines de Hy, ..., Hy, ou le membre de gauche ne contient pas de terme
constant. L’application qui a y € X associe Q9(y),...,Q%(y) définit une
paramétrisation locale en z. De plus, si 'on fait varier les coefficients £ des
QY dans un voisinage ouvert suffisamment petit, on obtient une famille de
paramétrisations locales en x, 7;, qui correspondent a un ouvert de projec-
tions. D’apres le lemme précédent, il suffit donc de vérifier que la trace de w
est holomorphe au voisinage de m;(x) pour ¢ dans un voisinage ouvert de t.

Tout d’abord, on sait que w est génériquement réguliere sur U,. Donc
la trace 7, (w) est génériquement holomorphe au voisinage de 7j(z). Con-
sidérons maintenant Q] = Q1+ pi0.Q2+ . . . + 1. Q. OU les p; sont proches de
0. D’apres I'hypothese, la trace 7j,(w) se prolonge holomorphiquement sur
les hyperplans de 7;(U,) d’équations @} = s, pour s dans un voisinage de
Qi(2).

On en déduit que 7z, (w) se prolonge holomorphiquement au voisinage de
mi(z), ce qu’il fallait démontrer : la trace est holomorphe pour un ouvert de
projections.

Lemme 5 On se place dans les hypotheses du lemme précédent; on suppose
de plus que la forme w est de degré mazximal. St pour t; dans un voisinage
de t, resq, —o(w/Qy,) est de Barlet sur U, N {Q, = 0} (ot Q, =0 est une

équation affine de Hy, =0), alors w est de Barlet en x.

On peut se ramener au cas ou k = 1 par le plongement de Veronese.
Le principe de la démonstration est le méme que pour le lemme précédent.
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D’apres les hypotheses, on peut trouver Hy, ..., Hy € P tels que HpN...N
Hyo coupe X avec la multiplicité mult,(X). Alors Soit Q7, = a1,...,Q;, =
a, des équations affines de Hy,,..., H;,. On note t = (t; = (f1, 1), ...ty =
(tn, ) € (P%)" les parametres d’une sous-variété linéaire, t° les parametres
de H?, U* C (Py)" un voisinage de t°. D’aprés 'hypothese, resq, —o(w/Q,)
est holomorphe sur Y pour ¢; au voisinage de t? dans U; C IP%;. Les polynomes
Qi - - ., Qg définissent comme ci-dessus des paramétrisations locales 77 en
x.

On a la formule : 77, (w) = p(t)day A ... A day,, avec

p(t) =) resqg. —ai,.=Q; —an(
i:zl Ql 1 Qr, <Qfl —O{l) ..... ( in —Oén)

Mais on a donc aussi :

" za: resQ; = ‘(Qizlw_al)
w(t) = resq. —as... o,
i=1 Oy =ar Qi = (Qt} —Qg)..... (an — ap)

Il s’ensuit d’apres 'hypothese que lorsque ¢ € Uy est fixé (i.e. les coef-
ficients de @y, sont fixés), u(t) est holomorphe par rapport a to, ..., t,. De
plus, on sait que u(t) est géneriquement réguliere au voisinage de av = ()
(car w est génériquement réguliere sur U,). On en conclut comme ci-dessus
que pu(t) est holomorphe au voisinage de o = m;(z), ce qui implique que "la
trace est holomorphe pour un ouvert de projections”. Donc w est de Barlet
en x d’apres le lemme 2. |

Lemme 6 On se place dans les hypothéses du lemme précédent, si ce n’est
qu’on ne suppose plus que la forme w est de degré maximal. Si la trace 7;, (w)
est holomorphe sur wi(U,) pour les paramétrisations locales en x m; données
par t dans un voisinage ouvert de to, alors w est de Barlet en x.

Le raisonnement se fait par récurrence sur la dimension de Y. Supposons
d’abord forme w est de degré maximal. Alors le fait que la trace est holomor-
phe pour cette famille de projection implique par 'hypothese de récurrence
que le résidu de resq, —oy(w/Q, ) est de Barlet sur les sections {Q;, = 0}NU,

pour t; dans un voisinage de t{. Le lemme précédent 5 implique alors que w
est de Barlet en .

Si w n’est pas de degré maximal, le raisonnement est le méme sauf que
I'on considere wg, au lieu de res(q, —oy(w/Q1, ), et que I'on utilise le lemme
4 au lieu du lemme 5. |
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Lemme 7 Soit X un sous-ensemble analytique d’un ouvert U C I[Py de
dimension pure n, qui se décompose en la réunion de deuzr sous-ensembles
analytiques X et X' de méme dimension. Soit w une q—forme méromorphe
sur X et w' une q—forme méromorphe sur X'. Alors il existe une unique
forme méromorphe @ sur X, qui coincide avec w resp. w' sur X resp. X'. De
plus, si w et w' sont de Barlet, il en est de méme de .

On suppose que w et w’ sont de Barlet. Alors, en prolongeant w (resp. w’)
par 0 sur X’ (resp. X), on vérifie qu'on définit bien un courant d—fermé [w]
(resp. [w']) dans X = X U X". La forme égale sur Reg(X U X') & w ou o'
suivant qu’on est sur Reg(X) ou Reg(X’), admet donc un courant associé

qui se prolonge sur X U X’ tout entier en un courant 0—fermé, [w] + [w']; i.e.
cette forme est une forme de Barlet. Le cas méromorphe s’en déduit, car le
probleme est local : en multipliant localement par une fonction réguliere, on
obtient des formes régulicres, donc de Barlet. g

Lemme 8 Considérons une forme wy qui est de Barlet surY , et w’' de Barlet
sur'Y'. Alors sur'Y x'Y’, la forme n*(w) A 7" (w') est encore de Barlet, ot
7Y XY =Y etn:Y xY' =Y sont les projections.

On peut le voir par des paramétrisations locales. Une autre maniere de
le voir est la suivante. On peut approcher toute forme lisse ¢ sur Y x Y’ par
une somme de produits extérieurs ¢; A ¢ oll ¢; est une forme sur Y et ¢
une forme sur Y'. Si yu = 0¢, par la continuité de 'opérateur 0,

/ T (W) ATH(W) A p
Y xY’
peut s’approcher par la somme d’intégrales du type
/ (W) A Dy A T (W) A b
Yy’
et du type
/ (W) A ¢1 AT (W) A Do
TXY

qui sont visiblement nulles d’apres ’hypothese et le théoreme de Fubini.

Proposition 2 Soit X etY deux espaces analytiques réduits de dimension
pure n, et f: X — Y wune application analytique propre et surjective. f est
alors génériquement finie, i.e. il existe localement des hypersurfaces analy-
tiques Z C Uy et Z' = [~5(Z) C f~Y(Uy) C X telles que Z' contient le lieu
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singulier de Ux, Z contient le lieu singulier de Uy, et f : Ux —2' — Uy — Z
soit un revetement non ramifié de degré k. On peut donc définir sur une
image directe (une trace) sur les formes génériquement régulieres sur X, a
valeur dans les formes génériquement réqulieres sur'Y . Alors, la trace d’une
forme méromorphe sur X est une forme méromorphe sur'Y, la trace d’une
forme de Barlet sur X est une forme de Barlet surY .

Pour la trace d’une forme de Barlet, le résultat est dans ([4],p. 200).
L’application f étant propre, elle définit une image directe de I'espace des
courants sur X a valeur dans l'espace des courants sur Y, par f.(a)(¢) =
a(f*(¢)). On peut construire I'image directe localement : on se donne Uy, Ux,
d’apres les définitions ci-dessus. Si w est méromorphe sur Uy, elle définit
d’apres ce qui précede un courant sur Uy, et son image directe sur Uy coincide
sur Y — Z avec le courant défini par la forme qui est la trace de w associée au
revetement non ramifié. D’apres la caractérisation des formes méromorphes
donnée dans le lemme 1 la trace de w sur Uy — Z se prolonge sur Uy en une
fonction méromorphe f,(w). Il est facile de voir qu’alors les courants f,(|w])
et [f«(w)] coincident sur Y.

Supposons maintenant w de Barlet. Alors

f([w))(9¢) = [w](A(f(¢))) =0

donc la trace de w, définie localement en dehors d’hypersurfaces analy-
tiques, se prolonge en une forme de Barlet, toujours d’apres le lemme 1.
La propriété de stabilité des formes de Barlet par image directe sera référée
comme “propriété de Barlet”. g

1.1.1 Sur les résidus de formes méromorphes

Soit X un espace analytique réduit de dimension pure n. On trouvera quelques
rappels sur les résidus en Appendice. Nous allons établir quelques propriétés
relatives aux résidus. Soit Z un diviseur de X, défini par un recouvrement
ouvert (U;);er de X, des fonctions régulieres f; € Oy, telles que f;/f;, f;/fi €
Ov,nu,- Le support de Z, noté Z, est défini par 'annulation des f;; on sup-
pose qu’aucune composante de Z n’est contenue dans Sing(X). Le diviseur
trivial, pour lequel toutes les f; sont égales a 1, est noté 0'°. On définit sur
X le faisceau des formes méromorphes a pole (simple) sur Z, noté w%(2),
de la maniere suivante : w, de Barlet en dehors de Z définira une section de
ce faisceau au voisinage de x si pour une fonction (U,, f,) définissant Z au

10Dans la terminologie classique, ce que nous appelons diviseur correspond & un ” diviseur
de Cartier effectif’. On peut définir une addition des diviseur en multipliant les équations
locales, ce qui justifie la notation 0 pour le diviseur trivial.
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voisinage de z (et donc pour toute fonction définissant Z au voisinage de x)
la forme f,w est de Barlet sur U,!!.

Si Z est un diviseur arbitraire, on définit d’apres Herrera (cf.[39]) pour
€ wl(Z+W), ou W est diviseur intersectant Z proprement (i.e. les fonction
définissant resp. Z et W en un point de Z N W forment une suite réguliere),
le courant résiduel Resz (1) (cf. Appendice). Pour W =0, on a : Resz(¢) =
O]
On peut définir le faisceau R% (W) des g—courants Z—résiduels de la
maniere suivante : un g—courant Z—résiduel est définie par la donnée d'un
recouvrement (U;);e; de X, d’une (¢ + 1)—forme méromorphe w; € w%™(Z +
W) sur chaque U; telles que w; — w; € W% (W)(U; N U;). Le courant défini
localement sur U; par Resz(w;) se recolle alors en un courant global sur X.

On a d[w] = Resz(w) pour les formes w € w4 (Z) et avoir un résidu nul
sur Z est équivalent a étre de Barlet sur X.

Supposons que Z est un diviseur réduit, i.e. pour un certaines choix des
données (U, fi), les fonctions qui définissent Z localement définissent aussi
'idéal de son support Z. On définit le faisceau M% (log(Z)) des g—formes
méromorphes a pole logarithmique sur Z de la maniere suivante : un forme
méromorphe 1) au voisinage de x a un pole logarithmique sur Z si localement

on peut écrire :
ng:vw = 1// A dfx + fx~w”

ou f, définit Z en x, g, ne s’annule identiquement sur aucune composante de
Z,, et ' 1" sont des formes régulieres en x. Le résidu de ¢ sur Z est alors
définit par resz(y) = 1’/ gy z. Si de plus f,.w est de Barlet en x, on dira que
w un germe (en ) du faisceau wx9(log(2)).

Remarque 2 w%(log(Z2)), s’identifie aux germes de formes qui s’écrivent
a/f, avec ypeg(zy = 0 et o de Barlet au voisinage de x.

Alors I'opération resz de résidu sur Z définit une suite exacte de faisceaux
0 — Wi — Wi (log(2)) — w — 0

La surjectivité locale de resyz est montrée dans [32]. D’autres part les

formes de w% ™ (log(Z)) ayant un résidu nul sur Z sont précisément les formes
de Barlet sur X. Dans notre cas il suffit de vérifier que sur les formes w €
Wi (log(2)), Olw] = resz(w) A [Z], ce que l'on fait facilement en écrivant
les formules.

On peut généraliser ce qui précede en codimension supérieure.

1Si f/ est une autre fonction définissante, f./f, est réguliere, donc fiw est aussi de
Barlet.
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Soit Z une intersection compléte de codimension p, définie localement
dans un ouvert U; C X comme 'ensemble des zéros de p fonctions régulieres
fi,. .., f, définissant une suite réguliere sur Uy, telles que fi/f{,..., f}/f]
et fi/fl,..., f1/fi appartiennent Op,qy,. On note Z le support de Z, i.e.
le sous-ensemble analytique de X définie dans U; par f{ = ..., f} = 0.
On note Zy, ..., Z, les diviseurs associés aux données (U, f{), ..., (U, f;) et
Z = Z1N...Z,; ondit que les diviseurs Zy, ..., Z, se coupent proprement.

On note w%(Z) le faisceau w% (21 + ...+ Z,,).

L’opération Resz est toujours bien définie d’apres [39] sur le faisceau
WEP(W N Z), ot W est un diviseur qui définit avec Z une intersection
complete de codimension (p+ 1) W N Z sur X (cf. Appendice).

Un g—courant Z—résiduel est défini par la donnée d’un recouvrement
(Ui)ier de X, d’une forme méromorphe w; € w%?(Z N W)(U;) sur U; avec
w; —wj € QFP(W)(U; NU;), ol Q% est le sous-faisceau de w§™(Z) formé
des formes dont le résidu Resy s’annule. Les courants résiduels associés a w;
et w; coincident sur U; NUj, de sorte qu’on a un courant global défini sur X,
de bidegré (q + p, p), qu’on appelera g—courant Z—résiduel. Le faisceau R},
est le faisceau dont la fibre en z € X est 'ensemble des courants résiduels de
bidegré (p + ¢, p) s’écrivant dans un voisinage ouvert U, de x sous la forme
Reszﬁ—_h, ol w est de Barlet sur U, et les f;(1 <1 < p) sont des fonctions

définissantes de Z dans U,.

On a donc une suite exacte :

QL — wg:_p(Z) — R, —0

La fibre en 2 du noyau Q% peut étre décrite de la maniere suivante. Soit
U, un voisinage ouvert de Stein de x, dans lequel Z est défini par les fonctions
fisooos for I;?es forme::L de Q%P (U ) sont les formes p € w%P(Z) qui telles que
Gz-mu = Y%, m, ou py, sont des (p + q)—formes régulieres en x
et f1,..., [y, g forment une suite réguliere 2.

Supposons Z réduit, i.e. par un certain choix des données (U;, f1,. .., f;)
définissant Z, les fonctions définissantes f7, .. ., f; engendrent 1'idéal de ZNU;
pour tout .

Soit fi,..., f, définissant Z en z; une forme méromorphes w aura un pole
logarithmique sur Z en x si

g.f1.. fow—w ANdf = fran + ...+ fray

ou w' et les a; sont des formes régulieres, et fi,..., f,, ¢ forment une suite
réguliere dans Ox ,. Alors on définit : resz(w) = w'/g,z. Si de plus fi...fw

2La description des formes de QL™ est donnée par exemple dans [20].
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est de Barlet en z, on dira que w définit un germe du faisceau w%?(log(Z))
en x. resy définit alors un morphisme surjectif :

Wi (log(Z))(W) — wE(ZNW) — 0

ou Z N W est le diviseur defini sur Z par W. Cela est montré dans [32].
Pour une forme méromorphe w dont le pole W coupe Z proprement, on
définit le courant w A [Z] en posant :

dfy ... A df,
i f

En particulier, lorsque Z est réduit, on a : w A [Z] = wz A [Z].

WA Z)(6) = (—— )P Resy(w A

20T

)(¢)

Lemme 9 Soit Z une intersection compléte de codimension p sur X. De
plus, soit W un diviseur de X, intersectant Z proprement, i.e. définissant
avec Z une intersection locale de codimension (p+1) WNZ. Alors 'opération
Resy de résidu sur Z définit une suite exacte de faisceaus

0— QLP(W) = wiP(WNZ)— RLWNZ)—0

Siw & Q((IlerpﬂZy alors Resz(w) a un pdle sur Z NW (i.e. n’est pas dans
R%).

De méme, si w € W% (W), alors w A [Z] est dans RL(W'). De plus si
w € wk(W)\w%, alors w A [Z] & RY.

La suite exacte de faisceaux
0— QUP(Z) W) — i P(WNZ)— RL(ZNW) =0
dans le cas ou W # 0 se déduit du cas ou W = 0 signalé ci-dessus en
remarquant que si W est défini par la fonction g dans U, alors Resz(w/g) =

[1/g].Resz(w), car W intersecte Z proprement. Le cas de la "restriction”
A[Z] se déduit du cas du résidu, d’apres la formule donnée ci-dessus. g

Remarque 3 La restriction d’une forme de Barlet sur X a un sous-ensemble

analytique localement intersection complete Y dont les équations sont génériquement

réduites est de Barlet d’apres ce qui précede. Si Y n’est pas localement in-
tersection complete, on verra que ce n’est pas toujours le cas.

Proposition 3 On suppose X lisse. Soit ¢ > 0. Soit Z = Z,N...NZ, une
intersection compleéte de codimension p sur X . On note, pour K = (iy, ..., i)
une suite strictement croissante d’entiers compris entre 1 et p, ZX = Z; U
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LUZ, et QUP(xZ5) le faisceau des formes & poles dans Z%. On suppose
Hp_k(Q§(+p(>kZK) = 0, pour toutes les suites K de longueur comprise entre 1
etp—1.

pAlors, étant donné un courant résiduel défini sur U; comme Resz(w;),
avec w; € HO (WP (Z)), on peut choisir toutes les w; comme étant la restric-
tion d’une méme forme méromorphe w définie sur X, ssi o est O— ezact.

En particulier si on a (en plus) HPT(Q%) = 0 pour tout p < n —1, on
obtient une suite exacte :

0— H(Q4"(W)) — H(Wk"(WNZ)) — HWwi(WnNZ)) =0

La premiere partie de 'énoncé est dans [20].

Etablissons maintenant la suite exacte. Si W = 0 elle découle directement
de la premiere partie. Supposons maintenant W # 0. Supposons le courant
a défini sur U; par Resz(w;) avec w € wPT4(Z N W). Alors on considere le
courant do. Il appartient & R%;% 4, et on applique la suite exacte dans le cas
W = 0 pour exprimer da comme résidu sur W N Z d’une forme méromorphe
globale ¥ sur X. Alors w; — ¥ a un résidu nul sur Z N W, donc s’écrit
comme somme de formes méromorphes ayant seulement des poles dans p des
hypersurfaces Z;(1 < i < p), W, donc le courant o — Resz(v)) est dans RY.
Toujours d’apres le cas W = 0, on peut donc écrire d’abord a— Resz(v)), puis
a=a— Resz(1)) + Resz(y), comme résidu sur Z d’une forme méromorphe

globale de H(w%™"(W N Z)) g

Remarque 4 La suite exacte précédente signifie que Hl(Q%ﬂ’) = 0. Lorsque
X est de Stein, elle est donc automatiquement vérifiée. D’autre part, les con-
ditions du théoréeme sont vérifiées lorsque X C IPy est une variété algébrique
lisse et les Z; des sections de X par des hypersurfaces algébriques se coupant
proprement sur X (cf.[20]).

Lorsque X = IPy, et Y est une intersection complete, on peut écrire
explicitement de la maniére suivante les éléments de H O(wﬁf) (Y)), qui cor-
N

respondent aux formes abéliennes de degré maximal sur Y :

Lemme 10 Soit Y une variété algébrique de dimension pure n dans [Py,
intersection compléte de m hypersurfaces Yy, ..., Y,, d’équations homogénes
respectives Fy = 0,...,F, = 0, deg(F;) = d;(1 < i < m). Les éléments de
Ho(w%DN(Y)) s’écrivent sous la forme :



avec S un polynéme homogéne de degré deg(S) = dy + ... +d,, — N — 1
et uyn est la forme de Newton sur Py : uy = SN o X; NjzidX; . SiY est
réduite, dans presque toute carte affine, de coordonnées x1,...,Tn, Y1, Ym
(n+m =N, n=dim(Y)) on peut écrire resy(a) sous la forme :

s.y)

" det(BD)

D Xz
D

ot on a posé dr = dxiA...Ndx, et dy = dy; \... Ndy,, et s est un polynome
de degré < dy+...+d,, — N — 1.

Remarque 5 Supposons I'intersection complete Y réduite. D’apres 1’égalité :

Df Df . _
on a: Df Df
— (SN 1 S

On peut donc écrire le résidu de toute forme rationnelle (donc toute forme
rationnelle sur Y') sous la forme :

Lo Sy

det(g—i)

ou s(z,y) est une fonction rationnelle dont le dénominateur ne s’annule sur
aucune composante de Y. Si s(z,y) est un polyndéme dans une carte, il n’en
sera pas forcément de méme dans une autre; la condition sur le degré <
di+...+d, — N —1 donne une condition nécessaire et suffisante pour qu’on
puisse garder dans 'expression le numérateur s(z, y) polynomial quelque soit
le choix d'une carte affine générique.

Démonstration du lemme
Il est d’abord facile de voir que les formes explicites de I’énoncé précédent
sont bien dans Ho(wﬁ[)N(Y)). Ensuite, on remarque que Ho(wﬁSN(Y)) et

l'espace des formes a = Fls”iNm avec deg(S) = dy+...+d,, — N — 1 ont
la méme dimension, car la forme py définit un isomorphisme de faisceaux
0—0p (—N-1)—Qp () — 0 pour tout [ et HI(OIPN(Z)) = 0 pour
tout /. g

Rappelons que toute sous-ensemble analytique fermé de IP y est une variété
algébrique, et que toute forme méromorphe sur une variété algébrique de IP y
est rationnelle : ¢’est le théoreme de Chow, dont on trouvera une démonstration
simple dans [23].
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1.2 Préliminaires autour du théoreme de Bézout;
I’espace des parametres 7.

Soit Y une variété algébrique de dimension pure n de ’espace projectif com-
plexe IP . Une sous-variété linéaire générique de IP 5 de codimension n coupe
Y en un nombre constant d de points, qu’on appellera le degré de Y. Dans
ce paragraphe, on supposera Y irréductible.

Soit (ki, ..., k,) un systeme de n entiers, que I'on supposera rangés dans
I’ordre croissant. Les systemes de n équations homogenes )1 =0,...,Q, =0
avec deg(Q;) = k; peuvent étre paramétrés par leurs coefficients; chaque

équation définissant la méme hypersurface lorsqu’on la multiplie par un
scalaire non nul, on peut paramétrer I’ensemble de ces systemes d’équations
par

TI]PNl X .. X]PNn

avec N; = C’]]\\,ﬁrki — 1. Dans la suite, on pose k = ky...k,. Soit n équations
QL =0,...,Q, =0, avec deg(Q;) = k;. Soit (t9,t},... ) ensemble des

19 Y
coefficients du polynéme Q;, t; = (0 : ... : &) € Py, le point correspon-
dant, H;, = {Q; = 0}; soit t = (t,...,t,) et Hy Uintersection des Hy,. Le
théoreme de Bézout nous dit que pour t € T, lorsque H; NY est finie, le
nombre de points d’intersections, comptés avec multiplicités, est égal a kd
(cf. Appendice). Si les n équations @); = 0 déterminent des hypersurfaces
H,, telles que la variété H, = H;, N ... N Hy, soit de dimension pure N —n,
H,; sera qualifiée d’intersection complete. L’intersection complete H; sera de
plus dite réduite si son degré est égal au produit k£ = k; ... k,. Les remarques
contenues dans le lemme suivant nous seront utiles :

Lemme 11 On notep et q les projections respectives de T' X IPy sur T et sur
Py, ainsi que leur restrictions sur les sous-variétés de T' x IPy. Soit Cy la
sous-variété de T x IPy définie par (t, P) € Cy ssi P € YNH,;. Premiérement,
la sous-variété Cy C T x IPy est irréductible, et a la méme dimension que
T. Deuziemement, la projection p : Cy — 1" est un morphisme propre et
surjectif, génériquement fini de degré kd avec k = ky ... k,. Enfin, Cy est une
intersection compléte dans T XY , définie par les équations Q1 = 0,...,Q, =
0. Enfin, il existe un sous-ensemble analytique S C T de codimension au
moins deux tel p: Cy —p~1(S) — T — S soit un morphisme fini.

Démonstration du lemme

Notons d’abord que Cy est une sous-variété algébrique de T" x IP, car
elle est définie par un systeme d’équations homogenes, les équations qui
définissent Y et les équations Q;(t;, P) = 0(1 < i < n). Montrons d’abord
que Cy est irréductible. Chaque équation Q;(t;, P) = 0 définit pour P € Y
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fixé un hyperplan dans IPy;,, de sorte que la fibre de la projection g : Cy — Y
est isomorphe a
T = ]PNl—l X ... X ]PNn—l

On peut voir que ¢ : Cy — Y définit Cy comme un T’—fibré sur Y, et a
la méme dimension que 7. Y étant irréductible, il en est de méme de Cly-.
La projection p : C'y — T est un morphisme, car c’est la restriction d'un
morphisme 7" x IP — T'. La projection p : C'y — T est propre car c¢’est une
application continue entre deux espaces compacts. Enfin, p est surjective car
tout systeme d’équations Q;(t;, p) = 0 définit au moins un point sur Y.Cy
d’apres sa définition est lintersection de T' x Y C T x [Py avec la sous-
variété C' C T x Py définie par les équations Q1(P) = 0,...,Q,(P) = 0;
pour raison de dimensions, l'intersection est complete. Comme T et C'y ont
la méme dimension, la projection p : Cy — T est génériquement finie. On
peut montrer que le degré de p est kd de la maniere suivante. On considere
le cas particulier ou les hypersurfaces H;, sont réunion de k; hyperplans
génériques. Alors, H; sera une réunion de k sous-espaces linéaires génériques
de codimension n, qui couperont donc chacun Y en d points distincts. H;
coupera donc Y en kd points (si I'on prend en compte les multiplicités), et
donc p~1(¢) définit sur Cy un O-cycle de degré kd.

La derniere assertion découle du fait que premierement, I’ensemble des
points t € T ou la fibre est finie est un ouvert, et deuxiement le complémentaire
de cet ouvert ne peut contenir localement d’hypersurface analytique pour des
raisons de dimension. |

Dans la suite on note Y ) la puissance symétrique p—ieme de Y, quotient
de YP par le groupe des permutations S, (cf. Appendice).

Lemme 12 Soit Z et Z' deux espaces analytiques réduits irréductibles de
méme dimension. On suppose que Z est un sous-ensemble analytique (locale-
ment fermé) d’une variété algébrique. Soit p: Z — Z' un morphisme propre
et surjectif. On note O(Z) (resp. €(Z')) le corps des fonctions méromorphes
sur Z (resp. sur Z'). Si s est le degré de p, alors O(Z) est une extension
algébrique de degré s de O(Z').

Tout d’abord, p, o u* = S'IC(D(Z’)’ ou u, est la trace des fonctions ra-

tionnelles associée au morphisme p. p* définit donc une injection de €(Z")
dans C(Z). Donc, toute base de transcendance de C(Z’) se prolonge en une
base de transcendance de C(Z).

Soit f € ©(Z). Non seulement la trace p,(f) = S, p(f) est méromorphe
sur Z' (les p; sont les inverses locaux de p) mais les fonctions symétriques
des pf(f) sont méromorphes sur Z’'3. Donc f vérifie une équation de degré

13Ceci peut se voir par des moyens de croissance polyndmiale. Il est clair en effet que

34



s & coefficients dans €C(Z'). €C(Z) doit donc étre une extension algébrique de
C(Z).

D’autre part, Z est contenue dans une variété algébrique. Donc on peut
trouver f € C(Z) qui prend des valeurs différentes sur les s points distincts
d’une fibre générique (prendre d’abord des fonctions qui séparent les points
deux a deux, puis prendre une combinaison linéaire de ces fonctions).

Donc le degré de 'extension ne peut étre moins que s, et de plusC(Z) =
C(Z")[f] pour tout f prenant des valeurs distinctes au s points distincts d'une
fibre.

Remarquons que ce lemme implique, si Z et Z’' sont contenus dans des
variétés algébriques, que si 'on a montré que toute fonction méromorphe sur
Z' est rationnelle, que toute fonction méromorphe sur Z est rationnelle.

Plus généralement :

Remarque 6 Si dans les conditions du lemme précédent, le morphisme p :
7 — Z' s’étend en un morphisme ji : Z — Z’, les fonctions méromorphes sur
Z coincident avec les fonctions méromorphes sur Z dont la trace se prolonge
sur 7.

On déduit de ce lemme :

Lemme 13 C(Cy) est une extension algébrique de degré kd de C(T'). Les
P;(t) (qu'on peut définir localement d’apres ce qui précede) sont des fonc-
tions algébriques de t, i.e. dans un systeme de coordonnées affines, les co-
ordonnées de P;(t) sont des fonctions algébriques de t. De plus, C(Cy) ~
C(T)[Pi(t),. .., Pra(t)] ~C(T)[x(P1(t))], ou x est une coordonnée affine bien
choisie.

Soit p et ¢ les projections de C'y sur T et sur Y. Pour x une coordonnée
affine générale, x o ¢ est une fonction rationnelle sur Cy, les z o q(p;(t)) =
x(P;(t)) (p; désignent les inverses locaux de p) prennent en général kd valeurs
différentes, donc = o ¢ ne peut pas vérifier une équation de degré < kd (re-
marquons que x(FP;(t)) vérifie exactement la méme équation que z o ¢).On
doit donc avoir C(Cy) ~ C(T)[zx o q] ~ C(T)[z(F;(t)], ce qui termine la
démonstration.

Lemme 14 L’application ¢ : T — Y qui 6 t associe H,NY = Py(t) +
..+ Pra(t) est rationnelle.

les fonctions symétriques des u}(f) sont régulieres sur un ouvert de Zariski Z’ — W de Z’,
et que la croissance autour de W peut étre controlée par le fait que f est rationnelle.
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Soit f une fonction rationnelle sur Y *%); il nous faut montrer que ¢*(f)
est rationnelle sur 7. En tout point ¢ € T ou la fibre p~!(¢) est finie, on
peut vérifier que ¢ est réguliere (i.e. est un morphisme au voisinage de t). f
étant méromorphe, ¢*(f) sera donc méromorphe en dehors d’un ensemble de
codimension au moins deux; d’apres Hartogs, elle sera donc rationnelle sur

T.l

Proposition 4 L’ensemble des t € T tels que H; est une intersection
complete réduite est un ouvert de Zariski Tyeq de T'.

En effet, soit Ly C IPy une sous-variété linéaire de dimension n. On a
vu ci-dessus qu’au voisinage d'un ty, € 7' générique on peut définir k& points
d’intersection {P;(t)(1 < i < k)} = Hy N Ly. Ceci implique que I'intersection
Hy;, N Ly est transverse; on peut donc également définir k fonctions {PF(1 <
i < k)} = Hy, N L lorsque L varie au voisinage de Ly. Cela implique que
le degré de Hy, est égal a k, car sur un ouvert de Zariski de 1’espace des
sous-variétés linéaires de dimension n, L doit couper H;, en un nombre de
points égal a son degré. g

1.3 Sur une généralisation du théoreme d’Abel

D’apres le lemme 11, pour ty dans un ouvert de Zariski Uy C T,eq de T,
on peut définir dans un voisinage V;, de ¢y, kd applications holomorphes
P(t)(1 < i < kd) de V;, dans Y, telles que Y N H, = {Pi(t),..., Pra(t)}
pour tout ¢ € V;,'. Pour tout ouvert Q C Reg(Y'), on peut définir un ouvert
Uqg CUy par : t € Ug < Py(t) € Q(1 < i < kd). Si Q est de Zariski dans Y,
il en est de méme de Ug dans T'. Lorsque Y n’est pas irréductible, on peut
appliquer ce qui précede sur chaque composante de Y. Les applications P;
sont encore localement définies sur un ouvert de Zariski de T, et il est facile
de voir quels sont les énoncés du paragraphe précédent qui se généralisent.

On ne suppose plus Y irréductible. Soit w une g—forme réguliere (¢ > 1)
sur un ouvert de Zariski Y — Z de Reg(Y'); alors sa transformée d’Abel
A(w) = 3 P*(w) est holomorphe sur Uy _z. En effet, chaque terme P;(w)
est holomorphe au voisinage d'un point donné de Uy _y et la somme étant
invariante par monodromie, elle définit une forme globale par prolongement
analytique.

On a en fait :

Proposition 5 Si w est rationnelle sur Y, Aw) = S, P*(w) est ra-
tionnelle sur T'; de plus si w est abélienne, A(w) est nulle.

140]y est le lieu ot la projection p : Cy — T admet kd inverses locaux.
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Nous nous sommes attachés a donner dans ce paragraphe une démonstration
"algébrique”, utilisant principalement une expression explicite de la trans-
formée d’Abel ainsi que l'identité de Jacobi (cf. Appendice); elle sera val-
able si on remplace C par un corps algébriquement clos de caractéristique
0. Cette démonstration nous permettra d’exhiber des sous-variétés de T
sur lesquelles la restriction de la transformée d’Abel de formes rationnelles
non abéliennes sur Y s’annulent; ce qui est intéressant dans le cadre de
I'inversion du théoreme d’Abel. On donnera ensuite, a la fin du chapitre,
la démonstration d'un énoncé beaucoup plus général (sur €), en utilisant la
théorie des courants.

Démonstration de la proprosition

Soit m = N —n la codimension de Y. Commencons par démontrer le cas
rationnel, qui est plus simple. La transformée d’Abel étant additive, on peut
se ramener au cas ou Y est irréductible. Soit w une forme rationnelle sur Y,
holomorphe sur Y —Z C Reg(Y'). Considérons la forme w’ sur Y*? définie par
Sk 1 (w), ot 7; sont les différentes projections sur Y. Soit 7 : Y#? — Y (kd)
I’application quotient. La forme w’ étant invariante par l'action du groupe
symétrique, elle définit une forme rationnelle @ = =) gur Y*4)_ Onp a :

(kd)!
Alw) = ¢"(@)

En effet, dans un voisinage ouvert de t € Uy _z on peut définir un application
¢ : Uy — Y* Alors on peut poser P; = m; 0 ¢/, dou P;(w) = ¢ o7 (w) et
A(w) = ¢™(w'). Mais on a

¢"(@) = ¢ o m (W) /kdl) = ¢ ()

car 7 o m, = (kd!)Idywa sur les formes symétriques. Le théoreme est alors
une simple conséquence du lemme 14, et du fait que 'image réciproque d’une
forme rationnelle @ par une application rationnelle ¢ dont I'image n’est pas
contenue dans le pole de @ est rationnelle.

Traitons maintenant le cas ot w est abélienne (Griffiths a déja traité le
cas ol w est finie). Pour cela, nous allons d’abord donner une expression
explicite de la transformée d’Abel dans un cas particulier :

1.3.1 Un calcul explicite de la transformée d’Abel d’une
forme de degré maximal lorsque Y est intersec-
tion complete

Soit m = N — n la codimension de Y. Placons-nous d’abord dans le cas ou
la sous-variété Y est une intersection complete réduite, de type (di, ..., dy)
et de degré d = d; ...d,,, et ou la forme rationnelle w est de degré maximal.
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Nous nous proposons maintenant de calculer explicitement la transformée
d’Abel d’une forme rationnelle de degré maximal. Pour cela plagons-nous
dans un systeme de coordonnées affines, a la fois dans T' (i.e. dans chaque
IPy, on se donne un systeme de coordonnées affines) et dans Py, ou l'on
choisit un systeme de coordonnées de sorte a ce que les formes rationnelles
et abéliennes puissent s’écrire explicitement d’apres le lemme 10. Soit

t[ = (tl :tl,i17"'7tn :tn,in)71 S 7/] S N]

et
(%y) = (3:17' e Ty Y1, - 7ym)
de tels systemes de coordonnées affines. On note t; avec I = (iy,...,14,)

un choix de n coordonnées affines dans T', et V; une sous-variété de 1" ou
toutes les coordonnées affines sont fixées, sauf les ¢;. Les équations de Y

s’écrivent f1 = 0,..., f,, = 0 tandis que les équations de H; s’écrivent )1 =
0,...,Q, =0. Soit
DQ DQ
(F B
Dz Dy
ot 'on note : %(f la matrice (g%’), ete. .. ; et pour I fixé :
Dx
£L 0
Ny = ( i )
DT% Id
Sur V7, on a :
_DQ DQ
- (BB
Dy
d’apres les deux relations
Df Df
—d —dy =0
Dz v Dy
“ DQ.  DQ. DQ
d d dtr =0
Dz T Dy o, M
On a donc la relation suivante :
Dz D@, [) D@ Dy
det(——) - det = (=1)" - det(—=—) - det(—==
ety ) det( ) = (-1 det( ) et
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Soit w une forme rationnelle sur Y; écrivons-la, d’apres la remarque 5,
sous la forme : w = @Y _dz. D’aprés ce qui précede, A(w) = 32, ¢ (t)dt;,

det(5%)
avec
kd s Dz kd g . det(g—?)
dr(t) =3 det(5 =) (P (1) = (=1)" 3 —5g 7, (P(D))
Zidet(B) Dty o= det(H2)

Remarquons que le degré de det(%cf) est inférieur a k; + ... + k,, la
dérivation partielle par rapport a un coefficient ¢; ne pouvant que diminuer
le degré des polynomes @;.

Supposons w abélienne. D’apres le lemme 10, on peut supposer que s(z, )
est un polynome de degré < d; + ...+ dy_, — N — 1. Il nous faut montrer
que pour tout I, ¢r(t) est nulle. Cela découle immédiatement de I'identité de
Jacobi :

Identité de Jacobi

Dans C~, soit g1,...,9x N polynémes de degrés respectifs si,...,Sn
s’annulant en s = sy ... sy points P¥ distincts (et uniquement en ces points).
Soit K(x1,...,xy) un polynome de degré inférieur ot égal d s+ ...+ Sy —
N — 1. Alors :

S K )
yzzl det(2lon-mon) ) (P") =0

D(z1,..,xN)

(cf. Appendice).
La démonstration est donc terminée dans le cas ou la variété Y est inter-
section complete réduite, si la forme w est abélienne de degré maximal.
Fin de la démonstration dans le cas des formes de degré maximal
Supposons maintenant que Y n’est pas intersection complete. Alors on
peut l'inclure dans une variété intersection compléte de méme dimension n:

Lemme 15 Pour toute variété algébrique Y de dimension pure n dans IPy,
il existe une variété de méme dimension Y’, que l'on dira résiduelle, telle que
Y UY’ soit une intersection compléte réduite.

Considérons d’abord une hypersurface réduite de plus petit degré d; con-
tenant Y, soit H;. Ensuite, soit dy le plus petit degré d’une hypersurface H,
contenant Y sans contenir aucune composante de Hy, et telle que H; N Hy
soit réduite. Alors H, N Hy est une intersection complete réduite de codimen-
sion 2 et contenant Y'; on définit d; 1 le plus petit degré d’'une hypersurface
H; ., contenant Y sans contenir aucune composante de Hy N...N H; et telle
que HyN...N H;;q soit réduite. Alors sim =N —n, HyN...N H,, est une
intersection complete réduite de dimension n contenant Y. g
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D’apres ce qui qui précede, la transformée d’Abel d’une forme abélienne
de degré maximal sur l'intersection complete Y =Y UY" est nulle. Or, en
prolongeant sur Y la forme w définie sur Y par 0 sur Y’, on obtient une
forme abélienne sur Y d’apres le lemme 7, soit @. Pour conclure, il suffit de
remarquer que A(®) est égale & A(w) 1a ou elle est définie.

Fin de la démonstration dans le cas des formes de degré non
maximal

Pour terminer la démonstration dans le cas ou la forme w n’est pas de
degré maximal, on aura besoin du lemme suivant :

Lemme 16 Soit une forme différentielle holomorphe w définie sur un ouvert
UcCO™ xC™ x...x "

Siw s’annule quand on fize s parameétres tj, € @le,tjs e C™is | et quelle est
de degré < n — s, elle s’annule identiquement.

Démonstration du lemme
Considérons une forme de degré ¢ <n — s :

W= Z fra(te, .. ty)dty g, A AN dt

1<in <. Sig<n, 1< <Ny,

Alors soit un terme de la somme f75(t1,...,t,)dt;, 5 A ... Adt;, ;,; dans les
indices (1 < k < ¢q) il y a au moins s entiers 1 < a3 < ... < a; <
n qui n’apparaissent pas. Par hypothese, la forme est nulle lorsqu’on fixe
tag1s- - s tay1, donc en particulier sur un telle sous-variété linéaire f(ty,. .., t,)
0. Mais tout point (¢1, ...,t,) appartient a une telle sous-variété linéaire; donc
tout terme de la somme est nul, donc w l'est aussi. g

Supposons donc que la forme w, abélienne sur Y, soit de degré ¢ = n —
s non maximal. Alors, si on fixe s parametres t;, la restriction de w sur
la section de Y par ces s hypersurfaces (qui génériquement se couperont
transversalement sur Y') sera de degré maximal et abélienne d’apres le lemme
9; on pourra donc appliquer le raisonnement précédent pour montrer que la
transformée d’Abel par rapport aux n — s parametres t; restants est nulle. Le
lemme précédent permet de conclure si 'on remarque que cette transformée
d’Abel de la restriction s’identifie a la restriction (a la sous-variété linéaire
de T correspondant a fixer s parametres) de la transformée d’Abel. i
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1.4 D’autres généralisations du théoreme d’Abel

1.4.1 Transformation d’Abel par rapport a une sous-
variété de T

Considérons l'expression donnée ci-dessus pour la transformée d’Abel d’une
forme de degré maximal sur une intersection complete réduite Y dans une

carte affine :
Z ¢r(t)dt;

kd s " kd (—1)"s - de D7Q
0= 3. S )de“gt,)(Pv(“):yzl( d)et(D(Q'}E) \(R0)

‘E

Supposons que seuls les coefficients des termes de degré non maximal des
polynomes ; varient (les monomes de degré k; sont fixés), ce qui correspond
a une sous-variété linéaire 7" de T'. Alors le degré de det(g—g) est inférieur
a ki + ...+ k, —n, et d’aprés l'identité de Jacobi il suffit que deg(s) <
di+...+d, —m—1 pour que la transformée d’Abel soit nulle. Si deg(s) =<
di+...+d,,—m—1, w aun pole a 'infini d’ordre n et pourtant sa transformé
d’Abel sur T” s’annule. Si les k; sont tous égaux a 1, cette transformée d’Abel
correspond a une trace par rapport a une projection.

Si seulement les coefficients des termes de degré non maximal de la
premiére équation @); = 0 varient, il suffit d’avoir deg(s) < d;+...4+d,,— N
(i.e. la forme a un pole d’ordre au plus 1 a 'infini) pour que la transformée
d’Abel s’annule.

Remarquons que le théoreme d’Abel direct peut s’étendre si I'on fixe un
nombre fini r de points sur la partie réguliere de Y. Il est important que ces
points soient sur la partie réguliere; sinon, seule la transformée d’une forme
finie est holomorphe.

Considérons pour simplifier la transformée d’Abel par rapport aux droites
de IP,. Soit Y C IP, une courbe singuliere, contenant un noeud P € Y (i.e. un
point double au voisinage duquel 1’équation de la courbe peut sécrire xy = 0
pour un choix de coordonnées locales z,y).

On considere la variété d’incidence A définie comme 1’ensemble des cou-
ples (t,x) € T x Y vérifiant z € H;, ou P € Y est un point fixé sur Y, et T'
est I'ensemble des droites ¢ € IP} passant par P. Soit Cy = (T x Y) N A; si
P € Sing(Y), Cy contient tous les couples (¢, P), ou t est une droite passant
par P; Cy n’est plus irréductible, c’est la réunion de la ”droite singuliere”
¢ Y (P)deY x T, et de C%, I'ensemble des couples (¢,z) € T x Y vérifiant
x € Hysix # P et Hy est 'une des deux tangentes a Y en Psiz = P. On a
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Y2 Prw) = p«((¢"(w))cy. ), mais bien que ¢*(w) soit de Barlet sur 7' x Y,
sa restriction sur C§ n’est pas nécessairement de Barlet!

1.4.2 Transformation d’Abel dans un ouvert 7'—concave

Dans la variété T' = Py, x ... x Py, paramétrant les intersections completes
H;,t € T de multidegré (kq,...,k,), on considére un ouvert connexe U* et
U C Py l'ouvert de IP 5 réunion des H;. L’ouvert U sera appelé T'—concave,
par analogie avec les ouverts linéairement concaves de [32]. On consideére un
sous-ensemble analytique fermé Y de U de dimension pure n. On considere la
variété d’incidence Cy = {(t,p),t € U*,p € H;NY }, avec les deux projections
p:Cy =U*etq:Cy =Y.

On remarque que :

i) p est un morphisme propre. En effet, p est la restriction du morphisme
d’incidence : p : A — T a Cy, et p est propre car c¢’est une application
continue entre deux espaces compacts;

ii) Cy est une intersection complete sur U* X Y, car Cy est de dimension
pure dim(7"); de plus, les équations équations @)1 =0, ...,Q, = 0 donne des
équations définissantes de C'y génériquement réduites;

iii) p est surjectif, car par hypothese par tout point P de U (donc de Y')
il existe t € U* tel que P € H;.

En particulier, p est génériquement fini.

Soit « le degré de p, et Uy C U* 'ouvert de Zariski sur lequel p admet
« inverses locaux p;(1 < i < «). Pour tout t € Uy, H; coupe Y transver-
salement en un nombre constant o de points distincts. On peut donc définir
localement dans un voisinage ouvert Uy, de tout point ¢y € Uy « applications
analytiques P, = qop; : Uy, — Y(1 <i < «) telles que

(P(t),....,P.(t)} = H NY.

Si w est une forme réguliere sur un ouvert de Zariski Y — W de Reg(Y'), on
définit sa transformée d’Abel par

Aw) = Pf(w) + ...+ P(w)
qui est visiblement holomorphe sur un ouvert de Zariski Uy _y C Uy de U*.

Théoréme 1 Pour que A(w) soit méromorphe (resp. holomorphe) sur U*,
il est nécessaire et suffisant que w soit méromorphe (resp. de Barlet) sur'Y .

Traitons d’abord le cas de la suffisance. On utilise premierement le fait

que si w est méromorphe (resp. de Barlet) sur Y, ¢*(w) est méromorphe (resp.
de Barlet) sur U* x Y ( d’apres le lemme 8). Ensuite, la restriction de ¢*(w)
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a Cy doit étre méromorphe (resp. de Barlet) d’apres le lemme 9, car Cy est
intersection complete génériquement réduite sur U* x Y. Enfin, la propriété
de Barlet nous permet de conclure que la trace par p, qui est A(w), doit étre
méromorphe (resp. holomorphe).

Montrons maintenant la nécessité. Supposons d’abord A(w) holomorphe.
Soit W' I'ensemble des points ¢ € U tels que H; rencontre W. Soit = €
W — Sing(Y'). On peut trouver tq sur W tel que z soit de multiplicité 1 dans
Hy,NY et soit 'unique point de Hy,, NW. Alors, le fait que A(w) se prolonge
en to implique que w se prolonge holomorphe en x = Py(ty).

Il reste a montrer que w doit étre de Barlet aux points singuliers de Y.

Soit S, 'ensemble des points ¢ € U* tels que H; rencontre Sing(Y'). Soit
x € Sing(Y); pour des raisons de dimension, un point générique ¢, de S
correspond a une H;, qui rencontre Sing(Y) en un seul point = et de plus
tel que la multiplicité en x de H;, N'Y soit égale a la multiplicité s de x sur
Y15, De plus, on peut choisir tq en dehors de S”, 'ensemble des t € U* tels
que H; N'Y n’est pas fini, qui est de codimension au moins deux.

Placons-nous dans une carte affine contenant x.

Plagons-nous, dans 7', dans un voisinage ouvert U,, de t;. Le fait de

ne faire varier que les termes constants dans les équations affines ); = 0
définit une fibration de Uy, en sous-variétés linéaires de dimension n. Alors
dans T chacune de ces sous-variété linéaires L de dimension n définit une
paramétrisation locale de Y en x, et A(w)y est la trace de w pour cette

paramétrisation.En effet, les autres coefficients des (); étant fixés, il est facile
d’exprimer les termes constants en fonction du point P € Y. En choisissant
un voisinage de x U, C Y et un voisinage de U,, suffisamment petits, on ob-
tiendra ainsi une famille de pamétrisations locales de Y en z, pour lesquelles
la trace de w est holomorphe. Cela implique que w est de Barlet d’apres le
lemme 6.

Donc lorsque A(w) est holomorphe, w est de Barlet. Supposons main-
tenant A(w) méromorphe. Aux points ot Y est lisse, la premiere partie de
la démonstration s’applique, par des arguments de croissance polynomiale,
pour montrer que w est méromorphe. Soit maintenant = € Sing(Y), et soit
fz = 0 une équation de W au voisinage U, de x. Alors, soit ¢y tel que :

i) Hy, coupe Y en x avec la multiplicité s = mult,(Y).

ii) Hy, ne coupe pas W en dehors de U,.

Alors, on considere la transformation d’Abel "restreinte” a (U,,wy,) au
voisinage de ty. f;.w aura une transformée d’Abel "restreinte” holomor-
phe pour s assez grand. D’apres ce qui précede, fiw sera de Barlet, donc

15La multiplicité de x sur Y est la multiplicité d’intersection en = de Y avec un
sous-espace linéaire générique de codimension n passant par x, ou encore le degré de
la paramétrisation locale associée a une projection générique.
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méromorphe, sur Uy, ce qui termine la démonstration. g

Remarque 7 La démonstration en fait nous donne plus. Supposons par
exemple w de degré maximal. On voit qu’étant donné un ouvert affine €2,
il suffit que le "terme constant” de la transformation d’Abel (i.e. le terme
correspondant a varier seulement les termes constants dans les polynomes
@;) soit holomorphe sur Q@ = {t/H, NY C Q} pour que la forme soit de
Barlet dans I'ouvert affine QNY.

1.4.3 Sur les poles de la transformée d’Abel d’une forme
méromorphe

On peut définir de la maniere suivante une transformation d’Abel sur les
diviseurs de Y. Le morphime p : Cy — U”* est fini en dehors d'un sous-
ensemble analytique de codimension > 2 5", et sur U* — S” le morphisme
est localement inversible en dehors d’une hypersurface analytique S’ On pose
S=5uUsS" Uy =U"-8.

Soit W un diviseur de Y C U, de support W. Soit t € U* — §”. On
suppose que H; ne rencontre pas W, ou ne le rencontre qu’en un seul de ses
points d’intersections Y N Hy, soit x et que mult,(H; NY) = mult,(Y). Ces
conditions sont vérifiées pour ¢ en dehors d’un sous-ensemble analytique de
codimension au moins deux.

On considere un ouvert affine U, sur Y contenant ce point. Alors dans
cet ouvert, W est défini par une fonction réguliere f. Alors on définit dans
un voisinage de t U; la fonction f; = Pf(f)... PX(f), avec s = mult,(Y).
Alors, f; est bien définie sur U, car elle est invariante par monodromie et
elle est localement bornée. On peut voir que les couples (Uy, f;) définissent un
diviseur en dehors d’un sous-ensemble analytique de codimension au moins 2
de U*. Ce diviseur s’étend donc en un diviseur sur U* noté W. Son support
W est I’ensemble des ¢t pour lesquels H; rencontre le support W de W.

La transformation d’Abel des formes méromorphes sur Y est loin d’étre
surjective dans ’ensemble des formes méromorphes sur U* : les ensembles VW
ci-dessus ont la propriété tres particuliere d’étre fibrés par des sous-variétés
linéaires 7, de codimension n, qui correspondent aux t tels que H; passent
par z € W6,

On peut améliorer I’énoncé du théoreme précédent :

Théoreme 1 Siw € HY(wL(W)), alors

A(w) € H(WE. (W)

Pour une description de I'image de la transformation d’Abel, cf. [32].
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Démonstration du théoreme

Soit t € U* — S”. On suppose que H; ne rencontre YW qu’en un seul de
ses points d’intersections Y N Hy, soit = et que mult,(H; NY) = mult,(Y).
Considérons sur U; la forme génériquement définie par

o = [ A(W) = PY(f) ... PLD(PF @) + ..+ Pow))

On peut supposer que P, ,(w) + ...+ P.(w) est holomorphe sur U;. On a :

fe(PH(w)+. . + P (W) = PL(fw) B3 (f) .. P(f)+ - AP (P (f) - P (fw)

Le terme de droite étant localement borné et invariant par monodromie,
il se prolonge sur Uy, donc la forme « se prolonge en une forme holomorphe
sur U;.

Cela termine la démonstration.

1.4.4 Sur la transformation de Radon

On peut aussi généraliser de la maniere suivante la transformation d’Abel
d’un ouvert T'—concave U de domaine dual U*. On considére un ouvert
connexe U* C T, U C Py le domaine dual et Ay C U* x U la variété
d’incidence, définie par les équations Q1 = 0,...,Q,, = 0, avec les projec-
tionsp: Ay = U et q: Ay — U.

Soit F' une forme lisse 0—fermée de type (N —n + ¢, N —n) sur U. On
considere son image réciproque par g qui est une forme de méme bidegré
(N —n+q, N —n) sur Ay, et définit donc un courant sur Ay. On lui as-
socie son image directe par p (qui est propre) et on vérifie qu’on obtient un
courant de type (¢,0) sur U*, qui est 0—fermé comme F'; c’est donc une
g—forme holomorphe. Nous noterons R(F') cette forme et nous appelerons
R la transformation de Radon. On vérifie que 'image d’une forme lisse F' 90—
exacte est nulle, pour des raisons de bidegré. On appelera aussi transformée
de Radon la transformée obtenue sur les classes de cohomologie par passage
au quotient.

On a alors :

Proposition 6 Sig=0, ona :

R(F)= [ F

H;

Considérons maintenant un courant o 0—fermé de type (N —n+g¢q,N —
@) dans U. On peut trouver un représentant lisse F' 0—fermé qui lui est
0—cohomologue. On définit la transformée de Radon de av comme étant celle
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de F' (qui ne dépend pas du représentant choisi). Evidemment, la transformée

de Radon ne dépend donc que de la classe de d—coholomogie du courant.

Alors, si F' est 0—cohomologue au courant w A [Y], avec w est de Barlet
sur Y, on a: R(F) = Aw).

C’est une assertion locale sur U* : il suffit de le vérifier dans un voisinage
U, de chaque t € U*. De plus, il suffit de le vérifier sur un ouvert de Zariski de
Uy, car deux formes holomorphes égales sur un ouvert de Zariski sont égales
partout. Donc, il suffit de montrer I’assertion lorsqu’il y a un seul terme dans
la transformée d’Abel. Alors, l'assertion découle de I'écriture locale w A [Y]
comme courant résiduel d’une forme méromorphe.

Le théoreme d’Abel pour les formes de Barlet est donc un cas partic-
ulier du fait que R(«) est une g—forme holomorphe sur U* pour « courant
0—fermé de type (N —n+q,N —n) sur U.

Le probleme, étudié dans [37] (p.249) dans le cas n = 1,¢ = 1, de la
caractérisation des classes de cohomologies de HN ~"T4N="({J) représentables
par un courant wA[Y] avec w de Barlet sur Y, par leur transformée de Radon,
se généralise dans ce cadre.

Remarquons que si U* est T" tout entier, la transformée d'un g—courant
résiduel 0—fermé par la transformée de Radon est nulle. Cela n’implique
pas que l'on obtient ainsi de nouvelles relations abéliennes sur le tissu as-
socié, car si le g—courant résiduel o n’est pas représenté par une forme
abélienne, la restriction de R(«a) sur les feuilles {P;(t) = Cte} ne s’annule
pas nécessairement.

1.4.5 La transformée d’Abel par rapport a diverses
transformations projectives d’une variété fixée

Soit Z C Py une variété algébrique réduite de codimension n, de degré
k, intersectant Y transversalement (donc en kd points distincts de Reg(Y)
d’apres le théoréme de Bézout). Etant donné 1’ensemble des transformations
projectives singulieres (non nécessairement inversibles) 7' = IP(My 1 (C)), on
peut associer a t € T la variété transformée Z' définie comme 1’ensemble
des z tels que t.x € Z (on se place dans CV*! pour que la définition de
t.z ait toujours un sens; on identifie Z & son coéne associé¢ dans €V ). On
peut définir comme précédemment une application rationnelle 7 — Y (*k¢)
qui & un t € T générique associe Y N Z¢, et localement au voisinage d'un
t € T générique kd applications analytiques P; : T'— Y. Alors on définit la
transformée d’Abel d’une g—forme rationnelle w sur Y par la formule locale
A(w) = =M, P#(w); on vérifie par le méme procédé qu’auparavant que ces
formes locales se recollent en une forme rationnelle globale sur 7. De plus,
si w est abélienne sur Y, sa transformée d’Abel A(w) est holomorphe (donc
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nulle si ¢ > 0) sur 7' (on peut le voir par la transformée de Radon). g
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Chapitre 2

Autour du théoreme de Lie.

2.1 Le théoreme de Lie généralisé.

On se donne une intersection complete réduite Hpo C Py de type (k1. .., ky),
définie par 'intersection de n hypersurfaces Hy, ..., Hy d’équations respec-

tives QY = 0,...,Q% = 0. On se donne sur Hyp « points distincts P? € Hyo
et a germes de variétés analytiques lisses et irréductibles de dimension n
Y;(1 < i < a), coupant chacun transversalement H, en P?. On peut alors
définir dans un voisinage de to € T'! o applications analytiques P;(1 <i < )
telles que les P;(t) soient les (uniques, en restreignant au besoin les Y;) points
d’intersection des Y; avec H;.
On suppose définie sur chaque germe Y; une forme différentielle méromorphe

w; non nulle de degré ¢(1 < ¢ < n). On consideére le sous-ensemble analytique
local Y = U{,Y] et la forme méromorphe w sur Y dont la restriction a Y; est
wj. La transformée d’Abel sur U du couple (Y,w) est alors par définition :
A(w) = 3%, PF(w;), qui est méromorphe dans un voisinage de .

Théoréeme 2 On suppose que A(w) est rationnelle (resp. nulle). Alors o est
un multiple de k = ky ... k,; de plusY est incluse dans une variété algébrique
Y de degré d = a/k et w se prolonge a Y en une forme rationnelle (resp.
abélienne) w.

Remarque 8 Supposons que les o germes Y; fassent partie a priori d’une
sous-variété algébrique X C Py de degré d, et que la transformée d’Abel
A(w) = ¥, P*(w) soit rationnelle. Supposons de plus que a < kd. Alors
a = kd avec d < d et X admet une composante irréductible Y de degré

'd’apres la version complexe du théoréme des fonctions implicites, et comme
Iintersection est transverse.
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d'. En particulier, si dans le théoreme d’Abel direct on ne prend pas tous
les termes de la somme, la somme ne peut pas étre rationnelle si Y est
irréductible. En fait, une telle somme partielle est une forme ”algébrique” :
c’est la "trace partielle” d’une forme rationnelle sur la variété d’incidence C'y
au-dessus de T'.

On peut énoncer une réciproque de ce résultat dans le cas n = 1, qui a
été démontrée par S. Collion ([16]) : si la transformée d’Abel est algébrique
(i.e. les coefficients ¢7(t) de la forme A(w) = 3; ¢;(t)dt! sont des fonctions

algébriques de t), alors Y est incluse dans une sous-variété algébrique Y et
w est la restriction a Y d’une forme algébrique sur IPy.

Transformons I'énoncé du théoreme en un énoncé équivalent : Soit U* C T
un ouvert connexe, U = Uiy Hy. On se donne un sous-ensemble analytique
Y de dimension pure n dans U, et une g—forme w génériquement réguliere
sur Y (1 < g < n). Soit a le nombre de points d’intersection de Y avec H;
pour t € U* générique. Si A(w) est rationnelle (resp. nulle), Y =Y NU, et
w = wy, ou Y est une variété algébrique de degré d = a//k, et w une forme
rationnelle (resp. abélienne) sur Y.

Démonstration du théoréeme.

On se place dans les hypotheses de 1’énoncé précédent. La démonstration
se fait en quatre étapes : d’abord dans le cas ou Y est une courbe plane et
T = P}, ce cas est déja traité par [33]; puis le cas o Y est une courbe de
Py et T = Py s’y ramene par projection. Le cas ou Y est une courbe de
IPy et T est I'espace Py, des hypersurfaces de degré k dans IPy se ramene
au cas précédent par 'application de Veronese. La derniere étape, pour Y
de dimension arbitraire et un multidegré (ki,...,k,) arbitraire, consiste a
faire un raisonnement par récurrence sur la dimension n de Y en fixant la
premiere équation Q)1 = 0 de H; = {Q4,...,Q, = 0}.

2.1.1 Cas des courbes planes par rapport aux droites.

La démonstration se trouve dans [33]. Nous rappelons ici le schéma de la
démonstration pour la commodité du lecteur. La transformée d’Abel par
rapport aux droites d’équation y + ax +b = 0 est une 1—forme fermée
A(w) =30 r(a,b)’da + s(a,b)”db avec si on pose f, = s/r" les équations
8afy = fl/'abfl/'

Ces équations impliquent que si A(w) est rationnelle, son ensemble polaire
est la réunion d’un nombre fini de droites dans IP3.

Le lemme fondamental est alors le suivant : si la transformée d’Abel se
prolonge holomorphiquement dans un domaine connexe U* D U*, alors dans
un domaine U = U, . H; la courbe Y et la forme w se prolongent.

Il suffit pour conclure de se rappeler que toute courbe analytique de 1P,
moins un nombre fini de points se prolonge grace a théoreme de Remmert
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(cf. [30]). Soit Y la courbe algébrique contenant Y. La rationnalité de A(w)
permet alors de vérifier que le prolongement w de w a Y doit étre rationnel,
d’apres le théoreme 1; de méme si A(w) est nul, w est abélienne.

2.1.2 Cas des courbes de IPy par rapport aux hyper-
plans.

On se ramene au cas des courbes planes par récurrence sur la dimension N
de l'espace ambiant. Il est clair qu’on peut supposer la somme > & | P (w)
minimale, dans le sens qu’aucune somme partielle n’est rationnelle : le cas
général s’en déduit aisément. On se donne un hyperplan H non contenu dans
U. Considérons une projection sur H mp, définie par un point de projection
P € U extérieur a Y U H et telle que la restriction de 7p sur Y soit propre.
On définit U’ Pouvert tracé sur H par 'ensemble des H;,t € U*, P € H,.
Alors pip(Y') est une courbe analytique Y’ C U’, U’ est réunion d’hyperplans.
L’hypothese de récurrence nous dit 2 que Y/ = Y'NU’ avec Y’ de degré o = d,
et que w' = mp,(w) se prolonge en une forme w’ sur Y, qui est rationnelle
ou holomorphe suivant ’hypothese. Y est donc contenue dans le cone Cp
de sommet P et de base Y'. En faisant varier le centre de projection P, on
obtient une variété algébrique NpCp contenant Y. De plus, il est facile de
voir que NpCpr NU =Y, car pour tout point () de U en dehors de Y, on
peut trouver un centre de projection P tel que la droite reliant P et () ne
coupe pas Y. NpC'p est donc de dimension 1, et si Y est le plus petite variété
algébrique contenant Y, on a encore Y N U =Y (en particulier Y est de
degré d = . On a donc prolongé la courbe, il reste a prolonger la forme.

Soit 7 une projection générique. On a Y' = 7(Y). Remarquons que la
somme étant supposée minimale, Y est irréductible, donc on peut supposer
que la projection générique Y’ l'est aussi. Alors, 7 : ¥ — Y’ est une ap-
plication birationnelle de Y sur Y. Posons w = 7*(w’). Alors w est I'image
réciproque par une application rationnelle d'une forme rationnelle; ¢’est donc
une forme rationnelle; de plus elle coincide avec les w sur les Y.

Si la somme n’est pas minimale, on recolle le formes rationnelles obtenues
sur la réunion des courbes algébriques obtenues en exprimant A4(w) comme
une somme de sommes minimales.

Dans le cas de la transformée d’Abel nulle, 7, (w) est abélienne sur m(Y)
"pour un ouvert de projections”; d’apres le lemme 3, w est abélienne, ce qui
termine la démonstration.

2puisque la transformée d’Abel de 7p, (w) dans la projection s’identifie & la restriction
de la transformée d’Abel de w par rapport & la sous-variété de P} correspondant aux
hyperplans passant par P; elle est donc rationnelle ou nulle suivant ’hypothese
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2.1.3 Cas des courbes de IPy par rapport aux hyper-
surfaces de degré k arbitraire.

Supposons donnés « germes de courbes Y;(i = 1,...,«) transverses a une
hypersurface de degré k dans IPy. L’application v, : Py — ]PCII% el est

définie en coordonnées homogenes par vi(x,...,7rx) = (2!)—r. La trans-
formée d’Abel relativement aux Y; et un ouvert U dans l’espace des hyper-
surfaces de degré k de [Py s’identifie a la transformée d’Abel relativement
aux Y/ = vi(Y;) et I'ouvert correspondant de 'espace des hyperplans de
IPCJkv el Ainsi, pour les courbes, on se ramene au cas linéaire par le plonge-

ment de Veronese. En effet, comme les germes Y, de P« . sont contenus
m+

dans une variété de Veronese, la courbe Y’ contenant les Y/ dont le para-
graphe précédent affirme I'existence est aussi contenue dans cette variété de
Veronese; en particulier son degré o est multiple de k; on peut poser o = kd
et Y = v,(Y), alors Y est une courbe de Py de degré a/k = d contenant
les Y;, et I'image réciproque d’une forme rationnelle (resp. abélienne) sur Y’
par l'isomorphisme de Veronese vy est rationnelle (resp. abélienne) sur Y.

2.1.4 Casouest Y de dimension quelconque : prolonge-
ment de Y.

On raisonne par récurrence sur la dimension de Y.
On a besoin pour la démonstration du théoreme des deux lemmes suiv-
ants :

Lemme 17 Soit Uy, un voisinage ouvert de ty € U*. Soit t = (t1,...1,),
Hy = Hy, N...N Hy,, avec {Q; = 0} les équations affines de Hy,. Si A(w)
est méromorphe (resp. rationnelle, holomorphe, nulle), il en est de méme de
A'(wgo—o) et de A’(resQQ:OQ&?), ou A’ est la transformée d’Abel obtenue en

gardant t, fize (t, = t9).

Démonstration du lemme

Si A(w) est nul (resp. rationnel), il en est de méme de la restriction de
cette forme & la sous-variété linéaire de T' d’équation t; = t;°. Mais cette
restriction est précisément la transformée d’Abel (par rapport aux n — 1 fac-
teurs variables restants) de la restriction de w a la section YN Hy, . L’argument
pour le résidu est légerement plus subtil. On se restreint a la sous-variété de
U correspondant a l'image de Q; = QY + t. Alors P*(Q%) = —t ne dépend
pas de i et de w/Q) = W' A dQY/QY + w” on déduit

> —Pr()fe = Y P Adet+ PR
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Mais A’ (W\IQO—O) n’est autre que la restriction de }-% ; Pf(w') at = 0, donc
0=

«

le résidu de la forme — Y& | P*(w)/t sur t = 0 (qui est, selon ’hypothese,
méromorphe, rationnelle, holomorphe, nulle). |

Lemme 18 Soit I une variété maximalement complexe de dimension réelle
2n—1 dans IP, 1. Supposons que pour toute section par une hypersurface Sy,
de degré ki, au voisinage d’une hypersurface fixrée Sy, la variété I'y, = I'N.Sy,
soit le bord d’un sous-ensemble analytique Xy, de Py yp,. Alors ' est le bord
d’un sous-ensemble analytique X de Py, .

Pour la démonstration de ce lemme, on peut se reporter a l'article de
Dolbeault et Henkin, [36]. g

Considérons I' = —0Y, le signe négatif signifiant que la variété est orientée
dans le sens contraire au sens induit par 'opérateur de bord. Pour montrer
que le probleme du bord est résoluble pour I, i.e. qu’il existe une sous-
ensemble analytique X de IPy dont le bord est égal a I', on utilise le lemme
précédent. Alors, Y = X UY UT est analytique d’apres Harvey (cf. [30]); elle
est algébrique d’apres le théoreme de Chow déja mentionné. Son degré d est
égal a a/k(k =k ...k,) car pour un voisinage de H° toutes les intersection
completes de multidegré (ki,...,k,) coupent Y en « points, et de plus elles
ne coupent pas Y en dehors de Y; alors, d’apres le théoreme de Bézout,
a = kd.

Soit donc Y la sous-variété de degré d contenant Y'; il reste maintenant
a prolonger la forme méromorphe w sur Y en une forme w rationnelle ou
holomorphe sur Y, suivant que la transformée d’Abel est rationnelle ou nulle.

Il suffit de prolonger w méromorphiquement sur un ouvert de Zariski de
Y. On concluera en utilisant le théoreme d’Abel généralisé ( théoreme 1). On

se place dans une carte affine €Y € Py. On considere sur T’ ensemble U*
des t € T tels que H; coupe Y en kd points distincts de Reg(Y) NCY et tels

que A(w) est holomorphe au voisinage de ¢. U* est connexe, car enlever un
sous-ensemble analytique de codimension > 1 conserve la connexité. Il suffit
de prolonger w sur Reg(Y) NCY.

2.1.5 CasouY est de dimension quelconque : prolonge-
ment de la forme w.

Soit ¢; un point quelconque de U*. Soit to le paramétre définissant Hy. On
peut, en modifiant au besoin tg, supposer que w est holomorphe au voisinage
de HyNY = {Pi(to),- .., Pra(to)}, i.e. la forme w est holomorphe au voisinage

de chacun des P;(ty). On considere un chemin «y reliant ¢ et ¢y dans U*. Alors
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on va prolonger holomorphiquement w en une forme w dans un voisinage de
UteyH: MY de la maniere suivante.

Si la forme w est de degré maximal, il faut la prolonger en sachant que son
résidu resg, —ow/Qn se prolonge; si la forme w n’est pas de degré maximal,
il faut la prolonger en sachant que sa restriction sur les sections ),, = 0 se
prolonge.

On se ramene au probleme du prolongement local d’une fonction holo-
morphe de la maniere suivante. Comme l'intersection est transverse, on peut
prendre en un point P;(¢) les polynomes (affines) Q1,...,Q, comme coor-
données locales sur Y, soit z1,...,z,. Alors on écrit w = > ; pr.dr;. Remar-
quons qu’on peut faire varier I’équation (),, = 0 sans faire varier I'intersection
complete )1 = 0,...,Q, = 0, en choisissant I’équation @, + 1.1 + ... +
fn_1.Qn_1 = 0, et en faisant varier les u; dans un voisinage de 0. En degré
maximal, il n’y a qu’un seul coefficient, et I'hypothese implique que ce coef-
ficient se prolonge sur les sections x, + p1.21 + ...+ tip_1.2,—1 = 0. En degré
non maximal, ce sont les restrictions de la forme >"; p;.dz; sur les sections
Tp+ p1.21 + ... + fp_1.7,—1 = 0 qui se prolongent. Le prolongement holo-
morphe local des coefficients p; de w comme fonctions holomorphes est alors
une conséquence du lemme suivant :

Lemme 19 Considérons un ouvert U C " de frontiére OU, j une forme
holomorphe sur U de degré < n. On se place en un point p de OU, et U,
un voisinage ouvert de p, et Sy, un hyperplan contenant p, de parametre
ty € IP;. On suppose que pourt dans un voisinage ouvert de tq, la forme pys,,
qui est holomorphe sur (U NU,) NS, se prolonge en une forme holomorphe
sur (U U Uy) NS;. Alors, p se prolonge en une forme holomorphe dans un

voisinage de p.

Le cas des formes se déduit sans difficulté du cas des fonctions. Supposons
que u est une fonction. Le prolongement en tant que fonction peut se faire
dans un premier temps en choisissant une famille d’hyperplans paralleles.
Le fait que le prolongement est holomorphe est alors une conséquence du
théoreme d’Osgood, en choisissant n familles indépendantes d’hyperplans
paralleles.

On a donc prolongé la forme w au voisinage Pj(t1). Il faut vérifier qu'il
n’y a pas de multivaluation par monodromie, i.e. que si on prend un autre
chemin que 7 de ty a t;, tout en arrivant au méme point de Y en t;, le
prolongement obtenu au voisinage de P (t1) est le méme. Si on a obtenu deux
valeurs distinctes w; et wy au voisinage de P;(t1), la différence w’ = wy; — wo
a transformée d’Abel nulle, ce qui implique w; = wy d’apres ce qu'on a déja
vu (sinon, o/ = 1 doit étre multiple de k, donc k = 1, et w; — wy serait
holomorphe sur une une sous-variété linéaire de IP 5 contenue dans Y, donc
nulle). On peut de la méme maniére prolonger w au voisinage de chaque
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Pi(t1), (1 < i < kd). On aura donc finalement, en prenant toutes les valeurs

de t;, € U*, prolongé la forme w dans un ouvert de Zariski de Y, ce qui
termine la démonstration.

D’apres 'expression explicite obtenue pour la transformation d’Abel en
degré maximal, le théoreme précédent se reformule comme une ”inversion”
du théoreme global de résidus :

Corollaire 2 Soit Y C IPy une variété algébrique irréductible de degré d.
Supposons données a n—formes w,(1 < v < a) au voisinage de o points de
Y, contenus dans une intersection compleéte de type (ki,...,k,), définie par

les équations Q;° = 0(1 < i < n). Supposons que la somme :

07

res Wy
Z (Q1/$1~~~Qn/5n)

v=1

soit rationnelle (resp. nulle) au voisinage de (t9,...,t0) (comme fonction
des coefficients t;), ou s; est le mondme %(Qj), quel que soit le choiz desn
'
) ) J
coefficients t* dans Q1,. . ., ti dans Q,,. Alors a = ky ... ky.d et les a formes
w, se recollent en une n—forme rationnelle (resp. abélienne) sur'Y .

D’autre part, le théoreme admet également la conséquence suivante :

Corollaire 3 SoitY une variété algébrique de dimension pure, Hy, ..., H, 1
n — 1 hypersurfaces algébriques se coupant proprement sur Y ; on pose C' =
YNHN...NH,_y. Alors toute forme méromorphe (res. de Barlet) w dans un
voisinage ouvert de C' se prolonge en une forme rationnelle (resp. abélienne)
surY.

En effet, soit H,, une autre hypersurface algébrique, coupant C' en un nom-
bre fini de points. Alors, si t9,...,t2 sont les parametres des hypersurfaces
Hy,..., H,, la transformée d’Abel de w est méromorphe (resp. holomorphe)
sur T' au voisinage de la sous-variété linéaire t; = t9,... ¢, 1 = t°_;; A(w)
est donc rationnelle (resp. nulle), et le théoreme s’applique. I

2.2 D’autres généralisations du théoreme de
Lie.

On a vu que le théoréeme énoncé dans le paragraphe précédent est le résultat
de généralisations du théoreme de Lie. Il est probable que la généralisation
peut étre poussée plus loin. Nous indiquons diverses généralisations possibles :
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2.2.1 Sur la transformation de Radon.

On se place dans le méme contexte qu’au paragraphe 1.4.2: Y est une sous-
ensemble analytique de U de dimension pure n, w une forme de Barlet sur Y.
On suppose n = N — 1, i.e. Y est un hypersurface analytique. On considere
un g—courant résiduel sur Y, qui définit donc un courant a@ d—fermé dans
U. On peut donc considérer sa transformée de Radon R(«).

On suppose que U est tel que la transformée de Radon est injective pour
q > 0. Pour des conditions sur U pour l'injectivité de la transformation de
Radon, on pourra consulter [35] et [34] .

Alors :

Proposition 7 Si R(a) =0, Y se prolonge en variété algébrique Y et «
en un courant « résidu d'une (q + 1)—forme méromorphe p a péle sur'Y.

En effet, supposons R(«) = 0. Alors « est d—exact d’apres l'injectivité
de R. D’autre part, on sait que « s’écrit localement comme résidu d’une
forme méromorphe o = Resy«; sur U;. Alors, si a = Ju, pt—w; est 0—fermé,
donc representé par une forme holomorphe p;. Alors w = w; + p; est une
forme méromorphe définie sur U tout entier. Mais w s’étend en une forme
méromorphe p sur IPy, car 'ouvert U est T'—concave, d’apres le corollaire
3. La conclusion en découle. |

2.2.2 Prolongement de la forme w dans un domaine
plus grand.

Soit un ouvert connexe U* C T = Py, X ... X [Py, paramétrant une famille
d’intersections completes, et U* un ouvert connexe contenu dans un autre ou-
vert connexe U*. Soit Y un sous-ensemble analytique de U de dimension pure
n, Y =Y NU, w une forme méromorphe (resp. de Barlet) sur Y. On suppose
que la transformée d’Abel de w, qui est méromorphe (resp. holomorphe) sur
U* d’apres le paragraphe 1.4.2; se prolonge en une forme méromorphe (resp.

holomorphe) sur U*. Alors :

Proposition 8 La forme méromorphe (resp. de Bar{et) w sur'Y se pro-
longe en une forme méromorphe (resp. de Barlet) sur'Y .

La démonstration est pratiquement la méme que celle du théoreme précédent.
Le probleme plus délicat est le suivant : si I'on ne suppose pas a priori

Y C U contenu dans un sous-ensemble analytique Y C U, est-ce que, sous
les hypotheses de la proposition précédente, le sous-ensemble analytique Y C
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U se prolonge en un sous-ensemble analytique Y C U (et donc la forme
méromorphe (resp. de Barlet) w sur Y en une forme méromorphe (resp. de

Barlet) sur Y') ? On voit que la solution du probleme dépend de la solution
du probleme du bord dans des ouverts T'—concaves. Le probleme a été résolu
affirmativement par Henkin (cf.[32]) dans le cas ou tous les k; sont égaux .

2.2.3 Transformation d’Abel sur une sous-variété de
I’espace des parametres 7.

On a vu que la transformée d’Abel par rapport aux sous-espace linéaire
passant par certains points est nulle, bien que la forme ne soit pas abélienne.

D’autre part, on peut interpréter le contre-exemple de Bol (cf. par exem-
ple [31]) de la maniere suivante. On peut, en plus des 4 points fixés Py, ..., Py,
rajouter une droite fixée A. A chaque point P du plan, on associe 5 coniques :
4 d’entre elles sont les coniques passant par P;, P et contenant A; la cinquieme
est I'unique conique passant par Pi,..., Py et P. On définit ainsi cinq ap-
plications de IPy — { Py, ..., P4} a valeur dans IP; (considéré comme ’espace
I'espace des coniques); il est facile de voir que I'image de chacune des ses
applications est une droite (correspondant aux coniques passant par 4 points
fixés; on peut voir que quatre de ces droites forment un quadrilatere plan, la
cinquieme ne coupant pas ce plan); et plus, les 6 1—relations abéliennes sur le
tissu associé définissent localement 6 différentielles sur la courbe algébrique Y
qui est la réunion des 5 droites. Les relations abéliennes expriment alors que
la transformée d’Abel de chacune de ces différentielles, restreinte a surface
de IP5 correspondant au plongement de Veronese, est nulle. On a donc une
différentielle non rationnelle (correspondant a la relation abélienne contenant
le logarithme) dont la transformée d’Abel est nulle.

2.2.4 Le théoréme de Lie dans le cas d’une variété C*.

On pourra sur cette question consulter I'article de Henkin et Passare (cf.[32],
th. 5).

Il faut mentionner que la démonstration de Blaschke, qui ne marche pas
dans le cas rationnel, marche cependant avec des hypotheses de régularité
moins fortes sur Y et w. Le théoreme de Blaschke s’énonce dans le cadre
d’une courbe réelle de classe C*. Soit y = ax + b I’équation des droites. Il
contruit une fonction f(z,y, a) sur la variété d’incidence, qui pour une droite
fixée A, a des poles exactement sur Y NA,;, et montre ensuite, grace au fait
que la transformée d’Abel est nulle, que cette fonction ne dépend pas de a. Sa
démonstration repose sur un théoreme de Kneser suivant lequel une fonction
f(x,y) qui est rationnelle en y lorsqu’on fixe x et rationnelle en x lorsqu’on
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fixe y est rationnelle par rapport aux deux variables x,y. La fonction f(x,y)
étant rationnelle, son ensemble polaire est algébrique et nous donne la courbe
algébrique Y contenant Y.

Cette généralisation est particulierement importante si 'on s’intéresse a
la théorie des tissus, rappelons en effet que le théoreme de Lie appliqué dans
ce cadre permet de montrer que tout tissu linéaire admettant une relation
abélienne est algébrique (cf. Appendice).
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Chapitre 3

Le systeme différentiel d’Abel
et ses variétés intégrales.

Ce qui suit peut étre considéré comme une autre maniere d’ ”inverser” le
théoreme d’Abel. Soit Y C Py une variété algébrique irréductible de dimen-
sion n. Considérons un sous-ensemble analytique irréductible Z C T x Y,
tel que la projection p : Z — T soit un morphisme propre et surjectif entre
deux espaces de méme dimension (donc génériquement fini). On peut alors
définir la transformée d’une forme rationnelle sur Y : si ¢ est la projection de
Z sur Y, c’est pi((¢*(w)z)). En prenant par exemple T = Py, x ... x [Py,
et la famille Z comme étant la famille des (¢, p) avec p € Y N H;, on obtient
la transformée d’Abel du chapitre précédent. On a vu que dans ce cas la
transformée d’Abel des formes différentielles abéliennes (resp. rationnelles)
de degré ¢(1 < g < n) est nulle (resp. rationnelle). Cela reste valable pour
d’autres familles de 0—cycles (correspondant par exemple aux sous-variétés
de Py, X ... X Py, correspondant aux H; passant par certains point fixés,
ou encore lorsque prend pour T l'ensemble des transformations projectives
et pour Z l'ensemble des p € Y N X! o X est une variété algébrique de
dimension complémentaire).

Nous allons maintenant voir comment 'annulation de la transformée
d’Abel de toutes les formes abéliennes sur Y (ou de seulement une partie, par
exemple les formes de degré maximal) pour certaines familles de 0—cycles en-
traine des propriétés géométriques sur les 0—cycles de cette famille *. Méme
si ’énoncé est encore local dans le sens ou la famille de 0—cycles peut étre

'Nous n’avons pas encore examiné le cas rationnel. On pourrait imaginer que, lorsque
T est un ouvert d’une variété algébrique 7", le fait que la transformée d’Abel A(w) soit
rationnelle pour toute forme rationnelle w sur Y implique que la famille de 0—cycles soit
algébrique, i.e. que Z est un ouvert d’une sous-variété algébrique Z/ de 77 x Y.
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paramétrée par un ouvert 7" C C? arbitrairement petit, la variété algébrique
Y est fixée; elle est de plus supposée irréductible.

Soit donc Z C T x Y comme ci-dessus. On peut définir en dehors d’un
sous-ensemble S C T de codimension au moins deux une application ana-
lytique T\S — Y. L’'image dans Y®) nous donne un sous-ensemble ana-
lytique V. L’annulation de la transformée d’Abel peut se reformuler de la
maniere suivante.

Soit w une forme différentielle rationnelle sur Y. On peut définir sur Y*
une forme rationnelle en posant : G4(w) = 7 (w) + ... + 7T (w), les m(1 <
i < s) étant les différentes projections de la puissance cartésienne Y*® sur
Y. Le revétement ramifié 7 : Y* — Y nous permet de définir I'image
directe m,(a)) d'une forme définie @ sur Y* : d’apres la proposition 2, . («)
est méromorphe (resp. abélienne) si a I'est. On notera G ) (w) I'image directe
de la forme G4(w). Alors le fait que A(w) s’annule sur Z équivaut a dire que
G(s)(w) s’annule sur V' (i.e. sur la partie réguliere de V).

Un systeme différentiel (analytique) sur un espace analytique réduit de
dimension pure n X est la donnée pour tout ¢(1 < ¢ < n) d'un espace
vectoriel de formes différentielles méromorphes de degré ¢ sur X. Etant donné
un point régulier I' de X, une variété intégrale pour ce systeme différentiel
en [' est un germe en I' de sous-ensemble analytique irréductible de X sur
lequel la restriction de toutes les formes différentielles du systeme régulieres
au voisinage de I' s’annulent.

Etant donné un entier s, nous appellerons systéme différentiel d’Abel (sur
Y®) le systeme différentiel sur Y*) défini par les formes G4 (w) provenant
des formes abéliennes w sur Y (ces formes sont abéliennes). On appellera
variété intégrale abélienne (on notera v.i.a.) les variétés intégrales associées,
i.e. les sous-ensembles analytiques irréductibles (localement fermés) V' de
Y vérifiant Gy (w),, = 0 pour toute forme abélienne w. La v.i.a. est dite
complete si elle n’est pas contenue dans une v.i.a. de dimension plus grande.

Le théoreme d’Abel direct revient a dire dans ce langage que certaines
familles de 0—cycles décrites géométriquement sont des v.i.a. 2.

Ce chapitre est destiné a établir la réciproque de ce résultat dans cer-
tains cas particuliers : comment certaines v.i.a. de degré donné (une v.i.a.
dans V) sera dite de degré s) et de dimension donnée (la dimension d’une

20n a vu que le théoréme d’Abel direct peut s’étendre si I'on fixe un nombre fini r
de points sur la partie réguliere de Y : si ’on se restreint aux transformations projectives
laissant fixes un nombre fini r de points de (Y —S)NZ, ou bien aux intersections complétes
qui contiennent r points réguliers donnés, on obtient une v.i.a. dans X(® o = kd —r. On
peut en fait montrer que tout fibré vectoriel holomorphe de rang n F sur Y, dont les
sections globales n’admettent pas de points fixes dans la partie singuliere de Y définissent
une v.i.a. : il suffit pour cela de montrer, d’apres ce qu’on a vu, que le graphe de la famille
dans IP(HY(E)) est localement intersection complete. Dans le cas n, la v.i.a. est complete.
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v.i.a. est sa dimension en tant que sous-variété de Y(*)) peuvent étre décrites
géométriquement.

Remarque 9 Supposons Y lisse. Alors les formes Gy (w),w € H(Y,w$)

engendrent HO(Y'(®), wy.(+) par produit extérieur, comme il ressort de la for-
mule de Kiinneth. Alors on voit qu'un sous-ensemble analytique irréductible
V de Y®) sera une v.i.a. ssi toutes les formes abéliennes de Y*) s’annulent
sur V.

On remarque que pour tout g, l’'espace vectoriel des g—formes abéliennes
sur Y, est de dimension finie. Ce fait peut se montrer au moins de 3 manieres :
comme application d’un théoreme de Cartan-Serre, par la théorie des tis-
sus (cf. [31]), qui donne une majoration du nombre de g—formes abéliennes
linéairement indépendantes, ou enfin par 'expression explicite des formes
holomorphes comme résidus globaux.

On utilisera a plusieurs reprises le polynome de Hilbert d'une variété
algébrique de IP; pour la définition de ce polyndme on pourra se reporter a
I’Appendice.

3.1 Cas des courbes.

Supposons que Y est une courbe irréductible de Py, éventuellement sin-
guliere.

Dans tout ce qui suit, 7 désigne la dimension de I'espace vectoriel des
1—formes abéliennes sur Y, que nous appelerons différentielles abéliennes.

3.1.1 Interprétation différentielle du théoreme de Rie-
mann-Roch

Soit Y la puissance symétrique p—ieme de Y, (wj)(1<j<r) une base de I'e.v.
des différentielles abéliennes sur Y. La matrice de Brill-Noether est 1la matrice
suivante, que l'on peut associer a un p—uplet (P, ..., P,) de points réguliers
de Y, apres avoir choisi des coordonnées locales z; en chaque point P; de sorte
que w;(P;) = fj(z)dz;, o f? est une fonction réguliere en P;. Si les points
sont distincts, la matrice de Brill-Noether est définie par® :

M = (£}(0)a<i<pi<jcn)

3La matrice est définie & une permutation des colonnes pres.
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Si les points ne pas distincts, la matrice de Brill-Noether fait intervenir les
dérivées des coefficients f;(2;). Si par exemple P, = ... = P (les autres

points étant distincts de Py), on remplace

F10), £2(0),..., £1(0)
par
£100), £10),..., 1 (0).
On a:

Lemme 20 ParunO—cyclel’ = Pi+...4+P, ou les P; sont p points réquliers

de Y, il passe dans Y P) une v.i.a. compléte, dont la dimension est égale & p
moins le rang de la matrice de Brill-Noether en I'.

On peut voir o%ue les v.i.a. completes correspondent aux fibres de I’application
d’Abel-Jacobi Y — J(Y) (cf. Appendice), et que la matrice de Brill-
Noether en un point est la matrice jacobienne de cette application. En par-
ticulier, les v.i.a. completes sont "globales”, i.e. ce sont des sous-variétés
algébriques de Y?). Le lemme énonce que pour I’application d’Abel-Jacobi,
le rang de la matrice jacobienne le long d une fibre est constant et nous donne
la codimension de cette fibre.

Le lemme précédent se reformule comme suit : si|D] est la v.i.a. complete
passant par I', on a :

dim(D|) —i(D) = deg(D) — 7

ou (D) est la dimension du C—e.v. des différentielles abéliennes w ”qui
s’annulent” en D = ny.P; + ... + ng.Ps (i.e. si on écrit w = f(z)dz; au
voisinage de P;, avec z; une coordonnée locale en P;, f(z;) s’annule avec
(n; — 1) premiere dérivées). Une famille rationnelle de 0—cycles de degré p
et de dimension s sur une courbe Y peut étre définie de la maniere suiv-
ante : soit A C [P, X Y une sous-variété algébrique de dimension s telle que
m : A — TP, soit un morphisme génériquement fini de degré p. Alors on peut
définir en dehors d'une sous-variété algébrique S C IP, de codimension deux
un morphisme s : IP,—S — Y®_ L’adhérence de (P, —S) dans Y®) est une
sous-variété algébrique, qui sera appelée une famille rationnelle de 0—cycles;
deux O—cycles d'une telle famille seront dits rationnellement équivalents.
Deux 0—cycles de degré p de Reg(Y') seront dits linéairement équivalents
si il existe un morphisme fini ¥ — IP; de degré p tel que D = ¢ (a) et
D' = ¢~1(3), pour deux points a, 3 € IP;.
I1 découle de la propriété de Barlet que deux 0—cycles linéairement équivalents

appartiennent a une méme v.i.a. complete. On verra ci-dessous que la réciproque
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est vraie : deux 0—cycles qui appartiennent & une méme v.i.a. sont linéairement
équivalents.

Deux 0—cycles linéairement équivalents sont rationnellement équivalents;
mais si la courbe est singuliere, il se peut que deux 0—cycles rationnellement
équivalents ne soient pas linéairement équivalents (exemple : deux 0—cycles
de degré d — k définis sur une courbe plane singuliere Y de degré d par
I'intersection de Y avec deux droites génériques passant par un point de
multiplicité k£ > 1). On appelle série linéaire une famille rationnelle qui est
en méme temps une v.i.a. . Une série linéaire est complete si elle n’est pas
contenue dans une série linéaire de dimension supérieure.

On a vu au chapitre précédent :

Proposition 9 Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une forme
rationnelle w sur Y soit abélienne est que sa trace pour tout morphisme
Y — IP; soit nulle.

Cela implique que les ”formes régulieres” définies dans Serre (cf.[59]) sont
les méme que les différentielles abéliennes utilisées ici. Nous établirons cepen-
dant & nouveau par une autre méthode certains théoremes de [59], en parti-
culier le théoreme d’Abel, pour la clarté de 'exposé, et aussi parceque nous
pensons que le point de vue légérement différent adopté ici est succeptible
d’étre utilisé lorsque Y est de dimension supérieure 4.

On peut trouver par exemple dans Serre ([59], prop.3,p.73) le calcul du
polynome de Hilbert de Y :

Lemme 21 Le polynome de Hilbert de Y est égal a ¢y (1) =d.l+1—m, ou
d est le degré de Y .

On en déduit :

Lemme 22 Pour k assez grand, les hypersurfaces de degré k définissent sur
Y une série linéaire compléte.

D’apres le théoreme d’Abel direct, les hypersurfaces de degré donné k
définissent une série linéaire V'. Pour k assez grand, cette série linéaire est
en fait complete. V' étant une v.i.a. , elle est incluse dans la v.i.a. complete V'
passant par I'. Pour montrer que V' = V', il suffit de montrer que dim(V') =
dim (V).

Alors, considérons A C IP(HO(O]PN(I{:)) x Y définie par (t,x) € A <
t(z) = 0. A définit pour £ >> 0 une série linéaire de degré kd et de dimension
kd — 7, d’apres la valeur du polynome de Hilbert, et le fait que H O(OIPN(k:))

définissent le méme 0—cycle ssi ils sont proportionnels dans Ay (1).

4Nous pensons particulierement ici & la description des v.i.a. complétes, qui semble
reliée a la conjecture de Bloch.
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D’autre part, le rang de la matrice de Brill-Noether en un 0—cycle générique
de la série est 7, car un tel 0—cycle ne peut pas étre contenu dans ’ensemble
des zéros d’un différentielle abélienne (encore une fois, écrire les formes abélienne
comme des résidus globaux). On a donc aussi dim(V) = kd — 7. g

On en déduit :

Lemme 23 La v.i.a. compléte passant par IT' € Y est une famille ra-
tionnelle (donc, une série linéaire compléte).

Soit V' la v.i.a. complete passant par I'. Considérons une hypersurface
H = {h = 0} de degré assez grand [ contenant I". Alors si R est le 0—cycle
tel que '+ R = YN H (on peut supposer R a support dans la partie réguliere
de Y), et I" un élément de V, IV + R est un élément de la v.i.a. complete
passant par I' + R, et donc est intersection de Y avec une hypersurface H’
de degré [ passant par R. L’ensemble des hypersurfaces de degré | contenant
R définit donc une série linéaire de 0—cycles contenant V', et donc est égale

éV.l

Remarque 10 Le lemme précédent signifie en particulier que si on a une
famille algébrique A C T'x Y de 0—cycles dont I'image est une v.i.a. complete
de dimension s, alors on peut trouver un paramétrage rationnel A’ C IP; x Y
qui donne la méme image. De plus, il ressort de la description donnée de la
série linéaire complete passant par I' que celle-ci s’identifie a la cloture de
I'ensemble des 0—cycles de Reg(Y') linéairement équivalents a I

Lemme 24 [l existe un plus petit entier mq tel que pour m > myq application
H(Op, (m)) — H*(Oy(m))
est surjective.

En effet, considérons (s) le diviseur des zéros associé a une section s €
H°(Oy(k)). On a vu que pour k assez grand, la série linéaire associée a
H°(Opp  (K)) est complete; or elle est visiblement contenue dans la série

linéaire associée & H(Oy(k)), et les deux séries linéaires sont donc confon-
dues. Mais si deux sections définissent le méme diviseur, elles different d’une
constante multiplicative. g

Remarque 11 On peut améliorer le résultat du lemme précédent. Si Y est
intersection complete on peut prendre my = 0; dans le cas général on peut

prendre mg = d — N + 1. Cela est montré dans [52].

Soit mg l'entier dont le lemme précédent affirme I'existence. Alors on a :
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Uintersection de' Y avec une hypersurface S de degré k ne coupant pas Sing(Y');
on pose I' + TV =Y N S. Alors la série linéaire compléte passant par T' est
définie par l'intersection de Y avec les hypersurfaces de degré k contenant
I

Proposition 10 Soit k > mqg. Soit I' un O—cycle de Y contenu dans

Soit V' la série linéaire complete passant par I'. Soit I € V| a support
dans la partie réguliere de Y. De la maniere dont on a décrit ci-dessus la
série linéaire complete passant par I', il ressort qu’il existe un morphisme
r:Y — Py qui vérifie (r) = r=1(0) — 77 !(c0) = I — T (r est le rapport
de deux polynomes homogenes de degrés assez grand, ne s’annulant pas sur
Sing(Y). Alors si s est le polynome homogene de degré k définissant S, s.r
est une section de H°(Oy (k)), donc d’apres le lemme la restriction & Y d’un
polynome homogene s’ de degré k; cela signifie que I +1" est I'intersection de
Y avec I'hypersurface S’ associée a s'. Si I'on prend toutes les hypersurfaces
de degré k passant par I, on obtient donc la série linéaire complete passant
par I'. |

Définition 1 Un O—cycle I' de degré p est dit spécial si la dimension de
la v.i.a. complete passant par T est supérieure a la dimension de la v.i.a.
passant par un point générique de Y P); cette dimension générique est p —
sip>m, 0 sinon.

On suppose maintenant que le faisceau wy- est localement libre de rang
un, et définit donc un fibré linéaire sur Y noté Ky (c’est le cas si par exemple
Y est localement intersection complete, comme nous le montre 1’expression
explicite des formes de Barlet par des résidus).

L’application canonique de Y est ’application de Y dans IP,_; relative a
ce fibré.

Alors, en tant que fibré de rang 1 sur Y, les différentielles définissent une
serie linéaire. Plus précisément :

Lemme 25 Les différentielles abéliennes surY définissent une série linéaire
complete de dimension m — 1 et de degré 2m — 2.

Tout d’abord, que les différentielles abéliennes définissent une série linéaire
en tant que fibré, d’apres le théoreme d’Abel (on a utilisé ici que le faisceau
wi- est localement libre); deux différentielles abéliennes définissant le méme
O0—cycle sont multiples I'une de 'autre, la dimension de la famille est donc
m — 1. Cette série linéaire est complete : si (w) = D et D’ est linéairement
équivalent a D, (s) = D' — D ou s: Y — IP; est un morphisme; alors sw est
une différentielle abélienne qui a pour 0—cycle associé D’. Enfin, si p est le
degré de la série linéaire, on sait d’apres Riemann-Roch que la codimension
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de la série est m—1 (il existe une forme qui s’annule sur le 0—cycle générique)
et de plus sa dimension est 7 — 1, donc son degré est 27 — 2. |

Pour que I' € X soit spécial (i.e. qu’il existe une différentielle abélienne
non nulle w qui s’annule sur I" (en tant que section d’un fibré), il faut donc
que p < 21 — 2.

Soit w une différentielle abélienne générique, qui s’annule en un O—cycle
(w) de degré 2m — 2 de Reg(Y'). On divise le 0—cycle (w) en deux parties,
(w) = D+ D'. Alors on a d’apres Riemann-Roch :

dim(D|) —i(D) = deg(D) — 7

ou i(D) est la dimension de I'e.v. des différentielles abéliennes qui s’annulent
en D; on a de plus :

dim(D')) — i(D") = deg(D') — 7
D’autre part :
Lemme 26 On a dim(D|) =i(D’) — 1.

En effet, a tout 0O—cycle de D” € D), il correspond une différentielle
abélienne w telle que (w) = D" 4+ D’; en effet, D + D’ étant spécial, il en est
de méme de tout élément de la série linéaire complete qui passe par D + D’;
or D" 4+ D" est I'un de ces éléments. Réciproquement, a toute différentielle
abélienne dont le 0—cycle contient D’ correspond un O—cycle D" qui est
linéairement équivalent a D, d’apres le théoreme d’Abel, donc qui appartient
a la série linéaire complete passant par D.

On arrive a la version suivante de Riemann-Roch :

dim(|D|) = deg(D) — 7 + dim (D)) + 1

On notera souvent g; pour désigner une série linéaire de degré p et de
degré s sur Y.

3.1.2 Cas des courbes planes.

Soit Y une courbe plane irréductible de degré d. On sait que 7 = (d —1)(d —
2)/2. On se donne un groupe de points spécial I' de degré o sur Reg(Y)
(donc o < d(d — 3))°. Le théoréme suivant nous montre comment lorsque
I' est spécial, la dimension de la série linéaire complete passant par I' nous
donne des informations géométriques sur I :

5Sur Reg(Y'), les notions de 0-cycles (effectifs), diviseurs (effectifs) et groupes de points
s’identifient.
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Théoreme 3 Posons a = kd —r, our < d, et|l|la série linéaire complete
passant par I'. Alors dim([) < s(a), ot s(a) = k(k+3)/2—7r sir <k+1,
et s(a) = (k—1)(k+2)/2 si r > k+ 2. De plus,

1. Sir <k, dim(l) = s(a) = k(k +3)/2 —r si, et seulement si I' est
contenu dans une courbe H de degré k, i.e. si il existe un groupe de
points T de degré r (qui est alors unique) tel que [ est la série linéaire
résiduelle de T par rapport auzx courbes de degré k passant par T'. [[
est alors sans point fize.

2. Sir=k+1, dim([)) = s(a) = (k—1)(k+2)/2, dans deux (et seulement
deuz) cas :

i) Dans le premier cas, I' contient l'intersection T de' Y avec une courbe
de degré k — 1; le groupe de points résiduel I" = T' — I' est la partie
fixe de la série |[;

ii) Dans le second cas, si, et seulement si ' est contenu dans une courbe
H de degré k, i.e. si il existe un groupe de points I'' non aligné de degré
r (qui est alors unique) tel que U] est la série linéaire résiduelle de T’
par rapport aux courbes de degré k passant par T'. [I] est alors sans
point fize.

3. 8r>k+2 dim(l) = s(a) = (k—1)(k + 2)/2, si, et seulement si
L =T"+T" ou I'" est l'intersection de Y avec une courbe de degré
k —1. Alors [[| contient comme points fizes le groupe de points I C T'.

Dans le cas ou r = 0, le théoreme précédent est un cas particulier d'un
théoreme de Ciliberto (cf. [14]) affirmant 'unicité des séries linéaires de degré
d et de dimension n dans le cas des courbes non dégénérées de degré d dans
P de genre maximal 7(d, N); la méthode de sa démonstration repose sur un
théoreme de Castelnuovo. Notre preuve repose sur les trois lemmes ci-dessous.
La démonstration du premier lemme repose sur 'utilisation de la matrice de
Brill-Noether définie ci-dessus; la démonstration des deux lemmes suivants
repose sur le caractére numérique relatif d'un groupe de points (cf.[51]), qui
sera défini ci-dessous.

Lemme 27 a — ¢r(d — 3) est précisément la dimension de la série linéaire
complete [ passant par T, ou ¢r est la fonction de Hilbert de T'.

Soit i(I") le C—espace vectoriel des différentielles abéliennes qui contien-
nent I" dans leur lieu des zéros; i(T") est l"indice de spécialité de T'. D’apres le
lemme 20, on a : dim([]) = a — 7 + ¢(I"); il ne nous reste plus qu’a montrer
que i(I') = m — ¢r(d — 3). D’apres l'expression explicite des différentielles
abéliennes (cf. lemme 10), les différentielles abéliennes sont les formes qui
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s’écrivent w =

(a f (T") est
aussi la dimension du C—e.v. des polynéme de degré d 3s annulant sur I
On a donc ¢r(d —3) = 7 —i(I'), ce qui termine la démonstration. g

Introduisons maintenant le caractere numérique relatif d’'un groupe de
points I" de Y.

On suppose choisi un systeme (Yp, Y7, Y5) de coordonnées homogenes dans
IP, tel que le point Yy = Y7 = 0 n’appartienne pas a Y. Soit R = C[Yp, Y3].

Les anneaux homogenes respectifs Ar et Ay de I' et Y peuvent étre con-
sidérés de facon naturelle comme des R—modules gradués. Alors {1,...,yd '},
avec 1 = Yomodly, est un systeme de générateurs du R—module Ay. Le
morphisme surjectif

Sy R[—i] — Ay

est un isomorphisme d’apres le théoreme des syzygies gradués (cf. Appen-
dice).

Le morphisme

27 Ay ~ EB?;&R[—Z] — AF
défini par

v((ao(Yo, Y1), aa—1(Yo, 1)) = ag + ar.ma + ... + ag_y.x5 '

est donc un morphisme surjectif de R—modules gradués, avec x5 = yomodir )y .
Le noyau de ce morphisme (qui est I /y) est donc engendré (comme —module)

par des éléments de la forme L; = Zd 0 amyg Il n’y a pas de relations entre
ces générateurs, toujours d’apres le theoreme des syzygies gradués. On en
déduit la suite exacte de R—modules :

0 — @) R[—my] — &g R[—i] — Ar — 0

La suite d’entiers (my, ..., mq_1) (que 'on range dans 'ordre croissant)
est appelée camctere numérique relatif de I'S. Elle doit satisfaire aux deux
conditions : Z o (mi—i) =aet miy <m;+ 1.

La premiere condltlon est une conséquence du fait que pour [ >> 0
la fonction de Hilbert de I'" vaut deg(I'), et aussi d’apres la suite exacte
précédente :

%.
—_
T&.
—_

or(l) = (=1) = (=mi) =2 (mi—i)

7

I\
o
-

Il
o

La seconde condition se montre de la maniére suivante.

60n 'appelle ” caractere numérique relatif” (3 Y'), car la définition donnée dans Gruson-
Peskine suppose en fait que la courbe Y est une courbe de degré minimal contenant T'.
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La multiplication par y, dans Ay laisse stable Ir/y et donc nous permet
d’écrire :

d—1
yQ-Li = Z CYUL]
7=0

avec a;; € R(m; —m;+1). Supposons par exemple m; 1 < m;+1 pouri < k
et myy1 > my + 1. Alors o5 = 0 pour 0 < ¢ < k et j > k; autrement dit, le
sous-R—module de Ity engendré par Ly, ..., Ly est stable par multiplication
par y,. D’apres le théoreme de Cayley-Hamilton, le polynome caractéristique
de la matrice o;;(0 < 4,5 < k), qui est de degré k + 1, annule y,. Par
conséquent Y contiendrait une composante irréductible de degré k+ 1, ce qui
est impossible car Y est irréductible et £ < d —2. Donc la suite my, ..., mg_1
est "connexe”. On peut donner l'interprétation suivante des deux entiers
extrémaux mg et my_1 : mg est le plus petit degré d’une courbe contenant I'
et ne contenant pas Y, mg_q est tel que la fonction de Hilbert ¢r de I' soit
constante a partir de mgy_1 — 1.
On a le lemme fondamental suivant :

Lemme 28 SoitI' et I deux groupes de points de'Y , résiduels l'un de I’autre
par rapport a une courbe de degré k, i.e. on suppose ' + 1" =HNY, ou H
est une hypersurface de degré k qui ne coupe pas Sing(Y'). Alors entre les
caractéres numériques relatifs m; et m; de I' et de I, on a la relation :

md_l_i—i-mg:k—i—d—l

Nous nous référerons a ce lemme comme étant la ”propriété de Goren-
stein”. Considérons la suite exacte (graduée) de Ay —modules gradués :

O—>]F/Y—>Ay—>AF—>0

Appliquons a cette suite exacte le foncteur Hom a,, (@, Iryr//y). Ona: Irjp)y o
Ay[—k]. De plus, Homa, (It)y, Iryr)y) = Iryy, Homa, (Ay, Irir)y) =
Ay[=k], et Homa, ((Ar, Ir4r/v) = 0. On obtient donc la suite exacte de
Ay —modules :

0 — Ay[—k‘] — [p//y — El’thy (AF, IF+1“//Y) — 0

Extly (Ar, Irir)y) n'est autre que le module dualisant Qp[—d — k — 3] de
Ar (car Irqry ~ Ay[—k], et Qy ~ Ay[d — 3]). On a donc :

O—>Ay[d—3]—>[F//y[k—|—d—3]—>Qp—>0

On peut aussi considérer la suite exacte précédente comme une suite exacte
de R—modules , avec Ay ~ @ R[—i] et Ir)y ~ @I R[-m/].
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D’autre part, on a aussi la suite exacte de R—modules :
0— Ir)yy = Ay — Ap — 0
Si 'on applique le foncteur Hompg(e, R[—2]), on obtient :
0— @ R[i —2] — @ R[m; —2] — Qr — 0

On peut donc exprimer de deux manieres différentes la fonction de Hilbert
de Qr, en fonction de m; —2 et en fonction de d+k—3—m/,_,_,. De plus, deux
ensembles distincts de m; déterminent deux fonctions de Hilbert différentes.
On en déduit que les deux suites d’entiers (m; —2) et (k+d —3 —m}_,_,)
sont égales, et comme elles sont rangées dans 'ordre croissant, on en déduit
la relation annoncée. g

Lemme 29 Soit I' € Y. On pose o = kd — r, avec r < d. Soit A le
résiduel de r points alignés dans ['intersection de Y avec une courbe de degré
k7. Soit Ax = 320 Aa(i) lanneau homogéne de A, ¢a la fonction de Hilbert
de A. Alors on a :

1.
(V1) ¢a(l) < ¢r(l)

2. 51
(V1) pa(l) = or(l)
I' est aussi le résiduel de r points alignés dans ["intersection de Y avec
une courbe de degré k.

3. 81 ¢a(i) = ¢r(i), alors :

i)Sii<k+d—r—3,ona:

(Vj <4) ¢ali) = or(j)
i) Sii=k+d—r—2,ona:

(Vj > 1) ¢a(f) = ¢r(j)
ou bien :

(Vi < @) oald) = or(4)-
i)Sii>k+d—r—1,ona:

(Vj = 1) ¢a(j) = ¢r(j)

"1l suffit de prendre d — 7 points sur une section linéaire générique, et (k — 1)d points
sur une section par une courbe générique de degré k — 1.
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Démonstration du lemme.
Le caractere numérique relatif (ng, ..., nq_1) de A vérifie bien sur ng = k.
De plus, d’apres Gruson-Peskine (cf.[51]), on ang_y =k +d—1 si r=0,et

ng_1 = k+d—2sir > 0. On obtient, avec les deux conditions ¢} (n; — z)
aetngy <n;+1:

1. si o =kd(r=0)

no=rk, . ...ng1=k+d—1

2.8ir>0
n=kni=k+1,....n9,1=k+d—r—1
Ngr=k+d—r—1ng 0o=k+d—r,....ng1=k+d—2

De ces valeurs des n; et des conditions m; 1 < m;+1 et Zf:_& (m; —i) =«
on déduit mg > k = ng et si m; < n; alors m; < n; pour j > .
De la suite exacte

0 — @5 Rl=mi] — {5 R[~i] — Ar — 0

on déduit la fonction de Hilbert de T :

or(l) = \ (Il—i+1)y—(I—m;+1)y

7

|
—

I
o

avec sy = s si s > 0 et 0 sinon; de méme

Zl—z—l— —(l—n;+1)4
i=0

On a donc :

7‘
L

or(l) —oal)=> (I—ni+1)—({@—m;i+1)4

7

I§
o

Les égalités précédentes signifient que la différence ¢r(l) — pa(l) est l'aire
qui sépare les graphes des fonctions jr(i) = m; et ja(i) = n;, en dessous de
la droite horizontale 7 = [ 4+ 1. Comme my > k = ny (d’apres le degré de
I') et comme si m; < n; = Vj > im; < n;, cette différence ¢r(l) — pa(l) est
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d’abord nulle (jusque k — 1) puis est croissante et enfin décroit jusqu’a zéro;

donc
(Vi)or(i) > dali)
En particulier, on a : my < nyg.

Considérons pr(l) = ¢r(l) — o¢r(l — 1), et pua(l) = da(l) — pa(l —1); on
considere les graphes de ur et pa. L’aire totale situé sous les graphes de pr
et ua est a. Les graphes sont d’abord croissants, puis décroissants, et enfin
s’annulent resp. en my_1 +2 et ng_1 + 2. De plus, les deux graphes coincident
au moins jusqu’a [ = k — 1.

Alors le fait que les caracteres numériques soient connexes implique que
le graphe de ur, si il est distinct de celui de pua, se comporte de la maniere
suivante : il commence par passer au-dessus de celui de pua, pour passer en-
suite en-dessous, puis revenir coincider (éventuellement sur 1’axe horizontal).
Autrement dit, le graphe de ur est une ”perturbation” de celui de ua. Sup-
posons ¢r(i) = ¢a(i), i.e. que l'aire située sous les graphes pur et paa gauche
de la droites [ = 7 est la méme pour les deux graphes. Cela signifie ou bien
que la perturbation est contenue [ < 7, ou bien qu’elle est contenue [ > 1.

Supposons que i < d+k—r—3. On peut voir alors que la perturbation ne
peut pas étre contenue a gauche. En effet, on aurait coincidence des graphes
a droite, ce qui impliquerait coincidence partout d’apres les deux conditions
sur les m;. De méme, supposons ¢ > d + k —r — 1. On ne peut alors avoir
coincidence a gauche, pour la méme raison.

Supposons enfin que les deux graphes coincident partout. Alors I' est
contenu dans une courbe de courbe de degré k. On déduit de la valeur de
mgq_1 que le résiduel IV de I" est contenu dans une droite, par la propriété de
Gorenstein. La démonstration du lemme est terminée. g

Démonstration du théoréeme.

Le calcul nous donne : @ — ¢pa(d —3)) = (k — 1)(k+2)/2 sir > k, et
a—¢a(d—3)) =k(k+3)/2—rsir <k.On adonc la dimension de la série
linéaire complete passant par A. Supposons dim([)) = dim(JA]); alors d’apres
le lemme 27, ¢r(d — 3) = pa(d — 3).

Supposons r < k. Le lemme 29 nous permet de conclure que ¢r(k) =
oa(k), car k < d — 3 par hypothese; donc mg = k et I est sur une courbe X
de degré k.

On peut donc écrire X NY =T + I, ou IV est un groupe de points de
degré r sur Y.

Le fait que si r < k [[] n’a pas de points fixes vient du fait que tout
groupe de points R de degré < k + 1 impose des conditions indépendantes
sur les courbes de degré k (cf. Appendice); donc [V 4+ P impose des conditions
indépendantes sur les courbes de degré k pour tout point P de I', ce qui
signifie qu'une courbe de degré k passant par I'” ne passe de facon nécessaire
par aucun point de I'.
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Enfin supposons que r = k+1, et que I n’est pas aligné, alors ¢, p(1) =
3; comme la fonction de Hilbert est strictement croissante jusqu’a ce qu’elle
soit constante (cf. Appendice), ¢ryp(k) > k+2 =r+1, donc I” + P impose
des conditions indépendantes sur les courbes de degré k pour tout point P
de I', ce qui signifie que [ n’a pas de points fixes.

Sir > k41, soit X une courbe de degré my passant par I',; et X NY =
I' + I'. On doit avoir d’apres le lemme 29 que mg_1 = ng_1 = d + k — 3.
D’apres la propriété de Gorenstein, on en déduit que le caractére numérique
de I'" vérifie m{ +mgy_1 = mo +d — 1, donc my = my — k + 1 et que I est
contenue dans une courbe de degré my — k + 1. Mais on a mgo(mo —k+1) <
deg(I'") = d(moy — k + 1) — (d — 1), on en déduit donc que la courbe X’ de
degré my, contenant I'" et X ont une composante commune. En répétant le
raisonnement apres avoir retiré cette composante, on obtient en fait que X’
est contenue dans X. On en déduit que I' contient l'intersection de Y avec
une courbe de degré my — m{, = k — 1. [[] doit contenir comme points fixes
les d — r autres points de I' ( qui sont contenus dans 'intersection de Y avec
X'). On a alors mg = k ssi my = 1.

3.1.3 Cas des courbes intersections completes.

Pour des résultats d’unicité sur les séries linéaires de degré d et de dimen-
sion N d’une courbe intersection complete de degré d dans IPy, on pourra
consulter [13].

Par ailleurs, la gonalité d'une courbe algébrique Y est le minimum des
entiers s tel qu’il existe un morphisme de degré s de Y dans IPy; ou ce qui
revient au méme, tel qu’il existe une série linéaire de degré s de dimension
> 1. Dans le cas d'une courbe intersection complete dans IP3, Basili ([6]) a
démontré un résultat sur la gonalité, qui se généralise probablement pour des
courbes intersections completes de Py, N > 3 :

Soit Y wune intersection compléte lisse irréductible de type (di,ds) dans
IP5, de gonalité k. Alors pour toute série linéaire compléte de degré k et de
dimension 1 sur'Y, il existe un groupe de points I'' =Y ND de degré did, —k
sur'Y, intersection de Y avec une droite D, tel que cette série linéaire soit
décrite en prenant les groupes de points résiduels de I dans [intersection
des plans contenant D avec Y .

3.1.4 Cas des courbes canoniques.

Soit Y une courbe canonique dans IPy, i.e. I'image par 'application canon-
ique d'une courbe dont les différentielles abéliennes définissent un fibré. On
sait alors que Y est de degré 2N, il y a une unique série linéaire de degré 2N
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et de dimension N : la série canonique, déterminée par les section hyperplane.
On peut énoncer un résultat analogue a celui de Basili sur la gonalité :

Proposition 11 Si k est la gonalité de Y, et g une série linéaire de degré
k et de dimension 1 surY, alors il existe une sous-variété linéaire H de codi-
mension 2 qui coupe Y en un groupe I'' de 2N — k points, et telle que la série
linéaire gi est décrite en prenant les résiduels de T dans les intersections de
Y avec les hyperplans contenant H.

En effet, le nombre de différentielles abéliennes indépendantes s’annulant
sur un élément I’ de gi est d’apres le lemme 20 égal & N +1 —k + 1; T
est donc contenu dans un IP;_,. Les résiduels de I'" dans les intersections de
Y avec les hyperplans contenant ce IP,_o déterminent donc sur Y une série
linéaire de dimension N — k + 1 et de degré 2N — k. Si I' est un élément de
cette derniere série linéaire, il y a donc au moins 2 différentielles abéliennes
indépendantes s’annulant sur I'; donc [V est dans une sous-variété linéaire H
de codimension 2. La série linéaire décrite en prenant les résiduels de I dans
I'intersection de Y avec les hyperplans passant par H contient I' et est de
dimension 1, c¢’est donc gi.

3.2 Cas des intersections completes de dimen-
sion quelconque.

Pour commencer, considérons le cas des hypersurfaces : soit Y une hypersur-
face de IP,, 41 de degré d > n+3, et I un ensemble de d points lisses distincts
sur Y. On peut se ramener pour simplifier, les points de I' étant distincts, a
I'etude de v.i.a. sur le produits cartésiens Y? (qui sont les images réciproques

des v.i.a. sur les produits symétriques Y ®)).

Théoréme 4 Siil passe par I’ dans Y une v.i.a. V de dimension supérieure
an+ 1 vérifiant l'une des deux conditions suivantes :

1. 'V est de dimension n + 1 et les projections m; : V. C Y4 — Y (1 <
i < d) sont ouvertes; de plus, les vecteurs tangents aux d courbes C; C
V' passant par ' correspondant a fiver les projections m; : Y& — Y
engendrent [’espace tangent a 'V en I'.

2.V est de dimension 2n et les biprojections m;; : V. C Y% — Y? sont
ouvertes.

Alors, T' est contenu dans une droite (et donc les d—uplets de V' sont des
intersections de Y avec des droites).
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Démonstration du théoréme
Nous avons besoin pour la démonstration de l'objet suivant, que 1’on
appellera encore matrice de Brill-Noether si Y est de dimension > 1 :

Définition 2 (Matrice de Brill-Noether) Soit Y une variété algébrique
de dimension n. Soit wy,...,w, une base des n—formes abéliennes de degré
mazimal surY . Soit Py, ..., Ps s points distincts. Posons w; = ¢;.dz;(1 < j <
T); ol z; est un systéme de coordonnées locales en P;(1 < i <'s). La matrice
de Brill-Noether associce est la matrice scalaire s X 7 : [¢j(Pi>](1§i§s,1§j§7r).

Dans notre cas (Y est une hypersurface), on peut choisir comme fonctions
¢, les monomes de degré < d—n—2enxy,...,x,,y carw; = fij(x,y)/0, f.dx(F;).

Démonstration du théoréeme

Les hypotheses de position générale nous permettent d’obtenir n + 1
relations linéaires indépendantes entre les colonnes de la matrice de Brill-
Noether.

Supposons qu’on soit dans la premiere hypothese. On peut supposer V'
lisse en I'. Alors, si tq,...,%,,1 sont des coordonnées locales de V' en I', on
a:

n+1
dey Ao ANdz(P) =) agdty Ao ANdEoy Adtja AL A dEgg
j=1

et le fait que la famille est abélienne nous donne les relations :
d
Zaijqﬁj(Pi) = O(] = 1, RN ,n—|— 1)
i=1

D’apres I'hypothese, les d vecteurs (a;;)1<j<n+1 génerent €™ donc les n +
1 relations précédentes sont indépendantes. Supposons qu’on soit dans la
deuxieme hypothese. Alors il faut montrer que d — n colonnes arbitraire-
ment choisies dans la matrice de Brill-Noether sont linéairement dépendantes.
Montrons par exemple que les d — n dernieres colonnes sont dépendantes. 11
suffit de choisir dans

le = Z)\hdxl(Fﬁ)? e

i=1
i=1
des valeurs de \;; telles que

dzi N\ ... Ndzy Ndz(Pyyq) #0
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L’existence d'une matrice \;; découle de I’énoncé suivant, dont la démonstration
est simple :

Supposons donnés, dans C*", (n + 1) espaces C"(1 < i < n+ 1) deuz a
deuzx en somme directe. On peut trouver n points p; € €"™"'(1 < 1 < n) qui
engendrent un C" disjoint avec """

Il suffit en effet de faire dans €*" quotient par €™ pour que I’énoncé
devienne trivial.

Dans une hypothese comme dans 'autre, le rang de la matrice de Brill-
Noether est donc au plus d—n—1. Les points P; étant distincts, on peut choisir
un systeme de coordonnées affines o toutes les valeurs y(P;)(1 < i < d) sont
distinctes. Alors les mondmes 1, ..., y% ! sont linéairement indépendants sur
['; en effet, d’apres le calcul des déterminants de Vandermonde

det(y/ (Pr)) = Iy <iy (y(Psy) — y(P,))
d—n—2

En particulier les lignes correspondant aux monoémes 1,...,y sont linéairement
indépendantes. Le rang de la matrice de Brill-Noether étant égal a d —
n — 1, toutes les lignes de la matrice correspondant aux autres monomes
en dépendent donc linéairement. On va montrer que ces relations entre les
lignes de la matrice nous donnent les relations linéaires recherchées.

On a en particulier les relations

Ty = a;p0 +...+ (livd_n_de_n_Q(]_ S 7 S TL) (31)

et
Y =ajg+ ...+ g oy "1 <i < n)

En multipliant les premieres relations par y et en les soustrayant aux deuxiemes

(la i—ieéme a la i—ieme), on obtient les n équations:

0= az‘l,0+(az'1,1_ai,0)y+~ . -+(az‘1,d—n—2_ai,d—n—S)yd_n_z_ai,d—n—2yd_n_1(1 <i<n)
Comme on sait (par Vandermonde) que les monémes 1,7, ...,y% " ! sont

linéairement indépendants, on obtient que a;4-n—2 = 0(1 < i < n). En

multipliant les relations (3.1 ) (ou l'on sait maintenant que le dernier terme

est nul) par y2, et en les soustrayant (la i—iéme a la i—ieme) aux relations

Vai=ao+ .. 4 ai e, oy " (1 <i<n)

on obtient a;4-n—3 = 0(1 < i < n).De maniere générale, en multipliant les
relations (3.1) par y*(1 <k < d —n — 3) et en les soustrayant aux relations

yrai=alo+ ..+ al, oy (1< i< n)

on obtient a; g4—n—2-k+1 = 0(1 < i < n). Les équations (3.1) sont donc en fait
linéaires. On obtient ainsi que z1, ..., x, dépendent linéairement de y, ce qui
signifie que I" est sur une droite. g
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Remarque 12 Dans ce cas, a partir du fait que le rang de la matrice de
Brill-Noether en I' est d — n — 1, on peut conclure d’'une autre maniere que
' est aligné. En effet, on sait que la fonction de Hilbert de I' est strictement
croissante jusqu’a ce qu’elle soit égale a deg(I") (cf. Appendice); si elle vaut
d—n—1end—n—2, c’est donc qu’elle est < 2 en I', et que par conséquent
[ est aligné.

On peut en utilisant le méme type de raisonnement démontrer la propo-
sition suivante :

Proposition 12 Considérons le systéme différentiel sur Y provenant des
formes méromorphes ayant un péle d’ordre au plus n sur une section Y’ de
Y par un hyperplan H. Dans un certaine systeme de coordonnées affines,
on peut supposer que H est Uhyperplan a Uinfini, et que si f(x,y) = 0 est
p(z,y)

ayf(:r,y)
un polynome de degré < d — 2. Alors, sip € H =Y, les droites passant par

p définissent par intersection avec Y une variété intégrale pour ce systeme
différentiel, d’apres expression explicite de la transformation d’Abel.

Réciproquement, soit V. .C Y une variété intégrale de dimension n pour
ce systeme différentiel, avec des projections ouvertes. Alors il existe un point
p € H =Y tel que les éléments de V' soient des intersections de Y avec des
droites passant par p.

l’équation de Y, les formes en question s’écrivent :

dx, ou p(z,y) est

Comme corollaire de ce qui précede, on retrouve le résultat suivant, énoncé
dans ([28],p. 178) pour des hypersurfaces lisses comme corollaire du théoréme
de Lefschetz :

Corollaire 4 Soit Y et Y’ deux hypersurfaces irréductibles de IPy de degré
d > N + 2, non nécessairement lisses. Si il y a un morphisme surjectif ¢
de Y dans Y’', ce morphisme est induit par une transformation de [’espace
projectif ambiant IPy.

Si w est une forme abélienne sur Y, son image directe ¢.(w) est abélienne
sur Y. De plus, comme deg(Y') = deg(Y”), on obtient ainsi toutes les formes
abéliennes sur Y'. Donc, si V est une v.i.a. de dimension 2n dans X9, qui
a les "biprojections ouvertes”, la sous-variété V' de X'® obtenue a partir
de V' en appliquant ¢, est une v.i.a. de la méme dimension et ayant aussi
les biprojections ouvertes. D’apres notre théoreme, si V' est I'image de la
grassmannienne par ’application qui a une droite associe son intersection
avec Y, I'image de V sera l'image de la grassmannienne par I'application qui
a une droite associe son intersection avec Y’'; on associe ainsi a une droite
une autre droite, et de plus aux droites passant par p € Y correspondent des
droites passant par ¢(p) € ¢(Y). On définit donc ainsi une application de la
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grassmannienne des droites dans elle-méme, et qui est telle que 'image des
droites passant par un point nous donne des droites passant par un point; on
peut montrer qu'une telle transformation est induite par une transformation
de V'espace projectif IP. On peut donc associer a ¢ une transformation de
I’espace projectif qui transforme Y en Y. i

Remarque 13 Si l'on montre qu’au polynome homogene f de degré d qui
définit Uhypersurface’Y correspond un nombre fini de transformations linéaires
P vérifiant f(P.x) = Af(x) pour une certaine constante \, il s’ensuit que Y
admet un nombre fini d’automorphismes.

On peut énoncer un théoreme analogue au théoreme précédent si ¥ C
P, est une intersection complete de type (dy, ..., d,,) avec m > 2, mais il
nous faut une restriction sur les degré d; :

Théoréme 5 Soit Y une intersection compléte réduite de type (di, ..., dy)
dans Py, avec dy + ... +dy = n+m+ 2, de degré d = dy ...dy,,. Si il
passe par I' dans Y? une variété intégrale abélienne V de dimension n + m
vérifiant la condition de position générale suivante :Les projections m; : V' C
Y? — Y (1 <i<d) sont ouvertes; de plus, les n—plans normauz dx, A ... A
dx,(P;)(1 < i < d) auzx feuilles P; = C'te engendrent en chaque point de V
I’espace des n—vecteurs. Alors I est contenu dans un sous-espace linéaire de
dimension m (et donc les d—uplets de V' sont des intersections de Y avec
des sous-espaces linéaires de dimension m).

Corollaire 5 SoitY etY' deuz intersection compléetesY de type (dy, ..., dy,)
de IP, p, vérifiant di+...+d,, = n+m-+2. Si il y a un morphisme surjectif
de Y dans Y', ce morphisme est induit par une transformation de [’espace
projectif ambiant IP, ., .

Ce corollaire se démontre de la méme maniere que le corollaire analogue
énoncé précédemment.

Démonstration du théoréeme

Soit M la matrice de Brill-Noether associée a I'; on peut supposer M =
(pj(P;)), ou les p; sont tous les monomes de degré < dy+. . .+d,,—n—m—1sur
Y d’apres 10. On peut supposer que I' est lisse sur V. D’apres ’hypothese
de position générale, le nombre de relations linéaires indépendantes entre
les colonnes de M est égal a C7, ., dimension de l'espace vectoriel des
n—vecteurs en un point lisse de V. Or ceci est précisément d moins le nombre
de monomes

Yyt i < dy i, < iy iy <di b dy —m—n— 1
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D’apres ’hypothese on a dy + ... +d,, —m —n —1 = 1, donc ces d —
Chyy = m + 1 monomes sont linéairement indépendants sur I' pour un bon
choix de coordonnées affines, donc 1,4, ..., ¥y, fournissent (m + 1) lignes
indépendantes de M. Cela signifie, d’apres le rang de la matrice M, que les
autres lignes de M en dépendent linéairement. D’apres I’hypothese dq +. ..+
d,, —m —n—1 =1, on obtient n relations linéaires, qui sont indépendantes.

I' est donc contenu dans un sous-espace linéaire de dimension m.

Remarque 14 Nous n’avons pas réussi a montrer sans restriction sur les
d; que les relations ci-dessus obtenues entre les colonnes de la matrice de
Brill-Noether du fait de la présence d’'une v.i.a. de dimension > N passant
par I" sont en fait linéaires.

Remarque 15 Dans le cas de la famille définie par les intersections des
m—plans avec Y, on peut voir de la maniere suivante que le nombre de
relations entre les colonnes de la matrice de Brill-Noether est égal au nombre
de monoémes en yy, ...,y de degré inférieur a n (ce qui est tres inférieur au
nombre de n—formes sur la grassmanienne).

Ecrivons les équations des m—plans sous la forme canonique :

T1 = G111 +--'+am,1ym+b17"'axn = Q121 ++am,nym+bn

Alors, si wj = ¢;.dxy A ... Ndx,, on a:

d ox;

A(wy) =3 <;sj(13z-)olet(87')(db1 Ao Ndby + 3 ap(P). \ db AN day,)
i=1 J I,K iel jeI
ol o x est un monome en yy, . . ., Y, de degré < n; de plus tous les monomes

de degré < n apparaissent en tant que coefficients; de plus ces monomes
peuvent étre supposé indépendants sur les points P; pour un bon choix de
coordonnées affines. Les relations A(w;) = 0(1 < ¢ < 7) nous donnent donc
exactement C}, = relations entre les colonnes de la matrice de Brill-Noether.

3.3 Cas des variétés canoniques.

Soit Y C IP,,.,, une variété canonique de dimension n et de degré d =
nm + m + 2 (le degré est automatiquement 2m + 2 si n = 1). On peut
sur une telle variété prendre pour matrice de Brill-Noether en un p—uplet
I'=(P,...,P,) contenu dans une carte affine prendre la matrice [I;(P;)](1 <
i<n+m+1,1<j<p)oulesly=1etles;(1 <i<n+m-+1)sont
toutes les coordonnées de la carte affine.
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Théoréme 6 Si par I' € Y il passe une variété intégrale abélienne V de
dimension nm + n, I' appartient a un sous-espace linéaire de dimension m.

Démonstration du théoréme

Sin =1,1i.e.siY est une courbe canonique, le résultat est déja connu. Si
n > 2, le lemme suivant, appliqué a E = Tr(V)* et B; = Vect{dz,(P;),...,dz,(P;)}
(I'hypothese est vérifiée), implique tout ensemble de m + 2 colonnes de la
matrice de Brill-Noether est lié. Cela implique que I' est contenu dans un
sous-espace linéaire IP,,.

Lemme 30 Soit £, Fs, ..., E,n1 nm~+1 sous-espaces vectoriels de dimen-
sion n d’un espace vectoriel E& de dimension nm + n, tels que la somme de
m + 1 E; distincts égale E. Alors on peut trouver e; € E1,... eum € Eum
tels

E =Vect{er,...,enm} ® Enmi1

On peut montrer le lemme ainsi : Soit E’ le quotient de E par E,, 1,
E! = E;/E,my1. Cet espace est de dimension nm, et la somme de m E; est
égale a F'. Il suffit de montrer qu’on peut prendre une base de E' €},... e,

avec e; € Ej. C’est une conséquence du fait suivant : Si on a nm espaces
projectifs linéaires IP;,_; = P(E!)(1 < ¢ < nm) dans P,,, 1 = IP(E’) tels
que pour tout choix de P, € IP; _; les P; sont contenus dans un hyperplan

de Py, —1, alors les IP;, | sont tous contenus dans un hyperplan (et donc ne
sont pas disjoints).

Remarque 16 Nous ne savons pas si dans le cas ou n > 2 le théoreme reste
vrai sous 1’hypothese plus faible ou, sans supposer a priori la sous-variété Y
canonique, nous supposons juste qu’elle a pour degré d = nm +m + 2 et
m(d,n +m) = n+ m+ 1 formes abéliennes linéairement indépendantes de
degré maximal.
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Chapitre 4

Sur le support des 0—cycles
complets.

On se donne une variété algébrique irréductible Y C [Py de dimension n et
degré d. On sait d’apres Bézout que l'intersection avec Y d’une sous-variété
de dimension complémentaire N —n et de degré k, si elle est discrete, définit
un groupe de kd points, donc un 0—cycle € Y *d).

Définition 3 On appelle complet un 0—cycle qui s’écrit comme ['intersection
de Y avec une variété de dimension complémentaire. Le support d’un 0—cycle
complet sera également qualifié de complet.

Tout 0—cycle I' peut étre "complété” dans le sens o, prenant 'hypersurface
H, de plus petit degré k; contenant I' et ne contenant pas Y, puis de plus
petit degré Hy contenant I et pas Hy NY, et ainsi de suite, on obtient un
O0—cycle IV, appelé résiduel de I' par rapport a H = Hy N ...N H,, tel que
r+1"=HnNnY.

Etant donné un sous-ensemble E de Y, on peut se poser la question de
savoir quelles propriétés de E (la pseudo-concavité, le fait d’étre d’intérieur
non vide, ou de contenir certaines sous-variétés de Y'...) impliquent le fait de
contenir le support d’'un 0—cycle complet.

Les intégrales abéliennes jouent un role important dans I’étude ce probleme.

4.1 Cas des courbes: n = 1.
Soit Y C IPy une courbe algébrique irréductible. On pourra consulter en Ap-

pendice quelques notions de base sur la jacobienne généralisée J(Y'), 'application
d’Abel-Jacobi, le module des périodes, etc . ...
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Théoreme 7 1. Soit p un point de Y. Alors tout voisinage U de p auquel
on ajoute les singularités de'Y contient un ensemble complet de points.

2. Supposons Y singuliere. Soit E C Y [’ensemble des points dont tout
voisinage contient le support d’un 0—cycle complet. E est contenu dans
une courbe réelle de Y .

L’exemple suivant illustre le théoreme; il m’a été communiqué par M.
Mazet. Dans la suite, on appellera distingué un point qui est le support d’'un
0—cycle complet.

Exemple 1 Considérons la cubique Y d’équation y* = 23. L’ensemble E se
réduit au point a I'infini, qui est 'unique point d’intersection de Y avec la
droite a 'infini.

Considérons la cubique Y d’équation y? = x?(x+1). Les points distingués
correspondent aux points de parametre ¢t = . tan(am) avec « rationnel, dans
le paramétrage x =t — 1,y = t> — ¢ (plus le point a I'infini) et F correspond
aux points de parametre imaginaire pur.

Soit J(Y) =C"/A la jacobienne généralisée de Y (A est le "module des
périodes” correspondant au choix d’une base des différentielles abéliennes.

Soit ¢ : Y — J(Y) application d’Abel-Jacobi de Y, supposée normalisée
de telle facon que l'image de la section hyperplane soit nulle. On peut étendre
¢ par Z—linéarité sur I’ensemble des diviseurs de Y.

Démonstration du théoréeme, premiere partie.

On sait que I'application d’Abel-Jacobi ¢, : Y™ — J(Y) est un mor-
phisme propre génériquement fini de degré 1 entre espace de mémes dimen-
sion, donc est birationnelle. En particulier, si U est un ouvert de Y, I'image
de U™ par ¢ contient un ouvert de J(Y).

Considérons d’abord le cas ol Y est lisse. Comme ’ensemble N de points
de torsion de J(Y) est dense dans J(Y') (IV correspond aux points rationnels
dans l'isomorphisme de groupes de Lie réels J(Y) ~ (IR/Z)*"), il existe
r € ¢ (U™)N N. Alors, il existe n tel que n.z = 0; on peut de plus choisir
n de sorte que n7 soit un multiple de d, soit nm = kd.

Soit myq tel que

(O, (m)) — H*(Oy (m))

est surjective pour m > my (cf.lemme 24). Alors, si I’ € Y™ est un antécédent
de x par ¢, nl' est I'intersection de Y avec une courbe de degré k si on prend
n de sorte que k > my.

Considérons maintenant le cas ou Y est singuliere. Soit U un ouvert de
Y. Soit p: Y — Y une désingularisation de Y’; soit g < 7 le genre de Y.
Soit S = Sing(Y), S’ = p~!(S) (en tant que diviseur de Y”), H' I'image
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réciproque par p d’une section hyperplane H CY — S de Y et U’ = p~}(U).
Alors d’apres le raisonnement précédent il existe des entier n et k et un
point & € U'¥ tels que n(g + deg(S’)) = kd et ¢'(n(x + S') — kH') = 0, on
¢ est 'application d’Abel-Jacobi de Y. Cela implique d’apres le théoreme
d’Abel que pour n assez grand qu’il y a une fonction rationnelle r’ sur Y’ telle
que (r') =n(x+S") — kH'. Alors r = ' o ! est nécessairement régulicre
aux points singuliers de Y pour n assez grand; si [ est une forme linéaire
définissant H, [*.r € H°(Oy (k)). Le lemme 24 nous permet de conclure. i

Démonstration du théoréme, deuxieme partie

On suppose ¢ normalisé de sorte que ¢(H) = 0.

Lemme 31 L%mage par ¢ de l’ensemble des points distingués est contenue
dans ’ensemble N des points de torsion de J(Y'). Soit E l’ensemble des
points dont tout wvoisinage contient un ensemble complet de points. On a

E=¢ ' (N).

Si un point a une image par ¢ qui est de torsion dans J(Y), il admet un
multiple qui est linéairement équivalent a un multiple de la section hyper-
plane, et d’apres le lemme 24, ce point est distingué. Réciproquement, si ce
point P est distingué, et qu’il est intersection de Y avec une autre courbe
algébrique de degré k, I'image de kd.P par I'application d’Abel-Jacobi ¢ est
nulle d’apres le théoreme d’Abel; donc kd.¢(P) = 0.

Montrons maintenant la deuxieme partie du lemme. Considérons C" en
tant que IR—espace vectoriel. Alors on peut compléter Vect(A) = Re; +
...+ Reor_s en une base du IR—espace vectoriel C™; soit e 541, ..., e les
vecteurs qui completent. Soit e, ..., e5 la base duale. Comme €5 5. ;,... =
e5. s’annulent sur A, ces formes linéaires passent au quotient et définissent des
fonctions sur J(Y'), qu’on notera de la méme maniere. Alors N est défini par
les équations €5, 5., = 0,... = €5, = 0. Supposons que P n’ait pas son image
dans N. Alors l'ensemble des points @ € Y vérifiant e} (¢(Q)) > 0, quitte
a renuméroter les indices, est un voisinage ouvert de P, qui visiblement ne
contient pas le support d’'un 0—cycle complet, pour des raisons de convexité.

Réciproquement, si P a son image dans N, pour tout voisinage ouvert

Up de P, ¢.(U I(f)) contient un point de N, donc Up contient le support d’un
0—cycle complet.

La démonstration du lemme précédent nous permet d’achever la démonstration
du théoreme.

Soit i tel que 2r — § +1 < ¢ < 27. On sait que ¢(Y) génere J(Y)
(cf. Appendice), donc ef ne peut étre constante sur ¢(Y). De plus ef est
évidemment harmonique (dans le sens de partie réelle d'une fonction holo-
morphe) sur J(Y'), donc e} o ¢ est harmonique dans le méme sens et non
constante sur Reg(Y). Donc ef o ¢ = 0 définit une courbe réelle analytique
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sur Y. D’autre part, on a vu que E doit étre contenu dans €] o ¢ = 0, ce qui
termine la démonstration.

Rappelons qu’'un ensemble algébrique de IPy est rationnellement convexe
si son complémentaire est réunion d’hypersurfaces algébriques, ou (ce qui est
équivalent) si pour tout point extérieur a cet ensemble il existe un fonction
rationnelle réguliere sur I’ensemble et dont le module en ce point dépasse le
module de la valeur de la fonction en tout point de cet ensemble.

Corollaire 6 1. Si Y est lisse, tout fermé de Y strictement inclus dans
Y est rationnellement convexe.

2. 1l existe des disques analytiques lisses dans IPy rencontrant toutes les
hypersurfaces algébriques.

La premiere partie est une application directe du théoreme précédent.

Pour la deuxieme partie, considérons encore la cubique pararamétrée par
les équations x = t2—1,y = t(t*—1). La courbe a un unique point singulier en
x =y = 0. Donc, I'image de ft — 1| > € est lisse et rencontre toutes les courbes
algébriques de 1P, si € < 1 d’apres ce qu'on a vu (on a vu que Re(t) < 0
rencontre toutes les courbes algébriquesde IPs). i

Remarque 17 Sil'on considere la courbe réelle lisse v image de Re(t) = 0,
dans l'exemple précédent, le probleme du bord ne peut étre résolu pour -~y
dans le complémentaire d’aucune courbe algébrique. Pourtant, dans IPs, vy
admet deux solutions (ou bien au moins une si 'on pose le probleme avec
l'orientation), correspondant resp. a Re(t) > 0 et a Re(t) < 0 (suivant
I'orientation).

Théoreme 8 Soit P,..., P, un nombre fini de points sur Y. Si le genre
géométrique g (i.e. le genre de la normalisée) est > 2, il existe un nombre
fini de points Q tels que { Py, . .., Ps,Q} soit le support d’un 0—cycle complet.

DémonstrationSoit Y’ la normalisée de Y, ¢' : Y’ — J(Y’) 'application
d’Abel-Jacobi. La démonstration utilise le théoreme de Raynaud (cf.[55])
suivant lequel si C” est I'immersion de Y’ dans sa jacobienne J(Y”), alors
I'intersection de Y’ avec tout sous-groupe de J(Y”) de rang fini surQ est finie.
Supposons @ régulier. Si { Py, ..., Ps, @} est le support d'un 0—cycle complet,
si {P],...,P,Q'} sont les points correspondants sur Y’ (un point singulier
pourra correspondre & plusieurs points sur Y’), et @, ..., Q) sont les points
sur Y’ d’une section hyperplane de Y ne rencontrant pas Sing(Y'), alors le
point ¢/'(Q)) appartient au@Q —espace vectoriel engendré par ¢'(Py), ..., ¢' (P), ' (Q}), ..., ¢ (Q))
d’apres le théoreme d’Abel. Le théoreme de Raynaud nous dit qu’il n’y a pour
¢'(Q") qu’un nombre fini de solutions, donc pour @’ aussi, et finalement aussi

pour Q.
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Remarque 18 Certaines courbes lisses de genre > 2 possedent des points
distingués. Par exemple, considérons la courbe de Fermat Y C 1P, d’équation
homogene z¢ 4+ y? = 2% avec d > 4. Alors les points dont I'une des co-
ordonnées z,y ou z est nulle (qu'on appellera points d’osculation) sont des
points distingués. Par exemple, la droite d’équation x = z ne coupe Y que
dans le point ¢ de coordonnées homogenes z = 1,y = 0,z = 1. D’apres
le théoreme d’Abel, un point p est distingué ssi ¢(p) — ¢(c) est de torsion
dans la jacobienne de Y. Dans le cas des courbes de Fermat, Coleman (cf.
[15]) a montré que les seuls points distingués sont les points d’osculation.
Remarquons que les points d’osculation sont des points d’inflexion, mais que
I'inverse n’est pas vrai : pour m = 4, il y a 12 points d’osculation et 24 points
d’inflexion. De maniere générale, pour une courbe plane Y de degré d, si le
0—cycle kdP est complet avec k < d — 3 alors le point P est un point de
Weierstrass. Si on prend sur une cubique un “point distingué d’ordre 4”7, le
point correspondant sur la quartique n’est pas de Weierstrass.

4.2 Sur le supports des 0—cycles complets en
dimension supérieure.

Soit Y sous-variété algébrique irréductible de IPy de dimension > 2 et de
degré d.

Le premier théoreme du paragraphe précédent admet pour corollaire le
théoreme suivant :

Théoreme 9 SoitY C IPy une variété algébrique irréductible de dimension
> 2. Alors :

1. Pour tout ouvert non vide U de Y, U U Sing(Y') contient le support
d’un 0-cycle complet.

2. Il existe des compacts de Stein K C 'Y rencontrant toute hypersurface
algébrique.

Démonstration du théoréeme, premiere partie.

Soit H une sous-variété linéaire de IP 5 de dimension N —n + 1. On peut
choisir H de sorte que la section H N'Y soit une courbe algébrique C' qui
rencontre U, et telle que Sing(C') C Sing(Y). Alors on sait d’apres ce qui
précede que dans H il existe une hypersurface algébrique H' qui ne rencontre
C que dans Sing(C)UUNC. H' peut étre considéré dans Py comme une
intersection complete de codimension n; donc H'NY est un 0—cycle complet,
dont le support est contenu dans U U Sing(Y).

Démonstration du théoréme, deuxieme partie.
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Soit H une sous-variété linéaire de IP 5 de dimension N —n + 1. On peut
choisir H de sorte que la section HNY soit une courbe singuliere irréductible.
Alors on sait d’apres le paragraphe précédent qu’il existe des ouverts de YNH
non denses rencontrant toutes les hypersurfaces algébriques. Or, on sait que
tout ouvert non compact d’une courbe algébrique irréductible de IP,; est de
Stein. La conclusion découle alors du théoreme de Siu (cf.[60]).

I1 est naturel de se demander si le complémentaire de tout ouvert de Stein
sur une surface algébrique Y C IP3, qui d’apres ce qui précede ne contient
pas nécessairement l'intersection de Y avec une autre surface algébrique,
contiendrait pourtant I'intersection de Y avec une courbe algébrique. Nous ne
connaissons pas la réponse a cette question, mais nous pouvons dire du moins
que si la réponse est positive, le degré de la courbe doit étre suffisamment
élevé, et d’autant plus élevé que le degré d de la surface Y est élevé. En
effet, un théoreme de Noether-Lefschetz (cf. [22] ou [44]) énonce que sur une
surface ”générique” X de degré k > 4 (i.e. sur un ouvert dense de l'espace
des surfaces de degré k), tout diviseur effectif s’écrit comme l'intersection de
X avec une autre surface; en particulier le degré de toute courbe contenue
dans X est un multiple de k, et X ne contient pas de droite. Soit X une
telle surface générique coupant Y proprement (i.e. en une courbe) ainsi que
toutes les droites (en un nombre fini de points). Alors, si d > k, X NY ne
peut contenir I'intersection de Y avec une droite. En effet, une telle droite
couperait X en d points, donc serait contenue dans X, ce qui est exclu.

Remarquons que pour avoir sur Y un ouvert de Stein rencontrant toutes
les droites par la méthode précédente, il faut que d > 5. Si d = 4, toute
courbe contenue sur Y admet une quadrisécante; mais nous ne savons pas si
tout ouvert de Stein de Y admet une droite dans son complémentaire.

Sidim(Y') > 1, la dimension 7 duC—e.v. des 1—formes abéliennes fermées
(encore appelées différentielles abéliennes) ! sur YV s’appelle l'irrégularité de
Y. Posons la définition suivante : Y sera dite fortement singuliére si le mod-
ule des périodes A n’engendre pas €™ en tant que IR—espace vectoriel. En
particulier, on doit avoir 7 > 0 et la codimension de Sing(Y')) dans Y doit
étre égale a 1.

Théoreme 10 Si Y est fortement singuliere, presque tout point de Y ad-
met un voisinage dont le complémentaire rencontre toute les sous-variétés 'Y
de dimension complémentaire N — n qui coupent Y proprement (i.e. en un
nombre fini de points). Plus précisément, il existe une fonction 1 plurihar-
monique sur la partie réguliere de 'Y, deux ouverts disjoints Uy = {1 > 0} et

LA priori, une 1—forme abélienne n’est plus, comme dans le cas lisse, nécessairement
fermée, si la forme n’est pas de degré maximal. La condition de fermeture est nécessaire
pour pouvoir définir le module des périodes.
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Us = {¢ < 0}, dont la réunion estY —C' — S, ou C' = {¢p = 0} est une hyper-
surface analytique réelle et S est le lieu singulier de' Y, et dont l'adhérence de
chacun rencontre toute les variétés algébriques de codimension n qui coupent
Y proprement.

La démonstration est pratiquement identique a celle que nous avons
donnée lorsque dim(Y) = 1. La fonction v est la composée d'une forme [
IR—linéaire s’annulant sur le module des périodes A, avec I’application locale
¢:Y —C" que I'on peut définir par

(b(P):(/Piwl,...,/Pwﬁ)—i—a

Py

ol (w;)1<i<x est une base de 'e.v. des différentielles abéliennes et Py un point
arbitraire sur Y. Bien que ¢ ne soit pas globalement définie sur Y, la com-
posée 1 = lo¢ est bien définie. Etant la composée d’une application holomor-
phe et d'une fonction pluriharmonique, elle est elle-méme pluriharmonique.
Le théoreme découle alors du fait que si une variété algébrique Z C Py
de codimension n et de degré k coupe Y transversalement, les transforma-
tions projectives Z! de Z définissent une v.i.a. dans Y*% comme on 'a vu
auparavant. De plus il existe une transformation projective singuliere ¢ qui
transforme Z en une réunion de k sous-espaces linéaires de dimension N —n
qui coupe Y transversalement (cf. [61]). On peut donc choisir la constante
a de sorte que ¢(Py(t)) + ... + ¢(Pra(t)) = 0 pour tout ¢ tel que Z* coupe
Y proprement en kd points P;(t),. .., Py(t), d’apres le théoreme d’Abel. Le
théoreme s’en déduit. g
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Chapitre 5

Appendice.

5.1 Formes lisses, holomorphes et méromorphes
sur un espace analytique réduit de di-
mension pure.

Soit d’abord U un ouvert de €V, de coordonnées z1,...,zy. Une g—forme
différentielle de classe C*> sur V' est une expression de la forme

w= > rr.y(x)dx’ A dz’

I=(i1,...,Z'r),il<...<iT,J=(j1,...,js),j1<...<js,7’+s:q

on de’ = dw;, A ... Adx;, (vesp. dv! = dTi, A ... A dT;,) est une r—forme
C—linéaire (resp. s—forme C—antilinéaire) de € dans €, et les r; s sont des
fonctions C*° & valeurs dans €. Le terme rr ;(z)dx! A dz’ s’appelera forme
de type (r,s). 1 On peut décomposer toute forme de degré ¢ de fagon unique

comme une somme de formes de type (r,s),r +s = ¢.Sur V une ¢g— forme
méromophe (resp. holomorphe) est une expression de la forme

ott de! =dxy, A... A dz;, et ou les 7; sont des fonctions méromorphes (resp.
holomorphe) sur V; les poles de w sont les poles des r;. On note &;;° le faisceau

Les formes da! Adz’ définissent une base de I'espace des formes IR—linéaires de degré
g sur le complexifié €2V de Despace réel sous-jacent ach.
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des formes C™ de type (r,s), et £ = @, 45-4&)" le faisceau des formes lisses
de degré gq.

Soit maintenant X un espace analytique réduit de dimension pure n.
X peut étre réalisée localement comme un sous-ensemble analytique d'un
ouvert U de CV; on se place dans cette situation, car les notions & définir
sont locales. Soit donc X est un sous-ensemble analytique de dimension pure
n d’un ouvert U de €. On note Reg(X) la partie réguliere de X, Sing(X)
sa partie singuliere. On parlera de fonctions pour les 0—formes. On note
i : Reg(X) — U Ulinjection canonique. Par définition, une forme lisse ¢
définie sur un ouvert V' C U sera nulle sur X si i*(¢).

Il revient au méme de dire que ¢ A [X] = 0 sur V, ou [X] est le courant
d’intégration de Lelong sur U.

On définit ainsi le sous-faisceau Ny® C &7° des formes qui s’annulent sur
X. Le faisceau i* (& JNY®), noté £3°, est le faisceau des formes différentielles
lisses sur X.

Une g—forme lisse de type (r,s) sur X est donc une forme w C* sur la
partie réguliere de X qui s’écrit dans un voisinage de tout x € X comme la
restriction sur X d’une forme w’ lisse de type (7, s) dans un voisinage ouvert
U, C U de zx (ie. w = i*(W') sur Reg(x) N U,); en particulier deux formes
lisses qui sont égales sur Reg(X) sont égales.

On note £% = @, 45-,E¥’ le faisceau des formes lisses de degré q.

Les opérateurs 0, 0, d = 0+ 0 définis sur U sont aussi définis sur X car ils
commutent avec I'image réciproque i*, ou 7 est l'inclusion 7 : Reg(X) — U.

De méme, une g—forme réguliére sur X est une forme réguliere (i.e. holo-
morphe) sur Reg(X) qui s’écrit au voisinage de tout z € X comme restriction
sur X d’une forme réguliere (i.e. holomorphe) dans un voisinage ouvert de
U, C U. En particulier, c’est une forme lisse.

On note Q% le faisceau des g—formes régulieres sur X (pour ¢ = 0,
ce faisceau, noté aussi Oy, s’appelle le faisceau structural de X). C’est un
faisceau Ox —cohérent.

Enfin, une forme méromorphe sur X est une forme méromorphe sur
Reg(X) qui s’écrit au voisinage de tout « € X comme restriction sur X
d’une forme méromorphe dans un voisinage ouvert de U, C U (dont le pole
coupe X proprement).

On note MY% le faisceau des g—formes méromorphes sur Reg(X).

5.2 Les tissus et le théoréme d’Abel.

Un tissu réel (resp. complexe) de degré d et de codimension n dans un ouvert

U de RY (resp.C") consiste en d feuilletages de U par des sous-variétés C'>
(resp. sous-variétés analytiques) de codimension n dans U.
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Un feuilletage est défini localement au voisinage de x € U par les fibres
d’une application C* (resp. analytique) d’un voisinage ouvert U, C U de x &
valeurs dans R" (resp.C"), u : © — u(z) = (ui(x), ..., u,(x)) vérifiant du, =
duy N ... Ndu,, # 0, de sorte qu’'on peut d’apres le théoreme d’inversion
locale compléter uq, . .., u, en un systeme de coordonnées locales au voisinage
de z. du, € A"(T7) est défini a un scalaire multiplicatif pres; le (n — 1)—plan
associé dans IP(7}) s’appelle la normale au feuilletage en x. On suppose
N = mn. Supposons que notre tissu soit donné localement au voisinage de
x par d feuilletages u' = Cte,...,u? = Cte; une relation abélienne est une
relation de la forme :

d
Zfz(ul)du’ =0

L’espace vectoriel des relations abélienne est de dimension finie sur R (resp.
surC); sa dimension s’appelle le (n—)rang du tissu. Chern et Griffiths (cf.[26])
on donné une majoration pour le rang du tissu : le rang est inférieur a
7(d, m,n). On peut en déduire grace au théoreme d’Abel que 7(d, m,n) est
aussi une majoration pour la dimension du C—espace vectoriel des formes
abéliennes sur une sous-variété algébrique non-dégénérée (i.e. non contenue
dans un hyperplan) de degré d et de dimension n dans IP,,,, ;. Il se trouve
que cette borne est effectivement atteinte : il existe des sous-variétés irréductibles
non dégénérées de dimension n et de degré d dans IP,,,,,, 1 ayant exactement
m(d, m,n) n—formes abéliennes indépendantes : on les appelle variétés de
Castelnuovo (cf. [29]).

5.3 Anneaux et modules gradués.

Soit Y un sous-variété algébrique de IPy; par définition, ¥ admet un systeme
d’ équations homogenes fi(z) = ... = fuy(z) = 0. Les polyndémes homogenes
qui s’annulent sur Y engendrent un idéal Iy de R = C|xy,...,zy| appelé
I'idéal de Y; 'anneau quotient Ay = R/Iy est Panneau homogéne ou gradué
de Y; 'anneau gradué de Py est donc R. On note Ay (l) I'ensemble des
éléments de Ay dont un réprésentant est homogene de degré [ dans R. Dire
que l'anneau est gradué signifie que Ay (n).Ay(m) C Ay(n + m) et que
Ay = @ZGZAY(Z)’

Plus généralement, un R—module M sera dit gradué si M = &, M,
et si pour tout (m,n) € Z* on a R,,.M, C M,,,. Les éléments de M, sont
alors appelé homogenes de degré n. On note M|t] le R—module gradué défini
par M[t], = M;;,. Un morphisme de R—modules gradués f : M — N est
un morphisme de R—modules qui vérifie pour tout n € 7ZZ f(M,) C N,.

Le théoreme des syzygies gradués, qui remonte a Hilbert, s’énonce alors
de la maniere suivante.
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On note A, = C[Xo,...,X,] un anneau de polynomes a n + 1 variables
sur € et M un A—module gradué de type fini, i.e. admettant un nombre fini
de générateurs. Si m;,n;;(1 <i<n,1 <j <m;) sont des entiers, et si

0— N — @icjcm, An[~Nns] = - = Bigjcm, Anl—115] —
— D1<j<moAn[—N0j] = M — 0

est une suite exacte a homomorphismes de degré 0, alors il existe des entiers
Mypt1 €t Nppqj avee 1 < j <mypyq tels que N >~ @1<jom,  An[—Nny1]-

On trouvera une démonstration de ce théoreme, dans le cas d’un module
sur un anneau local, par exemple dans [28], p.694. I est facile de se ramener
au cas local : il suffit de localiser par I'idéal maximal engendré par xg, ..., xy.

Soit Y une sous-variété algébrique de IPy d’idéal Iy. Son anneau Ay =
An/Iy est muni de maniére naturelle d’'une structure de Ay—module. La
fonction de Hilbert de Y est définie par ¢y (l) = dim(g(Ay(l)). D’apres le
théoreme des syzygies gradués, il existe un polynome Py, appelé polynome
de Hilbert de Y, tel que ¢y (l) = Py(l) pour [ >> 0. Le degré n de Py est
égal a la dimension de Y. Le coefficient dominant est égal a d(Y")/n!, ou d(Y)
est le degré de Y.

On a la suite exacte

Iy — OIPN — Oy — 0
qui donne pour tout [ > 0 une suite exacte :
0— HZy(l)) — H(Op, (1) — H(Oy(1)) — H'(Zy (1)) — 0

car

HY(Op, (1)) =0

Une variété algébrique est linéairement normale si la restriction
H(Op, (1)) — H(Oy (1))

est surjective; elle est projectivement normale si la restriction est surjective
pour tout [ > 0.

Un théoreme (le théoreme d’équidimensionnalité) de Macaulay nous dit
que lorsque Y est une intersection complete réduite, Y est projectivement
normale. Il suffit pour le voir de se placer successivement sur toutes cartes
affines associées a un systeme de coordonnées projectives.
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5.4 Fonction de Hilbert d’un groupe de points.

Si I' est un groupe de points, la suite exacte précédente :

0 — H(Ir(l)) — H*(Op, (1)) = H(Or (1)) — H'(Zr(1)) — 0

nous donne, comme dimg(H(Or(l))) est constamment égale a deg(T') :
ér(l) = deg(T') — hY(Zr (1)) avec h'(Zp(1)) = dim(H'(Zr(1)). Cest pourquoi
h'(Zr (1)) s’appelle le nombre de conditions imposées sur les hypersurfaces
de degré [. On peut montrer que si ¢r(l) # deg(I') alors ¢r(l + 1) > or(l);
autrement dit h'(Zr(1)) est une fonction strictement décroissante jusqu’a ce
qu’elle s’annule.

5.5 Sur la puissance symétrique y @)

On peut définir une variété quotient du produit cartésien Y? par le groupe
symétrique X,. D’apres Serre (cf.[59]) on peut en effet former le quotient
d’une variété algébrique par un groupe fini arbitraire, pourvu que l’action
du groupe soit telle que 'orbite d’un point soit toujours contenue dans un
ouvert affine.

On peut regarder ce quotient comme une sous-variété algébrique d’un

espace projectif par la méthode suivante. Y étant une sous-variété analytique

de TPy, on peut considérer Y ) comme une sous-variété analytique de IP%'),

celle-ci pouvant étre plongée dans une espace projectif IP, de la maniere
suivante. On considere les polynémes homogenes de degré p. Alors aux p
points de Py on peut associer un polynome homogene de degré p qui est
produit de p formes linéaires :

¢(U) = (U()iC()(Pl) 4+ ...+ UN[EN(Pl)) Ce (UoiC()(Pp) 4+ ...+ uNxN(Pp))

Les coordonnées des points P; étant déterninés a un scalaire multiplicatif pres,
les coordonnées de ce polynome de degré p sont déterminées a un scalaire
multiplicatif pres; le point de IPy(k = C% ip— 1) associé par projectivisation
nous donne donc un morphisme Y? — [P, qui passe au quotient, et nous
donne un isomorphisme entre la puissance symétrique Y ) et la sous-variété
de IP;(C )image associée. Ainsi, si Y est une variété projective, il en est de méme
de YV,
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5.6 Résidus et identité de Jacobi.

5.6.1 Résidu sur une hypersurface réduite.

Soit X une variété analytique de dimension n, V' une hypersurface réduite
de X. Désignons par w'y (V) le faisceau des n-formes méromorphes a pole
simple sur V. Les sections de w% (V) s’écrivent localement sous la forme :
w = g(2)dz1 A ... Ndz,/f(2), ou f(z) = 0 est une équation locale de V/
dans X et g(z) une fonction méromophe dont les poles ne contiennent pas V.
On peut définir 'opération resy de résidu sur V sur les sections de w% (V')
de la maniere suivante. Dans 1’écrire locale donnée précédemment, on pose :
W = (=1)1%2dz A Adziiy Adziy A ... Adz, pour tout i tel que % # 0.
dz; ¢
La restriction de «’ a V ne dépend pas de I’équation locale choisie, ni du
choix des coordonnées locales. Le morphisme de faisceaux associée s’appelle
"résidu sur V7.

Plus généralement, si la forme w est a "pole logarithmique” sur V, i.e.
w=uw'/f,avecwy = 0et f est une équation de V' génériquement réduite, on
définit ainsi resy (w) : on écrit gw = W' Adf /f + ", ou W', w" sont régulieres
et (f,g) définit une suite réguliere; alors resy (w) = w'/g, .

On peut définir un autre résidu, noté Resy, de la maniere suivante.

On associe a une forme méromorphe w a pole sur g = 0 le courant résiduel
Resy (w) :

a—lim [ aAw
e—0 /1,
oul'. = {|f| = €1,]g| > €2}, et ot on fait tendre le couple € = (€1, €5) de manieére
adéquate (cf.[39]).

Alors, si la forme w est a "pole logarithmique” sur V', i.e. w = W'/ f, avec
wi, = 0 et f est une équation de V' génériquement réduite, alors le courant
résiduel Resy (w) coincide avec resy (w)A[V], ou resy (w) est la forme "résidu
sur V7 de w définie précédemment.

5.6.2 Courant résiduel sur une intersection complete
de codimension p.

On se place dans ce qui suit dans un ouvert U de @Y. On associe des courant
a des formes méromorphes de la maniere suivante. On appelle les courants de
cette forme des ” courants résiduels”. On considere une forme w s’écrivant sous

/ , . . , 5N
la forme : w = f1~~o~pr~gj avec (fi...,..., fp,g) définissant une suite réguliere,

et w’ une forme holomorphe. On note Z; défini par la fonction f;, et Z =
Zy N ...N Z, une intersection compléte de codimension p (il est a noter que
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l'ordre des Z; importe). Alors on définit :

Resz(w)(a) =  lim / w A«
2@ = 1 o oy
avec T.(f) = {|fi| = e1,... | f,| = €} La limite est ici prise en faisant tendre
le vecteur (e, ...,...,€y,0) vers 0 de maniere adéquate (pour des précisions,

cf. [39]).

On voit donc que si w s’écrit sous la forme ou g.w' est

w/
Jrofe—1fet1 o
holomorphe, Resz(w) = 0. On a une réciproque de ce résultat : si Resyz(w) =

0, g.w s’écrit sous la forme Y%_; I ou les wj, sont des formes

nd
o1 feg1--Ip
holomorphes sur U. B
Sip=1,et g =1, on a Resz(w) = J[w|, ou [w] est le courant ”valeur
principale” associé a w.

5.6.3 Résidu ponctuel

Supposons données N fonctions fi, ..., fx ayant & l'origine 0 € €V un zéro
isolé. On considere la N —forme méromorphe w = mdm A...Ndxy.

Soit v le n—cycle réel défini par
v={z{filz)|=a(l <i< N}
et orienté par la condition :

d(arg(fi)) A Nd(arg(fx)) = 0

Alors par définition :

resqy(w) = /w
v

5.6.4 Identité de Jacobi

Citons le théoreme des résidus tel qu'il est démontré dans Griffiths (cf. [28],
p.656) : Soit M une variété compacte de dimension N, Dy, ..., Dy des hy-
persurfaces (non nécessairement réduites) dont l'intersection est un groupe
de points I'. Soit w une N—forme méromorphe dont le diviseur polaire est
(D1) + ...+ (Dy), ou (D;) est le diviseur associé a 'hypersurface D;. Alors
Y perresp(w) = 0.

Alors I'identité de Jacobi provient du théoreme global des résidus, si 'on
remarque que, si I'on pose = Zf\io Ti. \jz drj, la forme rationnelle

p(@)p

fiooIN
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dont on vérifie qu’elle passe au quotient, a pour pole précisément la somme
des diviseurs D; : {f; = 0}.

Identité de Jacobi

Dans C~, soit g1,...,gn N polynomes de degrés respectifs si,...,Sn
s’annulant en s = sy ... sy points P¥ distincts (et uniquement en ces points).
Soit K(x1,...,xy) un polynome de degré inférieur ou égal ¢ s1+ ...+ Sy —
N — 1. Alors :

d K

D B
i1 det (=)

(P*) =0

5.7 Théoreme de Bézout

Soit Y et Y’ deux variétés algébriques de IP 5 de dimensions complémentaires.
Alors, si Y et Y’ se coupent en un nombre fini de points, la somme des
multiplicités d’intersection de ces points est égale aux produit des degrés de
Y etY'

On pourra consulter par exemple [61]. L’idée est la suivante. On peut
supposer Y’ irréductible. On considére les diverses transformation projectives
Y* de Y; on montre d’abord qu’elles se coupent génériquement en un nombre
constant de points distincts, égal au produit des degrés de Y et Y’. Le cas
général est alors une conséquence du principe de la conservation du nombre,
suivant lequel si P est un point d’intersection isolé de Y et Y’, on peut
associer a P une multiplicité d’intersection de sorte que lorsque ¢ tend vers
I'identité, on peut trouver k points dans I'intersection Y NY’ qui tendent
vers P.

5.8 Application d’Abel-Jacobi

Soit Y C Py une courbe algébrique irréductible. Soit wy,...,w, une base
des 1—formes holomorphes sur Y.

On a vu qu’il est équivalent de dire que D et D’ sont linéairement
équivalent (i.e. qu'il existe un morphisme de Y dans IP; qui admet D et
D’ comme fibres particulieres) et que D et D’ font partie d’'une méme v.i.a.;
cette équivalence est en fait la forme la plus proche de la version “officielle”
du théoreme d’Abel (cf. par exemple [56]), qui s’exprime ainsi :

Théoréeme d’Abel

Soit D =Py +...+ B,et D' =P/ + ...+ P, deux O0—cycles de méme
degré. Les deux assertions suivantes sont équivalentes :
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1. 11 existe des chemins ~; d’origine P; et d’extrémité P/, tels que

2. D et D’ sont linéairement équivalents.

Etant donné un chemin ~ sur Y, on définit le m—uplet

(Lwl,...,Lwﬂ)

L’ensemble de ces m—uplets ou v décrit 'ensemble des chemins fermés sur Y
est un Z—module A.A est discret (en particulier de rang < 27 ).Supposons
en effet qu’il existe des cycles ayant pour images des vecteurs arbitrairement
proches de 0. Soit D = Py +. ..+ P, un diviseur de degré m non spécial. Alors
on peut associer a un diviseur D' = Q1 + ... + @, Q; dans un voisinage de

P; le vecteur
™ Qi Q;
o(D") =Z(/ wl,...,/ wr)

i=1 7Fi B

Lorsque D’ décrit un voisinage de D, I'image décrit un voisinage de
I'origine. En particulier, il existe un cycle v dont I'image est dans ce voisi-
nage de l'origine. Par conséquent, D et D’ sont linéairement équivalents, ce
qui implique, comme D est non spécial, D = D’. Le Z—module A est donc
discret, de rang < 27. On peut définir la variété quotient J(Y) =C"/A; J(Y)
s’appelle la jacobienne (généralisée si Y est singuliere) de Y. i

A est discret, donc son rang sur 7 est aussi le rang sur R du IR—e.v.
qu’il engendre. Soit 27 — 0 le rang de A, engendré par les 27 — § vecteurs

([Yim,...,/%wﬂ)(lgiggw_(;)

ol ¢ est un entier.
Supposons que Y est lisse. Alors si pour toute forme holomorphe w sur
Y on a [pw =0 alors 7 est homologue a 0. On a donc § = 0.
Retournons au cas général.
On peut définir une application ¢ (dite d’Abel-Jacobi) de Y dans J(Y) =
C™/A, par
P P
o(p) = (/ wl,...,/ wr) + amodA
Ppo Po
ou pp est un point de Y et a un constante arbitraire. On peut ensuite définir
pour tout k& > 0 une application ¢ (ou parfois ¢ pour préciser) de Y*) dans
J(Y), en posant

d(p1+ ... +pr) = d(p1) + ... + d(pk).
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D’apres le théoreme d’Abel-Rosenlicht, les fibres de 'application d’Abel-
Jacobi correspondent aux séries linéaires completes.
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