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Résumé : Nous onsidérons le as d'un orps faiblement élastique dont une partie de lafrontière est enastrée. Notre problème est de déterminer un ontr�le sur la partie de lafrontière laissée libre (non-enastrée), de telle sorte que le système, quelque soit son étatd'origine, s'amortisse le plus rapidement possible.En d'autres termes, nous onsidérons un système élastodynamique, amorti au moyend'une rétroation dé�nie par une ondition de type Neumann sur une partie de la frontière,l'autre partie de la frontière étant munie des onditions de Dirihlet homogène. Nousobtenons des résultats de stabilisation frontière linéaire et non-linéaire, ainsi qu'un résultatde ontr�labilité. Nous démontrons pour ela des relations ad-ho, dites de Rellih, puisnous utilisons la méthode des multipliateurs.L'originalité de e travail réside dans la présene d'une interfae entre la partie Dirihletet la partie Neumann, qui génère des singularités.Mots lés : Système linéaire de l'élastiité, Singularité, Régularité, Condition aux limitesDirihlet-Neumann, Stabilisation frontière du système élastodynamique, Contr�labilitéfrontière du système élastodynamique, Relation de Rellih, Méthode des multipliateurs.Abstrat : We onsider the ase of a weakly elasti body, with a sinked part along itsboundary. Our problem is to build a ontrol along the free part of the boundary, suhthat the energy funtion vanishes as quik as possible.In other words, we onsider an elastodynami system, damped by a Neumann feedbakon the free part of the boundary. We assume that homogen Dirihlet ondition holds onthe other part. We obtain linear and nonlinear boundary stabilization results, and aontrollability result. We need so-alled Rellih relations, and we use multipliers method.The originality of this work lies in the existene of a non-empty interfae betweenDirihlet part and Neumann part, whih generates singularities.Key words : Linear elastiity system, Singularity, Regularity, Dirihlet-Neumann boun-dary ondition, Boundary stabilization of elastodynami system, Boundary ontrollabilityof elastodynami system, Rellih relation, Multipliers method.
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8 INTRODUCTIONNous onsidérons le as d'un orps faiblement élastique dont une partie de la frontièreest enastrée. Notre problème est de déterminer une rétroation (un feedbak) sur la partiede la frontière laissée libre (non-enastrée), de telle sorte que le système, quelque soit sonétat d'origine, s'amortisse le plus rapidement possible.0.1 Le problème onsidéréSoit Ω un ouvert borné de Rn su�samment régulier. On suppose que sa frontière ∂Ωvéri�e :
∂Ω = ∂ΩD ∪ ∂ΩN , ave



∂ΩD ∩ ∂ΩN = ∅,mes(∂ΩD) 6= 0,mes(∂ΩN) 6= 0.
(1)On note Γ = ∂ΩN ∩ ∂ΩD, l'interfae entre la partie enastrée ∂ΩD et la partie libre

∂ΩN (f �gure 1).
∂ΩD

∂ΩN

Ω

Γ

Fig. 1 � Un exemple de domaine Ω.Soit v un hamp de veteurs su�samment régulier. On dé�nit pour e hamp le tenseurdes déformations ǫ(v) ∈ Mn(R) par :
ǫ(v) = Ja(v) +t Ja(v).Nous allons onsidérer dans la suite un orps élastique homogène et isotrope. Soient

λ > 0 et µ > 0, les oe�ients de Lamé, tels que, en vertu de la loi de Hooke, le tenseurdes ontraintes σ(v) ∈ Mn(R) s'érit :
σ(v) = 2µǫ(v) + λtr(ǫ(v))In.



INTRODUCTION 9Le système élastodynamique linéaire isotrope, ontr�lé sur la partie ∂ΩN par le feed-bak F, s'érit :














u′′ − div(σ(u)) = 0 dans Ω × R+ ;
u = 0 sur ∂ΩD × R+ ;
σ(u)ν = F(x,u′) sur ∂ΩN × R+ ;
u(0) = u0, u′(0) = u1 dans Ω ;

(2)où � u : Ω × R+ → Rn est le hamp des déplaements, u′ et u′′ les dérivées en temps,� ν est le veteur normal sortant sur la frontière,� F est la fontion feedbak.� (u0,u1) sont les onditions initiales.Pour e système, on dé�nit l'énergie :
E(u, t) =

1

2

∫

Ω

(|u′|2 + σ(u) : ǫ(u))dx ;où σ(u) : ǫ(u) =
∑n

i,j=1 σij(u)ǫij(u).Le problème est de donner des onditions sur Ω, Γ et F a�n que ette énergie soitexponentiellement déroissante en temps, au sens suivant :Pour tout C > 1, il existe une onstante ̟ > 0 telle que pour toute ondition initiale
(u0,u1) su�samment régulière, la solution u du problème (2) véri�e

∀t ∈ R+, E(u, t) ≤ Ce−̟tE(u, 0).Quelques notations pour la suiteOn introduit les espaes suivants :� L2(Ω) = (L2(Ω))n, Hs(Ω) = (Hs(Ω))n, pour s > 0 ;� H1
D(Ω) = {v ∈ H1(Ω) / v = 0 sur ∂ΩD} ;� H = H1

D(Ω) × L2(Ω), ave la norme suivante :
∀(v0,v1) ∈ H, ‖(v0,v1)‖H =

∫

Ω

(

|v1|2 + σ(v0) : ǫ(v0)
) dx.� Pour un hamp de veteurs v régulier, on dé�nit

∇v = (∂jvi)1≤i,j≤n =





∂1v1 . . . ∂nv1... . . . ...
∂1vn . . . ∂nvn



 .



10 INTRODUCTION0.2 Les résultats obtenus préédemment pour le système élasto-dynamiqueL'étude de la stabilisation frontière du système élastodynamique a débuté par Lagnese([22℄), en 1983. Il a pour ela introduit le feedbak dit �naturel�. Le système élastodyna-mique linéaire isotrope, ave e feedbak naturel, s'érit :














u′′ − div(σ(u)) = 0 dans Ω × R+ ;
u = 0 sur ∂ΩD × R+ ;
σ(u)ν = F(x,u,u′) sur ∂ΩN × R+ ;
u(0) = u0, u′(0) = u1 dans Ω ;

(3)où F(x,u,u′) = −a(x)u− b(x)u′, ave a, b ∈ C1(∂ΩN ).Par une méthode lassique de semi-groupe, on montre que le problème (3) admet uneunique solution, sous la ondition suivante :
(u0,u1) ∈ H (4)Pour le problème (3), l'énergie s'érit :

E(u, t) =
1

2

(∫

Ω

(|u′|2 + σ(u) : ǫ(u))dx +

∫

∂ΩN

a|u|2 dΓ

)

;Les résultats obtenus dans [22℄ ne s'appliquent pas aux systèmes isotropes. Dans [23℄,Lagnese montre un résultat de stabilisation pour les systèmes isotropes en dimension 2,en introduisant un feedbak arti�iel. Dans [20℄, Komornik passe à la dimension 3 pour
∂ΩN sphérique, toujours pour e feedbak arti�iel.C'est en 1997, dans [1℄, qu'Alabau et Komornik obtiennent un résultat de stabilisationave le feedbak naturel pour des systèmes isotropes et anisotropes, à l'aide d'une nouvelleidentité. Ces résultats ont été par la suite étendus dans [15, 17, 2, 3℄, pour des géométriesmoins restritives. Cependant, dans tous es travaux, les di�érents auteurs supposentque ∂ΩN ∩ ∂ΩD = ∅, e qui permet d'avoir des solutions fortes dans C(R+,H2(Ω)). Enrevanhe, lorsque ∂ΩN ∩ ∂ΩD 6= ∅, le hangement de onditions au bord génère pour lessolutions fortes des solutions singulières qui n'ont plus la régularité H2, omme dans leas des ondes que nous dérirons plus loin.Le résultat le plus général pour le système de Lamé, toujours sans singularité, a étéobtenu par M. A. Horn [18℄, à l'aide de tehniques miro-loales, mais es tehniques neonduisent pas à un taux de déroissane expliite, dans e as.Notre objetif était don d'obtenir un résultat de stabilisation frontière du systèmeélastodynamique dans le as où il existe une interfae Γ non vide entre la partie Dirihlet
∂ΩD et la partie Neumann ∂ΩN , et si possible ave des tehniques permettant d'avoir destaux expliites de déroissane.0.3 Le as de l'équation des ondesNous nous sommes don intéressés d'abord à l'équation des ondes (f [19℄ et les réfé-renes de e livre), pour laquelle et objetif avait été préédemment atteint. Des ondi-



INTRODUCTION 11tions géométriques induisant des singularités ont d'abord été étudiées dans [13℄. Ce travaila ensuite été étendu dans [21℄, où a été introduit le feedbak dérit i-dessous, puis dans[4℄, où le as de la présene d'une interfae Dirihlet-Neumann a été étudié. Nous donnonsii un rappel des résultats obtenus dans ette dernière référene.Soit n ≥ 3. Soit Ω un ouvert borné onnexe de Rn tel que, au sens de Ne£as ([31℄), ∂Ωest de lasse C2. En tout point x de ∂Ω, on dé�nit ν(x) le veteur normal unitaire sortant(f �gure 2).
τ

ν

∂ΩD
x0

∂ΩN

Ω

Γ

Fig. 2 � Un exemple de domaine Ω.On �xe x0 ∈ Rn \Ω et on dé�nit la partition de la frontière de Ω de la façon suivante :
m(x) = x− x0, ∀x ∈ Rn ;
∂ΩN = {x ∈ ∂Ω / m(x)·ν(x) > 0} ;
∂ΩD = {x ∈ ∂Ω / m(x)·ν(x) ≤ 0}.

(5)On note Γ = ∂ΩN ∩ ∂ΩD. On suppose que
Γ est une sous-variété de odimension 2 et de lasse C3 tellequ'il existe un voisinage Ω′de Γ tel que ∂Ω ∩ Ω′est une sous-variété (6)de odimension 1 et de lasse C3.(f �gure 2)Nous pouvons onsidérer ∂ΩN omme un ouvert régulier de ∂Ω, et ainsi dé�nir en toutpoint s de Γ, τ (s) le veteur unitaire normal à ∂ΩN , pointant vers l'extérieur de ∂ΩN ettangent à ∂Ω. On suppose alors que, pour tout s ∈ Γ, on a

m(s)·τ (s) ≤ 0, (7)e qui est toujours vrai si Ω est onvexe.



12 INTRODUCTIONOn regarde alors le problème suivant :














u′′ − ∆u = 0 dans Ω × R+ ;
u = 0 sur ∂ΩD × R+ ;
∂u
∂� = −(m·ν)u′ sur ∂ΩN × R+ ;
u(0) = u0, u′(0) = u1 dans Ω.

(8)On suppose que (u0, u1) ∈ H1
D(Ω) × L2(Ω). Dans e as, le problème (8) admet uneunique solution :

u ∈ C0(R+, H1
D(Ω)) ∩ C1(R+, L2(Ω)).On dé�nit alors son énergie :

E(u, t) =
1

2

∫

Ω

(|u′|2 + |∇u|2)dx.Nous onsidérons u une solution forte. Une singularité apparaît au voisinage de Γ. Parré�exion, on montre qu'en fait, ette singularité est du même type que la singularité quiapparaît dans le as d'une �ssure ave ondition de Dirihlet.On regarde la solution u à t > 0 �xé. Au voisinage de tout point de Ω \ Γ, la solutionest H2.
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Fig. 3 � Comportement loal de la fontion de Shamir.Au voisinage d'un point s de Γ, on onsidère le repère orthonormé formé de ν(s)et τ (s), et omplété par n − 2 veteurs (z1, . . . , zn−2). Les dérivées partielles de u parrapport aux zi sont H1. Et surtout, u se déompose en la somme d'une fontion H2 etd'une fontion singulière, produit tensoriel d'une fontion H 1
2 sur Γ et de la transforméeisomorphe de la fontion uS , dé�nie sur un demi-disque en oordonnées polaires par :

uS(r, θ) =
√
r sin

(

θ

2

)

ς(r), (9)où ς(r) est une fontions de tronature, C∞, valant 1 au voisinage de 0 et 0 à partir d'unertain r0. Cette fontion a été introduite par Shamir [36℄. (f �gure 3)



INTRODUCTION 13Ce résultat permet d'obtenir une relation, dite de Rellih (f. [34℄) :Soit u ∈ H1(Ω) tel que :� ∆u ∈ L2(Ω) ;� u|∂ΩD
∈ H3/2(∂ΩD) ;� ∂νu|∂ΩN
∈ H1/2(∂ΩN).Alors, 2(m ·∇u)∂�u − (m ·ν)|∇u|2 est intégrable sur ∂Ω, et il existe ζ ∈ H1/2(Γ) telque

2

∫

Ω

(m·∇u)∆u dx = (n− 2)

∫

Ω

|∇u|2 dx +

∫

∂Ω

(

2(m·∇u)∂νu− (m·ν)|∇u|2
) dγ

+

∫

Γ

(m·τ )|ζ|2 ds. (10)Ce résultat est en fait utilisé sous la forme suivante, grâe à (7) :
2

∫

Ω

(m·∇u)∆u dx ≤ (n − 2)

∫

Ω

|∇u|2 dx +

∫

∂Ω

(

2(m·∇u)∂νu− (m·ν)|∇u|2
) dγ.On utilise alors la méthode des multipliateurs (f [19℄), pour obtenir le résultat de sta-bilisation frontière suivant :Il existe C > 1 et ̟ > 0, indépendants de (u0, u1) tels que

∀t ∈ R+, E(u, t) ≤ Ce−̟tE(u, 0).0.4 Les résultats obtenus0.4.1 La piste que nous avons suivieNous nous sommes inspirés du as de l'équation des ondes pour obtenir la stabilisationfrontière du système élastodynamique (2). Nous nous sommes d'abord demandés quelfeedbak F adopter. La question qui se posait était de savoir si nous pouvions garderle feedbak naturel général, ou bien si un feedbak plus prohe de elui utilisé pour lesondes pouvait mieux onvenir. A�n de se donner une première idée de la réponse à ettequestion, nous avons herhé quel feedbak adopter pour stabiliser l'équation suivante,qui est une équation des ondes plus générale :














u′′ − div(A∇u) = 0 dans Ω × R+ ;
u = 0 sur ∂ΩD × R+ ;
∂u
∂�A = F (x, u′) sur ∂ΩN × R+ ;

u(0) = u0, u′(0) = u1 dans Ω ;

(11)



14 INTRODUCTIONoù A est une matrie n× n, dé�nie positive, et où ∂
∂�A est la dérivée onormale assoiée àla matrie A.Nous avons raisonné dans le as simple où Γ = ∅, et on montre qu'alors, le même feed-bak, F = −(m·ν)u′, stabilise enore. On peut don voir ii que la matrie A n'intervientpas dans le hoix du feedbak.Nous avons don voulu véri�er si nous pouvions étendre e résultat au système élas-todynamique. En d'autres termes, nous avons voulu savoir si le feedbak F = −(m·ν)u′,qui est en fait un feedbak naturel partiulier, permettait de stabiliser le système élasto-dynamique, en présene de singularités.En étudiant la preuve de la stabilisation de l'équation des ondes, on s'aperçoit qu'unpoint essentiel du suès du feedbak de type F = −(m·ν)u′ est qu'il tend vers 0 lorsqu'ons'approhe de Γ. Plus préisément, (m(x) ·ν(x)) ∼ d(x,Γ), où d est la distane. Ainsi,la forme du feedbak doit dépendre de la géométrie du domaine, et non de la forme del'équation étudiée, e qui renfore l'idée que F = −(m ·ν)u′ est un feedbak suseptiblede stabiliser le système élastodynamique.Nous avons don d'abord véri�é diretement que e feedbak stabilisait lorsque Γ = ∅.Ii, nous avons proédé omme dans le as des ondes (f [21℄). La di�ulté essentielle a étéd'obtenir une relation de type �Korn frontière�, e que nous avons fait en nous inspirantde [3℄.Puis, nous nous sommes attaqués au as où Γ 6= ∅, et don au as où des singularitésapparaissent. Nous avons proédé par étapes, traitant tout d'abord le as où Ω est unpolygone plan, respetant là la hronologie des travaux sur l'équation des ondes (f [13℄).

Γ est alors réduit à deux points, et, au voisinage de es points, Ω est une portion dedisque. Puis, nous avons étendu e résultat à un ouvert plan plus général. En�n, nousnous sommes intéressés au as de la dimension supérieure, la seule di�ulté résidant dansle passage à la dimension 3, le passage à la dimension n ≥ 4 se faisant de la même façon.Comme dans le as des ondes, la di�ulté essentielle est d'obtenir une relation de typeRellih, et pour ela, d'étudier la régularité des solutions fortes à temps �xé. Ensuite,ette relation étant obtenue, la preuve de la stabilisation est identique à tous les as.C'est pourquoi nous avons organisé nos artiles présentant es résultats de la façonsuivante :Nous avons groupé les relations de type Rellih pour les di�érents as dans [7℄, e quionstitue le premier hapitre de ette thèse.Nous avons ensuite détaillé la preuve de la stabilisation frontière dans [8℄, e quionstitue le deuxième hapitre.Ces résultats sont omplétés par un résultat de ontr�labilité et un résultat de stabi-lisation pour un feedbak non linéaire dans [9℄, e qui onstitue le troisième hapitre.Nous avions rédigé une note aux Comptes Rendus de l'Aadémie des Sienes sur lastabilisation de l'équation élastodynamique dans un polygone. Cette note est plaée dansla première annexe.En�n, un proeeding [10℄ du Fifth European Conferene on Ellipti and ParaboliProblems : A speial tribute to the work of Haim Brezis (30/05-03/06/2004), résumantles relations de Rellih pour di�érentes équations elliptiques, onsitue la deuxième annexe.



INTRODUCTION 150.4.2 La relation de type Rellih pour l'équation de l'élastiité dans les dif-férents asNous voulons don tout d'abord obtenir une relation de type Rellih pour l'élastiité,analogue à (10). Nous reprenons les notations du paragraphe 0.1. On onsidère l'équationde l'élastiité isotrope ave les onditions mélées suivant :






−div(σ(u)) = f dans Ω ;
u = g sur ∂ΩD ;
σ(u)ν = h sur ∂ΩN ;

(12)où f ∈ L2(Ω), g ∈ H3/2(∂ΩD) et h ∈ H1/2(∂ΩN).Il est bien onnu que e problème admet une unique solution dans H1(Ω).Pour v1 et v2 deux hamps de veteurs su�samment réguliers, on introduit la notationsuivante :
Θ(v1,v2) = 2(σ(v1)ν)·(m·∇)v2 − (m·ν)σ(v1) : ǫ(v2).La relation de type Rellih que nous voulons obtenir onsiste à estimer l'expressionsuivante, lorsque Θ(u,u) est intégrable sur ∂Ω :

2

∫

Ω

div(σ(u))·(m·∇)udx − (n− 2)

∫

Ω

σ(u) : ǫ(u)dx +

∫

∂Ω

Θ(u,u)dγ.Nous onsidérons don suessivement les as suivants :� Ω ⊂ Rn et Γ = ∅.� Ω ⊂ R2 est un polygone et Γ est réduit à deux points.� Ω ⊂ R2 est un domaine régulier de lasse C2 et Γ est réduit à deux points.� Ω ⊂ Rn est un domaine régulier de lasse C2, Γ une sous-variété de odimension 2.Le as d'un domaine de dimension n sans interfaeSoit n ≥ 3. Soit Ω un ouvert borné onnexe de Rn tel que, au sens de Ne£as ([31℄), ∂Ωest de lasse C2. En tout point x de ∂Ω, on dé�nit ν(x) le veteur normal unitaire sortant(f �gure 4).On �xe x0 ∈ Rn \ Ω et on dé�nit la partition de la frontière de Ω omme en (5). Onsuppose :
Γ = ∂ΩN ∩ ∂ΩD = ∅. (13)On obtient la relation de type Rellih suivante :Théorème 0.4.1. Soit n ≥ 2. Soit Ω ⊂ Rn un domaine borné de lasse C2 dont lafrontière véri�e (1) et (13). Soit u ∈ H1(Ω) solution du problème (12) ave

f ∈ L
2(Ω), g ∈ H

3/2(∂ΩD), h ∈ H
1/2(∂ΩN).
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Ω

∂ΩN
∂ΩD

x0Fig. 4 � Un exemple de domaine Ω sans interfae.
Θ(u,u) appartient à L1(∂Ω) et

2

∫

Ω

div(σ(u))·(m·∇)udx = d

∫

Ω

σ(u) : ǫ(u)dx +

∫

∂Ω

Θ(u,u)dγ.Preuve. Pour prouver ette relation, on ommene par prouver que u ∈ H2(Ω). Pourla régularité intérieure, on se ramène par tronature à une équation de l'élastiité dans
Rn, dont les solutions sont H2. Pour la régularité à la frontière, on utilise une méthodelassique de quotients di�érentiels.On applique alors deux fois la formule de Green, pour obtenir le résultat.Le as d'un polygone planSoit Ω ⊂ R2 un polygone plan onvexe, dont la frontière véri�e (1) et (5), (f �gure5). On a alors

Γ = {s1, s2}, (14)où s1 et s2 sont onsidérés omme des sommets de ∂Ω. C'est don en s1 et s2 que dessingularités apparaissent, et on va noter c(s) le oe�ient de singularité assoié au point
s. En haque point si, on dé�nit ω(si) l'angle de Ω, et si ω(si) = π, on note τ (si) leveteur tangent unitaire à ∂Ω dirigé de ∂ΩN vers ∂ΩD. La ondition (5) implique :

ω(si) = π ⇒ m(si)·ν(si) = 0. (15)On va poser
Υ = 8

(2µ + λ)(3µ + λ)

πµ

(

π2 + ln2

(

3µ+ λ

µ+ λ

))

, (16)
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Ω

∂ΩD

s2

ω2

x0

∂ΩN

s1

ω1

ν2

τ 2Fig. 5 � Un exemple de domaine polygonal.et on obtient la relation de type Rellih suivante :Théorème 0.4.2. Soit Ω ⊂ R2un polygone plan onvexe, dont la frontière véri�e (1),(14) et (15). Soit u ∈ H1(Ω) la solution du problème (12) ave
f ∈ L

2(Ω), g ∈ H
3/2(∂ΩD), h ∈ H

1/2(∂ΩN).

Θ(u,u) appartient à L1(∂Ω) et
2

∫

Ω

div(σ(u))·(m·∇)udx =

∫

∂Ω

Θ(u,u)dγ + Υ
∑

s∈{s1,s2}
ω(s)=π

c(s)2(m(s)·τ (s)). (17)Pour prouver e théorème, on utilise les résultats de P. Grisvard [12℄, étendus par B.Merouani [27℄ et on proède omme dans [13℄.Preuve. La solution u est H2 au voisinage de tout point de Ω \ Γ. Pour un point de Ωqui n'est pas un sommet, on proède omme dans le as préédent, et pour un sommetqui n'est pas s1 ou s2, on utilise [12, 27, 14℄.On onsidère don s ∈ Γ, et on se ramène par tronature au problème suivant :






−div(σ(ũ)) = f̃ dans H ;
ũ = 0 sur ∂HD ;
σ(ũ)ν = 0 sur ∂HN ;

(18)où H = {(r, θ) ∈ R∗+ × (0, ω)}, ∂HD = {(r, 0) / r > 0}, ∂HN = {(r, ω) / r > 0} enoordonnées polaires, et où f̃ ∈ L2(H).
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0

ω

∂HNǫ

∂HDǫ

Hǫ

ρ

Γ̃ǫ

Fig. 6 � Exemple de Hǫ pour ω < π.Pour ε > 0, on dé�nit (f �gure 6) :














Hε = {(r, θ) ∈ (ε,+∞) × (0, ω)},
∂HDε = {(r, 0) / r > ε},
∂HNε = {(r, ω) / r > ε},
Γ̃ε = {(ε, θ) / θ ∈ (0, ω)},tels que ∂Hε = ∂HDε ∪ ∂HNε ∪ Γ̃ε.Comme ũ ∈ H2(Hε), le théorème 0.4.1 donne

2

∫

Hε

div(σ(ũ))·(m·∇ũ)dx =

∫

∂Hε

Θ(ũ, ũ)dγ. (19)Grâe au théorème de Lebesgue, on a
∫

Hε

div(σ(ũ))·(m·∇)ũdx −−→
ε→0

∫

H

div(σ(ũ))·(m·∇)ũdx.Pour la onvergene de l'intégrale frontière dans (19), on utilise la struture de lasolution de (18) qui est fourni par [12, 27, 14℄. On onsidère alors deux as.Premier as : ω < π. On note ν =
1

2

λ

λ + µ
le oe�ient de Poisson du système. Ononsidère alors l'équation en α suivante :

sin2(αω) =
4(1 − ν)2 − α2 sin2 ω

3 − 4ν
. (20)



INTRODUCTION 19Soit (αi)i=1,K les raines omplexes de (20) telles que ℜα ∈]0, 1]. Grâe à [12, 27, 14℄,on obtient
∃uR ∈ H2(H), ∀i ∈ [1, K], ∃v1

i ,v
2
i ∈ (C∞([0, ω],C))2 :

ũ = uR +
∑K

i=1 ℜ[rαi(v1
i (θ) + ln(r)v2

i (θ))]. (21)Or, nous obtenons la propriété suivante sur les raines (f [37, 33℄) :Lemme 0.4.1. ∀i ∈ [1, K], ℜαi >
1

2
.Dans e as, la régularité est su�sante pour qu'auun terme orretif n'apparaissedans la relation de type Rellih. On obtient :

∫

∂Hε

Θ(ũ, ũ)dγ −−→
ε→0

∫

∂H

Θ(ũ, ũ)dγ. (22)
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−0.1

0
0.1

0.2

0

0.1

0.2

−2  

−1  

xy

U
S2

Fig. 7 � Comportement loal de uS1 et uS2, où uS = (uS1, uS2) (oe�ients de Lamé : λ = µ = 1).Seond as : ω = π. Á nouveau, nous utilisons [12, 27, 14℄. Dans e as, l'équation (20)devient
sin2(απ) =

4(1 − ν)2 − α2

3 − 4ν
. (23)Les raines de (23) telles que ℜα ∈]0, 1] sont

α =
1

2
+ ik et α =

1

2
− ik, où k =

ln(3 − 4ν)

2π
.La solution singulière de (18) est don

uS(r, θ) = ℜ (rαv(θ)) , (24)



20 INTRODUCTIONoù v est une fontion C∞ onnue. (f �gure 7) On obtient alors le résultat suivant :
∃!uR ∈ H

2(H), ∃!cS ∈ R tels que ũ = uR + cSuS . (25)Dans e as préis, Θ(ũ, ũ) = 0 sur ∂HN et sur ∂HD. Il reste don l'intégrale sur Γ̃ε,et on obtient :
lim
ε→0

∫

Γ̃ε

Θ(ũ, ũ)dγ = c2S lim
ε→0

∫

Γ̃ε

Θ(uS ,uS)dγ = Υc2S(m(0)·τ (0)),e qui donne le résultat. �Le as d'un domaine de dimension 2.
Ω

∂ΩD

s2

x0

∂ΩN

s1

ν2

τ 2

τ 1

ν1

Fig. 8 � Un exemple de domaine Ω en dimension 2.Nous onsidérons ii un domaine onnexe Ω ⊂ R2, dont la frontière ∂Ω est de lasse
C2 et véri�e (1) et (14) (Dans (14), s1 et s2 sont deux points de ∂Ω (f �gure 8)). Onsuppose de plus qu'il existe x0 ∈ R2 tel que (5) est véri�é. En tout point si, on note τ (si)le veteur tangent à ∂Ω, dirigé de ∂ΩN vers ∂ΩD.On observe que :

m(s1)·ν(s1) = m(s2)·ν(s2) = 0. (26)



INTRODUCTION 21Dans e as, la relation de type Rellih s'érit :Théorème 0.4.3. Soit Ω ⊂ R2 un domaine borné onnexe de lasse C2 qui véri�e (1),(14) et (26). Soit u ∈ H1(Ω) une solution du problème (12) ave
f ∈ L

2(Ω), g ∈ H
3/2(∂ΩD), h ∈ H

1/2(∂ΩN). (27)
Θ(u,u) appartient à L

1(∂Ω) et
2

∫

Ω

div(σ(u))·(m·∇)udx =

∫

∂Ω

Θ(u,u)dγ + Υ
∑

s∈{s1,s2}

c(s)2(m(s)·τ (s))où c(s) est le oe�ient de singularité de u en s, et où Υ est une onstante positive dé�nieen (16).Á nouveau, nous avons besoin de onnaître la struture de la solution. Nous allonsd'abord regarder le as d'un demi-disque, puis passer au as général.Le as du demi-disque Pour ρ > 0, on dé�nit en oordonnées polaires : D+(ρ) =
(0, ρ) × (0, π) ; ∂D+

N(ρ) = (0, ρ) × {π} et ∂D+
D(ρ) = (0, ρ) × {0} ∪ {ρ} × (0, π) (f �gure9). On onsidère alors le problème suivant :







−div(σ(u)) = f dans D+(ρ) ;
u = 0 sur ∂D+

D(ρ) ;
σ(u)ν = 0 sur ∂D+

N(ρ) ;
(28)où f ∈ L2(Ω).

ρ

D+(ρ)

∂D+
D(ρ)

∂D+
D(ρ)∂D+

N(ρ)Fig. 9 � Le demi-disque D+(ρ).On note ũS la fontion dé�nie en (24) dans tout le demi-plan. On dé�nit alors
uS(r, θ) = ũS(r, θ)ς(r), (29)où ς(r) est une fontions de tronature, C∞, valant 1 au voisinage de 0 et 0 à partir d'unertain r0.



22 INTRODUCTIONGrâe aux résultats du as polygonal, on a :Théorème 0.4.4. Soit u le solution du problème (28), où f ∈ L2(D+(ρ)). On a :
∃!uR ∈ H

2(D+(ρ)), ∃!cS ∈ R tels que u = uR + cSuS,où uS est dé�nie en (29).En d'autres termes, si on dé�nit l'opérateur Aρ par
{

D(Aρ) = {v ∈ H1
D(D+(ρ))/Aρv ∈ L2(D+(ρ)), σ(v)ν = 0 sur ∂D+

N (ρ)}
Aρv = −div(σ(v)),on a :

D(Aρ) ⊂ H
2(D+(ρ)) ⊕ RuS .Nous aurons de plus besoin dans la suite de deux théorèmes, permettant d'estimerrespetivement le oe�ient de singularité cS et la partie régulière uR.Théorème 0.4.5. Pour f ∈ L2(D+(ρ)), soit u la solution du problème (28) et soit cS leoe�ient de singularité de u. Il existe κ ∈ R∗, indépendant de f , tel que

cS =
1

κ

∫

D+(ρ)

S∗ ·f dx.Preuve. On s'inspire de e qui a été fait pour l'équation des ondes dans [11℄, en utilisantune solution L2 du problème (28), ave f = 0.Théorème 0.4.6. Pour f ∈ L2(D+(ρ)), soit u ∈ D(Aρ) la solution du problème (28).Soit uR ∈ H
2(D+(ρ)) la partie régulière de u. il existe C > 0 indépendant de f tel que

‖uR‖H2 (D+(ρ)) ≤ C‖f‖L2(D+(ρ)).Preuve. On applique essentiellement le théorème de l'appliation ouverte.Le as général. On onsidère maintenant le as d'un domaine Ω véri�ant les onditionsgéométriques données en début de paragraphe. Comme dans le as polygonal, la solutiondu problème (12) est H2 au voisinage de tout point de Ω \ Γ.Soit maintenant s un des deux points de l'interfae, et soit W ⊂ R2 un voisinage de s.On note (f �gure 10) :
w = W ∩ Ω, ∂wN = W ∩ ∂ΩN , ∂wD = (W ∩ ∂ΩD) ∪ (∂w ∩ Ω). (30)Grâe à un proédé de loalisation, on se ramène au problème suivant :







−div(σ(u)) = g dans w ;
u = 0 sur ∂wD ;
σ(u)ν = 0 sur ∂wN ;

(31)où g ∈ L2(w).
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w

∂wN

∂wD

∂wD

sFig. 10 � Exemple de w.Pour e problème, on dé�nit l'opérateur B par
{

D(B) = {v ∈ H1
D(w)/Bv ∈ L2(w), σ(v)ν = 0 sur ∂wN}

Bv = −div(σ(v)).On peut supposer que w est tel qu'il existe un C2-di�éomorphisme φ de w sur ledemi-disque D+(ρ), pour un ρ > 0, tel que
φ(s) = 0, φ(∂wD) = ∂D+

D(ρ), φ(∂wN) = ∂D+
N (ρ). (32)Grâe à e di�éomorphisme, on se ramène au système perturbé suivant :







−div(σ̃(ũ)) = g̃ dans D+(ρ) ;
ũ = 0 sur ∂D+

D(ρ) ;
σ̃(ũ)ν = 0 sur ∂D+

N(ρ) ;
(33)où g̃ ∈ L2(D+(ρ)), et où σ̃(ũ) = µ∇φ(∇ũ∇φ+t ∇φt∇ũ) + λ(∇φ :∇ũ)∇φ.Comme dans [4℄, on regarde le problème (33) omme une petite perturbation du pro-blème (28), et on obtient le résultat de régularité suivant :Théorème 0.4.7. Soit w un ouvert de R2 dé�ni en (30). Il existe ρ > 0 et un C2-di�éomorphisme φ de w sur D+(ρ) tel que (32) est véri�é et

D(B) ⊂ H
2(w) ⊕ R(uS ◦ φ),où uS est dé�ni en (29).Preuve. On prend ρ et φ omme dans le théorème. Soit Ãρ l'opérateur dé�ni par

{

D(Ãρ) = {ṽ ∈ H1
D(D+(ρ))/Ãρṽ ∈ L2(D+(ρ)), σ̃(ṽ)ν = 0 sur ∂D+

N(ρ)}
Ãρṽ = −div(σ̃(ṽ)).La preuve repose alors essentiellement sur le lemme suivant, qui exprime la perturba-tion :



24 INTRODUCTIONLemme 0.4.2. Pour ρ > 0 et v ∈ D(Aρ), β̃(v) appartient à H1(D+(ρ))4 et il existe
C > 0, indépendant de ρ, tel que

∀v ∈ D(Aρ), ‖β̃(v)‖H1(D+(ρ))4 ≤ C
√
ρ‖v‖D(Aρ).Preuve de la relation de type Rellih. On peut maintenant prouver le théorème 0.4.3.Soit u ∈ H1(Ω) une solution du problème (12), satifaisant les onditions (27). On proèdeomme dans le as polygonal.On se ramène par un résultat de trae au problème suivant :







−div(σ(U)) = F dans Ω ;
U = 0 sur ∂ΩD ;
σ(U)ν = 0 sur ∂ΩN ;

(34)où F ∈ L
2(Ω).On prend un ε > 0 su�samment petit, et on note















Ωε = Ω \ (D(s1, ε) ∪D(s2, ε)) ;
∂ΩDε = ∂ΩD \ (D(s1, ε) ∪D(s2, ε)) ;
∂ΩNε = ∂ΩN \ (D(s1, ε) ∪D(s2, ε)) ;

Γ̃ε = (∂D(s1, ε) ∪ ∂D(s2, ε)) ∩ Ω ;de telle sorte que ∂Ωε = ∂ΩDε ∪ ∂ΩNε ∪ Γ̃ε.Pour s ∈ Γ, on applique le théorème 0.4.7 à U sur D(s, ε) ∩ Ω. On a alors uR ∈
H2(D(s, ε) ∩ Ω) et cS ∈ R tels que u = uR + cS(uS ◦ φ).On injete ette déomposition dans Θ(u,u) pour prouver que Θ(u,u) appartient à
L

1(∂Ω).Puis, omme u ∈ H2(Ωε), on applique deux formules de Green pour obtenir
∫

Ωε

div(σ(u))·(m·∇)udx =

∫

∂Ωε

Θ(u,u)dγ.Grâe au théorème de Lebesgue, on obtient
∫

Ωε

div(σ(u))·(m·∇)udx −−→
ε→0

∫

Ω

div(σ(u))·(m·∇)udx,
∫

∂ΩDε∪∂ΩNε

Θ(u,u)dγ −−→
ε→0

∫

∂Ω

Θ(u,u)dγ.Puis, omme dans le as polygonal, on a :
∫

Γ̃ε

Θ(u,u)dγ −−→
ε→0

Υc2S(m(0)·τ (0)).

�



INTRODUCTION 25Le as d'un domaine de dimension nNous onsidérons maintenant le as d'un domaine Ω ⊂ Rn, ave n ≥ 3, dont la frontière
∂Ω est de lasse C2 et véri�e (1). On suppose que Γ = ∂ΩD ∩ ∂ΩN véri�e (6). (f �gure11). On suppose de plus qu'il existe x0 ∈ R

n tel que (5) est véri�é, et on observe que :
m·ν = 0, sur Γ. (35)
τ

ν

∂ΩD
x0

∂ΩN

Ω

Γ

Fig. 11 � Un exemple de domaine Ω.En tout point s de Γ, on onsidère Γ omme une sous-variété de ∂Ω de o-dimension
1, et on note τ (s) le veteur normal unitaire à Γ dirigé de ∂ΩN vers ∂ΩD.On pose d = n− 2. La relation de type Rellih s'érit :Théorème 0.4.8. Soit Ω ⊂ Rn un domaine borné onnexe de lasse C2 qui véri�e (1),(6) et (35). Soit u ∈ H1(Ω) une solution du problème (12) ave

f ∈ L
2(Ω), g ∈ H

3/2(∂ΩD), h ∈ H
1/2(∂ΩN). (36)

Θ(u,u) appartient à L1(∂Ω), et on peut aluler ceS, cS1, . . . , cSd les oe�ients desingularités de u appartenant à L2(Γ) tels que
2

∫

Ω

div(σ(u))·(m·∇)udx = (n− 2)

∫

Ω

σ(u) : ǫ(u)dx +

∫

∂Ω

Θ(u,u)dγ
+

∫

Γ

(

ΥceS(s)2 +
µπ

4

d
∑

i=1

cSi(s)
2

)

m(s)·τ (s)ds,où Υ est la onstante positive dé�nie en (16).Enore une fois, nous devons d'abord onnaître la struture de la solution. Nous allonsd'abord ommener par le as d'un demi-ylindre, puis nous passerons au as général.



26 INTRODUCTIONLe as du demi-ylindre On onsidère le as Ω = C+(ρ) = D+(ρ) × Rd, (f �gure 12).Les oordonnées de x ∈ C+(ρ) seront notées (x1, x2, z), où z = (z1, . . . , zd) ∈ Rd.
0

∂C+
N(ρ)

x2

x1

z

∂C+
D(ρ)

C+(ρ)

Γ(ρ)

Fig. 12 � Le demi-ylindre C+(ρ).On dé�nit ∂C+
N(ρ) = ∂D+

N(ρ) × Rd, ∂C+
D(ρ) = ∂D+

D(ρ) × Rd, Γ(ρ) = {(0, 0)} × Rd.On onsidère alors le problème suivant :






−div(σ(u)) = f dans C+(ρ) ;
u = 0 sur ∂C+

D(ρ) ;
σ(u)ν = 0 sur ∂C+

N(ρ).
(37)On veut généraliser les résultats obtenus pour la dimension 2. Pour ela, on note

ue
S ∈ (H1(D+(ρ)))2 la solution singulière dé�nie en (29) pour l'équation de l'élastiité endimension 2. On note ul

S ∈ H1(D+(ρ)) la fontion de Shamir dé�nie en (9) pour l'équationde Laplae. On dé�nit alors uS ∈ H1(D+(ρ)) par :
uS =









ue
S

ul
S...
ul

S









. (38)On obtient alors :



INTRODUCTION 27Théorème 0.4.9. Soit u la solution du problème (37), ave f ∈ L2(C+(ρ)). On a :1) ∀i ∈ {1, . . . , d}, ∂u
∂zi

∈ H
1(C+(ρ)), et il existe C > 0, indépendant de ρ tel que

∥

∥

∥

∥

∂u

∂zi

∥

∥

∥

∥H1 (C+(ρ))

≤ C‖f‖L2(C+(ρ)) ;2) ∃!uR ∈ L2(Rd,H2(D+(ρ))) et ∃!cS ∈ L2(Rd) tels que u = uR + uS ⊗ cS , où uS estdé�ni en (38), et tels qu'il existe C > 0, indépendant de ρ tel que
‖uR‖L2(Rd,H2 (D+(ρ))) ≤ C‖f‖L2(C+(ρ)) et ‖cS‖L2(Rd) ≤ C‖f‖L2(C+(ρ)).Preuve. Le premier point du théorème s'obtient grâe à la méthode des quotientsdi�érentiels.Pour le deuxième point, on note u = t(u1, . . . , un) la solution du problème (37). Nousallons montrer que la solution singulière du système de l'élastiité en dimension n estomposée, pour (u1, u2), de la solution singulière du système de l'élastiité en dimension

2, et dans les autres diretions, de la solution singulière de l'équation de Laplae.On note
ue =

(

u1

u2

)

∈ (H1(C+(ρ)))2.On note de plus div2 l'opérateur de divergene dans R2, ǫ2(ue) et σ2(u
e) le tenseur desdéformations et le tenseur des ontraintes en dimension 2. ue véri�e alors :







−div2(σ2(u
e)) = ge dans C+(ρ) ;

ue = 0 sur ∂C+
D(ρ) ;

σ2(u
e)ν = he sur ∂C+

N(ρ) ;
(39)où ge ∈ (L2(C+(ρ)))2 et he ∈ (H1/2(C+(ρ)))2.Grâe à un résultat de trae, on se ramène à he = 0. Comme il n'y a auune dérivéepar rapport à z dans ette équation, nous pouvons travailler à z �xé. On se ramène alorsà une équation de l'élastiité en dimension 2. Grâe aux théorèmes 0.4.4, 0.4.5 et 0.4.6, onpeut érire ue(., z) = ue

R(., z) + ceS(z)ue
S, où ceS ∈ L2(Rd) ave ‖ceS‖L2(Rd) ≤ C‖f‖L2(C+(ρ))et ue

R ∈ (L2(Rd, H2(D+(ρ))))2 ave ‖ue
R‖(L2(Rd,H2(D+(ρ))))2 ≤ C‖f‖L2(C+(ρ)).On érit ∆2 = ∂11 + ∂22, et pour i ∈ {3, . . . , n}, on a :







−∆2ui = gi dans C+(ρ) ;
ui = 0 sur ∂C+

D(ρ) ;
∂2ui = hi sur ∂C+

N(ρ).
(40)où gi ∈ L2(C+(ρ)) et hi ∈ H1/2(C+(ρ)).Grâe à [4℄, il existe uRi ∈ L2(Rd, H2(D+(ρ))) et cSi ∈ L2(Rd) tel que

ui = uRi + ul
S ⊗ cSi,et tel qu'il existe C > 0 indépendant de ρ tel que

‖uRi‖L2(Rd,H2(D+(ρ))) ≤ C‖f‖L2(C+(ρ)), ‖cSi‖L2(Rd) ≤ C‖f‖L2(C+(ρ)).



28 INTRODUCTIONOn note don
uR =









ue
R

uR3...
uRn









et cS =













ceS
ceS
cS3...
cSn













.et on obtient le résultat. �Remarque. Nous allons utiliser le théorème 0.4.9 sous une forme di�érente. Pour ρ > 0,soit Bd(ρ) la boule de R
d de entre 0 et de rayon ρ. On dé�nit alors














C̃+(ρ) = D+(ρ) ×Bd(ρ),

∂C̃+
N(ρ) = ∂D+

N (ρ) × Bd(ρ),

∂C̃+
D(ρ) = ∂C̃+(ρ) \ ∂C̃+

N(ρ),

Γ̃(ρ) = {(0, 0)} × Bd(ρ),

(41)et on onsidère le problème suivant :






−div(σ(u)) = f dans C̃+(ρ) ;

u = 0 sur ∂C̃+
D(ρ) ;

σ(u)ν = 0 sur ∂C̃+
N(ρ).

(42)où f ∈ L2(C̃+(ρ)).Si on dé�nit l'opérateur Aρ par
{

D(Aρ) = {v ∈ H1
D(C̃+(ρ))/Aρv ∈ L2(C̃+(ρ)), σ(v)ν = 0 sur ∂C̃+

N(ρ)}
Aρv = −div(σ(v)),on obtient

D(Aρ) ⊂ H
2(C̃+(ρ)) ⊕

(

uS ⊗ L
2(Bd(ρ))

)

.Il reste maintenant à estimer la norme H2 de la partie régulière, et omme dans le asde la dimension 2, on obtient :Théorème 0.4.10. Pour f ∈ L2(C̃+(ρ)), soit u ∈ D(Aρ) la solution du problème (42).Soit uR ∈ H2(C̃+(ρ)) la partie régulière de u. Il existe C > 0 indépendant de f tel que
‖uR‖H2 (C̃+(ρ)) ≤ C‖f‖L2(C̃+(ρ)).Le as général. On onsidère maintenant le as d'un domaine onnexe borné Ω delasse C2 et véri�ant (1), (6) et (35). Comme dans le as de la dimension 2, la solutiondu problème (12) est H2 au voisinage de tout point de Ω \ Γ.Soit maintenant s ∈ Γ, et soit W ⊂ Rn un voisinage de s. On dé�nit (f �gure 13) :

w = W ∩ Ω ; ∂wN = W ∩ ∂ΩN ; ∂wD = (W ∩ ∂ΩD) ∪ (∂w ∩ Ω) ; γ = W ∩ Γ.(43)
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w

∂wN

∂wD s

γ

τ

Fig. 13 � Exemple de w.Par un proédé de loalisation, on se ramène au problème suivant :






−div(σ(u)) = g dans w ;
u = 0 sur ∂wD ;
σ(u)ν = 0 sur ∂wN ;

(44)où g ∈ L2(w).Pour e problème, on dé�nit l'opérateur B par
{

D(B) = {v ∈ H1
D(w)/Bv ∈ L2(w), σ(v)ν = 0 sur ∂wN}

Bv = −div(σ(v)).On peut supposer que w est tel qu'il existe un C2-di�éomorphisme Φ de w sur C̃+(ρ),pour un ρ > 0, qui satisfait :
Φ(s) = 0, Φ(∂wD) = ∂C̃+

D(ρ), Φ(∂wN) = ∂C̃+
N(ρ), Φ(γ) = Γ̃(ρ). (45)De la même façon que dans le as de la dimension 2, on obtient le résultat de régularitésuivant :Théorème 0.4.11. Soit w un ouvert de Rn dé�ni omme en (43). Il existe ρ > 0 et un

C2-di�éomorphisme Φ de w sur C̃+(ρ) tel que (45) est véri�é et
D(B) ⊂ H

2(w) ⊕
((

uS ⊗ L
2(Bd(ρ))

)

◦ Φ
)

.où uS est donné en (38).



30 INTRODUCTIONPreuve de la relation de type Rellih. On peut prouver à présent le théorème 0.4.8.Soit u ∈ H1(Ω) une solution du problème (12), véri�ant les onditions (36). On se ramènegrâe à un résultat de trae au problème suivant :






−div(σ(U)) = F dans Ω ;
U = 0 sur ∂ΩD ;
σ(U)ν = 0 sur ∂ΩN ;

(46)où F ∈ L2(Ω).On prend un ε > 0 su�samment petit et on note
Ωε = Ω\D(Γ, ε) ; ∂ΩDε = ∂ΩD\D(Γ, ε) ; ∂ΩNε = ∂ΩN\D(Γ, ε) ; Γ̃ε = ∂D(Γ, ε)∩Ω ;où D(Γ, ε) = {x ∈ Rn/d(x,Γ) ≤ ε} et de telle sorte que ∂Ωε = ∂ΩDε ∪ ∂ΩNε ∪ Γ̃ε (f�gure 14).

∂ΩNǫ

∂ΩDǫ

Ωǫ

Γ

D(Γ, ǫ)Fig. 14 � Ωǫ.Comme dans le as de la dimension 2, Θ(u,u) appartient à L1(∂Ω). Et omme dansle as de la dimension 2, on applique la formule de Green pour obtenir :
∫

Ωε

div(σ(u))·(m·∇)udx = (n− 2)

∫

Ωε

σ(u) : ǫ(u) dx +

∫

∂Ωε

Θ(u,u)dγ.Toutes les intégrales sur Ωε, ∂ΩNε et ∂ΩDε onvergent.Il reste à étudier la onvergene de l'intégrale sur Γ̃ε. Soit s ∈ Γ. Nous supposons que
s est à l'origine, et que τ (s) et ν(s) sont les deux premiers axes de oordonnées. On érit
Γ̃ε(s) = Γ̃ε ∩ (s, τ ,ν), où (s, τ ,ν) est le plan ontenant s et généré par τ et ν .On applique alors le théorème 0.4.11 pour avoir u = uR + (uS ◦ Φ) ⊗ cS(s) sur unvoisinage w(s) de s. On a Φ(Γ̃ε) = {ε} × (0, π) en oordonnées polaires.



INTRODUCTION 31On obtient :
∫

Γ̃ε(s)

Θ(u,u)dγ = ceS(s)2

∫ π

θ=0

Θ(ue
S ,u

e
S)ε dθ

+
d
∑

i=1

cSi(s)
2

∫ π

θ=0

µ[(ν ·∇ul
S)·(m·∇ul

S) − (m·ν)|∇ul
S|2]ε dθ + O(ε).En utilisant les résultats de [11, 4℄, on obtient :

∫ π

θ=0

[(ν ·∇ul
S)·(m·∇ul

S) − (m·ν)|∇ul
S|2]ε dθ =

π

4
(m(s)·τ (s)) + O(ε).De plus, on a obtenu dans le as de la dimension 2 :

∫ π

θ=0

Θ(ue
S ,u

e
S)ε dθ = Υ(m(s)·τ(s)) + O(ε).On obtient don :

∫

Γ̃ε(s)

Θ(u,u)dγ = ceS(s)2Υ(m(s)·τ (s)) +
d
∑

i=1

cSi(s)
2µ
π

4
(m(s)·τ (s)) + O(ε).On intègre le résultat préédent sur w(s) ∩ Γ. Par ompaité de Γ on peut introduireun reouvrement �ni de Γ par les {w(s)}s∈Γ et les fontions de tronatures assoiées quionstituent une partition de l'unité de Γ. On somme alors un nombre �ni de relationspour obtenir :

∫

Γ̃ε

Θ(u,u)dγ =

∫

Γ

(

ΥceS(s)2 +
µπ

4

d
∑

i=1

cSi(s)
2

)

(m(s)·τ (s))ds + O(ε).On obtient la relation de type Rellih en passant à la limite quand ε tend vers 0. �Remarque : on a obtenu au théorème 0.4.11 un résultat de regularité loale. Nouspouvons obtenir un résultat de régularité globale.Grâe à la régularité de Ω, on peut onstruire un voisinage Ω′ de Γ de telle sorte queles fontions suivantes soient bien dé�nies :
(Ls,Lr,Lθ) : Ω′ −→ Γ × R+ × [0, π]

x 7−→ (s, r, θ).où Ls(x) est la projetion de x sur Γ. x est don dans le plan ontenant Ls(x) et générépar ν(Ls(x)) et τ (Ls(x)). Lr(x) et Lθ(x) sont alors les oordonnées polaires de x danse plan (f �gure 15).Soit ζ une fontion de tronature C∞ telle que ζ ≡ 0 hors de Ω′ et ζ ≡ 1 sur unvoisinage de Γ. Il existe alors uR ∈ H2(Ω) et cS ∈ L2(Γ) tels que
u = uR + ζcS(Ls)uS(Lr ,Lθ) dans Ω,où uS est la fontion singulière dé�nie en (38).
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τ (Ls(x))

ν(Ls(x))

Ls(x)

Lr(x)

x

Lθ(x)Fig. 15 � Les fontions L.0.4.3 La stabilisation frontière du système élastodynamiqueOn peut à présent montrer le résultat de stabilisation.Nous onsidérons le as d'un domaine Ω ⊂ Rn, dont la frontière ∂Ω est de lasse C2et véri�e (1). On suppose que Γ = ∂ΩD ∩ ∂ΩN véri�e (6). (f �gure 11). On suppose deplus qu'il existe x0 ∈ Rn tel que (5) est véri�é, et, à nouveau, on a (35).En tout point s de Γ, on onsidère Γ omme une sous-variété de ∂Ω de o-dimension
1, et on note τ (s) le veteur unitaire normal à Γ dirigé de ∂ΩN vers ∂ΩD. On supposealors que (7) est véri�é, e qui est en partiulier toujours le as quand Ω est onvexe.On onsidère le système élastodynamique isotrope suivant :























u′′ − div(σ(u)) = 0 dans Ω × R+ ;
u = 0 sur ∂ΩD × R+ ;
σ(u)ν = −(m·ν)u′ sur ∂ΩN × R+ ;
u(0) = u0 dans Ω ;
u′(0) = u1 dans Ω.

(47)Par la méthode des semi-groupes, on montre que le problème (47) est bien posé, sousla ondition (4).L'énergie du système est donnée par :
E(u, t) =

1

2

∫

Ω

(|u′|2 + σ(u) : ǫ(u))dx. (48)Théorème 0.4.12. Soit Ω un domaine onnexe borné de R
n. On suppose que sa frontière

∂Ω est de lasse C2 et véri�e (1) et (6). On suppose de plus qu'il existe x0 ∈ Rn tel que(5) et (7) sont véri�és.



INTRODUCTION 33Il existe C > 0 et ̟ > 0 tel que pour tout (u0,u1) véri�ant (4), la solution u duproblème (47) véri�e :
∀t ∈ R+, E(u, t) ≤ Ce−̟tE(u, 0).Preuve. On va suivre la méthode des multipliateurs, utilisée dans [21℄ et dérite dans[19℄.On prouve d'abord le théorème pour les solutions fortes, le résultat pour les solutionsfaibles sera ensuite obtenu par densité.L'outil prinipal de la preuve est le lemme suivant, montré dans [19℄ :Lemme 0.4.3. Soit E : R+ → R+ une fontion déroissante telle qu'il existe C > 0indépendant de t tel que
∫ ∞

t

E(s) ds ≤ CE(t), ∀t ≥ 0 ; (49)on a alors
E(t) ≤ E(0)e1− t

C , ∀t ≥ C.On véri�e failement que l'énergie déroît ave le temps. En e�et, grâe à la formulede Green, on a, pour tout t > 0 :
E ′(u, t) =

∫

Ω

(u·u′ + σ(u) : ǫ(u′))dx = −
∫

∂ΩN

(m·ν)|u′|2 dγ. (50)Soient T > S > 0. On introduit le multipliateur Mu = 2(m ·∇)u + (n − 1)u, et onérit :
∫ T

S

∫

Ω

u′′ ·Mudx dt =

∫ T

S

∫

Ω

div(σ(u))·Mudx dt. (51)On développe alors haune des deux parties de ette égalité, par des intégrations parparties et des formules de Green.On est amené à utiliser le théorème 0.4.8 (la relation de Rellih) et la ondition (7)pour obtenir :
2

∫

Ω

div(σ(u))·(m·∇)udx ≤ (n− 2)

∫

Ω

σ(u) : ǫ(u)dx
−
∫

∂ΩN

(m·ν)[2u′ ·(m·∇)u + σ(u) : ǫ(u)] dγ.Nous avons alors besoin du lemme suivant, inspiré de [3℄ :Lemme 0.4.4. Pour tout θ > 0 assez petit, il existe C > 0 indépendant de S et T tel que
−
∫ T

S

∫

∂ΩN

(m·ν)[2u′ ·(m·∇)u + σ(u) : ǫ(u)] dγdt≤θ ∫ T

S

E(u, t) dt+ CE(u, S).



34 INTRODUCTIONNous obtenons en �n de ompte que, pour tout θ > 0 su�samment petit, il existe
C > 0 indépendant de S et de T tel que

(2 − θ)

∫ T

S

E(t)dt ≤ C3E(u, S).On prend θ assez petit, et le passage à la limite lorsque T tend vers l'in�ni permet deonlure. Le résultat est failement étendu aux solutions faibles par densité, puisque lesonstantes qui apparaissent ne dépendent pas de la solution forte onsidérée. �Remarque : toutes les onstantes qui apparaissent dans la preuve sont expliites, etnous pouvons don obtenir le taux de déroissane en fontion des données (géométrie,oe�ients de Lamé).0.5 Contr�labilité frontièreGrâe au résultat de stabilisation, nous sommes en mesure d'obtenir la ontr�labi-lité frontière du système élastodynamique. On utilise pour ela le prinipe de Russell (f[35℄). Ce problème a été étudié en partiulier par Lions [25℄, et il est lassique de déduirela ontr�labilité de la stabilisation. (Voir par exemple [20, 16, 32℄ pour le système élas-todynamique) À noter que, dans [1℄, la ontr�labilité est démontrée diretement par laméthode HUM de Lions.Soit Ω ⊂ Rn un domaine onnexe borné, dont la frontière ∂Ω est de lasse C2 et véri�e(1). On note Γ = ∂ΩD ∩ ∂ΩN , et on suppose que Γ véri�e (6) (f �gure 16).
τ

ν

∂ΩD
x0

∂ΩN

Ω

Γ

Fig. 16 � Un exemple de domaine Ω.On note ν(x) le veteur normal unitaire en x ∈ ∂Ω, pointant hors de Ω. On supposequ'il existe x0 ∈ Rn tel que, si on note m(x) = x − x0, on a (5).



INTRODUCTION 35En tout point s ∈ Γ, on onsidère Γ omme une sous variété de ∂Ω de odimension 1,et on note τ (s) le veteur normal unitaire à Γ, dirigé de ∂ΩN vers ∂ΩD. On suppose alorsque l'on a (7).On onsidère le problème suivant :On �xe T > 0. Pour tout (y0,y1) ∈ H, on herhe φ ∈ L2(∂ΩN × [0, T ]) telle que lasolution de problème suivant :






















y′′ − div(σ(y)) = 0 dans Ω × [0, T ];
y = 0 sur ∂ΩD × [0, T ];
σ(y)ν = φ sur ∂ΩN × [0, T ];
y(0) = 0 dans Ω;
y′(0) = 0 dans Ω;

(52)véri�e
y(T ) = y0; y′(T ) = y1 sur Ω. (53)A�n de trouver ette fontion φ, nous onsidérons deux problèmes intermédiaires. Soit

(v0,v1) ∈ H. On note v la solution du problème :






















v′′ − div(σ(v)) = 0 dans Ω × [0, T ];
v = 0 sur ∂ΩD × [0, T ];
σ(v)ν = (m·ν)v′ sur ∂ΩN × [0, T ];
v(T ) = v0 dans Ω;
v′(T ) = v1 dans Ω.

(54)Grâe au théorème 0.4.12, on a :
∀t ∈ [0, T ], E(v, t) ≤ Ce−̟(T−t)E(v, T ). (55)Soit maintenant w la solution du problème :






















w′′ − div(σ(w)) = 0 dans Ω × [0, T ];
w = 0 sur ∂ΩD × [0, T ];
σ(w)ν = −(m·ν)w′ sur ∂ΩN × [0, T ];
w(0) = v(0) dans Ω;
w′(0) = v′(0) dans Ω.

(56)Á nouveau, on a :
∀t ∈ [0, T ], E(w, t) ≤ Ce−̟tE(v, 0). (57)On pose y = w − v. y véri�e (52) ave φ = −(m·ν)(v′ + w′) ∈ L2(∂ΩN × [0, T ]).On dé�nit l'opérateur Λ par :

Λ : H −→ H
(v0,v1) 7−→ (w(T ),w′(T )).et on montre grâe à (55) et (57) qu'il existe T > 0 tel que l'opérateur Λ − IH est unisomorphisme. Don, pour tout (y0,y1) ∈ H, on prend (v0,v1) = (Λ− IH)−1(y0,y1) et yvéri�e alors (53).On a don obtenu le théorème de ontr�labilité suivant :



36 INTRODUCTIONThéorème 0.5.1. Soit Ω un domaine onnexe borné de Rn. On suppose que sa frontière
∂Ω est de lasse C2 et véri�e (1) et (6). On suppose de plus qu'il existe x0 ∈ Rn tel que(5) et (7) sont véri�és.Il existe alors T0 > 0 tel que, pour tout T > T0 et pour tout (y0,y1) ∈ H, il existe
φ ∈ L2(∂ΩN×[0, T ]) tel que la solution y du problème (52) véri�e y(T ) = y0 et y′(T ) = y1sur Ω.Remarque : de la preuve, on déduit, e qui sera utile dans la suite, que

‖φ̃‖L2(∂ΩN×[0,T ]) ≤
√

‖m‖∞
1 − Ce−̟T

‖(y0,y1)‖H.Remarque : Le théoreme 0.5.1 est habituellement exprimé sous la forme suivante :Théorème 0.5.2. Soit Ω un domaine onnexe borné de Rn. On suppose que sa frontière
∂Ω est de lasse C2 et véri�e (1) et (6). On suppose de plus qu'il existe x0 ∈ Rn tel que(5) et (7) sont véri�és.Il existe alors T0 > 0 tel que, pour tout T > T0 et pour tout (y0,y1) ∈ H, il existe
φ ∈ L2(∂ΩN × [0, T ]) tel que la solution y du problème suivant :























y′′ − div(σ(y)) = 0 dans Ω × [0, T ];
y = 0 sur ∂ΩD × [0, T ];
σ(y)ν = φ sur ∂ΩN × [0, T ];
y(0) = y0 dans Ω;
y′(0) = y1 dans Ω;véri�e y(T ) = 0 et y′(T ) = 0 sur Ω.0.6 Stabilisation frontière non-linéaireNous voulons maintenant, à l'aide du résultat de ontr�labilité préédent, élargir lerésultat de stabilisation, en onsidérant un feedbak non-linéaire, 'est-à-dire de la forme

F = −(m ·ν)g(u′). En fontion des propriétés de g, nous n'obtiendrons plus forémentune déroissane exponentielle de l'énergie, mais parfois une déroissane polynomiale.On utilise pour ela le prinipe de Liu (f [32℄).Soit Ω ⊂ Rn un domaine onnexe borné, dont la frontière ∂Ω est de lasse C2 et véri�e(1). On note Γ = ∂ΩD ∩ ∂ΩN , et on suppose que Γ véri�e (6) (f �gure 16).On note ν(x) le veteur normal unitaire en x ∈ ∂Ω, pointant hors de Ω. On supposequ'il existe x0 ∈ Rn tel que, si on note m(x) = x − x0, on a (5).En tout point s ∈ Γ, on onsidère Γ omme une sous variété de ∂Ω de odimension 1,et on note τ (s) le veteur normal unitaire à Γ, dirigé de ∂ΩN vers ∂ΩD. On suppose alorsque l'on a (7).Soit g ∈ C(Rn,Rn) une fontion ontinue telle que g(0) = 0. On suppose que
g(x)·x ≥ 0, ∀x ∈ R

n. (58)



INTRODUCTION 37On suppose de plus qu'il existe des onstantes c1 > 0, c2 > 0, c3 > 0, c4 > 0, p ≥ 1 et
q ∈]0, 1] tels que

c1|x|p ≤ |g(x)| ≤ c2|x|q ∀|x| ≤ 1 ; (59)
c3|x| ≤ |g(x)| ≤ c4|x| ∀|x| > 1 ; (60)où |.| est ii la norme eulidienne sur Rn.On onsidère alors le système élastodynamique suivant :























u′′ − div(σ(u)) = 0 dans Ω × R+;
u = 0 sur ∂ΩD × R+;
σ(u)ν = −(m·ν)g(u′) sur ∂ΩN × R+;
u(0) = u0 dans Ω;
u′(0) = u1 dans Ω.

(61)Par la méthode des semi-groupes, on montre que le problème (61) est bien posé, sousles onditions (59), (60) et (4).On veut prouver alors le théorème suivant :Théorème 0.6.1. Soit Ω un domaine onnexe borné de Rn. On suppose que sa frontière
∂Ω est de lasse C2 et véri�e (1) et (6). On suppose de plus qu'il existe x0 ∈ Rn tel que(5) et (7) sont véri�és.Soit g ∈ C(Rn,Rn) une fontion ontinue telle que g(0) = 0 et qui véri�e (58), (59)et (60).Pour tout (u0,u1) satisfaisant (4), la solution u de (61) véri�e

∀t ∈ R+, E(u, t) ≤ C0e
−̟0tE(u, 0), si p = q = 1; (62)

∀t ∈ R+, E(u, t) ≤ C1(1 + t)−
r

1−r , si (p, q) 6= (1, 1); (63)où r = min( 2
p+1

, 2q
q+1

), où ̟0 > 0 et C0 > 0 sont des onstantes indépendantes de (u0,u1),et où C1 > 0 est une onstante dépendante de (u0,u1).Ce résultat a été obtenu par di�érents auteurs ([23, 1, 16℄), pour des onditions géo-métriques plus restritives. En partiulier, les travaux préédents supposent que Γ = ∅.Le résultat le plus général obtenant un résultat de stabilisation non linéaire à partird'un résultat de stabilisation linéaire a été obtenu par Niaise [32℄, pour une equationd'évolution hyperbolique abstraite.Nous onsidérons ii le feedbak, introduit dans [21℄, et utilisé dans [5℄, pour l'équationdes ondes. Malgré tout, nous nous sommes inspirés de [16℄ pour de larges parts de notrepreuve. Cependant, notre résultat peut être aussi vu omme une onséquene direte de[32℄.Preuve : soit u la solution du problème (61). On onsidère ii les solutions fortes.Grâe au théorème 0.5.1, on prend T > T0 et φ tels que y solution du problème (52)véri�e (y(T ),y′(T )) = (u(T ),u′(T )).



38 INTRODUCTIONOn rappelle qu'on a :
E ′(u, t) = −

∫

∂ΩN

(m·ν)g(u′)·u′ dx (64)On multiplie la première équation de (61) et (52) par y′ et u′ respetivement, et ondéveloppe. On obtient :
E(u, T ) =

1

2

∫ T

0

∫

∂ΩN

(m·ν)
(

u′ ·φ̃− y′ ·g(u′)
) dΓdt. (65)On distingue alors deux as.Premier as : p = q = 1. Grâe à (59), (60) et (64), on obtient

E(u, T ) ≤ k (E(u, 0) − E(u, T ))
1
2 E(u, T )

1
2 ,où k est une onstante positive indépendante de u et t.On a don

E(u, T ) ≤ k2

1 + k2
E(u, 0),et don, pour tout m ∈ N, on a

E(u, mT ) ≤ 1

(1 + k2)m
E(u, 0).On en déduit qu'il existe C0 > 0 et ̟ > 0 tels que

E(u, t) ≤ C0e
−̟tE(u, 0),e qui donne (62). Dans e as, e résultat permet de passer aux solutions faibles, par unargument de densité.Seond as : (p, q) 6= (1, 1). Pour tout t ∈ R+, on oupe ∂ΩN :

∂Ω+
N = {x ∈ ∂ΩN : |u′| > 1}, ∂Ω−

N = {x ∈ ∂ΩN : |u′| ≤ 1}.Puis, grâe à (59), (60) et (64), on a
E(u, 0) ≤ k

(

(E(u, 0) − E(u, T )) + (E(u, 0) −E(u, T ))
2q

q+1 + (E(u, 0) − E(u, T ))
2

p+1

)

.De même, pour tout t > 0, on a
E(u, t) ≤ k

(

(E(u, t)− E(u, t+ T )) + (E(u, t) − E(u, t+ T ))
2q

q+1

+(E(u, t) −E(u, t+ T ))
2

p+1

)

, (66)où k ne dépend pas de t.



INTRODUCTION 39On sait que E(u, .) est une fontion positive déroissante. Elle admet don une limiteà l'in�ni. Or, le membre de droite de (66) tend vers 0 à l'in�ni. On obtient alors que
E(u, t) −−−→

t→∞
0.On prend un T su�samment large pour que E(u, T ) < 1. On a alors

(E(u, t))
1
r ≤ k (E(u, t) − E(u, t+ T )) , ∀t ≥ T,où r = min{ 2q

q+1
, 2

p+1
}, e qui donne (63) (f [16, 30℄).0.7 Perturbation de mAussi bien dans la dé�nition de la partition de la frontière que dans le feedbak, lafontion m joue un r�le entral. Or, par exemple dans l'optique d'une appliation onrète,il peut être intéressant de s'a�ranhir de la dé�nition très strite de m.Comme dans nombre de travaux préédents ([22, 23, 3℄ par exemple), nos résultatss'étendent à des fontions m ∈

(

C1(Ω)
)n telles qu'il existe α > 0 tel que :

− σ(v) : (∇v·∇m) ≥ ασ(v) : ǫ(v), ∀v ∈
(

C1(Ω)
)n

;
− max

Ω
(div(m)) − min

Ω
(div(m)) < 2α.
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Chapitre 1Stabilisation frontière du systèmeélastodynamiquePartie I : Relations de type Rellihpour un problème de l'élastiité auxonditions frontière mélées



42 RELATIONS DE TYPE RELLICHBoundary stabilization of elastodynami systems.Part I : Rellih-type relations for a mixed boundaryproblem in elastiity.Résumé en français Pour le système de Lamé, les onditions mélées génèrent des singu-larités dans la solution, en partiulier lorsque la frontière du domaine est onnexe. Nousprouvons ii des relations de type Rellih prenant en ompte es singularités.Ces relations interviennent dans le problème de stabilisation frontière du système élas-todynamique lorsqu'on utilise la méthode des multipliateurs. Ce problème sera étudiédans la deuxième partie.Ce hapitre est onstitué d'une prépubliation soumise à SIAM, J. Control Optim.(n�383, http ://maply.univ-lyon1.fr/publis/publiv/2004/publis.html)Les résultats obtenus dans e travail ont été repris dans un proeeding [10℄. De plus, leas polygonal a fait l'objet d'une note aux CRAS [6℄. Le proeeding et la note aux CRASont été plaés en annexe.English abstrat For the Lamé's system, mixed boundary onditions generate singula-rities in the solution, mainly when the boundary of the domain is onneted. We hereprove Rellih relations involving these singularities.These relations are useful in the problem of boundary stabilization of the elastodyna-mi system when using the multiplier method. This problem is studied in Part II.IntrodutionIn this work, we present a detailed proof of a result whih has been announed in [6℄and some extension of this result.Let Ω ⊂ R
n be a bounded onneted open set suh that its boundary satis�es

∂Ω = ∂ΩD ∪ ∂ΩN , with


∂ΩD ∩ ∂ΩN = ∅,meas(∂ΩD) 6= 0,meas(∂ΩN) 6= 0.
(1.1)We denote the boundary interfae by Γ = ∂ΩD ∩ ∂ΩN . At a given x ∈ ∂Ω, we anonsider ν(x) the normal unit vetor pointing outward of Ω. For a regular vetor �eld v,we de�ne the strain tensor and the stress tensor by

ǫij(v) =
1

2
(∂ivj + ∂jvi), σ(v) = 2µǫ(v) + λdiv(v)In.where λ and µ are the Lamé's oe�ients and In is the identity matrix of R

n.We introdue following Sobolev spaes : L2(Ω) = (L2(Ω))n, Hs(Ω) = (Hs(Ω))n, ∀s > 0,and H1
D(Ω) = {v ∈ H1(Ω)/v = 0 on ∂ΩD}.



1.1. THE CASE OF THE N -DIMENSIONAL DOMAIN WITHOUT INTERFACE 43We here onsider the following mixed boundary problem :






−div(σ(u)) = f in Ω;
u = g on ∂ΩD;
σ(u)ν = h on ∂ΩN ;

(1.2)where f ∈ L2(Ω), g ∈ H3/2(∂ΩD) and h ∈ H1/2(∂ΩN).It is well known that this problem admits a unique solution in H1(Ω).Furthermore, singularities are generated in the solution when the boundary interfae
Γ is non-empty. These singularities are desribed in [12, 27, 14℄ in the bi-dimensional ase.Similar situations appear in Laplae problems and have been addressed by many authors(see for example [13, 4℄).We prove here integral relations for problem (1.2), of the type of those introdued in[34℄ by Rellih.For a given point x0 in Rn, we denote by m the following funtion : m(x) = x − x0.For v1 and v2 two vetor �elds, let us de�ne

Θ(v1,v2) = 2(σ(v1)ν)·(m·∇)v2 − (m·ν)σ(v1) : ǫ(v2).Rellih-type relations are estimate of following expression :
2

∫

Ω

div(σ(u))·(m·∇)u dx − (n− 2)

∫

Ω

σ(u) : ǫ(u) dx +

∫

∂Ω

Θ(u,u) dγ.We obtain in this paper Rellih-type relations in following ases :� Ω ⊂ Rn and Γ = ∅.� Ω ⊂ R2 is a polygonal domain and Γ ontains two points. We there use results of[12, 27, 14℄.� Ω ⊂ R2 is a smooth domain of lass C2 and Γ ontains two points.� Ω ⊂ Rn is a smooth domain of lass C2 and Γ is a (n− 2)-submanifold.We emphasize that these Rellih relations are useful for proving boundary stabilizationresults for the elastodynami system by using the multipliermethod as well as in [13, 21, 4℄.This work will be published in a seond part.1.1 The ase of the n-dimensional domain without interfaeIn this setion, we assume (1.1) and that ∂ΩN and ∂ΩD are de�ned by means of abovefuntion m,
∂ΩN = {x ∈ ∂Ω / m(x)·ν(x) > 0} ; ∂ΩD = {x ∈ ∂Ω / m(x)·ν(x) < 0} ; (1.3)so that (see �gure 1.1)

Γ = ∅. (1.4)We obtain the following Rellih-type relation.



44 RELATIONS DE TYPE RELLICH
Ω

∂ΩN

∂ΩD
x0

Fig. 1.1 � An example of a domain Ω without interfae.Théorème 1.1.1. Let Ω ⊂ Rn be a bounded onneted open set, where n ≥ 2, suh thatits boundary is of lass C2 and satis�es (1.1) and (1.4). Let u ∈ H1(Ω) be the solution ofproblem (1.2) with
f ∈ L

2(Ω), g ∈ H
3/2(∂ΩD), h ∈ H

1/2(∂ΩN).Then Θ(u,u) belongs to L
1(∂Ω) and

2

∫

Ω

div(σ(u))·(m·∇)udx = (n− 2)

∫

Ω

σ(u) : ǫ(u)dx +

∫

∂Ω

Θ(u,u)dγ.Proof. Our proof is omposed of two steps : �rst we prove a hidden regularity result,seondly we apply Green's formula.First step. Let us prove that u ∈ H2(Ω).Interior regularity. For every open subset V suh that V ⊂ Ω, multiplying by a ut-o�funtion leads us to the following problem
−div(σ̃(ũ)) = f , in R

n.We know that for this problem, f ∈ L2(Rn) implies ũ ∈ H2(Rn). So we have u ∈ H2(V).Boundary regularity. let x be a point of ∂ΩD. We introdue a neighborhood V of xin R
n suh that V ∩ ∂Ω = V ∩ ∂ΩD. Multiplying by a ut-o� funtion and hanging theoordinates leads us to some problem in the following form

{

−div(σ̃(ũ)) = f̄ in Rn+;
ũ = ḡ on Rn−1 × {0};



1.2. THE CASE OF A BI-DIMENSIONAL POLYGONAL DOMAIN 45where Rn+ = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn / xn > 0}, f̄ ∈ L2(Rn+) and ḡ ∈ H3/2(Rn−1).Using a trae result, we an build Ũ ∈ H2(Rn+) suh that Ũ = ḡ, on Rn−1 × {0}.We write f̃ = div(σ̃(Ũ)) − div(σ̃(ũ)). f̃ ∈ L
2(Rn+) and U = ũ − Ũ is a solution of

{

−div(σ̃(U)) = f̃ in Rn+;
U = 0 on Rn−1 × {0}.Using the di�erential quotients method, we prove that ũ ∈ H2(Rn+). So we have

u ∈ H
2(Ω ∩ V).And now, let x be a point of ∂ΩN . By a similar method, we prove that u is H2 in someneighborhood of x.Finally, sine Ω is ompat, we an onlude that u ∈ H2(Ω).Seond step. Green's formula.We an now apply Green's formula a �rst time,
2

∫

Ω

div(σ(u))·(m·∇)udx = 2

∫

∂Ω

(σ(u)ν)·(m·∇)udγ
−2

∫

Ω

σ(u) :∇((m·∇)u)dx
= 2

∫

∂Ω

(σ(u)ν)·(m·∇)udγ − 2

∫

Ω

σ(u) : ǫ(u)dx
−
∫

Ω

∇(σ(u) : ǫ(u))·mdxand a seond time,
2

∫

Ω

div(σ(u))·(m·∇)udx = 2

∫

∂Ω

(σ(u)ν)·(m·∇)udγ − 2

∫

Ω

σ(u) : ǫ(u)dx
−
∫

∂Ω

(m·ν)σ(u) : ǫ(u)dγ + n

∫

Ω

σ(u) : ǫ(u)dx.Hene, we get the required results. �1.2 The ase of a bi-dimensional polygonal domainWe here study the ase of a onvex polygonal domain Ω ⊂ R2. We assume that itsboundary ∂Ω satis�es (1.1) and furthermore,
Γ = {s1, s2}, (1.5)where s1 and s2 will be onsidered as two verties of ∂Ω, (see �gure 1.2).We assume moreover that there exists x0 ∈ R2 suh that

(m·ν) ≥ 0, on ∂ΩN ; (m·ν) ≤ 0, on ∂ΩD. (1.6)
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Ω

∂ΩD

s2

ω2

x0

∂ΩN

s1

ω1

ν2

τ 2Fig. 1.2 � A polygonal domain Ω with a non-empty interfae Γ = {s1, s2}.Let us reall that hanging boundary onditions generates singularities in the solutionof our problem. We will denote by c(s) the oe�ient of the singularity assoiated to point
s. At eah point si, we de�ne ω(si) the angle of Ω. If ω(si) = π, we denote τ (si) the unittangent vetor to ∂Ω pointing toward ∂ΩD, (see �gure 1.2). Let us observe that ondition(1.6) leads to

ω(si) = π ⇒ m(si)·ν(si) = 0. (1.7)Let us de�ne
Υ = 8

(2µ + λ)(3µ + λ)

πµ

(

π2 + ln2

(

3µ + λ

µ+ λ

))

.We here obtain a Rellih-type relation in the following form :Théorème 1.2.1. Let Ω ⊂ R2 be a bounded onvex polygonal open set suh that itsboundary satis�es (1.1), (1.5) and (1.7). Let u ∈ H1(Ω) be the solution of problem (1.2)with
f ∈ L

2(Ω), g ∈ H
3/2(∂ΩD), h ∈ H

1/2(∂ΩN).Then Θ(u,u) belongs to L1(∂Ω) and
2

∫

Ω

div(σ(u))·(m·∇)udx =

∫

∂Ω

Θ(u,u)dγ + Υ
∑

s∈{s1,s2}
ω(s)=π

c(s)2(m(s)·τ (s)) (1.8)where c(s) is the singularity oe�ient of u at point s.



1.2. THE CASE OF A BI-DIMENSIONAL POLYGONAL DOMAIN 47We emphasize that in (1.8), singular term c(s)2(m(s)·τ (s)) appears only if ω(s) = π.In order to prove this theorem, we use results of P. Grisvard and B. Merouani [12, 27, 14℄and we proeed as well as in [13℄.Proof. As well as for theorem 1.1.1, we an prove that for every open set V suh that
V ⊂ Ω, u ∈ H2(V). Similarly, for every x ∈ ∂Ω\Γ suh that x is not a vertex, there existsa neighborhood V of x suh that u ∈ H

2(V ∩ Ω).For a vertex s̃ ∈ ∂Ω \Γ , we use [12, 27, 14℄ to prove that there exists a neighborhood
V of s̃ suh that u ∈ H2(V ∩ Ω).Now onsider s ∈ Γ. Let γ0 and γ1 be the adjaent edges to s. Using a ut-o� funtion,we an suppose that u vanishes outside a disk D(s, δ). We an suppose that δ is smallenough so that D(s, δ) ∩ ∂Ω ⊂ γ0 ∪ γ1.We take some ε > 0 and de�ne (see �gure 1.3)















Hε = {(r, θ) ∈ (ε,+∞)× (0, ω)},
∂HDε = {(r, 0) / r > ε},
∂HNε = {(r, ω) / r > ε},
Γ̃ε = {(ε, θ) / θ ∈ (0, ω)},so that ∂Hε = ∂HDε ∪ ∂HNε ∪ Γ̃ε.

0

ω

∂HNε

∂HDε

Hε

ε

Γ̃ε

Fig. 1.3 � An example of Hε for ω < π.Then u ∈ H2(Hε) and theorem 1.1.1 gives
2

∫

Hε

div(σ(u))·(m·∇u)dx =

∫

∂Hε

Θ(u,u)dγ. (1.9)Using Lebesgue's theorem, we get easily
∫

Hε

div(σ(u))·(m·∇)udx −−→
ε→0

∫

H

div(σ(u))·(m·∇)udx.



48 RELATIONS DE TYPE RELLICHWe now onsider the onvergene of the right-hand side of (1.9). Projeting methodand hanging oordinates leads us to onsider the following problem






−div(σ(ũ)) = f̃ in H;
ũ = 0 on ∂HD;
σ(ũ)ν = 0 on ∂HN ;

(1.10)where H = {(r, θ) ∈ R
∗+ × (0, ω)}, ∂HD = {(r, 0) / r > 0}, ∂HN = {(r, ω) / r > 0} inpolar oordinates, and where f̃ ∈ L2(H).Hene, we an write u = U+ ũ where U ∈ H2(H). We use the struture of the solutionof (1.10) whih is given in [12, 27, 14℄. We will now onsider two ases.1.2.1 First ase : ω < πLet us denote by ν the Poisson's oe�ient of the system, i.e. ν =

1

2

λ

λ + µ
.Following [12, 27, 14℄, we have to onsider this equation in α,

sin2(αω) =
4(1 − ν)2 − α2 sin2 ω

3 − 4ν
. (1.11)Let (αi)i=1,K be the sequene of omplex roots of (1.11) suh that ℜα ∈]0, 1]. From[12, 27, 14℄, we get

∃ũR ∈ H2(H), ∀i ∈ [1, K], ∃v1
i ,v

2
i ∈ (C∞([0, ω],C))2 :

ũ = ũR +
∑K

i=1 ℜ[rαi(v1
i (θ) + ln(r)v2

i (θ))].We write uR = U + ũR, and we have :
u = uR +

K
∑

i=1

ℜ[rαi(v1
i (θ) + ln(r)v2

i (θ))]. (1.12)The main point of our proof lies in the following lemma whih will be proved at theend of this setion.Lemme 1.2.1. ∀i ∈ [1, K], ℜαi >
1

2
.Hene, for the Rellih-type relation, there is no orretive term. We then prove

∫

∂Hε

Θ(u,u)dγ −−→
ε→0

∫

∂H

Θ(u,u)dγ. (1.13)We know that u an be written in the form (1.12). Using this form, we expand theleft-hand side in (1.13) and we have to onsider u1 and u2 two funtions taken among thefollowing ones : uR ; ℜ[rαiv1
i (θ)] ; ℜ[rαi ln(r)v2

i (θ)].We have, ∃C > 0 : |Θ(u1,u2)| ≤ C|∇u1||∇u2|.First ase : u1 = u2 = uRIn this ase, uR ∈ H2(H), we an then use Lebesgue's theorem to get the result.



1.2. THE CASE OF A BI-DIMENSIONAL POLYGONAL DOMAIN 49Seond ase : u1 = uR and u2 = ℜ[rαiv
1
i (θ)]We have, ∃C > 0 : |∇u2| ≤ Crℜαi−1.Hene, ∃C > 0 : |Θ(u1,u2)| ≤ C|∇u1|rℜαi−1.Now, with lemma 1.2.1, ℜαi − 1 > −1/2. Then we use Lebesgue's theorem and we get

∫

∂HDε

Θ(u1,u2)dγ −−→
ε→0

∫

∂HD

Θ(u1,u2)dγ;

∫

∂HNε

Θ(u1,u2)dγ −−→
ε→0

∫

∂HN

Θ(u1,u2)dγ.Moreover, there exists C > 0 suh that
∣

∣

∣

∣

∫

Γ̃ε

Θ(u1,u2)dγ∣∣∣
∣

= ε

∣

∣

∣

∣

∫ ω

0

Θ(u1,u2)dθ∣∣∣
∣

≤ Cεℜαi −−→
ε→0

0,sine ℜαi > 1/2.Then (1.13) is satis�ed.Remark. We get a similar result with u2 = ℜ[rαi ln(r)v2
i (θ)]. We get also the sameresult, reversing the roles of u1 and u2.Third ase : u1 = ℜ[rαiv

1
i (θ)] and u2 = ℜ[rαjv

1
j (θ)]We have, ∃C > 0 : |∇u1| ≤ Crℜαi−1, |∇u2| ≤ Crℜαj−1.Then, ∃C > 0 : |Θ(u1,u2)| ≤ Crℜαi+ℜαj−2.Now, with lemma 1.2.1, ℜαi + ℜαj − 2 > −1. Then we use Lebesgue's theorem andwe get

∫

∂HDε

Θ(u1,u2)dγ −−→
ε→0

∫

∂HD

Θ(u1,u2)dγ;

∫

∂HNε

Θ(u1,u2)dγ −−→
ε→0

∫

∂HN

Θ(u1,u2)dγ.Moreover, there exists C > 0 suh that
∣

∣

∣

∣

∫

Γ̃ε

Θ(u1,u2)dγ∣∣∣
∣

= ε

∣

∣

∣

∣

∫ ω

0

Θ(u1,u2)dθ∣∣∣
∣

≤ Cεℜαi+ℜαj−1 −−→
ε→0

0,sine ℜαi + ℜαj − 1 > 0.Then (1.13) is satis�ed.Remark. we get a similar result with u1, u2 or both in the form ℜ[rαi ln(r)v2
i (θ)]. �Proof of lemma 1.2.1This lemma has been proved in a di�erent form espeially in [37, 33℄.Assume that a solution of (1.11) α = γ + iη is suh that γ ∈]0, 1/2[.
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sin2(αω) =

1 − cos(2αω)

2

=
1

2
(1 − cos(2γω) cosh(2ηω) + i sin(2γω) sinh(2ηω)).Moreover,

4(1 − ν)2 − α2 sin2 ω

3 − 4ν
=

4(1 − ν)2 − (γ2 − η2 + 2iγη) sin2 ω

3 − 4ν
.We then get

{

(3 − 4ν)(1 − cos(2γω) cosh(2ηω)) = 2(4(1 − ν)2 + (η2 − γ2) sin2 ω),
(3 − 4ν) sin(2γω) sinh(2ηω) = −4γη sin2 ω.

(1.14)The �rst equation of (1.14) is even with respet to η, the seond is odd. We onludethat, if α is a solution of (1.11), then α also is.We then assume in the following 0 < γ ≤ 1/2 and η ≥ 0.We rewrite the seond equation of (1.14)
(3 − 4ν) sin(2γω) sinh(2ηω) + 4γη sin2 ω = 0. (1.15)Let us remind that 0 < ν < 1/2, 0 < ω < π.We then have in (1.15)
{

(3 − 4ν) sin(2γω) sinh(2ηω) ≥ 0,
γη sin2 ω ≥ 0.And

{

(3 − 4ν) sin(2γω) sinh(2ηω) = 0,
γη sin2 ω = 0.Hene η = 0, and the �rst equation of (1.14) gives

(3 − 4ν) cos(2γω) + 8(1 − ν)2 − (3 − 4ν) − 2γ2 sin2 ω = 0.Sine 3 − 4ν > 0, for every γ ∈]0, 1/2], we have
0 ≥ (3 − 4ν) cos ω + 8(1 − ν)2 − (3 − 4ν) − 1

2
sin2 ω

=
1

2
(cos2 ω + 2(3 − 4ν) cosω + 16ν2 − 24ν + 9

=
1

2
(cosω + (3 − 4ν))2

> 0.whih is impossible. �



1.2. THE CASE OF A BI-DIMENSIONAL POLYGONAL DOMAIN 511.2.2 Seond ase : ω = πStruture of the solutionOne again, we use [12, 27, 14℄.In this ase, equation (1.11) beomes
sin2(απ) =

4(1 − ν)2 − α2

3 − 4ν
. (1.16)The roots of (1.16) suh that ℜα ∈]0, 1] are

α =
1

2
+ ik and α =

1

2
− ik, where k =

ln(3 − 4ν)

2π
.Then the singular solution of (1.10) is uS(r, θ) = ℜ (rαv(θ)) .We need to know exatly uS. To this end, we introdue the following intermediatefuntions















a(θ) = ν0

[

sin
(

−3
2
θ
)

− sin
(

1
2
θ
)

− 2k
(

cos
(

−3
2
θ
)

− cos
(

1
2
θ
))]

ekθ;
b(θ) = ν0

[

cos
(

−3
2
θ
)

− cos
(

1
2
θ
)

+ 2k
(

sin
(

−3
2
θ
)

− sin
(

1
2
θ
))]

ekθ;
m(θ) = 4(ν0 + 2) sin

(

1
2
θ
)

cosh(kθ);
n(θ) = 4(ν0 + 2) cos

(

1
2
θ
)

sinh(kθ);where ν0 =
λ+ µ

µ
.We have

uS(r, θ)=
√
r

[

cos(k ln(r))

(

a(θ) −m(θ)
b(θ) + n(θ)

)

+sin(k ln(r))

(

−b(θ) + n(θ)
a(θ) +m(θ)

)]

. (1.17)Then we get the following result
∃!ũR ∈ H

2(H), ∃!cS ∈ R : ũ = ũR + cSuS .and then, if we write uR = U + ũR, we have
u = uR + cSuS. (1.18)End of the proof of theorem 1.2.1 in the seond aseAs well as in paragraph 1.2.1, we use (1.18) and expand Θ(u,u). Similarly, termswhere uR appears onverge to 0.We now onsider the remaining term, quadrati with respet to uS.Sine ω = π, we have (m·ν) = 0, on ∂H.Hene, σ(uS)ν = 0, on ∂HN . Then Θ(uS ,uS) = 0, on ∂HN .Moreover, uS = 0, on ∂HD. This implies that (m ·∇)uS = (m ·ν)(ν ·∇)uS. Then

Θ(uS ,uS) = (m·ν)(2(σ(uS)ν)·(ν ·∇)uS − σ(uS) : ǫ(uS)) = 0, on ∂HD.It only remains to ompute the integral on Γ̃ε.



52 RELATIONS DE TYPE RELLICHFor a given ε > 0, Maple omputation gives
∫

∂Γε

Θ(uS,uS)dγ = Υ(m(0)·τ (0)) + O(ε).We then have
lim
ε→0

∫

Γ̃ε

Θ(u,u)dγ = c2S lim
ε→0

∫

Γ̃ε

Θ(uS ,uS)dγ = Υc2S(m(0)·τ (0)).This ahieves the proof of theorem 1.2.1. �1.3 The ase of a bi-dimensional domainWe here study the ase of a bounded onneted domain Ω ⊂ R2. We assume that itsboundary ∂Ω is of lass C2 and satis�es (1.1) and (1.5) (In (1.5), s1 and s2 are two pointsof ∂Ω (see �gure 1.4).).
Ω

∂ΩD

s2

x0

∂ΩN

s1

ν2

τ 2

τ 1

ν1

Fig. 1.4 � A smooth bi-dimensional domain Ω with a non-empty interfae.We assume moreover that there exists x0 ∈ R2 suh that (1.6) is satis�ed. At eahpoint si, we denote τ (si) the unit tangent vetor to ∂Ω pointing toward ∂ΩD.It an be observed that
m(s1)·ν(s1) = m(s2)·ν(s2) = 0. (1.19)In this ase, the Rellih-type relation an be written as follows :



1.3. THE CASE OF A BI-DIMENSIONAL DOMAIN 53Théorème 1.3.1. Let Ω ⊂ R2 be a bounded onneted domain of lass C2 whih satis�es(1.1), (1.5) and (1.19). Let u ∈ H1(Ω) be a solution of problem (1.2) with
f ∈ L

2(Ω), g ∈ H
3/2(∂ΩD), h ∈ H

1/2(∂ΩN). (1.20)Then Θ(u,u) belongs to L1(∂Ω) and
2

∫

Ω

div(σ(u))·(m·∇)udx =

∫

∂Ω

Θ(u,u)dγ + Υ
∑

s∈{s1,s2}

c(s)2(m(s)·τ (s))where c(s) is the singularity oe�ient of u at s.One again, we need to know the struture of the studied funtions.1.3.1 The ase of the semi-diskWe �rst study the ase Ω = D+(ρ), where ρ > 0 so that in polar oordinates, we mayde�ne D+(ρ) = (0, ρ)× (0, π), ∂D+
N (ρ) = (0, ρ)×{π} and ∂D+

D(ρ) = (0, ρ)×{0} ∪ {ρ}×
(0, π), (see �gure 1.5) and we onsider the problem







−div(σ(u)) = f in D+(ρ);
u = 0 on ∂D+

D(ρ);
σ(u)ν = 0 on ∂D+

N (ρ).
(1.21)

ρ

D+(ρ)

∂D+
D(ρ)

∂D+
N(ρ)Fig. 1.5 � The onsidered domain is a semi-disk.We denote by ũS the funtion de�ned by (1.17) in the whole half-plane. Let ς be aut-o� funtion belonging to C∞(R+, [0, 1]) suh that supp(ς) ⊂ [0, ρ2] and ς ≡ 1 on

[0, ρ1], with 0 < ρ1 < ρ2 < ρ. We an de�ne
uS(r, θ) = ũS(r, θ)ς(r). (1.22)Using results of paragraph 1.2.2, we get



54 RELATIONS DE TYPE RELLICHThéorème 1.3.2. Let u be the solution of problem (1.21) where f ∈ L2(D+(ρ)). We have
∃!uR ∈ H

2(D+(ρ)), ∃!cS ∈ R : u = uR + cSuS,where uS is de�ned by (1.22).This theorem means that, if we de�ne the operator Aρ by
{

D(Aρ) = {v ∈ H1
D(D+(ρ))/Aρv ∈ L2(D+(ρ)), σ(v)ν = 0 on ∂D+

N (ρ)}
Aρv = −div(σ(v)),we get

D(Aρ) ⊂ H
2(D+(ρ)) ⊕ RuS .We want now to haraterize the singular oe�ient cS aording to f . To this end,we introdue the following intermediate funtions















ã(θ) = ν0

[

sin
(

−5
2
θ
)

− sin
(

−1
2
θ
)

+ 2k
(

cos
(

−5
2
θ
)

− cos
(

−1
2
θ
))]

ekθ;

b̃(θ) = ν0

[

cos
(

−5
2
θ
)

− cos
(

−1
2
θ
)

− 2k
(

sin
(

−5
2
θ
)

− sin
(

−1
2
θ
))]

ekθ;
m̃(θ) = 4(ν0 + 2) sin

(

−1
2
θ
)

cosh(kθ);
ñ(θ) = 4(ν0 + 2) cos

(

−1
2
θ
)

sinh(kθ);where k and ν0 have been introdued in subsetion 1.2.2.We then de�ne
Σ∗(r, θ) =

cos(k ln(r))√
r

(

ã(θ) + m̃(θ)

b̃(θ) − ñ(θ)

)

+
sin(k ln(r))√

r

(

−b̃(θ) − ñ(θ)
ã(θ) − m̃(θ)

)

.In the distributions sense, Σ∗ is a L2 solution of the following problem






−div(σ(u)) = 0 in D+(ρ);
u = 0 on (0, ρ) × {0};
σ(u)ν = 0 on ∂D+

N(ρ).Let us now onsider g(θ) = Σ∗(ρ, θ), for every θ ∈]0, π[. We have g ∈ C∞([0, π]). Let
Ψ∗ ∈ H1(D+(ρ)) be a weak solution of the following problem















−div(σ(u)) = 0 in D+(ρ);
u = 0 on (0, ρ) × {0};
u = g on {ρ} × (0, π);
σ(u)ν = 0 on ∂D+

N (ρ).We de�ne S∗ = Σ∗ − Ψ∗. S∗ is then, in sense of distributions, a L2 solution of thefollowing problem






−div(σ(u)) = 0 in D+(ρ);
u = 0 on ∂D+

D(ρ);
σ(u)ν = 0 on ∂D+

N (ρ).We get the following result



1.3. THE CASE OF A BI-DIMENSIONAL DOMAIN 55Théorème 1.3.3. For f ∈ L2(D+(ρ)), let u be the solution of problem (1.21) and let cSbe the singular oe�ient of this solution. There exists κ ∈ R∗, independent of f , suhthat
cS =

1

κ

∫

D+(ρ)

S∗ ·f dx.Proof. Let (vn)n∈N ∈ H
1
D(D+(ρ))N be suh that (vn) tends to S∗ in L

2(D+(ρ)).For all n ∈ N, we have
∫

D+(ρ)

σ(uR) : ǫ(vn)dx + cS

∫

D+(ρ)

σ(uS) : ǫ(vn)dx =

∫

D+(ρ)

f ·vn dx.Now, we have of ourse
∫

D+(ρ)

f ·vn dx −−−→
n→∞

∫

D+(ρ)

f ·S∗ dx.Moreover,
∫

D+(ρ)

σ(uR) : ǫ(vn)dx = −
∫

D+(ρ)

div(σ(uR))·vn dx
−−−→
n→∞

−
∫

D+(ρ)

div(σ(uR))·S∗ dx = 0,sine uR = u − cSuS satis�es the homogeneous Neumann ondition on ∂D+
N (ρ).Then, there exists κ ∈ R suh that

∫

D+(ρ)

σ(uS) : ǫ(vn)dx −−−→
n→∞

κ.We then get
κcS =

∫

D+(ρ)

S∗ ·f dx.Now, κ is independent of f . Thus κ ∈ R∗ and the theorem is proved. �We want now to get an estimate of the H2-norm of the regular part aording to f .Théorème 1.3.4. For f ∈ L2(D+(ρ)), let u ∈ D(Aρ) be the solution of problem (1.21).Let uR ∈ H2(D+(ρ)) be the regular part of u. There exists C > 0 independent of f suhthat
‖uR‖H2 (D+(ρ)) ≤ C‖f‖L2(D+(ρ)).Proof. We de�ne L

2
R(D+(ρ)) = {f ∈ L

2(D+(ρ)) / u ∈ H
2(D+(ρ))}. Using theorem1.3.3, we may onsider cS as a ontinuous linear form of f . We then have L2

R(D+(ρ)) =
ker(cS) and L2

R(D+(ρ)) is losed in L2(D+(ρ)).Now, let us de�ne
T : L2

R(D+(ρ)) −→ D(Aρ) ∩ H2(D+(ρ))
fR 7−→ uR.
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T is ontinuous linear and one-to-one. Moreover, we have T−1(uR) = −div(σ(uR)), forevery uR in D(Aρ) ∩ H2(D+(ρ)). We an then apply the open-mapping theorem :

∃C > 0 : ∀uR ∈ D(Aρ) ∩ H2(D+(ρ)),

‖div(σ(uR))‖L2
R(D+(ρ)) ≤ C‖uR‖H1 (D+(ρ)). (1.23)Consider now̃

T : (D(Aρ) ∩ H2(D+(ρ)), ‖.‖H2(D+(ρ))) −→ L2
R(D+(ρ))

uR 7−→ −div(σ(uR)).

T̃ is linear, one-to-one, and obviously ontinuous. Moreover, we an easily see that
(D(Aρ) ∩ H2(D+(ρ)), ‖.‖H2 (D+(ρ))) is a Banah spae.We apply one again the open-mapping theorem :

∃C > 0 : ∀uR ∈ D(Aρ) ∩ H2(D+(ρ)),

‖uR‖H2 (D+(ρ)) ≤ C‖div(σ(uR))‖L2
R(D+(ρ)). (1.24)Consider f ∈ L2(D+(ρ)) and u ∈ D(Aρ), be the solution of problem (1.21) for f .Let uR ∈ H2(D+(ρ)) and cS ∈ R be suh that u = uR + cSuS. Writing the variationalformulation with v = uR, we get

∫

D+(ρ)

σ(uR) : ǫ(uR)dx + cS

∫

D+(ρ)

σ(uS) : ǫ(uR)dx =

∫

D+(ρ)

f ·uR dx.Using theorem 1.3.3, there exists some onstant C > 0 independent of f suh that
|cS | ≤ C‖f‖L2(D+(ρ)).Then there exists C > 0 independent of f suh that

∣

∣

∣

∣

cS

∫

D+(ρ)

σ(uS) : ǫ(uR)dx∣∣∣
∣

≤ C‖f‖L2(D+(ρ))‖uR‖H1 (D+(ρ)).Moreover, we get easily the existene of c > 0 independent of f suh that
∫

D+(ρ)

σ(uR) : ǫ(uR)dx ≥ c‖uR‖2H1 (D+(ρ)).At last, we have
∣

∣

∣

∣

∫

D+(ρ)

f ·uR dx∣∣∣
∣

≤ ‖f‖L2(D+(ρ))‖uR‖H1 (D+(ρ)).Then, there exists C > 0 independent of f suh that
‖uR‖H1 (D+(ρ)) ≤ C‖f‖L2(D+(ρ)). (1.25)We dedue theorem (1.3.4) from (1.23), (1.24) and (1.25). �



1.3. THE CASE OF A BI-DIMENSIONAL DOMAIN 571.3.2 The general aseWe now onsider the ase of a bounded onneted domain Ω satisfying geometrialassumptions given in the introdution of this paragraph. As well as in the ase of thepolygon, the solution of problem (1.2) will be loally H
2 in the neighborhood of everypoint of Ω and of every point of the boundary, exept the points of Γ. We will then workat these points.

w

∂wN

∂wD

∂wD

sFig. 1.6 � An example of w.Let then s be one of the two points of the interfae, and letW ⊂ R2 be a neighborhoodof s. We denote (see �gure 1.6)
w = W ∩ Ω, ∂wN = W ∩ ∂ΩN , ∂wD = (W ∩ ∂ΩD) ∪ (∂w ∩ Ω). (1.26)Using a loalization proess leads us to onsider the following problem







−div(σ(u)) = g in w;
u = 0 on ∂wD;
σ(u)ν = 0 on ∂wN ;

(1.27)where g ∈ L2(w).For this problem, we de�ne the operator B by
{

D(B) = {v ∈ H1
D(w)/Bv ∈ L2(w), σ(v)ν = 0 on ∂wN}

Bv = −div(σ(v)).We assume that w is suh that there exists a C2-di�eomorphism φ from w onto D+(ρ)for some ρ > 0, suh that
φ(s) = 0, φ(∂wD) = ∂D+

D(ρ), φ(∂wN) = ∂D+
N (ρ). (1.28)Without any restrition, we suppose that s is loated at origin and that x1-axis istangent to w at this point. Reduing w if neessary, there exists ψ ∈ C2(R,R) suh that
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∂Ω∩W ⊂ {(x, ψ(x))/x ∈ R}. Let us onsider

{

φ1(x1, x2) = x1,
φ2(x1, x2) = x2 − ψ(x1).Using these loal oordinates, (1.27) an be written as follows







−div(σ̃(ũ)) = g̃ in D+(ρ);
ũ = 0 on ∂D+

D(ρ);
σ̃(ũ)ν = 0 on ∂D+

N (ρ);
(1.29)where g̃ ∈ L2(D+(ρ)) and where we have (with β̃ = σ̃ − σ),















β̃11(ũ) = −(2µ+ λ)ψ′(x1)∂2ũ1,

β̃12(ũ) = −µψ′(x1)∂2ũ2,

β̃21(ũ) = (2µ+ λ)ψ′(x1)
2∂2ũ1 − (2µ + λ)ψ′(x1)∂1ũ1 − (µ + λ)ψ′(x1)∂2ũ2,

β̃22(ũ) = µψ′(x1)
2∂2ũ2 − µψ′(x1)∂1ũ2 − (µ+ λ)ψ′(x1)∂2ũ1.

(1.30)As well as in [4℄, we onsider problem (1.29) as a perturbation of problem (1.21) inorder to get the following regularity result.Théorème 1.3.5. Let w be an open subset of R2 de�ned in (1.26), There exist ρ > 0and a C2-di�eomorphism φ from w onto D+(ρ) suh that (1.28) is satis�ed and
D(B) ⊂ H

2(w) ⊕ R(uS ◦ φ),where uS is given by (1.22).Proof. We take ρ and φ as above.Let Ãρ be the operator de�ned by
{

D(Ãρ) = {ṽ ∈ H1
D(D+(ρ))/Ãρṽ ∈ L2(D+(ρ)), σ̃(ṽ)ν = 0 on ∂D+

N (ρ)}
Ãρṽ = −div(σ̃(ṽ)).We need the following lemma, whih gives the perturbation.Lemme 1.3.1. For ρ > 0 and v ∈ D(Aρ), β̃(v) belongs to H1(D+(ρ))4 and there exists

C > 0, independent of ρ, suh that
∀v ∈ D(Aρ), ‖β̃(v)‖H1(D+(ρ))4 ≤ C

√
ρ‖v‖D(Aρ).We �rst assume that this lemma is proved. We then take a solution ũ of (1.29) be-longing to D(Aρ). Using lemma 1.3.1, we get that β̃(ũ) belongs to H1(D+(ρ))4. Using alassial trae result, we an build ũr ∈ H2(D+(ρ)) suh that

ũr = 0 on ∂D+
D(ρ), σ(ũr)ν = −β̃(ũ) on ∂D+

N(ρ)and suh that there exists C > 0, independent of ρ and ũ, so that
‖ũr‖H2 (D+(ρ)) ≤ C‖β̃(ũ)‖H1(D+(ρ))4.



1.3. THE CASE OF A BI-DIMENSIONAL DOMAIN 59We an write problem (1.29) in the following form :






−div(σ(ũ)) − div(β̃(ũ)) − div(σ(ũr)) = g̃ in D+(ρ);
ũ = 0 on ∂D+

D(ρ);
σ(ũ)ν = 0 on ∂D+

N(ρ).We now de�ne the operator Pρ by
Pρ : D(Aρ) −→ L2(D+(ρ))

ṽ 7−→ −div(β̃(ṽ)) − div(σ(ṽr)).Using lemma (1.3.1), we get that Pρ is ontinuous and that its norm is bounded by
C
√
ρ, where C is independent of ρ. Furthermore, Aρ is an isomorphism from D(Aρ) onto

L2(D+(ρ)). Hene, for ρ > 0 small enough, Ãρ = Aρ +Pρ is an isomorphism from D(Aρ)onto L
2(D+(ρ)). Theorem 1.3.5 is then proved. �Proof of lemma 1.3.1For ρ > 0 and v ∈ D(Aρ), we will prove that β̃11(v) belongs to H1(D+(ρ)), the proofwill be similar for any β̃ij(v).Sine v ∈ D(Aρ), there exists cS ∈ R and vR ∈ H2(D+(ρ)) suh that v = vR + cSuS .For i ∈ {1, 2}, we have

∂iβ̃11(v) = ∂iβ̃11(vR) + cS∂iβ̃11(uS).The term depending on vR satis�es
∂iβ̃11(vR) = −(2µ+ λ)∂iψ

′(x1)∂2vR1 − (2µ+ λ)ψ′(x1)∂i2vR1.On one hand, there exists C > 0 independent of ρ suh that
‖(2µ+ λ)ψ′(x1)∂i2vR1‖L2 ≤ Cρ‖vR‖H2sine ψ′(0) = 0 and there exists C > 0 independent of ρ suh that |ψ′(x1)| ≤ Cρ.Thanks to theorem 1.3.4, there exists C > 0 independent of ρ suh that
‖(2µ+ λ)ψ′(x1)∂i2vR1‖L2 ≤ Cρ‖v‖D(Aρ).On the other hand, sine v and uS satisfy boundary onditions, vR satisfy them. Then

∂1vR satisfy a Dirihlet ondition on ∂D+
D(ρ). Thanks to theorem 1.3.4, there exists then

C > 0 independent of ρ suh that
‖∂1vR‖L2 ≤ Cρ‖v‖D(Aρ),sine Poinaré's onstant is proportional to ρ. Moreover, σ12(vR) and σ22(vR) satisfy aDirihlet ondition on ∂D+

N (ρ). Finally we get C > 0 independent of ρ suh that
‖∂2vR‖L2 ≤ Cρ‖v‖D(Aρ)



60 RELATIONS DE TYPE RELLICHand there exists C > 0 independent of ρ suh that
‖(2µ + λ)∂iψ

′(x1)∂2vR1‖L2 ≤ Cρ‖v‖D(Aρ).Consider the remaining term depending on uS. Again, we have
∂iβ̃11(cSuS) = −(2µ+ λ)cS∂iψ

′(x1)∂2uS1 − (2µ + λ)cSψ
′(x1)∂i2uS1.For this terms, we know uS expliitly. We then get C > 0 independent of ρ suh that

‖(2µ + λ)cS∂iψ
′(x1)∂2uS1‖L2 ≤ C

√
ρ|cS|and there exists C > 0 independent of ρ suh that

‖(2µ + λ)cSψ
′(x1)∂i2uS1‖L2 ≤ C

√
ρ|cS |.Now, by theorem 1.3.3, we know that

cS =
1

κ

∫

D+(ρ)

S∗div(σ(v))dx.Then, there exists C > 0 independent of ρ suh that
|cS | ≤ C‖v‖D(Aρ).Finally, we get that β̃11(v) belong to H1(D+(ρ)), and that there exists C > 0 inde-pendent of ρ suh that

‖β̃11(v)‖H1(D+(ρ)) ≤ C
√
ρ‖v‖D(Aρ).We proeed similarly for β̃ij(v) and we obtain the required result. �1.3.3 Proof of the Rellih-type relationWe an now prove theorem 1.3.1.Let u ∈ H1(Ω) be a solution of problem (1.2) satisfying onditions (1.20). We proeedas in the polygonal ase.Using a trae theorem, we build ũ ∈ H2(Ω) suh that ũ = u and σ(ũ)ν = σ(u)ν on

∂Ω. U = ũ− u is a solution of






−div(σ(U)) = F in Ω;
U = 0 on ∂ΩD;
σ(U)ν = 0 on ∂ΩN ;

(1.31)where F = div(σ(ũ)) − div(σ(u)) ∈ L2(Ω).We take ε > 0 small enough and we de�ne














Ωε = Ω \ (D(s1, ε) ∪D(s2, ε)),
∂ΩDε = ∂ΩD \ (D(s1, ε) ∪D(s2, ε)),
∂ΩNε = ∂ΩN \ (D(s1, ε) ∪D(s2, ε)),

Γ̃ε = (∂D(s1, ε) ∪ ∂D(s2, ε)) ∩ Ω,



1.4. THE CASE OF A N -DIMENSIONAL DOMAIN 61so that we have ∂Ωε = ∂ΩDε ∪ ∂ΩNε ∪ Γ̃ε.For s ∈ Γ, we apply theorem 1.3.5 to U in D(s, ε)∩Ω. We obtain UR ∈ H2(D(s, ε)∩Ω)and cS ∈ R suh that U = UR+cSuS◦φ. Writing uR = UR+ũ, we get u = uR+cS(uS◦φ),where uR ∈ H2(D(s, ε) ∩ Ω).Using this form, we expand Θ(u,u). Terms with uR are obviously integrable on ∂Ω∩
D(s, ε). Let us onsider terms depending on uS .Observe that on ∂Ω ∩ D(s, ε), |(m ·ν)| ≤ Cd(., s). By a omputation, we get that
|(m·ν)σ(uS ◦ φ) : ǫ(uS ◦ φ)| is bounded on ∂Ω ∩D(s, ε).Now, (σ(uS ◦ φ)ν) · (m ·∇)uS ◦ φ is of ourse integrable on ∂ΩN ∩ D(s, ε), sine itvanishes. On ∂ΩD ∩D(s, ε), sine uS ◦ φ = 0, we have (m·∇)uS ◦ φ = (m·ν)(ν·∇)uS ◦ φ.Hene, |(σ(uS ◦ φ)ν)·(m·∇)uS ◦ φ| is bounded on ∂ΩD ∩D(s, ε).We then obtain that Θ(u,u) belongs to L1(∂Ω∩D(s, ε)). Hene, it belongs to L1(∂Ω).Now, sine u ∈ H2(Ωε), we apply twie Green's formula and we obtain

∫

Ωε

div(σ(u))·(m·∇)udx =

∫

∂Ωε

Θ(u,u)dγ.Using Lebesgue's theorem, we get
∫

Ωε

div(σ(u))·(m·∇)udx −−→
ε→0

∫

Ω

div(σ(u))·(m·∇)udx,
∫

∂ΩDε∪∂ΩNε

Θ(u,u)dγ −−→
ε→0

∫

∂Ω

Θ(u,u)dγ.For the remaining integral on Γ̃ε, we observe that |J(φ) − I2| = O(ε). With a similaromputation as in setion 1.2.2, we get
∫

Γ̃ε

Θ(u,u)dγ −−→
ε→0

Υc2S(m(0)·τ (0)).The Rellih-type relation is then proved. �1.4 The ase of a n-dimensional domainWe here study the ase of a bounded onneted domain Ω ⊂ Rn. We assume thatits boundary ∂Ω is of lass C2 and satis�es (1.1). We assume furthermore that Γ is a
(n − 2)-dimensional submanifold of lass C3 suh that there exists a neighborhood Ω′ of
Γ suh that ∂Ω∩ Ω′ is a (n− 1)-submanifold of lass C3, (see �gure 1.7).We assume moreover that there exists x0 ∈ Rn suh that (1.6) is satis�ed.It an be observed that

m·ν = 0, on Γ. (1.32)At eah point s of Γ, we onsider Γ as a submanifold of ∂Ω of o-dimension 1 and wedenote by τ (s) the unit normal vetor to Γ pointing outward of ∂ΩN .In this ase, the Rellih-type relation an be written as follows :
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τ

ν

∂ΩD
x0

∂ΩN

Ω

Γ

Fig. 1.7 � A general smooth domain Ω with a non-empty interfae.Théorème 1.4.1. Let Ω ⊂ R
n be a bounded onneted domain of lass C2 whih satis�es(1.1) and above geometrial assumptions. We assume moreover that the boundary satis�es(1.32). Let u ∈ H1(Ω) be a solution of problem (1.2) with

f ∈ L
2(Ω), g ∈ H

3/2(∂ΩD), h ∈ H
1/2(∂ΩN). (1.33)Then Θ(u,u) belongs to L1(∂Ω) and we an ompute on Γ singularity oe�ients of

u belonging to L2(Γ) suh that
2

∫

Ω

div(σ(u))·(m·∇)udx = (n− 2)

∫

Ω

σ(u) : ǫ(u)dx +

∫

∂Ω

Θ(u,u)dγ
+

∫

Γ

(

ΥceS(s)2 +
µπ

4

n−2
∑

i=1

cSi(s)
2

)

m(s)·τ(s)ds.We need to know the struture of the studied funtion.1.4.1 the ase of the semi-ylinderWe use notations of setion 1.3.1. D+(ρ) is the semi-disk with radius ρ in dimension2. For d = n − 2, we here onsider the ase Ω = C+(ρ) where C+(ρ) = D+(ρ) × Rd, (see�gure 1.8).Coordinates of x ∈ C+(ρ) will be denoted by (x1, x2, z), where z = (z1, . . . , zd) ∈ Rd.Let us de�ne ∂C+
N(ρ) = ∂D+

N(ρ) × Rd, ∂C+
D(ρ) = ∂D+

D(ρ) × Rd.We onsider the problem






−div(σ(u)) = f in C+(ρ);
u = 0 on ∂C+

D(ρ);
σ(u)ν = 0 on ∂C+

N(ρ).
(1.34)
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O

∂C+
N(ρ)

x2

x1

z

∂C+
D(ρ)

C+(ρ)

Fig. 1.8 � The onsidered domain is a semi-ylinder.We want to generalize regularity results got in setion 1.3.1.Let ue
S ∈ (H1(D+(ρ)))2 be the singular solution de�ned by (1.22).Let ul
S ∈ H1(D+(ρ)) be the funtion de�ned in polar oordinates by

ul
S(r, θ) = ς(r)

√
r sin

(

θ

2

)

,where ς is a ut-o� funtion belonging to C∞(R+, [0, 1]) suh that supp(ς) ⊂ [0, ρ2] and
ς ≡ 1 on [0, ρ1], with 0 < ρ1 < ρ2 < ρ. Roughly speaking, ul

S is the singular solutionof a Laplae equation with mixed boundary onditions (see [4℄). This funtion has beenintrodued by Shamir in [36℄.We de�ne uS ∈ H1(D+(ρ)) by
uS =









ue
S

ul
S...
ul

S









. (1.35)We then obtainThéorème 1.4.2. Let u be the solution of problem (1.34). We then have



64 RELATIONS DE TYPE RELLICH1) for every i in {1, . . . , d}, ∂u
∂zi

belongs to H1(C+(ρ)) and there exists C > 0, inde-pendent of ρ suh that ∥∥∥
∥

∂u

∂zi

∥

∥

∥

∥H1 (C+(ρ))

≤ C‖f‖L2(C+(ρ));2) ∃!uR ∈ L2(Rd,H2(D+(ρ))) and ∃!cS ∈ L2(Rd) suh that u = uR + uS ⊗ cS, where
uS is de�ned by (1.35) and suh that there exists C > 0, independent of ρ suh that

‖uR‖L2(Rd,H2 (D+(ρ))) ≤ C‖f‖L2(C+(ρ)) and ‖cS‖L2(Rd) ≤ C‖f‖L2(C+(ρ)).Proof.The �rst point of above theorem is easily obtained by using di�erential quotients.Hene we only develop the proof of the seond one.We denote the solution of problem (1.34) by u = t(u1, . . . , un). Let us de�ne
ue =

(

u1

u2

)

∈ (H1(C+(ρ)))2.Using ∆2 = ∂11 + ∂22, we rewrite (1.34) in the following form :
∀i ∈ {3, . . . , n},







−∆2ui = gi in C+(ρ);
ui = 0 on ∂C+

D(ρ);
∂2ui = hi on ∂C+

N(ρ).
(1.36)With the �rst point, we have gi ∈ L2(C+(ρ)) and hi ∈ H1/2(C+(ρ)).Moreover, we get that there exists C > 0 independent of ρ suh that

‖gi‖L2(C+(ρ)) ≤ C‖f‖L2(C+(ρ)), ‖hi‖H1/2(C+(ρ)) ≤ C‖f‖L2(C+(ρ)).Then, using [4℄, there exist uRi ∈ L2(Rd, H2(D+(ρ))) and cSi ∈ L2(Rd) suh that
ui = uRi + ul

S ⊗ cSi,and suh that there exists C > 0 independent of ρ suh that
‖uRi‖L2(Rd,H2(D+(ρ))) ≤ C‖f‖L2(C+(ρ)), ‖cSi‖L2(Rd) ≤ C‖f‖L2(C+(ρ)).It remains to obtain the result for ue. We denote by div2 the divergene operator in R2.We also denote by ǫ2(ue) and σ2(u

e) the strain tensor and the stress tensor in dimension2. Hene, ue veri�es






−div2(σ2(u
e)) = ge in C+(ρ);

ue = 0 on ∂C+
D(ρ);

σ2(u
e)ν = he on ∂C+

N(ρ);
(1.37)where ge ∈ (L2(C+(ρ)))2, he ∈ (H1/2(C+(ρ)))2, suh that there exists C > 0 independentof ρ suh that

‖ge‖(L2(C+(ρ)))2 ≤ C‖f‖L2(C+(ρ)), ‖he‖(H1/2(C+(ρ)))2 ≤ C‖f‖L2(C+(ρ)).



1.4. THE CASE OF A N -DIMENSIONAL DOMAIN 65Using a trae result, we an build ũe ∈ (H2(C+(ρ)))2 suh that there exists C > 0independent of ρ suh that ‖ũe‖(H2(C+(ρ)))2 ≤ C‖f‖L2(C+(ρ)) and suh that Ue = ue − ũesatis�es an equation in the form (1.37) with he = 0. In this equation, there are noderivative with respet to z. We then an work for a given z, and we get that, for almostevery z, Ue satis�es






−div2(σ2(U
e(., z))) = Ge(., z) in D+(ρ);

Ue(., z) = 0 on ∂D+
D(ρ);

σ2(U
e(., z))ν = 0 on ∂C+

N(ρ);
(1.38)where Ge(., z) ∈ (L2(D+(ρ)))2, suh that there exists C > 0 independent of ρ suh that

‖Ge(., z)‖(L2(D+(ρ)))2 ≤ C‖f(., z)‖L2(D+(ρ)).With theorems 1.3.2, 1.3.3 and 1.3.4 we an write ue(., z) = ue
R(., z) + ceS(z)ue

S where
ue

R(., z) ∈ (H2(D+(ρ)))2 suh that there exists C > 0 independent of ρ suh that
‖ue

R(., z)‖(H2(D+(ρ)))2 ≤ C‖f(., z)‖L2(D+(ρ)), and
ceS(z) =

∫

D+(ρ))

S∗(x)Ge(x, z)dx.We easily get that ceS ∈ L2(Rd) with ‖ceS‖L2(Rd) ≤ C‖f‖L2(C+(ρ)). We also get that
ue

R ∈ (L2(Rd, H2(D+(ρ))))2 with ‖ue
R‖(L2(Rd,H2(D+(ρ))))2 ≤ C‖f‖L2(C+(ρ)).We now write

uR =









ue
R

uR3...
uRn









and cS =













ceS
ceS
cS3...
cSn













.and we obtain the required result. �Remark. Theorem 1.4.2 may be expressed in other words.For ρ > 0, let Bd(ρ) be the ball of Rd entered at the origin of radius ρ. We de�ne














C̃+(ρ) = D+(ρ) × Bd(ρ),

∂C̃+
N(ρ) = ∂D+

N(ρ) × Bd(ρ),

∂C̃+
D(ρ) = ∂C̃+(ρ) \ ∂C̃+

N(ρ),

Γ̃(ρ) = {(0, 0)} ×Bd(ρ),

(1.39)and onsider the following problem






−div(σ(u)) = f in C̃+(ρ);

u = 0 on ∂C̃+
D(ρ);

σ(u)ν = 0 on ∂C̃+
N(ρ).

(1.40)Using a ut-o� funtion, theorem 1.4.2 allows us to prove that, if we de�ne the operator
Aρ by

{

D(Aρ) = {v ∈ H1
D(C̃+(ρ))/Aρv ∈ L2(C̃+(ρ)), σ(v)ν = 0 on ∂C̃+

N(ρ)}
Aρv = −div(σ(v)),



66 RELATIONS DE TYPE RELLICHwe get
D(Aρ) ⊂ H

2(C̃+(ρ)) ⊕
(

uS ⊗ L
2(Bd(ρ))

)

.We now an estimate of the H2-norm of the regular part aording to f .Théorème 1.4.3. For f ∈ L2(C̃+(ρ)), let u ∈ D(Aρ) be the solution of problem (1.40).Let uR ∈ H2(C̃+(ρ)) be the regular part of u. There exists C > 0 independent of f suhthat
‖uR‖H2 (C̃+(ρ)) ≤ C‖f‖L2(C̃+(ρ)).Proof. We only follow the proof of theorem 1.3.4. �1.4.2 The general aseWe now onsider the ase of a bounded onneted domain Ω satisfying geometrialassumptions given in the introdution of this paragraph. As well as in the 2-dimensionalase, the solution of problem (1.2) is loally H2 in the neighborhood of every point of Ωand of every point of ∂Ω \ Γ.

w

∂wN

∂wD s

γ

τ

Fig. 1.9 � An example of w.For s ∈ Γ, let W ⊂ Rn be a neighborhood of s. We de�ne (see �gure 1.9)














w = W ∩ Ω,
∂wN = W ∩ ∂ΩN ,
∂wD = (W ∩ ∂ΩD) ∪ (∂w ∩ Ω),
γ = W ∩ Γ.

(1.41)



1.4. THE CASE OF A N -DIMENSIONAL DOMAIN 67A loalization proess (see [4℄) leads us to onsider the following problem :






−div(σ(u)) = g in w;
u = 0 on ∂wD;
σ(u)ν = 0 on ∂wN ;

(1.42)where g ∈ L2(w).For this problem, we de�ne the operator B by
{

D(B) = {v ∈ H1
D(w)/Bv ∈ L2(w), σ(v)ν = 0 on ∂wN}

Bv = −div(σ(v)).We assume that w is suh that for any ρ > 0, there exists a C2-di�eomorphism Φ from
w onto C̃+(ρ) whih satis�es

Φ(s) = 0, Φ(∂wD) = ∂C̃+
D(ρ), Φ(∂wN) = ∂C̃+

N(ρ), Φ(γ) = Γ̃(ρ). (1.43)Modifying w if neessary, and for simpliity, we will onsider a partiular Φ.As well as in subsetion 1.3.2, without any restrition, we suppose that the onsideredpoint s of Γ is loated at the origin, that ∂w is tangent to x2-axis and γ to the subspae
{x1 = x2 = 0} at this point.Reduing w if neessary, there exists φ ∈ C2(Rn−1,R) and ψ ∈ C2(Rd,R) suh that

∀x = (x1, x2, z) ∈ w, Φ(x) = (x1 −ψ(z), x2 − φ(x1, z), z) (1.44)and
∇zφ(0, 0) = ∇zψ(0) = 0,

∂φ

∂x1
(0, 0) = 0. (1.45)Hene, the Jaobian matrix of Φ is given by :

DΦ =





1 0 −t∇zψ

− ∂�
∂x1

1 −t∇zφ

0 0 Id



 .Espeially, DΦ(0) = In.Using these loal oordinates, (1.42) an be written as follows






−div(σ̃(ũ)) = g̃ in C̃+(ρ);

ũ = 0 on ∂C̃+
D(ρ);

σ̃(ũ)ν = 0 on ∂C̃+
N(ρ);

(1.46)where g̃ ∈ L2(C̃+(ρ)) and where
σ̃(ũ) = µ∇Φ(∇ũ∇Φ +t ∇Φt∇ũ) + λ(∇Φ :∇ũ)∇Φ. (1.47)One again, we write β̃(ũ) = σ̃(ũ) − σ(ũ) and we onsider β̃(ũ) as a perturbation ofproblem (1.40) in order to get the following regularity result.



68 RELATIONS DE TYPE RELLICHThéorème 1.4.4. Let w be an open subset of Rn de�ned as in (1.41). There exist ρ > 0and a C2-di�eomorphism Φ from w onto C̃+(ρ) suh that (1.43) is satis�ed and
D(B) ⊂ H

2(w) ⊕
((

uS ⊗ L
2(Bd(ρ))

)

◦ Φ
)

.where uS is given by (1.35).Proof. We take ρ and Φ as above.Let Ãρ be the operator de�ned by
{

D(Ãρ) = {ṽ ∈ H1
D(C+(ρ))/Ãρṽ ∈ L2(C+(ρ)), σ̃(ṽ)ν = 0 on ∂C+

N(ρ)}
Ãρṽ = −div(σ̃(ṽ)).We need the following lemma, whih gives the perturbation :Lemme 1.4.1. For ρ > 0 and v ∈ D(Aρ), β̃(v) belongs to H1(C̃+(ρ))n2 and there exists

C > 0, independent of ρ, suh that
∀v ∈ D(Aρ), ‖β̃(v)‖H1(C̃+(ρ))n2 ≤ C

√
ρ‖v‖D(Aρ).Assuming that lemma 1.4.1 holds, we follow the proof of theorem 1.3.5. �Proof of lemma 1.4.1Using (1.47), we an write, for (i, j) ∈ {1, . . . , n}2 and v ∈ D(Aρ), above funtions β̃ijin the form :

β̃ij(v) =
n
∑

k,l=1

κij
kl∂kvlwhere ∀(i, j, k, l) ∈ {1, . . . , n}4, κij

kl ∈ C1(C̃+(ρ)) and κij
kl(0) = 0.For v ∈ D(Aρ) and t ∈ {3, . . . , n}, we have

∂tβ̃ij(v) =

n
∑

k,l=1

∂tκ
ij
kl∂kvl +

n
∑

k,l=1

κij
kl∂ktvl.On one hand, we use the �rst point of theorem 1.4.2 : there exists C > 0 independentof ρ suh that

‖∂ktvl‖L2(C̃+(ρ)) ≤ C‖v‖D(Aρ).Sine κij
kl(0) = 0, there exists C > 0 independent of ρ suh that

∥

∥

∥

∥

∥

n
∑

k,l=1

κij
kl∂ktvl

∥

∥

∥

∥

∥

L2(C̃+(ρ))

≤ Cρ‖v‖D(Aρ).On the other hand, sine v satis�es a Dirihlet ondition on ∂C̃+
D(ρ), ∂kv satis�esalso a Dirihlet ondition on a part of the boundary, for k ∈ {3, . . . , n}. Then, sine thePoinaré's onstant is proportional to ρ, there exists C > 0 independent of ρ suh that

‖∂kv‖L2(C̃+(ρ)) ≤ Cρ‖v‖D(Aρ).



1.4. THE CASE OF A N -DIMENSIONAL DOMAIN 69Moreover, sine σ12(v) and σ22(v) satisfy a Dirihlet ondition on ∂C̃+
N(ρ), we get thatthere exists C > 0 independent of ρ suh that

‖∂2v‖L2(C̃+(ρ)) ≤ Cρ‖v‖D(Aρ).We get then C > 0 independent of ρ suh that
∥

∥

∥

∥

∥

n
∑

k,l=1

∂tκ
ij
kl∂kvl

∥

∥

∥

∥

∥

L2(C̃+(ρ))

≤ Cρ‖v‖D(Aρ).We then have got C > 0 independent of ρ suh that
‖∂tβ̃ij(v)‖L2(C̃+(ρ)) ≤ Cρ‖v‖D(Aρ).We now assume that t ∈ {1, 2}. Similarly, there exists C > 0 independent of ρ suhthat

∥

∥

∥

∥

∥

∂t

(

n
∑

k=3

n
∑

l=1

κij
kl∂kvl

)∥

∥

∥

∥

∥

L2(C̃+(ρ))

≤ Cρ‖v‖D(Aρ).Sine v ∈ D(Aρ), there exists vR ∈ L2(Rd,H2(D+(ρ))) and cS ∈ L2(Rd) suh that
v = vR + uS ⊗ cS .One again, as above, we get C > 0 independent of ρ suh that

∥

∥

∥

∥

∥

∂t

(

2
∑

k=1

n
∑

l=1

κij
kl∂kvRl

)∥

∥

∥

∥

∥

L2(C̃+(ρ))

≤ Cρ‖v‖D(Aρ).For the remaining term with uS , we have
∂t

(

2
∑

k=1

n
∑

l=1

κij
kl∂k(vS ⊗ cS)l

)

=
2
∑

k=1

n
∑

l=1

∂tκ
ij
kl(∂kuS ⊗ cS)l +

2
∑

k=1

n
∑

l=1

κij
kl(∂ktuS ⊗ cS)l.Observe that uS is expliitly known. A tehnial omputation gives C > 0 independentof ρ suh that

∥

∥

∥

∥

∥

2
∑

k=1

n
∑

l=1

∂tκ
ij
kl(∂kuS ⊗ cS)l

∥

∥

∥

∥

∥

L2(C̃+(ρ))

≤ C
√
ρ‖cS‖L2and

∥

∥

∥

∥

∥

2
∑

k=1

n
∑

l=1

κij
kl(∂ktuS ⊗ cS)l

∥

∥

∥

∥

∥

L2(C̃+(ρ))

≤ C
√
ρ‖cS‖L2.Sine there also exists C > 0 independent of ρ suh that

‖cS‖L2 ≤ C‖v‖D(Aρ),



70 RELATIONS DE TYPE RELLICHwe get C > 0 independent of ρ suh that
∥

∥

∥

∥

∥

∂t

(

2
∑

k=1

n
∑

l=1

κij
kl∂k(vS ⊗ cS)l

)∥

∥

∥

∥

∥

L2

≤ C
√
ρ|v‖D(Aρ).Finally, for every (i, j) in {1, . . . , n}2, we get : β̃ij(v) ∈ H1(C̃+(ρ)), and there exists

C > 0 independent of ρ suh that
‖β̃ij‖H1(C̃+(ρ)) ≤ C

√
ρ|v‖D(Aρ).Lemma 1.4.1 is then proved. �1.4.3 Proof of the Rellih-type relationWe now an prove theorem 1.4.1.Proof. Let u ∈ H1(Ω) be a solution of problem (1.2) satisfying onditions (1.33).Using a trae result, we build ũ ∈ H2(Ω) suh that ũ = u and σ(ũ)ν = σ(u)ν on ∂Ω.

U = u − ũ satis�es






−div(σ(U)) = F in Ω;
U = 0 on ∂ΩD;
σ(U)ν = 0 on ∂ΩN ;

(1.48)where F = div(σ(ũ)) − div(σ(u)) ∈ L2(Ω).
∂ΩNǫ

∂ΩDǫ

Ωǫ

Γ

D(Γ, ǫ)Fig. 1.10 � Ωǫ.Let ε > 0 be small enough and de�ne (see �gure 1.10)














Ωε = Ω \D(Γ, ε),
∂ΩDε = ∂ΩD \D(Γ, ε),
∂ΩNε = ∂ΩN \D(Γ, ε),

Γ̃ε = ∂D(Γ, ε) ∩ Ω,



1.4. THE CASE OF A N -DIMENSIONAL DOMAIN 71where D(Γ, ε) = {x ∈ Rn/d(x,Γ) ≤ ε} and so that we have ∂Ωε = ∂ΩDε ∪ ∂ΩNε ∪ Γ̃ε.As well as for theorem 1.3.1, Θ(u,u) belongs to L1(∂Ω).Observe that u ∈ H2(Ωε). We apply twie Green's formula and obtain
∫

Ωε

div(σ(u))·(m·∇)udx = (n− 2)

∫

Ωε

σ(u) : ǫ(u) dx +

∫

∂Ωε

Θ(u,u)dγ.Using Lebesgue's theorem, we get
∫

Ωε

div(σ(u))·(m·∇)udx −−→
ε→0

∫

Ω

div(σ(u))·(m·∇)udx,
∫

Ωε

σ(u) : ǫ(u)dx −−→
ε→0

∫

Ω

σ(u) : ǫ(u)dx,
∫

∂ΩDε∪∂ΩNε

Θ(u,u)dγ −−→
ε→0

∫

∂Ω

Θ(u,u)dγ.It remains to study the onvergene of the integral on Γ̃ε. We onsider s ∈ Γ. Afteronvenient rotation and translation, we assume that this point s is the origin, and that τ (s)and ν(s) give the �rst and the seond axises of oordinates. We write Γ̃ε(s) = Γ̃ε∩(s, τ ,ν)where (s, τ ,ν) is the plane ontaining s generated by τ and ν.Applying theorem 1.4.4 we get u = uR +(uS ◦Φ)⊗ cS(s) on some neighborhood w(s)of s. We have Φ(Γ̃ε) = {ε} × (0, π) in polar oordinates.We obtain
∫

Γ̃ε(s)

Θ(u,u)dγ = ceS(s)2

∫ π

θ=0

Θ(ue
S ,u

e
S)ε dθ

+
d
∑

i=1

cSi(s)
2

∫ π

θ=0

µ[(ν ·∇ul
S)·(m·∇ul

S) − (m·ν)|∇ul
S|2]ε dθ + O(ε).Using results of [13, 4℄, we get

∫ π

θ=0

[(ν ·∇ul
S)·(m·∇ul

S) − (m·ν)|∇ul
S|2]ε dθ =

π

4
(m(s)·τ (s)) + O(ε).Moreover, we have obtained in setion 1.2.2

∫ π

θ=0

Θ(ue
S ,u

e
S)ε dθ = Υ(m(s)·τ(s)) + O(ε).Hene, we obtain

∫

Γ̃ε(s)

Θ(u,u)dγ = ceS(s)2Υ(m(s)·τ (s)) +
d
∑

i=1

cSi(s)
2µ
π

4
(m(s)·τ (s)) + O(ε).We integrate the previous result on w(s) ∩ Γ. Sine Γ is ompat, we an introdue a�nite overing of Γ by {w(s)}s∈Γ and the assoiated ut-o� funtions whih onstitute a



72 RELATIONS DE TYPE RELLICHpartition of the unity of Γ. We then ombine a �nite number of equalities and we �nallyobtain
∫

Γ̃ε

Θ(u,u)dγ =

∫

Γ

(

ΥceS(s)2 +
µπ

4

d
∑

i=1

cSi(s)
2

)

(m(s)·τ (s))ds + O(ε).The Rellih-type relation is obtained by passing to the limit when ε tends to 0. �



Chapitre 2Stabilisation frontière du systèmeélastodynamiquePartie II : Stabilisation frontière d'unsystème élastodynamique en présenede singularités



74 STABILISATION FRONTIÈREBoundary stabilization of elastodynami systems.Part II : Boundary stabilization of an elastodynamisystem involving singularities.Résumé en français Nous onsidérons un système élastodynamique muni d'un feed-bakde type Neumann. Nous prouvons des résultats de stabilisation en utilisant la méthode desmultipliateurs et les relations de Rellih obtenues dans la première partie. Nous prenonsen ompte les singularités qui apparaissent lorsque les onditions frontière hangent.Ce hapitre est onstitué d'une prépubliation soumise à SIAM, J. Control Optim.(n�384, http ://maply.univ-lyon1.fr/publis/publiv/2004/publis.html)Les résultats obtenus dans le as polygonal ont fait l'objet d'une note aux CRAS [6℄,plaée en annexe.English abstrat We onsider an elastodynami system damped by a boundary feedbakof Neumann-type. We prove stabilization results by using the multipliers method andRellih-type relations given in Part I. Espeially, we take in aount singularities whihappear when hanging boundary onditions.IntrodutionThis work follows Part I, where we have proved some Rellih-type relations for theLamé's system. We give the detailed proof of some extensions of a result whih has beenannouned in [6℄.We here study the problem of boundary stabilization involving singularities. Thesesingularities an appear when the feedbak is de�ned on a strit subset of the boundary.We have hosen to study our problem by the multipliers method beause of its robust-ness. Furthermore, this method leads to expliit deay rates of the energy funtion.Similar problems of boundary stabilization have been addressed by many authors. Weespeially mention :� the ase of the waves equation (see [19℄ and referenes of this book). Geometrialassumptions involving singularities have been �rstly studied in [13℄. This work hasbeen later extended in [21℄ and [4℄.� the ase of elastodynami systems :






















u′′ − div(σ(u)) = 0 in Ω × R+;
u = 0 on ∂ΩD × R+;
σ(u)ν = F(x,u,u′) on ∂ΩN × R+;
u(0) = u0 in Ω;
u′(0) = u1 in Ω.

(2.1)In [22℄, Lagnese has introdued a "natural" feedbak : F(x,u,u′) = −au − bu′.In [23, 20℄, another feedbak is introdued, in order to obtain a stabilization re-sult. In [1℄, Alabau and Komornik obtained a stabilization result with the natural



75feedbak. This work has been extended in [15, 16, 2, 3℄. In all these works, geome-trial restritions are suh that singularities do not appear. The most general resultonerning Lamé system has been obtained by M. A. Horn [18℄, using miro-loalanalysis tehniques. Here, as well as in the ase of waves equation, our generalizedRellih relations obtained in Part I leads us to give boundary stabilization resultsfor the elastodynami system under weak geometrial restritions.We use a partiular natural feedbak whih onveniently behaves with respet to Rel-lih relations. The ase of the general natural feedbak when singularities appear is stillopen.Let us now introdue notations and main assumptions.We here onsider an elasti body whih satis�es Lamé's laws. As usual, we de�ne thestrain tensor and the stress tensor for a regular vetor �eld v by
ǫij(v) =

1

2
(∂ivj + ∂jvi), σ(v) = 2µǫ(v) + λdiv(v)In.where λ and µ are the Lamé's oe�ients and In is the identity matrix of Rn.Let Ω ⊂ Rn be a bounded onneted open set suh that its boundary satis�es

∂Ω = ∂ΩD ∪ ∂ΩN , with


∂ΩD ∩ ∂ΩN = ∅,meas(∂ΩD) 6= 0,meas(∂ΩN) 6= 0.
(2.2)We denote the boundary interfae by Γ = ∂ΩD ∩ ∂ΩN . We assume that Ω is smoothenough so that for almost every x ∈ ∂Ω, we an onsider ν(x) the normal unit vetorpointing outward of Ω.We assume moreover that there exists x0 ∈ Rn suh that, setting m(x) = x − x0, wehave

(m·ν) ≥ 0, on ∂ΩN , (m·ν) ≤ 0, on ∂ΩD. (2.3)It an be observed that, if Γ 6= ∅, and if ∂Ω is smooth enough,
m·ν = 0, on Γ. (2.4)We here onsider the linear isotropi elastodynami system























u′′ − div(σ(u)) = 0 in Ω × R+;
u = 0 on ∂ΩD × R+;
σ(u)ν = −(m·ν)u′ on ∂ΩN × R+;
u(0) = u0 in Ω;
u′(0) = u1 in Ω.

(2.5)As well as in the ase of waves equation, beause of the hange of boundary onditions,singularities appear along Γ. Nevertheless, we have seen in Part I that, sine the feedbakvanishes on Γ (f (2.4)), we an obtain Rellih type relations.We introdue following Sobolev spaes : L2(Ω) = (L2(Ω))n, Hs(Ω) = (Hs(Ω))n, ∀s > 0and H1
D(Ω) = {v ∈ H1(Ω)/v = 0 on ∂ΩD}.



76 STABILISATION FRONTIÈREThe semi-group method leads to well-posedness of problem (2.5) under the followingassumption
(u0,u1) ∈ H

1
D(Ω) × L

2(Ω). (2.6)Energy funtion is given by
E(u, t) =

1

2

∫

Ω

(|u′|2 + σ(u) : ǫ(u))dx. (2.7)We will prove, under onvenient geometri assumptions, results in the following formThere exist onstants C > 0 and ̟ > 0 suh that for all (u0,u1) satisfying (2.6), thesolution u of (2.5) satis�es
∀t ∈ R+, E(u, t) ≤ Ce−̟tE(u, 0).This paper is organized as follow :� setion 2.1 : we give boundary stabilization results when Ω is a bi-dimensional po-lygonal domain (Theorem 2.1.1).� setion 2.2 : we give this result when Ω is a n-dimensional smooth domain (Theorem2.2.1).� setion 2.3 : we give the proof of theorem 2.2.1. This proof an be easily adaptedfor theorem 2.1.1, following [6℄.2.1 Stabilization of the elastodynami system for a polygonal do-mainWe here express the result in the ase of a polygonal domain Ω ⊂ R2, as in setion2.1. We assume that its boundary ∂Ω satis�ed (2.2) and furthermore,

Γ = {s1, s2}, (2.8)where s1 and s2 will be onsidered as two verties of ∂Ω (see �gure 2.1).The following theorem has been announed in [6℄. The proof is similar to the proofgiven in setion 2.3.Théorème 2.1.1. Let Ω be a polygonal domain of R2 satisfying (2.2), (2.3) and (2.8).There exist C > 0 and ̟ > 0 suh that for every (u0,u1) satisfying (2.6), the solution uof (2.5) satis�es
∀t ∈ R+, E(u, t) ≤ Ce−̟tE(u, 0).
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Ω

∂ΩD

s2

ω2

x0

∂ΩN

s1

ω1

ν2

τ 2Fig. 2.1 � A polygonal domain Ω with a non-empty interfae Γ = {s1, s2}.2.2 Stabilization of the elastodynami system for a n-dimensionaldomain2.2.1 IntrodutionWe onsider a bounded onneted domain Ω ⊂ Rn. We assume that its boundary ∂Ωis of lass C2 and satis�es (2.2). We assume furthermore that :
Γ is a (n − 2)-dimensional submanifold of lass C3 suh thatthere exists a neighborhood Ω′ of Γ suh that ∂Ω ∩ Ω′ (2.9)is a (n− 1)-submanifold of lass C3.(see �gure 2.2)We assume that there exists x0 ∈ Rn suh that (2.3) is satis�ed. At eah point s of Γ,we onsider Γ as a submanifold of ∂Ω of o-dimension 1 and we an denote by τ (s) theunit normal vetor to Γ pointing outward of ∂ΩN . We assume that :

m·τ ≤ 0, on Γ. (2.10)We emphasize that suh a ondition appears in the ase of waves equation (see [4℄).When using multipliers method, we shall take in aount this ondition in Rellih-typerelation and this will give the behavior of the energy funtion.Condition (2.10) is espeially satis�ed when Ω is onvex, and x0 outside of Ω.
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τ

ν

∂ΩD
x0

∂ΩN

Ω

Γ

Fig. 2.2 � A general smooth domain Ω with a non-empty interfae.Théorème 2.2.1. Let Ω be a bounded onneted domain of Rn. We assume that its boun-dary ∂Ω is of lass C2 and satis�es (2.2) and (2.9). We assume moreover that there exists
x0 ∈ Rn suh that (2.3) and (2.10) hold.There exist C > 0 and ̟ > 0 suh that for every (u0,u1) satisfying (2.6), the solution
u of (2.5) satis�es

∀t ∈ R+, E(u, t) ≤ Ce−̟tE(u, 0).In order to prove theorem 2.2.1 in this ase, we will follow the method used in [21℄and desribed in [19℄, so-alled the multipliers method.Some notationsFor a regular vetor �eld u, we de�ne
∇u = (∂jui)1≤i,j≤n =





∂1u1 . . . ∂nu1... . . . ...
∂1un . . . ∂nun



 .As well as in Part I, we need to introdue
Υ = 8

(2µ + λ)(3µ + λ)

πµ

(

π2 + ln2

(

3µ + λ

µ+ λ

))

.and for two regular vetor �elds v1 and v2, we de�ne
Θ(v1,v2) = 2(σ(v1)ν)·(m·∇)v2 − (m·ν)σ(v1) : ǫ(v2).We �rst prove theorem 2.2.1 for strong solutions. The result for weak solutions followsthanks to a density result.



2.3. THE PROOF OF THEOREM 2.2.1 792.2.2 The Rellih-type relationLet us reall results obtained in the �rst part of this work.Théorème 2.2.2. Let Ω ⊂ Rn be a bounded onneted domain of lass C2 whih satis�es(2.2)-(2.4). Let u ∈ H1(Ω) suh thatdiv(σ(u)) ∈ L
2(Ω), u ∈ H

3/2(∂ΩD), σ(u)·ν ∈ H
1/2(∂ΩN). (2.11)Then Θ(u,u) belongs to L1(∂Ω) and we an ompute on Γ singularity oe�ients of

u belonging to L2(Γ) suh that
2

∫

Ω

div(σ(u))·(m·∇)udx = (n− 2)

∫

Ω

σ(u) : ǫ(u)dx +

∫

∂Ω

Θ(u,u)dγ
+

∫

Γ

(

ΥceS(s)2 +
µπ

4

d
∑

i=1

cSi(s)
2

)

(m(s)·τ (s))ds.2.3 The proof of theorem 2.2.1The main tool of our proof is the following lemma proved in [19℄ :Lemme 2.3.1. Let E : R+ → R+ be a non-inreasing funtion suh that there exists
C > 0 independent of t suh that

∫ ∞

t

E(s) ds ≤ CE(t), ∀t ≥ 0; (2.12)then we have
E(t) ≤ E(0)e1− t

C , ∀t ≥ C.We an easily verify that the energy funtion is non-inreasing with respet to time.Indeed, using Green's formula, we get, for every t > 0,
E ′(u, t) =

∫

Ω

(u·u′ + σ(u) : ǫ(u′))dx = −
∫

∂ΩN

(m·ν)|u′|2 dγ. (2.13)In order to prove that the energy funtion satis�es (2.12), we use the multipliersmethod (see for example [19℄ and [25℄).Let T > S > 0 be two onstants. We now introdue Mu = 2(m·∇)u + (n − 1)u. Wehave
∫ T

S

∫

Ω

u′′ ·Mudx dt =

∫ T

S

∫

Ω

div(σ(u))·Mudx dt. (2.14)Integrating the left-hand side by parts with respet to t, we get
∫ T

S

∫

Ω

u′′ ·Mudx dt =

[∫

Ω

u′ ·Mudx]T

S

−
∫ T

S

∫

Ω

u′ ·Mu′ dx dt. (2.15)
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2

∫

Ω

u′ ·(m·∇)u′ dx =

∫

Ω

(m·∇)|u′|2 dx
=

∫

∂ΩN

(m·ν)|u′|2 dγ −
∫

Ω

div(m)|u′|2 dx
=

∫

∂ΩN

(m·ν)|u′|2 dγ − n

∫

Ω

|u′|2 dx.Therefore,
∫ T

S

∫

Ω

u′′ ·Mudx dt =

[∫

Ω

u′ ·Mudx]T

S

+

∫ T

S

∫

Ω

|u′|2 dx dt− ∫ T

S

∫

∂ΩN

(m·ν)|u′|2 dγ dt. (2.16)The right-hand side of (2.14) an be written as follows :
∫ T

S

∫

Ω

div(σ(u))·Mudx dt = 2

∫ T

S

∫

Ω

div(σ(u))·(m·∇)udx dt
+(n− 1)

∫ T

S

∫

Ω

div(σ(u))·udx dt.Green's formula gives
∫ T

S

∫

Ω

div(σ(u))·udx dt = −
∫ T

S

∫

∂ΩN

(m·ν)u′ ·udγ dt− ∫ T

S

∫

Ω

σ(u) : ǫ(u)dx dt.Now, sine u is a strong solution of (2.5), u(t) satis�es onditions of theorem 2.2.2 foralmost every t. Thanks to (2.10), the integral on Γ is non-positive. Hene, we get
2

∫

Ω

div(σ(u))·(m·∇)udx ≤ (n− 2)

∫

Ω

σ(u) : ǫ(u)dx +

∫

∂Ω

Θ(u,u)dγ
≤ (n− 2)

∫

Ω

σ(u) : ǫ(u)dx
−
∫

∂ΩN

(m·ν)[2u′ ·(m·∇)u + σ(u) : ǫ(u)] dγ
+

∫

∂ΩD

[2(σ(u)ν)·(m·∇)u− (m·ν)σ(u) : ǫ(u)] dγ.We have u = 0 on ∂ΩD. Then, ∀i, ∇ui = (∇ui·ν)ν on ∂ΩD. We observe that (σ(u)ν)·
(m·∇)u = (m·ν)σ(u) : ǫ(u) on ∂ΩD. Thanks to (2.3), we get

2

∫

∂ΩD

(σ(u)ν)·(m·∇)udγ −
∫

∂ΩD

(m·ν)σ(u) : ǫ(u)dγ ≤ 0
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2

∫

Ω

div(σ(u))·(m·∇)udx ≤ (n− 2)

∫

Ω

σ(u) : ǫ(u)dx
−
∫

∂ΩN

(m·ν)[2u′ ·(m·∇)u + σ(u) : ǫ(u)] dγ.Hene
∫ T

S

∫

Ω

div(σ(u))·Mudx dt ≤ −
∫ T

S

∫

Ω

σ(u) : ǫ(u)dx dt
−
∫ T

S

∫

∂ΩN

(m·ν)[2u′ ·(m·∇)u + σ(u) : ǫ(u)] dγ dt.
−(n− 1)

∫ T

S

∫

∂ΩN

(m·ν)u′ ·udγ dt. (2.17)From (2.16) and (2.17), we obtain
2

∫ T

S

E(u, t)dt ≤ −
[
∫

Ω

u′ ·Mudx]T

S

+

∫ T

S

∫

∂ΩN

(m·ν)|u′|2 dγ dt
−(n− 1)

∫ T

S

∫

∂ΩN

(m·ν)u′ ·udγ dt
−
∫ T

S

∫

∂ΩN

(m·ν)[2u′ ·(m·∇)u + σ(u) : ǫ(u)] dγ dt. (2.18)One an easily prove that there exists C1 > 0 suh that for all t > 0,
∣

∣

∣

∣

∫

Ω

u′ ·Mudx∣∣∣
∣

≤ C1E(u, t).Then, sine energy funtion is non-inreasing, we get
∣

∣

∣

∣

∣

[∫

Ω

u′ ·Mudx]T

S

∣

∣

∣

∣

∣

≤ 2C1E(u, S). (2.19)Moreover, for a given θ > 0, we get C2 > 0 independent of S and T suh that
∣

∣

∣

∣

∫ T

S

∫

∂ΩN

(m·ν)u′ ·udγ dt∣∣∣
∣

≤ θ

∫ T

S

E(u, t)dt+ C2E(u, S). (2.20)At last, we use the following lemma whih is proved at the end of this paper.Lemme 2.3.2. For all θ > 0 small enough, there exists C > 0 independent of S and Tsuh that
−
∫ T

S

∫

∂ΩN

(m·ν)[2u′ ·(m·∇)u + σ(u) : ǫ(u)] dγdt≤θ ∫ T

S

E(u, t) dt+ CE(u, S). (2.21)



82 STABILISATION FRONTIÈREHene, from (2.18), (2.19), (2.20) and (2.21), we obtain that for every θ > 0 smallenough, there exists C3 > 0 independent of S and T suh that
(2 − θ)

∫ T

S

E(t)dt ≤ C3E(u, S). (2.22)It is onvenient to take θ small enough. The limit when T tends to in�nity gives theresult. This result an be extended to weak solutions by a density argument, sine deayrate does not depend on the onsidered strong solution. �Remark : all onstants that appear in the above proof are expliit, so we an get theexponential deay rate with respet to data.2.3.1 Proof of lemma 2.3.2For the proof of this lemma, we follow [3℄.Sine ∂Ω is of lass C2, for all x ∈ ∂Ω, we an build a loal C2-di�eomorphism φ froman open subset Vx ⊂ Rn−1 onto an open neighborhood Vx ⊂ ∂Ω. Then vetors
ai(x) =

∂φ

∂ξi
(φ−1(x)), ∀i ∈ {1, . . . , n− 1},are independent and generate Tx(∂Ω), the tangent spae at a x. Moreover, we denote by

T (∂Ω) the tangent bundle (see [24℄ and [38℄).We then denote by g the metri tensor related to φ
gij = ai ·aj, ∀(i, j) ∈ {1, . . . , n− 1}2,and by (gij)(i,j)∈{1,... ,n−1}2 its inverse.We denote by π(x) the orthogonal projetion on Tx(∂Ω). Then, for every vetor �eld

v de�ned on Ω, we have for almost every x in ∂Ω,
v(x) = vT (x) + v�(x)ν(x),where vT (x) = π(x)v(x), vν(x) = v(x)·ν(x).Espeially for vetor m, we have for almost every x in ∂Ω,

m(x) = mT (x) +m�(x)ν(x).We will denote by ∂T the tangential derivative, by ∂� the normal derivative and by
∇T the tangential gradient. For every smooth enough vetor �eld v, we havedv = π(∂TvT )π + v�(∂Tν) + (∂�vT )tν + ν(∂Tv� −tvT (∂Tν) + (∂�v�)tν), on ∂Ω. (2.23)We then have

ǫ(v) = ǫT (v) + νtǫS(v) + ǫS(v)tν + ǫ�(v)νtν, on ∂Ω, (2.24)
σ(v) = σT (v) + νtσS(v) + σS(v)tν + σ�(v)νtν, on ∂Ω, (2.25)
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2ǫT (v) = π(∂TvT )π + πt∂T vTπ + 2v�∂Tν,
2ǫS(v) = ∂�vT + ∇Tv� − (∂Tν)vT ,
ǫ�(v) = ∂�v� ,







σT (v) = 2µǫT (v) + λ(tr(ǫT (v) + ǫ�(v))I2,
σS(v) = 2µǫS(v),
σ�(v) = 2µǫ�(v) + λ(tr(ǫT (v) + ǫ�(v)).Remark : It an be observed that ǫT (v) and σT (v) orrespond to some symmetri

(n − 1) × (n − 1)-matries, and that ǫS(v) and σS(v) orrespond to some vetors ofdimension n− 1, suh that in some orthogonal basis (t1, . . . , tn−1,ν), where t1, . . . , tn−1belong to the tangent spae, tensors ǫ(v) and σ(v) are represented by matries
(

ǫT (v) ǫS(v)
tǫS(v) ǫ�(v)

) and (

σT (v) σS(v)
tσS(v) σ�(v)

)

.We �rst estimate
I =

∫ T

S

∫

∂ΩN

2(m·ν)u′ ·(m·∇)udγ dt.>From (2.23), we dedue
u′ ·(m·∇)u = u′

T ·(∂TuT )mT + (u�u′
T − u′�uT )·(∂Tν)mT

+u′�∇Tu� ·mT +m�(u′
T∂�uT + u′�∂�u�). (2.26)Using this form, we expand I and we study eah term.

• Estimate of I1 =

∫ T

S

∫

∂ΩN

2m�u′�∇Tu� ·mT dγ dt.
∂Ω is a ompat manifold of dimension n − 1. Then there exists a �nite number ofloal maps assoiated to a partition of unity (θ1, . . . , θk). We denote Uj = supp(θj). Wethen have

∫

∂ΩN

2m�u′�∇Tu� ·mT dγ =

∫

∂Ω

2m�u′�∇Tu� ·mT dγ
=

k
∑

j=1

∫

Uj

2m�θju
′�∇Tu� ·mT dγ.For j ∈ {1, . . . , k}, we onsider the j-th term in the above sum. For simpliity, wehave denoted θj and Uj by θ and U , respetively. We have

mT =

n−1
∑

i=1

miai.We write |g| = |det(g)| and W = φ−1(U) and we get
∫

U

2m�θu′�∇Tu� ·mT dγ
=

∫

W

2(m� ◦ φ)(θ ◦ φ)(u′� ◦φ)

(

n−1
∑

i=1

∂(u� ◦ φ)

∂ξi
mi

)

|g| 12 dγ. (2.27)



84 STABILISATION FRONTIÈREWe write v� = u� ◦ φ ∈ H
1
2 (W ). There exists C > 0 suh that
‖v�‖H

1
2 (W )

≤ C‖u�‖H
1
2 (U )

.We now introdue a partition of W :
{

W+ = {(ξ1, . . . , ξn−1) ∈ Rn−1 / m1(ξ1, . . . , ξn−1) > 0} ∩W,
W− = {(ξ1, . . . , ξn−1) ∈ Rn−1 / m1(ξ1, . . . , ξn−1) < 0} ∩W.and we look at the term with m1 on W+ in the right-hand side of (2.27).We write ψ =
(

(m� ◦ φ)(θ ◦ φ)m1|g| 12
)

1
2 . So we have

∫

W+

2(m� ◦ φ)(θ ◦ φ)v′� ∂v�∂ξ1
m1|g| 12 dγ =

∫

W+

2ψ2v′� ∂v�∂ξ1
dγ (2.28)

=

∫

W+

2ψv′� ∂(ψv�)
∂ξ1

dγ −
∫

W+

ψ(v2�)′ ∂ψ∂ξ1 dγ.Consider the right-hand side of (2.28). We have
∫ T

S

∫

W+

ψ(v2�)′ ∂ψ∂ξ1 dγ dt =

[∫

W+

ψv2� ∂ψ∂ξ1 dγ]T

S

.There exists C > 0 independent of u and of t suh that
∣

∣

∣

∣

∫

W+

ψv2� ∂ψ∂ξ1 dγ∣∣∣∣ ≤ C

∫

∂ΩN

|u|2 dγ
≤ C

∫

∂Ω

|u|2 dγ.Using a trae result, there exists C > 0, independent of u and t suh that
∫

∂Ω

|u|2 dγ ≤ C‖u‖2H1 (Ω).Now, using Poinaré's inequality and Korn's inequality, there exists C > 0, inde-pendent of u and t, suh that
‖u‖2H1 (Ω) ≤ CE(u, t).Then, sine E(u, .) is non-inreasing, we get C > 0, independent of u, suh that

∣

∣

∣

∣

∫ T

S

∫

W+

ψ(v2�)′ ∂ψ∂ξ1 dγ dt∣∣∣
∣

≤ CE(u, S). (2.29)Now, for the �rst term of (2.28), we de�ne
G =

{

ψv� in W+ × R,
0 in (Rn−1 \W+) × R.
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∫

W+

2ψv′� ∂(ψv�)
∂ξ1

dγ =

∫Rn−1

2G′ ∂G

∂ξ1
dγ.We denote by Ĝ the Fourier transform of G with respet to ξ1, and we get

∫

W+

2ψv′� ∂(ψv�)
∂ξ1

dγ =

∫Rn−1

2iπη1(Ĝ
2)′ dγ.Now, there exists C > 0, independent of u and t, suh that

∣

∣

∣

∣

∫Rn−1

η1Ĝ
2 dγ∣∣∣

∣

≤ C‖G‖2

H
1
2 (Rn−1)

.Moreover, there exists C > 0, independent of u and t, suh that
‖G‖2

H
1
2 (Rn−1)

≤ C‖u�‖2

H
1
2 (∂ΩN)

,and thanks to a trae result, we get C > 0, independent of u and t, suh that
‖G‖2

H
1
2 (Rn−1)

≤ C‖u‖2
H1(Ω).Thanks to (2.13), E(u, .) is non-inreasing. We then an �nd C > 0, independent of

u, suh that
∣

∣

∣

∣

∫ T

S

∫

W+

2ψv′� ∂(ψv�)
∂ξ1

dγ dt∣∣∣
∣

≤ CE(u, S). (2.30)>From (2.29) and (2.30), we build C > 0, independent of u, suh that
∣

∣

∣

∣

∫

W+

2ψ2v′� ∂v�∂ξ1
dγ∣∣∣
∣

≤ CE(u, S).For the integral in W−, we replae a1 by −a1, m1 by −m1, respetively and proeedas above. We an also get similar results onerning the integral terms ontaining mi, for
i ∈ {2, . . . , n− 1}. Finally, we get C > 0, independent of u, suh that

|I1| ≤ CE(u, S). (2.31)
• Estimate of I2 =

∫ T

S

∫

∂ΩN

2m�u′
T ·∂TuTmT dγ dt.We write

uT =





u1
T...

un−1
T



 .We have
2m�u′

T ·∂TuT mT =
n−1
∑

i=1

2m�ui′

T∇Tu
i
T ·mT .



86 STABILISATION FRONTIÈREAs well as for I1, we get that, for all i ∈ {1, . . . , n−1}, there exists C > 0, independentof u, suh that
∣

∣

∣

∣

∫ T

S

∫

∂ΩN

2m�ui′

T∇Tu
i
T ·mT dγ dt∣∣∣

∣

≤ CE(u, S).And then, there exists C > 0, independent of u, suh that
|I2| ≤ CE(u, S). (2.32)

• Estimate of I3 =

∫ T

S

∫

∂ΩN

2m2�u′
T ·∂�uT dγ dt.We have

∂�uT = 2ǫS(u) −∇Tu� + ∂Tν uT .Now, for some θ > 0, there exists C > 0, independent of u and t, suh that
∣

∣

∣

∣

∫

∂ΩN

2m2�u′
T ·(∂Tν uT )dγ∣∣∣

∣

≤ C

θ

∫

∂ΩN

m� |u′
T |2 dγ + θ

∫

∂ΩN

|u|2 dγ.Therefore, as in (2.29), for some θ > 0, there exists C > 0, independent of u and t,suh that
∣

∣

∣

∣

∫

∂ΩN

2m2�u′
T ·(∂Tν uT )dγ∣∣∣

∣

≤ C

θ

∫

∂ΩN

m� |u′|2 dγ + θE(u, t). (2.33)Moreover, for some θ > 0, there exists C > 0, independent of u and t, suh that
∣

∣

∣

∣

∫

∂ΩN

4m2�u′
T ·ǫS(u)dγ∣∣∣

∣

≤ C

θ

∫

∂ΩN

m�|u′|2 dγ + θ

∫

∂ΩN

m� |ǫS(u)|2 dγ. (2.34)Let us now estimate the remaining term ∫ T

S

∫

∂ΩN

2m2�u′
T ·∇Tu� dγ dt. We have

∫ T

S

∫

∂ΩN

2m2�u′
T ·∇Tu� dγ dt =

[
∫

∂ΩN

2m2�uT ·∇Tu� dγ]T

S

−
∫ T

S

∫

∂ΩN

2m2�uT ·∇Tu
′� dγ dt. (2.35)We have

∫

∂ΩN

2m2�uT ·∇Tu′� dγ = −
∫

∂ΩN

2u′�divT (m2�uT )dγ +

∫

Γ

2u′�m2�uT ·τ dγ
= −

∫

∂ΩN

2u′�divT (m2�uT )dγ.Observe that divT (m2�uT ) = m2�divT (uT ) + 2m�∇T (m�)·uT . We then get
∣

∣

∣

∣

∫

∂ΩN

2u′�divT (m2�uT )dγ∣∣∣
∣

≤
∣

∣

∣

∣

∫

∂ΩN

2u′�m2�divT (uT )dγ∣∣∣
∣

+

∣

∣

∣

∣

∫

∂ΩN

4u′�m�∇T (m�)·uT dγ∣∣∣
∣

.



2.3. THE PROOF OF THEOREM 2.2.1 87Therefore, for some θ > 0, there exists C > 0, independent of u and t, suh that
∣

∣

∣

∣

∫

∂ΩN

2u′�divT (m2�uT )dγ∣∣∣
∣

≤ θ

∫

∂ΩN

(|u|2 +m� |divT (uT )|2)dγ
+
C

θ

∫

∂ΩN

m� |u′|2 dγ.But |divT (uT )|2 ≤ 2ǫT (uT ) : ǫT(uT ).Therefore, for some θ > 0, there exists C > 0, independent of u and t, suh that
∣

∣

∣

∣

∫

∂ΩN

2u′�divT (m2�uT )dγ∣∣∣
∣

≤ θE(u, t) + θ

∫

∂ΩN

mvǫT (uT ) : ǫT(uT )dγ
+
C

θ

∫

∂ΩN

m�|u′|2 dγ. (2.36)Let us now study the remaining term in (2.35), [∫
∂ΩN

2m2�uT ·∇Tu� dγ]T

S

.
∫

∂ΩN

2m2�uT ·∇Tu� dγ = −
∫

∂ΩN

2divT (m2�uT )u� dγ
= −

∫

∂ΩN

2m2�divT (uT )u� dγ −
∫

∂ΩN

4m�(∇Tm� ·uT )u� dγ.There exists C > 0, independent of u and t, suh that
∣

∣

∣

∣

∫

∂ΩN

4m�(∇Tm� ·uT )u� dγ∣∣∣
∣

≤ C

∫

∂ΩN

|u|2 dγ.Hene, there exists C > 0, independent of u and t, suh that
∣

∣

∣

∣

∫

∂ΩN

4m�(∇Tm� ·uT )u� dγ∣∣∣
∣

≤ CE(u, t). (2.37)It remains [∫
∂ΩN

2m2�divT (uT )u� dγ]T

S

.For a given t > 0, let us de�ne ξ ∈ H1(∂ΩN) suh that
{

ξ − ∆T ξ = divT (uT )(t), in ∂ΩN ;
ξ = 0 on Γ.We have divT (uT )(t) ∈ H− 1

2 (∂ΩN), then ξ satis�es
{

‖ξ‖H1(∂ΩN ) ≤ C‖uT‖L2(∂ΩN ,T (∂ΩN));

ξ ∈ H
3
2 (∂ΩN) and ‖ξ‖

H
3
2 (∂ΩN)

≤ C‖uT‖
H

1
2 (∂ΩN ,T (∂ΩN))

.
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∫

∂ΩN

2m2�divT (uT )u� dγ =

∫

∂ΩN

2m2�u�ξ dγ −
∫

∂ΩN

2m2�u�∆T ξ dγ.There exists C > 0, independent of u and t, suh that
∣

∣

∣

∣

∫

∂ΩN

2m2�u�ξ dγ∣∣∣
∣

≤ C

∫

∂ΩN

(|u� |2 + |ξ|2)dγ.There exists C > 0, independent of u and t, suh that
∣

∣

∣

∣

∫

∂ΩN

2m2�u�ξ dγ∣∣∣
∣

≤ C

∫

∂ΩN

|u|2 dγ.And then, there exists C > 0, independent of u and t, suh that
∣

∣

∣

∣

∫

∂ΩN

2m2�u�ξ dγ∣∣∣
∣

≤ CE(u, t).Moreover,
∫

∂ΩN

2m2�u�∆T ξ dγ =

∫

∂ΩN

(−∆T)
1
4 (m2�u�)(−∆T )

3
4 (ξ)dγ.Then, we get C > 0, independent of u and t, suh that

∣

∣

∣

∣

∫

∂ΩN

2m2�u�∆T ξ dγ∣∣∣
∣

≤ C‖uν‖
H

1
2 (∂ΩN )

‖ξ‖
H

3
2 (∂ΩN)

,and there exists C > 0, independent of u and t, suh that
∣

∣

∣

∣

∫

∂ΩN

2m2�u�∆T ξ dγ∣∣∣
∣

≤ C‖u‖2H1(Ω).Hene, there exists C > 0, independent of u and t, suh that
∣

∣

∣

∣

∫

∂ΩN

2m2�u�∆T ξ dγ∣∣∣
∣

≤ CE(u, t).We �nally get C > 0, independent of u, suh that
∣

∣

∣

∣

∣

[∫

∂ΩN

2m2�div(uT )u� dγ]T

S

∣

∣

∣

∣

∣

≤ CE(u, S). (2.38)With (2.37) and (2.38), we get C > 0, independent of u, suh that
∣

∣

∣

∣

∣

[
∫

∂ΩN

2m2�uT ·∇Tu� dγ]T

S

∣

∣

∣

∣

∣

≤ CE(u, S). (2.39)



2.3. THE PROOF OF THEOREM 2.2.1 89Now, thanks to (2.33), (2.34), (2.36) and (2.39), we get that for some θ > 0, thereexists C > 0, independent of u, suh that
|I3| ≤ θ

∫ T

S

∫

∂ΩN

m�(|ǫS(u)|2 + ǫT (uT ) : ǫT(uT ))dγ dt+ θ

∫ T

S

E(u, t)dt
+
C

θ

∫ T

S

∫

∂ΩN

m�|u′|2 dγ dt+ CE(u, S). (2.40)
• Estimate of I4 =

∫ T

S

∫

∂ΩN

2m�(u�u′
T − u′�uT )·(∂Tν)mT dγ dt.Using Cauhy-Shwarz inequality, we an prove that for some θ > 0, there exists

C > 0, independent of u, suh that
|I4| ≤ θ

∫ T

S

∫

∂ΩN

|u|2 dγ dt+ C

θ

∫ T

S

∫

∂ΩN

m�|u′|2 dγ dt.Then, for some θ > 0, there exists C > 0, independent of u, suh that
|I4| ≤ θ

∫ T

S

E(u, t)dt+
C

θ

∫ T

S

∫

∂ΩN

m�|u′|2 dγ dt. (2.41)
• Estimate of I5 =

∫ T

S

∫

∂ΩN

2m2�u′�∂�u� dγ dt.Similarly, for some θ > 0, we get C > 0, independent of u, suh that
|I5| ≤ θ

∫ T

S

∫

∂ΩN

m�|∂�u� |2 dγ dt+
C

θ

∫ T

S

∫

∂ΩN

m�|u′|2 dγ dt. (2.42)
• End of the proof.We now use (2.31), (2.32), (2.40), (2.41) and (2.42) and, for some θ > 0, we get C > 0,independent of u, suh that

|I | ≤ θ

∫ T

S

∫

∂ΩN

m�(|ǫS(u)|2 + ǫT (uT ) : ǫT(uT ) + |∂�u� |2)dγ dt
+θ

∫ T

S

E(u, t)dt+
C

θ

∫ T

S

∫

∂ΩN

m�|u′|2 dγ dt+ CE(u, S). (2.43)Now, using (2.24) and (2.25), we get
σ(u) : ǫ(u) ≥ 2µ(|ǫS(u)|2 + ǫT (uT ) : ǫT(uT ) + |∂�u�|2).Therefore, for every θ > 0 small enough,

∫ T

S

∫

∂ΩN

m� (−σ(u) : ǫ(u) + θ(|ǫS(u)|2 + ǫT (uT ) : ǫT(uT ) + |∂�u� |2)) dγ dt ≤ 0.This ompletes the proof. �
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Chapitre 3Contr�labilité et stabilisation frontièrenon-linéaire du systèmeélastodynamique en présene desingularités



92 CONTRÔLABILITÉ ET STABILISATION NON-LINÉAIREControllability and non-linear boundary stabilizationof elastodynami systems involving singularities.Résumé en français Nous onsidérons un système élastodynamique ave des onditionsfrontière mélées. Nous prouvons un résultat de stabilisation à l'aide d'un feed-bak non-linéaire de type Neumann. Nous sommes alors amenés à prouver un résultat de ontr�la-bilité pour e système.Ce hapitre est onstitué d'une prépubliation soumise aux proeedings de IFIP7.2,suite à une ommuniation dans le adre de la onférene ECCOMAS, juillet 2004, Jyväs-kylä, Finlande, lors du workshop Boundary ontrol, moving boundary, smart material andstrutural ontrol.(n�388, http ://maply.univ-lyon1.fr/publis/publiv/2004/publis.html)English abstrat We onsider an elastodynami system with mixed boundary ondi-tions. We prove boundary stabilization results by damping the system by a nonlinearfeed-bak of Neumann-type. While proving this result, we prove a ontrollability resultfor the system.IntrodutionThis paper follows our works ([7, 8℄), where we have obtained the boundary stabiliza-tion of elastodynami systems, with a linear feed-bak of Neumann-type.We here onsider an elasti body whih satis�es Lamé's laws. As usual, we de�ne thestrain tensor and the stress tensor for a regular vetor �eld v by
ǫij(v) =

1

2
(∂ivj + ∂jvi), σ(v) = 2µǫ(v) + λdiv(v)In.where λ and µ are the Lamé's oe�ients and In is the identity matrix of Rn.Let Ω ⊂ Rn be a bounded onneted open set suh that its boundary ∂Ω is of lass

C2 and satis�es
∂Ω = ∂ΩD ∪ ∂ΩN , with



∂ΩD ∩ ∂ΩN = ∅,meas(∂ΩD) 6= 0,meas(∂ΩN) 6= 0.
(3.1)We denote the boundary interfae by Γ = ∂ΩD ∩ ∂ΩN . We assume that :

Γ is a (n− 2)-dimensional submanifold of lass C3 suh thatthere exists a neighborhood Ω′ of Γ suh that ∂Ω ∩ Ω′ (3.2)is a (n− 1)-submanifold of lass C3.We onsider ν(x) the normal unit vetor pointing outward of Ω. We assume that thereexists x0 ∈ Rn suh that, setting m(x) = x − x0, we have
(m·ν) ≥ 0, on ∂ΩN , (m·ν) ≤ 0, on ∂ΩD. (3.3)



93At eah point s of Γ, we onsider Γ as a submanifold of ∂Ω of o-dimension 1 and we andenote by τ (s) the unit normal vetor to Γ pointing outward of ∂ΩN . We assume that :
m·τ ≤ 0, on Γ. (3.4)Let g ∈ C(Rn,Rn) be a ontinuous funtion suh that g(0) = 0 and

g(x)·x ≥ 0, ∀x ∈ R
n. (3.5)We assume moreover that there exist onstants c1 > 0, c2 > 0, c3 > 0, c4 > 0, p ≥ 1and q ∈]0, 1] suh that

c1|x|p ≤ |g(x)| ≤ c2|x|q ∀|x| ≤ 1; (3.6)
c3|x| ≤ |g(x)| ≤ c4|x| ∀|x| > 1; (3.7)where |.| is the eulidian norm on Rn.We here onsider the linear isotropi elastodynami system























u′′ − div(σ(u)) = 0 in Ω × R+;
u = 0 on ∂ΩD × R+;
σ(u)ν = −(m·ν)g(u′) on ∂ΩN × R+;
u(0) = u0 in Ω;
u′(0) = u1 in Ω.

(3.8)We emphasize that, as in the linear ase, singularities appear along Γ beaause of thehange of boundary onditions.We introdue following Sobolev spaes : L2(Ω) = (L2(Ω))n, Hs(Ω) = (Hs(Ω))n, ∀s > 0and H1
D(Ω) = {v ∈ H1(Ω)/v = 0 on ∂ΩD}. We de�ne an Hilbert spae H = H1

D(Ω) ×
L2(Ω), with the following norm :

∀(v0,v1) ∈ H, ‖(v0,v1)‖H =

∫

Ω

(

|v1|2 + σ(v0) : ǫ(v0)
) dx.The semi-group method leads to well-posedness of problem (3.8) under assumptions(3.6), (3.7) and the following one :

(u0,u1) ∈ H. (3.9)Our main purpose is to prove the following stabilization result :Théorème 3.0.1. Let Ω be a bounded onneted domain of Rn. We assume that its boun-dary ∂Ω is of lass C2 and satis�es (3.1) and (3.2). We assume moreover that there exists
x0 ∈ Rn suh that (3.3) and (3.4) hold.Let g ∈ C(Rn,Rn) be a ontinuous funtion suh that g(0) = 0 and suh that (3.5),(3.6) and (3.7) hold.For every (u0,u1) satisfying (3.9), the solution u of (3.8) satis�es

∀t ∈ R+, E(u, t) ≤ C0e
−̟0tE(u, 0), if p = q = 1; (3.10)
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∀t ∈ R+, E(u, t) ≤ C1(1 + t)−

r
1−r , if (p, q) 6= (1, 1); (3.11)where r = min( 2

p+1
, 2q

q+1
), where ̟0 > 0 and C0 > 0 are some onstants independent of

(u0,u1), and where C1 > 0 is a onstant depending on (u0,u1).This result has been obtained by some authors ([23, 1, 16℄), for stronger geometrialassumptions. In partiular, all of previous works assume that Γ = ∅.The most general result obtaining a nonlinear stabilization result using a linear sta-bilization result has been obtained by Niaise [32℄, for an abstrat evolution equation ofhyperboli type. The result proved in this hapter is a diret onsequene of this paper,and we an as well follow it to prove our result.We here onsider the feed-bak, introdued in [21℄, and used in [5℄ for the wave equa-tion. Nevertheless, we follow [16℄ for large parts of our proof. Hene, our proof is made oftwo steps. We �rst prove a boundary ontrollability result (part 1) by using Russel's prin-iple. In the seond part, we dedue the boundary stabilization by a non linear feedbak,by using a priniple alled in [32℄ Liu's priniple.3.1 Boundary ontrollabilityWe will �rst obtain the boundary ontrollability of elastodynami systems. We hereuse Russel's priniple (see [35℄). This problem has been studied in partiular by Lions[25℄. Deduing ontrollability results thanks to stabilization results is lassial. (see forexample [20, 16℄ for elastodynamis systems) Let us onsider the following problem :For a given T > 0, for all (y0,y1) ∈ H, we look for a ontrol funtion φ ∈ L2(∂ΩN ×
[0, T ]) suh that the solution of the following problem :























y′′ − div(σ(y)) = 0 in Ω × [0, T ];
y = 0 on ∂ΩD × [0, T ];
σ(y)ν = φ on ∂ΩN × [0, T ];
y(0) = 0 in Ω;
y′(0) = 0 in Ω;

(3.12)satis�es
y(T ) = y0; y′(T ) = y1 on Ω. (3.13)In order to �nd the ontrol funtion φ, we will onsider a �rst intermediate problem.For (v0,v1) ∈ H., �nd v suh that























v′′ − div(σ(v)) = 0 in Ω × [0, T ];
v = 0 on ∂ΩD × [0, T ];
σ(v)ν = (m·ν)v′ on ∂ΩN × [0, T ];
v(T ) = v0 in Ω;
v′(T ) = v1 in Ω.

(3.14)This problem admits one and only one solution v ∈ C([0, T ],H1
D(Ω)). We denote by ṽthe funtion belonging to ([0, T ],H1

D(Ω)), and suh that ṽ(t) = v(T − t), ∀t ∈ [0, T ]. We



3.1. BOUNDARY CONTROLLABILITY 95apply the boundary stabilisation estimate that we obtained in [8℄ to get onstants C > 0and ̟ > 0, suh that
∀t ∈ [0, T ], E(ṽ, t) ≤ Ce−̟tE(ṽ, 0).We then have

∀t ∈ [0, T ], E(v, t) ≤ Ce−̟(T−t)E(v, T ). (3.15)Let us now onsider a seond intermediate problem. Find w suh that






















w′′ − div(σ(w)) = 0 in Ω × [0, T ];
w = 0 on ∂ΩD × [0, T ];
σ(w)ν = −(m·ν)w′ on ∂ΩN × [0, T ];
w(0) = v(0) in Ω;
w′(0) = v′(0) in Ω.

(3.16)This problem admits one and only one solution w ∈ C([0, T ],H1
D(Ω)), and, using [8℄again, we get

∀t ∈ [0, T ], E(w, t) ≤ Ce−̟tE(v, 0). (3.17)Now, y = w − v satis�es (3.12) with φ = −(m·ν)(v′ + w′) ∈ L2(∂ΩN × [0, T ]).Let us de�ne the operator Λ by :
Λ : H −→ H

(v0,v1) 7−→ (w(T ),w′(T )).Let (v0,v1) ∈ H. Using (3.15) and (3.17), we have
‖Λ(v0,v1)‖2

H = ‖(w(T ),w′(T ))‖2
H

= 2E(w, T )

≤ 2CE(v, 0)e−̟T

≤ 2C2E(v, T )e−2̟T

= C2e−2̟T‖(v0,v1)‖2
H.We then have ‖Λ‖ ≤ Ce−̟T , and then

‖Λ‖ < 1, if T >
lnC
̟

. (3.18)We suppose that T > lnC
̟
. The operator Λ − IH is an isomorphism and then, for all

(y0,y1) ∈ H, we de�ne (v0,v1) ∈ H by (v0,v1) = (Λ − IH)−1(y0,y1) and we have
(y(T ),y′(T )) = (w(T ),w′(T ))− (v0,v1) = (Λ − IH)(v0,v1) = (y0,y1).Then y satis�es (3.13), and we have obtained the following theorem :



96 CONTRÔLABILITÉ ET STABILISATION NON-LINÉAIREThéorème 3.1.1. Let Ω be a bounded onneted domain of Rn. We assume that its boun-dary ∂Ω is of lass C2 and satis�es (3.1) and (3.2). We assume moreover that there exists
x0 ∈ Rn suh that (3.3) and (3.4) hold.Then there exists T0 > 0 suh that, for all T > T0 and for all (y0,y1) ∈ H, there exists
φ ∈ L2(∂ΩN × [0, T ]) suh that the solution y of problem (3.12) satis�es y(T ) = y0 and
y′(T ) = y1 on Ω.Remark : We take T > T0 and (y0,y1) ∈ H. We then have a ontrol funtion φ ∈
L

2(∂ΩN × [0, T ]) whih satis�es theorem 3.1.1. Following the proof of this theorem, wewrite φ = (m·ν)φ̃. We then have φ̃ = −(v′ + w′). φ̃ ∈ L2(∂ΩN × [0, T ]) and we have :
‖φ̃‖2L2(∂ΩN×[0,T ]) ≤ 2R

∫ T

0

∫

∂ΩN

(m·ν)
(

|v′|2 + |w′|2
) dΓdt

= 2R (E(v, T )−E(v, 0) + E(w, 0) −E(w, T ))

≤ R‖(v0,v1)‖2
H,Where R = ‖m‖∞.We then get :

‖φ̃‖L2(∂ΩN×[0,T ]) ≤
√
R

1 − Ce−̟T
‖(y0,y1)‖H. (3.19)Remark : Theorem 3.1.1 is usually expressed on the following form :Théorème 3.1.2. Let Ω be a bounded onneted domain of Rn. We assume that its boun-dary ∂Ω is of lass C2 and satis�es (3.1) and (3.2). We assume moreover that there exists

x0 ∈ Rn suh that (3.3) and (3.4) hold.Then there exists T0 > 0 suh that, for all T > T0 and for all (y0,y1) ∈ H, there exists
φ ∈ L2(∂ΩN × [0, T ]) suh that the solution y of the following problem























y′′ − div(σ(y)) = 0 in Ω × [0, T ];
y = 0 on ∂ΩD × [0, T ];
σ(y)ν = φ on ∂ΩN × [0, T ];
y(0) = y0 in Ω;
y′(0) = y1 in Ω;satis�es y(T ) = 0 and y′(T ) = 0 on Ω.This result an be easily dedued from theorem 3.1.1 by reversing time-sale.3.2 Non-linear stabilizationWe will now prove theorem 3.0.1. Let u be the solution of problem (3.8). We take herestrong solutions.Aording to the previous setion, we take T0 > 0 suh that theorem 3.1.1 holds. Wethen �x T > T0. Then, applying theorem 3.1.1 with (y0,y1) = (u(T ),u′(T )), we get ysolution of problem (3.12) suh that (y(T ),y′(T )) = (u(T ),u′(T )).



3.2. NON-LINEAR STABILIZATION 97Let us reall that
E ′(u, t) = −

∫

∂ΩN

(m·ν)g(u′)·u′ dx (3.20)Multiplying �rst equation of (3.8) and (3.12) by y′ and u′ respetively, and integratingby parts, we get :
0 =

∫ T

0

∫

Ω

(y′·(u′′ − div(σ(u)) + u′ ·(y′′ − div(σ(y))) dxdt
=

∫ T

0

∫

Ω

(u′ ·y′ + σ(u) : ǫ(y))
′ dxdt+

∫ T

0

∫

∂ΩN

(m·ν)
(

y′ ·g(u′) − u′ ·φ̃
) dΓdt

=

∫

Ω

(u′(T )·y′(T ) + σ(u(T )) : ǫ(y(T ))) dx +

∫ T

0

∫

∂ΩN

(m·ν)
(

y′ ·g(u′) − u′ ·φ̃
) dΓdt

= 2E(u, T ) +

∫ T

0

∫

∂ΩN

(m·ν)
(

y′·g(u′) − u′ ·φ̃
) dΓdt.We then have :

E(u, T ) =
1

2

∫ T

0

∫

∂ΩN

(m·ν)
(

u′ ·φ̃− y′·g(u′)
) dΓdt. (3.21)We now onsider two ases.First ase : p = q = 1.In the following, k, k′, k′′, . . . denotes non-negative onstants, independent of u and t,whih an hange line by line. Using (3.6), (3.7) and (3.20), we have

E(u, T ) ≤ 1

2

∫ T

0

∫

∂ΩN

(m·ν) (|u′| + |g(u′)|)
(

|y′| + |φ̃|
) dΓdt

≤ k

(∫ T

0

∫

∂ΩN

(m·ν) (|u′| + |g(u′)|)2 dΓdt) 1
2

(∫ T

0

∫

∂ΩN

(m·ν)
(

|y′|2 + |φ̃|2
) dΓdt)1

2

≤ k′
(∫ T

0

∫

∂ΩN

(m·ν)u′ ·g(u′)dΓdt)1
2

(∫ T

0

∫

∂ΩN

(m·ν)
(

|v′|2 + |w′|2 + |φ̃|2
) dΓdt)1

2

≤ k′ (E(u, 0) − E(u, T ))
1
2

(

E(v, T )− E(w, T ) +R‖φ̃‖2L2(∂ΩN×[0,T ])

)
1
2

≤ k′′ (E(u, 0) − E(u, T ))
1
2 E(u, T )

1
2 .



98 CONTRÔLABILITÉ ET STABILISATION NON-LINÉAIREWe then have
E(u, T ) ≤ k′′2

1 + k′′2
E(u, 0),and then, for all m ∈ N, we get

E(u, mT ) ≤
(

k′′2

1 + k′′2

)m

E(u, 0).We dedue that there exists onstants C0 > 0 and ̟ > 0 suh that
E(u, t) ≤ C0e

−̟tE(u, 0),whih gives (3.10). In this ase, we have the same result with weak solutions, by using adensity argument.Seond ase : (p, q) 6= (1, 1).For all t ∈ R+, we split ∂ΩN :
∂Ω+

N = {x ∈ ∂ΩN : |u′| > 1}, ∂Ω−
N = {x ∈ ∂ΩN : |u′| ≤ 1}.Using (3.6), (3.7) and (3.20), we have

I−
1 =

∫ T

0

∫

∂Ω−

N

(m·ν)|u′||φ| dΓdt
≤

(

∫ T

0

∫

∂Ω−

N

(m·ν)u′2 dΓdt)1
2 (∫ T

0

∫

∂ΩN

(m·ν)|φ|2 dΓdt)1
2

≤ k

(

∫ T

0

∫

∂Ω−

N

(m·ν)|u′|p+1 dΓdt) 1
p+1 (∫ T

0

∫

∂ΩN

(m·ν)(|v′|2 + |w′|2)dΓdt) 1
2

≤ k′ (E(u, 0) − E(u, T ))
1

p+1 E(u, T )
1
2 .Moreover, we have

I−
2 =

∫ T

0

∫

∂Ω−

N

(m·ν)|y′||g(u′)| dΓdt
≤

(

∫ T

0

∫

∂Ω−

N

(m·ν)|g(u′)|2 dΓdt) 1
2 (∫ T

0

∫

∂ΩN

(m·ν)|y′|2 dΓdt)1
2

≤ k

(

∫ T

0

∫

∂Ω−

N

(m·ν)|g(u′)|
q+1

q dΓdt) q
q+1 (∫ T

0

∫

∂ΩN

(m·ν)(|v′|2 + |w′|2)dΓdt)1
2

≤ k′ (E(u, 0) − E(u, T ))
q

q+1 E(u, T )
1
2 .



3.2. NON-LINEAR STABILIZATION 99On the other hand, as well as for p = q = 1, we obtain
∫ T

0

∫

∂Ω+
N

((m·ν))
(

u′ ·φ̃− y′·g(u′)
) dΓdt ≤ k (E(u, 0) − E(u, T ))

1
2 E(u, T )

1
2 .We then get

E(u, T )
1
2 ≤ k

(

(E(u, 0) − E(u, T ))
1
2 + (E(u, 0) − E(u, T ))

q
q+1

+ (E(u, 0) − E(u, T ))
1

p+1

)

.We �nally obtain
E(u, 0) ≤ k

(

(E(u, 0) − E(u, T )) + (E(u, 0) − E(u, T ))
2q

q+1 + (E(u, 0) −E(u, T ))
2

p+1

)

.Applying above reasoning for any t > 0, we get
E(u, t) ≤ k

(

(E(u, t)− E(u, t+ T )) + (E(u, t) −E(u, t+ T ))
2q

q+1

+(E(u, t)− E(u, t+ T ))
2

p+1

)

, (3.22)where k doesn't depend on t.We know that E(u, .) is a non-negative and non-inreasing funtion. It then admits alimit at in�nity. The right-hand side of (3.22) tends then to 0 as t tends to in�nity. Weobtain
E(u, t) −−−→

t→∞
0.We take T large enough suh that E(u, T ) < 1. We then have

(E(u, t))
1
r ≤ k (E(u, t) − E(u, t+ T )) , ∀t ≥ T, (3.23)where r = min{ 2q

q+1
, 2

p+1
}. As weel as in [16℄, this will give (3.11). We follow the proofgiven in [29℄, in a more general ase. Sine the proof is simpler in our ase, we write it.We write φ(t) = E(u, t)

r−1
r , for all t > 0. For all t ≥ T , using (3.23), we have

φ(t+ T ) − φ(t) =

∫ T

0

∂

∂θ

(

θ

T
E(u, t+ T ) +

(

T − θ

T

)

E(u, t)

)
r−1

r dθ
=

1

T

1 − r

r
(E(u, t)− E(u, t+ T ))

∫ T

0

(

θ

T
E(u, t+ T ) +

(

T − θ

T

)

E(u, t)

)− 1
r dθ

≥ 1

T

1 − r

r

1

k
E(u, t)

1
r

∫ T

0

E(u, t)−
1
r dθ

≥ 1 − r

kr
.



100 CONTRÔLABILITÉ ET STABILISATION NON-LINÉAIREWe now onsider t > T , and we take n ∈ N suh that n+ T ≤ t ≤ n+ T +1. We have
φ(t) ≥ φ(t− n) + n

1 − r

kr

≥ φ(T + 1) + (t− T − 1)
1 − r

kr
.We then get

E(u, t) ≤
(

φ(T + 1) + (t− T − 1)
1 − r

kr

)− r
1−r

,whih gives (3.11). �



Annexe AStabilisation frontière du systèmeélastodynamique dans un polygone plan



102 STABILISATION DANS UN POLYGONEIn this paper, we study the boundary stabilization of the elastodynami system ina plane polygonal domain. Here, we take in aount singularities whih appear whenhanging boundary onditions. To ite this artile : R. Brossard, J.-P. Lohéa, C. R.Aad. Si. Paris, Ser. I 338 (2004).RésuméDans e travail, nous étudions la stabilisation frontière du système élastodynamique dansun polygone plan. Ii, nous prenons en ompte les singularités générées par un hangementde onditions au bord. Pour iter et artile : R. Brossard, J.-P. Lohéa, C. R. Aad. Si.Paris, Ser. I 338 (2004).Abridged English versionLet Ω ⊂ R2 be an open bounded onvex polygonal set and let ∂Ω be its boundary. Weassume
∂Ω = ∂ΩN ∪ ∂ΩD, ∂ΩN ∩ ∂ΩD = {s1, s2}, (A.1)where ∂ΩN and ∂ΩD are two open onneted non-empty parts of ∂Ω, s1 and s2 are twopoints of ∂Ω, whih we will onsider as verties of ∂Ω. At almost every point x of ∂Ω,we denote by ν(x) the normal unit vetor pointing outward of Ω. We assume that thereexists x0 ∈ R

2 suh that funtion m(x) = x− x0 satis�es (see �gure A.1)
(m·ν) ≥ 0, on ∂ΩN , (m·ν) ≤ 0, on ∂ΩD. (A.2)Let λ and µ be Lamé's oe�ients. If a vetor funtion v is smooth enough, we de�nethe strain tensor and the stress tensor by

ǫij(v) =
1

2
(∂ivj + ∂jvi), σ(v) = 2µǫ(v) + λdiv(v)In. (A.3)We will set σ(u) : ǫ(u) = tr(σ(u)ǫ(u)). We onsider the linear isotropi elastodynamisystem















u′′ − div(σ(u)) = 0 in Ω × R+;
u = 0 on ∂ΩD × R+;
σ(u)ν = −(m·ν)u′ on ∂ΩN × R+;
u(0) = u0, u′(0) = u1 in Ω.

(A.4)We introdue L2(Ω) = (L2(Ω))2, H1(Ω) = (H1(Ω))2 and H1
D(Ω) = {v ∈ H1(Ω)/v =

0 on ∂ΩD}. One an easily prove the well-posedness of this problem by using semi-groupmethod, assuming
(u0,u1) ∈ H

1
D(Ω) × L

2(Ω). (A.5)Energy funtion is given by
E(u, t) =

1

2

∫

Ω

(|u′|2 + σ(u) : ǫ(u))dx. (A.6)
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Ω

∂ΩD

s2

ω2

x0

∂ΩN

s1

ω1

ν2

τ 2Fig. A.1 � an example of domain Ω.A similar problem for the wave equation has been studied in [13℄. As well as in thiswork, we prove here stabilization result for problem (A.4).Theorem A.0.1. Assume (A.1) and (A.2). Then there exist onstants C > 0 and ̟ > 0suh that for all (u0,u1) satisfying (A.5), the solution u of (A.4) satis�es
∀t ∈ R+, E(u, t) ≤ Ce−̟tE(u, 0).The ase of a disonneted boundary is studied in [22℄ for some elastodynami systemswith the natural feedbak. This work has been extended in [23, 1, 2℄ for more generalsystems, inluding the Lamé system, under less restritive geometrial assumptions, butalways with a boundary suh that ∂ΩN ∩ ∂ΩD = ∅.Here we inspired from [13, 21, 4℄. We have hosen the feed-bak of the type (m·ν)u′,whih appears for the �rst time in [21℄. This is the �rst step to prove boundary stabilizationof the elastodynami system in a n-dimensional domain, with singularities.Version françaiseSoit Ω un ouvert borné polygonal plan onvexe et ∂Ω sa frontière. On va supposerque ∂Ω est déoupée en deux parties onnexes ouvertes ∂ΩN et ∂ΩD telles que (A.1) estvéri�é. Pour presque tout point x de ∂Ω, on note ν(x) la normale unitaire sortante en x.On suppose qu'il existe x0 ∈ R2 tel que la fontion m(x) = x − x0 satisfait (A.2). (voir�gure A.1)



104 STABILISATION DANS UN POLYGONEPour v un hamp de veteurs su�samment régulier, le tenseur des déformations et letenseurdes ontraintes sont dé�nis par (A.3).Par la méthode des semi-groupes, on prouve que le problème (A.4) est bien posé, sousl'hypothèse (A.5). L'énergie est dé�nie par (A.6). Un problème similaire pour l'équationdes ondes a été étudié dans [13℄. Ii, nous prouvons un résultat analogue pour le problème(A.4).Théorème A.0.1. On suppose que (A.1) et (A.2) sont satisfaits. Alors il existe desonstantes C > 0 et ̟ > 0 telles que pour tout (u0,u1) véri�ant (A.5), la solution udu problème (A.4) véri�e
∀t ∈ R+, E(u, t) ≤ Ce−̟tE(u, 0).Le as d'une frontière non onnexe a été étudié dans [22℄ pour ertains système élasto-dynamiques, en introduisant un feedbak dit naturel. Ce travail a été par la suite étendudans [23, 1, 2℄ pour des sytèmes élastodynamiques plus généraux, y ompris le systèmede Lamé, et pour des onditions géométriques moins restritives, mais toujours pour unefrontière qui véri�e ∂ΩN ∩ ∂ΩD = ∅.Nous nous sommes ii inspirés de [13, 21, 4℄. Nous avons hoisi le feedbak du type (m·

ν)u′, qui apparait pour la première fois dans [21℄. Ce travail onstitue une première étapevers la stabilisation du système élastodynamique dans un domaine de Rn, en présene desingularités.La démonstration de e théorème repose sur une égalité de type Rellih, énonée i-dessous.Aux points si, on dé�nit ωi l'angle d'ouverture de Ω. Si ωi = π, on note τ (si) le veteurunitaire tangent à ∂Ω dirigé vers ∂ΩD (voir �gure A.1). On onstate que la ondition (A.2)implique
ωi = π ⇒ m(si)·ν(si) = 0. (A.7)On obtient alorsThéorème A.0.2. Soit Ω ⊂ R2 un ouvert borné polygonal plan onvexe véri�ant (A.1)et soit x0 ∈ R2 tel que la fontion m(x) = x − x0 véri�e (A.7). Soit u ∈ H1(Ω) tel quediv(σ(u)) ∈ L

2(Ω), u ∈ H
3/2(∂ΩD) et σ(u)·ν ∈ H

1/2(∂ΩN). (A.8)La fontion 2(σ(u)ν)·(m·∇)u− (m·ν)σ(u) : ǫ(u) est alors intégrable sur ∂Ω et on a
2

∫

Ω

div(σ(u))·(m·∇)udx =

∫

∂Ω

[2(σ(u)ν)·(m·∇)u− (m·ν)σ(u) : ǫ(u)] dΓ
+8

(2µ + λ)(3µ + λ)

πµ

(

π2 + ln2

(

3µ + λ

µ + λ

))

∑

s∈{s1,s2}
ω(s)=π

C(s)2(m(s)·τ (s))où C(s) est le oe�ient de singularité de u au point s.



105Preuve abrégée du théorème A.0.2 : On démontre grâe à la formule de Green que,pour u ∈ H2(Ω),
2

∫

Ω

div(σ(u))·(m·∇)udx =

∫

∂Ω

[2(σ(u)ν)·(m·∇)u− (m·ν)σ(u) : ǫ(u)] dΓ. (A.9)Soit u ∈ H1(Ω) véri�ant (A.8). Pour tout ouvert V tel que V ⊂ Ω, u ∈ H2(V).De plus, pour tout x ∈ ∂Ω\{s1, s2}, on peut montrer qu'il existe un voisinage V de x telque
u ∈ H2(V ∩ Ω). Pour ela, si x est un sommet, on utilise les résultats obtenus dans[27℄. Sinon, on utilise la méthode des quotients di�érentiels.Les problèmes que l'on va renontrer seront don en s1 et s2. Soit s l'un des deux si.Soit γ0 et γ1 les deux �tés attenants à s. Par tronature, on peut supposer que u est nulen dehors d'un disque D(s, δ). On peut supposer que δ est su�samment petit pour que
D(s, δ)∩ ∂Ω ⊂ γ0 ∪ γ1. Par un proédé de relèvement et par hangement de oordonnées,on se ramène au problème







−div(σ(ũ)) = f̃ dans H
ũ = 0 sur ∂HD

σ(ũ)ν = 0 sur ∂HN

(A.10)où H = {(r, θ) ∈ R∗+×]0, ω[}, ∂HD = {(r, 0) / r > 0} et ∂HN = {(r, ω) / r > 0} enoordonnées polaires, et où f̃ ∈ L2(H).Ainsi, on peut érire u omme somme d'une fontion U ∈ H2(H) et de ũ solution de(A.10). En injetant u = U + ũ dans le terme de gauhe de (A.0.2) et en développant,on onstate que les termes en (U,U) et en (U, ũ) véri�ent une égalité du type (A.9). Ilreste alors le terme quadratique en ũ.On va prendre ε > 0, et on va poserHε = {(r, θ) ∈]ε,+∞[×]0, ω[}, ∂HDε = {(r, 0) / r >
ε}, ∂HNε = {(r, ω) / r > ε} et γε = {(ε, θ) / θ ∈]0, ω[}.On a don ũ ∈ H2(Hε) et on obtient

2

∫

Hε

div(σ(ũ))·(m·∇ũ)dx =

∫

∂Hε

[2(σ(ũ)ν)·(m·∇)ũ− (m·ν)σ(ũ) : ǫ(ũ)] dΓ. (A.11)On a failement, grâe au théorème de Lebesgue
∫

Hε

div(σ(ũ))·(m·∇)ũdx −−→
ε→0

∫

H

div(σ(ũ))·(m·∇)ũdx.Pour la onvergene des intégrales frontières de (A.11), on a besoin de la struturede la solution de (A.10), que l'on obtient grâe aux résultats obtenus dans [27℄. On vamaintenant séparer deux as.Premier as : ω < π.On note ν le oe�ient de Poisson du système, ν =
1

2

λ

λ+ µ
et on onsidère l'équationen α

sin2(αω) =
4(1 − ν)2 − α2 sin2 ω

3 − 4ν
. (A.12)



106 STABILISATION DANS UN POLYGONESoit (αi)i=1,K les raines omplexes de (A.12) telles que ℜα ∈]0, 1], qui sont en nombre�ni. On a alors
∃uR ∈ H

2(H), ∃(v1
i ,v

2
i )i=1,K ∈ [(C∞([0, ω],C))2]

K et ∃(χi)i=1,K ∈ R
K tels que

ũ = uR +
∑K

i=1 χiℜ[rαi(v1
i (θ) + ln(r)v2

i (θ))]. (A.13)Or, par des arguments de parité et par des aluls, on peut démontrer le lemme suivantLemme A.0.3.
∀i ∈ [1, K],ℜαi >

1

2
.Maintenant, on injete la forme (A.13) dans les intégrales frontières de (A.11), ondéveloppe la double somme et on étudie la onvergene terme à terme. On onstate queles termes ont soit la bonne régularité, soit la bonne puissane en r pour que toutes lesintégrales onvergent. On obtient �nalement

∫

∂Hε

[2(σ(ũ)ν)·(m·∇)ũ− (m·ν)σ(ũ) : ǫ(ũ)] dΓ
−−→
ε→0

∫

∂H

[2(σ(ũ)ν)·(m·∇)ũ− (m·ν)σ(ũ) : ǫ(ũ)] dΓ.Deuxième as : ω = π.On a (m·ν) = 0 sur ∂H. Don, grâe aux onditions au bord, on obtient
∫

∂H

[2(σ(ũ)ν)·(m·∇)ũ− (m·ν)σ(ũ) : ǫ(ũ)] dΓ = 0.Pour la struture de la solution, toujours grâe aux résultats obtenus dans [27℄, onobtient
∃uR ∈ H

2(H), ∃C ∈ R tels que ũ = uR + CuS, ave uS(r, θ) = ℜ
(

r
1
2
+i

ln(3−4ν)
2π v(θ)

)

,(A.14)où v est une fontion onnue de (C∞([0, ω],C))2. On remarque qu'il n'y a ii qu'une seulesingularité.On injete la forme (A.14) dans l'intégrale frontière sur γε et on développe les sommes.On onstate que toutes les intégrales où uR apparaît onvergent vers 0. De plus, si onnote τ (0) le veteur tangent à ∂H en 0 pointant vers ∂HN , on obtient par un alul à ε�xé
∫

γε
[2(σ(uS)ν)·(m·∇)uS − (m·ν)σ(uS) : ǫ(uS)] dΓ

= 8 (2µ+λ)(3µ+λ)
πµ

(

π2 + ln2
(

3µ+λ
µ+λ

))

(m(0).τ (0)) + O(ε).et le théorème A.0.2 est démontré. �Preuve abrégée du théorème A.0.1 : on va faire la démonstration pour une solutionforte u. Le résultat pour les solutions faibles s'en déduira par un argument lassique dedensité.Nous allons pour montrer le théorème utiliser un lemme démontré dans [19℄ :



107Lemme A.0.4. Soit E : R+ → R+ une fontion déroissante telle qu'il existe C > 0tel que
∫ ∞

t

E(s) ds ≤ CE(t), ∀t ≥ 0, (A.15)alors on a
E(t) ≤ E(0)e1− t

C , ∀t ≥ C.Nous voulons don à présent obtenir une inégalité de la forme (A.15) pour l'énergie.Pour ela, nous allons utiliser la méthode des multipliateurs (voir par exemple [19℄).Soit u la solution du problème (A.4). Tout d'abord, on a grâe à la formule de Green,pour tout t > 0,
E ′(u, t) = −

∫

∂ΩN

(m·ν)|u′|2 dΓ. (A.16)L'énergie est don une fontion déroissante du temps.Soient T > S > 0. On pose à présent Mu = 2(m·∇)u + u et on érit
∫ T

S

∫

Ω

u′′ ·Mudx dt =

∫ T

S

∫

Ω

div(σ(u))·Mudx dt. (A.17)On onsidère le premier membre de ette égalité. On obtient
∫ T

S

∫

Ω

u′′ ·Mudx dt =

[∫

Ω

u′ ·Mudx]T

S

+

∫ T

S

∫

Ω

|u′|2 dx dt− ∫ T

S

∫

∂ΩN

(m·ν)|u′|2 dΓdt.(A.18)Pour le seond membre de l'égalité (A.17), l'appliation du théorème A.0.2 nous donne
2

∫

Ω

div(σ(u))·(m·∇)udx ≤ −
∫

∂ΩN

(m·ν)[2u′ ·(m·∇)u + σ(u) : ǫ(u)] dΓ.On a don
∫ T

S

∫

Ω

div(σ(u))·Mudx dt ≤ −
∫ T

S

∫

Ω

σ(u) : ǫ(u)dx dt+ ∫ T

S

∫

∂ΩN

(m·ν)u′ ·udΓdt
−
∫ T

S

∫

∂ΩN

(m·ν)[2u′ ·(m·∇)u + σ(u) : ǫ(u)] dΓdt.(A.19)En regroupant (A.18) et (A.19), on obtient
∫ T

S

E(t)dt ≤ −
[
∫

Ω

u′ ·Mudx]T

S

+

∫ T

S

∫

∂ΩN

(m·ν)|u′|2 dΓdt+ ∫ T

S

∫

∂ΩN

(m·ν)u′ ·udΓdt
−
∫ T

S

∫

∂ΩN

(m·ν)[2u′ ·(m·∇)u + σ(u) : ǫ(u)] dΓdt. (A.20)



108 STABILISATION DANS UN POLYGONEOn montre par un alul assez ompliqué, inspiré de [3℄, que pour tout θ > 0, il existe
C1 > 0 tel que
∫ T

S

∫

∂ΩN

(m·ν)[2u′ ·(m·∇)u + σ(u) : ǫ(u)] dΓdt ≤ θ

∫ T

S

E(t)dt+ C1E(u, S). (A.21)On montre alors que pour tout θ > 0, il existe C2 > 0 tel que
(1 − θ)

∫ T

S

E(t)dt ≤ C2E(u, S). (A.22)Comme C2 ne dépend pas de S et de T , il su�t de prendre θ su�samment petit, puisde faire tendre T vers l'in�ni pour obtenir le résultat. Cei onlut la démonstration duthéorème. �Remarque 1 : Le feedbak que nous avons hoisi ii permet d'obtenir la stabilisationdu système élastodynamique dans le as d'une frontière non-onnexe pour un domainequelonque de Rn.Remarque 2 : La stabilisation du système élastodynamique en présene de singularitésparaît peu aessible par la méthode des multipliateurs utilisée ave le feedbak naturelintroduit dans [22℄.Remarque 3 : Le as d'un ouvert à frontière régulière onnexe est enore à l'étude etfera l'objet d'une publiation ultérieure.



Annexe BRellih relations for mixed boundaryellipti problems



110 RELLICH RELATIONS FOR ELLIPTIC PROBLEMSFor ellipti partial di�erential equations, mixed boundary onditions generate singu-larities in the solution, mainly when the boundary of the domain is onneted. Followingprevious works onerning the Laplae equation, we here give Rellih relations involvingsingularities for the Lamé system.These relations are useful in the problem of boundary stabilization of the waves equa-tion and the elastodynami system, respetively, when using the multiplier method.IntrodutionLet Ω be a regular bounded open set of Rn and onsider the following wave problem,






















u′′ − ∆u = 0 in Ω × (0,+∞) ,
u = 0 on ∂ΩD × (0,+∞) ,
∂νu = F (u′) on ∂ΩN × (0,+∞) ,
u(0) = u0 in Ω ,
u′(0) = u1 in Ω .Here the problem of boundary stabilization is to build some partition (∂ΩD, ∂ΩN) ofthe boundary ∂Ω and some feedbak funtion F suh that the energy of the solution u is(exponentially) dereasing with respet to time.Many authors have studied this problem by using the multiplier method (see [19℄ andthe referenes therein). This leads to the hoie

∂ΩN = {x ∈ ∂Ω /m(x)·ν(x) > 0} ,
∂ΩD = ∂Ω \ ∂ΩN = {x ∈ ∂Ω /m(x)·ν(x) ≤ 0} ,
F (u′) = −(m·ν)u′ ,where ν(x) is the normal unit vetor pointing outwards of Ω at some point x ∈ ∂Ω and

m is a funtion depending on a �xed point x0 ∈ Rn : m(x) = x− x0.The main step of this method is to prove some Gronwall-type inequality onerningthe energy of strong solutions (see Theorem 8.1 in [19℄). This leads to de�ne H1
D(Ω) =

{v ∈ H1(Ω) / v = 0 , on ∂ΩD } and to onsider the operator Aw

D(Aw) = {(u, û) ∈ H1
D(Ω) × H1

D(Ω) /∆u ∈ L2(Ω) ; ∂νu = −(m·ν)û on ∂ΩN} ,
Aw(u, û) = (−û,−∆u) , ∀(u, û) ∈ D(Aw) .The ruial point in the proof of above Gronwall-type inequality is to verify that if

(u, û) belongs to D(Aw), then u satis�es a Rellih relation [34℄ in the following form
2

∫

Ω

∆u m·∇u dx = (n− 2)

∫

Ω

|∇u|2 dx +

∫

∂Ω

(

2∂νu m·∇u− m·ν |∇u|2
)

dΓ . (B.1)One an easily observe that this relation is satis�ed if u is regular enough. A su�ientondition is that u is loally H2 in Ω. For the above problem of boundary stabilization,this holds in the partiular ase when the interfae Γ = ∂ΩN ∩ ∂ΩD is empty (this an beproved by using the method of di�erene quotients).



B.1. RELLICH RELATION FOR THE LAPLACE EQUATION 111On the other hand, when the interfae is not empty, some singular part an appear in
u and the above �hidden regularity result� is generally false.Anyway, in all ases, using a lassial trae result, we an prove that if (u, û) belongsto D(Aw), then there exists uR ∈ H2(Ω) suh that U = u − uR satis�es the followingmixed boundary problem for the Laplae equation.







−∆U = F in Ω ,
U = 0 on ∂ΩD ,
∂νU = 0 on ∂ΩN ,

(B.2)where the right-hand side F belongs to L2(Ω).Under reasonable geometrial assumptions about Ω, when Γ = ∅, U is loally H2 insome neighborhood of any point of Ω and Rellih relation (B.1) is true.When Γ 6= ∅, U an be singular even if F is very regular. In this ase, formula (B.1)must be modi�ed. A further term, whih takes into aount singularities, appears. Thiswill be presented in the �rst part of this paper.In the seond part, we onsider the ase of the Lamé system whih is related to theproblem of the boundary stabilization of the elastodynami system.In the third part, we give a sketh of the proof of the Rellih relation for the Lamésystem (detailed proofs an be found in [6, 7℄).B.1 Rellih relation for the Laplae equationWe �rst introdue the main geometrial assumptions.Let Ω be a bounded open set of Rn (n ≥ 2) suh that its boundary ∂Ω satis�es, in thesense of Ne£as [31℄,
∂Ω is of lass C2 . (B.3)Given x a point of ∂Ω, we denote by ν(x) the normal unit vetor pointing outwards of Ω.We assume that there exists a partition (∂ΩN , ∂ΩD) of ∂Ω suh that

meas(∂ΩD) 6= 0 , meas(∂ΩN) 6= 0 Γ = ∂ΩD ∩ ∂ΩN is a non-empty
C3-manifold of dimension n− 2 , there exists a neighborhood ω of Γsuh that ∂Ω∩ ω is a C3-manifold of dimension n− 1 .

(B.4)Furthermore, we suppose that there exists x0 ∈ Rn suh that, setting m(x) = x − x0, Γsatis�es
m·ν = 0 on Γ . (B.5)We an onsider ∂ΩN as a submanifold of ∂Ω, so that at eah point x of its boundary

Γ, we an de�ne a normal unit vetor τ (x) pointing outwards of ∂ΩN . Observe that thisvetor is tangential with respet to ∂Ω (see Figure B.1).Let us now give the extension of Rellih identity.
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τ

ν

∂ΩD
x0

∂ΩN

Ω

Γ

Fig. B.1 � An example of domain Ω with a non-empty interfae Γ.Theorem 1. � Under assumptions (B.3)-(B.5), let u ∈ H1(Ω) be suh that
∆u ∈ L2(Ω) , u/∂ΩD

∈ H3/2(∂ΩD) , ∂νu/∂ΩN
∈ H1/2(∂ΩN) .Then, 2∂νu m·∇u−m·ν |∇u|2 belongs to L1(∂Ω) and there exists ζ ∈ H1/2(Γ) suh that

2

∫

Ω

∆u m·∇u dx = (n − 2)

∫

Ω

|∇u|2 dx +

∫

∂Ω

(

2∂νu m·∇u− m·ν |∇u|2
)

dΓ

+

∫

Γ

|ζ|2 m·τ ds .The detailed proof of this result an be found in [4℄.The �rst extension has been proved by P. Grisvard [13, 11℄ who has taken in aountsingularities generated by vorties of a polygonal domain. Observe in this ase, that, ifthe polygonal domain is onvex (with angles lower than π), formula (B.1) holds withoutany further term.A further term appears when at some point of the interfae, the angle is π. Indeed, thisgeometrial on�guration generates a singularity whih behaves loally like the Shamirfuntion [36℄ given in polar oordinates by
US(r, θ) = ̺(r)

√
r sin

θ

2
,where ̺ is some ut-o� funtion.This funtion satis�es a problem in the form (B.2) and is not loally H2 in any neigh-borhood of the origin (see Figure B.2) : observe only that near the origin, the normalderivative satis�es ∂rUS(r, π) = O(r−1/2) (with Landau notations) and is not loally L2along the boundary.
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Fig. B.2 � Loal behavior of the Shamir funtion.The seond extension of Rellih formula has been proved by M. Moussaoui [28℄ when
Ω is an in�nite semi-ylinder (see Figure B.5 at the end of this paper).This has been extended for general n-dimensional smooth domains in [4℄ by using loaloordinates at eah point of the interfae Γ.B.2 Rellih relation for the Lamé systemWe �rst introdue notations and motivate our work by the study of the boundarystabilization of the elastodynami system. We end this setion by giving main results.B.2.1 NotationsWe will use the following Lamé notations. Assume that v = (v1, v2, v3) is a regularvetor �eld, we de�ne the strain tensor

εı(v) =
1

2
(∂vı + ∂ıv) , (ı, ) ∈ {1, 2, 3}2 ,and the stress tensor

σ(v) = 2µε(v) + λdiv(v)I3 ,where λ > 0 and µ > 0 are the Lamé oe�ients and I3 is the identity matrix of R3.We denote the lassial inner produt by :
σ(u) :ε(v) = tr(σ(u)ε(v)) =

∑

ı

∑



σı(u)εı(v).We write that v belongs to L2(Ω) (resp. Hs(Ω)), if every omponent of v belongs to
L2(Ω) (resp. Hs(Ω)).We also need to de�ne : H1

D(Ω) = {v ∈ H1(Ω) /v = 0 , on ∂ΩD }.



114 RELLICH RELATIONS FOR ELLIPTIC PROBLEMSB.2.2 Boundary stabilization of the elastodynami systemIn [7, 8℄, we have onsidered the problem of the boundary stabilization of the elasto-dynami system






















u′′ − div(σ(u)) = 0 in Ω × (0,+∞) ,
u = 0 on ∂ΩD × (0,+∞) ,
σ(u)ν = −(m·ν)u′ on ∂ΩN × (0,+∞) ,
u(0) = u0 in Ω ,
u′(0) = u1 in Ω .As well as for the wave equation, we an obtain a stabilization result by using multipliermethod, provided that some Rellih relation is satis�ed.We follow a similar approah. Espeially we have to onsider the following operator

D(Ae) = {(u, û) ∈ H1
D(Ω) × H1

D(Ω) /div(σ(u)) ∈ L2(Ω) ; σ(u)ν = −(m·ν)û , on ∂ΩN} ,
Ae(u, û) = (−û,−div(σ(u))) , ∀(u, û) ∈ D(Ae) .Again, under reasonable geometrial assumptions, we an use a trae result : if (u, û)belongs to D(Ae), one an build uR ∈ H2(Ω) and F ∈ L2(Ω) suh that U = u − uRsatis�es the following elastiity system







−div(σ(U)) = F in Ω ,
U = 0 on ∂ΩD ,
σ(U)ν = 0 on ∂ΩN .

(B.6)B.2.3 Main resultsThe regular aseWe �rst give a result whih is similar to (B.1) when u is regular enough.Proposition 2. � Assume that the open bounded set Ω satis�es (B.3). If u belongs to
H2(Ω), then 2 (σ(u)ν)·(m·∇)u− m·ν σ(u) :ε(u) belongs to L1(∂Ω) and

2

∫

Ω

div(σ(u))·(m·∇)u dx = (n− 2)

∫

Ω

σ(u) :ε(u) dx

+

∫

∂Ω

(

2 (σ(u)ν)·(m·∇)u− m·ν σ(u) :ε(u)
)

dΓ .One an easily prove this result by applying two Green formulæ.Observe that the above relation holds when u is the solution of problem (B.6) if
∂ΩD ∩ ∂ΩN is empty.Let us introdue the useful following notation :

Θ(u,v) = 2 (σ(u)ν)·(m·∇)v−m·ν σ(u) :ε(v).In order to extend this result, we proeed as well as in the ase of Laplae equation.



B.2. RELLICH RELATION FOR THE LAMÉ SYSTEM 115The ase of a plane polygonal domainFollowing works of P. Grisvard, we �rst onsider the ase of a plane polygonal domain.We here suppose that Ω is a bounded onvex polygonal open subset of R2 and itsboundary is made of two broken lines ∂ΩN and ∂ΩD de�ned thanks to some point x0belonging to R2 \ Ω :
∂ΩD = l({x ∈ ∂Ω /m(x)·ν(x) ≤ 0}

)

, ∂ΩN = ∂Ω \ ∂ΩD , (B.7)so that Γ = ∂ΩN ∩ ∂ΩD = {s1, s2} (see Figure B.3). At s1 (resp. s2), let us de�ne angle
̟1 ∈ (0, π] (resp. ̟2 ∈ (0, π]) between ∂ΩN and ∂ΩD. Let us de�ne

J(Ω) = { /̟ = π} .For every  ∈ J(Ω), we an de�ne as well as above unit vetors ν(s) and τ (s) (seean example in Figure B.3).
Ω

∂ΩD

s2

ω2

x0

∂ΩN

s1

ω1

ν2

τ 2Fig. B.3 � Ω ⊂ R
2 is open, bounded, polygonal and onvex, Γ = {s1, s2} and J(Ω) = {2}.Theorem 3. �Let Ω ⊂ R2 be a bounded onvex polygonal open set suh that its boundary

∂Ω satis�es (B.7). If u ∈ H1(Ω) is suh thatdiv(σ(u)) ∈ L
2(Ω) u/∂ΩD

∈ H
3/2(∂ΩD) σ(u)ν ∈ H

1/2(∂ΩN) .then Θ(u,u) belongs to L1(∂Ω) and there exist at most two real oe�ients Υ suh that
2

∫

Ω

div(σ(u))·(m·∇)u dx =

∫

∂Ω

Θ(u,u) dΓ +
∑

∈J(Ω)

Υ2
 m(s)·τ (s) .



116 RELLICH RELATIONS FOR ELLIPTIC PROBLEMSThis result has been announed in [6℄. The reader will �nd a detailed proof in [7℄ andwe only give main ideas of it.We �rst observe that under above assumptions, u is loally H2 at every point of Ωwhih is not a vertex. Hene we an apply Proposition 2 in a subdomain of Ω whih doesnot ontain small disks entered at verties.The main idea is to ompute the limit of eah integral term when the rays of thesedisks tend to 0. To this end, using some loalization proess, we an write u as the sumof a H
2-part and a singular part whih is given in [27℄.At eah vertex whih does not belong to Γ, the degree of the singularity is onvenientand we get the limit without any further term.A similar proess holds at sı ∈ Γ if ̟ı < π.If  ∈ J(Ω), then in some neighborhood of s, we an write u as the sum of a H2-part

uR and a singular part uS whih loally behaves like the following funtion US given in[27℄ :
US(r, θ) = ℜ (rαw(θ)) ,where α ∈ C, ℜα = 1/2, w is a omplex-valued C∞-funtion (see a detailed formula in[7℄). Components of US are represented in Figure B.4 for a partiular hoie of Laméoe�ients.
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Fig. B.4 � Loal behavior of omponents of US (Lamé oe�ients : λ = µ = 1).Hene, we write Θ(u,u) = Θ(uR,uR) + Θ(uR,uS) + Θ(uS,uR) + Θ(uS,uS) andwe arefully ompute the limits of orresponding integral terms. The fourth one gives
Υ2

 m(s)·τ (s) (Υ2
 depends on the singularity oe�ient of u at s), other ones give nofurther term.Remark � Assumptions of Theorem 3 an be easily weakened. For a polygonal boun-ded domain, su�ient onditions are :̟ı ∈ (0, π] for every ı and, if  ∈ J(Ω),m(s)·ν(s) =

0.



B.3. SKETCH OF THE PROOF OF THEOREM 4 117The general aseWe here give an extension of Proposition 2 for the geometrial ase desribed in Setion1.Theorem 4. � Under assumptions (B.3)-(B.5), let u ∈ H1(Ω) be suh thatdiv(σ(u)) ∈ L
2(Ω) , u/∂ΩD

∈ H
3/2(∂ΩD) , σ(u)ν ∈ H

1/2(∂ΩN) .Then Θ(u,u) belongs to L1(∂Ω) and there exists Υ ∈ L2(Γ) suh that
2

∫

Ω

div(σ(u))·(m·∇)u dx = (n− 2)

∫

Ω

σ(u) :ε(u) dx+

∫

∂Ω

Θ(u,u) dΓ +

∫

Γ

|Υ|2 m·τ ds .The following Setion is devoted to a sketh of the proof of this result.
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Fig. B.5 � Case of a semi-ylinder.B.3 Sketh of the proof of Theorem 4One an �nd a detailed proof in [7℄. This proof is made of three main steps.First step. We extend theorem 3 for a 2-dimensional open set Ω whih satis�es (B.3)-
(B.5) suh that, with notations of Subsetion 2.3.2, Γ = {s1, s2} and J(Ω) = {1, 2}.
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∂ΩD

∂ΩNγ(s, ε)
s

Γ

Fig. B.6 � The general ase.At eah point sı, we introdue loal oordinates and we get a loal mixed boundaryproblem whih involves an elastiity operator with non-onstant oe�ients. We provethat this operator is a small perturbation of Lamé operator and this leads to a similarstruture of its solution.Seond step. We study the ase onsidered in [28℄ : Ω is a semi-ylinder and Γ is itsaxis. (see �gure B.5)We prove that involved singularities along Γ an be written (uS

US

) where uS is thesingular funtion onsidered in Subsetion 2.3.2 and US is the Shamir funtion (see Setion1). We then proeed as well as for Theorem 3 : we apply Proposition 2 in a onvenientsubdomain and we use this partiular struture of singularities to get the result.Third step. We onsider a general 3-dimensional open set Ω. As well as in the �rststep, we use a loalization proess in a neighborhood of eah point of Γ. Similarly, inloal oordinates (see Figure B.6), we get a mixed boundary problem whih is a smallperturbation of previous one.Thus we an use the above struture of singularities.We �nally build Υ by using a ompatness argument.
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