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Introduction

L’imagerie mathématique est depuis quelques années en plein essor. Le développement
des méthodes mathématiques dans ce domaine couvre d’ailleurs un large éventail de champs
d’investigations:

- les problemes inverses (voir par exemple Barucq [17], Barucq et al. [18] ou Natterer [81]...),
- la reconstruction d’images et la tomographie (voir par exemple Natterer [81]...),

- la compression d’images, notamment par utilisation d’ondelettes (Cohen [34], Mallat [76]),
- latténuation du bruit (Sethian [96]...),

- la détection de contours ou segmentation d’images (voir par exemple Sonka et al. [99]...).
Ce large éventail témoigne du changement progressif qui s’est opéré au sein de la commu-
nauté scientifique: longtemps ’apanage des informaticiens et physiciens, I'imagerie a suscité
un intérét croissant dans la communauté mathématique depuis la fin des années 90.

Dans ce travail, nous nous sommes plus particulierement intéressés a des problemes de seg-
mentation d’images sous des contraintes géométriques. L’objectif de la segmentation (parfois
appelée contourage), est de détecter certains contours d’une image, autrement dit, d’isoler
certaines parties de I'image (qui présentent généralement une forte corrélation avec des objets
contenus dans cette image). On distingue deux approches de segmentation :

— la segmentation par contours (cf. figure 1)

Fia. 1 — Approche contours: les régions sont délimitées par les contours des objets qu’elles
représentent. On peut introduire ici les points de contour qui correspondent aux points pour
lesquels la norme du gradient est maximale.

Carole Le Guyader - LMI INSA Rouen



— la segmentation par régions (cf. figure 2)

Fi1G. 2 — Approche régions: les régions sont déterminées en fonction de leurs propriétés in-
trinséques.

Pour traiter ce probleme classique de détection de contours, diverses méthodes sont connues:

e les modeles déformables ( Kass, Witkin et Terzopoulos [62] et [63], L. Cohen [38], Cohen
et al. [36] et [37])...
— le but est de faire évoluer en temps et en espace la représentation du modele vers la
solution du probléme de minimisation introduit dans la modélisation.

e les contours actifs géodésiques (Caselles, Kimmel et Sapiro [24], Caselles et al. [23])...
— un cas particulier du modeéle des contours actifs revient & chercher une courbe
géodésique (dans un espace dont la métrique est liée aux données de 'image)... On
se rapproche ici de la théorie d’évolution des courbes...

e la méthode des ensembles de niveau (notée méthode “level set” par la suite) développée
par Osher et Sethian [85] (voir aussi Sethian [96], Osher et Fedkiw [83]).

e des méthodes statistiques et probabilistes ont également été développées (utilisation de
fractales, voir par exemple Pesquet-Popescu et Lévy-Véhel [89]).

Dans ce travail, le but est de proposer des modeles de segmentation incluant des contraintes
géométriques pour des images 2D (la théorie se généralise pour des images de dimensions
supérieures). Ces données géométriques sont de plusieurs types: elles peuvent notamment étre
induites par le contexte de ’étude. Par exemple, en géophysique, ces données coincident avec
des données de puits (cf. figure 3) que 1'on doit interpoler lorsqu’on cherche a localiser des
horizons et/ou des failles dans des blocs 3D du sous-sol.

Carole Le Guyader - LMI INSA Rouen
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Fia. 3 — Visualisation 3D d’un gisement. On distingue les horizons (couches séparant deuz
milieux distincts), une faille oblique, et des puits. (Image: USGS - Colorado School of Mines).

Dans d’autres cas, ces données géométriques peuvent étre déterminées directement par 1'uti-
lisateur pour aider le processus de segmentation lorsque des données de I'image sont man-
quantes ou de mauvaise qualité. En effet, un contour est défini comme le lieu des points
connexes qui possedent une forte transition de luminosité ou de texture (voir Sonka et al.
[99]). Malheureusement, dans certains cas, ce critére ne peut s’appliquer: nous voyons, sur
la figure 4, un exemple en imagerie médicale ot deux organes adjacents possedent la méme
texture, et le contour constituant I'interface entre les deux organes ne peut donc pas étre
clairement extrait.

Carole Le Guyader - LMI INSA Rouen
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Fic. 4 — Régions adjacentes homogénes indiquées par la fléche. Le processus de segmenta-
tion est délicat (voire impossible) a réaliser si l'on n’adjoint pas au modéle des contraintes
géométriques.

Aussi, est-il intéressant d’introduire des contraintes géométriques dans le modele mathématique.
Ces contraintes peuvent notamment étre constituées d’un ensemble de points appartenant au
contour cherché (dans le domaine médical, la connaissance a priori du praticien sur la nature
et la forme de l'organe considéré est cruciale pour choisir judicieusement ces points). Cet
ensemble de points devra ensuite étre interpolé (ou approché) suivant la méthode utilisée (cf.
figure 5).

Pour traiter le probleme de la segmentation sous contraintes, une premiere méthode a été
développée dans le cadre du doctorat de S. Vieira-Testé [107] effectué chez ELF (devenu To-
tal depuis). Cette méthode utilise notamment les modeles déformables (voir Kass et al. [62] et
[63]). Il s’agit d’une approche analytique qui permet d’agir interactivement sur la modélisation:
cela permet de faire évoluer (en temps et en espace) la représentation du modele vers la solu-
tion du probléme de minimisation introduit dans la modélisation. Concrétement, cela revient
a introduire un terme d’évolution en temps dans le critére de minimisation, ce qui permet a
chaque pas de temps, d’influencer le modele a priori et si nécessaire, de se recaler sur une
meilleure solution, avec & chaque itération la prise en compte des données a interpoler. En
imagerie géophysique, comme on ’a vu précédemment, on s’intéresse a la prise en compte de
données de puits (points d’interpolation...) dans la recherche d’horizons (et/ou failles) dans
un bloc 3D du sous-sol (voir figure 6). La figure 7 illustre une application de la méthode
développée par S. Vieira-Testé [107].

Carole Le Guyader - LMI INSA Rouen
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on veut segmenter cet objet

mais il est masqué en partie par un autre
objet (rectangle gris)

on rajoute des points d'interpolation pour aider le
processus de segmentation (points verts) et on
rend une condition initiale (cercle bleu)

¥ On détermine le bon contour...
»r

Fig. 5 — Intérét des données géométriques dans le processus de segmentation lorsque des
données sont manquantes ou masquées.
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Fic. 6 — Données réelles. Bloc 3D du sous-sol. A et B désignent les horizons.
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Fic. 7 — En blanc des “données de puits” a interpoler. En orange, la condition initiale, en
jaune le contour final matérialisant interface entre deux couches du sous-sol.

Cependant, avec I’approche proposée par Vieira-Testé [107], divers problemes subsistent.
En effet, il y a des conséquences liées & la paramétrisation du modele. En effet, cette pa-
ramétrisation ne permet pas les changements topologiques, ce qui induit par exemple des
problémes lorsqu’il y a des points triples ou des coins sur les objets a détecter... Cela si-
gnifie également que l'objet final doit avoir la méme topologie que le contour initial. La
paramétrisation des points d’interpolation est enfin délicate a réaliser.

Nous avons donc essayé de proposer des méthodes alternatives pour pallier ces handicaps.
Dans la partie II de ce manuscrit, on propose une approche inspirée des travaux d’Osher
et Sethian [85]. Au lieu de travailler avec une courbe paramétrée I' réalisant l'interface entre
deux régions, on choisit de représenter cette courbe de maniere implicite a ’aide d’une fonc-
tion explicite ®. Le contour I' est alors le niveau zéro de la fonction ®, c’est & dire que
I' = {(z,y), ®(x,y) = 0} et Pévolution de la courbe est donnée a chaque instant ¢ par le ni-
veau zéro de ®(z,y,t). L’inconvénient majeur de cette approche réside dans le positionnement
3D d’un probléme initialement 2D (nous sommes en effet amenés & transformer I'image 2D en
une image 3D, et nous déterminons ensuite les singularités de 'image 3D a ’aide de la fonc-
tion @), le gain notoire étant ’absence de toute paramétrisation. Le domaine d’application
de cette méthode a été étendu au champ médical avec une collaboration avec le Laboratoire
de Médecine Nucléaire du CHU du Haut-Léveque de Bordeaux. Le premier objectif consistait
a valider une technique IRM de mesure non invasive de la pression artérielle pulmonaire en
vue de I’évaluation de I'hypertension artérielle pulmonaire. Le premier travail a consisté a
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proposer cette méthode spécifique (avec des données géométriques), car les méthodes usuelles
ne permettaient pas de résoudre le probleme de fagon convaincante, dans la mesure ou les
données des images n’étaient pas d’une qualité suffisante (contour flou). D’ou le choix d’aider
le processus de segmentation en intégrant des conditions géométriques (points d’interpola-
tion) dans le modele.

Dans la partie III de ce manuscrit, on propose une méthode différente pour traiter le méme
probleme. Le développement de cette méthode a été guidé par deux approches connues: la
méthode des contours actifs géodésiques introduite par Caselles et al. [24] et la méthode de
reconstruction de formes a partir d’un ensemble de données non-ordonnées utilisant une ap-
proche “level set” (Zhao et al. [115]).

Dans [24], Caselles et al. montrent qu'un cas particulier des modeles déformables revient
a chercher une courbe géodésique dans un espace de Riemann dont la métrique est liée
au contenu de 'image. L’utilisation d’une approche “level set” dans leur modele permet
d’appréhender le probleme en terme d’évolution de courbes et non plus en terme de minimi-
sation de fonctionnelle.

Aussi, dans la seconde méthode développée, nous avons adopté une démarche similaire aux
contours actifs géodésiques en définissant une métrique liée a la fois au contenu de I'image et
aux contraintes géométriques. Ces contraintes géométriques sont introduites dans le modele
via un ensemble discret de points a approcher appartenant au contour de ’objet. Ainsi,
contrairement & la premiere méthode développée, le probleme considéré ici est un probleme
d’approximation et non d’interpolation.

Plusieurs approches théoriques relatives aux solutions de viscosité (Barles [16] et [15], Alvarez
et al. [5], Ishii et Sato [61], Crandall, Ishii et Lions [45]) ont permis d’établir 'existence et
I'unicité de la solution du probleme d’évolution introduit dans la modélisation.

Des applications médicales et géophysiques ont permis de valider le modele et d’établir
quelques points de comparaison entre les deux approches développées.

L’optique générale de ce travail est donc de proposer des modeles de segmentation
2D satisfaisant d’une part, les critéres classiques de détection de contours avec la régularité sur
le modele que cela impose et d’autre part, des contraintes géométriques et cela, tant sur le plan
théorique que sur le plan applicatif. L’ajustement du modele sur des données géométriques
(contraintes d’interpolation) facilite le processus de segmentation lorsque les données d’image
font défaut. L’approche “level set” a guidé les deux modeles que nous avons développés, I'un
fondé sur les contours actifs classiques, I’autre sur une approche novatrice des contours actifs:
la recherche de courbes géodésiques dans un espace de Riemann dont la métrique est liée a
I'information contenue dans I'image et aux contraintes géométriques.

Ce manuscrit se décompose en trois parties distinctes:

— Dans la partie I (Etat de I’Art), aprés un chapitre consacré aux rappels et notations
(partie I - chapitre 1), nous introduisons diverses méthodes de segmentation: les modeles
déformables (partie I - chapitre 2, 3), la méthode “optique” (partie I - chapitre 4), les
contours actifs géodésiques (partie I - chapitre 5), la méthode “level set” (partie I -
chapitre 6), la méthode de reconstruction (partie I - chapitre 7) et nous concluons par
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des rappels de géométrie (partie I - chapitre 8).

La partie II (Segmentation d’images sous contraintes géométriques utilisant
les surfaces déformables avec une approche “level set”) présente la premiere
méthode de segmentation sous contraintes géométriques proposée dans le cadre de ce tra-
vail. Apres un bref chapitre introductif (partie II - chapitre 9), nous proposons le modele
relatif & cette méthode: les données utilisées, I’approche “level set” puis la définition du
probléeme de minimisation (partie II - chapitre 10).

Une premiere méthode de résolution utilisant une linéarisation du terme non-linéaire de
la fonctionnelle introduite est ensuite développée (partie II - chapitre 11). Une seconde
méthode consistant a introduire un terme dynamique dans la fonctionnelle est également
étudiée (partie IT - chapitre 12). La discrétisation du probleme est alors réalisée (par-
tie IT - chapitre 13) et des applications numériques (partie II - chapitre 14) viennent
completer I’étude.

Dans la partie III (Contours Actifs Géodésiques sous contraintes géométriques),
relative a la seconde méthode proposée pour traiter le probleme de la segmentation sous
contraintes, apres un bref chapitre introductif (partie III - chapitre 15), nous présentons
la modélisation du probleme (partie III - chapitre 16): la définition des contraintes
géométriques, la formulation du probleme d’approximation et I’établissement du probleme
d’évolution. L’existence et 'unicité de la solution au sens de la viscosité de ’équation
d’évolution sont ensuite établies (partie III - chapitre 17). Enfin, la discrétisation du
probleme d’évolution est réalisée & 1’aide d’un schéma AOS (Additive Operator Splitting)
(partie III - chapitre 18). Des applications numériques concluent cette partie (partie I11
- chapitre 19).
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Premiere partie

Etat de I’Art
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Introduction

Comme nous 'avons souligné dans 'introduction générale, la segmentation permet d’iso-

ler certaines parties de I'image qui présentent une forte corrélation avec les objets contenus
dans cette image, généralement dans l'optique d’un post-traitement.
Les domaines d’application sont nombreux: médecine, géophysique, géologie, etc ... Dans
le domaine médical, la segmentation d’images est extrémement compliquée. En effet, pour
chaque organe (cerveau, ceeur, etc ...), 'approche est différente : 'outil de segmentation doit
donc pouvoir s’adapter a un organe particulier, suivant une modalité d’acquisition particuliere
(scanners, radiographie, Imagerie par Résonance Magnétique, ...) et pour une séquence de
données particuliere. L’objectif est la quantification de l'information, par exemple, la vo-
lumétrie: volume d’une tumeur dans le cerveau, étude de la cavité ventriculaire cardiaque,
etc ... C’est a ce niveau que la segmentation de I'image est utilisée. En géophysique, la seg-
mentation peut permettre d’isoler des objets du sous-sol (failles, horizons ...) & partir de
données sismiques dans le but, par exemple, de modéliser ou d’exploiter un gisement.

En imagerie mathématique, deux types de segmentation sont exploités: la segmentation par
régions (cf. figure 2) qui permet de caractériser les régions d’une image présentant une struc-
ture homogene et la segmentation par contours (cf. figure 1) qui permet de délimiter les
différentes régions par leurs frontieres. C’est a ce dernier type de contourage que nous nous
attachons tout au long de ce travail.

Les points de contours sont les points de ’'image pour lesquels la norme du gradient, dans
la direction de ce gradient, est maximale. Un seuillage est réalisé pour ne conserver que les
points de variation de niveau de gris significative. Une question légitime qui émerge alors, est
comment définir le seuil, autrement dit, pour quel critére de variation de niveau de gris un
point sera qualifié de point de contour?
Un seuil choisi trop faible accordera ’étiquette “point de contour” a un nombre trop élevé de
points tandis qu’un seuil trop élevé ne permettra d’extraire que les points de fort contraste et
les contours détectés ne seront plus connexes. La représentation mathématique des frontieres
d’un objet ne sera plus réalisée dans ce cas.
Pour pallier cette difficulté, une régularité sur la modélisation des contours doit étre intro-
duite: les contours seront assimilés a des courbes possedant des propriétés de régularité et
satisfaisant le critere de détection énoncé précédemment.

Ainsi, dans ce travail articulé en trois parties distinctes, nous dressons en premier
lieu, un état de l'art des méthodes de segmentation 2D existantes.
Nous nous intéressons tout d’abord aux contours actifs (chapitre 2) ou modéles déformables
(encore appelés “snakes”) introduits par Kass, Witkin et Terzopoulos [62] et [63], méthode
qui integre cette notion de régularité des points de contour en introduisant une fonctionnelle

Carole Le Guyader - LMI INSA Rouen



18

interprétée en terme d’énergie pour les propriétés mécaniques qu’elle revét. En effet, cette
méthode permet de faire évoluer en temps et en espace la représentation du modele vers
la solution du probléme de minimisation introduit dans la modélisation. Ces méthodes de
contours actifs font appel a la notion de corps élastique subissant des contraintes extérieures.
La forme prise par ’élastique est liée a une minimisation d’énergie composée de deux termes:
un terme d’énergie interne et un terme d’énergie externe.

Le minimum local obtenu par minimisation de cette fonctionnelle non-convexe est lié a la
condition initiale qui définit un voisinage de recherche du minimum.

Vieira-Testé [107] propose une application des techniques de surfaces déformables ( cf. cha-
pitre 3) dans le cadre de la segmentation d’images sur des données issues de la géophysique,
sous contraintes d’interpolation.

Cela consiste en la séparation de milieux et d’objets du sous-sol selon leurs propriétés géophysi-
ques: homogénéité de la vitesse de propagation, de I’amplitude des ondes sismiques et cer-
taines données géologiques: données de puits en profondeur, etc ... La séparation ainsi obtenue
constitue la structure géologique formée d’horizons, de failles et de prolongements de faille.
Vieira-Testé [107] introduit ainsi dans son modele, des contraintes géométriques de deux types
principalement: des données de puits en profondeur et des données de plans tangents.

La difficulté inhérente et immédiate a cette problématique est de déterminer la représentation
de la structure a ajuster sur les données, les structures géologiques étant formées de surfaces
paramétrées s’intersectant.

La solution proposée par Vieira-Testé [107] est la suivante: introduire un modele global ou
chaque élément de la structure est caractérisé localement dans une méme représentation.

De maniere générale, les difficultés majeures rencontrées dans le processus de segmentation
par contours actifs sont les suivantes:

— le modele est non-intrinseque du fait de la paramétrisation et n’est donc pas lié a la
géométrie de 'objet a segmenter.

— forte dépendance du modele a la condition initiale, qui n’autorise pas a choisir une
condition initiale éloignée de la solution.

— connaissance de la topologie de/ou/des objets & segmenter nécessaire, ce qui implique
(lorsqu’il y a plusieurs objets & segmenter) 1'utilisation de procédures particulieres (cf.
Cohen [35]) du fait de la paramétrisation.

— complexité des images / ambiguité des données correspondantes, en particulier lorsque
les données des images manquent et/ou que deux régions de texture similaire sont
adjacentes.

— bruit sur les données.

Pour pallier certains de ces handicaps, d’autres méthodes ont été développées. Un modele
fondé sur une analogie a l'optique (cf. chapitre 4) a été proposé par Deléchelle et Lemoine
[46].

Ce modele est élaboré a partir du principe de Fermat : des lors, le contour n’est plus assimilé a
un corps élastique mais il est représenté par la trajectoire d’un rayon lumineux qui se propage
dans le plan de I'image. L’image est assimilée a un milieu de propagation de la lumiére,
Iintensité des niveaux de gris est liée a l'indice de réfraction qui caractérise ce milieu. Le
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principe du moindre temps est appliqué et permet de définir la trajectoire du rayon lumineux.
En assimilant les valeurs du gradient des niveaux de gris a 'indice de réfraction, on aboutit a
un systeme d’équations. La résolution du probléeme de minimisation ainsi introduit est fondée
sur le principe de programmation dynamique (Amini et al. [6], Bellman [19], Sakarovitch
[93]).

Ce modele peut étre mis en liaison avec les contours actifs géodésiques (cf. chapitre 5)
introduits par Caselles, Kimmel et Sapiro [24] qui utilisent le principe de moindre action de
Maupertuis, et le principe de Fermat. Ils montrent qu’un cas particulier du modele classique
des contours actifs ou “snakes” revient a chercher une courbe géodésique dans un espace de
Riemann dont la métrique est définie par le contenu de 'image, i.e a trouver une courbe de
longueur minimale dans un certain espace.

Caselles et al. [24] proposent donc une approche novatrice de la détection de contours par
contours actifs. En considérant le contour actif géodésique comme le niveau zéro d’une fonction
explicite (approche “level set” développée par Osher et Sethian [85]), la recherche de cette
courbe géodésique induit la résolution d’une équation aux dérivées partielles. Cette approche
intrinseque n’impose donc pas au contour initial d’avoir la méme topologie que la courbe finale.
Il n’est pas non plus nécessaire de connaitre la topologie de la solution a priori (nombre d’objets
a segmenter), les fusions et séparations du front étant possibles. Les contours intérieurs et
extérieurs peuvent étre détectés et la convergence de l'algorithme associé peut étre accélérée
par ajout d’'une composante interprétée en terme de contrainte d’aire.

En outre, la théorie de la viscosité (Crandall, Ishii et Lions [45], Barles [16] et [15], Ishii
et Sato [61]) permet d’établir 1'existence et I'unicité de la solution du probléeme d’évolution
introduit dans la modélisation.

Dans le chapitre 6, nous présentons la méthode “level set”. Cette approche “évolution de
courbes” a été développée par Osher et Sethian [85]. Nous présentons également la méthode
“Fast Marching” développée par Sethian [96].

Dans le chapitre 7, nous rappelons quelques éléments relatifs au travail de Zhao et al. [115]
qui porte sur la reconstruction de formes 3D a partir d’un ensemble de données non-ordonnées,
cet ensemble pouvant inclure des points, des patches de surface, etc ... En particulier, les
connexions entre les éléments de données et la topologie de la forme & reconstruire ne sont
pas connues a priori. Un probleme de surface minimale est introduit.

Des résultats de géométrie sont rappelés dans le chapitre 8 qui clot cette premiere partie
“Etat de ’Art”.
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Chapitre 1

Notations et rappels

1.1 Notations et définitions

1. On désigne par R et N les ensembles de nombres réels et d’entiers naturels.
Soit n € N*, on considere ’espace R™ muni du produit scalaire euclidien noté < -,- >,
et de la norme associée notée < - >,,, ou:

Vo = (.1'1,.%'2, e 73371) € Rn? Vy = (y17y27 s 7yn) S an

n
<zY >p= inyi et <x>p=v<z,2 >

i=1
2. Pour tout n-uplet a = (g, ... ,a,) € N, on définit 'opérateur de dérivation suivant:

Hlel
= « (07
oxi" ... 0xn"

aOL

n
ou || = Zai.
i=1

3. Soient (X,||-||x) et (Y}|| - ||y) deux espaces normés.
On note par .Z(X,Y) lespace des applications linéaires et continues de X dans Y.
On désigne par X’ I’espace dual topologique de I’espace normé X.

4. Soit p € N* et E C RP. Soient k € N et n € N*. On désigne par P(E,R") l'espace des
restrictions & E des fonctions polynomiales & coefficients dans R™ dont le degré total
est inférieur ou égal & k par rapport a ensemble des variables. Si ¢ € Pi(E,R"), q est
de la forme:

q(z) = Z aqr®, aq € R,
loe| <k

ot 2% = (z{,...,2p") avec ¥ = (z1,...,2p) et @ = (a1, ...,qp) € NP,

On note aussi Qr(FE,R™) l'espace des restrictions & E des fonctions polynomiales &
coefficients dans R™ dont le degré est inférieur ou égal a k par rapport a chaque variable.
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Si g € Qr(E,R™), q est de la forme:

avec a, € R" et ol |a|oo = max a.
1<i<p

1.1.1 Espaces normés et espaces de Hilbert
On rappelle ici les principales propriétés des espaces normés et des espaces de Hilbert.

Définition 1.1.1

Soit (X,|| - ||x) un espace vectoriel normé. On dit qu’une suite (xy,)nen converge fortement
vers un €lément x € X, si:

lim ||z, — z||x = 0.

n—oo

On notera la convergence forte de (xy)nen vers x par:

n—oo .
T, — x ou limz, = .
n—oo

Définition 1.1.2

Soit V un espace de Hilbert muni du produit scalaire ((-,-)) et de la norme || - || associée. On
dit qu’une suite (Tpn)nen converge faiblement vers un élément x € V', si:

Wy €V, Tim ((z0.9) = ((2.))

On notera la convergence faible de (x,)nen vers x par:

n—oo . .
Tp — x ou lim faible z, = x.
n—oo

Lemme 1.1.1

Soit V un espace de Hilbert muni du produit scalaire ((-,-)) et de la norme || || associée. Soit
Zn)neN une suite d’éléments de V. On a alors les résultats suivants:
te d’éléments de V. O lors les résultats suivant
1. Six, "=z alors x, "—° 1.
2. Sixy, "= alors (2,)nen est bornée dans V et ||z|| < lim inf ||2,]|.

8. Sixy, "=z et||lzn]| "= ||z|| alors z, "7 x.
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Lemme 1.1.2

De tout ensemble borné d’un espace de Hilbert V, on peut extraire une sous-suite faiblement
convergente dans V.

Définition 1.1.3 Dualité

Soit V un espace vectoriel normé. Z(V,R) est l’espace dual de V et est noté V'. Un élément
A € V' est une forme linéaire continue et son action sur un élément v € V' se note a 'aide
du crochet de dualité < -,- >y de sorte que:

< Aw >y = Av.

Définition 1.1.4

Soient V et W deux espaces vectoriels normés et A € L(V,W). On définit l'opérateur trans-
posé, At : W' — V' par:

Yo eV, Vu' e W, < A v >y y=< w  Av Sy .

Définition 1.1.5 Opérateur compact

Soit X un espace vectoriel normé et O : X — X un opérateur (application linéaire). On dit
que O est compact si pour tout sous-ensemble borné U C X, O(U) est une partie relativement
compacte (d’adhérence compacte).

Définition 1.1.6

Soient X et Y deux espaces normés. On dit que X s’injecte continument dans Y et on note
X OY s’il existe un opérateur injectif I € Z(X,Y).

Si de plus, I est compact, on dit que X s’injecte de facon compacte dans Y et on note X (C) Y.

On rappelle dans ce qui suit, le théoréeme de projection sur un espace vectoriel.
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Théoréme 1.1.1 Projection sur un espace vectoriel

Soit V un espace de Hilbert muni du produit scalaire ((-,-)) et de la norme associée || - ||.
Soit M C 'V un sous-espace vectoriel fermé de V.
Alors pour tout f € V', la projection u de f sur M vérifie:

u e M,
Yo e M,((f —uw)) =0.
De plus, lopérateur Py : f € V — Py, € M est linéaire et continu.

V est somme directe de M et de son orthogonal M+ :V = M @ M+*.
M+ est défini par:
M+t ={ueV, ((uv))=0,Vve M}

Définition 1.1.7

Soit a(-,-) une forme bilinéaire sur un espace de Hilbert (V,||-||). On dit que a est V-elliptique
s’il existe une constante C' > 0 telle que:

Yo €V, a(v,w) > C|v| 2

Théoreme 1.1.2 Laz-Milgram

Soit a(-,+), une forme bilinéaire continue sur un espace de Hilbert (V|| - ||) et V-elliptique.
Alors, pour tout f € V', il existe un unique u € V tel que:

Vo €V, a(u,w) = f(v).

De plus, si a est symétrique, u est caractérisé par:

uevV,
1 o1
Solwu) — f(u) = min [Ja(v0) — f(0)]

Le théoreme de projection et le théoreme de représentation de Riesz permettent d’établir le
théoréme suivant.
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Théoréme 1.1.3 (Ciarlet [33] théoréme 8.2.3)

Etant donné un espace de Hilbert V, une fonction J : V. — R est appelée fonctionnelle
quadratique sur V si elle est de la forme:

J(v) = za(v,p) — f(v),

avec a(-,+) : V x V. — R une forme bilinéaire, continue, symétrique et f : V — R une forme
linéaire continue.

On rappelle que le théoréme de représentation de Riesz nous donne l’existence d’un opérateur
A e Z(V) et un élément b € V tous deux définis de fagon unique tels que

{ a(u,w) = (Auw) = (u,Av), Yuw € V
fw) = (bw), Vv eV,

(+,+) désignant le produit scalaire de l’espace V.

Soit J une fonctionnelle quadratique définie sur un espace de Hilbert V par:
J:iveV— Jw) = 3a(vw) — f(v) ER.
On suppose de plus, qu’il existe un nombre a tel que:
a >0, a(v,w) > allv||Z, Vv e V.

Etant donnée une partie non vide, conveze et fermée K de V, il existe un et un seul élément
u vérifiant:

u € K,
() J(u) = Ulél]f{J(U)

Cet élément u vérifie de facon équivalente:
a(u,w —u) > f(v—u), Vv € K.

Réciproquement, si un élément u € V, vérifie 'inéquation ci-dessus, c’est la solution du
probléeme h.
Si K est un sous-espace vectoriel, les inéquations précédentes sont remplacées par les équations:

a(u,w) = f(v), Yv € K.

1.1.2 Espaces fonctionnels

e La partie suivante contient quelques résultats élémentaires sur €2 et sa frontiere 02 ainsi
que sur les espaces du type C*(Q,R™).
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Définition 1.1.8 (c¢f. Necas [82] 1.1.3, Notion de trace)

Soit Q un ouvert, conneze de RN .

La frontiére de € notée ON) est dite continue s’il existe des nombres o > 0, 3 > 0, des systemes
de cartes (xy1,%72,- -+ ,&rN) = (21,2,n), 7 € {1,2,--- 5} et des fonctions a,, continues dans
les cubes fermés de dimension N —1: x| < o, i € {1,2,--- N —1}, de sorte que chaque point
x de la frontiére puisse étre représenté au moins dans un de ces systemes sous la forme x =
(x).,a-(2.)). On suppose de plus que les points (x),x,N) tels que |z, < o, i€ {1,2,--- , N—1}
(soit A,), ar(zl) < zpn < ar(x)) + B sont dans Q tandis que les points (x..x,n) tels que
2 € Ay, ar(2)) — B < xpny < ap(x) sont hors de .

La frontiére de Q est dite lipschitzienne si les fonctions a, sont lipschitziennes dans A, a
$aVOIr :

Ty € By ¢ lar (@) — ar(y,)| < const |z] — ;.

Définition 1.1.9 (c¢f. Necas [82] définition 2.1.1)

Un domaine borné Q est du type n\®¥)# ot k est un entier, non-négatif ou infini, 0 < pu <1, si
les fonctions a, sont définies dans les fermetures des cubes A, = E(x' € En_1,|zr| <, i €
{1,2,...,N — 1}), p-holdériennes ainsi que leurs dérivées jusqu’a l'ordre k, a savoir:

Ty € Ap ¢ [Dlar(}) — D'ar(yp)| < clay — ypl#, i < k.

Si =0, les a, sont seulement supposées continues ainsi que leurs dérivées jusqu’a l'ordre k
dans A, on écrit n*)0 = nk),

e Dans ce qui suit, {2 désigne un ouvert borné, connexe et non-vide de RP, a frontiere
lipschitzienne (cf. Necas [82]).

Définition 1.1.10

Pour tout k € N, on note par Ck(Q,]R”) lespace des fonctions continues d valeurs dans R™,
dont les dérivées partielles jusqu’a l’ordre k sont continues a valeurs dans R™.

Définition 1.1.11

Pour tout k € N, on note par C*(QR™) lespace des fonctions f € CF(QR") telles que
pour chaque multi-indice o tel que || < k, Uapplication x € Q — 9“f(x) € R™ se prolonge
contintiment sur ).
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Proposition 1.1.1

C*(Q,R™) muni de la norme:

[fller@rny = max sup < 0%f(x) >n
lo|< k zeQ

est un espace de Banach.

e Nous introduisons dans cette partie I’espace L?(€2,R") et I’espace de Sobolev classique
H™(Q,R™). Les principaux théorémes d’injection et de densité viennent s’y greffer.

Définition 1.1.12

On définit L*(QL,R™) comme l'espace des fonctions Lebesgue-mesurables, définies sur Q0 a
valeurs dans R™ telles que:

/ <w(z) >2 dr < 4oo0.
Q

Définition 1.1.13

Pour tout m € N*, on note H™(Q,R™) l’espace de Sobolev d’ordre m, défini comme l’espace
des fonctions u € L*(Q,R") telles que pour tout |a| < m, la dérivée partielle d’ordre o (au
sens des distributions) appartient a L?(Q,R™).

On munit H™(Q,R™) du produit scalaire usuel:

(w)mo = 3 /Q < 0u(2),0%u(x) >y da,

laf<m

1
auquel on associe la norme suivante : ||ul|mo = ((u,u))? -
On note les semi-produits scalaires dans H™(Q,R™) par:

(u)iq = Z / < 0%u(x),0%(x) >, dx, 0 <i<m,
. JQ

|| =1

et les semi-normes associées:

1
ulio = (u,u)lq, 0 <i <m.
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e Ci-dessous, nous donnons divers résultats (densité, injection continue et compacte).
Pour plus de détails, on renvoie a Adams [4], Lions-Magenes [70] ou Yosida [113].

Théoréme 1.1.4 (Densité)

C>®(Q) est dense dans H*(2) pour tout s > 0.

Théoréme 1.1.5 (Injections de Sobolev)

Soient m, n, p € N* et k € N. On rappelle en particulier que @ C RP. Sim > k + g, alors:

H™(QR™) O CE(QR™) (injection continue).

Théoréme 1.1.6 (Injection continue et compacte)

Soient m, n, p € N*. Alors,

H™QR™) & H™Y(QRM).

Théoréme 1.1.7 (Inclusion et injection canonique continue)

m .
— sm <
p

| =

1
1. H™(Q) O L1(Y), pour q tel que p =
2. H™(Q) O L1(QY), pour tout ¢ > 1 Sim:g.

3. H™(Q) 0 C%Q), sim > §~

Théoréme 1.1.8 (Inclusion et injection canonique compacte)

c 1
1. H™(Q) O L1(Y), pour tout q tel que 1 < g <1 avec 7=

m
» .

N —

2. H™(Q) o LY(Q), pour tout q>1 sim = g
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3. H™(Q) & C0(Q), sim > L.

2
e On introduit enfin les espaces qui interviendront notamment dans 1’établissement du

probleme d’évolution introduit dans la premieére méthode (partie II, chapitre 12).

Définition 1.1.14

Soit V' un espace de Hilbert muni du produit scalaire ((-,-)) et de la norme || - || associée.

VI'eR, T >0, on définit l’espace suivant :

L*(j0,T,V)

= { w:t€)0,T— u(t) €V tel que (/T||u(if)||2alt)1/2 < 400 }
0

On munit cet espace du produit scalaire suivant :

T
Vu,v € L*(]0,T[,V), (u,0) 2(0,7,v) = /0 ((u(t),v(t)))dt.

La norme associée est définie par:

1
Vu € LQ(]O,T[,V), |u|L2(]0,T[,V) = (U,U)EQ(]O’T[’V).

Théoréme 1.1.9

(L2(J0,T[V),| - |r2q0.7,v)) est un espace de Hilbert.

Définition 1.1.15

Soit V' un espace de Hilbert muni du produit scalaire ((-,-)) et de norme || - || associée.
Soit (V',| - |v+) Uespace dual de (V.|| -|]). VT > 0, on définit l’espace suivant :

W (0, T[,V) = { u € L*(J0,T[,V) tel que % € L%(]0,T[,V") } ;

ol o est la dérivée au sens des distributions.

On munit W(]0,T[,V) du produit scalaire suivant: Yu,v € W(]0,T[,V),

T T u v
(o) = /0 (u(t) w(t)))dt + /0 <68§§t)’8a(tt))wdt.
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La norme associée est définie par:

Vu € W(]OaT[7V)a ‘U|W(]0,T[,V) = (uau)ll/[é%]Q,T[,v)'

Théoréme 1.1.10

W0, TV )| - lwqorv)) est un espace de Hilbert.

1.2 Compléments de calculs différentiels et éléments d’opti-
misation

On effectue en premier lieu quelques rappels élémentaires sur la dérivation: dérivée de
Fréchet, dérivée directionnelle et de Gateaur.
L’espace V' désigne dans toute la suite un espace de Hilbert.

1.2.1 Rappels sur la dérivation

Définition 1.2.1 Dérivée de Fréchet (cf. chapitre 2, définition 2.1 de Cea [25] ou notes de
Faurre [50]).

J étant une fonctionnelle de V dans R, si pour w € V, il existe un opérateur linéaire et
continu de V' dans R noté v — J'(u,w) tel que:

J(u+v) = J(u) + J' (u,w) + €(v),

avec
le()] _

llollv—olJv]lv

)

on dit alors que J'(u,v) est la différentielle au sens de Fréchet de J au point u.
On pourra aussi employer la notation:

{ J (u,) = J'(u).v,
J'(u) € Z(VR).

J'(u) est la dérivée au sens de Fréchet de J au point u.

Définition 1.2.2 Dérivée directionnelle et de Gateauz ( cf. chapitre 2, définition 1.1 de Cea
[25] ou notes de Faurre [50] ).

J désigne une fonctionnelle de V' dans R.
Si pour w € V, w € V, la limite suivante existe et est finie

lim ~[J(u + 6w) — J(w)] = T (u,w),

§—0Tt (S
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on dit que J'(u,w) est la différentielle au sens de Gateauz de J au point u dans la direction
w.

Si J'(u,w) existe pour tout w € Vet si opérateur w — J'(u,w) est linéaire et continu alors
cet opérateur est la dérivée de Gateaux de J au point u.

On pourra employer la notation:

{ J' (u,w) = J (u).v,
J'(u) € Z(VR).

Remarque 1.2.1

Lorsque la différentielle au sens de Fréchet existe, alors la différentielle au sens de Géteaux
existe et ces deux différentielles sont confondues.

Remarque 1.2.2

Si J est une fonctionnelle , J: V — R, et si la différentielle au sens de Gateauz J'(u,w) est
linéaire et continue par rapport a w, on désigne par gradJ(u) (gradient de J au point u )
I’élément de V' tel que:

J (u,w) =< gradJ(u),w >, Yw €V,

ot < -,» > exprime la dualité entre V et V.

Dans le cas des espaces de Hilbert, on pourra identifier gradJ(u) avec l’élément noté gradJ(u) €
V', tel que:
J' (u,w) = (gradJ(u),w), Yw €'V,

ot (-,-) exprime le produit scalaire dans V.

Ce dernier résultat est une conséquence du théoreme de représentation de Riesz (cf. Ciarlet
[33]): si V est un espace de Hilbert et f un élément quelconque du dual V' de V' alors il existe
un élément 7f € V et un seul tel que:

fw)=(1fw), Yo eV
et
Al = (17 fllv-

1.2.2 Conditions du premier ordre pour un optimum lié

Définition 1.2.3 (c¢f. Faurre [50], chapitre 1, section 5.2.1)

Considérons le probléme d’optimisation avec contraintes (dit “optimum lié ”):

inf J(v)

) (1.1)
veEK

avec K C V sous-ensemble fermé des solutions admissibles, V espace de Hilbert et J fonc-
tionnelle différentiable.
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Théoréme 1.2.1 ( ¢f. Cea [25], chapitre 4, théoréme 0.4).

Si J est différentiable au sens de Gateaur dans U, si U est un sous-ensemble convexe de V,
stu€elU etsi:
J(u) < J(w), Vv e,

alors
J (uw —u) >0, Vo e U.

Dans ce qui suit, on présente certains résultats relatifs au probleme d’optimisation avec
contraintes égalités. Ces probléemes sont définis ci-dessous.

1.2.3 Contraintes égalités
Conservant les mémes notations que dans la sous-section 1.2.2; on considere le cas ot
K ={veV|F(v) =0},

avec ' : V. — RN (N contraintes égalités), J et F;, i € {1,--- ,N} étant contintiment
différentiables au sens de Fréchet.

On introduit une hypothese supplémentaire de régularité ou de qualification sur les contraintes
définissant K pour obtenir des résultats du type condition nécessaire.

Définition 1.2.4 Régularité des contraintes

On dit que les contraintes sont réguliéres enu € K (ou que u est régulier pour les contraintes)
si les vecteurs F!(u), i € {1,--- ,N} sont linéairement indépendants.

Théoreme 1.2.2 Multiplicateurs de Lagrange pour des contraintes égalités

Pour que u € K, u régulier, soit solution de (1.1) avec K défini ci-dessus, il faut qu’il existe
N réels, A1, Aa, -+, AN appelés multiplicateurs de Lagrange tels que:

J(u) + M Fj(u) + -+ AnFy(u) = 0.

1.3 Rappels sur les éléments finis de Bogner-Fox-Schmit de
classe C!

On rappelle dans cette derniere section quelques résultats élémentaires relatifs aux éléments
finis de Bogner-Fox-Schmit (cf. Ciarlet [32] pour plus de détails).

Considérons I’élément fini générique de classe C1, (K,P,X).
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K est I’élément de Bogner-Fox-Schmit (Bogner et al. [21], Ciarlet [32]) rectangulaire défini
par les quatre points: (23,y;), (%4,¥j+1), (Ti+1,Y5)s (Tit1,Y5+1)-
P est 'ensemble Q3(K,R) défini par:

Q3(KR) = {q(z Z 'y’ oy € R}
0<4,5<3

et dim(Qs) =
L’ensemble des formes linéaires ¥ est défini par:

_ W, . op @ . . 9% :
Z{s@m P i) o P g @en)i e 1p e g (@k);

o9 p s O"p (zryi), k€ {ii+1} et 1€ {jj+1}.
i dady I = ’

On vérifie immédiatement la propriété d’unisolvance :
dim(P) = dim(Q3) = 16 et card{gokl,cpél),gokl 7‘sz)} = 16.

On prouve également que si p € Q3(K,R) est tel que Vi € {0,--- 3} et V(k,l) € {i,i + 1} x
(. + 1}, ¥ (p) = 0 alors p = 0.

(Xi,Yj+1) (Xir1:Yjr1)
N
|
|
hy K
|
Y
iy |<==—=-~= W > | (XisnY))

Fi1c. 1.1 — Représentation de ’élément fini K
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On détermine les fonctions de base de (K,P,X). On travaille d’abord sur la maille de

référence qui sera dans le contexte 2D le pavé [0,1] x [0,1] puis par transformation affine on
se ramene a notre élément K.
Les fonctions de base du pavé [0,1] x [0,1] noté K correspondent au produit tensoriel des
fonctions de base des éléments finis du type K’ = [0,1] suivant la variable ¢ et la variable
v. Pour la maille de référence K, il y a donc 16 fonctions de base. Ces fonctions de base
s’expriment sous la forme:

/%?(tﬂ)) = st(t)'&T(v)v (s,r,l,n) € {17 T ,4}4-

Pour un [ et un n donnés , il existe un unique couple (s,r) € {1,--- ,4}2. Les sommets de K
ont été numérotés de 1 a 4: I'indice n correspond a ce numéro. L’indice [ indique le numéro
de la fonction de base. Il y en a 4 par nceuds et 'ordre suivi sera toujours le méme.

Vn e {1,--- 4}, on a:

k1 (t,v), Lagrange en ¢t par Lagrange en v.
kY (t,v), Lagrange en ¢t par Hermite en v .
k4% (t,v), Hermite en ¢ par Lagrange en v.

Ry (t,v), Hermite en ¢ par Hermite en v.

A titre d’exemple, nous explicitons les 4 fonctions de base relatives au noeud (0,0) de K.

R(tw) = (2t + 1)t — D220+ 1)(0 — 12 = b1 (£)31 (o).
RI(tw) =2t +1)(t—1)%v(v—1)? = 1/31(t)1/32(v).
R(t0) = e — 1220+ 1)(o — 12 = Ga(t) (0).
Ri(tv) = t(t — 1)%0(v = 1)* = da(t)iha(v)

On définit, de méme que dans le cas 1D, une application définissant une transformation affine.

T () — (1 =2+ the, y = yj + vhy).

Posons alors

(O’l) (111) (Xi ,Y,-+1 ) (Xi+1 ’y]'+1 )

~>
=
~

[ ® bd ¢
(O’O) (1’0) (xi 3 y] ) (x i+1 yJ)

Carole Le Guyader - LMI INSA Rouen



Part. I, Chap. 1. Notations et rappels

35

Les fonctions de base dans ’élément K sont déterminées a ’aide de la relation :

K = CsCrlRp o Wz;l(m y)l-

Si 1/35 est une fonction de Lagrange alors Cs = 1.
Si 1;5 est une fonction d’Hermite alors Cs = h,.
Si 1/3r est une fonction de Lagrange alors C, = 1.
Si ﬁr est une fonction d’'Hermite alors C, = hy,.
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Chapitre 2

Présentation de la méthode de
Contours Actifs

2.1 Modélisation du probleme, définitions

On peut définir un contour actif ou “snake” comme une courbe fermée qui minimise son
énergie, influencée par une contrainte interne et guidée par une force d’image qui pousse la
courbe vers les contours présents dans 'image (cf. Terzopoulos et al. [101] ). L’espace des
formes est I’ensemble des courbes paramétrées suivant:

[0,1] — R?

- ( fﬂésg ) ,0(0) = v(1)
y(s

o = v

L’énergie “snake” peut s’écrire sous la forme:
ESnalce (’U) = Eint(v) + Eemt(v)-

L’énergie Fgnqke est constituée d’un terme de régularisation interne (Ej,;) et d'un terme de
potentiel d’attraction (Feyt).
L’énergie interne peut se décomposer comme suit :

1 als v S 2'0
Bunl) = [ |2 1502+ B G s, (2.)

ou a(s) est le coefficient d’élasticité (résistance a l'allongement) et 3(s) le coefficient de
a(s)
2

d
rigidité. Le premier terme de Ej,;(v) ( |d_v|2) pénalise la longueur du “snake” ( augmenter
s

a(s) tend a éliminer les boucles en réduisant la longueur du contour) et le second terme
s) d*v
(@ |—2|2) pénalise la courbure ( augmenter ((s) tend & rendre le “snake” moins flexible

(cf. McInerney et al. [77])).
On fait donc apparaitre dans cette expression des propriétés mécaniques du comportement
d’un élastique (dérivée du premier ordre) et d’une poutre (dérivée du second ordre). Les
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modeles déformables se comportent comme des corps élastiques qui répondent naturellement
aux forces et aux contraintes qui leur sont appliquées.
Notons que le choix § = 0 autorise néanmoins les discontinuités du second ordre. Cette
remarque sera d'une grande utilité dans le chapitre consacré aux contours actifs géodésiques
(cf. chapitre 5).
En ce qui concerne 'expression de ’énergie externe, plusieurs expressions liées a une fonction
potentielle sont a notre disposition (cf. Sonka et al. [99]). Les contours que 'on souhaite
déterminer sont:
— soit assimilés aux points de fort gradient de I, image donnée: 'expression de E.,; fait
alors apparaitre la norme du gradient (cf. I’expression (2.2)).
— soit assimilés aux points de dérivée seconde nulle (cf. 'expression (2.3), G, désignant
un filtre gaussien - voir Sonka et al. [99] pour plus de détails).

1 1
Eert(v) :/0 P(v(s))ds:/ MNVI(v(s))|*ds, (2.2)

0

1 1
Eeyt(v) :/0 P(v(s))ds :/0 |G x AL (v(s))|"ds. (2.3)

La modélisation du probléme que ’on propose revient donc a trouver £ € ® telle que:

ESnake (‘5/) = min ESnalce (5)
£ed

11 s’agit donc d’un probléme de minimisation de fonctionnelle (minimisation de ’énergie) que
nous allons résoudre dans la section suivante a l’aide du théoreme d’Euler-Lagrange.

2.2 Approche mathématique

Nous allons utiliser le théoreme d’Euler-Lagrange (cf. Dubrovin et al. [47], théoréme 31.1.2)
pour déterminer I'équation aux dérivées partielles que satisfait v, élément de 'espace de
solutions admissibles, minimisant ’énergie Fg.,qke-

L’application de ce théoreme a la fonctionnelle Egy,qk. nous donne alors:

d dv d? d?v

VP(u(s)) = —-la(s) - ()] + 7 518(s) 55 (s)] = 0, (2.4)

Us = d_s(3)7 Vss = d_52(5)7 Vsss = %(3)7 Ussss = %(S)'
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Ainsi, nous obtenons a l’aide de (2.4), I’équation suivante :
VP('U(S)) — QU5 — QVss + ﬁssvss + 2ﬁsvsss + ﬂvssss = 0. (25)

On aboutit, sachant que v(s) = < z(s) ) au systeme d’équations (2.6) suivant :

oP
%(U) — QgTs — ATss + /Bssfvss + 263$sss + /Bxssss =0.

oprP

8—y(v) — QsYs — AYss + ﬁssyss + 2ﬂsysss + 5yssss =0.

2.3 Vers un modele dynamique

Le systeme d’équations issu de la formulation d’Euler-Lagrange exprime 1’équilibre entre
les forces internes et externes quand le contour reste a ’équilibre.
Le probleme de minimisation est un probleme statique. Le principe des modeles déformables
est d’introduire un terme dynamique & la fonctionnelle lié & un parametre temporel ¢.
Ainsi v(s) = < z(s) ) devient v(s,t) = ( z(s.t)

y(s) y(st)

et un terme de viscosité y(s). Le premier terme donne le caractere inertiel au probleme, tandis
que le second terme donne le caractere dissipatif.

>. On introduit une densité de masse p(s)

Les équations d’Euler-Lagrange donnent donc:

82 0 0 0 82 82
W (80) + 75, () + VP(u(s,t) = 5-(a%-(s0) + 55 (B55(s0) =0 (27)

Dans la phase de discrétisation que nous allons aborder, nous allons considérer 1’élastique sans
masse, soit 4 = 0. Nous obtenons une équation d’évolution. L’équation (2.7) devient avec la
condition initiale v(s,0) = vg(s) et les conditions aux bords v(0,t) = v(1,t):

ov 0, Ov 0? 0%

va(s,t) + VP(v(s,t)) — a(a%(s,t)) + 952 (ﬁ@(s,t)) =0. (2.8)

Nous discrétisons alors ’équation (2.8) par différences finies.
On s’intéresse tout d’abord aux deux premieres équations (2.6) résultant de I'application du
théoreme d’Euler-Lagrange dans le cas statique.
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Posons s; = ih, ou h désigne le pas spatial €| ,1€40,---n}),s0=0et s, =1. On

(i . On apphque les schémas de type différences

(s
zh)
note v; une approximation de v(ih) = (ih)

finies suivants:

@(S) Vgl — Y

ds T h
9% (5) ~ Vit1 — 205 + 01
952\ T h? '

De méme, soit a; un approximation de a(ih) et §; un approximation de 3(ih) (dans le cas ou
on ne les choisit pas constants). On a donc:

0 ox Ti+1 — T4 (67

— a9 5]~ (i =) g (i — i),

0? Oz Tiyo — 2xiq01 + Xy Tiy1 — 2T + T T — 2w 1+
@[5(8)@(3)] ~ Bit1 X — 20 i + Bic1 X
(2.9)

Notons F'(v) = < ? gz; > = —VP(v). On a alors d’apres les équations (2.9), ainsi que (2.6):
2

1

Fi(v;) = ﬁ(%‘(xz‘ — 1) — aip1(Tiv1 — 7)) (2.10)
T; — 20,1 + xi—9 Tit1 — 22 + i1 Tito — 2541 + X;
+ ﬁifl 7 zh4 7 _ 26@' 1+ h4z 7 + ﬁi+1 1+ h4z+ z.
1
Fy(v;) = ﬁ(al(y Yi—1) — ®ip1(Yit1 — Yi)) (2.11)
Yi — 2Yi—1 + Yi—2 Yit1 — 2Yi + Yi-1 Yit2 — 2Yit1 + Yi
+ i1 zh4 =2 0B h4l 4 B hfr :

En regroupant les termes semblables, on aboutit a un systéme linéaire de la forme:

ASCZFl
AyZFQ
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avec v = < :; > et A un matrice pentadiagonale.

Dans la suite, nous nous intéressons plus particulierement au cas ou les parametres de
régularisation sont constants, ainsi: a(s) = a et 3(s) = .

ov
On introduit par la suite le terme d’évolution E(s,t) (on a posé y(s) =y =1). Soit T > 0,
fixé quelconque. On introduit une subdivision de 'intervalle ]0,7] en sous-intervalles de lon-
gueur 7. On a ainsi Vm € {1,--- ,%}, tm = TM.
Un schéma de type différences finies implicite est employé pour approcher la dérivée tempo-

relle. Ainsi, Vm € {1,--- ,% ,
0 tm) — 2
—v(s,tm) ~ v(8,tm) — v(8stm 1)'
ot T
™ = z(ty,) . R i . .
Posant m , on aboutit au systeme d’équations suivant:
Y™ =y(tm)

(Id + TA)2™ = 2™~ 4 7 Fy (2™, y™ 1),
(Id + TA)y™ = y™= L 4 7 Fy(a™ L y™m ).

Ainsi, la minimisation de la fonctionnelle (probleme statique) a lieu lorsque 1’état stationnaire

ov
est atteint, le terme E(S’t) tendant vers 0.

Plus précisément, un minimum de la fonctionnelle Eg,.x. €st caractérisé par la solution sta-
tionnaire du probleme d’évolution. Le probleme parabolique est résolu en considérant a chaque
instant t,,, la courbe soumise aux forces d’attraction calculées a partir de la courbe a 'instant
tm—1, ce qui signifie qu’a chaque itération, le second membre peut étre considéré comme un
vecteur constant. Une décomposition LU de (Id+ 7A) est réalisée et permet de déterminer la
solution. Si les parametres de régularisation « et (3 sont constants, cette décomposition LU
n’est & réaliser qu’une seule fois.

Les ordres de grandeur utilisés sont pour les coefficients a et 3 de l'ordre de h? et h?, ce qui
permet d’avoir dans la matrice de rigidité A des coefficients de méme ordre de grandeur.

2.4 Approche Analyse fonctionnelle

Nous avons vu que le modele de contours actifs est défini par une application dans un
espace de déformations admissibles:

[0,1] — R?
- 00)

et par la fonctionnelle

Carole Le Guyader - LMI INSA Rouen
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ou (-,-) définit le produit scalaire euclidien en dimension 2 et (-) la norme associée. Le prin-
cipe consiste a trouver une déformation admissible qui minimise la fonctionnelle E(v) parmi
I’ensemble des déformations admissibles. La caractérisation d’une fonction v minimisant la
fonctionnelle E est réalisée par I'intermédiaire de I’équation d’Euler: E'(v) = 0.

Rappelons en effet que si V' est un espace de Hilbert et J une fonctionnelle différentiable,
pour que u soit solution du probleme d’optimisation sans contraintes (dit “optimum libre”):

inf J(v)
{ veV

il faut que:
J'(u) =0, (condition du ler ordre).

Dans la suite, nous donnons certains des résultats figurant dans Cohen [35].

Théoreme 2.4.1
Un minimum de l’énergie Egpare €st solution de l’'équation aux dérivées partielles:

0 ov 0?2 0%
~0sWigs) T g (eg) = ~VPW) (2.12)

+conditions aux limites.

Preuve:

Soit v un élément de l’espace de solutions admissibles. Etudions la différentiabilté au sens de
Gateaur de E au point v dans la direction u (cf. partie I, chapitre 1, section 1.2 pour un
complément sur la dérivée de Gateaux).

Ona:

Ov Quy W1y Oys i

Ov Ou, 9%v 9%u w9 9%u
0s’ Os 2

1
E(w+ hu) — E(v) = /0 [w1h< @,@) + > 2<@>2

ds
+P(v+ hu) — P(v)] ds.
On divise par h et on fait tendre h vers 0, soit:
! v Ou 0%v 0%u
/ _ v Ju il
E'(vu) = /0 [w1<8s’8s> + w2<832’852> + <VP(U),U>] ds. (2.13)

On se place dans Uespace H3(Q) = {v € H*(Q) | vjgg =0 et Qg = 0} ot
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2
H?(Q) = {v e L*() % et % € L2(Q)}. En intégrant par partie la relation (2.13), on
a:
! 0 ov 0? 0%v
/ _ _ _ R JR—
E'(v,u) = /0 [ <85 (wy aS),u> + <652 (wo a82),u> + (VP(v),u)|ds. (2.14)

On en conclut utilisant I’équation d’Euler que:

0 ov 0? 0%

ov
= %(0)

obtenu par cette caractérisation n’est que local du fait de la non-convexité de I'énergie FE.
Cela est en particulier lié a la non-convexité du potentiel P qui n’est défini que sur une grille
discrete. On ne peut donc aboutir qu’a une segmentation partielle de I'image. Le minimum
local détecté est 1ié & la condition initiale qui définit un voisinage de recherche.

o

Les conditions aux limites considérées sont: v(0) = v(1) (1) = 0. Le minimum

On considere désormais le probleme d’évolution associé a ’équation (2.15). On pourra ainsi
déformer la courbe initiale jusqu’a ’obtention d’un minimum local de I’énergie. Un minimum

de la fonctionnelle E est défini comme étant la solution stationnaire (ie 8_7; — 0) du probléme
d’évolution :
ov 8( 8v)+82( 0%
L ) + 2 (e —
ot 9s' '0s’ " 9s2\ 2 0s?
v(s,0) = vo(s), courbe initiale.

) =—VP(). (2.16)

La fonction v dépend donc de t (variable temporelle) et de s (variable spatiale). Ce probleme
parabolique, comme le souligne Cohen [35], est résolu en considérant & chaque instant ¢, la
courbe soumise aux forces d’attraction —V P(v) calculées a partir de la position de la courbe
a linstant (t — 1). Ces forces varieront a chaque instant ¢ en fonction de la position de la
courbe v. On considere le probléme comme un probléme aux limites elliptiques. Pour une
courbe initiale donnée, condition initiale du probleme d’évolution, un champ de forces lui est
appliqué f = —VP(v). Ce champ differe a chaque itération car il dépend de la position de la
courbe. L’équation s’écrit alors:

ov 0 v 0? 0%v
a9 g(wlg) + @(W@) = f(v). (2.17)

v(s,0) = vo(s), courbe initiale.

On a le lemme suivant:
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Lemme 2.4.1

La résolution de l’équation (2.17) est équivalente au probléme suivant:

Déterminer une fonction v : t € [0,T] — v(t) € HZ(Q) telle que:

i(v(t),U)Jra(v(t),U) = (f(v(t)),u) (2.18)

Yu € HZ(Q), y7
v(0) = wp.

2.5 Instabilité liée a la force d’image du modele des contours
actifs

Dans I’étape de discrétisation du probleme d’évolution, des instabilités de plusieurs types
peuvent apparaitre.

2.5.1 Discrétisation temporelle

Cette analyse nous montre tout d’abord que le minimum obtenu par le modele dépend
fortement de l'initialisation de ’algorithme i.e du choix du contour initial vy. Les informations
a priori dont on dispose sur I'image sont donc tres importantes. Cela se justifie également par
le fait que la solution obtenue n’est qu’un minimum local en raison de la non-convexité de la
fonctionnelle. Ainsi, l'initialisation de l’algorithme ne doit pas se faire trop loin du contour
que 'on cherche a extraire. L’'information a priori que 'on aura, permettra de définir un
“vyoisinage de recherche”.

Nous avons vu au cours de la discrétisation du probléme d’évolution qu’a 'instant ¢, la courbe
était soumise aux forces d’attraction calculées au temps ¢t — 1. La discrétisation temporelle
constitue une étape importante dans la bonne mise en marche de I'algorithme: si la quantité
7F(v'~1) est trop grande le point peut bouger trés loin du minimum et ne plus revenir. Il peut
y avoir un phénomene d’oscillations autour du contour solution. Si 7 est choisi trop petit, la
force extérieure ne sera pas suffisamment grande par rapport aux forces internes pour attirer
le contour vers les singularités de I'image recherchées : seuls les points de fort gradient seront
attirés par la courbe. Une solution a été apportée par Cohen [43].
L’idée est de ne pas modifier le parametre temporel 7 mais de normaliser la force F' en prenant
VP
F=—-k——,
VP
est localisé pres d’un bord, il est attiré par ce bord et se stabilise a cet endroit, et cela, si le
terme de régularisation n’entrave pas le réle de la force d’image.
Nous proposons un schéma issu des travaux de Cohen ([38]) traduisant cette instabilité liée a
la discrétisation temporelle.

ou Tk est de l'ordre de la taille d’'un pixel. Ainsi, lorsqu’un point de la courbe
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x1+F(x1)
F=-P’

x0HF(x0)

F1a. 2.1 — Instabilité liée a la discrétisation temporelle. Partant de xo, TF(xg) est trop grand
et on dépasse ainsi le bon minimum.

Fia. 2.2 — Instabilité liée a la discrétisation temporelle. Au-dessus, le pas est trop grand: a
gauche, limage initiale, a droite, le résultat. En bas, le pas est trop petit: a gauche la courbe
itiale, a droite, le résultat: sur la partie gauche de la courbe, les forces de régularisation
sont dominantes, (cf. http://www.ceremade.dauphine.fr/~cohen/habilpub.html#habilpub).
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2.5.2 Discrétisation spatiale

La discrétisation spatiale (cf. Cohen [43]) est également un élément important. Nous tra-
vaillons sur une grille discrete. Il peut y avoir annulation théorique de F' sans que cette
valeur soit atteinte en un point de la grille. La courbe oscille donc entre les pixels voisins du
minimum. Ce probleme est résolu par une interpolation bilinéaire de F' aux positions non-
entieres. Une figure issue de Cohen [38] illustrant ce qui vient d’étre dit est proposée dans ce
qui suit.

F F
i
j xg;rtF(xO) i
i :
—— X XU ¢ 1 X
x1+tF(x1) "5
1 -

F1G. 2.3 — Figure issue de http: //www.ceremade.dauphine.fr/~cohen/habilpub.html#habilpub.

2.5.3 Elasticité-rigidité

Le choix des parametres d’élasticité et de rigidité est tres important dans la détection des
singularités de 'image. Cependant, le choix de leurs valeurs est propre a 'image considérée.
D’aprés Cohen [35], des valeurs de 1'ordre de h? pour I’élasticité o et h* pour la rigidité 5 (ot
h est le pas spatial) donnent des résultats convenables.

Ce choix est dicté par la nécessité de donner une importance égale aux forces d’attraction et
aux forces internes et donc d’avoir des coefficients de méme ordre de grandeur dans la matrice
de rigidité.

2.6 Le modele des “Balloons”

2.6.1 Approche générale

Le modele des “Balloons” a été introduit par Laurent D. Cohen, [38], [40], [39], [41] et
[43]. Comme nous I’avons expliqué précédemment, un des principaux problemes des “snakes”
provient de la condition initiale. En effet, si la condition initiale n’est pas assez proche de la
solution, le contour n’évolue pas suffisamment et tend & se localiser sur un minimum local
non significatif. L’intérét du modele des “Balloons” réside dans la résolution de ce probleme.
On ajoute une force supplémentaire que I’'on peut appeler “force de gonflage”. La courbe est
assimilée a un ballon que 'on gonfle. Deux possibilités sont alors envisageables:

1. Soit la nuance (dans le cas des intensités) est assez forte et la courbe s’arréte.

1. F est défini par F(v) = —VP(v) tel que P(v) = —|VI(v)|?. Lorsqu’on se situe sur un point de maximum
de gradient, on a donc un minimum local de P et F' s’annule par conséquent.
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2. Soit la nuance est trop faible et la courbe la surmonte pour aller chercher plus loin.

Grace a ce modele des “Balloons”, on peut donc résoudre deux des inconvénients principaux
des “snakes”:

1. L’arrét prématuré de la courbe sur un point non desiré.

2. Le choix d’une condition initiale trés proche du contour a extraire.
Ceci est mis en évidence par la figure suivante. On constate qu’avec le modele classique, le
contour s’arréte sur un point qui correspond & un bruit, point non-significatif. Avec le modele

des “Balloons”, la courbe passe par dessus et se colle parfaitement au contour méme si la
condition initiale est tres loin du résultat escompté.

RN

Fic. 24 Comparatif entre la méthode classique et la méthode des “Bal-
loons”: en  haut, le contour s’arréte sur un point mon-significatif. En
bas, la force de gonflage est adjointe au modéle, (voir Cohen [38] et
http: / /www. ceremade.dauphine. fr/~ cohen/habilpub.html#habilpud).
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2.6.2 Approche mathématique

Partant d’une courbe initiale orientée, on ajoute au modele une force de gonflage définie
par: ki7i(v(s)), ol 7 est la normale unitaire extérieure & la courbe au point v(s). On aboutit
alors & ’expression suivante de la force F':

VP

F = kyii(v(s)) — /{:W

Si l'on change le signe de ki, cela nous donne un dégonflage au lieu d’'un gonflage. Notons
aussi que kq et k sont approximativement du méme ordre. Le parametre k est cependant un
peu plus grand que k; pour que le “snake” soit arrété par les bons points.

Quelques applications sont proposées par la suite.

FiGc. 2.5 — Application a une image par résonance magnétique nucléaire issue des travaux
de Cohen [38] - hitp://www.ceremade.dauphine.fr/~cohen/habilpub. html#habilpub. Evolu-
tion du contour pour détecter le ventricule gauche.
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Chapitre 3

Modeles déformables:
représentation de structures

géologiques

Une application des techniques de surfaces déformables (extension des modéles déformables
en 3 dimensions, cf. Cohen et al. [35], [36] et [37] et Cohen et al. [42]) a été réalisée par Vieira-
Testé [107] dans la représentation de structures géologiques sous contraintes géométriques,
dans le cadre de son doctorat effectué chez Total.

La structure géologique que ’on cherche a reconstruire est complexe car elle correspond a
Iintersection de surfaces: failles, horizons, prolongements de faille. Vieira-Testé utilise les
techniques de modeles déformables qui permettent d’interagir sur la modélisation: cela per-
met de faire évoluer en temps et en espace la représentation du modele vers la solution du
probléeme de minimisation introduit dans la modélisation. Les contraintes géométriques sont
constituées par des “données de puits” (voir la figure 3.2 ) a interpoler.

En deux dimensions, la représentation du modele est donc un ensemble de courbes corres-
pondant aux différentes interfaces entre les milieux. Les différences majeures que 'on peut
relever par rapport aux techniques des modeles déformables classiques sont:

e l'utilisation d’un modele topologique permettant d’obtenir une représentation paramétrée
globale de 1'objet,

I'utilisation de plusieurs attributs,

I'utilisation d’un développement de Taylor a 'ordre k£ des termes non linéaires associés
aux potentiels,

le raccord global C? des éléments finis localement C,

I'introduction de contraintes géométriques dans le modele.

Ces contraintes conduisent a résoudre le probleme de minimisation sur un convexe fermé d’un
espace de Hilbert.

Dans ce qui suit, nous rappelons brievement les principales étapes de la construction du
modele et de sa résolution, en se fondant sur les travaux de Vieira-Testé [107].
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% ;\\Prolongement de faille
milieu 2

/ milieu 1
Faille Horizon

milieu 2

Intersection faille/ horizon

Fia. 3.1 — Structure géologique en 2 dimensions: intersections de courbes correspondant ¢ des
horizons et des failles (figure issue de Vieira-Testé [107]).

3.1 Paramétrisation de la structure

Dans Vieira-Testé [107], on suppose que les données, qui sont de deux types (données
d’attribut sous forme d’images voxels et données de puits), sont définies dans un bloc de R3.
Pour un attribut o7 donné (vitesse de propagation de l’onde sismique, amplitude de l’onde
sismique), les données sont exploitées sous la forme (2%,o7 () ou les 2 € R3 sont les coor-
données du centre de gravité du voxel et o7 (x%) la valeur de l'attribut .27 en ce voxel.

Les données de puits sont des données de profondeur sous forme de conditions d’interpolation:
27 € R? (la troisiéme composante de x7 étant la profondeur) et des données de plans tangents.
L’idée est donc de coupler dans le modele, les données d’attributs et les données de puits.

/ o

&
<

il

Fi1Gg. 3.2 — Données de puits et de plans tangents dans le bloc: les vecteurs v1 et v3 sont
déterminés a partir de I’angle de pendage et de l'angle d’azimut (figure issue de Vieira-Testé

[107]).
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L’identification des éléments de la structure géologique: faille, prolongement de faille, horizon
et des connexions topologiques qui les unissent permet d’élaborer un modele a priori. Ce
modele est a la base de la paramétrisation de la structure.

A chaque composante de la structure géologique on associe un ensemble de 4 points et une
étiquette précisant sa nature: faille (I'r), prolongement de faille (I'pg), horizon (I'g): ces
éléments peuvent étre appréhendés comme des quadrilateres. Chaque quadruplet ainsi formé
est connecté par deux de ses points a un autre quadruplet associé a un autre élément.

F1G. 3.3 — A gauche, la structure géologique. A droite, le modéle topologique associé (figure
issue de Vieira-Testé [107]).

A partir de ce modele topologique, on crée le modele a priori en introduisant un bloc ainsi
qu’une grille réguliere de ce bloc par des cubes égaux (voir la figure 3.4).
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F1G. 3.4 — A gauche, le modéle topologique. A droite, le modéle a priori associé (figure issue
de Vieira-Testé [107]).

N

La construction de ’espace de représentations admissibles cohérent avec le modele a priori
nécessite la détermination d’un domaine de paramétrage. Soit . la structure a représenter.
On parametre . par une fonction v telle que:

{Meycw
' (s,r) = v(s,r) = (z1(s,7),22(5,7),23(5,r)),

ol M désigne le domaine de paramétrage de la structure. L’idée de Vieira-Testé est de plonger
le modele a priori dans un modele de référence: on utilise par exemple le cube unité de R3,
Q). Le domaine de paramétrage est alors I'image par cette transformation de I’ensemble des
faces fermées verticales et horizontales constituant le modele a priori .

l

(1,1,1)

N
ANNERN

©,1,1)

©,0,1)

AT
A-1--t-1T ~7"/“% i B : ‘ (1,1,0)
0/ (O’SV : 1,0,0)
//

Fia. 3.5 — A gauche, le modéle a priori. A droite, le modeéle de référence (figure issue de

Vieira-Testé [107]).
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Une fois le domaine de paramétrage défini, il s’agit d’expliciter I'espace de solutions ad-
missibles. o
~ désignant la réunion des bords communs & une face horizon et une face faille de M et ¥ son

intérieur, on pose:
o

M =M\7,

lintérieur de M\ 3.
L’espace de représentations admissibles V' est alors défini par:
V = H(M' R®) () C°(MR?),

ott H?(-,") est I'espace de Sobolev classique.

3.2 Introduction du probleme de minimisation

3.2.1 Energie interne ou de régularisation

L’expression de I’énergie interne associée aux forces internes s’apparente a celle explicitée
dans le chapitre 2 de la partie I.
Pour v € V', on pose, I' désignant une face quelconque de M:

Er(v) =[] apr + W13 a0
avec

1M’_Z/ { sr)>3+<gr(s7")>3 ds dr,

rcMm
VI' € M, (') > 0, ot < - >3 désigne la norme euclidienne dans R3.

Z/ ( 152+ < 05242« TV (g0 52 ]as
QM/—FCM s, 3 8 s,r 3 8587" s, 3 s ar,

vI' C M, EQ(F) > 0.

3.2.2 Energie externe

L’énergie externe s’exprime en fonction de potentiels associés aux différents attributs
évoqués dans la section 3.1. On définit cette énergie Fo de la maniere suivante: Vo € V,

Esy(v) = /Fo Py(vr,(s,r))ds dr + /Fo Py(v/r,(s,r))ds dr (3.1)

+ [, Paloyry, (s))ds dr,
Ipp
ou P, Py, P3 sont les potentiels respectivement associés aux horizons, aux failles et aux
prolongements de failles. De maniere générale, si P est le potentiel associé & attribut <7, on
choisit de prendre ’expression usuelle de P suivante:

Vr € R?, P(z) = —a||[V (2)||*, a > 0.
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Ainsi, minimiser P revient a localiser les points pour lesquels ’attribut &/ présente une forte
discontinuité.

3.2.3 Données de puits: données de profondeur sous forme de conditions
d’interpolation

Pour ces conditions d’interpolation en profondeur, on suppose que l’on connailt un pa-

ramétrage a; = (sj,r;) € M de chaque point 8; = (x],23,23) & interpoler et par conséquent:

Vi € {17'” )N}’ U(Sjvrj) = ﬁj’

3.2.4 Définition du critére de minimisation

Soit K le sous-ensemble convexe fermé de notre espace de solutions admissibles V' défini
par:

K= {U € V| VJ S {]-u )N}a U(Sjarj) :ﬁj}

Considérons désormais 1’énergie E définie sur V par:

E(v) = E1(v) + Es(v).
L’introduction des conditions d’interpolation dans le modele conduit a rechercher la représentation
optimale o, solution du probléeme non-linéaire de minimisation suivant:

Trouver o € K,
(3.2)

Vv e K, E(o) < E(v).

3.3 Probléeme d’évolution associé

3.3.1 Introduction d’une composante dynamique au modele

La technique des modeles déformables, comme on 1’a vu dans le chapitre 2, consiste a
supposer que o dépend du temps. On ajoute donc a la fonctionnelle initiale £ un terme
d’évolution défini par:

10

371 /M, e(s,r) < o(t,s,r) >2 ds dr,
ou €(s,r) > 0 (supposé constant sur chaque face I' de M) permet de contréler ampleur de la
déformation des surfaces de la structure.
L’espace de solutions admissibles devient alors: avec T' > 0

W0,TLV) = {w € L20.T,V), %" e L2(0,T[V")}
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et le nouveau probléeme de minimisation est:

Trouver o € W(]0,T[,V), tel que
vVt €]0,T[, o(t) € K,

Yw € W(]0,T[,V), tel que w(t) € K,

10 (3.3)
—— | e(s,r) <olts,r) >3dsdr+ E(o)
20t ),y

1
< _2/ e(s,r) <wlt,s,r) >3 ds dr + E(w),
20t Jap

o(0) = o9 € L?(M' R3).

3.3.2 Résolution

La formulation variationnelle de ce probléme en prenant commme fonction test une fonc-
tion de I'espace stationnaire V' est réalisée au moyen des multiplicateurs de Lagrange.
La discrétisation est réalisée comme suit:

— un schéma de type différences finies est appliqué pour la discrétisation temporelle ainsi
qu’un développement de Taylor a l'ordre k par rapport au temps de la composante
non-linéaire liée au potentiel. Cette technique proposée par Vieira-Testé [107] permet
de tenir compte d'un plus grand nombre de voxels.

— le probleme approché en temps est ensuite discrétisé par une méthode éléments finis
dont I’élément fini de base est I’élément fini de Bogner-Fox-Schmit (cf. Ciarlet [32]) de
classe C'.

3.4 Présentation de quelques applications

Dans ce qui suit, nous proposons quelques applications issues des travaux de Vieira-Testé
[107].
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Fi1a. 3.6 — En orange, la condition initiale, en jaune le résultat final (figure issue de Vieira-
Testé [107]). Sans conditions d’interpolation, on remarque que la condition initiale est trés
proche du résultat final, condition sine qua non pour obtenir un résultat acceptable lorsqu’on
utilise la méthode des modeéles déformables.
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F1G. 3.7 — Image d’un modéle de vitesse avec 6 points a interpoler (carrés blancs). En orange,
la condition initiale, en jaune le résultat final (figure issue de Vieira-Testé [107]).
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Chapitre 4

Une approche fondée sur une
analogie optique

On s’intéresse donc dans ce chapitre a la méthode fondée sur le principe de Fermat,
méthode introduite par Deléchelle et Lemoine [46]. Nous verrons que cette méthode s’abstrait
des parametres de régularisation qui sont déterminants dans les méthodes de contours actifs
classiques. En revanche, le formalisme est identique dans les deux méthodes, en particulier
dans la formulation variationnelle issue de ’équation d’Euler-Lagrange.

Le principe de Fermat s’énonce de la facon suivante: “Pour aller d’un point a un autre, la
lumiére emprunte le trajet pour lequel le temps de parcours est minimum”.

Le trajet de la lumiere est défini a la fois dans ’espace et dans le temps; il est donc spatio-
temporel mais on appréhende en général le rayon lumineux comme un fil indivisible, i.e.
comme une courbe occupée par la lumiere a chaque instant et en tout point.

Dans ce qui suit, nous conservons les notations de Deléchelle et Lemoine [46].

Le principe de Fermat donne pour le temps de parcours 1" entre deux points A et B la relation :

B d
S
T = —,
AV
avec v la vitesse de la lumiere dans le milieu qui est une fonction de I'indice de réfraction de

.- c , . s
ce milieu, v = —, ¢ étant la vitesse de la lumiere.

n
Si le milieu n’est pas homogeéne, I'indice de réfraction varie en fonction de s, d’ou:

1 B
T:—/ nds.
CJA

Si ’on se place dans le cas d’une trajectoire planaire, le chemin emprunté entre deux points
peut étre décrit par la trajectoire y = f(x). On peut définir le parametrage suivant:

{x:t
y = f(1).

On a la relation ds = \/(dxz? + dy?) et si x définit le parametre de la trajectoire, T' s’exprime
de la fagon suivante :

T = %/m n/(0 + 2 da. (4.1)
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Intuitivement, on voit que cette expression traduit le rapport entre la distance parcourue et
la vitesse. En effet, si 'on considére une courbe ®, paramétrée par t et définie par:

.. [to,t1] — ]1152
{6

la longueur de la courbe est définie par:

t1
tong = [ 1@/ (0. (4:2)
¢
"
soit long = V(@ (£)2+ ¢/ (t)2)dt.
to

Dans notre cas, le parametre est x, donc la longueur de la courbe y(z) est donnée par :

x1
long = / V(14 y?)dz.
xo

Le principe de Fermat ou principe du moindre temps donne que 7' est minimum sur la trajec-
toire. Nous sommes donc ramenés a un probleme de calcul variationnel et plus précisément a
un probleme de minimisation de fonctionnelle.

Ce probléme est résolu en appliquant le théoreme d’Euler-Lagrange (cf. partie I, chapitre 2).

n
Dans notre cas, le lagrangien L est défini par: L(x, y(z), ¥/ (z)) = —+/(1 4+ 3?), n dépendant
de x et de y.
On a: oL r
— n Y2

o = sy V(L 97),

oL _n_

oy ¢ /1442 ’

L’équation d’Euler-Lagrange nous donne finalement :

10n ) 10n i 10on U n 1 0
— V)= o —— U= — — jj— = 0.
¢y cz \/(1+4?) c 0y /(14 42) C(1+g)2)%
On multiplie cette égalité par ¢(1 + 322)% et on obtient finalement:
on on on On
. .3 .9 .
A i =0 4.3
MY g Y g, T T gy (4.3)
On peut également écrire (4.3) sous la forme:
ny + oy = B, (4.4)
avec 9 9
n n
a=—14+79%) - =—7,
o) g0
5= on
=9
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La méthode de résolution peut étre une méthode variationnelle obtenue a ’aide des différences
finies classiques:
Y1 — Y

j - 2 Y
Y — 2y Ty
y] - h2 .

Ainsi, pour j =1, ---, L, on a:

hao; h2
—L(yjp1 — yj—1) — =—B;. (4.5)

1
Yj = §(Z/j+1 +yj—1) + in, 2,

Une méthode itérative de type Gauss-Seidel utilisant cette relation est envisageable mais la
non-linéarité de I’équation aux dérivées partielles retarde la convergence de I’algorithme. Nous
nous sommes donc intéressés a une technique de résolution numérique qui est la programma-
tion dynamique ( cf. Bellman [19] et Sakarovitch [93]). Nous présentons dans la section suivante
le principe de cette méthode, une grande partie de ces éléments de présentation provenant de
Sakarovitch [93].

4.1 La programmation dynamique

Le principe de la programmation dynamique qui est une technique d’optimisation peut se
formuler de la maniere suivante :
“dans une séquence optimale de décisions, quelle que soit la premiére décision prise, les
décisions subséquentes forment une sous-séquence optimale, compte-tenu des résultats de la
premiére décision”, (d’aprés Sakarovitch [93]).
On remarque que ce principe d’optimalité implique que le probleme a étudier puisse étre
formulé comme celui de ’évolution d’un systeme. Il est nécessaire pour cela que 'on puisse
de maniere plus ou moins artificielle décomposer le probleme en étapes. Le nombre d’étapes
est supposé fini et égal & n. Dans la suite, nous conservons les notations de Sakarovitch [93].
A chaque étape k, deux ensembles sont & examiner:

— P’ensemble X des décisions que 'on peut prendre a cette étape.

— P’'ensemble E; des états dans lesquels on peut se trouver suite a la décision prise.
La définition de la fonction objectif ou fonction cott est liée a la décision prise a ’étape k.
En effet, une décision xj € X alors que le systeme se trouve dans 1’état ex_1 € Ex_1 a pour
effet :

1. de faire passer le systeme a 'état e, € Ej, & la fin de la k™€ étape.

2. d’engendrer un cotut égal a cx(eg—1, k).

C’est a dire qu’on associe a chaque kK =1, 2, --- , n deux applications:

Fy, = Ey_1 x X}, — E} (fonction de transition)
cx = E_1 x X, — R (fonction de cott).

On appelle politique de 1'état e;—1 € E;_1 a I'état e; € E; une séquence de décisions:

plei-1, ¢j) = (T, Tix1, -+, Tj—1, Tj) € Xy x Xjp1 x - x Xj 1 x Xj

telle que ey, = Fr(ex—1, ), k=i, i+ 1, ---,j—1, 7.
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Le coit de la politique p(e;—1, €;) est:

J
clplei1, ) =Y erlen—1, zr),
k=i
les e;, étant définis comme précédemment.

Le principe d’optimalité se traduit par:

Soit p@n) une politique optimale conduisant de I'état ey € Ey a I'état e, € E), et passant
par les états e; € E; et e; € Ej (0 < i < j < n). La restriction de pmn) joignant e; a e;
est alors optimale.

On en déduit que quelle que soit la décision prise a I’étape k qui amgle\le systeme de ’état
ex—1 € Ei_1 alétat e, € Ej, la portion de la politique optimale p(eg, ef) entre ey et ex_1
est optimale.

Si ’on pose:

z(ex) = cout d’une politique optimale de ey & e; € Ej, ,
20(60) =0.

On a les formules de récurrence :

zrler) = min cpler—1, xr) + zr—1(ex—1)|.
k(ex) er€Xn Jorm P (enr, 1) w(€r—1, Tk) o—1(ex—1)

Nous avons appliqué cette technique de recherche d’extremum a notre probleme. Nous détaillons
dans la section suivante I’approche mathématique du probleme.

4.2 Approche mathématique de la programmation dynamique
dans le cadre de cette étude

L’introduction du temps dans le probleme permet de ’assimiler a 1’étude d’un systeme
évolutif. L’expression du temps de parcours est :

T = / " Lo, . §)da. (4.6)

A

A partir de I’équation (4.6), on définit la fonctionnelle :

&1
J(y) = /5 L(E, v, §)de (47)
0
et la fonction & valeur optimale S telle que = € [£,&1]
. 51 .
S(zy) = r{rl;?/ L(&, y, 9)dE, (4.8)

ou {P} contient tous les parcours admissibles entre (x, f(x)) et (&1, f(&1))-
Traduisons I'intégrale (4.6) sous forme discrete:
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L

T = ZL(.%]‘, Yjs yj)Ax] (49)
j=1

Le probleme revient alors a minimiser :

T*(y1, y2, - yr) = T1(y1, y2) + To(y2, y3) + -+ To—1(yr—1, yr) (4.10)

avec:

"
Ty vyn) = "2/ D + (g1 = 1)?, (4.11)

Az; est le pas en . Comme nous 'avons dit dans la section consacrée a la programmation
dynamique, il s’agit de décomposer le probleme en étapes. Ainsi, partant d’un point initial
de la trajectoire, le probléeme de minimisation peut se traiter en un nombre fini d’étapes suc-
cessives, critere requis dans le cadre de la programmation dynamique. Pour chaque étape,
un nombre limité de décisions conduisant a un nouvel état est défini en allouant a chaque
variable d’état y; M valeurs.

On pose M = 2m+1, (la grandeur m détermine la taille M du voisinage 1D au point courant).
Pour obtenir la solution au probleme de minimisation, on définit une séquence de fonc-
tions {Sj}g-:f_l, les y; représentant les variables d’état, fonctions respectant les relations
de récurrence explicitées dans la section précédente, soit:

(

51(y2) = min [Tl(yla yz)],

Si(yj+1) = min Si—1(y;) + Ty(y;, yj+1)} ; (4.12)
J

Sp-1(yL) = ;ILlHi Sr—2(yr—1) + Tr—1(yr-1, yL):l :
{ -
Par analogie avec les notations prises dans la section précédente, le parametre j représente
I'étape et y; la variable d’état pour cette étape. A la fin de la procédure, on a donc M
trajectoires possibles puisque pour chaque état possible du dernier point de la trajectoire
(i.e. M), on a déterminé la position de I’avant-dernier point minimisant la fonction cott. La
trajectoire minimisant le temps est celle pour laquelle on a la relation:

Tmin = min T = min [SL_l(yL)} ) (4.13)
yL

Il est a noter que nous n’avons considéré que le déplacement possible dans la direction y.
Cependant, dans le cas des trajectoires fermées, les x; peuvent étre considérées comme des
variables d’état.
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fenétre
d’analyse
m=1

F1G. 4.1 — Ezemple de fenétre d’analyse: m = 1 dans ce cas, variables d’état: x5, y;. La fenétre
d’analyse limite la recherche du déplacement entre 2 itérations successives.

Le principe de Fermat nous a permis d’aboutir au concept de trajectoire déformable.
L’image est assimilée & un relief, dans lequel la lumiére se propage. L’intensité des niveaux
de gris est liée a l'indice de réfraction qui caractérise ce milieu.

Etant donné que l'on cherche a extraire des contours (ces points étant assimilés auz points
pour lesquels Uattribut “niveau de gris” présente une forte discontinuité ) et que I'on cherche
a minimiser le temps, nous avons opté pour la définition suivante de n:

1
nzry = ———,p=12
D = Vg P
de facon a conférer aux points de contour un indice de réfraction n proche de zéro. Ainsi, la
c
vitesse de propagation v = — devient tres grande.
n

Nous concluons ce chapitre par un exemple issu des travaux de Deléchelle et Lemoine [46].

Figure 3.- Détection de structures linéaires. Figure 4.- Résultats de la détection des vaisseaux
Deux exemples initialisation du chemin optique. sélectionnés sur la figure 3, apres respectivement 30 et 34
itérations, pour une valeur de m=2.

Fi1G. 4.2 — Détection de vaisseaux sur des images d’angiographie rétinienne.
(cf. http://perso.wanadoo.fr/e.delechelle).
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Chapitre 5

Contours actifs géodésiques

5.1 Un modele géométrique de contours actifs

Dans [23], Caselles et al. s’intéressent a une approche géométrique des contours actifs,
approche fondée sur la théorie d’évolution de courbes et non plus sur une minimisation de
fonctionnelle interprétée en terme d’énergie. La courbe évolue suivant sa normale avec une
vitesse proportionnelle a sa courbure pondérée par une fonction liée a 'information de 'image.
La représentation implicite de la courbe via une fonction explicite (approche “level set”)
permet de s’affranchir des problemes liés a la paramétrisation. Le modele est intrinseque et
la condition initiale n’a pas nécessairement la méme topologie que la courbe finale, cette
approche permettant de gérer les changements topologiques.

Caselles et al. [23] proposent donc le modele suivant:

ou . Vu
il g(IVII)IVUIdW(W)+Cg(|VII)\VUI,
= g(IVI|)(c+ &)|Vul, (5.1)

avec ¢ une constante positive, k£ la courbure et ¢ une fonction qui stoppe le front sur les
frontieres de 'objet & segmenter. g est du type:
1
9(IVI|) = ——=-.
1+ |VIP
La constante ¢ doit étre choisie assez grande pour que la quantité c+ k soit de signe constant,
ce qui assure 'extraction des contours de forme non-convexe. I est I'image obtenue par convo-
lution de I avec un filtre gaussien et p =1 ou p = 2.

Dans le cas du modele considéré, les “level sets” € de u évoluent suivant I’équation:
% = g(IVI])(c + R

On rappelle en effet, (cf. Caselles, Kimmel et Sapiro [24]) que si une courbe planaire € évolue
suivant 1’équation:

% = ﬁﬁa
7i désignant la normale unitaire intérieure a la courbe et 3 étant une fonction donnée (on
suppose en outre que la paramétrisation de la courbe en ¢ est telle que pour ¢ croissant,
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I'intérieur de la courbe est sur la gauche (cf. figure 5.1), ainsi la normale unitaire intérieure
,ngl

4 . — ‘/,,'2 12 1" ol ol /
est définie par 7 = sﬂ(;ﬂfg 2 et la courbure k est telle que Kk = % , cf.
T ¢214'2)%
/7%/%_’_(6/% 1 2
Sethian [96] pour plus de détails) et si € est une “level set” de la fonction u, (u supposée
négative a lintérieur de la “level set”, positive a l’extérieur ) alors u satisfait I’équation aux

dérivées partielles:

ur = B|Vul.

F1G. 5.1 — Paramétrisation de la courbe €.

Le terme %; = ki correspond a I’équation de la chaleur et possede des propriétés géométriques
lissantes: ce flot ( “shortening flow”) diminue la courbure totale ainsi que le nombre de passages
par zéro et les valeurs des maxima et minima de la courbure. Lorsque la courbure est positive,
le front est donc “rentrant’, lorsque la courbure est négative, le front est “sortant”.

La composante cii agit comme la force de gonflage du modele des “Balloons” de Cohen
[38], [40], [39] et [41]. Partant d’une condition initiale convexe, elle permet de détecter un
contour non-convexe. En effet, ’équation de la chaleur seule n’autorise pas ce changement de
topologie: une courbe convexe reste convexe quand elle évolue suivant I’équation de la chaleur,
pour devenir un point, (c¢f. Gage [53] et [54]).

Si I’on dresse un parallele avec le modele classique des contours actifs, on peut conclure que
le terme (¢ + k) correspond aux forces internes du fait de ses propriétés régularisantes tandis
que le terme g(|VI|) coincide avec la force externe.
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L’objection que 'on peut formuler quant a ce modele est d’une part, la difficulté du choix du
parametre ¢, (ce choix n’étant pas trivial, cf. Caselles et al. [23] ) et d’autre part, le manque
de robustesse du modele quand les variations de niveaux de gris le long d’un contour sont
contrastées. Le modele des contours actifs géodésiques introduit par Caselles et al. s’abstrait
de la composante cg(|VI|)|Vul| et propose un modele plus enclin & attirer le contour vers les
frontieres de ’objet considéré.

5.2 Un modele de contours actifs géodésiques

Dans [24], Caselles et al. s’intéressent a un cas particulier de (2.1) en posant § = 0.
Ils montrent que ce modele revient a chercher une courbe géodésique dans un espace de
Riemann dont la métrique est induite par le contenu de I'image. L’approche évolution de
courbe prime sur ’approche minimisation de fonctionnelle interprétée en terme d’énergie. De
plus, la représentation implicite de la courbe wvia une fonction explicite présente les avantages
évoqués dans la section 5.1.

5.2.1 Introduction des géodésiques

Si € désigne une courbe paramétrée dans R?, on rappelle que I’énergie qui lui est associée
dans le cas des “snakes” classiques est donnée par:

1 1 1
E(%) =a /0 €' (@) Pdq + 5 /0 €" () 2dg — A /0 VI(%(q))|da. (5.2)

Posant 3 = 0, (Caselles et al., [24] montrent que ce choix n’est pas restrictif par rapport a la

régularité souhaitée sur le contour) et généralisant 1’expression du potentiel associé a la force

d’image & une fonction g : [0, + co[— R* strictement décroissante telle que liril g(r) =0,
T—T00

E(%) se réécrit:

1 1
E(%) =a /0 € (q)2dq + A /0 o(IVI(€(q))])*da. (5.3)

Soit
U(€) = —Mg(IVI(€(q))])*.

Posons également o = % On a:
1
B(6) = [ 2@ @)
ou .Z est le lagrangien défini par:

L(%) = %y%? —U(%).

Si & est donnée par:
0,1] — R?

- ( ¢1(q) >
! 62(q) ’
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I’'Hamiltonien est alors défini par:

H:ul(gll+ﬂ2%2/—$7

G
avec [; = %.

Ainsi, dans notre cas, H est défini par:
7 P’

2m

avec p? = m?|€’|* d’aprés Dubrovin et al. [47] théoréme 33.1.2.

Remarque 5.2.1

La loi de conservation d’énergie se traduit de la maniére suivante en terme d’Hamiltonien:
“le long de toute trajectoire x(t), p(t) solutions des équations d’Hamilton, I’Hamiltonien
H(xz(t), p(t)) est constant”.

.2
Ainsi, d’apres le théoréme 33.3.1 de Dubrovin et al. [47], on en déduit que si L = % —
2
U(x) soit H = ;; + U(x) alors p = mi, et pour un niveau d’énergie fixé E, on a: |p| =
m

V2m(E — U(x)). Par conséquent, toute extrémale de niveau d’énergie E correspondant au
Lagrangien L est une extrémale pour ’action

So = / <p, &z >dt = / |p||Z|dt car p et & sont liés,

— [1alVamE = U@ = [ o

avec

gij = Qm(E — U(.I))&U

Théoréme 5.2.1 Principe de Maupertuis (cf. [47] théoréme 35.3.2)

Les courbes € (q) dans un espace euclidien qui sont des extrémales correspondant a I’Hamil-
2
tonien H = L + % (€) et qui ont un niweau d’énergie fizé Ey, sont des géodésiques par

rapport 4 la nouvelle métrique:

gij = 2m(E0 — %(%))5”
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L’application du Principe de Maupertuis conduit a la conclusion suivante: le probleme de
minimisation d’énergie (5.3) est équivalent a rechercher la courbe ¢’ qui minimise:

1
/ \/2m(E0 —U(€))0:;6!€dq,
0

soit,

1
/0 V2B~ %(@))|%' ()|dg. (5.4)

Le choix du niveau d’énergie Ej est motivé par le Principe de Fermat (voir Dubrovin et
al. [47] théoreme 33.3.3). Caselles et al. [24] posent c(w) = ik

] : cela signifie, en
dans ce cas, en effet,

1

(|VI (w

particulier, que la vitesse de la lumiere est élevée en présence d’un bord (
hgl g(r) = 0) et petite dans une région de texture homogene.

rT—T00

Appliquant le principe de Fermat a leur modele, Caselles et al. montrent que cela revient a
minimiser

1
/0 d(IVI(% (@))% (q)|da. (5.5)

Le probleme (5.5) est donc équivalent au probleme (5.4) si 'on pose Ey = 0. Remarquons que

fixer le parametre Ej revient a fixer le rapport — et la paramétrisation dans (5.3). Ce choix
Q

permet d’accorder un poids équivalent aux forces internes et aux forces d’image, sachant que
Ey = a|%"(q)|> — \g(|VI(€¢(q))])?. Remarquons enfin que (5.5) est intrinséque : une nouvelle
paramétrisation de la courbe via ¢ = ®(r), ® : [a,b] — [0,1], &’ > 0 donne:

1 b
/0g(|VI((5(Q))|)|(5/(Q)\dq:/ g(IVI(€(r)))I€" (r)]dr,

avec, € (r) = € (®(r)).

Caselles et al. [24] ont donc établi I’équivalence entre la minimisation d’énergie du probleme
classique des “snakes” et la recherche d’une courbe géodésique dans une certain espace de
Riemann. Remarquons que la longueur euclidienne de la courbe % est donnée par:

1
Ly = / % (q)|dg.
0

s(q) = /0 "€/ (0ldx
ds =|¢"(q)|dq

En utilisant le paramétrage normal & ’aide de 1’abscisse curviligne

la longueur L¢ peut étre réécrite sous la forme:

L¢
L= / ds.
0

La longueur de la courbe dans I’espace Riemannien est donnée par:

1
Ln, = /0 (VI (@))IF (0)lda.
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ou encore

Lr,
Lp= /0 9|V I(%(g))])ds.

Caselles et al. [24] ont introduit ainsi une nouvelle définition de la longueur qui contient
I'information relative a I'image.

5.2.2 Equation d’évolution de la courbe et approche “level set”

Caselles et al. établissent ’équation d’évolution de la courbe ¢ pour déformer le contour
initial €' (0) = % vers un minimum local de Lg, (cf appendice B de Caselles et al. [24]
pour la démonstration). L’idée de la démonstration est de construire une famille de courbes

(€¢'(t,q))t>0, t étant un parametre représentant le temps et telle que €¢’(0,q) = €(q). On définit
1

: ¢ ;
la fonctionnelle Lg., (t,q) = /0 g(\VI(%(t,q))\)\a—q](t,q)dq et I'on calcule Lp_(t). On conclut

en déterminant le flot pour lequel Lg. (t) décroit le plus rapidement.

L’équation est donnée par:

% (1) = oV 11ywit — (Vo)) (5)

avec k la courbure, 7 la normale unitaire intérieure et ( - ) le produit scalaire euclidien dans

R2. La détection de I'objet est réalisée lorsque 1’état stationnaire (——(t) = 0) est atteint.

ot

L’approche “level set” est ensuite intégrée au modele. Le probleme est donc équivalent a
trouver la solution obtenue a 1’état stationnaire de I’équation d’évolution suivante:

ou

Ou Vu
ot

= di 1
Valdiv(o(V11) g

), (5.7)
., Vu

= Q(WI\)!VUWW(W)+(V9(\VID-VU),

= g(IVI|)|Vuls + (Vg(|VI]).Vu).

5.2.3 Comparatif avec le modele géométrique de Caselles et al.

Le modele géométrique de contours actifs développé par Caselles et al. [23] se formulait,
on le rappelle, par:

ou Vu

i — T ;
5 = oIVIDIVuldin(S

) +cg(IVI|)[Vul,

= 9(IVI|)(e+ r)[Vul,

avec ¢ une constante positive.

Ainsi, dans le modele des contours actifs géodésiques, le terme cg(|VI|)|Vu| est remplacé par
(Vg(|VI|).Vu) et s’abstrait donc du parametre c. Caselles et al. [24] soulignent que cette
composante garantit une meilleure attraction vers le contour a extraire, en particulier lorsque

Carole Le Guyader - LMI INSA Rouen



Part. I, Chap. 5. Contours actifs géodésiques 71

le gradient varie beaucoup le long d’un bord ou lorsque des artefacts sont présents sur I'image.
La représentation du champ de gradients —V g montre qu’au niveau d’un contour, les vecteurs
pointent vers le milieu du bord. Ce vecteur permet donc de diriger le front vers le minimum
local de g, la composante étant efficiente quand le vecteur —Vg est colinéaire au vecteur
normal de propagation. Les figures suivantes illustrent cette caractéristique.

Fi1G. 5.2 — A gauche, l'image initiale, a droite, la représentation de la fonction g.

F1G. 5.3 — A gauche, la représentation du champ de gradients —Vg, a droite un zoom sur un
bord.

Cette composante permet enfin, de détecter les objets de forme non-convexe. Dans Caselles
et al. [23], le terme cg(|VI|)|Vu| est nécessaire dans I’hypotheése ou 1'objet a détecter est de
forme non-convexe.

Cependant dans le cadre des contours actifs géodésiques, cette constante peut revétir le role de
la force de gonflage du modele des “Balloons” (cf. Cohen [38], [40], [39] et [41]) et éviter ainsi &
la courbe de s’arréter sur un minimum local. Elle est également nécessaire lorsque la condition
initiale se situe a l'intérieur de I'objet a segmenter. Elle contribue enfin a accroitre la vitesse
de convergence. Elle apparait dans le modele sous la forme cg(|VI|)|Vu| (terme interprété
comme une contrainte d’aire). L’équation d’évolution du modele général des contours actifs
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géodésiques se reformule alors par:

% = yvu|dw(g(wy);—z‘)wg(lwl)\wh
- g(!VI|)|Vu\div(|§—Z) + (Vg(IVI)).Vu) + cg(|VI])|Vul, (5.8)

= 9(VIDIVul(c + &) + (Vg(IVI]).Vu).

On peut relever cependant quelques faiblesses relatives a la méthode des contours actifs
géodésiques: le processus est sensible au bruit et I'image doit donc étre filtrée préalablement,
la qualité de la convergence dépend de la fonction g, etc...

La théorie de la viscosité (cf. partie III de ce manuscrit) permet d’établir I’existence et I'unicité
de la solution.
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Chapitre 6

Méthodes “level set” et “fast
marching”

6.1 Présentation de la méthode “level set”

Cette méthode a été développée par Stanley Osher et James Sethian en 1988 ([85]). Elle a

depuis, fait 'objet de treés nombreux développements et applications. Citons notamment les
ouvrages de Sethian [96], Osher et Fedkiw [83], Osher et Paragios [84]. On renvoie également
au site internet de Sethian ( http://math.berkeley.edu/~sethian) o cette méthode est clai-
rement détaillée.
Dans cette méthode, un front 2D I' (séparant par exemple deux régions) évolue suivant sa
normale avec une vitesse F'. Ce front I' est considéré comme le niveau zéro d’une fonction ®
3D. L’idée de cette méthode “level set” est alors de déduire la propagation de I' a partir de
la propagation de ®, comme on le verra précisément dans la section suivante.

Remarque 6.1.1

On peut également noter que le front I' peut alors changer de topologie sans probleme de
paramétrisation contrairement aux cas des contours actifs classiques.

En effet, dans le cas des “snakes”, le front a Uinstant t + 1 se déduit du front o ’instant t
et cela implique donc une paramétrisation intrinséque a la courbe. Dans la technique “level
set”, T' est l'intersection de ® avec le plan z = 0, la forme de cette intersection pouvant étre
quelconque.
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\

f"— \
* : / -——

Fonction ¢

Contour ™ : (D: 0

F1a. 6.1 — Représentation “level set” d’un contour, figure extraite de Petitjean [90].

6.2 Meéthode “level set”

Soit un contour initial ', courbe fermée de R? et F une fonction qui donne la vitesse
de I' dans la direction normale. La méthode “level set” consiste a considérer I' comme le
niveau zéro d’une fonction ®, ® : R? — R appelée fonction “level set” (Osher et Sethian
[85] construisent ® en utilisant la fonction distance signée ), telle que:

sizel, ®(x,t=0) =0,
sinon ®(z,t = 0) = +d, ou d est la distance de z a T,

le signe positif (négatif) est choisi si le point x est a 'extérieur (intérieur) de I' .

Ainsi, on a: Vt,
O(T'(¢),t) =0.

On dérive cette équation par rapport a la variable ¢ et on en déduit ’équation d’évolution
satisfaite par ®:

0P
LRIV =
ot | =0

®(x,t =0) donné.

(6.1)

L’approche “level set” conduit donc a résoudre une équation aux dérivées partielles dans un
espace de dimension supérieure par rapport au probléme original.

Une fois résolue cette équation aux dérivées partielles, on reconstruit I'interface I'(t) & chaque
instant ¢ en prenant le niveau zéro de la fonction “level set” ®(-,t). Les propriétés géométriques
intrinseques du front sont aisément explicitées (cf. chapitre 8) et le front peut changer de
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topologie, (cf. Sethian [95]).

Considérons l'illustration suivante de la méthode “level set”.
On applique cette méthode a un cercle v de rayon 1 qui grossit dans le temps suivant sa

normale.

Fi1G. 6.2 — Propagation du front suivant sa normale.

Soit (z,y) un point situé sur le plan d’évolution du cercle v. Si ce point est a l'intérieur du
cercle, sa distance a celui-ci est :

z=—(1— a2 +12).

Sinon, elle est égale a:

z= (Va2 +y?—-1).

La surface “level set” définie & t = 0 par \/x2 + y2 — 2z — 1 est un cone elliptique de sommet
(0,0,-1).

Le cercle v correspond a l'intersection de la surface ® avec le plan d’équation z = 0. On dit
que 7y est le niveau zéro de ®. La figure 6.3 montrent U'interface v & 'instant ¢ = 0 et la surface
“level set” associée. A un instant ¢ > 0 quelconque, ce cercle a grossi.
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z = §xyd=t

b

Courbe ~ Fonction ¢
associée.

Fic. 6.3 -

6.3 Cas particulier de la méthode “Fast Marching”

Considérons le cas particulier ou le front se propage a la vitesse F' = F(x,y,z), F > 0 (le
cas ou F' est partout négative est également autorisé). Nous avons une équation du type:
Dans le cas 2D, posons T'(x,y) le temps d’arrivée du front au point (x,y). T satisfait ’équation

IVT|F =1
T =0, sur I'y.

La formulation du probléme est donc la suivante :
{ F\VT| =1,

L(t) = {(z)| T(zy) = t}.
Cette équation est connue sous le nom d’équation Eikonal et est liée a la notion de solutions de

viscosité (cf. Sethian [95]). Des schémas numériques consistants donnant la limite visqueuse
correcte de 1'équation aux dérivées partielles sont utilisés (cf. Sethian [96]).

(6.2)

6.3.1 Schémas numériques appliqués

Une approximation judicieuse du gradient est nécessaire pour résoudre le probleme.

Le schéma utilisé par Sethian [95] est le suivant : en posant, D;;“:T = %7 on prend :
x
_ 1
maa:(Di;mT, — D;;“TT,O)2 + max(Diij, - D;;yT,O)2 =72 (6.3)
ij
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6.3.2 Classification des pixels

Afin de réduire le cout de calculs, on introduit une classification au niveau des pixels. En
effet, seuls les pixels dans un voisinage du contour nous intéressent. On ne se préoccupe donc
que des pixels situés dans une bande étroite autour de 'interface. C’est ce qu’on appelle la
“Narrow Band”. La classification des pixels est la suivante:

1. les pixels de type “frozen”, pixels dont on connait la valeur T;;.

2. les pixels voisins dits pixels de la “Narrow Band” dont on possede une estimation de la
valeur T5;.

3. les pixels “Far Away” pour lesquels la valeur T;; n’est pas estimée.
Le schéma suivant issu de Adalsteinsson et Sethian [3] offre une représentation de ces différents
types de pixels. La définition de ces divers éléments nous permet de détailler plus précisément

pixels de |la narrow band

L - - L - T

L] . L] * - #---—l-
piiels frozen'

L L L -

[ ] - . & i— | . i

* & e E[3|i3=~’~!E|S_lﬁElr_a'u.n'.ra-.,--

R B S = e S R
|
. s a ! |

lalgorithme de la méthode “Fast Marching”. Cela est abordé dans la section suivante.

6.3.3 Implémentation-Algorithme
Description de I’algorithme

La clef pour construire un algorithme de “Fast Marching” est d’observer que la structure
du schéma numérique introduit précédemment implique que l'information se propage dans un
sens, i.e des plus petites valeurs de T' aux plus grandes. Nous proposons plusieurs éléments
permettant de concevoir un algorithme efficace. Nous nous limitons dans ce qui suit, au cas
ou F' est constante égale a 1, ce qui revient & construire le champ de distances des points du
maillage aux points de la condition initiale. Une bonne revue de la méthodologie est disponible
dans Beerentzen [11].

Le principe de la méthode est le suivant:

Partant d’une condition initiale, d’un pixel dans notre cas, déterminer le champ
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de distances du point. Le pixel (dans le cas général on prend comme condition initiale un ou
plusieurs vozels) d’initialisation est dit “frozen” comme précédemment établi. Nous calculons
ensuite, les distances aux voisins. Les pixels dont on a calculé la distance mais qui ne sont
pas encore “frozen” sont dits pizels de la “Narrow Band”. Pour chaque itération de la boucle
principale, le pixel de la “Narrow Band” ayant la plus petite distance devient “frozen”. Les
distances de ses voisins sont de nouveau calculées: deux cas sont a envisager a ce niveau de
I’algorithme.

1. Soit parmi les voisins, certains étaient déja affectés d’une valeur de distance. Il faut

donc actualiser ces valeurs.

2. Soit certains des voisins n’étaient pas intégrés dans la “Narrow Band”. Dans ce cas, il
faut les ajouter.
Les pixels “frozen” sont utilisés pour déterminer les valeurs des distances des autres pixels
mais ne sont jamais recalculés.
On peut donc voir la méthode de “Fast Marching” comme un front de pixels de la “Narrow
Band” se propageant a partir de la condition initiale, qui transforme, en progressant, les pixels
de la “Narrow Band” en pixels “frozen”.

Au niveau de l'implémentation, une importante structure de données utilisée au cours de
I’algorithme est I’arbre binaire parfait : les étiquettes des noeuds sont les valeurs des distances
et chaque élément de I’arbre binaire est un pointeur vers un pixel. On rappelle que dans un
arbre binaire parfait, les feuilles se trouvent soit sur le dernier niveau, soit sur I’avant-dernier
et pour toute étiquette a; d’un noeud, les étiquettes des deux fils sont plus grandes. De fait,
I’élément ayant la plus petite étiquette se situe a la racine de ’arbre.

Fi1G. 6.4 — Exemple d’arbre binaire parfait.

Nous donnons dans ce qui suit une description de l’algorithme :

Initialisation :

On assigne aux pixels constituant la condition initiale le type “frozen”. Pour chaque pixel
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“frozen”, on détermine la valeur de la distance en chacun de ses voisins en utilisant uniquement
I'information issue des pixels “frozen”. La méthode de calcul des distances est développée dans
la section (6.3.4).

Les pixels voisins sont affectés du type “Narrow Band” et ils sont insérés dans 1’arbre binaire
parfait.

Boucle:

La premiere étape de chaque itération consiste en 'extraction du pixel situé a la racine de
I’arbre et qui admet donc la plus petite valeur. Ce pixel devient donc “frozen”. Pour chacun
de ses voisins qui ne sont pas “frozen”, la distance est calculée (cf. section 6.3.4). On les
affecte du type “Narrow Band” et ils sont insérés dans ’arbre binaire parfait. Comme on I’a
dit précédemment, deux cas sont a envisager. Soit le pixel était “far away” dans ce cas, il n’y
a pas de difficulté, soit il était déja “Narrow Band” et dans ce cas, il faut actualiser la valeur
de la distance et par conséquent modifier sa position dans I’arbre binaire parfait.

On poursuit les itérations.

6.3.4 Calcul des distances

1
Les distances sont calculées en résolvant I’équation Eikonal définie par |VT| = Ik ouT,
on le rappelle, est le temps d’arrivée du front en un pixel et F' la vitesse.
Sethian [96] propose le schéma suivant, issu des lois de conservation hyperboliques,
VT2 = max(Va — Vp,Va — Ve,002 + maz(Va — Vp,Va — Vi,0)?, (6.4)

ou V4 est la distance inconnue et Vg, Vo, Vp, Vg sont les distances connues au niveau des
pixels voisins.

En plongeant ce schéma dans 1’équation Eikonal, on obtient:

1
ﬁ:mmm—@me%m%mmm—mm—wm? (6.5)
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L]

VE VA
VC

»
L

YE

FiG. 6.5 — Configuration des pizels.

Pour résoudre ’équation (6.5), il nous faut observer chaque terme de la forme maxz(Vy —
VB,Va — Ve ,0)%

Il est clair que nous devons résoudre cette équation en utilisant la plus petite des deux valeurs
Vg et Vo car:

V< Vo=V4—Vg>Vy— V.

De plus, seules les valeurs des distances aux pixels “frozen” sont employées. Si aucun des deux
termes Vg et Vo n'est “frozen”, la quantité précédente n’intervient plus dans I’équation.

En raisonnant de maniére analogue sur le second terme de ’équation, on a, en supposant que
VB et Vg sont “frozen” et que Vg < Vi et Vg < Vp, I’équation quadratique suivante :

1
(Vi = V) 4+ (Va—Vg)? = o

La solution Vy4 la plus grande de cette équation est conservée.
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Chapitre 7

Reconstruction de forme

Dans [115], Zhao et al. s’intéressent au probleme de reconstruction de forme a partir d'un
ensemble de données non ordonnées. Les connexions entre les données et la topologie de la
surface a reconstruire ne sont pas connues a priori. Cet ensemble peut inclure des points, des
patches de surface, des courbes. Zhao et al. introduisent dans leur modele un probleme de
surface minimale. Une équation aux dérivées partielles est ensuite explicitée.

Zhao et al. distinguent deux approches parmi les méthodes de reconstruction existantes:

— Les approches paramétriques qui utilisent principalement les diagrammes de Vo-

ronoi et les triangulations de Delaunay pour déterminer les connexions entre les données
et reconstruire ensuite la surface.
Les difficultés majeures de ces méthodes résident dans la pertinence des résultats trouvés
pour les connexions entre les points de données, en particulier dans le cas de dimensions
supérieures ou égales a 3. Le bruit ainsi que des échantillons de données non uniformes
alterent la qualité des résultats. On rencontre également des approches paramétriques
utilisant des méthodes variationnelles ou des méthodes d’équations aux dérivées par-
tielles pour lesquelles une paramétrisation globale est requise. Or, la paramétrisation
globale du modele, délicate a réaliser et ne fournissant pas d’indices de profondeur,
n’autorise pas les changements de topologie.

— Les approches non-paramétriques qui utilisent des représentations du type “level
set”.

Zhao et al. ont choisi d’introduire un modele non-paramétrique formulé & ’aide d’une équation
aux dérivées partielles.

L’idée est d’appliquer une déformation a la condition initiale pour obtenir la solution du
probléme: partant d’une condition initiale qui englobe l’ensemble des données, on la fait
évoluer suivant le flot de gradient. Un probleme de surface minimale est introduit sous forme
de fonctionnelle. L’absence de connaissance a priori sur la topologie de la surface a approximer
conduit a adopter une approche “level set”. Le fait d’ajouter une dimension supplémentaire
dans la modélisation n’entache en rien la qualité de I'algorithme de résolution, une méthode
“level set locale” consistant a limiter les calculs & une bande étroite prés du niveau zéro,
pouvant étre appliquée. Dans ce qui suit, nous développons les principales étapes du modele
de Zhao et al. [115].
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7.1 Probleme de surface minimale

Soit . I'ensemble de données. Soit d la fonction distance & I’ensemble . définie par
d(z) = distance(z,.#). L’énergie introduite est alors:

B(T) = [ /F dpds]%, (7.1)

avec I une surface paramétrée.

Une interprétation mécanique que 'on peut faire de ce modele est que la surface se com-
porte comme une membrane élastique attachée aux données de .. La minimisation de cette
fonctionnelle a ’aide du théoreme d’Euler-Lagrange conduit a:

p— o 1 _
dP~L(x) [Vd(m).n - ];d(fb)li] =0, (7.2)

avec 77 la normale unitaire et x la courbure moyenne. On propose une démonstration de ce
dernier résultat, dans le cas 2D. On a par définition:

[awas - I 1dp<x<q>>\x’<q>rdq} g

ds = |z'(q)|dq

avec

et
[0,1] — R2

T ()

Notons par .Z le lagrangien défini par:

(SIS

Z(q1,w0.0,75) = & (2(q))]2’ (q)| = d(x(0))(2'1(9)” + 2'2(9)*) 2.

Les équations d’Euler-Lagrange donnent:

! [ / ldp<x<q>>|x’<q>|dq} [g;” - d%g] ~0

p
[0z dor]

hSA

2l 1dﬁ<x<q>>\x’<q>rdq}

b

Rappelons enfin que la tangente T est définie par:

et la normale a T notée 1i:
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dn
La courbure de la courbe est donnée par la composante tangentielle de i
s

La courbure est alors définie par:

K/:—T—:

di di 1

ds dg (2 + x’%)%

" / 1 ’
ToX| — T Ty.

& @Rt

Par application des équations d’Euler-Lagrange, on a:

(0

8:61
07

= pdP—!

od

8351

NI

(2'] +2'3)3,

—

_ 8d 2 2,1
= — pdP 1 / /
ax2 p aw2(w1+x2)27
492 _n
dg 0z |2/
492 _ @
dq 0xly |2/

pdP~1Vd(x).2" — kahydP(z)

pdP~IVd(x).2’ + ka!dP(z).

04
81‘1
0L

Oy

On en déduit finalement que:

4oz

(pdP~IVd.(—7) + kdP)z).

= (pdP~Vd.it — kdP)(z}).

(pdP~1Vd.ii — kdP(x))7 = 0. (7.3)
Cette équation traduit un équilibre entre le terme de régularisation kd (tension de la surface)
et la force potentielle Vd.7.

Le but est donc de trouver le minimum local qui correspond a la surface attachée aux points
de .. Ce minimum doit satisfaire I’équation d’Euler-Lagrange.

Remarque 7.1.1

En 2D, si ’ensemble de données . est constitué de points, le polygone reliant ces points est
un minimum local de ’énergie. L’application de cette méthode a la dimension 2 n’apporte
donc rien de novateur. La problématique est tout autre en dimension supérieure.

7.2 Formulation a I’aide d’une fonction de type “level set”

La topologie de la forme a reconstruire n’étant pas connue a priori et des changements de
topologie pouvant étre nécessaires, les auteurs privilégient une approche “level set”. Comme
vu précédemment, la représentation “level set” consiste a considérer I' comme le niveau zéro
d’une fonction explicite ®. Les conventions utilisées par les auteurs sont telles qu’a 'intérieur
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de I'(t), ® est positive et a 'extérieur, ® est négative. Ainsi, I' est représentée implicitement
via cette fonction ® et a chaque instant ¢:

O(I'(¢),t) = 0.
En dérivant cette équation par rapport a la variable ¢, on en déduit que:
O, + VO, =0,
ce que l'on peut réécrire sous la forme:
Oy + v, |VP| =0,

v, étant la vitesse de propagation suivant la normale de I'(¢). L’énergie (7.1) se réécrit sous
forme “level set” par:

P

EI) = E(®) = Ugdp(yﬁ(@(y))\v‘l’(y)ldy} : (7.4)

¢ désignant la Dirac.
L’équation d’évolution est alors donnée par:

P

=@ [@wa@)vei]

1
Vo
div(dP . .
iv( !V<I>|) (7.5)

Un changement d’échelle est réalisé afin d’appliquer le déplacement a toutes les “level sets”
en remplagant §(P) par |[V®|, ce qui n’altere en rien la solution obtenue a I’état stationnaire.
Zhao et al. [115] prouvent que I'énergie E est décroissante au cours du temps.

Enfin, le choix de la surface initiale est important: si la condition initiale est trop éloignée de
<, de fagon générale, la surface évoluera pour s’arréter sur un minimum local non significatif.
Numériquement, Zhao et al. choisissent I'(0), satisfaisant d = e et construisent la surface
associée a ’aide de la fonction distance signée.

Nous proposons enfin une illustration de cette méthode issue de Zhao et al. [115].

00:00:00 00:00:00
01365 01365
1of 1 1of 1
Monday Monday

Vis50 Vis50

(a) MRI slices of a rat brain with 1500 points (b) reconstructed shape

Fic. 7.1 — Reconstruction du cerveau d’un rat - coupes du cerveau obtenues par résonance
magnétique (cf. hitp://www.math.uci.edu/~zhao/publication/mypapers/pdf/surfacel.pdf ).
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Chapitre 8

Compléments

Dans ce chapitre, nous rappelons enfin quelques résultats de géométrie et de la théorie
d’évolution de courbes (cf. Osher et Fedkiw [83]) qui nous seront utiles par la suite.

Dans 'approche “level set” que nous adoptons, nous optons pour les conventions suivantes.
Soit I une courbe fermée de 2. La représentation implicite de I' via la fonction ® est réalisée
de telle maniere que ® est négative dans la région intérieure a I' (région notée 2~ ) et positive
dans la région extérieure (région notée Q+ ). La fonction ® vaut zéro sur I'. On dit que T est
le niveau zéro de ®.

La normale unitaire sortante N est définie par:

- Vo
N=—.
Vol

La courbure moyenne « correspond a la divergence de la normale N soit:

Vo
VO

).

k = div(

— k > 0 pour les régions convexes.

— Kk < 0 pour les régions concaves.

Q4+ O-
>0 k<0
¢<0
k>0
\\ ™ Q=0
k=0
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Supposons que la vitesse de chaque point du front I' est donnée par V(F) L’équation différentielle
ordinaire satisfaite par I' est définie par:
dr

= V(D). (8.1)

On obtient alors, sachant que ®(I'(¢),t) = 0, ’équation aux dérivées partielles satisfaite par
P:

O+ < V,VO >=0. (8.2)

Supposons désormais que V est un champ de vecteurs vitesse dépendant de la fonction “level
set” @, (cf. Osher et Fedkiw [83]).
On peut considérer le cas ou l'interface I' se déplace suivant sa normale avec une vitesse
proportionnelle a sa courbure k:

V = —bN ,

ou b désigne une constante positive.
L’équation aux dérivées partielles satisfaite par ® est donnée par:

®; — br|V®| = 0.

Cette équation d’évolution correspond a une version géométrique de 1’équation de la chaleur
et revét des propriétés régularisantes. La courbure peut jouer le role de terme de diffusion.
Nous rappelons ici certaines propriétés du déplacement suivant la courbure issues de Sethian
[96].

— Gage [53] et [54] a prouvé que toute courbe fermée convexe se déplagant suivant sa
courbure reste convexe et évolue pour devenir un point. Grayson [60] est allé plus loin
en prouvant que toute courbe fermée, quelle que soit sa forme, évolue pour devenir un
point quand elle se déplace suivant sa courbure.

Le cas du mouvement suivant la normale est également abordé dans la partie IIT du manuscrit.
Nous en présentons les caractéristiques.

Le champ de vecteurs V est défini par V =aN , avec a une constante. L’équation “level set”
est donnée par:

O, + a|VP| = 0. (8.3)

— si a > 0, le front se propage dans la direction normale.
— si a < 0, le front se propage dans la direction opposée a la direction normale.
La discrétisation de (8.3) est réalisée comme suit (voir Sethian [96] pour plus de détails).

1

2
@Z]ﬂ =& —dt <max(a,0) [max(Dm‘f’”,O)2 + min(D;rf,O)2 + 1rnaX(D;jy,O)2 + min(Dj’]y,O)Q}

1

+ min(a,0) {max(pﬁ,m? +min(D; ¥,0)* + max(D; ¥,0)* + min(Dmy,O)2]
(8.4)

Dans Osher et Sethian [85], les auteurs proposent des algorithmes pour suivre les fronts
se propageant avec une vitesse dépendant de la courbure. Ces algorithmes, fondés sur les
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équations d’Hamilton-Jacobi, approximent les équations du mouvement.
Considérons le probleme suivant:

Yy + H(Dvy) = 0,

avec D@ZJ = ¢CE17 T awa-
Dans le cas particulier ot N = 2 et ot H(u,v) = f(u?0?), f étant décroissante suivant les 2

variables, le schéma proposé par Osher et Sethian est:

g = f (((min(wajk,O))Q + (max(Dii/ij,O))z),((min(Dgwjk,O))Q + (rnax(DE{ﬂ/ij,0))2)>7
avec les conditions Courant-Friedrich-Levy de stabilité:

At At
1>2|—|H — | Hsl|.
> Ax| 1|+Ay| 2|
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Deuxieme partie

Segmentation d’images sous
contraintes géométriques utilisant
les surfaces déformables avec une

approche “level set”
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Chapitre 9

Introduction

Dans cette partie 11, nous présentons la premiere approche développée dans le cadre de ce
doctorat. Ce travail s’inscrit dans le cadre de la segmentation sous contraintes géométriques.
Le but de cette premiere approche est de proposer une méthode permettant de s’affranchir,
notamment, des problémes liés & la paramétrisation du modele (voir Vieira-Testé [107] ou la
partie I, chapitre 3 de ce mémoire) induits par 'utilisation des modeles déformables classiques.
On propose donc une approche inspirée des travaux d’Osher et Sethian [85]. On choisit de
représenter la courbe de segmentation I' de maniere implicite & ’aide d’une fonction explicite
®. Le contour I' est alors le niveau zéro de la fonction ®, c’est a dire que:

I'={(zy), ®(z,y) =0},
et I’évolution de la courbe est donnée a chaque instant ¢ par le niveau zéro de ®(z,y,t).

Dans le chapitre 10, nous présentons les différentes données disponibles: les données d’at-
tribut (données de I’ image) ainsi que les données géométriques (données d’interpolation).
Puis, la description mathématique de la structure a segmenter est réalisée a 1’aide d’une ap-
proche “level set”. L’espace des représentations admissibles V' est ensuite défini. Celui-ci est
déterminé de maniere a étre cohérent avec les données, le modele et la régularité souhaitée
pour la solution.

Enfin, le critere de minimisation que doit satisfaire la solution est introduit. Le formalisme
s’apparente a celui de la méthode classique des contours actifs, le critere de minimisation
comportant en effet, un terme d’énergie externe (potentiel relatif aux forces extérieures atti-
rant la structure vers les singularités de I'image) et un terme d’énergie interne (déformation
élastique, rigidité).

L’expression de ce critere conduit a la formulation d’un probleme non-linéaire de minimisa-
tion de fonctionnelle non-convexe sur un sous-espace vectoriel fermé de V. Dans le chapitre
11, une premiere méthode pour résoudre ce probleme est proposée et consiste a linéariser
le terme non-linéaire qui apparait dans la formulation initiale du probléme de minimisation.
Le probleme linéarisé est ensuite reformulé a ’aide des multiplicateurs de Lagrange, ce qui
conduit a étudier un probleme variationnel sur I’espace V' tout entier.

Pour cette premiere méthode, nous nous sommes cantonnés a des résultats théoriques.
L’introduction d’un terme dynamique dans la fonctionnelle a minimiser, trait propre a la tech-
nique des modeles déformables, est réalisée dans le chapitre 12. Le probleme d’évolution as-
socié est ensuite défini. La discrétisation en temps et en espace est effectuée dans le chapitre
13. La dérivée temporelle est approximée par différences finies tandis que la discrétisation
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spatiale du probleme approché en temps est réalisée par une méthode de type éléments finis.
Le chapitre 14 illustre le propos, notamment par des applications de la méthode a des
séquences d’images médicales.
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Chapitre 10

Modélisation du probleme

10.1 Les données

Les données d’imagerie et les données géométriques sont supposées étre définies sur un
ouvert borné € inclus dans R?. La méthode proposée se généralise aisément 3 la dimension
n. Néanmoins, dans notre exposé, nous nous limitons au cas n = 2.

10.1.1 Les données d’attributs

Une image I est une fonction discrete issue d’une fonction attribut A définie en tout point
de 'ouvert :
A (zy) € Q CR? = A(z,y).

Les attributs peuvent étre de différents types et sont inhérents au cadre d’étude dans lequel on
se trouve. En imagerie médicale, 'attribut considéré peut étre la résonance magnétique. En
géophysique, ’attribut dont on dispose peut étre la vitesse de propagation de ’onde sismique,
la cohérence de ’onde sismique, etc...

Dans notre cas, 'attribut considéré est I'attribut niveau de gris.

L’étude de ces attributs permet de caractériser les éléments de contour d’un objet. En effet,
les points de contour sont assimilés a une forte discontinuité de 'attribut “niveau de gris”,
i.e a un extremum local du gradient de I'image en ces points.

Pour une image 2D I, les données relatives a l'attribut niveau de gris sont définies par un
ensemble discret de points s’exprimant sous la forme: (z7,1(27));, ott les (27); € R? sont les
coordonnées du centre de gravité d'un pixel et ot (I(27)) est la valeur de I’attribut en ce
pixel, ramenée a son centre de gravité.

10.1.2 Les données géométriques d’interpolation

On rappelle que ces données interviennent dans notre modeéle pour deux motifs distincts:

1. Certaines régions de 'image considérée I peuvent étre peu texturées et particulierement
homogenes le long d’un contour (c¢f. figure 4, partie I ). Certaines régions de l'objet a
segmenter sont parfois occultées: sur des images médicales, par exemple, deux organes
adjacents peuvent masquer leur région de contact. Ainsi, définir un ensemble discret
de points a interpoler permet de faciliter le processus de segmentation en attirant le
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contour vers le bord souhaité, tout en préservant l'information liée a I'image. Ces points
sont en effet choisis sur le contour de I'objet considéré.

2. Dans certains domaines d’étude, en plus des données d’attribut, on dispose de données
géométriques a intégrer dans le processus de segmentation. C’est le cas en géophysique
par exemple avec les données de puits (cf. figure 7, partie I). Ces données de puits
permettent de caractériser les horizons qui constituent 'interface entre deux milieux
distincts. Ces données de puits sont de différentes natures: profondeur, plan tangent,
etc ...(cf Vieira-Testé [107]).

Remarque 10.1.1

On peut dresser un paralléle entre la force de gonflage du modéle des “Balloons” (introduit par
L.D. Cohen [38]) et le réle des données géométriques, qui permettent d’accélérer le processus
en attirant le contour vers les singularités de l’image a détecter. La condition initiale peut
ainst étre choisie éloignée du contour a segmenter.

Ces données d’interpolation coincident avec des points du contour de l'objet a segmenter et
s’expriment sous la forme:

(a;,B;) avec a; = (z3,y;) € RQ, GieR,ie{l,--- N}, N>1.

Nous verrons dans la section 10.2 que 'approche “level set” conduit a 3; =0, Vi € {1,--- ,N}.

10.2 Modélisation

Nous présentons dans ce qui suit, le modele choisi ainsi que ’espace de représentations
admissibles cohérent avec ce modele.

10.2.1 Principe

Comme vu dans I'Etat de Art (partie I, chapitre 2), la méthode classique des modeles
déformables consiste a représenter la structure a segmenter par une courbe paramétrée v,

[0,1] — R?
LR S ( x(s) )

y(s)
Les données géométriques a intégrer dans le modele doivent donc étre paramétrées . On se
heurte a deux difficultés majeures: d’une part, ces points (issus de résultats expérimentaux
en géophysique par exemple) ne sont pas ordonnés. Il faut donc appliquer des algorithmes
permettant d’ordonner un ensemble quelconque de points. D’autre part, une fois cet ensemble
de points ordonné, il faut choisir la méthode de paramétrisation adéquate. Cela dépend en
particulier de la variation de la distance euclidienne entre deux points consécutifs ordonnés.
Une variation faible autorise 1'utilisation d’une paramétrisation uniforme. Pour de fortes va-

riations, la paramétrisation curviligne est préférée (cf. Vieira-Testé [107]).
Par ailleurs, la méthode n’est pas intrinseque: la fonctionnelle interprétée en terme d’énergie
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introduite dans le modele dépend de la paramétrisation, et n’est donc pas liée a la géométrie
de l'objet.

Aussi, pour s’affranchir de ce probleme de paramétrisation, nous considérons une approche
“level set” de notre probleme.

Notre modele s’inspire de cette représentation implicite de courbes. Nous appliquons l'idée
de travailler dans un espace de dimension supérieure: la courbe paramétrée I' est représentée
implicitement via une fonction ® et correspond au niveau zéro de cette fonction. Ainsi,

I = {(zy)@(z.y) = 0},

et a tout instant ¢ € [0,T] (nous verrons par la suite qu'un probléme d’évolution est introduit),
la fonction explicite ® permet de générer 'ensemble I' avec:

L(t) = {(z.y)|®(z,y,t) = 0}.

Nous appliquons ainsi la technique des modeles déformables non pas a la courbe paramétrée
I', mais a la fonction explicite ®.

L’introduction de I'approche “level set” dans notre modele nécessite de travailler dans un
espace de dimension supérieure. Pour ce faire, nous construisons une image 3D I définie par:

OxR—=R
I:¢ (zy.2) — I(z,y,2)
et, Y(z,y) € Q, I(z,y,0) = I(z,y).

Le seul critére imposé pour I est que pour la valeur z = 0, 'image 3D I coincide avec 'image
originale I.

En pratique, I est une superposition d’images 2D telle que pour le plan z = 0, I coincide avec
I’image originale I.

L7

: |

» Icy)<IR : |
L ; -
] - 77
e > i Sl
0 : S

o L i
.
: )

P »
OJR Itvy,g)elR

F1G. 10.1 - Construction de l'image I : superposition d’images 2D telles que pour le plan z = 0,
I(-,-,0) =I(-,"). A gauche: l'image 2D initiale I. A droite: limage 3D I.
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LY U
S )
ﬁ_” I(.'f,J')EIR 3 l|II ‘ﬁ)(x)
t ’l "\ fl :
’ A—A_ ) -
o W > P N :
0 i F 4 o
! ; : [ |
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[ i
= *
0JR Ifxy,) IR

Fi1G. 10.2 — A gauche: segmentation 2D classique de l’image I par I'. A droite, approche de
type “level set”: segmentation de l’'image I a partir de l'image 3D I segmentée par .

Choix de I'image 3D I

Il subsiste ensuite la question du choix de la construction de cette image I pour z # 0.
Pour un z donné, nous posons que 'image 2D I(z,y,z) est une image translatée suivant (Oz)
et (Oy) de I'image initiale I. Ce choix permet de préserver les discontinuités des niveaux de
gris suivant la direction (Oz) et (Oy). Chaque plan image peut également correspondre & une
dilatation/ érosion de l'image originale.

Par cette construction de I, et & I’aide de la fonction ®, on aura a chaque instant ¢ €]0,77:
D : {(:z:,y,t) € Ox]0,T] — ®(x,y,t) € R},

qui approchera les discontinuités de I et ainsi, 'ensemble I’ approchera les discontinuités de
1.
La question de la construction de I'image 3D reste néanmoins ouverte.

10.2.2 Espace fonctionnel des représentations admissibles

On introduit désormais ’espace des représentations admissibles V' défini par:
V = H*(Q). (10.1)
Dans le chapitre 13, il sera approché par un espace discret V;, de type éléments finis de maniere
a avoir l'inclusion V;, C V.
10.2.3 Données géométriques

Des contraintes géométriques sous forme de conditions d’interpolation sont introduites
dans notre probleme.
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Soit P = {ai, - ,any} un ensemble de N points a interpoler. Ces points appartiennent a €2
et s’expriment sous la forme:

Vie{l, - N}, ai = (z3,5:).

A chaque instant ¢, les points de P appartiennent au niveau zéro de ® ainsi qu’a 'ensemble
de discontinuités de I, soit:
<I>(ai,t) = ‘I’(l‘i,yi,t) = 0.

On introduit le sous-espace vectoriel K de V défini par:
K ={veV|pw)=0xn}, (10.2)
sachant que (8 est I'opérateur linéaire continu défini par:
B:veV = B(v) = (v(®i¥))iefi, N} € RN,

La forme linéaire 3 est continue car: Vv € V,

1B(v)] < Nl[vllcogy < eN [[v][g2(q)

On en conclut que K est un sous-espace vectoriel fermé de V', comme image réciproque d’un
fermé par une application continue.

10.2.4 Définition des critéres et des contraintes

La méthode des modeles déformables consiste a faire évoluer la représentation vers les
singularités de I'image. La représentation est influencée par des forces internes et guidée par
une force d’image issue d'un potentiel qui pousse la courbe vers les contours présents dans
I'image.

Comme on I'a vu dans I'Etat de ’Art (partie I, chapitre 2), ces forces internes décrivent
les propriétés d’élasticité et de rigidité du modele tandis que les forces externes, dérivant
d’un potentiel, sont liées aux données d’attribut. Dans notre cas, les points de contour sont
assimilés aux points ou le gradient est localement maximal. Le potentiel est ainsi associé a la
fonction gradient de 'image.

Les contraintes géométriques sont les conditions d’interpolation explicitées dans la section
10.1.2.

Critére associé aux forces internes

Le critere Fjy,; lié aux forces internes est défini par: Vv € V,

v (Y 2'U
Bor(0) = [[eatoa)|(Groa))’ + (Goea))’| + eaon|(Galen)® (03
21} 21}
(G @) + 2 (@)’ oy

ou €1(x,y) est le coefficient d’élasticité, ex(z,y) le coefficient de rigidité, avec
V(z,y) € Q, e1(x,y),e2(x,y) > 0. Le premier terme de 'expression de Ejnt(v) relatif aux
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dérivées partielles d’ordre 1 fait apparaitre les propriétés mécaniques de déformation élastique.
Le second, relatif aux dérivées partielles d’ordre 2, les propriétés mécaniques de déformation
rigide. La modulation de ces parametres permet d’influer sur I’élasticité et la rigidité du
modele.

Dans le cadre classique des modeles déformables 2D, accroitre la valeur du parameétre €1 tend
a éliminer les boucles du contour et ainsi a réduire sa longueur (cf. McInerney et Terzopoulos

[77])-

Criteére associé aux forces externes

Les forces externes dérivent du potentiel P relatif aux attributs, dans notre cas, I'attribut
niveau de gris. L’énergie externe F.,; associée aux forces externes est définie par: Vv € V,

Eea:t(v) = /QP(x,y,v(aj,y))dxdy

Les méthodes de prétraitement d’images qui agissent sur les attributs et par conséquent sur
le potentiel, valident cette hypothese (voir par exemple Perona et Malik [88]).

On cherche a localiser la représentation de la structure sur les points de gradient maximal tout
en préservant la régularité du modele. La modélisation consiste donc a minimiser les énergies
précédentes de telle sorte que le potentiel soit rendu infini (ou nul) lorsque la représentation
est localisée sur les points de gradient maximal de I'image. On propose deux expressions pour
I’énergie externe:

Eepi(v) = —a/ |grad (f(m,y,v(x,y)))\2d$dy, a > 0, (cf. Sonka et al. [99]) (10.4)
Q

(%

Eegt(v) = /Q 1+ |grad (f(az,y,v(%y)))’Q

dzxdy, a > 0, (cf. Sethian [96]). (10.5)

Dans la partie numérique, nous utiliserons la seconde expression.

10.2.5 Probleme de minimisation

Les définitions précédentes nous permettent de définir la fonctionnelle E par:
Yv eV,
(10.6)
E(U) = Eint(v) + Eem(v).
Il nous faut déterminer @, représentation optimale minimisant cette énergie,
Trouver & € K,
(10.7)
Yo € K, E(®) < E(v).

Le probleme (10.7) est un probleme non-linéaire de minimisation de fonctionnelle non-convexe
sur un sous-espace vectoriel fermé K de ’espace de Hilbert V.
La non-linéarité de la fonctionnelle provient de la non-linéarité du potentiel.
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On introduit la forme bilinéaire symétrique a définie sur V x V par:

a:VxV-—->NR

ou ., Ov ou. Ov 0%u 0%

0%u ) 0%v
0xdy’  0x0y

+2 )} dzdy.

atun) = [[alwa)|GOGD+ GG + alen)| (DG + (G250

L’énergie E peut ainsi étre exprimée a ’aide de la forme bilinéaire a par: Vv € V,

E(w) = a(v,w) + /QP(m,y,v(x,y))dmdy.

On peut remarquer que a est une forme bilinéaire continue sur V x V.

Proposition 10.2.1

a est une forme bilinéaire continue symétrique sur V x V.

Preuve:

Yu,o €V, on a:

ou  Ov
o) < sup(es(o) [ 1521150+ 5015 ldady
0%, 0%v 6 U 82 0u | 0%
+Sllp 62 7y ’ 2”81:2‘ ‘ 2”8 2| |3x3y”8 a | dy
En utilisant Uinégalité de Cauchy-Schwartz, il vient:
ou ov ou ov
|a(u,v)] < Sgp(el(%y))l\%llmn 15,1122 +Sup(61( ,y))lla—yllm(m a—yHLz(Q)

2 82 2

9%u 9%v
+2815_12P(62(90,y)) Hm”ﬂ(ﬂ)”m”ﬂ(ﬂ)

Posons U un élément de R® défini par:
sup(e1 (2 ,y))ll IIL2

8
SUP(El(x y))H HL2
82
U= SEP(Q(%Z/))H@HL?(Q)
9%y
S‘;}P(Q(%y))HﬁHLQ(Q)

9%u
2
st(lzp(GQ(lf;y))Ha Ay |2 2(Q)

0%

0“u 0“u
+81$P(€2($73/))||@||L2(Q)||@HL2(Q) + Slép(Gz(xay))||a—y2||L2(Q)||a—y2HL2(Q)

(10.8)
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On définit 'V élément de R® de la méme maniére que précédemment en remplacant u par v.

On remarque que :

ou ou
U2 = Slglzp(q(x;y))(H%H%%Q) + Ha_yH%Q(Q))

O*u 4 0%u |y O*u |y
+Sgp(€2($7y))(’\@”m(ﬂ) + Ha—yQHLQ(Q) + QHaxayHm(Q))-

soit,

U112, < max<sgp(el<x,y>), ) sgp(@(x,y))) all3-

En appliquant Uinégalité de Cauchy-Schwartz dans R, on en conclut que :

UV ) < max<sgp(e1<x,y>), 2 sgp(@(x,y))) lullvIlellv-

Soit,
la(uw)] < max<sgp(e1<x,y>>, 2 sgp(@(x,y») allv o]l
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Chapitre 11

Linéarisation du probleme

Le probléme (10.7) est un probléme non-linéaire de minimisation de fonctionnelle non-
convexe sur un sous-espace vectoriel fermé de espace de Hilbert V. Nous proposons de
linéariser le terme non-linéaire de cette fonctionnelle et d’étudier ’existence et 1'unicité du
probléme ainsi obtenu.

L’introduction des multiplicateurs de Lagrange permet de reformuler le probleme (10.7) et
conduit a résoudre une équation sur I’espace V' tout entier.

11.1 Linéarisation du probleme - existence, unicité

On rappelle que le probleme (10.7) est défini par:
Trouver ® € K,
Vv e K, E(®) < E(v),

avec :
V —R

P v ate) + | Pegatey)dsdy,
Q

Suivant les arguments de Vieira-Testé [107], on pose:

Yo eV, T(v) = / P(x,y,v(x,y))dzdy,
Q
ce terme correspondant au terme non-linéaire de la fonctionnelle F.

On linéarise cet élément soit, Vv € V:
T(v) ~ T(vo) + DT (vg).(v — vy),
avec vg fixé dans V.

Ainsi,

UlélIf(E(U) ~ Jg}f{ (a(v,v) + DT(’UQ).’U).
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P
Un calcul simple donne DT (vp).v = / Z—(m,y,vo(:v,y)) v dzdy.
0 0z

On approche le probleme (10.7) par le probleme suivant:
Trouver ® € K,
Yo e K, J(®) < J(v),

avec Yv € V,

i 1(v) = —DT(ug) 0 / OP (w.ys00(z)) v dudy.

(11.1)

(11.2)

Ces notations permettent de faire une analogie avec les hypotheses du théoreme 1.1.3 (par-
tie I, chapitre 1). Nous montrons dans ce qui suit l’existence et 'unicité de la solution du

probléme approché (11.1).

Nous cherchons a appliquer le théoreme 1.1.3. Nous introduisons, pour ce faire, une nouvelle

forme bilinéaire a et nous validons les hypotheses.

Proposition 11.1.1

Considérons la forme bilinéaire a et la forme linéaire | définies en (11.2).

— a est une forme bilinéaire, symétrique, continue sur V. x V.

— [ est une forme linéaire continue sur V.

Preuve:

— a est une forme bilinéaire, symétrique sur V x V. Elle est continue sur V x V d’aprés

la proposition 10.2.1, chapitre 10, partie II .
— Continuité de I:

YveV,

|l(v)] = | DT (vo). ]/ (z,y,v0(x,y))vdzdy|.

1 1
[l(v)| < </Q(g—]:(x,y,vo(:r,y)))2dxdy> i </Qv2d:vdy> 2, (d’aprés Cauchy-Schwartz).

()] < e(wo)llv]l () < e(vo)llv]lv-

D’ou la continuité de I, P ayant la régularité souhaitée.
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Remarquons que la forme bilinéaire a n’est pas V-elliptique. Si v est constante sur Q, (v € V'),
on a en effet a(v,v) = 0. Le théoréme 1.1.3 n’est donc pas applicable immédiatement. Il nous
faut transformer le probleme initial (11.1).

Le probleme (11.1) est équivalent a:

Trouver ® € K,
(11.3)

VYo € K, J(®)+ < B(P) >4 < J(v)+ < B(v) >4,

car 3(®) = f(v) = Ogn par définition de K.

Introduisons la forme bilinéaire G associée a a définie par:
{ VxV->R
G :
(U,U) = a(u,v)—l— < ﬂ(u),ﬂ(v) >N -

On note || - || la norme associée a a. On a alors le lemme suivant.

Lemme 11.1.1

La forme bilinéaire a est symétrique et continue sur V x V.

Preuve:

La continuité de a sur V x V résulte d’une part de la continuité de a sur V x V et d’autre
part de la remarque suivante:

N
Vuw €V x V, | < B(u),fv) >n | =D ulai)v(as),
=1
soit, | < B(u),f(v) >N | < Nllul|co||v]|co-
Le théoréme d’injection de Sobolev 1.1.5, partie I, chapitre 1 donne enfin:

Vuw €V x V, | <B(u),B(v) >~ | < sNlullv[v]lv.

Lemme 11.1.2

—

La norme || - || introduite précédemment est équivalente a la norme || - ||y dans V.

Preuve:

La premiere partie de la preuve est triviale car la continuité de a sur V- x V conduit a
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Vu €V, H/uﬂ < ollullv. La seconde partie de la preuve s’appuie sur plusieurs éléments de
Necas [82]. Nous rappelons les principaur résultats intervenant dans la démonstration.

Lemme 2.7.1 de Necas [82]:

On désignera par P,_1 l’espace des polynomes d’ordre < k — 1. Nous ne travaillerons qu’avec
des domaines pour lesquels
v € Pr1 = |v|pr() < 0o

Soit Q un domaine satisfaisant la condition ci-dessus, k un entier > 1 et p > 1. Alors il
existe des fonctionnelles f;, i € {1,2,--- I} sur ngk)(Q) de sorte que si v € Py_1, on ait
l’équivalence:

!
Z|fiv\p:0<:>v50.

i=1

Wék) (Q) désigne le sous-espace des fonctions f de LP () telles que D f € LP(2) pour || < k.

Théoréme 2.7.1 de Necas [82]:

Soit Q € 7] , fi des fonctionnelles satisfaisant la propriété ci-dessus, k un entier > 1 et
p>1.0nal megalzte.

1

I
crfuly,m ) < [ > D uffpq) + D Ifiul?]? < caful ) -
|a|=k =1

Revenons a notre démonstration. On suppose ici que ¥(x,y) € Q, €1(x,y), ea(z,y) > 0.
V — RN

Considérons la fonctionnelle 3 : v(ar)

— 3 =1
% B (U) \/igf el(xg)

v(an)

Supposons que v € Py, = Y(x,y) € Q, v(z,y) = Const.
v(ar)
Ainsi, < f'(v) >3=0 < : = Opw .

v(an)
D’ou, v=0 car N > 1.

=1
Le théoréme 2.7.1 de Necas [82] nous donne avec { I;_ 9 lexistence de deux constantes

c1 >0 et cg > 0 telles que:

crful? < Y ID%uljaggyt < B'(w) >R < ealul? )

wiP (@) = @)’
lal=1 ?
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De linégalité de gauche, on déduit:

ou ou
- 2 : 2 2 2
Cllgf 61(95,ZJ)|U\W2<1>(Q) < lgf 61(3?,2/)/Q [((%) + (8y) }dxdy—l— < B(u) >N -

D’ou,
min(cligf €1(z,y), i?zf 62(1’,3/))”’&”%/ < a(u,u).

On en déduit I’équivalence de norme et en particulier la V-ellipticité de la forme bilinéaire a.
Le probléme équivalent a (11.1) noté (11.3) se reformule par:

Trouver ® € K,
(11.3)
Yo e K, a(®,®) — I(P) < a(v,w) — I(v).

Les hypothéses du théoréme 1.1.83 sont satisfaites et permettent de conclure a ’existence et
Punicité de la solution ® du probleme (11.1), solution qui vérifie:

decK,
Yo e K, 2 a(P,v) =1(v)

so1t,

PcK,
Vo e K, 2 a(®,v) =1(v).

11.2 Formulation a I’aide des multiplicateurs de Lagrange

Dans ce paragraphe, nous allons reformuler le probléeme (11.1) & l’aide des multiplicateurs
de Lagrange.
L’introduction des multiplicateurs de Lagrange permet d’introduire un probleme sur V tout
entier, contrairement a notre probleme initial formulé sur K, sous-espace vectoriel fermé de

V.

11.2.1 Introduction d’une forme linéaire définie sur 'orthogonal de K

V étant un espace de Hilbert et K C V étant un sous-espace vectoriel fermé de V, V est
somme directe de K et de son orthogonal K+ pour la forme bilinéaire a (cf. théoréme 1.1.1,
partie I, chapitre 1), soit:

V=K@K*+
et K+ ={ucV|a(uv)=0,V%ve K}
Considérons la forme linéaire /KL définie par:

Bt K+ - RY,
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Bk est un isomorphisme topologique (dim RY < o0):
~ ker 31 = K+ nkerp=K+nK ={0}.
— la surjectivité est évidente: Im(( / k1) = RN, On peut remarquer en effet, que pour
7 € RN, l'ensemble K, = {v € V| B(v) = 7} est non-vide (cf. Vieira-Testé [107]
proposition 3.5.1).

11.2.2 Introduction des multiplicateurs de Lagrange

Théoréme 11.2.1

Si @ est la solution du probléme (11.1), alors ® est aussi la solution du probléme suivant
(avec multiplicateurs de Lagrange):

Trouver (®,\) € K x RY,
(11.4)

YoeV,2a(®w)—Il(v)+ < \B(v) >y=0.

Preuve:

~ Si (u,\) € K x RN est solution du probléeme (11.4), alors Vv € K C V, on a:
2 a(u,v) — l(v)+ < \B(v) >n=2 a(u,v) —(v) =0 car B(v) = Ogn.

D’oi, Vo € K,
2 a(u,v) —l(v) = 0.

Par unicité de la solution (cf. théoréme 1.1.3), on en déduit que uw = ®, solution du
probléme (11.1) .

— Supposons désormais que ® est solution du probléeme (11.1).

e K

On a, d’apres ce qui précéde, et unicité de la solution
Yo e K, 2a(®w)—1v)=0

.

Considérons la forme linéaire L définie Vw € K+ par,
K+ —R
| owe l(w).
On sait que ﬂ/KL : Kt — RN = H est un isomorphisme topologique donc tﬂ/Ki :H =
H — (K1) est un isomorphisme.

Ainsi,
VLi € (K*), 3N e H' = H=R", tel que '3/, (\) = L.
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En particulier, pour Ly = L,
MNeH =H=RN,vwe K+, — L(w)+ <" B/ (\),w > g1y g1=0,
Soit, INe H' = H =RN, Vw € K+, — L(w)+ < A\, (w) >pr g= 0.
w étant dans K+, on en déduit qu’il existe un unique A € RN, Yw € K+,
2 a(®,w) — l(w)+ < \,B(w) >pr g= 0.
Soit v fizé dans V mais quelconque, V = K @ K+, I(vo,w) € Kx K+ tel que v = vo+w.
On en déduit que:
2 a(®,w) —(v) =2 a(P,vo + w) — l(vy + w),
Soit, 2 a(®w) — l(v) =2 a(P,w) — l(w), car vy € K.
D’ou,
INEH =H=RN, YveV, 2a(®v)—Iv)+ < \p(w) >n=0.

En remarquant que
B(w) = B(v —vg) = B(v) car vy € K,

on obtient:
INecH =H=RN, YweV,2a(®v)—I(v)+ < \F(v) >y=0,
et finalement:

(PN EKxH =H=R, YocV,2a®v)—I(v)+ < \3v) >y=0.
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Chapitre 12

Le probleme non-linéaire

Dans ce chapitre, nous définissons le probleme d’évolution associé au probleme (10.7). Nous
rappelons en premier lieu la formulation de notre probléeme de minimisation non-linéaire.

Trouver ® € K,
(10.7)
Vv e K, E(®) < E(v),

ou

Yv eV,
B(v) = a(vw) + | Ploga(ey)dudy,
Q
K étant un sous-espace vectoriel fermé de V' espace de Hilbert.
12.1 Quelques résultats sur le probleme statique

Soit w un élément de I'espace de Hilbert V.

E(w+w)—EMWw) = 2a(v,w)+ a(w,w)

/ P(z,y,v+w) — P(x,y,v)dxdy.

Par suite, on a:

|E(v+w) — E(v) — 2a(v,w) — /Q g—f(x,y,v)wdxdm

= la(ww) + e(w)].
Or, a est continue sur V x V, donc il existe C' > 0 constante telle que:

ja(w,w)] < Cllwlf.

(12.1)

(12.2)

(12.3)
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Par ailleurs,

=0.

P
/ P(x,y,v+w)— P(x,y,w)dedy = / a—(x,y,v)wdajdy + e(w), avec  lim
o o 0z [fwllv—o0][wllv

On en déduit donc que:

|E(v+w) — E(v) — 2a(v,w) — /Qg—]:(x,y,v)wdxdy\

=0
||y —0 [wl[v 7

et

E'(v,w) = 2a(v,w) + /Q g—f(x,y,v)wdmdy.

L’opérateur w — E'(v,w) est un opérateur linéaire et continu.

L’énergie E est donc différentiable au sens de Fréchet et par conséquent au sens de Gateaux.
Appliquons désormais le théoréme 1.2.1, U étant dans notre cas le sous-espace vectoriel fermé
K deV.

Les hypotheses du théoreme étant satisfaites, si v est un minimum relatif de F par rapport a

I’ensemble K, on a Vw € K,
E'(v,w) = E'(v).w >0,

L’espace K ayant une structure d’espace vectoriel, —w est un élément de K, on en déduit
donc que:
E'(v, —w) = E'(v).(—w) > 0.

Finalement, on obtient que Vw € K,
E'(v).w = 0. (12.4)

Le probleme (10.7) s’inscrit dans le cadre des problemes d’optimisation avec contraintes
égalités (cf. sous-section 1.2.3 du chapitre 1, partie I).
En effet, le sous-espace vectoriel fermé K est défini par:

K ={veV|pw)=0gn},
sachant que [ est I'opérateur linéaire continu défini par:

B:veV i B(v) = (v(ziyi))iefr, N} € RN,

Dans la suite de I'exposé, on notera par 3;, (i € {1, -+ ,N}), la forme linéaire définie par
V —-R
Bi :
v — v(a;)

La fonctionnelle E et la famille des {3;}, i € {1,--- ,N} sont différentiables au sens de Fréchet
et par conséquent au sens de Gateaux.
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Les fonctions contraintes 3; sont dans notre cas, des formes linéaires. On a donc:

Bi(v).(w) = Bi(w).

On vérifie rapidement le caractére régulier des contraintes (cf. définition 1.2.4) . Soit T la
famille T = {31, --- ,8n5}. Montrons que cette famille est libre. Soit (u1,--- ,un) € RV tel
que:

pif+ -+ punpBy = 0. (12.5)

Considérons désormais ’ensemble K, défini par:
K, = {’U e V] pv) = 7'} = {v eV|Vvjed{l,--- N}, v(a;) = Tj}.

L’ensemble K est non vide (cf. sous-section 11.2.1, chapitre 11, partie II). Prenant succes-
sivement pour 7 la base canonique de RY, on peut construire une famille finie (vi),-e{lj... N}
telle que v;(a;) = d;;. En prenant I'image de chaque v; par (12.5), on en déduit que p; = po =
coo=pun =0.

D’ou, la régularité des contraintes.

La condition du premier ordre pour un optimum lié nous a permis d’établir la relation (12.4),
vérifiée pour tout élément w de K.

Nous introduisons désormais les multiplicateurs de Lagrange afin d’obtenir une équation sur
I’espace V tout entier.

Nous proposons d’appliquer le théoréme 1.2.2 au probléme (10.7). La formulation variation-
nelle du probléme (10.7) & I’aide des multiplicateurs de Lagrange en prenant comme fonction
test une fonction w de l'espace V est la suivante:

Pour que v € K, v régulier, soit solution de notre probleme (10.7), il faut qu’il existe
A= (A1, n)E € RY tel que:

2a(v,w) + /Q %(w,y,v(w,y))wdwdy—i— <\ B(w) >n=0. (12.6)

Nous nous attachons désormais a la détermination du probleme d’évolution associé.

La définition du probleme d’évolution s’inspire de la technique des modeles déformables. Le
principe de cette méthode est d’introduire un terme dynamique a la fonctionnelle F, a savoir,
un terme d’évolution. Ainsi, ® devient une fonction des variables spatiales x, y et de la variable
temporelle ¢. Cela permet de suivre ’évolution de la surface a chaque instant t¢.

12.2 Le probleme d’évolution associé

Le terme d’évolution s’exprime classiquement (cf. [107]) sous la forme:

10

o /Q e(z,y)(®(2,y,t))2dzdy,
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ol € est un parametre de controle eu égard & la norme L? de ®. Plus précisément, e permet
de controler I'ampleur de la déformation de la surface: plus € est grand, moins on déforme la
surface, et inversement, plus € est petit, moins on contraint le modele.

Nous supposerons, lors de la mise en ceuvre numérique, que la fonction € est constante.

Soit T > 0 fixé mais quelconque. On considere le probleme d’évolution associé a (10.7) défini
par:

Chercher & € W(J0,T,V),

vt €]0,T,®(t) € K,

Vw € W(]0,T[,V), w(t) € K, pour tout ¢t €]0,77, (12.7)
J(®) < J(w),

(-, -,0) = By € L2(Q),
ou la fonctionnelle J est définie par:

10

() = 557 | o) (wleait) dody -+ Bw),

E définie en (12.1) et ou ®( représente la condition initiale.

On rappelle que:
V O L)
w(0,T[,V) © C°([0,T],L*()).

Pour résoudre ce probleme, nous utilisons les multiplicateurs de Lagrange.

Par ailleurs, a chaque fonction w : (z,y,t) € Qx]0,T[— w(z,y,t) € R, on associe la fonction
w(t) : (z,y) € Q+— w(x,y,t). On identifie ainsi la fonction w & la fonction ¢ — w(t) définie sur
[0,7] & valeurs dans un espace de fonctions de © dans R.

Comme précédemment, nous introduisons les multiplicateurs de Lagrange afin d’obtenir une
formulation variationnelle du probleme (12.7) sur I’espace V tout entier.

Ainsi, utilisant le théoréme 1.2.2, on donne la formulation variationnelle du probleme (12.7)
a l’aide des multiplicateurs de Lagrange. On prend comme fonction test une fonction v de
I'espace stationnaire V, & désignant I’espace des fonctions définies sur [0,77] & valeur dans RY
et @ une nouvelle forme bilinéaire définie par a = 2 a:

( Trouver (®,\) € W(]0,T[,V) x 3([0,T],RY),
vt €]0,T[: ®(t) € K

YveV:
(12.8)

0P oP
| clwa) Grodedy+a@®)0) + [ Ty blaa)odedy
+< )‘<t)7ﬂ(v) >n=10

\ (I)(v : 70) - (bO S L2(Q), )\(0) = )\() € RN
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Nous concluons par le résultat suivant:

Proposition 12.2.1

En supposant T — oo et sil existe un couple (g,p) € V X RN tel que:
tlirglo@(', - t)=g(-,) dans V.

. 0P . ,
tli)r&a(, - ,t) existe dans V.

lim A(-,t) = p(-) dans RY.
t—o00

Le couple (®,\) étant défini dans le probléme précédent, g et u sont alors solutions du probléme
stationnaire suivant:

(g:1) €V xRN,

g €K,

oP
Vv eV, a(g,w) + / E(x,y,g)vdwdw < p,B(v) >N=0.
Q

Preuve:

lim (-, - ,t) = g(-,-) dans V
00 = lim (- 1) = 0.
tlim E(’ -,t) existe dans V' t—oo Ot *

On passe a la limite dans le probléme variationnel, lorsque t — oo, soit, Vv € V:

t—o00

lim / e(z,y) < 8—(1),1) > dxdy + a(®(t),v) —|—/ a—P(ac,y,<I>(t))vdacaly + lim < A(t),6(v) >n=0.
Q ot Q 0z t—oo

En utilisant la continuité de a ainst que ’hypothése de régularité du potentiel P sur
Q xR, on a:

o P
/e(w,y)< lim a—,v > dxdy + a( lim ®(t),v) + / lim a—(x,y,@(t))vdxdy+ < lim A(¢),8(v) >ny= 0.
Q t—oo Ot t—o0 q t—oo 0z t—oo

< -,- > désigne le crochet de dualité.

On a alors Vv e V;

oP
Q
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De plus, g € K car:
vVt €]0,7], Vie {1,--- ,N}, ®(a;t) =0

et lim ®(a;,t) = g(a;).

t—oo

g(a;)) =0,Vie{l,--- N}

On pose pour la suite: V¢ €]0,77,

P
Loy (v) = - /Q 5 (@9, ®(.y.t))vdudy.

(12.9)

Nous présentons, dans le chapitre 13, la discrétisation du probleme d’évolution (12.8) en temps

et en espace:

on approche la dérivée temporelle par différences finies (schéma implicite). Le terme non-

linéaire est remplacé par un développement de Taylor jusqu’a un ordre k € N.

On réalise ensuite la discrétisation spatiale du probleme approché en temps par une méthode
éléments finis. On obtient ainsi un systéme linéaire, comme nous allons le voir dans le chapitre

suivant.
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Chapitre 13

Discrétisation

13.1 Discrétisation en temps
L’expression du probleme d’évolution (12.8) & l'aide de (12.9) est donnée par:
( Trouver (®,\) € W(]0,T[,V) x 3([0,T],RN),
vt €]0,T], ®(t) € K,

YveV: (13.1)

/e(az,y)%—fvdajdy +a(®(t),v)+ < A(t),8(v) >N= Lo (v)-
Q

\ (I)('v ’ aO) = € LQ(Q), )\(0) =X € RV,

Soit T' > 0, fixé quelconque. Pour la discrétisation temporelle, on introduit classiquement une
subdivision de l'intervalle |0,7] en sous-intervalles de longueur 6¢. On a ainsi: ,, = 6t.m avec

1. =1,
m € {1, ,&}
On cherche a déterminer ® a l'instant t,,. L’équation intervenant dans (13.1) est alors rem-
T
placée par: Vm € {1,--- ’E}
0P -
[ c(w.9) Gt odady +5(@(00) 0+ < Mt 8(0) > = Lage,) (0 (13.2)

13.1.1 Approximation de la dérivée en temps

Un schéma implicite de type différences finies est employé pour 'approximation de la

dérivée en temps. Ainsi, on fait ’approximation suivante: Ym € {1, - - ’E}’
a_q)(t ) ~ (D(x7y7tm) - @(Qj,y,tm_1>
ot~ St '
T

L’équation (13.2) devient alors: Ym € {1,--- ,g},

/Q (1) (b vy +St6(D (1) 0) 45 < A(tm) B0) >N = 6Ly, (0)+ /Q e(2.)® (L1 Judady.
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Cette équation implicite présente une non-linéarité par rapport a 'inconnue ®(¢,,). La tech-
nique des modeles déformables consiste a supposer qu’en t = t,,, la surface est soumise aux
forces d’attraction calculées a 'instant ¢, 1. Cela correspond donc a la substitution de la com-
posante Lg(y,,) par son développement de Taylor par rapport a ¢ au temps ¢,. On propose,
comme dans ce modele, de remplacer Lg,,) par son développement de Taylor par rapport
au temps, a I'instant ¢,,, jusqu’a un ordre k£ € N. Cela implique, en particulier, une certaine
régularité sur ® par rapport a la variable temporelle.

En supposant que ® € C*([0,T],L3(R)), on a:

(6t)*

Laft,)(v) = Low(tn) = Low(tn-1) + 0tL4), (tn1) + 25— LG, () + -+
5t)k k 5t)k
+%prﬁl(tm_1) + %9(&),

avec 6(dt) — 0, 6t — 0T,

La condition de régularité sur ® par rapport a la variable temporelle est liée a I'expression du
développement de Taylor de Lgy,,): elle fait intervenir les dérivées d’ordre k de ® par rapport
T
7_}:

ot

a t au temps t,,—1. Dans la suite, on pose Vm € {1, --

On notera également par Dg(y,, )., l'expression suivante:

1)

6t)? 5t)*
Daty 1y = Lol 1) + 0L (1) + L2 1) 4 10 10 0). (13.3)
T
Le probleme (13.1) discrétisé en temps et approché devient: Vm € {1, -- ’ﬁ}’
( Trouver (™ \™) €V xRY
" e K,
Vo eV, (13.4)

/e(x,y)q)mvd:ndy + o0ta(d™w) + ot < X" B(v) >n= /e z,y)®™ udzdy + StDa(t,,_1)0
Q Q

[ A0) =X € RN, V) € {0,--- ,k}, (®0))0 = &) e L2().

On a alors le théoréme suivant:
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Théoréme 13.1.1

T
On montre que: Ym € {1,--- ’E}’ le probléme (13.4) admet une unique solution (™ \™).

Preuve:

V(u,w) € V. x V, posons A la forme bilinéaire définie par:

A(u,w) = %/ﬂe(m,y)uvdwdy + a(u,v).

A est une forme bilinéaire, continue, symétrique sur V.x V. A est, par ailleurs, V-elliptique

car:

A(vw) = %/Qe(x,y)ﬁdxdy + a(v,v).

infe(x,y)
A(vw) > Qi/zﬂdxdy
ot Q

v v 0%

inf e(x,y)
A(vw) > min(QT, 2min(iI§12f61(x,y),igfeﬂa:,y))) |[v]]2.

D’ou la V-ellipticité de A.

Soit ¢ € V. Posons Yv € V,

1
lo(v) = 5 /Q €(x,y)pvdxdy + Dy .

l, est une forme linéaire, continue sur V.
Pour ¢ fixé dans V, Vv € V, dc > 0,

Do, < cllv]]y

Posons pour ¢ fixé dans V, Vv € V,

Le théoréme 1.1.8 permet de conclure que le probleme
Trouver ® € K,
Vo e K, J(®) < J(v),
ou J est définie en (15.5),

+2 min(il{l)fq(m,y), igfez(x,y))/Q [(%)2 + (8_y)2 + (@)2 +

#
0y?

(13.5)

(13.6)
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admet une unique solution satisfaisant:

¢ c K,
A(®w) =1,(v), Yv € K.

On démontre aisément que les problémes (P,) et (13.6) sont équivalents en prenant @ =
oL,
La démonstration est calquée sur celle du théoréme 11.2.1.

13.2 Discrétisation totale

Pour le maillage de notre domaine €2, nous utilisons des éléments finis rectangulaires de
Bogner-Fox-Schmit [21], (Ciarlet [32]) de classe C', (cf. section 1.3, chapitre 1, partie I).

Soient (%‘)ie{Lm .y les fonctions de base de I'espace d’approximation Vi, C V. M désigne la
dimension de Vj, soit le cardinal de la famille constituée des (¢:)ie(1,... a}-

T
Vm e {1,--- ,&}, on peut décomposer ™ dans la base des ;, soit:
( T
Ymed{l,--- . —
me L)

Aa)jeqr,. ary € RY,

M
e =3 oy
=1

Posons o™ = (') jeq1,.- .M} € RM,

En prenant successivement pour fonction test v = ¢; dans le probleme (13.4), on en déduit

la nouvelle formulation suivante: Vm € {1, - -

. 7&}7
Trouver (o™ \™) € RM x RV

M
®™ ¢ K, ce qui se traduit par Za’j"goj(ai) =0,vie{l,--- N},
j=1

M M N
> /Q e(zy)of ojoidady + 6t af'a(j0) +6t> Niei(ar) (13.7)
j=1 j=1 k=1

M
= Z/ e(x,y)a;-”_lcpjapldxdy + 0tDgm—1 4, -
Q
1

Jj= )
M0) = Xg € RN et V5 € {0,--- &k}, (99))0 = &) € L2(Q).

On est ramené a résoudre un systeme de (M + N) équations a (M + N) inconnues. Matri-
ciellement, il nous faut résoudre le systeéme linéaire suivant:

RX =F
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avec:

X e RM+N — | “M

R, matrice de dimension (M + N,M + N), définie par:

/Qﬁ(x,y)sﬁ + dta(pr,o1) - /Qe(ﬂ:?y)soMcpl +dta(enr,p1)  Otpi(ar) ... dtpi(an)
/G(ﬁ,y)wlwz + dta(pr,02) - /6(%3/)90M<P2 +dta(pn,p2)  Otea(ar) ... Stpa(an)
Q Q
k= /6(%9)80180M + dta(pr,on) - /E(xyy)sﬁw + dta(pn,onmr)  Otonr(ar) ... Oton(an)
Q Q
Oty (al) e 5tg0M(a1) 0 0 0
oty (ag) e otonr(az) 0 0 0
(5tg01(aN) s 6t<pM(aN) 0 0 0
et F' tel que:

Za;n_l/ e(@,y)piprdady + 6t Dym-1 ,,
= 0

‘M

Za;”_I/ e(x,y)pip2drdy + tDgm—1 4,
, Q

F e RM+N —
g a;”_l/ e(z,y)pipnmdrdy + 0tDgm—1 o,
, Q

o O oo

La matrice R est creuse et symétrique du fait de la symétrie de la forme bilinéaire a. Elle
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peut s’écrire sous forme d’une matrice par blocs:
A B

avec

B = (BZJ) ic {17 . ,M} tel que Bz‘j = 5t<pi(aj).
je {1’ c. ’N}

A= (An) kel M) tel que Ay = /Qe(a:,y)aplgokdxdy + dta(pr,en)-
le {17 e 7M}

On a le résultat suivant:

Proposition 13.2.1

La matrice R est définie positive.

Preuve:
Considérons la forme bilinéaire a définie sur V- x V dans R par:
VxV—=R

auw) = (u,v) — /Q‘f(:n,y)uv dz dy + dta(u,v).

Cette forme bilinéaire est symétrique et continue.

= [ e(@y)uv dx dy + 26t [, e (z ,y)[gg g}; + gz gZ]dxdy

2 2
20t [, ea(a,y) |2 Py SEos T 2§ng ik L] ddy.
On a immédiatement:

a(v,v) > min(igfe,%t igf €1,20t i%f e2)||v][%.

D’ou la V-ellipticité de a.
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On pose donc :

avec

{ a™ = (af")ief1,... .M} € RM,
AT = (A")icq1, N} € RN,

(2

On a:

M M M N
EXRX =" ™A™ + 2 '™ B\ = Z Za?‘a?a(gpj,tpi) +2 5tz Za;«n)\;"@j(ai).
j=1i=1 j=1i=1

Soit,
N
'XRX =a(®™,®™)+2 5ty A" (a;).
=1

Or, on a la V-ellipticité de a et on sait que Vi € {1,--- ,N}, ®™(a;) = 0 donc

XRX > 0.

T
On en conclut que R est définie positive et donc inversible. Ym € {1,--- ’E}’ le systéme

admet une solution unique.

13.3 Mise en oceuvre

L’élément fini pour discrétiser notre domaine est 1’élément fini de Bogner-Fox-Schmit
(Bogner et al. [21] et Ciarlet [32]) de classe C!. Les rappels relatifs & la mise en ceuvre
numérique des éléments finis de type Bogner-Fox-Schmit sont formulés dans la section 1.3,
chapitre 1 de la partie L.

Dans la sous-section 13.3.1, nous rappelons néanmoins la relation entre les fonctions de base
de Pélément de référence K (pavé [0,1]x[0,1]) et les fonctions de base de I'élément K (rectangle
quelconque sur Q de dimension hy par hy).
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Dans la sous-section 13.3.2, nous donnons ’expression explicite des éléments constituant la
matrice de rigidité R.

Le calcul du second membre intervient dans la sous-section 13.3.3. L’expression du second
membre contient des informations liées a ’attribut. Une formule d’intégration numérique est
introduite pour la déterminer.

On rappelle enfin, que dans la mise en ceuvre numérique, les parametres de controle €, €1, €
sont supposés constants.

13.3.1 Rappels sur les fonctions de base de K

Soient NV, et N, les nombres respectifs de points de discrétisation dans chaque direction
et hg, hy les pas spatiaux dans la direction z et dans la direction y.
Le domaine € est discrétisé en subdivisant de maniere uniforme ) en rectangle K;; = K,

Ny—2,Ny—2 Ny—2,Ny—2
i€f{0,- Ny—2},je{0-- Ny—2}telque Q= | ) Ky= |J [hai(i+1)he] %
i,j=0 ,j=0

[jhy,(7+1)hy]. Les noeuds du maillage sont notés (x;,y;) = (ihs,jhy) aveci € {0,--- Ny —1},
je {07 7Ny_1}'

On définit la transformation affine W;; suivante:

K-> K
Wz‘j N
(t,w) = (v = z; + thyy = yj +vhy).

Les fonctions de base dans I’élément K sont déterminées classiquement a ’aide de la relation:

K = CsCrlRY o Wi ().

La forme bilinéaire a fait intervenir les dérivées premieres et secondes en x et en y.
On a trivialement:

( Ok CCp 0k} Ok} C,Cp OR}

or  hy Ot 9y  hy, Ov’

D*k] _ CsCp 02k} O*k] _ CsCy O%R1

Oz h2  ot2 7 Oy? hZ  ov?

k] _ CsCp O%RY

dxdy  hghy Otdv

13.3.2 Calcul des éléments constituant la matrice de rigidité

On rappelle que la matrice de rigidité R s’exprime sous la forme:

A B
=5 1)
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avec

B = (Bjj) ic {1, M) tel que B;; = 0tp;(a; ).
j € {L o aN}

A=(A 1 Ay = a .

A (peqr,... oy telaue Aw /QE(:rvy)wsOkdxdy + dtalerer)
le {17 e 7M}

Le maillage réalisé sur 'ouvert €2 fait apparaitre plusieurs configurations de points. Au niveau

de 'implémentation, on numérotera les points du maillage de bas en haut et de gauche a droite.

Dans ce qui suit, nous explicitons le calcul des éléments constituant la matrice de rigidité R.

Posons k' = Kpumeéro du point,- L’indice n correspond a la position du point considéré sur

I’élément K sur lequel on travaille.
En effectuant le changement de variables associé a la transformation affine Wy g, on a:

/elilvlh;gykd:pdy:/eCSC’,,f%Ll(t,v)CnCm/%Zk(t,v)hxhydtdv.
K K

Soit,
1 r1
/Gﬁl,ll‘izkdl’dy:/ / szCrT/}s(t)l/%“(”)Cnmen(t)wm(v)hmhydtdv‘
K 0 JO

A~

1
On constate que cela revient & déterminer les intégrales du type / Ps(t) iy (t)dt avec s,n €
0
1, 4.

Le calcul de la forme bilinéaire a est réalisé de maniere analogue.

~ Ok1 Okay ~ Ok1) OKay %K1 02k,
— 2 ) tl l 3 d d 2 ) )
Ak k) 61/K [ O0r Oz + oy Oy vay + 62/K 0x? 0x?

821€1,l 821€2,k 821%171 82’12,k
oy?  Oy? dxdy Oxdy

] dxdy.

En effectuant le méme changement de variables que précédemment, on en déduit que:

d("ill Ko k) _ 261/ |:CsCr 8/%1,; CnCp, 8/%2,k n C,C, 8,%171 C,C, 8’%2,143
NELAYN i hy ot hy ot hy ov hy v
+2€2/ [CSCT 0%y Cn Oy O*Ra N C,Cy 0%y ) CoCi O%iin . 2CsCr 0211 CuCon Pfia s
| h2 o 0t? h2 ot? hg ov? hg 2 hahy 00V hgh, Otdv

] hahydtdu

hahydtdo.
K

Or, /%l,l = TZJs(t)QZ)r(U) et ’%2,16 = &n(t)lz}m(v)
Il suffit de calculer les quantités du type:
1
/ wgz)(t)ng)(t)dt, avec i,j € {0,1,2} et s,n € {1,2,3,4}.
0

Enfin, les composantes de la matrice B sont obtenues aisément a 1’aide de la relation liant les
fonctions de base associées a ’élément K et les fonctions de base associées a 1’élément K.
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13.3.3 Calcul des éléments constituant le second membre

On rappelle que le second membre s’exprime sous la forme:

Zam 1/ r,y)pip1drdy + 0t Dgm-1

Zam 1/ 1Y) pip2drdy + 0t Dgm-1

F e RMHN —
M
> et / e(z.y)pipmdrdy + 6tDpm—1 4,
=1 L
0
0

Le calcul de l'intégrale du type /e(x,y)ﬁi7k/<j7ldmdy = e/ Kiktjidxdy (e étant constant) a
0 Q

été réalisé dans la sous-section 13.3.2.

Il nous reste a expliciter la quantité: Dgm-1 .. . Dans cette présentation théorique, on limite

le développement de Taylor a k = 2.
Avec les notations utilisées dans la section 13.1.1, on a, on le rappelle:

at?
D@(tm71)7v = L(I,ﬂ)(tmfl) + 5tL<(I>1,?U(tmfl) + TLE}?V)U (tmfl).
On a alors:
( 2
(1) . 0P @ 0P
chjv(tm—l) - 0 822 (x7y7 (‘Tﬂyatm—1>) ot (3’: Y, tm 1)dedy
PP od
L tner) = = | [ G0 b tn ) Gy eantnn) o
82 %P
8 ——5 (@,9,2(2,y, - 1))W(:C,y,tm_1)vd:vdy .

Pour une intégrale sur un rectangle quelconque K du maillage, on a la formule de quadrature
suivante:

D1—1D>—-1

dudy ~ —= F(Thn Ykn 13.
/I((7y)xy D1D2ZZ (TknYrn) (13.8)

k=0 n=0

associée a une subdivision de chaque rectangle K du maillage éléments finis de € en sous-

hy hy

rectangles de surface D—:ED— Dy et Dy représentant les nombres de sous-rectangles dans
1 D2

chaque direction.
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On a les relations suivantes, si (x;,y;) sont les coordonnées du coin inférieur gauche de notre
rectangle K:

(2K + 1)hy

Thp = Tj + ————.
kn ) 2D1

o (2n+1hy

Ykn = Yj + 2D2 .

Cette formulation permet d’intégrer dans le calcul, les informations liées a différents pixels de
I'image.
Le potentiel P caractérise, dans notre cas, la discontinuité de 'attribut “niveau de gris” et il

est défini par:
o

1+ |Vi(zy.2)P

St (Zkn,Ykn, P (Tkn,Yrn)) € Pixel(i,j,k), on fait 'approximation suivante:

P(z,y,z)

opP oP
—_— (0] ~ —(1,7,k).
B (wkn’ykna (xknaykn)) Oz (Za])k)

I n’est connue que de maniére discréte sur la grille de pixels. Pour approcher ses dérivées, on
applique des schémas de type différences finies:

( ~ =~ .. ..
oI oI . . (I(i,j + Lk) — I(i,j — L,k))
812 (.’E,y,Z) — 8557 (Zh]?k) - i 2hmpi§el '
—(z,y,2) ~ —(i,7,k) ~ .
ay( Y,2) %( J:k) ] gyt
oI ol . (I(ijk+1)—I(ijk—1)
@(‘T’yaz) — &(lzjuk) - ZthiJ:el :

\

Les dérivées par rapport a t de ® sont approchées par des schémas implicites de type
différences finies:

0P O (2,y,tm—1) — P(z,y,tm—

E(x,y,tm_l) ~ (@4tm1) 5 (2.tm 2), YmeN, m> 2.
az_q)(x Y.t ) ~ CD(xvyatm*l) — 2¢($7y7tm72) + <I>($,y,tm73)
gz \Ttm-1) = 512 ‘

Au niveau de 'implémentation, comme dans le cadre classique des modeles déformables, nous
nous limitons a k£ = 0.
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Chapitre 14

Exemples numériques et
applications

14.1 Introduction

L’implémentation de la méthode a été réalisée sous Matlab sur un Athlon XP 2500+ (1,8
Ghz). Ce programme permet & chaque instant ¢, de visualiser la représentation dans la base
éléments finis ainsi que la surface associée. Cela permet ainsi de voir 1’évolution de la courbe
initiale vers la courbe finale.

L’utilisateur interagit immédiatement avec le logiciel suivant ces étapes:

— Il affecte des valeurs aux parametres de controle e, €1, €2 ainsi qu’aux pas spatiaux
et temporel. Il détermine également pour tout rectangle K du maillage, le nombre
de subdivisions a réaliser pour la formule de quadrature. Il définit enfin, le coefficient
pondérant le potentiel. Ces parametres sont choisis de maniere globale.

— L’utilisateur choisit la condition initiale, en général un cone elliptique ou un paraboloide.

— Le nombre maximal d’itérations est également enregistré.

— Enfin, 'utilisateur définit les contraintes géométriques, i.e, les conditions d’interpolation
en sélectionnant a la souris ces points. Le role de ces contraintes géométriques est, comme
on I’a vu, multiple: elles peuvent étre imposées dans le modele comme dans le cadre
géophysique. Elles peuvent également contribuer a ’accélération de la convergence de
Palgorithme en ayant un role semblable a celui de la force de gonflage du modele des
“Balloons” (Cohen [38]). La condition initiale peut ainsi étre choisie éloignée du contour &
segmenter. Enfin, ces conditions d’interpolation sont utiles lorsque des données d’image
manquent.

La conception du programme a été réalisée suivant trois phases distinctes:

e En premier lieu, nous avons développé les fonctions relatives a la création de la matrice
de rigidité du systeme. Pour la sous-matrice notée A, les différentes configurations de
points ont été traitées et la détermination des coefficients des différents blocs effectuée
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via le logiciel Maple.
La matrice de rigidité est donc établie et inchangée dans toute la suite de ’algorithme.

Puis, nous avons développé la fonction relative au second membre. A chaque itération,
le second membre doit étre recalculé car I'une de ses composantes dépend du vecteur «
obtenu a l'itération précédente. Chaque maille est subdivisée en sous-rectangles. Plus
la subdivision est fine, plus le nombre de pixels intégrés au calcul est élevé et donc plus
les résultats sont pertinents.

En dernier lieu, nous avons développé le programme principal de ’algorithme qui gere
le choix des parametres de discrétisation et de régularisation, la sélection & la souris des
points a interpoler, le choix de la fonction explicite initiale ®g, I'affichage des images,
I’affichage du contour initial et des contours obtenus aux itérations suivantes. Le pro-
gramme principal appelle également les fonctions définies: création de I'image 3D a
partir de 'image 2D, création de la fonction g appliquée au gradient de l'image 3D,
création de la matrice de rigidité et du second membre.

Notons que les images traitées sont carrées, de l'ordre de 100 x 100 pixels, et sont
extraites d’images plus grandes. Les translations de I'image originale 2D suivant la di-
rection (Ox) et (Oy) ne posent donc pas de difficultés.

Le domaine de définition €2 est défini par: ]0,1[x]0,1].

14.2 Choix des parametres

Les pas spatiaux h, et h, sont choisis de maniere a ce quun élément fini du maillage
comprenne environ de 50 a 100 pixels. Plus les pas dans chaque direction sont petits
(ce qui implique la résolution d’'un systéeme linéaire plus grand), plus les résultats sont
pertinents. On choisit h, et h, de I'ordre de 104

On rappelle que les coefficients €1 et €5 sont supposés constants sur €.

Le fait d’introduire des points d’interpolation dans le modele, contraint beaucoup la
surface. Aussi faut-il prendre des valeurs de €; et ey tres petites pour conférer une
certaine liberté a la surface. Les exemples traités suggerent que des valeurs de 'ordre
de 1072/1073 pour €1 et 1073/1074/107° pour e, sont satisfaisantes.

Le pas temporel dt est lié a la précision du calcul: plus dt est petit, moins on fera d’erreur
entre deux itérations. Des valeurs de 'ordre de 1072 conviennent.

Le parametre € est, quant a lui, fixé a 1 pour I’ensemble des applications réalisées.

Par souci d’optimisation de l'algorithme, le développement de Taylor appliqué est celui
obtenu pour k = 0.

Pour le calcul du second membre, chaque maille est subdivisée en sous-rectangles: le
nombre de subdivisions est 1ié aux valeurs h, et h, et est généralement de I'ordre de
3/4.

Théoriquement, I est définie sur Q x R. Numériquement, nous travaillons sur une image
I correspondant & un empilement d’images 2D et définie sur 2 x J, J étant un intervalle
borné de R contenant la valeur zéro. Les bornes finies de cet intervalle ainsi que le pas
en z (qui conditionnent le nombre de plans images 2D) sont choisis en fonction du
parametre k et de la condition initiale ®g. Les valeurs que prend ®g sur 2 doivent étre
contenues dans l'intervalle J (au moins dans une bande autour du niveau zéro de ®y).
On suppose en effet, que loin du niveau zéro de ®¢, @, ,t) évolue peu et que les valeurs
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restent comprises dans l'intervalle J de référence.

Enfin, Pordre k& du développement de Taylor du terme non-linéaire (qui intervient dans
le calcul du second membre) indique la taille du voisinage d’un pixel courant a connaitre
pour le calcul du second membre.

14.3 Critere d’arrét

L’arrét de l'algorithme est établi de deux manieres distinctes:
1. Soit, on fixe au préalable un nombre d’itérations maximal.

2. Soit, on détermine un seuil £ > 0. Si l'erreur relative entre la solution a l'instant t,, et
la solution a l'instant t,, 1 définie par:

¢
> (@7 (a;) — @™ (ai)?
Eretative = =1 ¢
> (@™ (ay))?
=1

est inférieure a &, 'algorithme est stoppé.
Le terme ( désigne un échantillon de points du domaine 2 pris régulierement sur cet
ensemble.

Le choix 1. est privilégié car loin du niveau zéro la surface n’évolue pas rapidement. L’intégration
de points situés loin du niveau zéro dans le calcul d’erreur biaiserait le résultat.

14.4 Applications numériques

14.4.1 Application sur une image issue de Matlab: cellules sanguines

La premiere application étudiée est réalisée sur une image issue de la toolbox “Image” de
Matlab de dimensions 100 x 100. L’image originale représente des cellules sanguines.
Nous nous intéressons spécifiquement a la segmentation d’une cellule a laquelle s’est greffée
une cellule de taille plus petite.
Le contour initial est choisi convexe. Ce premier exemple permet d’illustrer la propriété de
changement de topologie car ici, la courbe doit segmenter une portion concave.
Par ailleurs, une progression trop rapide du contour (en particulier pour un choix de pas
temporel trop élevé) conduirait & ce que le contour dépasse le bord souhaité pour aller épouser
les points du contour entre la région noire de la cellule et la région blanche, la valeur du
potentiel en ces points étant, en effet, plus petite.
L’introduction des points d’interpolation est justifiée pour deux raisons:

— d’une part, la condition initiale est éloignée du contour a segmenter (cf. figure 14.1).
L’utilisation des modeles déformables classiques serait vaine ici. Les points d ’interpo-
lation permettent, des la premiere itération, d’attirer la représentation vers le contour
d’intéreét.

— d’autre part, la condition initiale intersecte la petite cellule. Les points d’interpolation
sur cette portion de I'image assure la bonne segmentation de cette petite cellule.
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Nous présentons dans ce qui suit, la condition initiale et les points a interpoler. Les parametres
appliqués ici sont les suivants: h, = h, = 0.1, soit 100 pixels par maille, 6t = 0.001, € = 1,
€1 = 0.01, e = 0.001, pas_z = 0.01. Le nombre de subdivisions de chaque maille pour la
formule d’intégration numérique est égal a 4 dans chaque direction. Le contour n’évolue plus
au bout de 23 itérations et le temps de calculs est de ’ordre de deux minutes.

Fi1G. 14.1 — A gauche, le contour initial ainsi que les points d’interpolation, a droite, la surface
® initiale associée.

Des la premiere itération, le contour interpole les points donnés. Nous proposons ici une figure
représentant le contour a la cinquieme itération ainsi que la surface associée.

Fic. 14.2 — A gauche, le contour obtenu a la cinquiéme itération. A droite, la surface ®
associée.

Quelques étapes de 1’évolution du contour sont données ci-aprées, ainsi que le contour final.
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itération 18 itération 23

Une autre application de cette méthode sur l'image des cellules sanguines est disponible
dans [69]. Dans cet exemple, il y a plus de conditions d’interpolation (7) ce qui a pour effet
d’accroitre la vitesse de convergence.

14.4.2 Application sur une image issue de Matlab: cellule de la moelle
osseuse

Dans l'application suivante, nous nous intéressons a la segmentation d’une cellule de la
moelle osseuse. Cette image de dimensions 120 x 120, est issue de la toolbox “Image” de
Matlab. Elle est relativement complexe car la texture de la région autour de la zone d’intérét
(la cellule blanche) est peu homogene (cf. figure 14.3): on est donc en présence d’un nombre
élevé de minima locaux du potentiel P ce qui peut interrompre prématurément la progression
du contour. Partant d’un contour extérieur a la cellule, il est donc nécessaire d’introduire des
points d’interpolation dans le modele afin d’attirer le contour vers les singularités que 1’on
souhaite extraire.

Nous présentons dans ce qui suit, la condition initiale et les points a interpoler. Les parametres
appliqués ici sont les suivants: h, = h, = 0.1, soit 100 pixels par maille, 6t = 0.001, € = 1,
€1 = 0.001, e = 0.001. On constate que par rapport a ’exemple précédent, la valeur du
parametre €; est plus petite. En effet, les points d’interpolation (en particulier les quatre
points situés sur la région périphérique supérieure) contraignent beaucoup le modele et une
valeur de €; plus grande fait que les forces de régularisation supplantent la force d’image.
Aussi, le contour ne s’arréte pas correctement sur le bord recherché, en particulier sur la partie
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Fi1c. 14.3 — Représentation en niveaux de gris du potentiel P sur le plan image z = 0 (i.e
image originale I). Les zones en gris/noir sont des régions pour lesquelles les valeurs du
potentiel sont proches de 0.

gauche de I'image. Ce résultat est cohérent avec la théorie puisque, augmenter la valeur de €;
tend a réduire la longueur du contour. Le nombre de subdivisions de chaque maille pour la
formule d’intégration numérique est égal a 5 dans chaque direction. Le contour n’évolue plus
au bout de 18 itérations et le temps de calculs est de 'ordre de 170 secondes.

F1G. 14.4 — A gauche, le contour initial ainsi que les points d’interpolation, a droite, la surface
® initiale associée.
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Quelques étapes de I’évolution du contour sont données ci-apres, ainsi que le contour final.

¥ ¥

itération 2 itération 7
itération 12 itération 18

14.4.3 Données réelles: Segmentation d’une séquence d’images médicales.
Evaluation non-invasive de I’hypertension artérielle pulmonaire

L’imagerie par résonance magnétique (IRM), méthode non-invasive d’acquisition d’images,
est devenue une technique majeure de I'imagerie médicale moderne (cf. http://www.med.univ-
rennesl.fr/cerf/edicerf/BASES/BA004_idz.html pour plus d’informations ). Outre sa voca-
tion “morphologique”, elle revét un caractere fonctionnel (volumétrie, quantification de pa-
rameétres) et est vouée a des développements importants.

Récemment, 'IRM a permis d’estimer les valeurs de la pression au niveau de 'artere pulmo-
naire principale chez des patients suspectés d’hypertension artérielle pulmonaire, (cf. Laffon
et al. [65], [66] et [67]).

Cette mesure nécessite de connaitre la vitesse du flux sanguin et I’aire de la section artérielle
au cours du cycle cardiaque, ce qui peut étre réalisé par un codage en vélocité du signal RM
(cf. Laffon et al. [67]).

Cependant, chez les patients agés souffrant de dyspnée, I’acquisition des données ne peut étre
réalisée de fagon optimale et en particulier la section de ’artére pulmonaire principale ne peut
étre clairement identifiée dans son intégralité. Dans ce cas, pour pallier cette difficulté, le pra-
ticien suppose que la section de l'artére pulmonaire principale a une forme ronde (hypothése
qui d’un point de vue anatomique est tout a fait recevable ) et trace manuellement le contour
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de la coupe transversale de l'artere avec cette hypotheése a priori sur les zones altérées de la
coupe.

Bien que raisonnable, cette hypotheése conduit & une incertitude quant aux mesures de la
pression chez un sujet donné.

L’idée est donc d’introduire des contraintes géométriques dans le processus de segmentation.

Nous avons travaillé en collaboration avec le CHU du Haut-Léveque de Bordeaux sur une
séquence d’images qui correspond a des coupes perpendiculaires a l'axe de l'artere pulmo-
naire principale chez un patient de 78 ans souffrant de dyspnée et suspecté d’hypertension
artérielle pulmonaire. La figure (14.5), (image en magnitude extraite de la séquence) illustre
le probleme qui vient d’étre évoqué précédemment. La qualité de 'image est moyenne: la
portion de la coupe de ’artere pulmonaire principale indiquée par la fleche est floue et ne
permet pas l'identification claire de la section artérielle. L’affaiblissement du contraste entre
la section artérielle et la région périphérique est lié a trois facteurs principaux (cf. Laffon et
al. [67], [66] et [65]):

— Effet du volume partiel, particulierement présent au niveau de la région précisée par la

fleche.

— Turbulences du flot (corrélées avec la gravité de I'hypertension artérielle).

— Contraste émoussé & la fin de la phase diastolique du cycle cardiaque (di & Pabsence
du phénomene d’afflux de protons).

Fi1Gc. 14.5 — Image 1 de la séquence étudiée - la région flechée est la région d’intérét pour
notre étude: coupe de l’artére pulmonaire principale.

Nous présentons dans ce qui suit la séquence d’images étudiée dans son intégralité. Cette
séquence est constituée de 5 images.

Seule la segmentation de la premiere image nécessite d’introduire des points d’interpolation.
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Image 3 Image 4

Image 5

FiG. 14.6 — Images provenant du CHU du Haut-Lévéque, Hopital de Bordeauz.

Nous introduisons 5 points d’interpolation: 3 des points sont situés sur la zone ou le contraste
est affaibli, les 2 autres nous permettent d’initialiser le contour loin de la solution. Les pa-
rametres appliqués sont les suivants: 6t = 0.05, € = 1, ¢ = e = 107°, h, = hy = 0.1 et
le nombre de subdivisions dans chaque direction dans la formule d’intégration numérique est
de 5. Les parametres de régularisation €; et e sont tres petits afin de conférer une certaine
liberté au modele. Le contour n’évolue plus apres 30 itérations et le temps de calculs est de
150 secondes.

Nous présentons ci-apres les résultats obtenus.
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contour initial itération 1 itération 9

itération 15 itération 22 itération 30

F1a. 14.7 — Etapes de l’évolution du contour (zoom de la partie traitée).

La segmentation de la séquence totale est disponible & 1’adresse suivante: http://www.univ-
pau.fr/~cgout/chubdx/index1.htm.

14.4.4 Données réelles: Segmentation d’une séquence d’images médicales

On conclut cette section par une application a une nouvelle séquence d’images de coupes
du tronc artériel pulmonaire. La figure 14.8 correspond a une image prise dans cette séquence
décrivant le cycle cardiaque, avec une résolution temporelle de 30 millisecondes. Le patient
était en respiration libre pendant les 6 minutes d’enregistrement. La séquence étudiée com-
prend 4 images (cf figure 14.9). Nous nous attachons & la premiere image de la séquence. Sur
la premiere image (taille 60 x 60), nous avons défini trois points & interpoler situés sur la partie
périphérique inférieure. Dans cette partie de 'image en effet, la texture est plus homogene et
le contraste est par conséquent moins marqué entre ’artére pulmonaire principale et la région
qui ’entoure.
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Fia. 14.9 — Séquence d’images de coupes du tronc artériel pulmonaire: Images provenant du
CHU du Haut-Léveéque, Hopital de Bordeauz.
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Nous proposons dans ce qui suit les figures représentant la condition initiale et les points
d’interpolation ainsi que quelques étapes du processus de segmentation. Les parametres ap-
pliqués ici sont les suivants: h, = hy = %, soit 36 pixels par maille, 0t = 0.005, e = 1, ¢; =
0.01, e = 0.001. Le nombre de subdivisions de chaque maille pour la formule d’intégration
numérique est égal a 3 dans chaque direction. Le contour n’évolue plus au bout de 43 itérations

et le temps de calculs est de 'ordre de 100 secondes.

Fi1G. 14.10 — A gauche, le contour initial ainsi que les points d’interpolation, & droite, la
surface ® initiale associée.

Quelques étapes de ’évolution du contour sont données ainsi que le contour final.

itération 1 itération 7
itération 18 itération 43
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Chapitre 15

Introduction

Dans les parties précédentes, nous avons introduit le formalisme mathématique des modeles
déformables puis en avons proposé une approche fondée sur la méthode “level set”. Cette refor-
mulation du probleme classique des modeles déformables permet en particulier de s’affranchir
des difficultés liées a la paramétrisation.

Caselles et al. [23] ( ainsi que Malladi et al. [74], [75], [72] et [73]) ont proposé de nouveaux
modeles géométriques des contours actifs. Ces modeles sont fondés sur les concepts d’évolution
de courbe. Ainsi, il ne s’agit plus d’un probléme de minimisation d’énergie mais d’un probléme
d’évolution de courbe: le front se propage avec une vitesse qui dépend de deux composantes,
I'une relative a la régularité de la courbe, 'autre liée a 'information sur 'image qui attire
le contour vers le bord de I'objet a segmenter. Une équation aux dérivées partielles satisfaite
par la courbe est introduite dans la modélisation.

Dans [24], Caselles, Kimmel et Sapiro montrent qu’un cas particulier des contours actifs clas-
siques est équivalent a rechercher une courbe géodésique dans un espace de Riemann dont la
métrique est définie a ’aide de I'image.

Dans la méthode proposée ci-apres, nous introduisons des contraintes géométriques dans
un modele de type contours actifs géodésiques ([24]). Ces contraintes géométriques appa-
raissent via un ensemble discret de points S a approcher (cf. sous-section 16.1.1, chapitre
16). Une approche “level set” (cf. sous-section 16.1.2, chapitre 16) compléte notre étude.
Dans la modélisation, un probléeme de minimisation de fonctionnelle est d’abord introduit,
puis le théoreme d’Euler-Lagrange permet de formuler ’équation aux dérivées partielles sa-
tisfaite par la fonction solution (cf. section 16.2, chapitre 16) .

L’existence et I'unicité de la solution de viscosité de cette équation aux dérivées partielles
sont démontrées dans le chapitre 17.

La discrétisation du probleme d’évolution est réalisée a 'aide d’un schéma AOS (Additive
Operator Splitting, cf. Weickert et al. [109] et [110] ), dans le chapitre 18. Des applications
numériques sont données dans le chapitre 19.
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Chapitre 16

Modélisation

16.1 Modele

16.1.1 Introduction du probleme de minimisation

Soit I : @ — R une image définie sur 2, un sous-ensemble ouvert borné de RY (on
aura préalablement régularisé l'image originale par filtrage gaussien). Nous nous contenterons
de développer notre méthode dans le cas particulier N = 2, cette méthode étant aisément
généralisable au cas d’une dimension supérieure.

Comme souligné dans la partie introductive, nous proposons une méthode de type contours
actifs géodésiques (voir Caselles et al. [24]) incluant des contraintes géométriques.

Ces contraintes géométriques apparaissent dans notre modele via un ensemble discret de
points a approcher.

Soit S = {x; € Q,i € {1,--- ,N}} cet ensemble fini de points appartenant au contour de
I'objet a segmenter.

Le but du probleme est donc de déterminer une courbe I' C 2 approchant au mieux les points
de S et segmentant 1’objet considéré (ie. localiser la courbe sur les points de gradient maximal
tout en I'ajustant sur les données géométriques). Mathématiquement, cette courbe satisfait
le probléeme de minimisation introduit dans la modélisation.

L’information liée a I'image est modélisée wvia la fonction g : [0,00[— [0,00], telle que g(0) = 1,
g positive, strictement décroissante et satisfaisant lim g(s) = 0 (voir Caselles et al. [23] et
S§—00

Chan et Vese [28]). On définit en général, une fonction g du type:

g(s) ,p=1,2.

T 14 sP
Cette fonction est appliquée au gradient de I'image, soit:

1

IV = T TP

(16.1)

Ainsi, localiser la courbe I" sur les points de fort gradient revient a rendre g proche de 0.
Les figures suivantes traduisent cette caractéristique. Sur la figure 16.2, les valeurs de g proches
de 1 sont en blanc, les valeurs proches de 0 en gris.
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Fia. 16.1 — Image initiale. F1a. 16.2 — Représentation de la fonction g
1

associée, g : S

1+ s2°

Les contraintes géométriques sont introduites dans le modele & ’aide de la fonction distance
d définie par:
{ Vo e Q, d(z) =d(z,S) = inf |y — x|,
yeS

dz) =0<=2z€S.

Nous cherchons donc a localiser la courbe I' sur les points de gradient maximal
(9 — 0) tout en approchant au mieux les points de S (d — 0).

Nous proposons de minimiser 1’énergie suivante:

E(I) = /F dg(|VI])ds. (16.2)

Dans ce but, partant d’une condition initiale I'g, nous appliquons une méthode de descente de
gradient & I’énergie. Nous construisons une famille de courbes I'(¢) telles que pour ¢ croissant,
I’énergie introduite dans le modele décroisse.

16.1.2 Approche “level set”

Comme vu précédemment, ’approche “level set” (cf. Osher et Sethian [85] ou partie I,
chapitre 6) consiste a représenter le contour I' implicitement via une fonction explicite ®. Plus
précisément, I' est considéré comme le niveau zéro de la fonction explicite @ .

Nous verrons, par la suite, qu'un probleme d’évolution est introduit. A chaque instant ¢, on
reconstruira I'(t) en prenant le niveau zéro de ®(-,t) définie par:

{ Q x [0,00[— R
D .
(z,y,t) — (z,y.t)

)
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telle que
L(t) = {(z.y)| ®(z,y,t) = 0}.

Posons Z(t) la région définie a l'intérieur de I'(¢).

La fonction ®(-, - ,t) est telle que:
O(-,-,t) <0 sur Z(1).
O(-,-,t) =0 sur I'(¢).

(-, - ,t) >0 sur Z¢(¢).

Ainsi, le probléeme de minimisation d’énergie (16.2) introduit dans la section 16.1.1 se refor-
mule, & I'aide de ’approche “level set”, par:

Déterminer ® telle que:

F(®) = min F(©), (163
() = /Q A(e)g (VT ()| VH (€(z.y))|dady. (16.4)

H est la fonction de Heaviside (en dimension 1). On approche H par une fonction régularisée
H, e — 0, C' ou C? et on pose 6. = H! (pour plus de détails, voir Chan et Vese [28], [29],
Chan, Sandberg et Vese [26], Vese et Chan [106], Zhao et al. [114]).

L’énergie peut ainsi se réécrire sous la forme:

Fe(®) Z/Qd(x,y)g(Vf(w,y)\)&(‘b)V‘I’(%y)ldﬂfdy, (16.5)

ou ’on rappelle que / 3e(@)| VP (z,y)|dxdy est une approximation de la longueur de la courbe
Q

de niveau zéro notée I', de .

Pour la régularisation de H, nous renvoyons le lecteur & Zhao et al. [114] qui proposent pour

H, la fonction suivante:

1siz>ce€

0siz<—e

He(z) =
1 z

1 Tz
142+ Zsin(EE)| si 2| < e
5 +6+ﬂ_szn(€) ilz] <e
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16.2 Minimisation de la fonctionnelle

16.2.1 Minimisation a I’aide du théoréeme d’Euler-Lagrange

Dans cette partie, nous minimisons ’énergie F, et déterminons I’équation aux dérivées
partielles associée, satisfaite par ®.
Nous appliquons le théoréme classique d’Euler-Lagrange (Dubrovin et al. [47] théoréme 37.1.2).
Dans ce qui suit, on pose (z,y) € Q.

Dans notre modele, le lagrangien L est défini comme suit:

0P 09

gva—y) = 0e(®)d(2,y)g(IVI(z,y) )|V (2,y)]. (16.6)

L(l'?y?@?

oo
p= 8_.177
Posons: - 0 Il vient alors:
oL ,
% = 0 (®)d(z,y)g(IVI(z,y)])|[VE(z,y)].
8_(1)
8c(®)d(x.y)g (| VI (zy)]) 2L
€ b ) ’v(I)‘ N
8_<I>

56<¢>d<x,y>g<rv1<x,y>>%.

o _
ap

oL _
{ Jq

Puis,
g—é = 6/(®)d(x,y)g(|IVI(z.y)])|VE(z,y)|.
(8_(1))2
0 (28 - @) a)a(IVI () ‘avx%
0

%[ap
+4.(8) 3 |ale)a(V 1)) 2.

&)
OL) _ (@) d(a)g(| VT (x.)]) \@y%@

s {d@,y)guww,ym%] |

o
0y 0q

Do,

oL 0 0L 0 0L

o ol 5] =0 d@din <d(x,y)g(]VI(x,y)])%> —0.  (167)
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L’équation d’évolution associée ( t paramétrant la direction de descente dans la méthode de
descente de gradient) est ainsi définie par (cf. Zhao et al. [114]):

00

22 = b (@)div <d(x,y)g(]VI(x,y)])%>. (16.8)

Dans ce qui suit, nous proposons une démonstration alternative pour établir ’équation d’évolution
satisfaite par .

16.2.2 Démonstration par utilisation de la dérivée de Gateaux

Nous cherchons dans ce qui suit a déterminer la dérivée de Gateaux de I'énergie F,. La
dérivée de Gateaux de F, en ® dans la direction ¥ est donnée par:

F!(®,¥) = lim F(@+ 1Y) - F(®)

h—0 h
Soit,
F(® + h¥) — F.(®) =
/Q d(z,)g(|VI(2.9))5(® + hY)[VP + hVU|dzdy
- [ dtw9)a1V 1) 6@ VBl dndy,
Il vient

F.(® +hV) - F.(®) =

V|2 <Vo,VV >
h? 2h
TN T T war

/Q () g(IVI(.9))5.(® + hw>|v<1>|\/ 1 dudy

- /Q d(.9)g (V1 () ])6.(®)| V@ |ddly.

On déduit aisément de ce qui précede, utilisant un développement de Taylor en h que:
F/(®,0) =

/Q A()g(V 1 () )6(@) ¥ |V | drdy

+/ d(:c,y)g(IW(x’ymée@)M
Q

dxdy.
vo Y
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Clairement,

F/(®,0) =

/Q d(e.9)g (VI (2.)])|V®|6 (@) Ududy

- 3[d<x,y>g<\v1<m,y>|>6€<¢> ]wxdy+ [ a1, 8) o
00z 20 Vo

—/Q[d(x D9V T )6 (®) 2 ]\Ifda:dy+/ () g(1V T ()])0 (@) 2 % do
00y ’ ’ ‘ o0 ‘VCI)’ Y

Ce qui se réécrit par:

F{(®,V) =

-~ [[sc@din (g1 So- ) vy

0P 0D
/d x,y)g(|VI( ,y)|)‘( ’) (6 l/m—I—a—yuy)da.

Soit,

F/(®,0) /(5 dw( (x,9)g(|VI(z, y)\)’g;)\lldmdy

5(2) 0%
+ [ a1 S5 5, vdo

La condition d’Euler-Lagrange donne F!(®) = 0, soit:

5.(®)div <d<z,y>g<|w<x,y>|>%) ~0
(@) 0D
IV®| dv jo0

(16.9)

=9

=0.

avec la condition au bord

o
— désigne la dérivée normale de ® au bord.

ov

Remarque 16.2.1

On retrouve logiquement le probléme d’évolution obtenu en (16.8).

Vo

Les propriétés géométriques du front sont explicitées comme suit. Les expressions k = div( \V 3| —)
. Vo . . . s »
et 1 = Vo) correspondent respectivement a la représentation “level set” de la courbure
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moyenne et de la normale unitaire extérieure. L’équation aux dérivées partielles (16.9) satis-
faite par ® peut donc se reformuler par:

5.(9) (d<x,y>g<|w<x,y>|>m+ < V(d(ay)g(IVI(zg)]) it > ) —0. (16.10)

On constate qu’il y a un équilibre entre la force associée au potentiel et la tension de la sur-
face. On peut faire un parallele avec la méthode classique des modeles déformables, méthode
qui traduit un équilibre entre une énergie de régularisation et une énergie d’image associée a
un potentiel.

16.3 Quelques résultats préliminaires

Dans cette section, nous prouvons que ’énergie F, est une fonction décroissante du temps
et nous formulons quelques remarques sur I’équation aux dérivées partielles obtenue en (16.9).

16.3.1 Décroissance de F,
Proposition 16.3.1

L’énergie F, est une fonction décroissante du temps.

Preuve:

On utilise les mémes arguments que Zhao et al. [114].

dF;
T®) = [ de)a(V1))3L@)8 TP dody
<Vo, (VD) >
+ [ dtw)g191Gn) D@ = gy,
0 VO
soit,
dF., . Vo
(@) = [ 5@ (ae)a(VIa)) Lo ) Bedsdy
0®
+ / d(x,9)g(|VI(2.)))6. (@) 2L B, do,
o0 VO
0P
Py = —.
avec Py T
L’équation d’évolution (16.8) et les conditions auz bords donnent:
dF. Ve >
P) =— D)di I — <0. |
@ = [ (a@aio(aenav 1) Ty ) ) dody <0
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Dans ’équation d’évolution (16.8), on constate que lorsque le minimum local est atteint, le

i)
terme d’évolution i tend vers 0, ce qui signifie que 1’état stationnaire est atteint. La surface

et par conséquent le contour n’évoluent plus.

Un rescaling peut étre réalisé afin que le mouvement s’applique a toutes les “level sets” et cela,
en remplagant 6.(®) par |[V®|. Cela n’affecte en rien la solution obtenue a ’état stationnaire.
Comme le soulignent Zhao et al. [115] ou Alvarez et al. [5], le flot est ainsi indépendant de
léchelle de @, autrement dit, si 'on remplace ®, par h(®), avec h(0) = 0 et h'(®) > 0,
I’équation est invariante.

)
Le probleme parabolique avec les conditions aux bords = 0 sur 012, v étant la normale
v

extérieure unitaire, s’écrit:

(I)(J),y,()) = Py (x>y)

P VO

o= |V<1>|d(rc,y)9(lw(ﬂ:,y)I)dlv(WH < V(d(zy)g(|VI(zy)]),V®>. (16.11)
0P

= 0 sur Of).

16.3.2 Equation d’évolution des “level sets”

L’équation d’évolution de ® est donnée par:

%_T — |V®|div (d(my)g(\w(%ym%)

L’équation d’évolution d’une “level set” quelconque notée I' est donnée par:

P = d(e.g)g(VI(@p))ri— < V(d@p)g(IVI(w.y))7 > 7, (16.12)
., Vo . Vo o
avec K = dw(w) et i = Vo (normale unitaire intérieure).

En effet, pour une “level set” quelconque, on a:

®(T'(t),t) = constante. (16.13)

En dérivant (16.13) par rapport a la variable temporelle ¢, on obtient:

d

y [@(L(t),t)] =0 < VO > +Py = 0.

Carole Le Guyader - LMI INSA Rouen



Part. III, Chap. 16. Modélisation 151

Ainsi, avec la relation (16.12) et la définition de 7, on en déduit que:

Oy = d(x,y)g(IVI(z,y))s[VO|+ < V(d(z,y)g(IVI(z,y)]), VO > .

Une comparaison immédiate peut étre établie avec le modele classique des contours actifs
géodésiques de Caselles et al. [24]. Dans leur modele, 1'équation d’une “level set” quelconque
est donnée par:

'y =g(|VI(z,y)|)kii— < Vg(|VI(z,y)|),7 > 7. (16.14)

On retrouve, dans les deux modeles, ’équation de la chaleur %; = k7 qui revét des propriétés
géométriques lissantes. Une analogie avec la force interne régularisante du modele des contours
actifs peut ainsi étre réalisée.

La composante du type — < Vg(|VI|),7i > 7 qui apparait dans (16.14) (modele de Caselles
et al. [24]) garantit une bonne extraction des contours en particulier lorsque les variations
du gradient le long d’'un bord sont grandes. En effet, le champ de gradients est tel qu’au
niveau d’un bord, les vecteurs pointent vers le milieu du contour. Nous verrons dans la partie
consacrée a la mise en oeuvre numérique de notre modele (cf. partie III, chapitre 18 ) que
I’ajout de contraintes géométriques sous forme de conditions d’interpolation (terme — <
Vdg(|VI|),i > 7i de notre modele ) modifie ’allure du champ.

Enfin, la composante — < Vg(|VI|),7i > 7i permet également de détecter les objets de forme
non convexe et d’assurer ainsi les changements de topologie si nécessaire.

Ce terme peut étre mis en parallele avec la force d’image du modele classique des contours
actifs.

La convergence de notre modele peut étre accélérée en ajoutant dans I’équation d’évolution
d’une “level set” (16.12) la composante kdg(|VI|)7i, k constante, qui peut étre interprétée en
terme de contrainte d’aire. L’analogie avec le modele des “Balloons” de Cohen [38] et la force
de gonflage est immédiate: cette composante évite au contour de s’arréter sur un minimum
local non significatif.

Notons qu’elle est nécessaire dans le cas ou le contour initial est & l'intérieur de l'objet a
segmenter.

Le probleme parabolique associé est donc:

(P(l’,y,()) = (I)O(xvy)'

9 \Voldy)g(VI(r.y))div( o)+ < V(d(zy)g(|VI(2.4)]).VE >

ot VO (16.15)
T kd(z.y)g(|VI(.9)])| VD).

0P

ey =0 sur 9.
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Remarque 16.3.1

On propose, dans ce qui suit, une démonstration alternative (voir aussi Aubert et Kornprobst
[8]) pour déterminer ’équation d’évolution satisfaite par T'. Cette démonstration est réalisée
sans utiliser la formulation “level set” du probléme.

[0,1] — R2

- (g

1
/dg(IVII)dSZ/ d(€(9)g(IVI(%(q)))|€" (q)ldg,
r 0

Soit € la courbe définie par € :

avec ds = |€"(q)|dq.

Considérons désormais la famille de courbes (€ (t,q)): avec t paramétre temporel tel que t > 0
0

et ¢(0,q) = ¢(q), €(t,0) = €(t,1), %(tuo) = 3—<j(t,1) pour t > 0.

On considére la fonctionnelle J définie par:

1
sty - | A (t0)9(V 1 ()| - (1) da

Afin d’alléger les notations, on adoptera dans la suite les notations suivantes: € = € (t,q),

d=d(€(t.q), 9= g(IVI(E(t,9)]) et J = J(€(t,q))-

Déterminons la dérivée temporelle de J. < -,- > désigne le produit scalaire euclidien dans R2.

_ 06 9F
L o€ O g Dqt
/ — —_— _ _—
70 = [ < Ve G > 150+ do 7
9q

On intégre par parties le dernier membre du corps de droite de l’équation, soit,

0%
J(t) = /01 < Vldg) G > 1301 < %[dgg—%],% > dg.
54!
Par suite,
0% ov 0%

! dg 0 [ dq dq dg 0%\ 0¢
/ P — J— —— —— — —
v _/0 [<V(d9) 7 aq[‘a% ] < de)”a% ~ 76 o >]|8q dg:
dq dq dq Jq
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06
Avec T le vecteur tangent unitaire (f = g—%), 1 le vecteur normal unitaire, K la courbure
|6—q

¢ sachant dT—ldT—"'l't'
et sachant que —— = ’%| a = k1, il vient:

dq

1

-~ = 0¥\ | 0¢
J'(t) = / [<V(dg) —dgkii— < V(dg),T > T, —t>} |8—q|dq.
0

En remarquant que dans la base (T'7),

on obtient finalement:

0¢

! ot
"(t) = no> 1 — i, — ) ||—|dq. 16.1
70 = [ (< > - agen. 5] 1 aq (16.16)

En conclusion, la direction pour laquelle J(t) décroit le plus rapidement est la direction pour

0
laquelle les vecteurs e et ( < V(dg),i > —dgm)ﬁ sont colinéaires de sens opposés, soit
d’aprés (16.16):

o€
5 = (dgr— < V(dg)ii >)ii. (16.17)

16.3.3 Régularisation de la fonction distance d

Dans "équation d’évolution (16.8) satisfaite par ®, on constate que le terme Vd est bien
défini excepté aux points équidistants d’au moins deux points de ’ensemble S et aux points
de S. En effet, la fonction d(z) = d(x,S) est continue comme 'inf d’un nombre fini de fonc-
tions continues mais n’est pas différentiable aux points équidistants d’au moins deux points
de ’ensemble S et aux points de S: le gradient n’est donc pas défini en ces points.

d satisfait I’équation eikonale |Vd| = 1. Dans le chapitre 17 consacré a 'existence et I'unicité
au sens de la viscosité de la solution du probleme, nous avons besoin d’une certaine régularité
sur la fonction d. Pour ce faire, nous utilisons les propriétés régularisantes de la courbure &,
propriétés développées dans le livre de J.A. Sethian, [96] dont une des remarques est que: “A
front propagating at a speed 1 — ex for € > 0 does not form corners and stays smooth for all
time. Furthermore, as the dependence on curvature vanishes, the limit of this motion is the

entropy-satisfying solution obtained for the constant speed case” (partie 2, section 4 , page 28
de [96]).
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Dans le chapitre suivant, nous rappelons les éléments fondamentaux de la théorie de la vis-
cosité (cf. Crandall, Ishii et Lions [45]) et prouvons l'existence et 'unicité de la solution de
notre probleme.
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Chapitre 17

Existence et unicité de la solution
du probleme d’évolution

17.1 Rappels et définitions sur la théorie de la viscosité

La notion de viscosité a été introduite en 1981 par Crandall, Ishii et Lions [45]. Cette
théorie est née de la nécessité de résoudre des problemes posés par les équations de Hamilton-
Jacobi (pour plus de détails sur la théorie et la discrétisation des équations d’Hamilton-Jacobi,
voir Barles [14], Abgrall [1], Augoula et Abgrall [10], Bardi et Capuzzo-Dolcetta [12], Lions
[71], Sethian [96] Part. II chapitre 3). Tres vite, la notion de “solutions de viscosité 7 est
apparue comme une notion de solutions faibles bien adaptée pour les équations elliptiques
non-linéaires, éventuellement dégénérées du second ordre.

Rappelons dans ce qui suit, le cadre général de la théorie de la viscosité. Cette partie est
largement imprégnée du User’s guide to viscosity solutions de Crandall, Ishii et Lions [45] et
du cours de Barles [15].

La théorie de la viscosité s’applique a des équations aux dérivées partielles qui peuvent s’ex-
primer sous la forme:

F(z,u,Du,D*u) = 0 dans €, ouvert de R™, (17.1)

ot F est une fonction définie sur & x R x R x S(n) — R, Du étant le gradient de u, D?u la
matrice Hessienne et S(n) désignant I’ensemble des matrices symétriques muni de la relation
d’ordre usuelle.

Le premier avantage de cette théorie est qu’elle autorise des fonctions simplement continues
a étre solutions d’équations fortement non-linéaires du second ordre. Cette théorie fournit
également des théoremes d’existence et d’unicité avec prise en compte des conditions aux
limites.

La caractéristique fondamentale de F' est de satisfaire la condition de monotonie:
F(zyp,X) < F(x,s,p,Y), r<s Y <X, (17.2)

avec r,s € R, z,p € R", XY € S(n) muni de la relation d’ordre usuelle.
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La propriété (17.2) est équivalente aux deux propriétés suivantes:

F(z,rp,X) < F(z,5pX),r<s. (17.3)

F(zyp,X) < F(zx,yrpY), Y < X. (17.4)

La propriété (17.4) est dite condition d’ellipticité. Quand ces deux conditions sont réunies,
on dit que F est propre.

Nous vérifions que les conditions sur F' sont satisfaites pour notre équation. Remarquons que
pour les problemes paraboliques, si (z,r,p,X) — F(t,x,r,p,X) est propre pour ¢t € [0,T] fixé,
alors le probleme parabolique associé

ug + F(t,x,u,Du,D*u) =0

I’est également.

Soit (z,y) € Q.
L’équation aux dérivées partielles satisfaite par ® s’écrit sous la forme:

Gt~ IV Rl g 1w din( )= < Vdea)alVIza)]). V0 >

—kd(z,y)g(IVI(z,y)))| Ve[ = 0. (17.5)

Développons dans ce qui suit le terme de divergence. Un calcul élémentaire donne:

2 2 2 2 2 _
Dy — |V¢>|d(x,y)9(|VI(x,y)|)<gT?V+qjaT§ _ CR +(g_§)2§§2+ (&SI 1)
— < V(d(z,y)g(IVI(zy))), Ve > —kd(x,y)g(|VI(z,y))|[ Ve[ = 0. (17.6)
Avec p = < i ; > € R2, notons p|?2p la matrice définie par:
PQp _ 1 ( % p1p2)
pl2 P2 \pip2 3 )

En introduisant cette matrice dans la relation (17.6), on en déduit ’expression de F:

F(zyrp,X) = —d(z.y)g(|VI(2,y))trace(X) + d(z,y)g(|VI(xy)|trace (2 ﬁf X) (7.7

— < V(d(z,y)g(IVI(z,y)]),p > —kd(z,y)g(|VI(z,y)|)|p|
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De maniere triviale, la condition (17.3) est satisfaite puisque F' ne dépend pas explicitement
de r: F(x,y,rp,X) = F(z.y,p.X).

Attachons nous désormais & la condition de monotonie (17.4). Il nous faut comparer F'(x,y,p,X)
et F(z,y,p,Y) pour Y > X.

L’ensemble des matrices symétriques est muni de la relation d’ordre usuelle, a savoir:

X <Y < Ve e R* — {0}, X <¢'ye.

Soit A(p) la matrice définie par:

., PP
A(p) = Id e

Supposons p # 0. A(p) est semi-définie positive puisque: V¢ € R? — {Op2}
tel que & = ( ? ),
2

1
= W(flPQ - 52171)2 > 0.

&' A(p)¢
La matrice A(p) est semi-définie positive. Ses valeurs propres sont positives et il existe une
base orthonormée de vecteurs propres telle que: D = P'AP, P étant une matrice orthogonale
et D une matrice diagonale a composantes positives. On peut donc écrire A sous la forme
t avec o la matrice définie par o = PD3.
Ainsi, revenant & notre probléme initial, on a:

A=o0

trace(AX) = trace(co'X) = trace(c' X o).
2
Soit, trace(AX) = ZanJi, avec g; la i colonne de o. (17.8)
i=1
Supposons, Y > X, il vient naturellement:
Vi€ {1,2}, 0! X0o; < 0lY 0.
Les fonctions d et g étant positives, on en conclut que:
—d(z,9)g(|VI(z.y))trace(A(p)X) = —d(z,y)g(|VI(z,y)|)trace(A(p)Y). (17.9)
L’inégalité (17.9) donne le caractere dégénéré elliptique de F.

Le cadre général de la théorie de la viscosité étant posé, nous amorcons la partie consacrée aux
définitions de sur-solution, sous-solution et solution de viscosité, F' étant continue et propre.
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17.1.1 Définitions

Dans Crandall et al. [45] ainsi que dans Barles [15], la notion de viscosité est introduite &
I’aide du principe du maximum comme suit:

Supposons que u € C%(0) et que:

F(zu(z),Du(z),D*u(z)) < 0. (17.10)

Supposons de surcroit que ¢ est C?(&) (0 étant un ensemble ouvert de R™) et que & € € est
un maximum local de u — . Cela implique que D(u — ¢)(2) = 0 et D?(u — ¢)(2) < 0, soit:

Du(i) = Dp(2),
{ D?u(&) < Dyp().
Le caractere dégénéré elliptique de F' conduit a:
F(zu(2),Dy(2),D%p(£)) < F(&u(Z),Du(z),D*u(z)) < 0.

Nous pouvons désormais donner une définition des solutions de viscosité dans le cas de solu-
tions continues:

Définition 17.1.1

u € C(0) est solution de viscosité de l’équation F =0 si et seulement si:

V& € C*(0), si xg est un mazimum local de u — ®, on a :

F(x0,u(x0),D®(x0),D?*®(20)) <0, (17.11)

et
VO € C?(0), sixo est un minimum local de u — ®, on a :

F(x0,u(x0),D®(x0),D?*®(x0)) > 0. (17.12)

Si w ne vérifie que (17.11) (resp. (17.12)), on dira que u est sous-solution de viscosité (resp.
sur-solution).

Crandall, Ishii et Lions [45] ainsi que Barles [15] donnent une définition des solutions de vis-
cosité fondée sur les notions de sur et sous-différentiels d’ordre 2.
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Définition 17.1.2 Sur et sous-différentiel d’ordre 2 d’une fonction continue

Soit u € C(0). Le sur-différentiel d’ordre 2 de u au point x € O est le sous-ensemble conveze
de R™ x S(n) noté D>Tu(x) qui est constitué des couples (p,M) tels que:

uly) — ulw) ~ (py — ) — 3 My~ 2)-ly — ) < Olly — ), (17.13)

pour y € O voisin de .

Le sous-différentiel d’ordre 2 de u au point x € O est le sous-ensemble convexe de R™ x S(n)
noté D%~ u(x) qui est constitué des couples (p,M) tels que:

uly) = ul@) ~ (py = 2) = 5 My~ 2)-(y — ) = Olly — =1?) (17.14)

pour y € O voisin de .

St u est deux fois différentiable en x alors:
D*%tu(z) = {(Du(z),M); M < D*u(x)},
D>~ u(z) = {(Du(z),M); M > D*u(x)}.

Théoréme 17.1.1

1. uw e C(0O) est sous-solution de l’équation F' =0, si et seulement si, pour tout x € O':
Y(p,M) € D> u(x), F(zu(z),p,M) <0. (17.15)
2. uw e C(0) est sur-solution de l’équation F =0, si et seulement si, pour tout x € O':

Y(p,M) € D> u(zx), F(z,u(z),p,M) > 0. (17.16)

Dans la section suivante, nous prouvons ’existence et I'unicité de la solution de notre probleme
aux conditions au bord de Neumann homogenes au sens de la viscosité. Notons la disconti-
nuité de F' pour Du = 0.

Une premiere approche nous avait conduit & exploiter le fait que notre équation était une
équation de type géométrique.

Dans [16], Barles établit des théorémes de comparaison pour les solutions de viscosité d’équations
elliptiques ou paraboliques fortement non-linéaires associées a des conditions au bord du type
Neumann non-linéaires. Il définit également des théoremes d’existence et d’unicité pour les
équations de type géométrique.

L’application de ce théoreme a notre probleme s’est révélée délicate et en fait peu adaptée a
celui-ci du fait des conditions au bord simples.

Ainsi, sous les conseils du Professeur Guy Barles, nous nous sommes orientés vers les travaux
de Ishii et Sato [61], puis vers une approche différente d’Alvarez et al. [5].
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17.2 Preuve de ’existence et de 'unicité du probleme d’évolution

17.2.1 Préambule

Dans les deux théoremes que nous appliquons pour démontrer I'existence et 'unicité de
la solution, nous avons besoin d’hypotheses communes vérifiées par les fonctions x €  —
d(x)g(|VI(z)|), z € Q — (d(a:)g(]VI(a:)D)% et x € Q — V(d(z)g(|VI(x)])). La fonction d
est la fonction distance présentant la régularité souhaitée (cf. partie II, chapitre 16, section
16.5.3).

Dans ce paragraphe, afin d’alleger les écritures, on pose ci(x) = d(z)g(|VI(x)|), ca(z) =

(d(2)g(IVI(2)])? et cs(x) = V(d(z)g(|VI()])).

— La premiere hypothese est que la fonction ¢; et la fonction |c3| sont bornées.
La fonction z — d(z) et la fonction x +— g(|VI(x)|) sont bornées sur €2 donc le produit
est borné sur 2.
La fonction z — ¢'(|VI(x)]) est bornée. Avec des hypotheses naturelles sur I'image I,
(I est supposée étre une fonction lisse obtenue a partir d’une fonction attribut discrete
que l'on a préalablement prétraitée par filtrage gaussien - on suppose de plus que la
fonction (x1,12) +— |VI(z1,22)] € WL ), I'hypothese |c3| bornée est donc légitime.

— La seconde hypothese est que les fonctions (ci)ie{l,... ;3 sont lipschitziennes.
Rappelons le théoreme suivant (cf. [30] section 2.3).

Théoréme 17.2.1

Une fonction dérivable f : Q — RM o0 Q est un ensemble ouvert et connexe dans RN
est lipschitzienne si:

sup || f'(2)]| < oo.
e

La fonction s +— g¢(s) est lipschitzienne, de méme pour la fonction s — ¢'(s) et la
fonction s +— ¢”(s). Ces fonctions sont représentées ci-apres.
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Avec les hypotheses naturelles sur I'image I, le critere nécessaire du théoreme 17.2.1

pour obtenir le caractere lipschitzien de z — g(|VI(z)|) est validé.
Le produit de deux fonctions lipschitziennes bornées est lipschitzien donc la fonction

x +— c1(x) est lipschitzienne.
Un raisonnement analogue est valable pour la fonction x — c3(x).
L’hypothese “co lipschitzienne” est plus délicate a valider car la fonction ¢y s’annule en

particulier sur les points de S.
On utilise un théoréme issu de Freidlin [51] que 'on rappelle ici.

Théoréme 17.2.2

T
Si Zaij(a;))\i)\j >0, a” = ¥ pour z € R" et a¥(z) € C%, pourij € {1,2,-- 1}
ij=1
alors il existe une matrice symétrique o(x) telle que o(x) = a(x), les éléments de la

matrice étant lipschitziens,

|05 (2) — o5(y)| < eVHa —y,
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ot ¢ est une constante qui dépend seulement de la dimension de l’espace et

82 i
He e (2,
C€R i kl=1,- r OTOT

Avec ce qui a été démontré préalablement, les hypothéses du théoreme sont validées et 1’on
peut conclure au caractere lipschitzien de la fonction cs.

Par la suite, on notera 1/C, C1, x les constantes de Lipschitz respectives de x — (d(z)g(|VI(x) |))%,
z—d(z)g(|VI(z)]), x — V(d(x)g(|VI(z)|)) et 8, Cs les bornes supérieures de x — d(z)g(|VI(z)])
et z — [V(d(z)g(IVI(2)]))].

17.2.2 Caractere géométrique de I’équation d’évolution, théoreme de Barles

Une premiére approche fondée sur le théoréme 4.2 de Barles [16] nous a conduit & constater
que I’équation d’évolution de notre probleme avait la propriété d’étre géométrique.
On définit dans ce qui suit, la notion d’équation géométrique (cf. définition 4.1 de Barles [16]).

Définition 17.2.1

Une équation qui s’écrit sous la forme u; + F(x,t,Du,D?u) = 0, (x,t) € Qx]0, + oo| est dite
de type géométrique si la fonction F satisfait

F(2,t \pAM + pp (R) p) = AF (w,t,p,M) (17.17)

Vr e R", t €]0,+ oo, pe R", M € S(n), A >0, u € R.

On vérifie que notre probleme d’évolution satisfait 1’égalité (17.17)

F est définie, on le rappelle par:

Flatp.X) = —d@)g(VI@)trace((I — PBP)X) — < V(d(x)g(VI())p >

|p|?
— kd(2)g(|VI(2)])|pl,
avec x € (.
Le calcul de F(z,t,Ap,AM + pup @ p) donne:
F(a,t ApAM + up @ p) = —d(x)g(|VI(z)|)trace((I - pf?f)(m + @ p))

—A < V(d(x)g(IVI(2)]).p > =Akd(x)g(|VI(x)])]p|-
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Soit,

PQp

F(xt \pAXM + up @ p) = \F(x,t,p,M) — ud(a:)g(\VI(a?)Dtrace((I — W

)P Q).

trace((I — p|;8i2p)(p®p)) =0.

D’oi,
F(z,t,A\p,AM + up @ p) = AF(x,t,p,M).

Notre équation est donc de type géométrique.

Dans [16], Barles établit des théoremes d’existence/unicité pour les solutions de viscosité
d’équations elliptiques ou paraboliques fortement non-linéaires associées a des conditions au
bord du type Neumann non-linéaires. L’application de ce théoreme est délicate a réaliser
dans notre cas, en particulier dans la construction de la fonction test, notée wg (dans Ishii
et Sato [61]). Ce théoreme de Barles s’applique en effet dans les cas non réguliers pour
lesquels le théoreme de Ishii et Sato ne s’applique pas. La preuve n’en est que plus lourde,
particulierement dans la preuve de 'unicité qui nécessite la construction d’une fonction test.
Guy Barles nous a donc orienté vers I'article de Ishii et Sato [61], dont les conditions sur le
domaine d’étude sont moins restrictives et pour lequel la construction de la fonction test est
plus simple.

17.2.3 Enoncé du théoréme et application au probleme

Nous donnons ci-dessous un résultat préliminaire.

Proposition 17.2.1

Sip,qg € R" — {Orn}, alors on a la relation:

P4, _lp—d

lpl gl ~ min(|p|,|q|)”

Preuve:

Dans la suite, (-,) désigne le produit scalaire euclidien classique dans R™ et | - | la norme
associée.

Supposons que min(|p|,|q|) = |p|. Démontrons que:

|
p— Pl < p— g2
lq|
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Cela équivaut a prouver que:

_ ol
lq|
|p|

Remarquons que (1 — W) € [0,1] et avec l'inégalité de Cauchy-Schwartz, il vient:

2(1 )(p,g) < laf* — |p|*-

21 ‘%)(z),q) < 21pl(al - Ipl)-

Ayant |p| < |q| par hypothése, on en conclut que 2|p|(|q| — |p|) < |q|? — |p|? et finalement:

2(1— ) (p.a) < lal* — [p*.
m

L’article de Ishii et Sato [61] s’inscrit dans le cadre particulier des équations paraboliques
présentant une singularité en p = 0 avec des conditions aux bords du type dérivée oblique
non-linéaire. Par comparaison avec 'article de Barles [16], les domaines considérés sont plus
généraux. Ce cadre inclut donc des problemes plus complexes que celui auquel nous nous
attachons ici. Cependant, 'application de ce théoréme est d’une approche semblable a celle
utilisée dans le cadre de la démonstration de Barles, mais ses hypotheses sont plus simples a
valider.

Nous présentons dans ce qui suit, les différentes hypotheses du théoréeme. Comme Ishii et Sato

[61], nous notons p opérateur défini par p(p,q) = min(%,l). Nous supposons enfin,

que Q est un domaine borné de R™ avec un bord C.

1. FeC(]0,T] x QxR x (R*—{0}) x "), S désignant I'espace des matrices symétriques
n X n équipé de la relation d’ordre classique.

2. Tl existe une constante v € R telle que pour tout (¢,2,p,X) € [0,T] x 2 x (R"—{0}) x S™,
la fonction u — F(t,z,u,p,X) — vyu est croissante sur R.

3. Pour tout R > 0, il existe une fonction continue wg : [0,00[— [0,00[ satisfaisant
wr(0) =0 telle que si X, Y € S™ et py,u2 € [0,00] vérifient:

X 0 I -1 I 0
<0 Y>§M1<_I I>+’u2<0 1—)7

F(t,xu,p,X) — F(ty,u,q, —Y) (17.18)

alors

> —wR(m(rm Ut p(p.0)?) + pin 4 I — al + o — (1 +max<rp\,rq\>)),

vt € [0,T), z,y € Q, u € R tel que |u| < Ret p, g € (R* — {0}).
4. B € C(R" x R")CLYR" x (R™ — {0})).
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5. Pour tout = € R™, la fonction p — B(z,p) est positivement homogene de degré 1 en p,
ie, B(z,Ap) = A\B(z,p), VA > 0, p € R" — {0}.

6. Il existe une constante positive 8 telle que < v(2),D,B(z,p) >> 6 pour tout z € I et
p € R" — {0}. v(z) représente la normale unitaire sortante de 2 en z € 99.

Dans leur article, Ishii et Sato supposent que la fonction wg est croissante sur [0, + ool.

Théoréme 17.2.3 (Ishii et Sato [61])

Considérons le probléme suivant:

ug + F(t,xu,Du,D?u) = 0, sur ]0,T[x,

(17.19)
B(xz,Du) = 0 conditions au bord,

satisfaisant u(0,x) = g(z) pour x € Q.

Supposons que les conditions 1, 2, 3, 4, 5 et 6 sont satisfaites. Alors, pour toute fonction
g € C(Q), il existe une unique solution de viscosité u € C([0,T[xQ) au probléme (17.19)
satisfaisant w(0,x) = g(z).

Nous appliquons ce théoréeme a notre probleme spécifique, pour lequel F' est défini par:

F(t,xu,p,X) = —d(z)g(|VI(z)|)trace((Id — %)X)— < V(d(x)g(|VI(x)|)),p > (17.20)

— kd(z)g(IVI(x)[)|pl

On suppose k > 0.
A étant la matrice symétrique, semi-définie positive:

Alzp) = d(a)g((VI(2)|)(Id — p@%,

F' s’exprime sous la forme:
F(t,zu,p,X) = —trace(A(z,p)X)— < V(d(z)g(|VI(2)])),p > (17.21)

— kd(x)g([VI()])Ipl

1. F présente une singularité pour p = 0. F' est continue partout ailleurs. Le premier point
est satisfait.

2. F ne dépend pas explicitement de u donc toute constante négative ~ satisfait le second
critere.
Par la suite, on pose F' = F(t,x,p,X).
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3. L’inégalité du point 3 conduit a: Vr,s € R,
(Xrr) + (Ys,8) < pulr — s + pa(|r* + [s]).

En prenant successivement r = o(x,p)e; et s = o(y,q)e;, ((e;); base canonique), (A(x,p) =
o(z,p)ot(z,p)), on obtient:

trace(A(z,p)X) + trace(A(y,q)Y)
< ptrace <(o(x,p) —a(y,q) (o(z.p) - U(%Q))t)
iz (VD + (910D ).

6 étant la borne supérieure de x +— d(z)g(|VI(z)]), on a alors:
tmce(A(x,p)X) + trace (A(y,q)Y)

< ly/d(@)g(IVI(z )I)H— d(y)g(\W(y)l)%IQﬂL%uz-

De plus, on a la relation:

V/d(@)g([VI(z >|>H d(y)g(\vuy)r)ﬁj,ﬁ

— |(\/d@)g(IVI@)]) — /d(y)g(IV Iy >>%+ d(y)g([VI(y >|><|| %)R
Soit,

Vd(@)g(VI(z >|>|| d<y>g<|w<y>\>|||2

< 2(\/d@)g(VI(@)]) — /d)g(IVIy)))* + 2d(y)g(IVI(y )Mm—m\?

En utilisant la proposition (17.2.1) et en posant /¢ la constante de Lipschitz de la

fonction x +— +/d(z)g(|VI(z)]), on en conclut que:

trace(A(z,p)X) + trace(A(y,q)Y)

< (2<|x P+ 89p<p,q>2) 26,

Il nous faut évaluer 'expression F(t,z,p,X) — F(t,y,q, — Y), soit:
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F(txp,X)—F(ty,q, —-Y)=— (trace(A(:c,p)X) + trace (A(y,q)Y))
<<V( (2)g(IVI(z)]).p > — < V(d(y)g(IVI(y )|)),Q>>
k(a9 1))l - AoVl ).

On a la relation:

| < V(d(@)g(IVI(2)]),p > — < V(d(y)g(IVIy)]))q > |
< [ < V(d(2)g(IVI(2)])) = V(dy)g(IVI(y)))p > |+ < V({dy)g(VIW)).p —q> |

Posant « la constante de Lipschitz de la fonction z — V(d(x)g(|VI(z)])) et Co la borne
supérieure de |V (d(x)g(|VI(x)|))|, il vient:

| < V(d(2)g(|[VI(x)]).p > = < V(d)g(IVI(Y)])g > | < rlz—ylmax(|p],|g])+Calp—gl.

En procédant de maniere analogue, posant C la constante de Lipschitz de la fonction
x— d(x)g(|VI(z)|), on obtient:

]d<x>g<1w<x>r>\pr - d<y>g<rw<y>|>\qr]

< ](d<z>g<\w<x>|> - d(y)g(\wwm)m' n \ eIV Iw))| | -
< Cy|z — ylmax(|pl,|q|) + 0||p| — |al|,

< C1lz — ylmax(|p|,|q]) + 0]p — ql.

Do,
_(F(t’xaan) - F(t7y7Q7 - Y))
<m (QC |z —y]? + 89p(p,q)2> + 204
+(k + kC1)|z — ylmax(|pl,|q]) + (C2 + k0)[p — q|.
Par suite,

—(F(t,x,p,X) — F(ty.q, — Y))

< max(2¢,80,C + kf,x + kCh) [m (p(p.q)? + |z — y[?)

tuz+lp—ql+lz—y|(1+ maX(\pl,IQI))} :

11 suffit alors de prendre wg(l) = max (2{,80,C’Q+k0,/€—|—k01)l pour satisfaire la condition
3. wr(0) = 0.
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4. Notons v(x) le vecteur normal unitaire sortant a 92 au point x. Dans notre cas,

B(xz,p) =< v(z),p>.

Le point 4 est satisfait suivant des conditions sur v (v, champ de vecteurs C11).
5. Il est aisé de vérifier que B est positivement homogene de degré 1: B(xz,\p) =< v(z),\p >=
A < v(z),p >= AB(z,p), YA >0, p € (R? — Op2).
6. Soit z € 09.
< v(z),DpB(z,p) >= lv(2)]* = 1.

Il suffit de prendre 8 = 1 et la derniere condition est satisfaite

17.2.4 Approche de Caselles et al. et Alvarez et al. - Application au probleme

Nous nous concentrons désormais sur une approche différente de la preuve de 'existence
et de I'unicité de notre probleme. On s’intéresse au caractere “bien posé” de notre probleme.
Dans ce sens, nous suivons les arguments de Caselles et al. [23] et [24] et Alvarez et al. [5]: nous
prouvons l’existence et 1'unicité de notre probleme au sens de la viscosité pour une condition
initiale bornée, continue et lipschitzienne. Nous rappelons la formulation de notre probleme,
pour x € {2:

G~ V@ VI@))dio( o)~ < V(dla)a(VT @),V >
—kd(z)g(|VI(z)|)|Vul =0, sur [0, 4+ oo[x£2,

(17.22)
u(0,x) = up(x),
ou
o 0 sur oS

Pour simplifier les notations, on définit la fonction ¢ par:
¢:x—d(x)g(|VI(z)]).

ou
axi

Avec les notations Jju = et la convention classique de sommation d’Einstein, notre

probleme s’exprime par:

% —c(x)aij(Vu)diju— < Ve(x),Vu > —ke(x)|Vu| = 0, avec (t,x) € [0, + oo[x(2,
u(02) = uo(z), (17.23)
ou

EY 0 sur 012,

avec ai;(p) = 65 — T;TQJ sip#0etc(x)>0.
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Whee(R?) désigne I'espace des fonctions bornées lipschitziennes.

Théoriquement, dans le cadre du traitement d’images, I’équation devrait étre définie sur un
domaine R de R? (en pratique, sur un rectangle de R?). Un choix naturel est de prendre
[0,1] x [0,1]. Dans ce cas, des conditions aux bords doivent étre définies: la condition de

u N . .7 . .
Neumann — = 0 sur JR s’avere bien appropriée au cadre du traitement d’images. Cela cor-

respond en léffet (voir Alvarez et al. [5]) & la réflection de 'image par rapport au bord et
permet de ne pas imposer de valeurs au bord.

Nous suivons la méme démarche qu’Alvarez et al. [5] et Caselles et al. [23], et nous simpli-
fions le probleme en cherchant des solutions de 1’équation aux dérivées partielles périodiques
satisfaisant u(z + 2h) = u(x), Vh € Z2, Vo € R

La fonction ¢ et la condition initiale u(0,x) = ug(z) sont périodiques, de méme période que
u. Dans toute la suite, nous travaillons dans ce cadre précis.

Rappelons les définitions de sur et sous-solutions de viscosité a ’aide du principe du maxi-
mum, dans le cas des problemes paraboliques:

Définition 17.2.2 Sous-solution de viscosité

u € CO([0,T] x R2?), T €]0, + oo| est sous-solution de viscosité de l’équation aux dérivées
partielles de (17.23) si: V@ € C*(R x R?), si (tg,z9) €]0,T] x R? est un mazimum local de
u—®, on a la relation :

0P
E(towo) — c(x0)ai; (VO (to,20))0:5 P (to,z0)— < Vc(x0),VO(to,z0) > —ke(z0)|VO(to,70)| <0,

51t V®(tg,zo) # 0.
0P .
E(toﬂfo) — c(zo) lim sup a;;(p)di;®(to,x0) <0,
p—0
St V@(to,l’o) =0.

Définition 17.2.3 Sur-solution de viscosité

u € C([0,T]xR?), T €]0,+00] est sur-solution de viscosité de I’équation aux dérivées partielles
de (17.23) si: V® € C*(R x R?), si (to,z0) €]0,T] x R? est un minimum local de u — ®, on a
la relation :
0P
E(ta,l‘o) — C(l’o)aij(V‘I’(to,xo))aijq)(to,.xo)— < Vc(xo),vq)(to,xo) > —kc(.%'o)‘vq)@o,xo)‘ > 0,
St V(I)(to,wo) 75 0.
0P o
E(to,l‘o) — c(z0) lim pgoaij(p)ﬁijﬁto@o) >0,
St V(I)(to,ﬂjo) =0.

u est solution de viscosité si elle est a la fois sous et sur-solution de viscosité.
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Théoréme 17.2.4

1
2

Avec les hypothéses sur les fonctions x — c(z), v — c2(x), © — Ve(z) (cf. sous-section

17.2.1), soient ug,vg € C(R) N WLH>(R).
ou
Alors, posant (§) ¢ Ot
u(0,7) = ug(r), v € R?
1. (&) admet une unique solution de viscosité

c(@)ai;(Vu)diju— < Ve(z),Vu > —ke(z)|[Vul = 0, avec (t,x) € [0, + oo[xR?,

u € C([0, + 0o[xR?) N L>®(0,T; WH*(R?)), VT < oo

et u satisfait:
inf up < u(t,z) < sup up.
R2 R2
2. Soit v la solution de viscosité associée a la condition initiale vy. Alors, pour tout T €
[0,00],

sup_[|u(t,") — v(t,)|[zoo®2) < [[uo — voll Loo (m2)-
0<t<T

Nous allons faire la preuve de ce théoreme. Celle-ci est largement inspirée des travaux de
Caselles et al. [23] et Alvarez et al. [5]. Comme eux, nous nous concentrons d’abord sur l'esti-
mation du second point du théoreme qui nous permettra d’en déduire ’unicité de la solution.
u et v sont deux solutions de viscosité respectivement associées aux conditions initiales ug et
V0.

On considere que (tg,z0,yo) est un point de maximum de la fonction définie par:
u(t,z) — v(ty) — (4e) Lo —y/* = At, t € [0,T], z,y € R%, \,Te > 0.

La premiere étape consiste a prouver que tg = 0. On raisonne par ’absurde et on suppose
que tg > 0. On cherche a établir une contradiction.

La preuve est fondée sur le théoréme 8.3 de Crandall, Ishii et Lions [45]. Ce théoreme est
rappelé brievement dans ce qui suit:

Théoréme 17.2.5 (Théoréme 8.3 de Crandall et al. [45])

Soient u; € USC((0,1) x O;) pouri=1,--- k, O; étant un sous-ensemble localement compact
de RN, Soit o la fonction définie sur un voisinage ouvert de (0,T) x Oy x --- x O, et telle que
(t,xy, - xp) — p(t,zr, -+ o) est continument différentiable en t et deux fois continiment
différentiable en (z1,--- ,x) € O X --- X Oy. Supposons de surcroit que t € (0.T), i; € O
pouri=1,--- k et

W(t,l'l,.%'g, T 7$k) = Ul(t,.l'l) +eee Uk(t,l‘k) - @(t7x17 tee ,.%'k)

~

S w(tA?‘%lr%Qv o 7:1:]?)7
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avec 0 <t < T et x; € 0.

Supposons de plus qu’il existe r > 0 tel que pour tout M > 0 il existe C' tel que pouri=1,--- )k
bi S 07 quand (bw(hsz) € P;;+ul(tv$l)a

s — & + [t = <7 et |ui(tzs)| + || + |1 XG|] < M.

Alors, pour chaque € > 0, il existe X; € S(N;) tel que:

bi, Dy, p(,21, -+ 1), Xs) € P2 ug(f,2y), i € {1,--- k},
i 0

Xy ... 0
Gz [ O <A,
0o ... Xg

byt 4 by = py(Ed1, - d),

avec A = (D2¢)(t,d1,- -+ ,ax).

Pé’Jr et Pé’_ sont les variantes paraboliques des sur et sous-différentiels d’ordre 2, DéiJr et
D%
%

Nous appliquons ce théoreme a notre probleme. Clairement, ¢ est la fonction définie par:
p(tay) = (4e) "z —y[* + At

Le théoréme nous donne pour v > 0 existence de X, (D,¢(to,z0,50) = (€) " |ro—vo|*(r0o—0))
tel que:

a — C(.%'o)aij((e)_l‘:(}o — y0\2(m0 — yo))Xij (17.24)
— < V(c(0)),(6) " wo — yol*(wo — yo) > —k(e) ™ e(wo)|zo — yol® < 0.
De méme, il existe —Y tel que

(=b,Dyp(to,z0,y0), = Y) € 15;’;(—1))(750,?;0)

et
Dyo(to,z0.y0) = — ()Mo — yol*(zo — wo)-
Remarquons que P£’+(—v)(x) =— _5’_v(x), donc
(=b,Dyp(to.o.0), — Y) = (=b, — (€) a0 — yol*(x0 — y0), — ¥) € =P v(to,y0)
et

(b,(6) ™ |wo — yol* (w0 — 40),Y) € P2 v(to,o)-
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Cela se traduit par 'inégalité

b — c(yo)a; (€)' |wo — yol*(wo — v0)) Yij (17.25)

— < V(e(y0)),(e) Hzo — yol*(zo — yo) > —k(e) " e(yo)|wo — yol* > 0.

La seconde conséquence du théoreme donne I'inégalité suivante pour tout v > 0:

X 0 , /2
(O —Y) <A +~A

avec A’ = (D% ¢)(to,20,40)-

Cette inégalité peut étre formellement réécrite sous la forme d’une matrice par blocs:
()0( _OY> < <_BB+_MfB22 _BB+_;L%B;> (17.26)
avec i = 27y et B la matrice définie par:
B = (e")]ao — yo*I2 + 2(e ) (w0 — o) X)(x0 — v0) (17.27)
et B2,
B? = (¢ )|xo — yol* T2 + 8(¢ )]0 — y0/*(z0 — o) R (w0 — wo)- (17.28)

La derniere conséquence du théoreme donne immédiatement a — b = .

Prouvons ensuite que zg # yo.
Supposons que zg = yo. Cette hypothese implique que B est la matrice identiquement nulle
et la définition des solutions de viscosité dans le cas singulier donne:

a— c(xg) lim sup ai;(p)Xs; <O0. (17.29)
p—0

b — c(yo) lim info ai;(p)Yi; > 0. (17.30)
p—)

L’inégalité liant X, Y et B nous permet d’observer que dans I'hypothése ou xy = ¥, on

a clairement X < 0 et Y > 0. De plus, en remarquant que pour tout p € {R? — Op2},
P2

aij(0) Xi = €7X¢€ avec € = | P | on déduit de (17.29) et (17.30) que:

pl
a <0.
b>0.
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Ainsi, a — b < 0, ce qui contredit le résultat a — b = A > 0. Par conséquent, xy # yo.
Prenons u = €|lzg — yo| 2. On obtient alors, 'inégalité:

()0( _0Y> <2(e)7! (_CC _CC), (17.31)

avec:

B+ 6|CE() — y0|_232 = 2(6)_1‘I0 — y0|212 + 10(6)_1(3}0 — yg) ®((E0 — yo),

il vient, C = |zg — yo|* L2 + 5(z0 — yo) @(z0 — Yo).

Notons G la matrice définie par:

< clwo)d wmm@»ﬂ>’ (17.32)
(c(zo)c(yo))2 A c(yo)A

avee 4 = (a3 (9 o = ol (an = ) )
ij
La matrice G est symétrique, semi-définie positive. On peut observer en effet, que pour tout
= (8) <=

§7GE = ()€l A&y + (c(wo)e(yn)) 2] Al + (c(wo)elyo)) €] A&y

+c(yo)&3 Aa.

Or, la matrice A est symétrique, semi-définie positive et on peut décomposer A en A = go?l.

Alinsi,
TG = c(xo)etooTé + (C(S[I(])C(yo)) %ngGTﬁz + (c(m)c(yo))%ggaa'f&

+e(yo)§3 00" &

On en déduit que:

§rGE = [/e(zo)oT &L + v/e(yo) ot &f* > 0.

La matrice G étant symétrique, semi-définie positive, on peut, par un argument analogue a
celui précédemment formulé, décomposer G sous la forme G = xx”. Cela implique que:

trace(G (JO( _OY)):trace(XXT ()0( _0Y>>.

Soit,
X 0, 7 (X 0
trace(G (0 —Y)) = trace(x (0 —Y) X)-
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Et donc,

4
X 0 (X 0 &
trace(G <O —Y>) = Z;(XZ) (0 —Y> Xi, avec x; la ¢“* colonne de .
1=
L’inégalité matricielle (17.31) précédemment obtenue conduit alors a:

Soa (X %)z (4w

=1 i=1

Soit,
X 0 1 c -C
trace(G <O —Y>) < 2(e) “trace(G (—C o ))

Do,

c(zo)ai;j (€)™ |zo — yol*(z0 — y0)) Xij — c(yo)ai; (€)' zo — yol*(wo — %0)) Vi (17,39

17.33

< 2(6)_1(C($0)% - c(yo)%)Qtrace(AC).
On peut remarquer que trace(AC) = |xg — yol?.
De I'inégalité précédente, il vient:

c(zo)aij (€)' |zo — yol*(z0 — y0)) Xij — c(yo)ai; ((€)~zo — yol* (w0 — %0)) ¥ 1750

< 2(e) "} (e(z0)? — c(y0)?) |70 — ol2.

En utilisant les inégalités (17.24), (17.25), (17.33) et (17.34) ainsi que I'inégalité de Cauchy-
Schwartz, on en conclut que:

a—b=X\ < c(zo)ai;((€)wo — yol*(zo — y0)) Xij — c(yo)aij ((€) o — yol*(xo — v0)) Yij
+ < V(e(z0)),(elzo — yol*(zo — y0) > — < V(e(0)). (™) |zo — yo[*(x0 — o) >
+k(e)~" (c(xo) — c(yo))lzo — yol*, (17.35)
< 2(e) "} (e(w0)? — c(y0)?)*|zo — wol? + (¢ 1)V (e(w0)) = V(e(wo))l o — vol®

+k(€)He(zo) — c(yo)llxo — yol®.

Notant /C, k, C1 les constantes de Lipschitz respectives de = c%(x), x +— Ve(z) et © —
c(z), il existe donc K constante positive telle que:

A< K(e)Hao — ol (17.36)
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la constante K dépendant de /C, k, C; et k (on a supposé k > 0).

Suivant les arguments de Caselles et al. [23] et Alvarez et al. [5], nous cherchons désormais
a estimer la quantité |zo — yp|. Rappelons que le but est de prouver que ty = 0 et que dans
cette perspective, nous avons raisonné par ’absurde et supposé ty # 0.

(to,z0,y0) étant un maximum de:

U(t,.’L‘) - U(tuy) - (46)71‘1’ - y‘4 - )‘ta
si nous prenons x = y = yg et t = tp, nous obtenons:

u(to,y0) — v(to,y0) — Ao < u(to,z0) — v(to,yo) — (4€)~Hxo — yol* — Mo.

De cette derniere inégalité, on déduit:

(4€)7Hzo — yo|* < ul(to,ro) — ulto,yo).

Notant L la constante de Lipschitz en x associée a u(tg,-), on en conclut que:
(4€)~Hao — yol* < u(to,z0) — ulto.yo) < Llxo — yol-
Ainsi, |zg — yo| < (4eL)%. De (17.36), on déduit que:
1 4
A< Me3L3, (17.37)
M étant la constante égale a 45K,

Supposons que sup |u—v| # 0 (sinon il est aisé d’établir le point 2 du théoréme proposé).
[0,T]xR?

On choisit de prendre:

€3 =0 sup |u — v,
[0,7]xR2

A=2MJo sup ]u—v]L%,
[0,T]|xR2

(17.38)

avec 0 > 0 determiné plus tard. Ce choix contredit I'inégalité (17.37) et prouve que to = 0.

La seconde étape de la preuve consiste a établir une estimation de sup |u — v|. Puisque
[0,T]xR?
to =0, on a:

u(t,x) —v(ty) — (46)71’ZE — y]4 — At

< sup  (ug(x) —wo(y) — (4e) " |z —y|!). (17.39)
z,y€R2 X R2
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Or,
sup  (uo(z) — vo(y) — (4¢)Ha — y|*)
z,y€R2ZxR2
= s (uo(y) — vo(y) + uo(z) —uo(y) — (4€)~Ha —y[*).

Arguant du fait que |ug(z) — up(y)| < L|z — y|, on en déduit que:

sup_(uo(z) —vo(y) — (4€) ' —yl*)

z,y€R2

<sup |ug(y) —vo(y)|+ sup  (Llz —y| — (4e) "tz — y|*),
R2 z,y€R2 xR2

< sup |ug(y) — vo(y)| +sup (Lr — (4e)~1r?).
R2 r>0

I en résulte, prenant x = y dans la partie gauche de I'inégalité (17.39), que:

3 a1
— M+ sup (u—wv) <sup |ug— vo| + —L3e€s3. (17.40)
[0,T]xR2 R? 4

En insérant les expressions (17.38) dans (17.40), il vient:

3
sup (u —wv) gsup|u0—v0]+—L%6 sup |u—v[+2M6L§T sup |u —v|.
[0,T] xR2 R? 4 o,1]xR2 [0,T] xR2

En permutant les réles de u et v et en prenant § — 0, on obtient:

sup |u —v| < sup |ug — vol. (17.41)
[0,T]xR2 R2

Cela prouve d’une part le point 2 du théoréeme proposé et d’autre part, 'unicité de la solution
de viscosité.

Intéressons nous désormais & I’existence de la solution de viscosité. On remarque tout d’abord
que si u est une solution,

iﬂ%f up — 0t < u < sup ug + 6t, V6 > 0, sur [0,00[xR? .
R2

Par conséquent,

inf up < u < sup wp. (17.42)
R2 R2

Pour prouver cette assertion, considérons la fonction ®(t,x) = sup ug+9dt, d > 0, et supposons
RQ
que u — ¢ admet un maximum local en (tg,z¢) avec tg > 0.

Carole Le Guyader - LMI INSA Rouen



111, 17. Existence et unicité de la solution du probléme d’évolution 177

La définition d’une sous-solution de viscosité conduit alors a:

o )
E(to,xg) — ¢(zp) lim sup0 a;ij(p) 03P (to,x0) <0,
p—)
o0
ce qui implique E(tg,azo) <0,

= § < 0, en contradiction avec § > 0.

Ainsi, tg = 0.

Suivant toujours la démarche de Caselles et al. [23] et Alvarez et al. [5], on cherche a établir
une estimation a priori de |[Vu|. On suppose que les termes de 1’équation (17.22) sont réguliers
et 'on considere une solution réguliere de notre probleme. On vise a déterminer une équation
parabolique satisfaite par |[Vu|?. Dans cette perspective, on différentie notre équation par
rapport a la variable x; et on applique la méthode de Bernstein. Pour plus de lisibilité, nous
revenons dans ce qui suit aux écritures usuelles des sommes.

Rappelons I’équation que 'on consideére ici:
8u
Zc x)a;j(Vu)uij— < Ve(z),Vu > +H(z,Vu) =0,
7-]
avec u;; la dérivée partielle seconde 0;ju et H 'opérateur défini par: H(x,p) = —ke(x)|p,

avec p = (]]; 1) € R2. La différentiation conduit alors a:
2

d Oaij
% - 8—:61 ;am (Vu)ugj — ZZ Y3 (Y uyurruig — w)Zaz‘j(VU)uz‘ﬂ

e OH OH
_Za$18$l l a—.’L‘l(x)ull + 8—W(x,Vu) + leﬁ—pl(a:,Vu)uU = 0. (17.43)

On multiplie 'équation (17.43) par 2u; et on somme sur 'indice I. On remarque que:

C LS T o
Oa;; 8@1 8|Vu|
: _M);;; S (Vujusjunrus = ZZ o o
9*|Vu
* —20(x)22aij(Vu)uiﬂu] = —c(x)Za (Vu )ﬁ + 2c(m)ZZaij(Vu)u1iu1j.
I i ij J I ij
(9|Vu\2
* _2228 UHUI N _Zé)xl 8xl '
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0H 0H O|Vul?
* QZZa—pl(a:,Vu)UUUI = Za—pl(az,Vu) |3:Ul| .
l

I 1

On obtient alors:

3|Vu| ﬁam 8\Vu| 82\Vu|2 8|Vu]2
ZZ 8pl oz c(a:)Za (Vu 89518:03 Z 83:1 oz

oH oIV
+ Za—pl(x, |8;;| QZZ al] (Vu)ugur — 2c(x)D Y ai(Vu)urug,

I i3

+2228 s~ 2Z—u1 (17.44)

On a par ailleurs a 'aide de Cauchy-Schwartz, les inégalités suivantes:

‘22 Za uzuz\ <2sup SuP’a ax HZ Zu;ul\ < dsup sup!a 18 Vul?.

rER2 , I zeR2

* —2Z—u1 =2 k|Vul Za—;ju[ <2k |Vul? Vel oo 2y -
I

Dans un premier temps, en insérant les inégalités qui viennent d’étre établies dans (17.44),
on obtient I’inégalité suivante:

(9]Vu| 0% 8\Vu| 82\Vu|2 8|Vu]2
ZZ 8pl ox; c(m)Za (Vu 896,83:] Z 83;1 ox;

OH oV
+ Za—pl(x, |8:czj| < QZZ aw (Vu)ujjur — 2¢(x ZZQU Vu)urugj

I 3

2¢

+ 4 sup sup | [Vul? + 2 k |Vul? |Ve| oo (R?) - (17.45)

1,1 zer? 0107

l\)l»—l

|Z |<Mc

(17.46)
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De surcroit, remarquant que a;;§;§; est positif, on a la relation algébrique:
1
|ZOJU(VU)UU‘ < K2 (ZZaU(VU)uh qu) 2. (17.47)
i,J 2V
L’inégalité de Cauchy-Schwartz ainsi que les relations (17.46) et (17.47) donnent:
1
QZZ azj (Vu)ujjur < KoM'|Vu| ZZC x)ai;(Vu)ur; uIJ)Q. (17.48)

g I

Insérant (17.48) dans (17.45) et utilisant 1'inégalité de Cauchy-Schwartz 2ab < a® + b? dans

(17.48), on en déduit que:

Il vient alors:

32?5
8\Vu]
+§l:3—pl x,Vu 81’1

< M"|Vul? 4 4 sup sup |
I,1 zcR2 8$18$1

j

2

[Vul? +2 k |Ve|poorey [Vul?

Et donc,
8\Vu| 8%] 8|Vu] - 0?|Vul?
ZZ 8pl Yij 83?1 x)izjaw (VU) 89@83:] Zaxl
8|Vu|2
+» —(x,Vu)
zl:f)Pl oz
S K3|V’U/’2,

K3 est une constante qui dépend en particulier de

2,
sup sup |——

1
1.1 zer? 07107 ; SuP|a”( ) Vel g r2), [VE2 | poo(r2), k-

0|Vul2 0935 iy AL 21Tl
8\Vu|
+Z B, < M//|Vu’2 +c(z ZI:%:QU (Vu) uhulj
92¢
2
—2c(x ;;a” (Vu)ururj +4 Su}l) xs;@\a 01, [[Vul® +2 k |Ve|po (w2 |Vul?

8\Vu|2 Gau B\VuP 82|Vu]2
ZZ i or; C(gj)z i(Vu 8%8% Zaxl

8[Vu\2
oxy

On note par £ l'opérateur linéaire du membre de gauche de I'inégalité parabolique ci-dessus.
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Dans ce qui suit, nous avons utilisé les rappels sur le principe du maximum dans le cas
parabolique pages 172-173 de Aubert et Kornprobst [8]. On a, posant v = |Vu|?:

v + ZLv < K3v.
Il vient immédiatement:
v+ Lv < K3 (max v(t,x)), puis
z€eR?2
¢

v(t,r) < [volpeom2) + K3 [ max v(s,z)ds, et par suite
0 z€R?

t
|U|L°°(R2)(t) S ”U()|Loo(]R2) + K3/0 |U‘Loo(]R2)(8)dS.

Le lemme de Gronwall nous donne alors 'inégalité suivante:

|’U|Loo(R2)(t) < |U0|LOo (R2)€K3t.

Finalement,
]Vu(t,.)|Loo(R2) < A|VU0|L00(R2). (1749)
A dépend de T et de K3.

Nous approchons désormais notre équation aux dérivées partielles initiale par une équation
pour laquelle nous sommes aptes a produire des solutions régulieres. Dans cette perspective,
on note uf € C*(IR?) la fonction périodique telle que u§ — up uniformément, |Vug| Loo(R2) <

P 1
[Vt poo (r2), [U§] oo (2) < [U0] oo (R2)- ce est définie par . = c+e, He(z,p) = —kee(x)(|p]*+€)2,

€ _ . € € _ s PiDj
ij = €0ij + aj; avec o = 0; P +e

a

La théorie générale des équations paraboliques quasilinéaires (cf. Ladyzhenskaja et Solonnikov
[64]) nous permet de conclure & l'existence de la solution réguliere telle que:
ou®
ot

avec u(0,z) = uf(x).

— ¢ ag;(Vue) uj;— < Ve ,Vu > +He(z,Vu©) =0,
Utilisant l'estimation (17.49), on obtient:

|Vu€(t,.)|Loo(R2) S AIVU8|L00(R2) S A]Vu0|Loo(R2) = CT.
D’ou:
u(t,z) —u(ty)| < Crlz —yl.

Nous avons enfin : )
|u(s,z) —u(t,x)| < Cp|t — s|2

En combinant ces deux dernieres inégalités et en utilisant (17.42), on peut conclure grace
au théoreme d’Arzela-Ascoli qu’il existe une sous-suite de u¢ convergeant uniformément sur
[0,7] x R? vers une fonction

u € C([0,T] x R?) () L*(0,T; W™ (R?)).
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Chapitre 18

Discrétisation

Afin d’illustrer numériquement la méthode proposée, nous avons implémenté un algo-
rithme fondé sur des schémas de type différences finies. Les contraintes géométriques fournies
par l'utilisateur sont utiles et apparaissent dans plusieurs cas d’utilisation. Leur légitimité
est claire lorsque des données d’image manquent (régions caractérisées par des niveaux de
gris homogenes), ne permettant pas alors de visualiser nettement les contours de 'objet a
segmenter. Le principe de ’algorithme est le suivant:

— L’utilisateur définit a ’aide de la souris, des points & approcher sur 'image préalablement
filtrée I (filtrage gaussien) par ’action successive de masques (3,1) et (1,3) (voir Sonka
et al. [99] pour plus de détails).

— La fonction distance introduite dans notre modele est alors approchée par la méthode
de “Fast Marching” (cf. Sethian [96]).

— Cette fonction distance est normalisée afin d’accorder un poids équivalent aux contraintes
géométriques et a 'information dont on dispose sur I'image (fonction g).

— L’utilisateur définit ensuite une condition initiale simple du type paraboloide ou cone
elliptique.

— La fonction g est calculée ainsi que son gradient. Les dérivées partielles de I'image sont
approchées par application de masques classiques du type Sobel, pour le gradient en z:

-1 0 1 -1 -2 -1
—2 0 2| et pourle gradienteny: | 0 0 0 | (cf. Sonka et al. [99] pour plus
-1 0 1 1 2 1

de détails).

— On rentre dans la boucle. On construit a chaque itération le systéme linéaire obtenu par
discrétisation de 'opérateur divergence. La matrice du systeme ainsi établi est creuse.
Le second membre est calculé. On obtient alors ®"1. A chaque itération, on visualise
I’évolution du niveau zéro de ®. Cette courbe est obtenue en utilisant la propriété de
changement de signe de @, selon qu’on se situe dans le sous-ensemble de () intérieur au
niveau zéro ou extérieur.

— Le critere d’arrét de 'algorithme est soit un nombre prédéfini d’itérations, soit la

vérification que la solution est stationnaire en évaluant I'erreur relative entre ®" et
(I)n+1.
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18.1 Introduction d’un schéma AOS (cf. Weickert et al. [109]
et Weickert [108])

Le probleme de minimisation introduit dans la modélisation de notre probleme a conduit
a la résolution d’'une équation aux dérivées partielles avec conditions de Neumann homogenes
au bord. L’équation d’évolution de ® est donnée a chaque instant ¢ par, on le rappelle:

0P Vo

i |V ®|div <d(w)g(]VI(:v)\)v—q)|> + kd(z)g(|VI(z)])|V®| sur Q x [0, + oo,
0P

Evie 0 sur 012,

CD(CL‘,O) = (I)(].

Contrairement aux modeles déformables classiques, 'implémentation de notre modele est
réalisée sur une grille discrete fixe, suivant les coordonnées en x et en y. Les changements de
topologie sont automatiquement gérés ce qui signifie que la courbe associée au niveau zéro
peut se scinder en plusieurs composantes.

Malgré les avantages que présente notre modeéle par rapport aux contours actifs classiques, il
reste néanmoins vrai qu’'une implémentation basique de ce modele pose le probleme du cott
de calculs, I’équation aux dérivées partielles devant étre évaluée sur 2.

Par ailleurs, comme le soulignent Weickert et al. [109], la plupart des méthodes numériques
proposées pour la résolution de ce type de probleme sont fondées sur des schémas qui nécessitent
de petits pas temporels. Tandis que le premier probleme émergeant de 'implémentation de
ces méthodes peut étre résolu par I'application d’une technique “Narrow Band”, le second
impose des choix particuliers de schémas numériques: c’est a ce dernier point que nous nous
attachons. Nous optons pour un schéma de type AOS ( “Additive Operator Splitting”), schéma
introduit par Weickert et al. [109] et [110] et Weickert [108]. Ce schéma a la propriété d’étre in-
conditionnellement stable. Nous présentons dans ce qui suit, les caractéristiques de ce schéma
numérique. On rappelle le schéma classique de discrétisation spatiale du terme de la forme
div(c|V®|). Ainsi,

)

. it5.J  Ci—%.d Lty T hi—3
div(cV®) =~ 0(cy5 - )+ 0y(cij - ),
oy Pt =iy P =Py i =iy P = P
= Citgd 2 i=5.d 2 ij+3 12 i3 h2 :

Les termes ¢ 4 et ¢, sont déterminés a I'aide d’une interpolation linéaire.
=357 L)~ 35
Pour simplifier les notations, nous utilisons une représentation vectorielle de notre fonction

® par concaténation des lignes. Désormais, ® € RV*M ayec N le nombre de lignes et M le
nombre de colonnes. Le centre de gravité d’un pixel quelconque 7 est associé a un nceud du
maillage de coordonnées x;. Ainsi, @' correspond & une approximation de ®(xz;,t,).

On suppose dans un premier temps k nul.

La discrétisation de I’équation d’évolution satisfaite par ® a ’aide d’un schéma semi-implicite
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s’exprime sous la forme:

dg
VO

dg
n n
)+ (|V<I>|)J @;}-1—1 g

2 h? ’

(

o =0 + |V >
JEA(D)

(18.1)

ou A(i) désigne I'ensemble des voisins de i. Cette formulation correspond a I’application du
schéma de type différences finies précédent avec

(o) @V ())
Ve(x)]
avec interpolation des termes du type ¢ . etc . .
1=35] L)~ 35

Une implémentation immédiate de ce schéma conduit a des difficultés induites par la com-
posante |V®|, en particulier si celle-ci s’annule. Dans [109], Weickert et al. proposent de

dg dg

—=\n —Z_\n
. L. (|V<I>|)’ (|V<I>])] ) .
remplacer la moyenne arithmétique 5 par son expression harmonique. On
obtient:
2 ontl — pntl
ot — @r Vo J R 18.2
KA . .
’ dg " dg 7
Si [V@|? =0 ou (dg); = 0, on pose:
ol = @7
2 (2
On introduit ’écriture matricielle suivante:
O = Y A(PM)PH (18.3)
le{z,y}

Az (®P") est la matrice constituée des éléments (a,-jx(q)”))ij définis par:

.

n 2 . .

) dg ! dg ;

al'.z (I)n = o n ..
J |V(I)|z Z ‘ |V(D‘ N ‘V‘I)’ B y L=1,

mGAw(l)(d—)i (d—)m

g g
0 sinon,

avec A (i) ’ensemble des voisins de 7 dans la direction x.
Les composantes de la matrice A,(®") sont déterminées de maniere analogue.

®" 1 n’est donc pas déterminée directement. Il nous faut résoudre le systeme linéaire suivant:

(Id—7 Y A(@m)e"+ =9
lefz,y}
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Considérons la matrice (Id —7 Z Ay(®")), Id désignant la matrice identité. Cette matrice
le{z,y}

est a diagonale strictement dominante, pentadiagonale, tridiagonale par blocs .

La matrice étant a diagonale strictement dominante, zéro n’est pas valeur propre et l'inver-

sibilité de la matrice est donc immédiate. On a également 1'unicité de la solution de notre

systeme.

Néanmoins, le cout de calculs reste élevé du fait en particulier, de la structure de la matrice.
La matrice du systéme est creuse par bandes avec au plus 5 coefficients non-nuls par ligne
(cas 2D), cela en raison de la numérotation des nceuds utilisée pour la grille discrete. Il n’est
pas possible de trouver un ordre de points plus optimal réduisant la largeur de bandes.

La résolution de ce systeme nécessite I’application de méthodes itératives dont la convergence
cependant, demeure lente en particulier quand le parametre 7 augmente car le conditionne-
ment de la matrice augmente (cf. Weickert et al. [109]). Une alternative a la discrétisation
de ce type de probléemes est proposée par Weickert et al. dans [109]. Ils proposent en effet
d’appliquer le modele AOS plutét que le schéma semi-implicite développé plus haut. Au lieu
d’appliquer le schéma semi-implicite:

"t = (Id—71 > Aem)on,
lefz,y}

Weickert et al. considérent le schéma AOS suivant:

prtt — L ST (1d-2r 4 (@) on, (18.4)

le{z,y}

L’application d’un développement de Taylor montre que ces deux schémas different d’une
quantité en O(72).

Le schéma AOS conduit a:

20" = (Id — 27 A, (D)) 10" + (Id — 27 A4,(®™))

o, (18.5)
Posons pour | € {z,y}, Bi(®") = Id — 27 A;(P"). B est une matrice & diagonale strictement
dominante et peut s’exprimer sous forme d’une matrice tridiagonale (modification de 'ordre
de numérotation des noeuds de la grille discréte) pour les deux directions. Les deux sous-
systemes ainsi introduits peuvent étre résolus efficacement par ’algorithme de Thomas que
nous détaillons dans ce qui suit. L’équation (18.5) est donc résolue de la maniére suivante:

1. On résout le premier sous-systeéme (I d— 27‘AI(<I>"))U"Jr L= ¢n,
2. On résout le second sous-systeme (Id — 274, (®"))w™ ! = o™,

3. On fait la moyenne arithmétique de v™™! et w™*! pour obtenir ®"*! soit "+ =

%(Un+1 + wn+1)'

On constate une symétrie dans le traitement de la direction z et de la direction y. Les schémas
AOS séparent les axes d’étude x et y et possedent la propriété d’additivité. Ils sont de plus,
inconditionnellement stables. Le schéma AOS appliqué induit la résolution de deux systemes
linéaires dont les matrices sont tridiagonales, a diagonale strictement dominante.
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18.1.1 Stabilité du schéma

La matrice B;(®") = Id — 27A;(P™) est une matrice a diagonale strictement dominante
telle que pour [ fixé, b; > 0 pour tout 7 et b;; < 0 pour 7 # j. On peut en conclure que
Qi(®") = B;*(®") n’a que des composantes positives (cf. Meis et al. [79] ou Varga [103] pour
plus de détails).

De plus, la somme des éléments de chaque ligne de Bj(®"™) est égale a 1. Posant, w =
(1,---, 1)t € RY, on a:

Bi(®"w =w = w = B(®") " lw = Q;(®™)w
Cela prouve que la somme des éléments de chaque ligne de @Q;(®") est égale a 1.

1
On en conclut finalement que Q(®") = ZB = —ZQ; (®™) possede la méme ca-

ractéristique, a savoir que la somme des elements de chaque hgne est égale a 1.
Q(P") est constituée d’éléments positifs et tels que la somme des éléments de chaque ligne
est égale a 1.

La résolution de ®"*! = Q(®")®" montre que chaque composante de ®"*! est calculée &
partir d’'une combinaison convexe de composantes de ®". On en déduit que Vi,

< ;“Ll < max uj, (principe discret du mazimum-minimum ).

min uy < u
J J

La stabilité du systeme est donc assurée, quelque soit le choix de 7, pas temporel. Pour un
pas spatial de 1, Weickert et al. [109] préconisent de prendre un pas temporel qui n’excede
pas 5 et cela, pour préserver l'efficacité de ’algorithme en particulier lorsque 'image présente
des artefacts.

18.1.2 Introduction de la force type force de gonflage du modele des “Bal-
loons”

Nous avons négligé jusqu’a maintenant le terme kdg(|VI|)|V®| (interprété en terme de
contrainte d’aire) qui peut étre assimilé a la force de gonflage du modele des “Balloons”. La
fonction dg(|VI|) pondere 'expression et permet d’annuler ’action de cette force quand on se
situe sur un contour ou sur un point a approcher. La discrétisation du gradient requiert une
certaine attention ici car il est facteur d’une composante constante.(En effet, si la courbe se
propage dans plusieurs directions (selon sa courbure par exemple), il n’y a pas de problemes).
Une discrétisation du gradient avec des schémas classiques peut conduire a la formation de
boucle lors de la propagation d’un coin (cf. figure 18.1 issu de Petitjean [90]). La condition
d’entropie de Sethian [96] et [95] interdit & la courbe de se propager 1a ou elle est déja passée.
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condition
dentropie

Fi1G. 18.1 — Propagation d’un coin. Au-dessus, avec la condition d’entropie: pas de formation
de boucle au cours de la propagation. Au-dessous, sans la condition d’entropie.

Les lois de conservation hyperboliques permettent d’obtenir I’expression du gradient. On
applique les schémas (8.4) proposés dans la partie I, chapitre 8. On intégre cette composante
dans 1’équation (18.4) et on obtient finalement:

o = L ST (1d— 20 4y(07) (@7 + rhdg(IVI) V). (18.6)

le{z,y}

Dans [85], Osher et Sethian montrent que I’approximation de ’équation d’évolution ®, =
+|V®| sur une grille discrete de pas spatial h = 1 est stable pour un pas temporel 7 tel
que 7 < 0.5 (cf. partie I, chapitre 8). Dans I"équation (18.6), le schéma est donc stable si
T|k|dg(|V1I]) < 0.5. La fonction g est bornée par 1, la fonction distance d est normalisée donc
bornée par 1 et |k| est généralement une fraction de I'unité. Weickert et al. [109] soulignent
qu'un choix de pas temporel 7 trop élevé altere significativement la qualité des résultats
obtenus avec le schéma semi-implicite de type AOS.

La contrainte sur le choix du pas temporel 7 n’est donc pas drastique.

18.2 Algorithme de Thomas

Comme le soulignent Weickert et al. [109], Palgorithme de Thomas est le plus adapté a la
résolution de ce type de probleme.
Le principe est succintement développé dans ce qui suit.
Considérons le systeme linéaire suivant:

Bu =d, avec B € My(R) définie par:

a1 A
1 e o

Y2 a3z [3

YN-2 an-1 Bn-1

YN-1 QN
On procede dans une premiere étape a la décomposition LR de B. Cette décomposition
permet d’exprimer B sous la forme d’un produit d’une matrice bidiagonale inférieure L et
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d’une matrice bidiagonale supérieure R définies par:

1
h 1
L =
In—1 1
et
mp 71
mo T2
R=
MN-1 TN-1
my
On a alors:

{ Vk‘E{l,-“,N—l}, Tkzﬂk,

Vke {1, - N—1}, 1, = 2=
m

et mpy1 = g1 — Bl
On résout LRu = d.
La seconde étape du raisonnement consiste a résoudre le systeme:

Ly = d (filtre causal).

On obtient:

{ y1 =di.
Vk € {Qa e 7N}’ Yk = dk - yk—llk—1~

La troisieme étape du raisonnement consiste a résoudre le systeme:
Ru =y (filtre anticausal).

On obtient:
N

my

Vke {1, N—1}, uy_p =

uN =

YN—k — BN—kUN—k+1
MN—k

On peut dresser un bilan total du cout de calculs qui est linéaire:
1. La décomposition LR nécessite 2(N —1) divisions-multiplications et N —1 soustractions.
2. La résolution du systeme Ly = d nécessite N — 1 multiplications et N — 1 soustractions.
3. La résolution du systeme Ru = y nécessite N — 1 multiplications, N — 1 soustractions
et N divisions.
Ainsi le cout total de la résolution du systeme est de 3N — 3 soustractions et 5N —4 divisions-
multiplications.
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18.3 Alternative a cette méthode

Contrairement aux travaux récents de Goldenberg et al. [56], le modele AOS proposé ne
nécessite pas le calcul a chaque étape de la reconstruction de ® comme étant la distance
signée, ce qui présente 'avantage d’alléger le cotlit de calculs.

Le modele des contours actifs géodésiques que Goldenberg et al. [56] considerent est défini
par:

Vo
[Ve|

avec ug I'image donnée et @ la représentation implicite de la courbe. L’intérét étant le niveau
zéro de @, Goldenberg et al. [56] proposent a chaque itération de réinitialiser ® comme la
fonction distance signée: procédé standard dans le contexte des méthodes “level set” qui peut
étre appréhendé comme un rescaling. Pour cela, il suffit de résoudre ’équation aux dérivées

8@ = div(9(|Vuo|) 5= ) IV,

partielles suivantes:
U, = signe(¥o)(1 — |VP|),
\I/(O,) = q)(tv')‘

®(t,-) est la solution de notre probleme initial au temps t. Le ®(¢,-) réinitialisé sera alors ¥,
obtenu a 'état stationnaire du probleme ci-dessus.

U a le méme niveau zéro que ®(t,-) et |V¥| converge vers 1.

Le probleme considéré dans cette perspective peut étre reformulé par:

O ® = div(g(|Vuo|)VP).
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Chapitre 19

Résultats numériques

19.1 Etude préliminaire

Dans cette section, nous avons procédé a une série d’applications attestant de l'efficacité
de 'algorithme: étude du mouvement par courbure moyenne, déplacement constant, recons-
truction de forme, etc...

19.1.1 Validation des propriétés géométriques du mouvement par courbure
moyenne

Application a une spirale

On s’intéresse désormais aux propriétés géométriques du déplacement par courbure moyenne
(cf. Osher et Fedkiw [83] pour plus de détails).
On considere une spirale. Cette spirale est appréhendée comme le niveau zéro de la fonction
®, fonction distance signée associée.
On applique le mouvement par courbure moyenne a la fonction ®, mouvement régi par
I’équation:

®, = k|VD. (19.1)

Dans la figure 19.1, nous représentons 1’évolution de la spirale a divers instants, (pour plus
de lisibilité, on a représenté l’ensemble des points x de ) tels que ®(x,t) < 0). L’analyse de
cette application montre que les extrémités de la spirale qui présentent une courbure élevée,
se déplacent plus rapidement que le corps de la spirale qui possede une courbure plus faible.
Cette conclusion est en adéquation avec l'interprétation géométrique de 1’équation (19.1).
En effet, I’équation d’évolution du niveau zéro de ® noté I' est donnée par:

Iy = kN, (19.2)

oit N est la normale unitaire intérieure. L’interface évolue donc suivant la normale unitaire
intérieure avec une vitesse proportionnelle & la courbure. Aux extrémités de la spirale, la
courbure est positive et tres élevée, ainsi le déplacement est rapide contrairement au corps de
la spirale dont la courbure est plus faible.
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clelo,
D99
v Y

Fi1G. 19.1 — Représentation du mouvement par courbure moyenne d’une spirale au tempst = 0,
t=10,t=30,t="70,t=100, t =140, t = 200, t = 270 et t = 300.

Application a une étoile

Une seconde application a été réalisée sur une étoile (figure extraite de Osher et Fedkiw
[83]). Nous présentons les résultats obtenus dans ce qui suit.

»* % e

Les branches de ’étoile (convezes) présentent une courbure positive et donc le déplacement
s’effectue vers l'intérieur. En revanche, les creux entre les branches (concaves) possedent une
courbure négative. Le mouvement s’effectue donc vers I'extérieur.
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F1G. 19.2 — Représentation du mouvement par courbure moyenne d’une étoile au tempst = 0,
t=10,t=20,t=30,t=40,t=0>50,t=060,t=280.

19.1.2 Validation des propriétés géométriques du mouvement dans la di-
rection de propagation normale

Application a une étoile

Pour plus de détails, on renvoie le lecteur au chapitre 6 de Osher et Fedkiw [83].
On considere le déplacement de 1’étoile suivant la direction normale de propagation. Comme
précédemment, pour plus de lisibilité, nous avons représenté sur la figure 19.3 , ’ensemble des
points z satisfaisant ®(x,t) < 0.
L’équation d’évolution de I' (contour de l’étoile), niveau zéro de @, est donnée par:

I'y=-N, (19.3)

| =

ou N désigne la normale unitaire extérieure.
L’équation d’évolution de &, fonction distance signée a I est, on le rappelle, définie par:

1
 + 5| VO| =0. (19.4)

® étant la fonction distance signée a I', I'équation (19.4) se réduit a:

1

by + 3= 0. (19.5)
L’application d’un schéma de type différences finies d’Euler (cf. Osher et Fedkiw [83]) donne:
ol = on — TAL
Ainsi, le niveau zéro de ® devient 'isocontour défini par ¢ = —%At au temps suivant.
De méme, l'isocontour défini par & = %At devient au temps suivant ’iscocontour ® = 0.
Enfin, une propriété intéressante est que V®" Tt = V@™, &Y étant la fonction distance signée
a I', a chaque instant t,, = Atn, cette caractéristique est préservée.
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FiGa. 19.3 — Représentation du mouvement dans la direction de propagation normale d’une
étoile aux tempst=0,t=3,t=7,t=10,t =15 et t = 20.

19.1.3 Validation de ’approche “reconstruction de formes”

Pour valider I'algorithme sous son aspect “reconstruction de formes”, nous proposons une
application simple: la fonction g est identiquement égale a 1 de telle sorte que I'information
sur I'image n’intervient plus.

L’image représente donc le contour d’'une main. L’ensemble de points constitué des points
du contour de la main est I’ensemble S. On cherche a approcher au mieux les points de S.
La distance de chaque point de I'image & I’ensemble S est approchée a I’aide de la méthode
“Fast Marching”. La fonction distance est ensuite normalisée. Le pas temporel est de 1. Le
parametre k est choisi égal a 0.1. Un second test a été réalisé en prenant k£ = 0. Le résultat
obtenu est identique mais I’ajout de la force constante interprétée en terme de contrainte d’aire
a pour effet de diminuer le nombre d’itérations de moitié et donc d’accélérer la convergence
en particulier lorsque la topologie du front change (creuz entre les doigts de la main dont la
segmentation nécessite que le front devienne concave). De fagon générale, c’est la conclusion
que nous avons pu tirer des multiples exemples qui ont été traités.

Nous proposons dans ce qui suit certaines des étapes de ’évolution du contour.
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&

Fic. 19.4 — Représentation de [’ensemble Fia. 19.5 — Représentation de la carte de
des points de S. distances normalisées.

&

Fi1G. 19.6 — Contour initial, itération 20 et itération 220.

\t j:/?

F1G. 19.7 — Itération 420, itération 620 et contour final.
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19.1.4 Validation de P’algorithme de reconstruction dans le cas d’un en-
semble discret de points en 2 dimensions

Comme nous 'avons vu dans le chapitre 7 de la partie I, si S est un ensemble discret

de points, le polygone reliant les points de S est un minimum de I’énergie introduite dans la
modélisation.
Nous achevons cette section par une application relative a cette conclusion. La fonction g est
identiquement égale a 'unité. L’ensemble S est constitué de 5 points distincts. Partant d’une
condition initiale, on lui applique une déformation et a I’équilibre, on obtient le polygone
joignant les points de S.

| |
| |
| |
| |
| |
Fi1a. 19.8 — Représentation du contour ini- Fi1a. 19.9 — Représentation de la courbe fi-
tial (bleu) et de l’ensemble S (points en vio- nale: polygone.

let).

19.2 Validation de I’algorithme sans contraintes géométriques

La premiere phase de tests réalisée a consisté a proposer quelques applications sans
contraintes géométriques, afin de mettre en exergue les propriétés des contours actifs géodésiques.
Le premier exemple proposé illustre le fait que les changements topologiques sont correctement
gérés par la méthode des contours actifs géodésiques classiques.

19.2.1 Image de la main

On considere dans ce qui suit, une image de taille 111 x 110 (cf. figure 19.12).
1

En premier lieu, nous représentons la fonction g(|VI|) associée, g : s +— e
s

La représentation du champ de gradients —Vg(|VI|) montre qu’au niveau d’un bord, les

vecteurs pointent vers le milieu de ce bord, ce qui est garant d’une bonne extraction des

contours en particulier lorsque la variation du gradient est importante le long d’un contour.

Cette caractéristique se traduit en 1D par la formation de creux au niveau d’un bord (cf.
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Caselles et al. [24]).

Cette composante est efficiente quand le vecteur —Vg(|VI|) est colinéaire au vecteur normal
de propagation. Partant d’une condition initiale simple de forme convexe, le contour évolue
pour venir épouser le contour de la main de forme non-convexe. Les changements de topologie
sont donc réalisés sans difficultés, sans artifices supplémentaires, contrairement aux modeles
déformables classiques qui imposent a la courbe finale d’avoir la méme topologie que la courbe
initiale.

- S

Fi1a. 19.10 — Représentation de la fonction Fia. 19.11 — Représentation du champ de
g. gradients.

Nous proposons dans ce qui suit, (cf. figures 19.12 et 19.13), certaines étapes de ’évolution du
contour. La condition initiale est donnée par: ® = (X —55)%+ (Y —55)2—502. La discrétisation
employée autorise un choix de pas temporel assez élevé. Ici, 7 = 1. Le coefficient k est égal a
0.1. Le contour n’évolue plus apres 320 itérations.

F1a. 19.12 — Représentation de la condition initiale, du niveau zéro de ® au temps t = 40 et
au temps t = 80.
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Fia. 19.13 — Représentation du niveau zéro de ® au temps t = 200, au temps t = 280 et
contour final.

19.2.2 TImage de pieces issue de Matlab

Le second exemple proposé illustre le fait que 'utilisation d’une approche “level set” per-
met de gérer les séparations de front et donc de segmenter plusieurs objets sans introduction
d’artifices supplémentaires comme dans les méthodes classiques de contours actifs.

En premier lieu, nous représentons la fonction g(|VI|) associée (cf. figure 19.14), g : s —

T2 ainsi que le champ de gradients —Vg(|VI]), (cf. figure 19.15).
s

0.9
' .

NERERERE

R R IR
U bbbt

Fi1G. 19.14 — Représentation de la fonction Fi1c. 19.15 — Représentation du champ de
g. gradients.

Nous proposons dans ce qui suit certaines étapes de I’évolution du niveau zéro de la fonction
®. Le pas temporel est égal a 7 = 2 et le coefficient k égal a 0.1. Le contour n’évolue plus
apres l'itération 420.
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F1a. 19.16 — Représentation de la condition initiale, du niveau zéro de ® au temps t = 40 et

au temps t = 80.

F1c. 19.17 — Représentation du niveau zéro de ® au temps t = 160, au temps t = 360 et au
temps t = 480.

Fic. 19.18 — Représentation du niveau zéro de ® au temps t = 520, au temps t = 560 et au
temps t = 600.

On donne ci-apres, le résultat final, la fonction @ initiale et la fonction ® finale.
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FiG. 19.19 — Représentation du contour final, t = 840.

Fi1Gc. 19.20 — Représentation de la fonction Fi1Gc. 19.21 — Représentation de la fonction
d initiale. d finale.

19.2.3 Application a la détection de contours intérieurs

Dans cette sous-section, nous donnons un exemple de détection de contours intérieurs. La

condition initiale est donc initialisée & l'intérieur de 'objet & segmenter (figure 19.24, jarre
mexicaine) et permet en particulier de détecter 1’anse de la jarre.
Le terme de déplacement constant est crucial ici pour assurer la convergence du contour
vers la solution. Les parametres de régularisation sont les suivants dans cet exemple: le pas
temporel 7 est égal a 1, le coefficient k£ est égal a 0.2, la condition initiale est donnée par:
® = —((X —47)% + (Y — 44)%? — 15?) et le nombre d’itérations est de 120.
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Fi1a. 19.22 — Représentation de la fonction Fic. 19.23 — Représentation du champ de
g. gradients.

condition initiale itération 40 itération 80

FiG. 19.24 — Contour initial, itération 40 et itération 80.

itération 100 itération 120

Fia. 19.25 — Itération 100 et contour final.
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19.3 Validation de I’algorithme avec contraintes géométriques

Nous proposons dans ce qui suit, des applications pour lesquelles les points & approcher
sont nécessaires. En effet, soit la méthode classique des contours actifs géodésiques ne donne
pas de résultats satisfaisants, soit les données a approcher sont induites par le contexte de
I’étude.

19.3.1 Données réelles: Segmentation de structures géologiques avec données
de puits

Les données considérées ici sont des données issues de la géophysique et de la géologie que
I’on peut classer en deux catégories: données d’imagerie et données de puits en profondeur.
Le processus de segmentation consiste a séparer les milieux du sous-sol a partir de leurs
propriétés géophysiques. La séparation ainsi obtenue constitue une structure géologique en
deux dimensions considérée comme un ensemble de courbes s’intersectant.

Dans l'application qui suit, on s’intéresse a la segmentation d’une image de vitesse avec une
faille verticale. La taille de 'image était tres grande. Nous avons donc procédé en 2 temps
pour la segmentation totale de 'image: d’abord la partie a gauche de la faille puis la partie &
droite. On a donc travaillé sur des images tronquées. Notons néanmoins qu’il aurait été tout
a fait possible de travailler de maniere globale mais cela aurait affecté d’autant le cotit de
calculs. Ce travail en 2 temps explique enfin ’absence de contours le long de la faille (images
tronquées). Dans la suite, nous présentons les résultats sur la méme image.

Pour chaque image, on disposait d’un ensemble de 3 données de puits. La condition initiale,
dans les 2 cas est une ellipse. Le pas temporel est égal a 2, le coefficient pondérant la fonction

F1a. 19.26 — Conditions initiales et données de puits.

distance normalisée est égal a 1, k = 0.02 et la fonction g est définie par g : s — Le

1+ 52"
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résultat final est le suivant:

Fia. 19.27 — Contours finauz.
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19.3.2 Données réelles: Segmentation d’une séquence d’images médicales.
Evaluation non-invasive de I’hypertension artérielle pulmonaire

Dans ce qui suit, nous appliquons I’algorithme a la séquence d’images provenant du CHU
du Haut-Léveque (Hopital de Bordeaux) qui correspond & des coupes perpendiculaires a ’axe
de l'artére pulmonaire principale (segmentation réalisée également avec la premiére méthode
développée, partie I, chapitre 1/, section 14.4.53).

On rappelle que le contraste entre la région d’intérét et la région périphérique est émoussé,
ce qui nécessite l'introduction de contraintes géométriques dans le modele.

Fi1G. 19.28 — Image 1 de la séquence étudiée - la région flechée est la région d’intérét pour
notre étude: coupe de l’artére pulmonaire principale.

Nous présentons dans ce qui suit la séquence d’images étudiée dans son intégralité. Cette
séquence est constituée de 5 images.
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Image 3 Image 4

Image 5

F1a. 19.29 — Séquence d’images provenant du CHU du Haut-Lévéque (Hopital de Bordeauz).

Seule la segmentation de la premiére image nécessite d’introduire I’ensemble S. La représentation
de la fonction g (cf. figure 19.30) suggere en effet que sur la région périphérique inférieure
gauche les valeurs de la fonction g sont homogenes. Par la suite, le contour final obtenu sur
la j*™° image, sera le contour initial dans le processus de segmentation de la (j+1)°™ image.

Fia. 19.30 —
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Nous proposons en premier lieu les résultats obtenus sur la premiere image de la séquence avec
contraintes (3 points). Le contour original est initialisé & l'intérieur de la section de 'artere
pulmonaire principale. Le contour initial est défini par: ® = (X — 39)2 + (Y — 47)2 — 182. Le
pas temporel est égal a 3, k=-0.1, le coefficient pondérant la fonction distance normalisée est
de 1 et le nombre d’itérations est de 250. Les résultats sont les suivants:

condition initiale temps 120

temps 240 temps 420

Fi1G. 19.31 — Principales étapes de l’évolution du contour.

Fia. 19.32 — Résultat final image 1.
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Pour les images suivantes, il n’a pas été nécessaire d’introduire des contraintes géométriques
dans le modele. On propose les résultats obtenus dans ce qui suit.

condition initiale. temps 160 temps 280

Fi1c. 19.33 — Résultats image 2: pas temporel de 2, k = 0.

condition initiale temps 200

FiG. 19.34 — Résultats image 3: pas temporel de 2, k = 0.

condition initiale temps 80

Fic. 19.35 — Résultats image 4: pas temporel de 2, k = 0.
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condition initiale temps 100

F1c. 19.36 — Résultats image 5: pas temporel de 2, k = 0.

La séquence globale conclut cette section:

F1a. 19.37 — Séquence totale.
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19.3.3 Données réelles: Segmentation d’une séquence d’images médicales

On conclut cette section par une application & une nouvelle séquence d’images de coupes
du tronc artériel pulmonaire provenant du CHU du Haut-Léveque (Hopital de Bordeaux).
Il s’agit de la séquence étudiée dans la partie II, chapitre 14, sous-section 14.4.4. Comme
précédemment la qualité des images n’a pas nécessité d’introduire des contraintes, excepté
pour la premiere.

La représentation de la fonction g : s — montre que la partie inférieure de la section

2
s
de ’artere pulmonaire principale est telle que les valeurs de la fonction g sont proches de 1.

FiG. 19.38 — Représentation de la fonction g, image 1 de la séquence.

On définit donc un ensemble S de contraintes contenant 3 points. La condition initiale est

définie par: & = (Xl_;;O)Z + (Y‘;;S"”)Q — 1. k = 0, le pas temporel est de 0.3 et le coefficient

pondérant la fonction distance normalisée est de 5. Le nombre d’itérations est de 260.
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condition initiale itération 80

itération 100 itération 160

Fi1a. 19.39 — Quelques étapes de ’évolution du contour image 1.

itération 260

FiG. 19.40 — Résultat final image 1.

Dans la suite, nous présentons les résultats obtenus sur les images suivantes. Le contour initial

dans le processus de segmentation de la (j-+1)*™¢image est le contour final obtenu sur la j*m®

image.
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condition initiale itération 120

Fic. 19.41 — Image 2 de la séquence.

condition initiale itération 60

Fia. 19.42 — Image 3 de la séquence.

condition initiale itération 80

Fi1a. 19.43 — Image 4 de la séquence.

La séquence totale:
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Conclusion

Dans cette partie, nous établissons un comparatif des deux méthodes développées au cours
de cette these.
Le développement de la seconde méthode a été motivé par les difficultés auxquelles nous nous
sommes heurtés lors de I'implémentation de la premiere méthode: on peut citer en particulier
la sensibilité du modele aux parametres de régularisation (e1,e2) et au parametre intervenant
dans ’expression du potentiel dont ’estimation est délicate. Un mauvais choix de ces valeurs
induit le plus souvent un comportement erratique du modele.
Il est ainsi ardu, voire illusoire, de définir des régles universelles sur le choix de ces parametres
et de prévoir le comportement du modele pour un choix de valeurs donné.

Une autre difficulté réside dans la détermination des parametres apparaissant dans la construc-
tion de I'image 3D, a savoir le pas en z et le nombre de plans 2D. Cela entache en particulier
I’aspect “automatique” de ’algorithme puisque le pas est corrélé avec la condition initiale et
I’ordre du développement de Taylor.

Enfin, comme nous I'avons évoqué précédemment, plus le maillage éléments finis est fin, plus
la qualité des résultats est accrue. Cela a pour incidence d’augmenter le coiit de calculs, en
particulier, pour la détermination du second membre. Néanmoins, dans toutes les applications
effectuées, le temps de calculs était raisonnable, de I'ordre de la minute et la solution était
obtenue apres un nombre d’itérations modéré (inférieur & 100 en général).

La seconde méthode développée a permis, dans un premier temps, de réduire le nombre de
parametres a fixer. Il n’en subsiste que trois: le pas temporel, la constante k pondérant le
terme de vitesse constante et le coefficient pondérant la fonction dg(|VI|). Les multiples tests
réalisés ont permis d’en avoir une estimation relativement universelle. Les conditions CFL
permettent, de plus, d’avoir une estimation du pas temporel et du parametre k.

Le probleme, dans la seconde méthode, est un probleme d’évolution de courbes et non plus
un probléeme de minimisation de fonctionnelle interprétée en terme d’énergie. Au niveau des
parametres, les seuls écueils a éviter sont d’'une part, un choix de la valeur de k trop élevé
(dans ce cas, le contour évolue trop vite et ne s’arréte pas sur le bord souhaité) et d’autre part,
un choix du coefficient pondérant la fonction dg(|VI|) peu pertinent (c’est a dire qui altere
la fonction d’arrét en favorisant I'information liée aux contraintes géométriques au détriment
de linformation de 'image ou inversement). Dans ce cas, comme précédemment, la courbe
ne vient pas épouser les bords de 'objet a segmenter.

Par ailleurs, 'utilisation de 'approche “level set” dans la seconde méthode n’impose pas de
construire une image 3D comme dans la premiere méthode. Il n’y a donc pas de données
supplémentaires a intégrer au probleme.
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Enfin, la discrétisation est réalisée a l’aide d’un schéma AOS, robuste, inconditionnellement
stable. Le cout de calculs s’exprime en O(N), N désignant le nombre de pixels. On tient
compte, dans la mise en ceuvre numérique, de tous les pixels, contrairement a la premiere
méthode qui utilise la méthode éléments finis.

L’inconvénient notable de la seconde méthode est le temps de calculs nécessaire pour ’ap-
proximation de la fonction distance par la méthode “Fast Marching” (entre 2 et 3 minutes
pour une image de taille 60 x 60 ) et pour I’exécution du programme. Par rapport a la premiere
méthode, la convergence de I'algorithme nécessite plus d’itérations.

Nous proposons ci-apres, des applications comparatives des deux méthodes: pour une méme
condition initiale et pour le méme ensemble de points a approcher ou & interpoler, nous don-
nons les résultats obtenus.

Comparatif sur des données réelles: coupes du tronc artériel pulmonaire

Le probleme étudié est le suivant: on considére le contour initial ci-dessous ainsi qu’un
ensemble de contraintes géométriques constitué de trois points (cf. figure 19.44). Le but est
donc d’approcher ou d’interpoler ces points suivant la méthode utilisée, tout en ajustant le
modele sur le contour de ’objet.

Fi1G. 19.44 — A gauche, le contour initial ainsi que les points & interpoler ou a approcher, a
droite, la surface ® initiale associée.
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Nous rappelons les résultats obtenus pour la premiere méthode (cf. partie II, chapitre
14, sous-section 14.4.4). Les valeurs des parameétres sont les suivantes: ¢t = 0.005, ¢ = 1,
€1 = 0.01, e = 0.001. Le temps de calculs est de 100 secondes. Le résultat est obtenu au bout
de 43 itérations.

e Méthode 1:

itération 1 itération 7
itération 18 itération 43
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L’algorithme relatif a la seconde méthode a été appliqué. Le temps de calculs pour ap-
procher la fonction distance a 1’aide de la méthode “Fast Marching ” est de 127 secondes. Le
temps d’exécution du programme est de 160 secondes. Les parametres utilisés sont: k£ = 0,
6t = 0.3. Le coeflicient pondérant la fonction distance normalisée est de 4. Le résultat est
obtenu au bout de 180 itérations.

e Méthode 2:

contour initial itération 40

itération 100 itération 180 — contour final
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e Comparaison:

On constate tout d’abord que I'utilisation de la premiere méthode requiert moins d’itérations
que la seconde méthode (quatre fois moins). Le temps de calculs est donc diminué. Un
choix de pas temporel plus élevé pour la seconde méthode donne un résultat moins
pertinent.

Au niveau de I’évolution du contour, on constate que pour la premiere méthode (qui est
un probléme d’interpolation), des la premiére itération le contour interpole les points
donnés ce qui permet d’accélérer la convergence du modele vers le bord recherché sur la
partie inférieure de l'artere pulmonaire. En revanche, la convergence est plus lente sur
la partie périphérique supérieure.

Le comportement du modele est tout autre pour la seconde méthode qui est un probleme
d’ approximation. Le contour évolue en balayant tous les points. Si 'on examine la
fonction dg(|VI]), les valeurs prises par cette fonction autour des points & approcher
sont peu échelonnées (cf. figure 19.45). La représentation du champ de gradients associé
montre que les normes des vecteurs sont tres petites. La vitesse de convergence est donc
ralentie quand le front arrive dans cette zone.

F1a. 19.45 — A gauche, la fonction g(|V1|). Sur la région périphérique inférieure de ’artere
pulmonaire, les valeurs prises par la fonction g sont proches de 0.8. Il est donc nécessaire
d’adjoindre des points a approcher au modéle afin d’améliorer le critére d’arrét. A droite, la
représentation de la fonction dg(|VI|). Dans les zones qui entourent les points a approcher,
les valeurs prises par la fonction dg(|VI|) sont peu échelonnées.

Comparatif sur des données réelles: cellule de moelle osseuse

Le probleme étudié est le suivant: on considere le contour initial ci-apres ainsi qu’un
ensemble de contraintes géométriques constitué de six points (cf. figure 19.46). Le but est
donc d’approcher ou d’interpoler ces points suivant la méthode utilisée, tout en ajustant le
modele sur le contour de 1’objet.
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5%

F1G. 19.46 — A gauche, le contour initial ainsi que les points a approcher ou a interpoler, a
droite, la surface ® initiale associée.

Nous rappelons les résultats obtenus pour la premiere méthode (cf. partie II, chapitre
14, sous-section 14.4.2). Les valeurs des parameétres sont les suivantes: ¢ = 0.001, ¢ = 1,
€1 = 0.001, e = 0.001. Le temps de calculs est de 178 secondes. Le résultat est obtenu au
bout de 18 itérations.

e Méthode 1:

¥ ¥

itération 2 itération 7

¥ ¥

itération 12 itération 18
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L’algorithme relatif & la seconde méthode a été appliqué. Le temps d’exécution du pro-
gramme est de 10 minutes. Les parameétres utilisés sont: k = 0, §t = 2. Le résultat est obtenu
au bout de 400 itérations.

e Méthode 2:

contour initial itération 100

itération 200 itération 400

FiG. 1947 —
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e Comparaison:

Comme précédemment, la premiere méthode requiert nettement moins d’itérations que
la seconde méthode. Le temps de calculs est incontestablement diminué. Au niveau de
I’évolution du contour, une remarque analogue a celle formulée précédemment peut étre
faite.

Pour la méthode 1, des la premiere itération le contour interpole les points donnés ce
qui permet d’attirer le contour vers la solution et ainsi d’accélérer la convergence.

La vitesse de convergence est plus faible pour la seconde méthode. En effet, la représentation
de la fonction g met en évidence un certain nombre de minima locaux (cf. régions grisées
de la figure gauche 19.48). L’introduction des points & approcher est donc nécessaire
pour éviter au contour d’arréter son évolution sur des points de I'image non-significatifs.
Comme on I’a vu précédemment, dans les zones qui entourent les points & approcher,
la vitesse de convergence est ralentie (cf. figure droite 19.48). De plus, on remarque sur
la figure 19.47, que le contour, pendant les 100 premieres itérations reste “accroché”
aux points pour lesquels la fonction dg(|VI|) a des valeurs proches de zéro (points de
contours des cellules qui entourent la cellule étudiée), ce qui ralentit le processus de
segmentation.

F1G. 19.48 — A gauche, la fonction g(|VI|), a droite la fonction dg(|V1]).

Nous proposons en guise de conclusion quelques remarques qui émergent apres les multiples
tests réalisés.

En terme de vitesse de convergence, la premiere méthode requiert généralement beaucoup
moins d’itérations et un temps de calculs plus modeste. Dans la seconde méthode, I'ap-
proximation de la fonction distance par la méthode de “Fast Marching” est particulierement
couteuse en temps de calculs et dans la mise en ceuvre numérique, tous les pixels de I'image
interviennent, ce qui accroit considérablement la taille du systeme a résoudre. De plus, comme
nous l'avons déja souligné, dans un voisinage des points a approcher pour la seconde méthode,
la vitesse de convergence est plus faible.

En terme de pertinence des résultats, la seconde méthode nous a semblé plus robuste: cette
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méthode est d’une part, moins sensible au choix des parametres et d’autre part, fournit de
meilleurs résultats en particulier lorsque I'image contient des artefacts ou ombres autour de
I'objet a segmenter. La condition initiale peut également étre choisie tres éloignée du contour a
segmenter. Pour la premiere méthode, un tel choix peut étre fait mais il est alors souhaitable
d’ajouter des points d’interpolation au modeéle pour attirer le contour vers les singularités
de l'image. Cela est nécessaire par exemple, quand une portion du contour se situe dans
une région de texture homogene. Dans ce cas, le contour tend a stagner si I’on n’ajoute pas
quelques points d’interpolation.
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