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Nomenclature

Seules sont représentées ici les quantités les plus fréquemment rencontrées dans le
manuscrit.

t : variable temporelle.

x, x i : variable spatiale, position dans l’espace physique (et composantee i
associée).

u, u i : fluctuation de vitesse.

U , U i : vitesse moyenne.

U , U i : vitesse (= U + u).

p : fluctuation de pression.

P : pression moyenne.

P : pression (= P + p).

K ou
q 2

2
: énergie cinétique turbulente (par unité de masse).

R,R ij ouu iu j : tenseur de Reynolds.

ε : taux de dissipation de l’énergie cinétique turbulente.

L : échelle intégrale.

Re : nombre de Reynolds.

ReT : nombre de Reynolds turbulent dont l’échelle de longueur caractéris-
tique est l’échelle intégrale.

Reλ : nombre de Reynolds turbulent dont l’échelle de longueur caractéris-
tique est l’échelle de Taylor (� √

ReT ).

r, r i : vecteur séparation dans l’espace physique, lié à l’écriture des équa-
tions en deux points.

k, k i : vecteur d’onde.

k : nombre d’onde (= |k|).
Φ, Φ ij : tenseur de Reynolds spectral tridimensionnel et composantee i ⊗ e j

associée.

ϕ, ϕ ij : tenseur de Reynolds spectral intégré sur les sphères de rayonk.

E : densité spectrale d’énergie cinétique turbulente (demi-trace deϕ).
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Introduction

Le travail présenté dans cette thèse porte sur les écoulements turbulents incompres-
sibles. L’équation de base décrivant la dynamique de ces écoulements est l’équation de
Navier-Stokes. C’est le caractère non-linéaire de cette équation qui en fait sa difficulté.
En effet, la non-linéarité induit la nature aléatoire de la turbulence qui rend difficile la
prédiction d’un écoulement. Ce caractère imprévisible a pour conséquence qu’aujour-
d’hui encore la turbulence constitue un des problèmes majeurs de la mécanique.

Les avancées dans l’étude de la turbulence ont été liées à des travaux pionniers por-
tant sur des situations d’écoulements turbulents “simples”. Les progrès de la puissance
de calcul des ordinateurs ont été des facteurs importants pour permettre une meilleure
compréhension de la turbulence. Cette évolution permet aujourd’hui non seulement de
réaliser des Simulations Numériques Directes (DNS) mais aussi d’améliorer le traite-
ment des données expérimentales. Il reste néanmoins impossible de simuler directe-
ment des écoulements turbulents à nombre de Reynolds élevé. En effet, le nombre de
noeuds nécessaires à la discrétisation spatiale d’un écoulement turbulent est intime-
ment lié à ce nombre. Pour une simulation directe le nombre de points nécessaire est
proportionnel àRe

9
4 .

On a l’habitude de considérer la turbulence comme associée à une gamme continue
de tourbillons de dimensions différentes (on parle d’échelles), où les plus gros trans-
fèrent leur énergie vers les plus petits jusqu’à une dimension (échelle de Kolmogorov)
où ils sont éteints par la viscosité du fluide (“cascade de Kolmogorov”). Plus le nombre
de Reynolds est élevé plus cette gamme d’échelles est étendue (ce qui induit le coût
croissant de la simulation directe).

Une alternative à la simulation directe est de décider arbitrairement de ne simu-
ler qu’une gamme restreinte d’échelles et de modéliser l’influence des échelles man-
quantes. On parle alors de calculs LES (Large Eddy Simulation) ou de Simulation des
Grandes Echelles (SGE). Pour cette approche, on ne calcule de façon directe que les
grands tourbillons et on modélise l’influence des petits. La séparation est effectuée
par filtrage. Etant donné que le calcul n’est alors plus capable de dissiper l’énergie
en raison de l’absence des petites structures on introduit classiquement une viscosité
turbulente, dite viscosité de sous-maille, qui se charge de dissiper cette énergie en
rétablissant artificiellement le processus de cascade de Kolmogorov. Cette technique
constitue actuellement une des voies les plus explorées dans le domaine de la turbu-
lence.

A côté de ces approches de simulation, l’approche statistique reste plus classique.
Initialement proposée par Reynolds en 1883, elle consiste à décomposer les champs
turbulents en une partie moyenne et une partie fluctuante :
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{ U = U + u

P = P + p
La moyenne statistique rend le comportement des quantités plus régulier donc plus

aisé à prédire. Cette simplification a une contrepartie qui est l’apparition de termes
inconnus à modéliser qui sont relatifs à l’ensemble du champ turbulent, et non aux
seules petites échelles comme dans le cas de la SGE.

L’approche statistique la plus répandue est la modélisation en un point, ainsi nom-
mée parce qu’elle repose sur des équations de transport de moments en un point (les
corrélations doubles dans le cas des modèles aux tensions de Reynolds, l’énergie ciné-
tique dans le cas du modèleK − ε).

Ces modèles sont les plus utilisés dans le monde industriel, leur succès étant lié
aux coûts de calcul relativement réduits qu’ils nécessitent. Bien évidemment, ce type
d’approches a ses limites car les hypothèses sur lesquelles les modèles en un point
reposent sont discutables, et l’information sur la turbulence à ce niveau de description
reste relativement succincte.

Les modèles en deux points, ou modèles spectraux sont quant à eux capables de
donner une information plus riche sur la turbulence. Le modèle élaboré durant notre
travail de thèse se situe dans cette catégorie.

L’idée de ces modèles est d’écrire une équation d’évolution pour les corrélations
des fluctuations de vitesse en deux points. L’approche permet alors d’accéder à toutes
les échelles de la turbulence ainsi qu’à la directivité des structures mises en jeu, que
l’on a l’habitude de caractériser en appliquant la transformation de Fourier à ces cor-
rélations. Le problème est la lourdeur de l’approche : on travaille dans un espace phy-
sique 3-D et le fait de se projeter dans l’espace spectral introduit un vecteur d’onde et
donc trois nouvelles dimensions. Cette approche se montre alors presque inabordable
numériquement. Une solution à ce problème est d’appauvrir cette description – dé-
marche suivie en particulier au LMFA – en décidant de ne considérer que des spectres
moyennés sur les directions du vecteur d’onde, perdant ainsi une information sur la
directivité des structures turbulentes. C’est la démarche adoptée par Cambonet al [1]
dans le cas de la turbulence homogène anisotrope. Après le succès du modèle en deux
points EDQNM en turbulence isotrope, il était logique d’étendre cette approche au cas
de la turbulence homogène anisotrope (THA) : c’est ce qu’ont proposé Cambonet al
[1]. Les modèles spectraux applicables à des situations de turbulence inhomogène ont
mis plus de temps a voir le jour. Ménoret [2] et Burden [3] sont à notre connaissance
les premiers à avoir proposé des modèles faiblement inhomogènes en développant les
équations autour de l’homogénéité. Ces auteurs n’ont toutefois pas réellement abouti
à des équations exploitables numériquement. Laporta [4] a étendu cette démarche de
développement pour aboutir à une équation pour le spectre de l’énergie cinétique tur-
bulenteE(k,x, t) (intégrale sur les sphères de rayonk de la trace du tenseur spec-
tral Φ ij(k,x, t), transformée de Fourier des corrélations doubles de vitesse en deux
points). En émettant les mêmes hypothèses que celles du modèle EDQNM, Laporta
ferme ces équations et écrit l’équation pour la variable scalaireE(x, k, t). Cette équa-
tion ne tient pas compte de la présence de paroi. Parpais [5] s’est quant à lui appuyé
sur les développements de Laporta, et il s’est attaché à simplifier cette approche en
partant de la constatation que le modèle de Laporta était encore trop lourd pour être
mis en oeuvre numériquement pour des géométries complexes. Il a donc développé un
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modèle spectral simplifié. Dans ce modèle la variable de base est toujoursE(x, k, t).
Cette version du modèle en terme deE(k,x, t) s’appuie sur des travaux préliminaires
de Bertoglio et Jeandel [6], et elle a été appliquée à la prédiction d’écoulements aussi
complexes que la phase d’admission d’un moteur à piston (écoulement sous une sou-
pape [7]).

Les résultats de Laporta ainsi que ceux de Parpais ont montré que cette approche
pouvait donner une information sur le spectre de la turbulence et sur les échelles tur-
bulentes mises en jeu dans les écoulements inhomogènes. Néanmoins, l’anisotropie
de la turbulence, et son influence sur le champ moyen, n’était prise en compte que de
manière grossière (à travers l’hypothèse de Boussinesq) à cause du fait que la variable
de base restait un scalaire.

L’objectif de notre thèse a donc été d’étendre cette démarche à une formulation ten-
sorielle. Le but était donc de développer un modèle statistique pour la prédiction des
champs turbulents par une approche en deux points (intrinsèquement multi-échelles)
capable d’appréhender le caractère inhomogène et anisotrope des écoulements réels,
loin des situations idéales telles que la turbulence isotrope. Nous avons naturellement
décidé de développer un modèle spectral inhomogène anisotrope pour lequel la va-
riable de base estϕ ij(x, k, t), spectre du tenseur de Reynolds. Pour ce faire, nous
nous sommes appuyés sur les travaux de Laporta [4] et de Parpais [5] pour ce qui est
du développement d’un modèle spectral inhomogène et sur les travaux de Cambonet
al [1] ainsi que de Besnardet al [8] pour ce qui concerne le développement d’un mo-
dèle spectral anisotrope. Comme pour toutes les approches statistiques, une fermeture
des équations était nécessaire. La modélisation retenue pour les termes de transfert non
linéaire s’appuie sur la théorie EDQNM (Orszag 1970 [9]).

Détaillons maintenant le plan de ce manuscrit. Dans un premier volet, nous rappelons
les fondements de l’approche statistique et nous posons le problème de fermeture ren-
contré lorsque l’on adopte une description statistique de la turbulence. Nous abordons
ensuite les notions de modélisation, en commençant par illustrer comment les équa-
tions sur le tenseur de Reynolds en un point sont fermées. Nous soulignons les grandes
hypothèses qui sont généralement introduites dans cette démarche. L’intérêt de la pré-
sentation est de mettre en avant les grandes étapes de modélisation dans un cadre ani-
sotrope ainsi que de repérer les termes cruciaux à modéliser dans les équations de la
turbulence. Rappelons que l’intégrale deϕ ij(x, k, t) sur les nombres d’ondes est le
tenseur de Reynolds en un point.

Nous présentons ensuite notre approche en nous appuyant sur les travaux de La-
porta [4]. Comme chez cet auteur, un développement spatial autour de l’homogénéité
est introduit. Nous avons arrêté le développement des équations au premier ordre en
inhomogénéité. A ce niveau de description les équations sont déjà compliquées. En
particulier le terme de transport inhomogène contient une dépendance spectrale sur les
vecteurs d’onde. Après avoir explicité tous les termes à modéliser, nous adoptons une
démarche plus heuristique afin de fermer complètement les équations. En particulier,
le transport inhomogène est fermé comme l’ont proposé Besnardet al [8] et Parpais
[5].

Le volet suivant de notre travail consiste à déterminer les constantes apparaissant
dans le modèle. Le modèle est ensuite employé à simuler des cas tests classiques de
validation. Enfin, et c’était un des objectifs de notre travail de thèse, nous avons ap-
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pliqué notre modèle spectral inhomogène anisotrope dans des géométries complexes
pour des écoulements présentant des décollements.
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Chapitre I

Approche statistique et
modélisation en un point

I.1 Introduction

Tout au long de ce chapitre nous nous efforcerons de montrer les fondements de
l’approche statistique dans le domaine de la turbulence. Cette approche permet de trai-
ter les champs turbulents de vitesse et de pression comme des variables aléatoires.
La notion de moyenne statistique pour la turbulence sera définie. Ensuite nous appli-
querons cette moyenne aux équations de la mécanique des fluides. Par le biais de la
modélisation en un point nous montrerons que l’approche statistique fait apparaître de
nouvelles inconnues dans les équations. Nous rappellerons alors de façon succincte
comment les équations sont fermées pour les modèles en un point au second ordre
(modèles aux tensions de Reynolds). Nous avons choisi cette démarche car nous nous
appuierons par la suite sur ce qui est fait en modélisation en un point pour développer
notre modélisation en deux points.

Définissons d’abord les notions de bases pour une approche statistique.

I.2 Description statistique

SoitU une variable aléatoire, fonction de la position spatialex et du tempst. On
l’observe surN réalisations indépendantesU i, i = 1 . . . N . La moyenne d’ensemble
est alors définie par :

U(x, t) = lim
N→∞

1
N

N∑
i=1

U i(x, t) (I.1)

Cette moyenne est parfois difficile à mettre en oeuvre dans la pratique, ainsi les expé-
rimentateurs lui préfèrent souvent la moyenne temporelle, utilisée sous une hypothèse
d’ergodicité. La moyenne statistique reste cependant l’outil le plus simple et le plus
approprié à une démarche théorique et c’est celle que nous utiliserons dans cette thèse.
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Chapitre I: Approche statistique et modélisation en un point

I.2.1 Règles de Reynolds

Les propriétés essentielles de la décomposition de Reynolds sont ici rappelées.
Soient deux variables aléatoiresU etV , leurs décompositions s’écrivent :

U = U + u et V = V + v

Les propriétés de l’opérateur de Reynolds sont :
• u = v = 0

• U + V = U + V

• αU = αU

• UV = U V

• ∂ U

∂ t
=
∂ U

∂ t

• ∂ U

∂ xi
=
∂ U

∂ xi

•
∫
Udt =

∫
Udt

•
∫
Udxi =

∫
Udxi

• UV = U V + uv

I.3 Application aux équations de Navier-Stokes

I.3.1 Rappel

Pour un fluide newtonien incompressible, les équations locales d’évolution du
fluide, équations de Navier-Stokes (conservation de la quantité de mouvement), s’écri-
vent :

∂ U

∂ t
+ (U .∇)U = −1

ρ
∇P + ν∆U (I.2)

oùU est le vecteur vitesse etP la pression.ρ etν sont respectivement la densité et la
viscosité cinématique du fluide. Ces équations sont soumises à la condition d’incom-
pressibilité (conservation de la masse) :

∇ . U = 0 (I.3)

I.3.2 Equations moyennées

Lorsque l’on applique l’opérateur moyenne statistique aux équations (I.2) et (I.3),
il vient :
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∂ U

∂ t
+ (U .∇)U = −1

ρ
∇P + ν∆U −∇.R (I.4)

∇ . U = 0 (I.5)

∂ u

∂ t
+ (u.∇)U + (U .∇)u = −1

ρ
∇p+ ν∆u −∇.(R − R) (I.6)

∇ . u = 0 (I.7)

Dans l’équation sur la vitesse moyenne (I.4) nous voyons apparaître les moments du
second ordre (ou tensions de Reynolds)R = u ⊗ u. Donc, pour avoir une information
sur les moments du premier ordre (c’est à dire la vitesse moyenne) en résolvant (I.4),
il faut connaître ces tensions qui constituent de nouvelles inconnues au problème sur
les quantités moyennes. L’idée la plus logique est alors d’écrire une équation pour ces
tensions :

∂ uiuj
∂ t

+ Uk
∂ uiuj
∂ xk

= −
(
uiuk

∂ Uj
∂ xk

+ ujuk
∂ Ui
∂ xk

)
−1
ρ

(
ui
∂ p

∂ xj
+ uj

∂ p

∂ xi

)
+ν∆uiuj

−2ν ∂ ui
∂ xk

∂ uj
∂ xk

−∂ uiujuk
∂ xk

(I.8)

Apparaissent alors, dans cette équation, des moments du troisième ordre des fluctua-
tions de vitesse (dernier terme du second membre de (I.8)). Cette équation n’est donc
pas fermée. Si l’on devait écrire une équation pour les corrélations triples, elle ferait
apparaître des moments du quatrième ordre : ainsi une hiérarchie infinie d’équations
peut être écrite. L’équation du moment d’ordreN fera intervenir les moments d’ordre
(N+1). En arrêtant la hiérarchie à l’ordreN pour avoir accès aux moments d’ordreN ,
il faut donc modéliser les moments d’ordre(N + 1). C’est le problème de fermeture.
Notons également que dans (I.8) d’autres termes sont inconnus : les termes de pression
et l’un des termes visqueux (avant dernier terme). Ces termes sont inconnus en raison
de la description choisie ici (description en un point puisqueR est une corrélation
double en un point).

I.3.3 Signification physique

L’équation (I.8) peut être écrite sous une autre forme qui a pour avantage de facili-
ter l’interprétation des phénomènes physiques associés à chaque terme. Nous suivons
pour cela Chou (1945) [10] et réécrivons l’équation de transport des contraintes de
Reynolds :
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∂ uiuj
∂ t

+ Uk
∂ uiuj
∂ xk

= −
(
uiuk

∂ Uj
∂ xk

+ ujuk
∂ Ui
∂ xk

)
︸ ︷︷ ︸

Pij

+
1
ρ
p

(
∂ ui
∂ xj

+
∂ uj
∂ xi

)
︸ ︷︷ ︸

Πij

−1
ρ

∂

∂ xk
p (δjkui + δikuj)︸ ︷︷ ︸
d1ij

+ν∆uiuj︸ ︷︷ ︸
d2ij

−2ν ∂ ui
∂ xk

∂ uj
∂ xk︸ ︷︷ ︸

εij

−∂ uiujuk
∂ xk︸ ︷︷ ︸
d3ij

(I.9)

Le membre de gauche contient le terme de variation temporelle et la convection par
la vitesse moyenne. Le second membre se décompose en différents termes ayant des
significations physiques distinctes :

� Pij est le terme de “production”. Sa trace représente l’échange d’énergie entre
le champ de vitesse moyen et le champ fluctuant. C’est ce terme source qui ali-
mente la turbulence. A ce niveau de description,ce termene nécessitepasde
modélisation. En effet, le tenseur de Reynolds et la vitesse moyenne sont expli-
citement mis en jeu.

� εij est un terme de “destruction”. Sa demi traceε = ν
∂ ui
∂ xj

∂ ui
∂ xj

est générale-

ment appelée dissipation. Notons qu’en toute rigueur (cf. par exemple Schiestel

[11]) la vraie dissipation (au sens thermodynamique) estεij+ν
∂ 2Rij
∂ xi ∂ xj

et que

le termeε devrait être désigné par le terme de pseudo-dissipation.
A ce niveau de description,ce termenécessitedeshypothèsesde“fermeture”.
En effet, les gradients des fluctuations de vitesse sont ici des inconnues.

� Πij est le terme de corrélation pression-déformation. Lorsque l’on considère

la demi-trace du tenseur de ReynoldsK =
q 2

2
=

1
2
uiui, appelée énergie

cinétique turbulente, ce terme disparaît. Il contribue donc seulement à la redis-
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tribution de l’énergie turbulente entre les composantes du tenseur de Reynolds.
Ce terme contribue en partie à rendre la turbulence “plus isotrope”. A ce niveau
de description,cetermenécessitedeshypothèsesde“fermeture”.

� d1ij est un terme de transport par la pression fluctuante (dans l’espace physique).
On dit souvent qu’il représente une “diffusion” par la pression. A ce niveau de
description,cetermenécessitedeshypothèsesde“fermeture”.

� d2ij est un terme diffusif, diffusion liée à la viscosité. A ce niveau de description,
ce termenenécessitepasdemodélisation. En effet, le tenseur de Reynolds est
explicitement mis en jeu.

� d3ij est un terme de corrélations triples qui représente le transport de l’énergie
turbulente par le mouvement turbulent. Ce terme est souvent appelé “diffusif”.
A ce niveau de description,cetermenécessitedeshypothèsesde“fermeture”.

Nous voyons donc que le problème de fermeture des équations de transport des ten-
sions de Reynolds n’est pas simple. En effet, pour fermer le problème et donner l’in-
formation nécessaire à la résolution de l’équation (I.4), il faut émettre des hypothèses
sur quatre nouvelles inconnues :εij , d1ij , d

3
ij etΠij .

Il existe deux grandes classes de modèles en un point. Les modèles dits à viscosité
turbulente, comme par exemple le modèleK − ε, sont les plus utilisés dans l’indus-
trie mais nécessitent de reconstruire les tensions de Reynolds à partir deK, ε et des
gradients de vitesse moyenne. La seconde grande classe de modèles en un point est
la modélisation au second ordre, qui donne directement accès aux tensions de Rey-
nolds. Nous nous intéresserons par la suite seulement à la seconde classe, car elle est
plus proche du modèle spectral que nous allons développer. Nous allons donc voir,
sans être exhaustifs, ce qui a été fait jusqu’ici pour modéliser les termes inconnus dans
l’équation sur les tensions de Reynolds (I.9) ainsi que les stratégies “classiques” de
fermeture.

I.4 Modèles en un point

I.4.1 Introduction

Les modèles en un point constituent actuellement une des seules possibilités pour
simuler des écoulements dans des configurations complexes (“real life flows”). Ces
modèles sont fondés sur une hypothèse d’équilibre de la turbulence. A l’équation de
transport sur les contraintes de Reynolds qui fournit une échelle de vitesse, il est né-
cessaire d’associer une échelle de longueur ou de temps.
Les modèlesuiuj − ε introduisent dans ce but une équation surε :

ε =
1
2
εii

dissipation de l’énergie cinétique turbulente. Cette équation permeta posterioride dé-
terminer une échelle de longueur. Elle pose de nouveaux problèmes de fermeture. De
multiples travaux y sont consacrés et l’on continue actuellement à lui consacrer de
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nombreux développements afin de justifier certaines hypothèses. En effet, cette équa-
tion garde un caractère empirique et arbitraire bien que donnant des résultats satisfai-
sants dans beaucoup de configurations industrielles.
Intéressons nous ici à la fermeture des termes de l’équation (I.9) dans le cadre des
modèlesuiuj − ε en faisant référence à certains travaux majeurs.
Les différents travaux présentés dans le paragraphe suivant seront pour nous des ja-
lons dans notre démarche de modélisation en deux points. En effet, si nous intégrons
les équations de notre modèle spectral sur les nombres d’onde, nous trouvons alors
l’équation (I.9).

I.4.2 Fermeture

Dissipationεij

Depuis Kolmogorov (1941) [12, 13], on sait qu’à des nombres de Reynolds très
élevés la turbulence est localement isotrope et donc que la même quantité d’énergie
est dissipée pour chaque composante diagonale du tenseur de Reynolds. De plus les
termes extra-diagonaux deviennent rapidement nuls lorsque l’on tend vers une turbu-
lence localement isotrope.

Le tenseur de dissipation est donc généralement modélisé sous la forme d’un ten-
seur sphérique :

εij =
2
3
ε δij (I.10)

oùε est la dissipation visqueuse de l’énergie cinétique turbulenteK =
q 2

2
.

Notons que certains auteurs, par exemple Dalyet al (1970) [14], choisissent une
forme anisotrope qui n’exprime pas la tendance à l’isotropie locale.

Termes de transport inhomogèned1ij et d3ij

Un des modèles les plus répandus pour les corrélations triples est un modèle de
type premier gradient proposé par Daly et Harlow (1970) [14] :

d3ij = cs
∂

∂ xk

(
k

ε
ukul

∂ uiuj
∂ xl

)
(I.11)

où cs est une constante à ajuster. L’inconvénient de ce modèle est qu’il ne conserve
pas l’invariance par permutation des indices{i, j, k} pour le tenseur des corrélations
triplesuiujuk. Hanjalíc et Launder (1972) [15] ont quant à eux proposé une forme qui
respecte ces symétries :

d3ij = cs
∂

∂ xk

(
k

ε

(
ukul

∂ uiuj
∂ xl

+ uiul
∂ ujuk
∂ xl

+ ujul
∂ uiuk
∂ xl

))
(I.12)

Ce modèle repose sur une hypothèse Quasi-Normale qui permet de fermer l’équation
des corrélations triples en négligeant les effets des gradients moyens.

On utilise classiquement la forme proposée par Daly et Harlow (1970) [14] afin de
modéliser de façon conjointe les deux termes inhomogènesd 1

ij+d
3
ij . Cette hypothèse a

pour avantage de permettre de s’affranchir de la nécessité d’invariance par permutation
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des indices{i, j, k} pour le tenseur des corrélations triples puisque c’est maintenant la
somme de ce tenseur et d’un tenseur non symétrique qui se trouve modélisée.

Nous pouvons compléter cette présentation par une idée relativement récente (Lien
et Leschziner (1993) [16]) qui est de prendre en compte les termes de transportd 1

ij +
d 3
ij sous la forme d’une diffusion par une viscosité turbulente comme dans le modèle
k − ε, ce qui revient à une forme isotrope du modèle de Daly et Harlow :

d1ij + d
3
ij =

∂

∂ xk

(
Cµ
σk

k2

ε

∂ uiuj
∂ xk

)
(I.13)

Ce modèle ne respecte pas les symétries des corrélations triples seules. Il doit égale-
ment être considéré comme modélisant la somme des corrélations triples et du terme
de pression inhomogène. Nous pouvons citer Lien et Leschziner (1993) [16] qui ap-
pliquent ce modèle à un écoulement derrière une marche descendante. Debaty (1994)
[17] durant son travail de thèse a montré dans plusieurs configurations que la formula-
tion de Daly et Harlow était incapable de prendre en compte les phénomènes diffusifs
mis en jeu dans des géométries complexes, par exemple dans le cas de l’admission
derrière une soupape de moteur. Dans ce genre de situations la formulation isotrope
(I.13) a été jugée supérieure.

Corrélations pression-déformation

Le terme de corrélations pression-déformationΠij est un des termes cruciaux dans
la modélisation au second ordre. Leschziner (1995) le présente comme une des clefs
de voûte du problème de fermeture au second ordre :

“Alongside with dissipation the pressure-strain redistribution presents the modeller
with the biggest challenge in the context of second-moment closure”.

De ce fait de nombreuses propositions ont été faites pour le modéliser. Nous pré-
senterons ici l’approche classique qui consiste à se placer dans un cadre de turbulence
homogène. Chou (1945) [10] fut le premier à proposer d’exprimer la fluctuation de
pressionp en utilisant une équation de Poisson. On peut alors écrire :

Πij =
1
ρ
p

(
∂ ui
∂ xj

+
∂ uj
∂ xi

)
= ΠL

ij +ΠNL
ij (I.14)

avec

ΠL
ij =

1
4π

∫
Ω

(
2
∂ Ul
∂ xm

∂ um
∂ xl

)′ (
∂ ui
∂ xj

+
∂ uj
∂ xi

)
dω

‖ x − y ‖ (I.15)

ΠNL
ij =

1
4π

∫
Ω

(
∂2 ulum
∂xl∂xm

)′(
∂ ui
∂ xj

+
∂ uj
∂ xi

)
dω

‖ x − y ‖ (I.16)

En inhomogène il faudrait ajouter le termeΠW
ij reflétant la présence de parois :

ΠW
ij =

1
4π

∫
Σ

(
1

‖ x − y ‖
∂ p

∂ n
− p ∂

∂ n

(
1

‖ x − y ‖
))′(∂ ui

∂ xj
+
∂ uj
∂ xi

)
dσ

(I.17)
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Une remarque importante est que, par le biais des intégrales volumiques, les parties
linéaireΠL

ij et non linéaireΠNL
ij comportent une information non locale dans l’espace

physique. Or, un modèle en un point ne peut offrir que des informations locales. C’est
une des limitations majeures de ce type d’approches, et c’est ce qui pousse à explorer
le domaine des modèles en deux points qui donnent une information non-locale.
Voyons maintenant comment sont modélisés ces différents termes de corrélations pres-
sion-déformation, dans un premier temps dans un contexte homogène (donc sans l’in-
fluence d’une paroi).

En ce qui concerne le terme non linéaireΠNL
ij , on s’accorde à dire qu’il tend à

rendre la turbulence “plus isotrope”. En effet, si l’on considère une turbulence ho-
mogène anisotrope sans gradient de vitesse moyenne (source d’anisotropie pour la
turbulence), le seul terme issu des corrélations pression-déformation intervenant dans
l’équation (I.9) est le terme non linéaireΠNL

ij . Les expériences de Comte-Bellotet al
(1966) [18] et Tuckeret al (1968) [19] montrent que le retour vers l’isotropie est plus
rapide lorsque l’anisotropie initiale est forte. Celle-ci est caractérisée par :

aij =
uiuj

q2
− 1
3
δij (I.18)

Dire que l’on retourne vers l’isotropie c’est dire quea ij tend vers0. Rotta (1951)
[20] propose pour modéliser la partie non-linéaire des corrélations pression déforma-
tion que celles-ci soient proportionnelles au déviateurb ij :

bij = uiuj − 1
3
q2 δij (I.19)

Le coefficient de proportionnalité est l’inverse d’un tempsτr (voir Genceet al [21]) :

∂ bij
∂ t

= −bij
τr

(I.20)

ce temps caractéristique proposé par Rotta est supposé proportionnel au temps de re-

tournement de la turbulence
q2/2
ε

, ce qui conduit à écrire :

1
ρ
p

(
∂ ui
∂ xj

+
∂ uj
∂ xi

)
= c1

ε

q2
bij = c1 ε aij (I.21)

où c1 est une constante à déterminer. Lumley généralise cette modélisation en ayant
recours à la théorie des invariants (1977)[22]. Il écrit alors

1
ρ
p

(
∂ ui
∂ xj

+
∂ uj
∂ xi

)
= Fij( bij ,

q 2

2
, ε) (I.22)

oùFij est une fonction tensorielle isotrope. Finalement il propose pour la partie non
linéaire des corrélations pression-déformation :

1
ρ
p

(
∂ ui
∂ xj

+
∂ uj
∂ xi

)
= β bij + γ

(
bik bkj − 1

3
bik bki

)
(I.23)

où β et γ sont des constantes à déterminer. Classiquement les constantes intervenant
dans la modélisation deΠNL

ij sont ajustées par rapport à des données expérimentales
telles que celles d’Uberoi (1957) [23] ou Tucker et Reynolds (1968) [19].
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Dans les premiers modèles aux tensions de Reynolds,ΠNL
ij était considéré comme

suffisant, seul, à modéliser les corrélations pression-déformation. Néanmoins en pré-
sence d’un gradient de vitesse moyenne la partie linéaire de ces corrélations est impor-
tante. Townsend (1954) [24] notamment le souligne dans des conditions de distorsion
rapide.

En se plaçant en turbulence homogène et en supposant les gradients de vitesse
moyenne constants, l’équation de Poisson qui conduit à (I.15) permet d’écrire :

ΠL
ij =

∂ Ul
∂ xm

(Gijlm + Gjilm) (I.24)

Le tenseur du quatrième ordreGijlm est alors supposé être une fonction tensorielle

isotrope debij et de
q 2

2
. Rotta (1951) [20] précise les conditions que doit vérifier ce

tenseur (propriétés formelles de l’intégrale (I.15)) :

Gijlm = Gmjli = Gmlji symétrie (I.25)

Giilm = 0 continuité (I.26)

Gijjm = 2 umui issue du théorème de Green (I.27)

Launder et al (1975) [25] supposent, en plus des conditions ci-dessus, queGijlm
est linéaire en fonction des tensions de Reynolds et trouvent :

Gijlm = α δlj umui
+β (δml uiuj + δmj uiul + δil umuj + δij umul)
+c2 δmi uluj
+ [η δmi δlj + υ (δml δij + δmj δil)] q2/2

(I.28)

Une fois traduites les conditions (I.25),(I.26) et (I.27) on peut écrire le modèle pour la
partie linéaire des corrélations pression-déformation sous forme compacte :

ΠL
ij = −c2 + 8

11

(
Pij − 2

3
P δij

)
− 30c2 − 2

55

(
∂ Ui
∂ xj

+
∂ Uj
∂ xi

)
q 2

2

−8c2 − 2
11

(
Dij − 2

3
P δij

) (I.29)

Ce modèle dans lequel intervient une seule constante,c 2, est aussi appelé modèle quasi
isotrope (QI). Dans (I.29),Pij est le terme de production dont la demi-trace est notée
P etDij est donné par :

Dij = −
(
uiuk

∂ Uk
∂ xj

+ ujuk
∂ Uk
∂ xi

)
.

Il est à noter que pour des approches en deux points Naotet al (1973)[26], Jeandel
(1976) [27], Cambon et al (1981) [1] et Besnardet al (1990) [8] reprennent les
principes de cette démarche pour aboutir à des formalismes qui, nous le verrons plus
loin, peuvent être considérés comme des extensions de la formulation L.R.R. [25].
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Prise en compte de l’influence d’une paroi

La modélisation deΠNL
ij et deΠL

ij a été effectuée dans un cadre de turbulence ho-
mogène. Pour des écoulements réels la présence d’une paroi modifie le comportement
de la turbulence. D’une part, la proximité de la paroi provoque de fortes variations
des gradients de vitesse moyenne. L’hypothèse de faible inhomogénéité n’est donc pas
justifiée dans ce genre de configurations. D’autre part, pour les corrélations pression-
déformation (relation (I.14)), l’intégrale de contourΠW

ij devient non négligeable, car
le confinement modifie la redistribution d’énergie par la pression. En terme de tenseur
de Reynolds, des expériences (et des DNS) en canal plan ou en conduite axisymétrique
ont montré que l’anisotropie s’accentue pour les composantes diagonales alors que les
tensions croisées s’amortissent. Les différents auteurs ayant travaillé sur le sujet s’ac-
cordent sur le fait que l’influence de la paroi ne doit pas se faire ressentir au delà de

y+ de l’ordre de30 à40 oùy+ =
δuf
ν

, avecδ la distance à la paroi etuf la vitesse de

frottement.
Un autre effet non négligeable dû à la présence d’une paroi est aussi la saturation

des échelles de la turbulence accompagnée de la restructuration de ces échelles de
façon anisotrope. Or dans le cadre des modèles en un point ce phénomène est difficile
à prendre en compte, car typiquement non-local.

Quelques tentatives ont été faites afin de tenir compte de l’inhomogénéité des gra-
dients de vitesse moyenne. Par exemple Launderet al (1990) [28] proposent de rem-
placer les gradients de vitesse moyenne dans l’expression (I.29) de la partie rapide
des corrélations pression-déformation par un gradient effectif incluant des effets de
courbure :

∂ Ui
∂ xj

∣∣∣∣
eff.

=
∂ Ui
∂ xj

+ c1l
∂ l

∂ xm

∂ 2Ui
∂ xm∂xj

avecl =
q2/2
ε

(upuq npnq)
1/2

oùn est le vecteur normal à la paroi solide etc1 une constante à ajuster.
Néanmoins cette démarche n’a pas été une voie majeure de recherche car les ap-

plications numériques n’ont pas été probantes. Le changement de comportement de
la turbulence en proche paroi n’est pas à mettre complètement sur le compte d’une
évolution rapide des gradients de vitesse moyenne. L’essentiel des travaux liés à la tur-
bulence pariétale s’est focalisé sur l’influence de l’intégrale de contourΠW

ij que l’on
qualifie de terme “d’écho de paroi”.

Launder et al (1975) [25] soulignent que dans le cas d’un écoulement sur une
plaque plane, on peut chercher une nouvelle fonction de Green pour le problème de
Poisson sur la pression :

g(x,y) =
1

‖ x − y ‖ +
1

‖ x − y′ ‖
oùy′ est le point image dey par rapport à la paroi (figure I.1).

Ainsi l’intégrale de contourΠW
ij dans l’expression des corrélations pression-défor-

mation (I.14) correspond aux nouveaux termes en
1

‖ x − y′ ‖ . Il y a donc dans cette

configuration deux contributions, linéaire et non-linéaire. De la même manière que
pour la partie rapide des corrélations pression-déformation Launderet al ont re-
cours aux théorèmes de représentation afin de modéliser ce terme d’écho. Il sont donc
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y′

y

Figure I.1 : Point image pour le terme d’écho de paroi

conduits à introduire pour le terme d’écho les analogues deΠL
ij etΠNL

ij . Ils proposent
la forme :

ΠW
ij =

(
c′1
ε

q2
bij +

∂ Ul
∂ xm

(Bijlm + Bjilm)
)
f(l/y) (I.30)

Ainsi Launder et al gardent une contribution non-linéaire qui introduit une in-
fluence de la paroi même lorsqu’il n’y a pas de déformation moyenne. Le second
terme prend en charge l’accentuation de l’anisotropie et la diminution des termes extra-
diagonaux du tenseur de Reynolds, phénomènes observés expérimentalement. De plus
une fonction d’amortissementf(l/y) est introduite oùl est une échelle caractéristique
de la turbulence ety représente l’éloignement à la paroi. Sont rôle est donc “d’annuler”
explicitement le terme d’écho loin de la paroi solide. On écritBijlm commeGijlm :

Bijlm = α′ δlj umui
+β′ (δml uiuj + δmj uiul + δil umuj + δij umul)
+c′2 δmi uluj
+ [η′ δmi δlj + υ′ (δml δij + δmj δil)] q2/2

(I.31)

Le nombre de constantes intervenant dans l’expression (I.31) peut être réduit en intro-
duisant certaines propriétés deΠW

ij . En effet celui-ci est purement redistributif et donc
à trace nulle, par conséquent :

Biilm = 0

De plus, dans une configuration d’écoulement sur une plaque plane bidimensionnel
dans un repère(e1, e2) (figure I.1), la composanteu 3u 3 du tenseur de Reynolds n’est
pas affectée par la présence de la paroi, alors :

B3312 = 0

Finalement Launderet al (1975) obtiennent comme terme d’écho de paroi :

ΠW
ij =

(
c′1
ε

q2
bij + c′2(Pij −Dij) + ζ ′

(
∂ Ui
∂ xj

+
∂ Uj
∂ xi

))
f(l/y) (I.32)
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avecζ ′ =
3
4
η′. De plus ils précisent quel �

(
q 2

2
)

3
2

ε
est l’échelle intégrale isotrope

(représentative des grandes structures turbulentes, celles qui portent le plus d’énergie).
Pour ce terme d’écho, d’autres auteurs ont fait des propositions intéressantes. En

particulier, l’ingrédient essentiel qui peut être ajouté au modèle précédent est l’in-
fluence de l’orientation des parois. Une des premières propositions dans cette direction
a été faite par Shir (1973) [29]. Celle-ci a pour but de corriger la partie non linéaire des
corrélations pression-déformation :

ΠW
ij =

(
c′1
ε

q2
( ninl uluj + njnl ului − 2

3
nlnk uluk δij )

)
f(l/y) (I.33)

Mais cette modélisation n’est pas conforme à la constatation expérimentale queu 3u 3

n’est pas affecté par la présence d’une paroi dans le cas de la plaque plane.
Gibson et al (1978) [30] dans le cadre de leurs travaux sur la couche limite at-

mosphérique reprennent cette idée et l’étendent à la partie linéaire des corrélations
pression-déformation

ΠW
ij = cw2

(
ninl ΠL

lj + njnl ΠL
li − 2

3
nlnk ΠL

lk δij

)
f(l/y) (I.34)

oùΠL
ij est modélisé sous une forme dégénérée de celle proposée par Launderet al

(1975). Celle-ci ne tient compte que de la partie production
c2 + 8
11

(
Pij − 2

3
P δij

)
qui est considérée comme dominante. Cette forme pourΠL

ij donne un modèle sim-
plifié, qualifié de modèle IP (“isotropisation” de la production). Ce modèle conserve
l’anomalie pour la composanteu 3u 3 du tenseur de Reynolds en particulier dans le cas
où l’écoulement impacte sur une paroi. Dans cette situation l’énergie doit être redis-
tribuée sur les composantes parallèles à la paroi, ce qui n’est pas prédit par le modèle.
C’est pour cela que d’autre auteurs, en particulier Craftet al (1992) [31] se sont at-
tachés à corriger cette anomalie. Il en résulte des modèles de plus en plus compliqués
où la physique n’a peut-être plus sa place.

I.5 Conclusion sur les modèles en un point

Nous avons vu par le biais des équations de transport pour le tenseur de Reynolds
les idées essentielles qui guident la démarche de modélisation dans le cadre d’une ap-
proche statistique. Cette démarche consiste à écrire les termes inconnus de ces équa-
tions en fonction des quantités auxquelles on a directement accès. Nous avons vu en
particulier que l’on peut exprimer ces termes inconnus sous une forme polynômiale
respectant les symétries inhérentes aux termes à modéliser (théorèmes de représenta-
tion). Ces termes font apparaître des constantes qu’il faut alors calibrer au regard de
mesures expérimentales.

Ce type d’approche en un point montre parfois ses limites surtout lorsque l’on
veut l’appliquer à des écoulements complexes. En effet, on est souvent confronté à
des situations où de nombreuses échelles de turbulence sont mises en jeu. Or, pour les
modèles en un point, une seule échelle est essentiellement prise en compte, l’échelle
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l = q2

2

3
2

/ε représentative des grosses structures turbulentes. Une hypothèse d’équi-
libre permet alors de déduire l’énergie portée par les plus petits tourbillons, jusqu’à
l’échelle de Kolmogorov, au niveau de laquelle se dissipe l’énergie injectée par les
grandes échelles (modèle de cascade de Kolmogorov). Bien que cette hypothèse soit
satisfaisante pour la turbulence homogène isotrope, nous savons que dans les écoule-
ments réels (cisaillement, paroi...) la turbulence est loin d’être en équilibre.

C’est pour cela que depuis plusieurs décennies, des chercheurs se sont intéressés
à des approches multi-échelles plus aptes à tenir compte des déséquilibres de la turbu-
lence (Hanjalíc et Schiestel (1979) [32] ). L’idée est d’avoir au moins une information
plus fine sur les interactions entre structures de dimensions hétérogènes qui caracté-
risent la turbulence. La gamme des échelles mises en jeu étant continue et large bande,
il semble alors intéressant d’appréhender le problème de fermeture par une analyse de
Fourier.

Dans la suite de ce travail nous allons montrer comment, à partir d’une description
en deux points, et en appliquant la transformation de Fourier aux équations obtenues,
nous développons un modèle spectral simplifié, qui nous l’espérons nous donnera une
information plus détaillée sur la turbulence.

Les modèles de turbulence en un point ont jusqu’ici montré leur utilité lorsqu’il
s’agit de faire des calculs industriels. Il n’en reste pas moins des lacunes ou des fai-
blesses, par exemple le caractère très empirique de la forme fermée de l’équation sur
la dissipation de l’énergie cinétique turbulente. De ce fait, cette équation est largement
utilisée mais n’a presque pas évolué depuis la proposition du modèlek − ε de Laun-
der et al (1974) [33]. Le caractère mono-échelle de ce type d’approche constitue un
problème majeur afin de tenir compte de la physique des écoulements turbulents. En
effet, nous avons vu que lors du processus de modélisation dans l’équation d’évolution
du tenseur de Reynolds en un point, la notion d’échelle de longueur (ou de temps) est
cruciale.
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Chapitre II

Approche en deux points et modèle
spectral inhomogène simplifié

II.1 Introduction

Afin d’obtenir une information sur la turbulence plus riche que celle fournie par
les modèles en un point, beaucoup d’auteurs ont eu recours à une approche en deux
points. Outre le fait que cette approche est typiquement multi-échelles, elle présente
l’avantage que les termes de pression peuvent, en théorie au moins et dans les cas
simples, être exprimés de manière fermée. Il en va de même de la dissipation qui n’est
plus une inconnue.

Les approches en deux points sont souvent considérées essentiellement comme des
outils d’analyse. Elles ont été extensivement appliquées en turbulence homogène iso-
trope (THI). Aujourd’hui l’intérêt théorique pour les fermetures dans le cas de la THI
s’est quelque peu estompé car ces fermetures sont incapables de prendre en compte
les phénomènes d’intermittence interne. Elles ont néanmoins beaucoup apporté dans
la compréhension de nombreux mécanismes. Plus récemment, les extensions des fer-
metures à la turbulence homogène anisotrope (THA) [27, 34, 35, 1, 36] ont permis
d’aborder la description de la turbulence en interaction avec des gradients de vitesse
moyenne, avec des effets de rotation ou de stratification. Sur tous ces points, les ferme-
tures se sont révélées constituer de remarquables outils de description et de prédiction,
souvent très complémentaires des DNS.

Nous pouvons souligner ici deux voies historiques importantes de fermeture en
deux points. La première est issue d’un développement en deux points et en deux
temps qualifié d’approximation par interaction directe (DIA) dont Kraichnan (1959)
[37] est le contributeur majeur. L’autre est la théorie EDQNM (Eddy Damped Quasi
Normal Markovian) proposée par Orszag (1970) [9] et dont nous rappelons les grandes
lignes dans le paragraphe suivant.

Les écoulements réels sont loin des études académiques que sont les analyses de
THI ou de THA. Ils sont inhomogènes. Des extensions des fermetures en deux points
à des cas inhomogènes ont été proposées, par exemple par Kraichnan dès 1972 [38].
Ces extensions restent néanmoins inapplicables directement à des écoulements inho-
mogènes dès qu’ils deviennent un peu compliqués. Leur résolution numérique serait
trop onéreuse. C’est la raison pour laquelle certains auteurs, en particulier au LMFA,
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ont entrepris une démarche qui vise à développer, à partir de la formulation en deux
points complète, des modèles suffisamment simplifiés pour pouvoir être appliqués à
des écoulements rencontrés dans la pratique. C’est dans ce cadre que s’inscrit notre
travail de thèse.

Le modèle simplifié présenté ici s’inscrit ainsi dans la lignée de travaux effectués
antérieurement au LMFA, essentiellement ceux de Laporta (1995) [4] pour le dévelop-
pement analytique des équations d’évolution des corrélations en deux points dans des
conditions faiblement inhomogènes, et ceux de Parpais (1996) [5] pour la construc-
tion d’un modèle plus heuristique s’appuyant sur ce développement. Rappelons que
Parpais a proposé un modèle spectral simplifié dont la variable de base est un scalaire
(E(x, k, t), spectre de l’énergie cinétique turbulente). Notre travail constitue une ex-
tension du travail de Parpais [5] : on étend son modèle à une description tensorielle
où la variable fondamentale estϕij(x, k, t), spectre des corrélations doubles en deux
points intégré sur les sphères de rayonk, que nous pouvons encore appeler spectre du
tenseur de Reynolds (dontE(x, k, t) est la demi-trace).

Comme les approches de Laporta ou de Parpais, notre modèle s’appuie sur la théo-
rie EDQNM, donc sur une formulation portant sur des corrélations en deux points
mais en un temps. L’approche en deux temps a été écartée à cause de sa plus grande
complexité et des temps de calcul plus importants qu’elle entraînerait.

II.2 Modélisation en deux points pour la turbulence homo-
gène isotrope : présentation succincte du modèle ED-
QNM

On rappelle ici, dans le cas simple de la turbulence homogène et isotrope, les
grandes lignes de la démarche EDQNM qui sera utilisée en inhomogène dans les pa-
ragraphes suivants.

La démarche consiste à écrire l’équation pour les corrélations doubles en deux
points et en un temps

Rij(x1,x2, t) = ui(x1, t)uj(x2, t)

qui dans le cas homogène ne sont fonctions que de la séparationr = x2 − x1. Par
transformée de Fourier par rapport àr, on obtient alors l’équation du tenseur spectral
Φij(k, t) qui, dans le cas isotrope, peut être exprimé en fonction du seul spectre de
l’énergie cinétique turbulenteE(k, t) :

Φij(k, t) =
(
δ ij − kikj

k 2

)
E(k, t)
4π k 2

Dans cette équation apparaissent des termes de corrélations triples. L’équation des
corrélations triples est écrite. Elle fait apparaître des corrélations quadruples. L’hypo-
thèse de fermeture est alors introduite. Une hypothèse Quasi-Normale (QN) conduit à
écrire ces corrélations quadruples sous forme d’une somme de produits de corrélations
doubles, ce qu’on peut noter symboliquement :

uuuu =
∑

uu uu

∼ 42∼



II.2. Modélisation en deux points pour la turbulence homogène isotrope :
présentation succincte du modèle EDQNM

X̂

Ŷ Ẑ

k

p

q

Figure II.1 : Interaction triadique pour le transfert non linéaire

Il est connu (cf. par exemple Orszag[9]) que l’hypothèse QN conduit à des corréla-
tions triples surestimées. On introduit alors, dans l’équation des corrélations triples,
un terme de relaxation dit d’amortissement tourbillonnaire (ED pour Eddy Damped),
ce qui a pour conséquence de limiter la croissance des corrélations triples. La dernière
étape, qui explique la dernière lettre de EDQNM, est dite étape de Markovianisation.
Elle consiste à supposer que la variation des corrélations doubles est lente devant le
temps caractéristique des effets de relaxation ED. Cette dernière étape permet d’assu-
rer la réalisabilité du modèle et présente également l’avantage de réduire les temps de
calcul.

Tous calculs faits, on trouve finalement une équation simple portant sur le spectre
d’énergie cinétique turbulente :

∂

∂ t
E(k, t) = −2 ν k2 E(k, t) + TNL(k, t) (II.1)

Cette équation n’est autre que l’équation de Lin, mais dans ce cas le modèle EDQNM
permet d’expliciter le terme de transfert sous la forme fermée :

TNL(x, k, t) =
∫

∆(k)
θkpq(x, t)

xy + z3

q
E(x, q, t)

×{k2E(x, p, t)− p2E(x, k, t)} dpdq (II.2)

où le domaine d’intégration∆(k) est tel que les vecteurs d’ondek, p etq forment un
triangle dont les angles intérieurs, respectivement opposés àk, p etq, ont pour cosinus
x, y etz (cf. Fig II.1).

Dans l’expression (II.2),θkpq est un temps caractéristique des corrélations triples as-
socié à la triade{k,p, q}. Il est défini par :

θkpq =
1− e−(η(k)+η(p)+η(q))t

η(k) + η(p) + η(q)

où pourη(k), qui traduit l’amortissement tourbillonnaire (Eddy Damping), nous avons
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x1

x2

r
x

uj

ui

Figure II.2 : fluctuations de vitesse en deux points

retenu l’expression proposée par Pouquetet al.[39] :

η(k) = νk2 + λ

√∫ k

0
r2E(r)dr

avecλ = 0.355. Notons que cette fonctionη(k) est compatible avec l’existence d’une
zone inertielle de Kolmogorov. La constanteλ est quant à elle liée à la valeur de la
constante de Kolmogorov.

II.3 Ecriture des équations pour les corrélations en deux points
dans le cas inhomogène

En premier lieu, notre approche, comme toute fermeture en deux points, débute par
l’écriture d’une équation de transport relative aux corrélations doubles des fluctuations
de vitesseRij(x1,x2, t) = ui(x1, t)uj(x2, t) en deux pointsx1 etx2. On fait alors le
changement de variable (Figure II.2) :

{
x =

x2 + x1

2
r = x2 − x1

en introduisant, comme Laporta [4], le vecteur coordonnées du point milieux et le
vecteur séparationr. Ce changement de variable présente l’avantage de simplifier la
forme de l’équation. Ceci a pour conséquence sur les dérivées partielles en espace :


∂

∂ x1i

=
1
2
∂

∂ xi
− ∂

∂ ri
∂

∂ x2i

=
1
2
∂

∂ xi
+

∂

∂ ri
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inhomogène

L’équation de transport sur les corrélations doubles en deux points s’écrit alors :

∂ Rij
∂ t

+
(
1
2
∂

∂ xn
− ∂

∂ rn

)
Un(x − r

2
, t) Rij +

(
1
2
∂

∂ xn
+

∂

∂ rn

)
Un(x+

r

2
, t) Rij︸ ︷︷ ︸

terme convectif

=

−
(
1
2
∂

∂ xn
− ∂

∂ rn

)
U i(x − r

2
, t) Rnj −

(
1
2
∂

∂ xn
+

∂

∂ rn

)
U j(x+

r

2
, t) Rin︸ ︷︷ ︸

terme de production

−
(
1
2
∂

∂ xn
− ∂

∂ rn

)
Rin,j −

(
1
2
∂

∂ xn
+

∂

∂ rn

)
R∗
jn,i︸ ︷︷ ︸

corrélations triples en 2 points

−1
ρ

(
1
2
∂

∂ xi
− ∂

∂ ri

)
Πj − 1

ρ

(
1
2
∂

∂ xj
+

∂

∂ rj

)
Π∗
i︸ ︷︷ ︸

corrélation pression-vitesse

+ ν
(
1
2
∂ 2

∂ x2
n

+ 2
∂ 2

∂ r2n

)
Rij︸ ︷︷ ︸

dissipation et transport par viscosité

(II.3)

avec les notations :

Rij = ui(x − r

2
, t) uj(x+

r

2
, t) (II.4)

Rin,j = ui(x − r

2
, t) un(x − r

2
, t) uj(x+

r

2
, t) (II.5)

R∗
jn,i = uj(x+

r

2
, t) un(x+

r

2
, t) ui(x − r

2
, t) (II.6)

Πj = p(x − r

2
, t) uj(x+

r

2
, t) (II.7)

Π∗
i = p(x+

r

2
, t) ui(x − r

2
, t) (II.8)

Dans cette équation on reconnaît au premier membre les termes instationnaires et
convectifs. Au second membre, on trouve les termes de production, de corrélations
triples, de corrélation pression vitesse et les termes visqueux (dissipation et transport
par effet moléculaire).

Afin d’alléger les écritures, nous introduisons une notation compacte. Notons d’abord :

U
−
n = Un(x − r

2
, t) (II.9)
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U
+
n = Un(x+

r

2
, t) (II.10)

alors le terme convectif en deux points que nous noteronsÄij s’écrit sous la forme
compacte :

Äij =
(
1
2
∂

∂ xn
− ∂

∂ rn

)
U

−
n Rij +

(
1
2
∂

∂ xn
+

∂

∂ rn

)
U

+
n Rij (II.11)

Le terme de production prend la forme :

P̈ij = −
(
1
2
∂

∂ xn
− ∂

∂ rn

)
U

−
i Rnj −

(
1
2
∂

∂ xn
+

∂

∂ rn

)
U

+
j Rin (II.12)

Le terme de corrélations triples en 2 points devient :

B̈ij = −
(
1
2
∂

∂ xn
− ∂

∂ rn

)
Rin,j −

(
1
2
∂

∂ xn
+

∂

∂ rn

)
R∗
jn,i (II.13)

Les corrélations pression vitesse seront quant à elles désignées parΠ̈ij :

Π̈ij = −1
ρ

(
1
2
∂

∂ xi
− ∂

∂ ri

)
Πj − 1

ρ

(
1
2
∂

∂ xj
+

∂

∂ rj

)
Π∗
i (II.14)

Enfin, les termes impliquant les effets visqueux seront notésV̈ij :

V̈ij = ν

(
1
2
∂ 2

∂ x2
n

+ 2
∂ 2

∂ r2n

)
Rij (II.15)

On peut maintenant écrire (II.3) sous une forme allégée :

∂ Rij
∂ t

+ Äij = P̈ij + B̈ij + Π̈ij + V̈ij (II.16)

II.4 Ecriture des équations pour les spectres tridimension-
nels des corrélations doubles en deux points

Pour obtenirΦij(x,k, t), tenseur spectral des corrélations doubles en deux points,
on applique la transformée de Fourier par rapport au vecteur séparationr à l’équation
sur R ij(x, r, t). Pour les termes figurant dans l’équation des corrélations doubles,
nous utiliserons une notation classique où̂ désigne la transformée de Fourier :

Φij(x,k, t) = TF/r(Rij(x, r, t)) (II.17)

Âij = TF/r(Äij) (II.18)

P̂ij = TF/r(P̈ij) (II.19)

B̂ij = TF/r(B̈ij) (II.20)

Π̂ij = TF/r(Π̈ij) (II.21)

V̂ij = TF/r(V̈ij) (II.22)
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II.4. Ecriture des équations pour les spectres tridimensionnels des corrélations
doubles en deux points

On obtient l’équation pour les spectres tridimensionnelsΦij(x,k, t) :

∂ Φij

∂ t
+ Âij = P̂ij + B̂ij + Π̂ij + V̂ij (II.23)

Une des difficultés apparaissant lors de la transformée de Fourier est que les termes

contenant des gradients de vitesse moyenne introduisent des produits de convolution.
Comme Besnardet al [8] nous contournerons le problème en développant le champ
de vitesse moyenne en série de Taylor autour de la position spatialex :

U i(x − r

2
, t) =

∑
n

(−1)n
n!

(
∂

∂ xp

rp
2

)n
U i(x, t) = exp

(
− ∂
∂ x

r

2

)
U i(x, t)

On pourra ainsi exprimer par la suite de manière relativement compacte les différents
termes apparaissant dans l’équation d’évolution pourΦij(x,k, t). Nous avons retenu
l’écriture proposée par Laporta [4].

Dans l’équation (II.23), la transformée de FourierB̂ij du terme des corrélations
triples fait apparaître le spectre des corrélations triples en deux pointsφnp,i(x,k, t) ;
on le déduit des corrélations triples en trois points par :

φij,l(x,k, t) =
∫
Φijl(x,p,k, t)δ(k + p+ q)dpdq

Le terme de pressionΠij s’écrit :

Π̂ij(x,k, t) =
(
1
2
∂

∂ xi
− Iki

)
Π̂j(x,k, t) +

(
1
2
∂

∂ xj
+ Ikj

)
Π̂∗
i (x,k, t) (II.24)

avec

Π̂j(x,k, t) = TF/r

(
−1
ρ
p(x − r

2
, t) uj(x+

r

2
, t)
)

(II.25)

Π̂∗
i (x,k, t) = TF/r

(
−1
ρ
p(x+

r

2
, t) ui(x − r

2
, t)
)

(II.26)

Nous montrerons par la suite comment exprimer les termes de pressionΠ̂j(x,k, t)
et Π̂∗

i (x,k, t) en fonction de la vitesse moyenne et fluctuante. Notons que le terme
Π̂ij(x,k, t) correspond au terme de corrélation pression-déformationΠij et au trans-
port par la pressiond1ij dans l’équation en un point (I.9).

Le terme visqueux

V̂ij = 2ν
(
1
4
∂ 2

∂ x2
m

− k2

)
Φij(x,k, t)

englobe tous les effets moléculaires. Il est, ici encore, intéressant de rapprocher l’équa-
tion (II.23) de celle obtenue dans le cas des corrélations en un point, l’équation (I.9).
Cette dernière doit être retrouvée par intégration de (II.23) sur tous les vecteurs d’ondes.

Dans le cas homogène les termes
∂ 2

∂ x2
k

disparaissent et l’on identifie immédiatement

la correspondance entre2νk2Φ ij et εij . Dans le cas inhomogène l’apparition du fac-
teur ν/2 devant le terme de dérivée spatiale, au lieu deν dans (I.9) pourrait laisser
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perplexe. Ce problème a en fait été résolu par Laporta [4] qui montre dans l’annexe 4
de sa thèse queεij est en fait l’intégrale de

2νk2Φ ij +
ν

2
∂ 2

∂ x2
k

Φ ij

Nous écrirons donc, avec Laporta, le terme visqueux sous la forme

V̂ij = −
(
2 ν k2Φ ij +

ν

2
∂ 2

∂ x2
k

Φ ij

)
+ ν

∂ 2

∂ x2
k

Φ ij

La première contribution est celle qui par intégration spectrale va donnerε ij . La

seconde est l’homologue spectral du termed 2
ij = ν

∂ 2

∂ x2
k

R ij (appelé diffusion vis-

queuse).
Le fait queε ij soit associé à deux contributions spectrales conduit à scinder ce

terme en deux parties :

1. εHij associé à2 ν k2Φ ij .

2. εInhij associé à
ν

2
∂ 2

∂ x2
k

Φ ij .

Notons que cette décomposition des contributions visqueuses est identique à celle pro-
posée par Jovanović et alen 1995 [40], année de la soutenance de thèse de Laporta.

Laporta (1995) [4] ainsi que Jovanović et al (1995) [40] soulignent l’importance
de la contribution inhomogène à la dissipation lorsqu’un écoulement turbulent est en
présence d’une paroi et remarquent que cette contribution devient négligeable devant
la partie homogène loin de la paroi. Pour étayer ces affirmations ils effectuent des
bilans dans le cas d’un écoulement de canal plan bidimensionnel.

Il est important de noter qu’à ce niveau de description les termes dissipatifs sont
connus et donc qu’aucune équation supplémentaire relative à la dissipation est à intro-
duire, contrairement à ce qui se passe dans le cas de la démarche en un point.

II.5 Hypothèses et fermeture pour l’approche spectrale

Comme nous l’avons souligné dans le paragraphe précédent, l’équation (II.23)
présente des termes de corrélation pression-vitesse. Nous allons exprimer ces termes
à l’aide d’une équation de Poisson. Il faut aussi trouver une alternative au fait que
l’équation sur les spectres des corrélations doubles fait intervenir un développement à
l’infini de la vitesse moyenne autour de la position en espacex. L’idée la plus simple,
et que nous allons adopter ici, est de tronquer le développement à un certain ordre en
inhomogénéité. Notre choix a été d’arrêter le développement au premier ordre en dé-
rivée spatiale. Une fois ce développement tronqué, il restera à émettre des hypothèses
de fermeture en ce qui concerne les corrélations triples. En effet, le terme de corréla-
tions triplesφnp,j est une inconnue du problème. On écrit alors l’équation des spectres
de corrélations triples en trois points : ceux-ci sont à leur tour fonctions des spectres
des corrélations quadruples. C’est à ce niveau de description que des hypothèses sont
introduites afin de pouvoir fermer le problème. Dans le cas de la théorie EDQNM
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[9], ces hypothèses consistent à écrire les corrélations d’ordre quatre sous une forme
quasi-normale puis à introduire le coefficient d’amortissement et à markovianiser. De
plus seront négligées les contributions liées aux gradients de vitesse moyenne par rap-
port aux autres contributions, dans l’équation sur les corrélations triples. Il est à souli-
gner que la démarche suivie en un point (Hanjalić et Launder [15]) pour modéliser les
termes de corrélation triple est semblable. Nous reprendrons l’approche de Laporta [4]
qui a proposé une extension de la théorie EDQNM au cadre inhomogène.

II.5.1 Expression des corrélations pression-vitesse

Nous allons éliminer la pression dans l’expression des corrélations pression-vitesse
en écrivant une équation de Poisson. Pour cela, on applique l’opérateur divergence à
l’équation (II.3). Après quelques manipulations et en passant dans l’espace spectral,
on peut extraire la fonction de Green associée à notre problème. On aboutit alors à :

Π̂∗
i (x,k, t) =

exp
(
−I
2
∂

∂ x

∂

∂ k

)(
knkp

k2

(
exp
(
I

2
∂

∂ x

∂

∂ k

)
Φ∗
np,i(x,k, t)

+2 exp

(
I
∂

∂ k

(
∂ U

∂ x
+
1
2
∂ Φin

∂ x

))
Up(x, r, t)Φin(x,k, t)

))
(II.27)

où la notation
∂ U

∂ x
indique une dérivée partielle qui ne porte que surU , et

∂ Φin

∂ x
indique une dérivée partielle ne portant que surΦin.
Quant àΠ̂j(x,k, t), il est déduit de (II.27) par :

Π̂j(x,k, t) = Π̂∗
j (x,−k, t) (II.28)

Le résultat ainsi exprimé a été déterminé pour un espace libre. Dans le cas où il y
aurait la présence d’une paroi, la fonction de Green devrait être modifiée et prendre
en compte des effets de géométrie. Par soucis de simplicité c’est la fonction de Green
en espace libre qui sera utilisée, les effets de parois étant réintroduits sous forme de
termes correctifs semblables aux termes introduits dans les modèles en un point. Il
est par ailleurs à noter que les spectres des corrélations triples interviennent main-
tenant explicitement dans les relations ci-dessus, l’expression (II.27) étant la somme
d’un terme “non-linéaire” et d’une partie rapide faisant apparaître le champ de vitesse
moyenne.

II.5.2 Equation des corrélations doubles développée au premier ordre

Nous espérons, en développant l’équation (II.23) au premier ordre (pour les termes
en exponentielle), conserver l’essentiel de l’information liée à l’inhomogénéité d’un
écoulement turbulent. Notons ici que les termes nécessitant un développement sont
les termes contenant la vitesse moyenne (productionP̂ij et convectionÂij) ainsi que
le terme de pression (pour lequel la vitesse moyenne intervient aussi). Pour le détail
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des calculs concernant le développement des différentes quantités, le lecteur pourra
se référer par exemple à Laporta (1995) [4] ou plus récemment Cadiouet al (1998)
[41] 1.

Les termes faisant apparaître la vitesse moyenne et les termes de pression s’ex-
priment sous des formes complexes en inhomogène. Il est alors nécessaire de tronquer
les développements comme l’a proposé Laporta [4]. Par souci de simplicité, alors que
cet auteur avait retenu les termes du second ordre, nous arrêtons le développement au
premier ordre. Voyons maintenant ces termes :

• Le terme issu de l’accélération convective peut être écrit :

Âij = Ĉc
ij − T̂Lij +O(( ∂

∂x
)2) (II.30)

où

Ĉc
ij = Un

∂ Φij

∂ xn
(II.31)

et

T̂Lij = kn
∂ Un

∂ xm

∂ Φij

∂ km
(II.32)

Le termeĈc
ij exprime le transport convectif deΦij par le champ de vitesse

moyenne et̂TLij est un terme de transfert spectral (intégrale spectrale nulle) qui
exprime l’étirement des tourbillons de la turbulence par le champ moyen.

• Le terme de production :

P̂ij = − ∂ U j

∂ xm
Φim − ∂ U i

∂ xm
Φmj +O(( ∂

∂x
)2) (II.33)

• Les contributions issues des corrélations pression-vitesse contiennent une in-
fluence des gradients de vitesse moyenne et une influence des corrélations triples
(équation (II.27)).

Π̂ij = Π̂L
ij + Π̂NL

ij +O(( ∂
∂x

)2) (II.34)

Π̂L
ij est la contribution linéaire liée au gradients de vitesse moyenne qui vaut, au

premier ordre en inhomogénéité :

Π̂L
ij = 2

∂ Un

∂ xm

kn

k2 (ki Φmj + kj Φim) (II.35)

1Notons qu’il faut souligner ce que représente le premier ordre en inhomogénéité. L’équation de
continuité impose aux spectres de corrélations doubles et triples les relations suivantes :

I ki Φij(x, k, t) =
1

2

∂

∂ xi
Φij(x, k, t)

I kj Φij(x, k, t) = − 1

2

∂

∂ xj
Φij(x, k, t)

I ki Φ∗
nm,i(x, k, t) =

1

2

∂

∂ xi
Φ∗

nm,i(x, k, t)

I kj Φnm,j(x, k, t) = − 1

2

∂

∂ xj
Φnm,j(x, k, t)

(II.29)

Nous voyons donc que les expressions du typeI ki Φij(x, k, t) sont équivalentes à une dérivée spatiale
du premier ordre. Laporta [4] propose de substituer les expressions enI ki par leur équivalent en dérivée
spatiale, avant d’effectuer le développement. Nous reprendrons ici cette convention.
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La partie non linéaire incluant l’influence des corrélations triples peut se scinder
en deux parties :

Π̂NL
ij = T̂Pij + D̂

P
ij (II.36)

avec

T̂Pij = I
kmknkl

k2 (δil Φmn,j(x,k, t) − δlj Φ∗
mn,i(x,k, t)) (II.37)

et

D̂P
ij =

(
kmknklkp

k4 − 1
2
δlp
kmkn

k2 − δnpkmkl
k2

)
× ∂

∂ xp

(
δil Φmn,j + δlj Φ∗

mn,i

) (II.38)

Notons que les contributions visqueusesV̂ij dont nous avons déjà parlé ne néces-
sitent ni développement ni hypothèse de fermeture.

Il reste à traiter le terme traduisant l’effet des corrélations triples (défini par (II.22))
B̂ij . Nous introduisons ici une décomposition de ce terme en faisant apparaître deux
contributions :

B̂ij = D̂ij + T̂ij (II.39)

avec

D̂ij = −1
2
∂

∂ xn
(Φin,j(x,k, t) + Φ∗

jn,i(x,k, t)) (II.40)

et
T̂ij = I kn(Φin,j(x,k, t) − Φ∗

jn,i(x,k, t)) (II.41)

La première contribution est nulle en turbulence homogène et sera associée à des effets
de transport spatial. On peut regrouper ici les termesD̂ij et T̂ij issus directement des
corrélations triples aux contributions qui sont apparues à travers la pression et écrire :

D̂NL
ij = D̂ij + D̂ P

ij (II.42)

et
T̂ NL
ij = T̂ij + T̂ P

ij (II.43)

Le premier termeD̂NL
ij sera alors le terme inhomogène de transport spatial dû aux

corrélations triples et à la pression, tandis que le secondT̂ NL
ij s’identifiera dans le cas

homogène au terme de transfert spectral.
A ce niveau, et en limitant comme nous l’avons fait les développements au premier

ordre en inhomogénéité, on obtient une équation de transport pourΦij dans laquelle
le problème de fermeture se pose au niveau des spectres des corrélations triples en
deux points. Les autres termes inconnus, notamment la pression, ont été éliminés par
l’équation de Poisson et le développement en inhomogénéité.

La démarche proposée par Laporta [4] pour exprimer les termes de corrélations
triples était d’étendre l’approche EDQNM. Les équations des corrélations triples étaient
ainsi écrites (voir annexes) et les hypothèses Quasi Normales introduites, ainsi que la
relaxation “Eddy Damped” et l’étape de Markovianisation.
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De plus, comme pour la démarche en un point, on néglige l’effet des gradients de
vitesse moyenne dans l’équation des corrélations triples. La démarche conduit Laporta
[4] à trouver une forme fermée pour la somme de ces termes :

T̂ NL
ij + D̂NL

ij =∫ ∫
f ijklmn(k,p, q,

∂ 2

∂ x r x s
)Φ kl(x,p, t)Φmn(x, q, t) δ(k + p+ q) dpdq

+
∫ ∫

g ijklmn(k,p, q,
∂ 2

∂ x r x s
)Φ kl(x,p, t)Φmn(x,k, t) δ(k + p+ q) dpdq

(II.44)
où f et g sont des opérateurs qui n’ont pas été explicités complètement, sauf dans le
cas particulier d’écoulements proches de l’isotropie oùΦ n’est fonction que du sca-
laireE(k) (cf. Laporta [4]). Dans le cadre de cette thèse nous n’avons pas, non plus,
tenté d’expliciter ces coefficients, nous appuyant seulement sur l’expression formelle
(II.44) pour étayer notre démarche de modélisation qui restera plus heuristique. No-
tons qu’au premier ordre en inhomogénéité, l’expression (II.44) permet de retrouver la
forme classique du transfert EDQNM en turbulence homogène.

Grâce à la démarche décrite jusqu’ici, on trouve une équation comparable par sa struc-
ture à celle proposée en THA par Craya (1958) [42], qui a été extensivement étudiée
(par exemple [35]). De nouveaux termes liés à la prise en compte de l’inhomogé-
néité de l’écoulement apparaissent dans l’équation des corrélations triples. Plutôt que
de suivre l’approche complète proposée par Laporta, par la suite nous modéliserons
T̂ NL
ij et D̂NL

ij en découplant, comme suggéré par Parpais [5], les termes de transfert
et les termes diffusifs.

II.6 Modèle spectral simplifié

L’approche de Laporta [4], que nous avons largement reprise ici, a permis le dé-
veloppement des équations d’évolution des spectres des corrélations doubles dans un
cadre faiblement inhomogène. Néanmoins, tenter de résoudre ces équations reste illu-
soire dès que l’on aborde des géométries un peu complexes, car le coût de calcul serait
inacceptable. Nous avons donc fait le choix de simplifier ces équations en introduisant
une variable tensorielle comme l’estΦ mais où la directivité du vecteur d’ondek n’est
pas prise en compte. Ceci allège le problème du point de vue numérique tout en nous
obligeant à modéliser certains termes supplémentaires.

Comme l’ont déjà proposé Cambonet al [1] en turbulence homogène anisotrope,
Jeandelet al [34] et Besnardet al [8] en inhomogène, nous choisirons comme incon-
nue principale de notre modèle le tenseurϕij(x, k, t) qui est l’intégrale deΦij(x,k, t)
sur les sphèresΣ(k) de rayon k :

ϕij(x, k, t) =
∫

Σ(k)
Φij(x,k, t) dσk (II.45)

Au lieu de travailler dans un espace à six dimensions{x1, x2, x3, k1, k2, k3} on ne
travaille donc plus que dans un espace à quatre dimensions{x1, x2, x3, k}. Bien que
perdant une information sur l’anisotropie structurelle de la turbulence, il nous semble
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que conserver une information tensorielle sur l’anisotropie par nombre d’onde peut se
montrer une approche déjà suffisamment riche. Cette démarche est comparable à celle
suivie dans l’espace physique pour les corrélations en deux points par Oberlack (1997)
[43], qui propose une équation de transport pour le tenseur de dissipation.

Rappelons ici, que comme l’ont montré Ménoret [2] et Laporta [4], le fait d’écrire
les corrélations doubles de manière centrée (figure II.2) conduit à donner au tenseur
spectralΦij(x,k, t) des propriétés intéressantes. En particulier on peut scinder ce ten-
seur :

Φij(x,k, t) = ΦRe
ij (x,k, t) + ΦIm

ij (x,k, t)

oùΦRe
ij (x,k, t) est la partie réelle etΦIm

ij (x,k, t) la partie imaginaire. Ces deux par-
ties coïncident respectivement avec la partie paire (et symétrique) et impaire (et an-
tisymétrique) deΦij(x,k, t). Une des conséquences de cette écriture particulière des
corrélations en deux points est :∫

Σ(k)
ΦIm
ij (x,k, t) dσk = 0

et donc

ϕij(x, k, t) =
∫

Σ(k)
ΦRe
ij (x,k, t) dσk

Par conséquent la nouvelle variable de base de notre modèle est réelle.
L’équation pourϕij(x, k, t) peut s’écrire de façon compacte sous la forme :(

∂

∂t
+ U l

∂

∂xl

)
ϕij(x, k, t) =

(
−2νk2 +

ν

2
∆x

)
ϕij(x, k, t)

+πLij(x, k, t) + pij(x, k, t)

+tLij(x, k, t) + tij(x, k, t)

+dij(x, k, t)

(II.46)

où les termes de gauche sont les intégrales de la dérivée temporelle
∂

∂ t
Φ ij et deĈc

ij

et où les deux premiers termes du membre de droite sont des contributions visqueuses
pouvant être évaluées exactement.pij est le terme de production,tLij est le terme de
transfert linéaire, ettij , dij etπLij représentent respectivement les contributions non li-
néaires homogènes et inhomogènes et le terme linéaire de pression déformation (terme
dit de pression rapide). Ces cinq termes sont respectivement les intégrales deP̂ ij , T̂Lij ,

T̂NL
ij , D̂NL

ij et Π̂L
ij .

Pour ce modèle, le terme de production peut être calculé directement en intégrant
P̂ij donné par la relation (II.33) (exacte au premier ordre) :

pij(x, k, t) =
∫

Σ(k)
P̂ij dσk = −∂U i

∂xn
(x, t)ϕnj(x, k, t)− ∂U j

∂xn
(x, t)ϕin(x, k, t)

(II.47)
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puisque le tenseurϕij est, à ce niveau de description, connu.

Nous allons maintenant expliciter les différents termes intervenant dans l’équation
(II.46). Pour les termes compliqués nous expliquerons comment nous les avons modé-
lisés et pourquoi, en soulignant l’origine de ces termes et leur signification physique.

II.6.1 Les différents termes modélisés et leur signification

Les deux termes non linéaires qui sont respectivement les intégrales sur les sphères
de rayonk deTNL

ij et deDNL
ij sont à modéliser. Laporta a montré à partir de (II.44) que

l’expression obtenue pour la somme de ces deux termes pouvait finalement se mettre
sous la forme générique :

tij + dij =∫ ∫
∆
f ijklmn(k, p, q,

∂ 2

∂ x r x s
)ϕ kl(x, p, t)ϕmn(x, q, t) dpdq

+
∫ ∫

∆
g ijklmn(k, p, q,

∂ 2

∂ x r x s
)ϕ kl(x, p, t)ϕmn(x, k, t) dpdq

(II.48)

avec∆ = {|p− q| < k < p+ q}.
Dans cette expression lesf ijklmn etg ijklmn sont des coefficients qui n’ont pas été

explicités par Laporta. Sans vouloir expliciter ici ces coefficients on peut néanmoins
souligner qu’ils contiennent des contributions faisant apparaître l’opérateur dérivée

spatiale
∂ 2

∂ xr ∂xs
correspondant à la partie inhomogènedij et des contributions n’im-

pliquant pas cet opérateur et liées au terme de transfert vers les petites échellestij , seul
terme présent en homogène. Notons qu’en suivant l’approche de Laporta il est tout à
fait possible d’obtenir une expression fermée de ces termes via la théorie EDQNM.
Laporta a écrit et utilisé une telle expression dans le cas particulier d’une turbulence
quasi-isotrope où le tenseurϕ ij peut être exprimé en fonction du spectre d’énergie
E. Cette expression est néanmoins déjà trop lourde pour être utilisable dans le cas
des écoulements inhomogènes plus complexes que quelques rares cas d’école (comme
la couche de mélange non cisaillée). Nous avons donca priori exclu d’expliciter et
d’utiliser la forme (II.48) et avons calqué notre démarche sur celle de Parpais [5] qui
avait proposé de modéliser séparément les contributions homogène et inhomogène en
supposant que la partie homogène était identique au transfert présent en turbulence
homogène et que la partie inhomogène avait une forme diffusive. Dans notre cas, et
avec les notations employées jusqu’ici cela revient à modéliser séparémenttij etdij .

Le transfert non-linéairetij est donc modélisé comme si la turbulence était ho-
mogène. Notons qu’une forme fermée detij a été donnée par Cambon [35] à l’aide
d’une extension de l’approche EDQNM à la turbulence homogène anisotrope décrite
en terme deϕ ij . L’expression résultante fait apparaître des intégrales triadiques por-
tant sur le tenseurϕ ij . Afin de ne pas alourdir les calculs nous lui avons préféré la
forme décrite dans les deux paragraphes suivants, où seule la trace du transfert sera
calculée par les intégrales triadiques EDQNM, le déviateur étant modélisé de manière
plus simple.
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La trace du transfert non-linéaire

L’écriture retenue pour le terme de transfert est la forme usuellement déduite de
la théorie E.D.Q.N.M. (Eddy Damped Quasi Normal Markovian, Orszag [9] et Le-
sieur [44]) pour une turbulence homogène et isotrope. La justification de l’utilisation
en inhomogène de cette modélisation est issue du travail de thèse de Laporta [4] qui
montre que si l’on arrête le développement au premier ordre en inhomogénéité (ce qui
est notre cas) la forme que l’on trouve alors pour le terme de transfert non-linéaire
en terme deE(x, k, t) (la demi-trace deϕij(x, k, t), le tenseur de Reynolds spectral
unidimensionnel) est identique à celle trouvée en EDQNM (expression (II.2)).

Comme notre modèle revient au modèle EDQNM dans une limite de turbulence
homogène isotrope le paramètreλ n’a pas été modifié.

La partie déviateur du transfert non-linéaire

Il est important ici de remarquer que l’on peut décomposerTNL (expression (II.2))
en deux contributionsT+ etT− définies par

T+(x, k, t) =
∫

∆(k)
θkpq(x, t)(xy + z3)

k2

q
E(x, q, t)E(x, p, t)dpdq

T−(x, k, t) = −
∫

∆(k)
θkpq(x, t)(xy + z3)

p2

q
E(x, q, t)E(x, k, t)dpdq

oùT+ représente l’énergie arrivant sur le nombre d’onde K, tandis queT− est l’éner-
gie qui lui est prélevée dans l’interaction non linéaire. On décompose alors de la même
manière le transfert globaltij ent+ij ett−ij . Notons que cette décomposition est justifiée,
en anisotrope et même en inhomogène, par l’existence de la forme générique (II.48)
qui fait clairement apparaître deux types de contributions : celles en {p,q} et celles en
{p,k} (ou ce qui revient au même en {q,k}). Ces deux quantités vérifient :

1
2
t+ii (x, k, t) = T

+(x, k, t)

et
1
2
t−ii (x, k, t) = T

−(x, k, t)

En s’appuyant sur des études antérieures effectuées au Laboratoire dans le cadre de
modèles E.D.Q.N.M. décrivant la turbulence homogène anisotrope de manière plus
complète, nous supposons quet+ij a une anisotropie plus faible quet−ij . L’idée la plus
simple serait alors de modélisert+ij sous une forme complètement isotrope ce qui
conduirait à écrire

t+ij(x, k, t) =
2
3
T+(x, k, t)δij

et t−ij sous une forme anisotrope (“visqueuse”) :

t−ij(x, k, t) = T
−(x, k, t)

ϕ ij(x, k, t)
E(x, k, t)
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Une telle hypothèse a néanmoins pour conséquence de surestimer les effets de retour à
l’isotropie. En particulier cette hypothèse impliquerait que toutes les interactions tria-
diques mises en jeu dans le terme de transfert participent au retour à l’isotropie, ce
qui est probablement faux. En effet les interactions non locales, notamment celles qui,
pour une échelle1/K donnée, font intervenir l’action d’une échelle1/Q (ou 1/P )
largement plus grande, sont liées à des phénomènes essentiellement convectifs (ef-
fets dits de "sweeping") et laissent probablement inchangée l’anisotropie portée par
l’échelle1/K. En d’autres termes, ces interactions ne devraient pas participer aux ef-
fets de retour à l’isotropie par la pression non linéaire. En conséquence, nous allons
ici supposer que seules les interactions ayant un certain degré de localité participent au
retour à l’isotropie.

Nous sommes alors conduit à décomposerT+ etT− en leurs contributions locales
et non locales, respectivementT+L et T−L et T+NL et T−NL. Les contributions
locales sont définies par :

T+L(x, k, t) =
∫

∆(k)
θkpq(x, t)(xy + z3)

k2

q
E(x, q, t)E(x, p, t)H(k, p, q)dpdq

T−L(x, k, t) = −
∫

∆(k)
θkpq(x, t)(xy + z3)

p2

q
E(x, q, t)E(x, k, t)H(k, p, q)dpdq

avecH(k, p, q) = 1 si tous les rapports entre les nombres d’ondek, p et q restent
inférieurs à un paramètre de non localitéh, et avecH(k, p, q) = 0 dans le cas contraire.
Quant aux contributions non localesT+NL etT−NL elles sont définies par :

T+NL(x, k, t) = T+(x, k, t)− T+L(x, k, t)

T−NL(x, k, t) = T−(x, k, t)− T−L(x, k, t)

Nous pouvons alors écriret+ij et t−ij sous une forme où seules les transferts locaux
contribuent au retour à l’isotropie :

t+ij(x, k, t) =
2
3
T+L(x, k, t)δij +

2
3
T+NL(x, k, t)δij

t−ij(x, k, t) = T
−L(x, k, t)

ϕij(x, k, t)
E(x, k, t)

+
2
3
T−NL(x, k, t)δij

On voit que seule la partie locale, modélisée de manière différente pourt+ij et t−ij aura
un effet sur le déviateur deϕij . Afin de pouvoir régler le retour à l’isotropie, nous
proposons d’introduire de plus une constanteα permettant un ajustement et écrivons
finalement

t+ij(x, k, t) =
2
3
αT+L(x, k, t)δij+(1−α)T+L(x, k, t)

ϕij(x, k, t)
E(x, k, t)

+
2
3
T+NL(x, k, t)δij

en laissantt−ij inchangé.
La forme finale retenue pour le transfert non-linéaire est donc :

tij(x, k, t) =
2
3
(T+NL(x, k, t) + T−NL(x, k, t) + αT+L(x, k, t))δij

+ ((1− α)T+L(x, k, t) + T−L(x, k, t))
ϕij(x, k, t)
E(x, k, t)

(II.49)

Les deux constantesα et h seront optimisées par comparaisons avec des cas expéri-
mentaux de turbulence homogène anisotrope.
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Le terme de pression rapide

Il s’agit de la partie linéaire des corrélations pression-déformation. Ce terme est
modélisé comme proposé par Cambon et al. [1] puis par Besnard et al. [8]. L’approche
constitue l’homologue dans l’espace spectral de la démarche proposée par Launder et
al. [25]. L’idée est d’exprimer l’intégrale du terme de pression-déformation tridimen-
sionnel

πLij(x, k, t) = 2
∂U l

∂xm

∫
Σk

kl

k2 (kiΦmj + kjΦim) dσk

en fonction deϕij . Pour ce faire, on écritΦij sous la forme d’une fonction tensorielle
isotrope deϕij/E etk/k.
On écrit alors :

Φij(x,k, t) =
E(x, k, t)
4 π k2 Fij(Hlm, αn) (II.50)

oùHlm(x, k, t) =
ϕlm(x, k, t)
2 E(x, k, t)

− δlm
3

etαn =
kn
k

. Les propriétés formelles que doit

vérifier le tenseurFij sont
◦ l’incompressibilité :αi Fij = Fij αj = 0
◦ la symétrie :Fij = Fji = 0
◦ la relation traduisant la définition deϕij :

ϕij(x, k, t) =
∫

Σ(k)
Φij(x,k, t) dσk

On choisit alors d’écrireFij sous la forme d’une fonction tensorielle isotrope linéaire
en terme deϕij (ou Hij), comme l’ont proposé Cambonet al [35, 1]. On trouve
finalement pour le terme de pression rapide :

πLij(x, k, t) = cb

(
∂U i

∂xn
ϕnj(x, k, t) +

∂U j

∂xn
ϕin(x, k, t)

)

−2
3
cbδij

∂Um

∂xn
ϕmn(x, k, t)

+(8cb − 6)
(
∂Un

∂xi
ϕnj(x, k, t) +

∂Un

∂xj
ϕin(x, k, t)

)

−2
3
(8cb − 6)δij

∂Um

∂xn
ϕmn(x, k, t)

+(
11
5

− 3cb)
(
∂U i

∂xj
+
∂U j

∂xi

)
ϕnn(x, k, t)

(II.51)

On voit que cette expression fait intervenir une constante,cb, dont la valeur sera déter-
minée plus loin.

Le transfert linéaire

Le transfert linéaire est issu des termes d’accélération convective. Son intégrale
sur lesk est nulle. Ce terme traduit une propriété de transfert entre nombres d’onde.
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Il contient une information relative à l’étirement tourbillonnaire imposé par le champ
moyen sur le champ turbulent. Le terme de transfert linéaire intégré sur les sphères de
rayonk s’écrit :

tLij(x, k, t) =
∂U l

∂xm

∫
Σk

∂

∂km
(klΦij) dσk

Ce terme est la contribution spectrale du terme convectif lorsque l’on écrit l’équa-
tion sur les corrélations en deux points (II.3). On peut décrire schématiquement sa
signification : lorsque le champ de vitesse moyenne étire un tourbillon selon son axe
cela a pour effet d’augmenter son intensité et de diminuer sa dimension caractéristique.
Ceci correspond donc à un transfert d’énergie des grandes vers les petites échelles de la
turbulence. Il existe bien entendu des situations où, au contraire, les gradients moyens
ont tendance à faire croître la taille des structures turbulentes et donc à créer un flux
spectral inverse. On peut néanmoins penser que dans la plupart des situations, en parti-
culier celles de cisaillement dominant, le transfert linéaire s’effectue globalement des
grandes vers les petites échelles. L’idée a donc été introduite par différents auteurs de
modéliser ce terme par un flux spectral. Par exemple, Clarkeet al [45] ont proposé
une forme pour la trace du transfert linéaire :

tLii = cd
∂

∂ k
(k P (x, k, t))

oùP (x, k, t) est le terme de production dans l’équation sur le spectre d’énergie ciné-
tique turbulenteE(x, k, t).

Nous avons fait le choix de modéliser le terme transfert linéaire afin qu’il puisse
tenir compte de l’effet des gradients de vitesse moyenne de façon globale et nous
avons supposé que ce terme est proportionnel au deuxième invariantS2 du tenseur de
déformation :

tLij = CTL S
∂

∂ k
(k ϕij(x, k, t)) (II.52)

avecS =
√
Slm.Slm oùSlm est le tenseur de déformation. Sous cette forme et avec

CTL < 0 nous n’autorisons les transferts que dans le sens des grandes vers les petites
échelles (des petits vers les grands nombres d’onde).

D’autres formes de modélisation ont été proposées pour ce terme. En suivant par
exemple la démarche par fonction tensorielle isotrope utilisée pour le terme de pression
rapide, Cambonet al [1], puis Besnardet al [8], ont obtenu :

tLij(x,k, t) =
(
1− 3

2
cb

)((
∂ U i

∂ xn
+
∂ Un

∂ xi

)
∂

∂ k
(k ϕnj(x,k, t))

+
(
∂ U j

∂ xn
+
∂ Un

∂ xj

)
∂

∂ k
(k ϕin(x,k, t))

−4
3
δij
∂ Un

∂ xm

∂

∂ k
(k ϕnm(x,k, t))

)

+
(
cb − 7

10

)(
∂ U i

∂ xj
+
∂ U j

∂ xi

)
∂

∂ k
(k ϕnn(x,k, t))

+
(
7
2
cb − 8

3

)
δij
∂ Un

∂ xm

∂

∂ k
(k ϕnm(x,k, t))

(II.53)
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Plutôt que d’utiliser la forme (II.53), nous avons préféré employer la forme (II.52)
qui est plus simple et plus facile à implanter numériquement. L’implantation de (II.53)
pourrait constituer une extension intéressante pour un travail futur. Notons que l’uti-
lisation de cette forme pourrait cependant nécessiter un travail de mise au point im-
portant, certains problèmes de stabilité numérique ayant été observés pour de fortes
valeurs des gradients moyens avec le modèle enϕ ij en turbulence homogène, et pou-
vant être attribués à l’utilisation de cette expression. Notons aussi que la constante in-
tervenant dans (II.53) est la même que celle qui apparaît déjà dans l’expression deπLij
(II.51), ce qui constitue très certainement un avantage de (II.53) par rapport à (II.52)
en ce sens que le modèle est alors plus élégant. En revanche pour des calculs pratiques,
le fait de pouvoir ajuster indépendamment les modélisations deπLij et tLij en jouant sur
deux constantes, ce qui est le cas lorsque l’on utilise (II.52), peut s’avérer être un avan-
tage, en particulier pour résoudre des problèmes de stabilité numérique des calculs.

Le transport inhomogène

Il englobe tous les effets inhomogènes liés à un transport spatial dans l’équation
(II.23) et s’écrit :

dij =
∫

Σ(k)

(
D̂NL
ij

)
dσk (II.54)

avecD̂NL
ij défini par (II.42).

Comme nous l’avons déjà mentionné, si l’on suit la démarche de Laporta (1995)
[4] on peut obtenir une forme fermée pourdij . Cette forme est la partie inhomogène de
l’écriture générique (II.48). Laporta n’a pas explicité la forme dedij . Il a fait ce travail
uniquement pour la demi-trace dedij (D = 1

2dii) et dans le cas où on fait l’hypothèse
de quasi-isotropie surϕij en l’exprimant en fonction deE(k). Il trouve dans ce cas :

D(x, k, t) =
∂

∂ xi

∫
∆(k)

θkpq(x, t)( ckpqE(x, p, t)
∂ E(x, q, t)
∂ xi

+dkpqE(x, q, t)
∂ E(x, p, t)
∂ xi

+ekpqE(x, p, t)
∂ E(x, k, t)
∂ xi

+fkpqE(x, k, t)
∂ E(x, p, t)
∂ xi

)dpdq

(II.55)
où ckpq, dkpq, ekpq et fkpq sont des fonctions de la géométrie des triades {k,p,q} (voir
fig. II.1). On voit que le terme de transport inhomogène est un terme complexe qui se
rapproche du terme de transfert non linéaire car sous la forme d’une double intégrale
sur les nombres d’onde. Des calculs ont été effectués par Parpais [5] et Laporta [4] pour
évaluer le bien-fondé de cette forme dans le cas d’une couche de mélange non cisaillée.
La comparaison à cette expérience de turbulence diffusive s’est montrée prometteuse.
Mais le coût de calcul était élevé rendant prohibitif des extensions à des géométries
plus complexes.

Notre idée première étant d’être capables de simuler et prédire des écoulements
complexes nous avons décidé de modéliser le termedij sous une forme plus simple.
Nous nous sommes donc inspirés de l’approche en un point. Comme Besnardet al [8]

∼ 59∼



Chapitre II: Approche en deux points et modèle spectral inhomogène simplifié

nous avons opté pour une modélisation de type premier gradient en introduisant une
viscosité turbulente :

dij =
∂

∂ xk

(
νT
∂ ϕij
∂ xl

)
(II.56)

Ici, la viscosité turbulenteνT que nous introduisons ressemble à la forme isotrope
classique utilisée dans les modélisations en un point du typeκ− ε ([14],[16],[17]) :

νT = Cs
ν

κ2

εH
(II.57)

où κ =
q 2

2
=
∫ ∞

0
E(x, k, t) dk et εH est la partie homogène de la dissipation

εH =
∫ ∞

0
2 ν k2 E(x, k, t) dk, Cs

ν étant un paramètre à ajuster pour notre modèle.

Notons que cette forme diffère de celle de Besnardet al [8] par la formulation de
νT . Ces auteurs avaient utilisé la forme :

νt
b(x,k, t) = cνb

∫ ∞

0

√
E(x, r, t)
K3 dK (II.58)

où νbt est un coefficient de diffusion. Quant à Parpais [46], il avait également retenu
une forme diffusive mais avec une viscosité donnée par :

νt
b(x, k, t) =

∫ ∞

0

E(x, k, t) dK

A2

√
K3E(x, k, t) +AsU∗(x, t)

(II.59)

introduisant ainsi une correction pour les écoulements cisaillés (“shear sheltering”).

II.6.2 Prise en compte des effets de paroi

Le confinement lié à la présence d’une paroi est un élément important dans la
modélisation de la turbulence inhomogène. En effet, les phénomènes en jeu sont com-
plexes : intuitivement on comprend que l’échelle caractéristique des grosses structures
perpendiculairement à la paroi devra saturer. L’énergie de ces structures est alors re-
distribuée en partie sur les composantes parallèles à la paroi. L’essentiel des études
dans ce domaine sont issues d’observations expérimentales ou de DNS. L’analyse qui
en découle est difficilement exploitable du point de vue statistique. Par exemple des
structures cohérentes se forment dans la zone interne pour être éjectées vers la zone
externe (de la couche limite turbulente).

Troncature “infrarouge” des spectres

Pour tenir compte de la saturation des échelles liée à la présence des parois dans un
écoulement turbulent, nous imposons explicitement une coupure spectrale : les tour-
billons dont la dimension caractéristique est supérieure à une certaine valeur ne pour-
ront donc plus exister. Cette coupure “infrarouge” a été proposée par Bertoglioet al
(1986)[6]. Concrètement ceci revient à éliminer les nombres d’onde inférieurs à un
nombre d’ondekp(x) lié à la distance à la paroiδp(x).

ϕij(x, k, t) = 0 si k ≤ kp =
µp
δp

(II.60)

ϕij(x, k, t) �= 0 si k > kp (II.61)
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oùµp est une constante à déterminer. De récents travaux sont venus étayer cette hypo-
thèse. En particulier, Skrbek et Stalp [47] ont effectué des mesures dans de l’hélium
liquide et ont montré que les lois de déclin de la turbulence étaient modifiées par la
présence de parois. Nous avons trouvé les mêmes lois pour des calculs EDQNM pour
lesquels on impose une échelle de turbulence maximum qui est liée à la dimension de
l’installation expérimentale (voir l’annexe E, communication présentée au TSFP-2 de
Stockholm, Juin 2001). La troncature “infrarouge” ne tient pas compte de l’anisotropie
des échelles en proche paroi.

De plus, un phénomène essentiel lié à la proximité d’une paroi est la redistribution
d’énergie entre les différentes composantes du tenseur de Reynolds. Souvenons nous
que le terme de corrélation pression-vitesse a été calculé pour un espace qui n’est pas
fini (sans paroi). Nous avons vu que pour les modèles en un point différents auteurs
s’accordaient sur le fait que c’est essentiellement le terme de pression rapide qui se
chargeait de la redistribution. Ceci a été confirmé par des bilans dans le cadre de simu-
lations directes d’écoulements en canal plan par Mansouret al [48] ou plus récemment
Moser et al [49] (qui mettent à disposition leurs données par voie électronique).

Influence des parois à travers les termes de pression

Le terme de pression rapide a été déterminé dans un cadre de turbulence homogène.
Nous associerons donc ici aux corrélations pression-déformation un terme “d’écho”
afin de tenir compte de la présence de parois. Nous avons construit en utilisant les
théorèmes de représentation un tenseur ayant les propriétés des corrélations pression-
déformation, auxquelles nous ajoutons certaines hypothèses. La question se pose de
savoir quelles quantités physiques faire intervenir dans la fonctionnelle qui modélisera
ce terme d’échopπLij(x, k, t). Nous nous inspirons alors de la démarche suivie pour
l’approche en un point, par exemple par Gibsonet al [30]. Ce tenseur contiendra
une influence du tenseur de pression-déformationπLij(x, k, t) précédemment modélisé
ainsi que de la normale à la paroin (voir schéma II.3) . Les propriétés que devra
vérifier ce tenseur sont la symétrie, être redistributif (à trace nulle) et s’annuler loin
des parois (donc influence de la distance à la paroiδp). De plus nous imposons que
pπLij soit linéaire en terme deπLij . Etant donné queπLij est un tenseur symétrique à
trace nulle la forme la plus générale pour le terme d’écho (symétrique et linéaire en
πLij [50]) est :

pπLij =
(
(C1 + C2 π

L
lm nlnm) δij + (C3 + C4 π

L
lm nlnm) ninj

+C5 (πLil nlnj + π
L
jl nlni) + C6 π

L
ij

)
f(y+) (II.62)

où lesCi sont des constantes à préciser.f est une fonction qui annule l’influence du
terme d’écho loin de la paroi et qui tend vers1 lorsque l’on se rapproche de celle-ci.
Plus précisément, il nous a semblé que ce terme ne doit plus se faire sentir au delà
dey+ = 30 ∼ 40, en accord avec le Professeur Sarkar (communication personnelle)
connu pour le modèle aux tensions de Reynolds SSG (1991) [51].

L’analyse dimensionnelle impose immédiatement :

C1 = C3 = 0

De plus, commepπLij est à trace nulle :
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U

Paroi0
n −1

0

Figure II.3 : Ecoulement de paroi

pπLii = 0 =⇒ 3 C2 + C4 + 2 C5 = 0

Il reste donc trois constantes à déterminer. A ce niveau, le modèle de Gibson et
Launder [30](expression (I.34)) est un cas particulier du modèle plus général (II.62).
Nous proposons ici de simplifier le modèle en utilisant des hypothèses un peu diffé-
rentes de celles proposées par Gibson et Launder. Nous pouvons diminuer le nombre
de paramètres en considérant le cas particulier d’un écoulement de couche limite ou
de canal plan pour lequel nous disposons de bilans issus de simulations numériques di-
rectes [48, 49]. Très près de la paroi l’écoulement devient très anisotrope. Tout se passe
comme si le terme de pression rapide ponctionnait de l’énergie sur la composanteu2u2

du tenseur de Reynolds afin de la réinjecter sur la composanteu1u1. Nous avons dé-
cidé arbitrairement de supprimer la partie sphérique de l’équation (II.62) (C2 = 0). Il
ne nous reste ainsi que deux constantes à déterminer,C5 etC6 (C4 = −2 C5). Dans
la configuration schématisée sur la figure II.3 le termeπLlm nlnm de la relation (II.62)
vautπL22. Afin de réduire encore le nombre de degrés de liberté, nous allons émettre
une dernière hypothèse, dans le cas particulier de l’écoulement en proche paroi de la
figure II.3. Nous imposons quepπLij = 0 si i �= j, donc que la redistribution se fera sur
la diagonale de ce tenseur. Notre but, en procédant ainsi, est de mieux maîtriser l’in-
fluence de ce tenseur et de pouvoir le raffinera posteriori. En effet, nous savons que
pour les modèles en un point se rapprochant du modèle LRR, on constate une suresti-
mation deu2u2 et deu1u2, en proche paroi. Le problème est que ces deux quantités
sont couplées dans le cas bidimensionnel décrit précédemment. La composanteu2u2

intervient dans les termes de production et de pression rapide deu1u2. Si nous rédui-
sons l’amplitude deu2u2 près de la paroi alors nous réduisons aussi l’amplitude de
u1u2. La conséquence de la dernière hypothèse que nous venons d’introduire est que
C6 = −C5. Notre modèle d’écho de paroi ne comportera donc qu’une seule constante
C5 que nous appelleronsCp

b (∼ C5).
On obtient donc le modèle :

pπLij = Cp
b (π

L
il nlnj + π

L
jl nlni − 2 πLlm nlnm ninj − πLij) f(y+) (II.63)
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II.7 La formulation finale du modèle SCIT

II.7.1 Les constantes intervenant dans le modèle

Faisons le bilan des constantes à déterminer pour notre modèle :
• le paramètreλ = 0.355 intervenant pour la trace du terme de transfert non

linéaire déterminé dans le cas d’une turbulence homogène isotrope en déclin.
Notre modèle dans cette situation est équivalent à l’EDQNM classique. Le lec-
teur se référera par exemple aux travaux de Comte-Bellot et Corrsin [18].

• les paramètresα etH intervenant dans l’anisotropie du transfert non linéaire qui
respectivement concernent le retour à l’isotropie et la localité des interactions
triadiques contribuant à ce retour à l’isotropie.

• le coefficientCTL intervenant pour le terme de transfert linéaire. Pour que
l’énergie soit transférée des grandes vers les petites échelles, ce coefficient doit
être négatif.

• les coefficientsCb etCp
b intervenant dans la partie rapide des corrélations pression-

déformation et le terme d’écho de paroi.
• le coefficientCs

ν de transport inhomogène.
• le coefficientµp intervenant dans la coupure “infrarouge” des spectres, coupure

liée à la présence de parois.
En tout, nous avons donc sept constantes à ajuster{α,H,CTL, Cb, C

p
b , C

s
ν , µp} (en

admettantλ fixé et égal à sa valeur classique et en omettant les constantes qui inter-
viennent éventuellement dans la spécification de la fonction de paroif(y+)). Dans la
limite d’une turbulence homogène anisotrope, ce nombre se réduit à quatre constantes
{α,H,CTL, Cb}.

II.8 Relation du modèle SCIT avec les quantités en un point

Nous retrouvons les différentes quantités turbulentes en un point par une simple
intégration sur les nombres d’onde des variables issues de notre modèle :

• Le tenseur de Reynolds

uiuj =
∫ ∞

0
ϕij(k,x) dk

• L’énergie cinétique turbulente

q2

2
=
1
2

∫ ∞

0
ϕii(k,x) dk

• Le taux de dissipation homogène

εHij = 2ν
∫ ∞

0
k2ϕij(k,x) dk

• L’échelle intégrale

L =
3Π

4 q2

∫ ∞

0

E(k,x)
k

dk
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II.9 Conclusion

Nous soulignons que nous avons progressé par rapport à un modèle où la variable
de base était un scalaire car par exemple le terme de production ne nécessite plus
de modélisation (au premier ordre, champ homogène). Par rapport aux modèles aux
tensions de Reynolds en un point (deuxième partie de ce rapport) nous n’avons plus
à émettre d’hypothèse pour le terme de dissipation (isotropie locale). De fait, nous
pensons que ces avancées constituent un atout pour la suite de notre travail, d’au-
tant qu’habituellement les modèles en un point nécessitent d’introduire une hypothèse
d’équilibre de la turbulence. Il faut souligner qu’il existe des modèles multi-échelles
en un point tels que ceux développés par Launder et Schiestel [52, 53] et Hanjalić et
al [32]. Le principe de ces modèles reste proche de notre démarche : les auteurs ont
partitionné un spectre modèle de turbulence et ils ont écrit une équation de transport
pour chaque portion d’énergie cinétique qui y était associée. Ce spectre n’était pas
forcément un spectre de Kolmogorov. De fait cette approche permet, en augmentant
le nombre de partitions, de décrire de façon plus fine la turbulence que les modèles
en un point classiques. De notre point de vue, notre approche peut aider à raffiner ces
modèles.
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Chapitre III

Méthodes numériques

III.1 Introduction

Notre modèle étant maintenant défini, nous allons présenter les méthodes numé-
riques que nous avons utilisées afin de résoudre le système d’équations aux dérivées
partielles constitué par l’équation de Navier-Stokes moyennée et par les équations de
notre modèle de turbulence.

Pour les calculs dans des géométries complexes, nous avons choisi d’implanter le
modèle dans un code bidimensionnel par éléments finis développé au LMFA, le code
Natur. Des modèles en un point étaient déjà implantés dans ce code. Le modèle spec-
tral scalaire de S. Parpais (1997) [5] avait également déjà été développé dans ce code.
Il était donc logique que nous choisissions Natur comme support de notre modèle. La
version du code que nous avons choisi permet de résoudre des problèmes statistique-
ment stationnaires en écoulement incompressible.

Nous ne détaillerons ici que les parties concernant la résolution des équations rela-
tives au modèle de turbulence pour le cas bidimensionnel. Le lecteur pourra se référer
aux thèses de doctorat de Brun (1988) [54], Buffat (1992) [55] et Debaty (1994) [17]
pour plus de détails sur la résolution de la partie écoulement moyen. Nous soulignerons
simplement que la vitesse moyenne et la pression sont résolues de façon couplée grâce
à une méthode de type Uzawa implantée sous la forme d’un algorithme de résidu mi-
nimal préconditionné. Les systèmes linéaires mis à jour par la discrétisation éléments
finis sont résolus par une méthode itérative CGS (gradients biconjugués carrés) accélé-
rée par un préconditionnement de type LDU incomplet (CGS+ILU) très efficace pour
des problèmes de convection-diffusion.

III.2 Inconnues principales – Discrétisation temporelle

III.2.1 Inconnues du problème

Notre travail entre dans le cadre de la résolution numérique des équations de
Navier-Stokes moyennées (RANS : pour Reynolds Averaged Navier-Stokes).

Le champ aérodynamique moyen présente deux inconnues principales, la pression
P et la vitesseU . L’équation de quantité de mouvement et de continuité suffisent à
résoudre ce problème dans le cas laminaire. Les quantités moyennes sont couplées à
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la turbulence par le tenseur de ReynoldsR ij . Classiquement, on résout le champ aéro-
dynamique et le champ turbulent de façon découplée ce qui introduit certainement des
erreurs par un décalage temporel. Dans le cadre de notre travail nous nous sommes in-
téressés à des problèmes statistiquement stationnaires, et donc ce découplage ne prête
pas à conséquence lorsque la solution est convergée.

Nous résolvons les équations du tenseur de Reynolds spectralϕij , qui nous donne
le tenseur de Reynolds en un pointR ij par une simple intégration sur les nombres
d’onde. C’est par ce tenseur qu’intervient le couplage avec l’équation de quantité de
mouvement (N.-S.).

Cette variable turbulente introduit dans le cas tridimensionnel 6 nouvelles incon-
nues (tenseur symétrique). Les équations qui sont relatives à chaque composante sont
elles mêmes couplées. Nous les résolvons toujours de façon découplée (on explicite
les termes de couplage).

Bilan

Concrètement, en 3D, nous avons 10 équations à résoudre :
◦ Une équation pour assurer l’incompressibilité, l’équation de conservation de la

masse (qu’on appelle aussi équation de continuité). En fait c’est cette contrainte
qui permet en incompressible de déterminer la pression.

◦ 3 équations pour chaque composante de la vitesse moyenne.
◦ 6 équations pour les composantes indépendantes du tenseur de Reynolds spec-

tral. En fait, nous calculons explicitement la demi-trace de ce tenseurE (spectre
d’énergie cinétique turbulente) et le déviateur du tenseur de Reynolds spectral

H ij = ϕij − 2
3
E δij .

Les simulations que nous avons réalisées étant bidimensionnelles, on calcule ef-
fectivement 2 composantes de vitesse, la pression, la trace du tenseur de Reynolds
spectralE et trois composantes du déviateur du tenseur de Reynolds spectralH ij .
Si nous nous plaçons dans le plan,(O, e1, e2) (où O est l’origine et lesei sont les
vecteurs directeurs de ce plan) les composantes du déviateur du tenseur de Reynolds
spectral que nous calculons (repère cartésien) sontH 11,H 12 etH 22. Notons que pour
les quantités spectrales chaque équation est résolue plusieurs fois : une fois par nombre
d’onde.

III.2.2 Discrétisation temporelle

Les écoulements étudiés durant notre travail de thèse possèdent un caractère sta-
tistiquement stationnaire. Nous avons donc choisi un schéma temporel simple, semi-
implicite et d’ordre un (O(∆ t),∆ t pas de discrétisation en temps).

L’équation (I.4) s’écrit donc sous forme discrète :

U
n+1

∆ t
+ (U n

.∇)U n+1 =
U

n

∆ t
− 1
ρ
∇P n+1 + ν∆U

n+1 −∇.Rn (III.1)

où l’indice supérieurn+1 indique le temps(n + 1) × ∆ t de la nouvelle itération
d’intégration temporelle. Cette équation a pour contrainte (I.5)

∇ . Un+1 = 0 (III.2)
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III.3. Discrétisation spectrale

Pour la turbulence nous résolvons d’abord l’équation sur le spectre d’énergie ciné-
tique turbulente, “demi-trace” de l’équation (II.46) :

E n+1

∆ t
+ (U n

.∇) E n+1 =
E n

∆ t
+ P n − 2νk2 E n+1

+TL n + T+ n + T− n+1

+
∂

∂ xl

(
(
ν

2
+ νT n)

∂

∂ xl
E n+1

) (III.3)

L’écriture du transfert non-linéaire avec une partie semi-impliciteT− n+1 a été pro-
posée par Parpais [5]. Cette écriture contribue à stabiliser le schéma numérique, en
conjonction avec le terme de dissipation homogène qui est lui aussi implicité. Ceci
nous autorise à utiliser des pas de temps relativement grands (la contribution en2νk2

pour la dissipation renforce la diagonale du système linéaire à inverser, d’autant plus
quek est grand).

L’équation pour le déviateur du tenseur de Reynolds spectralHij est alors résolue.
CommeE est calculé, et étant donné queHij est à trace nulle nous n’avons plus que
5 équations à résoudre (au lieu de 6) dans des cas tridimensionnels, ceci pour chaque
nombre d’onde de la discrétisation spectrale. En effet, nous pouvons éliminer une des
composantes diagonales deHij .

Notre étude s’inscrit dans le cadre des écoulements statistiquement bidimension-
nels, donc nous n’avons plus que 3 équations à résoudre pour les composantesH11,
H12 etH22 :

H n+1
ij

∆ t
+ (U n

.∇) H n+1
ij =

H n
ij

∆ t
+ (pij − 2

3
P δij) n + π L n

ij − 2νk2 H n+1
ij

+tL n
ij + (t+ n

ij + t− n+1
ij − 1

3
(t+ n
ii + t− n+1

ii ))

+
∂

∂ xl

(
(
ν

2
+ νT n)

∂

∂ xl
H n+1
ij

)
(III.4)

Avant de discuter de la discrétisation spatiale, parlons d’abord de la discrétisation
des variables turbulentes dans l’espace spectral. Ceci a déjà été présenté dans la thèse
de Parpais [5], mais il nous a paru important de rappeler cette démarche.

III.3 Discrétisation spectrale

L’espace spectral est discrétisé selon une loi géométrique, et de la même manière
en chaque point physique de l’écoulement. On donne donc le premier point spectral
k1 et la raison géométriquerk ainsi que le nombre totalNk de noeuds spectraux.
Ce nombre est choisi afin de pouvoir capturer la plus petite échelle de la turbulence
(échelle de Kolmogorov) ainsi que la plus grande. En présence de paroi, la grande
échelle est en général liée au confinement. Le maillage spectral est défini par :
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∀ i ε [1 · · ·Nk] , ki = k1ri−1
k (III.5)

En chaque point de l’écoulement, il existe pour chaque nombre d’onde un couplage
avec les autres nombres d’onde. Les termes liés à ce couplage seront donc résolus de
manière explicite (par exemple les termes de transfert).

Le modèle de turbulence spectral implique la résolution deNk équations de trans-
port (III.4), une pour chaque nombre d’onde calculé, et ce pour chaque composante du
tenseur de Reynolds spectral.

Pour que le lecteur ait un ordre d’idée en ce qui concerne le nombre typique de
nombres d’onde de discrétisation spectrale, nous soulignerons queN k = 40 s’est
révélé suffisant pour décrire des écoulements à des nombres de Reynolds relativement
élevés et des configurations géométriques diverses (voir chap. résultats).

Le fait d’expliciter les termes non locaux (dans l’espace spectral) nous permet
de résoudre de façon découplée une équation de transport (dans l’espace physique
discrétisé par éléments finis) pour chaque nombre d’onde de la discrétisation spectrale
et pour chaque composante du tenseur de Reynolds spectral. Ceci représente en tout
pour un calcul 2-D etNk = 40 nombres d’ondes40× 4 = 160 équations de transport.

III.4 Discrétisation spatiale

Les schémas d’intégration temporelle et spectral étant posés, à chaque pas de temps
et pour chaque nombre d’onde, nous devons résoudre le problème de convection-
diffusion suivant :

Trouverψ(x)tel que(
1
∆ t

+ 2νk2

)
ψ + (U .∇)ψ −∇.((ν

2
+ νT )∇ ψ) = Q dansΩ

ψ|Γ0 = ψ0 et
∂ ψ

∂ n

∣∣∣∣
Γ1

= g1 surδΩ = Γ0 ∪ Γ1

(III.6)

oùΩ est le domaine d’intégration spatiale,δΩ la frontière de ce domaine,Γ1 la partie
de la frontière où l’on impose des conditions de Neumann etΓ0 la partie de la fron-
tière où l’on impose des conditions de Dirichlet.ψ représente les variables turbulentes
(ψ(k)) etQ les contributions explicites de l’équation (III.4)(termes “sources”).

La méthode des éléments finis consiste à écrire la formulation faible du problème
(III.6) et à projeter la solution approchée sur les fonctions de base.

III.4.1 Formulation faible

La formulation faible de (III.6) se fait en deux étapes. On multiplie d’abord cette
équation par une fonction testv. Ensuite on calcule l’intégrale de l’équation ainsi ob-
tenue sur le domaineΩ. On exploite alors le théorème de Green pour les termes en
“divergence”. On obtient :∫

Ω

((
1
∆ t

+ 2νk2

)
ψ.v + (U .∇)ψ.v + (

ν

2
+ νT )∇ ψ.∇ v

)
dx =∫

Ω
Q.v dx+

∫
Γ
(
ν

2
+ νT ) g1.v dx

(III.7)
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III.4.2 Méthode de Galerkin et espaces d’interpolation

Méthode de Galerkin

Soit ψh la solution approchée de l’équation (III.7) etN fonctions indépendantes
Ni(x) qui vérifient les conditions aux limites homogènes surΓ0. On écrit alors la
solution sous la forme :

ψh(x) =
N∑
i=1

ψi Ni(x) + ψ0(x) (III.8)

où ψ0(x) permet de tenir compte des conditions de Dirichlet non homogènes. On
choisit alors comme fonctions testv pour l’équation (III.7) la base desNi (méthode de
Galerkin), ce qui permet alors d’écrire le système d’équations linéaires :

ψi

∫
Ω

((
1
∆ t

+ 2νk2

)
Nj Ni + (U .∇) Nj Ni + (

ν

2
+ νT )∇ Nj .∇ Ni

)
dx =∫

Ω
Q.Ni dx+ C.L.

(III.9)
avec pour conditions aux limites :

C.L. =
∫

Ω

((
1
∆ t

+ 2νk2

)
ψ0 Ni + (U .∇) ψ0 Ni + (

ν

2
+ νT )∇ ψ0.∇ Ni

)
dx

+
∫

Γ
(
ν

2
+ νT ) g1.Ni dx

(III.10)

Discrétisation par éléments finis

L’espace d’interpolation utilisé dans le code Natur est l’espace des éléments P1
en ce qui concerne la pression (maillage grossier) et l’espace des éléments P1-iso-P2
(maillage P1 divisé en quatre éléments : maillage fin) en ce qui concerne les autres
quantités (voir fig. III.1).

III.5 Conditions aux limites

III.5.1 Conditions d’entrée

Nous imposons pour les conditions d’entrée une condition de Dirichlet non homo-
gène en ce qui concerne le champ de vitesse ainsi que les spectres de turbulence. Le
profil imposé est issu généralement d’un calcul préalable unidimensionnel. En ce qui
concerne la pression, une condition de Neumann homogène est imposée.

III.5.2 Conditions de sortie

Pour le champ de vitesse moyenne et la turbulence une condition de Neumann
homogène est imposée. En général nous imposons un profil uniforme pour la pression.
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P ,U

Figure III.1 : Elément P1-iso-P2 : la pression est définie aux noeuds marqués par un
cercle alors que la vitesse est définie aux noeuds marqués par un cercle ou un carré.

III.5.3 Conditions aux limites en présence de parois solides

La résolution jusqu’à la paroi n’est pas réalisable dans des géométries complexes
(d’ailleurs la formulation actuelle du modèle ne le permettrait pas, à cause de la tron-
cature spectrale imposée explicitement). C’est pour cela que dans la plupart des situa-
tions on introduit un déplacement du premier point de calcul à une certaine distance
de la paroi. Une loi de paroi est donc nécessaire afin de donner les conditions de Di-
richlet non homogène pour la vitesse et la turbulence. Cette approche est fondée sur
l’observation des lois régissant les écoulements de couche limite turbulente.

Pour la vitesse moyenne

Nous calculons la vitesse au point le plus proche de la paroi en supposant que
l’écoulement est parallèle. On calcule une vitesse de frottementu f à partir de la
contrainte calculée à l’itération en temps précédente (on rappelle que le calcul est
stationnaire). Cette contrainte est la somme de la contrainte visqueuse ainsi que de la
tension de Reynolds.

Nous utilisons les lois de couche limite classiques

U
+ =

U

u f
=

{
y+ si y+ < 5 (sous-couche visqueuse),
1
κ log(y

+) + 5.2 si y+ > 30.
(III.11)

avec un raccordement en tangente hyperbolique pour déterminer la valeur de la vitesse
dans la zone tampon (5 < y+ < 30). Le lecteur pourra ce référer au travail de Debaty
[17] et de Parpais [5] pour plus de détails.

Pour les spectres de la turbulence

Parpais [5] a proposé une équation a résoudre afin de déterminer le spectre d’éner-
gie cinétique turbulenteE(k) à la paroi. Cette équation utilise la valeur de la dissipa-
tion à la paroi donnée par une loi de paroi utilisée classiquement pour les modèles en
un point.
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Cette condition aux limites a donné de bons résultats. Nous avons donc fait le
choix de garder cet acquis. Il nous reste donc à déterminer l’anisotropie du tenseur de
Reynolds spectral à la paroi.

Parpais [5] dans le cadre du développement du modèle spectral scalaire a proposé
une représentation du tenseur Reynolds spectralϕij(x, k, t) en fonction du nombre
d’onde deE et des gradients de vitesse moyenne. Celle ci constitue une extension de
la formulation en un point proposée par Shih et Lumley [56], afin de modéliser les
tensions de Reynolds de telle manière que leur modèle soit réalisable1. Parpais [5]
propose donc la forme :

ϕij(x, k, t) =
2
3
E(x, k, t)δij

+ 2a2
E(x, k, t)√
K3E(x, k, t)

(
U i,j(x, t) + U j,i(x, t)− 2

3
U i,i(x, t)δij

)
(III.12)

Par intégration sur les nombres d’onde on obtient une expression pour la viscosité
turbulente2 :

νt(x, t) = −
∫ ∞

0
2a2

E(x, k, t)√
K3E(x, k, t)

dK (III.13)

Ce qui conduit à supposer que la constantea2 est négative.

Les conditions de réalisabilité imposées au tenseurϕij(x, k, t) sont :

∀α = 1..3, ∀K, ϕαα(K) ≥ 0 (III.14)

∀α = 1..3,∀β = 1..3,∀K, ϕαβ(K)2 ≤ ϕαα(K)ϕββ(K) (III.15)

∀K, det(ϕii) ≥ 0 (III.16)

Elles traduisent, pour la première (III.14) le fait que chaque terme de la diagonale du
tenseur est positif ou nul, pour la seconde (III.15), la vérification par ce tenseur de
l’inégalité de Cauchy-Schwartz, enfin la dernière impose au déterminant du tenseur
d’être positif. Ces trois conditions doivent être vérifiées pour toute valeur deK. Une
démarche consistant à étendre l’approche de Shih et al. au cas spectral conduit finale-
ment à la formulation suivante dea2 (Parpais [5]) :

2a2 =
−A0

A1 +AsU∗(x, t)/
√
K3E(x, k, t)

avec
U∗(x, t) =

√
S∗
ij(x, t)S

∗
ij(x, t) + Ω∗

ij(x, t)Ω
∗
ij(x, t)

où

S∗
ij =

1
2

(
U i,j(x, t) + U j,i(x, t)− 2

3
U i,i(x, t)δij

)
1en effet, lorsque la variable turbulente de base est un scalaire (et pas le tenseur de Reynolds) il faut

modéliser le tenseur de Reynolds afin de fermer le terme de production d’énergie cinétique turbulente
2pour le modèle scalaire cette viscosité turbulente est nécessaire afin de pouvoir calculer le terme de

production

∼ 71∼



Chapitre III: Méthodes numériques

et

Ω∗
ij(x, t) =

1
2
(
U i,j(x, t)− U j,i(x, t)

)
d’où pour la viscosité turbulente l’expression :

νt(x, t) =
∫ ∞

0

A0E(x, k, t) dK

A1

√
K3E(x, k, t) +AsU∗(x, t)

(III.17)

Les constantes ont été fixées aux valeurs :

A0 = 0.71, A1 = 0.28 etAs =
3√
2

de manière à satisfaire les contraintes de réalisabilité et en effectuant des comparaisons
avec des données expérimentales dans le cas d’un cisaillement uniforme en turbulence
homogène.

Il est à noter que la forme retenue est compatible avec l’existence d’une loi en
k−7/3 pour le spectre de la tension de Reynoldsϕ12.
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Chapitre IV

Résultats du modèle

IV.1 Introduction

Avant de pouvoir prédire des écoulements complexes, il faut d’abord déterminer
les constantes issues de notre démarche de modélisation. Ces constantes ont été ajus-
tées en deux temps. Une première étape a été d’appliquer notre modèle à des situations
de turbulence homogène anisotrope. Dans un deuxième temps, les constantes restantes
ont été déterminées en comparant les résultats obtenus à des bases de données ex-
périmentales et de DNS dans une configuration simple d’écoulement inhomogène en
présence de parois : l’écoulement entre deux plaques planes parallèles. Nous avons
ensuite vérifié les bonnes prédictions de notre modèle dans des situations et des géo-
métries plus complexes.

Dans ce chapitre nous allons tout d’abord présenter de quelle façon nous avons
évalué les constantes intervenant dans le modèle. Ensuite nous présenterons les ré-
sultats obtenus. Les écoulements que nous avons étudiés nous ont permis de montrer
la fiabilité de notre modèle dans des cas tests classiques (marche descendante, diffu-
seur...) ainsi que dans des situations plus compliquées telles qu’un écoulement autour
d’un profil d’aile. Au delà des données classiques telles que la distribution des niveaux
d’énergie ou des champs aérodynamiques moyens, nous montrerons comment le mo-
dèle spectral permet d’extraire des informations plus détaillées sur la turbulence. Ainsi,
nous verrons de quelle manière le modèle spectral peut nous aider à caractériser des
situations de déséquilibre de la turbulence.

IV.2 Ajustement des constantes du modèle

IV.2.1 Optimisation du modèle pour une turbulence homogène aniso-
trope : le cisaillement uniforme

Présentation de l’écoulement

Il s’agit d’un écoulement où l’on impose un gradient de vitesse uniforme dans tout

l’espace (iciS =
∂ U1

∂ x2
, voir figure IV.1). En fait, ce type d’écoulement est difficile

à obtenir expérimentalement. Plusieurs auteurs ont présenté des résultats expérimen-
taux, en particulier Tavoularis et Karnik (1989) [57] qui ont réalisé une compilation
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de données expérimentales [58, 59, 60, 61, 57]. Le lecteur trouvera la description de
l’installation expérimentale nécessaire afin d’obtenir un gradient de vitesse moyenne
homogène dans les travaux de Karnik et Tavoularis (1987) [62].

✻
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�
�

�
��

✲
✲

✲
✲

✲
✲

x2

x1

S =
∂U1

∂x2

Figure IV.1 : Cisaillement uniforme

Des lois asymptotiques ont été déduites de cette compilation. Les résultats font appa-
raître deux classes de comportements pour les quantités turbulentes :

◦ une croissance exponentielle de toutes les quantités accompagnée d’un compor-
tement auto-similaire des grandes échelles est observée lorsqueks = S/Uc >>
1 (ks défini par ces auteur comme le générateur de l’écoulement ;S cisaillement
etUc vitesse au centre de la veine) et/ouε/P < 1 (P est la production d’énergie
cinétique turbulente).

◦ l’énergie cinétique turbulente stagne lorsqueks est petit etε/P � 1.

Résultats et analyse

Le code que nous avons développé afin de simuler le cisaillement uniforme résout
l’évolution du tenseur de Reynolds spectral en fonction du temps, en turbulence ho-
mogène. Il s’agit d’un code de taille réduite, spécifique à la turbulence homogène et
différent du code Natur utilisé pour les écoulements plus complexes. Afin de comparer
nos résultats (fonction du temps) aux données expérimentales (fonction de la position
x1 – figure IV.1 – dans la veine) l’hypothèse de Taylor est invoquée ; la relation entre
la position d’espace et le temps est donnée parx1 = Uc × t (x1 étant la position etUc
la vitesse au milieu de la section de la veine). Tavoularis (1985) [63] montre que dans
la situationε/P < 1 on peut asymptotiquement écrire :

q2 ∼ eγ ks x1

L’évolution en temps est donc
q2 ∼ eγ S t

oùS t est le gradient cumulé. Tavoularis (1985) [63] montre que

γ = −2 b12 (1 − ε/P )
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La valeur deγ issue de la compilation de Tavoularis et Karnik (1989) [57] est de l’ordre
de0.1 pourε/P = 0.68 (moyenne sur les données expérimentales) etb12 = −0.16.

Pour toutes nos simulations nous nous sommes placés dans les conditions où l’on
observe cette croissance des grandeurs turbulentes (c’est à dire avec une condition
initiale telle queε/P < 1 au bout de quelques itérations1).

Nous ne présenterons pas ici les différents comportements du modèle selon le jeu
de constantes{α,H,CTL, Cb} choisi. Ce qu’il faut noter c’est que le couple{α,H}
(lié au déviateur du transfert non-linéaire) contribue à déterminer le niveau d’aniso-
tropie tandis que le couple{CTL, Cb} détermine le taux de croissance exponentielle
du tenseur de Reynolds et des autres quantités turbulentes. En particulier, la constante
CTL apparaissant dans le terme de transfert linéaire permet de modérer une croissance
trop rapide des quantités turbulentes. Le tableau IV.1 présente le jeu de paramètres
retenu à l’issue des tests effectués pour ce cas de cisaillement uniforme.

Transfert non- α 0.20
Linéaire H 3.00

Transfert Linéaire CTL -0.03

Pression Rapide Cb 0.77

TAB. IV.1 : Valeurs des constantes issues de l’optimisation dans le cas du cisaillement
uniforme.

La figure IV.2 montre que le déviateur adimensionnel du tenseur de Reynoldsb ij at-
teint un état asymptotique. Les valeurs prédites sont assez proches de celles obtenues
expérimentalement par Tavoularis et Karnik (1989, voir tab. IV.2). La figure IV.3 pré-

bij T.&K. Présent
b11 0.18± 0.04 0.13
b22 -0.11± 0.02 -0.11
b33 -0.06± 0.03 -0.02
b12 -0.16± 0.01 -0.14

TAB. IV.2 : Valeurs expérimentales deb ij (Tavoularis et Karnik) et résultat asympto-
tique obtenu à l’aide du modèle.

sente l’évolution du rapport du taux de dissipation de l’énergie cinétique turbulente sur
la production. La valeur asymptotique de ce rapport est de0.73 (pour le cas présenté
ici). Avec une valeur deb 12 = −0.14, la valeur du coefficient de croissance expo-
nentielleγ prédite par la relation de Tavoularis est0.08. Il apparaît sur la figure IV.4
qu’après une phase transitoire, notre modèle conduit effectivement à une telle valeur.

L’évolution des spectres d’énergieE(k) au cours du cisaillement est tracée sur la
figure IV.5. Ces spectres présentent une zone inertielle en−5/3 en accord avec la
théorie de Kolmogorov. Selon cette théorie, si le nombre de Reynolds est suffisamment
élevé et si la turbulence est en équilibre alors une loi de similarité pourE(k) existe.

1à t = 0, P = 0
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Figure IV.2 : Anisotropie prédite par le modèle en fonction du gradient cumuléS.t
dans le cas du cisaillement uniforme
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Figure IV.3 : Evolution du rapportε/P en fonction du gradient cumuléS.t dans le cas
du cisaillement uniforme

Celle ci s’écrit :

E

(ε ν5)
1
4

�
(
k

k η

)−
5
3 (IV.1)

oùk η =
(
ε ν−3

) 1
4 est le nombre d’onde de Kolmogorov (“plus petite échelle dissipa-

tive”). Nous avons tracé sur la figure IV.6 les spectres d’énergie cinétique turbulente de
la figure précédente en utilisant l’adimensionnement universel de Kolmogorov (IV.1)
défini ci-dessus. On constate qu’il existe une loi de similarité dans le cas du cisaille-
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Figure IV.4 : Comportement exponentiel de l’énergie cinétique turbulente en fonction
du gradient cumuléS.t dans le cas du cisaillement uniforme
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Figure IV.5 : Spectres E(k) à différents instants S.t dans le cas du cisaillement uni-
forme

ment uniforme, en accord avec la théorie de Kolmogorov.
On observe également (figure IV.7) un comportement du spectre de la tension de

Reynolds en loi de puissance ϕ12(k) ∼ k−7/3. L’exposant −7/3 a été trouvé par dif-
férents auteurs dans le cadre d’écoulements cisaillés. Ces auteurs ont essayé de don-
ner des arguments pour expliquer cet exposant, en particulier Corrsin(1958) et Lum-
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Figure IV.6 : Spectres E(k) de la figure précédente mais en adimensionnement univer-
sel de Kolmogorov ; cas du cisaillement uniforme.
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Figure IV.7 : Spectres ϕ 12 à différents instants du cisaillement uniforme

ley(1967). Nous reprenons ici leur approche. Il est raisonnable d’admettre que la pro-
duction du spectre de la tension de Reynolds ϕ12(k) se comporte en ∼ E(k)× S. On

admet alors que la destruction de ϕ12(k) se comporte en ∼ ϕ12(k) × 1
τ

, où τ est un
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Figure IV.8 : Spectres ϕ 12 adimensionnés pris aux mêmes instants du cisaillement
uniforme que fig. IV.7

temps caractéristique. Lumley 2 propose alors de choisir τ(k) ∼ ε− 1
3k−

2
3 . De plus, si

le nombre de Reynolds est suffisamment grand, E(k) doit suivre la loi de Kolmogo-
rov dans la zone inertielle du spectre. On en déduit alors que le spectre de la tension
de Reynolds doit se comporter dans la zone inertielle en ϕ12(k) ∼ Sε

1
3k−

7
3 . Pour

déterminer le nombre d’onde associé au début de la zone en −7/3, on peut admettre
que dans les grandes échelles le temps caractéristique est imposé par le cisaillement,

et écrire que τ(k) � 1
S

. Une estimation du nombre d’onde déterminant le début de la

zone en −7/3 est alors obtenu comme le nombre d’onde où les deux expressions de
τ(k) coïncident. On trouve k s ∼ ε− 1

2S
3
2 . Cette analyse permet de trouver la relation :

ϕ12(k)

ε
3
2S− 5

2

�
(
k

k s

)− 7
3

(IV.2)

Cette relation a été reprise et a été vérifiée expérimentalement par Saddoughi et Vee-
ravalli (1994) [64] qui ont mesuré des spectres unidimensionnels ϕ1

12(k1) dans une
expérience sur la couche limite turbulente à très haut Reynolds et ont clairement mis
en évidence l’exposant −7/3 et le nombre d’onde caractéristique k1 s. La figure IV.8
montre que l’adimensionnement donné par l’équation (IV.2) fonctionne sur une large
gamme d’échelles pour les spectres ϕ 12(k) issus du calcul spectral.

2C’est en fait une analyse classique, qui a permis à Kolmogorov, par exemple, de proposer l’adimen-
sionnement universel (à haut nombre de Reynolds) pour E(k)
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IV.2.2 Optimisation dans une situation inhomogène « simple » : l’écoule-
ment en canal plan

Présentation de l’écoulement

H

Figure IV.9 : Ecoulement de canal établi

Il s’agit d’un écoulement parallèle entre deux plaques planes dont les dimensions
dans la direction de l’écoulement et dans la direction transversale de l’écoulement
moyen sont supposées suffisantes pour que ces directions soient des directions d’ho-
mogénéité (Figure IV.9). Cette configuration est, avec la couche limite turbulente, un
cas de validation pour les modèles de turbulence afin de pouvoir tenir compte de la
présence de parois.

Description de la mise en oeuvre numérique

Un code éléments finis 1-D a été utilisé afin d’ implanter le modèle. Les éléments
finis ont été choisis dans le but de déjà pouvoir anticiper sur la résolution de certaines
difficultés qui pourraient se présenter lorsque nous déciderions d’ implanter le modèle
dans le code bidimensionnel dont nous disposons (Natur 2-D). L’écoulement est établi
en imposant un gradient de pression moyen constant dans la direction de l’écoulement.

Calibration des dernières constantes du modèle

Les dernières constantes à déterminer sont C p
b , µ p et C s

ν . Il s’agit respectivement
des coefficients intervenant dans le terme d’écho de paroi, dans la troncature spectrale
explicite liée à la présence de la paroi et dans le terme de transport inhomogène. Pour le
terme d’écho de paroi nous devons également faire intervenir une fonction d’amortis-
sement. Cette fonction a pour rôle d’activer l’ influence du terme d’écho pour la couche
visqueuse et la zone tampon et de la désactiver au delà de ces zones. Nous proposons
ici une nouvelle fonction d’amortissement :

f(Rδp) =
(
1
2
(tanh(Rδp + 1)− tanh(Rδp − 40))

) 1
4

(IV.3)

où Rδp =
K

1
2 δp
ν

(K : énergie cinétique turbulente et δp : distance à la paroi la plus

proche). Dans l’équation (II.63) la fonction f dépendait de de y+. En pratique, pour
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Figure IV.10 : Forme de la fonction d’amortissement de l’écho de paroi

un écoulement de paroi dans une géométrie complexe il est difficile d’accéder au y+.
Cette quantitéest donc remplacée dans notre approche parRδp qui a un comportement
peu différent pour la gamme de y+ considérés. La fonction f(Rδp) est représentée
sur la figure IV.10. On voit qu’elle a été choisie afin qu’elle vaille l’unité jusqu’à une
valeur de Rδp d’environ 40 (y+ � 40) et qu’elle devienne rapidement nulle lorsque
l’on dépasse cette valeur seuil.

Afin de calibrer le modèle nous avons effectué plusieurs calculs avec différents
jeux de coefficients {Cp

b , µp, C
s
ν}. Le but de notre paramétrage était en particulier d’ob-

tenir une bonne description du champ de vitesse moyenne en terme de y+ ainsi que des
champs turbulents (tenseur de Reynolds). Nous avons effectuéces calculs pour le plus
haut nombre de Reynolds simulépar Moser et al [49] (DNS), soit y+ = 590 au centre

du canal. Ces calculs nous ont conduit à retenir le triplet {Cp
b = 0.82, µp =

1
2
, Cs

ν =
1
2
}. Afin d’ illustrer la sensibilité de notre modèle à la variation de ces paramètres

nous présentons les figures IV.11, IV.12 et IV.13 qui représentent les modifications de
différents profils moyens lorsque l’on fait respectivement varier les coefficients Cp

b ,
µp et Cs

ν indépendamment. Dans chacune des figures sont représentées les quantités
suivantes : la vitesse moyenne, l’énergie cinétique turbulente, le taux de dissipation,
l’échelle intégrale, la viscosité turbulente et l’anisotropie de la tension de Reynolds.
La viscosité turbulente est calculée par la relation :

νt =

∣∣∣∣∣ uv∂ U
∂ y

∣∣∣∣∣ (IV.4)

Nous constatons sur la figure IV.13 que le terme d’écho de paroi a essentiellement une
influence sur le profil de vitesse moyenne. La variation de la constante Cp

b apparais-
sant dans ce terme a pour conséquence de modifier la constante additive pour la zone
logarithmique. Par contre la pente de cette zone (inverse de la constante de Karman)
varie peu. Les autres quantités sont, elles aussi, peu affectées par la modulation du
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terme d’écho. En fait ce terme n’agit qu’en très proche paroi et se montre crucial pour
estimer de façon fine le gradient de la tension de Reynolds uv dans cette zone : c’est
ce terme qui détermine le bon comportement de la vitesse moyenne en proche paroi,
en particulier pour la zone tampon. La fonction d’amortissement (figure IV.10) assure
quant à elle le “déclenchement” de la zone logarithmique au bon endroit en terme de
y+. En ce qui concerne µp, nous voyons que sa variation affecte tous les profils (fig.
IV.11). En particulier ce coefficient joue sur la pente de la loi logarithmique. La valeur
retenue par Parpais (1997) [5] pour le modèle scalaire (µp = 1

2 ) conduit àdes résultats
satisfaisants pour notre modèle. C’est donc celle que nous retiendrons.

IV.3 Analyse des résultats pour l’écoulement en canal plan

Une fois les constantes du modèle ajustées, nous proposons maintenant d’analyser
de façon plus fine les résultats obtenus avec notre modèle dans le cas du canal plan.
La figure IV.14 présente les résultats obtenus avec le modèle spectral dans la configu-
ration simulée par Moser et al [49], le nombre de Reynolds construit sur la vitesse de
frottement valant Re τ = 590. Nous présenterons aussi des résultats pour un nombre
de Reynolds beaucoup plus élevé (1000 fois).

IV.3.1 Les quantités en un point

Sur la figure IV.14, de gauche àdroite et de haut en bas, nous présentons les profils
de vitesse moyenne, l’énergie cinétique turbulente, le taux de dissipation homogène,
les composantes du tenseur de Reynolds, la viscosité turbulente et la tension de Rey-
nolds uv obtenus avec notre modèle comparés aux profils de Moser et al [49]. Nous
constatons que le profil de vitesse moyenne calculé avec le modèle est très proche de
celui de la DNS. Toutes les zones sont bien représentées, que ce soit la zone visqueuse
(y+ < 10), la zone tampon (y+ < 30 ∼ 40), la zone logarithmique ou la zone
externe. L’énergie cinétique turbulente est bien prédite pour une large gamme de y+

sauf très près de la paroi. Il en est de même pour les composantes diagonales du ten-
seur de Reynolds. La tension de Reynolds est quant àelle prédite de façon satisfaisante
dans toute la section du canal. La viscosité turbulente est relativement bien prédite :
contrairement à ce que l’on observe avec les modèles en un point la valeur maximum
de cette quantité n’est pas trouvée sur l’axe du canal mais au niveau de la transition
entre la zone logarithmique et la zone externe (centrale) du canal, ce qui est en accord
avec les constatations expérimentales[65, 66, 67] ou les résultats de DNS.

Il faut noter que notre modèle permet de faire des calculs pour des y+ très bas
(y+ ∼ 1). Les résultats obtenus sont relativement fiables, ce qui est un point très positif
compte tenu des hypothèses (grossières) que nous avons adoptées pour la modélisation
de proche paroi.

IV.3.2 Comportement spectral de la turbulence

Nous nous intéressons maintenant aux spectres de la turbulence issus de notre mo-
dèle. Sur la figure IV.15 nous constatons que les spectres d’énergie cinétique turbulente
à faible Reynolds (celui de la DNS) sont loin de présenter une zone inertielle en k − 5

3 .
Ils sont en fait plus près d’avoir une pente en k −1. Cette observation nous a poussés à
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Figure IV.11 : Sensibilité àla variation du coefficient µp des profils moyennés dans un

canal plan ( {Cp
b = 0.82, Cs

ν =
1
2
})

analyser les spectres unidimensionnels issus de la DNS de Moser et al . Ces spectres
(au moins pour ϕ 11(k1)) présentent une pente proche de celles des spectres prédits par
notre modèle, en k −1. Il est àremarquer que ces spectres en k −1 ne sont pas rares dans
la littérature dans le cas des écoulements cisaillés de paroi. Ils peuvent être attribués
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Figure IV.12 : Sensibilité àla variation du coefficient Cs
ν des profils moyens dans un

canal plan ({Cp
b = 0.82, µp =
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})

à la présence d’un fort cisaillement ( Perry et al [68], Marusic et Perry [69], Jimé-
nez et al [70], Jiménez [71], Carlotti et Hunt [72], Metzger et Klewicki [73], ...). On
peut également penser qu’ il s’agit d’un effet de nombre de Reynolds qui est trop bas
pour qu’une zone inertielle de Kolmogorov puisse apparaître. On pourra citer ici des

∼ 84 ∼



IV.3. Analyse des résultats pour l’écoulement en canal plan

0

5

10

15

20

25

100 101 102

Cp
b=0.50

Cp
b=0.82

Cp
b=0.95

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

0 100 200 300 400 500

Cp
b=0.50

Cp
b=0.82

Cp
b=0.95

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

0.16

0.18

0.2

100 101 102

Cp
b=0.50

Cp
b=0.82

Cp
b=0.95

0

20

40

60

80

100

120

140

160

180

0 100 200 300 400 500

Cp
b=0.5

Cp
b=0.82

Cp
b=0.95

y+ y+

U
+

K+

y+ y+

ε +
h L+

y / H y / H

νt
H uf

b12

0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

0.08

0.09

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Cp
b=0.50

Cp
b=0.82

Cp
b=0.95

−0.16

−0.14

−0.12

−0.1

−0.08

−0.06

−0.04

−0.02

0

0.02

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Cp
b=0.50

Cp
b=0.82

Cp
b=0.95

Figure IV.13 : Sensibilité àla variation du coefficient Cp
b des profils moyens dans un

canal plan ( {µp = 1
2
, Cs

ν =
1
2
})

auteurs comme Saffman (1978)[74] qui ont suggéré que la théorie de Kolmogorov ne
pouvait être vérifiée que pour des nombres de Reynolds Reλ (construits sur l’échelle
de Taylor) élevés. Saffman (1978)[74] propose un nombre de Reynolds limite :
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« the value of Reλ probably has to exceed 100 to represent fully developed turbulence
in which the dissipation seems to occur on scales smaller than those containing the
energy. »

Récemment, Dimotakis (2000)[75] suggère aussi que pour avoir une turbulence plei-
nement développée et en équilibre, la condition nécessaire, mais pas suffisante, est
Reλ > 100 (alternativement Reδ > 2. 104). Il argumente en montrant par exemple
dans différentes expériences de mélange turbulent une transition franche entre une
phase présentant une cohérence spatiale des structures et un état de mélange totale-
ment chaotique. Sreenivasan (1984, figure 1)[76] présente quant à lui la variation du
taux de dissipation adimensionné par l’échelle intégrale L et la fluctuation de vitesse

u
′
, α d =

εL

u′3
, en fonction du Reλ pour un écoulement derrière une grille. Ce rapport

ne tend vers une constante que lorsque Reλ > 100. Pour un écoulement derrière
une grille de section carrée Sreenivasan (1984, figure 1)[76] trouve que α d tend vers
l’unité lorsque Reλ > 100. Néanmoins, si α d tend vers une constante, celle-ci n’est
pas universelle, et semble dépendre de l’écoulement considéré. Jiménez et al [70] ont
effectuédes DNS dans un cube périodique pour plusieurs Reynolds et ont mesurécette
grandeur. Ils trouvent αd � 0.65. Nous avons donc calculé cette grandeur pour le cas
bas Reynolds ainsi que pour le cas haut Reynolds. α d est représentée sur la figure
IV.16 en fonction du nombre de Reynolds Reλ. Nous voyons que pour la gamme de
nombres de Reynolds Reλ commune aux deux calculs (haut et bas ReH ) les courbes
se superposent et que c’est effectivement aux alentours d’une valeurReλ = 100 que la
valeur asymptotique de α d est atteinte. Cette valeur asymptotique dans le cas du canal
est proche de 1

2
3.

Sur la figure IV.17, àgauche, nous représentons la distributions deReλ en fonction
de y/H dans le canal pour deux calculs à des nombres de Reynolds ReH différents,
l’un relativement bas (DNS de Moser et al ) et l’autre mille fois plus élevé. Reλ est
calculé ici sous sa forme isotrope4. La figure de droite représente quant àelle le rapport
χ du flux de transfert non-linéaire sur la dissipation :

χ =
εf
εh

=

∫ ∞

ka

tii(k) dk∫ ∞

0
2 ν k2 E(k) dk

(IV.5)

où le nombre d’onde ka est le point d’annulation du spectre de transfert. Sur la figure
IV.18, la quantité χ a été représentée en fonction du nombre de Reynolds Reλ (pour
les deux calculs haut et bas ReH ). Nous voyons (comme pour α d) que pour la gamme
nombres de Reynolds Reλ commune aux deux calculs (haut et bas ReH ) les courbes
se superposent. Le calcul haut Reynolds montre que la quantitéχ tend plus lentement
vers sa valeur asymptotique que la quantitéα d. La valeur asymptotique trouvée pour
χ est dans ce cas l’unité, ce qui traduit le fait qu’à grand Reynolds il existe réellement

3Notons que l’échelle intégrale que nous calculons correspondrait en isotrope àLg et que Sreenivasan
[76] utilise Lf . Si on fait une hypothèse d’ isotropie où Lf = 2 Lg , alors la valeur asymptotique pour α d

donnée par notre modèle et définie comme Sreenivasan serait 1, en accord avec cet auteur

4Reλ =

√
20

3

K2

ν ε

∼ 86 ∼



IV.3. Analyse des résultats pour l’écoulement en canal plan

une zone inertielle dans laquelle le flux εf devient effectivement constant et donc égal
à la dissipation.

Les spectres du transfert non-linéaire tii ainsi que les spectres de dissipation ho-
mogène 2 ν k2 E(k) au centre du canal (pour les mêmesReH que précédemment) sont
représentés sur la figure IV.19. Sur cette figure nous constatons que, pour le cas haut
Reynolds, le spectre de transfert (lobe positif) est très proche du spectre de dissipation.
Par contre c’est loin d’être le cas pour le cas bas Reynolds. Nous voyons nettement
l’effet de ces différences sur la figure IV.17, oùχ est proche de 1 pour le cas haut Rey-
nolds et de l’ordre de 0.6 pour le cas bas Reynolds. La figure IV.17 (à gauche) montre
que dans la partie centrale du canal Reλ est voisin de 60 pour le cas bas Reynolds
tandis qu’ il est proche de 1500 pour le cas haut Reynolds. Les valeurs se situent de
part et d’autre de la valeur limite proposée par Saffman (1978)[74].

Lorsque nous pratiquons l’adimensionnement de Kolmogorov pour les spectres
d’énergie cinétique turbulente en chaque point de la section du canal (y+ > 50),
nous trouvons (figure IV.20) des spectres qui se superposent. Cet adimensionnement
par la fréquence de coupure de Kolmogorov est donc encore adapté. Il semble donc
que même si les spectres de la turbulence sont en déséquilibre dans le canal (Reλ
petit) une sorte d’auto-similarité se mette en place dans la section. Cette figure nous
permet aussi de voir que pour des grands Reynolds (àdroite) une pente en k−

5
3 est bien

mise en évidence pour de grands y+, alors que pour de petits y+ (∼ petit Reλ) une
pente proche de k−1 semble apparaître. Celle ci est d’autant plus marquée que nous
nous rapprochons des zones de fort cisaillement. Cette observation est corroborée en
particulier par les travaux de Coantic(1966)[67] qui durant sa thèse s’est intéressé à
l’écoulement en conduite cylindrique (écoulement proche du canal bien qu’axisymé-
trique) et surtout à l’effet des parois sur la turbulence (mesures dans la partie interne
de la couche limite). Nous pouvons constater dans cette thèse que pour un écoulement
au nombre de Reynolds Re = 50 000 les spectres se comportent en k−1 dans toute la
section de la conduite. Par contre au nombre de Reynolds Re = 500 000 les spectres
présentent clairement une pente en k−

5
3 au centre du canal et en k−1 très proche de la

paroi.
Il apparaît donc assez clair que l’exposant du spectre d’énergie cinétique turbu-

lente soit dépendant du nombre de Reynolds turbulent, avec une influence possible du
cisaillement moyen.

Synthèse

Dans cette partie portant sur l’analyse des résultats obtenus grâce à notre modèle
pour l’écoulement en canal plan nous avons comparé de façon quantitative les gran-
deurs moyennes à celles de la DNS de Moser et al . Les résultats se sont montrés
satisfaisants. Nous avons ensuite analysé de façon qualitative nos résultats spectraux.
Cette étude a permis de montrer que notre modèle était capable de prédire un écart
à la théorie de Kolmogorov. Ceci nous a aussi permis de souligner que des quantités
intégrales telles que αd et χ peuvent donner une information sur le déséquilibre de
la turbulence. De plus, il paraît aussi évident que ce déséquilibre puisse être lié àun
nombre de Reynolds Reλ petit : nous l’appellerons “déséquilibre” bas Reynolds.

Nous avons également vu que le changement de pente des spectres turbulents de
−5/3 vers −1, qui est constaté expérimentalement, semble lié au cisaillement en pré-
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sence d’une paroi (effets linéaires), dans une zone oùReλ < 100 (ou plus grossière-
ment y+ < 100). Toutes ces constatations peuvent se montrer relativement utiles afin
d’améliorer les modèles en un point existants, auxquels il serait peut-être nécessaire
d’ajouter une équation de transport pour une quantité tenant compte de l’histoire du
déséquilibre de la turbulence.
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Figure IV.14 : Profils moyens dans un canal plan obtenus avec le modèle comparés à
ceux de la DNS de Moser et al au nombre de Reynolds Re τ = 590

∼ 88 ∼



IV.4. Ecoulement sur une marche descendante

k k

E(k) E(k) − 5
3

− 1

− 5
3

− 1

10−6

10−5

10−4

10−3

100 101 102 103

E(k)
k−1

k−5/3

10−6

10−5

10−4

10−3

100 101 102

E(k)
k−1

k−5/3
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tions que la DNS de Moser et al au nombre de Reynolds Re τ = 590 ; à gauche
30 < y+ < 60 et à droite 400 < y+ < 600
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Figure IV.16 : Valeurs prises par αd en fonction Re λ et pour deux nombres de Rey-
nolds différents (Re = 1.26 104 et Re = 1.26 107)

IV.4 Ecoulement sur une marche descendante

IV.4.1 Introduction

Notre modèle spectral a été implanté, comme nous l’avons dit au chapitre précé-
dent, dans un code de calcul bidimensionnel par éléments finis développé au LMFA.
Nous avons ainsi pu simuler des écoulements turbulents dans des géométries com-
plexes (qui restent néanmoins bidimensionnelles).

Nous présentons dans cette partie les résultats obtenus pour un écoulement présen-
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Figure IV.17 : Valeurs prises par Re λ (à gauche) et “ le taux de déséquilibre” χ =
ε f
ε

dans le canal pour deux nombres de Reynolds différents(Re = 1.26 104 à gauche et
Re = 1.26 107 à droite)
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Figure IV.18 : Valeurs prises par χ en fonctionRe λ et pour deux nombres de Reynolds
différents (Re = 1.26 104 et Re = 1.26 107)

tant un décollement puis un recollement : l’écoulement sur une marche descendante.
Cet écoulement constitue un cas test classique de validation des modèles de turbulence.
Nous avons choisi la configuration étudiée expérimentalement par Kim et al (1980)
[77]. Nos résultats sont comparés aux données expérimentales ainsi qu’aux résultats
du modèleK − ε standard (sans modélisation bas Reynolds mais avec “ loi de paroi” ).
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Figure IV.19 : Spectres du transfert non linéaire et de la dissipation (multipliés par
k) au centre d’un canal pour deux nombres de Reynolds différents (Re = 1.26 104,
Reλ = 60 à gauche et Re = 1.26 107, Reλ = 1500 à droite)
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Figure IV.20 : Spectres d’énergie cinétique turbulente adimensionnés E∗ en fonction
de k∗ (adim. de Kolmogorov) dans la section du canal pour des y+ > 50 et pour deux
nombres de Reynolds différents(Re = 1.26 104 à gauche et Re = 1.26 107 à droite)

IV.4.2 Présentation de l’écoulement

Le schéma IV.21 montre la configuration géométrique de l’expérience conduite
par Kim et al (1980) [77]. Celle-ci comprend une veine d’entrée de hauteur he, un
élargissement brusque à angle droit et un canal de sortie de hauteur hs. La hauteur de
la marche au niveau de l’élargissement est H = hs − he. Un des paramètres impor-
tants pour cette expérience est le rapport d’expansion r = hs/he. Il vaut ici 3/2. La
dimension transversale a été choisie pour être grande devantH , afin que l’écoulement
soit considéré comme statistiquement bidimensionnel. L’écoulement en entrée est ad-
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Figure IV.21 : Ecoulement sur une marche descendante

mis proche d’un écoulement en canal établi. Un décollement a lieu au niveau de la
marche et l’écoulement recolle à une distance Xr de la marche, sur la paroi du bas.
Les travaux de Abbott et Kline (1961) [78] ont montré que si r est supérieur à 1.2,
l’écoulement devient instable et que cette distance Xr fluctue autour d’une position
moyenne (battement). Le nombre de Reynolds est un autre paramètre important pour
cet écoulement. Celui-ci est généralement construit sur la viscosité cinématique ν, la
vitesse au centre du canal d’entrée U c et la hauteur de la marche H . Pour l’étude que
nous avons conduite le nombre de Reynolds vaut 46200. L’expérience montre alors
que Xr = (7 ± 1) × H .

D’autres études ont été menées récemment afin de donner aux DNS, pour les-
quelles le nombre de Reynolds accessible est relativement bas des éléments de com-
paraison (Re � 5000). Nous pourons citer en particulier les travaux expérimentaux de
Jovic et Driver [79, 80], études menées en parallèle avec les simulations numériques
directes effectuées par Le et Moin (1994) [81].

IV.4.3 Mise en oeuvre numérique

Figure IV.22 : Maillage utilisé pour la simulation d’un écoulement sur une marche
descendante (P1-iso-P2)

Nous avons simulécet écoulement pour le maillage représentésur la figure IV.22 et
comportant 6231 noeuds et 12088 éléments. Le modèle k−ε standard et notre modèle
ont étéemployés. Le canal d’entrée a une longueur de 4×H et celui de sortie 16×H .
Les conditions aux limites imposées lors de nos simulations sont :
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• section d’entrée : nous imposons les profils de vitesses moyennes ainsi que les
spectres turbulents, ceux-ci étant issus d’un calcul préliminaire 1-D de canal
plan établi et pour le nombre de Reynolds nominal.

• section de sortie : nous imposons un profil de pression moyenne constant. Pour
les autres grandeurs une condition de Neuman homogène est imposée de façon
faible.

• parois solides : nous utilisons les lois de paroi décrites dans le chapitre III. Le
déplacement de paroi choisi représente 0.04 × H afin de rester homogène avec
les travaux précédement effectués au laboratoire (Parpais[5] et Debaty[17]).

En ce qui concerne la discrétisation spectrale, elle comporte 40 nombres d’onde et
la raison géométrique vaut 1.22. Le plus petit nombre d’onde vaut 0.7/H et le plus
grand 1633/H . Cette discrétisation permet de capturer toutes les échelles de turbu-
lence mises en jeu dans cet écoulement.

IV.4.4 Résultats et analyse

Figure IV.23 : Ecoulement sur une marche descendante : lignes de courant prédites par
le modèle k − ε (en haut) et le modèle spectral (en bas).

Les champs moyens

Sur la figure IV.23 nous avons représenté les lignes de courants prédites par le mo-
dèleK − ε et par le modèle spectral. Le modèleK − ε prédit une distance de recolle-
ment de l’écoulementXr = 5.8× H . Notre modèle prédit quant-à-luiXr = 6.3× H .
Rappelons que l’expérience donne une gamme d’ incertitude Xr = (7 ± 1) × H .
Le modèle spectral est donc plus proche de l’expérience. Une des différences essen-
tielles entre nos résultats et ceux donnés par le modèleK − ε (ainsi que par la version
scalaire du modèle spectral, Parpais[5]), est la présence d’une zone de recirculation
secondaire dans le coin de la marche, due à l’entrainement du tourbillon principal, que
l’on voit très nettement sur la figure IV.23 représentant les lignes de courant. Celle-ci
a pour dimension verticale une demi-hauteur de marche et sa longueur est légèrement
plus importante. Cette recirculation secondaire ainsi qu’une toute petite recirculation
ternaire a plusieurs fois été montrée, en particulier dans les travaux de Jovic et Driver
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[79, 80] ainsi que de Le et Moin (1994) [81]. Il semble donc que l’approche spectrale
sous forme tensorielle améliore les prédictions des champs de vitesse moyenne.

La figure IV.24 présente des profils de vitesse moyenne longitudinale pour plu-
sieurs sections5. L’accord entre l’expérience et le modèle spectral est assez satisfaisant.
Les résultats obtenus avec le modèle spectral restent proches de ceux obtenus avec le
modèle K − ε. Comparés à l’expérience, les deux modèles partagent les mêmes dé-
fauts, avec un léger avantage pour le modèle spectral qui se manifeste en particulier
dans les sections immédiatement après le recollement. Plus loin en aval on observe que
les deux modèles prévoient une réadaptation trop lente du profil moyen.

Nous noterons tout de même que les différences entre l’expérience et les modèles,
surtout pour le premier profil, sont exagérées par le mode d’adimensionnement choisi
dans l’expérience. En effet la position y est normalisée par la position ym du maxi-
mum de vitesse moyenne, et la vitesse est normalisée par la sa valeur Um en ce point.
L’ incertitude sur la prédiction de ce maximum, étant donnée la complexitéde cet écou-
lement, peut donc donner l’ impression d’un écart relativement fort. Une représentation
plus adaptée aurait été une normalisation, non pas locale, mais globale (vitesse d’en-
trée et hauteur de la marche).

Le champ turbulent

Sur les figures IV.25 et IV.26 nous avons représenté respectivement les profils des
composantes diagonales du tenseur de Reynolds (uu et vv) et ceux de la tension de
Reynolds uv. Les résultats sont donnés pour plusieurs sections6, et ils sont adimension-
nés par la vitesse au centre du canal d’entrée U0. La composante vv est bien prédite par
le modèle spectral pour toutes les sections. La composante uu est surestimée, surtout
juste après la marche. On constate que le modèle K − ε par le biais d’une hypothèse
de premier gradient est incapable de prédire l’anisotropie du tenseur de Reynolds pour
les composantes diagonales. Par contre pour la composante uv les valeurs prédites par
le modèle spectral ainsi que le modèleK − ε sont proches de l’expérience.

La figure IV.27 présente les isovaleurs de l’énergie cinétique turbulente trouvées
par le modèle K − ε et par le modèle spectral. Ce dernier prédit une turbulence à la
fois plus intense et plus étendue dans le domaine. En accord avec l’analyse de Parpais
[5] ou de Lumley (1992) [82], nous pensons que ceci est dû au fait que le modèle
spectral, contrairement au modèle K − ε, tient compte du décalage qui existe entre
l’ instant où la turbulence est générée par le cisaillement et l’ instant où elle est dissipée.
Lumley (1992) [82] propose même une estimation de ce decalage, de l’ordre du temps
de retournement de la turbulence (∼ K/ε). Ce décalage est effectivement mis en
évidence lorsque l’on observe les résultats de notre modèle (ou le modèle scalaire de
Parpais) sur la dissipation et lorsqu’on les compare au modèle K − ε (résultats non
reproduits ici).

5Sections pour lesquelles nous disposons de données expérimentales.
6Sections pour lesquelles nous disposons de données expérimentales.
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Figure IV.24 : - Vitesse longitudinale - Profils adimensionnés par le point de vitesse
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Figure IV.26 : Composante u1u2 du tenseur de Reynolds - Profils adimensionnés par
la vitesse maximum dans la section d’entrée - de gauche à droite et de haut en bas :
x/H = 2.30 ; x/H = 4.10 ; x/H = 6.80 ; x/H = 8.60 ; x/H = 10.3 ; x/H = 13.0.
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Figure IV.27 : Ecoulement sur une marche descendante : isovaleurs de l’énergie ciné-
tique turbulente prédite par le modèle K − ε (en haut) et le modèle SCIT (en bas),
même échelle (à droite)

Informations spectrales

Nous avons représentésur les figures IV.28 et IV.31 les spectresE(k,x) prédits par
le modèle SCIT en plusieurs points le long de deux lignes de courant, l’une ouverte et
l’autre fermée. Les symboles qui désignent les positions le long des lignes de courant
sont repris pour le tracé des spectres correspondants. Ces spectres sont adimensionnés
(adimensionnement universel de Kolmogorov). Nous constatons sur la figure IV.28
que les spectres évoluent le long de la ligne de courant. Les spectres issus du canal
d’entrée comportent une zone en k−1 puis peu à peu cette zone tend vers du k−5/3.
On part donc d’une situation de déséquilibre et l’on va vers une situation d’équilibre
spectral. L’enveloppe formée par l’ensemble des spectres présente globalement une
zone en k−5/3.

Sur la figure IV.31 relative à la seconde ligne de courant nous constatons que tous
les spectres sont en équilibre et auto-similaires, la zone inertielle variant peu de la loi en
k−5/3. Pour mieux comprendre ces différences le long de ces deux lignes de courant,
nous avons représentésur les figures IV.29 et IV.30 les isovaleurs deRe λ et de χ (taux
de déséquilibre défini par la relation (IV.5)). Nous constatons alors que la première
ligne de courant vient d’une zone oùRe λ < 100 et va vers une zone oùRe λ > 100.
On constate également que cette ligne passe d’une zone où χ était largement inférieur
à 0.80 pour pénétrer dans une zone où χ devient nettement supérieur. Nous avons
encore ici une corrélation entre une valeur de Re λ inférieure à une valeur critique et
un déséquilibre spectral (“déséquilibre bas Reynolds” ).

Conclusion

Nous avons montrédans cette partie que le modèle spectral développédurant cette
thèse était capable de prédire correctement à la fois la cinématique et les champs turbu-
lents pour un écoulement complexe. En effet, la zone de recirculation principale ainsi
que la position du recollement sont conformes à l’expérience. Une zone de recircu-
lation secondaire est aussi prédite, contrairement à ce qui est trouvé avec le modèle
K − ε. Celle-ci a été montrée par l’expérience. Le modèle spectral scalaire (variable
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Figure IV.28 : Ecoulement sur une marche descendante : spectres E(k,x) (en bas)
le long d’une ligne de courant (adimensionnement universel de Kolmogorov pour les
spectres)
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Figure IV.29 : Ecoulement sur une marche descendante : isovaleurs de Re λ

de base E(k)) ne la prédisait pas. Cela veut donc dire qu’une modélisation anisotrope
(forme tensorielle du modèle) est nécessaire afin de capter les finesses de l’écoulement
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Figure IV.30 : Ecoulement sur une marche descendante : isovaleurs du taux de dés-
équilibre χ.(éq. (IV.5))
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Figure IV.31 : Ecoulement sur une marche descendante : spectres E(k,x) (en bas) le
long d’une ligne de courant fermée dans la zone de recirculation principale (adimen-
sionnement universel de Kolmogorov pour les spectres)
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moyen.
En ce qui concerne la turbulence, bien que notre modèle soit beaucoup plus sophis-

tiquéque les modèles en un point, sur cet écoulement, ses prédictions ne s’avèrent pas
significativement meilleures. Il fournit en contrepartie des informations plus riches.
En particulier, le fait d’avoir accès au flux de transfert non-linéaire permet d’ identifier
les situations de déséquilibre non seulement au niveau des spectres mais aussi permet
de représenter ce déséquilibre sous la forme d’ isovaleurs. En particulier nous consta-
tons que le déséquilibre observé sur les spectre de la turbulence est lié àla valeur du
nombre de Reynolds turbulent dans cet écoulement. Celui-ci est du même ordre de
grandeur que le nombre de Reynolds critique dont nous parlions dans le paragraphe
IV.3.2. Les zones de l’écoulement où l’on se trouve en dessous de ce Reλ montrent un
déséquilibre “bas Reynolds” de la turbulence.

IV.5 Ecoulement dans un diffuseur asymétrique

y = 0

x = 0x < 0 x > 0diffuseur plan 21H

U
H

4.7H

αo = 10o

zone de recirculation

Figure IV.32 : Configuration de l’écoulement dans un diffuseur asymétrique bidimen-
sionnel

IV.5.1 Introduction et présentation de l’écoulement

L’écoulement que nous allons maintenant étudier est un des cas tests du 8 ème

“workshop” ERCOFTAC/IAHR/COST (juin 1999 [83]) portant sur l’amélioration des
modèles de turbulence, et accueilli par l’Universitéde Technologie d’Helsinki. Il s’agit
d’un écoulement dans un diffuseur asymétrique bidimensionnel qui est représenté
schématiquement sur la figure IV.32. L’ intérêt de cet écoulement est de présenter une
séparation et un recollement dont les positions ne sont pas directement liées àun chan-
gement brusque de géométrie (comme dans le cas de la marche). La zone de recircu-
lation apparaît sous l’effet d’un gradient de pression adverse. De plus nous diposons
pour ce cas test ERCOFTAC d’une base de données expérimentales bien documen-
tée. En particulier les conditions d’entrée sont bien définies. L’expérience a été menée
par Buice et Eaton (1997) [84]. Le but pour les différents participants au Workshop
était de comparer les prédictions de différents modèles de turbulence et de juger s’ ils
étaient capables d’estimer de façon fiable le point de décollement ainsi que le point de
recollement de l’écoulement.

La figure IV.32 présente les différents paramètres de la géométrie du diffuseur. Le
canal d’entrée a pour hauteur H . Le canal de sortie a pour hauteur 4.7H . Entre ces
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deux zones se trouve le diffuseur d’une longueur 21H avec un angle d’ouvertureα o =
10 ◦. La jonction entre le plan incliné et les autres plans se fait de façon régulière avec
un arc de cercle. L’origine de référence sera la fin du canal d’entrée pour l’abscisse7 et
le niveau du plan du bas du canal de sortie pour l’ordonnée.

Le nombre de Reynolds bâti sur la vitesse moyenne au centre et la hauteur du
canal d’entrée vaut 20 000. L’expérience montre que pour cette valeur du nombre de
Reynolds l’écoulement est pleinement turbulent dans la première section de mesure
(x = −5.87H) qui correspond approximativement à la section d’entrée de notre
domaine de calcul.

IV.5.2 Mise en oeuvre numérique

Figure IV.33 : Maillage (P1-iso-P2) utilisé pour la simulation d’un écoulement dans
un diffuseur asymétrique (en haut ensemble du domaine de calcul, en bas zoom sur le
début du diffuseur)

Nous avons simulécet écoulement pour le maillage IV.33 comportant 15621 noeuds
et 30400 éléments. Le canal d’entrée a une longueur de 6H , celui de sortie 54H et le
diffuseur 21H .
Les conditions aux limites imposées lors de nos simulations sont :

• section d’entrée : nous imposons les profils de vitesse moyenne ainsi que les
spectres turbulents, ceux-ci étants issus d’un calcul préliminaire 1-D de canal
plan établi et pour le nombre de Reynolds nominal.

• section de sortie : nous imposons un profil de pression moyenne constant. Pour
les autres grandeurs une condition de Neuman homogène est imposée de façon
faible.

• parois solides : nous utilisons les lois de paroi décrites dans le chapitre III. Le
déplacement de paroi choisi représente 0.02 × H , ce qui correspond à y+ tou-
jours inférieur à20.

En ce qui concerne la discrétisation spectrale, elle comporte 35 nombres d’onde et
la raison géométrique vaut 1.26. Le plus petit nombre d’onde vaut 0.2/H et le plus
grand 1633/H . Cette discrétisation permet de capturer toutes les échelles de turbu-
lence mises en jeu dans cet écoulement.

7à l’endroit où commence l’arc de cercle
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IV.5.3 Résultats et analyse
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modèle spectral comparées à l’expérience (•) dans la section x/H = 13.56
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Figure IV.36 : Ecoulement dans un diffuseur : isovaleurs de Re λ

Le modèle SCIT prédit correctement le point de décollement ainsi que le recol-
lement. En effet dans l’expérience l’écoulement décolle à x = 7.5H et recolle à
x = 30.5H . Le modèle prédit x = 8.5H et x = 28.5H . La zone de recirculation
associée est nettement visible sur la figure IV.38 représentant les lignes de courant.

Les profils de vitesse moyenne dans différentes sections du diffuseur sont repré-
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Figure IV.37 : Ecoulement dans un diffuseur : isovaleurs du taux de déséquilibre χ.

Figure IV.38 : Lignes de courant prédites par le modèle spectral dans le cas de l’écou-
lement dans un diffuseur asymétrique.

sentés sur la figure IV.34. Nous pouvons souligner qu’au moins jusqu’à la position
x = 30.48H la vitesse moyenne longitudinale est très proche de l’expérience [84].
L’ intensité de l’écoulement de retour est un peu sous estimée. Près du point recolle-
ment (IV.34, x = 30.48H) le modèle semble encore correct. En ce qui concerne la
réadaptation de l’écoulement, la dernière courbe de la figure IV.34 correspondant à la
position x = 53.39H montre que le modèle spectral (comme l’ensemble des mo-
dèles en un point, voir l’annexe D) est incapable de prédire exactement cette phase de
l’écoulement. La réadaptation de l’écoulement est un peu lente (par rapport à l’expé-
rience), comme pour le cas de la marche. Il s’agit d’un défaut commun à l’ensemble
des modèles. Soulignons tout de même que dans l’expérience il semble y avoir un pro-
blème de conservation du débit, qui pourrait être attribué àun comportement 3-D de
l’écoulement. En ce qui concerne la turbulence, toutes les composantes du tenseur de
Reynolds sont bien prédites. Nous avons tracé sur la figure IV.35 les profils des com-
posantes du tenseur de Reynolds pour la section x = 13.56H , où l’écoulement est
décollé. Les niveaux de turbulence sont correctement prédits.

Notons que ce cas est également intéressant puisqu’étant l’objet du “workshop”
ERCOFTAC/IAHR/COST il offre une possibilité de comparaison avec les résultats
obtenus avec un grand nombre de modèles en un point. Ces comparaisons font l’objet
de l’annexe D, mais nous voudrions ici reprendre quelques points essentiels qui se
sont dégagés. Sur les figures D.1 à D.8 nous avons représenté des profils extraits de
nos calculs et comparés aux résultats obtenus par Kaltenbach et al (1999) [85] pour
une LES (Simulation des grandes échelles) ainsi que ceux proposés par l’équipe de M.
Leschziner de l’Université de Manchester pour deux modèles en un point au second
ordre. Nous avons résumé dans le tableau D.1 la liste des contributeurs 8 ainsi que
les codes associés qui ont servi à obtenir les résultats présentés sur les figures. Il est
important de noter le très grand nombre de modèles en un point différents (24 modèles
en un point) ayant étéutilisés sur ce cas. Lorsque l’on tente de comparer notre modèle
aux modèles en un point se pose le problème de savoir à quel modèle on le compare.
Sans rentrer dans les détails des comparaisons fournies dans l’annexe, nous voudrions

8ceux dont les résultats étaient les plus proches de l’expérience
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ici souligner que, dans une section donnée de l’écoulement si nous comparons notre
modèle au modèle en un point donnant les meilleurs résultats, les différences sont
faibles. En revanche, si nous le comparons à l’un des plus mauvais, les différences
peuvent être très grandes comme illustré par la figure D.3.

IV.5.4 Conclusion

Nous avons vu pour deux cas d’écoulements internes (la marche, section IV.4, et
le diffuseur) que notre modèle spectral était capable de prédire très correctement les
champs aérodynamiques. De plus, il semble que la description spectrale anisotrope soit
capable de capturer de façon plus fine des comportements complexes de l’écoulement,
en tout cas plus précise que des modèles comme le K − ε. Par exemple nous avons
pu prédire pour la géométrie de la marche (section IV.4) l’existence d’un tourbillon de
coin d’une dimension non négligeable (demi-hauteur de la marche) que les modèles
en un point classiques prédisent mal. Ensuite pour la géométrie du diffuseur, un gra-
dient de pression adverse créépar un élargissement du diffuseur de 10 ◦ provoque un
décollement de l’écoulement puis une zone de recirculation. Le modèle K − ε haut
Reynolds avec loi de parois ne prédit pas ce décollement, contrairement au modèle
spectral qui prédit de façon correcte le point de décollement puis de recollement de
l’écoulement.

En ce qui concerne la turbulence, le modèle spectral met en évidence des informa-
tions riches sur ces écoulements. En particulier nous avons pu souligner des effets de
déséquilibre “bas Reynolds” de la turbulence, où les spectres turbulents sont parfois
loin de la théorie de Kolmogorov.

Nous allons maintenant nous intéresser à la prédiction de l’écoulement autour d’un
profil d’aile Aérospatiale A, pour une incidence particulière de 13 ◦. Nous nous inté-
resserons non seulement à ce qui se passe autour de la voilure (champ proche), mais
aussi au comportement de la turbulence dans le sillage.

IV.6 Ecoulement autour d’une voilure Aérospatiale F2A

IV.6.1 Présentation et enjeux

Le décrochage aérodynamique fait partie des questions actuelles de sécurité. En
effet, lors de atterrissage et du décollage, un avion se trouve exposé àce danger car il
se trouve en incidence élevée, très proche du sol et à basse vitesse (temps de réaction
autorisé très réduit). Les phénomènes mis en jeu sont complexes (détachements tour-
billonnaires...) et les modèles statistiques classiques de turbulence montrent dans ce
genre de situations leurs limites, alors qu’on a besoin d’une information précise sur le
comportement aérodynamique d’un avion. La voilure, surtout, demande une attention
particulière car c’est elle qui offre de la portance à l’aéronef.

Sur proposition de Dassault Industies, nous avons eu l’opportunité d’aborder des
problèmes liés au domaine de l’aéronautique. Nous en avons profité pour étudier le
comportement de notre modèle en aérodynamique externe.

Nous nous proposons ici de présenter les résultats obtenus avec notre modèle spec-
tral pour la prédiction d’un écoulement autour d’un profil d’aile de type Aérospa-
tiale F2A dans un écoulement subsonique à Mach 0.15 pour un nombre de Reynolds

∼ 106 ∼



IV.6. Ecoulement autour d’une voilure Aérospatiale F2A

construit sur la corde du profil, la viscosité du fluide et la vitesse incidente, qui atteint
ici Re = 2.1 106. Nous avons étudié l’écoulement pour une incidence particulière
αi = 13 ◦. Cette configuration nous avait été proposée par une équipe de Dassault
Industiescar elle est considérée comme difficile en raison de l’existence d’un décolle-
ment du côté du bord de fuite du profil.

IV.6.2 Description de l’écoulement

La physique de l’écoulement autour d’une voilure en incidence est très difficile à
reproduire avec les modèles statistiques classiques. En effet, l’écoulement arrivant sur
l’aile est souvent faiblement turbulent et on assiste à une transition rapide le long de
l’aile. On peut également observer au niveau du bord de fuite de la voilure une recir-
culation et un détachement tourbillonnaire. La structure du sillage est alors difficile à
appréhender. Ces difficultés mettent souvent en défaut les modèles.

L’ incidence choisie ici est une des plus critiques car l’écoulement comporte toutes
les difficultés mentionnées ci-dessus : transition, recirculation et sillage. Se rajoute à
cela, au niveau du bord d’attaque, une complication supplémentaire : avant de transi-
tionner, l’écoulement forme un bulbe de décollement laminaire.

IV.6.3 Mise en oeuvre numérique

Nous avons simulé cet écoulement pour le maillage représenté sur la figure IV.39,
comportant 10 647 noeuds et 20 916 éléments. Notre modèle a étéutiliséet nous avons
également effectué des calculs avec le modèleK − ε standard à des fins de comparai-
son. Voici la description des conditions aux limites imposées lors de nos simulations :

• section d’entrée : nous imposons sur le demi cercle extérieur amont les vitesses
moyennes ainsi que les spectres turbulents (valeurs constantes sur ce demi-
cercle. Les spectres sont construits àpartir de la donnée deK et de ε, ε étant cal-
culéen posant de façon arbitraire que l’échelle intégrale incidente est de l’ordre
de la dimension du profil d’aile, supposition à laquelle nous ajoutons une hypo-
thèse d’ isotropie. Le niveau d’énergie cinétique turbulente est quant à lui choisi
très bas et l’on adopteK = (0.02Ue)2 (Ue : vitesse incidente à “l’ infini” ).

• section de sortie : nous imposons les valeurs de la pression moyenne sur une
partie seulement du demi cercle aval afin de ne pas trop perturber l’écoulement
sortant du domaine. Ceci a pour conséquence de déstabiliser le calcul, étant
donné qu’une grande partie de la condition aux limites pour la pression est en
Neuman : le pas de temps d’ intégration numérique, relativement petit, est pénali-
sant. Pour les autres grandeurs une condition de Neuman homogène est imposée
de façon faible.

• parois solides : nous utilisons les lois de paroi décrites au chapitre III. Le dé-
placement de paroi choisi représente 5.0 10−4 × C (oùC est la longueur de la
corde).

En ce qui concerne la discrétisation spectrale, elle comporte 40 nombres d’onde et la
raison géométrique vaut 1.35. Le plus petit nombre d’onde vaut 1.5/C et le plus grand
181 597/C. Cette discrétisation permet de capturer toutes les échelles de turbulence
mises en jeu dans cet écoulement.
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Figure IV.39 : Maillage utilisé lors des simulations autour de la voilure F2A
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Figure IV.40 : Lignes de courant prédites par le modèle spectral dans le cas d’un écou-
lement autour d’un profil d’aile.

IV.6.4 Résultats et analyse

Sur la figure IV.40 nous présentons les lignes de courant moyennes prédites par
le modèle spectral. La zone de recirculation sur le bord de fuite est bien prédite, en
accord avec les mesures expérimentales réalisées dans la soufflerie F2 de l’ONERA,
en particulier le décollement de l’écoulement est prédit à 80% de la corde, et celui-
ci recolle sur le culot du profil. Le modèle K − ε ne prédit pas cette recirculation.
En ce qui concerne la transition, observée expérimentalement sur l’extrados du profil
après un bulbe de décollement laminaire, on notera que notre modèle ne prédit pas
l’existence de ce bulbe. La transition vers la turbulence est habituellement imposée de
façon arbitraire lorsqu’on utilise un modèle de type K − ε (par exemple en annulant
le terme de production en aval du profil et en le mettant en route à l’endroit prévu par
l’expérience). On parle alors de “ trigger” . Certaines LES provoquent cette transition en
changeant localement le schéma numérique spatial. Nous avons fait le choix de ne pas
suivre cette démarche afin de pouvoir juger le modèle, et surtout de voir si celui-ci était
capable de prédire une “pseudo-transition” 9. Nous pouvons voir sur la figure IV.41 la
distribution d’énergie cinétique turbulente prédite par le modèle spectral comparée à
celle prédite par le modèle K − ε standard. Nous constatons une nette surproduction
deK au niveau du point d’arrêt pour le modèleK − ε. Cette anomalie a été soulignée
par de nombreux auteurs, en particulier Durbin [86] qui propose un modèle K − ε
modifié : nous avons testé cette approche qui réduit l’ importance de l’anomalie mais
ne permet pas de prédire la recirculation (dans notre configuration).

Nous présentons sur la figure IV.42 les spectres E(k,x) le long d’une ligne de
courant moyenne longeant la zone de recirculation et se prolongeant dans le sillage.
Sur les spectres correspondants aux points les plus près du profil on observe clairement
l’effet de la troncature spectrale à petits k. Ensuite, lorsque l’on s’éloigne du profil et
lorsque l’on aborde la zone de sillage l’effet de la troncature relaxe et les spectres
prennent une allure plus proche de celle que l’on connaît en turbulence homogène. On
observe nettement sur cette représentation la présence d’une zone inertielle en − 5/3
dans ces spectres. Lorsque nous utilisons l’adimensionnement de Kolmogorov pour
représenter à nouveau ces spectres (figure IV.43), ils se superposent. Dans la zone de
sillage et assez loin du profil, on observe que les spectres se superposent non seulement

9on parle de pseudo-transition car même si le niveau de turbulence est faible à l’amont on résout
quand même la turbulence !
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dans les zones dissipative et inertielle, mais aussi pour les grandes échelles. Il y a donc
un comportement auto-similaire des spectres. L’existence de ce comportement auto-
similaire du sillage et des spectres associés est corroborée par le fait que les quantités
adimensionnelles telles que le Reynolds (figure IV.46) ou la rapidité restent (presque)
constantes dans le sillage. On est alors conduit à se poser la question de savoir si un
tel comportement auto-similaire est synonyme d’équilibre spectral. Avant de vouloir
tenter de répondre nous même à cette question en analysant plus avant les résultats
de notre modèle, nous voudrions citer ici la réponse donnée dans un des ouvrages
classiques de turbulence écrit par Tennekes et Lumley (A first course in turbulence,
[87]) :

“The time scale of transfer of energy to small eddies apparently is only about half the
time scale of flow development. Clearly, the turbulencecanneverbein equilibrium
becauseit never has time to adjust to its changingenvironment. The structure of
turbulence in wakes can be self preserving only because the time scale of turbulence
and that of the flow keep pace with each other as the wake moves downstream.”

Les auteurs soutiennent donc que l’état d’équilibre spectral ne devrait pas exister
dans un sillage. Observons maintenant de façon plus attentive les résultats détaillés
donnés par le modèle spectral.

Nous avons choisi de représenter les même spectres que sur la figure IV.42, mais
cette fois-ci compensés par k 5/3 (figure IV.44). En Log-Log, ils font apparaître un
plateau correspondant à la zone inertielle. Si on les trace maintenant en représen-
tation log-linéaire (figure IV.45 à gauche), nous voyons clairement que ces spectres
présentent une très légère tendance au − 5/3 mais que, lorsque k augmente, on entre
rapidement dans une zone de “bump” correspondant au début de la zone dissipative.
On sait que ce bump existe sur les spectres turbulents expérimentaux. Il est néanmoins
ici très marqué et si l’on compare ces spectres à ceux obtenus dans le cas du cisaille-
ment uniforme pour le même Re λ (figure IV.45 à droite), on constate des différences
sensibles (le nombre de Reynolds Re λ vaut environ 200 dans le sillage). Nous ne
sommes donc pas en présence de spectres en équilibre.

Nous avons choisi d’utiliser ici le taux χ =
εf
ε
=
flux de cascade

dissipation
défini précé-

demment afin de visualiser de façon plus claire le déséquilibre dans le sillage. Nous
voyons sur la figure IV.47 que dans le sillage χ < 0.85, ce qui indique un déséquilibre
de la turbulence.
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Figure IV.41 : Ecoulement autour du profil aérospatiale A à 13 ◦ d’ incidence : iso-
valeurs de l’énergie cinétique turbulente prédite par le modèle K − ε (en haut) et le
modèle SCIT (en bas), même échelle (à droite).
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Figure IV.42 : Ecoulement autour du profil aérospatiale A à13 ◦ d’ incidence : spectres
E(k,x) (en bas, en log-log) le long d’une ligne de courant contournant la zone de
recirculation
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Figure IV.43 : Ecoulement autour du profil aérospatiale A à13 ◦ d’ incidence : spectres
E(k,x) (en log-log, adim. universelle de Kolmogorov) le long d’une ligne de courant
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Figure IV.44 : Ecoulement autour du profil aérospatiale A à13 ◦ d’ incidence : spectres
compensés de E(k,x) (en log-log) le long d’une ligne de courant contournant la zone
de recirculation (voir figure IV.42)
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Figure IV.46 : Profil d’aile aérospatiale A : isovaleurs de Re λ.
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Figure IV.47 : Distribution du taux de déséquilibre χ prédite par le modèle dans le cas
d’un écoulement autour d’un profil d’aile.
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Conclusion

L’objectif de cette thèse était de développer un modèle spectral prenant en compte
l’anisotropie de la turbulence et permettant de prédire des écoulements inhomogènes.
Ce modèle, comme celui de Parpais [5] s’appuie sur la théorie EDQNM pour prendre
en compte le transfert spectral (“cascade énergétique” ).

Pour développer ce modèle nous nous sommes appuyés sur des travaux antérieurs
effectués au LMFA, en particulier ceux de Laporta [4], Parpais [5], Bertoglio [88],
Cambon [35] et Jeandel [27].

La différence essentielle avec le modèle de Parpais provient du caractère tensoriel
de la variable de base. Celle ci est le spectre du tenseur de Reynolds ϕ ij(x, k, t).

La suite de notre travail a consisté à fermer le modèle après avoir développé les
équations au premier ordre en inhomogénéité. Nous avons en particulier fermé le terme
de transfert non-linéaire en utilisant les mêmes hypothèses que pour le modèle ED-
QNM. Une démarche plus heuristique a été adoptée pour fermer les termes les plus
compliqués (par exemple le transport inhomogène).

Les constantes du modèle ont étéajustées en turbulence homogène cisaillée et dans
un cas inhomogène “simple” , le cas du canal plan turbulent.

Nous avons ensuite appliqué notre modèle à des écoulements plus complexes. Les
champs aérodynamiques ainsi que les quantités en un point obtenus sont satisfaisants.
En particulier, les champs moyens sont prédits correctement même dans des situa-
tions de décollement (marche, diffuseur, profil d’aile en incidence). A l’occasion d’un
Workshop nous avons pu comparer les prédictions de notre modèle àcelles de plusieurs
modèles en un point pour le cas test d’un écoulement dans un diffuseur présentant un
décollement lié àl’élargissement de la géométrie. Nous avons pu constater une disper-
sion assez forte des résultats obtenus par les modèles en un point. Dans chaque zone de
l’écoulement il existe un modèle en un point qui donne des résultats satisfaisants, mais
ce n’est pas forcément le même modèle. Le modèle spectral, quant à lui conduit à des
résultats proches des résultats obtenus par LES et par l’expérience. Néanmoins tout les
modèles (y compris le notre) prédisent une réadaptation de l’écoulement à l’aval de la
recirculation trop lente au vu de l’expérience.

Même si nos résultats sont parfois plus pertinents que ceux des modèles en un
point, ils restent en général assez proches de ceux-ci. Le modèle spectral développé
ici permet d’accéder à des informations plus riches que celles auxquelles on a accès
avec les modèles en un point. Le fait de fournir des spectres de turbulence permet par
exemple de mettre en évidence des situations de déséquilibre. Ainsi nous avons pu
constater que des variables globales telles que ε L/u ′3 proposée par Sreenivasan et
avant lui par Batchelor, ou encore le rapport du flux ε f sur la dissipation ε pouvaient
donner une information sur le déséquilibre de la turbulence. Si les temps de calcul sont
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plus grands que ceux des modèles en un point, ils restent tout de même raisonnables
(par exemple le calcul de la marche a nécessité une nuit de calcul sur un PC de bureau
PII350).

Notons que ce modèle, relativement simple sous sa forme actuelle, peut encore
être amélioré. Cette amélioration constituera un des axes principaux de nos efforts
pour l’avenir. Au delàde cette étape de raffinement, nous proposons ici plusieurs voies
possibles d’exploitation de notre modèle :

• On peut se fonder sur notre approche afin de dériver un modèle en un point qui
tiendrait compte du déséquilibre spectral de la turbulence. Cadiou et Hanjalić
[41] en particulier ont tenté d’explorer cette voie. Une telle démarche pourrait
conduire à étendre l’approche suivie par Schiestel qui a proposé un modèle de
partitionnement spectral qui semble prometteur.

• Une idée serait d’exploiter notre modèle afin de proposer des améliorations pour
les modèles de sous-maille pour les calculs LES. Nous avons déjà fait une étude
préliminaire avec nos collègues de la DLR Allemande [89]. Cette étude avait
pour but d’ identifier les problèmes introduits par le changement de la dimension
du filtre pour une simulation LES. Nous avons reproduit cette variation du filtre
avec notre modèle en imposant une coupure des spectres au nombre d’onde k ∼
∆−1

X , où∆X est la dimension de la maille de calcul de la LES. Nous avons ainsi
pu mettre en évidence qu’une variation de la taille du filtre pouvait se montrer
préjudiciable à la prédiction de toutes les quantités turbulentes. Les phénomènes
mis en évidence par le modèle spectral ont été retrouvés par l’équipe Allemande
dans une LES.

• En combustion les modèles demandent une information sur différentes échelles
de la turbulence. Or notre modèle est apte à fournir ces informations. Un projet
d’application de notre modèle aux écoulements réactifs a été lancédans le cadre
d’une thèse qui vient de débuter.

• Les modèles d’émission utilisés en aéroacoustique nécessitent la donnée d’un
spectre de turbulence. Actuellement la démarche la plus répandue consiste à
construire un spectre à partir de la donnée de K et de ε. Notre modèle évite-
rait cette phase de reconstruction. A ce propos, un projet d’application de notre
modèle à la prédiction de bruit de jets a lui aussi été initié dans le cadre d’une
thèse.
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Annexe A

Outils mathématiques de
modélisation

A.1 Introduction

En turbulence statistique, on fait souvent appel aux théorèmes de représentation
afin de modéliser un terme inconnu, lorsqu’on veut arrêter la description à un certain
niveau dans la hiérarchie des moments. On connait souvent la forme ou certaines pro-
priétés du terme àmodéliser. De plus, le modélisateur décide parfois d’ inclure un effet
particulier par le biais d’une grandeur physique connue au niveau de description consi-
déré. Ce qu’ il manque alors c’est de donner une forme générique et la plus complète
possible afin de représenter (modéliser) le terme inconnu.

On s’ inspire alors de la démarche suivie pour établir des lois de comportement en
mécanique des milieux continus. L’être mathématique essentiel alors mis en jeu s’ap-
pelle invariant. Il s’agit d’un scalaire ou tenseur d’ordre zéro construit par exemple en
contractant des indices d’un tenseur connu et invariant quel que soit le repère considéré
pour un groupe de transformations donné (par exemple par rotation).

Nous nous inspirons largement dans la suite de cette annexe des ouvrages de
Schiestel (1993) [11], Eringen (1971) [50] et Garrigues [90] ainsi que des travaux
de thèse de Jeandel (1976) [27], Ménoret (1982) [2] et Cambon (1979) [35].

A.2 Forme des invariants d’un tenseur

A.2.1 Invariant d’un tenseur d’ordre 1

Un tenseur d’ordre 1 est un vecteur. En turbulence, cela peut être la vitesse moyenne
U i ou le vecteur normal à la paroi ni intervenant dans certains modèles d’écho de paroi
des corrélations pression-déformation. Un seul invariant est associé àun vecteur Ai :

IA = Ai A
i

A.2.2 Invariants d’un tenseur du second ordre

Un tenseur d’ordre 2 peut être représenté par une matrice. Le tenseur de Reynolds
uiuj ou le tenseur d’anisotropie aij en sont des exemples. Pour un tenseur bji d’ordre 2

129



Annexe A: Outils mathématiques de modélisation

dans un espace à trois dimensions les invariants indépendants sont au nombre de trois :

bI = bii
bII = bji b

i
j

bIII = bji b
k
j b

i
k

De façon plus générale les invariants indépendants d’un tenseur d’ordre 2 dans un
espace àn dimensions sont les n valeurs propres de la matrice associée.

Une autre propriété importante pour les tenseurs du second ordre est donnée par le
théorème de Cayley-Hamilton. Dans un espace àn dimensions on peut exprimer toute
puissance de ce tenseur par une relation linéaire des n− 1 premières puissances de ce
même tenseur. Dans l’espace à3 dimensions on pourra exprimer les puissances du ten-
seur comme la combinaison linéaire des puissances 0, 1 et 2. En notation cartésienne
cela donne :

T 3
ij = TIT

2
ij − TIITij +

1
3
TIIIδij

A.2.3 Invariants de plusieurs tenseurs

Ce sont les invariants par contractions des indices des tenseurs indépendants.
Par exemple pour deux vecteurs {Ai, Bi} :

Ai A
i

Bi B
i

Ai B
i

Ces invariants de plusieurs tenseurs sont donc les invariants propres de chaque tenseur
plus des invariants mixtes.

A.3 Représentation par fonctions tensorielles

A.3.1 Introduction

Dans la démarche de modélisation en mécanique des milieux continus ou en turbu-
lence, on a souvent besoin de reconstruire un terme inconnu (tenseurs du second ordre,
vecteurs ou scalaires) àpartir de termes connus (tenseurs du second ordre, vecteurs ou
scalaires). On cherche donc pour un tenseur inconnu d’ordre n :

Ai1...in = Fi1...in(Xi, Yi, ..., T
(1)
lm , T

(2)
lm , ...) (A.1)

On peut dans un premier temps faire une analyse dimensionnelle. Cette démarche
a souvent porté ses fruits surtout en mécanique des fluides et reste un outil d’analyse
puissant.

Une autre démarche est nécessaire lorsque le nombre d’arguments pour Fi1...in

devient trop important ou si l’on veut donner àAi1...in des propriétés tensorielles par-
ticulières (imposées en général par la physique du problème).

Eringen [50] introduit deux principes de base afin de pouvoir déterminer Fi1...in :
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• Un invariant ne peut être fonction que d’autres invariants. Dans (A.1), on réduit
le membre de gauche àun scalaire en le multipliant par n vecteurs. On peut donc
réécrire (A.1) sous la forme :

Ai1...in B
i1 ...Cin = f (BiBi, CiC

i, BiC
i, XiX

i, ..., IT (1) , IIT (1) , IIT (1) , ...)
(A.2)

où les I ,II et III sont les invariants indépendants des tenseurs d’ordre 2.

• Si le premier membre est multilinéaire par rapport àBi1 ...Cin alors le second
doit aussi l’être. On doit donc exclure toute dépendance du type BiBi ou CiCi.
De plus les BiCi doivent apparaître comme des multiplicateurs linéaires.

A.3.2 Démarche générale de représentation d’un tenseur par une fonc-
tion polynomiale de vecteurs et de tenseurs

Soit A i1...in le tenseur àn “pattes” à modéliser. Celui ci est fonction de p vecteurs

U
(p)
i et de q tenseurs T (q)

mn.

A i1...in = fi1...in(U
(p)
i , T (q)

mn) (A.3)

On introduit alors n vecteurs V (n)
i arbitrairement choisis. On construit alors le

produit contractéJ :

J = V (1)
i1
...V

(n)
in
A i1...in = V

(1)
i1
...V

(n)
in
fi1...in(U

(p)
i , T (q)

mn) (A.4)

Soulignons la propriété :

A i1...in =
∂ n J

∂ V
(1)
i1
...V

(n)
in

(A.5)

On peut montrer que J est un invariant scalaire de V (n)
i , U (p)

i et T (q)
mn et multili-

néaire en V (n)
i . Parce que fi1...in est supposé polynomial, J peut s’écrire :

J =
∑
α

Iα Jα (A.6)

où les Iα sont des polynômes d’ invariants appartenants à la base d’ intégrité des vec-
teurs U (p)

i et des tenseurs T (q)
mn. Les Jα sont des invariants construits à partir d’ inva-

riants appartenants à la base d’ intégritédes vecteursU (p)
i ainsi que V (n)

i et des tenseurs

T
(q)
mn, multilinéaires en V (n)

i et contenant au moins un invariant mettant en jeu au moins

un vecteur V (n)
i . On peut alors écrire à partir de la relation (A.5) :

A i1...in =
∑
α

Iα
∂ n Jα

∂ V
(1)
i1
...V

(n)
in

(A.7)

Pour déterminer la forme canonique la plus simple de A i1...in (polynomiale), il faut

que la base d’ intégrité des vecteurs U (p)
i et des tenseurs T (q)

mn soit minimale et que
les invariants Jα soient linéairement indépendants ; si ces conditions sont réunies, la
démarche pour déterminer A i1...in est la suivante :
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– construire la base d’ intégrité des vecteurs U (p)
i ainsi que V (n)

i et des tenseurs

T
(q)
mn pour le groupe de transformations considéré en ne gardant que les inva-

riants de degré 0 ou 1 pour chacun des vecteurs V (n)
i .

– calculer tous les Jα possibles multilinéaires en V (n)
i

– dériver
∂ p Jα

∂ V
(1)
i1
...V

(p)
ip

En général en mécanique des fluides on cherche les invariants par rapport au groupe
des transformations orthogonales propres(modélisation tensorielle isotrope).

A.3.3 Exemples

Exemple 1 : forme d’un scalaire fonction tensorielle isotrope d’un scalaire, d’un
vecteur et d’un tenseur du second ordre

On cherche le scalaire :
α = F (λ,Ui, Tij) (A.8)

Les différents invariants de la base d’ intégrité sont :

λ

U2
i

TI TII TIII

UiTijUj UiTikTkjUj

TAB. A.1 : Base d’ intégritépour un scalaire, un tenseur du premier ordre et un tenseur
du second ordre

alors

α = c0 λ + c1 U2
i + c2 TI + c3 TII+ c4 TIII + c5 UiTijUj+ c6 UiTikTkjUj (A.9)

où les ci peuvent eux même être fonction des invariants explicités dans le tableau A.1.

Exemple 2 : forme d’un tenseur du premier ordre fonction tensorielle isotrope
d’un scalaire, d’un vecteur et d’un tenseur du second ordre

On cherche :

αi = Fi(λ,Ui, Tij) (A.10)

On écrit donc le produit contracté :

αiAi = Gi(λ,Ui, Tij , Ai) (A.11)

et on explicite la base d’ intégrité linéaire en Ai(tableau A.2).
On peut donc écrire :

J = αiAi = f0UiAi + f1 UiTijAj+ f2 AiTijUj+ f3 UiTikTkjAj+ f4 AiTikTkjUj
(A.12)
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λ

U2
i UiAi

TI TII TIII

UiTijUj UiTikTkjUj

UiTijAj UiTikTkjAj

AiTijUj AiTikTkjUj

TAB. A.2 : Base d’ intégritépour un scalaire, un tenseur du premier ordre et un tenseur
du second ordre

Et on obtient :

αi =
∂ J

∂ Ai
= f0Ui + f1 UiTijδij+ f2 TijUj+ f3 UiTikTkjδij+ f4 TikTkjUj (A.13)

où les fi sont une combinaison des invariants de la base d’ intégrité (forme explicitée
dans notre cas dans l’équation (A.9)).

Exemple 2 : forme d’un tenseur du second ordre fonction tensorielle isotrope d’un
vecteur et d’un tenseur du second ordre

On cherche un tenseur α du second ordre qui est fonction de Ui et Tij :

αij = Fij(Ui, Tij) (A.14)

Pour limiter les calculs nous cherchons ici αij linéaire en terme de Tij . Comme dans
le paragraphe précédent on écrit le produit contracté :

αijAiBj = Gi(λ,Ui, Tij , Ai, Bi) (A.15)

après avoir explicité la base d’ intégrité multilinéaire en Ai et Bi, on obtient :

J = αijAiBj

= f1 AkBk + f2 UkAk UlBl

+ f3 UpTpqAq UlBl + f4 UpTpqBq UlAl

+ f5 ApTpqUq UlBl + f6 BpTpqUq UlAl

+ f7 ApTpqBq + f8 BpTpqAq (A.16)

Finalement on peut écrire αij sous la forme (on rappelle que
∂ Ak
∂ Ai

= δki) :

αij =
∂ J

∂ AiBj
= f1 δij + f2 UiUj

+ f3 UpTpiUj + f4 UpTpjUi

+ f5 TiqUq Uj + f6 TjqUq Ui

+ f7 Tij + f8 Tji (A.17)
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Annexe B

Développement des équations
spectrales

B.1 Equation des corrélations doubles développée au second
ordre

Nous avons présenté au chapitre II l’équation (II.23) développée au premier ordre
en inhomogénéité. Dans cette annexe nous écrivons cette équation au second ordre en
reprenant les résultats de Laporta [4]. Ceci posé, il faut souligner ce que représente le
deuxième ordre pour cette équation. L’équation de continuité impose aux spectres de
corrélations doubles et triples les relations suivantes :

i ki Φij(x,k, t) =
1
2
∂

∂ xi
Φij(x,k, t)

i kj Φij(x,k, t) = − 1
2
∂

∂ xj
Φij(x,k, t)

i ki Φ∗
nm,i(x,k, t) =

1
2
∂

∂ xi
Φ∗
nm,i(x,k, t)

i kj Φnm,j(x,k, t) = − 1
2
∂

∂ xj
Φnm,j(x,k, t)

(B.1)

Nous voyons donc que les expressions du type i ki Φij(x,k, t) sont équivalentes àune
dérivée spatiale du premier ordre. Laporta [4] propose par conséquent de substituer
ces expressions en i ki par leur équivalent en dérivée spatiale. Ceci souligné, nous
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pouvons développer l’équation (II.23) sur les spectres tridimensionnels Φij(x,k, t) :(
∂

∂ t
+ Un

∂

∂ xn

)
Φij(x,k, t) = 2ν

(
1
4
∂ 2

∂ x2
n

− k2

)
Φij(x,k, t)

+
∂ Un

∂ xp
kn

∂

∂ kp
Φij(x,k, t)

−∂ Un

∂ xp

(
δnm − 2

kn km

k2

)
(δmjΦip(x,k, t) + δimΦpj(x,k, t))

−2 i kq
k2 Mqrpn(k)

∂

∂ xr

(
∂ Un

∂ xp
(δmjΦip(x,k, t)− δimΦpj(x,k, t))

)

−i 1
2
∂ 2Un

∂ xp∂xq

(
δnm − 2

kn km

k2

)
∂

∂ kq
(δmjΦip(x,k, t)− δimΦpj(x,k, t))

− i kq Mmqpn(k) (δmjΦ∗
np,i(x,k, t)− δimΦnp,j(x,k, t))

+
(
−1
2
δmr

∂

∂ xq
+
km kq

k2

∂

∂ xr

)
×Mrqpn(k) (δmjΦ∗

np,i(x,k, t) + δimΦnp,j(x,k, t))

− i 1
2

(
kr

k2

∂

∂ xq

∂

∂ xm
+
km

k2

1
2
∂

∂ xq

∂

∂ xr
− 2

km ks kr

k4

∂

∂ xs

∂

∂ xq

)
×Mrqpn(k) (δmjΦ∗

np,i(x,k, t)− δimΦnp,j(x,k, t))
(B.2)

où

Mqrpn(k) =
1
2

(
δrpδqn + δrnδqp − 2δqr

kp kn

k2

)
On voit que par rapport au chapitre II, de nouvelles contributions apparaissent.

La mise en oeuvre de ces résultats augmenterait considérablement la complexité du
modèle spectral.
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Annexe C

Obtention des corrélations triples

Nous rappelons ici la démarche de Laporta [4] pour fermer les corrélations triples,
démarche qui l’a conduit à obtenir les relations (II.48) et (II.44) dans le texte prin-
cipal. Voyons maintenant comment déterminer ces corrélations triples afin de fermer
complètement le problème spectral au niveau des corrélations doubles.

C.1 Expression du spectre des corrélations triples

Ces corrélations triples s’écrivent :

Rijk(x1,x2,x3, t) = ui(x1, t) uj(x2, t) uk(x3, t)

en trois points x1, x2 et x3 (cf. (I.6)). On fait alors le changement de variable :
x =

x1 + x2 + 2 x3

4
r = x3 − x1

r′ = x2 − x1

Ce changement de variable a pour avantage de donner des propriétés de symétrie
au tenseur des corrélations triples. Par conséquent, le spectre des corrélations triples
en trois points s’écrit :

Φijk(x,p,k, t) = TF/{r′,r}(Rijk(x, r′, r, t))

Comme précédemment, on élimine les corrélations pression-vitesse-vitesse dans
l’équation sur les corrélation triples par le biais d’une équation de Poisson. Celle-ci
prend donc la forme générique :(

∂

∂ t
− ν
(
3
8
∂ 2

∂ x2
m

− (k2 + p2 + q2)

+
i

2
km

∂

∂ xm

))
Φijk(x,p,k, t) = Sijk(x,p,k, t)

(C.1)

137



Annexe C: Obtention des corrélations triples

où Sijk(x,p,k, t) est fonction des corrélations quadruples et des gradients de vitesse
moyenne :

Sijk(x,p,k, t) =

−
(
1
4
∂

∂ xm
+ iqm

)
(δinδmp + δipδmn)

×
(
exp

(
− i
2
∂ U

∂ x

(
∂

∂ k
+
1
2
∂

∂ p

))
Un(x, t)Φpjk(x,p,k, t) +

1
2
Φnpjk(x,p,k, t)

)

−
(
1
4
∂

∂ xm
+ ipm

)
(δjnδmp + δjpδmn)

×
(
exp

(
− i
2
∂ U

∂ x

(
∂

∂ k
− 3
2
∂

∂ p

))
Un(x, r, t)Φipk(x,p,k, t) +

1
2
Φ∗
npki(x,p,k, t)

)

−
(
1
2
∂

∂ xm
+ ikm

)
(δknδmp + δkpδmn)

×
(
exp

(
i

2
∂ U

∂ x

(
∂

∂ k
− 1
2
∂

∂ p

))
Un(x, t)Φijp(x,p,k, t) +

1
2
Φnpij(x,p,k, t)

)

+
(
1
4
∂

∂ xi
+ iqi

)
Πjk(x,k, t) +

(
1
4
∂

∂ xj
+ ipj

)
Π∗
ki(x,k, t)

+
(
1
2
∂

∂ xk
+ ikk

)
Π∗∗
ij (x,k, t)

(C.2)
avec

Φnpjk = TF/{r′,r}
(
un(x1, t)up(x1, t)uj(x2, t)uk(x3, t)

−un(x1, t)up(x1, t)× uj(x2, t)uk(x3, t)
)

(C.3)

Φ∗
npki = TF/{r′,r}

(
un(x2, t)up(x2, t)uk(x3, t)ui(x1, t)

−un(x2, t)up(x2, t)× uk(x3, t)ui(x1, t)
)

(C.4)

Φ∗∗
npij = TF/{r′,r}

(
un(x3, t)up(x3, t)ui(x1, t)uj(x2, t)

−un(x3, t)up(x3, t)× ui(x1, t)uj(x2, t)
)

(C.5)

Πjk = TF/{r′,r}
(
p(x1, t)uj(x2, t)uk(x3, t)

)
(C.6)

Π∗
ki = TF/{r′,r}

(
p(x2, t)uk(x3, t)ui(x1, t)

)
(C.7)

Π∗∗
ij = TF/{r′,r}

(
p(x3, t)ui(x1, t)uj(x2, t)

)
(C.8)
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Hypothèse Quasi-Normale

Les corrélations quadruples sont de nouvelles inconnues. La démarche classique
consiste à introduire (cf. Laporta [4]) une hypothèse de quasi-normalité (QN) dans
l’espace physique en imposant que les corrélations quadruples sont fonctions des cor-
rélations doubles. L’hypothèse quasi-normale s’écrit :

uiujukul = uiuj × ukul + uiuk × ujul + uiul × ujuk (C.9)

On peut maintenant essayer de résoudre l’équation (C.1), étant donné qu’ il n’y a
plus de corrélations d’ordre supérieur qui interviennent. L’ influence des gradients de
vitesse moyenne complique la résolution et la démarche classique pour aboutir à une
solution est d’émettre une nouvelle hypothèse : on néglige l’ influence de ces gradients
de vitesse moyenne afin de pouvoir trouver une solution à (C.1). Cette hypothèse a
plusieurs fois été ennoncée, en particulier par Cambon et al (1981) [1] en THA sou-
mise à un cisaillement constant ou Hanjalić et al [15] pour fermer le problème des
corrélations doubles en un point.

Forme des corrélations triples

Les hypothèses précédentes étant énoncées, il nous est donc possible d’extraire
la fonction de Green associée au problème (C.1). Finalement, on trouve la solution
correspondant à des corrélations triples nulles à l’ instant initial :

Φijl(x,p,k, t) =
∫ t

0

∫
x′εΩ′

1(
3
2
πν(t− t′)

) exp
(
−i 2

3
k(x − x′)

)

× exp

− (x − x′)2

3
2
ν(t− t′)


× exp

(
−ν(p2 + q2 + 5

6
k2) (t− t′)

)
×Sijl(x′,p,k, t′) dx′ dt′

(C.10)

Développement au second ordre des corrélations triples

Dans l’expression (C.10) le terme Sijl(x′,p,k, t′) est pondéré par une gaussienne

exp

− (x − x′)2

3
2
ν(t− t′)

 d’écart type

(
3
2
πν(t− t′)

) 1
2

.

On fait alors l’hypothèse que Sijl est non-négligeable lorsque x′ vérifie :

|x − x′| ≤ ( ν(t− t′) ) 1
2
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On développe alors Sijl(x′,p,k, t′) en série de Taylor autour de x :

Sijl(x′,p,k, t′) = Sijl(x,p,k, t′)

+(x′ − x)
∂

∂ x
Sijl(x,p,k, t′)

+
1
2
(x′ − x)2

∂ 2

∂ x2 Sijl(x,p,k, t
′)

+ . . .

On peut maintenant calculer la partie spatiale dans l’ intégration de (C.10) en arrêtant
le développement au deuxième ordre. Le spectre des corrélations triples prend alors la
forme :

Φijl(x,p,k, t) =
∫ t

0
GI
kpq(t− t′) Sijl(x,p,k, t′) dt′ (C.11)

avec le terme d’amortissement inhomogène

GI
kpq(τ) = exp( − ν (k2 + p2 + q2) τ)

×
(
1 +

i

2
ντ

(
k
∂

∂ x

)
+
3
8
ντ
∂ 2

∂ x2 − 1
8
ν2τ2

(
k
∂

∂ x

)2
)

(C.12)

(l’ indice supérieur I souligne ici qu’ il s’agit de la version inhomogène).

Introduction d’un amortissement tourbillonnaire

Dans l’expression (C.12), le terme d’amortissement contient une contribution com-
plétement visqueuse. En turbulence homogène isotrope, ce type d’amortissement (vis-
queux) conduit à une surestimation des corrélations triples, et la conséquence est que
la zone inertielle de Kolmogorov des spectres d’énergie ne se comporte pas en k−

5
3 .

Les différentes études en THI conduisent à ajouter au terme visqueux ν (k2 +
p2 + q2) un nouveau terme artificiel µkpq, inverse d’un temps caractéristique de la
turbulence. Ceci conduit à la formulation homogène :

GH
kpq(τ) = exp( − ( ν (k2 + p2 + q2) + µkpq ) τ) (C.13)

Orszag (1970) [9] en se référant à des considérations dimensionnelles proposa la
forme :

µkpq = µk + µp + µq

avec
µk = b

√
k3 E(x, k, t)

La constante b est reliée à la constante de Kolmogorov Ck par b Ck = 0.19 avec
Ck � 1.5. Donc b � 0.35.

Une autre forme pour µk, la plus utilisée, a été proposée par Pouquet et al (1975)
[39]. Celle-ci contrairement à la précédente n’est pas locale dans l’espace spectral :

µp = λ

√∫ p

0
k2 E(x, k, t)dk (temps d’Obukhov)
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C.1. Expression du spectre des corrélations triples

La constante λ a été ajustée par André et al (1977) [91] sur des calculs TFM (Test
Field Model de Kraichnan (1972) [38]). Ces auteurs trouvent : λ = 0.355.

Nous pouvons reprendre ici l’ idée d’un amortissement tourbillonnaire et le trans-
poser de l’approche homogène à l’approche inhomogène.

Makovianisation des corrélations triples

Cette hypothèse consiste àconsidérer que dans l’expression (C.10), le terme Sijl(x′,p,k, t′)
évolue très lentement relativement aux autres termes sous l’ intégrale temporelle. La
Markovianisation consiste alors à sortir Sijl de l’ intégration temporelle. On sait qu’en
E.D.Q.N.M. la Markovianisation est utile car elle assure la réalisabilité des spectres
d’énergie cinétique turbulente. Sous cette nouvelle hypothèse on peut maintenant écrire
les corrélations triples :

Φijl(x,p,k, t) =
(∫ t

0
GI P
kpq (t− t′) dt′

)
Sijl(x,p,k, t) (C.14)

où l’ indice supérieur P est relatif à au temps d’amortissement tourbillonnaire de Pou-
quet et al . On peut aussi introduire la nouvelle notation :

Φijl(x,p,k, t) = ΘI P
kpq (t) Sijl(x,p,k, t) (C.15)

La forme asymptotique (t→ ∞) de ΘI P
kpq s’écrit :

ΘI P
kpq (t) =

1
( ν (k2 + p2 + q2) + µkpq)

×
(
1 +

1
( ν (k2 + p2 + q2) + µkpq)

(
i

2
ν

(
k
∂

∂ x

)
+
3
8
ν
∂ 2

∂ x2

)

− 1
( ν (k2 + p2 + q2) + µkpq)2

ν2

(
k
∂

∂ x

)2
)

(C.16)
A ce stade, l’équation sur les spectres des corrélations doubles en deux points

Φij(x,k, t) est fermée étant donné que l’on a déterminé les corrélations pression-
vitesse ainsi que les corrélations triples.

La dernière étape de simplification proposée par Laporta (1995) [4] est de faire
un développement au second ordre de cette équation. Cette dernière démarche conduit
finalement à obtenir la forme générique (II.48) des termes de transfert et de transport
inhomogène.
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Annexe D

Résultats complémentaires pour la
simulation du diffuseur
asymétrique

D.1 Introduction

Nous présentons ici des résultats complémentaires pour l’écoulement étudié dans
la section IV.5. Cet écoulement a été proposé comme cas test par un groupe de travail
du 8ème “workshop” ERCOFTAC/IAHR/COST (juin 1999[83]) portant sur l’amélio-
ration des modèles de turbulence. Il s’agit d’un écoulement dans un diffuseur asymé-
trique bidimensionnel qui est représenté schématiquement sur la figure IV.32.

Les particularités de cet écoulement sont exposées dans la section IV.5.

D.2 Les quantités en un point prédites par le modèle spectral
comparées à l’expérience ainsi qu’à différents modèles

Identifiant courbes contributeur(s) Modèle utilisé

UMIST DA/RS GL WF Apsley UMIST Gibson and Launder

UMIST DA/RS HJ Apsley UMIST Hanjalic and Jakirlic

CTR KFMLM Kaltenbach et al , Stanford Univ. SGS Dynamique (LES)

SCIT 1 Touil et al , Centrale Lyon S.C.I.T.1 (spectral)

TAB. D.1 : Liste des modèles comparés dans le cas du diffuseur asymétrique
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Section 1: x/H = −5.87
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CTR−KFMLM
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Figure D.1 : Profils des champs moyens dans le diffuseur asymétrique, section 1. De
haut en bas et de gauche à droite : vitesse moyenne Ux, tension de Reynolds u2, v2 et
u v
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D.2. Les quantités en un point prédites par le modèle spectral comparées à
l’expérience ainsi qu’à différents modèles

Section 2: x/H = +5.87
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Figure D.2 : Profils des champs moyens dans le diffuseur asymétrique, section 2. De
haut en bas et de gauche à droite : vitesse moyenne Ux, tension de Reynolds u2, v2 et
u v
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Section 3: x/H = +13.56
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Figure D.3 : Profils des champs moyens dans le diffuseur asymétrique, section 3. De
haut en bas et de gauche à droite : vitesse moyenne Ux, tension de Reynolds u2, v2 et
u v
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D.2. Les quantités en un point prédites par le modèle spectral comparées à
l’expérience ainsi qu’à différents modèles

Section 4: x/H = +16.93
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Figure D.4 : Profils des champs moyens dans le diffuseur asymétrique, section 4. De
haut en bas et de gauche à droite : vitesse moyenne Ux, tension de Reynolds u2, v2 et
u v
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Section 5: x/H = +20.32
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Figure D.5 : Profils des champs moyens dans le diffuseur asymétrique, section 5. De
haut en bas et de gauche à droite : vitesse moyenne Ux, tension de Reynolds u2, v2 et
u v
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D.2. Les quantités en un point prédites par le modèle spectral comparées à
l’expérience ainsi qu’à différents modèles

Section 6: x/H = +27.09
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Figure D.6 : Profils des champs moyens dans le diffuseur asymétrique, section 6. De
haut en bas et de gauche à droite : vitesse moyenne Ux, tension de Reynolds u2, v2 et
u v
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Section 7: x/H = +30.48
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Figure D.7 : Profils des champs moyens dans le diffuseur asymétrique, section 7. De
haut en bas et de gauche à droite : vitesse moyenne Ux, tension de Reynolds u2, v2 et
u v
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D.2. Les quantités en un point prédites par le modèle spectral comparées à
l’expérience ainsi qu’à différents modèles

Section 8: x/H = +53.39
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Figure D.8 : Profils des champs moyens dans le diffuseur asymétrique, section 8. De
haut en bas et de gauche à droite : vitesse moyenne Ux, tension de Reynolds u2, v2 et
u v
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Annexe E

Effets de la troncature spectrale
sur le déclin d’une turbulence
isotrope dans un domaine borné

Nous présentons dans cette annexe deux textes correspondants à des communica-
tions à des congrès [92, 93]. Le premier a également été accepté, dans une version
modifiée, àJournal of Turbulence.

Ces deux textes ont trait à la décroissance d’une turbulence isotrope dans un do-
maine borné, l’ influence des frontières du domaine étant simplement modélisée par
une troncature spectrale semblable à celle introduite dans notre modèle. Nous avons
utilisé des simulations directes (DNS), des simulations des grandes échelles (LES), le
modèle EDQNM avec troncature et, pour finir notre modèle (SCIT). Une étude ana-
lytique est également proposée. Le résultat essentiel est que la troncature spectrale a
pour effet, lorsque la “saturation” est atteinte, c’est à dire lorsque l’échelle intégrale
turbulente a atteint la taille du domaine, d’ induire une décroissance temporelle en t−

3
2

pour la vorticité r.m.s. ce qui est en accord avec l’expérience de Skrbek et Stalp [47]
dans l’hélium liquide. Le second texte est une extension de l’étude au cas du scalaire
passif.
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ON THE DECAY OF SHEARLESS WALL BOUNDED

TURBULENCE

J.P. Bertoglio, H. Touil and L. Shao
Laboratoire de M�ecanique des Fluides et d'Acoustique

UMR CNRS 5509 { Ecole Centrale de Lyon,
36 av. G. de Collongue, 69130 Ecully, France

ABSTRACT

The decay of turbulence in a wall bounded
domain without mean velocity is investigated.
Direct and Large-Eddy Simulations, as well
as the Eddy Damped Quasi-Normal Marko-
vian closure are used. The e�ect of the �-
nite geometry of the domain is accounted for
by introducing a low wave-number cuto� in
the energy spectrum of isotropic turbulence.
It is found that, once the saturation of the
turbulent energy-containing length scale has
occurred, the r.m.s. vorticity is decaying fol-
lowing a power law with a �3=2 exponent, in
agreement with the helium superuid experi-
ment of Skrbek and Stalp (2000). The tur-
bulent kinetic energy decay exponent is found
to be �2, also in agreement with Skrbek and
Stalp. Using scalings deduced from a simple
analysis, all data can be collapsed into sin-
gle curves for both the �xed scale turbulent
regime and the �nal viscous period of decay. A
spectral model for inhomogeneous turbulence
is �nally applied to the decay of turbulence be-
tween two plates. It is shown that results are
in agreement with the helium experiment.

INTRODUCTION

In a recent study (Skrbek and Stalp, 2000),
it was experimentally shown that wall bounded
turbulence, generated by towing a grid in a
channel, is decaying following a tm power law
for the r.m.s. vorticity, with m=-3/2. This
regime is observed after a period of classi-
cal decay of unbounded isotropic homogeneous
turbulence and once the turbulent energy-
containing length scale has reached the size
of the experimental facility (saturation time).
The experiment was performed at the cryo-
genic Lab. of the University of Oregon, in
helium superuid. In liquid HeII , the (equiv-
alent) Reynolds number is suÆciently high for
the �3=2 decay regime to be observed before
the �nal viscous decay occurs. In classical

experiments, this would generally not be the
case. In the same paper, it was also shown that
the �3=2 exponent can be predicted by a sim-
ple spectral analysis, using the spectrum de-
cay model originally proposed by Comte-Bellot
and Corrsin (1966) modi�ed by introducing a
cuto� at low wave-numbers. The correspond-
ing decay exponent for the turbulent kinetic
energy was then predicted to be n = �2.

The idea of introducing a low wave-number
cuto� (or infrared cuto�) in the spectrum to
mimic the fact that in wall bounded ows, due
to the presence of the geometrical boundaries,
the energy-containing length scale must satu-
rate at a size proportional to the wall distance,
was suggested by Bertoglio & Jeandel (1986)
and used in several related studies (Parpais,
1997, Touil et al , 2000). Indeed the in-
frared cuto� was one of the basic ingredients
in the spectral approach of inhomogeneous tur-
bulence followed by the above authors (devel-
opment of the simpli�ed spectral closure for
inhomogeneous turbulence: SCIT model). The
infrared cuto� assumption was found to lead to
satisfactory results for wall bounded sheared
turbulence. The high Reynolds number Ore-
gon experiment is now o�ering an interesting
opportunity to directly test this assumption
against experimental data in a simple situation
where there is no mean velocity gradient.

The purpose of the present study is then
to further investigate the decay of turbulence
with a low wave-number spectral cuto�. The
low wave-number cuto� is therefore introduced
in

1. the EDQNM closure for homogeneous
isotropic turbulence (Orszag, 1970).

2. DNS and LES of isotropic turbulence.

3. the SCIT model (Parpais & Bertoglio,
1996).

In the case of the EDQNM closure, the prob-
lem of the �nite size geometry was recently
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addressed by Lesieur and Ossia (2000). They
analysed the decay of turbulence at a high
Reynolds number starting with an initial inte-
gral length scale one order of magnitude larger
than the geometrical limit. In the present
study, we use the same kind of approach to
investigate the problem at di�erent Reynolds
numbers as well as to study the inuence of the
initial length scale ratios. In the case of numer-
ical simulations, the problem was addressed
by Borue and Orszag (1995) with an hyper-
viscosityand at high Renolds number. The
periodicity of the numerical box was used for
taking into account the length scale limitation.
Existence of a self-similar decay with a �2 ex-
ponent for the turbulent kinetic energy was
shown. In the present study, we use the same
procedure to mimic the �nite length scale e�ect
in DNS and in LES. Reynolds number e�ect
are also studied.

The results of the closure and those of the
simulations are compared in section IV. They
are also used to check the scaling laws deduced
from the analytical study presented in section
II. In the last section, the SCIT model is used
to address the same problem in a situation in
which the presence of walls is more realistically
represented.

ANALYSIS AND SCALING

A simple analysis of the problem of the de-
cay of turbulence with a constant length scale
can easily be performed. It is indeed a problem
that can be proposed to students as an ap-
plication of a turbulence course (see Tennekes
and Lumley, 1972, p. 25, problem 1.2). In the
equation for the turbulent kinetic energy

k;t = �" (1)

assuming that the dissipation " is proportional

to k
3

2 =L with L constant (equal to the dimen-
sion of the containing vessel d) immediately
leads to a decay law with an exponent n = �2
for the turbulent kinetic energy. More pre-
cisely, writing

" = c2 u
03=d (2)

leads to the solution

k = 9d2c�2
2 (t� tvo)

�2 (3)

in which tvo is a virtual origin. The corre-
sponding decay exponents for the dissipation
and the r:m:s: vorticity are immediately found
to be �3 and �3=2 respectively. Equation (3)

corresponds to the regime in which the energy-
containing length scale is saturated. A simple
way to study the behaviour of the ow before
saturation is to extend the spectrum analysis
of Comte-Bellot and Corrsin by introducing a
low wave-number cuto� at Kinf=2�=d. This
was done by Skrbek and Stalp (2000). We
reproduce here the simplest version of their
approach (neglecting the inuence of intermit-
tency and of the "rounding" of the spectrum
in the vicinity of its maximum). The turbulent
energy spectrum is assumed to be

E(K; t) = 0 for K < Kinf

E(K; t) = A Ks for Kinf � K � Ke

E(K; t) = C "
2

3 (t)K
�5

3 for K � Ke

(4)
in which A is supposed to be constant during
the decay and C is the Kolmogorov constant.
Expressing the continuity of the spectrum at
Ke, evaluating k(t) by wave-number integra-
tion of E(K; t) and replacing in (1) lead to

the classical decay exponent n = �2 (s+1)
s+3 in

the regime before saturation, that is to say
before Ke has reached Kinf . The approach
also permits to evaluate the time tsat

� at which
Ke = Kinf (saturation time). For s = 2, this
leads to expression (24) in Skrbek and Stalp
(2000), whereas for s = 4, it is found

tsat
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The energy at saturation can also be expressed.
For s = 4, one obtains

k�sat = (3=2) A K5
inf (6)

After tsat
�, saturation of scales occurs and the

spectral analysis leads to recover equation (3),

with c2 = 2�C�
3

2 . Turbulence then decays
with the �2 exponent until the beginning of
the �nal viscous regime. The characteristic
time t�� for the beginning of the viscous de-
cay can also be estimated following Tennekes
and Lumley. Assuming that during the viscous
decay the dissipation is

" = c1�u
02=d3 (7)

and de�ning t�� as the cross-over time at which
both (2) and (7) are valid lead to

t�� = t�sat �
6�

c2
A�1=2K

�7=2
inf +

12�2

�c1
K�2

inf (8)

The corresponding turbulent kinetic energy is

k�� =
3

8�2
�2(

c1
c2
)2K2

inf (9)
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Note that in Skrbek and Stalp (2000), the
procedure for estimating the viscous scaling is
di�erent. However the resulting expressions
only slightly di�er. Both approaches lead to
a 1=(�K2

inf ) scaling for t�� with a slightly dif-
ferent prefactor.

DNS AND LES COMPUTATIONS

To investigate the decay of turbulence in a
bounded domain using LES and DNS, a sim-
ple way is to use a low wave-number cuto�
in a simulation of isotropic turbulence. This
can be done by taking advantage of the scale
limitation introduced by the periodicity of the
computational domain when using a pseudo-
spectral technique in a periodic box. The wave-
number cuto� is then Kinf = 2�=d in which
d is the size of the computational box. In-
deed, such a low wave-number cuto� is present
in all simulations of isotropic turbulence, but
one is usually trying to avoid its e�ect by per-
forming the computations in a large enough
box. In decaying turbulence, since the integral
length scale is increasing with time, computa-
tions are usually stopped before Ke becomes
of the order of Kinf . Instead, we are here per-
forming simulations in a box whose dimensions
are not necessarily large compared to the in-
tegral turbulence length scale and we are not
stopping the runs when the scale limitation in-
duced by the box size begins to take place. The
same procedure was used by Borue and Orszag
(1995) to mimic the �nite length scale e�ect in
their hyperviscosity computations when study-
ing the self similar decay of turbulence.

The code used for the DNS and LES com-
putations is a classical pseudo-spectral code
with scond order Runge-Kutta time integra-
tion scheme. All the computations were per-
formed at a resolution of 1283 grid points. As
initial spectrum, we use

E(K; 0) = 2:5 10�3( K
Kmax

)4(1 + ( K
Kmax

)2)�17=6

(10)
with Kmax = 33 m�1 (value corresponding
to a �t of the spectrum measured by Comte-
Bellot and Corrsin (1971) at x=M = 42). Note
that the low wave-number cuto� is implicitly
imposed at Kinf = 2�=d by the numerical dis-
cretisation to this spectrum which would oth-
erwise behaves as K4 at small K.

In the case of DNS, the Reynolds number
Rel0 , built on the initial integral length scale l0
is equal to 5000. To investigate larger Reynolds
numbers, LES computations were performed.
The subgrid model is the Chollet and Lesieur

d=l0 Rel0 ' 5:103 Rel0 ' 5:105 Rel0 ' 5:107

6 DNS LES LES

6 EDQNM EDQNM

9 DNS LES LES

9 EDQNM EDQNM

12 Quasi-DNS LES LES
12 EDQNM EDQNM

24 LES LES

24 EDQNM EDQNM

48 LES

48 EDQNM EDQNM

240 EDQNM

Table 1: The di�erent computed cases.

(1981) eddy viscosity model, modi�ed to ac-
count for �nite Reynolds number e�ects (see
Chollet (1983) and Parpais (1997)). The spec-
tral viscosity is:

�t(K) = 0:267

s
E(Kc)

Kc
� f(Kc

K�
)g(

K

Kc
) (11)

in which Kc is the LES wave-number cuto�.
f(Kc=K�) is a low Re correction:

f(
Kc

K�
) = (1�(Kc

K�
))4=3

0
@1 + 1

a
ln

0
@1 + a(Kc

K�
)�4

1 + a

(12)
K� is the Kolmogorov wave-number estimated

using K� = ("=�3)1=4, a is equal to �
p
3C=2

and g( K
KC

) represents the "cusp" e�ect :

g(K=Kc) = 1 + 0:4724(K=Kc)
0:372 (13)

Use of (11) instead of the original Chollet and
Lesieur model has the advantage of permit-
ting a smooth transition from LES to DNS as
the Reynolds number decreases. This happens
to be the case during the decay of isotropic
turbulence. As a matter of fact, most of the
LES computations presented in the paper are
indeed DNS at the end of their time evolu-
tions. Three values of the Reynolds number
were investigated using LES. The inuence of
the �nite size of the domain were investigated
by varying d. All DNS and LES computations
are summarized in table 1. The initial integral
length scale l0 is used for normalization.

EDQNM COMPUTATIONS

In the case of the Eddy Damped Quasi-
Normal Markovian (EDQNM) closure, com-
putations are performed using the classical
formulation of the model for homogeneous
isotropic turbulence (Orszag, 1970). The
closed equation for the kinetic energy spectrum
is

E(K; t);t = �2�K2E(K; t) + T (K; t) (14)
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The EDQNM characteristic time scale is given
by

�KPQ(t) =
(1� e�(�K+�P+�Q)t)

(�K + �P + �Q)
(15)

in which the damping coeÆcient is expressed
as

�K = �

sZ K

0
P 2E dP + �K2 (16)

as proposed in Pouquet et al (1975). For �
we use the classical value � = 0:355. Note that
we have here used (??), instead of its large time

asymptotical form �KPQ =
1

�K + �P + �Q
in

order to permit the comparisons with the DNS
which start with zero third order correlations
at t = 0. The model is applied to wave-
numbers ranging from Kinf (low wave-number
or infrared cuto�, related to the size d of
the bounded domain by Kmin = 2�=d) to
K� (Kolmogorov wave-number). The energy-
containing range is characterized by the wave-
number Ke. At time t = 0, the initial condi-
tions are such that Ke > Kinf and the spec-
trum is identical to the one used for the DNS
and LES previously described. The di�erent
cases treated with the closure are summarized
in table I (together with the DNS and LES
computations). Compared to DNS, EDQNM
has the advantage of permitting computa-
tions at higher Reynolds numbers as well as
with larger initial values of the ratio Ke=Kinf .
Compared to LES, it still has the advantage of
permitting to account for larger Ke=Kinf . The
maximum value of Ke=Kinf in LES is limited
by the fact that the �lter cuto� must be in the
inertial (or dissipative) range of the spectrum
for existing subgrid models to be reliable.

Note that to relate the results of these
EDQNM and DNS/LES computations to the
experimental situation of a grid generated
turbulent �eld in a con�ned geometry, it
has to be assumed that, even if the ow is
bounded by rigid walls, its global behavior can
be accounted for by an isotropic and quasi-
homogeneous description. A similar assump-
tion was made by Skrbek and Stalp (2000)
when applying the spectral analysis to their
experiment.

RESULTS

In Fig. 1, the time evolution of the r.m.s.
vorticity is plotted for the low Reynolds num-
ber case (Rel0 = 5000, see table I). Three d=l0
ratios are considered. For d=l0 = 6 and 9, the

simulations are fully resolved DNS. The third
case, referred to as quasi-DNS, corresponds to
a low Reynolds number LES that rapidly be-
comes a DNS as time evolves, as the subgrid
viscosity de�ned by (11) is rapidly decreasing.
At t=tturn�over = 10, �t is already smaller by a
factor 100 than the molecular viscosity. Be-
fore t=tturn�over = 10 , the simulation is a
LES and therefore the r.m.s. vorticity is not
plotted. In the log-log plot in Fig. 1, the exis-
tence of a �3=2 power law is clearly observed
for the DNS runs. Before the �3=2 regime, a
less steep decay is observed, although it is dif-
�cult to really detect a power law, saturation
occurring before it could develop. It has to be
pointed out that no attempts were made in the
present study to adjust the virtual origin to im-
prove the �t of the data with a power law. The
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Figure 1: Decay of r.m.s. vorticity and comparison with
theoritical decay laws. DNS and Quasi-DNS Rel0=5000

.

corresponding time evolutions of the turbulent
kinetic energy are plotted in Fig. 2. Also shown
in Fig. 2 are results of two LES runs. The �rst
one corresponds to a value of d twice larger
than for the quasi-DNS, at the same Reynolds
number, whereas the second one corresponds
to d four times larger and a higher Reynolds.
In the case of the LES, only the �ltered energy
is plotted. After saturation has occurred, the
�2 decay exponent is observed. Before satu-
ration, a power law with an exponent close to
�10=7 is clearly detected for the largest val-
ues of d. It can also be observed in Fig. 2
that at very large time, the power laws are
no longer valid and that the viscous decay oc-
curs. In Fig. 3, the same results are compared
with the results of the EDQNM closure. The
agreement is good and the EDQNM appears
to capture the t�2 regime in agreement with
Lesieur and Ossia (2000) results. All these re-
sults can be collapsed into a single curve in the
time ranges corresponding to the two turbulent
decay regimes (before and after saturation) by
using the scalings provided by equations (5)
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Figure 2: Decay of turbulent kinetic energy. DNS and LES
results at low Re number.
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Figure 3: Same as Fig. 2, plus EDQNM results.

and (6), as appears in Fig. 4. Also plotted
in Fig. 4 are results of the closure obtained
for a much larger value of d (d=l0 = 240 and
Rel0 = 5 � 107). To collapse the data in the
�nal viscous regime, we use the scaling pro-
vided by equations (8) and (9) (with the value
for the ratio c1=c2 = 10 originally suggested in
Tennekes and Lumley). The results are shown
in Fig. 5. In �gure 6, the turbulent kinetic en-
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Figure 4: Decay of turbulent kinetic energy normalized by
k�
sat

as a function of t=t�
sat

.

ergy spectra are plotted during the �xed scale
decay regime (LES). The compensated spec-

tra are normalised by "
2

3 (t), with values of "
deduced from the LES by adding the subgrid
ux to the molecular dissipation. It can be
observed that the spectra collapse, which con-
�rms the existence of a self similar regime, in
agreement with what was found by Borue and
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Figure 5: Decay of turbulent kinetic energy normalized by
k�
0
as a function of t=t�

0
.

Orszag (1995). A k�
5

3 range is clearly present,
as was the case in Borue and Orszag, the main
di�erence with their results being that their
compensated spectra exhibited a large bump
before the high wave-number cuto� due to the
use of an hyperviscosity.
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Figure 6: Energy spectra between t=tturn�over = 50 and
5000, large Re LES computations.

SCIT MODEL RESULTS

As stated above to relate the results of
the EDQNM and DNS/LES computations pre-
sented in the previous paragraphs to the exper-
imental situation of a grid generated turbulent
�eld in a con�ned geometry, it has to be as-
sumed that the global behaviour of the ow
can be accounted for by an isotropic and quasi-
homogeneous description. In order to take into
account more realistically the fact that the ow
is bounded by rigid walls, we now use the SCIT
model. The model proposed in Touil et al

(2000) is applied to a ow between two plates,
without mean velocity. In this case, the low
wave-number cuto� is built in the model and
it is no longer necessary to assume that the
ow is behaving as if it was homogeneous and
isotropic. Inhomogeneous transport e�ects as
well as wall boundary conditions are accounted
for in the model.

In the case of a turbulent �eld between two
in�nite plates, there is only one direction of
inhomogeneity and the model equations can be
reduced to a transport equation for the energy
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spectrum

E;t = �2�K
2E + T +D (17)

T is the non linear transfer term. It is ex-
pressed using equation (13). D(K; t) is a
transport term typically associated with in-
homogeneous e�ects. It is expressed as D =
(deffE(K;x1; t);x2);x2 in which deff is a turbu-
lent di�usivity. The low wave-number cuto�, it
is now varying locally with the distance from
the wall Kinf = cte=x2, with cte = 0:5 (see
Parpais, 1997). The results of the model are
plotted in �gure 6 and illustrate that again the
�3=2 and �2 decay exponents are found.
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Figure 7: Decay of turbulent kinetic energy and vorticity
between two plates, SCIT model.

CONCLUSION

The problem of the decay of turbulence in
a �nite domain was investigated using DNS,
LES and the EDQNM closure by introducing
a infrared cuto� length scale limitation. The
results show that once the energy-containing
turbulent length scale has reached the limit, a
decay regime with a -2 exponent for the tur-
bulent kinetic energy is found. The associated
exponent for the r.m.s. vorticity is -3/2, in
agreement with the experiment of Skrbek and
Stalp (2000). Before the length scale satu-
ration, a classical homogeneous decay regime
takes place, whereas at very large time a vis-
cous regime appears. The three regimes and
the transition between them can be collapsed
using the scalings deduced from a simple anal-
ysis similar to the one proposed by Skrbek and
Stalp. The fact that a low wave-number spec-
tral cuto� assumption leads to correctly re-
produce the global behaviour of the turbulent
decay observed in a wall bounded experiment
provides support to models for inhomogeneous
turbulence that rely on this assumption.
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Annexe E: Effets de la troncature spectrale sur le déclin d’une turbulence isotrope
dans un domaine borné
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Annexe E: Effets de la troncature spectrale sur le déclin d’une turbulence isotrope
dans un domaine borné
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Annexe E: Effets de la troncature spectrale sur le déclin d’une turbulence isotrope
dans un domaine borné
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Modélisation spectrale de la turbulence inhomogène anisotrope
Ce travail de thèse porte sur le développement d’un modèle pour la turbulence anisotrope et
inhomogène au moyen d’une approche statistique spectrale. La variable de base de ce nouveau
modèle est le spectre du tenseur de Reynolds, quantité qui dépend des variables d’espace et
du temps, mais aussi du module du vecteur d’onde. Ce travail s’appuie sur les fondements
théoriques posés par A. Laporta (1995) pour le développement autour de l’homogénéité des
équations des corrélations en deux points et sur les travaux de S. Parpais (1996) pour la modé-
lisation des termes les plus complexes mis à jour dans ce type de démarche.

Dans cette thèse, un modèle exploitable numériquement dans des géométries complexes
a été proposé. Il faut noter que ce modèle repose sur des hypothèses quasi-normales amorties
pour représenter les flux d’énergie vers les petites échelles et ne nécessite donc pas, comme
les modèles de turbulence usuels, l’utilisation d’une équation de transport pour la dissipation
de l’énergie cinétique turbulente. Les informations spectrales fournies par le modèle ont été
utilisées pour analyser finement la turbulence. Nous avons ainsi pu caractériser dans des écou-
lements tels que celui autour d’un profil d’aile en incidence certaines situations de déséquilibre
de la turbulence. Ce déséquilibre s’exprime en particulier au niveau des spectres de l’éner-
gie cinétique turbulente par un écart à la théorie de Kolmogorov (1941) et à une distribution
d’énergie selon les nombres d’ondek proportionnelle àk−5/3 (dans la zone inertielle). L’ana-
lyse spectrale permet aussi de proposer des quantités en un point pertinentes pour mettre en
évidence ces états de déséquilibre, ouvrant ainsi de nouvelles voies de modélisation.

Mots clés : Modélisation, turbulence, anisotrope, inhomogène, approche spectrale, si-
mulation numérique, éléments finis.

Spectral modelling for anisotropic and inhomogeneous turbulence
This work concerns the development of a model for anisotropic and inhomogeneous turbu-
lence by means of a spectral statistical approach. The basic unknown of this new model is the
spectrum of the Reynolds stress tensor, a quantity which depends on space and time variables
as well as on the wave vector module. The theoretical base of this work was provided by A.
Laporta (1995), who expanded about homogeneity the equations for the two point velocity
correlations, and on the work of S. Parpais (1996) for the modelling part of the complex terms
involved in this kind of approach.

In this thesis, a numerical model was proposed that can be used in complex geometries. It
should be noted that this model is based on quasi-normal assumptions intended to represent the
energy cascade towards the small scales and therefore does not require, like usual turbulence
models, the use of a transport equation for the dissipation of the turbulent kinetic energy. The
spectral information provided by this new model was used to scrutinize some properties of
turbulence. The model allows to characterize situations of turbulence desequilibrium in flows
such as that around an airfoil with incidence.

The spectral desequilibrium is characterized by comparisons with the Kolmogorov (1941)
theory leading to a distribution of energy proportional tok−5/3, for wave numbersk in the
inertial range. The spectral analysis enables to propose relevant one-point quantities to high-
light these non-equilibrium states, thus opening new modelling frontiers.

Keywords : Modelling, turbulence, anisotropic, inhomogeneous, spectral approach,
numerical simulation, finite elements.
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