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R�esum�eLes observations men�ees sur des �etoiles �a la phase AGB (Asymptotic Giant Branch)r�ev�elent des �el�ements lourds �a dur�ee de vie inf�erieure �a celle de la phase AGB. Ces �el�ements,dit \�el�ements s", ont donc �et�e synth�etis�es au sein de ces �etoiles, puis transport�es �a la surfaceo�u ils sont observ�es. Pourtant, les mod�eles actuels ne pr�edisent pas ces �el�ements en assezgrande quantit�e par rapport aux observations.De plus, les �etoiles de l'AGB qui pr�esentent un rapport d'abondance C=O > 1 sontmajoritairement de faibles luminosit�es. Or, c'est le \dredge-up" qui permet �a l'�etoile dedevenir carbon�ee: l'enveloppe convective descend dans la zone de brûlage de l'Hydrog�ene etpr�el�eve ainsi du Carbone, produit plus bas dans l'�etoile par le brûlage de l'H�elium, et amen�e�a cet endroit par des languettes convectives, les \pulses thermiques". Or, la faible profondeurdes dredge-up rencontr�es dans les mod�eles n'explique pas la proportion d'�etoiles carbon�eesde faibles masses.A�n d'aborder la totalit�e du probl�eme, le code d'�evolution stellaire de Grenoble a �et�eam�elior�e pour mod�eliser au mieux la physique de ces �etoiles (�equation d'�etat, processus dem�elange notamment). Des tests ont ensuite �et�e r�ealis�es pour d�eterminer l'inuence de cesmodi�cations sur les probl�emes pos�es aux paragraphes ci-dessus. De plus, des observationsd'enveloppes circumstellaires ont �et�e e�ectu�ees pour pouvoir �evaluer le nombre, le type etl'utilit�e des valeurs que l'on peut ainsi obtenir et leurs contraintes sur la nucl�eosynth�ese.En�n, la question de savoir si les abondances observ�ees re�etent ou non les abondancessynth�etis�ees par l'�etoile a �et�e analys�ee grâce �a un code de transfert de rayonnement.Ces d�eveloppements ont permis :- de d�eterminer, dans un même code d'�evolution stellaire, l'inuence de di��erents facteursphysiques ou num�eriques, sur la profondeur du dredge-up. En particulier, il a �et�e montr�eque la prise en compte d'un seul processus physique (l'overshooting) permet de mod�eliser undredge-up plus profond, donc des �etoiles plus carbon�ees, et simultan�ement de produire unepoche de Carbone 13, propice �a la nucl�eosynth�ese d'�el�ements \s".- d'�etendre les possibilit�es de mod�elisation du code: calcul du ash de l'H�elium pour les �etoilesde faibles masses, calculs de trac�es PMS (Pre Main Sequence) performants pour des �etoiles�a partir de 0.1 M� ...- de d�eterminer pr�ecis�ement un rapport isotopique 35Cl /37Cl non solaire dans l'enveloppe cir-cumstellaire de l'�etoile carbon�ee CW Leo, rapport d�ependant fortement du processus \s"etpermettant de contraindre la masse de cette �etoile.- de d�eterminer le taux de perte de masse, _M et le rapport 12C/13C dans des �etoiles richesen 13C, ce rapport �etant sensible �a tous les �episodes de nucl�eosynth�ese et de m�elange. L'in-compatibilit�e des valeurs de _M et 12C/13C �a la phase AGB tend �a montrer que ces �etoilespourraient ne pas appartenir �a la branche asymptotique ou sugg�ere de changer l'approche dela mod�elisation des phases stellaires �evolu�ees.iii





AbstractObservations of Asymptotic Giant Branch stars (AGB stars) reveal heavy elements withlife times shorter than the AGB phase duration. These elements, called \s" elements, havebeen processed in these stars, and mixed up to the surface where they are observed. However,recent models don't success in predicting the right amount of \s" elements compared to theobservations.In addition, AGB stars with abundance ratio C=O > 1 mainly have low luminosities.It's the \dredge-up" phenomenon which is responsible for the carbon star formation: theconvective enveloppe goes down in the Hydrogen burning shell and bring up some Carbonwhich has been processed lower in the Helium burning region and put there by the convectiveinstabilities called \thermal pulses". However, the depths of the modelled dredge-up are toolow to explain the high ratio of carbon stars.To have an overview of the whole problem, the stellar evolution code of Grenoble hasbeen improved to model better the physics of these stars (equation of state, mixing processusin particular). Tests have been realized to determine the changes due to these improvements.Secondly, circumstellar observations have been performed to allow us to estimate what kindof quantities can be obtained and their utilities to constrain the nucleosynthesis. Finaly, thefact that the circumstellar abundances are egal to the abundances processed by the star ornot have been studied with a radiative transfer code.Consequently, we have:- determined, in the same stellar evolution code, the inuence of di�erent physical or numericalfactors on the depth of the dredge-up. In particular, it has been showed that only one physicalprocess (overshooting) is responsible for both a deeper dredge-up, so stars with a higher C/Oratio, and the production of a 13C pocket, �rst stage for the nucleosynthesis of \s" elements.- enlarged the capabilities of modelling of the code: computation of central Helium ash forlow mass stars, computation of reliable PMS (Pre Main Sequence) tracks for stars down to0.1 M� ...- determined precisely a non solar 35Cl /37Cl isotopic ratio in the circumstellar enveloppe ofthe carbon star CW Leo, ratio very sensitive to the occurence of \s" process and which allowto constrain the mass of this star.- determined the mass loss rate, _M and the 12C/13C ratio in 13C enriched stars, this ratiobeing very sensitive to all the stages of nucleosynthesis or mixing. These ewo values, _M and12C /13C, are not compatible and tend to prouve that these stars could not belong to theasymptotic giant branch or that we should change our approach of the modelling of theevolved stellar phases. v
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Premi�ere partieABC des AGB

1





La pr�esentation de ce travail de th�ese suivra le plan naturel consacr�e �a tout projet. Cettepremi�ere partie est destin�ee, �a partir de ce que sont les �etoiles de l'AGB , �a identi�er lesobjectifs int�eressants �a travailler. Cela permettra de chercher des moyens �a mettre en place.Ils seront pr�esent�es dans la partie II et les r�esultats dans la partie III.Dans cette premi�ere partie pr�esentant le contexte du travail, nous avons choisi toutd'abord, d'examiner les caract�eristiques des �etoiles de l'AGB dans le chapitre I{1, pour mon-trer que premi�erement ce projet devait être centr�e autour des abondances et que deuxi�eme-ment, il convenait d'utiliser une d�emarche qui couple les aspects \observation" et \mod�elisa-tion". Chacun de ces aspects sera ensuite pr�esent�e respectivement dans les chapitres I{2 etI{3 avec les renseignements qu'il peut apporter concernant les abondances. Ce plan permettrad'�ebaucher au chapitre I{4 les moyens �a mettre en place pour atteindre les objectifs que l'onva retenir pour ce travail de th�ese.

3





Chapitre 1Int�erêts des �etoiles de l'AGBLe but de ce chapitre est de montrer que, comme l'�evolution chimique des �etoiles de l'AGBse r�epercute fortement sur le milieu qui l'entoure, nous avons int�eret �a nous concentrer surl'�etude de la nucl�eosynth�ese de ces �etoiles. Dans ce but, nous montrerons bri�evement, �a partirde la structure interne des �etoiles de l'AGB , les principaux faits qui permettent �a ces �etoilesd'avoir, premi�erement une nucl�eosynth�ese riche et particuli�ere et deuxi�emement, d'avoir uneforte inuence chimique sur le milieu qui les entoure. Nous pourrons alors poser les bases dece travail (objectifs, m�ethodes) pour pouvoir d�etailler ensuite, dans les chapitres suivants, lesmoyens �a mettre en place.1.1 StructureLorsque qu'une �etoile dont la production d'�energie est assur�ee par le brûlage central del'H�elium, �epuise cet �el�ement en son centre, elle va entrer dans une phase d'�evolution rapidedont le temps caract�eristique sera le temps de Kelvin-Helmoltz (temps caract�eristique devariation de l'�energie potentielle gravitationnelle). L'�evolution de la structure sera caract�e-ris�ee par une contraction centrale et une dilatation de l'enveloppe. Dans le diagramme deHertzsprung-Russel (DHR), l'�etoile se dirige vers une branche quasiment verticale que l'onappellera "branche asymptotique des g�eantes" ou AGB (pour Asymptotic Giant Branch).Comme le gradient de temp�erature en milieu radiatif rrad � T�4 (voir �equation II{1.19),la baisse de temp�erature cons�ecutive �a la dilatation entrâ�ne une mont�ee du gradient ra-diatif, notamment �a la base de l'enveloppe convective et donc une extension vers le bas del'enveloppe.Dans les �etoiles de plus de 4 M� , la baisse de temp�erature est telle que la couche o�ubrûlait l'Hydrog�ene s'�eteint. Or, c'est celle-ci qui arrête la descente de l'enveloppe convective.Les �etoiles de plus de 4 M� subissent donc une p�en�etration de l'enveloppe convective dansles anciennes couches de brûlage de l'Hydrog�ene: c'est le ph�enom�ene de "Dredge-up". Celuiqui se d�eroule �a ce moment-l�a de l'�evolution des �etoiles s'appelle "deuxi�eme Dredge-up" carun �episode de drainage analogue a d�ej�a eu lieu, quelque soit la masse de l'�etoile, �a la �n de las�equence principale. Le premier Dredge-up, cependant, ne p�en�etre pas la couche de brûlagede l'Hydrog�ene.On notera que la phase AGB est divis�ee en deux parties. La phase E-AGB (E pour"Early") o�u les deux couches en fusion croissent en masse au fur et �a mesure du brûlage. C'est5



6 1.1 Structurela couche d'Hydrog�ene qui fournit principalement l'�energie n�ecessaire �a l'�equilibre de l'�etoile,LH � 90%L�. La phase suivante est nomm�ee TP-AGB (TP pour "Thermally Pulsing"). Cenom sera expliqu�e dans la section suivante. La structure interne d'une �etoile �a la phase TP-AGB est sch�ematis�ee sur la �gure I{1.1.
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Fig. 1.1 { Structure d'une �etoile de l'AGBLes faits les plus remarquables caract�erisant la structure d'une �etoile de l'AGB sont lessuivants:{ il y a une disproportion �enorme en taille entre l'immense enveloppe convective et lecoeur. La premi�ere, qui occupe plusieurs centaines de rayons solaires (99,99% de l'�etoile)contient seulement 2 fois moins �a 5 fois plus de masse que le coeur, qui lui est con�n�edans une zone de quelques milli�emes de rayon solaire avec une masse de 0:5 �a 1:2 M� !{ il y a de même disproportion en masse entre les zones inertes nucl�eairement et celles quipermettent �a l'�etoile de maintenir un �equilibre (rapport 3 pour 100 environ en masse).La production d'�energie concerne une zone de 0:1 M� au plus et la couche d'Hydrog�ene,source majoritaire d'�energie est limit�ee �a une masse maximum de 10�2 M� .{ en�n, le gradient de composition chimique est lui aussi remarquable. L'enveloppe convec-



Chapitre 1 { Int�erêts des �etoiles de l'AGB 7tive, dont le tiers sup�erieur est partiellement ionis�e, poss�ede une composition qui cor-respond grossi�erement �a la composition initiale de l'�etoile (hormis l'inuence des deuxpremiers Dredge-up), c'est-�a-dire qu'elle reste principalement compos�ee d'Hydrog�ene etd'H�elium. Cette zone surmonte une couche d'Hydrog�ene en fusion produisant de l'H�e-lium, elle-même situ�ee au-dessus d'une couche de transition o�u existent les produitsde cette combustion. On trouve juste en-dessous la couche en fusion d'H�elium, plus�epaisse, qui surmonte le coeur d�eg�en�er�e de Carbone et d'Oxyg�ene dont les proportionsd�ependent, �a masse initiale donn�ee, du taux de la r�eaction 12C(�; )16O.On comprend les di�cult�es de mod�elisation (notamment de discr�etisation) qui peuvent r�e-sulter d'une telle strati�cation de la structure interne des �etoiles de l'AGB .1.2 Ph�enom�enes caract�eristiquesApr�es avoir expos�e la structure des �etoiles �a la phase AGB, voyons les ph�enom�enes quivont les faire �evoluer et qui font de ces objets des �etoiles tout-�a-fait particuli�eres. En e�et,dans les �etoiles, la surface est le seul endroit o�u les mesures directes d'abondances sontpossibles alors que les di��erents sites de nucl�eosynth�ese sont profond�ement enfouis, dans leszones o�u la temp�erature est su�samment importante. En r�egle g�en�erale, les produits de cettenucl�eosynth�ese ne peuvent pas être transport�es �a la surface dans un temps du même ordrede grandeur que le temps caract�eristique d'�evolution de l'�etoile.La caract�eristique principale des �etoiles de l'AGB est justement d'enfreindre cette "r�egle":les �el�ements juste produits peuvent être observ�es grâce �a une association de ph�enom�enespropres �a ces �etoiles. Distinguons quatre caract�eristiques:- des instabilit�es thermiques r�ecurrentes dans la couche d'H�elium, appel�ees pulses thermiques,qui donnent naissance �a une languette convective. Celles-ci d�ebutent �a l'endroit du maximumde production d'�energie nucl�eaire dans la couche d'H�elium et s'�etendent jusqu'�a la couche enfusion d' Hydrog�ene. Ceci produit les conditions d'une nucl�eosynth�ese tr�es riche: haute tem-p�erature, production et destruction simultan�ee de protons, de neutrons et de particules �...Ces pulses donnent leur nom �a la phase TP-AGB (TP pour "Thermally pulsing"). Ils sont dusau fait que, lors du brûlage de l'H�elium, la production d'�energie nucl�eaire est proportionnelle�a la puissance 40 de la temp�erature. Le taux avec lequel l'�energie est relâch�ee dans le milieuest donc bien plus important que celui qui l'�evacue par di�usion radiative (Wallerstein et al.1997).- des descentes de l'enveloppe convective apr�es le d�eroulement d'un pulse thermique, qui danscertains cas p�en�etrent la zone de combustion nucl�eaire de l'Hydrog�ene. Dans ce cas la mati�erede la couche en fusion, de composition tr�es di��erente de celle de l'enveloppe, est instanta-n�ement m�elang�ee par la convection dans toute l'enveloppe. Ce ph�enom�ene, qui revient �a undrainage d'�el�ements lourds dans l'enveloppe de l'�etoile, est alors baptis�e troisi�eme Dredge-upou DUP3, par analogie avec les deux ph�enom�enes similaires se produisant plus tôt dans l'�evo-lution de l'�etoile.- le Hot-bottom-burning (HBB) qui consiste en un recouvrement partiel de la zone de brûlagede l'hydrog�ene et de l'enveloppe convective. Ce ph�enom�ene n'apparâ�t que lorsque la masseinitiale de l'�etoile est su�samment importante (M > 5 M� environ) pour que la temp�erature�a la base de l'enveloppe convective soit sup�erieure �a celle qui permet le brûlage de l'Hydro-



8 1.3 Les objectifs de ce travailg�ene (T > 9106K). Les �el�ements produits �a cet endroit sont donc instantan�ement m�elang�esjusqu'�a la surface.- et en�n, ces �etoiles subissent une forte perte de masse depuis leur surface dont le taux aug-mente avec le temps. Cette forte �ejection de mati�ere permet �a une enveloppe circumstellairede se former, enveloppe qui contiendra les nouveaux �el�ements produits.1.3 Les objectifs de ce travailLes caract�eristiques structurelles des �etoiles de l'AGB , rapidement r�esum�ees ci-dessus,vont nous permettrent de formuler les int�erêts li�es �a l'�etude de ces objets, puis les objectifsde recherche pour ce travail de th�ese.1.3.1 Int�erêt des �etoiles de l'AGBMentionnons que la phase AGB est travers�ee par plus de 80% des �etoiles quittant las�equence principale. Cette grande proportion multiplie les cons�equences de l'�evolution indi-viduelle d'une �etoile de l'AGB pour les rendre visibles et signi�catives dans l'�evolution d'unegalaxie en entier. Ainsi,{ �a cause de leurs fortes luminosit�es et de leurs âges avanc�es, les �etoiles de l'AGB r�ev�elentla structure et la dynamique de la galaxie.{ �a cause de leur nombre et de leur principale caract�eristique, qui est d'expulser dans lemilieu interstellaire les �el�ements qu'elles synth�etisent avec des temps caract�eristiquesinf�erieurs �a leur dur�ee de vie, les �etoiles de l'AGB sont parmi les principaux acteurs del'�evolution de la composition chimique des galaxies.Finalement, les �etoiles de l'AGB sont des �etoiles qui mettent en jeu des ph�enom�enes physiquesvari�es et complexes (nucl�eosynth�ese unique, instabilit�es, m�elange, : : : ) mais pour lesquels descontraintes observationnelles peuvent être trouv�ees relativement facilement. En e�et, tous cesph�enom�enes physiques ont une inuence sur les quantit�es relatives d'�el�ements synth�etis�es. Lamesure des abondances en surface de l'�etoile et dans l'enveloppe circumstellaire constituentdonc un test des mod�eles de nucl�eosynth�ese et de m�elange. Pour toutes ces raisons, nous avonschoisi de centrer ce travail sur les abondances.1.3.2 Objectifs retenusConcr�etement, nous nous sommes �x�e le but suivant:Etre capable de faire des pr�edictions �ables en terme de rapports isotopiques et de trouver lescontraintes observationnelles s'y rattachant.Ce but se d�ecline ensuite suivant plusieurs objectifs:{ poursuivre l'adaptation d'un code d'�evolution stellaire aux sp�eci�cit�es de la phase AGB.{ d�eterminer les m�ecanismes favorables au troisi�eme dredge-up.{ mener des observations radiomillim�etriques de raies mol�eculaires dans des enveloppescircumstellaires.
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Fig. 1.2 { L'utilisation des rapports isotopiques comme diagnostics de la physique stellaire.{ les analyser avec les outils appropri�es pour en extraire les contraintes (abondancesmol�eculaires puis isotopiques) sur les processus physiques se d�eroulant au sein des objetsobserv�es.En quoi les objectifs retenus permettront-ils d'atteindre ce but? La �gure I{1.2 sch�ematisel'id�ee directrice. La suite de cette partie sera centr�ee sur l'exploration de ce sch�ema, c'est-�a-dire destin�ee �a expliquer les contraintes apport�ees par chacunes des boites qui y �gurent, lesdi�cult�es de mod�elisation ou d'observation associ�ees : : :





Chapitre 2Exploration des �etoiles de l'AGBNous allons donc commencer �a commenter la �gure I{1.2 par la partie observationnelle.C'est par l'observation que la premi�ere classi�cation des �etoiles de l'AGB a �et�e faite. Nous lad�ecrirons dans la premi�ere section. Nous exposerons ensuite la structure de l'enveloppe, cettefois-ci circumstellaire, car c'est d'elle que provient tout le rayonnement qui a permis d'�etablircette classi�cation. Puis, compte tenu de nos connaissances sur l'enveloppe circumstellaire,nous s�electionnerons plus particuli�erement les observations radiomillim�etriques et montreronsleurs avantages pour les �etoiles de l'AGB .2.1 Classi�cation observationnelleLa �gure I{2.1 montre sch�ematiquement, d'apr�es Jaschek & Jaschek (1990), les carac-t�eristiques spectrales d�e�nissant les di��erents types d'�etoiles �evolu�ees. Aucune des �echesport�ees sur ce sch�ema n'est �x�ee tr�es pr�ecis�ement car les crit�eres d�e�nissant chaque type ont�evolu�e avec les ann�ees. Ces crit�eres reposent sur la pr�esence simultan�ee et corr�el�ee dans tousles membres d'un même groupe, de plusieurs signatures spectrales pr�ecises. Cette analysen'�etant que statistique, les types qu'elle d�e�nit uctuent suivant la qualit�e des observations,les corr�elations calcul�ees, : : : Les �eches ne sont donc l�a que pour �xer les id�ees.Les �etoiles \C" et \O" sont les plus faciles �a comprendre puisque ces d�enominationsont fonctions du rapport d'abondance C/O observ�e. Pour les �etoiles "C", les bandes deC2; CN;CH dominent le spectre alors que pour les �etoiles "O", une pr�esence marqu�ee deTiO est requise. Les sous-classes \R" et \N" d�ependent principalement de l'importance deC2 dans le spectre. Les �etoiles \S" sont celles qui pr�esentent nettement la mol�ecule ZrO,signe d'un enrichissement en �el�ements \S" (voir la section I{3.1). Pr�ecisons que la valeur \0"port�ee pour ZrO sur la �gure 2.1 indique que la signature de cette mol�ecule est absente duspectre. Les sous classes \SC", \CS" et \MS" indiquent toutes une appartenance aux type\S", mais associ�ee �a une pr�esence forte du carbone (\CS"), de l'oxyg�ene (\MS") correspon-dant aux types "C"ou "O". Le type "SC" est interm�ediaire entre les deux. Les �etoiles \J"sont des �etoiles carbon�ees �a forte proportion de 13C. D'autres d�etails peuvent être trouv�esdans Wallerstein et al. (1997).Compte tenu du paragraphe pr�ec�edent, une �etoile est donc rang�ee dans cette classi�cationsur la base d'observations de mol�ecules , observations qui couvrent di��erents domaines spec-11
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Fig. 2.1 { Classi�cation spectrale des �etoiles de l'AGB en fonction des signatures spectralesde certaines mol�ecules et de certains rapports d'abondances. Les di��erentes �echelles ont �et�eplac�ees les unes �a cot�e des autres pour que des valeurs plac�ees sur la même verticale soientapproximativement physiquement compatibles.traux. Par exemple, dans les �etoiles de type M, les spectres visibles contiennent des bandesd'absorption des mol�ecules oxyg�en�ees comme TiO, VO, OH, H2O alors que les domaines in-frarouge et radio pr�esentent les signatures des mol�ecules subsistant plus loin dans l'enveloppede l'�etoile : CO, qui contient la quasi totalit�e du Carbone, OH, SiO et H2O par exemple.L'�emission des Silicates et plus rarement leur absorption se superpose aussi au spectre infra-rouge, vers 10�m. Dans les �etoiles de type C, se sont les mol�ecules C2, C3, SiC2, CN, CH,...qui montrent des bandes d'absorption dans le visible. Les grains les plus abondants sont lesgraphites et les grains de SiC qui se manifestent par une �emission �a 11.4�m.Pour d�eterminer la position d'une �etoile �evolu�ee dans cette classi�cation, Bujarrabal et al.(1994) ont propos�e une analyse bas�ee sur l'observation du placement d'une �etoile dans un dia-gramme, avec en abscisse une mol�ecule typique des enveloppes carbon�ees et en ordonn�ee unemol�ecule typique des enveloppes oxyg�en�ees. Ils ont d�etermin�es les r�egions o�u se regroupentles di��erents types d'�etoiles dans un tel diagramme, grâce �a un �echantillon d'une quaran-taine d'�etoiles de type connu, pour diverses mol�ecules oxyg�en�ees (SiO et SO) et carbon�ees(HCN, HNC, SiS, HC3N, CS). Ce moyen de classi�cation �evite les cas ambigus comme ceuxexistants avec les mol�ecules HCN et CO, propos�ees par Zuckerman & Dyck (1986). La �gure I{2.2 montre un exemple avec six transitions rotationnelles SiO(J=2!1,3!2), HCN(J=1!0),CS(3!2, 5!4) et SO(6,5!5,4). Les r�egles qui en ont �et�e tir�ees sont pr�esent�ees dans la �gureI{2.3. Cette �gure se lit comme indiqu�e dans le tableau I{2.1.
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Fig. 2.2 { L'intensit�e de l'�emission de mol�ecules oxyg�en�ees et carbon�ees comme indicateurdu type de l'�etoile, extrait de Bujarrabal et al. (1994).
Fig. 2.3 { Les crit�eres de classi�cation d�eduits de la �gure I{2.2, extrait de Bujarrabal et al.(1994). Valeur du rapport SiO(2-1)/HCN(1-0)Type C 0.23 Type S 2.3 Type MTab. 2.1 { Crit�ere d'appartenance aux types C, S et M d'apr�es la �gure I{2.3.



14 2.2 Structure de l'enveloppe circumstellaire
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minimumFig. 2.4 { De l'�etoile �a l'enveloppe circumstellaire lointaine2.2 Structure de l'enveloppe circumstellaireEn quoi la classi�cation observationnelle e�ectu�ee au paragraphe pr�ec�edent et donc l'ob-servation des �etoiles de l'AGB en g�en�eral, apporte-t-elle des contraintes sur la nucl�eosynth�ese?Pour r�epondre �a cette question, il faut savoir si le rayonnement qui transporte l'informationrendant possible cette classi�cation a pu subir des alt�erations. Celles-ci pourraient alors mo-di�er l'information dont le rayonnement est initialement porteur sur son milieu d'origine.Il faut donc savoir quelles sont les caract�eristiques du milieu o�u a �et�e �emis le rayonnementobserv�e et celles des milieux qu'il a pu traverser.2.2.1 G�en�eralit�esLa �gure I{2.4 donne un sch�ema de l'environnement de l'�etoile, de la �n de son enveloppeconvective jusqu'�a l'enveloppe circumstellaire.L'�echelle du haut donne approximativement une id�ee des distances dans l'enveloppe etcelle du bas une \fourchette" de temp�eratures �a di��erents endroits (les minima se lisent au-dessus de l'axe et les maxima en-dessous). On distingue plusieurs parties sur ce sch�ema. Ellesvont être d�etaill�ees maintenant.



Chapitre 2 { Exploration des �etoiles de l'AGB 15L'atmosph�ereLes r�egions externes de l'enveloppe convectives (T > 3500K) marquent le commencementde l'atmosph�ere. A ces temp�eratures, des mol�ecules peuvent commencer �a se former et ontune inuence notable sur le spectre �emergent, notamment dans le proche infrarouge (Olofsson1999). Les param�etres importants d�eterminant la structure et la composition de l'atmosph�eresont:{ la temp�erature et la gravit�e de surface.{ la g�eom�etrie de l'atmosph�ere.{ les opacit�es.{ l'�ecart �a l'�equilibre thermodynamique local (voir le chapitre II{4){ la convection et son traitement math�ematique (voir le chapitre II{1 et l'annexe D)Les mod�eles sont di�ciles �a construire car ils sont d'autant plus r�ealistes qu'ils incorporentun grand nombre d'esp�eces avec le plus possible de raies. Les banques de donn�ees atomiquesn�ecessaires sont colossales, les raies incluses se comptant en dizaines de milliers (Ohnaka &Tsuji 1996) et même en millions pour les mol�ecules (Plez 1992).L'atmosph�ere externeElle est le si�ege de tous les ph�enom�enes dynamiques. En e�et, dans cette zone, les pul-sations de l'�etoile centrale modulent la puissance �emise et d�eposent de l'�energie m�ecaniquedans les parties faiblement li�ees gravitationnellement �a l'�etoile. La distance caract�eristiquede variation de pression est bien plus grande que dans le cas hydrostatique et des ondes dechocs peuvent se d�evelopper, permettant, dans les parties les plus froides, aux grains de seformer. La vitesse du gaz peut atteindre la vitesse d'�echappement pour donner naissanceau vent, voir au "super-vent" caract�erisant certaines �etoiles �evolu�ees (Delfosse et al. 1997).Les di�cult�es de compr�ehension de cette r�egion r�esident dans le fait que les interactionsentre les e�ets physiques et chimiques sont complexes, non-lin�eaires et se d�eroulent sur destemps caract�eristiques di��erents. En particulier la formation des grains est peu comprise alorsqu'elle a des r�epercutions sur la structure thermique, m�ecanique et chimique de cette partiede l'atmosph�ere.L'enveloppe circumstellaire interneDans l'enveloppe circumstellaire interne, on d�etecte encore les esp�eces photosph�eriquesmais a�ect�ees par les r�eactions entre particules neutres et les interactions avec la poussi�ere.Cette derni�ere est d�etect�ee notamment dans l'�emission continue millim�etrique (Lucas & Gu�e-lin 1999). Au del�a de la zone de formation de la poussi�ere, le gaz et la poussi�ere �evoluents�epar�ement dans un �etat de quasi-�equilibre thermodynamique local.L'enveloppe circumstellaire externeCette zone se caract�erise par une chimie beaucoup plus riche que dans l'enveloppe in-terne. Par exemple, une cinquantaine d'esp�eces sont d�etect�ees dans l'enveloppe externe deIRC+10216, la source carbon�ee la plus lumineuse et donc la plus �etudi�ee. Dans cette zone,la chimie est domin�ee par les r�eactions de photodissociation provoqu�ees par le rayonnement



16 2.2 Structure de l'enveloppe circumstellaire

Fig. 2.5 { Esp�eces mol�eculaires d�etect�ees dans l'enveloppe circumstellaire la plus �etudi�ee:IRC+10216, extrait de Glassgold (1999). Une �etoile en exposant signale les esp�eces d�etect�eesuniquement en infrarouge. C2 a �et�e d�etect�ee mais son abondance n'est pas d�etermin�ee.interstellaire. Les mol�ecules, dissoci�ees petit �a petit, cr�eent des radicaux dont les r�eactionspeuvent engendrer des esp�eces tr�es sp�eci�ques �a l'enveloppe externe (Glassgold 1999). Enparticulier, le nombre d'esp�eces pr�esentes est plus important �a cet endroit de l'enveloppequ'aux autres, notamment grâce �a l'apparition des r�eactions associ�ees aux mol�ecules tellesHCN et H2C2 (Lucas & Gu�elin 1999).L'enveloppe circumstellaire d�etach�eeAutour de quelques sources, des enveloppes d�etach�ees ont �et�e observ�ees: R Scl, U Ant, SSct, TT Cyg, U Cam : : : (Olofsson et al. (1990), Olofsson et al. (1996), Izumiura et al. (1996),Waters et al. (1994)). Elles sont la preuve de la variation du taux de perte de masse sur des�echelles de temps �a la fois courtes et longues. Parmi les e�ets permettant d'expliquer lesvariations sur de faibles �echelles de temps, on note en particulier les oscillations m�ecaniqueset les pulses thermiques.2.2.2 Les di��erentes esp�eces mol�eculairesLa �gure I{2.5 (extraite de Glassgold (1999)) montre la richesse de la chimie dans l'enve-loppe de l'�etoile CW Leo (IRC+10216). Les esp�eces ont �et�e plac�ees dans la �gure I{2.5 parfamilles chimiques (horizontalement) et par ordre d'abondance (verticalement). L'abondancede CO �etant tr�es �elev�ee, cette mol�ecule s'auto-prot�ege des ultraviolets interstellaires (Mamonet al. 1988). Elle se photodissocie donc tr�es loin dans l'enveloppe et les esp�eces produites par
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Fig. 2.6 { Croissance h�et�erog�ene d'un grain sur de l'oxyde de Titane TiO2. A gauche: mo-l�ecules participants �a la croissance. A droite: composants existants dans le grain apr�es saformation. Extrait de Jeong et al. (1999)photodissociation sont peu nombreuses (premi�ere colonne). La deuxi�eme colonne contient lesmol�ecules satur�ees. On peut dire qu'elles sont produites dans l'enveloppe interne car elles sontabsentes des spectres infrarouges r�ev�elant la photosph�ere. Les multiples esp�eces produites parHCN et H2C2 sont port�ees dans les colonnes 4 et 6. Les derni�eres colonnes montrent les es-p�eces comportant des �el�ements tels que Si et S. Dans la partie interne de l'enveloppe, cesesp�eces se condensent sur les grains alors qu'�a l'ext�erieur, elles sont dissoci�ees en ions quiprovoquent des châ�nes de r�eactions peuplant la derni�ere colonne.En r�egle g�en�erale, les abondances des ions �etant beaucoup plus faibles que celles des neutres(facteur 100 environ), ce sont les r�eactions chimiques neutre-neutre qui dominent la chimie(Glassgold 1999).Les hypoth�eses de bases des mod�eles de chimie interstellaire sont les suivantes: l'enveloppeest sph�erique, homog�ene localement, stationnaire. Leur n�ecessit�e sera d�emontr�ee lorsque l'onmontrera, au chapitre I{5, la complexit�e des couplages existants dans une enveloppe circum-stellaire. Les �el�ements consid�er�es sont le plus souvent C;N;O;Si; Smais les taux de r�eactionsneutres-neutres ou ions-neutres qui sont n�ecessaires jusqu'�a des temp�eratures de l'ordre de30K sont la plupart du temps non mesur�es et les interactions avec la poussi�ere mal connues.Les conditions initiales sont souvent des param�etres des mod�eles.2.2.3 Di�cult�es li�ees �a la pr�esence des poussi�eresLes quelques points qui suivent sont destin�es �a montrer la diversit�e des e�ets dus �a laprise en compte de la poussi�ere et la complexit�e que cela rajoute.{ la poussi�ere est une source d'opacit�e suppl�ementaire qui requiert la connaissance pr�ecisede la formation des grains. Il n'y a pas un endroit pr�ecis o�u la poussi�ere se forme maisune zone couvrant les r�egions de formation des di��erents grains. Par exemple pour SiCet les graphites, T < 1700K et pour les silicates T < 1200K (Zuckerman 1980).{ le gaz et la poussi�ere ne sont pas forc�ement en �equilibre (Tdust 6= Tgaz), ce qui oblige �ad�ecrire 2 uides di��erents mais coupl�es.{ la poussi�ere interagit avec les photons par pression de radiation.



18 2.3 Les observations radioLa �gure I{2.6 montre la diversit�e des esp�eces pouvant se condenser sur une mol�ecule telleTiO2 pour former des grains et la �gure I{2.7 montre la grande diversit�e des grains quipeuvent ainsi se former.2.3 Les observations radioLes conditions physiques r�egnant dans les di��erentes parties de l'enveloppe circumstel-laire �etant di��erentes, les moyens d'observations s'y rattachant sont eux aussi di��erent. Enexaminant l'information apport�ee par les di��erentes longueurs d'ondes, nous avons retenu ledomaine millim�etrique comme bande de longueur d'onde la plus pertinente pour trouver lescontraintes souhait�ees sur la nucl�eosynth�ese.2.3.1 Avantage des observations radioLes contraintes sur les �etoiles de l'AGB sont obtenues principalement �a partir de troisdomaines de longueurs d'ondes qui nous donnent des renseignements di��erents.{ les observations infrarouges, voir par exemple Hashimoto (1998), r�ev�elent la poussi�eredans les parties ext�erieures de l'enveloppe ou les raies mol�eculaires de vibration dansl'atmosph�ere de l'�etoile.{ les longueurs d'ondes visibles, voir par exemple Lambert et al. (1986), renseignent surles abondances photosph�eriques via les raies atomiques et mol�eculaires �electroniques.{ les longueurs d'ondes millim�etriques, caract�eristiques des transitions de rotation desmol�ecules, concernent l'enveloppe interne et externe.Les observations dans le domaine radio sont les seules qui:{ peuvent utiliser les transitions rotationnelles des mol�ecules (Kahane et al. (1992) ouOlofsson et al. (1993b)) pour donner des informations (chimie, g�eom�etrie et cin�ema-tique) sur une large partie de l'enveloppe, environ entre 3000K et 50K.{ nous permettent l'acc�es aux abondances lors de la �n de la phase AGB. En e�et, le tauxde perte de masse augmentant lors de la vie de l'�etoile, l'enrichissement de la composi-tion de l'enveloppe est maximum �a la �n de la phase AGB. Or, c'est aussi le moment o�ul'enveloppe devient optiquement �epaisse �a beaucoup de longueurs d'ondes... mais pasaux ondes radios! Celles-ci nous donne donc acc�es �a des abondances au moment o�u lesmodi�cations chimiques induites dans le milieu interstellaire sont maximum.{ donnent des valeurs de rapports d'abondances tr�es pr�ecises �a mol�ecules �egales. En e�et,l'utilisation simultan�ee de d�etecteurs r�ecents et de mol�ecules abondantes permettentl'obtention de rapports signal sur bruit �elev�es. De plus, les valeurs sont en g�en�eralmoins d�ependantes du mod�ele utilis�e pour les reproduire que les observations visiblesqui demandent des mod�eles compliqu�es d'atmosph�ere comprenant des millions de raies.De plus les observations radio ont une r�esolution spectrale su�sante pour permettre lesmesures de rapports isotopiques des �el�ements lourds.
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Fig. 2.7 { Vari�et�e des \grains" attendus dans di��erents types d'enveloppes, extrait de Lodders& Fegley (1999). Les abondances sont donn�ees sur une �echelle o�u Si = 106 atomes. Lesmarques CS et M r�ef�erent les grains observ�es respectivement dans des enveloppes d'�etoiles del'AGB et dans des m�et�eorites.



20 2.3 Les observations radio2.3.2 Interpr�eter les observations radiosLa question g�en�erale qui se pose est la suivante:Comment reconstruire les rapports d'abondances synth�etis�es dans les int�erieurs stellaires�a partir des rapports d'intensit�es de raies mol�eculaires provenant de l'enveloppe?En th�eorie, bon nombre d'e�ets peuvent avoir modi��e les rapports que l'on observe. Ilfaudrait prendre en compte l'inuence des profondeurs optiques, c'est-�a-dire l'e�et combin�ede la masse volumique et de l'opacit�e. Celle-ci change en e�et le rapport d'abondance en favo-risant la mol�ecule la plus optiquement mince. Il faudrait aussi prendre en compte l'inuencede la chimie (qui modi�e les abondances) et celle de la poussi�ere (qui change les abondancespar agr�egations). Un seul de ces aspects n�ecessite une mod�elisation �etendue (tous ces aspectsinteragissent) et complexe (taux de r�eaction inconnus, agr�egation compliqu�ee, opacit�es dedi�usion par la poussi�ere param�etr�ees...). Cette situation est r�ecapitul�ee sur la �gure I{2.8pour le rapport 12C/13C.On y rappelle que les abondances relatives de 12C et 13C sont d�etermin�ees par la nu-cl�eosynth�ese (voir I{3) �a la temp�erature Tnuc correspondante et qu'elles sont �eventuellementmodi��ees par des processus de m�elange (ils seront explicit�es au chapitre II{3). Ces rapportsdeviennent observables �a partir du moment o�u l'on franchit la \surface" de l'�etoile d�e�niepar T = Teff . Les atomes sont ensuite pi�eg�es dans des mol�ecules ou dans la poussi�ere lorsquecelles-ci se forment, respectivement �a Tmol et Tdust. Les abondances relatives seront doncobservables grâces aux interactions mati�ere-rayonnement. Elles seront �x�ees par le transfertradiatif qui �xe l'intensit�e du rayonnement observable et la chimie et les processus d'agr�e-gation dans l'enveloppe, qui �xent la quantit�e de mati�ere interagissant avec le rayonnement.Cette interaction prend �n lorsque les mol�ecules se dissocient au rayon Rext. La �gure I{2.8montre alors aussi les biais introduits par le t�elescope (d�etaill�es au chapitre II{4): l'�emis-sion de fond de ciel caract�eris�ee par Tbg, l'�emission de l'atmosph�ere caract�eris�ee par Tatm etl'�emission du milieu environnant le t�elescope (cabine, r�ecepteurs...), caract�eris�ee par Tamb.Des mod�eles sont donc en g�en�eral n�ecessaires pour remonter des valeurs observ�ees des rap-ports isotopiques aux valeurs produites �a l'int�erieur de l'�etoile. Deux remarques sont alors �afaire:{ la premi�ere est que ces mod�eles sont param�etr�es et donnent ainsi acc�es �a des grandeurscaract�eristiques de l'enveloppe autres que les abondances. En e�et, le cas g�en�eral der�esolution coupl�ee de toute la physique et la chimie de l'enveloppe �etant trop complexe(voir le chapitre II{5), la mod�elisation est d�ecoupl�ee et notamment, pour les di��erentse�ets d�ecrits ci-dessus, on a besoin de �xer la g�eom�etrie et la cin�ematique du probl�eme.Ceci nous permet d'ajuster sur les observations les quantit�es associ�ees commme la taillede l'enveloppe ou le taux de perte de masse. Le principal avantage est que le jeu devaleurs obtenues pour ces grandeurs est alors coh�erent avec les valeurs obtenues pourles abondances.{ la deuxi�eme remarque est que l'on peut donner une liste de conditions qui permettentde s'a�ranchir de la mod�elisation compl�ete des raies observ�ees et ainsi de d�eduire defa�con simple les rapports d'abondances produits par l'�etoile �a partir des rapport des
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Fig. 2.8 { Probl�ematique de l'interpr�etation des abondances mesur�ees dans les longueursd'ondes millim�etriques.



22 2.3 Les observations radiointensit�es des mol�ecules observ�ees (Kahane 1989):{ la distribution des deux mol�ecules doit être similaire le long de la ligne de vis�ee.{ les deux transitions ont même temp�erature d'excitation.{ les deux mol�ecules doivent être optiquement minces.



Chapitre 3Nucl�eosynth�ese au sein des �etoilesde l'AGBLa branche observation de la �gure I{1.2 a �et�e expliqu�ee dans le chapitre pr�ec�edent etnous avons vu en quoi l'utilisation d'observations radiomillim�etriques �etait li�ee �a l'�etude de lanucl�eosynth�ese �a la phase AGB et quelles contraintes elles apportent. Voyons maintenant ceque nous apporte la branche pr�edictive de la �gure I{1.2, celle de la mod�elisation des rapportsisotopiques. Celle-ci demande une connaissance des processus de nucl�eosynth�ese de base (bô�teen bas �a droite de la �gure I{1.2), et des facteurs qui inuencent cette nucl�eosynth�ese dansles �etoiles de l'AGB (bô�te en bas �a gauche de la �gure I{1.2). Ce sont les deux points quenous allons d�etailler ci-apr�es.3.1 G�en�eralit�esLa nucl�eosynth�ese a pour but d'expliquer la production des �el�ements chimiques dans l'uni-vers. La nature et l'abondance des isotopes existants constituent donc des contraintes sur lesprocessus de nucl�eosynth�ese. On doit être capable de dire par quel(s) m�ecanisme(s) peut seformer un �el�ement existant et avec quelle abondance et ceci pour tous les �el�ements de la tablede Mend�ele��ev.3.1.1 Di��erents processusUn certain nombre d'enchâ�nements de r�eactions nucl�eaires possibles aux temp�eraturesatteintes dans les �etoiles ont �et�e identi��es, en particulier ceux tr�es connus qui permettent deproduire de l'H�elium: châ�nes pp, cycles CNO, N�eon-Sodium, Magn�esium-Aluminium,(voirC) . Une revue g�en�erale des di��erents processus identi��es en astrophysique nucl�eaire est don-n�ee dans Wallerstein et al. (1997)Les observations r�ealis�ees dans des enveloppes circumstellaires d'�etoiles de l'AGB ont mon-tr�e dans l'atmosph�ere de l'�etoile la pr�esence d'isotopes instables de dur�ee de vie inf�erieure �ala dur�ee de vie de l'�etoile et même de la phase AGB, comme du Techn�ecium par exemple(Merrill (1952) ou Lambert et al. (1986)) . Lorsqu'on repr�esente les �el�ements dans un rep�erede coordonn�ees (N;Z) (voir �gure I{3.1), ceux qui peuplent la diagonale de la �gure sontregroup�es autour d'une "ligne de stabilit�e" constitu�ee des di��erents isotopes stables existants.23



24 3.1 G�en�eralit�es
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chemin évolutif effectué par le processus "r"Fig. 3.1 { Captures de neutrons autour de la vall�ee de stabilit�e, d'apr�es Audouze & Vauclair(1981).Ceux qui sont situ�es en-dessous de cette diagonale sont plus riches que l'isotope principalde même nom en neutrons (�el�ements dits "s" ou "r") et ceux pr�esents au-dessus sont plusriches que l'isotope principal de même nom en protons (�el�ements dits "p"). Alors que nousnous arrêterons �a cette description pour les �el�ement "p" et \r", nous allons d�etailler un peuplus les processus permettant d'obtenir les �el�ements "s" car ce sont ces �el�ements qui ont �et�ed�etect�es dans les enveloppes circumstellaires d'�etoiles de l'AGB .3.1.2 Processus de capture de neutronsChaque r�eaction nucl�eaire sur un �el�ement donn�e d�epend de nombreux facteurs (abon-dances des particules r�eagissant, conditions physiques �a l'endroit consid�er�e, distributions envitesse des particules : : : ). Parmi toutes les r�eactions nucl�eaires entrant en comp�etition pourtransformer un noyau donn�e, les facteurs d�ecrits plus haut peuvent se combiner de telle fa-�con que la capture de neutrons soit signi�cative. Un des ph�enom�enes limitant ces capturesde neutrons est la d�esint�egration � notamment. En e�et, celle-ci ne d�epend que du noyauconsid�er�e et a des temps caract�eristiques tr�es courts.Si le ux de neutrons, �n = nn�n (ces quantit�es sont d�e�nies au chapitre II{1) est assezimportant, le temps caract�eristique d'une capture de neutron par un noyau caract�eris�e par(N,Z), �n = ��1n , peut être inf�erieur �a celui de la d�esint�egration � de ce noyau, ��. Il s'en suitune cascade de captures de neutrons qui fait �evoluer le noyau de d�epart assez loin vers ladroite sur la �gure I{3.1 jusqu'�a ce qu'une autre r�eaction nucl�eaire soit dominante. Il s'agiten l'occurrence de la r�eaction inverse, l'�emission d'un neutron. Les captures de neutrons s'ar-



Chapitre 3 { Nucl�eosynth�ese au sein des �etoiles de l'AGB 25rêtent alors et il s'en suit une cascade de d�esint�egrations � qui permettent de peupler les�el�ements marqu�es "r" sur la �gure I{3.1. Cette s�erie d'�ev�enements possible si �n > �� estappel�ee processus \r" et ne peut pas se d�erouler dans les �etoiles de l'AGB car des ux deneutrons trop importants sont requis. Le chemin �evolutif e�ectu�e par un noyau subissant leprocessus \r" part de la ligne de stabilit�e et consiste en une horizontale vers la droite jusqu'�ace que le temps caract�eristique de la d�esint�egration � soit plus rapide que celui de la capturede neutron. A ce moment l�a, la suite du chemin est une longue ligne marqu�ee d'un \�" pourrappeler qu'il s'agit de l'�evolution d'un noyau qui subit de multiples d�esint�egrations �.Que se passe-t-il si le ux de neutrons n'est pas assez important? Dans ce cas, une capturede neutron peut avoir lieu sur un �el�ement stable mais alors, d�es cette capture e�ectu�ee, si letemps caract�eristique de d�esint�egration de l'�el�ement cr�e�e est inf�erieur au temps caract�eristiquede capture d'un autre neutron, alors il va se d�esint�egrer plutôt que de capturer �a nouveau unneutron. En pratique, cela arrive d�es que l'on s'�eloigne "un peu trop" de la ligne de stabilit�e.On obtient ainsi une s�erie de captures / d�esint�egrations qui est repr�esent�ee sur la �gure I{3.1par un trait plein. Ce processus de synth�ese a �et�e baptis�e "processus s". Il est e�cace jusqu'auBismuth car, pour les �el�ements plus lourds, la d�esint�egration � devient dominante. Le chemin�evolutif suivi par un noyau subissant le processus \s" est une suite de petits zig-zag commecelui partant du 120Sn. La ligne horizontale est une capture de neutron suivie imm�ediatementd'une d�esint�egration � et ainsi de suite.3.2 Particularit�es de la phase AGBPro�tons de cette br�eve discussion sur la nucl�eosynth�ese pour souligner que la nucl�eo-synth�ese dans les �etoiles de l'AGB est tout-�a-fait particuli�ere �etant donn�ee la structure deces �etoiles (voir la section I{1.1),o�u les variations d'abondances dans certaines couches sontimportantes au cours du temps.3.2.1 M�elange dans l'intercoucheEn e�et, dans la même r�egion de l'�etoile, l'intercouche, se succ�edent plusieurs �etapes:{ le d�epot des produits combustion de l'Hydrog�ene dans un milieu o�u le transport de lachaleur est radiatif.{ le m�elange instantan�e, �a haute temp�erature, des produits de combustion des couches debrûlage de l'Hydrog�ene et de l'H�elium est du au d�eveloppement d'une zone convective(pulse thermique) provenant de la couche (instable) de combustion de l'H�elium.{ une �eventuelle descente de l'enveloppe convective (DUP3) qui homog�en�eise alors ins-tantan�ement la composition de la partie de l'intercouche dans laquelle elle p�en�etre, enla m�elangeant avec la composition de l'enveloppe convective. L'abondance des protonsest alors globalement augment�ee dans cette r�egion.{ un brûlage des produits pr�ec�edemment m�elang�es dans un milieu o�u le transport de lachaleur est redevenu radiatif.



26 3.2 Particularit�es de la phase AGBLa zone de l'intercouche est donc une zone de rencontre entre protons, particules � et neu-trons, si ces derniers sont produits.3.2.2 Nucl�eosynth�ese particuli�ereSans que ce soit exhaustif, nous allons exposer di��erentes s�eries de r�eactions nucl�eairesqui permettent de synth�etiser des �el�ements, plus particuli�erement �a la phase AGB, en nousfocalisant sur les captures de neutrons et la synth�ese de l'Aluminium et du Fluor. Ces deuxpoints sont en e�et caract�eristiques de la phase AGB.Sources de neutronsDeux sources principales de neutrons ont �et�e identi��ees dans les �etoiles de l'AGB . Le13C par la r�eaction 13C(�; n)16O et le 22Ne par la r�eaction 22Ne(�; n)25Mg. La principaledi��erence entre ces deux r�eactions est leur temp�erature d'activation, qui sont respectivementde T � 2108 et T > 3:5108K. Pour activer la production de neutrons, il faut donc qu'unedes deux sources soit pr�esente et que la temp�erature soit adapt�ee.Au sein des pulses thermiques ces conditions sont r�eunies car l'Azote 14 pr�esent dans lacouche d'H�elium au moment du pulse subit alors la châ�ne de r�eactions: 14N(�; )18F(�+)18O(�; )22Ne. Si la temp�erature est assez �elev�ee dans le pulse, c'est-�a-dire si la masse de coeur estau moins �egale �a 0.9 M� environ d'apr�es Wallerstein et al. (1997), la r�eaction de productiondes neutrons �a partir du 22Ne s'active. Si la masse de coeur (temp�erature) n'est pas assez im-portante, seules des quantit�es de 22Ne inf�erieures au pourcent sont converties en 25Mg. Dansles �etoiles peu massives, seul le 13C peut produire les neutrons permettant de reproduire lesabondances observ�ees d'�el�ements "s".Cependant, la mani�ere dont cette source de neutrons est activ�ee n'est pas claire du tout.En e�et, s'il est plus facile d'atteindre la temp�erature d'activation de la source 13C parcequ'elle est plus faible, il faut aussi produire du Carbone 13. La r�eaction pressentie dans cebut est 12C(p; )13N(�+)13C. Elle demande la pr�esence de protons et de Carbone 12. Or lazone de probabilit�e maximum de rencontre pour ces deux �el�ements est l'intercouche. En e�et,dans la couche en fusion d' Hydrog�ene, on trouve des protons mais le 12C est d�etruit parle cycle CN. Plus bas, dans la couche d'H�elium, on produit du Carbone 12 mais il n'a aplus de protons. C'est donc dans l'intercouche que l'on a le plus de chance de produire lasource de neutrons. Le pulse, provenant de la couche d'H�elium ram�ene dans l'intercouche unegrande quantit�e de 12C. Le dredge-up parait être le m�ecanisme id�eal pour amener des protonspuisqu'il homog�en�eise la composition des couches o�u il p�en�etre avec celle de l'enveloppe, richeen protons. Herwig et al. (1997) ont montr�e que le calcul du dredge-up avec overshooting(voir le chapitre II{3) permettait e�ectivement de faire apparâ�tre une poche de Carbone 13.Straniero et al. (1995) ont montr�e de leur côt�e que si cette poche existe, elle est utilis�ee pourproduire des neutrons localement c'est-�a-dire dans la zone radiative pendant l'interpulse, etnon pas homog�en�eis�ee dans le pulse suivant.Notons aussi que des r�eactions de destruction des neutrons existent et doivent donc êtreprises en compte. Ainsi, l'Azote 14 et l'Aluminium 26, produits par le brûlage de l'Hydrog�ene,peuvent r�eagir avec les neutrons pr�esents par 14N(n; p)14C et 26Al(n; p)26Mg. Ces r�eactions



Chapitre 3 { Nucl�eosynth�ese au sein des �etoiles de l'AGB 27contribuent presque autant �a l'�energ�etique de l'interpulse que les captures de neutrons d'apr�esForestini & Charbonnel (1997) (10% contre 12% pour les captures).Fluor et AluminiumLa sp�eci�cit�e de l'intercouche, c'est-�a-dire la pr�esence simultan�ee de protons et de par-ticules �, permet aussi de synth�etiser des �el�ements comme le 19F et le 26Alg (voir Forestiniet al. (1991) et Forestini et al. (1992)).En e�et, le brûlage en couche de l'Hydrog�ene s'e�ectue dans des r�egions dont la temp�e-rature augmente avec le temps. Lorsque l'on atteint des temp�eratures sup�erieures �a 6107K,une production signi�cative d'Aluminium 26 est possible (Forestini et al. 1991) par la châ�neMg-Al.D'autre part, la production de 14N �a partir de la fermeture du cycle CN ou par lachâ�ne 14N(n; p)14C(��)14N utilisant les neutrons produits permet d'obtenir de l'Azote 15par 14N(�; )18F(�+)18O(p; �)15N. Cet �el�ement, inject�e dans le pulse o�u les particules �sont assez nombreuses, est responsable de la synth�ese de Fluor par les �etoiles de l'AGB :15N(�; )19F. Cette châ�ne de r�eactions, met en jeu au même endroit des protons, des neu-trons et des particules �. Ce n'est donc pas �etonnant qu'on ne la trouve e�cace que dans lespulses thermiques de la phase AGB.3.2.3 Inuence du HBBSon inuence est multiple du point de vue de la nucl�eosynth�ese. Tout d'abord, il permetde brûler le Carbone 12 par le d�ebut du cycle CNO pour produire 13C si la temp�erature �a labase de l'enveloppe convective est sup�erieure �a 40106K. 14N peut �egalement être produit �apartir du 13C si la temp�eratures est assez �elev�ee pour permettre au cycle CN de se poursuivre.Les �etoiles de l'AGB sont aussi un des sites o�u les abondances de Lithium peuvent êtremodi��ees. Dans ce cas, le processus invoqu�e est celui de Cameron-Fowler. La n�ecessit�e deproduction de Lithium par les �etoiles de l'AGB est bas�ee au d�epart sur l'observation de ces�etoiles dans les nuages de Magellan o�u des abondances 100 �a 1000 fois sup�erieures �a cellespr�edites ont �et�e observ�ees (Smith & Lambert 1990). C'est justement le HBB qui permet laproduction de Lithium 7 par le processus de Cameron-Fowler si la temp�erature �a la base del'enveloppe convective est sup�erieure �a 40106K. Le châ�ne de r�eactions permettant la syn-th�ese de cet �el�ement est la suivante 3He(�; )7Be(�+)7Li. Le probl�eme est que le B�eryllium 7et le Lithium 7 sont d�etruits par les chaines ppIII et ppII respectivement (voir annexe C). Lem�ecanisme de Cameron-Fowler consiste donc �a m�elanger rapidement, grâce aux mouvementsconvectifs, le 7Be produit dans une r�egion plus froide, pour permettre qu'au moins une partiedu B�eryllium se d�esint�egre avant d'être brûl�e par les châ�nes pp.D'autres cons�equences du HBB sont expos�ees dans Lattanzio & Boothroyd (1997).3.3 Incertitudes sur la nucl�eosynth�eseDans la partie pr�ec�edente, la bô�te "nucl�eosynth�ese" du sch�ema I{1.2 a �et�e explicit�ee. Nousavons pu aussi, �a plusieurs reprises, constater que le m�elange jouait un grand rôle (DUP3,



28 3.3 Incertitudes sur la nucl�eosynth�eseHBB par exemple), ce qui justi�e en partie la pr�esence de la bô�te "processus de m�elange" dela �gure I{1.2. Nous allons reprendre ici les di��erents param�etres importants qui inuencentla nucl�eosynth�ese.3.3.1 Taux de r�eactionsLe facteur le plus �evident est l'incertitude que l'on peut avoir sur les taux de r�eactionsnucl�eaires. Ce domaine de la physique constitutive d'une �etoile sera bri�evement discut�e auchapitre II{1, notamment avec la publication r�ecente d'une nouvelle compilation de taux der�eactions, NACRE (Angulo et al. 1999).3.3.2 Perte de masseUn des ph�enom�enes dont l'inuence est critique �a la phase AGB est la perte de masse.Nous expliquerons bri�evement en quoi ce m�ecanisme est important, le m�ecanisme g�en�erateurle plus probable pour l'expliquer, les mod�eles mis en place pour comprendre ce ph�enom�eneet la param�etrisation souvent utilis�ee pour contourner la di�cult�e de ce probl�eme.Inuence de la perte de masseDe nombreuses preuves observationnelles (voir par exemple Knapp et al. (1982), Spergelet al. (1983), Knapp & Morris (1985), Loup et al. (1993), Kwan & Webster (1993), Staneket al. (1995)) existent pour con�rmer l'existence d'une forte perte de masse autour des �etoilesde l'AGB . Ce taux varie typiquement, d'une �etoile �a l'autre, de 10�8 �a 10�4 M� /yr. Il varieaussi probablement le long de la phase AGB comme semble le montrer les observations d'en-veloppes d�etach�ees (voir le chapitre I{2) et les mod�eles de vents les plus perfectionn�es commeHo�efner (1999) ou Fleischer et al. (1999). Il est important de bien mod�eliser cette perte demasse pour la raison fondamentale que c'est elle qui �xe le taux de disparition de l'enveloppe,c'est-�a-dire la masse pr�esente �a chaque instant au-dessus des couches en fusion. Elle va doncd�eterminer la temp�erature dans les couches de brûlage et par l�a même la dur�ee de vie de laphase TP-AGB, c'est-�a-dire le nombre de pulses avec leur luminosit�e maximum, le nombrede troisi�eme dredge-up, la luminosit�e et la masse atteintes �a la �n de la phase AGB. En serappelant que les abondances synth�etis�ees d�ependent de la temp�erature (�a travers les tauxde r�eaction) mais aussi du nombre de pulses et de DUP3, on se rend compte de l'inuencecritique que la perte de masse peut avoir aussi sur la nucl�eosynth�ese.M�ecanisme g�en�erateurSans faire appel au champ magn�etique, deux principaux m�ecanismes de g�en�eration deperte de masse sont discut�es (Lamers & Cassinelli 1999).{ la g�en�eration par ondes acoustiques: si une zone convective est proche de la photosph�erede l'�etoile, alors des ondes acoustiques peuvent être cr�e�ees et se propager vers l'ext�erieuren traversant la photosph�ere. Celles-ci produisent une pression suppl�ementaire dansl'atmosph�ere qui d�epend de la densit�e et de l'amplitude des ondes. Le gradient de cettepression additionnelle est une force qui peut expliquer la perte de masse.



Chapitre 3 { Nucl�eosynth�ese au sein des �etoiles de l'AGB 29{ la g�en�eration par radiation: cette classe de m�ecanismes g�en�erateurs, dans laquelle l'�ener-gie des radiations �emises par l'�etoile centrale est transmise �a la mati�ere, se divise endeux sous-classes, la perte de masse g�en�er�ee par le continu et celle g�en�er�ee par les raies.Dans la premi�ere sous-classe, la radiation est absorb�ee par les grains qui se forment.La temp�erature de l'atmosph�ere doit donc être su�sement faible. L'allusion au continudans le nom de cette classe de vents ("continuum driven winds") s'explique par le faitque la poussi�ere absorbe dans une grande gamme de longueurs d'ondes. Cette sous-classe est encore appell�ee "dust driven winds". Dans la deuxi�eme sous-classe, ce sontles raies des esp�eces pr�esentent qui absorbent l'�energie �emise par l'�etoile centrale.Le m�ecanisme le plus utilis�e pour expliquer le ph�enom�ene de perte de masse �a la phaseAGB est centr�e sur la poussi�ere. Tout d'abord, il y a transmission d'�energie et de quantit�ede mouvement �a la poussi�ere vraisemblablement par deux m�ecanismes: les pulsations del'�etoile associ�ees �a la phase AGB qui cr�eent des ondes de choc dans les zones o�u la poussi�erese forme, et le rayonnement provenant de l'�etoile. L'�energie acquise sert dans un deuxi�emetemps �a cr�eer la perte de masse. En e�et, l'�energie est absorb�ee principalement en provenancede l'�etoile (radialement) alors qu'elle est r�e�emise approximativement isotropiquement. Il y adonc globalement une acc�el�eration r�esultante dans la direction radiale. De plus, alors que lapoussi�ere gagne de la quantit�e de mouvement, ses collisions avec le gaz vont augmenter etelle peut alors entrâ�ner le gaz avec elle dans son mouvement d'�echappement.Un tel mod�ele de vent est donc tr�es complexe �a �etablir car il demande de coupler troisuides (gaz, poussi�ere et rayonnement) dans une zone o�u il y a propagation d'ondes acous-tiques et agr�egation des grains. Cela impose de r�esoudre une �equation transfert d'�energie pourles grains pour obtenir leur temp�erature d'�equilibre radiatif et de d�eterminer leur temp�eraturede condensation ou de sublimation. La premi�ere d�epend de la temp�erature e�ective de l'�etoile,de la distance �a l'�etoile et de l'opacit�e des grains (nature, g�eom�etrie, densit�e, temp�erature).La deuxi�eme d�epend de la pression ou de la densit�e et de la nature des poussi�eres (voir �gureI{3.2). La taille atteinte par les grains d�epend des �equations de collisions avec le gaz ambiantdont la composition doit elle même être obtenue par un mod�ele de chimie circumstellaire.La valeur du taux de perte de masse d�ependant de la luminosit�e de l'�etoile, il est doncnormal qu'�a la phase AGB, ce taux varie tr�es fortement �a chaque pulse thermique. L'�etoilemontre en e�et �a ce moment-l�a des variations importantes de luminosit�e. Les �echelles detemps pour ces variations en fonction de la masse et de la m�etallicit�e de l'�etoile sont donn�eesdans Forestini & Charbonnel (1997).Mod�elisation de la perte de masseLes mod�eles mis en place vont des plus simples aux plus complexes en retenant plus oumoins d'approximations. R�ecemment, une revue a �et�e faite des tous les types de mod�elesexistants (Fleischer et al. 1999) en distinguant 5 niveaux de complexit�e:{ les "mod�eles" les plus anciens consistaient en des ajustements de superpositions de loisde corps noirs aux spectres observ�es.{ calcul de transfert radiatif utilisant comme entr�ees la luminosit�e, la densit�e et la tem-p�erature e�ective de l'�etoile et les propri�et�es de la poussi�ere (tailles et temp�eratures decondensation : : : ).
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Fig. 3.2 { Temp�eratures et pression de condensation des principaux grains attendus dansun environnement d'�etoile de type \N" (C/O=1.1) pour C,N et O et solaire pour les autres�el�ements, extrait de Lodders & Fegley (1999)



Chapitre 3 { Nucl�eosynth�ese au sein des �etoiles de l'AGB 31{ calcul d'�etat stationnaires hydrodynamiques en couplant une �equation m�ecanique autransfert radiatif. On peut d�ecrire les trois composantes (gaz, poussi�ere et photons) etles entr�ees sont la luminosit�e, la temp�erature e�ective et la masse e�ective, le taux deperte de masse et les propri�et�es de la poussi�ere.{ calcul de mod�eles hydrodynamiques d�ependant du temps, souvent e�ectu�es en g�eom�etriesph�erique et donnant l'intensit�e sp�eci�que en fonction de la longueur d'onde et du tempsen tout point de la source. Les propri�et�es de la poussi�eres (distribution de la taille desgrains, opacit�e, composition) sont suppos�ees connues.{ calculs hydrodynamiques compl�etement auto-coh�erents, dans lesquels les propri�et�es dela poussi�eres sont d�eduites du mod�ele. Les entr�ees sont uniquement les grandeurs concer-nant l'�etoile.Quels que soient les mod�eles utilis�es et les approximations faites, la vitesse du vent peut êtremise sous la forme g�en�erale suivante (Lamers & Cassinelli 1999):v�(r) = v�� + (v�1 � v�� )�1� R�r �� (3.1)o�u v� est la vitesse en r = R� et v1 est la vitesse dite "terminale" lorsque r ! 1. D'apr�esLoup et al. (1993), on a typiquement v1 = 5! 25 km�s�1. De plus, Netzer & Elitzur (1993)trouvent par exemple dans un cas simple (opacit�e grise pour la poussi�ere et di��erence devitesse nulle entre poussi�ere et gaz): � = 2; � = 1 et v21� v2s = <�>L�2�Rsc o�u < � > est l'opacit�etotale (absorption plus di�usion) moyenne des grains et Rs est �a la distance �a laquelle lavitesse est sonique.Param�etrisationCompte tenu des di�cult�es pr�esent�ees pour avoir un taux de perte de masse coh�erent avecl'�etoile mod�elis�ee, les taux utilis�es en �evolution stellaire sont le plus souvent param�etr�es. Lorsdes phases pr�ec�edant la phase AGB, les phases RGB et HeB, l'�etoile subit aussi une perte demasse mais son expression est simplement param�etr�ee par Reimers (1975):_M = 4 � 10�13�RLRM avec 13 < �R < 3 (3.2)o�u L;R et M sont la luminosit�e, le rayon et la masse de l'�etoile en unit�es solaires et �Run coe�cient ajustable. D'apr�es (Bloecker 1995), cette loi ne peut pas être appliqu�ee pourles �etoiles de l'AGB . En e�et, les temp�eratures e�ectives lors des phases RGB et HeB sontsu�samment �elev�ees pour que la formation de la poussi�ere soit tr�es faible. Le taux param�etr�epar Reimers (1975) ne tient donc pas compte de la poussi�ere alors qu'elle est suppos�ee êtreau centre du m�ecanisme d'�ejection de mati�ere pour les �etoiles de l'AGB . Vassiliadis & Wood(1993) ont empiriquement �etabli une corr�elation entre le taux de perte de masse des �etoiles del'AGB et la p�eriode fondamentale de leurs pulsations, P0, en utilisant un �echantillon d'�etoiles



32 3.3 Incertitudes sur la nucl�eosynth�esevariables. Les relations obtenues sont:_M = min� Lcvexp ; 10�11:4+0:0125P0� si M < 2:5M� (3.3)_M = min� Lcvexp ; 10�11:4+0:0125(P0�100( �M�2:5))� si M > 2:5M� (3.4)vexp = �13:5 + 0:056P0 (km=s) (3.5)log(P0) = �2:07 + 1:94log( �R)� 0:9log( �M) (3.6)Lcvexp est la valeur de la perte de masse correspondant au transfert maximum de quantit�e demouvement entre photons et mati�ere lors de di�usions uniques. Les relations donnant vexp etP0, elles aussi empiriques, sont extraites de Wood (1990) et les quantit�es surmont�ees d'unebarre sont exprim�ees en unit�es solaires (voir annexe A). Une revue de l'e�et des di��erentsparam�etrages de taux de perte de masse sur les pr�edictions des mod�eles d'�evolution des �etoilesde l'AGB a �et�e e�ectu�ee par Bloecker (1995).Nous avons donc choisi d'utiliser la prescription de Vassiliadis & Wood (1993) pour toutce travail de th�ese et de nous focaliser sur le dernier point inuen�cant la nucl�eosynth�ese,discut�e ci-dessous.3.3.3 DUPLe troisi�eme dredge-up pr�esent�e en I{3.2.1 comme un des facteurs de m�elange dans l'inter-couche a des r�epercutions �evidentes sur la nucl�eosynth�ese. Nous allons voir dans un premiertemps quelles sont ces r�epercutions et comment on quanti�e l'inuence du DUP3, puis nousaborderons les incertitudes qui a�ectent les pr�evisions des rapports isotopiques sur la partieth�eorique du sch�ema I{1.2.Le param�etre de quanti�cation du dredge-upLa profondeur du dredge-up inue sur la quantit�e de protons inject�es dans l'intercouche etdonc sur la future nucl�eosynth�ese �a cet endroit. De même, les valeurs des rapports isotopiquesde surface des �el�ements plus lourds que l'H�elium seront d'autant plus modi��ees que le dredge-up est profond et fr�equent. En particulier, l'abondance de surface du 12C est la plus clairesignature du troisi�eme dredge-up. Il est amen�e dans l'intercouche par le pulse pr�ec�edent etest transmis dans l'enveloppe par le DUP3. Le sch�ema I{1.2 permet de visualiser que lamod�elisation de ce ph�enom�ene inue sur les rapports pr�edits et que les rapports observ�espermettent de contraindre les quantit�es de mati�ere ramen�ees dans l'enveloppe lors des DUP3successifs. La profondeur du dredge-up est mesur�ee par un param�etre dont la signi�cationest �evidente sur la �gure I{3.3. �dup def= �Mdup�MH (3.7)Pendant l'interpulse, au fur et �a mesure du brûlage nucl�eaire, le coeur crô�t en masse et lescouches se d�eplacent vers l'ext�erieur de l'�etoile. Ainsi, en particulier, la couche d'Hydrog�enese d�eplace en masse d'une quantit�e �MH . Cette masse limit�ee par la couche d'Hydrog�enechange de composition puisqu'elle subit la transformation de l'Hydrog�ene en H�elium. Apr�es le
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Fig. 3.3 { D�e�nition du param�etre mesurant la profondeur du dredge-up. La �gure n'est,bien sur, pas �a l'�echelle et on y suppose par soucis de clari�cation que la base de l'enveloppeconvective et la couche d'Hydrog�ene sont confondues.pulse, lorsque le DUP3 se produit, la couche d'Hydrog�ene s'�eteint et l'enveloppe descend danscette mati�ere frâ�chement synth�etis�ee, d'une quantit�e �Mdup en masse. D'apr�es la formuleI{3.7, �dup repr�esente donc la fraction de mati�ere synth�etis�ee pendant l'interpulse pr�ec�edentqui va être dilu�ee dans l'enveloppe convective au moment du DUP3. Un troisi�eme dredge-upest dit "complet" s'il atteint des zones m�elang�ees par le pulse thermique pr�ec�edent.Incertitudes sur le dredge-upPourquoi se concentrer sur l'inuence du dredge-up plutôt que sur celle d'un pulse ther-mique par exemple; la temp�erature de ce dernier inuan�cant directement la nucl�eosynth�esedans l'intercouche? La r�eponse r�eside dans le fait que la mod�elisation du troisi�eme dredge-upest beaucoup plus d�elicate que celle d'un pulse thermique.En e�et, c'est un fait que parmi les di��erents codes d'�evolution stellaire capables de suivrela phase TP-AGB, pour une même �etoile initiale, alors que les pulses sont reproduits de fa-�con tr�es similaire, il existe de grandes disparit�es pour les profondeurs des DUP3 mod�elis�es.D�ependant de la physique inclue dans les calculs, de la masse des �etoiles mod�elis�ees, de leurm�etallicit�e, du taux de perte de masse utilis�e du param�etrage de la convection, certains au-teurs n'obtiennent pas de DUP3, d'autres l'obtiennent avec des profondeurs trop faibles parrapport aux observations ou d'autres encore, r�ecemment, on pu le mod�eliser correctementquantitativement. Parmi les derniers travaux, les e�ets utilis�es par les auteurs pour mod�e-liser ce ph�enom�ene varient. Par exemple, Straniero et al. (1997), utilisant la th�eorie de lalongueur de m�elange standard pour la convection (voir l'annexe D), rapporte la modi�cation



34 3.3 Incertitudes sur la nucl�eosynth�esede la prodondeur du troisi�eme dredge-up simplement en modi�ant la r�esolution spatiale outemporelle des mod�eles calcul�es.Frost & Lattanzio (1996) et Frost (1997) ont montr�e l'importance des di��erents traite-ments num�eriques utilis�es mais aussi celle de la mod�elisation de la convection et du m�elange.Toute la di�cult�e r�eside dans le fait que le DUP3 consiste en l'extension vers l'int�erieur del'�etoile de la base de l'enveloppe convective dans une zone o�u la composition change fortement.Deux facteurs sont importants (Lattanzio 1998):{ le moment et la m�ethode utilis�ee pour r�ealiser le m�elange dans l'organigramme der�esolution de la structure et de l'�evolution stellaire{ le crit�ere utilis�e pour d�eterminer les fronti�eres convectives (voir le chapitre II{3).Des tests partiels ont �et�e e�ectu�es concernant ces deux points. La recherche de la fronti�ereconvective peut être �x�ee grâce �a un crit�ere (Schwarschild, Ledoux, voir le chapitre II{3)donnant lieu �eventuellement �a des zones de m�elange partiel comme de l'overshooting, ou lasemi-convection (voir le chapitre II{3). Cette fronti�ere peut aussi être recherch�ee it�erativement(voir Frost & Lattanzio (1996) ou Boothroyd & Sackmann (1988a)) par des algorithmes aussivari�es que le sont les codes dans lesquels ils ont �et�e d�evelopp�es. Forestini & Charbonnel (1997)ont test�e l'inuence d'un m�elange d�ependant du temps (non instantan�e) des zones convectiveset Herwig et al. (1997) et Mowlavi (1999) ont impl�ement�e un algorithme di�usif pour traiterl'overshooting (voir le chapitre II{3).De plus, la th�eorie classique de la convection �etant param�etr�ee par une quantit�e nomm�ee"longueur de m�elange", �, divers auteurs (Wood (1981), Boothroyd & Sackmann (1988b),Vassiliadis & Wood (1993), Mowlavi (1999)) rapportent une augmentation de la masse m�e-lang�ee lorsque � augmente, alors que celle-ci d�epend aussi des codes d'�evolution utilis�es.Une di�cult�e suppl�ementaire r�eside dans la comparaison des r�esultats publi�es par les dif-f�erents codes existants. En e�et, le même test fait dans deux codes di��erents peut mener �a desr�esultats di��erents car tout le reste du code n'est pas �egal par ailleurs. Ainsi, Mowlavi (1999)ne retrouve pas la sensibilit�e dans la r�esolution spatiale et temporelle montr�ee par Stranieroet al. (1997). Il est donc di�cile d'isoler les facteurs g�en�eraux permettant d'augmenter laprofondeur du dredge-up par comparaison des di��erents travaux.Ces remarques sur les incertitudes li�ees au troisi�eme dredge-up et l'inuence que ce ph�e-nom�ene a sur la nucl�eosynth�ese explique le deuxi�eme objectif qui a �et�e choisi dans la sectionI{1.3.2.



Chapitre 4ConclusionComme le montre la �gure I{1.2, les approches observationnelles et th�eoriques sont com-pl�ementaires. Il est tr�es important de d�evelopper une approche coupl�ee pour les �etoiles �etoilesde l'AGB . D'un cot�e, seule une mod�elisation �able des �etoiles de l'AGB peut permettre �a unobservateur de confronter les pr�edictions th�eoriques avec ses donn�ees. Le terme "�able" signi-�e que l'on est capable d'isoler les facteurs d'incertitudes (nature et fa�con d'impl�ementer lesprocessus physiques pertinents) sur les valeurs des rapports pr�edits. D'un autre cot�e, seulesdes donn�ees pr�ecises peuvent être utilis�ees par des th�eoriciens pour donner une interpr�etation�able en terme d'�evolution stellaire. Elles permettent aussi d'am�eliorer la �abilit�e des mod�elesen contraignant les processus physiques op�erant dans les �etoiles �etoiles de l'AGB .En utilisant cette d�emarche, ce travail de th�ese, centr�e sur les quatre objectifs de la sectionI{1.3.2, se propose d'explorer les deux branches de la �gure I{1.2. Les moyens mis en placepour atteindre ces deux objectifs seront pr�esent�es dans le d�etail dans la partie II. Ils sontsynth�etis�es pour chaque objectif comme suit:Pour adapter davantage le code d'�evolution stellaire aux sp�eci�cit�es de la phase AGB, ilfaut:{ revoir la discr�etisation spatio-temporelle.{ changer l'�equation d'�etat.{ optimiser le temps de calcul (ce n'est pas n�ecessaire, mais seulement souhaitable).{ incorporer la physique du m�elange n�ecessaire.Ces moyens seront d�evelopp�es aux chapitres II{1 et II{2.Pour d�eterminer les m�ecanismes facilitant le troisi�eme dredge-up, il faut:{ isoler les tests pertinents concernant le num�erique ou la physique du code.{ calculer un pulse suivi d'un troisi�eme dredge-up.{ mener �a bien les tests avec le même code toutes choses �egales par ailleurs.Ces moyens seront d�evelopp�es aux chapitres III{4 et III{3.Pour mener des observations radiomillim�etriques d'enveloppes circumstellaires, il faut:{ isoler les rapports isotopiques les plus contraignants.{ trouver les mol�ecules et les sources adapt�ees �a la mesure de ces rapports.35



36Ces moyens seront d�evelopp�es aux chapitres II{4 et III{1.Pour analyser les observations avec les outils appropri�es a�n d'en extraire des contraintes,il faut:{ identi�er les ph�enom�enes modi�ant les quantit�es contraignantes.{ mod�eliser ces ph�enom�enes.{ comparer les quantit�es mod�elis�ees �a partir des observations avec celles pr�edites.Ces moyens seront d�evelopp�es aux chapitres II{5 et III{2.



Deuxi�eme partieLes moyens mis en place
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Les objectifs de ce travail de th�ese �etant �x�es, il faut maintenant d�evelopper Les outilsqui lui permettront d'aboutir. Comme toute mod�elisation d'�etoiles, celle des �etoiles de l'AGBpasse par l'utilisation d'un code d'�evolution stellaire. Il conviendra donc de le pr�esenter etd'expliquer quels changements ont dû être r�ealis�es pour qu'il soit le plus performant possiblesur la branche asymptotique. Le premier chapitre pr�esentera le code en g�en�eral, le deuxi�emela nouvelle �equation d'�etat impl�ement�ee et le troisi�eme, les processus de m�elanges incorpor�es.Par ailleurs, pour pouvoir comparer le r�esultat des observations avec les pr�edictions th�eo-riques, il y a un obstacle �a surmonter. La mod�elisation r�ealis�ee par un code d'�evolutionstellaire s'arrête dans l'atmosph�ere de l'�etoile. Or, les observations e�ectu�ees, qui seront d�e-crites au chapitre 4, sont bien plus ext�erieures: les rapports isotopiques observ�es ne sont doncpas ceux mod�elis�es. En particulier, ces derniers ont pu changer pour plusieurs causes qui ont�et�e d�etaill�ees au chapitre I{2 de la premi�ere partie. Si le code d'�evolution stellaire fait le liendu coeur d�eg�en�er�e autour duquel se d�eroule les r�eactions nucl�eaires, jusqu'�a l'atmosph�ere del'�etoile, un programme de transfert radiatif doit être utilis�e pour connecter l'atmosph�ere �al'enveloppe lointaine que l'on observe. Le dernier chapitre lui sera consacr�e.
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Chapitre 1Le code d'�evolution stellaire deGrenoble: STAREVOLSommaire1.1 Les �equations impl�ement�ees . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 411.2 La physique du code . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 441.3 R�esolution et num�erique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48Dans ce chapitre, une description du code d'�evolution stellaire utilis�e est donn�ee. Je ne d�e-velopperai pas ici l'�equation d'�etat et les processus de m�elange "non standards" (c'est-�a-direproduits par d'autres causes qu'une instabilit�e thermique); un chapitre leurs sera consacr�eplus tard. Par contre les changements du code r�ealis�es pendant ma th�ese, mais moins fonda-mentaux, sont inclus dans ce chapitre.1.1 Les �equations impl�ement�ees1.1.1 G�en�eralit�esUn code d'�evolution stellaire doit être capable de d�ecrire un plasma autogravitant multi-composante dans lequel peuvent se d�erouler des r�eactions nucl�eaires. Celui de Grenoble estun code hydrodynamique lagrangien �a une dimension.Le quali�catif "hydrodynamique" insiste sur le fait que l'on peut suivre parfaitementdes phases hors de l'�equilibre m�ecanique car les termes d'acc�el�eration sont inclus dans les�equations r�esolues.Rappellons que la description lagrangienne d'un uide consiste �a calculer dans l'espaceet le temps les caract�eristiques de certaines "particules" (petits �el�ements de masse) qui semeuvent avec le uide, par opposition �a la description eul�erienne o�u l'on s'int�eresse �a l'�evolu-tion des caract�eristiques en certains points �xes de l'espace. Dans le cas eul�erien, les quantit�esse r�ef�erent alors �a di��erents �el�ements de masse qui passent aux points �xes pendant le tempsd'observation. Dans le cas lagrangien, la position ~r d'un �el�ement de uide d�epend du temps. Lavariable ind�ependante d'espace choisie en vision lagrangienne n'est donc pas la position ~r maiscomme elle d�epend de l'�el�ement de masse consid�er�e, on lui pr�ef�ere la variable mr = Z r0 �dVqui, elle, est constante pour un �el�ement de masse donn�e. C'est ce choix de variables, (mr; t),qui caract�erise la vision lagrangienne plutôt qu'une d�erivation totale ou partielle, notation41



42 1.1 Les �equations impl�ement�eesmath�ematique souvent utilis�ee avec confusion. En e�et, mr et t �etant ind�ependants, on admrdt = 0 et on peut donc indi��eremment �ecrire pour une variable X, @X@t ou dXdt , sachant quel'on a X(mr; t). Dans ce jeu de variables, la vitesse lagrangienne des �el�ements de uide est~ulag = D~rDt , la notation \D" pour la d�erivation indiquant seulement que l'on est en visionlagrangienne, c'est-�a-dire que ~r d�epend de t et mr, sans que l'on ait besoin d'�ecrire ~r(mr; t).Dans le cas eul�erien, la vitesse, comme toutes les autres variables, est d�e�nie en certainspoints �xes et varie au cours du temps car di��erentes "particules de uide" passent en cepoint au cours du temps: ~ueul(~r; t) avec ~r et t ind�ependants. Les d�eriv�ees temporelles totaleslagrangiennes et eul�eriennes sont li�ees par la relation classique:DDt = ddt + ~ulag � r (1.1)En�n, si l'on suppose une �etoile �a sym�etrie sph�erique, une description �a une dimension suf-�t pour reconstituer toute l'�etoile. Un certains nombre de processus physique qui ne peuventpas se r�eduire �a une seule dimension sont n�ecessairement approxim�es dans ce cadre (convec-tion, m�elanges "non standards", accr�etion : : : ).1.1.2 Equations simpli��eesLes �equations n�ecessaires �a la description du plasma sont les �equations bilans exprimantla conservation, la production ou le transport de certaines grandeurs physiques: la masse,la quantit�e de mouvement, l'�energie et la composition principalement. A priori toutes ces�equations ont la forme suivante:d(�x)dt + div( ~Jx) = ��x (microscopique) (1.2)dXdt +�X = �X (macroscopique) (1.3)avec X = ZM xdm; �X = ZM �xdm; et �X = IS ~Jx � d~S (1.4)Dans ces �equations, x est une quantit�e vectorielle ou scalaire massique (dimension [x] M�1),~Jx est le courant de cette quantit�e (dimension [x]L�2T�1) comme par exemple x~v, �x est saproduction massique (dimension [x]M�1T�1) et S est la surface ferm�ee entourant la masseM , permettant de calculer le ux �. Mais compte tenu de l'approximation �a une dimensionet de l'�ecriture lagrangienne, ces �equations se r�e�ecrivent sous forme simpli��ee.Ainsi l'�evolution et la structure de l'�etoile sont d�ecrites en donnant six variables carac-t�erisant le plasma: la vitesse (lagrangienne), la position, l'�energie �emise, la temp�erature, lamasse volumique et la composition. Chacune de ces variables d�epend de deux grandeurs in-d�ependantes: l'�el�ement de masse mr et l'instant t. Le choix de ces variables n'est pas unique;d'autres codes utilisent par exemple P comme variable m�ecanique au lieu de � (voir Stranieroet al. (1997), : : : ). De plus, d'autres variables peuvent être ajout�ees comme par exemple lemoment cin�etique sp�eci�que. Mais le suivi de la rotation de l'�etoile n'�etant pas souhait�e pourl'instant, cette quantit�e n'est pas prise en compte et l'on conserve seulement six variables.On doit donc utiliser six �equations:(1) La d�e�nition de la vitesse: ~ulag = d~rdt (1.5)



Chapitre 1 { Le code d'�evolution stellaire de Grenoble: STAREVOL 43(2) L'�equation de conservation de la masse:drdmr = 14�r2� (1.6)(3) L'�equation de conservation de la quantit�e de mouvement:dulagdt = 4�r2 dPdmr + g (1.7)La pression P �etant donn�e par une �equation d'�etat P (�; T; Yi), les Yi �etant les fractionsmolaires d'abondances (voir section II{2.1.1) et le champ de gravit�e par la r�epartition de lamasse, g = Gmrr2 , issue du th�eor�eme de Gauss, div(~g) = 4�G�, �ecris en sym�etrie sph�erique.Les e�ets de viscosit�e sont n�eglig�es.(4) L'�equation de conservation de l'�energie:dlrdmr = �nuc � �� + �grav (1.8)o�u l'on choisit de caract�eriser "l'�energie" de la masse dmr par la luminosit�e (puissance) �emise�a sa surface, lr. �nuc est la puissance massique produite par les r�eactions nucl�eaires et �� lapuissance massique emport�ee par les neutrinos. Ces deux quantit�es sont calcul�ees grâce �a lapartie "nucl�eaire" du code (voir la section II{1.2.1). �grav est la puissance massique tir�ee duchangement de l'�energie interne du plasma ou du travail contre les forces ext�erieures commela gravit�e. Sa valeur, �grav def= �dqdt (1.9)est donn�ee par l'�equation d'�etat (voir le chapitre II{2) et trois fa�cons analytiques di��erentesmais �equivalentes d'�ecrire cette quantit�e ont �et�e impl�ement�ees:dq = Tds (1.10)dq = du+ Pdv (1.11)dq = cPT (d lnT � rad d lnP ) (1.12)Par la suite, les quantit�es extensives, not�ees en minuscules, seront massiques. cP est la chaleursp�eci�que �a pression constante et rad def= @lnT@lnP ����q est le gradient de temp�erature existantdans un milieu adiabatique (�a chaleur, q, constante).(5) L'�equation de transport de la chaleur:dTdmr = 14�r2 �g + dudt� TP r (1.13)Ecrite sous cette forme, cette �equation n'est qu'une r�e�ecriture du gradient de temp�erature, dTdren utilisant r, le gradient logarithmique de temp�erature exprim�e par rapport �a la pression.Il est d�e�ni par: r def= d lnTd lnP (1.14)et en utilisant la vision lagrangienne: T d�epend de mr au lieu de r. Pour que cette �equationsoit utile �a la r�esolution du syst�eme, il faut qu'elle relie au moins deux des variables �a trouver.



44 1.2 La physique du codeEn se r�ef�erant �a la thermodynamique hors �equilibre (de Groot & Mazur 1984), l'�evolutiond'un syst�eme dont n grandeurs caract�eristiques �evoluent coupl�ees est d�ecrite par la d�eriv�eetemporelle de son entropie. Elle s'�ecrit dSdt =Pi JiXi o�u Ji sont les ux reli�es aux grandeurscaract�eristiques et Xi, les \forces thermodynamiques" associ�ees. Dans le cas d'un uide, onrelie les courants (de chaleur, Jq, et des esp�eces, Ji), aux forces thermodynamiques (gradientsdes potentiels chimiques, �i, de la temp�erature, et forces ext�erieures sur chaque esp�ece Fi)grâce aux �equations ph�enom�enologiques (de Groot & Mazur 1984):JQ = �LqqT 2 rT � n�1Xk=1 LqkT [r(�k � �n)� (Fk � Fn)] + nXi=1 hiJi (1.15)Ji = �LiqT 2rT � n�1Xk=1 LikT [r(�k � �n)� (Fk � Fn)] (1.16)Les coe�cients L sont les "coe�cients ph�enom�enologiques", n est le nombre d'esp�eces pr�e-sentes et les gradients potentiels chimiques se calculent �a temp�erature constante. La quantit�ehi est l'enthalpie sp�eci�que de l'esp�ece i. Si l'on suppose que le gradient de temp�erature estle terme dominant faisant �evoluer le courant de chaleur, on retrouve la loi de Fourier qui reliele ux de chaleur �Q = Z JqdS au gradient de temp�erature. La relation avec la luminosit�eest ensuite toute trouv�ee car on a lr = �Q4�r2 et que l'�echange de chaleur est une des fa�cons demodi�er l'�energie d'un syst�eme. On s'attend donc �a ce que r soit reli�e �a la variable d'�energielr avec un coe�cient de proportionnalit�e qui sera la conductivit�e thermique du milieu: �. Savaleur d�epend du mode de transmission de la chaleur: conduction, radiation ou convection.(6) L'�equation d'�evolution des fractions molaires Yi:dYidt = 1�r2 ddr ��r2DdYidr � +Xk (rki � rik) (1.17)Deux processus physiques di��erents font �evoluer la composition: d'une part les r�eactionsnucl�eaires qui transforment une esp�ece en une autre en lib�erant de l'�energie et d'autre partla migration des esp�eces (ux de mati�ere) due �a di��erentes forces thermodynamiques. Lepremier terme du membre de droite de cette �equation concerne ces processus de m�elanges,D �etant le coe�cient de di�usion. Le deuxi�eme terme est une somme des taux de r�eactionnucl�eaires cr�eant ou d�etruisant cette esp�ece (voir II{1.2.1). La variable d'abondance choisiepour cette �equation est l'abondance molaire (voir section II{2.1.1). Ce choix demande que lacondition d�dt = 0 soit v�eri��ee (uide incompressible).1.2 La physique du codeLes �equations pos�ees n�ecessitent le calcul de certaines grandeurs faisant appel �a des do-maines particuliers de la physique:{ Physique atomique pour les opacit�es dans l'�equation II{1.13{ Physique nucl�eaire pour les taux de r�eaction nucl�eaire ou la quantit�e �nuc dans les�equations II{1.17 ou II{1.8{ Equation d'�etat pour la pression, le gradient adiabatique ou la quantit�e �grav dans les�equation II{1.7, II{1.8 ou II{1.13.



Chapitre 1 { Le code d'�evolution stellaire de Grenoble: STAREVOL 45{ Processus de transport de la mati�ere ou de la chaleur dans les �equation II{1.17 ouII{1.13Cette "physique constitutive" des �equations de la structure et de l'�evolution stellaire serapr�esent�ee en deux partie. Les parties contenant de la physique enti�erement revues ou ajout�eespendant ma th�ese a�n de mieux les adapter aux AGB seront pr�esent�ees dans des chapitres�a part (�equation d'�etat et m�elanges). Pour les autres, en particulier pour la r�evision de lapartie num�erique du code, une br�eve pr�esentation sera faite ici.1.2.1 Le nucl�eaireChoix e�ectu�esLe probl�eme sp�eci�que du nucl�eaire est de choisir{ les di��erentes esp�eces �a suivre en fonction des di��erentes phases �evolutives que l'onsouhaite calculer avec le code. En e�et, suivre l'abondance du Deut�erium �a la phaseAGB est inutile puisqu'il a d�ej�a brûl�e �a la phase pr�e-s�equence principale mais prendreen compte le N�eon est essentiel car la nucl�eosynth�ese d'�el�ements "lourds" tels quel'Aluminium, le Sodium le font intervenir. Une description g�en�erale de la nucl�eosynth�esese d�eroulant �a chaque phase d'une �etoile est donn�ee dans Mowlavi 1997 ou Forestini &Charbonnel (1997).{ les r�eactions nucl�eaires qui ne font intervenir que deux particules incidentes, du typeX+a! Y +b, sont les seules consid�er�ees et seront not�ees plus simplement X(a; b)Y . Parmices r�eactions, il faut s�electionner celles qui sont pertinentes �a la phase calcul�ee et quirelient les �el�ements suivis. En e�et, compte tenu des conditions thermodynamiques dansles int�erieurs stellaires, certains canaux de sortie ne seront jamais utilis�es et pourrontêtre n�eglig�es pour gagner du temps de calcul.L'annexe C donne la liste des noyaux dont l'abondance est suivie et des r�eactions prises encompte dans le code. De plus, les r�eactions de brûlage du deut�erium, des châ�nes protons-protons, Mg-Al, Ne-Na et cycles CNO y sont bri�evement rappel�es. La taille cons�equentedu r�eseau ainsi que le nombre d'�el�ements suivis sont particuli�erement bien adapt�es �a lanucl�eosynth�ese tr�es particuli�ere se d�eroulant �a la phase AGB qui est rappel�ee dans la partieI car celle-ci implique une grande vari�et�e d'�el�ements, de l'Hydrog�ene jusqu'aux �el�ements pluslourds que le Fer, cr�e�es par captures de neutrons. Et c'est justement �a cause de la synth�esede ces �el�ements lourds que le suivi de l'abondance des neutrons est important �a la phaseAGB. Alors que le dernier �el�ement suivi dans le code de Grenoble est le Chlore, le "processuss" (voir le chapitre I{3) se poursuit jusqu'au Bismuth. A�n de mod�eliser les e�ets de cetteproduction d'�el�ements lourds sans suivre leurs abondances individuelles, le code de Grenobleutilise un �el�ement "heavy" qui contient la fraction de masse des �el�ements stables plus lourdsque le Chlore. En e�et, on doit pouvoir suivre en particulier:{ l'�evolution de la quantit�e de neutrons libres. Celle-ci inuera sur l'abondance des �el�e-ments plus l�egers que "heavy" qui r�ealisent aussi des captures de neutrons.{ la quantit�e d'�energie relâch�ee par ces captures. Celle-ci est importante de part sonimpact sur l'�energ�etique de l'�etoile �a travers l'�equation II{1.8.



46 1.2 La physique du codeDans ce but, les captures subies par l'�el�ement "heavy" (donc tous les �el�ements plus lourdsque le Chlore) sont mod�elis�ees avec une section e�cace et une �energie de r�eaction moyenne.La physique nucl�eaireUne fois ces choix "tactiques" e�ectu�es , il faudra calculer les taux de di��erentes r�eactionsnucl�eaires (nombre de r�eactions par seconde) couplant les �el�ements suivis dans le code, l'�ener-gie lib�er�ee sous forme de neutrinos par chaque r�eaction Q�X(a;b)Y et l'�energie totale produiteQtotX(a;b)Y . On pourra ainsi calculer la puissance lib�er�ee par l'ensemble du nucl�eaire, �nuc, puissoustraire la partie perdue sous forme de neutrinos, �evacu�ee quasi instantan�ement par rapportau temps caract�eristique d'atteinte de l'�equilibre thermique. Sans revenir dans le d�etail surle formalisme de calcul (voir plutôt Forestini (1999)), on rappellera simplement que le tauxcorrespondant �a la r�eaction X(a; b)Y s'�ecrit:rX(a;b)Y = �X(a;b)Y nXna1 + �(X � a) (1.18)o�u �X(a;b)Y =< �v >= Z 10 �(E)v(E)f(E)dE est la somme des contributions au taux der�eaction de toutes les particules X et a, pond�er�ees par leur �energie E dans le r�ef�erentiel deleur centre de masse; �(X�a) = 1 si X = a, 0 sinon. Les quantit�es int�egr�ees sont de gauche �adroite respectivement la section e�cace, la vitesse et la distribution en �energie des particulesr�eagissant, dans le r�ef�erentiel de leur centre de masse. C'est ensuite �a la physique nucl�eairede fournir les mesures ou calculs de sections e�caces utiles.A ce propos, les principales di�cult�es r�esident dans le fait que l'�energie thermique desparticules en pr�esence dans une �etoile ne leur permet pas de franchir la barri�ere coulombiennedue �a leur charge. Les r�eactions nucl�eaires ont donc lieu par e�et "tunnel". De telles condi-tions de basse �energie sont di�ciles �a mesurer en laboratoire car elles n�ecessitent le comptaged'un nombre d'�ev�enements tr�es faibles. Elles sont donc dans de nombreux cas remplac�eespar des extrapolations des donn�ees �a plus haute �energie. De plus, lorsque l'�energie des par-ticules incidentes dans le r�ef�erentiel de leur centre de masse correspond �a l'�energie d'�etatsquasi stationnaires du noyau form�e, la section e�cace s'accrô�t notablement. Pour avoir untaux de r�eaction r�ealiste, il faut d�ecrire su�samment de ces "r�esonances" et donc avoir uneconnaissance su�sante des �etats quasi stationnaires des noyaux. R�ecemment, une compilationde taux de r�eactions, NACRE (Nuclear Astrophysics Compilation of REaction rates), a �et�epubli�ee (Angulo et al. 1999) et a �et�e incorpor�ee au code de Grenoble. Les principaux avan-tages de cette compilation (voir Leroy (1999)) sont qu'elle prend en compte l'ensemble desdonn�ees r�ecentes existantes sous une forme facilement exploitable dans un code d'�evolutionstellaire, qu'elle pr�esente des r�ef�erences pour toutes les donn�ees nucl�eaires de base (�energiesde r�esonances, spins, parit�es : : : ) et les traitements statistiques e�ectu�es.En�n, le code contient une section de calcul des "facteurs d'�ecran". En e�et, la pr�esenced'�electrons libres dans le plasma stellaire �ecrante la charge r�eelle des noyaux interagissants.Le potentiel Coulombien r�esultant en est modi��e et par la même, le taux de r�eaction. Sp�e-cialement pour une �etoile de l'AGB , cette correction aux taux ne peut pas être n�eglig�eecar la d�eg�en�erescence �electronique des zones de brûlage d'H�elium est tout �a fait signi�cative(�e > 0:5), et la haute densit�e des �electrons ne fait que renforcer la modi�cation des taux. Ces



Chapitre 1 { Le code d'�evolution stellaire de Grenoble: STAREVOL 47facteurs d'�ecran sont calcul�es avec le formalisme de Dewitt et al. (1973) et Graboske et al.(1973) dans les trois r�egimes g�en�eralement distingu�es: �ecrantage faible, moyen ou fort.1.2.2 Transport de la chaleurIntuitivement, on comprend bien que l'on doive suivre le transport de la chaleur dansl'�etoile pour pouvoir �evaluer sa structure thermique. Or la mod�elisation du ux de chaleurdans l'�etoile n�ecessite de pouvoir dire premi�erement quel est son mode de propagation etdeuxi�emement quelle est la structure thermique de l'�etoile r�esultant de cette propagation.Les trois modes possibles sont la conduction (collisions de proche en proche), la radiation(propagation de photons) et la convection (mouvements macroscopiques et cycliques de ma-ti�ere induisant un transport de chaleur). La conduction et la radiation sont les plus simple �amod�eliser car ils existent tout le temps, dans tous les milieux, mais avec plus ou moins d'im-portance. Au contraire, la convection est un mode de transport turbulent qui se d�eveloppesuite �a une instabilit�e. Ce n'est pas un transport de mati�ere existant tout le temps mais quiserait plus ou moins important par rapport aux autres modes de transport. La convection estsoumise �a un crit�ere dichotomique: "il y a" ou "il n'y a pas" de convection. La question del'apparition ou non de la convection sera di��er�ee au chapitre sur les processus de m�elange.Examinons les cas limites pour d�e�nir les quantit�es importantes.Lorsque la totalit�e du ux de chaleur est �evacu�ee par radiation et/ou conduction, lastructure thermique r�esultante est d�ecrite par d�e�nition par le "gradient radiatif":rrad = 316�acG �lrPr2mrT 4 (1.19)o�u � est l'opacit�e totale du milieu (conductive et radiative) moyenn�ee (sur les fr�equences),dite "opacit�e de Rosseland". Ces quantit�es sont issues de la physique atomique puisqu'ellesdoivent prendre en compte tous les processus d'interaction entre la mati�ere et le rayonnementpossible de 3000K �a 109K environ! Cela comprend des millions de transitions "bound-bound"(raies atomiques et mol�eculaires ), les �etats de di�usions ("free-free") sur les grains ou sur lesions, de l'absorption par les grains, de la di�usion des �electrons et des photons sur les ions,etc. Ces valeurs d�ependent donc de la temp�erature et de la masse volumique du milieu maisaussi de sa composition. Des interpolations �a trois dimensions sont donc n�ecessaires dans lestables d'opacit�es. Nous utilisons actuellement les opacit�es OPAL de Rogers & Iglesias (1992)au-dessus d'une temp�erature param�etrable dans le domaine [6000K,12000K]. L'interpolationest r�ealis�ee grâce aux routines fournies par le groupe OPAL, qui ont �et�e adapt�ees au code deGrenoble. Pour les calculs d'�etoiles de faibles masses (r�ealis�es pour tester l'�equation d'�etat,voir le chapitre II{2) ces tables ont dû être extrapol�ees jusqu'�a log( �T 36 ) = 4:0 o�u Tn def=T10n . Le mode de transport radiatif �etant presque toujours inexistant dans ces �etoiles, cesextrapolations ont un e�et n�egligeable (D'Antona & Mazzitelli 1996). A basse temp�erature,ce sont les opacit�es atomiques et mol�eculaires fournies par Alexander & Ferguson (1994) quisont utilis�ees. Les opacit�es conductives sont calcul�ees avec exactement la même compositionque les opacit�es radiatives grâce aux donn�ees de Itoh et al. (1983) et Mitake et al. (1984).Les di�usions �electrons-�electrons, ions-ions et �electrons-ions sont prises en compte, ainsi queles �electrons relativistes.



48 1.3 R�esolution et num�eriqueInversement, on peut imaginer un cas o�u la convection serait le seul mode pr�esent detransport de la chaleur . Ce cas est purement acad�emique car lorsqu'un globule convectif demati�ere se d�eplace, il continue �a �emettre des photons. Ces "pertes radiatives" font que letransport de la chaleur n'est pas purement convectif. Toutefois dans ce dernier cas, le milieuambiant se structurerait avec r = rad car le transport radiatif de la chaleur serait fait �achaleur constante (!) c'est-�a-dire que ce transport radiatif serait nul.Si la convection intervient dans l'�etoile, une partie seulement du ux de chaleur est trans-port�ee par radiation. Dans ce cas, le gradient de temp�erature produisant ce ux radiatif estappel�e gradient convectif rconv et est n�ecessairement inf�erieur �a rrad mais sup�erieur �a rad. Sa valeur d�epend du ux de chaleur emport�e par les globules convectifs, rglob.La description la plus fr�equemment utilis�ee pour d�ecrire la convection dans un code d'�evo-lution stellaire est dite "th�eorie de la longueur de m�elange" (MLT pour \Mixing LengthTheory"). C'est en quelque sorte une th�eorie d�ecrivant "en moyenne" les e�ets de la convec-tion qui est un ph�enom�ene au minimum bidimensionnel. La "longueur de m�elange", �, quiparam�etre cette th�eorie, est la distance (exprim�ee en hauteur caract�eristique de variation dela pression, HP ) parcourue par un globule convectif avant de se d�esagr�eger dans le milieuambiant. Comme on a HP def= � drd lnP (1.20)alors � def= �HP est le param�etre qui doit être calibr�ee de fa�con �a ce que les caract�eristiques(luminosit�e, rayon) actuellement observables du Soleil soient �d�element reproduites. Certainsarguments permettent cependant de penser que cette valeur pourrait être di��erente suivant laphase �evolutive que traverse l'�etoile o�u l'endroit o�u l'on se place dans l'�etoile (Canuto 1990)ou Siess & Livio (1997). Pratiquement, la valeur du gradient prenant en compte tous lesmodes de transport, r, est obtenue en r�esolvant un syst�eme de cinq �equations (Kippenhahn& Weigert 1990) qui peut être r�eduit �a un polynôme du troisi�eme degr�e. Le code de Grenoblecomprend le calcul du gradient thermique par cette m�ethode, avec r�esolution analytique ounum�erique de l'�equation du troisi�eme degr�e. On peut aussi d�ecrire la strati�cation des zonesconvectives en utilisant H�. En e�et d'autres versions existent de la MLT dans lesquelles onutilise la hauteur caract�eristique de variation de la masse volumique, H� comme unit�e pour lalongueur de m�elange. Des essais comparatifs ont �et�e e�ectu�es en exprimant � en fonction deH� ou HP . Ils ont �et�e r�ealis�es dans la zone d'ionisation partielle de l'Hydrog�ene d'une �etoilede trois masses solaires. La principale di��erence r�eside dans le fait que la m�ethode utilisantH� donne une suradiabaticit�e (�ecart du gradient r�eel au gradient adiabatique, r � rad )beaucoup plus faible que dans le cas de HP . L'annexe B donne un r�esum�e des hypoth�eses debase de la MLT.1.3 R�esolution et num�eriqueLa m�ethode utilis�ee pour r�esoudre les �equations de structure et d'�evolution pr�esent�ees plushaut est une m�ethode dite "aux di��erences �nies". Elle consiste �a remplacer les �equationsphysiques �a r�esoudre par des �equations approch�ees (discr�etis�ees) ayant les mêmes solutions



Chapitre 1 { Le code d'�evolution stellaire de Grenoble: STAREVOL 49math�ematiques. Dans le code utilis�e, les solutions sont cherch�ees par une m�ethode de relaxa-tion (it�erative) appel�ee m�ethode Newton-Raphson .1.3.1 La m�ethode Newton-Raphson .Si l'on appelle ~x le vecteur des variables d�ependants de mr et t, chaque �equation d�ecriteplus haut peut se mettre sous la forme Fi(~x) = 0; i = 1 : : :6 en mettant tous les termes ducot�e gauche de l'�egalit�e. R�esoudre le syst�eme revient �a trouver le vecteur ~x qui annule simul-tan�ement les Fi c'est-�a-dire le vecteur ~F = (F1; F2; : : : ; F6). La m�ethode Newton-Raphsonconsiste, �a partir d'un premier vecteur suppos�e être la solution, ~xi, �a am�eliorer ce vecteur enr�ealisant un d�eveloppement de Taylor des fonctions Fi autour de ce point initial. Ainsi~F (~x) = ~F (~xi) + d~Fd~x (~xi) � (~x� ~xi) (1.21)En �ecrivant que l'on veut trouver ~x = ~xi+1 tel que ~F (~xi+1) = ~0 et en posant ~dxi = ~xi+1� ~xi,l'�equation II{1.21 permet de trouver le vecteur ~dx:~dx = �[A]�1 � ~B (1.22)avec ~B = ~F (~xi) (1.23)et [A]mn = @Fm@xn ����xl6=n (~xi) (1.24)Le vecteur ~xi+1 = ~xi + ~dx v�eri�e le syt�eme de d�epart avec plus de pr�ecision que ~xi. Pourl'obtenir, il "su�t" d'inverser la matrice [A], matrice des d�eriv�ees des �equations en ~xi. Celaimplique donc de connâ�tre toutes ces d�eriv�ees alors que certaines ne seraient pas calcul�eessinon car elles ne sont pas n�ecessaires �a la connaissance de la structure de l'�etoile. Par exemple,alors que la d�eriv�ee de la pression par rapport �a la temp�erature est une quantit�e n�ecessaireau calcul du gradient adiabatique dans le formalisme utilis�e �a Grenoble (voir le chapitre II{2)et sera donc calcul�ee de toute fa�con, la d�eriv�ee de la chaleur sp�eci�que �a pression constanten'est rendue n�ecessaire que par sa contribution �a la matrice [A] dans l'�equation II{1.8 (�grav)ou dans l'�equation II{1.13 (r). Ces quantit�es sont utiles uniquement pour la convergence dumod�ele. Le proc�ed�e d'am�elioration de la solution est ensuite it�er�e jusqu'�a ce que la correctionappliqu�ee �a la solution courante pour chacune des variables soit n�egligeable par rapport �a savaleur absolue.Apparait alors une autre di�cult�e de ce sch�ema num�erique: il peut ne pas converger,converger lentement ou même converger en passant dans des "domaines" o�u le vecteur ~xn'est pas physique. On risque d'obtenir au cours des it�erations des d�ebordement des tablesd'opacit�es ou des abondances n�egatives par exemple. Pour �eviter ces inconv�enients, il estpr�evu une m�ethode de contrôle de la convergence qui consiste �a ne pas appliquer la totalit�ede la correction trouv�ee ~dx mais �a r�ealiser l'a�ectation suivante:~xi+1 = ~xi + [�] � ~dx (1.25)o�u [�] est une matrice diagonale dont les �el�ements v�eri�ent 0 < [�]ii � 1. Ainsi, en ajustant lesvaleurs des coe�cients [�]ii, on peut diminuer les risques de divergence ou d'arrêt intempestiflors du processus it�eratif. Par exemple, �a l'apparition d'un pulse thermique, la correction



50 1.3 R�esolution et num�eriquerelative dlrlr peut atteindre 104 lors des premi�eres it�erations. A ce moment-l�a, l'ajustementd'un petit � permettra de corriger seulement faiblement lr pour �eviter un 108 \destructeur"!Ainsi, on convergera quand même, un peu plus lentement, mais sans arrêt. La proc�edure dechoix de la matrice [�] a �et�e enti�erement r�evis�ee durant ma th�ese car pour e�ectuer des calculs�a la phase AGB, le code doit être optimis�e en temps. En e�et, ces �etoiles sont d�ej�a longues�a mod�eliser par nature �a cause de leur nucl�eosynth�ese complexe, gourmande en temps decalcul, de leur strati�cation en composition, n�ecessitant beaucoup de couches num�eriques etdes instabilit�es qui s'y d�eroulent. Dans certains cas, on peut être amen�e �a calculer une �etoilede l'AGB avec un pas de temps de quelques minutes qui va demander : : : quelques minutespour être calcul�e. Du calcul quasiment en temps r�eel !Pour optimiser, il faut donc soit diminuer le temps de calcul de la physique �a chaqueit�erations, soit diminuer le nombre d'it�erations. La r�evision de l'�equation d'�etat (d�etaill�ee auchapitre II{2), initiallement rendue n�ecessaire pour des raisons physiques, a eu des retomb�eesb�en�e�ques sur le temps de calcul. Elle se r�ev�elait être en e�et la partie de la physique consti-tutive de l'�etoile la plus gourmande en temps de calcul. Pour am�eliorer le nombre d'it�erations,c'est une r�evision de la proc�edure d'acc�el�eration de la convergence qui a �et�e choisie.1.3.2 Acc�el�eration de la convergenceLa probl�ematique de la routine d'acc�el�eration de convergence se r�esume grossi�erementcomme suit: si [�]jj est trop grand, on a beaucoup de chance de converger vite mais avecbeaucoup de risques d'arrêt. Au contraire, si � est trop petit, on a beaucoup de chance deconverger e�cacement mais en un temps tr�es long. La m�ethode choisie a �et�e la suivante: sedonner un certain nombre param�etrable d'it�erations, I, lors desquelles les [�]jj sont constantset faibles. Cela permet d'observer le comportement de la convergence. On obtient alors pourchaque variable xj contrainte par le sch�ema Newton-Raphson , les valeurs donn�ees dans letableau II{1.1, o�u un exemple est d�etaill�e pour I=4.Num�ero de l'it�eration Facteur d'acc�el�eration �̂jj Correction relative dxj=xji-3 �i�3 �i�3i-2 �i�2 �i�2i-1 �i�1 �i�1i �i �iTab. 1.1 { Description des it�erations dans l'acc�el�eration de convergenceLes indices "jj" ont �et�e omis pour plus de clart�e et l'exposant indique �a quelle it�erationse r�ef�ere la valeur �jj .Comme la correction relative varie sur de nombreux ordres de grandeurs, typiquemententre 104 et 10�15, on d�e�nit la valeur moyenne des corrections relatives sur I it�erations enprenant des logarithmes: ln � = 1I j=iXj=i�I+1 ln j�j j. Deux crit�eres ont �et�e ensuite choisis pourcalculer �i+1:{ Le nombre a = ln �� ln j�ij caract�erise la rapidit�e de la convergence. Plus la convergenceest rapide et plus la moyenne sera �eloign�ee de la valeur de la derni�ere correction. Dans



Chapitre 1 { Le code d'�evolution stellaire de Grenoble: STAREVOL 51ce cas, a est tr�es positif.{ Le nombre b = ln �� ln j~�j o�u ~� est un nombre �x�e au d�ebut des it�erations. Il trace l'ef-�cacit�e de la convergence. Si par exemple, on choisit ~� = 10�1, b n�egatif signalera uneconvergence e�cace, c'est-�a-dire qui entrâ�ne les corrections en-dessous de 10�1, consi-d�er�ee comme valeur "charni�ere" entre di�cult�es et facilit�es de convergence. Nous avonsopt�e pour ~� = �1 car cette valeur indique si les corrections diminuent ou augmententpar rapport �a la valeur de d�epart.Le choix de l'importance de la correction �a apporter �a � pour obtenir �i+1 est fait qualita-tivement dans le graphe II{1.1, en fonction de a et b. � est un param�etre qui �xe la taille du
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Fig. 1.1 { Importance de la correction souhait�ee sur le facteur d'acc�el�eration de convergenceen fonction de a et b.domaine central autour de 0 pour les valeurs de a et b. Si un domaine contient un nombrepositif, cela indique que l'on souhaite que � augmente. Si le nombre est n�egatif, on souhaitediminuer �. Plus la valeur absolue du nombre est grande et plus la valeur de � doit changerrapidement. Par exemple, lorsque a et b sont tous deux n�egatifs, cela signi�e que les correc-tions sont grandes et que la divergence est rapide! Il faut donc tr�es fortement diminuer �, d'o�ule nombre �4. A la lecture de cette �gure, 7 degr�es de corrections pour � (de -4 �a 4) doiventêtre quanti��es. Pour cela, on choisit trois entiers tels que: 1 < k < l < f , f �etant le facteurde correction maximum. Cela signi�e qu'aux niveaux les plus �elev�es (4 et -4) de correction,� sera divis�e ou multipli�e par f . Aux niveaux 3 et -3, c'est le facteur f=k qui sera utilis�e etaux niveaux de corrections 2 et -2, f=l. Pour le niveau interm�ediaire, not�e 1 sur le sch�emaII{1.1, la valeur du facteur multiplicatif est 1: � est inchang�e. Ces valeurs sont r�esum�ees dansle sch�ema II{1.2. Reste maintenant �a trouver une fonction g(a; b) donnant continuement unfacteur multiplicatif �a appliquer �a � et qui respecte les valeurs �enonc�ees dans la �gure II{1.1.Une telle fonction ne peux pas être continue �etant donn�e les corrections souhait�ees dans cette�gure. Le choix qui a �et�e fait est donc le suivant: calculer ind�ependamment deux corrections,g1(a) �a b constant et g2(b) �a a constant, puis de faire la moyenne de ces deux tendances. Celacorrespond aux 6 domaines cercl�es sur le sch�ema II{1.1.



52 1.3 R�esolution et num�erique
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Facteur de correction souhaitéFig. 1.2 { Valeurs des facteurs multiplicatifs corrigeant � suivant le "niveaux" de correctionsouhait�e.Sur chacun des six domaines visibles sur cette �gure, les fonctions g1 ou g2 ont desvaleurs et des variations di��erentes. Il faut trouver deux types de fonctions: l'un poss�edantun maximum ou un minimum autour de 0 pour les domaines 1 et 3 et un autre monotonemais poss�edant un point d'inexion autour de 0 (hypoth�ese suppl�ementaire pour assurer unezone o�u � ne change pas trop vite) pour les autres domaines.On utilise pour les domaines 1 et 3 des fonctions gaussiennes du type:g(x) = (g(0)� g(�1))e�x2d + g(�1) (1.26)o�u l'in�ni doit avoir le même signe que x et les valeurs de g(0) et g(�1) sont donn�ees par legraphe II{1.2. Ainsi pour le domaine 1 par exemple, on a:g2(x) = � lf � kf � e�x2d + kf x > 0 (1.27)g2(x) = � lf � 1f � e�x2d + 1f x < 0 (1.28)d reste un param�etre �a ajuster pour mâ�triser la vitesse de variation de � dans le domaine.Pour les autres domaines, la fonction utilis�ee est:g(x) = h (g(1)�g(0))(g(�1)�g(1))g(0)�g(�1) ied�x3 + g(1)�g(0)g(0)�g(�1) + g(1) (1.29)o�u, encore une fois, d (r�eel positif) permet de contrôler la pente de la courbe. Par exemple,dans le domaine 5, la fonction utilis�ee estg1(x) = "(fl � 1)( lf � fl )1� fl # ed�x3 + fl � 11� lf !�1 + fl (1.30)Le facteur multiplicatif, g(a; b), modi�ant l'acc�el�eration de la convergence est ensuite appli-qu�ee une fois toutes les � it�erations. Si l'on choisit � > 1, cela permet d'avoir le temps pourvoir l'e�et du nouveau � sur la s�erie de � it�erations suivantes. En pratique toutefois, dansdes situations o�u la convergence est di�cile (naissance d'un pulse thermique par exemple)attendre plusieurs it�erations pour diminuer � est un "luxe" qui peut coûter cher! Cela peutprovoquer des arrêts du processus it�eratif qui sont bien souvent �evit�es avec � = 1.Pour �nir, rappelons les di��erents param�etres permettant de r�egler l'acc�eleration deconvergence dans le tableau II{1.2 en y reportant es valeurs utilis�ees pour le moment .Notons aussi que la valeur �nale de � est de toute fa�con comprise entre deux extremumpos�es au d�epart du calcul et ind�ependants de la proc�edure d'acc�el�eration de la convergence.



Chapitre 1 { Le code d'�evolution stellaire de Grenoble: STAREVOL 53Param�etre Utilit�e ValeurI Nombre d'it�erations utilis�ees pour examinerla qualit�e de la convergence au moyen de aet b 4f Facteur correctif maximum applicable sur� 3.8k Diminue f pour obtenir un facteur correctifplus faible 2.0l Diminue encore f pour obtenir un facteurcorrectif encore plus faible 3.5� D�e�nit un domaine autour de 0 en a et b o�ule facteur correctif ne change pas beaucoup 0.5d Contrôle la vitesse de variation du facteurcorrectif en fonction de a et b 1.0/0.8� le facteur correctif est pris en compte 1it�eration toutes les � 1Tab. 1.2 { Param�etres de l'acc�el�eration de convergenceL'application de cette proc�edure permet de converger typiquement en 8 it�erations et lorsdu maximum d'un pulse thermique en 12 �a 16 it�erations. En�n, les param�etres optimauxne sont pas n�ecessairement les mêmes pour toutes les phases �evolutives car la nature et lecomportement des variables inuen�cant la convergence changent avec celles-ci.1.3.3 Le choix des variablesLe num�erique inue lui aussi sur le choix des variables. Une variable de masse volumiquepar exemple peut être impl�ement�ee sous di��erentes �ecritures: ln(�); ��0 ; : : : Les di�cult�es quel'on peut rencontrer et qui sont li�ees aux valeurs prise par la variable sont les suivantes:{ une variable qui passe �a 0 peut provoquer des erreurs "division par 0"{ on ne peut pas prendre la logarithme d'une variable qui peut devenir n�egative{ il vaut mieux une variable dont l'�etendue de variation est faible et les valeurs "pas tropgrandes". Cela �evite une matrice Newton-Raphson mal �equilibr�ee, source d'instabilit�esnum�eriques ou des erreurs par atteintes d'in�nis.Pour mod�eliser les �etoiles de l'AGB , les variables les plus importantes, celles qui guident laconvergence, sont la temp�erature et la luminosit�e puisqu'un pulse thermique est une insta-bilit�e thermique. Nous avons donc choisi de changer la variable de temp�erature,T , en ln(T )("lnT" par la suite) car le logarithme diminue l'amplitude de variation de la temp�eratureet que les valeurs prises par la temp�erature doivent toujours être strictement positives. Celaa permis d'�eviter une des sources d'arrêt de la convergence dues �a des "temp�eratures n�ega-tives" pendant le processus it�eratif. Ce changement de variable ne peut pas être appliqu�e �a laluminosit�e car celle-ci peut prendre des valeurs n�egatives. En e�et, des paires neutrinos/anti-neutrinos sont �emis dans le coeur d�eg�en�er�e des �etoiles de l'AGB alors qu'il n'y a pas decombustion nucl�eaire centrale. Il en r�esulte localement une perte d'�energie et donc une lu-



54 1.3 R�esolution et num�eriqueminosit�e n�egative. Si un changement de variable avait �et�e r�ealis�e, il aurait fallu impl�ementerune formule plus compliqu�ee qui aurait entrâ�n�e des modi�cations complexes des d�eriv�ees.Une modi�cation majeure des d�eriv�ees ayant d�ej�a eu lieu suite �a un changement de variablesur � (voir le chapitre II{2), nous avons choisi de ne pas modi�er la luminosit�e pour l'instanten conservant la variable lr. La variable rempla�cant � sera nomm�ee lnf.1.3.4 Structure du calculLa �gure II{1.3 montre l'organisation g�en�erale du code.
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Fig. 1.3 { Organigramme g�en�eral de STAREVOLD�ecouplagesLe choix le plus important qui a �et�e fait est de d�ecoupler le calcul des variables structu-relles (r; u; lnf ; lnT ; lr) et des variables de composition, les Yi. Cela suppose que les d�eriv�eestemporelles des abondances sont nulles pendant le calcul de la structure de l'�etoile et que lesd�eriv�ees temporelles des variables structurelles sont nulles pendant le calcul des abondances.Cette supposition est coh�erente avec l'�equation II{1.17 qui demandait que d�dt = 0. Cette�equation ne sera donc pas r�esolue it�erativement avec les cinq autres. Cela va all�eger consid�e-rablement la taille de la matrice Newton-Raphson �a inverser puisqu'il y a 55 �el�ements dontl'abondance est suivie!



Chapitre 1 { Le code d'�evolution stellaire de Grenoble: STAREVOL 55De plus, l'�equation II{1.17 est s�epar�ee en deux parties; chacune �etant r�esolue s�epar�e-ment. Cette s�eparation n'est possible que si les temps caract�eristiques de m�elange (convectionou transport lent) et d'�evolution nucl�eaire des abondances sont tr�es di��erents. Dans le cascontraire, les deux �equations suivantes doivent être r�esolues de mani�ere coupl�ees. La premi�ereconcerne le nucl�eaire pur: dYZdt = �N Xa;b;X;Y (r0X(a;b)Z � r0Z(a;b)Y ) (1.31)o�u les r0 sont les taux de r�eactions �ecrits II{1.18 desquels on a extrait la quantit�e �N , N�etant la constante d'Avogadro (voir annexe F). Le membre de droite est lin�earis�e pour pouvoir�ecrite le syst�eme sous la forme simpli��eed~Ydt = [R] � ~Y (1.32)La solution est trouv�ee en d�ecoupant le pas de temps d'�evolution des variables structurellesen "sous pas de temps". Ainsi, sur ces petits pas de temps, les abondances sont consid�er�eescomme constantes avec une bonne approximation. La deuxi�eme concerne les processus dem�elange: dYidt = 1�r2 ddr ��r2DdYidr � (1.33)Ils sont trait�es �a travers une �equation de di�usion qui sera r�esolue en d�ecoupant aussi le pasde temps d'�evolution de la structure en "sous pas de temps". C'est le coe�cient de di�usion,D, qui contient les informations relatives �a la cause physique du m�elange. Il sera d�etaill�e dansle chapitre II{3 ainsi que l'origine de l'�equation II{1.33.1.3.5 Le choix du pas de temps �evolutif et la discr�etisationCes deux points font ici l'objet d'un petit paragraphe car, notamment lors des calculsde DUP, Straniero et al. (1997) ont montr�e que l'�echantillonnage temporel et spatial d'unmod�ele d'�etoile pouvait avoir des cons�equences sur l'apparition ou non d'un troisi�eme DUP.Ce point sera rediscut�e au chapitre III{4.Pas de tempsLe pas de temps d'�evolution de la structure est choisi en �evaluant la variation temporelledes variables d�ependantes, xi(mr; t), lors du pr�ec�edent processus it�eratif, dont le pas de temps,�t�, est connu. On contraint alors le pas de temps suivant, �t+, en imposant:�x+ixi = �x��t� �t+xi < �i (1.34)Les variables retenues pour contraindre le pas de temps sont les suivantes: lnT ; lnf ; YH ; YHe; YC .Elles ont �et�e choisies car, suivant les phases �evolutives, c'est toujours une de ces variables quivarie le plus et donc contraint le mieux l'�evolution de la structure de l'�etoile. De plus, lors desphases de contractions (d�etect�ees automatiquement), le temps de Kelvin-Helmoltz (ou tempsde chute libre) multipli�e par un facteur param�etrable sert aussi de contrainte temporelle.



56 1.3 R�esolution et num�eriqueLa discr�etisationLa grille utilis�ee poss�ede un nombre de points variable. Ceux-ci sont ajout�es ou supprim�esen fonction de certains crit�eres. Pour avoir une r�esolution su�sante dans la structure del'�etoile mais aussi pour que les �equations discr�etis�ees soient bien repr�esentatives des �equationsphysiques (Le Pourhiet 1988), toutes les variables contraintes par le sch�ema Newton-Raphsonsont utilis�ees pour d�eterminer le placement des points. Ainsi, on demande que:�mini � yi(k+ 1)� yi(k)yi(k) � �maxi (1.35)Une couche sera ajout�ee si la partie droite de cette condition n'est pas v�eri��ee pour unevariable ou une couche sera supprim�ee si la partie gauche de cette condition n'est pas vraiepour toutes les variables. Suivant les cas, y est directement une variable des �equations de lastructure stellaire mais cela peut aussi être le logarithme d'une variable par exemple. Cela�evite d'avoir �a moduler � suivant la valeur de la variable utilis�ee si celle-ci a un domaine devariations tr�es important.Chaque intervention dans la grille perturbe le mod�ele car il faut, lors de l'addition d'unecouche par exemple, d�e�nir les valeurs des variables dans la nouvelle couche par des moyennessur les couches adjacentes. De nombreux choix de formules sont possibles (moyennes arithm�e-tiques, g�eom�etriques, sur deux couches, sur trois couches, : : : ). Le mod�ele est donc perturb�ecar ces couches ne v�eri�ent pas exactement les �equations de la structure stellaire; elles n'ontpas encore converg�ees. Nous avons �et�e attentif aussi �a une grande coh�erence dans la gestionde la grille en traitant le retrait et l'ajout d'une même grandeur de la même fa�con. De plusde nombreux tests ont �et�e r�ealis�es pour mesurer l'impact de ce genre de modi�cations. Nousavons retenu di��erents points:{ calcul de moyennes pond�er�ees par la masse entre la couche modi��ee et sa voisine encorenon modi��ee.{ utilisation de moyennes g�eom�etriques de ces moyennes pond�er�ees pour toutes les va-riables thermodynamiques et de moyennes arithm�etiques sinon.{ conservation de la masse de chaque �el�ement lors d'une modi�cation des abondancesdans la grille.{ r�epartition de la masse d'une couche supprim�ee ou ajout�ee de telle fa�con �a modi�er unminimum de couches (2 la plupart du temps) �a chaque remaniement de la grille. Cela�evite de modi�er les variables dans trop de couches car, ces variables ne v�eri�ant pasles �equations de la structure stellaires, elles sont sources de di�cult�es de convergence,d'autant plus qu'elles sont nombreuses.{ minimisation des sauts num�eriques lors du recalcul des valeurs prises par les variablesdans les couches modi��ees.Les abondancesSuite �a l'incorporation de la nouvelle �equation d'�etat, les divers grandeurs thermodyna-miques (u; s; �; : : :) se sont r�ev�el�ees tr�es sensibles aux variations de composition dans l'�etoile.En e�et, si les abondances ont une faible r�esolution, le pro�l d'Hydrog�ene par exemple montredes petits plateaux, notamment aux endroits o�u l'abondance varie le plus, dans les coudes



Chapitre 1 { Le code d'�evolution stellaire de Grenoble: STAREVOL 57au-dessus et en-dessous de la couche en fusion d'Hydrog�ene. Au mod�ele suivant, ces petitsplateaux pourraient se d�eplacer et provoquer des variations temporelles locales (sur les bordsdu plateau) tr�es importantes. Cela se traduisait par des pics importants dans le pro�l de�grav . En e�et, les �gures II{1.4 montre l'inuence de la composition sur la quantit�e �grav.Les deux �gures de gauche montrent le pro�l d'abondance de l'H�elium s�epar�es par un pas

Fig. 1.4 { Inuence de la composition sur �grav. Les deux �gures du haut montrent deux pro�lsd'H�elium s�epar�es par un pas de temps et celle du bas montre le pro�l de �grav r�esultant.de temps. On remarquera que la rupture de pente pr�esente �a la couche 399 s'est d�ecal�ee �a lacouche 401 au pas de temps suivant. De même, les deux petites ruptures en 380 et 387 se sontd�ecal�ees de quelques couches pour venir en 383 et 391. Le pro�l de �grav montre exactement�a ces trois emplacements des variations discontinues tr�es fortes ayant toutes trois la mêmeforme. La �gure II{1.5 simule la translation du pro�l d'abondance remarqu�ee en II{1.4 maisavec un petit plateau d'abondance pour se placer dans un cas simple.Il su�t de faire tendre ce plateau vers une couche pour retrouver la situation r�eelle.



58 1.3 R�esolution et num�erique
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Fig. 1.5 { Variation des pro�ls d'abondances pr�es des discontinuit�esLorsque l'on calcule couche �a couche la variation d'abondance, la forme obtenue est caract�e-ris�ee par deux pics successifs, l'un n�egatif l�a o�u l'abondance a diminu�ee et l'autre positif, l�ao�u elle a augment�e. C'est la forme identi��ee sur le pro�l de �grav . Si l'on d�e�nit cette quantit�eavec la relation II{1.12 et que l'on examine l'�equation II{2.299 pour �evaluer les d�ependancesen les abondances, on s'aper�coit que l'on a:�grav dt � �ds/ d ln �Xi �i!+ d"Xi �i ln(�i)#+ d[�i ln( nQi)]Le premier terme ne varie qu'au travers de �, quasiment constant dans la situation de la �gureII{1.4. On �evalue le dernier terme en ordre de grandeur dans un cas tr�es favorable (T = 109K)grâce �a la d�e�nition II{2.30 et alors ln( nQi) � 10�4, ce qui rend toujours n�egligeable le produit�i ln( nQi). On peut donc �nalement �ecrire que la partie de �grav sensible �a la compositionvarie de la fa�con suivante: �grav dt �Xi f[ln(�i) + 1]d�ig (1.36)Les pics mis en �evidence sur la �gure II{1.5 se r�epercutent donc directement sur �grav. Cespics, en modi�ant le pro�l de luminosit�e par l'�equation II{1.8 pouvaient se r�epercuter sur legradient radiatif (voir l'�equation II{1.19) en faisant apparâ�tre au cours de la convergencedes zones convectives num�eriques en grand nombre ! Un des changements importants r�ealis�essur la gestion du placement des couches durant ma th�ese a donc �et�e de prendre en compteles abondances dans la contrainte II{1.35. Utilisant le fait que la gamme des valeurs prisespar les abondances varie de 10�30 �a 1 en fraction de masse et que c'est notamment lorsqueles abondances varient le plus que l'on a besoin d'une bonne r�esolution, nous avons choisid'adapter les valeurs des coe�cients � suivant les valeurs prisent par les variables Yi.



Chapitre 1 { Le code d'�evolution stellaire de Grenoble: STAREVOL 59L'algorithme retenu pour le recalcul des abondances, v�eri�ant les conditions g�en�erales d�e�niesau paragraphe pr�ec�edent, est le suivant:{ Par convention, on nomme indice dans la suite la couche modi��ee (ajout�ee ou suppri-m�ee) par la lettre i et on renomme toutes les couches adjacentes par rapport �a celle-ci,i� 1, i+ 1, : : : .{ Lorsqu'on supprime une couche, la masse de la couche est r�epartie �egalement dans lesdeux couches adjacentes et la fraction de masse de chaque �el�ement est recalcul�ee dansces couches par la formule suivante:Xi+1 = Xi+1dmi+1 + 0:5Xidmidmi+1 + 0:5dmi et Xi�1 = Xi�1dmi�1 + 0:5Xidmidmi�1 + 0:5dmi (1.37){ Lorsque l'on ajoute une couche, on introduit dans la nouvelle couche la moiti�e de lamasse de la couche imm�ediatement inf�erieure qui, elle, est donc divis�ee par un facteurdeux. Les fractions de masses sont recalcul�ees par la formule:Xi�1 = Xi�1 �Q et Xi = Xi +Q (1.38)avec Q = 13min(jXi�1j; jXi�2�Xi�1j; jXi+1 �Xi�1j) Xi�2 �Xi+1jXi�2 �Xi+1j (1.39)Ce calcul permet d'avoir un gradient de composition le plus constant possible de lacouche i� 2 �a la couche i+ 1.R�esum�e des contraintes num�eriquesDes valeurs indicatives des facteurs �i et �i g�en�eralement utilis�es (ils sont param�etrables)sont donn�ees dans le tableau II{1.3.Comme on peut le voir, dans la pratique, les contraintes spatiales sont bien �evalu�eesavec des moyennes not�ees, < x >. Une case vide indique que la contrainte n'existe pas.Sauf indications contraires dans la colonne "observations", les quantit�es � contraignent lesvariables comme indiqu�e en II{1.35.



60 1.3 R�esolution et num�erique
Variable Contrainte Observationsutilis�ee Temporelle SpatialelnT � 2 f1::10g �min = 0:15; �max = 0:05 contrainte spatiale sur �(< lnT >)� = 1 pour un pulse par exemplelnf � 2 f1::10g �min = 0:15; �max = 0:05 contrainte spatiale sur �(< lnf >)lr �min = 0:15; �max = 0:05 contrainte spatiale sur �(ln(jlrj)Yi � = 5 � s�eparable pour H, He et C�max = 15 10�5 < X < 0:1�max = 4 0:1 < X < 0:35�max = 2 0:35 < X < 0:75�max = 0:5 0:75 < X < 1P �min = 0:15; �max = 0:05 contrainte spatiale sur �(ln(< P >))�KH 50 contrainte temporelle: �t+ � 50%�KHdm �min = 0:3; �max = 0:9 contrainte spatiale sur dmM�dm et M� sont la masse d'une coucheet de l'�etoile�nuc � �� �max = 0:25 contrainte spatiale sur ln(�(�nuc � ��))Tab. 1.3 { Contraintes de la discr�etisation spatio-temporelle (en pourcentages)



Chapitre 2Changement d'�equation d'�etat .Sommaire2.1 G�en�eralit�es . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 612.2 Les di�cult�es de l'impl�ementation . . . . . . . . . . . . . . . . . . 672.3 Choix pour la nouvelle �equation d'�etat . . . . . . . . . . . . . . . 732.4 Le changement de variable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 772.5 L'impl�ementation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 822.6 Ionisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 912.7 Calculs des composantes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1042.8 Corrections au gaz parfait . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1132.9 Quelques v�eri�cations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125L'�equation d'�etat est au coeur des �equations de la structure et de l'�evolution stellaire.Elle permet d'obtenir la pression, P, dans l'�equation du mouvement II{1.7, de calculer un destermes qui permet �a l'�etoile d'�evoluer dans l'�equation II{1.8, �grav, et d�etermine les fronti�eresconvectives grâce au gradient adiabatique, rad (voir l'�equation II{1.13 et le chapitre II{3). Apr�es avoir pr�esent�e quelques g�en�eralit�es concernant l'�equation d'�etat, nous verrons lesdi�cult�es qui se pr�esentent dans le contexte stellaire et nous utiliserons alors un changementde variable pertinent, notamment pour la phase AGB et les �etoiles de tr�es faibles masses. Lesderni�eres parties d�etailleront l'impl�ementation de cette nouvelle �equation d'�etat, les di��erentstests que nous lui avons fait subir et les futurs d�eveloppements possibles.2.1 G�en�eralit�esNous allons pr�esenter ici les notations et le formalisme choisis ainsi que les exigencesphysiques que nous pouvons avoir pour une �equation d'�etat, notamment pour mod�eliser aumieux la phase AGB.2.1.1 Le plasma stellairePour les esp�eces chimiques pr�esentes dans le plasma, nous utiliserons les notations sui-vantes:AX et ZX seront respectivement le nombre de masse et le nombre atomique de l'�el�ementchimique X . Quand celui-ci n'est pas d�etermin�e, l'indice sera omis. Seront nomm�ees "esp�ecesnucl�eaires" (pas d'�electrons li�es) les esp�eces prises dans l'ensemble f AXg=f 2H, 4He,n, : : : g.61



62 2.1 G�en�eralit�esDe même, une "esp�ece atomique" (poss�edant des �electrons li�es) appartiendra �a l'ensemblef Xi+g= f H-, C3+, H2+, : : : g, i �etant la charge e�ective de l'esp�ece: 0 < i < ZX pour lescations. Pour les abondances, NbX sera un nombre de particules et MX la masse d'une deces particules. Un exposant "mol" indiquera qu'il s'agit de moles.Rappelons les deux quantit�es sans dimensions utilis�ees comme notations usuelles:{ XXdef= mXm est la fraction de masse de l'�el�ement X dans un volume V choisi de massem.{ YXdef= xXAX est la fraction molaire de ce même �el�ement. En e�et, la masse de mX peuts'�ecrire comme le produit du nombre de moles par la masse molaire: mX= NbXmol� MXmol.Or, moyennant quelques hypoth�eses donn�ees �a l'annexe F.1, MXmol= AX�1 g �mol�1 .On obtient donc YX= NbXmol/m.Ces notations �etant classiquement plus utilis�ees pour les "esp�eces nucl�eaires", nous utili-serons pour les abondances des "esp�eces atomiques" les notations suivantes:{ La densit�e num�erique (nombre volumique de particules) est d�e�nie par:nX def= NbXV (2.1){ NXdef= NbXm est le "nombre massique" de particules.{ Voici maintenant une notation tr�es pratique dans toute la suite de ce chapitre, �X=uma � NX,o�u uma est l'unit�e de masse atomique (voir annexe F.1). Cette quantit�e sans dimensionest comparable aux fractions molaires yX car on a �X= 1N � NbXm = NbXmolm , o�u N estla constante d'Avogadro.{ En�n, une quantit�e classique qui sera tr�es peu utilis�ee dans ce chapitre est le "poidsmol�eculaire moyen particulaire", �X . On devrait d'ailleurs plutôt dire "masse moyennepar mole de particule X", ce qui se noterait symboliquement �X def= mNbXmol . La signi�-cation de cette quantit�e est la suivante: plus �X est grand dans la masse test consid�er�ee,moins la fraction num�erique de particules X est importante. On peut encore exprimerla signi�cation physique de � autrement: si dans cette masse m il n'y avait que desparticules X, �X serait leur masse molaire pour que la masse totale soit inchang�ee. Ona �X = MXmol dans le cas o�u il n'y a r�eellement que des particules X dans le plasma.Avec cette d�e�nition, on a tr�es simplement �X = mN NNbXmol = mNNbX = mV VNNbX = �NnXet �X = �X�1 (2.2)Remarquons que � def= mV entrâ�ne, d'apr�es les d�e�nitions ci-dessus, que l'on a aussi � = nXNXpour tout X . Si on utilise le volume sp�eci�que, v, c'est-�a-dire le volume de l'unit�e de masse,alors on peut le d�e�nir par v def= 1� .2.1.2 Le cadre th�eoriqueLa d�emarche g�en�erale de l'EOSLa �gure II{2.1 sch�ematise la d�emarche th�eorique utilis�ee pour calculer une �equationd'�etat et les quelques pages qui suivent ont pour but d'introduire petit �a petit toutes ces



Chapitre 2 { Changement d'�equation d'�etat . 63constituants. Les quantit�es thermodynamiques requises par les �equations de structure et
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Fig. 2.1 { Sch�ema de principe pour le calcul d'une �equation d'�etatd'�evolution stellaire �gurent tout en haut. Celles port�ees �a gauche de la ligne pointill�ee ver-ticale sont n�ecessaires pour calculer la structure de l'�etoile, celles �a sa droite permettent aumod�ele de converger (voir le chapitre II{1). Un dx repr�esente la d�eriv�ee de la grandeur x parrapport aux variables ind�ependantes (port�ees dans le cadre le plus bas) �a partir desquellestoutes les autres sont calcul�ees. Une �eche en pointill�ee de a vers b signi�e "a permet decalculer b". La pression est n�ecessaire pour l'�equation du mouvement, la quantit�e de chaleur(voir expressions II{1.10 �a II{1.12) pour le bilan d'�energie, les d�eriv�ees de la pression entrentdans le calcul du gradient convectif �a travers la quantit�eQ def= @ lnP@ lnT ���@ lnP@ ln � ���T (2.3)et aussi dans le crit�ere d'apparition de la convection (voir le chapitre II{3). Les grandeurscP ou rad dans l'expression de la quantit�e de chaleur, q, le calcul de rconv et le crit�ered'apparition de la convection.Toutes les quantit�es n�ecessaires �a l'�etablissement des �equations de la structure et del'�evolution stellaire peuvent s'obtenir par le calcul de seulement deux variables: P et s etleurs d�eriv�ees par rapport �a T et � (deuxi�eme ligne de la �gure). Suivant l'�ecriture choisiepour �grav (voir �equation II{1.10 �a II{1.12), u sera n�ecessaire �a l'�ecriture de q mais sera d�eduitd'une combinaison de s et de f , l'�energie libre de Helmholtz, qui doit elle-même être calcul�ee



64 2.1 G�en�eralit�espour obtenir P et s. Les relations utilis�ees sont les suivantes:u = f + Ts (2.4)rad = 1k @s@ ln � ����T (2.5)cp = �k� @ lnP@ ln � ����T��1 (2.6)avec k = @ ln P@ lnT ����� @s@ ln �����T � @ lnP@ ln � ����T @s@ lnT ����� (2.7)Nous parlerons de quantit�es thermodynamique d'ordre n lorsque cette quantit�e fait intervenirles d�eriv�ees n-i�eme de f . La relation liant f et u est en fait la d�e�nition de l'�energie libre:f def= u � Ts (2.8)Les deux autres relations sont d�eriv�ees dans l'annexe D.Les deux quantit�es fondamentales P et s sont d�e�nies �a partir de l'�energie libre par lesrelations classiques de thermodynamique:P = � dfdV ����T;Ni (2.9)s = � dfdT ����V;Ni (2.10)L'�energie libre vient elle-même de la fonction de partition canonique du syst�eme consid�er�e:f = �kT ln(Z) (2.11)Z = T̂ r(e��Ĥ) (2.12)En�n, la fonction de partition canonique du syst�eme est une description de tous les �etatsaccessibles par le syst�eme et contient donc toute la physique microscopique n�ecessaire. C'estl'op�erateur "Hamiltonien", Ĥ, qui joue ce rôle, suppl�ee par l'op�erateur "Nombre de parti-cules", N̂ , si l'on se place dans l'ensemble grand canonique. Le cas le plus g�en�eral, la fonctionde partition grand canonique est aussi d�e�nie par une trace (voir Luo (1994)):Z = T̂ r(e��Ĥ+�N̂ ) (2.13)� def= 1kT (2.14)� def= �� (2.15)o�u, � est le potentiel chimique de l'esp�ece consid�er�ee. Ce "retour" aux sources est primordialcar c'est par lui que l'on peut appr�ehender la vari�et�e et l'exactitude de la physique inclusedans les grandeurs calcul�ees par l'�equation d'�etat . En e�et, les domaines du plan (�; T )travers�es par une �etoile sont tr�es vari�es suivant l'âge de l'�etoile et l'endroit o�u l'on se placedans sa structure. On peut facilement passer du gaz parfait au gaz compl�etement ionis�efortement coupl�e par le potentiel coulombien et du gaz mol�eculaire neutre au gaz fortementd�eg�en�er�e ionis�e par pression. Cette diversit�e des conditions physiques rencontr�ees impose dev�eri�er prudemment la validit�e de l'�equation d'�etat en faisant bien apparâ�tre les hypoth�esessimpli�catrices utilis�ees.



Chapitre 2 { Changement d'�equation d'�etat . 65Description microscopique du plasmaLorsque l'on veut calculer une �equation d'�etat , il faut commencer par choisir dans leplasma une nombre � d'esp�eces �el�ementaires, chacune d'abondance N�, avecNtot def= �X�=1 N� (2.16)Le syst�eme est alors caract�eris�e par ses �etats propres: j�k >, d'�energie Ek et nombre departicules, Nk, donn�es par les op�erateurs "hamiltonien", Ĥ, et "nombre de particules", N̂ :Ĥj�k > = Ekj�k > (2.17)N̂ j�k > = Nkj�k > (2.18)Ces �etats propres consistent en deux ensembles d'esp�eces di��erentes:{ Les "�etats li�es", constitu�es d'assemblages des esp�eces �el�ementaires, par exemple H-; H2;CO; C6+ : : :{ Les "�etats libres" ou "�etats de di�usion", constitu�es des esp�eces �el�ementaires rest�eeslibres, par exemple, e-; p+; 13C; : : : .La somme des abondances de ces esp�eces est la valeur propre Nk et leur �energie totale est Ek.Ces �etats sont d�etermin�es par la physique du syst�eme, inscrite dans l'op�erateur "hamiltonien":Ĥ = NtotXi=1 ĥi + Û(1; : : : ; Ntot) (2.19)D�etaillons son contenu:{ Û est l'�energie potentielle �a Ntot particules. Elle contient les termes d'interaction. Onaura par exemple :̂U = Ûcharg�e�charg�e + Ûneutre�neutre + Ûneutre�charg�e (2.20)C'est Û qui va "con�gurer" les di��erents �etats accessibles par le syst�eme, ce qui lui vautson nom: Û est le terme de con�guration.{ Les ĥi sont les op�erateurs "hamiltoniens" associ�es �a chaque particule �el�ementaire. Ilss'�ecrivent par d�e�nition ĥi def= T̂i+ Ŵi. Le premier op�erateur, T̂ def= p̂i22mi , �etant l'�energiecin�etique de la particule, ce terme est appell�e terme de translation. Compte tenu dela structure interne des particules, on incorpore la physique que l'on veut prendre encompte dans Ŵ, l'�energie potentielle de la particule. Cet op�erateur est donc un termede structure interne. Ainsi, suivant la nature de la particule �el�ementaire, on peut êtreamen�e �a consid�erer des termes de rotation ou de vibration mol�eculaire, l'interaction desatomes dans la mol�ecule, l'interaction entre les �electrons et les noyaux, les couplagesspins-orbites, : : : En�n, si le couplage entre ces termes est n�egligeable (termes internesind�ependants des vitesses par exemple), cela revient �a d�ecouper le hamiltonien d'uneparticule comme suit:ĥi = ĥtransi + ĥroti + ĥvibi + ĥeleci + ĥfini + ĥhyperfini + : : : (2.21)



66 2.1 G�en�eralit�esDescription macroscopique du plasmaPour r�esoudre le probl�eme pos�e au paragraphe pr�ec�edent, connâ�tre les �etats propres dusyst�eme, plusieurs choix sont �a faire.Tout d'abord, deux approches se sont d�evelopp�ees.La premi�ere, l'approche "physique" (Rogers (1973), Rogers (1981), Rogers (1984), Rogers(1986)), consiste �a prendre comme esp�eces �el�ementaires les �electrons, les photons et les noyauxpr�esents dans le plasma. Les "�etats li�es" sont alors les ions qui peuvent se former avec desabondances et des �energies d�etermin�ees par la r�esolution de l'�equation de Schr�odinger �aNtot particules par des techniques statistiques quantiques �a N corps. Citons les m�ethodesde d�eveloppements de la fugacit�e (Rogers & Young 1997) ou les simulations Monte-Carloquantiques (Magro et al. 1996). Cette approche est tr�es proche de la r�ealit�e mais n'a pas puêtre appliqu�ee dans tous les r�egimes (basse temp�erature, haute densit�e par exemple) car lesm�ethodes de r�esolution actuelles ne convergent pas dans ce domaine (Saumon et al. 1995)La deuxi�eme, l'approche "chimique", consiste �a prendre comme particules �el�ementaires uncertain nombre d'�etats li�es, suppos�es exister, choisis au d�epart pour leur pertinence. Ainsi,Saumon et al. (1995) choisit-il (H, H+; H2; e-; ) pour d�ecrire un plasma pur d'Hydrog�ene,supposant �a priori, que ( H-; H2+; H3+) sont d'e�ets n�egligeables pour le calcul de l'�equationd'�etat .Ces approches s'appuient fortement sur des travaux exp�erimentaux ou th�eoriques (cal-culs ab initio) pour d�eterminer les potentiels H2- H2, H2-H , : : : suivant la distance. DansSaumon et al. (1999), des exp�eriences de compression de Deut�erium et d'Helium par chocsr�ealis�es au laboratoire national "Lawrence" de Livermore, servent pour contraindre les po-tentiels interparticulaires dans des conditions de densit�e encore jamais atteints.Ensuite, il faut choisir l'ensemble statistique le plus appropri�e. La encore deux choix sontpossibles.Le choix le plus g�en�eral est de se placer dans l'ensemble grand canonique. On y utilise unestatistique quantique adapt�ee au calcul de n'importe quelle particule, fermion ou boson. Lepotentiel thermodynamique associ�e �a Z est le grand potentiel:
 def= Pv (2.22)N = @ ln 
@� �����;T (2.23)Ce choix s'e�ectue lorsque l'on veut calculer les abondances �a l'int�erieur de l'ensemble sta-tistique, �a partir du grand potentiel, en prenant donc en compte la nature (�eventuellementquantique) des particules. Luo (1994) a choisi cette m�ethode coupl�ee �a un point de vue"chimique".L'autre m�ethode consiste en quelque sorte �a d�ecoupler le calcul des grandeurs thermody-namiques de celui des �etats propres des esp�eces, en supposant que ces derni�eres sont �x�ees.C'est alors la fonction de partition canonique qu'il convient d'utiliser avec son potentiel as-soci�e, l'�energie libre, f . Dans l'ensemble canonique, c'est la statistique de Maxwell-Boltzmanqui s'applique, c'est-�a-dire une statistique quasi-classique o�u chaque particule est cens�ee oc-cup�ee une extension spatiale h3 dans un espace des phases continu. Lorsque des ph�enom�enes



Chapitre 2 { Changement d'�equation d'�etat . 67purement quantiques apparaissent (recouvrements de fonctions d'ondes par exemple), lesparticules perdent leurs identit�es, les abondances ne peuvent plus être �x�ees, la statistiquede Maxwell-Boltzman ne peut plus s'appliquer: l'ensemble canonique n'est plus appropri�e.Hormis cette restriction, les abondances sont calcul�ees en supposant que des transformations(r�eactions chimiques, d'ionisation : : : ) s'op�erent entre les esp�eces �el�ementaires, �a � et Tconstants, en minimisant l'�energie libre.Le passage d'une description �a l'autre peut être d�eduit simplement de l'expression de l'�energieinterne dans l'ensemble grand canonique:dU = TdS � PdV + �X�=1 ��d Nb� (2.24)En divisant par dm pour obtenir des grandeurs par unit�e de masse, on a:u = Ts� P� + �X�=1 �� N� (2.25)Puis, en introduisant la d�e�nition de � (�equation II{2.34) et celle de f et ! (�equations II{2.8et II{2.22): f = 
+ �X�=1 �� N� (2.26)d'o�u ln(Z) = ln(Z) + �X�=1 ��N� (2.27)2.2 Les di�cult�es de l'impl�ementationLe but de cette section est de lister les di��erentes conditions �a remplir pour une �equationd'�etat et les points �a am�eliorer lors de la modi�cation de l'�equation d'�etat du code d'�evolutionstellaire.2.2.1 Conditions pour une "bonne" EOSPlusieurs conditions doivent être satisfaites.{ Les mod�eles employ�es �etant toujours des approximations, les quantit�es physiques calcu-l�ees doivent cependant être valides, c'est �a dire par exemple que l'�energie libre calcul�eepar le mod�ele utilis�e doit être �egale �a la valeur exact: fapprox = f exact. Cette conditiond�epend de l'ad�equation entre la physique incluse dans le mod�ele et les conditions (�; T )dans lesquelles on utilise l'�equation d'�etat . La �gure II{2.2 montre par exemple lesdomaines d'inuence dans le plan (�; T ) de di��erents e�ets physique pour un plasmad'Hydrog�ene pur.Chaque ligne pleine repr�esente une fronti�ere dans le plan (�; T ) s�eparant une zone o�u une�et physique peut être n�eglig�e d'une zone o�u on ne peut plus le faire. Autour de chaqueligne, l'e�et physique test�e est not�e du cot�e o�u il domine. La ligne pointill�ee d�elimite la



68 2.2 Les di�cult�es de l'impl�ementation

Fig. 2.2 { R�epartition de di��erents e�ets physiques dans le plan (�; T ), extrait de Hansen &Kawaler (1993), pour un plasma d'Hydrog�ene pur.zone d'ionisation radiative de l'Hydrog�ene par l'�equation de Saha (voir au chapitre II{2,l'�equation II{2.45 et la partie II{2.6.1), en prenant pour crit�ere y def= NH+NH = 12. Laligne marqu�ee \PRESSURE IONIZED" montre la limite �a partir de laquelle l'Hydro-g�ene est ionis�e par les collisions. Les e�ets des corr�elations dues au potentiel de Coulombsont quanti��es par le param�etre de couplage �c (voir la partie II{2.8). Lorsque celui-civaut environ 1, les e�ets coulombiens deviennent importants. En�n, la ligne s�eparant\IDEAL GAS" de \RADIATION", indique la fronti�ere sur laquelle ces deux compo-santes contribuent �a �egalit�e �a la pression dans le plasma.La �gure II{2.3 montre les conditions typiques (�; T ) du coeur et de la surface d'une�etoile de l'AGB de trois masses solaires et la contribution de la radiation �a la pression,quanti��ee par la quantit�e � def= P�PradP . Ainsi, si � = 0, le plasma est compos�e de pho-tons uniquement (P = Prad) alors que si � � 1, on a Prad � 0.On constate que les e�ets de d�eg�en�erescence �electronique sont important dans le coeur,que l'ionisation collisionnelle (ou par pression) ne peut pas être n�eglig�ee, de même queles e�ets coulombiens. De plus, il faut tenir compte de la pression de radiation, notam-ment pour une zone de l'�etoile repr�esent�ee sur la �gure de droite: juste sous la base del'enveloppe convective. Il s'agit en e�et de l'endroit juste au-dessus des zones de nucl�eo-synth�ese o�u les photons s'accumulent. A cet endroit, ils contribuent sur cet exemple �ahauteur de 60% �a la pression totale.



Chapitre 2 { Changement d'�equation d'�etat . 69
Fig. 2.3 { Conditions thermodynamiques dans une �etoile de l'AGB de 3 masses solaires.{ La stabilit�e est un autre �el�ement �a prendre en compte:@P@V ����T < 0 et @s@T ����V > 0 (2.28)La premi�ere condition assure que si l'on augmente la pression sur le syst�eme �a temp�era-ture constante, son volume va bien diminuer et non augmenter. De même, la deuxi�emecondition assure bien que si l'on fournit de la chaleur �a un syst�eme �a volume constant,sa temp�erature augmente et non l'inverse.{ La coh�erence demande simplement que des relations analytiques de thermodynamiquesoient v�eri��ees par les quantit�es approxim�ees. Par exemple, il faut avoir coh�erence entrela description microscopique du plasma incluse dans les fonctions de partition interne �aune particule et celle d�ecrivant les interactions entre les particules. Ce point est discut�een d�etail dans la section suivante. Il faut aussi pouvoir v�eri�er le fait que les quantit�es(P; s; u) d�erivent d'une seule et même grandeur, l'�energie libre. Ceci impose de v�eri�erles relations de Maxwell: @p@T ����V = @s@V ����T (2.29)2.2.2 Di�cult�es physiquesVoyons les motivations qui nous ont amen�e �a changer l'�equation d'�etat pour am�eliorer lamod�elisation de la phase AGB. Elles peuvent se ranger en deux grandes cat�egories: l'optimi-sation du temps de calcul et une meilleure validit�e de la physique. Expliquons tout d'abordbri�evement la fa�con d'obtenir la d�eg�en�erescence du milieu et les �etats d'ionisation car cesquantit�es se r�ev�eleront être �a la base de l'�equation d'�etat que nous avons implant�e.D�eg�en�erescenceCette quantit�e peut se calculer pour toutes les esp�eces �el�ementaires du plasma qui sontdes fermions. Elle indique en quelque sorte le taux de remplissage des �etats quantiques dispo-



70 2.2 Les di�cult�es de l'impl�ementationnibles. Dire par exemple que "l'Hydrog�ene est d�eg�en�er�e" signi�e que tous les �etats de basse�energie de l'Hydrog�ene sont occup�es. Si l'on veut rajouter une particule dans le plasma, ilva falloir lui communiquer une tr�es grande �energie pour aller peupler des �etats sup�erieurs.Une "pression" est associ�ee �a cette d�eg�en�erescence puisqu'elle est capable de bloquer un pro-cessus de peuplement de l'Hydrog�ene (ionisation, r�eactions nucl�eaires, : : : ) qui ne serait pasassez �energ�etique. Il est donc important de savoir en tenir compte pour adopter une relationP (�; T ) adapt�ee (Cox & Giuli 1984). La d�eg�en�erescence peut se quanti�er comme suit:�x = nxnQx avec nQx = �2�mxkTh2 �3=2 (2.30)o�u nQx est la densit�e quantique, c'est-�a-dire la densit�e num�erique r�esultant du peuplementtotal des niveaux disponibles �a une temp�erature T. Ce rapport varie entre 0 (pas d'esp�ecex du tout) et 1 (esp�ece x compl�etement d�eg�en�er�ee). D'apr�es ce crit�ere, l'esp�ece �el�ementairequi "d�eg�en�ere" la plus facilement est celle de masse la plus faible, c'est-�a-dire les �electrons.La densit�e num�erique de fermions en fonction du nombre d'�etats occup�es s'obtient par unem�ethode statistique dans l'espace des phases:dNbe(p) = 2f(p)g(p)dp (2.31)o�u g(p) = dNbdp = 4�p2 Vh3 (2.32)f(p) = �e�E(p)��e + 1��1 (2.33)sont respectivement la densit�e d'�etats dans l'espace des phases et la probabilit�e d'occu-pation d'un �etat d'impulsion p par des fermions en fonction de la temp�erature et de leurparam�etre de d�eg�en�erescence. Ce dernier est lui-même d�e�ni par�x def= �x � � (2.34)pour une esp�ece x avec � def= 1kT , �x �etant le potentiel chimique d�e�ni par�x def= @f@Nx �����;T (2.35)Ce rapport sans dimension compare l'�energie libre d'une particule x �a son �energie cin�etiquemoyenne apr�es thermalisation. On obtient pour les �electrons:ne = 8�h3 Z 10 p2dpe�E(p)��e + 1 (2.36)On adimensionne ensuite ne en utilisant la relation relativiste liant p et l'�energie cin�etique etles quantit�es qui suivent: E(p) = pp2c2 +m2ec4 �mec2 (2.37)T � = kTmec2 (2.38)p� = pmec (2.39)E� = Emec2 (2.40)



Chapitre 2 { Changement d'�equation d'�etat . 71On a donc �nalement:ne = 8��3c Ine (2.41)�c = hmec ; longueur d0onde de Compton (2.42)Ine = Z 10 (p�)2 dp�eE�p� ��e + 1 (2.43)(p�)2 = (E�)2 + 2E� (2.44)Dans l'ancienne version du code de Grenoble o�u � est une entr�ee de l'�equation d'�etat , c'estcette int�egrale, Ine, qui doit être invers�ee pour obtenir �e , le degr�e de d�eg�en�erescence du mi-lieu, connâ�ssant T et ne. Les trois inconv�enients majeurs du traitement de la d�eg�en�erescencepeuvent maintenant être cit�es:{ L'utilisation d'une relation P (�; T ) sp�eci�que aux milieux totalement non d�eg�en�er�epuis d'une autre en milieu totalement d�eg�en�er�e pour prendre en compte la pression ded�eg�en�erescence impose un crit�ere pour passer d'une relation �a l'autre. Ce traitement estpeu satisfaisant. En outre, cette discontinuit�e peut poser des probl�emes de convergencedans l'�etoile, �a l'endroit o�u elle a lieu.{ Le calcul d'une �equation d'�etat en milieu partiellement d�eg�en�er�e n'�etant pas fait, lespropri�et�es thermodynamiques sont n�ecessairement fortement approxim�ees dans de tellesr�egions, alors qu'elles correspondent pourtant aux conditions r�eelles au sein des �etoilesde l'AGB .{ L'inversion de la relation II{2.41 demande une proc�edure num�erique tr�es coûteuse entemps de calcul.La quantit�e ne n�ecessaire �a l'inversion est obtenu par le calcul de l'ionisation.L'ionisationLe calcul de l'ionisation s'e�ectue sur base des �equations de Saha (Kippenhahn & Weigert1990) qui donnent les rapports d'abondances de l'ion X(i + 1)+ par rapport �a l'ion Xi+:nX(i + 1)+nXi+ ne� = 2�2�mekTh2 �3=2 !X(i+1)+!Xi+ e� �Xi+=kT (2.45)Dans cette �equation, �Xi+ est le potentiel d'ionisation de Xi+ et le gaz d'�electrons estconsid�er�e comme non d�eg�en�er�e (pour plus de d�etail, voir la section II{2.6.1). ! a �et�e choisipour repr�esenter la fonction de partition interne. Les di�cult�es d'impl�ementation peuventmaintenant être d�ecrites:{ Cette relation n'�etant pas valable pour les milieux o�u les �electrons sont d�eg�en�er�es, onne pouvait pas l'utiliser dans les zones o�u l'on prend une relation P (�; T ) d�eg�en�er�ee.Ces zones, correspondant au coeur d'une �etoile de l'AGB par exemple, sont des zoneso�u de toutes fa�cons les �el�ements sont totalement ionis�es. Comme un crit�ere sert alors �ad�eclarer arti�ciellement le milieu compl�etement ionis�e, il existe des zones de transitionso�u l'ionisation partielle est mal suivie. De plus, cela peut induire des di�cult�es deconvergence dans l'�etoile aux endroits o�u ce crit�ere s'applique pour la premi�ere fois.



72 2.2 Les di�cult�es de l'impl�ementation{ Le suivi des ions de l'Hydrog�ene de l'Helium et des �el�ements C,N,O impose la r�esolutionde 28 �equations du type de II{2.45, compl�et�ees par une �equation de conservation dela charge pour obtenir les 28 rapports d'ionisation et la densit�e num�erique d'�electrons.Ces �equations fortement non lin�eaires sont r�esolues par une m�ethode Newton-Raphsonqui coûte beaucoup en temps de calcul.Remarquons en�n que la forte densit�e num�erique d'�electrons dans un coeur d'�etoile commele Soleil �a 7:5 � 109ans o�u l'on a T = 1:78 � 109K et ne = 8:73 � 1025cm�3 ne permet pasd'ioniser totalement l'Hydrog�ene lorsqu'on utilise l'�equation de Saha II{2.45. En e�et, lerapport d'ionisation nH+= nH vaut seulement environ 2:08 ! E�ectivement, dans ce domainede densit�e, l'ionisation n'est pas radiative mais collisionelle. Si l'on souhaite pouvoir d�ecrireplus profond�ement dans l'�etoile un milieu partiellement ionis�e, on devra prendre en comptel'ionisation par pression, puisque c'est elle qui permet d'ioniser la mati�ere dans ces r�egions.Tenir compte de ces e�ets d'interactions revient �a dire que le gaz n'est plus parfait. On ser�ef�erera donc �a ce terme d'ionisation par pression comme un terme "non parfait" ou "nonid�eal".Energie gravothermaleEn�n, la quantit�e �grav a fait l'objet d'une controverse concernant la coh�erence de son�ecriture (Wood 1981). La question �etant de savoir si la relation II{1.9 comprenaient ou non unevariation due aux abondances. Cette question est d'importance lorsque l'on arrive au dredge-up car �a ce moment l�a, la convection va faire remonter des �el�ements plus lourds que ceux dumilieu ambiant en p�en�etrant les anciennes couches de combustion du pulse thermique. Celaimplique donc un travail contre la gravit�e qui est du strictement aux variations d'abondanceset qui doit être pris en compte dans le bilan �energ�etique de l'�etoile �a travers �grav . C'estune autre di�cult�e qu'il nous faudra surmonter avec la nouvelle �equation d'�etat . Une autrequestion �a r�esoudre sera de savoir si les trois �ecritures possibles pour �grav , II{1.10, II{1.11 etII{1.12 sont �equivalentes num�eriquement ou pas. En e�et, les di�cult�es peuvent ne pas êtreli�ees seulement �a des probl�emes physiques mais aussi �a des probl�emes d'impl�ementation.2.2.3 Di�cult�es num�eriquesTout d'abord, les d�eriv�ees des quantit�es thermodynamiques incluses dans les �equationsde la structure et de l'�evolution stellaire sont calcul�ees num�eriquement. C'est-�a-dire que l'one�ectue au moins 3 fois le calcul de l'�equation d'�etat . La premi�ere en entrant (�; T ) permetd'obtenir les grandeurs thermodynamiques. La deuxi�eme est faite avec le couple (�+ d�; T )et l'on �evalue les variations des quantit�es thermodynamiques par rapport au premier passagepour calculer leurs d�eriv�ees par rapport �a �. Le dernier calcul est fait pour obtenir, de la mêmefa�con, les d�eriv�ees par rapports �a T . Cette d�emarche a deux inconv�enients: elle multiplie letemps pass�e dans l'�equation d'�etat par 3 et elle ne donne pas des d�eriv�ees tr�es performanteset stables pour la m�ethode Newton-Raphson (voir la section II{1.3.1).Le fait d'utiliser comme �equation d'�etat des raccords de relations P (�; T ) et u(�; T ) va-lables dans di��erents domaines du plan (�; T ) suivant les conditions de d�eg�en�erescence oude corr�elation du gaz, n'assure pas la coh�erence physique de l'�equation d'�etat et peut doncg�en�erer des couple (P; u) non physiques (voir section II{2.2).



Chapitre 2 { Changement d'�equation d'�etat . 732.3 Choix pour la nouvelle �equation d'�etatConscients des di�cult�es pr�esentes dans l'ancienne �equation d'�etat , les choix que nousavons e�ectu�es pour le code de Grenoble lors de sa r�evision pour le calcul d'�etoiles de l'AGBsont les suivants:2.3.1 Choix physiquesUne approche chimique a �et�e choisie car elle est plus facilement param�etrable, ce quipermet de mieux adapter le code �a des phases sp�eci�ques sans trop ni complexi�er ni allon-ger les calculs. Les di��erents points suivants permettront d'atteindre l'objectif de "validit�e"demand�e �a la section II{2.2.Nous avons d�ecid�e de prendre comme "esp�eces �el�ementaires" obligatoirement les �etats li�essuivants de l'Hydrog�ene: (H; H+; H-; H2) auxquels on ajoute ( e-; ), toujours pr�esents dansle plasma. La mol�ecule de di-hydrog�ene est importante compte tenu des conditions de surfacedes �etoiles de l'AGB et donc aussi des �etoiles de la phase pr�e-s�equence-principale (PMS, autreth�ematique d'�evolution stellaire au laboratoire). L'ion n�egatif de l'hydrog�ene est suivis car ilest sensible �a la d�eg�en�erescence du milieu et il est une des sources majoritaires d'opacit�e dansl'atmosph�ere du Soleil par exemple (voir Kippenhahn & Weigert (1990) par exemple). Oron aimerait avoir une plus grande coh�erence entre le calcul des opacit�es et l'�equation d'�etatutilis�ee.Les �etats d'ionisation des autres esp�eces nucl�eaires suivies sont tous calculables (de l'He-lium au Chlore) de fa�con param�etr�ee. En e�et, �a la phase AGB, des �el�ements lourds tels que leN�eon, les �el�ements C,N,O ont des abondances pouvant devenir tr�es importantes, notammentdans les r�egions de brûlage nucl�eaire o�u se d�eroulent les pulses thermiques. Le suivi de leurionisation modi�ant le nombre d'�electrons dans le plasma, le poids mol�eculaire moyen changeet les propri�et�es structurelles aussi (pour le gaz parfait, P = �RT� par exemple). Les r�egionsdu pulse thermique �etant instables, de petits e�ets peuvent avoir de lourdes cons�equences.La suppression des transitions d'ionisation permettra de supprimer une des coupures "phy-siques" de l'ancienne �equation d'�etat. La m�ethode impl�ement�ee devra par contre r�ealiser uncompromis entre calculs complets et rapidit�e de calcul car la croissance du nombre d'ions �acalculer avec le num�ero atomique est une factorielle!Une autre coupure "physique" de l'ancien calcul concernait la d�eg�en�erescence �electroniquealors même que cette grandeur joue un rôle important pour l'�evacuation de l'�energie produitepar les pulses thermiques. En e�et, un milieu d�eg�en�er�e est fortement conducteur et favorisedonc l'�evacuation de l'�energie. Mais surtout, la base des pulses est partiellement d�eg�en�er�ee,ce qui les rend tr�es sensibles. Notre souhait est donc de pouvoir suivre la d�eg�en�erescence�electronique du milieu, comme la �gure II{2.2 nous y engage. Par contre les autres fermions(ions, atomes, mol�ecules) pr�esents dans le plasma sont suppos�es n'être jamais d�eg�en�er�es. Enpratique, ces cas extrêmes ne se rencontrent jamais dans les int�erieurs stellaires jusqu'�a laphase AGB.Un changement de variable tr�es astucieux dans l'�energie libre pr�esent�e par Pols et al.(1995) permet �a la fois le calcul d'un milieu toujours partiellement d�eg�en�er�e de fa�con �ablepour les �electrons et celui d'un milieu toujours partiellement ionis�e de mani�ere rapide. Il a



74 2.3 Choix pour la nouvelle �equation d'�etatdonc �et�e adopt�e et sera pr�esent�e �a la section II{2.66.De plus, toutes les quantit�es (y compris celles n�ecessaires �a la convergence) et la minimi-sation de f seront calcul�es analytiquement de mani�ere �a �economiser du temps de calcul. Parailleurs, les d�eriv�ees Newton-Raphson seront alors plus compl�etes et plus stables et guiderontmieux la convergence.Les e�ets non-id�eaux pris en compte seront les e�ets d'�ecrantage de Coulomb et l'ioni-sation par pression. Le premier e�et correspond �a un abaissement de la charge e�ective desnoyaux �a cause de la pr�esence d'�electrons libres autour. Le deuxi�eme d�ecrit l'ionisation col-lisionnelle. La �gure II{2.2 montre que la mod�elisation de ces deux e�ets est �a prendre encompte pour les �etoiles de l'AGB .2.3.2 Validit�e de la m�ethodeNous avons choisi de travailler dans l'ensemble canonique pour les ions, atomes et mol�e-cules puisqu'ils sont consid�er�es non-d�eg�en�er�es et de minimiser leur �energie libre pour obtenirleurs abondances d'�equilibre. Cette technique assure forc�ement la v�eri�cation des relations deMaxwell (voir section II{2.2) quel que soit le mod�ele physique qui sous-tend l'�energie libre.Les �electrons et les photons seront trait�es dans l'ensemble grand-canonique, notamment pourpouvoir suivre la d�eg�en�erescence �electronique.ApproximationsLa m�ethode de minimisation, moyennant quelques hypoth�eses r�esum�ees ci-dessous (Fon-taine et al. 1977) pour passer du hamiltonien �a l'�energie libre, permet d'avoir une expressionfacilement modulable et donc �evolutive pour cette derni�ere. Le hamiltonien g�en�eral utilis�eeest de la forme: Ĥ = ĥconf + NtotXi=1 (ĥtransi + ĥinti ) (2.46)o�u l'on a s�epar�e les contributions translationnelles, de con�guration et interne (voir sectionII{2.1.2). Les hypoth�eses successives qui sont faites pour obtenir f sont les suivantes:{ La somme discr�ete (trace) d�e�nissant la fonction de partition quantique est approxim�eepar une fonction de partition quasi-classique en rempla�cant la sommation sur des �etatsquantiques suppos�es tr�es denses par une int�egrale dans l'espace des phases des Ntotparticules. Ainsi, l'�equation II{2.11 devient-elle:Z = Z g(pi; ri) � NtotYi=1 e��htransi ! � NtotYi=1Xq e��hinti;q ! � e��hconf  NtotYi=1 dpidri! (2.47)La sommation sur q est une somme sur tous les nombre quantiques associ�es au niveaud'�energie interne Ei qui peut être d�eg�en�er�e.{ Les termes d'�energie potentielle sont suppos�es ne pas d�ependre des vitesses. La fonctionde partition purement translationnelle est donc factorisable. On obtient:Z = "Z 10 NtotYi=1 �e��htransi dpi�#"Z 10 NtotYi=1  Xq e��hinti;q !e��Econf NtotYi=1 dri#(2.48)



Chapitre 2 { Changement d'�equation d'�etat . 75{ On approche le terme de con�guration qui est un terme d'interaction �a Ntot corps pardes sommes d'interactions �a deux corps.{ On suppose que le terme d'interactions internes aux esp�eces �el�ementaires ne d�epend pasde la position de ces esp�eces. Ceci permet de factoriser le terme "interne".{ De plus lesN� particules de chaque esp�ece �el�ementaire sont suppos�ees indiscernables. Ontransforme donc le produit de Ntot particules en � produits de N� esp�eces �el�ementairesidentiques.Une r�e�ecriture simple de la fonction de partition donne:Z = Zconf �Y�=1� 1N�!Ztrans� Zint� � (2.49)avec les di��erentes contributions suivantes:Ztrans� = �ztrans� �N� et ztrans� = Z 10 g(p�)exp���ĥtrans� � dp� (2.50)Zint� = �zint� �N� et zint� =Xq g(E�)e��hint�;q (2.51)Zconf = Z 10 exp0@�� NtotXk<j u(rk; ri)1ANtotYi=1 dri (2.52)Coh�erenceEn utilisant la d�e�nition de f (�equation II{2.8), on obtient e�ectivement une forme"agr�eable" pour f : f = f conf + fparfait (2.53)o�u fparfait = Xions;e� �f trans� + f int� � (2.54)De nombreuses remarques doivent cependant être faites sur cette expression concernant lescrit�eres de "validit�e" et de "coh�erence" �etablis �a la section II{2.2.{ Le terme de con�guration est encore appel�e terme "non-parfait" car il contient lesinteractions entre les di��erentes esp�eces �el�ementaires. Or c'est l'absence de ces derni�eresqui d�e�nit le "gaz parfait".{ Les �etats d'�energie d'une esp�ece �el�ementaire libre sont en nombre in�ni. Le terme Z int�diverge et donc f int� diverge aussi. En fait, la prise en compte des interactions avec lesparticules environnantes ne modi�e pas seulement la dynamique du gaz mais aussi lastructure interne de ses constituants. Une mol�ecule CO par exemple �etant polaris�ee,elle cr�ee un potentiel dans lequel les �electrons d'un atome d'H�elium sont plong�es. Lesniveaux d'�energie de ceux-ci seront donc d�ecal�es par la pr�esence de cette mol�eculepar rapport �a leurs positions lorsque l'atome est isol�e. Ainsi, au fur et �a mesure quel'interaction croit, les �etats li�es de l'H�elium iront jusqu'�a prendre une �energie positive,en cons�equence de quoi la fonction de partition interne de cette esp�ece �el�ementairesera naturellement tronqu�ee. Elle ne diverge plus et peut être utilis�ee. Notons que lespotentiels d�ecrits dans le terme de con�guration et le terme interne pour rendre la



76 2.3 Choix pour la nouvelle �equation d'�etatfonction de partition associ�ee convergente doivent �evidemment être coh�erents l'un avecl'autre (des exemples sont donn�es dans Graboske et al. (1969)).{ Compte tenu de l'inuence du potentiel externe sur les niveaux d'�energies internes,l'approximation faite plus haut qui consiste �a supposer le hamiltonien "interne" ind�e-pendant de la position des particules, n'est justi��ee que si le potentiel externe perturbefaiblement les niveaux d'�energie par rapport �a leur valeur de d�epart. Cette approxi-mation n'est donc plus valide �a haute densit�e o�u les interactions sont fortes. Dans cesconditions d'ailleurs, la description du potentiel externe par une somme de potentiels �adeux corps n'est plus valide non plus. Cependant, cette situation peut être surmont�ee parl'utilisation de potentiels �a deux corps "e�ectifs", ajust�es sur des potentiels exp�erimen-taux ou des �equation d'�etat plus compl�etes (Saumon et al. 1999) C'est cette m�ethodequi a �et�e utilis�ee pour construire les termes non-parfait de la nouvelle �equation d'�etat. Reste ensuite �a rendre coh�erent ce nouveau potentiel ext�erieur avec les potentielsinternes utilis�es, c'est-�a-dire �a en tirer les cons�equences pour tronquer la fonction departition interne. Ce point sera abord�e dans la section suivante.{ Les seuls degr�es de libert�e internes consid�er�es ici seront les degr�es de libert�e �electro-niques, exception faite de l'esp�ece �el�ementaire H2 pour laquelle rotation et vibrationsont pris en compte. Nous utiliserons donc pour la fonction de partition interne:zint = zelec � zrot � zvib (2.55)o�u zelec est souvent d�ecompos�ee pour faire apparâ�tre la fonction de partition �electro-nique "astrophysique", zeleca . Ainsi la partie �electronique est souvent approxim�ee parson terme d'ordre z�ero (choix fait par d�efaut dans cette �equation d'�etat ):zelec = g0e��E0 za (2.56)avec za = 1+Xi>0 gig0e��(Ei�E0) (2.57)Pour les ions de l'Hydrog�ene et de l'H�elium, les fonctions de partition de Irwin (1981)et Irwin (1987) sont utilis�ees dans le code. Leurs formes polynomiales les rend tr�esfacilement incorporables, notamment pour calculer leur d�eriv�ees par rapport �a la tem-p�erature.2.3.3 La minimisationGraboske et al. (1969) fournissent la m�ethode �a mettre en oeuvre:{ Ecrire l'�energie libre en fonction de T et �, les N� �etant �x�es.{ R�esoudre un syst�eme de j �equations d�ecoulant des conditions:dfj =Xi @f@Ni ����T;� dNi = 0 (2.58)Xi �ijdNi = 0 (2.59)pour les j r�eactions de coe�cients st�oeckom�etriques �ij se d�eroulant dans le plasma.On obtient alors les abondances d'�equilibre.



Chapitre 2 { Changement d'�equation d'�etat . 77{ Les quantit�es thermodynamiques de base peuvent alors être calcul�ees par les relationsII{2.9.Hummer & Mihalas (1988) donnent dans ce sch�ema de minimisation une fa�con de quanti�erla coh�erence des potentiels externes et internes discut�ee pr�ec�edemment. En e�et, pour un gazparfait (f conf = 0) d'une seule esp�ece, on obtient apr�es minimisation:Ei + kT [1 + ln(Ni)] = constante soit Ni = gie��Ei (2.60)Si l'on incorpore un terme de con�guration dans l'�energie libre l'�equation est modi��ee de lafa�con suivante:Ei + @f@Ni ����T;� + kT [1 + ln(Ni)] = constante soit Ni = gie���Ei+ @f@Ni ���T;�� (2.61)Dans ce cadre, la fonction de partition associ�ee peut se visualiser de fa�cons di��erentes:Zint = Xi gie���Ei+ @f@Ni ���T;�� (2.62)ou Zint = Xi hie��Ei avec hi = gie�� @f@Ni ���T;� (2.63)La premi�ere �equation exprime le d�ecalage des niveaux d'�energie du aux e�ets non-id�eauxalors que la deuxi�eme consid�ere que c'est le poids statistique de l'�etat qui est modi��e. Si l'onrecalcule l'�energie libre �a partir de l'expression II{2.62 pour la fonction de partition interne,on s'aper�coit que le terme de con�guration dans l'�energie libre doit aussi être corrig�e:(f 0)conf = f conf �Xi @f conf@ lnNi ����T;� (2.64)Cette m�ethode qui rend coh�erents les termes d'interaction interne et externe s'appelle la m�e-thode des probabilit�es d'occupation parce que l'on consid�ere que ce sont les poids statistiquesqui doivent être modi��es.2.4 Le changement de variableLa nouvelle �equation d'�etat utilis�ee repose sur la mise en oeuvre d'un changement devariable initialement pr�esent�e par Pols et al. (1995). Le but de cette section est d'en donnerune description et une justi�cation physique.2.4.1 L'id�ee et sa mise en oeuvreId�ee g�en�eraleL'id�ee principale de ce changement de variable est la n�ecessit�e de bien d�ecrire la d�eg�en�eres-cence. Pourrait-on remplacer la variable d'�etat �, contrainte par le processus Newton-Raphsondu code, par une variable d�ecrivant la d�eg�en�erescence? Pour solutionner cette question, il fautexaminer l'�energie libre qui nous permet d'extraire toute la thermodynamique du plasma etvoir si la donn�ee d'un autre couple que (�; T ) permet de la calculer. En introduisant dans



78 2.4 Le changement de variablela relation II{2.25 les d�e�nitions de f (�equation II{2.8) et de la d�eg�en�erescence (�equationII{2.34), on a alors: f = kT �X�=1 ��N� � P� (2.65)Les param�etres de d�eg�en�erescence apparaissent directement dans l'�energie libre. En parti-culier, on peut �ecrire f(�e ; T ) plutôt que f(�; T ), �a condition de trouver le changement devariable �(�e ; T ). Comme on utilise le param�etre de d�eg�en�erescence �electronique, on est tent�e,pour trouver ce changement de variable, d'�ecrire:�(�e ; T ) = uma � ne(�e ; T )�e-(�e ; T; yX) (2.66)Pr�ecisons les deux facteurs de ce changement de variable.Le d�enominateurLe d�enominateur contient toute la physique de l'ionisation. En e�et, la quantit�e �e� s'ob-tient successivement par une relation de conservation de la charge, une relation de conserva-tion des esp�eces nucl�eaires et l'�ecriture des �equations de Saha g�en�eralis�ees:�e- = �XX=1 ZXXq=0 q �Xq+ (2.67)yX = ZXXq=0 �Xq+ (2.68)�X(q+1)+�Xq+ = zX(q+1)+zXq+ exp (��e � � �Xq+) (2.69)L'�ecriture de ces �equations sera justi��ee et d�etaill�ee �a la section II{2.6.1.Le num�erateurLe num�erateur contient toute la physique du gaz d'�electrons d�eg�en�er�es. L'�equation II{2.41d�e�nit le num�erateur de II{2.66 sous la forme d'une int�egrale de �e et T . C'est cette int�egralequi a donn�e naissance aux int�egrales de Fermi-Dirac g�en�eralis�ees. En e�et, ces derni�eres sontd�e�nies par Ik(�; ) = Z 10 r1 + x2 � xkex�� + 1� dx o�u k > 1 (2.70)En posant E�=T � = x et en faisant le changement de variable p� ! x, qui m�ene �a dp� =x+1px+2qxdx, on obtient apr�es quelques manipulations:Ine = p23=2 �I1=2(�e ; T �) + I3=2(�e ; T �)� (2.71)Ecartant l'int�egration num�erique de ces quantit�es �a chaque pas de temps et pour chaquecouches pour �economiser le temps de calcul, celles-ci peuvent être calcul�ees par deux autresm�ethodes:{ Soit par une interpolation bilin�eaire dans une table de valeurs des int�egrales de Fermi-Dirac calcul�ees auparavant et une fois pour toute. Cette m�ethode est inclue dans le



Chapitre 2 { Changement d'�equation d'�etat . 79code. Elle a le m�erite de pouvoir être tr�es pr�ecise mais cela demande alors une tableassez resserr�ee et donc gigantesque. De plus, il peut toujours y avoir des sorties de latable. Dans ce cas l�a, on utilise la deuxi�eme m�ethode et des di�cult�es de convergencepeuvent apparâ�tre �a l'endroit dans l'�etoile o�u le changement de m�ethode s'e�ectue.{ Soit par des ajustements analytiques des int�egrales Ine directement. C'est la m�ethodepr�esent�ee par Eggleton et al. (1973). Elle est bas�ee sur une analyse du comportementde cette int�egrale dans les r�egimes asymptotiques faite par Chandrasekhar en 1939. Ona Ine � (T �)3=2e�e Pij aijei�e (T �)j �e << �1; T � << 1 (2.72)Ine � (T �)3e�e Pij bijei�e (T �)�j �e << �1; T � >> 1 (2.73)Ine � (T ��e )3=2Pij cij�e �2i(T ��e )j �e >> 1; T � << 1 (2.74)Ine � (T ��e )3Pij dij�e �2i(T ��e )�j �e >> 1; T � >> 1 (2.75)Ces d�eveloppements sont des polynômes de deux variables prises parmi e�e , T�1, �e�1 et T�e �1. L'id�ee est donc de r�e�ecrire ces d�eveloppements en utilisant deux variablesf et g fonctions de �e et T qui auraient des d�eveloppements asymptotiques similairesmais en une seule variable �a la fois. Dans ce cas, les d�eveloppements pr�esent�es en II{2.72deviennent alors simplement des polynômes en f et g. On construit alors un polynômeg�en�eral en (f; g) de degr�e (df ; dg) quelconque mais qui a les même comportementsassymptotiques que Ine. Les coe�cients du polynômes serviront "seulement" �a ajustercelui-ci pour qu'il colle �a Ine non plus seulement sur les cas limites mais sur le plus granddomaine (�e ; T ) possible avec une bonne pr�ecision. Suivant Eggleton et al. (1973), nousprenons: Ine = f(1 + f)df+1 g3=2(1 + g)dg�3=2 dfXi=0 dgXj=0 nijf igj (2.76)g = T �p1 + f (2.77)d�ed lnf = p1 + f (2.78)Cette m�ethode, utilis�ee par d�efaut dans la nouvelle �equation d'�etat a le m�erite d'êtrecommode d'utilisation pour calculer les d�eriv�ees (jusqu'�a l'ordre 3!) de ne en fonctionde (f; g), puisque les fonctions �a d�eriver sont des polynômes. Nous avons utilis�e l'ajus-tement de degr�e df = dg = 3 car il assure une pr�ecision de 10�3 et surtout, il assure unecoh�erence thermodynamique totale pour les quantit�es thermodynamiques �electroniques(voir Eggleton et al. (1973)).ConclusionSuite �a l'utilisation des ajustements pour le calcul de Ine dans la nouvelle �equation d'�etat, ce n'est pas �e qui a �et�e choisi comme variable ind�ependante mais f . En e�et, la solutionretenue pour la d�e�nition de f , contrainte par l'�equation di��erentielle II{2.76, est:�e = ln(f) + 2(p1 + f � ln(1 +p1 + f) (2.79)
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Fig. 2.4 { La nouvelle variable lnf comme signature de la d�eg�en�erescence.Comme nous sommes int�eress�es par le calcul de �e , nous pourrions être tent�e de l'utiliserdirectement pour remplacer �. Or les int�egrales d�e�nissant Ine, n�ecessaires au calcul de � sontfonctions de f et g. Nous serions donc oblig�es de proc�eder �a l'inversion de l'�equation II{2.79.Cela ferait forc�ement appel �a une m�ethode de type Newton-Raphson , tr�es coûteuse en tempsde calcul. Il vaut donc mieux utiliser f comme variable d'�etat, sachant que la relation II{2.79nous donne �e . Cependant, pour des raisons num�eriques (voir section II{1.3.3), ce n'est�nalement pas f qui sera notre nouvelle variable, mais ln(f), not�ee dans toute la suite lnf.2.4.2 Faisons les pr�esentationsIl est important, avant de calculer avec cette nouvelle variable, de se faire une id�ee desa signi�cation. La �gure II{2.4 montre lnf (�e ). On remarque globalement que le grapheest monotone et croissant et qu'il passe "presque" par le point origine. Les valeurs n�egativesde �e (milieux non d�eg�en�er�es) correspondront donc aussi �a des valeurs n�egatives de lnf, etinversement lnf largement au dessus de 0 indiquera un fort �e , et donc un milieu d�eg�en�er�e.On peut y ajouter deux valeurs particuli�eres couvrant un large domaine de �e :�e (lnf = �40:6137) = �40:0000 pour les faibles valeurs de �e et�e (lnf = 5:99396) = 40:0000 pour les milieux d�eg�en�er�es.On note aussi que la d�ependance pour les valeurs n�egatives est lin�eaire alors qu'elle estexponentielle pour les valeurs positives. Ceci peut se con�rmer en prenant les limites del'expression II{2.79. Pour cela, r�e�ecrivons II{2.79 comme suit:�e = 2p1 + f + ln�p1 + f � 1p1 + f + 1� (2.80)



Chapitre 2 { Changement d'�equation d'�etat . 81Le passage de cette �ecriture �a celle de II{2.79 se fait en multipliant et en divisant la fractiondans le ln par p1 + f + 1. On obtient alors:�e = 2pfp1 + 1=f + ln p1 + 1=f �p1=fp1 + 1=f +p1=f! (2.81)On en tire les limites d�esir�ees: limf!1(�e ) = e 12 lnf+ln 2 (2.82)limf!�1(�e � lnf ) = 2� 2 ln 2 � 0:6137 (2.83)Donc, �a forte d�eg�en�erescence, c'est f qui varie comme �e et �a faible d�eg�en�erescence, c'est lnfqui s'identi�e �a �e (�a un petit �ecart pr�es). Dans ce dernier cas, la relation de changement devariable �(lnf ) peut être simpli��ee. Tentons pour cela de trouver une approximation de ne �afaible d�eg�en�erescence.Consid�erons un gaz parfait d'�electrons (f conf = 0;� = 1; N� = Ne). Les expressions II{2.49 et II{2.11, valablent pour un gaz non-d�eg�en�er�e (voir discussion �a la section II{2.1.2),donnent donc pour f la formule suivante:f = kTNx �ln� Nxzxtrans zxint� � 1� (2.84)o�u l'on a utilis�e la formule de Stirling F.3. On calcule alors le potentiel chimique des �electronsen utilisant la d�e�nition II{2.35. D'o�u:�x = kT ln� Nxzxtrans zxint� (2.85)On utilise ce r�esultat pour les �electrons avec zeint=2 (�etats de spin). D'autre part, le calcul del'int�egrale d�e�nissant la fonction de partition de translation, l'�equation II{2.50, dans laquelleon inclue la relation II{2.32 donne zxtrans = v nQx (2.86)la relation II{2.30 d�e�nissant nQx. En introduisant ces fonctions de partition dans II{2.35 eten utilisant la d�e�nition II{2.34, on a la relation cherch�ee:ne = 2 nQee�e (2.87)En�n, en remplacant II{2.83, II{2.87 dans II{2.66, on trouve:lnf = ln(�e) + 32 ln(T )� ln(�)� � (2.88)avec � = e2uma2 �2�mekh2 �3=2 � 18:0277ucgs� 11:1199uSI (2.89)Cette derni�ere relation est bien plus commode pour se donner une id�ee du contenu physique delnf. Retenons de cette relation que la variable lnf contient l'information relative �a l'ionisation,ce qui n'est pas �evident a priori pour une variable de d�eg�en�erescence.



82 2.5 L'impl�ementation2.4.3 R�esum�e du changement de variableLe changement de variable g�en�eral �(lnf ; T; yX) est donc d�e�ni par l'ensemble des rela-tions suivantes: l'�equation II{2.66 dont les deux facteurs sont d�e�nis en fonction de �e , T etyX par les �equations II{2.67 et II{2.41. On doit y adjoindre II{2.79 pour fermer le syst�eme.La �gure II{2.5 montre les valeurs de � donn�ees par cette relation de changement devariable dans le plan (�e ; T ) pour une mixture solaire (Grevesse & Sauval 1998) comprenantle suivi de l'ionisation de H, He, C, N, O et Ne.Ce changement de variable d'�etat est d'ampleur puisque toutes les d�eriv�ees des �equationsde la structure et de l'�evolution des �etoiles devront être r�e�ecrites non plus en fonction de �maisen fonction de lnf. � devient une variable "secondaire", issue des valeurs des variables ind�epen-dantes (r; u; lr; T; lnf ; yX). Les avantages de ce changement sont principalement dans le faitqu'il supprime tous les calculs anciennement it�eratifs, pour la d�eg�en�erescence et l'ionisationnotamment. En e�et, l'utilisation de lnf permet de r�esoudre analytiquement l'ionisation den'importe laquelle des esp�eces nucl�eaires.2.5 L'impl�ementationCette section a pour but de pr�eciser toutes les cons�equences du changement de variabled�ecrit plus haut et donc de pr�esenter la fa�con dont l'�equation d'�etat a �et�e impl�ement�ee etparam�etr�ee.2.5.1 AlgorithmeLes �gures II{2.6 et II{2.7 donne l'organigramme de la nouvelle �equation d'�etat. L'�equationd'�etat doit être initialis�ee par un appel pr�eliminaire aux calculs avec l'argument ag=0. Dansce cas, les proc�edures initpar, initcons et initnbion sont e�ectu�ees pour initialiser respective-ment les param�etres de calcul, les constantes physiques et num�eriques et les caract�eristiquesdes di��erents �el�ements possibles dans le plasma.Les proc�edures \EOS FOD" et \EOS SOD" sont des r�epliques l'une de l'autre mais lapremi�ere calcule les d�eriv�ees premi�eres analytiquement (FOD pour First Order Derivatives)alors que la deuxi�eme (SOD pour Second Order Derivatives) calcule aussi les d�eriv�ees secondesanalytiquement (voir �gure II{2.6).D'autre part, l'�equation d'�etat a �et�e scalairis�ee pour être optimis�ee sur les machines uti-lis�ees au laboratoire. Aussi, la premi�ere chose faite est une grande boucle sur les couchesde telle mani�ere �a ce que les quantit�es calcul�ees soient toutes des scalaires (voir �gure II{2.7). La reformulation des entr�ees consiste en un recalcul des entr�ees sous des formes va-ri�ees servant dans l'�equation d'�etat . Par exemple, pour la temp�erature, on utilise aussi bienT; ln(T ); kT=Mec2; 1=kT; 13:6eV=kT;...2.5.2 Description des param�etresLes entr�ees dont a besoin l'�equation d'�etat sont:{ le nombre d'�el�ements chimiques pr�esents dans le plasma, nbz, et le nombre d'esp�eces
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Fig. 2.5 { La masse volumique (en logarithme) dans le plan (�e ; log(T ))
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Fig. 2.6 { Organigramme de la nouvelle �equation d'�etat , partie I.nucl�eaires suivies, nsp. Le maximum est �x�e pour le moment �a nbzmax= 21. Les�el�ements chimiques sont alors num�erot�es de 1 �a nbz avec l'indice i.{ le nombre de couches maximum nsh et le nombre de couches utilis�ees dans l'�etoile,nmod.{ deux tableaux anuc(1 : : : nsp) et znuc(1 : : : nsp) donnant les caract�eristiques,num�eros et masses atomiques, des nsp esp�eces nucl�eaires du plasma.{ deux tableaux xsp(1 : : : nsh,1..nsp) et ysp(1 : : : nsh,1 : : : nsp) donnant les frac-tions massiques et molaires des esp�eces nucl�eaires. Ces tableaux seront lus de nspmin�a nspmax seulement. L'Hydrog�ene doit être en nspmin et l'�el�ement "heavy" (voirsection II{1.2.1) en nspmax.{ les valeurs de la temp�erature et de lnf sous forme de tableaux T(1 : : : nsh) et lnf(1: : : nsh).{ Les valeurs de certaines constantes physiques ou math�ematiques de base donn�ees enannexe F.Le param�etrage de l'�equation d'�etat , bas�e sur la valeur de bool�eens, est le suivant:{ Int�egrales de Fermi-Dirac :approxFermiDirac: s'il est "faux" ce bool�een enclenche l'utilisation des Fermi-diractabul�ees (voir section II{2.4.1), sinon on utilise des ajustements analytiques polyno-miaux d'ordre 4.
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86 2.5 L'impl�ementation{ Hydrog�ene:compH2: d�eclenche le calcul de l'esp�ece H2 s'il est vrai.compHm: d�eclenche le calcul de l'esp�ece H- s'il est vrai.{ Ionisation:totioniz: S'il est vrai ce bool�een impose que les �el�ements dont l'ionisation n'est pascalcul�ee soit consid�er�es comme partout totalement ionis�es. Dans le cas contraire, ilssont partout totalement neutres.ionized(1 : : : nbzmax): l'ionisation de l'�el�ement 1 < i < nbzmax est calcul�ee si cebool�een est vrai. Tlimioni: Pour toute couche dans laquelle T >Tlimioni, les �el�ementsdont l'ionisation est calcul�ee sont consid�er�es arbitrairement comme totalement ionis�es.La possibilit�e de couper l'ionisation �a une certaine temp�erature a �et�e conserv�ee pourpouvoir comparer les nouveaux calculs aux anciens et aussi pouvoir estimer l'inuencede l'ionisation par pression.{ E�ets non-id�eaux :compionpres: s'il est vrai, ce bool�een enclenche le calcul de l'ionisation par pression.ATTENTION, ne pas le prendre en compte entrâ�ne des recombinaisons dans les coeursstellaires (voir section II{2.2.2)!compcoulshiel: s'il est vrai, ce bool�een enclenche le calcul des e�ets d'�ecrantage deCoulomb.fapprocoul: ce bool�een mâ�trise une approximation sur lnf, obligatoirement faite pourle calcul de l'ionisation par pression, mais non n�ecessaire lors du calcul des e�ets cou-lombiens. Si ce bool�een est vrai l'approximation est faite pour le calcul de l'�ecrantage deCoulomb. Sinon, elle n'est pas faite et alors certaines d�eriv�ees quatri�emes de grandeurssecondaires sont mises �a 0 (voir section II{2.8).{ Fonctions de partition:ATTENTION, une fonction de partition doit obligatoirement être choisie si compH2est vraie alors que pour les ions atomiques, si aucuns choix n'est fait, la fonction departition par d�efaut est r�eduite au poids statistique de son niveau fondamental.vardyaZH2: Utilisation de la fonction de partition de Vardya (1969) pour H2 s'il vaut"vrai" (et uniquement si compH2 est vrai).irwinZH2: Utilisation de la fonction de partition de Irwin (1987) pour H2 s'il vaut"vrai" (et uniquement si compH2 est vrai).compZH0: Utilisation de la fonction de partition de Irwin (1981) non constante pourH et H+ s'il vaut "vrai".compZHe: Utilisation de la fonction de partition de Irwin (1981) non constante pourHe et tous ses ions s'il vaut "vrai".compZCNO: Utilisation de fonctions de partition non constantes pour les �el�ementsC,N,O s'il vaut "vrai" (pas encore op�erationnel).{ Masses atomiques:compavmass: Commande le calcul de la masse des �el�ements chimiques. Si compav-mass est faux la masse de l'�el�ement 1 < i < nbzmax est la masse de l'isotope principalde cet �el�ement chimique. Si compavmass est vrai, la masse choisie est une moyenne



Chapitre 2 { Changement d'�equation d'�etat . 87sur tous les isotopes, pond�er�ee par leurs abondances:MX = XAXX AXXAX Y AX (2.90){ Calcul des d�eriv�ees Newton-Raphson :eosderiv: Si ce bool�een est vrai, les d�eriv�ees Newton-Raphson sont calcul�ees num�eri-quement, sinon elles sont calcul�ees analytiquement.approxsod: Si ce bool�een est vrai, certains termes dans le calcul analytique des d�eri-v�ees Newton-Raphson sont n�eglig�es et/ou calcul�es �a partir de l'�energie interne et nondu couple (P; s).{ Impressions en cours de calcul:checkcomposition: D�eclenche l'impression des di��erentes esp�eces chimiques d�etect�eeset de leurs caract�eristiques: num�eros atomiques, masses atomiques, : : :checkparacard: Contrôle l'impression de la carte des param�etres de l'�equation d'�etatdans un �chier dont le num�ero,nb�ch, passe en argument dans la routine d'initialisa-tion des param�etres appel�ee initpar.checkananum: Ce bool�een permet de contrôler l'�egalit�e des d�eriv�ees Newton-Raphsondans le cas d'un calcul num�erique et d'un calcul analytique. Il provoque le calcul succes-sif de l'�equation d'�etat par les deux m�ethodes sur la premi�ere it�eration du mod�ele, puisl'arrêt des calculs. Pour chaque m�ethode, un �chier de nom "[pre�x] analytique.dat"et "[pre�x] numerique.dat" est cr�ee et contient des grandeurs et leurs d�eriv�ees cens�eesêtre �egales lors du calcul par les deux m�ethodes. ATTENTION, ce bool�een est priori-taire sur printin�le, ce qui veut dire que la mise �a \vrai" du premier annule l'actiondu second.printin�le: C'est un entier qui peut prendre trois valeurs. S'il est di��erent de 0, ungrand nombre de �chiers sont cr�ees pour sauvegarder des quantit�es interm�ediaires (ioni-sation, : : : ) et les r�esultats du calcul de l'�equation d'�etat . Trois routines en "GREG",logiciel graphique local, ont �et�e construites pour exploiter ces �chiers. Pour printin-�le=3, une s�erie de �chier est cr�e�e �a chaque it�eration du mod�ele stellaire avec le nom"[pre�x] [num�ero d'it�eration]". Pour printin�le=2, les �chiers sont cr�ees seulement�a la premi�ere it�eration avant un "STOP" g�en�eral. Pour 1, les �chiers sont cr�ees �a laderni�ere it�eration du mod�ele avec le nom "[pre�x] [num�ero de mod�ele]".pre�x: chaine de 5 caract�eres entrant dans la composition du nom de sauvegarde desr�esultats interm�ediaires de l'�equation d'�etat .Tous les param�etres d�ecris dans cette section sont internes �a l'�equation d'�etat et la table2.1 donne leurs valeurs par d�efaut. Toutefois, par commodit�e, dix d'entre eux peuvent êtrecontrôl�es par STAREVOL. Il s'agit de ceux pour lesquels la troisi�eme colonne de la table2.1 comporte l'indication \STAREVOL". Cette mention est compl�et�ee par \-A" lorsque ceparam�etre est Ajustable �a chaque calcul dans la carte de param�etres sans avoir �a recompilerle code d'�evolution stellaire. Si une valeur suit la mention \STAREVOL", c'est que la valeurde ce param�etre est �x�ee (dans la proc�edure rmodpar) lors de la compilation de STAREVOL.



88 2.5 L'impl�ementationNom de la variable Fonction Valeur par d�efautapproxFermiDirac Int�egrales de Fermi-Dirac: polynômes TRUEcompH2 Prendre en compte �H2 STAREVOL-AcompHm Prendre en compte �H- STAREVOL-Atotioniz El�ements non suivis: totalement ionis�es STAREVOL/TRUEionized(1) Ionisation de l'�el�ement 1 TRUEionized(2) Ionisation de l'�el�ement 2 STAREVOL-Aionized(3) Ionisation de l'�el�ement 3 FALSEionized(4) Ionisation de l'�el�ement 4 FALSEionized(5) Ionisation de l'�el�ement 5 FALSEionized(6) Ionisation de l'�el�ement 6 STAREVOL-Aionized(7) Ionisation de l'�el�ement 7 STAREVOL-Aionized(8) Ionisation de l'�el�ement 8 STAREVOL-Aionized(9) Ionisation de l'�el�ement 9 FALSEionized(10) Ionisation de l'�el�ement 10 STAREVOL-Aionized(11) Ionisation de l'�el�ement 11 FALSEionized(12) Ionisation de l'�el�ement 12 FALSEionized(13) Ionisation de l'�el�ement 13 FALSEionized(14) Ionisation de l'�el�ement 14 FALSEionized(15) Ionisation de l'�el�ement 15 FALSEionized(16) Ionisation de l'�el�ement 16 FALSEionized(17) Ionisation de l'�el�ement 17 FALSEionized(18) Ionisation de l'�el�ement 18 FALSEionized(19) Ionisation de l'�el�ement 19 FALSEionized(20) Ionisation de l'�el�ement 20 FALSEionized(21) Ionisation de l'�el�ement 21 FALSETlimioni Coupure dans l'ionisation STAREVOL/1.0d99compionpres Ionisation par pression STAREVOL-Acompcoulshiel Ecrantage de Coulomb TRUEfapprocoul Approximation dans le traitement de l'�ecrantage FALSEvardyaZH2 Vardya pour !H2 FALSEirwinZH2 Irwin pour !H2 TRUEcompZH0 fonction de partition non constantes pour H STAREVOL-AcompZHe fonction de partition non constantes pour He STAREVOL-AcompZCNO fonction de partition non constantes pour CNO FALSEcompavmass calcul des masses atomiques par moyenne TRUEeosderiv D�eriv�ees Newton-Raphson: num�eriques STAREVOL-Aapproxsod d�eriv�ees Newton-Raphson num�eriques: approximations FALSEcheckcomposition Composition: v�eri�cation FALSEcheckparacard Param�etrage: v�eri�cation TRUEcheckananum Analytique/num�erique: v�eri�cation FALSEprintin�le Impression de quantit�es dans des �chiers FALSEpre�x Pr�e�xe de sauvegarde "essai"Tab. 2.1 { Valeurs par d�efaut des param�etres internes �a l'�equation d'�etat



Chapitre 2 { Changement d'�equation d'�etat . 892.5.3 Les d�eriv�ees dans le codeUne modi�cation dans les variables d�ependantes de mr et t induit des modi�cations dansl'ensemble du code d'�evolution stellaire. Tout d'abord, l'�equation d'�etat �etant modi��ee, lesgrandeurs thermodynamiques, P et rad par exemple, sont maintenant calcul�ees en fonctionde lnf et T , et, de même, leurs d�eriv�ees sont elles aussi calcul�ees par rapport �a lnf et T .La question que l'on s'est pos�e �etait: peut-on remplacer syst�ematiquement � par lnf dans toutle code? Pour y r�epondre, nous avons distingu�e trois cat�egories de quantit�es.{ les quantit�es thermodynamiques, toutes d�ej�a �ecrites en fonction du nouveau jeu devariable, ainsi que leurs d�eriv�ees.{ les autres grandeurs de la physique constitutive qui, elles, sont li�ees physiquement �a� et continueront forc�ement �a être calcul�ees en fonction de cette variable (les opacit�esou la production de neutrinos par exemple). Pour les d�eriv�ees de ces quantit�es, tou-jours calcul�ees en �, nous avons appliqu�e le changement de variable d�ecoulant des deuxrelations suivantes explicit�ees en annexe F: l'�egalit�e de la di��erentielle de la quantit�equelconque x pour tout jeu de variables choisi et l'expression de la di��erentielle de �dans le jeu de variable (lnf ; lnT ).On obtient donc pour les d�eriv�ees la relation de passage suivante:@x@ lnf ����lnT = @x@� ����lnT @�@ lnf ����lnT (2.91)@x@ lnT ����lnf = @x@ lnT ����� + @x@� ����lnT @�@ lnT ����lnf (2.92)Ce syst�eme lin�eaire doit être invers�e pour obtenir la relation utile:@x@� ����lnT = @x@ lnf ����lnT � � @�@ lnf ����lnT ��1 (2.93)@x@ lnT ����� = @x@ lnT ����lnf � @x@ lnf ����lnT � @�@ lnT ����lnf �� @�@ lnf ����lnT ��1 (2.94){ les d�eriv�ees de grandeurs "mixtes" (contenant des variables thermodynamiques et autres),calcul�ees pour la m�ethode Newton-Raphson (voir section II{1.3.1), sont du typeR(x; �; lnT ),o�u x repr�esente une variable d�ependant de (�; lnT ). Les d�ependances en d'autres va-riables Newton-Raphson (lr; u; : : :) n'ont pas �et�e marqu�ees car on s'int�eresse ici seule-ment au changement des d�eriv�ees de la quantit�e R par rapport �a � et T . Leurs d�eriv�eess'�ecrivaient dans l'ancien syst�eme de variable:@R@� ����lnT = @R@x �����;lnT @x@� ����lnT + @R@� ����lnT ;x (2.95)@R@ lnT ����� = @R@x �����;lnT @x@ lnT ����� + @R@ lnT �����;x (2.96)Dans le nouveau jeu de variables, on a pour R(x; �; lnT ) o�u cette fois x et � d�ependentde (lnf ; lnT ):@R@ lnf ����lnT = @R@x �����;lnT @x@ lnf ����lnT + @R@� ����lnT ;x @�@ lnf ����lnT (2.97)@R@ lnT ����lnf = @R@x �����;lnT @x@ lnT ����lnf + @R@� ����lnT ;x @�@ lnT ����lnf + @R@ lnT �����;x (2.98)



90 2.5 L'impl�ementationEn comparant les deux jeux d'expressions, on constate donc qu'il su�ra de remplacer� par "lnf" et d'ajouter les termes contenant les d�eriv�ees de � par rapport �a lnf et lnTqui n'existaient pas auparavant.2.5.4 Le mod�ele initialComme dans toute r�esolution de syst�emes d'�equations di��erentielles, se pose la questiondes conditions initiales. En �evolution stellaire, la condition initiale "standard" est un mo-d�ele d'�etoile compl�etement m�ecanique. En e�et, on choisit une �equation d'�etat particuli�ere(polytropique), o�u P d�epend d'une puissance �, de telle fa�con �a ce qu'elle ferme le syst�emeconstitu�e de l'�equation de conservation de la masse et de l'�equation du mouvement. C'est lefameux "polytrope". Une fois ce syst�eme simpli��e r�esolu, on ajoute une condition d'ionisa-tion, qui est souvent la compl�ete ionisation, et une condition de transport, qui est souventla convection adiabatique, pour obtenir les autres quantit�es n�ecessaires �a d�e�nir le syst�eme:lr; T; : : : . Pour plus de d�etails, voir Clayton (1983).Le probl�eme fondamental qui se pose avec le changement de variable e�ectu�e, c'est quela valeur de � dans le polytrope ne nous est plus d'aucune utilit�e! Il nous faut la valeur delnf : : : Que peut bien valoir la d�eg�en�erescence �electronique dans une �etoile en e�ondrement,alors que celle-ci est justement consid�er�ee le plus souvent avec une tr�es bonne approximationcomme non d�eg�en�er�ee!Deux solutions sont envisageables. La premi�ere: imaginer un nouveau mod�ele initiald'�etoile, une sorte de nouveau polytrope en variable lnf. Coûteux en temps et incertain danssa r�ealisation, cette premi�ere solution a �et�e momentan�ement �ecart�ee. La deuxi�eme est deconserver le polytrope standard mais de calculer lnf �a partir des quantit�es qu'il fournit. Nousallons pour cela utiliser la relation II{2.88, valable en milieu non-d�eg�en�er�e. Mais le calculpur et simple de lnf ne su�t pas car un passage dans l'�equation d'�etat avec ce lnf et T neredonnerait pas la masse volumique du polytrope. Nous avons v�eri��e qu'il �etait en g�en�eralimpossible de converger avec ce mod�ele trop di��erent du pr�ec�edent. Ce que nous cherchons l�aest un jeu de variables (lnf ; T; �) coh�erent thermodynamiquement pour la nouvelle �equationd'�etat . Le principe est d'imposer les valeurs de � et T du polytrope et de calculer la valeur delnf qui redonnera ce � en laissant varier �e, c'est-�a-dire en modi�ant l'ionisation du polytrope.C'est tout �a fait r�ealiste car c'est l'ionisation qui change le plus entre le mod�ele d'�equationd'�etat polytropique et le mod�ele complet. La �gure II{2.8 montre l'organisation de ce petitcalcul qui a abouti �a la cr�eation d'un petit programme annexe. On �evalue, �a partir du jeu devariables (lnf ; T ) initial le �e donn�e par l'�equation d'�etat compl�ete. En fonction de l'�ecartau �e initial, on corrige lnf en supposant � et T constants. L'inversion de l'�equation d'�etat ,lnf(�,T) n�ecessaire �a la correction de lnf est en fait identi��ee par simplicit�e �a l'�equation II{2.88 dans laquelle on a �� = �T = 0 et donc � lnf = � ln�e. Le processus s'arr�ete lorsquela correction appliqu�ee �a lnf est su�samment petite devant sa valeur absolue ou lorsque lamasse volumique donn�ee par l'�equation d'�etat compl�ete et su�samment proche de la valeurdonn�ee par le polytrope. Cette m�ethode peut aussi être utilis�ee lorsque l'on veut passer d'unecondition d'ionisation �a une autre pour les �el�ements dont on ne suit pas l'ionisation (toujourstotalement ionis�e ou toujours neutres). Par exemple, dans un mod�ele o�u seuls Hydrog�ene etHelium sont ionis�es, les autres �el�ements chimiques �etant consid�er�es comme toujours totale-
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?Fig. 2.8 { Organigramme pour la calcul du mod�ele initial.ment ionis�es, si l'on veut brutalement suivre l'ionisation des �el�ements C,N et O, on aura dansl'atmosph�ere de l'�etoile un brutal retrait d'�electrons qui peut empêcher la convergence. Onutilisera l'algorithme de la �gure II{2.8 pour corriger lnf en fonction de la modi�cation de �einduite par les changements d'ionisation, �a � et T constants. Ce nouveau mod�ele, même s'iln'est pas exact, est toujours su�samment proche de la r�ealit�e pour permettre la convergence.2.6 IonisationLa partie sur l'ionisation est primordiale car la quantit�e d'�electrons libres qu'elle revient�a calculer, et repr�esent�ee par �e ou �e, est pr�esente dans toute la thermodynamique. Elleintervient directement dans le calcul de � (voir relation II{2.66) mais aussi dans le calcul dela pression des ions et dans les corrections (voir parties II{2.7.2 et II{2.8).2.6.1 Ionisation des "lourds", ZX>1Rapports d'ionisation en formalisme (lnf ; lnT )Chaque r�eaction d'ionisation est de la forme:Xi+ �! X(i+1)+ + e- (2.99)



92 2.6 IonisationLa condition de minimisation de l'�energie libre (�equation II{2.58) permet d'�ecrire:@f@ NXi+ �����;T = @f@ NX(i+1)+ �����;T + @f@ Ne- �����;T (2.100)D'apr�es la d�e�nition du potentiel chimique, II{2.35, cela peut se r�e�ecrire:�Xi+ = �X(i+1)+ + �e- (2.101)Par ailleurs, on utilise l'expression II{2.53 de l'�energie libre pour r�e�ecrire II{2.100. Ce quidonne:@fparfait@ NXi+ �����;T + @f conf@ NXi+ �����;T = @fparfait@ NX(i+1)+ �����;T + @f conf@ NX(i+1)+ �����;T + @fparfait@ Ne- �����;T + @f conf@ Ne- �����;T(2.102)Compar�ee �a II{2.101, on s�eparer le potentiel chimique en deux composantes:�x = �x0 +� �x (2.103)avec �x0 def= @fparfait@ Nx �����;T (2.104)et � �x def= @f conf@ Nx �����;T (2.105)o�u �x0 est le potentiel chimique d'un gaz parfait (f conf = 0) et � �x, la correction due auxe�ets non-id�eaux. En utilisant les expressions du potentiel chimique pour un gaz parfait nond�eg�en�er�e pour les ions (�equation II{2.35) et plus g�en�eralement la d�e�nition de la d�eg�en�eres-cence II{2.34 pour les �electrons, on obtient:kT ln� NXi+zXi+ �+ � �Xi+ = kT ln� NX(i+1)+zX(i+1)+ � +� �X(i+1)+ + �e + ��e (2.106)puis ln� NXi+zXi+ � +� �Xi+ = ln� NX(i+1)+zX(i+1)+ � +� �X(i+1)+ + �e +��e (2.107)o�u l'on a pris la d�e�nition standard du param�etre de d�eg�en�erescence:��x def= � � ��x = � @f conf@Nx ����T;� (2.108)Finalement, en prenant l'exponentielle de II{2.107, l'�equation correspondant �a la r�eactionchimique II{2.99 est: �X(i+1)+zX(i+1)+ = �Xi+zXi+ e��effe (2.109)o�u l'on a: �effe = �e + ��e (2.110)zXq+ = zXq+trans � zXq+int � e�� �Xi+ (2.111)zXq+int = zXq+elec � zXq+rot � zXq+vib (2.112)zXq+elec = gXq+0 � e�� EXq+0 � zaXq+ (2.113)



Chapitre 2 { Changement d'�equation d'�etat . 93zaXq+ �etant d�e�nie par la relation II{2.56. Les e�ets non id�eaux ont donc pour e�et dechanger les valeurs relatives des fonctions de partition des ions par un facteur exp(�� �Xi+)et aussi de changer les rapports d'ionisation en rempla�cant �e par �effe .En supposant maintenant que la masse des �electrons est n�egligeable dans les ions, lesfonctions de partitions translationnelles de Xi+ et X(i+1)+ sont �egales et se simpli�ent (voirII{2.86). Restent donc seulement les fonctions de partitions internes des ions:�X(i+1)+�Xi+ = hX(i+1)+0 � e�� EX(i+1)+0 � !X(i+1)+hXi+0 � e�� EXi+0 � !Xi+ e��effe (2.114)O�u l'on a pos�e: hX(i+1)+0 = gX(i+1)+0 � e�� �Xi+ (2.115)et !Xi+ = zXq+a � zXq+rot � zXq+vib (2.116)Finalement, on obtient les rapports d'ionisation corrig�es des e�ets non id�eaux, chacuns carac-t�eris�es par la charge de l'ion plac�e au num�erateur, i+1, et le symbole de l'�el�ement chimique,X: Ri+1X def= �X(i+1)+�Xi+ = hX(i+1)+0 � !X(i+1)+hXi+0 � !Xi+ e��effe ��( EX(i+1)+0� EXi+0) (2.117)Calcul des abondancesLors des processus d'ionisation, la quantit�e de chaque �el�ement chimique est conserv�ee. Onutilise donc comme contrainte la conservation de l'esp�ece chimique X:yX = ZXXq=0 �Xq+ (2.118)Dans la somme, on peut d�ecider de factoriser �Xk+ pour faire apparâ�tre les rapports d'ioni-sation. D'o�u yX = �Xk+24k�1Xi=0 8<:k�1Yj=i  1Rj+1X !9=; + 1 + ZXXi=k+18<:i�1Yj=k (Rj+1X )9=;35 (2.119)Par exemple, on peut s'en convaincre pour l'ion C2+:yC = �C2+ � �C0+�C1+ �C1+�C2+ + �C1+�C2+ + 1 + �C3+�C2+ + �C4+�C3+ �C3+�C2++ �C5+�C4+ �C4+�C3+ �C3+�C2+ + �C6+�C5+ �C5+�C4+ �C4+�C3+ �C3+�C2+� (2.120)On �ecrit donc pour r�esoudre l'ionisation:�Xk+ = yX�Xk + 1 (2.121)avec �Xk+ 1 def= 1 + k�1Xi=0(Pk�i;i+1)�1 + ZXXi=k+1Pi�k;k+1 (2.122)



94 2.6 Ionisationo�u la quantit�e Pm;a est un produit de m rapports d'ionisation successifs commencant par a:Pm;a def= m+a�1Yi=a RiX (2.123)Par exemple, pour le Lithium ( ZLi= 3), on a quatre abondances �a d�eterminer: ( Li0; Li+; Li2+; Li3+).On a donc trois rapports d'ionisation possibles dont les produits sont regroup�es comme mon-tr�e dans le tableau II{2.2. Pm;a m=1 m=2 m=3a=1 R1Li R1LiR2Li R1LiR2LiR3Lia=2 R2Li R2LiR3Lia=3 R3LiTab. 2.2 { D�e�nition des produits de rapports d'ionisationCe qui donne pour les fonctions �:�Li1 = 1 + R1Li + R1LiR2Li +R1LiR2LiR3Li (2.124)�Li2 = (R1Li)�1 + 1 +R2Li +R2LiR3Li (2.125)�Li3 = (R1LiR2Li)�1 + (R2Li)�1 + 1 +R3Li (2.126)�Li4 = (R1LiR2LiR3Li)�1 + (R2LiR3Li)�1 + (R3Li)�1 + 1 (2.127)D�eriv�ees premi�eresD'apr�es II{2.117 les d�eriv�ees des rapports d'ionisation sont:@ lnRiX@ lnx ����y = @ ln zXi+a@ lnx ����y � @ ln zX(i�1)+a@ lnx ����y � @�effe@ lnx �����y + ( EXi+0� EX(i�1)+0)��(x� T )(2.128)o�u �(x� T ) vaut 1 si x=T, 0 sinon.Les d�eriv�ees de la d�eg�en�erescence e�ective sont calcul�ees comme suit:@ �eeff@ lnx ����y = @�e@ lnx ����y + @��e@ lnx ����y (2.129)avec d'apr�es II{2.78: @�e@ lnx ����y =p1 + f�(x� f) (2.130)Les d�eriv�ees de la correction de d�eg�en�erescence seront calcul�ees dans la partie II{2.8. On autilis�e de plus pour II{2.128 la relation suivante II{F.9 pr�esent�ee dans l'annexe F. Ce r�esultatpermet de calculer les d�eriv�ees des produits Pm;a:@ ln Pm;a@ lnx ����y = m+a�1Xi=a @ lnRiX@ lnx ����y (2.131)



Chapitre 2 { Changement d'�equation d'�etat . 95, puis celles de la fonction �:@ �Xk + 1@ lnx ����y = ZXXi=k+1 Pi�k;k+1 @ ln Pi�k;k+1@ lnx ����y � k�1Xi=0 (Pk�i;i+1)�1 @ lnPk�i;i+1@ lnx ����y (2.132)Et en�n, pour les abondances: @ �Xi+@ lnx ����y = � �Xi+�Xk + 1 @ �Xk+ 1@ lnx ����y (2.133)D�eriv�ees secondesEn d�erivant une fois de plus l'�equation II{2.128, on obtient:@2 lnRiX@ lnx@ lny = @2 ln zXi+a@ lnx@ lny � @2 ln zX(i�1)+a@ lnx@ lny � @2�effe@ lnx@ lny � ( EXi+0� EX(i�1)+0)��(x� T )�(y � T )(2.134)o�u @2�e@ lnx@ lny = f2p1 + f �(x� f)�(y � f) (2.135)D'o�u pour les d�eriv�ees secondes des Pm;a:@2 ln Pm;a@ lnx@ lny = m+a�1Xi=a @2 lnRiX@ lnx@ lny (2.136)Pour �, on a alors:@2 �Xk + 1@ lnx@ lny = ZXXi=k+1 "Pi�k;k+1  @ lnPi�k;k+1@ lnx ����y @ ln Pi�k;k+1@ lny ����x + @2 ln Pi�k;k+1@ lnx@ lny !#+ k�1Xi=0 "(Pk�i;i+1)�1 @ lnPk�i;i+1@ lnx ����y @ lnPk�i;i+1@ lny ����lnx � @2 lnPk�i;k+1@ lnx@ lny !#(2.137)Et �nalement pour les abondances:@2 �Xi+@ lnx@ lny = �Xi+ 2( �Xk + 1)2 @ �Xk + 1@ lnx ����y @ �Xk + 1@ lny ����x � 1�Xk + 1 @2 �Xk + 1@ lnx@ lny ! (2.138)2.6.2 Ionisation de l'Hydrog�eneL'Hydrog�ene ne peut pas entrer dans le cadre des calculs du paragraphe pr�ec�edent caron a choisit d'incorporer des esp�eces comme H- et H2, dont les r�eactions de formation nes'identi�ent pas exactement �a II{2.99.Rapports d'ionisationPour H+:



96 2.6 Ionisationon retrouve exactement le même format de r�eaction et on a donc la même expression pourle rapport d'ionisation: RH+ = �H+�H0 = hH+0 !H+hH0 !H e��effe ��( EH+0� EH0) (2.139)Pour H-: H + e- �! H- (2.140)En minimisant l'�energie libre comme en II{2.100, cette �equation bilan donne pour le rapportd'ionisation: RH- = �H-�H0 = hH�0 !H-hH0 !H e�effe ��( EH�0� EH0) (2.141)Notons que RH- d�epend de �effe et non de -�effe comme pour les autres rapports.Pour H2: H +H �! H2 (2.142)La minimisation de l'�energie libre conduit �a:2�H +��H = �H2 +� �H2 (2.143)puis, en suivant la m�ethode de la section II{2.6.1, aNH2NH2 = zH2zH2 (2.144)Explicitons les di��erents termes des fonctions de partition:zH2 = ( hH0 zHtrans !He� EH0�)2 (2.145)zH2 = zH2trans 
H2 = v nH2Q 
H2 (2.146)o�u v est le volume sp�eci�que et 
H2 la fonction de partition interne de la mol�ecule H2 corrig�eedes e�ets non-id�eaux (voir �equation II{2.111). Ceci donne, en approximant MH2 = 2 MH (onn�eglige l'�energie de liaison de la mol�ecule par rapport �a sa masse):NH2NH2 = v�12�3=2 nHQ gH0 zHa
H2 e�2 EH0� (2.147)Au moment du calcul, � = 1=v n'est pas connu car il est d�etermin�e par II{2.66 o�u intervient�e; quantit�e que l'on cherche pr�ecisemment par l'ionisation. Pour pouvoir calculer le rapport,on fait apparâ�tre ne en divisant par Ne. Par ailleurs, ne est connu puisqu'il ne d�epend quede T et lnf (voir section II{2.4.1). D'o�u:RH2 def= �H2 �e�H2 = 23=2 
H2gH0 zHa nenHQe2 EH0� (2.148)



Chapitre 2 { Changement d'�equation d'�etat . 97R�esolutionA cause du calcul de l'esp�ece H2, le calcul de l'abondance des �electrons est coupl�e �a lar�esolution de l'ionisation pour l'Hydrog�ene. Pour trouver les cinq abondances (quatre pour lesesp�eces de l'Hydrog�ene et une de plus pour les �electrons), il nous faut donc cinq �equations. Or,nous avons d�e�ni pour le moment trois rapports d'ionisation. Les deux relations manquantesseront donc les deux �equations de conservation des protons et des �electrons. Ce qui donne:RH2 = �e �H2�H2 (2.149)RH+ = �H+�H (2.150)RH- = �H-�H (2.151)yH = �H + 2 �H2 + �H+ + �H- (2.152)�e = �H+ � �H- + �eZ (2.153)�eZ= �eZs+ �eZns est la quantit�e d'�electrons fournie par l'ionisation des "lourds" ( ZX>1). Cettequantit�e se d�etaille en deux parties. La premi�ere r�esultant des �el�ements dont l'ionisation estsuivie: �eZs = XXsuivis ZXXq=1 q �Xq+ (2.154)La deuxi�eme r�esulte des �el�ements non suivis. Elle d�epend de l'hypoth�ese d'ionisation faitesur ces �el�ements et contrôl�ee par un bool�een de la carte de param�etre, totioniz. Ils sont soittoujours totalement ionis�es et alors�eZns = XXnonsuivis ZX yX (2.155)soit toujours neutres et on a �eZns = 0 (2.156)A partir des �equations de conservation, on �ecrit �H2 et �e .�H2 = yH� S �H2 (2.157)�e = �eZ +D �H (2.158)avec S def= 1 + RH+ + RH- (2.159)D def= RH+ � RH- (2.160)En remplacant ces expressions dans le rapport de formation de H2, on a:RH2 = � yH � S �H2 �� �eZ +D �H�H2 � (2.161)Ce qui m�ene �a une �equation du second degr�e en �H :(SD + 2 RH2) �H2 + (S �eZ � yHD) �H � yH �eZ = 0 (2.162)



98 2.6 IonisationCette �equation est r�esolue trivialement par le calcul de son discriminant. Reste ensuite �atrouver prudemment la solution physique puisqu'il peut y avoir deux solutions r�eelles ouaucunes suivant les cas. La partie "num�erique" est importante dans cette r�esolution. En e�et,la quantit�e D et le facteur devant le terme du premier degr�e de l'�equation II{2.162 sontdes di��erences. Lorsque les deux termes de la di��erence sont du même ordre de grandeur,la di��erence peut prendre des valeurs non signi�catives. On remarque en particulier que cesdi��erences interviennent dans les deux �equations d�e�nissant �H2 et �e �a partir de �H ,II{2.157. La reconstruction de ces deux abondances �a partir de �H devra donc être tr�esprudente. On peut poser comme condition:�H2 > 0 et �e > 0 (2.163)D'o�u les conditions suivantes sur �H:�H > yHS car S > 1 (2.164)�H > � �ezD si D > 0 (2.165)�H < � �ezD si D < 0 (2.166)On a bien �evidemment aussi: 0 < �H < yH (2.167)On �ecrit donc la condition "physique" impos�ee �a la solution de l'�equation II{2.162 commesuit: 0 < �H < min� yH; �ezjDj ; yHS � (2.168)Notons une derni�ere fois l'importance des di��erences num�eriques, cette fois-ci dans le calculdu discriminant: � = b2�4ac. Les solutions sont obtenues �a partir de p�. Or quand b2 � 4ac,� peut être "faussement" n�egatif �etaient en-dessous de la pr�ecision de la machine. Dans cecas l�a, la solution est calcul�ee par un d�eveloppement limit�e �a l'ordre deux en 4ac=b2. Unefois la valeur de �H obtenue, les autres abondances sont calcul�ees par les relations II{2.157,II{2.150 et II{2.151.D�eriv�ees premi�eresPour obtenir les d�eriv�ees premi�eres des abondances, on prend la d�eriv�ee @@ lnx ��y du syst�emed'�equations II{2.149 �a II{2.153. D'o�u:�e @ �H2@ lnx ����y + �H2 @ �e@ lnx ����y = �H2 @ RH2@ lnx ����lny + 2 RH2 �H @ �H@ lnx ����y (2.169)@ �H+@ lnx ����y = RH+ @ �H@ lnx ����y + �H @ RH+@ lnx ����y (2.170)@ �H-@ lnx ����y = RH- @ �H@ lnx ����y + �H @ RH-@ lnx ����y (2.171)0 = @ �H@ lnx ����y + @ �H+@ lnx ����y + @ �H-@ lnx ����y + 2 @ �H2@ lnx ����y(2.172)@ �e@ lnx ����y = @ �H+@ lnx ����y � @ �H-@ lnx ����y + @ �ez@ lnx ����y (2.173)



Chapitre 2 { Changement d'�equation d'�etat . 99Les d�eriv�ees des abondances nucl�eaires sont nulles par hypoth�ese du d�ecouplage entre struc-ture et abondances (voir chapitre II{1). Apr�es avoir ordonn�e ce nouveau syst�eme, on obtientune �equation du type: [A] � d~� = ~B; (2.174)o�u d~� est le vecteur d�eriv�ee des abondances, ~� = ( �H ; �e ; �H2 ; �H- ; �H+ ) et [A], lamatrice �a diagonaliser pour r�esoudre II{2.174:[A] = 0BBBBBB@ 2 RH2 �H - �H2 - �e 0 01 0 2 1 10 1 0 1 -1- RH- 0 0 1 0- RH+ 0 0 0 1 1CCCCCCAavec le second membre~B =  � �H2 @ RH2@ lnx ����y ; 0; @ �ez@ lnx ����y ; �H @ RH-@ lnx ����y ; �H @ RH+@ lnx ����y! (2.175)Pour être coh�erent avec l'�ecriture analytique de la solution des abondances donn�e au para-graphe pr�ec�edent, on ne cherchera �a d�eterminer ici que la d�eriv�ee de �H . Les autres d�eriv�eesseront reconstruites �a partir des relations exprim�ees dans II{2.174. On e�ectue la combinaisonsuivante des lignes Li de [A] et ~B pour obtenir @ �H@ lnx ���y :L1  L1 + �e2 L2 + �H2 L3 � ( �e2 + �H2 )L4 � ( �e2 � �H2 )L5La solution compl�ete du syst�eme est alors:@ �H@ lnx ����y = 2 �H2 B3 + 2 �H2B2 � ( �e + 2 �H2 )B4 � ( �e � 2 �H2 )B54 RH2 �H + �e + ( �e + 2 �H2 ) RH- + ( �e � 2 �H2 ) RH+ (2.176)@ �H+@ lnx ����y = B5 + RH+ @ �H@ lnx ����y (2.177)@ �H-@ lnx ����y = B4 + RH- @ �H@ lnx ����y (2.178)@ �H2@ lnx ����y = �12  @ �H-@ lnx ����y + @ �H+@ lnx ����y + @ �H@ lnx ����y! (2.179)@ �e@ lnx ����y = B3 + @ �H+@ lnx ����y � @ �H-@ lnx ����y (2.180)en utilisant les composantes Bi du second membre.Reste maintenant �a exprimer les d�eriv�ees des rapports d'ionisation et autres quantit�es quirentrent dans le calcul de ce second membre:Pour �H+ et �H- , on a:@ RH�@ lnx ����y = RH� @ ln zH�a@ lnx ����y � @ ln zHa@ lnx ����y �� @ �eeff@ lnx ����y + ( EH�0� EH0)��(x� T )!(2.181)Et pour �H2 :@ RH2@ lnx ����y = RH2 @ ln 
H2@ lnx ����y � @ ln zHa@ lnx ����y + @ ln ne@ lnx ����y � 32 � 2 EH0�! �(x� T ) (2.182)



100 2.6 IonisationOn a utilis�e pour �etablir cette expression la propri�et�e suivante qui d�ecoule de II{2.30:@ ln neQ@ lnx ����y = 32�(x� T ) (2.183)Il faut encore la d�eriv�ee du nombre d'�electrons fournis par les "lourds", explicit�ee d'apr�es larelation II{2.154: @ �ez@ lnx ����y = ZXXq=1 q @ �Xq+@ lnx ����y (2.184)les abondances des �el�ements dont l'ionisation est non suivie �etant consid�er�ees comme constantes.D�eriv�ees secondesLa m�ethode pour trouver les d�eriv�ees secondes est la même que pour les d�eriv�ees premi�eres:on d�erive une fois de plus le syst�eme II{2.169 �a II{2.173. On retrouve un syst�eme lin�eaireexprim�e comme II{2.174 avec la particularit�e que la matrice [A] est exactement la même. Seulle second membre, ~B, change. On applique donc la même combinaison de ligne pour trouverla solution et on obtient:@2 �H@ lnx@ lny = B1 + �e2 B4 + �H2 B5 � ( �e2 + �H2 )B3 � ( �e2 � �H2 )B22 RH2 �H + �e2 + ( �e2 + �H2 ) RH- + ( �e2 � �H2 ) RH+ (2.185)@2 �H+@ lnx@ lny = RH+ @2 �H@ lnx@ lny + B2 (2.186)@2 �H-@ lnx@ lny = RH- @2 �H@ lnx@ lny +B3 (2.187)@2 �H@ lnx@ lny = �12 � @2 �H+@ lnx@ lny + @2 �H-@ lnx@ lny + @2 �H@ lnx@ lny � (2.188)@2 �H@ lnx@ lny = @2 �H+@ lnx@ lny � @2 �H-@ lnx@ lny +B5 (2.189)les Bi �etant les composantes du second membre:B1 = @ �e@ lny ����x @ �H2@ lnx ����y � 2 �H @ �H@ lny ����x @ RH2@ lnx ����y � �H2 @ RH2@ lnx ����lny� 2 RH2 @ �H@ lny ����x @ �H@ lnx ����y + @ �e@ lnx ����y @ �H2@ lny ����x � 2 �H @ �H@ lnx ����y @ RH2@ lny ����xB2 @ RH+@ lnx ����y @ �H@ lny ����x + �H @2 RH+@ lnx@ lny + @ RH+@ lny ����x @ �H@ lnx ����yB3 @ RH-@ lnx ����y @ �H@ lny ����x + �H @2 RH-@ lnx@ lny + @ RH-@ lny ����x @ �H@ lnx ����yB4 = 0B5 = @2 �ez@ lnx@ lny (2.190)Ceci conduit, pour les rapports d'ionisation, �a@2 ln RH�@ lnx@ lny = @2 ln zH�a@ lnx@ lny � @2 ln zHa@ lnx@ lny �� @2 �eeff@ lnx@ lny (2.191)�( EH�0� EH0)��(x� T )�(y � T ) (2.192)@2 ln RH2@ lnx@ lny = @2 ln
H2@ lnx@ lny � @2 ln zHa@ lnx@ lny + @2 lnne@ lnx@ lny (2.193)



Chapitre 2 { Changement d'�equation d'�etat . 101Compte tenu de l'obtention des d�eriv�ees premi�eres sous forme logarithmique (voir II{2.182 etII{2.181), le calcul des d�eriv�ees @2 ln@ ln s@ lny est plus rapide que celui des @2@ lnx@ lny . Une relationde passage facilement d�emontrable (voir II{F.10 �a l'annexe F) est ensuite appliqu�ee.2.6.3 Donn�ees atomiquesPlusieurs sortes de donn�ees atomiques sont n�ecessaires au calcul de l'ionisation: fonc-tions de partition, poids statistiques des niveaux d'�energie, valeurs des niveaux d'�energie nonperturb�es. Nous ne parlerons pas ici des poids statistiques qui ne demandent aucun choix par-ticulier. Voici quelques commentaires concernant deux donn�ees atomiques parmi l'ensembledes donn�ees atomiques qui n�ecessitent un choix dans la nouvelle �equation d'�etat .Fonctions de partitionLes di��erentes hypoth�eses se rattachant au calcul des fonctions de partition sont les sui-vantes:{ Les fonctions de partitions astrophysiques (�electroniques) sont suppos�ees valoir 1 pard�efaut, c'est �a dire que l'on assimile la fonction de partition �a son terme fondamental:gXq+0 EXq+0.{ La supposition pr�ecendente n'est pas faite pour H2 o�u l'on prend en compte tous lesniveaux �electroniques, les niveaux de vibration et de rotation.{ Des fonctions de partition non constantes (Irwin 1987) pour les ions de l'Hydrog�ene etde l'H�elium sont aussi utilisables dans cette �equation d'�etat car ces �el�ements sont lesplus abondants.{ Le terme con�gurationnel, moyennant quelques approximations d�ecrites dans la sectionII{2.8, est mis sous une forme o�u il ne d�epend pas des abondances ioniques. On a donchX0 = gX0. La seule correction subsistant est ��e .Cette correction sur les �electrons peut d'ailleurs s'interpr�eter comme une correction surles ions car l'expression des rapports d'ionisation II{2.117 permet d'�ecrire:�Xq+ = RXq+ RX(q-1)+ : : : RX0 �X0= hXq+0 !Xq+hX00 !X0 exp ��q �eeff � ( EXq+0 � EX00)�� �X0 (2.194)puis en utilisant la conservation de l'esp�ece X (�equation II{2.118),�Xq+ = yX hXq+0 !Xq+exp ��q �eeff � ( EXq+0� EX00)��ZXXk=0 hXk+0 !Xk+exp ��k �eeff � ( EXk+0� EX00)�� (2.195)que l'on peut r�e�ecrire:�Xq+ = yX GXq+0exp ��q�e � ( EXq+0 � EX00)��ZXXk=0 GXk+exp ��k�e � ( EXk+0� EX00)�� (2.196)



102 2.6 Ionisationavec GXi+ = hXi+0 !Xi+e�i��e (2.197)On reconnâ�t au d�enominateur la fonction de partition associ�ee aux di��erents �etatsd'ionisation de l'esp�ece X et on voit bien que les poids statistiques de chaque �etatd�e�nis par II{2.197 sont modi��es par la correction �electronique.Deux descriptions di��erentes de fonctions de partition non constantes ont �et�e impl�ement�eesdans le code. Elle peuvent être la source de petites incoh�erences physiques entre les potentielsinternes et externes utilis�es car elles ont �et�e calcul�ees ind�ependemment de cette �equation d'�etat. Si les auteurs ont tronqu�e leurs fonctions de partition avec des corrections non-id�eales, cesderni�eres ont toutes les chances de d�ecrires les mêmes e�ets physiques que cette �equationd'�etat mais de fa�con di��erente, rompant avec les conditions de coh�erence totale expos�ee parHummer & Mihalas (1988)et reprisent �a la section II{2.3.3.La plus ancienne, de Vardya (1960) et Webbink (1975), a �et�e �ecrite pour H2. On a:
H2 = 6608:8�(T )( DH2�)�5=2eD1��(D2�)2+(D3�)3 (2.198)�(T ) = 1� (1 + � DH2)e� DH2� (2.199)avec les valeurs num�eriques suivantes:DH2= 4:48eV , l'�energie de formation de H2, et D1 = 0:448eV;D2 = 0:1562eV;D3 =0:0851eV . En pratique, on a même besoin des d�eriv�ees troisi�eme des fonctions de partitionscar leurs d�eriv�ees premi�eres interviennent d�ej�a dans l'entropie des ions (voir partie II{2.7.3).En utilisant la relation II{F.9, on a pour �:@ ln �@ lnx ����y = �( DH2�)2e� DH2�� �(x� T ) (2.200)@2 ln �@ lnx@ lny =  DH2� � 2� @ ln �@ lnx ����y! @ ln �@ lnx ����lny �(x� T )�(y � T ) (2.201)@3 ln �@ lnx@ lny@ ln z =  @ ln �@ lnx ����y!�1 � @2 ln �@ lnx@ lny �2 (2.202)+ @ ln �@ lnx ����y �� DH2� � @2 ln �@ lnx@ lny � �(x� T )�(y � T )�(z � T )(2.203)puis pour zH2int:@ ln 
H2@ lnx ����y =  �D1� + 2(D2�)2 � 3(D3�)3 + 52 + @ ln �@ lnx ����y! �(x� T ) (2.204)@2 ln 
H2@ lnx@ lny = �D1� � 4(D2�)2 + 9(D3�)3 + @2 ln �@ lnx@ lny � �(x� T )�(y � T )(2.205)@3 ln 
H2@ lnx@ lny@ ln z = ��D1� + 8(D2�)2 � 27(D3�)3 + @3 ln �@ lnx@ lny@ ln z� (2.206)�(x� T )�(y � T )�(z � T ) (2.207)Cette forme de la fonction de partition a �et�e ajust�ee de mani�ere �a être valable jusqu'�a T =25000K.



Chapitre 2 { Changement d'�equation d'�etat . 103La plus r�ecente, �ecrite habilement par Irwin (voir Irwin (1981) pour les ions de H et He, etIrwin (1987) pour H2), est de la forme:ln!X = 5Xi=1 ai(lnT )i (2.208)Les d�eriv�ees sont donc imm�ediatement:@ ln !X@ lnx ����y = 5Xi=1 iai(lnT )i�1�(x� T ) (2.209)@2 ln !X@ lnx@ lny = 5Xi=2 i(i� 1)ai(lnT )i�2�(x� T )�(y � T ) (2.210)@3 ln !X@ lnx@ lny@ ln z = 5Xi=3 i(i� 1)(i� 2)ai(lnT )i�3�(x� T )�(y � T )�(z � T ) (2.211)Ces fonctions de partition sont valables jusqu'�a T = 16000K. Pour la plupart des conditionsrencontr�ees, la temp�erature maximum de validit�e est atteinte �a un endroit dans l'�etoile o�ul'abondance de H2 est compl�etement n�egligeable. La suppression brutale du calcul de cetteesp�ece n'a alors aucune incidence sur le mod�ele. Pour les faibles masses cependant, il a�et�e n�ecessaire d'augmenter cette temp�erature limite pour assurer une bonne convergencedes mod�eles. Ceci concerne une r�egion tr�es limit�ee dans l'�etoile �a l'int�erieur de laquelle H2"tombe" tr�es vite �a 0.Niveaux d'�energiePour saisir les niveaux d'�energie, la convention suivante a �et�e prise: les esp�eces totalementionis�ees ont une �energie nulle. Au fur et �a mesure qu'une esp�ece totalement ionis�ee se lie, ellerelache de l'�energie chimique dans le milieu environnant et passe donc �a une �energie inf�erieure.C'est la convention atomique habituelle: pour les �electrons li�es, l'�energie est n�egative. La �gureII{2.9 sch�ematise cette convention. Ce choix est important car cette �energie relach�ee dans
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104 2.7 Calculs des composantes2.7 Calculs des composantesCette partie est destin�ee �a pr�eciser le mod�ele utilis�e pour l'�energie libre de chacune desdi��erentes composantes du plasma et �a calculer les deux quantit�es n�ecessaires (P et s) ainsique leurs d�eriv�ees. Les trois composantes du plasma correspondent aux ions, aux �electronset aux photons. Une composante suppl�ementaire sert �a mod�eliser les int�eractions entre cesparticules.On aura donc pour l'�energie libre totale du syst�eme:f tot = f rad + f elec + f ions + f conf (2.212)Dans tout cette partie, on utilisera les d�e�nitions II{2.9 et II{2.4. De plus, x et y symboliserontune variable parmi (lnf ; lnT ). En�n, �(x�T ) vaudra 1 si x = T , 0 sinon. Les d�eriv�ees secondesne seront pas n�ecessaires pour l'�energie interne car cette grandeur ne sert qu'�a travers �grav.Seules ses d�eriv�ees premi�eres sont �a calculer pour le sch�ema Newton-Raphson .2.7.1 Partie radiativeLa principale caract�eristique des photons est qu'il sont des bosons. Compte tenu du faitque les bosons peuvent être empil�es sans restriction dans un même �etat quantique, il n'y arien de surprenant �a ce que le param�etre de d�eg�en�erescence des photons soit toujours nul. Iln'y a aucun empêchement possible au peuplement d'un �etat et aucune pression associ�ee. Sion utilise ce fait dans la fonction de partition grand canonique II{2.13 pour calculer f en serappellant que p = h�c et E = h�, alors on a:f rad = �aT 43� avec a = 4�c (2.213)On a donc triviallement pour l'entropie, la pression et l'�energie interne:Prad = a3T 4 (2.214)srad = 43 aT 3� (2.215)urad = aT 4� (2.216)(2.217)Leurs d�eriv�ees premi�eres sont:@Prad@ lnx ����y = 4Prad�(x� T ) (2.218)@srad@ lnx ����y = srad 3�(x� T )� @ ln �@ lnx ����y! (2.219)@urad@ lnx ����y = urad 4�(x� T )� @ ln �@ lnx ����y! (2.220)



Chapitre 2 { Changement d'�equation d'�etat . 105Et leurs d�eriv�ees secondes:@2Prad@ lnx@ lny = 16Prad�(y � T )�(x� T ) (2.221)@2srad@ lnx@ lny = Srad " 3�(x� T )� @ ln �@ lnx ����y!�3�(y � T )� @ ln �@ lny ����x� (2.222)� @2 ln �@ lnx@ lny � (2.223)2.7.2 Partie �electroniqueTout comme dans la partie II{2.2.2, les autres quantit�es thermodynamiques du gaz d'�elec-trons doivent être calcul�ees. Elles vont être calcul�ees par une m�ethode similaire �a celle quia permi de d�eterminer ne. Même si l'on utilise pas directement l'�energie libre, cette m�e-thode analytique donne exactement les même r�esultats. Em e�et, les ajustements utilis�espour (se; Pe; ne) ont �et�e calcul�es avec la contrainte de v�eri�er analytiquement les relations deMaxwell, ce qui assure la coh�erence thermodynamique. De plus,, on remarquera que lors ducalcul des int�egrales utilis�ees pour d�eterminer (se; Pe; ne), aucune hypoth�ese restrictive n'estfaite concernant la d�eg�en�erescence ou le degr�e de relativit�e du gaz d'�electron.Adimensionnement des quantit�es thermodynamiquesOn a dPe = 13pvdne (2.224)duve = Edne (2.225)o�u une quantit�e portant l'exposant v est volumique. En utilisant �v def= v=c pour la vitesse,E = mec2 pour l'�energie cin�etique et en reconnaissant le facteur relativiste  def= 1p1��2v = E�(voir aussi la section II{2.2.2 pour les d�e�nitions des quantit�es �etoil�ees), on a v = �vc =p�p1+(p�)2 . EN utilisant aussi l'�equation II{2.36 pour ne, on peut �ecrire:Pe = 8�Mec2�3c Ipe (2.226)Ipe = 13 Z 10 (p�)3dE�eE�T���e + 1 (2.227)et: uve = 8�Mec2�3c Iue (2.228)Iue = Z 10 E�(p�)2dp�eE�T���e + 1 (2.229)avec toujours les relations:Ipe = p23 5=2(2F3=2(�e ; ) + F5=2(�e ; )) (2.230)Iue = p25=2(F3=2(�e ; ) + F5=2(�e ; )) (2.231)(2.232)



106 2.7 Calculs des composantesPour rester coh�erent avec le fait que c'est l'entropie et non l'�energie interne qui nous sertde grandeur thermodynamique de base, ce n'est pas l'int�egrale Iue qui va être calcul�ee parles ajustements polynomiaux de Eggleton et al. (1973), mais une int�egrale permettant decalculer l'entropie.On d�e�nit ainsi Iqe telle que qve = �qe = 8�Mec2�3c Iqe (2.233)avec qe def= ue + Pe� � 2kTNep1 + f (2.234)En introduisant cette d�e�nition dans la relation II{2.25 �ecrite pour les �electrons, on trouvepour l'entropie �electronique:se = kNe� qekTNe + 2p1 + f � �e � (2.235)En faisant apparâ�tre la variable g d�e�nie en II{2.77 et en adimensionant, on obtient:s�e def= sekNe = �p1 + f � Iqeg Ine + 2� � �e � (2.236)C'est l'int�egrale Iqe qui est ajust�ee par Pols et al. (1995) et qui sert �a calculer l'entropier�eduite, s�e . L'�energie interne se d�eduit alors par la relation II{2.25 �ecrite de mani�ere ap-propri�ee. Il faut en e�et successivement l'�ecrire par unit�e de volume en multipliant par �,adimensionner en divisant par 8�Mec2�3c , remarquer que kNe = R �e et l'on obtient:Iue = ue�eRT = T � Ine�s� � IpeT � Ine � �e � (2.237)D�eriv�ees de neA une constante pr�es, d�eriver ne revient �a d�eriver Ine (voir II{2.41). L'expression II{2.76donnant la forme analytique du �t pour Ine, on r�e�ecrit:Ine = Kn � Sn (2.238)avec Kn = f(1 + f)df+1 g3=2(1 + g)dg�3=2 (2.239)et Sn = dfXi=0 dgXj=0 nijf igj (2.240)



Chapitre 2 { Changement d'�equation d'�etat . 107Il faut donc maintenant calculer les d�eriv�ees premi�eres et secondes de ces quantit�es pourobtenir celle de ne. On remarque queSng def= @Sn@ ln g ����f = df ;dgXi;j=0 jnijf igj (2.241)Snf def= @Sn@ lnf ����g = df ;dgXi;j=0 inijf igj (2.242)Sngg def= g2@2Sn@g@g = df ;dgXi;j=0 j(j � 1)nijf igj (2.243)Snff def= f2 @2Sn@f@f = df ;dgXi;j=0 i(i� 1)nijf igj (2.244)Snfg def= gf @2Sn@f@g = df ;dgXi;j=0 jinijf igj (2.245)A partir de l�a, on utilise les d�eriv�ees de g calcul�ees d'apr�es II{2.77:@ ln g@ lnT ����f = 1 et @ ln g@ lnf ����T = f2(f + 1) (2.246)pour obtenir les d�eriv�ees de Ine par un syst�eme de changement de variables entre les variables(f,T) et (f,g) (voir aussi annexe F):@ ln Ine@ lnT ����f = @ ln Ine@ ln g ����f @ ln g@ lnT ����f (2.247)@ ln Ine@ lnf ����T = @ ln Ine@ lnf ����T + @ Ine@ lnf ����g @ ln g@ lnf ����T (2.248)Ce qui donne: @ ln Ine@ lnT ����f = 32 + �32 � dg� gg + 1 + SgnSn (2.249)@ ln Ine@ lnf ����T = 1 + SfnSn + ff + 1  12 @ ln Ine@ lnT ����f � df � 1! (2.250)Pour obtenir les d�eriv�ees secondes, on remarque que:@ ln Sgn@ ln g ����f = 1 + SggnSgn (2.251)@ ln Sfn@ ln g ����f = SfgnSfn (2.252)@ ln Sfn@ lnf ����g = 1 + S�nSfn (2.253)



108 2.7 Calculs des composanteset, en d�erivant les �equations II{2.249 et II{2.250, on obtient:@2 ln Ine@ lnT @ lnT = (32 � dg) g(1 + g)2 + SgnSn �1 + SggnSgn � SgnSn� (2.254)@2 ln Ine@ lnT @ lnf = f2(f + 1) @2 ln Ine@ lnT @ lnT + SfgnSn � Sfn Sgn( Sn)2 (2.255)@2 ln Ine@ lnT @ lnf = SfnSn �1� S�nSfn + SfnSn + � SfgnSfn � SgnSn�� f2(f + 1)��+ (2.256)f(f + 1)2 "12 @ ln Ine@ lnT ����f � df � 1#+ � f2(f + 1)� @2 ln Ine@ lnf @ lnT (2.257)Finalement, pour ne et ses d�eriv�ees:ne = 8��3c Ine (2.258)@ne@ lnx ����y = ne @ ln Ine@ lnx ����y (2.259)@2ne@ lnx@ lny = ne " @2 ln Ine@ lnx@ lny + @ ln Ine@ lnx ����y @ Ine@ lny ����x# (2.260)D�eriv�ees de PeL'int�egrale d�e�nissant Ipe est de la même forme que celle de ne en II{2.76:Ipe = f(1 + f)df+1 g5=2(1 + g)dg�3=2 dfXi=0 dgXj=0 pijf igj (2.261)On la r�e�ecrit : Ipe = Kp � Sp (2.262)avec Kp = gKn (2.263)et Sp " = " Sn (2.264)Le guillemet entre Sp et Sn exprime le fait que ces deux quantit�es ont exactement la mêmeforme polynomiale mais avec des coe�cients di��erents, pij au lieu de nij . On utilisera cettepropri�et�e de la fa�con suivante: Ipe = g �Ine (2.265)o�u �Ine est �egal �a Ine mais en rempla�cant les coe�cients nij par les coe�cients pij . Lesexpressions des d�eriv�ees de �Ine seront donc exactement les mêmes que celles de Ine mais enrempla�cant aussi les coe�cients nij par les pij . Reste donc �a calculer les d�eriv�ees de Ipe grâce



Chapitre 2 { Changement d'�equation d'�etat . 109aux relations II{2.265 et II{2.246. On a tr�es simplement:@ ln Ipe@ lnf ����T = f2(f + 1) + @ ln �Ine@ lnf �����T (2.266)@ ln Ipe@ lnf ����T = 1 + @ ln �Ine@ lnT �����f (2.267)@2 ln Ipe@ lnf @ lnf = f2(f + 1)2 + @2 ln �Ine@ lnf @ lnf (2.268)@2 ln Ipe@ lnT @ lnT = @2 ln �Ine@ lnT @ lnT (2.269)@2 ln Ipe@ lnf @ lnT = @2 ln �Ine@ lnf @ lnT (2.270)Puis d'apr�es la relation II{2.226, on obtient:Pe = 8�Mec2�3c Ipe (2.271)@Pe@ lnx ����y = Pe @ ln Ipe@ lnx ����y (2.272)@2Pe@ lnx@ lny = Pe " @2 ln Ipe@ lnx@ lny + @ ln Ipe@ lnx ����y @ Ipe@ lny ����x# (2.273)D�eriv�ees de seLa relation II{2.236 d�e�nit l'entropie r�eduite �a partir de la quantit�e adimensionn�ee Iqe.C'est cette quantit�e qui est ajust�ee. On a:Iqe = f(1 + f)df+2 g5=2(1 + g)dg�3=2 dfXi=0 dgXj=0 qijf igj (2.274)On remarque cette fois-ci en comparant avec II{2.76 que:Iqe = gf + 1 Îne (2.275)o�u Îne a exactement la même forme analytique que Ine mais avec les coe�cients qij au lieude nij . En introduisant cette forme pour Iqe dans la relation II{2.236 qui permet d'obtenirl'entropie r�eduite, on �ecrit simplement:s�e = q�e + 2p1 + f � �e (2.276)q�e = ÎneInep1 + f (2.277)C'est donc les d�eriv�ees de q�e qu'il faut �ecrire pour avoir les d�eriv�ees de s�e , sachant que lesd�eriv�ees de Îne auront exactement les mêmes expressions que celles de Ine mais en rempla�cantles coe�cients nij par les coe�cients qij on a@ ln q�e@ lnx ����y = @ ln Îne@ lnx �����y � @ ln Ine@ lnx ����y � f2(1 + f)�(x� f) (2.278)@2 ln q�e@ lnx@ lny = @2 ln Îne@ lnx@ lny � @2 ln Ine@ lnx@ lny � f2(1 + f)2 �(x� f)�(y � f) (2.279)



110 2.7 Calculs des composanteso�u �(x�A) vaut 1 si x=A, 0 sinon. L'�equation II{2.236 donne alors les d�eriv�ees de s�e :@s�e@ lnx ����y = q�e @ ln q�e@ lnx ����y � 1p1 + f �(x� f) (2.280)@2s�e@ lnx@ lny = q�e  @ ln q�e@ lnx ����y @q�e@ lny ����x + @2q�e@ lnx@ lny ! (2.281)+ f2(f + 1)3=2�(x� f)�(y � f) (2.282)Finalement, l'entropie massique s'obtient �a partir de la d�e�nition II{2.236 de l'entropie r�e-duite: @se@ lnx ����y = �e RT @s�e@ lnx ����y + s�eT @s�e@ lnx ����y + se�(x� T ) (2.283)@2se@ lnx@ lny = RT " @s�e@ lnx ����y @ �e@ lny ����x + @s�e@ lny ����x @ �e@ lnx ����y + @2s�e@ lnx@ lny + @2 �e@ lnx@ lny #+ " �e @s�e@ lnx ����y + s�e @ �e@ lnx ����y + @s�e@ lny ����x �(y � T )# �(x� T ) (2.284)D�eriv�ees de ueue et ses d�eriv�ees s'obtiennent �a partir de la quantit�e adimensionn�ee Iue d'apr�es la re-lation II{2.228. Iue et ses d�eriv�ees se calculent �a partir des d�eriv�ees des autres grandeurs�electroniques d�ej�a calcul�ees, en utilisant la relation II{2.237. On a donc:@ Iue@ lnf ����T = p1 + f + @ Ise@ lnf ����T + IpeIneT � � @ Ine@ lnf ����T � @ Ipe@ lnf ����T� (2.285)@ Iue@ lnT ����f = @ Ise@ lnT ����f + IpeIneT �  @ Ine@ lnT ����f � @ Ipe@ lnT ����f + 1! (2.286)Puis la relation II{2.237 permet de d�eduire:@ue@ lnx ����y = RT  Iue @ �e@ lnx ����y + �e @ Iue@ lnx ����y!+ ue�(x� T ) (2.287)2.7.3 Composante IoniqueNous traiterons ici du m�elange d'ions pr�esents dans le plasma. Il sera toujours consid�er�ecomme un m�elange parfait de gaz parfaits non d�eg�en�er�es. Les relations II{2.53 o�u II{2.84donnent donc l'�energie libre de ce m�elange:fion = kTXionsNi �ln� Nizitrans ziint� � 1� (2.288)Dans toute cette section, l'indice i court sur tous les ions pr�esents dans le plasma. Les abon-dances Ni sont calcul�ees par minimisation de l'�energie libre �a masse volumique et temp�eratureconstante (voir section II{2.6.1). En�n, on �ecrit la fonction de partition interne sous la forme:ziint = gi0 !ie� Ei0� o�u !i = zia zirot zivib (2.289)



Chapitre 2 { Changement d'�equation d'�etat . 111! contient les fonctions de partitions internes consid�er�ees dans le cadre de notre �equationd'�etat :niveaux �electroniques, de vibration et de rotation. Ei0 est l'�energie du niveau �electro-nique fondamental de l'esp�ece i. Par ailleurs, on utilise II{2.86 pour expliciter la fonction departition translationnelle. Ce qui donne pour l'�energie libre:fion = RTXions�i "ln ��iNnQi!i!� 1 + � Ei0# (2.290)PressionComme les fonctions de partition ne d�ependent pas de la masse volumique (ou du volume),les relations II{2.9 et II{2.290 donnent triviallement la pression:Pion = �RTXions �i (2.291)Les d�eriv�ees premi�eres sont donn�ees par:@Pion@ lnx ����y = Pion " @ ln �@ lnx ����y + �(x� T ) + 1Pi �i Xi @�i@ lnx ����y# (2.292)@2Pion@ lnx@ lny = Pion " @ lnPion@ lnx ����y @ lnPion@ lny ����x + @2 ln �@ lnx@ lny (2.293)+ 1Pi �iXi @2�i@ lnx@ lny �frac1 Xi �i!2Xi @�i@ lnx ����yXi @�i@ lny ����x35(2.294)Remarquons que la somme sur les abondances ioniques peut se simpli�er en utilisant II{2.152:Pi �i=XX ZXXq=0 �Xq+= �H+ + �H- + �H2 + �H + X\X>H 00 ZXXq=0 �Xq+= yH � �H2 + X\X>H 00 yXEn prenant en compte le fait que XX yX = constante, on a:Xi �i = � �H2 +XX yX (2.295)Xi @�i@ lnx ����y = � @ �H2@ lnx ����y (2.296)Xi @2�i@ lnx@ lny = � @2 �H2@ lnx@ lny (2.297)EntropieOn remarque que les �i sont constants pendant la d�erivation de II{2.290 car �i = NNiet que les Ni sont constants dans la d�e�nition de l'entropie �a partir de l'�energie libre (voir



112 2.7 Calculs des composantes�equation II{2.9). On obtient:sion = RXi (�i "52 + @ ln!@ lnT ����v � ln �i�NnQi!i!#) (2.298)ce que l'on r�e�ecrit comme suit pour l'impl�ementer le plus simplement possible:sion = R(�52 � lnN � ln ��Xi �i �Xi �i ln(�i) +Xi �i �ln( nQi) + ln !i + @ ln!i@ lnT ����v�)(2.299)Pour la d�eriv�ee premi�ere, on a apr�es quelques calculs:@sion@ lnx ����y = R(Xi �i " @@ lnx � @ ln!@ lnT ����v�����y + @ ln !i@ lnx ����y#+Xi @�i@ lnx ����y � @ ln !i@ lnT ����v + ln !i + ln nQi��Xi @(�i ln �i)@ lnx ����y + 32�(x� T )� @ ln �@ lnx ����y! Xi �i!+�52 � lnN � ln �� Xi @�i@ lnx ����y!) (2.300)Ainsi, les d�eriv�ees secondes valent:@2sion@ lnx@ lny = R(�Xi �i @2 ln �@ lnx@ lny +Xi @�i@ lnx ����y  32�(x� T )� @ ln �@ lnx ����y!+Xi @�i@ lny ����x�32�(y � T )� @ ln �@ lny ����x�+ �52 � lnN � ln ��Xi @2�i@ lnx@ lny+Xi �i � @2d lnxd lny � @ ln !i@ lnT ����v� + @2 ln!i@ lnx@ lny �+Xi @�i@ lny ����x " @@ lnx � @ ln !i@ lnT ����v�����y + @ ln!i@ lnx ����y#+Xi @�i@ lnx ����y � @@ lny � @ ln!i@ lnT ����v�����x + @ ln !i@ lny ����x�+Xi @2�i@ lnx@ lny � @ ln!i@ lnT ����v + ln!i + ln nQi��Xi @(�i ln �i)@ lnx ����y) (2.301)Avec pour la fonction xln(x): @(�i ln�i)@ lnx ����y = @�i@ lnx ����y (ln�i + 1) (2.302)@2(�i ln�i)@ lnx@ lny = @2�i@ lnx@ lny (ln�i + 1) + @�i@ lnx ����y @ ln�i@ lny ����x (2.303)



Chapitre 2 { Changement d'�equation d'�etat . 113Energie interneD'apr�es sa d�e�nition (�equation II{2.4) en fonction de f et s, on a pour l'�energie interne:uion = 32RTXi �i +Xi ��i @ ln !i@ lnT ����v�+NXi ��i Ei0� (2.304)Compte tenu de la convention adopt�ee pour les �energies des niveaux atomiques (voir sectionII{2.6.1), le dernier terme de l'�equation ci-dessus est nul en milieu totalement ionis�e. Nousavons soustrait la quantit�e constanteXX � yX EX0+O� �a uion pour modi�er ce choix arbitrairede telle fa�con �a ce que le dernier terme de l'�equation ci-dessus soit nul en milieu totalementneutre. Cela revient �a attribuer le niveau z�ero d'�energie �a chaque niveau fondamental desatomes ou a op�erer un changement global de l'�energie interne de l'�etoile. Ceci est toujourspossible car ce n'est pas l'�energie interne mais sa d�eriv�ee temporelle qui intervient dansles �equations de la structure stellaire (voir �equation II{1.9). La quantit�e ajout�ee n'a doncaucun impact mais nous permettra simplement de comparer les nouvelles valeurs de l'�energieinternes �a celle donn�ees par l'ancienne �equation d'�etat .Finalement:uion = RT 2432Xi �i +Xi ��i @ ln!i@ lnT ����v� + �XX ZXXq=0 �Xq+ � E0Xq+ � E0X0�35 (2.305)Les d�eriv�ees sont les suivantes:@uion@ lnx ����y = RT (32  �(x� T )Xi �i +Xi @�i@ lnx ����y!+Xi �i " @@ lnx � @ ln !i@ lnT ����v�����y + @ ln!i@ lnT ����v �(x� T )#+XX ZXXq=0 @�i@ lnx ����y � @ ln!@ lnT ����v + � � EXq+0� EX0+0��9=; (2.306)2.8 Corrections au gaz parfaitL'�energie libre de con�guration, composante essentielle du plasma pour la phase AGBnotamment, a �et�e reprise de Pols et al. (1995) avec une am�elioration dans la coh�erence desapproximations e�ectu�ees. Elle se compose de deux parties ayant la même forme adimension-n�ee: f conf = fIP + fEC (2.307)fIP = � �e RT fIP*(x; y) (2.308)fEC = � �e RT fEC*(x; y) (2.309)avec x = uma � ne (2.310)et y = 13:6eVkT (eV ) (2.311)Les indices "IP" et "EC" se r�ef�erent respectivement �a l'ionisation par pression et �a l'�ecrantagede Coulomb. Le premier e�et est la prise en compte de l'�energie transf�er�ee par les collisions



114 2.8 Corrections au gaz parfaitcomme source d'ionisation. Le deuxi�eme rend compte de l'inuence des �electrons libres qui seregroupent autour des noyaux positifs et abaissent en cons�equence leur charge r�eelle lorsqu'onse place su�semment loin. Ces deux ph�enom�enes sont fonctions de la temp�erature et de ladensit�e �electronique, repr�esent�es par x et y.Dans toute cette section, on adoptera la notation simpli�catrice suivante:Qi = @Q(j)@ ln i ����j 6=i (2.312)2.8.1 Strat�egie du calculLe principe du calcul des corrections est le suivant:A partir de la forme choisie pour f conf , on doit calculer par les formules II{2.9 les corrections�a P et s dues aux e�ets non id�eaux et, �a partir de la d�e�nition II{2.108, la correction �ala d�eg�en�erescence due �a ces même e�ets qui va modi�er l'ionisation (voir section II{2.6.1).Ces corrections sont calcul�ees par d�e�nition en variables ( �e ; T; �). On aura donc besoin duchangement de variable permettant de passer dans le jeu (x; y), qui est le syst�eme de variablesdans lequel est �ecrit f conf . Le passage ( �e ; T; �)! (x; y), s'obtient �a partir des d�e�nitionsde x et y (�equations II{2.310 et II{2.311):@@ ln �e ����T;V = @@ lnx ����y (2.313)@@ lnT ���� �e ;V = � @@ lny ����x (2.314)@@ ln V ���� �e ;T = @@ lnx ����y (2.315)(2.316)Une fois ces corrections obtenues, nous aurons besoin de leurs d�eriv�ees par rapports auxvariables contraintes par le processus Newton-Raphson : lnf et lnT . Un autre changement devariable sera alors n�ecessaire: (x; y)! (lnf ; lnT ):@@ lnT ����f = @@ lnx ����y xT � @@ lny ����x (2.317)@@ lnf ����T = @@ lnx ����y xf (2.318)o�u l'on a utilis�e les notations abbr�eg�ees:xT = @ ln Ine@ lnT ����f et xf = @ ln Ine@ lnf ����T (2.319)quantit�es calcul�ees �a la section II{2.7.2.Cette strat�egie n�ecessite de connâ�tre exactement la forme analytique des fonctions fIP* et fEC*pour calculer leurs d�eriv�ees par rapports �a (x; y). Ces fonctions comportant des approxima-tions, elles imposent certaines pr�ecautions d'emploi avec les corrections qu'elles permettentde calculer. Nous commencerons donc par expliciter ces approximations avant de rentrer dansles calculs des corrections proprement dit.



Chapitre 2 { Changement d'�equation d'�etat . 1152.8.2 Formes analytiques et approximationsEcrantage de CoulombLa fonction fEC* utilis�ee est la suivante:fEC* = < Z > a1��� ��+a3�1=a2 + �a1q 3��1=a2�a2 (2.320)avec � = �4�3 �1=3 e2�n1=3e < Z >�2=3 Q (2.321)Q =  1Netot Xi XiZ2iMi + �e! (2.322)�e = @ lnne@�e ����T (2.323)< Z > = NeN0 (2.324)Netot = XZiNi (2.325)N0 = Xi Ni (2.326)N0 trace la quantiti�e de mati�ere pr�esente par unit�e de masse dans le plasma. Netot est lenombre d'�electrons libres dans un plasma totalement ionis�e. � est le param�etre d'interactioncoulombienne, d�e�ni comme le rapport de l'�energie caract�eristique d'interaction coulombienne�a l'�energie thermique. La di�cult�e des e�ets coulombiens est que leur expression analytiqued�epend du r�egime dans lequel on se trouve. Une "r�egime" est caract�eris�e par un couple (�; �e ),c'est-�a-dire les degr�es de corr�elation et de d�eg�en�erescence du plasma. Cela explique que lefacteur �e, compris entre 0 et 1, suivant la valeur de �e , apparâ�ssent dans l'expression defEC*. L'avantage de l'expression analytique utilis�ee est qu'elle est ajust�ee sur les di��erentesexpressions disponibles dans la litt�erature pour des r�egimes extr�emes. Les coe�cients choisis:a1 = 0:89752; a2 = 0:768 et a3 = 0:208r�ealisent la jonction entre{ le mod�ele �a corr�elations faibles, � < 0:3, (Mihalas et al. (1988), Graboske et al. (1969))valable aussi pour tout �e grâce �a l'incorporation de �e. Ce mod�ele redonne l'approxi-mation de Debye-H�uckel �a faible d�eg�en�erescence, prend en compte la taille �nie des ionset utilise un plasma multi-esp�eces.{ le mod�ele �a fortes corr�elations (jusqu'�a � = 300 en phase solide) r�ealis�e par Slatteryet al. (1980) grâce �a des simulations Monte-Carlo d'un plasma �a une esp�ece (ce qui estune approximation par rapport aux plasmas envisag�es dans notre cas).Pour simpli�er la prise en compte des e�ets coulombiens, deux approximations permettentde ne prendre en compte que les �electrons dans l'expression analytique de fEC*:{ on suppose que fEC* ne d�epend que de la moyenne des param�etres d'interaction coulom-bienne de chaque esp�ece, ce qui permet d'�ecrire:fEC = �RTXi �i fEC*(�i) = �RT fEC*(< � >)Xi �i (2.327)o�u l'on prend comme param�etre d'interaction moyen la valeur donn�ee par II{2.321.



116 2.8 Corrections au gaz parfait{ On utilise Ne � Netot, ce qui n'est strictement valable qu'en milieu totalement ionis�e.Cela permet d'�ecrire: < Z > def= NeN0 � NetotN0 (2.328)< Z2 > def= PiNiZ2iNe � PiNiZ2iNetot (2.329)Contrairement �a Pols et al. (1995), o�u le terme �e �etait approxim�e, ce facteur est calcul�e �apartir de ne, lui même calcul�e �a la section II{2.7.2. Cependant, comme le calcul des correctionsdemande de connâ�tre les d�eriv�ees troisi�emes de fEC* (voir section II{2.8.3), cela demanderaitde calculer les d�eriv�ees quatri�eme de ne car fEC* d�epend de �e! Pour être coh�erent le calculdes d�eriv�ees troisi�eme a �et�e e�ectu�e comme pour toutes les autres quantit�es, mais les d�eriv�eesquatri�eme sont mises �a z�ero. Au pire, ceci retarde un peu la convergence du mod�ele et aumieux, l'empêche de diverger �a cause de d�eriv�ees trop bruyantes num�eriquement ou trop peupr�ecises (on se rappellera que ne est approxim�e par un polynôme d'ordre 4!). En introduisantla variable lnf dans la d�e�nition de �e, on obtient pour lui-même et ses d�eriv�ees:�e = xfp1 + f (2.330)@�e@ lnx ����y = xffxfp1 + f � f2(1 + f)3=2 (2.331)@�e@ lny ����x = @ ln �e@ lnx ����y xT � xfTp1 + f (2.332)@2�e@ lnx@ lnx = 1xf ( 1p1 + f " xfffxf � � xffxf �2 � f2(f + 1)2#� f2(f + 1) @ ln �e@ lnx ����y) (2.333)@2�e@ lnx@ lny = @2 ln �e@ lnx@ lnx xT � 1p1 + f � xffTxf � xff xTxf2 � (2.334)@2�e@ lny@ lny = @2�e@ lny@ lnx xT + @�e@ lnx ����y � xfT xTxf � xTT� � 1p1 + f � xffT xTxf � xfTT�(2.335)(2.336)Les d�eriv�ees d'ordre 3 n'ont pas �et�e report�ees ici car ce sont les premi�eres qui ne sont pasexactes mais approxim�ees. En e�et, elles contiennent des d�eriv�ees d'ordre 4 de x, qui sontsuppos�ees nulles.Toutes les d�eriv�ees de fEC* sont calcul�ees comme suit:@ fEC*@ ln a ����b = d fEC*d ln � @ ln �@ ln a ����b (2.337)



Chapitre 2 { Changement d'�equation d'�etat . 117avec: @ ln �@ lnx ����y = 13 + 1Q @�e@ lnx ����y (2.338)@ ln �@ lny ����x = 1 + 1Q @�e@ lny ����x (2.339)@2 ln �@ ln a@ ln b = 1Q @2�e@ ln a@ ln b � 1Q2 @�e@ ln a ����b @�e@ ln b����a (2.340)@3 ln �@ ln a@ ln b@ ln c = 1Q  @3�e@ ln a@ ln b@ ln c � 1Q @2�e@ ln a@ ln b @�e@ ln c ����d6=c � 2 @�e@ ln b ����d6=b @2�@ ln a@ ln c!(2.341)o�u a et b sont pris parmi lnf et lnT. Pour que le calcul des d�eriv�ees soit plus facile, on �ecritfEC* sous la forme suivante: fEC* = a1 < Z > �Da2 (2.342)avec D = B + C (2.343)B = (A�)1=a2 (2.344)A = 1� + a3 (2.345)C =  a1r 3�!1=a2 (2.346)Les d�eriv�ees de fEC* s'obtiendront alors �a partir de celles de D qui demandent celles de B etC: d lnBd ln � = a3a2A (2.347)d2 lnBd ln �2 = �Ad lnBd ln � � (2.348)d3 lnCd ln �3 = �12a2 (2.349)(2.350)Ce qui donne pour le d�eriv�ees de D par rapport �a �:D = Bd lnBd ln � + Cd lnCd ln � (2.351)D = Bd lnBd ln � �d lnBd ln �A�� + C �d lnCd ln ��2 (2.352)D = Bd lnBd ln � "�d lnBd ln � �2 � 3A�d lnBs ln � + A2�(�� a3)#+ C �d lnCd ln ��3 (2.353)Puis pour fEC*: d ln fEC*d ln � = 1� a2DD (2.354)d2 fEC*d ln �2 = fEC*(�d ln fEC*d ln � �2 � a2 "DD � �DD �2#) (2.355)



118 2.8 Corrections au gaz parfaitd3 fEC*d ln �3 = 3 d2 fEC*d ln �2 d ln fEC*d ln � � 2 fEC*�d ln fEC*d ln � �3+ a2 fEC*"3DDD2 � 2�DD �3 � DD # (2.356)Ces calculs pr�eliminaires permettent d'appliquer la relation II{2.337 et de calculer les d�eriv�eessecondes et troisi�emes:@2 fEC*@ ln a@ ln b = d2 fEC*d ln �2 @ ln �@ ln a ����b @ ln �@ ln b ����a + d fEC*d ln � @2 ln �@ ln a@ ln b (2.357)@3 ln �@ ln a@ ln b@ ln c = d3 fEC*d ln �3 @ ln �@ ln a ����d6=a @ ln �@ ln b ����d6=b @ ln �@ ln c ����d6=c+ d2 fEC*d ln �2 " @ ln �@ ln a ����d6=a @2 ln �@ ln b@ ln c + @ ln �@ ln b ����d6=b @2 ln �@ ln c@ ln a + @ ln �@ ln c ����d6=c @2 ln �@ ln b@ ln a#+ d fEC*d ln � @3 ln �@ ln a@ ln b@ ln c (2.358)Ionisation par pressionLa fonction utilis�ee est la suivante:gIP = e�( c1x )c2 �y + �e + c3 ln�1 + xc4�� (2.359)Cette forme analytique a �et�e choisie uniquement pour avoir le bon comportement global surl'ionisation des esp�eces. Pour quanti�er l'e�et d'ionisation par pression, on utilise le volume,V1, suppos�e sph�erique, occup�e par une particule en �ecrivant �a partir de la d�e�nition de nx(�equation II{2.1): 1 = nxV1x = nx 4�3 < rx >3. On a donc pour la distance moyenne entreles �electrons: < re >� n�1=3e . Pour contraindre le comportement de l'ionisation, on comparecette distance caract�eristique �a la taille d'un atome caract�eris�ee par le rayon de Bohr, rB.Cela donne (d'apr�es Pols et al. (1995) et Kippenhahn & Weigert (1990)):{ Si < re >� rB: les collisions sont peu fr�equentes et les corrections d'ionisation parpression sont donc n�egligeables. Le poids statistiques des niveaux d'�energie doit êtreinchang�e. L'ionisation radiative domine: T et �e contrôlent l'ionisation.{ Si < re >� rB: les collisions sont tr�es nombreuses et ce sont elles qui dominent l'ionisa-tion par rapport aux transitions radiatives. Le terme de correction sur la d�eg�en�erescencedoit donc être su�samment n�egatif pour que les rapports d'ionisation soient tr�es grands.Quelque soit T , �eeff contrôle l'ionisation. Lorsque ce terme diminue pour assurer cettecondition, � doit être monotone pour �eviter une transition de phase non physique. Cettemonotonie n'est pas compl�etement atteinte par la forme analytique utilis�ee (voir Polset al. (1995) pour plus de d�etails).{ Dans le r�egime interm�ediaire, < re >� rB: les deux e�ets sont semblables et se com-pensent de telle fa�con que les rapports d'ionisation deviennent ind�ependants de T et�eeff et �egaux au rapport des poids statistiques de leur niveau fondamental.



Chapitre 2 { Changement d'�equation d'�etat . 119On se rend compte que la forme analytique de gIP* n'est donc pas tr�es pr�ecise. Elle l'estjuste assez pour qu'un ajustement de ce terme correctif soit pertinent sur une �equation pluscompl�ete physiquement. Pols et al. (1995) se sont servi d'un m�elange de fractions de masseXH = 0:7 et XHe = 0:2 de l'�equation d'�etat MHD (pour Mihalas, Hummer, Dappen, voirMihalas et al. (1988)). Si l'on s'�eloigne de ces valeurs, l'ajustement est donc th�eoriquementfaux. Cependant, la forme du �t est trop qualitative pour que l'inuence de la compositionempêche un comportement correct de l'ionisation par pression (Pols, communication priv�ee).On a c1 = 3; c2 = 0:25; c3 = 2; c4 = 0:03L'ionisation est donc bien d�ecrite mais les termes correctifs de pression et d'entropie qui end�ecoulent ne sont pas contraint par l'ajustement r�ealis�e pour gIP*. On doit donc v�eri�er que lescorrections des grandeurs thermodynamiques, d�ecoulant de fIP* et dûes au fait que le milieupeut s'ioniser, s'annulent bien lorsque le milieu est totalement ionis�e, �a T et � constants.Dans ce cas l�a, les param�etres d'entr�ee de gIP sont y = ytot et x = xtot = uma � Netot. Pourv�eri�er cette condition, on pose:fIP* = gIP (x; y)� gtotIP (xtot; ytot) (2.360)On obtient alors bien fIP* = 0 en milieu totalement ionis�e quand x = xtot et y = ytot.Cette correction a un e�et pervers. En e�et, la fonction gIP fait intervenir �e . Que vaudrala d�eg�en�erescence dans un milieu totalement ionis�e? Cette question demanderait d'inverserx(�e ) pour obtenir �e (x), ce qui, on s'en souvient (voir II{2.41 et II{2.310) n'est pas ais�e etdemande beaucoup de temps de calcul. On utilise donc pour calculer fIP* une expression f(x; y)valable uniquement dans les r�egimes largement d�eg�en�er�es, ce qui est le domaine d'applicationde l'ionisation par pression: f = 1:75575A(1+ A)1=3 (2.361)A = 0:61315xy3=2 (2.362)Pour être coh�erent dans le calcul de fIP*, on utilise cette approximation dans gtotIP o�u celaest n�ecessaire mais aussi dans gIP (x; y). Cependant, contrairement �a Pols et al. (1995), nousavons choisis de ne pas appliquer d'autres approximation en conservant la relation �e (f)compl�ete (voir II{2.79). Le calcul des d�eriv�ees de fIP* par rapport �a f et T, en utilisant les



120 2.8 Corrections au gaz parfaitrelations II{2.317 et II{2.318, demandera donc de connâ�tre:
@ ln f@ lnx ����y = 1 + 43A1 + A (2.363)@ ln f@ lny ����x = 32 @ ln f@ lnx ����y (2.364)@ ln2 f@ lnx@ lnx = A3(1 +A) �1 + 43A� (2.365)@ ln2 f@ lnx@ lny = 32 @ ln2 f@ lnx@ lnx (2.366)@ ln2 f@ lny@ lny = @ ln2 f@ lnx@ lny (2.367)@ ln2 f@ lny@ lnx = @ ln2 f@ lnx@ lnx (2.368)@ ln3 lnf@ lnx@ lnx@ lnx = @ ln2 f@ lnx@ lnx � 3A + 4A� (2.369)@ ln3 lnf@ lnx@ lnx@ lny = @ ln3 lnf@ lny@ lny@ lny = @ ln3 lnf@ lnx@ lny@ lny @ ln3 lnf@ lnx@ lnx@ lnx (2.370)

Remarquons que les d�eriv�ees crois�ees secondes ne sont pas �egales car ce sont des d�eriv�eeslogarithmiques. Une facteur constitu�e du rapport des d�eriv�ees premi�eres permet de passer de



Chapitre 2 { Changement d'�equation d'�etat . 121l'une �a l'autre (voir II{F.12 �a l'annexe F). D'o�u pour les d�eriv�ees de �e par rapport �a x et y:@�e@ lnx ����y = p1 + f @ ln f@ lnx ����y (2.371)@�e@ lny ����x = 32 @�e@ lnx ����y (2.372)@2�e@ lnx@ lnx = @�e@ lnx ����y ( f2(1 + f) @ ln f@ lnx ����y + @ ln2 f@ lnx@ lnx ) (2.373)@2�e@ lnx@ lny = 32 @2�e@ lnx@ lnx (2.374)@2�e@ lny@ lny = 32 @2�e@ lnx@ lny (2.375)@3�e@ lnx@ lnx@ lnx =  @�e@ lnx ����y!�1 � @2�e@ lnx@ lnx�2 (2.376)+ @�e@ lnx ����y � @ ln3 lnf@ lnx@ lnx@ lnx @ ln2 lnf@ lnx@ lnx (2.377)+ @ ln f@ lnx ����y f2(f + 1)  11 + f @ ln f@ lnx ����y + @ ln2 lnf@ lnx@ lnx!# (2.378)@3�e@ lnx@ lnx@ly = 32  @�e@ lnx ����y!�1� @2�e@ lnx@ lnx�2 + (2.379)@�e@ lnx ����y � @ ln3 lnf@ lnx@ lnx@ lnx @ ln2 lnf@ lnx@ lnx (2.380)+ @ ln f@ lnx ����y f2(f + 1)  11 + f @ ln f@ lnx ����y + @ ln2 lnf@ lnx@ lnx!# (2.381)@3�e@ lnx@ lny@ly = 32 @3�e@ lnx@ lnx@ly (2.382)@3�e@ lny@ lny@ly = 32 @3�e@ lnx@ lny@ly (2.383)On peut ensuite calculer facilement les d�eriv�ees de gIP en posant:gIP = A � B (2.384)A = e�E (2.385)E = �c1x �c2 (2.386)B = y + �e + c3 lnD (2.387)D = 1 + xc4 (2.388)



122 2.8 Corrections au gaz parfaitOn d�etermine les d�eriv�ees des variables interm�ediaires pour obtenir celles de gIP :@nEd lnxn = (�c2)nE (2.389)Ax = c2AE (2.390)Axx = c2Ax(E � 1) (2.391)Axxx = c2[Axx(E � 1)� c2AxE] (2.392)@ lnD@ lnx ����y = �xDc4 (2.393)@ ln2D@ lnx@ lnx = D @ lnD@ lnx ����y (2.394)@3D@ lnx@ lnx@ lnx = @ lnD@ lnx ����y D D + @ lnD@ lnx ����y! (2.395)Bxn = @n�ed lnxn � c3 @nDd lnxn (2.396)Byn = y + @n�ed lnyn (2.397)Bxy = @2�e@ lnx@ lny (2.398)Bxxy = @3�e@ lnx@ lnx@ lny (2.399)Bxyy = @3�e@ lnx@ lny@ lny (2.400)(2.401)Ce qui donne: @gIP@ ln a ����b = BaA +AaB (2.402)@2gIP@ ln a@ ln b = BaaA+ AaBb + AbBa +AaaB (2.403)@3gIP@ ln a@ ln b@ ln c = BabcA+AaBbc + AbBac +AcBab (2.404)+BaAbc + BbAac +BcAab + AabcB (2.405)2.8.3 Calcul des correctionsDans toute cette partie, on essayera de trouver les corrections des grandeurs thermody-namiques �a partir de: f� = fIP* + fEC* et de ses d�eriv�ees, maintenant connues.Vers la d�eg�en�erescence e�ective : : :A partir de la d�e�nition II{2.108, et en utilisant la relation de changement de variableII{2.313, on a: ��e = �"f� + @f�@ lnx ����y# (2.406)



Chapitre 2 { Changement d'�equation d'�etat . 123A partir de cette expression et des changements de variables II{2.317 et II{2.318, on obtientles d�eriv�ees de la correction de d�eg�en�erescence:@��e@ lnT ����f = A�BxT (2.407)@��e@ lnf ����T = �Bxf (2.408)@2��e@ lnf @ lnf = �Bxff � x2fBx (2.409)@2��e@ lnT @ lnT = (Ax + By)xT � Ay � x2TBx � xTTB (2.410)@2��e@ lnf @ lnT = �xfT � xfxTBx + xfAy (2.411)o�u nous avons pris les notations abbr�eg�ees:A = @f�@ lny ����x + @2f�@ lnx@ lny (2.412)B = @f�@ lnx ����y + @2f�@ lnx@ lnx (2.413)On notera donc que les d�eriv�ees de ��e font intervenir les d�eriv�ees troisi�emes de la fonctionf�.Correction �a la pressionA partir de la d�e�nition II{2.9, et en utilisant la relation de changement de variableII{2.315, on calcule d'abord des corrections �a la pression adimensionn�ees:�P � def= PcorRT = �x @f�@ lnx ����y (2.414)Ce qui permet de calculer les d�eriv�ees adimmensionn�ees:�Pf� def= 1RT @Pcor@ lnf ����T = x @��e@ lnf ����T (2.415)�PT� def= 1RT @Pcor@ lnT ����f = �P � � x �xTB � @2f�@ lnx@ lny � (2.416)�Pff� def= 1RT @2Pcor@ lnf @ lnf = x� @2��e@ lnf @ lnf + xf @��e@ lnf ����T� (2.417)�PfT� def= 1RT @2Pcor@ lnf @ lnT = �Pf� + x � @2��e@ lnf @ lnT + xT @��e@ lnf ����T� (2.418)�PTT� def= 1RT @2Pcor@ lnT @ lnT = �PT�(2 + xT )��P �(xT + 1)� x��BxxT � @3f�@ lnx@ lnx@ lny �By�xT+BxTT + @3f�@ lny@ lny@ lnx� (2.419)Il su�t alors de remultiplier chaque terme adimensionn�e par RT pour obtenir les correctionsPcor et leurs d�eriv�ees.



124 2.8 Corrections au gaz parfaitCorrection �a l'entropieLes corrections �a l'entropie sont calcul�ees aussi sous forme r�eduite �a partir de la d�e�nitionII{2.9 et du changement de variable II{2.314:�s� def= scorR �e = f� � @f�@ lny ����x (2.420)Les d�eriv�ees sont alors: @�s�@ lnf ����T = xfC (2.421)@�s�@ lnT ����f = xTC +D (2.422)@2�s�@ lnf @ lnf = x2fCx + xffC (2.423)@2�s�@ lnT @ lnT = x2TCx + xTTC � 2xTCy �Dy (2.424)@2�s�@ lnf @ lnT = xTxfCx � xfCy + xfTC (2.425)o�u l'on a abbr�eg�e: C = @f�@ lnx ����y + @2f�@ lnx@ lny (2.426)D = @2f�@ lny@ lny + @f�@ lny ����x (2.427)(2.428)Les d�eriv�ees de l'entropie sont dimensionn�ees par les relations suivantes �a partir de la d�e�ni-tion II{2.420 et o�u a et b repr�esentent respectivement f et T :@scor@ ln a ����b = R � �e @�s�@ ln a ����b +�s� @ �e@ ln a ����b� (2.429)@2scor@ ln a@ ln b = R� �e @2�s�@ ln a@ ln b + @ �e@ ln a ����b @�s�@ ln b ����a+ @ �e@ ln b ����a @�s�@ ln a ����b + �s� @2 �e@ ln a@ ln b� (2.430)Correction �a l'�energie interneLa d�e�nition de u en fonction de f et s donne:�u� def= ucorRT �e = � @f�@ lny ����x (2.431)d'o�u les d�eriv�ees@ucor@ lnf ����T = RT ��u� @ �e@ lnf ����T � �e xf @2f�@ lnx@ lny � (2.432)@ucor@ lnT ����f = RT "�u� @ �e@ lnT ����f � �e �xT @2f�@ lnx@ lny � @2f�@ lny@ lny �+ ucor# (2.433)



Chapitre 2 { Changement d'�equation d'�etat . 1252.9 Quelques v�eri�cations2.9.1 Coh�erence thermodynamiqueUn des test e�ectu�e a �et�e de v�eri�er que la relation de Maxwell:@s@V ����T = @P@T ����V (2.434)�etait bien v�eri��ee par les grandeurs totales obtenues. La relation ci-dessus a �et�e r�e�ecrite�T @s@ ln �����T + P @ lnP@ lnT ����� = 0 (2.435)en passant du volume sp�eci�que �a � et en d�eriv�ees logarithmiques. Puis, en utilisant le chan-gement de variable (�; lnT )! (lnf ; lnT ) (�equation II{2.91), on obtient:@s@ lnf ����T + P�T  @ ln P@ lnT ����f @ ln �@ lnf ����T � @ lnP@ lnf ����T @ ln �@ lnT ����f! = 0 (2.436)Cette relation a pu être v�eri��ee dans tout le plan (�e ; logT ) pr�esent�e en II{2.5 �a la pr�ecisionde la machine pr�es.2.9.2 IonisationLes �gures II{2.10 et II{2.11 pr�esentent l'ionisation des abondances H; H+; H-; H2 del'Hydrog�ene, et de celles de tous les ions des esp�eces C,N,O et du Neon dans une AGB de 3masses solaires avec Z = 0:02. L'ordonn�ee est la fraction molaire de l'�el�ement et l'abscisse, soitla temp�erature, soit la d�eg�en�erescence (lnf). On remarquera que certains �el�ements (Helium ouCarbone par exemple) n'ont pas un comportement monotone en fonction de la temp�erature.C'est du au fait que la temp�erature n'est pas monotone mais pr�esente un pic pour redescendredans le coeur de l'�etoile. Ceci se produit aussi pour lnf car cette fonction peut avoir une petiteinversion dans les couches externes de l'�etoile. De plus, on note entre 1�107K et 2�107K unsaut dans toutes les abondances de C,N,O et Ne. C'est parce que l'on atteint la couche enfusion d'Helium: il su�t de regarder la �gure d'ionisation de l'Helium pour s'en convaincre.On passe de YHe = 0:075(XHe = 0:3) �a YHe � 0:25(XHe � 1). La zone d'ionisation partielleen fonction de la d�eg�en�erescence est beaucoup plus resserr�ee qu'en fonction de la temp�erature.Les zones d'ionisations partielles du N�eon et du Carbone ont �et�e agrandie pour s'en rendrecompte: les pro�l sont extrêmement piqu�es notamment autour de lnf = �13.2.9.3 Cons�equences et testEn guise de r�esum�e, la �gure 2.12 montre les di��erentes modi�cations apport�ees parl'incorporation de la nouvelle �equation d'�etat dans l'ensemble du code d'�evolution stellaire(en vert):{ la n�ecessit�e de connâ�tre les d�eriv�ees Newton-Raphson a demand�e le calcul analytiquedes d�eriv�ees thermodynamiques jusqu'�a l'ordre 4.{ il a fallu estimer la d�eg�en�erescence dans les mod�eles polytropiques utilis�es comme mo-d�eles initiaux.
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Fig. 2.10 { Ionisation en fonction de la temp�erature dans une �etoile de l'AGB de 3 massessolaires.
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Fig. 2.11 { Ionisation en fonction de lnf dans une �etoile de l'AGB de 3 masses solaires.
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Fig. 2.12 { Cons�equences et tests de la nouvelle �equation d'�etat.{ l'�echantillonnage spatial (\mesh") a �et�e compl�etement revu pour tenir compte de lanouvelle sensibilit�e aux abondances introduite par la nouvelle �equation d'�etat .{ en�n, les �equations de la structure et de l'�evolution stellaire ont �et�e r�e�ecrites dans lenouveau jeu de variables.Pour annoncer les tests �a venir, cette même �gure mentionne en rouge les di��erents testsque l'�equation d'�etat a subie avec succ�es et qui seront report�es plus loin dans cette th�ese:{ un gain de temps de calcul qui s'av�ere d'un facteur 6.{ des trac�es PMS�! AGB recalcul�es pour plusieurs �etoiles entre 1 M� et 6 M� avec enparticulier le passage du ash de l'H�elium{ un nouveau �t des quantit�es (Y,Z/X,�) sur les caract�eristiques actuelles du Soleil dontles valeurs sont tout �a fait compatibles avec les meilleurs codes sp�ecialis�es en physiquesolaire{ en�n, un test de la physique ajout�ee dans l'�equation d'�etat en calculant une grille PMSs'�etendant en masse jusqu'�a 0.1 M� et tout �a fait comparable avec les meilleurs codesdans ce domaine.



Chapitre 3Processus de m�elangeSommaire3.1 Outils de diagnostic pour les instabilit�es . . . . . . . . . . . . . . 1293.2 Le cas "standard": l'instabilit�e thermique . . . . . . . . . . . . . . 1313.3 Instabilit�es et rotation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1353.4 Turbulence et limitations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1423.5 Di�usion et traitement du m�elange . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145L'�etude pr�ecise souhait�ee dans la premi�ere partie passe obligatoirement par l'utilisationdu m�elange pour mod�eliser les �etoiles de l'AGB . Comme le rappelle le chapit re II{1, plu-sieurs modes de transport de la chaleur existent et doivent être pris en compte dans le biland'�energie de l'�etoile. Le mode macroscopique de transport de la chaleur (convection) consisteaussi en un brassage (m�elange) de mati�ere. M�elange et chaleur sont donc fortement coupl�espar la convection, comme peuvent le montrer les �equations II{1.15. Ce mode de transport esttout �a fait pertinent pour la phase AGB car les �episodes de nucl�eosynth�ese que subit l'�etoileproduisent beaucoup de chaleur et de forts gradients de composition, qui sont susceptibles deprovoquer du m�elange. Il nous faudra donc analyser dans cette partie les conditions d'appari-tion de la convection pour prendre en compte le m�elange associ�e. Ensuite, nous d�ecrirons lesdi��erents autres m�ecanismes susceptibles de provoquer du m�elange. Nous poserons les di�-cult�es associ�ees �a la mod�elisation de ces ph�enom�enes turbulents et nous �nirons par pr�esenterle traitement num�erique (di�usif) qui a permis de les impl�ementer dans le code. Notons qu'�al'occasion de l'incorporation de ses routines dans le code avec C. Charbonnel (Toulouse), ladi�usion microscopique a �et�e introduite. Nous n'en parlerons pas ici car elle ne joue pas auxphases avanc�ees.3.1 Outils de diagnostic pour les instabilit�esTester la stabilit�e du plasma vis-�a-vis de la convection revient �a se demander comment ilpeut r�eagir lorsque les caract�eristiques d'un mod�ele subissent de petites perturbations d'unede ces quantit�es thermodynamiques: A 2 fP; �; Tg telle que �A=A << 1. Dans un cas (stable),ces perturbations n'ont pas d'e�et �a long terme et �nissent par se r�esorber naturellement.Dans l'autre cas (instable), elles grossissent jusqu'�a devenir macroscopiques et produisentdonc du m�elange de mati�ere et du transport de chaleur.129



130 3.1 Outils de diagnostic pour les instabilit�esPour �etablir les outils permettant de d�eterminer si on a stabilit�e ou pas, on utiliseraune cellule de plasma dans laquelle ont lieu des uctuations. Sa stabilit�e par rapport �a depetites uctuations thermodynamiques est caract�eris�ee en �ecrivant les exc�es de pression, detemp�erature et de masse volumique de cette cellule avec l'ext�erieur. L'exc�es d'une quantit�eA entre la cellule et le reste du milieu est par d�e�nition:�A def= Aint �Aext (3.1)On quanti�e cet exc�es comme suit sur une distance �r:�A = ��dAdr �int � �dAdr �ext��r (3.2)Dans tout ce chapitre, l'indice "int" d�esignera l'int�erieur de la cellule alors que l'indice "ext"d�esignera son milieu ext�erieur.Le temps caract�eristique de variation de la quantit�e A est d�e�ni par:�A def= � 1�A d�Adt ��1 (3.3)Aux uctuations de T , � et P , on associe respectivement les temps caract�eristiques de varia-tion suivants (voir par exemple Kippenhahn & Weigert (1990)):�th def= Energie �echang�eeconduction de cette �energie (3.4)= �intVintcP�T�rad � l2K (3.5)�dyn = sHPg � lvdyn (3.6)�s = lvs (3.7)o�u l est la longueur d'une cellule (longueur de m�elange, voir annexe B), vs la vitesse du son(voir annexe D) et �rad et K, respectivement la conductivit�e et la di�usivit�e thermique (voirB.2). �th est le temps caract�eristique d'atteinte de l'�equilibre thermique (ou de disparition dela uctuation de temp�erature), �dyn, le temps caract�eristique dynamique (ou de chute libre)et �s, le temps caract�eristique de propagation du son (ou d'une uctuation de pression). Onutilisera pour toute la section l'�equation suivante pos�ee comme hypoth�ese:�P = 0 (3.8)On peut interpr�eter cette hypoth�ese comme suit: le temps caract�eristique de retour �a l'�equi-libre des pressions est beaucoup plus petit que les temps caract�eristiques des autres uctua-tions. L'�equilibre des pressions a donc toujours le temps de s'installer. Cela revient �a dire queles uctuations ne peuvent pas se propager �a grande �echelle dans l'�etoile, que nous n'�etudie-rons pas ici des instabilit�es globales de l'�etoile comme les pulsations par exemple mais quenous chercherons des instabilit�es locales.Par ailleurs, trois relations importantes seront sans cesse utilis�ees ici: la d�e�nition dela hauteur caract�eristique de pression, II{1.20, l'�equation d'�etat donnant P dans le jeu de



Chapitre 3 { Processus de m�elange 131variable (�; T; �) donn�ee dans l'annexe D sous la forme D.60 et la d�e�nition des gradientslogarithmiques de temp�erature, II{1.14, et du gradient de poids mol�eculaire moyen :r� def= d ln�d lnP (3.9)Remarquons pour la suite que comme �P = 0, les variations de T , � et � sont reli�ees parD.60 et gouvern�ees par l'�equation d'�etat.3.2 Le cas "standard": l'instabilit�e thermique3.2.1 Instabilit�e thermique et compositionLa force subie par la cellule par unit�e de volume �a un endroit pr�ecis est donn�ee par lar�esultante de la gravit�e et de la force d'Archim�ede: �intg � �extg. On �ecrit donc:f = g�� (3.10)Dans cette section, nous supposerons que la cellule �etudi�ee est au d�epart �a l'�equilibre m�eca-nique, ce qui implique f = 0 et donc �int = �ext. On a alors d'apr�es D.60:� lnT = ����T � ln� (3.11)o�u l'on d�e�nit l'exc�es de composition grâce �a II{3.2:�� = �HP r��r (3.12)La notation r� s'adresse sans ambigu��t�e au milieu exterieur �a la cellule �etudi�ee car on sup-pose (voir annexe B) que celle-ci est homog�ene. D'apr�es II{3.11, l'introduction dans un milieude mati�ere de composition di��erente de celle de ce milieu (caract�eris�ee par ��) donne nais-sance �a une uctuation thermique. Comme l'�equilibre des pressions est quasi- instantan�e parhypoth�ese, cela se traduit par une variation de masse volumique de la cellule qui provoquedonc une force r�esultante. La cellule entre en mouvement jusqu'�a ce que l'�equilibre m�ecaniquesoit retrouv�e. Si le milieu ext�erieur n'est toujours pas homog�ene �a ce moment-l�a, r� 6= 0,alors la uctuation de temp�erature recommence et le mouvement reprend et ainsi de suite.Un mouvement macroscopique peut se mettre en place.3.2.2 Instabilit�e thermique et instabilit�e dynamiqueUne instabilit�e dynamique est une uctuation de masse volumique qui, petit �a petit,ampli�e le mouvement de la cellule. Nous allons voir que cette situation est reli�ee �a uneinstabilit�e thermique.Equation du mouvementDans ce but, on �ecrit l'�equation du mouvement d'une cellule sur la distance �r:�@2�rdt2 = g���r�r (3.13)



132 3.2 Le cas "standard": l'instabilit�e thermiqueLa solution de cette �equation est :�r = �r0exp(i�intt) (3.14)avec �int def= r�g� ln ��r = �intr + i �inti (3.15)o�u �int est par d�e�nition la fr�equence de Brunt-V�ais�al�a pour le gradient de temp�eratureinterne.Pour obtenir une expression pratique de cette grandeur, on utilise II{3.1 �ecrite pourA = r et on �ecrit les exc�es de masse volumique et de temp�erature sur un trajet �r grâceaux relations list�ees dans la section II{3.1:�T = � THP �r�r (3.16)�� = ��THP�� ��r� ���T r���r (3.17)�� = �HP r��r (3.18)et l'on obtient alors pour la fr�equence de Brunt-V�ais�al�a :�int2 = B(�r� ���T r�) (3.19)avec B def= �g�THP�� > 0 (3.20)Remarquons que si l'on suppose nulle la uctuation de temp�erature II {3.16, cela signi�equ'il n'y a pas d'�echange de chaleur avec l'ext�erieur : le mouvement de la cellule est doncadiabatique. On pose g�en�eralement rint = rad si les cellules subissent pas su�samment peud'�echanges thermiques car, n'�echangeant pas trop avec l'ext�erieur, le pro�l de temp�eraturede ces cellules se structurent approximativement avec rad. Cette hypoth�ese n'est strictementvalable que si �r = 0, car d'apr�es II {3.16, on a alors Tint = Text.Etude de stabilit�eEtudions maintenant la stabilit�e des uctuations II {3.14. Il y a instabilit�e si l'exponen-tielle de II{3.14 n'est pas oscillante autour de la position d'�equilibre �r = 0, c'est-�a-dire :instabilit�e si �int2 < 0 (3.21)Si �intr et �inti sont math�ematiquement les parties r�eelles et imaginaires de �int, elles corres-pondent donc physiquement respectivement aux parties "oscillante" et "instable". En e�et,la pr�esence d'une partie imaginaire non nulle fait apparâ�tre une exponentielle r�eelle dansII{3.14, ce qui correspond soit �a une ampli�cation, soit �a un amortissement exponentiel de�r.Pour �etudier la stabilit�e m�ecanique de la cellule, c'est-�a-dire par rapport au uctuations de�, on peut distinguer deux sources d'instabilit�es. L'une purement dynamique, c'est-�a-dire uneinstabilit�e par rapport aux uctuations de � et l'autre purement thermique, c'est-�a-dire uneinstabilit�e par rapport aux uctuations de T . Les �equations II{3.16 �a II{3.18 montrent queles deux quantit�es d�eterminantes sont r� et �r. C'est ce que l'on retrouve dans l'expressionde la fr�equence de Brunt-V�ais�al�a, II{3.19, sur laquelle repose l'analyse de la stabilit�e(voirII{3.21). Les di��erentes possibilit�es ont donc �et�e repr�esent�ees dans un graphe montrant �ren abscisse et ���T �� en ordonn�ee(�gure II{3.1), lors d'un d�eplacement vers l'ext�erieur.
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Fig. 3.1 { Fluctuations de temp�erature et de masse volumique en fonction des gradients deT et �.Les lignes du grapheEtudions d'abord les di��erentes lignes de ce graphe.La ligne verticale �epaisse est, d'apr�es II{3.16, la ligne d'adiabaticit�e pour la cellule. Uneinstabilit�e qui s'y d�evelopperait ( �int2< 0) ne pourrait être que purement dynamique c'est-�a-dire due au r�, conform�ement �a l'�equation II{??. Sur cette ligne, en raison de II{3.8, �� et�T se compensent forc�ement pour pouvoir v�eri�er D.60. Cette ligne est encore appel�ee lignede m�etastabilit�e thermique ou vibrationnelle car elle s�epare deux zones aux comportementsdi��erents. L'une, �a gauche, qui a tendance �a être thermiquement instable, et l'autre, �a droitequi a tendance �a être thermiquement stable. Montrons le dans un cas simple, lorsque r� = 0,car alors le d�eveloppement des instabilit�es est purement thermique.Dans ce cas, �a la gauche de la ligne d'adiabaticit�e, on a �r < 0 et la quantit�e �T�rHP deII{3.16 est n�egative pour un d�eplacement vers l'ext�erieur. On obtient donc d'apr�es II{3.16que �T > 0, alors que l'on est dans une zone o�u rint < rext. Comme la temp�eraturede la cellule est sup�erieure �a celle du milieu ext�erieur, son �energie baisse car elle subit despertes radiatives. La temp�erature de la cellule descend donc, mais moins rapidement quecelle du milieu ext�erieur, compte tenu de l'in�egalit�e entre les gradients. Finalement, l'exc�es�T augmente et la cellule s'�eloigne donc encore de la ligne d'adiabaticit�e. Le milieu est doncinstable dans ce cas.C'est exactement la situation inverse �a droite de la ligne verticale. On obtient �T < 0alors que rint > rext. La cellule per�coit donc des gains radiatifs du milieu ext�erieur. Satemp�erature monte en cons�equence et rejoint celle du milieu ext�erieur car son gradient de



134 3.2 Le cas "standard": l'instabilit�e thermiquetemp�erature est plus grand que celui du milieu ext�erieur. De ce cot�e de la ligne, le milieu eststable.La ligne qui s�epare la zone stable de la zone instable est dite " m�etastable ". Elle correspondau crit�ere d'apparition de la convection de Schwarchild, d'o�u les inscriptions " SCH stable "et " SCH instable " de part et d'autre de la ligne. Dans ce cas, on se rend bien compte quel'instabilit�e de la cellule r�esulte d'une instabilit�e thermique, c'est-�a-dire d'une accumulationde chaleur (�T > 0) dans la cellule, qui peut être due, par exemple, �a une acc�el�eration desr�eactions nucl�eaires ou �a une augmentation de l'opacit�e.La ligne horizontale, marqu�ee �� = 0, est la ligne o�u le milieu est homog�ene (r� = 0).Sur cette ligne, l'apparition de l'instabilit�e est donc gouvern�ee par le signe de la quantit�erint�rext. Elle s�epare le graphe en deux zones. L'une qui a tendance �a être dynamiquementinstable (en haut) et l'autre qui a tendance �a être dynamiquement stable (en bas). Cestendances se r�ev�elent mieux si l'on se place �a �r = 0 car l'instabilit�e est alors purementdynamique. Dans ces conditions, on voit �a partir de II{3.17 et II{3.15 qu'au-dessus de la lignede milieu homog�ene, �int2 < 0. Le milieu est alors instable �a cause du gradient de composition.En dessous, l�a o�u r� < 0, il est stable compte tenu des mêmes relations.En�n, la ligne oblique (not�ee �� = 0) est la ligne o�u l'on a �equilibre m�ecanique, ou encore�int = �ext car �int2= 0. C'est la "ligne de m�etastabilit�e m�ecanique" qui s�epare le graphe endeux zones. L'une instable o�u �int2 < 0, c'est-�a-dire ���Tr� > �rint (en haut �a gauche), etl'autre stable o�u �int2 > 0, en bas �a droite. Cela correspond au crit�ere de Ledoux pour lastabilit�e des cellules, d'ou les inscriptions " LED stable " et " LED instable " de part etd'autre de la ligne. On voit bien ici que ce crit�ere combine les e�ets purement thermique etpurement dynamique d�ecris dans les deux paragraphes pr�ec�edents.Les di��erentes zones du grapheLes di��erentes zones du graphe combinent les e�ets individuels d�ecris ci-dessus. On s'aper-�coit par exemple que la zone 2, même si elle se trouve du cot�e stable de la fronti�ere de Ledoux,est naturellement sujette aux instabilit�es thermiques puisqu'elle est du cot�e gauche de la ligned'adiabaticit�e. Par ailleurs, si l'on est du cot�e instable dynamiquement(�� > 0), on peut s'at-tendre �a un mouvement divergent de la cellule. Mais si l'on se place simultan�ement du cot�edroit de la ligne d'adiabaticit�e, on a aussi �T < 0, ce qui entrâ�ne que l'amplitude du mou-vement de la cellule diminue. Dans ce cas, quelque soit la zone du graphe occup�ee �a droitede la ligne d'adiabaticit�e, l'amplitude du mouvement diminue et l'on tend vers la stabilit�e(�eche en tirets vers le bas). Inversement, si �� < 0, si en plus �T > 0, l'amplitude desmouvements de la cellule augmente. Dans ce cas, quelque soit la zone du graphe occup�ee �agauche de la ligne d'adiabaticit�e, zone �a priori stable, l'amplitude du mouvement augmente etl'on tend vers l'instabilit�e (�eche en tirets vers le haut). Ces �eches sont seulement en tiret carl'�evolution qu'elles indiquent n'est pas obligatoire. En e�et, les mouvements s'ampli�ant, lem�elange qu'ils provoquent devient de plus en plus important entre l'int�erieur et l'ext�erieur dela cellule. Les gradients de composition doivent donc être recalcul�es pour prendre en comptece m�elange et pouvoir faire une pr�evision �able sur la stabilit�e du mouvement. Notons en�nque sur la ligne de stabilit�e m�ecanique, des instabilit�es peuvent avoir lieu, suivant la valeurde �� car �a cet endroit T et � se compensent pour v�eri�er D.60 (voir paragraphe II{3.2.1).



Chapitre 3 { Processus de m�elange 135R�esumons les comportements dans les di��erentes zones du graphe II{3.1:{ dans la zone cercl�ee 1: le plasma est dynamiquement et thermiquement (vibrationnelle-ment) stable. Aucun mouvement macroscopique de mati�ere n'a lieu, on a une stabilit�em�ecanique.{ dans la zone cercl�ee 3: le plasma est dynamiquement et thermiquement (vibration-nellement) instable. La convection est op�erante. On utilise le nombre de Peclet pourcaract�eriser la rapidit�e relative des ajustements thermique et dynamique:Pe def= �th�dyn � lvK (3.22)L'�evaluation de ce nombre est donn�ee �a partir de II{3.4 et II{3.6. On peut dire quesur la fronti�ere verticale de ce domaine 3, la convection est adiabatique et on a doncPe << 1. Sur la fronti�ere inf�erieure oblique, l'�equilibre m�ecanique est v�eri��e et alorsPe >> 1.{ dans la zone cercl�ee 4: le plasma est instable dynamiquement mais stable thermiquement(vibrationnellement). Petit �a petit les mouvements convectifs se r�eduisent pour rejoindrele domaine de stabilit�e. Tout d�epend ici de �� qui n'est pas port�e sur le graphe maispeut stopper cette �evolution en provoquant un mouvement continu (voir II{3.2.1).{ dans la zone cercl�ee 2: le plasma, instable thermiquement (vibrationnellement) danscette zone, est a priori stabilis�e dynamiquement par le gradient de �. Cependant, mêmesi la cellule est d�eclar�ee stable par le crit�ere de Ledoux, sa stabilit�e m�ecanique est nond�etermin�ee �a ce stade. En e�et, un petit mouvement risque de l'entrâ�ner versr� = 0,car l'amplitude des oscillations augmentant de plus en plus, on tend �a m�elanger deplus en plus la zone en question et les gradients initiaux de composition ne sont plusrepr�esentatifs du milieu: c'est la semi-convection. La stabilit�e �nale de cette zone est�a d�eterminer en recalculant les gradients compte tenu du m�elange qui s'y d�eroule,caract�eris�e par l'�evolution de ��. Cette zone est appel�ee \zone semi-convective" ouinstabilit�e doublement di�usive (Grossman & Taam 1996).3.3 Instabilit�es et rotationAbordons les ph�enom�enes de m�elanges li�es �a la rotation des �etoiles en expliquant d'abordcomment prendre en compte la rotation dans les mod�eles et en explicitant ensuite, sur unexemple, les m�ecanismes engendr�es par la rotation qui peuvent g�en�erer du m�elange.3.3.1 Prise en compte de la rotationLa plupart des codes d'�evolution stellaire ne consid�erent pas la rotation car les forcesd'inertie qui apparaissent dans ce cas d�ependent de la latitude dans l'�etoile, ce qui brise lasym�etrie sph�erique et oblige en th�eorie �a travailler au moins en deux dimensions. Il existecependant des m�ethodes approximatives permettant d'estimer l'inuence de la rotation surl'�equilibre m�ecanique (voir ci-dessous).



136 3.3 Instabilit�es et rotationG�en�eralit�esEn pratique, voyons comment prendre en compte la rotation dans un code d'�evolutionstellaire:{ Il faut tout d'abord rajouter une quantit�e pour caract�eriser chaque cellule du plasma: lemoment cin�etique et incorporer son �equation de conservation associ�ee. Cette quantit�edoit permettre de suivre l'�evolution du pro�l de la vitesse de rotation, ~
, dans toutel'�etoile et en fonction du temps, car le moment cin�etique sp�eci�que, ~�, vaut:~� def= ~r ^ ~u = [I ] � ~
 (3.23)o�u [I ] est le moment d'inertie. Rappelons que l'�evolution temporelle de ~� est command�eepar le moment de la r�esultante des forces :d~�dt = ~M(~ftot) def= ~r ^ ~ftot (3.24){ Il faut ensuite tenir compte du fait que l'�etoile tourne en rajoutant les forces d'inertiesvolumiques propres aux r�ef�erentiels non-inertiels dans l'�equation de conservation de laquantit�e de mouvement II{1.7:~fie = �~
 ^ (~
 ^ ~r); force d0inertie massique centrifuge (3.25)~fic = �2(~
^ ~u); force d0inertie massique de Coriolis (3.26)Si l'on d�ecompose les quantit�es vectorielles en une composante parrall�ele et une com-posante perpendiculaire �a ~
, on a en particulier ~r = ~rk+~r?. La quantit�e r? repr�esentedonc la distance �a l'axe de rotation. D'apr�es II{3.25, on peut alors mettre ~fie sous laforme: ~fie = 
2~r? (3.27)L'�equation du mouvement comprenant l'ajout des forces d'inertie peut donner naturellementl'�evolution de la vitesse angulaire. Il su�t pour cela de prendre le rotationnel de l'�equation dumouvement sous forme eul�erienne (voir chapitre II{1), en se souvenant que ~rot(~u) def= ~! = 2~
est la vorticit�e (Guyon et al. 1994) et en utilisant les formules d'analyse vectorielle rappel�eesde F.4 �a F.8. On obtient alors les di��erents termes qui font �evoluer la vitesse angulaire, entoute g�en�eralit�e:D~
Dt = (~
 � ~r)~v � ~
div(~v) + 12 ~rot(~fie + ~fic) + 12�2 ~r� ^ ~rP (3.28)On a explicitement utilis�e un "D" pour la d�erivation de 
 pour insister sur le fait qu'il s'agitd'une d�eriv�ee lagrangienne. En comparant II{3.28 �a II{3.23, on note que cette �equation peutse subsistuer �a l'�equation d'�evolution du moment angulaire si l'on suppose [I ] ind�ependantdu temps.ApproximationsLa prise en compte de la force d'inertie de Coriolis oblige un passage du code �a plu-sieurs dimensions car elle entrâ�ne par d�e�nition une cellule de plasma dans une direction



Chapitre 3 { Processus de m�elange 137perpendiculaire �a ~
 et ~u. Mais, si on la n�eglige dans un premier temps par rapport �a la forced'entrâ�nement, la multidimensionnalit�e n'est pas obligatoire �a priori. En e�et, plusieurs va-riantes existent pour formuler le probl�eme avec rotation de fa�con unidimensionnelle!Cette possibilit�e d�epend essentiellement de la loi de rotation. En e�et, le crit�ere essentielest: "les forces d'inertie associ�ees �a la rotation sont-elles conservatives"? Si tel est le cas,d'apr�es F.8, le terme ~rot(~fie + ~fic) devient nul dans II{3.28 car alors ~fie d�erive dans ce casd'un potentiel c'est-�a-dire qu'il existe 	ie tel que ~fie = ~r	ie. Par exemple, la loi de rotationcylindrique, ~
 = g(~r?), v�eri�e cette condition. Ce cas est tr�es int�eressant car la loi de rotationcylindrique est la seule qui est conservative et qui permet simultan�ement d'annuler le terme(~
 � ~r)~v de l'�equation II{3.28. En ajoutant l'hypoth�ese de l'�equilibre m�ecanique, D~
Dt = ~0. Deplus, si l'on suppose l'incompressibilit�e du uide, (D�Dt = 0),on a aussi div(~v) = 0 (voir ). Enutilisant II{3.28, on montre alors que r� ^rP = 0 (3.29)Par ailleurs, on r�e�ecrit l'�equation du mouvement (II{1.7) en utilisant le potentiel gravitation-nel e�ectif d�e�nit par 	 = 	g + 	ie, o�u 	g est le potentiel gravitationnel tel que ~r	g = ~get div(~g) = 4�G�. On obtient alors �a l'�equilibre m�ecanique :rP / �r	 (3.30)La comparaison de II{3.29 et II{3.30 montre que P et � sont tous deux constants sur les�equipotentielles du champ de gravit�e e�ectif. Par cons�equent (voir D.60) T�T��� est aussiconstant sur les �equipotentielles du champ de gravit�e e�ectif. On �ecrit alors les �equations de lastructure stellaire non plus sur des surfaces sph�eriques mais sur les �equipotentielles du champde gravit�e e�ectif (qui sont des sortes d'ellipso��des de r�evolution �a cause des forces d'inertie)o�u les grandeurs caract�eristiques sont constantes (Kippenhahn & Thomas 1970). En r�esum�e,un uide incompressible �a l'�equilibre m�ecanique dont la loi de rotation est cylindrique est dit\barotrope": la pression peut s'�ecrire en fonction de � seulement.Dans le cas o�u la force n'est pas conservative, comme par exemple lorsque l'on prendune loi de rotation, 
(P ) = constante (Zahn (1992) et Meynet & Maeder (1997)), on peutformuler les �equations de la structure stellaire sur les surfaces isobares, �a condition de savoirles identi�er et en suivant la m�ethode expos�ee par Meynet & Maeder (1997), qui consiste �amoyenner les quantit�es non constantes sur ces surfaces.3.3.2 Rotation et m�elange: un exemplePla�cons-nous dans le cas simple d'un uide en rotation cylindrique. Selon Zahn (1975),Zahn (1992) et Chaboyer & Zahn (1992), le m�elange turbulent agit plus le long des isobaresque perpendiculairement �a celle-ci. Il aura donc tendance �a homog�en�eiser la composition surles isobares tant et si bien que � ne d�epend que de 	. Dans ce cas, en conservant l'hypoth�esede l'�equilibre m�ecanique faite au paragraphe pr�ec�edent, T ne d�epend de même que de 	. On



138 3.3 Instabilit�es et rotationpeut donc r�e�ecrire le gradient radiatif de la fa�con suivante:~rT = dTd�(�)H?(�)T (�) geff avec ~geff = ~r� (3.31)Le gradient radiatif a �et�e �ecrit ici ~rT pour ne pas le confondre avec l'op�erateur "nabla",~r. Le gradient radiatif, portant les e�ets de la rotation au travers de ~geff va donc modi�erle courant de chaleur ~Jrad (voir B.1). L'�equation de conservation de l'�energie peut alors êtrer�e�ecrite en prenant la divergence du courant de chaleur radiative pour obtenir le ux d'�energie(voir II{1.2 avec x = qrad).Si on cherche l'�equilibre thermique local de l'�etoile en posant dqraddt = 0, on obtient l'�equa-tion: div( ~Jrad) = �(	)�rad(	) (3.32)o�u les quantit�es qui d�ependent seulement de 	 sont dans le membre de droite. C'est le caspour �rad car la production radiative d'�energie s'identi�e en fait �a �nuc � �� (voir section II{1.2.1) qui d�ependent seulement de �(	) et T (	). Ce n'est par contre pas le cas pour Jrad car,d'apr�es sa d�e�nition (voir B.1), cette quantit�e fait intervenir ~rT et donc ~geff . Or la gravit�ee�ective n'est pas constante sur une �equipotentielle mais d�epend par d�e�nition (II{3.31) deleur resserrement . Le probl�eme de l'�equation II{3.32, c'est qu'elle ne peut pas être satisfaitesur une �equipotentielle car elle �egalise des quantit�es constantes avec des quantit�es qui ne lesont pas: c'est le th�eor�eme de Von Zeipel (Von Zeipel 1924). L'�equilibre m�ecanique, faisantpartie des conditions d'obtention d'un uide barotrope (voir la section II{3.3.1) et l'�equilibrethermique ne peuvent pas exister simultan�ement dans une �etoile en rotation.En conclusion de cet exemple, la situation ne peut pas être stationnaire. Il doit donc existerun courant de mati�ere (d~udt 6= 0) qui transporte l'�energie cin�etique de rotation pour r�etablirl'�equilibre thermique perdu. Il s'agit bien d'un terme d'advection, c'est-�a-dire que la chaleurest transport�ee par un courant de mati�ere, appell�e circulation m�eridienne, sch�ematis�e sur la�gure II{3.2. Elle a �et�e d�eriv�ee par Eddington (1925) et Sweet (1950). Dans ce cas, comme onn'a plus l'hypoth�ese de l'�equilibre m�ecanique, P ne d�epend plus seulement de l'�equipotentielleconsid�er�ee et le uide n'est plus barotrope mais devient barocline par d�e�nition, c'est-�a-direque la pression ne peut plus être fonction de 	 seulement, mais elle d�epend de deux variablesg�eom�etriques. Parmi les cons�equences (Schatzman & Praderie 1990):{ le processus est non lin�eaire: le m�elange va changer la loi de rotation qui ne sera pluscylindrique comme au d�epart. Au contraire, le transport de mati�ere plus profonde,plus dense vers la surface va modi�er le gradient de � et donc l'apparition ou pasd'instabilit�es comme la circulation. Les e�ets essaient de compenser la cause.{ le produit vectoriel vitesse lin�eaire par vitesse angulaire �etant non nul, le force deCoriolis va produire de la rotation di��erentielle.3.3.3 Cons�equences "turbulentes" de la rotationLe paragraphe pr�ec�edent �etait destin�e �a montrer que les cons�equences de la prise encompte de la rotation dans l'�evolution de l'�etoile ne sont pas que structurelles. Nous avons



Chapitre 3 { Processus de m�elange 139
Fig. 3.2 { Circulation m�eridienne dans une �etoile en rotation, extrait de Rose (1998).termin�e le paragraphe pr�ec�edent en constatant que, dans certains cas particuliers, une �etoileen rotation devait d�evelopper des mouvements macroscopiques, ce qui induit du m�elange.Voila qui rejoint le centre d'int�erêt de ce travail de th�ese. Nous devons donc nous demandermaintenant quels peuvent être les di��erents m�elanges induits par la rotation, puis s�election-ner ceux qui pourraient être e�caces �a la phase AGB. Ces m�elanges sont particuli�erementimportants puisqu'ils se produisent en dehors des zones convectives.D'apr�es Heger et al. (2000), Schatzman & Praderie (1990) et Kippenhahn & Weigert (1990)citons les principales sources de turbulence et leurs crit�eres d'apparition:Circulation m�eridienneR�esumons l'apparition de la circulation en faisant se concurrencer deux tendances: le pro�lde ~
 qui la favorise, et les courants de � qui la freine. Kippenhahn (1974) et Pinsonneaultet al. (1989) expriment les vitesses correspondantes comme suit:v
 = radrext � rint �T
2r5lr��G2m2r � 2lr �nuc � 2m � 34�r3�� (3.33)v� = HP r(lr �mr��)Gm2r ���Tr�rext � rint (3.34)Endal & So�a (1978) basent alors le crit�ere d'instabilit�e sur la vitesse r�esultante o�u vitessed'Eddington-Sweet. Ils demandent:vES def= jv
j � jv�j > 0 (3.35)Cela revient �a dire qu'il n'y a de la circulation que si les gradients de poids mol�eculaire(initiaux ou d�eplac�es suite �a de la circulation) ne l'inhibe pas.CisaillementDans un milieu visqueux, o�u la rotation ne peut donc pas être homog�ene sur plus de �turvis(voir section II{3.4), la friction entre les couches ayant des vitesses di��erentes entrâ�ne un



140 3.3 Instabilit�es et rotationtransfert de mati�ere perpendiculaire aux surfaces ayant des vitesses constantes. En e�et, lesgradients de quantit�e de mouvement provoquent une di�usion de celle-ci, qui entrâ�nent lamati�ere. Toutefois, ce m�elange apparâ�t �a condition que l'�energie n�ecessaire au d�eplacement(travail contre les forces) soit au moins fourni au cours du d�eplacement. Le travail n�ecessaireau d�eplacement par unit�e de longueur vaut �W�r = f = g���r = � �int2 (voir la section II{3.2.2) et l'�energie �echang�ee par unit�e de longueur de ce d�eplacement vaut � �dudr �2 (Maeder1995). Dans cette expression, le gradient de vitesse dudr caract�erise le cisaillement. On obtientle crit�ere de stabilit�e de Richardson :Ri def= �int2(du=dr)2 > Ric = 14 (3.36)La valeur limite, Ric, �etant donn�ee par Miles (1961).Perturbations axisym�etriquesCe paragraphe traite de la stabilit�e de perturbations perpendiculaires �a l'axe de rotation,c'est-�a-dire �r? uniquement (perturbations axisym�etriques). Si ces perturbations grossissentjusqu'�a une �echelle macroscopique, on a alors apparition de turbulence.Une approximation consiste �a consid�erer que la conductivit�e thermique du milieu propageles uctuations de temp�erature "instantan�ement" et que, par cons�equent, même si le milieu eststable par rapport �a ces perturbations de temp�erature, il ne pourra pas stabiliser l'�eventuelleinstabilit�e axisym�etrique. Cela revient �a "d�ecoupler" les crit�eres d'instabilit�e: "le thermique"n'inue pas sur "le m�ecanique" ou encore �th << �axy o�u �axy est le temps caract�eristiquede propagation de �r?. Une instabilit�e thermique est impossible avec cette hypoth�ese si uneinstabilit�e axisym�etrique se d�eveloppe d�ej�a. Le crit�ere de stabilit�e est le suivant pour cetteinstabilit�e dite de Goldreich-Schubert-Fricke (GSF) (Goldreich & Schubert (1967) et Fricke(1968), puis Kippenhahn (1969), Kippenhahn (1974) et Tassoul (1978)):d�dr? > 0 et d
drk = 0 (3.37)Cela veut dire que le moment cin�etique doit crô�tre vers l'ext�erieur et que le champ devitesse angulaire doit être cylindrique. La premi�ere condition permet d'expliquer que lorsdu d�eplacement d'une cellule vers l'ext�erieur, son moment cin�etique est inf�erieur au momentcin�etique ambiant. La force centrifuge �etant par cons�equent, elle aussi, inf�erieure au milieuambiant, le mouvement vers l'ext�erieur va être d�ec�el�er�e: le milieu est stable. La deuxi�emecondition revient �a dire que la force centrifuge doit être conservative (Heger et al. 2000). Elleest cons�equence de la prise en compte de la force d'inertie de Coriolis dans l'�equation dumouvement (th�eor�eme de Taylor-Proudman, voir Schatzman & Praderie (1990)). Elle revient�a imposer une forme �a la distribution de vitesse angulaire telle que la force de Coriolis quien r�esulte ne puisse pas rendre le milieu instable alors qu'il est stable d'apr�es la premi�erecondition.Echange de mati�ereOn teste ici la stabilit�e d'un �echange de mati�ere dans di��erentes directions: c'est l'instabi-lit�e de Solberg-Hoiland. Cet �echange de mati�ere provoque un �echange d'�energie avec le milieu



Chapitre 3 { Processus de m�elange 141car il faut travailler contre la force totale r�esultant de la gravit�e, de la force d'Archim�ede etdes forces d'inertie. Si l'on se d�eplace dans la direction de la somme des forces, le momentcin�etique est conserv�e car, en vertu de II{3.23, on a alors d~� = d~r ^ ~ftot = ~0. Si l'�echangede mati�ere a lieu sur l'axe de rotation par exemple, le moment cin�etique �etant nul, l'insta-bilit�e revient �a tester si l'�echange de mati�ere lib�ere assez d'�energie pour cr�eer une instabilit�ethermique: on doit retrouver le crit�ere de Ledoux. Le triple crit�ere de stabilit�e associ�e est,pour une uctuation dans la direction x (voir Kippenhahn & Weigert (1990) Zahn (1974) etTassoul (1978)): RSH def= �int2 + 1r?3 d�2dr? > 0 (3.38)d�2dr? � d�2dx � 0 (3.39)~geff � ~ex dsdx > 0 (3.40)o�u �int est la fr�equence de Brunt-V�ais�al�a calcul�ee avec geff , ~ex, un vecteur unitaire dansla direction x, et s, l'entropie sp�eci�que. La premi�ere in�egalit�e montre que, quand le milieuest stable par rapport �a la convection, il ne peut y avoir d'instabilit�e que si � d�ecrô�t versl'ext�erieur. Si le milieu est d�eja instable par rapport �a la convection ( �int2< 0), un momentangulaire croissant avec r? peut quand même provoquer l'instabilit�e de Solberg-Hoiland.L'instabilit�e demande aussi que l'entropie et la gravit�e e�ective varient en sens inverse le longde la direction choisie (troisi�eme �equation) et que le gradient de moment angulaire soit plusfaible dans cette direction que le long de r? (deuxi�eme �equation). Si justement, on choisitune direction perpendiculaire �a l'axe de rotation, on retrouve bien le crit�ere de Goldreich-Schubert-Fricke, �a condition de ne pas consid�erer l'inuence de �int, comme suppos�e dans lecrit�ere d'apparition de l'instabilit�e GSF du paragraphe pr�ec�edent. De plus, si on est sur l'axede rotation, x = rk et ~� = ~0 et on retrouve bien le crit�ere de Ledoux.3.3.4 R�esum�e dans le plan (rint �rext; ���Tr�)En reprenant la repr�esentation de la �gure II{3.1, on peut porter les fronti�eres d'instabili-t�es de rotation. Ceci est fait dans la �gure II{3.3. Pour cela, on r�e�ecrit les crit�eres de stabilit�ede la fa�con suivante:Pour la circulation:�������Tr����� > �� r�ES�� (3.41)avec r�ES = rad �T
2r4lr��HPG(lr �mr��) �2�nuclr � 2mr � 34�r3�� (3.42)Pour le cisaillement: �rint � ���T r� > 14B �dudr�2 (3.43)la constante B �etant donn�ee en II{3.19.Pour l'�echange de mati�ere: �rint � ���T r� > � 1Br3? d�2dr? (3.44)
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Fig. 3.3 { Domaines des di��erentes instabilit�es de rotation.Les droites vES = 0, Ri = 1=4, RSH = 0 ont �et�e trac�ees. Les zones hachur�ees correspondentaux zones o�u la circulation apparâ�t, lorsque le gradient de poids mol�eculaire n�est pas assezfort pour l'inhiber. La partie �a gauche de la ligne Ri = 1=4 est la zone o�u le cisaillementg�en�ere de la turbulence. L'analyse de stabilit�e peut se faire de la même fa�con que pour lesinstabilit�es thermiques. Par exemple, si le milieu est homog�ene, on doit être �a droite de laligne verticale �r = 14B �dudt �2 pour avoir stabilit�e. Or, lorsque le gradient de compositionest pris en compte, cette droite devient la ligne Ri = 1=4, ce qui signi�e que la zone cercl�ee5 n'est plus instable mais a �et�e stabilis�ee par le gradient de composition (zone gris�ee). Paranalogie avec le cas thermique, Maeder (1997) appelle cette zone une "zone de cisaillementsemi-convectif". Elle tend vers la zone de m�elange semi-convectif thermique quand dudr ! 0.Le même raisonnement peut s'appliquer pour l'instabilit�e GSF qui provoque de la turbulence�a gauche de la ligne RGSF = 0. La zone cercl�ee 6 devient alors une zone d'instabilit�e par�echange de mati�ere stabilis�ee par le gradient de composition.3.4 Turbulence et limitationsLa notion de convection abord�ee �a la section II{3.2 se range dans la cat�egorie des ph�eno-m�enes turbulents. On peut d�e�nir un ph�enom�ene turbulent comme un mouvement al�eatoiremacroscopique descriptible statistiquement par des quantit�es moyennes et dont les m�eca-nismes g�en�erateurs, les instabilit�es, et l'�evolution doivent être trouv�es (Schatzman & Prade-rie 1990). Dans les milieux stellaires o�u le champ magn�etique est n�eglig�e, la turbulence estg�en�er�ee �a la suite de deux sortes d'instabilit�es. Tout d'abord les instabilit�es thermiques (oude Rayleigh-B�enard) pr�esent�ees �a la section II{3.2 qui donnent naissance par d�e�nition �a laconvection. Les autres m�ecanismes g�en�erateurs sont les instabilit�es associ�ees au mouvement



Chapitre 3 { Processus de m�elange 143de rotation de l'�etoile. C'est ce que nous avons vu �a la section II{3.3. Nous allons discuter iciles di�cult�es engendr�ees par l'apparition de ph�enom�enes turbulents.3.4.1 Viscosit�e turbulenteLe but de ce paragraphe est de montrer que les mouvements turbulents sont non lin�eaireset, de fa�con �equivalente, source de viscosit�e. Dans l'�equation du mouvement g�en�erale, II{1.7,un terme a �et�e n�eglig�e, c'est le terme de viscosit�e qui s'�ecrit: ��~u. En l'incorporant et enred�erivant l'�equation d'�evolution de la vitesse angulaire ~
, II{3.28, comme indiqu�e dans lasection II{3.3, on trouve qu'un terme ��~
 doit être rajout�e . Dans un cas simple (uidebarotrope, voir II{3.3), on obtient: d~
dt = ��~
 (3.45)La viscosit�e tient compte macroscopiquement des pertes d'�energies microscopiques dues auxcollisions non �elastiques dans le plasma. Elle sont mod�elis�ees dans le cadre de la th�eoriecin�etique des gaz par un traitement statistique de marches al�eatoires. La viscosit�e peut êtrecalcul�ee pour chaque composante ind�ependante du plasma. Son expression est �x = � < l >xvxth (Guyon et al. 1994) o�u < l >x est le libre parcours moyen des particules donn�e par lath�eorie classique de la cin�etique des gaz: < l >x= 1p2nx �xeff (nx est la densit�e num�erique et�xeff la section e�cace) et vxth est la vitesse thermique d�e�nie par 12m � vxth�2 = 32kT .Son e�et principal est de provoquer une non lin�earit�e directe. En e�et, la viscosit�e couplele pro�l de ~
 �a son �evolution temporelle, cr�eant ainsi une sorte de r�etroaction caract�eris�eepar une �equation de di�usion, II{3.45. Au bout d'un temps su�samment long, une solutionstationnaire est atteinte (� ~Omega = 0). Dans le cas simple de l'�equation II{3.45, on voitque l'�etat stationnaire est atteint au bout d'un temps �xvis estim�e en ordre de grandeur enutilisant II{3.3 et en rempla�cant les d�eriv�ees par des grandeurs caract�eristiques: �xvis � �@2� .Pour les ions et les photons, on obtient �ionsvis � 1022s et �vis � 1018s, ce qui est tr�es granddevant le temps caract�eristique d'�evolution stellaire.Par contre, si l'on consid�ere comme "particules" �el�ementaires les mouvements macro-scopiques de mati�ere (turbulence) enclench�es par des instabilit�es, on peut aussi calculer laviscosit�e associ�ee. Elle n'est pas du tout n�egligeable et l'on obtient alors: �turvis � 109s avecun libre parcours moyen de l'ordre de HP (voir annexe D), une vitesse �egale au centi�eme dela vitesse du son et des valeurs de � et T typique d'une enveloppe convective, 10�4g cm�1 et30000K.Donc, �a un mouvement turbulent, on peut associer une viscosit�e qui, suivant la naturedes instabilit�es g�en�eratrices, n'est pas n�egligeable et peut provoquer ainsi une non lin�earit�e.Plus g�en�eralement, Guyon et al. (1994) montrent que seul un uide parfait conserve un pro�lde ~
 constant, quel qu'il soit au d�epart.3.4.2 Anisotropie et incompressibilit�eParmi les cons�equences du paragraphe pr�ec�edent, o�u les e�ets de viscosit�e turbulente (oumacroscopique) sont quanti��es de fa�con similaire aux e�ets microscopiques, on note qu'un



144 3.4 Turbulence et limitationspro�l de vitesse angulaire initialement inhomog�ene devrait tendre vers un pro�l homog�enepuisque II{3.45 est une �equation de di�usion. C'est e�ectivement le cas pour une viscosit�e iso-trope, comme suppos�e dans la th�eorie classique de la cin�etique des gaz. Or, dans une �etoile, lesmouvements turbulents (comme la convection) sont entretenus par un ux de photons radial,une gravit�e radiale et une force d'Archim�ede radiale elle aussi. On peut donc s'attendre �a uneforte anisotropie de la viscosit�e entre les directions verticale et horizontale mais aussi entreun mouvement dirig�e vers l'ext�erieur ou vers le centre : tout d�epend de l'intensit�e relativedes di��erentes forces mises en jeu. Lorsqu'on en tient compte dans le calcul de l'�evolutiondu pro�l de rotation, Biermann (1951) a montr�e que la viscosit�e favorise alors la rotationdi��erentielle.De plus, dans la plupart des cas, le uide est consid�er�e comme incompressible. La lev�ee decette hypoth�ese est de nature �a provoquer aussi une anisotropie, car l'�evolution de � est alorssensible aux gradient de pression et forces volumiques �a travers la divergence de la vitesse.Plusieurs essais ont �et�e fait pour prendre en compte certains des e�ets d'anisotropie.Donnons deux exemples:{ dans la th�eorie classique de la longueur de m�elange, Forestini (1994) consid�ere un uidecompressible et prend en compte l'anisotropie r�esultante en s�eparant le ux convectifen un ux vers le haut et un ux vers le bas.{ Zahn (1992) remarque que la circulation m�eridienne entrâ�ne un cisaillement horizontalqui lui-même peut provoquer un transport de mati�ere horizontal pendant le d�eplace-ment des globules convectifs (Talon & Zahn 1997), dominant par rapport au transportvertical.3.4.3 SpectreUn ph�enom�ene turbulent est caract�eris�e par trois sortes d'�echelles (Schatzman & Praderie1990):{ les gros tourbillons, aliment�es en �energie par les instabilit�es, ont la longueur caract�eris-tiques la plus importante.{ les �echelles dissipatives, les plus petites, o�u la dynamique d�epend de la dissipation due�a la viscosit�e. L'�energie y est dissip�ee sous forme de chaleur.{ les �echelles interm�ediaires, o�u les e�ets non lin�eaires dominent, transf�erant l'�energie auxpetites �echelles.En fait, l'�energie n'est pas seulement incluse dans des globules de taille l comme la MLT lesuppose, mais il existe un spectre complet d'�energie d�e�ni comme suit pour une turbulenceisotropique en r�egime stationnaire:E(k) def= 4�k2F(Cii(d)) = 1:4�2=3k�5=3 (3.46)Z 10 E(k)dk = 12 < v2 > et < v >= 0 (3.47)Cij(d) = < vi(~r; t)vj(~r + ~d; t) > (3.48)



Chapitre 3 { Processus de m�elange 145Le spectre d'�energie est donc d�e�ni comme la transform�ee de Fourier de la matrice de cor-r�elation des vitesses microscopiques. La d�ependance trouv�ee en le nombre d'onde, k, et enle taux de dissipation massique de l'�energie, �, est la loi de Kolmogorov (Schatzman & Pra-derie (1990)). Les th�eories qui veulent d�ecrire l'apparition de la turbulence dans les �etoilesdevraient donc prendre en compte aussi le spectre complet de la turbulence qui peut varierfortement suivant si l'on est au coeur de l'�etoile pour le brûlage de l'Helium ou dans une zoned'ionisation partielle de l'Hydrog�ene. Canuto & Mazzitelli (1991) puis Canuto (1998) ontformul�e une version de la MLT o�u ils tiennent compte du spectre complet de la turbulence.La premi�ere a �et�e rediscut�ee par Lydon et al. (1992).3.4.4 Crit�ere d'apparitionLa turbulence n'est pas un ph�enom�ene continu mais se d�eveloppe �a partir du moment o�uune instabilit�e a lieu. Cela donne donc lieu �a un crit�ere et plusieurs di�cult�es y sont rattach�ees:{ dans le cas de l'instabilit�e thermique, la fronti�ere convective est d�e�nie comme le lieu o�ula uctuation de masse volumique est nulle, �� = 0, ce qui implique ftot = g�� = 0 ouencore une acc�el�eration nulle pour la mati�ere s'y trouve. La vitesse vconv �a la fronti�ere�etant, elle, non nulle, la mati�ere va tout de même franchir cette fronti�ere et passer ducot�e stable o�u la convection, selon le crit�ere, ne doit pas apparâ�tre. Comme on se trouvejustement du cot�e stable de la fronti�ere, cette uctuation est vite amortie, avec le tempscaract�eristique ( �inti)�1 (voir II{3.14). Cependant, sur une certaine distance dov �vconv �inti, du m�elange a eu lieu et doit être pris en compte pour calculer la structure del'�etoile. La distance de p�en�etration d�epend fortement de la structure thermique et encomposition des couches (�rint et r�). Ce ph�enom�ene de d�epassement de la fronti�erede stabilit�e est appell�e "overshooting".{ de plus, ces crit�eres d'apparition de la turbulence sont locaux. Or les couches adjacentessont en th�eorie coupl�ees par di��erents processus: transfert de masse, de composition, demoment angulaire, de quantit�e de mouvement : : : Dans le traitement de l'overshootingpar exemple, la distance exacte de p�en�etration dans le milieu stable demanderait decalculer le point d'annulation de la vitesse. Ce point d�epend de la valeur de l'acc�el�erationou du freinage dans toutes les couches travers�ees par la cellule. Sa valeur ne peut pasêtre calcul�ee localement. De même le crit�ere d'instabilit�e thermique demande le calculde �T ou ��. Or, ces quantit�es sont moyenn�ees sur une distance �r (voir II{3.2) qui,certes introduit une non localit�e mais, surtout, est tout-�a-fait arbitraire.Pour ces raisons, l'ajout de l'overshooting dans les calculs d'�evolution stellaire est pour lemoment e�ectu�e de fa�con param�etrique ou sur base de simulations hydrodynamiques (Herwiget al. 1997).3.5 Di�usion et traitement du m�elangeComment traiter le m�elange une fois qu'un crit�ere �etablit qu'il doit exister? Voila laprobl�ematique de cette section.



146 3.5 Di�usion et traitement du m�elangeLa di�usion microscopique est un ph�enom�ene bien connu: les particules ont chacune unmouvement qui semble erratique et en moyenne nul mais statistiquement, les particules sedispersent d'autant plus que le temps s'�ecoule. Etudier la di�usion microscopique des parti-cules revient �a �etudier les d�eviations par rapport au comportement moyen. Cela se traduitpar un formalisme math�ematique particulier: l'�equation de di�usion microscopique. Si untraitement statistique de la turbulence (macroscopique) est adapt�e au probl�eme, on peut seramener aussi, par analogie, �a une description math�ematique di�usive de la turbulence. C'estle traitement qui a �et�e introduit pendant ma th�ese dans le code STAREVOL. Aussi, un rap-pel des �equations de di�usion sera fait ici, puis une description des coe�cients de di�usionsint�eressants �a tester �a la phase AGB.3.5.1 Equations de la di�usionNotationsOn s'int�eresse �a un plasma multicomposante comme pour l'�equation d'�etat . On utiliseradans cette section la concentration et la densit�e de l'esp�ece x, d�e�nies par:cx def= nxPi ni (3.49)�x def= �cx (3.50)On s'int�eressera �a la di�usion d'une esp�ece x, c'est-�a-dire au mouvement d'un type de par-ticules, x, par rapport au mouvement global moyen du milieu. On d�ecomposera pour cela laconcentration et la vitesse d'une particule en une partie moyenne et un �ecart �a la moyenne:cx =< c > + cxdiff (3.51)vx =< v > + vxdiff (3.52)o�u on a: < c > def= Xi ci = 1 (3.53)< ~v > def= Xi ci~vi = vitesse macroscopique (3.54)L'�equation de di�usionOn �ecrit une �equation du type II{1.2 pour la conservation de la masse de l'esp�ece xdans laquelle on incorpore un terme de cr�eation/destruction pouvant symboliser les r�eactionsnucl�eaires par exemple: d�xdt + div(�x~vx) = �x�x (3.55)Une sommation sur les esp�eces x redonne l'�equation de conservation de la masse totale:d�dt + div(� < ~v >) =< � > � (3.56)



Chapitre 3 { Processus de m�elange 147avec � def= Xi �i (3.57)< � > def= Xi ci�i (3.58)On soustrait II{3.56 de II{3.55 pour faire apparâ�tre les grandeurs concernant la di�usion,c'est-�a-dire les �ecarts �a la moyenne. En utilisant II{3.58, II{3.53 et II{3.54, on obtient:d� cxdiffdt + div(� ~vxdiff) = � �xdiff (3.59)Par comparaison avec II{1.2, on identi�e le courant de di�usion:~Jxdiff = � ~vxdiff (3.60)Par ailleurs, d'apr�es les relations II{1.15, on voit bien que le courant de mati�ere d�ependde trois facteurs: le gradient de temp�erature, les forces ext�erieurs appliqu�ees (ou gradientde pression d'apr�es II{1.7 �a l'�equilibre m�ecanique) et des gradients de concentration. Dansl'approximation o�u le gradient de composition domine (c'est la loi de Fick), le courant dedi�usion de la masse peut s'�ecrire: ~Jxdiff = �D~r(�x) (3.61)o�u D est le coe�cient de di�usion. En comparant II{3.60 et II{3.61, on obtient une expressionpour la vitesse de di�usion: ~vxdiff = �D� ~r�x (3.62)On remarquera que, même si l'on a un plasma �a une composante o�u �x = �, la vitesse dedi�usion est non nulle car l'esp�ece va migrer, �a masse volumique moyenne constante, pourr�eduire les gradients de masse volumique. En introduisant l'expression II{3.62 dans II{3.59,on obtient la forme g�en�erale de l'�equation de di�usion de la masse caus�ee par les gradientsde concentrations: d� cxdiffdt = div(D~r�x) + � �xdiff (3.63)Le coe�cient de di�usionL'expression du coe�cient de di�usion peut s'obtenir en faisant simplement le bilan depassage de la masse dû �a la di�usion (donc �a la vitesse ~vxdiff) sur un axe particulier choisi.On quanti�e alors ce bilan en estimant les courants de mati�ere ~J+ et ~J� dans les deux sensen un point d'abscisse y0, �a partir de deux positions y0 + lx et y0 � lx. On obtient (Guyonet al. 1994), D = 13 < v > lx (3.64)le coe�cient 1/3 venant du fait qu'en moyenne, seulement un tiers des particules se dirigentle long de l'axe �etudi�e dans un espace �a trois dimensions. Cette hypoth�ese sous-tend unecondition d'isotropie. Si l'on veut traiter le m�elange convectif de fa�con di�usive, on prendraalors: Dconv = 13 < v > l, la vitesse moyenne des cellules convectives �etant donn�ee par II{B.6et l = �HP �etant la longueur de m�elange.



148 3.5 Di�usion et traitement du m�elange3.5.2 Choix des coe�cients de di�usion pour STAREVOLParmi toutes les instabilit�es rotationnelles possibles, nous avons choisi de tester deux coef-�cients de di�usion susceptibles d'aider �a l'apparition du troisi�eme dredge-up �a la phase AGB.OvershootingL'overshooting est le plus naturel puisqu'il s'agit d'une "prolongation" de la zone dem�elange jusque dans la zone radiative stable situ�ee en-dessous de l'enveloppe convective. Dessimulations hydrodynamiques ont �et�e men�ees par Freytag et al. (1996) sur des mod�eles denaines blanches qui subissent un tr�es fort overshoot �a tel point que la zone m�elang�ee estenviron 300 fois plus importante en masse que la zone d'instabilit�e. La dispersion verticaledes particules autour du mouvement moyen �a di��erents endroits dans l'�etoile a �et�e calcul�eeen fonction du temps. La �gure II{3.4 montre le logarithme de cette dispersion (1 �) enkilom�etres pour plusieurs altitudes dans l'�etoile en fonction du temps.

Fig. 3.4 { Dispersion du mouvement vertical des particules �a di��erents endroits dans l'�etoile,d'apr�es Freytag et al. (1996).z0 = 0 km correspond �a la fronti�ere convective et z0 < 0 �a la zone d'overshooting. Enmoins de 0.5 s, la dispersion atteint un r�egime de croissance en t1=2. De plus, la variationradiale de cette dispersion donne la variation du coe�cient de di�usion en fonction de ladispersion des vitesses. Freytag et al. (1996) obtient comme ajustements satisfaisants:�z2(z; t) = 2Dov(z)t (3.65)avec Dov(z) = �tur �v2 (3.66)Il donne aussi une formule g�en�erale pour le coe�cient de di�usion permettant de le calculer



Chapitre 3 { Processus de m�elange 149sans avoir les r�esultats des simulations:Dov(z) = vconv2(zconv)�ture2 (z�zconv)Hv (3.67)o�u les quantit�es indic�ees "conv" se rapportent �a la fronti�ere convective, �tur est le tempscaract�eristique de m�elange dans la zone (ind�ependant du rayon d'apr�es les simulations) etHv est la distance caract�eristique de variation de la vitesse. Cela revient �a choisir pour ladispersion des vitesses la loi: �v = v(z)e�(z�zconv)Hv mais les arguments exp�erimentaux ou sta-tistiques permettant de supposer cette forme analytique ne sont pas explicit�es.Herwig et al. (1997) reprend ces simulations pour introduire un coe�cient de di�usion d'over-shooting sous l'enveloppe convective �a la �n d'un pulse thermique. Il pose:Dov(z) = Dconve2 (z�zconv)Hv (3.68)Hv = fHP (3.69)Dconv = vconv ltur (3.70)Deux probl�emes se posent alors:{ l'expression choisie pour Dconv , même si qualitativement II{3.70 et II{3.66 sont �equiva-lentes car v � ltur�tur , est-elle valable alors que Freytag et al. (1996) mentionne explicite-ment que cette forme analytique pour Dov ne permet pas de trouver un bon ajustementdes courbes de la �gure II{3.4?{ quelle valeur de f prendre pour adapter le coe�cient de di�usion �a la phase AGB alorsque Herwig et al. (1997) rappellent bien que cette valeur d�epend des param�etres del'�etoile? Le choix qu'ils ont fait a �et�e d'ajuster la s�equence principale des mod�eles deSchaller et al. (1992) calcul�es avec un overshooting instantan�e, �x�e �a dov = 0:2HP .Le r�esultat, f=0.02, peut être modi��e d'un facteur 2 sans changer qualitativement lesr�esultats.Ce coe�cient de di�usion a �et�e impl�ement�e tel quel, pour pouvoir comparer les r�esultatsobtenus par Herwig et al. (1997) avec les notres.CisaillementUn autre processus de m�elange tout-�a-fait adapt�e pour faciliter le troisi�eme dredge-upest le cisaillement. En e�et, le troisi�eme dredge-up �etant la descente d'un milieu convectif decomposition majoritaire en Hydrog�ene dans un milieu ayant subit le brûlage de l'Hydrog�enepuis la nucl�eosynth�ese du pulse thermique, les di��erences de masse volumique et de composi-tion favorisent la rotation di��erentielle et donc le m�elange radial. R�ecemment, Maeder (1997)a revu le traitement du cisaillement en tenant compte du fait que ce ph�enom�ene physiquepeut se d�evelopper dans une zone d�ej�a instable, thermiquement par exemple. Comme rappel�e�a la �n de la section II{3.3, l'�etude des zones de cisaillement semi-convectif se r�eduit �a celledes zones semi-convectives "standards" quand le cisaillement est nul. L'�etude de ces zonesparticuli�eres permet donc de coupler semi-convection (et donc convection) avec cisaillement.Tout d'abord, mettons en �evidence qu'un pro�l de vitesse "cisaill�e" contient une certaine�energie. En e�et, moyennant quelques approximations (voir section II{3.3), le cisaillement



150 3.5 Di�usion et traitement du m�elangeva provoquer un m�elange radial qui va se r�epercuter sur le pro�l de vitesse jusqu'�a ce quele cisaillement soit nul et le m�elange stopp�e. Bilan de l'op�eration: le cisaillement contenaitforc�ement l'�energie n�ecessaire au m�elange qu'il a provoqu�e.Maeder (1997) a r�esum�e l'apparition d'instabilit�e de cisaillement, en milieu turbulent ounon, comme suit:{ dans un milieu non turbulent, c'est le cisaillement qui doit fournir l'�energie n�ecessaire �acr�eer la turbulence et �a l'entretenir. Comme turbulence signi�e m�elange, le cisaillementdoit donc poss�eder comme �energie minimum celle n�ecessaire �a e�ectuer le m�elange.C'est le crit�ere de Richardson, Ri > 14 , qui permet de quanti�er cette condition, mêmesi une barri�ere de composition existe.{ dans un milieu turbulent (convectif ou semi-convectif), l'�energie contenue dans le ci-saillement peut donner naissance sans condition �a du m�elange car la turbulence estd�eja maintenue par un autre processus. La fraction de mati�ere m�elang�ee, f� sera unefonction croissante de la fraction d'�energie du cisaillement, fsh, disponible pour le m�e-lange. Ainsi, on a m�elange partiel de la zone �a cause du cisaillement même si Ri < 14 .En appellant ��� la variation d'exc�es de composition �� au cours d'un d�eplacement,Maeder (1997) d�erive:f� def= ����� = �T�� rint � rextr� fsh4 HP����r� �dvdr�2 (3.71)Pour avoir le coe�cient de di�usion associ�e �a ce m�elange, on va utiliser la relation II{3.64 eton a donc besoin de < v >, la vitesse d'un globule convectif ou semi-convectif de cisaillement.Pour obtenir cette quantit�e, on utilise l'�equation g�en�erale de l'exc�es de temp�erature donn�eepar Kippenhahn & Weigert (1990) sur une distance donn�ee:d� lnTdt =00 exc�es de temp�erature cumul�e� pertes radiatives cumul�ees00= v�HP (rext �rad )� � lnT�th (3.72)et l'on va exprimer la d�eriv�ee temporelle de � lnT par ailleurs.En combinant l'�equation du mouvement des globules, II{3.13, la relation thermodyna-mique D.60 avec l'approximation d lnP = 0, l'hypoth�ese Pe << 1 (c'est-�a-dire que lesd�eriv�ees temporelles de la vitesse sont n�egligeables devant celles de la temp�erature) et enn'oubliant pas la d�e�nition de la vitesse, v� = d�rdt , on obtientd� lnTdt = ���T r�HP v� (3.73)ce qui donne, en associant �a l'�equation II{3.72 et en posant que les vitesses de propagationde ��� et �� sont les mêmes: v� = HP�r+ ���Tr� ���T �����th (3.74)o�u �th est donn�e par II{3.4, ���� = f���� , �� est d�e�ni par II{3.18 et f� par II{3.71. Ensupposant que �r � d, ce qui est raisonnable car cela �equivaut �a une longueur de m�elange



Chapitre 3 { Processus de m�elange 151dans la th�eorie de la MLT (voir annexe B), et en utilisant B.9, on obtient l'expression ducoe�cient de di�usion: D = 4K�ad2 "fsh��dvdr�2 � �� + 1B�rad# (3.75)Cette �equation contient trois inconnues: �, rconv (dans �ad2) et D. On doit lui adjoindre deuxautres �equations contenant ces variables pour les obtenir toutes les trois.La deuxi�eme r�esulte du calcul de � �a partir de sa d�e�nition B.9,(Maeder 1995), et de lad�e�nition de D, II{3.64: D = 2K� (3.76)Et en�n, la derni�ere �equation d�ecoule de la prise en compte dans le transport de l'�energieemmen�ee par le cisaillement (Maeder 1995), qui est un transfert radial d'�energie. On fait doncapparâ�tre le gradient de chaleur dans cette direction. On a respectivement pour la luminosit�ede cisaillement, la luminosit�e transmise par transfert radiatif et la luminosit�e totale:Lsh def= 4�r2�vl�Q�r (3.77)Lrad def= 4�r2Jrad = 4�r2� THP rext (3.78)Ltot def= 4�r2Jtot = 4�r2� THPrrad = Lrad�1 + LshLrad� (3.79)On calcule Lsh en utilisant � (voir B.9) et �Q = cP�T . Puis on calcule son quotient avecLrad pour pouvoir l'introduire dans Ltot; ce qui donne la troisi�eme �equation:rext = rrad + � 6�21+��rad�1 + 6�21+�� (3.80)La r�esolution coupl�ee de II{3.75,II{3.76 et II{3.80 aboutit �a une �equation du troisi�emedegr�e en �: 12p��3 + (2 + 2p� � 6pu)�2 + (6 + 2p� � pu)�� pu = 0 (3.81)o�u l'on a d�e�ni: pu = rurad �rrad (3.82)p� = rmrad �rrad (3.83)ru = fsh �B �dvdr�2 (3.84)rm = ���T r� (3.85)Maeder (1997) donne un crit�ere pour choisir la solution physique dans le domaine o�u les solu-tions peuvent être multiples. Nous l'avons utilis�e sous la forme suivante en d�erivant l'�equationII{3.81: @�@pu ����p� = 6�2 + � + 136p��2 + 2(2 + 2p� � 6pu)� + (6 + 2p� � pu) > 0 (3.86)



152 3.5 Di�usion et traitement du m�elange3.5.3 Traitement Num�eriqueJuste un petit paragraphe pour pr�eciser quelques points concernant la m�ethode num�eriquequi permet de r�esoudre l'�equation II{3.63 avec les coe�cients de di�usion appropri�es:{ l'�equation est r�esolue par la m�ethode des �el�ements �nis (Le Pourhiet 1988). Cette m�e-thode robuste permet de tester des coe�cients de di�usion variant tr�es rapidement surplusieurs ordres de grandeurs.{ le calcul du coe�cient de di�usion ayant une r�etroaction sur le gradient de temp�era-ture dans le cas du cisaillement (couplage �; D;r), ce coe�cient est calcul�e �a chaqueit�eration de la structure.{ la proc�edure de di�usion est d�ecoupl�ee du calcul de la structure pour être e�ectu�ees�epar�ement en d�ecoupant le pas de temps de structure en n "sous pas de temps dedi�usion". Nous avons choisi n = 50 pour les calculs r�ealis�es �a la phase AGB.{ dans le cas de l'overshooting, la fronti�ere convective pouvant varier d'un mod�ele �al'autre de plusieurs dizaines de couches alors que le coe�cient de di�usion n'a un e�etsigni�catif que sur quelques couches, les pro�ls d'abondances r�esultant pr�esentaientdes pics non physiques con�rmant que la di�usion n'op�erait pas de mani�ere continue.On impose donc dans la r�egion situ�ee en-dessous de l'enveloppe convective et jusqu'aumaximum de la couche en fusion d'Helium, un crit�ere de masse maximum des couchestr�es faible dans la gestion de la discr�etisation spatiale, pour assurer un grand nombrede couche (> 100) dans la r�egion d'overshooting.{ dans le cas du cisaillement, le coe�cient de di�usion a �et�e calcul�e avec fsh = 1 pouravoir un e�et maximum. De plus, lorsque le cisaillement tend vers 0, pu aussi et onobtient une solution �evidente, � = 0. Ce sont les deux autres solutions qui d�eterminentalors s'il y a du m�elange ou pas. En e�et, si elles sont complexes, la seule solutionrestante est � = D = 0. Une di�cult�e num�erique qu'il faut surmonter est le pro�l,tr�es piqu�e, de r� qui demande �a être liss�e. D'autre part, le cisaillement a �et�e estim�ed'apr�es un mod�ele d'une �etoile de 3 masses solaires calcul�ee dans le code de Gen�eveavec suivi du moment angulaire, apr�es la combustion centrale de l'H�elium. Tout ceciest en phase de calcul �a Grenoble. A terme, il est pr�evu de suivre le moment angulairedans STAREVOL pour pouvoir calculer la di�usion de fa�con coh�erente avec l'�evolutionde la structure de l'�etoile.



Chapitre 4Observations radiomillim�etriques deraies mol�eculairesSommaire4.1 Sp�eci�cit�es du domaine radio . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1534.2 Le \t�elescope" . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1604.3 M�ethode de r�eception . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 165Que se passe-t-il entre le moment o�u le rayonnement traverse l'atmosph�ere terrestre etcelui o�u la raie tant attendue apparâ�t en�n sur l'�ecran de la salle de contrôle ? Quellesinformations recueillir �a partir de ces raies et avec quelle pr�ecision? Les deux questions sont�etroitement corr�el�ees: seule une bonne connaissance des techniques d'observation permettrad'optimiser l'information que l'on peut retirer des raies obtenues. Voila le centre de discussionde ce chapitre.4.1 Sp�eci�cit�es du domaine radioRappelons que le rayonnement radio est caract�eris�e par les longueurs d'ondes sup�erieures�a environ � = 100�m. L'habitude est de parler en fr�equence dans ce domaine du spectre �elec-tromagn�etique. Nous dirons donc que le rayonnement radio est celui des fr�equences inf�erieures�a � = c=� � 3000GHz. Nous allons pr�esenter dans cette section les di��erentes temp�eraturescaract�eristiques utiles pour la suite et la physique de l'�emission de ce rayonnement.4.1.1 Temp�eratures caract�eristiquesUne grande habitude dans ce domaine de fr�equence est de parler des intensit�es en unit�e detemp�erature. Pourquoi est-ce possible? Que repr�esente la temp�erature obtenue? Nous auronsbesoin d'utiliser l'intensit�e sp�eci�que (qui sera introduite en d�etail au chapitre II{5) et lanotion d'�equilibre statistique pour r�epondre �a ces questions. Nous pourrons alors �etablir toutun jeu de temp�eratures importantes en radio.Equilibre statistiqueLorsqu'on consid�ere un syst�eme �a plusieurs composantes (e�; ,... ), le Hamiltonien contienttoute la physique microscopique de ce syst�eme et la fonction de partition Z (voir le chapitre153



154 4.1 Sp�eci�cit�es du domaine radioII{2) tous les �etats accessibles (�electroniques, rotation, vibration...). On dit que l'�equilibre sta-tistique est atteint lorsque les particules du syst�eme sont r�eparties sur les di��erents niveauxpour former la con�gurationla plus probable. Cet �etat ...{ est le plus probable au sens statistique: il minimise l'entropiestatistique, S = �k ln(P ), o�u P est la probabilit�e de la con�guration.{ est stationnaire dans le sens o�u il minimise l'�energie (le grand potentiel exactement,voir Couture & Zitoun (1992)). En e�et, le minimum d'entropie cherch�e et calcul�e �a�energie totale et nombre de particules donn�e, ce qui implique en fait de minimiser legrand potentiel. Le syst�eme ne peut donc �evoluer qu'en �echangeant avec l'ext�erieur: cet�echange modi�era les �etats accessibles et changera l'�etat le plus probable vers lequeltendra alors le syst�eme.{ est caract�eris�e par Z mais aussi par deux param�etres, T et �i (i variant sur toutes lescomposantes du plasma) qui ont une signi�cation statistique. C'est le jeu de param�etresunique d�ecrivant le syst�eme dans l'�etat le plus probable. Ce sont des param�etres quipermettent de minimiser S �a �energie totale et nombre de particules constants. Tous lesautres param�etres thermodynamiques d�ecoulent de ces trois grandeurs (voir chapitreII{2).La remarque primordiale pour d�e�nir les temp�eratures utilis�ees en radio est que cet �etatd'�equilibre peut concerner tout ou partie du syst�eme.{ en e�et, prenons un premier exemple dans lequel les di��erentes composantes du syst�emesont dans des �etats d'�equilibre statistique s�epar�es. Dans une enceinte remplie de pho-tons et de gaz, ces deux types de particules n'ont pas forc�ement d'�equilibre statistiquecommun. Cela signi�e que les interactions entre les deux composantes ne sont pas assezfortes. Le hamiltonien du syst�eme peut se d�ecomposer en deux hamiltoniens et la fonc-tion de partition du syst�eme est un produit de deux facteurs d�ecrivant chacun un soussyst�eme. On peut donc calculer s�epar�ement les jeux de param�etres (T; �i) caract�erisantles �equilibres statistiques des photons, du gaz et du syst�eme complet. Dans ce cas tousces param�etres sont di��erents.{ dans un deuxi�eme exemple, les di��erents degr�es de libert�e du syst�eme peuvent ne pasêtre �a l'�equilibre statistique simultan�ement. On peut consid�erer l'�equilibre des degr�eslibert�e de translation sans tenir compte de ceux de rotation/vibration. La con�gurationla plus probable de r�epartition sur les �etats de translation est caract�eris�ee par unetemp�erature qui n'est pas forc�ement celle donnant la r�epartition la plus probable surles �etats de rotation. Le hamiltonien est alors une somme de hamiltoniens d�ecrivantchacun un degr�e de libert�e et la fonction de partition s'�ecrit comme produit de fonctionsde partition. Cela signi�e que les degr�es de libert�e ne sont pas coupl�es statistiquement.La connaissance de l'�etat de translation ne contraint pas l'�etat rotationnel dans lequelse trouve la particule. On peut donc trouver des �equilibres pour chacuns des degr�es delibert�e.{ en�n, un seul endroit du syst�eme peut v�eri�er cet �equilibre. Cela signi�e que la temp�e-rature caract�erisant l'�etat le plus probable de tout le syst�eme (tous les degr�es de libert�es



Chapitre 4 { Observations radiomillim�etriques de raies mol�eculaires 155et toutes les composantes) n'est valable que localement. Les gradients de temp�eratureet de potentiels chimiques vont tendre �a uniformiser la situation en d�eclenchant descourants de di�usion (voir l'�equation II{1.15). On parle alors d'ETL (Equilibre Ther-modynamique Local).Retenons de cette discussion que la temp�erature, par d�e�nition la temp�erature statistique outhermodynamique, est caract�eristique de l'atteinte de l'�equilibre thermodynamique.Rayonnement et temp�erature e�ectiveL'intensit�e sp�eci�que est une mesure de l'�energie par unit�e de temps, de surface, d'anglesolide et de fr�equence (voir section II{5.1). Cette quantit�e I� change au fur et �a mesure desinteractions avec la mati�ere. Un cas particulier int�eressant est le corps id�ealis�e dit "corpsnoir": il a la propri�et�e d'absorber tout le rayonnement �electromagn�etique qui lui parvientet de le r�e �emettre en int�egralit�e. Cette d�e�nition, "entr�ees"="sorties", est caract�eristiquede l'�equilibre thermodynamique. Cette propri�et�e macroscopique demande que les collisionsentre particules microscopiques soient tr�es nombreuses pour que l'�energie soit rapidementtransmise uniform�ement �a travers tout le corps noir. Au bout de ce temps d'atteinte del'�equilibre, �th, le corps noir sera dans un �etat stationnaire o�u il ne sera caract�eris�e que parune seule temp�erature. On montre alors (Balian 1982) que l'intensit�e �emergente de ce corpsnoir ne d�epend que de sa temp�erature au travers de la fameuse loi de Planck:BT (�) = 2h�3c2 1(e h�kT � 1) (4.1)et que le ux �emergent vaut F� = �T 4 o�u la constante � est d�e�nie dans l'annexe F. Le corpsnoir est en �equilibre thermodynamique global.Ce r�esultat permet donc raisonnablement, �a tout ux re�cu, d'associer une temp�eraturedite \temp�erature e�ective", telle que: Teff4 = F�� (4.2)Cette temp�erature n'a de signi�cation statistique ou thermodynamique que si le syst�emeobserv�e est �a l'�equilibre complet (�eventuellement local).Translation et temp�erature cin�etiqueLorsqu'un grand nombre de particules subissent des collisions al�eatoirement dans le tempset l'espace, on peut caract�eriser le milieu par la distribution statistique des �energies cin�etiques:une moyenne, < Ec >, et un �ecart type, �ec. Dans un cas extrême, chaque particule aune vitesse di��erente des autres et les valeurs sont r�eparties uniform�ement entre �1 et+1. Apr�es un temps caract�eristique de variation de la temp�erature, �th, les particules ontsubi des collisions et transf�er�e leur �energie les unes au autres, si bien que certaines aurontperdu de l'�energie, d'autres en auront gagn�e. Globalement, les �energies cin�etiques vont seresserrer autour d'une valeur moyenne. L'autre cas extrême est celui o�u les particules onttoutes la même �energie cin�etique, c'est-�a-dire l'�equilibre thermique parfait, o�u l'on a < Ec >=Ec(i) pour toute particule i. Dans le cas de particules indiscernables et quasi-classiques, la



156 4.1 Sp�eci�cit�es du domaine radiodistribution d'�equilibre sur les �etats de translation est donn�ee par la distribution de Maxwell-Boltzman : dP (v) = 4p�e�� vvm �2 � vvm�2 d� vvm� (4.3)Elles est tr�es piqu�ee en vm =q 2kTm et d'�ecart type �v =< v2 >= 3kTm donnant < Ec >= 32kT .La quantit�e kT ayant la dimension d'une �energie, on peut toujours d�e�nir une temp�eraturecin�etique par: Tkin def= 23< Ec >k (4.4)Mais la temp�erature cin�etique n'est donc la temp�erature usuelle (thermodynamique) que sil'on est "su�samment proche" de l'�equilibre statistique des degr�es de libert�e de translationet que les �etats de translation domine l'�equilibre du syt�eme total: T�TkinT � 1.Temp�erature de brillanceLorsque l'on est �a l'�equilibre thermodynamique local, le milieu �emet localement l'intensit�eI d�e�nie par II{4.1 o�u la temp�erature T est toujours par d�e�nition la temp�erature statistique-ment signi�cative de l'�equilibre, mais localement. Si cette temp�erature et la longueur d'uneonde consid�er�ee dans ce milieu sont tels que h� � kT , alors on peut faire un d�eveloppementlimit�e de l'exponentielle en h�kT , ce qui donne la loi de Rayleigh-Jeans:BT (�) = 2kT�2c2 si h�kT � 1 (4.5)Remarquons que pour les ondes radio, il faut que la temp�erature du milieu, suppos�e en�equilibre thermodynamique (du moins localement), v�eri�e: T � h�k et �max � 3000GHz,donc T � Tmax � 150K, ce qui est le cas si on ne va pas "trop loin" dans l'enveloppecircumstellaire. Cette approximation, valide dans le domaine radio, donne l'id�ee de d�e�nirune temp�erature caract�eristique du syst�eme observ�e, �a partir de l'intensit�e sp�eci�que mesur�ee.Comme l'�equation II{4.5 est dimensionnellement toujours vraie, on peut toujours d�e�nir unetemp�erature de brillance associ�ee �a l'intensit�e I par:TB(�; I) def= Ic22k�2 (4.6)Cette temp�erature ne sera thermodynamiquement signi�cative que si les conditions suivantessont r�ealis�ees: �v< Ec > � 1 et h�kT � 1 (4.7)On utilise aussi pour les proc�edures de calibration des radio-t�elescopes la temp�erature radia-tive e�ective: J�(T ) def= TB(�; B�) = h�k 1(e h�kT � 1) (4.8)



Chapitre 4 { Observations radiomillim�etriques de raies mol�eculaires 157Temp�erature d'excitationSi l'on consid�ere un syst�eme de particules indiscernables et quasi-classiques (forte densit�ed'�etat dans l'espace des phases), l'�equilibre statistique sur les niveaux d'�energie du syst�emeest donn�e par la statistique de Boltzmann:NjNi = gjgi e�h(�j��i)kT (4.9)o�u les �energies des niveaux sont �ecrites Ex = h�x, �x �etant une fr�equence caract�eristique duniveau x consid�er�es, les gj sont les poids statistiques des �etats quantiques et T est le para-m�etre d�ecrivant l'�equilibre statistique atteint. L'�equation II{4.9, toujours dimensionnellementvalable, encourage �a d�e�nir la temp�erature d'excitation par:Tex(i) def= h�ik ln� ginigi+1ni+1� (4.10)Elle est une mesure de l'�ecart �a l'�equilibre statistique. En e�et, plus Tex est grande et plusle rapport ginigjnj est grand. Pour l'�equipartition, gini = gjnj , on a Tex = 0. Une inversion depopulation est donc signal�ee par Tex < 0. En g�en�eral, la temp�erature n'a une signi�cationpour tout le syst�eme que si l'on aT � TexT � 1 et dnidt = 0 (4.11)Si les collisions dominent par rapport aux processus radiatifs pour peupler les niveaux, onaura �a l'�equilibre statistique,Tkin = Tex.Temp�erature r�esistive �equivalenteLes �electrons d'un conducteur �a une temp�erature T subissent l'agitation thermique, c'est-�a-dire des petits mouvements produisant des courants dont la moyenne, < i >, est nullemais dont l'�ecart type, < i2 > est non nul et d�epend de la temp�erature. Or la puissancemoyenne macroscopique dans une r�esistance est P =< Ui >= R < i2 >. Le conducteuren question fournit donc de l'�energie et d'autant plus que la temp�erature est grande, toutcomme l'agitation augmente avec la temp�erature. Une analyse de cet �ecart type par unem�ethode statistique de type "marche al�eatoire", donne pour la puissance: P � kT (Rohlfs &Wilson 1996). On d�e�nit donc la temp�erature de bruit par la temp�erature �a laquelle seraitune r�esistance dont la puissance fournie due �a l'agitation thermique serait la puissance dusignal observ�e sur le domaine spectral ��:Tn def= 1k Z�� P (�)d� (4.12)C'est le bruit thermique r�esistif �equivalent de la source. Cette temp�erature n'est la "vraie"temp�erature de la source que si les observations sont bien des mesures du bruit thermiqued'une r�esistance. On en reparlera dans le processus de calibration des radiot�elescopes.4.1.2 EmissionLe rayonnement radio peut être produit par di��erents moyens. Il peut s'agir d'un rayon-nement continu thermique ou non ou d'un rayonnement discontinu (raies). Le rayonnement



158 4.1 Sp�eci�cit�es du domaine radiocontinu le plus �evident est le rayonnement thermique d'un corps �a une certaine temp�erature.D'apr�es l'�equation II{4.1, le longueur d'onde du maximum d'�emission d'un corps noir, �max,v�eri�e (loi de Wien): �maxT = 2898�mK. Pour le rayonnement radio, on aura donc T . 29K.Ces temp�eratures correspondent au milieu interstellaire et �a l'extrême p�eriph�erie des enve-loppes circumstellaires, �a condition qu'il y ait �equilibre thermodynamique, et au rayonnementcosmologique (2.3K). Les sources continues non thermiques sont de type synchrotron et n�e-cessitent la pr�esence de forts champs magn�etiques ou de particules tr�es �energ�etiques.Mais le rayonnement radio le plus f�econd pour l'observation des enveloppes circumstel-laires est discontinu. L'�energie associ�ee aux fr�equences des ondes radio est petite: E < Emax =h�max � 12:4meV . Les ph�enom�enes reli�es aux �electrons d'un atome ou d'une mol�ecule ayantdes �energies caract�eristiques de l'ordre de l'�electron-volt (voir �gure II{2.9), une �energie aussipetite sera reli�ee �a des ph�enom�enes de plus basse �energie: rotation ou vibration des mol�ecules.Niveaux d'�energie d'une mol�eculeLes possibilit�es d'interactions d'une mol�ecule avec les photons environnants reposenttoutes sur le calcul de ces niveaux d'�energie. En rappelant bri�evement la m�ethode et laphysique sous jacente pour cette tâche, nous essaierons de d�egager les approximations etdonc les facteurs qui inuencent la position des niveaux d'�energie.La mol�ecule est d�ecrite dans le centre de masse de ces composants (noyaux et �electrons)qui se r�eduit �a celui de ces noyaux compte tenu de la masse n�egligeable des �electrons. Onutilise alors la masse r�eduite � = Qi miPi mi pour caract�eriser le syst�eme. Le Hamiltonien de cesyst�eme s'�ecrit g�en�eralement comme suit:Ĥ =Xn T̂n +Xe T̂e + Û (4.13)Les indices \e" et \n" d�esignent les �electrons et les noyaux, les op�erateurs cin�etiques s'�ecrivent:T̂i = �~22mir2. Le terme d'interaction (coulombien) peut se d�ecomposer comme suit:Û(rn; re) = Xn1;n2<n1 Û(n1 $ n2) + Xe1;e2<e1 Û(e1 $ e2) +Xe;n Û(e$ n) (4.14)o�u Û(i$ j) est l'interaction entre les particules i et j. La m�ethode de r�esolution (Bransden& Joachain 1994) est la suivante:{ r�esoudre l'�equation de Schr�odinger ind�ependante du temps pour les �electrons, les posi-tions rn des noyaux �etant �x�ees:[Ĥ(~rn; ~re)� Ee(~rn)]j�e(~rn; ~re) > = 0 (4.15)Les �etats d'�energie et les fonctions d'ondes �electroniques, Ee et j�e >, trouv�es d�ependentdonc param�etriquement des rn.{ sur la base orthogonale form�ee par les solutions �electroniques j�e >, on d�ecompose lafonction d'onde totale de la mol�ecule dont les composantes sont alors 	e:j	(~rn; ~re) >=Xe 	e(~rn)j�e(~rn; ~re) > (4.16)



Chapitre 4 { Observations radiomillim�etriques de raies mol�eculaires 159Les composantes 	e(~rn) sont consid�er�ees comme des fonctions d'ondes d�ecrivant l'�evo-lution du syst�eme en fonction des positions des noyaux avec une con�guration �x�ee des�electrons.{ on projette ensuite sur f�eg l'�equation de Schr�'odinger ind�ependante du temps construiteavec le Hamiltonien II{4.13 pour le syst�eme complet, dans laquelle on d�ecompose lafonction d'onde totale selon II{4.16:< �e1 j(Ĥ � E)j	 >=Xe2 < �e1(~rn; ~re)j(Ĥ � E)	e2(~rn)j�e2(~rn; ~re) > = 0 (4.17){ on fait l'approximation de Born-Oppenheimer qui consiste �a n�egliger les variations de�e avec les frng devant celle de 	e: jrrn�ej � jrrn	ej : la fonction d'onde globale dela mol�ecule d�epend plus des positions relatives des noyaux que de celles des �electrons.Cela permet d'�evaluer l'action de T̂n dans II{4.17.{ dans le cas d'une mol�ecule diatomique (frng = fRg), on d�ecompose 	e en une partieradiale,  e, et une partie angulaire (harmoniques sph�eriques). La partie angulaire del'op�erateur cin�etique peut s'�ecrire en fonction de l'op�erateur moment cin�etique et faitdonc apparâ�tre les valeurs propres, ~2J(J + 1), des harmoniques sph�eriques:	e;J;MJ =  e(R)R YJ;MJ (�; �) (4.18)r2n = r2n(R)� L2~2R2 (4.19)Dans le cas d'une mol�ecule diatomique cela conduit �a:�� ~22� � @2dR2 � J(J + 1)R2 �+ Ee(R)� Ee;v;J�	e;v;J = 0 (4.20)o�u l'on attend pour les niveaux d'�energie et les fonctions d'ondes au moins un nombre quan-tiques pour les �electrons, un pour la rotation et un autre pour la vibration (respectivemente; J; v) Il reste ensuite �a poser une forme pour l'�energie des �electrons lorsque R varie. Onutilise souvent l'approximation parabolique autour de l'�etat d'�equilibre de la mol�ecule, R0:Ee(R) � Ee(R0) + 12 @2EedR2 ����R0 (R� R0)2 (4.21)o�u une variation de R correspondant �a une vibration de la mol�ecule. Lorsqu'on calcule l'�ener-gie de l'�etat stationnaire de l'�equation II{4.20 en R0 par rapport �a Ee:E(R0) def= Ee;v;J �Ee(R0) = EJ = ~22�R20J(J + 1) (4.22)l'�eventuelle �energie r�esiduelle trouv�ee ne peut être due qu'au degr�e de libert�e de rotation. Onidenti�e donc E(R0) �a EJ , �a l'�energie de rotation. D'apr�es II{4.22, on �ecrit alors de fa�conplus g�en�erale lorsque l'on est pas �a la position d'�equilibre:Ee;v;J = Ee(R0) + Ev +EJ (4.23)o�u EJ = hBJ(J + 1); B = 18�2I0 (4.24)et Ev = h�0�v + 12� ; !0 = 12�s 1� @2EedR2 ����R0 (4.25)



160 4.2 Le \t�elescope"Ev est trouv�ee en r�esolvant II{4.20 dans laquelle on a utilis�e II{4.21 et II{4.23. On reconnâ�talors une �equation avec potentiel harmonique dont II{4.25 est une solution bien connue. Best appel�ee constante rotationnelle de la mol�ecule est d�epend de son moment d'inertie �a laposition d'�equilibre, I0 = �R20h . Elle vaut typiquement entre 3 et 3000GHz, ce qui est tout �afait le domaine radio d�e�ni plus haut avec par exemple BCO = 57:86GHz. �0 est la constantevibrationnelle. Elle vaut typiquement entre 9000 et 150000GHz, ce qui est correspond audomaine infrarouge et non radio.ApproximationsDans le rappel du paragraphe pr�ec�edent, plusieurs approximations ont �et�e faites qui re-streignent la port�ee des r�esultats trouv�es{ La mol�ecule a �et�e consid�er�ee comme diatomique. La lev�ee de cette hypoth�ese est im-portante car le moment d'inertie change en fonction de la r�epartition de la masse, et laconstante rotationnelle d�e�nissant les niveaux d'�energie en d�epend. De fa�con g�en�erale,Townes & Schawlow (1975) exprime le hamiltonien rotationnel non perturb�e parĤrot = 12  Xap J2apIap! (4.26)L'indice \ap" d�esignant les axes principaux de l'op�erateur moment d'inertie. Ainsi,suivant la g�eom�etrie de la mol�ecule vont apparâ�tre des constantes rotationnelles surchaque axes de la mol�ecule: A;B;C, avec les nombres quantiques qui correspondent.{ On a suppos�e que l'�energie de rotation pouvait être d�etermin�ee �a la position d'�equilibrede la mol�ecule, c'est-�a-dire quand l'�energie de vibration est nulle: c'est l'hypoth�ese du\rotateur rigide". Cela signi�e que degr�e de libert�e de rotation et de vibration sont d�e-coupl�es. On pourrait imaginer par exemple que les �etats d'�energie de rotation d�ependentdu nombre quantique v de vibration. C'est ce que l'on appelle les e�ets de distorsioncentrifuge. Ils doivent être pris en compte dans le Hamiltonien comme un terme per-turbatif et modi�ent les �energies avec des nombres quantiques suppl�ementaires.{ On a pas tenu compte des moments angulaires orbitaux ou de spin �eventuellement nonnuls des �electrons qui peuvent d�emultiplier des niveaux: c'est la structure �ne (Gordy& Cook 1970). On pourrait aussi prendre en compte les moments angulaires des noyaux(strucure hyper�ne)...Nous retiendrons de cette section que ce sont les raies de transitions rotationnelles dipolaires�electriques des niveaux fondamentaux �electroniques et vibrationnels qui produisent les raiesobservables en radio et que la mod�elisation qui permettra de simuler les raies observ�ees devrachoisir la physique �a incorporer parmi un ensemble qui peut vite mener �a une r�esolutionpurement analytique tr�es complexe.4.2 Le \t�elescope"Si des guillemets ont �et�e mis au mot t�elescope, c'est que la physionomie de cet outilastronomique est bien loin de la classique image du t�elescope optique. Il ressemble le plussouvent �a une gigantesque antenne. L'objectif de cette section est de d�e�nir les grandeurs



Chapitre 4 { Observations radiomillim�etriques de raies mol�eculaires 161fondamentales d�e�nissant un radio t�elescope pour les utiliser �a bon escient dans la phase ded�epouillement des donn�ees.4.2.1 M�ecanismes de l'�emission-r�eceptionTh�eor�eme de r�eciprocit�eCe th�eor�eme qui d�ecoule des �equations de Maxwell (Rohlfs & Wilson 1996), s'apparentedonc au principe de retour inverse de la lumi�ere. Il s'applique entre un r�ecepteur, R, et un�emetteur, E, d'onde �electromagn�etique.Si le milieu propage identiquement la même onde de R �a E ou de E �a R, alors la puissancemesur�ee dans R avant d'�echanger R et E sera la même apr�es cet �echange: UR!EIR = UE!RIEO�u Ui!j est la tension provoqu�ee par i sur j et Ij , l'intensit�e circulant dans j. Ce th�eor�eme estfondamental car il explique que l'on s'int�eresse indi��eremment �a la r�eception ou �a l'�emissionpour �etablir les caract�eristiques d'une antenne donn�ee. Sa justi�cation tient dans le fait quele processus de cr�eation ou de r�eception de courant est sym�etrique dans un conducteur.RayonnementEn quelques lignes, on peut expliquer le processus d'�emission-r�eception:Dans un conducteur, les �electrons peuvent se d�eplacer. Lorsqu'on soumet le conducteur�a un champ �electrique p�eriodique variable interne, les �electrons sont soumis �a une force(de mani�ere �equivalente, �a une acc�el�eration) p�eriodique variable et entrent dans un r�egimed'oscillations entretenues. Les �electrons sont charg�es et acc�el�er�es: ils rayonnent donc !R�eciproquement:Dans un conducteur, les �electrons peuvent se d�eplacer. Lorsqu'on soumet le conducteur�a un champ �electrique p�eriodique variable externe, les �electrons sont soumis �a une forcep�eriodique variable et entrent dans un r�egime d'oscillations entretenues. Les �electrons sonten mouvement: ils cr�eent donc un courant dans le conducteur !Les deux situations sont parfaitement sym�etriques et peuvent être quanti��ees en lisant parexemple Jackson (1975).4.2.2 Lobes de l'antenneL'�energie emport�ee par une onde �electromagn�etique v�eri�e une �equation de conservationdu type II{1.2 obtenue �a partir des �equations de Maxwell (voir annexe G). Sous forme ma-croscopique pour un volume V , on a:dEVdt + ZS ~� � d~S = � ZV ~E � ~JdV (4.27)La variation temporelle d'�energie (puissance) dans un volume V (l'antenne par exemple) estdonc le bilan entre un terme �echang�e avec l'ext�erieur, issu du courant d'�energie �electroma-gn�etique (vecteur ~�) ou vecteur de Poynting, d�e�ni par G.13 et un terme de destruction(conversion en chaleur par e�et joule). Cette �ecriture n'est pas tout �a fait macroscopique carles quantit�es d�ecrites dans cette �equation oscillent �a une fr�equence typique de 50Hz qui n'arien de mesurable. Ce sont les quantit�es moyennes qui nous int�eressent. Retenons ici que la



162 4.2 Le \t�elescope"puissance rayonn�ee dans une direction ~k caract�eris�ee par (�; �) est par d�e�nition:P (�; �) def=< ZS ~� � d~S > (4.28)La puissance rayonn�ee d�epend �evidemment fortement de la surface d'int�egration, c'est-�a-dire de la surface de l'antenne. Cette valeur doit ensuite être calcul�ee en suivant les �etapessuivantes :{ Pour toutes les grandeurs oscillantes, on utilise un vecteur complexe oscillant de laforme X(~r; t) = X(~r)e�i!t.{ Calcul du potentiel vecteur retard�e �a partir des sources de champs: � et ~J en tous pointsde l'antenne (voir G.18). Les conditions les plus simples �a l'ext�erieur, j ~Jextj = ~0 et � = 0.On utilisera aussi l'approximation de Fraunh�'ofer qui suppose que l'on s'int�eresse auchamp loin de l'antenne: j~r � ~xj � j~rj � ~rj~rj � ~x{ On calcule les champs loin de l'antenne en utilisant la d�e�nition de ~B en fonction dupotentiel vecteur, G.8, et l'�equation G.6 pour ~E (voir annexe G).{ Calcul de ~� par G.13 et de sa moyenne temporelle (Rohlfs & Wilson 1996).Remarquons que cette d�emarche est un calcul classique de di�raction. Pour l'antenne laplus simple (surface �nie plane), on obtient la fonction caract�eristique (Jackson 1975) P /� sin(�)� �2. Les �gures II{4.1 et II{4.2 montrent cette fonction en coordonn�ees cart�esiennes etpolaires. On voit apparâ�tre les \lobes" de l'antenne. On remarque le lobe principal (MB pour
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Fig. 4.1 { R�epartition angulaire de puissance dans une antenne en coordon�ees cart�esiennesMain Beam), celui o�u l'intensit�e maximum est �emise, dans la direction � = 0. Il est souventd�e�ni par sa largeur �a mi-hauteur (HPBW pour Half Power Beam Width). On remarqueaussi des lobes secondaires, c'est �a dire des maximums locaux pointant vers des directionsautres que � = 0. Cela signi�e que si l'antenne doit �emettre (recevoir) une puissance totale,Ptot = R4� P (�; �)d
, elle la r�epartira di��eremment dans les di��erentes directions de l'espace,suivant la taille de ces lobes.Cela se quanti�e par la quantit�e normalis�ee:Pn(�; �) = P (�; �)Pmax (4.29)
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Fig. 4.2 { Sch�ema polaire g�en�eral de la r�epartition de puissance d'une antenne (�a droite) etd�etail des lobes secondaires (�a gauche).4.2.3 Caract�eristiques du rayonnement re�cuCaract�eristique des lobesPour l'observation astronomique, il est �evident que l'on veut s�electionner au maximum lapuissance provenant de la direction de pointage du t�elescope et �eviter de superposer au signalune source proche même si son intensit�e est plus faible. Il est donc primordial d'avoir unlobe principal le plus d�evelopp�e possible. De plus, il faut s�eparer le signal venant de l'avant,qui provient du ciel, de celui provenant des 2� st�eradian arri�eres, c'est-�a-dire du sol ! Cela semesure par les param�etres suivant: 
A = Z4� Pnd
 (4.30)
F = Z2�avant Pnd
 (4.31)
MB = ZMB Pnd
 (4.32)beff def= 
MB
A (4.33)feff def= 
F
A (4.34)La quantit�e 
x repr�esente l'angle solide moyen couvert par la partie x du lobe, pond�er�ee parla fraction de puissance qu'elle capte. 
A vaut 4� si la puissance est r�epartie uniform�ementdans toutes les directions. Ainsi, feff repr�esente la fraction d'angle solide couverte part lelobe principal ou le rendement du lobe principal et beff repr�esente la même chose pour lapartie \avant" du lobe.Temp�eratures mesur�eesLa temp�erature re�cue par le t�elescope est exprim�ee en temp�erature r�esistive �equivalente,dite temp�erature d'antenne. Elle s'obtient facilement en exprimant le signal provenant de la



164 4.2 Le \t�elescope"source d'�etendue 
s sous la forme suivante:T 0n(�; �) = T 0(�; �)T 0max (4.35)o�u les ' signalent que la quantit�e a �et�e modi��ee par l'atmosph�ere. On a alors la temp�eratured'antenne par une convolution du signal re�cu et de la fraction de puissance pr�elev�ee danschaque direction (Kutner & Ulich 1981):Ta(�; �) def= �AT 0max R
s Pn(! � 
)T 0n(!)d!
A (4.36)Le coe�cient �A repr�esente les pertes d'�energie �a travers l'antenne. Plusieurs temp�eraturessont utilis�ees pour caract�eriser la puissance re�cue. La temp�erature corrig�ee des e�ets d'atmo-sph�ere est la suivante: T ca def= �AT (Pn � Tn)
s
A = A�1(Ta) (4.37)o�u (Pn � Tn)
s est le produit de convolution sur l'�etendue de la source et A, l'op�erateurcontenant l'inuence de l'atmosph�ere.La temp�erature qu'aurait mesur�ee le t�elescope si la même puissance avait �et�e r�epartiedans le lobe avant uniquement est d�e�nie par:T ca def= T �aFeff (4.38)Feff def= �Afeff (4.39)En�n, la temp�erature qu'aurait mesur�ee le t�elescope si la même puissance avait �et�e r�epartiedans le lobe principal uniquement est d�e�nie par:T ca def= TmbBeff (4.40)Beff def= �Abeff (4.41)Les quantit�es Feff et Beff sont les e�cacit�es du lobe principal et du lobe avant. Elles tiennentcompte des pertes dans l'antenne et leur rapport vaut :�MB def= BeffFeff (4.42)R�esolutionLa forme du lobe principal est souvent approxim�ee par une gaussienne (Downes 1989) etdans ce cas, on a: 
MB � 1:133�2mb (4.43)avec �mb = 1:22 �D (4.44)o�u �mb est la largeur �a mi-hauteur de la gausienne et D la taille physique de l'antenne. Si lar�epartition de l'intensit�e de la source peut être approxim�ee par une gaussienne de HPBW �s,alors l'intensit�e observ�ee aura elle aussi une r�epartition gaussienne de HPBW:�2a = �2mb + �2s (4.45)



Chapitre 4 { Observations radiomillim�etriques de raies mol�eculaires 165C'est le r�esultat des propri�et�es de convolution des gausiennes. Si une source a une tailleangulaire inf�erieure �a celle du lobe, alors la totalit�e de son intensit�e sera moyenn�ee (convolu�ee)dans le lobe principal. La source est dite \non r�esolue". Par contre si la taille angulairede la source est sup�erieure �a celle du lobe principal, la temp�erature d'antenne mesur�ee vad�ependre de la ligne de vis�ee rencontrant la source. La source est dite \r�esolue". Dans lecas d'approximation par des gaussiennes, le facteur � = �s�a (facteur de dilution) est donc unindicateur de r�esolution. Ce rapport tend en e�et vers 1 si la taille du lobe est tr�es petitedevant celle de la source et vers 0 si c'est l'inverse. Dans un cas g�en�eral, facteur de dilutionou facteur de remplissage du lobe principal est d�e�ni par:� def= (Pn � Tn)
s
MB (4.46)Notons que si les temp�eratures d'antennes sont des temp�eratures r�esistives �equivalentes, latemp�erature \main beam", Tmb, est la temp�erature du corps noir �equivalent (Rohlfs & Wilson1996). Elle est reli�ee directement �a la temp�erature de brillance par II{4.40, II{4.37 et II{4.46:Tmb = �T (4.47)4.3 M�ethode de r�eceptionIci, nous allons suivre rapidement le signal apr�es sa p�en�etration dans l'antenne. Il va passersuccessivement dans deux types d'appareillages �electroniques. Les \front end", r�ecepteurs(�ltres) adapt�es �a la fr�equence observ�ee et les \back end", analyseurs capables d'extrairel'information d�esir�ee (un spectrographe pour des raies, dans notre cas). Nous allons d�etaillerdans la suite les processus de �ltrage n�ecessaires et les incertitudes li�es aux m�ethodes der�eception.4.3.1 Le �ltrageLa tr�es forte ampli�cation n�ecessaire �a la r�eception du signal (80 �a 100dB) entrâ�ne unetr�es grande sensibilit�e �a la fr�equence du signal. Plus la fr�equence est haute et plus une l�eg�erefuite de puissance peut entrâ�ner des oscillations de fortes amplitudes (Rohlfs & Wilson1996). C'est pourquoi, apr�es son arriv�ee au foyer, le signal est envoy�e dans un m�elangeur,�el�ement �electronique �a r�eponse non lin�eaire, qui va combiner le signal d'entr�ee �a la pulsation!in avec un signal stable local de pulsation !0. Ainsi, le signal de sortie aura une intensit�eproportionnelle �a la somme des amplitudes au carr�e. Soit:Iout � [Einsin(!int+ �in) +E0sin(!0t+ �0)]2 (4.48)



166 4.3 M�ethode de r�eceptionLe calcul de cette intensit�e en utilisant quelques formules classiques de trigonom�etrie faitapparâ�tre 5 composantes:Iout � E2in + E202� E2in2 sin(2!int+ 2�in + �=2)� E202 sin(2!0t+ 2�0 + �=2)+EinE0sin((!in � !0)t+ �in � !0 + �=2)�EinE0sin((!in + !0)t+ �in + !0 + �=2) (4.49)Si l'on applique ce traitement �a la fr�equence !�, la pulsation de sortie !� � !0 est ditepulsation interm�ediaire, !IF , c'est-�a-dire le signal d'entr�ee voulu mais abaiss�e en fr�equence parl'oscillateur local. Les fr�equences !� et !0 �etant connues, la fr�equence interm�ediaire, !IF , estconnue par avance aussi. Le calcul II{4.49 montre qu'un signal d'entr�ee et un oscillateur localdonn�es se d�ecomposent en plusieurs composantes en fr�equence. Le �gure II{4.3 sch�ematise cepetit calcul. On a port�e en haut les fr�equences d'entr�ee et leurs bandes passantes associ�ees(pointill�es) et en bas les fr�equences de sorties.
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Fig. 4.3 { Entr�ees-sorties du m�elangeurCe qu'il faut bien comprendre, c'est que la fr�equence locale est �x�ee alors que la fr�equenced'entr�ee est incluse dans une bande passante �!in. En g�en�eral, seule une petite zone de labande passante nous int�eresse, �!, autour de la raie que l'on souhaite observer en !in = !�.Cette portion du spectre se retrouve en sortie autour de !IF . Cependant, le petit calculpr�ec�edent montre que d'autres fr�equences d'entr�ees peuvent se retrouver en !IF �a la sortieet se superposer au signal souhait�e (voir aussi Warin (1990) pour une autre approche). C'estle cas pour les fr�equences suivantes:!in = !s def= !0 + !IF (4.50)!in = !i def= !0 � !IF (4.51)



Chapitre 4 { Observations radiomillim�etriques de raies mol�eculaires 167dites fr�equences ou bandes \signal" et \image". La bande "signal" porte son nom car on a!s = !�, et c'est donc normal qu'elle se trouve en !IF �a la sortie. La bande \image" va cr�eeun terme sin(�!IF + :::) dans la formule II{4.49 qui peut se transformer en une contributionn�egative �sin(!IF + :::) en !IF , moyennant un d�ephasage di��erent.Le but de cette �etape est donc de choisir la fonction de transfert du �ltre et la fr�equence !0telles que{ la bande de fr�equence en sortie ne contiennent pas les 3 autres fr�equences issues dum�elange de !� et !0.{ !0 soit proche de !� pour �eviter la multiplication d'harmoniques se superposant en !IF .{ la fr�equence image soit �ltr�ee, �a moins que la superposition des deux fr�equences ensortie puisse permettre l'observation de deux raies simultan�ement par exemple...{ baisser su�samment la fr�equence du signal pour pouvoir l'ampli�er.On dit travailler en SSB (Single Side Band) si l'on �ltre la bande image et en DSB (DoubleSide Band) dans le cas contraire. La pr�edominance de chacune de ces bandes dans le signalde sortie est quanti��ee par deux gains Gi et Gs dont la somme est normalis�ee �a 1. Le modeSSB correspond donc en pratique �a Gi=Gs � 1.4.3.2 IncertitudesParmi les incertitudes li�ees au principe de d�etection, on en distingue ici deux principales.Le pointage peut être une source d'erreur. Même si l'antenne est point�ee avec une pr�ecision�nie (comment faire autrement!), celle-ci est juste su�sante : � 3 d'apr�es Wild (1995) pour le30m de l'IRAM. La pr�ecision de pointage d�epend des contraintes m�ecaniques sur la structurede t�elescope, de la force du vent, de la position de pointage,... La seule solution est doncde v�eri�er le pointage r�eguli�erement en s'assurant que la ligne de vis�ee utilis�ee est bien cellequi donne l'intensit�e maximum (si la source est non r�esolue) pour en tenir compte dans lesintensit�es mesur�ees et leurs incertitudes.Une autre source d'incertitude est le bruit parasite g�en�er�e tout autour du signal observ�e.On peut faire baisser ces sources d'incertitude en utilisant des m�ethodes qui permettent des�eparer les contributions respectives de la source et du bruit. C'est cette derni�ere sourced'incertitude que nous allons d�etailler maintenant.Sources de bruitOn en distingue principalement trois. Le fond du ciel, caract�eris�e par Tatm, et la cabinedu t�elescope, caract�eris�ee par Tcab, sont deux causes \naturelles". Les r�ecepteurs produisentla troisi�eme source de bruit: le bruit �electronique (bruit de lecture, bruit thermique, courantd'obscurit�e...) caract�eris�e par Trec, mais incluent aussi le signal ! La temp�erature \syst�eme",Tsys est la somme de tous ces signaux.Diminuer le bruitOn diminue le bruit tout d'abord en stabilisant les r�ecepteurs:A la sortie d'un r�ecepteur, les coups enregistr�es sont convertis en temp�erature r�esistive �equi-valente avec une relation de passage de la forme Tx = GoutNx. D'apr�es II{4.12, la puissance



168 4.3 M�ethode de r�eceptiond�etect�ee alors fournie en sortie du r�ecepteur pointant sur une source est:Wsou = k(Tsou + Tsys)Gout�� (4.52)Si Gout n'est pas stable, la puissance de sortie va être modi��ee et on va l'interpr�eter commeune variation de Tsou telle que: �TTsys = �GoutGout (4.53)La proc�edure de correction de cette e�et consiste �a pointer alternativement la source et unesource de chaleur r�esistive de valeur Ts. Ainsi on a:Wsou �Ws = k(Tsou � Ts)Gout�� (4.54)et �TTsys = �GoutGout Tsou � TsTsys (4.55)Dans le meilleur des cas, si Tsou � Ts = 0, la variation de gain n'inue plus sur la mesure deT ! On dit alors que le r�ecepteur est \�equilibr�e".Il y a d'autres fa�cons, plus �evidentes, de faire diminuer le bruit. Parmi elles:{ Augmenter le temps d'int�egration � (voir Rohlfs & Wilson (1996)) dans la bande pas-sante �� car: �TTsys = 1p��� (4.56){ Refroidir les d�etecteurs pour minimiser leur �emission propre.Les bruits constitu�es de l'atmosph�ere et de la cabine ont pour e�et d'augmenter l'�emission defond. Cela revient �a vouloir d�etecter � 0:1K de signal (dans un cas favorable) sur un signalde 273K environ. Ces sources doivent donc être soustraites avec la plus grande prudence pourne rien pas modi�er du signal de la source. C'est l'objet du paragraphe suivant.4.3.3 Extraction du signalLa probl�ematique de ce paragraphe est de s'a�ranchir de l'�emission du fond de ciel. Deuxtypes de m�ethodes sont principalement utilis�ees, l'une reposant sur une position de r�ef�erenceet l'autre sur un traitement du signal observ�e.Position switching et Wobbler switchingCes m�ethodes consistent �a choisir une position de r�ef�erence dans le ciel et �a int�egrer lesignal en provenant pendant le même temps que celui provenant de la source. La di��erencedes deux spectres obtenus �elimine le bruit de fond de ciel. Le \position switching" d�epointele t�elescope sur la position de r�ef�erence et le repointe sur la source. Le \Wobber switching"utilise un miroir secondaire oscillant sans cesse entre deux positions. Dans un premier temps,il oscille entre la source et une position de r�ef�erence d�ecal�ee de +x secondes d'arc, et dans undeuxi�eme temps entre la source et une position de r�ef�erence d�ecal�ee de �x secondes d'arc.Cette m�ethode permet de bien moyenner le bruit et donne donc des lignes de bases bien plates.Pour cette raison, et le fait qu'on �evite un mouvement de d�epointage, le \Wobbler switching"



Chapitre 4 { Observations radiomillim�etriques de raies mol�eculaires 169est pr�ef�er�e au \Position switching" quand la source est moins �etendue que l'amplidute del'oscillation maximum du mirroir secondaire (24000 maximum au 30m de l'IRAM). Par contre,ces deux m�ethodes imposent de passer la moiti�e du temps d'int�egration sur la position der�ef�erence, ce qui implique d'int�egrer deux fois plus longtemps pour obtenir le même rapportsignal sur bruit.Frequency switchingCette m�ethode consiste �a observer deux fois la source pendant �t, dans deux bandes desortie en fr�equence �!out et �!0out correspondant �a deux fr�equences di��erentes de l'oscillateurlocal: �OL et � 0OL. La proc�edure utilis�ee est alors de soustraire le signal des deux bandes ena�ectant le poids �1 �a l'une et la poids +1 �a l'autre pour annuler l'�emission de fond deciel. Le spectre obtenu contient donc deux fois la raie souhait�ee, une fois en �emission �a lafr�equence �IF et une autre fois en absorption �a la fr�equence � 0IF . Si le d�ecalage en fr�equencede l'oscillateur local est choisi de telle mani�ere que le spectre de r�ef�erence en absorptionsoit dans la bande passante du r�ecepteur, on peut renverser et sommer la raie en absorptionavec celle en �emission et �eviter de perdre la moiti�e du temps d'int�egration. C'est un desavantages de la m�ethode. De plus, elle ne n�ecessite pas de position de r�ef�erence dans le cielcar le d�ecalage en fr�equence peut se d�erouler su�samment rapidement pour pouvoir �eliminerles uctuations atmosph�eriques. Un inconv�enient par contre est que les lignes de bases sontd�egrad�ees (ce ne sont plus des droites) �a cause par exemple de la r�eponse des r�ecepteurs,di��erentes suivant la fr�equence d'observation, ou des variations de bruits de fond de ciel �adeux fr�equences di��erentes...4.3.4 CalibrationLa calibration du signal, c'est-�a-dire l'op�eration qui consiste �a faire correspondre unetemp�erature �a un nombre de coups d�etect�es, est e�ectu�ee en deux parties. Pour cela, il fau-dra premi�erement estimer l'inuence des r�ecepteurs �a l'aide de temp�eratures de r�ef�erence etdeuxi�emement d�eterminer l'inuence de la travers�ee de l'atmosph�ere �a l'aide d'un mod�ele decelle-ci.Sources de temp�eraturesOn utilise deux sources de temp�erature, une froide et une chaude caract�eris�ees par leurstemp�eratures de brillance T+ et T�. Cette m�ethode est dite m�ethode \Chopper weel". Lad�etection se quanti�e comme suit �a partir des temp�eratures de brillance des sources si ler�ecepteur est lin�eaire: Nx = Noff + Ginrec(Tx + Trec) (4.57)o�u Noff est le courant d'obscurit�e, le nombre de coups d�etect�e en l'absence de signal, et Ginrecle gain �a l'entr�ee du r�ecepteur. Pour pouvoir quanti�er le nombre de coups re�cus dûs �a lasource, il faut estimer la temp�erature de bruit du r�ecepteur, Trec. En �ecrivant II{4.57 pourles deux sources de temp�eratures, on obtient:Trec = T+(N� �Noff)� T�(N+ �Noff)N� �N+ (4.58)



170 4.3 M�ethode de r�eceptionAlors que la temp�erature des sources est connue, le nombre de coups correspondant est alt�er�epar une partie provenant du reste de la salle des r�ecepteurs. Cette quantit�e parasite, quicr�ee un �Trec, d�epend du r�ecepteur et de la fr�equence observ�ee; elle doit donc être �evalu�ee.Pour cela, on utilise (Kramer 1995) deux sources de temp�eratures externes suppl�ementaires,une froide (pi�ece absorbante dans de l'Azote liquide) et une chaude (pi�ece absorbante �atemp�erature ambiante) dont les temp�eratures sont celles de l'azote et de la pi�ece et quipermettent d'�evaluer �Trec.Temp�erature de calibrationOn souhaite d�eterminer une temp�erature de calibration telle que:T �a = TcalNsou �NatmN+ �Natm (4.59)Ainsi, les temp�eratures sont mesur�ees �a partir du niveau \z�ero" constitu�e par l'�emission del'atmosph�ere (voir les m�ethodes d'extraction du signal d�etaill�ees ci-dessus) et calibr�ees parrapport �a la source chaude. Le principe est de mesurer la temp�erature de calibration de\temps en temps" en utilisant II{4.59 en sens inverse, puis de s'en servir pour obtenir T �a lereste du temps. En omettant le courant d'obscurit�e, en utilisant le signal des deux bandes etles temp�eratures radiatives e�ectives (voir II{4.8) , II{4.57 donne:N+ = Gin[GsJT+(�s);+GiJT+(�i) + Trec] (4.60)Natm = GinfGs[FeffJTatm(�s) + (1� Feff )JTcab(�s)] + (4.61)Gi[FeffJTatm(�i) + (1� Feff )JTcab(�i)] + Trecg (4.62)Nsou = Gin[GsJTsou(�s) +GiJTsou(�i) + Trec] (4.63)o�u le signal de l'atmosph�ere a �et�e d�ecompos�e en une partie r�eellement atmosph�erique pro-venant de l'avant et une partie venant de la cabine, en provenance de l'arri�ere. Des mesuresatmosph�eriques sont faites pour permettre de d�eterminer l'op�erateur d'inuence de l'atmo-sph�ere: Tatm = FeffTatm + (1� Feff )Tcab (4.64)Tatm = GiTatm(�i) +GsTatm(�s) (4.65)Les temp�eratures de brillance de l'atmosph�ere dans les deux bandes sont ajust�ees avec unmod�ele d'atmosph�ere utilisant les gains des bandes image et signal, la temp�erature de brillancedu ciel, la pression et la temp�erature locales mesur�ees sur place et dont le param�etre libre estle pourcentage de vapeur d'eau. Une fois cette quantit�e ajust�ee, les opacit�es au z�enith danschacune des bandes, �i=s,peuvent être calcul�ees et l'op�erateur de modi�cation atmosph�eriqueprend la forme: Ai=s = e��i=sA (4.66)o�u A est la masse d'air travers�ee suivant la hauteur h de la source:A(h) = 1sin(h) (4.67)



Chapitre 4 { Observations radiomillim�etriques de raies mol�eculaires 171A partir des �equations II{4.60, de la d�e�nition II{4.38, on suppose que JT (�i) = JT (�s) pourtout T , que le r�ecepteur est en mode SSB et que l'on a JTatm = JTatm(1� A) + JTbgA (voirle chapitre II{5) pour obtenir la temp�erature de calibration (voir Kramer (1995) et Ulich &Haas (1976)): Tcal = N+ �NatmGinGsFeffAs (4.68)





Chapitre 5Transfert radiatif dans lesenveloppes circumstellairesSommaire5.1 Caract�eristiques du transfert radiatif d'�energie . . . . . . . . . . 1735.2 Le couplage mati�ere-rayonnement . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1775.3 Quels choix faire? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1805.4 Les choix e�ectu�es . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1825.5 Impl�ementation du code de transfert radiatif . . . . . . . . . . . . 190L'objectif de ce chapitre est de faire le lien entre les r�egions de l'�etoiles mod�elis�ees par lecode d'�evolution stellaire, qui se situe �a une profondeur optique param�etr�ee �a � = 0:005, etles r�egions o�u est �emis le rayonnement qui va être d�etect�e par les radiot�elescopes, apr�es latravers�ee de l'enveloppe circumstellaire. Il s'agit donc de transfert radiatif dans un milieu sesituant �a des temp�eratures inf�erieures �a 3000K environ et compos�e par cons�equent d'atomes,de mol�ecules et de poussi�eres. Les observations men�ees lors de ce travail de th�ese en radioont demand�e, pour pouvoir être interpr�et�ees, l'utilisation et le d�eveloppement d'un code detransfert radiatif initialement �ecrit par Robert Lucas (IRAM). Nous allons donc rappelerl'�equation de transfert radiatif, puis la fa�con dont elle a �et�e impl�ement�ee dans ce code. Enparticulier, nous serons amen�es �a pr�eciser la nature des interactions mati�ere-rayonnementprises en compte et la g�eom�etrie de l'int�egration.5.1 Caract�eristiques du transfert radiatif d'�energieUn retour sur la m�ethode g�en�erale d'�etablissement de l'�equation de transfert est n�ecessaire�a plusieurs titres. Il permet notamment, par comparaison avec le cas id�eal, de savoir quellesapproximations faire dans le cas qui nous int�eresse, en toute connaissance de cause. Onconnâ�t ainsi mieux les forces et faiblesses du mod�ele utilis�e. On en pro�tera aussi pour fairedes rapprochements avec la physique utilis�ee dans les chapitre II{1 et II{4.173



174 5.1 Caract�eristiques du transfert radiatif d'�energie5.1.1 Param�etres de la propagationDescription du faisceauOn s'int�eresse �a la propagation de l'�energie radiative contenue dans un faisceau sch�ematis�esur la �gure II{5.1. Le faisceau est �emis �a partir de la surface d~SE du milieu �emetteur E,localis�ee en ~rE. Il est re�cu au point ~rR du milieu r�ecepteur R sur une surface d~SR. Le milieude propagation est quelconque, mais on ne consid�erera pas dans ce chapitre les �etats depolarisation de la lumi�ere.Etablissons les caract�eristiques minimum n�ecessaires �a d�ecrire ce faisceau. L'�energie dE
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RFig. 5.1 { Propagation de l'�energie d'un faisceau lumineux �emis en E jusqu'en R.est �emise pendant un temps dt, avec un vecteur d'onde moyen ~k, dirig�e vers le r�ecepteur, telque : ~k def= !c ~uk (5.1)avec ~uk def= �~rjj�~rjj (5.2)et �~r def= ~rR � ~rE (5.3)D'apr�es la d�e�nition du vecteur d'onde, sa variation d~k correspond �a un angle solide d
 et �aune bande de fr�equence d� autour de la fr�equence � = cj~kj2� .Caract�eristique g�eom�etrique.Pour concr�etiser la situation, l'�emetteur et le r�ecepteur ont �et�e mat�erialis�es par des objetsphysiques gris�es sur la �gure II{5.1. On peut tr�es bien aussi s'int�eresser �a la propagation d'unfaisceau dans le vide ou un milieu mat�eriel sans fronti�eres. On doit alors discuter du rôlejou�e par les surfaces in�nit�esimales d~SE et d~SR. En e�et, elles n'ont de d�e�nition possibleque si elles sont sou tendues par une fronti�ere physique, et dans ce cas, la donn�ee de ~r est�equivalente �a la donn�ee de d~S moyennant la connaissance de la forme de l'objet. Par exemple,pour un plan horizontal, d~S(~r) = dS~uz et pour une sph�ere, d~S(~r) = dS~ur. Si, d'une part,la d�e�nition de ces surfaces �el�ementaires est impossible �a l'int�erieur des milieux �emetteur etr�ecepteur et que, d'autre part, �a la fronti�ere ext�erieure de ces milieux, la connaissance du



Chapitre 5 { Transfert radiatif dans les enveloppes circumstellaires 175vecteur position et de la forme de l'objet �emetteur ou r�ecepteur permet de d�eterminer cessurfaces �el�ementaires, alors quel est le rôle, l'int�erêt de ces surfaces pour le transfert radiatif?En fait, les surfaces sont importantes pour d�elimiter la proportion de ux sortant de Equi va rentrer en R. C'est en quelque sorte une mesure du "nombre de rayons" qui vont relierE et R. On comprend que plus le nombre de rayons est important, plus l'�energie transport�eeest grande. Mais ce n'est pas tout �a fait la surface qui est importante dans ce but, ce sontdeux quantit�es d�eriv�ees que nous allons d�e�nir maintenant:(1) La surface "e�ective", c'est-�a-dire tenant compte de l'orientation de la surface parrapport �a R. Si la surface est orthogonale �a ~k, le ux aura du mal �a être non nul! On d�e�nitla surface e�ective par: dSeffE def= d~SE � ~uk (5.4)(2) La surface "apparente" traduit le fait qu'une surface donn�ee soit loin ou pas . Pluselle est loin et plus il sera di�cile "de viser" pour que les rayons passent entre les deux pointE et R. Ce renseignement est contenu dans l'angle solide:d
E def= dSeffR�~r2 = d~SR � ~uk�r (5.5)Retenons que ce ne sont pas les surfaces qui sont les quantit�es indispensables pour d�e�nirla g�eom�etrie du faisceau. L'information qu'elles peuvent transporter est contenue de fa�con�equivalente par l'angle solide et la surface e�ective.Les remarques quant �a l'information transport�ee par les quantit�es "surface apparente" et"angle solide" am�ene �a d�e�nir l'�etendue g�eom�etrique du faisceau:dGER def= d
EdSeffE (5.6)Cette grandeur, exprim�ee en sr �m2 dans le syst�eme international (S.I.), permet de quanti�erle "nombre de rayons" dans un faisceau: elle contient donc toute l'information g�eom�etrique dela propagation. Une autre propri�et�e importante de l'�etendue g�eom�etrique est que la quantit�e:n2�dG = const (5.7)est constante au cours de la propagation (voir par exemple Terrien & Desvignes (1972) pourune d�emonstration), o�u n� est l'indice de r�efraction du milieu. En cons�equence, dans un milieuhomog�ene, l'�etendue g�eom�etrique est constante lors de la propagation. De plus, le principede retour inverse de la lumi�ere est alors v�eri��e, c'est-�a-dire que la propagation est suppos�eeind�ependante du sens` de propagation, et elle v�eri�e donc dGER = dGRE.En d�e�nissant l'abscisse d~s def= ds~uk pour rep�erer l'avancement d'un point dans un fais-ceau, on peut donc �ecrire que les trois quantit�es fdt; d~k; d~sg d�e�nissent le faisceau car ellessont ind�ependantes et si l'une d'entre elles change, l'�energie du faisceau changera en cons�e-quence.



176 5.1 Caract�eristiques du transfert radiatif d'�energie5.1.2 Energ�etique du faisceauIntensit�e sp�eci�queCompte tenu de la d�e�nition du paragraphe pr�ec�edent, on peut r�e�ecrire la d�ependanceg�en�erale de l'�energie du faisceau car la donn�ee de ~k et ~s est �equivalente �a celle de � et G:dE / dtd�dG (5.8)Ce qui conduit �a d�e�nir une quantit�e appel�ee \intensit�e Sp�eci�que", de dimension [E] � L�2et exprim�ee en W �Hz�1 � sr�1 �m�2 dans le syst�eme international (S.I.):I�(t;~k;~s) def= dEdtd�dG (5.9)On suppose simplement que le faisceau in�nit�esimal choisi est tel que de nombreux rayons s'ytrouvent car on souhaite d�e�nir I� comme une grandeur macroscopique. On a donc besoinde dt� ��1 et de dS � �2. L'intensit�e sp�eci�que pour unit�e le W �m�2 �Hz�1 � sr�1.L'intensit�e sp�eci�que permet de retrouver toutes les grandeurs photom�etriques utiles, eten particulier: Le flux; ~F�(t; �; ~uk; ~rE) def= dEdSEdtd� ~uk en Wm�2Hz�1 (5.10)d0o�u ~F� = ~uk Z I�~uE � ~ukd
E (5.11)La densit�e d0�energie; u�(t; �; ~rE) def= dEdVEd� en (5.12)d0o�u u� = 1c� Z I�d
E (5.13)L0intensit�e moyenne; J�(t; �; ~rE) def= 14� Z4� I�d
E (5.14)o�u l'on a �ecrit le volume balay�e par le faisceau en dt:dVE = dSeffc�dt (5.15)et o�u c� est la vitesse des photons dans le milieu consid�er�e, reli�ee �a l'indice de r�efraction dumilieu par la relation: c�n� = c (5.16)Conservation de l'�energieL'intensit�e sp�eci�que est reli�ee �a l'�energie. On peut donc s'attendre �a ce qu'elle v�eri�eune �equation de conservation du type II{1.2. En partant de la d�e�nition de u, II{5.12, enintroduisant successivement II{5.15 et II{5.4, on obtient une expression qu'il est facile derelier �a II{5.10 pour obtenir une relation g�en�erale:~F� = �u�~c� avec � def= ~uE � ~uk et ~c� def= c�~uk (5.17)Dans cette �equation, ~uE est le vecteur normal �a la surface �emettrice. En comparant avec II{1.2, on se rend compte que la quantit�e g�en�erale �[x] d�e�nie dans l'�equation II{1.2 s'identi�e



Chapitre 5 { Transfert radiatif dans les enveloppes circumstellaires 177�a u, l'�energie volumique, et que ~F est alors le courant de densit�e d'�energie associ�e �a u, ce quiest con�rm�e par son �ecriture du type \quantit�e" x \vitesse" (voir II{5.17). De plus, pour desphotons, il parâ�t normal que ce ne soit pas la quantit�e massique x qui soit d�e�nie, mais laquantit�e volumique �x, puisqu'ils ont une masse nulle! Ces observations permettent de poser:du�dt + div( ~F�) = �� (5.18)o�u �� est le terme source d'�energie. En d�erivant cette �equation par rapport �a 
, en utilisantles relations II{5.10, II{5.12 et en d�eveloppant certains termes, on obtient:dI�dt + div(�~c�I�) = c�S� + I�c� dc�dt + ~c�c� I��~rc� (5.19)S�� est le terme source d'�energie ; son contenu physique sera d�ecrit dans le paragraphe suivant.Il est de dimension [I� ] �L�1 et s'exprime en J �m�3 � sr�1 en S.I. Dans cette �equation, on aregroup�e dans le membre de droite toutes les d�eriv�ees de c� car elles s'annulent si le milieuest homog�ene, comme c'est le cas la plupart du temps. Ainsi, ces termes sont assimil�es �ades termes sources suppl�ementaires de l'�equation de conservation de I� . L'�equation II{5.19peut s'obtenir rigoureusement dans l'espace des phases des photons en utilisant une �equationde Boltzmann (Collins 1989). La coh�erence entre les di��erentes d�erivations de l'�equation deconservation de l'�energie �electromagn�etique est totale lorsqu'on s'aper�coit (Rutily 1992) queles quantit�es u� et ~F� sont les moyennes macroscopiques des quantit�es microscopiques � et~� d�e�nies en G.12 et G.13, ces derni�eres v�eri�ant elles aussi une �equation de conservation,II{G.11, d�ecoulant des �equations de Maxwell. C'est encore l'�equation II{5.18 qui, sous uneforme simpli��ee, d�ecrit le transport de l'�energie radiative dans le chapitre II{1.5.2 Le couplage mati�ere-rayonnementDans tous milieux, l'�energie peut être �emise ou absorb�ee, r�e�echie, r�efract�ee, di�ract�eeou dispers�ee, dissip�ee ou encore di�us�ee. Cela se traduit par des variations dans l'�energiedisponible au cours du temps, dans son spectre, ou dans la g�eom�etrie de la propagation.Toute cette information se retrouve dans le terme source de l'�equation II{5.19. Examinonscertaines contributions possibles (Rutily (1992) et Cox & Giuli (1984)):5.2.1 Emission pureOn distingue deux contributions en �emission dans le terme source:{ l'�emission de photons par des sources dites primaires, c'est-�a-dire qui ne d�ependent pasdu champ radiatif ambiant I� . On �ecrit cette contribution,Sepp(t; ~r;~k) = ��� (5.20)L'indice \epp" rappelant qu'il s'agit du terme source d'\�emissivit�e pure primaire". �� ,l'�emissivit�e primaire massique, a la dimension [I� ]M�1L2 et s'exprime en J �kg�1 �sr�1en S.I.



178 5.2 Le couplage mati�ere-rayonnement{ l'�emission de photons par des sources dites secondaires, c'est-�a-dire qui d�ependent duchamp radiatif ambiant, I� . Elles tirent leur �energie de l'absorption d'�energie du champ�electromagn�etique. On exprime cette contribution:Seps(t; ~r;~k) = �j� (5.21)o�u j� , l'�emissivit�e secondaire massique, a la dimension [I� ]M�1L2 et s'exprime en J �kg�1 �sr�1 en S.I. L'indice \eps" rappelle qu'il s'agit du terme source d'\�emissivit�e puresecondaire.La physique sous-jacente �a l'�emission des photons comprend:{ L'�emission thermique, fonction de la temp�erature uniquement et qui suppose doncl'�equilibre mati�ere-rayonnement atteint (voir section II{4.1, �equation II{4.1).{ La d�esexcitation entre deux niveaux quantiques li�es de la mati�ere (\bound-bound").Elle est fonction des populations des niveaux et des probabilit�es de transition entre eux. Si elle est spontan�ee, c'est un processus primaire, si elle est induite, c'est un processussecondaire.{ L'association radiative (recombinaison �electronique, formation mol�eculaire...) qui d�e-pend des abondances des particules qui se regroupent et des taux de collisions. Ce sontdes transitions entre �etats quantiques libres et �etats quantiques li�es (\free-bound") .{ Le rayonnement Brehmstrahlung, ou rayonnement de freinage, fonction de l'�energie etdes abondances des particules charg�ees (\free-free").5.2.2 Absorption pureL'absorption de photons par la mati�ere est fonction du nombre de photons disponibles.On l'�ecrit par cons�equent: Sap(t; ~r;~k) = ����I� (5.22)L'indice \ap" rappelle qu'il s'agit du terme source d'\absorption pure". �� est l'opacit�e(M�1L2). On utilise parfois le coe�cient d'absorption �� = ��� (L�1). Les processus phy-siques s'y rattachant sont les sym�etriques des pr�ec�edents :{ L'excitation radiative{ La s�eparation radiative (ionisation, dissociation...){ Le Brehmstrahlung inverse (acc�el�eration).5.2.3 La di�usionOn d�e�nit le processus de di�usion radiative comme un ph�enom�ene de collision mettanten jeu un photon, dans lequel, soit il c�ede une fraction non nulle de son �energie en directiondes autres particules (sans être absorb�e), soit il gagne toute ou partie de l'�energie des autresparticules. Le gain ou la perte se fait en modi�ant � ou en modi�ant ~uk. Les valeurs initiales defr�equence et de direction des photons sont donc \redistribu�ees" vers d'autres valeurs. A chaque\transition de di�usion" (�;
) ! (� 0;
0), on associe une probabilit�e not�ee Rt;~r(�;
; � 0;
0)appell�ee fonction de redistribution. Elle v�eri�e �evidemment la relation :Z4� Z4� Z 10 Z 10 Rt;~r(�;
; �0;
0)d
0d�0d
d� = 1 (5.23)



Chapitre 5 { Transfert radiatif dans les enveloppes circumstellaires 179car on est sûr, en int�egrant sur les domaines de d�e�nition des variables, que les deux couplesde valeurs s'y trouveront. Elle s'exprime en Hz�2 � sr�2 dans le syst�eme d'unit�e S.I. Notonsque la fonction de redistribution peut être tr�es complexe car elle contient toute la physique descollisions, parfois simples (2 corps), parfois multiples, impliquant des objets aussi di��erentsque des �electrons (di�usion Thomson) ou des mol�ecules (di�usion Rayleigh) etc.En utilisant la fonction de redistribution, l'�energie perdue par di�usion pour les photonscaract�eris�es par le couple (�;
) est donc le terme:Sad(t; ~r; �;
) = ���I�(t; ~r; �;
)�� (5.24)avec �� = Z4� Z 10 Rt;~r(�;
; � 0;
0)d
0d�0 (5.25)o�u l'on int�egre sur tous les \canaux de sortie" possibles. La probabilit�e �� s'exprime enHz�1 �sr�1 dans le syst�eme S.I. et le coe�cient de di�usion �� a la dimension L �T�1M�1 ets'exprime enm2�Hz�sr�kg�1. L'indice \ad" rappelle qu'il s'agit du terme source d'\absorptionpar di�usion".De même, l'�energie gagn�ee par di�usion pour les photons caract�eris�es par le couple (�;
)s'�ecrit: Sed(t; ~r; �;
) = ����+ (5.26)avec �+ = Z4� Z 10 Rt;~r(�0;
0; �;
)I�(t; ~r; � 0;
0)d
0d� 0 (5.27)o�u �+ est de dimension [I� ] � T et s'exprime en W �Hz�2 � sr�2 �m�2 dans le syst�eme S.I.L'indice \ed" rappelle qu'il s'agit du terme source d'\�emission par di�usion".5.2.4 R�efractionPour aborder le cas des milieux non homog�enes, consid�erons un faisceau qui, le long deson parcours, passe d'une couche d'�epaisseur �r et d'indice n� �a une couche de même taille�r et d'indice n0� . Lors du passage d'un milieu �a un autre, les di��erentes fr�equences vont êtred�evi�ees de fa�con di��erente. On isole ici le ph�enom�ene de r�efraction des autres interactionspr�esent�ees ci-dessus, et en particulier, supposons que l'�energie contenue dans le faisceau estconserv�ee: il peut y avoir dispersion mais pas dissipation: dE 0 = dE.La d�e�nition II{5.9 permet d'�ecrire:I 0��t0��0�G0 = I��t���G (5.28)A partir de c� / �r�t , de la relation �� = c� , de la propri�et�e de l'�etendue g�eom�etrique II{5.7et de l'�equation II{5.16, on peut �ecrire :n2��G = const (5.29)n��t = const (5.30)c��t = const (5.31)n��� = const (5.32)En utilisant ces relations sur II{5.28, on obtient :I�n2� = const (5.33)



180 5.3 Quels choix faire?La prise en compte de la r�efraction peut donc être faite de deux fa�cons di��erentes.(1) Soit on incorpore des termes de source Ser et Sar qui utiliseront une fonction deredistribution tout comme la di�usion.(2) Soit on garde les mêmes termes sources et on remplace I� par I�n2� . Dans ce cas l�a,l'indice de r�efraction doit �evidemment être calcul�e de fa�con coh�erente avec la physique duterme source : c'est-�a-dire que si la di�usion par les poussi�eres est prise en compte dans leterme source, on doit, a priori, calculer l'indice avec l'inuence de ces poussi�eres etc.5.3 Quels choix faire?5.3.1 Un probl�eme complexe!Rappelons �nalement le r�esultat g�en�eral pour le terme source mais en se pla�cant tout desuite en milieu homog�ene:dI�dt + div(�~cI�) = c(Sepp + Seps + Sed + Ser � Sap � Sad � Sar) (5.34)Remarquons que, d'apr�es la physique sous jacente au terme source (voir paragraphe II{5.2),cette d�ecomposition n�ecessite le calcul des populations des �etats d'�energie ~k, calcul directe-ment coupl�e �a la mati�ere pr�esente (interactions mati�ere-rayonnement). Cependant, ce calculd�epend aussi des interactions mati�ere-mati�ere (collisions). En e�ets les interactions mati�ere-rayonnement qui font �evoluer le champ �electromagn�etique sont fonctions de la population desniveaux quantiques de la mati�ere, qui sont eux-mêmes peupl�es ou d�epeupl�es aussi par interac-tion avec la mati�ere. Ce couplage oblige th�eoriquement �a calculer les populations de tous lesniveaux quantiques de toute la mati�ere pr�esente dans le milieu, en tenant compte des proces-sus radiatifs (mati�ere-rayonnement) et des processus collisionnels (mati�ere-mati�ere). Commele lieu et l'instant de l'interaction sont importants dans l'�equation II{5.34, cela n�ecessiteraitaussi par exemple la r�esolution des �equations de transport des abondances et de la quantit�ede mouvement, de la dynamique des particules, la connaissance de l'�equation d'�etat de lamati�ere (Rutily 1992)... Notons en�n que la gravit�e pourrait aussi être consid�er�ee commeune interaction �a prendre en compte dans le terme source, dans le cadre de la relativit�e g�e-n�erale. Tout un programme ! On comprend donc qu'il soit n�ecessaire de faire des hypoth�esessimpli�catrices! Les hypoth�eses recens�ees pour simpli�er cette �equation se rangent en deuxclasses.5.3.2 Simpli�cations physiquesOn peut tout d'abord n�egliger ou d�ecoupler certaines classes de processus physiques. Parexemple:{ On identi�e le terme d'�emission pure primaire, �� , �a l'�emission thermique, ce qui n'estvrai qu'�a l'ETL. L'�emission induite, j� , v�eri�e alors (Rohlfs & Wilson 1996) :j� = ��B�(T ) (5.35)Cette �equation rend compte du bilan d�etaill�e, c'est-�a-dire de l'�egalit�e entre les gains etles pertes d'�energie. �� et �� sont alors ind�ependants de ~uk.



Chapitre 5 { Transfert radiatif dans les enveloppes circumstellaires 181{ On fait des simpli�cations sur la fonction de redistribution en ne consid�erant que cer-tains types de collisions. Par exemple (Collins 1989):(1) Di�usion coh�erente: le photon est d�evi�e sans changer d'�energie.Rt;~r(�;
; � 0;
0) = Rt;~r;�(
; 
0)�(� � � 0) (5.36)(2) Di�usion isotrope: le photon est redistribu�e de fa�con inconnue en fr�equence mais�equiprobablement en direction. La fonction de redistribution ne doit donc pas d�ependrede l'angle solide. Quelque soit la direction de provenance ou la direction d'�emergencedu photon, il sera redistribu�e en fr�equence de la même fa�con. On moyenne donc R surles directions: Rt;~r(�;
; � 0;
0) = Rt;~r(�; �0)= Z4� Z4� Rt;~r(�;
; � 0;
0)d
d
0 (5.37)(3) Di�usion incoh�erente. On devrait plutôt �ecrire di�usion \non corr�el�ee en fr�equence":les photons ont perdu la m�emoire de la fr�equence �a laquelle ils �etaient avant de di�user.Toutes les valeurs de � sont donc �equiprobables et alors la condition de normalisationII{5.23 ne peut pas être satisfaite sur tout le domaine de d�e�nition de ~k. La probabilit�ed'obtenir une fr�equence donn�ee serait nulle! On se restreint donc �a un domaine �ni en �que l'on suppose su�samment grand pour ne pas en sortir pendant les collisions (sinon,�a nouveau, R n'est plus normalis�ee) et l'on moyenne R sur ce domaine. On a alors:Rt;~r(�;
; � 0;
0) = Rt;~r(
; 
0)= Z�� Z��0 Rt;~r(�;
; � 0;
0)d�d�0 (5.38)(4)Di�usion multiple. Elle est trait�ee en supposant que le photon initial de caract�eris-tiques (�0;
0) peut passer n fois par un �etat interm�ediaire (�i;
i) avant d'arriver dansl'�etat �nal (�n+1;
n+1). On r�ealise donc des produits de fonctions de redistribution eton int�egre sur tous ces �etats interm�ediaires possibles. Pour n > 1, on a:Rnt;~r(�0;
0; �n+1;
n+1) = Z � � �Z nYi=0Rt;~r(�i;
i; �i+1;
i+1)d
2 : : :d
nd�2 : : :d�n(5.39)5.3.3 Simpli�cations \math�ematiques"On peut aussi restreindre le domaine de validit�e de l'�equation en jouant sur les conditionstemporelles ou spatiales de l'int�egration. Exemples:{ on cherche un �etat stationnaire pour I� . Toutes les quantit�es utilis�ees sont alors ind�e-pendantes du temps et en particulier dI�dt = 0. Les r�esultats obtenus ne seront alorsvalables que lorsque le temps caract�eristique d'atteinte de cet �etat sera �ecoul�e.{ on souhaite pouvoir simpli�er le terme de divergence dans l'�equation II{5.34. Celui-cis'�ecrit: div(�I�~c) = �I�div(~c) + �~c � ~rI� + I�~c � ~r� (5.40)



182 5.4 Les choix e�ectu�esC'est possible de plusieurs fa�cons. Voici deux exemples:(1) En int�egrant l'�equation de transfert (donc �a ~k �x�e) dans un rep�ere o�u ~uk soit vecteurde base. Ainsi les d�eriv�ees spatiales de ce vecteur s'annulent.(2) En alignant le vecteur ~k sur un des axes de sym�etrie des sources car, s'il en existe, lesquantit�es d�ependant des sources (I�) poss�edent les mêmes sym�etries (Sivardi�ere 1994).Ainsi, on peut restreindre la dimension de l'espace dans lequel on travaille et les op�e-rateurs de d�erivation se simpli�ent.5.4 Les choix e�ectu�esLe probl�eme pratique qu'il faut r�esoudre est celui du transfert de rayonnement aux lon-gueurs d'onde radio-millim�etriques d'une raie de rotation �emise par une distribution quel-conque de mol�ecules autour d'une �etoile. Cette section va donc consister �a choisir petit �apetit les simpli�cations judicieuses dans ce cas. Ces derni�eres concerneront la complexit�e duterme source utilis�e, l'�ecriture de l'�equation de transfert et le d�ecouplage des di��erents do-maines de la physique dans l'enveloppe... tout ceci pour arriver �a dresser l'organigramme ducode de transfert qui est utilis�e.5.4.1 Hypoth�eses physiques pour le terme sourceComposantesDans un premier temps, la poussi�ere qui est pr�esente dans l'enveloppe est n�eglig�ee. Di��e-rents arguments permettent de justi�er ce choix:{ Les coe�cients d'absorption et de di�usion d'un m�elange de grains de silicates et decarbone ont �et�e �evalu�es par Wol�re & Cassinelli (1986). Il apparâ�t que le coe�cientd'absorption chute de deux ordres de grandeur entre 100�m et 1000�m alors qu'il estd�ej�a trois ordre de grandeur en dessous de sa valeur �a 0:1�m. Le coe�cient de di�usiona une chute encore plus vertigineuse puisqu'il est trois ordre de grandeur en dessous de�� �a seulement 10�m et que la di��erence s'accrô�t avec �.{ Des rapports \masse gazeuse sur masse de poussi�ere" ont �et�e �evalu�es par Olofsson et al.(1993b) et Groenewegen et al. (1998). Ils se situent entre 200 et 700. Ce deuxi�emeargument n'est valable que pour n�egliger l'inuence des poussi�eres sur la dynamique del'enveloppe. Cette remarque est n�ecessaire car nous verrons (voir section II{5.4.4) quela dynamique doit, a priori, être coupl�ee �a l'�equation de transfert.Nous supposerons ensuite que les seules esp�eces mol�eculaires pr�esentes dans l'enveloppe sontl'esp�ece observ�ee, not�ee X , et H2, qui nous servira de r�ef�erence pour les abondances:fX = nXnH2 (5.41)Ceci est justi��e par le fait que H2 est suppos�e majoritaire dans l'enveloppe. Les esp�eces ato-miques ne sont pas prisent en compte. En e�et, elles n'ont pas d'inuence importante comptetenu des temp�eratures au sein des enveloppes circumstellaires. De plus, elles n'�emettent pasdans les longueurs d'ondes qui nous int�eressent.



Chapitre 5 { Transfert radiatif dans les enveloppes circumstellaires 183Interactions mati�ere-rayonnementLes di��erentes hypoth�eses faites sont les suivantes :(1) On ne prend pas en compte la di�usion. Il faudrait pour cela avoir des particules dontla taille serait du même ordre de grandeur que les longueurs d'ondes utilis�ees (� qq mm),ce qui n'est pas le cas.(2) On mod�elise le rayonnement cosmologique de \fond de ciel" par un spectre de corps noir�a 2:7K.(3) Nous utilisons des valeurs de ux infrarouge mesur�ees sous forme de table pour interpolerla contribution de rayonnement de l'�etoile de l'AGB suppos�ee au centre de l'enveloppe. Lesmesures couvrent le domaine [1�m; 100�m].(4) Les mol�ecules observ�ees absorbent le rayonnement mais pas H2. En e�et, son momentdipolaire est nul �a cause de la sym�etrie de la mol�ecule.(5) On traitera uniquement les degr�es de libert�e de vibration et de rotation des mol�eculescar les transitions �electroniques et celles entre �etats translationels sont bien sûr en dehors dudomaine radio. De plus, d'apr�es les hamiltoniens de rotation/vibration des mol�ecules donn�eespar Gordy & Cook (1970), les transitions millim�etriques correspondent aux transitions rota-tionnelles entre niveaux vibrationnels peu excit�es, les niveaux d'�energie �etant suppos�es nonperturb�es (voir chapitre II{4). On prevoie donc de pouvoir calculer les niveaux d'�energie deNrot niveaux rotationnels sur Nvib niveaux vibrationnels.(6) L'�energie produite localement est exprim�ee en terme de temp�erature d'excitation. Celane comporte pas a priori d'approximations et �gure dans ce paragraphe pour bien insistersur ce point. On ne suppose pas l'�equilibre thermodynamique, même local, entre les degr�esde libert�e de rotation et les degr�es de libert�e de translations. On ne fera que supposer plustard (voir paragraphe II{5.5.2) l'atteinte de l'�equilibre de chacune de ces composantes a prioriind�ependamment.5.4.2 Ecriture retenue pour l'�equation de transfertDans cette section, on se limitera le plus possible �a des approximations math�ematiquespour �eviter maintenant de restreindre la port�ee physique de l'�equation de transfert. On re-cherchera donc un �etat stationnaire et, pour �ecrire une �equation simpli��ee utilisable dans uneg�eom�etrie quelconque, on choisit d'aligner le rep�ere utilis�e sur le vecteur ~k.Formulation interm�ediaireLa divergence devient ainsi une d�eriv�ee \le long de la direction de propagation du photon"et la distance parcourue devient l'abscisse s. On obtient, dans un milieu o�u l'on prend d~S ? ~ket en utilisant les d�e�nitions II{5.20, II{5.21, II{5.22, II{5.24, II{5.26:dI�ds = ��� + ����+ � ���I� � ���I��� (5.42)L'�emission induite, j� , a �et�e group�ee, comme c'est l'usage, avec l'opacit�e du milieu. En d�e�-nissant la profondeur optique (sans dimension) suivant l'axe de propagation:d�� def= ��k�ds avec k� def= �� + ���� (5.43)



184 5.4 Les choix e�ectu�esl'�equation II{5.42 devient: dI�d�� = S� � I� avec S� = �� + ���+k� (5.44)Solution de l'�equationEn utilisant une m�ethode de variation de la constante, on peut obtenir la solution del'�equation II{5.44 (Mihalas 1970). On a:I�(~rR � ~rE) = Z ��(R)��(E) S�(��)e�[��(R)��� ]d�� + I�(~rE)e�[��(R)���(E)] (5.45)La �gure II{5.2 permet de visualiser la signi�cation des di��erents termes de cette solution.L'intensit�e en R est la somme de l'intensit�e arrivant en E, att�enu�ee par la travers�ee compl�etedu milieu, et des �emissions de tous les points du milieu, att�enu�ees lors de leur parcours pouren sortir.
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Fig. 5.2 { Signi�cation physique de la solution �a l'�equation de transfertUn cas particuli�erement utilis�e est celui o�u l'on int�egre dans un corps noir, c'est-�a-dire avecS� = B� , en prenant l'origine des profondeurs optique �a l'entr�ee du corps (��(E) = 0) :I�(~rR � ~rE) = B�(T ) + (I�(~rE)� B�(T ))e���(E) (5.46)A partir de cette �equation, on peut d�e�nir � lim� = ln � I�(~rE)B�(T ) � 1�. D�es que �� � � limnu , lerayonnement �emergent est un spectre de corps noir ; il est alors ind�ependant de �� .5.4.3 Formulation sp�eci�que en radioPour plus de commodit�e, on va maintenant r�e�ecrire la solution de l'�equation de transferten utilisant la d�e�nition de la temp�erature de brillance II{4.6.Tmb(�) = Z ��(R)��(E) T�(��)e�[��(R)��� ]d�(~r) + T�(��(E))e�[��(R)���(E)] (5.47)



Chapitre 5 { Transfert radiatif dans les enveloppes circumstellaires 185On identi�e la temp�erature de brillance T�(��) associ�ee au terme source �a la temp�eratured'excitation locale dans l'enveloppe. D'autre part, pour isoler le rayonnement de la sourcede celui du fond de ciel (voir chapitre II{4), le t�elescope fait deux observations successives.Une sur la source, T+� et l'autre sur le fond de ciel, T�� . Sans prendre en compte l'inuencedu t�elescope, qui ne changera pas entre les deux positions, et celle de l'atmosph�ere, qui estsoustraite au moment des observations, on a:Tmb(�) = T+� � T�� = Z ��(R)��(E) Tex(��)e�[��(R)��� ]d�(~r) + T�(��(E))(e�[��(R)���(E)] � 1)(5.48)Sur la ligne de vis�ee choisie, si l'on int�egre en direction de l'observateur, alors la temp�eratureau point origine, E, est la temp�erature de brillance du corps noir cosmologique, Tbg. Deplus, on suppose que l'enveloppe est optiquement �epaisse �a ce rayonnement, c'est-�a-dire quepour tout �, on a �(��(~rR) � ��(~rE)) � 1. On peut alors faire un d�eveloppement limit�e del'exponentielle et faire entrer la temp�erature en facteur de cette exponentielle dans l'int�egrale.On obtient �nalement:T�(�) = Tmb(�) = Z ��(R)��(E) (Tex � Tbg)(~r)e�[��(R)���(~r)]d�(~r) (5.49)5.4.4 D�ecouplageEn vue d'obtenir un organigramme pour calculer les quantit�es entrant dans l'�equationII{5.49, nous sommes amen�es �a analyser les relations entre les di��erentes quantit�es physiquesrequises. Nous devons savoir quelles sont celles qu'il faut calculer en premier, puis celles quien d�ecoulent et ainsi de suite... Cette analyse m�ene petit �a petit �a la �gure II{5.3 ! Cettesection est donc destin�ee �a explorer petit �a petit cette �gure et les relations y �gurant, et �adiscuter les approximations physiques faites lorsque l'on r�esout l'�equation de transfert seule,isol�ee du reste de la physique se d�eroulant dans l'enveloppe.G�en�eralit�eLes hypoth�eses du au couplage mati�ere-rayonnement �etant faites, la �gure montre lesrelations entre les di��erentes grandeurs restant �a calculer. L'impression de complexit�e quis'en d�egage re�ete bien la r�ealit�e. Et rappelons que tous les processus li�es �a la poussi�ere ne�gurent pas sur ce sch�ema car nous avons choisi de le n�egliger ! Tout d'abord, une �eche deA vers B doit s'interpr�eter comme: \A a besoin de B pour être calcul�e". Ainsi, en partantdu haut, l'obtention de la temp�erature \main beam" de la source demande de connâ�trele pro�l de puissance de l'antenne (voir chapitre II{4) et la temp�erature de brillance de lasource. Mis �a part les choix d'origine, le calcul de T�(�) par la formule II{5.49 demande deconnâ�tre la temp�erature de brillance du fond de ciel, Tb(bg), la profondeur optique au d�ebutde l'int�egration, �0 = ��(~rE) et la temp�erature de brillance de l'�etoile. Le tableau II{5.1 donneun glossaire dans l'ordre alphab�etique des notations utilis�ees dans la �gure II{5.3.Une �eche en pointill�es indique que la relation de d�ependance a �et�e n�eglig�ee dans leprogramme. Un cadre rouge pour une grandeur signi�e qu'elle est une grandeur d'entr�ee.
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Chapitre 5 { Transfert radiatif dans les enveloppes circumstellaires 187Aij Coe�cient d'Einstein pour l'�emission spontan�eeB Constante rotationnelle de la mol�ecule X , voir II{4.24Cij Taux de transition collisionnel i! jD Diam�etre de l'antenne r�eceptriceDxx0 Taux des r�eactions chimiques mettant les mol�ecules x et x' en jeuEi Energies"eos" Donne pression et �energie interne en fonction de �; T et la compositionF�(bg) Flux du rayonnement cosmologiqueF�(�) Flux de l'�etoile centralefx Abondance de la mol�ecule x par rapport �a H2fr0;t Abondance de la mol�ecule x �a la fronti�ere r0 et au temps tgi Poids statistiques~g Champ de gravit�ei Nombres quantiques des niveaux rotationnels consid�er�es_M Perte de massenH2 Abondances volumique de l'Hydrog�ene mol�eculairenJ Abondances volumiques des di��erents niveaux de rotationntot Abondances volumiques de la mol�ecule observ�ee XP (�; �) Pro�l de puissance de l'antenne r�eceptrice~r coordonn�ee d'un point de l'enveloppeReff Rayon e�ectif de l'�etoile centraleRij Taux de transition radiativeTb(bg) Temp�erature de brillance du rayonnement cosmologiqueTbg Temp�erature du fond de ciel cosmologique (�egal �a Tb(bg)car les conditions II{4.7 sont v�eri��ees)Teff Temp�erature e�ective de l'�etoile centraleTex(�ij) Temp�erature d'excitation de la mol�ecule X pour la transition i! jTk(x) Temp�erature cin�etique de la mol�ecule XTmb Temp�erature de brillance mesur�ee par l'antenne r�eceptriceTS Temp�erature de brillance du terme "source" (pos�ee �egale �a Tex)T�(�) Temp�erature de brillance provenant de la sourceX La mol�ecule �etudi�eevexp Vitesse d'expansion de l'enveloppe~v Vitesse macroscopique totale d'un point de l'enveloppevtur Vitesse turbulente�� Coe�cient d'absorption volumique, �� = ���� Probabilit�e d'�echappement�ij Moment dipolaire �electrique pour la transition i! j� Masse volumique�ij Taux de collisions pour la transition i! j�0 Profondeur optique �a l'origine de l'int�egration, sur la ligne de vis�ee.�� Profondeur optique.�� Pro�l de raie Tab. 5.1 { Glossaire de la �gure II{5.3



188 5.4 Les choix e�ectu�esEn�n, les �eches vertes signalent un processus it�eratif. Les num�eros autour de Tex l'ordredans lequel calculer les grandeurs dont elle d�epend. Une boite jaune indique que ces valeurssont des conditions aux limites �a l'int�erieur de l'enveloppe. On n'a pas d�etaill�e ici les conditions�a l'ext�erieur.Toutes ces relations de d�ependance vont par la suite être explicit�ee dans la section II{5.5.Nous voulons juste nous attarder ici sur le d�ecouplage des di��erentes parties de la physiquede l'enveloppe.ChimieEn haut �a droite de la �gure, on peut observer des lignes pointill�ees partant de f , lafraction num�erique de mol�ecule observ�ee X , relativement �a H2. En e�et, au cours du tempset en fonction du rayon, la fraction f peut changer �a cause notamment des processus chimiquesse d�eroulant entre X et le reste des mol�ecules de l'enveloppe (même si on les a n�eglig�es parailleurs) ou entre X et les photons (dissociations par exemple). Pour mettre en SSuvre cescalculs, il faudrait id�ealement introduire les abondances au centre de l'enveloppe de fa�concoh�erente avec la nucl�eosynth�ese de l'�etoile au cours du temps et la faire �evoluer en suivant latemp�erature du milieu avec des taux de r�eactions chimiques, d'ionisation... par des formulesdu type de II{1.18. Ce serait donc �eventuellement la lev�ee de l'hypoth�ese de l'�equilibre entrechaque esp�ece, puisque chaque composante peut être d�ecrite par une distribution de vitessedi��erente. On voit apparâ�tre un processus non lin�eaire entre les abondances, qui d�ependentdes taux (donc de � et T ), et les taux, qui d�ependent de � et Tk.MasseA propos de �, la �gure II{5.3 nous indique par quel chemin elle est calcul�ee. Elle d�ependde ~vexp, ~r et _M , de mani�ere �a respecter l'�equation de conservation de la masse (versionmacroscopique, voir chapitre II{1, �equation II{1.3):dMdt + IS �~vexp � d~S = 0 (5.50)Les travaux visant �a produire de la perte de masse dans les enveloppes �etant tr�es r�ecents (voirpar exemple Andersen et al. (1999) ou Ho�efner (1999)), il est d'usage de la param�etrer, ce quiest coh�erent avec le traitement utilis�e dans le code d'�evolution stellaire. Mais pour v�eri�erl'�equation II{5.50, on a encore besoin de connâ�tre la vitesse d'expansion et la g�eom�etrie del'enveloppe (~r). Comment les obtenir? C'est l'objet du paragraphe suivant.ThermodynamiqueEn bas de la �gure, les �eches pointill�ees repr�esentent le couplage des grandeurs m�eca-niques au travers d'une �equation du mouvement. C'est cette �equation qui permet d'obtenirla position et la vitesse des di��erents �el�ements de uide dans l'enveloppe. La r�esolution del'�equation du mouvement demanderait de calculer la gravit�e du milieu pour avoir les forcesvolumiques �a prendre en compte et l'�equation d'�etat pour obtenir la pression. Notons qu'�apriori, s'il n'y a pas ETL, chaque composante du milieu a une �equation d'�etat distincte repr�e-sent�ee par un couple (�; T ) di��erents: les photons en interaction avec les niveaux rotationnels



Chapitre 5 { Transfert radiatif dans les enveloppes circumstellaires 189Grandeur D�esignation TraitementNiveaux d'�energieNrot; Nvib Nombre de niveaux rotationels et vibrationels Param�etr�esEi Energies des niveaux Calcul�eesgi Poids statistiques des niveaux Calcul�es�ij Taux de collisions Donn�ees interpol�ees� Moment dipolaire Donn�eStructure de l'enveloppevtur Vitesse turbulente Param�etr�eevexp Vitesse d'expansion Param�etr�ee~r G�eom�etrie de l'enveloppe Fix�ee, sph�eriquermin Rayon interne de l'enveloppe Param�etr�ermax Rayon externe de l'enveloppe Param�etr�e_M Perte de masse Param�etr�eeChimiefx Abondances relative �a H2 Param�etr�eTk Temp�erature cin�etique Param�etr�eeTermes �xesF�(�) Flux de l'�etoile centrale Donn�ee interpol�eeReff Rayon de l'�etoile centrale Param�etr�ed� Distance de l'�etoile Param�etr�ee (donn�ee)Tbg Temp�erature du fond de ciel cosmologique Donn�eeConvolution par l'antenneP (�; �) Pro�l du lobe de l'antenne Calcul�eD Diam�etre de l'antenne Param�etr�eTab. 5.2 { Param�etres de calcul pour le code de transfert radiatifdes mol�ecules d'une part et les mol�ecules en interaction avec elles mêmes au travers des col-lisions. De cette mani�ere, il ne manquerait plus qu'une �equation de conservation de l'�energiepour calculer l'�energie volumique locale avec une �equation du type E = Ek + Epot + U(X),o�u ces termes repr�esentent respectivement l'�energie volumique totale, cin�etique, potentielleet interne. La \boucle est boucl�ee" car cette �energie locale constitue une contrainte pour leterme source de l'�equation de transfert, not�e TS (que nous avons suppos�e �egal �a Tex). Cettepartie \dynamique" a �et�e approxim�ee en supposant que la gravit�e �etait n�egligeable et qu'un�etat stationnaire �etait atteint dans lequel pression gazeuse (repr�esent�ee par Tk) et pressionde radiation (repr�esent�ee par Tex et Teff) s'�equilibrent.5.4.5 Organigramme - param�etrageR�esumons en disant que les �equations du mouvement, de conservation de l'�energie etd'�evolution des abondances n'ont pas �et�e r�esolues de mani�ere coh�erente avec l'�equation deconservation de la masse et du transfert radiatif. Les param�etres du programme sont regroup�esdans le tableau II{5.2.



190 5.5 Impl�ementation du code de transfert radiatifDans le programme de transfert radiatif, tout param�etre peut être d�ecrit par une loi a�neou une loi de puissance dont le ou les points �x�es sont quelconques. L'organigramme r�esultantde la �gure II{5.3 simpli��ee est donn�e dans la �gure II{5.4.
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01Fig. 5.4 { Organigramme du programme de transfert radiatif5.5 Impl�ementation du code de transfert radiatifA partir de l'�equation qui a �et�e obtenue sous sa forme d�e�nitive, nous allons d�ecrirel'organisation et les di��erentes \rubriques" du programme de transfert. Celles qui ont �et�ed�evelopp�ees durant ma th�ese sont incluses. Elles comprennent une r�evision du calcul des tauxde collisions, un calcul de la profondeur optique moyenne dans la raie et une am�elioration ducalcul num�erique des abondances quand le milieu est dense.5.5.1 Structure de l'enveloppeLa �gure II{5.5 sch�ematise l'enveloppe circumstellaire. On peut faire plusieurs remarques:{ Cadran inf�erieur gauche (caract�eristiques m�ecaniques): l'enveloppe choisie est main-tenant consid�er�ee sph�erique. Cela facilite grandement la recherche des lignes d'�egales
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Fig. 5.5 { Caract�eristiques de l'enveloppe mod�elis�ee.vitesses projet�ees, vp. La sym�etrie de l'enveloppe permet d'exprimer le probl�eme �a uneseule dimension (r). Les caract�eristiques de cette enveloppe sont le pro�l de �, de _M ,un rayon ext�erieur, Rext, et un rayon int�erieur, Rint.{ Cadran sup�erieur gauche (caract�eristiques chimiques): le rayon externe de cette enve-loppe est en fait le rayon �a partir duquel la mol�ecule observ�ee soit n'�emet plus, soit adisparu parce qu'elle a �et�e dissoci�ee par les UV provenant du milieu interstellaire. Cerayon d�epend donc de la mol�ecule consid�er�e et doit être en coh�erence avec les mod�elesr�ealis�es de chimie des enveloppes (voir Mamon et al. (1988) pour CO par exemple).Chaque mol�ecule est donn�ee par un pro�l d'abondance relativement �a H2 : fmol. Lespopulations des niveaux rotationnels sont quanti��ees par la donn�ee du pro�l de la tem-p�erature d'excitation, Tex. Un pro�l de temp�erature cin�etique caract�erise par ailleursl'agitation thermique dans l'enveloppe.{ Cadran sup�erieur droit (mouvements dans l'enveloppe) : le rep�ere utilis�e pour d�ecrirel'enveloppe est muni d'un axe (coordonn�ee z) le long de la ligne de vis�ee, orient�e de l'ob-servateur vers l'�etoile et d'un axe perpendiculaire (coordonn�ee p). Les coordonn�ees v�eri-�ent donc: r2 = p2+z2. On utilisera aussi le param�etre � =q1� �pr�2 = � zr = cos(�).On rappel dans le cadrant sup�erieur droit que, compte tenu de l'expansion de l'enve-loppe, une raie subit un d�ecalage Doppler-Fizeau:��� = ~v � ~cc2 (5.51)



192 5.5 Impl�ementation du code de transfert radiatifC'est ce qui est sch�ematis�e en dehors du cadran, dans le graphe I(�).{ L'enveloppe a un mouvement d'expansion. Le gaz est donc anim�e d'une vitesse vexp(~r).Dans le cadre de ce mouvement macroscopique de mati�ere, il est raisonnable de supposerque la dispersion des vitesses �a un endroit donn�e de d'�etoile est n�egligeable: �v(~r) � 0.Les pro�ls de raies dans le r�ef�erentiel du photon, �p et dans celui de l'observateur, �osont donc: �p(�) = �(� � �0) (5.52)�o(�) = �[� � (�0 +��)] (5.53)O�u �� est donn�e par II{5.51. Comme on suppose que la vitesse d'expansion ne d�ependque de r (g�eom�etrie sph�erique), on a alors:��(vz) = vz�0c = �vr��0c (5.54)On peut r�e�ecrire II{5.52 pour un pro�l de raie g�en�eral:�o(�c � �) = �p(�0 � �) avec �c = �0 + �� (5.55)Si l'on choisit une vitesse d'expansion constante, les lignes d'�egales vitesses projet�ee, vp,sont les rayons de l'enveloppe. Chaque rayon de l'�etoile contribue donc �a la raie mais�a des fr�equences observ�ees di��erentes. Les photons �emis par les bords de la surfaceapparente de l'enveloppe proviennent d'un milieu ayant une vitesse projet�ee nulle etcontribuent par cons�equent au centre de la raie �a la même fr�equence d'�emission quedans le r�ef�erentiel des photons. Vers le centre de la surface apparente de l'enveloppe, lavitesse projet�ee est maximum. Les photons contribuent donc en bord de raie. Dans cecas, pour obtenir le pro�l de raie dans le r�ef�erentiel de l'observateur, il faut sommer tousles pro�ls �o de II{5.55 pour toutes les vitesses projet�ees possibles dans l'enveloppe,c'est-�a-dire de vz = 0 sur les bords, �a vz maximum (vz = vexp) au centre et renormaliser:�tot = R vexp0 �0(vz)dvzR vexp0 dv (5.56){ Cadrant inf�erieur droit (vitesse locale turbulente vtur). On peut raisonnablement intro-duire une vitesse locale turbulente dans l'enveloppe car son principal e�et, l'asym�etriedans les raies, est incontestablement observ�e. Les mol�ecules X ont toujours un mou-vement d'ensemble du �a l'enveloppe mais que c'est un mouvement moyen. De petitesuctuations existent autour �a cause de l'agitation thermique ou d'un processus de tur-bulence. Le pro�l de raie dans le r�ef�erentiel du photon �p est inchang�e mais dans celuide l'enveloppe en expansion, les raies ont une certaine largeur d�ecrite par �e. Si lesmol�ecules sont �a l'�equilibre cin�etique, la distribution des vitesses dans le r�ef�erentiel desphotons est maxwellienne, centr�ee en v = 0 en vitesse ou � = �0 en fr�equence et d'�ecarttype �tur reli�e �a la largeur �a mi-hauteur de la maxwellienne, < v2 >. Le pro�l de raieassoci�e �a cette distribution de vitesses dans le r�ef�erentiel de l' enveloppe est gaussien



Chapitre 5 { Transfert radiatif dans les enveloppes circumstellaires 193(L�ena 1996): �e(�) = 1�p2�e���2tur2�2tur (5.57)�tur = �0c r< v2tur >2 (5.58)��tur def= � � �0 = vtur�0c (5.59){ Dans le r�ef�erentiel de l'observateur, les lignes d'�egales vitesses radiales sont en moyenneles mêmes que sans vitesse turbulente. En fait, elles sont �elargies pour constituer deszones dans lesquelles la probabilit�e d'avoir v(~r) = vz diminue exponentiellement (commela valeur de vtur). La distribution maxwellienne des vitesses est centr�ee en v = vz envitesse ou � = �z = �0+ vz�0c en fr�equence, mais toujours avec le même �ecart type: �tur.Le pro�l observ�e pour une zone de vitesse radiale constante n'est plus seulement piqu�eet d�ecal�e, il est �elargi et d�ecal�e:�o(�) = 1�turp2�e����vz �0c2�tur2 (5.60)o�u l'on a �� = � � �0 = �0c (vz + vtur).Pour avoir le pro�l de raie �nal, on choisit la forme de la distribution de vtur en prenant:< v2tur >= v2tur car < vtur >= 0 (5.61)En combinant II{5.61, II{5.60 et II{5.58, on obtient �nalement le pro�l de raie utilis�e dansce programme: �(�) = c�vtur e� (v�vz)2v2tur (5.62)Le pro�l de raie a pour e�et d'�etaler l'intensit�e sp�eci�que �emise en fr�equence. On d�e�nitl'intensit�e sur la raie par:< I >= Z 10 I��(�)d� o�u Z 10 �(�)d� = 1 (5.63)Un autre e�et du champ de vitesse va être de changer les probabilit�es d'absorption d'unefr�equence donn�ee �a un endroit donn�e. Cet e�et s'apparente ainsi �a celui d'un processus dedi�usion et Mihalas (1970) le prend en compte dans la fonction source de l'�equation dutransfert radiatif. Ce même auteur montre alors que les pro�ls d'absorption et d'�emissionsont les mêmes. Nous avons choisi d'introduire l'e�et du champ de vitesse dans le calcul dela profondeur optique en utilisant le pro�l de raie.5.5.2 Calcul des populationsDans toute la suite de ce chapitre on utilisera comme indice les lettres "ul" pour lestransitions d'un niveau haut (Upper level) de nombre quantique de rotation J + 1 �a unniveau bas (Lower level) de nombre quantique J .



194 5.5 Impl�ementation du code de transfert radiatifBilan d'un niveauL'�evolution des abondances des niveaux rotationnels est r�egie par le comptage des peuple-ments et d�epeuplements caus�es par les photons (cas radiatif) ou le gaz (H2, cas collisionnel).Cas radiatifPour les transitions radiatives, on va utiliser les coe�cients d'Einstein pour l'absorption,Blu, l'�emission induite, Aul et l'�emission spontann�ee, Bul. Aul ne d�epend que des caract�eris-tiques intrins�eques de la mol�ecule. Son expression est (Lang 1999):Aul = 64�43hc3 �3ulj�2ulj (5.64)avec j�2ulj = �2 J + 12J + 3 (5.65)et j�2luj = �2 J + 12J + 1 (5.66)o�u l'indice \ul" indique une transition u ! l, u repr�esentant le niveau le plus haut (" up") et l, le niveau le plus bas (" low "). Il n'est pas �etonnant que ce coe�cient d�epende dumoment dipolaire �electrique � de la mol�ecule puisque c'est cette derni�ere quantit�e qui, sielle n'est pas nulle, domine les interactions avec le champ �electromagn�etique (comme dansle cas classique) et "met en mouvement" la mol�ecule (la fait changer d'�etat quantique derotation). De fa�con similaire, dans le cas de l'�emission spontan�ee, la mol�ecule interagit avecles uctuations d'�energie du vide qui cr�eent des photons. Les expressions des coe�cients destransitions induites sont aussi reli�ees au moment dipolaire mais le champ �electromagn�etiqueavec lequel l'interaction a lieu ne peut pas être pr�ecis�e par avance. Pour pouvoir faire le bilandes transitions radiatives entre �etats, on utilise l'�energie int�egr�ee dans la raie Uint, d�e�niecomme Iint dans II{5.63. L'e�et du champ sur le niveau J est le suivant:R�J = �NJ < U >Xk BJk �NJAJk (5.67)R+J = Xk NkBkJ < U > (5.68)o�u R�J et R+J sont respectivement les taux de transitions peuplant et d�epeuplant le niveau denombre quantique J .Cas collisionnelPour les transitions collisionnelles, on a :C�J = �NJXk CJk (5.69)C+J = Xk NkCkJ (5.70)Cul = nH2 < �v > (5.71)o�u C�J est le nombre de transitions collisionelles d�epeuplant l'�etat de nombre quantique J ,C+J est le nombre de transitions collisionelles peuplant l'�etat de nombre quantique J et Culest le taux de collisions u ! l. L'expression des taux de collisions et bien sur la même que



Chapitre 5 { Transfert radiatif dans les enveloppes circumstellaires 195pour l'�evolution des abondances nucl�eaires dans le code d'�evolution stellaire (voir chapitreII{1, �equation II{1.18.Bilan globalLe bilan �nal, prenant en compte collision et radiation pour le niveau J donne donc:dNJdt = R+J + C+J � R�J � C�J (5.72)Cas limitesExaminons les cas limites de l'�equation II{5.72.Si l'e�et d'�evolution des transitions radiatives est plus important que celui des transitionscollisionnelles, alors la recherche d'un �etat stationnaire du syst�eme donne:R+J = R�J (5.73)En utilisant alors II{5.12 et II{5.14, on constate �nalement queUint = 4�c I� (5.74)Or,dans le cas particulier o�u l'on est �a l'�equilibre thermodynamique , le champ de rayonnementest celui d'un corps noir (voir �equation II{5.46) qui est isotrope. En introduisant II{5.74 etII{4.1 dans II{5.73 pour deux niveaux seulement on peut exprimer N2=N1 en fonction de B�et des coe�cients d' Einstein. En comparant �a leur r�epartition d'�equilibre donn�ee par II{4.9,on trouve: Aul = 8�h�3ulc3 Bul (5.75)gLBlu = gUBul (5.76)Tex = Tb (5.77)o�u Tb est la temp�erature de brillance du corps noir. Les deux premi�eres relations, mettanten jeu uniquement la nature des mol�ecules, sur laquelle on n'a pas fait d'approximations, estdonc g�en�erale.Dans l'autre cas limite, ce sont les collisions qui dominent l'�equation d'�evolution II{5.72.Lorsqu'on cherche la solution stationnaire, on arrive �a:C�JC+J = 1NJ 0CJ 0JNJCJJ 0 = 1NJ 0NJ = CJ 0JCJJ 0 (5.78)Supposons maintenant que l'on fasse la statistique des �etats de translation uniquement. Onpartirait de la même �equation d'�evolution des niveaux, II{5.72, mais pour les niveaux trans-lationnels (not�es p et p') et en ne prenant en compte que les taux de collisions. La condition



196 5.5 Impl�ementation du code de transfert radiatifd'�equilibre cin�etique (sans que globalement il y ait ETL, ce qui comprendrait l'�equilibre avecles �etats rotationels), donnerait l'�equivalent de II{5.78:Np0Np = Cp0pCpp0 (5.79)On sait alors que les vitesses auraient une statistique Maxwellienne et les niveaux de transla-tion une r�epartition de Boltzman param�etr�ee par Tk par d�e�nition de l'�equilibre statistique(voir II{4.3). Cela donnerait donc pour deux niveaux (principe udu bilan d�etaill�e) :Cp0pCpp0 = gp0gp e�h�p0pkTk (5.80)Revenons au cas qui nous occupe. Si l'on suppose que (1) les collisions dominent les processusradiatifs et que (2) l'�equilibre cin�etique est atteint, alors les �equations II{5.80 et II{5.78sont v�eri��ees. Les taux de collisions sont les mêmes dans ces deux �equations car ils sontind�ependants de la nature des niveaux qu'ils peuplent, s'exprimant d'ailleurs en cm3s�1. Demême, si les taux de collisions peuplent les �etats de rotation, ce sont les nombres quantiquesde rotation qui doivent apparâ�trent dans II{5.80. En utilisant II{5.80, II{5.78 et la d�e�nitionde Tex, II{4.10, on obtient une distribution de boltzman pour les populations d'�equilibre desniveaux rotationnels dans laquelle: Tex = Tk (5.81)Equation mâ�tre et r�esolutionOn g�en�eralise l'�ecriture de II{5.72 �a un nombre quelconque de niveaux. Cela se traduitpar une "�equation mâ�tre" vectorielle qui prend la forme:d ~Ndt = [T ] � ~N (5.82)[T ] = [C] + [R] (5.83)[C]ij = Cij si j 6= i (5.84)[C]ii = �Xk 6=i Cik (5.85)[R]ij = Bji < U > si j < i (5.86)[R]ij = Bji < U > +Aji si j > i (5.87)[R]ii = �Xk<i(Aik +Bik < U >)�Xk>i(Bik < U >) (5.88)o�u ~N = (N1; : : : ; NJmax) est le vecteur population. On note que la matrice des transitionsradiatives d�epend de < U > qui n'est pas encore connue puisqu'on cherche �a d�eterminer lespopulations pr�ecis�ement pour calculer la temp�erature d'excitation du syst�eme et ensuite satemp�erature de brillance (intensit�e sp�eci�que). C'est ce constat d'un ph�enom�ene non lin�eairequi oblige une r�esolution it�erative de l'�equation des populations. On cherche l'�etat stationnairedes populations, soit: [T ] ~N � ~N = 0 (5.89)



Chapitre 5 { Transfert radiatif dans les enveloppes circumstellaires 197o�u l'on a pris la notation [T ] ~N pour montrer que [T ] d�epend de ~N . On utilise pour r�esoudrecette �equation la même m�ethode que celle employ�ee pour les �equations de la structure stellaire,une m�ethode Newton-Raphson (voir le chapitre II{1). L'�equation r�esolue it�erativement est:[E] � � ~N i+1 = ~F (5.90)~F = �[T ] ~N i � ~N i (5.91)[E] = d[T ] ~N � ~Nd ~N ( ~N i) = [T ] + ~N � d[R]d ~N (5.92)Des di�cult�es s�ev�eres de convergence sont survenues, notamment dans les enveloppes optique-ment �epaisses (fort taux de perte de masse ou enveloppe dense). Une m�ethode d'acc�el�erationde la convergence a �et�e mise en oeuvre pour la r�esolution (voir chapitre II{1). Il s'agit icitr�es simplement de l'ajout d'un coe�cient �, qui jusque l�a n'existait pas, pour �eviter une�evolution trop forte lors des corrections sur les abondances. Cela a su�t pour pouvoir faireconverger les populations dans les enveloppes "r�ecalcitrantes".R�evision des taux de collisionsAlors que le calcul des taux de transitions radiatives sera group�e avec celui de la profondeuroptique dans la prochaine section pour des raisons qui s'�eclairciront �a ce moment l�a, nousallons aborder ici le calcul des taux de collision, qui a �et�e mis au point pendant cette th�ese. Apriori "calcul" est un bien grand mot. Les taux n�ecessitent le calcul de deux quantit�es (voirII{5.71): l'abondance de particules incidentes ( nH2) et les quantit�es < �v > Mais nous allonsvoir que le calcul de la seconde quantit�e n'est pas si �evident que cela.La premi�ere est calcul�ee de fa�con �a respecter l'�equation de conservation de la masse,compte tenu des lois param�etr�ees prises pour _M et vexp (taux constants), et de la g�eom�etriechoisie (sph�ere). En utilisant ces �el�ements dans II{5.50, on obtient:4�r2�vexp = _M (5.93)La quantit�e inconnue, la masse volumique, peut s'�ecrire de fa�con g�en�erale (voir le chapitreII{2): � = nH2NH2 (5.94)Le num�erateur contient la quantit�e cherch�ee, la densit�e num�erique, reste �a �evaluer le d�eno-minateur, l'abondance massique (dans le même volume que celui utilis�e pour le num�erateur).Comme on ne suit pas la chimie de l'enveloppe, les fractions relatives d'�el�ements au cours dutemps restent constantes. Nous avons suppos�e que la mol�ecule d'Hydrog�ene �etait majoritaireet donc si l'on prend une certaine masse de gaz M def= MX + MH2 � MH2. On utilise donc:NH2 def= NbH2M = NbH2molMmol = NMmol � NMH2mol (5.95)o�u N est la constante d'Avogadro et MH2mol la masse molaire de H2. En combinant II{5.93,II{5.94 et II{5.95, on obtient:nH2 = N _M4�vexpr2 MH2mol � 1:5 � 1013(cgs) _Mvexpr2 (5.96)



198 5.5 Impl�ementation du code de transfert radiatifLa deuxi�eme quantit�e entrant dans les taux de collisions n'est pas vraiment �a calculer.Les valeurs de < �v >, les vitesses de r�eactions, sont tabul�ees (Green & Chapman 1978)ou ajust�ees (Albrecht 1983) dans des articles sp�ecialis�es. Cependant, les di�cult�es de calculinh�erentes �a ces quantit�es sont encore nombreuses (choix du potentiel d'interaction en par-ticulier) et l'on ne trouve pas forc�ement ce que l'on souhaite. Les trois param�etres de cesvitesses de r�eactions sont:{ Les vitesses de collisions sont d�e�nies pour des particules incidentes et cibles donn�ees.Celles qui ont �et�e incorpor�ees concernent les collisions entre 12C16O et H2 d'une partet 12C32S et H2 d'autre part. Malheureusement, les mol�ecules 13C16O et 13C32S ne sontpas disponibles dans la litt�erature et les taux de 12C32S ne le sont pas non plus pourtoutes les conditions de temp�erature. Les facteurs < �v > d�ependent de la g�eom�etriedes mol�ecules (� section e�cace) et de la vitesse des particules dans le rep�ere ducentre de masse de celles-ci. On peut donc supposer que lorsque l'on remplace un desatomes des mol�ecules diatomiques cit�ees ci-dessus par un de ses isotopes, la g�eom�etriede la mol�ecule ne change pas beaucoup et que l'on doit corriger le taux de collisiond'un facteur �egal �a la racine carr�ee du rapport des masses de l'atome substitu�e et deson isotope (Green & Thaddeus 1976). En e�et, on peut �evaluer cette d�ependance enconsid�erant l'�equilibre des niveaux translationnels dans le rep�ere du centre de masse dedeux mol�ecules isotopes l'une de l'autre, x et x', avec une troisi�eme, y. La relation II{4.3donne pour la vitesse la plus probable la valeur vm =q 2kT�x;y o�u �x;y est la masse r�eduitedu syst�eme (x; y). Le taux de collisions �etant lin�eaire en la vitesse puisque C /< �v >,on �ecrira: Cij(x; y) = Cij(x0; y)r�x0;y�x;y (5.97)On obtient donc les taux de collisions pour toutes les mol�ecules isotopiques n�ecessaires.On a utilis�e la même m�ethode pour calculer les taux de collisions CS�H2 en fonction deceux de CO�H2 quand ceux-ci n'ont pas �et�e trouv�es. C'est justi�able par un argumentprincipalement: la di��erence majeure entre 12C16O et 12C32S r�eside dans leurs masses.En e�et, leur structure �electronique est la même et l'on peut donc supposer que lesforces induites par les moments de ces deux mol�ecules seront �equivalentes.{ le domaine des transitions calcul�ees dans les taux de la litt�erature sont �a prendre encompte: quels �J sont calcul�es, pour quels �etats de vibrations? Bien souvent, les taux(Schinke et al. 1985) sont donn�es pour une transition 0! J ou, plus g�en�eralement pourdes transitions ne nous int�eressant pas (cela d�epend du nombre de niveaux rotationnelset vibrationnels choisis). Deux relations permettent d'obtenir le taux Cul �a partir dutaux C0J . On a d'une part la relation II{5.80 et d'autre part une relation tir�ee deVarshalovich & Khersonskii (1977):CJ 0J = gJgJ 0CJJ 0e�(EJ�EJ0 )kT J > J 0 (5.98)CJJ 0 = gJ 0 J+J 0XJ�J 0 24 J 0 S J0 0 0 !2COS35 J 0 > J (5.99)o�u la matrice pr�esente dans la formule est un coe�cient "3 J". Les relations qui per-



Chapitre 5 { Transfert radiatif dans les enveloppes circumstellaires 199mettent de le calculer sont les suivantes (Brink & Satchler 1994): a b c� �  ! = < ab��jc �  >(�1)a�b�p2c+ 1 (5.100)o�u < ab��jc �  > est un coe�cient de Clebsh-Gordan dont l'expression g�en�erale estdonn�ee par (Brink & Satchler 1994):< ab��jc �  >=�(�+ � � )�(abc)p(2c+ 1)(a+ �)!(a� �)!(b+ �)!(b� �)!(c+ )!(c� )!X� (�1)� [(a� � � �)!(c� b+ �+ �)!(b+ � � �)(c� a � � + �)!�!(a+ b+ c+ 1)!]o�u �(abc) =s (a+ b+ c)!(a+ c� b)!(b+ c� a)!(a+ b+ c+ 1)! (5.101)Dans la somme ci-dessus, � prend toutes les valeurs possibles ne donnant pas unefactorielle n�egative. En combinant les �equations II{5.98 et II{5.99, on obtient:Cul = gLeEU�ELkT U+LXL�U 24 U S L0 0 0 !2 COS35 (5.102)Cette m�ethode de calcul est recommand�ee par Green & Chapman (1978).{ Une autre caract�eristique des vitesses de collision est le domaine de temp�erature danslequel elles sont valables. Si les interpolations sont toujours n�ecessaires, des extrapola-tions sont parfois �a faire aussi. Elle peuvent être bas�ees par exemple sur des formulesd'ajustement comme celle donn�ees par Varshalovich & Khersonskii (1977) reprise parAlbrecht (1983) pour les transitions COS pr�esentes dans II{5.99:COS(Tk; E0 �ES) = ASrTSTk e�r TSTk (5.103)o�u Tk est la temp�erature cin�etique de H2. La d�ependance en E0 � ES � S(S + 1) estincluse dans TS : ln(TS) = 1:7 + 0:13x+ 0:39x2 (5.104)x = ln(S(S + 1)) (5.105)La d�ependance en les nombre quantiques des transitions calcul�ees sont dans le coe�cientAS : AoddS = [(0:28S � 1:87)4 + 0:73]10�10cm3s�1 (5.106)AevenS = [(0:3S � 1:62)2+ 0:28]10�10cm3s�1 (5.107)De Jong et al. (1975), �a partir des donn�ees de Green & Thaddeus (1976) utilisent uneforme un peu di��erente:Cij = a(i� j)gjgi �1 + Ej �EJ 0kT � e�b(i�j)qEj�EJ0kT (5.108)o�u a et b sont ajust�es sur les donn�ees de Green & Thaddeus (1976).



200 5.5 Impl�ementation du code de transfert radiatifR�esumons les di��erents taux utilisables et les m�ethodes avec lesquelles sont calcul�es dans leprogramme de transfert radiatif dans le tableau II{5.5.2. Par exemple, la premi�ere ligne decode " FLO " concerne les interactions entre 12C16O et H2 (premi�ere colonne). La sourcedes taux de collisions est Flower & Launay (1985) (deuxi�eme colonne). Les temp�eraturesauxquelles sont donn�ees les taux sont dans la troisi�eme colonne pour toutes les transitionsentre niveaux de J indiqu�e dans la derni�ere colonne. La deuxi�eme ligne indique ensuite queles taux aux autres temp�eratures et aux autres niveaux sont calcul�es en interpolant et enextrapolant jusqu'�a 3000K et jusqu'�a J=30.Code Mol�ecules R�ef�erence Temp�erature (K) NiveauxM�ethode de calculFLO 12C16O {H2 Flower & Launay (1985) 10; 20; 40; 60; 100; 250 J = 1 : : : 11Interpolations et extrapolations ! T = 3000K et ! J = 3013C16O {H2 Flower & Launay (1985) 10; 20; 40; 60; 100; 250 J = 1 : : : 11Interpolations, extrapolations et correction II{5.97 par rapport �a 12C16OSCH 12C16O {H2 Schinke et al. (1985) 10; 20; 40; 80 J = 0 : : : 5Interpolations et extrapolations ! T = 100K100; 300; 600; 1000; 1500; 2000 J = 0! 1 : : : 20Transformation par II{5.102 et interpolations13C16O {H2 Schinke et al. (1985) 10; 20; 40; 80 J = 0 : : : 5Interpolations, extrapolations et correction II{5.97 par rapport �a 12C16O100; 300; 600; 1000; 1500; 2000 J = 0! 1 : : : 20Transformation par II{5.102, interpolations et correction II{5.97 par rapport �a 12C16OALB 12C32S {H2 Albrecht (1983) 0! JAjustements puis transformation par II{5.10213C32S {H2 Albrecht (1983) 0! JAjustements, transformation II{5.102, correction II{5.97 par rapport �a 12C32SGRE 12C32S {H2 Green & Chapman (1978) 10; 20; 40; 60; 80; 100 J = 0 : : : 12Interpolations Schinke et al. (1985) 100; 300; 600; 1000; 1500; 2000 J = 0! 1 : : : 20Interpolations, transformation II{5.102 et correction par rapport �a 12C16O13C32S {H2 Green & Chapman (1978) 10; 20; 40; 60; 80; 100 J = 0 : : : 12Interpolations et correction II{5.97 par rapport �a 12C32SSchinke et al. (1985) 100; 300; 600; 1000; 1500; 2000 J = 0! 1 : : : 20Interpolations, transformation II{5.102 et correction par rapport �a 12C16OTab. 5.3 { Les di��erents taux de collisions utilisables dans le code de transfert radiatif.5.5.3 M�ethode de calcul de la profondeur optiquePour pouvoir calculer la profondeur optique n�ecessaire �a int�egrer la temp�erature debrillance (voir II{5.49), l'id�ee est de calculer les coe�cients d'absorption et d'�emission lad�e�nissant (voir II{5.43) en fonction des coe�cients d'Einstein d�ej�a d�e�nis (voir II{5.64). On�ecrit donc la variation de l'�energie due aux interactions avec la mati�ere en tenant compte du



Chapitre 5 { Transfert radiatif dans les enveloppes circumstellaires 201pro�l de raie (sans di�usion):dE(�ul) = h�ul(nuAul � nlBlu < U > +nuBul < U >)�(�)dV d�dtd
4� (5.109)o�u les n minuscules indiquent une abondance volumique. En utilisant la formule II{5.109 avecII{5.15 et les d�e�nitions II{5.9 et II{5.74, on obtient:dI�ds = h�luc (nuBul � nlBlu)I��(�)� h�04� nuAul�(�) (5.110)En comparant �a II{5.34, on obtient:�� = h�lu�c (Bulnu �Blunl)�(�) (5.111)�� = �h�lu4� nuAul�� (5.112)Si on utilise les relations g�en�erales II{5.75 et II{5.76 dans II{5.111 en se rappellant de lad�e�nition de � , II{5.43, on trouve �nalement:d�� = c28��2luAulgunX �N 0ugu � N 0lgl ��(�)ds (5.113)o�u les N 0i def= NiN sont les fractions d'abondances dans l'�etat de rotation J et nX la densit�enum�erique de la mol�ecule X . Cette relation est g�en�erale et ne suppose donc pas l'ETL. Il nousreste �a l'int�egrer pour obtenir � . La �gure II{5.6 montre comment va se passer l'int�egration.Pour calculer l'opacit�e dans la raie �a une vitesse Vlin, on localise dans l'enveloppe une zoneo�u Vlin�5Vtur < Vz < Vlin+5Vtur ce qui assure de couvrir la majeure partie de la gaussienneII{5.62. Puis pour chaque rayon �a p = const, on int�egre II{5.113 par une formule de trap�eze.On obtient donc ��(Vint; p). La temp�erature de brillance int�egr�ee sera ensuite calcul�ee sur cesmêmes lignes.Probabilit�es d'�echappementR�esumons les r�esultats des derniers paragraphes. Pour calculer la temp�erature d'excita-tion, on a besoin �a la fois des populations et de � . Or, on vient de montrer que � d�ependdes populations. On est tent�e alors de d�eterminer d'abord les abondances. Oui, mais voila,les abondances d�ependent du champ �electromagn�etique local au travers de < U > dans II{5.82. Et c'est pr�ecisement Tex, d�ependant des abondances qui va nous permettre de trouverce champ en int�egrant l'�equation du transfert! La m�ethode Newton-Raphson mise en placedevrait donc a priori comprendre le calcul de < U >, c'est-�a-dire la r�esolution de l'�equationde transfert �a chaque it�eration n�ecessaire au calcul des abondances. La �gure II{5.3 montreque ce n'est pas le cas dans le programme. Deux solutions sont envisageables:{ Supposer que l'on est �a l'�equilibre thermodynamique local et alors les fractions de po-pulation dans les di��erents �etats de rotation s'expriment en fonction de la temp�eraturecin�etique (voir le paragraphe de II{5.80) qui est une entr�ee. On a plus besoin alorsd'it�erations, ni même d'ailleurs de calculer les abondances pour avoir � , qui d�ependdirectement de Tk. L'hypoth�ese de l'ETL revient �nalement int�egrer une loi de temp�e-rature cin�etique que l'on entre nous même!
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Fig. 5.6 { M�ethode de calcul pour la profondeur optique.{ La m�ethode interm�ediaire, �evitant le couplage de l'�equation de transfert aux it�erationscherchant les populations, est la m�ethode dite des "probabilit�es d'�echappement" ou\LVG" pour Large Velocity Gradient". Elle a �et�e cr�ee par Sobolev (1947) et d�evelopp�eeou r�eutilis�ee par Castor (1970), De Jong et al. (1975), Rybicki & Hummer (1978),Sobolev (1985) : : : C'est celle qui a �et�e employ�ee dans le programme de transfert radiatifet que nous allons d�ecrire sommairement maintenant.Cette m�ethode consiste �a exprimer simplement, moyennant quelques hypoth�eses, les tauxde transitions radiatives entre niveaux rotationels sans utiliser explicitement les grandeursd�ecrivant le champ �electromagn�etique.Le terme "probabilit�e" pr�esent dans cette m�ethode est du au raisonnement suivant: unphoton cr�e�e en un point M de l'enveloppe par une particule a d'autant plus de chance des'�echapper de cette enveloppe que la mati�ere est transparente �a sa longueur d'onde. Cela setraduit par une probabilit�e locale, ��(~r), pour que le photon de fr�equence � s' �echappe oup�en�etre dans une zone. Lamers & Cassinelli (1999) donne:��(r) def= 12 Z 1�1 1� e���0��0 d� (5.114)�c�(r) def= 12 Z 1�� 1� e���0��0 d� (5.115)(5.116)



Chapitre 5 { Transfert radiatif dans les enveloppes circumstellaires 203o�u �� est la probabilit�e d'�echappement hors de l'enveloppe �a partir du point r et ��� laprobabilit�e de p�en�etration au point r du rayonnement ext�erieur (celui de l'�etoile centrale, durayonnement de fond de ciel : : : ). �0 est la fr�equence �emise dans le r�ef�erentiel de l'�emetteuret �� = cos(��) = q1� �R�r �2 l'angle entre la direction radiale et le bord de la surface del'�etoile centrale.Le terme "Velocity", lui, vient du fait que l'enveloppe a un champ de vitesse et queles capacit�es d'�emission et d'absorption des particules sont consid�erablement chang�ees parcelui-ci. Ainsi, au lieu d'�echanger des photons �a la fr�equence �0, les mol�ecules de l'enveloppecircumstellaire peuvent �echanger sur tout leur pro�l �(�) �a des fr�equences donn�ees par II{5.51 d�ependantes de leur vitesse. A priori, cela diminue fortement les chances du photons des'�echapper de l'enveloppe.Les hypoth�eses fondamentales de cette m�ethode sont les suivantes:{ Il existe un fort gradient de vitesse dans le milieu. Ainsi, lorsqu'on parcours une distance�r, la vitesse a vari�ee de dvdr�r. II{5.51 donne alors �r = ��c�0 dvdr . Cela signi�e que, si legradient de vitesse est fort, la distance au bout de laquelle �� devient �egal �a la largeurde la raie, r0 est tr�es petite. En dehors de cette zone, la raie qui se forme localementne peut plus interagir avec le photon qui la traverse. Or, sur le chemin d'int�egration dela profondeur optique et de la temp�erature de brillance, on a r = pp2 + z2 o�u p est�x�e. Cette premi�ere hypoth�ese nous permet donc de dire que la zone de variation dela fonction r est tr�es piqu�ee autour de z0. Cela conduit �a faire des d�eveloppements enpuissance de la fonction source, de la profondeur optique : : :{ Les coe�cients d'�emission et d'absorption sont constants dans le pro�l de raie, nulsailleurs. Cela permet de simpli�er l'int�egrale de la fonction source notamment, danslaquelle on n'int�egre plus que le pro�l de raie.Les hypoth�eses ci-dessus permettent d'estimer par avance en chaque point de la ligne d'in-t�egration ce que sera la profondeur optique int�egr�ee. Comme elle simpli�ent aussi l'int�egraleII{5.45 et que les profondeurs optiques sont estim�ees, le calcul de l'intensit�e moyenne estpossible et celui des taux de transitions radiatives en d�ecoule. Castor (1970) donne pour desenveloppes circumstellaires:��(p) = ��(r; z)1 + �2�0 (5.117)� = Z 10 241� exp����(r;z)1+�2� ���(r;z)�2� 35 d� (5.118)�c = 12 Z 11�2W 241� exp����(r;z)1+�2� ���(r;z)�2� 35 d� (5.119)� = d ln vd ln r � 1 �0 = d ln vd ln r + 1 (5.120)W = 12 "1�r1� r2cr2# (5.121)o�u ��(r; z) est donn�e par II{5.113, � et �c sont les probabilit�es d'�echappement, �, l'indice desvitesses et W , le facteur g�eom�etrique de dilution de l'�etoile centrale (fraction d'angle solide



204 5.5 Impl�ementation du code de transfert radiatifcouvert par celle-ci). Les taux de transitions sont alors donn�es par:Rul = Aulgu[N 0u(� + R)�N 0lR] (5.122)R = �F�(bg) + �cF�(�) (5.123)Notons que les d�eriv�ees des probabilit�es d'�echappement doivent être calcul�ees car elles sontn�ecessaires �a la convergence de la m�ethode Newton-Raphson calculant les abondances (voir�equation II{5.82).



Troisi�eme partieLes r�esultats obtenus
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Une fois les moyens mis en place, plusieurs campagnes de calculs et d'observations ont�et�e lanc�ees. Pour la partie observationnelle, deux campagnes d'observations ont �et�e men�eessur les th�emes respectifs des rapports isotopiques d'�el�ements lourds (Chlore, Soufre et Sili-cium) et des rapports isotopiques des �el�ements C,N,O dans les �etoiles oxyg�en�ees. La premi�erecampagne sera pr�esent�ee au chapitre III{1, la deuxi�eme ne le sera pas car elle n'a pas encore�et�e d�epouill�ee. Par ailleurs, une campagne d'observation sur les �etoiles de type J (riches enCarbone 13) a �et�e d�epouill�ee et analys�ee grâce au programme de transfert radiatif pr�esent�eau chapitre II{5. Elle fera l'objet du chapitre III{2.Par ailleurs, en utilisant le code d'�evolution stellaire de Grenoble revu comme cela a �et�ed�ecris aux chapitres II{1 et II{2, nous avons aussi r�ealis�e des calculs complets d'�etoiles de1 �a 6 masses solaires qui ont �et�e men�es de la phase PMS (pr�e s�equence principale ou PreMain Sequence) jusqu'�a la phase AGB. A cette occasion une grille (M;Z) jusqu'�a la �n de las�equence principale a �et�e r�ealis�ee avec M 2 [0:1; 7] M� et Z 2 [0:01; 0:04]. Pour la premi�erefois, des comparaisons sont possibles entre le code de Grenoble et les trac�es existant dans lalitt�erature pour les faibles masses. Notons que c'est aussi la premi�ere fois que des �etoiles defaible masse traversent le ash central de l'H�elium avec le code de Grenoble. Ces nouvellespossibilit�es du code de Grenoble seront pr�esent�ees au chapitre III{3. En�n, sur un pulse der�ef�erence choisi produisant un troisi�eme dredge-up, di��erents tests ont �et�e men�es concernantl'apparition du dredge-up. Ils seront expos�es au chapitre III{4.
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Chapitre 1Mesure du rapport isotopique duChloreSommaire1.1 Int�erêt de cette observation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2091.2 \New isotopic ratio determinations in the enveloppe of IRC+10216and s process" . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 211Dans ce chapitre, un article publi�e dans Astronomy & Astrophysics, Kahane et al. (2000),est pr�esent�e. Il analyse le rapport isotopique 35Cl /37Cl du Chlore obtenu �a partir des mesuresdes intensit�es des raies de transition rotationnelles des mol�ecules Al37Cl, Al35Cl, Na37Cl etAl36Na dans l'enveloppe circumstellaire de CW Leo. Cette source, encore appel�ee IRC+10216,est l'�etoile de l'AGB carbon�ee la plus observ�ee �a cause de sa luminosit�e �elev�ee. Nous discu-terons tout d'abord de l'utilit�e de cette mesure, clairement reli�ee au processus \s", et de lad�emarche employ�ee, avant de pr�esenter l'article lui-même, .1.1 Int�erêt de cette observationPour montrer l'int�erêt de cette observation, nous exposerons d'abord les facteurs quiinuencent la nucl�eosynth�ese des esp�eces dont les rapports isotopiques sont mesur�es. Ensuite,nous en d�eduirons une d�emarche de comparaison des pr�edictions avec les observations. En�n,nous montrerons en quoi le rapport isotopique du Chlore est une contrainte importante parrapport �a tous les autres rapports isotopiques mesurables.1.1.1 Les facteurs d'inuencePour savoir ce que cette observation peut nous apporter, nous devons r�e�echir �a l'in-formation transport�ee par le rapport 35Cl /37Cl, c'est-�a-dire aux facteurs qui inuencent savaleur. D'apr�es le chapitre I{3, le Chlore fait partie des �el�ements synth�etis�es par processusde capture de neutrons dit "processus s".Trivialement, le taux de r�eaction du processus \s" produisant ces isotopes du Chlored�epend de l'abondance des neutrons, de l'abondance des noyaux cibles et de la quantit�e <�v >. En remontant aux d�ependances de ces trois quantit�es, on peut dire que les abondancesde 35Cl et 37Cl d�ependent:{ de la nature et de l'abondance de la source de neutrons qui est activ�ee. En e�et, suivant209



210 1.1 Int�erêt de cette observationla source invoqu�ee, la temp�erature d'activation de la production des neutrons seradi��erente. De plus, sans tenir compte de l'abondance des protons, plus l'abondance dela source de neutrons sera grande, plus les neutrons seront produit en grande quantit�e.{ de l'abondance des protons inject�es dans l'intercouche par le troisi�eme Dredge-up. Ene�et, celle-ci va augmenter le nombre de neutrons produits par la source de neutrons(voir chapitre I{3).{ des conditions physiques de la capture de neutrons (temp�erature, masse volumique). Ene�et, ces quantit�es inuent directement sur les probabilit�es de rencontres des esp�eces.{ de l'abondance des noyaux cibles, issus de tous les �episodes de nucl�eosynth�ese pr�ec�e-dents.Toute incertitude empêchant de pr�evoir pr�ecis�ement ces quantit�es engendre donc une incerti-tude sur le rapport 35Cl /37Cl. Or, ces quantit�es sont toutes inuenc�ees par l'�evolution de lastructure de l'�etoile, notamment en temp�erature. Comme dans toutes les �etoiles, celle-ci estd�e�nie en premier lieu par la masse. A la phase AGB, trois param�etres sp�eci�ques contrôlentles quantit�es d�ecrites ci-dessus et par cons�equent le processus \s":{ la masse initiale de l'�etoile{ ensuite, le traitement adopt�e pour le dredge-up. En e�et, sa profondeur commandedirectement la localisation de la poche de 13C servant ensuite de source aux neutrons.Or, celle-ci est li�ee �a de nombreux choix num�eriques ou physiques discut�es par exempledans Straniero et al. (1995), Frost & Lattanzio (1996) ou Mowlavi (1999). Le chapitreIII{4 permettra d'�evaluer l'inuence de ces choix de mani�ere coh�erente, c'est-�a-dire ausein d'un même code d'�evolution stellaire.{ en�n, la prescription utilis�ee pour le taux de perte de masse (voir chapitre I{3). Ene�et, la perte de masse inue directement sur la temp�erature des zones de brûlage ainsique sur l'extension et l'intensit�e des pulses thermiques.1.1.2 D�emarche employ�eeLe sch�ema d'analyse adopt�e dans l'article qui va suivre est donc de r�ealiser des mod�eles �a( _M;DUP ) choisis (�x�es) pour comparer leurs pr�edictions de rapports isotopiques aux obser-vations. Les pr�edictions dans ce cas ne d�ependent plus que de la masse de l'�etoile et de sonâge, cette derni�ere quantit�e �etant remplac�ee par exemple par la masse de coeur puisqu'ellecrô�t de fa�con monotone avec le temps. On v�eri�e ensuite les incertitudes li�ees aux couples( _M;DUP ) choisis.1.1.3 Sp�eci�cit�e du rapport isotopique du ChloreTous les rapports isotopiques ne sont pas �equivalents pour contraindre les mod�eles. Ene�et, la valeur d'un rapport isotopique donn�e en surface, est sensible a priori:{ au nombre et �a la nature des r�eactions qui le modi�e. En particulier, pour les �etoiles del'AGB , les r�eactions �a examiner sont nombreuses. En e�et, les �etapes de m�elanges subiespar les couches o�u se d�eroule la nucl�eosynth�ese permettent d'obtenir au même endroitprotons, neutrons et �, ce qui augmente la taille du r�eseau des r�eactions possibles.



Chapitre 1 { Mesure du rapport isotopique du Chlore 211{ �a l'endroit o�u cette activation a lieu car la temp�erature et la masse volumique inuentsur le taux de r�eaction. A la phase AGB, les lieux possibles sont nombreux: couche enfusion d'H�elium, couche en fusion d'Hydrog�ene, intercouche (production de neutrons),pulse thermique et enveloppe convective (en cas de HBB).{ �a la quantit�e de mati�ere m�elang�ee par le DUP3 pour enrichir l'enveloppe convective.Ainsi, les �el�ements jusqu'au N�eon, fortement abondants, pr�esents dans tous les sites denucl�eosynth�ese, r�eagissants aux temp�eratures les plus basses, sont-ils les plus sensibles �a tousces processus.Les �el�ements lourds, du Fer au Plomb, ne pouvant se former que par les processus decapture de neutrons, sont davantage associ�es au bas de l'intercouche et au pulse thermique.Par contre leurs faibles abondances et leur tendance �a se condenser sur les grains de poussi�eres,les rend di�ciles �a observer.Les �el�ements interm�ediaires, du N�eon au Fer r�ealisent un bon compromis entre les abon-dances �elev�ees des �el�ements l�egers et les sections e�caces �elev�ees des �el�ements lourds. Il sontsensibles �a des temp�eratures plus �elev�ees que les �el�ements l�egers et seront donc produits enplus grande proportion par les neutrons lib�er�es par le N�eon 22 et au sein des pulses ther-miques. Ces derniers sont donc plus \s�electifs" que les �el�ements C,N,O par exemple.Parmi les rapports de ces �el�ements \interm�ediaires", le rapport isotopique du Clhore�etant celui qui d�epend le plus fortement de la masse de l'�etoile, c'est naturellement celui dontl'observation contraint le plus les mod�eles d'�evolution stellaire.1.2 \New isotopic ratio determinations in the enveloppe ofIRC+10216 and s process"1.2.1 R�esum�eDans l'article qui suit, les comparaisons entre observations et pr�evisions ont �et�e faitesavec les mod�eles calcul�es par le code FRANEC (voir Straniero et al. (1997), Gallino et al.(1998) ou Vaglio et al. (1999)). L'avantage est qu'il suit pr�ecis�ement l'abondance de neutronsen incorporant le calcul du processus "s" dans sa partie nucl�eaire. L'inconv�enient est qu'il necomprend pas de physique capable d'e�ectuer de mani�ere consistante l'injection, �a travers lafronti�ere convective, des protons n�ecessaires au processus "s" lors du troisi�eme dredge-up. Laquantit�e de protons inject�es dans l'intercouche est donc param�etr�ee. Cela rajoute une sourced'incertitude suppl�ementaire dont il faut v�eri�er l'inuence.Apr�es avoir pr�esent�e les observations et les pr�ecautions prises pour d�eriver le rapports35Cl /37Cl, les e�ets des di��erentes incertitudes (param�etrage de la quantit�e de protons in-ject�es dans l'intercouche, taux de perte de masse adopt�e, : : : ) sont discut�es. Il est ensuitemontr�e que la pr�ecision de la mesure de ce rapport permet de donner une contrainte sur lamasse de CW Leo: M� � 4M� (1.1)Dans la derni�ere partie de l'article, cette contrainte sur la masse de CW Leo �etablie grâce �ala nouvelle mesure de 35Cl /37Cl est discut�ee �a la lumi�ere des valeurs des rapports isotopiquesdes �el�ements CNO donn�ees dans la litt�erature.
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3 Dipartimento di Fisica Generale, Universitá di Torino, Via P. Giuria 1, 10125 Torino, Italy
4 Department of Mathematics, Monash University, Clayton 3168, Victoria, Australia
5 Osservatorio Astronomico di Collurania, 64100 Teramo, Italy

Received 17 December 1999 / Accepted 2 March 2000

Abstract. We present an improved determination of the chlo-

rine isotopic ratio in the circumstellar envelope IRC+10216.

This determination is the first clear evidence that in this cir-

cumstellar envelope elements heavier than the CNO do show

deviations from the solar isotopic ratios, thus allowing a de-

tailed comparison with quantitative model predictions. We have

compared these data, together with other measurements for Mg

and CNO isotopes, with predictions of AGB stellar models of

solar metallicity and initial masses 1.5, 3 and 5 M⊙ computed

with the FRANEC evolutionary code. The comparison shows

excellent agreement for the results of a low mass AGB model

and remarkable disagreement for those of the 5 M⊙ star. We

briefly discuss the impact that model uncertainties can have on

our conclusions.

Key words: nuclear reactions, nucleosynthesis, abundances –

stars: AGB and post-AGB – stars: individual: IRC+10216 –

stars: circumstellar matter – radio lines: stars

1. Introduction

In advanced asymptotic giant branch (AGB) evolutionary sta-

ges, H and He burning occur in two shells. The He-rich zone

between them (hereafter defined as the He intershell) is period-

ically swept by convective instabilities induced by He-burning

runaways (thermal pulses, TP), where 12C is synthesized by par-

tial He burning. In these layers heavy elements are built up by

slow neutron captures (s process) on seed nuclei, driven by the
13C(α,n)16O and the 22Ne(α,n)25Mg reactions, as will be dis-

cussed in Sect. 4. After a few TPs, at the quenching of a thermal

instability the H shell is inactive and the convective envelope

penetrates in the upper region of the He intershell, bringing to

the surface newly synthesized 12C and s-processed elements.

This recurrent phenomenon is known as third dredge up (TDU)

(e.g., Busso et al. 1999).

Send offprint requests to: C. Kahane

(claudine.kahane@obs.ujf-grenoble.fr)

In AGB stars of mass lower than M ≃ 3 M⊙ , the maximum

temperature at the bottom of the convective instability barely

reaches T = 3×108 K in advanced TPs. At this temperature the
22Ne neutron source is marginally activated. On average, about

1% of 22Ne nuclei are burned, and rather small neutron fluxes

are generated. The bulk of the neutron flux for the production of

the heavy elements comes instead from the 13C neutron source,

which is activated at T ≤ 1 × 108 K and consumes all 13C nuclei

in radiative conditions during the interpulse period (Straniero et

al. 1997). In contrast, in intermediate mass AGB stars (M = 5

to 8 M⊙ ), the bottom temperature in the convective TPs reaches

a peak value of 3.5 × 108 K and the 22Ne(α,n)25Mg reaction is

efficiently activated (Iben 1975). Here, on average 30% of 22Ne

nuclei are consumed in the He intershell. On the other hand,

in intermediate mass AGBs the mass of the He intershell is an

order of magnitude lower than in AGB stars of lower mass, and

the duration of the post-flash dip is shorter. Thus the 13C pocket

is expected to be comparatively less efficient (Vaglio et al. 1998;

Straniero et al. 2000).

The s-process isotopes synthesized by the two neutron

bursts described above belong to heavy elements from Sr to

Pb (e.g., Truran & Iben 1977; Iben & Truran 1978; Gallino et

al. 1998). Observationally, evidence of this dates back to the

measurement of Tc in S stars (Merrill 1952). At the s-process

efficiencies typical of S and C (type N) stars in the galactic disc

the s-elements at the Zr or Ba abundance peaks are enhanced

by up to one or two orders of magnitude (Busso et al. 1995).

Unfortunately, this cannot be verified here, as no spectrocopic

analysis is possible for the photosphere of CW Leo, the central

object of the very dusty source IRC+10216.

In contrast, all nuclei lighter than Fe, though capable of

capturing up to 50% of the available neutrons and hence to act

as filters, or poisons for the neutron captures, reach only small

enhancements, below 10 − 50 in the He intershell and below 2 −

3 in the envelope (Lugaro et al. 1999). This is so because of their

high initial abundance and small neutron capture cross sections

(the heavy isotopes beyond A = 90 have cross sections that

are larger by up to three orders of magnitude). Despite this fact,

intermediate mass nuclei from Ne to Fe can be used as indicators
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Table 1. Telescope and spectra characteristics for the observed lines.

Line Frequency η HPBW δv T c
mb

∫
Tmbdv vexp

(MHz) (arcsec) (km s−1) (K) (K km s−1) (km s−1)

Na35Cl (7-6) 91169.796 (0.065) 0.80 26 1.03 0.048 (0.013) 0.399 (0.024) 13.763 (0.220)

Na37Cl (7-6) 89219.640 (0.122) 0.81 27 1.05 0.018 (0.007) 0.164 (0.022) 13.208 (0.428)

Al35Cl(15-14) 218560.583 (0.068) 0.48 11 0.43 0.226 (0.029) 4.670 (0.193) 13.709 (0.094)

Al37Cl(15-14) 213428.448 (0.064) 0.49 11 0.44 0.104 (0.027) 2.010 (0.068) 14.046 (0.089)

of the s-process conditions. Indeed, their final concentration is

sensitive to the activation of the 22Ne neutron source, hence to

the maximum temperature achieved in the convective TPs. The

Cl isotopic ratio shares this property. In particular, the neutron

magic 37Cl is relatively enhanced by the s process while the

lighter 35Cl, whose neutron capture cross section is a factor

of 5 larger than that of 37Cl, is depleted. Also the Mg isotope

ratios are of interest. Both 25Mg and 26Mg are enhanced in the

He intershell as a combination of α-captures on 22Ne and of

neutron captures, while 24Mg remains almost untouched.

Thanks to the properties outlined above, the measurement of

relative isotopic abundances of intermediate mass elements in

the circumstellar envelopes of enshrouded AGB stars appears a

powerful tool for studying the details of the s processing during

thermal pulses, in particularly constraining the progenitor stellar

mass.

Except for the lightest elements, isotopic shifts of the atomic

lines are smaller than the thermal linewidths so that isotopic

abundances are mainly derived from molecular lines, for which

isotope shifts are easily resolved. The molecular rotational tran-

sitions of circumstellar molecules, observed in the radio mil-

limeter range, have proved to be extremely useful for such de-

terminations. In particular, towards the high mass-loss stars be-

longing to the end of the AGB phase, the optically thick dusty

envelopes prevent any optical observation of the photospheric

molecules, but the circumstellar molecules provide intense radio

emission. Up to now, systematic measurements of the silicon,

sulfur and chlorine isotopic ratios have been performed in a

single circumstellar envelope, the carbon-rich IRC+10216. The

central star, CW Leo, is a long period Mira-type variable, near

the end of its AGB stage (Skinner et al. 1998) with a high mass

loss rate of ∼ 1.5 × 10−5 M⊙ yr−1. The luminosity is rather

low, between 1.1 and 1.9 × 104 L⊙ (Groenewegen et al. 1998;

Weigelt et al. 1998), depending on the precise value adopted

for the distance, which is estimated to be in the range 130 to

170 pc (Le Bertre 1997; Winters et al. 1994). From models of

the circumstellar emission, a C/O ratio ∼ 1.4 and a total mass

below 2 M⊙ were estimated (Winters et al. 1994). However, if

we accept for the distance a value close to the maximum allowed

limit (170 pc), the derived luminosity might imply a more mas-

sive star, up to 4 − 4.5 M⊙ (Weigelt et al. 1998). This higher

mass estimate was found by Guélin et al. 1995 to be compatible

with some of the observed isotopic ratios. On the basis of new

measurements for Cl isotopes and of a reanalysis of published

data for other species, we plan to readdress here the problem of

the progenitor mass of IRC+10216.

The chlorine isotopic ratio derived from the previous 2mm

survey showed a quite large uncertainty. Additional observa-

tions have been performed and are presented in Sect. 2. The

chlorine isotopic ratio, based on a careful compilation of all ex-

isting measurements, is derived with better accuracy and ana-

lyzed in Sect. 3, together with those of other intermediate atomic

mass elements. Sects. 4 and 5 present an analysis of the enve-

lope isotopic composition of intermediate mass elements, as

expected from AGB nucleosynthesis models, to be compared

with the observed ratios. Finally, Sect. 6 summarizes the main

results of this research.

2. Observations and data reduction

The NaCl and AlCl data presented here were obtained with the

30m IRAM telescope in Pico Veleta, Spain between Nov. 29,

1997 and Dec. 1, 1997. The telescope was equipped with three

SIS receivers (two in the 3mm range and one in the 1mm range)

operating simultaneously, tuned in single side band (SSB) mode.

The image sideband rejection was measured to be high (from

20 dB to 30 dB). The antenna temperature scale was calibrated

every 10 minutes by the cold load technique. The main beam

temperatures, Tmb, reported here are related to the antenna tem-

perature scale, T ∗
A, by Tmb = T ∗

A/η where η is the ratio of the

main beam to the forward efficiency, as listed in Table 1. The

absolute calibration accuracy was estimated to be of the order

of 10%, from comparison with standard calibration spectra and

from day to day line intensity variations. The antenna point-

ing was checked approximately every hour using the 115 GHz

continuum receiver on a nearby bright quasar taken from the

standard IRAM catalog. The typical pointing drift during one

hour was 3′′, significantly smaller than the telescope beam sizes

(HPBW) given in Table 1. The signal from each receiver was

sent to a filter bank with 256 channels of 1 MHz and to an auto-

correlator with a resolution of about 80 kHz for the 3mm range

lines and about 300 kHz for the 1mm range lines. The weather

conditions were good, with typical SSB system noise temper-

atures between 250 and 300 K in the 3mm range and between

550 and 700 K in the 1mm range.

The observed NaCl and AlCl spectra are shown in Fig. 1

and Fig. 2. The NaCl spectra have been smoothed to a velocity

resolution (δv) of about 1 km s−1 to increase the signal to noise

ratio, whereas the AlCl spectra show their original resolution

of about 0.44 km s−1. Only linear or parabolic baselines have

been subtracted from the spectra.

In order to derive the line characteristics, the observed pro-

files have been fitted to model profiles, which are, as usual for
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Fig. 1. NaCl (7-6) isotopomers lines observed towards IRC+10216

with the IRAM 30m telescope. The source position is α(1950)

=09h45m14.8s and δ(1950) = 13◦30′40′′. The spectral resolutions are

1.03 and 1.05 km s−1, respectively. Only linear or parabolic baselines

have been subtracted and the solid lines represent the model profiles

fitted to the lines.

spherical uniformly expanding envelopes, truncated parabolas,

with positive or negative curvatures. The results and 1σ error-

bars of the fits (frequencies, intensities at the line center, T c
mb,

integrated intensities,
∫

Tmbdv, envelope expansion velocity,

vexp) are reported in Table 1, and the fitted profiles are plotted

in Fig. 1 and Fig. 2.

The line profiles are quite rectangular, as expected for un-

resolved, optically thin, expanding envelope. As already men-

tioned by Cernicharo et al. (1987), the expansion velocities de-

rived from the linewidths are smaller than the terminal velocity

of 14.5 km s−1 derived for most molecular lines in IRC+10216,

indicating that the lines arise from inner layers of the envelope,

where the terminal velocity is not yet reached.

3. Results for the isotopic ratios

Assuming (i) that the lines are optically thin and (ii) that both

isotopomers have the same excitation conditions (this is most

likely, because their abundances are very similar), the deriva-

tion of the molecular abundance ratios from the integrated in-

tensity ratios is straightforward: only a frequency correction (in

ν−1) has to be applied to take into account the frequency de-

pendence of the line strengths (Kahane et al. 1988; 1992). The

rms 1 σ errorbars on these ratios include two statistically inde-

pendent uncertainties: a 10% calibration uncertainty and a ”fit

uncertainty”. The results are reported in Table 2. We have also

Fig. 2. The same as Fig. 1 for the AlCl (15-14) lines. The spectral

resolutions are respectively 0.43 and 0.44 km s−1.

included in this table the molecular isotopic ratios obtained by

Cernicharo et al. (1987) and two of the four ratios derived by

Cernicharo et al. (2000) in the 2mm survey (two ratios based on

tentatively detected lines have been ruled out). The five mea-

surements appear to be compatible and no systematic difference

between NaCl and AlCl (which would indicate an unlikely iso-

topic fractionation effect) can be seen. We conclude that these

molecular abundance ratios reflect the elemental 35Cl/37Cl ra-

tio. Using weightings inversely proportional to the individual

errorbars, we derive an average 35Cl/37Cl ratio of 2.30 ± 0.24,

significantly smaller than the solar value of 3.13. With the sig-

nificantly reduced errorbars provided by the new data (the av-

erage of the previous data was 2.4 ± 0.4), we have been able to

bring the first observational evidence that the AGB circumstellar

envelope IRC+10216 presents deviations from the solar system

isotopic composition that are not limited to the well known CNO

isotopes. Furthermore, the accuracy of our 35Cl/37Cl isotopic

ratio measurement allows now a meaningful comparison with

theoretical predictions.

In Table 2 we have also reported the silicon and sulfur ratios

derived from the 2mm survey (Cernicharo et al. 2000), which

represent a significant improvement compared to previous es-

timates (Kahane et al. 1988) and, to our knowledge, the most

accurate existing measurements of silicon and sulfur isotopic

ratios in an evolved AGB star. We have further included the iso-

topic composition of C (Cernicharo et al. 2000), N (Kahane et

al. 1988), O (Kahane et al. 1992), and Mg (Guélin et al. 1995).
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Table 2. Observed isotopic ratios towards IRC+10216.

Ratio Value 1 σ Ref.a Solarb

Na35Cl/Na37Cl (7-6) 2.33 0.50 (1)

Al35Cl/Al37Cl (15-14) 2.15 0.33 (1)

Na35Cl/Na37Cl (8-7) 1.78 0.59 (2)

Al35Cl/Al37Cl (10-9) 3.17 0.79 (3)

Al35Cl/Al37Cl (11-10) 2.40 0.76 (3)
35Cl/37Clc 2.30 0.24 (1) 3.13
12C/13C 45 3 (3) 89
14N/15N > 4400 (4) 270
16O/17O 840 200 (5) 2610
16O/18O 1260 280 (5) 499
24Mg/25Mg 7.60 1.1 (6) 7.94
24Mg/26Mg 6.50 0.7 (6) 7.19
29Si/30Si 1.45 0.13 (3) 1.52
28Si/29Sid > 15.4 (3) 19.8
34S/33S 5.55 0.31 (3) 5.62
32S/34S 21.8 2.6 (3) 22.5

a the references are the following: (1) this paper; (2) Cernicharo et al.

1987; (3) Cernicharo et al. 2000; (4) Kahane et al. 1988; (5) Kahane et

al. 1992; (6) Guélin et al. 1995
b from Anders & Grevesse 1989
c average value derived from the above ratios (see text)
d due to the non negligeable opacity of the 28Si bearing lines, only a

lower limit could be derived.

4. Comparison with AGB model predictions

We used TP-AGB models obtained with the FRANEC evolu-

tionary code for solar metallicity and initial masses 1.5, 3 and 5

M⊙ , adopting the Reimers’ parameterization (Reimers 1975)

for mass loss (η = 0.7, 1.5 and 10, respectively). In the 1.5

and 5 M⊙ models, mass loss was actually accounted for in a

post-process calculation, after computing the series of thermal

pulses from a model with constant mass (Gallino et al. 1999).

TDU was found to start at the 11th (1.5 M⊙ ), 8th (3M⊙ ) and

4th (5 M⊙ ) thermal pulse, and the parameter λ was on average

0.24, 0.26 and 0.38 in the three cases. The model details are

described elsewhere (Straniero et al. 1997; Gallino et al. 1998;

Vaglio et al. 1998; Straniero et al. 2000).

In the most massive stellar model discussed here (the 5 M⊙

star), the temperature at the base of the convective envelope dur-

ing the interpulse never exceeds 50 ×106 K so that a negligible

Hot Bottom Burning (HBB, i.e. burning at the inner edge of the

convective envelope) occurs, without affecting the CNO nuclei.

With FRANEC, efficient HBB is currently found in models of

6 and 7 M⊙ and solar metallicity. The minimum mass for its

activation decreases with decreasing metallicity (Lattanzio &

Forestini 1999; Straniero et al. 2000).

As recalled in the introduction, in TP-AGB stars two neu-

tron bursts are released in different conditions, by the 13C and by

the 22Ne neutron source. The effectiveness of the 13C neutron

source requires the penetration of a limited amount of protons

from the envelope into the He intershell zone at every TDU.

This allows the formation of a tiny 13C pocket in the top lay-

ers of the He intershell at H-shell burning reignition. Subse-

0
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Fig. 3. Structure vs time of a AGB star model of 1.5 M⊙ evolving

trough the interpulse - pulse cycle illustrated in Table 3. The zero of

the temporal scale in abscissa corresponds to t0 = 1.28×108 yr after the

start of core He burning. Mr is the mass coordinate in M⊙ . The upper

line (labelled MCE) represent the bottom of the convective envelope,

the middle line (labelled MH) indicates the H/He discontinuity, and the

bottom line (labelled MHe) indicates the He/C-O core discontinuity.

The zone comprised between the two last lines is the He intershell.

The insert is an enlarged view of the 25th convective pulse, which

precedes the 15th TDU episode. The shaded region corresponds to the

layers of the 13C pocket. For sake of clarity, this region was shifted

somewhat downwards from the H/He discontinuity left by the TDU

episode. There, a certain amount of protons are assumed to penetrate

in the radiative He intershell (the proton pocket, corresponding to the

area below TDU, not shaded). Immediately before H reignition protons

are captured by the abundant 12C , giving rise to the formation of a
13C pocket. Before the next TP, all 13C nuclei are consumed so that

the 13C pocket changes into an s pocket, before being ingested by

the next growing convective instability. This structural scheme can be

considered as representative of all AGB models with TDU, apart from

numerical details. The bracketed numbers illustrate where and when the

abundances reported in the corresponding column numbers of Table 3

were calculated.

quently, the 13C nuclei are fully consumed by α-captures in

radiative conditions already in the interpulse phase (Straniero

et al. 1997). Though some successful models of the 13C -pocket

formation have been presented, the details are still a matter of

debate (see for instance Herwig et al. 1997; Langer et al. 1999)

and the amount of 13C burnt per nucleosynthesis episode must

be assumed as a free parameter of the model. However, this

remarkable source of uncertainty does not affect much the re-

sulting abundances of the nuclei discussed here, which mostly

depend on the activation of the 22Ne source, hence on the max-

imum temperature at the base of the TP convective zone, which

in turn depends on the stellar mass. In order to illustrate this,

in Fig. 3 we show the temporal evolution of the stellar struc-
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Table 3. Enhancement factors with respect to initial abundances at the 25th pulse of the 1.5 M⊙ model, Z = 0.02.

Ni He intershell 13C pocket He intershell He intershell Envelope

End 24th TP Start 25th TP End 25th TP C/O = 1.3

24Mg 1.048 1.662 1.072 1.048 1.002 (1.002)(∗)

25Mg 56.60 29.12 22.61 62.04 1.110 (0.972)
26Mg 2.974 6.008 2.103 3.196 1.050 (1.037)
28Si 0.966 0.952 0.984 0.963 0.999 (0.999)
29Si 1.514 0.974 1.176 1.556 1.013 (0.994)
30Si 1.679 0.774 1.216 1.754 1.016 (0.994)
32S 0.907 0.674 0.940 0.901 0.997 (0.999)
33S 2.660 1.124 1.585 2.686 1.049 (1.006)
34S 1.267 1.599 1.142 1.292 1.007 (1.002)
36S 8.999 51.32 7.982 9.347 1.236 (1.205)
35Cl 0.779 0.154 0.853 0.769 0.994 (0.996)
37Cl 12.94 51.56 9.367 13.40 1.350 (1.216)
150Sm 166.14 1270.08 164.41 172.11 5.866 (5.733)

∗ In brackets: test case with the 22Ne source switched off.

ture during an interpulse - pulse cycle from our 1.5 M⊙ model,

while in Table 3 we present the enhancement factors with re-

spect to solar of relevant isotopes across the same cycle. This

corresponds to the interval between the 14th and the 15th TDU

episode.

The phases shown include the end of the previous thermal

pulse (24th, whose relevant abundances are listed in Column 2

of Table 3), the s processing through radiative burning inside

the tiny 13C pocket during the interpulse (Column 3) followed

by dilution of the highly s-enriched pocket by a factor 20 in

mass when the 25th convective TP spreads over the whole He

intershell. Here the pocket is mixed with material composed at

50% of H-burning ashes and 50% of s-processed material (in

the lower part of the He intershell) from the previous TPs. The

composition after this dilution is shown in Column 4. Further s-

processing occurs through partial 22Ne burning in the TP. This

occurs when the convective instability reaches its maximum

extension, and lasts for about 6 yr. The final composition in the

He intershell after the 25th TP is listed in Column 5.

From a comparison between the various columns one can

understand which phases are dominant in the production of the

various isotopes. Species lighter than Fe are controlled by 22Ne

burning, hence by the pulse temperature. In particular, for 26Mg

and 37Cl the 22Ne burning episode increases the previous abun-

dance in the He intershell by a factor ∼ 1.5, and 25Mg by a factor

2.7 (see Columns 4 and 5). The last column of the table gives the

enhancement factor in the envelope after the 15th TDU episode,

when C/O equals 1.3. Owing to dilution by TDU episodes with

the original envelope, the surface enrichment with respect to

solar at this stage is rather low, amounting to 11% and to 5%,

respectively, in the case of 26Mg and 26Mg, and to 35% in the

case of 37Cl. Conversely, the most abundant isotopes 24Mg and
35Cl in the envelope are left about unchanged.

In the last column we also show (in brackets) the envelope

enhancement factors resulting by the computation of a test case

in which the 22Ne(α,n)25Mg reaction was switched off. By com-

paring the two numbers in Column 6 for each isotope one can

see how much of the production factor in the envelope has to be

ascribed to the 22Ne source.

In the last row of Table 3 we have also included the heavy

s-only isotope 150Sm, in order to better state the difference be-

tween the heavy neutron-rich species and the lighter nuclei stud-

ied here. This last row shows that the abundance of 150Sm is

almost the same for the two cases of Column 6, since its pro-

duction is dominated by the 13C neutron source.

The observational results for Mg and Cl isotope ratios in the

circumstellar envelope are compared in Fig. 4 with envelope

predictions from the mentioned AGB models of two different

initial mass and for different choices of the 13C amount in the

pocket (for silicon and sulfur, the measured and predicted ratios

are compatible but will not be discussed here since the present

observational errorbars are too large to provide any constrain

on the models). Cases labelled ST correspond to the models

defined as standard in Gallino et al. (1998) for stars up to 3

M⊙ , and in Vaglio et al. (1998) for intermediate mass AGB

models. The other two are obtained by scaling the 13C amount

downward by a factor of three (d3), or upward by a factor of

two (u2) (see Busso et al. 1999; Lugaro et al. 1999). In Fig. 4

each dot corresponds to a TDU episode; open symbols refer to

the late TP-AGB phases where C/O ≥ 1.

The mass of the envelope is progressively eroded by stel-

lar winds and in a minor way by the growing of the H-burning

shell. The TDU mechanism ceases to operate when the enve-

lope mass approaches 0.5 M⊙ . This corresponds to the last

representative point shown in Fig. 4. There the photospheric ra-

tios C/O and 12C/13C reach 1.4 and 63, respectively, for the 1.5

M⊙ model, 1.1 and 103 for the 3 M⊙ model, 1.3 and 122 for

the 5 M⊙ model. From then on the envelope composition does

not change anymore, while the star will eventually encounter

a phase of superwind (e.g., Iben & Renzini 1983) blowing off

the remaining envelope. The cause of this phenomenon may be

identified in a dynamical instability driven by radiation pressure
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Fig. 4. a Computed isotopic ratios of 26Mg/24Mg vs 25Mg/24Mg during

the TDU phases in the envelope of AGB stars of solar metallicity, initial

masses 1.5, 3, and 5 M⊙ and for different choices of the 13C amount

(d3, ST, u2, see Busso et al. 1999) as compared with measured isotopic

ratios (full symbol). Large open symbols are for C-rich envelope, dots

are for O-rich conditions. b The same as panel a for the ratio 37Cl/35Cl

plotted versus 12C/13C.

right at the bottom of the envelope when the luminosity exceeds

a critical value (Sweigart 1998; Straniero et al. 2000).

The results shown in Fig. 4 make clear that model predic-

tions are almost independent of the amount of 13C consumed in

the pocket (see Lugaro et al. 1999 for a detailed discussion of

the behaviour of Si isotopes). From Fig. 4 it appears that the 1.5

and 3 M⊙ models are both compatible with the observed Cl and

Mg isotopic ratios, whereas the 5 M⊙ model predicts too high

values for the 37Cl/35Cl and 25,26Mg/24Mg ratios with respect

to the observations.

Let us discuss the above result in the more general context

of AGB modelling. The final Cl and Mg abundances in the

envelope might in principle depend of the choices for TDU and

mass loss as well as on the efficiency of the 22Ne neutron source

during the TPs. As it is well known the lack of a reliable theory

for stellar convection and the difficulty of evaluating a suitable

mass loss rate may substantially affect our comprehension of

AGB evolution. The models here adopted have been computed

by using the Schwarzschild criterion for convection, without

allowing for any extramixing. This likely provides a minimal

efficiency for TDU. We have also used the Reimers’ formula to

account for the mass loss rate. Other stellar evolutionary models

make use of various diffusive or overshoot prescriptions for

TDU (e.g., Frost & Lattanzio 1996; Herwig et al. 1997), and of

different mass loss criteria.

We can have hints on the effects that a more efficient TDU

in the first TPs may have on the predicted isotopic ratios by con-

sidering how these last vary from pulse to pulse. For the 1.5 M⊙

model the abundance by mass of 37Cl in the He intershell varies

from the 15.th TP (5.th with TDU) to the 25.th TP by a factor

1.5. This increase is related to the slight progressive increase

of the peak temperature at the bottom of the TPs, from 2.78 ×

108 K at the 15.th TP to 2.99 × 108 K at the 25.th TP. Other

factors are involved, such as the decrease with pulse number of

the mass of the He intershell and of the overlap factor among

adjacent pulses (e.g., Gallino et al. 1998). All these structural

chacteristics are quite general in low mass AGB stars, being

governed by the relatively low value of MH at the first TP with

TDU (e.g., Gallino et al. 1998). In models with a more efficient

TDU since the first TPs, and a lower number of pulses on the

AGB so that about the same final carbon enrichment in the en-

velope would result, the 37Cl abundance in the envelope might

achieve a slightly lower surface enrichment than we do. How-

ever, because of dilution with the envelope the effect is not large

and our general conclusions would not change. In the case of the

5 M⊙ model, the value of MH at the first TDU is already 0.88

M⊙ , and the various structural and physical characteristics in

the He intershell, among which the temperature history in the

TPs, remain almost the same from pulse to pulse (Straniero et

al. 2000). Thus the abundances of Cl isotopes in the He inter-

shell reach asymptotic values very quickly, so that any choice

for TDU and mass loss would lead to a too high 37Cl/35Cl ratio

at the stellar surface to be compatible with observations. Similar

considerations hold for the Mg isotopes.

We therefore argue that, as for the constraints derived from

Cl and Mg isotopes, a higher mass estimate for CW Leo is

possible only from models where the temperature in the pulses,

the temporal evolution of the mass of the He intershell and

overlap between adjacent TPs, or the rate of the 22Ne(α,n)25Mg

reaction (i. e. the fundamental structural parameters in the TP-

AGB phase), are substantially different than in our model. Whe-

ther these differences are possible is something that deserves

scrutiny in another context. In any case, the precision of the

new Cl measurement allows us to reduce the ambiguity on the

initial stellar mass, showing that this last has to be low enough to

keep at low efficiency the 22Ne neutron source. With the models

presently adopted this actually requires a mass below 3 M⊙ .

A further comment concerns the luminosity. Our 1.5 M⊙

model reaches a maximum luminosity at the tip of the TP-AGB

phase of 1.15 × 104 L⊙, which fits in the range deduced by

observations. On the contrary, our 5 M⊙ is too luminous (4.15

× 104 L⊙). This is another argument in favour of a low initial

mass.

5. Constraints from CNO isotopes

5.1. The 12C/13C ratio

In Fig. 4 we plotted the envelope Cl isotopic ratio versus the
12C/13C ratio, with two different initial ratios at the beginning of

the TP-AGB phase: (12C/13C)ini = 12, or 24, as representative

of low-mass AGB stars (M ≤ 2 M⊙ ) or of higher mass stars,

respectively. This important point needs to be elucidated.

IRC+10216 has a 12C /13C ratio of 45 ± 3 (see Table 2).

This value, which is typical of C (N-type) stars with measured
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C/O ≈ 1 (e.g., de Laverny & Gustafsson 1998; Lambert et al.

1986; Jorissen et al. 1992) may appear a bit small in the case of

IRC+10216, if we accept for it the value C/O = 1.4 inferred from

circumstellar modelling (Winters et al. 1994). The estimated

C/O ratio is reasonable in the lights of the advanced spectral type

of CW Leo (C9.5, see Olofsson et al. 1982) but cannot be trusted

at the same level of confidence as the other (observed) ratios

discussed here. Therefore, independently of the precise C/O

value, we shall simply try to explain how a C-rich atmosphere

with the observed 12C /13C ratio can be formed.

It is known that in the red giant phase the 12C /13C ratio is

modified by the first dredge up, where a photospheric value ∼ 20

− 25 is predicted by canonical models. This implies that later,

on the TP-AGB, mixing of pure 12C by TDU would increase

this isotopic ratio to values around 100. However, in red giant

stars of low mass 12C /13C values lower than the canonical one

have been measured spectroscopically (Gilroy 1989). For stars

on the red giant branch and initial masses below ∼ 2 M⊙ , an

appropriate value for the 12C /13C ratio appears to be between

10 and 15. This indicates that some kind of extramixing, or “cool

bottom processing” (CBP) phenomena are at work (Charbonnel

1994, 1995; Wasserburg et al. 1995; Charbonnel et al. 1998),

possibly driven by rotational shear (Sweigart & Mengel 1979).

From Fig. 4b it results that CBP, simulated by adopting a 12C

/13C value of 12 on the red giant branch, chosen as appropriate

for a low mass model, is indeed required to explain the observed

carbon isotope ratio in the circumstellar envelope of CW Leo.

We notice that in the case of the 1.5 M⊙ model we predict for this

ratio the value of 45 when C/O equals unity (i.e. slightly less than

the C/O ratio estimated for CW Leo), at a somewhat earlier phase

than the AGB tip. However, in view of the above discussion on

C/O this cannot be considered as critical. It would be sufficient

in our models to change the η parameter of mass loss, increasing

it slightly, to obtain C/O = 1 and 12C /13C = 45 at the very end of

the sequence. Another possibility is to choose a slightly higher

progenitor mass, resulting in a somewhat larger dilution of He-

intershell material with the envelope. In the absence of a precise

measurement for the C/O ratio in CW Leo, all we can say is that

our 1.5 M⊙ AGB model can provide a C-rich envelope with the

observed 12C /13C ratio. Conversely, in AGB stars of M > 2

M⊙ , this is not possible, as the observational evidence excludes

the operation of CBP. In stars with M > 2 M⊙ the 12C /13C

ratio reaches about 100 already at C/O = 1.

Thanks to CBP, the same low mass star holds to explain

the high value of the 14N/15N ratio (Boothroyd et al. 1995), for

which only a lower limit exists. In principle, the predicted 12C

/13C ratio in the AGB phase might be kept low also for higher

stellar masses, but only if a moderate HBB occurs, consuming

some of the 12C in the envelope (Guélin et al. 1995; Weigelt et

al. 1998).

5.2. The 16O/17O and 16O/18O ratios

Another crucial constraint comes from the oxygen isotopes, and

this is a further decisive argument in favour of a low initial mass.

Indeed, as shown by Boothroyd et al. (1995) and Lattanzio &

Boothroyd (1997), the low value of 16O/17O, and the high value

of 16O/18O measured in IRC+10216 (see Table 2) cannot be ex-

plained by HBB, even of moderate entity. When represented in a

3-isotope plot displaying the 18O/16O ratio versus the 17O/16O

one, the data (see Fig. 2 of Wasserburg et al. 1995) falls in a

region that cannot be reached by model curves from HBB calcu-

lations. The same authors show instead as those isotopic ratios,

which are not accounted for by the canonical first dredge up,

are a natural result of CBP. This fact again necessarily implies

a low initial mass.

As a final comment, it can be noticed that our conclusion

about a low initial mass for CW Leo places it in the already

known family of dust-enshrouded low-mass carbon stars. This

was indirectly recognized through high precision isotopic mea-

surements in presolar SiC grains recovered from meteorites

(Zinner 1997; Hoppe & Ott 1997), while comparisons with nu-

cleosynthesis models similar to the one performed here demon-

strated that indeed these grains condensed in the circumstellar

envelopes of low-mass carbon stars (Gallino et al. 1997).

6. Conclusions

New observations of four transitions, belonging to two chlorine

bearing molecules, have allowed to derive an accurate and re-

liable measurement of the 35Cl/37Cl ratio towards IRC+10216,

the circumstellar envelope of the carbon-rich AGB star CW Leo.

It represents the first observational evidence for a significant

deviation from solar of an isotopic ratio of elements heavier

than the CNO in this circumstellar envelope. The high accu-

racy of the new data presented here for Cl, combined with the

carbon and magnesium isotopic ratios previously measured in

IRC+10216, allow nucleosynthesis models to constrain the ini-

tial stellar mass better than previously possible (Guélin et al.

1995; Forestini & Charbonnel 1997). The inferred mass is low,

M ≤ 2 M⊙ , as often assumed in IRC+10216 envelope model-

ling. Our results are obtained with the Reimers (1975) choice

for the mass loss rate and with the TDU efficiency provided by

the Schwarzschild criterion inside the FRANEC evolutionary

code. We have argued, from the dependence of Cl isotope abun-

dances on the pulse number, and from independent constraints

provided by carbon, magnesium and oxygen isotopes, that our

results for the stellar mass remain valid independently of sev-

eral details (mass loss prescriptions, TDU) of the specific stellar

code adopted. A dedicated check from s-process calculations in

different evolutionary codes would be clearly useful.
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Chapitre 2Rapports isotopiques du Carbonedans les �etoiles de type \J"Sommaire2.1 Int�erêt de la mesure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2212.2 \Constraints on stellar evolutionby modelling the observed 12CO=13COratios in three J-type stars" . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 223A�n de souligner le contexte scienti�que de l'article en cours de soumission �a Astronomy& Astrophysics qui sera pr�esent�e �a la section III{2.2.3, nous allons exposer l'int�erêt desobservations e�ectu�ees en rappelant les derniers travaux sur ces objets, les avantages et lesdi�cult�es li�es �a l'interpr�etation des mesures du rapport isotopique du Carbone. Ensuite,nous insisterons sur la m�ethode utilis�ee pour ajuster les mod�eles pr�esent�es dans l'article auxobservations; cette �etape est critique car les valeurs en d�ecoulant ont une grande inuencesur l'analyse r�ealis�ee ensuite en terme d'�evolution stellaire.2.1 Int�erêt de la mesure2.1.1 Petit historiqueLes �etoiles de type J sont carbon�ees rapport (C=O > 1) et pr�esentent un rapport 12C/13Cfaible (entre 3 et 9) par rapport aux autres �etoiles carbon�ees pour lesquelles le rapport12C /13C est plutôt compris entre 30 et 80 d'apr�es les observations photosph�eriques (Olofssonet al. 1993a). Parmi les �etoiles de type \J", trois d'entre elles, RY Dra , T Lyr et Y CVn ,ont fait l'objet de plusieurs mesures ind�ependantes. En particulier, depuis 1996, deux �equipesutilisant des observations analogues s'opposent sur la valeur des rapports 12C/13C qu'ellesen d�eduisent. R�ecemment, une s�erie d'articles est en partie consacr�ee �a la valeur du rapport12C /13C mesur�e dans ces �etoiles: Ohnaka & Tsuji (1996), de Laverny & Gustafsson (1998),Ohnaka & Tsuji (1998), de Laverny & Gustafsson (1999) et Ohnaka & Tsuji (1999). Alorspourquoi refaire cette d�etermination?Tout d'abord, le Carbone est le deuxi�eme �el�ement le plus abondant apr�es l'Hydrog�enedans les enveloppes circumstellaires. Il parâ�t donc normal que le rapport 12C/13C soit dansles premiers rapports �a d�eterminer. De plus, le Carbone �etant sensible �a tous les �episodes denucl�eosynth�ese et de m�elange se d�eroulant au sein de l'�etoile, la connaissance de ce rapport221



222 2.1 Int�erêt de la mesureisotopique permet de contraindre les �episodes de DUP3 et de HBB subis par l'�etoile (voir leschapitres I{3 et III{3), ce qui est un des objectifs de cette th�ese.En�n, les travaux mentionn�es ci-dessus utilisent des moyens optiques ou infrarouges etles valeurs obtenus dans les travaux cit�es ci-dessus s'excluent les unes les autres. L'id�ee estd'utiliser sur ces sources les di��erents avantages des observations radiomillim�etriques list�esau chapitre I{2. Cela aura comme cons�equence en particulier de simpli�er l'analyse de cerapport. Une d�etermination du rapport 12C/13C �a partir d'observations mol�eculaires radio ad�ej�a �et�e e�ectu�e par Jura et al. (1988). Cependant les d�etecteurs ont fait depuis des progr�esconsid�erables et ils permettent maintenant d'am�eliorer le rapport signal sur bruit. De plus,l'originalit�e des mesures propos�ees r�eside dans l'analyse simultan�ee de plusieurs transitionsde plusieurs mol�ecules.2.1.2 Di�cult�es d'interpr�etation pour les �etoiles de type \J"Globalement, les param�etres obtenus �a partir des observations mol�eculaires permettantde caract�eriser les �etoiles de type \J" discut�ees ici sont les valeurs de 12C/13C, _M et C/O.Leur interpr�etation m�ene �a trois hypoth�eses:(1) L'analyse de nos observations conduit �a un rapport 12C/13C comparable �a la valeurd'�equilibre du cycle CNO, qui vaut � 3:5 d'apr�es Clayton (1983). Si les barres d'erreursrendent possible la valeur d'�equilibre, on peut supposer que ces �etoiles subissent le HBB etqu'elles ont par cons�equent des masses sup�erieures ou �egales �a 5 M� .(2) Ces �etoiles sont aussi carbon�ees. Elles montrent des rapports C/O (voir Forestini &Charbonnel (1997)) compris entre 1.1 et 1.3 (Lambert et al. 1986). Ce fait est, a priori,incompatible avec la pr�esence de HBB car ce dernier, transformant le Carbone en Azote,empêche l'�etoile d'être carbon�ee tant qu'il op�ere. Or, le HBB cesse �a deux occasions:{ au moment de l'extinction temporaire de la couche en fusion d'Hydrog�ene apr�es un pulsethermique, pendant le troisi�eme dredge-up. A ce moment l�a, la quantit�e de Carboneapport�ee par le DUP3 fait crô�tre le rapport C/O, mais pas assez pour expliquer lesvaleurs de Lambert et al. (1986).{ une fois que la perte de masse cumul�ee a �et�e assez importante a�n de faire baisser suf-�samment la temp�erature �a la base de l'enveloppe convective (Boothroyd & Sackmann1992). Dans ce cas, le rapport C/O remonte petit �a petit jusqu'�a des valeurs compa-tibles (Forestini & Charbonnel 1997) avec celles de Lambert et al. (1986).(3) Les taux de perte de masse observ�es pour ces �etoiles ont des valeurs tr�es faibles:entre 4�10�8 M� �yr�1et 7�10�8 M� �yr�1(Olofsson et al. 1993b). Ces valeurs sont incompa-tibles avec un rapport C=O > 1 dans une �etoile de M� � 5 M� d'apr�es Frost (1997) car laluminosit�e atteinte par ces �etoiles engendre un taux de perte de masse de plusieurs ordresde grandeurs sup�erieur aux valeurs donn�ees dans Olofsson et al. (1993b) (voir le chapitre I{3).On le voit, ces trois hypoth�eses ne sont pas compatibles les unes avec les autres: c'est unfacteur de plus en faveur d'une d�etermination pr�ecise et coh�erente du couple (12C/13C, _M),comme le permettent les observations radio (voir le chapitre II{5).



Chapitre 2 { Rapports isotopiques du Carbone dans les �etoiles de type \J" 2232.2 \Constraints on stellar evolution by modelling the obser-ved 12CO=13CO ratios in three J-type stars"2.2.1 Des rapports d'intensit�e aux rapports atomiquesLes deux questions g�en�erales qui se posent pour l'interpr�etation des rapports isotopiquesvont être examin�ees successivement.Tout d'abord, les rapports d'intensit�e des raies sont-ils repr�esentatifs des rapports d'abon-dances des mol�ecules observ�ees?Les di��erents facteurs permettant de r�epondre �a cette question sont les suivants :{ La temp�erature du rayonnement du fond du ciel. En e�et, comme elle s'additionne �al'intensit�e �emise dans les deux raies, elle modi�e le rapport d'intensit�e de ces deuxraies. Pour que les rapports des intensit�es des raies observ�ees soient comparables auxabondances des mol�ecules, il faut donc, soit que l'intensit�e du rayonnement ambiantsoit n�egligeable par rapport aux deux intensit�es des raies, soit en tenir compte pour "d�econvoluer " le rapport.{ Les conditions d'excitation des deux raies observ�ees. Une raie peut tr�es bien être plusintense que l'autre uniquement parce que la fr�equence du rayonnement ambiant estplus proche de la temp�erature d'excitation de cette transition que de l'autre. Pour queles rapports des intensit�es des raies observ�ees soient comparables aux abondances desmol�ecules, il faut donc, que les conditions d'excitation des mol�ecules (temp�eratures etrayonnement excitant) soient comparables.{ La profondeur optique des deux raies observ�ees. La valeur de la profondeur optique estprimordiale car une raie peut être peu intense soit parce que la mol�ecule est tr�es peuabondante (optiquement �ne) soit parce qu'elle est tr�es abondante et donc tr�es absorb�ee(optiquement �epaisse). De la même fa�con, l'intensit�e d�ependra aussi de l'opacit�e de lamol�ecule qui rentre dans la valeur de la profondeur optique. Une mod�elisation soign�eede la profondeur optique est donc n�ecessaire pour interpr�eter les rapports d'intensit�een terme de rapports d'abondances mol�eculaires ; les deux rapports n'�etant �equivalentssans " d�econvolution " de l'e�et de profondeur optique que si les deux transitions sontoptiquement �nes.{ La r�epartition g�eom�etrique des mol�ecules observ�ees. Supposons en e�et que la mol�eculeobserv�ee dans la raie au d�enominateur du rapport soit r�epartie dans une coquille beau-coup plus �etendue que celle observ�ee au num�erateur. Toutes autres choses �egales parailleurs (abondances, profondeur optiques...), l'intensit�e observ�ee pour le d�enominateursera donc plus importante mais non pas �a cause d'une abondance plus �elev�ee mais �acause d'une extension g�eom�etrique plus importante ; faussant ainsi l'interpr�etation durapport d'intensit�es en terme de rapport d'abondances. Il est donc n�ecessaire que lar�epartition spatiale des deux mol�ecules observ�ees soient les mêmes.La deuxi�eme question qui pose pour remonter aux rapports d'intensit�e atomiques est lasuivante:Les rapports d'abondances des mol�ecules sont-ils repr�esentatifs des rapports d'abondancesdes esp�eces atomiques?



2242.2 \Constraints on stellar evolution by modelling the observed 12CO=13CO ratios in threeJ-type stars"Les di��erents facteurs permettant de r�epondre �a cette question sont les suivants :{ Le fractionnement chimique. Cette r�eaction chimique inue sur les rapports d'abon-dances mol�eculaires et atomiques car, sur l'exemple du monoxyde de carbone, elle faitintervenir �a la fois les isotopes des mol�ecules et ceux des atomes:12C16O ++13C !13C16O ++12C+Cependant cette classe de r�eaction n'est privil�egi�ee dans un sens ou dans un autre qu'�ades temp�eratures tr�es basses qui correspondent en g�en�eral �a l'ext�erieur des enveloppescircumstellaires, l�a o�u les mol�ecules sont dissoci�ees.{ La photodissociation s�elective. Cet e�et consiste �a la prise en compte des interactions desmol�ecules avec les rayons ultraviolets environnant qui vont les dissocier et changer ainsileur r�epartition spatiale. Ces interactions d�ependent de l'importance du rayonnementUV et aussi de l'abondance des mol�ecules ; une e�et d'�ecran permettant aux mol�eculesles plus abondantes de se prot�eger des UV.Pour pouvoir identi�er le rapport d'abondance mol�eculaire au rapport d'abondance atomique,il faut donc que le fractionnement chimique et que la dissociation s�elective soient inop�erantsdans l'enveloppe.2.2.2 M�ethode d'ajustement des mod�elesLes observations e�ectu�ees consistent en la mesure de l'intensit�e de trois transitions rota-tionnelles di��erentes pour quatre mol�ecules di��erentes. �J = 1�0, �J = 2�1 et �J = 3�2pour les mol�ecules 12C16O et 13C16O , et �J = 2 � 1, �J = 3 � 2 et �J = 5 � 4 pour lesmol�ecules 12C32S et 13C32S . Pour RY Dra et Y CVn , 12 raies sont donc mod�elisables contreseulement 6 pour T Lyr , trop peu lumineuse pour permettre la mesure des transitions dela mol�ecule CS. Grâce au programme de transfert de rayonnement d�etaill�e au chapitre II{5,nous sommes en mesure d'ajuster avec un même mod�ele physique le taux de perte de masseet le rapport 12C/13C avec une bonne pr�ecision, compte tenu du nombre important d'obser-vations et de leur diversit�e.Si l'on fait le compte des param�etres libres du programme de transfert de rayonnement quisont donn�es dans le tableau II{5.2et si on ajoute quelques hypoth�eses suppl�ementaires, onobtient une s�erie de seulement 11 param�etres:_M;RCO; RCS; f12CO; f13CO; f12CS; f13CS; Tmin = Tk(Rmin); Vexp; Vtur; VlsrLes di��erentes hypoth�eses permettant de r�eduire l'ensemble des param�etres du tableauII{5.2 �a ces 11 param�etres sont les suivantes:{ on �xe Reff = 1013cm (le rayon de la source infrarouge mod�elisant l'�etoile) et Rmin =0:51015cm (le rayon interne de l'enveloppe) apr�es avoir v�eri��e que cela n'a pas beaucoupd'inuence sur les r�esultats et on suppose que la chimie dans l'enveloppe est telle queR13CO � R12CO et R13CS � R12CS, ce qui est r�ealiste d'apr�es Mamon et al. (1988).{ on �xe Nrot = 30 et Nvib = 2.{ on prend une loi de puissance pour la temp�erature d'exposant �T = �0:7. compatibleavec les r�esultats de Larsen & Olofson (1999) et Sch�oier & Olofsson (2000) qui prennenten compte la r�esolution de l'�equilibre thermique de l'enveloppe et non pas une loi had-hoc.La �gure III{2.1 pr�esente la d�emarche suivie pour ajuster les 12 raies.
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Fig. 2.1 { M�ethode suivie pour l'ajustement des 12 raies observ�ees par source.



2262.2 \Constraints on stellar evolution by modelling the observed 12CO=13CO ratios in threeJ-type stars"Elle se r�esume comme suit:{ les vitesses sont �x�ees pour toute la suite de la proc�edure en utilisant la raie de 12C16Oposs�edant le plus fort rapport signal sur bruit.{ l'abondance relative de 12C16O est �x�ee �a sa valeur photosph�erique, donn�ee par Lambertet al. (1986){ commence ensuite un processus it�eratif qui consiste �a choisir une temp�erature, puis �aajuster le couple (R12CO; _M) sur deux raies �x�ees. La temp�erature est modi��ee jusqu'�a ceque les trois raies de 12C16O soient correctement ajust�ees par le triplet (Tmin; R12CO; _M){ en conservant le jeu de param�etres trouv�e, on ajuste alors f13CO sur les 3 transitions de13C16O .{ puis, en relachant la contrainte sur le rayon, le couple (R12CS; f12CS) est ajust�e sur lesraies de 12C32S . En e�et, l'abondance plus faible de CS l'emp�eche de se prot�eger aussie�cacement que CO des UV interstellaires par e�et \bouclier" d�ecris dans Mamonet al. (1988). Cela a pour cons�equence de diminuer le rayon auquel la mol�ecule va sedissocier.{ en�n, on ajuste f13CS sur les 3 transitions de 13C16O .Pour r�ealiser chaque ajustement, le calcul du �2, quanti�ant la di��erence entre le mod�ele etla raie observ�ee, a �et�e incorpor�e au programme de transfert radiatif. L'ajustement est accept�equand le �2 est minimum.2.2.3 article
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Abstract. Key words: stars: carbon – stars: circumstellar mat-
ter – stars: abundances – stars: mass loss – radio lines: molec-
ular: circumstellar – nuclear reactions, nucleosynthesis, abun-
dances

We have performed a multitransitionsanalysis of the molec-
ular emission of four13C -rich sources, using the several ro-
tational transitions of12CO , 13CO , 12CS ,13CS observed
with the JCMT and the 30m IRAM telescopes. We have de-
rived for each envelope the mas loss rate, the source size and
the molecular abundance ratios12CO /13CO and12CS /13CS
both from a straightforward line intensity analysis and from
a radiative transfer analysis. We conclude in particular that in
such low mass loss rate envelopes (1�10�7M�yr�1< _M <3�10�7M�yr�1), isotopicabundances ratios simply derived from
the CO and CS line intensities provide reliable estimates ofthe
elemental12C /13C isotopic ratio. We derive12C /13C iso-
topic ratios ranging from 2.1 to 2.6, i.e. significantly smaller
than the CNO equilibrium ratio and very difficult to conciliate
with predictions of single star evolution scenarii for suchlow
mass loss rate objects.

1. Introduction

When studying the mecanisms that influence the composition
of the matter expelled by AGB stars, the12C / 13C ratio play
a crucial role because it is sensitive to every process occuring
in the burning regions of the star. Hot bottom burning, mixing,
dredge-up: all these phenomena have to be considered to ex-
plain the value of this ratio and the spectral type of a star in
the sequence M-MS-S-SC-C. In particular, J-type carbon stars
does’nt match very well this scheme because they show very
little 12C / 13C ratios which could be too low to be explained
by the equilibrium value of the CNO cycle. The uncertainties
on the mesurements and the sensitivity of the model used to
derived these ratios are thus very important in this context.

Send offprint requests to: E.Dufour

A comprehensive study of the carbon, oxygen and nitro-
gen abundances towards 30 bright carbon stars has been per-
formed more than ten years ago by Lambert et al. (1986), from
high resolution infrared spectrocopy of CO and CN vibration-
rotation bands. Among this sample, Lambert et al. found 4 stars
presenting remarkably low12C / 13C ratios,� 4, i.e. an order of
magnitude lower than the average ratio of the sample (30< 12C
/ 13C< 70). From radio observations of the (J = 1–0) rotational
lines of CO isotopes, performed with the IRAM 30m telescope,
Jura et al. (1988) derived also very low12C / 13C ratios towards
three of these extreme13C -rich stars (Y CVn , RY Dra and T
Lyr ). They even suggested that the12C / 13C ratios could be
a a factor 2 smaller than previously believed. However, as this
result was based on anelementaryanalysis (assuming negli-
gible line opacities) of asingletransition of isotopomers of a
singlechemical species, bias due to radiative transfer, chem-
ical fractionation and selective photodissociation effects, al-
though probably small, could not be definitely ruled out. On
the other hand, derivation of12C / 13C from optical measure-
ments of the photospheric lines relies on non straightforward
analysis and modeling technics and discrepancies larger than
a factor two may appear [see the long lasting controversy be-
tween Ohnaka & Tsuji (1996, 1998, 1999) and de Laverny &
Gustafsson (1998, 1999)]. These uncertainties represent an ad-
ditional argument to revisite the12C / 13C determination from
a significantly larger set of molecular radio lines.

To be able to improve, test and discuss the reliability of
the 12C / 13C ratios derived from molecular transitions, we
have performed with the IRAM 30m telescope and with the
James Clerk Maxwell Telescope (JCMT) multi-transition ob-
servations of the isotopomers of CO and CS towards the three
brightest envelopes of13C -rich stars (Y CVn , RY Dra and T
Lyr ). In addition, we have also obtained CO(2-1) observations
towards the fourth13C -rich star, WZ Cas, which had not been
observed previously in molecular radio emission. These obser-
vations are presented in Section 2. To take into account radia-
tive transfer effects, we have modelled the observed transitions.
The model and its results are described in section 3. Compar-
ison of the12C / 13C ratios obtained from CO and CS obser-
vation provides informations on chemical fractionation and se-
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lective photodissociation effects, as discussed in Section 4. Our
results are then compared to previous radio and optical mesure-
ments and discussed in terms of stellar evolution in Section5.

2. Observations and data reduction

CO an CS obsrvations have been performed with the IRAM
30m telescope and with the JCMT. The telescopes main char-
acteristics (antenna half power beam width HPBW, efficiency
ratio �, receiver temperatures) and the observing conditions
(date, typical zenith opacity� ) are summarized in Table 1 and
detailed below.

2.1. IRAM 30m observations

The selected stars are the four most extreme J-type stars ob-
served by Lambert et al. (1986) : according to optical and pre-
vious radio measurements they show12C / 13C ratios of the
order of 4 or less. Observations of CO (J=1–0 and J=2–1) and
of CS (J=2–1, J=3–2, J=5–4) were carried out with the IRAM
30m telescope, at Pico Veleta (Spain). Most observations were
performed in September 1996 and completed by a few spectra
obtained in March 1988, after a careful check of the relative
calibrations of both sets of data. The CS (J=5-4) observations,
which show a poorer signal to noise ratio than the spectra ob-
tained with the JCMT (see below), will not be analyzed in the
following, except in comparison with the JCMT observations,
both as a check of the lines relative calibration and to derive an
estimate of the molecular sources sizes.

The telescope was equipped with 3mm and 1mm SIS re-
ceivers, operating simultaneously in single sideband (SSB) mo-
de. The antenna temperature scale was calibrated every 10 min-
utes by successively observing a cold load, a room tempera-
ture load, and the sky. The temperatures reported in the text
and the figures are main beam temperatures,Tmb; they are re-
lated to equivalent antenna temperatures above the atmosphere,T �A, by Tmb = T �A/�, where� is the ratio of the main beam to
the forward efficiencies. The observations were made in wob-
bler switching mode, i.e. the secondary mirror was wobbled
every 3 sec, with an amplitude of 240”. This technique pro-
vides very flat baselines. The focus and the receivers alignment
were checked at each frequency change by observing planets.
The pointing was checked every hour on planets or a nearby
continuum sources and was found to remain accurate within 3
to 5" (rms) in one hour intervals.

In 1988, spectra were obtained only with a low resolution
backend (a filterbank of 512 channels 1MHz wide). In 1996,
we used simultaneously an autocorrelator, providing a spectral
resolution of 80 kHz.

The telescope main characteristics (antenna half power beam
width HPBW, efficiency ratio�, receiver temperatures) and the
observing conditions (date, typical zenith opacity� ) are re-
ported in Table 1.

For most transitions, in addition to the central position, we
have observed a few offset positions (generally 600from the

central position). These small maps allowed us both to mea-
sure the brightness distributionmaximum, even in case of slight
mispointing of the envelope center and, when the molecular
source happened to be resolved by the telescope beam, to esti-
mate its size. The full width at half maximum (FWHM) of the
molecular brigthness distributions, assumed to be gaussian and
deconvolved from the gaussian telescope beam, is reported in
Table 2, whenever it could be measured.

2.2. JCMT Observations

To check the relative calibrations of the JCMT and the IRAM
30m telescope, we have compared the intensities of standard12CO (J=2-1) spectra observed towards the carbon-rich enve-
lope IRC+10216. The CO source in this envelope is extended
enough not to suffer from beam dilution effects with these two
antennas and we expect to observe the same main beam bright-
ness temperature with both telescopes. The spectra observed
with both telescopes show exactly the same shape, which is
a good indication that during each observation the antennas
were accurately pointed towards the envelope center. InTmb
units, the JCMT reference spectrum is 1.30 times stronger than
the IRAM spectrum ; as this difference appears larger than ex-
pected from calibration uncertainties (less than 15 % on such a
well studied envelope), we have decided to apply a systemactic
correction factor of 1.3 to the JCMT spectra before modeling
them together with the IRAM 30m spectra. We can check this
correction factor with the12CS (J=5-4) lines observed towards
IRC+10216 with the same telescope. In this case, the molecu-
lar source is not large enough to neglect beam dilution effects.
Assuming gaussian distributions, if the full width at half max-
imum of the CS source is denoteda, the JCMT HPBWb and
the IRAM 30m HPBWc, the intensity ratio of the CS lines
observed with both telescopes isTmb(30m)=Tmb(JCMT ) = (a2 + b2)=(a2 + c2) (1)

Without relative calibration correction, the IRAM 30m spec-
trum appears 1.3 times stronger than the JCMT spectrum. If
this difference is attributed to a beam dilution effect, it corre-
sponds, with the HPBW values reported in Table 1, to a CS
source diameter of 4200, significantly larger than observed (see
Lucas et al. 1995, who derived a CS source radius of the order
of 12 00from interferometric observations). In contrast, if a cor-
rection factor of 1.3 is applied, the “corrected” intensityratio is
1.7, which corresponds to a more reasonable source diameter
of 26 00.
2.3. Line fit

Except in the few cases where only 1 MHz spectra were avail-
able, we have smoothed all the spectra to the same velocity res-
olution of 1.1 km s�1, to increase the signal to noise ratios. Lin-
ear baselines have been substracted to the spectra. To derive the
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Table 1: Observations summary and telescopes characteristics
Transition Frequency Star Telescope Date HPBW� Trec �

(MHz) (arcsec) (K)12CO (1-0) 115271.204 Y CVn , RY Dra , T Lyr IRAM sep 96 20.8 0.79 90.4
(2-1) 230537.990 T Lyr , WZ Cas IRAM mar 88 12.0 0.50 230 .1

Y CVn , RY Dra IRAM sep 96 10.4 0.48 160 .4
(3-2) 345796.000 Y CVn JCMT jun 94 17.1 0.62 ??? .5

T Lyr JCMT feb 94 17.1 0.62 ??? .06
RY Dra JCMT jan 95 17.1 0.62 ??? .413CO (1-0) 110201.370 Y CVn , RY Dra , T Lyr IRAM sep 96 21.8 0.81 100 .1

(2-1) 220398.682 T Lyr , WZ Cas IRAM mar 88 12.5 0.50 230 .08
Y CVn , RY Dra IRAM sep 96 10.9 0.48 160 .2

(3-2) 330588.100 Y CVn , RY Dra JCMT dec 94 17.9 0.62 ??? .2
T Lyr JCMT feb 94 17.9 0.62 ??? .0312CS (2-1) 97980.968 Y CVn , RY Dra IRAM sep 96 24.5 0.81 180 .1

(3-2) 146969.049 Y CVn , RY Dra IRAM sep 96 16.3 0.58 150 .2
(5-4) 244935.606 Y CVn , RY Dra IRAM sep 96 9.8 0.42 270 .6

Y CVn , RY Dra JCMT jan 96 24.1 0.62 ??? .313CS (2-1) 92494.299 Y CVn , RY Dra IRAM sep 96 25.0 0.75 110 .1
(3-2) 146969.049 Y CVn , RY Dra IRAM sep 96 17.2 0.58 110 .06
(5-4) 231220.000 Y CVn , RY Dra IRAM sep 96 12.4 0.48 180 .5

Y CVn , RY Dra JCMT jan 96 25.5 0.62 ??? .3

line characteristics, we have fitted the observed profiles with
truncated convex or concave parabola, as usual for spherical
uniformly expanding shells. The observed spectra and the fit-
ted profiles are plotted in Figures 1 to 4. The fit parameters are
reported in Table 2 :vlsr is given by the model profile central
velocity, vexp is half the model linewidth (deconvolved from
the spectral resolution),Tmb and

R Tmbdv are respectively the
central and the integrated model line intensities. The errorbars
reported in Table 2 are only fit uncertainties. To take into ac-
count the instrumental uncertainties, they have to be quadrat-
ically added to the calibration uncertainties (20 %) or to the
spectral resolution (1.1 km s�1in most cases, respectively 1.3
and 1.4 km s�1 for the 12CO and13CO (J=2-1) line to-
wards WZ Cas and T Lyr, for which only 1MHz filterbank was
available).

The dispersion between the expansion velocities derived
from different transitions of the same molecule or transitions
belonging to different molecules is within the errorbars. Thus
there is no kinematic indication that the lines could arise from
very distinct envelope layers. For two lines showing poor sig-
nal to noise ratio (13CS (J=2-1) in Y CVn and in RY Dra ),
the fits have been done with fixed expansion velocities. It can
also be noticed that the expansion velocities are, except for T
Lyr, significantly weaker than the average values measured in
carbon rich envelopes (typically 15 km s�1 see for instance
Loup et al., 1993, hereafter L93). Most of the lines present flat
top shapes, as expected for optically thin unresolved emission
from spherically expanding envelopes.

The fitted profiles are plotted in Figures 1 to 4, as dashed
lines superimposed to the observed spectra.

2.4. Sources size

For most of the transitions observed with the IRAM 30m tele-
scope, we have obtained small maps, usually five points crosses,
including the central position and four positions offsets by 600in
Right Ascension of in Declination. Fitting a 2D-gaussian dis-
tribution to the observed integrated intensities gives an esti-
mate of the molecular source size, convolved with the tele-
scope beam. The deconvolved Full Widths at Half Maximum
(denotedh) are given in Table??. It appears that the molecular
sources are hardly resolved by the 30m telescope beam, which
is coherent with the line shapes. Sizes derived from12CO and13CO do not show significant differences and we conclude
that both species are likely to be similarly distributed in the en-
velope. In contrast, sizes derived from (1-0) transitions appears
larger than sizes derived from (2-1) transitions. This easily ex-
plains as an excitation effect : (2-1) transitions require higher
excitation conditions and arise from more internal layers than
(1-0) transitions. This effect is systematically observedfor in-
stance in the atlas of CO(1-0) and (2-1) maps published by Neri
et al. (1998). The size of the CS brightness distribution towards
Y CVn is the same as that of the telescope beam and we con-
clude that this molecular source is completely unresolved.
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Table 2: Parameters of the model line fits
Star Line h vlsr vexp � Tmb � R Tmbdv �00 ( km s�1) (mK) ( K km s�1)
WZ Cas 12CO 2� 1 10 �25.8 2.9 0.2 770 20 3.25 0.2013CO 2� 1 11 �25.7 3.1 0.2 330 40 1.71 0.13

T Lyr 12CO 1� 0 7.6 12.7 0.2 63 5 1.76 0.112� 1 9 6.3 13.4 0.3 325 30 7.12 0.273� 2 7.8 11.6 0.1 205 18 4.32 0.1313CO 1� 0 7.8 12.8 0.4 27 1 0.69 0.072� 1 6 6.1 14.1 0.3 118 11 2.81 0.123� 2 9.1 13.2 0.1 58 10 1.35 0.14

RY Dra 12CO 1� 0 9 �5.3 9.3 0.1 515 43 9.65 0.232� 1 6 �5.0 8.3 0.1 1217 116 19.93 0.363� 2 �4.6 9.5 0.2 999 87 14.99 0.4413CO 1� 0 �4.9 9.9 0.1 188 15 3.75 0.082� 1 �5.1 10.4 0.1 464 39 9.34 0.303� 2 �5.9 9.5 0.3 226 28 3.66 0.2512CS 2� 1 �4.1 11.0 0.1 157 18 2.36 0.153� 2 �4.6 7.3 0.1 479 47 6.43 0.145� 4 �5.0 8.5 0.6 160 18 1.96 0.1013CS 2� 1 �5.8 9.5 0.0 31 4 0.53 0.063� 2 �3.9 8.1 0.1 89 13 1.17 0.095� 4 �6.0 7.3 0.3 38 5 0.51 0.03

Y CVn 12CO 1� 0 15 21.1 7.8 0.1 817 69 11.44 0.162� 1 9 20.8 7.7 0.1 2059 178 25.49 0.383� 2 20.7 7.0 0.2 1040 116 12.80 0.4213CO 1� 0 13 20.1 7.9 0.1 359 32 5.74 0.112� 1 6 21.3 7.7 0.1 797 74 11.15 0.243� 2 20.5 7.5 0.2 412 45 5.08 0.1812CS 2� 1 U 21.6 6.3 0.5 230 36 2.40 0.163� 2 22.0 7.9 0.2 627 55 7.06 0.125� 4 20.6 6.8 0.3 261 30 2.68 0.0913CS 2� 1 23.4 7.7 0.0 35 4 0.43 0.063� 2 22.1 7.0 0.3 156 20 1.77 0.095� 4 22.2 7.8 0.2 74 10 0.71 0.04

2.5. Mass loss rate and photodissociation radii

Based on the works of Mamon et al. (1988), hereafter M88, (fit-
ted by Planesas et al.,1990) and Knap and Morris (1985), L93
have used a system of two self-consistent equations in orderto
provide the couple( _M; rCO), which can be written for the a
telescope of diameterD(m):_M = 2:45 � 10�8 v2expd2TmbD2 x0:85 F�1(rCO)M�yr�1 (2)rCO = 73 � 1015 _M10�6!0:58� 10vexp�0:4� x4 10�4�0:5 cm(3)

where _M; vexp; d; Tmb; rCO andx are respectively the mass
loss rate (M�yr�1), the expansion velocity ( km s�1), the dis-
tance of the star (kpc), the main beam temperature at the center
of the CO(1-0) line (K), the photodissociation radius of CO (in
cm) and the abondance of CO relative toH2. The non linear
termF (rCO) (figure 2 of L93) expresses the change ofTmb
with rCO.

We have estimated the mass loss rates and the photodisso-
ciation radii from an numerical resolution of equations 3 and 2.
For T Lyr ,Y CVn and RY Dra , the observed CO(1-0) inten-
sities have been used. For WZ Cas , we have assumed that the
CO(1-0) intensity was 2.5 times smaller than the CO(2-1) in-
tensity, as observed for Y CVn and RY Dra . All the abondances
relative toH2 have been fixed to the photospheric values given
by Olofsson et al. 1993 (herafter O93). The parameters and the
results of this calculation are reported in Table 3.

The mass loss rates of the four J-type stars range betzeen
7�10�8 and 7�10�7M�yr�1, i.e. significantly smaller than the
rates observed in most AGB stars (5�10�7 to10�4M�yr�1according
to L93)s. The CO photodissociation radii show a small disper-
sion ranging from 5�1016 to 8�1016cm. These values for_M andrCO are consistent with the results of Neri et al. (1998) for Y
CVn , which have used an overestimated distance of 340pc for
this source. It can be noticed that, for Y CVn and RY Dra ,
the corresponding angular sizes are very close to the CO(1-0)
distribution radii at half maximum derived from the observed
”mini-maps” (see Table 2).

2.6. Molecular abondance ratios

The most straightforward analysis of the molecular lines in
terms of molecular isotopic abondances ratios concludes that
the molecular abundance ratio simply equals the isotopic lines
intensity ratio, corrected by a frequency dependant factorwhich
ranges from��1 to ��3 when the source size compared to the
telescope beam varies from fully resolved to fully unresolved.
This result relies on a number of conditions:
(1) the background radiation at both line frequencies should be
negligible compared to the molecular gas emission.
(2) both lines should be optically thin.
(3) both isotopes should present identical excitation conditions.
(4) both isotopes should show the same spatial distribution.

Assumption (1) is not a strong constrain but assumptions
(2) to (4) are much better satisfied when the molecular lines are
weak, i.e. are emitted by low abundance molecules and when
both isotopes show similar abundances. They have thus been
extensively used to derive the rare isotopes of oxygen, sulfur,
silicon, chloride (see Kahane et al 1985, 1992). Application of
this method to12CO and13CO is much more questionable in
particular in particular of the usually non negligible opacity of
the isotopic lines.

However, Jura et al. (1988) have argued that it should pro-
vide reliable CO abundance ratios in the low mass loss rate J
type stars.One of the purpose of this paper is to check this con-
clusion from a comparison of a simple line intensity ratio cal-
culation with the abundance ratios required by a multitransition
radiative transfer calculation (see section 3).

From the line central intensities and integrated intensities
reported in Table 2, we derive the intensity ratios reportedin
Table 5: the CO ratios are corrected by a��1 factor since the
molecular sources are resolved as discussed above, and the CS
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Table 3: Parameters and results of the numerical mass loss rate and photodissociation radii calculation.
Source Tmb(1� 0) Vexp x(CO) d rCO _M

(K) ( km s�1) (10�4) (pc) (1015 cm) (10�7 M�yr�1)
T Lyr 0.06 12.7 5.2 633 55 5.8
RY Dra 0.52 9.3 6.9 488 79 6.8
Y CVn 0.82 7.8 6.6 218 52 3.0
WZ Cas 0.32 2.9 20. 787 58 0.7

ratios are corrected by a��3 factor which applies for unre-
solved sources. It appears that:

– the integrated intensity ratios are marginally weaker than
the central intensity ratios, which suggests weak opacity
effects (the optical depth is minimum at the center of a line
emitted by a spherical and uniform envelope).

– the intensity ratios derived from each of the three observed
transitions are fully consistent both for CO and CS.

– the intensity ratios derived for CS are marginally larger than
those derived for CO.

The first two conclusions suggest that line opacity only weakly
affects the derivation of the abundances ratios, and that none of
the observed line shows anomalous excitation effects. The third
one might suggest that excitation and/or chemical biais could
affect somewhat differently CO and CS species. These points
will be discussed in Section 4 on the basis of a comparison with
the abundances ratios derived from the lines radiative transfer
modeling.

3. Molecular line modeling

Except for WZ Cas, for which a single transition was observed
for 12CO and13CO we use a simple radiative transfer code
to simultaneously model the three transitions observed foreach
molecular species. This modeling is not self consistent because
the mechanical quantities are parameterized, and no coupling
with chemistry or grain formation is taken into account. Never-
theless, it is likely to improve the derivation of the12C / 13C ra-
tio, compared to the very elementary analysis previously used,
and to help to identify the bias that may affect such an elemen-
tary analysis. After a short summary of the characteristicsof
this code (initialy written by R. Lucas), we describe the strat-
egy we used to explore the paremeters space and comment the
results.

3.1. The radiative transfer code

Details about the radiative transfer code used for the modelling
can be found in Dufour (2000). Only the main characteristics
are stated hereafter.

3.1.1. Envelope physical parameters

The envelope, assumed to be spherical, extends between an in-
ner radius rin and an outer radius rout, which may depend on

each molecular species. The star mass loss rate_M is assumed
to be constant. The gas density (that of the dominant species
H2), and expansion velocity are assumed to present spherical
distributions ; their radial dependances are parameterized and
related by the matter conservation equation :_M = 4�r2�Vexp (4)

The kinetic temperature distribution, also assumed to be spher-
ical, is parameterized by a power law :T k = T kin� rrin��

(5)

For each molecular species the abundance relative to H2 is
assumed to be constant between the inner and the outer radius.

The envelope is expanding with a constant and uniform ve-
locity Vexp. Thus, the region which contribute at the same fre-
quencies in the line are the radii of the enveloppe, where radial
velocity is constant:Vexp(�) =const, if� is the angle of a radius
with the line of sight. In addition we have introduced a turbu-
lent velocity, which extends the region of emission contributing
at the same frequency in the line around a given radius (i.e.�)
with a gaussian probability law whose ecart type depends on
the local value of the turbulent velocity.

3.1.2. Integration of the envelope emission

The envelope is divided into 100 shells, defined by a logarith-
mical mesh. To compute the emergent intensity with the radia-
tive transfer equation, we need to compute the excitation tem-
perature which is defined in term of populations byTex = h�k ln�nJ+1nj �

(6)

In each shell, the equilibrium populations are computed us-
ing an iterative method which improves an initial population
iteration by iteration. The initial excitation temperatures are as-
sumed nul for each transition and the equilibrium is supposed
to be reached when the relative change of populations between
two iterations is less than 10�8. The populations evolves be-
cause of collisional and radiatives transitions which willbe de-
tailed below.

The emergent intensities are integrated along the line of
sight and the resulting line profiles are computed with a ve-
locity resolution of 1.1 km s�1 to be easily compared to the
observed ones. The regions which contribute at each (radial)
velocityVk in the line verifyVk�5Vtur < Vexp < Vk+5Vtur.
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3.1.3. Radiative rates

The radiative transition rates are computed with the Low Veloc-
ity Gradient hypothesis (LVG) which avoids the ETL assump-
tion and the escape probabilities (Castor, 1970) which require
optical depths knowledgement. Their values take into account
a central source and a background emission. The central star
emission is modeled by an infrared source of radius r� whose
flux is interpolated in a set of observed values (Harten et al.,
1988). However, we check that for our purpose the addition of
this infrared source doesn’t change the modeled lines. In addi-
tion, to simulate the cosmic radio emission, a background flux
of a 2.7 K blackbody has been added. Finaly, the influence of
the dust is not taken into account into this computation.

3.1.4. Collision rates

For each molecular species, we take into account only the two
lowest vibrationnal levels with 31 rotationnal levels each. Only
collisions with H2 are considered.

The CO lines are computed with collision rates given by
Flower et al. (1985), depending in J andT k, extrapolated with
the formulae given by De Jong et al (1975). In order to estimate
the effects of the choice of collision rates, we have tested the
rates of Schinke et al (1985) using one well fitted model with
the Flower’s one. The intensity changes induced are around
10%. After performing the fit with these new collision rates,
the set of parameters of the model is only modified within 4%,
without improving notably the quality of the models.

For 13CO and isotopes of CS, we use the same rates as
for 12CO , but corrected by a scaling factor depending on the
reduced mass of the system:[R]collx=H2 = [R]collCO=H2 r �x�CO (7)

where�x is the reduced mass of the system x-H2 . This method
is justified for CS because this molecule has the same external
electronic configuration as CO and is consequently likely to
have the same interaction with H2 .

3.2. Modeling strategy

3.2.1. Fixed parameters

– We have checked that the values ofr� andrin have very
little effects on the molecular lines, as long asr� � rin �rout. We have adoptedr� = 1013cm andrin = 0.5�1015cm.

– The index of the kinetic temperature power law is fixed to� = �0:7. This value is fully consistent with more elabo-
rated radiative transfer codes which also compute the ther-
mal equilibrium(see for example the model of U Hya given
in Schöier et al. 2000).

– As m ention above, we assume that_M andvexp are con-
stants, which results in a density power law inr�2 accord-
ing to equation 4.

– x(12CO) is assigned to his photospheric value, as given by
Olofson et al (1993): respectively 6.6�10�4, 6.9�10�4 and
5.2�10�4 for Y CVn , RY Dra and T Lyr . This value is of
crucial importance for the derivation of the star mass loss
rate but of relatively weak influence on the12C / 13C ratio.
When multiplying or dividing the12CO abundance by 100,
the 12C / 13C ratio obtained after fitting the lines changes
only by 30%.

– We consider that the photodissociation effect responsible
for the value of rout for each molecule leads to negligi-
ble differences for two isotopes of the same molecule. This
assumption is suggested by our molecular source size es-
timates, which do not show any systematic difference be-
tween12C and13C bearing molecules. In contrast, as the
molecular envelope is likely to be limited by photodisso-
ciation and not by gas expansion, we expect very different
outer radius for CO and CS (hereafter rCO and rCS).

– The distances used for the three sources are based on Hyp-
parcos parallax measurements (Perryman et al., 1997).

3.2.2. Fitting algorithm

For Y CVn and RY Dra, the 10 remaining parameters to be fit-
ted on the 12 observed lines are thus: the star systemic velocityvlsr , the envelope constant expansion velocityvexp and con-
stant turbulent velocityvtur, the molecular outer radiirCO andrCS , the kinetic temperature at the envelope inner radiusTin,
the constant mass loss rate_M , the abundances relatively to H2
, x(13CO ),x(12CS ) andx(13CS ). For T Lyr there are no CS
data ; there are thus 6 observed lines and 7 parameters to fit.

The following procedure has been used to fit the observed
lines :

– First, the values of the three velocitiesvexp, vlsr andvtur
are iteratively adjusted on the highest signal to noise spec-
tra, from initial values given by the line fits, i.e. the values
reported in Table 2 and the constraintvexp+vtur = 0.5�v,
where�v is the average of widths at zero level of the ob-
served lines. It expresses that the turbulent velocity results
in an increase of the linewidths (it also results in a slight
asymetry of the line profiles as discussed below).

– Then, we fix an arbitrary inner kinetic temperature (typi-
cally between 1000 to 4000 K) and adjust the values for_M
andrCO to reproduce at least two of the three12CO lines.
If the third line is not well fitted, we change the temperature
and iterate.

– When _M , T kin andrCO are determined from the best fit to
the three12CO lines, we adjustx(13CO ) to fit the three13CO lines.

– The same kinetic temperature and mass loss rate are as-
sumed to compute CS emission.x(12CS ) andrCS are de-
rived from the three12CS lines.

– Finally, the13CS lines provide thex(13CS ) relative abun-
dance.

We use the reduced�2 factor, which is computed for each line,
as a criterion for the quality of a line fit, but we do not affect
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the same weighting to all the fits, depending on the quality of
the observed line, as discussed below.

3.3. Results

The computed emission lines are shown in figures 1, 2 and 3
(dotted lines) and the corresponding characteristics of the en-
velopes are presented in table 4.

3.3.1. Global behaviour

Globally, the observed lines are well modelled.
For Y CVn , the CO computed lines show a double peak

profile slightly assymetric which is also detected in the ob-
served spectra (see for example CO(2-1) lines). For CO, only
one line doesn’t match its observationnal counterpart: the13CO
(1-0) one. For CS, taking into account the noise of the13CS
(2-1), the discrepancy (factor 2) beetwen the modelled lineand
the observed one for this transition is not so important. Con-
sistently with the fact that the CS(5-4) lines give a higher ratio
than the other transitions in table 5, the modelled13CS (5-4)
line is too low compared to the observed one.

In the case of RY Dra , a symetric double peak profile is
also clearly reproduced by the modeling for CO. Differences
beetwen modeling and observations are always within the error
bars except for12CO (3-2). Indeed, the ratio of the central in-
tensities of the modelled CO(3-2) lines results in a lower12CO
/13CO value than for the other transitions. On the contrary, the
value reported in table 5 from the observed lines is higher for
the 3-2 transition than for the others. The same behaviour is
noticable for CS(5-4). It could be argued then that this effect
could be related to calibration uncertainty beetwen IRAM 30m
and JCMT telescopes.

For T Lyr , two lines are badly reproduced by the modeling:12CO (3-2) and13CO (1-0). The latter is not very significant
because the line is very noisy. For12CO (3-2), we note in table
5 that the abundance ratio deduced from the observed CO(3-2)
lines is higher than the same quantity derived with the observed
CO(2-1) lines. Like for RY Dra , the modeling gives exactly
the opposite result: according to the modelled lines, the ratio
derived from the CO(3-2) lines should be smaller than the ratio
derived from the CO(2-1) ones.

3.3.2. Velocities

The values derived from the modeling for the expansion veloci-
ties are in general good aggrement with the ones resulting from
the fits.

However, we can note that the� mentionned in table 2 for
the velocities under-estimate the uncertainties, as already men-
tionned in section 2.3. Indeed, for one of the best defined lines,12CO (2-1) in Y CVn , the difference beetwen the fitted and
the modeledvexp is about5� ! We can observe in the spectra
that, because of the finite resolution (1.1 km s�1) and noise, it

is always difficult to determine more precisely the locationof
a line edge than in an interval of 2 channels, i.e. 2.2 km s�1.
Thus, with a more realistic uncertainty of�vexp � 4 km s�1,
the modelled and fitted velocities match very well.

3.3.3. Mass loss rates and source sizes

The uncertainties on the mass loss rate and the abundance ratio
have been estimated by changing the intensities of12CO by�(I) = �20%, which corresponds to the typical observation-
nal uncertainty on these values. To obtain a good fit, we have
to change the parameters by the following percentages:�( _M ) = (+33%;�27%) and� hx(12CO)x(13CO)i = (+29%;�20%)
We can note that:
(1) � hx(12CO)x(13CO)i are of the same order as those deduced from

the integrated intensity ratios (see Table 5).
(2) �( _M) is slightly larger than�20%, as would naively be
expected from equations 2 and 3.
This last remark can be understood as follows: first, the rela-
tion betweenTmb andx is not linear as can be seen in equation
2: Tmb / x1:18. Moreover, equation 2 takes into account the
factorF (rCO), which depends onx and _M through equation
3, and consequently is an other source of non linearity.

Compared with the mass loss rates of table 3, derived from
the observed lines with equation 2, the modelled mass loss are
lower by a systematic factor betzeen 2 to a factor 3. This dis-
crepancy can easily be explained by the fact that equation 2,
originally established by Knapp & Morris (1985) for a 7m an-
tenna has been scaled by a factor(30=7)2 to apply to the CO(1-
0) spectra observed with the IRAM 30m telescope. This scaling
factor which implicitely assumes that the molecular sourceis
unresolved in the telescope beam, results in an overestimate of
the mass loss rate given by equation 2 if the source is partially
resolved as here. Moreover, L93 reported that equation 2 is re-
liable for 10�6 < _M < 10�5M�yr�1. Outside this domain,
the computed values have to be considered as upper limits.

The agreement between the CO source sizes derived from
the line modeling and the CO photodissociation radii is strik-
ing. This good agreement strengthen also our assumption con-
cerning the identity of the12CO and13CO molecular source
sizes. Indeed, we have determined the photodissociation radii
of 12CO and13CO with figure 7a of M88, considering that
the photodissociation radius is achieved when the molecular
abundance has dropped to 5% of its value in the inner part of
the enveloppe. We have found a relative difference between the
two values lower than 10%. That is negligeable compared to
the other sources of uncertainties described above.

Our modeling also concludes that the CS sources are unre-
solved with the 30m telescope beam, which is fully consistent
with our observations.
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Table 4: Parameters of the radiative transfer modeling fromcolumn 4 to 10. Column 11:rCO based on equation 3(M88); the range of values
arises from the uncertainties on_M andx reported in section 3.3.3.

Star d P vexp vlsr vtur T kin _M Molecule rout x(12C ) x(13C ) �x
(pc) (days) ( km s�1) (K) (10�7 M� yr�1) (1015 cm) (”)

T Lyr 633 12.9 7.0 0.5 3000 2.9 CO 52 5.2 10�4 2.0 10�4 5.5
RY Dra 488 200 9.3 -5.4 1.0 3000 2.9 CO 67.5 6.9 10�4 2.7 10�4 9.2

CS 10 1.3 10�5 4.1 10�6 1.4
Y CVn 218 157 7.2 20.5 1.5 1300 1.0 CO 48 6.6 10�4 2.8 10�4 14.7

CS 5 1.3 10�5 4.0 10�6 1.5

4. Derivation of 12C/13C

Derivation of the elemental isotopic ratio12C / 13C in the mate-
rial expelled by the star from the radio molecular lines emitted
by the circumstellar gas requires to main stages :

– to analyze the lines intensities in terms of molecular abun-
dances

– to examine how faithfully the molecular gas12C / 13C ratios
reflect the elemental12C / 13C .

To derive the molecular abundances we have used two meth-
ods : (i) a very straightforward calculation which simply relies
on the lines intensity ratios but assumes several strong condi-
tions and (ii) a radiative transfer modeling of the observedlines.
Comparison of the molecular isotopic ratios provided by both
methods will allow to conclude on the reliability of the simple
method.

Several effects may prevent the molecular isotopic ratios to
be identical to the elemental isotopic ratios : chemical fraction-
ation, selective photodissociation, selective condensation onto
grains. They will be discussed with the help of the comparison
of the12C / 13C ratios for CO and CS molecules.

4.1. Radiative transfer effects

For each modelled line, excitation temperature and opticaldepth
have been computed by the radiative transfer code. An exam-
ple is given in figure 6. The averaged optical depths have been
computed over the lines, including beam effect, and are re-
ported in table 6.

4.1.1. Temperatures and population inversion

All the modelled lines show an inversion population [such as
observed at r�1.4�1015cm for12CS (3-2) in Y CVn , see 6]. It
can be understood has a consequence of the competition be-
tween the collisionnal and radiative processes. For the first,
all the rates are equal within a factor� 3 whereas, for the
second, the rates depend on�3. Thus, an inversion popula-
tion occurs when a level is slowly depopulated by collisions
and rapidly populated by radiative spontaneous emission from
higher levels. When compared with the excitation temperature,
we can say that the inversion population region corresponds

effectively to the region where the collision rates dominate be-
causeT k � Tex (see Rohlfs & Wilson, 1996).

The comparison of ourT kin with the two models detailed
in Schöier et al (2000) shows that we find values 3 to 6 times
larger than their authors. Is it a characteristic feature ofJ-type
stars ? Otherwise, the three main physical improvements of the
Schöier models which could be imply are the computation of
the thermal equilibrium, the description of the molecular rela-
tive abundances with an exponential law and the approximation
of the diffusion by the dust. Finaly, let us also mention thatif
the lines show a double pic, the temperature is critical param-
eter to reproduce it. On the contrary, if their is no double pic
to be reproduced, this parameter doesn’t constraint very much
the fit. For example, for T Lyr , usingT kin = 900K instead ofT kin = 3500K only changes the quantitiesrCO, _M andx(13CO) of 20%, 15% and 5% respectively.

4.1.2. Optical depths and isotopic ratios

As mentionned previously, the good agreement between the
central line intensity ratios and the integrated intensityratios
suggests that these lines are not strongly affected by opacity
effects.

This conclusion is consistent with the CO line opacities
derived from the radiative transfer calculation, which appear
weak for each transition of12CO and13CO in the low mass
loss rate enveloppes of these J type stars.

The agrement between the CO isotopic abundances ratios
derived from the transfer modeling and simply deduced from
the lines intensity ratios is remarkable. In contrast to thehigher
mass loss rate enveloppes where strong opacity effects on CO
lines require careful modeling or observations of less abundant
molecules to derive12C=13C, it appears that this ratio may be
derived very easily from the CO line intensity ratios in low
mass loss rate enveloppes such as J type stars envelopes studied
here.

For CS, the optical depths derived from the line transfer
modeling appear somewhat higher, in particular for RY Dra .
Such a conclusion is also suggested by the slight discrepancy
observed between the central and the integrated intensity ra-
tios (see Table 5). However, these line opacities effects remain
weak and a comparison of the abundance ratios derived from
line modeling and line intensity ratios allows to conclude that
in these low mass loss rate enveloppes the12CS /13CS abun-
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Table 5: Molecular isotopic ratios
Star Molecule Line Molecular isotopic ratios12C / 13C

Line fitting Line modeling
intensity ratios area ratios abundance ratios

WZ Cas CO 2� 1 2:2 (+0:5;�0:4) 1:8 (+0:4;�0:4)
T Lyr CO 1� 0 2:2 (+0:5;�0:4) 2:4 (+0:6;�0:5)2� 1 2:6 (+0:7;�0:5) 2:4 (+0:5;�0:4)3� 2 3:4 (+0:9;�0:7) 3:1 (+0:7;�0:6)

average 2:5 (+0:4;�0:3) 2:6 (+0:3;�0:3) 2.6

RY Dra CO 1� 0 2:6 (+0:6;�0:5) 2:5 (+0:6;�0:4)2� 1 2:5 (+0:6;�0:5) 2:0 (+0:5;�0:4)3� 2 4:2 (+1:1;�0:9) 3:9 (+0:9;�0:7)
average 2:8 (+0:4;�0:3) 2:5 (+0:4;�0:3) 2.5

CS 2� 1 4:3 (+1:1;�0:9) 3:7 (+0:9;�0:7)3� 2 4:6 (+1:2;�1:0) 4:6 (+1:1;�0:9)5� 4 3:6 (+1:0;�0:7) 3:2 (+0:7;�0:6)
average 4:1 (+0:6;�0:5) 3:6 (+0:5;�0:4) 3.2

Y CVn CO 1� 0 2:2 (+0:5;�0:4) 1:9 (+0:4;�0:3)2� 1 2:5 (+0:6;�0:5) 2:2 (+0:5;�0:4)3� 2 2:4 (+0:6;�0:5) 2:4 (+0:5;�0:4)
average 2:3 (+0:3;�0:3) 2:1 (+0:3;�0:2) 2.4

CS 2� 1 5:5 (+1:5;�1:2) 4:7 (+1:2;�0:9)3� 2 3:4 (+0:9;�0:7) 3:4 (+0:8;�0:6)5� 4 2:9 (+0:8;�0:6) 3:2 (+0:7;�0:6)
average 3:4 (+0:6;�0:4) 3:5 (+0:5;�0:4) 3.3

Table 6: Optical depth of the modelled lines.
Y CVn RY Dra T Lyr�J 1-0 2-1 3-2 1-0 2-1 3-2 1-0 2-1 3-212CO 0.05 0.17 0.15 0.04 0.20 0.17 0.03 0.15 0.2413CO 0.01 0.07 0.06 0.01 0.08 0.06 0.02 0.05 0.09�J 2-1 3-2 5-4 2-1 3-2 5-412CS 0.21 0.66 1.30 0.48 1.25 2.2113CS 0.08 0.33 0.41 0.11 0.37 0.36

dance ratio can reliably be derived from the central line inten-
sity ratio and that the use of line transfer modeling is not nec-
essary.

4.2. Molecular effects

It can be seen in Table 5 that abundance ratios derived from
CO or CS are compatible but just within the error bars for RY
Dra and Y CVn . If confirmed by further measurements, this
small difference should be explained, which requires a care-
ful analysis of selective photodissociation effects and chemical
fractionation in CS.

M88 have computed the abondances of12CO and13CO
in a circumstellar enveloppe, taking into account selective pho-
todissociation and chemical fractionnation. It appears that the
first effect roughly cancels the second one, so that12CO /13CO
is almost constant in the enveloppe and faithfully reflects the

12C=13C ratio. Their work also shows that this cancellation
depends on the mass loss rates. In enveloppes with the lowest
mass loss rate, some little deviations (about 10%) of the ratio
can occur in the inner parts of the enveloppe. However, such
low deviations are lower than the uncertainties given for the
modelled ratios.

The same studies for CS doesn’t exist. It would be interes-
sant to know

– if chemical fractionnation is significant for CS. Indeed, this
reaction involves the ion12C+ in the following equation:12CS +13 C+  !13 CS +12 C+ (8)

As CO is the most abundant molecule, all the required12C+
for CS fractionnation could be used in CO fractionnation so
that CS fractionnation could be negligible.

– if chemical fractionnation occurs, does it cancel the selec-
tive photodissociation effect as for CO ?

Anyhow as the molecular isotopic ratios derived from CO
and CS only slightly differ, both species are likely to provide
reliable estimates of the12C=13C elemental ratio.

5. Discussion

5.1. Comparison with previous measurements

The table 7 presents different values of12C /13C ratios and_M derived from radio or optical observations by various au-
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thors. Our12C /13C ratios appear compatible with and sig-
nificantly more accurate than the ratios derived by Jura et al.
(1988),herafter J88, from the observation of a single CO tran-
sition in each envelope. The generaly lower values derived by
J88, using the same wavelengths, is partly explained because
their sources was unresolved. Consequently, they have applied
a correction factor in��4 whereas we have used��1. Their ra-
tio scaled with��1 are reported in parenthesis. Basically, these
corrected values and ours are compatible, taking into account
the error bar which were probably larger in 1988.

In addition, for each star, our values lie between those of
Lambert et al., hereafter L86, and Ohnaka et al., herafter O99.
Taking into account the error bars, the values derived by these
two authors excluded each other but our ratios are close to the
results of O99 and less compatible with the values derived by
L86. This is a critical result because the values derived by L86
allow for an interpretation in term of equilibrium ratio of the
CNO cycle, whereas the values derived by O99 and us are too
low for this explanation.

Mass loss rates derived from very different data (rotationnal
transitions of CO and CS, vibrationnal transitions of CO, CN
andC2) and analysis (radiative transfer, fit of chemical models,
simple analytical models, atmosphere models) are reportedin
Table 7 and have been corrected by a factor ind2 in order to
be compared. We find mass loss rate showing a quite low dis-
persion (factor 2.9) but from 3 to 6 times larger than those of
O93.

Finally, it may be mentionned that our CS modeling is in-
compatible with the low photospheric abundances given in L86:
we require abundances from more than 3 times to almost 30
times larger. O93 reaches an even drastic conclusion, assum-
ing CS abundances 100 times larger than L86. It has been con-
firmed recently by Larsen et al. (1999, private communication).

5.2. Constraints on stellar evolution models

Until now, three interpretations have been used in order to ex-
plain the low12C /13C observed in the J type stars:

(1) These stars are intermediate mass stars and should de-
velopp Hot Bottom Burning (HBB). In this case, low values for12C /13C are explained by CNO cycle equilibrium.

The problem is that HBB prevents the stars from becoming
carbon rich, by transforming Carbon into Nitrogen. This case
is consequently inconsistent with a photospheric ratio C/O>1
like these of J type stars, except if we assume that an oxygen-
rich star enveloppe could exist together with a carbon-richstar
photosphere (O99 have made such an assumption for the sili-
cate J-type stars they analysed) and in this case, a theoretical
explanation as to be found (chemical modeling, dust aggrega-
tion : : : ).

To get a C/O ratio upper than 1, we can supposed that HBB
has stopped because the end of the AGB has been reached.
However, according to computations by Forestini et al. (1997),
such stars would only reach12C /13C �10 and _M tends to a

few 10�4M�yr�1, i.e. significativly higher than the values de-
rived here. HBB could also be temporarly “switched off” dur-
ing a third dredge-up phase but, in this case, even if we tempo-
rarly get a higher C/O, the ratio12C /13C increases because of
the12C dredged in the enveloppe.

(2) If the mass of the stars is less than 5M�, HBB can not
occur and extra mixing scenarii like cool bottom processing
(CBP) suggested by Boothroyd et al. (1995), might account for
the equilibrium value of12C /13C . Wasserburg et al. have
shown that it is possible with double streamed deep circulation
currents to obtain low carbon isotopic ratio ,� 4, at the AGB
phase together with C/O>1. These processes require a deeper
third dredge-up than those generally modelled in stellar evolu-
tion. Thus, theoretically, the (numerical and physical) way to
obtain deeper third dredge-up must be improved and, observa-
tionally, it would be useful to obtain nitrogen abundances for
these stars because CBP transform large amount of13C lo-
cated in the enveloppe in14N .

(3) J type stars could be binary stars composed of a dwarf
and a RGB star (Wood, private communication). The C/O en-
richment and the low12C /13C would be due to the abondance
pollution by the previous AGB phase of the dwarf, and the low
mass loss rate would be consistent with the RGB status of the
compagnion.

As it can be see, it’s quite difficult to concile the values of12C /13C , _M and C/O for J type stars. Table 8 sum up the ba-
sic facts for low mass and intermediate mass AGB, compared
to RGB stars. The use of this table will help us to clarify an
other interpretation for these objects. In J type stars, C/Oand
the mass loss rate are comptatible with low masses whereas12C
/13C < 10 is compatible with intermediate masses. Various ev-
idences now exists of turbulent mixing at the RGB Bump (see
ref). So, instead of testing the influence of slow mixing pro-
cesses at AGB phase, from ”standard” RGB models, an other
way to proceed should be to compute consistenly RGB and
AGB models with the same appropriate physics. Consequently,
J type stars could be quanlitatively explained as low mass stars
if the initial models of AGB stars would exhibit low12C /13C
(instead of 20/25 in the standard models) due to slow mixing
processes acting on the star along the RGB. Such computations
have to be performed to be able to make a choice between what
we can call ”non standard coupled RGB-AGB evolution” and
one of the three scenarii presented above in the context of ”non
standard AGB evolution” (non standard is defined by the use of
mixing processes).

6. conclusion

The analysis of CO rotationnal lines in low mass loss rate en-
veloppes show that:

– the lines are opticaly thin and consequently, the abundance
ratios can be reliably derived from line intensity ratios.
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Table 7: Comparisons of our results with previous mesurements. References: D00 referes to this work, O99 is Ohnaka et al.(1999), L86,
Lambert et al. (1986), J88, Jura et al. (1988), O93, Olofssonet al. (1993) and C87, Claussen et al. (1987). The mass loss rates reported in the
table are corrected with a factor(dD00=dauthor)2.(*) For WZ Cas , the value given in the column D00 is the intensity ratio 12CO (2-1)/13CO
(2-1). 12C /13C ratios _M (10�7M�yr�1)

Stars D0 O99 L86 J88 D00 O93 C87
Radio CO,CS Optical CN Optical CN,CO,C2 Radio CO Radio CO,CS Radio CO 60�m

T Lyr 2.6� 0.3 3.2�0.5 1.4(1.6) 2.9 1.1 1.7
RY Dra 2.5� 0.4 2.0� 0.5 3.6�0.5 1.9(2.2) 2.9 0.5 1.4
Y CVn 2.1� 0.3 1.9� 0.2 3.5�0.4 1.4(1.6) 1.0 0.3 1.9
WZ Cas 2.2� 0.5(*) 4.0 4.5�0.5 0.6

Table 8: Main characteristics of RGB and AGB stars
Low mass Intermediate mass

RGB Occurence of first DUP
turbulent mixing very efficient no turbulent mixing
(observationnal clues at the BUMP)(�evol << �mix)

AGB Third DUP (more efficient with low masses)
low luminosity and mass loss high luminosity and mass loss
no HBB HBB

slow mixing processes (more efficient with low masses):
semiconvection, overshootig or turbulent transport rotationaly induced

– the photodissociation radius derived from equations 2 and
3 corresponds to the CO source size

– the mass loss rate derived from equation 2 is slightly over-
estimated if the source is resolved.

Thus radiative transfer calculations in low mass loss rate en-
veloppes are not necessary, even for CS, where central line in-
tensity ratios provide reliable abundance ratios.

Concerning12C /13C in J-type stars:

– low values are confirmed, between these of O99 and L86.
– the values derived are around the equilibrium values for the

CNO cycle.
– such a low abundance ratio is very difficult to concil with

the low mass loss rates in stellar evolution models for single
stars. These two low values could be qualitatively explained
by the evotution scenario of a binary star.

– in order to clarify the status of J-type stars, we propose a
new way of considering the AGB modelling as to be use in
which the AGB evolution is computed consistently with the
RGB one, using the same physics of mixing.
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Fig. 1: Molecular spectra observed towards Y CVn. The sourcecoor-
dinates are�(1950) = 12h42m47:0s, �(1950) = 45� 4204800. The
histograms represent observed spectra, the dashed lines model profiles
and the dotted lines radiative transfer calculation results. On the ob-
served spectra the velocity resolution has been smoothed to1.1 km
s�1.

Fig. 2: Molecular spectra observed towards RY Dra. The source coor-
dinates are�(1950) = 12h54m28:1s, �(1950) = 66� 1505200. The
histograms represent observed spectra, the dashed lines model profiles
and the dotted lines radiative transfer calculation results. On the ob-
served spectra the velocity resolution has been smoothed to1.1 km
s�1.
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Fig. 3: Molecular spectra observed towards T Lyr. The sourcecoordi-
nates are�(1950) = 18h30m36:2s, �(1950) = 36� 57039.000. The
histograms represent observed spectra, the dashed lines model profiles
and the dotted lines radiative transfer calculation results. On the ob-
served spectra the velocity resolution has been smoothed to1.1 km
s�1 except for the12CO and13CO lines, observed with 1 MHz
filterbank, where the resolution is 1.3 and 1.4 km s�1 respectively.

Fig. 4: Molecular spectra observed towards WZ Cas. The source coor-
dinates are�(1950) = 23h58m41:9s, �(1950) = 60� 04037.400. The
histograms represent observed spectra, the dashed lines model profiles
and the dotted lines radiative transfer calculation results. The velocity
resolution is 1.3 km s�1 for the12CO line and 1.4 km s�1 for the13CO line, both observed with 1 MHz filterbank.
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Fig. 5: From elemental isotopic abundances to molecular line intensi-
ties.

Fig. 6: Excitation temperature (top, dashed line), excitition tempera-
ture (top, solid line)and optical depth (bottom) computed for 12CS
(3-2) in Y CVn .





Chapitre 3Une longue attente !Sommaire3.1 Un petit d�etour par les �etoiles pr�e-s�equence principale . . . . . 2413.2 Trac�es complets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2573.3 Flash de l'H�elium . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 262Le chemin des �etoiles de l'AGB est long et sem�e d"'embûches" ou de \tr�esors" selonles points de vue! Nous aurions pu r�ealiser les test voulus sur le troisi�eme dredge-up (voirla section I{1.3.2) en reprenant d'anciens mod�eles et les poursuivre avec le nouveau code.Cependant, nous avons repris les calculs �a partir de la phase PMS car nous y avons vuplusieurs avantages:{ tout d'abord, tester la validit�e des changements r�ealis�es dans le code d'�evolution stel-laire. En e�et, lorsqu'une �etoile �evolue de la phase PMS �a celle de l'AGB, ses di��e-rentes couches traversent une telle diversit�e de conditions physiques, repr�esent�ees parles triplets (�; T; fYig), que l'on peut consid�erer que la physique du code est ainsi assezcompl�etement test�ee. De plus, nous disposons aussi d'anciens trac�es pour quanti�er lese�ets des changements op�er�es.{ �elargir le domaine de mod�elisation en masse du code et �evaluer a posteriori la pertinencedes choix physiques e�ectu�es. En e�et, grâce aux changements d'�equation d'�etat enparticulier, le code peut calculer les trac�es PMS d'�etoiles de tr�es faible masse,M� < 0:2M� , alors que c'�etait impossible avant. De plus, si l'on prend en compte l'optimisationr�ealis�ee en temps de calcul, cela rend r�ealiste le calcul du ash de l'H�elium pour les�etoiles qui le subissent (M� < 2:5 M� ). Des comparaisons avec les mod�eles d'autres�equipes sont essentielles pour estimer la qualit�e de la physique utilis�ee.{ obtenir des mod�eles �ables pour faire les tests de profondeur du troisi�eme dredge-up,sur base de mod�eles d'�etoile de l'AGB issus de calculs �evolutifs dont la physique estcoh�erente depuis le d�ebut le d�ebut de la phase PMS.Ce chapitre est donc destin�e �a exploiter les calculs des phases ant�erieures �a la phase AGBr�ealis�es avec la nouvelle version du code d'�evolution stellaire.3.1 Un petit d�etour par les �etoiles pr�e-s�equence principaleNous avons donc tout d'abord r�ealis�e plusieurs grilles d'�etoiles pr�e-s�equence principale .En e�et, pour la premi�ere fois le code de Grenoble peut calculer des mod�eles d'�etoiles �ables241



242 3.1 Un petit d�etour par les �etoiles pr�e-s�equence principalejusqu'�a 0:1 M� . Ces grilles ont donn�e lieu �a une publication accept�e pour publication dansAstronomy & Astrophysics qui fait l'objet de la section III{3.1.3. Nous y montrons que lesnouveaux trac�es obtenus sont comp�etitifs avec ceux donn�es par les meilleurs �equations d'�etatutilis�ees en ce moment et avec les codes les plus modernes ou sp�ecialis�es dans ces domainesde masse. A la section III{3.1.1, nous montrerons pourquoi les mod�eles PMS permettent sie�cacement de tester une �equation d'�etat . Un petit r�esum�e des points clefs de l'article seradonn�e ensuite �a la section III{3.1.2.3.1.1 Les �etoiles pr�e-s�equence principale , tests pour l'�equation d'�etatEn e�et, les �etoiles pr�e-s�equence principale sont un tr�es bon test �a passer apr�es les modi-�cations op�er�ees sur le code. En particulier, l'�equation d'�etat y est importante pour plusieursraisons...Pr�edominance de l'�equation d'�etatTout d'abord, c'est l'�equation d'�etat qui domine la structure et l'�evolution de ce typed'�etoiles. En e�et, ces objets sont compl�etement convectifs. C'est donc le gradient adiabatique,quantit�e purement thermodynamique, qui contrôle en premi�ere approximation le transportde la chaleur (voir l'�equation II{1.13 et l'annexe B) et donc la structure en temp�erature del'�etoile.De plus, ces �etoiles sont en contraction et sans brûlage nucl�eaire permanent. C'est doncle terme source de l'�equation d'�etat, �grav (voir �equation II{1.10 �a II{1.12), qui permet �a laluminosit�e de l'�etoile d'�evoluer.L'impact de l'�equation d'�etat sur ces deux quantit�es va donc pouvoir se quanti�er direc-tement dans le diagramme Hertzsprung-Russell, par comparaison avec les anciens trac�es etceux de la litt�erature. Ce point sera discut�e dans l'article pr�esent�e �a la section III{3.1.3 (voiraussi le r�esum�e �a la section III{3.1.2).Correction non-id�ealesUn exemple des conditions thermodynamiques �a l'int�erieur des �etoiles de faibles massesest donn�e la �gure III{3.1 pour une �etoile de 0.2 M� �a m�etallicit�e Z = 0:02.Le graphe a �et�e trac�e en fonction des couches pour permettre sur une seule �gure d'ap-pr�ecier toutes les valeurs prises par � et T . La profondeur optique a �et�e rajout�ee pour pouvoirsituer la surface de l'�etoile. Notons que la profondeur optique est limit�ee �a 102, valeur �a partirde laquelle on ne s'int�eresse plus �a cette quantit�e physique car le milieu est optiquement �epais.Le trait vertical �epais d�elimite sur sa droite une zone dans laquelle T < 104K et � < 103. Detelles conditions impliquent des e�ets coulombiens tr�es importants (voir la �gure II{2.2). Enr�egle g�en�erale, les e�ets non-id�eaux de l'�equation d'�etat sont surtout test�es par les �etoiles defaible masse, comme le montre la �gure III{3.2. Le pro�l de la quantit�e �c def= P�PcorP , ana-logue de � pour la pression de radiation, a �et�e trac�ee pour plusieurs masses. �c ! 1 indiquePcor ! 0, les corrections non-id�eales sont n�egligeables. Un �ecart �a cette valeur quanti�e lafraction de pression support�ee par les corrections.Pour pouvoir comparer l'importance des corrections non-id�eales dans di��erentes masses,nous avons choisi comme r�ef�erence le moment juste apr�es le brûlage du 9Be o�u la fraction
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Fig. 3.1 { Conditions thermodynamiques dans une �etoile pr�e-s�equence principale de 0.2masses solaires pour t= 2:46 � 109yr, Reff = 0:21 R� , L = 5:97 � 10�3 L� .

Fig. 3.2 { Corrections non-id�eales pour des �etoiles PMS de 0.1, 0.4, 0.7 et 1.0 M� , justeapr�es le brûlage du B�eryllium 9 (les âges correspondants sont donn�es dans le texte).de masse de cet �el�ement atteint la valeur 10�36. Cela correspond respectivement pour lesdi��erentes masses trac�ees (0.1, 0.2, 0.4, 0.7 et 1.0 M� ) aux âges suivants: 1.65109 yr,8.73107 yr, 7.81107 yr, 5.49107 yr et 2.10107 yr.



244 3.1 Un petit d�etour par les �etoiles pr�e-s�equence principaleIonisationEn�n, compte-tenu des faibles temp�eratures de surface pour les �etoiles pr�e-s�equence prin-cipale de faible masse, la mol�ecule de di-Hydrog�ene devient majoritaire et son inuence sefait sentir sur la structure par un changement de poids mol�eculaire moyen (en vertu de II{2.2et II{2.295). La formation de cette mol�ecule, et plus g�en�eralement l'ionisation des esp�ecespuisque toutes sont reli�ees (voir la section II{2.6.1), constituera donc un test suppl�ementaire.La �gure III{3.3 montre la variation d'abondances de H;H+; H� et H2 (respectivementen rouge, bleu, jaune et violet) dans des �etoiles de 0:1; 0:2; 0:4; 0:7 et 1:0 M� . On retrouvebien, comme on s'y attend une mont�ee des abondances de H2 et H� quand la masse d�ecrô�t,due �a la temp�erature d�ecroissante et �a la plus forte d�eg�en�erescence.

Fig. 3.3 { Variation des pro�ls d'ionisation de l'Hydrog�ene pour des �etoiles PMS de 0.1, 0.2,0.4, 0.7 et 1.0 M� (respectivement en trait plein, tiret, pointill�e, tiret-point et longs tirets)juste apr�es le brûlage du B�eryllium 9 (les âges correspondants sont donn�es dans le texte).La �gure III{3.4 montre, dans une �etoile de 7 M� , les pro�ls du gradient adiabatique,du gradient radiatif et de l'opacit�e �a deux moment s�epar�es par �t � 5105 ans.On constate trois pics d'opacit�e se r�epercutant sur le gradient radiatif (voir l'�equationII{1.19) et se situant �a proximit�e de zones o�u le gradient adiabatique a un minimum local, sibien que de petites zones convectives peuvent se former. Ces pics d'opacit�es s'expliquent parles variations de �, T et des abondances des ions.Les �gures III{3.5,III{3.6 et III{3.7 montrent respectivement les pro�ls d'abondance de �et T , H,He, et de Ne au moment correspondant �a la �gure de gauche de III{3.4. Les variationsde � et T n'ont clairement pas de corr�elations avec celles de l'opacit�e. Par contre, on constate
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Fig. 3.4 { Zones d'ionisation partielle dans une �etoile �etoile pr�e-s�equence principale de 7 M��a t � 2:27 � 105yr; L = 1357 L� , Reff = 11:35 R�
Fig. 3.5 { Pro�ls de � et T dans une �etoile �etoile pr�e-s�equence principale de 7 M� �a t �2:27 � 105yr; L = 1357 L� , Reff = 11:35 R� .que chacun des pics d'opacit�es et donc chacune des trois zones convectives form�ees correspondexactement �a l'emplacement de transitions d'ionisation de l'Hydrog�ene et de l'H�elium: H/H+�a la couche 750 environ, He/He+ �a la couche 635 environ et He+=He++ �a la couche 590 en-viron. Par contre le pic pr�esent �a la couche 500 ne peut visiblement pas être expliqu�e par unetransition d'ionisation de H ou He. Apr�es inspection de toutes les transitions d'ionisation de
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Fig. 3.6 { Abondance des ions de l'Hydrog�ene (en bleu), de l'H�elium (en vert) dans une �etoile�etoile pr�e-s�equence principale de 7 M� �a t � 2:27 � 105yr; L = 1357 L� , Reff = 11:35 R� .C,N,O et Ne, la seule qui soit localis�ee �a la couche 500 pour expliquer le pic d'opacit�e et derrad est la transition Ne7+=Ne8+.3.1.2 R�esum�e des principaux r�esultatsAjustement solaireAvec la physique du nouveau code, un nouvel ajustement solaire a �et�e e�ectu�e, de tellemani�ere �a reproduire le rayon, la luminosit�e et la temp�erature e�ective solaire actuelle le pluspr�ecis�ement possible. Les param�etres ajustables pour cela sont �, le param�etre qui exprimela longueur de m�elange de la MLT, �, en unit�e de hauteur caract�eristique de pression, et Y ,l'abondances d'H�elium. Nous avons obtenu pour le couple (L;R) une pr�ecision meilleure que0.1% pour le jeu de param�etre (� = 1:605; Y = 0:279) avec une abondance d'�el�ements lourds�x�ee �a Z=0.0249, compatible avec les observations. Les valeurs obtenues pour cet ajuste-ment sont tout-�a-fait comparables �a celles obtenues par les autres codes d'�evolution stellairemodernes (voir Brun et al. (1998) par exemple). \Notre" Soleil, calcul�e de fa�con standard,c'est-�a-dire sans aucun processus de di�usion, a les caract�eristiques internes suivantes:{ au centre: Tc = 1:552107K; �c = 145:7gcm�3 ; Yc = 0:6187; �c = �1:527.{ �a la base de l'enveloppe convective: Mbase = 0:981999 M� , Rbase = 0:73322 R� ,Tbase = 1:999106K; �base = 1:396110�2gcm�3 .
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Fig. 3.7 { Abondance du N�eon dans une �etoile �etoile pr�e-s�equence principale de 7 M� �at � 2:27 � 105yr; L = 1357 L� , Reff = 11:35 R� .Ces nombres sont tr�es proches de tous les mod�eles standards publi�es r�ecemment (Brun et al.(1998), Morel et al. (1999), Bahcall & Pinsonneault (1996)) et donne la position observ�ee dela zone convective avec moins de 3% d'erreur. Ces caract�eristiques auraient pu être encoreplus proche des valeurs observ�ees en incluant les processus de di�usion microscopique et/outurbulente, impl�ement�es durant ma th�ese et maintenant disponible dans notre code.Energie gravothermaleLa phase �etoile pr�e-s�equence principale est un test particuli�erement e�cace pour l'�ecri-ture de l'�energie gravothermale, �grav . En e�et, lorsque l'�etoile poss�ede une source d'�energiecentrale, ce terme est n�egligeable devant �nuc . Or, �a la phase PMS, l'�etoile n'a pas encore desource nucl�eaire stable et se trouve dans une phase de contraction o�u le pro�l de luminosit�eest donc domin�e par la quantit�e �grav . Dans ce contexte, nous avons test�e avec succ�es lestrois �ecritures possibles de cette quantit�e, rappel�ees dans les �equations II{1.10 �a II{1.12. Celaimplique, en particulier, que notre pro�l d'entropie, �a partir duquel nous d�erivons toutes lesquantit�es thermodynamiques, y compris l'�energie gravothermale quand nous utilisons II{1.12,est bien mod�elis�e et correctement impl�ement�e.Origines des di��erences entre trac�esNos trac�es sont compar�es avec ceux de cinq autres publications: Bara�e et al. (1998),Charbonnel et al. (1999), D'Antona & Mazzitelli (1997), Swenson et al. (1994), Siess et al.



248 3.1 Un petit d�etour par les �etoiles pr�e-s�equence principale(1997). Les trac�es di��erent d'un groupe �a l'autre �a cause de di��erences dans la physiqueconstitutive (principalement l'�equation d'�etat et la convection) mais aussi dans le traitementdes conditions de fronti�ere en surface. Par ailleurs, on note deux types de di��erences d'un trac�e�a l'autre: celles qui concernent la forme du trac�e et celles qui concernent la position de celui-ci.Les premi�eres sont principalement li�ees aux changement de physique constitutive alors quecelles rang�ees dans la deuxi�eme cat�egorie se rapportent plus facilement aux param�etres libres(�; Y; Z) et/ou aux conditions de surface.A ce propos, la physique constitutive ayant �et�e pr�esent�ee dans les chapitres II{2 (�equationd'�etat ), II{3 (convection) et II{1 (pour le reste), donnons les quelques indications n�ecessairessur le traitement de l'atmosph�ere dans le code. Les �equations de la structure stellaire sontint�egr�ees du centre vers l'ext�erieur jusqu'�a une tr�es faible �epaisseur optique (� = 0:005) dansl'atmosph�ere. Dans les r�egions o�u � < 10, nous prenons comme pro�ls de temp�erature ceuxqui sont calcul�es dans des mod�eles r�ealistes d'atmosph�ere apr�es int�egration d'une �equationde transfert radiatif (voir chapitre II{5). Pour cela, nous avons r�ealis�e des ajustements deT (�) en fonction de trois param�etres (Teff ; geff ; Z), la temp�erature et le champ de gravit�ee�ectif et la m�etallicit�e de l'�etoile. Ils ont �et�e calcul�es d'apr�es les mod�eles de Plez (1992)pour Teff < 3900K, Eriksson jusqu'�a Teff = 5500K (1994, communication priv�ee, mêmephysique que Bell et al. (1976)) et Kurucz (1991) pour Teff > 5500K. Ces ajustementsassurent une convergence rapide �a cause de la r�egularit�e des pro�ls T (�) et de leurs d�eriv�ees.Notons aussi que la d�e�nition de l'atmosph�ere joue un rôle essentiel dans les comparaisonset peut expliquer des di��erences de temp�erature jusqu'�a 100K. On peut en e�et choisir l'uneou l'autre des d�e�nitions suivantes:Teff = � L(� = 2=3)4��R2(� = 2=3)�1=4 ou Teff = T (� = 2=3) (3.1)La deuxi�eme expression, lorsqu'elle est utilis�ee dans nos calculs, donne une temp�erature ef-fective plus faible.Analyse des di��erencesL'article montre que, quel que soit la masse de l'�etoile consid�er�ee:{ la forme des trac�es est tr�es similaire �a ceux de Charbonnel et al. (1999) et Bara�e et al.(1998). En particulier, pour M� < 0:2 M� , les trac�es de Bara�e et al. (1998) et lesnôtres sont quasiment superposables.{ la position en temp�erature e�ective de nos trac�es est toujours interm�ediaire entre cellede Bara�e et al. (1998) et Charbonnel et al. (1999).Ces deux remarques prouvent respectivement:{ que nous d�ecrivons proprement la thermodynamique de ces �etoiles, y compris dans ledomaine des tr�es faibles masses.{ que nos ajustements des mod�eles d'atmosph�ere sont globalement valides. En particulier,on ne s'attend pas �a des discontinuit�es dans les d�eriv�ees du pro�l T (�) ajust�e car unseul �t analytique est calcul�e pour couvrir les domaines de d�e�nitions des trois mod�elesdi��erents utilis�es (Kurucz (1991), Plez (1992) et Eriksson).Par ailleurs, de fortes di��erences de forme existent pour les �etoiles de tr�es faibles massesavec D'Antona & Mazzitelli (1997) et Swenson et al. (1994). L'�equation d'�etat de Magni &



Chapitre 3 { Une longue attente ! 249Mazzitelli (1979) utilis�ee par D'Antona & Mazzitelli (1997) donnant des r�esultats similairesaux autres (Saumon et al. 1995), ces �ecarts sont plutôt attribu�es �a leur th�eorie de la convec-tion, tr�es di��erente de celle utilis�ee par les autres codes (th�eorie de la MLT, voir annexe D) et�a leur hypoth�ese d'atmosph�ere grise, trop approximative pour mod�eliser les �etoiles si froidesen surface que sont les �etoiles de tr�es faibles masses.En�n, plus la masse des �etoiles mod�elis�ees augmente et plus les trac�es deviennent simi-laire en forme. Il reste des di��erences en temp�erature e�ective (jusqu'�a 200K) que l'on peutattribuer aux di��erences de composition chimique ou �a �. De même, les trac�es de Charbonnelet al. (1999) ont syst�ematiquement des Teff plus �elev�ees que les nôtres �a cause de l'utilisationd'une atmosph�ere grise et ceux de Bara�e et al. (1998) ont des Teff plus faibles que tous lesautres mod�eles parce qu'ils n'incluent pas les �el�ements plus lourds que l'H�elium.3.1.3 Article: \An internet server for update pre main sequence tracks oflow- and intermediate-mass stars"
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Abstract. We present new grids of pre-main sequence (PMS)

tracks for stars in the mass range 0.1 to 7.0 M⊙. The computa-

tions were performed for four different metallicities (Z=0.01,

0.02, 0.03 and 0.04). A fifth table has been computed for the solar

composition (Z=0.02), including a moderate overshooting. We

describe the update in the physics of the Grenoble stellar evolu-

tion code which concerns mostly changes in the equation of state

(EOS) adopting the formalism proposed by Pols et al. (1995)

and in the treatment of the boundary condition. Comparisons

of our models with other grids demonstrate the validity of this

EOS in the domain of very low-mass stars. Finally, we present

a new server dedicated to PMS stellar evolution which allows

the determination of stellar parameters from observational data,

the calculation of isochrones, the retrieval of evolutionary files

and the possibility to generate graphic outputs.

Key words: equation of state – stars: evolution – stars:

Hertzsprung–Russel (HR) and C-M diagrams – stars: pre-main

sequence – astronomical data bases: miscellaneous

1. Introduction

Interest in modeling of very low-mass stars (VLMS) has grown

steadily over the past decade, due to a large amount of work, both

theoretical and observational. Brown dwarfs and very low-mass

stars are now frequently discovered and the abundant literature

in this domain attests to the vitality of this field. From these

observations, we now realize that very low-mass stars represent

a large fraction of the stellar population. However, the precise

determination of the initial mass function, and more generally

of stellar parameters and evolutionary states is still limited by

the accuracy of stellar models. It is therefore desirable that dif-

ferent tracks be available in order to understand the theoretical

discrepancies and also to estimate the uncertainties associated

with the derivation of stellar parameters.

On the theoretical side, the computation of the structure of

very low-mass stars is very challenging since it involves the

micro-physics associated with dense, cold and partially degen-

erate matter. In the interior of VLMS, collective effects due to

Send offprint requests to: Lionel Siess

large densities become important and an accurate treatment of

pressure ionization and Coulomb interactions is required. Also,

in the cool atmosphere of VLMS, several molecules form and

produce strong absorption bands that considerably modify the

emergent spectrum. As a consequence, the stellar surface cannot

be considered as a black body and stellar atmosphere models

must also be used.

Since our last grids (Siess et al. 1997, hereafter SFD97), sub-

stantial improvements have been made in the Grenoble stellar

evolution code that led us to the production of new grids of PMS

tracks. The main modification to the code concerns the equa-

tion of state (EOS) which treats more accurately the behavior

of cold and degenerate matter. In particular, we now take into

account the effects associated with the pressure ionization and

treat more carefully degeneracy conditions in stellar interior.

We also updated the opacity tables using the latest release of

the OPAL group and modified our surface boundary conditions

using analytic fits to stellar atmosphere models. The updates to

the code are described in Sect. 2 followed by a brief description

of the grids. Then in Sect. 4 we compare our models to grids

recently published by other groups. Finally, we describe a new

server dedicated to PMS evolution.

2. The stellar evolution code

A general description of the stellar evolution code has already

been presented in several papers (i.e. Forestini 1994, SFD97)

and only subsequent modifications are discussed. They include

updates in the opacity tables, in the treatments of the atmosphere

and the incorporation of a new formalism for the equation of

state.

2.1. Opacity tables

At high temperature (i.e. above 8000 K), we use the OPAL radia-

tive opacities by Iglesias and Rogers (1996) which now include

additional metal elements. The tables are interpolated in tem-

perature, density and H, He, C, O and metal mass fraction using

the subroutine provided by the OPAL group. However, for the

computation of very low-mass stars (M <∼ 0.2 M⊙), we had

to extrapolate the opacity tables to logR = log(ρ/T 3
6 ) = 4.0

but this is of little effect since the internal region concerned
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with this extrapolation (T >∼ 105 K) has an almost adiabatic be-

havior. Consequently, the temperature gradient is governed by

the thermodynamics coming from the equation of state and is

nearly independent of the opacity coefficient. Conductive opac-

ities are computed from a modified version of the Iben (1975)

fits to the Hubbard and Lampe (1969) tables for non-relativistic

electrons, from Itoh et al. (1983) and Mitake et al. (1984) for

relativistic electrons and from formulae of Itoh et al. (1984) as

well as Raikh and Yakovlov (1982) for solid plasmas. Below

8000 K, we use the atomic and molecular opacities provided by

Alexander and Fergusson (1994) as in SFD97.

2.2. Treatment of the atmosphere

The stellar structure is integrated from the center to a very low

optical depth (τ = 0.005) in the atmosphere. In the regions

where τ < 10, we constrain the atmospheric temperature profile

(as well as the radiative pressure and gradient) to correspond to

those coming from realistic atmosphere models determined by

the integration of the radiative transfer equation. More specifi-

cally, we have performed one analytic fit ofT (τ), as a function of

effective temperature Teff , surface gravity geff and metallicity Z
which agrees with the atmosphere models to within 20% or less.

The parameters of this fit are constrained by various atmosphere

models, namely (1) Plez (1992) for 2500 < Teff < 4000 K, (2)

Eriksson (1994, private communication, using a physics simi-

lar to Bell et al. 1976) up to 5500 K and (3) Kurucz’s models

(1991) computed with the ATLAS 12 code above 5500 K. Un-

fortunately, the lack of atmosphere models in some regions of

the Z − geff plane did not allow us to precisely determine the

behavior of this fit at high gravity and/or non solar metallici-

ties. This can potentially affect the modeling of very low-mass

stars but considering the weak dependence of our fit on Z and

geff compared to the one on Teff , we decided to use this unique

fit in all our computations instead of using a grey atmosphere

approximation. This fit also provides a faster convergence in

the surface layers due to the smooth profile of T (τ) and of its

derivatives. Finally, let us mention that we define the effective

temperature as Teff = (L/4πσR2)1/4 where L and R are esti-

mated at τ = 2/3.

2.3. Equation of state

In order to improve the description of the micro-physics relevant

to VLMS, we have revisited the computation of the equation of

state (EOS), adopting the scheme developed by Pols et al. (1995,

hereafter PTEH). This new formalism is characterized by three

main points:

– we adopt the chemical point of view (i.e. Saumon et al. 1995)

where bound configurations (ions, molecules) are populated

according to matter-photons and matter-matter interactions,

– we use the assumption of local thermodynamic equilibrium

which allows the use of the Saha equations to determine the

ion abundances as a function of the local values of temper-

ature, T and number of electrons per unit mass, Ne,

– the plasma is described by three components, photons, ions

and electrons, coupled only through the photo-ionization

and photo-dissociation processes. Each component of the

plasma is represented by an independent term in the Hel-

moltz free energy (Fontaine et al. 1977). Non-ideal correc-

tions due to Coulomb shielding and pressure ionization are

treated separately in an additional term whose expression

has been fitted to the MHD EOS (Mihalas et al. 1988). This

fit allows us to treat the regime of strong coupling while

keeping the formalism of a separate additive term in the

free energy to describe non-ideal effects (as explained in

Saumon et al. 2000).

This new equation of state allows us to better take into

account the effects of pressure ionization, partially degener-

ate matter and Coulomb interactions and provides very smooth

profiles of the thermodynamic quantities since analytical ex-

pressions of all their derivatives can be obtained. Note that, as

we will see in the next section, the computation of this EOS

naturally introduces a new independent variable related to de-

generacy.

2.3.1. A new variable

The general philosophy of this new EOS is to replace the den-

sity ρ (or pressure P ) by a new independent variable which

describes the electron degeneracy. To do so, we use the electron

degeneracy parameter ηe = βξe where β = 1/kT and ξe is the

electron chemical potential. In this context, the density is given

by

ρ =
ne(ηe, T )

Ne(ηe, T, yX)
, (1)

where ne, Ne and yX are the number of electrons per unit vol-

ume, per unit mass and the molar fraction of a chemical element

X , respectively.

Ne depends on ηe and T through the generalized Saha equa-

tions, and through the mass and charge conservation equations

Ne =
∑

X,i

iN
Xi+ (2)

N
X(i+1)+ = N

Xi+
ZX(i+1)+

ZXi+
e−ηe−∆ηe−βχi+

(3)

NH2 = ZH2

(

NH

ZH

)2

for H2 (4)

yXNa =
∑

i

N
Xi+ for X /= H (5)

yH Na = NH + NH+ + 2NH2 + NH− for H (6)

where N
Xi+ represents the number per unit mass of the i times

ionized atom Xi+ (i can be negative for H− for example), χi+

its ionization potential, ZXi+ its partition function and AX its

atomic molar mass. ∆ηe contains the contributions owing to the

non-ideal effects of Coulomb interactions and pressure ioniza-

tion which will be described in the following section. The use

of ηe instead of ρ as the input variable for the Saha equations,
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allows us to analytically derive the ionization states for all the

desired elements anywhere in the star.

The number of electrons per unit volume ne is then obtained

in terms of ηe and T through the Fermi-Dirac integral

ne =
8π

λ3
c

∫ ∞

0

y2dy

e
x

T ∗ −ηe + 1
(7)

where y = p
mec = x2 + 2x, λc is the electron Compton wave-

length and T ∗=kT/mec
2. This is a general definition which

allows for relativistic electrons. In order to speed up the com-

putation of ne, we use polynomial fits to this integral. These

fits have a simple form when expressed in terms of two vari-

ables, called f and g by Eggleton et al. (1973), arising from the

asymptotic expansion of Eq. 7. Following these authors,

ηe = ln(f) + 2 × (
√

1 + f − ln(1 +
√

1 + f)). (8)

As a consequence, the variable ln(f ) (hereafter lnf ), very well

suited to describe the degeneracy of the plasma, is our new inde-

pendent variable replacing ρ in the stellar structure equations.

The change of variable ρ (lnf , T , yi) is defined by Eqs. 1, 2,

7 and 8. In weakly degenerate conditions, lnf can be identi-

fied with a good approximation to the degeneracy parameter ηe

while at high degeneracy f scales as ηe.

2.3.2. Physical ingredients of the EOS

The plasma is always considered as partially ionized for H, He,

C, N, O and Ne. The other species are considered to be either

neutral or totally ionized. Our tests indicate that for M < 3 M⊙,

the structure and evolution of the stars are almost indistinguish-

able in both prescriptions (as far as PMS is concerned). In the

more massive stars (M >∼ 3 M⊙) we report that models as-

suming total ionization for the heavy elements have initially a

slightly shallower convective region but when the star reaches

the ZAMS, these differences vanish.

Non-ideal effects include Coulomb shielding for all species

and pressure ionization for H, He, C, N and O, except for H−.

Both effects have been incorporated following PTEH by means

of analytic fits to the non-ideal terms in the Helmoltz free energy.

The fit to the pressure ionization has been derived from the MHD

EOS for a mixture X=0.70 and Z=0.02. Nevertheless, they have

been used in all our computations, regardless of the chemical

composition. According to Pols (private communication), this

is a reasonable approximation since these fits give the expected

behavior of pressure ionization as a function of T and of the

degeneracy parameters (ηe or lnf ).

The computation of H2 and H− abundance is taken into ac-

count. For H2, the partition function of Irwin (1987) is used in

Eq. 3 below 16000 K and had to be extrapolated at higher tem-

peratures to ensure the convergence of the model. This is cer-

tainly of little importance since in this region H2 is insignificant.

It must be noted that for very low-mass stars (M <∼ 0.4 M⊙),

H2 becomes very abundant in the surface layers and must be

included in the computations to ensure consistency between the

atmosphere models (which include this molecule) and the EOS.

Fig. 1. Profiles of H, H+, H− and H2 inside a 0.1 M⊙ on the ZAMS.

The star has an age of 8.36×10
9 yr, a solar composition and is located

in the HRD at Teff = 2776 K and L = 8.2 × 10
−4L⊙

For example, in a 0.1 M⊙ 50% of the hydrogen is trapped into

H2 at a temperature of 11800 K (Fig. 1). Further inside the star,

this molecule cannot survive.

Due to its negative charge, the abundance of H− derived

from Eq. 3 is proportional to exp(ηe) instead of exp(−ηe). This

different dependence of H− abundance on the degeneracy pa-

rameter is not reproduced by the fit to the pressure ionization,

thus preventing for the moment the treatment of this effect on

this ion. This different behavior also explains why the peak of

H− is located at the maximum of the degeneracy parameter,

around T = 5 × 104 K where ηe = 3.02. We also verified that

because of its small abundance in the encountered conditions,

H− has a negligible effect on the evolution tracks, even if its

influence on the opacity coefficient can be large. Finally, in the

central region of the star, H only subsists in its ionization state

H+.

Compared to Pols et al. (1995), our EOS presents slight

modifications which mostly concern the treatment of ionization.

More specifically, now that we compute the ionization states of

C, N, O and Ne everywhere in the star, the elements for which

ionization is not followed can be considered either completely

ionized or neutral. The most recent partition function of Irwin

(1987) is used for H2 instead of Vardya’s (1960) and the pres-

ence of H− has been accounted for in the Saha equations. Apart

from these modifications, the basic scheme and physical inputs

(mainly the treatments of the non-ideal corrections and degen-

eracy) are the same. We checked that by adopting the same

ionization treatment as PTEH (i.e. without the computation of

H− and assuming complete ionization for all the elements heav-

ier than He), all the physical quantities derived form our EOS

are comparable to that computed by PTEH to within less than

1%. Consequently, we refer the reader to these authors for a

detailed comparison of this EOS with others. In particular, they

found that due to the use of a simplified treatment of pressure

ionization, this EOS can differ by up to 10% with the MHD and

OPAL EOS, and even a bit more in the region of the ρ−T plane

delimited by the 3.0 < logT < 4.5 and 0 < logρ < 2.
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3. Pre-Main sequence computations

3.1. Initial models

Our initial models are polytropic stars that have already con-

verged once with the code. The central temperature of all our

initial models is below 106 K so deuterium burning has not

yet taken place. The stars are completely convective except for

M ≥ 6 M⊙ where a radiative core is already present. For solar

metallicity (Z = 0.02), we use the Grevesse and Noels (1993)

metal distribution. For different Z, we scale the abundances of

the heavy elements in such a way that their relative abundances

are the same as in the solar mixture.

3.2. The grids

Our extended grids of models includes 29 mass tracks spanning

the mass range 0.1 to 7.0 M⊙. Five grids were computed for

four different metallicities encompassing most of the observed

galactic clusters (Z = 0.01, 0.02, 0.03 and 0.04) and, for the

solar composition (Z = 0.02), we also computed a grid with

overshooting, characterized by d = 0.2Hp, where d represents

the distance (in units of the pressure scale height Hp measured

at the boundary of the convective region) over which the con-

vective region is artificially extended. An illustration of these

grids is presented in Fig. 2. Our computations are standard in

the sense that they include neither rotation nor accretion. The

Schwarzschild criterion for convection is used to delimit the

convective boundaries and we assume instantaneous mixing in-

side each convective zone at each iteration during the conver-

gence process.

During the PMS phase, the completely convective star con-

tracts along its Hayashi track until it develops a radiative core

and finally, at central temperatures of the order of 107 K, H burn-

ing ignites in its center. The destruction of light elements such

as 2H, 7Li and 9Be also occurs during this evolutionary phase.

Deuterium is the first element to be destroyed at temperatures

of the order of 106 K. The nuclear energy release through the

reaction 2H(p,γ)3He temporarily slows down the contraction of

the star. Then, 7Li is burnt at ∼ 3 × 106 K shortly followed by
9Be. For a solar mixture, our models indicate that stars with

mass ≤ 0.4 M⊙ remain completely convective throughout their

evolution. We also report that in the absence of mixing mech-

anisms, stars with M > 1.1 M⊙ never burn more than 30% of

their initial 7Li.

The account of a moderate overshooting characterized by

d = 0.20Hp, significantly increases the duration of the main se-

quence (MS) for stars possessing a convective core and provides

additional Li depletion during the PMS phase. More quantita-

tively, the MS lifetime of a 1.2 M⊙ star is increased by 25%, this

percentage then decreases to level off at around a 15% increase

for M >∼ 3 M⊙. Surface depletion of Li occurs only in stars with

0.4 < M <∼ 1.3 for which the temperature at the base of the

convective envelope can reach 3×106 K. Our models including

overshooting indicates that Li is much more efficiently depleted

around 0.8 M⊙, where its abundance is ∼ 3 × 105 smaller than

in a standard evolution.

Fig. 2. Evolutionary tracks from 7.0 to 0.1 M⊙ for a solar metallicity

(Z=0.02 and Y =0.28). Isochrones corresponding to 10
6, 10

7 and 10
8

(dashed lines) are also represented. This figure has been generated

using our internet server

3.3. Our fitted solar model

With the above physics, we have fitted the solar radius, luminos-

ity and effective temperature to better than 0.1% with the MLT

parameter α = 1.605 and an initial composition Y = 0.279 and

Z/X = 0.0249 that is compatible with observations. The val-

ues used for this fit are quite similar to those obtained by other

modern stellar evolution codes (see e.g. Brun et al. 1998). Our

sun, computed in the standard way, i.e. without the inclusion of

any diffusion processes, has the following internal features

– at the center: Tc = 1.552 × 107 K, ρc = 145.7 g cm−3,

Yc = 0.6187 and the degeneracy parameter ηc = −1.527;

– at the base of the convective envelope: Mbase =
0.981999 M⊙, Rbase = 0.73322 R⊙, Tbase = 1.999 ×

106 K and ρbase = 1.39610−2 g cm−3.

These numbers are in very close agreement with other recently

published standard models (see e.g. Brun et al. 1998, Morel et

al. 1999, Bahcall & Pinsonneault 1996).

In our grid computed with overshooting, we found that

the 1 M⊙ model maintains a small convective core of ∼

0.05 M⊙during the central H burning phase. This would conse-

quently be the case for the fitted sun but present day helioseismic

observations cannot exclude this possibility (e.g. Provost et al.

2000).

4. Comparison with other studies

In this section we compare our PMS tracks with the compu-

tations made available by the groups listed in Table 1. These

comparisons show the accuracy of the EOS and the pertinence

of our models in the domain of VLMS.

Pre-main sequence tracks differ from one group to another

due to differences in the constitutive physics (EOS, convection),

but also in the treatment of the surface boundary conditions. In

the last decade, a tremendous amount of work has been done to
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Table 1. PMS stellar models used in the comparisons

X Z Group Code

0.725 0.019 Baraffe et al. (1998) BCAH

0.680 0.020 Charbonnel et al. (1999) Geneva

0.691 0.019 D’Antona & Mazzitelli (1997) DM97

0.699 0.019 Swenson et al. (1994) SW94

0.703 0.020 Siess et al. (1997) SFD97

0.703 0.020 This study

better understand the physical processes taking place in the ex-

treme regime of high density and low temperature encountered

in the interior of VLMS. Three main EOS have emerged: the

MHD EOS used by the Geneva group and by DM97, the SCVH

EOS (Saumon et al. 1995, hereafter SCVH95) used by Baraffe

et al. (1998, hereafter BCAH) and the OPAL EOS (Rogers et al.

1996) used by DM97 in the regime of high temperature. Com-

parisons between these different EOS (SCVH95, Rogers et al.

1996, Chabrier & Baraffe 1997, Charbonnel et al. 1999) showed

a good agreement within their domain of validity. For example,

the MHD and SCVH EOS gives very similar results in the mass

range 0.4 <∼ M <∼ 0.8 M⊙.

Fig. 3 shows that, the morphology of our tracks is very sim-

ilar to the BCAH and Geneva models, for all the considered

masses. This is strong evidence that we correctly follow the

thermodynamics involved in these objects. This is not surpris-

ing since, as mentioned in Sect. 2.3.2, we treat the non-ideal

effects through analytical fits to the MHD EOS. In comparison,

our previous tracks (long dashed-dotted lines) were systemati-

cally too red and their paths were very different from the new

ones. This is due in part to the fact that H2 was not accounted for

in the computations and also because the treatment of the non-

ideal effects was less accurate. As a consequence, the internal

structure of our old models was less centrally condensed and

the stellar radius slightly larger compared to our new models.

At the lower mass end (M=0.10 and 0.20 M⊙), the simi-

larity with BCAH models is striking, as effective temperature

differences are <∼ 50 K (much less than observational uncertain-

ties along the Hayashi tracks!). In particular, this shows that our

boundary conditions (Sect. 2.2) are in reasonnably good agree-

ment with the much more sophisticated atmosphere models used

by BCAH. We see, however, that in the domain of very low

mass stars (M <∼ 0.4 M⊙) strong morphological differences are

present. More specifically, we observe (Fig. 3) that the DM97

and SW94 tracks present a strong inflexion in their Hayashi path

which is not reproduced by the other groups. Several reasons

can be put forward to explain these differences. First DM97 uses

a convection model which differs substantially from the com-

monly used standard MLT prescription. As shown by D’Antona

and Mazzitelli (1998), this can result in Teff differences as large

as ∼ 200 K along the Hayashi line (see also below). Secondly,

in this mass range the morphology of the evolutionary tracks is

particularly sensitive to the EOS and to the different treatments

of the thermodynamics. Finally, their use of a grey atmosphere

approximation is certainly not satisfactory for modeling cool

Fig. 3. HR diagrams comparing the different PMS tracks for the models

listed in Table 1

stars whose emergent spectrum diverges significantly from a

black body. In order to estimate the impact of using a grey at-

mosphere treatment in our stellar evolution code, we have also

computed some additional tracks for different masses. We re-

port that the non-grey atmosphere models are systematically

cooler than the grey ones, as a result of molecular blanketing

in the outermost layers (e.g. Chabrier et al. 1996). This proba-

bly also explains why the Geneva models, which use the same

treatment of convection with a similar value for MLT parameter

(α = 1.6 ± 0.1), are systematically hotter than ours.

For higher mass stars (M >∼ 0.6 M⊙), the morphology of the

tracks becomes quite similar, as the non-ideal physical effects

and the molecular absorption in the atmosphere vanish. The

shifts in Teff between the different tracks mainly result from

the different chemical compositions and/or values of α in the

MLT and can be as large as 200 K. In particular, the Hayashi

tracks of the BCAH models become increasingly cooler as the

stellar mass increases compared to all the other tracks. This most

probably results from their smaller value of the MLT parameter

(α = 1), the effect of which is only significant above ∼ 0.6M⊙

(Chabrier and Baraffe 1997) and is to shift the tracks towards

lower Teff . The fact that species heavier than H and He are not

accounted for in the BCAH EOS could be part of the explanation

as well. Finally, for the most massive stars (M > 1.0 M⊙), the

morphology of the tracks is very similar. We notice however

that our models are slightly cooler than the DM97 tracks by

∼ 100 K.

A comparison of the isochrones shows that our tracks are

generally slightly more luminous than those of others. Conse-

quently, for a given luminosity, the stellar age estimated from

our models will be smaller, the relative effects being more pro-
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nounced for younger stars. The discrepancy between the differ-

ent isochrones is particularly strong below 106 yr, where an age

determination remains, in any case, very misleading. This is, in

part, due to the fact that early in the evolution, the results still

depend on the initial state of the star (Tout et al. 2000).

Aside from the above-mentioned explanations for the dis-

crepancies between the tracks, other physical ingredients, usu-

ally not reported in the literature, may also affect the evolu-

tionary path of a PMS stars. Consequently, the origin of some

of the observed discrepancies cannot be clearly identified. To

illustrate this, we will now demonstrate that, even within the

MLT, different prescriptions to solve the third polymonial equa-

tion for the convective gradient give rise to different degrees of

superadiabadicity and thus a different location of the star in

the HRD. Indeed, the Teff location of a fully convective PMS

stars is very sensitive to the degree of superadiabadicity in the

sub-photospheric layers which in turn depends on the prescrip-

tion used to compute the convective temperature gradient (see

e.g. D’Antona & Mazzitelli 1998). We performed a series of

tests using two different formalisms for the computation of the

convective gradient, namely the Cox (1984, Chap. 14) and the

Kippenhahn and Weigert (1991, Chap. 7) formalisms. The lat-

ter, used in our grids, leads in the superadiabatic region to a

temperature gradient ∼ 20% higher than that derived from the

Cox formalism. This translates into effective temperature shifts

of the Hayashi tracks of 100 to 300 K, depending on the stel-

lar mass. The Cox solutions have systematically smaller radii

and the Hayashi lines are consequently bluer. Finally, with the

receding of the convective envelope, the degree of superadia-

badicity decreases and the temperature shift reduces to ∼ 100 K.

These differences mainly result from the assumed “form factor”

used in the MLT formalism. Indeed, the shape of the convective

cells directly affects the radiative loss efficiency and a change

in the form factor can be compensated by a modification to the

α parameter. We refer the reader to Henyey et al. (1965) for a

detailed discussion of the arbitrariness of some constants used

in the MLT. Among other numerical tests, the evolution of the

structure of PMS stars does not depend at all on the prescrip-

tion used to write the gravothermal energy production rate εgrav

(i.e. using the internal energy, the entropy or the pressure; see

Kippenhahn & Weigert 1991, Chap. 4). This is due to our com-

pletely consistent treatment of the thermodynamics with our

EOS formalism.

Given the relatively good agreement between the different

EOS involved in this comparison, the physical and numerical

treatment of convection is certainly the most influent parameter

for the modeling of fully convective PMS. It can account for Teff

differences as large as 300 K. Faced with our poor knowledge

of convection, large discrepancies between the different sets of

tracks are unfortunately inevitable.

5. Internet interface to stellar model requests

The internet site located at http://www-laog.obs.ujf-greno-

ble.fr/activites/starevol/evol.html offers several services to

take advantage of our stellar model database. Among these fa-

cilities, it is possible to compute an isochrone, to determine the

stellar parameters of a star knowing its position in the HR di-

agram, to draw a specific HR diagram and of course, and to

retrieve all the evolutionary files.

For the computation of isochrones, the user specifies the

metallicity, and ages and selects the mass tracks entering the

computation of the isochrone. The results are displayed on the

screen and can be saved in a file. We also give the luminos-

ity, effective temperature, and radius as well as the colors and

magnitudes corresponding to the location of a given star at any

specified age. We use the conversion table provided by Kenyon

and Hartmann (1995) and display the different colors in the

Cousin system. It is also possible to ask for further information

and get, for example, the surface Li abundance, the central tem-

perature or the extent of the convective envelope for the set of

stars selected to compute the isochrones.

The other facility is the determination of stellar parameters.

The user specifies the coordinates of a star in the HR diagram

using either the luminosity or magnitude and Teff or colors and

then, the program computes the theoretical track that passes

through this observational point. This procedure allows the de-

termination of the stellar age, mass and radius assuming the star

is on its pre-main sequence track. If requested, additional infor-

mation such as surface chemical composition, central properties

or moments of inertia can also be provided.

The third facility deals with graphic outputs. In this page,

the user can plot HR diagrams in any combination of color and

magnitude. It is also possible to zoom in by stating limits, to

superpose isochrones and/or the ZAMS.

6. Conclusion

We presented new pre-main sequence evolutionary tracks for

low- and intermediate-mass stars. Comparisons of our models

with other PMS tracks indicate rather strong discrepancies in the

regime of very low-mass stars (M <∼ 0.5 M⊙). Our tracks are

very similar, in morphology and effective temperature, to those

computed by Baraffe et al. (1998) and the Geneva group (Char-

bonnel et al., 1999). This similarity is a strong indicator that our

treatment of the EOS and boundary conditions is correct. Con-

versely, we report strong deviations of these tracks with those

of D’Antona and Mazzitelli (1997), especially below 0.3 M⊙.

For higher mass stars, the morphology of the tracks is similar

and effective temperature differences <∼ 200 K are noted, partly

due to different mixing length parameter values and chemical

compositions. Comparisons of the isochrones, indicates age de-

termination remains, in any case, very uncertain below 106 yr.

Finally, we present our internet server which provides several

facilities to use and take advantage of our large database of PMS

stellar models.
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Chapitre 3 { Une longue attente ! 2573.2 Trac�es completsTrois �etoiles de masse interm�ediaire (3 M� , 4.5 M� et 6 M� ) et de m�etallicit�e solaire (Z =0:02) ont �et�e calcul�ees jusqu'�a la phase AGB. Les �gures qui suivent pr�esentent l'�evolutionde la structure des deux �etoiles de masses extrêmes au cours du temps (diagrammes deKippenhahn) et l'�evolution des rapports C=O et 12C/13C en surface et au centre. Ces deuxrapports ont �et�e choisis car leur grande sensibilit�e aux conditions de la nucl�eosynth�ese et auxprocessus de m�elange (voir partie I) permet, en les visualisant, de se faire une id�ee de toutel'�evolution de l'�etoile.3.2.1 La 3 M�Les �gures III{3.8 montrent la structure interne d'une �etoile de 3 M� avant son arriv�ee �ala phase AGB.
Fig. 3.8 { Diagramme de Kippenhahn d'une �etoile de 3 M� avant (�a gauche) et apr�es (�adroite) le premier dredge-upOn remarquera sur les �gures III{3.8:{ la phase PMS o�u l'�etoile est compl�etement convective et brûle les �el�ements comme leLithium ou le Beryllium.{ une phase s�equence principale poss�edant une enveloppe convective extrêmement �ne etmontrant, comme attendu (voir annexe A), un brûlage convectif de l'Hydrog�ene.{ �a la �n de cette phase, lorsque le brûlage de l'Hydrog�ene devient non central, la profondep�en�etration de l'enveloppe (premier dredge-up).{ le brûlage central de l'H�elium, qui est lui aussi convectif et surmont�e d'une couche enfusion d'Hydrog�ene.{ �a la �n du brûlage central de l'H�elium qu'un \deuxi�eme dredge-up" s'amorce mais n'est



258 3.2 Trac�es completspas e�cace puisqu'il ne descend pas dans les couches alt�er�ees par la combustion del'Hydrog�ene.Le rapport C/O �etant une observable classique des �etoiles de l'AGB qui sert �a les classer(voir le chapitre I{2), la pr�ediction de sa valeur est primordiale. Les �gures III{3.9 montrentle rapport C=O au cours de l'�evolution de l'�etoile. En comparant les deux �gures III{3.9, on
Fig. 3.9 { Rapports C=O d'une �etoile de 3 M� au centre (�a gauche) et en surface (�a droite)au cours du temps. L'Oxyg�ene est en bleu et le Carbone en vert.constate d�eja tr�es "na��vement" que les abondances au centre et en surface n'�evoluent pas dela même fa�con! On voit au centre l'e�et du brûlage de l'Hydrog�ene par le cycle CNO quid�ebute entre 3�106 ans et 4�106 ans (voir �gure III{3.8). L'abondance de Carbone diminuefortement lorsque le brûlage de l'Hydrog�ene commence alors que celle de l'Oxyg�ene est encoreconstante. Petit �a petit, l'abondance de l'oxyg�ene va diminuer pendant que celle du carboneva rester constante. La l�eg�ere remont�ee de l'abondance de Carbone visible sur le graphe n'estdue qu'�a la croissance de temp�erature des zones de brûlage qui inue sur les taux de r�eactionset donc sur l'abondance d'�equilibre. Le "grand saut" vers 3.5�108 ans correspond au premierdredge-up. On voit bien son e�et en surface o�u (1) les abondances diminuent et (2) le rapportC/O diminue. Le brûlage de l'H�elium a lieu en milieu convectif alors que les abondancesde surfaces sont constantes mais que C et O augmentent au centre, produits par le brûlagede l'H�elium. Lors de la phase AGB, les abondances centrales ne sont pas modi��ees car lebrûlage devient non central. Cependant, il n'en est rien en surface �a partir du premier pulseavec dredge-up (apr�es 4.8�108 ans). Son e�et est de faire remonter du carbone en surfacecar, malgr�e la transformation partielle du Carbone et de l'Oxyg�ene en Azote op�er�ee dansla couche d'Hydrog�ene, le dredge-up ram�ene aussi la mati�ere du pulse provenant du bas del'intercouche et donc riche en Carbone. Les abondances de surface montent en privil�egiant lecarbone: C/O augmente petit �a petit.Le Carbone �etant parmi les �el�ements les plus abondants et formant facilement une mol�e-cule dissym�etrique, CO, il est facile de l'observer. Les rapports isotopiques du Carbone sont
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Fig. 3.10 { Rapports isotopiques du Carbone dans une �etoile de 3 M� au centre (�a gauche)et en surface (�a droite) au cours du temps. Le 12C est en vert et le 13C en bleu.donc des grandeurs facilement observables et comparables �a celles pr�edites par les mod�eles.Les �gures III{3.10 montrent ce rapport 12C/13C.Les �gures ont �et�e trac�ees �a partir du premier dredge-up. Comme pour les abondances deC et O, on se rend compte en regardant les �gures III{3.10 que ce rapport varie lentementen g�en�eral et qu'il subit de fortes et rapides �evolutions �a des moments pr�ecis correspondant�a des m�elanges puissants comme le premier dredge-up. Globalement au centre, �a partir del'allumage de l'H�elium, le rapport reste en moyenne constant. Par contre, en surface, ledredge-up am�ene �a la surface de l'�etoile les produits de combustion de l'Hydrog�ene en milieurelativement froid (le dredge-up descend dans les couches au-dessus de la combustion deH). Il fait donc descendre l'abondance de 12C au pro�t de 13C et le rapport diminue. Onremarquera, vers 4.8�108 yr, une brusque remont�ee du rapport du �a la mont�ee de 12C: c'estl'e�et du troisi�eme dredge-up qui remonte en surface le Carbone amen�e dans l'intercouchepar le pulse thermique.3.2.2 La 4.5 M�La �gure III{3.11 montre une vue de la phase AGB o�u l'on voit la base de l'enveloppeconvective jusqu'�a la couche de brûlage d'H�elium. On voit la couche d'Hydrog�ene en fusion(tr�es �ne, en rouge) juste sous l'enveloppe et les perturbations qui s'y produisent r�eguli�erementsont dues aux pulses thermiques. Avec l'�echelle temporelle choisie, ces derniers sont tr�esminces et partent du milieu de la couche en fusion d'H�elium (en vert) en remontant jusqu'�acelle de l'Hydrog�ene. La deuxi�eme �gure en montre un agrandissement. Il s'agit de la petitezone convective hachur�ee en bleu qui s'�el�eve �a partir du maximum de �nuc dans la coucheen fusion d'H�elium pour aller a�eurer sous la couche en fusion d'Hydrog�ene. On remarquel'extinction de la couche en fusion d'Hydrog�ene apr�es la disparition du pulse.



260 3.2 Trac�es complets

Fig. 3.11 { Diagramme de Kippenhahn de la phase TP-AGB d'une �etoile de 4.5 M� (�agauche)et agrandissement d'un pulse thermique (�a droite, l'origine des temps a �et�e prise at0 = 1:58777108yr).
Fig. 3.12 { Diagramme de Kippenhahn d'une �etoile de 6 M� , apr�es le premier dredge-up (�agauche), HBB et pulse avec DUP3 (�a droite).3.2.3 La 6 M�Sur les �gures III{3.12, on montre la structure de l'�etoile �a partir du premier dredge-up. On note un deuxi�eme dredge-up beaucoup plus e�cace que dans la 3 M� . De plus,on remarque sur la �gure montrant le pulse thermique, la pr�esence de HBB: le brûlage de



Chapitre 3 { Une longue attente ! 261l'Hydrog�ene a lieu partiellement dans l'enveloppe convective. Cette �gure d�etaille aussi unpulse thermique, suivi d'un troisi�eme dredge-up (�a partir du moment o�u ils suivent un pulsethermique, tous les dredge-up s'appellent troisi�eme dredge-up). On retrouve bien l'�evolutionen quatre phases d�ecrites par Frost (1997):{ l'amorcage du pulse jusqu'�a son sommet pendant lequel l'�energie est lib�er�ee{ la phase descendante o�u les couches se dilatent et l'enveloppe convective monte puis,apr�es avoir atteint son rayon maximum, commence �a redescendre et lorsque la couched'Hydrog�ene s'�eteint, la franchit{ la phase �eventuelle de troisi�eme dredge-up lors de laquelle l'enveloppe franchit la dis-continuit�e H �He laiss�ee par le pulse{ l'interpulse, p�eriode radiative pendant laquelle les couches reprennent leurs avanc�ees enmasse dans l'�etoile.La �gure III{3.13 montre le rapport C=O dans la 6 M� .
Fig. 3.13 { Rapports C/O d'une �etoile de 6 M� au centre et en surfaceLa principale di��erence pour le rapport C=O dans cette �etoile de 6 M� par rapport �a cellede 3 M� est l'inuence qu'il subit de la part du HBB �a la phase AGB. Alors que le rapportC/O monte tout au long de la phase AGB en l'absence de HBB, il oscille dans le cas o�u il y ena. En e�et, le dredge-up provoque une augmentation du rapport C/O alors que le HBB, quireprend par la suite pendant l'interpulse, se traduit directement dans l'enveloppe par la trans-formation du Carbone en Azote. C'est ce dernier e�et qui domine l'�evolution globale commele montrent les abondances de sufaces: les abondances de O et C diminuent et le rapport aussi.Les �gures III{3.14 permettent de comparer l'�evolution du rapport 12C/13C par rapport�a la 3 M� .L�a encore, la di��erence avec la 3 M� n'est �evidente qu'�a la phase TP-AGB. Le dredge-up aurait plutôt tendance �a faire monter le rapport 12C/13C car, en plus du 12C, dans la



262 3.3 Flash de l'H�elium
Fig. 3.14 { Rapports isotopique du Carbone dans une de 6 M� au centre et en surfacer�egion du pulse, le Carbone 13 y est d�etruit. Mais le HBB fait sentir son inuence aussisur le rapport 12C/13C, en le faisant tendre vers le rapport d'�equilibre du cycle CNO (� 3)pendant l'interpulse. Le rapport oscille donc aussi entre deux tendances, un pic montant lorsdes dredge-up et une longue redescente pendant l'interpulse, mais globalement, l'e�et du HBBest donc d'entraver la formation d'une �etoile riche en Carbone �a partir d'une �etoile riche enOxyg�ene. Cet e�et ne s'annule qu'�a l'arrêt du HBB, lorsque la masse de l'enveloppe restantene su�t plus �a faire monter la temp�erature assez haut en bas de la zone convective. Maisnous ne sommes pas encore arriv�e �a ce stade �evolutif avec ces �etoiles-ci; cette conclusion vientd'un travail ant�erieur de Frost et al. (1998).On voit bien ici �a quel point les rapports C/O et 12C/13C sont sensibles �a tous les pro-cessus de nucl�eosynth�ese et de m�elange successifs se d�eroulant dans l'�etoile.D'apr�es Frost et al. (1998), les phases de dredge-up se poursuivent apr�es l'arrêt du HBB,permettant �a l'�etoile de devenir riche en Carbone. Cependant, la perte de masse �elev�ee, qui ad�epouill�e l'�etoile de la majorit�e de son enveloppe, a aussi cr�ee une enveloppe circumstellaire sidense que l'�etoile n'est plus observable optiquement. Les commentaires des �gures III{3.13 etIII{3.14 faits au paragraphe pr�ec�edent expliquent pourquoi Cohen et al. (1981) ne trouventpas d'�etoiles de l'AGB carbon�ees de magnitude inf�erieure �a -6, c'est-�a-dire environ L > 23000L� (pr�esence de HBB). De plus, le fait que 50% des �etoiles de l'AGB observ�ees en infrarougesoient carbonn�ees (Van Loon et al. 1998) est coh�erent avec une mont�ee du rapport C/O apr�esl'arrêt du HBB, lorsque _M est tr�es grand (phase AGB terminale).3.3 Flash de l'H�eliumDeux �etoiles de faible masse (1 M� et 1.5 M� ) �a m�etallicit�e solaire ont �et�e elles aussicalcul�ees. Elles n'ont pas encore �et�e exploit�ees car la phase AGB a �et�e atteinte depuis peu,le passage du ash de l'H�elium ayant demand�e toute notre attention. Les �gures III{3.15



Chapitre 3 { Une longue attente ! 263pr�esentent notamment la structure de l'�etoile de 1.5 M� �a ce moment-l�a. L'axe temporeldu diagramme de Kippenhahn a �et�e num�erot�e �a partir de 3.2�109 ans, peu avant le ash del'H�elium.

Fig. 3.15 { Cons�equences structurelles du ash de l'H�eliumOn peut mesurer l'importance de cet �ev�enement dans l'�etoile en constatant que la zoneconvective qui se d�eveloppe a une masse d'environ 0.45 M� (sur 1.5 M� !) On remarque aussique l'enveloppe convective avant le ash est descendue vraiment contre la couche en fusionde H, le premier dredge-up �etant donc tr�es e�cace. La puissante dilation qui suit le ashavec un facteur 10 sur le rayon e�ectif et surtout le d�eveloppement d'une zone convectiveatteignant �nalement le coeur provoquent une lev�ee de d�eg�en�erescence centrale (de �e = 25�a �e = 0!) qui permettra �a l'H�elium de brûler plus \paisiblement". A partir de ce moment,c'est la combustion de l'H�elium qui devient la source de luminosit�e principale de l'�etoile.





Chapitre 4Tests autour du troisi�emedredge-upSommaire4.1 Pr�esentation des di��erents tests pr�evus . . . . . . . . . . . . . . . 2654.2 Le pulse de r�ef�erence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2684.3 Tableau comparatif . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2734.4 D�etails des r�esultats . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 274Suite aux di�cult�es de mod�elisation du troisi�eme dredge-up, expos�ees au chapitre I{3,et aux incertitudes qu'elles provoquent sur la nucl�eosynth�ese, un des objectifs �x�e pour cetravail (chapitre I{1) est de d�eterminer les m�ecanismes facilitant le dredge-up. Nous allonsd�evelopper ici les moyens cit�es au chapitre I{4 c'est-�a-dire d�eterminer une batterie de tests�a e�ectuer (section III{4.1) sur une seul et même DUP3 de r�ef�erence (section III{4.2), tousavec le même code et toutes choses �egales par ailleurs, pour constater l'inuence de ces testssur la profondeur du dredge-up (sections III{4.3 et III{4.4).4.1 Pr�esentation des di��erents tests pr�evusLes di��erents tests pr�evus peuvent se rassembler en di��erents groupes coh�erents: la dis-cr�etisation, l'�equation d'�etat , les fronti�eres convectives et les processus de m�elanges \non-standards". Ces di��erents groupes vont maintenant être pr�esent�es.4.1.1 Discr�etisationL'article Straniero et al. (1997) rapporte une grande sensibilit�e de la profondeur du troi-si�eme dredge-up �a la discr�etisation spatiale et temporelle de l'�etoile. Cette sensibilit�e va mêmejusqu'�a une quasi-annulation du dredge-up si ces r�esolutions sont trop basses. Deux tests se-ront donc e�ectu�es: le premier en augmentant le nombre de couches d'un facteur deux, puisd'un facteur trois, par rapport au mod�ele de r�ef�erence, et le deuxi�eme en diminuant le pas detemps de calcul d'un facteur 10 au moins. 265



266 4.1 Pr�esentation des di��erents tests pr�evus4.1.2 Equation d'�etatPour les tests qui vont être pr�esent�es, on souhaite atteindre deux objectifs. Le premier estde v�eri�er l'inuence de la nouvelle �equation d'�etat et le deuxi�eme est de se rendre compte si depetites approximations peuvent avoir de grandes cons�equences, notamment sur le dredge-up.En e�et, les calculs \standards" depuis la phase PMS pour produire les mod�eles �a utiliser �a laphase AGB ont �et�e faits en ionisant que l'Hydrog�ene et l'H�elium, les autres �el�ements chimiques�etant consid�er�es comme totalement ionis�es. Le premier de ces tests consistera donc �a ioniseraussi les �el�ements CNO et le N�eon. L'e�et de ce changement sera de pr�elever une quantit�ed'�electrons croissante vers la surface de l'�etoile. Cela se traduit par une augmentation de �edans ces r�egions et donc par une baisse de la pression et une augmentation de la luminosit�e.Le deuxi�eme test est reli�e �a la d�eg�en�erescence. La masse volumique, donn�ee par la relationII{2.66, d�epend de ne. Or cette quantit�e est approxim�ee par des polynômes d'ordre 4 (voirpartie II{2.7.2). L'objectif est donc de savoir si les petites erreurs commises lors de cetteapproximation peuvent entrâ�ner de gros �ecarts sur un ph�enom�ene aussi non-lin�eaire qu'unpulse thermique. Le test consiste �a calculer num�eriquement les int�egrales de Fermi-Dirac sansapproximations au lieu d'utiliser des polynômes ajust�es.Pour des syst�emes ouverts comme le sont les couches d'une �etoile, lorsque les abondancesvarient, les quantit�es thermodynamiques (u,s,�) varient aussi. En particulier, l'�energie gravo-thermale doit changer, même �a temp�erature et volume constant, si les abondances changentcar de l'�energie peut être pr�elev�ee �a l'�etoile par exemple pour travailler contre la gravit�e si des�el�ements lourds sont amen�es �a des rayons plus grands (cas du DUP3). Les �equations d'�etat"standards" doivent tenir compte de cet e�et et rajouter un terme sp�eci�que �a �grav (Wood1981).Dans notre cas, on s'attend �a ce que les di��erentes expressions utilisables pour �grav(II{1.10, II{1.11, II{1.12):{ prennent toujours en compte le m�elange �eventuel{ soient toujours �equivalentes les unes avec les autreset, ce, sans que l'on ait besoin de retoucher quoi que ce soit dans les quantit�es calcul�ees.En e�et, les quantit�es thermodynamiques servant �a �ecrire ces di��erentes expressions (u,s,�,P, : : : ) d�erivent toutes de l'�energie libre qui est d�ecrite avec des d�ependances explicites enles abondances. Le test consistera donc �a changer l'�ecriture de �grav de l'expression II{1.11,utilis�ee pour le model standard, �a l'expression II{1.10.D�e�nition des fronti�eres convectivesEn se pla�cant toujours dans le cadre de la MLT, cette partie des tests consiste �a �evaluerl'impact du crit�ere de d�e�nition des couches convectives et son utilisation.Le premier test consiste �a changer le crit�ere de Schwarzschild, utilis�e par le mod�ele stan-dard, par celui de Ledoux, ce dernier prenant en compte le gradient de composition qui, s'ilest assez fort (voir chapitre II{3) peut être un facteur d'inhibition de la convection.Le deuxi�eme test consiste �a homog�en�eiser les zones convectives �a chaque it�eration Newton-Raphson plutôt qu'apr�es la convergence, comme dans le mod�ele standard. Les gradientsd�e�nissant les zones convectives sont donc modi��es au cours de la convergence pour tenircompte du changement de composition dû �a la progression de l'enveloppe convective.



Chapitre 4 { Tests autour du troisi�eme dredge-up 267
Fig. 4.1 { Pro�l des gradients �a la discontinuit�e H-He laiss�ee par la couche en fusion del'Hydrog�ene.Le dernier test de cette s�erie consiste �a utiliser un algorithme de recherche d'une fron-ti�ere convective stable. On entend par stabilit�e le fait que si la fronti�ere progresse un peudans la zone radiative adjacente, elle revient ensuite �a sa position initiale. C'est-�a-dire quelorsqu'on m�elange une couche radiative de plus au-dela de la fronti�ere convective d�etermin�ee,les nouveaux gradients radiatifs et adiabatiques, recalcul�es pour tenir compte du m�elangee�ectu�e, indiquent que cette couche adjacente m�elang�ee doit être radiative. Ce test est par-ticuli�erement adapt�e au cas du dredge-up car on souhaite savoir si l'enveloppe convectiveva descendre �a travers la discontinuit�e de composition laiss�ee �a l'ancien emplacement de lacouche en fusion d'Hydrog�ene. En e�et, la discontinuit�e du pro�l de l'abondance d'Hydrog�ene�a cet endroit agit sur le gradient radiatif, �a travers �, et ce gradient pr�esente lui aussi unediscontinuit�e qui rend tr�es impr�ecise la d�e�nition de la fronti�ere convective (Mowlavi 1999).Les �gures III{4.1 montrent la discontinuit�e en composition, sa r�epercussion sur l'opacit�e etle gradient radiatif. L'algorithme utilis�e consiste �a prolonger le gradient radiatif au-del�a desa discontinuit�e en conservant sa pente. Si, �a l'endroit o�u il coupe le gradient adiabatique, ona chang�e de couche num�erique, on rajoute une couche radiative �a l'enveloppe convective. Onex�ecute cet algorithme, dû �a Frost (1997), �a chaque it�eration.Processus de m�elangeCette nouvelle s�erie de tests �a pour but d'incorporer de la physique suppl�ementaire mo-d�elisant un ph�enom�ene de m�elange devant se produire en bordure de zone convective, pourquanti�er son impact sur la profondeur du troisi�eme dredge-up.Les trois tests e�ectu�es concerneront la prise en compte de la semi-convection, de l'over-shooting (param�etr�e) et du m�elange induit par le cisaillement. Ces trois ph�enom�enes sontd�ecrits au chapitre II{3.



268 4.2 Le pulse de r�ef�erenceCode Explication Num�eriqueSHL Nombre de couches multipli�e par 2SHL2 Nombre de couches multipli�e par 3TIM Nombre de pas de temps multipli�e par 10Equation d'�etatION Addition de l'ionisation de C,N,O et Ne.EGS R�e�ecriture de �grav avec II{1.12FDT Calcul exact des int�egrales de Fermi-DiracFronti�eres convectivesLED Utilisation du crit�ere de LedouxSTA Recherche d'une fronti�ere convective stableMIX M�elange convectif �a chaque it�erationProcessus de m�elangeDOV Addition de l'OvershootingSCO Addition de la semi-convectionSHR Addition du m�elange induit par cisaillementTab. 4.1 { Les di��erents test men�es concernant la profondeur du dredge-up4.1.3 Tableau r�ecapitulatifUne description r�esum�ee des di��erents tests est pr�esent�ee dans le tableau III{4.14.2 Le pulse de r�ef�erence4.2.1 Caract�eristiquesLe pulse de r�ef�erence a �et�e choisi dans l'�etoile de 3 M� �a Z=0.02. Il s'agit du cinqui�emepulse depuis le d�ebut de la phase TP-AGB. La masse de coeur est Mc(ref) = :580227 M�et celle �a la base de l'enveloppe convective M�env(ref) = :581132 avec une temp�erature �asa base de T�env = 3:47106K. Les couches de combustion de l'Hydrog�ene et de l'H�elium ontrespectivement des temp�eratures maximum de TmaxH = 59:8 � 106K et TmaxHe = 143:1 � 106K.Code LmaxHe M+pth M�pth �Mpth log(Tmax) M�dup �MdupL� M� M� �10�3 M� M� �10�3 M�STD 4.75107 .580238 .555037 25.2 8.4324 .579251 0.99Tab. 4.2 { Tableau des caract�eristiques du pulse de r�ef�erence.La masse drain�ee dans l'enveloppe convective est calcul�ee comme suit:�Mdup def= M+pth �M�dup (4.1)



Chapitre 4 { Tests autour du troisi�eme dredge-up 2694.2.2 Nucl�eosynth�eseNous allons pro�ter de la pr�esentation du pulse de r�ef�erence pour montrer la nucl�eosyn-th�ese dans les di��erents sites d'une �etoile de l'AGB .Brûlage en coucheNous allons commenter maintenant la �gure III{4.2 qui pr�esente les r�eactions dominantesdans les di��erentes couches de brûlage de l'�etoile.La couche en fusion d'H�elium (en haut �a gauche) a une masse de 42.510�3 M� , ce quirepr�esente entre 1% et 2% de la masse totale de l'�etoile, son maximum de production d'�energieest �a T=1.2�108K et c'est la r�eaction 3� qui domine l'�energ�etique. Cependant, sur les bordsde la couche (le sommet est �a T=108K), c'est la deuxi�eme capture de particules � pr�esentesur la carte sup�erieure gauche de la �gure III{4.2 qui domine l'�energ�etique: 12C(�; )16O.On remarque, au centre de la couche, la pr�esence d'une s�erie de r�eactions tr�es attendue parailleurs: 12C(p; )13N(�+)13C(�; n)16O qui est une des sources de neutrons. La pr�esence deprotons dans la couche d'H�elium, pour le moins incongrue, est expliqu�ee par la pr�esence der�eactions (n; p) ou (�; p), voir par exemple la r�eaction 19F(�; p)22Ne, pr�esente sur la carte enhaut �a gauche de la �gure III{4.2. Le peu de protons pr�esents r�eagit alors tr�es vite, comptetenu de la temp�erature �elev�ee.La couche d'Hydrog�ene est caract�eris�ee par une masse de 4�10�3 M� (0.1% de la massetotale) et un maximum de production d'�energie nucl�eaire �a la temp�erature de 5.9�107K. Lapartie inf�erieure de la couche est quasiment isotherme car la temp�erature �a sa base est de6�107K. A cet endroit, les châ�nes Na-Ne et Mg-Al sont pr�esentes (mais contribuent tr�es peu�a l'�energ�etique). Au sommet de la couche (2.5107K) se sont les châ�nes pp qui dominentl'�energ�etique alors qu'au milieu de la couche, les quatre cycles CNO (voir annexe C)sontvisibles mais avec des ux tr�es di��erents, CNO-I �etant largement dominant.Dans l'enveloppe convective dont la base est �a 3.4�106K , on n'a bien sûr aucun brûlagenucl�eaire mais on peut remarquer la d�esint�egration de l'Aluminium: 26Alg(�+)26Mg.Pulse et intercoucheLes �gures III{4.3 contiennent des informations relatives �a la nucl�eosynth�ese dans la pulseet dans l'intercouche apr�es le pulse.On remarque la structure en temp�erature du pulse: deux plateaux (2.5�108K et 3�107K)s�epar�es par une zone de transition tr�es abrupte au centre du pulse. A la base du pulse, onpeut observer (�gure III{4.3) evidemement la grande activit�e de la r�eaction 3� mais surtouttoutes les r�eactions suppl�ementaires (par rapport �a la �gure III{4.2) qui se sont activ�ees: denombreuses captures de � dont une des plus importantes �energ�etiquement est la productionde 22Ne par la s�erie de r�eactions 14N(�; )18F(�+)18O(�; )22Ne. Cette s�erie de r�eactionpermettra plus tard, dans un pulse beaucoup plus chaud, d'activer la source de neutrons22Ne(�; n)25Mg. On remarque qu'une �eche la repr�esentant est pr�esente ici mais que, comptetenu de la temp�erature du pulse, son ux est plusieurs ordres de grandeurs en dessous desr�eactions dominantes. On note aussi que 13C est pr�esent dans le pulse car il �etait pr�esentdans l'intercouche et a donc �et�e incorpor�e lorsque le pulse a atteint cette zone. Cependant,
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Fig. 4.2 { R�eactions dominantes dans les couches en fusion d'une �etoile de l'AGB de 3 M�. En haut �a gauche, la couche en fusion d'H�elium. En haut �a droite, la base de la coucheen fusion d'Hydrog�ene. En bas �a gauche et �a droite respectivement le milieu et le sommetde la couche d'Hydrog�ene. La nature du vert pr�esent dans la case des �el�ements indique sonabondance. La r�epartition des niveaux de verts est e�ectu�ee sur 30 ordres de grandeur enfraction de masse, de 1 (vert sombre) �a 10�30 (vert clair). Les �eches indiquent les ux der�eaction. Leurs couleurs s'�echelonnent de 1 (clair) �a 10�20 (sombre) et leur taille est d'autantplus grande que la r�eaction participe �a l'�energ�etique de l'�etoile.il est pr�esent en quantit�e tr�es limit�e car la majorit�e du 13C pr�esent dans l'intercouche brûleradiativement pendant l'interpulse (Forestini & Charbonnel 1997)A la base de l'intercouche, la situation est tr�es di��erente. Les neutrons sont au centrede la nucl�eosynth�ese par des (n; ) sur le Silicium, le Magnesium et le Soufre mais aussi etprincipalement des (n; p), sur le 14N (et 18F) produit dans le pulse et sur 26Alg .
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Fig. 4.3 { R�eactions dominantes dans le pulse (en bas �a gauche) et dans l'intercouche apr�esle pulse (en bas �a droite) dans une �etoile de l'AGB de 3 M� . En haut, un graphe montre lastructure en temp�erature du pulse.4.2.3 Discontinuit�es et zones convectivesOn remarque juste avant le dredge-up, la pr�esence d'une petite zone convective, juste endessous de la base de l'enveloppe. L'origine de cette petite zone est claire au vue des �guresIII{4.4. On constate deux discontinuit�es des abondances dans la zone dans laquelle descendl'enveloppe convective.Dans la premi�ere zone (�gure du haut), on remarque que l'Hydrog�ene diminue tr�es fort demême que le Carbone, le N�eon et l'Oxyg�ene alors que l'H�elium et l'Azote augmentent. Il s'agit



272 4.2 Le pulse de r�ef�erence

Fig. 4.4 { Pro�ls des abondances, des gradients et de l'opacit�e juste �a l'apparition d'une petitezone convective avant le dredge-up sous l'enveloppe.clairement des signatures d'une ancienne zone de brûlage CNO: c'�etait l'ancien emplacementde la couche en fusion d'Hydrog�ene avant qu'elle ne s'�eteigne. Apr�es être mont�ee avec ladilation provoqu�ee par le pulse, l'enveloppe convective redescend vers cette r�egion.La deuxi�eme discontinuit�e, autour de 0:58023M�= M� , est sign�ee par une remont�ee duCarbone et du N�eon et une diminution de l'H�elium et des abondances constantes. Il s'agiten fait de l'ancienne position du sommet du pulse o�u avait lieu le brûlage de l'H�elium. Il estclair que la petite zone remarqu�ee apparâ�t juste �a la position de la deuxi�eme discontinuit�e.En fait, le pro�l discontinu des abondances se r�epercute �a l'�evidence sur celui de l'opacit�eet par cons�equent du gradient radiatif (voir �gures du bas). Or, depuis le d�eplacement del'enveloppe convective vers l'ext�erieur, l'�etoile subit dans cette r�egion une chute de temp�era-



Chapitre 4 { Tests autour du troisi�eme dredge-up 273ture et de masse volumique corr�el�ee �a une mont�ee de la luminosit�e. Cette chute se traduit surle gradient radiatif par une quasi-translation progressive de son pro�l vers le haut (d'apr�esl'�equation II{1.19), si bien qu'�a un certain moment le pic correspondant �a la deuxi�eme dis-continuit�e coupe le gradient adiabatique et produit une petite zone convective.En comparant un pulse suivi de dredge-up avec un autre o�u le dredge-up n'est pas pr�esent,nous avons pu constater que:{ pour un pulse sans DUP, d�es que la petite zone est apparue, T et � amorcent une forteaugmentation qui fait redescendre le gradient radiatif et supprime la zone.{ pour un pulse suivi de DUP, T et � ne cessent de diminuer. La petite zone est alorsrejointe par l'enveloppe qui descend. Les pro�ls de T et � continuent �a descendre,le gradient radiatif monte encore, l'enveloppe convective descends de plus en plus etproduit le troisi�eme dredge-up.On doit retenir de ce paragraphe l'imbrication entre pulse thermique et dredge-up. Ene�et, plus un pulse est violent et plus la luminosit�e va monter rapidement. Alors le pro�l dugradient radiatif monte tr�es rapidement et la petite zone convective non seulement apparâ�tmais aussi est rapidement accol�ee �a l'enveloppe convective, qui descend elle aussi �a cause de lamont�ee de rrad. Dans ce cas, le troisi�eme dregde-up a donc lieu. Par contre si la luminosit�edu pulse n'est pas assez importante, alors même si la petite zone convective apparâ�t, laredescente de la luminosit�e accompagn�ee de la remont�ee de � et T fera redescendre rradet disparâ�tre cette zone. L'enveloppe remonte, incapable de franchir le "puit" du gradientradiatif visible sur les �gures au bas de III{4.4.4.3 Tableau comparatifChaque test e�ectu�e a consist�e �a recalculer le mod�ele de r�ef�erence dans l'un ou l'autre descas suivants:{ soit �a partir de �t = 1044ans (45 pas de temps) avant l'apparition du pulse thermique{ soit �a partir du mod�ele suivant la disparition du pulse, ce qui correspond �a �t = 3000ans(272 pas de temps) avant le dredge-up.Nous avons en e�et choisi de recalculer aussi le pulse pour certains tests qui nous semblaientpouvoir modi�er ses caract�eristiques, notamment pour ceux concernant l'�equation d'�etat etles fronti�eres convectives, puisqu'un pulse est par d�e�nition convectif.PulsesGlobalement, on peut faire une remarque: parmi les pulses recalcul�es, tous ont des carac-t�eristiques tr�es similaires. De 0.4% �a 4% de di��erences en luminosit�e et de 0.1% �a 0.3% enmasse. Seul ION se d�etache un peu avec respectivement 9% et 0.4% de di��erence en Lmax et�M . Cela parâ�t normal car on s'attendait justement �a une augmentation de la luminosit�e �acause de la perte d'�electrons dans l'enveloppe de l'�etoile.



274 4.4 D�etails des r�esultatsCode LmaxHe M+pth M�pth �Mpth log(Tmax) M�dup �MdupL� M� M� 10�3 M� M� 10�3 M�STD 4.75107 .580238 .555037 25.2 8.4324 .579251 0.99Num�eriqueSHL 4.77107 .580241 .554983 25.26 8.4325 .579175 1.07SHL2 4.81107 .580241 .555027 25.21 8.4325 .579190 1.05TIM .578648 1.59Equation d'�etatION 5.20107 580222 .554922 25.3 8.4343 .578943 1.30EGS .579193 1.04FDT 4.86107 580251 .554988 25.26 8.4329 .579167 1.08Fronti�eres convectivesLED .580490 -0.25 (!)STA 4.94107 .580241 .554971 25.27 8.4336 .576632 3.61MIX 4.85107 .580240 .555014 25.23 8.4330 .577854 2.38Processus de m�elangeDOV .578268 1.97SCOSHRTab. 4.3 { Tableau comparatif des pulses et dredge-up obtenus pour les di��erents test r�ealis�es.Lorsque le calcul du pulse et donc de M+pth n'a pas �et�e fait, on a suppos�e M+pth = M+pth(ref)pour calculer �Mdup.Troisi�eme dredge-upLes test se rangent en trois cat�egories.{ ceux qui ne changent pas la profondeur du DUP3: SHL,SHL2, EGS et FDT.{ ceux qui r�eduisent la profondeur du DUP3 (l'annule même !): LED.{ ceux qui augmentent la p�en�etration de l'enveloppe convective: ION, TIM, DOV, MIX,STA (par ordre croissant de �Mdup).4.4 D�etails des r�esultats4.4.1 Constance de la profondeur du dredge-upLe deux types de tests n'ayant pas montr�e de di��erence pour la profondeur du dredge-upsont la variation du nombre de couches, le changement du calcul des int�egrales de Fermi-Diracet le changement d'�ecriture du �grav. Nous pouvons donc retenir que{ nous ne retrouvons pas la d�ependance en la r�esolution spatiale montr�ee par Stranieroet al. (1997){ les deux �ecritures (avec s ou � et u) de �grav sont bien �equivalentes et dans une situationou les abondances changent, ce qui d�emontre la coh�erence de notre �equation d'�etat etl'exactitude du traitement du terme de m�elange. La �gure III{4.5 montre le pro�lde �grav juste apr�es le franchissement par l'enveloppe convective d'une discontinuit�e
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Fig. 4.5 { Pro�ls des abondances et de �grav lorsque l'enveloppe convective p�en�etre une r�egionde composition di��erente de la sienne.de composition. Deux pics oppos�es en signe apparaissent dans l'�energie gravothermale,correspondant aux modi�cations de composition chimique de chaque cot�e de la fronti�ereconvective. Du cot�e convectif, il y a augmentation de l'abondance des lourds, contractionet donc un �grav < 0 et inversement du cot�e radiatif de la fronti�ere.{ les petites erreurs �eventuellement introduites par l'utilisation d'int�egrales de Fermi-Dirac ajust�ees ne se r�epercutent pas sur les calculs, ni sur celui du pulse �a la base delaquelle la d�eg�en�erescence est pourtant importante (� � 0:6), ni sur celui du dredge-up.4.4.2 R�eduction de la profondeur du dredge-upLe seul mod�ele qui pr�esente cette caract�eristique est celui utilisant le crit�ere de Ledouxpour d�elimiter les fronti�eres convectives. Les �gures III{4.6 montrent tr�es bien que la dis-continuit�e H-He est tellement abrupte que r� est piqu�ee sur une seule couche num�eriqueavec une tr�es forte valeur. Utiliser le crit�ere de Ledoux pour d�elimiter la fronti�ere convectiverevient donc �a emp�echer la base de l'enveloppe convective de p�en�etrer sous cette barri�erede �. En r�ealit�e, il convient, dans une telle situation, de traiter ce probl�eme en introduisantla possibilit�e d'un m�elange partiel d�ependant du temps. Il s'agit d'un traitement di�usif dela semi-convection. Un tel traitement constitue le test SCO. Il est actuellement en cours der�ealisation.4.4.3 Augmentation de la profondeur du dredge-upIONL'inuence de l'ionisation se fait sentir sur les conditions thermodynamiques r�egnant �a labase de l'enveloppe convective. On remarque sur la �gure III{4.7 o�u � et T �a la base de l'en-veloppe convective ont �et�e trac�es, que T et � sont l�eg�erement sup�erieurs �a leurs valeurs dansle mod�ele de r�ef�erence. On note sur l'�evolution de � et T , le moment de remont�ee maximum



276 4.4 D�etails des r�esultats
Fig. 4.6 { Test LED: pro�ls de l'abondance d'Hydrog�ene et du gradient de poids mol�eculairemoyen, r�, au moment de p�en�etration maximum de l'enveloppe (l'enveloppe est rest�ee au-dessus de la couche d'Hydrog�ene).de la base de l'enveloppe convective, juste apr�es le pulse, pendant lequel � et T chutent. Lesremont�ees successives au-dessus des valeurs de d�epart sont dues au franchissement succes-sifs des deux discontinuit�es correspondants �a l'ancienne zone de brûlage de l'Hydrog�ene et �al'extension maximum du pulse (voir la section III{4.2.3). Cela correspond pour la fronti�ereconvective �a une descente en "deux fois" avec des pentes di��erentes dans les diagrammes deKippenhahn.TIMLa �gure III{4.8 montre la structure du pulse pour le pulse de r�ef�erence et celui calcul�eavec un pas de temps 10 fois plus petit. Le temps choisi comme origine de l'axe des tempsest t0 = 4:83496800 � 108yr. La premi�ere p�en�etration de l'enveloppe vers le bas est similairemais la deuxi�eme est plus importante pour TIM que pour le test standard puisqu'elle atteintM � :5785 au lieu de M � :5790.DOVLes �gures pr�esent�ees en III{4.9 montrent clairement l'e�et de l'overshooting. Lorsquela fronti�ere convective de l'enveloppe descend dans l'ancienne couche en fusion d'Hydrog�ene,l'overshooting, mod�elis�e par le coe�cient de di�usion, Dtur, va permettre �a de l'Hydrog�ene demigrer vers l'int�erieur de l'�etoile riche en H�elium, �a travers la discontinuit�e H-He. Le d�ebut dece ph�enom�ene est illustr�e par la �gure III{4.9 (en haut �a gauche) au temps t=4.834975�108yr.La discontinuit�e visible sur la gauche du graphe dans l'abondance de 13C est l'ancien sommetdu pulse thermique pr�ec�edent qui s'est retir�e.On remarquera de plus sur le graphe suivant de la même s�erie (en haut �a droite) queles protons on commenc�e �a di�user avec des abondances qui pr�esentent quelques oscillations.
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Fig. 4.7 { Test ION: �evolution temporelle des conditions thermodynamiques (T,�) �a la basede l'enveloppe convective pour le mod�ele de r�ef�erence (en haut) et le test TIM (en bas).Elles se r�esorberont en quelques it�erations. Leur origine est du au pro�l en "marche d'escalier"de l'abondance initiale d'Hydrog�ene. Comme la fronti�ere convective approche de la deuxi�emediscontinuit�e, non seulement les protons di�usent mais aussi directement le 13C!En�n, le graphe port�e au milieu �a gauche de III{4.9 correspond �a un moment o�u l'en-veloppe convective s'est retir�ee de la zone o�u l'overshooting a eu de l'inuence. Elle laisseclairement derri�ere elle une poche de protons et une de 13C form�ees en seulement 300 ansenviron car t=4.834978�108yr.La couche d'hydrog�ene se rallume ensuite 5500 ans apr�es (�a t=4.835033�108yr et �nuc �6000erg=g=s). Avec la mont�ee de temp�erature r�esultant du rallumage, on voit nettement surla �gure en bas �a gauche que la poche de protons est brûl�ee pour agrandir encore la pochede 13C dans l'intercouche par 12C(p; )13C.Finalement, la derni�ere �gure montre la poche de 13C \pr�ete �a l'emploi" pour produire
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Fig. 4.8 { Test TIM: diagramme de Kipphenhann du DUP3 de r�ef�erence (droite) et de celuidu test TIM (gauche).des neutrons, qui atteint la fraction de masse 10�2.Soulignons ici que non seulement l'addition d'overshooting a pour cons�equence de cr�eerune poche de 13C permettant au processus "s" d'avoir lieu, mais que ce traitement de l'over-shooting permet aussi d'obtenir un dredge-up plus profond. Cela d�emontre qu'un processusphysique et la fa�con de le traiter pourraient être la solution unique �a deux probl�emes ob-servationnels: l'enrichissement en �el�ement "s" et la formation des �etoiles carbon�ees. Parmiles autres processus physiques pouvant expliquer le transfert de protons sous la fronti�ereconvective, le calcul du test SHR, utilisant le transport induit par la rotation, est en coursde calcul.MIXL'algorithme utilis�e a �et�e le suivant:{ pour chaque mod�ele, on impose de m�elanger toutes les zones convectives �a chaqueit�erations pendant au maximum 20 it�erations.{ Ensuite, les zones convectives ne sont plus m�elang�ees jusqu'�a convergence.La cons�equence de cet algorithme est que la convergence est tr�es di�cile pendant les 20 pre-mi�eres it�erations puisqu'�a chaque it�eration o�u l'on devrait v�eri�er un peu mieux les �equationsde la structure stellaire, on d�eplace les fronti�eres convectives et on y change la compositions.Comme on est dans cas de �gure o�u la base de l'enveloppe convective descend dans une zoneradiative de composition tr�es di��erente, le mod�ele est perturb�e en cours de convergence. Enr�egle g�en�erale, le mod�ele converge normalement apr�es l'arrêt du m�elange �a chaque it�erations.Ce proc�ed�e n'est cependant pas vain car si on compare un mod�ele converg�e avec ce proc�ed�eet un mod�ele qui converge sans, on va s'apercevoir qu'ils ne sont pas identiques: la structuredu mod�ele o�u l'algorithme a �et�e appliqu�e a pris en compte le m�elange pour �evoluer. Ainsi lesfronti�eres convectives en particulier peuvent être tr�es di��erentes car sans algorithme, cette



Chapitre 4 { Tests autour du troisi�eme dredge-up 279fronti�ere est �x�ee avec des abondances locales qui sont celles de l'ancien mod�ele, c'est-�a-direcelles d'une zone radiative. Par contre, si l'on m�elange �a chaque it�eration, on force le mod�ele�a prendre en compte le m�elange r�esultant de l'avanc�ee de la base de l'enveloppe et on r�eduitainsi le gradient de composition �a la fronti�ere. De mod�ele en mod�ele, cela permet donc �al'enveloppe de descendre plus bas. Un futur test pourrait donc être le couplage de LED etMIX. Cette d�ependance dans le traitement du m�elange convectif avait d�eja �et�e discut�ee enpartie par Lattanzio & Boothroyd (1997).STAOn remarque dans le cas "STA" une descente tr�es rapide (�gure III{4.11) de l'enveloppeconvective qui fait passer directement le "fond du puit" du gradient radiatif au dessus dugradient adiabatique sans faire apparaitre la petite zone convective discut�ee en III{4.2.3.A propos du test STA, comme pour le test MIX d'ailleurs, quelles sont les cons�equence del'augmentation de la profondeur de p�en�etration du DUP3? En fait, simplement la quantit�ede mati�ere ramen�ee dans l'enveloppe va être plus importante et les rapports isotopiques desurface vont être modi��es de fa�con plus importante. Par contre, il n'y pas de r�epercussionsur le processus \s" tant que le m�elange est instantan�e, car dans ce cas, les protons nepeuvent pas traverser la fronti�ere convective pour se d�eposer dans l'intercouche. Ce qu'ilfaudra, c'est coupler la recherche d'une fronti�ere stable grâce �a l'algorithme de STA pouravoir une profondeur de p�en�etration plus importante, avec un algorithme de m�elange nonstandard tel que DOV. Ainsi, on se placera dans des conditions optimum de d�epôt de protonsprofond�ement dans l'intercouche.
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Fig. 4.9 { Test DOV: �evolution du pro�l des abondances de 1H, 4He, 13C et 35Cl chronologi-quement de gauche �a droite et de haut en bas.
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Fig. 4.10 { Test MIX: structure du DUP3 de r�ef�erence et de celui de MIX (respectivement �adroite et �a gauche). Le temps est compt�e en ann�ees �a partir de t = 4:83497 � 108 yr.
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Fig. 4.11 { Test STA: structure du DUP3 de r�ef�erence et de celui de STA (en haut, respecti-vement �a droite et �a gauche) et �evolution temporelle des conditions thermodynamiques, � etT, �a la base de l'enveloppe convective pour le mod�ele de r�ef�erence (en bas) et le test STA (aumilieu).
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4.5 R�esum�eR�esumons ici les r�esultats obtenus lors de ce travail de th�ese.4.5.1 R�esultats observationels (�etoiles J){ Les valeurs de la perte de masse sont faibles compar�ees aux valeurs courantes rencontr�eeslors de la phase AGB : 110�7 < _M < 310�7 M� �yr�1{ Les rCO trouv�es sont compatibles avec les rayons de photodissociation issus des mod�eleschimiques pour CO de Mamon et al. (1988).{ Les profondeurs optiques des raies observ�ees v�eri�ent l'in�egalit�e suivante : �(12C32S) >�(13C32S) > �(12C160) > �(13C16O) et de plus, les valeurs trouv�ees montrent que lestransitions sont su�samment optiquement �nes pour que les rapports d'intensit�es soientcomparables aux rapports d'abondances mol�eculaires.{ La comparaison entre les mol�ecules CO et CS montre que les e�ets chimiques sontn�egligeables et que les rapports d'abondances mol�eculaires et atomiques doivent doncêtre semblables.Les valeurs de 12C/13C, _M et C=O > 1 sont di�cilement conciliables. Comme r�esum�edans l'article pr�esent�e au chapitre III{ 2, les faibles valeurs de _M et C=O > 1 sont compatiblesavec des �etoiles de faibles masses alors que les valeurs trouv�ees pour le rapport isotopiquesdu Carbone sont coh�erentes avec des �etoiles de masses interm�ediaires.Certes, on peut toujours supposer un ph�enom�ene de transfert de masse dans une �etoilebinaire pour r�econcilier ces valeurs sur un même objet, mais une explication plus "physique"permettrait sans doute d'atteindre le même objectif. En e�et, la prise en compte de processusde transport d�es la phase RGB pourrait modi�er les abondances du rapport isotopique duCarbone pour les abaisser signi�cativement en d�ebut de phase AGB vers les valeurs trouv�eesdans les �etoiles de type J.4.5.2 R�esultats th�eoriques{ Le code d'�evolution stellaire de Grenoble est maintenant performant pour la mod�elisa-tion des �etoiles de l'AGB , tant d'un point de vue num�erique que d'un point de vuephysique.{ L'inuence de di��erents facteurs num�eriques ou physique ont �et�e test�es sur la mod�elisa-tion du dredge-up et les r�esultats ont �et�e compar�es avec les di��erents tests d�ej�a e�ectu�esdans la litt�erature. Il apparâ�t que tous les choix de traitement du m�elange inuencentla profondeur du dredge-up, que ce soit l'algorithme, la m�ethode ou la nature physiquedu m�elange utilis�e.{ Parmi les e�ets de m�elange test�es, ce travail montre pour la premi�ere fois que le m�elangedi�usif inuence �a la fois la profondeur du dredge-up et l'apparition d'une poche de13C.



286 4.6 Perspectives4.6 PerspectivesLe travail engag�e demande tout naturellement �a être compl�et�e, notamment par :{ La possibilit�e de faire directement du processus (( s )) sur les mod�eles calcul�es.{ L'am�elioration de l'ionisation par pression dont le traitement est tr�es approximatif.{ La �n des tests sur le dredge-up avec notamment l'essai de m�elange di�usif r�esultantdu couplage des instabilit�es thermiques et rotationnelles (semiconvection et cisaille-ment dans le formalisme de Maeder (1997)) et l'addition de conditions num�eriques etphysiques favorisant un dredge-up plus profond.{ le d�epouillement de la campagne d'observations des rapports isotopiques des �el�ementsCNO dans les �etoiles oxyg�en�ees.Cependant, l'association des r�esultats th�eoriques et des r�esultats observationnels conduit�a penser que l'avenir ne consiste pas seulement �a r�ealiser les compl�ements techniques d�ecrisci-dessus. Ils doivent être associ�es �a un changement total dans l'esprit de travail. En e�et,pourquoi invoquer des cas particuliers (transfert de masse, �etoile dune masse donn�ee n�eces-sitant l'incorporation de physique particuli�ere mais seulement �a un moment donn�e,...) pourrendre compte d'incompatibilit�es entre observations et th�eories, qui deviennent d'ailleurs deplus en plus nombreuses dans la litt�erature? Les �etoiles J n'en sont qu'un exemple.De même, pourquoi faire �evoluer une �etoile RGB sans m�elange, obtenir des rapportsisotopiques initiaux en cons�equence, et subitement faire �evoluer ces rapports avec du m�elangecar on arrive sur la phase AGB? Il a �et�e montr�e lors de ce travail de th�ese que le m�elangeinuence �a la fois le processus (( s )) (apparition de la poche de 13C) et les abondances relativesdes isotopes en fonction de la luminosit�e de l'�etoile (�a travers la profondeur du dredge-up).Certaines di�cult�es d'interpr�etation pourraient, peut être, être lev�ees en prenant en compte lem�elange d�ecrit dans cette th�ese, de fa�con appropri�ee, d�es que l'�etoile devient (( �evolu�ee )). Celademande en tout cas de s'y int�eresser. C'est un changement d'�etat d'esprit car il n�ecessite :{ La volont�e de ne plus faire appel �a des cas particuliers pour expliquer des incompatibi-lit�es entre observations et th�eories.{ La possibilit�e de calculer de fa�con coh�erente une �etoile �evolu�ee tout au long de sonhistoire, avec le même code, et la même physique.
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Annexe AR�esum�e de quelquescaract�eristiques des �etoiles selonleurs massesLa structure et l'�evolution des �etoiles sont caract�eris�ees par la donn�ee de quelques gran-deurs (luminosit�e, temp�erature, masse volumique...). Les relations entre ces grandeurs fonda-mentales sont param�etr�ees par deux valeurs omnipr�esentes: la masse et la composition chi-mique initiales de l'�etoile. Une mani�ere de le v�eri�er est d'�ecrire les relations qui gouvernentl'�evolution d'une �etoile (voir chapitre 1) dans des cas simples et en ordre de grandeur, unique-ment pour estimer les d�ependances. On s'aper�coit alors par exemple, �a partir de l'�equationde conservation de la masse et de l'�equation d'�etat d'un gaz parfait, que l'on a:�T = �� �R�1 �M (A.1)Avec la d�e�nition suivante: �X = XX� (A.2)la quantit�e indic�ee \�" se r�ef�erant �a la valeur solaire de X . C'est ainsi que la plupart descaract�eristiques d'une �etoile tout au long de son �evolution seront d�etermin�ees par sa masse.Par cons�equent, il est important d'avoir quelques rep�eres dans ce domaine-l�a.La �gure A.1 donne quelques caract�eristiques des �etoiles suivant leur masse initiales,qui sont utilis�ees tout au long de cette th�ese. On trouve, en rouge, des valeurs indicativesd�elimitant des cat�egories d'�etoiles en masse poss�edant par cons�equent certaines similarit�es. Enparticulier, les �etoiles d'une même cat�egorie vont subir les mêmes �etapes de brûlage nucl�eaire:{ les naines brunes, not�ees pour m�emoire, ne produisent pas d'�energie par fusion nucl�eaire�a cause de leur masse trop faible.{ les �etoiles de tr�es faible masse sont celles qui sont su�samment massives pour que latemp�erature atteinte en leur sein permette le brûlage de l'Hydrog�ene, mais pas celui del'H�elium. Ceci est repr�esent�e sur la premi�ere ligne pointill�ee jaune. On a port�ee aussi surcette ligne la masse �a partir de laquelle le brûlage central de l'Hydrog�ene est convectif.Ces �etoiles termineront leur existence comme naine blanche �a H�elium.305
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Annexe A { R�esum�e de quelques caract�eristiques des �etoiles selon leurs masses 307{ les �etoiles de faible masse brûlent l'Hydrog�ene mais aussi l'H�elium au centre avec uneparticularit�e due �a leur \faible masse". Le d�ebut de la combustion de l'H�elium s'e�ectuedans un milieu d�eg�en�er�e qui r�eagit tr�es fortement �a la lib�eration d'�energie nucl�eaireproduite. La combustion est \explosive": elle donne lieu, entre autres, �a une tr�es fortemont�ee de la luminosit�e de l'�etoile (jusqu'�a 1011 L� dans certains cas) avec des tempscaract�eristiques d'�evolution tr�es courts (quelques dizaines de secondes!). Ces �etoiles�niront leur existence comme naine blanche de Carbone et d'Oxyg�ene.{ les �etoiles de masse interm�ediaire subissent les mêmes phases de brûlage mais le milieud'allumage de l'H�elium n'est plus d�eg�en�er�e. Ces �etoiles, tout comme celles de la cat�egoriepr�ec�edente, n'e�ectuent pas le brûlage central des �elements plus lourds que l'H�elium.{ les �etoiles de masse �elev�ee, par contre, se d�e�nissent comme celles qui vont allumer lesr�eactions de brûlage du Carbone, de l'Oxyg�ene...Par ailleurs, en bleu, le pourcentage indiqu�e quanti�e la fraction de masse repr�esent�ee parl'enveloppe convective pendant le brûlage central de l'Hydrog�ene. En�n, on signale la masseapproximative pour laquelle la pression des photons devient �egale �a la pression du gaz parfaitd'ions (en marron) et deux \masses limites": Mch, qui est la masse maximum pour une naineblanche (�etoile dont les �electrons sont compl�etement d�eg�en�er�es) et 0:07 M� , masse d'unastre dont le temps caract�eristique d'�evolution est sup�erieur �a celui de l'Univers. Les limitesen masse marqu�ees \DUP2" et \HBB" indiquent les masses minimales �a partir desquelles les�etoiles subissent respectivement un deuxi�eme dredge-up et le Hot Bottom Burning (voir lapartie I).





Annexe BLa th�eorie de la longueur dem�elangeLe but de cette annexe est de donner une vue g�en�erale de la th�eorie de la longueur dem�elange (MLT): ses hypoth�eses simpli�catrices et les �equations �a r�esoudre.B.1 Hypoth�eses simpli�catrices de la "MLT"Dans tous ce qui suit, un indice "int" d�esignera une quantit�e interne aux globules convec-tifs alors qu'un indice "ext" se r�ef�erera au milieu ext�erieur au globule. Par d�e�nition, l'indice\ext" sera remplac�e par \conv" pour le gradient de temp�erature.{ Il existe des uctuations de temp�erature ou de masse volumique de faibles amplitudes:Text � TintText << 1 et �ext � �int�ext << 1{ Le mouvement du globule est sous-sonique, v < vs, si bien que l'�equilibre m�ecanique ale temps d'être atteint tout au long du d�eplacement du globule: Pext = Pint.{ Les globules sont suppos�es être consitu�es de gaz parfait de fa�con �a pouvoir appliquerP = �RT� . On en d�eduit notamment le rapport entre les uctutations de temp�eratureet de masse volumique: dln� = QdlnT .{ La distribution en vitesse des globules est un pic de Dirac.{ La bulle convective se forme, �evolue et se d�esagr�ege sur une distance �, la longueur dem�elange.{ La distance caract�eristique de variation du champ de gravit�e est tr�es sup�erieure �a � sibien que g = constante pendant le mouvement du globule.{ Aucunes r�eactions nucl�eaires ne se produisent dans les globules.{ Les globules sont suppos�es avoir tous la même forme. La plus simple supposition est lasph�ere, de diam�etre �.{ La distribution des globules est telle que la distance moyenne parcourue par un globuleest �=2 partout dans la zone convective.{ La moiti�e du travail de la force d'Archim�ede est convertie en �energie cin�etique.{ Les globules peuvent ensuite(1) soit avoir un temps caract�eristique de d�eplacement sup�erieur au temps d'ajustementthermique, au quel cas, le mouvement est adiabatique jusqu'�a ce que le globule relâche309



310 B.2 Equations et inconnuesson �energie �a la d�esagr�egation.(2) Soit le globule rayonne un peu d'�energie (les "pertes" radiatives") et dans ce cas, ilest consid�er�e comme optiquement �epais pour pouvoir faire l'approximation de di�usion.B.2 Equations et inconnuesLes inconnues de la MLT sont respectivement: Frad,Fconv ,vconv ,rconv et rint, c'est-�a-direle ux �evacu�e par radiation, le ux �evacu�e par convection, la vitesse moyenne des globulesconvectifs, le gradient de temp�erature correspondant �a la fraction de ux transport�ee radia-tivement et le gradient de temp�erature au sein des globules.Cinq �equations sont donc n�ecessaires pour contraindre les variables d�ecrivant le transport dela chaleur coupl�e par radiation et convection. On utilise la d�e�nition de la hauteur caract�eris-tique de pression, HP def= � drdlnP pour r�e�ecrire la loi de Fourier, issue de 1.15, Jrad = �rad dTdrsous la forme Jrad = �rad THP r (B.1)Le coe�cient de conductivit�e thermique vaut:� = 16�T 33�� (B.2)Les cinq �equations sont alors:{ la d�e�nition du ux total: Ftot = Frad + Fconv (B.3)avec rrad def= FtotHP�radT (B.4){ la d�e�nition de rconv : rconv def= FradHP�radT (B.5){ l'expression de la vitesse convective, issue de l'�egalit�e de l'�energie cin�etique et du travailde la force r�esultante (somme de la gravit�e et des forces de surface), �g(�ext � �int),s'exer�cant sur chaque globule.v2conv = gQl28HP (rconv �rint) (B.6){ l'expression physique du ux convectif comme le produit de la quantit�e de mati�eretransport�e et de la chaleur qu'elle emporte.Fconv = �vconvcP�T (B.7)avec �T = l2(rconv �rint) THP (B.8){ l'expression des pertes d'�energie radiatives par les globules:� def= �energie transport�ee�energie perdue = rconv � rintrint � rad (B.9)et � = �cP�TVJradS� = vl6K (B.10)



Annexe B { La th�eorie de la longueur de m�elange 311o�u V, S et � sont respectivement les volume, surface et temps de vie du globule convectif.K est la di�usivit�e thermique, d�e�nie par K def= ��cP o�u � est donn�ee par B.2. � estappell�e e�cacit�e du transport d'�energie par la convection.B.3 SolutionEn adimensionnant le syst�eme d'�equation grâce �a U et S, et en les combinant, on obtientl'�equation du troisi�eme degr�e �a r�esoudre en �:(� � U)3 + 8U9 (�2 � U2 � S) = 0 (B.11)U = 12�T 3cp��2�2s8HPQg (B.12)S = rrad �rad (B.13)avec rconv = rad � U2 + �2 (B.14)La solution globale est alors: �2 = 1 + x + x2 x = a UW (B.15)avec W = �A +pD� 12 et a = 1927 (B.16)et A = U �49S + �a2 � 19�U2� (B.17)D = A2 + (aU)4 (B.18)Trois m�ethodes de r�esolution de l'�equation B.11 sont utilis�ees dans le code pour obtenir �et ses d�eriv�ees. Celle de Kippenhann (Kippenhahn & Weigert 1990), une r�esolution analytiquereposant sur les formules de Cardan et une r�esolution num�erique it�erative du type Newton-Raphson .





Annexe CEsp�eces et r�eactions nucl�eaires dansle codeC.1 Esp�eces nucl�eaires suivies dans STAREVOLEl�ements suivis dans STAREVOLNum�ero Nom Masse atomique Num�ero atomique Abondance Solairei X AX ZX fraction massique1 neutr 1.00000 0. 1.00000D-502 proto 1.00000 1. 7.10847D-013 deutr 2.00000 1. 4.83392D-054 He 3 3.00000 2. 2.88999D-055 He 4 4.00000 2. 2.71513D-016 Li 6 6.00000 3. 6.52992D-107 Li 7 7.00000 3. 9.39820D-098 Be 7 7.00000 4. 1.00000D-509 B 8 8.00000 5. 1.00000D-5010 Be 9 9.00000 4. 1.68282D-1011 B 10 10.00000 5. 1.07241D-0912 B 11 11.00000 5. 4.75218D-0913 C 11 11.00000 6. 1.00000D-5014 C 12 12.00000 6. 2.99350D-0315 C 13 13.00000 6. 3.60329D-0516 N 13 13.00000 7. 1.00000D-5017 C 14 14.00000 6. 1.00000D-5018 N 14 14.00000 7. 9.25395D-0419 N 15 15.00000 7. 3.65459D-0620 O 15 15.00000 8. 1.00000D-5021 O 16 16.00000 8. 8.41163D-0322 O 17 17.00000 8. 3.40879D-0623 O 18 18.00000 8. 1.90065D-0524 F 18 18.00000 9. 1.00000D-50A suivre ...313



314 C.2 Le r�eseau de r�eactions nucl�eaires utilis�e dans STAREVOLNum�ero Nom Masse atomique Num�ero atomique Abondance Solairei X AX ZX fraction massique25 F 19 19.00000 9. 4.07897D-0726 Ne 20 20.00000 10. 1.58926D-0327 Ne 21 21.00000 10. 4.05194D-0628 Ne 22 22.00000 10. 1.27837D-0429 Na 22 22.00000 11. 1.00000D-5030 Na 23 23.00000 11. 3.33829D-0531 Mg 24 24.00000 12. 5.12630D-0432 Mg 25 25.00000 12. 6.73785D-0533 Mg 26 26.00000 12. 7.72774D-0534 Al26m 26.00000 13. 1.00000D-5035 Al26g 26.00000 13. 1.00000D-5036 Al 27 27.00000 13. 5.79643D-0537 Si 28 28.00000 14. 6.51352D-0438 Si 29 29.00000 14. 3.41697D-0539 Si 30 30.00000 14. 2.34644D-0540 Si 31 31.00000 14. 1.00000D-5041 P 31 31.00000 15. 8.18763D-0642 Si 32 32.00000 14. 1.00000D-5043 P 32 32.00000 15. 1.00000D-5044 S 32 32.00000 16. 4.02469D-0445 P 33 33.00000 15. 1.00000D-5046 S 33 33.00000 16. 3.27625D-0647 S 34 34.00000 16. 1.89763D-0548 S 35 35.00000 16. 1.00000D-5049 Cl 35 35.00000 17. 3.51191D-0650 S 36 36.00000 16. 9.53556D-0851 Cl 36 36.00000 17. 1.00000D-5052 Cl 37 37.00000 17. 1.18517D-0653 heavy 38.00000 17. 1.55348D-0354 captn 39.00000 17. 1.00000D-5055 gamma 999.99999 99. 1.00000D-50Fin.Pour la signi�cation de l'�el�ement "heavy", se reporter au chapitre 1.C.2 Le r�eseau de r�eactions nucl�eaires utilis�e dans STAREVOL



Annexe C { Esp�eces et r�eactions nucl�eaires dans le code 315R�eactions du r�eseau nucl�eaire dans STAREVOLNum�ero R�eaction Energie lib�er�ee (MeV) R�ef�erenceX(a; b)Y QX(a;b)Y1 2 p ( 0 , 0 �) 1 2H 1.442 nacre2 1 2H ( 1 p, 0 ) 1 3He 5.494 nacre3 2 2H ( 0 , 0 ) 1 4He 23.847 nacre4 2 2H ( 0 , 1 n) 1 3He 3.269 nacre5 1 3He ( 1 2H, 1 p) 1 4He 18.353 cf886 2 3He ( 0 , 2 p) 1 4He 12.860 nacre7 1 4He ( 1 2H, 0 ) 1 6Li 1.475 nacre8 1 4He ( 1 3He, 0 ) 1 7Be 1.588 nacre9 3 4He ( 0 , 0 ) 1 12C 7.275 nacre10 1 6Li ( 1 p, 0 ) 1 7Be 5.606 nacre11 1 6Li ( 1 p, 1 3He) 1 4He 4.018 nacre12 1 7Li ( 1 p, 1 4He) 1 4He 17.346 nacre13 1 7Li ( 1 2H, 1 n) 2 4He 15.122 cf8814 1 7Be ( 0 �+, 0 �) 1 7Li 0.862 cf8815 1 7Be ( 1 p, 0 ) 1 8B 0.138 nacre16 1 7Be ( 1 2H, 1 p) 2 4He 16.766 cf8817 1 8B ( 0 �+, 0 �) 2 4He 18.071 table18 1 9Be ( 1 p, 0 ) 1 10B 6.586 nacre19 1 9Be ( 1 p, 1 2H) 2 4He 0.651 nacre20 1 9Be ( 1 p, 1 4He) 1 6Li 2.126 nacre21 1 10B ( 1 p, 0 ) 1 11C 8.690 nacre22 1 10B ( 1 p, 1 4He) 1 7Be 1.146 nacre23 1 11B ( 1 p, 0 ) 1 12C 15.957 nacre24 1 11B ( 1 p, 1 4He) 2 4He 8.682 nacre25 1 11B ( 1 4He, 1 p) 1 C 14 0.784 cf8826 1 11C ( 0 �+, 0 �) 1 11B 1.982 table27 1 11C ( 1 p, 0 ) 1 12C 17.939 db9028 1 12C ( 1 n, 0 ) 1 13C 4.946 oni9429 1 12C ( 1 p, 0 ) 1 13N 1.944 nacre30 1 12C ( 1 4He, 0 ) 1 16O 7.162 nacre31 2 12C ( 0 , 1 4He) 1 20Ne 4.623 cf8832 2 12C ( 0 , 1 p) 1 23Na 2.243 cf8833 1 13C ( 1 n, 0 ) 1 14C 8.177 rid9034 1 13C ( 1 p, 0 ) 1 14N 7.551 nacre35 1 13C ( 1 4He, 1 n) 1 16O 2.216 nacre36 1 13N ( 0 �+, 0 �) 1 13C 2.220 table37 1 13N ( 1 n, 1 p) 1 13C 3.003 nacre38 1 13N ( 1 p, 0 ) 1 14N 9.771 nacre39 1 14C ( 0 ��, 0 �) 1 14N 0.157 tableA suivre ...



316 C.2 Le r�eseau de r�eactions nucl�eaires utilis�e dans STAREVOLNum�ero R�eaction Energie lib�er�ee (MeV) R�ef�erenceX(a; b)Y QX(a;b)Y40 1 14C ( 1 n, 0 ) 1 15N 10.990 bwk9141 1 14C ( 1 p, 0 ) 1 15N 10.207 wgt9042 1 14C ( 1 p, 1 n) 1 14N -0.626 cf8843 1 14C ( 1 p, 1 4He) 1 11B -0.784 cf8844 1 14C ( 1 4He, 1 n) 1 17O -1.817 fcz6745 1 14C ( 1 4He, 0 ) 1 18O 6.227 8946 1 14N ( 1 n, 0 ) 1 15N 10.833 fcz6747 1 14N ( 1 n, 1 p) 1 14C 0.626 bbr8848 1 14N ( 1 p, 0 ) 1 15O 7.297 nacre49 1 14N ( 1 4He, 0 ) 1 18F 4.415 nacre50 1 15N ( 1 n, 0 ) 1 16O 12.910 fcz6751 1 15N ( 1 p, 1 4He) 1 12C 4.966 nacre52 1 15N ( 1 p, 0 ) 1 16O 12.128 nacre53 1 15N ( 1 4He, 0 ) 1 19F 4.014 nacre54 1 15O ( 0 �+, 0 �) 1 15N 2.754 table55 1 15O ( 1 n, 1 4He) 1 12C 8.502 cf8856 1 15O ( 1 n, 1 p) 1 15N 3.536 nacre57 1 16O ( 1 n, 0 ) 1 17O 4.143 amg7158 1 16O ( 1 p, 0 ) 1 17O 3.361 nacre59 1 16O ( 1 4He, 0 ) 1 20Ne 4.736 nacre60 1 17O ( 1 n, 1 4He) 1 14C 1.817 skk9361 1 17O ( 1 n, 0 ) 1 18O 8.044 w6962 1 17O ( 1 p, 0 ) 1 18F 5.607 nacre63 1 17O ( 1 p, 1 4He) 1 14N 1.192 nacre64 1 17O ( 1 4He, 1 n) 1 20Ne 0.592 nacre65 1 17O ( 1 4He, 0 ) 1 21Ne 7.353 cf8866 1 18O ( 1 n, 0 ) 1 19F 8.777 rac9467 1 18O ( 1 p, 0 ) 1 19F 7.994 nacre68 1 18O ( 1 p, 1 4He) 1 15N 3.980 nacre69 1 18O ( 1 4He, 0 ) 1 22Ne 9.670 nacre70 1 18O ( 1 4He, 1 n) 1 21Ne -0.691 nacre71 1 18F ( 0 �+, 0 �) 1 18O 1.656 table72 1 18F ( 1 n, 1 p) 1 18O 2.438 hfesh73 1 18F ( 1 n, 1 4He) 1 15N 6.418 hfesh74 1 19F ( 1 n, 0 ) 1 20Ne 13.632 bk8775 1 19F ( 1 p, 0 ) 1 20Ne 12.849 nacre76 1 19F ( 1 p, 1 4He) 1 16O 8.114 nacre77 1 19F ( 1 4He, 1 p) 1 22Ne 1.676 cf8878 1 20Ne ( 1 n, 0 ) 1 21Ne 6.761 bvw9179 1 20Ne ( 1 p, 0 ) 1 21Ne 5.979 nacreA suivre ...



Annexe C { Esp�eces et r�eactions nucl�eaires dans le code 317Num�ero R�eaction Energie lib�er�ee (MeV) R�ef�erenceX(a; b)Y QX(a;b)Y80 1 20Ne ( 1 4He, 0 ) 1 24Mg 9.311 nacre81 1 20Ne ( 1 4He, 1 p) 1 23Na -2.380 nacre82 1 21Ne ( 1 n, 0 ) 1 22Ne 10.361 bk8783 1 21Ne ( 1 n, 1 4He) 1 18O 0.691 cf8884 1 21Ne ( 1 p, 0 ) 1 22Na 6.737 nacre85 1 21Ne ( 1 4He, 0 ) 1 25Mg 9.880 cf8886 1 21Ne ( 1 4He, 1 n) 1 24Mg 2.550 nacre87 1 22Ne ( 1 n, 0 ) 1 23Na 9.577 bvw9188 1 22Ne ( 1 p, 0 ) 1 23Na 8.794 nacre89 1 22Ne ( 1 4He, 1 n) 1 25Mg -0.481 nacre90 1 22Ne ( 1 4He, 0 ) 1 26Mg 10.612 nacre91 1 22Na ( 0 �+, 0 �) 1 22Ne 2.842 table92 1 22Na ( 1 n, 0 ) 1 23Na 12.418 wfh7893 1 22Na ( 1 n, 1 p) 1 22Ne 3.624 cf8894 1 22Na ( 1 p, 0 ) 1 23Na 11.636 nacre95 1 23Na ( 1 n, 0 ) 1 24Mg 12.473 bvw9196 1 23Na ( 1 p, 1 4He) 1 20Ne 2.380 nacre97 1 23Na ( 1 p, 0 ) 1 24Mg 11.690 nacre98 1 23Na ( 1 4He, 1 p) 1 26Mg 1.818 wfh7899 1 24Mg ( 1 n, 0 ) 1 25Mg 7.331 bvw91100 1 24Mg ( 1 p, 0 ) 1 25Mg 6.548 nacre101 1 24Mg ( 1 4He, 1 p) 1 27Al -1.600 nacre102 1 24Mg ( 1 4He, 0 ) 1 28Si 9.984 cf88103 1 25Mg ( 1 n, 0 ) 1 26Mg 11.093 bvw91104 1 25Mg ( 1 p, 0 ) 1 26mAl 6.078 nacre105 1 25Mg ( 1 p, 0 ) 1 26gAl 6.307 nacre106 1 25Mg ( 1 4He, 1 p) 1 28Si 3.429 hfesh107 1 25Mg ( 1 4He, 1 n) 1 28Si 2.654 nacre108 1 25Mg ( 1 4He, 0 ) 1 29Si 11.127 hfesh109 1 26Mg ( 1 n, 0 ) 1 27Al 9.054 bvw91110 1 26Mg ( 1 p, 0 ) 1 27Al 8.272 nacre111 1 26Mg ( 1 4He, 0 ) 1 30Si 10.644 hfesh112 1 26Mg ( 1 4He, 1 p) 1 29Si 0.817 hfesh113 1 26Mg ( 1 4He, 1 n) 1 29Si 0.035 nacre114 1 26mAl( 0 �+, 0 �) 1 26Mg 4.232 table115 1 26mAl ( 1 n, 1 p) 1 26Mg 5.014 cf88116 1 26mAl ( 1 n, 1 4He) 1 23Na 3.197 nacre117 1 26mAl ( 1 n, 0 ) 1 27Al 13.286 wfh78118 1 26mAl ( 1 p, 0 ) 1 27Al 12.504 nacre119 1 26gAl ( 0 �+, 0 �) 1 26Mg 4.004 tableA suivre ...



318 C.2 Le r�eseau de r�eactions nucl�eaires utilis�e dans STAREVOLNum�ero R�eaction Energie lib�er�ee (MeV) R�ef�erenceX(a; b)Y QX(a;b)Y120 1 26gAl ( 1 n, 0 ) 1 27Al 13.058 wfh78121 1 26gAl ( 1 n, 1 p) 1 26Mg 4.786 cf88122 1 26gAl ( 1 n, 1 4He) 1 23Na 2.968 nacre123 1 26gAl ( 1 p, 0 ) 1 27Al 12.276 nacre124 1 26gAl ( 0 , 0 ) 1 26mAl -0.228 vol89125 1 27Al ( 1 p, 0 ) 1 28Si 11.585 nacre126 1 27Al ( 1 p, 1 4He) 1 24Mg 1.600 nacre127 1 27Al ( 1 4He, 1 n) 1 30Si -2.636 nacre128 1 28Si ( 1 n, 0 ) 1 29Si 8.473 hfesh129 1 28Si ( 1 p, 0 ) 1 29Si 7.692 nacre130 1 29Si ( 1 n, 0 ) 1 30Si 10.609 hfesh131 1 29Si ( 1 p, 0 ) 1 30Si 9.827 nacre132 1 30Si ( 1 n, 0 ) 1 31Si 6.587 hfesh133 1 30Si ( 1 p, 0 ) 1 31P 7.297 nacre134 1 31Si ( 0 ��, 0 �) 1 31P 1.480 table135 1 31Si ( 1 n, 0 ) 1 32Si 9.203 hfesh136 1 31Si ( 1 p, 1 n) 1 31P 0.710 hfesh137 1 31Si ( 1 p, 0 ) 1 32P 8.645 hfesh138 1 31P ( 1 n, 1 p) 1 31Si -0.710 hfesh139 1 31P ( 1 n, 0 ) 1 32P 7.935 hfesh140 1 31P ( 1 p, 1 4He) 1 28Si 1.916 hfesh141 1 31P ( 1 p, 0 ) 1 32S 8.864 hfesh142 1 32Si ( 0 ��, 0 �) 1 32P 0.210 table143 1 32Si ( 1 n, 0 ) 1 33P 10.327 hfesh144 1 32Si ( 1 p, 1 n) 1 32P -0.558 hfesh145 1 32Si ( 1 p, 0 ) 1 33P 9.546 hfesh146 1 32P ( 0 ��, 0 �) 1 32S 1.710 table147 1 32P ( 1 n, 0 ) 1 33P 10.104 hfesh148 1 32P ( 1 n, 1 p) 1 32Si 0.558 hfesh149 1 32P ( 1 p, 0 ) 1 33S 9.570 hfesh150 1 32P ( 1 p, 1 4He) 1 29Si 2.454 hfesh151 1 32P ( 1 p, 1 n) 1 32S 0.929 hfesh152 1 32S ( 1 n, 1 p) 1 32P -0.929 hfesh153 1 32S ( 1 n, 0 ) 1 33S 8.641 hfesh154 1 32S ( 1 n, 1 4He) 1 29Si 1.525 hfesh155 1 32S ( 1 p, 0 ) 1 33S 7.860 hfesh156 1 33P ( 0 ��, 0 �) 1 33S 0.248 table157 1 33P ( 1 n, 0 ) 1 34S 11.665 hfesh158 1 33P ( 1 p, 0 ) 1 34S 10.883 hfesh159 1 33P ( 1 p, 1 4He) 1 30Si 2.959 hfeshA suivre ...



Annexe C { Esp�eces et r�eactions nucl�eaires dans le code 319Num�ero R�eaction Energie lib�er�ee (MeV) R�ef�erenceX(a; b)Y QX(a;b)Y160 1 33P ( 1 p, 1 n) 1 33S -0.534 hfesh161 1 33S ( 1 n, 0 ) 1 34S 11.417 hfesh162 1 33S ( 1 n, 1 4He) 1 30Si 3.493 hfesh163 1 33S ( 1 n, 1 p) 1 33P 0.534 hfesh164 1 33S ( 1 p, 0 ) 1 34S 10.636 hfesh165 1 34S ( 1 n, 0 ) 1 35S 6.985 hfesh166 1 34S ( 1 p, 0 ) 1 35Cl 6.371 hfesh167 1 35S ( 0 ��, 0 �) 1 35Cl 0.167 table168 1 35S ( 1 n, 0 ) 1 36S 9.889 hfesh169 1 35S ( 1 p, 0 ) 1 36Cl 7.965 hfesh170 1 35Cl ( 1 n, 0 ) 1 36Cl 8.579 hfesh171 1 35Cl ( 1 p, 0 ) 1 heavy 8.505 hfesh172 1 36S ( 1 n, 0 ) 1 37Cl 9.168 hfesh173 1 36S ( 1 p, 0 ) 1 37Cl 8.387 hfesh174 1 36Cl ( 0 ��, 0 �) 1 heavy 0.712 table175 1 36Cl ( 1 n, 0 ) 1 37Cl 10.311 hfesh176 1 36Cl ( 1 p, 0 ) 1 37Cl 9.529 hfesh177 1 37Cl ( 1 n, 0 ) 1 heavy 11.024 hfesh178 1 37Cl ( 1 p, 0 ) 1 heavy 10.242 hfesh179 1 heavy ( 1 n, 0 ) 1 captn 8.221 ja89R�ef�erencesamg71 Allen, B.J., Machlin, R.L., Gibbons, J.H.: 1971, Adv. Nucl. Phys. 4, 205bbr88 Brehm, K., Becker, H.W., Rolfs, C., Kappeler, F., Ratynski, W.: 1988Phys. A. Atomic Nuclei 330, 167bk87 Bao, Z.Y., Kappeler, F.: 1987,Atomic Data Nucl. Data Tables 36, 411bvw91 Beer, H., Voss, F., Winters, R.R.: 1991, preprintbwk91 Beer, H., Wiescher, M., Kappeler, F., Gorres, J., Koehler, P.E.: 1991, preprintcf88 Caughlan, G.R., Fowler, W.A.: 1988, Atomic Data Nucl. Data Tables 40, 283db90 Descouvement, P., Bara�e, I.: 1990, Nucl. Phys. A514, 66fcz67 Fowler, W.A., Caughlan, G.R., Zimmerman, B.A.: 1967,Ann. Rev. Astron. Astrophys. 5, 52589 Funck, C., Langanke, K.: 1989, Ap.J. 344, 46hfesh Hauser-Feshbach theoretical �t (Rayet, M.: 1997, Belgium)ja89 Jorissen, A., Arnould, M.: 1989, A.A. 221, 161nacreoni94 Ohsaki, T., Nagai, Y., Igashira, M., Shima, T., Takeda, K., Seino, S., Irie, T.:1994, ApJ 422, 912rac94 Rauscher, T., Applegate, J.U., Cowan, J.J., Thielemann, F.D., Wiescher, M.: 1994,ApJ 429, 499 A suivre ...



320 C.3 Les r�eactions de brûlage
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ppI ppIIIFig. C.1 { Les châ�nes protons-protons.Num�ero R�eaction Energie lib�er�ee (MeV) R�ef�erenceX(a; b)Y QX(a;b)Yrid90 Raman, S., Igashira, M., Dozono, Y., Kitazawa, H., Mizimoto, M., Lynn, J.E.:1990, Phys. Rev. C41, 458skk93 Schatz, H., Kappeler, F., Koehler, P.E., Wiescher, M., Trautvetter, H.P.: 1993,ApJ 413, 750vol89 Vogelaar, R.B.: 1989, Ph.D. Thesis (California Institute of Technology)w69 Wagoner, R.V.: 1969, Ap.J.Suppl. 162, 247wfh78 Woosley, S.E., Fowler, W.A., Holmes, J.A., Zimmerman, B.A.: 1978,Atomic Data Nucl. Data Tables 22, 371wgt90 Wiesher, M., Gorres, J., Thielemann, F.-D.: 1990, Ap.J. 363, 340Fin.C.3 Les r�eactions de brûlageLes sc�enarios non explosifs de brûlage de l'Hydrog�ene sont rappell�es ici (�gures extraitesde Arnould et al. (1996) pour les cycles CNO et châ�nes Mg-Al et Ne-Na):



Annexe C { Esp�eces et r�eactions nucl�eaires dans le code 321

Fig. C.2 { Les cycles CNO, extraits de Arnould et al. (1996)

Fig. C.3 { Les chaines N�eon-Sodium et Magn�esium-Aluminium, extrait de Arnould et al.(1996)





Annexe DExpression des quantit�esthermodynamiques du deuxi�emeordreL'objectif de cette annexe est d'�etablir l'expression des quantit�es thermodynamiques dudeuxi�eme ordre telles que rad ; cP ; cV ; : : : en fonction des d�eriv�ees par rapport aux variablesind�ependantes de deux grandeurs thermodynamiques de base: l'entropie et la pression. Lesvariables d'abondances utilis�ees, les Yi, sont rappell�ees pour m�emoire car les quantit�es ther-modynamique en d�ependent mais elles sont toujours constantes en vertu du d�ecouplage struc-ture/composition relat�e au chapitre 1.D.1 En version (T; �; Yi)D.1.1 Deux jeux de variables ind�ependantesPour atteindre notre objectif, nous allons utiliser deux syst�emes de variables thermody-namiques pour exprimer la quantit�e de chaleur q. Les variables du syst�eme A sont (T; P ) etles variables du syst�eme B sont (T; �). Le changement de variable reliant P �a � sera obtenuen �ecrivant: d lnP = @ lnP@ ln � ����T d ln �+ @ lnP@ lnT ����� d lnT (D.1)En d�e�nissant z� = @ lnP@ ln � ����T (D.2)zT = @ lnP@ lnT ����� (D.3)on peut �nalement �ecrire:d ln � = d lnPz� � Qd lnT avec Q = zTz� (D.4)323



324 D.1 En version (T; �; Yi)D.1.2 Relations dans le premier jeu de variablesEn se placant pour commencer dans le syst�eme de variables A, on exprime le premierprincipe, dq = du+ Pdv, de la fa�con suivante:dq = @u@T ����P dT + @u@P ����T dP � P� d ln� (D.5)En utilisant l'�equation D.4, cela donne:dq = � @u@T ����P + QP�T � dT + � @u@P ����T � 1�z�� dP (D.6)d'o�u cP def= @q@T ����P = @u@T ����P + QP�T (D.7)Comme on a aussi dq = Tds, on peut �ecrireds = � @u@T ����P + QP�T �d lnT + PT � @u@P ����T � 1�z�� d lnP (D.8)et donc, @s@ lnT ����P = cP (D.9)@s@ lnP ����T = PT � @u@P ����T � 1�z�� (D.10)D.1.3 Relations dans le deuxi�eme jeu de variablesEn se placant maintenant dans le syst�eme de variables B, on �ecrit le premier principe demême: dq = @u@T ����� dT + @u@� ����T d�� P� d ln � (D.11)et alors en utilisant D.4: dq = @u@T ����� dT + � @u@� ����T � P�2�d� (D.12)On obtient donc de la même fa�con cV def= @q@T ����v = @u@T ����� (D.13)et ds = @u@T ����� d lnT + �T � @u@� ����T � P�2� d ln � (D.14)Et �nalement, les d�eriv�ees de l'entropie sont:@s@ lnT ����� = cV (D.15)@s@ ln �����T = �T � @u@� ����T � P�2� (D.16)



Annexe D { Expression des quantit�es thermodynamiques du deuxi�eme ordre 325Dans ce même jeu de variables, �ecrivons maintenant l'�egalit�e des d�eriv�ees secondes crois�eesde s: dd ln � � dsd lnT � = dd lnT � dsd ln �� (D.17)Compte tenu des expressions D.15 trouv�ees ci-dessus, cette relation devient:dd ln� (cV ) = dd lnT � �T @u@� ����T � P�2� (D.18)Apr�es avoir men�e �a bien ce calcul en �eliminant les d�eriv�ees secondes crois�ees de u qui s'an-nulent, on obtient: @u@� ����T = P�2 (1� zT ) (D.19)D.1.4 Changement de variablePour �nir, �ecrivons le changement de variables des d�eriv�ees de u en passant du syst�emeB au syst�eme A: @u@P ����T = @u@� ����T @�@P ����T (D.20)@u@T ����P = @u@T ����� + @u@� ����T @�@T ����P (D.21)En utilisant l'expression des d�eriv�ees de u trouv�ees en D.19, D.7 et D.13 et le changement devariable D.4, on trouve: @u@P ����T = 1�z� � Q� (D.22)cP = cV + PQ2� (D.23)La deuxi�eme expression n'est autre que la relation de Clapeyron entre cP et cV . La premi�ererelation permet d'expliciter toutes les d�eriv�ees de l'entropie comme suit:@s@ lnT ����P = cP @s@ lnT ����� = cV (D.24)@s@ ln �����T = �PQ�T zT @s@ lnP ����T = �PQ�T (D.25)D.1.5 ConclusionSi l'on construit la quantit�e suivante:k = zT @s@ ln � ����T � z� @s@ lnT ����� (D.26)on peut montrer, en utilisant les d�eriv�ees de l'entropie rassembl�ees ci-dessus et la relation deClapeyron d�emontr�ee plus haut, que l'on ak = �z�cP (D.27)



326 D.2 En version (T; lnf ; Yi). Par ailleurs la relation dq = Tds permet d'�ecriredq = cPdT + T @s@ lnP ����T d lnP (D.28)en utilisant l'�equation D.24. On en d�eduit l'expression du gradient adiabatique:rad def= @ lnT@ lnP ����q = PQ�TcP (D.29)En introduisant le relation D.27 et la d�e�nition de @s@ ln � ���T dans l'expression du gradient, onobtient �nalement les trois relations cherch�ees:cP = � kz� (D.30)cV = � @s@ lnT ����� (D.31)rad = 1k @s@ ln � ����T (D.32)D.2 En version (T; lnf ; Yi)On introduit ici un nouveau jeu de variables, le syst�eme C: (lnf ; T ).D.2.1 Le changement de variable �(f)Le changement de variable entre � et lnf s'�ecrit comme suit:d ln � = �fd lnf + �Td lnT (D.33)En exprimant la di��erentielle d ln � dans la relation D.4, on obtient pour la pression:d lnP = PTd lnT + Pfd lnf (D.34)avec PT def= @ lnP@ lnT ����f = zT + z��T (D.35)et Pf def= @ lnP@ lnf ����T Lyr = z��f (D.36)D.2.2 Passage A�!C et cPEn suivant la même m�ethode que pour la section pr�ec�edente de cette annexe, nous allonscalculer les d�eriv�ees de l'entropie. Pour cela, on �ecrit le changement de variable entre lesyst�eme de variables A d�e�ni plus haut et le nouveau syst�eme C, (T; lnf ):@s@ lnf ����T = @s@ lnP ����T @ lnP@ lnf ����T (D.37)@s@ lnT ����f = @s@ lnT ����P + @s@ lnP ����T @ lnP@ lnT ����f (D.38)ce qui se r�e�ecrit: @s@ lnf ����T = �PQ�T Pf (D.39)@s@ lnT ����f = cP � PQ�T PT (D.40)



Annexe D { Expression des quantit�es thermodynamiques du deuxi�eme ordre 327en utilisant D.24. En �eliminant la quantit�e @s@ lnf ���T des �equations D.37 et D.38 et en introdui-sant D.24, on peut montrer que@s@ lnT ����f = cP + @s@ lnf ���T@ lnP@ lnf ���T @ lnP@ lnT ����f (D.41)En posant K = PT @s@ lnf ����T � Pf @s@ lnT ����f (D.42)on obtient la relation K = �PfcP et l'on retient donc:cP = �KPf (D.43)D.2.3 Passage B�!C et cVOn �ecrit le syst�eme de passage entre les syst�emes de variables B et C pour l'entropie (voiraussi annexe F): @s@ lnf ����T = @s@ ln �����T @ ln �@ lnf ����T (D.44)@s@ lnT ����f = @s@ lnT ����� + @s@ ln �����T @ ln �@ lnT ����f (D.45)En �eliminant @s@ ln� ���T de ces �equations et en introduisant les relations D.24, on otient@s@ lnT ����f = cV + @s@ lnf ���T@ ln�@ lnf ���T @ ln �@ lnT ����f (D.46)En posant K0 = �f @s@ lnT ����f � �T @s@ lnf ����T (D.47)on obtient la relation K 0 = ��fcV et l'on retient donc:cV = �K0�f (D.48)D.2.4 Vers le gradient adiabatiqueDe l'expression D.39 pour la d�eriv�ee de l'entropie, on tire:Q = � �TPPf @s@ lnf ����T (D.49)On remplace cette expression de Q et celle trouv�ee pour cP , D.43, dans l'�equation D.29 pourobtenir la nouvelle forme du rad. Apr�es simpli�cations, on a:rad = 1K @s@ lnf ����T (D.50)



328 D.3 Calcul de ��D.2.5 La vitesse du sonDans cette partie, on calculera aussi�1 def= @ lnP@ ln � ����q (D.51)pour pouvoir obtenir la vitesse du son vs def= sP� �1 (D.52)La vitesse du son demande le calcul du premier exposant adiabatique �1 et donc le calculd'une expression de P en fonction de q et � pour calculer celui-ci. On utilise l'expression dedq en fonction de P et T (relation D.28) et le changement de variable D.4 en les r�e�ecrivantcomme suit: �cPTd lnT = �dq +QPd lnP (D.53)z�Qd lnT = d lnP � z�d ln � (D.54)En �eliminant la temp�erature de ces deux �equations, on a:d lnP � 1z�Q � rad � = dqcPT + d ln �Q (D.55)Par ailleurs, on r�e�ecrit la relation de Clapeyron D.22 en divisant par cP et en introduisantles d�e�nitions du gradient adiabatique D.29 et du coe�cient  = cPcV . On obtient: 1 = +rad Qz�. Ce qui donne pour la relation D.55 pr�ealablement multipli�ee par Qz�:d lnP = z�QcPT dq + z� d ln � (D.56)D'o�u l'expression �1 = z� . En remplacant maintenant cP et cV par les expressions trouv�ees auparagrape pr�ec�edent, puis en introduisant les relations D.36 on obtient l'expression cherch�ee: = �Pf�f K0K (D.57)�1 = � KK0 (D.58)D.3 Calcul de ��Cette quantit�e, d�e�nie par: �� def= @ lnP@ ln� ����T;� (D.59)trace la variation de composition des couches en fonction de la pression. Elle est n�ecessaireau calcul de l'apparition d'une instabilit�e thermique ou non (voir le chapitre 3) par exempleet �a tous les processus de m�elange en g�en�eral.



Annexe D { Expression des quantit�es thermodynamiques du deuxi�eme ordre 329Formule g�en�eraleOn �ecrit P et � dans les nouveaux jeux de variable C = (lnT ; �; �) et D = (lnT ; lnf ; �):d lnP = ��d ln�+ �Td lnT + ��d ln� (D.60)= �fd lnf + �Td lnT + ��d ln� (D.61)d ln� = �Td lnT + �fd lnf + ��d ln� (D.62)En combinant D.62 dans D.60, on obtient:�� + ���� = �� (D.63)Par ailleurs, on peut �ecrire P et � en fonction de T et �: C = (lnT ; �; �) et D = (lnT ; lnf ; �):d lnP = z�d ln �+ zTd lnT (D.64)d ln� = �Td lnT + ��d ln � (D.65)En combinant D.65 dans D.60 et en comparant �a D.64, on obtient: En combinant D.62 dansD.60, on obtient: Z� = �� + ���� (D.66)La combinaison de D.63 et D.66 donne:�� = ��� � z���1� ���� � (D.67)Cette formule a l'avantage d'�eliminer ��, quantit�e di�cile �a calculer autrement que commer�esultat de D.66 en formalisme (lnf ; lnT ). En op�erant le changement de variable 2.91 et ense rappellant que � = ��1, on s'aper�coit que deux quantit�es sont connues:�� = � @ ln�@ lnf ����T � @ ln �@ lnf ����T��1 (D.68)z� = @ lnP@ lnf ����T � @ ln �@ lnf ����T��1 (D.69)Les d�eriv�ees de � s'obtenant �a partir de l'�equation 2.66:@ ln �@ lnx ����y = @ lnne@ lnx ����y � @ ln �e@ lnx ����y (D.70)@2 ln �@ lnx@ lny = @2ne@ lnx@ lny � @2 �e@ lnx@ lny (D.71)Il reste donc �� = @ lnP@ ln� ���T;f et �� = @ ln �@ ln� ���f;T �a calculer.Calcul de ��On cherche �a d�eterminer, en formalisme (lnf ; lnT ), de quelle mani�ere peut varier Plorsque � varie, �a f et T constants ! Est-ce que � varie lorsque f et T sont constants? Oui,deux couches de l'�etoile ayant mêmes f etT auront deux poids mol�eculaires moyens di��erents



330 D.3 Calcul de ��si leur contenu nucl�eaire est di��erent et donc une pression di��erente. On rend compte de cetted�ependance en �ecrivant �:d ln� = �d ln� = ��d �e +Xions�i! (D.72)= ��d �e +XX yX � �H2 ! (D.73)d ln�(lnf ; T; yX) = ��"d �e (lnf ; T; yX) +XX dyX � d �H2 (lnf ; T; yX) (D.74)= �Td lnT + �fd lnf +XX �Xd lnyX# (D.75)On �ecrit P dans le même jeu de variables:d lnP =  Td lnT +  fd lnf +XX  Xd lnyX (D.76)L'introduction de D.72 dans D.76 et la comparaison avec D.61 donne:�� =  X�X (D.77)Calcul des d�eriv�ees par rapport �a yXComme � = �e +Pi �i et que la relation 2.2 lie � et �, on peut �ecrire:@ ln �@ lnyX ����f;T = � �e� @ ln �e@ lnyX ����f;T + Pi �i� @ lnPi �i@ lnyX ����f;T! (D.78)Par ailleurs, on a  X = 1P @P@ lnyX ���f;T = 1P @@ lnyX ���f;T (Pelec + Pion + Prad + Pcor). La seulecomposante d�ependant des yX est la composante ionique. En utilisant son expression (�equa-tion 2.291) et en se souvenant de la d�e�nition de � (�equation 2.66), on obtient: X = PionP  @ lnPi �i@ lnyX ����T;f � @ ln �e@ lnyX ����f;T! (D.79)A partir de 2.157 pour �e et 2.295 pour �i, on �ecrit avec les notations de la partie 2.6.1:@ ln �e@ lnyX ����f;T = yX�e  D @ �H@yX ����f;T + @S@yX ����f;T! (D.80)@ lnPi �i@ lnyX ����f;T = yXPi �i  yX�(X � i)� @ �H2@yX ����f;T! (D.81)



Annexe D { Expression des quantit�es thermodynamiques du deuxi�eme ordre 331Reste ensuite �a obtenir les d�eriv�ees par rapport �a yX de �H , �H2 et �eZ. D'apr�es la section2.6.1 (�equations 2.157, 2.162, 2.154, 2.155, 2.156):@ �H2@yX ����f;T = 12  �(H �X)� S @ �H@yX ����f;T! (D.82)@ �H@yX ����f;T =  b� p�2ap� ! @b@yX ����f;T � 1p� @c@yX ����f;T (D.83)@b@yX ����f;T = S @ �eZ@yX ����f;T �D�(H � Z) (D.84)@c@yX ����f;T = �yH @ �eZ@yX ����f;T � S�(H � Z) (D.85)@ �eZ@yX ����f;T = @ �eZs@yX ����f;T + @ �eZns@yX ����f;T (D.86)@ �eZs@yX ����f;T = 1yX ZXXq=1 �Xq+ (D.87)@ �eZns@yX ����f;T = ZX si totioniz (D.88)(D.89)o�u a; b; c et � sont les notations standards pour les coe�cients et le d�eterminant de l'�equationdu second degr�e 2.162.Calcul de ��En comparant l'expression de � dans le jeu de variable (lnf ; lnT ; �) (�equation D.62) avecla combinaison de D.72 et de � en variables (lnf ; lnT ; yX), on a pour � une formule similaire�a P : �� = �X�X avec �X = @ ln �@ lnyX ����f;T (D.90)D'apr�es l'expression 2.66 de �, on a:�X = � @ ln �e@ lny ����f;T (D.91)ConclusionLa quantit�e �� est donc calcul�ee �a partir de l'�equation D.67, en utilisant les expressionsD.77, D.90,D.68 et D.69 donnent les quatre termes qui la compose. Les deux premi�eres fontappel �a trois quantit�es d�eriv�ees par rapport �a yX : D.79, D.78 et D.91.D.4 D�eriv�ees Newton-RaphsonPour la convergence, les d�eriv�ees des quantit�es Q, cP , rad, z� et zT sont n�ecessaires.A partir des �equations �etablies dans la premi�ere section de cette annexe, on peut �ecrire



332 D.4 D�eriv�ees Newton-Raphsondirectement les d�eriv�ees de Q:@Q@ lnx ����lny = Q"�(x� T ) + @ ln �@ lnx ����y + � @s@ lnf ����T��1 @2s@ lnx@ lnf � � @P@ lnf ����T��1 @2P@ lnx@ lnf #(D.92)Les d�eriv�ees de cP et rad sont exprim�ees �a partir de celles de k:@k@ lnx ����y = @PT@ lnx ����y @s@ lnf ����T + PT @2s@ lnx@ lnf � @Pf@ lnx ����y @s@ lnT ����f � Pf @2s@ lnx@ lnT (D.93)O�u l'on utilise la relation F.10 pour calculer les d�eriv�ees de Pf et PT . On a alors:@cP@ lnx ����y = cP "1k @k@ lnx ����y � 1Pf @Pf@ lnx ����y# (D.94)@rad@ lnx ����y = rad "� @s@ lnf ����T��1 @2s@ lnx@ lnf � 1k @k@ lnx ����f# (D.95)Les quantit�es zT et z� sont n�ecessaires pour certains calculs li�es �a la convection. Elles sontobtenues �a partir des quantit�es PT et Pf en appliquant le changement de variable sur lesd�eriv�ees, l'�equation 2.91 (ce calcul a d�eja �et�e fait pour z�, voir l'�equation D.69). Les d�eriv�eesde ces deux quantit�es dans le jeu de variable (lnf ; lnT ) sont alors:@zT@ lnx ����y = @PT@ lnx ����y � � @ ln �@ lnf ����T��1( @Pf@ lnx ����y @ ln �@ lnT ����f + (D.96)Pf " @2 ln �@ lnx@ lnT � @ ln �@ lnT ����f � @ ln �@ lnf ����T��1 @2 ln �@ lnx@ lnf #) (D.97)@z�@ lnx ����y = � @ ln �@ lnf ����T��1 " @Pf@ lnx ����y � Pf � @ ln �@ lnf ����T��1 @2 ln �@ lnx@ lnf # (D.98)



Annexe ED�etails de l'impl�ementation de lanouvelle �equation d'�etatLa table E donne l'organigramme d�etaill�e de la nouvelle �equation d'�etat . Les noms deproc�edures sont not�es en noir et en majuscule si la proc�edure fait appel �a un niveau suppl�e-mentaire ou en minuscule sinon. Les tests permettant l'acc�es aux niveaux sup�erieurs ont �et�ereport�es en bleu: ils s'appliquent �a l'�el�ement indent�e imm�ediatement inf�erieur. Par exemple,tout au d�ebut du tableau, dans la proc�edure EOS (niveau 1): si ag vaut 1, alors une pro-c�edure de niveau 2, initpar, est ex�ecut�ee. De même, si un des deux bool�eens, eosderiv oucheckananum, est vrai, alors la proc�edure de niveau deux EOS FOD est ex�ecut�ee. Ensuite,truncexpo est appel�e sans conditions, alors que SAVE QUANTITIES FOD n'est appel�ee quesi printin�le6=0...
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334Organigramme d�etaill�e de la nouvelle �equation d'�etatNiveau 1 Niveau 2 Niveau 3 Niveau 4 Niveau 5 Niveau 6EOS ag=0initparag=0initconsag=0initnbionag=0 et not compavmassinitlnmeosderiv ou checkananumEOS FOD truncexpoprintin�le 6= 0SAVEQUANTITIES FOD trunclnintcharlnnQDEGEN trunclnELECTRONIC SOD truncinvchemYcompavmass A suivre ...



AnnexeE{D�etailsdel'impl�ementationdelanouvelle�equationd'�etat335

Organigramme d�etaill�e de la nouvelle �equation d'�etatNiveau 1 Niveau 2 Niveau 3 Niveau 4 Niveau 5 Niveau 6INITLNMAV trunclnnonidealNONPERFECT FOD fapprocoul ou compionpresFAPPROX FOD truncinvtrunclnfapprocoul ou compionpresETAPPROX FOD DEGEN trunclncompcoulshielCOULOMB FOD truncinvcompionpresPRESSIONI FOD truncinvtrunclntruncexponeweta fodZH FOD compH2e� et VardyaZH2A suivre ...



336Organigramme d�etaill�e de la nouvelle �equation d'�etatNiveau 1 Niveau 2 Niveau 3 Niveau 4 Niveau 5 Niveau 6H2VARDYA FOD truncinvtrunclntruncexpocompH2e� et IrwinZH2h2Irwin fodcompZH0 et T<Tmaxirwinh fodZZ FOD indxcompZCNO et (z=6 ou z=7 ou z=8)CNO FOD truncinvtrunclntruncexpoindxcompZHe et z=2 et T<Tmaxirwinhe fodSAHAZ FOD truncexpoindxfreelectronZ fodSAHAH FOD A suivre ...



AnnexeE{D�etailsdel'impl�ementationdelanouvelle�equationd'�etat337

Organigramme d�etaill�e de la nouvelle �equation d'�etatNiveau 1 Niveau 2 Niveau 3 Niveau 4 Niveau 5 Niveau 6trunclntruncexpoegalSECONDEGREE TRUNCDIFF egalimproverealCHOICE egalGAZ FOD trunclnindxLOGA FOD truncinvtrunclnlnnQnonidealdpecalc fodnonidealdsecalc fodnonidealduecalc fodcompionpress A suivre ...



338Organigramme d�etaill�e de la nouvelle �equation d'�etatNiveau 1 Niveau 2 Niveau 3 Niveau 4 Niveau 5 Niveau 6NONPERFECT0 FOD FAPPROX FOD truncinvtrunclnETAPPROX FOD DEGEN trunclnPRESSIONI FOD truncinvtrunclntruncexpocompionpressdpecalc fodcompionpressdsecalc fodcompionpressduecalc fodradiativ foddimelec fodTRANSDFTODRHO TRUNCDIFF egalcompkimu fod A suivre ...



AnnexeE{D�etailsdel'impl�ementationdelanouvelle�equationd'�etat339

Organigramme d�etaill�e de la nouvelle �equation d'�etatNiveau 1 Niveau 2 Niveau 3 Niveau 4 Niveau 5 Niveau 6TRUNCDIFF egalfordi�usion fodprinin�le6=0SAVEQUANTITIES FOD trunclnintcharlnnQtruncinvtruncinvnot eosderivEOS SOD truncexpoprintin�le6=0SAVEQUANTITIES SOD trunclnintcharlnnQDEGEN trunclnELECTRONIC SOD truncinvchemY A suivre ...



340Organigramme d�etaill�e de la nouvelle �equation d'�etatNiveau 1 Niveau 2 Niveau 3 Niveau 4 Niveau 5 Niveau 6compavmassINITLNMAV trunclnnonidealNONPERFECT SOD fapprocoul ou compionpresFAPPROX SOD truncinvtrunclnfapprocoul ou compionpresETAPPROX SOD DEGEN trunclncompcoulshielCOULOMB SOD truncinvcompionpresPRESSIONI SOD truncinvtrunclntruncexponeweta sodZH SOD A suivre ...



AnnexeE{D�etailsdel'impl�ementationdelanouvelle�equationd'�etat341

Organigramme d�etaill�e de la nouvelle �equation d'�etatNiveau 1 Niveau 2 Niveau 3 Niveau 4 Niveau 5 Niveau 6compH2e� et VardyaZH2H2VARDYA SOD truncinvtrunclntruncexpocompH2e� et IrwinZH2h2Irwin sodcompZH0 et T<Tmaxirwinh sodZZ SOD indxcompZCNO et (z=6 ou z=7 ou z=8)CNO SOD truncinvtrunclntruncexpoindxcompZHe et z=2 et T<Tmaxirwinhe sodSAHAZ SOD truncexpoindxfreelectronZ sod A suivre ...



342Organigramme d�etaill�e de la nouvelle �equation d'�etatNiveau 1 Niveau 2 Niveau 3 Niveau 4 Niveau 5 Niveau 6SAHAH SOD trunclntruncexpoegalSECONDEGREE TRUNCDIFF egalimproverealCHOICE egalGAZ SOD trunclnindxLOGA SOD truncinvtrunclnlnnQnonidealdpecalc sodnonidealdsecalc sodnonidealduecalc sod A suivre ...



AnnexeE{D�etailsdel'impl�ementationdelanouvelle�equationd'�etat343

Organigramme d�etaill�e de la nouvelle �equation d'�etatNiveau 1 Niveau 2 Niveau 3 Niveau 4 Niveau 5 Niveau 6compionpressNONPERFECT0 SOD FAPPROX SOD truncinvtrunclnETAPPROX SOD DEGEN trunclnPRESSIONI SOD truncinvtrunclntruncexpocompionpressdpecalc sodcompionpressdsecalc sodcompionpressduecalc sodradiativ soddimelec sodTRANSDFTODRHO TRUNCDIFF egalA suivre ...



344Organigramme d�etaill�e de la nouvelle �equation d'�etatNiveau 1 Niveau 2 Niveau 3 Niveau 4 Niveau 5 Niveau 6compkimu sodTRUNCDIFF egalfordi�usion sodprinin�le 6= 0SAVEQUANTITIES SOD trunclnintcharlnnQtruncinv Fin.



Annexe FPetit formulaire physique etmath�ematiqueF.1 Unit�es atomiquesSi M12C est la masse du noyau de carbone 12, on a:N def= 12gM12C (F.1)uma def= M12C12 (F.2)En combinant ces deux d�e�nitions, on obtient uma � N = 1g. De plus, en supposant que{ Mn = Mp = M{ et 6 Mp+6 Mn=M12C (on n�eglige l'�energie de liaison du carbone 12)la d�e�nition F.2 donne uma = M . La masse d'une "esp�ece nucl�eaire" �etant donn�ee parMX = AX � uma , la masse molaire est MXmol = N � MX = AXg.F.2 Constantes fondamentalesLa coh�erence de l'ensemble des valeurs des constantes physiques a �et�e renforc�e en choisis-sant seulement un petit nombre de constantes fondamentales pour exprimer toutes les autresen fonctions de celles-ci. Le syst�eme d'unit�e choisi est le cgs. Ainsi, on a{ c = 2:99792458 � 1010cm � s�1{ G = 6:67259 � 10�8dyn � cm2 � g�2{ k = 1:380658 � 10�16erg=K{ h = 6:6260755 � 10�27erg � s{ N = 6:0221367 � 1023{ e = 1:60217733 � 10�19ucgs{ Me = 9:1093897 � 10�28gOn a alors pour les constantes d�eriv�ees:{ � = 2�5k415h3c2 � 5:66961 � 10�5ucgs 345



346 F.3 Formules math�ematiques utiles{ R = Nk � 8:3144538 � 107ucgs{ �c = hMec � 2:426311 � 10�10cmF.3 Formules math�ematiques utilesF.3.1 Formule de Stirling:limx!1(ln(x!)) = x ln(x)� x (F.3)F.3.2 Analyse vectorielle:On rappelle les propri�et�e suivantes:�x = div(~rx) (F.4)~r(~x � ~y) = ~x ^ ~rot(~y) + ~y ^ ~rot(~x) + (~x~r)~y + (~y~r)~x (F.5)~rot(~x ^ ~y) = (~y � ~r)~x� (~x � ~r)~y � ~ydiv(~x) + ~xdiv(~y) (F.6)~rot( ~rot(~x)) = ~rdiv(~x)��~x (F.7)div( ~rot(~x)) = ~rot(~ry) = 0 (F.8)F.3.3 D�erivation de �:Si � def= 1kT , on a: @�n@ lnx ����y = �n @ ln �n@ lnx ����y= n�n @ ln ln �@ lnx ����y= �n�n @ lnT@ lnx ����yD'o�u @�n@ lnx ����y = �n�n�(x� T ) (F.9)F.3.4 D�eriv�ees logarithmiquesLe passage de la d�eriv�ee @2 ln@ lnx@ lny �a la d�eriv�ee @2@ lnx@ lny de fait de la mani�ere suivante:dd lnx � @ lnA@ lny ����x� = dd lnx � 1A @A@ lny ����x�= 1A @2A@ lnx@ lny + �1A2 @A@ lnx ����y @A@ lny ����xD'o�u la formule: @2A@ lnx@ lny = A @2 lnA@ lnx@ lny + @ lnA@ lnx ����y @ lnA@ lny ����x! (F.10)



Annexe F { Petit formulaire physique et math�ematique 347D'autre part, le passage de la d�eriv�ee @ ln2@ lnx@ lny �a la d�eriv�ee @2 ln@ lnx@ lny doit être tr�es prudentcar l'ordre des d�erivations devient important. En e�et, si les d�eriv�ees secondes crois�ees sont�egales, ce n'est pas le cas pour les d�eriv�ees logaritmiques. V�eri�ons le:@2A@ lnx@ lny = @2A@ lny@ lnxddx �Ay @ lnA@ lny ����x� = ddy  Ax @ lnA@ lnx ����y!x ddx �A @ lnA@ lny ����x� = y ddy  A @ lnA@ lnx ����y!dd lnx �A @ lnA@ lny ����x� = dd lny  A @ lnA@ lnx ����y!@A@ lnx ����y @ lnA@ lny ����x +A @2 lnA@ lnx@ lny = @A@ lny ����x @ lnA@ lnx ����y + A @2 lnA@ lny@ lnx@ lnA@ lnx ����y @ lnA@ lny ����x + @2 lnA@ lnx@ lny = @ lnA@ lny ����x @ lnA@ lnx ����y + @2 lnA@ lny@ lnxOn trouve bien que : @2 lnA@ lnx@ lny = @2 lnA@ lny@ lnx (F.11)Mais alors: dd lny  @ lnA@ lnx ����y! = dd lnx � @ lnA@ lny ����x�@ lnA@ lnx ����y d lnlny  @ lnA@ lnx ����y! = @ lnA@ lny ����x d lnd lnx � @ lnA@ lny ����x�D'o�u: @ ln2A@ lnx@ lny = @ lnA@ lny ���x@ lnA@ lny ���x @ ln2 A@ lny@ lnx (F.12)F.3.5 Relations de changement de variablesLorsque l'on passe de l'expression d'une quantit�e A en fonction de x et y, A(x; y), �a uneexpression en fonction de u et v, A(u; v) avec les relations x = f(u; v) et y = g(u; v), ladi��erentielle de A doit rester la même. On a donc �egalit�e des deux lignes ci-dessous:dA = @A@u ����v du+ @A@v ����u dv (F.13)dA = @A@x ����y dx+ @A@y ����x dy (F.14)Les di��erentielles de x et y sont:dx = @x@u ����v du+ @x@v ����u dv (F.15)dy = @y@u ����v du+ @y@v ����u dv (F.16)



348 F.3 Formules math�ematiques utilesEn remplacant ces expressions dans l'�equation F.14, on obtient:dA =  @A@x ����y @x@u ����v + @A@y ����x @y@u ����v! du+ @A@x ����y @x@v ����u + @A@y ����x @y@v ����u!dv (F.17)En comparant avec l'�equation F.13, on obtient la relation de changement de variable:@A@u ����v = @A@x ����y @x@u����v + @A@y ����x @y@u ����v (F.18)@A@v ����u = @A@x ����y @x@v ����u + @A@y ����x @y@v ����u (F.19)Ces relations serviront �a plusieurs reprises dans le calcul de la nouvelle �equation d'�etat .



Annexe GRappels d'�electromagn�etismeOn souhaite juste ici mettre �a disposition les quelques relations de base de l'�electoma-gn�etisme qui sont n�ec�essaires au chapitre 4. Le champ �electromagn�etique dans la mati�ere estd�e�ni en g�en�eral par plusieurs jeux d'�equations.G.1 Equations constitutivesElles prennent en compte les propri�et�es de la mati�ere:~D = [�] ~E (G.1)~B = [�] ~H (G.2)~J = [�] ~E (G.3)G.2 Equations de baseLes �equations de Maxwell du champs �electromagn�etique sont:div( ~B) = 0 (G.4)div( ~D) = � (G.5)~rot( ~E) + d~Bdt = ~0 (G.6)~rot( ~H)� d~Ddt = ~J (G.7)Le champ est d�e�ni �a partir des potentiels scalaire et vecteur de la fa�con suivante:B = ~rot( ~A) (G.8)E = �~r�� d ~Adt (G.9)G.3 Equations d�eriv�eesLes relations de Maxwell contiennent toutes les informations sur le champs. En particulier:Une �equation de conservation de la charge en prenant la divergence de G.7:d�dt + div( ~J) = 0 (G.10)349



350 G.3 Equations d�eriv�eesUne �equation de conservation de l'�energie �evaluant le travail ~E � ~J :d�dt + div(~�) = � ~E � ~J (G.11)� def= 12( ~E � ~D + ~B � ~H) (G.12)� def= ~E ^ ~H (G.13)Les �equations de propagation en introduisant dans les �equations de Maxwell la d�e�nition despotentiels et un choix de jauge: � ~A� ��@2 ~Adt2 = �� ~J (G.14)��� ��@2�dt2 = � �4�� (G.15)d�dt + ��div( ~A) = 0 (G.16)Leurs solutions, les potentiels retard�es, sont:�(~r; t) = Z j~r � ~xj�1��~x; t� j~r� ~xjv � dV (G.17)~A(~r; t) = c Z j~r� ~xj�1 ~J �~x; t� j~r � ~xjv � dV (G.18)v = 1p�� (G.19)
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