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ORGANISATION GENERALE

Le lecteur trouvera dans ces quelques
pages le résumé de l'ouvrage et les
principales options choisies. J'espére
qu'elles lui donneront le goiit de
poursuivre jusqu'au bout la lecture.

Dans ce travail, qui retrace le bilan de quatre années de recherches, il n'était
pas raisonnable de tout présenter. J'ai choisi de privilégier les principes et
méthodes plutdt que des résultats techniques fastidieux et des applications
spécifiques. Cependant, 1a seconde partie de cette thése est consacrée a un recueil
de travaux personnels qui viennent compléter la présentation des idées de la
premiére partie par des articles plus détaillés.

L'ouvrage ne suit pas l'ordre chronologique des recherches, il a été
réorganisé pour une meilleure compréhension. Délibérément, j'ai choisi de
présenter d'abord les résultats généraux, puis des directions plus particulieres.
Chacun des chapitres tente, de maniére allusive (mais non simpliste), de montrer
la constitution d'outils et de modeles pour 1'étude des algorithmes sur les
architectures paralleles, de faire le point sur ces méthodes, d'en proposer des
extensions pour que le modele se rapproche encore plus de la réalité et enfin,
d'illustrer le propos par un tour d'horizon de quelques résultats plus concrets.

Le lecteur pourra se reporter 2 la fin pour une connaissance approfondie,
plus technique et réellement opérationnelle des méthodes présentées.

Ces résultats ont été établis en collaboration avec P. Comon, M. Cosnard, J.C.
Konig, P. Laurent-Gengoux, M. Marrakchi, J.M. Muller, Y. Robert et J.
Ryckbosch. Je voudrais témoigner ici du grand plaisir que j'ai eu 2 travailler avec
chacun d'eux et je souhaite vivement que les échanges fructueux que nous avons
eus ensemble continuent dans I'avenir.
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PLAN

L'introduction est consacrée aux rappels des concepts fondamentaux qui
régissent la conception des architectures paralleles. Dans le second chapitre, nous
présentons les résultats théoriques concernant l'étude de complexité des
algorithmes parallgles, ainsi qu'une description de I'architecture de référence,
qui est une machine MIMD 2 mémoire partagée. Nous y discutons la validité de ce
modele théorique. Le chapitre suivant est dédié a l'ensemble des résultats de
complexité concernant des algorithmes de référence de I'algeébre linéaire
(diagonalisation de Jordan et élimination de Gauss), il a pour but d'illustrer la
méthodologie. Il existe plusieurs versions possibles de la méthode de Gauss en
parallele, qui conduisent principalement a deux grandes classes de graphes de
précédence, conceptuellement différents : les graphes de type "glouton" et ceux
du type "2-pas".

Ces types de graphes se rencontrent d'une maniere plus générale dans
d'autres problémes d'algébre linéaire ainsi que dans certaines méthodes non
numériques de la théorie des graphes, comme la recherche des plus courtes
distances ou la fermeture transitive. Nous développons ensuite les résultats de
complexité concernant des algorithmes d'ordonnancement optimaux sur ces deux
types de graphes pour les exemples les plus courants (versions "kji" et "kij" de
Gauss en parallele). Nous examinons ensuite comment adapter 1'étude en prenant
en compte les temps de communication entre les processeurs. Puis, nous
présentons quelques résultats complémentaires sur les architectures 2
parallélisme massif : les architectures "systoliques” (en particulier, des
implémentations systoliques du probléme du chemin algébrique et du calcul de
projections en filtrage adaptatif). Avant de conclure, nous présentons des
résultats plus pratiques, de parallélisation effective sur des architectures
existantes (le CRAY-XMP et I'IBM 3090 VF multj processeur) en nous
intéressant plus particuliérement l'algorithme du gradient conjugué.
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1.UNE INTRODUCTION
AU PARALLELISME

Présentation générale des différentes
formes de parallélisme. Description
des architectures paralléles.

1.1. LE BESOIN EN PUISSANCE DE CALCUL

Aujourd'hui, la demande en puissance de calcul est sans cesse croissante dans
le domaine des applications scientifiques. On mesure la vitesse d'un algorithme
sur un ordinateur donné, en millions d'opérations qu'il est capable d'effectuer sur
des nombres flottants en une seconde (en MFlops pour Mega FLoating point
OPerations per Second). Les puissances actuelles sont loin de satisfaire la
demande. En effet, la complexité du monde s'accroit, ainsi que la perception que
'on en a. Ainsi, les modeles mathématiques pour représenter la réalité se
compliquent et il faudrait pouvoir intégrer de plus en plus de paramétres pour
rendre compte précisément des phénomenes qui nous entourent. Ce facteur est
confirmé par I'importance considérable que prend la simulation numérique dans
les sciences de I'ingénieur.

Actuellement, les plus gros ordinateurs dont on dispose ont une puissance
réelle de quelques dizaines de MFlops, dans le meilleur des cas (les constructeurs
annoncent des puissances bien supérieures, mais il s'agit de résultats de pointe
réalisés dans les cas les plus favorables avec une parfaite utilisation de toutes les
ressources comme les pipelines ou la répartition entre les processeurs, ce
probléme est discuté dans [Her] par exemple). De nombreux travaux font mention
de I'état de I'art actuel sur les calculateurs les plus performants, ils s'appuient sur
des chiffres donnés par les constructeurs ou mesurés par des chercheurs, citons
entre autres articles, ceux de [Comp], [Her], [Len], [MC], [OV], [Qui].



INTRODUCTION 10

Les ordinateurs actuels utilisent largement une forme ou une autre de
parallélisme, ils atteignent des puissances de plusieurs MFlops. Parmi les
constructeurs les plus connus, citons : CRAY (avec l'ordinateur le plus célebre au
monde : le CRAY 1, la gamme modele XMP et maintenant le CRAY 2), Control
Data (Cyber 205, ETA), IBM qui se lance dans la course aux super calculateurs
scientifiques avec le 3090 VF multi processeur, les constructeurs japonais
(FUJITSU, HITACHI), NEC (SX), 1a "Connection machine”, les divers "Cosmic
Cube", les hypercubes de INTEL (les iPSC) et de FPS (la gamme des T) etc.. Sans
compter les puissances considérables disponibles sur de plus petits systémes pour
un prix plus "raisonnable” (ALLIANT, CONVEX etc.). La modularité des
machines comme I'Alliant peut permettre des puissances trés élevées pour peu
que l'on associe plusieurs modules comme dans le projet CEDAR développé a
l'université de I'lllinois [GKLS].

L'avenir laisse présager, pour les prochaines années, des performances
encore supérieures. Les architectures sous jacentes sont, pour la plupart, encore
au stade du développement, méme si certaines versions commerciales sont déja
disponibles. On peut espérer atteindre prochainement des puissances effectives de
I'ordre du GFlops.

Quelques domaines concernés

De trés nombreux domaines sont concernés par la demande en puissance de
calcul. L'éventail des problémes numériques trds voraces en temps calcul est trés
large. Par exemple, en mécanique des milieux continus, la modélisation des

phénoménes physiques conduit A des masses de calcul considérables.

Les puissances actuelles sont loin de répondre 2 ces besoins grandissant.
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1.2. LES SOLUTIONS POSSIBLES

Face a cette demande considérable que nous venons d'évoquer, les solutions
sont de trois natures pour arriver a des puissances de calcul convenables.

D'une part, le développement de la technologie des circuits intégrés 2 trés
haute intégration (VLSI pour Very Large Scale Integration) a permis d'accroitre
considérablement les performances des ordinateurs.

De plus, les progrés constants de I'algorithmique ont également contribué
beaucoup a I'amélioration des temps d'exécution.

Enfin, une des voies les plus prometteuses pour I'avenir vient de la remise en
question de l'architecture classique des ordinateurs, avec principalement
l'introduction du concept de "parallélisme”.

Nous détaillons ci-dessous ces trois volets. Toutes ces solutions peuvent étre
combinées pour étre utilisées simultanément.

1.2.1. AMELIORATIONS TECHNOLOGIQUES

La révolution des circuits intégrés.

A la base de toute opération de I'ordinateur, il y a les portes logiques,
matérialisées par des transistors. Dans les années 1970, on assiste a un
développement considérable de la technologie des circuits intégrés au Silicium.
Les performances d'un ordinateur sont liées i la vitesse de ces composants.
Principalement, on distingue deux critéres pour obtenir une bonne rapidité :

Premierement, la vitesse de commutation du transistor, qui permet de passer
rapidement d'un état & I'autre. On peut I'améliorer en diminuant la taille du
transistor afin de réduire le temps de charge.

D'autre part, la mobilité des électrons (caractéristique physique du matériau
utilisé, elle est essentiellement liée 2 la nature du dopant et a sa concentration)
permet également d'augmenter la vitesse de commutation. La vitesse de transfert
peut augmenter si I'on réduit la taille des connexions entre les transistors sur un
méme composant.

Ces deux criteres peuvent étre satisfaits ensemble en augmentant la densité
des circuits intégrés. Aujourd'hui, les composants basées sur la technologie au
Silicium atteignent des tailles de I'ordre du micron, et la densité d'intégration est
a peu pres multipliée par un facteur deux tous les ans (selon [MC]). Gagner de la
vitesse revient 3 réduire la grille du transistor (I'électrode centrale). On la
réduira encore, sans nul doute, mais le plus significatif reste d'essayer
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d'augmenter la mobilité des électrons dans les transistors, en changeant le cas
€chéant de technologie.

Certes, les performances d'un ordinateur sont d'abord liées 2 la vitesse des
composants de base, mais il faut penser aussi a l'organisation interne générale de
l'ordinateur. 11 faut de plus relier les différents circuits entre eux pour obtenir
l'ordinateur complet. Ces connexions sont significatives, on affirme méme
qu'elles sont A l'origine de prés d'un tiers du temps global de traitement. Ce
probléme semble critique, on peut le palier partiellement grice aux empilages
multicouches par exemple.

Les limitations technologiques

En une nanoseconde (durée actuelle de commutation des transistors), un
électron parcourt trente centimetres 2 la vitesse de la lumidre (et en pratique,
beaucoup moins dans les matériaux utilisés). La vitesse de la lumiere constitue
une limite technologique infranchissable. Le seul moyen pour gagner de la vitesse
consiste donc 2 faire des connexions de plus en plus petites entre les composants.

De plus, a partir de certaines vitesses trop élevées, il apparait des effets
perturbateurs. La miniaturisation des circuits intégrés semble limitée par divers
phénoménes comme la diminution de la taille des motifs qui provient de la
premicére étape de la gravure (lithographie), c'est & dire du transfert du dessin du
masque sur la plaquette (il est en effet difficile d'obtenir une résolution inférieure
a un micron, longueur du méme ordre que longueur d'onde de la lumitre utilisée
pour l'insolation) ou comme la dissipation thermique qui s'accroit avec la densité
des circuits (on observe alors une chute importante des performances des
transistors) ou encore comme certains effets parasites (couplages capacitifs etc.).

Autant de raisons pour expliquer une limitation technologique notable du
gain en performance des ordinateurs.

Quelques alternatives possibles

Les ordinateurs actuels, basés sur les circuits intégrés au Silicium, exploitent
la technologie jusqu'a ses limites. On atteint des niveaux d'intégration trés élevés,
et les connexions entre circuits sont raccourcies au maximum. Ces acquis sont
indispensables pour obtenir des ordinateurs performants, cependant, ils sont
contrecarrés par certains phénomeénes que nous venons d'évoquer au paragraphe
précédent.

Le bilan reste insuffisant. Des progrés conséquents paraissent trés difficiles,
ils semblent en tout cas loin de pouvoir pallier seuls A la demande considérable en

~ puissance de calcul.

Il existe cependant d'autres axes de recherches pour tenter de trouver
d'autres technologies, comme de nouveaux semi-conducteurs, en particulier
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I'Arséniure de Gallium (AsGa) ou l'utilisation des propriétés supraconductrices
(Effet Josephson) ou encore la création de nouveaux types d'architecture de
transistors tels que les transistors & base métallique ou a base perméable en
technologie au Silicium.

La technologie AsGa est déja une réalité, puisque certains composants
existants sont déja basés sur ce principe [Fre]. Elle permet de créer des composants
beaucoup plus rapides. Tout se passe comme si la masse d'un électron qui traverse
un cristal d'AsGa était inférieure 2 celle d'un électron dans un cristal de Silicium
(ceci vient en fait du nombre de porteurs dans le cristal et de la mobilité des
électrons). Donc, dans un champ électrique donné, les électrons dans I'AsGa sont
accélérés davantage que dans du Silicium.

Cependant, on peut dire que les problémes ne sont pas encore tous résolus, en
particulier, ces technologies obligent 2 travailler 2 des températures trés basses
pour obtenir des bonnes propriétés (avec tous les problémes que cela pose). De
plus, le prix de revient est nettement plus élevé que dans le cadre de la technologie
actuelle au Silicium. Les technologies qui s'appuient sur des matériaux composés
sont beaucoup plus compliquées que dans le cas d'un unique constituant comme
dans le Silicium. De plus, le Silicium forme trés facilement un bon isolant avec
l'oxygene (ce qui n'est pas le cas de I'AsGa) qui est indispensable dans les circuits
intégrés.

On peut trouver dans [Ive] une description précise des phénomeénes
supraconducteurs utilisant 1'effet Josephson. Des progrés sont annoncés
régulierement, mais on est encore loin de pouvoir disposer d'une architecture
basée sur ces principes (A titre d'information, IBM a abandonné en 1983 son
programme de recherches concernant la construction d'une machine utilisant
I'effet Josephson). Les résultats récents dans le domaine des "supracon" (prix
Nobel) paraissent cependant assez encourageants. On parle également
d'ordinateurs "optiques" qui pourraient contourner beaucoup de difficultés
actuelles [Comp], on peut en effet imaginer des transmissions optiques de
l'information qui constitue le goulot d'étranglement des ordinateurs.

On peut noter pour conclure ce paragraphe que le coiit des recherches et
réalisations dans ces domaines est considérable.
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1.2.2. AMELIORATIONS ALGORITHMIQUES

Il'y a une trentaine d'années, Cooley et Tuckey ont proposé un algorithme
trés rapide pour calculer les transformées de Fourier discrétes de n échantillons
d'un signal : la fameuse FFT. En séquentiel, il permettait de gagner un ordre de
grandeur sur ce calcul, effectuant la transformation avec une complexité en
O(nlog,(n)) contre Oo(n?) précédemment. Cet exemple montre combien la

recherche algorithmique peut étre importante dans la course au gain en vitesse
d'exécution. Cependant, des progres aussi spectaculaires paraissent impossibles.

La recherche sur les méthodes numériques performantes comme la FFT
peuvent aider considérablement & résoudre des applications gourmandes en temps
calcul. Elle est importante, et méme si elle n'apparait pas comme primordiale,
elle intervient en complément des autres voies que nous présentons ici.

1.2.3. UTILISATION DU PARALLELISME

L'idée qui préside au parallélisme est simple :

si différentes parties d'un algorithme sont indépendantes, il est possible
d'envisager leur résolution simultanément pourvu que I'on dispose de plusieurs
unités de traitement. On dit alors que I'on effectue la résolution en paralléle. Bien
évidemment, il faut étre siir que les parties confiées 2 chacun des processeurs
soient indépendantes, et qu'il n'y aura pas de conflits entre les données qu'elles
utilisent.

Ce domaine s'est considérablement développé ces dernitres années et selon
une enquéte récente sera amené a se développer encore (les prévisions de marché
représentent plus de 6 milliards de dollars pour 1990 aux Etats Unis), il est de
plus complémentaire des améliorations technologiques. C'est sans doute le plus
prometteur pour obtenir des puissances élevées 2 moindre cofit. Les architectures
paralleles sont déja une réalité, et ceci depuis fort longtemps comme nous allons
le voir rapidement ci-dessous.

~ Bref historique

Les idées sous-jacentes ne sont pas nouvelles. On les retrouvent déja dans les
systtmes d'exploitation ol il faut répartir des ressources entre, plusieurs
utilisateurs.

Le premier ordinateur paralléle disponible fut I'ILLIAC IV avec 64
processeurs [Bar], il était opérationnel dés le début des années 70 A la NASA. CDC
livre en 1974 un STAR-100 au laboratoire Lawrence Livermore, le premier
CRAY apparait en 1976 A Los Alamos, l'université de Carnegie Melon crée le
Cmmp. A cette époque, les instructions était identiques sur chacun des
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processeurs, seules les données différaient. Un peu plus tard, la firme Denelcor
commercialise le premier ordinateur MIMD, le HEP (il avait alors 16
processeurs indépendants).

La plupart des ordinateurs qui voient le jour actuellement utilisent ce concept
de répartition du travail en tiches indépendantes sur des unités séparées, que le
contrle soit global ou local. De nombreux articles et travaux permettent d'une
part de rendre compte de 1'état de 1'art, mais aussi de montrer le considérable
intérét de ce domaine de recherche trés prometteur [Agrl, [Fly], [HI], [HB], [Mir],
[OV] etc..

On distingue plusieurs maniéres de traiter des processus en parallele, chacune
s'adaptant a certains types de problémes.

Tout d'abord, il faut se poser la question de savoir comment connecter les
processeurs entre eux. Il est également important de savoir comment est
organisée la mémoire. Enfin, savoir combien de processeurs doivent &tre associés
en parallele. ,

Les recherches actuelles investissent 2 peu prés toutes les combinaisons
possibles. Certaines limites technologiques constituent un obstacle 2 une forme ou
une autre. Par exemple, il est impossible de relier totalement tous les processeurs
entre eux s'ils sont trop nombreux. Deux philosophies complémentaires semblent
ainsi se dégager : d'une part, le développement de gros systémes multi
processeurs trés puissants, et d'autre part, de plus petits systémes utilisant des
ressources en commun avec d'autres utilisateurs. Ces derniers systdmes
décentralisés suivent une approche distribuée [Ray].

Comment connecter les processeurs entre eux ?

Les principales voies investies 2 I'heure actuelle sont les suivantes :

On peut connecter les processeurs en anneaux, ol chaque noeud est en
relation avec 2 voisins. La mémoire peut étre seulement locale ou les processeurs
peuvent partager une mémoire commune.

o YT

(&

- 6

figure 1.1. connexion en anneau
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Les processeurs peuvent appartenir 2 une grille réguliere, orthogonale ou
hexagonale. Ils peuvent également former un réseau complet, chaque processeur
étant connecté 2 tous les autres. Cette solution devient impossible dans le cas de
processeurs puissants dés que leur nombre augmente trop.

Un bon compromis semble étre de choisir une topologie en hypercube. Dans
un hypercube a 2" sommets, chaque processeur est en relation avec n voisins. Ceci
limite la longueur des chemins a parcourir pour relier 2 processeurs quelconques
(cette solution permet d'imaginer des architectures 2 nombre assez élevé de
processeurs). En ce sens, c'est meilleur qu'une topologie en anneaux 2 n
processeurs oil le chemin entre 2 processeurs quelconques peut nécessiter jusqu'a
n/2 transferts. On trouvera dans [JH] des discussions détaillées sur ce sujet.
Notons pour finir qu'en réorganisant un hypercube, on peut obtenir un anneau.

hypercube a4 8 sommets hypercube & 16 sommets

figure 1.2. connexion en hypercube

On peut imaginer toutes sortes d'autres relations entre les processeurs. Citons
en particulier, la "Finite Element Machine" de la NASA avec ses 36 micro
processeurs 16-bits, chaque noeud étant relié A ses 8 voisins les plus proches, plus
un bus commun A tous. L'architecture MIDAS du laboratoire Lawrence
Berkeley, organisée en arbre de processeurs. Le "Configurable Highly-Parallel
Computer”, avec son réseau de communication programmable et reconfigurable,

‘on retrouve la méme idée dans I'anneau reconfigurable du ICAP2
d'IBM-Yorktown etc. Il est  noter que cette “connectique” est un des points

- importants de la recherche sur le parallélisme. En effet, il ne sert A rien de
chercher a obtenir des gains conséquents sur chaque processeur si I'on perd trop
de temps dans les connexions extemnes !
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Comment est organisée la mémoire ?

Dans tous les ordinateurs, les accés 2 la mémoire centrale constituent le talon
d'Achille de l'architecture, c'est un goulot d'étranglement pour la manipulation
des données. Les solutions sont nombreuses pour palier ce probleme, citons
principalement :

diminuer le nombre total des accés 2 la mémoire centrale (machines

orientées "registres", accés associatifss etc..)

intercaler une mémoire locale (mémoire cache)

permettre les accés paralléles.

La mémoire peut étre globale, partagée par tous les processeurs. Le passage
d'un banc mémoire A l'autre se fait alors par I'intermédiaire d'un réseau
d'interconnexion. Deux méthodes principales peuvent étre utilisées pour relier
des processeurs a la mémoire :

Les réseaux locaux qui sont plus particuliérement dédiés aux applications
nécessitant des transferts peu fréquents d'informations (mais parfois tres
volumineux).

Les réseaux d'interconnexion utilisés pour des échanges fréquents de faibles
quantités d'informations. La premiére solution qui vient a I'esprit consiste a
relier les processeurs & la mémoire par un bus en temps partagé, mais les trop
faibles débits des bus limitent rapidement le nombre de processeurs. On peut
alors imaginer une topologie en grille orthogonale reliant chaque processeur a
chaque banc mémoire. Ce type de réseau (cross-bar) assure le débit maximal,
mais en pratique il est trop coiiteux car le nombre de points de croisement croit
trés vite (il est proportionnel au produit du nombre de processeurs par le nombre
de bancs mémoire). Entre ces deux extrémes, il existe plusieurs solutions
intermédiaires possibles (réseau de Benes, réseau Oméga ..) qui sont détaillées
dans [AB], [LM] par exemple.

La mémoire peut étre hiérarchisée (c'est-a-dire organisée en plusieurs
niveaux de mémoires de plus en plus lentes 3 mesure que l'on s'éloigne du
processeur).

Ou encore, la mémoire peut étre complétement locale, chaque processeur ne
pouvant accéder qu'aux données de ses voisins directs, comme dans les
hypercubes a grands nombres de processeurs.

Il est clair que l'organisation de la mémoire influence I'écriture des
algorithmes.
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/

Partagée Hierarchisée Distribuée

figure 1.3. organisation de la mémoire

Combien de processeurs doit on associer en parallele ?
On peut connecter un petit nombre de processeurs puissants ou bien beaucoup
de petits processeurs élémentaires.

Programmer sur les machines paralltles nécessite de réarranger les calculs
pour exploiter au mieux I'architecture. Cela entraine une remise en question
complete des algorithmes séquentiels classiques et méme de notre maniére de
penser. Il est nécessaire d'avoir A notre disposition des outils pour permettre
I'analyse des algorithmes sur ces types d'architectures paralleles. En particulier,
I'analyse de la complexité (c'est-a-dire le décompte des opérations élémentaires
que requiert un algorithme paralléle) va permettre de mesurer l'efficacité des
algorithmes et de les comparer.

Dans le paragraphe suivant, nous détaillons les caractéristiques principales
des différents types d'architectures parall2les.



INTRODUCTION 19

1.3. LES ARCHITECTURES PARALLELES

Comme nous venons de I'évoquer, il existe plusieurs styles d'architectures
paralleles, chacune appropriée a des applications particuliéres. La taxinomie
naturelle consiste & décomposer le parallélisme en trois classes, suivant le mode
de contrdle des séquences d'opérations élémentaires effectuées par les différents
processeurs [Fly], [Sto], distinguant flots de données et flots d'instructions.
Cependant, on peut aussi faire intervenir d'autres crittres comme la maniére de
connecter les processeurs entre eux, ou étudier le couplage, les réseaux de
connexion, les processus de synchronisation etc.

2.1.1. TENTATIVE DE CLASSIFICATION

Pipeline

Notons tout d'abord que le parallélisme peut intervenir 2 un niveau trés
€lémentaire. La technique du "pipeline” (bitoduc, en frangais !) consiste a
anticiper sur la lecture ou I'écriture de données pendant I'exécution de certaines
instructions (addition par exemple) [Kog]. C'est en quelque sorte du parallélisme 2
un niveau trés bas qui nécessite un amorgage et un vidage (dans le CYBER 205, il
faut manipuler des vecteurs d'au moins 200 éléments pour atteindre la moitié de
la vitesse de créte du pipe). Les opérations possibles sont figées une fois pour
toute, cependant le pipeline a I'avantage d'étre peu coiiteux, car il ne nécessite pas
la duplication de toutes les ressources. De plus, il est compatible (et
complémentaire) avec les autres formes de parallélisme que nous détaillons
ci-dessous.

Architecture de type SIMD (Single Instruction Multiple Data).

Ici, les processeurs peuvent intervenir complétement indépendemment. Ils
sont chargés d'effectuer le méme traitement sur des données différentes.
L'ordinateur opére sur des vecteurs, mais I'approche est presque celle du
séquentiel. Les manipulations simultanées sur des vecteurs deviennent alors des
instructions élémentaires. Les premiers ordinateurs SIMD sont apparus il y a déja
longtemps (ILLIAC IV, STARAN, DAP etc..). En général, les instructions,
opérateurs fonctionnels et données sont pipelinés pour permettre directement la
manipulation de tableaux. On parle alors d'ordinateurs vectoriels.

11 est facile de gérer beaucoup de cellules élémentaires (approche de type
“réseaux systoliques" [Kun1]) par un flot unique d'instructions. Dans ce demier
cas, l'initiative laissée aux processeurs est faible, et les machines restent dédiées a
des types d'applications assez spécifiques.
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>[Unité de Contrdle
Processeurs
- — Réseau
* : * . ] d'interconnexion
rj' "_2 . . M_m Mémoire

figure 1.4. Architecture SIMD

Notons pour terminer que ce type d'ordinateur est un peu tombé en
désuétude. Pratiquement, il se limite aux "Array processors", unités spécialisées
de calcul sur des tableaux que I'on adjoint 2 un processeur hdte ou des ordinateurs
paralleles comme la "Connection Machine".

Architecture de type MIMD (Multiple Instructions Multiple Data).

Contrairement 3 précédemment, les processeurs peuvent €tre chargés
d'exécuter des parties de code différentes. L'architecture se compose de plusieurs
unités, d'une mémoire, d'un réseau d'interconnexion pour pouvoir passer d'une
unité de contrdle A une autre ou d'un banc mémoire 2 un autre et enfin d'un réseau
d'interruptions. On dit qu'un ordinateur MIMD est fortement couplé si les
interactions entre les processeurs sont importantes. A titre d'exemple, citons le
HEP de Denelcor, le CRAY 2 etc..

Les algorithmes sont alors asynchrones, Farchitecture comporte un réseau
qui gere les interruptions des processeurs. Pour les machines 2 mémoire
partagée, le nombre de processeurs connectés reste assez faible. On peut
envisager d'augmenter ce nombre en utilisant des mémoires hierarchisées ou
distribuées. '
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figure 1.5. Architecture MIMD

Cette classification est la plus ancienne et la plus connue, cependant elle est
insuffisante. En effet, comment distinguer une machine MIMD avec et sans
pipeline, faiblement ou fortement couplée ? Qu'est-ce qu'une machine MISD ? Oi
classer les architectures distribuées ? etc..

Plusieurs extensions ont été proposées depuis. On peut envisager d'autres
criteres tels que le nombre d'unités de traitement, I'organisation d'une mémoire
commune ou de "lI'Operating System", la longueur des mots, les intéractions
matérielles ou logicielles a chaque niveau, les interruptions etc.. Ces problémes
sont discutés dans [Ens).






2. ANALYSE DE LA COMPLEXITE

Méthodologie d’étude des algorithmes
paralléles. Définition des outils de base,
étude d'exemples simples.

Les ordinateurs actuels utilisent largement le concept de parallélisme. Cette
approche nous oblige 2 revoir I'algorithmique séquentielle classique, principalement
de maniére a éviter les conflits sur les données. On distingue plusieurs maniéres de
traiter des processus en paralléle, chacune s'adaptant a certains types particuliers de
problémes. Le probléme de l'architecture parallele a été abordé au chapitre
précédent, nous nous concentrons ici sur I'étude des méthodes d'analyse de la
complexité sur des architectures MIMD A mémoire partagée.

2.1. DESCRIPTION DU MODELE DE REFERENCE

L'architecture parallele qui nous intéresse ici, est de type MIMD fortement
couplée & mémoire partagée. Elle est idéalisée. En effet, pour évaluer la vitesse d'un
algorithme parallele, il est d'usage de négliger les temps de transfert des données
pour ne retenir que l'arithmétique. Cependant, des travaux récents proposent des
‘modeles de complexité plus généraux qui permet de prendre en compte les temps de
communication et de se rapprocher ainsi de la réalité, nous développerons ce point
dans un chapitre ultérieur.

Le systéme est supposé capable de supporter des flots d'instructions multiples
s'exécutant indépendamment et en parallele sur plusieurs flots de données. Ceci
suppose évidemment d'avoir bien défini les contraintes de chronologie entre les
tiches dans l'algorithme (en d'autres termes, d'avoir réglé les problémes de
synchronisation). Nous négligeons les temps de communication nécessaires pour le
transfert des données ou des résultats [CRT1]. Chaque processeur peut exécuter
n'importe laquelle des quatre opérations arithmétiques élémentaires dans le méme
temps, temps que nous prendrons comme unité de référence dans le décompte final.
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Nous supposons un environnement de programmation du type Fortran,
c'est-a-dire oll les éléments des matrices sont accédés par colonnes. Seulement deux
types de transfert sont autorisés : chargement d'une colonne entitre de la matrice
depuis la mémoire centrale jusqu'au processeur et stockage dans l'autre sens, de la
colonne dans la mémoire. Nous supposons également que la duplication d'une
colonne a un coit nul, ce qui nous permet d'envisager le transfert simultané d'une
méme colonne vers plusieurs processeurs. Dans ce cas, aucun processeur n'est
autorisé & modifier cette donnée. D'autre part, un processeur ne peut modifier une
donnée que si elle réside dans sa propre mémoire.

Quelques remarques sur la validité du modele

Un modele dans lequel les temps de synchronisation et de transfert sont négligés
peut paraitre a priori insuffisant. Cependant, les méthodes que nous étudions pour
des applications scientifiques (essentiellement les méthodes fondamentales de
I'algebre linéaire avec coefficients numériques ou non) reposent sur des opérations
vectorielles. En conséquence, il est raisonnable de supposer que I'accés aux données
est pipeliné, ainsi dans le cas oi les données sont accédées par colonnes (dans un
environnement de type Fortran par exemple), le transfert d'une méme colonne vers
tous les processeurs est simultané. .

De plus, d'apres la construction méme du graphe de précédence, il est possible
en premiere approximation, d'inclure des temps de communication dans le
décompte des temps d'exécution. En effet, dans la plupart des algorithmes
numériques, le nombre de données stockées ou chargées est A peu pres proportionnel
au nombre d'opérations flottantes effectuées. Nous verrons de plus au chapitre 5
comment définir un modele général permettant de tenir compte des temps de
communication dans I'analyse de la complexité.
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2.2. LES OUTILS D'ANALYSE

Programmer sur une architecture parallele donnée nécessite un réarrangement
des calculs pour exploiter au mieux les caractéristiques de cette machine. Cela
entraine une remise en question compléte des algorithmes séquentiels classiques. Il
est nécessaire d'avoir a notre disposition des outils pour permettre I'analyse des
algorithmes sur ces nouveaux types d'architectures. En particulier, I'analyse de la
complexité (c'est-a-dire le décompte des opérations élémentaires que requiert un
algorithme paralléle sur différents processeurs) va permettre de mesurer l'efficacité
des algorithmes et de les comparer. On dit qu'un algorithme est optimal si son temps
d'exécution est minimal parmi tous les algorithmes possibles. Il peut exister
plusieurs algorithmes nécessitant des nombres différents de processeurs qui
s'exécutent en temps optimal.

Bref historique

Le probléme général d'analyse de la complexité des algorithmes a de tout temps
intéressé les informaticiens. C'est une mesure absolue des algorithmes qui permet de
les comparer entre eux et de confronter les résultats pratiques a la théorie. Il est
nécessaire de pouvoir se référer a un algorithme optimal (le meilleur pour la classe
considérée). De plus, elle permet de définir des outils théoriques nouveaux et d'étre
utilisée comme aide a 1'intuition dans la recherche d'autres algorithmes.

Les premiers résultats concernant les algorithmes paralleles datent des années
70. IIs reposaient sur des modeles de structures de type SIMD-MIMD ayant un
nombre infini de processeurs, partageant une mémoire centrale et négligeant les
temps de communication entre mémoire et unités de traitement. Cette approche
traditionnelle est motivée principalement par le désir d'explorer les potentialités
maximales du parallélisme. Elle semble aujourd'hui limitée et tombe quelque peu en
désuétude au profit d'une analyse prenant plus en compte les particularités des
architectures paralleles (systolique, architectures distribuées, faible de nombre de
processeurs etc..). Dans un premier temps, nous allons présenter I'approche
classique, puis nous discuterons les faiblesses de ce modéle et proposerons des
solutions pour I'améliorer.

2.2.1. QUELQUES DEFINITIONS FONDAMENTALES

Notons p le nombre de processeurs. Nous supposerons ce nombre infini,
cependant, on peut montrer que pour un probléme d'algebre linéaire de dimension
n, il est limité par O(n). On montre en effet que dans le cas contraire, le coiit des
communications prédomine sur l'arithmétique [Saa]. Plus précisément, on pose :
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p = an, avec a<l.

I est commode d'utiliser la notion d'efficacité pour mesurer les performances
d'un algorithme parall¢le. On la définit comme le rapport du temps séquentiel (noté

tseq) sur le temps d'exécution 3 p processeurs (‘tp), divisé par le nombre de
processeurs. En clair,

e =T T
b= Teq/ P,

L'efficacité est évidlemment comprise entre 0 et 1 (il est impossible d'accélérer
un algorithme paralléle avec p processeurs d'un facteur supérieur a p). Elle joue le
role d'un rendement et permet de mesurer le taux moyen d'occupation des
processeurs. |

Toutes ces définitions sont usuelles, on trouvera des détails et précisions dans
[Cos], [Hel], [Sam], [Sch].

Graphe de précédence

L'analyse de la complexité repose sur la notion de graphe de précédence des
tiches [CD], [CRT1], [LKK]. Intuitivement, elle permet d'introduire un formalisme
qui sous-tend I'étude des algorithmes parallles, elle est décrite en détail dans [CRTI1]
ou [LKK] par exemple. Nous n'en donnons ici que la démarche essentielle.

La méthodologie d'étude des algorithmes parallgles, comporte principalement
trois étapes.

Un algorithme est un processus fini, segmenté en un ensemble de tiches
élémentaires. Une tiche étant une instruction (ou un bloc d'instructions) entidrement
définie par son comportement extérieur, entrées, sorties et temps d'exécution.
Comme nous I'avons évoqué dans I'introduction, le temps d'exécution d'une tiche
élémentaire sera de durée de l'ordre de n de manidre 2 ce que l'arithmétique
prédomine sur le temps de transfert des données et sur le temps de synchronisation.

Ces téches sont liées entre elles par des contraintes temporelles de chronologie.
On définit pour les expliciter une relation d'ordre entre les tiches : ’

T<<T signifie que la tiche T" ne peut commencer que lorsque T est terminée.

Cette étape se modélise commodément 2 I'aide d'un graphe (appelé "graphe de
précédence”) ol les sommets représentent les tiches et les arétes, les contraintes
temporelles.

‘ La derniére étape consiste alors a trouver un ordonnancement pour affecter au
mieux les tiches aux processeurs, en respectant les contraintes de chronologie du
graphe de précédence et les contraintes matérielles liées 2 I'architecture de la
machine (I'accés limité aux données et les problémes dis 2 la synchronisation des
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processeurs). Cette étape est sans aucun doute la plus délicate, elle permet en
particulier de sélectionner parmi toutes les versions paralléles obtenues, la plus
efficace au regard de l'ordinateur de référence.

Une méme méthode peut conduire 2 plusieurs versions différentes en paralléle,
suivant le type d'accés aux données, le découpage initial en tiches, I'affectation aux
processeurs ou leur synchronisation. Certaines versions sont mieux adaptées 2 telle
ou telle structure d'ordinateur. Un exemple complet est donné plus loin comme
illustration.

2.2.2. POSITION DU PROBLEME

Le probléme fondamental de la parallélisation d'un algorithme est de
rechercher le degré maximal de parallélisme qu'il renferme.

La question est de trouver un ordonnancement optimal pour affecter les tiches
aux processeurs en respect avec le graphe de précédence, de telle fagon que

I'algorithme parallele s'exécute en temps minimal (noté topt), et dans une phase

ultérieure, déterminer le nombre minimum de processeurs nécessaires pour

effectuer l'algorithme en Topt'
L'unité de temps est égale au temps d'exécution d'une des quatre opérations
arithmétiques élémentaires.

Il faut de plus que l'algorithme d'ordonnancement trouvé soit descriptible et
implantable le cas échéant sur une machine existante (ou au moins simulable). Ceci
€limine les procédures trop compliquées et les opérations supplémentaires de
prétraitement sur les données, qu'il est souvent difficile de mesurer. Enfin, étant
donné un nombre p fixé de processeurs, on doit étre en mesure de trouver un
algorithme optimal s'exécutant avec p processeurs.

On pose p=an. Les résultats asymptotiques sont obtenus quand n tend vers
l'infini, en particulier, I'efficacité asymptotique €00, €St définie comme la limite de

€, quand n—co. On dit qu'un algorithme est asymptotiquement optimal quand €oo gt
est maximum,

Une analyse asymptotique peut paraitre a priori contradictoire avec le probléme
pratique 1ié & un nombre fixé, faible, de processeurs, elle peut sembler insuffisante.
Comme nous I'avons déji souligné, notre propos est d'étudier le degré de
parallélisme maximal d'un algorithme donné avec un nombre infini de processeurs
sur une architecture idéalisée. Les résultats obtenus sont généraux et théoriques. Au
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sur une architecture idéalisée. Les résultats obtenus sont généraux et théoriques. Au
chapitre 5 nous montrerons comment les utiliser dans la pratique. En particulier,
pour la version kji modifiée de I'élimination de Gauss en paralléle qui est décrite
plus loin, le graphe obtenu est de type glouton [CMa1] dont on connait un algorithme
d'ordonnancement asymptotiquement optimal. Cet algorithme est simple a décrire,
mais il existe ponctuellement une meilleure répartition des processeurs pour une
taille de matrice et un nombre de processeurs donnés que celle de I'ordonnancement
glouton, pourtant asymptotiquement optimal. Cette répartition est particuliére au
probleme, a dimension et nombre de processeurs fixés, elle n'enléve rien a l'intérét
général de 'ordonnacement Glouton.

Cet exemple n'est pas unique, il est possible de trouver, au cas par cas et pour
une taille donnée (pas trop grande en général), un ordonnancement meilleur, Le
probléme de la description formelle générale se pose pour ce genre d'algorithmes
dont il n'existe pas de stratégies constructives systématiques (2 notre connaissance !).

Notre but est de concevoir des algorithmes d'ordonnancement généraux.

Le probléme général d'un ordonnancement quelconque des tiches est
NP-complet. En ce qui conceme les problémes numériques que Nous nous proposons
de résoudre ici, il existe certaines régularités dans le passage d'un niveau du graphe
de précédence 2 un autre et dans I'expression du temps d'exécution d'une tiche au
temps de la suivante dans un niveau donné.

De nombreux résultats théoriques ont été obtenus dans le cas d'algorithmes
ayant des tiches de méme temps d'exécution (pour deux processeurs et pour les
graphes qui sont des arbres). Les principaux sont résumés dans [Cos].
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2.3. ILLUSTRATION DE LA METHODOLOGIE
SUR QUELQUES EXEMPLES SIMPLES

Etude d'un algorithme simple
Le premier exemple devenu un classique du genre, est tiré de [LKK]. Il illustre la
notion de graphe des tiches et d'algorithme d'ordonnancement.

Soit un algorithme dont les huit tiches élémentaires, de mémes durées
d’exécution (que nous prendrons pour simplifier, égales a 1 unité), sont liées par les
contraintes de précédence suivantes :

T1<<T3 TI<<T4 TI<<T5 TIl<<T8
T2<<T3 T2<<T4 T2<<T5 T2<<T7
T3<<T7 T3<<T8

T4<<T6 T4<<T7 T4<<T8
TS5<<T7

T6<<T8§

On obtient le graphe de précédence, aprés élimination des contraintes
redondantes. Cette représentation suit implicitement l'ordre naturel de la
décomposition par prédécesseurs.

niveau 1

niveau 4

Cherchons la réponse aux questions fondamentales que nous avons présentées
précédemment.

1) Quel est le temps Topt d'un algorithme optimal ?



ANALYSE DE LA COMPLEXITE 30

C'est le chemin le plus long du graphe, soit trivialement Topt = 4,

2) Trouver un ordonnancement qui réalise l'algorithme en temps Topt? ©t si

possible avec le minimum de processeurs.

La encore, la réponse n'est pas difficile. On peut par exemple affecter les tiches
niveaux par niveaux aux processeurs, auquel cas, 3 processeurs conduisent 3 une
solution. Le calcul rapide de I'efficacité conduit 2 e,=8/(3.4)=2/3.

Cependant, une autre décomposition est possible, elle fait apparaitre
directement la largeur du graphe. Nous I'avons représentée graphiquement

®
o/
S

@ @ niveau 3
@ @ niveau 4

niveau 1

- niveau 2

On remarque qu'il est possible d'obtenir Topt BVEC seulement 2 processeurs, en
procédant niveau par niveau.

Le calcul de l'efficacité est trivial :
e2=tseq/21°m,soite2= 1

Ceci est confirmé par la remarque que les processeurs sont toujours tous
utilisés.

Compliquons un peu la régle du jeu : Imaginons que les tiches n'aient plus toutes
la méme durée d'exécution. La recherche du temps optimal n'est plus aussi simple, il
faut connaitre le temps de tous les chemins possibles. De méme, la répartition des
tiches aux processeurs est obtenue en passant en revue toutes les possibilités pour
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chaque valeur du nombre de processeurs. On pourra toujours trouver la solution
dans le cas de I'algorithme précédent 2 8 tiches, mais le probléme devient impossible
a résoudre pour un probléme quelconque avec un trop grand nombre de tiches.

Un exemple en dimension n :

le produit de matrices

La multiplication de matrices est une procédure que I'on utilise 2 la base de la
résolution de nombreux problémes. Elle est intrinséquement parallélisable et va
nous servir 2 illustrer I'analyse de la complexité.

Le calcul du produit A des matrices B et C de tailles n par n, s'écrit :

A= ) k10 Ba* Gy pourij=1,2,.,n

L'algorithme nécessite I'emploi de trois boucles, suivant chacun des indices i,jet
k. Selon I'accés aux éléments de la matrice, des permutations sont possibles pour
réarranger ces trois boucles. La maniére d'accéder aux éléments conditionne
I'algorithme sur une architecture parallele donnée. Les six permutations possibles
sont les suivantes :

c version 1, ordre ijk
pouri=1,n faire
pour j = 1,n faire
Aij =0
pour k = 1,n faire
Aij = Aij +B,* ij

C version 2, ordre jik
pour j = 1,n faire
pouri=1,n faire
Aij =0
pour k = 1,n faire
Aij = Aij +B,* ij

¢ version 3, ordre kij
pouri=1,n faire
pour j = 1,n faire
Aij =0
pour k = 1,n faire
pouri = 1,n faire
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pour j = 1,n faire
A= A+ By* G

C version 4, ordre kii
pour j = 1,n faire
pouri = 1,n faire
pour k = 1,n faire
pour j = 1,n faire
pouri= 1, faire
A=Ay + By* Gy

c version 5, ordre ikj
pouri=1,n falre
pour j = 1,n faire
pour k = 1,n falre
pour j = 1,n falre
A=A+ Byt Cy

Cc version 6, ordre jki
pour j = 1,n faire
pouri = 1,n faire
Aij =0
pour k = 1,n faire

pouri = 1,n faire
Ajj=A;+ By* Gy

Tous ces algorithmes exécutent le méme calcul. Cependant, d&s qu'on les
implémente pratiquement sur une machine parallele donnée, les performances
peuvent varier grandement. Par exemple, dans un environnement de type Fortran
les matrices sont accédées par lignes, ce qui €limine d'office certaines versions
[DGK]. Parmi les versions restantes, certaines sont équivalentes. On peut les
regrouper en deux classes selon le type des calculs effectués dans la boucle la plus

interne :

C somme avec accumulation - DOT
pour m = 1,n faire
S=S+ Bm* Cm
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¢ somme "dynamique” - SAXPY
pour m = 1,n faire
S, = S, t+ B *C_

Ces deux versions sont conceptuellement différentes, elles conduisent i deux
graphes distincts. L'analyse de complexité est trés simple & cause de la grande
régularité des tiches élémentaires.

2.4. UN MOT DES ALGORITHMES ITERATIFS

Le modele que nous venons de présenter ne permet pas de traiter le cas
d'algorithmes comportant des instructions conditionnelles (en d'autre termes, notre
méthodologie n'accepte pas les circuits dans le graphe de précédence). Tant que nous
restons dans les algorithmes de base de I'algebre linéaire comme le produit de
matrices ou les méthodes directes (diagonalisation de Jordan, Elimination de Gauss,
Rotations de Givens ..), ceci n'est pas génant. :

Cependant, les algorithmes itératifs sont un cas particulier trés utilisé
d'algorithmes qui comportent des conditionnelles. La forme générale est la suivante.

pourj=1,.. faire
calculer un produit matrice-vecteur
résoudre un systdéme élémentaire

sl convergence alors arret

Il'y a deux manigres d'envisager la parallélisation [Kro].

Parallélisation a l'intérieur d'une itération

D'une part, on peut voir un algorithme itératif comme un traitement synchrone
oil I'on parallélise le contenu d'une itération. C'est le cas de la plupart des solutions
proposées, et en particulier pour I'algorithme du gradient conjugué que nous
€étudions au chapitre 7. 11 suffit de répartir la charge des processeurs le plus
¢galitairement possible. Nous avons développé des résultats concernant la méthode
de Gauss-Seidel en utilisant cette approche [RT4].

On cherche a résoudre le systtme Ax=b, M désigne la partie triangulaire
inférieure de A et N sa partie triangulaire supérieure stricte.
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¢ Gauss-Seidel
pourj=1,.. faire
calculer le vecteur b’ = b + Nx
résoudre le systéme triangulaire Mx = b’
sl convergence alors arret

On décompose l'itération courante en 2 étapes : le calcul du second membre
(qui peut étre trivialement parallélisé avec une efficacité 1) et la résolution du
systeme triangulaire. Pour ce dernier, le graphe de précédence est de type "2-pas”
avec des valeurs particulit¢res pour le temps d'exécution des tiches élémentaires
[RT4]. Nous traitons en détail un exemple de parallélisation de I'algorithme itératif
du gradient conjugué dans le chapitre 7 avec ce type de technique.

Parallélisation sur plusieurs itérations

D'autre part, on peut voir I'algorithme comme un vaste processus asynchrone.
Par exemple, il est possible d'anticiper la résolution de I'itération suivante avant
que l'itération courante ne soit complétement terminée dés qu'un processeur a
terminé. On rencontre cette situation dans le cas o le travail A effectuer 3
I'intérieur d'une itération est mal réparti.

Cette technique est trés difficile 3 mettre en oeuvre en pratique pour un
algorithme quelconque, cependant on peut imaginer la méme idée que
précédemment : une répartition sur un nombre fixe d'itérations (2 ou 3 par
exemple). On retrouve les méthodes de réductions cycliques ou comme dans le cas
de I'algorithme du gradient conjugué, lorsqu'il existe une écriture possible sur 2
pas, presque "naturelle” (on retombe alors sur la méthode semi-itérative de
Tchebytchev [GVL]).

Dans ce dernier cas, pour une matrice quelconque, une autre idée peut venir a
I'esprit : on calcule des solutions intermédiaires sur chaque processeur et on tient
compte de ces valeurs dés que les calculs sont terminés. C'est une sorte de
relaxation asynchrone sur le temps d'exécution des tiches. La difficulté est de
prouver théoriquement la convergence de ces "nouvelles" méthodes itératives.



3. GRAPHE DE PRECEDENCE

Illustration du graphe de précédence
sur la diagonalisation de Jordan et
UElimination de Gauss. On obtient les
graphes Glouton et 2-pas.

Les algorithmes fondamentaux de 1'algébre linéaire sont  la base de la plupart
des problémes numériques qu'ont 2 résoudre les ingénieurs. Leur implantation sur
des architectures paralléles doit donc étre effectuée le plus efficacement possible, de
plus leur étude est d'une grande importance théorique dans la constitution des
méthodes d'analyse de la complexité. Nous faisons référence dans ce chapitre aux
travaux [CRT1], [CMaR1] menés en commun avec M. Cosnard, M. Marrakchi et Y.
Robert.

3.1. DIAGONALISATION DE JORDAN EN PARALLELE

Supposons que I'on veuille résoudre un systéme linéaire dense Ax = b de taille n.

Le principe de la diagonalisation de Jordan est de transformer la matrice initiale
A en une matrice diagonale D. On procgde par prémultiplications successives de
maniere a éliminer les éléments hors diagonaux des colonnes. La forme naturelle
consiste a écrire les n étapes k suivantes : pour toutes les colonnes 2 partir de k,
préparer I'élément pivot pour I'€limination et enfin éliminer sur toutes les lignes. En
pratique, on inclut le vecteur second membre b dans A (qui devient une matrice
(A,b) de dimension n par (n+1)). L'algorithme correspondant est donné ci-dessous :

¢ Jordan - forme ki
pour k = 1,n faire
pour j = k+1,n+1 falre
c exécuter la tache Ty

8=~ 8/ ay
pouri=1,n faire izk
ai'=ai'+ aik'ak';
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Toutes les tiches Tkj (pour j>k+1) s'exécutent dans le méme temps : 2n-1. Or
peut y inclure les temps d'accés aux données, 2(n-1)+2 chargements et n-1 stockages

Les contraintes de précédence sont de 2 types. D'une part il faut qu'un niveau
soit terminé pour passer au suivant et d'autre part que le pivot soit calculé A un
niveau donné pour pouvoir effectuer les éliminations sur ce niveau. Soit,

Tkj << Tyyq j pour tout j>k
Ti ka1 << Ty; pour tout j>k+1

Le graphe de précédence pour n=6 a I'allure suivante :

T

~N
T

12 13 14 Ti5 Ty
J
T
\"\\\\
\\
£ 2 4;\; \N\\hv 2
Ty3 Toa  Tog Ty Ty
~
T3g Tz Tz T3y Ty
\\\
LN
l45 Tie Ta Tgp Taz
S~
Tse Tsy  Tg, Tey Tg,

figure 3.1. Graphe.de Jordan par colonnes pour n=6
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Cette €criture présuppose que I'on accéde aux éléments de A par colonnes. Si
I'on autorise un accés aux données par lignes, I'algorithme séquentiel s'écrit alors :

¢ Jordan - forme kij
pour k = 1,n faire
c exécuter la tdche T,

c=1/a,
pour j = k+1,n+1 falre
ay=a,‘c
pouri=1,n faire ixk
c exécuter la tache T

pour j = k+1,n+1 faire
=8y~ 8" ay;
Le temps de la tiche T,y est de n-k+2 unités, celui de T,; de 2(n-k+1).

Les contraintes de précédence imposent 2 T,y d'étre exécutée avant les T,; qui

doivent étre exécutées avant que le niveau niveau suivant ne commence, c'est-A-dire
avant le début des tiches T, , , ;. En résumé :

T <<Tyq pour tout izk
Tyi<<Ty,y; pour tout izk

Ce qui conduit au graphe de précédence suivant (donné pour n=6) :

T Ty3 Ty Tis T

\ \\\%N l
Tz Tyq Tyg Ty
%
\ \\AV\A ¥
Ty Ty Ty
F\
Jr\\ Jz
Tes Ty
Tsg

figure 3.2. Graphe de Jordan par lignes pour n=6
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3.2. LELIMINATION DE. GAUSS

L'ensemble des résultats que nous présentons dans ce chapitre est tiré
essentiellement de [CMa1]. La parallélisation de I'algorithme d'élimination de Gauss
se fait suivant le processus décrit au chapitre précédent : on définit la décomposition
en tiches élémentaires et on construit le graphe de précédence associé. On obtient au
total dix versions différentes, suivant I'accés aux données et la variante considérée.
Ces graphes peuvent étre regroupés en quatre catégories : les graphes triangulaires,
les graphes 2 2 pas, les doubles graphes triangulaires et doubles 2-pas. L'analyse de
la complexité de ces demiers se déduit facilement de celle des graphes triangulaires
et 2-pas, aussi ne présentons nous que les résultats concernant les deux premiers
types de graphes. Notons pour finir que ces graphes se retrouvent dans bien d'autres
problémes d'algébre linéaire, comme dans les rotations de Givens pour la
factorisation QR d'une matrice ou encore dans le probléme du chemin algébrique
(que nous aborderons au chapitre 6 dans un cadre systolique) etc..

L'élimination de Gauss est un algorithme bien connu [GVL]. En général, un
pivotage est nécessaire pour accroitre la stabilité numérique de ces méthodes. Il est
possible de prendre en compte le surcroit de calcul engendré par cette opération en
augmentant par exemple la tiche diagonale T,y de la procédure de recherche du

maximum et de I'échange des éléments.

3.2.1. LES DIFFERENTES ECRITURES DE GAUSS EN PARALLELE

Les principales versions que I'on peut obtenir 2 partir de la méthode de Gauss
ont été décrites dans [DGK] dans le cas d'une architecture vectorielle. Le méme
travail a été effectué dans [CMa1] sur les machines paralléles, elles sont les suivantes.

c forme "naturelle " kji - SAXPY simple (sans pivotage)
pour k = 1,n-1 faire ‘

c exécuter la tiche T,
pour i = k+1,n faire
Ay =-ay/ ay
pour j = k+1,n faire
c exécuter la tache Ty

pour i = k+1,n faire
ay =+ ay " ay;

La tiche T,, dure t, = (n-K) unités de temps et Tkj dure 2t, unités de temps.
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Pour la méme version avec pivotage partiel, étudiée dans [MR1] ou [RT5] par
exemple, l'algorithme est le suivant :

¢ forme kji - avec pivotage
pour k = 1,n-1 faire
c exécuter la tache T,
chercher_pivot (k,p)
échanger (akk,apk)
pour i = k+1,n faire
8 =- ay / ay
pour j = k+1,n faire
c exécuter la tache Ty
échanger (ak,,ap,)
pour i = k+1,n faire
aij=a“+ aik.aki;

Si comme dans [LKK] ou [MR1], on suppose que le coiit d'une multiplication
suivie d'une addition est égal au coiit d'une multiplication et d'une comparaison, la
tiche T, dure t, = (n-k+1) unités de temps et Tkj dure (n-k) unités de temps.

Les contraintes de chronologie entre les tiches sont détaillées dans [CMa1]. Tous
les algorithmes précédents sont des variantes du méme type de graphe de
précédence. La version suivante est obtenue en échangeant les boucles d'indices i et j
dans la forme SAXPY usuelle, elle conduit 2 un graphe de nature différente :

c forme kji - SAXPY modifiée
pour k = 1,n-1 faire
pour j = k+1,n faire
c exécuter la tache Ty

A=~ 8/ Ay,
pour i = k+1,n faire
aj=a;+ ay " ay;

Les tiches Tkj durent t, = 2(n-k)+1 unités de temps.

3.2.2. FORMULATION GENERALE DES GRAPHES

Les différents algorithmes que nous venons de présenter peuvent étre regroupés
dans les deux formulations générales suivantes :
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¢ Graphe triangulaire général
pour k = 1,n-1 faire
pour j = k+1,n faire
exécuter la tache Ty

- les tiches Tkj coiitent t,_ unités de temps. Les contraintes de précédence sont de
deux types :

a k fixé, Ty g1 <<Ty,, j pour tout j>k+2

ak fixé, Tkj << Tk 1 pour tout j>k+2

Le graphe de précédence associé est le suivant :

le\%ﬂa Tia Tis Ty

T3 Tq Tag Ty
g

N

‘T34\ Tz Ty

Nk |

Te T

46
Tse
figure 3.3. Graphe triangulaire pour n=6

¢ Graphe 2-pas général
pour k = 1,n-1 faire
executer la tache T,

pour j = k+1,n faire
exécuter la tache Ty

ot la tiche T,, coiite at, unités de temps et Tkj colite bt, (a et b sont des
rationnels).
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Les contraintes de précédence sont de deux types :

ak fixé, T, << Ty; pour tout j>k

a k fixé, Tkj <<T,,, j pour tout j>k

dont le graphe est représenté ci-dessous.

To2 T3 Tig Tis Ty
\\\

\J’\A‘ \N\\wh N 2
Tas Tyq Ty Ty
l
T
33

\\\
N
Tyq T35 Ty
T
44\\
\ Jr\k ¥
Tis Tge
Tss
Tsg

figure 3.4. Graphe "2-pas" pour n=6
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Nous allons étudier maintenant les algorithmes d'ordonnancement généraux

pour chacun de ces deux types de graphes.






4. ORDONNANCEMENT

Nous présentons l'affectation des
tdches aux processeurs pour les
graphes de type glouton et a 2-pas.
Nous donnons des ordonnancements
optimaux pour ces deux graphes.

Le probleme difficile de I'ordonnancement des tiches aux processeurs est
abordé dans ce chapitre sur les exemples des graphes triangulaires et des graphes a
2-pas. Les résultats de ce chapitre ont été établis en collaboration avec M. Cosnard,
M. Marrakchi et Y. Robert [CMa1] pour la premiére partie et J.C. Konig et Y.
Robert [KRT], [RT5] pour la deuxiéme partie. Ils concernent I'élimination de Gauss.

Etant donnés un nombre de processeurs et un graphe de précédence (qui rend
compte des contraintes de chronologie liant les tiches dans un algorithme), il faut
trouver le meilleur ordonnancement possible qui permette d'affecter les tiches aux
processeurs, en respectant les contraintes. De nombreux auteurs se sont posés ce
probléme général de répartition des ressources sur un nombre donné de postes,
citons parmi les plus référencés les travaux de Coffman [Cof], Coffman et Denning
[CD], Graham [Gra], Kohler [Kho]. Certains travaux (dont ceux de Ulman [Ulm])
suggerent méme que le probléme général n'a pas de solutions systématiques.

En ce qui conceme I'application de ces techniques 2 I'étude de la complexité des
méthodes de l'algebre linéaire, on peut citer (outre les notres !) les travaux de [BP],
[Kho], [Kum], [LKK], [Mis], [Vel] etc..
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4.1. GRAPHE GLOUTON

L'algorithme "Glouton" correspond 2 un ordonnancement du graphe
triangulaire précédent dont la forme générale est donnée ci-dessous :

pour k =1, n-1 faire
pour j = k+1, n faire
1. préparer une transformation en utilisant la colonne k
call PREP (..., k, ...)
2. appliquer cette transformation a la colonne j
call APPL (..., k, j, ...)

Supposons que le temps d'exécution des taches Tkj soit égal A t, unités de temps.
Les contraintes de précédence sont :

(A): LI

(B): Tk%i << Tk+l.j

<< T

kel pour 1 <k<n-1, k+2<j<n

pour 1 <k<n-1, k+1 <j<n

4.1.1. PRESENTATION INFORMELLE DU GLOUTON

Le graphe de précédence triangulaire comporte (n-1) niveaux, le niveau k se
compose de l'ensemble des tiches Tkj a k fixé. L'algorithme glouton exécute les

tches niveau par niveau et de gauche 2 droite sur chaque niveau. 11 effectue 2 tout
moment le maximum de tiches possible (d'od le nom de glouton). Plus précisément,
I'algorithme effectue les tiches dans 1'ordre suivant :

Tio-Tis Ty Ty -Tyy - Ty =Ty Ty =T

1n "~ n-1,n

Au départ, I'algorithme glouton commence I'exécution des p premiéres tiches
Ty-Tyy-..-T, p- Pour tous les temps ultérieurs, si q processeurs sont libres, il les

affecte aux q tiches suivantes sous réserve de vérifier les contraintes de type (B),
dans le cas contraire, il en exécute le maximum possible.

4.1.2. OPTIMALITE ASYMPTOTIQUE

L'optimalité asymptotique de 1'algorithme glouton repose sur le lemme suivant
dont la démonstration compléte se trouve dans [CRT3].
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Lemme 4.1.
Il existe un algorithme d'ordonnancement optimal qui satisfait a la contrainte
supplémentaire :

©O): T, << T, pour j 2 k+l

J+1

Nous étudions maintenant le résultat de complexité général qui conceme tous les
graphes triangulaires dont le temps des tiches est constant par niveau et de l'ordre de
n. Nous présentons le théoréme suivant avec la version kji modifiée de 1'élimination
de Gauss, c'est-d-dire pour le cas oil le temps est de t,=a(n-k) unités. a est un

paramétre réel positif.

Théoréme 4.2.

L'algorithme Glouton est asymptotiquement optimal. Pour un nombre p=an
processeurs, son efficacté est égale a :

= 1/(1+a3/2)

eopt,(l

Preuve.
En utilisant le lemme précédent, il suffit de démontrer que 1'algorithme glouton
est asymptotiquement optimal dans la classe des algorithmes qui satisfont A la

contrainte supplémentaire (C). Soit t,, le temps minimum pour arriver 2 la tiche
Tn_p p avec n'importe quel algorithme de la classe précédente. Les contraintes de

chronologie exigent que toutes les tiches des niveaux 1 a (n-p) soient effectuées

avant la tache Tn_p P c'est a dire :

w2 [Z,,,, @k Vp avect =a(nk)
1522 (203 /6 - 2p3 /6)/p + O(n) en posant p=cn
72 2an? (1- o) /(6a) + O(n)

La progression des tiches restantes est bloquée par le parcours des tiches de la
demiére colonne :

T T

n-p+ln - “npe2n "t T

n-1,n

ce qui donne une borne inférieure du temps d'exécution d'un algorithme
optimal :
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Topa> ot 2 inprin t

2 3 2 .2
o> 2202 (1- &) /(60) + a n? 0¥2 + O(n)

L'algorithme glouton est d'efficacité 1 jusqu‘a ce qu'il y ait moins de p tiches
indépendantes a effectuer, c'est A dire jusqu'au niveau (n-p). Le temps qui sépare

l'algorithme glouton de la borne T, €st un facteur linéaire, de I'ordre de O(n). Cela

montre que la borne précédente est valable asymptotiquement pour l'algorithme
glouton a un facteur linéaire prés, Ie temps est le suivant :

Toa™ an? (2 + a3) /(6a) + O(n)

opt

> ' s, 2 = = 3 . R
En terme d'efficacité €optor b'tseq /p Toproc * COMME Toeq = N /3, on obtient :

=1/(1+ a3/2)

eopt,(x -

De plus, sous les hypothéses du théoréme, la détermination de Pop €8t triviale.

Topt = 2 i A0K) et Popt = -1

Remarque.

Les résultats sont asymptotiques. Comme nous I'avons fait remarquer
précédemment, il est parfois possible de trouver un ordonnancement meilleur pour
une valeur fixée de n et p. G. Rote nous a communiqué un contrexemple qui est
consigné dans [Cmal], mais cet ordonnancement ne semble pas étre applicable
systématiquement pour d'autres valeurs de n et p. De plus, il a été amélioré a son
tour par J.C. Konig, en appliquant une heuristique du chemin critique.
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4.2. GRAPHE 2-PAS

Nous venons de voir en détail les résultats de complexité concernant les graphes
triangulaires. Pour la plupart des méthodes d'élimination, il correspond une version
complémentaire (correspondant aux graphes 2 2-pas) qui peut s'écrire sous la forme
compacte suivante :

pour k = 1, n-1 faire
1. préparer une transformation en utilisant la colonne k
call PREP (..., k, ...)
pour j = k+1, n faire
2. appliquer cette transformation a la colonne j
call APPL (..., k, j, ...)

On note T,, la tiche de préparation et Tkj la tiche d'application de la

transformation 2 la colonne j. Dans le cas général, les temps d'exécution sont
respectivement a(n-k)+cl1 et b(n-k)+c2 on a, b ,cl1, c2 sont des paramétres rationnels
qui dépendent de la version étudiée. Pour des raisons de simplicité, nous nous
plagons ici dans le cas a=b=1 et c1=c2=0, une étude complete est donnée dans [MR2].

Ce cas correspond par exemple 2 la version kji de Gauss. Le temps d'exécution
de l'algorithme séquentiel est égal A n3/3 + O(n?). Le plus long chemin du graphe est
composé des tiches :

Ty =TTy Ty =Ty =Ty - o= Ty - T

n-1,n-1 - “p-1n°

Dans ce cas, les tiches diagonales ont méme durée que les autres (n-k), la
longueur du graphe est Topt = n2-1. C'est une bome inférieure du temps d'exécution

d'un algorithme d'ordonnancement quelconque.

On cherche les meilleures stratégies possibles pour affecter les tiaches aux
processeurs.

Quelques idées préliminaires simples
Il est trivial de définir un ordonnancement avec n processeurs en temps T

(un
opt
processeur s'occupant d'une colonne donnée). L'efficacité est alors 1/3.

Remarquons tout d'abord que nous pouvons isoler la premiére tiche et 1'affecter
a l'un quelconque des processeurs.

L'idée premiére d'un ordonnancement (donnée par Lord, Kowalik et Kumar
[LKK]), est d'utiliser une stratégie de type Glouton. On considere globalement deux
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phases distinctes de maniére 2 exécuter les tiches niveau par niveau en efficacité
maximale, jusqu'a ce qu'il reste moins de p tiches 2 exécuter (C'est-a-dire jusqu'a
niveau n-p). La deuxiéme phase commence alors, contrainte de suivre le plus lon
chemin restant. Un ordonnancement de ce type, nous conduit & une premiér
remarque : dans la demiére phase, les processeurs travaillent de moins en moins. A
cours de cette phase, on aurait donc intérét 3 garder en réserve des tiches qui n
retarderont pas son temps, au prix d'un autre ordonnancement. Plus précisémen
ces taches sont celles dont le plus fong chemin restant 2 parcourir est inférieur A celt
correspondant 3 la tiche Tn_p’“_p (a partir de laquelle il reste moins de p tdches .

exécuter, out I'on ne peut plus aller en efficacité 1), la premiére phase étant toujour
effectuée en efficacité 1. On regroupe alors les tiches suivant le chemin qui leu
reste a parcourir. La figure suivante schématise la différence entre les dew
stratégies. Les parties achurées s'exécutent dans le méme temps (celui du chemin qu

mene de Tn_p np a la fin) et les autres parties sont d'efficacité 1.

figure 4.1. Schématisation des ordonnancements

4.2.1. OPTIMALITE ASYMPTOTIQUE DU GRAPHE 2-PAS

On définit la fonction ch (T) qui, a une tiche T, associe son chemin critique
(défini comme le plus long restant a parcourir) et les lignes de niveaux
correspondantes qui regroupent, sur chaque colonne, les tiches de méme chemin
critique (2 une constante prés). Certains travaux traitent de cet ordonnancement
[Koh], mais le résultat I'optimalité est faux pour un graphe quelconque.

L'heuristique du chemin critique
En effet, si I'on considére I'exemple suivant du graphe 2 8 tiches A répartir sur 3

processeurs, 'ordonnancement du chemin critique n'est pas le meilleur. Le temps
des téches est indiqué sur la figure.
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La répartition des tiches aux processeurs est la suivante :

Pl P2 P3 Pl P2 P3

it ¥ i
"-‘7-5///,7/7/) remps 10 B temps 9
chemin critique ordonnancement optimal

figure 4.2. Le chemin critique n'est pas optimal en général

On démontre dans le paragraphe suivant, les bornes de 'optimalité
asymptotique pour le graphe a 2-pas ot le temps des tiches est constant par niveau,
égal a n-k.

Théoréme 4.3.
Un algorithme asymptotiquement optimal s'exécutant avec p=on processeurs est
d'efficacité inférieure 2 :

- 3
€ opt0t =1/(1+ o°) pour a<a,

et €opt,0t =1/(3a) pour a2a,

(o1 o) est solution du polynéme o3 - 3a + 1 = 0).

Preuve :

La démonstration suivante peut paraitre un peu lourde pour qui connait le
résultat basé sur les surface de calcul et surface de repos suivant la méthodologie
décrite dans [LKK], mais elle a l'avantage de donner l'intuition de la construction
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d'un ordonnancement optimal issu du chemin critique. De plus, nous généralisons le
résultat. L'idée de [LKK] est d'introduire les surfaces d'activité SC (somme des
temps d'exécution effectifs de chaque processeurs) et d'inactivité forcée SR des
processeurs, par référence au temps d'exécution séquentiel (on a en effet la relation

SR+SC=p.*com), on obtient facilement I'efficacité d'un algorithme asymptotiquement

optimal. Cette méthode donne des résultats théoriques et ne conduit pas, en général,
a des ordonnancements constructibles.

Imaginons un algorithme, noté (Alg), qui effectue les tiches en deux phases : en
efficacité 1 au dessus de la courbe de niveau associée A Tn_p'n_p (que nous noterons (C)
dans la suite) et en temps du plus long chemin au dessous de (C). Montrons qu'un tel

algorithme est optimal.

Soit (Alg'), un algorithme d'ordonnancement quelconque. On considere la

courbe (C') de la fronti¢re des tiches effectuées apres I'exécution de T“.p n.p 1T0iS
cas peuvent se présenter, ils sont schématisés ci-dessous. On note S, (respectivement
S,), la somme des temps séparant les courbes (C) et (C') dans la zone 1

(respectivement dans la zone 2).

St ey
(€)

cas 1. cas 2. cas 3.

figure 4.3. Comparaison de (Alg) avec un algorithme quelconque

cas 1.

Le gain de (Alg') dans la premiére phase est inférieur ou égal & S /p. Par contre,
le temps de la phase 2 est au moins rallongé de la distance maximum pour aller de
(C") a (C) qui est minorée par la moyenne S,/p. Donc, (Alg') est au mieux équivalent
a (Alg).
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cas 2.
(Alg’) est moins bon dans la phase 1 (il y a plus de tiches effectuées) et le temps

de la phase 2 est toujours égal a ch(Tn_p np ).

cas 3.
Le gain de (Alg') dans la phase 1 est inférieur ou égal a (S 1-5,)/p. Par contre, la

phase 2 est rallongée d'au moins S,/p comme dans le cas 1. (Alg) est donc meilleur
d'au moins S,/p.

On en déduit les efficacités correspondantes. Le temps de la phase 2 est

ch(Tn_p’n_p)

.

T,=%_ @i)+Z__ (ni)-1=p(p+l)-1

2 i=n-p,n i=n-p,n

Le temps de la phase 1, d'efficacité 1, est obtenu par 1/p ('cseq - TZ-scq)'

Ty seq = Zierp [ POFD - jG+1) 1= 2p%3 + O(p.

De plus, le temps séquentiel est Teq = n3/3 + O(n?), donc la somme des tiches

exécutées lors de la premiére phase est Toeq ™ T2:56q

soit T, 2 n? (1 - 23 ) / (3a) + O(n).
ce qui donne : Copra=1/(1+ o)

Donc, si un algorithme est optimal, il a cette forme.

Signification de o,

Le calcul précédent de I'efficacité sous-entendait d'assurer une efficacité 1 au
cours de la premi¢re phase. La masse totale minimum de travail effectuée durant
cette phase ne doit pas excéder la quantité de travail pour atteindre la courbe (O). En
d'autres termes, il faut que :

2_ 2 i S
P(P°-n)<t T).eq CESt-2-dire
p (1-02) n? < (1-203) /3
soit, a3 -3a+120
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ce polyndme en o est décroissant sur [0,1] et s'annule pour o, = 0.3473,
Donc, la condition est vraie pour a<o,.

Pour a0, on se trouve 2 la fin de I'exécution de Ia tiche T“_p np SOUS la courbe

(C). Le temps paralitle d’exécution de I'algorithme T, sera la somme de I'exécution
de Ia phase 1 et du chemin ch (n-p,n-p). Soit au totai :

ch (1,1) = n? + O(n).

En passant a I'efficacité, on obtient : €opra =1/ (o).

Remarquons pour finir que la condition de continuité est vérifiée en =0,

Il nous reste A construire de tels ordonnancements.

4.2.2. REVUE DES PRINCIPAUX RESULTATS CONNUS

Il est trés facile de donner un algorithme d'ordonnancement avec n processeurs
exécutant les tiches dans le temps Topt= 2n-1. L'efficacité asymptotique est alors e
=1/3.

oo ]

Lord, Kowalik et Kumar ont proposé un ordonnancement réalisant Topt AVEC
seulement n/2 processeurs [LKK]. Son efficacité asymptotique est e, , n=2/3.Cet

algorithme est asymptotiquement optimal en temps. Le principe est de regrouper les
tiches par blocs de 2 dans un niveau k donné, de fagon 2 équilibrer le temps des
tiches diagonales T,, et T, x+1 @vec les tiches du niveau considéré.

Veldhorst [Vel] donne un algorithme d'ordonnancement de méme temps
d'exécution Topr n'utilisant qu'un nombre p = (v2/4)n de processeurs (soit o = 0.354,

borne améliorant le résultat o = 1/2 de [LKK] et trés proche de la borne optimale
théorique o, = 0.3473 établi dans le paragraphe précédent).

On sait plus généralement qu'il existe des algorithmes parallgles qui s'exécutent

en T avec une efficacité €00 o = 1/(30) pour o0y,
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Pour les petites valeurs de «, aucun ordonnancement optimal n'est connu.
L'optimalité est plus ardue & montrer dans ce cas, pourtant bien plus utile en
pratique (les problémes a traiter comportent en effet de grandes tailles pour des
nombres relativement faibles de processeurs).

Les premiers résultats jusqu'alors étaient diis encore a Lord, Kowalik et Kumar
[LKK]. On peut généraliser I'algorithme évoqué précédemment pour a =1/2 a un
nombre p= an plus faible de processeurs, on obtient alors une efficacité :

€o0j = 13((+1)a -4a’ Z . i2) pour 1/2(j+1)< a <1/2j

Nous avons donné dans [CMa2] un ordonnancement meilleur, réduisant
I'efficacité A 1/(1+4a3) pour a<o,. L'idée de cet ordonnancement est de type

“Glouton", on procéde niveau par niveau jusqu'au niveau n-2p 2 partir duquel
certains processeurs seront inactifs (en effet, un niveau est caractérisé par
I'exécution séquentielle des deux tiches Toxet T,y

Ces résultats ont été améliorés a 1/(1+2a>) dans [MR] pour des valeurs de a
inférieures a 1/3.

Nous proposons ci-dessous un ordonnancement asymptotiquement optimal, c'est
a dire s'exécutant en efficacité 1/(1+a3) pour a < 0.305.

4.2.3. ORDONNANCEMENT OPTIMAL

Théoréme 4.4.
Pour un probléme de taille n avec p = an processeurs ot a<2/(¥43) ~ 0.305,
il existe un algorithme asymptotiquement optimal d'efficacité €y =1 J(1403).

Décrivons informellement I'algorithme en insistant sur les idées importantes.
Le graphe est partitionné en quatre régions, comme le montre la figure
suivante. La borne (V43)/2 vient de cette division.
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) —p—

figure 4.5. Schématisation de I'algorithme optimal

L'idée est de garder le maximum de processeurs actifs le plus longtemps
possible. Il est clair que d&s que I'on atteint la tiche T“_p np? il reste moins de p tiches
a exécuter en parallele dans le graphe, et certains processeurs sont nécessairement
inactifs. Les tiches diagonales doivent étre exécutées séquentiellement. On cherche 2
maximiser le travail que les processeurs peuvent effectuer durant ce temps, cela

correspond i la région (IV) de la figure.

On voudrait pouvoir exécuter les régions (I), (II) et (III) en efficacité
maximale. Certes, on pert un peu d'efficacité dans la région (IV), mais on en pert le
minimum. En conséquence, 1'algorithme sera optimal (pourvu que les contraintes
soient vérifiées !).

Description de I'algorithme
On appelle niveau k, la ligne du graphe de précédence composée des tiches
Ty kirr oo Tk'n). La région (I) comprend les tiches des niveaux 1 i n-3p+l.

L'explication de la courbe frontitre (F) comprise entre les régions (I) et (III) est
donnée plus loin.



ORDONNANCEMENT 55

L'algorithme procéde en trois phases séquentielles :

1. Dans la premiére phase, les tiches de la région (I) sont exécutées niveau
par niveau suivant un schéma glouton.

2. La seconde phase concerne les régions (II) et (IIT). On commence A
effectuer les tiches de (II) et d&s qu'un processeur se libére, on I'affecte 3
la région (III).

3. Dans la derniére phase, il suffit d'affecter un processeur a chaque
colonne.

La difficulté réside dans la phase 2. Détaillons la :

A partir du niveau n-3p, les processeurs commencent 2 se libérer, a raison d'un
nouveau tous les deux niveaux (le premier processeur au niveau n-3p-2, le k-ieéme au
niveau n-3p+2k). Notons, P le groupe de processeurs restant dans la région (II) et Q
celui de la région (III). L'idée est d'affecter un couple processeur k et p-k au pool P
(k<p/2), en colonne n-p+k et n-k, dés qu'il se libére, pendant un temps
correspondant a leur inactivité dans (II). Ainsi, le premier processeur reste inactif
8p? (temps pour finir : 9p? moins le temps de la région (IV) : p?) et le dernier un
temps nul. Cela correspond au niveau n-(¥17)p.

Pour un couple de processeurs quelconque, le principe est identique. Le
processeur k se libére avant le (p-k)-i¢me. Il s'occupe alternativement des tiches des
colonnes n-p+k et n-k jusqu'au niveau h(k) i partir duquel il reste confiné dans la
colonne n-p+k. h est tel que la distance 2 la courbe (C) est égale au temps libre du
processeur p-k. Lorsque ce dernier se libere, il effectue les tiches de la colonne n-k
jusqu'a la ligne frontiere (C), qu'ils atteignent simultanément, par construction.

Nous avons schématisé le processus ci-dessous.

F1 F1
i B D
S-S PO I -
C C
/ /

figure 4.6. Activité des processeurs k et p-k sur 2 colonnes :
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(1) - processeur k est alternativement sur les 2 colonnes
(2) - il termine sur la colonne n-k 2 partir de h
(3) - des que p-k se libere, il termine chacun leur colonne

Cela conduit pour tous les processeurs a la courbe F1 de la figure suivante.
Cependant, une partie des tiches (celle correspondant 2 (S)), située au dessus de cette
courbe, n'ont pas été exécutées, il est donc nécessaire de "remonter” cette courbe par
une équipotentielle (en temps) comme il est indiqué sur la figure.

figure 4.7. obtention de la courbe F

Les contraintes de précédence sont bien satisfaites, I'ordonnancement que nous
venons de présenter est d'efficacité 1 dans les régions (I), (II) et (III) [RoT4]. De
plus, on peut calculer le temps de I'algorithme. On en déduit la valeur de l'efficacité

asymplotique, on trouve e__ o= 1/(1403).

D'aprés le théoréme d'optimalité 4.3., ces résultats montrent que
l'ordonnancement que nous venons de présenter est constructible et
asymptotiquement optimal.

On sait donc construire un ordonnancement asymptotiquement optimal du
graphe 2-pas pour 0<0.305 et a0, (0;=0.3473).

Le chemin critique pour toute valeur de o ?

Nous conjecturons de plus que dans l'intervalle 10.305,0.3473(, un
ordonnancement basé sur 1'algorithme du chemin critique (c'est-a-dire qui exécute 2
tout instant les tiches de plus long chemin restant a parcourir) est aussi
asymptotiquement optimal. Nous avons simulé I'efficacité de cet ordonnancement
(en calculant son temps) et I'avons comparé 2 la valeur optimale 1/(1+a3). La courbe
suivante confirme expérimentalement cette conjecture.
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Nous avons mesuré I'efficacité en faisant varier n i o fixé égal 1/3.

A

3
o
@
€opt-ot Py 22
0.964
taillen __
100 500 1000 -

figure 4.8. comparaison de I'efficacité du chemin critique
et de la valeur optimale pour a =1/3 en fonction de la taille de la matrice

Cela montre que méme pour les faibles valeurs de n, 'ordonnancement selon le
chemin critique a un excellent comportement. Malheureusement, il est trés difficile
d'en dériver des résultats théoriques car on ne sait pas actuellement comment
vérifier les contraintes de précédence.

En ce qui conceme 'optimalité dans I'intervalle 10.305,0.3473[, Marrakchi et
Robert ont récemment démontré I'optimalité asymptotique [MR2] en utilisant la
méme idée de découpage en régions que je viens de présenter, mais en se limitant a
des frontieres horizontales de maniere a obtenir la méme répartition des processeurs
sur toutes les colonnes (il y a alors plus de régions A prendre en compte).

Pour finir, notons que ce type de graphe se retrouve dans I'algorithme de
Gauss-Seidel avec un temps des tiches constant. Les résultats précédents s'étendent a
cette application [RoT5].






5. PRISE EN COMPTE DES
TEMPS DE COMMUNICATION

Tentative d’extension du modéle
d‘analyse de la complexité en tenant
compte des temps de communication.

5.1. ANALYSE GENERALE

Dans ce chapitre, nous reprenons I'analyse de la parallélisation de la version kji
modifiée de 1'élimination de Gauss, en incluant dans 1'étude de complexité
algorithmique, le cofit des échanges de données entre les processeurs et la mémoire
centrale, partie la plus lente de I'architecture. En effet, bien que dépendant de la
structure considérée, les cofits de communication ne sont en général pas négligeables
par rapport aux coiits des calculs. Nous avons été confrontés a ce probléme lors d'un
séjour au centre scientifique ECSEC d'IBM a Rome [CRT3]. La comparaison des
résultats théoriques de complexité avec les temps expérimentaux a montré une
mauvaise adéquation du modele 2 la réalité. La raison est qu'a faible granularité des
tiches (la notion de "granularité" permet de rendre compte du rapport entre le coit
de l'arithmétique interne aux tiches et des transferts de données), les
communications ne sont plus négligeables. Une premitre idée a donc été
d'augmenter la granularité, ce qui nous a conduit 2 envisager des méthodes par
blocs.

Nous donnons dans ce chapitre un algorithme d'ordonnancement par blocs, en
discutant les stratégies de choix de la taille des blocs (ceci nous conduit 3 un
algorithme o il faut adapter & chaque étape 1a meilleure taille des blocs). Puis, en
reprenant comme modele de référence I'architecture 3 mémoire partagée présentée
dans l'introduction, nous étudions théoriquement l'influence du temps de
communication sur le temps d'exécution pour l'ordonnancement Glouton.

L'architecture paralléle sous jacente est composée d'un ensemble de p
processeurs, possédant chacun une mémoire locale et partageant une mémoire
centrale commune. Les échanges entre cette mémoire partagée et les processeurs se
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font par l'intermédiaire d'un réseau d'interconnexion, de sorte qu'en une unité de
communication, p données peuvent étre transférées simultanément. Pour simplifier,
nous supposerons qu'un processeur ne peut débuter I'exécution d'une tiche que
lorsque toutes les données qu'il utilise sont stockées dans sa mémoire locale. De
méme, les résultats ne peuvent étre transférer en mémoire partagée qu'a l'issue du
calcul.

Nous appellerons respectivement Texec €t Toom 168 UNités de temps de calcul et de
temps de communication (en supposant qu'un chargement mémoire s'effectue dans
le méme temps qu'un rangement). Sans perte de généralité, nous prendrons Terec

constant pour chacune des opérations arithmétiques de base. En revanche, Teom

dépend fortement de 'architecture considérée, c'est une fonction croissante de la
taille du probléme n et du nombre de processeurs p.

Lalgorithme qui nous sert de support ici est la version kji modifiée de Gauss,
dont I'ordonnancement est de type glouton.

¢ Version kji modifiée
pourk =1, n-1
pOUl'i =k+1,n
c exécuter la tache Ty
By = - Ay / ay
pouri=k+i,n
a=a;+ 3 " ay

Le coiit des tiches Tkj en cacul est (2(n-k)+1) T e’

Le coiit en communication est (3(n-k)+2) T.om (€N effet, chaque appel A un

€lément de la matrice nécessite une communication avec la mémoire, on dénombre
au total 2(n-k)+2 chargements et (n-k) ran gements).

Notons de plus que le fait de prendre en compte les temps de communication ne
modifie pas les relations de précédence entre les tiches. Nous obtenons la méme
forme de graphe triangulaire pour lequel nous avons montré que I'algorithme
glouton est asymptotiquement optimal. Cependant, une hypothése du théoréme
précédent n'est plus vérifiée : dans le décompte des temps d'exécution des tiches, les

communications ne sont plus négligeables (de l'ordre de O(n)) puisque Tom dépend

en fait de n et de p. En reprenant la démonstration, il n'est pas difficile de voir que
I'on peut facilement intégrer cette condition dans le calcul. Ces remarques
conduisent au théoréme suivant :
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Théoréme 5.1.

Pour un graphe des tiches triangulaire tel que les temps d'exécution des tiches
soient constants pour k fixé et décroissants avec les niveaux, l'algorithme
glouton est asymptotiquement optimal et son temps d'exécution est égal a :

—n2 3 3
'copt-n [(4+ 2a )'tem+(6+ 3a )tcom]/Ga
Preuve.

Le principe de la démonstration est identique 2 précédemment. Comme les
temps d'exécution total des tiches Tkj (notés t, ) sont décroissants avec k, le temps

d'exécution global peut étre calculé a partir de la formule suivante :

=12, ®R6p+E

T
opt k=1,n-p
ol t = (2(n-k)+1) Terec €1 (B(n-k)+2) Toom O obtient, en posant p = an :
— ) 3 2 2 3 2
'topt—n [2(1 - &’)/ 3a + a?) LA | [ -a’) o+ 3a /2]1:com+ O(n)

=n2 3 3
T =1 [+ 269 T +(6+3ad)T__1/60
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5.2. ETUDE DE VERSIONS PAR BLOCS

Posons n=qr et décomposons la matrice A en g2 blocs de tailles r. On peut alors
écrire la forme kji modifiée par blocs en remplagant les opérations scalaires par des
opérations sur des blocs de maniére 2 augmenter la granularité des tiches (c'est a
dire le poids relatif de l'arithmétique sur les communications).

¢ Version par blocs kji modifiée
pourk=1,q
pourj=k+1,q
c exécuter la tache TBy;

pouri=k+1,q

Décompte des durées des tiches
Le calcul de A= Ay-1* Ay revient A résoudre r systémes de taille r de matrice Ak

(ce qui requiert 8r/3 opérations arithmétiques). De plus, le calcul de Ay = Ay - Ay *Ay
correspond a (q-k) multiplications et additions matriciels, sur des biocs TXI, SOit un
temps de 2r¥(q-k) T__.
Donc, au total, le coiit de 'exécution de TBki est
2r3[(q-k)+4/3]texec.
D'autre part, ces calculs nécessitent la connaissance de A Ay Ay et Ay pour i

variant de k+1 jusqu'd q. Ainsi, on peut évaluer facilement le temps de
communication :

2r2[(q-k)+l]tcom.
Sit ..ett _ sontdu méme ordre de grandeur, il est clair que les temps de
communication sont négligeables devant le calcul (en £ contre 12).

Donc, implémenter cet algorithme parallgle par blocs selon le schéma
d'ordonnancement que nous avons développé précédemment devient réaliste.

Analyse de glouton par blocs

Le résultat est simple 2 établir car le graphe a la méme allure (les contraintes de
précédence sont identiques). 11 suffit donc de transposer la démonstration précédente
avec des nouvelles valeurs pour le temps des tiches. Cela conduit au théoréme
suivant :
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Théoréeme 5.2. L'algorithme glouton avec p=oq processeurs est
asymptotiquement optimal pour la version kji modifiée de Gauss par blocs.
Son temps d'exécution est égal A : '

Topt = n3(2+a3) / 30q

Preuve.
Le temps d'exécution global peut étre calculé comme précédemment :

=[X ap (q-k) tk]/ p+ 2k=q-p+l.(l-1 '

1:Opl k=1,
ob t, =20%(q-k)+4R31t

* Ty = 20/ 3aq (@) + rp?
on obtient le résultat en posant p = oq :

Top = PO [2(1-0%)+30%] / 30q
= n3(7t03
Top = 1(2+07) / 30q
Ce qui conduit a une efficacité égale  :

€opec = 1240

Notons que le temps est minimum en a=1. Comparons pour conclure les
efficacité des versions par points et par blocs.

En I'absence de temps de communication, la version par points est meilleure.
Ceci peut paraitre paradoxal, mais nous avons vu que ce cas n'est pas vraiment
réaliste. En supposant que les communications sont du méme ordre que le calcul, la
version par blocs est meilleure. Nous aborderons dans le paragraphe 5.4. une
comparaison plus systématique en fonction de I'architecture sous-jacente.
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5.3. ALGORITHME ADAPTATIF

Description de I'algorithme glouton adaptatif

Dans les versions de I'élimination de Gauss par points, les transferts de données
ne se sont plus négligeables par rapport  l'arithmétique. Nous venons de donner une
solution qui consiste A envisager des stratégies par blocs pour augmenter le poids du
calcul par rapport aux transferts de données. Cependant, il y a de moins en moins de
tiches a effectuer (la version par points garde une pleine efficacité plus longtemps).
Donc, vers la fin de I'éminination, les processeurs ne travaillerons pas au mieux et
I'on va perdre ainsi de 1'efficacité. .

Ces remarques nous ont conduits 2 chercher des solutions mixtes, c'est-a-dire
des versions adaptatives o la taille des blocs est déterminée au mieux, au fur et 2
mesure, de fagon 2 garder le plus longtemps possible une pleine efficacité.

Le principe de I'algorithme adaptatif est le suivant :

Fixons tout d'abord g=p. On décompose la matrice initiale en q? blocs, comme
précédemment, et I'on applique la premiére étape 1'élimination par blocs. Une fois le
premier bloc de colonnes éliminé, on réitére la premitre étape d'une élimination par
blocs sur la sous matrice qu'il reste 2 traiter, et ainsi de suite jusqu'a une demiére
étape ol il reste moins de tiches que de processeurs que l'on traite par I'algorithme
par points. La figure 5.1. suivante schématise I'algorithme.

figure 5.1. étapes de l'algorithme adaptatif avec 5 processeurs
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Conclusion provisoire

Les performances comparatives de ces trois séries d'algorithmes (par points,
par blocs et adaptatif) sont consignés dans [CMuR]. Pour la plupart des cas, c'est le
dernier algorithme qui est le meilleur, comme le montre le tableau suivant
représente les temps d'exécution (en milliard d'opérations flottantes) des trois
algorithmes en tenant compte des communications (avec un facteur constant) pour
une matrice de dimension 5000. La matrice est divisée exactement en p2 blocs (ou p
est le nombre de processeurs). Il s'agit d'une simulation.

Nombre de proc.  kji par points bloc kji kji adaptatif

9 18.5 14.2 9.6
19 8.7 6.8 4.5
39 4.2 33 2.2
49 34 2.6 1.8
99 1.6 13 0.89
249 0.67 0.52 0.38
499 033 0.27 0.22

Jusqu'ici, nous avons supposé que le temps des communications élémentaires
€taient soit nul, soit constants du méme ordre que le temps d'exécution des
opérations arithmétiques. Dans la pratique, les temps d'accés aux données en
mémoire centrale sont nettement supérieurs (il est vrai que I'on dispose souvent de
mémoires caches plus petites mais beaucoup plus rapides ou de tampons de données
qui réduisent les temps d'accés, il n'est alors pas déraisonnable de considérer des
temps voisins) de plus, ils dépendent du nombre de processeurs et de la taille du
probléme.

Examinons maintenant un modgle plus général.
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5.4. VERS UN MODELE GENERAL

Avant de présenter le modéle général, faisons une bréve présentation des
réseaux d'interconnexion.

Réseaux d'interconnexion

La structure générale des réseaux d'interconnexion est présentée dans [AB].

Un réseau de connexion permet de relier p processeurs 2 b bancs mémoire. Le
temps d'échanges avec la mémoire est en fait relié aux nombres de bancs, c'est a dire
indirectement 2 la taille du probléme. Un réseau complet (cross-bar) est composé de
b.p commutateurs. Cette solution idéale, dans le sens ol elle autorise toujours toutes
les permutations possibles, n'est pas réaliste des que I'on augmente sensiblement le
nombre de processeurs ou le nombre de bancs. Un réseau moins cofiteux peut étre
obtenu en supprimant quelques commutateurs, mais en permettant toujours tous les
passages (au prix éventuellement d'un réarrangement du routage des données). C'est
le cas du réseau de Benes par exemple qui est composé de ZpLn(p) commutateurs. Le
réseau Omega posséde quant A lui moitié moins de commutateurs mais certaines
permutations peuvent nécessiter plusieurs passages 2 travers le réseau (on dit alors
que le réseau est blocant). En supposant les temps de commutation constants, nous

déduisons que T .m PEUt prendre des valeurs qui ont I'allure suivante, selon le réseau
considéré :
T =M indépendant de n et de p

C

T =Af(n) croissant en n
com

T.om = M 8(n,p) croissantennetp
Cas1: Teom = M
Pour I'analyse, on reprend la formule générale établie au paragraphe 5.1.
Fixons pour simplifier Texec =1+ Dans la pratique, A peut atteindre plusieurs dizaines,

cependant, si I'on dispose d'une mémoire cache ou de registres de données (et que

l'on anticipe les transferts de données), A peut étre de l'ordre de l'unité.
Etudions tout d'abord le cas simple d'un temps de communication constant.

Pour I'algorithme kji par points, le colit de communication devient Aln’p + p¥2), il
est du méme ordre que le coiit de calcul : [(2/3) n3/p + p%/3]. On obtient alors :

Topt = [n3 (3x+2) + p? (A/2+1)]/ 3p
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En ce qui concerne les versions par blocs et adaptatives, le coiit des
communications est négligeable. Pour donner une idée plus pratique, on peut
conclure ce cas en comparant les résultats globaux sous I'hypothése ot r=q=p=vn :

= 512
o= (2/3+)) n

= 2
Tbl n

T.q=(2/3) n?

Pour les deux cas suivants, les communications sont prépondérantes sur
l'arithmétique pour l'algorithme par points. Aussi, nous étudierons la version
adaptative (dont nous avons montré qu'elle était toujours meilleure).

Cas2: Teom = * f(n)

Ce cas n'est pas bien différent du précédent sur le principe général, cependant,
suivant la forme de la fonction croissante f, les communications vont prédominer.
Notons ici que f est pratiquement a croissance lente. L'expression générale est la
suivante :

T4 = (2/3)0° fp + (30/2) n? f(n)

ce qui nous permet de conclure pour ce cas :

Si p=0(n/f(n)) alors les communications et l'exécution sont du méme ordre
Si p>O(n/f(n)) alors les communications prédominent
Si p<O(n/f(n)) alors I'arithmétique prédomine

Cas 3: Teom = M 8(N,p)

Dans ce cas, I'expression générale du temps de l'algorithme adaptatif est la
suivante :

T0= (230 /p + (30/2) n? g(n,p)
ce qui donne :
Si p=0(n/g(n,p)) alors les communications et I'exécution sont du méme ordre

Si p>O(n/g(n,p)) alors les communications prédominent
Si P<O(n/g(n,p)) alors I'arithmétique prédomine
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Contrairement au cas précédent, le temps d'exécution ne décroit plus
strictement lorsque p croit. Il existe une valeur optimale du nombre de processeurs

P, que I'on peut obtenir a partir des formules précédentes. On peut trouver un calcul
détaillé dans [CT] pour g(n,p)=Vnp.



6. ARCHITECTURES SYSTOLIQUES

Présentation du modéle systolique.
Etude de deux implantations : le
probléme du chemin algébrique et le
calcul de projections en filtrage
adaptatif.

6.1. PRESENTATION GENERALE

Le modele systolique a été introduit en 1978 par Kung et Leiserson [KL] pour
répondre & la demande sans cesse croissante d'une plus grande puissance de calcul A
moindre frais. Il s'est révélé étre un outil trés efficace pour la conception de
processeurs intégrés spécialisés.

Une architecture systolique est agencée en forme de réseau composé d'un grand
nombre de cellules élémentaires identiques et localement interconnectées
(linéairement, orthogonalement, hexagonalement ..). Chaque cellule regoit des
données provenant de ses cellules voisines, effectue un calcul simple, puis transmet 2
son tour les résultats aux cellules voisines, un temps de cycle plus tard. Pour fixer un
ordre de grandeur, chaque cellule a au plus la complexité d'un petit micro
processeur. ’

Les cellules évoluent en paralltle, sous le contrdle d'une horloge globale :
plusieurs calculs sont effectués simultanément sur le réseau et on peut anticiper la
résolution de plusieurs instances du méme probléme sur un méme réseau.

La dénomination "systolique" provient d'une analogie avec la circulation du flot
sanguin dans le corps humain, sous un contrdle global synchronisé par le coeur.
Notons que ce type d'architectures est déja une réalité, en effet il existe plusieurs
réalisations commerciales parmi lesquelles le GAPP [Lef] ou le WARP.

Nous développons ci-dessous deux exemples d'implémentation systolique : le
probléeme du chemin algébrique et le calcul de projections en filtrage adaptatif.
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6.2. PROBLEME DU CHEMIN ALGEBRIQUE

Sous le concept de "chemin algébrique”, on retrouve unifiés des algorithmes
issus de domaines variés comme I'inversion d'une matrice réelle, la fermeture
réflexive et transistive d'une relation binaire ou encore la recherche des plus courtes
distances dans un graphe pondéré.

Quelques définitions préliminaires
Etant donné un graphe pondéré G = (V,E,w)
ou V est I'ensemble fini des sommets (v)
E I'ensemble des arcs

 une application  poids de E dans le semi-anneau (H, ®, ®, *)
H est de zéro (0) (également absorbant pour ®), d'unité (1)

® est distributive par rapport & ®

* est définiepar:c* =@ ci=c@(c®c)®(c®c®C) D (...)

i=1,..,n

Formellement, le probléme du chemin algébrique (APP pour Algebraic Path
Problem) est défini par :

pour tout c € H, trouver pour toutes les paires de sommets (v, vj), les
valeurs dij =® {o(p),p e Mij )
ou Mij est I'ensemble des chemins de v;a v;

Principe général

On associe au graphe G = (V,E,») une matrice de poids A définie par :
a; = o(i,j) si (i,j) € E et 0 sinon.

Cette matrice a la propriété remarquable suivante :
A?= 3,@olla M=o, a ® ay,

A" = aij(m) oll aij(m) =@, (op),pe Mij(k) comportant m arcs)

Donc, la matrice cherchée D des paires de sommets possédant un chemin d'un
arc quelconque a un autre, vérifie la relation D = A* (cumul de toutes les puissances
successives de A).

On construit successivement les ensembles Mij(k) de tous les chemins de v, a \/
dont les sommets intérieurs sont d'indices inférieurs k.
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Partant de A© = a,;, on calcule alors 3,0 =& (w(p),p e M;®) pour k=1, .., n.

A la fin, on retrouve aij(ﬂ) = dij. L'algorithme est le suivant :

pour k=1,n faire
akk(k) = (akk(k-l))*
pour i=1,n faire izk
aik(k) = aik(k-l) ® akk(k)
pour j=1,n faire jzk
pour i=1,n faire i=k
aij(k) = aij(k-l) ® aik(k) ® akj(k-l)

akj(k) = akk(k) ® akj(k-l)

Les différentes instances de I'APP s'obtiennent en spécifiant les opérations @, ®
et * dans les semi-anneaux adéquats :

Inversion d'une matrice A coefficients réels. Les deux opérations sont les
opérations arithmétiques usuelles dans IR, * est définie par :

c* =1/(1-c) si c#l

(en pratique, I'algorithme délivre en sortie l'inverse de (I-A), mais on peut obtenir
A facilement par des transformations élémentaires).

Fermeture reflexive et transitive d'une relation binaire. Les poids a;; sont des

booléens, ® et ® sont respectivement le "et" et le "ou" logique et * est 'opération
(non commutative) de mise a "vrai".

Recherche des plus courtes distances dans un graphe pondéré. Ici, les a;; sont

choisis dans IRU(-eo,+00}. & est le minimum (de zéro +00), ® est I'addition sur les
réels, étendue a H et enfin * est définie par :

si ¢20 alors c* = 0 sinon c* = -0

Réalisation

Le réseau que nous proposons est décrit sur la figure 6.1. C'est un réseau
orthogonal de n(n-1) cellules. La ligne k du réseau effectue le k-iéme pas de
l'algorithme. Le fonctionnement détaillé est dans [RT1].
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0 0

0 1 0

0 0 0 0
0 1 0 0\0)
oW
SRR
R I

figure 6.1. réseau systolique pour ' APP (n=4)
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Comme l'indique la figure, on distingue trois types de cellules : les cellules
diagonales rondes, qui correspondent a I'opération d'inversion * de leur premiére
entrée puis de transfert des suivantes, les cellules simples carrées qui stockent leur
premiere entrée puis effectuent un pas élémentaire de "produit scalaire” et les
cellules doubles carrées du bord droit qui fonctionnent de la méme maniére avec
une initialisation différente de leur registre interne. Leur fonctionnement est
schématisé dans la figure 6.2.

in
(@
o !
bin— ® [— — ® [byyt
] Tonu

figure 6.2. détail du fonctionnement des cellules

Dans I'implantation que nous proposons, on entre la matrice C=(A,l ) pour ne

pas écraser la matrice A*V lors du calcul de A® A I'étape k.

La solution est obtenue en 5n-2 unités de temps pour le probléme général, il est
optimal et améliore toutes les solutions existantes. L'argument de l'optimalité peut
étre intuité par les deux remarques suivantes :

Premiérement, le chemin le plus long est de longueur 3n-2 (il correspond au
calcul séquentiel de c;,(), c,,®, ¢, M), c,,?, ..., & D, e B, e ),

soit n unités pour calculer les ck'k(k), et 2(n-1) pour les autres). De plus, les 2(n-1)

coefficients de la n-ieme ligne et de la n-iéme colonne doivent se rencontrer pour
acquérir leur valeur finale, ce qui nécessite 2(n-1) unités de temps. Donc, le temps
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optimal de résolution d'un probléme APP de taille n est 5n-4. Ce qui prouve que
notre réseau en 5n-2 est optimal.

Notons pour finir que ce probléme a fait I'objet d'une implantation en parallele
[RT2].
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6.3. CALCUL DE PROJECTIONS EN FILTRAGE
ADAPTATIF

Nous nous intéressons ici a I'implémentation systolique du calcul des projections
intervenant dans le traitement des signaux numériques. Le probléme général peut
étre posé de la maniére suivante [CoRT] :

Calculer successivement le produit A 1B, pour i=1,2, ...

ol A, et B, sont respectivement des matrices de tailles nxn et nxp, elles sont

issues de A, | et B, , par des modifications de rang k ou des modifications de rang

plein et de petites normes.

Nous avons proposé dans [CoRT] une étude générale pour calculer A"'B par
décomposition en sous problémes matriciels élémentaires. Nous faisons un rapide
tour d'horizon des meilleurs réseaux existants qui conduisent au produit A"'B par
combinaisons des réseaux de base, puis nous proposons un réseau unique, basé sur la
décomposition de Gauss-Jordan, qui permet de calculer directement A*'B. Enfin,
nous donnons la description d'un réseau systolique qui permet de tenir compte des
€léments de A, | et B, , dans le calcul de A;1B,. C'est un réseau original qui inclut la

mise 2 jour des matrices.
Il est amusant de constater que ce réseau est une adaptation du réseau précédent
qui fournissait la solution du probléme du chemin algébrique.

Position du probléme du calcul des projections

Les calculs qui doivent étre implémentés sur ce réseau sont ceux de projecteurs
dans lesquelles les matrices de covariance sont soit recalculées a chaque pas, soit
calculées récursivement [CoRT].

Dans [CR], une implémentation systolique performante de projections a été
présentée dans le cas d'un calcul non récursif, et de matrices de covariance
hermitiennes, ou symétriques réelles, sans structure imposée. En revanche, nous
allons nous intéresser ici aux calculs de projections régis par une récurrence
exponentielle [CoRT], résumés comme suit :

B, = (1-0) B, + uivjt ; pour O< a <1

ol les vecteurs u, et v; sont donnés.
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Dans un premier temps, aucune structure particuli¢re ne sera imposée aux
matrices de covariance si ce n'est I'hermicité (ou la symétrie dans le cas réel) et Ia
non négativité.

6.3.1. IMPLANTATION SYSTOLIQUE DE A''B

Premiére solution possible

On peut évaluer le temps de calcul global du produit A'B 2 partir des meilleurs
réscaux systoliques élémentaires existants pour une matrice A de taille nxn.

On obtient au mieux la triangularisation en 3n unités de temps
(asymptotiquement) [GK], l'inversion d'une matrice triangulaire en 2n [LW] et la
multiplication en 4n [PV]. Soit 11n unités de temps pour obtenir la matrice A-!
(décomposition LU, inversion de U et L puis multiplication U-L1), donc 15n au
total pour obtenir A"'B. De plus, le flot des entrées n'est pas compatible d'une
application a I'autre (entrée des matrices par colonnes ou par diagonales). 1l faudrait
donc en toute rigueur rajouter au temps de calcul, le temps de réordonnancement
des données. La solution qui consiste 2 coupler des réseaux élémentaires est donc a
rejeter puisque trop coiiteuse.

Calcul direct de A''B
Le calcul direct de A"!B peut étre vu comme la résolution de p systémes linéaires
de méme matrice :
Ax,=b, pour 1<i<p

On note B la matrice de taille nxp formée des p vecteurs seconds membres b, et

C la matrice cumulée (A,B) de taille n par (n+p).

Le réseau systolique orthogonal de Gentleman et Kung [GK], permet la
résolution d'un systéme linéaire. Nous proposons ici une solution qui consiste 3
remplacer le systéme triangulaire par un systéme diagonal en utilisant le méme
réseau. On remplace simplement la phase de vidage par une phase de calcul
supplémentaire.

Ce réseau orthogonal comporte n(n+1) cellules et permet le calcul de A''B en un
temps asymptotique de 4n+p unités.

Le calcul de A'!B s'effectue 2 partir de la diagonalisation de Jordan. Si la
matrice A n'a pas les propriétés de stabilité requises, il faut mixer I'algorithme
d'élimination avec un algorithme de factorisation orthogonale. Supposons pour
l'instant que A est non singuliere, et préoccupons nous exclusivement de
I'implémentation systolique de la méthode, sans souci d'ordre numérique.
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Figure 6.3 : Calcul direct de A"'B
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Avant de décrire le fonctionnement de ce réseau, il convient de donner un mot
d'explication informelle : dans le réseau de Gentleman et Kung [GK], les lignes de la
matrice sont stockées dans les processeurs, et les matrices M, circulent a travers le

réseau. Ici, le fonctionnement est dual : les lignes circulent, et les matrices M., sont
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matrices M;, sont stockées dans les cellules. En effet, dans I'algorithme de Jordan

chaque ligne doit, quand elle devient la ligne pivot, rencontrer toutes les autres, ¢
non plus seulement celles d'indices supérieurs. Plutot que de faire repartir :
travers le réseau une ligne déja stockée, comme nous I'avons fait précédemment
il est préférable ici de faire circuler toutes les lignes de la matrice C. Cec
explique aussi que la matrice A entre dans le réseau sous forme transposée pal
rapport au réseau de Gentleman et Kung.

Il'y a n étapes dans I'algorithme de Jordan. Nous implémentons chacune
d'entre elles sur une ligne du réseau. Pour bien comprendre le fonctionnement de
ce réseau, il est important de noter que les lignes de la matrice initiale son
permutées circulairement en traversant le réseau, de manidre i ce que la ligne
pivot a I'étape k puisse étre combinée avec toutes les autres dans les cellules Py,

wos Pyt

Description des cellules
De la méme maniére que précédemment, on distingue trois types de cellules :

* type 1 : les cellules rondes calculent l'inverse de leur premiere entrée valide,
puis elles agissent simplement comme des cellules de délai.

* type 2 : les cellules simples carrées initialisent d'abord leur registre interne
en stockant (aprés modification) leur premitre entrée valide. Puis elles agissent
comme des cellules IPS (un pas élémentaire de produit scalaire).

* type 3 : les cellules doubles carrées opérent en fait comme les cellules
carrées, mais leur registre interne n'est pas initialisé de la méme facon.

Résumons maintenant les performances de ce réseau :

On calcule A-1B en 4n+p-2 unités de temps sur un réseau de n(n+1) cellules od
A et B sont des matrices denses de tailles respectives nxn et nxp.

6.3.2. RESEAU ADAPTATIF

Nous proposons maintenant une petite adaptation qui permet de calculer
directement le produit A,,,-1B,,,, en fonction de A; et B; au pas précédent en

tenant compte des modifications de rang 1. Partant du réseau que nous venons de
décrire, il suffit de lui adjoindre en entrée un réseau de préconditionnement de
- mise a jour des entrées. On suppose que le réseau a déja été initialisé lors d'une
étape précédente, en d'autres termes que les coefficients sont stockés dans les
cellules.
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7. LES SUPER CALCULATEURS

Etude d’exemples d’implantation
paralléle sur des architectures
existantes de type super calculateurs :
le Gradient Conjugué sur CRAY XMP
et IBM-3090 VF.

Nous avons présenté dans le chapitre précédent des implantations d'algorithmes
sur des réseaux systoliques comportant de nombreuses cellules élémentaires. Une
approche duale consiste 3 coupler peu de processeurs trés puissants, c'est
I'alternative de type "super calculateurs" que nous nous proposons de développer
ici.

7.1 ORDINATEURS VECTORIELS

Le concept général de parallélisme a été largement présenté dans les chapitres
précédents. Dans les applications scientifiques, la plupart des données numériques
traitées ont la forme de vecteurs (au sens large). Dans un ordinateur vectoriel, les
composantes indépendantes d'un méme vecteur sont manipulées collectivement et
effectuent la méme opération (ou la méme série d'opérations).

C'est un forme assez élémentaire de parallélisme, il s'agit d'une simultanéité
"logique” qui nécessite un amorgage. Un nouveau résultat est calculé tous les cycles.
I n'y a pas de perte de temps dd au chargement (sauf au début), une nouvelle donnée
arrive tous les cycles d'horloge, les autres données étant soit en cours de chargement
depuis un organe de mémoire, soit en train de circuler dans les étages opératoires
successifs.

On distingue principalement deux formes de vectoriel : des unités spécialisées,
séparées, que I'on adjoint comme périphérique a un ordinateur classique et des
processeurs vectoriels intégrés a un systtme. Dans ce dernier cas, une unité
vectorielle peut étre vue simplement comme une adjonction 2 la partie exécutive,
d'un jeu d'instructions supplémentaire qui contient des registres vectoriels pour
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stocker les éléments consécutifs 2 traiter et des circuits spécialisés pour exécuter de:
opérations arithmétiques et logiques sur un flot de données.

Vu le délai d'amorgage, on a intérét A travailler sur des vecteurs assez longs. I
sont segmentés pour étre contenus dans les registres vectoriels. L'accés aux données
et les opérations sur les sections successives du vecteur peuvent €tre simuitanés.

Pour résumer, on a donc séparation matérielle des ressources, adjonction
d'unités spécialisées pour le traitement de vecteurs et anticipation dans la
manipulation des éléments de ces vecteurs de maniére 3 obtenir un rendement
optimal (aprés un temps de démarrage).

La figure suivante schématise une unité vectorielle.

Mémoire ! !

r ™\
Registres
vectoriels
=iyl
\ UAL 2 *
‘ M— |
\_ J

figure 7.1. Schéma d'une unité vectorielle

Ces super ordinateurs vectoriels sont d'un usage trés général, ils sont souvent
assez difficiles & manipuler, mais acceptent la résolution de problémes trés variés.
Ce type de parallélisme a déja largement investi l'industrie. Il existe des
compilateurs qui détectent automatiquement des instructions élémentaires pouvant
€tre exécutées simultanément. Il est possible d'aborder les problémes comme nous
l'avons fait jusqu'ici, en cherchant un parallélisme 2 un degré élémentaire (en
utilisant le cas échéant des versions par blocs des algorithmes pour réduire les
communications cofiteuses) via 1'étude théorique de l'ordonnancement sur les
graphes de précédence. Mais dans la plupart des cas, les utilisateurs se contentent de
découper leurs problémes 2 un niveau macroscopique et d'adresser 2 chaque
processeur des procédures entieres, indépendantes.
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7.2. PROGRAMMATION DU GRADIENT CONJUGUE

7.2.1. PRESENTATION GENERALE

L'ensemble des résultats présentés dans ce chapitre sont tirés des travaux menés
en commun avec J. Ryckbosch et F. Vincent au centre de recherches d'EDF 3
Clamart [RTV] et P. Laurent-Gengoux [LT2] au centre scientifique ECSEC de IBM i
Rome. L'importance considérable de l'algorithme du gradient conjugué pour la
résolution de nombreux problémes numériques (grands systémes linéaires creux,
recherche de modes propres, optimisation sous contraintes, analyse non linéaire
etc..) n'est plus 3 démontrer [LT1]. L'intérét majeur de cet algorithme est désormais
acquis par I'ensemble de la communauté des numériciens.

Nous nous intéressons ici a la mise en oeuvre du gradient conjugué pour la
résolution de grands systémes linéaires Ax=b oil la matrice A est de dimension n,
symétrique définie positive. On montre facilement [GV] que ce probléme est
équivalent 2 la recherche du minimum de la fonctionnelle quadratique dans IR" :

f(x) = 12 xt.Ax - xtb

Tel quel, cette méthode n'est pas d'une grande efficacité, bien que la
convergence soit assurer théoriquement (aux erreurs machine prés..) en moins de n
itérations [GV], elle est garantie par les relations de conjugaison. La vitesse de
convergence est fortement influencée par le conditionnement (c'est-a-dire, dans le
cas symétrique par le rapport des valeurs propres extrémes), plus il est proche de 1,
meilleure est la convergence. On peut d'ailleurs aussi montrer que la répartition des
valeurs propres agit sur la convergence.

On peut améliorer le conditionnement en substituant au systeme initial Ax=b le
nouveau systéme L'lAL“t(th)= L-1b de telle sorte que la matrice M=LL! soit une
“approximation” de A. On dit alors que I'on "préconditionne"” le syst¢me [Try1].

A chaque étape k, on doit résoudre le systtme Mz = r. Le probléme est de
choisir "correctement” la matrice M. Un bon préconditionnement consiste 2
prendre une matrice M assez proche de A et dont le systéme associé soit facile a
résoudre. On trouve dans la littérature de nombreuses stratégies de
préconditionnement, chacune adaptée a un probléme spécifique.

L'algorithme du gradient conjugué préconditionné est donné ci-dessous :
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procédure GCP (A,M,x,b,n) ;
début
Initialiser (x,r,z,0id,d) ;
pourk:=1,2, .., n répéter
v=Ad;
rho :=old/vid;
X :=x - rho'd ;
r:=r-rho'v;
résoudre Mz =r ;
new:=rz:
beta := new/old ;
d:=z-beta’d;
old := new ;
jusqu'a norme (r) < precision donnée
fin;

Dans le cas d'une matrice pas trop creuse (c'est-a-dire comportant un nombre
significatif d'éléments non nuls, la complexité de l'algorithme est, pour une
itération, le cofit du produit matrice-vecteur et de la résolution du systéme
préconditionné (les produits scalaires étant négligeables, surtout si I'on utilise des
ordinateurs avec des facilités vectorielles, dans lesquels les opérations de type
produits scalaires sont des primitives élémentaires).

7.2.2. COMMENT PARALLELISER LE GRADIENT CONJUGUE ?

Les voies sont multiples.

On peut tout d'abord découper la matrice en blocs (c'est toujours possible).
Dans ce cas, le préconditionnement le mieux adapté semble étre de prendre pour M
la partie bloc-diagonale de A. On peut pousser un peu plus loin en approximant A
par sa factorisation incompléte par blocs. 11 est également possible de remplacer
chaque bloc par une approximation simple. Si les problémes viennent d'une
modélisation par Eléments Finis, on peut également choisir des blocs élémentaires
qui se recouvrent en utilisant directement les matrices de raideurs, on rejoint alors
les techniques dites de "multisplitting”. Une autre approche consiste & découper le
domaine [LT2]. Le préconditionnement correspond alors 2 un probléme local, et la
parallélisation devient naturelle car on peut réduire les principales opérations 2
chaque sous domaine. '
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7.2.3. UN EXEMPLE SIMPLE DE RESOLUTION

Nous présentons ici la résolution d'un probléme de modélisation des réseaux
électriques sur CRAY XMP, le probléme complet est traité dans [ Ryc].

Pour bitir un syst¢me informatique d'aide au choix de la topologie du réseau
électrique, il faut disposer : d'une heuristique générant un grand nombre de
topologies susceptibles de rendre les topologies admissibles, d'un algorithme
capable de vérifier trés rapidement si oui ou non les transits sont corrects et enfin
de criteres susceptibles de fournir 2 l'exploitant des éléments de choix des topologies
finalement retenues. Nous ne traitons ici que du deuxiéme point.

Ceci dit, en ajoutant que tout ce qui suit se place dans I'approximation linéaire
classique du "courant continu", donnons la formule de calcul des transits :

t=Au+a,
A et a; sont une matrice et un vecteur constant, calculés une fois pour toute. u est

un vecteur qu'il faut calculer pour chaque topogie, ses composantes représentent en
effet les différences de phase aux extrémités des éléments susceptibles d'étre
connectés ou déconnectés (car des calculs préliminaires permettent de représenter
les diverses topologies comme la connexion ou la déconnexion d'un ensemble de
dipdles, éventuellement fictifs et soumis alors a des lois €lectriques hétérodoxes
[Ryc]). Ce vecteur u, de dimension de l'ordre de 80, s'obtient par résolution d'un
systeme linéaire :
Bu=b,

La matrice B est pleine, symétrique définie positive (mais pas forcément
strictement), différente pour chaque topologie ; il est courant, lors de la recherche
d'une correction de topologie de résoudre mille de ces systémes, ce qui justifie
pleinement un effort spécial a leur résolution. On peut remarquer pour conclure
que les systtmes A résoudre sont fréquemment singuliers. En effet, certaines
manoeuvres de topologie séparent le réseau en plusieurs composantes connexes,
pour lesquelles I'équilibre production-consommation n'est pas respecté. Il n'y a
alors pas de solution.

Choix d'une résolution par gradient conjugué

Ici, I'emploi d'une méthode usuelle comme la méthode de Cholesky a été
abandonnée aprés expérimentation : les coefficients des matrices présentent en effet
de fortes disparités d'ordre de grandeur (qui peuvent aller jusqu'a 10°15), et les
matrices sont souvent singulieres. En cas d'échec lors d'une factorisation de
matrice, il est donc assez délicat d'arbitrer entre les erreurs d'arrondi d'une part et
I'existence effective d'une valeur propre nulle d'autre part.

C'est pourquoi nous avons choisi d'utiliser l'algorithme du gradient conjugué
avec préconditionnement par la diagonale. Cette méthode est efficace pour notre
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exemple et intrinséquement trés vectorielle (multiplication matrice-vecteu:
produits scalaires et mise A jour globale de vecteurs).

Implantation

Nous avons implanté la résolution sur le CRAY XMP de la DER-EDF. 11 a ét
utilis€ en monoprocesseur en utilisant les facilités vectorielles, c'est A dir
essenticllement une procédure de multiplication matrice-vecteur écrite er
assembleur exécutée diagonale par diagonale de fagon a obtenir des donnée:
consécutives dans les registres vectoriels.

La figure suivante représente le temps d'exécution de I'algorithme en fonctior
de la taille des vecteurs.

Zo-r fron]
A
15} g
101 =
St
$ o— -0— system size
0 10 20 50 100

figure 7.2. vectorisation du gradient conjugué préconditionné diagonal
pour la résolution du probléme de réseau
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7.2.4. DECOMPOSITION DE DOMAINES

Principe

Les problémes que 1'on se propose de résoudre ici sont axés sur la modélisation
du comportement de solides composés de matériaux différents, qui conduisent a des
grandes inhomogénéités dans les matrices (typiquement, un solide fait de plusieurs
matériaux composites). On découpe le domaine en sous-domaines, regroupés par
zones cohérentes. Les produits matrices-vecteurs sont décomposables trivialement
sur chaque sous-domaine, le choix du préconditionnement correspond a une
résolution locale, obtenue en annulant les noeuds extérieurs i un sous-domaine. Cela
revient  résoudre un systéme cohérent sur chaque sous-domaine, par une méthode
de Gauss par exemple. Ici, on peut imaginer sur chaque processeur, un algorithme
trés efficace écrit en assembleur et utilisant au mieux l'architecture interne du
processeur (facilités vectorielles etc..).

La méthode est extrémement efficace, méme en séquentiel, pour des problémes
ayant un couplage intrinséque en matériaux de natures différentes. La solution est
obtenue plus rapidement et plus précisément qu'avec toute autre méthode. Pour s'en
convaincre, nous avons comparé ce préconditionnement avec un précondi-
tionnement diagonal, qui suffit souvent pour obtenir une solution (comme nous
venons de le voir). Le gain de temps est supérieur a un facteur 5.

On peut réécrire l'algorithme précédent avec les adaptations adéquates :

début
Initialiser (x,r,z,d) ;
pourk =12, .., n répéter
pour chaque sous-domaine Q; faire
vj = Aid; ;
reconstituer v a partir des v; ;
mise_a_jour (x,r) ;
pour chaque sous-domaine Q; faire
résoudre M; zj =r; ;
reconstituer z a partir des z; ;
mise_a_jour (d) ;
jusqu'a norme (r) < precision donnée
fin;
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Implantation de la méthode

Les résultats numériques suivants ont été obtenus sur I'lBM 3090-VF de
'ECSEC, on trouvera une description détaillée de la machine dans [1IBM]. Il s'agit
d'une architecture MIMD 2 plusieurs niveaux de mémoires (un cache de 64 Kmots),
pouvant comporter jusqu'a 6 processeurs vectoriels.

On représente ci-dessous l'efficacité de la méthode proposée pour résoudre le
probléme numérique de I'analyse des déformations sur un matériau composite. La
matrice du systéme comporte de fortes discontinuités entre ses coefficients (ce qui
rend d'ailleurs pratiquement impossible la résolution globale du probléme sans
regrouper les zones de mani¢re cohérente). La solution a été obtenue avec 2
processeurs et simulée pour 4 et 6 processeurs. A I'heure actuelle, nous attendons les
résultats pratiques définitifs.

La résolution nécessite un temps de I'ordre de quelques secondes seulement pour
un systéme de taille supérieure 2 10000, avec 6 processeurs.

1+ o
>
R
o
B 5
0 Number of processors
1 2 4 6

figure 7.3. Efficacité du Préconditionnement local



8. CONCLUSION

Ou le héros peut enfin se reposer aprés
avoir surmonté de nombreuses
difficultés.

L'objet d'une conclusion usuelle est de dégager du texte les idées principales,
de reprendre synthétiquement les résultats essentiels afin de dresser un bilan.
L'histoire a montré de tout temps combien la vérité scientifique était relative.
Cette remarque est d'autant plus aigue 2 notre époque et encore plus dans le
secteur de l'informatique. Les résultats obtenus sont provisoires, sujets a étre
brilés demain (il est de notoriété publique que les ordinateurs qui sont
commercialisés sont déja périmées 2 leur sortie !).

Le travail présenté dans cette thése est centré autour du parallélisme et des
différentes formes qu'il peut prendre. Notre intérét s'est porté sur la recherche
du degré maximal de parallélisme contenu dans une classe d'algorithmes donnée
(les procédures fondamentales de I'algebre linéaire et en particulier I'élimination
de Gauss). Les motivations de I'analyse théorique de la complexité ont été
largement débattue et vous a convaincu, je I'espére. De plus, nous avons
développé a la fin de I'ouvrage quelques résultats concrets de parallélisation sur
des architectures existantes.

Je voudrais pour finir entrouvrir quelques portes rencontrées au fil de cette
thése.

Tout d'abord, une étude complete sur les réseaux d'interconnexion
permettrait une modélisation théorique précise des coiit de communication dans
les architectures paralléles 2 mémoires partagées. Il serait alors possible d'obtenir
un modele (dépendant de 1'architecture) qui rende compte au mieux de la réalité.
L'analyse de la complexité proposée au chapitre 5 reste valide. Il existe également
des travaux portant sur les problémes de synchronisation. Dans notre démarche,
ils sont inclus implicitement dans le graphe des tiches, en réalité, il existe des
synchronisations matérielles. Il faudrait pouvoir en tenir compte pour connaitre
exactement leur influence. Ajoutons pour finir que ce peut étre fait de la méme
maniére que pour les communications.
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L'étude de problémes issus de la modélisation de phénomenes physiques est
une source enrichissante pour les informaticiens. Les études de complexité
développées ici portent sur des procédures élémentaires d'algebre linéaire. Les
problemes que les physiciens et numériciens ont A résoudre font appel 2 ces outils,
que I'on assemble comme s'imbriquent les pi¢ces d'un puzzle. Ainsi, la plupart
des algorithmes utilisés pour des problémes pratiques sont A base de produits
matrice-vecteur et de résolutions de systémes élémentaires (comme dans le cas du
gradient conjugué), il faut organiser les rencontres des données, découpler en
sous-probleémes indépendants. De nombreux travaux actuels se tournent vers ces
aspects tres concrets du parallélisme.

Enfin, l'extension de I'analyse de la complexité a des architectures distribuées
(en particulier A celles du type hypercube) est primordiale. C'est une des voies les
plus prometteuses qui permet de prendre en compte un grand nombre de
processeurs. Il faut pouvoir intégrer au modele de complexité que nous avons
développé des cofits de communication variables, qui dépendent de la distance
entre les processeurs. Cela consiste en fait A étendre le graphe de précédence en
un graphe valué, chaque aréte ayant un poids qui représente la distance maximale
de transfert des données pour relier les tiches dans une topologie donnée (anneau
ou hypercube). Il existe des recherches en cours sur ce probléme de I'allocation
dynamique de tiches 2 des processeurs.
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2 M. COSNARD. Y. ROBERT AND D. TRYSTRAM
0. INTRODUCTION

The well-known Gaussian elimination method is the most commonly
used algorithm to solve linear systems of equations on sequential
computers. It consists of two distinct steps: triangularizing the
matrix, and then solving a triangular system. Another way to
proceed is to gather these two steps into a single one: diagonalizing
the matrix, usually via the Jordan method. But the Jordan method is
more costly than that of Gauss (n®+0(n?) arithmetic operations
against 2n°/3+0(n?)). No theoretical justification of this difference
has been given for a long time.

Recently, Huard [10] has introduced another method which can
be viewed as a variation of Gaussian elimination that computes the
solution of the system while triangularizing it, hence leading to the
. diagonalization of the matrix within the same number of arithmetic
operations.

Most often, pivoting of rows or columns (or both) is used for
stability reasons. However we shall not consider here the overhead
due to pivoting. A stability analysis of the Jordan method can be
found in Golub and Van Loan [8]. In'the case of symmetric definite
positive matrices, the Huard method has been proven to be equiva-
lent to the conjugate directions method by Laurent-Gengoux and
Trystram [14]. ~

Rather, we concentrate on evaluating the amount of arithmetic
operations which are required by the different algorithms, and we
neglect the time needed for data accessing, retrieving and exchanging.
Synchronization in parallel algorithms is also important, but is
machine dependant and hence behind the scope of this paper:
compare parallel implementations of Jordan and Huard methods
from a computational complexity view point.

When we have more than one processor, a method can lead to
various parallel versions. The number of processors is not the only
parameter since the constraints imposed by the structure of the
machine (see the various taxonomies of Flynn [6], Gajski [73,
Treleaven [22], the systolic model, Kung [13], Robert [17]1...) can
modify the performances of the method. ’

However, we shall assume in the following that we can access the
elements of the matrix A, either by rows or by columns. Then the
two allowed transfer operations will be loading and storing a row or
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a column. The duplication of a row or a column will have a zero
cost, i.e. we assume that it is possible to transfer simultaneously the
same data to various processors. In this case, no processor can
modify this data. Conversely, a processor can modify a data if it is
the only one to possess the data. We shall not study the technical
mechanism which solves the problem of data allocation without
conflict. We remark simply that the preceding constraints and the
associated mechanisms lead to an unambiguous execution of the
algorithm.

Once the constraints defined, the first step in the parallelization of
a method is the definition of the elementary tasks and their
precedence graph. This graph shows the temporal dependency of the
operations of the algorithm. This warrants the absence of conflict,
the temporal integrity of the data and a perfect correspondance
between the method and its parallel version. The tasks are then
assigned to the available processors according to the precedence
graph.

The task allocation problem is difficult and leads to optimality
and complexity studies. The parallelization of Gaussian elimination
has been studied by Lord, Kowalik and Kumar [15] in case of an
unbounded number of processors and by Srinivas [21] in case of a
fixed number of processors. Parallel algorithms for the QR decompo-
sition have been proposed in case of [n/2] processors ([ ] is the
floor function) by Cosnard and Robert [3] for square matrices and
Cosnard, Muller and Robert [5] in the rectangular case; see also the
papers of Modi and Clarke [16] and of Sameh and Kuck [18].

In the contrary, no work has been done on the parallelization of
the diagonalization methods. In this paper, we introduce parallel
algorithms for this class of methods, we compare their performances,
and we study their complexity. We shall assume that the compu-
tational cost of each elementary arithmetic operation is the same:
this will be our basic unit.

1. BACKGROUND: JORDAN AND HUARD METHODS
In what follows we suppose that we have to solve a dense linear

systems Ax=b. Hence we shall work with a matrix A of order n by
n+1l.
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1.1. Jordan method

The idea is the same for the Jordan method as for that of Gauss,
except that we are looking for a diagonal matrix at the end. In matrix
notation, the Jordan method can be written as J,J,_,...J,A=D
(D is a diagonal matrix). .

(*Jordan method*)
For k1 ton
(*updating row k*)

c—l/ay,
For j—k+1ton+1
a‘l‘—a.".c

(*zeroing out the off-diagonal elements in column k*)
Fori—1lton, i#k
For j—k+1iton+1

*
Ajj—0;;— Ay Oy

1.2. Huard method

As in the Jordan method, the matrix A is transformed into a
diagonal matrix. But the off-diagonal elements are annihilated in a
different order: at each step k the first k—1 elements of both row
and column k are eliminated. The diagonal matrix which is obtained
at the end is the same as in the Jordan method: we have
P,P,_y...PyA=D. Hence the Huard method can be seen as a
variation of the Gaussian elimination method. The sequential al-

gorithm is:

(*Huard method*)
For k—1ton
(*zeroing part of row k up to the main diagonal®)
Forie—1to k-1
For je—k ton+1
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a,,,o—a,,—a,,‘a,,
(*updating row k*)
ce1l/ay
For j—k+1ton+1
a,j+—ay*c

(*zeroing part of column k up to the main diagonal®)
Fori—1tok—1
For j—k+1ton+1

»
Qa8 — A Gy

More precisely, we can compare the costs of these sequential
methods:

div. multiplications additions
Gauss n  n’/3+n*—n/3 n®/3+n*/2—5n/6
Jordan n n’/2+n?/2 n®/2—n/2

Huard n  n¥/3+n*—n/3 n®/3 +n%/2—5n/6

This table shows that the Gaussian elimination and the Huard
methods have exactly the same cost in arithmetic operations.
Jordan’s method is more expensive. .

2. AN OPTIMALITY RESULT

A sequential algorithm can lead to various parallel versions. Follow-
ing Lord et al. [15]), we define a task system from the original
sequential algorithm and deduce the precedence constraints. A
‘parallel algorithm is obtained by assigning these tasks to the
processors respecting the constraints. The processors execute their
tasks concurrently. Hence two parallel versions can have different
execution times. Clearly an algorithm is optimal if it requires the
least number of operations.
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In this section, we prove an optimality result that will be useful for
the parallelization of several algorithms later on. We consider the
parallel solution, with p processors, of a task system { T 1Sksn,
k+1<j<n+ 1}. We let the relation « be the precedence constraint
(see [15]) which means that if T« T’, then task T is to be completed
before task T’ can start its execution. We assume that the con-
straints in the precedence graph are the following:

7;.k4|<<7;+|.1(f§"+2) (A)
L < T j>k) (B)

For a given value of k, there are n+1—k tasks to be executed. We
shall make the additional assumption that all the tasks Ty(ji>k)ofa .
same level k require the same execution time f,. The precedence
graph is figured below:

T12T3Tha o Ty gy level 1

TsThaee . Ty ney level 2

Tonsy leveln

Let T<T denote the following precedence constraint: the exe-
cution of T' can not begin before that of T (but a simultaneous
execution is allowed). We have the

PROPOSITION | * There exists optimal parallel algorithms which satisfy
the additional precedence constraints (C):

Tk Tyn(iZk+1) ©

Proof Let M be any parallel algorithm. We construct a parallel
algorithm M* which has the same execution time as M and satisfies
the constraint (C):

—if at time ¢, the algorithm M starts the execution of g tasks of
level k, M* starts the execution of q tasks of level k too, but it starts
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the first g not yet executed tasks of level k (according to the ordering
imposed by the constraint (C))

—if at time ¢, the algorithm M does not start the execution of any
task level k, the same holds for M*.

Hence at any time during the execution, M* has executed the
same number of tasks of each level as M. We still have to prove that
the precedence constraints (A) and (B) are met by M*. For (A) this
is evident since T; 4, is the first task of level k executed by M*.

For the constraint (B), let us assume that M starts the execution
of g tasks of level k+1 at time t. Let s, and s, ., be respectively the
numbers of tasks of level k and k+1 having been processed by M
(and M*) at time t. Since M satisfies the constraints (A) and (B),
s, 2Se1+q+ 1 At time t, M* starts the execution of the tasks
Tas1.0+p Where Sser+H1SjSsia g+l Since M* has already
completed the tasks Ty asp where 1<j<s,, it does satisfy the
precedence constraint (B). []

Now we introduce the greedy algorithm G, that we can informally
define as follows: the algorithm G executes the tasks from one row of
the precedence graph to another, from left to right in each row, and
it starts the maximum number of tasks at each time (hence the name
of greedy). More precisely, the algorithm G executes the tasks in the
following order:

T2 < T3 €T a1 Tk e & T K Thak &T, a1

At time ¢t =1, the algorithm G starts the execution of the tasks T,
Tys.-., T, For any t21, if g<p processors are idle, the algorithm
G assigns these g processors to the execution of the following q
tasks, provided that the constraint (B) makes it possible (otherwise,
the algorithm executes the maximum number of tasks).

ProposiTioN 2 If t,—t,_,=0(1), then the greedy algorithm G is
asymptotically optimal. Its execution time is equal to

ntl-p

TG=(1/p) (n+1-i).;+ i 40, p0y)

i=1 i=n-p
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Proof Using Proposition 1, we show that the greedy algorithm is
asymptotically optimal in the class of the algorithms which satisfy to -
the precedence constraints (A), (B) and (C).

We first construct a lower bound for the optimal execution time
by noting that:

—in order to execute T,_,,, ,+¢ all the tasks of the preceding
levels must have been executed,

—from level n—p up to level n, there is less than p tasks per level;
the precedence constraints imply that these leveis must be executed
one after the other.

Hence the best that can be done is to execute level 1 to n—p with
efficiency one and after proceed level by level. From this, we deduce
that:

LES R n
T2(1/p) ‘Z"(n-f-l—-i).l,-} N

i=n-p

In the greedy algorithm, we notice that all the p processors are
activated without any latency until the execution of the task
T, 41 -p.as+y since there are more than p tasks per level up to level
n+l—p. The tasks T,y pasts Tnts-patrr---s Tansy are then
executed sequentially. Let

n+l-p ”
T, =(1/p) P (n+1-i).t, and Tz='=§_’t.

From the hypothesis, we deduce that the execution of T,,,_, .4, is
terminated before T, +0(t,_,,,) time units. The remaining tasks can
be executed in less than T, units. Since t,_,,, is a lower order term
with respect to T, + T, this concludes the proof. [J

3. PARALLEL JORDAN
Data access lead to various task decomposition of the method.
{JORDAN by rows} {JORDAN by columns}

For k—1ton For ke1ton
For j—k+1ton+1 For j—k+1ton+1
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do a,;—ay/an do a,;«—ay;/an
Fori—1ton, i#k For i—1ton, i#k
For j—k+1ton+l1 do a;;—a;;—a,*a,;

do au*'a”“"au‘a.]
3.1. Jordan by rows
We can define the following tasks:

®JR,,:(For j—k+1ton+l
do a.,‘*a./d..)

®JR,:(For j—k+1ton+l, itk
do a‘l’-a“—au.ak1>

JR,, can be processed in n+1 —k units and JR,,, i#k,in 2(n+1—k)

units. The precedence constraints are:
JR,«<JR, for i#k
JR,<«<JR 4y, for iFk
which leads to the precedence graph:
JRy,

JR,; JRy3 JRyao IRy ooy IRy, lev. ]

"Rk.l'fl .’RLi*ZH.JR‘_' "Rk.l ...JR‘.. ‘,Rl.k-l lev. k

"Rl+l.i0l

JR”."

(A)

(B)
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JR,\JR, ;.. JR, ._, lev.n

i) computation of JRqp
The longest path in the graph is:

{JR'"JRlz’JRIIVJRIJ'""JR.A",R.'.*l""'JR.."‘,R".l}

and hence JRp =3n(n+1)/2.

i) asymptotic efficiency with n— 1 processors.

It is easy to construct an algorithm using p=n—1 processors in
time JR,,. The asymptotic efficiency is EJR,_,. »=n*/n(3n?12)=2/3.
Recall that the efficiency E, , is the ratio between the sequential
execution time and the execution time with p processors. The
asymptotic efficiency is the limit of E,.. when n goes to infinity.

iii) optimal execution time P S(2n/3) processors.

We assume that p=a-n, with « S2/3. We introduce an asymptoti-
cally optimal algorithm and evaluate its execution time. Without foss
of generality we set p=2g+1.

We assign all the tasks of the longest path to the first processor
which process them as soon as possible. Then we divide the
remaining tasks into g blocks if r=(n—2)/q consecutive columns of
the precedence graph and we assign their execution to a pair of
processors. For example, processors 2 and 3 process the tasks
corresponding to columns 1 to r and processors 2i and 2i+1 the
tasks of columns (i— I)r + 1, (i — )r+2,...ir

We shall present the scheduling of the first pair of processors. The
remaining pairs operate in a similar way, using a simple change of
the indices. P2 and P3 process columns 1 to r. For simplicity, we
assume that r =3s (hence s is asymptotically equal to 2n/(3p)).

For s=1 (which corresponds to a=2/3), the processors operate
along the following scheme (ij in column Ps means that processor Ps
processes the task JR,)):

Since the execution time of JR,y; is twice this of JR,,, we divided
(conceptually) their execution into two parts. Remark that P1, P2
and P3 are unemployed during at most one time unit when they
process a task. More preciscly, we loose 2 time units per level with
respect to an algorithm using JR,,. We deduce that the execution
time is:
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P P2 P3 Allocated time
It n+1*
12 13 — n+1*
12 13 4 n
22 15 14 n®
23 15 24 n®
23 25 24 n-1
33 25 26 n—1®
3 35 26 n—1*
34 35 36 n-2
44 37 36 n-2*
45 37 46 n-2*
45 47 46 n-3
55 47 48 n-3*
n-3

56

57

48

“Although a time units would be sufficient to process these
tasks. we allow n+ 1 time units for their execution, in order 10
respect the general formalism of the algorithm.

*Means that at least one processor is idle during one time

Hence it is asymptotically optimal and its efficiency is:

JR...=J7;,,+2'I

EJR;zu3. 0 =n/(2n/3)-(3n%/2) =1

Now, we deal with the general case (s21). P2 and P3 begin

processing the same tasks in levels 1 and 2 as precedently, but before
processing levels 3 and 4, they finish the execution of the tasks of
levels | and 2, by blocks of 3 columns, as indicated in the following

example for s=2.

The execution rate of the processors (except Pl) is asymptotically
equal to 1, which shows that the algorithm is of asymptotic efficiency
I and hence asymptotically optimal. Its execution time is now equal

to s times JR,,:

s-JR,,=(2n/3p)-(3n*/2) =n’/p=n?/a
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4

P2

P3

Allocated time

con
12
12
22
23
23
B

14
14
24
24
26

26
17
17
27
27
29

29
36
36
46
46
48

48
39
39
49
49
4,11

4,11

n+1®
n+1®

|
(%)
4

Remark that it is not useful to have more than 2n/3 processors
(although the maximum number of tasks per level is n—1): there
exists an algorithm of time T.p using only 2n/3 processors. Indeed
we know that a=2/3 is the minimal value in order to obtain an
algorithm of time equivalent to T, using p=a-n processors: for

a<2/3, the execution time of an optimal algorithm is n?/a.

Moreover, since the algorithms are asymptotically optimal, the
various evaluations of the efficiency are complexity results on the
parallelization of this method. We deduce the following result:

ProrosiTioN 1
i) JR,,,=3n%/2
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ii) EJR, . =2/3

iii) for p<2n/3, p=a-n, there exists an asymptotically optimal
algorithm of efficiency 1; its execution time is n*/a.

iv) the minimal value of « in order to obtain an algorithm of time
JR,,, is a=2/3. :

v) for p22n/3, p=a-n, EJR, ,=2/3a.

3.2. JORDAN by columns

The tasks are defined in the following way:
°JC,‘,:<a,,,-<—a,,,/a,.
Fori—lton, i#k
do a;;—a;;—a,*a, )

‘The execution time of JC,; is 2n— 1.
The precedence constraints are:

JCiae1<JCyy for j>k+1 (A)
JCy<JCyyy,; for j>k (B)
which leads to the following graph:
JCiy JCi3 JCiar  ICyaey lev. |
JCy3 JCy4...JCy 0y lev.2
voedCpnsy levon
This graph satisfies the hypotheses of section 2.

ProposiTION 4

i) There exists optimal algorithms which satisfy the additional
precedence constraint (C):
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JCy j<ICy jay(j2k+1) (O

ii) T he greedy algorithm is optimal.
iii) For p=a-n, JC,=(1+a’)n’/fa+0n) and EJC,=1/(1+2?)
Proof. Following the proof of the Proposition 2 we can show

that, if t, is independant of k, the greedy algorithm is indeed optimal
(since it is synchronous). The formula of Section 2 is then:

ntl-p

IC,=(/p) Y (+1-i)@2n—1+ Y 2n—1

i=1 i=n+2-p
which gives the resuit:
JC,=((n+1-p)(n+p)/2p+p—1)*(2n—1)
Let p=a-n. We obtain:

JC,=((1 +a?)/a)n?+0(n) O

4. PARALLEL HUARD

The Huard method can be decomposed in two steps per iteration:

—annihilation of the k—1 first elements in row k and corres-
ponding updating of the n+2—k following elements: descent step
—annihilation of the k—1 first elements in column k and corres-
ponding updating of the n+ 1 —k last elements of the k—1 first rows:
climb step.

The access to the elements of the matrix leads to two different
versions of each steps: by rows or by columns. Hence we obtain four
different algorithms as follows:

(*descent by rows*) (*descent by columns?*)
Fori—1to k-1 For j—kton+1
For j—k ton+1 Fori—1to k-1

»
"u"‘au—au‘au Ay4—0y;— 0y Aj



PARALLEL LINEAR SYSTEMS SOLVER 15

(*climb by rows*) (*climb by columns®)
Fori—1to k—1 For j—k+1ton+1
For j—k+1ton+1 For i—1 to k—1
a;—a;—ax*ay a —a,;—ap*ay,

The descent by rows cannot be parallelized since, for each value of
i, the n4+2—k elements a,; are updated. Parallel updating of these
elements would contradict our assumptions that a given element
cannot be modified simultaneously by various processors. Hence two
versions are allowed: descent columns—<climb rows and descent
columns—climb columns.

4.1. Columns—rows parallel Huard

(*descent columns—climb rows*)
For k—1ton
(*descent columns®*)
For j—k ton+1
Fori—1to k-1
ay—ay—ay*a;
(*preparing row k*)
For j—K+1ton+1
a0y ay,

(*climb rows*)
For i—1to k—1
For j—k+1ton+1
a;j+a;;—a,*ay;

Three dilferent tasks can be considered:

—D,;:For i1 to k—1
*
Ay ay;—ay; a4

—Cyjia—ay;lay
—R;:For j—k+1ton+1
a;—a;—ay*ay;
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The execution times of the n+2—k tasks D,;, of the n+1—kC,;
and of the k— IR, are respectively 2(k—1), 1 and 2(n+1—k) units.
The precedence constraints are the following:

—D,, and D,; precedes C,,

—for all i and j, C,; precedes R,

—for all i and j, R,, precedes D, , ,, j.

Hence we obtain the task graph:

CII CIS Cl‘ e Cl.n+l
DZZ DZJ DI‘ see Dl.n+l
CIJ C24 oo CI.n#l

RII
Dll Dkl+l . Dk.n#l
Cll&l Cl.n*l

RII Rll s Rk-l.l

Call HCRP, the execution time of an optimal algorithm using p
processors and EHCR,, the corresponding asymptotic efficiency.

ProrosiTioN 5 For
p=an, HCR,2n*(2+ 6a’® - 2¢°)/(3a) + O (n/a)
EHCR,Z1/(1+3a®—a®)

Proof The constraints imply that the execution of the tasks Ra
cannot begin before the end of Cy; and Dy, given k, for all i and j.
Hence we can consider independently the execution of Cy; and Dy,
and of R,,.

Let us first compute the optimal time T, for executing all the Cy
and D,, Clearly T, is the sum of the t, corresponding to the
execution time of the C,; and D,; for a given k.

An obvious lower bound for t, is obtained by assuming that C,;
has 0 cost:



2 [(n+2—k/p)(2k—-2)
The following algorithm produces an upper bound:
Processor g+ 1 executes Dy yuqsrp 3Nd Crnsqtrp

with ¢=0,...,p—1, r=0,....,[(n+2—k—p)/p) and C,, an emply
task of cost 1. We obtain:

t<[(n+2-k)/p)(2k—1)

and deduce:
T,= 5. Un+2-Rp)(2k— 1) +0(n’/p)

The preceding formula is difficult to evaluate in the general case.
We shall only derive a realistic lower bound. For this we divide the
sum in two parts:

n—-p+1 n
T, = ‘gz [(n+2—k)/p)(2k— 1)+‘=,_‘: ﬂ(2k—|)+o(n2/p)

Hence we obtain:
a—-p+1 "
n2"$ ne2-K@k-1p+ Y (k=1)+0np)
V=2 k=n—p+2

T, 2(n— p)*(n+2p)/3p+ p(2n— p) + 0n’/p)

We can now compute the optimal time T for executing all the
R,. Once again T, is the sum of the r, corresponding to the
execution time of the R, for a given k. In this case the following
greedy algorithm is optimal:

Processor g executes R ., with g=1,...,p and r=0,...,[(k—p)/p].

This gives:
ro=[(k—1)/p)2An+1-k)
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Fori—itok
Gysy j= sy, —0xay tay

We consider the following tasks P,;.

Pyj:ay;-ay/ay, 1Skgn—1
Fori—ltok—1 k+1ZjSn+1
a,,o—a,,—a,,,‘a,,,
Fori—1tok
Oysy = Oyy g j— s yay

The constraints are the same as for Jordan by columns and the
tasks graph is the following:

PIZ PlJ Pl‘ o PI.n&l
P13 P24 ee Pl.n#l

Pn.n#l

In this case the execution time of P,; is (4k—1) and the constraints
are:

(A) Py x4y mustbecompleted before the beginning of Py, j(j2k+2)
_ (B) for fixed j>k, P, ; must be completed before the beginning of
LA

Once again the tasks graph satisfies the assumptions of Section 3.

"PROPOSITION 6

i) The greedy algorithm is asymptotically optimal for the columns—
columns parallel Huard method.

ii) For p=an,
HCC,=n*2+6a’—22%)/3a + O(n/a)
EHCC,=1/(1+3a>-a%)

Proof Given k the execution time is the same for all the P,;:4k — 1.
The formula given in Section 2 is transformed in:
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and
n -1
T,= i; (k= 1)/p)2An+1—k)= 2.)-:. [k/p)(n—k)

This formula is also difficult to evaluate. Therefore we proceed as in
the preceding case:

n-1
T=2% (—K+2 Y. [Kpltn—k)
: k=1 k=p+1
Hence we obtain the following lower bound:
n-1
T,22) (n-k+2 % kin—kyp
k=1 k=p+1

T2n°/3p+pn—p/3) +0(n*/p)
Gathering the two results, we obtain:
HCR,2(n*+(n— p)*(n+2p))/3p + p(3n—4p/3) + On’/p)
Let
p=an, HCR, 2 n*(2+ 6a* — 2a*)/(3a) + O(n/a)

EHCR,s1/(1+3<*-a®) O

i 4.2. Columns—columns parallel Huard

(*descent columns—climb columns?®)
For k—1ton
For j—k+1ton+1
aj—ayilag,

Fori—1to k-1
au‘“au"au'“u
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Fori—1tok
.
Oy yy = yay,j—0xsy Oy

We consider the following tasks P,

Pyjayay /ay, 1skgn—1
Fori—ltok—1 k+i1SjsSn+1
au"‘“u““u‘“u
For i—1to k
aul“auu“auu‘au

The constraints are the same as for Jordan by columns and the
tasks graph is the following:

Py3 Pyy Py oo Pras
P23 P!‘ oo PI.vH-l

Pn.u#l
In this case the execution time of Py, is (4k—1) and the constraints
are:
C(A) Py, +y must be completed before the beginning of Py . J(j2k+2)

~ (B) for fixed j>k, P, ; must be completed before the beginning of
LA '

Once again the tasks graph satisfies the assumptions of Section 3.

'PROPOSITION 6

i) The greedy algorithm is asymptotically optimal for the columns—
columns parallel Huard method.

ii) For p=an,
HCC,=n(2+6a’ —22°)/3a + O(n/a)
EHCC,=1/(1+ 3a?—a?)

Proof Given k the execution time is the same for all the P,;:4k—1.
The formula given in Section 2 is transformed in:
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HCC,=(1fp) Y. (n+1—i)-(di-D+ 3  4i-1
i=1

i=n+l-p+1
which leads to the result:
HCC,=((n+1 —-p)/p)[(4n+5)(n+2—p)/2—2An+2—p)
x(2n+3=2p)3—(n+1)]
+p(4n—3-2p)
‘Let p=a-n, we obtain

HCC,=((2+6a*—2a*)/30)n* +nfa) O

5. PARALLEL JORDAN VERSUS PARALLEL HUARD

For p=an processors (0<a<1), the formulas of the following array
give the execution times of the algorithms divided by n?.

asl/2 az1/2

JR 1/a S(2a+1)/2a

»
JC, (a*+1)/a
HCC, (-2*+6a’+2)/3
HCR,2(—2a*+6a* +2)/3a

ProrosITIONT

i) JR,JC,, for all a.

iy HCC,<HCR,, for all a.

iii) For «<0.44, HCC,<JR,
For a>0.45, JR,<HCC,
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Proof (i) and (ii) are obvious. (iii) We compare Jordan by rows
and Huard columns—columns.

For a < 1/2, we have to find the roots of the equation:
—203 +6a2—1=0

There exists a single root between 0 and 1:a9=0.442125301668.

JR, is faster than HCC, if aSao slower otherwise.
For a>1/2, the equation is —2a®+6a’—6a+1=0 which has a
unique real root: 2.4.2 Hence JR, < HCC, in this case. O

The best parallel version of Jordan method is by rows whereas the
best parallel version of Huard method is by columns. The Jordan
method can be well parallelized. Hence for a small number of
processors the parallel Huard method is faster than the parallel
Jordan method and slower otherwise. The separation is obtained for
a=ag (o close to 0.44).
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Abstract. This paper introduces a graph-theoretic approach to analyse the performances of several paraliel
Gaussjan-like triangularization algorithms on an MIMD computer. We show that the SAXPY, GAXPY and
DOT algorithms of Dongarra, Gustavson and Karp, as well as parallel versions of the LDM®, LDL', Doolittle
and Cholesky algorithms, can be classificd into four task graph models. We derive new complexity results and
compare the asymptotic performances of these parallel versions.

Keywords. Parallel algorithms, task graphs, linear algebra, Gaussian elimination, computational complexity.

1. Introduction

The well-known Gaussian elimination method is the most commonly used algorithm to solve
linear systems of equations on sequential computers. Six different versions for a vector pipeline
machine have been considered in [3]. Three implementations where data are accessed column-
wise have been discussed in detail, each of them corresponding to a given permutation of the
loop indices i, j, k of the sequential algorithm: namely the SAXPY version (form kji), the
GAXPY version (form jki) and the DOT version (form ijk). In this paper, we deal with the
design of MIMD versions of these algorithms (see [5,6,9,10] for a classification of parallel
computers).

A parallel MIMD version of the Gaussian elimination algorithm with partial pivoting has
been discussed in [11,13), and an implementation of the LDL decomposition algorithm in [12].
The performance analysis is based on the task graph model represented in {11). Informally,
algorithms are splitted into elementary tasks, whose execution ordering is directed by prece-
dence constraints. The task graph model, which can be constructed directly from these
precedence constraints, is the basic tool of our theoretical analysis.

Together with MIMD versions of the (3] algorithms, we analyse several Gaussian-like
elimination algorithms: parallel versions of the LDM", LDL!, Doolittle and Cholesky al-
gorithms.

In Section 3, we present sequential versions of the algorithms, define the tasks together with
their precedence constraints, and construct the associated task graph or precedence graph. We
remark that these graphs can be classified into four categories which we name greedy, 2-steps,
double greedy and double 2-steps graphs. .

* This work has been supported by the Centre National de la Recherche Scientifique through the GRECO C3.

0167-8191 /88 /$3.50 © 1988, Elsevier Science Publishers B.V. (North-Holland)
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Section 4 is devoted to the theoretical analysis of these graphs. Assuming that the number of
processors is proportional to the problem size, we design parallel algorithms, assigning tasks to
processors according to the precedence constraints. We then establish complexity results.

In Section 5, we compute the execution times of the parallel algorithms corresponding to the
ten sequential aigorithms, and we compare their performances. A modified version of the
KJI-SAXPY of [3] appears to be the most suitable to parallelization.

2. Restriction to the model

Similarly to [12] we state that

(i) Precise details of the underlying architecture are unimportant, but we assume a system
which is capable of supporting multiple instruction streams executing independently and in
parallel on multiple data streams [6,9,10,17]. We assume that there are means to synchronize
the solution process, i.e. enforce temporal precedence constraints which are imposed by the
nature of implemented algorithms.

(ii) Throughout the paper, p denotes the number of processors, and E,, is the efficiency of
the parallel algorithm considered [4,8,16,17].

(iii) The cost analysis of the derived algorithms is based on the following assumptions:

- each processor can perform any of the four arithmetic operations in an unit of time,

— there are no memory conflicts or data communication, delays.

To be more realistic, we add the following hypothesis when triangularizing a dense n X n
matrix:

(iv) elementary tasks should be of length O(n), so that synchronization and data communi-
cation do not predomine over arithmetic. Hence we do not allow tasks of constant length
(independent of n), contrarily to [12].

(v) The number of processors is limited to O(n). It is shown in [15] that processor
communication costs overcome arithmetic when O(n?) processors are used. More precisely, we
set p=an, with0<a<1.

Most often, pivoting of rows or columns (or both) is used for stability reasons. However, we
shall not consider here the overhead due to pivoting. Rather, we concentrate on evaluating the
amount of arithmetic operations which are required by the different algorithms, and we neglect
the time needed for data accessing, retrieving and exchanging.

Moreover, we shall assume in the following that we can access the elements of the matrix A
by columns to be more realistic and close to a FORTRAN programming style environment.
Then the two allowed transfer operations will be loading and storing a column. The duplication
of a column will have a zero cost, i.e. we assume that it is possible to transfer simultaneously
the same data to various processors. In this case, no processor can modify this data.
Conversely, a processor can modify a data if it is the only one to possess it. Remark that the
preceding constraints and the associated mechanisms lead to an unambiguous execution of the
algorithms.

Once the constraints are defined, the first step in the parallelization of a method is the
definition of the elementary tasks and their precedence graph. This graph shows the temporal
dependency of the operations of the algorithm. This warrants the absence of conflict, the
temporal integrity of the data and a perfect correspondence between the method and its
parallel version. The tasks are then assigned to the available processors according to the
precedence graph.

Throughout the paper, the relation T <« T’ denotes the precedence constraint and means
that task T is to be completed before task T’ can start its execution [11,13]. All other notations
of graph theory will be consistent with [13].
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3. The algorithms

We consider the following algorithms:

(A)

{Generic Gaussian elimination algorithm)
{Form KJI-SAXPY of (3]}
Fork=1ton-—1
execute Tp,: (Fori=k+1ton
do a;, = a;/ax)
For j=k+1ton
execute T, ;: (Fori=k+1ton
do a;;:=a; — Q% ay;)
Tk,‘ n — k arithmetic operations 1<k<sn-—-1,
i 2An—k) arithmetic operations, k+1<j<n, 1<k<n- 1.
Total number of arithmetic operations: 2n°/3 + O(n?).
Precedence constraints:
T <T,, k+lgj<snl<k<n-1,
T,; < T k+1<j<n 1<k<n-1

(See Fig. 1.)

(B)

Fig. 1. Precedence graph of Gaussian elimination (form

{Generic Gaussian elimination algorithm}
{(Form JKI-GAXPY of [3]
For j=1ton
Fork=1to j—1
execute T; ;: (For i= k +1ton

doa;,:=a;- A *ay;)
execute T,;: (For l“‘_] + 1 to n
do a,;==a,;/a;)
T, 2An— k) arilhmetic operauons, 1<sk<j-11<j<n
T,:n—j arithmetic operations, 1<j<n.

Total number of arithmetic operations: 2n’/3 + o(n?).
Precedence constraints:

Ty j < Tivr o 1<ksj—-1,1<j<n,

T, < T, j+l<k<nl<gj<n.

”W an‘“\
HERITE 1z s Tial

i

T

Izs 24 |25 123 Taal2s
T‘,’3 T
134 35 34 35
Taa Tag
N |
45 415

KJI) for a matrix of size 5. JKI) for a matrix of size 5.
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Fig. 2. Precedence graph of Gaussian elimination (form
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We remark that the precedence graph (see Fig. 2) is the same as that of the form
KJI-SAXPY of Generic Gaussian elimination algorithm (A). This is due to the fact that for a
given j, the tasks T ;, 1 < k <, are to be processed sequentially. In the contrary, for a given k,
the tasks T, ;, k + 1 <j <n, can be processed in parallel. Hence this shows that two different
sequential versions of an algorithm can lead to the same parallel implementation.

©) {Generic Gaussian elimination algorithm}
{Form IJK-DOT of (3]}
Fori=2ton
For j=2toi
execute T;;: (@, ;_1=a;;_1/8;_y ;-1
Fork=1to j—1
do a,;:=a;;—a, *a,;)
For j=i+1ton
execute U;: (Fork=1toi—-1
do a,;:=a,;—a, *a;)

T,;: 2j — 1 arithmetic operations,  2<j<i,3<i<n,
U,; i — 1) arithmetic operations, i+1<j<n,2<i<n.

Total number of arithmetic operations: 2n°/3 + O(n?).
Precedence constraints:

T, <T . 2gjgi—1,3<ign,
T, < U, i+l1gj<gsn,2<ig<n—-1,
Uj; < Uiy i+2<j<n,2<i<n~-2,

U,jn<T . i<jsn-12<ign
(See Fig. 3)

(D) {Generic Gaussian elimination algorithm}
{Form KJI-SAXPY modified}
Fork=1ton-1

For j=k+1ton
execute T, ;: (a,;=a,;/a;
Fori=k+1ton
doa,=a,—a,*a,)

52 \42 \32

023024 UZS

TesTas T

R Tiz i
34,35 ‘%ﬁ-}«i

T T, T

25

754[7/ z%
\ T34 T35

T
Tss 45
Fig. 3. Precedence graph of Gaussian elimination (form Fig. 4. Precedence graph of Gaussian elimination (form

1JK) for a matrix of size §. KJI modified) for a matrix of size 5.
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T,;: 2(n — k) + 1 arithmetic operations, & + 1 <j<nml<<k<n-1.
Total number of arithmetic operations: 2n3/3 + O(n?).
Precedence constraints:

Liisr<Tip,, k+2<j<n1<ksn-2,

T, < T k+2<j<n 1<k<n-2.

(See Fig. 4))
(E) {Doolittle reduction [7]}
Fork=1ton
For j=k ton

execute T, ;: (For p=1to k—1
doa,;==a,;—a,,s a,;)
Fori=k+1ton
execute U,;: (For p=1to k-1
doa,=a,—a,*a,
Qi =0/, )
T,; : 2(k — 1) arithmetic operations, k <j<n 1<k<n,
Uii : 2k — 1 arithmetic operations, k+1<i<n, 1<k<n-—1.

Total number of arithmetic operations: 2n%/3 + O(n?).
Precedence constraints:
T < Thsr o k+1<j<n2<k<sn-1,
T < U, k+1<j<n2<k<n-1,
Ui < Ui k+2<ign,2<k<n-2,
Uiksr<Tiyr; k+1<j<n2<k<sn—1.

(See Fig. 5.)
j (F) {LDM" decomposition (7]}
' {Non-optimized code)
Fork=1ton

execute T,,.: (For p=1to k—1
doa,=ay—a,*a,,*a,)
Fori=k+1ton
execute T,,: (For p=1to k-1
doa,=a,—a,~- a,%a,,*a,,;
4, =0 /a5)

TSI T4l TSIT 1 T|2 TISTl4T15
N \X;;QQ/
[1] U (V]
2302425 T 21421\1{/723724725
! (1) 1)
34,35 T T T_.. 7T
53 Q{/34 35
‘\SI/ Tea
(V] T T
H 45 51/45
TS5 TSS

Fig. 5. Precedence graph of Doolittle reduction for a
: matrix of size 5.

Fig. 6. Precedence graph of LDM' decomposition for a
matrix of size 5.
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For j=k+1ton
execute T, ;: (For p=1to k -1
do a4 =dy —ay,*a,,*a,
ay;=a,;/a)

Ty 3(k — 1) arithmetic operations, 1<k <n,
T : 3k — 2 arithmetic operations, k+1<i<n 1<k<n-—1,
Ty;: 3k — 2 arithmetic operations, k+1<j<n 1<k<n—1.

Total number of arithmetic operations: n* + O(n?).
Precedence constraints:
T < Ty, k+1<j<n2<k<sn-1,
T <T,, k+1<ig<n 2<k<n-1,
T <T 44y k+l1<igsn l<k<gsn-—1,
Iij<Tin,, k+li<jsnigk<sn—1.

(See Fig. 6.)

(G) (LDM' decomposition [7])
{Optimized code}
Fork=1ton

execute T,,: (For p=1to k-1
do begin r,:=d, *a,,; w, = ay,~d,;
iy ™= Ay — Ay, * 1,5 end)
Fori=k+1ton
execute T,: (For p=1to k-1
doay=ay,—a,sr,
ay = au /a5
For j=k+1ton
execute T, ;: (For p=1to k-1
doa,,=ay;—w,*a,
ay;'=ay,/ax)

Tix: 4(k — 1) arithmetic operations, 1<k <n,
Ty : 2k — 1 arithmetic operations, k+1<i<n,1<k<n-—1,
Ty;: 2k — 1 arithmetic operations, k+1<j<n, 1<k<n-—1.

Total number of arithmetic operations: 2n"/3 + O(n?).

The precedence constraints and the precedence graph are the same as for the non-optimize
LDM!' decomposition (See Fig. 6). The execution times of the tasks are different.

(H) {LDL' decomposition [7])
{Non-optimized code—see [12])
Fork=1ton

execute Ty.: (For p=1to k-1
doayi=ay—a,*a,,*a,,)
Fori=k+1ton
execute T;,: (For p=1to k-1
do g, =a,; — i, *a,,*a,,
Ay = A/ gy )

Tix: 3(k — 1) arithmetic operations, 1<k

N

n,



M. Cosnard et al. / Gaussian elimination on a MIMD computer 281
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Fig. 7. Precedence graph of LDL' decom-
55 position for a matrix of size 5.

T, : 3k — 2 arithmetic operations, k+1<ign, 1<ksgsn-—1.

Total number of arithmetic operations: n*/2 + O(n?).
Precedence constraints:

T < Ty, k+1<ign,2<k<sn—1,

T, <T 41, k+1<ig<n,2<k<n-1

(See Fig. 7))

) {LDL' decomposition [7})
{Optimized code}
Fork=1ton

execute Ty,: (For p=1to k—1
do begin r,:=d, *a,,:
Ay = Ay, — Ay, * 1, }; end)
Fori=k+1ton
execute T;,: (For p=1to k—1
doa,=a,—a,»*r,
Qi =/ Qi)

Tx: 3(k — 1) arithmetic operations, 1<k <n,
T : 2k — 1 arithmetic operations, k+1<i<n,1<k<n-1.

-

Total number of arithmetic operations: n*/3 + O(n?).

The precedence constraints and the precedence graph are the sam as for the non-optimized
LDL' decomposition (see Fig. 7). The execution times of the tasks are different.

4)) {Cholesky decomposition 4 = GGT [7])
Fork=1ton
execute Ty,: (For p=1to k—1
do a, :=a,, —a,,*a,,
Ay = 5qri(ag,)) '
Fori=k+1ton
execute T;,: (For p=1to k—1
doa,=a,;—a,*a,

A = i/ i)
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Tyt 2k — 1 arithmetic operations, 1<k <n,
T, : 2k — 1 arithmetic operations, k+1<i<n, 1<k<n-—1.

Total number of arithmetic operations: n*/3 + O(n?)
(we assume that a square root takes a unit of time too).

The precedence constraints and the precedence graph are the same as for the non-optimized
LDL' decomposition (see Fig. 7). The execution times of the tasks are different.

4. Graph-theoretical analysis

We have listed ten algorithms in the previous section, which have led to seven task graphs
(Figs. 1-7). In fact, a closer analysis shows that there are four kinds of graphs. We name the
first two as follows:

- ‘greedy’ graph: the task graph of algorithm (D),

~ ‘2-steps’ graph: the task graphs of algorithms (A), (B), (H), (1), (J).

The two others can be viewed as the result of some interleaving of two greedy graphs, or two
2-steps graphs:

- ‘double greedy’ graph: the task graphs of algorithms (C) and (E),

- ‘double 2-steps’ graph: the task graphs of algorithm (F).

We first concentrate in this section on the analysis of the greedy and 2-steps graphs. We
design parallel algorithms and establish complexity results for these two kinds of graphs. We
will make use of this analysis to derive the analysis of the double greedy and double 2-steps
graphs.

As we said in Section 2, we limit the number of processors to be p=0O(n) when
triangularizing a matrix of order n. More precisely, we let p =an, and derive asymptotic
results when n goes to infinity.

4.1. Greedy graphs

{General form of the greedy algorithm}
Fork=1ton-1
Fori=k+1ton
Execute T},

Such a graph is also encountered when solving linear systems by diagonalization method:
{1,2]. We assume that the elementary task T;, (for i > k) can be processed in bt, units where ¢
is an integer and t, = k for all k or 1, = n — k for all k. The precedence constraints are

(A) Tk €T, I<sksn—-1,k+2<j<n,
(B) Tk.]« Tk+|.j° 1&k<"—1. k+2<j<n'

For a given value of k, there are n — k tasks to be executed. The precedence graph is giver
in Fig. 8 (see also Fig. 4).

Let T < < T’ denote the following precedence constraint: the execution of T’ cannot begit
before that of T (but a simultaneous execution is allowed). We have

Proposition 4.1. There exist optimal parallel algorithms which satisfy the additional constraint (C)
©) T, <<T s j2k+1

Proof. Let M be any parallel algorithm. We construct a parallel algorithm M * which has th
same execution time as M and satisfies the constraint (C):
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T, Ty Ty Tis T, Jevel 1
Ty, Ty Ths ... T, level 2

Ty Ths ... Ty, level 3

T,y leveln—-1

Fig. 8. Greedy graph.

12 13 14
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12 13 14
1s {16 | 23
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28 | 35 34
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38 = pr
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56 $?7 58
37 [1]
7
A better algorithm

Fig. 9. The greedy algorithm is not optimal.

— if at time ¢, the algorithm M starts the execution of g tasks of level k, M* starts the
execution of ¢ tasks of level k too, but it starts the first ¢ not yet executed tasks of level k
(according to the ordering imposed by the constraint (C)),
— if at time 1, the algorithm M does not start the execution of any task level k, the same holds

for M*.

Hence at any time during the execution, M * has executed the same number of tasks of each
level as M. We still have to prove that the precedence constraints (A) and (B) are met by M *.
For (A) this is evident since T ,_, is the first task of level k executed by M*.

For the constraint (B), let us assume that M starts the execution of q tasks of level k + 1 at
time «. Let s, and s, ,, be respectively the number of tasks of level k and k + 1 having been
processed by M (and M*) at time 1. Since M satisfies the constraints (A) and (B), s, > 544 +
g+ 1. At time, t, M * starts the execution of the tasks Ty, x4,, where 5, + 1 <j <501+ g
Since M* has already completed the tasks T, ,,; where 1<j<s,, it does satisfy the

constraint (B). O

Now we introduce the greedy algorithm G, that we can informally define as follows: the
algorithm G executes the tasks from one level of the precedence graph to another, from left to
right in each level, and it starts the maximum number of tasks at each time (hence the name of

greedy). More precisely, the algorithm G executes the tasks in the following order:

T, <<Tj3<< - KT, <<TH<<Ty<

o« h,<<Thy << -

° S:si;-Lw

At time ¢ =1, the algorithm G starts the execution of the tasks Ty, Tys,..., T;,. For any
t> 1, if g <p processors are idle, the algorithm G assigns these ¢ processors to the execution
of the following g tasks, provided that constraint (B) makes it possible (otherwise, the
algorithm executes the maximum number of tasks).

Proposition 4.2. The greedy algorithm G is asymptotically optimal. Its execution time is equal to

b
T,=— ) (n—i),+b
P i

n-1

>

i=n—p+1

t;+0(n).
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Proof. Using Proposition 4.1, we show that the greedy algorithm is asymptotically optimal i
the class of the algorithms which satisfy to the precedence constraints (A), (B) and (C). W
know that a task T,; is to be executed before a task T, ;,, in this particular class ¢
algorithms. Let 1, be the minimum time at which T, _, , is completed by any algorithm of thi
class. We have

b"r
o> Y. (n—i);+0(n),

- i=1

since all the tasks of level 1 to n — p must have been executed before T, _, ,.
The task {T,_ 41 ---» Tn_1.,} must be processed sequentially. Hence the execution tim
T, of an optimal algorithm is bounded below by
b n—p n-1
72,.,.2—2("—")':"'5 Y ot
P iy imn—p+1
The greedy algorithm is of asymptotic efficiency 1 up to level n — p. since there are mos
than p independent tasks to be processed up to this level. Thus the time ¢, at which the greed
algorithm completes the execution of T,_, , only differs from ¢y by a linear factor O(n). Th
shows that the greedy algorithm meets the preceding bound up to a linear factor, theret
establishing the proposition. O :

With p = an processors, this leads to the following execution times:

(i) 1, = k, then T; = bn’[(1 — a)/(6a) + }] + O(n),

(i) 1, = n — k, then T; = bn?[(2 + a’)/(6a)] + O(n).

Contrarily to the intuitive feeling, the greedy algorithm is not optimal, as can be shown t
the following example communicated by G. Rote [14): let n=8, p=3, b=1and t, =n—.
the execution time of the greedy is 50 but there exists an algorithm of time 49 (see Fig. 9).

4.2. 2-steps graphs

{General form of the 2-steps algorithm}
Fork=1ton—1
Fori=k+1ton
Execute T,
Execute T} .y 41

We assume that the elementary tasks T,, (for i > k) can be processed in b, units a:
Ty +1.4+1 in afy units, where a and b are integers and , = k for all k or 1, =n — k for all
The precedence constraints are

Tix € T I<k<n—-1, k+1<ign,
Ti € Tisny 1<kgsn—-L k+1<i<n

which leads to the precedence graph (see also Figs 1, 2 and 7) of Fig. 10.

We shall now define an algorithm to assign the tasks to the processors according to !
precedence constraints. Informally, this algorithm is divided into three different parts. The fi
part corresponds to a greedy scheme whose asymptotic efficiency is equal to 1. As soon as
reach a level with not enough tasks for all the p processors to be activated simultaneously, 1
algorithm goes further level by level, in a synchronous fashion. The difference between 1
second and third phases only lies in the time needed to complete the execution of a given lev
We set s =[a/b]+ 1 and for an integer ¢, wet let ¢* = max(l, q).

In fact, in order to simplify the presentation, we assume the existence of an extra proces
denoted P,. Since the total number of processors is proportional to n, this hypothesis does 1
modify our asymptotic performance evaluation.
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T, Tys n, Non-y T, level 1
Ty
Ty T Nn-a N level 2
Tk

Tewnr Thks2 Tin-1 Tin level k

Tevran

1:.— [ ]

T, level n

Fig. 10. 2-steps graph.

The first part of the algorithm corresponds to the execution of level 1 up to level (n — sp)*.
We assign all the tasks T, 2 < k < (n~sp)*, to the processor Py. The remaining processors
will execute the tasks T,,, i>k+ 1, in a greedy manner, level by level and in each level from
left to right. The only difference with Section 4.1 is due to the presence of the tasks processed
by Py. We let P, begin the execution of the task Tis14+1 as soon as the task Ty sy i
completed. In order to obtain an asymptotic efficiency equal to 1 in this phase, we must ensure
that there are enough tasks to be executed at each time-step so that no processor P,iz1,is
idle.

Let ¢ be the time at which the execution of T, «+1 starts. Py begins the execution of task
T, 1.4+ attime ¢ + bt, and completes at time ¢ + (a + b)t,. Since the tasks in a given level are
executed from left to right, the execution of no task of level k has begun at time ¢ — 1. Hence,
no more than [(a + b)/b] p = sp tasks of level k can have been processed at time ¢ + (a + b)z,.
We have k > (n - sp)* by hypothesis, hence there are more than sp tasks in level k. Therefore
this ensures that P, can complete the execution of Ty +1.4+1 while the other processors are still
processing the tasks of level k. This proves both that no precedence constraint is violated
(hence the correctness of the algorithm) and that no processor P, i>1, is idle, thereby
establishing our claim.

To evaluate the execution time of phase 1, we use the fact that the asymptotic efficiency of
the algorithm is 1, since the time lost by processor Py can be neglected (p = an). We can
compute the execution time , of this phase as

b (n-sp)*
n== Y (n—k)t,+0(n).
LA

Let us now consider the second phase of the algorithm: from level (n —sp)* to level
(n=(s—1)p)*. In this phase the algorithm has not asymptotic efficiency 1. We choose to
synchronize the processors so that they all begin simultaneously the execution of new tasks.
The algorithm proceeds level by level, but now the processing of a new level does not begin
before the completion of the preceding one. The tasks in a given level are processed from left to
right.

Let us detail the execution of level k, which is composed of n — k tasks 7; ,,,,..., T, .. We
let n—k=(-Dp+r,0<r,<p. At time t, Py,..., P, starts the execution of
Tior Tagazsonns Ty x4p- At time 1+ b, P,,...,.P, start the execution of the following p
tasks if s > 2 and the execution of the last r, tasks if s = 2 (note that s =[a/b] + 1 > 2). More
precisely, P,,..., P, start the execution of a new block of P tasks every bt, time-steps, until
time ¢+ (s — 1)bt,, where they start the execution of the last r, tasks. So they complete the
execution of level k at time ¢ + sbt,.

i
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Py starts the execution of T, ,,, as soon as possible, that is at time r + bt,,when T, , i
completed (and P, does not process any non-diagonal task). The execution of Tevrker
completed at time (t + bt,) + at,. Since (b + a)t, < sbt,, the processor P, terminates its tas
before the end of the level k.

Hence we can compute the execution time 7, of this phase as

(n=(s-1p)*
= Y sbt, + O(n).
k=(n-sp+1)*

In this last phase: from level (n — (s —1)p)* to level n, the processors operate in a ve
similar fashion as in phase 2, the only difference lies in the fact that P,,..., P, complete tt
execution of a given level k before P, completes the execution of T, +1.6+1- Hence tt
processing of level k + 1 starts only when P, has finished its work.

We can compute the execution time 7, of this phase as
n

= Yy (a+b)t, +0(n).
k=(n—(s—=Dp+1)*

The total execution time of the algorithm is: Ty=m+mn+m

We do not know whether this algorithm is asymptotically optimal. However, we can obtain
lower bound for the execution time. ’

Consider an optimal algorithm. Let ¢ be the time where the last task of level (n—sp)*
completed. Let Ti,,_,,,+ ; denote this task. The precedence constraints imply that all the tas
of the preceding levels have been executed, therefore ¢ > 7 — O(n), since 7, corresponds to :
algorithm whose asymptotic efficiency is equal to 1.

The path (Ti,_ o) 4150 Tin-spy* 2.50-+s Tjo T jors Tjavjars---» Ty} is composed of tas
that must be processed sequentially. The shortest path is obtained for J=n.Its length is

n

Tq = Z b’k'
k=(n-sp+1)*

Hence, the optimal execution time T, must be greater than or equal to the sum of 7, and
Ns2 Tiy=n+1,.

We point out that if p > n/(s— 1), the first two phases of the algorithm are empty. T
precedence constraints imply that our algorithm is optimal in this case, since its time
execution corresponds to the longest path of the tasks graph.

There is another case worth pointing out. When a is a multiple of b, sb=a+b, and |
second phase of the algorithm is executed in the time of the longest path. This shows that 1

algorithm in this case for p > n/s.
We can gather all these results in the following proposition:

Proposition 4.3. Let s =[a/b] + 1.
(1) The execution time T,, of the previous algorithm is given by

Tyy=m+n+n
(2) If p>n/(s — 1), the algorithm is asymptotically optimal:
Ly=Ts=m.
(3) If p>n/s and a/b is an integer, the algorithm is asymptotically optimal.
Tyy=Ths=n+1.
(4) If p<n/(s—1), the optimal execution time T, is bounded by
i+ 7= T <Ths < Ty
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Py P, P, Py
12 13 14
12 13 14
22 15 16 17
15 16 17
18 19 23
18 19 23
33 24 25 26
24 25 26
27 28 29
27 28 29
34 35 36
34 35 36
44 37 38 39
37 38 39
45 46 47
45 46 47
55 48 49 -
48 49 -
56 57 58
56 57 58
66 59 - -
59 - -
67 68 69
67 68 69
77 - - -
78 79 -
78 79 -
88 - - -
89 - -
89 - -

Phase 1

Phase 2

Phase 3

Fig. 11. Table of execution.

For a better comprehension, let us consider now an example. We take a=1, b=2, s=2,

p =3 and n=9. We recall that, during phase 1, the processors work asynchronously and with
full efficiency. In Fig. 11 ij in column k means that task 7;; is processed by processor P,. Since

the value of b is twice that of a, the execution time of

is twice that of T,;. To ease the

comprehension we conceptually split T;; in two. The execution of this example is detailed in the

Fig. 11.
With p = an processors this leads to the following execution times:

bn?[(1 — as)’(1 + 2as) /(6a)] + O(n) for a<1/s,
0

(71’)
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bn*[sa(2+ (1 =25)a)/2] +O(n) fora < 1/2, (7
(®) n=Con2[s(1 - (s - Da)’/2] +0(n)  for1/s<a < 1/(s-1), (v
0 otherwise;
(c) = (a+ b)n?[(s - D2-(s- Da)as2] + O(n) fora< 1/(s-1)
’ (a+b)n’/2 otherwise; ,
(7
(TJI/
(d) 7= bn?[s(2 —sa)ga/2] + O(n) fora<1ys, (=
* \bn22 for 1/s <a <1/(s - 1); (n
@ii) ty=n—k:
(a) 7 = { bn*[(1 - a’s%) /(3a)] + O(n)  for « <1/s, (+7
0 otherwise;
an[s(Zs -1)a?/2] + O(n) fora <1/s, ()
(b) m= bnzls(l -(s- I)Iaz)/Z] +0(n) forl/s<a< 1(s—-1), (7'
0 otherwise:
(©) = (a+ b)nzl(s - l)zaz/Z] +0(n) fora< 1/(s-1), (75
’ (a+b)n?,2 otherwise; (75
(d) 7, = bn’[s%?/2] + O(n) for a < 1/s, (v
‘ bn/2 for1/s<a<1(s-1). (7

We can sum up our results in Table 1. Note that for s = 2, the rightmost part of the tabl
vanishes.

4.3. Comparison of optimal algorithms

In this section, we compare the performances of optimal algorithms for greedy graphs an
2-steps graphs. Remark that we know neither how to design an optimal algorithm, nor how t
compute the optimal time for these two graphs. However, the greedy algorithm is asymptot
cally optimal for the greedy graph.

We consider a sequential problem which can be parallelized in two ways, leading either to
greedy graph or to a 2-steps graph. This is the case for the generic Gaussian elimination whic
leads to a greedy graph (version (D) from KJI-modified) or to a 2-steps graph (version (A) fro1
KJI and version (B) form JKI).

Table 1

a 0 1/s 1/(s-1) 1

Tue HtH '+ 7
int Tty L

Tis ? ? '
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Let (P) be a problem which can be parallelized as follows:

{Greedy algorithm) {2-steps algorithm)
Fork=1ton-1 Fork=1ton-1
Fori=k+1ton Fori=k+1ton
Execute T}, Execute U,;

Execute U, ., ,,,

We assume that the elementary tasks 7;, and Ui (for i > k) can be processed in bt, units,
and U, ., 44, in at, units, where a and b are integers and ¢, = k for all k or 1, = n — k for all
k. The precedence constraints are those defined above.

Clearly, the total amount of operations is not the same in the two cases, which may look
surprising! However, the difference is proportional to n, and this will not modify our analysis.

Let T;; and Ty5 denote the execution time of optimal algorithms, as above. The following
proposition shows that the greedy graph is more suitable to parallelization than the 2-steps
graph:

Proposition 4.4. Tys > T, — O(n).

Proof. The proof is similar to the computation of the lower bound 7, in the previous section.
Let 1 be the time where the greedy algorithm completes the level n —p. When an optimal
algorithm for the 2-steps graph completes the level n — P at time ¢’, it must have executed all
the tasks of previous levels (due to the precedence constraints). Since the total number of
operations from level 1 up to level n — p is the same in the two graphs (up to a linear factor),
and since the greedy algorithm works with efficiency 1, we deduce that ¢’ > 1 — O(n).

Let 7,_, ; be the last executed task level n — p by the 2-steps optimal algorithm. The path
(Tin-pyero Tnzpyrajo---» Tyjo T +v Tivrjurs---n T,,) is composed of task that must be
processed sequentially. The shortest path is obtained for J = n. Its length is greater than

n

Y bt

k=n—p+1
Together with Proposition 4.2, we deduce that Tis>T;—-0O(n). O

4.4. Double graphs

The design and analysis of parallel algorithms for double. greedy and double 2-steps graphs
are derived from the previous results in a very straightforward manner. The key-idea is to
gather two levels of the two interleaved graphs into a single one, leading to a graph that we
have already studied.

4.4.1. Double greedy graphs

{General form of the double greedy algorithm)
Fork=1ton
For j=k ton
Execute T, ;
Fori=k+1ton
Execute U,;

We assume that the elementary tasks T, ; (for j > k) can be processed in bt, unit, that the
elementary tasks Uy, (for i > k) can be processed in ¢t units, where b and c are integers, and
ty =k for all k or t, =n— k for all k. The precedence constraints are

T,‘1<Tk+,'j, k+1<j<n,2<k<n—1,
T < Uy, k+1<j<n2<k<n-1,
Ui < Uiy k+2<ig<n,2<k<n-2,

Uk,k+l«Tk+l,p k+1<j<'1,_2<k<n—l.
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. T Ty T, m level 1
Uiz Uy, Uys Us Ui,
T . Tu Ty T fevel 2
Uy, Ve Us .. 1z
L, e T T level 3
L’J‘ U35 ree UJn
T 1n T rn-n level n -1
ljn—l.n
T,. level n

Fig. 12. Double greedy graph.

For a given value of k, there are 2(n— k) + 1 tasks to be executed. The precedence graph i
given in Fig. 12 (see Fig. 3).

We construct a double greedy algorithm for this double greedy graph in the same way as w
have defined a greedy algorithm for the greedy graph. From level 1 up to level n — p, the task
are executed in a greedy manner in the following order:

Tkkv Tk.k+l"“v Tk.nv Uk.k+l» Uk.k-&-z"--»Ukn'

However, we point out that we cannot prove here the optimality of this greedy algorithn
since there could exist more efficient algorithms which do not gather the tasks. Let T, deno
the execution time of this double greedy algorithm:

(i) if 1, =k, then Ty =(b+c)n?[(1 + 3a? - a’)/(6a)] + O(n),

(i) if 1, =n —k, then T, = (b+ In?[(2 + a’) /(6a)] + O(n).

We do not know whether this algorithm is asymptotically optimal. However we can obtain

lower bound for the execution time in a similar way as in Sections 4.2 and 4.3,

completed. The tasks of the preceding levels 1 to n —p could have been executed with fi
asymptotic efficiency. The execution time of the remaining tasks is a greater than or equal
the time of the shortest path, leading to the following formula:

n—p n

rmznw%):(b+c)(~—km+m(b, J Y .
k=1

k=n—p+1

4.4.2. Double 2-steps graphs

{General form of the double 2 steps algorithm)
Fork=1ton-1
For j=k+1ton
Execute 7, j
Fori=k+1ton
Execute U,
Execute S, ,, ..,

We assume that the elementary tasks 7, j (for j> k) and U, (for i > k) can be processed
bt, units, and that Si+1,6+1 can be processed in at, time units, where a and b are intege
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U U, Uy Uy T, Ty, Ny Tha
$n
U, U2 - Up Uy s Ny .. Gin T,
S3
U,s Ucta - Uy Ty, o Ny T,
Sus
Unn-l 7:u—ln
sﬂ"

Fig. 13. Double 2-steps graph.

and ¢, = k for all k or t, =n— k for all k. The precedence constraints are

S < T k+1<jgn 2<k<sn—1,
Six € Uy, k+1<i<n2<k<n-1,
ko1t €Spirusry 1<ksn—1,
T, <Tiyy ) k+2<j<n 1<k<n-2,
Ueork < Sksrnar 1<ksn—1,
Ui < U 4i1s k+2<ig<n 1<k<n-2

This leads the following graph of Fig. 13 (see Fig. 6).

The algorithm that we propose proceeds in three phases, just as for the 2-steps graph. The
only difference lies in the levels where the different phases terminate. There is twice as many
tasks per level in the double graph.

Let p be even without loss of generality. Phase 1 is asynchronous and corresponds to level 1
up to level (n — sp/2)*. Phase 2 and 3 are synchronous and correspond to level (n — sp/2)* + 1
up to (n(s—1)p/2)*, and to level (n(s—1)p/2)* + 1 up to n respectively.

This leads to the following execution times:

(n—sp/2)*
n=1/p Y 2n-k)by +0(n),
k=1
(n—(s=-1Dp/2)*
7= ¥ sbt, + O(n),
k=(n-sp/2)*+1
™= Yy (a+b)t, +0O(n).

k=(n—(s—-1)p/2)*+1

The lower bound 7, can be derived in a similar way,

Ty = y bt, + O(n).

k=(n—sp/2)*+1

The execution time of the parallel algorithm can be computed just as in Section 4.2. Letting
p=an, the cases to be discussed are respectively 0 <a <2/s, 2/s<a<2/(s—1), and
2/(s —1) <a < 1. We refer to the analysis of algorithm (F) and (G) (LDM' decomposition) in
the next section.

5. Performances evaluation

In this section, we compute the execution times of the parallel algorithms that we propose
for the ten versions listed in Section 3. Then we compare their performances.
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5.1. Computing the execution times

The preceding analysis leads to the following results where we present the leading coeff
cient, corresponding to n?, and omit linear terms. We also tabulate the asymptotic efficienc:
Let us recall that the asymptotic efficiency is E, = T,/(anT,,) where T, is the sequenti.
execution time and T,, is the execution time with an processors.

(A) Generic Gaussian elimination: Form KJI-SAXPY. The precedence graph is a two-stej
graph with a=1, b=2, s=2 and ¢, = n — k. We point out that there is only one case, name
a =1, for which the asymptotically optimal time is known, see Table 2.

(B) Generic Gaussian elimination: Form JKI-GAXPY. The precedence graph and the perfo
mances evaluation are the same as those of (A).

(C) Generic Gaussian elimination: Form IJK-DOT. The precedence graph is a double greec
graph with b =c =2 and 1, = k. We point out that in this case the asymptotically optimal tin
is unknown, see Table 3.

(D) Generic Gaussian elimination: Form KJI-greedy SAXPY. The precedence graph is
greedy graph with b =2 and t, = n — k. We point out that in this case the time we give is t!
asymptotically optimal time, see Table 4.

(E) Doolittle reduction. The precedence graph and the performances evaluation are the sar
as those of (C).

(F) LDM' decomposition: non-optimized code. The precedence graph is a double two-ste
graph with a=3, b=c=3, s =2 and 1, = k; see Table 5.

(G) LDM' decomposition: optimized code. The precedence graph is a double two-steps graj
with a=4, b=c=2, s=3 and 1, = k. We point out that since a=2b, our algorithm
asymptotically optimal for a > 2/3; see Table 6. '

(H) LDL' decomposition: non-optimized code. The precedence graph is a two-steps gra
" with a=b=3, s=2and t, = k. We point out that since a = b, our algorithm is asymptotica
optimal for a > 1/s; see Table 7.

Table 2

a 0 172 1

2/(3a)+13a%/6 2-al2

™ 2/(3a)—4a’/3 1

Tys ? ? 3,2
E, 1/(1+13a%/4) 4/(12a - 3a’) 4/9

2/(3a)+2a-2a’/3

Tine 2/(3a)+a’/3

Too ? 2
E, 1/(1+3a® - a’)

Ts 2/(3a)+ a2/3
E, 1/(1+a’/2)
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7:";
Tinl
TD2S

a

1/a+3a—a?
1/a+ al/2
9

i/(l +3a?-a’)

Table 6

2/3

7;“!

Tinl
TDZS

a

2/(3a)+9a/2-9a%/4
2/(3a)-3a/2+9a%/4
?

1 /(1427a/4-274%/8)

Table 7

1,2

1/Qa)+6a—4a?
1/Qa)+2a?
9

1/(1+12a% -8a’)

3

32

3
1/(6)

(I) LDL' decomposition: optimized code. The precedence graph is a two-steps graph with
a=3,b=2, s=3and 1, = k. We point out that since a = 2b, our algorithm is asymptotically
optimal for a > 1/s; see Table 8.

(J) Cholesky decomposition: GGT. The precedence
s=2 and 1, = k. We point out that since a= b, our al
a > 1/s; see Table 9.

graph is a two-steps graph with a = b =2,
gorithm is asymptotically optimal for

Table 8
a 1/2 1
Ty, 1/(3a)+9a —~9a? 3
Tint 1/(3a)-3a +9a? 1
Tys ? 3
E, 1/(1+27a? -274°) 1/(%9a)
Table 9
1/2 1
Ty 1/(3a)+4a—-8a’/3 2
Tt 1/(3a)+4a%/3 1
Ty ? 2
E, 1/(1+12a% -8a%) 1/(6a)
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5.2. Comparison

In this section, Tiy, denotes the asymptotic execution time of the parallel algorithm that we
propose for the version (X) (we omit linear terms).

5.2.1. Optimized versus non-optimized codes

We first check that the optimized versions of the LDM' and LDL' decompositions lead to
better parallel algorithms than the non-optimized ones, just as in the sequential case:

(i) comparing algorithms (F) and (G):

fora<2/3, T — Tigy=n*(4-18a’+15a)/(12a).
fora>2/3, T—Tg=n*(1-a)/a,
in both cases, T — TG, >0;

(ii) comparing algorithms (H) and (I):

for a <1/3, Ty — Ty = n2(1 — 18a? + 30a%) /(6a),
for 1/3<a<1/2, Ty~ Ty =n*(1 - 2a)’/Q2a),
for1/2<a, Tayy — Ty =0,

in all cases, Ty — Ty 2 0.

5.2.2. Comparing Gaussian-like elimination algorithms

There are six versions with the same sequential time (2n/3 arithmetic operations) to be
compared. We point out that comparing the execution times is equivalent to comparing the
efficiency in this case. These six versions are

(A) form KJI-SAXPY,

(B) form JKI-GAXPY,

(C) form IJK-DOT,

(D) form KJI-greedy SAXPY,

(E) Doolittle reduction,

(G) optimized LDM" decomposition.
We already know that Ty, = Tig, and Tic, = Tip,.

(i) comparing algorithms (A) and (D):

fora<1/2, T, —Tp= n’(11a%/6),
for1/2<a, T — Tip)=n*(—4+12a - 5a°)/(6a),
in both cases, T,,— Tip,>0;

(ii) comparing algorithms (C) and (A):

fora<1/2, Ty~ Tay=n*(12 - 17a)a/6,
for1/2<a, Ty~ Tiay=n*(4 — 12a + 124> - a’) /(6a),
in both cases, Tc)— Ty >0;

(iii) comparing algorithms (G) and (A):

for a <1/2, Tigy— Tiay = n*(54 — 53a)a/(12a),
for 1/2<a<2/3, T — Tiay=n’(8 — 24a + 54a’ - 21a°)/(12a),
for2/3 <a, Tigy— Tiay = n2(1 + a2/2),

in all cases, TGy~ Tia)>0;
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(iv) comparing algorithms (G) and (O):

fora <2/3, Tg) ~ T,cy=n?(30 — 19a)a,/12,
for2/3<a, TG —Ticy=n*(-2+9a - 6a’+2a%)/(3a),
in all cases, TG — ©>0.

We sum up these comparisons in the following proposition:

Proposition 5.1. (i) T, = Ty, and Tic)= T
(i) Tigy > Tiey 2> Ty > Tip,.

Among the six versions, the form KJI-greedy SAXPY has the best performances, followed
by the forms KJI-SAXPY and JKI-GAXPY, whatever the number of processors.

The last parallelizable versions are 1JK-DOT, Doolittle reduction and optimized LDM*
decomposition.

Let us compare now the optimal asymptotic performances of the six versions. Let Tix
denote the time of an optimal algorithm for the version (X). The greedy algorithm that we
propose for version (D) is optimal, hence we know Tipjopr- We do not know Tiayopr = Tpropts
Ticyopt = Tigyopr MOT TG0, Proposition 4.4 shows that Tiaropt = Timpop: > Tipyop- Moreover, we
obtain lower bounds for Ticrope and TG, Which lead to
- 7;(‘)0;“ > T;D)om for a <173,
= TiGyopt > Tipjope for a >13/23.

We conjecture that version (D) is the most efficient for any a € [0,1].

3.2.3. Comparing algorithms for symmetric matrices
We compare version (I) optimized LDL' and version (J) Cholesky decomposition:

for a<1/3, Ty~ Ty = n*(15 — 19a)a/3,

for 1/3<a<1/2, Ty,— T =n*(-1+9a - 12a’ + 8a) /(3a),
for1/2<a, T~ T =n?,

in all cases, Ty — Ty > 0.

6. Concluding remarks

We have presented ten parallel versions of three triangularization algorithms for solving
dense linear systems. We have used a graph-theoretical approach to analyse and compared their
performances.

The precedence graphs of the ten versions reduce to four classes of graphs. Using p =an
processors, where a <1, we design for each class a parallel algorithm and obtain either
asymptotically optimal execution times of lower bounds thereof.

It is worth pointing out that designing parallel algorithms is quite different from designing
vector pipeline algorithms. For instance, the two vector versions KJI-SAXPY and JKI-GAXPY
of [3] lead to the same precedence graph, hence to the same parallel implementation. Contrarily
to the vector case where the JKI-GAXPY appears to be the best form (3], the KJI-greedy
SAXPY is the most suitable for parallelization on an MIMD machine.

We have concentrated on triangularization algorithms without pivoting. It is possible to
include the possibility of partial pivoting in our model, assuming that the comparison of two
reals also requires an unit of time. For instance, the KJI version with partial pivoting of [13]
leads to a 2-steps graph with a = b = 2.

Finally, the computer organization that we have assumed consists of sequential processors
which communicate through a shared memory. Looking forward, choosing as a unit of time any
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of the four arithmetic operations does not take into account the possibility for a given task to
be pipelined itself on a vector processor. The model should be refined to deal with asynchronous
vector multiprocessors.
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Optimalité d’une classe d’algorithmes d’ordonnancement
pour la méthode de Gauss en paralléle

Jean-Claude KoniG, Yves RoBERT et Denis TRYSTRAM

Résumé — Nous présentons un algorithme paralléle asymptotiquement optimal pour la résolution
par la méthode de Gauss d'un systéme linéaire dense. L'architecture sous-jacente est une structure
SIMD/MIMD a mémoire partagée. Pour un probléme de taille n et un nombre de processus p=an,
ag1/(2+ ﬁ), I'algorithme proposé est d'efficacité e=1/(1+a’).

Optimality of a class of scheduling algorithms for parallel Gaussian elimination

Abstract — We present an asymptotically optimal algorithm for parallel Gaussian elimination of
dense linear systems on a shared memory SIMD/MIMD architecture. For a l»‘oblem of size n, with
p=an processors, a < 1/(2+ \/7), the efficiency of the algorithm is e=1/(1 +a°).

1. INTRODUCTION. — Pour résoudre un systéme linéaire dense A x =b sur un ordinateur
séquentiel classique, la méthode la plus utilisée est celle de Gauss avec pivotage partiel.
Nous étudions ici la parallélisation de cet algorithme d'élimination sur une machine de
type SIMD/MIMD & mémoire partagée. Pour un probléme de taille n et un nombre de
processeurs p=an, a<1/(2+ \/7), nous proposons un algorithme asymptotiquement
optimal, d’efficacité e=1/(1 +a?).

2. UN MODELE THEORIQUE. — Nous faisons les hypothéses et les restrictions suivantes :

(i) On note e, Iefficacité de I'algorithme paralléle considéré, définie comme le rapport
T,/(pT,) (3], ot p est le nombre de processeurs, T, le temps d’exécution de Palgorithme
avec p processeurs, et T, le temps d’exécution de I'algorithme séquentiel.

(i) Nous considérons un systéme capable de supporter plusieurs flux d'instructions
s'exécutant indépendamment et en paralléle sur plusieurs flux de données ([3), 18).
Nous supposons qu’il existe des mécanismes permettant de synchroniser le processus de
résolution, dont le coiit sera négligé devant celui des opérations arithmétiques. Le temps
d’accés en mémoire centrale pour lire ou stocker une donnée sera considéré comme nul.
Pour rester réalistes, ces hypothéses appellent les restrictions suivantes :

— la communication entre processeurs se fait par I'intermédiaire d'une mémoire
partagée plutét que par un bus local;

— pour un probléme de taille n, le nombre de processeurs p est limité & O (n).

Saad [7] montre que les temps de communications prédominent pour résoudre un
probléme matriciel de taille n avec n’ processeurs. Plus précisément, nous poserons
p=an, avecasl.

(iii)) Nous suppposons que chaque processeur peut réaliser en une unité de temps une
multiplication suivie d’une soustraction, ou une comparaison suivie d’une multiplication,
ou encore une division.

(iv) L’accés aux éléments d’une matrice A s’effectue par colonnes. Les deux opérations
de transfert possibles seront la transmission d’une colonne de A de I'organe de stockage
vers un organe de traitement et I'opération inverse. La duplication d’une colonne aura
un coiit nul : nous supposons qu'il est possible de transférer simultanément une méme
donnée vers plusieurs processeurs. Dans ce cas, aucun processeur ne pourra modifier

Note présentée par Jacques-Louis LiONs.
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T.
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25 Fig. 1. — Graphe des tiches pour n=>5.
Fig. i. — Task graph for n=S5.

cette donnée. Inversement, un processeur ne pourra modifier une donnée que s’il est le
seul 4 en posséder un exemplaire. .

(v) Nous utilisons le concept de graphe d’ordonnancement ou graphe des taches ([4),
[5]), ot une tiche élémentaire T est une unité indivisible de traitement spécifiée uniquement
en termes de son comportement extérieur : entrées, sorties et temps d’exécution, noté
Ex(T). La relation de précédence T < T’ signifie que 'exécution de la tiche T doit étre
terminée avant que la tiche T’ ne puisse commencer. Pour un probléme de taille n, le
temps moyen d’exécution des tiches élémentaires doit étre de I'ordre de n, afin de pouvoir
effectivement négliger les cofits de synchronisation et de communication des données
devant les opérations arithmétiques. '

3. GrarHE DES TACHES. — Nous rappelons I'algorithme de Gauss avec pivotage partiel :
pour k :=1 4 n—1 faire
exécuter T,,
<trouver p tel que |a,, |=max{a,, ..., ay}
piv(k) : =p (*choix de la ligne p comme ligne pivot *)
échanger a,, ). ¢ €t a,,
c:=1/ay,
pour i: =k+1 4 nfaire
ay: =agec)
pour j: =k+1 4 n faire
exécuter T,,
{ échanger a,,, 4, , ¢t ay,
pouri: =k+1 4 n faire
ay: =a,—a,*a,)
Les contraintes d’ordonnancement sont :

(A) Tu<T,, k+1Zj<n, Isk<n-—1
(B) Tk]<Tl+l. P k+l_.__<_j§", ‘éké”’—'.

Le graphe des tiches est décrit par la figure 1. On a Ex(T,,)=n+1—k et Ex (Ty)=n—k
si j#k. Le temps d’exécution séquentiel est T, =n/3+0 (n?). Le plus long chemin du
graphe est constitué des tiches Ty, Ty, Tys .-, Tue Ta gags - - -» Toot.n-1s Tyoy, w
Sa longueur est T,,=n’—1, et il est facile de construire un algorithme s'exécutant en
temps T, (nécessairement optimal) si I'on dispose de n/2 processeurs [5]. En fait, un
temps d’exécution T,, peut étre obtenu avec seulement n \/7/4 processeurs [9). Pour .
aa,=n \/2/4, Pefficacité asymptotique est alors e, = 1/(3 ). Aucun résultat d’optimalité
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Fig. 2. — Partitionnement du graphe des tiches. [0} ()

Fig. 2. — Partioning the task graph.
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n’est connu pour les valeurs de a<a,. Le meilleur algorithme conduit a une efficacité
e,=1/(1+2a% si a<1/3 [6).

4. UN ALGORITHME OPTIMAL. — Nous décrivons un algorithme asymptotiquement opti-
mal s’exécutant avec p=an processeurs, ol a < 12+ _/2). Nous partageons le graphe
d’ordonnancement en quatre parties comme indiqué figure 2. La ligne critique C est la
ligne de niveau qui passe par la tiche T,_,, u-p: clle est composée des tiches Ty, p
avec n—p<j<n, i(j)=max{i|ch(T)Zch(T,_, a-p)}» OU ch(T,) désigne le chemin
critique de la tiche T,; (plus long chemin dans le graphe restant a parcourir). La courbe
frontiére F est la paralléle 4 C qui passe par la tiche T, _,, ,_,.

L’exécution de I'algorithme est divisée en trois phases séquentielles :

1. dans une premiére phase, les tiches de la partie (I) sont exécutées selon un schéma
de type glouton (1},

2. les taches de la partie (II) s'effectuent suivant I'algorithme décrit dans [1] et [6]; dés
qu’un processeur se libére, il exécute les tiches de la partie (III) selon un schéma glouton,
suivant les paralléles successives de F;

3. pour I'exécution des taches de la partie (IV), on affecte simplement un processeur
par colonne.

TukorEME. — L’algorithme proposé pour un probléme de taille n avec p=an processeurs,
a<l/2+ \/5), est asymptotiquement optimal, d efficacité e, = 1/(1 + o).
La démonstration s’effectue en plusieurs étapes :

LemME 1. — Le schéma d exécution précédent respecte les contraintes d’ordonnancement.
La seule difficult¢ est de montrer que les contraintes (A) sont respectées lors de
I'exécution de la phase 2. La preuve est tout a fait similaire a celle donnée dans [6].

LEMME 2. — Un schéma d exécution quelconque pour un probléme de taille n avec p=an
processeurs est d efficacité asymptotique e, < 1/(1 +ad).

Soient SC(p) et SR (p) les surfaces de calcul et de repos introduites dans [S). On a la
relation e, <1/(1+SR (p)/SC(p)). Pour Ialgorithme de Gauss, SC(p)=n’/3 et
SR (p)2p3/3, d’o la relation cherchée.

LEMME 3. — Le schéma dexécution précédent  est defficacité asymptotique
e,=1/(1+a3).

On montre que tous les processeurs sont en permanence actifs lors de I'exécution des
phases 1 et 2. Le temps d’exécution de ces phases est donc égal a la somme des surfaces
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des parties (I),"(II) et (I1I) divisée par p. La partie (IV) s’exécute en temps ch (Taep, nep)-
Calculant la surface de la partie (IV), égale & 2p%/3+ 0 (n?), on obtient ainsi le temps
d’exécution T,=(1+a*) n?/(3a) + O (n), ce qui conduit au résultat.

5. ConcLusioN. — Le résultat d’optimalité présenté dans cette Note est important,
puisqu'il peut s’appliquer 4 une large classe d'algorithmes de I'algébre numérique linéaire
(factorisation de Householder, ...). Plus précisément, notre analyse s’étend aux
problémes conduisant a des graphes d’ordonnancement comme celui de la figure 1, avec
Ex(Ty)=a(n—k)+c, et Ex(T,)=b(n—k)+c,, ol a, b, c, et c, sont quatre paramétres
réels. Notons également que I'efficacité e, de I'algorithme proposé pour a<1/(2+ \/7)
est supérieure 4 0,975, ce qui montre le fort degré de parallélisme réalisé. Enfin,
la détermination d'un algorithme optimal dans Pintervalle ae]l/(2+ \/f), \/7/4[
20,29, 0,35[ reste un probléme ouvert.

Note recue le 1** décembre 1987, acceptée le 7 décembre 1987.
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This paper uses a gragh-theoretic af)proach to derive asBmpotically optimal
algorithms for parallel Gaussian elimination on SIMD/MIMD computers with a
shared memory system. Given a problem of size n and using p=an
processors, where o < 2/N43 = 0.305, the asymptotically optimal algorithms
are of efficiency e, = 1/(1+ ald) > 0.972. This evidences the high degree of
parallelism that can be achieved.

1. INTRODUCTION

This paper uses a graph-theoretic approach to provide a general framework for
expressing the parallelism inherent into various numerical methods for solving dense
linear systems of algebraic equations. Let A x = b be a linear system of size n. Most
solution methods can be expressed in the general compact form:

DOk = 1, n-1
1. prepare a transformation using column k of A
call PREP(... k,...)
2. appl{ this transformation to columns j from k+1 to n
DOj=k+1,n
call APPLY(... ,k,j,...)

This paper is restricted to the Gaussian elimination algorithm with partial pivoting,
which clearly fits into this formalism. However, the results can be easily extended to a
wide class of solution methods (e.g. Householder reduction).

We base our analysis of the parallel implementation on the task graph model
presented in [1] [9] [11]. Informally, sequential algorithms are splitted into elementary
tasks, whose execution ordering is directed by precedence constraints: independant
tasks can be processed simultaneously. The task graph model which can be
constructed directly from these precedence constraints, is the basic tool of our
theoretical analysis.

Informally, let Ty denote the task of preparing the k-th transformation and Tkj the task
of applying it to update column j. The precedence constraints are the followingl.

- Tk precedes Ty; for all j 2 k+1 (the generation of the transformation must be
completed before i{( tan be applied)

- Tj precedes Ty, 1 i for all j > k+1 (the updating of column j at step k+1 can only begin
when its updating*frd{'n step k is terminated).

This work has been supported by the CNRS through the GRECO C3



These constraints lead to the generic task graph depicted in figure 1. The design anc
analysis of parallel scheduling algorithms for this task graph is the subject of this paper.
We first set in a more precise wa‘)(r the basic definitions and assumptions for the
graph-theoretic model, and we make some general remarks about its applicability.

hen we recall results from the literature dea ing with the study of the task graph of
figure 1. We prove optimality results in the last section. More precisely, for Gaussian
elimination with partial pivoting, given a system of size n and using p = an processors,
where o < 2/V43 ~ 0.305, then we derive asKmptotically optimal algorithms of efficiency
9°T1“ = (li/(l+a ) 2 0.972. This evidences the high degree of parallelism that can be
acHieved.
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FIGURE 1

Task graph for n=5

2. THE THEORETICAL MODEL

We first present some definitions, together with some assumptions on the target
architecture:

(2 We let e, denote the efficiency of a parallel algorithm, defined as the ratio T/ (pTy)
[r], where p is the number of processors, T, the execution time with p processors, arfd
1 the execution time of the sequential algtﬁithm.

(i) We assume a system which is able to support multiple instruction streams executing
independently and in parallel on multiple data streams [7L [8] [14], and that there are
means to impose temporal precedence constraints between the tasks of the
implemented algorithms [3] [11]. We will neglect the cost for synchronization, and we
suppose that each processor can perform anr of the four arithmetic operations in an
unit of time and that there are no memory conflicts nor data communication delays. For
the model to be realistic, we need the fol owing hypotheses:

- the processors communicate via a central shared memory rather than using a local
bus between their private memories

- for a problem of size n, the number p of processors is limited to be p = O(n}. Saad [13
shows that communication costs dominate the arithmetic to solve a matricial problem o
order n with n? processors. More precisely, we let p = an, with a<f.



(i) Assuming a FORTRAN-like programming environment, the elements of a matrix A
are accessed by columns. Only two transfert operations are allowed: loading a column
of A from the central storage to a processor, and storing a column of A in memory.
Duplicating a column will be of zero cost, which means that we allow for the
simultaneous transfer of a given data to several processors. In such a case, no
processor will be authorized to modify this data. On the other hand, a processor can
modify a data only if it is resident in its own memory.

(iv) We employ the notion of task system (1] [3] [9] [10] [11], where an elementary task T
is an indivisible unit of computational activity, specified only in terms of its external
behavior: inputs, outputs, and execution time Ex(T). Throughout the paper, the relation
T<<T' denotes the precedence constraint and means that task T is to be completed
before task T' can start its execution. Elementary tasks will be of length O(n), so that
synchronization overhead and data transfer costs do not predomine over arithmetic.

A model where communication delays are neglected could appear insufficient.
However, we deal with methods for which the elements of a given matrix are accessed
columnwise. Hence we can assume a stride-one accessing of data as prevalent in
vector machines and cache-based architectures, so that data loading and unloading
can be pipelined, and overlapped with arithmetic.

Another important situation where the model is quite reasonable is the following:
looking back at our generic task graph, we can include the communication cost into the
execution time of the tasks whenever the number of data loads and stores is
proportional to the number of floating-point operations. This is the case for most
numerical algorithms (we detail this point for Gaussian elimination in the next section).

3. TASK GRAPH FOR PARALLEL GAUSSIAN ELIMINATION
We recall the Gaussian elimination algorithm with partial pivoting [5] [6]:

DOk=1,n-1
execute Ty,
< determine p such that |apy| = max { ay, ..., ank }
pivot(k) = p
interchange apjyot(k),k and akk
c=1/ay '
DOi=k+1,n
ai=2aj,‘c>
DOj=kein K
executie Tkl:h g
< interChange ay; and a
DOi =ks1,n POt oW
ajj = 8jj - Ajk ~ Aj >

The precedence constraints are:
}A) Tkk<<Tkj k+1<j<n,1<k<n-1
B) Tkj<<Tk+1,i k+1<j<n,1<k<n-1.

The task graph is the one of figure 1. Assuming that comparing or interchanching two
real numbers requires a unit of time, we have Ex(Ty) = 2(n-k) + 3, and Ex(Tki) = 2(n-k)
+ 1if j=k. For Ty there are n-k+1 data loads, and as many stores. For T, i#k,lthere are
2(n-k+1) loads and as many stores. We can multiply these quantities by a relative
communication cost unit 1. to include them in the execution time, so as to take
communication into account. A detailed study of the influence of communication costs
has been made in [4]. :

This example motivates the general study of a task graph similar to the one of figure 1,



with Ex(T) = a(n-k) + ¢4 and Ex(Tki) = b(n-k) + co for jzk, where a, b, ¢4 and ¢ are 4
rational rarameters. For t‘w sake of éimpﬁcity. we concentrate in this paper on the case
a=b=1. We also let €4 = Co = 0, which does not modify the asymptotical analysis.

4. COMPLEXITY RESULTS

In this section, we consider the task graph of figure 1 with Ex(Tkk) = Ex(Tkj) = n-k, for
1<ks<n-1, k+1<j<n. We recall the precedence constraints:

§A{ Tk << T for all | > k+1, 1<k<n-1
B) Tk << T":” j  forallj2k+1, 1<ksn-1

The sequential execution time is Ty = n3/3 + O(nz). The longest path of the graph is
composegd of the tasks Ty, Ty, Too, ..., Tk, Tk ka1s = Tn-1.n-1» Tn-1.n- Its length is
Topt = n“-1: this is a lower bound for%he executioh time of any hqgorithm.'

Given a number of processors p = « n, a parallel algorithm will have an execution time
Tp =0(n 2 We let n go to infinity to derive asymptotical results. The asymptotical
eﬂiciency s defined as e, a. =limpgo_, ep- In particular, an algorithm is said to be
asymptotically optimal it 0o, o IS Minimum.

It is obvious to design a parallel algorithm with p = n processors whose execution time
is (equivalent to) T - The asymptotic emciencr of such an algorithm is e, 1 = 1/3.
Lord, Kowalik and Kfmar [11] propose a parallel algorithm with p = n/2 (o = 1/2) which
achieves the same execution time T i Its asymptotic efficiency is thus e_, 1/2 = 2/3.
This algorithm is clearly asymptoticalﬁpoptlmal. '

This result has been improved by Veldhorst [13], who designs an algorithm with the

same execution time T, and using only p = 2/4)n processeurs. For o > V2/4 ~

0.354, we deduce that 138re exist algorithms whose execution time is T, v of efficiency

. o = 1/(3a), and this value is optimal. The value of v2/4 is very cloge to the lower

bound derived in [11]: to execute an algorithm in time (equivalent {o) T,,,, we need at

!Beastaa?) processors, where o > aqg ~ 0.347 (o is the solution offhe equation
a-av-=1).

For smaller values of o, no ogtlmal algorithm is available. Ofnimality in this case is
more difficult to prove, since the execution time of an optimal algorithm is unknown.
However, this case is the most important in practice, since we usually solve large
problems with a relatively small numbers of processors. The first algorithms for small
values of a were due to Lord, Kowalik and Kumar [11). The best result in the literature
(to our knowledge) is the following: if & < 1/3, there exists an algorithm of asymptotic
efficiency e,, o = 1/(1+2a3) [12]

We state now the main result of this paper:

Theorem : For a problem of size n, with P = a n processors, where a < 2/V43 ~ 0.305,
\1m(a1conas)tmct below an algorithm which is asymptotically optimal. Its efficiency is Coo ot =
(1+a°). ,

We first introduce the algorithm informally, pointing out the key-ideas of the design. We
partition the task graph into four regions, as indicated figure 2. The bound o < 2/4/43
comes from this partition. '
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Partitioning the task graph

When designing a parallel algorithm, one would like to keep all the processors active
as long as possible. However, this is clearly impossible in the bottom part of the graph.
When T, 5 n-p has been executed (at time t, say), there are less than p tasks in the
graph thiﬁ bﬁr? be kexe;:ut:ed inhp{a{_al el, so tl_}_at some proce§|_sors wil!l_necess?_rily b}e
inactive. All the tasks of the pat i o Tn. a1 - Tn1 o Tndntr Tn.
have to be executed sequentially. Letr 5'3 fhe i‘e%‘g}ﬁ‘ bt ]his panl? i %Vill ?a‘(g 1an l3a1§{'a
time 1 to complete the execution. The idea is to maximize the work that the p processors
can do in these t units of time. This corresponds exactly to the region (IV) of figure 2.

The challenge is then to execute all the other regions (1), (1) and (lll) in full parallelism,
with all the processors being active. Then we loose some parallelism when executin
region (IV?, but we loose the minimum. As a consequence, the resulting algorithm will
be optimal. )

4.1. Description of the algorithm

We call level k the row of the task graﬁh composed of { Ty .1, -... T, }. Region (1)
comprises tasks of level 1 to n-3p+1. The boundary curve (lf 'Belween regions (Ill) and
IV) is the equipotential curve which contains task T, , it is composed of the tasks
iir.ir N-PSISN, 1() = max { i /.ep(Tij) 2 ep(Typ n.os Lﬂ WhBre cp(T;) is the length of the
crméal path from task Tij' defined ds the longg'sﬂ %a} in the graph fﬂom Tij toTh.qn

The boundary curve F between regions (I) and (lll) will be introduced later. Technically,
it is all quadratic curve which intersects level n-3p in column n-p/2 and level n-(¥43/2)p
in column n.

The algorithm proceeds in three sequential phases:



1 in the first phase, tasks of region (l) are executed with a greedy algorithm,
level by level

2 in the second phase, tasks of regions (Il) and (Ill) are executed. We start the
execution of re?Ion (), and when a processor is released, it starts
executing tasks of region (ill).

3 in the third phase, for the execution of region (IV), we simply affect one
processor to each column

We explicit below the execution of all phases in further details.

Phase 1

We do not consider T4 4, which only affects the execution by a linear quantity O(n),
thereby not modifying tAe asymptotical result. For the sake of simplicity, we assume the
existence of an extra processor which performs only the dia?onal tasks Top, T3g, ... as
soon as possible. Again, this does not affect the asymptotical analysis.

All the processors execute the non-diagonal tasks from one level of the graph to
another, from left to right in each level, starting the execution as soon as.possible
(hence the name "greedy”) [2]. Precedence constraints are satisfied because each
Frocessor executes at least two tasks in each level (in region (I) the number of tasks per
evel is at least twice the number of processors), which gives enough time to the extra
processor to perform the diagonal task before the other processors start the execution
of the next level.

We synchronize all the processors at the end of the phase, loosing a linear quantity
O(n). Region (I) is executed in full parallelism, and phase 1 is executed in time
(asymptotically) equal to the sequential time (the surface of the region) divided by p.

Phase 2

This phase is the most complicated. There are two pools P and Q of processors:
processors of pool P are affected to region (I1), processors of pool Q to region (ll). P et
Q evolve dynamically. At the beginning, all processors belong to P, at the end they are
all in Q. More precisely, one processor moves from P to Q each time two new levels in
() are processed. The execution of the tasks of region (M) are distributed among
processors of pool Q in such a way that all the p processors reach simultaneously
curve (C), without any idle time.

Pool P for region ()

When processor 1 (the first to be idle) has executed the last task of level n-3p+1, it joins
pool Q and from this time executes tasks of region (lll). After the processing the last task
of level n-3p+3, processor 2 i?ins pool Q, and so on (processor k joins pool Q after the
execution of the level n-3p+2k-1, O<k<p-1). Let us give now some technical results:

(i) block k, 0<k<p-1, is processed within . ‘
t = 2EX(Tn-3p +2k,n-3p +2k) + 2Ex(Tn_3p +2k+1,n-3p+2k +1) = 12p-8k-2 units of time

(if) region (l) is processed in time equal to the length LP(ll) of the longest

ath
{Th-3p,n-3pe1s Th-3p+1,n-3p+1s Tn3p+1,n-3ps2s - Thpst.nperh i-e. LP(I) = Bpg*'o(nz)-

(iii) during the total execution of region 1!!), processor j, j<k, has been active in pool Q
during the processing of blocks j+1 to k (levels n-3p+2j to n-p+1), that is a time:

A0) =ts1 + Y42 + -+ tp.1 - Ex(Tn.3p,0141,n-3p42j+1) = (39-2)2 - p2 + o(n?)



Pool Q for region (lil)

We need now to explain the scheduling for rrocessin? region (lll). Before explaining
the final version of the algorithm, we derive a first (simplified) version.

The simplest idea is to assign the processor j to the execution of the tasks of column
n-p+j: processor 1 would execute the tasks of the first column of region (lll), processor 2
the tasks of the second one, and so on.

Let's forget the precedence constraints for a while. If we want all processors to be
synchronized at the end when reaching (C), we have to assign to processor j an
amount of work equal to the time q(j) during which it has not been active in pool P. This
leads to the curve (F1) in figure 3. each processor | works the same amount of time
Lg(ll) for executing its tasks in pool P and the tasks in column n-p+j between (F1) and

n-v/17p
U] 0,

n-3p

(h

PPN (V)

FIGURE 3
Building the curve (F1)

For example, processor 1 is active q(1) = 8p2 + o(n2) units of time in pool Q. Hence it
should start executing tasks in column 2p+1 from a level n-x such that the length of the
segment of levels [n-x,n-p] is equal to gq(1). We have to choose x such that

Tn-psjen-x ™ = x%/2-p22 = q(1) = 8p2 + o(n2)



which gives x = V17 p. This is the way we build up the curve (F1).

There remain some tasks above (F1) that have not been executed (surface (S)).
Processor p is the one which has the maximum amount of work in its column: it has still
to execute all the basks in gie last column between level n-3p to n-V2p, for which it will
need a time t = 7p</2 + o(n<).

Hence we must assign to all the processors other tasks to execute in their columns, in

such a way that they all work during an additional time equal to t. This corresponds to
the equipotential (F2) to (F1) depicted in figure 4.

n-2/6p

WU
n-/T7p
)

n-3p

(i : ; (i

FIGURE 4
Second phase of the first algorithm, region (n

Reversing things to their natural order, we identify region (Ill) as in figure 4: it is made of
the tasks in the last p columns below (F2) and above (C). When it becomes active in
_pool Q, processor j is assigned to the execution of the tasks of column N-p+j in region
(111),, By construction, all processors work the same amount of time LP(ll) +t = 23p2/2 +
o(n2) during phase 2 and reach simultaneously (within a linear factor) the curve (C).

Finishing the execution as explained below for phase 3 would lead to an optimal
algorithm for ali values of o less than 1/(2V6) = 0.204 (since the level n-2V6p,
corresponding to the top of curve (F2), has to be positive).



We now detail a more elaborate solution which improves the bound on o up to 2/V43 =
0.305.

ii) Final versi

Rather than assigning a column to each processor, we better balance the work by
assigning a pair of columns to a pair of processors. Consider processors j and F
jsp/2: they are responsible for the pair of columns 2p+j and 3p-j in region (II;.
Processor | has less work to do in region (ll) than processor p-j, hence it can execute
tasl;s both in column j and in column p-j. This will result in smoothing horizontally curve
(F1). .

More precisely, see figure 5: when processor j becomes active in !)ool Q, it executes
two tasks per level, the one column j and the other column p-j, start n? from level ho(j),
until it reaches level hq(p-j). From this point on, it executes tasks only in column j, déwn
to curve (C). When processor p-j becomes active in ﬁool Q, it executes the tasks in
column p-j, from level hy(p-j) down to curve (C). Note that when processor p-j becomes
active, processor j is already further down in column j, at level h4(j).

Technically, let W(j,x,y) be the sum of the execution time of the tasks in column j from
level x to level y, with x<y. Let also W(j,x,C) denote the sum of the execution time of the
tasks in column j from level x to curve (C).

Tr:e way we compute hy(j) and hy(p-j) is straigthforward: they are defined by the
relation

W(i,1().C) = W(p-i.h4 (p).C) = a(p-i), 1sjsp/2

where q(ﬁ-j) is the time during which processor p-j is active in pool Q. We easily
compute hq(j) and hq(p-j):

hi()=n-(p2+10pj+7 )12 4 0(n) 1<j<p/2
h(p) =n-(2p2+Bpi+7R) %4 o) 15j5p/2

To determine ho(j), we have the following relation:
W(j,h2(i).C) + W(p-j,h2()),C) = q(j) + a(p-j) 1sjspr2
We derive ho(j) =n- ((19/2) p2- 7 pj + 72 ) 12 + o(n)
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Balancing work among pairs of processors

Just as in the first version, some tasks in the last p columns have not been executed. As
a consequence, we have to consider the curve (F), the equipotential to (F3), which
intersects level n-3p in column n-p/2 (see figure 6). This fully explains now the
partitioning of the task graph depicted above.
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FIGURE 6
Definition of curve F




Provided that the precedence constraints are satisfied, the previous scheme will lead to
a processing of region (ll) and (lll) with full parallelism. Just as for region (l), the
execution time will be the sum of the surfaces of these two regions divided by p.

Lemma 1. The precedence constraints are satisfied by construction during phase 2 of
the algorithm.

Phase 3

At the end of phase 2, ‘ﬁrocessors are resynchronized, at the price of a linear factor O(n)
in the execution time. We affect a column to each processor: processor j executes tasks
of column n-j, and at the end the diagonal task Tn-j»n-]-

To show briefly that precedence constraints (A) are satisfied, let the processors start the
execution of region (IV) at time t=0. From the_definition of C, we see that processor j
reaches level n-j at time t,- j=¢ éT N L (n-j). For all i>j, processor i reaches level n-j
attime 4 = cp (Tp g n.o) ™ (n-if -E?h-ﬂ /2-(n-i)/2]. Hence tjj 2 {+Ex(T,, ). and the
precederil:e constramts are fulfilled. '
As a consequence, region (IV) is executed in time CP(Tn-p,n-p) = p2 + O(n).

4.2. Optimality of the algorithm
Lemma 2 : The asymptotic efficiency of the algorithm is 00 o = 1/(1 +a3)

The sequential execution time is T = n3/3 + 0(n2). The parallel execution time is equal

to the sum X of the surfaces of regions (1), (1) and (lll) divided by p (since these regions

are processed with full parallelismlj plus cp(Ty o o), the executi%n time of region (IV):

To=2/p +cp(Tp n.p)- The surface of re o (R/) is X4 = 2p“/3 (direct computation

fr6m the definition cﬁ'&f, and cp(Tp, , o) = P< + O(p). We have ¥ = T4 - X4, hence T, =
3,03 n-p,n

(n®+p”) / (3p), and the value of e, , follows.

Lemma 3 : The gsymptotic efficiency of any parallel algorithm with p = a n processors is
less than 1/(1+a°)

Let CA be the computational area of the parallel algorithm, defined as the product of
the number of processors and the execution time, less the area where not all the
processors can be doing work [11]. We see from the task graph that:

- when Tj,_4 , is executed, only one processor can be doing work

- when Ty 1'n.q and T, 11 are executed, only two processors can be doing work

During each interval of length 2j, at most j processors are working. Thus, we have the
follov(\gmg ine_?uali)%y: % () = p - p¥3 4 O(?)
A< - 21 j.-(Pi)=pT,-p%3+0O(n

The total gmgunt })T'%Nnor’( is +W = R3/3 + O(ng), it is glso equal to the sequential
execution time Tj. ?ince CA 2 TW, we have p T, 2 Ty + p“/3 + O(n?), hence

ep < 1/(1+p3/nd)
Legi?3 P = a n, the result follows. The theorem is a direct consequence of lemmas 2
and 3.

5. CONCLUDING REMARKS

We have presented a class of optimal scheduling algorithms for parallel Gaussian
elimination on MIMD computers with a shared memory system. We have used a
graph-theoretic approach first introduced in [9] [11] and further developed in [2] [12].

or a problem of size n, with p = an processors, we have designed asymptotically



optimal algorithms for a < 2/Y43 ~ 0.305. The corresponding efficiency is 3reater than
0.972, which evidences the high degree of parallelism that can be achieved.

For a = 3/443, the execution time of our algorithm is equal to n2 (1+ a3)/3 o+ Ogn) =
1.167 n<. For a in the interval ]0.293, 0.354[, the design (and performance) of an
asymptotically optimal algorithm remains an open question.
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This paper studies the influcnce of communication costs on the computational
complexity of parallel Gaussian elimination algorithms. The target architecture is
assumed to be a shared memory MIMD computer. The time for transfering a data
from the central memory to the individual memory of a processor will be taken equal
to the time for performing an arithmetic operation.

According to the classification introduced in 1] and in [2]), we consider the form
KJI-SAXPY modified of the generic Gaussian elimination algorithm. It is proved in
(1] that this form is the most suitable for parallelization on an MIMD computer with
zero communication cost. We show that the complexity of this algorithm is
multiplied by two taking into account the communications.

Then we introduce the form KJI-SAXPY modified of the generic block Gaussian
elimination algorithm. Neglecting the communication time, this algorithm is shown
to be less efficient than the preceding one, but it is better otherwise.

Finally, we describe a new parallel version which combines the advantages of the
pointwise KJI-algorithm and the block KJI-algorithm.

1. INTRODUCTION

The parallel Gaussian elimination method has been intensively studied on various parallel
architectures. Six different versions for a vector pipcline machine gavc been considered in [2]. A
parallel MIMD version of the algorithm with partial pivoting has been discussed in {3] and [4],
and an implementation of the LDL! decomposition algorithm in [5). Together with MIMD versions
of the [2] algorithms, the computational complexity of several Gaussian elimination like
algorithms were analysed in [1]. Moreover systolic algorithms have been proposed in [6], (7] and
[8]. Previous works are surveyed in [9], [10] and [11].

The purpose of this paper is to analyse the influence of communication costs on the computational
complexity of parallel Gaussian elimination algorithms. In carlier publications on paralicl
algorithms, the communications costs were often not taken into account. However, in some cases,
the time for transmitting one data item is not negligible relative to the time for performing a
floating point operation. In [12], the communication complexity of the Gaussian elimination
algorithm is studied on three parallel architectures: processors connected by a bus, a ring and a
two dimensionnal grid array. It is shown that op the bus and the ring topologies the algorithm
requires a communication time of at least O(N“) no matter what the number of processors is,
where N is the size of the problem. On the grid, the total time including arithmetic can be reduced

This work has been supported by the Centre National de la Recherche Scientifique through the
GRECO C3.
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to O(N'3), and the communication time is at least O(N2/Vp) where p is the number of
processors. In [13] a similar analysis has been presented on a ring consisting of a small number of
processors relative to the size of the problem. In this case it was shown that the communication
time is a low order term as compared with the computation time. -

In this paper the target architecture is assumed to be a shared memory MIMD computer. The time
for transfering a data from the central memory to the individual memory of a processor will be
taken equal to the time for performing an arithmetic operation.

According to the classification introduced in 1) and in [2], we consider the form KJI-SAXPY
modified of the generic Gaussian elimination algorithm (KJI-algorithm for short). Among the ten
parallel versions analysed in [1] it is proved that this form is the most suitable for parallelization
on an MIMD computer with zero communication cost.

In the second part of this paper we make precise the setting of our work by detailing the
underlying architecture. Part 3 recall the form KJI-SAXPY modified of the generic Gaussian
elimination algorithm and the computational complexity analysis of [1]. In the fourth part we
show that the complexity is multiplied by two when we take into account the communication
costs. The fifth part is devoted to the study of the form KJI-SAXPY modified of the generic block
Gaussian elimination algorithm (block KJ1-algorithm for short). Neglecting the communication
time, this algorithm is shown to be less efficient than the preceding one, but it is better otherwise.
Part six presents a new parallel version which combines the advantages of the pointwise
KJlI-algorithm and the block KJI-algorithm.

2. THE PARALLEL ARCHITECTURE

The underlying parallel architecture is composed of a set of p processors each with a local memory
sharing a common centralized memory. The communication between this memory and the
processors is done through a complete network so that in one time unit p data can be transferred
simultaneously. Moreover we assume a system which is capable of supporting multiple
instruction streams executing independently and in parallel on multiple data streams (5], [14],
(15], [16] and [17]. The synchronization means are not presented but we assume that the system
can handle the temporal precedence constraints which are imposed by the algorithms.

The cost analysis of the algorithms is based on the assumptions that each processor can perform
any of the four arithmetic operations in an unit of time, that a data item can be read in the same unit
of time and that there are no memory conflicts when accessing the shared memory. Moreover
simultaneous loads of the same data is allowed whereas simultaneous stores in the same location
are not. On a computer with a pipelined arithmetic unit, 2 communication co-processor and a
memory divided in several banks these assumptions are fairly reasonable. For the sake of
simplicity we assume that a processor can begin a task only when all its data are stored in its local
memory, but the results of tﬁe computation can be stored in the central memory as soon as they
are available. Hence the reads precede the processes but the writes overlap the processes. These
are the only forms of hardware synchronization that we shall assume in the remaining.

Moreover, we shall assume in the following that we can access the elements of the matrix A by
columns to be more realistic and close to a FORTRAN programming style environment. Then the
two allowed transfer operations will be loading and storing a column. The duplication of a column
will have a zero cost, i.e. we assume that it is possible to transfer simultaneously the same data to
various processors.

Once the constraints are defined, the first step in the parallelization of a method is the definition of
the elementary tasks and their precedence graph. The tasks are then assigned to the available
processors according to the precedence graph. Throughout the paper, the relation T << T denotes
the precedence constraint and means thaf task T is to be completed before task T' can start its
execution [3], [4]. All other notations of graph theory will be consistent with (4] and [1].
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To be more realistic, we add the following hypothesis when triangularizing a dense n by n matrix:
an elementary task could not be of constant length (independent of n), contrarily to [5] and the
numbser of processors is limited to O(n).

Most often, pivoting of rows or columns (or both) is used for stability reasons. However for the
sake of simplicity and since our main interest is in algorithmic considerations, we shall not
consider the overhead due to pivoting.

In order to present parallel versions of the algorithms we shall use standard fortran extended with
a few new keywords for distributing the instances of a parallel loop among the processors: doall
and enddoall, and for executing serial pieces of code on a single processor: serbegin and
serend. The description of a full operating system can be found in {18].

3. THE KJI-ALGORITHM

The form KJI - SAXPY modified of the generic Gaussian elimination algorithm is introduced in
[1]. The name of this algorithm comes from the fact that the three DO loops of Gaussian
elimination are executed in the order k,j,i. It corresponds to the execution by columns of the
classical form (k,i,j). The basic operation is SAXPY : update a vector by adding to it a scalar
multiple of another vector. The form KJI - SAXPY has been introduced in [2] and modified in

[1].

Dok =1ton-1
Doall j = k+1 ton
execute Tkj i<ayy= akj’akk
Doi=k+iton
3jj = aj; - ayay; >
enddoall

Each elementary task (Tkj) in KJ1 is a linear combination of two columns. The computation cost
and communication cost of Ty are respectively 2(n-k)+1 and 2(n-k)+2. The precedence
constraints are Tk,k+l << Tk+l,j for 1<k<n-1, k+2<j<n, and Tkj << Tk+lJ for 1<k<n-1,

k+2<j<n. The precedence graph is depicted in figure 1.
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FIGURE 1
Precedence graph of Gaussian elimination
(form KJI medified) for a matrix of size 5.

The computational complexity of this algorithm has been analysed in [1]. An optimal way to
assign tasks to processors according to the precedence graph is to use a greedy algorithm. Such a
graph is also encountered when solving linear systems by diagonalization methods [19] and [20).
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{ General Form of the greedy algorithm )
Fork <- 1 ton-1

Forj<-k+lton
Execute Tkj

We assume that the elementary tasks Tkj (for j>k) can be processed in axty units where a is an

integer. For a given value of k, there are n-k tasks to be executed. The precedence graph is figured
below (see also figure 1):

T]z Tl3 Tl4 Tls Tll‘l level 1
T23 T24 725 T2n level 2
T34 Tyg .. T3n level 3
Tht n level n-1

FIGURE 2

Greedy graph

The greedy algorithm G can be informally defined as follows: G executes the tasks from one level
of the precedence graph to another, from left to right in each level, and it starts the maximum
number of tasks at each time (hence the name of greedy). More precisely, the algorithm G
executes the tasks in the following order:

Typ << T|3 <<..s< Typ << T23 STy <s Ty, s< T34<<...2< Tn-l,n

where TSST' means that the execution of T' cannot begin before that of T, but a simultaneous
execution is allowed.

At time t=1, the algorithm G starts the execution of the tasks Ty9, Ty3, ..., Tlp~ For any €21, if

qsp processors are idle, the algorithm G assigns these q processors to the execution of the
following q tasks, provided that constraint (B) makes it possible (otherwise, the algorithm
executes the maximum number of tasks).

We can now state the following result whose proof is presented in [1].
Theorem 1 :

The greedy algorithm G is asymptotically optimal. Its execution time is equal to

n-p n-1
TG =(alp). ¥ (nk)y + a. X tx
k=1 k=n-p+1

where aty_ is the execution time of Tkj (for j>k).

The execution time of the greedy algorithm is the sum of two terms. While the number of tasks
per level is greater than the number of processors, the algorithm can be executed with efficiency
one, leading to the first term. When the number of tasks per level is less than p the precedence
constraints implies that a task of a level cannot be processed as long as the tasks of the preceding
level are not completed. The second term is the sum of the execution time of each level.
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4. COMPUTATIONAL COMPLEXITY OF THE KJI-ALGORITHM

We assume first that the communications between the processors and the shared memory have
zero cost. Hence the execution of T takes t=2(n-k)+1 time units. The elementary task is then of

length O(n-k) so that it could be assumed that synchronization and data communication do not
overcome arithmetic operations. Moreover the number p of processors can be bounded by n since
the number of tasks per level is less than n. Rccsll that it is shown in [12] that processor
communication costs dominate arithmetic when O(n*®) processors are used. Remark also that if P
can be neglected with respect to n, the greedy algorithm can be executed with full efficiency which

makes our analysis useless. More precisely, we set p=an, with a<1. Our analysis will be
asymptotic (with respect to n). Hence only the highest order of the execution times is given.

Proposition 2 :

Assuming zero communication costs, the KJI-algorithm can be executed in Tg time units:
Tg= 2n3/(3p) +p213
With p = « n processors, Tg = (n2/3) [ /x + cxz) ]

We assume now that the communication costs cannot be neglected. Recall that each processor can
perform any of the four arithmetic operations in a unit of time, that a data item can be read in the
same unit of time and that there are no memory conflicts. Moreover we assume that a processor
can begin a task only when all its data are stored in its local memory, but the results of the
computation can be stored in the central memory as soon as they are available. Clearly these
assumptions are too simple for real parallel computers. However introducing a more complex
communication model will not change the qualitative results but could lead to tedious
computations and hide the significant part of the analysis. Hence the execution of Ty; takes

t=4(n-k)+3 time units.

Proposition 3 :

Including communication costs, the KJlI-algorithm can be executed in T'g time units:
TG = 2TG = 4n3/(3p) +2p2/3
With p = « n processors, Tg= (2n213) [ Qlx + 0(2) ]

Hence taking into account the communication costs, the complexity is multiplied by two. It is
worth noting that this result is not as pessimistic as those in [12] but are less optimistic than those
in [13]: communication complexity is of the same order as computation complexity. This is due to
the fact that we limit the number of processors to O(n), that our model architecture has good
communications capabilities and that the granularity of the elementary task is not too small (O(n)).

However, communications costs can no longer be neglected on such a model. In order that
arithmetic could dominate communication, we must increase the granularity of the elementary
task. This is done by considering block methods.

5. COMPUTATIONAL COMPLEXITY OF THE BLOCK KJI-ALGORITHM

Let n=qr. The matrix A is decomposed in q2 square blocks of size r. The well known sequential
block Gauss algorithm is:
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Dok=1 toq
Do j=k+itogq
Do i=k+itoq q
Aij=Aij-Aik*Akk' ‘Akj

Of course here, the inverse of the diagonal blocks Ay are not directly computed. We solve r
linear systems using pointwise Gaussian elimination.

The form KJI - SAXPY modified of the block generic Gaussian elimination algorithm is the
following:

Dok=1to
Doall j = k+1 to q
execute TBkj i< Akj = Akk-hAkj
Doi=k+lto q

enddoali

assumptions. Since we are interested in asymptotic analysis and we want to increase the
granularity of TBkj we assume that r and q go fo infinity with'n (recall that rq=n).

The computation of Akj = Akk'l'Akj is equivalent to solve r systems of size r with the same

matrix. Neglecting low order terms it requires 8r3/3 arithmetic operations (see [21]). The
computation of Aj; = Aij - Aik*Akj corresponds to (q-k) matrix products and matrix additions,

hence leading to 2r (q-k) time units. Then performing TBkj requires 2r3[(q-k)+4/3] arithmetic
operations. These computations require the knowledge of Ay, Akj» Aij and Ajy for i=k+1to q.

Hence the communications costs are 2r2[( -k)+1]. Comparing both costs we deduce that
communication is an order less than computation and can be neglected leading to the following
result:

Proposition 4 :

The comunications costs are negligible in the complexity of the biock KJI-algorithm. If Tpg and
T'gg denote respectively this complexity without communication costs and including
cominunication cost, then

In order to compute Tpg we remark that the precedence constraints are the same as for the

pointwise KJI-algorithm, Hence the preceding analysis applies and in particular theorem 1 can be
stated in the same way, only taking into account the changes in the number and the costs of the
tasks.

Theorem 5 :

The greedy algorithm G is asymptotically optimal. Its execution time is equal to

- -1
TaG=@p).Y (kg + 2.5 |
BG = (/p) k=1 @ LA k=q-p'+¥
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The number p of processors can be bounded by q since the number of tasks per level is less than
q. Remark again that if p can be neglected with respect to q, the greedy algorithm can be executed

with full efficiency which makes our analysis useless. More precisely, if we set p=xq, with o<1,
we have :

Proposition 6 :
The complexity of the block KJI-algorithm is:

TpG = 2n3l(3p) + r3p2/3
With p = «q processors, Tgg = 03G3q) [ 2« + «2 ]

For fixed g, Tgg is minimum when 2/oc + 0(2 is mi'nimum, hence for x=1. This is satisfactory:

the computation time is minimal when the number of processors is equal to the size of the problem
(p=q).

The asymptotic efficiency is equal to Egg = (n3/3)/(pTBG) = ll(2+0(3). Hence the efficiency

increases from 1/2 to 1 when p decreases from q to 1. We now compare this result with the
complexity of the pointwise KJI-algorithm.

Propositon 7 :
Let p=xq be given where o is a constant less than 1.

Tg = 203/(3xq)
T'g = 2TG = 4n3/(3xq)

Tgg =TeG = [n3/(3q)] (2/x + 0(2)
Hence:
Tc<TpGg=TeG <TG

For illustrating the preceding proposition, let us consider r=q=p=n“ 2 We obtain:
Tg = @523 < TG = Tgg =132 < T'g = (4n>'2)73.

These results might appear a little surprising: without communication costs the pointwise
algorithm is more efficient than the block algorithm and the reverse is true taking into account the
communications. The explanation of the first inequality is the following. The greedy algorithm has
full efficiency while the number of tasks per level is greater than the number of processors. Since
the granularity of the pointwise algorithm is less than that of the block algorithm, the greedy
algorithm keeps full efficiency longer. Conversely the bigger granularity of the block algorithm
makes the communication costs negligible.

6. THE ADAPTATIVE KJI-ALGORITHM

In order to take full advantages of both algorithms, we must construct an algorithm which keeps
efficiency one as long as the pointwise algorithm but preserves a level of granularity large enough
to maintain low communications costs. This can be done by reducing gradually the blocks size,
hence adapting the size of the blocks to the number of processors and the size of the remaining
matrix. Let p and n be given and set g=p+1.
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At the first step we set sy=nand r|= Is1/q1 where [,1 denotes the ceiling function. Then we
apply the first step of the block-KJI algorithm to a matrix of size §y decomposed in q blocks: q-1
of size ry and the fast of size s 1-(@-1)ry . Remark that only one processor could have a task of
length smaller than the others, which is negligible since p goes to infinity with n,

At the second step we set $2=81-11and ry=ls5/q1 and apply the second step of the block-KJI
algorithm to a matrix of size s7 decomposed in q blocks.

We repeat this process as long as the size Sk of the remaining matrix is greater than q. Once sy <q,

we use the pointwise KJI-algorithm. We obtain the adaptative KJI-algorithm, described as
follows:

Serbegin processor = 1

S=n;r=[s/q1; k=1
Serend

Whiles > q

Serbegin processor = |
Decompose A in p blocks of size r and 1 block of size s-pr
Serend

Doall j=2to q
execute TAkj 1< Akj = Akk']‘l\kj
Doi=2toq
Aij= Ajj - Ai*Ay >
enddoall

Serbegin processor = 1

S=Ss-r;r=[s/ql;k=k+1
Reduce A to a matrix of size s by deleting
the first rows and columns

Serend

Dok = n-q-1 to n-1

Doall j = k+1 ton
execute Tkj <= akj/akk
Doi=k+lton
aij = aij - aik‘akj >
enddoall
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FIGURE 3
The first steps of the adaptative algorithm

We have computed the numbers of floating-point operations and memory accesses necessited by
the following algorithms : KJI, bloc KJI and adaptative K11, using the preceding formulaes.

The following tables show that if the communication costs are not neglected, the adaptative KJI
algorithm is the best in the class studied in this paper. It has the efficiency of the pointwise
algorithm, and it preserves a granularity big enough to maitain low communications costs, like the
block-KIJI algorithm.

7.1.Without communications.

p r Pointwise KJI Block-KIJI Adaptative KJI
(for block
KJ1 only)

9 500 9.2 14.2 9.5
19 250 43 6.7 44
39 125 2.1 32 2.1
49 100 1.7 25 1.7
929 50 0.84 1.2 0.87
249 20 0.33 05 0.36
499 10 0.16 0.25 0.19

TABLE!

for a matrix of size 5000x5000. The unit time is that of 10

Execution times without communications of the three 8Igon'thms

floating point operations.
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7.2.With communications

p r Pointwise KJI Block-KJ1 Adaptative KJ1
(for block
KJI only)
9 500 185 142 9.6
19 250 8.7 6.8 45
39 125 42 33 22
49 100 34 26 18
99 50 1.6 1.3 (?.89
249 20 0.67 0.52 0.38
499 10 0.33 ‘ 0.27 0.22
TABLE 2

Execution times with communications of the three algorithms
for a matrix of size 5000x5000. The unit time is that of 109 floating point operations.
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Abstract — Zusammenfassung

An Orthogonal Systolic Array for the Algebraic Path Problem. This paper is devoted to the design of an
orthogonal systolic array of n(n+1) elementary processors which can solve any instance of the
Algebraic Path Problem within only 5n —2 time steps, and is compared with the 77 —2 time steps of the
hexagonal systolic array of Rote [8].

AMS Subject Classifications: 68 A0S (05C35, 05C38, 16A 78, 65F05, 68 E10).

CR Categories and Subjet Descriptors: C.1.2 [processor architectures): multiple data stream architec-
tures (multiprocessors) — systolic arrays; G.1.0 [numerical analysis]: general-parallel algorithms;
G.1.3 [numerical analysis]: numerical linear algebra-matrix inversion; G.2.2 [discrete mathematics]:
graph theory-path problems: B.6.1 [logic design]: design styles-cellular arrays; B.7.1 [integrated
circuits]: types and design styles-algorithms implemented in hardware; VLSI (very large scale
integration).

General terms: Algorithms, design, performance.

Ein orthogonales systolisches Feld fiir das algebraische Wegproblem. Es wird ein orthogonales
systolisches Feld (systolic array) mit n(n+ 1) einfachen Prozessoren entworfen, das das algebraische
Wegproblem in nur 5n—2 Schritten 16sen kann, im Vergleich zu 72— 2 Schritten beim hexagonalen
systolischen Feld von Rote [8].

1. Introduction

In a recent paper [8], Rote introduces the Gauss-Jordan elimination algorithm for
the Algebraic Path Problem (APP for short), a general framework which unifies
several algorithms arising from various fields of computer science, such as the
determination of the inverse of a real matrix, the shortest distances in a weighted
graph, and the transitive and reflexive closure of a binary relation. Rote [8] presents
a hexagonally connected systolic array of (n+ 1)? processors which can solve any
instance of size n of the APP in 7 n— 2 time steps, each time being the time necessary
to achieve a multiply-and-add in the underlying algebra.

The main result of this paper is the design of an orthogonally connected array of
n(n+ 1) processors which solves the same problem within only 5n—2 time steps.

Section 2 briefly reviews the APP algorithm, as introduced by Rote [8]. The new
systolic array is presented in Section 3, and its performance is compared with Rote’s
array and others from the literature in Section 4.

13
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Using massive parallelism and pipelining, the systolic array concept allows a system
implementor to design extremely efficient machines for specific computations. The
reader not familiar with systolic arrays is referred to Kung [4]. All definitions from
algebra or graph theory are consistent with Rote [8].

2. The Algebraic Path Problem

2.1. The Algorithm

The Algebraic Path Problem is defined as follows [10]: given a weighted graph
G=(V,E,w) where V is a finite vertex set, E an arc set, a function w : E— H with
weights from a semiring (H, ®, ®) with zero @ and unity @, find for all pairs of
vertices (i, j) the quantities
d;= @ w(p),
peM,
where M, denotes the set of all paths from i to j.

Let us briefly recall that a semiring (H, ®, ®) with zero @ and unity Q) is an
algebraic structure with two binary operations, fulfilling the following four axioms:

— (H, ®) is a commutative semi-group with neutral element @,
— (H, ®) is a semi-group with neutral efement @,

— @ is distributive over @,

— (@ is absorptive with respect to ®.

With the weighted graph (V, E, w) we associate as in [8] the n by n weight matrix
A=(a;), where a,;=w(i, ) if (i, j) € E and a;;=0 otherwise. We denote by M the set
of all paths from i to j which contain only vertices x with 1 <x <k as intermediate
vertices. In practice,

dj=& wi),

is equal to the successive values of a;; which we want to compute, starting from the
initial value af)’=a,; up to afy =d,,.

In the computational procedure we have to compute infinite sums of the following
kind, for which we use the special notation introduced by Rote [8]:

c":='(ZBoc’=(D DcBD(CR)P(cR®cR®)D ...

Rote’s algorithm [8] for solving any particular instance of the APP using only the
semiring operations @, ® and * is detailed below:

{phase 1: initialization of the network and
computation of the aff if i>j and afj™" if i <)
fori:=1ton
for j:=1ton
begin
for k:=1 to min(i,j)—1
ai=d " @l ® aly
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if i=j then af:=(ali~")*;
if i >j then a}j’:=a}}"”®a}’};
end;

{phase 2: computation of the af¥
such that k=j ifi<jand k=i—1if i>j}
fori:=1ton
forj:=1ton
begin
if i <j then af}:=af) ® afi™";
for k:=min(i,j)+ 1 to max(i,j)— 1
. af:=ai " ®al @af";
if i <j then af:=ali™" ® al);
end;

{phase 3: computation of the a{)
fori:=1ton
forj:=1ton
begin
if i>] then af):=a}) @ afi™;
for k:=max (i,j)+ 1 to n
o =alf™ @t @l
end;
Applications of the APP are obtained by specializing the operations @, ® and * in
the appropriate semirings. Rote [8] describes three of them in detail: the

determination of the inverse of a real matrix, the shortest distances in a weighted
graph, and the transitive and reflexive closure of a binary relation:

(i) Determination of the inverse of a real matrix: A is a real matrix, @ and ® are
the usual operations in R, and the *-operation is defined by:

if c#1 then c*:=1/(1-c).

In this case the algorithm computes (I—A4)~!. As pointed out in [8],
straightforward modifications permit to compute directly 4!,

(i) Shortest distances in a weighted graph: the weights a;; are taken in
H=Ru{-o, +o0}, @ is the addition in R extended to H (with
— 00 @ +00=+0c0), @ is the minimum, and the *-operation is defined by

if c>0 then c*:=0 else c*:= — 0.

(i) Transitive and reflexive closure of a binary relation; the a;; are boolean, @
et @ are respectively the “and” and “or” operations, and the *-operation is
defined by

c*:=true for all c.

We point out that we do not assume the multiplication in the semiring to be
commutative: this permits to easily implement blocks schemes (the APP is said to be
decomposable).
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We shall concentrate on the determination of the inverse of a real matrix, and we
introduce some notations for the general APP problem which are derived from its
interpretation in numerical linear algebra.

2.2. Matrix Inversion

We aiready pointed out that we have a very important application of the APP
algorithm by letting @ and ® be the usual operations on real numbers, and defining
the *-operation as follows:

i c#1 then c*:=1/(1 —¢).

The APP algorithm will then compute the inverse (I — A) ™! of the matrix (I — 4). In
fact, the APP algorithm corresponds in this case to the well-known Gauss-Jordan
elimination algorithm. Even more, we have a natural interpretation of the three
phases of the algorithm: let us denote

— L=(l;;) the strictly lower triangular matrix with I;;=al? if i >},
— U=(u;) the strictly upper triangular matrix with u;;=af;"" if i <j,
— D=(d,;) the diagonal matrix with d;;=a} il i=j.

We have the Gaussian decomposition

I-A=(I-L).(D7'-U)=(I~-L).-D~'.(I-DU)
so that

(I-A'=Dp'-U)y'. (-0 '=(I-DU)y'.D.(I-L)"".

Phase 1 of the algorithm computes L, U and D, whereas Phase 2 computes the two

inverses
ai™" ifi>j
I-L)y ‘=<1 ifi=j (i)

0 ili<j
and
a? ifi<j
0 ifi>j

(D“'—U)"=(I—DU)"-D={ (ii)

Finally, Phase 3 computes the product
o '-u)td-n'=(U-A"

Rote [8] shows how very simple cosmetic transformations permit to compute A"
rather than (I — 4)™*. Also, these transformations could be made in a straightfor-
ward manner for the systolic array that we propose. An other way to proceed is to
input directly the matrix (I — A) to the array to get A ™! without modifications in the
algorithm. We shall adopt this solution in our design, since it has the advantage to
respect the general formalism of the APP.

Notation: Letting £ =1—L and ¥ =D — U, we denote &£ ~! and %" the matrices
respectively defined by the relations (i) and (ii). We adopt the notation & ! for the
general instance of the APP, although it is only significant for the particular case of
matrix inversion (where (I —A)™'=w" . ")



An Orthogonal Systolic Array for the Algebraic Path Problem 191
3. The Systolic Array

3.1. Formal Description

We use a two-dimensional array of orthogonally connected processors (see F ig. 1).
The array is composed of n rows, each row k including n+ 1 processors numbered
from left to right Py iy Py

The matrix 4, followed by I, the identity matrix of order n, is fed into the array row
by row. More specifically, row k of the n by 2 n matrix (4, I)is input to processor P,,,
one new element each time-step, beginning at time t=k. This input format is
depicted in the Fig. 1.

0 0

o | 0

0o (o] 0 0

0 ! 0 a‘(&)

R

B R

)
SR

(0) (0) - -
%2 %21

(0) - - -
M

(eHeHoHe o]

]

Fig. 1. Input of the systolic array
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Stept Steptel

i1 init = true
then ( perform *~oper3uonl
begin 3y, == 8, ;
init := false ;

end

else ( transfer data)
3yt * 3n
I |

bp — @ r_’ ® I Pout
| 1
Sout
Stept Steptei
10 init = true

then { initialize current register )
begin r:=ay, () by,
Init := false ;
Bout == bin
gyt == MY [ no data Is sent downwards )

end
eise {update 3y,

begin agy = 3, O r @by,

Vout " Oin
end
Oin ® ®
®out
Stept Steptel
if init = true

then ( initialize current register )
begin r:=by,;

inft = faise ;
3gyt = N1 [ no data Is sent downwards )

end
else (update by, )

3oyt = F @ by
Fig. 2. Operation of the processors
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The operation of each processor is detailed in the Fig.2. There are three types of
processors:

— Type I: Circle processors perform the *-operation on their first input data.
Afterwards they simply act as delay cells.

— Type 2: Square processors first initialize their current register by storing after

" modification their first input data; then they act as multiply-and-add cells (when

® and ® are the standard operations on real numbers, they become classical
Inner-Product-Step cells [4], [6], [7]).

— Type 3: Double-square processors actually operate as square processors, with
the exception that their current register is not initialized in the same way
(remember that ® is not commutative).

In the k-th row of the array, the leftmost processor P, , is of Typel and the
rightmost processor Py .+ is of Type 3. All the other processors Py, ..., Py ,areof
Type 2.

The operation of a given processor in the array depends on whether it is the first data
item it receives. As shown in the Fig. 2, there is a control bit named “init” (initialized
to true) inside each processor which specifies the operation to be performed and the
line along which the data is to be sent out.

We conceptually divide the array into two triangular sub-blocks, namely the left
block and the right block, as illustrated in the Fig. 3.

LEFT
BLOCK

Fig. 3. Conceptual partition of the array into two sub-blocks
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3.2. Operation of the Array

To explain the mapping of the APP algorithm on the systolic architecture, we
describe sequentially the execution of each of the three phases of the algorithm,
although they would be pipelined in an actual execution. This sequential description
is used in the Fig. 4, which offers a synthetic view of the whole execution of the APP
algorithm.

P = G
Sy - Gy

a-A)"'

Fig. 4. Symbolic execution of the algorithm

Phase 1

We may consider here that the matrix A is input to the left triangular block of the
array: we do not deal neither with the identity matrix that follows A4, nor with the
right part of the array. Moreover, the output of the left block after Phase | will be
taken to be the input of the right block for Phase 2.

In Phase 1, the array acts essentially as the triangularization array of Ahmed et al.
[1]. At Step 1, processor P,, computes a!'} and then operates as a one-step delay cell.
At Step 2, P, has his current register initialized with a}) and then operates as a
multiply-and-add cell: indeed at Step 3, it updates a¥ into
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). _ 0 1 (0
af:=a) @ at} @ o,
and so on with a,,,a,,, ...

The following table shows the operation of the first row of processors during Phase 1
(we choose n =4 in this example):

time-step P, Py, Py P
1 af) = - -
2 - ay} - -
5 - ol -
4 - a ol i
5 — i o} ol

Fig. 5 shows the content of the registers of the left block processors as well as the
output of the array after the execution of the first phase.

(O SHSH ] 40 2 4
(- EH ek o o
({2 G
® %a

Fig. 5. Phase 1 of the algorithm

Phase 2

The left block processors are now initialized and operate as multiply-and-add cells,
transforming the identity matrix into %!, Indeed, the array realizes a linear
transformation [2]. Since it transforms 4 into ¥, it applies the transformation & ~!
to any matrix. If the identity is fed in the initialized array, the output is £~

In parallel, the right block of the array operates in a similar way as the left one during
the previous phase. Firstly the right block processors are initialized, then they
operate as multiply-and-add cells. See the Fig. 6 for a global look of the array alter
the execution of Phase 2.
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o o0 o | _‘IT“T
o o 1 o) T _{,,(222)
o @@ {eHEHR
- soH e AHE

! l

Fig. 6. Phase 2 of the algorithm

Phase 3

Left processors are idle. Right block processors continue to operate as multiply-and-
add cells, and they compute the product % . %! whose last element is output at
time Sn—2.

In an actual execution, these three phases are pipelined, according to the following
schedule:

— Phase 1 begins at time 1 and ends at time 3n—2.
— Phase 2 begins at time n+ 1 and ends at time 4n—2.
— Phase 3 begins at time 2n+ 1 and ends at time 5n—2.

Hence we can state the following theorem:

Theorem: The orthogonal systolic array of n(n+ 1) processors can solve any instance
of the APP in 5n—2 time-steps, each step being the time necessary to achieve a
multiply-and-add in the underlying algebra.

Sketch of proof: The formal proof of the validity of the array will result of the
correctness of the data movement during each of the three execution phases
described above. To demonstrate this correctness, we assume that the execution
begins at time 1 (when processor P,, computes a{}}) and we show analytically, using
induction on k, that the following five assertions hold:

Phase 1 (see the Fig.5):

(Assertion 1) The element af*) ; , is stored in processor P, j+1 attime 2k+j—1, for
I<j<n—kand 1<k<n-—1|.

(Assertion 2) For 1 <k <n, the processor P, ,_,,, outputs successively

— af® at time 2k+4+n—2,

— ¢} attime 2k+n+j-2,for j=1,2,...n—kif k<n—1.
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Phase 2 (see the Fig. 6):

(Assertion 3) The element af?} ; _, , is stored in processor P, j+rattime2k+j—1, for
n—k+1<j<nand 1<k<n.

(Assertion 4) For 1 <k <n, the processor P, ,_,,, outputs successively

— a7V at time k+2n+j-2,for j=1,2,...,k—1,if k>2,

~ 1 at time 2k+2n-2,

— 0(n—k) times, starting at time 2k+2n—1 up to time k+3n—2, if k<n—1.
Phase 3 (see the Fig.7):

(Assertion 5) For 1 <k<n, the processor P, ,,, outputs the element al?) at time
Int+k+j-2,forj=1,2,...,n.

@ oD 0] 021')_1 °(n'|)
O 2 A P H 2
OB EREIRE
@-{HEHSH=

l | !

O

2

R

W
SR

(4) (4)
%92 21

(q)
N

Fig. 7. Phase 3 of the algorithm
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4. Conclusion

We have introduced a new systolic array involving the same number of processors as
that of Rote [8] which solves the APP within 5 n — 2 time-steps, instead of 7 n — 2. As
pointed out in [8], this value is optimal within one step, provided that each of the n2
data elements is used only once in each step. Moreover, the solution of a new
instance of the APP can begin every 2 n steps. Also, in the case of matrix inversion, if
we input the matrix A followed by a n by n matrix B instead of I, it can be seen that
the array delivers (I—A)™' B (or A~ B with the straightforward modifications)
within the same number of steps.

Rote [8] mentions a unidirectional version (called GJE-UNI in [9]). which solves
the APP in 5n — 2 steps too. However, this array requires 5 n? processors (instead of
n?), and its drawbacks are that the data flow is not as regular, and processors actions
are not as uniform. On the contrary, the data moves in a regular and systematic way
in our array. The importance of designing arrays without feedback cycles is
emphasized in [5]: acyclic implementations usually exhibit more favorable
characteristics with respect to fault-tolerance, two-level pipelining, and problem
decomposition in general.

Finally, we point out that the array can be micro-programmed to solve various
instances of tne APP by selecting the appropriate semiring operations, contrarily to
the array of Guibas etal. [3] which can only compute the APP in semirings with
idempotent addition. ’
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RESUME

Nous nous intéressons a la mise en ceuvre sur des architectures VLSI hautement paralléles (réseaux systoliques) du calcul
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SUMMARY

We are interested in the systolic computation of projection operators entering digital signal processing, or more generally
adaptive systems. We first show how such computations arise when dealing with adaptive signal processing. Then we propose an
overview of various systolic arrays (including original ones) achieving real time computations.
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Introduction

Le modéle systolique a été introduit en 1978 par Kung
et Leiserson [20] pour répondre 4 la demande sans
cesse croissante d’une plus grande puissance de calcul
4 moindre frais. Il s’est révélé &tre un outil trés efficace
pour la conception de processeurs intégrés spécialisés
(citons pour référence [14, 19, 21, 22] parmi d’autres).
En un mot, une architecture systolique est agencée en
forme de réseau composé d’un grand nombre de cellu-
les élémentaires identiques et localement interconnec-
tées. Chaque cellule regoit des données provenant
des cellules voisines, effectue un calcul simple, puis
transmet les résultats, toujours aux cellules voisines,
un temps de cycle plus tard. Pour fixer un ordre de
grandeur, disons que chaque cellule a la complexite,
au plus, d’un petit microprocesseur.

Les cellules évoluent en paralléle, en principe sous le
contrdle d’une horloge globale : plusieurs calculs sont
effectués simultanément sur le réseau et on peut résou-
dre plusieurs instances du méme probléme a la suite.

La dénomination « systolique » provient d’une analo-
gie entre la circulation des flots de données dans le
réseau et celle du sang dans le corps humain, I'horloge
qui assure la synchronisation globale constituant le
« ceeur » du systéme.

Nous nous intéressons dans cet article a la réalisation
systolique du calcul des projections intervenant dans
le traitement des signaux numériques. Comme nous
allons le montrer dans ia premiére section, le pro-
bléme général peut étre posé de la maniére suivante :
Calculer successivement A; ' B, pour i=1, 2, ..., ot
les matrices A, et B,, respectivement de tailles n x n et
nx p, sont fonction de A,_; et B, _,.

Nous proposons tout d’abord, dans la section 2, une
étude générale pour calculer A ! B par décomposition
en sous-problémes matriciels élémentaires. Nous fai-
sons un tour d'horizon des meilleurs réseaux existants
qui conduisent au produit A~!B par combinaisons
des réseaux fondamentaux, aprés quoi nous propo-
sons un réseau basé sur la décomposition de Gauss-
Jordan qui permet de calculer directement A~ ! B.

Enfin, nous donnons dans la section 3 la description
de deux réseaux systoliques qui permettent de tenir
compte des éléments de A,_, et B,_, dans le calcul
de A 'B, Le premier est basé sur la formule de
Woodbury et le second est un réseau original qui
inclut la mise a jour des matrices.

1. Projections en traitement du signal

Un systéme adaptatif peut étre défini par un opérateur
optimal, construit & partir d’un modéle d’observation
et d'un critére d’optimisation (voir fig. 1). Un grand
nombre d’opérateurs optimaux sont constitués de pro-
jections, notamment lorsque le critére est quadratique
et le modéle linéaire. Dans le cadre de la modélisation
et du traitement de signaux numériques observés sur
une durée finie, les projections prennent une forme
simple. Nous allons développer dans cette section
quelques aspects de P'utilisation des projections dans
le domaine du traitement adaptatif du signal.

Sortie

Opéreateur
Optimel

Observotion

Modele
d'Observation
Hypothéses
A Priori

Contre-Résction
éventuelle

Critere
d'Optimisetion

Fig. 1. — Schématisation d'un traitement adaptatif.

i.1. PrROJECTIONS

Considérons I'espace hilbertien L? des vecteurs déter-
ministes de dimension p, muni du produit hermitien :
{x,y>=x'G 'y, ou G est une matrice hermitienne
P % p définie positive et ou x' désigne le vecteur trans-
posé conjugué de x. Soit Y une matrice p x n formée
de n vecteurs colonnes y, Cette matrice définit un
sous-espace L2y, de dimension D(Y)<p engendré
par la famille {y,, ..., y,}. En particulier, si Y est
de rang plein, D(Y)=inf(p, n). La projection d’un
vecteur x de L2 sur L}y, est caractérisée simplement
par le vecteur de L2 :

(1 Fp(Y, )=(Y'G™'Y)"'Y'G 'x

ou A ! désigne I'inverse généralisée de A lorsque A
est singuliére [10]. En d’autres termes F, (Y, x) définit
ici une application de L,’, dans L2. Ce type d’expres-
sion est constamment rencontré; citons par exemple
I'estimation par les moindres carrés généralisés de
paramétres déterministes dans un modéle d’observa-
tion linéaire [28, 31] : coefficients de modéles AR [31,
3, 11], analyse spectrale paramétrique [12, 17], analyse
haute résolution spatiale ou spectrale [12], ... Une
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forme voisine est rencontrée si la projection est
immergée dans L2; le projecteur, que nous noterons
F,(Y), est alors une application de Lf, dans lui-méme :

(2) F(Y)x=YFy(Y, )=Y(Y'G 'Y) 'Y'G ' x

Remarquons qu’alors le projecteur sur I'espace ortho-
gonal s’écrit :

3) FO(Y)=Y[I—(Y'G™'Y)"'Y'G})

Ces deux derniéres expressions sont a la base de la
théorie des filtres en treillis [17, 8].

Les projections prennent une forme similaire pour des
signaux aléatoires. En effet, soit H} I'espace hilbertien
des vecteurs aléatoires de dimension p, muni du pro-
duit hermitien : { x, y >=E{x'G~'y}. La projection
d’un vecteur x de H? sur le sous-espace engendré par
la matrice aléatoire ?, revét la forme suivante :

(4 F,(Y)x=YFy(Y, x)
=YE{Y'G 'Y} 'E{Y'G 'x]

Fp(Y, x) est ici un vecteur déterministe de L? repré-
sentant les coefficients de x dans sa décomposition
sur la famille génératrice {y,, ..., y,}. Par exemple,
ce vecteur correspondra au filtre linéaire optimal en
détection et estimation bayesiennes; citons pour
mémoire la théorie du filtrage de Wiener et de Kal-
man [16, 32]. L’expression (4) n’est utilisable dans la
pratique que si les deux moments d’ordre deux y
intervenant sont connus, ce qui limite fortement ses
possibilités d’application. Ainsi, les matrices de cova-
riance intervenant dans (4) sont'en pratique rempla-
cées par des matrices estimées a partir d'un ensemble
d’observations {Y* x* 1< MM} possédant les
mémes caractéristiques au second ordre, si bien que
le projecteur a calculer prend la forme adaptative :

M -
(5 Fp(Y, x)=[ Y a‘,Y"'G"Y"] '

u=1

M
x[ Y b“Y“‘G"x"]
M

=1

Nous constatons donc que le calcul de produits tels
que A”'B, ol A et B sont des matrices pxp et pxn
respectivement, est omniprésent. Suivant le probléme
abordg, ces deux matrices peuvent avoir diverses for-
mes particuliéres imposées : hermitiennes, symétriques
réelles, Toeplitz, proches de Toeplitz, circulantes,
Hankel, etc., ces structures pouvant étre agencées par
blocs dans le cas de signaux multivariables.

1.2. STRUCTURE DES MATRICES

Limitons notre champ d’investigation a I'observation
de processus localement stationnaires. Dans la prati-
que, les observations sont toujours de durée finie, et
sont modélisées afin de pouvoir utiliser I'hypothése de
stationnarité au second ordre (au moins localement).

Cette modélisation, parfois implicite, a un impact
important sur la structure des matrices de covariance
figurant dans la formulation des projecteurs. En réa-
lité¢, de maniére non exhaustive, on peut grossiérement
distinguer trois classes de modélisation, conduisant a
trois types de structure de matrices de covariance :

1. les observations sont des réalisations infinies tron-
quées par une fenétre d'observation; plusieurs types
de fenétres sont couramment utilisés & cet effet (17,
11, 8]. Ce type de modéle conduit & des matrices de
covariance toeplitz symétriques par blocs dans le cas
stationnaire;

2. les processus étudiés sont périodiques en moyenne
quadratique, et les observations sont considérées
comme étant des réalisations d’exactement une
période de longueur. Les matrices de covariance de
telles observations sont alors toeplitz circulantes par
blocs. C'est cette modélisation qui est implicitement
adoptée lorsqu’on exploite la Transformée de Fourier
Discréte (TFD) des observations pour déterminer un
traitement optimal [4);

3. Les observations sont directement délivrées dans
le domaine fréquence ou vecteur d’onde. Les échantil-
lons successifs sont par conséquent & valeurs com-
plexes et théoriquement indépendants [4, 26]). Ceci
permet, méme si cette propriété n'est vérifiée dans la
pratique qu’asymptotiquement, d’estimer facilement
les matrices de covariance 4 partir d’un moyennage
spectral ou spatial (périodogramme lissé) et d’en con-
naitre les propriétés statistiques [4). Dans ce type de
modéle d’observation, les matrices de covariance de
chaque échantillon sont hermitiennes, et la matrice de
covariance de I'ensemble de I'observation est théori-
quement hermitienne bloc-diagonale.

1.3. TYPES DE RECURRENCE

Afin de compléter cette caractérisation de Pacquisition
des données, il faut définir le mode de succession des
échantillons, dont tiendra nécessairement compte un
traitement adaptatif en aval. Comme cela a été déja
souligné dans la littérature [8], il existe deux grandes
familles de traitements adaptatifs :

1. les traitements dits « par blocs », dans lesquels les
données arrivent par groupes disjoints qui sont traités
séparément. L'estimation escomptée est alors calculée
lors de chaque acquisition d’un nouveau bloc. En
général, les observations spectrales sont délivrées de
cette maniére. Ces blocs peuvent éventuellement s'in-
tersecter (recouvrement) [33] et étre apodisés de fené-
tres [4];

2. parallélement, dans les traitements « récursifs », la
sortie est recalculée 4 chaque acquisition d’un nouvel
échantillon en fonction de la sortie calculée a I'instant
précédent. Bien que ce soit malgré tout possible, les
traitements récursifs ne fonctionnent habituellement
pas conformément a une division par blocs. :
Les classifications que nous venons de faire ci-dessus
nous permettent maintenant de considérer les divers
problémes susceptibles d’étre rencontrés :
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1. Pour un traitement de type « par blocs », nous
devrons calculer un nouveau projecteur a chaque
acquisition d'un nouveau bloc de données. Si on se
référe a la pratique usuelle, ce type de traitement
est souvent rencontré dans le domaine spectral. Des
récurrences peuvent étre construites en fonction du
bloc précédent ou a I'intérieur méme du bloc :

a. solution (bloc k)= { solution (bloc k —1) };

b. solution (bloc k, échantillon j)
=/ {solution (bloc k, échantilion j—1) }.

Les matrices de covariance dans le premier cas (a)
sont remises a jour par une modification de rang 1 :

{ B(k)=(I—0) B(k—1)+a,u,v;
O<a,<1

(6)
alors que dans le second (b), aucune relation particu-
liere n’existe a priori entre les valeurs successives des
covariances :

(7 B(k, )=B(k, j—1)+e(k, j)

En revanche, sous réserve de certaines propriétés de
continuité de B(k, j) en fonction de j, Pinnovation
e(k, j) pourra étre considérée de petite norme. Sinon,
les covariances sont recalculées a chaque pas k i
partir de moyennes :

M Q
(8) B(k,])= z Z bk-—m,}—qul—m.]vl—m.j—q
m=14¢=-Q

2. Pour les traitements « récursifs » sans division par
blocs, le calcul des covariances se limite a :

Q
B()= Z bl-q“]-c v;-q
¢=1

et [a récurrence s’écrit :

(9 B)=f{B(i—-1D}=(0-0)B({—1)+o,uuv);
0<cz,<l

On peut retrouver les estimateurs classiques des matri-
ces de covariance en jouant sur le coefficient a, :

Si o, =1/k et B(0) =0 dans fes récurrences (6) ou (9),
Iestimateur de la covariance B(k) n'est autre que

celui du périodogramme (ou corrélogramme)
moyenne :

J
(10) B()= ) u,vij

=1

En revanche, si a,=a, le moyennage est de type
exponentiel :

j
(11 B()=a Y o/ u v} +(1—a) B(0)

q=1

ARCHITECTURE SYSTOLIQUE DE SYSTEMES ADAPTATIFS :

f.4. POSITION DU PROBLEME

Finalement, les caiculs qui devront étre réalisés seront
ceux des projecteurs conformément aux expressions
(1) & (3), dans lesquelles les matrices de covariance
seront soit recalculées a chaque pas, soit calculées
récursivement, a partir des transformations (6) a (9).

Nous avons déja présenté dans [5] une implémentation
systolique performante de projections dans le cas d’un
calcul non récursif, et de matrices de covariance her-
mitiennes, ou symétriques réelles, sans structure impo-
sée (le principe est rappelé en section 2.2). De plus,
nous allons nous intéresser dans la section 3 aux cal-
culs de projections régis par la récurrence exponen-
tielle (9) et (11) :

{F,(Y,x)};=A;'B,
Aj=(1-0)A,_, +ou;uj;
B,=(|—a)B,_,+au,vj;

O<a<li

(12)

ot u;=Y;G™"? et v;=x!G /2 sont donnés.

Dans un premier temps, aucune structure particuliére
ne sera imposée aux matrices de covariance si ce n’est
I'hermicité (ou la symétrie) et la non-négativité. Elles
ont une dimension dont I'ordre varie de 10 sur 10 a
100 sur 100. Dans la pratique, on peut envisager les
réseaux permettant le calcul récursif des projections
dans le cas des structures imposées (structure toeplitz
symétrique par exemple). On ne gagne rien a intro-
duire un réseau spécialisé sur un type particulier de
structure, les réseaux proposés ici dans le cas général
restent en effet d’une grande efficacité dans le cas des
structures imposées. Il existe cependant des travaux
traitant ces cas particuliers, nous nous contentons ici
de renvoyer 4 ia littérature correspondante [6, 7).

2. Réalisation systolique de A-'B

2. 1. RESEAUX USUELS DE L'ALGEBRE MATRICIELLE

Récemment, de nombreux réseaux systoliques ont été
proposés pour résoudre les opérations fondamentales
de I'algébre linéaire (citons parmi les principaux les
travaux de Gentleman et Kung [9], Kung et Leiserson
[20], Hwang et Cheng [15], Kramer et Van Lecuwen
(18], Li et Wah [23], Nash et al [25], Preparata et
Vuillemin [27], Robert et Tchuente [29] etc.), le méme
réseau pouvant servir a différentes applications. Ils
permettent de réaliser le produit de deux matrices, la
triangularisation d’une matrice (décompositions LU
et QR}, I'inversion de matrices triangulaires, la mul-
tiplication de matrices et méme la résolution de systé-
mes linéaires.

En ce qui concerne le probléme particulier du calcul
de A™'B, on se raméne aux sous-problémes élémen-
taires suivants : décomposition LU, inversion de
matrices triangulaires et multiplication matricielle.
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Plus précisément, on décompose la matrice A en LU,
on inverse les matrices triangulaires L et U puis on
les multiplie de fagon a obtenir U™'L~!. 1l ne reste
alors plus qu’a postmultiplier par B pour obtenir le
résultat.

Nous nous proposons dans cette section de faire un
rapide tour d’horizon des réseaux systoliques élémen-
taires les plus performants pour chacun de ces problé-
mes élémentaires,

Multiplication matricielle

On présente ici un réseau systolique bidimensionnel
qui réalise le produit de deux matrices denses A et B
de taille n [27]. Comme il s’agit du premier réseau
que nous décrivons, nous détaillons particuliérement
cette présentation.

Le nombre de pas pour effectuer le calcul en séquen-
tiel est n°, et nous avons en vue un temps d’exécution
linéaire (de I'ordre de n) sur un réseau de O (n?) cellu-
les. Un produit de deux matrices de tailles n par n
n’est jamais que le résultat de n? produits scalaires a n
termes. Ainsi, pour calculer un élément du produit C,
disons c;;, on doit réaliser le produit scalaire de la
ligne i de A et de la colonne j de B.

Une fagon naturelle d’effectuer ce produit scalaire est
illustrée sur les figures 2 et 3 (pour n=13). Ici, le réseau
comprend une seule cellule, dont le registre interne
est modifi¢ par accumulations successives jusqu'a
acquérir la valeur définitive du produit scalaire. On
désigne par IPS (pour Inner Product Step), la cellule
qui réalise 1 pas du produit scalaire (multiplication
suivie d’une addition).

L. {
[ c —q ¢ }—eo
l l
b
c=c+abd
Instant Instant t+1

Fig. 2. — Cellule IPS.

%13 02 o) — —

Fig. 3. — Calcul du produit scalaire.
Pour calculer I'élément c,;, I'algorithme est donc le suivant :

¢y =0;
Pour k : =1 a n faire
cyi=cyta,. by

Pour calculer la matrice C compléte, nous allons
utiliser n? cellules, une par coefficient, comme le mon-

tre la figure 4 sur des matrices 3 x 3. Le réseau obtenu
fonctionne en temps 3n—2. On peut s’en convaincre
facilement en suivant le parcours des derniers coeffi-
cients a,, et b,,.

33

32 23
by P2z by
®21 b2
b
l | l
%13 82 oy F‘ —
| |
%23 %22 2 ) — —
1 | 1
°33 “32 °31 —
! I l

Fig. 4. — Produit de deux matrices denses.

Une difficulté cependant se pose. En effet, a la fin du
calcul, les coefficients de la matrice C sont stockés
dans le réseau. Il nous faut imaginer un mécanisme
permettant de vider celui-ci. En effet, seules les cellules
frontiéres peuvent communiquer avec I'hédte, il est
donc exclu de lire directement et en paralléle (en un
seul top d’horloge!) le contenu des registres internes
des n? cellules. De méme, Pinstruction qui consiste a
vider le réseau doit se propager de cellule en cellule,
et ne peut étre envoyée par un organe de contrdle
central a toutes les cellules.

Plusieurs solutions peuvent étre envisagées. Nous
décrivons dans la suite un dispositif ou le réseau se
vide par la gauche, en utilisant le bus de circulation
des coefficients a,. L'opération des cellules est main-
tenant commandée par un ou deux booléens de con-
trdle, qui circulent de la gauche vers la droite.

Informellement, le principe est le suivant : si la der-
niére accumulation dans une cellule K a lieu au
temps ¢, au temps ¢+ 1 celle-ci envoie sur la droite le
contenu ¢ de son registre interne. Au temps t+1, sa
voisine de droite K’ laisse passer inchangée la variable
¢ en la transmettant a3 nouveau vers la cellule de
droite K”. Au temps t+2, K’ envoie a son tour le
contenu de son registre interne 4 K”. Le booléen
contrélant le vidage se propage donc 4 la vitesse 1/2, i
gagnant une nouvelle cellule tous les deux tops. Ce
ralentissement est obtenu en insérant une bascule sup-
plémentaire sur son parcours.

Nous pouvons maintenant décrire en détail ce que
pourrait étre le fonctionnement d'une cellule lors
d’une mise en ceuvre concréte. Tout d’abord, le con-
trole des cellules doit coder les états suivants :

— début : commencer un nouveau calcul;

— accum : accumuler un pas de produit scalaire dans
le registre interne (régime permanent);
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— trans : transmettre inchangé un coefficient vers la
droite (correspondant au registre interne d'une cellule
plus a gauche);

— vider : transmettre le contenu du regitre interne
vers la droite.

En fait, les trois variables début, accum et trans se
propagent a la vitesse | et peuvent &tre codées sur
deux bits, et un bit supplémentaire est nécessaire pour
la variable vider, qui se propage a la vitesse 1/2. La
figure suivante détaille le fonctionnement complet
d’une cellule.

b
début, accum 1 1 dédut, sccum
trans s« :3 r. trans
vider — C L — S vider
8 —N I — — 1 — o
b
Instant t Instant t+1

cas contréle de
début :c':=a‘'b;a:=a;b:=b;
accum :cC'=c+a.b;a:=a;b:=b;
vider :C=nil;a =c ;b =nil;
trans Ci=c;a:=a;b :=nil;

Fig. 5. — Contréle des celluies du réseau.

| l l

IR

1L
I

1 | l
Fig. 6. — Circulation du booléen vider.

L’instruction vider doit arriver en méme temps que
Iinstruction trans, avec priorité sur celle-ci, un top
apres le dernier coefficient significatif. Par exemple,
la premiére cellule de la premiére ligne recevra cette
instruction au top n+ 1.

Les figures 5 et 6 illustrent la communication entre
deux cellules voisines d'une méme ligne. On peut
imaginer que la premiére cellule de chaque ligne trans-
mette les instructions de contrdle qu’elle regoit & sa
voisine de dessous, puisque cette derniére effectue les
mémes opérations qu’elle avec un retard d’'un top.
Ceci permet de ne faire communiquer, en matiére de
controle, que la premiére cellule en haut a gauche
avec l'extérieur, réduisant ainsi le nombre de ports
d’entrée-sortie nécessaires.

Le premier coefficient c,, est délivré & la droite du
réseau juste aprés a,,, et un nouvel élément suit tous
les tops. Cette phase de vidage requiert donc n tops
supplémentaires, et le temps total d’exécution devient
égalda dn—2.

Décomposition LU

De nombreux réseaux systoliques ont été proposés
pour la triangularisation d’une matrice dense [, 9]...
Gentleman et Kung proposent un réseau orthogonal
[9] qui permet d'effectuer la décomposition LU d’une
matrice.

’
ARCHITECTURE SYSTOLIQUE DE SYSTEMES ADAPTATIFS

La décomposition d’une matrice en produit LU de
matrices triangulaires est basée sur I'élimination de
Gauss [10]. La décomposition LU est utilisée pour la
résolution des systémes linéaires Ax=b. Le second
membre b subit les mémes transformations que la
matrice A, on posera a cet effet A =(A, b) [matrice
de taille n x (n+ 1)]. On peut schématiser I'algorithme
général de triangularisation de la maniére suivante :

Pour k : =1 a n—1 faire
Pour i:=k+1 d n faire

ligne k ligne k

i =Myl .

igne i ligne i
La matrice M;, est choisie de maniére a annuler le
coefficient en position (i, k). L'algorithme procéde en
n—1 étapes. A I'étape k, la k-iéme ligne sert de pivot.
On la combine -avec toutes les lignes inférieures pour

annuler les éléments de la k-iéme colonne situés sous
la diagonale.

Le choix des matrices M,, dépend des propriétés de
la matrice du systéme. En effet, il est exclus d’intro-
duire des techniques de pivotage, méme partiel, car
cela aurait pour effet de détruire la régularité du
réseau. Aussi emploie-t-on la méthode de Gauss (sans
pivotage) pour des matrices symétriques définies posi-
tives ou a diagonales dominantes [10]. Dans le cas
général, il faut recourir 2 des matrices de factorisa-
tions orthogonales (matrices de Givens) pour des rai-
sons de stabilité. L’algorithme est le méme dans les
deux cas, au choix de la matrice M, prés. De notre
point de vue, il importe seulement d’organiser les
rencontres ad hoc entre les lignes de la matrice, indé-
pendamment de la nature des combinaisons réalisées
par les processeurs.

Gentleman et Kung [9] utilisent un réseau triangulaire
de processeurs connectés orthogonalement, reproduit
figure 7 pour n=4. Le nombre total de cellules est
égal & n[(n+1)/2+1]. La matrice A entre dans le
réseau colonne par colonne. Plus précisément, le pro-
cesseur Py, recoit les coefficients de la colonne k, un
nouvel élément a chaque top d’horloge, a partir du
temps k. Ce format d’entrée est également représenté
figure 7.

D’une fagon informelle, disons que la k-iéme ligne du
réseau est destinée 3 effectuer I'étape k de I'algo-
rithme. Pour cela, on procéde en deux temps.
D’abord, il faut stocker la k-iéme ligne de la matrice
dans le réseau, un coefficient dans le registre interne
de chaque cellule. Les lignes suivantes traversent alors
les processeurs Py, ..., P, ., ,_,, et effectuent au
passage une combinaison avec la ligne pivot k. A
cet effet, les matrices My, 4, Myys s - .., M, sont
génerées par la cellule ronde et transmises a toutes
les autres cellules de la ligne. Bien siir, ces deux phases
sont pipelinées, si bien que la cellule P,, génére les
premiéres matrices M,, alors que les derniers coeffi-
cients de la ligne pivot ne sont pas encore stockés.

Examinons en détail le fonctionnement de la premiére
ligne du réseau. Tout d'abord, la premiére ligne de la
matrice A est stockée dans les registres internes des
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Fig. 7. — Triangularisation d’une matrice dense.

cellules : I'élément a,, est stocké dans le proces-
seur P,, au temps k. Quand une ligne numéro i(i22)
est lue par le réseau, elle est combinée avec la ligne 1
de maniére a annuler I'élément a,,. La matrice M;,
est générée par la cellule P,, au temps i, puis elle est
envoyée aux autres cellules de la ligne. Plus précisé-
ment, la cellule P,, (k £2) effectue au temps i+k—1,
la transformation suivante :

(@ ay)' : =My, .(a,,, a,)

On procéde de la méme maniére pour toutes les
lignes k.

Il'y a deux types de cellules dans le réseau de la
figure 7 : les cellules représentées par des ronds et
celles représentées par des carrés.

Plus précisément, la k-iéme ligne du réseau est compo-
sée de :

— la cellule P, (cellule ronde), qui génére les matri-
ces M,, pour i>k;

— toutes les autres (carrées), qui appliquent les trans-
formations M,,.

La programmation détaillée des cellules est décrite ci-
dessous dans la figure 8 dans le cas de I'élimination
de Gauss pour une matrice 4 x 4.

Le programme des processeurs est I'unique chose a
modifier pour traiter le cas d'une factorisation ortho-
gonale avec des matrices de Givens. Le flot des don-
nées et I'organisation des rencontres entre celles-ci
reste inchangé, quel que soit I'algorithme de triangula-
risation utilisé. Dans la pratique, il serait facile de
combiner les deux approches Gauss et Givens pour

in

Sout

Iostant t Instant t+1
sl inil = vrai
alors ( stocker a;q, }

début r = a,, ; init = faux ; fin
sinon ( modifier a;, }

gyt = - ap /v

On

Instanty Instant te1
sl init = vrai
slors { stocker aj, )

début r:= a;, ;init = faux ; fin
sinon ( modifier a,, }

début Aoy = Bjp+ by r;

LTELTH
fin
Fig. 8. — Programmation des cellules
val:
pour I'élimination de Gauss.

obtenir des cellules programmables, le choix de I'algo-
rithme dépendrait alors d’un bit de contréle. Bien
mieux, on peut imaginer des variantes mixant les deux
stratégies selon la taille du pivot rencontré. Cepen-
dant, le synchronisme total limite Iintérét de telles
stratégies, puisque le réseau fonctionne au rythme du
processeur le plus lent.

L’évolution des opérations de la premiére ligne  du
réseau est résumée dans les figures suivantes sur un
exemple avec n=4. Dans la table de la figure 9, on
note M,; pour la génération de la matrice d’élimina-
tion. De méme, on note a,; le contenu des registres
internes des cellules dans la figure 9. af¥ est la valeur
de a;; aprés k étapes d’élimination.
A la fin des n—1 étapes de I'algorithme, la matrice
triangulaire (U, b’) est stockée dans le réseau de la
maniére suivante:

YUY A

’

Uyaly3lyy by
’

Uyyiy, by

’
A

Il reste a vider le réseau. La philosophie générale du
modele impose un vidage systolique, par propagation
d’une variable de contrdle. De plus, on voudrait le
vidage du réseau de la phase de calcul, de maniére
a éviter n tops supplémentaires. Nous adoptons un
processus de vidage ou chaque cellule envoie le con-
tenu de son registre interne a sa voisine de droite
quand elle a fini de calculer.
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P11 Py2 Pi3 P14 P1s

a3

4 53"
5 .- agal"  agalt ap(M \ by stockage
& - . 243V agal"  b,(") élimination

Fig. 9. — Opérations
de la premiére ligne du réseau.
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Fig. 10. — Visualisation

de la premiére ligne du réseau.

Dans I'exemple précédent avec n=4, au temps 4 la
cellule P, travaille pour la derniére fois. P,, reste
inactive durant un top puis envoie u,, vers la droite.
P,, finit son travail au temps 5 et transmet son
résultat au temps 6. Il transmet u,, vers la droite au
temps 7, puis envoie le contenu de son propre registre
uy, au temps 8. Le processus se poursuit, et u,, est
deélivré en sortie par la cellule P, au temps 9+i
(1gign+1). De méme, on commence 4 vider la
deuxiéme ligne du réseau au temps 8. On voit que les
premiéres lignes du réseau sont vidées alors que les
derniéres continuent & opérer: c’est 1a le « pipeline»
que nous désirions.
Dans le cas général, le dernier calcul & lieu au temps
2i+3 dans la cellule P, et u ., (1Sish,
0<k<n—i+1) est délivré en sortic du réseau au
temps 2n+i+k+ 1. Enfin, remarquons que I'on peut
simplifier fe vidage dans fe cas de I'élimination de
Gauss. Comme nous I'avons déja remarque, les u; ;,,
ne seront plus modifiés une fois stockés, et peuvent
donc étre envoyés immédiatement vers le bas lors de
leur stockage.
Le temps de calcul total pour effectuer la décomposi-
tion LU d’une matrice de taille n est donc 3n+2 sur
ce réseau. Dans le cas de I’élimination de Gauss, on
obtient également la décomposition LU de A: les
coefficients de la matrice L se déduisent directement
(par changement de signe [10]) des matrices M,,, qui
sont délivrées en sortie a la droite du réseau lors du
processus d’élimination.

*

Inversion de matrices triangulaires

Le réseau orthogonal précédent permet d’inverser une
matrice triangulaire dans un temps 3n. Li et Wah
proposent un réseau de cellules connectées hexagona-
lement [23] qui calcule I'inverse en un temps asympto-
tique de 2n seulement. Cette performance (la meil-
leure connue) a été obtenue a I'aide d’'une méthodolo-
gie de synthése systématique des réseaux.

] 1 "o
T I T
s
1 T
5 - .
T
i
1 <o €3 Car
€22 37 a2
33 Ca3

Fig. 1. — Inversion d'une matrice triangulaire.

Le réseau est représenté dans la figure 11 pour une
matrice triangulaire inférieure C de taille 4x4.
Comme le montre la figure, le flot des entrées se fait
diagonale par diagonale au rythme de 1 coefficient
tous les tops d’horloge. Le réseau est composé de
deux types de cellules, dont I'action est décrite a la
figure 12.

[] x/e
X . x/8
]
Temps { Temps (+/
v v
! 1
o — X x-u®v o | e
S T
Temps ( Temps (+/

Fig. 12. — Opérations des cellules
pour l'inversion.

Plutét que de proposer une explication détaillée du
fonctionnement de ce réseau, nous invitons le lecteur
d suivre lui-méme le processus d’élimination sur le
réseau.
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Bilan

On peut maintenant évaluer le temps de calcul global
du produit A™'B & partir des réseaux élémentaires
précédents pour une matrice A de taille nxn. On
obtient asymptotiquement la triangularisation en 3n
unités de temps, I'inversion d’une matrice triangulaire
en 2n et la multiplication en 4n. Soit 11 n unités de
temps pour obtenir la matrice A ~!, donc 15n au total
pour obtenir A ™' B. De plus, le flot des entrées n’est
pas compatible d’une application a I'autre (entrée des
matrices par colonnes ou par diagonales). Il faudrait
donc en toute rigueur rajouter au temps de calcul, le
temps de réordonnancement des données, et le coit
d’un stockage intermédiaire en mémoire de I'architec-
ture hote.

Il est possible d’utiliser d’autres réseaux élémentaires
pour effectuer le calcul de A~'B, comme le réseau
de Kramer et Van Leewen qui calcule I'inverse d’une
matrice. Mais cette opération doit étre suivie d’une
multiplication sur un autre réseau, et la méme remar-
que s’applique. A ce sujet, nous renvoyons 4 la discus-
sion de Moraga [24] qui montre tout I'intérét d’une
approche basée sur un seul réseau, comme celui que
nous décrivons maintenant.

2.2. CALCUL DIRECTDEA "' B

Le calcul direct de A~!'B peut étre vu comme la
résolution de p systémes linéaires de méme matrice :

Axi=bb l§'§l’

On note B la matrice de taille nxp formée des p
vecteurs seconds membres b; et C la matrice (A, B)
de taille n x (n+ p).

Nous proposons ci-dessous un réseau orthogonal de
n(n+1) cellules qui permet le calcul de A~'B en
temps 4n+p. C'est le réseau transposé de celui décrit
dans [5].

Le calcul de A~! B s’effectue a partir de la diagonali-
sation de Jordan. Comme dans le cas de la triangulari-
sation, si la matrice A n’a pas les propriétés de stabi-
lit¢ requises, il faut mixer P'algorithme d’élimination
avec un algorithme de factorisation orthogonale. Sup-
posons pour l'instant que A est non singuliére, et
préoccupons nous exclusivement de Pimplantation
systolique de la méthode, sans souci numérique. L'al-
gorithme vise a réduire la matrice C=(A, B) en la
matrice (I, A ! B) en la prémultipliant par n matrices
élémentaires J,, J,, . . ., J, (matrices de Jordan).

Posons C,=J,.C, _,, la matrice obtenue aprés k éta-
pes de I'algorithme, en partant de Cy=C. Soit C? la
matrice de taille nx(n+p—k) formée des n+p—k
derniéres colonnes de C,. On choisit J, de telle sorte
que les k premiéres colonnes de C, soient celles de I,
(matrice identité d'ordre n). C, a donc la structure
suivante: '

Cy=[les k premicéres colonnes de 1, CJ]

En particulier, CJ est la matrice A ™' B cherchée. La
matrice J, différe seulement de Iidentité par sa k-
iéme colonne, que I'on note:

k k)t

[efk- - . Bl
Les coefficients de la matrice C{ sont notés (%),
Isisn, k+1<j<n+p. La valeur des cff), 1Si<n,

k<jsn+p, 1Sksn, est calculée récursivement par
Palgorithme suivant, partant de c{)’=c,:

pour k:=1 a n faire

début
{ calcul de J, }
W) =y
pour i:=1 an, ik, faire
(B) el = —ci 7w cfl);
{ calculde C} }
pour j:=k+1 a n+p faire
début
pour i:=1a n, i#k, faire
(©) ci=ct VP r Y,
(D) c=cfwcltn;
JSin;
fin;

Attention, ici c{f) désigne un élément de la k-iéme
colonne de J,, tandis que c{}’ avec k <j se rapporte a
la matrice Cy,.

Pour implanter cet algorithme sur un réseau systoli-
que, nous utilisons un réseau orthogonal i n(n+1)

a3
b3z by
bas by by,
B3 by by oy,
2 by %34 %3
Pl %24 °53 %
%14 %23 32 a1
%3 %22 °3 N
%2 21 - -
v
A P2 Rs3 Ra - Pis
Y Ps

2o
w

Q -
! ! l

Fig. 13. — Calcul direct de A "' B.

1
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cellules. Le réseau se compose de n lignes, chaque
ligne k comprenant n+1 processeurs numérotés de
gauche a droite P, , ..., P, ,,,. Il est décrit dans la
figure 13 sur un exemple de taille n=4 et p=3. La
matrice A entre dans le réseau ligne par ligne, suivie
de la matrice B. Plus précisément, la k-iéme ligne de
la matrice C est en entrée de la cellule P, ,, un nouvel
élément tous les tops d’horloge, & partir du temps k.
Ce format d'entrée est également décrit figure 13.

Avant de décrire en détail le fonctionnement de ce
réseau, il convient de donner un mot d'explication
informelle: dans le réseau de Gentleman et Kung, les
lignes de la matrice sont stockées dans les processeurs,
et les matrices M,, circulent a travers le réseau. Ici,
le fonctionnement est dual: les lignes circulent, et les
matrices M,, sont stockées dans les cellules. En effet,
dans I'algorithme de Jordan, chaque ligne doit, quand
elle devient la ligne pivot, rencontrer toutes les autres,
et non plus seulement celles d’indices supérieurs. Plu-
tot que de faire repartir & travers le réseau une ligne
déja stockée, comme nous I'avons fait précédemment,
il est préférable ici de faire circuler toutes les lignes
de la matrice C. Ceci explique aussi que la matrice A
entre dans le réseau sous forme transposée par rap-
port au réseau précédent de Gentleman et Kung.

Il 'y a n étapes dans I'algorithme de Jordan. Nous
implantons chacune d’entre elles sur une ligne du
réseau. Plus précisément, la k-iéme instance de la
boucle externe est réalisée par la k-iéme ligne du
réseau, qui recoit la matrice CJ_, de la ligne k — 1 et
délivre la matrice C? a la ligne k + 1.

Chaque étape k comporte deux opérations distinctes:
d’abord la génération de la matrice J,, puis le calcul
du produit CJ=J,C{_,. L'opération des cellules est
définie en conséquence: les cellules de la ligne k calcu-
lent et stockent. les coefficients c{f’, puis effectuent des
calculs IPS.

Une fois les n matrices élémentaires J, calculées et
stockées, le réseau est initialisé. 11 agit alors comme
un opérateur linéaire qui transforme toute matrice B
en A"!'B.

Les opérations des cellules sont décrites dans la figure
14. 11 y a trois types de cellules:

— type 1: les cellules rondes caiculent Pinverse de
leur premiére entrée valide, suivant Pinstruction (A)
dans P'algorithme. Ensuite, elles agissent simplement
comme des cellules de délai;

— type 2: les cellules carrées initialisent d’abord leur
registre interne en stockant (aprés modification) leur
premiére entrée valide [instruction (B)). Puis elles agis-
sent comme des cellules IPS [instruction (C)};

— type 3: les cellules 4 double carré opérent en fait
comme les cellules carrées, mais leur registre interne
n’est pas initialis¢ de la méme fagon (voir fig. 14).
Elles effectuent 'instruction (D).

Dans la k-iéme ligne du réseau, le processeur de
gauche P, , est de type i, et le processeur de droite
P, .+, est de type 3. Tous les autres processeurs sont
de type 2. Comme pour le réseau de triangularisation,
I'action des cellules est controlée par une variable

’
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®in
Sout
Instantt Instant1s1
sl init = vrai
alors (inverser }
début ag = 1/3;, : init = faux ; fin
sinon { transtérer la donnée }
Aoyt = Bjp
%n
by —o — - Bout
%out
instantt Instant 1+1
8l init = vrai

alors {initialiser le registre interne }
début = -a, by,
Init = faux ; be,y = by,
agyt = il { pas de donnde envoyée vers le bas } ;

fin
sinon ( modifier aj,, }

début ag 4 = ajn + 7 ° bin ; by = by & fin

By — —

out

Instantt Instant t+1

8! init = vrai
alors (initialiser le registre interne }
début r:=by,;
init = faux ;
8gt = nil { pas de donnée envoyée vers le bas ) ;

fin
sinon [ modfier by, }

Bout = 7 “bjn ; .

Fig. 14. — Opérations des cellules
pour Ia diagonalisation de Jordan.

booléenne «init» qui repére si la premiére donnée
que recoit la cellule est valide. La méme simplification
a été adoptée: «init» (initialisé 4 la valeur «vrai»)
est supposé résider dans les cellules au début de I'exé-
cution. Comme P,; opére pour la premiére fois au
temps 3k+j—3, un signal en entrée au temps 1 de
P,,, circulant.d vitesse 1 vers la droite et 1/2 vers le
bas, fait I'affaire.

Décrivons en détail I'action de la premiére ligne du
réscau. Au temps 1, le processeur P,, calcule
) =1/c{) et agit ensuite comme une cellule délai.
Au temps 2, P, initialise son registre interne, avec
le calcul )=~} % cl). P,, agit alors comme une
cellule IPS: au temps 3, il modifie c¢{) en
=+ * ), et de méme avec c,;, g4, .

P,s, Py4, P,, opérent comme P,,, commengant res-
pectivement au temps 3, 4,...,n. Au temps n+1,
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¢!} gagne le processeur P, ,,, et se stocke dans son
registre interne. De n+ 2 jusqu'a la fin de I’exécution,
P, .., évalue la premiére ligne de C9: a n+2, il
calcule ") =c{") % '3, et de méme avec ¢,;, ¢4y - - -
suivant 'instruction (D).

Les figures 15 et 16 suivantes résument, pour n=4 et
p =3, l'action de la premiére ligne du réseau. On note
quec cette premicre ligne délivre la matrice C9, de taille
4x6. Dans lc cas geénéral, C9 est de taille
nx(n+p—1), une colonne a été perdue en traversant
la premiére ligne du réscau.

P11 P12 P13 P1a Pis

temps 1 c“(‘) . - - -
2 M- - -
3 oM \ cgy(M -
4 coaM egM\ egyM -
5 cogt" cq4(M ¢y calcul de 4,
6 - c25(') c34(') c43“) c,z(” calcul de Cy¢’

Fig. 15. — Opération de la premiére ligne du réseau.

| l |
o m (eH (§))
( -c“,_qc}'HcMr—dc“

N

4

W
RO

G W W
WA
W
U B
SO -
W

Fig. 16. — Visulaisation de la premiére ligne du réseau.

De fagon similaire, la k-iéme ligne du réseau effectue
le calcul C)=J,C,_,. La matrice en entrée C?_, est
de taille nx (n+p—k+1), et la matrice en sortie C{
est de taille nx (n+p—k). Ainsi, aprés avoir traversé
tout le réseau, une ligne de n+p coefficients devient
une ligne contenant p coefficients seulement.
Co=C3=C est en entrée de la premiére ligne, C? en
entrée de la seconde et C2_, en entrée de la n-iéme.
Finalement, le résecau délivre en sortie la matrice
Cl=A"'B.

Pour bien comprendre le fonctionnement de ce réseau,
il est important de noter que les lignes de la matrice
initiale sont permutées circulairement en traversant le
réseau, de maniére a ce que la ligne pivot a I'étape k
puisse étre combinée avec toutes les autres dans les
cellules Py, ..., Py o4y

Résumons les performances du réseau que nous
venons de présenter: on calcule A™! Ben 4n+p—2
tops d’horloge sur un réseau de n(n+1) cellules ou
A et B sont des matrices denses de tailles respectives
nxn et nxp. Ces chiffres sont & comparer au bilan
de la section précédente.

3. Application au filtrage adaptatif

3. 1. CALCUL DE L'INVERSE D'APRES WOODBURY

La décomposition de Woodbury permet de calculer
Pinverse d’'une somme de matrices a partir des matri-
ces elles-mémes et de leurs inverses [10], p. 3 et donc
en particulier de calculer I'inverse d’une matrice ayant
subi une modification de rang k.

Plus précisément dans ce cas, si U et V désignent
deux matrices de taille nxk, alors sous certaines
hypothéses de régularité [10], I'inverse de la matrice
M,,;=(M;+UV’) peut étre obtenu par la formule
suivante:

ML =M =M TU(L+ VM U) T Ve M

Dans le cas d’une modification de rang 1, on obtient
plus simplement:

M =M (M o M) (1 40 M )

(u et v désignant des vecteurs colonnes).

Dans le probléme qui nous occupe ici, on cherche a
obtenir le produit A, B, ,, en fonction du produit
A[ ' B, au pas précédent. A, , et B, sont des matri-
ces respectivement de tailles nx n et nxp, elles sont
obtenues par modifications de rang 1 de la maniére
suivante:

Agi=(1—) A +auPu
Bi. =(1—)B,+au "

ou o est un réel appartenant a 0, 1, u” et v sont
respectivement des vecteurs de tailles n et p.

On applique alors la formule de Woodbury pour

calculer A Y en fonction de A;"'. La formule com-

pléte s’écrit :

AL =IAT —a AT u U AT
(I—a+ou™ A7 u"))/(1—a)

Ce calcul complexe comporte quatre étapes indépen-
dantes qui s’organisent de la maniére suivante:
— une premiére étape ou Il'on calcule le produit
d(i)=“u’)t A,_ 1.

’
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— le calcul de la matrice E;=a d"'d"” mené simulta-
nément avec le calcul du coefficient
fi=1—o+audm;

— division G,;=E,/f;

— calcul de (A; ' = G)/(1 —a).

Bien que les calculs ci-dessus soient simples et admet-
tent bicn une réalisation de type «pipeline», ils se
prétent mal a une implantation systolique efficace. En
effet, on peut utiliser des réseaux connus pour réaliser
les opérations élémentaires de chacune des quatre
étapes, mais on rencontre alors les mémes problémes
que précédemment — format d'entrées/sorties incom-
patibles, stockages intermédiaires — auxquels vient
s'ajouter la nécessité de dupliquer certaines données.

3.2. RESEAU ADAPTATIF

Nous proposons dans cette section un réseau systoli-
que qui permet de calculer directement e produit
As} By, , en fonction de A, et B, au pas précédent
en tenant compte des modifications de rang 1. Partant
du réseau décrit au chapitre 2. 2, il suffit de lui adjoin-
dre en entrée un réseau de préconditionnement.

Etudions en détail le passage de I'étape i & I'étape
i+ 1. Tout d’abord, pour simplifier I'écriture, on note
u; I'élément courant du vecteur u (i=1,...,n), en

3

omettant I'exposant i de I'étape (de méme pour v).

Le réseau de préconditionnement a pour fonction de
modifier les valeurs courantes des coefficients a, et
b;; selon les formules:

bu:=(l _a) bu""au‘vj

On adopte le schéma de fonctionnement suivant (voir
fig. 171 : chaque ligne de la matrice courante (A. B)

Pul | Fadd | Pal| [el
] | [ Egr.zJ [.f‘ﬂ

Pol | Gl | Fol| el
Lyl | Ll | [l ’Cl
Bul | Bal| [l | [l

circule & travers un anneau composé de n+p — | regis-
tres et d'une cellule du réseau de préconditionnement.
Lors de son passage dans le réseau de préconditionne-
ment, chaque coefficient est modifié selon les formules
précédentes. La nouvelle valeur, qui retourne circuler
dans P'anneau, est également envoyée en entrée du
réseau de calcul de la section 2.2. Aprés une phase
d'initialisation du réseau, qui correspond au premier
calcul de A['B,, une nouvelle matrice A, 'B, est
délivrée tous les n+p tops.

Le réseau de préconditionnement se compose de n
cellules, une pour traiter chaque ligne de la matrice
(A, B). Pour simplifier la description des cellules
(fig. 18), on a supposé que I'élément y, et le coefficient
a résident dans la i-iéme cellule du réseau. Pour
s'affranchir de cette hypothése, il suffit d’adjoindre
un port vertical a chaque cellule i pour recevoir I'é1¢-
ment u; (en méme temps que a;,) et de faire circuler
o & travers le réseau, de la gauche vers la droite. Au
passage, remarquons que cette solution permet de
choisir une valeur différente de « a chaque étape,
permettant ainsi de traiter le cas de durées de station-
narité variables.

Cellule i
ci" 1 Cout
w s > W
-3 U' o U'
Cout
Instanty Instantts1

Cout = (1-a)Cin + au;w

Fig. 18. — Opération des cellules
du réseau de préconditionnement.

4. Conclusion

Deux caractéristiques dominantes du traitement du

12N %Y e, b b s . . TN , .
13 22 3 44 Réseau  signal sont les suivantes: des débits d’entrées/sorties
L I de trés rapides et une énorme masse de données en

mémoire. Une puissance de calcul de I'ordre de la
centaine de mégaflops est souvent nécessaire pour
( obtenir un résultat en temps-réel. Heureusement, les
algorithmes utilisés possédent pour la plupart des
propriétés de régularité, répétitivité et localité, qui
permettent d’envisager des solutions VLSI pour obte-
nir de telles performances a un coit raisonnable [21].
L’exemple du filtrage adaptatif que nous traitons dans
cet article en est une bonne illustration.

préconditionnement
|

Réseau de caicuide A''B

Fig. 17. — Fonctionnement

du réseau de préconditionnement. Manuscrit recu le 1" novembre 1986.
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PARALLEL IMPLEMENTATION OF THE ALGEBRAIC PATH PROBLEM
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Abstract: The Algebraic Path Problem is a general framework which unifies several algorithms arising from various fields
of computer science. Rote [11] introduces a general algorithm to solve any instance of the APP, as well as a hexagonal
systolic array of (n+1)2 elementary processors which can solve the problem in 7n-2 time steps. We propose a new
algorithm to solve the APP, and demonstrate its equivalence with Rote’s algorithm. The new algorithm is more suitable
to parallelization: we propose an orthogonal systolic array of n(n+1) processors which solves the APP within only 5n-2
steps. Finally, we give some experiments on the implementation of our new algorithm in the parallel environment
developped by IBM at ECSEC in Roma.

INTRODUCTION

In a recent paper [11], Rote introduces the Gauss-Jordan elimination algorithm for the Algebraic Path
Problem (APP for short), a general framework which unifies several algorithms arising from various
fields of computer science. The Algebraic Path Problem is defined as follows [11] [14): given a
weighted graph G = (V,E,w) where V is a finite vcrlexlset, E an arc set, a function w : E -> H with
weights from a semiring (H,(+),(x),*) with zero 0 and unity 1, find for all pairs of vertices (i,j)

the quantities dij = (+) { w(p), peMij } where Mij denotes the set of all paths from i to j. With the

weighted graph (V,E,w) we associate the n by n weigth matrix A = (aij). where aj = w(i,) if (i,j)<E

and aij=0 otherwise. We denote Mij(k) the set of all paths from i to j which contain only vertices x with

1<x<k as intermediate vertices. In practice, aij(k) =(+) { w(p), peMij(k) } is equal to the successive
values of 3 which we want to compute, starting from the initial value aij(o) = ajjup to aij(") = dij-

Applications of the APP are obtained by specializing the operations (+), (x), and * in the appropriate
semirings. We detail three of them:
- (i) determination of the inverse of a real matrix: A is a real matrix, (+) and (x) are the usual arithmetic

operations in R, and the *-operation is the following: if c#1 then ¢t = 1/(1-c)). The algorithm
computes (1-A)"1. Of course, straightforward modifications permit to compute directly Al

Support from the IBM European Center for Scientific and Engineering Computing in Roma and the Coordinated Research
Program C3 of CNRS is gratefully acknowledged.
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- (i) shortest distances in a weighted graph: the weights ajj are taken in H=RU{-o0,+0} (we let 3j; =

+oo if the arc (i,j) is missing), (+) is the minimum in H, (x) is the addition in R extended to H (with -co
(+) +e0 = +0) and * is defined by (if c20 then c‘:=0 elsec” := -00)
- (iii) transitive and reflexive closure of a binary relation: the aj; are boolean, (+) et (x) are respectively

the "and" and "or" operations, and * is defined by (c' := true for all c).
We do not assume the multiplication in the semiring to be commutative: this permits to easily implement
blocks schemes. Rote [11] presents a hexagonally connected systolic array of (n+1)2 processors which
can solve any instance of size n of the APP in 7n-2 time steps, each time being the time necessary to
achieve a multiply-and-add in the underlying algebra. In section 2, we introduce a new algorithm to
solve any instance of the APP, which is more suitable to parallelization.

A NEW ALGORITHM FOR THE ALGEBRAIC PATH PROBLEM

{ The new aigorithm) }
fork:=1 ‘(o n .
ag ®) := (a k)
fori:=1gonizk
aik ) = aik(k'l) (x) al(k(k)
forj:=1ton,j=k
beginr o
ori:=1ton,i=
a'j(k) = aij(k“) (+) alk(k) (x) akj(k‘l) ;

akj(k) = akk(k) (x) akj(k‘l) ;

end ;
end ;

The following lemma (which can be easily proven using induction on k) demonstrates the equivalence
of the new algorithm with Rote's one [11]):

Lemma : given a n by n matrix A0 (aij(o)), the new algorithm computes the solution matrix AM =

(2;{™) = D of the APP.

THE SYSTOLIC ARRAY

We use a two-dimensional array of orthogonally connected processors (see figure 1). The array is
composed of n rows, each row k including n+1 processors numbered from left to right Py ¢, ...,
Pk,n +1- The operation of each processor is detailed in the figure 2. There are three types of processors:

* type 1: circle processors perform the * operation on their first input data. Afterwards they simply act
as delay cells.
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* type 2: square processors first initialize their current register by storing after modification their first
input data; then they act as multiply-and-add cells (when (+) and (x) are the standard operations on real
numbers, they become classical IPS cells [5] [6] [8] [9)).

* type 3: double-square processors actually operate as square processors, with the exception that their
current register is not initialized in the same way (remember that (x) is not commutative).

In the k-th row of the array, the leftmost processor Py 1 is of type 1 and the rightmost processor

Py n+1 is of type 3. All the other processors P o Py are of type 2.
The matrix A, followed by 1, the identity matrix of order n, is fed into the array row by row. More

specifically, row k of the n by 2n matrix (A,l) is input to processor Pk, one new clement each

time-step, beginning at time t=k. This input format is depicted in the figure 1. We can state the

Theorem : given a dense nonsingular n x n matrix A0 - A, the orthogonal systolic array of n(n+1)
processors computes the solution A(M of the APP within Sn-2 time-steps.

Rote's hexagonal array [11] involves (m-l)2 processors and solves the APP in 7n-2 time-steps. As

pointed out in [11], the value of 5n-2 time-steps achieved by our orthogonal array is optimal within one

step, provided that each of the n data elements is used only once in each step. We point out that the .
performances of our array overcome those of the array of 3] for computing the transitive closure (n?

processors and 6n-2 time-steps) and those of the array of [8] for matrix inversion (n(3n+1)/2

processors and 5n-2 time-steps). Moreover, the solution of a new instance of the APP can begin every
2n steps. Finally, in the case of matrix inversion, if we input the matrix A followed by a n by n matrix

B instead of I, it can be seen that the array delivers (I-A)'lB (or A'IB with straighforward

modifications) in the same number of steps.

IMPLEMENTATION IN THE VM/EPEX ENVIRONMENT

In this section, we deal with the implementation of the new algorithm 2 using the VM/EPEX
environment at ECSEC in IBM Roma. The Experimental Software for Parallel FORTRAN
Programming VM/EPEX has been developped at the IBM T.J. Watson Research Center [13] and runs
under the Virtual Machine/Conversational Monitor System (VM/CMS).

The general philosophy of the VM/EPEX software is to provide the user with facilities to run a
program on several Virtual Machines (VMs for short) rather than one, hence allowing parallelism [1]
(2] [13]. The problem of communication and synchronisation between the VMs where pieces of
programs run (tasks with the definition of [7]) has been solved in two different ways [2]:

* shared memory : the user has the possibility to create a shared memory which can be accessed by all
the VMs

* message passing : the VMs can exchange messages and data through communication subroutines
(VMFACS).
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The Algorithm 2 that we want to implement requires an amount of 0(n3) arithmetic operations; it
consists of O(n) iteration steps, each step being composed of O(n) independent tasks, which are
identical but operate on different data. Each task has an execution time of O(n). A full synchronisation
is needed at the end of each step. Thus a shared-memory approach is better suited to such a
synchronisation-intensive problem.
The programmer writes his program using an extension of standard IBM FORTRAN that specifically
includes a few new keywords for multitasking handling [2] [13}):
- creating shared data : @Shared (statement equivalent to COMMONSs in sequential FORTRAN
programs)
- distributing the instances of a parallel loop among the VMs : @Do and @Enddo with the Wait and
Nowait options. Successive values of the loop index will be randomly distributed among the VMs.
The default option Wait specifies that a process must wait for the completion of all the iterations of the
loop before proceeding, whereas the Nowait option permits the process to continue as soon as all the
work of the loop has assigned, even though other processes may still be completing some of the loop
iterations
- executing serial pieces of code on a single VM : @Serial begin and @Serial end, with the same
options and the possibility of specifying the VM where the piece of code is to be executed (Process=)
- each VM is identified by its own number @Mynum. The totai number of Vms is @Numprocs.
We do not detail further here the use of these extensions (see [13]). We concentrate now on the
problem of the parallelization of our new algorithm. The algorithm will be executed by several VMs,
which communicate through the shared memory. We have the following conceptual scheme:

{ Algorithm 2 }

Dotka=1n
execute task Tyy { updating of column k }

execule in parallel the tasks Ty, J#k, 1<jsn
1 Continue

{ Task Tyy }
A(kk) = Star(A(k,k))
Do 1li=1k-1
A(ik) = A(ik) (x) A(k,k)
1 Continue
Do 12 = k+1,n
A(ik) = A(i.k) (x) A(k,k)
12 Continue

{ Task Ty (=K )}
Do 21i=ik-1
AGf) = AJ) (+) AGLK) (x) Ak )
21 Continue
Do22ie«k+i)n
A(ij) = A(ij) (+) AGik) (x) A(k,j)
2 Continue
A(kj) = Ak k) (x) A(k,j)

Here Star(x) is the function which computes x* for an input data x. Notice that task Ty vanishes when

S,
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computing the transitive closure of a binary relation
The task Ty, must be executed by a single processor (say the first one) and must be completed before it

is possible to start the execution of any task Tkj- j#k. This leads to the following implementation (we

omit the lecture of the matrix A):

{ create shared memory }
@Shared /MATRIX/A(n,n)
Dolk=1,n
{ serial piece of code to be executed by Processor 1 }
@Serial begin process=1
execute task Tyy

@Serial end
{ execute in parallel the tasks Tkj' jek}
@Do j=1,k-1

execute task Ty;

@Endo nowait
@Do j = k+l,n
execute task Ty;

@Endo
| Continue
After the @Serial end, the default option is Wait, hence all the processors 2, ..., p are waiting at this

synchronization point for processor 1 to complete the execution of Tyy. In the contrary, the Nowait
option is used after the first @Enddo to ensure that some processors can start the execution of the
tasks Tk,k b Tk,k +2 » - before all the tasks Tkj with j<k are completed.

Now we have to measure the performances of our parallel algorithm. Considering an algorithm
executed on a parallel computer with p (identical) processors in time Tp. and letting TSEQ be its
sequential execution time (with 1 processor), we define the speed-up factor as the ratio Sp =
TSEQ/T, P and the efficiency is given by €p= Sp/p < 1[4)(12).

The first idea is to use the available Fortran procedure CPUT to compute the CPU time of each virtual
machine. The interest is twofold (i) this will permit to check whether the tasks have been evenly
distributed among the VMs, and (ii) we can compute the overhead due to the parallelization. However,
this does not permit to evaluate PARTIME, the execution time of the parallel algorithm. We have to
know whether the tasks have been well distributed among the VMs inside each instance of the outer
sequential Do loop on k. A global measure of the task repartition is not sufficient. For instance, one can
imagine an execution scheme where every instance on k is executed by a single processor (not always
the same) which performs all the tasks Tkj’ j=k, whereas the global repartition of the work is still

good. Therefore, we declare a two-dimensional array in the shared memory:
@Shared/TIME_ARRAY/TIME(@Numprocs,#steps)
and we store at each step k the virtual CPU time of a given VM in TIME(@Mynum,k). We can now
compute the efficiency
ep = TSEQ / (@Numprocs * PARTIME)
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The results of some experiments are given in the figure 3. For each of the three aformentioned
instances of the APP, the efficiency was computed for various sizes of matrix, ranging from 128 to
640. The curves are presented for 2 and 8 processors. With 2 processors (O on the curves), the
efficiency varies beetween 0.5 and 0.8, whereas for 8 processors (+ on the curves), it varies between
0.15 and 0.3. In the figure 4, the efficiency obtained for the three instances are compared, with 2,4,6
and 8 processors. €3 refers to shortest distances, + to matrix inversion, and o to the transitive closure.
The sequential time for 512 x 512 matrices is 842 seconds for shortest distances, 648 seconds for
matrix inversion, and 533 seconds for the transitive closure. This shows that the elementary tasks are
more costly for shortest distances than for matrix inversion and, in turn, than for the transitive closure.
Since the number of tasks is the same in each of the three instances of the APP, this explains why the
best efficiency is obtained for shortest distances, and the worst for the transitive closure.

The relatively low efficiency obtained with 4 processors or more is due both to the
synchronization-intensity of our algorithm, and to the fact that the granularity of our tasks is relatively
small (a few milliseconds in average). Nevertheless, our approach demonstrates that the VM/EPEX
environment with the shared-memory option offers full possibilities to analyze the performance of
parallel programs.
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Abstract. In this note we improve results presented in the paper: N.M. Missirlis, Scheduling parallel iterative
methods on multiprocessor systems, Parallel Computing S (1987) 295-302.

Keywords. Parallel numerical algorithms, parallel iterative methods, task graph

1. Introduction

In [7) parallel algorithms are presented for the classical point Gauss-Seidel (GS) iterative
algorithm [1]. Using the same notations as in (7], the basic iteration of the algorithm consists in
successively updating the components of the iteration vector u(**" as

Dut"*V = CLu(oMl) + CUu(n) +b

“or in component form

i-1 N
“5"”)' b - Zau“}""' Z au“}') /ay.
j=1 jei+l

In [7) Missirlis proposes a computation in two steps:

(i) compute the right-hand side Cyu'™ + b;

(ii) solve the lower triangular system (D — Cy )u'"*" = Cyu'™ +b.

We have the set of tasks J =J, UJ,, where Jy = (T, : 1<j<i<N)and /= (T, 2 1<i<Jj
< N). The tasks are defined as follows:

@) for i <j, T, 2 (uf™* Vo= uf™* D —a,ui™),

(i) for i>j, T, (uf™* D= uf"*V — a,u;"* V),

(iii) for i=j, T,;: (u"*V=u"*V/a,),
where initially u{"*" = b, for all i.

* This work has been supported by the CNRS through the GRECO C3

0167-8191 /88 /33.50 © 1988, Elsevier Scier
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2. New resulits

Let < denote the precedence constraint relation. Missirlis claims that the tasks of set J, are
mutually non-interfering and can be executed in paraliel. However, given i, all the tasks T; ,,
j > i, update the same component u{"*" and must be executed serially. This leads to the task
graph represented in Fig. 1 for N = 8.

In [7), the algorithm for executing the tasks belonging to J, is proposed as follows: when uf™
is available, all the tasks T4, Tyas--.» Th-1a Can be executed in parallel. Due to the
precedence constraints identified above, it is not obvious to design an algorithm of maximum
efficiency e = 1. A solution is to reorganize the computation as shown in Fig. 2. For all values
of p € §N, the algorithm which consists in executing the tasks in a greedy manner, row by row
and from left to right, will be optimal. Note that all tasks in a given row update a different
component of u"*", and that precedence constraints are met with this greedy scheme of
execution.

For the set J,, Missirlis [7) gives the relations: (a) T,,<T4 for i<k<N and (b)
Thy<Tpusgfor j<k< N. As noted in [7), this is exactly the same task graph as for Gaussian
climination [5], except that the length of the tasks is a constant. The results of [5) have been
improved in a collection of papers, including [2-4,6,8]. The same techniques described in these
papers can be applied here. We summarize the results in the following theorem:

Theorem. For a problem of size N, using p = aN processors, we can design parallel algorithms
whose asymptotic efficiencies are
(i) for a<}, e,=1/(1+a?), and this value is optimal,
(i) for }<a<i. e, =1/(1+dad),
(iii) for I<a<}, e,=1/(1+2a%).

Proof. For (i) we refer to the algorithm presented in (4,8]. For (ii) we refer to the algorithm
presented in [6]. For (iii) we refer to the algorithm presented in [2,3]. O

In most practical situations, the number p of available processors is likely to be much less
than the size N of the problem. Note that for a £ i, we obtain optimal algorithms of efficiency
e, = 1/(1 + a?) » 0.94. This evidences the high degree of parallelism that can be achieved.

In Fig. 3, we show the superiority of our results by plotting the efficiency versus the ratio

| a=p/N of the parallel algorithms obtained respectively in [7] and in this note.
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Fig. 1. Task graph for the set of tasks J,. Fig. 2. Parallel scheme for J,.
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Finally, we point out that all our results extend to the block Gauss—Seidel algorithm, and
that communication costs can be taken into account when defining the exccution time of the

tasks [8].
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ABSTRACT. For the past 20 years, an increasing interest has been
devoted to the Conjugate Gradient Method for solving large sparse linear
systems (such as those arising from the Finite Element Method) and many
other numerical problems. Moreover, the development of new parallel
architectures seems to be one of the most efficient ways to accelerate
the execution of the algorithms. We present in this paper an approach
based on domain decomposition with local preconditioning of the conjugate
gradient algorithm. It is especially adapted to elliptic problems which
contain strong inhomogeneities, and leads to a natural parallelization. We
discuss the implementation of this method on the IBM-3090 vector
multiprocessor.

RESUME. La méthode du Gradient Conjugué a regu récemment un regain
d'intérét considérable pour la résolution des grands systémes' linéaires
creux tels que ceux qui proviennent de la discrétisation par Eléments Finis.
Nous présentons dans ce rapport une approche basée sur un
préconditionnement local du gradient conjugué, elle est spécialement
adaptée aux problemes elliptiques contenant de fortes inhomogénéités.
Elle conduit a une parallélisation "naturelle”, que nous expérimentons sur
le multiprocesseur IBM 3090 VF.

This work was supported by the IBM European Center of Scientific and Engineering Computing
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1. INTRODUCTION

Recently, much effort has been devoted to find very efficient
algorithms for solving linear systems. A good way to accelerate the
execution time is to use preconditioned conjugate gradient algorithms. It
seems today a very efficient method for solving large sparse linear
systems which arise from the discretization of partial differential
equations by finite element method [1], [5], [11]. It is currently used in an
engineering environment for solving usual stress analysis in solid
mechanics. However, some difficult problems remain not well solved now,
because their modelization leads to ill-conditioned matrices. This is for
instance the case in structural mechanics for the problems defined on an
irregular mesh or for a structure composed with different materials.

The advantage of parallel architectures is that, if one can divide the
computation into independent subproblems, one will be able to solve them
simultaneously. Here, independent means that the subproblems do not
access the same data, and at least do not modify the same items. The
problems which are intrinsically partitioned into subdomains have this
property of independence, and thus are very attractive for parallel
computations. For this reason, the technique of domain decomposition has
received a lot of interest recently [2], [8], [10].

The purpose of this paper is to present an efficient method based on
domain decomposition with local preconditioning for solving problems of
stress analysis, which contain strong inhomogeneities. This method can be
implemented easily in parallel.

We will first recall the basic conjugate gradient algorithm, then we
present the domain decomposition with local preconditioning and we
compare it with the usual diagonal preconditioning. The parallelization is
studied in the fourth section, before discussing its implementation for a
practical problem in the parallel environment of the IBM-3090 VF.
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2. PRESENTATION OF THE BASIC ALGORITHM

The Conjugate Gradient Method was introduced 30 years ago by
Hestenes and Stiefel [7]. It is today often used for solving large sparse
linear systems with preconditioning techniques [5], [6]. We give below the
basic algorithm for solving Ax=b, where A is a n by n symmetric positive
definite matrix. The preconditioning matrix M is chosen as an
approximation of A, so that the extra system Mz=r which has to be solved
at each step, does not require too much storage and is easy to solve. One
can find in the literature many choices of M [5], [10], [11].

preconditioned conjugate gradient:
initialize (x,r,z,d)
X given
r = Ax-b
solve Mz=r
d=z
for k=1,n repeat
(1) compute the product v=A*d
(2) update (x,r)
olderror = rl.z
rho = rtd / vlid
x = X - rho*d
r =r - rho'v
(3) solve the system Mz=r
(4) update (d)
newerror = rl.z
beta = newerror / olderror
d = z - beta'd
until sqri(rl.r) < given precision

We recall now some important properties of this algorithm:

1. In practice, it converges in less than n iterations for the
bidimensional problems, still faster for the tridimensional problems and
the faster as the size n increases.

2. For most problems, because of the fill-in of the matrix, the cost per
iteration is of the order of one matrix-vector multiplication A*d and the
resolution of the extra system Mz=r. The other operations (updating of x, r
and d and the 3 inner products) can be neglected for a rough evaluation.
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3. DOMAIN DECOMPOSITION WITH LOCAL PRECONDITIONING

Presentation

Let Q be a domain defined by a solid. It is splitted into subdomains Q

each of them representing a coherent zone or a cell repeated by translatio
in a composite material.

Matrices which arise from the modelization by finite element metho
of stress analysis on such a domain are very ill-conditioned if th.
subdomains are composed with different materials (which introduc
inhomogeneities in the matrix). For this reason, the usual methods ar
difficult to employ. A good solution consists of solving subproblems o
coherent subdomains, it means performing the matrix-vecto
multiplication and the resolution of the extra system on each Q;. Thi

allows users to have a very regular numerotation of the nodes. The sligh
lack of independency between the subproblems is in the local boundaries

We must take it into account while gathering the vectors after the locs
operations.

We can notice that this resolution differs from a block decompositior
of the matrix (where the numerotation is global and then the element of :
given coherent zone are dispatched into the whole matrix A).

A’! Al+ eee +Ai+ Ai"‘l+ .

figure 1. Domain Decomposition
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We give now the corresponding local decomposition algorithm:

initialize (x,r,z,d)
for k=1,n repeat
(1) for each subdomain Q; do

compute the local product vi=A;"d;
gather the v;into v
(2) update (x,r)
(3) for-each subdomain Q;do

solve the local system M;zi=r;
gather the z; into z
(4) update (d)

until sqgrt(rt.r) < given precision

We will now discuss the choice of the preconditioning matrix. The
basic choice of the local M; matrices is the one corresponding to the local

resolution on the subdomain, obtained by cancelling the outer nodes. This
is exactly the matrix which is extracted from the stiffness matrix for the
nodes on the considered subdomain, but it can be computed directly. This
preconditioned subproblems M;z;=r; are solved exactly by a direct method.

Some remarks

It is noteworthy that this preconditioning is equivalent to the
elimination of the nodes inside each subdomain, but it avoids the
computation of the full matrix needed in that case.

The matrices M; are band-stored, with minimum bandwidth, which

comes from the coherence of the local numerotation. The band can be
almost full for the problems with a few finite elements of high degree. If
the zones are very large, it is possible to replace the above matrices by
whatever approximation.

Efficiency of the local decomposition

We give now a comparison between this preconditioning and the usual
diagonal preconditioning for two matrix sizes (2738 and 10658) with
various values of the ratio of Young moduli for a bimaterial problem
described further in section 5. The following curves represent the number
of iterations versus this inhomogeneity ratio. For this problem, the local
decomposition preconditioning costs a little more than twice times the
diagonal one per iteration.
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figure 2. Comparison between the preconditionings

It shows the very good efficiency of the local decomposition, even with
a usual sequential computer. For instance, it runs more than five times
faster than the diagonal preconditioning (39 seconds instead of 206 for
the higher ratio in the case n=10658).

Moreover, this preconditioning is very efficient for the large matrices.
‘The following figure depictes the small increasing of the number of
iterations versus the matrix size (in this figure, the blocks size is
constant).
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figure 3. variation of the number of iterations for LDCG

4. PARALLEL IMPLEMENTATION
How to parallelize conjugate gradient

There are many ways to parallelize the conjugate gradient algorithm.
In the basic method, the only parts to parallelize are the matrix-vector
multiplication and the resolution of the system inside the loop.

First, we can split the matrix into blocks. It is always possible and
especially well adapted to approximatively block tridiagonal matrix. The
simplest preconditioning consists in taking the block diagonal part of A.
An improvement can be obtained by approximating A by a block incomplete
cholesky factorization. We can also replace each diagonal blocks by an
usual preconditioning of this block. It is possible to take overlapping
blocks, that can be written as multisplitting [8], [10]. This was developed
particularly for matrices which arise from finite element modelization.

Secondly, the domain can be splitted into subdomains. The
preconditioning corresponds to a local problem (It differs only by the
storage from the above overlapping approach). The storage takes into
account this decomposition while writing the matrix A as the sum of the
local contribution A; of the each domain to the stiffness matrix. Thus, the

parallelization follows a natural way by restricting the main operations to
each subdomains.
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Parallel Impiementation

One can find the complete description of the IBM-3090 VF
multiprocessor in [4]. We use the Multi Tasking Facility. It allows jobs to
be organized so that a main task schedules complementary subtasks. The
main task executes the part of the program that controls the overall
execution. The subtasks execute the portions that run independently of the
main task program and of each other. These portions are refered to as
parallel subroutines. For a given problem, we define one macrozone per
processor, each of them gathering some subdomains. The work is done on
each macrozone independently.

For the parallelization of the local decomposition, we use in each
domain an optimal numerotation and thus a band storage for the local
matrix A; and M;. There are two conditions to satisfy for choosing the

subdomains. The size of the subdomains have to be bounded in such a way
as the matrices keep a good fill-in, but on the other hand the size must be
large enough to obtain a good vectorization of the matrix operations (on
each processor, the 8 vector registers of the 3090 use double precision
vectors with a length of 128). This is the case for instance for high degree
finite elements.

We point out that the code is partly vectorized. For instance, the
matrix-vector multiplication is written diagonal by diagonal to get
consecutive data in the vector registers. Only the phases (1) and (3) of the
algorithm are parallelized. The other phases (2) and (4) are also
intrinsically parallel, but taking into account their slight costs and the
expensive implementation of the routines which dispatch the work on the
processors, the improvement will not be significant (however, the
vectorization of these operations is very efficient).

In order to give an insight to the parallel implementation, we give the
code of the matrix-vector product (1) as follows:

define p macrozones (one per processor)
(1) for each processor do in parallel
call localproduct (macrozone)
synchronize the processors
gather the local product into the global vector v
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5. NUMERICAL EXPERIMENTS

Description of the problem

We study here the analysis of the deformation in a composite material.
We build a model problem in the following way: we suppose that the
conditions of an usual plane stress analysis are respected, the domain is a
cut of a solid represented by a rectangle with periodically disposed
inclusions of another material (see below). We use rectangular elements
with four nodes. Let denote m the total number of elements of the
rectangular domain and q the total number of inclusions of size s.

/

N/
X\ 7

fibers

figure 4. Representation of the problem

Numerical results
Let take m=324 , s=50 and g=81 which lead to a matrix of size n=10658
with a bandwidth equal to A first set of results in the sequential case
(with vector improvements) allows to compute the relative times of each
phase of the local decomposition:
phase (1) matrix-vector multiplication: 33%
phase (3) resolution of the extra system: 62%
phases (2), (4) and a few other operations: 5%

The following table represents the variation of the blocks size on the
convergence (number of iterations) for a given matrix of fixed size
(n=2738 and n=10658). It shows the influence of the blocks size on the
method. Less iterations, but more work per iterations (due to the
resolution of the extra systems). Of course, the blocks size must not be
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too large (we will then obtain the direct Cholesky resolution) neither not
too small (in this case, the method becomes the simple Conjugate Gradient
without preconditioning). The influence is not significant at all, we obtain
very close execution times for both cases.

matrix size
2758 10658
. 50 116 261
[S )
ON
Q ol 460 89 207

The last curve measures the efficiency of the algorithm. It is defined
as the ratio of the sequential execution time on the product of the number
of processor by the execution time with p processors. One can find in [3],
the description of the theoritical tools for studying the complexity of
parallel aigorithms.

E‘ 1 T .\.\
.g .\ o
H s
0 Number of processors
| 4 6

figure 5. Efficiency of the local decomposition

6. CONCLUDING REMARKS

We have presented a parallel implementation of a local decomposition
used as preconditioning for the conjugate gradient algorithm. This method
is particularly attractive for solving problems with local inhomogeneities.
It leads to a very good efficiency when used on parallel computers (it has
been tested on the IBM-3090 VF multiprocessor). These results are due to
the good independency of the tasks (the data conflicts that come from the
common boundaries are negligible), and the good rate of parallelism of the
method (less than 5% of not parallelized work).
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Résumé.

L'objet de cette thése est I'étude de la parallélisation d'algorithmes du calcul
scientifique et leur implémentation sur des ordinateurs paralléles @ mémoire
partagée et sur des réseaux systoliques. Un accent particulier est mis sur
I'obtention de résultats de complexité. La thése est organisée autour d'articles et
textes de conférences qui sont analysés et discutés dans une premiére partie de
facon a permettre de replacer les problémes traités dans leur contexte.

Dans le premier chapitre, nous présentons les principaux résultats théoriques
concernant l'étude de complexité des algorithmes paralléles, ainsi qu'une
description critique de l'architecture de référence, qui est une machine de type
MIMD a mémoire partagée. Le chapitre suivant est dédié a 'ensemble des
résultats de complexité concernant les algorithmes de diagonalisation et
I'élimination de Gauss, il a pour but d'illustrer la méthodologie. Il existe en tout
dix écritures possibles de la méthode de Gauss, qui conduisent principalement d
deux grandes classes de graphes de précédence, conceptuellement différents : les
graphes de type "glouton” et ceux du type "2-pas”.

Ces types de graphes se rencontrent d'une maniére plus générale dans
d’autres problémes d’algébre linéaire et méme dans certaines méthodes non
numériques de la théorie des graphes. Nous développons les résultats de
complexité concernant ces deux types de graphes sur les exemples les plus courant
(versions kji et kij de Gauss en paralléle), puis nous montrons comment adapter
I'étude en prenant en compte les temps de communication entre les processeurs,
ce qui rend le modéle théorique plus réaliste.

Le chapitre 6 est consacré aux architectures systoliques. Le probléme du
chemin algébrique permet d'unifier plusieurs problémes informatiques. Nous
présentons un réseau résolvant ce probléme en 5n-2 pas sur un réseau de taille
n(n+1). De plus, quelques modifications permettent de calculer des projections en
filtrage adaptatif en vu d’obtenir une solution en temps réel pour le traitement
numérique des signaux.

Avant de conclure, nous présentons des résultats complémentaires de
parallélisation effective sur d’autres types d'architectures : l'étude de
I'algorithme du gradient conjugué sur des super calculateurs (CRAY-XMP et IBM
3090-VF).

Mots Clés.
Algorithmique Paralléle - Complexité - Graphe de Précédence -
Ordonnancement - Méthode de Gauss - Réseaux Systoliques - Vectoriel
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