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Introduction 1IntroductionDe nombreuses approches en Automatique étudient di�érentes catégories de systèmes :systèmes incertains, systèmes non linéaires, systèmes à paramètres variants, etc, souventindépendamment les unes des autres. A chaque classe correspondent alors des outils d'ana-lyse et de synthèse relativement spéci�ques (voir �gure 0.1).
Systèmes

incertains

Systèmes à

grande échelle

Systèmes à

paramètres variants

de Lur’e

Systèmes

Systèmes à

retards

Systèmes

non linéaires

Commande

Robuste

Commande

décentralisée

Séquencement 

de gains

Commande

saturée

Commande

adaptative

analyseν

analyseµ

Critère

du cercle

Popov

Lyapunov

Multiplieurs

Petit gain

PassivitéFig. 0.1 � Di�érentes catégories de systèmesEn pratique, les ingénieurs automaticiens sont confrontés à des systèmes hétérogènes,c'est-à-dire qui sont à la fois incertains, non linéaires, à paramètres variants, etc... Lessystèmes rencontrés n'appartenant pas à une catégorie bien dé�nie, les outils spéci�quespeuvent s'avérer ine�caces. Il est donc nécessaire de disposer d'outils su�samment géné-raux pour traiter de façon uni�ée les systèmes dans leur hétérogénéité et leur diversité.C'est pourquoi nous proposons, dans la première partie de cette thèse, une méthodo-logie basée sur quelques idées fondamentales et dont l'ambition est de mener, à moyenterme, à des outils e�caces pour l'analyse et la commande de systèmes hétérogènes. Pare�cace, il faut comprendre qu'ils peuvent être utilement mis en ÷uvre dans un contexteindustriel. Le but ultime est, en e�et, d'obtenir des méthodes utiles pour l'ingénieur. Cetteméthodologie constitue la contribution de la thèse sur les problèmes de fond.L'idée de base est que plutôt que de présenter des outils �clefs en main�, il est pluspro�table d'exposer les mécanismes d'une méthodologie susceptible de mener à des mé-



2 Introduction Approche unifiée de l'analyse et de la commandethodes et outils modulables en fonction des besoins 1. En�n, l'approche est élémentairedans le sens où elle est basée sur des outils de calcul matriciel et d'analyse convexe trèssimples.Dans un deuxième temps, nous mettons en ÷uvre cette méthodologie sur des systèmeshétérogènes relativement généraux. Ces résultats seront eux-mêmes spécialisés pour cer-taines catégories de systèmes. Pour ces dernières, nous retrouvons, voire améliorons lesrésultats de la littérature. Le plus important est qu'ils sont obtenus par la même démarchequelle que soit la catégorie considérée.Cette méthodologie est le fruit d'une ré�exion dont le point de départ est la commandepar séquencement de gains. En caricaturant, ce type de commande a été développé empi-riquement par des ingénieurs pour des systèmes qui n'entraient pas dans la catégorie dessystèmes linéaires stationnaires. Cette caractérisation très vague recouvre en général dessystèmes non linéaires avec des paramètres variant dans le temps.Le mémoire de thèse se décompose en cinq parties principales.Problématique (chapitre 1) : les objectifs et thèmes principaux abordés dans cettethèse sont exposés et justi�és du point de vue de l'objectif recherché. Le point central estque les outils ne peuvent être applicables en milieu industriel que si un bon compromisentre leur précision et la complexité de leur mise en ÷uvre est trouvé. Pour cela, nous intro-duisons la notion de surfamilles de modèles associée avec celle de paramétrisation. C'estla principale contribution de cette partie. De plus, nous proposons l'approche entrée/sortiecomme l'approche la plus adéquate pour remplir les objectifs �xés. Le séquencement degains est plus particulièrement abordé.Interconnexion, dissipativité et optimisation (chapitre 2) : la problématiqueétant dé�nie, le but de cette partie est de proposer le cadre mathématique qui noussemble le plus adéquat pour l'étude des systèmes hétérogènes. Pour aborder un problèmed'Automatique, nous pensons que les notions d'interconnexion, de dissipativité et d'op-timisation sont fondamentales. Ces trois notions de base sous-jacentes à la méthodologieque nous proposons sont développées dans cette partie.Les systèmes sont modélisés comme des interconnexions de sous systèmes. Les pro-priétés entrée/sortie des (sous) systèmes sont caractérisées par des inégalités sur les si-gnaux d'entrée et de sortie (dissipativité). Des idées dérivées de la théorie des multi-plieurs permettent de paramétriser ces propriétés de dissipativité, ce qui correspond àparamétriser un ensemble de surfamilles de modèles pour le (sous) système. L'applica-tion d'arguments basés sur deux théorèmes fondamentaux (le théorème de séparation desgraphes et la S procédure que nous aborderons dans ce mémoire) permet d'obtenir descritères d'analyse sous formes de problèmes d'optimisation sous contraintes matricielles.La synthèse est formalisée comme un problème de complétion d'opérateurs.L'exposé du cadre et de la méthodologie que nous proposons est la principale contribu-tion de cette partie. Notre approche est di�érente de l'approche dite �LMI� (telle qu'elle1. C'est le point de vue développé dans cette thèse : il ne s'agit pas de condamner la recherche derésultats a priori non applicables à court/moyen terme, recherche qui est indispensable. Notre but estd'essayer d'évaluer les conditions les plus �nes possibles, pour un niveau de complexité de mise en ÷uvreraisonnable. Cette thèse se base sur des théories developpées à partir des années 60 : à cette époque, miseà part certains cas particuliers, les critères proposés étaient inapplicables. Ils ne le sont devenus que trèsrécemment avec la reconnaissance en Automatique de nouvelles avancées en optimisation convexe.



Introduction 3est, par exemple, présentée dans le livre [BEFB94]). Cette dernière ne permet pas, parexemple, de tenir compte d'incertitudes de modèles du fait de l'usage systématique de lareprésentation d'état.En�n, la classe générale des systèmes hétérogènes que nous abordons dans ce mémoireest introduite dans ce chapitre.Analyse et commande des systèmes interconnectés par multiplieurs constants(chapitre 3 et 4) : les multiplieurs constants correspondent à une technique de pa-ramétrisation possible d'un ensemble de surfamilles d'une famille de modèles. Ces tech-niques sont intéressantes pour l'analyse de certaines classes de systèmes et surtout pourla commande d'un plus grand nombre. C'est l'objet du chapitre 3. Les critères obtenusapparaissent en e�et comme un bon compromis entre la complexité des algorithmes desynthèse et la précision du résultat obtenu. La contribution de cette partie est double.Tout d'abord, les critères d'analyse sont obtenus pour des systèmes interconnectés impli-cites. La seconde contribution est un théorème de synthèse pour une classe générale desystèmes interconnectés 2.Dans le chapitre 4, ce résultat est mis en ÷uvre sur certaines catégories de problèmes :� analyse des systèmes linéaires implicites : des critères de performance très générauxsont proposés par une approche élémentaire ;� commande de systèmes linéaires avec saturations : trois nouvelles approches pos-sibles sont proposées 3 ;� commande décentralisée : une nouvelle méthode est présentée 4 ;� commande par séquencement de gains : le conservatisme de résultats connus estdiminué 5 ;� commande de systèmes non linéaires rationnels : une méthodologie pour la com-mande quadratique d'une classe générale est proposée 6 ;� réduction de modèles ;� étude des systèmes statiques.Analyse et commande des systèmes interconnectés par multiplieurs dépen-dants (chapitre 5) : les multiplieurs �dépendants� correspondent à une paramétri-sation plus riche que celle évoquée dans le paragraphe précédent. Par suite, les résultatsobtenus seront plus précis mais plus complexes à mettre en ÷uvre. Nous verrons qu'ilssont d'un grand intérêt pour l'analyse. Par dépendant, il faut comprendre qu'ils sont dé-pendants de la fréquence ou de paramètres. Dans cette partie, le problème d'analyse dessystèmes linéaires incertains est revisité. La première contribution est une reformulation del'étude de la performance permettant ainsi une étude plus �ne des propriétés entrée/sortie2. Ces résultats ont fait l'objet d'un article de journal soumis [SG96].3. Un article de conférence accepté [SFG97].4. Un article de conférence accepté [SD97a].5. Deux articles de conférence publiés [SG95, Sco96].6. Un article de journal [EGS96] (reproduit à partir de la page 6.10), deux articles de conférence[ES94a, ES94c] publiés et un chapitre de livre [ES96].



4 Introduction Approche unifiée de l'analyse et de la commanded'un système incertain 7. En plus de l'analyse de la performance, une application possibleest l'analyse hiérarchisée des systèmes incertains de grande dimension (seconde contribu-tion). D'autre part, des arguments géométriques simples permettent d'obtenir des critèresd'analyse de systèmes avec des retards 8. Ces extensions ont été possibles par un chan-gement de perspective par rapport à l'approche classique de la robustesse des systèmesincertains linéaires, stationnaire.Les outils d'analyse sont ensuite généralisés pour les systèmes avec des non linéaritéset des paramètres variant dans le temps. Leur intérêt est grand pour l'étude des lois decommande par séquencement de gains. Dans ce contexte, nous proposons de nouveauxcritères d'analyse dans le cas où la vitesse de variation est bornée ou bornée en moyenne.Application à la commande d'un missile (chapitre 6) : Le problème de la com-mande d'un missile à partir d'un modèle proposé dans la littérature est étudié. Une étudedu comportement du système en boucle ouverte met en évidence son comportement forte-ment non linéaire. Nous synthétisons des lois de commande, par application de méthodespurement linéaires (automatique classique et commande H1) ou par application de mé-thodes de séquencement de gains exposées dans cette thèse. Ces dernières garantissentcertaines performances pour le système non linéaire.Une analyse assez complète du correcteur proportionnel intégral obtenu par l'approcheclassique permet de démontrer les bonnes propriétés de cette loi de commande sur lemodèle non linéaire. Une telle analyse est, à notre connaissance, nouvelle, de façon généraleet dans le contexte de la commande des missiles 9. Elle se base sur la notion de performanceincrémentale, récemment proposée pour évaluer la performance de systèmes non linéaires[Fro95, Fro97].En�n, une partie des articles dont nous sommes coauteurs est regroupée à la �n de cemémoire. Leur contenu est complémentaire de ce qui est exposé dans le corps de la thèse :� le premier [EGS96], cosigné avec Laurent El Ghaoui et reproduit à partir de lapage 241, développe l'analyse et la commande des systèmes rationnels non linéaires,simplement évoquées dans la section 4.5 du chapitre 4 ;� le second [FSF96], cosigné avec Gilles Ferreres et Vincent Fromion et reproduit àpartir de la page 271, présente une application intéressante en partie basée sur lagénéralisation de la formulation de la �/km analyse que nous développons pour lessystèmes linéaires stationnaires incertains dans le chapitre 5 ;� le troisième [Sco97], reproduit à partir de la page 277, développe l'extension évo-quée dans le chapitre 5 de la �/km analyse à des ensembles d'incertitudes linéairesstationnaires plus riches que ceux considérés usuellement. Une condition nécéssaireet su�sante de stabilité basée sur des contraintes quadratiques est notamment pro-posée. Par la même, ce mode de description apparaît pertinent ;� le quatrième [FSF97], cosigné avec Vincent Fromion et Gilles Ferreres et reproduità la page 297, présente les résultats d'analyse de la performance des systèmes nonlinéaires par la norme incrémentale et se focalise sur leur application à l'analyse d'un7. Certains de ses résultats ont été mis en ÷uvre dans un article de conférence [FSF96] (reproduit enannexe, page 271).8. Les résultats sur les retards sont l'objet d'un article [Sco97].9. Les résultats sur l'analyse du PI sont présentés dans un article de conférence [FSF97].



Introduction 5correcteur proportionnel intégral sur un missile non linéaire. Il recoupe et complèteplus particulièrement les résultats présentés dans le chapitre 6.



6 Introduction Approche unifiée de l'analyse et de la commandePublications personnellesPapiers de Journal :� G. Scorletti et L. El Ghaoui, Improved LMI Conditions for Gain-Scheduling andRelated Problems, International Journal of Robust and Non Linear Control, 1996,� L. El Ghaoui et G. Scorletti, Control of Rational Systems Using Linear-FractionalRepresentations and LMIs, Automatica, septembre 1996,Papiers de Conférence avec comité de lecture :� G. Scorletti, Robustness analysis with time delays, 36th Conference on Decision andControl, 1997,� V. Fromion, G. Scorletti et G. Ferreres, Nonlinear performance of a PID controlledmissile : a simple explanation, 36th Conference on Decision and Control, 1997� G. Scorletti et G. Duc A convex approach to decentralized H1 control, AmericanControl Conference, 1997,� G. Scorletti, J.P. Folcher, L. El Ghaoui Convex output feedback control designs withinput saturations : a comparison, 2d IFAC symposium on Robust Control Design,1997,� G. Ferreres, G. Scorletti, V. Fromion , Advanced Computation Aspects of Robust-ness Margin, 35rd Conference on Decision and Control, 1996� G. Scorletti, Some results about the stabilization and the L2-control of LFT systems,IEEE CESA, Lille, 1996� G. Scorletti and L. El Ghaoui, Improved Linear Matrix Inequalities Conditions forGain-Scheduling, 34rd Conference on Decision and Control, 1995� L. El Ghaoui and G. Scorletti, Performance Control of Rational Systems UsingLinear-Fractional Representations and LMIs, 33rd Conference on Decision and Control,1994,� L. El Ghaoui and G. Scorletti, Control of Rational Systems Using Linear-FractionalRepresentations and LMIs, IFAC Symposium on Robust Control, 1994,Chapitre de livre :� L. El Ghaoui and G. Scorletti, Commande des systèmes rationnels par inégalitésmatricielles a�nes, Commande robuste, Jacques Bernussou, Hermès,1996



Introduction 7Notationsj p�1Ir matrice identité de dimension r0r matrice nulle de dimension rI matrice identité avec la dimension dé�nie par le contexte0 matrice nulle avec la dimension dé�nie par le contexteei iieme vecteur colonne de Ir (i � r)[ ] matrice videAT transposée de la matrice AA� transposée conjuguée de la matrice AA�T transposée de l'inverse de la matrice AA�� transposée conjuguée de l'inverse de la matrice Adim(A) dimensions de la matrice A��(A) valeur singulière maximale de la matrice AU? pour une matrice U , UU? = 0 et � UT U? � de rang maximalU+ Inverse de Moore-Penrose de US(n) nS 2 Rn�n; S = ST > 0oSC(n) nS 2 Cn�n; S = S� > 0oG(n) nG 2 Rn�n; G = �GToGC(n) nG 2 Cn�n; G = �G�oPM matrice de permutation associée aux entiers n, nw et nz :PM = 2666666664 In 0 0 00 0 In 00 Inz 0 00 0 0 Inw 3777777775PN matrice de permutation associée aux entiers n, nw et nz :PN = 2666666664 In 0 0 00 0 In 00 Inw 0 00 0 0 Inz 3777777775



8 Introduction Approche unifiée de l'analyse et de la commande�= égal par dé�nitions variable de LaplaceFu Transformée Fractionnaire Linéaire haute (voir page 33)? Produit de Redhe�er (voir page 33)� Opération de composition de deux opérateursdiag(A;B) 264 A 00 B 375 pour A et B opérateursdiag(Ai) diag(A1; � � � ; Ai; � � � ; An) pour les opérateurs A1,..., Ai,..., An.gI diag(g; � � � ; g) pour g un opérateurRLn�p1 ensemble des matrices de dimension n� p de fonctions de transfertrationnelles propres à coe�cients réelsRHn�p1 ensemble des fonctions de transfert stables de RLn�p1(n1; n2; n3) inertie d'une matrice à n1 valeurs propres négatives, n2 nulleset n3 positivesR ensemble des nombres réelsR R [ f�1;+1gR+ ensemble des nombres réels positifsC ensemble des nombres complexesL2 ensemble des signaux de carré intégrablek:k normek:k2 norme L2k:k1 norme H1:T pour un signal, l'indice T désigne la troncation temporelleLMI inégalité matricielle linéaire



Problématique 9Chapitre 1Problématique``The control theoreticians role may be viewed as one of developing methods that allowthe control engineer to make assumptions which seem relatively natural and physicallymotivated. The ultimate question of the applicability of any mathematical technique to aspeci�c physical problem will always require a ``leap of faith'' on the part of the engineerand the theoritician can only hope to make this leap smaller'', John Doyle [Doy87].Le but principal d'un ingénieur automaticien est d'élaborer une loi de commande quiconfère à un système physique des propriétés désirées de performance une fois appliquéesur celui-ci. Par conséquent, la tâche du chercheur automaticien est de développer desméthodes permettant de :� garantir a priori le bon fonctionnement d'une loi de commande donnée, si possibleavant même sa mise en ÷uvre sur le système (problème d'analyse) ;� proposer des outils de synthèse de correcteurs assurant la performance recherchée(problème de commande).D'emblée, notons que la problématique de la commande est très proche de celle de laconception des systèmes. Conception d'un système puis synthèse d'une loi de commandesont e�ectuées séquentiellement alors que la conception dépend fortement de ce qu'il estpossible d'obtenir par une loi de commande et que, réciproquement, la gouvernabilitéet l'observabilité d'un système sont conditionnées par l'étape de conception. De plus,le problème de conception est de nature proche du problème de commande, avec undegré de complexité que nous pouvons conjecturer plus élevé. Ce problème est largementconsidéré dans le domaine du génie chimique [LBMP95] et commence à être appréhendédans l'ensemble des domaines de l'ingéniérie [DW95]. Bien que ce mémoire traite desméthodes utilisées par l'automaticien, il est important de garder ce fait à l'esprit car c'estune des perspectives les plus intéressantes de l'Automatique.1.1 AnalysePour remplir l'objectif d'analyse, une première approche est de tester la validité de laloi de commande sur le système lui-même ou sur une maquette (modèle physique). Celaest parfois impossible, souvent onéreux et long. Par exemple, dans le cas de structuresspatiales [Bal90], il est évidemment impossible de tester la loi de commande sur le système



10 Chapitre 1 Approche unifiée de l'analyse et de la commandelui-même. De plus, une maquette représentative est très délicate à mettre en ÷uvre ausol du fait de la gravité terrestre.Une deuxième possibilité est de concevoir un modèle mathématique complexe du sys-tème (modèle de simulation) et de simuler numériquement le comportement du systèmecommandé. L'inconvénient d'une telle approche est son coût en temps de calcul et l'ab-sence de garanties pour les con�gurations qui n'ont pas été testées.Une troisième approche consiste à proposer un critère mathématique permettant degarantir le bon comportement du correcteur. Pour qu'elle soit pertinente, elle doit traiterune modélisation adéquate du système bouclé en un temps (de calcul) raisonnable. Cestrois approches ne s'excluent pas mutuellement : leur mise en ÷uvre peut être complé-mentaire.C'est la dernière approche qui est considérée dans ce mémoire. Elle pose trois problèmesde nature di�érente :� Comment trouver une modélisation représentative du comportement du systèmephysique? La question est de savoir si le modèle est su�samment bien choisi pourque, si certaines propriétés intéressantes sont mises en évidence sur celui-ci, celles-cise retrouvent e�ectivement sur le système physique.� Comment traduire mathématiquement les propriétés qualitatives d'un système? Leproblème est de traduire un cahier des charges sous forme de critères mathématiques.Par exemple, pour concevoir une suspension active, comment formuler mathémati-quement la sensation de confort pour le passager?� Comment tester les propriétés du modèle? La question est de proposer des critèresmathématiques qui les caractérisent de façon �ne tout en étant calculables prati-quement.Ces trois points constituent la problématique de l'analyse des systèmes.1.1.1 Familles de modèlesSi nous considérons un système physique correctement modélisé comme un ensemble�ni d'équations linéaires à coe�cients constants et connus alors de nombreux critères(Hurwitz, Lyapunov, etc) répondent par oui ou non à la question : �Le système est-ilstable?�.Malheureusement, il est expérimentalement plus probable d'obtenir une modélisationoù les paramètres et la structure ne sont qu'approximativement connus. Par essence, unemodélisation ne peut pas être certaine. De plus, au cours du temps, ses caractéristiquespeuvent évoluer. Cette remarque a motivé l'introduction de la notion de famille demodèles. L'idée sous-jacente est que, puisqu'il est illusoire de décrire précisément unsystème physique par un modèle, il serait fructueux de considérer une famille de modèlespouvant potentiellement contenir un modèle adéquat. Le terme adéquat peut paraîtreobscur : il traduit simplement le fait que le comportement du système est assez �dèlementmodélisé pour re�éter correctement ses propriétés qualitatives. Il est important d'insistersur le fait qu'un modèle ne peut pas représenter de façon exacte un système réel.En résumé, l'indétermination 1 est dans la nature même des objets physiques. L'utili-1. Le terme couramment employé est celui d'incertitude. Nous pensons que le terme indétermination estplus adapté. En e�et, il souligne qu'un système ne peut être exactement �mesuré�. Le terme incertitudea une connotation probabiliste. Néanmoins, pour être cohérent avec l'usage courant, nous utiliserons dansce mémoire le terme incertitude.



Problématique 11sation d'une famille de modèles susceptible de contenir le modèle le plus adéquat constituel'idée de base de la robustesse [Doy78, Saf78, DS81, SA81, SLH81, DWS82, Saf82, Fon95].1.1.2 Analyse des systèmes linéairesLes idées sous-jacentes à la notion de modèle ont motivé l'émergence dans le contextelinéaire de la �/km analyse [DWS82, SA81]. La �/km analyse considère l'étude de lastabilité d'une famille de modèles linéaires stationnaires de dimension �nie, avec des in-certitudes de structure (dynamiques linéaires négligées) et des incertitudes paramétriques(paramètres appartenant à des intervalles). Le premier problème abordé par la �/kmanalyse est le suivant : pour une certaine �taille� d'incertitudes structurelles et paramé-triques, le système est-il stable? Le second consiste à déterminer la taille des incertitudesque le système peut tolérer avant de devenir instable. La valeur maximale obtenue estappelée km = 1=�.Des tests exacts ont été proposés dans les années quatre vingt [GS88]. Ils résolventle problème en temps exponentiel, ce qui laissait présager à l'époque que le problème luimême ne pouvait pas être résolu en temps polynomial. Quelques années plus tard, il a étée�ectivement démontré que la résolution exacte de ce problème est NP di�cile [Nem93,BYDM94]. Il est généralement admis qu'il n'existe pas d'algorithmes en temps polynômialcapables de traiter un problème NP di�cile. En général, les propriétés de stabilité d'unefamille de modèles linéaires ne peuvent donc pas être e�cacement véri�ées de façon exacte.Dès que le problème atteint une taille signi�cative, les algorithmes de calcul exact du �/kmne sont plus capables de donner une réponse en un temps de calcul raisonnable dans lepire des cas [FFDM96].Parallèlement, des tests sous estimant l'étendue maximale de la famille des modèlesstables ont été proposés 2. Par sous estimation, il faut comprendre le terme franglaisconservatif qui sera employé tout au long de ce manuscrit. Un test est dit conservatifs'il démontre de façon exacte des propriétés pour une famille de modèles contenant stric-tement la famille considérée. Parmi les formulations conservatives proposées pour la �analyse, nous pouvons citer celles proposées par [Doy82, Saf82, FTD91, SL93, LSC94] :elles s'écrivent comme des problèmes d'optimisation (quasi) convexe basés 3 sur des In-égalités Matricielles A�nes (nommées dans la littérature anglo-saxonne Linear MatrixInequalities (LMI) [BEFB94]) 4. La résolution e�cace (en temps polynômial) des pro-blèmes LMIs est le résultat d'une avancée en optimisation convexe vers la �n des annéesquatre vingt. Bien que théoriquement conservatifs, pratiquement, ces tests donnent pourdes problèmes industriels des résultats encourageants [FFDM96]. Ils illustrent qu'un boncompromis entre la précision d'un test et sa di�culté de véri�cation peut être obtenu.De manière générale, le conservatisme ne peut pas être considéré comme rédhibitoire.C'est le cas par exemple des tests LMIs pour la �/km analyse. En e�et, dans le casoù sont considérées des incertitudes de structure, Poolla et Tikku ont démontré que laborne supérieure basée sur les LMIs est une condition nécessaire et su�sante de stabilitécontre des incertitudes � variant lentement� dans le temps [PT95]. Le pessimisme permet2. La thèse [Fer95] propose une excellente synthèse des di�érentes méthodes (exactes et approchées)de � analyse, leur comparaison et leur mise en ÷uvre sur un exemple industriel.3. Même si des bornes supérieures LMIs étaient disponibles dès le début des années quatre vingt, ila fallu attendre quelques années avant de reconnaître qu'elles étaient convexes et se formulaient en faitcomme des problèmes LMIs [SD84, SO90, PD93].4. Les LMIs sont en fait des AMIs (A�ne Matrix Inequalities). Bien qu'impropre, le terme LMI a éténéanmoins choisi pour des raisons historiques : il s'agit du sigle utilisé par Willems dans [Wil71b].



12 Chapitre 1 Approche unifiée de l'analyse et de la commandedonc de garantir de façon exacte une propriété désirable en pratique (intuitivement unsystème évolue toujours lentement dans le temps). A la limite, nous pouvons même nousinterroger sur la pertinence d'une évaluation exacte de � vis-à-vis de l'application. Dans lecas d'incertitudes sur les paramètres, Chou et Tits ont démontré que la borne supérieureconstitue une condition su�sante mais non nécessaire de stabilité contre des variationslentes des paramètres [CT95]. Cela tient à la nature topologique de la borne supérieure du� alors que le � exact est de nature algébrique [FFM95]. Du point de vue de l'application,le problème de �/km analyse peut être donc mal posé.Un autre exemple de problèmes mal posés du point de vue de l'application serait lavéri�cation de la stabilité de certains systèmes dont les paramètres prennent un ensemble�ni de valeurs. Il s'agit du problème considéré dans [LRK+95] où l'on recherche à asserviren position une poulie avec une charge. Trois modèles sont alors disponibles pour troischarges di�érentes. Au delà de ce problème de stabilisation simultanée, c'est évidemmentun continuum de systèmes qui doit être commandé et analysé. Dans ce contexte, l'ap-plication d'un test de stabilité qui garantit des propriétés pour un continuum plutôt quepour un ensemble discret de systèmes peut être pratiquement plus utile même si une telleapproche est conservative par rapport à la formulation du problème. Un dernier exempleest celui du missile étudié dans le chapitre 6. Son modèle comprend deux coe�cients aéro-nautiques Cm et Cn donnés sous forme de fonctions analytiques de l'angle d'incidence �.Ces relations sont probablement obtenues après interpolation de données expérimentales.Nous pouvons les considérer comme entachées d'erreurs. Dans ce cas-là, il semble doncplus intéressant d'étudier la stabilité du système en considérant une famille assez grandede fonctions non linéaires contenant les coe�cients de portance (donc avec une descrip-tion assez rudimentaire de ceux-ci) que de considérer une seule fonction non linéaire biendéterminée.1.1.3 Généralisation de la � analyse au cadre non linéaireLa grande limitation de la �/km analyse est de ne pas proposer de réponses correctesà l'analyse des familles de modèles contenant des éléments par exemple non linéaires,non stationnaires ou encore des retards purs. Or, à notre avis, de tels systèmes sont d'untrès grand intérêt pratique. Par exemple, le dernier chapitre de cette thèse s'intéresse àl'analyse et à la commande d'un missile dans le plan vertical. D'une part, ce système aun comportement non linéaire par rapport à l'angle d'incidence � qui est un état du sys-tème. D'autre part, son comportement dépend du nombre de Mach qui peut être considérécomme un paramètre variant dans le temps. Pour cet exemple, il faut donc synthétiser etanalyser une loi de commande sur un système non linéaire, avec des paramètres variantdans le temps. Il est clair que la � analyse qui étudie la stabilité de familles linéairesstationnaires ne peut pas constituer un test correct sans faire l'hypothèse (erronée) que lagénéralisation de la conjecture d'Aizerman 5 soit vraie. Nous sommes donc devant la né-cessité de proposer un outil permettant une analyse rigoureuse des systèmes non linéairestout en proposant les fonctionnalités de la �/km analyse.5. La conjecture d'Aizerman s'applique à l'étude de la stabilité d'un système linéaire stationnaire avecune non linéarité statique dont la caractéristique est comprise entre les droites de pente a et b. Aizermanprésumait que si le système était stable lorsque la non linéarité était remplacée par un paramètre incertainconstant compris entre a et b alors le système avec la non linéarité était globalement stable. La conjecturede Kalman est une variante où la non linéarité est incrémentalement dans le secteur (a,b). Elles sontfausses. La conclusion est qu'en général, la stabilité d'un système non linéaire ne peut être déduite del'étude de la stabilité de ses linéarisations stationnaires [Wil69, DV75].



Problématique 13L'étude d'un système linéaire connecté avec une non linéarité sans mémoire a été unsujet largement étudié dans les années soixante. C'est le célèbre problème de Lur'e (voirpar exemple [AG64, Pop73]). Même si cela n'est pas �agrant, le problème est, du pointde vue des outils proposés, proche de la �/km analyse.Dans le chapitre 2, sont exposées les idées directrices d'une méthodologie de recherchede critères de stabilité. Le chapitre 5 s'intéresse à la généralisation de la �/km analyse aucas des familles de modèles avec des dynamiques négligées, des paramètres incertains, desnon linéarités, des paramètres variants dans le temps, des retards, etc... par applicationde cette méthodologie. De plus, à cette généralisation, nous associons un test basé surla résolution de problèmes LMIs. A court/moyen terme, il peut déboucher sur un outillogiciel industriellement intéressant. Cet aspect est illustré par l'analyse d'un missile dansla dernière partie du mémoire de thèse.Malgré les propriétés théoriques (et pratiques) séduisantes des programmes de résolu-tion de LMIs, l'analyse d'un système réaliste peut néanmoins aboutir à la résolution d'unprogramme d'optimisation convexe réclamant trop de mémoire et de temps de calcul. Celanous amène à proposer une approche � décentralisée� de l'analyse permettant de fairepratiquement une estimation de la stabilité pour des systèmes de � grande dimension�.Cela peut être rapproché de l'idée de faire une analyse hiérarchisée des systèmes à grandeéchelle comme l'ont proposé Willems [Wil73] et Safonov [Saf83]. Contrairement à ce qu'aproposé Safonov, notre approche consiste à résoudre plusieurs sous problèmes en essayantdans la mesure du possible de limiter le nombre de variables d'optimisation. Ceci sera ex-posé dans le chapitre 5. Cette approche décentralisée découle des idées développées dansle chapitre 2.1.1.4 Cahier des charges et critères mathématiquesLe deuxième point de l'analyse des systèmes, à savoir le problème de la traductionmathématique des spéci�cations de performance, est un problème très complexe. Grossomodo, deux types de spéci�cations peuvent être distinguées :(i) les spéci�cations d'ordre qualitatif : par exemple, � le pilote automatique d'un aviondoit assurer le confort du passager� ;(ii) les spéci�cations d'ordre quantitatif : par exemple, � le pilote automatique d'un aviondoit réagir en tant de secondes�.Le cadre mathématique qui nous intéresse ne permet que de traiter les problèmes quanti-tatifs. Le problème est donc de ramener des spéci�cations du domaine qualitatif dans ledomaine quantitatif. Par exemple, il semble di�cile de proposer un indicateur quantitatifpour mesurer le confort du passager d'un avion. Le problème reste ouvert et est laisséà la discrétion de l'ingénieur. Le deuxième type de spéci�cations est naturellement denature quantitative. Néanmoins, reste le problème de la pertinence de la spéci�cation,même quantitative, par rapport aux critères mathématiques aisément calculables.Une spéci�cation courante est d'imposer un gabarit dans le domaine temporel sur laréponse du système bouclé à des signaux de consigne typiques (comme des échelons). Laréponse devra par exemple se situer entre les deux courbes tracées sur la �gure 1.1. Mal-heureusement, il n'existe pas, à notre connaissance, de critères qui seraient une traductiondirecte de cette spéci�cation et qui aboutiraient à des méthodes simples et e�caces d'ana-lyse et de commande. Cependant, pour les systèmes linéaires, il est possible en pratique



14 Chapitre 1 Approche unifiée de l'analyse et de la commande
y(t)

tFig. 1.1 � Gabarit temporelde spéci�er indirectement ces objectifs à l'aide par exemple de contraintes sur l'emplace-ment des pôles ou sur la réponse fréquentielle des fonctions de transfert du système. Laspéci�cation indirecte induit alors lors de la synthèse un processus essais/erreurs.Nous pouvons maintenant évoquer brièvement les principales approches du problèmede la spéci�cation des performances. Dans les approches de type commande optimale, laperformance est mesurée par un compromis entre une quantité interprétable comme l'éner-gie dépensée pour la commande et une quantité interprétable comme l'énergie d'erreur depoursuite ou encore l'énergie de la sortie par rapport à un bruit en entrée. Pour la com-mande des systèmes linéaires stationnaires, Zames a proposé de mesurer la performanceen regardant dans le domaine fréquentiel les propriétés d'atténuation ou d'ampli�cationdes fonctions de transfert du système [Zam81]. Mesurer la performance revient alors àvéri�er que la norme H1 de certaines fonctions de transfert du système pondérées par ungabarit fréquentiel est inférieure à un certain seuil. La performance s'interprète donc enterme de désensibilisation. Malheureusement, la performance d'un système ne se réduitpas stricto sensu à des contraintes de type fréquentiel. Il est connu que les contraintes dansle domaine temporel ne sont pas reliées simplement à celles en fréquentiel. Cependant, lacommande H1 donne généralement en pratique des résultats satisfaisants [Fon95].Les succès rencontrés par la commande H1 ont motivé son extension à la commandenon linéaire. Une première approche consiste à remarquer que la norme H1 est unenorme induite et que, de ce fait, son extension naturelle aux systèmes non linéaires estobtenue avec la norme induite 2 (le gain L2 [van92, IK95]). Cela permet de traduire lesspéci�cations en terme d'atténuation énergétique entre des signaux exogènes agissant surle système et certains de ses signaux de sortie. En ces termes, peut être traduit le faitqu'une erreur de poursuite possède une énergie faible comparée aux énergies des signauxde perturbation et/ou de consigne est désirable [Fro95].Une autre généralisation possible de l'approche H1 est de formaliser le problème dela performance comme la véri�cation d'une norme incrémentale pondérée pour certainsopérateurs entre des entrées et des sorties du système non linéaire [FMNC95]. Elle a étéproposée par Fromion comme étant une extension pertinente de l'approche de Zames aucadre non linéaire. Là encore, la performance est posée en terme de désensibilisation.Elle peut s'interpréter comme une exigence de performance sur les linéarisations nonstationnaires du système le long de ses trajectoires. De plus, elle repose sur le fait que laréponse d'un système à un signal d'entrée est obtenue par la somme de ses réponses à depetites variations en entrée [Fro95].



Problématique 15La portée de cette discussion dépasse largement le cadre de cette thèse. Dans ce mé-moire, la performance sera en général mesurée pour les systèmes non linéaires par unenorme induite 2. Suivant le contexte, l'extension à la norme incrémentale sera abordée.Considérer la norme incrémentale pose un problème d'ordre technique. Comme il est notédans [Fro95], elle est, en e�et, plus complexe à estimer que le gain L2. Les estimations dela norme incrémentale proposées sont donc potentiellement plus conservatives.Dans le cadre de la � analyse, la mesure de performance la plus largement considéréeest celle basée sur la norme H1. Il est courant de ramener l'étude de la performance d'unsystème à l'étude de la stabilité d'un système augmenté d'une incertitude �ctive [PD93].Ce n'est pas la position adoptée dans cette thèse : stabilité et performance seront consi-dérées indépendamment, avec des outils spéci�ques. Les motivations sont les suivantes :� d'une part, il n'est pas nécessaire de ramener un problème de performance à unproblème de stabilité robuste pour obtenir une méthode de résolution intéressante ;� d'autre part, cela entraîne une certaine confusion entre les notions de stabilité et deperformance. La généralisation de cette approche au cadre non linéaire doit être trai-tée avec précaution. Dans le cadre non linéaire, étudier la performance d'un systèmerevient à étudier la stabilité d'un système soumis à des incertitudes dynamiques nonlinéaires ou à des incertitudes dynamiques linéaires stationnaires [YD95].1.1.5 Objectif et idées directrices de l'approche de l'analyseLa généralisation de la �/km analyse découle de l'application directe du cadre formelque nous proposons dans le chapitre 2. Elle correspond à une tentative de réponse à laquestion suivante :� Dans quel cadre mathématique précis dois-je formuler mon problème d'Automatiquepour avoir une chance d'obtenir un critère calculable et pertinent par rapport àl'application?�Par cadre mathématique, il faut comprendre modélisation mathématique du comporte-ment du système et des propriétés qui doivent être véri�ées sur celui-ci.La motivation principale est d'o�rir un outil utilisable par l'ingénieur pour traiter lesproblèmes industriels. Cela correspond à trois exigences :Généralité : un même cadre mathématique doit permettre d'aborder des systèmes avecdes éléments de natures di�érentes : non linéarités, paramètres variant dans le temps,paramètres incertains, etc ... notamment un système doit pouvoir être modélisé defaçon modulaire 6 ;Accessibilité : un même formalisme doit permettre de traiter de façon transparente unproblème d'Automatique sans connaissances approfondies et exhaustives des résul-tats théoriques ; l'ingénieur automaticien doit pouvoir mettre en ÷uvre les outilsproposés sans maîtriser des concepts avancés ou un vocabulaire spécial ;Calculabilité : un test n'est pertinent que dans la mesure où il est calculable lors de samise en ÷uvre sur un problème industriel : il doit être applicable avec un temps decalcul raisonnable.6. Un modèle doit être construit par interconnexion d'éléments de base (modules), réutilisables dansd'autres modèles.



16 Chapitre 1 Approche unifiée de l'analyse et de la commandeUn des objectifs de cette thèse est de démontrer qu'il est actuellement possible deconjuguer :1. les résultats obtenus en théorie de l'Automatique depuis le début des années soixantejusqu'à nos jours ;2. les (nouvelles) méthodes d'optimisation convexe développées depuis les années quatrevingt ;3. la puissance de calcul grandissante des ordinateurs pour un coût de plus en plusfaible ;pour jeter les bases d'un outil � industriel�, réellement e�cace, faisant un compromisintéressant entre les trois exigences précédentes.Comme cela a déjà été discuté, nous proposons, dans une première étape, un cadre ma-thématique adéquat. Il est su�samment général pour uni�er un grand nombre de critèresde stabilité apparus ces trente dernières années. Cette généralisation repose notammentsur les travaux de Sandberg et Zames dans les années soixante [San64, San65, Zam66a,Zam66b], de Safonov au début des années quatre vingt [Saf80] et sur ceux plus récents deMegretsky au début des années quatre vingt dix [MT93]. Leur �nalité était de construiredes critères de stabilité généraux ; nous verrons que ce type d'approche est susceptible demener à des critères calculables. Cet ensemble de travaux sera désigné dans la suite de cemémoire par le terme d'approche entrée/sortie.Dans les années soixante/soixante-dix, la mise en pratique des résultats de l'approcheentrée/sortie passait par la mise en ÷uvre d'outils (graphiques) proches dans leur principedu critère de Nyquist. Ils étaient intéressants dans le cas de systèmes linéaires connectésavec un élément de nature di�érente : une non linéarité, un retard, un paramètre incertainnon répété, etc [NT73]. Cela constituait une tentative de mise en pratique d'un certainnombre de critères comme celui de Popov [Pop73] (pour les systèmes linéaires avec une nonlinéarité statique). Ils ne permettent pas de traiter le cas, par exemple, d'un système avecplusieurs non linéarités. Néanmoins, les formulations proposées sont convexes même dansle cas de plusieurs non linéarités. De plus, elles peuvent se réécrire dans un certain nombrede cas comme un problème d'optimisation (convexe) basé sur des LMIs. La résolutione�cace de ce type de problèmes a été obtenue récemment [BEFB94]. Il existe des boîtesà outils générales résolvant numériquement cette classe de problèmes [END95, NDG95,GNLC95] 7.Un autre point important est qu'une approche uni�ée pour les systèmes contenantdes éléments de nature di�érente est possible (par exemples des systèmes contenant à lafois des incertitudes paramétriques et des non linéarités). En e�et, fondamentalement, lesmécanismes qui ont permis d'obtenir des critères de stabilité pour les systèmes contenantdes incertitudes linéaires et les systèmes avec une non linéarité statique sont identiques.En fait, les di�érents critères ont des formulations cohérentes entre elles. Le chapitre 2de ce mémoire propose une méthodologie uni�ée des systèmes contenant des éléments denature di�érente.Ce fait peut être illustré par un parallèle [HHHB92] entre le critère de Popov et laborne supérieure de � telle qu'elle est présentée par [SL93]. Par souci de simplicité, nousconsidérons un problème de � avec une incertitude paramétrique. Les deux problèmes7. La possibilité d'utiliser des algorithmes d'optimisation pour aborder ce type de problèmes n'a étéenvisagée que récemment [SW87].
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G

Fig. 1.2 � Problème de Lur'epeuvent être décrits par un système linéaire stationnaire stable G(s) connecté avec unopérateur �. Dans le premier cas, � correspond à une non linéarité positive (problème deLur'e [AG64, Pop73], voir �gure 1.2) et dans le second à la multiplication par un scalairepositif. Etudier la stabilité de ces deux systèmes se ramène à trouver une fonction detransfert W (j!) telle que :W (j!)G(j!) +G(j!)�W (j!)� < 0 (1.1)où la structure de W (j!) change suivant que nous considérons le système avec :� la non linéarité statique : dans ce cas-là, la fonction de transfert recherchée W (j!)est de la forme 1 + �j! où � est un scalaire [Pop73] ;� le paramètre incertain : la fonction W (j!) est recherchée positive, c'est-à-dire telleque W (j!) +W (j!)� > 0 [BW65, SL93].Dans les deux cas, W a été choisie telle que �W�1 soit positive comme �. Il y a doncanalogie entre les formes des di�érents critères obtenus. Il faut noter que (1.1) est linéaire,donc convexe enW (j!). Il sera vu dans les chapitres 2 et 5 que les mécanismes d'obtentionde ces critères sont aussi communs.Dans cet exemple, nous avons implicitement considéré une interconnexion de deuxéléments. L'étude du comportement de la connexion de deux éléments reste le problèmefondamental de l'Automatique 8. Supposons qu'un système puisse se décomposer en sous-systèmes. Leur interconnexion est décrite par un schéma d'interconnexion. Les propriétésd'un système ne peuvent alors pas être déduites de la simple connaissance des propriétésde ses sous-systèmes. Elles résultent aussi de la connaissance du schéma d'interconnexion.De ce fait, la modélisation proposée sera constituée par un ensemble d'opérateurs(chacun décrivant un sous-système) et par un schéma d'interconnexion. Chaque opérateurest caractérisé par une (ou plusieurs) propriété(s) sur les signaux d'entrée et de sortie.Ce type de modélisation a été plus particulièrement considéré pour l'étude des systèmesà grande échelle [HM80b]. Nous mettrons en lumière tout au long de la thèse qu'il est8. Et plus généralement de la Cybernétique.



18 Chapitre 1 Approche unifiée de l'analyse et de la commandeadapté au traitement de systèmes plus généraux. De plus, il permet l'obtention des outilsmodulaires, un système étant vu comme l'interconnexion de modules (les sous systèmes)élémentaires.Si nous considérons que le schéma d'interconnexion est lui-même un opérateur, lesystème est constitué par la connexion de deux opérateurs, le premier correspondant auschéma, le second aux opérateurs représentant les sous-systèmes.Une approche très générale de ce type de problèmes a été proposée par Zames en1966 [Zam66a] et généralisée par Safonov à la �n des années soixante dix [Saf80]. Ellerepose sur la notion de séparation des graphes et sera abordée dans la première partiede la thèse. Safonov démontre que les tests de stabilité classique de Lyapunov en repré-sentation d'état sont retrouvés par son théorème de séparation des graphes. Pour les casqui nous intéressent, il sera montré qu'elle o�re avec des idées dérivées de la théorie desmultiplieurs 9 [Zam66b, Wil69, DV75] un cadre approprié pour l'interprétation des critèresexistants et l'obtention de nouveaux critères de stabilité.Les deux premières idées de la thèse consistent donc à proposer comme cadre pertinent(i) la modélisation des systèmes comme des interconnexions d'éléments dont les propriétéssont étudiées par (ii) application de l'approche entrée/sortie.
Famille de modèles

Sur familles de modèlesFig. 1.3 � Famille / surfamilles de modèlesUne troisième idée fondamentale est la notion d'augmentation des familles de modèleset de paramétrisation des familles ainsi obtenues. Quel peut être l'intérêt de démontrerdes propriétés pour une famille de modèles plus vaste que celle considérée initialement?Cela peut évidemment accroître le conservatisme du test obtenu, ce qui n'est pas forcé-ment rédhibitoire (voir la discussion de la section 1.1.2). En fait, le principal intérêt estde trouver un ensemble de � surfamilles� de modèles pour lesquelles la propriété peutêtre calculée e�cacement. Le fait de paramétriser un ensemble de surfamilles introduitdes degrés de liberté qui permettent d'exploiter un certain nombre d'informations sur lesystème. Par exemple, dans le test de Popov (1.1) pour le problème de Lur'e [Pop73],9. �Multiplieur� est une mauvaise traduction pour le terme anglais �multiplier�. Multiplicateur seraitsans doute plus adapté mais d'une part, il a une signi�cation bien précise en Optimisation et, d'autrepart, à notre connaissance, il n'y a pas pas d'équivalent français au terme anglais dans le contexte oùnous l'employons. Nous gardons donc le terme �multiplieur�.



Problématique 19les degrés de liberté sont représentés par les fonctions de transfert W (j!). En e�et, ilne faut pas oublier que la fonction de transfert W a été introduite telle que �W�1 soitpositif. Pour un transfert W (j!) donné, l'écriture de cette propriété permet d'obtenir unenouvelle inégalité sur les signaux d'entrée et de sortie de �. Cette inégalité dé�nit en faitune surfamille de modèles. A plusieurs W possibles correspondent plusieurs surfamilles.La surparamétrisation est un écueil à éviter : une augmentation du nombre de degrésde liberté ne se justi�e que par un apport d'information supplémentaire (c'est-à-dire unedescription plus précise). Le nombre de degrés de liberté introduit doit être choisi a�nd'obtenir le meilleur compromis possible entre le conservatisme du résultat �nal et lamémoire et le temps de calcul nécessaire à sa mise en ÷uvre. L'idée est donc d'accroîtrela taille de la famille de modèles a�n de réduire la complexité de la véri�cation de sespropriétés. Cette interprétation peut être faite pour la borne supérieure de � : en supposantles incertitudes variant légèrement dans le temps (ce qui correspond à considérer dessurfamilles des incertitudes invariantes dans le temps), le problème se formule comme unproblème d'optimisation convexe alors que le test exact de � est NP di�cile. Cette idéesera développée en détails dans les chapitres 3 et 5.L'introduction de surfamilles apparaît ainsi comme une possibilité intéressante d'ob-tention de critères de faible complexité. Parmi les formulations possibles, les problèmesd'optimisation convexe sont très intéressant à la fois pour leur faible complexité de résolu-tion numérique et leur généralité. Un problème d'optimisation classique en Automatiqueest celui de la véri�cation de la stabilité d'un système linéaire par l'approche Lyapunov.Il peut être mis sous la forme suivante : pour une matrice dépendant linéairement de va-riables, existe-t-il un jeu de variables tel que la matrice soit dé�nie négative? L'ensembledes variables telles qu'une matrice dépendant linéairement de celles-ci soit dé�nie néga-tive véri�e une contrainte LMI. Ce type de contrainte est convexe [BEFB94]. Avant la �ndes années 80, les problèmes d'optimisation LMIs étaient résolus par des méthodes peue�caces comme la méthode de l'ellipsoïde. Les méthodes de points intérieurs qui avaientprouvé leur e�cacité vers le milieu des années 80 pour les problèmes de programmationlinéaire ont été alors étendues aux problèmes LMIs, permettant une amélioration spectacu-laire de leur traitement. Considérer ce type d'optimisation, en plus d'être a priori pertinentpar rapport aux objectifs de calculabilité, est une formulation possible pour un nombreimportant de problèmes d'Automatique comme cela est exposé dans le livre [BEFB94].Des problèmes di�érents sont explorés dans cette thèse.Malgré la généralité de la formulation LMI, un certain nombre de problèmes ne se for-mule pas dans ce cadre. Leurs formulations les plus simples obtenues jusqu'à présent cor-respondent à des problèmes d'optimisation non convexe sur des inégalités matricielles bili-néaires (en Anglais, Bilinear Matrix Inequalities, BMI) [SGL94, GTS+94]. Une contrainteBMI dé�nit un ensemble de variables tel qu'une matrice dépendant bilinéairement decelles-ci soit dé�nie négative. Malheureusement, il n'existe pas de méthodes générales ete�caces pour cette classe de problèmes. Pour des classes particulières de BMIs, impor-tantes en Automatique, des heuristiques basées sur des algorithmes de résolution LMI,semble-t-il e�caces, ont néanmoins été proposées [EOA96].En�n, nous verrons qu'un nombre important de problèmes se formule comme desproblèmes d'optimisation sur des contraintes qui sont des généralisations de contraintesLMIs : LMIs semi in�nies (nombre in�ni de contraintes LMIs), LMIs in�nies (variables dedimension in�nie avec un nombre in�ni de contraintes LMI), LMIs di�érentielles.



20 Chapitre 1 Approche unifiée de l'analyse et de la commandeEn résumé, dans le but de proposer un outil industriel (c'est-à-dire général, accessibleet e�cace numériquement), quatre idées de base sont mises en ÷uvre dans cette thèse :1. la modélisation est basée sur les notions d'interconnexion et de familles de modèles ;2. le cadre mathématique choisi est celui de l'approche entrée/sortie (un tel choix seradiscuté dans la section suivante) ;3. une paramétrisation des familles de modèles est utilisée pour régler le compromisentre le conservatisme des critères et leur calculabilité ;4. les critères sont formulés sous forme de problèmes d'optimisation convexe.1.1.6 Approche Lyapunov versus approche entrée/sortieConsidérons le problème de Lur'e évoqué dans la section précédente, c'est-à-dire l'in-terconnexion d'un système linéaire stable G avec une non linéarité sans mémoire ne dé-pendant pas du temps. Si une représentation d'état minimale (A;Bp; Cq) est introduitepour la fonction de transfert G, l'interconnexion peut s'écrire de la façon suivante :_x = A x + Bpp;q = Cq x;p = f(q); (1.2)où f est une non linéarité positive, c'est-à-dire que �f(�) � 0 pour tout � 2 R. Nousavons vu qu'une condition su�sante de stabilité est donnée par le critère de Popov [Pop73]c'est-à-dire par l'existence d'une fonction de transfert W (j!) = 1 +�j! telle que l'inéga-lité (1.1) soit véri�ée. Parallèlement, ce critère correspond à l'existence d'une fonction deLyapunov V dite de Lur'e qui garantit la stabilité du système. La fonction de Lyapunovcorrespondante est : V (x) = xTPx+ � Z Cqx0 f(�)d�:Dans ce cas-là, il y a donc équivalence entre l'approche entrée/sortie et l'�approche Lya-punov�. En fait, des résultats beaucoup plus généraux ont été démontrés par Willemsuni�ant les deux approches dans le cadre des systèmes dissipatifs. Il en ressort que souscertaines hypothèses sur la structure interne du système (il admet une représentationd'état uniformément atteignable et distinguable), la stabilité au sens entrée/sortie im-plique la stabilité asymptotique (au sens de Lyapunov) pour le point zéro et une entréenulle. (Tout cela est exposé en détails dans les articles [Wil71a, Wil76].)Par stabilité entrée/sortie, il faut comprendre qu'un signal w de norme �nie kwk enentrée du système engendre un signal y de norme �nie kyk en sortie et qu'il existe unscalaire 
 tel que : kyk < 
kwk:La stabilité entrée/sortie est dite faible s'il existe deux scalaires � et 
 tels que :kyk < 
kwk+ �:De plus, lorsqu'un système est dissipatif (comme les systèmes L2 gain stables), la fonctionde Lyapunov peut être obtenue par résolution d'un problème d'optimisation avec un coûtdé�ni par une intégrale quadratique sur les signaux d'entrée et de sortie du système.



Problématique 21Sur ce sujet, nous pouvons d'ailleurs directement citer Willems [Wil71a] :``The paper also indicates what may be the basic reason why stability conditions appearto be easier to obtain using input output methods than through the construction ofsuitable Lyapunov functions : both input-output stability and Lyapunov stability can beposed as variational problems (thus the boundness and the value of an in�mum), input-output stability only requires the boundness of this in�mum. This observation is due toZames (private communication).''Néanmoins, les hypothèses sur la structure du système peuvent être assez restric-tives puisqu'elles interdisent les systèmes admettant plusieurs points d'équilibre [HM80a].Dans ce cas-là, il faut introduire des notions locales d'observabilité. Si la stabilité estfaible alors la stabilité entrée sortie n'implique pas forcément la stabilité asymptotique(locale) [HM80a]. Hill propose un système faiblement stable en entrée/sortie et chaotique[Hil92].Il est intéressant de mettre cela en perspective avec la dé�nition que donnait Zamesde la stabilité dans [Zam66a] :`` A system shall be called stable if it is well behaved in two respects : (1) it is bounded,i.e.not explosive. (2) it is continuous, i.e.not critically sensitive to noise. ''Nous voyons donc réapparaître l'intérêt d'utiliser la norme incrémentale pour étudierles propriétés entrée/sortie d'un système. Par stabilité incrémentale, il faut comprendrequ'une variation de mesure �nie du signal d'entrée du système engendre une variation demesure �nie du signal de sortie du système.L'intérêt de la stabilité incrémentale peut être apprécié à partir de l'exemple suivant,tiré de [DL64]. Il s'agit du système non linéaire d'équation :�x+ f( _x) + x = uavec u le signal d'entrée, x le signal de sortie et f une fonction Lipschitz continue véri�antles conditions : 8 q 2 R; jf(q)j � 1 et 8 q 6= 0; qf(q) > 0:Ce système est globalement asymptotiquement stable. mais sa sortie x tend vers l'in�nipour u = A sin(t) avec A supérieur à 4� [DL64].
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Dans le cas où la fonction f est une saturation,les réponses du système à des conditions initiales ci-contre illustrent la stabilité du système non linéaire.La réponse à une entrée sinusoïdale d'amplitude 10 aété simulée (voir �gure 1.4, gauche) : on constate ef-fectivement le mauvais comportement du système nonlinéaire pour cette entrée. Si f est remplacée par unenon linéarité strictement incrémentalement positive(c'est-à-dire que 8 q1 6= q2; (q1� q2)(f(q1)� f(q2)) >0), il est aisé de démontrer la stabilité incrémentale dusystème 10. On retrouve un comportement correct vis-à-vis d'une entrée sinusoïdale (voir�gure 1.4, droite).10. Ce système peut se réécrire comme la connexion de f et d'un système linéaire positif. La versionincrémentale du théorème de la passivité [Zam66c] permet alors de conclure à la stabilité incrémentaledu système.



22 Chapitre 1 Approche unifiée de l'analyse et de la commande
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Fig. 1.4 � Réponse à une entrée sinusoïdale avec f une saturation (à gauche), avec f unenon linéarité strictement incrémentalement positive (à droite)La stabilité au sens de Lyapunov n'est donc pas su�sante pour assurer un bon com-portement entrée/sortie pour un système non linéaire.Par contre, il a été récemment démontré que la stabilité incrémentale d'un systèmeimplique la stabilité asymptotique de ses points d'équilibre correspondant à des entréesconstantes [FMNC96a] (pour un signal d'entrée constant, le signal de sortie tend vers uneconstante). De plus, un système incrémentalement stable a la propriété de l'état �nal pourles entrées périodiques : pour un signal d'entrée périodique, le signal de sortie tend versun signal périodique [Fro97]. Ces deux propriétés font partie de spéci�cations classiquesdu cahier des charges (voir l'article [FSF97], reproduit en Annexe de la thèse, page 297).Dans les chapitres 2 et 5, seront exposés les mécanismes qui permettent d'obtenir descritères du type (1.1). Pourquoi considérer ce type d'approche plutôt qu'une approche detype Lyapunov?La di�culté de l'approche Lyapunov est qu'elle repose sur l'obtention d'une fonctionde Lyapunov : elle oblige soit à choisir une fonction particulière soit à essayer de résoudredes inéquations aux dérivées partielles. Etablir que le système a un gain L2 inférieurà un certain seuil amène à résoudre des équations du type Hamilton Jacobi [HM76].Leur résolution est pour l'instant di�cile [Luk69]. L'approche proposée dans cette thèsepermet d'obtenir simplement des critères de stabilité qui correspondraient à des fonctionsde Lyapunov de structure très complexe donc di�ciles à choisir intuitivement.Ce cadre général sera exposé dans le chapitre 2 de la thèse. Nous essaierons de montrerqu'il est un outil naturel pour l'obtention de conditions sous forme de problèmes d'optimi-sation (quasi) convexe basés sur des LMIs. Les critères LMIs traditionnellement obtenuspar une approche de type fonction de Lyapunov quadratique [BEFB94] sont ainsi retrou-vés. L'avantage supplémentaire de notre approche est que contrairement à l'approche detype Lyapunov considérée dans [BEFB94], elle permet de généraliser les critères obtenusa�n d'obtenir des conditions moins conservatives.1.2 SynthèseUn des objectifs majeurs de la recherche en Automatique est de proposer des méthodesadaptées pour la synthèse c'est-à-dire des méthodes d'obtention de correcteurs dont nous



Problématique 23pouvons espérer le bon fonctionnement une fois connectés sur le système physique. Evi-demment, l'idée est aussi de synthétiser un correcteur fonctionnant pour une famille demodèles contenant le modèle le plus adéquat.1.2.1 Sur la complexité du problème de synthèseLe problème de la commande apparaît plus complexe que celui d'analyse. Considérons,par exemple, le problème de �/km synthèse c'est-à-dire de synthèse d'un correcteur pourune famille de modèles linéaires avec des incertitudes de structure et paramétriques. Sinous essayons d'obtenir une méthode de synthèse à partir du test LMI de �/km analyse,les conditions obtenues sont non convexes et correspondent à un problème d'optimisationavec plusieurs optimums locaux.En fait, les problèmes de synthèse sont plus complexes qu'il n'y paraît. En e�et, consi-dérons un test d'analyse très conservatif pour la � analyse : la borne supérieure de � avecmultiplieurs constants. Ce type de résultat est considéré dans le chapitre 3 de la thèse11.Ce test peut être appliqué au problème de synthèse correspondant. La formulation ainsiobtenue correspond à deux inégalités matricielles a�nes plus une contrainte de rang surune matrice. Ce problème a priori très frustre appartient néanmoins à une catégorie de pro-blèmes NP di�ciles [FL96]. Bien sûr, cela ne veut pas dire que le problème de � synthèsepar multiplieurs constants est lui-même NP di�cile mais nous pouvons le conjecturer. Ilest intéressant de remarquer que les heuristiques qui essayent de traiter cette formulationde la synthèse robuste traitent en fait toute cette catégorie de problèmes NP di�ciles.Cette remarque souligne bien l'intérêt du développement de méthodologies de synthèsemoins ambitieuses comme la commande H1. Certes, elle ne permet pas de répondredirectement au problème de � synthèse : par cette méthode de synthèse, nous ne pouvonspas génériquement et de façon satisfaisante spéci�er explicitement des propriétés pourun système incertain. Néanmoins, utilisées judicieusement, ces méthodologies de synthèsepermettent de parvenir à des correcteurs satisfaisants [Fon95]. Les méthodes d'analysepeuvent être alors appliquées pour garantir le bon comportement du correcteur sur lafamille de modèles. Les résultats pour la synthèse obtenus dans cette thèse seront ainsi plus� faibles� que ceux obtenus pour l'analyse. L'intérêt des méthodes d'analyse a posterioriest ainsi évident : elles permettent de regarder si le système bouclé possède malgré toutles propriétés qui n'ont pas pu être spéci�ées lors de l'étape de synthèse.1.2.2 Approche des problèmes de synthèseL'approche générale adoptée pour la synthèse est la suivante :(i) les critères de stabilité et de performance sont appliqués sur le système bouclé ;(ii) dans les conditions ainsi obtenues, les termes ayant trait au correcteur sont éliminésa�n de diminuer la complexité du problème. Des conditions d'existence sont ainsiobtenues ;(iii) si ces conditions sont véri�ées alors un correcteur peut être explicitement construit.L'élimination est basée sur des résultats mathématiques se rapportant à la complétiond'opérateurs. En fonction du problème de synthèse considéré, les conditions d'existence11. C'est une condition su�sante de stabilité quadratique du système.



24 Chapitre 1 Approche unifiée de l'analyse et de la commandesont convexes ou non ; si elles ne le sont pas, il est possible d'utiliser des heuristiques plusou moins e�caces. Les cas pour lesquels des conditions convexes sont obtenues serontdéveloppés. Nous n'aborderons que les cas non convexes qui peuvent a priori être abordéspar des heuristiques e�caces.1.2.3 Sur le temps de calcul associé à la synthèseIl est important de souligner la nécessité pour les méthodes de synthèse d'être peugourmandes en temps de calcul. En e�et, puisqu'il est di�cile de traduire sous forme d'uncritère mathématique les performances désirées pour le système bouclé, le processus desynthèse est nécessairement itératif. Chaque synthèse de correcteur doit être suivie parune analyse des propriétés du correcteur obtenu et des critères de performance 12. Pourqu'un tel processus soit e�cace, il est primordial que le temps de calcul du correcteurlui-même soit faible.1.3 Motivation de départ : le séquencement de gains``What is most striking about gain-scheduling is that, while it is ever-more widely usedin practice, it has been widely ignored from a theoretical perspective. In particular, itremains unstudied as an explicitly nonlinear control approach. So, it seems that gainscheduling is another example of the lamented theory/application gap- but in this caseapplication is ahead of theory !'' Wilson J. Rugh [Rug91].1.3.1 Point de vue conventionnelLe thème de départ de ce travail de thèse est l'étude de méthodes de séquencementde gains par LMIs. Le séquencement de gains (ou gain scheduling en Anglais) est uneméthode de commande pour des systèmes qui ne sont pas linéaires et/ou stationnaires.Cette dé�nition très vague est le re�et de la multiplicité des pratiques que recouvre ceterme. Il s'agit notamment :� de systèmes dont les caractéristiques mesurables varient dans le temps ; il s'agit parexemple d'une fusée dont la masse de la charge change à chacune des missions ;� de systèmes présentant des non linéarités ; les états intervenant dans les non linéa-rités sont alors supposés mesurés ;� de systèmes non linéaires qui peuvent être naturellement modélisés comme un sys-tème linéaire à paramètres variants (LPV dans la littérature anglo-saxonne). Lesparamètres peuvent varier lentement par rapport à la dynamique du système : ilpeut s'agir par exemple du nombre de Mach pour un missile. Les paramètres va-riants dans le temps peuvent être aussi des variables d'état du système lui-même,auquel cas il s'agit en fait du cas précédent.12. Les critères de performance considérés lors de l'analyse sont plus complexes et plus �ns que ceuxconsidérés pour la synthèse. Cela est dû à la di�érence de complexité entre les deux problèmes.



Problématique 25La classe de systèmes considérée par le séquencement de gains peut donc être ra-menée aux systèmes linéaires à paramètres variants. Ces paramètres peuvent avoir desdynamiques plus lentes (voire nulles) ou du même ordre de grandeur que celles du sys-tème. Nous considérons qu'ils correspondent à des variables exogènes qui agissent sur lesystème. Pour un missile, par exemple, il s'agit du nombre de Mach et de l'altitude : ilsdépendent certes de l'état du missile (angle d'incidence et vitesse de rotation décrivantle mouvement de tangage d'un missile) mais comme leur dynamique est plus faible, ilspeuvent être considérés comme des variables exogènes. Quand les paramètres variantssont des variables d'état, le système linéaire à paramètres variants peut être constitué parles linéarisations (non) stationnaires du système non linéaire.- --- ? signal à asservirsignal de référence signal de mesure SystèmeCorrecteur signal de séquencement
Fig. 1.5 � Séquencement de gainLes méthodes de synthèse par séquencement de gains consistent pour un système li-néaire avec des paramètres variant dans le temps à obtenir une loi de commande réglée parceux-ci. 
Aström et Wittenmark [AW95] classent le séquencement de gains parmi les mé-thodes de commande adaptative. Si nous adoptons leur classi�cation, elle apparaît commeune méthode de commande adaptative où les paramètres d'adaptation sont mesurés, lastructure du système étant connue a priori. De plus, l'objectif et la caractérisation desméthodes de séquencement de gains sont su�samment généraux pour englober :� la linéarisation exacte [Isi89] ; un di�éomorphisme sur l'espace d'état et un retourd'état (s'ils existent) sont recherchés tels que le système bouclé soit linéaire pourtoute valeur de l'état appartenant à un ensemble borné ;� la linéarisation approchée [Kre84, HSK92] ; un di�éomorphisme sur l'espace d'étatet un retour d'état (s'ils existent) sont recherchés tels que le système bouclé soitlinéaire jusqu'à un ordre donné au voisinage de la variété d'équilibre ;� la pseudo linéarisation ou linéarisation étendue [RC84, BR86] ; une loi de commandenon linéaire est recherchée telle que toutes les linéarisations du système aient desvaleurs propres qui ne varient pas localement sur la variété d'équilibre.Le développement de ce type de correcteurs est très lié à l'industrie aéronautique.Des correcteurs dont les gains varient en fonction des mesures de l'altitude et du nombrede Mach (ou même de l'angle d'incidence [Hyd91]) sont souvent synthétisés pour desavions. D'ailleur, dans le chapitre 6, nous considérerons la commande d'un missile parséquencement de gains.Du point de vue de l'automaticien praticien, ce type de méthodes de synthèse peuts'interpréter comme une tentative de généralisation des méthodes linéaires qui ont atteint



26 Chapitre 1 Approche unifiée de l'analyse et de la commandeune certaine maturité à des problèmes non linéaires. Très tôt, il a été démontré que siun système linéaire non stationnaire varie � su�samment� lentement (dans un certainsens) alors la stabilité des modèles linéaires �gelés� garantit la stabilité du système nonstationnaire [Des69, Bro70]. D'autre part, la méthode indirecte de Lyapunov assure qu'auvoisinage d'un point d'équilibre et sa linéarisation en ce point ont le même comportementqualitatif 13.Ces résultats ont motivé la méthode de séquencement de gain traditionnellement em-ployée par les ingénieurs :� des variables lentes de séquencement qui traduisent les e�ets des non linéarités[Sha88] sont sélectionnées ;� un ensemble de points sur une trajectoire d'équilibre est sélectionné ; �plus il y ena, mieux c'est� est une règle heuristique courante ;� le modèle est linéarisé autour de chaque point de cet ensemble ;� pour chaque système linéarisé, un correcteur linéaire stationnaire est synthétisé ;� un correcteur est interpolé entre tous les correcteurs linéaires obtenus, puis intégrés ;� le correcteur non linéaire est testé par simulation sur un modèle non linéaire dusystème bouclé.Il s'agit donc, en synthétisant une série de correcteurs qui garantissent localement debonnes propriétés, d'obtenir un correcteur non linéaire qui assure de bonnes propriétésglobales [FF96].En fait, cette approche (que l'on désignera sous le terme de classique par la suite) poseplusieurs problèmes pratiques :1. le choix des variables de séquencement ; leurs dynamiques doivent être su�sammentlentes pour que des critères tels que celui qui est proposé par [Des69] s'appliquent,tout en �capturant les non linéarités� [Sha88] ;2. l'obtention d'un correcteur non linéaire à partir des correcteurs locaux obtenus [WR87,LR95] ;3. la garantie que le correcteur stabilise le continuum des linéarisés décris et non unepartie ;4. la garantie que le système non linéaire bouclé est stable.Le troisième problème n'est justi�é que lorsqu'on considère des variables de séquen-cement qui varient lentement dans le temps et dans les cas où la conjecture d'Aizermanserait justi�ée. C'est le problème que considère le séquencement de gains classique. Enfait, considérer la stabilité des systèmes linéaires �gés pour un système variant lentementn'est même pas une condition nécessaire de stabilité. Un exemple de systèmes linéairesnon stationnaires stables avec des systèmes linéaires �gés instables est donné dans la ré-férence [SL72]. C'est une approche heuristique du quatrième problème qui, dans certainscas, n'est pas correcte. Néanmoins, elle semble donner en pratique de bons résultats.13. Sous l'hypothèse qu'il n'y ait pas de valeurs propres associées à la linéarisation stationnaire à partieréelle nulle.



Problématique 27De nouvelles approches au problème de séquencement de gains ont été développées audébut des années quatre-vingt-dix. Dans l'esprit, elles sont très proches de ce que pro-posait Safonov douze ans plus tôt [Saf80]. Elles permettent d'obtenir un correcteur nonlinéaire stabilisant le système non linéaire. Elles reposent sur l'utilisation d'une fonctionde Lyapunov quadratique pour la commande de systèmes non stationnaires. Toutes cesapproches ont la caractéristique d'aboutir à une mise du problème sous forme d'un pro-gramme d'optimisation convexe LMI. Elles sont plus ou moins conservatives par rapportà leur objectif �nal (la recherche d'une fonction de Lyapunov quadratique) et aboutissentà des LMIs de complexités très di�érentes. Ce problème est abordé en détails dans lechapitre 3 de la thèse. Dans cette partie, une amélioration d'une des méthodes existantesest proposée grâce à une approche entrée sortie du problème. C'est l'un des apports decette thèse. D'autre part, nous avons mis en évidence comment elle pouvait être mise en÷uvre dans le cadre de la stabilisation quadratique d'une classe de systèmes non linéaires.Ces méthodes peuvent être interprétées en terme de fonctions de Lyapunov quadra-tiques. L'avantage de la stabilité quadratique est qu'elle permet de traiter des systèmesLPV dont les paramètres peuvent avoir une vitesse de variation quelconque. L'inconvé-nient (lié à cet avantage) est que cette approche est inadaptée pour les systèmes LPVdont les paramètres ont une vitesse de variation bornée voire faible. Néanmoins, elle peutdonner de bons résultats dans des applications intéressantes. Elle permet d'obtenir ainsiune approche quadratique pour certaines classes de systèmes non linéaires [EGS96].Un problème intéressant est de proposer des critères mathématiques qui permettentd'analyser la stabilité et la performance des systèmes LPV contrôlés par un séquencementde gains. Il est considéré dans le chapitre 5 où les outils développés pour généraliser la �analyse sont étudiés. Un nouveau critère est proposé dans le cas où la vitesse de variationdes paramètres de séquencement est bornée en moyenne. Tous ces critères correspondentà un début de mise en ÷uvre e�ective d'une application potentielle du théorème de sépa-ration des graphes de Safonov [Saf80] :``Sector conditions can provide a rigorous justi�cation of the approximations used ingain scheduling, and, more important from a practical point of view, they can give anengineer the insight needed to make constructive design modi�cations when simulationresults show that the approximations have failed. The latter can be accomplished byexamining where the sector conditions are violated : this provides information helpful inchoosing additional feedback design points, in adjusting the interpolation procedure, andin identifying other possible types of corrective action.''Dans le chapitre 5, les deux approches de ce problème (utilisation d'une fonction deLyapunov dépendante des paramètres [FMNC96b] et multiplieurs fréquentiels [JR96])sont uni�ées sous la désignation d'approche par multiplieurs dépendants. Pour les pro-blèmes de synthèse, curieusement, seules les fonctions de Lyapunov dépendantes ont étéutilisées dans la littérature [WYPB95]. La façon dont elles sont mises en ÷uvre aboutità une résolution approximative du problème avec une charge de calcul importante. Nousverrons comment employer les multiplieurs fréquentiels pour le problème de la synthèsea�n d'obtenir une solution pratiquement plus satisfaisante.1.3.2 Point de vue � incrémental�Ce qui précède donne l'image du séquencement de gains comme un mélange de prag-matisme et d'opportunités techniques. Une interprétation a récemment été proposée qui



28 Chapitre 1 Approche unifiée de l'analyse et de la commandedonne des motivations profondes et un fondement théorique rigoureux au séquencementde gains [FF96].Comme cela a été exposé dans la section 1.1.4, si un système non linéaire est incrémen-talement stable alors pour des entrées en échelon (respectivement périodiques et pseudopériodiques), les signaux de sortie tendent vers des signaux constants (respectivement pé-riodiques et pseudo périodiques) [Fro97]. Ce sont des propriétés éminemment désirablespour un système réel dans le cadre d'une application non linéaire. Pour un système nonlinéaire, la stabilité n'est pas su�sante pour les garantir.Un résultat de Willems (voir Lemme 2.2.1 page 43) permet de faire le lien avec lespropriétés incrémentales et la stabilité de toutes ses linéarisations non stationnaires, defaire le lien entre les propriétés globales et locales du systèmes. Par suite, on peut réin-terpréter la commande par séquencement de gains de la manière suivante. Les ingénieursautomaticiens qui l'ont pratiquée essayaient de stabiliser les linéarisations stationnairesdu système le long de ses trajectoires. En cherchant à assurer la stabilité des linéarisations,ils s'e�orcaient implicitement d'assurer une condition nécessaire de stabilité incrémentaledu système, d'assurer des propriétés globales en les assurant localement.



Interconnexion, dissipativité et optimisation 29Chapitre 2Interconnexion, dissipativité etoptimisationAu cours de cette thèse, nous avons essayé de mettre en évidence des mécanismessimples permettant d'obtenir, dans un premier temps, des critères de stabilité et de per-formance et, dans un deuxième temps, des méthodes de synthèse de lois de commande.Nous avons vu dans l'introduction que cela implique l'emploi d'une modélisation géné-rale du problème (modèle du système et des propriétés à considérer) pertinente sous troispoints de vue :� du comportement du système physique ;� des propriétés du système à étudier ;� des outils mathématiques e�caces et disponibles.En particulier, le troisième point doit être abordé dans l'optique d'obtenir des critèreset des méthodes e�caces c'est-à-dire pratiquement utilisables. La modélisation généraleretenue devra donc être un compromis entre ces trois aspects. A ceux-ci, correspondenttrois idées qui nous semblent fondamentales dans le cadre de l'Automatique :Interconnexion : un système apparaît souvent comme une interconnexion de sous sys-tèmes ; il est alors décrit par l'ensemble des sous systèmes et leur schéma d'inter-connexion ;Dissipativité : le comportement d'un (sous) système peut être caractérisé par des con-traintes quadratiques sur les signaux qu'il échange avec son environnement ;Optimisation : la mise en ÷uvre des deux idées précédentes permet d'obtenir natu-rellement des critères sous forme de problèmes d'optimisation ; de récents progrèspermettent une résolution e�cace d'un certain nombre de ces problèmes.Dans les années 60, les recherches des tenants de l'approche entrée/sortie se sontfocalisés sur l'étude de la stabilité de la connexion de deux opérateurs, éventuellement nonlinéaires et/ou non stationnaire [Zam66a, Wil69, DV75]. Dans les années 70, les résultatsainsi obtenus ont été étendus aux systèmes interconnectés non linéaires, non stationnaires[Wil73, PP74, Ara76, Saf78, MH78, Vid81]. Cette extension a été motivée par le grandintérêt porté aux systèmes à grande échelle [Vid81] mais aussi par la théorie des réseauxélectriques [AV73] et la thermodynamique [Wil73]. Les concepts de base mis alors en÷uvre correspondent aux deux premières idées fondamentales que nous proposons.



30 Chapitre 2 Approche unifiée de l'analyse et de la commandeA la �n des années 70, intervient un changement de thèmes. Les insuccès de la com-mande LQG [Doy78] focalisent les recherches sur les problèmes d'analyse des systèmeslinéaires stationnaires incertains [SA77]. Même si Safonov propose dès 1978 des outilsgénéraux aptes à étendre les 20 années de recherches précédentes, un cadre spéci�que-ment consacré à ce problème [Doy78] basé sur l'indicateur ��� est développé [Doy82]. Enutilisant les propriétés fréquentielles des systèmes linéaires stationnaires, le problème estramené à un problème algébrique sur des matrices complexes. Dans ce contexte, au coursdes années 80/90, l'optimisation est apparue comme un outil de résolution intéressant.Elle a permis la résolution pratique de ces problèmes, à un niveau industriel. Par contre,si les recherches des années 60/70 avaient permis de grandes avancées théoriques, ellesn'ont jamais été réellement mises en ÷uvre du fait de l'absence de ces outils, sauf dansdes cas particuliers.Malheureusement, le cadre développé pour les systèmes linéaires stationnaires incer-tains n'est plus adapté lorsqu'il s'agit d'aborder les systèmes non linéaires, non station-naires. C'est pourquoi nous proposons d'utiliser un nouveau cadre où une telle limitationn'apparaît pas. Il est basé sur la notion d'interconnexion développée dans les années 70.Cette notion reste plus que jamais opératoire dans les Sciences de l'Ingénieur 1. Des outilsproposés dans les années 60 et 70, la dissipativité est un moyen puissant de quanti�erles échanges entre les di�érents sous systèmes et de permettre, par là même, l'analysedes propriétés du système interconnecté. En�n, nous verrons que l'optimisation, qui a étéintroduite pour l'étude des systèmes linéaires stationnaires incertains, s'avère être un outilpertinent dans ce contexte plus général, par rapport aux objectifs que nous nous sommes�xés dans le chapitre précédent.Les trois idées que nous avons introduites permettent ainsi d'uni�er les résultats ap-parus ces 30 dernières années et, comme nous le verrons dans les chapitres suivants, d'entrouver de nouveaux. Elles seront examinées dans les sections qui suivent. Auparavant,quelques termes généraux élémentaires sont présentés ; leur dé�nition est nécessaire pourles développements de ce chapitre.Un système peut être dé�ni comme une portion de la réalité séparée de l'environ-nement par une frontière, éventuellement �ctive. Il échange avec son environnement dela matière, de l'énergie et de l'information. En fait, seule une partie des processus dusystème est intéressante. Pour cette raison, nous ne considérons que la partie des signauxqui la décrit de façon univoque. Leur choix dépend de la �nalité de l'étude du système. Unsystème peut être donc caractérisé par un processus agissant sur un ensemble de signaux.Un modèle peut être alors dé�ni comme une relation entre les di�érents signaux dusystème décrivant ce processus. Un modèle ne doit pas être � trivialement� incohérentlorsqu'il est comparé avec le processus physique qui lui correspond. Cette propriété estdésignée par le terme bien posé.Les modèles considérés dans ce manuscrit sont des modèles mathématiques algé-briques et di�érentiels. Leurs succès en Physique et dans les Sciences de l'Ingénieurrésultent de leur capacité à rendre compte de phénomènes �qualitatifs�, malgré leurnature �quantitative�. La critique des approches de type quantitative dans les sciencesde l'ingénieur est en partie liée à la longue occultation du problème de la robustesse.La robustesse peut être résumée comme la volonté de garantir que la propriété évaluéesur le modèle est bien présente sur le système physique. En e�et, si ce problème a étécentral dans l'Automatique classique [Bla34, Hor63], il n'a été que peu abordé par l'Au-tomatique moderne [HS75]. Il fut considéré de nouveau et de façon intensive vers la1. Voir, par exemple, le génie chimique.



Interconnexion, dissipativité et optimisation 31�n des années 70 [Doy78, Saf78, DS81, SA81, SLH81, DWS82, Saf82]. Le grand apportde la robustesse au niveau de la modélisation est celui de la notion de famille de mo-dèles [DWS82, Saf82, Fon95]. Au lieu de considérer qu'un système est décrit de façonadéquate par un ensemble d'équations mathématiques, nous considérons qu'il est décritpar une paramétrisation d'équations et/ou d'inéquations mathématiques. Dans un certainsens, cela revient à introduire une notion qualitative.Le but de ce chapitre est d'introduire des idées générales de façon informelle. Leschapitres suivants (3 et 5) proposeront leur mise en ÷uvre dans un cadre mathématiqueplus spéci�que.2.1 Le système comme interconnexion de sous systèmesLa modélisation des processus physiques repose souvent sur la décomposition des sys-tèmes étudiés en sous systèmes élémentaires interconnectés. Le processus de chaque soussystème est alors modélisé. Le modèle global du système est en fait un ensemble de mo-dèles interconnectés. Par exemple, une colonne à distiller à plateaux est considérée commeune interconnexion de plateaux.Dans ce mémoire, nous proposons de considérer la même approche pour la modélisationdes systèmes. En plus du fait qu'elle est un outil reconnu pour la modélisation des systèmesphysiques, nous illustrons son application pour l'obtention simple de critères de stabilitéet de performance. Par là même, cette approche est apte à uni�er modélisation, analyseet commande des systèmes.Un système S est donc décomposé en un ensemble de n systèmes Si, i = 1; � � � ; n et uneinterconnexion I. Les signaux assurant la connexion des sous systèmes Si et de l'intercon-nexion I sont notés p. Ce sont les signaux internes. D'autre part, nous considérons certainssignaux particuliers w qui sont partagés entre le système et son environnement. En ré-sumé, le système est représenté par la �gure 2.1. Cette approche de la modélisation a étéformalisée précisément par Willems [Wil91] sous le terme d'approche comportementale. ASnS1 ...I wp1 pnFig. 2.1 � Interconnexion de sous systèmes, forme implicitel'interconnexion I et aux sous systèmes Si sont associés les modèles mathématiques I etSi. Dans ce contexte, un signal est une fonction de R+ dans Rk. Les modèles I et Si sontalors des opérateurs. Ils modélisent le comportement du système auquel ils se rapportent.Ce comportement est dé�nis par l'ensemble des signaux compatibles avec leurs équations.



32 Chapitre 2 Approche unifiée de l'analyse et de la commandeLe modèle du système interconnecté s'écrit alors :I(p;w) = 0; p = 2664 p1...pn 3775 ;Si(pi) = 0; i = 1; � � � ; n: (2.1)Cette formulation est quali�ée d'implicite.Une autre formulation possible est de séparer en deux le vecteur de signaux w (quidevient w et z) et le vecteur de signaux p (qui devient p et q). z et w (respectivement pet q) doivent alors dépendre causalement l'un de l'autre. Le signal d'entrée w correspondaux grandeurs de l'environnement qui agissent sur le système et z aux grandeurs de sortiedu système qui agissent sur l'environnement. Il faut noter que cette décomposition n'estpas unique. Elle correspond au nombre de degrés de liberté laissés par les équations (2.1).q est le vecteur des signaux de l'interconnexion I vers les sous systèmes Si et p, celui dessous systèmes vers l'interconnexion. Une formulation dite explicite est alors obtenue :" qz # = I  " pw #! ; p = 2664 p1...pn 3775 ; q = 2664 q1...qn 3775 ;pi = Si(qi) i = 1; � � � ; n: (2.2)Ceci se traduit par le schéma 2.2 qui correspond en fait aux schéma-blocs usuellementSnS16 ? 6 ? � -...I wp1 pn zq1 qnFig. 2.2 � Interconnexion de sous systèmes, forme expliciteconsidérés en Automatique. I et Si sont des opérateurs causaux.Le premier type de schéma 2.1, même s'il est moins classique, n'en est pas moins utile.Il représente une modélisation naturelle pour un certain nombre de systèmes physiquespour lesquels il est di�cile d'obtenir une formulation explicite pertinente. Un bras detéléopération en est un exemple. En e�et, dans ce cas-là, le comportement dynamique dubras de l'opérateur humain et de la charge doivent être approximativement identiques à unrapport homothétique près. De ce fait, tous deux peuvent être à la fois considérés commegénérateurs de consigne et grandeurs à asservir. C'est le problème de retour d'e�ort.De plus, l'orientation des signaux reliant un sous système n'est pas une caractéristiqueintrinsèque de celui-ci. Pour exemple, pour une résistance, tension et intensité ne peuventpas être désigné comme signaux d'entrée ou de sortie.



Interconnexion, dissipativité et optimisation 33Que l'un ou l'autre mode de représentation soit utilisé, rien ne garantit a priori queles équations (2.1) (ou les équations (2.2)) admettent une solution. C'est-à-dire que pourla part du (ou le) signal w représentant l'action de l'environnement sur le système, ildoit exister des signaux p (respectivement p, z et q) qui véri�ent les équations (2.1) (res-pectivement les équations (2.2)). D'autre part, pour que le modèle ait un minimum devraisemblance physique, les signaux doivent être uniques pour une entrée donnée et àl'instant présent ne dépendre de la valeur du signal d'entrée que pour les valeurs pré-sentes et passées (causalité). Ces propriétés sont désignées par le terme de bien posé.Il peut en plus recouvrir le fait que les signaux internes et de sortie sont des fonctionslocalement Lipschitz continues du signal d'entrée w. Cela exprime le fait qu'il ne peut yavoir de variations � in�niment brutales� au sein d'un système physique pour des entréessu�samment régulières. Cela exclut, de plus, un système dont les signaux divergeraienten un temps �ni.Les familles de modèles sont maintenant introduites. Pour cela, nous supposons quel'interconnexionI du système est parfaitementmodélisée par I et que la famille de modèlesest générée en considérant que le modèle Si du sous système Si appartient à un ensembleconnu de modèles Si. La notion de bien posé pour un modèle de système interconnecté segénéralise aisément à une famille de modèles.Des exemples simples de modélisation sont maintenant présentés. Un système linéairestationnaire de représentation d'état :_x = Ax + Bwz = Cx + Dwx = R _xpeut être représenté comme une interconnexion d'intégrateurs, le schéma d'interconnexionétant décrit par la matrice : " A BC D # :Par élimination des signaux d'interconnexion x et _x, la fonction de transfert du systèmelinéaire stationnaire est obtenue ; il s'agit de l'opérateur :D + C �Z I��I �A�Z I���1B �= Z I ? " A BC D # (2.3)qui admet pour transformée de Laplace :D + C �1sI��I �A�1sI���1B �= 1sI ? " A BC D # : (2.4)Nous avons ainsi introduit une Transformation Fractionnaire Linéaire (Linear FractionalTransformation (LFT en Anglais). Le symbole ? représente le produit étoile de Redhef-fer [Fon95, ZDG95] (pour une dé�nition générale, voir section 2.8.1 de l'annexe). En fait,à proprement parlé, si nous nous basons sur les dé�nitions données par [Red59, ZDG95],seul (2.4) est une LFT ; (2.3) n'est pas une LFT puisque R est un opérateur d'intégrationet non la multiplication par une matrice.



34 Chapitre 2 Approche unifiée de l'analyse et de la commandeDé�nition 2.1.1 Si M est une matrice de Ck�k, partitionnée de la façon suivante :M = " M11 M12M21 M22 #et � est une matrice de même dimension que M11 alors le produit de Redhe�er noté �?Mappelé encore transformation fractionnaire linéaire (LFT) haute de � par M est dé�nipar : � ? M �= Fu(M;�) �= M22 +M21�(I �M11�)�1M12;pour (I �M11�) inversible.Par abus de notation, le symbole ? sera aussi employé pour les opérateurs. Dans cecas là, (I�M11�)�1 doit être un opérateur bien posé (ce qui sera précisé dans la suite). Ilfaut aussi noter que, dans l'exemple précédent, les sous systèmes qui sont des intégrateurssimples ont été regroupés en un seul opérateur. Pour deux opérateurs A et B, diag(A;B)correspond à la matrice d'opérateurs " A 00 B # :De plus, pour un opérateur �, �I représente diag(�; � � � ; �).Pour résumer, un système interconnecté explicite peut être modélisé par une intercon-nexion d'opérateurs notés S ? I où S = diag(Si) avec Si, l'opérateur modélisant le iiemesous système et I est l'opérateur modélisant l'interconnexion.En adoptant une formulation implicite, un dérivateur peut aussi être modélisé commeune interconnexion d'intégrateurs 2 :z = _w , 8>>>>>>>>><>>>>>>>>>: _x = 0 + h 1 0 i " zw #0 = �x + h 0 1 i " zw #x = R _xA un système correspond une multitude d'interconnexions possibles de sous systèmes,le choix dépendant des objectifs de la modélisation et de ce qui est mathématiquementpossible.Une notion intéressante pour la modélisation des systèmes est la notion de hiérarchi-sation. Pour le problème qui nous occupe, cela revient à considérer que l'interconnexionet les sous systèmes sont eux-mêmes des interconnexions de sous systèmes (voir la �-gure 2.3). Un exemple simple est celui d'un système linéaire stationnaire à grande échelle.Chaque sous système peut être considéré comme une interconnexion d'intégrateurs. Dansce cas-là, il y a donc une hiérarchie à deux niveaux (voir �gure 2.3).Exemple de construction de modèles interconnectés : l'exemple de modélisationconsidéré est celui du pendule inversé (voir la �gure 2.4).2. Pour les systèmes linéaires stationnaires non propres, une alternative est de choisir la représentationde Rosenbrock [Fon95].
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...

Fig. 2.3 � Interconnexion hiérarchisée
θ

uFig. 2.4 � Pendule inversé



36 Chapitre 2 Approche unifiée de l'analyse et de la commandeL'angle � de la barre montée sur un chariot avec l'axe vertical est commandé enexerçant sur le chariot (de position z) une force horizontale u. Les équations de la physiquepour ce système sont :( (M +m)�z + ml�� cos � � ml _�2 sin � = u(t)J �� + ml�z cos � � mgl sin � = 0où M est la masse du chariot, m la masse de la barre, l la longueur de la barre, J l'inertiede la barre et g l'accélération de la pesanteur. u est la commande appliquée et z et � sontles sorties mesurées. Le modèle peut être réécrit sous la forme suivante :" M +m ml cos �ml cos � J # " �z�� #�ml " _�2 sin �g sin � # = " u0 #Dans ce modèle, les termes non linéaires cos �, sin � et _�2 vont être isolés pour être traitéscomme des gains k(t) variant dans le temps. Le système est alors mis sous la forme :_x(t) = A(k(t))x(t) +B(k(t))u(t):Soit le vecteur d'état : x = 26664 z�_z_� 37775 :Comme :8>>>>><>>>>>: " _�2 sin �g sin � # = " _�2 sin ��g sin �� #x2" M +m ml cos �ml cos � J # = " M +m 00 J #+ " 0 mlml 0 # " cos � 00 cos � #ces deux matrices ne dépendent pas des mêmes paramètres variant dans le temps : ellespeuvent donc être considérées indépendamment. Le schéma global d'interconnexion estobtenu après mise sous forme LFT pour ces deux matrices. Dans la section 2.8.1 del'annexe, sont décrites les opérations d'addition, de concaténation, de multiplication etd'inversion qu'il est possible d'e�ectuer sur les LFTs. Pour la première matrice,une pre-mière étape est d'obtenir la représentation LFT de _�2 à partir de la représentation LFT(triviale) de � par application de l'opération de multiplication. La LFT de sin �� est triviale.Par application de l'opération de concaténation, nous obtenons :" _�2 sin ��g sin �� # = diag( _�; _�; sin �� ) ? 26666664 0 1 0 00 0 1 00 0 0 11 0 0 00 0 g 0 37777775 :Nous procédons de même pour la deuxième matrice. In �ne, la formule d'inversion permetd'obtenir la forme explicite à partir de la forme implicite. Le résultat �nal est 3 :_x = diag(cos �; cos �; sin �� ; _�; _�) ?M1 " xu # ;z = " 1 0 0 00 1 0 0 # x:3. Pour ne pas alourdir le texte, la matriceM1 est donnée dans la section 2.8.2 de l'annexe. Il en serade même pour les matricesM2 etM3.



Interconnexion, dissipativité et optimisation 37Choisir cette modélisation revient à considérer l'interconnexion linéaire stationnaire desous systèmes qui sont les �paramètres variant dans le temps� (cos �, sin �� , _�). Une autremodélisation possible est de considérer le sinus comme une non linéarité statique :_x = diag(cos �; cos �; sin(:); _�; _�) ?M1 " xu # ;z = " 1 0 0 00 1 0 0 #x:Une autre modélisation possible est obtenue en regardant le système comme une inter-connexion (matricielle) d'intégrateurs et de paramètres variant dans le temps :z = diag cos �; cos �; sin �� ; _�; _�; Z ; Z ; Z ; Z ! ?M2u:Une dernière possibilité est de considérer l'interconnexion comme une matrice de fonctionsnon linéaires et de prendre comme sous systèmes les intégrateurs :z = diag�Z ; Z ; Z ; Z � ?M3u:Les classes de sous systèmes et d'interconnexion étant sélectionnées, plusieurs réalisa-tions peuvent être obtenues. Le problème de la réalisation peut se formuler de la façon sui-vante : étant donnée une matrice fonction rationnelle F d'opérateurs Oi comment l'écriresous la forme Fu(M;�) avec � = diag(�k) et �k = diag(Oi; � � � ;Oi)? Etant donné qu'ils'agit d'un problème de structure, la nature des opérateurs n'intervient pas. Nous pouvonsdonc sans perte de généralité supposer les Oi matriciels pour la recherche d'une représen-tation. Dans ce cas-là, il est aisé de démontrer qu'il est toujours possible de trouver unetelle réalisation à partir des opérations proposées en annexe, section 2.8.1 [ES94b, ZDG95].Le problème qui se pose alors est celui de l'obtention d'une réalisation minimale. La mi-nimalité peut être mesurée par la dimension de l'ensemble des sous systèmes. Les calculsprécédents ont été faits su�samment soigneusement pour qu'une représentation minimalesoit obtenue. En e�et, un calcul brutal (comme celui expliqué dans [CM94]) peut mener àdes représentations de dimension importante. L'obtention par le calcul symbolique d'uneforme minimale est un problème ouvert même si des développements intéressants ont étéproposés par [Fon95] où il est intensivement considéré. Dans le chapitre 5, une méthodede réduction numérique est proposée ; elle est malheureusement construite à partir deconditions su�santes.Dans l'exemple précédent, nous avons considéré di�érents ensembles d'opérateurs àisoler (paramètres variant dans le temps et/ou non linéaires et/ou les intégrateurs), doncdi�érentes classes de sous systèmes. A chaque choix, correspond un critère de stabilité dif-férent : la forme de représentation sélectionnée est donc dépendante du critère de stabilitéà appliquer.Dans cette section, nous avons introduit la représentation d'un système comme inter-connexion de sous systèmes. Nous avons ainsi distingué les signaux que le système partageavec son environnement des signaux internes qui correspondent à l'interaction de l'inter-connexion avec les sous systèmes. Un système est ainsi caractérisé par ses signaux d'entréeet de sortie. Une fonction qui, à un signal, associe un autre signal est appelée opérateur.L'ensemble des signaux ainsi mis en relation constitue le graphe de l'opérateur.Ayant introduit cette modélisation des systèmes, l'étape suivante consiste à caractériserle comportement d'un système, les signaux d'entrée et de sortie.



38 Chapitre 2 Approche unifiée de l'analyse et de la commande2.2 Caractérisation des systèmes par la norme L2 et ladissipativitéDans la première partie de cette section, le comportement d'un système est caractérisépar une contrainte sur les signaux qui le relient à l'environnement. L'objectif est d'évaluerla performance d'un système. La seconde partie aborde la question de paramétriser lescontraintes qui sont véri�ées par les signaux d'un système, d'obtenir la représentation laplus �ne de celui-ci à travers cet ensemble de contraintes. Pour un sous système, l'objectifpeut s'interpréter comme l'évaluation de son interaction avec son interconnexion au seindu système interconnecté. Ce mode de représentation sera ensuite exploité dans la section2.3 pour étudier la stabilité et la performance du système interconnecté.2.2.1 Caractérisation du comportement entrée/sortieLa première caractérisation d'un système qui apparaît naturellement est la stabilité :l'opérateur associé au système est borné. Néanmoins, le fait qu'un système soit stabledonne peu d'informations sur son comportement e�ectif. Un outil de description plus �ndoit être donc proposé. D'autre part, la description obtenue doit mener à des critèrescalculables. C'est pour cela que nous nous proposons de caractériser le comportementd'un système (même non linéaire) par des fonctions linéaires appelées pondérations ougabarits.Une expérience imaginaire: pour illustrer cela, considérons un système causal etstable � avec un vecteur d'entrée q de dimension nq et un vecteur de sortie p de dimensionnp, tous deux de carré intégrable. Le comportement entrée / sortie du système peut êtrecaractérisé par une fonction de transfert stable U telle que :Z +10  U  " p(t)q(t) #!!T " �Inp 00 Inq #U  " p(t)q(t) #! dt � 0: (2.5)U est appelée fonction de pondération ou gabarit. Pour la déterminer, il faut imaginerl'expérience [MR95] décrite �gure 2.5. Dans cette expérience, des signaux de L2 sontR j:j2 dtR j:j2 dt �� ��- - -- - ?6 -� U +� � 0q pFig. 2.5 � Comportement entrée sortie et contraintes quadratiques intégralesenvoyés à l'entrée q du système � et sa sortie p est mesurée. Les deux signaux sontensuite �ltrés par la fonction de transfert U et les carrés de leurs énergies (calculés parR j:j2 dt) sont comparés. Le �ltre U est sélectionné a�n que la di�érence d'énergie soitpositive. Il est donc représentatif du comportement entrée/sortie de �. Bien sûr, pourun système � donné, la fonction de pondération U n'est pas unique. D'autre part, unefonction de pondération U peut caractériser une famille de systèmes �. De ce fait, à tous



Interconnexion, dissipativité et optimisation 39les éléments� d'une famille� de systèmes peut être associées une ou plusieurs fonctionsde pondération U .Domaine fréquentiel, domaine temporel : le théorème de Parseval permet de fairele pont entre les contraintes sur les signaux décrits dans le domaine temporel et dansle domaine fréquentiel. Par son application, l'inégalité quadratique (2.5) sur des signauxdans le domaine temporel est équivalente à une inégalité quadratique sur la transforméede Laplace de ceux-ci :Z +1�1 " p(j!)q(j!) #� U(j!)� " �Inp 00 Inq #U(j!) " p(j!)q(j!) # d! � 0:Cette dernière inégalité est intéressante car elle est quadratique. En e�et, l'objectif estd'obtenir des critères calculables et pour cela nous cherchons à nous ramener à des formu-lations mathématiques adéquates. Nous verrons dans la suite de ce chapitre que mettrele problème sous forme de contraintes quadratiques est e�ectivement un choix pertinentdu fait de la puissance des résultats mathématiques et algorithmiques associés.Le cas où U est une matrice de gain sera étudié dans le chapitre 3 et le cas où U estun système linéaire stationnaire stable dans le chapitre 5. Dès à présent, nous pouvonsremarquer que :� si U(j!) = I alors le système en plus d'être stable n'ampli�e pas l'énergie : on ditque le système � est de gain L2 inférieur à un ;� si U(j!) = " I �II I # avec np = nq alors le système � est dit passif, c'est-à-dire :Z 10 p(t)Tq(t) � 0:Contraintes quadratiques intégrales et normes induites : dans la suite de cemémoire, nous ferons largement appel à ces contraintes quadratiques intégrales dont nousintroduisons la dé�nition ici.Dé�nition 2.2.1 Une contrainte quadratique intégrale est dé�nie par une fonction bornée�(j!) de jR dans C2�n�2�n telle que :�(w) = Z +1�1 " q(j!)p(j!) #��(j!) " q(j!)p(j!) # d!:On peut distinguer les cas :� �(w) � 0 : contrainte quadratique integrale inégalité ;� �(w) = 0 : contrainte quadratique integrale égalité.Dans l'inégalité (2.5), la fonction �(j!) correspondante a une contrainte sur son iner-tie 4. En e�et, puisque : �(j!) = U(j!)� " �Inp 00 Inq #U(j!)4. L'inertie d'une matrice est le triplet constitué par les nombres de valeurs propres négatives, nulleset positives. Elle est dé�nie page 7, dans les notations.



40 Chapitre 2 Approche unifiée de l'analyse et de la commandela matrice �(j!) a n valeurs propres positives et n négatives. C'est à cause de cette�contrainte� qu'elle est quali�ée de �dure� [MR95]. Si cette contrainte est relaxée, lacontrainte est dite �douce�. Dans le cadre de cette thèse, nous considérons des contraintesdures car les démonstrations sont simpli�ées tout en permettant de remplir les objectifsque nous poursuivons. La formulation des contraintes quadratiques intégrales a, de plus,la propriété intéressante de ne pas faire la distinction entre signaux d'entrée et signaux desortie. Par suite, elles sont tout à fait adaptées à la caractérisation des systèmes modéliséssous forme implicite.Pour dé�nir précisément la stabilité, il est nécessaire d'introduire une mesure sur lessignaux. Les normes Lp sont usuellement considérées. Elles permettent de dé�nir unenorme induite pour l'opérateur correspondant.Dé�nition 2.2.2 La norme Lp d'un signal u de R+ dans Rn est donnée par l'intégrale(si elle existe) : kukp �= �Z +10 ju(t)jp dt� 1p avec 1 � p <1:La norme L1 d'un signal est dé�nie par :kuk1 �= ess supt2R+ ju(t)j:L'ensemble des signaux pour lesquels la norme Lp est �nie est noté Lp(R+;Rn) ou plussimplement Lp lorsque le contexte élimine toute confusion.La norme induite Lp d'un opérateur H est dé�nie comme :kHkp = supu 2 Lpu 6= 0 kHukpkukp :Cette norme induite sera désignée sous le terme de gain Lp par la suite car elle possèdela propriété suivante, importante dans le contexte de l'Automatique : pour deux opérateursH1 et H2 de norme Lp �nie, on a :kH1H2kp � kH1kpkH2kp:En�n, si H représente un système linéaire stationnaire de transfert H(s) alors son gainL2 correspond à sa norme H1 dé�nie par :kHk1 �= supRe(s)�0�max(H(s)) = ess sup! �max(H(j!)):De l'ensemble des normes induites possibles, nous nous intéresserons essentiellementà la norme induite L2 (ou gain L2) pour les raisons suivantes :� elle a une interprétation physique intéressante : elle correspond à une atténuationénergétique entre les entrées et les sorties considérées du système ;� pour les systèmes linéaires stationnaires, Zames a démontré qu'elle permettait deformuler un certain nombre de spéci�cations du cahier des charges sous forme d'unproblème d'optimisation sur une norme pondérée H1 [Zam81] ;



Interconnexion, dissipativité et optimisation 41� elle est cohérente avec la formulation de la caractérisation entrée/sortie (perfor-mance) sous forme d'une contrainte intégrale quadratique. En e�et, spéci�er qu'unsystème stable d'entrée w et de sortie z a une norme induite L2 inférieure à uncertain seuil 
 revient à véri�er la contrainte intégrale :Z +10 " z(t)w(t) #T " �I 00 
2I # " z(t)w(t) # dt � 0:Il est, par ailleurs, possible de dé�nir pour des signaux de L2 un produit scalaire,nécessaire à la dé�nition de la passivité.Bien posé de l'interconnexion et dé�nitions de la stabilité : nous dé�nissonsmaintenant plus précisément les notions de bien posé, stabilité et stabilité interne. Pourcela, il est nécessaire d'introduire l'opérateur de troncation et les espaces étendus. Pourun signal w et un scalaire T > 0, la troncation causale PT (w) pour l'instant T est dé�niepar : 8 t � T; PT (w(t)) = w(t);8 t > T; PT (w(t)) = 0: (2.6)Elle permet d'introduire les espaces étendus :Lpe(R+;Rn) �= fw : R+ 7�! Rn j 8 T > 0; PT (w) 2 Lp(R+;Rn)g:Dé�nition 2.2.3 Le système interconnecté décrit par le modèle explicite :" qz # = I  " pw #! ; p = 2664 p1...pn 3775 ; q = 2664 q1...qn 3775 ;p = Si(q); i = 1; � � � ; n:est dit bien posé si pour toute entrée w dans Lpe, tous les signaux p, q et z existent, sontuniques et appartiennent à Lpe. Si, de plus, pour tout signal d'entrée appartenant à Lp,les signaux de sortie appartiennent à Lp et s'il existe un scalaire k tel que kzkp � kkwkpalors cette interconnexion est Lp gain stable. Il est L2 gain stable de façon interne side plus : kqkp � kkwkp et kpkp � kkwkp.Cette dé�nition peut être étendue aux modèles implicites.Dé�nition 2.2.4 Le système interconnecté décrit par le modèle implicite :I(p;w) = 0; p = 2664 p1...pn 3775 ;Si(p) = 0; i = 1; � � � ; n:est dit bien posé si l'opérateur " I(:; :)diag(Si(:)) # est inversible à gauche sur Lpe et stablede façon interne s'il est inversible à gauche sur Lp.



42 Chapitre 2 Approche unifiée de l'analyse et de la commandeDans ce qui suit, nous considérons les signaux mesurés par la norme L2.La caractérisation précédente peut être enrichie en limitant l'ensemble des signauxd'entrée à un sous ensemble de L2. Pour être cohérent avec la formulation introduite,il est normal de dé�nir ce sous ensemble par une ou plusieurs contraintes quadratiquesintégrales, égalité ou inégalité :Z +1�1 w(j!)��w(j!)w(j!)d! � 0 (= 0):Cette extension a été considérée dans [D'A95]. Nous verrons dans la section 2.3.2 commenttenir compte de ces informations supplémentaires par application de la S procédure.La norme L2 n'est pas la seule mesure intéressante dans le contexte de l'Automatique.La norme induite L1 peut être aussi utilisée pour obtenir un critère de performance avecune signi�cation physique intéressante [Vid86]. Néanmoins, elle n'est pas considérée dansce manuscrit car elle aboutit à des critères mathématiques plus di�ciles à véri�er [DDB95].En�n, pour p di�érent de 2 et 1, il est di�cile d'associer aux normes induites Lp uneinterprétation physique.Secteurs : certains systèmes sont intéressants tout en n'étant pas forcément stables dupoint de vue entrée/sortie. L'intégrateur 5 pur est l'un de ceux-ci. Les intégrales précé-dentes ne sont alors plus dé�nies. Leur comportement entrée/sortie peut néanmoins êtredécrit par une contrainte intégrale, à condition toutefois de se limiter à un intervalle detemps �ni. Il est possible de les caractériser par des secteurs.Dé�nition 2.2.5 [Saf80] Soit F = fF1; F2; F3; F4g un ensemble d'opérateurs incré-mentalement 6 stables tels que Fi0 = 0, i = 1; � � � ; 4. Soit un opérateur H dé�ni parH(q; p) = 0. Cet opérateur est strictement à l'intérieur du secteur F s'il existe un scalairestrictement positif � tel que pour tous q et p tels que H(q; p) = 0, pour tout T > 0,Z T0 (F1q + F2p)T (F3q + F4p) dt � �� Z T0 (qTq + pTp) dt: (2.7)L'opérateur H est en dehors du secteur F si pour tous q et p tels que H(q; p) = 0, pourtout T > 0, Z T0 (F1q + F2p)T (F3q + F4p) dt � 0:Le secteur est dit linéaire si les opérateurs Fi sont linéaires.Performance et dissipativité : intuitivement, un système peut être quali�é de perfor-mant si ses signaux de sortie ont certaines caractéristiques pour un ensemble de signauxd'entrée donnés. Une discussion plus détaillée a été faite dans le chapitre précédent 7. Lanotion de dissipativité a été très diversement dé�nie dans la littérature et est très liée à lanotion de contrainte quadratique intégrale et à celle de secteur. Une discussion plus dé-taillée est proposée en annexe de ce chapitre, page 69. Provisoirement, nous adopterons la5. Un moyen simple pour néanmoins se ramener au cadre précédent est de �perturber� l'intégrateur enun premier ordre avec un pôle stable en �� et de modi�er le schéma d'interconnexion par � loop shifting�a�n de conserver ses propriétés.6. Pour le terme incrémental, voir la dé�nition 2.2.6, page 437. section 1.1.4, page 13.



Interconnexion, dissipativité et optimisation 43dé�nition assez informelle qu'un système est dissipatif si ses signaux d'entrée et de sortievéri�ent une contrainte quadratique intégrale ou une inégalité de secteur. Des dé�nitionsplus précises seront adoptés dans les chapitres 3 et 5, en fonction des problèmes considérés.Un système sera considéré comme performant s'il est stable et s'il véri�e une inégalitéde dissipativité, c'est-à-dire une contrainte quadratique intégrale ou de secteur. Cela veutdire que nous supposons que le comportement d'un système peut être caractérisé de façonadéquate par des contraintes inégalités sur les signaux qui le relient à l'environnement.Une autre caractérisation intéressante peut être obtenue en considérant l'énergie dessignaux de sortie en réponse à des signaux de bruits blancs. Le problème est que lebruit blanc n'est pas un signal de L2 et n'est donc pas a priori cohérent avec le cadreproposé. Néanmoins, il est possible de considérer des bruits blancs en les approchantpar des signaux de L2 proches de ceux-ci au sens d'un certain critère. Cette approche aété proposée par Paganini [Pag95b, Pag96] dans le contexte des systèmes discrets. Sonextension aux systèmes continus est en cours.Systèmes Lipschitz continus : une façon plus précise de caractériser le comportementd'un système peut être obtenu en étudiant ses propriétés de Lipschitz continuité. Nousavons signalé dans le chapitre précédent qu'assurer qu'un système est L2 gain stable 8 nedonne pas forcément un comportement qualitatif intéressant entre l'entrée et la sortie dusystème. Par exemple, la réponse d'un système non linéaire L2 gain stable à un échelonne tend pas forcément vers un échelon. Par contre, un système Lipschitz continu possèdecette propriété. Il est donc très intéressant, d'un point de vue pratique, de la rechercher.Nous commençons par dé�nir la constante de Lipschitz, appelée aussi norme incré-mentale, d'un opérateur.Dé�nition 2.2.6 La constante de Lipschitz ou norme incrémentale Lp d'un opérateur Hest dé�nie comme : kHk�p = supu; v 2 Lpu 6= v kHu�Hvkpku� vkp :L'opérateur H est dit Lipschitz continu s'il est de constante de Lipschitz �nie, il estincrémentalement stable s'il est stable et Lipschitz continu 9.La question est de savoir comment déterminer la norme incrémentale associée à l'opéra-teur H. Deux stratégies sont possibles. La première consiste à considérer la représentationd'état associée (en supposant qu'elle existe et qu'elle est su�samment régulière) et de ré-soudre un problème (voir [Fro95, page 74]) qui apparaît complexe 10. La seconde se basesur un résultat de Willems [Wil69]. Ce résultat est à la base de la spéci�cation de laperformance dans le contexte non linéaire tel que cela a été présenté par [Fro95].Lemme 2.2.1 [Wil69] Soit un opérateur H de Lp dans Lp. Supposons qu'il admette unelinéarisation DHu0 pour tout u0 appartenant à Lp. Alors H est Lipschitz continu sur Lp8. Rappelons que sous certaines hypothèses sur la structure interne du système, le fait qu'il soit L2gain stable garantit que 0 est un point d'équilibre globalement attractif. Pour un exposé détaillé et precisde ce type de résultats, se reporter su livre [Wil71a, Vid92].9. Le terme incrémentalement stable met l'accent sur le fait qu`à une faible variation de l'entrée cor-respond une �faible� variation de la sortie, ce qui est important dans le contexte de l'Automatique.10. La formulation obtenue est une généralisation des inéquations d'Hamilton Jacobi utilisée pour l'ana-lyse du gain L2 d'un système non linéaire. Elle est en fait beaucoup plus complexe.



44 Chapitre 2 Approche unifiée de l'analyse et de la commandesi et seulement si kDHu0kp est uniformément bornée. De plus :kHk�p = supu02Lp kDHu0kp:Comme précédemment, nous nous intéressons au cas où p vaut 2. Pour déterminerqu'un système est incrémentalement stable, nous procéderons donc en deux étapes : (i)démonstration de la L2 gain stabilité du système (ii) démonstration de la L2 gain stabilitéde toutes ses linéarisations non stationnaires. De ce fait, la véri�cation de la stabilitéincrémentale peut se ramener à la véri�cation de la stabilité (tout court) d'un système etde ses linéarisations.2.2.2 Paramétrisation des contraintes quadratiques intégralesNous venons de voir qu'il est possible de caractériser les signaux d'entrée et de sortied'un système par une contrainte quadratique intégrale. Si nous considérons qu'un sys-tème est modélisé par une famille de modèles alors la contrainte quadratique intégraleprécédemment introduite génère une surfamille de modèles (dé�nie dans le chapitre 1).La paramétrisation des surfamilles proposée dans ce chapitre peut ainsi se ramener àune paramétrisation des contraintes quadratiques intégrales que véri�ent les signaux auxbornes du système, chaque contrainte quadratique générant une surfamille. Par suite, laquestion considérée est :�Pour un (sous) système donné, quelles sont les contraintes quadratiques que véri�entles signaux qui le connectent à l'environnement (l'interconnexion)?�Multiplieurs : pour traiter cette question, nous proposons la technique des multi-plieurs. C'est une technique assez ancienne puisqu'elle apparaît (implicitement) au coursdes années soixante pour la résolution du problème de Lur'e avec le critère de Popov[AG64, Pop73], puis est développée dans l'article fondateur de Zames [Zam66b], avantd'être formalisée dans [ZF68, Wil69, DV75]. Cette technique est, à cette époque, à l'ori-gine d'un grand nombre de critères de stabilité entrée/sortie pour un système reboucléavec une non linéarité [Zam66b, O'S66, TS67, TS67, ZF68, Wil69] ou un paramètre incer-tain (constant [BW65]11 ou variant dans le temps [Wil69, ST72]). Aux critères obtenus,étaient associés des critères graphiques pour leur mise en ÷uvre pratique [NT73].Les techniques de multiplieurs sont réapparues sous une forme di�érente au débutdes années 80 pour l'analyse des systèmes linéaires stationnaires et incertains. Dans cecadre-là, ils portent le nom de �scalings� 12 [Doy82, FTD91]. Fondamentalement, le prin-cipe reste le même. Une des di�érences majeures est constituée par l'émergence dans lesannées 80 de nouvelles techniques d'optimisation conjointement avec une augmentationimportante de la puissance des ordinateurs. Cela béné�cie à la résolution des critères dé-veloppés pour l'analyse de la robustesse. Le fait de s'a�ranchir de l'outil graphique permetde traiter le cas de plusieurs paramètres incertains. Des rapprochements clairs et précisentre les techniques de scalings et de multiplieurs ne sont apparus dans la littérature quetrès récemment [HHHB92, SL93, LSC94, Bal95, Cho96].11. La condition obtenue est alors nécessaire et su�sante [BW65].12. L'équivalent français serait � facteur d'échelle�. Comme il n'a jamais été employé dans ce contexteet que le terme de �scaling� est un terme technique précis, nous prendrons la liberté de conserver cetanglicisme.



Interconnexion, dissipativité et optimisation 45La conséquence directe des progrès accomplis pour l'analyse des systèmes stationnaireset incertains est qu'il est possible de généraliser les outils développés dans les années 60et de les combiner pour étudier la stabilité de systèmes hétérogènes, c'est-à-dire avec à lafois des non linéarités, des paramètres incertains, invariants ou non.D'autre part, la notion de famille de modèles développée dans les années 80/90 permetde mieux apprécier la portée et l'intérêt des techniques de multiplieurs. C'est cette notionqui re�ète la di�érence de perspectives entre ces deux décennies. Même si dans les années60, Zames avait noté que l'utilisation de l'approche entrée/sortie (et des multiplieurs)permettait de traiter des systèmes pauvrement modélisés [Zam66a], l'objectif de Popovrestait de démontrer, par exemple, la stabilité d'un transfert linéaire avec une non linéaritébien dé�nie. La position centrale prise dans les années 80 par le problème de la robustessenous amène à considérer une famille de non linéarités au lieu d'une. Les techniques demultiplieurs apparaîssaient peu adaptées à l'étude de la stabilité d'une non linéarité biendé�nie car elles permettent de garantir la stabilité pour toute une famille de non linéarités.Par contre, elles trouvent toutes leurs potentialités dès que la stabilité doit être démontréepour des familles de non linéarités. Même si les conditions de stabilité sont identiques,elles sont moins conservatives pour remplir le second objectif que pour remplir le premier.Les multiplieurs apparaîssent ainsi comme un outil pertinent aux objectifs que nous nous�xons aujourd'hui, malgré leur âge �vénérable�.Dé�nition 2.2.7 Soit � un opérateur causal à l'intérieur d'un secteur F , c'est-à-direque pour tous q et p tels que p = �(q), pour tout T > 0,Z T0 (F1q + F2p)T (F3q + F4p) dt � 0:Soit W un opérateur stable et inversible tel qu'avec p = �q :" ~q~p # = W  " qp #! :W est un multiplieur pour � si ~q et ~p véri�ent aussi la contrainte de secteur associée àF , c'est-à-dire que, pour tout T > 0,Z T0 (F1~q + F2~p)T (F3~q + F4~p) dt � 0:Remarque : Cette dé�nition s'étend aisément à un ensemble � d'opérateurs �.L'ensemble des multiplieurs admissibles pour un opérateur � dépend de la nature etde la structure de �. A chaque multiplieur correspond une contrainte quadratique sur lessignaux d'entrée et de sortie de �. De ce fait, paramétriser les contraintes quadratiquesse ramène à rechercher un ensemble de multiplieurs W . Par là même, ils vont permettrede �quanti�er� les échanges entre � et son environnement. L'intérêt des multiplieursapparaît ainsi dans l'étude des connexions d'opérateurs.Illustration : leur mise en ÷uvre et leur principe de base sont illustrés à l'aide d'unexemple simple. Il s'agit de l'étude du système _x = Ax. Celui-ci peut se modéliser commela connexion d'intégrateurs avec une matrice de gains A. Nous désirons caractériser lecomportement entrée/sortie des intégrateurs pour étudier leur interaction avec la matrice
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AP�1,_x x _x xFig. 2.6 � MultiplieursA. Les intégrateurs véri�ent une propriété de secteur particulière : ils sont passifs, c'est-à-dire que pour p = R q, avec une condition initiale nulle :8 T > 0; Z T0 p(t)T q(t) dt = 12p(T )Tp(T ) � 0:Si une matrice symétrique dé�nie positive P est introduite alors nous obtenons :Z T0 p(t)TPq(t) dt � 0: (2.8)Par suite, les signaux aux bornes des intégrateurs véri�ent une famille de contraintesquadratiques paramétrisées par la matrice dé�nie positive P . D'après la dé�nition 2.2.7,la matrice : " I 00 P #est un multiplieur. Par abus de langage, le sous bloc P sera aussi désigné par le termemultiplieur 13 Il a été choisi de façon à conserver la propriété de passivité du systèmesur lequel il est appliqué, c'est-à-dire que R P�1 est passif quelque soit P , matrice dé�niepositive. Si les intégrateurs sont connectés à la matrice constante A alors l'introductionde la matrice P peut être interprétée comme une modi�cation du schéma du systèmeinterconnecté (les intégrateurs avec A) laissant invariante les propriétés de stabilité et deperformance (voir la �gure 2.6). En clair, le système initial est stable et véri�e un certainniveau de performance entre l'entrée w et la sortie z si et seulement si le système trans-formé est aussi stable et a le même niveau de performance. De plus, cette paramétrisationdes contraintes quadratiques véri�ées par le (sous) système peut être interprétée commela paramétrisation des surfamilles de signaux comme cela a été vu dans le chapitre 1. Ene�et, les signaux qui véri�ent l'inégalité quadratique (2.8) comprennent, entre autres, lessignaux aux bornes des intégrateurs. Par suite, l'inégalité (2.8) dé�nit une surfamille designaux.En résumé, l'introduction de multiplieurs répond à deux impératifs :� Ils ne modi�ent pas la propriété de dissipativité du sous système auquel ils s'ap-pliquent ;13. En fait, cet abus de langage correspond à l'acception classique d'un multiplieur[Wil69]. La dé�nition2.2.7 que nous proposons l'étend tout en respectant l'idée sous jacente à la notion de multiplieur.



Interconnexion, dissipativité et optimisation 47� Ils ne modi�ent pas les propriétés de stabilité et de performance du schéma général.L'introduction de multiplieurs dans le schéma résulte de la possibilité de décomposerun système interconnecté en deux parties de diverses manières, même si la structure del'interconnexion est �xée. C'est le �tearing� dont parle Willems dans [Wil73].
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P (�)Fig. 2.7 � Multiplieurs dépendants, � constantCe type de multiplieurs (des matrices constantes) est quali�é de multiplieurs cons-tants. Les multiplieurs constants permettent de paramétriser les contraintes inégalités pardes variables réelles. Ils seront mis en ÷uvre dans le chapitre 3 pour traiter de problèmesd'analyse et de synthèse.La paramétrisation peut être a�née en considérant des multiplieurs dépendant deparamètres variants dans le temps voire d'opérateurs. Un exemple très simple peut êtredonné par l'étude de la stabilité du système :_x = A(�)x; x = Z _x; x(0) = 0;où � est un vecteur de paramètres constants. Il est alors naturel de décomposer le sys-tème en l'interconnexion de la matrice de gains A(�) et de l'ensemble des intégrateurs. Latechnique des multiplieurs peut être appliquée comme précédemment. Comme l'intercon-nexion dépend des paramètres �, il est intéressant d'introduire un multiplieur P (�) dé�nipositif et fonction bornée de �. Le schéma représenté �gure 2.7 est alors obtenu.Dans le cas où les paramètres sont des fonctions continues et dérivables du temps,un multiplieur dé�ni positif P (�) est introduit : c'est une fonction bornée, continue etdérivable de � et dont la dérivée est elle-même une fonction bornée. Une fonction de cetype est une transformation de Lyapunov [Bro70]. Le schéma représenté dans la �gure 2.8est ainsi obtenu. Si la boucle de rétroaction est bien posée, l'opérateur qui à x associe� = P (�) _x+ 12 _P (�)x est comme l'intégrateur, passif. En e�et,Z T0 �(t)Tx(t) dt = Z T0 �P (�) _x+ 12 _P (�)x�T x(t) dt = 12x(T )TP (�)x(T ) � 0:
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Fig. 2.8 � Multiplieurs dépendants, � variantLes multiplieurs peuvent être aussi choisis dépendant de la fréquence. Il s'agit alors defonctions de transfert écrites dans le domaine de Fourier, associée à des systèmes linéairesstationnaires stables mais pas forcément causaux. L'exemple précédent peut être alorsréécrit pour � constant et positif, après transformation de Fourier :" q(j!)z(j!) # = M(j!) " p(j!)w(j!) # ; p(j!) = �Iq(j!):Le scalaire � étant positif, les signaux à ses bornes véri�ent :p(j!)�q(j!) � 0:Comme nous avons précédemment introduit P , nous pouvons introduire une fonction detransfert W (j!) qui n'a pas de pôles et qui est inversible sur l'axe imaginaire. Le schémaest alors modi�é sans que ses propriétés soient altérées. Si de plus W (j!) +W (j!)� > 0alors �W (j!)�1 est positif. Par suite, nous obtenons la paramétrisation suivante pour lessignaux p(j!) et q(j!) aux bornes de �I :p(j!)�W (j!)q(j!) � 0:En résumé, nous venons d'introduire deux types de multiplieurs, les premiers dépen-dant de paramètres, les seconds de la fréquence. Les multiplieurs dépendants serontabordés dans le chapitre 5 de la thèse.2.3 Analyse des systèmes, contraintes quadratiques etoptimisationNous venons d'introduire, dans ce chapitre, la modélisation d'un système par une in-terconnexion de sous systèmes et la caractérisation de ces derniers par une ou plusieurs
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M(j!)�I M(j!)�I�-� � �66 �� -z w , W (j!)W (j!)�1z wFig. 2.9 � Multiplieurs dépendants, � constantcontraintes quadratiques. Nous allons maintenant rechercher une condition sur l'intercon-nexion garantissant la stabilité du système (sous section 2.3.1) puis une contrainte deperformance (sous section 2.3.2), les sous systèmes étant décrits par le ou les contraintesquadratiques qu'ils véri�ent.2.3.1 Théorème de séparation des graphes et analyse de la stabi-litéNous avons précédemment souligné qu'étudier la stabilité d'une interconnexion de soussystèmes se ramenait à étudier la stabilité de deux opérateurs bouclés, l'un représentantl'interconnexion, l'autre l'ensemble des sous systèmes.Ce problème a été étudié dans les années soixante par Zames et Sandberg. Leur pré-occupation principale était d'étudier la stabilité de systèmes avec des non linéarités. Lesarticles fondateurs [San64, San65, Zam66a, Zam66b] exposent une solution élégante, dé-rivée du théorème du point �xe. Ce résultat a été généralisé à la �n des années soixantedix par Safonov [Saf80]. Ses préoccupations étaient di�érentes : son objectif était avanttout d'o�rir un outil e�cace pour l'analyse et la synthèse de lois de commandes robustespour les systèmes à plusieurs entrées et plusieurs sorties, éventuellement non linéaireset à grande échelle [Saf78]. En e�et, à cette époque, les méthodes de synthèse réelle-ment multi boucles se résumaient à la méthode de synthèse LQG où le problème de larobustesse n'était pas pris en compte explicitement. En e�et, de bonnes marges de ro-bustesse n'étaient garanties que pour le retour d'état [Doy78] (marge de gain in�nie etmarge de phase d'au moins 60�). Parallèlement, pour les systèmes avec une seule boucle,les méthodes de l'Automatique classique permettaient l'obtention e�cace de correcteursassurant de bonnes marges pour le système bouclé. L'idée de base est donc de généraliserle critère de Nyquist en gardant son coté � topologique� et qualitatif si utile pour la syn-thèse robuste (pour que la stabilité de la boucle fermée soit robuste, le tracé du transfertassocié à la boucle ouverte dans le plan de Nyquist doit être � su�samment éloigné� dupoint �1).Schématiquement, le critère général de stabilité d'une connexion de deux opérateurspeut s'énoncer comme suit : si le graphe de l'un des opérateurs est topologiquement sé-paré du graphe inverse de l'autre alors leur interconnexion est stable. Par graphe, il fautcomprendre les signaux que le système partage avec son environnement. Le résultat deSafonov est très général, trop par rapport au cadre de cette thèse. C'est pour cela que nous



50 Chapitre 2 Approche unifiée de l'analyse et de la commandene considérerons que le corollaire 2.3.1 ci-dessous, qui est un cas particuliers des résultatsprésentés dans [Saf80]. Il ne faut pas oublier que l'objectif de cette thèse est d'obtenir descritères certes généraux mais avant tout calculables. Ils constituent donc un compromisentre généralité et applicabilité. Dans les chapitres 3 et 5, des formes particulières duthéorème de séparation des graphes seront utilisées. Des démonstrations directes simplesseront alors proposées.Corollaire 2.3.1 Supposons que l'opérateur d'interconnexion I soit stable. Alors le sys-tème interconnecté est stable s'il existe un secteur F tel que S = diag(Si) soit en dehorsdu secteur et le graphe inverse de l'interconnexion I(:; 0) soit strictement à l'intérieur.Remarque : Le théorème de séparation des graphes s'applique aussi bien sur des modèlesimplicites qu'explicites. Pour un modèle implicite d'équations :I(p; w) = 0; p = 264 p1...pn 375 ;Si(pi) = 0; i = 1; � � � ; nsi on sait que l'opérateur regroupant les sous systèmes est en dehors du secteur dé�ni par F =fF1; F3g, c'est-à-dire que : Z T0 (F1p)T (F3p) dt � 0pour l'ensemble des signaux pi tels que Si(pi) = 0, la stabilité du système sera démontrée si :Z T0 (F1p)T (F3p) dt < Z T0 �pT p dt;pour les signaux p véri�ant I(p; 0) = 0.Remarque : Ce corollaire admet comme conséquences les théorèmes du petit gain, de lapassivité et du cercle tels qu'ils sont présentés par Zames, par exemple [Zam66a, DV75].Nous présentons maintenant un exemple simple mais néanmoins signi�catif 14.Exemple illustratif : connexion d'une matrice avec une non linéarité statique.Cet exemple permet d'illustrer le théorème précédent : soit un système à une entrée, unesortie qui est la connexion d'une matrice et d'une non linéarité statique f :" qz # = " a bc d # " pw #p = f(q)où a 6= 0. La courbe caractéristique de f et la droite d de pente 1=a sont tracées sur la�gure 2.10 : elles correspondent respectivement au graphe de f et au graphe inverse deq = ap.L'application du corollaire précédent indique que s'il est possible de séparer les deuxcourbes par deux droites en traits tirés (voir la �gure 2.10) alors le système bouclé est14. C'est une façon de mettre en ÷uvre le principe suivant du à Safonov :Principle (Simple Case First) Consider �rst only the very simplest problem - but strive for a repre-sentation of the simplest problem which generalizes easily. [FT95]
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Fig. 2.10 � Exemple du théorème de séparation des graphesstable. Cela garantit que les deux courbes ne se coupent qu'en 0. Dans ce cas-là, lecorollaire exprime que si les signaux externes sont nuls alors la seule valeur possible pourp et q est zéro. De plus, les droites en traits tirés qui délimitent les deux secteurs sontchoisies parmi une in�nité de droites possibles.Dans ce qui suit, nous nous restreindrons à des contraintes secteurs de type quadra-tique. Par suite, véri�er la stabilité revient à véri�er des contraintes inégalités sur desensembles de signaux générés par les équations du modèle. Nous nous restreindrons no-tamment à considérer des secteurs avec des bornes linéaires. Cela correspond à l'impératifd'obtenir des critères calculables. Avec ce résultat, l'optimisation apparaît comme un outilnaturel d'analyse de la stabilité.D'autre part, nous avons introduit dans la section 2.2.2 l'idée de paramétriser les condi-tions de secteur véri�ées par les sous systèmes. Le corollaire 2.3.1 indique une conditionsu�sante de stabilité du système interconnecté à partir d'une condition de secteur véri�éepar les sous systèmes. Cela suggère que l'étude de la stabilité peut se ramener à rechercherune condition de secteur véri�ée par les sous systèmes parmi la paramétrisation (partielle)de celles-ci a�n de satisfaire les conditions du corollaire 2.3.1.Exemple de motivation : analyse d'un système linéaire stationnaire. Nous cher-chons à établir une condition assurant la stabilité d'un système linéaire stationnaire dereprésentation d'état : _x = Axx = R _x:Nous avons vu que ce système peut s'interpréter commeune interconnexion d'intégrateurs.Les signaux aux bornes des intégrateurs véri�ent les contraintes inégalités suivantes :8 T > 0; Z T0 _x(t)TPx(t) � 0;paramétrisées par la matrice dé�nie positive P . Par application du corollaire 2.3.1, cesystème est stable s'il existe une matrice P dé�nie positive telle que :ATP + PA < 0ce qui n'est rien d'autre que l'inégalité de Lyapunov.



52 Chapitre 2 Approche unifiée de l'analyse et de la commande2.3.2 S procédure et analyse de la performanceExemple introductif : nous cherchons à établir qu'un système linéaire stationnaire etstable de représentation d'état : _x = Ax + Bwz = Cx + Dwx = R _xa une norme H1 entre l'entrée w et la sortie z inférieure à un certain niveau 
, c'est-à-direque : Z 10 z(t)Tz(t) dt < 
2 Z 10 w(t)Tw(t) dt: (2.9)Les signaux internes x et _x véri�ent la famille de contraintes quadratiques paramétriséespar la matrice dé�nie positive P : Z 10 _x(t)TPx(t) � 0: (2.10)Les signaux _x et z s'expriment explicitement en fonction des signaux x et w. Par suite, leproblème se réécrit de la façon suivante : est-ce que pour l'ensemble des signaux x et wvéri�ant la famille de contraintes quadratiques :Z 10 " x(t)w(t) #T " ATP + PA PBBTP 0 # " x(t)w(t) # dt � 0;l'inégalité suivante est véri�ée :Z 10 " x(t)w(t) #T " CTC CTDDTC DTD � 
2I # " x(t)w(t) # dt < 0 ?Dans l'exemple proposé, l'analyse de la performance est donc ramenée à véri�er descontraintes quadratiques sur des signaux véri�ant d'autres contraintes quadratiques. Plusgénéralement, les résultats de type S procédure permettent d'aborder les problèmes sui-vants :� Est-ce que des signaux dé�nis par un ensemble de contraintes véri�ent une contrainte(de performance)?�Le principe de ces méthodes est de ramener ce problème à la véri�cation d'une seuleinégalité quadratique, pour des signaux appartenant à L2 par exemple. Une analogie peutêtre faite avec la transformation d'un problème d'optimisation avec contraintes en unproblème d'optimisation sans contrainte.



Interconnexion, dissipativité et optimisation 53Perspective historique : le terme de S procédure est, à notre connaissance, apparudans les travaux de Lur'e, aux alentours du début des années 50 15 pour le problème destabilité absolue [AG64], c'est-à-dire pour l'étude de la stabilité du système suivant :_x = A x + Bppq = Cq xp = f(q);où f est une fonction non linéaire qui véri�e l'inégalité f(q)(f(q) � q) � 0 pour toutq 2 R. Pour cela [AG64], Lur'e utilise la fonction de Lyapunov :V (x) = xTPx+ � Z Cqx0 f(�)d�:avec P une matrice symétrique et dé�nie positive et � un réel positif. De façon évidente,V (x) > 0 pour x 6= 0 et V (0) = 0. De plus,_V (x) = (Px+ CTq p)T (Ax+Bpp) + (Ax+Bpp)T (Px+ CTq p): (2.11)Si x et p sont supposés indépendants alors il est possible de trouver x 6= 0 tel que _V (x) = 0(en choisissant par exemple x et p tels que Ax+Bpp = 0). Par contre, en complétant lescarrés, on obtient :_V (x) = " xp #T " ATP + PA PBp +ATCTq + CTqBTp P + CqA+ Cq CqBp +BTp CTq � 2 # " xp #+ 2f(q)(f(q)� q):En notant que f(q)(f(q)� q) � 0, _V (x) < 0 pour x 6= 0 si pour (x; p) 6= 0S(x; p) = " xp #T " ATP + PA PBp +ATCTq + CTqBTp P + CqA+ Cq CqBp +BTp CTq � 2 # " xp # < 0:En fait, on a cherché à véri�er que l'inégalité quadratique (2:11) est négative pour x etp véri�ant la contrainte quadratique p(p � Cqx) � 0. Le problème a été transformé enla véri�cation d'une seule inégalité, S(x; p) < 0 pour tout x et p. Cette transformationappartient à une classe de méthodes appelées S procédure, le S venant du nom de lafonction S(x; p).Dans le contexte de l'Automatique, cet ensemble de méthodes a suscité un ensembleimportant de travaux dans les années 60/70, surtout dans la communauté scienti�quesoviétique où Yakubovitch a joué un grand rôle [Jaker, Yak73]. Les travaux ont porté surdes formes quadratiques, intégrales ou non et surtout sur l'étude des cas pour lesquelsles deux problèmes (véri�er une inégalité sur un ensemble de signaux décrits par descontraintes et véri�er une inégalité sur un ensemble de signaux � sans contraintes�) sontéquivalents.Avec l'avènement des LMIs, ces travaux sont redevenus d'actualité [BEFB94, MT93].Dans cette section, nous reprenons les travaux de Megretsky et Treil [MT93] (théo-rème 2.3.1), ceux exposés dans [BEFB94] et proposons une extension simple mais utile(contraintes égalités).15. La référence [Lur51] est indiquée par Aizerman et Gantmacher dans [AG64]. Yakubovich indiquedans [Jaker] que cette méthode semble être apparue dans [LP44]. Malheureusement, nous n'avons pas euaccès aux deux documents originaux [LP44] et [Lur51].



54 Chapitre 2 Approche unifiée de l'analyse et de la commandeContraintes quadratiques : nous allons donc discuter des contraintes quadratiquesavant d'exposer les théorème de S procédure et de les mettre en ÷uvre dans l'exempleintroductif.Un signal w de L2(R+;Rn) 16 véri�e une inégalité quadratique intégrale s'il existe unefonction bornée et mesurable � de jR dans Cn�n telle que :�(w) = Z +1�1 w(j!)��(j!)w(j!)d! � 0:Dans ce qui suit, pour un signal w, w(j!) représente sa transformée de Fourier. Dans lalittérature anglo-saxonne, cette inégalité porte le nom de contrainte intégrale quadratique(Integral Quadratic Constraint, IQC) [MR95]. Cela correspond à un type particulier decontraintes de secteur [Saf80]. Ce type de contraintes est très utile pour caractériser despropriétés telles que la positivité d'un système linéaire stationnaire. Comme cela a étévu précédemment, en appliquant le théorème de Parseval, cette inégalité intégrale sur latransformée de Fourier des signaux correspond à une inégalité intégrale sur les signauxdans le domaine temporel.De même, un signal w de L2(R+;Rn) véri�e une égalité quadratique intégrale s'ilexiste une fonction bornée et mesurable � de jR dans Cn�n telle que :�(w) = Z +1�1 w(j!)��(j!)w(j!)d! = 0:Des contraintes quadratiques non intégrales peuvent aussi être introduites pour unsignal w. w véri�e une inégalité quadratique s'il existe une fonction bornée � de R+ dansRn�n telle que : 8t 2 R+; �(w) = w(t)T�(t)w(t) � 0:La contrainte précédente peut être généralisée au cas où � est une fonction bornée deparamètres variants. De même, un signal w véri�e une égalité quadratique s'il existe unefonction bornée � de R+ dans Rn�n telle que :8t 2 R+; �(w) = w(t)T�(t)w(t) = 0:Quand un signal de L2 véri�e une contrainte quadratique alors il véri�e la contraintequadratique intégrale correspondante, si l'intégrale est dé�nie et bornée. Les problèmescaractérisés par un ensemble de contraintes quadratiques, intégrales et non intégrales,peuvent ainsi être abordés en y associant un problème avec des contraintes intégrales.Théorèmes de S procedure : le théorème qui suit traite des problèmes avec contraintesintégrales inégalités :Théorème 2.3.1 [MT93]Soient p + 1 inégalités intégrales quadratiques �i , i = 0; � � � ; p (avec p > 1). Noussupposons qu'il existe un signal w dans L2(R+;Rn) tel que :�1(w) > 0; � � � ; �p(w) > 0: (2.12)Les deux propositions suivantes sont alors équivalentes :� (i) �0(w) � 0 pour tout signal w 2 L2 tels que �1(w) > 0; � � � ; �p(w) > 0 ;16. Le fait de choisir L2(R+;Rn) au lieu de L2(R;Rn) n'est pas très important. En e�et, comme lescontraintes intégrales introduites dans cette section sont indépendantes du temps, si elles sont véri�éspour des signaux de L2(R+;Rn) alors elles le sont aussi pour des signaux de L2(R;Rn) [MT93].



Interconnexion, dissipativité et optimisation 55� (ii) il existe p scalaires positifs �i tels que :8w 2 L2; �0(w) + �1�1(w) + � � �+ �p�p(w) � 0:La démonstration est reproduite en annexe 2.8.4Remarque : Un parallèle peut être fait entre l'hypothèse (2.12) du théorème précédent et lacondition de bien posé pour un modèle. La condition de bien posé assure qu'il existe un ensemblede signaux qui véri�e les équations. Nous avons vu que les signaux d'un modèle pouvaient êtreimmergés dans l'ensemble des signaux dé�nis par des contraintes quadratiques. Comme pour leséquations qui modélisent un système, il est donc naturel de demander qu'il existe des signauxpour lesquels les contraintes sont véri�ées.Remarque : L'équivalence entre les conditions (i) et (ii) du théorème précédent n'auraitpu être démontrée si les intégrales précédentes étaient dé�nies dans le domaine temporel, sur unintervalle de temps [0; T ] borné.Une généralisation du théorème précédent est proposée pour inclure les contrainteségalités :Théorème 2.3.2 Soient p + 1 inégalités intégrales quadratiques �i, i = 0; � � � ; p (avecp > 1) et k égalités intégrales quadratiques �j. Nous supposons qu'il existe un w dansL2(R+;Rn) tel que :�1(w) > 0; � � � ; �p(w) > 0; �1(w) = 0; � � � ; �k(w) = 0: (2.13)La proposition (ii) implique la proposition (i) :� (i) �0(w) � 0 pour tout signal w 2 L2 tels que �1(w) > 0; � � � ; �p(w) > 0 et�1(w) = 0; � � � ; �k(w) = 0 ;� (ii) il existe p scalaires positifs �i et k scalaires �j tels que :8w 2 L2; �0(w) + �1�1(w) + � � �+ �p�p(w) + �1�1(w) + � � � + �k�k(w) � 0:Ce qui est remarquable dans le théorème 2.3.1, c'est que la condition (ii) obtenue ne soitpas simplement su�sante : elle est aussi nécessaire. Ce théorème est une généralisation duthéorème proposé par Yakubovich [Yak73] où la nécessité avait été démontrée dans le casd'une seule contrainte inégalité. La nécessité est perdue lorsqu'est considéré un problèmeavec des contraintes non intégrales, sauf dans le cas d'une seule contrainte inégalité oudans le cas où w est un vecteur de dimension 2 [Jaker]. Le théorème suivant est unegénéralisation d'un résultat donné dans [BEFB94].Théorème 2.3.3 Soient p + 1 inégalités quadratiques �i, i = 0; � � � ; p (avec p > 1) et kégalités intégrales quadratiques �j . Nous supposons qu'il existe un signal w tel que :�1(w) � 0; � � � ; �p(w) � 0: (2.14)La proposition (i) est alors impliquée par (ii) :� (i) �0(w) < 0 pour tout signal w tel que �1(w) � 0; � � � ; �p(w) � 0 et �1(w) =0; � � � ; �k(w) = 0 ;



56 Chapitre 2 Approche unifiée de l'analyse et de la commande� (ii) il existe p scalaires positifs �i et k scalaires �j tels que8w; �0(w) + �1�1(w) + � � �+ �p�p(w) + �1�1(w) + � � �+ �k�k(w) < 0:DémonstrationIl su�t de noter qu'une contrainte égalité : �j(w) = 0 est équivalente à deux contraintesinégalités, �j(w) � 0 et ��j(w) � 0. Par suite, nous ne considérons qu'un problème avecdes inégalités quadratiques. Il est alors évident que s'il existe des scalaires positifs �i telsque : 8w; �0(w) < � (�1�1(w) + � � �+ �p�p(w)) :alors �0(w) < 0 pour tout w véri�ant �i(w) � 0; i = 1; � � � ; n. 2Nous avons maintenant tous les éléments en main pour résoudre l'exemple introductif.Exemple introductif (suite et �n) : l'application directe de la S procédure permetd'a�rmer que s'il existe un � positif tel que :Z 10 " x(t)w(t) #T " � (ATP + PA) + CTC �PB + CTD�BTP +DTC DTD � 
2I # " x(t)w(t) #T < 0;alors le système a une norme H1 inférieure à 
. En remplaçant �P par P , nous pouvonsconclure que le système a une norme H1 inférieure à 
 s'il existe une matrice P dé�niepositive telle que : " ATP + PA+ CTC PB + CTDBTP +DTC DTD � 
2I # < 0:Nous obtenons ainsi la condition du lemme réel borné (�bounded real lemma� en anglais)[Wil71b].2.3.3 OptimisationEn résumé, dans les sections précédentes, nous avons rencontré le problème de faisabi-lité formulable de façon informelle de la façon suivante : existe-t-il un vecteur de variables� tel que : 8q 2 f q j g(q; �) � 0 et h(q; �) = 0g; f(q; �) < 0 ?Dans l'exemple précédent, le vecteur de variables � est constitué par les coe�cients dela matrice P , q regroupe les signaux x et w, l'inégalité (2.9) correspond à f(q; �) < 0,l'inégalité (2.10) à g(q; �) � 0 et les équations d'état à h(q; �) = 0.Si le niveau de performance 
 n'était pas �xé, nous pourrions rechercher le plus petit
 admissible. Dans ce cas-là, nous considérerions le problème d'optimisation suivant :minimiser c(�)8q 2 f q j g(q; �) � 0 et h(q; �) = 0g; f(q; �) < 0:Dans l'exemple qui nous intéresse, � est alors augmenté de 
2 et c(�) correspond à 
2.Remarque : Le terme d'optimisation recouvre dans cette thèse ces deux classes de pro-blèmes et celles qui en dérivent.



Interconnexion, dissipativité et optimisation 57L'application de la S procédure permet de transformer le problème de faisabilité en leproblème d'optimisation suivant : existe-t-il un vecteur de variables �, des variables �i et�j telles que les �i soient positifs et que :8q; f(q; �) +Xi �ig(q; �) +Xj �jh(q; �) < 0 ?Remarque : Il est intéressant de faire un parallèle entre cette question et les problèmesclassiques d'optimisation avec contraintes. Ceux-ci peuvent être transformés en problèmes d'opti-misation sans contraintes à l'aide des multiplicateurs de Lagrange [Min83]. Néanmoins, la �nalitéest di�érente. Considérons un ensemble de variables contraintes de véri�er des égalités / inéga-lités quadratiques. Les problèmes d'optimisation classique consistent à trouver une valeur desvariables qui minimise un certain critère (quadratique). Nous cherchons ici à démontrer que pourl'ensemble des variables dé�nies par les contraintes, une inégalité quadratique est véri�ée.Dans le cas où :f(q; �) +Xi �ig(q; �) +Xj �jh(q; �) = �Z � qTF (�; �i; �j)qavec F (�; �i; �j) une matrice symétrique de fonctions a�nes en �, �i, �j, nous obtenonsune contrainte inégalité matricielle a�ne (LMI, en anglais).2.3.4 Contraintes LMIs et extensionsNous allons maintenant considérer plus précisément la classe des problèmes LMIs carils sont solvables e�cacement tout en recouvrant un large éventail de problèmes.2.3.4.1 Contraintes LMIsL'objectif de calculabilité des critères obtenus nous pousse à obtenir une formulationbasée sur les contraintes LMIs. Une contrainte LMI est une contrainte Inégalité MatricielleA�ne de la forme : F (�) �= F0 + mXi=1 �iFi > 0;avec � le vecteur des variables de Rm et où les Fi sont m matrices symétriques donnéesde Rn�n, i = 0; : : : ;m. Le symbole > signi�e dé�nie positive.L'introduction des contraintes LMIs permet de dé�nir un ensemble de problèmes :Faisabilité : trouver � 2 Rmtel que F (�) > 0 ;Minimisation d'un coût linéaire :minimiser cT�pour � 2 Rmcontraint par F (�) > 0 ;où cT est un vecteur ligne donné ;



58 Chapitre 2 Approche unifiée de l'analyse et de la commandeMinimisation de la valeur propre généralisée maximale:minimiser �pour � 2 R; � 2 Rmcontraint par �F (�)�G(�) > 0F (�) > 0 et H(�) > 0 ;Maximisation de déterminant :minimiser cT� + log(det(G(�)�1))pour � 2 Rmcontraint par G(�) > 0; F (�) > 0:pour F (�), G(�) et H(�) des matrices symétriques de fonctions a�nes de �.Tous ces problèmes sont convexes sauf le troisième qui est quasi convexe. Leur résolu-tion peut être obtenue e�cacement, c'est-à-dire avec un temps de calcul polynomial grâceà des progrès récents en optimisation [BE93, BEFB94, NG94, VB96] 17.La mise sous forme LMI d'un problème d'Automatique peut être décomposée en deuxétapes :� la mise sous forme d'un problème d'optimisation sur des inégalités matricielles duproblème considéré ;� la manipulation des inégalités matricielles obtenues pour obtenir des inégalités dé-pendant linéairement des variables si cela est possible.Les sections précédentes ont présenté un ensemble de résultats visant à remplir lepremier objectif. Pour remplir le second, quatre outils sont intéressants :� les changements de base sur l'espace des signaux sur lequel les formes quadratiquesassociées aux inégalités s'appliquent ;� les changements sur les variables matricielles elle-mêmes ;� la complétion des carrés ;� le lemme d'élimination (qui sera abordé dans la section suivante).17. Les deux premiers problèmes LMIs peuvent résolus numériquement en utilisant le code de calculSP [VB96] avec son interface sdpsol [WB96] ou son interface Matlab/Scilab LMITOOL [END95, NDG95].La boite à outils commerciale Matlab LMI Control Toolbox [NG94, GNLC95] traite les trois premiersproblèmes. En�n, le quatrième problème peut être résolu à l'aide du logiciel gratuit sdpsol basé sur lesolveur maxdet [WVB96].



Interconnexion, dissipativité et optimisation 59Parmi les outils fréquemment utilisés, le lemme de Schur est souvent cité. En fait,appliquer le lemme de Schur revient à faire un changement de base particulier sur l'espacedes signaux. Après l'avoir énoncé, nous commentons sa démonstration qui repose sur lacongruence de deux matrices.Lemme 2.3.1 (D'après le livre [HJ85], page 472) Soit une matrice hermitienne partion-née : " A BB� C #où A et C sont des matrices carrées. Cette matrice est dé�nie positive si et seulement siA et C �B�A�1B sont dé�nies positives.La démonstration est basée sur la remarque que :" I 0�B�A�� I # " A BB� C # " I �A�1B0 I # = " A 00 C �B�A�1B # :Les deux matrices étant congruentes, elles ont mêmes inerties. En fait, le lemmede Schur seramène à un changement de base dans l'espace des signaux. En e�et, au lieu de considérerl'ensemble des q et des p tels que :" qp #� " A BB� C # " qp # > 0;nous considérons l'ensemble des ~q et des ~p tels que :" ~q~p #� " A 00 C �B�A�1B # " ~q~p # > 0;avec " qp # = " I �A�1B0 I # " ~q~p # :Pour avoir des informations complémentaires sur les LMIs, le lecteur pourra se reporteravec pro�t au livre [BEFB94]. Nous allons maintenant présenter un ensemble d'extensionsdes contraintes LMIs intéressantes dans le contexte de l'Automatique. Elles apparaîssentdans les problèmes abordés par l'emploi des multiplieurs dépendants (voir chapitre 5).2.3.4.2 LMIs semi in�niesDé�nition 2.3.1 Soit � un sous ensemble de Rs contenant le point 0. Une inégalitématricielle a�ne semi in�nie (LMI semi in�nie) est une inégalité matricielle de la forme :8� 2 �; Fs inf(�; �) = F0(�) + mXi=1 �iFi(�) > 0;où �i est le vecteur de variables de Rm et où les Fi sont m + 1 matrices de fonctionsFi = F Ti : � 7�! Rn�n.Le terme � semi in�ni� vient du fait qu'un nombre in�ni de contraintes LMIs est consi-déré. Nous verrons dans la section 4.10 du chapitre 3, comment ces contraintes peuventêtre ramenées à des contraintes LMIs.



60 Chapitre 2 Approche unifiée de l'analyse et de la commande2.3.4.3 LMIs in�niesDé�nition 2.3.2 Soit � un sous ensemble convexe ouvert et borné de Rs contenant lepoint 0. Une inégalité matricielle a�ne in�nie (LMI in�nie) est une inégalité matriciellede la forme : 8� 2 �; F1(�; �) = F0(�) + mXi=1 �i(�)Fi(�) > 0; (2.15)où les �i sont les variables contraintes, fonctions de � dans R et où les Fi sont m + 1matrices symétriques de fonctions bornées de � dans Rn�n.De telles contraintes apparaîssent dans [LD93, LD95] où elles portent le nom de LMIsnon linéaires car elles sont utilisées pour la synthèse de lois de commande pour des sys-tèmes non linéaires. Nous les quali�ons de LMIs in�nis car il s'agit de rechercher desfonctions de �, véri�ant un nombre in�ni de LMIs paramétrées par �.Une question naturelle apparaît : si les Fi sont des fonctions continues de � et si pourtoute valeur � appartenant à �, l'inégalité (2.15) est véri�ée, est-ce qu'il est possible detrouver des fonctions �i continues en �? La réponse est a�rmative et cela a été démontrédans [LD93].2.3.4.4 LMIs fréquentielles in�niesDé�nition 2.3.3 Une inégalité matricielle a�ne fréquentielle in�nie est une inégalitématricielle de la forme :8! 2 �R; F1f (�; j!) = F0(j!) + mXi=1 �i(j!)Fi(j!) > 0; (2.16)où les �i sont les variables contraintes, fonctions de jR dans C et où les Fi sont m + 1matrices hermitiennes de fonctions de jR dans C.D'après [Cho96], si l'inégalité matricielle (2.16) est véri�ée pour chaque valeur ! de�R alors il existe des fonctions continues �i telles que l'inégalité soit vraie. De plus, les �ipeuvent être prises dans RL1, sans pôles sur l'axe imaginaire.2.4 Synthèse de correcteurs et problèmes de complétionLa problématique de la commande peut s'énoncer ainsi :�Comment compléter une interconnexion de sous systèmes de telle façon quel'interconnexion �nale soit stable et possède les propriétés de performance désirées?�Synthétiser une loi de commande revient donc à déterminer un système interconnecté telque reliée au système à commander, l'interconnexion totale est stable et possède le niveaude performance désiré (voir �gure 2.11). Cette question montre bien que la problématiquede la commande est très proche de la problématique de la conception des systèmes. Leproblème de la commande est donc un problème de �complétion� : vulgairement dit, laloi de commande, c'est ce que l'on doit ajouter à l'interconnexion pour obtenir ce quel'on veut. Si le système est modélisé par des opérateurs, nous sommes donc ramenés à unproblème de complétion d'opérateurs.
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Fig. 2.11 � Système interconnecté avec une loi de commandeD'autre part, il est désirable de limiter la complexité voire de �xer la structure de la loide commande. D'une manière générale, ce type de problème est complexe. Des solutionsélégantes au problème de synthèse existent dans un certain nombre de cas ; néanmoins,pour obtenir une solution pratiquement calculable, la structure n'est pas �xée a priori.Une illustration très intéressante des points précédents est la méthode de synthèse H1.Nous allons nous y attarder car elle illustre bien l'approche adoptée dans cette thèse.Le problème H1 a d'abord été abordé dans le domaine fréquentiel, ce qui semblecohérent avec la dé�nition de la norme H1.La première approche a consisté à paramétriser les fonctions de transfert en bouclefermée en fonction du paramètre de Youla Q, fonction de transfert causale et stable[NJB84, FD87, SJVL87]. Le problème H1 s'énonce alors comme suit : pour T1(s), T2(s)et T3(s) trois fonctions de transfert causales et stables données, trouver une quatrièmefonction de transfert Q(s) causale et stable telle que :8! 2 R; (T1(j!) + T2(j!)Q(j!)T3(j!))�(T1(j!) + T2(j!)Q(j!)T3(j!)) < I:Il s'agit donc d'un problème de complétions d'opérateurs semblable à celui traité parParrott dans [Par78] ou Davis et al. dans [DKW82], sauf qu'ils n'ont pas considéré que Qétait stable et causal. La di�culté vient de ce point-là : l'opérateur à éliminer doit véri�erun certain nombre de propriétés importantes. Cette approche a mené à une solution duproblème de formulation et de mise en ÷uvre complexes [GLD+91].Deux alternatives ont été proposées, la première menant à des équations de Ric-cati [DGKF89], la seconde à un problème d'optimisation à base de LMIs [GA94]. D'unepart, par application du lemme réel borné (le �bounded real lemma� de la littératureanglo-saxonne [BEFB94]), ces deux méthodes travaillent dans le domaine temporel aulieu de travailler dans le domaine de Laplace. D'autre part, (et ceci est surtout vrai pour



62 Chapitre 2 Approche unifiée de l'analyse et de la commandela seconde méthode) une interprétation en terme de systèmes interconnectés peut êtreobtenue : les systèmes linéaires apparaîssent comme des interconnexions d'intégrateurs.Le correcteur recherché est lui-même une interconnexion d'intégrateurs. Leur nombre estcontraint par la recherche d'une formulation convexe du problème. Reste alors comme in-connue la matrice d'interconnexion du correcteur (matrices d'une représentation d'état).Alors que précédemment il était nécessaire d'éliminerun opérateur avec des propriétés bienparticulières (causalité et stabilité), avec cette approche il su�t d'éliminer une matriceréelle qui a pour seule contrainte le fait d'avoir une certaine dimension. Cette approcheest donc beaucoup moins complexe.Cela re�ète bien la philosophie adoptée dans cette thèse : essayer d'obtenir les formu-lations les plus simples possibles et, pour cela, essayer de ramener, autant que possible,les problèmes de synthèse à des problèmes de complétion sur des matrices sans propriétésparticulières. De manière générale, les correcteurs recherchés dans cette thèse se présententcomme des interconnexions de sous systèmes. L'interconnexion est recherchée sous formed'une matrice constante K et les sous systèmes sont déterminés à partir de ceux dusystème. Par application des critères d'analyse LMIs obtenus par la démarche proposéeprécédemment nous verrons dans le chapitre 3 revient à rechercherK telle qu'une certainmatrice dépendante de K soit dé�nie négative.Pour tester l'existence de la matrice K tel que l'inégalité soit véri�ée sans la calculerexplicitement (dans un premier temps), nous utiliserons le lemme suivant qui peut êtredésigné comme lemme de complétion ou d'élimination. C'est la généralisation dedi�érents résultats proposés par [BEFB94, GA94, PZP+92].Lemme 2.4.1 Considérons la matrice D 2 Rn�n et les matrices de rang plein Du 2Rn�k, Dy 2 Rl�n avec k � n et l � n. Soient les matrices X;Y;Z 2 Rn�n telles queX = diag(0;X2), Y = diag(Y1; Y2) et Z = diag(Z1; Z2). X2, Y2 et Z2 sont des matricesde Rp�p avec p � n.Supposons que X2 > 0 et que " X YY T Z #est une matrice de rang plein.Il existe alors une matrice K 2 Rk�l telle que" D +DuKDyIn #T " X YY T Z # " D +DuKDyIn # < 0 (2.17)si et seulement si Dy?T " DIn #T " X YY T Z # " DIn #Dy? < 0 (2.18)DTu ?T " DTIn #T " ~X ~Y~Y T ~Z # " DTIn #DTu ? < 0 (2.19)avec ~X, ~Y et ~Z des matrices dé�nies par :" X YY T Z # " � ~Z ~Y T~Y � ~X # = I (2.20)De plus, si les conditions (2.19) sont véri�ées alors une matrice K satisfaisant (2.17)est donnée par : K = ���1U�VT (V�VT )�1� �= (��1UTU � G)�1 (2.21)



Interconnexion, dissipativité et optimisation 63avec G, U and V les matrices :G = 264 D11TY1 + Y1TD11 + Z1 Y1TD12 D21TD12TY1 Z2 � Y T2 XT2 Y2 (D22 +X�12 Y2)TD21 D22 +X�12 Y2 �X2�1 375U = h Du1TY1 0 Du2T iV = h Dy 0 iD = " D11 D12D21 D22 # ;et �, un scalaire positif tel que � < 1=� avec� = max(0; �max(U+T (G � GU?(U?TGU?)�1U?TG)U+)):Remarque : Ce lemme se généralise aisément au cas où D n'est pas une matrice carrée.La démonstration est donnée dans l'annexe 2.8.5 de ce chapitre. Elle est basée surles résultats proposés par [BEFB94, GA94]. Les lemmes d'élimination habituels sont desformes particulières de celui-ci. Pour retrouver la forme �positive� du lemme proposéepar [BEFB94, GA94], il su�t de prendre X = 0, Y = I et Z = 0. Une autre forme quipeut être quali�ée de �petit gain� a été proposée par [PZP+92]. Ce lemme peut êtreretrouvé en prenant X = I, Y = 0 et Z = �I.Le lemme d'élimination peut être généralisé au cas de matrices dépendant de para-mètres réels. Ce cas est traité en annexe de ce chapitre, section 2.8.6, page 74.2.5 Problème considéréLe but de cette thèse est d'étudier l'analyse et la commande de systèmes interconnectés.Un système interconnecté peut être décomposé en une interconnexion de sous systèmesélémentaires. Les systèmes interconnectés peuvent être étendus pour englober les systèmeshiérarchisés pour lesquels les sous systèmes et l'interconnexion peuvent eux-mêmes êtredes systèmes interconnectés. Pour les problèmes d'analyse, les systèmes seront étudiés sousla forme explicite ou implicite. Les problèmes de commande ne seront abordés que pourles systèmes sous forme explicite. Pour ce qui est des notations, M désignera le modèle del'interconnexion et �i le modèle du iieme sous système. Les sous systèmes seront regroupésdans l'opérateur � dé�ni par diag(�i). Le modèle explicite d'un système interconnectéaura donc la forme décrite �gure 2.12Dans cette thèse, nous allons aborder trois types de modèles d'interconnexion M :M : matrice de gains constants (chapitre 3) ;M(j!) : matrice de transfert (chapitre 5) ;M(�) : matrice de fonctions dépendant rationnellement de paramètres (chapitre 5).
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∆Fig. 2.12 � Modélisation du système interconnectéclasse structure caractéristique sous classe caractéristique de la sous classeC1 �i = gIni g linéaire CTV1 g non stationnaireune entrée une sortie CTI1 g stationnaireC2 �i = G G linéaire CTV2 G non stationnaireplusieurs entrées/sorties CTI2 G stationnaireC3 �i = �Ini � réel CTV3 �(t) fonction du tempsscalaire CTI3 � constanteC4 �i = � � réel CTV4 � fonction du tempsmatrice CTI4 � matrice constanteC5 �i = �n(:) plusieurs entrées/sortiesnon linéaire X XC6 �i = �m(:) plusieurs entrées/sortiessans mémoire CTV6 �m fonction du tempsnon linéaire CTI6 �m indépendant du tempsC7 �i = e��sIni e��s retard pur X XTab. 2.1 � Classes de sous systèmes élémentaires



Interconnexion, dissipativité et optimisation 65Les deux derniers types d'interconnexion peuvent être aussi interprétés comme des sys-tèmes interconnectés : le premier est une interconnexion constante d'intégrateurs et lesecond une interconnexion de gains scalaires.D'autre part, nous considérerons un certain nombre de classes de sous systèmes élé-mentaires �i résumés dans le tableau 2.1. Tous les opérateurs décrits dans ce tableausont causaux. De plus, un certain nombre d'hypothèses sont faites. Par systèmes linéaires(classes C1 et C2), il s'agit de systèmes décrits par des équations de la forme :_x�i = A(t)x�i +B(t)qi;pi = C(t)x�i +D(t)qi;où A(t), B(t), C(t) et D(t) sont des fonctions bornées et continues par morceaux 18, 19.Les fonctions des classes CTV3 et CTV4 sont continues par morceaux. Les fonctions de C5sont Lipschitz continues localement et bornées en fonction du temps.Quand � est un opérateur non linéaire à plusieurs entrées et plusieurs sorties (classeC6), il est décrit par des équations de la forme :_x�i = f(x�i ; qi; t);pi = h(x�i; t)où les fonctions f et h sont Lipschitz continues 20.Les sous systèmes élémentaires peuvent donc avoir les caractéristiques suivantes :� plein (classes C2, C4, C5 et C6) ou répétition d'un même élément (classes C1, C3 etC7) ;� linéaire (classes C1, C2, C3, C4 et C7) ou non linéaire (classes C5 et C6) ;� stationnaire (classes CxTI , C5 et C7) ou non stationnaire (classes CxTV ) ;� sans mémoire (classes C3, C4 et C6) ou dynamique (classes C1, C2, C5 et C7) ;� si dynamique, de dimension �nie ou de dimension in�nie (classe C7).2.6 MéthodologiePour analyser la performance d'un système interconnecté, les développements se feronten trois étapes :� étude de la performance sous l'hypothèse que le système est bien posé et stable parapplication de la S procédure ;� étude de la stabilité du système par le théorème de séparation des graphes ;� étude du bien posé.Pour les problèmes de synthèse, le critère d'analyse correspondant est appliqué. Lesrésultats sur la complétion des matrices sont ensuite mis en ÷uvre pour l'obtention deconditions d'existence d'une loi de commande.18. Ces conditions assurent l'existence et l'unicité de la solution des équations di�érentielles précédentes[Kha92].19. Les résultats peuvent s'étendre aux systèmes de dimension in�nie.20. Ce type d'opérateurs est � strictement causal�, voir le livre [Wil69], pages 14 et 99 ; la causalitéstricte est une propriété intéressante pour assurer le bien posé de boucles de rétroaction.



66 Chapitre 2 Approche unifiée de l'analyse et de la commande2.7 RésuméUn système peut être modélisé par une famille de modèles. Son comportement (per-formance) est caractérisé par les signaux d'entrée et de sortie de la famille de modèles.Un ensemble de contraintes quadratiques véri�ées par ces signaux peut être paramétrisé.Une contrainte quadratique correspond alors à un sur modèle.Un système peut être modélisé par une interconnexion d'opérateurs. Pour chaque opé-rateur, une paramétrisation des contraintes quadratiques véri�ées par ses signaux est alorsintroduite. A partir de cette caractérisation des di�érents opérateurs, il est possible d'ob-tenir une condition sur l'opérateur d'interconnexion qui garantit la stabilité (théorème deséparation des graphes) ou la performance (S procédure). Les conditions obtenues cor-respondent à des problèmes d'optimisation qui, s'ils sont de forme simple (LMI), peuventêtre e�cacement résolus.



Interconnexion, dissipativité et optimisation 672.8 Annexe2.8.1 Opérations sur les transformations linéaires fractionnairesLFTsLes notations suivantes sont introduites :� ~� = diag(�1;�2),� M i = Di + Ci�i (I �Ai�i)�1Bi; i = 1; 2:Addition : la somme des LFTs M1 et M2 vaut :M = M1 +M2= D + C ~��I �A ~���1B;avec D = D1 +D2; C = h C1 C2 i ; B = " B1B2 # ; A = diag(A1; A2):Multiplication : le produit de M1 et M2 est donné par :M = M1M2= D + C ~��I �A ~���1B;où D = D1D2; C = h C1 D1C2 i ; B = " B1D2B2 # ; A = " A1 B1C20 A2 # :Concaténation : la concaténation de M1 et de M 2 est donnée par :M = h M1 M2 i= D + C ~��I �A ~���1B;avec D = h D1 D2 i ; C = h C1 C2 i ; B = diag(B1; B2); A = diag(A1; A2):Bloc diagonale : la LFT de diag(M 1;M2) est donnée par :M = " M1 00 M2 #= A+B ~��I �D ~���1C;avecD = diag(D1;D2); C = diag(C1; C2) B = diag(B1; B2); A = diag(A1; A2):



68 Chapitre 2 Approche unifiée de l'analyse et de la commandeInversion : si M est inversible avec la LFT suivante :M = D + C�(I �A�)�1Balors son inverse est donné par :M�1 = D�1 �D�1C� �I � (A�BD�1C)���1BD�1:Permutation : soit une LFT :M = Ds + Cs�s (I �As�s)�1Bs;où les blocs de �s ne sont pas dans un bon ordre. Soit E la matrice de permutationqui permet de ré-ordonnancer les blocs dans un ordre � correct�. Après permutation, onobtient la représentation suivante pour la LFT :M = D + C�(I �A�)�1B;où D = Ds, C = CsE, B = ETBs et A = ETAsE.Produit de Redhe�er : le produit de deux matrices partionnées :Mi = " Ai BiCi Di #est dé�ni par (si (I �D1A2) et (I �A2D1) sont inversibles) :M1 ? M2 = " A1 +B1A2(I �D1A2)�1C1 B1(I �A2D1)�1B2C2(I �D1A2)�1C1 D2 + C2D1(I �A2D1)�1B2 # :2.8.2 Matrices intervenant dans l'exemple du penduleM1 = 266666666666666664 0 � mlm+M 0 0 � 1m+M 0 0 0 0 1m+M�mlJ 0 0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0 0 00 0 1 0 0 0 0 0 0 00 0 0 1 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 1 0 00 0 0 0 0 0 0 0 1 00 � mlm+M 0 0 � 1m+M 0 0 0 0 1m+M�mlJ 0 0 0 0 0 0 0 0 0
377777777777777775M2 = 26666666666666666666664

0 � mlm+M 0 0 � 1m+M 0 0 0 0 1m+M�mlJ 0 0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0 0 00 0 1 0 0 0 0 0 0 00 0 0 1 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 1 0 00 0 0 0 0 0 0 0 1 00 � mlm+M 0 0 � 1m+M 0 0 0 0 1m+M�mlJ 0 0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 1 0 0 0 00 0 0 0 0 0 1 0 0 0
37777777777777777777775



Interconnexion, dissipativité et optimisation 69M3 = 266666666664 0 0 1 0 00 0 0 1 00 msin�� (m+M)g�ml _�24(M+m)�3mcos2�� 0 0 3cos�4(M+m)�3mcos2��0 4� (m+M)g�ml _�24l(M+m)�3lmcos2�� 0 0 3cos�4l(M+m)�3lmcos2��1 0 0 0 00 1 0 0 0 3777777777752.8.3 Dé�nitions sur les secteurs, dissipativité, etc..Avec Sandberg, Zames a été dans les années soixante un des artisans de l'utilisation del'analyse fonctionnelle pour l'étude des systèmes dynamiques [Zam66a]. Ils ont notammentintroduit la troncation temporelle (voir page 41) qui a permis de dé�nir la notion destabilité d'un point de vue entrée/sortie.Soient un espace de signaux doté d'une norme,X l'espace de ces signaux dont la normeest bornée etXe l'espace de ces signaux dont la troncation est de norme �nie. Une relationH sur Xe est un sous ensemble de Xe�Xe. Un opérateur H est une relation sur Xe dontle domaine de dé�nition est Xe et dont chaque image admet un antécédent unique. SoitT le sous intervalle de R sur lequel sont dé�nis les signaux.Une relation H est à l'intérieur du cône fc; rg où c et r sont deux scalaires positifs siavec z = H(w) : 8 T 2 T ; kz � cwkT � rkwkT :Elle est à l'extérieur de ce cône si l'inégalité précédente est véri�ée avec le signe inversé.Elle est à l'intérieur du secteur fa; bg où a est un scalaire inférieur à b si avec z = H(w) :8 T 2 T ; < z � aw; z � bw >T� 0:De même, l'extérieur d'un secteur est dé�nie, en changeant � par �.Au début des années 70, Willems s'est intéressé aux systèmes dissipatifs [Wil72]. Il aintroduit une fonction d'échange w fonction de l'entrée u et de la sortie y du système,localement intégrable. Un système doté d'une fonction d'échange r de L2e � L2e dans Rest dit dissipatif s'il existe une fonction scalaire de l'état x non négative S, bornée par lebas, telle que pour tout t1 et t0, réels positifs tels que t1 > t0, l'état x(t0) et l'entrée u, ona : S(x(t0)) + Z t1t0 r(z(t); w(t)) dt � S(x(t1)):En 1978, Hill et Moylan [MH78] spécialise la dé�nition précédente de la dissipativitéavec la notion de � (Q;R; S)-dissipativité�. Elle s'applique sur les systèmes dé�nis pardes relations sur le produit cartésien de deux espaces étendus Ume � Upe . Un tel systèmeest dit (Q;R; S)-dissipatif s'il existe trois matrices Q = QT 2 Rp�p, S 2 Rp�m et R =RT 2 Rm�m telles que pour tout couple w, z de Ume � Upe et tout T > 0 :Z T�1 " w(t)z(t) #T " R STS Q # " w(t)z(t) # dt � 0:Cette dé�nition est généralisée par Safonov au début des années 80 [Saf80, SA81] avecles secteurs coniques de centre C et de rayon (R;S) où C, R et S sont des opérateurs. Un



70 Chapitre 2 Approche unifiée de l'analyse et de la commandeopérateur H est dans le cône de centre C et de rayon (R;S) s'il existe un � > 0 tel queavec z = H(w) : kS(z � Cw)k22T � kRwk22T � �(kwk22T + kzk22T ):De la même façon, on peut dé�nir un opérateur en dehors d'un cône. Les cônes sontdes formes particulières des secteurs introduits par Safonov et dé�nis dans le corps duchapitre, page 42. Le cas le plus considéré est celui où les opérateurs dé�nissant le secteursont linéaires stationnaires. La condition précédente se réécrit alors (après application duthéorème de Parseval) :Z T�1 " w(j!)z(j!) #� � (j!) " w(j!)z(j!) # d! � 0;avec� (j!) = " R(j!)�R(j!) � C(j!)�S(j!)�S(j!)C(j!) C(j!)�S(j!)�S(j!)S(j!)�S(j!)C(j!) �S(j!)�S(j!) #En 1994, Rantzer et Megretsky [RM94a] ont réutilisé la notion de contraintes intégralesquadratiques (Integral Quadratic Constraint en Anglais) telle qu'elle avait été proposéedans les années 70 par Yakubovich.Un opérateur H borné et causal de Lm2 ([0;1[) dans Lp2([0;1[) véri�e une contrainteintégrale quadratique s'il existe une fonction bornée mesurable� de jR dans C(m+p)�(m+p)prenant des valeurs hermitiennes telle que pour z = H(w) avec w 2 Lm2 ([0;1[) :Z +1�1 " w(j!)z(j!) #��(j!) " w(j!)z(j!) # d! � 0En�n, plus récemment, une nouvelle dé�nition de la conicité a été proposé par Teelet al. [TGPS96]. Elle repose sur une fonction de gain 
, c'est-à-dire une fonction de R+dans R+ non décroissante telle que 
(0) = 0. Soient deux opérateurs C et R. Le graphed'un opérateur H est dit dans le Cône(C,R,
) si pour tout élément (z;w) du graphe deH si quelque soit T : kC(zT ; wT )k � 
(kR(zT ; wT )k):2.8.4 Démonstration du théorème 2.3.1La démonstration est celle du Théorème 4.1 de Megretsky et Treil [MT93]. Elle estreprise car intéressante.� L'implication (ii)) (i) est immédiate.� La réciproque peut être démontrée en utilisant un théorème de séparation, résultat bienconnu de l'analyse convexe. On dit qu'un hyperplan sépare deux ensembles non vides C1et C2 de Rn si l'un est contenu dans un demi plan dé�ni par l'hyperplan et l'autre dansson opposé. Ils sont séparés proprement si C1 et C2 ne sont pas tous les deux inclus dansl'hyperplan [Roc70].Théorème 2.8.1 [Roc70, page 97] Soient C1 et C2 deux ensembles convexes non videsde Rn. Il existe un hyperplan séparant proprement C1 et C2 si et seulement si les intérieursrelatifs de C1 et C2 sont disjoints.



Interconnexion, dissipativité et optimisation 71Rappelons que l'intérieur relatif d'un ensemble est inclus dans cet ensemble.Les deux ensembles sur lesquels vont s'appliquer le théorème de séparation sont lessuivants :� la fermeture de E1 où E1 est dé�ni par f(�0(w); � � � ; �p(w) où w 2 L2g ;� le cône positif E2 de Rp+1, c'est-à-dire l'ensemble dé�ni parn(x0; � � � ; xp) 2 Rp+1 j x0 > 0; � � � ; xp > 0o :E2 est une cône convexe [Roc70]. D'autre part, l'intersection de la fermeture de E1 etdu cône E2 est vide. Le théorème 2.8.1 peut s'appliquer si la fermeture de E1 peut êtredémontrée être convexe.Reste donc à démontrer la convexité de la fermeture de E1. La fermeture de E1 estconvexe si et seulement si pour e1 et e2 deux éléments de E1, e1+e22 appartient à la fermeturede E1. C'est là que réside la di�culté de la démonstration : c'est là qu'est exploité le faitque les contraintes quadratiques considérées sont intégrales.
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EFig. 2.13 � Ensembles E1 et E2.Démonstration de la convexité de la fermeture de E1. Soient un signal w 2 L2et un scalaire T > 0. La fonction ST est dé�nie comme suit :si t � T alors ST (w) = 0;si t > T alors ST (w) = w(t� T ):Alors, si v est aussi un signal de L2 :limT!+1 �i  v + ST (w)p2 ! = 12(�i(v) + �i(w)):Par suite, la fermeture de E1 est convexe.Comme l'intersection du cône E2 et de la fermeture de E1 est vide, il existe un hyper-plan de Rp+1 qui sépare les deux ensembles. Le théorème suivant permet d'a�rmer quel'hyperplan peut être choisi passant par le point 0.Théorème 2.8.2 [Roc70, page 100] Soient C1 et C2 deux sous ensembles non vides deRn, l'un d'entre eux étant un cône. S'il existe un hyperplan qui sépare proprement C1 etC2 alors il existe un hyperplan séparant proprement C1 et C2 et passant par l'origine.Par suite, il existe p+ 1 scalaires ai non identiquement nuls tels que :8w 2 L2; a0�0(w) + a1�1(w) + � � �+ ap�p(w) � 0;P aixi � 0; xi > 0:L'hypothèse 2.12 et la condition précédente implique que a0 6= 0, d'où le résultat.



72 Chapitre 2 Approche unifiée de l'analyse et de la commande2.8.5 Démonstration du lemme 2.4.1Nous démontrons d'abord qu'il y a équivalence entre l'inégalité (2.17) et les inégali-tés (2.18) et (2.19).La matrice D est partionnée de la façon suivante :D = " D11 D12D21 D22 #avec D22 2 Rp�p et Du = " Du1Du2 # :En utilisant une complétion des carrés, la condition (2.17) est équivalente à :WTX2W + V TY1 h I 0 i+ " I0 # Y T1 V + " Z1 00 Z2 � Y2TX2Y2 # < 0avec W = h D21 D22 i+Du2KDy +X�12 Y2 h 0 I iV = h D11 D12 i+Du1KDyAvec ~X2 �= (Y T2 X�12 Y2 �Z2)�1 et par application du lemme de Schur (voir page 58),cela est équivalent à : G + UTKV + VTKTU < 0 (2.22)avec G = 264 D11TY1 + Y1TD11 + Z1 Y1TD12 D21TD12TY1 � ~X�12 (D22 +X�12 Y2)TD21 D22 +X�12 Y2 �X2�1 375 ;U = h Du1TY1 0 Du2T i ;V = h Dy 0 i :Par application du lemme d'élimination proposé par [BEFB94, GA94], (2.22) est équi-valent à l'existence d'un scalaire � tels que :G < �UTU et G < �VTV:Ceci est aussi équivalent à U?TGU? < 0 et V?TGV? < 0: (2.23)En appliquant le lemme d'élimination, la première condition est obtenue :264 D11TY1 + Y1TD11 + Z1 Y1TD12 D21TD12TY1 � ~X�12 (D22+X�12 Y2)TD21 D22 +X�12 Y2 �X2�1 375 < � � �� � �� 264 Y1TDu10Du2 375h Du1TY1 0 Du2T i



Interconnexion, dissipativité et optimisation 73laquelle est équivalente à264 Y1�TD11T +D11Y1�1 + Y1�TZ1Y1�1 Y1�TD21T D12D21Y1�T �X2�1 D22 +X�12 Y2D12T (D22 +X�12 Y2)T � ~X�12 375 < � � �� � �� " Du0 # h DTu 0 iY1 est inversible parce que la matrice :" 0 Y1Y1T Z1 #est, par hypothèse, de rang plein.Avec X2�1Y2 = ~Y T2 ~X�12 , un complément de Schur et ~Z2 = Y T2 ~X�12 Y2 � X�12 , ~Y1 = Y1�1,~Z1 = Y1�TZ1Y1�1, nous obtenons la condition suivante :" DTIn #T " ~X ~Y~Y T ~Z # " DTIn # < �DuDTuavec ~X = diag(0; ~X2), ~Y = diag( ~Y1; ~Y2) et ~Z = diag( ~Z1; ~Z2). Cette condition est équi-valente à (2.19).Maintenant, nous considérons la seconde condition obtenue par application du lemmed'élimination :264 D11TY1 + Y1TD11 + Z1 Y1TD12 D21TD12TY1 � ~X�12 (D22+X�12 Y2)TD21 D22 +X�12 Y2 �X2�1 375 < � " DTy0 # h Dy 0 i :Par un complément de Schur, nous obtenons la condition suivante :" DIn #T " X YY T Z # " DIn # < �DTyDyCette condition est alors équivalente à la condition (2.18).Une matrice K possible est obtenue par adaptation directe du théorème (1) proposédans l'article [IS94]. Nous avons juste besoin de remarquer que :� Comme les matrices Du et Dy sont de rang plein, U et V sont aussi de rang plein ;� � > 0 doit être choisi su�samment petit pour que si (2.22) est véri�é alorsG + UTKV + VTKTU + �VTKTKV < 0:Par application du complément de Schur, ceci est équivalent à :" G + UTKV + VTKTU VTKTKV ���1I # < 0:Par application du lemme d'élimination, véri�er cette LMI revient à rechercher un scalaire� tel que : G < �VTV; �� > �1 et G < �1+��UTU :



74 Chapitre 2 Approche unifiée de l'analyse et de la commandePar application du lemme (3) proposé par l'article [IS94], � et � sont choisis tels que :� > �max(V+T (G � GV?(V?TGV?)�1V?TG)V+)�� > �1� > �max(U+T (G � GU?(U?TGU?)�1U?TG)U+)(1 + ��)Par exemple, nous pouvons faire tendre � vers +1 et prendre�� 1=�max(U+T (G � GU?(U?TGU?)�1U?TG)U+):Ceci termine la démonstration.2.8.6 Lemme de complétion pour les LMIs in�niesLe lemme de complétion précédent 2.4.1 est étendu du cas d'une contrainte LMI aucas d'une contrainte LMI in�nie.Lemme 2.8.1 Soit � un sous ensemble convexe ouvert et borné de Rs contenant le point0. Considérons trois matrices de fonctions de classe Ck :� D : � 7�! Rn�n ;� Du : � 7�! Rn�k avec Rang(Du(�)) = k < n ;� Dy : � 7�! Rl�n avec Rang(Dy(�)) = l < n.Soient les matrices de fonctions de classe Ck X, Y , Z : � 7�! Rn�n telles que X(�) =diag(0;X2(�)), Y (�) = diag(Y1(�); Y2(�)) et Z(�) = diag(Z1(�); Z2(�)). X2(�), Y2(�) etZ2(�) sont des matrices de Rp�p avec p � n.Supposons que X2(�) > 0 et que pour tout � dans �, la matrice" X(�) Y (�)Y (�)T Z(�) #est une matrice de rang plein.Il existe alors une matrice de fonction de classe Ck K : � 7�! Rk�l telle que pour tout� dans � :" D(�) +Du(�)K(�)Dy(�)In #T " X(�) Y (�)Y (�)T Z(�) # " D(�) +Du(�)K(�)Dy(�)In # < 0si et seulement si8� 2 �; Dy(�)?T " D(�)In #T " X(�) Y (�)Y (�)T Z(�) # " D(�)In #Dy(�)? < 08� 2 �; Du(�)T?T " D(�)TIn #T " ~X(�) ~Y (�)~Y (�)T ~Z(�) # " D(�)TIn #Du(�)T? < 0avec ~X(�), ~Y (�) et ~Z(�) des matrices dé�nies par :8� 2 �; " X(�) Y (�)Y (�)T Z(�) # " � ~Z(�) ~Y (�)T~Y (�) � ~X(�) # = I



Interconnexion, dissipativité et optimisation 75La démonstration peut être obtenue par extension directe de la démonstration présen-tée section 2.8.5 et en se basant sur le lemme suivant.Lemme 2.8.2 [LD93, LD95] Soit � un sous ensemble convexe ouvert et borné de Rncontenant le point 0. Soient trois matrices de fonctions de classe Ck :� G = GT : � 7�! Rm�m ;� U : � 7�! Rr�m avec Rang(U(�)) = r < m ;� V : � 7�! Rs�m avec Rang(V (�)) = s < m.Alors, il existe une matrice de fonctions de classe Ck K : � 7�! Rs�r telle que l'inégalitésuivante est véri�ée :G(�) + UT (�)KT (�)V (�) + V T (�)K(�)U(�) < 0si et seulement si : UT? (�)G(�)U?(�) < 0 et V T? (�)G(�)V?(�) < 0;pour des matrices de fonctions de classe Ck :� U? : � 7�! Rm�(m�r) avec U?(�) engendre le noyau de l'application linéaire associéeà la matrice U(�) ;� V? : � 7�! Rm�(m�s) avec V?(�) engendre le noyau de l'application linéaire associéeà la matrice V (�).



76 Chapitre 2 Approche unifiée de l'analyse et de la commande



Analyse et commande des systèmes par multiplieurs constants 77Chapitre 3Analyse et commande des systèmesinterconnectés par multiplieursconstantsDans ce chapitre, nous proposons des outils pour d'analyse et de commande des sys-tèmes interconnectés, avec, pour interconnexion, une matrice constante de gains. L'intérêtde cette classe de modèles réside dans son utilisation possible pour représenter de nom-breux systèmes : systèmes contenant des non linéarités et des paramètres variants dans letemps, systèmes à grande échelle, etc...La première partie de ce chapitre est consacrée à l'analyse des propriétés des systèmesinterconnectés explicites et implicites. Nous démontrons un théorème d'analyse par lamise en ÷uvre des idées développées dans le chapitre précédent pour les systèmes expli-cites et montrons que les systèmes implicites peuvent être traités par simple extension.Les résultats obtenus sont très généraux et nouveaux pour les systèmes interconnectésimplicites.La deuxième partie traite de la synthèse de lois de commande assurant aux systèmesinterconnectés explicites la stabilité et la véri�cation d'un critère de performance. Nousdémontrons un théorème général donnant des conditions d'existence en fonction du sys-tème considéré et de la structure de correcteur désirée. Si un tel correcteur existe, nousmontrons comment en déterminer un. Cette partie est l'objet d'un article de journal[SG96]. L'intérêt principal de ce théorème est d'uni�er les problèmes de commande pourdes systèmes a priori très di�érents. En fonction de la classe de systèmes interconnec-tés considérée, les résultats proposés permettent de retrouver ou d'améliorer les résultatsconnus. Un certain nombre d'applications possibles seront examinées dans le chapitresuivant. Le point important est que l'approche que nous proposons est uni�ée.La généralité de ce théorème découle de la mise en ÷uvre directe de la méthodologieque nous avons proposée dans le chapitre précédent. Elle utilise la paramétrisation dessurfamilles des sous systèmes obtenue à partir des techniques de multiplieurs constants.Nous allons d'abord analyser le comportement entrée/sortie d'un système. Pour cela,celui-ci est caractérisé par une ou plusieurs contraintes quadratiques intégrales véri�éespar ses signaux d'entrée et de sortie. Dans cette perspective, nous commençons par dé-�nir la notion de f�11;�12;�22g dissipativité. Cela correspond à considérer une familleparticulière de contraintes quadratiques. A une propriété de f�11;�12;�22g dissipativité,correspond une contrainte quadratique intégrale sur les signaux d'entrée et de sortie : dela sorte, on peut dé�nir une surfamille de modèles. Ce type de contraintes englobe celles



78 Chapitre 3 Approche unifiée de l'analyse et de la commandecorrespondant à des gains L2 bornés ou des propriétés de passivité.Dé�nition 3.0.1 Soient �11, �12 et �22 trois matrices constantes avec �11 semi dé�nienégative et telles que : � = " �11 �12�12T �22 #est de rang plein. Un système H est dit f�11;�12;�22g dissipatif si pour chaque w et zappartenant à L2e avec z = H(w) et pour tout T > 0, l'inégalité suivante est véri�ée :Z T0 " zw #T � " zw # dt � 0: (3.1)Cette dé�nition est proche de celles données dans [MH78, HM80b, Vid81], voir lasection 2.8.3 de l'annexe du chapitre 2, page 69. Ces travaux traitaient de l'analyse dessystèmes à grande échelle. D'autre part, la condition (3.1) dé�nit un type de secteursparticulier [Saf80] tel qu'ils sont dé�nis dans le chapitre précédent page 42.�11 = �I, �12 = 0 et �22 = I expriment que H a un gain L2 inférieur à 1. �11 = 0,�12 = I et �22 = 0 expriment que l'opérateur H est passif.Pour simpli�er les développements et sans (grande) perte de généralité, nous supposonsque � a la structure :266664 �111 0 �121 00 �112 0 �222�12T1 0 0 00 �22T2 0 �222 377775 avec �222 > 0:Deux points sont à noter.� Comme �11 est semi dé�nie négative , pour H L2 gain stable et causal, la condition :Z +10 " z(t)w(t) #T � " z(t)w(t) # dt � 0;est équivalente à la condition :8 T > 0; Z T0 " z(t)w(t) #T � " z(t)w(t) # dt � 0:En e�et, si un signal wT (signal w tronqué à l'instant T ) est envoyé à l'entrée du système,nous obtenons : Z +10 " zT (t)wT (t) #T � " zT (t)wT (t) # dt = :::::: Z T0 " z(t)w(t) #T � " z(t)w(t) # dt + Z +1T z(t)T�11z(t) dt:



Analyse et commande des systèmes par multiplieurs constants 79Comme �11 � 0, le résultat recherché est véri�é.� Pour un signal w donné de L2, le fait que �11 soit semi dé�nie négative impliqueque l'ensemble des signaux z qui véri�ent l'inégalité (3.1) est convexe. La démonstrationest directe. Soient deux signaux z1 et z2 véri�ant l'inégalité (3.1) pour un signal w donné.Soit � appartenant à l'intervalle [0; 1]. Il su�t alors de démontrer que �z1 + (1 � �)z2véri�e aussi l'inégalité (3.1). OrZ +10 " �z1(t) + (1� �)z2(t)w(t) #T � " �z1(t) + (1� �)z2(t)w(t) # dt = � � �� � �� Z +10 " z1(t)w(t) #T � " z1(t)w(t) # dt+ (1� �) Z +10 " z2(t)w(t) #T � " z2(t)w(t) # dt+ � � �� � ��(�� 1) Z +10 (z1(t) + z2(t))T�11(z1(t) + z2(t)) dt:Comme le produit �(��1) est négatif et comme �11 est semi dé�nie négative, le résultatest obtenu.3.1 Etude des systèmes interconnectésNous allons maintenant formuler les problèmes d'analyse et de synthèse que nouscherchons à résoudre pour les systèmes explicites et d'analyse pour les systèmes implicites.Ces problèmes vont être abordés en remplaçant les sous systèmes regroupés dans � parleur caractérisation à l'aide d'un ensemble de contraintes quadratiques véri�ées par leursignaux d'entrée et de sortie et dé�nies par les propriétés de dissipativité précédemmentintroduites. Ces dernières vont être paramétrisées par des matrices appartenant à deuxensembles linéaires de dimension �nie dans la perspective de trouver des contraintes LMIs.3.1.1 Systèmes interconnectés explicitesNous allons maintenant considérer la classe des systèmes interconnectés explicites in-troduite dans le chapitre 2, page 64. Ils peuvent être modélisés de la façon suivante :" z(t)y(t) # = Fu  " M MuMy 0 # ;�!" w(t)u(t) # ;où la matrice constante de gains M représente le schéma d'interconnexion et � regroupel'ensemble des opérateurs qui modélisent les sous systèmes dissipatifs. L'opérateur � a lastructure suivante : � = diag(�i) où, sans perte de généralité, chaque sous système �iest supposé carré. � a évidemment un nombre d'entrées et de sorties plus faible que celuide M .Le signal z(t) 2 Rnz est la sortie du système, y(t) 2 Rny le signal mesuré, w(t) 2Rnw le signal de perturbation et en�n u(t) 2 Rnu le signal de commande. Un systèmeinterconnecté peut être réécrit plus explicitement sous la forme :264 q(t)z(t)y(t) 375 = 24 M MuMy 0 35264 p(t)w(t)u(t) 375 et p(t) = �(q(t));où p(t) et q(t) sont les signaux internes.



80 Chapitre 3 Approche unifiée de l'analyse et de la commandeDans ce qui suit, nous supposons que chaque sous système �i appartient à une famille�i de sous systèmes dé�nie par :� l'appartenance des éléments de cette famille à une des classes C1; : : : ; C6 dé�nies dansle tableau 2.1, page 64 ;� la véri�cation par les éléments de cette famille d'une même propriété de fXi; Yi; Zigdissipativité dont la structure est explicitée en fonction de la classe à laquelle ap-partient �i dans le tableau 3.1, page 82.Cette dé�nition de �i est maintenant illustrée par un exemple. Soit le sous systèmedé�ni par pi(t) = �iqi(t) où �i est un gain réel constant, compris entre�1 et 1. Il appartientalors à la classe C3 (gain constant réel) et le fait qu'il soit compris entre �1 et 1 impliquequ'il véri�e une relation de f�1; 0; 1g dissipativité.Le dé�nition des familles de sous systèmes �i permet de dé�nir l'ensemble � deséléments � = diag(�i).Caractérisation de � : comme cela a été discuté dans la section 2.2 du chapitre pré-cédent (page 38), nous allons décrire le comportement entrée/sortie des sous systèmesregroupés dans � en construisant une paramétrisation (partielle) des propriétés de dissi-pativité qu'il véri�e.Une première propriété de dissipativité est obtenue pour� en notant qu'il est fX;Y;Zgdissipatif avec X = diag(Xi), Y = diag(Yi) et Z = diag(Zi), puisque les sous systèmes�i sont fXi; Yi; Zig dissipatifs. Cependant, représenter le comportement de � par cetteseule propriété de dissipativité peut être très grossier. Un résultat plus �n peut être ob-tenu en paramétrisant les propriétés de dissipativité de �. Cette paramétrisation peutêtre interprétée comme la mise en ÷uvre de la notion de surfamilles développée dans lechapitre 1. Son objectif est de décrire le plus �nement possible les signaux d'entrée et desortie de � = diag(�i) par des propriétés de dissipativité. Cette paramétrisation peutêtre construite à partir d'informations sur � :� des informations sur la structure de � : � = diag(�i) et, par exemple, les soussystèmes �i des classes C1 et C3 consistent en la répétition d'un même opérateur ;� des informations sur la nature des sous systèmes �i : par exemple, les sous systèmesde la classe C3 consistent en la multiplication par un gain réel.Cette paramétrisation est possible en associant à� deux ensembles S(�) et G(�) dematrices notées S et G et désignées par le terme multiplieurs 1. Ces ensembles sont dé�nisde la façon suivante :S(�) = fS ��� S = ST > 0; 8� 2�; S1=2�S�1=2 2�g;G(�) = fG ��� 8� 2�; 8q; �(q)TGq + (Gq)T�(q) = 0g:Leur introduction permet d'énoncer un lemme décrivant une paramétrisation des pro-priétés de dissipativité des éléments de �.Lemme 3.1.1 Tout opérateur � de l'ensemble � est fXS; Y S +G;ZSg dissipatif pourtoutes matrices S appartenant à S(�) et G appartenant à G(�).1. Voir la dé�nition 2.2.7, page 45 et la note de bas de page, page 46.



Analyse et commande des systèmes par multiplieurs constants 81DémonstrationPar dé�nition de S, l'opérateur S1=2�S�1=2 est, comme �, fX;Y;Zg dissipatif. Parsuite, avec ~p = S1=2�S�1=2~q :Z T0 " ~p~q #T " X YY T Z # " ~p~q # � 0:Introduisons p et q tels que p = �q. En choisissant q = S�1=2~q, nous avons ~p = S1=2p.D'autre part, S et les matricesX, Y et Z commutent (voir leurs structures dans le tableau3.1). Par suite, les signaux p et q sont tels que :�0(p; q) = Z T0 " pq #T " XS Y SY TS ZS # " pq # � 0:De plus, q et p véri�ent aussi l'égalité suivante :pTGq + qTGTp = 0Cette égalité mène alors à : �1(p; q) = Z T0 pTGq + qTGTp = 0Ainsi pour tout scalaire � , les signaux p et q satisfont l'inégalité suivante :�0(p; q) + ��1(p; q) � 0qui est équivalente à (avec un changement de notations, �G! G) :Z T0 " pq #T " XS Y S +GY TS +GT ZS # " pq # � 0: 2Les éléments S de S(�) et G deG(�) sont de même structure que �, c'est-à-dire queS = diag(Si) et G = diag(Gi) avec dim(Si) = dim(Gi) = dim(�i). Pour chaque classeconsidérée, les matrices Si et Gi sont explicitées dans le tableau 3.1. Pour ce dernier, lesdeux ensembles suivants, dépendant d'un entier n, sont introduits :S(n) = nS 2 Rn�n; S = ST > 0o ;G(n) = nG 2 Rn�n; G = �GTo :Remarque : S(�) et G(�) sont des ensembles linéaires, de dimension �nie.Cette structure est maintenant justi�ée.Multiplieur S : considérons d'abord les classes d'opérateurs � linéaires (c'est-à-direles classes C1, C2, C3 et C4). Si � est plein alors pour tout scalaire non nul �, � = ��1��.Par suite, S = �2I. Si � = �I alors pour toute matrice inversibleW , � = W�1�W . Parsuite, S =W TW .Considérons les classes d'opérateurs non linéaires (C5 et C6). Si � est fX;Y;Zg dissi-patif alors pour tout � non nul nous avons :Z T0 " pq #T " �2X �2Y�2Y T �2Z # " pq # � 0:Par suite, l'opérateur ��(��1:) est aussi fX;Y;Zg dissipatif. D'où le résultat.



82 Chapitre 3 Approche unifiée de l'analyse et de la commandeclasse structure de �i structure de fXi; Yi; Zig Si GiC1 gIni linéaire " xiIni yiIniyiIni ziIni # Si 2 S(ni) 0C2 G linéaire " Xi YiYiT Zi # �iIni�i > 0 0C3 �Ini réel " xiIni yiIniyiIni ziIni # Si 2 S(ni) Gi 2 G(ni)C4 � réel " Xi YiYiT Zi # �iIni�i > 0 0C5 �n(:) non linéaire " Xi YiYiT Zi # �iIni�i > 0 0C6 �m(:) non linéaire " Xi YiYiT Zi # �iIni�i > 0 0Tab. 3.1 � Dé�nition des familles �i de sous systèmes.Multiplieur G : considérons la multiplication par un gain répété �I, avec � = �R +j�I. Par suite, considérons p = �Rq + j�Iq. Nous recherchons G tel que p(j!)�Gq(j!) +q(j!)�GTp(j!) = 0. Sous cette forme, cette condition mène à :� si �R 6= 0 et �I = 0 alors G = �GT ;� si �R = 0 et �I 6= 0 alors G = GT .Par suite, la condition G = �GT est impliquée par � réel.Les équations n'auront de sens que si elles sont bien posées. Nous introduisons unedé�nition du bien posé adapté au cas considéré. Elle dérive de la dé�nition proposée parWillems [Wil69, page 90].Dé�nition 3.1.1 Le système :" q(t)z(t) # =M " p(t)w(t) # et p(t) = �(q(t))est dit bien posé si l'opérateur " I �M�1�� I #(avec M�1 une matrice de même dimension que � et telle que M = " M�1 ?? ? # ) estinversible sur L2e.



Analyse et commande des systèmes par multiplieurs constants 83La première propriété à étudier ou à conférer par loi de commande est la propriété destabilité interne. e e?�- �6 - �Mw1 w2q p++ ++Fig. 3.1 � Stabilité interneDé�nition 3.1.2 Le système :" q(t)z(t) # =M " p(t)w(t) # et p(t) = �(q(t))est dit L2-gain stable de façon interne si l'opérateur :" I �M�1�� I #(avec M�1 une matrice de même dimension que � et telle que M = " M�1 ?? ? # ) estbien posé, a un inverse causal et stable sur L2 et est de norme induite 2 bornée.Cette dé�nition peut être interprétée de la manière suivante. Considérons le schémadécrit par la �gure 3.1. La dé�nition assure que la fonction de transfert de " w1w2 # vers" qp # : " qp # = " (I �M�1�)�1 (I �M�1�)�1M�1(I ��M�1)�1� (I ��M�1)�1 # " w1w2 #= " I �M�1�� I #�1 " w1w2 #est L2 gain stable.Nous proposons en�n une mesure de la performance.Dé�nition 3.1.3 La performance d'un système est mesurée par une propriété de { Xperf ,Yperf , Zperf } dissipativité.A cette dé�nition, correspond l'interprétation suivante. Vouloir mesurer la performancepeut se formuler comme s'assurer que les signaux d'entrée et de sortie évoluent biendans une partie donnée de leur espace. Exiger que les signaux véri�ent une propriété dedissipativité revient à délimiter un ensemble de signaux, donc à rechercher à mesurer laperformance.Nous allons considérer dans ce mémoire les deux problèmes suivant :Analyse d'un système interconnecté : le système est-il stable de façon interne et véri�e-t-il une propriété de dissipativité?



84 Chapitre 3 Approche unifiée de l'analyse et de la commandeSynthèse d'une loi de commande : trouver une loi de commande qui confère au systèmeinterconnecté la stabilité interne et une propriété de fXperf ; Yperf ; Zperfg dissipati-vité entre l'entrée w et la sortie z (voir �gure 3.2).MuMyM 0K
- �� �- ��-z wpq uy �K

�
Fig. 3.2 � Commande d'un système interconnectéLa loi de commande recherchée a une structure particulière : il s'agit d'un systèmeinterconnecté de la forme u = Fu(K;�K)y avec K une matrice constante et réelle et �Kcontenant une �copie partielle� des opérateurs �i représentant les sous systèmes (voirla �gure 3.2). Le terme �copie partielle� signi�e que �K a la structure diag(�Ki) avec�Ki tel que :1. si �i est un bloc répété (�i = �Ini) alors �Ki = �Iki avec ki � ni ;2. si �i est un bloc plein linéaire alors �Ki = �i ou �Ki = [ ] ;3. si �i est un bloc plein non linéaire alors �Ki = [ ].Deux cas particuliers sont intéressants :� la loi de commande pleinement robuste qui est de la forme u = Ky, où K est unematrice constante ;� la loi de commande complète qui correspond au cas où tous les sous systèmes sontlinéaires et où �K = �, c'est-à-dire que la loi de commande est de la forme u =Fu(K;�)y, avec K une matrice constante.Pour les problèmes de synthèse, on supposera de plus que les matrices Zi sont tellesque Zi > 0 ou Zi = 0. Cette condition assure que l'opérateur 0 est lui aussi fXi; Yi; Zigdissipatif.



Analyse et commande des systèmes par multiplieurs constants 853.1.2 Systèmes interconnectés implicitesNous allons maintenant considérer la classe plus générale des systèmes interconnectésimplicites. Ils peuvent être modélisés de la façon suivante :Mi " pw # = 0�(p) = 0où la matrice constante de gains Mi représente le schéma d'interconnexion et � regroupel'ensemble des opérateurs qui modélisent les sous systèmes dissipatifs implicites. Le signalp regroupe les signaux échangés entre l'interconnexion Mi et les sous systèmes regroupésdans �. Le signal w correspond aux signaux qu'échangent le système et son environne-ment.L'ensemble des opérateurs � considéré dans cette section correspond à ceux introduitsdans la section précédente. Comme précédemment, les propriétés de dissipativité véri�éespar � sont linéairement paramétrisées par les matrices S et G. Elles sont notées de façonplus compacte : 8 T � 0; Z T0 p(t)TX(S;G)p(t) dt � 0où X(S;G) est une fonction linéaire de S et G. La discussion de la paramétrisation despropriétés de dissipativité de � de la section précédente peut ici être transposée. Dans cemémoire nous allons seulement étudier leur analyse. Nous dé�nissons le bien posé et lastabilité pour cette classe de systèmes 2.Dé�nition 3.1.4 Le système : Mi " pw # = 0�(p) = 0est dit bien posé si l'opérateur : � = " Mi�� # �(avec Mi� une matrice de même dimension que � et telle que M = h Mi� ? i ) a uninverse à gauche sur L2e. Il sera dit stable si l'opérateur a un inverse à gauche sur L2 ets'il existe un k tel que : k�k2 � kk�k2:Nous proposons de plus une mesure de performance pour les systèmes implicites.Dé�nition 3.1.5 Le système : Mi " pw # = 0�(p) = 0est dit Xperf dissipatif s'il est stable et si pour tout T positif :Z T0 w(t)TXperfw(t) dt � 0:2. Voir la dé�nition proposée dans la thèse [Pag96].



86 Chapitre 3 Approche unifiée de l'analyse et de la commandeRemarque : Paganini a étudié une classe plus particulière de systèmes implicites [Pag96].Il s'agit des systèmes implicites de la forme :264 �I A B0 C D� �I 0 375264 qpw 375 = 0:Les systèmes linéaires stationnaires implicites généralement considérés ont pour équations[Apl91] : " E0 # _x = " AC #x + " 0 B�I D # " zw # :La classe des systèmes implicites considérés par Paganini ne les contient pas. Par contre, laclasse que nous considérons est su�samment générale pour les contenir.3.2 AnalyseNous proposons maintenant des critères d'analyse de la stabilité et de la performance,pour les systèmes explicites et implicites et véri�ables par un programme d'optimisationconvexe.3.2.1 Systèmes interconnectés explicitesCette section est consacrée à l'analyse des systèmes interconnectés explicites. L'ob-jectif est de proposer des conditions garantissant pour un système interconnecté donnéz = Fu(M;�)w, la stabilité interne et la performance. Cette dernière est évaluée parune propriété de fXperf ; Yperf ; Zperfg dissipativité. Les conditions obtenues sont, sauf casparticuliers, su�santes mais aisément véri�ables puisqu'elles se formulent comme des pro-blèmes d'optimisation convexe sous contraintes LMIs.Lemme 3.2.1 Le système interconnecté z = Fu(M;�)w est stable et fXperf ; Yperf ; Zperfgdissipatif pour tout � appartenant à � s'il existe des matrices S 2 S(�) et G 2 G(�)telles que : " MI(n+nw) #T M " MI(n+nw) # < 0 (3.2)où 3 M = PTMdiag " ZS Y TS +GY S +GT XS # ;� " Xperf YperfY Tperf Zperf #!PMDe plus, la condition suivante :" M�1In #T " ZS Y TS +GY S +GT XS # " M�1In # < 0 (3.3)impliquée par l'inégalité (3.2) assure la stabilité interne.3. La matrice PM est dé�nie dans la section notation, page 7.



Analyse et commande des systèmes par multiplieurs constants 87Discussion des conditions du lemme: les ensembles S(�) et G(�) sont linéaireset de dimension �nie. De plus, les variables S et G apparaissent linéairement dans lacondition (3.2). Véri�er les conditions du théorème précédent revient donc à résoudre unproblème d'optimisation à base de LMIs, plus exactement, un problème de faisabilité (voirsection 2.3.4.1, page 57).Remarque : La contrainte quadratique (3.2), en plus d'être linéaire en S et G et aussilinéaire en Xperf , Yperf et Zperf . Une paramétrisation linéaire (implicite) des propriétés de dis-sipativité véri�ées par les signaux du système z = Fu(M;�)w est ainsi réalisée.La démonstration s'e�ectue en trois étapes :1. le système interconnecté est supposé stable : nous démontrons que sous cette hypo-thèse, l'inégalité LMI (3.2) assure qu'il est {Xperf , Yperf , Zperf} dissipatif ;2. l'interconnexion est supposée bien posée, c'est-à-dire qu'il existe des p, q et z uniquesqui dépendent causalement de w : nous démontrons alors que la condition (3.3)assure la stabilité de l'interconnexion ;3. la troisième étape consiste à démontrer que le bien posé est impliqué par la condi-tion (3.3).Dans la première étape, la S procédure est appliquée (voir la section 2.3.1, page 49).Dans la seconde, ce qui peut être interprété comme une forme particulière du théorèmede séparation des graphes est démontré (voir la section 2.3.2, page 52).DémonstrationLa matrice M est décomposée de la façon suivante :" qz # = " M�Mz # " pw # et M� = h M�1 M�2 i (3.4)où z et w sont les signaux d'entrée et de sortie et q et p sont les signaux connectant M àl'opérateur �.Performance : le système est supposé stable et bien posé. Il est { Xperf , Yperf , Zperf }dissipatif si pour tous les signaux z, w, q, p appartenant à L2 et tels que :" qz # = " M�Mz # " pw # ; (3.5)et Z +10 " pq #T " XS Y S +GTY TS +G ZS # " pq # � 0; (3.6)la contrainte intégrale suivante est véri�ée :Z +10 " zw #T " Xperf YperfY Tperf Zperf # " zw # > 0: (3.7)Alors, en utilisant la décomposition de la matriceM et l'égalité (3.5), nous obtenons :(3.7), �0(p;w) > 0



88 Chapitre 3 Approche unifiée de l'analyse et de la commandeavec �0(p;w) = Z +10 " pw #T " Mzh 0 I i #T " Xperf YperfY Tperf Zperf # " Mzh 0 I i # " pw # ;et (3.6), �1(p;w) > 0avec�1(p;w) = Z +10 " pw #T " M�h I 0 i #T " ZS Y TS +GY S +GT XS # " M�h I 0 i # " pw # :Par utilisation de la S procédure 4 dé�nie page 54, �0(p;w) est positif pour tous lessignaux p et w tels que �1(p;w) > 0 si et seulement si il existe un scalaire positif � tel que :��0(p;w) + ��1(p;w) � 0, ce qui est équivalent à la condition (3.2) après l'introductionde M et le changement de notations �S ! S et �G! G.Stabilité : supposons maintenant que le système est simplement bien posé. Nous de-vons démontrer que la stabilité de l'interconnexion de � avec M�1 est assurée par lacondition (3.2). De façon plus précise, la condition (3.2) implique l'inégalité :" M�1In #T " ZS Y TS +GY S +GT XS # " M�1In # < 0: (3.8)Nous démontrons maintenant que cette condition assure la stabilité de la boucle. Sansperte de généralité, on peut supposer que S = I et G = 0. Nous considérons l'inégalité dedissipativité caractérisant � : pour tous signaux q et p appartenant à L2 et scalaire T :Z T0 " pq #T " X YY T Z # " pq # � 0:En utilisant les notations de la �gure 3.1 page 83, pour tout w1 et w2 de L2, le systèmeest stable si les signaux q et p sont aussi dans L2. Puisque le système est supposé bienposé, q et p appartiennent à L2e.Premièrement, la caractérisation de � entraîne que 5 :Z T0 (qTZq + (p� w2)TY q + ?+ (p � w2)TX(p �w2)) dt � 0;soit : Z T0 qTZq + pTY q + ?+ pTXp � Z T0 wT2 Y q + pTXw2 + ? �wT2Xw2: (3.9)La condition (3.8) implique qu'il existe un scalaire � > 0 tel que :" M�1I #T " Z Y TY X # " M�1I # � ��(M�T1M�1 + I):4. Comme il s'agit de véri�er une contrainte pour un ensemble de signaux dé�nis par une autrecontrainte, la S procédure dé�nie par [Yak73] peut aussi s'appliquer.5. Le symbole ? représente le symétrique du terme croisé.



Analyse et commande des systèmes par multiplieurs constants 89Nous obtenons donc pour tout T :Z T0 (q � w1)TZ(q � w1) + pTY (q � w1) + ?+ pTXp)dt � �� Z T0 ((q � w1)T (q � w1) + pTp)dt;soitZ T0 (qTZq+pTY q+?+pTXp)dt � Z T0 �(wT1 (Z+�I)w1��(pT p+qT q)+(qT (�I+Z)+pTY )w1+?)dt:(3.10)Les conditions (3.9) et (3.10) impliquent que :R T0 �qTq + qT (Y w2 � (Z + �I)w1) + ?+ �pTp + pT (Xw2 � Y w1) � � �� � � � R T0 (wT2Xw2 � wT1 (Z + �I)w1)� � � � 0car X � 0 et Z � 0. En utilisant la complétion des carrés, nous obtenons pour tout T :R T0 �(q + 1� (Y w2 � (Z + �I)w1)T (q + 1� (Y w2 � (Z + �I)w1) + � � �� � � �(p+ 1� (Xw2 � Y w1)T (p + 1� (Xw2 � Y w1) � � � �� � � 1� (Xw2 � Y w1)T (Xw2 � Y w1) + 1� (Y w2 � (Z + �I)w1)T (Y w2 � (Z + �I)w1)(3.11)Par application de l'inégalité triangulaire, pour tout T :kq + 1� (Y w2 � (Z + �I)w1)kT � 1� (kXw2� Y w1kT + kY w2 � (Z + �I)w1kT )kp+ 1� (Xw2� Y w1)kT � 1� (kXw2� Y w1kT + kY w2 � (Z + �I)w1kT )Ainsi, comme kqkT � kq + 1� (Y w2 � (Z + �I)w1)kT + 1�kY w2 � (Z + �I)w1kT , etc.. :kqkT � 1� (kXw2� Y w1kT + 2kY w2 � (Z + �I)w1kT );kpkT � 1� (2kXw2� Y w1kT + kY w2 � (Z + �I)w1kT ):Donc si les entrées w1 et w2 sont dans L2 alors les signaux q et p sont aussi dans L2. Lesystème bouclé est donc stable.Bien posé : nous devons prouver le bien posé de la boucle ��M�1. Il est bien connuque l'interconnexion de deux opérateurs causaux est bien posée si et seulement si l'un desdeux est strictement causal (voir le livre [Wil69]).Si� est strictement causal alors le système bouclé est bien posé. Supposons maintenantque� n'est pas strictement causal. SoitD� la partie sans mémoire de�. Par un argumentbasé sur le loop shifting, décrit page 203, véri�er le bien posé du système en boucle ferméerevient à véri�er le bien posé de la connexion D� �M�1.Supposons que ce système bouclé n'est pas bien posé. Il existe alors un vecteur p 6= 0tel que (I �D�M�1)p = 0. Soit q = M�1p. La condition (3.8) implique qu'il existe unscalaire strictement positif � tel que :" pq #T " XS Y S +GY TS +G ZS # " pq # � ��(qTq + pTp) (3.12)Mais les � considérés sont tels que D� satisfait :" pq #T " XS Y S +GY TS +G ZS # " pq # � 0 (3.13)



90 Chapitre 3 Approche unifiée de l'analyse et de la commandeSi p et q sont di�érents de 0 alors il y a donc une contradiction entre les contraintesquadratiques (3.12) et (3.13). Le système bouclé original est ainsi bien posé. 2Dans le même esprit que la section 4.1.1, une version duale de ce lemme peut êtreaisément obtenue. Pour cela, aux matrices X, Y , Z et Xperf , Yperf , Zperf , nous associonsles matrices �duales� ~X, ~Y , ~Z et ~Xperf , ~Yperf , ~Zperf telles que :" X YY T Z # " � ~Z ~Y T~Y � ~X # = I et " Xperf YperfY Tperf Zperf # " � ~Zperf ~Y Tperf~Yperf � ~Xperf # = I:Lemme 3.2.2 Le système interconnecté z = Fu(M;�)w est stable pour � appartenant à� et fXperf ; Yperf ; Zperfg dissipatif s'il existe des matrices T 2 S(�) et H 2 G(�) tellesque : " MTI(n+nz) #T M " MTI(n+nz) # < 0 (3.14)où 6 M = PTMdiag " ~ZT ~Y TT +H~Y T +HT ~XT # ;� " ~Xperf ~Yperf~Y Tperf ~Zperf #!PMDe plus, la condition suivante :" M�T1In #T " ~ZT ~Y TT +H~Y T +HT ~XT # " M�T1In # < 0 (3.15)impliquée par l'inégalité 3.14 assure à elle seule la stabilité interne.3.2.2 Systèmes interconnectés implicitesNous donnons maintenant une condition su�sante assurant que le système intercon-necté implicite : Mi " pw # = 0�(p) = 0est stable et Xperf dissipatif.Théorème 3.2.1 Le système interconnecté implicite :Mi " pw # = 0�(p) = 0est stable et Xperf dissipatif s'il existe un scalaire positif � et deux matrices S et G telsque : Mi?T " X(S;G) 00 �Xperf #Mi? � ��Mi?TMi?: (3.16)6. La matrice PM est dé�nie dans la section notation page 7.



Analyse et commande des systèmes par multiplieurs constants 91De plus, la condition suivante :Mi�?TX(S;G)Mi�? � ��Mi�?TMi�? (3.17)(avec Mi� une matrice de même dimension que � et telle que M = h Mi� ? i ) impliquéepar l'inégalité (3.16) assure la stabilité du système.DémonstrationPerformance : le système implicite est supposé stable. Il est Xperf dissipatif si pourtous signaux w et p tels que : Mi " pw # = 0;�(p) = 0;la contrainte intégrale suivante est véri�ée :Z +10 wTXperfw � 0:La première égalité est équivalente à l'égalité quadratique :" pw #T MTi Mi " pw # = 0et les signaux de la seconde égalité sont englobés dans les signaux générés par l'inégalité :Z +10 pTX(S;G)p � 0:Par application de la S procédure, ceci est vrai s'il existe un scalaire positif � et unscalaire � tels que :Z +10 " pw #T " �X(S;G) 00 �Xperf # " pw #+ � " pw #T MTi Mi " pw # < 0:En faisant les changements de variable, �S ! S et �G ! G, �X(S;G) est remplacé parX(S;G). Par application du lemme de Finsler qui est :9 � 2 R; G < �UTU , U?TGU? < 0;nous obtenons la condition (3.16).Stabilité : en reprenant directement la démonstration de la condition de stabilité dulemme 3.2.1, le système implicite sera stable si :pTX(S;G)p � ��pTppour p véri�ant Mi�p = 0. Par application de la S procédure, ceci est véri�é s'il existeun scalaire � tel que : pTX(S;G)p + �pTMi�TMi�p � ��pTp:



92 Chapitre 3 Approche unifiée de l'analyse et de la commandePar application du lemme de Finsler, nous obtenons la condition (3.17). 2Le système explicite z = Fu(M;�)w se met sous la forme implicite suivante :h I �M i 26664 qzpw 37775 = 0;h �� I i " qp # = 0:En appliquant le théorème 3.2.1 sur ce système implicite, les conditions du lemme 3.2.1sont obtenues.3.3 CommandeNous nous intéressons dans cette section à la synthèse d'une loi de commande quiconfère au système interconnecté explicite la stabilité interne et une propriété de {Xperf ,Yperf , Zperf} dissipativité entre l'entrée w et la sortie z.L'approche par LMIs des problèmes de commande a d'abord considéré la synthèse decorrecteur par retour d'état au début des années 90 [GPB91, PZPB91, PZP+92, GBP94].Elle consistait à appliquer les conditions d'analyse obtenues sous forme de contraintesLMIs au système bouclé. Les inégalités matricielles obtenues se réduisaient alors à descontraintes LMIs par des manipulations assez simples. L'obtention de conditions baséessur des inégalités matricielles linéaires pour les problèmes de commande par retour desortie a été plus di�cile. Ce n'est que vers le milieu des années 90 que des résultats ont étéobtenus dans ce cas-là [PBPB93, GA94, Pac94, AG95, EGS96]. Les conditions obtenuessont convexes avecéventuellement des contraintes de rang, qui, elles, ne le sont plus. Parexemple, pour le problème de commandeH1 [GA94], si le correcteur recherché ne doit pasêtre d'ordre strictement inférieur à celui du système, les conditions sont convexes. Dansle cas contraire, une condition de rang non convexe apparaît. Il faut garder à l'esprit quela convexité est une propriété désirable pour remplir l'objectif de calculabilité pratique.Le théorème que nous proposons ici permet d'uni�er voire d'améliorer la recherche delois de commande à partir de conditions d'analyse basées sur la technique des multiplieursconstants introduite dans les sections précédentes. Son énoncé est suivi d'une discussionsur la convexité des di�érentes conditions introduites. Ces conditions dépendent du pro-blème de commande considéré, c'est-à-dire des sous systèmes du système à commanderet de la structure de la loi de commande selectionnée. Ce résultat sera mis en ÷uvre surun certain nombre de problèmes de commande dans le chapitre suivant.Pour énoncer le théorème, nous associons aux matrices X, Y , Z et Xperf , Yperf , Zperf ,les matrices ~X, ~Y , ~Z et ~Xperf , ~Yperf , ~Zperf telles que :" X YY T Z # " � ~Z ~Y T~Y � ~X # = I et " Xperf YperfY Tperf Zperf # " � ~Zperf ~Y Tperf~Yperf � ~Xperf # = I:Le théorème suivant dérive du lemme 3.2.1 d'analyse.



Analyse et commande des systèmes par multiplieurs constants 93Théorème 3.3.1 S'il existe des matrices S; T 2 S(�) et des matrices G;H 2 G(�)telles que : My?T " MI(n+nw) #T M " MI(n+nw) #My? < 0; (3.18)MTu ?T " MTI(n+nz) #T N " MTI(n+nz) #MTu ? < 0 (3.19)où les matrices M et N sont dé�nies comme suit 7 :M = PTMdiag " ZS Y TS +GY S +GT XS # ;� " Xperf YperfY Tperf Zperf #!PMN = PTNdiag " ~ZT ~Y TT +H~Y T +HT ~XT # ;� " ~Xperf ~Yperf~Y Tperf ~Zperf #!PNet si, de plus, les matrices Si; Ti; Gi;Hi satisfont les contraintes entraînées par la classeà laquelle �i appartient, indiquées dans le tableau 3.2 ci-dessous, alors il existe une loide commande u = Fu(K;�K)y où �K = diag(�Ki) avec �Ki dépendant de �i de lamanière décrite dans le tableau 3.2, qui stabilise le système interconnecté :" z(t)y(t) # = Fu  " M MuMy 0 # ;�!" w(t)u(t) #et lui assure la fXperf ; Yperf ; Zperfg dissipativité pour tout � appartenant à �.classe de �i structure de �Ki contraintes à véri�erC1(�i = giIni) �Ki = giIki " Si II Ti # � 0 etrang" Si II Ti # = ki + ni, ki � niC2 [ C4 �Ki = [ ]ou �Ki = �i siti = 1ou " si 11 ti # > 0C3(�i = �iIni) �Ki = �iIki rang" Si + ��1i Gi II Ti + �iHi # = ki + niavec ki � ni et �i = (Y Ti Yi �XiZi)1=2C5 [ C6 �Ki = [ ] SiTi = ITab. 3.2 � Contraintes additionnelles du théorème 3.3.1.7. Les matrices PM et PN sont dé�nies dans la section notation, page 7.



94 Chapitre 3 Approche unifiée de l'analyse et de la commandeRemarque : Dans le cas où toutes les matricesX , Y , Z,Xperf , Yperf , Zperf sont diagonales,les expressions peuvent être grandement simpli�ées (voir l'article [Sco96]).Tester l'existence d'une loi de commande qui assure stabilité et performance revientdonc à trouver des matrices S; T 2 S(�) et G;H 2 G(�). S; T;G;H apparaissent linéai-rement dans les conditions (3.18), (3.19) et dans la condition" Si II Ti # � 0: (3.20)En fait, ces conditions sont des contraintes LMIs.La non convexité intervient dans certaines conditions du théorème 3.3.1. Il s'agit, d'unepart, des conditions d'égalité. Si le système à commander contient un bloc �i de classeC5 ou C6 alors la condition SiTi = I apparaît. S'il contient un bloc �i de C5 ou C6 et si lebloc �i n'est pas � recopié� dans le correcteur alors il faut imposer la contrainte siti = 1.Il s'agit, d'autre part, de contraintes de rang sur des matrices. Dans le cas où le systèmeà commander contient un bloc �i = giIni de la classe C1 et si le correcteur doit contenirle bloc �Ki = giIki avec ki < ni alors la condition suivante doit être imposée :rang " Si II Ti # = ki + ni:D'autre part, si le système à commander contient un bloc �i = �iIni de la classe C3 etsi le correcteur doit contenir le bloc �Ki = �iIki avec ki < ni alors la condition suivantedoit être imposée : rang " Si + ��1i Gi II Ti + �iHi # = ki + niavec �i = (Y Ti Yi �XiZi)1=2.En résumé, en fonction des classes auxquelles appartiennent les sous systèmes dusystème à commander et en fonction de la structure de la loi de commande recherchée, lesconditions proposées dans le théorème précédent correspondent, ou non, à un problèmed'optimisation convexe.Les conséquences sont les suivantes. Si une loi de commande est recherchée pour uneinterconnexion de sous systèmes linéaires avec �K = �, il faut simplement véri�er lesconditions (3.18), (3.19) et des conditions du type (3.20). Le problème se formule alorscomme un ensemble de contraintes LMIs. Si �K est contraint à être une copie partielle de� alors des conditions non convexes apparaissent. La non convexité apparaît aussi pourla commande d'un système interconnecté avec des opérateurs non linéaires (classes C5 etC6).Les conditions non convexes qui apparaissent dans le théorème précédent prennenttoujours la forme d'une contrainte de rang imposée sur une matrice dépendant a�nementdes variables de décision. En e�et, la contrainte SiTi = I peut être remplacée par lacontrainte rang " Si II Ti # = ni:Plusieurs algorithmes heuristiques ont été proposés pour cette classe de problèmes.Dans le cas où G = 0, El Ghaoui, Oustry et Ait Rami ont proposé une approche e�cacepour cette classe de problèmes d'optimisation [EOA96]. D'autres heuristiques ont, parexemple, été proposées par [GdSS94, GTS+94].



Analyse et commande des systèmes par multiplieurs constants 95Nous démontrons maintenant le théorème.DémonstrationLa démonstration du théorème 3.3.1 repose sur le lemme de complétion / élimina-tion 2.4.1 présenté dans le chapitre 2, page 62.Sans perte de généralité et a�n d'éviter des lourdeurs de notation, nous supposons que� possède un seul bloc de dimension nr � nr. Une loi de commande u = Fu(K;�K)y estrecherchée telle que connectée au système :" z(t)y(t) # = Fu 0B@264 Mqp Mqw MquMzp Mzw MzuMyp Myw 0 375 ;�1CA" w(t)u(t) # ;elle assure pour le système bouclé la stabilité et une propriété de fXperf ; Yperf ; Zperfgdissipativité entre le signal w et le signal z.Les équations pour le système bouclé sont : z = Fu �M;diag(�;�K)�w avecM = 264 Mqp 0 Mqw0 0 0Mzp 0 Mzw 375+ 264 0 MquI 00 Mzu 375K " 0 I 0Myp 0 Myw #Suivant la classe à laquelle il appartient, �K possède des structures di�érentes :� si � appartient à C1 ou C3 (c'est à dire que � = �In) alors �K = �Ik avec k � n ;� si � appartient à C5 ou C6 alors �K = [ ] ;� si � appartient à C2 ou C4 alors �K = � ou �K = [ ].Soit k la taille caractéristique de �k. L'opérateur diag(�;�K) est alors f �X; �Y ; �Zg dissi-patif avec �X = diag(X;Xk) 8, �Y = diag(Y; Y k), �Z = diag(Z;Zk) et avec les multiplieurscorrespondants : �S = " S �� � # �G = " G �� � # ;où S appartient à S(n) et G à G(n). Par application du théorème d'analyse (3.2.1), lesystème bouclé est stable et fXperf ; Yperf ; Zperfg dissipatif si :" MI(n+nw) #T M " MI(n+nw) # < 0où M = PTMdiag " �Z �S �Y T �S + �GT�Y �S + �G �X �S # ;� " Xperf YperfY Tperf Zperf #!PM:Le lemme (2.4.1), page 62, est alors appliqué avec :D = " M 00 0 # ; Du = " 0 MuI 0 # ; Dy = " 0 IMy 0 # et " X YY T Z # = M:8.Xk est la matrice formée par les k premières lignes et colonnes de la matrice X



96 Chapitre 3 Approche unifiée de l'analyse et de la commandeLa condition (2.20) conduit aux deux relations suivantes :" �X �S �Y �S + �G�Y T �S �Z �S # 24 �~�Z �T ~�Y T �T + �HT~�Y �T + �H � ~~X �T 35 = I (3.21)" Xperf YperfY Tperf Zperf # " � ~Zperf ~Y Tperf~Yperf � ~Xperf # = IConsidérons la première égalité (3.21). �T et �H sont découpés de la façon suivante :�T = " T �� � # et �H = " H �� � # ;où T 2 S(n) et H 2 G(n).D'abord, supposons que �G = 0 (� n'appartient pas à la classe C3). Comme �S commuteavec �X, �Y et �Z, la première égalité (3.21) est impliquée par les égalités suivantes :" X YY T Z # " � ~Z ~Y T~Y � ~X # = I�S �T = IAlors, par application du lemme de complétion (6.2) proposé par Packard dans [Pac94],�S �T = I et �S; �T > 0 si et seulement si" S II T # > 0 et rang " S II T # � n+ kPour toutes les classes, mise à part la classe C3, les contraintes décrites dans le tableau 3.2sont obtenues. De plus, la démonstration de ce lemme de complétion suggère une méthoded'obtention de �S à partir de S et T :�S = " S RRT I # ;avec R telle que : S � T�1 = RRT .Maintenant, nous supposons que � 2 C3. Dans ce cas-là, X = xI, Y = yI et Z = zI.~X, ~Y and ~Z sont choisies telles que :" X YY T Z # " � ~Z ~Y T~Y � ~X # = IAlors, en introduisant 
 = y2 � xz, la condition (3.21) est équivalente à :�S �T + y(
�1 �G �T + �S �H) + �G �H = I;�GT �T = 
 �S �H;�S �T + y( �S �HT + 
�1 �G �T + �GT �HT = IEn remarquant que �H et �G sont des matrices anti symétriques, ceci est équivalent à lacondition : ( �S + ��1 �G)( �T + � �H) = I



Analyse et commande des systèmes par multiplieurs constants 97avec � = 
1=2I.Par application du lemme de complétion proposé par Helmersson dans l'article [Hel95b](voir la section 3.7.1 en annexe de ce chapitre), ( �S + ��1 �G)( �T + � �H) = I et �S; �T > 0 siet seulement si S; T > 0 etrang " S + ��1G II T + �H # = n+ kDe plus, �S = " S RRT U # �G = " G Q�QT V # ;avec S + ��1G � (T + �H)�1 = NM où N 2 Rn�k et M 2 Rk�n." S RRT U #+ " ��1 00 �k�1 # " G Q�QT V # = 2664 S + ��1G h N 0 iB" M0 # B 3775avec B = diag �NTS�1N)�1(I �NS�1MT ; I�.Après quelques calculs, les conditions (2.18) et (2.19) mènent aux conditions (3.18)et (3.19). Il faut remarquer que seuls T et S interviennent dans ces deux dernières condi-tions. 23.4 Principe de séparationDans cette section, nous recherchons une loi de commande qui stabilise le système :y(t) = Fu  " M MuMy 0 # ;�!u(t);sans essayer de remplir un objectif de performance. De plus, dans cette section, les soussystèmes regroupés dans � sont restreints linéaires.Le théorème 3.3.1 se simpli�e alors pour donner le corollaire suivant.Corollaire 3.4.1 Supposons qu'il existe des matrices dé�nies positives S; T 2 S(�) etdes matrices G;H 2 G(�) telles que :" MIn #T " ZS Y TS +GY S +GT XS # " MIn # < MTy My (3.22)" MTIn # " ~ZT ~Y TT +H~Y T +HT ~XT # " MTIn # < MuMTu (3.23)alors il existe une loi de commande u = Fu(K;�)y stabilisant le système :y(t) = Fu  " M MuMy 0 # ;�!u(t);pour � appartenant à �.



98 Chapitre 3 Approche unifiée de l'analyse et de la commandeLes conditions obtenues sont des LMIs, ce qui est cohérent avec le fait que les soussystèmes soient linéaires et qu'ils soient �reproduits entièrement� dans le correcteur.En comparant le théorème 3.3.1 et ce corollaire, nous remarquons que les conditions decouplage ont disparu. Il existe alors un principe de séparation : la loi de commande peutêtre décomposée en un observateur et un retour d'information total [LZD96]. Le principede séparation bien connu pour les systèmes linéaires stationnaires est ainsi généralisé aucas des systèmes interconnectés.L'inégalité (3.22) assure l'existence d'un observateur qui estime le signal p à partir dela mesure y : qest =Mpest +Muu+ L(y �Mypest); pest = �qest;où L est le gain de observateur. La seconde LMI (3.23) garantit l'existence d'une loi deretour d'information totale : u = Ksp. Une loi de commande par retour de sortie y peutêtre ainsi obtenue en remplaçant p par son estimée pest.DémonstrationLe théorème 3.3.1 est appliqué. Les deux inégalités (3.18) et (3.19) sont véri�ées s'ilexiste un scalaire � tel que :" MIn #T " ZS Y TS +GY S +GT XS # " MIn # < �MTy Myet " MTIn # " ~ZT ~Y TT +H~Y T +HT ~XTZS # " MTIn # < �MuMTu :Sans perte de généralité, � peut être choisi positif. En divisant les inégalités par � et enremplaçant ��1S, ��1T , etc... par S, T , etc... nous obtenons les inégalités (3.22) et (3.23).Toujours d'après le théorème 3.3.1, dans les cas où la condition de couplage existe,nous avons le changement de variable :" �2S II T # � 0:Comme S et T sont dé�nies positives, il est toujours possible de choisir � su�sammentgrand tel que cette inégalité soit véri�ée. Nous pouvons donc l'omettre dans le corollaire.23.5 Construction de l'interconnexion K de la loi decommandeUne fois les conditions d'existence véri�ées, il faut construire la matrice K du correc-teur à partir des variables S, T , G et H satisfaisant les conditions d'existence. Pour cela,deux stratégies sont possibles :� utiliser une formule algébrique exprimant explicitement la matriceK en fonction deS, T , G etH : c'est une solution économique en temps de calcul bien que parfois malconditionnée numériquement ; les matrices du correcteur peuvent être elle-mêmesmal conditionnées ;



Analyse et commande des systèmes par multiplieurs constants 99� résoudre un problème LMI en K : elle est plus coûteuse que la précédente maispermet d'utiliser les degrés de liberté restant pour essayer de remplir un autre critère.Cela peut permettre par exemple d'obtenir des grandeurs d'ordre raisonnable pourla matrice K. C'est la solution que nous adoptons en pratique.Une expression explicite pour la matrice K : nous supposons que les conditionsd'existence du théorème 3.3.1 sont véri�ées pour des matrices S, T , G et H. Le but de ceparagraphe est de proposer une expression explicite possible pour la matrice K de la loide commande.A partir des di�érentes variables S, T , etc... déterminées par la résolution des condi-tions d'existence du théorème 3.3.1, nous allons construire dans un premier temps lesmatrices �S, �T , ... qui démontrent les propriétés de stabilité et de performance assuréespar les conditions d'existence. Dans un deuxième temps, nous rechercherons la loi decommande elle-même.Nous allons considérer le cas où X1 = 0 (pour par exemple considérer le cas où �contient un intégrateur) et pour les autres blocs de �, i 2 [2; r], Xi > 0 (r est le nombrede blocs dans �).Soit : ki = rang " Si + ��1i Gi II Ti + �iHi # � ni:L'expression (2.21) du lemme 2.4.1 est alors appliquée avec :Y1 = diag(Y1; Y1k1) " S1 R1RT1 U1 #+ " G1 Q1QT1 V1 #Z1 = diag(Z1; Z1k1) " S1 R1RT1 U1 #X2 = diag diag(diag(Xi);diag(Xiki)) " diag(Si) diag(Ri)diag(RiT ) diag(Ui) # ;�Zperf!Y2 = diag diag(diag(Yi);diag(Yiki)) " diag(Si) diag(Ri)diag(RiT ) diag(Ui) #+ � � �� � � " diag(Gi) diag(Qi)�diag(Qi) diag(Vi) # ; Y Tperf!Z2 = diag diag(diag(Zi);diag(Ziki)) " diag(Si) diag(Ri)diag(RiT ) diag(Ui) # ;�Xperf!Comme cela a été précédemment expliqué, Qi, Ri, Ui et Vi sont obtenus en appliquantles lemmes de complétion de Packard et Helmersson (voir section 3.7.1 en annexe de cechapitre). Les matrices M , Mu et My sont découpées de la manière suivante :" M MuMy 0 # = 26664 Mqp11 Mqp12 Mqw1 Mqu1Mqp21 Mqp22 Mqw2 Mqu2Mzp1 Mzp2 Mzw MzuMyp1 Myp2 Myw 0 37775 :où Mqp11 est de même dimension que X1. Prenons :



100 Chapitre 3 Approche unifiée de l'analyse et de la commande" D11 D12D21 D22 # = 26666664 Mqp11 0 Mqp12 0 Mqw10 0 0 0 0Mqp21 0 Mqp22 0 Mqw20 0 0 0 0Mzp1 0 Mzp21 0 Mzw 37777775Dy = 264 0 " I0 # 0 " 0I # 0Myp1 0 Myp2 0 Myw 375" Du1Du2 # = 26666664 0 0 Mqu1I 0 00 0 Mqu20 I 00 0 Mzu 37777775 :Nous avons donc écrit que le système bouclé véri�e les conditions de stabilité et de per-formance assurées par les conditions d'existence du théorème 3.3.1 et les matrices ~S, ~T ,etc ... déterminées précédemment. Nous avons donc une condition qui s'écrit :" D +DuKDyIn #T " X YY T Z # " D +DuKDyIn # < 0:La première possibilité est d'appliquer directement l'expression (2.21) du lemme 2.4.1aux matrices ci-dessus.Construction de K par LMI : la seconde possibilité est de se ramener via l'applicationdu lemme de Schur à une inégalité linéaire en K 9 :G + UTKV + VTKTU < 0 (3.24)avec G = 264 D11TY1 + Y1TD11 + Z1 Y1TD12 D21TD12TY1 � ~X�12 (D22 +X�12 Y2)TD21 D22 +X�12 Y2 �X2�1 375 ;U = h Du1TY1 0 Du2T i ;V = h Dy 0 i :Il su�t alors de résoudre l'inégalité (3.24) linéaire en la variable K. Nous pouvonschoisir K de façon à satisfaire une contrainte supplémentaire, par exemple borner lesvaleurs singulières de la matriceK. Cela revient à minimiser � sous la contrainte (3.24) etla contrainteKTK < �I. Par application du lemmede Schur, cette dernière est équivalenteà : " �I KTK I # > 0:Cela revient donc à un problème de minimisation d'un coût linéaire sous contraintes LMIs.9. En suivant la démonstration du lemme 2.4.1.



Analyse et commande des systèmes par multiplieurs constants 1013.6 ConclusionL'intérêt des techniques de multiplieurs constants peut être discuté. Si, pour certainsproblèmes d'analyse, elles permettent d'obtenir des conditions nécessaires et su�santes 10,les conditions ne sont en général que su�santes voire a priori conservatives (par exemple,pour l'analyse des systèmes linéaires incertains). Pour ce qui est de la synthèse de lois decommande, il a été discuté dans le chapitre 1 que même avec des multiplieurs constants,les méthodes de synthèse pouvaient être d'une grande complexité pour un certain nombrede problèmes (par exemple la commande robuste). A notre avis, un des grands intérêts deces techniques est qu'elles permettent malgré tout d'obtenir des méthodes de synthèse decomplexité réduite dans un nombre appréciable de cas (dont le séquencement de gains).De plus, la mise en ÷uvre de ces méthodes sur un missile dans le chapitre 6 illustre que si,théoriquement, elles semblent conservatives, pratiquement, elles peuvent donner de bonsrésultats.Nous verrons dans le chapitre 5 que si l'introduction de multiplieurs dépendants permetde réduire le conservatisme des critères d'analyse, il ne permet par contre pas d'obteniraisément des méthodes de synthèse peu gourmandes en temps de calcul.

10. Par exemple, les systèmes linéaires stationnaires, les interconnexions de familles d'opérateurs nonlinéaires/non stationnaires dans le temps de gain inférieur à 1 [MT93, Sha94, Sha95, YD95].



102 Chapitre 3 Approche unifiée de l'analyse et de la commande3.7 Annexe3.7.1 Lemmes de Packard et d'HelmerssonLemme 3.7.1 [Pac94]Soient S = ST > 0 2 Rn�n, T = T T > 0 2 Rn�n. Avec un entier r � n, il existe desmatrices R 2 Rn�r et U 2 Rr�n telles que :" S RRT U # > 0 et " S RRT U #�1 = " T ?? ? #si et seulement si " S II T # � 0 et rang " S II T # � n+ r:De plus, R peut être choisie telle que S � T�1 = RTR et U = Ir.Lemme 3.7.2 [Hel95a]Soient S 2 Rn�n et R 2 Rn�n telles que S + ST > 0 et R + RT > 0. Avec un entierr � n, il existe des matrices N;M 2 Rn�r et L 2 Rr�n telles que :" S NM L #+ " S NM L #T > 0 et " S NM L #�1 = " R ?? ? #si et seulement si rang �S � T�1� � r:Un choix possible des matrices N , M et L est donné à l'aide des matrices Mt et Nt derang plein telles que :L = diag(Lt; I) Lt = (NTt (S + ST )Nt)�1(I �Nt(S + ST )�1MTt )M = " Mt0 # N = h NtLt 0 iS �R�1 = NtMt:



Analyse et commande par multiplieurs constants : études de cas 103Chapitre 4Analyse et commande des systèmesinterconnectés par multiplieursconstants : études de casNous considérons, dans ce chapitre, les applications possibles du théorème 3.3.1 àl'étude d'un certain nombre de problèmes de commande. Chaque cas envisagé correspondà un domaine relativement spéci�que. Pour des systèmes �hétérogènes� (voir page 1),il est en général possible de combiner les di�érents résultats. Ce qui est important, c'estl'éventail couvert par le théorème 3.3.1 et les ra�nements qu'il est possible d'apporter enfonction du problème considéré. Un des objectifs de ce chapitre est de montrer que lespotentialités des méthodes présentées précédemment sont (au moins en partie) e�ectives.Chaque application est abordée avec l'objectif d'obtenir des conditions pratiquementcalculables quitte à ce qu'elles soient conservatives. Nous recherchons le meilleur compro-mis possible.Certains cas peuvent être traitées par application directe du théorème 3.3.1. Il s'agitde la commande des systèmes linéaires stationnaires, la commande par séquencement degains ou encore la commande des systèmes non linéaires rationnels. Ce n'est, par contre,pas le cas de la commande décentralisée où dans un premier temps, nous avons recherchéune formalisation du problème susceptible de concilier les objectifs de calculabilité etde conservatisme. Aborder ce problème nous a amené à étudier la caractérisation ducomportement entrée/sortie des sous systèmes linéaires, à le modi�er par commande età évaluer les interactions des di�érents sous systèmes à travers celui-ci. Nous avons ainsiobtenu de nouvelles conditions convexes pour la commande décentralisée. Il en est demême pour la commande de systèmes linéaires saturés pour lesquels nous proposons troisapproches possibles. Un certain nombre de ses applications ont fait l'objet d'articles[SG95,EGS96, SFG97, SD97a].D'autres cas débordent du champ de l'Automatique. Il s'agit, par exemple, des sys-tèmes statiques qui peuvent être interprétés comme la modélisation de phénomènes phy-siques en régime statique ou correspondre à des problèmes d'intérêt plus mathématique.Ce qui est important de noter, ce sont les potentialités de résultats de l'Automatique,hors de son cadre d'application directe. Une application hors du champ de l'Automatique,même si elle nous permettra la mise en ÷uvre numérique de critères d'Automatique, estla résolution de problèmes LMIs in�nis.



104 Chapitre 4 Approche unifiée de l'analyse et de la commande4.1 Analyse des systèmes linéaires stationnairesCette section est consacrée à la caractérisation du comportement entrée / sortie dessystèmes linéaires stationnaires par des inégalités de la forme :8 T 2 R+; Z T0 " z(t)w(t) #T � " z(t)w(t) # dt � 0 (4.1)sur leurs signaux d'entrée w et de sortie z.4.1.1 Lien entre les formulations des di�érents domaines :la caractérisation du comportement entrée/sortie d'un système linéaire dans le domainetemporel par une propriété de dissipativité (4.1) peut être reliée à une caractérisation parune inégalité sur sa fonction de transfert associée dans le domaine de Laplace (inégalitéfréquentielle). La véri�cation de la dissipativité d'un système à partir de ces deux formesest malaisée. Le théorème de Kalman Yakubovitch Popov [Wil71b, Pop73, FCG79] pré-senté dans cette section montre que cette véri�cation peut se ramener à rechercher unematrice dé�nie positive telle qu'une certaine LMI soit véri�ée 1. Il est à la base de nom-breux résultats.Remarque : La véri�cation de l'inégalité fréquentielle peut aussi se ramener à la véri�ca-tion d'une in�nité de LMIs dans le domaine complexe paramétrisées par la fréquence, lesquellespeuvent se ramener à la résolution de LMIs réelles [BE93].Des éléments de démonstration mettant en ÷uvre les outils proposés dans cette thèseet les résultats de [Wil71b] sont proposés en annexe de ce chapitre, section 4.12.1. Cerésultat est classique [Wil71b, Pop73] : l'intérêt est de mettre en ÷uvre les outils présentésprécédemment.Théorème 4.1.1 Soient le système linéaire stationnaire H(s) = D + C(sI � A)�1B deRLn�p1 (la représentation d'état introduite est minimale) et la matrice :� = " �11 �12�T12 �22 #où �11 = �T11 < 0 2 Rn�n et �22 = �T22 2 Rp�p. Alors les trois conditions suivantes sontéquivalentes :1. H est L2 gain stable et les signaux z et w de L2 tels que z = H(w) véri�ent l'intégralesuivante : Z +10 " z(t)w(t) #T � " z(t)w(t) # dt � 0 ; (4.2)2. la fonction de transfert H(s) est stable et véri�e l' inégalité fréquentielle :8 ! 2 �R; " H(j!)I #� � " H(j!)I # � 0 ; (4.3)1. Résoudre cette LMI peut se réduire dans la plupart des cas à résoudre une équation de Riccati[Wil71b, FCG79].



Analyse et commande par multiplieurs constants : études de cas 1053. il existe une matrice P dé�nie positive telle que la LMI suivante est véri�ée :26664 A BC DI 00 I 37775T 26664 0 0 �P 00 �11 0 �12�P 0 0 00 �T12 0 �22 3777526664 A BC DI 00 I 37775 � 0: (4.4)Lorsque la propriété de stabilité de la fonction de transfertH(s) est relaxée, le théorèmesuivant peut être énoncé.Théorème 4.1.2 Soit un système linéaire stationnaire H(s) = D + C(sI � A)�1B deRLn�p1 et la matrice : � = " �11 �12�T12 �22 #où �11 = �T11 2 Rn�n et �22 = �T22 2 Rp�p. Alors les trois conditions suivantes sontéquivalentes :1. les signaux z et w tels que z = H(w) véri�ent l'intégrale suivante :8 T � 0; Z T0 " z(t)w(t) #T � " z(t)w(t) # dt � 0 ; (4.5)2. H(j!) véri�e l' inégalité fréquentielle :" H(j!)I #� � " H(j!)I # � 0 ; (4.6)3. il existe une matrice P = P T telle que la LMI suivante est véri�ée :26664 A BC DI 00 I 37775T 26664 0 0 �P 00 �11 0 �12�P 0 0 00 �T12 0 �22 3777526664 A BC DI 00 I 37775 � 0: (4.7)4.1.2 Interprétation de la propriété de dissipativité :nous considérons toujours une fonction de transfert H(s) véri�ant :" H(j!)I #� " �11 �12�T12 �22 # " H(j!)I # � 0 ;avec �11 = �T11 dé�nie négative. Par suite, �22 � �T12��111 �12 est semi dé�ni positive.L'inégalité précédente se réécrit alors par une simple complétion des carrés :(H(j!) + ��111 �12)�(��11)(H(j!) + ��111 �12) � �22 � �T12��111 �12:La représentation de la fonction de transfert H(j!) avec une entrée et une sortie dans leplan de Nyquist est à l'intérieur du cercle de centre (��12�11 ; 0) et de rayon r�212�211 � �22�11 .



106 Chapitre 4 Approche unifiée de l'analyse et de la commandePar exemple, la fonction de transfert :H(s) = 2; 5( s24 + s2 + 1)( s2100 + s100 + 1) ;dont la représentation dans le plan de Nyquist est donnée �gure 4.1, à gauche, est, parexemple, {�1, 0; 75, 7; 24} dissipative, ce qui correspond au cercle de centre (0; 75 ; 0) etde rayon 2; 8. Pour un transfert donné, il est possible de trouver plusieurs propriétés dedissipativité, ce qui correspond pour un transfert à une entrée et une sortie à plusieurscercles (voir �gure 4.1, à droite). Une paramétrisation des propriétés de dissipativité peut
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sFig. 4.1 � Nyquist de H(s) et propriétés de dissipativitéêtre obtenue à partir de l'énumération de tous les cercles avec un centre sur l'axe deabscisses et contenant le lieu de Nyquist de la fonction de transfert.Pour un transfert à plusieurs entrées et plusieurs sorties, il est à l'intérieur du cône 2de centre ���111 �12 et de rayon ((�22 � �T12��111 �12) 12 ; (��11) 12 ).Pour une fonction de transfert à une entrée, une sortie et �11 = 0, la représentationde cette dernière se situe pour �12 > 0 à gauche de la droite verticale passant par le point��22�12 .4.1.3 Dualité et dissipativitéLe dual Hd de H est dé�ni par la relation :< z;H(w) >T=< Hd(z); w >T :Si H est généré par un produit de convolution, obtenir son dual revient à renverser letemps dans le noyau qui l'engendre.Hd admet alors comme transformée de FourierH(j!)�.Connaissant la propriété de dissipativité véri�ée parH(j!) nous pouvons alors caractérisercelle véri�ée par H(j!)�.Lemme 4.1.1 Considérons la fonction de transfert H(j!) et les matrices �11, �12, �22telles que �11 = diag(0;�112), �12 = diag(�121;�122) et �21 = diag(�211;�212) 3. Sup-posons que �211 est dé�nie négative et que" �11 �12�T12 �22 #2. Les cônes ont été introduits par Safonov est sont dé�nis dans l'annexe 2.8.3 du chapitre 2, page 69.3. L'introduction de cette structure particulière sur les matrices �xx n'entraîne aucune perte de géné-ralité tout en permettant des démonstrations � simples�.



Analyse et commande par multiplieurs constants : études de cas 107est une matrice de rang plein. Alors" H(j!)I #� " �11 �12�T12 �22 # " H(j!)I # � 0est équivalent à " H(j!)�I #� " ~�11 ~�12~�T12 ~�22 # " H(j!)�I # � 0avec ~�11, ~�12 et ~�22 des matrices dé�nies par :" �11 �12�T12 �22 # " �~�22 ~�T12~�12 �~�11 # = I:Une formulation duale de la propriété de dissipativité du système est ainsi introduite.La démonstration de ce lemme est obtenue par simple modi�cation de la première partiede la démonstration 2.8.5 du lemme 2.4.1 du chapitre 2, page 72.4.1.4 Paramétrisation des propriétés de dissipativitéLa paramétrisation de toutes les propriétés de dissipativité sous forme de LMIs quevéri�e un système linéaire stationnaire H(s) = D+C(sI�A)�1B de RHn�p1 est obtenuepar application directe du théorème 4.1.1. L'ensemble des propriétés de f�11;�12;�22gdissipativité que véri�e H est donné par :26664 A BC DI 00 I 37775T 26664 0 0 �P 00 �11 0 �12�P 0 0 00 �T12 0 �22 3777526664 A BC DI 00 I 37775 � 0: (4.8)avec P = P T � 0. Il faut noter que cette inégalité est linéaire en P , �11, �12 et �22. C'estdonc une contrainte LMI.Pour illustrer cela, considérons la fonction de transfert :H(s) = 2; 5( s24 + s2 + 1)( s2100 + s100 + 1) ;introduite précédemment.
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Nous désirons recherché le plus petit cercle quicontienne le tracé de son transfert dans le plan de Ny-quist. Par suite, nous voulons minimiser �212�211 � �22�11 . Lacondition 4.8 étant homogène, nous pouvons prendresans perte de généralité �11 = �1. Soit � tel que� � �212 + �22. Après application du lemme de Schur(lemme 2.3.1, page 58), nous sommes alors amené àminimiser � sous les contraintes :" �� �22 �12�12 1 # � 0 et (4:8):Il s'agit donc d'un problème LMI de minimisation d'un coût linéaire.



108 Chapitre 4 Approche unifiée de l'analyse et de la commandePar résolution numérique 4, nous obtenons �12 = 0; 655 et �22 = 7; 20. Cela correspondau cercle de centre (0; 655; 0) et de rayon 2; 76.Le fait de rechercher la dissipativité la plus � petite� peut se généraliser au cas où letransfert considéré comprend plusieurs entrées et sorties. Dans le chapitre 5, section 5.3.6page 181, nous étudierons une généralisation de ce problème. La solution proposée peutse spécialiser au cas considéré ici.4.2 Analyse des systèmes linéaires stationnaires impli-citesLes idées développées dans le chapitre 2 sont appliquées pour analyser la performanced'un système implicite linéaire. Plutôt que d'appliquer directement le théorème général3.2.1 obtenu dans le chapitre 3, nous utilisons une approche directe pour mettre en valeurla démarche suivie. Le problème considéré dans cette section peut s'énoncer comme suit.Etant donné un système linéaire stationnaire stable :E _x = Ax+Bwoù x 2 Rn est le vecteur d'état et w 2 Rp, l'ensemble des signaux partagés avec l'extérieur,est-ce que le critère de performance suivant est véri�é pour w appartenant à L2 5 :Z +10 w(t)TXw(t) dt � 0 ?En notant que :E _x = Ax+Bw() 264 xw_x 375T h A B �E iT h A B �E i264 xw_x 375 = 0;la famille des signaux générés par le système peut être immergée dans un ensemble desurfamilles des signaux générés par des contraintes quadratiques égalité :264 xw_x 375T h A B �E iT h A B �E i264 xw_x 375 = 0et inégalité avec la matrice P dé�nie positive :Z _xTPx � 0:La paramétrisation est engendrée par P .Nous nous ramenons donc au problème d'optimisation suivant : est-ce que l'ensembledes signaux x, w et _x véri�ant les contraintes égalité et inégalité ci-dessus véri�ent lecritère de performance? Par application de la S procédure, une condition su�sante de4. En utilisant LMITOOL.5. L'intégrale est bien posée du fait de la stabilité du système.



Analyse et commande par multiplieurs constants : études de cas 109performance est directement obtenue. S'il existe une matrice P dé�nie positive et unscalaire réel � tels que :264 �ATA �ATB P � �ATE�BTA X + �BTB ��BTEP � �ETA ��ETB �ETE 375 � 0;alors le système précédent véri�e le critère de performance.A titre d'illustration, véri�ons que le �bounded-real lemma� est retrouvé lorsqu'unsystème linéaire stationnaire explicite :" I0 # _x = " AC # x+ " B 0D �I # " wy #est considéré avec pour critère de stabilité :X = " �I 00 I # :Cela revient à démontrer que le système a une norme H1 inférieure à 1.Par application du résultat précédent, nous obtenons :26664 �ATA+ �CTC �ATB + �CTD ��CT P � �AT�BTA+ �DTC �BTB + �DTD � I ��DT ��BT��C ��D (1 + � )I 0P � �A ��B 0 �I 37775 � 0Par application du lemme de Schur, cela est équivalent à � négatif et :264 ATP + PA+ �CTC � 1�P TP PB + �CTD ��CTBTP + �DTC �DTD � I ��DT��C ��D (1 + � )I 375 � 0:En appliquant le lemme de Schur une nouvelle fois, nous avons � inférieur à �1 et :" ATP + PA+ �1+�CTC � 1�P TP PB + �1+�CTDBTP + �1+�DTC �1+�DTD � I # � 0:Comme �1+� est positif,en divisant l'inégalité précédente et en posant P = 1+�� P , nousobtenons : " ATP + PA+ CTC PB + CTDBTP +DTC DTD � I # � " 1+��2 P TP 00 1� I # :Comme � est négatif, cela implique que :" ATP + PA+ CTC PB + CTDBTP +DTC DTD � I # < 0:4.3 Commande des systèmes linéaires stationnairesLa première partie de cette section est consacrée à l'étude des propriétés de dissipativitéqui peuvent être obtenues en commandant un système. Ce résultat nouveau trouve, dansla deuxième partie de la section, une application avec la commande décentralisée.



110 Chapitre 4 Approche unifiée de l'analyse et de la commande4.3.1 Généralisation du problème de commande H1Nous considérons le système linéaire stationnaire décrit par les équations suivantes :" zy # = H  " wu #!où z 2 Rnz est le signal de sortie, w 2 Rnw l'entrée de perturbation, y 2 Rny la sortiemesurée et u 2 Rnu l'entrée de commande. La représentation d'état associée à H estdonnée par : H : 264 _xzy 375 = 264 A Bw BuCz Dzw DzuCy Dyw 0 375264 xwu 375 :Nous recherchons une loi de commande K(s) telle que la fonction de transfert enboucle fermé : z(s) = Fl(H(s);K(s))w(s)soit stable et f�11;�12;�22g dissipative.Le corollaire suivant découle du théorème 3.3.1, résultat central qui est exposé dans lasection 3.3 du chapitre précédent, page 92. Pour son énoncé, les matrices ~�11, ~�12 et ~�22sont introduites telles que : " �11 �12�T12 �22 # " �~�22 ~�T12~�12 �~�11 # = I (4.9)Corollaire 4.3.1 Il existe une loi de commande K(s) d'ordre inférieur ou égal à celui dusystème telle que le système bouclé z(s) = Fl(H(s);K(s))w(s) soit� stable ;� f�11;�12;�22g dissipatif entre l'entrée w et la sortie z ;si et seulement si il existe deux matrices P et Q telles que :� Cy Dyw �?T 2664 A BwCz DzwI 00 I 3775T 2664 0 0 P 00 ��11 0 ��12P 0 0 00 ��T12 0 ��22 37752664 A BwCz DzwI 00 I 3775 � Cy Dyw �? � 0; (4.10)� BTu DTyu �?T 2664 AT CTzBTw DTzwI 00 I 3775T 2664 0 0 Q 00 �~�11 0 �~�12Q 0 0 00 �~�T12 0 �~�22 37752664 AT CTzBTw DTzwI 00 I 3775 � BTu DTyu �? � 0;(4.11)et " P II Q # � 0: (4.12)Démonstration La su�sance des conditions précédentes découle directement de l'ap-plication du théorème 3.3.1. La nécessité est directement obtenue à partir de l'applicationdu lemme 4.1.2. 2



Analyse et commande par multiplieurs constants : études de cas 111Ce corollaire englobe la formulation H1 par LMIs qui a été proposée dans [GA94].Pour retrouver les conditions de cet article, il su�t d'appliquer le corollaire précédentavec : �11 = �I �12 = 0 �22 = 
2I~�11 = �
�2I ~�12 = 0 ~�22 = I:Un autre problème classique est celui de la commande positive. Il s'agit de rechercherun correcteur qui assure pour le système bouclé une propriété de positivité : il doit êtref0; I; 0g dissipatif. Une solution basée sur les équations de Riccati a été proposée par[SKS94]. Le corollaire que nous proposons s'applique avec :�11 = 0 �12 = I �22 = 0~�11 = 0 ~�12 = I ~�22 = 0:Nous pouvons faire le même lien entre nos conditions LMIs et celles de [SKS94] baséessur les équations de Riccati que celui qui existe entre les conditions de [GA94] et de[DGKF89] pour le problème de commandeH1. Les liens entre les équations de Riccati etconditions LMIs ont été approfondis par Willems dans [Wil71b] (voir aussi [FCG79]). Ene�et, l'ensemble des matrices dé�nies positives P véri�ant la contrainte LMI :" ATP + PA+Q PB + CTBTP + C R # � 0:est convexe, fermé et borné [FCG79]. Il existe un P� tel que pour tout P véri�ant la LMIprécédente, P � P�. De plus, P� est la solution de l'équation de Riccati standard :ATP� + P�A� (P�B + CT )R�1(BTP� + C) +Q = 0:Pour le système dé�ni par _x = Ax + Bw, P� permet de dé�nir la fonction d'énergiedisponible 6 Va(x) = xTP�x. La solution de l'équation de Riccati précédente peut êtreobtenue par la résolution du problème d'optimisation LMI suivant :minimiser trace(P )sur la variable Psous les contraintes " ATP + PA+Q PB + CTBTP + C R # � 0 et P > 0:Cependant, la résolution par la méthode de l'Hamiltonien de l'équation de Riccati permetun calcul plus �able pour un coût numérique plus faible. Par suite, il est intéressant, d'unpoint de vue pratique, de ramener la résolution d'un problème LMI à celle d'une équationde Riccati standard, si cela est possible.4.3.2 Paramétrisation des propriétés de dissipativité conférablespar commandeNous avons précédemment obtenu des conditions convexes pour tester la f�11;�12;�22gdissipativité d'un système. Nous étudions ici la paramétrisation des propriétés de dissipa-tivité qui peuvent être conférées à un système par commande. Nous recherchons l'ensembledes matrices �11, �12 et �22 telles que le système peut être rendu {�11, �12, �22} dissipatif6. �available storage� selon la terminologie introduite par Willems dans sa théorie de la dissipativité[Wil72].



112 Chapitre 4 Approche unifiée de l'analyse et de la commandepar bouclage. Les conditions (4.10), (4.11) et (4.12), obtenues dans la section précédentesont toutes convexes en les variables (P , Q, �11, �12, �22, ~�11, ~�12, ~�22) sauf la condi-tion (4.9). Des formulations convexes ne peuvent être obtenues que dans deux cas où lacondition (4.9) disparaît. Le premier est le cas où le signal mesuré y est l'état lui-même.La condition (4.10) alors se simpli�e, permettant de remplacer la dépendance linéaire en�11, �12, �22 de cette condition par une dépendance linéaire en ~�11, ~�12, ~�22. Il n'y adonc plus de conditions dépendant de �11, �12 et �22, ce qui permet de ne plus considérerla contrainte égalité (4.9). L'autre cas est celui où :" �11 �12�T12 �22 # = 
T " �11I �12I�12I �22I #
avec �11, �12 et �22 trois scalaires réels et 
 une matrice �xée inversible. Cette dernièrepeut être interprétée en terme de � loop shifting� (pour une dé�nition de ce terme, voirla section 5.8.1 du chapitre 5, page 203). En e�et, au lieu de considérer une propriété de{�11, �12, �22} dissipativité sur les signaux z et w, nous sommes amené à considérer unepropriété de { �11I, �12I, �22I} dissipativité sur les signaux ~z et ~w dé�nis par :" ~z~w # = 
 " zw # :La structure particulière des matrices de dissipativité permet de véri�er la contrainteégalité (4.9) (voir le corollaire 4.3.3 ci-après). Elle n'a donc plus besoin d'être spéci�ée.Retour d'état Dans ce paragraphe, nous considérons le cas où tout l'état est mesurable,c'est-à-dire le cas où Cy = I et Dyw = 0.Corollaire 4.3.2 Pour le système linéaire stationnaire H, l'ensemble des propriétés dedissipativité qui peuvent être obtenues par retour d'état est donné par l'ensemble des ma-trices ~�11, ~�12 et ~�22 telles qu'il existe une matrice symétrique Q véri�ant les inégalités :h BTu DTyu i?T 26664 AT CTzBTw DTzwI 00 I 37775T 26664 0 0 Q 00 �~�11 0 �~�12Q 0 0 00 �~�T12 0 �~�22 3777526664 AT CTzBTw DTzwI 00 I 37775h BTu DTyu i? � 0;" DTzwI #T " ~�11 ~�12~�T12 ~�22 # " DTzwI # � 0; Q > 0: (4.13)Les propriétés de dissipativité sont ici données sous forme duale.DémonstrationLa démonstration consiste à appliquer directement le corollaire 4.3.1. Après simpli�-cations, la condition (4.10) s'écrit alors pour le cas considéré ici :" DzwI #T " �11 �12�T12 �22 # " DzwI # � 0;ce qui s'écrit sous forme duale :" DTzwI #T " ~�11 ~�12~�T12 ~�22 # " DTzwI # � 0: 2



Analyse et commande par multiplieurs constants : études de cas 113f�11;�12�22g dissipativité : nous considérons la commande du système à partir de laseule mesure de y mais avec une structure particulière sur les matrices caractérisant lespropriétés de dissipativité recherchées.Corollaire 4.3.3 Soit 
 une matrice �xée inversible. Pour le système linéaire station-naire H, l'ensemble des propriétés de { �11, �12, �22 } dissipativité avec :" �11 �12�T12 �22 # = 
T " �11I �12I�12I �22I #
qui peuvent être obtenues par retour de sortie sont données par l'ensemble des scalaires�11, �12 et �22 tels qu'il existe deux matrices symétriques P et Q véri�ant les inégalités :V T 2664 A BwI 0Cz Dzw0 I 3775T 2664 � 0 PP 0 � 00 �
T � �11I �12I�12I �22I �
 37752664 A BwI 0Cz Dzw0 I 3775V � 0; (4.14)UT 2664 AT CTzI 0BTw DTzw0 I 3775T 24 � 0 QQ 0 � 00 � 352664 AT CTzI 0BTw DTzw0 I 3775U � 0; (4.15)et " P II Q # � 0;avec U = h BuT DTpu i? ; V = h Cy Dyq i?� = � " 0 I�I 0 #
�1 " ��22I �12I�12I ��11I #
�T " 0 �II 0 # :DémonstrationLa démonstration est basée sur le corollaire 4.3.1 et sur le fait que si un système estf�11;�12;�22g dissipatif alors il est f��11; ��12; ��22g dissipatif pour tout � positif. Parsuite, la condition : " �11 �12�T12 �22 # " �~�22 ~�T12~�12 �~�11 # = Ise réécrit : �
T " �11I �12I�12I �22I #
 " �~�22 ~�T12~�12 �~�11 # = I (4.16)En choisissant � = 1=(�212 � �11�22) et :" ~�11 ~�12~�T12 ~�22 # = � " 0 I�I 0 #
�1 " ��22I �12I�12I ��11I #
�T " 0 �II 0 # :l'égalité (4.16) est véri�ée et le résultat obtenu. 2Remarque : Dans le cas de systèmes à une entrée et une sortie, 
 peut être �xée à I2 sansperte de généralité.



114 Chapitre 4 Approche unifiée de l'analyse et de la commande4.3.3 Commande décentraliséeL'analyse et la commande décentralisée des systèmes linéaires stationnaires sont dessujets très étudiés depuis vingt ans 7. Cette forme de commande repose sur la décompo-sition d'un système en sous systèmes interconnectés. Au niveau de chaque sous système,une loi de commande locale est synthétisée a�n d'assurer la stabilité du sous système :c'est l'objectif local. D'autre part, l'ensemble des lois de commande locales doit assurerstabilité et performance pour le système total. C'est l'objectif global. L'ensemble de loisde commande forme la loi de commande décentralisée. Nous pensons que ce caractèrelocal/global est le point important de la commande décentralisée.En dépit de nombreux travaux sur ce sujet, la synthèse de lois de commande décentra-lisées reste un problème ouvert en général. Le problème de stabilisation par retour d'étatdécentralisé a été démontré être NP di�cile dans le cas où les éléments de la matrice desgains sont bornés [BT95]. Le problème de commande décentralisée se met naturellementsous forme d'un problème basé sur des BMIs [SC96]. Une première tentative peut êtred'essayer de résoudre de façon heuristique le problème BMI [SC96] ou de modi�er lesconditions a�n d'obtenir des conditions LMIs [GBP94]. Une autre possibilité consiste àreformuler le problème de façon sans doute conservative mais convexe. C'est l'approcheque nous avons adoptée.Deux approches classiques sont possibles pour la synthèse de lois de commande dé-centralisées [SM89] : la synthèse séquentielle [MS94] et la synthèse indépendante de loisde commande locales. La seconde méthode consiste à synthétiser indépendamment leslois de commande locales et à véri�er ensuite les propriétés du système bouclé global. Ceprocessus est itératif, par �essais/erreurs� [LM76].Dans cette section, nous proposons une approche directe évitant le processus �essais/erreurs� et capable de tenir explicitement compte du caractère local/global de la com-mande décentralisée. Les deux étapes sont accomplies en même temps : la synthèse dechaque loi de commande locale est contrainte par les objectifs globaux de la synthèse. Celaest réalisé en contraignant chaque sous système à avoir un comportement entrée/sortiecohérent avec l'objectif global de performance. Le comportement entrée/sortie d'un soussystème est caractérisé par une propriété de dissipativité. Nous allons nous appuyer surles résultats que nous avons proposés dans la section 4.3.2 sur les propriétés qu'il estpossible de conférer à un sous système par commande. D'autre part, par application duthéorème de séparation des graphes, nous assurerons que, connaissant les propriétés dedissipativité, l'interconnexion des sous systèmes reste stable. Nous avons précédemmentproposé des formulations convexes pour ces deux problèmes.Systèmes à grande échelle : un système �à grande échelle� peut être modélisé commeune interconnexion de n sous systèmes. Le iieme sous système est désigné par Si. Leurinterconnexion est décrite par le système linéaire stationnaire M . Le système à grandeéchelle a donc la représentation suivante :z(t) = Fu(M;S)w(t) avec S = diag(Si):Le signal z(t) 2 Rnz est la sortie du système à grande échelle et le signal w(t) 2 Rnw estle signal de perturbation en entrée. En introduisant les signaux internes p(t) et q(t), ce7. Pour une synthèse sur le sujet, voir l'article [SVAS78] et les livres [Ber76] et [Lun91].



Analyse et commande par multiplieurs constants : études de cas 115modèle peut être réécrit :" q(t)z(t) # = M  " p(t)w(t) #! et p(t) = S(q(t)): (4.17)Chaque sous système en boucle fermée Si est le bouclage du iieme sous système Hi dusystème en boucle ouverte et de la loi de commande Ki :Si = Hi ?Ki: (4.18)L'ensemble des lois de commande Ki forment la loi de commande décentralisée K.
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116 Chapitre 4 Approche unifiée de l'analyse et de la commandeCommande H1 décentralisée par retour d'état : dans ce paragraphe, nous consi-dérons le cas où nous avons accès à la mesure de l'état xi de chaque sous système Hi,c'est-à-dire le cas où C iy = I et Diyq = 0.Corollaire 4.3.4 Il existe une loi de commande décentralisée H1 par retour d'état as-surant pour le système global (4.17) la stabilité et une norme H1 inférieure à 
 entrel'entrée w et la sortie z et pour chaque sous système la stabilité s'il existe des matricessymétriques Q, Qi, Xi, Zi et Yi, i = 1; : : : ; n telles que :Q > 0; Qi > 0; X > 0; Z < 0; (4.19)266666664 AT CTq CTzBTp DTqp DTzpBTw DTqw DTzwI 0 00 I 00 0 I 377777775T 266666664 0 0 0 Q 0 00 X 0 0 Y 00 0 I 0 0 0Q 0 0 0 0 00 Y T 0 0 Z 00 0 0 0 0 �
2I 377777775266666664 AT CTq CTzBTp DTqp DTzpBTw DTqw DTzwI 0 00 I 00 0 I 377777775 < 0; (4.20)UTi 26664 AiT CizTBiwT DizwTI 00 I 37775T 26664 0 0 Qi 00 �Zi 0 �Y TiQi 0 0 00 �Yi 0 �Xi 3777526664 AiT CizTBiwT DizwTI 00 I 37775Ui � 0; (4.21)" DizwTI #T " Zi YiY Ti Xi # " DizwTI # � 0; (4.22)avec X = diag(Xi); Y = diag(Yi); Z = diag(Zi); Ui = h BiuT DipuT i? :DémonstrationD'après la section 4.3.2, la condition (4.21) couplée à la condition Qi > 0 assure pourle iieme sous système (i allant de 1 à n) l'existence d'une loi de commande par retourd'état ui = Kixi telle que le sous système bouclé est stable et son dual est {Zi, Y Ti ,Xi} dissipatif. Par suite, le dual de H = diag(Hi) est {�Z, �Y T , �X} dissipatif avecX = diag(Xi), Y = diag(Yi) et Z = diag(Zi).Par application de la version duale du théorème de séparation des graphes 5.3.4 pré-senté page 179, la connexion deH etM est stable si le dual deM est {X, Y , Z} dissipatif.Par application du lemme 4.1.2, nous obtenons la condition (4.20). 2Commande H1 décentralisée par retour de sortie Nous considérons maintenantle cas général, c'est-à-dire la commande du système à partir de la seule mesure de y.Corollaire 4.3.5 Soient 
i des matrices inversibles �xées. Il existe une loi de commandedécentralisée H1 K assurant pour le système global (4.17) la stabilité et une norme H1inférieure à 
 entre l'entrée w et la sortie z et pour chaque sous système la stabilité s'ilexiste des matrices symétriques Q, Pi, Qi et des scalaires réels xi, yi et zi, i = 1; : : : ; ntels que : Q > 0; " Pi II Qi # � 0; X > 0; Z < 0 (4.23)



Analyse et commande par multiplieurs constants : études de cas 117266666664 AT CTq CTzBTp DTqp DTzpBTw DTqw DTzwI 0 00 I 00 0 I 377777775T 266666664 0 0 0 Q 0 00 X 0 0 Y 00 0 I 0 0 0Q 0 0 0 0 00 Y T 0 0 Z 00 0 0 0 0 �
2I 377777775266666664 AT CTq CTzBTp DTqp DTzpBTw DTqw DTzwI 0 00 I 00 0 I 377777775 < 0; (4.24)UiT 26664 AiT CizTI 0BiwT DizwT0 I 37775T 264 " 0 QiQi 0 # 00 �i 37526664 AiT CizTI 0BiwT DizwT0 I 37775Ui � 0 (4.25)V Ti 26664 Ai BiwI 0Ciz Dizw0 I 37775T 266664 " 0 PiPi 0 # 00 �
Ti " ziI yiIyiI xiI #
i 37777526664 Ai BiwI 0Ciz Dizw0 I 37775Vi � 0; (4.26)avec �i = � " 0 I�I 0 #
�1i " �xiI yiIyiI �ziI #
�Ti " 0 �II 0 # ;X = diag h �I 0 i
�1i " �xiI yiIyiI �ziI #
�Ti " �I0 #! ;Y = diag h �I 0 i
�1i " �xiI yiIyiI �ziI #
�Ti " 0I #! ;Z = diag h 0 I i
�1i " �xiI yiIyiI �ziI #
�Ti " 0I #! ;Ui = h BiuT DipuT i? ; Vi = h Ciy Diyq i? :DémonstrationLa démonstration est une adaptation de celle du corollaire 4.3.4 en s'appuyant sur lecorollaire 4.3.3 de la section 4.3.2. 2Comme dans le cas du retour d'état, les conditions (4.25) et (4.26) avec la condition :" Pi II Qi # � 0assurent qu'il existe une loi de commandeKi qui stabilise le iieme sous système assure unepropriété de {�i11,�i12,�i22} dissipativité avec :" �i11 �i12�i12T �i22 # = 
Ti " ziI yiIyiI xiI #
i:



118 Chapitre 4 Approche unifiée de l'analyse et de la commandeLa condition (4.24) assure que le dual de l'interconnexion M a un comportement en-trée/sortie compatible avec les propriétés de dissipativité des sous systèmes et l'exigencede stabilité du système interconnecté.Remarque : Pour un sous système Si, les propriétés de dissipativité obtenues peuvent êtreinterprétées comme une information pour le correcteur Ki sur les autres sous systèmes et leschéma d'interconnexion.Discussion du résultat : chaque sous système bouclé étant stable, la condition Z < 0assure la stabilité connective dé�nie dans [�SV76, �Sil91], c'est-à-dire que si un ou plusieurssous systèmes ne sont plus connectés alors le système global est encore stable.Toutes les conditions proposées pour la commande décentralisée se formulent sousforme de problèmes d'optimisation sur des contraintes LMIs. Le conservatisme de la so-lution proposée vient, d'une part, de l'utilisation des propriétés de {�11,�12,�22} dissi-pativité pour caractériser chaque sous système, et d'autre part, dans le cas du retour desortie, du fait de �xer les matrices 
i a priori. Dans le chapitre 5, nous introduirons la no-tion plus riche de {�11(j!),�12(j!),�22(j!)} dissipativité. Dans ce cas-là, le problème desynthèse est malheureusement très complexe. Notons, en�n, que pour des sous systèmesà une entrée et une sortie, les matrices 
i peuvent être prises égales à I2 sans perte degénéralité.Les conditions du corollaire 4.3.5 doivent être véri�ées simultanément. Cela peut êtredi�cile dans le cas où le système est vraiment à grande échelle. Le problème d'optimisationcorrespondant peut alors être de taille trop importante pour être résolu e�cacement.Nous avons proposé une solution heuristique à ce problème. Par soucis de brièveté, nousn'abordons pas ce point ici. Le lecteur intéressé peut se reporter à la version complète[SD97b] de notre article [SD97a].La méthode de synthèse de correcteurs décentralisés que nous proposons peut êtreinterprétée comme une généralisation de méthodes antérieures qui réalisent des correc-teurs locaux assurant une propriété de dissipativité �xé a priori (atténuation de gain oupassivité) pour chaque sous système local (voir par exemple [HS�S82]).4.4 Problèmes de séquencement de gainsUne approche pour synthétiser une loi de commande par séquencement de gains est deramener le problème à la recherche pour un système linéaire à paramètres variants d'uncorrecteur dépendant de ces derniers. Nous allons voir dans cette section que ce type desystèmes peut se modéliser comme un système interconnecté dont les sous systèmes sont lebloc des intégrateurs et la multiplication par ces paramètres. Cette modélisation obtenue,le théorème 3.3.1 s'applique directement.On distinguera le séquencement de gains nominaldans lequel tous les paramètres variant du système sont (supposés) parfaitement mesurésdu séquencement de gains robuste où l'on tient en compte de dynamiques négligées et debruits de mesure.



Analyse et commande par multiplieurs constants : études de cas 1194.4.1 Séquencement de gains nominalNous considérons un système continu, dépendant de paramètres :_x = A(�(t))x +Bw(�(t))w+Bu(�(t))uz = Cz(�(t))x+Dzw(�(t))w+Dzu(�(t))uy = Cy(�(t))x+Dyw(�(t))w+Dyu(�(t))u (4.27)où x 2 Rn est le vecteur d'état, u 2 Rnu l'entrée de la commande, y 2 Rny la sortiemesurée, z 2 Rnz la sortie à commander et w 2 Rnw l'entrée de perturbation. Le vecteur�(t) 2 Rr regroupe l'ensemble des paramètres réels variant dans le temps. Les matricesde représentation d'état A, Bu, Bw, Cy, Dyu, Dyw, Cz, Dzu et Dzw sont des fonctionsrationnelles bien dé�nies du vecteur �(t). Nous supposons que le vecteur de paramètresest mesuré en temps réel et que ses composantes appartiennent a priori à des intervallesdonnés : �i(t) appartient à l'intervalle [ai; bi] pour tout t � 0. Sans perte de généralité,nous supposons que [ai; bi] contient 0.Notre problème principal est d'obtenir des conditions su�santes pour l'existence d'uneloi de commande par retour de sortie, dépendant des paramètres variant dans le tempsdu système et telle que le système bouclé soit stable et de gain L2 entre l'entrée w et lasortie z inférieur à un niveau donné.Par la suite, ce problème est désigné par le terme � séquencement de gains nominal�.Des conditions su�santes peuvent être obtenues par application directe du théorème 3.3.1.4.4.1.1 Sur les approches LMIs du séquencement de gainsLes premiers auteurs à proposer l'utilisation de la formulation LMI pour aborder leséquencement de gains ont été Doyle, Packard, Zhou, Lu et Becker en 1991 avec lesarticles [DPZ91, PZPB91, LZD91] 8. En modélisant le système à paramètres variants parune représentation basée sur la transformation fractionnaire linéaire (LFT), des conditionsd'existence d'une loi de commande �H1� dépendant des paramètres sont données sous laforme de LMIs. Ces conditions sont obtenues à partir d'une version � scalée�9 du théorèmedu petit gain avec l'utilisation de matrices symétriques de scaling.Dans [Pac94], Packard considère le problème de séquencement de gains pour des sys-tèmes dépendant rationnellement des paramètres. Les représentations basées sur les LFTset des outils LMIs sont mis en ÷uvre pour obtenir des conditions su�santes d'existenceau problème de synthèse. Comme cela est remarqué par l'auteur, cette approche ne prendpas en compte le fait que les paramètres soient réels. Packard s'est intéressé aux systèmesdiscrets. Le cas des systèmes continus a été traité par Apkarian et Gahinet dans [AG95].Comme Packard le note dans [Pac94], le fait que les paramètres soient réels peutêtre pris en compte par l'approche proposée par Becker et coauteurs [PBPB93, BPPB93,AGB94, BP94]. Becker considère la commande de systèmes dépendant de paramètrespour lesquels la matrice de représentation d'état dépend linéairement des paramètres8. En fait, Safonov dans [SA78, Saf80] a proposé une approche assez similaire pour des systèmes repré-sentés sous forme polytopique. Pour des systèmes non linéaires, des fonctions de Lyapunov quadratiquespermettent, si certaines inégalités matricielles sont véri�ées, d'obtenir des gains constants pour des �ltresde Kalman étendus. Un principe de séparation permet d'obtenir une loi de commande à base d'observa-teurs.9. L'équivalent français serait � remis à échelle�. Comme il n'a jamais été employé dans ce contexteet que le terme de �scalée� est un terme technique précis, nous prendrons la liberté de conserver cetanglicisme.



120 Chapitre 4 Approche unifiée de l'analyse et de la commandesupposés appartenir à un polytope. Il obtient une formulation LMI dont la taille croîtexponentiellement avec le nombre de paramètres. Ce point sera abordé de façon plusprécise dans la suite.Des conditions LMIs améliorées et de taille raisonnable ont été proposées par Helmers-son [Hel95b, Hel95a]. Helmersson a considéré un cadre algébrique dans lequel le systèmeest représenté comme la LFT d'une matrice M et d'une matrice (complexe) �, avec unevaleur singulière maximale inférieure à un. C'est en fait le cadre familier considéré pourl'analyse de la robustesse des systèmes linéaires stationnaires (� analyse). Même si lesconditions su�santes obtenues sont correctes (en fait, bien que moins générales, elles sontproches de celles que nous proposons), le fait de les formuler en terme de � n'est pasrigoureux et prête à confusion.Une approche alternative au problème de séquencement de gains a été récemmentproposée par Wu et coauteurs dans l'article de conférence [WYPB95]. Au lieu d'appliquerle théorème du petit gain �scalé�, Wu considère une fonction de Lyapunov dépendantdes paramètres. Dans le contexte de l'analyse des lois de commande par séquencementde gains, cette approche avait déjà été proposée par Fromion et coauteurs dans l'articlede journal [FMNC96b]. La motivation principale est de prendre en compte des bornesconnues a priori sur la vitesse de variation des paramètres. Malheureusement, contraire-ment aux approches précédentes du problème de séquencement de gains [Pac94, AG95], lesconditions obtenues peuvent être seulement véri�ées approximativement, avec une chargede calcul en tout cas importante. Plus précisément, les conditions de Wu nécessitent l'uti-lisation d'un échantillonnage de l'ensemble sur lequel les paramètres évoluent amenant larésolution d'un nombre important de problèmes LMIs. D'un certain point de vue, cetteapproche semble posséder un des désavantages des approches traditionnelles du séquence-ment de gains : par cette méthode de résolution approchée, il n'y a pas de garantie sur lastabilité du système bouclé. Nous reviendrons sur ce type de techniques dans le chapitre 5.4.4.1.2 Conditions pour le séquencement de gainsUne solution au problème de séquencement de gains peut être obtenue par applicationdu théorème 3.3.1.La première étape est de modéliser le système à paramètres variants sous forme d'uneinterconnexion de sous systèmes. Dans [Pac94], il est montré que le système (4.27) peutêtre réécrit de la façon suivante :26664 _xqzy 37775 = 26664 A Bp Bw BuCq Dqp Dqw DquCz Dzp Dzw DzuCy Dyp Dyw Dyu 37775 26664 xpwu 3777526664 xp1� � �pr 37775 = 26664 R In 0 � � � � � � 00 �1(t)In1 0 � � � 0� � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � 0 �r(t)Inr 37775 26664 _xq1� � �qr 37775 (4.28)où R symbolise l'opérateur d'intégration et h �1(t) � � � �r(t) iT est le vecteur des para-mètres variants mesurés. Ici,A,Bp, . . . sont des matrices réelles de dimensions appropriées.Sans perte de généralité, nous supposons par la suite que Dyu = 0. De plus, nous adopte-



Analyse et commande par multiplieurs constants : études de cas 121rons une formulation plus compacte :26664 _xqzy 37775 = " M MuMy 0 # 26664 xpwu 37775 et " xp # = � " _xq # (4.29)avec �(�(t)) = diag�Z In;diag(�i(t)Ini)� :L'ensemble des sous systèmes � regroupe les intégrateurs du système global (qui sontdes opérateurs à une entrée et une sortie, linéaires non stationnaires et positifs) et lamultiplication par les paramètres variant dans le temps réels �i évoluant à l'intérieur del'intervalle [ai; bi]. Cette information peut être prise en compte en exprimant que � estfX;Y;Zg dissipatif où : X = diag (0n;diag(�2Ini)) ;Y = diag (In;diag((ai + bi)Ini)) ;Z = diag (0n;diag(�2aibiIni)) :Nous introduisons le nombre entier �nr = Pri=1 ni. Une solution au problème de séquen-cement de gains peut être obtenue par une application directe du théorème 3.3.1 :Corollaire 4.4.1 Il existe une loi de commande u = Fu(K;�)y, où K est une matriceréelle de dimension (n + �nr + nu) � (n + �nr + ny), qui assure que le système en bouclefermée :� est L2 gain stable de façon interne ;� a un gain L2 inférieur à 
 ;s'il existe des matrices P , Q de S(n), Si, Ti de S(ni) et Gi, Hi de G(ni) telles queS = diag (P;diag(Si)) ; T = diag (Q;diag(Ti)) ;G = diag (0n;diag(Gi)) ; H = diag (0n;diag(Hi)) ;et (3:18); (3:19); " P II Q # � 0: (4.30)Il est intéressant de souligner que toutes les conditions contenues dans ce corollairesont des contraintes LMIs. De plus, elles constituent une amélioration des conditions ob-tenues dans [AG95] par l'introduction du multiplieur anti symétrique G. D'autre part,un corollaire similaire peut être dérivé directement du théorème 3.3.1 pour les systèmesdiscrets améliorant les résultats de [Pac94]. Helmersson a parallèlement proposé l'utilisa-tion de multiplieurs anti symétriques pour le séquencement de gains 10 [Hel95b, Hel95a].Cependant, sa formulation est basée sur la formulation du �, c'est-à-dire un cadre adaptéau traitement des systèmes linéaires stationnaires. D'autre part, sa démonstration n'estpas directe puisqu'il se ramène à un problème de positivité par loop shifting11.10. Nous utilisons d'ailleurs son lemme de complétion dans la démonstration du théorème 3.3.1.11. Voir page 92.



122 Chapitre 4 Approche unifiée de l'analyse et de la commandeEn résumé, notre formulation du problème de séquencement de gains inclut les formu-lations précédentes de la façon suivante :Packard [Pac94] : elle est retrouvée en prenant G = 0 etX = diag (�In;diag(�Ini)) ;Y = diag (0n;diag(0ni)) ;Z = diag (In;diag(Ini)) ;Apkarian et Gahinet [AG95] : elle est retrouvée en prenant G = 0, ai = �1 et bi = 1 ;Helmersson [Hel95a] : elle est retrouvée en prenant :X = diag (0n;diag(0ni)) ;Y = diag (In;diag(Ini)) ;Z = diag (0n;diag(0ni)) :On peut se demander quelle amélioration apporte l'introduction de G. Pour l'évaluer,nous proposons un test numérique dans ce chapitre. De plus, la méthode sera mise en÷uvre pour la commande d'un missile dans le chapitre 6. Avant de passer à l'exemplenumérique, nous considérons le cas où tout l'état est mesuré.4.4.1.3 Sur le retour d'étatDans le cas où tout l'état du système est mesuré, la formulation précédente se simpli�ede façon importante. Le correcteur obtenu est alors de la forme u = Kx où K est unematrice constante. Cette loi de commande n'est donc pas à proprement parlé à séquen-cement de gains puisqu'elle est indépendante des paramètres de séquencement. Ce faitest possible parce que le système est stabilisé quadratiquement 12. Cela illustre les limita-tions de la stabilité quadratique pour le séquencement de gains. Le retour d'état obtenupeut être dépendant des paramètres de séquencement avec, par exemple, une fonction deLyapunov dépendant explicitement des paramètres.Nous énonçons maintenant la spécialisation du corollaire 4.4.1 au retour d'état.Corollaire 4.4.2 Il existe une loi de commande u = Kx, où K est une matrice réelle dedimension nu � n, qui :� stabilise le système (4.27) ;� assure que le système en boucle fermée a un gain L2 inférieur à 
 ;s'il existe des matrices Q de S(n), Ti de S(ni) et Hi de G(ni) telles queT = diag (Q;diag(Ti)) ; H = diag (0n;diag(Hi)) ; (3:19):12. La stabilité du système est démontrée par une fonction de Lyapunov quadratique.



Analyse et commande par multiplieurs constants : études de cas 1234.4.1.4 Application numériqueNous générons aléatoirement des systèmes linéaires variant dans le temps d'ordre 3avec un seul paramètre évoluant entre�1 et 1. Ils sont générés sous la forme d'une LFT oùle paramètre de séquencement est répété six fois. Ces systèmes possèdent deux actionneurset deux capteurs. Nous cherchons à minimiser le gain L2 entre une entrée w et une sortiez, ce qui peut être obtenu par une commande par séquencement de gains pour le systèmebouclé.Pour évaluer l'in�uence de G, nous considérons deux indicateurs. Le premier, noté 
S ,est la solution du problème d'optimisation LMI suivant :minimiser 
pour P;Q; S; T; 
contraints parUT 26666664 ATP + PA+ CTq SCq PBp + CTq SDqp PBw + CTq SDqw CTzBTp P +DTqpSCq DTqpSDqp � S DTqpSDqw DTzpBTwP +DqwSCq DTqwSDqp �
I +DTqwSDqw DzwTCz Dzp Dzw �
I 37777775U < 0V T 26666664 AQ+ QAT +BpTBTp QCTq + BpTDTqp QCTz +BpTDTzp BwCqQ+DqpTBTp DqpTDTqp � T DqpTDTzp DqwCzQ+DzpTBTp DzpTDTqp �
I +DzpTDTzp DzwBTw DTqw DTzw �
I 37777775V < 0avec � P II Q � � 0 et � S II T � � 0et U = 24 h Cy Dyp Dyw i? 00 Inz 35 et V = 266664 264 BuDquDzu 375T? 00 Inw 377775 :En d'autres mots, 
S est une borne supérieure du plus petit L2 gain atteignable, évaluésans employer G. Le deuxième indicateur, noté 
SG, est la solution de :minimiser 
pour P;Q; S; T;G;H; 
UT 26666664 ATP + PA+CTq SCq PBp +CTq SDqp + CTq G PBw +CTq SDqw CTzBTp P +DTqpSCq +GTCq DTqpSDqp � S +DTqpG+ GTDqp DTqpSDqw + GTDqw DTzpBTwP +DqwSCq DTqwSDqp +DTqwG �
I +DTqwSDqw DzwTCz Dzp Dzw �
I 37777775U < 0



124 Chapitre 4 Approche unifiée de l'analyse et de la commandeV T 26666664 AQ+QAT +BpTBTp QCTq + BpTDTqp +BpH QCTz +BpTDTzp BwCqQ+DqpTBTp +HTBTp DqpTDTqp � T +DqpH +HTDTqp DqpTDTzp +HTDTzp DqwCzQ+DzpTBTp DzpTDTqp +DzpH �
I +DzpTDTzp DzwBTw DTqw DTzw �
I 37777775V < 0avec � P II Q � � 0 S > 0 et T > 0avec les matrices U et V introduites précédemment.Ces deux problèmes sont des problèmes de minimisation d'un coût linéaire (voir page57) 13. A�n de faire la comparaison, nous choisissons le critère suivant pour mesurer l'amé-lioration : 100
S � 
SG
S (4.31)Les résultats sont présentés sur l'histogramme 4.3 pour 3500 systèmes générés aléatoi-
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Fig. 4.3 � Histogrammerement. L'axe des abscisses représente les di�érentes valeurs du critère classées dans dixintervalles : de 0 % à 10 %, . . . , de 90 % à 100 %. L'axe des ordonnées représente le nombrede systèmes pour lesquels le critère est dans cet intervalle. l'amélioration varie entre 0 %et 100 % et la moyenne est de 80,8 %.4.4.2 Séquencement de gains robusteLe théorème 3.3.1 peut être aussi appliqué dans le cas de modélisations plus réalistesdu problème de séquencement de gains. Nous allons ici nous attarder sur les deux pointssuivants :� habituellement, des incertitudes dynamiques apparaissent en di�érents points dusystème : incertitudes sur la dynamique du système lui-même, incertitudes sur lesactionneurs et les capteurs. Puisque le séquencement de gains vise à la commandede systèmes non linéaires, un cadre possible pour la modélisation des incertitudespeut être celui des opérateurs non linéaires de la classe C6. On peut se ramener àdes opérateurs avec un gain L2 inférieur à un [Fro95].13. Ils ont été résolus avec la boîte à outils LMITOOL [END95] basée sur le solveur SP [VB96].



Analyse et commande par multiplieurs constants : études de cas 125� les paramètres variant dans le temps �(t) sont mesurés avec un �bruit� �e(t). Noussupposons que cette erreur est déterministe et qu'elle est de valeur absolue bornéepar un scalaire positif �. Le paramètre e�ectivement mesuré est donc �m(t) = �(t)+�e(t). Par suite, dans la modélisation du système, �(t) est remplacé par �m(t)��e(t),�e(t) étant considéré comme un paramètre physique incertain.A�n d'alléger les notations, nous supposons qu'il existe une seule incertitude dyna-mique non linéaire �n et un seul paramètre mesuré �(t) appartenant à l'intervalle [a; b]avec a � 0 et b � 0 et un �bruit� �e(t). Le système peut donc être écrit sous la formesuivante : 264 qzy 375 = " M MuMy 0 # 264 pwu 375 ; p = �q; (4.32)avec �(�(t)) = diag�Z In;�n; �mIr; �eIr� :Les matrices X, Y et Z sont choisies telles que :X = diag (0n; I;�2Ir;��2Ir) ;Y = diag (In; 0; (a+ b)Ir; 0) ;Z = diag (0n;�I;�2abIr; Ir) :Une solution au problème de séquencement de gains robuste peut donc être obtenue parune application directe du théorème 3.3.1.Corollaire 4.4.3 Il existe une loi de commande u = Fu(K;diag(R In; �mIr))y où K estune matrice réelle qui :� stabilise le système (4.32) ;� assure au système bouclé un gain L2 inférieur à 
 ;s'il existe des matrices symétriques P et Q appartenant à S(n) 14, Sm, Se, Tm, Te appar-tenant à S(r), des matrices anti symétriques Gm, Ge, Hm, He dans G(r) et deux scalairespositifs sn et tn tels que :S = diag (P; snI; Sm; Se) ; T = diag (Q; tnI; Tm; Te) ;G = diag (0n; 0; Gm; Ge) ; H = diag (0n; 0;Hm;He) ;et (3:18); (3:19); " P II Q # � 0;sntn = 1; (Se + ��1Ge)(Te + �He) = Ir (4.33)Dans ce cas-là, deux conditions non convexes apparaissent.14. Les ensembles S(n) et G(r) sont dé�nis dans les notations, page 7.



126 Chapitre 4 Approche unifiée de l'analyse et de la commande4.4.3 Systèmes polytopiques à paramètres variantsUne classe particulière de systèmes à paramètres variables dans le temps peut êtreintéressante à considérer. Il s'agit des systèmes polytopiques, dont la représentation d'étatest de la forme suivante : _x = A(t)x +Bw(t)w +Bu(t)uz = Cz(t)x+Dzw(t)w+Dzu(t)uy = Cy(t)x+Dyw(t)w (4.34)avec 264 A(t) Bw(t) Bu(t)Cz(t) Dzw(t) Dzu(t)Cy(t) Dyw(t) 0 375 = nXi=1 �i(t)264 Ai Bwi BuiCzi Dzw i DzuiCyi Dywi 0 375et nXi=1 �i(t) = 1:Ces équations modélisent directement un système dépendant linéairement des para-mètres de séquencement ou correspondent à une surfamille d'un système non linéaire. Cemode de représentation très spéci�que est la première limitation de l'approche.La commande de ces systèmes par séquencement de gains a été étudiée par Becker etcoauteurs [BPPB93, BP94, AGB95]. Elle consiste à rechercher un correcteur à séquence-ment de gains qui assure la stabilité quadratique du système ainsi qu'un certain niveau deperformance mesuré par un gain L2. Des conditions convexes sont obtenues dans le cas oùBu(t) et Cy(t) sont constants 15. Elles reviennent à résoudre un problème de commandeH1 pour chacun des sommets avec la même fonction de Lyapunov quadratique. C'estlà qu'apparaît l'inconvénient de cette approche : le nombre de contraintes LMIs à satis-faire simultanément croît exponentiellement avec le nombre de paramètres variant dans letemps. Elle a néanmoins un avantage sur la méthode précédente : les conditions obtenuestiennent mieux compte a priori du fait que les paramètres sont réels.4.4.4 Amélioration des conditions obtenuesUne amélioration des résultats précédents peut être obtenue à partir d'un résultatde [MR95].Théorème 4.4.1 [MR95] Soit (A, B, C, 0) une représentation d'état d'un systèmelinéaire stationnaire stable. Soit une matrice �(t) appartenant à un polytope dé�ni parses sommets �i et contenant le point 0. Alors il existe une matrice symétrique P telleque : P (A+B�(t)C) + (A+B�(t)C)TP < 0si et seulement si il existe des matrices symétriques Q et R et une matrice S telles que :26664 A BC 0I 00 I 37775T 26664 0 0 P 00 Q 0 SP 0 0 00 ST 0 R 3777526664 A BC 0I 00 I 37775 < 015. Cette hypothèse peut être contournée en pré et post compensant le système [AGB95].



Analyse et commande par multiplieurs constants : études de cas 127et pour chacun des sommets �i du polytope :Q+ S�i +�Ti ST +�Ti R�i > 0: (4.35)Les dernières conditions du théorèmeprécédent dé�nissent une paramétrisation � impli-cite� des propriétés de dissipativité véri�ées par �. A contrario, la paramétrisation abor-dée dans la section 3.1 peut être quali�ée d'explicite car les propriétés de dissipativitévéri�ées par � sont exprimées explicitement.Ce résultat peut être mis en ÷uvre sur le problème de séquencement de gains. L'avan-tage de la paramétrisation implicite est la réduction du conservatisme : le théorème ex-prime que les conditions sont équivalentes. L'inconvénient majeur est la croissance expo-nentielle du nombre de contraintes LMIs (4.35) à résoudre avec le nombre des sommets dupolytope. Par exemple, dans le cas où la matrice� est diagonale avec n éléments distinctsvariant entre �1 et 1, il y a 2n sommets. Nous retrouvons un avantage et un inconvénientde l'approche polytopique. Par rapport à cette dernière, elle permet d'obtenir une mo-délisation plus générale. La paramétrisation explicite que nous avons utilisée dans cettethèse évite l'écueil de la croissance exponentielle au prix d'un certain conservatisme.Une paramétrisation implicite semblable dans le principe a été mise en ÷uvre parScherer [Sch96] pour le problème de séquencement de gains nominal (synthèse de correc-teurs pour le système (4.27)). La discussion que nous venons de faire pour l'analyse restebien sûr valable dans le cas de la synthèse.4.4.5 Stabilisation incrémentale des systèmes non linéaires et sé-quencement de gainsNous avons vu précédemment qu'une façon pertinente de spéci�er la performance pourun système non linéaire était de recourir aux résultats basés sur la norme incrémentale.Dans ce contexte-là, il est intéressant de rechercher une loi de commande qui stabilisetoutes les linéarisations non stationnaires du système. Ce correcteur synthétisé, se posele problème de son � intégration� pour obtenir le correcteur correspondant. Nous allonsexaminer ce problème ici.Les paramètres de séquencement sont alors les états du systèmenon linéaire lui-même.Considérons le système non linéaire d'équations :_x = f(x) +Buu+Bwwy = Cxavec le correcteur non linéaire suivant :_xK = fK(xK; x)u = h(xK; x):Le système bouclé admet pour linéarisation :" � _x� _xK # = 2664 @@x(f(x) +Buh(xK; x)) @@xK (Buh(xK; x))@@x(fK(xK; x)) @@xK (fK(xK; x)) 3775 " �x�xK # + " Bw0 #w:Considérons la linéarisation du système initial :� _x = @@x(f(x))�x+Bu�u+Bw�w�y = C�x



128 Chapitre 4 Approche unifiée de l'analyse et de la commandePour cette linéarisation, supposons que nous ayons un correcteur séquencé par la variablex de la forme : � _xK = AK(x)�xK +BK(x)�y�u = CK(x)�xK:Nous recherchons maintenant les conditions portant sur fK(xK; x), h(xK; x), AK(x),BK(x) et CK(x) telles que le système bouclé non linéaire admette pour linéarisationle bouclage du linéarisé du système en boucle ouverte avec le correcteur à séquencementde gains obtenu.En identi�ant les deux systèmes, nous obtenons les relations suivantes :AK(x) = @@xK (fK(xK; x)) (4.36)BK(x)C = @@x(fK(xK; x)) (4.37)BuCK(x) = @@xK (Buh(xK; x)) (4.38)@@x(f(x)) = @@x(f(x) +Buh(xK; x)) (4.39)La condition (4.39) implique que @@x(Buh(xK; x)) = 0. Par suite, h(xK; x) peut êtrechoisi de la forme �(xK) avec �(xK) une fonction de la variable xK. En e�et, h(xK; x)pourrait aussi être une fonction de l'état x mais, à cause de la condition précédente, ladépendance en x n'agirait pas sur le système à commander. Par la condition (4.38), nousavons alors CK(x) = CK et h(xK; x) = CKxK où CK est une matrice constante car lacondition spéci�e qu'une fonction de la variable x est égale à une fonction de la variablexK.D'autre part, la condition (4.36) implique que fK(xK; x) est de la forme AK(x)xK +�(x). En réinjectant cela dans la condition (4.37), nous en déduisons que AK(x) = AKavec AK une matrice constante et que BK(x)C = @�(x)@x .En résumé, pour obtenir un correcteur non linéaire à partir du correcteur à séquen-cement de gains, il faut que AK(x) et CK(x) soient constants et que la matrice BK(x)Csoit intégrable. C'est en particulier vrai si BK(x) = BK où BK est une matrice constante.Lors qu'on utilise la méthode de séquencement de gains proposée dans ce mémoire,il est di�cile d'imposer les contraintes précédentes. Il est par contre possible d'imposerque le correcteur soit linéaire stationnaire. Nous sommes ramené au cas de la commanderobuste. Nous avons vu que, dans ce cas-là, le problème était non convexe.4.5 Commande des systèmes non linéaires rationnelsLa commande des systèmes rationnels a été considérée en détails dans l'article [EGS96]reproduit en annexe du document de thèse, page 241. Nous évoquons brièvement danscette section une amélioration des conditions proposées dans cet article pour la commandepar retour de sortie.Nous considérons un système non linéaire stationnaire et continu avec un point d'équi-libre en x = 0 : _x = A(x)x + Bw(x)w + Bu(x)uz = Cz(x)x + Dzw(x)w + Dzu(x)uy = Cy(x)x + Dyw(x)w (4.40)



Analyse et commande par multiplieurs constants : études de cas 129A, Bu, . . . sont des fonctions multivariables et rationnelles de l'état xi avec i 2 I. I estun ensemble d'entiers qui correspond aux variables d'état apparaissant non linéairementdans les équations d'état du système.Comme cela a été fait pour le séquencement de gains, ce système peut être réécrit sousla forme (4.28) avec �i(t) remplacée par xi(t) avec i 2 I.Nous supposons maintenant que seule une partie de xi avec i 2 I peut être mesurée,cette partie étant caractérisée par l'ensemble I2. Nous recherchons une loi de commandequi assure pour le système en boucle fermée la stabilité et un gain L2 inférieur à 
pour une condition initiale nulle et kwk � 1. Dans ce cas-là, nous sommes capablesd'introduire une condition qui garantit que chaque état xi pour lequel i 2 I est borné envaleur absolue par un scalaire positif � (pour plus de détails voir [EGS96] reproduit enannexe de la thèse, page 241). � peut être interprété comme un paramètre de synthèse. Lethéorème (3.3.1) est alors appliqué avecX = diag (0n;diag(Ini)), Y = diag (In;diag(0)),Z = diag (0n;diag(��2Ini)).Corollaire 4.5.1 Il existe une loi de commande u = Fu(K;diag(R In; xi(t)Ini)y aveci 2 I2 et où K est une matrice réelle qui stabilise le système (4.40) et assure au systèmebouclé un gain L2 inférieur à 
 avec la condition initiale 0 et kwk � 1 s'il existe unscalaire � > 0, deux matrices P , Q dans S(n), deux matrices Si, Ti dans S(ni) et deuxmatrices Gi, Hi dans G(ni) avec i 2 I tels que :S = diag (P;diag(Si)) ; T = diag (Q;diag(Ti)) ;G = diag (0n;diag(Gi)) ; H = diag (0n;diag(Hi)) :et (3:18); (3:19); eTi Qei < ��2
�2; i 2 I;(Si + ��1i Gi)(Ti + �iHi) = I; i 2 I n I2; " P II Q # � 0: (4.41)Il est intéressant de remarquer que si I = I2, c'est-à-dire que si chaque variableapparaissant non linéairement dans les équations d'état du système est mesurée alors lesconditions proposées sont convexes (pour un � �xé).DémonstrationVoir l'article [EGS96] reproduit en annexe du document de thèse, page 241. 24.6 Commande avec saturationsLes phénomènes de saturation sont toujours présents à l'entrée des systèmes physiques.Des saturations au niveau des actionneurs peuvent dégrader la performance ou mêmeentraîner la déstabilisation du système bouclé.Ce problème est classiquement abordé par les techniques dites d'�anti wind up�[GS83, KCMN94]. Une loi de commande est d'abord synthétisée en faisant abstraction del'existence des saturations. Dans un deuxième temps, elle est modi�ée pour prendre encompte les e�ets des non linéarités [DSE87]. La dernière étape consiste à véri�er que lastabilité et la performance du système bouclé ne sont pas trop dégradées. Cette approcheest donc de nature itérative, du type �essais/erreurs�.



130 Chapitre 4 Approche unifiée de l'analyse et de la commandeDans ce mémoire, deux stratégies di�érentes vont être abordées. Elles constituent desapproches directes, c'est-à-dire qui garantissent stabilité et performance dès l'étape desynthèse. La première méthode exposée consiste à éviter la saturation des actionneurs. Laseconde méthode se base sur des résultats de stabilité absolue.4.6.1 Commande non saturanteNous considérons un système linéaire, continu avec des saturations en entrée :_x = Ax + Bww + Pnui=1Buisat(ui)z = Czx + Dzww + Pnui=1Dzuisat(ui)y = Cyx + Dywwoù x 2 Rn est le vecteur d'état, u 2 Rnu l'entrée de commande, y 2 Rny la sortie mesurée,z 2 Rnz la sortie à commander et w 2 Rnw l'entrée de perturbation. Les fonctions desaturation sont dé�nies de la façon suivante :ui � �uisat; sat(ui) = �uisat;juij � uisat; sat(ui) = ui;ui � uisat; sat(ui) = uisat:avec uisat le niveau de saturation sur la iieme entrée. Dans ce qui suit, nous posons Bu =hBu1 � � �Bunu i et Dzu = hDzu1 � � �Dzunui.Nous considérons un polytope de conditions initiales contenant le point zéro et dé�nipar ses sommets : P = Cofv1; : : : ; vpg. De plus, la perturbation est supposée avoir unenorme L2 inférieure à un, c'est-à-dire que :8 T > 0; Z T0 w(t)Tw(t)dt � 1:Cela peut être interprété comme une borne sur l'énergie de l'entrée w. Etant donné cetensemble de conditions initiales et de perturbations en entrée, nous recherchons une loide commande qui assure pour le système bouclé les spéci�cations suivantes :� la stabilité ;� un gain L2 (
, �) � faible� entre l'entrée de perturbation et la sortie à commanderz, c'est-à-dire, pour deux scalaires � et 
 strictement positif donnés et pour touttemps T positif : Z T0 z(t)Tz(t)dt < 
2 Z T0 w(t)Tw(t)dt+ �(x0)avec �(x0) < � et �(0) = 0.Le dernier point peut être interprété de la manière suivante :� si x0 = 0 alors Z T0 z(t)Tz(t)dt < 
2 Z T0 w(t)Tw(t)dt:Le système en boucle fermée a un gain L2 entre w et z inférieur à 
 ;



Analyse et commande par multiplieurs constants : études de cas 131� si w = 0 alors Z T0 z(t)Tz(t)dt < �:Pour une condition initiale prise dans P, la norme L2 de z est bornée par p�. Le lienpeut être fait avec la dé�nition d'une contrainteH2 pour l'ensemble P de conditionsinitiales.Dans ce qui suit, un ensemble de spéci�cations ainsi dé�ni est noté par fP; 
; �g.La loi de commande recherchée aura la structure suivante :_�x = �A �x + �By y; �x(0) = 0;u = �Cu �x:où �A est de même dimension que A. Rechercher une loi de commande strictement propren'est pas en général restrictif.Le théorème suivant est obtenu par application du théorème 3.3.1 et en utilisant lespropriétés d'espace invariant associées au multiplieur P . Il donne des conditions su�-santes pour l'existence d'une loi de commande qui ne sature pas les actionneurs tout enremplissant les spéci�cations fP; 
; �g.Corollaire 4.6.1 S'il existe des matrices symétriques P et Q appartenant à Rn�n, deuxmatrices Y = h Y T1 � � � Y Tnu iT dans Rnu�n et Z dans Rn�ny telles que :vTj Pvj � �; j = 1; : : : ; p; (4.42)h Cy Dyw i?T 26664 A BwCz DzwI 00 I 37775T 26664 0 0 P 00 I 0 0P 0 0 00 0 0 �
2I 3777526664 A BwCz DzwI 00 I 37775h Cy Dyw i? � 026664 AT CTzBTw DTzwI 00 I 37775T 26664 0 0 Q 00 I 0 0Q 0 0 00 0 0 �
2I 3777526664 AT CTzBTw DTzwI 00 I 37775+ " BuDyu #Y + Y T h BTu DTyu i � 0;(4.43)uisat 264 
2
2+� I 0 00 Q 
I0 
I P 375+ 264 0 Yi 0Y Ti 0 00 0 0 375 > 0; i = 1; : : : ; nu: (4.44)alors il existe une loi de commande linéaire stationnaire de la forme :_�x = �A �x + �By y; �x(0) = 0;u = �Cu �x:telle que :� le système bouclé est stable pour chaque condition initiale prise dans le polytope Pet l'entrée de perturbation w avec une norme L2 inférieure à un ;� le système bouclé a un gain L2 (
, �) faible entre l'entrée de perturbation w et lasortie à commander z.



132 Chapitre 4 Approche unifiée de l'analyse et de la commandeLa démonstration repose sur le fait que, pour le problème considéré, nous sommescapable d'évaluer la zone de l'espace d'état où évoluent les trajectoires du système bouclé.DémonstrationLa démonstration se décompose en deux étapes :� la saturation est supposée ne pas exister : quelles sont les conditions qui assurentl'existence d'un correcteur véri�ant le cahier des charges?� ces dernières conditions obtenues, quelles conditions faut-il ajouter pour assurer quele correcteur ne sature e�ectivement pas 16 ?La première partie de la démonstration est simplement présentée dans ses grands traits.Elle est très proche de la démonstration du théorème 3.3.1 et d'une partie des démons-trations de l'article [EGS96] reproduit en annexe de la thèse, page 241. Supposons qu'iln'y ait pas saturation. La démonstration consiste alors à écrire que le système (linéaire)en boucle fermée est stable et a une norme H1 inférieure à 
. Le lemme d'éliminationest alors appliqué comme dans la démonstration de 3.3.1, sauf qu'ici seules les matrices�A et �By du correcteur sont éliminées. La matrice �Cu n'est pas éliminée. Nous obtenonsalors les conditions du corollaire 4.3.1 en e�ectuant sur �Cu un changement de variable.En e�et, la LMI (4.44) implique que :" P 
I
I Q # > 0: (4.45)Nous pouvons faire apparaître dans la LMI précédente et dans les LMIs (4.43) le terme
�2Q en lieu et place de Q. En notant Q le terme 
�2Q et en posant �11 = �I, �12 = 0et �22 = 
2I, les inégalités du corollaire 4.3.1 sont obtenues. Pour une condition initialenulle, la loi de commande assure donc un gain L2 inférieur à 
. Nous devons maintenantdémontrer qu'e�ectivement la loi de commande ne va jamais provoquer la saturation del'actionneur.Soient x, le vecteur d'état du système, x le vecteur d'état de la loi de commande et~x = h xT xT iT le vecteur d'état du système bouclé. Soit ~P le multiplieur associé auxintégrateurs du système bouclé, c'est-à-dire aux intégrateurs du système et de la loi decommande. La condition (4.45) assure que P > 
2Q�1 et l'existence d'une matrice ~P semidé�nie positive telle que~P = " P ?? ? # et ~P�1 = " 
�2Q ?? ? # :Les matrices ~P et ~P�1 sont paramétrisées comme suit. Introduisons une matrice nonsingulière arbitraire M 2 Rn�n. Alors :~P = " I 00 MT # " P II (P � 
2Q�1)�1 # " I 00 M # : (4.46)Le choix de M n'a aucune espèce d'importance : il correspond à un changement de basedans l'espace d'état de la loi de commande, �x!M �x. D'autre part, nous avons :~Q = ~P�1 = " I 00 NT # " 
�2Q II (
�2Q� P�1)�1 # " I 00 N # ; (4.47)16. Les conditions que nous obtiendrons peuvent s'interpréter comme des spéci�cations L2/L1 [Fol97].
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x1 EQ�1x2E ~PEP

Fig. 4.4 � Trajectoire du système boucléoù N = (I � 
�2QP )M�T .Le système bouclé étant de gain inférieur à 
, nous pouvons écrire que :Z T0 _~x(t)T ~P ~x(t) dt+ Z T0 z(t)Tz(t) dt� 
2 Z T0 w(t)Tw(t) dt � 0:Par suite, comme R T0 z(t)Tz(t) dt � 0,~x(T )T ~P ~x(T ) � ~x(0)T ~P ~x(0) + 
2 Z T0 w(t)Tw(t) dt:Comme x(0) appartient au polytope P, la LMI (4.42) implique que x(0)T ~Px(0) � �. Parsuite, comme de plus R T0 w(t)Tw(t) dt � 1 :~x(T )T ~P ~x(T ) � (� + 
2):Pour tout instant T , ~x(T ) appartient donc à l'ellipsoïde E 1�+
2 ~P de centre 0 et de matrice1�+
2 ~P . Nous avons donc une propriété d'invariance de l'espace décrit par l'état. Etudionsde plus près cet ellipsoïde. Son intersection avec le plan x = 0 est évidemment donnée parl'ellipsoïde xT 1�+
2Px � 1 puisque :" xx #T 1� + 
2 ~P " xx # � 1: (4.48)Symétriquement, nous pouvons en déduire l'intersection avec le plan x = 0. Une autrequestion est de connaître la projection de E 1�+
2 ~P sur le plan x = 0. Le résultat estsimplement trouvé par application du lemme d'élimination. En e�et, (4.48) est équivalentà, par application du lemme de Schur :2664 1 h xT xT i" xx # (� + 
2) ~Q 3775 > 0:



134 Chapitre 4 Approche unifiée de l'analyse et de la commandex appartient à la projection de l'ellipsoïde précédent s'il existe un x tel que l'inégalitéprécédente est véri�ée. Cette dernière se réécrit :2664 1 h xT 0 i" x0 # (� + 
2) ~Q 3775+ 264 00I 375x h 1 0 0 i+ 264 100 375xT h 0 0 I i > 0ce qui mène à, après application du lemme d'élimination sur la variable x :xT 
2� + 
2Q�1x < 1:Pour résumer, la trajectoire du système bouclé reste au cours du temps à l'intérieur del'ellipsoïde E 1�+
2 ~P , la trajectoire de l'état du système seul étant dans l'ellipsoïde E 
2�+
2Q�1.Cela est représenté �gure 4.4. Pour obtenir une illustration graphique, nous avons supposéque le système est d'ordre 2 avec une loi de commande d'ordre 1. Rappelons qu'a priorila loi de commande est de même ordre que le système. De plus, nous avons considéré lecas où l'entrée w est nulle et où � vaut 1.Cette propriété va être maintenant utilisée pour assurer que la loi de commande nesature jamais les actionneurs. Cette propriété est assurée par la condition (4.44). Comme~x reste toujours dans l'ellipsoïde E 1�+
2 ~P , la variable d'état de la loi de commande restetoujours dans sa projection sur le plan x = 0. Par suite, en notant �Cui le iieme vecteurligne de �Cu : maxt�0 uTi (t)ui(t) � max�x2E 1�+
2 Q�1 �xT �CTui �Cui �x:L'inégalité kui(t)k � uisat est satisfaite pour chaque t � 0 si264 ui2sat�+
2 �Cui�CTui �Q�1 375 > 0:En décomposant ~P comme cela a été fait précédemment dans la démonstration, nousobtenons �Q = NT (
�2Q � P�1)�1N et �Cui = 
�2YiN�1, où Yi est le iieme vecteur lignede Y . Après quelques manipulations simples, nous avons :" ui2sat�+
2 
�2Yi
�2Y Ti (
�2Q� P�1) # > 0:Ce qui est équivalent à la LMI (4.44) après application du lemme de Schur et simpli�cationdes 
�2 par post et pré multiplication par la matrice diag(
; 
In; In). 24.6.2 Commande anti wind upNous considérons à présent un système linéaire stationnaire et continu G avec des nonlinéarités en entrée :_x = Ax + Bww + Pnui=1Bui(ui � gi(ui))z = Czx + Dzww + Pnui=1Dzui (ui � gi(ui))y = Cyx + Dyww: (4.49)



Analyse et commande par multiplieurs constants : études de cas 135gi(ui) ui Les fonctions gi sont des non linéarités sans mémoire indépendantesdu temps (de classe C6TI). Elles sont f�2; 1; 0g dissipatives, c'est-à-direque gi(ui)(1 � gi(ui)) � 0. De plus, gi(ui)=ui est supposée être dé�nieet bornée avec gi(0)=0 = 0. Les gi sont généralement des non linéaritészone mortes (voir la �gure 4.5). Cette classe de non linéarités comprendles saturations vues dans la section 4.6 et représentées �gure 4.5.�+ui gi(ui)Fig. 4.5 � Non linéarité en entréeDans la section 4.6, nous proposons une méthode qui permet de synthétiser une loi decommande qui évite de saturer les actionneurs. La stratégie proposée ici est di�érente. Ellerepose sur les résultats de stabilité absolue développés pour le problème de Lur'e et surla remarque qu'une non linéarité sans mémoire peut être remplacée par la multiplicationpar un gain dépendant du temps.Cette philosophie a été adoptée dans [BH93] dans le cadre de lois de commande pourdes systèmes positifs avec des non linéarités en entrée. Des résultats plus généraux ontété proposés par [HK96] : une méthode de synthèse de lois de commande linéaires estrecherchée de façon à minimiser un critère de performance quadratique pour des systèmesavec des saturations en entrée. Leur méthode repose aussi sur les méthodes de stabilitéabsolue. Malheureusement, les conditions obtenues ne sont pas convexes.Nous allons rechercher des lois de commande assurant soit la stabilité globale soit lastabilité semi globale pour le système bouclé.Stabilisation globale : nous recherchons une loi de commande qui assure pour le sys-tème bouclé (i) stabilité (ii) un gain L2 entre w et z inférieur à 
 pour une conditioninitiale nulle, malgré la présence de saturations. La première étape est de modéliser lesystème comme une interconnexion d'opérateurs :" M MuMy 0 # = 26664 A �Bu Bw Bu0 0 0 InuCz �Dzu Dzw DzuCy 0 Dyw 0 37775 ;avec Bu = hBu1 � � �Bunu i et Du = hDu1 � � �Dunu i.Deux modélisations di�érentes de � sont possibles en remarquant que :� gi est une non linéarité : � = diag (R In;diag(gi(:))) ;� gi(ui) = (gi(ui)=ui)ui, avec (gi(ui)=ui) gain variant dans le temps :� = diag (R In;diag(gi(ui)=ui)) :Ces deux modèles sont équivalents [Pya70]. Par contre, dans le premier cas, comme giest une fonction non linéaire, l'application du théorème 3.3.1 mène à des contraintes nonconvexes.Il faut noter que la fonction non linéaire gi est connue et que le signal de commande uiest parfaitement �mesuré� en temps réel. En prenant �i(t) = gi(ui)=ui, ce problème est



136 Chapitre 4 Approche unifiée de l'analyse et de la commandealors comparable à celui de séquencement de gains avec une mesure parfaite de �i(t). Uneformulation convexe du problème peut donc être obtenue avec le second modèle. La loi decommande aura alors la structure suivante : u = Fu(K;diag(R In;diag(gi(ui(t))=ui(t)))y(voir la �gure 4.6).
G-+K

u

g(u)
w

z

yFig. 4.6 � Commande anti wind upLe théorème 3.3.1 est alors appliqué avecX = diag (0n;diag(�2)), Y = diag (In;diag(1))et Z = diag (0n;diag(0)).Corollaire 4.6.2 Il existe une loi de commande :u = Fu(K;diag(Z In;diag(gi(ui(t))=ui(t)))yoù K est une matrice réelle de dimension (n + nu + nu) � (n + nu + ny) qui stabilisele système (4.49) et lui assure un gain L2 inférieur à 
 s'il existe des matrices P et Qappartenant à S(n), nu scalaires strictement positifs s1; � � � ; snu et nu scalaires strictementpositifs t1; � � � ; tnu tels que :S = diag (P;diag(si)) ; T = diag (Q;diag(ti)) ;et (3:18); (3:19); " S II T # � 0: (4.50)Remarque : Dans le cas de la commande d'un système marginalement stable avec en entréeune non linéarité strictement positive 17, il est toujours possible de trouver un retour d'état Kstabilisant. En e�et, le système bouclé sera stable si la fonction de transfert K(sI � A)�1B estpositive, c'est-à-dire s'il existe P � 0 telle que ATP + PA � 0 et KT = PB. La premièrecontrainte LMI est toujours véri�ée dans le cas où A est marginalement stable, la seconde égalitédonne la valeur du gain K.Stabilisation semi globale : stabiliser semi globalement un système revient à assurerque le domaine de stabilité du système bouclé contient une partie bornée de l'espace d'état�xée a priori. Considérer la stabilisation semi globale n'est pas rédhibitoire. En e�et, lesmodèles des systèmes physiques sont représentatifs pour un ensemble borné de l'espaced'état. De plus, un système instable en boucle ouverte avec des saturations en entréen'est pas globalement nul contrôlable [LM67]. Par exemple, dans l'article [LS93], il est
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valeurs possibles de u u�usatusat

Fig. 4.7 � Partie excitée de la saturationexpliqué que seule la stabilité semi globale peut être atteinte par la commande linéairepour certaines classes de systèmes instables.Le fait utilisé est que nous sommes capables de garantir que la loi de commandeobtenue génère des signaux avec une amplitude bornée par un niveau umax donné. Si umaxest inférieur au niveau de saturation usat alors les actionneurs ne saturent jamais et noussommes ramené au cas étudié section 4.6.1. Si ce n'est pas le cas, seule une partie dela non linéarité est �excitée� (voir �gure 4.7). Cette information peut être utilisée pourgarantir la stabilité contre la partie de la non linéarité qui est excitée. Cela permet deréduire le conservatisme d'une approche purement basée sur la stabilité absolue, commecela a été étudié dans le paragraphe précédent.Nous cherchons à assurer les spéci�cations décrites dans la section 4.6.1.Comme précédemment, la non linéarité est considérée comme une perturbation variantdans le temps et agissant à l'entrée du système :sat(ui) = (1� �i(t))ui(t) avec 0 � �i(t) < 1où �i(t) est une fonction croissante de ui(t) avec �i(t)! 1 quand ui(t)! +1. Pour desconditions initiales prises dans P et des perturbations w de norme L2 inférieure à un, nousavons vu dans la section 4.6.1 que nous pouvions garantir que ui(t) avait une amplitudeinférieure à un certain umax. Si umax > usat alors nous avons 0 � �i(t) � 1�usat=umax < 1.Commeui est parfaitement connu, il est aisément possible de déterminer la distorsion �i(t).Si umax � usat alors nous sommes ramené au cas traité dans la section 4.6.1. Nous allonsdonc considérer le premier cas.Soit �(t) = [�1(t); � � � ; �nu ]. Nous recherchons une loi de commande de la forme :_�x = �A(�(t)) �x + �By(�(t)) y; �x(0) = 0;u = �Cu �x; (4.51)où �A et �By sont des fonctions rationnelles de � et �Cu une matrice constante. Le gain decette loi de commande est séquencée par le paramètre �(t).Le corollaire suivant donne des conditions su�santes assurant l'existence d'un telcorrecteur.17. Une non linéarité est strictement positive si pour y 6= 0, yf(y) > 0.



138 Chapitre 4 Approche unifiée de l'analyse et de la commandeCorollaire 4.6.3 S'il existe des matrices P et Q de Rn�n, S et T de S(nu), Y de Rnu�n,Z1, Z2 et un scalaire umax > usat tels que : vTj Pvj � �; j = 1; : : : ; p; � S II T � � 0(4.52)24 ATP + PA+CTz Cz + Z1Cy + CTy ZT1 PBw + CTz Dzw + Z1Dyw �PBu �CTz Dzu + CTy ZT2BwTP +DzwTCz +DTywZT DTzwDzw � 
2I DTywZT2 �DzwTDzu�BTu P �DTzuCz + Z2Cy �DTzuDzw + Z2Dyw DTzuDzu � 2S 35 < 0(4.53)umaxM � usat24 0 0 Y T0 0 0Y 0 0 35 < 0(4.54)umax 24 
2
2+� I 0 00 Q 
I0 
I P 35+ 24 0 Y 0Y T 0 00 0 0 35 � 0(4.55)avecM = 264 AQ+QAT +BuY + Y TBTu +BwBTw QCTz + Y TDTzu +BwDTzw Y T � BuTCzQ +DzuY +DzwBTw DzwDTzw � 
2I �DzuTY � TBuT �TDzuT �2T 375alors il existe une loi de commande de la forme (4.51) telle que :� le système bouclé est stable pour toute condition initiale dans le polytope P et touteentrée de perturbation avec une norme L2 inférieure à un ;� le système bouclé a un gain L2 faible (
, �) entre l'entrée de perturbation w et lasortie à commander z.Remarque : Une troisième possibilité pour aborder la commande avec saturation seraitd'approcher la saturation par une fonction rationnelle et d'appliquer les résultats de la section 4.5.Par exemple, nous pouvons utiliser les approximation suivantes :sat(ui) = 11+ jui juisat ui;sat(ui) = 1+4j uiuisat j21+ jui juisat�1+4j uiuisat j2�ui:Des essais numériques montrent que cela ne donne pas de résultats intéressants par rapport auxapproches précédentes.4.6.3 Application numériqueNous considérons un système G double intégrateur avec des saturations en entrée :_x = " 0 10 0 #x + " 01 #w + " 01 # sat(u)z = h 1 0 ixy = h 1 0 ix
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wFig. 4.8 � Exemple de système avec saturation
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Fig. 4.9 � Simulation temporelleavec usat = 4. Nous voulons assurer une propriété de gain L2 (
, 10) � faible� entre l'entréew et la sortie z (voir la �gure 4.8) pour une condition initiale P = h 0; 1 0; 1 iT et 
 leplus petit possible. En recherchant une commande non saturante, nous obtenons un 
 de1; 01. Nous n'avons pas trouvé de commande anti wind up qui assure un 
 plus faible. Laloi de commande obtenue a pour équation :_�x = " �2; 9850e + 03 2; 0107e + 032; 0355e + 03 �1; 3792e + 03 # �x + " 9; 7146e + 04�6; 6244e + 04 # y;u = h 3; 1217e � 02 �5; 2048e � 01 i �x �x(0) = 0:Une simulation est faite pour la condition x(0) = h 0; 1 0; 1 iT et la perturbation w entraits tirés points sur la �gure 4.9. Sur cette �gure, la commande u est indiquée en traitstirés et est bien inférieure à 4 et la réponse temporelle en trait plein indique bien que sonénergie (qui est de 0; 62) est bien inférieure à p
2 + � soit 3; 3.Pour une comparaison et une discussion plus détaillées des di�érentes méthodes desynthèse de correcteurs en présence de saturation, voir notre article [SFG97] 18. L'issue desdi�érentes expérimentations numériques semble présager que la première stratégie o�re lemeilleur compromis. De plus, comme elle garantit que le système reste dans sa plage defonctionnement linéaire, elle assure une stabilisation (et une performance) incrémentalepour le système bouclé.18. Dans cet article, une formulation explicite du correcteur est donnée lorsque les conditions d'existencesont véri�ées.



140 Chapitre 4 Approche unifiée de l'analyse et de la commande4.7 Commande par précompensationLa commande à deux degrés de liberté est un outil très pratique, indispensable àl'ingénieur automaticien. La commande par retour permet de traiter les problèmes derejet de perturbation et d'invariance du comportement entrée/sortie du système boucléen dépit des incertitudes [Hor82]. La commande par précompensation (ou feedforward), sielle ne permet pas d'agir sur les deux points précédents, devient intéressante pour assurerun bon comportement du système bouclé vis-à-vis du signal de consigne. Elle permetd'améliorer le suivi de consigne sans augmenter le �coût� associé à la boucle de retour[Hor82].Dans cette section, nous allons voir comment le problème de précompensation peutêtre généralisé au cas des systèmes interconnectés.
� - �- � �� wuz M K� �K

Fig. 4.10 � Principe de la précompensationNous considérons un système interconnecté explicite stable tel qu'il est dé�ni dans lasection 3.1.1 du chapitre précédent :" q(t)z(t) # = " Mqp MquMzp Mzu # " p(t)u(t) # et p(t) = �(q(t)):Il s'agit de trouver un précompensateur de la forme u = Fu(K;�K)w avec K une matriceconstante et réelle et �K contenant une �copie partielle� des opérateurs �i représentantles sous systèmes 19 qui assure que le système pré compensé est {Xperf , Yperf , Zperf}dissipatif.Corollaire 4.7.1 S'il existe des matrices S; T 2 S(�) et des matrices G;H 2 G(�)telles que : 264 MqpIMzp 375T 264 ZS Y TS + G 0Y S + GT XS 00 0 �Xperf 375264 MqpIMzp 375 < 0UT 264 MTqp MTzpI 00 I 375T 264 ~ZT ~Y TT +H 0~Y T +HT ~XT 00 0 � ~Zperf 375264 MTqp MTzpI 00 I 375U < 0avec U = h MTqu MTzu i? ;19. Tel que cela est dé�ni page 84.



Analyse et commande par multiplieurs constants : études de cas 141et si, de plus, les matrices Si,Ti,Gi et Hi satisfont les contraintes entraînées par la classeà laquelle �i appartient, indiquées dans le tableau 3.2, page 93, alors il existe une loi decommande u = Fu(K;�K)y où �K = diag(�Ki) avec �Ki dépendant de �i de la ma-nière décrite dans le tableau 3.2, page 93, qui assure une propriété de fXperf ; Yperf ; Zperfgdissipativité pour le système interconnecté :" q(t)z(t) # = " Mqp MquMzp Mzu # " p(t)u(t) # et p(t) = �(q(t)):DémonstrationLe théorème 3.3.1 est appliqué pour la commande du système interconnecté :" z(t)y(t) # = Fu 0B@264 Mqp 0 MquMzp 0 Mzu0 I 0 375 ;�1CA" w(t)u(t) #pour rechercher une correcteur qui assure la {Xperf , Yperf , Zperf} dissipativité. 24.8 Réduction de modèles incertainsUn système incertain peut être modélisé comme une interconnexion d'opérateurs dissi-patifs. Pour un système donné, de telles interconnexions ne sont pas uniques. Pour obtenirun problème de taille raisonnable (pour l'analyse de la robustesse par exemple), un modèleoù le nombre de sous systèmes est le plus faible possible est souhaitable. Une approchenumérique de ce type de problèmes a été abordée par Beck et al. [BDG94]. Ils ont proposédes conditions su�santes non convexes dont la résolution e�cace est encore un problèmeouvert. Le conservatisme de cette formulation a été diminué par Herlmersson [Hel95a].Nous considérons une interconnexion de systèmes dissipatifs linéaires de la forme sui-vante : z(t) = Fu " A BC D # ;�!w(t) (4.56)où � = diag(�i); avec �i appartenant à la classe C1, C2, C3 et C4 (voir tableau 3.1, page82). Comme dans la section 3.1.1 du chapitre 3, des propriétés de dissipativité de � sontparamétrisées : � est {XS,Y S +G,ZS} dissipatif.Nous recherchons à l'approcher avec une erreur bornée par un gain L2 inférieur à 
par une interconnexion de sous systèmes :zr(t) = Fu  " Ar BrCr Dr # ;�r!w(t)qui contient simplement une partie des sous systèmes de (4.56) et telle que :k z � zr k � 
2 kwk:Ce problème revient à trouver pour le système :" z(t)y(t) # = Fu0B@264 A B 0C D �I0 I 0 375 ;�1CA" w(t)u(t) #



142 Chapitre 4 Approche unifiée de l'analyse et de la commandeune loi de commande u(t) = Fu  " Ar BrCr Dr # ;�r! y(t)telle que le système en boucle fermée ait un gain L2 entre w et z inférieur à 
. Le théorème3.3.1 est directement appliqué a�n d'obtenir le corollaire suivant :Corollaire 4.8.1 Supposons qu'il existe des matrices S, T appartenant à S(�), et G, Happartenant à G(�) telles que :" AI(n+nw) #T " ZS Y TS +GTY S +G XS # " AI(n+nw) # < �CTC; (4.57)" ATI(n+nz) #T " ~ZT ~Y TT +HT~Y T +H ~XT # " ATI(n+nz) # < �BBT (4.58)et pour les blocs �i n'appartenant pas à la classe C3 :" Si 
I
I Ti # � 0; (4.59)avec " X YY T Z # " � ~Z ~Y T~Y � ~X # = I:Alors il existe un modèle réduit :zr(t) = Fu  " Ar BrCr Dr # ;�r!w(t)avec �r = diag(�ri) et �ri est tel que :� dans le cas où �i est plein, si SiTi 6= 
2I alors �ri = �i sinon �ri = [ ] ;� dans le cas où �i est répété (�i = �iIni), sirang " Si + ��1i Gi 
I
I Ti + �iHi # = ni + kiavec �i = (Y Ti Yi �XiZi)1=2 et ki < ni alors �ri = �iIki .Une formulation similaire a d'abord été proposée par Beck et al [BDG94] dans lecadre de la réduction de systèmes incertains. Notre contribution est l'introduction d'unmultiplieur anti symétrique G. Une amélioration similaire a été proposée par Herlmers-son [Hel95a]. Comme dans [BDG94, Hel95a], la formulation obtenue contient des contrain-tes non convexes.4.9 Commande des systèmes statiquesUn système statique est un système d'équations :" zy # = Fu  " M MuMy 0 # ;�!" wu # ;



Analyse et commande par multiplieurs constants : études de cas 143où M et � sont des matrices complexes ou réelles. � de plus petite dimension que M ala structure suivante : � = diag(�i); où �i est la iieme sous matrice. �i peut être pleineou de la forme �iI avec �i scalaire. Chaque �i est alors considéré comme dissipatif pointpar point.Dé�nition 4.9.1 Une matrice H est f�11;�12;�22g dissipative point par point s'il existedes matrices constantes �11 � 0, �12 et �22 telles que : � = � �11 �12�12T �22 � est une matricede rang plein et avec q = Hp : " qp #T � " qp # � 0 (4.60)Le fait important est qu'à une matrice f�11;�12;�22g dissipative point par point peutêtre associé un opérateur f�11;�12;�22g dissipatif. La conséquence est que les discussionsprécédentes et le théorème 3.3.1 peuvent être directement adaptés à cette classe de sys-tèmes. Dans le cas des matrices complexes, il se généralise en prenant S et G complexes,la première matrice hermitienne, la seconde anti hermitienne.Un tel cadre de travail est tout à fait classique dans le contexte de l'analyse de larobustesse des systèmes linéaires non stationnaires [Doy82, Sid92]. Dans ce cas-là, lamatrice complexe M représente la valeur de la fonction de transfert M(s) pour s = j!.Par exemple, c'est le cadre considéré par Helmersson [Hel95a]. La valeur singulière de lamatrice complexeM par rapport à la structure de � est dé�nie par :��(M) �= 1min�f��(�)jdet(I �M�) = 0g :Comme cela a été noté dans les articles [EL96, DNPT94], les problèmes de moindrescarrés (robustes structurés) peuvent être formulés de cette manière. Trouver une solutionà ce type de problème peut être interprété comme la recherche d'une loi de commandepour un système statique.Une autre application intéressante de ce cadre de travail est la commande en régimestatique de systèmes incertains [SP96].4.10 Approche possible des LMIs in�nies et semi in�-niesSoit � un ensemble convexe borné de Rs. Rappelons qu'une contrainte LMI in�nie estune contrainte matricielle sur des fonctions �i de � dans R telles que :8� 2 �; F1(�; �) = F0(�) + mXi=1 �i(�)Fi(�) > 0; (4.61)où les Fi sont m + 1 matrices symétriques de fonctions bornées de � dans Rn�n. Nousconsidérons le cas où les fonctions Fi dépendent rationnellement de �. Nous allons ramenerla résolution d'une LMI in�nie à celle d'une LMI en recherchant �i(�) comme une fonctionrationnelle de �, avec � = h �1; : : : ; �j; : : : ; �s i :�i(�) = Fu  " A�i B�iC�i D�i # ;��i! :



144 Chapitre 4 Approche unifiée de l'analyse et de la commandeavec ��i = diag(�jIij):Notre approche est basée sur la remarque que la fonction dé�nie par z = F1(�; �)w peutêtre modélisée comme une interconnexion de sous systèmes qui sont la multiplication parun gain constant (Classe C3). Par suite, la contrainte (4.61) se réécrit zTw > 0. Noussommes donc ramenés à véri�er une propriété de dissipativité particulière (positivité ouf0; I; 0g dissipativité) pour le système introduit, ce qui correspond au cadre présenté danscette thèse.Nous allons maintenant mettre cela en ÷uvre. Les fonctions Fi étant rationnelles, unematrice constante M peut être trouvée telle que :2664 F0(�)...Fm(�) 3775 = Fu (M;�) et � = diag(�iIni):Par suite, l'inégalité (4.61) se réécrit sous la forme :F1(�; �) = h I �1(�) � � � �m(�) i2664 F0(�)...Fm(�) 3775 :En appliquant les règles de calculs sur les LFTs vues dans la section 2.8.1 du chapitre 2,page 67 nous obtenons une LFT de la forme :F1(�; �) = Fu  " AF BFCF DF # ;�F! ;avec AF une fonction a�ne en A�i et B�i, BF une fonction a�ne en B�i, CF une fonctiona�ne en C�i et D�i , DF une fonction a�ne en D�i et �F = diag(�iI). Cette façon deconstruire une LFT n'est pas optimale dans le sens où suivant les LMIs considérées, lastructure du problème peut être exploitée pour obtenir une représentation LFT avec un� de dimension plus faible.Nous allons maintenant rechercher sous quelles conditions le système interconnectéayant pour schéma d'interconnexion " AF BFCF DF #et pour sous systèmes les blocs de �, est passif.Pour l'ensemble des paramètres � appartenant à �, nous cherchons à paramétriserl'ensemble des matrices X, Y et Z telles que :" �I #T " X YY T Z # " �I # � 0:Une paramétrisation desX, Y et Z peut être obtenue sous forme explicite (voir section 3.1)ou implicite (voir théorème 4.4.1). Supposons que la paramétrisation explicite soit choisie,avec X, Y et Z �xés et S une matrice dé�nie positive telle que �S = S�, G une matriceanti symétrique telle que G�+�GT = 0 et :" �I #T " XS Y S +GY TS +GT ZS # " �I # � 0:



Analyse et commande par multiplieurs constants : études de cas 145Par application du théorème 3.2.1, il existe alors une fonction �(�) telle que F1(�; �) > 0pour tout � 2 � s'il existe quatre fonctions a�nes de A�i, B�i, C�i et D�i , deux matricesS et G telles que :26664 AF BFCF DFI 00 I 37775T 26664 ZS 0 Y TS +GT 00 0 0 �IY S +G 0 XS 00 �I 0 0 3777526664 AF BFCF DFI 00 I 37775T < 0: (4.62)Cette inégalité est une BMI. Si les matrices A�i et B�i sont �xées, l'inégalité est une LMIen C�i, D�i, S et G. Cela peut être interprété comme décomposer les fonctions �i(�) dansune base de fonctions de dimension �nie. A la formulation (4.62), une formulation dualepeut être associée.Cette approche se simpli�e de façon directe pour aborder les LMIs semi in�nies d'unefaçon similaire. En e�et, dans ce cas-là, �i étant indépendant de �, les termes faisantintervenir A�i, B�i et C�i disparaîssent. Par suite, nous obtenons une contrainte LMI.4.11 ConclusionCette série d'applications nous a permis d'illustrer les notions introduites précédem-ment.Interconnexion : un système linéaire stationnaire apparaît comme une interconnexiond'intégrateurs, les systèmes à paramètres variant dans le temps, certains systèmesnon linéaires et les systèmes avec des saturations, comme des interconnexions d'in-tégrateurs et de gains variant dans le temps, les systèmes statiques et certainesformes de contraintes LMIs comme des interconnexions de gains constants et, en�n,les systèmes à grande échelle comme des interconnexions de sous systèmes linéairesstationnaires. Ces derniers étant eux-mêmes des interconnexions d'intégrateurs, lessystèmes à grande échelle peuvent être vus comme des systèmes hiérarchisés.Dissipativité : nous avons vu dans le chapitre précédent comment paramétriser par desmultiplieurs constants les contraintes quadratiques des sous systèmes élémentairesdé�nis par les classes du tableau 2.1, page 64. Dans le présent chapitre, nous avonsvu comment caractériser le comportement d'un sous système non élémentaire, lessystèmes linéaires stationnaires (en les considérant comme des interconnexions d'in-tégrateurs). Nous venons de voir comment il est possible de rechercher les contraintesquadratiques que peut véri�er un système linéaire stationnaire commandé.Optimisation : si la structure de la loi de commande est laissée libre alors, en général,nous avons pu proposer une formulation convexe du problème de synthèse. Dans cechapitre, la réduction de modèle a été présentée comme un problème de commandeoù la structure du correcteur (en fait le modèle réduit) est imposée. Par suite, ceproblème n'est pas convexe.La commande décentralisée est particulièrement illustrative des idées développées pré-cédemment. Le théorème de séparation des graphes permet de trouver un ensemble depropriétés de dissipativité pour les sous systèmes assurant la stabilité du système inter-connecté. Une fois cet ensemble déterminé, il reste à déterminer pour chaque sous systèmes'il est possible ou non d'obtenir une des propriétés de dissipativité déterminées précé-demment.



146 Chapitre 4 Approche unifiée de l'analyse et de la commande4.12 Annexe4.12.1 Démonstration du théorème 4.1.1� 1. , 2. découle du théorème de Parseval et du lemme suivant :Lemme 4.12.1 [MT93] Soit 	(j!) = 	(j!)� = 	(�j!) une fonction matricielle bornéeet mesurable. Les deux propositions suivantes sont alors équivalentes :1. Pour q appartenant à L2(R+;Rn) :Z +1�1 q(j!)�	(j!)q(j!) � 0 ;2. 	(j!) � 0 pour presque tous les ! 2 R+.� 3. ) 1. La représentation d'état de H est introduite :_x = Ax+Bw; x(0) = 0z = Cx+Dw;x = R _x:La condition 3. implique qu'il existe une matrice P dé�nie positive telle que :ATP + PA < CT�11C:Comme �11 < 0, la fonction de transfert H(s) est stable.Nous cherchons maintenant à démontrer que la condition 3. implique que l'ensembledes signaux z et w tels que z = H(w) véri�ent :Z +1�1 " z(t)w(t) #T � " z(t)w(t) # dt � 0:Le système étant stable, pour un signal d'entrée w appartenant à L2, les signaux z, x et_x appartiennent aussi à L2. De plus, pour P dé�nie positive, les signaux x et _x véri�ent :Z xTP _x � 0:Nous considérons donc la paramétrisation des surfamilles de modèles suivantes :_x = Ax+Bw x(0) = 0z = Cx+Dw R xTP _x � 0;où les intégrateurs ont été remplacés par l'inégalité R xTP _x � 0. En notant que _x et zapparaissent de façon explicite dans les équations précédentes, nous sommes ramenés àconsidérer le problème suivant :Véri�er que Z " xw #T " C D0 I #T � " C D0 I # " xw # � 0



Analyse et commande par multiplieurs constants : études de cas 147pour l'ensemble des signaux x et w de L2 véri�ant :Z xTP h A B i " xw # � 0:En appliquant la S procédure, nous obtenons 3. comme condition su�sante. La conditionassure la propriété 1. pour toutes les surfamilles paramétrisées par P . Par suite, s'il existeun P tel que la condition initiale soit véri�ée alors la propriété 1. tient pour le systèmeH lui même.� 1. ) 3.On peut se reporter à [Wil72]. La démonstration consiste à démontrer que si l'inéga-lité (4.2) est véri�ée alors il existe une fonction de Lyapunov V quadratique telle que_V � " z(t)w(t) #T � " z(t)w(t) # � 0:Pour les systèmes linéaires, il est démontré dans [Wil72] que V peut être prise qua-dratique.
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Analyse des systèmes par multiplieurs dépendants 149Chapitre 5Analyse des systèmes interconnectéspar multiplieurs dépendantsLe but de ce chapitre est de proposer des outils aptes à fournir des critères d'ana-lyse plus �ns et moins conservatifs que ceux proposés dans le chapitre 3. Pour cela, estintroduite la notion de multiplieurs dépendants. Ils vont permettre de paramétriser desfamilles de contraintes quadratiques plus riches que celles obtenues avec les multiplieursconstants. De ce fait, une description plus �ne est obtenue pour les sous systèmes et pourle comportement entrée/sortie du système interconnecté.les multiplieurs dépendants peuvent être classés dans deux catégories.1. La première recouvre les multiplieurs fréquentiels : la borne supérieure du �/km[Doy82, FTD91, SL93] peut être interprétée selon cette technique. Nous verronsici comment elle peut être étendue pour décrire plus �nement les incertitudes etaméliorer l'étude de la performance, comment elle peut être mise en ÷uvre pour degrands problèmes et, en�n, comment elle peut être généralisée pour l'analyse dessystèmes non linéaires et non stationnaires. Cela est possible par un changement deperspective par rapport à l'approche conventionnelle de la robustesse des systèmeslinéaires. Les conditions sont obtenues dans le domaine fréquentiel.2. La seconde recouvre les multiplieurs dépendant de paramètres. Ils ont été intro-duits dans le cadre de l'application de l'approche Lyapunov pour l'étude des sys-tèmes linéaires avec des paramètres incertains, éventuellement variant dans le temps[DCAF94, FAG96, GAC96]. Ces conditions s'énoncent donc dans le domaine tem-porel.Malgré leur apparente di�érence, ces deux approches sont en fait dans leurs grandeslignes très proches et peuvent être uni�ées par la notion de multiplieurs dépendants.La première partie de ce chapitre va se concentrer sur l'analyse des systèmes linéairesstationnaires incertains par multiplieurs fréquentiels. Le problème d'analyse de la ro-bustesse est classiquement abordé par la � analyse et ses variantes. Pour un ensembled'incertitudes ayant une norme H1 inférieure à un [Doy82] ou d'incertitudes positives[SL93, SGL94], la stabilité du système est testée. Le problème d'analyse de la perfor-mance est réduit à celui d'analyse de la stabilité par l'introduction d'une incertitude�ctive. Ce cadre est assez contraignant de plusieurs points de vue. En e�et, il est néces-saire de formaliser le problème de façon très particulière. Certains problèmes (comme lamarge de gain ou d'autres problèmes évoqués dans la suite de ce chapitre) ne se mettent



150 Chapitre 5 Approche unifiée de l'analyse et de la commandepas naturellement sous cette forme. De plus, du fait de la spéci�cité de la forme, la miseen forme elle-même peut être coûteuse en temps de calcul. En�n, dès que l'on cherche àoptimiser un paramètre, on est amené à résoudre une série de critères mathématiques. Untel manque de �exibilité ne se justi�erait que si on en tirait un avantage au niveau ducoût de résolution numérique du critère.Or ce n'est pas le cas. C'est pourquoi nous proposons, dans ce chapitre, une approchequi permet d'éviter l'étape de formulation du problème et de résoudre naturellement ungrand nombre de problèmes tout en n'entraînant pas de surcoûts dans la résolution ducritère lui-même. Etant donné qu'elle permet de remplacer pour certains problèmes larésolution d'une série de critères par la résolution d'un seul, elle permet de substantielleséconomies de calcul.Un autre désavantage de l'approche par � analyse est son incapacité à se généraliserdirectement pour résoudre certains problèmes avec un conservatisme raisonnable. Cela estdu à son mode de description des incertitudes qui est trop grossier. En e�et, les ensemblesd'incertitudes généralement considérés sont des boules. Nous verrons comment les étendreà des ensembles convexes. Dans notre article [Sco97], les incertitudes considérées sontdes ensembles connexes. Une telle généralisation est intéressante pour traiter les retardsincertains. Nous avons développé ce point dans un article [Sco97], reproduit dans l'annexede ce mémoire, page 277.Cela est possible par l'application des principes généraux exposés dans le chapitre 2.L'idée est de caractériser un système par l'ensemble des contraintes quadratiques véri�éespar les signaux à ses bornes. Cela nous permettra, dans un second temps, d'aborder lagénéralisation de l'analyse aux systèmes non linéaires, non stationnaires.Ce chapitre va être centré sur les questions suivantes :Stabilité : un système interconnecté, éventuellement incertain, non linéaire et non sta-tionnaire est-il stable?Marge de stabilité : quelles variations de comportement des sous systèmes peut absor-ber un système interconnecté sans déstabiliser le système global?Comportement entrée/sortie : quelles sont les propriétés de dissipativité caractéri-sant le comportement entrée/sortie du système interconnecté?Performance : quels critères de performance est susceptible de véri�er le système inter-connecté?Grande échelle : Comment traiter les questions précédentes dans le cas de systèmes dedimensions importantes (par rapport à ce que peuvent traiter les algorithmes)?Le premier point peut être vu comme une généralisation du problème de �/km analyseau cadre non linéaire, non stationnaire. Le second est une généralisation du problèmede � 1 analyse [FT92, FF97] ou même de l'analyse de la marge unilatérale 2 [TSC92] àce cadre-là. Les résultats ainsi obtenus ont été mis en ÷uvre pour le calcul e�ectif del'indicateur � dans l'article [FSF96] (reproduit en annexe de cette thèse, page 271). Nousgénéralisons aussi la mesure de la performance associée à ce problème. Un des problèmes1. La � analyse étudie deux types de problèmes : (i) quel meilleur niveau de performance un systèmepeut-il assurer pour un niveau d'incertitude donné? (ii) quel niveau d'incertitude un système peut-iltolérer tout en assurant un niveau de performance donné? [FT92]2. C'est une généralisation de la marge de gain au sens classique.



Analyse des systèmes par multiplieurs dépendants 151considérés par la �/km analyse est le suivant : étant donnés des gabarits de performancesur le système, sont-ils respectés par le système incertain? Une question plus générale peutêtre abordée : pour l'interconnexion considérée, quelles sont les relations de dissipativitéqui décrivent le mieux les transferts sélectionnés pour évaluer la performance?Notre approche permet de s'interpréter comme la recherche de gabarits qui collentle � mieux� aux fonctions de transfert sélectionnées. Pour le cas d'un système linéairestationnaire avec des incertitudes paramétriques, cela revient à évaluer l'image d'un hy-percube de l'espace des paramètres incertains par une fonction de transfert [GS88]. Ceproblème est de même nature que le calcul exact du �/km. Nous allons proposer dansce chapitre une méthode de résolution approchée de ce problème, en temps polynomial.D'après ce qui a été vu dans le chapitre 2, tous les critères de stabilité/performance quenous considérons reposent sur une (paramétrisation des) propriété(s) de dissipativité dessous systèmes.La question précédente peut être ramenée aux deux questions suivantes :� � Comment déterminer une propriété de dissipativité?�� � Comment paramétriser les propriétés de dissipativité pour un sous système ouune interconnexion de sous systèmes?�Deux approches sont possibles : soit rechercher une paramétrisation explicite et analy-tique des propriétés de dissipativité, soit formuler ce problème sous forme d'un programmed'optimisation que nous résolvons numériquement dans un second temps. La premièreapproche est appliquée pour déterminer les propriétés de dissipativité des sous systèmesélémentaires bien que dans certains cas 3, il soit possible d'appliquer la seconde méthode.Pour le cas d'interconnexions de sous systèmes, il est possible de propager la paramétrisa-tion des sous systèmes pour obtenir une paramétrisation des propriétés entrée/sortie dusystème interconnecté. C'est l'approche qui a été adoptée par [Saf83]. L'inconvénient, c'estque le nombre total de degrés de liberté 4 reste constant, ce qui dans le cas d'un systèmerelativement grand peut mener à un problème pratiquement insoluble. D'autre part, siles propriétés de dissipativité sont paramétrisées linéairement, la linéarité risque de dis-paraître après propagation. Nous proposons, dans ce chapitre, une méthode qui permetde réduire de façon intéressante le nombre de degrés de liberté et d'obtenir une paramé-trisation linéaire pour les propriétés de dissipativité d'un système interconnecté par uneapproche basée sur la résolution de problèmes d'optimisation. Cela peut être interprétécomme la recherche dans l'ensemble des sur familles d'une interconnexion de celles quisemblent décrire le plus �dèlement le comportement entrée/sortie pour un nombre de de-grés de liberté �xé a priori. Ces résultats peuvent concerner un certain nombre d'autresproblèmes comme la synthèse de correcteurs robustes, la parallélisation de calculs de �analyse, etc...Ce chapitre est tout d'abord consacré aux multiplieurs fréquentiels. Après avoir motivénotre approche, nous introduisons la notion de {�11(j!), �12(j!), �22(j!)} dissipativité,qui est une généralisation de la notion de {�11, �12, �22} dissipativité abordée dans lechapitre 3. Cette notion est alors étudiée dans le cadre des interconnexions de systèmes3. Par exemple, les sous systèmes d'un système hiérarchisé sont eux-mêmes des systèmes interconnectés.Un sous système apparaît alors comme une interconnexion de sous systèmes élémentaires.4. Le nombre de degrés de liberté est mesuré par le nombre de variables d'optimisation associées à laparamétrisation des propriétés de dissipativité.
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q(s)Fig. 5.1 � Analyse de la performance de systèmes incertainslinéaires incertains. Elle permet à la fois d'étudier et de caractériser les propriétés en-trée/sortie des interconnexions. La contribution majeure est de mettre en lumière unensemble de propriétés de dissipativité qu'il est possible de paramétriser. Une applicationintéressante est l'analyse de systèmes à grande échelle. L'exemple des retards est pris àtitre illustratif. La généralisation à un cadre non linéaire, non stationnaire est en�n abor-dée. Dans ce contexte, un certain nombre de nouveaux critères sont proposés. En�n, nousferons un parallèle entre les techniques de multiplieurs fréquentiels et les techniques demultiplieurs dépendant de paramètres avant de terminer sur une discussion du calcul desconditions proposées.5.1 Limitations de la formulation � de l'analyse de larobustesse5.1.1 Analyse de la performanceNous considérons, dans cette section, la modélisation sous-jacente aux outils de �analyse. Un système linéaire stationnaire incertain y apparaît comme l'interconnexiond'une matrice de transferts stables M(s) et d'une matrice bloc diagonale de perturba-tions stables �(s) = diag (�i(s)) où chaque bloc �i(s) représente soit une incertitudeparamétrique (�i = �iIni avec �i un paramètre réel constant), soit une incertitude sur ladynamique du système (�i est un transfert stable) [SA81, DS81, Saf82, DWS82]. � décritalors l'ensemble des transferts de cette structure tout en ayant sa norme H1 inférieure à1. Nous introduisons en�n l'ensemble� dé�ni par :� = f� j � = diag(�i)g:L'interconnexion s'écrit alors :" q(s)z(s) # = M(s) " p(s)w(s) #p(s) = �(s) q(s): (5.1)Etant donné l'ensemble �, nous désirons étudier la performance du système entrel'entrée w et la sortie z. D'après les discussions du chapitre 2, ce problème se ramène à



Analyse des systèmes par multiplieurs dépendants 153étudier les contraintes quadratiques que véri�ent les signaux z et w. Nous allons d'abordexaminer comment les approches standards de l'analyse de la robustesse abordent ceproblème.�-analyse [Doy85] : étant donnés deux transferts stables W1(s) et W2(s), ce dernierétant inversible, est-ce que 5 :8� 2�; kW1(s)Fu(M(s);�(s))W2(s)k1 � 1 ?D'après les résultats du chapitre 2, cette spéci�cation sur la norme H1 peut se réécrirecomme une contrainte quadratique sur la transformée de Fourier des signaux z et w :8! 2 R; " z(j!)w(j!) #� " �W1(j!)�W1(j!) 00 W2(j!)��W2(j!)�1 # " z(j!)w(j!) # � 0:Il est possible de se ramener à la véri�cation de contraintes quadratiques plus généralesen transformant le transfert M(s) par des opérations de � loop shifting� (voir sections5.2.1 et 5.8.1 ).En résumé, la � analyse teste si une contrainte quadratique donnée est véri�ée par lessignaux d'entrée et de sortie du système incertain.�-analyse [FT92] : étant donnés deux transferts stables W1(s) et W2(s), ce dernierétant inversible, trouver le plus petit scalaire � tel que :8� 2�; kW1(s)Fu(M(s);�(s))W2(s)k1 � �:Ce problème de minimisation de la norme H1 peut se réécrire comme un problème d'op-timisation sous une contrainte quadratique sur la transformée de Fourier des signaux z etw : minimiser �2tel que8! 2 R; " z(j!)w(j!) #� " �W1(j!)�W1(j!) 00 �2W2(j!)��W2(j!)�1 # " z(j!)w(j!) # � 0:Contrairement à la � analyse, la � analyse recherche dans une famille de contraintesquadratiques de structure particulière paramétrées par le scalaire �, celle qui décrit de lafaçon la plus �ne possible (suivant un certain critères) l'ensemble des signaux z et w.Analyse par multiplieurs de Popov généralisés [SL93, LSC94] : dans cetteapproche, l'hypothèse que� est de normeH1 inférieure à 1 est remplacée par � négative,c'est-à-dire que �(j!) +�(j!)� � 0. La dé�nition de � est modi�ée en conséquence. Lebut de cette approche est alors de véri�er que :8� 2�; Fu(M(s);�(s)) + Fu(M(s);�(s))� � 0:Par loop-shifting [SL93], le problème de � analyse peut se ramener à ce problème (etinversement).5. Cette spéci�cation de performance est habituellement transformée en une spéci�cation de stabilitécontre un bloc de perturbation �ctif de norme H1 inférieure à un (voir par exemple [PD93]).



154 Chapitre 5 Approche unifiée de l'analyse et de la commandeDiscussion : ces deux outils sont-ils su�sants dans le contexte de l'étude de la perfor-mance? Un exemple simple va nous permettre de mettre en lumière leurs limites. Pourcela, considérons le problème de la distance à la passivité qui se pose dans le domainede la téléopération [And92]. Il revient à minimiser la grandeur � telle que le transfertFu(M(s);�(s)) véri�e [Wen88] :Fu(M(s);�(s)) + Fu(M(s);�(s))� + 2�I > 0: (5.2)Si le scalaire � est négatif alors le système de transfert Fu (M(s);�(s)) est passif. Si �est positif alors il constitue un indicateur de la distance du transfert Fu(M(s);�(s)) àla passivité. Essayons de traiter ce problème par application de la � analyse. Pour unevaleur de � donnée, véri�er la contrainte (5.2) revient à véri�er que [Fon95] :


(Fu (M(s);�(s)) + (�+ 1)I) (Fu (M(s);�(s)) + (� � 1)I)�1


1 � 1:Si le plus petit � est recherché, il est alors nécessaire de résoudre une série de problèmesde � analyse. L'outil de � analyse n'est donc pas adapté pour ce problème.La � analyse est-elle plus pertinente? Dans ce cadre-là, ce problème se formalise de lafaçon suivante : minimiser �tel quek (Fu (M(s);�(s)) + (�+ 1)I) (Fu (M(s);�(s)) + (� � 1)I)�1 k1 � �:Si l'optimum � est di�érent de 1 alors nous avons :(�2 � 1)Fu (M(s);�(s))�Fu (M(s);�(s)) + ((�2 + 1) + (�2 � 1)�) � � �� � � (Fu (M(s);�(s))� + Fu (M(s);�(s))) + (�2 � 1)�2 + 2(�2 + 1)� + (�2 � 1) > 0:Par rapport au problème posé, l'optimum obtenu, s'il est di�érent de 1, ne corresponddonc à rien.L'approche par multiplieurs de Popov généralisés est plus adaptée même si elle sepropose de véri�er le critère de performance que pour une valeur de � donnée.Cet exemple met en évidence le manque de �exibilité des outils actuels d'analysede la performance robuste, ce qui est très gênant pour traiter certains problèmes. Pourremédier à cette insu�sance, nous proposons de mesurer la performance par une contraintequadratique de la forme :8! 2 R; " z(j!)w(j!) #��(j!) " z(j!)w(j!) # � 0avec �(j!) = �0(j!) + k�k(j!). �0(j!) et �k(j!) sont �xées et le paramètre k est laissélibre. Il est alors possible de rechercher le plus grand k tel que la contrainte quadratiqueprécédente soit véri�ée. Pour le problème donné en exemple, nous avons :�0(j!) = " 0 II 0 # ; �k(j!) = " 0 00 I # ; et k = 2�:Le problème peut être généralisé en recherchant k fonction de la fréquence. Cette formu-lation va être développée dans ce chapitre.
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q(s) p(s)Fig. 5.2 � Analyse de la stabilité de systèmes incertains5.1.2 Analyse de la stabilitéNous considérons l'analyse de la stabilité robuste du système précédent. Dans ce cadre-là, il apparaît comme l'interconnexion d'une matrice de transfert stable Mqp(s) et d'unematrice bloc diagonale de perturbations stables �(s) = diag (�i(s)) appartenant à l'en-semble� dé�ni précédemment. L'interconnexion s'écrit :q(s) = Mqp(s)p(s) et p(s) = �(s)q(s): (5.3)Pour faciliter l'exposé, nous considérons que �(s) ne contient qu'un seul bloc et cor-respond à une incertitude paramétrique. Il possède la structure �In où � est le paramètreincertain compris entre 0 et a. La question que nous considérons est d'estimer le plusgrand a qui n'entraîne pas la déstabilisation du système.Le scalaire a est �xé à la valeur nominale asup. Pour appliquer les outils de � analyse,la première opération est de modi�er la boucle par � loop shifting� pour remplacer � parune incertitude �� comprise entre �1 et 1 [DWS82]. Pour cela, nous prenons :�� = 2asup � � 1:L'application de la � analyse nous permet d'estimer le plus grand 
 tel que, pour ��appartenant à l'intervalle [�
; 
], le système reste stable. Cela correspond à rechercher leplus grand intervalle [(1 � 
)asup2 ; (1 + 
)asup2 ] alors que nous recherchions le plus grandintervalle [0; a]. Ce problème apparaît par exemple dans le calcul de la borne supérieurede � (voir l'article [FSF96] reproduit en annexe de la thèse, page 271).Ici encore, le cadre o�ert par la � analyse est trop rigide pour nous permettre detraiter aisément ce problème. Nous proposons dans ce chapitre une formulation généralequi permet de le traiter naturellement.5.1.3 Mise en forme d'un problème de � analysePour appliquer les outils de la �/� analyse, il est nécessaire que les transferts �i(s)intervenant dans le transfert bloc diagonal �(s) soient �normalisés�, c'est-à-dire quek�ik1 < 1. Lorsque l'interconnexion entre M(s) et �(s) est construite, les blocs �i(s)ne le sont pas forcément. Par suite, il est nécessaire de les normaliser.



156 Chapitre 5 Approche unifiée de l'analyse et de la commandeDans ce chapitre, nous proposons un outil d'analyse qui s'applique directement, sansopération de normalisation. Pour cet outil, nous proposons des critères mathématiquesbasés sur des problèmes d'optimisation LMIs. Dans le cas où le système est normalisé,nos conditions se simpli�ent pour donner la borne supérieure de � proposée par Fan, Titset Doyle [FTD91] ou celle de Safonov [SL93, LSC94]. L'avantage de notre approche estde faire l'économie d'une mise en forme coûteuse tout en menant à des critères de mêmecomplexité que ceux utilisés dans le cadre de �.5.1.4 Description d'incertitudes dynamiques complexesDans le cas où le bloc �i représente une incertitude dynamique, la description utiliséepar la � analyse conventionnelle indique que, pour une fréquence ! donnée, le transfertde �i(j!) se trouve dans un secteur. Si c'est un tranfert à une entrée et une sortie alorscela peut être représenté par un disque dans le plan de Nyquist (voir �gure 5.3, à gauche).Dans les cas où le transfert incertain est dans une zone plus complexe (voir �gure 5.3,au centre et à droite), la � analyse ne s'applique que si on considére le plus petit disquecontenant cette zone. La conséquence est un certain conservatisme de l'analyse qui suit.
Fig. 5.3 � Descriptions de transferts incertains pour une fréquence donnéeNous allons voir dans ce chapitre comment mieux décrire ce type d'incertitudes.5.2 DissipativitéNous commençons par dé�nir une notion de dissipativité qui correspond à des famillesde contraintes quadratiques plus riches que celles introduites dans le chapitre précédent.Elles vont être paramétrées par l'utilisation de multiplieurs fréquentiels.5.2.1 Système f�11(j!);�12(j!);�22(j!)g dissipatifDé�nition 5.2.1 Soient �11, �12, �22 trois fonctions de transfert de RLn�n1 telles que�11(j!) = �11(j!)� � 0, �22(j!) = �22(j!)�. L'inertie de la matrice :�(j!) = " �11(j!) �12(j!)�12(j!)� �22(j!) #est supposée constante et égale à (n; 0; n).Un système stable H est dit f�11(j!);�12(j!);�22(j!)g dissipatif si avec z 2 L2 etw 2 L2 tels que z = H(w) :Z +1�1 " z(j!)w(j!) #� " �11(j!) �12(j!)�12(j!)� �22(j!) # " z(j!)w(j!) # d! � 0:



Analyse des systèmes par multiplieurs dépendants 157Pour simpli�er les développements et sans (grande) perte de généralité, nous supposonsque �(j!) a la structure :2666664 0 0 �121(j!) 00 �112(j!) 0 �122(j!)�121(j!)� 0 �221(j!) 00 �122(j!)� 0 �222(j!) 3777775 avec �112(j!) < 0:Lien entre f�11(j!);�12(j!);�22(j!)g dissipativité et f��11; ��12; ��22g dissipativité :nous venons d'introduire la notion de f�11(j!);�12(j!);�22(j!)g dissipativité qui généra-lise celle de f�11;�12;�22g dissipativité. Pour cette dernière, des liens entre les conditionsécrites dans di�érents domaines ont été proposés dans le chapitre précédent. La notionde f�11(j!);�12(j!);�22(j!)g dissipativité pour un système peut se réduire à celle def��11; ��12; ��22g dissipativité pour un système augmenté. Dans le cas de systèmes linéairesstationnaires, cela généralise la mise sous forme standard de la méthode de commandeH1. Dans celle-ci, assurer que les fonctions de transfert en boucle fermée ont leurs gainscontraints par les gains de fonctions de transfert appelées gabarits revient à assurer queles fonctions de transfert pondérées ont une norme H1 inférieure à un [Zam81].Dans le cas où �11(j!) < 0, ce résultat repose sur la factorisation suivante qui seraabordée dans la section suivante :" �11(j!) �12(j!)�12(j!)� �22(j!) # = " W1(j!) W2(j!)0 W3(j!) #� " ��11 ��12��T12 ��22 # " W1(j!) W2(j!)0 W3(j!) #Par suite, un système H sera f�11(j!);�12(j!);�22(j!)g dissipatif si et seulement si,avec z = H(w) :" z(j!)w(j!) #� " W1(j!) W2(j!)0 W3(j!) #� " ��11 ��12��T12 ��22 # " W1(j!) W2(j!)0 W3(j!) # " z(j!)w(j!) # � 0;ce qui est équivalent après pré multiplication par W3(j!)�� et post multiplication parW3(j!)�1 à : " �z(j!)w(j!) #� " ��11 ��12��T12 ��22 # " �z(j!)w(j!) # � 0;avec �z(j!) = W2(w) +W1(H(W3(w)�1)). ����++- - -- -- 6HW�13 W1W2Fig. 5.4 � Mise sous forme �standard �Ainsi véri�er la f�11(j!);�12(j!);�22(j!)g dissipativité du systèmeH revient à véri-�er la f��11; ��12; ��22g dissipativité deW2+W1�H �W�13 . L'opération e�ectuée est connue



158 Chapitre 5 Approche unifiée de l'analyse et de la commandedans la littérature anglo saxonne sous le terme de � loop shifting� (voir, en annexe duchapitre, la section 5.8.1). C'est l'opération qui est couramment e�ectuée dans le cas li-néaire pour l'étape de mise sous forme standard de la méthode de commandeH1 [Fon95].Par exemple, pour spéci�er qu'une fonction de transfert est en fait {�Wo(j!)�Wo(j!), 0,Wi(j!)��W�1i (j!)} dissipative, la fonction de transfertWo(j!)H(j!)Wi(j!) est contrainteà avoir une norme H1 inférieure à un, c'est-à-dire qu'elle est f�I; 0; Ig dissipative.Puisqu'il est possible de se ramener à la f��11; ��12; ��22g dissipativité comme celaest classiquement fait dans la méthode H1, quel peut être l'intérêt de considérer laf�11(j!);�12(j!);�22(j!)g dissipativité? Un premier argument (naïf) serait de remar-quer que les critères de stabilité qui se formulent en terme de f��11; ��12; ��22g dissipativitépeuvent être aisément formulés en terme de {�11(j!), �12(j!), �22(j!) } dissipativité :l'avantage est que lors de l'application du critère, il n'est pas nécessaire de faire une trans-formation de � loop shifting�. Le deuxième argument est plus intéressant au niveau de sesconséquences. Considérer indépendamment le modèle H(j!) du système et le �modèle�f�11(j!);�12(j!);�22(j!)g de ses propriétés de dissipativité permet de traiter l'un in-dépendamment de l'autre. Dans l'approche H1, l'étape d'augmentation du système pardes pondérations restreint l'éventail des propriétés de dissipativité. Avec l'approche quenous proposons, il est au contraire possible d'optimiser aisément un certain nombre decaractéristiques des transferts �11(j!), �12(j!) et �22(j!). Rappelons une fois de plusque les signaux d'entrée et de sortie d'un système véri�ent un ensemble de propriétés dedissipativité. Nous verrons dans la suite de ce chapitre que cette simple remarque est à labase d'un certain nombre de résultats nouveaux.Interprétation de la propriété de f�11(j!);�12(j!);�22(j!)g dissipativité : soitla fonction de transfert H(j!) d'un système linéaire stationnaire véri�ant :" H(j!)I #� " �11(j!) �12(j!)�12(j!)� �22(j!) # " H(j!)I # � 0;avec �11(j!) = �11(j!) < 0. Par suite, �22(j!) � �12(j!)��11(j!)�1�12(j!) � 0. L'in-égalité précédente se réécrit alors par simple complétion des carrés :(H(j!) + �11(j!)�1�12(j!))�(��11(j!))(H(j!)+ �11(j!)�1�12(j!)) < � � �� � ��22(j!)� �12(j!)��11(j!)�1�12(j!): ryc xcPour une fonction de transfert à une entrée, une sortie, lareprésentation de la fonction de transfert H(j!), pour unefréquence ! donnée, dans le plan de Nyquist est dans lecercle de centre (xc; yc) = (��12R(j!)�11(j!) ;��12I(j!)�11(j!) ) 6 et de rayonr = r�22(j!)�11(j!) � �12R(j!)2+�12I(j!)2�11(j!)2 . Pour une fonction de trans-fert à plusieurs entrées et plusieurs sorties, nous obtenons uncône de centre ��11(j!)�1�12(j!) et de rayon ((�22(j!) ��12(j!)��11(j!)�1�12(j!)) 12 , (��11(j!)) 12 ). Les cônes ont été dé�nis par Safonov (voirla section 2.8.3, en annexe du chapitre 2).6. L'indice R désigne la partir réelle, I la partie imaginaire. Etant hermitiens, les scalaires �11(j!) et�22(j!) sont réels.



Analyse des systèmes par multiplieurs dépendants 1595.2.2 Factorisation des multiplieurs fréquentielsIl résulte de la section précédente qu'il est désirable de factoriser la matrice de trans-fert : " �11(j!) �12(j!)�12(j!)� �22(j!) # :D'autre part, les théorèmes de stabilité considérés dans ce chapitre requièrent pour leurmise en ÷uvre des résultats sur la factorisation des opérateurs. Des résultats existent surla factorisation d'opérateurs linéaires stationnaires dé�nis par un produit de convolution[Wil69, DV75]. Néanmoins, nous nous restreignons ici au cas où les multiplieurs sont desmatrices dé�nies sur RL1. Ils sont intéressants à plusieurs titres :1. ils admettent une représentation d'état de dimension �nie (permettant d'obtenir desformulations intéressantes pour les calculs numériques) ;2. une fonction d'une variable complexe peut être approchée par une séquence defonctions rationnelles sur un compact du plan complexe (théorème de Runge [Rud87,page 272]). Par suite, cela permet de considérer que la perte de généralité introduitepar la restriction à des fonctions rationnelles n'est pas importante.Théorème 5.2.1 Soit � la matrice introduite dans la dé�nition 5.2.1. Alors il existe 4fonctions de transfert W1, W2, W3 et W4 de RHn�n1 , la première étant inversible, tellesque : � = " W1(j!) W2(j!)W4(j!) W3(j!) #� " �I 00 I # " W1(j!) W2(j!)W4(j!) W3(j!) # :Dans le cas où �11(j!) < 0, W4(j!) peut être choisie nulle.La démonstration se trouve en annexe de ce chapitre, section 5.8.2.5.3 Analyse des familles de systèmes linéaires station-nairesDans cette section, nous considérons l'analyse de familles de systèmes linéaires station-naires. Elle recouvre l'analyse des systèmes incertains (ou �/km analyse). Elle généralisela �/km analyse en deux points :� nous étudions le comportement entrée/sortie d'un système incertain de façon plus�ne et plus �exible que ne le fait l'analyse habituelle de la performance par véri�-cation de gabarits fréquentiels ;� nous introduisons une description plus �ne des incertitudes dynamiques. A titred'exemple, cela permet d'aborder les systèmes avec des retards purs incertains.5.3.1 ModélisationLes familles de systèmes linéaires stationnaires considérées sont générées par une inter-connexion d'opérateurs. L'interconnexion est décrite par un opérateur linéaire stationnairecausal : M(s) = " Mqp(s) Mqw(s)Mzp(s) Mzw(s) # :



160 Chapitre 5 Approche unifiée de l'analyse et de la commandeL'ensemble des sous systèmes est décrit par une famille de modèles� dont la transforméede Laplace est �(s). Le système interconnecté s'écrit donc :" q(s)z(s) # = " Mqp(s) Mqw(s)Mzp(s) Mzw(s) # " p(s)w(s) # et p(s) = �(s)q(s): (5.4)Dans ce qui suit, la boucle interne du système, notée Mqp-�, est dé�nie par :q(s) = Mqp(s)p(s) et p(s) = �(s)q(s):L'interconnexion regroupe, dans le cas d'un système incertain, la partie � exactementdéterminée� du système. � modélise la part indéterminée (incertaine) du système et estcaractérisé par une propriété de type dissipativité.Plus précisément, �(s) est une matrice de fonctions de transfert de dimension n � nappartenant à l'ensemble� dé�ni par :� = f�(s) ��� �(s) �= diag (�i(s))goù �i appartient à une famille �i de modèles �i correspondant à l'une des classes sui-vantes :CTI1 : système linéaire stationnaire à une entrée et une sortie, répété ;CTI2 : système linéaire stationnaire à plusieurs entrées et/ou plusieurs sorties ;CTI3 : multiplication par un gain constant réel (répété) ;CTI4 : multiplication par une matrice constante réelleintroduites dans le tableau 2.1 du chapitre 2 (page 64). Dans la section 5.3.1.3, nousgénéraliserons les résultats obtenus pour inclure les sous éléments de la classe CTI7 (retardspurs). De plus, chaque�i(s) est caractérisé par des fonctionsXi, Yi et Zi deRLni�ni1 (avecXi(j!) = Xi(j!)� � 0 et Zi(j!) = Zi(j!)�) 7 de la manière suivante :pi(j!) = �i(j!)qi(j!) et " pi(j!)qi(j!) #� " Xi(j!) Yi(j!)Yi(j!)� Zi(j!) # " pi(j!)qi(j!) # � 0: (5.5)C'est une contrainte quadratique dans le domaine fréquentiel. � est ainsi caractérisé parl'inégalité quadratique suivante :p(j!) = �(j!)q(j!) et " p(j!)q(j!) #� " X(j!) Y (j!)Y (j!)� Z(j!) # " p(j!)q(j!) # � 0 (5.6)où X(j!) = diag (Xi(j!)) ; Y (j!) = diag (Yi(j!)) ; Z(j!) = diag (Zi(j!)) :D'autre part, �i(j!), Xi(j!), Yi(j!) et Zi(j!) peuvent avoir une structure spéciale,en fonction des classes auxquelles appartiennent les éléments�i de la famille�i. Cela estexposé dans le tableau 5.1 sauf pour la classe C7 qui est traitée à part.Dans ce tableau, pour les deux dernières classes, la propriété de dissipativité est décritepar des matrices/scalaires réels, indépendants de la fréquence.7. La condition Xi(j!) = Xi(j!)� � 0 assure la convexité de �. Cela se démontre de la même façonque le deuxième point abordé en début de chapitre 3.



Analyse des systèmes par multiplieurs dépendants 161classe structurede �i(j!) structure defXi(j!); Yi(j!); Zi(j!)g Si(j!) Gi(j!)CTI1 �i = g(j!)Ini " xi(j!)Ini yi(j!)Iniyi(j!)Ini zi(j!)Ini # Si(j!) 2 SC(ni) 0CTI2 �i = G(j!) " Xi(j!) Yi(j!)Yi(j!)T Zi(j!) # �i(j!)Ini�i(j!) 2 SC(1) 0CTI3 �i = �Ini " xiIni yiIniyiIni ziIni # Si(j!) 2 SC(ni) Gi(j!) 2 GC(ni)CTI4 �i = � " Xi YiYiT Zi # �i(j!)Ini�i(j!) 2 SC(1) �i(j!)Ini�i(j!) 2 GC(1)Tab. 5.1 � Propriétés des sous systèmes �i et des multiplieurs associés.caractérisation dé�nition de � fXi(j!); Yi(j!); Zi(j!)g marge de stabilitécône (c; r)c 2 R r 2 R+ �i 2 [c� r; c+ r] � �Ini cInicIni (r2 � c2)Ini � (c;pkir) et ki � 0intervalle (a; b)a; b 2 R �i 2 [a; b] � �2Ini (a + b)Ini(a+ b)Ini �2abIni � (a+ (1 � ki)(b � a); b)ou(a; b+ (1� ki)(a� b))intervalle (a;+1)a 2 R �i 2 [a;+1[ � 0ni IniIni �2aIni � (a+ (1� ki)b;+1)b 2 R+Tab. 5.2 � Incertitudes paramétriques réelles (classe CTI3 ).5.3.1.1 Systèmes linéaires stationnaires incertainsDans les catégories abordées dans le tableau 5.1, les classes CTI2 et CTI3 sont d'un intérêttout particulier. En e�et, la première est un modèle intéressant pour des incertitudes surla structure du modèle, le second pour des paramètres réels mal connus. Dans ce qui suit,nous quali�erons de systèmes linéaires stationnaires incertains les interconnexions de soussystèmes de classes CTI2 et CTI3 .Pour ces deux catégories, nous allons proposer plusieurs modèles Xi(j!), Yi(j!) etZi(j!) pour la caractérisation de �i en y associant une � taille� ki. Ce paramètre est unfacteur de mise à l'échelle qui permet de rétrécir ou d'accroître l'étendue de la famille�ià laquelle�i appartient. Son introduction nous permettra de dé�nir la marge de stabilité.A l'ensemble� est alors associé le vecteur : k� = h k1 : : : kr i.Nous considérons d'abord le cas où �i = �iIni avec �i un scalaire réel invariant dans letemps, c'est-à-dire une incertitude paramétrique. Les perturbations paramétriques réellessont décrites dans le tableau 5.2.



162 Chapitre 5 Approche unifiée de l'analyse et de la commandeConsidérons maintenant le cas où �i appartient à la classe CTI2 et modélise une incer-titude sur la structure du modèle. Nous cherchons à décrire la variation de l'incertitudede modèle �i avec la fréquence. Dans l'approche habituelle, cela est accompli par l'in-troduction de pondérations [DWS82]. Avec pi(j!) = �i(j!)qi(j!), plusieurs descriptionspossibles de �i sont proposées :� s'il existe des fonctions C, R, T de RLni�ni1 telles que :(p(j!)� C(j!)q(j!))�T (j!)�T (j!)(p(j!)� C(j!)q(j!))� q(j!)�R(j!)�R(j!)q(j!)alors Xi(j!) = �T (j!)�T (j!);Yi(j!) = T (j!)�T (j!)C(j!);Zi(j!) = R(j!)�R(j!) � C(j!)�T (j!)�T (j!)C(j!):Dans la suite, on le dénomme un secteur conique ou cône (C(j!), R(j!), T (j!)) 8(voir [SA81]). L'étendue de la famille associée peut être augmentée ou réduite enconsidérant l'intervalle (C(j!);pkiR(j!); T (j!)) où ki est un scalaire positif 9.� S'il existe des fonctions L, U , T de RLni�ni1 telles que :(p(j!)� L(j!)q(j!))�T (j!)�T (j!)(p(j!)� U(j!)q(j!)) � 0alors Xi(j!) = �2T (j!)�T (j!);Yi(j!) = T (j!)�T (j!)(L(j!) + U(j!));Zi(j!) = �L(j!)�U(j!)� U(j!)�L(j!):Dans la suite, on le dénomme un secteur intervalle (L(j!); U(j!); T (j!)). L'étenduede la famille associée peut être augmentée ou réduite en considérant l'intervalle(L(j!) + (1 � ki)(U(j!) � L(j!)); U(j!); T (j!)) ou l'intervalle (L(j!); U(j!) +(ki � 1)(U(j!) � L(j!)); T (j!)) avec ki un scalaire positif 10.� S'il existe des fonctions A , T de RLni�ni1 telles que A(j!)� = A(j!) et :p(j!)�T (j!)�T (j!)(p(j!)�A(j!)q(j!)) � 0alors Xi(j!) = 0ni ;Yi(j!) = T (j!)�T (j!);Zi(j!) = �2T (j!)�T (j!)A(j!):Dans la suite, on le dénomme un secteur semi-intervalle (A(j!); T (j!)). L'étenduede la famille associée peut être augmentée ou réduite en considérant le semi intervalle(A(j!) + (1� ki)B(j!); T (j!)) où B(j!) est positif et où ki est un scalaire positif.De la même façon, une grandeur ki peut être introduite pour les sous systèmes desclasses CTI1 et CTI4 . Les matrices Xi(j!), Yi(j!) et Zi(j!) dépendent alors linéairement deki.8. T (j!) est choisie inversible.9. Une extension possible est de considérer que ki est fonction de la fréquence. Cette remarque estvalable pour les autres cas.10. La manière d'introduire ki n'est évidemment pas unique.



Analyse des systèmes par multiplieurs dépendants 163jr(j!)jc(j!) a(j!)Fig. 5.5 � Incertitude �i(j!) de modèleUne interprétation graphique des propriétés de dissipativité précédentes est possibledans le cas où le bloc �i(s) est une fonction de transfert à une entrée et une sortie �i(s).Dans ce cas-là, la fonction T (j!) peut être prise égale à 1. �i(s) est dans un secteurconique (c(j!); r(j!); 1) si pour chaque fréquence !, le point �i(j!) est dans le plan deNyquist à l'intérieur du cercle de centre c(j!) et de rayon jr(j!)j (voir �gure 5.5). �i(s)est dans un secteur intervalle (l(j!); u(j!); 1) s'il est dans un secteur conique (12(l(j!) +u(j!)); 12(l(j!)�u(j!)); 1). En�n, �i(s) est dans un secteur semi intervalle si pour chaquefréquence !, la partie réelle de �i(j!) est plus que a(j!) (voir �gure 5.5).Ce mode de représentation des incertitudes sur la structure du modèle a été couram-ment admis à partir du début des années 80 [SA81, DWS82]. On peut s'interroger sursa pertinence. Il est manifeste que s'il permet de dé�nir une famille de modèles, celle-cisera en général une surfamille si nous considérons les incertitudes de structure que nouscherchons e�ectivement à modéliser. Cela vient du caractère très frustre de la modélisa-tion (cercle ou demi plan, voir la discussion précédente). Or ce mode de représentationest celui de �. La conséquence est que même si nous calculions exactement �, le résul-tat serait quand même approché par rapport à la famille de modèles physiques. Malgrétout, nous pensons que cette représentation est pertinente11 pour des familles de mo-dèles dynamiques. En e�et, elle se formule sous forme de contraintes quadratiques. Parlà-même, elle va nous permettre d'appliquer les outils proposés dans le chapitre 2 avecl'espoir d'obtenir des critères calculables. Elle mène donc à un bon compromis entre laprécision de la représentation et les objectifs pratiques de calculabilité. Nous verrons dansce qui suit (section 5.3.6 de ce chapitre) qu'il est possible de la ra�ner en combinantplusieurs contraintes quadratiques décrivant, par exemple, des demi plans ou des secteurs(la description d'incertitudes par des secteurs fréquentiels a été exploitée dans [TBL96]).5.3.1.2 Caractérisation d'incertitudes dynamiques complexesLes incertitudes dynamiques complexes sont des incertitudes pour lesquelles la carac-térisation précédente à l'aide d'un seul secteur peut être considérée comme trop grossière.Prenons l'exemple d'un tranfert incertain à une entrée et une sortie qui, pour une fré-quence ! donnée, peut être représenté dans le plan de Nyquist par la zone en noire (voir�gure 5.6, à gauche). Décrire cette incertitude par un secteur revient à l'approcher par undisque la contenant. On remarque que le disque englobe des points possibles qui ne fontpas partie de la zone noire. Par contre, on peut décrire cette zone comme l'intersection11. Et pas simplement parce que l'on n'en a pas trouvé de meilleure !
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Fig. 5.6 � Incertitude dynamique complexe pour une fréquence !d'un disque et de deux demi plans (voir �gure 5.6, à droite). La description ainsi obtenueest plus précise. De plus chaque zone peut être décrite par une propriété de dissipativité.Ce point est développé et étendu pour des transferts incertains à plusieurs entrées etplusieurs sorties dans les sections 5.3.6 et 5.19. Dans la section qui suit, nous mettonsen ÷uvre les idées sous jacentes pour la description de retards purs incertains par descontraintes quadratiques.5.3.1.3 Caractérisation de retards purs incertainsNous considérons maintenant le cas où � est un retard pur moins un gain unité. Nousallons nous attarder sur cet exemple car il est très illustratif de la méthodologie générale.En e�et, si nous appliquons une approche conventionnelle, type �, le critère obtenuserait indépendant de la valeur du retard (comme cela a été fait dans [CL95]). Cela vientdu fait que le problème est abordé à travers le théorème du petit gain [Zam66a] en notantque je�j�!j � 1. Notre approche est plus générale dans le sens où nous recherchons descontraintes quadratiques véri�ées par la transformée de Fourier des signaux aux bornesdu sous système et non simplement une propriété de gain 12.D'autre part, un retard est forcément un système à une entrée et une sortie (éventuelle-ment répété). Par suite, nous pouvons représenter la transformée de Fourier de sa fonctionde transfert dans le plan complexe. En plus d'être illustrative, cette caractéristique permetde construire une description entrée/sortie du retard basée sur des contraintes quadra-tiques par des considérations géométriques élémentaires. D'autre part, les retards sont desphénomènes très fréquents dans les systèmes. Il est donc important de les étudier.Pour le retard pur de transformée de Fourier e�j�!, nous allons considérer deux cas :� � est constant et compris entre 0 et �m ;� � est constant et appartient à un intervalle [�1; �2].Dans le premier cas, pour une fréquence donnée !, la représentation de e�j!� � 1 pour �compris entre 0 et �m dans le plan de Nyquist correspond à un arc de cercle comme celaest représenté �gure 5.7, à gauche. Une première approche est de considérer que cet arcest l'intersection du cercle de centre (�1; 0) et de rayon unité et du demi plan dé�ni par12. ou de positivité, le cas échéant.
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X ReIm�1 ���m!2 x

x

Im Re�1 � tan( �m!2 )Fig. 5.7 � Caractérisation par un cercle et une droite (à gauche) et un cercle et un disque(à droite)la droite passant par l'origine et d'angle ���m!2 avec l'axe des abscisses (voir �gure 5.7).En introduisant p(j!) = (e�j�! � 1)q(j!), nous avons donc d'une part une égalité liée aufait que l'arc est sur le cercle :" p(j!)q(j!) #� " 1 11 0 # " p(j!)q(j!) # = 0et d'autre part, on peut exprimer la position de l'arc par rapport à la droite pour ! 2]0; 2��m [ : Im(e�j�! � 1) � cotan(�m!2 )Re(e�j�! � 1):Cela donne alors :" p(j!)q(j!) #� " 0 cotan( �m!2 )� jcotan( �m!2 ) + j 0 # " p(j!)q(j!) # � 0:Pour ! � 2��m , l'arc de cercle se confond avec le cercle lui-même.Par suite, par application de la S procédure (théorème 2.3.3, page 55), e�j�! � 1 estcaractérisé, pour une fréquence ! donnée appartenant à l'intervalle ]0; 2��m [, par l'inégalitésuivante : 8�(!) 2 R;" p(j!)q(j!) #� " �(!) cotan( �m!2 )� j + �(!)cotan( �m!2 ) + j + �(!) 0 # " p(j!)q(j!) # � 0;et pour ! donné plus grand que 2��m par :8�(!) 2 R; " p(j!)q(j!) #� " �(!) �(!)�(!) 0 # " p(j!)q(j!) # � 0:Pour ! 2]0; 2��m [, sin( �!2 ) > 0, une forme alternative est donnée par :8�(!) 2 R; " p(j!)q(j!) #�M " p(j!)q(j!) # � 0;



166 Chapitre 5 Approche unifiée de l'analyse et de la commandeavec M = " �(!) sin( �m!2 ) cos( �m!2 ) + sin( �m!2 )(�(!) � j)cos( �m!2 ) + sin( �m!2 )(�(!) + j) 0 # :Une seconde approche est de considérer que cet arc est l'intersection du cercle de centre(�1; 0) et de rayon unité et du disque de centre (0;� tan( �m!2 )) et dont le bord passe parl'origine (voir �gure 5.7, à droite). Le fait que e�j�!�1 soit dans ce disque peut s'exprimerpour ! 2]0; ��m [ par l'inégalité suivante :�(ej!� � 1) + j tan(�m!2 )�� �(ej!� � 1) + j tan(�m!2 )� � tan(�m!2 )2;ce qui donne :8�(!) 2 R; " p(j!)q(j!) #� " �(!) � 1 �(!)� j tan( �m!2 )�(!) + j tan( �m!2 ) 0 # " p(j!)q(j!) # � 0:Pour ! 2] ��m ; 2��m [, l'arc est à l'extérieur du disque de centre (0;� tan( �m!2 )) et dont le bordpasse par l'origine. Par suite :8�(!) 2 R; " p(j!)q(j!) #� " �(!) � 1 �(!)� j tan( �m!2 )�(!) + j tan( �m!2 ) 0 # " p(j!)q(j!) # � 0:Considérons maintenant le cas où � est constant et dans un intervalle [�1; �2]. Comme
X

Im Re�1
Fig. 5.8 � Caractérisation par deux droites d'un retard dans un intervalleprécédemment, pour une fréquence!, la représentation dans le plan de Nyquist de e�j�!�1pour � compris entre �1 et �2 correspond à un arc de cercle (voir la �gure 5.8). Une premièreapproche est de considérer que cet arc est l'intersection du cercle de centre (�1; 0) et derayon unité, du demi plan dé�ni par la droite passant par l'origine et faisant un angle���2!2 avec l'axe des abscisses et du demi plan dé�ni par la droite passant par l'origine etfaisant un angle ���1!2 avec l'axe des abscisses (voir �gure 5.8). Par suite, en appliquant



Analyse des systèmes par multiplieurs dépendants 167comme précédemment la S procédure, e�j�! � 1 est caractérisé par, pour une fréquence! donnée appartenant à l'intervalle ]0; 2��2 [ :8�(!) 2 R; 8�(!) 2 R+;" p(j!)q(j!) #� " �(!) 
(j!) + �(!)
(j!)� + �(!) 0 # " p(j!)q(j!) # � 0;avec 
(j!) = cotan(�2!2 )� �(!)cotan(�1!2 )� (1� �(!))j;pour une fréquence ! donnée appartenant à l'intervalle ]2��2 ; 2��1 [ :8�(!) 2 R;" p(j!)q(j!) #� " �(!) �cotan( �1!2 ) + j + �(!)�cotan( �1!2 ) � j + �(!) 0 # " p(j!)q(j!) # � 0;pour ! donné plus grand que 2��1 par :8�(!) 2 R; " p(j!)q(j!) #� " �(!) �(!)�(!) 0 # " p(j!)q(j!) # � 0:De même, peut être obtenu un critère semblable au deuxième critère précédent, c'est-à-dire en remplaçant la délimitation de l'arc de cercle par des cercles au lieu de droites.Contrairement à tous les sous systèmes étudiés précédemment, un retard ne peutpas être {X(j!), Y (j!), Z(j!)} dissipatif. En e�et, dans les contraintes quadratiquesintroduites dans cette section pour le caractériser, la matrice X(j!) n'est pas forcémentdé�nie négative et la matrice Y (j!) n'est pas rationnelle. Cela vient du fait que nous avonsvoulu décrire assez précisément le retard. Une description plus frustre aurait consisté, pourune fréquence donnée, à rechercher le plus petit disque contenant l'arc décrit par le retard.Dans ce cas-là, le retard aurait été caractérisé par un ensemble convexe. Un ra�nementde la description nous a amené à tenir compte du fait que le retard décrit un arc, qui n'estalors pas convexe. La convexité est une propriété qui peut être utilisée pour démontrersimplement un théorème de séparation des graphes. Néanmoins, le théorème de séparationdes graphes présenté dans ce mémoire peut être étendu pour traiter une famille connexe(et pas forcément convexe) de sous systèmes. Ce point a été détaillé dans notre article[Sco97] 13 et sera rediscuté dans le suite de ce chapitre.
0

Une description par contraintes quadratiques (intégrales) assezsimilaire à la seconde que nous avons vue a été proposée pour un re-tard pris constant dans l'intervalle [0; �max] par Rantzer et Megretskydans [RM94b]. D'une part, ils ne proposent aucune démonstration(et référence) pour cette caractérisation.D'autre part, le théorème de séparation des graphes qu'ils proposentrequiert que si � véri�e une contrainte quadratique alors �� véri�eaussi cette intégrale quadratique pour tout � compris entre 0 et 1. Si nous reprenons lacaractérisation proposée dans [RM94b, page 3067] avec � = �1 et � = 0, nous avons� = � qui véri�e (� � 1)�(� � 1) � 1.13. reproduit en annexe de cette thèse, page 277



168 Chapitre 5 Approche unifiée de l'analyse et de la commande0 1Dans le plan complexe, cela correspond à ce que � soit hors du cerclede centre (1; 0) et de rayon 1. Il est aisé de trouver un � et � tel que�� ne soit pas hors de ce cercle et ne véri�e ainsi pas la condition. En-�n, ils travaillent sur des contraintes quadratiques intégrales. Dansle cas que nous considérons, à savoir des systèmes linéaires station-naires incertains, il est beaucoup plus simple de travailler sur descontraintes quadratiques : l'approche par contraintes intégrales esten e�et beaucoup plus complexe et dans le cas qui nous intéresse, injusti�ée du fait ducaractère linéaire stationnaire dans le temps du système considéré.Nous verrons dans la suite de ce chapitre un exemple numérique qui met en évidencel'intérêt de l'approche que nous proposons pour l'analyse de la stabilité des systèmes àretard.5.3.2 Paramétrisation des contraintes de dissipativité véri�éespar les sous systèmesComme cela a été expliqué dans le chapitre 2 et est fait dans le chapitre 3, nous allonsrechercher à caractériser l'ensemble des sous systèmes par une famille de contraintes qua-dratiques, paramétrisées par des transferts appartenant à des ensembles linéaires. Dansla première partie de cette section, nous considèrerons le cas des systèmes linéaires incer-tains. Dans la seconde, nous illustrerons comment cette paramétrisation peut être miseen ÷uvre sur des incertitudes plus complexes en considérant le cas des retards incertains.5.3.2.1 Systèmes linéaires stationnaires incertainsLa caractérisation des opérateurs linéaires � de la famille � par la contrainte qua-dratique (5.6) n'est pas unique. Considérer une seule surfamille pour englober la famille� peut mener à une description très frustre de celle-ci. Des informations importantes surles éléments � de � sont perdues :1. informations sur la structure de � : c'est une matrice bloc diagonale avec (éven-tuellement) des éléments répétés ;2. informations sur la nature de � : certains blocs �i consistent en la multiplicationpar un gain réel.A�n d'éviter (en partie) cette perte d'information, une paramétrisation des contraintesquadratiques véri�ées par les éléments � de la famille � est proposée. Une règle empi-rique pourrait être : � Plus le nombre de contraintes considérées est important, plus ladescription de� peut être précise�. Néanmoins, l'écueil de la surparamétrisation doit êtreévité. Introduire des paramètres supplémentaires sans apport d'information augmente lacomplexité des critères sans réduire leur conservatisme.A�n d'arriver à ce but, des fonctions S et G deRLn�n1 sont introduites [Doy82, Doy85,FTD91] 14. Toutes les deux apportent des informations sur la structure bloc diagonale avecdes blocs éventuellement répétés de �. De plus, les fonctions G donnent des informationssur le caractère réel de certains blocs répétés.14. Les références citées ne sont pas strictement adéquates. En e�et, dans ces articles, la stabilité de laboucle est étudiée pour une fréquence donnée. Par suite, S(j!) et G(j!) sont des matrices complexes etnon les valeurs de fonctions pour un ! donné.



Analyse des systèmes par multiplieurs dépendants 169Plus précisément, les fonctions S appartiennent à l'ensemble S(�) dé�ni par :S(�) = nS(j!) j S(j!) = S(j!)� > 0 et �(j!) = S(j!)�1=2�(j!)S(j!)1=2o :Les fonctions G appartiennent à l'ensembleG(�) dé�ni par, avec p(j!) = �(j!)q(j!) :G(�) = fG(j!) j p(j!)�G(j!)q(j!) + q(j!)�G(j!)�p(j!) = 0g :Les propriétés précédentes des fonctions S et G impliquent que :1. si�i appartient à la classe CTI2 (classe des systèmes linéaires stationnaires à plusieursentrées et plusieurs sorties) alors S(j!) est de la forme Di(j!) = di(j!)Ini avecdi(j!) une fonction scalaire et G(j!) est nulle ;2. si �i appartient à la classe CTI3 (classe des multiplications par un gain constantréel répété) alors S(j!) et G(j!) sont de la forme Di(j!) avec Di(j!) une fonctionmatricielle de dimension ni � ni et G(j!) = �G(j!)�.La structure de S et G est maintenant justi�ée.Multiplieur S(j!) : si�(j!) est plein alors pour tout transfert non nul �(j!),�(j!) =�(j!)�1�(j!)�(j!). Par suite, S(j!) = �(j!)2I. Si �(j!) = �(j!)I alors pour toutematrice de transfert inversibleW (j!),�(j!) =W (j!)�1�(j!)W (j!). Par suite, S(j!) =W (j!)�W (j!).Multiplieur G(j!) : considérons la multiplication par un gain répété �I, avec � =�R + j�I . Alors, l'égalité dé�nissant G mène à :� si �R 6= 0 et �I = 0 alors G(j!) = �G(j!)� ;� si �R = 0 et �I 6= 0 alors G(j!) = G(j!)�.Par suite, la condition G(j!) = �G(j!)� est impliquée par � réel.Le lemme suivant propose une paramétrisation (partielle) à l'aide des fonctions S etG des propriétés de dissipativité véri�ées par les éléments � de la famille�.Lemme 5.3.1 Supposons les éléments � de la famille � caractérisés par (5.6). Ils sontalors aussi caractérisés par les contraintes quadratiques :" p(j!)q(j!) #� " X(j!)S(j!) Y (j!)S(j!)+G(j!)Y (j!)�S(j!) + G(j!)� Z(j!)S(j!) # " p(j!)q(j!) # � 0 (5.7)pour toutes fonctions S appartenant à S(�) et G à G(�).Démonstration Avec p(j!) = �(j!)q(j!) et par dé�nition de S(j!) :�(j!) = S(j!)�1=2�(j!)S(j!)1=2:Alors, S(j!)1=2p(j!) = �(j!)S(j!)1=2q(j!). Par suite, les signaux S(j!)1=2p(j!) etS(j!)1=2q(j!) véri�ent l'inégalité quadratique (5.6). Comme S(j!) commute avec lesmatrices X(j!), Y (j!) et Z(j!) 15, nous avons :�0(p; q) = " p(j!)q(j!) #� " X(j!)S(j!) Y (j!)S(j!)Y (j!)�S(j!) Z(j!)S(j!) # " p(j!)q(j!) # � 0 (5.8)15.�(j!) et les matrices X(j!), Y (j!) et Z(j!) ont la même structure et S(j!) commute avec �(j!).



170 Chapitre 5 Approche unifiée de l'analyse et de la commandeDe plus, q(j!) et p(j!) véri�ent l'égalité suivante :p(j!)�G(j!)q(j!) + q(j!)�G(j!)�p(j!) = 0Cette égalité peut être réécrite comme :�1(p; q) = p(j!)�G(j!)q(j!) + q(j!)�G(j!)�p(j!) � 0 (5.9)�2(p; q) = p(j!)�G(j!)q(j!) + q(j!)�G(j!)�p(j!) � 0: (5.10)Comme �(j!) véri�e les trois inégalités (5.8) (5.9) et (5.10), pour tous scalaires positifs�1 et �2, l'inégalité suivante est véri�ée :�0(p; q) + �1�1(p; q)� �2�2(p; q) � 0ce qui est équivalent à (après un changement de notations (�1 � �2)G! G)" q(j!)p(j!) #� " X(j!)S(j!) Y (j!)S(j!) +G(j!)Y (j!)�S(j!) +G(j!)� Z(j!)S(j!) # " q(j!)p(j!) # � 0: 2Remarque : Si � est positive, c'est-à-dire si X(j!) = 0, Y (j!) = I et Z(j!) = 0, alors laparamétrisation se simpli�e de façon importante. En e�et, il n'y a plus qu'à rechercher une seulefonction M(j!) = S(j!) + G(j!) au lieu de rechercher deux fonctions S(j!) et G(j!). C'estl'approche adoptée par Safonov dans [SL93, LSC94].Nous allons donner une interprétation géométrique de la démonstration du lemme5.3.1 dans le cas où � est la multiplication par un gain constant � non répété comprisentre a et b. Dans le plan de Nyquist,� décrit un segment de droite sur l'axe des abscisses,comme cela est représenté sur la �gure 5.9. Dans ce cas-là, � est { �2, (a+ b), �2ab }dissipatif, ce qui exprime que :(� � a+ b2 )�(� � a+ b2 ) <  b� a2 !2 ;c'est-à-dire que � est dans le disque de centre (a+b2 ; 0) et de rayon b�a2 (voir �gure 5.9).Cela correspond à l'inégalité (5.8). De plus, dans ce cas-là, la matrice G est de la formej� avec � un scalaire réel. L'inégalité (5.9) se réécrit alors 2�Im(�) � 0. Admettons que� soit positif. Cela revient à indiquer que � est dans le demi plan supérieur (l'axe réelinclus). De même, l'inégalité (5.10) indique que � est dans le demi plan inférieur (l'axeréel inclus). Dans le cas d'un gain constant, la démonstration revient donc à indiquer que� est à la fois dans le disque de centre (a+b2 ; 0) et de rayon b�a2 , le demi plan supérieur etle demi plan inférieur (voir �gure 5.9).Une deuxième interprétation géométrique peut être obtenue en considérant l'inter-prétation des propriétés de dissipativité proposée dans la section 5.2.1 de ce chapitre.L'application de ce qui a été vu dans la section 5.2.1 montre que la paramétrisationproposée ci-dessus consiste à recouvrir le segment par une famille de cercles dont certainsreprésentants sont tracés sur la �gure 5.10. Une valeur particulière des fonctions S(j!)et G(j!) dé�nies précédemment correspond à un cercle recouvrant l'intervalle et dont le
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ReFig. 5.9 � Délimitation d'un intervalle [a; b]
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Fig. 5.10 � Recouvrement d'un intervalle [a; b] par des cercles



172 Chapitre 5 Approche unifiée de l'analyse et de la commandecentre est sur la médiatrice du segment. Cette interprétation géométrique a été à l'origined'une des premières bornes supérieure de � tenant compte du caractère réel des paramètres[Doy85]. Elle peut être retrouvée dans [CS92].Cette interprétation met en avant une manière géométrique simple d'obtenir des ca-ractérisations de type dissipativité. Nous avons suivi cette approche pour caractériser lesretards purs : les droites apparaissent alors comme des cercles de rayon in�ni.5.3.2.2 Retards pursLa caractérisation des retards obtenue précédemment est en fait déjà une premièreparamétrisation. Elle est basée sur l'introduction des fonctions �(j!) et �(j!). Nousexaminons maintenant le cas où les retards sont répétés, c'est-à-dire le cas où �(j!) =e�j�!In � In. Cette situation se produit quand il y a e�ectivement plusieurs retards demême valeur mais aussi quand il y a un nombre �ni de retards commensurables. En e�et,pour r un nombre entier, par application de l'opération de multiplication sur les LFTs(page 67), nous avons :e�jr�! = Fu0B@264 0 Ir�1 00 0 11 0 0 375 ;�1CA et � = e�j�!Ir (5.11)Pour obtenir la LFT associée faisant intervenir ~� = e�j�!Ir � Ir au lieu de �, il su�tde faire le produit de Redhe�er (voir section 2.8.1 de l'annexe du chapitre 2, page 67) laLFT (5.11) et la LFT : e�j�!Ir = Fu  " 0 IrIr Ir # ; (e�j�!Ir � Ir)! :L'opérateur e�j�!In � In est caractérisé pour une fréquence ! donnée appartenant àl'intervalle ]0; 2��m [ par : " p(j!)q(j!) #�M " p(j!)q(j!) # � 0;avecM = 24 W (j!) �cotan( �m!2 )� j�S(j!) +W (j!)�cotan( �m!2 ) + j�S(j!) +W (j!) 0 35et pour ! donné plus grand que 2��m par :8�(!) 2 R; " p(j!)q(j!) #� " W (j!) W (j!)W (j!) 0 # " p(j!)q(j!) # � 0;pour tout W (j!) = W (j!)�, det(W (j!)) 6= 0 et S(j!) = S(j!)� > 0.5.3.3 Analyse de la stabilitéAprès avoir caractérisé les sous systèmes par des contraintes quadratiques, nous propo-sons dans cette section des conditions de stabilité pour les sous systèmes caractérisés parune contrainte quadratique puis, dans un second temps, par une famille de contraintes.Les conditions proposées peuvent être véri�ées par la résolution d'un programme d'opti-misation convexe. Ce point est discuté dans la section 5.6, page 200.



Analyse des systèmes par multiplieurs dépendants 1735.3.3.1 Séparation des graphesNous commençons par donner une dé�nition précise de la notion de stabilité de Mqp-�. Dans cette section, nous essayons de véri�er que pour des étendues de familles de soussystèmes données, le système est e�ectivement stable. Par suite, les � tailles� associéesaux sous systèmes sont conventionnellement �xées à un : k� = h 1 : : : 1 i.Dé�nition 5.3.1 Le système Mqp-� est stable si l'opérateur " I �M�� I # a un inversede L2 dans L2 qui est de gain (norme induite L2) �ni.Le problème d'analyse de la stabilité consiste à véri�er la stabilité du système (5.4).Nous donnons ici une condition lorsque la famille� est caractérisée par une seule contraintequadratique.Théorème 5.3.1 Supposons que l'opérateur � appartienne à l'ensemble �. Il véri�edonc la contrainte quadratique (5.5). De plus, supposons que :� le nombre de pôles instables de M(s) et de �(s) est constant pour chaque �(s) dansl'ensemble � ;� chaque �(s) dans l'ensemble � a les mêmes pôles sur l'axe imaginaire ;� il existe un �0(s) dans l'ensemble � tel que le système bouclé soit stable ;Alors le système (5.4) est stable s'il existe un scalaire strictement positif � tel que pourtout ! appartenant à R, nous avons :" Mqp(j!)I #� " Z(j!) Y (j!)�Y (j!) X(j!) # " Mqp(j!)I # � ��(Mqp(j!)�Mqp(j!) + I)Nous proposons une démonstration directe très simple, basée sur un théorème proposépar Lehtomaki et al. dans [LSA81]. Elle repose sur le critère de Nyquist. Un résultatcomparable peut être trouvé chez [GS95].DémonstrationSupposons que les hypothèses du théorème (5.3.1) soient remplies mais qu'il existeun élément � tel que le système en boucle fermée Mqp-� est instable. Supposons que(I ��Mqp)�1 soit instable.Le système en boucle fermée Mqp-�0 étant stable, il existe alors un scalaire � 2 [0; 1]et un ! 2 R tels que :det(I � (1� �)�0(j!)Mqp(j!)� ��(j!)Mqp(j!)) = 0:Comme la contrainte quadratique (5.6) dé�nit � comme un ensemble convexe de �,~�(j!) = (1� �)�0(j!) + ��(j!) 2�:De plus, il existe un signal p(j!) tel que :(I � ~�(j!)Mqp(j!))p(j!) = 0:



174 Chapitre 5 Approche unifiée de l'analyse et de la commandeSoit q(j!) = Mqp(j!)p(j!). Par hypothèse, il existe un scalaire strictement positif �tel que " p(j!)q(j!) #� " X(j!) + �I Y (j!)Y (j!)� Z(j!) + �I # " p(j!)q(j!) # � 0Mais, l'équation précédente implique que : p(j!) = ~�(j!)q(j!) et ~� est caractériséepar la contrainte quadratique (5.6) :" p(j!)q(j!) #� " X(j!) Y (j!)Y (j!)� Z(j!) # " p(j!)q(j!) # � 0:Nous obtenons donc une contradiction entre les deux contraintes quadratiques précé-dentes. Par suite, (I � �Mqp)�1 est stable. Le même raisonnement peut être fait pour(I �Mqp�).Par suite, le système en boucle fermée Mqp-� est stable pour chaque � appartenantà l'ensemble�.Le bien posé peut être démontré en remarquant qu'il su�t, comme cela est expliquédans la démonstration du lemme 3.2.1 du chapitre 3, de montrer que les parties sansmémoire de Mqp (Mqp(j1)) et de � (�(j1)) sont telles que :det(I �Mqp(j1)�(j1)) 6= 0:Cela est démontré par l'absurde, comme précédemment pour la stabilité. 2Ce résultat peut être généralisé sous deux aspects :1. un ensemble� de � plus général : la contrainte X � 0 assure la convexité de l'en-semble des � considérés. La démonstration précédente se base sur cette propriété.Néanmoins, elle se généralise aisément pour un ensemble � qui ne serait plus queconnexe. La ligne reliant �0 à � est alors remplacée par une courbe connexe. De cefait, la caractérisation des retards introduite précédemment peut être utilisée. Ene�et, l'arc de cercle sur lequel se trouve la transformé de Fourier du retard dans leplan de Nyquist est connexe, pas convexe. De plus, le transfert associé à un retardn'est pas rationnel. Le critère de Nyquist conventionnel ne s'applique donc pas. Ilfaut en fait appliquer une généralisation du critère de Nyquist qui est proposée parDesoer et Wang [DW80]. Pour plus de détails, se reporter à notre article [Sco97],reproduit en annexe page 277.2. un nombre de pôles instables di�érent pour di�érents � en se basant sur l'approcheproposée par [PF85] qui utilise à la fois le critère de Nyquist et le critère de Nyquistinverse. Elle est basée sur le fait que quand un pôle passe du demi plan de droiteà celui de gauche, un encerclement supplémentaire apparaît, maintenant ainsi lastabilité du système bouclé.5.3.3.2 Séparation des graphes et paramétrisationPour une surfamille donnée, nous avons vu comment véri�er la stabilité de la bouclefermée. Nous allons maintenant mettre à pro�t la paramétrisation des surfamilles propo-sées précédemment (dé�nie par un ensemble de contraintes quadratiques) dans le théo-rème (5.3.1). L'idée est de rechercher une surfamille pour laquelle le théorème précédentpermettrait de conclure à la stabilité du système bouclé.



Analyse des systèmes par multiplieurs dépendants 175Le théorème (5.3.1) est donc combiné avec le lemme (5.3.1) pour obtenir le théorèmesuivant :Théorème 5.3.2 Soit l'opérateur � véri�ant les hypothèses du théorème (5.3.1). Alorsle système (5.4) est stable s'il existe une fonction S appartenant à S(�), une fonction Gappartenant à G(�) et un scalaire strictement positif � tels que pour tout ! appartenantà R : " Mqp(j!)I #�M " Mqp(j!)I # � ��(Mqp(j!)�Mqp(j!) + I)M = " Z(j!)S(j!) Y (j!)�S(j!) + G(j!)�Y (j!)S(j!)+G(j!) X(j!)S(j!) # (5.12)Pour résumer, démontrer la stabilité du système incertain (5.4) se réduit à trouverdeux fonctions S(j!) et G(j!) telles que la condition (5.12) du théorème précédent soitvéri�ée.Lien avec les approches classiques de la robustesse : En prenant X(j!) = �I,Y (j!) = 0 et Z(j!) = I, la borne supérieure de � proposée par Fan, Tits et Doyle[FTD91] est obtenue. En posant X(j!) = 0, Y (j!) = I et Z(j!) = 0, nous obtenons laformulation de l'approche par les multiplieurs de Popov généralisés proposés par Safonov[SL93, LSC94, LCGS95]. Notre formulation permet donc d'uni�er les deux approches,tout en permettant des extensions peu envisageables avec les deux formulations classiques(voir les retards).5.3.3.3 Exemple numérique : les retardsUn exemple numérique simple va nous permettre de comparer le conservatisme ducritère proposé avec un critère proposé récemment dans la littérature et basé sur un typeparticulier de fonction de Lyapunov [NDD96]. Pour cela, nous considérons la fonction detransfert H(s) : H(s) = !20s(s2 + 2�0!0s+ !20)avec !0 = 2 et �0 = 0; 8 qui est bouclée négativement sur elle-même. Un retard pur estprésent à l'entrée du système. Le but est d'évaluer la valeur maximale du retard que lesystème bouclé peut supporter sans être déstabilisé.Il est possible, dans ce cas-là, de déterminer de façon précise la marge de retard puisquele transfert est à une entrée et une sortie. La marge de retard obtenue est de 0; 8797.L'application de la méthode décrite dans [NDD96] estime le retard admissible à moins de0; 3. Pour appliquer le critère de stabilité basé sur la première caractérisation proposéedans la section 5.3.1.3, un échantillonnage fréquentiel est utilisé. Dans ce critère, la partiecorrespondant au cercle va être modi�ée pour correspondre à une couronne d'épaisseur2�. Par suite, il se réécrit pour une fréquence ! donnée appartenant à l'intervalle ]0; 2��m [de la façon suivante : 8�(!) 2 R;" p(j!)q(j!) #� " �(!) cotan( �m!2 )� j + �(!)cotan( �m!2 ) + j + �(!) ��(!) # " p(j!)q(j!) # � 0:Fréquence par fréquence, nous faisons une recherche linéaire sur le paramètre �m, avecpour chaque itération la résolution d'un problème LMI de faisabilité (voir section 2.3.4.1,
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sFig. 5.11 � Système bouclé et Nyquist du transfert H(j!)page 57). Pour cela, nous utilisons l'interface Scilab LMITOOL [NDG95] du code de calculSP [VB96]. La marge de retard alors obtenue est comprise entre 0; 87 et 0; 88.5.3.4 Analyse des marges de stabilitéNous recherchons la plus grande déformation des familles de sous systèmes qui n'en-traîne pas la déstabilisation du système interconnecté. La manière dont nous déformonsces familles est décrite par le vecteur k� de ki associé à l'opérateur � du système boucléMqp-�. Il admet deux types de composantes : soit ki = 1, soit ki = kmarge où kmarge est unscalaire positif. Cela revient à �xer l'étendue des familles de certains sous systèmes alorsque d'autres sont au contraire déformées. Nous avons maintenant tous les éléments pourproposer une dé�nition de la marge de stabilité.Dé�nition 5.3.2 La marge de stabilité du système Mqp-� avec le vecteur de tailles as-socié k� dé�ni comme ci dessus est le plus grand kmarge tel que le système bouclé Mqp-�soit stable avec � étendu par le vecteur k�.Cette dé�nition de la marge de stabilité peut être reliée aux notions classiques de �/km,� et de marge unilatérale. Nous considérons un système Mqp-� avec � appartenant à uncône (0; I; I) et avec k� = h kmarge : : : kmarge i : (5.13)Dans ce cas-là, la dé�nition 5.3.2 se simpli�e en la dé�nition de km ou 1=�. Considéronsmaintenant un système Mqp-� avec � un cône (0; I; I) et avec k� dont les composantessont soit égales à 1, soit à kmarge. Dans ce cas-là, nous retrouvons la dé�nition de 1=�[FT92]. En�n, si � est dans un intervalle (0; I) et si k� est dé�ni par l'équation (5.13)alors la dé�nition 5.3.2 se réduit à celle de la marge de stabilité unilatérale [TSC92].La résolution exacte de ces problèmes a été démontrée NP di�cile. Par suite, nousproposons une borne inférieure numériquement abordable du kmarge. Elle est basée sur lethéorème 5.3.2.Pour cela, les matrices X(j!), Y (j!) et Z(j!) caractérisant � peuvent être décom-posées de la manière suivante :" X(j!) Y (j!)Y (j!)� Z(j!) # = " X0(j!) Y0(j!)Y0(j!)� Z0(j!) #+ kmarge " Xk(j!) Yk(j!)Yk(j!)� Zk(j!) #



Analyse des systèmes par multiplieurs dépendants 177Théorème 5.3.3 Une borne supérieure kmarge sur la marge de stabilité est donnée par larésolution du problème suivant :minimiser kmarge�1S(j!) 2 S(�); G(j!) 2 G(�)contraints par kmarge�1B(j!)�A(j!) � 0B(j!) > 0 (5.14)avecB(j!) = � " Mqp(j!)I #� " Z0(j!)S(j!) Y0(j!)�S(j!) +G(j!)�Y0(j!)S(j!)+G(j!) X0(j!)S(j!) # " Mqp(j!)I #A(j!) = " Mqp(j!)I #� " Zk(j!)S(j!) Yk(j!)�S(j!)Yk(j!)S(j!) Xk(j!)S(j!) # " Mqp(j!)I #Remarque : La condition B > 0 assure que pour tout kmarge = 0, le systèmeMqp-� est stable :elle correspond donc à l'hypothèse de stabilité nominale.Le problème d'optimisation du théorème précédent est un problème LMI de minimi-sation de la valeur propre généralisée maximale (voir page 57).5.3.4.1 Exemple numérique -�- 1s2+2�0!0s+!20RkFig. 5.12 � Système bouclé à analyserNous allons étudier la stabilité du système bouclé représenté sur la �gure 5.12 pourdes variations de l'amortissement �0 et de la fréquence de résonance !0, le gain k étant�xé à �1. Par application du critère de Routh-Hurwitz [BDR+96], le système est stablesi �0 et !0 sont positifs et véri�ent : �0 > 12!30 :Dans ce cas-là, nous connaissons donc le domaine de stabilité dans l'espace (!0; �0) desparamètres. Il est représenté sur la �gure 5.13. Nous allons étudier ce domaine en mettanten ÷uvre les outils d'analyse de la robustesse. Pour appliquer les outils de � analyse, lesparamètres !0 et �0 doivent être normalisés :!0 = !n + !g�! avec j�!j � 1�0 = �n + �g�� avec j��j � 1:
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Fig. 5.13 � Domaine de stabilité avec !0 en abscisse et �0 en ordonnéePour � isoler� �! et �� du reste du système, ce dernier est mis ensuite sous la forme :q(s) = Mqp(s)p(s) et p(s) = �(s)q(s):avec Mqp(s) = 264 0 !g �g0 0 00 0 0 375+ ks�(s+k)d(s)sd(s)(d(s)�k) 264 2�ns+ !n1s 375 h !g !n!g !n�g id(s) = s2 + 2�n!ns+ !2net � = 264 �! 0 00 �! 00 0 �� 375 :La forme obtenue est assez compliquée malgré la simplicité de l'exemple. Si nous sortons�0 et !0 sans normaliser comme le permet notre approche, nous obtenons :Mqp(s) = 2666664 0 1 11s2 �s3+ks2+ks3�k 0 02s �s3+ks2+ks3�k 0 0 3777775 et �(s) = 264 !0 0 00 !0 00 0 �0 375Notre formulation permet, incontestablement, de simpli�er l'étape de mise en forme.Nous considérons maintenant le problème suivant : quel est le plus grand kmarge telque pour les paramètres !0 et �0 appartenant aux intervalles [8 + 2(1 � kmarge); 10] et[0; 1 + 0; 2(1 � kmarge); 0; 3] (voir la dé�nition de ces intervalles dans le tableau 5.2, page5.2). Pour kmarge = 1, nous avons les intervalles nominaux dont les quatre sommets sontreprésentés par des étoiles de la �gure 5.13. Nous cherchons donc à �étendre vers lebas� le rectangle ainsi formé. Ce problème ne peut pas être abordé directement par lesoutils de � classique. Dans ce cadre-là, il nécessiterait la résolution d'une série de mini-misations de la valeur propre généralisée maximale. Notre approche permet de résoudrece problème par la résolution d'un seul problème de minimisation de la valeur propregénéralisée maximale. Pour cela, le problème d'optimisation (5.14) est programmé pourêtre résolu numériquement par le solveur de valeur propre généralisée maximale de laboîte à outils commerciale LMI Control Toolbox [NG94, GNLC95]. Le problème est ré-solu � fréquence par fréquence�. Pour une fréquence !, une valeur k(!) est déterminée ;
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Fig. 5.14 � Tracé de k en fonction de la fréquence avec un zoom à droite pour ! 2 [7; 8]kmarge est obtenu alors comme la valeur minimale de k(!) sur l'ensemble des fréquences.Pour ! = 0, k(0) est égal à 5 � 105. Les valeurs de k(!) pour les autres fréquences sontreprésentées sur la �gure 5.14.Le kmarge obtenu est égal à 1; 49. Cela correspond sur la �gure 5.13 au rectangle entrait plein.Un autre exemple d'application peut être trouvé dans l'article [FSF96] (reproduit enannexe, page 271).5.3.5 Analyse de la performance et des marges de performanceComme nous l'avions fait dans le chapitre 3, la performance est mesurée par unepropriété de dissipativité. La question est donc de savoir si pour des familles de soussystèmes de dimension �xée, le système interconnecté est bien {Xperf (j!), Yperf (j!),Zperf (j!)} dissipatif.Théorème 5.3.4 Supposons que l'opérateur � appartienne à l'ensemble �. Il véri�edonc la contrainte quadratique (5.5). De plus, supposons que :� le nombre de pôles instables de M(s) et de �(s) est constant pour chaque �(s) dansl'ensemble � ;� chaque �(s) dans l'ensemble � a les mêmes pôles sur l'axe imaginaire ;� il existe un �0 dans l'ensemble � tel que le système bouclé soit stable ;Alors le système (5.4) est fXperf (j!); Yperf (j!); Zperf (j!)g dissipatif s'il existe un scalairestrictement positif � tel que pour tout ! appartenant à R, nous avons :" M(j!)I #�M " M(j!)I # � ��(M(j!)�M(j!) + I) (5.15)avec M = PTMdiag " Z(j!)S(j!) Y (j!)�S(j!) +G(j!)Y (j!)S(j!) +G(j!)� X(j!)S(j!) # ; � � �� � � � " Xperf (j!) Yperf (j!)Yperf (j!)� Zperf (j!) #!PM



180 Chapitre 5 Approche unifiée de l'analyse et de la commandeDémonstrationComme pour la démonstration du théorème 3.2.1 du chapitre 3, nous allons procéderen deux étapes :1. Le système est supposé stable et bien posé : quelles conditions impliquent qu'il estfXperf (j!); Yperf (j!); Zperf (j!)g dissipatif?2. Les conditions obtenues garantissent-elles la stabilité et le bien posé? Cela est véri�éen appliquant le théorème 5.3.2.Le système est supposé stable. La transformée de Fourier du système s'écrit :" q(j!)z(j!) # = " Mqp(j!) Mqw(j!)Mzp(j!) Mzw(j!) # " p(j!)w(j!) #p(j!) = �(j!) q(j!):Le système sera fXperf (j!); Yperf (j!); Zperf (j!)g dissipatif si pour l'ensemble des signauxp(j!), q(j!) et w(j!) tels que :" q(j!)p(j!) #� " X(j!)S(j!) Y (j!)S(j!) +G(j!)Y (j!)�S(j!) +G(j!)� Z(j!)S(j!) # " q(j!)p(j!) # � 0et " q(j!)z(j!) # = " Mqp(j!) Mqw(j!)Mzp(j!) Mzw(j!) # " p(j!)w(j!) # ;nous avons : " z(j!)w(j!) #� " Xperf (j!) Yperf (j!)Yperf (j!)� Zperf (j!) # " z(j!)w(j!) # � 0:Par application de la S procédure (voir section 2.3.2, page 52), ceci est vrai si l'inégalité(5.15) est véri�ée.De plus, la condition (5.15) implique la condition (5.12) du théorème (5.3.2). Par suite,le système est stable et bien posé. 2Par analogie entre la condition (5.15) du théorème précédent et la condition (5.12)du théorème 5.3.2, une spéci�cation de performance peut être traitée comme un blocd'incertitude �ctif qui serait {�Zperf (j!), �Yperf(j!)�, �Xperf (j!)} dissipatif. Par suite,la généralisation de la notion de marge de stabilité à celle de marge de performanceet son estimation suit ce qui est proposé dans la section 5.3.4. Nous allons ici simple-ment considérer le problème de la marge optimale de performance. Il s'agit de trouverle plus grand k tel que le système soit {�Xp0(j!) + kXpk(j!)�, �Yp0(j!) + kYpk(j!)�,�Zp0(j!) + kZpk(j!)�} dissipatif, Xp0(j!), Xpk(j!), etc ... étant �xés.Nous avons alors le résultat suivant.Théorème 5.3.5 Une borne supérieure kmarge sur la marge de performance optimaleest donnée par la résolution du problème de minimisation de valeur propre généraliséemaximale suivant : minimiser kmarge�1S(j!) 2 S(�); G(j!) 2 G(�)contraints par kmarge�1B(j!)�A(j!) � 0B(j!) > 0 (5.16)



Analyse des systèmes par multiplieurs dépendants 181avecB(j!) = " Mqp(j!)I #�M(j!) " Mqp(j!)I # ;M(j!) = 26664 �Z(j!)S(j!) 0 �Y (j!)�S(j!)� G(j!)� 00 Xp0(j!) 0 Yp0(j!)�Y (j!)S(j!)�G(j!) 0 �X(j!)S(j!) 00 Yp0(j!)� 0 Zp0(j!) 37775 ;A(j!) = " Mzp(j!) Mzw(j!)0 I #� " �Xpk(j!) �Ypk(j!)�Ypk(j!)� �Zpk(j!) # " Mzp(j!) Mzw(j!)0 I # :Le théorème 5.3.3 avait permis d'évaluer la plus grande déformation de la famille desincertitudes décrite par le vecteur k�. Le théorème 5.3.5 essaie d'évaluer la plus grande�marge de performance� que véri�e un système pour une taille de familles d'incertitudes�xée.5.3.6 Recherche de la plus petite propriété de dissipativité pourun système interconnectéDans cette section, nous considérons un système linéaire in-certain avec pour signaux d'entrée w(j!) de Cnw et de sortiez(j!) de Cnz . Comme précédemment, les résultats s'étendent di-rectement aux interconnexions comprenant des sous systèmes declasses CTI1 , CTI4 et C7. Le but recherché dans cette section estillustré par l'exemple d'un système incertain à une entrée, unesortie. Pour une fréquence donnée !, peuvent être tracés dans leplan de Nyquist, les points correspondant à l'ensemble des trans-ferts de cette fonction. Par exemple, la zone grise représentée sur la �gure ci-contre peutêtre obtenue. La question est la suivante : comment caractériser le plus �nement possiblecette zone par une ou plusieurs contraintes quadratiques de la forme :" z(j!)w(j!) #� " Xp(j!) Yp(j!)Yp(j!)� Zp(j!) # " z(j!)w(j!) # � 0:Les contraintes quadratiques dé�nissent des zones du plan complexe délimitées par uncercle ou des droites. Il est donc naturel de rechercher le plus petit cercle qui contientla zone décrite par le transfert incertain, la plus petite bande horizontale, verticale, leplus petit secteur le contenant, etc... Cela est représenté sur la �gure précédente. Nousconsidérons d'abord le cas où Xp < 0.5.3.6.1 Cas où Xp < 0 (Cône)La question qui est abordée dans cette section est la suivante :�Quelle est la plus petite propriété de fXp(j!); Yp(j!); Zp(j!)g dissipativité que véri�ele système linéaire stationnaire incertain, avec Xp(j!) dé�nie négative?�
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Fig. 5.15 � Encadrement d'un transfert incertain par un cercleLe problème principal est de dé�nir la taille de la propriété de {Xp(j!), Yp(j!),Zp(j!)}dissipativité. Nous proposons la formalisation suivante.Si le système est fXp(j!); Yp(j!); Zp(j!)g dissipatif, les signaux à ses bornes véri�ent :" z(j!)w(j!) #� " Xp(j!) Yp(j!)Yp(j!)� Zp(j!) # " z(j!)w(j!) # � 0;Après complétion des carrés et en introduisant :zc(j!) = �Xp(j!)�1Yp(j!)w(j!) et R(j!)�R(j!) = Zp(j!)� Yp(j!)�Xp(j!)�1Yp(j!);nous avons :(z(j!)� zc(j!))�(�Xp(j!))(z(j!)� zc(j!)) � w(j!)�R(j!)�R(j!)w(j!): (5.17)Si le système H(j!) est un système à une entrée, une sortie alors sa fonction de transfertpeut être décomposée en partie réelle et partie imaginaire. L'inégalité précédente dé�nitdonc dans le plan complexe un cercle contenant la représentation de la fonction de transfertà la fréquence !. L'interprétation est moins claire dans le cas où H(j!) est une fonction detransfert à plusieurs entrées et plusieurs sorties. Pour aborder ce problème, nous proposonsune approche basée sur le graphe de la fonction de transfert. La question est : pour unsignal d'entrée w, quels sont les signaux de sortie z dé�nis par l'inégalité de dissipativité?Pour cela, les signaux et matrices sont décomposés en partie réelle (identi�ée parl'indice R) et partie imaginaire (identi�ée par l'indice I). Chaque terme de l'inégalité 5.17étant un scalaire complexe hermitien, il est réel. Dans ce qui suit, la dépendance en !est omise pour alléger les notations. L'inégalité précédente se réécrit alors de la façonsuivante : " zR � zcRzI � zcI #T P " zR � zcRzI � zcI # � 1avecP = 1" wRwC #T " (Zp � Y �p X�1p Yp)R (Zp � Y �p X�1p Yp)I�(Zp � Y �p X�1p Yp)I (Zp � Y �p X�1p Yp)R # " wRwC # " �XpR �XpIXpI �XpR # :Pour un signal d'entrée �xé w(j!) 6= 0 à la fréquence !, le signal z pour cette fréquencedonnée appartient ainsi à l'ellipsoïde :EP = fz j (z � zc)TP(z � zc) � 1g:



Analyse des systèmes par multiplieurs dépendants 183L'intérêt des relations de dissipativité est de relier entre eux signaux d'entrée et de sortie :nous travaillons ainsi sur le graphe du système. En faisant cela, il est possible d'appliquertout ce qui précède au cas de systèmes non linéaires et non stationnaires véri�ant unepropriété de dissipativité.Conventionnellement, la taille de la propriété de dissipativité peut être évaluée fré-quence par fréquence, en prenant pour mesure la taille de l'ellipsoïde EP associé. Unsecond problème surgit alors : comment mesurer la taille d'un ellipsoïde? Deux mesuressont classiquement considérées. La première consiste en le volume de celui-ci, la secondeen la somme des carrés des longueurs des demi axes : la première est proportionnelle auproduit des valeurs propres de P�1, la seconde égale à leur somme.Nous allons donc essayer d'obtenir dans un premier temps la propriété de dissipativitéminimisant det(P�1) puis dans un second temps, celle qui minimise trace(P�1).Mesure par le volume: considérons la première mesure de la taille de l'ellipsoïde. Levolume associé à cet ellipsoïde est donné par [BEFB94] :vol(EP )2 = � det(P�1)où � est un scalaire constant fonction de la dimension du vecteur z. Le logarithmenépérien du volume de l'ellipsoïde s'écrit donc :log(vol(EP)2) = log(�) + log0@det0@" �XpR �XpIXpI �XpR #�11A1A + ::::::+ 2nz log0@" wRwC #T " (Zp � Y �p Xp�1Yp)R (Zp � Y �p Xp�1Yp)I�(Zp � Y �p Xp�1Yp)I (Zp � Y �p Xp�1Yp)R #" wRwC #1AAvec �max, valeur propre maximale de la matrice :" (Zp � Y �p Xp�1Yp)R (Zp � Y �p Xp�1Yp)I�(Zp � Y �p Xp�1Yp)I (Zp � Y �p Xp�1Yp)R # ;il peut être approché par :log(vol(EP)2) � log(�) + 2nz 0@log0@" wRwC #T " wRwC #1A+ log(�max)1A+ ::::::+ log0@det0@" �XpR �XpIXpI �XpR #�11A1AEn remarquant que log(�max) � �max, nous pouvons essayer d'approcher la minimisa-tion du volume de l'ellipsoïde EP en minimisant :2nz�max + log0@det0@" �XpR �XpIXpI �XpR #�11A1Aavec �maxI � " (Zp � Y �p Xp�1Yp)R (Zp � Y �p Xp�1Yp)I�(Zp � Y �p Xp�1Yp)I (Zp � Y �p Xp�1Yp)R # ;



184 Chapitre 5 Approche unifiée de l'analyse et de la commandec'est-à-dire, après un complément de Schur :2666664 ZpR Y �p R ZpI Y �p IYpR XpR YpI XpI� ZpI �Y �p I ZpR Y �p R�YpI �XpI YpR XpR 3777775 � �max 2666664 I 0 0 00 0 0 00 0 I 00 0 0 0 3777775Aux contraintes précédentes, il faut évidemment ajouter celles qui assurent que le systèmeest e�ectivement { Xp(j!), Yp(j!), Zp(j!) } dissipatif, à savoir la contrainte (5.15) duthéorème 5.3.4. La majoration précédente permet d'obtenir un ellipsoïde � sous optimal�.Ce problème convexe appartient à la classe de problèmes LMIs de maximisation dedéterminant sous contraintes LMIs (voir la section 2.3.4.1 du chapitre 2, page 57).Mesure par la somme des carrés des longueurs des demi axes : une autre façonde contraindre l'ellipsoïde à avoir une taille faible est de minimiser la somme des carrés deslongueurs des demi axes. Cela revient à minimiser la trace de la matrice P�1, c'est-à-direla trace de la matrice :" wRwC #T " (Zp � Y �p Xp�1Yp)R (Zp � Y �p Xp�1Yp)I�(Zp � Y �p Xp�1Yp)I (Zp � Y �p Xp�1Yp)R # " wRwC # " �XpR �XpIXpI �XpR #�1 :Ce problème peut être approché par la minimisation de la trace de la matrice �max� où�max et � sont deux variables telles que :�maxI > " (Zp � Y �p Xp�1Yp)R (Zp � Y �p Xp�1Yp)I�(Zp � Y �p Xp�1Yp)I (Zp � Y �p Xp�1Yp)R # ;264 � II " XpR XpI�XpI XpR # 375 > 0:Pour un �max �xé, les contraintes ci-dessus sont linéaires en les variables. La méthodede résolution suggérée consiste donc à combiner une recherche sur le paramètre �max avecune résolution de problèmes LMIs.Tous les résultats précédents sont résumés dans le théorème suivant.Théorème 5.3.6 Soit un système incertain dé�ni par :z(j!) = Fu (M(j!);�(j!)) ;avec �(j!) qui véri�e les contraintes pour p(j!) = �(j!)q(j!) :" p(j!)q(j!) #� " X(j!)S(j!) Y (j!)S(j!) +G(j!)Y (j!)�S(j!)� +G(j!)� Z(j!)S(j!) # " p(j!)q(j!) # � 0avec S(j!) et G(j!) dé�nis dans la section 5.3.2. Alors la plus petite des propriétés defXp(j!); Yp(j!); Zp(j!)g dissipativité peut être approchée pour une fréquence donnée !



Analyse des systèmes par multiplieurs dépendants 185par la résolution de l'un des deux problèmes suivants :1. Minimisation de volume :minimiser 2nz�max(!) + log0@det0@" �Xp(j!)R �Xp(j!)IXp(j!)I �Xp(j!)R #�11A1Asur les variables S(j!); G(j!);Xp(j!); Yp(j!); Zp(j!); �max(!);sous les contraintes" Zp(j!) Yp(j!)�Yp(j!) Xp(j!) # � �max(!) " I 00 0 #" M(j!)I #�M " M(j!)I # � ��(M(j!)�M(j!) + I)avec M = PTMdiag " Z(j!)S(j!) Y (j!)�S(j!) + G(j!)Y (j!)S(j!)+ G(j!)� X(j!)S(j!) # ; � � �� � � � " Xp(j!) Yp(j!)Yp(j!)� Zp(j!) #!PM2. Minimisation de la somme des longueurs des demi axes :minimiser �max(!)trace(�(!))sur les variables S(j!); G(j!);Xp(j!); Yp(j!); Zp(j!);�(!); �max(!);
(!)sous les contraintes 16 :" Zp(j!) Yp(j!)�Yp(j!) Xp(j!) # � �max(!) " I 00 0 # ;264 �(!) II " Xp(j!)R Xp(j!)I�Xp(j!)I Xp(j!)R # 375 � 0;" M(j!)I #�M " M(j!)I # � ��(M(j!)�M(j!) + I);avec M = PTMdiag " Z(j!)S(j!) Y (j!)�S(j!) + G(j!)Y (j!)S(j!)+ G(j!)� X(j!)S(j!) # ; � � �� � � � " Xp(j!) Yp(j!)Yp(j!)� Zp(j!) #!PM:16. Notez que certaines contraintes sont complexes alors que d'autres sont réelles.



186 Chapitre 5 Approche unifiée de l'analyse et de la commande5.3.6.2 Cas où Xp = 0 (Demi-plans)Nous continuons à travailler sur le graphe du système. Pour un système f0; Yp(j!); Zp(j!)gdissipatif, les signaux à ses bornes véri�ent :" z(j!)w(j!) #� " 0 Yp(j!)Yp(j!)� Zp(j!) # " z(j!)w(j!) # � 0;soit en omettant la dépendance en fréquence :�T " zRzI #� � � 0;avec � = " YpR YpI�YpI YpR # " wRwI # ;� = �2 " wRwI #T " ZpR ZpI�ZpI ZpR # " wRwI # :La relation ci-dessus exprime que le point h zTR zTI iT représentant le signal de sortie zpour une entrée w est au dessus de l'hyperplan d'équation :�T " zRzI # = �:La direction de l'hyperplan est déterminée par le vecteur �.Bande : nous recherchons à encadrer l'ensemble des points z appartenant à la bandedé�nie par deux hyperplans de direction � �xée par la matrice Yp (�gure 5.16). Ils véri�entalors les deux inégalités : �T " zRzI # � � et �T " zRzI # � �:Notez que �xer la direction revient à �xer la matrice Yp(j!).
Fig. 5.16 � Encadrement d'un transfert incertain par une bandeLes deux hyperplans sont obtenus en résolvant les problèmes :minimiser ��sous les contraintes �T " zRzI # � �;



Analyse des systèmes par multiplieurs dépendants 187minimiser �sous les contraintes �T " zRzI # � �:En utilisant la dé�nition de �, �, le premier problème se réécrit :minimiser �(!)sur les variables S(j!); G(j!); Zp(j!); �(!)sous les contraintes�(!)I � " Zp(j!)R Zp(j!)I�Zp(j!)I Zp(j!)R # ;" M(j!)I #�M " M(j!)I # � ��(M(j!)�M(j!) + I)avec M = PTMdiag " Z(j!)S(j!) Y (j!)�S(j!) +G(j!)Y (j!)S(j!) +G(j!)� X(j!)S(j!) # ; � � �� � � � " 0 Yp(j!)Yp(j!)� Zp(j!) #!PM:Il se simpli�e en posant Zp(j!) = �(!)I :minimiser �(!)sur les variables S(j!); G(j!); �(!)sous les contraintes" M(j!)I #�M " M(j!)I # � ��(M(j!)�M(j!) + I)avec M = PTMdiag " Z(j!)S(j!) Y (j!)�S(j!) +G(j!)Y (j!)S(j!) +G(j!)� X(j!)S(j!) # ; � � �� � � � " 0 Yp(j!)Yp(j!)� �(!)I #!PM:De même, le second problème se formule de la façon suivante :minimiser �(!)sur les variables S(j!); G(j!); Zp(j!); �(!)sous les contraintes" M(j!)I #�M " M(j!)I # � ��(M(j!)�M(j!) + I)avec M = PTMdiag " Z(j!)S(j!) Y (j!)�S(j!) +G(j!)Y (j!)S(j!) +G(j!)� X(j!)S(j!) # ; � � �� � � " 0 Yp(j!)Yp(j!)� �(!)I #!PM:Ces deux problèmes correspondent à minimiser un coût linéaire sous contraintes LMIs(voir la section 2.3.4.1, page 57).
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Fig. 5.17 � Encadrement d'un transfert incertain par un secteurSecteur : nous recherchons à présent la propriété de dissipativité qui correspond surnotre exemple de transfert à une entrée et une sortie au plus petit secteur passant parzéro et contenant la zone grise (voir �gure 5.17). Cela peut s'interpréter dans le casgénéral comme deux hyperplans dans l'espace des z passant par un point �xé (le point0), de direction inconnue et qui collent le plus à l'ensemble des z générés par le systèmeincertain pour une entrée w. Ces hyperplans ont pour équation :�T " zRzI # = 0:La notion de secteur a été étendue au cas matriciel par Tits, Balakrishnan et Lee dans[TBL96] en introduisant la dé�nition du � rang numérique� d'une matrice complexe �,c'est-à-dire : N (�) = f< x;�x >; x 2 Cnu et xTx = 1g:Nous reprenons leur approche car elle est cohérente avec ce qui précède 17.D2 D1Im(z(j!)�w(j!))

Re(z(j!)�w(j!))Fig. 5.18 � Représentation du rang numérique dans le plan complexeSur la �gure 5.18, est illustré le rang numérique de la fonction de transfert incertainepour une fréquence !. Il peut être encadré par les droites D1 et D2 de pente � et �. Le17. Dans [TBL96], l'objectif est de rechercher une description d'incertitudes linéaires stationnaires �plus �ne qu'une contrainte de gain ou de positivité : des informations sur la phase de l'incertitude sontintroduites avec la description par secteur.



Analyse des systèmes par multiplieurs dépendants 189coe�cient réel � est obtenu par la résolution du problème :maximiser �(j!)sous les contraintes Im(z(j!)�w(j!)) � �(j!)Re(z(j!)�w(j!)) � 0;le coe�cient réel � par la résolution de :minimiser �(j!)sous les contraintes Im(z(j!)�w(j!))� �(j!)Re(z(j!)�w(j!)) � 0:La droite D1 est donc déterminée par la résolution du problème de minimisation devaleurs propres généralisées suivant :minimiser �(j!)sur les variables S(j!); G(j!); �(j!)sous les contraintes" M(j!)I #�M " M(j!)I # � ��(M(j!)�M(j!) + I)avec M = PTMdiag " Z(j!)S(j!) Y (j!)�S(j!) +G(j!)Y (j!)S(j!) +G(j!)� X(j!)S(j!) # ; � � �� � � � " 0 (��(j!) + j)I(��(j!)� j)I 0 #!PM:De même, la seconde droite (D2) est déterminée par la résolution du problème deminimisation de valeurs propres généralisées suivant :minimiser �(j!)sur les variables S(j!); G(j!); �(j!)sous les contraintes" M(j!)I #�M " M(j!)I # � ��(M(j!)�M(j!) + I)avec M = PTMdiag " Z(j!)S(j!) Y (j!)�S(j!) +G(j!)Y (j!)S(j!) +G(j!)� X(j!)S(j!) # ; � � �� � � � " 0 (�(j!)� j)I(�(j!) + j)I 0 #!PM:
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z wFig. 5.19 � Décomposition d'un système incertain de grande dimension5.3.7 Application à l'analyse de systèmes incertains de grandedimensionNous allons appliquer les résultats de la section précédente au problème d'analysedu système incertain z(s) = Fu (M(s);�(s))w(s) de grande dimension. Nous supposonsque nous sommes capables de décomposer ce système en une interconnexion de N soussystèmes, chaque sous système contenant une partie des sous blocs incertains �i(s). Ladécomposition peut se faire, par exemple, en modélisant le système interconnecté par ungraphe et en recherchant les sous graphes fortement connexes [Vid81].Le système s'écrit alors de la façon suivante :z(s) = Fu (I(s);diag (Fu(Mk(s);�k(s))))w(s);avec�k(s) = diag (�ki(s)) où les �ki(s) sont des sous systèmes du système interconnectéinitial (voir la �gure 5.19).L'idée de base est de rechercher un ensemble (paramétrisé) de contraintes quadratiquesvéri�ées par chacun des nouveaux sous systèmes :pk(s) = Fu (Mk(s);�k(s)) qk(s)puis de tester à partir de cette caractérisation la stabilité/performance du système glo-bal en appliquant par exemple le théorème 5.3.2 sur la nouvelle interconnexion. Pourcomprendre l'intérêt d'une telle approche, considérons le kieme sous système pk(s) =Fu(Mk(s);�k(s))qk(s). Si le théorème 5.3.2 d'analyse était directement appliqué sur lesystème interconnecté total, apparaîtrait pour le kieme sous système un certain nombrede variables d'optimisation regroupées dans Sk et Gk. Ce serait la contribution de ce soussystème à la taille du problème à résoudre pour ce qui est du nombre de variables. Si lekieme sous système pouvait être remplacé par un seul bloc appartenant à la classe CTI2alors il n'y aurait plus qu'à rechercher une seule fonction scalaire (comme indiqué dans le



Analyse des systèmes par multiplieurs dépendants 191tableau 5.1). Un sous système présentant des incertitudes structurées est ainsi remplacépar une incertitude non structurée.Le problème est qu'une telle approche est potentiellement conservative. Dans la sec-tion précédente, nous avons vu qu'il était possible de proposer plusieurs propriétés dedissipativité di�érentes correspondant pour le cas d'un transfert à une entrée et une sor-tie aux di�érentes �gures géométriques représentées sur les �gures de la section 5.3.6.Il su�t de noter que si une fonction de transfert est fX1(j!); Y1(j!); Z1(j!)g dissipa-tive et fX2(j!); Y2(j!); Z2(j!)g dissipative alors elle est aussi { ~X(j!), ~Y (j!), ~Z(j!) }dissipative avec : ~X = �1(j!)X1(j!) + �2(j!)X2(j!);~Y = �1(j!)Y1(j!) + �2(j!)Y2(j!);~Z = �1(j!)Z1(j!) + �2(j!)Z2(j!)et �1(j!) et �2(j!) deux fonctions scalaires positives. De cette manière, en choisissantun certain nombre de propriétés de dissipativité pour le kieme sous système, le problèmepeut être reparamétrisé dans le but de rechercher le meilleur compromis possible entreconservatisme et nombre de variables à optimiser. De plus, les N sous systèmes peuventêtre traités indépendamment, permettant ainsi une parallélisation du calcul. Une fois cetteopération achevée, la stabilité du système global est testée par application du théorème5.3.1, chaque sous système étant caractérisé par la reparamétrisation de ses propriétés dedissipativité.En résumé, nous proposons la démarche suivante pour analyser les systèmes incertainsde grande dimension :1. décomposition du système global en une interconnexion de sous systèmes ;2. reparamétrisation des propriétés de dissipativité de chaque sous système, cette opé-ration pouvant être parallélisée ;3. véri�cation de la stabilité de l'interconnexion, chaque sous système étant représentépar la paramétrisation de ses propriétés de dissipativité ;4. si nécessaire retour à l'étape 2 ou à l'étape 1.5.4 Généralisation de la �/km analyse au cadre non li-néaire/non stationnaire dans le tempsNous avons jusqu'à présent traité le cas des systèmes linéaires stationnaires. Nousallons voir maintenant comment les outils proposés se généralisent pour des systèmesinterconnexions de sous systèmes non linéaires, non stationnaire. Seule une partie desrésultats précédents sont repris a�n d'éviter les répétitions. Ceux qu'ils ne le sont paspeuvent l'être assez simplement sous quelques hypothèses techniques supplémentaires.5.4.1 Modélisation et paramétrisationNous considérons à présent le système interconnecté :" qz # = " Mqp MqwMzp Mzw # " pw #!p = �(q) (5.18)



192 Chapitre 5 Approche unifiée de l'analyse et de la commandeoù �(:) = diag(�i(:)) avec �i un sous système stable décrivant une famille de modèlesdé�nie par l'une des classes C1 à C6 et une propriété de dissipativité. �i peut donc êtrenon linéaire et/ou non stationnaire.Comme précédemment, nous allons caractériser le comportement entrée/sortie dechaque sous système par une ou (plusieurs) contrainte(s) quadratique(s). Les sous sys-tèmes n'étant plus linéaires stationnaires, il va y avoir répartition de l'énergie d'une fré-quence sur l'autre. Pour tenir compte de ce phénomène, la contrainte devra être intégrale.Les sous systèmes linéaires stationnaires, caractérisés par une contrainte quadratique, leseront dorénavant par la contrainte quadratique intégrale correspondante.A chaque sous système �i, nous associons donc trois fonctions Xi(j!), Yi(j!) etZi(j!) de RLni�ni1 (avec Xi(j!) = Xi(j!)� � 0 et Zi(j!) = Zi(j!)�) 18 telles qu'avecpi(t) = �i(qi)(t) : Z +1�1 " pi(j!)qi(j!) #� " Xi(j!) Yi(j!)Yi(j!)� Zi(j!) # " pi(j!)qi(j!) # � 0 (5.19)Nous allons noter �nltv l'ensemble dé�ni par :�nltv = f�(:) ��� �(:) �= diag (�i(:))gavec �i le sous système dé�ni ci-dessus.Comme précédemment, à chaque classe, deux ensembles de multiplieurs S(�nltv)et G(�nltv) paramétrisant l'ensemble des propriétés de dissipativité des sous systèmespeuvent être associés. Pour les classes C1 à C5, il su�t de se reporter au tableau 3.1 (page82, chapitre 3) et au tableau 5.1 du présent chapitre. Pour les sous systèmes des classesCTV3 et C6, ils seront proposés dans les sections à venir.5.4.2 Analyse de la stabilitéLa dé�nition 5.3.1 de la stabilité proposée précédemment reste valable dans le contextenon linéaire, non stationnaire. Ici encore, nous allons obtenir une condition su�sante destabilité pour le système non linéaire (5.18) en utilisant un argument de séparation desgraphes.Théorème 5.4.1 Supposons qu'il existe un élément linéaire stationnaire�0 de l'ensemble�nltv tel que le système bouclé est stable.Le système (5.18) est alors stable pour tout élément � appartenant à la famille demodèles �nltv s'il existe deux fonctions S 2 S(�nltv) et G 2 G(�nltv) et un scalaire �strictement positif tels que quel que soit ! appartenant à R :" Mqp(j!)I #�M " Mqp(j!)I # � ��(Mqp(j!)�Mqp(j!) + I)M = " Z(j!)S(j!) Y (j!)�S(j!) + G(j!)�Y (j!)S(j!)+ G(j!) X(j!)S(j!) # : (5.20)Nous proposons une démonstration directe. Ce théorème peut être considéré commeun corollaire du théorème 2.2 du livre [Saf80, page 37] de Safonov. Un résultat très proche18. La condition Xi(j!) = Xi(j!)� � 0 assure la convexité de �nltv. Cela se démontre de la mêmefaçon que le deuxième point abordé en début de chapitre 3, page 77.



Analyse des systèmes par multiplieurs dépendants 193de ce dernier a été démontré par Rantzer et Megretsky [RM94b]. Le fait que le théorèmeprésenté ici soit moins général n'est pas important par rapport aux applications que nousconsidérons. De plus, sa démonstration est simple.DémonstrationNous démontrons d'abord le théorème sans considérer la paramétrisation des propriétésde �. Supposons que les hypothèses du théorème 5.4.1 soient véri�ées et que le systèmeen boucle fermée soit bien posé. Soit � un élément de �nltv. Par suite, � est caractérisépar : Z +1�1 " p(j!)q(j!) #� " X(j!) Y (j!)Y (j!)� Z(j!) # " p(j!)q(j!) # � 0: (5.21)D'après le théorème de factorisation 5.2.1, il existe trois fonctions de transfert W1, W2 etW3 de RHn�n1 , la première étant inversible, telles que :" X(j!) Y (j!)Y (j!)� Z(j!) # = " W1(j!) W2(j!)W4(j!) W3(j!) #� " �I 00 I # " W1(j!) W2(j!)W4(j!) W3(j!) # :Par suite, étudier la stabilité de la connexion de M avec � revient à étudier la stabilitéde l'interconnexion de ~� dé�ni par ~p = ~�(~q) tel que :" ~p~q # = " W1(j!) W2(j!)W4(j!) W3(j!) # " pq # et p = �(q);avec ~M dé�ni par ~q = ~M(~p) tel que :" ~p~q # = " W1(j!) W2(j!)W4(j!) W3(j!) # " pq # et q =M(p):Ces dernières relations dé�nissent en fait le système ~q = (W4 +W3M)(W1 +W2M)�1~p.Nous supposons, dans un premier temps, que ce système est stable.L'inégalité quadratique intégrale (5.21) implique que pour ~p = ~�(~q) :Z +1�1 " ~p(j!)~q(j!) #� " �I 00 I # " ~p(j!)~q(j!) # � 0:Par suite, ~� est de L2 gain inférieur à un. Par application du théorème du petit gain,la connexion de ~� avec ~M est stable si ~M est de L2 gain strictement inférieur à un,c'est-à-dire que pour ~q = ~M(~p) :Z +1�1 " ~p(j!)~q(j!) #� " �I 00 I # " ~p(j!)~q(j!) # < 0:Par suite, en réintroduisant p et q, nous obtenons :Z +1�1 p(j!)T " IM(j!) #� " X(j!) Y (j!)Y (j!)� Z(j!) # " IM(j!) # p(j!) < 0:En notant d'autre part que S(j!) etG(j!) sont introduits tels que si� est {X(j!),Y (j!),Z(j!)}dissipatif alors il est {X(j!)S(j!),Y (j!)S(j!)+G(j!), Z(j!)S(j!)} dissipatif, nous ob-tenons la condition (5.20).



194 Chapitre 5 Approche unifiée de l'analyse et de la commandeDémontrons, à présent, que ~M est stable. CommeW1 a un inverse stable, cela revientà véri�er que la connexion de ~M et de �W�11 W2 est stable. De prime abord, il faut noterque �W�11 W2 est {X(j!),Y (j!),Z(j!)} dissipatif :" �W�11 W2I #� " X(j!) Y (j!)Y (j!)� Z(j!) # " �W�11 W2I # = (W3�W4W�11 W2)�(W3�W4W�11 W2) � 0:Par suite, puisque, par hypothèse, il existe un �0 tel que le système bouclé soit stable,le théorème 5.3.1 s'applique et permet de conclure à la stabilité de ~M . 25.4.3 Analyse de la performanceThéorème 5.4.2 Supposons qu'il existe un élément linéaire stationnaire�0 de l'ensemble�nltv tel que le système bouclé soit stable.Le système (5.18) est alors stable et fXperf (j!); Yperf (j!); Zperf (j!)g dissipatif pourtout � appartenant à la famille �nltv s'il existe deux fonctions S 2 S(�nltv) et G 2G(�nltv) et un scalaire � strictement positif tels que quel que soit ! appartenant à R :" M(j!)I #�M " M(j!)I # � ��(M(j!)�M(j!) + I) (5.22)avec M = PTMdiag " Z(j!)S(j!) Y (j!)�S(j!) +G(j!)Y (j!)S(j!) +G(j!)� X(j!)S(j!) # ; � � �� � � � " Xperf (j!) Yperf (j!)Yperf (j!)� Zperf (j!) #!PMDémonstrationComme pour la démonstration du théorème 3.2.1 du chapitre 3, nous allons procéderen deux étapes :1. Le système est supposé stable et bien posé : quelles conditions impliquent qu'il estfXperf (j!); Yperf (j!); Zperf (j!)g dissipatif?2. Les conditions obtenues garantissent-elles la stabilité et le bien posé? Cela est véri�éen appliquant le théorème 5.3.2.Le système est supposé stable. Le système sera fXperf (j!); Yperf (j!); Zperf (j!)g dis-sipatif si pour l'ensemble des signaux p(j!), q(j!) et w(j!) tels que :Z +1�1 " q(j!)p(j!) #� " X(j!)S(j!) Y (j!)S(j!) +G(j!)Y (j!)�S(j!) +G(j!)� Z(j!)S(j!) # " q(j!)p(j!) # d! � 0et " q(j!)z(j!) # = " Mqp(j!) Mqw(j!)Mzp(j!) Mzw(j!) # " p(j!)w(j!) # ;nous avons : Z +1�1 " z(j!)w(j!) #� " Xperf (j!) Yperf (j!)Yperf (j!)� Zperf (j!) # " z(j!)w(j!) # d! � 0:



Analyse des systèmes par multiplieurs dépendants 195Les intégrales ci dessus sont bien dé�nies car le système est stable. Par application de laS procédure (voir la section 2.3.2 page 52), ceci est vrai si l'inégalité (5.22) est véri�ée.De plus, la condition (5.22) implique la condition (5.12) du théorème (5.20). Par suite,le système est stable et bien posé. 2A la lumière des théorèmes 5.4.1 et 5.4.2, il apparaît que tous les résultats précédem-ment développés dans le cadre des interconnexions de sous systèmes linéaires stationnaires(à savoir, les marges de stabilité et de performance, la recherche des propriétés de dissi-pativité les plus �petites� et l'analyse des systèmes de grande dimension) se généralisentsans di�cultés particulières aux interconnexions considérées dans cette section.5.4.4 Propriétés de dissipativité des sous systèmes non linéairesNous étudions, dans cette section, la paramétrisation des propriétés d'entrée/sortiepour les non linéarités statiques � de la classe CTI6 . En se basant sur des résultats proposésdans la littérature, nous obtenons les résultats suivants :� si � est une non linéarité sans mémoire alors l'application du critère de Popov [Pop73]suggère les choix de S(j!) = � et G(j!) = j�! où � > 0 et � constante ;� si � est une non linéarité monotone impaire alors S(j!) et G(j!) sont la partiehermitienne et anti hermitienne du multiplieur I�Z(j!) [Wil69, ZF68] avec Z(j!)la transformée de Fourier de z(t) avec :Z +1�1 z(t) dt < 1:Pour une non linéarité non monotone, z(t) � 0 19.5.4.5 Propriétés de dissipativité des gains dépendant du tempsDans cette section, nous nous intéressons aux paramètres variant dans le temps (classeCTV3 ) dont l'intérêt est évident pour la commande par séquencement de gains. Les premierscritères de stabilité de systèmes linéaires dépendant de paramètres �(t) ont concerné ceuxqui avait une vitesse de variation exponentielle bornée, c'est à dire que � et _� véri�ent unerelation du type : ��(t) � _�(t) � ��(t):Ce type de problèmes a fait l'objet d'une abondante littérature dans les années 60 et 70[FZ68, Ven71, ST72, ST73].Une deuxième catégorie de résultats est apparue récemment. Elle concerne les para-mètres dont la vitesse de variation est bornée. Dans la première partie de cette section,nous proposons une paramétrisation des propriétés de dissipativité pour ce problème, dansl'esprit de celle proposée par [JR96].Dans un deuxième temps, nous considérons les paramètres avec une vitesse de variationbornée en moyenne. A notre connaissance, un tel problème n'a pas encore été étudié.Pour �xer les idées et étudier les critères de stabilité spéci�quement liés à la présenced'un paramètre variant dans le temps, nous considérons une fonction de transfert stableM(j!) qui est bouclée sur un scalaire variant dans le temps �(t), éventuellement répété.19. Ces résultats sont détaillés en annexe de ce chapitre, section 5.8.3, page 205 dans la perspectivedéveloppée dans cette thèse.



196 Chapitre 5 Approche unifiée de l'analyse et de la commande
�(t)e e- -- - 6- - -- 6-q pD _�(t)WB(s) C ++ +�WC(s)
�(t)- - -q pp1p2q1q2 W (s),

Fig. 5.20 � Paramètre avec vitesse de variation bornéeVitesse de variation bornée : le sous système � considéré dans ce paragraphe estde la forme �(t)In où �(t) est un paramètre borné variant dans le temps avec une vitessede variation _�(t) elle aussi bornée. L'intervalle dans lequel varie �(t) est décrit par lesscalaires x � 0, y, z à travers l'inégalité suivante :" �(t)1 #T " x yy z # " �(t)1 # � 0:De même, l'intervalle de variation de _�(t) est décrit par trois scalaires, xd � 0, yd, zd àtravers l'inégalité suivante : " _�(t)1 #T " xd ydyd zd # " _�(t)1 # � 0:La caractérisation de ce bloc est basée sur une propriété décrite par le �swapping� théo-rème. Son utilisation dans ce contexte a été proposée par Jönsson et Rantzer dans [JR96].Lemme 5.4.1 [JR96]Si la fonction du temps �(t) est dérivable et si W (s) = D +C(sI �A)�1B appartientà RHn�n1 alors pour tout signal w de L2 :W�(t)w = �(t)Ww�WC _�(t)WBwoù WC(s) = C(sI �A)�1 et WB(s) = (sI �A)�1B.Par suite, les deux schémas représentés �gure 5.20 sont équivalents.En utilisant les notations de la �gure 5.20, les signaux q1, q2, p1 et p2 véri�ent :Z " p1q1 #� " xS1 yS1 +G1yS1 +GT1 zS1 # " p1q1 # � 0Z " p2q2 #� " xdS2 ydS2 +G2ydS2 +GT2 zdS2 # " p2q2 # � 0



Analyse des systèmes par multiplieurs dépendants 197Si sont introduits les signaux q, �p1 et �p2 où les deux derniers signaux sont tels que :" p1p2 # = " W �Wc0 I # " �p1�p2 # ;les inégalités précédentes se réécrivent :Z 264 �p1�p2q 375�M264 �p1�p2q 375 � 0avec : M =24 xW �S1W �xW �S1WC W �(yS1 + G1)W�xW �CS1W xdS2 + xW �CS1WC �W �C (yS1 +G1)W + (ydS2 +G2)WBW (yS1 +G�1)W �W �(yS1 + G�1)WC +W �B(ydS2 + G�2) zW �S1W + zdW �BS2WB 35 :Notez que cela dé�nit bien une propriété de dissipativité avecX = " xW �S1W �xW �S1WC�xW �CS1W xdS2 + xW �CS1WC #= x " W �W �C #S1 h W WC i+ xd " 0 00 S2 # � 0:D'autre part, nous avons : q(j!) = h M(j!) 0 i " �p1(j!)�p2(j!) # :L'application du théorème 5.3.1 d'analyse permet d'obtenir la condition de stabilitésuivante : 264 I 00 IM(j!) 0 375�M264 I 00 IM(j!) 0 375 < 0Notez qu'en prenant p2 = 0, xd = 1, yd = 0 et zd = 0, c'est-à-dire ne relâchant lacontrainte sur _�, nous retrouvons la borne supérieure de �/km.En se basant sur le � swapping� théorème, Jönsson et Rantzer [JR96] ont obtenu lerésultat suivant.Théorème 5.4.3 [JR96]Supposons que �(t) est un scalaire variant dans le temps tel que j�(t)j � 1, j _�(t)j � d.Supposons que la connexion de M(j!) avec �(t)Im est bien posée. S'il existe deux fonctionsR et S appartenant à RHm�m1 telles que :" M(j!)I #� " N11 N12N �12 N22 # " M(j!)I # < 0avec N11 = R(j!)�R(j!) + d(RB(j!)�RB(j!) + SB(j!)�SB(j!) + SC(j!)�SC(j!))N12 = S(j!)� S(j!)�N22 = �R(j!)�R(j!) + d(R(j!)�RC(j!)RC(j!)�R(j!)alors le système est exponentiellement stable.



198 Chapitre 5 Approche unifiée de l'analyse et de la commandeIl est di�érent du résultat que nous proposons sous deux points de vue :1. le résultat de Jönsson ne permet pas de traiter directement les cas où a � _�(t) � b :il est nécessaire de considérer que j _�(t)j � sup(jaj; jbj). Avec l'approche que nousproposons, il su�t de choisir xd = �2, yd = (a+ b) et zd = �2ab ;2. la condition obtenue suppose de trouver deux fonctions de transfert alors que celleque nous proposons n'en met en jeu qu'une seule. La complexité de résolution estdonc plus faible.Vitesse de variation bornée en moyenne : nous considérons dans cette section lecas du bloc � = �(t)In où �(t) est un paramètre réelle appartenant à l'intervalle [a; b]. Ilest variant dans le temps avec une vitesse de variation _�(t) bornée en moyenne, c'est-à-direqu'il existe T > 0 et � > 0 tels que :8t � 0; 1T Z t+Tt j _�(� )j d� � 4�:Le lemme suivant est une simple adaptation du lemme 4' de [FZ68]. Dans cet article,un critère de stabilité pour des systèmes avec des paramètres avec une vitesse de variationlogarithmique a été présenté. Pour le cas qui nous intéresse, il met en lumière des propriétésde � qui peuvent être utilement exploitées pour obtenir des critères de stabilité.Lemme 5.4.2 [FZ68]Soit �(t) une fonction réelle de t positif, continue et dérivable appartenant à un inter-valle borné [a; b]. Supposons qu'il existe deux constantes T > 0 et � > 0 telles que :8t � 0; 1T Z t+Tt j _�(� )j d� � 4�:Alors il existe deux fonctions dérivables de t, �+(t) et ��(t) telles que pour t � 0, �+ =�+(t) + ��(t) et : a2 � �+(t) � b2 + 2T� et _�+(t) � �2�;a2 � 2T� � ��(t) � b2 et _��(t) � 2�:Ce lemme nous permet donc de réutiliser directement les résultats précédents quenous proposons. Ceux de Jönsson et Rantzer sont moins adaptés : en e�et, la borne surla vitesse est ici dissymétrique.5.5 Système et multiplieurs dépendant de paramètresDans cette section, nous considérons une catégorie particulière de systèmes intercon-nectés appelés systèmes paramétriques et dé�nis par les équations :" q(t)z(t) # = M(�) " p(t)w(t) #p(t) = diag(�0;�1; � � � ;�r)(q)(t) (5.23)où � est un vecteur de paramètres, éventuellement fonction continue du temps, et oùMqp(�), Mzp(�), Mqw(�) et Mzw(�) sont des fonctions bornées et continues de �. �0 = R I



Analyse des systèmes par multiplieurs dépendants 199�� ��- - -- ?6-,q p�(t) q p�+(t)��(t)Fig. 5.21 � Paramètre avec vitesse de variation bornée en moyenneoù R représente l'opérateur d'intégration. De plus, les blocs �i sont des sous systèmesappartenant aux classes C4 et C6 du tableau 2.1, page 64. Ce système sera noté H(�).Le comportement de cette classe de systèmes peut être caractérisé par une propriétéde dissipativité dépendant du vecteur de paramètres �.Dé�nition 5.5.1 Soient �11(�), �12(�) et �22(�) trois matrices de fonctions rationnelles,continues et bornées du vecteur de paramètres � telles que �11(�) est dé�nie négative et :�(�) = " �11(�) �12(�)�12(�)T �22(�) #est de rang plein. Un système dépendant de paramètres H(�) est dit {�11(�), �12(�),�22(�)} dissipatif si, pour chaque w et z appartenant à L2 avec z = H(�)w et pour toutT , l'inégalité suivante est véri�ée :Z T0 " z(t)w(t) #T �(�) " z(t)w(t) # dt � 0: (5.24)Comme précédemment, les propriétés de dissipativité des sous systèmes �i peuventêtre paramétrisées par l'introduction de multiplieurs dépendants, ce qui est exposé dansle tableau 5.3. Dans ce tableau, la fonction P (�) est di�érentiable par rapport au temps,borné et de dérivée bornée et la fonction �(�) est continue et bornée. Il est possible deconsidérer une interconnexion comprenant des sous systèmes des classes C1, C2 et C5.Pour ceux-ci, il faut alors utiliser la caractérisation de la dissipativité et les multiplieursconstants, tels qu'ils ont été introduits dans le chapitre 3.Pour cette classe de systèmes, la stabilité et les marges associées peuvent être abor-dées comme précédemment. Par concision, nous ne considérons ici que l'analyse de laperformance.Théorème 5.5.1 Le système dé�ni par les équations 5.23 est {Xperf (�), Yperf (�), Zperf (�)}dissipatif s'il existe un scalaire � strictement positif et des fonctions P (�) et �i(�) dé�niesprécédemment telles que :" M(�))I #�M " M(�))I # � ��(M(�))�M(�)) + I) (5.25)avecM = PTMdiag " diag (0;diag(�i(�)Xi)) diag (P (�);diag(�i(�)Yi))diag �P (�);diag(�i(�)Y Ti )� diag � _P (�);diag(�i(�)ZTi )� # ; � � �



200 Chapitre 5 Approche unifiée de l'analyse et de la commande�i fXi(�); Yi(�); Zi(�)g Paramétrisation�i = R In " 0 II 0 # " 0 P (�)P (�) _P (�) #avec P (�) 2 S(n)�i 2 C4 " Xi YiYiT Zi # �i(�) " Xi YiYiT Zi #avec �i(�) 2 S(1)�i 2 C6 " Xi YiYiT Zi # �i(�) " Xi YiYiT Zi #avec �i(�) 2 S(1)Tab. 5.3 � Sous systèmes �i et des multiplieurs associés.� � � � " Xperf (�) Yperf (�)Yperf (�)� Zperf (�) #!PM:Par soucis de brièveté, la démonstration est omise. Elle peut être dérivée de celle du lemme3.2.1, page 86.Des résultats de ce type sont apparus récemment dans la littérature, généralement dé-signé par le terme de fonctions de Lyapunov dépendent de paramètres [DCAF94, FAG96,GAC96, Ito96]. A la lumière du théorème présenté dans cette section, elles peuvent aussis'interpréter en terme de multiplieurs dépendants. Considérons un système linéaire sta-tionnaire dépendant de paramètres incertains constants dont nous voulons étudier la sta-bilité. L'approche par multiplieurs fréquentiels revient à le modéliser comme une inter-connexion (dépendant de la fréquence) de gains réels (qui sont les paramètres incertainsen question). Les paramètres incertains sont donc isolés. Le théorème de séparation desgraphes adéquat est alors appliqué : une inégalité matricielle dépendant de la fréquenceest alors obtenue. L'approche par multiplieurs dépendant des paramètres est symétrique.Dans ce cas-là, le système est modélisé comme une interconnexion (dépendant des para-mètres incertains) d'intégrateurs. Le théorème de séparation des graphes de cette sectionest appliqué, menant à une inégalité matricielle dépendant des paramètres incertains.5.6 Calcul des conditions obtenuesTous les problèmes que nous avons rencontrés dans ce chapitre sont des problèmesd'optimisation (quasi) convexe sur des contraintes LMIs in�nies, fréquentielles ou para-métriques.La première approche est de faire un maillage sur les fréquences pour les premières,sur les paramètres pour les secondes et de résoudre les problèmes LMIs ainsi obtenuspar chaque point du maillage. Ceci ne peut se faire que s'il est possible de découplerles problèmes pour di�érentes fréquences, ce qui n'est possible que pour les systèmeslinéaires et invariant dans le temps. Dans ce cas-là, cette approche peut se justi�er (se



Analyse des systèmes par multiplieurs dépendants 201reporter aux discussions de la section 2.3.4.1 du chapitre 2, page 57). Néanmoins, il fautremarquer que si, pour les LMIs fréquentielles, il est nécessaire de faire un maillage surun seul �paramètre� (la fréquence), les LMIs paramétriques font intervenir plusieursparamètres, ce qui risque de mener à une solution très lourde à mettre en ÷uvre. D'autrepart, pour les problèmes LMIs fréquentiels de minimisation de valeurs propres généralisées,l'optimum obtenu fréquence par fréquence peut être une fonction semi continue de lafréquence [LT93]. Des variations très fortes peuvent être obtenues, variations qui peuventne pas apparaître avec un maillage trop lâche. Des méthodes de régularisation permettentd'aborder le problème [Sid92, LT93, PP93, FSF96].La deuxième approche revient à rechercher les variables après décomposition dans unebase �nie de leur espace de dé�nition. C'est l'approche qui a été adopté par Safonov dans[LSC94, LCGS95] et Balakrishnan dans [Bal95] pour les LMIs fréquentielles. Pour lesLMIs dépendant de paramètres, le problème a été abordé dans cette thèse, dans la section4.10 du chapitre 4, page 143. Si elle permet d'éviter un échantillonnage fréquentiel (avecses problèmes de discontinuité), elle peut néanmoins mener à la résolution de problèmesd'optimisation à base de LMIs de dimension importante.5.7 RésuméDans ce chapitre, nous avons revisité l'analyse des systèmes linéaires stationnaires in-certains. Le comportement d'un système a été caractérisé par un ensemble de contraintesquadratiques sur la transformée de Fourier des signaux qu'il échange avec son environ-nement. Nous avons vu comment mettre à pro�t cette caractérisation pour étudier lespropriétés d'une interconnexion de sous systèmes. Un tel point de vue nous a permis deproposer une formulation plus générale permettant d'aborder simplement la recherched'une caractéristique du système interconnecté. De plus, elle permet d'agrandir la familledes systèmes linéaires stationnaires étudiés à l'aide d'une description plus �ne des incer-titudes, permettant, par exemple, d'aborder les systèmes avec retards purs incertains.Une autre conséquence du point de vue que nous avons développé est de rendre possiblel'analyse �décentralisée� des systèmes incertains permettant ainsi de traiter des systèmesà grande échelle.Le grand avantage des systèmes linéaires stationnaires est qu'il est possible de les ca-ractériser par des contraintes quadratiques (non intégrales) sur la transformée de Fourierdes signaux, fréquence par fréquence. A cette indépendance entre les di�érentes fréquencescorrespondent des multiplieurs fréquentiels sans aucune corrélation d'une fréquence surl'autre. La conséquence est qu'il est possible d'aborder le problème fréquence par fré-quence, comme cela a été fait dès le début des années 80 pour l'analyse des systèmesincertains [Doy82].Cette propriété sympathique disparaît dès que l'on aborde les systèmes non linéaires etnon stationnaire. Par suite, leur caractérisation ne peut se faire qu`à travers de contraintesquadratiques intégrales et les multiplieurs introduits sont très dépendant d'une fréquencesur l'autre. Aborder le problème fréquence par fréquence devient alors très lourd [Pag95a].Néanmoins les grands principes mis en ÷uvre dans notre approche restent valables. Ilspermettent d'uni�er analyse des systèmes linéaires stationnaires et analyse des systèmesnon linéaires et non stationnaire.Ils permettent aussi de faire le lien avec certaines approches dites de �Lyapunov� quipeuvent en fait être abordées sous l'angle des multiplieurs dépendants.



202 Chapitre 5 Approche unifiée de l'analyse et de la commandeLes résultats présentés dans ce chapitre peuvent se généraliser à l'analyse des systèmesimplicites, en suivant le �l conducteur développé dans le chapitre 3.



Analyse des systèmes par multiplieurs dépendants 2035.8 Annexe5.8.1 �Loop shifting�L'opération de � loop shifting� consiste à modi�er l'interconnexion décrite �gure 5.22(à gauche) de deux opérateurs en l'interconnexion décrite �gure 5.22 (à droite) avec leproduit de Redhe�er de M et de N (s'il est bien dé�ni) et :M ? N = " 0 II 0 # :
HG �- HMNG

- �XXXXXXXXX�����������PPPPPPP���������Fig. 5.22 � Interconnexion de deux opérateurs, avant loop shifting à gauche, après loopshifting à droitePar exemple, considérons le cas où :N =M = " I �p2I�p2I �I # :Alors si H est un opérateur de gain inférieur à un, l'opérateur H ? M est un opérateurpassif. Le loop shifting permet donc de découper une interconnexion de façon à faireapparaître un opérateur avec une propriété de dissipativité intéressante pour l'un desdeux morceaux.5.8.2 Démonstration du théorème 5.2.1Un opérateur linéaire stationnaire M de RLn�n1 est considéré tel que :� sa transformée de Fourier M(j!) est bornée ;� sa transformée de Laplace véri�e : M(s) =MT (�s) ;� M(s) = D + C(sI �A)�1B ;



204 Chapitre 5 Approche unifiée de l'analyse et de la commande� elle est positive : M(j!) =M(j!)� � 0 pour tout ! 2 �R ;� son terme constant est non singulier : det(M(1)) 6= 0.Le théorème suivant est tiré de [And67, Fra87] 20 :Théorème 5.8.1 Pour M dé�nie ci-dessus, il existe une fonction de transfert W deRHn�n1 telle que : M(s) = W T (�s)W (s):En fait, ce théorème est maintenant appliqué pour obtenir la factorisation de la matricede transfert " �11(j!) �12(j!)�12(j!)� �22(j!) #où �11, �12, �22 sont des fonctions de transfert de RLn�n1 avec �11(j!) = �11(j!)� � 0et �22(j!) = �22(j!)�. De plus, l'inertie de cette matrice est supposée constante et égaleà (n; 0; n) (quelle que soit la fréquence, cette matrice a n valeurs propres positives et nvaleurs propres négatives).Considérons d'abord le cas où �11(j!) < 0. La démonstration qui suit est similaireà celle de [Goh96]. En suivant la démonstration du lemme de Schur 21 (voir [HJ85], page472) :" I 0���12��111 I # " �11 �12��12 �22 # " I ���111 �120 I # = " �11 00 �22 � ��12��111 �12 # : (5.26)La matrice : " �11(j!) �12(j!)�12(j!)� �22(j!) #est donc congruente à la matrice" �11 00 �22 � ��12��111 �12 # :Elles ont donc mêmes inerties. Par suite, �22���12��111 �12 > 0 car l'inertie de la premièrematrice est (n; 0; n).D'autre part, en post et pré-multipliant l'égalité (5.26) par la matrice :" I ��111 �120 I #et sa transposée, on obtient :" �11 �12��12 �22 # = " I��12��111 #�11 h I ��111 �12 i+ " 0 00 �22 ���12��111 �12 # :Par application du théorème 5.8.1, comme�11 < 0, il existe 	11 telle que �11 = �	�11	11.Toujours par application de ce théorème, �22 � ��12��111 �12 > 0 et :" I��12��111 #�11 h I ��111 �12 i = � " 	�11��12��111	�11 # h 	11 	11��111 �12 i20. Dans ces deux références, est aussi décrite une méthode de construction du facteur W : elle nécessitesimplement la résolution d'une équation de Riccati.21. Il faut noter l'omni présence du lemme de Schur dans les démonstrations liées aux LMIs.



Analyse des systèmes par multiplieurs dépendants 205peuvent être factorisés :�22 � ��12��111 �12 =W �1W1 et " I��12��111 #�11 h I ��111 �12 i = �W �2W2:La factorisation recherchée est donc obtenue :" �11 �12��12 �22 # = " I 0��12��111 I # " W �1W1 00 �W �2W2 # " I ��111 �120 I #= W � " I 00 �I #Wavec W = " W1 W1��111 �120 W2 # :La conclusion de cette factorisation est que l'on peut remplacer la recherche d'une matrice" �11 ��12�12 �22 # par la recherche d'une matrice de la forme " W1 W20 W3 # avec W1, W2, W3,trois éléments de RHn�n1 le premier et le troisième éléments étant inversibles.Considérons d'abord le cas où �11(j!) = 0 et �22(j!) > 0. Alors, en factorisant�22(j!) = 	�22	22, nous obtenons :" 0 �12��12 �22 # = " �12	�122	�22 # " 	��22 ��12	22 #� " �12	�122	��22 ��12 00 0 # :On procède ensuite comme dans le cas précédent.Considérons d'abord le cas où �11(j!) = 0 et �22(j!) = 0. A cause de l'inertie de lamatrice : " 0 �12(j!)�12(j!)� 0 # ;�12(j!) est positive. Par suite, nous pouvons appliquer le théorème suivant du à Balakri-shnan.Théorème 5.8.2 [Cho96] Il existe deux fonctions de transfert inversibles M1 et M2 deRH1 de même dimension que �12(j!) telles que :�12(j!) =M1(j!)�M2(j!):En appliquant ce théorème, nous avons :" 0 �12(j!)�12(j!)� 0 # = 12 " M2(j!) M1(j!)�M2(j!) M1(j!) #� " I 00 �I # " M2(j!) M1(j!)�M2(j!) M1(j!) # :D'où le résultat.5.8.3 Paramétrisation des non linéarités statiquesComme précédemment, la linéarité statique est caractérisée en deux étapes : (i) trouverune (ou des) relation entre les signaux d'entrée et de sortie, (ii) l'appliquer pour obtenirune paramétrisation des inégalités qui la décrivent.



206 Chapitre 5 Approche unifiée de l'analyse et de la commandeRelation entre les signaux d'entrée et de sortie. Nous considérons une non linéa-rité statique f incrémentalement positive :8q1 6= q2; f(q1)� f(q2)q1 � q2 � 0:Une non linéarité monotone non décroissante comprise dans un secteur [a; b] peut êtreramenée à une non linéarité incrémentalement positive par loop shifting. Le but de cettesection est de caractériser cette fonction par une inégalité quadratique sur ses signauxd'entrée et de sortie. Une caractérisation classique est basée sur la fonction de corrélationentre le signal d'entrée q et de sortie p dé�nis par :Rqp(� ) �= Z +1�1 q(t)p(t+ � )dt:Pour p = f(q), Rqp(0) � Rqp(� ); 8� 2 R. Si de plus f est impaire alors Rqp(0) �jRqp(� )j; 8� 2 R. La démonstration d'une telle propriété repose sur la convexité de lafonction F (�) = R �0 f(q)dq. Cette fonction est convexe car f croit de façon monotone. Parsuite : (�1 � �2)f(�1) � F (�1)� F (�2):Avec �1 = q(t + � ) et �2 = q(t) et en intégrant entre �1 et +1 l'inégalité précédente,on obtient : Rqp(0) � Rqp(� ):Les détails sont donnés dans [Wil69] page 67.Paramétrisation des inégalités. Elle repose sur le résultat suivant. Soit G(j!) latransformée de Fourier d'un système linéaire stationnaire, stable mais pas nécessairementcausal, dé�ni par l'intégrale :G(j!) = 1� Z +1�1 v(� )e�j!�d�où v(� ) est une fonction positive telle que :Z +1�1 jv(� )jd� < 1:Alors Gf est un opérateur positif sur L2.Si de plus f est impaire alors v(� ) peut être prise non nécessairement positive.



Application : Commande d'un missile un axe 207Chapitre 6Application : Commande d'un missileun axeCe chapitre présente la mise en ÷uvre sur un problème réaliste des outils proposés pré-cédemment. Il s'agit d'un problème de commande de missile. Il peut être considéré commeun banc d'essai (�benchmark�) car, après publication en 1992 par Reichert [Rei92], il afait l'objet de nombreux travaux (voir par exemple [NRR93, SC93, HL95, BLP96]).Après avoir présenté le problème de commande associé et analysé le comportementdu système en boucle ouverte, nous synthétisons des lois de commande par des méthodeslinéaires (Automatique classique, méthode de commande H1) à partir d'un linéarisé sta-tionnaire. Nous appliquons alors les conditions d'analyse proposées dans ce mémoire pouranalyser la performance (incrémentale) de la loi de commande PI (conventionnelle pource type d'application) sur le modèle non linéaire de missile.Le caractère fortement non linéaire du missile en boucle ouverte justi�e l'utilisation dela méthode de commande par séquencement de gains développée dans ce rapport. Elle este�ectivementmise en ÷uvre et le correcteur obtenu est comparé avec les lois de commandeprésentées par Shamma [SC93] et Rugh [NRR93]6.1 Missile : objectifs de la commandeNous considérons comme application la commande de la voie de tangage d'un missile,c'est-à-dire la commande d'un missile suivant le plan vertical. Celle-ci est constituée dedeux boucles imbriquées :1. la boucle (externe) de guidage qui en fonction de la position de l'engin et de latrajectoire désirée délivre des consignes en accélération à la boucle interne ;2. la boucle (interne) de pilotage qui à partir de la mesure de l'accélération et de lavitesse de rotation du missile essaye de suivre les consignes en accélération délivréespar la voie de guidage.C'est la seconde boucle qui nous intéresse ici, en ne considérant que les mouvementsdu missile dans le plan vertical. Le système est représenté sur la �gure 6.1. G désignele centre de gravité. Le trièdre (Gx;Gy;Gz) est lié au missile. Le plan vertical est celuidé�ni par (Gx;Gz). Vxz est la projection de la vitesse du missile par rapport au vent surle plan vertical. L'angle � entre Vxz et Gx est appelé l'angle d'incidence. On introduitla vitesse de rotation q du missile autour du point G avec les conventions habituelles
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Fig. 6.1 � Missile dans le plan verticald'orientation. Le but du correcteur de pilotage est de suivre des demandes d'accélération�c suivant Gz en échelon en agissant sur la dé�exion � de la gouverne correspondante. Lemodèle missile que nous considérons ici a été proposé par Reichert en 1992 [Rei92]. Il estassez réaliste et possède des caractéristiques intéressantes par rapport à ce qui a été vuprécédemment : il est (fortement) non linéaire et le nombre de Mach peut être considérécomme un paramètre extérieur, dépendant du temps. De plus, il a été étudié de façonintensive dans la littérature, ce qui nous permettra d'évaluer nos lois de commande en lescomparant aux lois de commande précédemment proposées.Pour plus de détails sur la description d'un missile, se rapporter aux thèses [Fer95,Fro95]. Dans ce qui suit, nous allons considérer le modèle proposé par Reichert dansl'article [Rei92] pour un missile volant à 20:000 pieds d'altitude pour un nombre de Machvariant entre 2 et 4.6.2 Modèle du missileLe modèle considéré suppose que le missile est rigide et que les actionneurs sont li-néaires. D'autre part, le nombre de Mach apparaît comme un paramètre extérieur variantdans le temps. En prenant comme variables d'état � et q pour le missile, nous avons lareprésentation d'état : _� = cos(�)K�MCn(�; �;M) + q_q = KqM2Cm(�; �;M) (6.1)avec les coe�cients de portance qui sont donnés par :Cn(�; �;M) = an�3 + bnj�j� + cn(2 �M=3)� + dn�Cm(�; �;M) = am�3 + bmj�j�+ cm(�7 + 8M=3)� + dm�:Nous pouvons considérer qu'étant déterminés expérimentalement, ils sont entachés d'er-reurs. De plus, on peut estimer que leur domaine de validité est dé�ni par des anglesd'incidence appartenant à une plage de �20 degrés ( �0; 35 radians). La sortie à com-mander (mesurée) est donnée par :� = KzgravM2Cn(�; �;M): (6.2)



Application : Commande d'un missile un axe 209� angle d'incidence en radiansq vitesse de rotation dans le plan (Gx;Gz) (rad/s)M nombre de Mach� angle de gouverne en radians�c commande d'angle de gouverne en radians�c consigne d'accélération en g� accélération en gTab. 6.1 � Di�érentes grandeurs du modèle.an 1; 0286 � 10�4 deg�3bn �0; 94457 � 10�2 deg�2cn �0; 1696 deg�1dn �0; 034 deg�1am 2; 1524 � 10�4 deg�3bm �1; 9546 � 10�2 deg�2cm 0; 051 deg�1dm �0; 206 deg�1!a 150�a 0; 7
P0 973; 3 lb=ft2S 0; 44 ft2m 13; 98 slugsV 1036; 4 ft=sd 0; 75 ftIy 182; 5 slug:ft2K� 0; 7PoS=m=VKq 0; 7PoSd=IyKz 0; 7PoS=mgrav 32; 2Tab. 6.2 � Valeurs numériques des paramètres.La vitesse de rotation q est aussi mesurée. La signi�cation des di�érents grandeurs estdonnée dans le tableau 6.1.La dynamique de l'actionneur peut être modélisée par un second ordre :�(s) = !2as2+2�a!as+!2a �c(s);soit : �� = �!2a� � 2�a!a _� + !2a�c:Les valeurs numériques sont données dans le tableau 6.2. Les unités ne sont pas cellesdu système international mais correspondent à celles utilisées par Reichert [Rei92]. Pourde bonnes simulations numériques, les angles sont exprimés en radians et les accélérationsen g.



210 Chapitre 6 Approche unifiée de l'analyse et de la commande�0 q0 valeurs propres des linéarisations�1; 54 �3; 64 � 10�2 �31; 1 33; 1�4; 69 � 10�2 �3; 24 � 10�2 �3; 88 � 10�1 � 5; 59j �3; 88� 10�1 + 5; 59j0 0 �6; 00 5; 404; 69 � 10�2 3; 24 � 10�2 �3; 88 � 10�1 � 5; 59j �3; 88� 10�1 + 5; 59j1; 54 3; 64 � 10�2 �31; 1 33; 1Tab. 6.3 � Points d'équilibre6.3 Analyse du système en boucle ouverteLa stabilité du système est étudiée pour une entrée constante (� = 0) et un nombrede Mach �xé (M = 3).Les points d'équilibre du système sont donnés par la résolution du système d'équationsnon linéaires : cos(�0)K�MCn(�0; �;M) + q0 = 0Cm(�0; �;M) = 0Pour les valeurs du Mach et de � considérées, la seconde équation donne les valeursde �0 correspondant aux points d'équilibre. La première équation donne les valeurs de q0correspondantes. Le tableau 6.3 donne les points d'équilibre ainsi obtenus ainsi que lesvaleurs propres des linéarisations correspondantes.De ce tableau, nous déduisons qu'il existe deux points d'équilibre stables, symétriquespar rapport au point 0, ce qui est normal puisque le �ot associé aux équations présentecette symétrie. Il su�t donc d'étudier le domaine de stabilité d'un des deux points d'équi-libre stables, par exemple le point : " 4; 69 � 10�23; 24 � 10�2 # :Pour obtenir son domaine de stabilité, nous pro�tons du fait d'avoir un système d'ordredeux pour appliquer la méthode de la simulation inverse (backtracking) [GTV85]. Elleconsiste à :1. déterminer l'ensemble des points d'équilibre ;2. déterminer un voisinage autour du point d'équilibre stable inclus dans le domainede stabilité ;3. partant d'un nombre su�sant de points sur la frontière de ce voisinage, intégrer enrenversant le sens d'écoulement du temps dans les équations du système.La première étape a déjà été e�ectuée. La deuxième se base sur une modi�cation desméthodes proposées dans l'article [EGS96] 1 : un ellipsoïde invariant EP = fxjxTPx � 1g1. Reproduit en annexe de la thèse, page 241.



Application : Commande d'un missile un axe 211est recherché pour l'estimation du domaine de stabilité. Pour cela, le système est mis sousla forme suivante :_" � � �0q � q0 # = " cos(�0)K�Mcn(2 �M=3) 1KqM2cm(�7 + 8M=3) 0 # " �� �0q � q0 #+ " cos(�0)K�M2KqM2 #w;z = h 1 0 i " � � �0q � q0 # ;w = k(t)z;avec k(t) = (an�3+bnj�j�)�(an�30+bnj�0j�0)���0 , en considérant que cos(�) � cos(�0) et en notantque am � 2an et bm � 2bn.Nous sommes donc ramené à considérer la stabilité de la connexion d'un systèmelinéaire stationnaire (d'entrée w et de sortie z) et de la multiplication par un gain variantdans le temps k(t). Si � reste dans l'intervalle [�0��; �0+�], le gain dépendant du tempsk(t) est contenu dans un cône (c; r) (voir tableau 5.2 page 161). Pour un � donné, nousobtenons donc c et r. La stabilité de la connexion peut alors être testée par applicationdirecte du lemme 3.2.1.Le problème est de garantir que � � �0 est bien de module borné par �. Pour cela,nous allons utilisé le fait que le multiplieur Q = P�1 associé aux intégrateurs correspondà une fonction de Lyapunov quadratique par le système linéaire stationnaire 2. Pour unecondition initiale prise dans l'ellipsoïde EP , l'état du système va resté à l'intérieur de EP ,à tout instant. Par suite, si sa projection sur l'hyperplan q = 0 reste de module borné par�, nous sommes assuré que � est dans l'intervalle [�0 � �; �0 + �].Nous allons rechercher le plus grand ellipsoïde EP . Une possibilité est d'essayer demaximiser la somme des carrés des longueurs des demi-axes. Pour cela, nous résolvons leproblème d'optimisation suivant :minimiser �trace(Q)sur la variable Q;sous les contraintes" MI3 #T 266664 02 0 Q 00 (1 � c2r2 ) 0 cr2Q 0 02 00 cr2 0 � 1r2 377775 " MI3 #T � 0" 10 #T Q " 10 # � �2; Q > 0; (6.3)avec M = 264 cos(0:047)K�cn(2 �M=3) 1 cos(0:047)K�MKqM2cm(�7 + 8M=3) 0 2KqM21 0 0 375Pour un � donné, nous obtenons c et r. Le problème précédent est donc convexe en Q.Brièvement, parmi les inégalités (6.3), la première (avec Q > 0) assure que le graphe del'inverse de la fonction de transfert entre w et z est en dehors du cône dé�ni par (c; r) :2. Comme cela a été fait dans la démonstration du corollaire 4.6.1, page 131 ou encore dans l'article[EGS96], reproduit en annexe de cette thèse, page 241.



212 Chapitre 6 Approche unifiée de l'analyse et de la commandepar application du lemme 3.2.1, cela assure la stabilité de la connexion sous l'hypothèseque k(t) est bien dans son cône (c; r). L'inégalité :" 10 #T Q " 10 # � �2assure que la projection de l'ellipsoïde EP sur le plan q = 0 est compris dans le segment[�0 � �; �0 + �] (voir la section 4.6.1, page 130) : � � �0 est donc toujours inférieure à�, assurant ainsi que la non linéarité est toujours dans le cône (c; r) pour une conditioninitiale prise dans EP .En itérant sur �, nous obtenons l'ellipsoïde EP avec :P = Q�1 = " 2; 505 � 105 �1; 621 � 103�1; 621 � 103 8; 684 � 103 # :
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214 Chapitre 6 Approche unifiée de l'analyse et de la commandele long de cette trajectoire sont représentés. Nous pouvons constater que cela recouvre descon�gurations très diverses : systèmes linéaires stationnaires stables ou instables, amortis-sements des pôles faibles ou importants. En�n, la dispersion des pôles des linéarisationspour le nombre de Mach variant entre 2 et 3 et l'angle � entre �0; 35 et 0; 35 radians estdonnée par la �gure 6.5, partie de droite. Là encore, il est à remarquer que la dispersion estimportante et qu'une partie des linéarisations sont instables. D'autre part, les transfertsde � à � des linéarisations sont à déphasage non minimal.En conclusion, nous pouvons a�rmer que ce système présente en boucle ouverte uncomportement fortement non linéaire : il possède plusieurs points d'équilibre instables etstables avec pour ces derniers des domaines de stabilité très complexes ; son comportementn'est pas réductible à celui de ses linéarisations stationnaires qui recouvrent une grandevariété de dynamiques, stables ou instables, faiblement ou fortement amorties, avec dese�ets non minimums.6.4 Cahier des chargesLe cahier des charges suit celui proposé par Reichert [Rei92] :� pour une consigne �c en échelon, le temps de montée est de l'ordre de 0; 3 secondes,le dépassement inférieur à 10 / 20 % et l'erreur statique inférieure à 5 % ;� éviter la saturation des actionneurs à la fois en position et en vitesse : cette dernièresaturation, normalisée par la consigne en accélération, est de l'ordre de 25 deg/s/g(0; 44 rad/s/g) ;� limitation de la bande passante du correcteur car présence de modes souples destructure non modélisés (sur la boucle ouverte linéarisée atténuation de 30 db à 300rad/s).� robustesse à des erreurs sur les coe�cients des fonctions de portance.Les correcteur seront recherchés pour commander le missile à Mach 3.6.5 Commande du missile par l'approche classiqueDans cette section, nous proposons un correcteur proportionnel intégral pour com-mander une linéarisation du système puis nous démontrons que cette loi de commandeassure de bonnes propriétés sur le système non linéaire. Les analyses des propriétés dumissile commandé supposent généralement que le missile est un système linéaire station-naire incertain [Wis92, FM96, FFDM96] et ne tiennent donc pas compte de son caractèrenon linéaire 3.6.5.1 Synthèse d'un correcteur PINous recherchons un correcteur proportionnel intégral. Il est synthétisé par applicationdes règles d'Automatique classique. Le correcteur PI est recherché avec une structurecascade. Il est synthétisé sur la linéarisation stationnaire du missile pour �0 = 0; 15 radians3. A moins de supposer la conjecture d'Aizerman véri�ée.



Application : Commande d'un missile un axe 215et un nombre de Mach de 3. La loi de commande obtenue sera utilisée comme référencepour les di�érentes méthodes de synthèse testées. L'expression du PI est :u(s) = k3s+ k2s q(s) + k1k2s (k0�c(s)� �(s)): ddd -6 --- - - - -6 6 - Rk0 k1 k2 k3 q�+� ++ ++ �c�c
Fig. 6.6 � Structure du correcteur PIUn réglage correct est obtenu pour les valeurs :k0 = 1; 12; k1 = 0; 0867; k2 = 2; 5; et k3 = 0; 5:La valeur de k0 a été obtenue en remarquant qu'à l'équilibre, le signal entrant dansl'intégrateur devient nul. En e�et, nous avons :k1(k0�c � �e) + qe = 0:D'autre part, d'après les équations (6.1) et (6.2) du missile, nous avons :qe � �grav K�KzM �e:De ces deux équations, nous en déduisons que �e = �c sik0 = grav K�KzMk1 + 1 = 1; 12:Les simulations temporelles sur le système non linéaire, �gure 6.7, montrent que le tempsde montée est e�ectivement de l'ordre de 0; 3 secondes, l'erreur statique nulle et le dépas-sement de l'ordre de 10 %. De plus, la contrainte de saturation sur la vitesse de dé�exionest respectée. En�n, en faisant une simulation avec les coe�cients perturbés de Cn etCm 4 de plus ou moins 20 %, le système bouclé garde un fonctionnement correct (voir�gure 6.7). Dans ce qui suit, nous allons démontrer que ces propriétés sont véri�ées par lesystème bouclé qui est non linéaire. Cette démonstration se base sur les outils introduitsdans le chapitre 2, 3 et 5.4. La simulation que nous présentons �gure 6.7 correspond à une augmentation de 20% pour an, dn,am et cm et une baisse de 20% de bn, cn et dm. Il en sera de même pour toutes les simulations du missileavec des coe�cients perturbés.
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Application : Commande d'un missile un axe 2176.5.2 Analyse du système non linéaire commandé par le PINous allons étudier la stabilité du système non linéaire en boucle fermée (missile +actionneur + PI). Pour cela, nous introduisons deux types de modélisation pour le systèmenon linéaire et pour ses linéarisations non stationnaires. Comme précédemment, nousallons mettre à pro�t le fait que cos(�) � 1 pour les angles considérés et que am � 2an etbm � 2bn.6.5.2.1 Modélisation polytopique et modélisation LFTNous introduisons d'abord une modélisation polytopique du système bouclé et de seslinéarisations non stationnaires. Le modèle obtenu est le suivant :" _�z # = " A+ �(t)A� BC + �(t)C� D # " �w #avec" A BC D # = 26666666666664 K�Mcn(2� M3 ) 1 K�Mdn 0 0 0KqM2cm(�7 + 8M3 ) 0 KqM2dm 0 0 00 0 0 1 0 00 k3w2a �w2a �2�awa w2a 0�k1k2 KzgravM2cn(2� M3 ) k2 �k1k2 KzgravM2dn 0 0 �k0k1k2KzgravM2cn(2� M3 ) 0 KzgravM2dn 0 0 0 37777777777775 ;" A�C� # = 266666666664 K�M 0 0 0 02KqM2 0 0 0 00 0 0 0 00 0 0 0 0�k1k2 Kzgrav 0 0 0 0KzgravM2 0 0 0 0 377777777775où, avec xPI la variable d'état associée au PI, pour le système non linéaire :w = �c z = � � = 26666664 �q�_�xPI 37777775 et �(t) = am�2 + bmj�j;et pour sa linéarisation non stationnaire en �0(t) :w = �c � �c0 z = � � �0 � = 26666664 � � �0q � q0�_�xPI 37777775 et �(t) = 3am�0(t)2 + 2bmj�0(t)j:L'angle � évoluant entre �0; 35 radians, am�2+bmj�j varie entre 0 et �10. Par suite, pourenglober le système non linéaire dans le système polytopique précédent, il faut prendre



218 Chapitre 6 Approche unifiée de l'analyse et de la commande�(t) entre 0 et �10. Par contre, 3am�0(t)2+2bmj�0(t)j varie entre 0 et �15. Pour engloberles linéarisations non stationnaires, �(t) doit être pris évoluant entre 0 et �15. Par suite,pour �(t) variant entre 0 et �15, nous recouvrons à la fois le système non linéaire et seslinéarisations 5.
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Fig. 6.9 � Non linéarité f et secteurUne autre approche est de rechercher un modèle LFT du missile bouclé et de seslinéarisations. Pour cela, le système en boucle fermée est réécrit de la façon suivante :" _�z # = " A BC D # " �w # + 266666666664 K�M2KqM200�k1k2 KzgravKzgravM2 377777777775 p1q1 = h 1 0 0 0 0 i �p1 = f(q1)avec pour le système non linéaire, la fonction f qui est représentée sur la �gure 6.9 et quiest dé�nie par : f(�) = an�3 + bnj�j�;(voir la �gure 6.9) et pour sa linéarisation non stationnaire en �0(t) :f(�) = (3an�0(t)2 + 2bnj�0(t)j)�:Etant donné qu'� évolue entre �0; 35 radians, si nous choisissons de décrire f par lesecteur [�15; 0], nous recouvrons à la fois le système et ses linéarisations. Le système etses linéarisations se modélisent donc comme l'interconnexion d'un transfert linéaire etd'une non linéarité dépendant du temps.6.5.2.2 Analyse de la stabilitéLa �gure ci-contre représente les pôles des di�érentes linéarisations stationnaires dusystème bouclé. Nous constatons que le correcteur proportionnel intégral les stabilise et5. Si toutes les linéarisations d'un système sont dans un cône alors le système lui-même est dans cecône (voir par exemple [Saf80, page 49]).



Application : Commande d'un missile un axe 219que les pôles des linéarisations de la boucle fermée sont beaucoup moins dispersés que lespôles des linéarisations du système en boucle ouverte. Nous allons démontrer la stabilitéincrémentale du système (non linéaire).
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Le système bouclé est incrémentalement stable s'ilexiste une fonction de Lyapunov quadratique qui dé-montre la stabilité du modèle polytopique associé, cequi revient à rechercher une matrice dé�nie positive Ptelle que pour tout �(t) appartenant à [�15; 0] :(A+ �(t)A�)TP + P (A+ �(t)A�) < 0;ce qui équivaut à véri�er qu'il existe une matrice Pdé�nie positive telle que :ATP + PA < 0 et (A� 15A�)TP + P (A� 15A�) < 0:La résolution de ce problème LMI permet de trouver une solution 6 :P = 2666664 6; 5479 0; 0974 �0; 0927 �0; 0009 �0; 68990; 0974 0; 2843 �0; 3851 �0; 0033 0; 6318�0; 0927 �0; 3851 0; 7955 0; 0056 �0; 7863�0; 0009 �0; 0033 0; 0056 0; 0001 �0; 0069�0; 6899 0; 6318 �0; 7863 �0; 0069 2; 3722 3777775
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Le missile est donc stabilisé incrémentalement parle correcteur PI. Le système et ses linéarisations semodélisent aussi comme l'interconnexion d'un trans-fert linéaire et d'une non linéarité appartenant ausecteur [�15; 0]. Par application du critère du cercle[Zam66b], le système et ses linéarisations sont stablescar le tracé (ci-contre) du transfert linéaire dans leplan de Nyquist est à droite de la droite verticaled'abscisse �0; 066.6.5.2.3 Analyse de la performanceLa seconde étape est d'étudier plus �nement les propriétés du système non linéairebouclé. Pour cela, nous nous intéressons à l'opérateur S qui, à l'entrée de consigne, as-socie l'erreur de poursuite [Fro95]. Nous allons comparer son comportement à celui d'untransfert du premier ordre (1=W1) en essayant de véri�er le critère :kW1Sk� � 1 avec W1(s) = 12 s+ 4; 36s+ 0; 234 :Un tel transfert garantit une erreur statique de l'ordre de 10% face à un échelon etune certaine plage de désensibilisation.6. En utilisant LMITOOL.



220 Chapitre 6 Approche unifiée de l'analyse et de la commande
10

−2
10

−1
10

0
10

1
10

2
10

−1

10
0

10
1

transfert S des linearises et inverse du gabarit W1 Dans un premier temps, à titre indicatif, nouspouvons véri�er qu'au moins les linéarisés sta-tionnaires du système respectent le gabarit dé-�ni par la fonction de transfert W1. Les tracésd'un certain nombre de fonctions de sensibilitéde linéarisés stationnaires (�gure à gauche) sug-gèrent que c'est peut être le cas. Nous allons ledéterminer sur le système non linéaire. En intro-duisant (AW1, BW1 , CW1, DW1) la représentationd'état deW1, l'opérateurW1S admet pour équa-tion d'état :" _�Sz # = " AS + �(t)AS� BSCS + �(t)CS� DS # " �w #avec AS = " AW1 BW1C0 A # ; BS = 24 BW1B 35 ;CS = h CW1 DW1C i ; DS = DW1 ;AS� = " 0 BW1C�0 A� # ; CS� = h CW1 DW1C i :Le système bouclé sera incrémentalement performant si le problème d'optimisationsuivant : minimiser 
sur les variables P > 0; 
contraints par8� 2 [0; 15]; 264 (AS + �AS�)TP + P (AS + �AS�) PBS CS + �CS�BSTP �
I DSCST + �CST� DST �
I 375 < 0; (6.4)admet un optimum 
 inférieur ou égal à un. Comme pour l'analyse de la stabilité, lacondition (6.4) est véri�ée s'il existe une matrice P dé�nie positive telle que la contrainte6.4 soit véri�ée simultanément pour � = 0 et � = �15.La résolution de ce problème d'optimisation LMI 7 permet d'obtenir un 
 optimal de1; 07 avec la matrice :P = 266666664 13; 97 227; 63 �0; 14 �0; 16 0; 00 �88; 06227; 63 4187; 65 2; 36 �12; 03 0; 05 �1443; 31�0; 14 2; 36 10; 43 �13; 15 �0; 15 28; 31�0; 16 �12; 03 �13; 15 24; 37 0; 21 �27; 870; 00 0; 05 �0; 15 0; 21 0; 00 �0; 37�88; 06 �1443; 31 28; 31 �27; 87 �0; 37 673; 02 377777775 :L'optimum étant à peu près de un, nous pouvons considérer que le système est incré-mentalement performant. Nous avons ainsi garanti le bon comportement du système nonlinéaire commandé par une loi de commande proportionnelle intégrale.7. En utilisant la boîte à outils Matlab LMI Control Toolbox.



Application : Commande d'un missile un axe 2216.5.2.4 Analyse de la performance robusteLa troisième étape consiste en l'étude de la performance du système bouclé en présenced'incertitudes. Nous considérons une incertitude additive linéaire agissant au niveau desactionneurs et décrite par le gabarit W2 :W2(s) = 0; 07 s2=702 + s=35 + 1s2=106 + s=500 + 1 :Ce dernier indique qu'à partir d'une fréquence de 150 rad/s, les incertitudes commencent àêtre importantes. En présence de ces incertitudes, nous voulons véri�er que le système nonlinéaire bouclé conserve ses propriétés de performance. Ce problème est un problème de
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Fig. 6.10 � Schéma pour l'analyse de la performance robuste�/km 8 généralisé au cadre non linéaire. Il s'agit, pour l'interconnexion décrite �gure 6.10,de véri�er que le transfert entre l'entrée w et la sortie z est f�W1(j!)�W1(j!); 0; Ig dissi-patif. L'interconnexion est décrite par le transfert stable M(j!). Les deux sous systèmesconsidérés sont la non linéarité statique et l'incertitude �(j!). D'après la modélisationLFT que nous avons précédemment introduite, le transfert M admet pour représentationd'état :" _�z # = " A B�C 1 # " �w #+ 266666666664 K�M2KqM200�k1k2 Kzgrav� KzgravM2 377777777775 p1 + 2666666664 K�MdnKqM2cm(2 � M3 )0000 3777777775 p2;" q1q2 # = " 1 0 0 0 0 00 k3 0 0 1 0 # " �w # :Le premier sous système p1 = f(q1) qui est choisi f�2;�15; 0g dissipatif englobe les nonlinéarités correspondant au système et à ses linéarisations non stationnaires. Le secondsous système correspond au bloc d'incertitude :p2 = �(q2)8. En fait de � analyse.



222 Chapitre 6 Approche unifiée de l'analyse et de la commandequi est {�I, 0, W �2W2 } dissipatif.Par application des résultats du chapitre 5, étudier la performance du système revientà résoudre, après normalisation, le problème d'optimisation suivant :minimiser �2sur les variables s1(j!) 2 SC(1); s2(j!) 2 SC(1);contraint par" M(j!)I #�M " M(j!)I # < 0avec M = 266666664 0 0 0 �15 0 00 s1(j!)W �2W2 0 0 0 00 0 s2(j!)W �1W1 0 0 0�15 0 0 �2 0 00 0 0 0 �s1(j!) 00 0 0 0 0 ��2s2(j!) 377777775
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Fig. 6.11 � Tracé du km = 1=� généralisé en fonction de la fréquenceLe problème est résolu fréquence par fréquence. Pour ! = 0, km(0) = 1=�(0) vaut1; 01. Les autres valeurs sont représentées �gure 6.11. La plus faible valeur obtenue estde 0; 95. Par suite, cette valeur obtenue étant environ de 1, nous avons démontré quele système non linéaire est incrémentalement performant en dépit des incertitudes. Celaest d'autant plus vrai que la non linéarité du système a été remplacée par le secteur lacontenant. Ce mode de description très frustre est pertinent car cette non linéarité estapproximativement connue.De plus, dans l'article [FSF97], reproduit en annexe page 297, nous avons mis enévidence que le correcteur PI assure pour le missile non linéaire l'équivalent d'une margede gain de 6db.6.5.2.5 Analyse de la stabilité face à des erreurs sur la non linéarité pourdi�érents MachsNous cherchons maintenant à déterminer pour quelle quantité d'incertitudes sur lanon linéarité il est possible de garantir la stabilité incrémentale du missile commandé parun PI et pour un mach constant compris entre 2 et 4.



Application : Commande d'un missile un axe 223Pour cela, nous considérons que la non linéarité est caractérisée par un secteur (�k; 0).Nous recherchons le plus grand k tel que pour toute non linéarité prise dans le secteur(�k; 0), le système soit incrémentalement stable. Nous considérons une modélisation LFTavec deux sous systèmes, le premier correspondant à la non linéarité, le second au nombrede Mach lui-même. Par manque de place, nous ne donnons pas l'expression exacte de lamodélisation et du critère résolu. Ce dernier découle directement des résultats vus dansle chapitre 5.Comme précédemment, le problème est résolu à l'aide d'un gridding fréquentiel. Unepondération de �100 a été introduite sur la non linéarité. Pour la fréquence ! = 0, le kmest de 16. Le tracé de km en fonction de la fréquence est donné par la �gure 6.12.
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Fig. 6.12 � Tracés fréquentiels de km (à gauche) avec un zoom (à droite)Le km minimal obtenu est de 0; 77. En conclusion, si la non linéarité est dans un secteur(�77; 0) alors le système bouclé est stable pour un nombre de Mach pris entre 2 et 4. Sielle est dans un secteur incrémental (�77; 0) alors le système bouclé est incrémentalementstable. La non linéarité que nous considérons est dans un secteur incrémental de (�15; 0) :nous avons donc une marge de robustesse considérable.Des simulations temporelles suggèrent que contrairement à la stabilité incrémentale,la performance incrémentale est dégradée sur la plage de Mach complète (M 2 [2; 4]).6.6 Commande H1 du missileNous allons appliquer la méthode de synthèse H1 [DGKF89, Fon95] en prenant pourmodèle de synthèse le linéarisé stationnaire du missile pour un angle � de 0; 15 radians etun nombre de Mach de 3. Le but de cette synthèse est de constituer une base de départpour l'application des méthodes de séquencement de gains. Ce type de synthèse a déjà étée�ectué pour des missiles comparables [Fer95, Fro95, FFDM96]. Nous reprenons le critèreH1 6 blocs proposé par [Fro95] et décrit �gure 6.13. Les di�érents gabarits W1, W2, W3et W4 permettent de prendre en compte les spéci�cations du cahier des charges :� le gabarit W1 pondère la fonction de transfert entre l'entrée w1 et la sortie z1 : ellepermet de prendre en compte les spéci�cations de temps de réponse (via la bandepassante), d'erreur statique faible, de désensibilisation et de robustesse (pour laboucle externe) ;
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w3Fig. 6.13 � Critère H1 6 blocs� le gabaritW2 permet de pondérer la commande (et de tenir compte de façon indirectedes contraintes de saturation) et d'assurer avec le gabarit W3 de bonnes marges enentrée du système (transfert entre w3 et la sortie z2).Pour obtenir un correcteur satisfaisant, nous aboutissons aux pondérations suivantes :W1(s) = 12 s+ 6:93s+ 3; 46 10�3 ; W3 = 0; 02;W2(s) = 6; 53 s2 + 140s + 4; 9 103s2 + 120s + 2; 25 104 ; W4 = 0; 08:Nous obtenons un correcteur d'ordre 7. La �gure 6.14 représente, d'une part, les tracés
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Application : Commande d'un missile un axe 225l'erreur statique nulle et le dépassement de l'ordre de 10 % à 20 %. Le dépassementest légèrement supérieur à 20 % pour des consignes de faibles amplitudes. De plus, enperturbant les coe�cients des fonctions Cn et Cm de plus ou moins 20 %, mis à part leproblème de dépassement, le système bouclé garde un fonctionnement correct (voir �gure6.17).Par troncature équilibrée, le correcteur est réduit à l'ordre 2 puis à l'ordre 1. La loi decommande d'ordre 2 est un correcteur proportionnel intégral avec une avance de phase :u(s) = 0; 091 (s=11; 7 + 1)(s=106 + 1)s(s=35 + 1) (�c(s)� �(s)) + 0; 206 (s=92; 1 + 1)s=35 + 1 q(s):D'après la �gure 6.15, nous constatons qu'il y a une dégradation des marges sur le linéarisépar rapport au correcteur complet mais que néanmoins le comportement temporel obtenusur le système non linéaire reste similaire.
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Application : Commande d'un missile un axe 227non linéarité statique appartenant à un secteur peut être remplacée par la multiplicationpar un paramètre �(t) variant dans le temps. Nous sommes donc ramené à un systèmelinéaire à paramètres variants.Si nous faisons l'hypothèse supplémentaire que l'angle d'incidence� est mesurable alorsun correcteur par séquencement de gains, séquencé par la variable �(t) = an�2 + bnj�jpeut être synthétisé. Nous verrons dans la suite que cette restriction se lève d'elle-même.Le critère H1 précédemment développé pour la synthèse sur une linéarisation estappliqué sur le système non linéaire. Une telle démarche sera justi�ée a posteriori. Nous
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Fig. 6.18 � Critère H1 6 blocs pour le séquencement de gainsutilisons donc le même critère 6 blocs avec les gabarits W1, W2, W3 et W4. Pour cela,nous introduisons le système linéaire P qui associe au vecteur h p1 w1 w2 w3 �c iT levecteur h q1 z1 z2 � q iT et qui est dé�ni par la �gure 6.18. Dans ce schéma, le blocG représente le système linéaire d'équations :" _�_q # = " K�Mcn(2 �M=3) 1KqM2cm(2 �M=3) 0 # " �q # + " K�M K�Mdn2KqM2 2KqM2dm # " p1� #264 q1�c � �q 375 = 264 1 0KzgravM2 00 1 375 " �q # + 264 0 0KzgravM2 KzgravM2dn0 0 375 " p1� # :P est décrit par les équations 9 :2666666664 _xPq1z1z2�c � �q 3777777775 = 264 AP BPw BP uCP z DP zw DP zuCP y DP yu 0 3752666666664 xPp1w1w2w3� 3777777775 :9. Pour ne pas alourdir le texte, les matrices de la représentation d'état de P ne sont pas explicitées.



228 Chapitre 6 Approche unifiée de l'analyse et de la commandeLa méthode de séquencement de gains consiste à rechercher un correcteur dépendantdu paramètre �, dé�ni par les équations :_xK = AK(�)xK + BK(�) " �c � �q #�c = CK(�)xKoù AK, BK et CK sont trois fonctions rationnelles de �, bien posées pour les valeurs de �considérées. Cette loi de commande doit assurer entre l'entrée h w1 w2 w3 iT et la sortieh z1 z2 iT un gain L2 inférieur à un certain niveau 
. D'après le corollaire 4.4.1 (page121) le niveau atteignable le plus faible peut être évalué par la résolution du problèmed'optimisation suivant : minimiser 
sur la variable Q;P; s; t; 
sous les contraintesUT 266664 AP BP w 0CP z DP zw 0I 0 00 I 00 0 I 377775T 2666666664 0 0 0 P 0 0 00 0 0 0 �15s 0 00 0 0 0 0 0 IP 0 0 0 0 0 00 �15s 0 0 �2s 0 00 0 0 0 0 �
I 00 0 I 0 0 0 �
I 3777777775266664 AP BP w 0CP z DP zw 0I 0 00 I 00 0 I 377775T U? � 0V T 266664 ATP CPTz 0BP Tw DP Tzw 0I 0 00 I 00 0 I 377775T 2666666664 0 0 0 Q 0 0 00 0 0 0 �15t 0 00 0 0 0 0 0 IQ 0 0 0 0 0 00 �15t 0 0 �2t 0 00 0 0 0 0 �
I 00 0 I 0 0 0 �
I 3777777775266664 ATP CPTz 0BP Tw DP Tzw 0I 0 00 I 00 0 I 377775V ? � 0et " P II Q # � 0 " s 11 t # � 0avec U = 24 h CP y DP yw i? 00 I 35 V = 24 h BP Tu DP Tyu i? 00 I 35Après quelques essais, nous aboutissons à un résultat satisfaisant avec les gabarits sui-vants : W1(s) = 103 s=6; 93 + 1s=3; 46 10�3 + 1 ; W3 = 0; 04;W2(s) = 10 s2=1502 + 0; 8=150s + 1s2=10002 + 2=1000s + 1 ; W4 = 0; 07:pour lesquelles nous trouvons un 
 optimal de 1; 37. Le correcteur est reconstruit parrésolution du problème LMI associé, comme cela est expliqué dans la section 3.5, page 98.Le correcteur obtenu est en théorie dépendant du paramètre de séquencement de gainspuisque les multiplieurs s et t obtenus sont tels que st = 2; 25 6= 1 (voir théorème 3.3.1,page 92). Cependant, l'examen des tracés de Bode des di�érents correcteurs �gés (�gure
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Application : Commande d'un missile un axe 231Il reste maintenant à démontrer qu'e�ectivement cette loi de commande stabilise le sys-tème et assure le niveau de performance recherché.
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Comme précédemment, le système bouclé et seslinéarisations sont modélisés comme l'intercon-nexion d'un transfert linéaire et d'un non linéa-rité appartenant au secteur [�15; 0]. Par appli-cation du critère du cercle [Zam66b], le tracé cicontre du transfert linéaire dans le plan de Ny-quist indique la stabilité car il est à droite de ladroite d'abscisse �0; 066.Le correcteur obtenu stabilise donc incrémen-talement le missile. Nous pouvons maintenantétudier la performance incrémentale du missilecommandé. Pour cela, nous considérons la fonction de sensibilité des linéarisations va-riant dans le temps du système bouclé. Par �/km analyse généralisée, nous obtenons quekW1Sk� � 1 avec W1(s) = 920 s=6; 93 + 1s=3; 46 � 10�3 + 1Par suite, nous pouvons garantir que la loi de commande obtenue assure sur le systèmenon linéaire les performances recherchées. La simpli�cation de la loi de commande estainsi pleine justi�ée. En�n, nous avons véri�é que pour un nombre de Mach constantcompris entre 2 et 4, le système est e�ectivement incrémentalement stable en suivant unedémarche similaire à celle suivie pour l'analyse de la commande PI.6.8 Commande par séquencement de gains : approchepolytopiqueNous utilisons toujours le critère 6 blocs avec les gabarits W1, W2, W3 et W4. Pourremplir les conditions d'application de la méthode 10 (à savoir la matrice C doit êtreindépendante du paramètre de séquencement) un �ltre 1�s+1 est introduit sur la mesure de�, avec � = 0; 01.Après quelques essais, nous aboutissons à un résultat satisfaisant pour les gabaritssuivants : W1(s) = 103 s=6; 93 + 1s=3; 46 10�3 + 1 ; W3 = 0; 02;W2(s) = 30 s2=1502 + 0; 8=150s + 1s2=10002 + 2=1000s + 1 ; W4 = 0; 038:L'examen du tracé de Bode des deux correcteurs linéaires correspondant aux valeursextrêmes du paramètres de séquencement, �gure 6.22, montrent en fait qu'il n'y a prati-quement aucune variation entre les deux : tous les correcteurs �gés qui sont combinaisonsconvexes de ces deux lois de commande sont donc pratiquement identiques. Comme pré-cédemment, nous prenons un des sommets comme loi de commande. Le correcteur linéaire10. Pour cette partie, nous avons utilisé une fonction préprogrammée, hinfgs, de la boîte à outils LMIControl Toolbox. Ce n'est pas le cas pour les autres applications numériques.
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Fig. 6.23 � Tracés fréquentiels sur des linéarisésDes simulations temporelles sont présentées, �gure 6.24. Le correcteur assure de moinsbonnes performances que le correcteur obtenu par la méthode de séquencement de gainsprécédente. Le temps de montée est plus grand, les marges sur les linéarisés sont plusfaibles et, en�n, le correcteur présente un e�et non minimum.
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Fig. 6.24 � Simulation temporelle sur le modèle non linéaire avec la loi de commandelinéaire stationnaire réduite à l'ordre 3 sans (à gauche) et avec perturbation (à droite)6.9 Lois de commande de la littératurePour évaluer l'intérêt des lois de commande proposées précédemment, nous allonsexaminer deux lois de commande de la littérature.6.9.1 Correcteur à séquencement de gains de Shamma et Cloutier[SC93]La synthèse proposée dans [SC93] repose sur l'hypothèse supplémentaire que l'angled'incidence � est mesuré en plus de l'accélération � et de la vitesse de rotation q. C'est leseul état qui intervient dans la partie non linéaire du modèle. L'idée est de considérer alors� comme un paramètre exogène lorsqu'il intervient dans la non linéarité : le problèmeest donc ramené à un problème de séquencement de gains. L'étape suivante consiste àparamétriser les entrées et le reste de l'état qui correspondraient à l'équilibre du systèmeen fonction de �. Le système est alors approché au premier ordre le long de la surfaced'équilibre. L'entrée du système est alors u� ueq(�). Un intégrateur vient pré-compenserle système : il permet d'éviter la transmission d'une information statique sur l'équilibredu système. En�n, le correcteur recherché ne doit fonctionner que pour Mach 3.La synthèse se décompose en deux boucles imbriquées :boucle interne : pour la valeur de � mesurée, les valeurs d'équilibre �eq et qeq sont calcu-lées algébriquement et un correcteur doit asservir l'angle d'incidence � en fonctionde � � �eq, q � qeq et � ;boucle externe : à partir des consignes en accélération et de la mesure de l'accélérationelle-même, cette boucle génère des consignes en �.Pour synthétiser les deux correcteurs intervenant dans les deux boucles, la méthode de� synthèse avec multiplieurs constants est appliquée. Au total, le correcteur est d'ordreneuf plus un calcul algébrique. La �gure 6.25, à gauche, présente une simulation temporelleavec ce correcteur. Les contraintes sur la réponse temporelle sont véri�ées. Par contre, lavitesse de dé�exion dépasse les seuils de saturation. Sur la même �gure, à droite cette fois,le système est simulé avec les coe�cients perturbés : le missile n'est alors plus stabilisé.Des simulations temporelles pour des Machs proches de 3 (2; 6 et 3; 3) montrent que lecorrecteur ne stabilise plus le système (�gure 6.26).



234 Chapitre 6 Approche unifiée de l'analyse et de la commande
0 1 2 3 4 5 6

−40

−20

0

20

40
acceleration en g 

temps en s

0 1 2 3 4 5 6
−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

temps en s

deflexion en rad. (continu), 1/30 de vitesse de deflexion en rad/s (tire)

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
−60

−40

−20

0

20

40

60

80

100

120

Fig. 6.25 � Simulations temporelles avec le correcteur de Shamma sans ou avec perturba-tions sur les coe�cients
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Application : Commande d'un missile un axe 2356.9.2 Correcteur à séquencement de gains de Nichols, Reichertet Rugh [NRR93]Le correcteur recherché doit fonctionner sur la plage de Mach 1,5 à 3. Pour cela, quatrepoints ( �0, M0 ) de fonctionnement sont sélectionnés : (0, 1; 5), (0, 3), (20, 1; 5), (20, 3)avec � exprimé en degrés. Pour chacun de ces points, un correcteur H1 est synthétisépuis réduit. Les points de fonctionnement sont ensuite reparamétrisés par (�0, M0). Uncorrecteur à séquencement est alors interpolé linéairement par rapport à �0 et quadrati-quement par rapport à M0 à partir des quatres correcteurs H1.Une simulation temporelle11 pour un Mach de 3 permet d'obtenir un excellent résultat :les spéci�cations du cahier des charges sont respectées. Le comportement n'est pas tropa�ecté par la perturbation des coe�cients de la non linéarité (�gure 6.27, à droite). Deplus, pour des Machs constants plus petits que 2; 667 ou plus grands que 3; 6, le correcteurne stabilise plus le missile (�gure 6.28).
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Fig. 6.27 � Simulations temporelles avec le correcteur de Rugh, à droite avec des coe�-cients perturbés
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236 Chapitre 6 Approche unifiée de l'analyse et de la commande6.10 ConclusionLa contribution de ce chapitre est d'avoir mis en place des outils d'analyse et desynthèse qui garantissent des propriétés de performance sur un système non linéaire.Pour cela, nous nous sommes appuyé sur le fondement théorique fourni par la notion deperformance incrémentale ainsi que sur les outils proposés dans ce mémoire.Les résultats présentés dans ce chapitre ont permis de démontrer les bonnes perfor-mances d'un correcteur proportionnel intégral pour la commande d'un missile non linéaire.Nous avons pu démontrer la robustesse des performances vis-à-vis de la grossièreté (in-évitable) de la modélisation de la partie non linéaire du système, ainsi que sa capacité àstabiliser le système sur une plage de Machs. Une possibilité pour assurer la performancesur toute la plage de Mach vis-à-vis de la consigne serait d'introduire un � feedforward�réglé par le Mach. Ces propriétés remarquables ne sont pas retrouvées sur les correcteursplus complexes (de Shamma et al. et de Rugh et al.) proposés dans la littérature.D'autre part, en appliquant la méthode de séquencement de gains proposée dans cettethèse, nous avons pu tenir compte explicitement du caractère non linéaire du système dèsla synthèse du correcteur et obtenir ainsi un correcteur assurant de bonnes performances.De plus, le correcteur obtenu est d'une grande simplicité : système linéaire d'ordre 2. Com-parée à une synthèse classique de PI, cette approche permet de traiter directement lessystèmes non lináires, à plusieurs entrées et plusieurs sorties. En�n, en jouant sur les pon-dérations introduites, nous avons pu régler �nement le dépassement, le seuil de saturation,etc... permettant ainsi de satisfaire le cahier des charges et d'améliorer sensiblement lesperformances obtenues par la loi de commande classique.Il est remarquable de constater que si, en théorie, les méthodes de séquencement degains mènent à des correcteurs dépendant des paramètres de séquencement, nous avons punous a�ranchir de cette dépendance. Nous avons déjà constaté ce phénomène sur d'autresexemples. Il serait audacieux d'en conclure que ces méthodes de synthèse basées sur lastabilité quadratique ne peuvent pas véritablement mener à des lois de commande nonlinéaires. Néanmoins, il faut mettre cela en parallèle avec le fait que si tout l'état estmesuré alors le correcteur � séquencé� est une simple matrice de gains constants (voir lasection 4.4.1.3, page 122 ou encore notre article [Sco96]).



Conclusions générales 237Conclusions généralesDans l'approche que nous proposons, un système est modélisé comme une intercon-nexion de sous systèmes. Chaque sous système est décrit par une famille de modèles. Cemode de représentation est cohérent avec l'impossibilité pratique de déterminer un mo-dèle unique, exactement représentatif de la réalité. Le comportement du système 12 (et dechacun de ses sous systèmes) est caractérisé par l'ensemble des signaux qu'il peut échan-ger avec son environnement. Cet ensemble de signaux est alors délimité par une famillede contraintes quadratiques. Un changement de point de vue est intervenu ici : un (sous)système n'est plus simplement décrit par une propriété d'atténuation ou de positivité,qui correspondent à des contraintes quadratiques particulières. Nous tentons de le carac-tériser par une paramétrisation des contraintes quadratiques. Elle a été obtenue par lamise en ÷uvre de deux techniques : multiplieurs constants et multiplieurs dépendants. Lesseconds permettent d'obtenir un ensemble de contraintes plus important que les premierstout en menant à des critères de plus grande complexité. En se basant sur les contraintesquadratiques véri�ées par les sous systèmes, les théorèmes de séparation des graphes etla S procédure permettent alors d'analyser les propriétés du système interconnecté, quece soit la stabilité, la passivité, le gain L2 ou toute autre propriété de dissipativité.Cette approche nous a permis de revisiter l'analyse des systèmes linéaires stationnairesincertains. Nous avons pu proposer un remède au manque de �exibilité de la formulationclassique de la � analyse, permettant de résoudre aisément, par exemple, des problèmes�dissymétriques�. La notion de paramétrisation des contraintes quadratiques nous a per-mis d'enrichir la description des incertitudes considérées, en abordant, par exemple, lessystèmes avec retards. En�n, nous avons proposé une méthode pour traiter l'analyse desystèmes linéaires stationnaires incertains de grande dimension, problème qui, à notreconnaissance, n'a jamais été étudié dans la littérature.Nous avons ensuite étudié la mise en ÷uvre de notre approche sur des systèmes nonlinéaires et/ou non stationnaires. Du fait que nous raisonnons sur des contraintes quadra-tiques, elle se fait naturellement. Sur ce point particulier, notre contribution principale aété de proposer un critère d'analyse pour les systèmes avec des paramètres dont la vitessede variation est bornée en moyenne.Nous avons abordé dans cette thèse l'analyse des systèmes explicites. Notre approchepermet d'étendre aisément l'analyse des systèmes explicites aux systèmes implicites. Cequi, techniquement, distingue l'un de l'autre est la présence pour les systèmes implicitesde contraintes égalités. Nous avons vu, dans ce cas-là, qu'une extension de la S pro-cédure usuellement considérée permettait de traiter le problème. L'analyse des systèmesimplicites a été abordée seulement par la technique de multiplieurs constants ; les éléments12. ou plutôt de la famille de modèles associés.



238 Conclusion Approche unifiée de l'analyse et de la commandeprésentés dans cette thèse permettent aisément d'y appliquer la technique des multiplieursdépendants.La commande des systèmes interconnectés explicites a été étudiée par la technique desmultiplieurs constants. Nous avons proposé un théorème général qui uni�e et étend lesrésultats de la littérature. Notre résultat trouve une application directe dans le séquence-ment de gains, la commande avec saturation, etc...Dans ce contexte, nous avons proposé une nouvelle approche de la commande décen-tralisée. En utilisant la caractérisation par contraintes quadratiques, les sous systèmessont commandés de façon à remplir l'objectif global de stabilité. Cela peut être interprétécomme une généralisation d'approches antérieures qui obligeaient les sous systèmes à vé-ri�er un type de contraintes quadratiques particulières (atténuation de gain ou passivité).Ici, nous ne �xons pas a priori cette propriété.Une partie des techniques d'analyse et de synthèse que nous proposons dans ce mémoirea été mise en ÷uvre sur un missile. Nous avons vu que ce dernier avait un comportementfortement non linéaire en boucle ouverte. Il peut être cependant commandé de façonsatisfaisante par une loi de commande PI. Nous avons prouvé que ce système bouclé parun correcteur PI est en fait incrémentalement stable et performant, propriétés dont on arécemment démontré qu'elles étaient su�santes pour garantir à un système non linéaireun bon comportement qualitatif. Il nous a même été possible de garantir la robustesse dece comportement par rapport à des incertitudes sur le modèle non linéaire des coe�cientsde portance et sur les actionneurs. La technique de synthèse présentée dans cette thèsenous a permis d'obtenir des lois de commande très simples (linéaires stationnaires d'ordrepeu élevé) tout en assurant un bon comportement au missile. Nous avons vu qu'ellesdonnaient de meilleurs résultats que des lois de commande plus complexes proposées dansla littérature.Durant les cinq dernières années, l'optimisation (quasi) convexe avec contraintes LMIsa connu un vif intérêt dans les Sciences de l'Ingénieur du fait des progrès des méthodesde résolution et de leur grande potentialité au niveau des applications [BVG94]. Dans lecadre de l'Automatique, elle a permis de traiter un grand nombre de problèmes [BEFB94].Au lieu de chercher simplement à énumérer un ensemble d'applications des LMIs, ilnous a semblé plus intéressant d'aborder les questions suivantes :� �L'optimisation est-elle un outil pertinent pour l'étude des systèmes hétérogènes?�� �Si oui, pourquoi?�� �Comment formuler un problème d'Automatique sous la forme d'un problème d'op-timisation, si possible, convexe?�Nous avons essayé, au cours de cette Thèse, d'apporter des réponses possibles à ces troisquestions :� Oui, nous pensons que l'optimisation LMI est pertinente car elle permet de faireun compromis intéressant entre la calculabilité et le conservatisme des solutionsproposées. Elle devient incontournable pour l'obtention de logiciels � industriels�.



Conclusions générales 239� Le cadre théorique de l'approche entrée/sortie qui a commencé à se développer enAutomatique il y a plus de trente ans trouve avec l'optimisation par LMIs l'outilnumérique qui lui faisait cruellement défaut. Jusqu'à présent, la mise en ÷uvrepratique de ses résultats reposait sur des critères graphiques, limitant l'approcheaux systèmes linéaires à une entrée,une sortie bouclés par un élément (non linéaireet/ou incertain et/ou non stationnaire). L'analyse de la robustesse des systèmeslinéaires est le fruit remarquable de la spécialisation de la théorie entrée/sortie et dela mise en ÷uvre d'outils d'optimisation performants sur des contraintes LMIs. Nousavons essayé d'étayer dans cette thèse la conjecture suivante : le cadre de l'approcheentrée/sortie associé à l'optimisation sur des contraintes LMIs recouvre l'ensembledes problèmes d'Automatique de (relativement) faible complexité.� Nous avons proposé une démarche qui permet de formaliser un problème d'Auto-matique comme un problème d'optimisation sur des contraintes inégalités. Cettedémarche repose sur deux notions de base : celle d'interconnexion et celle de dissi-pativité. Ces notions ont été très présentes dans la littérature des années 60 et 70,de façon plus ou moins formalisée, pour des problèmes de nature très variée. Nousavons donc du faire un e�ort de synthèse important sur ces di�érents travaux a�nd'isoler les principes de base sous-jacents.Les trois points ci-dessus constituent une contribution de cette thèse. Le cadre habituelde � l'approche LMI�, telle qu'elle est dé�nie, par exemple, dans le livre [BEFB94], estrelativement spéci�que. Les systèmes sont mis sous représentation d'état et leur ana-lyse repose sur la recherche d'une fonction de Lyapunov quadratique (éventuellementaugmentée d'un terme supplémentaire particulier). Ce cadre ne permet pas d'inclure ai-sément, par exemple, les critères d'analyse des systèmes linéaires stationnaires incertains[Doy82, Saf82, FTD91, SL93] qui, pourtant, se formulent comme des problèmes d'opti-misation quasi convexe sur des LMIs. Or, à notre avis, l'analyse des systèmes incertainsconstitue une des applications les plus intéressantes de l'optimisation LMI. Le cadre quenous proposons inclue de façon naturelle les critères LMIs d'analyse de la robustesse et estsu�samment général pour uni�er une grande partie des résultats existants formulablespar LMIs et pour servir de base à l'obtention de nouveaux.Perspectives : nous concluons en citant quelques points qui nous semblent importantspour de futurs développements au niveau de la :Théorie : les résultats d'analyse reposent sur une caractérisation des contraintes quadra-tiques (intégrales) que véri�ent les sous systèmes. Nous avons vu un certain nombrede moyens de les obtenir pour certaines catégories de sous systèmes. Il serait né-cessaire d'a�ner et d'étendre ces descriptions, voire d'étendre les théorèmes de sé-paration des graphes correspondants (ce que nous avons commencé à faire avec lesretards, voir l'article [Sco97] reproduit page 277). L'approche générale qui permet-trait d'obtenir la caractérisation la plus �ne possible par contraintes quadratiquesreste à découvrir. Par exemple, pour certaines catégories de sous systèmes (cor-respondant à l'ensemble des opérateurs dynamiques et non stationnaire de normeinduite inférieure à 1 [MT93, Sha95, YD95]), les techniques de multiplieurs constantsmènent à des conditions nécessaires et su�santes. Pour le moment, ce type de ré-sultats est assez rare. Cependant, nous avons démontré dans l'article [Sco97] que



240 Conclusion Approche unifiée de l'analyse et de la commandeles conditions de stabilité pour les systèmes incertains linéaires stationnaires consi-dérés sont nécessaires et su�santes. Il est intéressant de noter qu'elles sont baséessur une description des incertitudes par des contraintes quadratiques. Ce mode dedescription est donc pertinent. La necéssité est perdua lorsque pour obtenir un ré-sultat calculable, nous sommes obligés de considérer une paramétrisation partielledes contraintes véri�ées par les incertitudes. D'une certaine manière, le choix de laparamétrisation est l'outil qui permet de régler le compromis entre le conservatismeet la calculablité des critères obtenus.La mise en ÷uvre des multiplieurs dépendants dans le cadre de la synthèse n'a pasété traitée dans ce mémoire. Nous avons travaillé sur le sujet mais nous avons estiméque les résultats obtenus n'étaient pas su�samment cohérents et �nalisés pour fairel'objet d'un chapitre de cette thèse. Avec ses techniques, il est di�cile d'obtenir desméthodes de complexité raisonnable.Mise en ÷uvre : certains outils proposés n'ont pas encore fait l'objet d'une mise en÷uvre sur des problèmes réalistes (comme le missile, par exemple).Logiciel à �nalité industrielle : le fait de travailler sur une représentation unique dessystèmes, avec des critères uni�és qui peuvent être traités par un code d'optimisationunique constitue la base d'un logiciel général de Conception Assistée par Ordinateurpour l'ingénieur automaticien. Pour les di�érentes applications numériques présen-tées dans cette thèse, l'auteur a codé un ensemble de programmes qui ne sauraitêtre que des prototypes. Concevoir un programme général relève du génie logicielet oblige à aborder l'optimisation jusque dans ses aspects numériques. Une telleentreprise serait intéressante (bien que débordant largement du cadre d'une thèse).



Articles complémentaires 241Articles complémentaires
Control of Rational Systems using Linear-Fractional Re-presentations and Linear Matrix InequalitiesLaurent El Ghaoui et Gérard Scorletti(Publié dans Automatica)Cet article se concentre sur l'étude d'un cas abordé dans le chapitre 4 : celui dessystèmes non linéaires rationnels. Pour cette classe de systèmes, une fonction de Lyapunovquadratique est recherchée a�n d'en analyser un certain nombre de propriétés : estimationdu domaine de stabilité, du gain L2 entre des vecteurs d'entrée et de sortie, réponse à unpolytope de conditions initiales, etc... Toutes les conditions proposées se réduisent à desproblèmes d'optimisation convexe sur des contraintes LMIs.Un retour d'état statique et linéaire est ensuite recherché dans le but de conférerau système bouclé les propriétés considérées lors de l'analyse. Là encore les conditionsproposées peuvent être testées par la résolution de programmes d'optimisation convexesur des contraintes LMIs. Si seule une partie de l'état est mesuré et s'il contient les étatsintervenant dans les non linéarités du systèmes, un correcteur non linéaire est obtenu parrésolution d'un programme d'optimisation convexe.Tous ces outils sont mis en ÷uvre sur un exemple de pendule non linéaire de Van derPol.
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Advanced computation of the robustness marginGilles Ferreres, Gérard Scorletti et Vincent Fromion(Présenté à CDC 96)

Véri�er la stabilité d'un système incertain peut se ramener à tester une condition de�, fréquence par fréquence. Cependant, dans le cas d'incertitudes réelles, � n'est pas unefonction continue de la fréquence. Cela peut entraîner des erreurs si un échantillonnageen fréquence est utilisé pour tester ces conditions.Une solution possible est de considérer la fréquence comme un incertitude ��ctive�appartenant à un intervalle [!; !]. Une première question est d'estimer pour cet intervallede fréquence le niveau d'incertitude que peut tolérer le système. Une seconde questionest de savoir quel est le plus grand ! pour lequel la condition de � est toujours véri�éepour un ! et un niveau d'incertitude �xé . Cette seconde question est un problème de �dissymétrique et l'approche proposée dans le chapitre 5 peut être mise en ÷uvre.



Articles complémentaires 277
Robustness analysis with time delaysGérard Scorletti(présenté à CDC 97)

Cet article considère l'analyse de la stabilité de systèmes linéaires stationnaires incer-tains pour des ensembles connexes d'incertitudes non forcément rationnelles (comme lesretards). Le but est d'étendre la �/km analyse conventionnelle pour ces classes d'incerti-tudes intéressante pour l'étude des systèmes incertains de dimension in�nie.Un premier résultat démontre une condition nécessaire et su�sante de stabilité baséesur une description des incertitudes par des contraintes quadratiques. Le fait que la condi-tion soit nécessaire illustre la pertinence de cette description. De plus, elle indique que s'ilétait possible d'énumérer toutes les contraintes quadratiques (en temps non polynomial)alors le problème serait résolu (lui aussi en temps non polynomial).Des conditions su�santes sont obtenues si une paramétrisation linéaire partielle deces contraintes est utilisée. L'avantage est que ces conditions sont véri�ables en tempspolynomial. Elles sont une généralisation de la borne supérieure de �.Appliquées au cas des retards incertains, elles améliorent les critères habituels destabilité. Un exemple illustre le bien fondé de l'approche.
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Nonlinear performance of a PI controlled missile :an explanationVincent Fromion, Gérard Scorletti et Gilles Ferreres(présenté à CDC 97)

D'une part, cet article fait la synthèse des résultats de l'étude de la performance dessystèmes non linéaires par l'utilisation de la norme incrémentale pondéré. Bien qu'utilisédans cette thèse, ces résultats ne sont pas exposés dans le corps de la thèse. Le lecteurpeut donc les trouver dans cet article. De ce fait, il permet de mieux comprendre, parexemple, l'intêret des analyses développées dans le chapitre 6.D'autre part, la pertinence de l'approche incrémentale est illustrée par le fait qu'ellepermet de démontrer sur un modèle non linéaire de missile qu'une loi de commandeproportionnelle intégrale respecte bien le cahier des charges classiquement considér'e pource type d'application.
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Résumé de la thèseL'optimisation convexe sur des contraintes inégalités matricielles a�nes (plus connuessous le sigle LMI) apparaît dans de nombreux problèmes d'Automatique. Dans cette thèse,on propose une méthodologie générale de mise de problèmes d'Automatique sous formede problèmes d'optimisation. Inscrite dans l'approche entrée/sortie, elle repose sur la mo-délisation de systèmes comme des interconnexions de sous systèmes, sur la caractérisationdes signaux entrée/sortie de ces derniers par des inégalités quadratiques et sur l'obtentionde critères de stabilité et de performance par application d'arguments du type séparationdes graphes et S procédure.Cette méthodologie est mise en ÷uvre pour démontrer des théorèmes qui uni�entet étendent des résultats d'analyse et de commande des systèmes. Parmi les nouveauxrésultats, on peut citer la commande par séquencement de gains (qui a motivé cette thèse),la commande décentralisée, la commande avec saturation et la commande �quadratique�de systèmes non linéaires rationnels, etc...L'analyse de la robustesse est étendue à des classes d'incertitudes plus importantes.Une description plus �ne est proposée et de nouveaux objectifs de performance sont aisé-ment traités en caractérisant le comportement entrée/sortie du système incertain par desinégalités quadratiques. Cela permet d'aborder des problèmes comme l'analyse hiérarchi-sée de systèmes incertains de grande dimension. L'extension aux systèmes non linéaires,non stationnaires est ensuite considérée avec des critères pour des paramètres incertainsnon stationnaires (vitesse bornée, bornée en moyenne).En�n, certains outils sont appliqués à un problème de pilotage de missile. On montreque la robustesse et la performance sont obtenues lorsque le missile, décrit par un modèlenon linéaire, est bouclé par un correcteur proportionnel intégral. Un correcteur obtenupar la méthode de séquencement de gains permet d'améliorer les performances de lacommande.Mots Clés : Optimisation LMI, analyse des systèmes, commande des systèmes, com-mande par séquencement de gains, commande avec saturation, commande décentralisée,réduction de modèle, robustesse des systèmes linéaires stationnaires, robustesse des sys-tèmes non linéaires, non stationnaires, systèmes implicites, systèmes à retard, commandede missiles





Abstract of the thesisConvex optimization on A�ne Matrix Inequality constraints (widely known as LMI)was recently used for numerous automatic control problems. Herein, a methodology isproposed, whose purpose is to get insight how an automatic control problem can be castas an LMI based optimization problem. This methodology is based on the input/outputapproach. Systems are modeled as connections of sub systems ; the behavior of each subsystem is described by a set of quadratic inequalities and stability/performance criteriaare obtained using graph separation theorem and S procedure arguments.Applying this methodology, analysis and synthesis theorems are derived, which unifyprevious results and leads to new one. Among the new results, we can list gain scheduledcontrol (initial motivation of this PhD Thesis), decentralized control, control with inputsaturations and �quadratic� control of nonlinear rational systems and so on...Conventional robustness analysis of systems is extended to more general uncertainties.For LTI systems, a more precise description and more general performance criteria areconsidered due to the description of the system behavior with quadratic constraints. Apossible application is the hierarchical analysis of large scale systems. Its extension tononlinear, time varying systems is presented. In this context, an application to the analysisof systems with time varying uncertainties (with a bounded rate of variation in means) isobtained.Some of the previous results are applied to the (nonlinear) missile control. The PIcontrolled nonlinear system is proved to be stable and to achieve performance. A controllerimproving the previous control law is obtained, using gain scheduling synthesis method.Keywords : LMI optimization, system analysis, system control, gain scheduled control,control with input saturation, decentralized control, model reduction, LTI robustness ana-lysis, LTV/NLTI robustness analysis, implicit systems, delay systems, missil control


