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Introduction

De nombreuses approches en Automatique étudient différentes catégories de systémes:
systémes incertains, systémes non linéaires, systémes a paramétres variants, etc, souvent
indépendamment les unes des autres. A chaque classe correspondent alors des outils d’ana-
lyse et de synthese relativement spécifiques (voir figure 0.1).

M analyse
v analyse Systemes
incertains
Commande
décentralisée
Critere Systemes a
du cercle rande échelle
£ Commande
Robuste
Popov Systemes 2
parametres variants -
Séquencement
de gains
Lyapunov Systemes
de Lur’e
Commande
saturée
Petit gain Systemes a
retards Commande
adaptative
Multiplieurs Systemes
non linéaires
Passivité

FiG. 0.1 — Différentes catégories de systémes

En pratique, les ingénieurs automaticiens sont confrontés a des systémes hétérogénes,
c’est-a-dire qui sont & la fois incertains, non linéaires, & paramétres variants, etc... Les
systémes rencontrés n’appartenant pas & une catégorie bien définie, les outils spécifiques
peuvent s’avérer inefficaces. Il est donc nécessaire de disposer d’outils suffisamment géné-
raux pour traiter de facon unifiée les systémes dans leur hétérogénéité et leur diversité.

(C’est pourquoi nous proposons, dans la premiére partie de cette thése, une méthodo-
logie basée sur quelques idées fondamentales et dont I’ambition est de mener, a moyen
terme, a des outils efficaces pour I"analyse et la commande de systémes hétérogénes. Par
efficace, il faut comprendre qu’ils peuvent étre utilement mis en ceuvre dans un contexte
industriel. Le but ultime est, en effet, d’obtenir des méthodes utiles pour 'ingénieur. Cette
méthodologie constitue la contribution de la thése sur les problémes de fond.

L’idée de base est que plutét que de présenter des outils «clefs en main», il est plus
profitable d’exposer les mécanismes d’'une méthodologie susceptible de mener a des mé-



thodes et outils modulables en fonction des besoins®. Enfin, 'approche est élémentaire
dans le sens ot elle est basée sur des outils de calcul matriciel et d’analyse convexe trés
simples.

Dans un deuxiéme temps, nous mettons en ceuvre cette méthodologie sur des systémes
hétérogénes relativement généraux. Ces résultats seront eux-mémes spécialisés pour cer-
taines catégories de systémes. Pour ces derniéres, nous retrouvons, voire améliorons les
résultats de la littérature. Le plus important est qu’ils sont obtenus par la méme démarche
quelle que soit la catégorie considérée.

Cette méthodologie est le fruit d’une réflexion dont le point de départ est la commande
par séquencement de gains. En caricaturant, ce type de commande a été développé empi-
riquement par des ingénieurs pour des systémes qui n’entraient pas dans la catégorie des
systémes linéaires stationnaires. Cette caractérisation trés vague recouvre en général des
systémes non linéaires avec des paramétres variant dans le temps.

Le mémoire de thése se décompose en cing parties principales.

Problématique (chapitre 1): les objectifs et théemes principaux abordés dans cette
thése sont exposés et justifiés du point de vue de "objectif recherché. Le point central est
que les outils ne peuvent étre applicables en milieu industriel que si un bon compromis
entre leur précision et la complexité de leur mise en ceuvre est trouvé. Pour cela, nous intro-
duisons la notion de surfamilles de modéles associée avec celle de paramétrisation. C’est
la principale contribution de cette partie. De plus, nous proposons ’approche entrée/sortie
comme ’approche la plus adéquate pour remplir les objectifs fixés. Le séquencement de
gains est plus particulierement abordé.

Interconnexion, dissipativité et optimisation (chapitre 2): la problématique
étant définie, le but de cette partie est de proposer le cadre mathématique qui nous
semble le plus adéquat pour 1’étude des systémes hétérogénes. Pour aborder un probléme
d’Automatique, nous pensons que les notions d’interconnexion, de dissipativité et d’op-
timisation sont fondamentales. Ces trois notions de base sous-jacentes a la méthodologie
que nous proposons sont développées dans cette partie.

Les systémes sont modélisés comme des interconnexions de sous systémes. Les pro-
priétés entrée/sortie des (sous) systémes sont caractérisées par des inégalités sur les si-
gnaux d’entrée et de sortie (dissipativité). Des idées dérivées de la théorie des multi-
plieurs permettent de paramétriser ces propriétés de dissipativité, ce qui correspond a
paramétriser un ensemble de surfamilles de modeéles pour le (sous) systéme. L’applica-
tion d’arguments basés sur deux théorémes fondamentaux (le théoréme de séparation des
graphes et la S procédure que nous aborderons dans ce mémoire) permet d’obtenir des
critéres d’analyse sous formes de problémes d’optimisation sous contraintes matricielles.
La synthése est formalisée comme un probléme de complétion d’opérateurs.

L’exposé du cadre et de la méthodologie que nous proposons est la principale contribu-
tion de cette partie. Notre approche est différente de ’approche dite « LMI» (telle qu’elle

1. C’est le point de vue développé dans cette thése: il ne s’agit pas de condamner la recherche de
résultats a priori non applicables & court/moyen terme, recherche qui est indispensable. Notre but est
d’essayer d’évaluer les conditions les plus fines possibles, pour un niveau de complexité de mise en ceuvre
raisonnable. Cette thése se base sur des théories developpées & partir des années 60 : a cette époque, mise
a part certains cas particuliers, les critéres proposés étaient inapplicables. Ils ne le sont devenus que trés
récemment avec la reconnaissance en Automatique de nouvelles avancées en optimisation convexe.



est, par exemple, présentée dans le livre [BEFB94]). Cette derniére ne permet pas, par
exemple, de tenir compte d’incertitudes de modéles du fait de l'usage systématique de la
représentation d’état.

Enfin, la classe générale des systémes hétérogénes que nous abordons dans ce mémoire
est introduite dans ce chapitre.

Analyse et commande des systémes interconnectés par multiplieurs constants
(chapitre 3 et 4): les multiplieurs constants correspondent & une technique de pa-
ramétrisation possible d’un ensemble de surfamilles d’une famille de modéles. Ces tech-
niques sont intéressantes pour 1’analyse de certaines classes de systémes et surtout pour
la commande d’un plus grand nombre. C’est "'objet du chapitre 3. Les critéres obtenus
apparaissent en effet comme un bon compromis entre la complexité des algorithmes de
synthése et la précision du résultat obtenu. La contribution de cette partie est double.
Tout d’abord, les critéres d’analyse sont obtenus pour des systémes interconnectés impli-
cites. La seconde contribution est un théoréme de synthése pour une classe générale de
systémes interconnectés?.

Dans le chapitre 4, ce résultat est mis en ceuvre sur certaines catégories de problémes:

— analyse des systémes linéaires implicites: des critéres de performance trés généraux
sont proposés par une approche élémentaire ;

— commande de systémes linéaires avec saturations: trois nouvelles approches pos-

sibles sont proposées?;

— commande décentralisée : une nouvelle méthode est présentée?:

— commande par séquencement de gains: le conservatisme de résultats connus est

diminué®;

— commande de systémes non linéaires rationnels: une méthodologie pour la com-

mande quadratique d'une classe générale est proposée®;

— réduction de modeéles;

— étude des systémes statiques.

Analyse et commande des systémes interconnectés par multiplieurs dépen-
dants (chapitre 5): les multiplieurs «dépendants» correspondent a une paramétri-
sation plus riche que celle évoquée dans le paragraphe précédent. Par suite, les résultats
obtenus seront plus précis mais plus complexes & mettre en ccuvre. Nous verrons qu’ils
sont d’un grand intérét pour I'analyse. Par dépendant, il faut comprendre qu’ils sont dé-
pendants de la fréquence ou de parameétres. Dans cette partie, le probléme d’analyse des
systémes linéaires incertains est revisité. La premiére contribution est une reformulation de
I’étude de la performance permettant ainsi une étude plus fine des propriétés entrée/sortie

2. Ces résultats ont fait I'objet d’un article de journal soumis [SG96].

3. Un article de conférence accepté [SFG97].

4. Un article de conférence accepté [SD97a].

5. Deux articles de conférence publiés [SG95, Sco96].

6. Un article de journal [EGS96] (reproduit & partir de la page 6.10), deux articles de conférence
[ES94a, ES94c] publiés et un chapitre de livre [ES96].



d’un systéme incertain”. En plus de ’analyse de la performance, une application possible
est 'analyse hiérarchisée des systémes incertains de grande dimension (seconde contribu-
tion). D’autre part, des arguments géométriques simples permettent d’obtenir des critéres
d’analyse de systémes avec des retards®. Ces extensions ont été possibles par un chan-
gement de perspective par rapport a l’approche classique de la robustesse des systémes
incertains linéaires, stationnaire.

Les outils d’analyse sont ensuite généralisés pour les systémes avec des non linéarités
et des paramétres variant dans le temps. Leur intérét est grand pour 1’étude des lois de
commande par séquencement de gains. Dans ce contexte, nous proposons de nouveaux
critéres d’analyse dans le cas ou la vitesse de variation est bornée ou bornée en moyenne.

Application a la commande d’un missile (chapitre 6): Le probléme de la com-
mande d’un missile & partir d’'un modéle proposé dans la littérature est étudié. Une étude
du comportement du systéme en boucle ouverte met en évidence son comportement forte-
ment non linéaire. Nous synthétisons des lois de commande, par application de méthodes
purement linéaires (automatique classique et commande H,) ou par application de mé-
thodes de séquencement de gains exposées dans cette these. Ces derniéres garantissent
certaines performances pour le systéme non linéaire.

Une analyse assez compléte du correcteur proportionnel intégral obtenu par ’approche
classique permet de démontrer les bonnes propriétés de cette loi de commande sur le
modéle non linéaire. Une telle analyse est, a notre connaissance, nouvelle, de facon générale
et dans le contexte de la commande des missiles®. Elle se base sur la notion de performance
incrémentale, récemment proposée pour évaluer la performance de systémes non linéaires

[Fro95, Fro97].

Enfin, une partie des articles dont nous sommes coauteurs est regroupée a la fin de ce
mémoire. Leur contenu est complémentaire de ce qui est exposé dans le corps de la these:

— le premier [EGS96], cosigné avec Laurent El Ghaoui et reproduit a partir de la
page 241, développe ’analyse et la commande des systémes rationnels non linéaires,
simplement évoquées dans la section 4.5 du chapitre 4

— le second [FSF96], cosigné avec Gilles Ferreres et Vincent Fromion et reproduit a
partir de la page 271, présente une application intéressante en partie basée sur la
généralisation de la formulation de la u/k,, analyse que nous développons pour les
systémes linéaires stationnaires incertains dans le chapitre 5;

— le troisieme [Sco97], reproduit a partir de la page 277, développe I'extension évo-
quée dans le chapitre 5 de la p/k,, analyse a des ensembles d’incertitudes linéaires
stationnaires plus riches que ceux considérés usuellement. Une condition nécéssaire
et suffisante de stabilité basée sur des contraintes quadratiques est notamment pro-
posée. Par la méme, ce mode de description apparait pertinent ;

— le quatrieme [FSF97|, cosigné avec Vincent Fromion et Gilles Ferreres et reproduit
a la page 297, présente les résultats d’analyse de la performance des systémes non
linéaires par la norme incrémentale et se focalise sur leur application & "analyse d’un

7. Certains de ses résultats ont été mis en ceuvre dans un article de conférence [FSF96] (reproduit en
annexe, page 271).

8. Les résultats sur les retards sont ’objet d’un article [Sco97].

9. Les résultats sur I’analyse du PT sont présentés dans un article de conférence [FSF9T].



correcteur proportionnel intégral sur un missile non linéaire. Il recoupe et compléte
plus particuliérement les résultats présentés dans le chapitre 6.
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matrice identité de dimension r

matrice nulle de dimension r

matrice identité avec la dimension définie par le contexte
matrice nulle avec la dimension définie par le contexte
i*“m¢ vecteur colonne de I, (1 <)

matrice vide

transposée de la matrice A

transposée conjuguée de la matrice A

transposée de 'inverse de la matrice A

transposée conjuguée de 'inverse de la matrice A
dimensions de la matrice A

valeur singuliére maximale de la matrice A

pour une matrice U, UU+ = 0 et

UT ] de rang maximal
Inverse de Moore-Penrose de U/
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matrice de permutation associée aux entiers n, n,, et n,:
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0 0 I, 0
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variable de Laplace
Transformée Fractionnaire Linéaire haute (voir page 33)
Produit de Redheffer (voir page 33)
Opération de composition de deux opérateurs
A0
0 B

pour A et B opérateurs

diag( Ay, -+, A;,- -+, A,) pour les opérateurs Ay,..., A;,..., A,.
diag(g,---,g) pour g un opérateur

ensemble des matrices de dimension n x p de fonctions de transfert
rationnelles propres a coefficients réels

ensemble des fonctions de transfert stables de RL2*?

inertie d’une matrice & n; valeurs propres négatives, ny nulles
et n3 positives

ensemble des nombres réels

RU{—c0,+0}

ensemble des nombres réels positifs

ensemble des nombres complexes

ensemble des signaux de carré intégrable

norme

norme L,

norme H_,

pour un signal, I'indice T' désigne la troncation temporelle

inégalité matricielle linéaire



Chapitre 1

Problématique

““The control theoreticians role may be viewed as one of developing methods that allow
the control engineer to make assumptions which seem relatively natural and physically
motivated. The ultimate question of the applicability of any mathematical technique to a
specific physical problem will always require a “‘leap of faith’’ on the part of the engineer
and the theoritician can only hope to make this leap smaller””, John Doyle [Doy87].

Le but principal d’un ingénieur automaticien est d’élaborer une loi de commande qui
confére a un systéme physique des propriétés désirées de performance une fois appliquée
sur celui-ci. Par conséquent, la tache du chercheur automaticien est de développer des
méthodes permettant de:

— garantir a priori le bon fonctionnement d’une loi de commande donnée, si possible
avant méme sa mise en ceuvre sur le systéme (probléme d’analyse);

— proposer des outils de synthése de correcteurs assurant la performance recherchée
(probleme de commande).

D’emblée, notons que la problématique de la commande est trés proche de celle de la
conception des systémes. Conception d’un systéme puis synthése d’une loi de commande
sont effectuées séquentiellement alors que la conception dépend fortement de ce qu’il est
possible d’obtenir par une loi de commande et que, réciproquement, la gouvernabilité
et 'observabilité d’un systéme sont conditionnées par 1’étape de conception. De plus,
le probléeme de conception est de nature proche du probléme de commande, avec un
degré de complexité que nous pouvons conjecturer plus élevé. Ce probléme est largement
considéré dans le domaine du génie chimique [LBMP95] et commence a étre appréhendé
dans I’ensemble des domaines de 'ingéniérie [DW95]. Bien que ce mémoire traite des
méthodes utilisées par "Tautomaticien, il est important de garder ce fait a 'esprit car c’est
une des perspectives les plus intéressantes de I’Automatique.

1.1 Analyse

Pour remplir I'objectif d’analyse, une premiére approche est de tester la validité de la
loi de commande sur le systéme lui-méme ou sur une maquette (modele physique). Cela
est parfois impossible, souvent onéreux et long. Par exemple, dans le cas de structures
spatiales [Bal90], il est évidemment impossible de tester la loi de commande sur le systéme



lui-méme. De plus, une maquette représentative est trés délicate & mettre en ccuvre au
sol du fait de la gravité terrestre.

Une deuxiéme possibilité est de concevoir un modéle mathématique complexe du sys-
téme (modele de simulation) et de simuler numériquement le comportement du systéme
commandé. L’inconvénient d’une telle approche est son cotit en temps de calcul et ’ab-
sence de garanties pour les configurations qui n’ont pas été testées.

Une troisiéme approche consiste & proposer un critére mathématique permettant de
garantir le bon comportement du correcteur. Pour qu’elle soit pertinente, elle doit traiter
une modélisation adéquate du systéme bouclé en un temps (de calcul) raisonnable. Ces
trois approches ne s’excluent pas mutuellement: leur mise en ceuvre peut étre complé-
mentaire.

(C’est la derniére approche qui est considérée dans ce mémoire. Elle pose trois problémes
de nature différente:

— Comment trouver une modélisation représentative du comportement du systéme
physique? La question est de savoir si le modeéle est suffisamment bien choisi pour
que, si certaines propriétés intéressantes sont mises en évidence sur celui-ci, celles-ci
se retrouvent effectivement sur le systéme physique.

— Comment traduire mathématiquement les propriétés qualitatives d’un systéme? Le
probléme est de traduire un cahier des charges sous forme de critéres mathématiques.
Par exemple, pour concevoir une suspension active, comment formuler mathémati-

b b
quement la sensation de confort pour le passager?

— Comment tester les propriétés du modéle? La question est de proposer des critéres
mathématiques qui les caractérisent de facon fine tout en étant calculables prati-
quement.

Ces trois points constituent la problématique de ’analyse des systémes.

1.1.1 Familles de modéles

Si nous considérons un systéme physique correctement modélisé comme un ensemble
fini d’équations linéaires a coefficients constants et connus alors de nombreux critéres
(Hurwitz, Lyapunov, etc) répondent par oui ou non a la question: «Le systéme est-il
stable?».

Malheureusement, il est expérimentalement plus probable d’obtenir une modélisation
ol les paramétres et la structure ne sont qu’approximativement connus. Par essence, une
modélisation ne peut pas étre certaine. De plus, au cours du temps, ses caractéristiques
peuvent évoluer. Cette remarque a motivé I'introduction de la notion de famille de
modéles. L’idée sous-jacente est que, puisqu’il est illusoire de décrire précisément un
systéme physique par un modéle, il serait fructueux de considérer une famille de modéles
pouvant potentiellement contenir un modele adéquat. Le terme adéquat peut paraitre
obscur: il traduit simplement le fait que le comportement du systéme est assez fidélement
modélisé pour refléter correctement ses propriétés qualitatives. Il est important d’insister
sur le fait qu’un modeéle ne peut pas représenter de fagon exacte un systéme réel.

En résumé, I'indétermination?! est dans la nature méme des objets physiques. L utili-

1. Le terme couramment employé est celui d’incertitude. Nous pensons que le terme indétermination est
plus adapté. En effet, il souligne qu’un systéme ne peut étre exactement «mesurés». Le terme incertitude
a une connotation probabiliste. Néanmoins, pour étre cohérent avec l'usage courant, nous utiliserons dans
ce mémoire le terme incertitude.



sation d’une famille de modéles susceptible de contenir le modéle le plus adéquat constitue

I’idée de base de la robustesse [Doy78, Saf78, DS81, SA81, SLH81, DWS82, Saf82, Fon95|.

1.1.2 Analyse des systémes linéaires

Les idées sous-jacentes a la notion de modéle ont motivé I’émergence dans le contexte
linéaire de la u/k,, analyse [DWS82, SA81|. La u/k, analyse considére I’étude de la
stabilité d’une famille de modéles linéaires stationnaires de dimension finie, avec des in-
certitudes de structure (dynamiques linéaires négligées) et des incertitudes paramétriques
(parametres appartenant & des intervalles). Le premier probléme abordé par la u/ky,
analyse est le suivant: pour une certaine «taille» d’incertitudes structurelles et paramé-
triques, le systéme est-il stable? Le second consiste & déterminer la taille des incertitudes
que le systéme peut tolérer avant de devenir instable. La valeur maximale obtenue est
appelée k,, = 1/p.

Des tests exacts ont été proposés dans les années quatre vingt [GS88]. Ils résolvent
le probléme en temps exponentiel, ce qui laissait présager a I’époque que le probléme lui
méme ne pouvait pas étre résolu en temps polynomial. Quelques années plus tard, il a été
effectivement démontré que la résolution exacte de ce probléme est NP difficile [Nem93,
BYDMO94|. Il est généralement admis qu’il n’existe pas d’algorithmes en temps polynémial
capables de traiter un probléme NP difficile. En général, les propriétés de stabilité d’une
famille de modeéles linéaires ne peuvent donc pas étre efficacement vérifiées de facon exacte.
Dés que le probléme atteint une taille significative, les algorithmes de calcul exact du p/k,,
ne sont plus capables de donner une réponse en un temps de calcul raisonnable dans le
pire des cas [FFDM96].

Parallelement, des tests sous estimant 1’étendue maximale de la famille des modeles
stables ont été proposés?. Par sous estimation, il faut comprendre le terme franglais
conservatif qui sera employé tout au long de ce manuscrit. Un test est dit conservatif
s’il démontre de fagon exacte des propriétés pour une famille de modeéles contenant stric-
tement la famille considérée. Parmi les formulations conservatives proposées pour la p
analyse, nous pouvons citer celles proposées par [Doy82, Saf82, FTD91, SL93, LSC94]:
elles s’écrivent comme des problémes d’optimisation (quasi) convexe basés® sur des In-
égalités Matricielles Affines (nommeées dans la littérature anglo-saxonne Linear Matrix
Inequalities (LMI) [BEFB94])?*. La résolution efficace (en temps polynémial) des pro-
blémes LMIs est le résultat d’une avancée en optimisation convexe vers la fin des années
quatre vingt. Bien que théoriquement conservatifs, pratiquement, ces tests donnent pour
des problémes industriels des résultats encourageants [FFDM96]. Ils illustrent qu’un bon
compromis entre la précision d’un test et sa difficulté de vérification peut étre obtenu.

De maniére générale, le conservatisme ne peut pas étre considéré comme rédhibitoire.
C’est le cas par exemple des tests LMIs pour la p/k, analyse. En effet, dans le cas
ou sont considérées des incertitudes de structure, Poolla et Tikku ont démontré que la
borne supérieure basée sur les LMIs est une condition nécessaire et suffisante de stabilité
contre des incertitudes « variant lentement » dans le temps [PT95]. Le pessimisme permet

2. La thése [Fer95] propose une excellente synthése des différentes méthodes (exactes et approchées)
de p analyse, leur comparaison et leur mise en ceuvre sur un exemple industriel.

3. Méme si des bornes supérieures LMIs étaient disponibles dés le début des années quatre vingt, il
a fallu attendre quelques années avant de reconnaitre qu’elles étaient convexes et se formulaient en fait
comme des problémes LMIs [SD84, SO90, PD93].

4. Les LMIs sont en fait des AMIs (Affine Matrix Inequalities). Bien qu’impropre, le terme LMI a été
néanmoins choisi pour des raisons historiques: il s’agit du sigle utilisé par Willems dans [Wil71b].



donc de garantir de fagon exacte une propriété désirable en pratique (intuitivement un
systéme évolue toujours lentement dans le temps). A la limite, nous pouvons méme nous
interroger sur la pertinence d’une évaluation exacte de p vis-a-vis de ’application. Dans le
cas d’incertitudes sur les parameétres, Chou et Tits ont démontré que la borne supérieure
constitue une condition suffisante mais non nécessaire de stabilité contre des variations
lentes des parameétres [CT95]. Cela tient a la nature topologique de la borne supérieure du
w alors que le p exact est de nature algébrique [FFM95]. Du point de vue de I'application,
le probleme de p/k,, analyse peut étre donc mal posé.

Un autre exemple de problémes mal posés du point de vue de "application serait la
vérification de la stabilité de certains systémes dont les paramétres prennent un ensemble
fini de valeurs. Il s’agit du probléme considéré dans [LRK*95] ot 1’on recherche & asservir
en position une poulie avec une charge. Trois modéles sont alors disponibles pour trois
charges différentes. Au dela de ce probléme de stabilisation simultanée, c’est évidemment
un continuum de systémes qui doit étre commandé et analysé. Dans ce contexte, 'ap-
plication d’un test de stabilité qui garantit des propriétés pour un continuum plutét que
pour un ensemble discret de systémes peut étre pratiquement plus utile méme si une telle
approche est conservative par rapport & la formulation du probléme. Un dernier exemple
est celui du missile étudié dans le chapitre 6. Son modéle comprend deux coefficients aéro-
nautiques €, et C,, donnés sous forme de fonctions analytiques de I’angle d’incidence «.
Ces relations sont probablement obtenues aprés interpolation de données expérimentales.
Nous pouvons les considérer comme entachées d’erreurs. Dans ce cas-la, il semble donc
plus intéressant d’étudier la stabilité du systéme en considérant une famille assez grande
de fonctions non linéaires contenant les coefficients de portance (donc avec une descrip-
tion assez rudimentaire de ceux-ci) que de considérer une seule fonction non linéaire bien
déterminée.

1.1.3 Généralisation de la ;4 analyse au cadre non linéaire

La grande limitation de la p/k,, analyse est de ne pas proposer de réponses correctes
a l'analyse des familles de modéles contenant des éléments par exemple non linéaires,
non stationnaires ou encore des retards purs. Or, a notre avis, de tels systémes sont d’un
trés grand intérét pratique. Par exemple, le dernier chapitre de cette thése s’intéresse &
I’analyse et a la commande d’un missile dans le plan vertical. D’une part, ce systéme a
un comportement non linéaire par rapport a I’angle d’incidence o qui est un état du sys-
téme. D’autre part, son comportement dépend du nombre de Mach qui peut étre considéré
comme un paramétre variant dans le temps. Pour cet exemple, il faut donc synthétiser et
analyser une loi de commande sur un systéme non linéaire, avec des paramétres variant
dans le temps. Il est clair que la p analyse qui étudie la stabilité de familles linéaires
stationnaires ne peut pas constituer un test correct sans faire I’hypothése (erronée) que la
généralisation de la conjecture d’Aizerman? soit vraie. Nous sommes donc devant la né-
cessité de proposer un outil permettant une analyse rigoureuse des systémes non linéaires
tout en proposant les fonctionnalités de la p/k,, analyse.

5. La conjecture d’Aizerman s’applique a I’étude de la stabilité d’un systéme linéaire stationnaire avec
une non linéarité statique dont la caractéristique est comprise entre les droites de pente a et b. Aizerman
présumait que si le systéme était stable lorsque la non linéarité était remplacée par un paramétre incertain
constant compris entre a et b alors le systéme avec la non linéarité était globalement stable. La conjecture
de Kalman est une variante ot la non linéarité est incrémentalement dans le secteur (a,b). Elles sont
fausses. La conclusion est qu’en général, la stabilité d’un systéme non linéaire ne peut étre déduite de
I’étude de la stabilité de ses linéarisations stationnaires [Wil69, DV75].



L’étude d’un systéme linéaire connecté avec une non linéarité sans mémoire a été un
sujet largement étudié dans les années soixante. C’est le célebre probléme de Lur’e (voir
par exemple [AG64, Pop73]). Méme si cela n’est pas flagrant, le probléme est, du point
de vue des outils proposés, proche de la u/k,, analyse.

Dans le chapitre 2, sont exposées les idées directrices d’une méthodologie de recherche
de criteres de stabilité. Le chapitre 5 s’intéresse a la généralisation de la p/k,, analyse au
cas des familles de modéles avec des dynamiques négligées, des parameétres incertains, des
non linéarités, des parameétres variants dans le temps, des retards, etc... par application
de cette méthodologie. De plus, & cette généralisation, nous associons un test basé sur
la résolution de problémes LMIs. A court/moyen terme, il peut déboucher sur un outil
logiciel industriellement intéressant. Cet aspect est illustré par ’analyse d’un missile dans
la derniére partie du mémoire de theése.

Malgré les propriétés théoriques (et pratiques) séduisantes des programmes de résolu-
tion de LMIs, "analyse d’un systéme réaliste peut néanmoins aboutir a la résolution d’un
programme d’optimisation convexe réclamant trop de mémoire et de temps de calcul. Cela
nous ameéne a proposer une approche « décentralisée» de ’analyse permettant de faire
pratiquement une estimation de la stabilité pour des systémes de « grande dimension ».
Cela peut étre rapproché de I'idée de faire une analyse hiérarchisée des systémes a grande
échelle comme 'ont proposé Willems [Wil73] et Safonov [Saf83]. Contrairement a ce qu’a
proposé Safonov, notre approche consiste & résoudre plusieurs sous problémes en essayant
dans la mesure du possible de limiter le nombre de variables d’optimisation. Ceci sera ex-
posé dans le chapitre 5. Cette approche décentralisée découle des idées développées dans
le chapitre 2.

1.1.4 Cahier des charges et critéres mathématiques

Le deuxiéme point de 'analyse des systémes, & savoir le probléme de la traduction
mathématique des spécifications de performance, est un probléme trés complexe. Grosso
modo, deux types de spécifications peuvent étre distinguées:

(1) les spécifications d’ordre qualitatif: par exemple, « le pilote automatique d’un avion
doit assurer le confort du passager ;

(i1) les spécifications d’ordre quantitatif: par exemple, « le pilote automatique d’un avion
doit réagir en tant de secondes».

Le cadre mathématique qui nous intéresse ne permet que de traiter les problémes quanti-
tatifs. Le probléme est donc de ramener des spécifications du domaine qualitatif dans le
domaine quantitatif. Par exemple, il semble difficile de proposer un indicateur quantitatif
pour mesurer le confort du passager d’'un avion. Le probléme reste ouvert et est laissé
a la discrétion de l'ingénieur. Le deuxiéme type de spécifications est naturellement de
nature quantitative. Néanmoins, reste le probléme de la pertinence de la spécification,
méme quantitative, par rapport aux critéres mathématiques aisément calculables.

Une spécification courante est d’imposer un gabarit dans le domaine temporel sur la
réponse du systéme bouclé a des signaux de consigne typiques (comme des échelons). La
réponse devra par exemple se situer entre les deux courbes tracées sur la figure 1.1. Mal-
heureusement, il n’existe pas, a notre connaissance, de critéres qui seraient une traduction
directe de cette spécification et qui aboutiraient a des méthodes simples et efficaces d’ana-
lyse et de commande. Cependant, pour les systémes linéaires, il est possible en pratique
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de spécifier indirectement ces objectifs & 'aide par exemple de contraintes sur I’emplace-
ment des poles ou sur la réponse fréquentielle des fonctions de transfert du systéme. La
spécification indirecte induit alors lors de la synthése un processus essais/erreurs.

Nous pouvons maintenant évoquer briévement les principales approches du probléme
de la spécification des performances. Dans les approches de type commande optimale, la
performance est mesurée par un compromis entre une quantité interprétable comme I’éner-
gie dépensée pour la commande et une quantité interprétable comme ’énergie d’erreur de
poursuite ou encore I’énergie de la sortie par rapport a un bruit en entrée. Pour la com-
mande des systémes linéaires stationnaires, Zames a proposé de mesurer la performance
en regardant dans le domaine fréquentiel les propriétés d’atténuation ou d’amplification
des fonctions de transfert du systéme [Zam81]. Mesurer la performance revient alors a
vérifier que la norme H,, de certaines fonctions de transfert du systéme pondérées par un
gabarit fréquentiel est inférieure a un certain seuil. La performance s’interpréte donc en
terme de désensibilisation. Malheureusement, la performance d’un systéme ne se réduit
pas stricto sensu a des contraintes de type fréquentiel. Il est connu que les contraintes dans
le domaine temporel ne sont pas reliées simplement & celles en fréquentiel. Cependant, la
commande H,, donne généralement en pratique des résultats satisfaisants [Fon95].

Les succés rencontrés par la commande H,, ont motivé son extension a la commande
non linéaire. Une premiére approche consiste & remarquer que la norme H,, est une
norme induite et que, de ce fait, son extension naturelle aux systémes non linéaires est
obtenue avec la norme induite 2 (le gain £y [van92, IK95]). Cela permet de traduire les
spécifications en terme d’atténuation énergétique entre des signaux exogénes agissant sur
le systéme et certains de ses signaux de sortie. En ces termes, peut étre traduit le fait
qu’une erreur de poursuite posséde une énergie faible comparée aux énergies des signaux
de perturbation et/ou de consigne est désirable [Fro95].

Une autre généralisation possible de "approche H., est de formaliser le probléme de
la performance comme la vérification d’'une norme incrémentale pondérée pour certains
opérateurs entre des entrées et des sorties du systéme non linéaire [FMNC95]. Elle a été
proposée par Fromion comme étant une extension pertinente de 'approche de Zames au
cadre non linéaire. La encore, la performance est posée en terme de désensibilisation.
Elle peut s’interpréter comme une exigence de performance sur les linéarisations non
stationnaires du systéme le long de ses trajectoires. De plus, elle repose sur le fait que la
réponse d’un systéme a un signal d’entrée est obtenue par la somme de ses réponses a de
petites variations en entrée [Fro95].



La portée de cette discussion dépasse largement le cadre de cette thése. Dans ce mé-
moire, la performance sera en général mesurée pour les systémes non linéaires par une
norme induite 2. Suivant le contexte, I’extension a la norme incrémentale sera abordée.
Considérer la norme incrémentale pose un probléme d’ordre technique. Comme il est noté
dans [Fro95], elle est, en effet, plus complexe a estimer que le gain £,. Les estimations de
la norme incrémentale proposées sont donc potentiellement plus conservatives.

Dans le cadre de la p analyse, la mesure de performance la plus largement considérée
est celle basée sur la norme H,. Il est courant de ramener I’étude de la performance d’un
systéme & I’étude de la stabilité d’un systéme augmenté d’une incertitude fictive [PD93].
Ce n’est pas la position adoptée dans cette thése: stabilité et performance seront consi-
dérées indépendamment, avec des outils spécifiques. Les motivations sont les suivantes:

— d’une part, il n’est pas nécessaire de ramener un probléme de performance a un
probléme de stabilité robuste pour obtenir une méthode de résolution intéressante ;

— d’autre part, cela entraine une certaine confusion entre les notions de stabilité et de
performance. La généralisation de cette approche au cadre non linéaire doit étre trai-
tée avec précaution. Dans le cadre non linéaire, étudier la performance d’un systéme
revient & étudier la stabilité d’un systéme soumis a des incertitudes dynamiques non
linéaires ou a des incertitudes dynamiques linéaires stationnaires [YD95].

1.1.5 Objectif et idées directrices de approche de ’analyse

La généralisation de la pu/k,, analyse découle de I'application directe du cadre formel
que nous proposons dans le chapitre 2. Elle correspond a une tentative de réponse a la
question suivante :

« Dans quel cadre mathématique précis dois-je formuler mon probléme d’Automatique
pour avoir une chance d’obtenir un critére calculable et pertinent par rapport a
I’application? »

Par cadre mathématique, il faut comprendre modélisation mathématique du comporte-
ment du systéme et des propriétés qui doivent étre vérifiées sur celui-ci.

La motivation principale est d’offrir un outil utilisable par 'ingénieur pour traiter les
problémes industriels. Cela correspond a trois exigences:

Généralité: un méme cadre mathématique doit permettre d’aborder des systémes avec
des éléments de natures différentes : non linéarités, paramétres variant dans le temps,
paramétres incertains, etc ... notamment un systéme doit pouvoir étre modélisé de
facon modulaire® ;

Accessibilité: un méme formalisme doit permettre de traiter de facon transparente un
probléme d’Automatique sans connaissances approfondies et exhaustives des résul-
tats théoriques: I'ingénieur automaticien doit pouvoir mettre en ceuvre les outils
proposés sans maitriser des concepts avancés ou un vocabulaire spécial ;

Calculabilité: un test n’est pertinent que dans la mesure ou il est calculable lors de sa
mise en ceuvre sur un probléme industriel : il doit étre applicable avec un temps de
calcul raisonnable.

6. Un modéle doit étre construit par interconnexion d’éléments de base (modules), réutilisables dans
d’autres modéles.



Un des objectifs de cette theése est de démontrer qu’il est actuellement possible de
conjuguer :

1. les résultats obtenus en théorie de I’Automatique depuis le début des années soixante
jusqu’a nos jours;

2. les (nouvelles) méthodes d’optimisation convexe développées depuis les années quatre
vingt ;

3. la puissance de calcul grandissante des ordinateurs pour un cotit de plus en plus

faible;

pour jeter les bases d’un outil «industriel», réellement efficace, faisant un compromis
intéressant entre les trois exigences précédentes.

Comme cela a déja été discuté, nous proposons, dans une premiére étape, un cadre ma-
thématique adéquat. Il est suffisamment général pour unifier un grand nombre de critéres
de stabilité apparus ces trente derniéres années. Cette généralisation repose notamment
sur les travaux de Sandberg et Zames dans les années soixante [San64, San65, Zam66a,
Zam66b]|, de Safonov au début des années quatre vingt [Saf80] et sur ceux plus récents de
Megretsky au début des années quatre vingt dix [MT93]. Leur finalité était de construire
des critéres de stabilité généraux ; nous verrons que ce type d’approche est susceptible de
mener a des critéres calculables. Cet ensemble de travaux sera désigné dans la suite de ce
mémoire par le terme d’approche entrée/sortie.

Dans les années soixante/soixante-dix, la mise en pratique des résultats de "approche
entrée/sortie passait par la mise en ceuvre d’outils (graphiques) proches dans leur principe
du critére de Nyquist. Ils étaient intéressants dans le cas de systémes linéaires connectés
avec un élément de nature différente: une non linéarité, un retard, un paramétre incertain
non répété, ete [NTT73]. Cela constituait une tentative de mise en pratique d’'un certain
nombre de critéres comme celui de Popov [Pop73] (pour les systémes linéaires avec une non
linéarité statique). Ils ne permettent pas de traiter le cas, par exemple, d’un systéme avec
plusieurs non linéarités. Néanmoins, les formulations proposées sont convexes méme dans
le cas de plusieurs non linéarités. De plus, elles peuvent se réécrire dans un certain nombre
de cas comme un probléme d’optimisation (convexe) basé sur des LMIs. La résolution
efficace de ce type de problémes a été obtenue récemment [BEFB94|. 1l existe des boites
a outils générales résolvant numériquement cette classe de probléemes [END95, NDG95,
GNLC95]".

Un autre point important est qu’une approche unifiée pour les systémes contenant
des éléments de nature différente est possible (par exemples des systémes contenant a la
fois des incertitudes paramétriques et des non linéarités). En effet, fondamentalement, les
mécanismes qui ont permis d’obtenir des critéres de stabilité pour les systémes contenant
des incertitudes linéaires et les systémes avec une non linéarité statique sont identiques.
En fait, les différents critéres ont des formulations cohérentes entre elles. Le chapitre 2
de ce mémoire propose une méthodologie unifiée des systémes contenant des éléments de
nature différente.

Ce fait peut étre illustré par un parallele [HHHB92| entre le critéere de Popov et la
borne supérieure de p telle qu’elle est présentée par [SLI3|. Par souci de simplicité, nous
considérons un probléme de p avec une incertitude paramétrique. Les deux problémes

7. La possibilité d’utiliser des algorithmes d’optimisation pour aborder ce type de problémes n’a été
envisagée que récemment [SW8T].
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FiG. 1.2 — Probléeme de Lur’e

peuvent étre décrits par un systéme linéaire stationnaire stable G/(s) connecté avec un
opérateur A. Dans le premier cas, A correspond & une non linéarité positive (probléme de
Lur’e [AG64, Pop73], voir figure 1.2) et dans le second a la multiplication par un scalaire
positif. Etudier la stabilité de ces deux systémes se raméne & trouver une fonction de
transfert W(jw) telle que:

W(je)Gljw) + Gl W (o) < 0 (1)
ot la structure de W(jw) change suivant que nous considérons le systéme avec:

— la non linéarité statique: dans ce cas-la, la fonction de transfert recherchée W (jw)
est de la forme 1 4 jw ou [ est un scalaire [PopT73];

— le parameétre incertain: la fonction W (jw) est recherchée positive, c’est-a-dire telle

que W(jw) + W(jw)* > 0 [BW65, SLI3|.

Dans les deux cas, W a été choisie telle que AW soit positive comme A. Il y a donc
analogie entre les formes des différents critéres obtenus. Il faut noter que (1.1) est linéaire,
donc convexe en W (jw). Il sera vu dans les chapitres 2 et 5 que les mécanismes d’obtention
de ces critéres sont aussi communs.

Dans cet exemple, nous avons implicitement considéré une interconnexion de deux
éléments. L’étude du comportement de la connexion de deux éléments reste le probléme
fondamental de ’Automatique®. Supposons qu’un systéme puisse se décomposer en sous-
systémes. Leur interconnexion est décrite par un schéma d’interconnexion. Les propriétés
d’un systéme ne peuvent alors pas étre déduites de la simple connaissance des propriétés
de ses sous-systémes. Elles résultent aussi de la connaissance du schéma d’interconnexion.

De ce fait, la modélisation proposée sera constituée par un ensemble d’opérateurs
(chacun décrivant un sous-systéme) et par un schéma d’interconnexion. Chaque opérateur
est caractérisé par une (ou plusieurs) propriété(s) sur les signaux d’entrée et de sortie.
Ce type de modélisation a été plus particuliérement considéré pour I’étude des systémes
a grande échelle [HM80b|. Nous mettrons en lumiére tout au long de la these qu’il est

8. Et plus généralement de la Cybernétique.



adapté au traitement de systémes plus généraux. De plus, il permet I'obtention des outils
modulaires, un systéme étant vu comme 'interconnexion de modules (les sous systémes)
élémentaires.

Si nous considérons que le schéma d’interconnexion est lui-méme un opérateur, le
systéme est constitué par la connexion de deux opérateurs, le premier correspondant au
schéma, le second aux opérateurs représentant les sous-systémes.

Une approche trés générale de ce type de problémes a été proposée par Zames en
1966 [Zam66a| et généralisée par Safonov a la fin des années soixante dix [Saf80]. Elle
repose sur la notion de séparation des graphes et sera abordée dans la premiére partie
de la thése. Safonov démontre que les tests de stabilité classique de Lyapunov en repré-
sentation d’état sont retrouvés par son théoréme de séparation des graphes. Pour les cas
qui nous intéressent, il sera montré qu’elle offre avec des idées dérivées de la théorie des
multiplieurs? [Zam66b, Wil69, DV75] un cadre approprié pour I'interprétation des critéres
existants et I'obtention de nouveaux critéres de stabilité.

Les deux premiéres idées de la thése consistent donc a proposer comme cadre pertinent
(i) la modélisation des systémes comme des interconnexions d’éléments dont les propriétés
sont étudiées par (ii) application de I'approche entrée/sortie.

Famille de modeles

™

Sur familles de modeles

Fi1G. 1.3 — Famille / surfamilles de modeéles

Une troisieme idée fondamentale est la notion d’augmentation des familles de modéeles
et de paramétrisation des familles ainsi obtenues. Quel peut étre I'intérét de démontrer
des propriétés pour une famille de modeéles plus vaste que celle considérée initialement?
Cela peut évidemment accroitre le conservatisme du test obtenu, ce qui n’est pas forcé-
ment rédhibitoire (voir la discussion de la section 1.1.2). En fait, le principal intérét est
de trouver un ensemble de « surfamilles» de modeéles pour lesquelles la propriété peut
étre calculée efficacement. Le fait de paramétriser un ensemble de surfamilles introduit
des degrés de liberté qui permettent d’exploiter un certain nombre d’informations sur le
systéme. Par exemple, dans le test de Popov (1.1) pour le probléme de Lur’e [Pop73],

9. « Multiplieur» est une mauvaise traduction pour le terme anglais « multiplier». Multiplicateur serait
sans doute plus adapté mais d’une part, il a une signification bien précise en Optimisation et, d’autre
part, & notre connaissance, 1l n’y a pas pas d’équivalent frangais au terme anglais dans le contexte ou
nous ’employons. Nous gardons donc le terme « multiplieur».



les degrés de liberté sont représentés par les fonctions de transfert W(jw). En effet, il
ne faut pas oublier que la fonction de transfert W a été introduite telle que AW soit
positif. Pour un transfert W (jw) donné, I’écriture de cette propriété permet d’obtenir une
nouvelle inégalité sur les signaux d’entrée et de sortie de A. Cette inégalité définit en fait
une surfamille de modeéles. A plusieurs W possibles correspondent plusieurs surfamilles.

La surparamétrisation est un écueil & éviter: une augmentation du nombre de degrés
de liberté ne se justifie que par un apport d’information supplémentaire (c’est-a-dire une
description plus précise). Le nombre de degrés de liberté introduit doit étre choisi afin
d’obtenir le meilleur compromis possible entre le conservatisme du résultat final et la
mémoire et le temps de calcul nécessaire a sa mise en ceuvre. L’idée est donc d’accroitre
la taille de la famille de modéles afin de réduire la complexité de la vérification de ses
propriétés. Cette interprétation peut étre faite pour la borne supérieure de 1 : en supposant
les incertitudes variant légérement dans le temps (ce qui correspond a considérer des
surfamilles des incertitudes invariantes dans le temps), le probléme se formule comme un
probléme d’optimisation convexe alors que le test exact de p est NP difficile. Cette idée
sera développée en détails dans les chapitres 3 et 5.

L’introduction de surfamilles apparait ainsi comme une possibilité intéressante d’ob-
tention de critéres de faible complexité. Parmi les formulations possibles, les problémes
d’optimisation convexe sont trés intéressant a la fois pour leur faible complexité de résolu-
tion numérique et leur généralité. Un probléme d’optimisation classique en Automatique
est celui de la vérification de la stabilité d’un systéme linéaire par ’approche Lyapunov.
Il peut étre mis sous la forme suivante: pour une matrice dépendant linéairement de va-
riables, existe-t-il un jeu de variables tel que la matrice soit définie négative? L’ensemble
des variables telles qu'une matrice dépendant linéairement de celles-ci soit définie néga-
tive vérifie une contrainte LMI. Ce type de contrainte est convexe [BEFB94]|. Avant la fin
des années 80, les problémes d’optimisation LMIs étaient résolus par des méthodes peu
efficaces comme la méthode de l'ellipsoide. Les méthodes de points intérieurs qui avaient
prouvé leur efficacité vers le milieu des années 80 pour les problémes de programmation
linéaire ont été alors étendues aux problémes LMIs, permettant une amélioration spectacu-
laire de leur traitement. Considérer ce type d’optimisation, en plus d’étre a priori pertinent
par rapport aux objectifs de calculabilité, est une formulation possible pour un nombre
important de problémes d’Automatique comme cela est exposé dans le livre [BEFB94|.
Des problémes différents sont explorés dans cette thése.

Malgré la généralité de la formulation LMI, un certain nombre de problémes ne se for-
mule pas dans ce cadre. Leurs formulations les plus simples obtenues jusqu’a présent cor-
respondent a des problémes d’optimisation non convexe sur des inégalités matricielles bili-
néaires (en Anglais, Bilinear Matrix Inequalities, BMI) [SGL94, GTS*94]. Une contrainte
BMI définit un ensemble de variables tel qu'une matrice dépendant bilinéairement de
celles-ci soit définie négative. Malheureusement, il n’existe pas de méthodes générales et
efficaces pour cette classe de problémes. Pour des classes particulieres de BMIs, impor-
tantes en Automatique, des heuristiques basées sur des algorithmes de résolution LMI,
semble-t-il efficaces, ont néanmoins été proposées [EOA96].

Enfin, nous verrons qu’un nombre important de problémes se formule comme des
problémes d’optimisation sur des contraintes qui sont des généralisations de contraintes
LMIs: LMIs semi infinies (nombre infini de contraintes LMIs), LMIs infinies (variables de
dimension infinie avec un nombre infini de contraintes LMI), LMIs différentielles.



En résumé, dans le but de proposer un outil industriel (c’est-a-dire général, accessible
et efficace numériquement), quatre idées de base sont mises en ceuvre dans cette these:

1. la modélisation est basée sur les notions d’interconnexion et de familles de modéles ;

2. le cadre mathématique choisi est celui de 'approche entrée/sortie (un tel choix sera
discuté dans la section suivante);

3. une paramétrisation des familles de modéles est utilisée pour régler le compromis
entre le conservatisme des critéres et leur calculabilité ;

4. les critéres sont formulés sous forme de problémes d’optimisation convexe.

1.1.6  Approche Lyapunov versus approche entrée/sortie

Considérons le probléme de Lur’e évoqué dans la section précédente, c’est-a-dire 1'in-
terconnexion d’un systéme linéaire stable (G avec une non linéarité sans mémoire ne dé-
pendant pas du temps. Si une représentation d’état minimale (A, B,,C,) est introduite
pour la fonction de transfert ¢, 'interconnexion peut s’écrire de la fagon suivante:

= Az + B,p,
= Gy, (1.2)
p = fla),

ot f est une non linéarité positive, c’est-a-dire que o f(o) > 0 pour tout ¢ € R. Nous
avons vu qu’une condition suffisante de stabilité est donnée par le critére de Popov [Pop73]
c’est-a-dire par l'existence d’une fonction de transfert W(jw) = 14 Sjw telle que I'inéga-
lité (1.1) soit vérifiée. Parallelement, ce critére correspond a 'existence d’une fonction de
Lyapunov V' dite de Lur’e qui garantit la stabilité du systéme. La fonction de Lyapunov
correspondante est :

V(z)= 2T Pz + ﬁ/ocqgg flo)do.

Dans ce cas-la, il y a donc équivalence entre 'approche entrée/sortie et I’«approche Lya-
punovy». En fait, des résultats beaucoup plus généraux ont été démontrés par Willems
unifiant les deux approches dans le cadre des systémes dissipatifs. Il en ressort que sous
certaines hypotheses sur la structure interne du systéme (il admet une représentation
d’état uniformément atteignable et distinguable), la stabilité au sens entrée/sortie im-
plique la stabilité asymptotique (au sens de Lyapunov) pour le point zéro et une entrée
nulle. (Tout cela est exposé en détails dans les articles [Wil7la, Wil76].)

Par stabilité entrée/sortie, il faut comprendre qu’un signal w de norme finie ||w|| en
entrée du systéme engendre un signal y de norme finie ||y|| en sortie et qu’il existe un
scalaire v tel que:

lyll < el

La stabilité entrée/sortie est dite faible s’il existe deux scalaires 3 et v tels que:

lyll < yllewll + 5.

De plus, lorsqu’un systéme est dissipatif (comme les systémes L gain stables), la fonction
de Lyapunov peut étre obtenue par résolution d’un probléme d’optimisation avec un coit
défini par une intégrale quadratique sur les signaux d’entrée et de sortie du systéme.



Sur ce sujet, nous pouvons d’ailleurs directement citer Willems [Wil71a]:

“The paper also indicates what may be the basic reason why stability conditions appear
to be easier to obtain using input output methods than through the construction of
suitable Lyapunov functions: both input-output stability and Lyapunov stability can be
posed as variational problems (thus the boundness and the value of an infimum), input-
output stability only requires the boundness of this infimum. This observation is due to
Zames (private communication).”

Néanmoins, les hypothéses sur la structure du systéme peuvent étre assez restric-
tives puisqu’elles interdisent les systémes admettant plusieurs points d’équilibre [HM80a].
Dans ce cas-la, il faut introduire des notions locales d’observabilité. Si la stabilité est
faible alors la stabilité entrée sortie n’implique pas forcément la stabilité asymptotique
(locale) [HM80a]. Hill propose un systéme faiblement stable en entrée/sortie et chaotique
[Hil92].

Il est intéressant de mettre cela en perspective avec la définition que donnait Zames
de la stabilité dans [Zam66a :

“ A system shall be called stable if it is well behaved in two respects: (1) it is bounded,
i.e.not explosive. (2) it is continuous, i.e.not critically sensitive to noise. "

Nous voyons donc réapparaitre l'intérét d’utiliser la norme incrémentale pour étudier
les propriétés entrée/sortie d’un systéme. Par stabilité incrémentale, il faut comprendre
qu’une variation de mesure finie du signal d’entrée du systéme engendre une variation de
mesure finie du signal de sortie du systéme.

L’intérét de la stabilité incrémentale peut étre apprécié a partir de ’exemple suivant,
tiré de [DL64]. Il s’agit du systéme non linéaire d’équation :

i+ fl)+r=u

avec u le signal d’entrée, x le signal de sortie et f une fonction Lipschitz continue vérifiant
les conditions:

VgeR, |f(¢)] <1 et Vqg#0, qf(q) >0.

Ce systéme est globalement asymptotiquement stable. mais sa sortie = tend vers l'infini
pour u = Asin(t) avec A supérieur & + [DL64].

Dans le cas ou la fonction f est une saturation,
les réponses du systéme a des conditions initiales ci-

of ] contre illustrent la stabilité du systéme non linéaire.
o ] La réponse & une entrée sinusoidale d’amplitude 10 a
7 ‘ ] été simulée (voir figure 1.4, gauche): on constate ef-

fectivement le mauvais comportement du systéme non
linéaire pour cette entrée. Si f est remplacée par une
non linéarité strictement incrémentalement positive
(c'est-a-dire que Vg1 # ¢2, (g1 — @2)(f(q1) — f(q2)) >
0), il est aisé de démontrer la stabilité incrémentale du
systéeme '?. On retrouve un comportement correct vis-a-vis d’une entrée sinusoidale (voir
figure 1.4, droite).

8 E -4 -2 0 2 4 6 8

10. Ce systéme peut se réécrire comme la connexion de f et d’un systéme linéaire positif. La version
incrémentale du théoréme de la passivité [Zam66c] permet alors de conclure & la stabilité incrémentale
du systéme.
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F1G. 1.4 — Réponse a une entrée sinusoidale avec f une saturation (& gauche), avec f une
non linéarité strictement incrémentalement positive (4 droite)

La stabilité au sens de Lyapunov n’est donc pas suffisante pour assurer un bon com-
portement entrée/sortie pour un systéme non linéaire.

Par contre, il a été récemment démontré que la stabilité incrémentale d’un systéme
implique la stabilité asymptotique de ses points d’équilibre correspondant a des entrées
constantes [FMNC96a| (pour un signal d’entrée constant, le signal de sortie tend vers une
constante). De plus, un systéme incrémentalement stable a la propriété de 1’état final pour
les entrées périodiques: pour un signal d’entrée périodique, le signal de sortie tend vers
un signal périodique [Fro97]. Ces deux propriétés font partie de spécifications classiques
du cahier des charges (voir 'article [FSF97], reproduit en Annexe de la these, page 297).

Dans les chapitres 2 et 5, seront exposés les mécanismes qui permettent d’obtenir des
critéres du type (1.1). Pourquoi considérer ce type d’approche plutét qu’une approche de
type Lyapunov?

La difficulté de 'approche Lyapunov est qu’elle repose sur ’obtention d’une fonction
de Lyapunov : elle oblige soit & choisir une fonction particuliére soit a essayer de résoudre
des inéquations aux dérivées partielles. Etablir que le systéme a un gain L, inférieur
a un certain seuil améne & résoudre des équations du type Hamilton Jacobi [HMT76].
Leur résolution est pour l'instant difficile [Luk69]. L’approche proposée dans cette these
permet d’obtenir simplement des critéres de stabilité qui correspondraient & des fonctions
de Lyapunov de structure trés complexe donc difficiles & choisir intuitivement.

Ce cadre général sera exposé dans le chapitre 2 de la thése. Nous essaierons de montrer
qu’il est un outil naturel pour 'obtention de conditions sous forme de problémes d’optimi-
sation (quasi) convexe basés sur des LMIs. Les critéres LMIs traditionnellement obtenus
par une approche de type fonction de Lyapunov quadratique [BEFB94| sont ainsi retrou-
vés. L’avantage supplémentaire de notre approche est que contrairement & 1’approche de
type Lyapunov considérée dans [BEFB94], elle permet de généraliser les critéres obtenus
afin d’obtenir des conditions moins conservatives.

1.2 Synthése

Un des objectifs majeurs de la recherche en Automatique est de proposer des méthodes
adaptées pour la synthése c’est-a-dire des méthodes d’obtention de correcteurs dont nous



pouvons espérer le bon fonctionnement une fois connectés sur le systéme physique. Evi-
demment, I'idée est aussi de synthétiser un correcteur fonctionnant pour une famille de
modeéles contenant le modele le plus adéquat.

1.2.1 Sur la complexité du probléme de synthése

Le probléme de la commande apparait plus complexe que celui d’analyse. Considérons,
par exemple, le probleme de 1 /k,, synthése c’est-a-dire de synthése d’un correcteur pour
une famille de modéles linéaires avec des incertitudes de structure et paramétriques. Si
nous essayons d’obtenir une méthode de synthése & partir du test LMI de p/k,, analyse,
les conditions obtenues sont non convexes et correspondent & un probléme d’optimisation
avec plusieurs optimums locaux.

En fait, les problémes de synthése sont plus complexes qu’il n’y parait. En effet, consi-
dérons un test d’analyse trés conservatif pour la p analyse: la borne supérieure de p avec
multiplieurs constants. Ce type de résultat est considéré dans le chapitre 3 de la these!’.
Ce test peut étre appliqué au probléme de synthése correspondant. La formulation ainsi
obtenue correspond & deux inégalités matricielles affines plus une contrainte de rang sur
une matrice. Ce probléme a priori trés frustre appartient néanmoins & une catégorie de pro-
blemes NP difficiles [FL96]. Bien stir, cela ne veut pas dire que le probléme de p syntheése
par multiplieurs constants est lui-méme NP difficile mais nous pouvons le conjecturer. Il
est intéressant de remarquer que les heuristiques qui essayent de traiter cette formulation
de la synthése robuste traitent en fait toute cette catégorie de problémes NP difficiles.

Cette remarque souligne bien I'intérét du développement de méthodologies de synthése
moins ambitieuses comme la commande H.,. Certes, elle ne permet pas de répondre
directement au probléme de p synthése: par cette méthode de synthése, nous ne pouvons
pas génériquement et de fagon satisfaisante spécifier explicitement des propriétés pour
un systéme incertain. Néanmoins, utilisées judicieusement, ces méthodologies de synthése
permettent de parvenir a des correcteurs satisfaisants [Fon95]. Les méthodes d’analyse
peuvent étre alors appliquées pour garantir le bon comportement du correcteur sur la
famille de modéles. Les résultats pour la synthése obtenus dans cette thése seront ainsi plus
«faibles» que ceux obtenus pour 'analyse. L’intérét des méthodes d’analyse a posteriori
est ainsi évident: elles permettent de regarder si le systéme bouclé posséde malgré tout
les propriétés qui n’ont pas pu étre spécifiées lors de ’étape de syntheése.

1.2.2 Approche des problémes de synthése

L’approche générale adoptée pour la synthése est la suivante:
(1) les criteres de stabilité et de performance sont appliqués sur le systéme bouclé;

(i1) dans les conditions ainsi obtenues, les termes ayant trait au correcteur sont éliminés
afin de diminuer la complexité du probléme. Des conditions d’existence sont ainsi
obtenues ;

(iii) si ces conditions sont vérifiées alors un correcteur peut étre explicitement construit.

L’élimination est basée sur des résultats mathématiques se rapportant a la complétion
d’opérateurs. En fonction du probléme de synthése considéré, les conditions d’existence

11. C’est une condition suffisante de stabilité quadratique du systéme.



sont convexes ou non ; si elles ne le sont pas, il est possible d’utiliser des heuristiques plus
ou moins efficaces. Les cas pour lesquels des conditions convexes sont obtenues seront
développés. Nous n’aborderons que les cas non convexes qui peuvent a priori étre abordés
par des heuristiques efficaces.

1.2.3 Sur le temps de calcul associé & la synthése

Il est important de souligner la nécessité pour les méthodes de synthése d’étre peu
gourmandes en temps de calcul. En effet, puisqu’il est difficile de traduire sous forme d’un
critére mathématique les performances désirées pour le systéme bouclé, le processus de
synthése est nécessairement itératif. Chaque synthése de correcteur doit étre suivie par
une analyse des propriétés du correcteur obtenu et des critéres de performance!?. Pour
qu'un tel processus soit efficace, il est primordial que le temps de calcul du correcteur
lui-méme soit faible.

1.3 Motivation de départ : le séquencement de gains

“What is most striking about gain-scheduling is that, while it is ever-more widely used
in practice, it has been widely ignored from a theoretical perspective. In particular, it
remains unstudied as an explicitly nonlinear control approach. So, it seems that gain
scheduling is another example of the lamented theory/application gap- but in this case
application is ahead of theory I”” Wilson J. Rugh [Rug91].

1.3.1 Point de vue conventionnel

Le theme de départ de ce travail de thése est I’étude de méthodes de séquencement
de gains par LMIs. Le séquencement de gains (ou gain scheduling en Anglais) est une
méthode de commande pour des systémes qui ne sont pas linéaires et/ou stationnaires.
Cette définition trés vague est le reflet de la multiplicité des pratiques que recouvre ce
terme. Il s’agit notamment :

— de systémes dont les caractéristiques mesurables varient dans le temps; il s’agit par
exemple d’'une fusée dont la masse de la charge change a chacune des missions;

— de systémes présentant des non linéarités; les états intervenant dans les non linéa-
rités sont alors supposés mesurés ;

— de systémes non linéaires qui peuvent étre naturellement modélisés comme un sys-
téme linéaire a parametres variants (LPV dans la littérature anglo-saxonne). Les
paramétres peuvent varier lentement par rapport a la dynamique du systéme: il
peut s’agir par exemple du nombre de Mach pour un missile. Les paramétres va-
riants dans le temps peuvent étre aussi des variables d’état du systéme lui-méme,
auquel cas 1l s’agit en fait du cas précédent.

12. Les critéres de performance considérés lors de ’analyse sont plus complexes et plus fins que ceux
considérés pour la synthése. Cela est di a la différence de complexité entre les deux problémes.



La classe de systémes considérée par le séquencement de gains peut donc étre ra-
menée aux systémes linéaires a paramétres variants. Ces paramétres peuvent avoir des
dynamiques plus lentes (voire nulles) ou du méme ordre de grandeur que celles du sys-
téme. Nous considérons qu’ils correspondent a des variables exogénes qui agissent sur le
systéme. Pour un missile, par exemple, il s’agit du nombre de Mach et de I'altitude: ils
dépendent certes de I'état du missile (angle d’incidence et vitesse de rotation décrivant
le mouvement de tangage d’un missile) mais comme leur dynamique est plus faible, ils
peuvent étre considérés comme des variables exogénes. QQuand les paramétres variants
sont des variables d’état, le systéme linéaire a parameétres variants peut étre constitué par
les linéarisations (non) stationnaires du systéme non linéaire.

signal de séquencement

signal de référence

signal a asservir
_ —_—
Correcteur Systéme

signal de mesure

FiG. 1.5 — Séquencement de gain

Les méthodes de synthése par séquencement de gains consistent pour un systéme li-
néaire avec des parameétres variant dans le temps a obtenir une loi de commande réglée par
ceux-ci. Astrém et Wittenmark [AWO5] classent le séquencement de gains parmi les mé-
thodes de commande adaptative. Si nous adoptons leur classification, elle apparait comme
une méthode de commande adaptative ou les paramétres d’adaptation sont mesurés, la
structure du systéme étant connue a priori. De plus, 'objectif et la caractérisation des
méthodes de séquencement de gains sont suffisamment généraux pour englober :

— la linéarisation exacte [Isi89]; un difféomorphisme sur 'espace d’état et un retour
d’état (s’ils existent) sont recherchés tels que le systéme bouclé soit linéaire pour
toute valeur de I’état appartenant & un ensemble borné;

— la linéarisation approchée [Kre84, HSK92|; un diffécomorphisme sur I'espace d’état
et un retour d’état (s’ils existent) sont recherchés tels que le systéme bouclé soit
linéaire jusqu’a un ordre donné au voisinage de la variété d’équilibre;

— la pseudo linéarisation ou linéarisation étendue [RC84, BR86]; une loi de commande
non linéaire est recherchée telle que toutes les linéarisations du systéme aient des
valeurs propres qui ne varient pas localement sur la variété d’équilibre.

Le développement de ce type de correcteurs est trés lié & 'industrie aéronautique.
Des correcteurs dont les gains varient en fonction des mesures de 1’altitude et du nombre
de Mach (ou méme de 'angle d’incidence [Hyd91]) sont souvent synthétisés pour des
avions. D’ailleur, dans le chapitre 6, nous considérerons la commande d’un missile par
séquencement de gains.

Du point de vue de "automaticien praticien, ce type de méthodes de synthése peut
s’interpréter comme une tentative de généralisation des méthodes linéaires qui ont atteint



une certaine maturité a des problémes non linéaires. Trés tot, il a été démontré que si
un systéme linéaire non stationnaire varie «suffisamment» lentement (dans un certain
sens) alors la stabilité des modeéles linéaires «gelés» garantit la stabilité du systéme non
stationnaire [Des69, Bro70]. D’autre part, la méthode indirecte de Lyapunov assure qu’au
voisinage d’un point d’équilibre et sa linéarisation en ce point ont le méme comportement
qualitatif!.

Ces résultats ont motivé la méthode de séquencement de gain traditionnellement em-
ployée par les ingénieurs:

— des variables lentes de séquencement qui traduisent les effets des non linéarités
[Sha88] sont sélectionnées ;

— un ensemble de points sur une trajectoire d’équilibre est sélectionné; « plus il y en
a, mieux c’est» est une régle heuristique courante ;

— le modeéle est linéarisé autour de chaque point de cet ensemble;
— pour chaque systéme linéarisé, un correcteur linéaire stationnaire est synthétisé ;
— un correcteur est interpolé entre tous les correcteurs linéaires obtenus, puis intégrés;

— le correcteur non linéaire est testé par simulation sur un modéle non linéaire du
systéme bouclé.

Il s’agit donc, en synthétisant une série de correcteurs qui garantissent localement de
bonnes propriétés, d’obtenir un correcteur non linéaire qui assure de bonnes propriétés
globales [FF96].

En fait, cette approche (que I'on désignera sous le terme de classique par la suite) pose
plusieurs problémes pratiques:

1. le choix des variables de séquencement ; leurs dynamiques doivent étre suffisamment
lentes pour que des critéres tels que celui qui est proposé par [Des69] s’appliquent,
tout en «capturant les non linéarités» [Sha88];

2. 'obtention d’un correcteur non linéaire & partir des correcteurs locaux obtenus [WRS87,

LRY5|;

3. la garantie que le correcteur stabilise le continuum des linéarisés décris et non une
partie;

4. la garantie que le systéme non linéaire bouclé est stable.

Le troisiéme probléme n’est justifié que lorsqu’on considére des variables de séquen-
cement qui varient lentement dans le temps et dans les cas ot la conjecture d’Aizerman
serait justifiée. C’est le probléme que considére le séquencement de gains classique. FEn
fait, considérer la stabilité des systémes linéaires figés pour un systéme variant lentement
n’est méme pas une condition nécessaire de stabilité. Un exemple de systémes linéaires
non stationnaires stables avec des systémes linéaires figés instables est donné dans la ré-
férence [SL72|. C’est une approche heuristique du quatriéme probléme qui, dans certains
cas, n’est pas correcte. Néanmoins, elle semble donner en pratique de bons résultats.

13. Sous ’hypothése qu’il n’y ait pas de valeurs propres associées a la linéarisation stationnaire & partie
réelle nulle.



De nouvelles approches au probléme de séquencement de gains ont été développées au
début des années quatre-vingt-dix. Dans 'esprit, elles sont trés proches de ce que pro-
posait Safonov douze ans plus tot [Saf80]. Elles permettent d’obtenir un correcteur non
linéaire stabilisant le systéme non linéaire. Elles reposent sur 1’'utilisation d’une fonction
de Lyapunov quadratique pour la commande de systémes non stationnaires. Toutes ces
approches ont la caractéristique d’aboutir & une mise du probléme sous forme d’un pro-
gramme d’optimisation convexe LMI. Elles sont plus ou moins conservatives par rapport
a leur objectif final (la recherche d’une fonction de Lyapunov quadratique) et aboutissent
a des LMIs de complexités trés différentes. Ce probléme est abordé en détails dans le
chapitre 3 de la thése. Dans cette partie, une amélioration d’une des méthodes existantes
est proposée grace a une approche entrée sortie du probléme. C’est I'un des apports de
cette thése. D’autre part, nous avons mis en évidence comment elle pouvait étre mise en
ceuvre dans le cadre de la stabilisation quadratique d’une classe de systémes non linéaires.

Ces méthodes peuvent étre interprétées en terme de fonctions de Lyapunov quadra-
tiques. [’avantage de la stabilité quadratique est qu’elle permet de traiter des systémes
LPV dont les paramétres peuvent avoir une vitesse de variation quelconque. L’inconvé-
nient (lié & cet avantage) est que cette approche est inadaptée pour les systémes LPV
dont les paramétres ont une vitesse de variation bornée voire faible. Néanmoins, elle peut
donner de bons résultats dans des applications intéressantes. Elle permet d’obtenir ainsi
une approche quadratique pour certaines classes de systémes non linéaires [EGS96].

Un probléme intéressant est de proposer des critéres mathématiques qui permettent
d’analyser la stabilité et la performance des systémes LPV contrélés par un séquencement
de gains. Il est considéré dans le chapitre 5 ot les outils développés pour généraliser la u
analyse sont étudiés. Un nouveau critére est proposé dans le cas ot la vitesse de variation
des parameétres de séquencement est bornée en moyenne. Tous ces critéres correspondent
a un début de mise en ceuvre effective d’une application potentielle du théoréme de sépa-
ration des graphes de Safonov [Saf80] :

““Sector conditions can provide a rigorous justification of the approximations used in
gain scheduling, and, more important from a practical point of view, they can give an
engineer the insight needed to make constructive design modifications when simulation
results show that the approximations have failed. The latter can be accomplished by
examining where the sector conditions are violated : this provides information helpful in
choosing additional feedback design points, in adjusting the interpolation procedure, and

?

in identifying other possible types of corrective action.’

Dans le chapitre 5, les deux approches de ce probléme (utilisation d’une fonction de
Lyapunov dépendante des paramétres [FMNC96b| et multiplieurs fréquentiels [JR96])
sont unifiées sous la désignation d’approche par multiplieurs dépendants. Pour les pro-
blémes de synthése, curieusement, seules les fonctions de Lyapunov dépendantes ont été
utilisées dans la littérature [WYPB95]. La facon dont elles sont mises en ceuvre aboutit
a une résolution approximative du probléme avec une charge de calcul importante. Nous
verrons comment employer les multiplieurs fréquentiels pour le probléme de la synthése
afin d’obtenir une solution pratiquement plus satisfaisante.

1.3.2 Point de vue «incrémental »

Ce qui précéde donne I'image du séquencement de gains comme un mélange de prag-
matisme et d’opportunités techniques. Une interprétation a récemment été proposée qui



donne des motivations profondes et un fondement théorique rigoureux au séquencement
de gains [FF96].

Comme cela a été exposé dans la section 1.1.4, si un systéme non linéaire est incrémen-
talement stable alors pour des entrées en échelon (respectivement périodiques et pseudo
périodiques), les signaux de sortie tendent vers des signaux constants (respectivement pé-
riodiques et pseudo périodiques) [Fro97]. Ce sont des propriétés éminemment désirables
pour un systéme réel dans le cadre d’une application non linéaire. Pour un systéme non
linéaire, la stabilité n’est pas suffisante pour les garantir.

Un résultat de Willems (voir Lemme 2.2.1 page 43) permet de faire le lien avec les
propriétés incrémentales et la stabilité de toutes ses linéarisations non stationnaires, de
faire le lien entre les propriétés globales et locales du systémes. Par suite, on peut réin-
terpréter la commande par séquencement de gains de la maniére suivante. Les ingénieurs
automaticiens qui 'ont pratiquée essayaient de stabiliser les linéarisations stationnaires
du systéme le long de ses trajectoires. En cherchant a assurer la stabilité des linéarisations,
ils s’efforcaient implicitement d’assurer une condition nécessaire de stabilité incrémentale
du systéme, d’assurer des propriétés globales en les assurant localement.



Chapitre 2

Interconnexion, dissipativité et
optimisation

Au cours de cette thése, nous avons essayé de mettre en évidence des mécanismes
simples permettant d’obtenir, dans un premier temps, des critéres de stabilité et de per-
formance et, dans un deuxiéme temps, des méthodes de synthése de lois de commande.
Nous avons vu dans l'introduction que cela implique 'emploi d’une modélisation géné-
rale du probléme (modéle du systéme et des propriétés a considérer) pertinente sous trois
points de vue:

— du comportement du systéme physique ;
— des propriétés du systéme a étudier
— des outils mathématiques efficaces et disponibles.

En particulier, le troisiéme point doit étre abordé dans 'optique d’obtenir des critéres
et des méthodes efficaces c’est-a-dire pratiquement utilisables. La modélisation générale
retenue devra donc étre un compromis entre ces trois aspects. A ceux-ci, correspondent
trois idées qui nous semblent fondamentales dans le cadre de I’Automatique:

Interconnexion: un systéme apparait souvent comme une interconnexion de sous sys-
témes ; il est alors décrit par ’ensemble des sous systémes et leur schéma d’inter-
connexion ;

Dissipativité: le comportement d’un (sous) systéme peut étre caractérisé par des con-
traintes quadratiques sur les signaux qu’il échange avec son environnement ;

Optimisation: la mise en ceuvre des deux idées précédentes permet d’obtenir natu-
rellement des critéres sous forme de problémes d’optimisation ; de récents progres
permettent une résolution efficace d’un certain nombre de ces problémes.

Dans les années 60, les recherches des tenants de ’approche entrée/sortie se sont
focalisés sur I’étude de la stabilité de la connexion de deux opérateurs, éventuellement non
linéaires et /ou non stationnaire [Zam66a, Wil69, DV75]. Dans les années 70, les résultats
ainsi obtenus ont été étendus aux systémes interconnectés non linéaires, non stationnaires
[Wil73, PP74, Ara76, Saf78, MH78, Vid81]. Cette extension a été motivée par le grand
intérét porté aux systémes a grande échelle [Vid81| mais aussi par la théorie des réseaux
électriques [AVT73] et la thermodynamique [Wil73]. Les concepts de base mis alors en
ceuvre correspondent aux deux premiéres idées fondamentales que nous proposons.



A la fin des années 70, intervient un changement de thémes. Les insuccés de la com-
mande LQG [Doy78| focalisent les recherches sur les probléemes d’analyse des systémes
linéaires stationnaires incertains [SA77]. Méme si Safonov propose dés 1978 des outils
généraux aptes & étendre les 20 années de recherches précédentes, un cadre spécifique-
ment consacré a ce probléme [Doy78| basé sur I'indicateur « u» est développé [Doy82]. En
utilisant les propriétés fréquentielles des systémes linéaires stationnaires, le probléme est
ramené a un probléme algébrique sur des matrices complexes. Dans ce contexte, au cours
des années 80/90, 'optimisation est apparue comme un outil de résolution intéressant.
Elle a permis la résolution pratique de ces problémes, & un niveau industriel. Par contre,
si les recherches des années 60/70 avaient permis de grandes avancées théoriques, elles
n’ont jamais été réellement mises en ceuvre du fait de ’absence de ces outils, sauf dans
des cas particuliers.

Malheureusement, le cadre développé pour les systémes linéaires stationnaires incer-
tains n’est plus adapté lorsqu’il s’agit d’aborder les systémes non linéaires, non station-
naires. C’est pourquoi nous proposons d’utiliser un nouveau cadre ot une telle limitation
n’apparait pas. Il est basé sur la notion d’interconnexion développée dans les années 70.
Cette notion reste plus que jamais opératoire dans les Sciences de I'Ingénieur!. Des outils
proposés dans les années 60 et 70, la dissipativité est un moyen puissant de quantifier
les échanges entre les différents sous systémes et de permettre, par la méme, I'analyse
des propriétés du systéme interconnecté. Enfin, nous verrons que 'optimisation, qui a été
introduite pour I’étude des systémes linéaires stationnaires incertains, s’avére étre un outil
pertinent dans ce contexte plus général, par rapport aux objectifs que nous nous sommes
fixés dans le chapitre précédent.

Les trois idées que nous avons introduites permettent ainsi d’unifier les résultats ap-
parus ces 30 derniéres années et, comme nous le verrons dans les chapitres suivants, d’en
trouver de nouveaux. Elles seront examinées dans les sections qui suivent. Auparavant,
quelques termes généraux élémentaires sont présentés; leur définition est nécessaire pour
les développements de ce chapitre.

Un systéme peut étre défini comme une portion de la réalité séparée de ’environ-
nement par une frontiére, éventuellement fictive. Il échange avec son environnement de
la matiére, de ’énergie et de l'information. En fait, seule une partie des processus du
systéme est intéressante. Pour cette raison, nous ne considérons que la partie des signaux
qui la décrit de fagon univoque. Leur choix dépend de la finalité de 1’étude du systéme. Un
systéme peut étre donc caractérisé par un processus agissant sur un ensemble de signaux.
Un modéle peut étre alors défini comme une relation entre les différents signaux du
systéme décrivant ce processus. Un modéle ne doit pas étre «trivialement» incohérent
lorsqu’il est comparé avec le processus physique qui lui correspond. Cette propriété est
désignée par le terme bien posé.

Les modeéles considérés dans ce manuscrit sont des modéles mathématiques algé-
briques et différentiels. Leurs succés en Physique et dans les Sciences de 1'Ingénieur
résultent de leur capacité a rendre compte de phénomeénes «qualitatifs», malgré leur
nature « quantitative». La critique des approches de type quantitative dans les sciences
de l'ingénieur est en partie liée & la longue occultation du probléme de la robustesse.
La robustesse peut étre résumée comme la volonté de garantir que la propriété évaluée
sur le modele est bien présente sur le systéme physique. En effet, si ce probleme a été
central dans I’Automatique classique [Bla34, Hor63], il n’a été que peu abordé par 1I’Au-
tomatique moderne [HS75]. Il fut considéré de nouveau et de facon intensive vers la

1. Voir, par exemple, le génie chimique.



fin des années 70 [Doy78, Saf78, DS81, SA81, SLH81, DWS82, Saf82|. Le grand apport
de la robustesse au niveau de la modélisation est celui de la notion de famille de mo-
deles [DWS82, Saf82, Fon95]|. Au lieu de considérer qu'un systéme est décrit de fagon
adéquate par un ensemble d’équations mathématiques, nous considérons qu’il est décrit
par une paramétrisation d’équations et/ou d’inéquations mathématiques. Dans un certain
sens, cela revient a introduire une notion qualitative.

Le but de ce chapitre est d’introduire des idées générales de facon informelle. Les
chapitres suivants (3 et 5) proposeront leur mise en ceuvre dans un cadre mathématique
plus spécifique.

2.1 Le systéme comme interconnexion de sous systémes

La modélisation des processus physiques repose souvent sur la décomposition des sys-
témes étudiés en sous systémes élémentaires interconnectés. Le processus de chaque sous
systéme est alors modélisé. Le modéle global du systéme est en fait un ensemble de mo-
deles interconnectés. Par exemple, une colonne a distiller & plateaux est considérée comme
une interconnexion de plateaux.

Dans ce mémoire, nous proposons de considérer la méme approche pour la modélisation
des systémes. En plus du fait qu’elle est un outil reconnu pour la modélisation des systémes
physiques, nous illustrons son application pour 'obtention simple de critéres de stabilité
et de performance. Par 1a méme, cette approche est apte a unifier modélisation, analyse
et commande des systémes.

Un systéme S est donc décomposé en un ensemble de n systémes §;, 1 = 1,-- -, n et une
interconnexion Z. Les signaux assurant la connexion des sous systémes S; et de 'intercon-
nexion Z sont notés p. Ce sont les signaux internes. D’autre part, nous considérons certains
signaux particuliers w qui sont partagés entre le systéme et son environnement. En ré-
sumé, le systéme est représenté par la figure 2.1. Cette approche de la modélisation a été
formalisée précisément par Willems [Wil91] sous le terme d’approche comportementale. A

S S,

P Pn

7

FiG. 2.1 — Interconnexion de sous systémes, forme implicite

I'interconnexion 7 et aux sous systémes S; sont associés les modéles mathématiques I et
S;. Dans ce contexte, un signal est une fonction de R dans R*. Les modeéles I et S; sont
alors des opérateurs. Ils modélisent le comportement du systéme auquel ils se rapportent.
Ce comportement est définis par I’ensemble des signaux compatibles avec leurs équations.



Le modéle du systéme interconnecté s’écrit alors :

[(pvw) = 0, p= ’ (2 1)

Sz(pl) = 0, izl,---,n.

Cette formulation est qualifiée d’implicite.

Une autre formulation possible est de séparer en deux le vecteur de signaux w (qui
devient w et z) et le vecteur de signaux p (qui devient p et ¢). z et w (respectivement p
et ¢) doivent alors dépendre causalement I'un de 'autre. Le signal d’entrée w correspond
aux grandeurs de ’environnement qui agissent sur le systéme et z aux grandeurs de sortie
du systéme qui agissent sur 'environnement. Il faut noter que cette décomposition n’est
pas unique. Elle correspond au nombre de degrés de liberté laissés par les équations (2.1).
q est le vecteur des signaux de l'interconnexion 7 vers les sous systémes S; et p, celui des
sous systémes vers l'interconnexion. Une formulation dite explicite est alors obtenue:

R (E3 I s Y A

Di = Sz(qz) = 1,---,n.

Ceci se traduit par le schéma 2.2 qui correspond en fait aux schéma-blocs usuellement

S S,

q1 P1 an Pn

A z

FiG. 2.2 — Interconnexion de sous systémes, forme explicite

considérés en Automatique. [ et S; sont des opérateurs causaux.

Le premier type de schéma 2.1, méme s’il est moins classique, n’en est pas moins utile.
Il représente une modélisation naturelle pour un certain nombre de systémes physiques
pour lesquels il est difficile d’obtenir une formulation explicite pertinente. Un bras de
téléopération en est un exemple. En effet, dans ce cas-1a, le comportement dynamique du
bras de 'opérateur humain et de la charge doivent étre approximativement identiques a un
rapport homothétique pres. De ce fait, tous deux peuvent étre a la fois considérés comme
générateurs de consigne et grandeurs & asservir. C’est le probléeme de retour d’effort.
De plus, 'orientation des signaux reliant un sous systéme n’est pas une caractéristique
intrinséque de celui-ci. Pour exemple, pour une résistance, tension et intensité ne peuvent
pas étre désigné comme signaux d’entrée ou de sortie.



Que 'un ou "autre mode de représentation soit utilisé, rien ne garantit a priori que
les équations (2.1) (ou les équations (2.2)) admettent une solution. C’est-a-dire que pour
la part du (ou le) signal w représentant l'action de I'environnement sur le systéme, il
doit exister des signaux p (respectivement p, z et ¢) qui vérifient les équations (2.1) (res-
pectivement les équations (2.2)). D’autre part, pour que le modéle ait un minimum de
vraisemblance physique, les signaux doivent étre uniques pour une entrée donnée et &
I'instant présent ne dépendre de la valeur du signal d’entrée que pour les valeurs pré-
sentes et passées (causalité). Ces propriétés sont désignées par le terme de bien posé.
Il peut en plus recouvrir le fait que les signaux internes et de sortie sont des fonctions
localement Lipschitz continues du signal d’entrée w. Cela exprime le fait qu’il ne peut y
avoir de variations «infiniment brutales» au sein d’un systéme physique pour des entrées
suffisamment réguliéres. Cela exclut, de plus, un systéme dont les signaux divergeraient
en un temps fini.

Les familles de modéles sont maintenant introduites. Pour cela, nous supposons que
I'interconnexion Z du systéme est parfaitement modélisée par I et que la famille de modéles
est générée en considérant que le modéle S; du sous systéme S; appartient & un ensemble
connu de modéles S;. La notion de bien posé pour un modele de systéme interconnecté se
généralise aisément & une famille de modéles.

Des exemples simples de modélisation sont maintenant présentés. Un systéme linéaire
stationnaire de représentation d’état :

z = Ax + Bw
z = Cao 4+ Dw
r = [z

peut étre représenté comme une interconnexion d’intégrateurs, le schéma d’interconnexion
étant décrit par la matrice:

A B

C D |

Par élimination des signaux d’interconnexion z et z, la fonction de transfert du systéme
linéaire stationnaire est obtenue; il s’agit de 'opérateur:

pre(f () e [r[2 8] e

qui admet pour transformée de Laplace:

D+CGI) (J—AG[))MB a én[é g]. (2.4)

Nous avons ainsi introduit une Transformation Fractionnaire Linéaire (Linear Fractional
Transformation (LFT en Anglais). Le symbole * représente le produit étoile de Redhef-
fer [Fon95, ZDG95| (pour une définition générale, voir section 2.8.1 de ’annexe). En fait,
a proprement parlé, si nous nous basons sur les définitions données par [Red59, ZDG95],
seul (2.4) est une LFT; (2.3) n’est pas une LFT puisque [ est un opérateur d’intégration
et non la multiplication par une matrice.



Définition 2.1.1 Si M est une matrice de C¥% | partitionnée de la facon suivante :

M:[Mll MIZ]

M21 M22

et A est une matrice de méme dimension que My, alors le produit de Redheffer noté AxM
appelé encore transformation fractionnaire linéaire (LFT) haute de A par M est défini
par:

AxM 2 Fu(MA) & My + My Al — My A My,
pour (I — My A) inversible.

Par abus de notation, le symbole x sera aussi employé pour les opérateurs. Dans ce
cas 1, (I — M A)*! doit étre un opérateur bien posé (ce qui sera précisé dans la suite). 1l
faut aussi noter que, dans ’exemple précédent, les sous systémes qui sont des intégrateurs
simples ont été regroupés en un seul opérateur. Pour deux opérateurs A et B, diag(A, B)

A0
0 B |
De plus, pour un opérateur d, §1 représente diag(d,---,9d).
Pour résumer, un systéme interconnecté explicite peut étre modélisé par une intercon-

‘reme

nexion d’opérateurs notés S [ ot S = diag(9;) avec S5;, 'opérateur modélisant le 1

correspond & la matrice d’opérateurs

sous systéeme et [ est I'opérateur modélisant I'interconnexion.

En adoptant une formulation implicite, un dérivateur peut aussi étre modélisé comme

une interconnexion d’intégrateurs?:

x = [z

A un systéme correspond une multitude d’interconnexions possibles de sous systémes,
le choix dépendant des objectifs de la modélisation et de ce qui est mathématiquement
possible.

Une notion intéressante pour la modélisation des systémes est la notion de hiérarchi-
sation. Pour le probléme qui nous occupe, cela revient a considérer que I'interconnexion
et les sous systémes sont eux-mémes des interconnexions de sous systémes (voir la fi-
gure 2.3). Un exemple simple est celui d’un systéme linéaire stationnaire & grande échelle.
Chaque sous systéme peut étre considéré comme une interconnexion d’intégrateurs. Dans
ce cas-la, il y a donc une hiérarchie & deux niveaux (voir figure 2.3).

Exemple de construction de modéles interconnectés: I’exemple de modélisation
considéré est celui du pendule inversé (voir la figure 2.4).

2. Pour les systémes linéaires stationnaires non propres, une alternative est de choisir la représentation

de Rosenbrock [Fon95].



— -

FiG. 2.3 — Interconnexion hiérarchisée

FiG. 2.4 — Pendule inversé



L’angle 6 de la barre montée sur un chariot avec ’axe vertical est commandé en
exercant sur le chariot (de position z) une force horizontale u. Les équations de la physique
pour ce systeme sont :

(M+m)z + mllcosd — mlh?sind = u(t)
Jo + mlzcosf® — mglsind = 0
ot M est la masse du chariot, m la masse de la barre, [ la longueur de la barre, J l'inertie

de la barre et g 'accélération de la pesanteur. u est la commande appliquée et z et 8§ sont
les sorties mesurées. Le modéle peut étre réécrit sous la forme suivante :

M+ m mlcosf z ol 02 sin 0 | u

ml cos § J 0 gsinf | |0
Dans ce modele, les termes non linéaires cos 8, sin f et 0% vont étre isolés pour étre traités
comme des gains k(¢) variant dans le temps. Le systéme est alors mis sous la forme:

H1) = AGR())e(1) + B(k(1))u().

Soit le vecteur d’état :

z
0
=1 .
<
0
Comme:
0? sin 0 _ 92 Silge .
gsinf - gSige 2
M4+m mlcost _ M4+m 0 n 0 ml cos 0 0
ml cos O J o 0 J ml 0 0 cos 0

ces deux matrices ne dépendent pas des mémes paramétres variant dans le temps: elles
peuvent donc étre considérées indépendamment. Le schéma global d’interconnexion est
obtenu aprés mise sous forme LFT pour ces deux matrices. Dans la section 2.8.1 de
I’annexe, sont décrites les opérations d’addition, de concaténation, de multiplication et
d’inversion qu'’il est possible d’effectuer sur les LE'Ts. Pour la premiére matrice,une pre-
miére étape est d’obtenir la représentation LFT de 0% & partir de la représentation LFT
(triviale) de @ par application de I'opération de multiplication. La LFT de % est triviale.
Par application de 'opération de concaténation, nous obtenons:

010 0
. . 010
2sinf L. 0

[esm% ]zdiag(@,@,%)* 000 1
K2 1000

00 g0

Nous procédons de méme pour la deuxiéme matrice. In fine, la formule d’inversion permet
d’obtenir la forme explicite & partir de la forme implicite. Le résultat final est?:

& = diag(cosb,cos,

[1000]
pA— xX.

si297979)*M1 [ i ] R

01 00

3. Pour ne pas alourdir le texte, la matrice M est donnée dans la section 2.8.2 de annexe. Il en sera
de méme pour les matrices Mo et Mj.



Choisir cette modélisation revient & considérer l'interconnexion linéaire stationnaire de

sous systémes qui sont les « paramétres variant dans le temps» (cos 6, Silge, 6). Une autre

modélisation possible est de considérer le sinus comme une non linéarité statique:

ES diag(cos@,cos@,sin(.),9,9)*./\/ll i )
1 0 0 0

T lo1oo0|"

Une autre modélisation possible est obtenue en regardant le systéme comme une inter-
connexion (matricielle) d’intégrateurs et de parameétres variant dans le temps:

g . .
z = diag cos@,cos@,%,@,@,/,/,/,/ * Mau.

Une derniére possibilité est de considérer I'interconnexion comme une matrice de fonctions
non linéaires et de prendre comme sous systémes les intégrateurs:

z:diag</,/,/,/)*./\/lgu.

Les classes de sous systémes et d’interconnexion étant sélectionnées, plusieurs réalisa-
tions peuvent étre obtenues. Le probléme de la réalisation peut se formuler de la fagon sui-
vante : étant donnée une matrice fonction rationnelle F' d’opérateurs O; comment ’écrire
sous la forme F, (M, A) avec A = diag(Ay) et A, = diag(O,,---,0;)? Etant donné qu’il
s’agit d’un probléme de structure, la nature des opérateurs n’intervient pas. Nous pouvons
donc sans perte de généralité supposer les O; matriciels pour la recherche d’une représen-
tation. Dans ce cas-1a, il est aisé de démontrer qu’il est toujours possible de trouver une
telle réalisation a partir des opérations proposées en annexe, section 2.8.1 [ES94b, ZDG95|.
Le probléme qui se pose alors est celui de 'obtention d’une réalisation minimale. La mi-
nimalité peut étre mesurée par la dimension de I’ensemble des sous systémes. Les calculs
précédents ont été faits suffisamment soigneusement pour qu’une représentation minimale
soit obtenue. En effet, un calcul brutal (comme celui expliqué dans [CM94]) peut mener &
des représentations de dimension importante. L’obtention par le calcul symbolique d’une
forme minimale est un probléme ouvert méme si des développements intéressants ont été
proposés par [Fon95]| ou il est intensivement considéré. Dans le chapitre 5, une méthode
de réduction numeérique est proposée; elle est malheureusement construite a partir de
conditions suffisantes.

Dans I'exemple précédent, nous avons considéré différents ensembles d’opérateurs a
isoler (parametres variant dans le temps et/ou non linéaires et/ou les intégrateurs), donc
différentes classes de sous systémes. A chaque choix, correspond un critére de stabilité dif-
férent : la forme de représentation sélectionnée est donc dépendante du critére de stabilité
a appliquer.

Dans cette section, nous avons introduit la représentation d’un systéme comme inter-
connexion de sous systémes. Nous avons ainsi distingué les signaux que le systéme partage
avec son environnement des signaux internes qui correspondent a l’'interaction de 'inter-
connexion avec les sous systémes. Un systéme est ainsi caractérisé par ses signaux d’entrée
et de sortie. Une fonction qui, a un signal, associe un autre signal est appelée opérateur.
[’ensemble des signaux ainsi mis en relation constitue le graphe de 'opérateur.

Ayant introduit cette modélisation des systémes, I’étape suivante consiste a caractériser
le comportement d’un systéme, les signaux d’entrée et de sortie.



2.2 Caractérisation des systémes par la norme L, et la
dissipativité

Dans la premiére partie de cette section, le comportement d’un systéme est caractérisé
par une contrainte sur les signaux qui le relient a I’environnement. L’objectif est d’évaluer
la performance d’un systéme. La seconde partie aborde la question de paramétriser les
contraintes qui sont vérifiées par les signaux d’un systéme, d’obtenir la représentation la
plus fine de celui-ci & travers cet ensemble de contraintes. Pour un sous systéme, 1’objectif
peut s’interpréter comme 1’évaluation de son interaction avec son interconnexion au sein
du systéme interconnecté. Ce mode de représentation sera ensuite exploité dans la section
2.3 pour étudier la stabilité et la performance du systéme interconnecté.

2.2.1 Caractérisation du comportement entrée/sortie

La premiére caractérisation d’un systéme qui apparait naturellement est la stabilité:
I'opérateur associé au systéme est borné. Néanmoins, le fait qu’un systéme soit stable
donne peu d’informations sur son comportement effectif. Un outil de description plus fin
doit étre donc proposé. D’autre part, la description obtenue doit mener a des critéres
calculables. C’est pour cela que nous nous proposons de caractériser le comportement
d’un systéme (méme non linéaire) par des fonctions linéaires appelées pondérations ou
gabarits.

Une expérience imaginaire: pour illustrer cela, considérons un systéme causal et
stable A avec un vecteur d’entrée ¢ de dimension n, et un vecteur de sortie p de dimension
n,, tous deux de carré intégrable. Le comportement entrée / sortie du systéme peut étre
caractérisé par une fonction de transfert stable U telle que:

@) T e (@@ e e

U est appelée fonction de pondération ou gabarit. Pour la déterminer, il faut imaginer
Pexpérience [MR95] décrite figure 2.5. Dans cette expérience, des signaux de L5 sont

1?2 d
q A p JI7dt 7 o
[ &

I dt

FiG. 2.5 — Comportement entrée sortie et contraintes quadratiques intégrales

envoyés a l'entrée ¢ du systéme A et sa sortie p est mesurée. Les deux signaux sont
ensuite filtrés par la fonction de transfert U et les carrés de leurs énergies (calculés par
[ |.|* dt) sont comparés. Le filtre U est sélectionné afin que la différence d’énergie soit
positive. Il est donc représentatif du comportement entrée/sortie de A. Bien stir, pour
un systéme A donné, la fonction de pondération U n’est pas unique. D’autre part, une
fonction de pondération U peut caractériser une famille de systémes A. De ce fait, a tous



les éléments A d’une famille A de systémes peut étre associées une ou plusieurs fonctions
de pondération U.

Domaine fréquentiel, domaine temporel: le théoréme de Parseval permet de faire
le pont entre les contraintes sur les signaux décrits dans le domaine temporel et dans
le domaine fréquentiel. Par son application, I'inégalité quadratique (2.5) sur des signaux
dans le domaine temporel est équivalente & une inégalité quadratique sur la transformée
de Laplace de ceux-ci:
L pe) | e |~ L O ] i [ PG
/LOO l a(jeo) ] U(jw) l 0 v I, ] U(jw) l a(jeo) ] dw > 0.

Cette derniére inégalité est intéressante car elle est quadratique. En effet, l'objectif est
d’obtenir des critéres calculables et pour cela nous cherchons a nous ramener a des formu-
lations mathématiques adéquates. Nous verrons dans la suite de ce chapitre que mettre
le probléme sous forme de contraintes quadratiques est effectivement un choix pertinent
du fait de la puissance des résultats mathématiques et algorithmiques associés.

Le cas ot U est une matrice de gain sera étudié dans le chapitre 3 et le cas ot U est
un systéme linéaire stationnaire stable dans le chapitre 5. Dés a présent, nous pouvons
remarquer que:

— si U(jw) = I alors le systéme en plus d’étre stable n’amplifie pas 1’énergie: on dit
que le systéme A est de gain £, inférieur & un;
: . I -1 . : ce g

- siU(jw) = ;| aveeny, =0 alors le systeme A est dit passif, c’est-a-dire:

JAORTOEY!

Contraintes quadratiques intégrales et normes induites: dans la suite de ce
mémoire, nous ferons largement appel a ces contraintes quadratiques intégrales dont nous
introduisons la définition ici.

Définition 2.2.1 Une contrainte quadratique intégrale est définie par une fonction bornée
[(jw) de jR dans C*"**" telle que :

o(w) = /L—:o l 2853 ] H(jw) l q(]:w; ] dw.
On peut distinguer les cas:

— o(w) > 0: contrainte quadratique integrale inégalité ;

— o(w) =0 contrainte quadratique integrale égalité.

Dans I'inégalité (2.5), la fonction II(jw) correspondante a une contrainte sur son iner-
tie*. En effet, puisque:

How%=UowV[‘§% ﬁq]U@w)

4. L’inertie d’une matrice est le triplet constitué par les nombres de valeurs propres négatives, nulles
et positives. Elle est définie page 7, dans les notations.



la matrice II(jw) a n valeurs propres positives et n négatives. Cest a cause de cette
«contrainte» qu’elle est qualifiée de «dure» [MR95]. Si cette contrainte est relaxée, la
contrainte est dite « douce». Dans le cadre de cette thése, nous considérons des contraintes
dures car les démonstrations sont simplifiées tout en permettant de remplir les objectifs
que nous poursuivons. La formulation des contraintes quadratiques intégrales a, de plus,
la propriété intéressante de ne pas faire la distinction entre signaux d’entrée et signaux de
sortie. Par suite, elles sont tout a fait adaptées a la caractérisation des systémes modélisés
sous forme implicite.

Pour définir précisément la stabilité, il est nécessaire d’introduire une mesure sur les
signaux. Les normes £, sont usuellement considérées. Elles permettent de définir une
norme induite pour I'opérateur correspondant.

Définition 2.2.2 La norme £, d’un signal u de R* dans R" est donnée par lintégrale
(st elle existe) :

A Foo v
luf, 2 (/0 u(t)]? dt) avee 1< p < oo,

La norme L., d’un signal est définie par:

A
lulle 2 ess sup Ju(t)].

««RY

L’ensemble des signauz pour lesquels la norme L, est finie est noté L,(RT, R") ou plus
simplement L, lorsque le contexte élimine toule confusion.
La norme induite L, d’un opérateur H est définie comme :

Hu
i, = sp W
e Tl

u#0

Cette norme induite sera désignée sous le terme de gain L, par la suile car elle posséde
la propriété suivante, importante dans le contexte de ’Automatique : pour deux opérateurs
H,y et Hy de norme L, finie, on a:

[ Hy Hslp < [ Hl[o | Ho -

Enfin, si H représente un systéme linéaire stationnaire de transfert H(s) alors son gain
Ly correspond a sa norme H, définie par:

A .
|H||eo = SUP  Omax(H(8)) = esssup opmas(H(jw)).
Re(s)>0 w

De I'ensemble des normes induites possibles, nous nous intéresserons essentiellement
a la norme induite £y (ou gain L) pour les raisons suivantes :

— elle a une interprétation physique intéressante: elle correspond & une atténuation
énergétique entre les entrées et les sorties considérées du systéme

— pour les systémes linéaires stationnaires, Zames a démontré qu’elle permettait de
formuler un certain nombre de spécifications du cahier des charges sous forme d’un
probléme d’optimisation sur une norme pondérée H., [Zam81];



— elle est cohérente avec la formulation de la caractérisation entrée/sortie (perfor-
mance) sous forme d’une contrainte intégrale quadratique. En effet, spécifier qu'un
systéme stable d’entrée w et de sortie z a une norme induite £y inférieure & un
certain seuil v revient & vérifier la contrainte intégrale:

P A I

Il est, par ailleurs, possible de définir pour des signaux de L, un produit scalaire,

dt > 0.

nécessaire a la définition de la passivité.

Bien posé de l'interconnexion et définitions de la stabilité: nous définissons
maintenant plus précisément les notions de bien posé, stabilité et stabilité interne. Pour
cela, il est nécessaire d’introduire 'opérateur de troncation et les espaces étendus. Pour
un signal w et un scalaire 7' > 0, la troncation causale Pp(w) pour l'instant T' est définie
par:

Vi<T, Pr(w(t) = w(1),

Vi>T, Pr(w(t) = 0. (2.6)

Elle permet d’introduire les espaces étendus :
L, R"R") 2 {w:R"— R"| VT > 0, Pr(w) € £L,(R*,R")}.

Définition 2.2.3 Le systéme interconnecté décrit par le modéle explicite :

)= (o] 2]

I = Si(q), i=1,---.n.

est dit bien posé si pour toute entrée w dans L,_, tous les signaux p, q et =z existent, sont
uniques et appartiennent a L, . St, de plus, pour toul signal d’enlrée appartenant a L,,
les signaux de sortie appartiennent a L, et s’il existe un scalaire k tel que ||z||, < k|[w]|,
alors cette interconnexion est £, gain stable. [l est L5 gain stable de fagon interne si
de plus - lglly < Hllully et 1l < ko]l

Cette définition peut étre étendue aux modéles implicites.

Définition 2.2.4 Le systéme interconnecté décrit par le modéle implicite :

D1
I(p,w) = 0, p=1| : |,

Pn
Sip) = 0, i=1--,n.
()
diag(S:(.))

de fagon interne s’il est inversible & gauche sur L,.

est dit bien posé si ['opérateur l ] est inverstble a gauche sur L, et stable



Dans ce qui suit, nous considérons les signaux mesurés par la norme L.

La caractérisation précédente peut étre enrichie en limitant I’ensemble des signaux
d’entrée & un sous ensemble de L,. Pour étre cohérent avec la formulation introduite,
il est normal de définir ce sous ensemble par une ou plusieurs contraintes quadratiques
intégrales, égalité ou inégalité:

+oo
/ w(jw) Iy (jw)w(jw)do >0 (= 0).
loo

Cette extension a été considérée dans [D’A95]. Nous verrons dans la section 2.3.2 comment
tenir compte de ces informations supplémentaires par application de la § procédure.

La norme £, n’est pas la seule mesure intéressante dans le contexte de I’Automatique.
La norme induite £, peut étre aussi utilisée pour obtenir un critére de performance avec
une signification physique intéressante [Vid86]. Néanmoins, elle n’est pas considérée dans
ce manuscrit car elle aboutit a des critéres mathématiques plus difficiles & vérifier [ DDB95].
Enfin, pour p différent de 2 et oo, il est difficile d’associer aux normes induites £, une
interprétation physique.

Secteurs: certains systémes sont intéressants tout en n’étant pas forcément stables du
point de vue entrée/sortie. L'intégrateur® pur est I'un de ceux-ci. Les intégrales précé-
dentes ne sont alors plus définies. Leur comportement entrée/sortie peut néanmoins étre
décrit par une contrainte intégrale, a condition toutefois de se limiter & un intervalle de
temps fini. Il est possible de les caractériser par des secteurs.

Définition 2.2.5 [Saf80] Soit ' = {Fy, Iy, F5, Fy} un ensemble d’opérateurs incré-
mentalement® stables tels que F;0 = 0, i = 1, -+, 4. Soil un opérateur H défini par
H(q,p) =0. Cet opérateur est strictement a Uintérieur du secteur F' s’il existe un scalaire
strictement positif € tel que pour tous q et p tels que H(q,p) =0, pour tout T > 0,

T T
/0 (Fiq+ Fop)' (Faq + Fyp) di < —6/0 (¢"q+p"p) dt. (2.7)

Lopérateur H est en dehors du secteur F' si pour tous ¢ et p tels que H(q,p) = 0, pour
tout T' > 0,

T
/0 (Fiq+ Fop)" (Fsq + Fup) dt > 0.

Le secteur est dit linéaire si les opérateurs F; sont linéaires.

Performance et dissipativité: intuitivement, un systéme peut étre qualifié de perfor-
mant si ses signaux de sortie ont certaines caractéristiques pour un ensemble de signaux
d’entrée donnés. Une discussion plus détaillée a été faite dans le chapitre précédent”. La
notion de dissipativité a été trés diversement définie dans la littérature et est trés liée a la
notion de contrainte quadratique intégrale et a celle de secteur. Une discussion plus dé-
taillée est proposée en annexe de ce chapitre, page 69. Provisoirement, nous adopterons la

5. Un moyen simple pour néanmoins se ramener au cadre précédent est de « perturber» I'intégrateur en
un premier ordre avec un podle stable en —e et de modifier le schéma d’interconnexion par «loop shifting»
afin de conserver ses propriétés.

6. Pour le terme incrémental, voir la définition 2.2.6, page 43

7.section 1.1.4, page 13.



définition assez informelle qu'un systéme est dissipatif si ses signaux d’entrée et de sortie
vérifient une contrainte quadratique intégrale ou une inégalité de secteur. Des définitions
plus précises seront adoptés dans les chapitres 3 et 5, en fonction des problémes considérés.
Un systéme sera considéré comme performant s’il est stable et s’il vérifie une inégalité
de dissipativité, c’est-a-dire une contrainte quadratique intégrale ou de secteur. Cela veut
dire que nous supposons que le comportement d’un systéme peut étre caractérisé de fagon
adéquate par des contraintes inégalités sur les signaux qui le relient & ’environnement.

Une autre caractérisation intéressante peut étre obtenue en considérant 1’énergie des
signaux de sortie en réponse a des signaux de bruits blancs. Le probléme est que le
bruit blanc n’est pas un signal de £y et n’est donc pas a priori cohérent avec le cadre
proposé. Néanmoins, il est possible de considérer des bruits blancs en les approchant
par des signaux de L5 proches de ceux-ci au sens d’un certain critére. Cette approche a
été proposée par Paganini [Pag9hb, Pag96| dans le contexte des systémes discrets. Son
extension aux systémes continus est en cours.

Systémes Lipschitz continus: une facon plus précise de caractériser le comportement
d’un systéme peut étre obtenu en étudiant ses propriétés de Lipschitz continuité. Nous
avons signalé dans le chapitre précédent qu’assurer qu’un systéme est £, gain stable® ne
donne pas forcément un comportement qualitatif intéressant entre ’entrée et la sortie du
systéme. Par exemple, la réponse d’un systéme non linéaire £, gain stable & un échelon
ne tend pas forcément vers un échelon. Par contre, un systéme Lipschitz continu posséde
cette propriété. Il est donc trés intéressant, d’un point de vue pratique, de la rechercher.

Nous commencons par définir la constante de Lipschitz, appelée aussi norme incré-
mentale, d'un opérateur.

Définition 2.2.6 La constante de Lipschitz ou norme incrémentale L, d’un opérateur H
est définie comme :

| Hu — Holl,

lu =l

[H][a, = sup
u,v € L,
uF#v
Lopérateur H est dit Lipschitz continu s’il est de constante de Lipschitz finie, il est
incrémentalement stable s’il est stable et Lipschitz continu®.

La question est de savoir comment déterminer la norme incrémentale associée & ['opéra-
teur H. Deux stratégies sont possibles. La premiére consiste & considérer la représentation
d’état associée (en supposant qu’elle existe et qu’elle est suffisamment réguliere) et de ré-
soudre un probléme (voir [Fro95, page 74]) qui apparait complexe!®. La seconde se base
sur un résultat de Willems [Wil69]. Ce résultat est a la base de la spécification de la
performance dans le contexte non linéaire tel que cela a été présenté par [Fro95].

Lemme 2.2.1 [Wil69] Soit un opérateur H de L, dans L,. Supposons qu’il admette une
linéarisation DH,, pour tout ug appartenant a L,. Alors H est Lipschitz continu sur L,

8. Rappelons que sous certaines hypothéses sur la structure interne du systéme, le fait qu’il soit Lo
gain stable garantit que 0 est un point d’équilibre globalement attractif. Pour un exposé détaillé et precis
de ce type de résultats, se reporter su livre [Wil71a, Vid92].

9. Le terme incrémentalement stable met 1’accent sur le fait qu‘a une faible variation de I’entrée cor-
respond une «faible» variation de la sortie, ce qui est important dans le contexte de I’Automatique.

10. La formulation obtenue est une généralisation des inéquations d’Hamilton Jacobi utilisée pour ’ana-
lyse du gain £ d’un systéme non linéaire. Elle est en fait beaucoup plus complexe.



st et seulement si ||DH,, ||, est uniformément bornée. De plus :

[Hlla, = sup |[DHuy, ||,

ug Eﬁp

Comme précédemment, nous nous intéressons au cas ou p vaut 2. Pour déterminer
qu'un systéme est incrémentalement stable, nous procéderons donc en deux étapes: (i)
démonstration de la £, gain stabilité du systéme (ii) démonstration de la £, gain stabilité
de toutes ses linéarisations non stationnaires. De ce fait, la vérification de la stabilité
incrémentale peut se ramener & la vérification de la stabilité (tout court) d’un systéme et
de ses linéarisations.

2.2.2 Paramétrisation des contraintes quadratiques intégrales

Nous venons de voir qu’il est possible de caractériser les signaux d’entrée et de sortie
d’un systéme par une contrainte quadratique intégrale. Si nous considérons qu’un sys-
téme est modélisé par une famille de modéles alors la contrainte quadratique intégrale
précédemment introduite génére une surfamille de modeéles (définie dans le chapitre 1).
La paramétrisation des surfamilles proposée dans ce chapitre peut ainsi se ramener a
une paramétrisation des contraintes quadratiques intégrales que vérifient les signaux aux
bornes du systéme, chaque contrainte quadratique générant une surfamille. Par suite, la
question considérée est :

« Pour un (sous) systéme donné, quelles sont les contraintes quadratiques que vérifient
les signaux qui le connectent & I’environnement (I'interconnexion)?»

Multiplieurs: pour traiter cette question, nous proposons la technique des multi-
plieurs. C’est une technique assez ancienne puisqu’elle apparait (implicitement) au cours
des années soixante pour la résolution du probléme de Lur’e avec le critére de Popov
[AG64, PopT73]|, puis est développée dans I'article fondateur de Zames [Zam66b|, avant
d’étre formalisée dans [ZF68, Wil69, DV75]. Cette technique est, & cette époque, a 'ori-
gine d'un grand nombre de critéres de stabilité entrée/sortie pour un systéme rebouclé
avec une non linéarité [Zam66b, O’S66, TS67, TS67, ZF68, Wil69] ou un parameétre incer-
tain (constant [BW65|' ou variant dans le temps [Wil69, ST72]). Aux critéres obtenus,
étaient associés des critéres graphiques pour leur mise en ceuvre pratique [NT73].

Les techniques de multiplieurs sont réapparues sous une forme différente au début
des années 80 pour l’analyse des systémes linéaires stationnaires et incertains. Dans ce
cadre-la, ils portent le nom de «scalings» '* [Doy82, FTD91]. Fondamentalement, le prin-
cipe reste le méme. Une des différences majeures est constituée par ’émergence dans les
années 80 de nouvelles techniques d’optimisation conjointement avec une augmentation
importante de la puissance des ordinateurs. Cela bénéficie & la résolution des critéres dé-
veloppés pour 'analyse de la robustesse. Le fait de s’affranchir de 1’outil graphique permet
de traiter le cas de plusicurs paramétres incertains. Des rapprochements clairs et précis
entre les techniques de scalings et de multiplieurs ne sont apparus dans la littérature que

tres récemment [HHHB92, SL93, LSC94, Bal95, Cho96|.

11. La condition obtenue est alors nécessaire et suffisante [BW65].

12. I’équivalent frangais serait «facteur d’échelley. Comme il n’a jamais été employé dans ce contexte
et que le terme de «scaling» est un terme technique précis, nous prendrons la liberté de conserver cet
anglicisme.



La conséquence directe des progrés accomplis pour I’analyse des systémes stationnaires
et incertains est qu’il est possible de généraliser les outils développés dans les années 60
et de les combiner pour étudier la stabilité de systémes hétérogénes, c’est-a-dire avec a la
fois des non linéarités, des parameétres incertains, invariants ou non.

D’autre part, la notion de famille de modeéles développée dans les années 80/90 permet
de mieux apprécier la portée et I'intérét des techniques de multiplieurs. C’est cette notion
qui reflete la différence de perspectives entre ces deux décennies. Méme si dans les années
60, Zames avait noté que I'utilisation de I'approche entrée/sortie (et des multiplieurs)
permettait de traiter des systémes pauvrement modélisés [Zam66al, I'objectif de Popov
restait de démontrer, par exemple, la stabilité d’un transfert linéaire avec une non linéarité
bien définie. La position centrale prise dans les années 80 par le probléme de la robustesse
nous ameéne a considérer une famille de non linéarités au lieu d’une. Les techniques de
multiplieurs apparaissaient peu adaptées a I’étude de la stabilité d’une non linéarité bien
définie car elles permettent de garantir la stabilité pour toute une famille de non linéarités.
Par contre, elles trouvent toutes leurs potentialités dés que la stabilité doit étre démontrée
pour des familles de non linéarités. Méme si les conditions de stabilité sont identiques,
elles sont moins conservatives pour remplir le second objectif que pour remplir le premier.
Les multiplieurs apparaissent ainsi comme un outil pertinent aux objectifs que nous nous
fixons aujourd’hui, malgré leur dge « vénérable».

Définition 2.2.7 Soit A un opérateur causal a Uintérieur d’un secteur F', c¢’est-a-dire
que pour tous q et p tels que p = A(q), pour tout T > 0,

T
/0 (Fiqg + Fop)" (F3q + Fup) dt < 0.

Soit W un opérateur stable et inversible tel qu’avec p = Aq:

W est un multiplieur pour A si g et p vérifient aussi la contrainte de secteur associée
F, c¢’est-a-dire que, pour tout T > 0,

T
| B+ Bap) (B + Fip) dt <0

Remarque : Cette définition s’étend aisément a un ensemble A d’opérateurs A.

[’ensemble des multiplieurs admissibles pour un opérateur A dépend de la nature et
de la structure de A. A chaque multiplieur correspond une contrainte quadratique sur les
signaux d’entrée et de sortie de A. De ce fait, paramétriser les contraintes quadratiques
se rameéne a rechercher un ensemble de multiplieurs W. Par 1a méme, ils vont permettre
de «quantifier» les échanges entre A et son environnement. L’intérét des multiplieurs
apparait ainsi dans 1’étude des connexions d’opérateurs.

Illustration: leur mise en ceuvre et leur principe de base sont illustrés a ’aide d’un
exemple simple. Il s’agit de I’étude du systéme ¢ = Az. Celui-ci peut se modéliser comme
la connexion d’intégrateurs avec une matrice de gains A. Nous désirons caractériser le
comportement entrée/sortie des intégrateurs pour étudier leur interaction avec la matrice



——————————————————————————

FiG. 2.6 — Multiplieurs

A. Les intégrateurs vérifient une propriété de secteur particuliére: ils sont passifs, c’est-
a-dire que pour p = [ ¢, avec une condition initiale nulle:

TS0, [ p) gty di = Sp(T)p(T) > 0.

Si une matrice symétrique définie positive P est introduite alors nous obtenons:

/0 LT Pa(t) dt > 0. (2.8)

Par suite, les signaux aux bornes des intégrateurs vérifient une famille de contraintes
quadratiques paramétrisées par la matrice définie positive P. D’aprés la définition 2.2.7,

la matrice:
I 0
0o P

est un multiplieur. Par abus de langage, le sous bloc P sera aussi désigné par le terme
multiplieur? Il a été choisi de facon & conserver la propriété de passivité du systéme
sur lequel il est appliqué, c’est-a-dire que [ P! est passif quelque soit P, matrice définie
positive. Si les intégrateurs sont connectés & la matrice constante A alors 'introduction
de la matrice P peut étre interprétée comme une modification du schéma du systéme
interconnecté (les intégrateurs avec A) laissant invariante les propriétés de stabilité et de
performance (voir la figure 2.6). En clair, le systéme initial est stable et vérifie un certain
niveau de performance entre ’entrée w et la sortie z si et seulement si le systéme trans-
formé est aussi stable et a le méme niveau de performance. De plus, cette paramétrisation
des contraintes quadratiques vérifiées par le (sous) systéme peut étre interprétée comme
la paramétrisation des surfamilles de signaux comme cela a été vu dans le chapitre 1. En
effet, les signaux qui vérifient I'inégalité quadratique (2.8) comprennent, entre autres, les
signaux aux bornes des intégrateurs. Par suite, I'inégalité (2.8) définit une surfamille de
signaux.

En résumé, 'introduction de multiplieurs répond a deux impératifs :

— Ils ne modifient pas la propriété de dissipativité du sous systéme auquel ils s’ap-
pliquent ;

13. En fait, cet abus de langage correspond a I’acception classique d’un multiplieur[Wil69]. La définition
2.2.7 que nous proposons ’étend tout en respectant 1’idée sous jacente a la notion de multiplieur.



— Ils ne modifient pas les propriétés de stabilité et de performance du schéma général.

L’introduction de multiplieurs dans le schéma résulte de la possibilité de décomposer
un systéme interconnecté en deux parties de diverses maniéres, méme si la structure de
I'interconnexion est fixée. C'est le «tearing» dont parle Willems dans [Wil73].

———————————————————————————

FiG. 2.7 — Multiplieurs dépendants, 6 constant

Ce type de multiplieurs (des matrices constantes) est qualifié de multiplieurs cons-
tants. Les multiplieurs constants permettent de paramétriser les contraintes inégalités par
des variables réelles. Ils seront mis en ceuvre dans le chapitre 3 pour traiter de problémes
d’analyse et de syntheése.

La paramétrisation peut étre affinée en considérant des multiplieurs dépendant de
paramétres variants dans le temps voire d’opérateurs. Un exemple trés simple peut étre
donné par I’étude de la stabilité du systéme:

i= A0z, = /:1; (0) = 0,

ol # est un vecteur de parameétres constants. Il est alors naturel de décomposer le sys-
téme en 'interconnexion de la matrice de gains A(f) et de ’ensemble des intégrateurs. La
technique des multiplieurs peut étre appliquée comme précédemment. Comme I’intercon-
nexion dépend des parameétres 6, il est intéressant d’introduire un multiplieur P(8) défini
positif et fonction bornée de . Le schéma représenté figure 2.7 est alors obtenu.

Dans le cas ou les paramétres sont des fonctions continues et dérivables du temps,
un multiplieur défini positif P() est introduit: c’est une fonction bornée, continue et
dérivable de # et dont la dérivée est elle-méme une fonction bornée. Une fonction de ce
type est une transformation de Lyapunov [Bro70|. Le schéma représenté dans la figure 2.8
est ainsi obtenu. Si la boucle de rétroaction est bien posée, 'opérateur qui a x associe
n=P0)i+ %P(@)x est comme 'intégrateur, passif. En effet,

/OT n(8) (1) dt = /OT (P(@):i; + %P(@)x) 2(t) dt = %x(T)TP(H)x(T) > 0.
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FiG. 2.8 — Multiplieurs dépendants, 6 variant

Les multiplieurs peuvent étre aussi choisis dépendant de la fréquence. Il s’agit alors de
fonctions de transfert écrites dans le domaine de Fourier, associée a des systémes linéaires
stationnaires stables mais pas forcément causaux. L’exemple précédent peut étre alors
réécrit pour € constant et positif, aprés transformation de Fourier :

aU«) | _ apiay | PUw) N ATal

[ +(je) ] = M(jw) [ wijw) |7 PI@) = 0law).

Le scalaire § étant positif, les signaux a ses bornes vérifient :
pliw) q(jw) = 0.

Comme nous avons précédemment introduit P, nous pouvons introduire une fonction de
transfert W (jw) qui n’a pas de poles et qui est inversible sur I’axe imaginaire. Le schéma
est alors modifié sans que ses propriétés soient altérées. Si de plus W(jw) + W (jw)* > 0
alors T (jw)*! est positif. Par suite, nous obtenons la paramétrisation suivante pour les
signaux p(jw) et g(jw) aux bornes de 61 :

p(jw) W (jw)q(jw) = 0.

En résumé, nous venons d’introduire deux types de multiplieurs, les premiers dépen-
dant de parametres, les seconds de la fréquence. Les multiplieurs dépendants seront
abordés dans le chapitre 5 de la thése.

2.3 Analyse des systémes, contraintes quadratiques et
optimisation

Nous venons d’introduire, dans ce chapitre, la modélisation d’un systéme par une in-
terconnexion de sous systémes et la caractérisation de ces derniers par une ou plusieurs



o1 W (jw)*! o1

W(jw)
z M(jw) w z | M(jw) w

Fia. 2.9 — Multiplieurs dépendants, 6 constant

contraintes quadratiques. Nous allons maintenant rechercher une condition sur I’intercon-
nexion garantissant la stabilité du systéme (sous section 2.3.1) puis une contrainte de
performance (sous section 2.3.2), les sous systémes étant décrits par le ou les contraintes
quadratiques qu’ils vérifient.

2.3.1 Théoréme de séparation des graphes et analyse de la stabi-
lité

Nous avons précédemment souligné qu’étudier la stabilité d’une interconnexion de sous
systémes se ramenait a étudier la stabilité de deux opérateurs bouclés, I’'un représentant
I'interconnexion, I'autre I’ensemble des sous systémes.

Ce probléme a été étudié dans les années soixante par Zames et Sandberg. Leur pré-
occupation principale était d’étudier la stabilité de systémes avec des non linéarités. Les
articles fondateurs [San64, San65, Zam66a, Zam66b| exposent une solution ¢élégante, dé-
rivée du théoréme du point fixe. Ce résultat a été généralisé & la fin des années soixante
dix par Safonov [Saf80]. Ses préoccupations étaient différentes: son objectif était avant
tout d’offrir un outil efficace pour I’analyse et la syntheése de lois de commandes robustes
pour les systémes a plusieurs entrées et plusieurs sorties, éventuellement non linéaires
et a grande échelle [Saf78]. En effet, a cette époque, les méthodes de synthese réelle-
ment multi boucles se résumaient a la méthode de synthése LQG ou le probléme de la
robustesse n’était pas pris en compte explicitement. En effet, de bonnes marges de ro-
bustesse n’étaient garanties que pour le retour d’état [Doy78| (marge de gain infinie et
marge de phase d’au moins 60°). Parallelement, pour les systémes avec une seule boucle,
les méthodes de I’Automatique classique permettaient ’obtention efficace de correcteurs
assurant de bonnes marges pour le systéme bouclé. L’idée de base est donc de généraliser
le critére de Nyquist en gardant son coté «topologique» et qualitatif si utile pour la syn-
these robuste (pour que la stabilité de la boucle fermée soit robuste, le tracé du transfert
associé a la boucle ouverte dans le plan de Nyquist doit étre «suffisamment éloigné» du
point —1).

Schématiquement, le critére général de stabilité d’une connexion de deux opérateurs
peut s’énoncer comme suit: si le graphe de 1'un des opérateurs est topologiquement sé-
paré du graphe inverse de 'autre alors leur interconnexion est stable. Par graphe, il faut
comprendre les signaux que le systéme partage avec son environnement. Le résultat de
Safonov est trés général, trop par rapport au cadre de cette thése. C’est pour cela que nous



ne considérerons que le corollaire 2.3.1 ci-dessous, qui est un cas particuliers des résultats
présentés dans [Saf80]. Il ne faut pas oublier que 'objectif de cette thése est d’obtenir des
critéres certes généraux mais avant tout calculables. Ils constituent donc un compromis
entre généralité et applicabilité. Dans les chapitres 3 et 5, des formes particuliéres du
théoréme de séparation des graphes seront utilisées. Des démonstrations directes simples
seront alors proposées.

Corollaire 2.3.1 Supposons que l'opérateur d’interconnexion I soit stable. Alors le sys-
teme interconnecté est stable s’il existe un secteur F' tel que S = diag(S;) soit en dehors
du secteur et le graphe inverse de Uinterconnexion I(.,0) soit strictement a lintérieur.

Remarque : Le théoréme de séparation des graphes s’applique aussi bien sur des modéles
implicites qu’explicites. Pour un modéle implicite d’équations:

4l
I(pyw) = 0, p=| : |,
Pn
Sz(pz) - 07 7::17"'7”
si on sait que 'opérateur regroupant les sous systémes est en dehors du secteur défini par F =
{F}y, F3}, c’est-a-dire que:
T
/0 (Fip)" (Fsp) dt >0

pour 'ensemble des signaux p; tels que S;(p;) = 0, la stabilité du systéme sera démontrée si:

T T
/0 (Fip)" (Fap) dt < /0 eppt,
pour les signaux p vérifiant I(p,0) = 0.

Remarque : Ce corollaire admet comme conséquences les théorémes du petit gain, de la
passivité et du cercle tels qu’ils sont présentés par Zames, par exemple [Zam66a, DV75].

Nous présentons maintenant un exemple simple mais néanmoins significatif 4.

Exemple illustratif: connexion d’une matrice avec une non linéarité statique.
Cet exemple permet d’illustrer le théoréme précédent : soit un systéme a une entrée, une
sortie qui est la connexion d’une matrice et d’une non linéarité statique f:

1= (2]

ot @ # 0. La courbe caractéristique de f et la droite d de pente 1/a sont tracées sur la
figure 2.10: elles correspondent respectivement au graphe de f et au graphe inverse de
q = ap.

L’application du corollaire précédent indique que s’il est possible de séparer les deux
courbes par deux droites en traits tirés (voir la figure 2.10) alors le systéme bouclé est

14. C’est une fagon de mettre en ceuvre le principe suivant du & Safonov :
Principle (Simple Case First) Consider first only the very simplest problem - but strive for a repre-
sentalion of the simplest problem which generalizes easily. [FT95]



FiG. 2.10 — Ezxemple du théoréme de séparation des graphes

stable. Cela garantit que les deux courbes ne se coupent qu’en 0. Dans ce cas-la, le
corollaire exprime que si les signaux externes sont nuls alors la seule valeur possible pour
p et ¢ est zéro. De plus, les droites en traits tirés qui délimitent les deux secteurs sont

choisies parmi une infinité de droites possibles.
Dans ce qui suit, nous nous restreindrons & des contraintes secteurs de type quadra-

tique. Par suite, vérifier la stabilité revient & vérifier des contraintes inégalités sur des

ensembles de signaux générés par les équations du modéle. Nous nous restreindrons no-

tamment & considérer des secteurs avec des bornes linéaires. Cela correspond a l'impératif
d’obtenir des critéres calculables. Avec ce résultat, 'optimisation apparait comme un outil

naturel d’analyse de la stabilité.
tions de secteur vérifiées par les sous systémes. Le corollaire 2.3.1 indique une condition

suffisante de stabilité du systéme interconnecté & partir d’une condition de secteur vérifiée
par les sous systémes. Cela suggére que ’étude de la stabilité peut se ramener & rechercher

D’autre part, nous avons introduit dans la section 2.2.2 I'idée de paramétriser les condi-
une condition de secteur vérifiée par les sous systémes parmi la paramétrisation (partielle)

de celles-ci afin de satisfaire les conditions du corollaire 2.3.1.
Nous cher-

systéme linéaire stationnaire.
stabilité d’un systéme linéaire stationnaire de

Exemple de motivation: analyse d’un

chons & établir une condition assurant la
représentation d’état :
r = Az
x = [a.
Nous avons vu que ce systéme peut s’interpréter comme une interconnexion d’intégrateurs.

Les signaux aux bornes des intégrateurs vérifient les contraintes inégalités suivantes:

T
VT >0, /)ﬂw”%ﬁ)zm
0

paramétrisées par la matrice définie positive P. Par application du corollaire 2.3.1, ce

ATP 1 PA<O

systéeme est stable s’il existe une matrice P définie positive telle que:

ce qui n’est rien d’autre que I'inégalité de Lyapunov.



2.3.2 &S procédure et analyse de la performance

Exemple introductif: nous cherchons & établir qu’un systéme linéaire stationnaire et
stable de représentation d’état :

z = Ax + Bw
z = Cx 4+ Dw
— [

a une norme H,, entre I’entrée w et la sortie z inférieure & un certain niveau ~, c’est-a-dire
que:

/0 T () dt < 4 /0 T () w(t) dt. (2.9)

Les signaux internes z et & vérifient la famille de contraintes quadratiques paramétrisées
par la matrice définie positive P:

/OOO #(1)T Pa(1) > 0. (2.10)

Les signaux & et z s’expriment explicitement en fonction des signaux = et w. Par suite, le
probléme se réécrit de la fagon suivante: est-ce que pour I’ensemble des signaux = et w
vérifiant la famille de contraintes quadratiques:

/oo d) [ ATP+PA PB][2() ] 4, .
0 w(t) BTPpP 0 w(t) -7
I'inégalité suivante est vérifiée :
/oo )" [ ¢t ¢Tp e ] g oor
o | w(t) DTC DTD —~21 w(t)

Dans 'exemple proposé, 'analyse de la performance est donc ramenée a vérifier des
contraintes quadratiques sur des signaux vérifiant d’autres contraintes quadratiques. Plus
généralement, les résultats de type S procédure permettent d’aborder les problémes sui-
vants :

« Est-ce que des signaux définis par un ensemble de contraintes vérifient une contrainte
(de performance)?»

Le principe de ces méthodes est de ramener ce probléme a la vérification d’une seule
inégalité quadratique, pour des signaux appartenant & £, par exemple. Une analogie peut
étre faite avec la transformation d’un probléme d’optimisation avec contraintes en un
probléme d’optimisation sans contrainte.



Perspective historique: le terme de S procédure est, & notre connaissance, apparu
dans les travaux de Lur’e, aux alentours du début des années 501 pour le probléeme de
stabilité absolue [AG64], ¢’est-a-dire pour 'étude de la stabilité du systéme suivant :

t = Az + Byp
= (C,«x

p = [flq),

ou f est une fonction non linéaire qui vérifie 'inégalité f(q)(f(¢) —¢) < 0 pour tout
g € R. Pour cela [AG64], Lur’e utilise la fonction de Lyapunov :

Viz) =al Pz + ﬁ/ocqx flo)do.

avec P une matrice symétrique et définie positive et 3 un réel positif. De facon évidente,

V(z) > 0 pour @ # 0 et V(0) = 0. De plus,
V(z) = (Px + CTp)T(Ax + Bp) + (Ax + B,p)T (Px + CTp). (2.11)

Si x et p sont supposés indépendants alors il est possible de trouver x # 0 tel que V(:L') =0
(en choisissant par exemple = et p tels que Az + B,p = 0). Par contre, en complétant les
carrés, on obtient :

T
o | ATP+ PA PB,+ ATCT+CT | |
V(l‘)—[p] [ng_l_ch_l_Cq Cqu_I_ngCqT_% » +2f(Q)(f(Q)_Q)'

En notant que f(¢)(f(q) —q) <0, V(:l:) < 0 pour x # 0 si pour (z, p) # 0

2" ATP4+PA PB4+ ATCT4+CT [
S(z,p) = T ; THT _ 4 < 0.
HIEDtrea e P I
En fait, on a cherché a vérifier que I'inégalité quadratique (2.11) est négative pour z et
p vérifiant la contrainte quadratique p(p — Cyz) < 0. Le probléme a été transformé en
la vérification d’une seule inégalité, S(x,p) < 0 pour tout x et p. Cette transformation
appartient a une classe de méthodes appelées & procédure, le § venant du nom de la
fonction S(z, p).

Dans le contexte de I’Automatique, cet ensemble de méthodes a suscité un ensemble
important de travaux dans les années 60/70, surtout dans la communauté scientifique
soviétique ot Yakubovitch a joué un grand role [Jaker, Yak73]. Les travaux ont porté sur
des formes quadratiques, intégrales ou non et surtout sur I’étude des cas pour lesquels
les deux problémes (vérifier une inégalité sur un ensemble de signaux décrits par des
contraintes et vérifier une inégalité sur un ensemble de signaux «sans contraintes») sont
équivalents.

Avec I'avenement des LMIs, ces travaux sont redevenus d’actualité [BEFB94, MT93].
Dans cette section, nous reprenons les travaux de Megretsky et Treil [MT93| (théo-
réme 2.3.1), ceux exposés dans [BEFB94] et proposons une extension simple mais utile
(contraintes égalités).

15. La référence [Lurbl1] est indiquée par Aizerman et Gantmacher dans [AG64]. Yakubovich indique
dans [Jaker] que cette méthode semble étre apparue dans [LP44]. Malheureusement, nous n’avons pas eu
accés aux deux documents originaux [LP44] et [Lurbl].



Contraintes quadratiques: nous allons donc discuter des contraintes quadratiques
avant d’exposer les théoreme de S procédure et de les mettre en ceuvre dans 1’exemple
introductif.

Un signal w de £o(RT, R™) ! vérifie une inégalité quadratique intégrale s’il existe une
fonction bornée et mesurable Il de jR dans C**" telle que:

o(w) = /j w(jw) H(jw)w(jw)dw > 0.
Dans ce qui suit, pour un signal w, w(jw) représente sa transformée de Fourier. Dans la
littérature anglo-saxonne, cette inégalité porte le nom de contrainte intégrale quadratique
(Integral Quadratic Constraint, IQC) [MR95]. Cela correspond a un type particulier de
contraintes de secteur [Saf80]. Ce type de contraintes est trés utile pour caractériser des
propriétés telles que la positivité d’un systéme linéaire stationnaire. Comme cela a été
vu précédemment, en appliquant le théoréme de Parseval, cette inégalité intégrale sur la
transformée de Fourier des signaux correspond a une inégalité intégrale sur les signaux
dans le domaine temporel.

De méme, un signal w de L£o(RT,R") vérifie une égalité quadratique intégrale s’il
existe une fonction bornée et mesurable 1I de jR dans C"*" telle que:

a(w) = [ wlje) Twp(je)de = 0.

loo

Des contraintes quadratiques non intégrales peuvent aussi étre introduites pour un
signal w. w vérifie une inégalité quadratique s’il existe une fonction bornée II de R* dans
R™" telle que:

VEERY, p(w) = w(t) TH(u(t) > 0.
La contrainte précédente peut étre généralisée au cas o Il est une fonction bornée de

paramétres variants. De méme, un signal w vérifie une égalité quadratique s’il existe une
fonction bornée II de Rt dans R™" telle que:

Vi e RY, ((w) = w(t) I(H)w(t) = 0.

Quand un signal de £, vérifie une contrainte quadratique alors il vérifie la contrainte
quadratique intégrale correspondante, si l'intégrale est définie et bornée. Les problémes
caractérisés par un ensemble de contraintes quadratiques, intégrales et non intégrales,
peuvent ainsi étre abordés en y associant un probléme avec des contraintes intégrales.

Théorémes de S procedure: le théoréme qui suit traite des problémes avec contraintes
intégrales inégalités :

Théoréme 2.3.1 /MT93]
Soient p + 1 inégalités intégrales quadratiques o; , © = 0,---,p (avec p > 1). Nous
supposons qu’il existe un signal w dans Lo(RT, R") tel que:

o(w) >0, -+, o,(w) > 0. (2.12)
Les deux propositions suivantes sont alors équivalentes :

— (i) oo(w) <0 pour tout signal w € Ly tels que oy(w) >0, -+, o,(w) >0;

16. Le fait de choisir £o(R*, R") au lieu de L£o(R, R™) n’est pas trés important. En effet, comme les
contraintes intégrales introduites dans cette section sont indépendantes du temps, si elles sont vérifiés
pour des signaux de £2(R1, R”) alors elles le sont aussi pour des signaux de Lo(R, R") [MT93].



— (i) il existe p scalaires positifs T; tels que:

Yw € Lo, oo(w) + mo(w) + -+ 4 mpo,(w) < 0.

La démonstration est reproduite en annexe 2.8.4

Remarque : Un paralléle peut étre fait entre ’hypothése (2.12) du théoréme précédent et la
condition de bien posé pour un modéle. La condition de bien posé assure qu’il existe un ensemble
de signaux qui vérifie les équations. Nous avons vu que les signaux d’un modéle pouvaient étre
immergés dans ’ensemble des signaux définis par des contraintes quadratiques. Comme pour les
équations qui modélisent un systéme, il est donc naturel de demander qu’il existe des signaux
pour lesquels les contraintes sont vérifiées.

Remarque : L’équivalence entre les conditions (i) et (ii) du théoréme précédent n’aurait
pu étre démontrée si les intégrales précédentes étaient définies dans le domaine temporel, sur un
intervalle de temps [0, T'] borné.

Une généralisation du théoréme précédent est proposée pour inclure les contraintes

égalités:

Théoréme 2.3.2 Soient p + 1 inégalités intégrales quadratiques o;, i = 0,---,p (avec
p > 1) et k égalités intégrales quadratiques n;. Nous supposons qu’il existe un w dans

Lo(RY,R") tel que:
Ul(w) > 07 T, Up(w) > 07 nl(w) = 07 T Uk(w) = 0. (213)
La proposition (ii) implique la proposition (i) :

— (1) oo(w) < 0 pour tout signal w € Ly tels que o(w) > 0, -+, oy(w) > 0 et
Ul(w) = 07 T Uk(w) = 0;'

— (i1) il existe p scalaires positifs 7; et k scalaires (3; tels que:

Yw € Ly, oo(w) +mor(w) + -+ 7op(w) + frn(w) + -+ + Bene(w) < 0.

Ce qui est remarquable dans le théoréme 2.3.1, c’est que la condition (ii) obtenue ne soit
pas simplement suffisante : elle est aussi nécessaire. Ce théoréme est une généralisation du
théoréme proposé par Yakubovich [Yak73] ot la nécessité avait été démontrée dans le cas
d’une seule contrainte inégalité. La nécessité est perdue lorsqu’est considéré un probléme
avec des contraintes non intégrales, sauf dans le cas d’une seule contrainte inégalité ou
dans le cas ol w est un vecteur de dimension 2 [Jaker|. Le théoréme suivant est une
généralisation d’un résultat donné dans [BEFB94].

Théoréme 2.3.3 Soient p + 1 inégalités quadratiques p;, i = 0,---,p (avec p > 1) et k
galités intégrales quadratiques (;. Nous supposons qu’il existe un signal w tel que:

(1) >0, <+ py) > 0. (2.14)
La proposition (i) est alors impliquée par (ii) :

— (1) po(w) < 0 pour tout signal w tel que pr(w) > 0, -+, py(w) > 0 et (1(w) =
07 s Ck(w) :0}'



— (it) il existe p scalaires positifs 1; et k scalaires B; tels que
Vo, poft) + Tipn(10) + < Tppp(10) + rGa(w) + -+ + Fucu(10) < 0.

Démonstration

Il suffit de noter qu’une contrainte égalité: (;(w) = 0 est équivalente a deux contraintes
inégalités, (;(w) > 0 et —(;(w) > 0. Par suite, nous ne considérons qu’un probléme avec
des inégalités quadratiques. Il est alors évident que s’il existe des scalaires positifs 7; tels
que:

=1 n.

Yw, po(w) < = (mpr(w) + -+ + mppp(w)) -
alors po(w) < 0 pour tout w vérifiant p;(w) > 0, ¢

R

Nous avons maintenant tous les éléments en main pour résoudre ’exemple introductif.

Exemple introductif (suite et fin): ['application directe de la § procédure permet
d’affirmer que s’il existe un 7 positif tel que:

T

s l 2(1) r l r(ATP 4 PA)+ CTC tPB+CTD ] l “( 1 o,

w(t) rBTP 4+ DTC DD —~21 w(t)

alors le systéme a une norme H, inférieure a v. En remplagant 7P par P, nous pouvons
conclure que le systéme a une norme H,., inférieure a v s’il existe une matrice P définie
positive telle que:

ATP+ PA+CTC PB+CTD 0
BTpP + DTC DTD —~21 '

Nous obtenons ainsi la condition du lemme réel borné (« bounded real lemma» en anglais)[Wil71b].

2.3.3 Optimisation

En résumé, dans les sections précédentes, nous avons rencontré le probléme de faisabi-
lité formulable de facon informelle de la facon suivante : existe-t-il un vecteur de variables
¢ tel que:

Vg€ {qlg(q.§) = 0et h(q.§) =0}, flg,) <0 7

Dans I'exemple précédent, le vecteur de variables ¢ est constitué par les coefficients de
la matrice P, ¢ regroupe les signaux = et w, l'inégalité (2.9) correspond & f(q,&) < 0,
I'inégalité (2.10) a g(q, &) > 0 et les équations d’état a h(q, &) = 0.

Si le niveau de performance v n’était pas fixé, nous pourrions rechercher le plus petit
~ admissible. Dans ce cas-la, nous considérerions le probléme d’optimisation suivant :

minimiser ¢(§)

Vae{qlglg,&) >0et h(q,§) =0}, flq,6) <0.

Dans I'exemple qui nous intéresse, £ est alors augmenté de 72 et ¢(£) correspond a ~*.

Remarque : Le terme d’optimisation recouvre dans cette thése ces deux classes de pro-
blémes et celles qui en dérivent.



L’application de la § procédure permet de transformer le probléme de faisabilité en le
probléme d’optimisation suivant : existe-t-il un vecteur de variables ¢, des variables 7; et
B; telles que les 7; solent positifs et que:

Remarque : 1l est intéressant de faire un paralléle entre cette question et les problémes
classiques d’optimisation avec contraintes. Ceux-ci peuvent étre transformés en problémes d’opti-
misation sans contraintes a I’aide des multiplicateurs de Lagrange [Min83]. Néanmoins, la finalité
est différente. Considérons un ensemble de variables contraintes de vérifier des égalités / inéga-
lités quadratiques. Les problémes d’optimisation classique consistent & trouver une valeur des
variables qui minimise un certain critére (quadratique). Nous cherchons ici & démontrer que pour
I’ensemble des variables définies par les contraintes, une inégalité quadratique est vérifiée.

Dans le cas out:
70:6)+ Lrmgla:6) + S ka6 = ([ ) " Flém p)a

avec F(&, 7, 3;) une matrice symétrique de fonctions affines en &, 7;, (3;, nous obtenons
une contrainte inégalité matricielle affine (LMI, en anglais).

2.3.4 Contraintes LMIs et extensions

Nous allons maintenant considérer plus précisément la classe des problémes LMIs car
ils sont solvables efficacement tout en recouvrant un large éventail de problémes.

2.3.4.1 Contraintes LMIs

L’objectif de calculabilité des critéres obtenus nous pousse & obtenir une formulation
basée sur les contraintes LMIs. Une contrainte LMI est une contrainte Inégalité Matricielle

Affine de la forme: -
F(6)2 Fo+ Y &F >0,

=1
avec ¢ le vecteur des variables de R™ et o les [} sont m matrices symétriques données
de R"",i=0,...,m. Le symbole > signifie définie positive.

L’introduction des contraintes LMIs permet de définir un ensemble de problémes :
Faisabilité :
trouver ¢ € R™
tel que  F(&)>0;
Minimisation d’un cott linéaire:
minimiser cl'¢
pour £ € R™
contraint par F(£) >0 ;

ot ¢! est un vecteur ligne donné:



Minimisation de la valeur propre généralisée maximale:
minimiser A
pour A € R, { € R"
contraint par AF(E) =G >0

F(€) > 0et H(E) >0

Maximisation de déterminant:
minimiser cl'é + log(det(G(6)*))
pour £ € R™

contraint par G(&) >0, F(¢) > 0.

pour F/(§), G(&) et H(E) des matrices symétriques de fonctions affines de €.

Tous ces problémes sont convexes sauf le troisiéme qui est quasi convexe. Leur résolu-
tion peut étre obtenue efficacement, c’est-a-dire avec un temps de calcul polynomial grace

& des progres récents en optimisation [BE93, BEFB94, NG94, VB96| 7.

La mise sous forme LMI d’un probléme d’Automatique peut étre décomposée en deux
étapes:

— la mise sous forme d’un probléme d’optimisation sur des inégalités matricielles du
probléme considéré ;

— la manipulation des inégalités matricielles obtenues pour obtenir des inégalités dé-
pendant linéairement des variables si cela est possible.
Les sections précédentes ont présenté un ensemble de résultats visant a remplir le

premier objectif. Pour remplir le second, quatre outils sont intéressants :

— les changements de base sur 'espace des signaux sur lequel les formes quadratiques
associées aux inégalités s’appliquent ;

les changements sur les variables matricielles elle-mémes ;

la complétion des carrés;

— le lemme d’élimination (qui sera abordé dans la section suivante).

17. Les deux premiers problémes LMIs peuvent résolus numériquement en utilisant le code de calcul
SP [VBI6] avec son interface sdpsol [WB96] ou son interface Matlab/Scilab LAITOOL [END95, NDG95].
La boite a outils commerciale Matlab LMI Control Toolbox [NG94, GNLC95] traite les trois premiers
problémes. Enfin, le quatriéme probléme peut étre résolu a l'aide du logiciel gratuit sdpsol basé sur le

solveur maxdet [WVB96].



Parmi les outils fréquemment utilisés, le lemme de Schur est souvent cité. En fait,
appliquer le lemme de Schur revient & faire un changement de base particulier sur 'espace
des signaux. Aprés 'avoir énoncé, nous commentons sa démonstration qui repose sur la
congruence de deux matrices.

Lemme 2.3.1 (D’apres le livre [HI85], page 472) Soit une matrice hermitienne partion-

nee:
A B
B C

ot A et C' sont des matrices carrées. Cette matrice est définie positive si et seulement si
A et C — B*AY B sont définies positives.

La démonstration est basée sur la remarque que:

I o0][A B][I —at'B] [A 0
—B A || B c|lo 1 |T|0o c-BALB |

Les deux matrices étant congruentes, elles ont mémes inerties. En fait, le lemme de Schur se
raméne & un changement de base dans ’espace des signaux. Fn effet, au lieu de considérer
I’ensemble des ¢ et des p tels que:

Rl

nous considérons ’ensemble des ¢ et des p tels que:

g1l A 0
pl [0 C-BAYB

¢l [T —-AYB

] [0 I '
Pour avoir des informations complémentaires sur les LMIs, le lecteur pourra se reporter

avec profit au livre [BEFB94|. Nous allons maintenant présenter un ensemble d’extensions

des contraintes LMIs intéressantes dans le contexte de I’Automatique. Elles apparaissent
dans les problémes abordés par ’emploi des multiplieurs dépendants (voir chapitre 5).

> 0,

> 0,

PR

avec

PR

2.3.4.2 LMIs semi infinies

Définition 2.3.1 Soit © un sous ensemble de R® contenant le point 0. Une inégalité
matricielle affine semi infinie (LMI semi infinie) est une inégalité matricielle de la forme :

m

‘v’@ S ®7 Fsinf(fv(g) — FO(G) ‘I’ Zf’LFZ(Q) > 07

=1

ou & est le vecteur de variables de R™ et ou les F; sont m 4+ 1 matrices de fonctions

F, = FZ»T ;O — RV

Le terme « semi infini» vient du fait quun nombre infini de contraintes LMIs est consi-
déré. Nous verrons dans la section 4.10 du chapitre 3, comment ces contraintes peuvent
étre ramenées a des contraintes LMIs.



2.3.4.3 LMIs infinies

Définition 2.3.2 Soit © un sous ensemble convexe ouvert et borné de R® contenant le
point 0. Une inégalité matricielle affine infinie (LMI infinie) est une inégalité matricielle
de la forme:

VO €0, F.o(£0)=Fy0) + i&(@)ﬂ(@) >0, (2.15)

ot les & sont les variables contraintes, fonctions de © dans R et ou les F; sont m + 1
malrices symélriques de fonctions bornées de © dans R™™".

De telles contraintes apparaissent dans [LD93, LD95] ot elles portent le nom de LMIs
non linéaires car elles sont utilisées pour la synthése de lois de commande pour des sys-
témes non linéaires. Nous les qualifions de LMIs infinis car il s’agit de rechercher des
fonctions de f, vérifiant un nombre infini de LMIs paramétrées par 6.

Une question naturelle apparait : si les F; sont des fonctions continues de 6 et si pour
toute valeur § appartenant a O, I'inégalité (2.15) est vérifiée, est-ce qu’il est possible de
trouver des fonctions & continues en 87 La réponse est affirmative et cela a été démontré

dans [L.D93].

2.3.4.4 LMIs fréquentielles infinies

Définition 2.3.3 Une inégalité matricielle affine fréquentielle infinie est une inégalité
matricielle de la forme :

m

VweR, Fuy(&jw) = Fo(jw) + Y &jw) Fi(jw) > 0, (2.16)

=1

ot les & sont les variables contraintes, fonctions de jR dans C et ou les F; sont m + 1
matrices hermitiennes de fonctions de jR dans C.

~ D’apres [Cho96], si I'inégalité matricielle (2.16) est vérifiée pour chaque valeur w de
R alors il existe des fonctions continues §; telles que I'inégalité soit vraie. De plus, les &;
peuvent étre prises dans RL.,, sans péles sur I’axe imaginaire.

2.4 Synthése de correcteurs et problémes de complétion

La problématique de la commande peut s’énoncer ainsi :

« Comment compléter une interconnexion de sous systémes de telle fagcon que
I'interconnexion finale soit stable et posséde les propriétés de performance désirées? »

Synthétiser une loi de commande revient donc & déterminer un systéme interconnecté tel
que reliée au systéme a commander, I'interconnexion totale est stable et posséde le niveau
de performance désiré (voir figure 2.11). Cette question montre bien que la problématique
de la commande est trés proche de la problématique de la conception des systémes. Le
probléme de la commande est donc un probléme de «complétion» : vulgairement dit, la
loi de commande, c’est ce que 'on doit ajouter a l'interconnexion pour obtenir ce que
I’on veut. Si le systéme est modélisé par des opérateurs, nous sommes donc ramenés a un
probléme de complétion d’opérateurs.



Systéme

P Pn

______________________________________

Loi de commande

FiG. 2.11 — Systéme interconnecté avec une loi de commande

D’autre part, il est désirable de limiter la complexité voire de fixer la structure de la loi
de commande. D’une maniére générale, ce type de probléme est complexe. Des solutions
élégantes au probléme de synthése existent dans un certain nombre de cas; néanmoins,
pour obtenir une solution pratiquement calculable, la structure n’est pas fixée a priori.
Une illustration trés intéressante des points précédents est la méthode de synthése H,.
Nous allons nous y attarder car elle illustre bien 'approche adoptée dans cette thése.

Le probleme H,, a d’abord été abordé dans le domaine fréquentiel, ce qui semble
cohérent avec la définition de la norme H.

La premiére approche a consisté a paramétriser les fonctions de transfert en boucle
fermée en fonction du parameétre de Youla (), fonction de transfert causale et stable
[NJB84, FD87, SJVL8T7|. Le probléeme H, s’énonce alors comme suit: pour Ti(s), Ts(s)
et T5(s) trois fonctions de transfert causales et stables données, trouver une quatrieme
fonction de transfert Q(s) causale et stable telle que:

Vw € R, (Ti(jw) + Ta(jw)Q(jw) Ts(jw)) (T1(jw) + Ta(jw)Q(jw)Ts(jw)) < I.

Il s’agit donc d’un probléme de complétions d’opérateurs semblable a celui traité par
Parrott dans [Par78] ou Davis et al. dans [DIKW82], sauf qu’ils n’ont pas considéré que @
était stable et causal. La difficulté vient de ce point-la: opérateur a éliminer doit vérifier
un certain nombre de propriétés importantes. Cette approche a mené & une solution du
probléme de formulation et de mise en ceuvre complexes [GLDT91].

Deux alternatives ont été proposées, la premiére menant a des équations de Ric-
cati [DGKF89], la seconde & un probléme d’optimisation a base de LMIs [GA94]. D’une
part, par application du lemme réel borné (le «bounded real lemma» de la littérature
anglo-saxonne [BEFB94]), ces deux méthodes travaillent dans le domaine temporel au
lieu de travailler dans le domaine de Laplace. D’autre part, (et ceci est surtout vrai pour



la seconde méthode) une interprétation en terme de systémes interconnectés peut étre
obtenue: les systémes linéaires apparaissent comme des interconnexions d’intégrateurs.
Le correcteur recherché est lui-méme une interconnexion d’intégrateurs. Leur nombre est
contraint par la recherche d’une formulation convexe du probléme. Reste alors comme in-
connue la matrice d’interconnexion du correcteur (matrices d’une représentation d’état).
Alors que précédemment il était nécessaire d’éliminer un opérateur avec des propriétés bien
particulieres (causalité et stabilité), avec cette approche il suffit d’éliminer une matrice
réelle qui a pour seule contrainte le fait d’avoir une certaine dimension. Cette approche
est donc beaucoup moins complexe.

Cela refléte bien la philosophie adoptée dans cette thése: essayer d’obtenir les formu-
lations les plus simples possibles et, pour cela, essayer de ramener, autant que possible,
les problémes de synthése a des problémes de complétion sur des matrices sans propriétés
particuliéres. De maniére générale, les correcteurs recherchés dans cette thése se présentent
comme des interconnexions de sous systémes. L’interconnexion est recherchée sous forme
d’une matrice constante K et les sous systémes sont déterminés a partir de ceux du
systeme. Par application des critéres d’analyse LMIs obtenus par la démarche proposée
précédemment nous verrons dans le chapitre 3 revient & rechercher K telle qu’une certain
matrice dépendante de K soit définie négative.

Pour tester I'existence de la matrice K tel que I'inégalité soit vérifiée sans la calculer
explicitement (dans un premier temps), nous utiliserons le lemme suivant qui peut étre
désigné comme lemme de complétion ou d’élimination. C’est la généralisation de

différents résultats proposés par [BEFB94, GA94, PZP*92].

Lemme 2.4.1 Considérons la matrice D € R"" et les matrices de rang plein D, €
Rk, D, € RY"™ aquec k < n et | < n. Soient les matrices X,Y, 7 € R™" telles que
X =diag(0,X,), Y = diag(Y1,Y2) et Z = diag(Z1, Z2). X2, Y2 et Zy sont des matrices

de RP*? qvec p < n.
X Y
YT 7z
est une matrice de rang plein.

Supposons que Xy > 0 et que
Il existe alors une matrice K € R telle que

T
D+ D,KD, X Y D+ D,KD,
[ ) ] [YTZH ) ]<o (217)
si et seulement si .
T D X Y D n
(2715 1] 2]t <o o
TJ_T DT )N( Y/ DT TL
[ 8 L] e o
avec X, Y et Z des matrices définies par:
X Y|[-2z Y7

De plus, si les conditions (2.19) sont vérifiées alors une matrice K satisfaisant (2.17)
est donnée par:

K
P

—HYDYT (VYT

(GJ_luTu _ g)J_l (221)

e 1l



avec G, U and V les matrices :

D11TY1 + Y1TD11 + 7 Y1TD12 D21T
g = DYy Zy = YEXTY, (Day + X21V3)!
Dy, Dag + quyz —X,*t!

U = | Da™ 0 D" |

vV = [ D, 0]
D D
st

et ¢, un scalaire positif tel que ¢ < 1/p avec
st = max(0, Apao (U7 (G — GUEUT GUSH U G\UT)).

Remarque : Ce lemme se généralise aisément au cas ot [ n’est pas une matrice carrée.

La démonstration est donnée dans l'annexe 2.8.5 de ce chapitre. Elle est basée sur
les résultats proposés par [BEFB94, GA94]. Les lemmes d’élimination habituels sont des
formes particuliéres de celui-ci. Pour retrouver la forme «positive» du lemme proposée
par [BEFB94, GA94|, il suffit de prendre X =0, Y = [ et Z = 0. Une autre forme qui
peut étre qualifiée de «petit gain» a été proposée par [PZPT92]. Ce lemme peut étre
retrouvé en prenant X =1, Y =0et 7 = —1.

Le lemme d’élimination peut étre généralisé au cas de matrices dépendant de para-
meétres réels. Ce cas est traité en annexe de ce chapitre, section 2.8.6, page 74.

2.5 Probléme considéré

Le but de cette thése est d’étudier ’analyse et la commande de systémes interconnectés.
Un systéme interconnecté peut étre décomposé en une interconnexion de sous systémes
élémentaires. Les systémes interconnectés peuvent étre étendus pour englober les systémes
hiérarchisés pour lesquels les sous systémes et I'interconnexion peuvent eux-mémes étre
des systémes interconnectés. Pour les problémes d’analyse, les systémes seront étudiés sous
la forme explicite ou implicite. Les problémes de commande ne seront abordés que pour
les systémes sous forme explicite. Pour ce qui est des notations, M désignera le modéle de
eme sous systéme. Les sous systémes seront regroupés
dans l'opérateur A défini par diag(4A,;). Le modeéle explicite d'un systéme interconnecté
aura donc la forme décrite figure 2.12

I’interconnexion et A\; le modéle du 1

Dans cette thése, nous allons aborder trois types de modéles d’interconnexion M :
M : matrice de gains constants (chapitre 3);
M (jw): matrice de transfert (chapitre 5);

M(0) : matrice de fonctions dépendant rationnellement de paramétres (chapitre 5).



FiG. 2.12 — Modélisation du systéeme interconnecté

classe structure caractéristique sous classe | caractéristique de la sous classe
Cq A; = gl g linéaire crv g non stationnaire
une entrée une sortie clt g stationnaire
Cy A, =G G linéaire CQTV G non stationnaire
plusieurs entrées/sorties clt G stationnaire
Cs A; =461, 6 réel crv d(t) fonction du temps
scalaire clt d constante
C, A=A A réel C4TV A fonction du temps
matrice cH A matrice constante
plusieurs entrées/sorties
Cs A, = AL(L) X X
non linéaire
plusieurs entrées/sorties
Cq A= AL C6TV A, fonction du temps
sans mémoire
non linéaire clt A,, indépendant du temps
Cr A; = et et7® retard pur X X

TaB. 2.1 — Classes de sous systémes élémentaires




Les deux derniers types d’interconnexion peuvent étre aussi interprétés comme des sys-
témes interconnectés: le premier est une interconnexion constante d’intégrateurs et le
second une interconnexion de gains scalaires.

D’autre part, nous considérerons un certain nombre de classes de sous systémes élé-
mentaires A; résumés dans le tableau 2.1. Tous les opérateurs décrits dans ce tableau
sont causaux. De plus, un certain nombre d’hypothéses sont faites. Par systémes linéaires
(classes C; et Cy), il s’agit de systémes décrits par des équations de la forme:

j;Ai = A(t)l‘Ai + B(t)qi,

pi = C(t)za, + D(t)q,
ou A(t), B(t), C(t) et D(t) sont des fonctions bornées et continues par morceaux
Les fonctions des classes CIV et CIV sont continues par morceaux. Les fonctions de Cs

18,19

sont Lipschitz continues localement et bornées en fonction du temps.
Quand A est un opérateur non linéaire a plusieurs entrées et plusieurs sorties (classe
Cs), il est décrit par des équations de la forme:

j;Ai = f(xAmqivt)v
pi = h(xﬁmt)

ot les fonctions f et h sont Lipschitz continues %°.

Les sous systémes élémentaires peuvent donc avoir les caractéristiques suivantes:

— plein (classes Cy, C4, C5 et Cg) ou répétition d’un méme élément (classes Cy, Cs et

Cr);
— linéaire (classes Cy, Cy, Cs, C4 et C7) ou non linéaire (classes Cs et Cg) ;
— stationnaire (classes C.T. Cs et Cz) ou non stationnaire (classes CxTV) :
— sans mémoire (classes Cs, C4 et Cg) ou dynamique (classes Cy, Ca, Cs et Cr);

— si dynamique, de dimension finie ou de dimension infinie (classe Cr).

2.6 Meéthodologie

Pour analyser la performance d’un systéme interconnecté, les développements se feront
en trois étapes:

— étude de la performance sous ’hypothése que le systéme est bien posé et stable par
application de la § procédure;

— étude de la stabilité du systéme par le théoréme de séparation des graphes ;

— étude du bien posé.

Pour les problémes de syntheése, le critére d’analyse correspondant est appliqué. Les
résultats sur la complétion des matrices sont ensuite mis en ceuvre pour "obtention de
conditions d’existence d’une loi de commande.

18. Ces conditions assurent ’existence et I'unicité de la solution des équations différentielles précédentes
[Kha92].

19. Les résultats peuvent s’étendre aux systémes de dimension infinie.

20. Ce type d’opérateurs est «strictement causaly, voir le livre [Wil69], pages 14 et 99; la causalité
stricte est une propriété intéressante pour assurer le bien posé de boucles de rétroaction.



2.7 Résumé

Un systéme peut étre modélisé par une famille de modéles. Son comportement (per-
formance) est caractérisé par les signaux d’entrée et de sortie de la famille de modéles.
Un ensemble de contraintes quadratiques vérifiées par ces signaux peut étre paramétrisé.
Une contrainte quadratique correspond alors a un sur modéle.

Un systéme peut étre modélisé par une interconnexion d’opérateurs. Pour chaque opé-
rateur, une paramétrisation des contraintes quadratiques vérifiées par ses signaux est alors
introduite. A partir de cette caractérisation des différents opérateurs, il est possible d’ob-
tenir une condition sur 'opérateur d’interconnexion qui garantit la stabilité (théoreme de
séparation des graphes) ou la performance (S procédure). Les conditions obtenues cor-
respondent & des problémes d’optimisation qui, s’ils sont de forme simple (LMI), peuvent
étre efficacement résolus.



2.8 Annexe

2.8.1 Opérations sur les transformations linéaires fractionnaires
LFTs

Les notations suivantes sont introduites :

- A= diag(AI, Az),

~ M; = Di + C;A (T — A0 By, i =1,2.

Addition: la somme des LFTs M; et M, vaut:

M = M, +M,
~ ~\ L1
= D+CA(I-4A)" B,
avec

B,

D=Di+Dy, C=[Cy Oy, B:lB2

] 5 A= diag(Al,Ag).

Multiplication: le produit de M; et M, est donné par:
M — Mlﬁg
. L1
= D+CA(I-4A)" B,
ou

D=DDy C=[C Dy, B:[BE?Q], A:[Al Blc*z]'

Concaténation: la concaténation de M, et de M, est donnée par:
M - |: Ml MQ :|
. L
— D+CA(1-AA)" B,
avec

D=[D D], C=[C1 Oy, B=diag(Bi,B,), A= diag(A;, Ay).

Bloc diagonale: la LFT de diag(M;, M;) est donnée par:

— M, 0
M= l 0 m]
~ ~y L1
= A+ BA(I-DA)" ¢,

avec

D = diag(Dl, DQ), C = diag(Cl, 02) B = diag(Bl, Bz), A= diag(Al, AQ)



Inversion: si M est inversible avec la LFT suivante:
M=D+CA(I—-ANB
alors son inverse est donné par:

MY = D"~ DMOA (I - (A-BDMC)A)" BDM.

Permutation: soit une LFT:
M =D, +CA, (I — AN B,

ot les blocs de A ne sont pas dans un bon ordre. Soit E la matrice de permutation
qui permet de ré-ordonnancer les blocs dans un ordre «correct». Aprés permutation, on
obtient la représentation suivante pour la LFT':

M=D+CA(I - AN B,
ou D=D, C=C,E, B=E"B, et A= ETA,E.

Produit de Redheffer: le produit de deux matrices partionnées:

C; D

est défini par (si (I — D1 Az) et (I — A3 Dy) sont inversibles):

Al + BlAQ([ — DlAQ)J‘lCl Bl([ — Ale)LlBQ
02([ — DlAQ)J'lcl D2 + Cng([ — Ale)LlBQ )

|

Ml*MQZ

2.8.2 Matrices intervenant dans ’exemple du pendule

0 —27 00 ——51]0 00 0 —

~= 0 00 0 0000 O

0 0 00 0 (0000 O

0 0 10 0 (0000 O
M, = 0 0 01 0 |00O00O0 O0

0 0 00 0 0010 O

0 0o 00 0 (0001 ©0

0 —-27 00 ——5710 00 0 —

-z 0 00 0 |00O0O0 0 |

0 —-27 00 ——5 000 0]

—= 0 00 0 0000 O

0 0 00 0 0000 O

0 0 10 0 0000 O

0 0o 01 0 0000 O
M, = 0 0 00 0 0010 0

0 0 00 0 0001 0

0 —-27 00 ——5 000 0]

—=L 0 00 0 0000 0

0 0 00 0 1000 O

0 0 00 0 0100 0 |




0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 msind (m—|—M)gJ_ml€.2 0 0 3cosf
M o [ 4(M—|—m)J_3m.cos2€€ 4(M+m) L3mcos?60
3= 0 4 (m+M)gJ-mlé’2 0 0 3cosl
6 AU (M+m)L3lmcos?66 4 (M +m) L3lmcos?66
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 |

2.8.3 Deéfinitions sur les secteurs, dissipativité, etc..

Avec Sandberg, Zames a été dans les années soixante un des artisans de 1'utilisation de
I’analyse fonctionnelle pour I'étude des systémes dynamiques [Zam66al. Ils ont notamment
introduit la troncation temporelle (voir page 41) qui a permis de définir la notion de
stabilité d'un point de vue entrée/sortie.

Soient un espace de signaux doté d’une norme, X ’espace de ces signaux dont la norme
est bornée et X, 'espace de ces signaux dont la troncation est de norme finie. Une relation
H sur X est un sous ensemble de X, x X.. Un opérateur H est une relation sur X, dont
le domaine de définition est X, et dont chaque image admet un antécédent unique. Soit
T le sous intervalle de R sur lequel sont définis les signaux.

Une relation H est a I'intérieur du cone {¢,r} ot ¢ et r sont deux scalaires positifs si
avec z = H(w):

VT €T, ||z —cw|r < r|wlr.

Elle est & 'extérieur de ce cone si I'inégalité précédente est vérifiée avec le signe inversé.
Elle est a I'intérieur du secteur {a, b} ot a est un scalaire inférieur & b si avec z = H(w):

VT eT, <z—aw,z—bw>r<0.
De méme, 'extérieur d’un secteur est définie, en changeant < par >.

Au début des années 70, Willems s’est intéressé aux systémes dissipatifs [Wil72]. 11 a
introduit une fonction d’échange w fonction de I'entrée u et de la sortie y du systéme,
localement intégrable. Un systéme doté d’une fonction d’échange r de L5, X L5, dans R
est dit dissipatif s’il existe une fonction scalaire de I’état = non négative 5, bornée par le
bas, telle que pour tout ¢; et to, réels positifs tels que t; > to, 'état x(4o) et I'entrée u, on

a .
t1

S(e(t)) + [ r(=(0),w(t) di > S(a(1).

to

En 1978, Hill et Moylan [MHT78] spécialise la définition précédente de la dissipativité
avec la notion de « (@, R, 5)-dissipativité». Elle s’applique sur les systémes définis par
des relations sur le produit cartésien de deux espaces étendus U x UP. Un tel systéme
est dit (Q, R, S)-dissipatif s'il existe trois matrices Q = Q7 € R”*?, § € R”*™ et R =
RT ¢ R™™ telles que pour tout couple w, z de U™ x UP et tout T' > 0:

LTS ST s

Cette définition est généralisée par Safonov au début des années 80 [Saf80, SA81] avec
les secteurs coniques de centre C' et de rayon (R, S) ot C, R et S sont des opérateurs. Un



opérateur H est dans le cone de centre C' et de rayon (R, S) s’il existe un € > 0 tel que
avec z = H(w):
2 2 2 2
15(z = Cw)ll2y < [[Bwllay = e(llwllag + [[2]l27)-

De la méme fagon, on peut définir un opérateur en dehors d’un céne. Les coénes sont
des formes particuliéres des secteurs introduits par Safonov et définis dans le corps du
chapitre, page 42. Le cas le plus considéré est celui oil les opérateurs définissant le secteur
sont linéaires stationnaires. La condition précédente se réécrit alors (aprés application du
théoréme de Parseval):

Loo | #(jw) 2(jw)
) (jw) = l R(jw)*R(jw) — C(jw)*S(jw) S (jw)C(jw) C(jw)*S(jw)*S(jw)
S(jw) S(jw)C(jw) —S(jw) S (jw)

En 1994, Rantzer et Megretsky [RM94a] ont réutilisé la notion de contraintes intégrales
quadratiques (Integral Quadratic Constraint en Anglais) telle qu’elle avait été proposée
dans les années 70 par Yakubovich.

Un opérateur H borné et causal de £5([0, oo[) dans £5([0, 00[) vérifie une contrainte
intégrale quadratique s’il existe une fonction bornée mesurable IT de jR dans CmFp)x(mp)
prenant des valeurs hermitiennes telle que pour z = H(w) avec w € L7([0, o0):

/+°O [ w(jw) ] T1(jw) l w(jw) ] dw > 0
oo | 2(5w) 2(jw)

Enfin, plus récemment, une nouvelle définition de la conicité a été proposé par Teel
et al. [TGPS96]. Elle repose sur une fonction de gain 7, c’est-a-dire une fonction de R*
dans R* non décroissante telle que (0) = 0. Soient deux opérateurs C' et R. Le graphe
d’un opérateur H est dit dans le CONE(C,R,¥y) si pour tout élément (z,w) du graphe de

H si quelque soit T':
1C (20, wr)|| < y(1 B2z, wr)l])-

2.8.4 Démonstration du théoréme 2.3.1

La démonstration est celle du Théoréme 4.1 de Megretsky et Treil [MT93]. Elle est
reprise car intéressante.

e L’implication (ii) = (i) est immeédiate.

e La réciproque peut étre démontrée en utilisant un théoréme de séparation, résultat bien
connu de 'analyse convexe. On dit qu’un hyperplan sépare deux ensembles non vides Cy
et Cy de R" si 'un est contenu dans un demi plan défini par 'hyperplan et I'autre dans
son opposé. Ils sont séparés proprement si C; et (5 ne sont pas tous les deux inclus dans

I’hyperplan [Roc70].

Théoréme 2.8.1 [Roc70, page 97] Soient Cy et Cy deux ensembles convexes non vides
de R". Il existe un hyperplan séparant proprement Cy et Cy si et seulement si les intérieurs
relatifs de Cy et Cy sont disjoints.



Rappelons que I'intérieur relatif d’un ensemble est inclus dans cet ensemble.
Les deux ensembles sur lesquels vont s’appliquer le théoréme de séparation sont les
suivants :

— la fermeture de F; ot Ej est défini par {(oo(w),---,0,(w) ot w € L3}

— le cone positif By de RPT! ¢’est-a-dire ’ensemble défini par

{(xo,---,xp)ERp"'l|:1;0>0,---,:1;p>0}.

F> est une cone convexe [Roc70]. D’autre part, 'intersection de la fermeture de E; et
du coéne F; est vide. Le théoréeme 2.8.1 peut s’appliquer si la fermeture de E; peut étre
démontrée étre convexe.

Reste donc & démontrer la convexité de la fermeture de £;. La fermeture de £; est
convexe si et seulement si pour e; et ey deux éléments de F;, 1% appartient & la fermeture

2
de Fy. C’est la que réside la difficulté de la démonstration : c’est la qu’est exploité le fait

que les contraintes quadratiques considérées sont intégrales.

X

Eq

\//

Xo

Fig. 2.13 — Ensembles E; et E.

Démonstration de la convexité de la fermeture de F;. Soient un signal w € L,
et un scalaire 7" > 0. La fonction St est définie comme suit:

sit <Talors Sp(w) = 0,

sit>Talors Sr(w) = w(t-T).

Alors, si v est aussi un signal de L :

) v+ Sr(w) 1
Im o, | ———= | = =(0;(v) + o;(w)).
(“E5) — St + it
Par suite, la fermeture de E; est convexe.
Comme l'intersection du cone Fy et de la fermeture de E; est vide, il existe un hyper-
plan de RP*' qui sépare les deux ensembles. Le théoréme suivant permet d’affirmer que
I’hyperplan peut étre choisi passant par le point 0.

Théoréme 2.8.2 [Roc70, page 100] Soient Cy et Cy deux sous ensembles non vides de
R", l'un d’entre eux étant un cone. S7il exviste un hyperplan qui sépare proprement Cy et
Cy alors il existe un hyperplan séparant proprement Cy et Cy et passant par Uorigine.

Par suite, il existe p 4+ 1 scalaires a; non identiquement nuls tels que:

Yw € Ly, agoo(w) + aror(w) + -+ + a,0,(w) <0,
Zaixi > 0, x; > 0.

L’hypotheése 2.12 et la condition précédente implique que ag # 0, d’ou le résultat.



2.8.5 Démonstration du lemme 2.4.1

Nous démontrons d’abord qu’il y a équivalence entre 'inégalité (2.17) et les inégali-
tés (2.18) et (2.19).

La matrice D est partionnée de la facon suivante:

Dy Dy
D=
l Day Da ]

avec Dyy € RP*P et D, = l Duy ] )
Du2

En utilisant une complétion des carrés, la condition (2.17) est équivalente a:

T T Iy 1 Z 0
WEXW +VIYy | T 0}+[0 IV vy, | <O
avec
W o= | Du Dn |+ DuKDy+ X5 [0 1|
Vo= | Du D |+ DukD,

Avec X, 2 (YEX3Y; — Zo)tt et par application du lemme de Schur (voir page 58),
cela est équivalent a:

GHUTKY+VTKTU <0 (2.22)
avec
Duvi +vitDy + 74 Y1T~D12 Dy T
G = DTy, _XQJ_I (Dag + X2J_1Y2)T ;
Doy Dy + XQJ_IYQ . Ch
U = { DulTYI 0 Du2T 3

v = [D, 0]

Par application du lemme d’élimination proposé par [BEFB94, GA94], (2.22) est équi-
valent a l’existence d’un scalaire o tels que:

G <o'U et G<oVV.
Ceci est aussi équivalent a
ULTGUL <0 et VETGYE <. (2.23)

En appliquant le lemme d’élimination, la premiére condition est obtenue:

Duvi+viTDy+ 74 Y1T~D12 Dy T
DY, — X! (Dgg + X53'V5)T | < -+
Doy Doy + XQJ_IYQ - X,
YITDul
co|l 0 [ DuTY 0 DT

Du2



laquelle est équivalente a

Wtron + vtttz Vit Dy T Dy
D21Y1J'T _XQJ_I Dy + X2J-1Y2 <
Dy (Daz + X3 'Vo)T X5

o oo

Y] est inversible parce que la matrice:

0 %
vz
est, par hypotheése, de rang plein.
évec X511y, = YQTXQM, un complément de Schur et 7, = YQTXQMYQ - XQM, Y, = Ylu,
| = YlLTZlYlLl, nous obtenons la condition suivante:

p"1"[ X v][D"

I, vyt 7 I,
avec X = diag(O,)N(g), Y = diag(ffl,ffg) et Z = diag(Zl, 22) Cette condition est équi-
valente a (2.19).

Maintenant, nous considérons la seconde condition obtenue par application du lemme
’
d’élimination :

<oD,DT

Duvi+viTDy+ 74 Y1T~D12 Dy T DT
D12TY1 —XQJ_I (D22 + XQJ_IYQ)T <o Oy ] [ Dy 0 } .
Doy Doy + XQJ_IYQ —Xt!

Par un complément de Schur, nous obtenons la condition suivante :

HIERE

Cette condition est alors équivalente a la condition (2.18).

<oD] D,

Une matrice K possible est obtenue par adaptation directe du théoréme (1) proposé
dans Darticle [[S94]. Nous avons juste besoin de remarquer que:

e Comme les matrices D, et D, sont de rang plein, ¢ et V sont aussi de rang plein ;

e ¢ > 0 doit étre choisi suffisamment petit pour que si (2.22) est vérifié alors

G+UTKY + VKU + VTKTKY < 0.
Par application du complément de Schur, ceci est équivalent a:

G+UTKY +VTKTU VTKT <0

KV —etl] '
Par application du lemme d’élimination, vérifier cette LMI revient a rechercher un scalaire
o tel que:

G<aVV, co>—-1 et G < Z-UTU.

1+4eo



Par application du lemme (3) proposé par 'article [IS94], o et € sont choisis tels que:

0> A (VT (G — GVEVE gV yLigvT)
eo > —1
0 > A U (G — GUHULT GUH U U (1 + €o)

Par exemple, nous pouvons faire tendre o vers +oo et prendre
¢ € 1/ Apae U (G — GUAUT GUNY Y UL G ).

Ceci termine la démonstration.

2.8.6 Lemme de complétion pour les LMIs infinies

Le lemme de complétion précédent 2.4.1 est étendu du cas d’une contrainte LMI au
cas d’'une contrainte LMI infinie.

Lemme 2.8.1 Soit © un sous ensemble convexre ouvert et borné de R® contenant le point
0. Considérons trois matrices de fonctions de classe C* :

- D:0+—R"";
— Dy : 0 — RV quec Rang(D,(0)) =k <n;
~ D, : 0 — R”"™ avec Rang(D,(0)) = < n.

Soient les matrices de fonctions de classe C* X, Y, 7 : © — R™" telles que X (0) =
diag(0, Xa(0), Y(0) = diag(¥;(0), Y2(0)) et Z(8) = diag(Z(6), Zu(0)). Xa(0), V2(6) et
Z5(0) sont des matrices de RP*? avec p < n.

Supposons que Xo(60) > 0 et que pour tout § dans O, la matrice

[Yor 2o

est une matrice de rang plein.
Il existe alors une matrice de fonction de classe C* K : © —s R¥*! telle que pour tout

0 dans © :

D(0) + D, (0)K(0)D,(0) ]T [ X(0) Y(0) ] [ D(0) + Du(O)K(0)D,(0) | _
L, Y

si et seulement st

weo. DyWT[DI(f) vior 0 D}f)]Dyw)%o
wee, nar? [T [0, 1) [0 | oor <

avee X(0), Y(0) et Z(0) des matrices définies par:

X((g) Y(@) —2(9) Y (G)T —
Vo € O, ly(Q)T Z(@)] l Y(0) —X(0) ] -



La démonstration peut étre obtenue par extension directe de la démonstration présen-
tée section 2.8.5 et en se basant sur le lemme suivant.

Lemme 2.8.2 [LD93, LD95] Soit © un sous ensemble convexe ouvert et borné de R"
contenant le point 0. Soient trois matrices de fonctions de classe CF :

- G=GT:0+— R™";
- U:0r— R™ avec Rang(U(0)) =r <m;
- V:0+— R avec Rang(V(0)) = s < m.

Alors, il existe une matrice de fonctions de classe C¥ K : © — R*™" telle que l'inégalité
suivante est vérifiée :

GO) + UT(O)KT(0)V(0) + VI(O)K(9)U(0) <0
si el seulement si :

UT@)GOWUL(0) <0 et VIO)GOVL(H) <O,
pour des matrices de fonctions de classe C :

— Uy 00— R™0) e U, (0) engendre le noyau de Uapplication linéaire associée
a la matrice U(0) ;

— V00— R e V1 (0) engendre le noyau de Uapplication linéaire associée
a la matrice V(8).






Chapitre 3

Analyse et commande des systémes
interconnectés par multiplieurs
constants

Dans ce chapitre, nous proposons des outils pour d’analyse et de commande des sys-
témes interconnectés, avec, pour interconnexion, une matrice constante de gains. L’intérét
de cette classe de modeles réside dans son utilisation possible pour représenter de nom-
breux systémes : systémes contenant des non linéarités et des paramétres variants dans le
temps, systémes a grande échelle, etc...

La premiére partie de ce chapitre est consacrée a I’analyse des propriétés des systémes
interconnectés explicites et implicites. Nous démontrons un théoréme d’analyse par la
mise en ceuvre des idées développées dans le chapitre précédent pour les systémes expli-
cites et montrons que les systémes implicites peuvent étre traités par simple extension.
Les résultats obtenus sont trés généraux et nouveaux pour les systémes interconnectés
implicites.

La deuxiéme partie traite de la synthése de lois de commande assurant aux systémes
interconnectés explicites la stabilité et la vérification d’un critére de performance. Nous
démontrons un théoréme général donnant des conditions d’existence en fonction du sys-
téme considéré et de la structure de correcteur désirée. Si un tel correcteur existe, nous
montrons comment en déterminer un. Cette partie est 1’objet d’un article de journal
[SG96]. L’intérét principal de ce théoréme est d’unifier les problémes de commande pour
des systémes a priori trés différents. En fonction de la classe de systémes interconnec-
tés considérée, les résultats proposés permettent de retrouver ou d’ameéliorer les résultats
connus. Un certain nombre d’applications possibles seront examinées dans le chapitre
suivant. Le point important est que I'approche que nous proposons est unifiée.

La généralité de ce théoréeme découle de la mise en ceuvre directe de la méthodologie
que nous avons proposée dans le chapitre précédent. Elle utilise la paramétrisation des
surfamilles des sous systémes obtenue & partir des techniques de multiplieurs constants.

Nous allons d’abord analyser le comportement entrée/sortie d'un systéme. Pour cela,
celui-ci est caractérisé par une ou plusieurs contraintes quadratiques intégrales vérifiées
par ses signaux d’entrée et de sortie. Dans cette perspective, nous commencons par dé-
finir la notion de {®q1, P13, Poo} dissipativité. Cela correspond & considérer une famille
particuliere de contraintes quadratiques. A une propriété de {®q1, P15, Doy} dissipativiteé,
correspond une contrainte quadratique intégrale sur les signaux d’entrée et de sortie: de
la sorte, on peut définir une surfamille de modéles. Ce type de contraintes englobe celles



correspondant & des gains £, bornés ou des propriétés de passivité.

Définition 3.0.1 Soient @11, Py et Pyy trois matrices constantes avec ®y; semi définie

négative et telles que:
_ | Qi Do
D157 By

est de rang plein. Un systéme H est dit {®q1, P12, Poz} dissipalif si pour chaque w et z
appartenant @ Lo, avee z = H(w) et pour tout T > 0, linégalité suivante est vérifiée :

Fla) el

Cette définition est proche de celles données dans [MHT78, HM80b, Vid81], voir la

section 2.8.3 de 'annexe du chapitre 2, page 69. Ces travaux traitaient de ’analyse des

dt > 0. (3.1)

systémes a grande échelle. D’autre part, la condition (3.1) définit un type de secteurs
particulier [Saf80] tel qu’ils sont définis dans le chapitre précédent page 42.

Gy = —1, P15, =0 et &y = [ expriment que H a un gain L, inférieur a 1. &;; = 0,
Gy, = [ et Pyy = 0 expriment que 'opérateur H est passif.

Pour simplifier les développements et sans (grande) perte de généralité, nous supposons
que ¢ a la structure:

i1y 0 ¢y 0
0 (I)HQ 0 (I)222

@12{ 0 0 0 avec Pggy > 0.
0 Doy | 0 Dy

Deux points sont & noter.

o Comme @y est semi définie négative , pour H L, gain stable et causal, la condition :
T
oo t t
/ S Y RO N A
0 w(t) w(t)
est équivalente & la condition :

VT >0, /OTl (1) ]chli(t) ] dt >0,

En effet, si un signal wr (signal w tronqué a U'instant T') est envoyé a 'entrée du systéme,
nous obtenons:



Comme ®; <0, le résultat recherché est vérifié.

e Pour un signal w donné de L,, le fait que ®1; soit semi définie négative implique
que I’ensemble des signaux z qui vérifient I'inégalité (3.1) est convexe. La démonstration
est directe. Soient deux signaux z; et z9 vérifiant I'inégalité (3.1) pour un signal w donné.
Soit A appartenant a intervalle [0, 1]. Il suffit alors de démontrer que Az + (1 — X)zy
vérifie aussi I'inégalité (3.1). Or

/+oo l A () + (1= A)za(t) ]Tq) l Az () + (1= Az (0) ] L

e am ] [ a0 ] [zm]
), lw@)] q’lw(t)] @+ (- | lw@)] Pl |
A=) /O+Oo(z1(t) + 2 ()T By (21(t) + 22(1)) dt.

Comme le produit A(A— 1) est négatif et comme @4y est semi définie négative, le résultat
est obtenu.

3.1 Etude des systémes interconnectés

Nous allons maintenant formuler les problémes d’analyse et de synthése que nous
cherchons a résoudre pour les systémes explicites et d’analyse pour les systémes implicites.
Ces problémes vont étre abordés en remplacant les sous systémes regroupés dans A par
leur caractérisation a 1’aide d’un ensemble de contraintes quadratiques vérifiées par leur
signaux d’entrée et de sortie et définies par les propriétés de dissipativité précédemment
introduites. Ces derniéres vont étre paramétrisées par des matrices appartenant & deux
ensembles linéaires de dimension finie dans la perspective de trouver des contraintes LMIs.

3.1.1 Systémes interconnectés explicites

Nous allons maintenant considérer la classe des systémes interconnectés explicites in-
troduite dans le chapitre 2, page 64. Ils peuvent étre modélisés de la facon suivante:

z(t) | M M, w(t)
L] =A (o v )

ol la matrice constante de gains M représente le schéma d’interconnexion et A regroupe
I’ensemble des opérateurs qui modélisent les sous systémes dissipatifs. L’opérateur A a la
structure suivante: A = diag(A;) o, sans perte de généralité, chaque sous systéme A;
est supposé carré. A a évidemment un nombre d’entrées et de sorties plus faible que celui
de M.

Le signal z(#) € R" est la sortie du systéme, y(t) € R"™ le signal mesuré, w(t) €
R"™ le signal de perturbation et enfin u(¢) € R™ le signal de commande. Un systéme
interconnecté peut étre réécrit plus explicitement sous la forme:

(1) | = w(t) | et p(t) = Aq(t)),
y(t) u(t)

ol p(t) et ¢(t) sont les signaux internes.

q(t) M | M, p(t)
o]



Dans ce qui suit, nous supposons que chaque sous systéme A; appartient a une famille
A; de sous systémes définie par:

— l'appartenance des éléments de cette famille a une des classes Cy, . .., Cg définies dans
le tableau 2.1, page 64

— la vérification par les éléments de cette famille d’une méme propriété de {X;,Y;, Z; }
dissipativité dont la structure est explicitée en fonction de la classe a laquelle ap-
partient A; dans le tableau 3.1, page 82.

Cette définition de A; est maintenant illustrée par un exemple. Soit le sous systéme
défini par p;(t) = d;¢;(1) ot §; est un gain réel constant, compris entre —1 et 1. Il appartient
alors a la classe Cs (gain constant réel) et le fait qu’il soit compris entre —1 et 1 implique
qu’il vérifie une relation de {—1, 0, 1} dissipativité.

Le définition des familles de sous systémes A; permet de définir 'ensemble A des

éléments A = diag(A,;).

Caractérisation de A: comme cela a été discuté dans la section 2.2 du chapitre pré-
cédent (page 38), nous allons décrire le comportement entrée/sortie des sous systémes
regroupés dans A en construisant une paramétrisation (partielle) des propriétés de dissi-
pativité qu’il vérifie.

Une premiére propriété de dissipativité est obtenue pour A en notant qu’ilest {X, Y, Z}
dissipatif avec X = diag(X;), Y = diag(Y;) et Z = diag(Z;), puisque les sous systémes
A; sont {X;,Y;, Z;} dissipatifs. Cependant, représenter le comportement de A par cette
seule propriété de dissipativité peut étre trés grossier. Un résultat plus fin peut étre ob-
tenu en paramétrisant les propriétés de dissipativité de A. Cette paramétrisation peut
étre interprétée comme la mise en ceuvre de la notion de surfamilles développée dans le
chapitre 1. Son objectif est de décrire le plus finement possible les signaux d’entrée et de
sortie de A = diag(A;) par des propriétés de dissipativité. Cette paramétrisation peut
étre construite a partir d’informations sur A':

— des informations sur la structure de A: A = diag(4;) et, par exemple, les sous
systémes A; des classes C; et C3 consistent en la répétition d’'un méme opérateur ;

— des informations sur la nature des sous systémes A; : par exemple, les sous systémes
de la classe C3 consistent en la multiplication par un gain réel.

Cette paramétrisation est possible en associant & A deux ensembles S(A) et G(A) de
matrices notées S et (G et désignées par le terme multiplieurs!. Ces ensembles sont définis
de la facon suivante:

S(A)={S \ S=5T>0, VA€ A, SV2ASH/2 ¢ A},
G(A)={G | YA€ A, ¥g, A(g)TGq+(Gq)TAq) =0}

Leur introduction permet d’énoncer un lemme décrivant une paramétrisation des pro-
priétés de dissipativité des éléments de A.

Lemme 3.1.1 Tout opérateur A de Uensemble A est {XS,Y S+ G, ZS} dissipatif pour
toutes matrices S appartenant a S(A) et G appartenant ¢ G(A).

1. Voir la définition 2.2.7, page 45 et la note de bas de page, page 46.



Démonstration
Par définition de S, Popérateur SY/2ASYY/2 est, comme A, {X,Y, Z} dissipatif. Par
suite, avec p = SV2ZAS+H/2g:

/T 1T x Y[
o | ¢ Ytz q
Introduisons p et ¢ tels que p = Aq. En choisissant ¢ = S+'/2§, nous avons p = S/?p.
D’autre part, S et les matrices X, Y et Z commutent (voir leurs structures dans le tableau

> 0.

3.1). Par suite, les signaux p et ¢ sont tels que:

ao<p,q>=/0T[§H;i(Ti* §§H§

De plus, g et p vérifient aussi 1’égalité suivante:

p'Gg+q GTp=0

> 0.

Cette égalité mene alors &:

T
o1(p,q) = /0 piGq+q GTp=0
Ainsi pour tout scalaire 7, les signaux p et ¢ satisfont 'inégalité suivante :

oo(p,q) + Toi(p,q) > 0

qui est équivalente a (avec un changement de notations, 7G' — G):

/T v’ XS vs+a)[r] .,
o | ¢ YTs+G7r A q '

a

Les éléments S de S(A) et (¢ de G(A) sont de méme structure que A, c’est-a-dire que
S = diag(5;) et G = diag(G;) avec dim(5;) = dim(G;) = dim(A;). Pour chaque classe
considérée, les matrices 5; et (; sont explicitées dans le tableau 3.1. Pour ce dernier, les
deux ensembles suivants, dépendant d’un entier n, sont introduits:

Sn) = {SeR™, §=5T>0},
G(n) = {GeR™, G=-G"}.

Remarque : S(A) et G(A) sont des ensembles linéaires, de dimension finie.

Cette structure est maintenant justifiée.

Multiplieur S: considérons d’abord les classes d’opérateurs A linéaires (c’est-a-dire
les classes Cy, Cq, C3 et C4). Si A est plein alors pour tout scalaire non nul A\, A = MTAN.
Par suite, S = A21. Si A = 1 alors pour toute matrice inversible W, A = WIAW. Par
suite, S = WTW.

Considérons les classes d’opérateurs non linéaires (Cs et Cg). Si A est {X, Y, Z} dissi-
patif alors pour tout A non nul nous avons:

/T P TToex ey P
o | g NYT Nty q

Par suite, Popérateur AA(AL!.) est aussi { X, Y, Z} dissipatif. D’ott le résultat.

> 0.




classe | structure de A; | structure de {X;,Y;, Z;} S; G
Cq gl,, linéaire l i:ﬁ: zﬁ:: ] S; € S(ny) 0
Cy G linéaire l 3)/2(% 2 ] )\);ini() 0
Cs 81, véel [ ﬁ Zﬁ ] S; € S(ny) | Gi € G(ny)
Cy A réel é(T ; AAQO 0
Cs A,(.) non linéaire 1)/2(% 2 )\);ini() 0
Cq A (.) non linéaire 3)/2(% 2 )\);ini() 0

TAB. 3.1 — Définition des familles A; de sous systémes.

Multiplieur G':  considérons la multiplication par un gain répété 61, avec & = dp +
Jor. Par suite, considérons p = drq + jorq. Nous recherchons G tel que p(jw)*Gq(jw) +
q(7w)*GTp(jw) = 0. Sous cette forme, cette condition méne a:

~ sidp#0et 67 = 0alors G = —GT;
~ sidp=0et d; # 0 alors G = GT.
Par suite, la condition G = —G7 est impliquée par § réel.

Les équations n’auront de sens que si elles sont bien posées. Nous introduisons une
définition du bien posé adapté au cas considéré. Elle dérive de la définition proposée par

Willems [Wil69, page 90].
Définition 3.1.1 Le systéme:
t t
[ . ] —u [ " ] et p(t) = Alg(t))
est dit bien posé si ["opérateur

I —Mx,
—A 1

. . . M *
avec Ma, une matrice de méme dimension que A et telle que M = Al est
q q * %

inversible sur L.



La premiére propriété a étudier ou a conférer par loi de commande est la propriété de
stabilité interne.

w q
{O A

P —|—w2

M O—

FiGa. 3.1 — Stabilité interne

Définition 3.1.2 Le systéme :
[ 1) ] - M [ 2] ] et pl(t) = Ag(1))

est dit Lo-gain stable de facon interne si Uopérateur :

[ _MAI
—A I
(avec Ma, une matrice de méme dimension que A et telle que M = *Al :] ) est

bien posé, a un inverse causal et stable sur Ly et est de norme induite 2 bornée.
Cette définition peut étre interprétée de la maniére suivante. Considérons le schéma

décrit par la figure 3.1. La définition assure que la fonction de transfert de l Zl ] vers
2

4 :
[p] q| _ [ (I = May AP (1= May A My, ] [ wy ]
(I —AMa )M A (1= AMay)*! wy

[ —Ma T [
o —A I Wy

Nous proposons enfin une mesure de la performance.

est Ly gain stable.

Définition 3.1.3 La performance d’un systéme est mesurée par une propriété de { X,e ¢,
Yoer s Zpers } dissipativité.

A cette définition, correspond 'interprétation suivante. Vouloir mesurer la performance
peut se formuler comme s’assurer que les signaux d’entrée et de sortie évoluent bien
dans une partie donnée de leur espace. Exiger que les signaux vérifient une propriété de
dissipativité revient & délimiter un ensemble de signaux, donc a rechercher & mesurer la
performance.

Nous allons considérer dans ce mémoire les deux problémes suivant :

Analyse d’un systéme interconnecté: le systéme est-il stable de facon interne et vérifie-
t-il une propriété de dissipativité?



Synthése d’une loi de commande: trouver une loi de commande qui confére au systéme
interconnecté la stabilité interne et une propriété de {X,err, Yoer £y Zpers ) dissipati-
vité entre I'entrée w et la sortie z (voir figure 3.2).

o, A -
q p
F M\ M,— ¥
—{ M, | 0
Yy 17
K
AK

Fia. 3.2 — Commande d’un systéme interconnecté

La loi de commande recherchée a une structure particuliére: il s’agit d’un systéme
interconnecté de la forme u = F, (K, A )y avec K une matrice constante et réelle et Ay
contenant une «copie partielle» des opérateurs A; représentant les sous systémes (voir
la figure 3.2). Le terme «copie partielle» signifie que Ag a la structure diag(Ag;) avec
Ay, tel que:

1. si A; est un bloc répété (A; = 61,,,) alors Ag; = 61y, avec k; < n;;
2. si A; est un bloc plein linéaire alors Ay, = A; ou Ak, =[];
3. si A; est un bloc plein non linéaire alors Ax; = [].

Deux cas particuliers sont intéressants :

— la loi de commande pleinement robuste qui est de la forme u = Ky, ot K est une
matrice constante ;

— la loi de commande compléte qui correspond au cas ol tous les sous systémes sont
linéaires et ou Ax = A, c’est-a-dire que la loi de commande est de la forme u =
Fu(K, Ay, avec K une matrice constante.

Pour les problémes de synthése, on supposera de plus que les matrices Z; sont telles
que Z; > 0 ou Z; = 0. Cette condition assure que I'opérateur 0 est lui aussi {X;,Y;, Z;}
dissipatif.



3.1.2 Systémes interconnectés implicites

Nous allons maintenant considérer la classe plus générale des systémes interconnectés
implicites. Ils peuvent étre modélisés de la fagon suivante:

Mi[i] =0
A(p) = 0

oll la matrice constante de gains M, représente le schéma d’interconnexion et A regroupe
I’ensemble des opérateurs qui modélisent les sous systémes dissipatifs implicites. Le signal
p regroupe les signaux échangés entre I'interconnexion M; et les sous systémes regroupés
dans A. Le signal w correspond aux signaux qu’échangent le systéme et son environne-
ment.

L’ensemble des opérateurs A considéré dans cette section correspond & ceux introduits
dans la section précédente. Comme précédemment, les propriétés de dissipativité vérifiées
par A sont linéairement paramétrisées par les matrices S et (. Elles sont notées de facon
plus compacte:

VT >0, /OTp(t)TX(S, p(t) dt > 0

ot X(5,G) est une fonction linéaire de S et (7. La discussion de la paramétrisation des
propriétés de dissipativité de A de la section précédente peut ici étre transposée. Dans ce
mémoire nous allons seulement étudier leur analyse. Nous définissons le bien posé et la

stabilité pour cette classe de systémes?.

Définition 3.1.4 Le systéme :

w
Alp) = 0
est dit bien posé si ['opérateur:
M;
n= [ A ] ¢

(avec M;x une matrice de méme dimension que A et telle que M = { M;n * } ) a un
inverse & gauche sur Lo,. Il sera dit stable si opérateur a un inverse a gauche sur Ly et
s’il existe un k tel que:

[1nll2 < K[I€]l2-

Nous proposons de plus une mesure de performance pour les systémes implicites.

Définition 3.1.5 Le systéme :

w
Afp) = 0
est dit X,.,y dissipatif s’il est stable et si pour tout T' positif:

T
/ w(t)T X,er po(t) dt > 0.
0

2. Voir la définition proposée dans la thése [Pag96].



Remarque : Paganini a étudié une classe plus particuliére de systémes implicites [Pag96].
Il s’agit des systémes implicites de la forme:

-1 A B q
0 C D p | =0.
A -1 0 w

Les systémes linéaires stationnaires implicites généralement considérés ont pour équations

[ApI91] []g]i:[é]x—k[_o] gHw]

La classe des systémes implicites considérés par Paganini ne les contient pas. Par contre, la
classe que nous considérons est suflisamment générale pour les contenir.

3.2 Analyse

Nous proposons maintenant des critéres d’analyse de la stabilité et de la performance,
pour les systémes explicites et implicites et vérifiables par un programme d’optimisation
convexe.

3.2.1 Systémes interconnectés explicites

Cette section est consacrée & l'analyse des systémes interconnectés explicites. L’ob-
jectif est de proposer des conditions garantissant pour un systéme interconnecté donné
z = Fu(M,A)w, la stabilité interne et la performance. Cette derniére est évaluée par
une propriété de { Xperf, Yoery Zper s} dissipativité. Les conditions obtenues sont, sauf cas
particuliers, suffisantes mais aisément vérifiables puisqu’elles se formulent comme des pro-
blémes d’optimisation convexe sous contraintes LMIs.

Lemme 3.2.1 Le systéme interconnecté z = F, (M, A)w est stable et { Xperf, Yoer fy Zpers t
dissipatif pour tout A appartenant ¢ A s’il existe des matrices S € S(A) et G € G(A)

telles que:
T
N I P
L) L)

o 78 YIS+ G] [ Xy Yooy
M_PMd‘ag(lY5+GT XS TV, Zy )T

p

<0 (3.2)

ou

De plus, la condition suivante :

<0 (3.3)

Ma, 1" 75  YTS+G ][ Ma,
I YS+GT XS I

impliquée par Uinégalité (3.2) assure la stabilité interne.

3. La matrice Py est définie dans la section notation, page 7.



Discussion des conditions du lemme: les ensembles S(A) et G(A) sont linéaires
et de dimension finie. De plus, les variables S et G apparaissent linéairement dans la
condition (3.2). Vérifier les conditions du théoréme précédent revient donc a résoudre un
probléme d’optimisation a base de LMIs, plus exactement, un probléme de faisabilité (voir
section 2.3.4.1, page 57).

Remarque : La contrainte quadratique (3.2), en plus d’étre linéaire en S et G et aussi
linéaire en X,e ¢, Yyerf €t Zpers. Une paramétrisation linéaire (implicite) des propriétés de dis-
sipativité vérifiées par les signaux du systéme z = F,,(M, A)w est ainsi réalisée.

La démonstration s’effectue en trois étapes:

1. le systéme interconnecté est supposé stable: nous démontrons que sous cette hypo-
these, I'inégalité LMI (3.2) assure qu'il est {X,err, Yoer s, Zpers ) dissipatif;

2. 'interconnexion est supposée bien posée, c’est-a-dire qu’il existe des p, ¢ et z uniques
qui dépendent causalement de w: nous démontrons alors que la condition (3.3)
assure la stabilité de I'interconnexion ;

3. la troisiéme étape consiste a démontrer que le bien posé est impliqué par la condi-

tion (3.3).

Dans la premiére étape, la S procédure est appliquée (voir la section 2.3.1, page 49).
Dans la seconde, ce qui peut étre interprété comme une forme particuliére du théoréme
de séparation des graphes est démontré (voir la section 2.3.2, page 52).

Démonstration
La matrice M est décomposée de la facon suivante:
M.
[Z]:[Mflli] et MA: MAl MAQ} (34)

ol z et w sont les signaux d’entrée et de sortie et ¢ et p sont les signaux connectant M &
I'opérateur A.

Performance: le systéme est supposé stable et bien posé. Il est { X,err, Yoerss Zpers }
dissipatif si pour tous les signaux z, w, ¢, p appartenant a L, et tels que:

=l ]l -

/+<><>pT XS  YS+GT1[p
0 q YIS+ @G A q

la contrainte intégrale suivante est vérifiée:

T
too | 2 Xpe,,f }/perf z
> 0. 3.7
/0 [w] lypgrf Zper f w (3.7)

Alors, en utilisant la décomposition de la matrice M et 1’égalité (3.5), nous obtenons :

>0, (3.6)

(3.7) & oo(p,w) >0



avec

ao(p,w)zfomlirl[oMZI}]T[)S%fZ ZZH[OMZI}HZ]’

et
(3.6) & o1(p,w) >0

avec

m<p,w>=/0+°°[ff,ﬂ[[M%]ﬂyssz YT;SQ;GH{%}HZZ]-

Par utilisation de la & procédure? définie page 54, ao(p,w) est positif pour tous les
signaux p et w tels que o1(p,w) > 0 si et seulement si il existe un scalaire positif 7 tel que:
—oo(p,w) + 7o1(p,w) < 0, ce qui est équivalent a la condition (3.2) apres I'introduction
de M et le changement de notations 75 — S et 7G' — G.

Stabilité: supposons maintenant que le systéme est simplement bien posé. Nous de-
vons démontrer que la stabilité de 'interconnexion de A avec Ma; est assurée par la
condition (3.2). De facon plus précise, la condition (3.2) implique I'inégalité :

May 1T 28 YIS 4G ][ Ma,
[ I, ] [YSJrGT XS H | <Y (3:8)

Nous démontrons maintenant que cette condition assure la stabilité de la boucle. Sans
perte de généralité, on peut supposer que S = [ et G = 0. Nous considérons I'inégalité de
dissipativité caractérisant A: pour tous signaux g et p appartenant & £, et scalaire T':

RRNERIF

En utilisant les notations de la figure 3.1 page 83, pour tout w; et wy de Ly, le systéme

> 0.

est stable si les signaux g et p sont aussi dans L,. Puisque le systéme est supposé bien
posé, q et p appartiennent a L,,.
Premiérement, la caractérisation de A entraine que®:

T
(6" Za+ (p=w2) Y+ 5 (p = wa) X (p = ) d 20,
soit : . .
/0 g+ pTYqg+++pt Xp > /0 wQTYq + pT Xwy ++ — wQTXwQ. (3.9)
La condition (3.8) implique qu’il existe un scalaire € > 0 tel que:

[M“HZ yTHMM

] vy 7| S —e(May May +1).

4. Comme il s’agit de vérifier une contrainte pour un ensemble de signaux définis par une autre
contrainte, la 8 procédure définie par [Yak73] peut aussi s’appliquer.
5. Le symbole % représente le symétrique du terme croisé.



Nous obtenons donc pour tout T':

T

/OT(q —wi) ' Z(q — w1) +p"Y (g — wy) + x+ p" Xp)dt < —6/0 ((g—wi)" (g —w1) + pTp)dt,

soit

T T
/0 (¢" Za+p"Y q+x+p" Xp)dt < /0 —(wi (Z+e)wi—e(p" p+q" ) +(q" (I +2)+p"Y Ywi+x)dt.

(3.10)
Les conditions (3.9) et (3.10) impliquent que:

L e g+ q"(Yws — (7 + el ywy) + %+ epp+ pT (Xwy — Yaoy) -

e < fOT(wQTXwQ — wlT(Z—I— el)wy)
. <0

car X < 0et Z > 0. En utilisant la complétion des carrés, nous obtenons pour tout 7':

Jo elg+2(Ywy = (Z + el ywi) (g + 2(Ywy — (Z + el )wy) + - -
e(p %(sz - le)T(p + %(sz —Yw;) <---
. %(Xwg — Yw)T(Xwy, — Ywy) + %(ng —(Z + cDw) T (Ywy — (Z + el)wy)
(3.11)

Par application de I'inégalité triangulaire, pour tout 7':

lg+ ¢ (Ywy = (Z + eDwi)llr < £([[Xwy = Ynllr + [[Ywz — (Z + el)wi|7)

Ip+ +(Xwa = Ywi)llp < L([Xwz = Yuwilly +[[Ywz = (Z + el)wi|7)
Ainsi, comme ||g||7 < ||g + 2(Yw; — (Z + el)wy)||r + £||Ywz — (Z + el )w:|7 , ete..:
lallz < H(IX w2 = Y|z +2[|Yws = (Z + el)wilr),
Ipllr < (2] Xws = Y|z + [[Yws = (Z + el)wi]|7).

Donc si les entrées w; et wy sont dans £, alors les signaux ¢ et p sont aussi dans £,. Le
systéme bouclé est donc stable.

Bien posé: nous devons prouver le bien posé de la boucle A — Ma ;. Il est bien connu
que l'interconnexion de deux opérateurs causaux est bien posée si et seulement si I'un des
deux est strictement causal (voir le livre [Wil69)]).

Si A est strictement causal alors le systéme bouclé est bien posé. Supposons maintenant
que A n’est pas strictement causal. Soit D la partie sans mémoire de A. Par un argument
basé sur le loop shifting, décrit page 203, vérifier le bien posé du systéme en boucle fermée
revient a vérifier le bien posé de la connexion Da — Ma;.

Supposons que ce systéme bouclé n’est pas bien posé. Il existe alors un vecteur p # 0
tel que (I — DaMay)p = 0. Soit ¢ = Ma,p. La condition (3.8) implique qu’il existe un
scalaire strictement positif ¢ tel que:
lprl XS YS+G] [p

o T T
q| | YTS+G  zs g | = —daatrp) (3.12)

Mais les A considérés sont tels que Da satisfait :

[pr[ XS YSJFGHP >0 (3.13)

q YIS+ @ Z5 q




Si p et ¢ sont différents de 0 alors il y a donc une contradiction entre les contraintes
quadratiques (3.12) et (3.13). Le systéme bouclé original est ainsi bien posé.
O

Dans le méme esprit que la section 4.1.1, une version duale de ce lemme peut étre
aisément obtenue. Pour cela, aux matrices X, Y, Z et X, s, Y,er s, Zper s, nOUS associons
les matrices «duales» X, Y, Z et X0, Yoers, Zpers telles que:

[ )(T Y] [ —NZ Y/Ij ] — ] et [Xgafrf 1/per’f ] [ —NZpe,,f Y/;;rf — 7
Y Z Y -X 1/per’f Zperf 1/per’f _Xperf

Lemme 3.2.2 Le systéme interconnecté z = F,(M, A)w est stable pour A appartenant a
A et {Xperp, Yoerss Zpers ) dissipatif s'il existe des matrices T € S(A) et H € G(A) telles

que:
MT 1" M7
[1 >]M[1

<0 (3.14)
(ntn- (n+nz)

ou

T T+ perf  Ypers
PT dia 3 g _| A . P
M M 1 g ([ F[T ),T ] y [ ],Terf Zperf ]) M

p

De plus, la condition suivante :

T 17 5 T T
[Mm]l ZT YT+HHMAl ~0 (3.15)

I, YT + HT XT I,

impliquée par Uinégalité 3.14 assure a elle seule la stabilité interne.

3.2.2 Systémes interconnectés implicites

Nous donnons maintenant une condition suffisante assurant que le systéme intercon-
necté implicite:
p
M; =0
w

A(p) = 0
est stable et X, ; dissipatif.

Théoréme 3.2.1 Le systeme interconnecté implicite :

M; l P ] =0
w
Alp) = 0
est stable et X, dissipatif s’il existe un scalaire positif € et deuxr malrices S et G tels
que :
MAT | XG0 T (3.16)
0 —Xper s

6. La matrice Py est définie dans la section notation page 7.



De plus, la condition suivante :
Miat X (S, G)Miat < —eMia " Mip* (3.17)

(avec M;n une matrice de méme dimension que A et telle que M = { M;n * } ) impliquée
par Uinégalité (3.16) assure la stabilité du systéme.

Démonstration

Performance: le systéme implicite est supposé stable. Il est X,.,; dissipatif si pour
tous signaux w et p tels que:

2] -
A(p) = 0,

la contrainte intégrale suivante est vérifiée:
+oo T
/ w” Xy pw > 0.
0

La premiére égalité est équivalente & 1’égalité quadratique:
T
w w

et les signaux de la seconde égalité sont englobés dans les signaux générés par I'inégalité :
+oo T
/ p X(5,G)p > 0.
0

Par application de la § procédure, ceci est vrai s’il existe un scalaire positif A et un
scalaire 7 tels que:

LIPS L[] e

En faisant les changements de variable, AS — S et A\G' — G, AX(S, ) est remplacé par
X(S,G). Par application du lemme de Finsler qui est:

< 0.

JoeR, G<olTU = U GUt <o,

nous obtenons la condition (3.16).

Stabilité: en reprenant directement la démonstration de la condition de stabilité du
lemme 3.2.1, le systéme implicite sera stable si:

pTX(S,G)p < —ep'p

pour p vérifiant M;,p = 0. Par application de la § procédure, ceci est vérifié s’il existe
un scalaire 7 tel que:

PEX(S, GYp + mp" Mia" Miap < —ep’p.



Par application du lemme de Finsler, nous obtenons la condition (3.17).

Le systéeme explicite z = F, (M, A)w se met sous la forme implicite suivante :

q
z

1 —M | - =0

[—a 1] [g] o

En appliquant le théoréme 3.2.1 sur ce systéme implicite, les conditions du lemme 3.2.1
sont obtenues.

3.3 Commande

Nous nous intéressons dans cette section a la synthése d’une loi de commande qui
confére au systéme interconnecté explicite la stabilité interne et une propriété de {X,., s,
Yoerfy Zpers} dissipativité entre I'entrée w et la sortie z.

L’approche par LMIs des problémes de commande a d’abord considéré la synthése de
correcteur par retour d’état au début des années 90 [GPBI1, PZPBI1, PZP192, GBPY4|.
Elle consistait a appliquer les conditions d’analyse obtenues sous forme de contraintes
LMIs au systéme bouclé. Les inégalités matricielles obtenues se réduisaient alors & des
contraintes LMIs par des manipulations assez simples. L’obtention de conditions basées
sur des inégalités matricielles linéaires pour les problémes de commande par retour de
sortie a été plus difficile. Ce n’est que vers le milieu des années 90 que des résultats ont été
obtenus dans ce cas-la [PBPB93, GA94, Pac94, AG95, EGS96]. Les conditions obtenues
sont convexes avecéventuellement des contraintes de rang, qui, elles, ne le sont plus. Par
exemple, pour le probléme de commande H,, [GA94], si le correcteur recherché ne doit pas
étre d’ordre strictement inférieur a celui du systéme, les conditions sont convexes. Dans
le cas contraire, une condition de rang non convexe apparait. Il faut garder & 'esprit que
la convexité est une propriété désirable pour remplir 'objectif de calculabilité pratique.

Le théoréme que nous proposons ici permet d’unifier voire d’améliorer la recherche de
lois de commande a partir de conditions d’analyse basées sur la technique des multiplieurs
constants introduite dans les sections précédentes. Son énoncé est suivi d’une discussion
sur la convexité des différentes conditions introduites. Ces conditions dépendent du pro-
bléme de commande considéré, c’est-a-dire des sous systémes du systéme & commander
et de la structure de la loi de commande selectionnée. Ce résultat sera mis en ceuvre sur
un certain nombre de problémes de commande dans le chapitre suivant.

Pour énoncer le théoréme, nous associons aux matrices X, Y, Z et X,c, 7, Yoer sy Zpers,
les matrices )N(, Y/, 7 et )N(pe,,f, Y/perf, Zpe,,f telles que:

ERIEEN A A

T T ‘/
Y Z 1/per’f Zperf 1/per’f _Xperf

Le théoréme suivant dérive du lemme 3.2.1 d’analyse.



Théoréme 3.3.1 S'il existe des matrices S, T € S(A) et des matrices G, H € G(A)

telles que:

T -
AT M Mt <,
Ltn) I

Nt ntnw) |

T T 17 T
MuTL[ M ]N[ ME Tt <o
L(ngns) lngn.) |

ou les matrices M et N sont définies comme suit” :

X 78 YIS+ G ] [ X Y. ]
_pT B perf  Ypers
M = PMdlag ([ VS 4 GT XS | 5 - 1/;;7,][ Zperf | ) 73_/\/[
) AL YIT + H [ X Yor |
= PTd . - _ | Dpers Lpers
N 73_/\/' lag YT —I— HT XT ] 9 i 1/pje“rf Zperf ] 7)./\/

(3.18)

(3.19)

et si, de plus, les matrices S;,T;, G, H; satisfont les contraintes entrainées par la classe
a laquelle A; appartient, indiquées dans le tableau 3.2 ci-dessous, alors il exviste une loi

de commande v = F,(K,Ar)y ou Ax = diag(Ag;) avec Ag; dépendant de A; de la

maniére décrite dans le tableau 3.2, qui stabilise le systéme interconnecté :

o [ L) [

et lui assure la {Xper, Yoerfy Zpers b dissipativité pour tout A appartenant a A.

‘ classe de A; ‘ structure de Ay, H contraintes & vérifier
S; 1
e, l I T >0 et
Agi = gily,
(&i = giln.) rang [ Ii T ] = ki +ni, ki <mny
AIM _ [] s;it; =1
Cy UCy s 1
ou A]{i = Az ou 1 tz > 0
L1
Cs rane | Si T LG ! .
g =K+
Ag; = 61, I T;+1';H;
(A; = 6ily,) avec k; < mj et I = (YTY; — XiZi)l/Q
C5 U C6 AKi — [] Ssz =17

TAB. 3.2 — Contraintes additionnelles du théoréme 3.3.1.

7. Les matrices Payq et Pp sont définies dans la section notation, page 7.



Remarque : Dans le cas oti toutes les matrices X, Y, Z, X, ¢, Yper 1, Zperp sont diagonales,
les expressions peuvent étre grandement simplifiées (voir 'article [Sco96]).

Tester I'existence d’une loi de commande qui assure stabilité et performance revient
donc & trouver des matrices S, T € S(A) et G, H € G(A). S,T,G, H apparaissent linéai-
rement dans les conditions (3.18), (3.19) et dans la condition

>0 (3.20)

Sy
I T

En fait, ces conditions sont des contraintes LMIs.

La non convexité intervient dans certaines conditions du théoréme 3.3.1. Il s’agit, d’une
part, des conditions d’égalité. Si le systéme a commander contient un bloc A; de classe
Cs ou Cg alors la condition S;T; = I apparait. S’il contient un bloc A; de C5 ou Cq et si le
bloc A; n’est pas « recopié» dans le correcteur alors il faut imposer la contrainte s;t; = 1.
Il s’agit, d’autre part, de contraintes de rang sur des matrices. Dans le cas ot le systéme
a commander contient un bloc A; = ¢;1,,, de la classe C; et si le correcteur doit contenir
le bloc Ag; = gily, avec k; < n; alors la condition suivante doit étre imposée:

rang l SIYZ j{ ] = k; +n;.

D’autre part, si le systéme & commander contient un bloc A; = §;1,,, de la classe C5 et
si le correcteur doit contenir le bloc Ag; = §;I;, avec k; < n; alors la condition suivante
doit étre imposée :

rang l Si FiﬂGi !
I T, +T';H,

avec Iy = (YTY; — X, Z;)'/2,

En résumé, en fonction des classes auxquelles appartiennent les sous systémes du

]:ki+ni

systéme a commander et en fonction de la structure de la loi de commande recherchée, les
conditions proposées dans le théoréme précédent correspondent, ou non, & un probléme
d’optimisation convexe.

Les conséquences sont les suivantes. Si une loi de commande est recherchée pour une
interconnexion de sous systémes linéaires avec A = A, il faut simplement vérifier les
conditions (3.18), (3.19) et des conditions du type (3.20). Le probléme se formule alors
comme un ensemble de contraintes LMIs. Si Ag est contraint & étre une copie partielle de
A alors des conditions non convexes apparaissent. La non convexité apparait aussi pour
la commande d’un systéme interconnecté avec des opérateurs non linéaires (classes Cs et
Cs).

Les conditions non convexes qui apparaissent dans le théoréme précédent prennent
toujours la forme d’une contrainte de rang imposée sur une matrice dépendant affinement

des variables de décision. En effet, la contrainte S;7T; = [ peut étre remplacée par la
contrainte
Si 1|
rang[ I T ] = n;.

Plusieurs algorithmes heuristiques ont été proposés pour cette classe de problémes.
Dans le cas ou G = 0, El Ghaoui, Oustry et Ait Rami ont proposé une approche efficace
pour cette classe de problémes d’optimisation [EOA96]. D’autres heuristiques ont, par
exemple, été proposées par [GdSS94, GTST94].



Nous démontrons maintenant le théoréme.

Démonstration

La démonstration du théoréeme 3.3.1 repose sur le lemme de complétion / élimina-
tion 2.4.1 présenté dans le chapitre 2, page 62.

Sans perte de généralité et afin d’éviter des lourdeurs de notation, nous supposons que
A posséde un seul bloc de dimension n, x n,. Une loi de commande v = F, (K, A )y est
recherchée telle que connectée au systéme:

qu qu Mqu
lzgm —F || M, M. M. |.A H((;))]
Y M,, My, 0

elle assure pour le systéme bouclé la stabilité et une propriété de {X,er s, Yoerss Zpers )
dissipativité entre le signal w et le signal z.
Les équations pour le systéme bouclé sont: z = F, (M, diag(A, AK)) w avec

M, 0 My, 0 M, 0 1 0
M = 0 0 0 +( 7 0 K [ Mo 0 M ]
sz 0 Mzw 0 Mzu o .

Suivant la classe a laquelle il appartient, Ax posséde des structures différentes:
— si A appartient & C; ou Cs (c’est & dire que A = §1,,) alors A = 61 avec k < n;
— si A appartient a C5 ou Cg alors Ax =[];
— si A appartient a Cy ou Cy alors A = A ou Ax =[]

Soit k la taille caractéristique de Ay. L'opérateur diag(A, A ) est alors {X,Y, Z} dissi-
patif avec X = diag(X, X*)%, Y = diag(Y,Y"), Z = diag(Z, Z*) et avec les multiplieurs

Correspondants :
* ok * ok

ot S appartient & S(n) et G & G(n). Par application du théoréeme d’analyse (3.2.1), le
systéme bouclé est stable et {X,c; 7, Yoer £y Zpers b dissipatif si:

R

<0
[(n—l—nw n+ney)

ou
. 75 YT+ GT Xpos Yoo
M — PMdlag ([ YS—I— G XS s i/pjcjrf Zperf 7)_/\/[

Le lemme (2.4.1), page 62, est alors appliqué avec:

M 0 0 M, o 1 X v]
) e e P T R T

8. X* est la matrice formée par les k premiéres lignes et colonnes de la matrice X



La condition (2.20) conduit aux deux relations suivantes:
l X5 g (3.21)

S+d
YIS 7

Y

lX%frf Yierf ] [ ~Zpers Vpers ] .y
1/2067’f Zperf 1/2057’f _Xperf

Considérons la premiére égalité (3.21). T et H sont découpés de la facon suivante:

T:[T*] etH:[H*]7

* Kk * Kk

ouT € S(n)et H € G(n).
D’abord, supposons que GG = 0 (A n’appartient pas a la classe C3). Comme S commute
avec X, Y et Z, la premiére égalité (3.21) est impliquée par les égalités suivantes :

X v|[-2z y'] _ /
vz ||y -Xx|
ST = 1
Alors, par application du lemme de complétion (6.2) proposé par Packard dans [Pac94],

ST =1et S, T >0 siet seulement si
S I
[[ T <n+k

>0 et rang[? j{

Pour toutes les classes, mise a part la classe C3, les contraintes décrites dans le tableau 3.2
sont obtenues. De plus, la démonstration de ce lemme de complétion suggére une méthode
d’obtention de S a partir de S et T':

avec R telle que: S — T+ = RRT.
_ Maintenant, nous supposons que A € C3. Dans ce cas-la, X =al, Y =yl et Z = zI.
X, Y and Z sont choisies telles que:

[é@ 1z/H}Z ZT?]:[

Alors, en introduisant v = y* — a2, la condition (3.21) est équivalente a:
ST 4 y(y"GT + §H) + GH = 1.

GI'T = ~SH,
ST 4 y(SHT 441 GT + GTHT = [

En remarquant que H et G sont des matrices anti symétriques, ceci est équivalent a la
condition :

(S+THGT+TH)=1



avec I' = 41721

Par application du lemme de complétion proposé par Helmersson dans I'article [Hel95b]
(voir la section 3.7.1 en annexe de ce chapitre), (S + TG T +TH) =1et S, T > 0 si
et seulement si S, T > 0 et

S+ rtaG 1

rang[ 7 T_I_FH]:n—I-k

De plus,
= s Rl 4 | @ Q@
<[ ] o[ 9]
avec S+ G — (T'+ TH)*' = NM ou N € R et M € R**".

¢ R TR g S+I4G [N 0B
N ][ -

RT U o =T v []‘H B
avec B = diag (NTSHN)H (1 — NSHMT 1),
Aprés quelques calculs, les conditions (2.18) et (2.19) ménent aux conditions (3.18)
et (3.19). 1l faut remarquer que seuls T' et S interviennent dans ces deux derniéres condi-

tions.
O

3.4 Principe de séparation

Dans cette section, nous recherchons une loi de commande qui stabilise le systéme:

y(t) = F, ([ Aj‘z z\g ] ,A) u(t),

sans essayer de remplir un objectif de performance. De plus, dans cette section, les sous
systémes regroupés dans A sont restreints linéaires.
Le théoréme 3.3.1 se simplifie alors pour donner le corollaire suivant.

Corollaire 3.4.1 Supposons qu’il existe des matrices définies positives S, T € S(A) et
des matrices G, H € G(A) telles que:

T
M Z8 YIS+ G || M T
[[n] [Y5+GT s HI < MTM, (3.22)
MT ZT YIT+H [ MT .
[ ! H?“HT - H ] < (3.23)

alors il existe une loi de commande u = F,(K,A)y stabilisant le systeme :

y(t) = F, ([ Aj‘z z\g ] ,A) u(t),

pour A appartenant a A.



Les conditions obtenues sont des LMIs, ce qui est cohérent avec le fait que les sous
systémes solent linéaires et qu’ils soient «reproduits entiérement» dans le correcteur.
En comparant le théoréme 3.3.1 et ce corollaire, nous remarquons que les conditions de
couplage ont disparu. Il existe alors un principe de séparation: la loi de commande peut
étre décomposée en un observateur et un retour d’information total [LZD96]. Le principe
de séparation bien connu pour les systémes linéaires stationnaires est ainsi généralisé au
cas des systémes interconnectés.

[’inégalité (3.22) assure 'existence d’un observateur qui estime le signal p a partir de
la mesure y:

Qest = Mpest + Muu + L(y - Mypest)7 Pest = AQSsta

ot L est le gain de observateur. La seconde LMI (3.23) garantit I’existence d’une loi de
retour d’information totale: v = Ksp. Une loi de commande par retour de sortie y peut
étre ainsi obtenue en remplacant p par son estimée p.g.

Démonstration
Le théoreme 3.3.1 est appliqué. Les deux inégalités (3.18) et (3.19) sont vérifiées s’il
existe un scalaire o tel que:

17
M Z8 YIS+G || M T
[[n_ lYS—l—GT XS an < oM, M,
et T 7 T T
M Zr YT+ H [ M .
l I, [Y/T—l—HT X128 H 1, | < oMM

Sans perte de généralité, o peut étre choisi positif. En divisant les inégalités par o et en
remplagant oS, o T etc... par S, T', etc... nous obtenons les inégalités (3.22) et (3.23).

Toujours d’aprés le théoréme 3.3.1, dans les cas o la condition de couplage existe,
nous avons le changement de variable:

2
[0‘5[ > 0.

I T

Comme S et T' sont définies positives, il est toujours possible de choisir o suffisamment
grand tel que cette inégalité soit vérifiée. Nous pouvons donc 'omettre dans le corollaire.
O

3.5 Construction de l'interconnexion K de la loi de
commande

Une fois les conditions d’existence vérifiées, il faut construire la matrice K du correc-
teur a partir des variables S, T', G et H satisfaisant les conditions d’existence. Pour cela,
deux stratégies sont possibles:

— utiliser une formule algébrique exprimant explicitement la matrice K en fonction de
S, T, G et H: c’est une solution économique en temps de calcul bien que parfois mal
conditionnée numériquement ; les matrices du correcteur peuvent étre elle-mémes
mal conditionnées ;



— résoudre un probléme LMI en K : elle est plus coiiteuse que la précédente mais
permet d’utiliser les degrés de liberté restant pour essayer de remplir un autre critére.
Cela peut permettre par exemple d’obtenir des grandeurs d’ordre raisonnable pour
la matrice K. C’est la solution que nous adoptons en pratique.

Une expression explicite pour la matrice K : nous supposons que les conditions
d’existence du théoréme 3.3.1 sont vérifiées pour des matrices S, T', G et H. Le but de ce
paragraphe est de proposer une expression explicite possible pour la matrice K de la loi
de commande.

A partir des différentes variables S, T', etc... déterminées par la résolution des condi-
tions d’existence du théoréme 3.3.1, nous allons construire dans un premier temps les
matrices S, T, ... qui démontrent les propriétés de stabilité et de performance assurées
par les conditions d’existence. Dans un deuxiéme temps, nous rechercherons la loi de
commande elle-méme.

Nous allons considérer le cas ot X; = 0 (pour par exemple considérer le cas ot A
contient un intégrateur) et pour les autres blocs de A, ¢ € [2,7], X; > 0 (r est le nombre
de blocs dans A).

Soit :

S, +TH G, I ]
— ;.
[expression (2.21) du lemme 2.4.1 est alors appliquée avec:

ki:rang[ I T+ 1. H,

i S, R G Q

_ k1 1 1 1 1

Vi = ding(vi.V; >[RIT U1]+[Q1T Vl]
i S, R

7, = dlag(Zl,Zlkl)[RiT Ui]

X; = diag (diag(diag(Xi),diag(X/“"))[dcg;zg(g?)) jiiiig; ],—Zperf)
Y, = diag (diag<diag<m,diag<wi>>[d‘:};;g(% j§j§§§j§]+---
| diag(G;) diag(Q:) VT
—diag(Q;) diag(V;) |7
. . . . . di ;) di ;
7y diag (dlag(dlag(Zi),dlag(Zik’)) l di;agg((]gT)) diiii; ] ,—Xpe,,f)

Comme cela a été précédemment expliqué, ¢);, R;, U; et V; sont obtenus en appliquant
les lemmes de complétion de Packard et Helmersson (voir section 3.7.1 en annexe de ce
chapitre). Les matrices M, M, et M, sont découpées de la maniére suivante:

qull qu12 qul Mqu1
M Mu — qu21 qu22 qu2 MQ“Q
My 0 szl sz2 Mzw MZU

Myp1 Mypz Myw 0

ot M,,,, est de méme dimension que X;. Prenons:



_qull 0 qu12 0 qul
0 0/ 0 0 0
Dy | D
PP = | My 0[O
0O 0] 0 0 0
M., 0| M.,, 0 M,
[ 1 0
poo= o bl i)
_Mypl 0 Ml/p2 0 Myw
[0 0 M,
[0 0
D,
[Dll = |0 0 Mg,
v 07 0
00 M,

Nous avons donc écrit que le systéme bouclé vérifie les conditions de stabilité et de per-
formance assurées par les conditions d’existence du théoréme 3.3.1 et les matrices S, T,
etc ... déterminées précédemment. Nous avons donc une condition qui s’écrit :

D+D,kD, 1" X Y[ D+D.KD, 0
L, YT 7 L, '

La premiére possibilité est d’appliquer directement I’expression (2.21) du lemme 2.4.1
aux matrices ci-dessus.

Construction de K par LMI: la seconde possibilité est de se ramener via ’application
du lemme de Schur & une inégalité linéaire en K ?:

GHUTKY+ VKU <0 (3.24)
avec
Duvi +vitDy + 74 Y1T~D12 Dy T
G = DTy, _XQJ_I (Dag + X2J_1Y2)T ;
Doy Dy + XQJ_IYQ . Ot
U = [ Dt TY: 0 Dyt ] :

v = [D, 0]

Il suffit alors de résoudre I'inégalité (3.24) linéaire en la variable K. Nous pouvons
choisir K de facon & satisfaire une contrainte supplémentaire, par exemple borner les
valeurs singuliéres de la matrice K. Cela revient a minimiser A sous la contrainte (3.24) et
la contrainte KT K < M. Par application du lemme de Schur, cette derniére est équivalente

MoOKT >0
K 1 '

Cela revient donc a un probléme de minimisation d’un coiit linéaire sous contraintes LMIs.

9. En suivant la démonstration du lemme 2.4.1.



3.6 Conclusion

L’intérét des techniques de multiplieurs constants peut étre discuté. Si, pour certains
problémes d’analyse, elles permettent d’obtenir des conditions nécessaires et suffisantes °,
les conditions ne sont en général que suffisantes voire a priori conservatives (par exemple,
pour I'analyse des systémes linéaires incertains). Pour ce qui est de la synthése de lois de
commande, il a été discuté dans le chapitre 1 que méme avec des multiplieurs constants,
les méthodes de synthése pouvaient étre d’une grande complexité pour un certain nombre
de problémes (par exemple la commande robuste). A notre avis, un des grands intéréts de
ces techniques est qu’elles permettent malgré tout d’obtenir des méthodes de synthése de
complexité réduite dans un nombre appréciable de cas (dont le séquencement de gains).
De plus, la mise en ceuvre de ces méthodes sur un missile dans le chapitre 6 illustre que s,
théoriquement, elles semblent conservatives, pratiquement, elles peuvent donner de bons
résultats.

Nous verrons dans le chapitre 5 que si I'introduction de multiplieurs dépendants permet
de réduire le conservatisme des critéres d’analyse, il ne permet par contre pas d’obtenir
aisément des méthodes de synthése peu gourmandes en temps de calcul.

10. Par exemple, les systémes linéaires stationnaires, les interconnexions de familles d’opérateurs non
linéaires/non stationnaires dans le temps de gain inférieur a 1 [MT93, Sha94, Sha9s, YD95].



3.7 Annexe

3.7.1 Lemmes de Packard et d’Helmersson

Lemme 3.7.1 [Pac9j]
Soient S = ST >0 RV, T =T7 >0 R™". Avec un entier r < n, il existe des
matrices R € R™" et U € R™" telles que:

S R, 4 s rR]Y J[TT
RT U “HART U| T|TT

S 1 S 1
l[T >0 etmng[lT

De plus, R peut étre choisie telle que S — T+ = RTR et U = I,.

si et seulement st

<n+4r.

Lemme 3.7.2 [Hel95a]
Soient S € R™" et R € R™" telles que S+ ST >0 et R+ RT > 0. Avec un entier
r < n, il existe des matrices N,M € R™™" et L € R™" telles que:

s N, SNV Ly s N [T
M L M L “\ImM | T|TT
si et seulement st

mng(S—T“)gr.

Un choiz possible des matrices N, M et L est donné a Uaide des matrices M; et Ny de
rang plein telles que :

L = diag(Lt, [) Lt = (NtT(S + ST)Nt)J_l([ — Nt(S + ST)J_lMtT)
M,
M :[0] N:[NtLto}

S— RJ_I — NtMt.



Chapitre 4

Analyse et commande des systémes
interconnectés par multiplieurs
constants: études de cas

Nous considérons, dans ce chapitre, les applications possibles du théoréeme 3.3.1 a
I’étude d’un certain nombre de problémes de commande. Chaque cas envisagé correspond
a un domaine relativement spécifique. Pour des systémes «hétérogenes» (voir page 1),
il est en général possible de combiner les différents résultats. Ce qui est important, c’est
I’éventail couvert par le théoréeme 3.3.1 et les raffinements qu’il est possible d’apporter en
fonction du probléme considéré. Un des objectifs de ce chapitre est de montrer que les
potentialités des méthodes présentées précédemment sont (au moins en partie) effectives.

Chaque application est abordée avec I'objectif d’obtenir des conditions pratiquement
calculables quitte & ce qu’elles soient conservatives. Nous recherchons le meilleur compro-
mis possible.

Certains cas peuvent étre traitées par application directe du théoréme 3.3.1. 1l s’agit
de la commande des systémes linéaires stationnaires, la commande par séquencement de
gains ou encore la commande des systémes non linéaires rationnels. Ce n’est, par contre,
pas le cas de la commande décentralisée ot dans un premier temps, nous avons recherché
une formalisation du probléme susceptible de concilier les objectifs de calculabilité et
de conservatisme. Aborder ce probléme nous a amené a étudier la caractérisation du
comportement entrée/sortie des sous systémes linéaires, a le modifier par commande et
a évaluer les interactions des différents sous systémes a travers celui-ci. Nous avons ainsi
obtenu de nouvelles conditions convexes pour la commande décentralisée. Il en est de
méme pour la commande de systémes linéaires saturés pour lesquels nous proposons trois
approches possibles. Un certain nombre de ses applications ont fait I'objet d’articles|S(G95,

EGS96, SFGI7, SD9Ta).

D’autres cas débordent du champ de I’Automatique. Il s’agit, par exemple, des sys-
témes statiques qui peuvent étre interprétés comme la modélisation de phénomeénes phy-
siques en régime statique ou correspondre & des problémes d’intérét plus mathématique.
Ce qui est important de noter, ce sont les potentialités de résultats de 1’Automatique,
hors de son cadre d’application directe. Une application hors du champ de I’Automatique,
méme si elle nous permettra la mise en ceuvre numérique de critéres d’Automatique, est
la résolution de problémes LMIs infinis.



4.1 Analyse des systémes linéaires stationnaires

Cette section est consacrée a la caractérisation du comportement entrée / sortie des
systémes linéaires stationnaires par des inégalités de la forme:

VT e RY, AT[A”]T@[A”

wity | 420 (4.1)

sur leurs signaux d’entrée w et de sortie z.

4.1.1 Lien entre les formulations des différents domaines:

la caractérisation du comportement entrée/sortie d’un systéme linéaire dans le domaine
temporel par une propriété de dissipativité (4.1) peut étre reliée & une caractérisation par
une inégalité sur sa fonction de transfert associée dans le domaine de Laplace (inégalité
fréquentielle). La vérification de la dissipativité d’un systéme a partir de ces deux formes
est malaisée. Le théoréeme de Kalman Yakubovitch Popov [Wil71b, Pop73, FCG79] pré-
senté dans cette section montre que cette vérification peut se ramener a rechercher une
matrice définie positive telle qu'une certaine LMI soit vérifiée!. Il est a la base de nom-
breux résultats.

Remarque : La vérification de I'inégalité fréquentielle peut aussi se ramener & la vérifica-
tion d’une infinité de LMIs dans le domaine complexe paramétrisées par la fréquence, lesquelles
peuvent se ramener & la résolution de LMIs réelles [BE93].

Des éléments de démonstration mettant en ceuvre les outils proposés dans cette thése
et les résultats de [Wil71b| sont proposés en annexe de ce chapitre, section 4.12.1. Ce
résultat est classique [Wil71b, Pop73]: I'intérét est de mettre en ceuvre les outils présentés
précédemment.

Théoréme 4.1.1 Soient le systéme linéaire stationnaire H(s) = D + C(sl — A)“B de
RLZ? (la représentation d’état introduite est minimale) et la matrice :

5 5

f, By

o @y = T, <0 € RV et Oyy = ®L, € RP*P. Alors les trois conditions suivantes sont

équivalentes :

1. H est Ly gain stable et les signauz z et w de Ly tels que z = H(w) vérifient l'intégrale
sutvante : .
+oo
/ [ () ] P [ () ] dt >0 (4.2)
0 w
2. la fonction de transfert H(s) est stable et vérifie I” inégalité fréquentielle :
Ve R, [ H(jw) ] ) [ H(jw)

1. Résoudre cette LMI peut se réduire dans la plupart des cas & résoudre une équation de Riccati

[Wil71b, FCGTY].

; (4.3)




3. il existe une matrice P définie positive telle que la LMI suivante est vérifiée :

T

A B 0 0 —-P 0 A B

C D 0 @&, 0 &, || C D

I 0 P o o o ||l1 0o]|Z" (4.4)
0 I 0 oL 0 @y 0 I

Lorsque la propriété de stabilité de la fonction de transfert H(s) est relaxée, le théoréme

suivant peut étre énoncé.

Théoréme 4.1.2 Soit un systéme linéaire stationnaire H(s) = D + C(sl — A)“B de

RL2*? et la matrice :
(I) _ | P P
of, Dy

ou & = O, € R™" et &y, = &L, € R”*”. Alors les trois conditions suivantes sont

équivalentes :

1. les signaux z et w tels que z = H(w) vérifient Uintégrale suivante :

VT >0, /()le(t)rq) [Z(t)]dtz(); (4.5)

2. H(jw) vérifie I’ inégalité fréquentielle :

l H(jw) ] ) l H(jw) | 5. (4.6)
I I
3. il existe une matrice P = PT telle que la LMI suivante est vérifice :
A B1'ro 0o —P 07[AB
C D 0 &3 0 Dy C D
rol |- o0 o o f]1o]|=2" (47)
0 I 0 @L, 0 @y 0 I
4.1.2 Interprétation de la propriété de dissipativité:
nous considérons toujours une fonction de transfert H(s) vérifiant:
H(jw) | [ @u @i | [ H(w) | o 0
I (I)?Q (I)QQ I - ’
avec ¢, = CI)1T1 définie négative. Par suite, ®q9y — CI)ITQCI)ﬁl(I)lQ est semi défini positive.

L’inégalité précédente se réécrit alors par une simple complétion des carrés:
(H(jw) + 0 @12)"(—@11)(H(jw) + 11 @13) < gy — O, P57 Dy,

La représentation de la fonction de transfert H(jw) avec une entrée et une sortie dans le

plan de Nyquist est & l'intérieur du cercle de centre (—%, 0) et de rayon % — %
11



Par exemple, la fonction de transfert :

H(S) -2 s 27552 s ’

(E 5+ Ui+ 15+ )
dont la représentation dans le plan de Nyquist est donnée figure 4.1, a gauche, est, par
exemple, {—1, 0,75, 7,24} dissipative, ce qui correspond au cercle de centre (0,75, 0) et
de rayon 2,8. Pour un transfert donné, il est possible de trouver plusieurs propriétés de

dissipativité, ce qui correspond pour un transfert a une entrée et une sortie & plusieurs
cercles (voir figure 4.1, & droite). Une paramétrisation des propriétés de dissipativité peut

Imag Axis
o
Imag Axis

0 1 = - - 0 1
Real Axis Real Axis

F1G. 4.1 — Nyquist de H(s) et propriétés de dissipativité

étre obtenue & partir de I’énumeération de tous les cercles avec un centre sur 'axe de
abscisses et contenant le lieu de Nyquist de la fonction de transfert.

Pour un transfert a plusieurs entrées et plusieurs sorties, il est a l'intérieur du céne
de centre —®1'®q; et de rayon ((Pa2 — CI)ITQCI)ﬁl(I)lQ)%, (—CI)H)%).

Pour une fonction de transfert a une entrée, une sortie et ¢1; = 0, la représentation

de cette derniére se situe pour ¢ > 0 & gauche de la droite verticale passant par le point
_ 92

$12°

2

4.1.3 Dualité et dissipativité
Le dual H; de H est défini par la relation :
<z, H(w) >r=< Hy(z),w >7 .

Si H est généré par un produit de convolution, obtenir son dual revient a renverser le
temps dans le noyau qui ’engendre. H,; admet alors comme transformée de Fourier H(jw)*.
Connaissant la propriété de dissipativité vérifiée par H(jw) nous pouvons alors caractériser
celle vérifiée par H(jw)*.

Lemme 4.1.1 Considérons la fonction de transfert H(jw) et les matrices @11, P12, Poo
telles que (I)ll = diag((),(I)Hz), (I)12 = diag(q)lzl,q)lgz) et (I)Ql = diag(q)gll,q)gm)?’. Sup-

posons que O, est définie négative et que
q)ll q)12
Of, Oz
2. Les cones ont été introduits par Safonov est sont définis dans I’annexe 2.8.3 du chapitre 2, page 69.

3. L'introduction de cette structure particuliére sur les matrices ®,, n’entraine aucune perte de géné-
ralité tout en permettant des démonstrations « simples».




est une matrice de rang plein. Alors

H(jw) 17 [ @11 @1 | [ H(jw) >0
1 11 (I)ITQ Oy 11 I B
est équivalent a o o
H(jw)* Py Py H{gw)™ | o 0
I e o || 1 -

avec 11, By et Byy des matrices définies par:

[ O Dy ] [ —(1)22 (1)1T2 ] -7
(I)1T2 Do Gy —Pyy '

Une formulation duale de la propriété de dissipativité du systéme est ainsi introduite.
La démonstration de ce lemme est obtenue par simple modification de la premiére partie
de la démonstration 2.8.5 du lemme 2.4.1 du chapitre 2, page 72.

4.1.4 Paramétrisation des propriétés de dissipativité

La paramétrisation de toutes les propriétés de dissipativité sous forme de LMIs que
vérifie un systéme linéaire stationnaire H(s) = D 4 C(sl — A)“B de RHZ? est obtenue
par application directe du théoréme 4.1.1. L’ensemble des propriétés de {®qq1, ®1q, Poo}
dissipativité que vérifie H est donné par:

B1'r 0 0 —P 0

A

0 (I)H 0 (I)12 C

o0 , > 0. (4.8)
0

0 @L, 0 @y

SENE S

~ o
~ o oW

avec P = PT > 0. 1l faut noter que cette inégalité est linéaire en P, ®;, @15 et Byy. (Vest
donc une contrainte LMI.

Pour illustrer cela, considérons la fonction de transfert :
2,5

H(S): 52 s 1 52 s 17
(T+5+D0Ewtme T

introduite précédemment.

Nous désirons recherché le plus petit cercle qui
contienne le tracé de son transfert dans le plan de Ny-
quist. Par suite, nous voulons minimiser % — % La
condition 4.8 étant homogeéne, nous pouvéhs prendre
sans perte de généralité ¢;; = —1. Soit A tel que
A > &2, + da2. Aprés application du lemme de Schur

(lemme 2.3.1, page 58), nous sommes alors amené a

minimiser A sous les contraintes :

o N by s
P12 1

Il s’agit donc d’un probléme LMI de minimisation d’un coit linéaire.

>0 et (4.8).




Par résolution numérique?, nous obtenons ¢y5 = 0,655 et gy = 7,20. Cela correspond
au cercle de centre (0,655,0) et de rayon 2, 76.

Le fait de rechercher la dissipativité la plus « petite» peut se généraliser au cas ou le
transfert considéré comprend plusieurs entrées et sorties. Dans le chapitre 5, section 5.3.6
page 181, nous étudierons une généralisation de ce probléme. La solution proposée peut
se spécialiser au cas considéré ici.

4.2 Analyse des systémes linéaires stationnaires impli-
cites

Les idées développées dans le chapitre 2 sont appliquées pour analyser la performance
d’un systéme implicite linéaire. Plutét que d’appliquer directement le théoréme général
3.2.1 obtenu dans le chapitre 3, nous utilisons une approche directe pour mettre en valeur
la démarche suivie. Le probléme considéré dans cette section peut s’énoncer comme suit.
Etant donné un systéme linéaire stationnaire stable:

Fi = Az + Bw

ot x € R" est le vecteur d’état et w € RP, ’ensemble des signaux partagés avec I'extérieur,
est-ce que le critére de performance suivant est vérifié pour w appartenant a £,°:

/ T ()T Xw(t) di <0 7

En notant que:

T

X X
T
Ei = Az + Bw = | w A B —E} [A B —E]|lw]| =0,
& &

la famille des signaux générés par le systéme peut étre immergée dans un ensemble de
surfamilles des signaux générés par des contraintes quadratiques égalité:

l’T T X
w [AB—E][AB—E w | =0
& &

et inégalité avec la matrice P définie positive:
[ Pa>o.

La paramétrisation est engendrée par P.

Nous nous ramenons donc au probléme d’optimisation suivant : est-ce que 1’ensemble
des signaux z, w et & vérifiant les contraintes égalité et inégalité ci-dessus vérifient le
critére de performance? Par application de la & procédure, une condition suffisante de

4. En utilisant LMITOOL.
5. Lintégrale est bien posée du fait de la stabilité du systéme.



performance est directement obtenue. S’il existe une matrice P définie positive et un
scalaire réel T tels que:

AT A rATB P—7ATE

rBTA X+7BTB —7BTE <0
P—7ETA —7E'B TETE

Y

alors le systéme précédent vérifie le critére de performance.
A titre d’illustration, vérifions que le « bounded-real lemma» est retrouvé lorsqu’un
systéme linéaire stationnaire explicite:

I. A n B 0 w
= x
0 C D -1 Yy
est considéré avec pour critére de stabilité:
-1 0
X = :
Cela revient & démontrer que le systéme a une norme H., inférieure a 1.
Par application du résultat précédent, nous obtenons:

TATA 4+ 7CTC TATB+7CTD —7CT  p—71AT
rBTA+D'C B"B+D'D—-1 —7DT —rBT <0
—7C —7D (I+7)1 0 -
P—TA —7B 0 Tl
Par application du lemme de Schur, cela est équivalent & 7 négatif et :
ATP+ PA+7CTC — %PTP PB+7rCTD —7rC7T
BTP +rDTC DD — 1 —rDT < 0.

—7C —7D (L4 7)1

En appliquant le lemme de Schur une nouvelle fois, nous avons 7 inférieur & —1 et :

ATP 4 PA+ g CTC = 2PTP PB+ CTD | _ 0
BTP + HT_—TDTC H_LTDTD -7 | =
Comme 77— est positif,en divisant I'inégalité précédente et en posant P = 11’—713, nous
obtenons :

[ATP+PA+CTC PB+CTD -

BTP 4+ DTC DD — 1

Comme 7 est négatif, cela implique que:

Lrplp
0 ir|

[ATP+PA+CTC PB+CTD ~0

BTP 4+ DTC DD — 1

4.3 Commande des systémes linéaires stationnaires

La premiére partie de cette section est consacrée a I’étude des propriétés de dissipativité
qui peuvent étre obtenues en commandant un systéme. Ce résultat nouveau trouve, dans
la deuxiéme partie de la section, une application avec la commande décentralisée.



4.3.1 Généralisation du probléme de commande H,

Nous considérons le systéme linéaire stationnaire décrit par les équations suivantes:

M)

ot z € R"™ est le signal de sortie, w € R" l’entrée de perturbation, y € R™ la sortie
mesurée et u € R™ l'entrée de commande. La représentation d’état associée a H est
donnée par:

T A B, B, T
H z = Cz Dzw Dzu w
y Cy Dy, O u

-

Nous recherchons une loi de commande K
boucle fermé:

(s) telle que la fonction de transfert en

2(s) = Fi(H(s), K(s))w(s)

soit stable et {®q1, P13, P22} dissipative.

Le corollaire suivant découle du théoréme 3.3.1, résultat central qui est exposé dans la
section 3.3 du chapitre précédent, page 92. Pour son énoncé, les matrices Dyq, Bry et By
sont introduites telles que:

Oy Oy —&)22 (i)sz ]
- ~ =1 4.9
[ (I)IT2 Doy ] [ G, —0yy ( )

Corollaire 4.3.1 [l existe une loi de commande K(s) d’ordre inférieur ou égal & celui du
systeme telle que le systéeme bouclé z(s) = Fi(H(s), K(s))w(s) soit

— stable;

— Dy, @y, Do} dissipatif entre Uentrée w et la sortie z ;

si et seulement si il existe deux matrices P et () telles que:

T

A By 0 0 P 0 A By
1T Cz Dzw 0 _q)ll 0 —q)lz Cz Dzw 1
[ Cy Dy ] I o P o0 0 0 ;0 G Dy T <00 (410
0 I 0 —®f, 0 - 0 I
AT cr7tro 0 Q0 AT T
T T 1T Bg; DZw 0 _q)ll 0 —q)lz Bg; DZw T T 1
[ BT DI, ] [ Q 0 0 0 [ [ BT DI, 1" <o,
0 I 0 -0, 0 —® 0o I
(4.11)
et
P I
l I 0 >0 (4.12)

Démonstration La suffisance des conditions précédentes découle directement de I’ap-
plication du théoréme 3.3.1. La nécessité est directement obtenue a partir de "application
du lemme 4.1.2. O



Ce corollaire englobe la formulation H,., par LMIs qui a été proposée dans [GA94].
Pour retrouver les conditions de cet article, il suffit d’appliquer le corollaire précédent
avec :

¢y =—1 Gy =0 Py = ’72[
(I)ll == —’)/J'zl (I)12 =0 (I)QQ =1.

Un autre probléme classique est celui de la commande positive. 1l s’agit de rechercher
un correcteur qui assure pour le systéme bouclé une propriété de positivité: il doit étre
{0,1,0} dissipatif. Une solution basée sur les équations de Riccati a été proposée par
[SKS94]. Le corollaire que nous proposons s’applique avec:

(I)H:O (I)IZZI (I)22:0
CI)H:O @12:[ (I)QQZO.

Nous pouvons faire le méme lien entre nos conditions LMIs et celles de [SKS94| basées
sur les équations de Riccati que celui qui existe entre les conditions de [GA94] et de
[DGKF89| pour le probléme de commande H,,. Les liens entre les équations de Riccati et
conditions LMIs ont été approfondis par Willems dans [Wil71b]| (voir aussi [FCG79]). En

effet, I’ensemble des matrices définies positives P vérifiant la contrainte LMI:

ATP+PA+Q PB+CT

BTP 4 C R |=°

est convexe, fermé et borné [FCGT9]. 1l existe un P, tel que pour tout P vérifiant la LMI
précédente, P > P,. De plus, P, est la solution de ’équation de Riccati standard :

ATP, + PA— (P.B+CHRY(BTP.+ )+ Q =0.

Pour le systéme défini par ¢ = Az 4+ Bw, P, permet de définir la fonction d’énergie
disponible® V,(z) = 2T P,z. La solution de ’équation de Riccati précédente peut étre
obtenue par la résolution du probléme d’optimisation LMI suivant :

minimiser trace(P)
sur la variable P
ATP+PA+Q PB+CT

BTP 40 5 <0 et P>0.

sous les contraintes

Cependant, la résolution par la méthode de I’'Hamiltonien de 1’équation de Riccati permet
un calcul plus fiable pour un cotit numérique plus faible. Par suite, il est intéressant, d’un
point de vue pratique, de ramener la résolution d’un probléeme LMI & celle d’une équation
de Riccati standard, si cela est possible.

4.3.2 Paramétrisation des propriétés de dissipativité conférables
par commande

Nous avons précédemment obtenu des conditions convexes pour tester la {®11, @15, $oo}
dissipativité d’un systéme. Nous étudions ici la paramétrisation des propriétés de dissipa-
tivité qui peuvent étre conférées & un systéme par commande. Nous recherchons I’ensemble
des matrices @11, @15 et oy telles que le systéme peut étre rendu { @y, Gyq, Poo} dissipatif

6. « available storage» selon la terminologie introduite par Willems dans sa théorie de la dissipativité

[Wil72].



par bouclage. Les conditions (4.10), (4.11) et (4.12), obtenues dans la section précédente
sont toutes convexes en les variables (P, @, ®11, ®12, Pa9, CI)H, <I)12, CI)QQ) sauf la condi-
tion (4.9). Des formulations convexes ne peuvent étre obtenues que dans deux cas ot la
condition (4.9) disparait. Le premier est le cas ou le signal mesuré y est I’état lui-méme.
La condition (4.10) alors se simplifie, permettant de remplacer la dépendance linéaire en
Gy, O3, oy de cette condition par une dépendance linéaire en CI)H, <I)12, dyy. Il 1 v a
donc plus de conditions dépendant de @11, 15 et Py, ce qui permet de ne plus considérer
la contrainte égalité (4.9). L’autre cas est celui ou:

(I)ll (I)12 :QT lel[ ¢12[ 0
(I)?z (I)QQ ¢12[ ¢22[

avec @11, P12 et @9y trois scalaires réels et ) une matrice firée inversible. Cette derniére
peut étre interprétée en terme de «loop shifting» (pour une définition de ce terme, voir
la section 5.8.1 du chapitre 5, page 203). En effet, au lieu de considérer une propriété de
{ @11, D12, Pao} dissipativité sur les signaux z et w, nous sommes amené a considérer une
propriété de { ¢111, d12l, daal} dissipativité sur les signaux Z et @ définis par:

B

La structure particuliere des matrices de dissipativité permet de vérifier la contrainte
égalité (4.9) (voir le corollaire 4.3.3 ci-aprés). Elle n’a donc plus besoin d’étre spécifiée.

Retour d’état Dans ce paragraphe, nous considérons le cas ot tout I’état est mesurable,
c’est-a-dire le cas ou Cy, = [ et D, = 0.

Corollaire 4.3.2 Pour le systéme linéaire stationnaire H, [’ensemble des propriétés de

dissipativité qui peuvent étre obtenues par retour d’état est donné par I'ensemble des ma-

trices @11, O1o et Boy telles qu’il existe une matrice symétrique (Q vérifiant les inégalités:
T

AT T o 0 Q@ 0 AT T
1T BT pT 0 —®;, 0 —P BT DT il
T T w 2w 11 12 w T T
BY Dy | I 0 O 0 0 0 R A
0 I 0 -0, 0 —dy 0 I
DT TT &, DI, 50 Q>0
I &){2 &)22 I = )
(4.13)

Les propriétés de dissipativité sont ici données sous forme duale.

Démonstration
La démonstration consiste & appliquer directement le corollaire 4.3.1. Aprés simplifi-

cations, la condition (4.10) s’écrit alors pour le cas considéré ici:

T

) e e =

ce qui s’écrit sous forme duale:
-DZTw-T-(I)u (1)12- [ DI, ] >0
I [ o], @0 || ! -




{®q1, P12 Py} dissipativité: nous considérons la commande du systéme & partir de la
seule mesure de y mais avec une structure particuliére sur les matrices caractérisant les
propriétés de dissipativité recherchées.

Corollaire 4.3.3 Soit Q une matrice fixée inversible. Pour le systéme linéaire station-
naire H, Uensemble des propriétés de { 11, Pz, $oy } dissipativité avec :

(I)ll (I)12 :QT lel[ ¢12[ 0
(I)?z (I)QQ ¢12[ ¢22[

qui peuvent étre obtenues par retour de sortie sont données par ['ensemble des scalaires
D11, P12 €t Pag tels qu’il existe deur matrices symétriques P et () vérifiant les inégalités :

9T

A By, [ 0 P] 0 A By,
I 0 P 0 I 0
vT V<0 4.14
Cz Dzw 0 _QT |: ¢11[ ¢12I :|Q Cz Dzw =7 ( )
0 J G12l  dool 0
(AT cr 7 0 Q AT T
vr | 49 [ Q@ 0 ] 0 LY lv<o (4.15)
I DI, L e oo, | VS0 '
0 T 0 I
et
P I
e
avec . .
U:{BuT Dgu} 5 V:{Cy qu}
— 0 I 11 _¢221 ¢121 1T 0o —17
1= l —I 0 ] L l o12d  —o1d L I 0 |
Démonstration

La démonstration est basée sur le corollaire 4.3.1 et sur le fait que si un systéme est
{ @1, o, Pap} dissipatif alors il est { APy, APy, Aoy} dissipatif pour tout A positif. Par

suite, la condition : ~ N
Oy DOy, —({)22 (P1T2 — 7
(I)ITQ Oy Oy —Dyy

se réécrit :

I ol —® T
Al | o 2710 R 4.16
l P12l Pl Dy Py ( )

En choisissant A = 1/(¢7, — d11¢22) et

O @i | _ [0 I qu| ¢l énl|qur[0 ~1
oL, @,y -1 0 P12l =il I o |

I’égalité (4.16) est vérifiée et le résultat obtenu.

Remarque : Dans le cas de systémes a une entrée et une sortie, €2 peut étre fixée a I, sans
perte de généralité.



4.3.3 Commande décentralisée

L’analyse et la commande décentralisée des systémes linéaires stationnaires sont des
sujets trés étudiés depuis vingt ans”. Cette forme de commande repose sur la décompo-
sition d’un systéme en sous systémes interconnectés. Au niveau de chaque sous systéme,
une loi de commande locale est synthétisée afin d’assurer la stabilité du sous systéme:
c’est 'objectif local. D’autre part, 'ensemble des lois de commande locales doit assurer
stabilité et performance pour le systéme total. C’est 1"objectif global. 1.’ensemble de lois
de commande forme la loi de commande décentralisée. Nous pensons que ce caractére
local/global est le point important de la commande décentralisée.

En dépit de nombreux travaux sur ce sujet, la synthése de lois de commande décentra-
lisées reste un probléme ouvert en général. Le probléme de stabilisation par retour d’état
décentralisé a été démontré étre NP difficile dans le cas ot les éléments de la matrice des
gains sont bornés [BT95]. Le probléme de commande décentralisée se met naturellement
sous forme d’un probléme basé sur des BMIs [SC96|. Une premiére tentative peut étre
d’essayer de résoudre de fagon heuristique le probleme BMI [SC96] ou de modifier les
conditions afin d’obtenir des conditions LMIs [GBP94|. Une autre possibilité consiste a
reformuler le probléme de fagon sans doute conservative mais convexe. C’est ’approche
que nous avons adoptée.

Deux approches classiques sont possibles pour la synthése de lois de commande dé-
centralisées [SM89]: la synthése séquentielle [MS94] et la synthése indépendante de lois
de commande locales. La seconde méthode consiste a synthétiser indépendamment les
lois de commande locales et a vérifier ensuite les propriétés du systéme bouclé global. Ce
processus est itératif, par «essais/erreurs» [LM76].

Dans cette section, nous proposons une approche directe évitant le processus «essais/
erreurs» et capable de tenir explicitement compte du caractére local /global de la com-
mande décentralisée. Les deux étapes sont accomplies en méme temps: la synthése de
chaque loi de commande locale est contrainte par les objectifs globaux de la synthése. Cela
est réalisé en contraignant chaque sous systéme & avoir un comportement entrée/sortie
cohérent avec l'objectif global de performance. Le comportement entrée/sortie d'un sous
systéme est caractérisé par une propriété de dissipativité. Nous allons nous appuyer sur
les résultats que nous avons proposés dans la section 4.3.2 sur les propriétés qu’il est
possible de conférer & un sous systéme par commande. D’autre part, par application du
théoréme de séparation des graphes, nous assurerons que, connaissant les propriétés de
dissipativité, I'interconnexion des sous systémes reste stable. Nous avons précédemment
proposé des formulations convexes pour ces deux problémes.

Systémes a grande échelle: un systéme «& grande échelle» peut étre modélisé comme
une interconnexion de n sous systémes. Le 1" sous systéme est désigné par S;. Leur
interconnexion est décrite par le systéme linéaire stationnaire M. Le systéme & grande
échelle a donc la représentation suivante:

z(t) = Fu(M,S)w(t) avec S = diag(S,).

Le signal z(t) € R™ est la sortie du systéme & grande échelle et le signal w(t) € R™ est
le signal de perturbation en entrée. En introduisant les signaux internes p(?) et ¢(t), ce

7. Pour une synthése sur le sujet, voir I'article [SVAST8] et les livres [Ber76] et [Lun91].



modeéle peut étre réécrit :

(1) (1)
[ Z(t) ] =M ([ i(t) D et p(t) =3S(q(t)). (4.17)

Chaque sous systéme en boucle fermée S; est le bouclage du ¢:™*

sous systéme H; du
systéme en boucle ouverte et de la loi de commande K :

S; = H;, xK;. (4.18)

L’ensemble des lois de commande K; forment la loi de commande décentralisée K.

L, M e

W
. .

FiG. 4.2 — Systéeme a grande échelle

Nous recherchons des conditions suffisantes pour I’existence d’une loi de commande
décentralisée qui assure:

— la stabilité de chaque sous systéme et du systéme global ;

— une norme H,., inférieure & un certain niveau entre 'entrée w et la sortie z.

Les représentations d’état de I'interconnexion M :

z A B, B, z
M q | =|Cy Dgp Dy P
z C, D., Dy L w
et des sous systémes H; :

2 At B B[ o
Hy = pt | = | G Dy Dy || ¢
Yy CZ/ D;q 0 11 ut

sont introduites avec . .

P q

p= y 4=

=, ..
3
R

3



Commande H,, décentralisée par retour d’état: dans ce paragraphe, nous consi-
dérons le cas ot nous avons accés a la mesure de ’état 2* de chaque sous systéme H;,
c’est-a-dire le cas ot ) = I et D, = 0.

Corollaire 4.3.4 Il existe une loi de commande décentralisée H., par retour d’étal as-
surant pour le systéeme global (4.17) la stabilité et une norme H., inférieure a v entre
Uentrée w et la sortie z et pour chaque sous systéeme la stabilité s’il existe des matrices
symétriques Q), Q;, X;, Z; et Y;, 1 =1,...,n telles que:

Q>0 Q;>0, X>0, Z<0, (4.19)
r AT C; c1"ro o 0 Q o o0 7[AT C; T 7
T T T T
s of ol [ |0 0 100 o || 8 of of
w quw zZw 0 0 0 0 0 w quw zZw < 07 (420)
1 0 0 @ 0 0 0 0 0 1 0 0
0o I 0 oY o0 z 0 0o I 0
L 0 0 I ] Lo 0 0 0 0 —2%r]L o0 0 1 ]
: A : :
At it 0 0 Q 0 AT it
» ST T T o T
B Dt 0 -7, 0 -Y B Dt
vl | Pu 2w : w aw | U <0, 4.21
' I 0 Qi 0 0 0 I 0 - (4.21)
0 I | 0 -, 0 -X; 0 I
T T
DZzw ZZ Y; DZzw
avec
X = diag(X,), ¥ =diag(V;), 7 =diag(%), U;=| B)" DI T}L
= diag(X;), Y =diag(V;), Z =diag(%,), U;=| B! e
Démonstration
D’aprés la section 4.3.2, la condition (4.21) couplée & la condition ); > 0 assure pour
le "¢ sous systéme (7 allant de 1 & n) l'existence d’une loi de commande par retour
d’état u; = Kz, telle que le sous systéme bouclé est stable et son dual est {Z;, YiT,

X;} dissipatif. Par suite, le dual de H = diag(H;) est {—Z, —YT  —X} dissipatif avec
X =diag(X,), Y = diag(V;) et Z = diag(~,).

Par application de la version duale du théoréme de séparation des graphes 5.3.4 pré-
senté page 179, la connexion de H et M est stable si le dual de M est {X, Y, Z} dissipatif.
Par application du lemme 4.1.2; nous obtenons la condition (4.20).

O

Commande [, décentralisée par retour de sortie Nous considérons maintenant
le cas général, c’est-a-dire la commande du systéme a partir de la seule mesure de y.

Corollaire 4.3.5 Soient Q; des matrices inversibles fizées. Il existe une loi de commande
décentralisée H., K assurant pour le systéme global ({.17) la stabilité et une norme H.,
inférieure a v entre Uentrée w et la sortie z et pour chaque sous systéme la stabilité sl
existe des matrices symétriques (), P;, (); et des scalaires réels x;, y; et z;, 1 = 1,...,n
tels que :

P I

Q@ >0, [I 0 >0, X>0, Z27<0 (4.23)




r AT C; cl 0 0 0Q 0 o 7rAT C; cT 7
T T T T
BpT D%p D%p 0 X 0 0 Y 0 BpT D%p D%p
Bl pl, DI, 0 0 I 0 0 0 Bl pl, DI, <0, (1.24)
I 0 0 Q 0 0 0 0 0 I 0 0
0 I 0 0o Y o0 Z o0 0 I 0
L0 0 I ] Lo 0 00 0 —2]L o o I |
AT it 1t AT it
I 0 [ 0 Qi] 0 I 0
Ut . ;0 : . U; <0 4.25
BzUT D;wT Q 0 - BzUT D;wT = ( )
0 I ! 0 I
AoBi 1" o B . 4 B
I 0 P, 0 I 0
v oy o | Vi<, (4.26)
ct Di, 0 or | =l wl | g ¢ D,
avec
L 0 I 11 _le sz 17T 0 -1
Ti= [—I O]Qi l gyl =zl T o0 |
X = diag ({ -1 0 }QZM [ x}l _Zﬁ ] QT [ I ]) ,
_ 11 xll sz 1T 0
Y = dlag({—l O}QZ» [ il ZZI]QZ» [I])’
_ L1 vl oyl |0
7z = dlag({O I}QZ» [ il _ZZI]QZ» [I])’
— T i T L A 7 7 L
vi=|B" pi," | vi=[ci Di, |
Démonstration

La démonstration est une adaptation de celle du corollaire 4.3.4 en s’appuyant sur le
corollaire 4.3.3 de la section 4.3.2.
O

Comme dans le cas du retour d’état, les conditions (4.25) et (4.26) avec la condition :

Pl
I Qi

assurent qu’il existe une loi de commande K; qui stabilise le 7

>0

ieme

sous systéme assure une
i

propriété de {®,, &, ®L,} dissipativité avec:

i, i, r| @l oyl
o P12 | g 0.
l (I)leT Py Clud il



La condition (4.24) assure que le dual de 'interconnexion M a un comportement en-
trée/sortie compatible avec les propriétés de dissipativité des sous systémes et 1’exigence
de stabilité du systéme interconnecté.

Remarque : Pour un sous systéme §;, les propriétés de dissipativité obtenues peuvent étre
interprétées comme une information pour le correcteur K; sur les autres sous systémes et le
schéma d’interconnexion.

Discussion du résultat: chaque sous systéme bouclé étant stable, la condition Z < 0
assure la stabilité connective définie dans [SV76, Sil91], c’est-a-dire que si un ou plusieurs
sous systémes ne sont plus connectés alors le systéme global est encore stable.

Toutes les conditions proposées pour la commande décentralisée se formulent sous
forme de problémes d’optimisation sur des contraintes LMIs. Le conservatisme de la so-
lution proposée vient, d'une part, de 'utilisation des propriétés de {®1;, P12, P90} dissi-
pativité pour caractériser chaque sous systéme, et d’autre part, dans le cas du retour de
sortie, du fait de fixer les matrices €); a priori. Dans le chapitre 5, nous introduirons la no-
tion plus riche de {®11(jw),P12(jw),P22(jw)} dissipativité. Dans ce cas-la, le probleme de
synthése est malheureusement trés complexe. Notons, enfin, que pour des sous systémes
a une entrée et une sortie, les matrices (); peuvent étre prises égales a [, sans perte de
généralité.

Les conditions du corollaire 4.3.5 doivent étre vérifiées simultanément. Cela peut étre
difficile dans le cas ot le systéme est vraiment & grande échelle. Le probléme d’optimisation
correspondant peut alors étre de taille trop importante pour étre résolu efficacement.
Nous avons proposé une solution heuristique & ce probléme. Par soucis de briéveté, nous
n’abordons pas ce point ici. Le lecteur intéressé peut se reporter a la version compléte

[SD97b| de notre article [SD97al.

La méthode de synthése de correcteurs décentralisés que nous proposons peut étre
interprétée comme une généralisation de méthodes antérieures qui réalisent des correc-
teurs locaux assurant une propriété de dissipativité fixé a priori (atténuation de gain ou
passivité) pour chaque sous systéme local (voir par exemple [HSS82]).

4.4 Problémes de séquencement de gains

Une approche pour synthétiser une loi de commande par séquencement de gains est de
ramener le probléme & la recherche pour un systéme linéaire & paramétres variants d’un
correcteur dépendant de ces derniers. Nous allons voir dans cette section que ce type de
systémes peut se modéliser comme un systéme interconnecté dont les sous systémes sont le
bloc des intégrateurs et la multiplication par ces paramétres. Cette modélisation obtenue,
le théoréme 3.3.1 s’applique directement. On distinguera le séquencement de gains nominal
dans lequel tous les paramétres variant du systéme sont (supposés) parfaitement mesurés
du séquencement de gains robuste ot I'on tient en compte de dynamiques négligées et de
bruits de mesure.



4.4.1 Séquencement de gains nominal

Nous considérons un systéme continu, dépendant de parameétres:

E o= AL())r + Bu(8(1)w+ BL(5(1)u
C.(3(1))2 + D, (8(1))w + D, (3(1)
y = C,(8(1)x + D, (3(1)w + Dy (3(1)

z

)
)

ot x € R" est le vecteur d’état, u € R"™ l'entrée de la commande, y € R"™ la sortie

(4.27)

u
u

mesurée, z € R" la sortie & commander et w € R™ 1’entrée de perturbation. Le vecteur
d(t) € R" regroupe 'ensemble des parameétres réels variant dans le temps. Les matrices
de représentation d’état A, B,, B, C,, Dy, Dy, C., D,, et D,, sont des fonctions
rationnelles bien définies du vecteur 6(¢). Nous supposons que le vecteur de paramétres
est mesuré en temps réel et que ses composantes appartiennent a priori a des intervalles
donnés: §;(t) appartient a l'intervalle [a;,b;] pour tout ¢ > 0. Sans perte de généralité,
nous supposons que [a;, b;] contient 0.

Notre probléme principal est d’obtenir des conditions suffisantes pour I'existence d’une
loi de commande par retour de sortie, dépendant des paramétres variant dans le temps
du systéme et telle que le systéme bouclé soit stable et de gain £, entre I'entrée w et la
sortie z inférieur & un niveau donné.

Par la suite, ce probléme est désigné par le terme «séquencement de gains nominal ».
Des conditions suffisantes peuvent étre obtenues par application directe du théoréme 3.3.1.

4.4.1.1 Sur les approches LMIs du séquencement de gains

Les premiers auteurs a proposer 'utilisation de la formulation LMI pour aborder le
séquencement de gains ont été Doyle, Packard, Zhou, Lu et Becker en 1991 avec les
articles [DPZ91, PZPB9I1, LZD91|®. En modélisant le systéme & parameétres variants par
une représentation basée sur la transformation fractionnaire linéaire (LFT), des conditions
d’existence d’une loi de commande « H., » dépendant des paramétres sont données sous la
forme de LMIs. Ces conditions sont obtenues & partir d’une version «scalée» ? du théoréme
du petit gain avec 'utilisation de matrices symétriques de scaling.

Dans [Pac94|, Packard considére le probléme de séquencement de gains pour des sys-
témes dépendant rationnellement des paramétres. Les représentations basées sur les LFTs
et des outils LMIs sont mis en ceuvre pour obtenir des conditions suffisantes d’existence
au probléme de synthése. Comme cela est remarqué par ’auteur, cette approche ne prend
pas en compte le fait que les parameétres soient réels. Packard s’est intéressé aux systémes
discrets. Le cas des systémes continus a été traité par Apkarian et Gahinet dans [AG95].

Comme Packard le note dans [Pac94], le fait que les paramétres soient réels peut
étre pris en compte par 'approche proposée par Becker et coauteurs [PBPB93, BPPB93,
AGBY94, BP94|. Becker considére la commande de systémes dépendant de paramétres
pour lesquels la matrice de représentation d’état dépend linéairement des paramétres

8. En fait, Safonov dans [SAT8, Saf80] a proposé une approche assez similaire pour des systémes repré-
sentés sous forme polytopique. Pour des systémes non linéaires, des fonctions de Lyapunov quadratiques
permettent, si certaines inégalités matricielles sont vérifiées, d’obtenir des gains constants pour des filtres
de Kalman étendus. Un principe de séparation permet d’obtenir une loi de commande & base d’observa-
teurs.

9. L’équivalent frangais serait «remis a échelle». Comme il n’a jamais été employé dans ce contexte
et que le terme de «scalée» est un terme technique précis, nous prendrons la liberté de conserver cet
anglicisme.



supposés appartenir a un polytope. Il obtient une formulation LMI dont la taille croit
exponentiellement avec le nombre de paramétres. Ce point sera abordé de fagon plus
précise dans la suite.

Des conditions LMIs améliorées et de taille raisonnable ont été proposées par Helmers-
son |[Hel95b, Hel95a|. Helmersson a considéré un cadre algébrique dans lequel le systéme
est représenté comme la LFT d’une matrice M et d’une matrice (complexe) A, avec une
valeur singuliére maximale inférieure & un. C’est en fait le cadre familier considéré pour
I’analyse de la robustesse des systémes linéaires stationnaires (y analyse). Méme si les
conditions suffisantes obtenues sont correctes (en fait, bien que moins générales, elles sont
proches de celles que nous proposons), le fait de les formuler en terme de p n’est pas
rigoureux et préte a confusion.

Une approche alternative au probléme de séquencement de gains a été récemment
proposée par Wu et coauteurs dans l'article de conférence [WYPB95|. Au lieu d’appliquer
le théoréme du petit gain «scalé», Wu considére une fonction de Lyapunov dépendant
des paramétres. Dans le contexte de ’analyse des lois de commande par séquencement
de gains, cette approche avait déja été proposée par Fromion et coauteurs dans 'article
de journal [FMNC96b]. La motivation principale est de prendre en compte des bornes
connues a priori sur la vitesse de variation des parameétres. Malheureusement, contraire-
ment aux approches précédentes du probléme de séquencement de gains [Pac94, AG95], les
conditions obtenues peuvent étre seulement vérifiées approximativement, avec une charge
de calcul en tout cas importante. Plus précisément, les conditions de Wu nécessitent 1’uti-
lisation d’un échantillonnage de I’ensemble sur lequel les paramétres évoluent amenant la
résolution d’un nombre important de problémes LMIs. D’un certain point de vue, cette
approche semble posséder un des désavantages des approches traditionnelles du séquence-
ment de gains: par cette méthode de résolution approchée, il n’y a pas de garantie sur la
stabilité du systéme bouclé. Nous reviendrons sur ce type de techniques dans le chapitre 5.

4.4.1.2 Conditions pour le séquencement de gains

Une solution au probléme de séquencement de gains peut étre obtenue par application
du théoréme 3.3.1.

La premiére étape est de modéliser le systéme & paramétres variants sous forme d’une
interconnexion de sous systémes. Dans [Pac94], il est montré que le systéme (4.27) peut
étre réécrit de la fagon suivante:

T A B, B, | B, x
q _ Cy Dgp Dow | Dyu p
z C. D, D.,|D. W

Y Cy Dy Dyw | Dy u
(4.28)

x [, 0 0 T

P1 _ 0 &), O 0 7

Dy e 0 5r(t)[nr q,
ot [ symbolise I'opérateur d’intégration et { o(t) -+ 6,(1) }T est le vecteur des para-
meétres variants mesurés. Ici, A, B, .. .sont des matrices réelles de dimensions appropriées.

Sans perte de généralité, nous supposons par la suite que Dy, = 0. De plus, nous adopte-



rons une formulation plus compacte:

T
q_MMu
2|

Yy

sl e

avec A1) = ding ([ 1, ding(6(0)1,))

[’ensemble des sous systémes A regroupe les intégrateurs du systéme global (qui sont
des opérateurs a une entrée et une sortie, linéaires non stationnaires et positifs) et la
multiplication par les paramétres variant dans le temps réels §; évoluant & 'intérieur de
Iintervalle [a;, b;]. Cette information peut étre prise en compte en exprimant que A est

{X,Y, Z} dissipatif ou:
X = diag(0,,diag(—21,,)),
Y = diag (1, disg((a: 4 0)1,,) .
Z = diag(0,,diag(—2a;b;:1,,)).

Nous introduisons le nombre entier n, = >~7_; n;. Une solution au probléme de séquen-
cement de gains peut étre obtenue par une application directe du théoréme 3.3.1:

Corollaire 4.4.1 [] existe une loi de commande uw = F,(K,A)y, ot K est une matrice
réelle de dimension (n + n, + ny) X (n + n,. + ny), qui assure que le systéme en boucle
fermée :

— est Ly gain stable de facon interne;
— a un gain Ly inférieur a v ;
sl existe des matrices P, Q@ de S(n), S;, T; de S(n;) et G, H; de G(n;) telles que

S = diag(P,diag(s))), T = diag(Q,diag(T)),
G = diag(0,,diag(G;)), H = diag(0,,diag(H;)),

P 1

(3.18), (3.19), [[ 020 (4.30)

Il est intéressant de souligner que toutes les conditions contenues dans ce corollaire
sont des contraintes LMIs. De plus, elles constituent une amélioration des conditions ob-
tenues dans [AG95| par Uintroduction du multiplieur anti symétrique G. D’autre part,
un corollaire similaire peut étre dérivé directement du théoréme 3.3.1 pour les systémes
discrets améliorant les résultats de [Pac94]. Helmersson a parallélement proposé 'utilisa-
tion de multiplieurs anti symétriques pour le séquencement de gains'® [Hel95b, Hel95a].
Cependant, sa formulation est basée sur la formulation du p, ¢’est-ad-dire un cadre adapté
au traitement des systémes linéaires stationnaires. D’autre part, sa démonstration n’est
pas directe puisqu’il se raméne & un probléme de positivité par loop shifting!®.

10. Nous utilisons d’ailleurs son lemme de complétion dans la démonstration du théoréme 3.3.1.
11. Voir page 92.



En résumé, notre formulation du probléme de séquencement de gains inclut les formu-
lations précédentes de la fagon suivante:

Packard [Pac94]: elle est retrouvée en prenant G = 0 et

X = diag(—1,,diag(—1,,)),
I

)
VA diag (/,, diag(/,,))

9

Apkarian et Gahinet [AG95]: elle est retrouvée en prenant G =0, a; = —1l et b, = 1;
Helmersson [Hel95a]: elle est retrouvée en prenant :

X = diag/(0,,diag(0,,)),
Y = diag(/,,diag(/,,)),
VA diag (0,,, diag(0,,)) .

7

On peut se demander quelle amélioration apporte I'introduction de G. Pour I’évaluer,
nous proposons un test numérique dans ce chapitre. De plus, la méthode sera mise en
ceuvre pour la commande d’un missile dans le chapitre 6. Avant de passer a I’exemple
numeérique, nous considérons le cas ot tout I’état est mesuré.

4.4.1.3 Sur le retour d’état

Dans le cas ot tout 1’état du systéme est mesuré, la formulation précédente se simplifie
de fagon importante. Le correcteur obtenu est alors de la forme v = Kz ot K est une
matrice constante. Cette loi de commande n’est donc pas & proprement parlé & séquen-
cement de gains puisqu’elle est indépendante des paramétres de séquencement. Ce fait
est possible parce que le systéme est stabilisé quadratiquement 2. Cela illustre les limita-
tions de la stabilité quadratique pour le séquencement de gains. Le retour d’état obtenu
peut étre dépendant des paramétres de séquencement avec, par exemple, une fonction de
Lyapunov dépendant explicitement des paramétres.

Nous énoncons maintenant la spécialisation du corollaire 4.4.1 au retour d’état.

Corollaire 4.4.2 [l existe une loi de commande u = Kz, ou K est une matrice réelle de
dimension n, X n, qui:

— stabilise le systeme (4.27);
— assure que le systéme en boucle fermée a un gain Lo inférieur a v ;
sl existe des matrices QQ de S(n), T; de S(n;) et H; de G(n;) telles que

T = diag(Q,diag(7;)), H = diag(0,,diag(H;)), (3.19).

12. La stabilité du systéme est démontrée par une fonction de Lyapunov quadratique.



4.4.1.4 Application numérique

Nous générons aléatoirement des systémes linéaires variant dans le temps d’ordre 3
avec un seul paramétre évoluant entre —1 et 1. Ils sont générés sous la forme d’une LFT ou
le parameétre de séquencement est répété six fois. Ces systémes possédent deux actionneurs
et deux capteurs. Nous cherchons & minimiser le gain £, entre une entrée w et une sortie

z, ce qui peut étre obtenu par une commande par séquencement de gains pour le systéme
bouclé.

Pour évaluer I'influence de &, nous considérons deux indicateurs. Le premier, noté vg,
est la solution du probléme d’optimisation LMI suivant :

minimiser ~y
pour PQ, 5T,y

contraints par

AP+ PA+CTSC, PB,+ClSDy PBy+CISDy,  CF

T T T T T
T B, P+ D, 5C Dy, SDgp — S Dy, SDgu Dy, <0
BI'P 4+ Dguw SCy Dqu SDgp —~I + Dqu SDguw Dzw”
C, D., Dzw —~I
AQ+ QAT + B, TBI  QCT + B,TD], QCI'+B,TDI, B,
., Co@Q + Dy TBZT quTDg;, =T Dyp TDZTp Dagw
V . ., ., V<0
C.Q+ D,,TB, D.,TD,, = + Dz TD;, Dy
T T T
Bw qu Dzw _Pyl
avec
P I S 1
7 40 3 4]
et
Tl
1 B,
U = Cy Dyp Dyw } 0 et V = un 0
0 [nz Zu
0 1.

En d’autres mots, vs est une borne supérieure du plus petit £y gain atteignable, évalué
sans employer (. Le deuxiéme indicateur, noté ysg, est la solution de:

minimiser 7

pour P7 Q? S? T7 G7 H7 7

ATP+ PA+CTSC, PB, +CISDy, + CTG PBy + CISDy, ct

T T T T T T T T T
o BTP+ DT SC, +GTCy DL SDy, — S+ DL G+G Dy, DL SDyy +G Dy DT, .
BT P + Dy, SC, DL, 8Dy, + DTG —4I 4+ D%, 8Dy, DzwT

C, D., Dzw —~I



AQ + QAT 4+ B, TBI QCT + B,TDL + B, H QCT + B, TDY, By

CyQ + Dy TBT + HT BT Dy TDT T + Dy H + HT DT Do, TDT + HT DT, Dy,

V<0
C.Q+ D.,TBT D.,TDL + D, 1 —yI+ D, TDY, D,
BZ; Dqu DZw _Pyl
avec
P I
[1 Q]zo S>0 et T>0

avec les matrices U et V introduites précédemment.

Ces deux problémes sont des problémes de minimisation d’un cofit linéaire (voir page
57)1%. Afin de faire la comparaison, nous choisissons le critére suivant pour mesurer I’amé-
lioration :

1002 —25¢ (4.31)
s

Les résultats sont présentés sur 1’histogramme 4.3 pour 3500 systémes générés aléatoi-

1500

1000

number of systems

o ﬁﬁﬁ!—\’—‘mﬂoﬂao L
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0 100

FiG. 4.3 — Histogramme

rement. L’axe des abscisses représente les différentes valeurs du critére classées dans dix
intervalles: de 0 % a 10 %, ..., de 90 % a 100 %. L’axe des ordonnées représente le nombre
de systémes pour lesquels le critére est dans cet intervalle. 'amélioration varie entre 0 %
et 100 % et la moyenne est de 80,8 %.

4.4.2 Séquencement de gains robuste

Le théoréeme 3.3.1 peut étre aussi appliqué dans le cas de modélisations plus réalistes
du probléme de séquencement de gains. Nous allons ici nous attarder sur les deux points
suivants :

— habituellement, des incertitudes dynamiques apparaissent en différents points du
systéme: incertitudes sur la dynamique du systéme lui-méme, incertitudes sur les
actionneurs et les capteurs. Puisque le séquencement de gains vise & la commande
de systémes non linéaires, un cadre possible pour la modélisation des incertitudes
peut étre celui des opérateurs non linéaires de la classe Cg. On peut se ramener &
des opérateurs avec un gain Ly inférieur a un [Fro95].

13.Tls ont é&té résolus avec la boite & outils LHITOOL [END95] basée sur le solveur SP [VB96].



— les parameétres variant dans le temps 6(¢) sont mesurés avec un «bruit» d6.(¢). Nous
supposons que cette erreur est déterministe et qu’elle est de valeur absolue bornée
par un scalaire positif v. Le parameétre effectivement mesuré est donc §,,(¢) = 6(¢) +
dc(1). Par suite, dans la modélisation du systeme, 6(¢) est remplacé par d,,(¢) —d.(1),
(1) étant considéré comme un parameétre physique incertain.

Afin d’alléger les notations, nous supposons qu’il existe une seule incertitude dyna-
mique non linéaire A, et un seul parameétre mesuré §(¢) appartenant a I'intervalle [a, b]
avec ¢ < 0 et b > 0 et un «bruit» d.(¢). Le systéme peut donc étre écrit sous la forme
suivante :

w |, p=Aq, (4.32)

avec

A(5(1) = diag (/ ]n,An,cSmL,,ée[,,) .
Les matrices X, Y et Z sont choisies telles que:

X = diag(0,,1,-21.,—v*I,),
Y = diag(/,,0,(a+b)I,,0),
VA diag (0, —1,—2abl,, I.).

Une solution au probléme de séquencement de gains robuste peut donc étre obtenue par
une application directe du théoréme 3.3.1.

Corollaire 4.4.3 [l existe une loi de commande v = F,(K,diag(f I,,0,,1,))y ou K est
une matrice réelle qui :

— stabilise le systeme (4.32);
— assure au systéeme bouclé un gain Lo inférieur ¢ v ;

s’il existe des matrices symétriques P et Q) appartenant @ S(n)**, S,., Se, T,., T. appar-
tenant a S(r), des matrices anti symétriques G, G., H,,, H. dans G(r) et deux scalaires
positifs s, et t, tels que:

S = diag (P, s,1, 5, 5:.), T = diag(Q,t,I,T,,T.),
G = diag(0,,0,G,,,G.), H = diag(0,,0,H,,H,.),

et

(3.18), (3.19),

[P I >0,

I Q

st =1, (S 4+ vHG(T +vH) =1,

(4.33)

Dans ce cas-la, deux conditions non convexes apparaissent.

14. Les ensembles S(n) et G(r) sont définis dans les notations, page 7.



4.4.3 Systémes polytopiques & paramétres variants

Une classe particuliére de systémes & paramétres variables dans le temps peut étre
intéressante & considérer. Il s’agit des systémes polytopiques, dont la représentation d’état
est de la forme suivante:

& = A(t)r + Bu(t)w + B,(t)u
z = C.(t)a+ Dpw®w+ D.y(Du (4.34)

y = Cy(t)x + Dyu(t)w
avec
Co(t) Daw(t) Dau(t) | =D M) | Coi Doy Day
Cy(t) Dyul(t) 0 =1 Cyi Dyw; 0
et

Ces équations modélisent directement un systéme dépendant linéairement des para-
meétres de séquencement ou correspondent a une surfamille d’un systéme non linéaire. Ce
mode de représentation trés spécifique est la premiére limitation de ’approche.

La commande de ces systémes par séquencement de gains a été étudiée par Becker et
coauteurs [BPPB93, BP94, AGB95]. Elle consiste & rechercher un correcteur a séquence-
ment de gains qui assure la stabilité quadratique du systéme ainsi qu’un certain niveau de
performance mesuré par un gain L. Des conditions convexes sont obtenues dans le cas ot
B.(t) et Cy(t) sont constants'®. Elles reviennent & résoudre un probléme de commande
H,, pour chacun des sommets avec la méme fonction de Lyapunov quadratique. C’est
la qu’apparait I'inconvénient de cette approche: le nombre de contraintes LMIs a satis-
faire simultanément croit exponentiellement avec le nombre de parameétres variant dans le
temps. Elle a néanmoins un avantage sur la méthode précédente: les conditions obtenues
tiennent mieux compte a priori du fait que les paramétres sont réels.

4.4.4 Amélioration des conditions obtenues

Une amélioration des résultats précédents peut étre obtenue a partir d’un résultat

de [MR95].

Théoréme 4.4.1 [MR95] Soit (A, B, C, 0) une représentation d’état d’un systéme
linéaire stationnaire stable. Soit une matrice A(t) appartenant & un polytope défini par
ses sommets A; et contenant le point 0. Alors il existe une matrice symétriqgue P telle
que :

P(A+ BAM)C)+ (A+ BAMGC)Y'P <0

st et seulement st il existe des matrices symétriques () et R et une matrice S telles que :

A B1'[0 0 P O1[A B
C 0 0 Q 0 S||c o
I 0 P o ooll7ro]|=<"
0 I 0 ST 0 R 0 I

15. Cette hypothése peut étre contournée en pré et post compensant le systéme [AGB95].



et pour chacun des sommets A; du polytope :
Q + SA; + ATST + ATRA; > 0. (4.35)

Les derniéres conditions du théoréme précédent définissent une paramétrisation «impli-
cite» des propriétés de dissipativité vérifiées par A. A contrario, la paramétrisation abor-
dée dans la section 3.1 peut étre qualifiée d’explicite car les propriétés de dissipativité
vérifiées par A sont exprimées explicitement.

Ce résultat peut étre mis en ceuvre sur le probléme de séquencement de gains. [.’avan-
tage de la paramétrisation implicite est la réduction du conservatisme: le théoréme ex-
prime que les conditions sont équivalentes. L’inconvénient majeur est la croissance expo-
nentielle du nombre de contraintes LMIs (4.35) a résoudre avec le nombre des sommets du
polytope. Par exemple, dans le cas oil la matrice A est diagonale avec n éléments distincts
variant entre —1 et 1, il y a 2" sommets. Nous retrouvons un avantage et un inconvénient
de 'approche polytopique. Par rapport & cette derniére, elle permet d’obtenir une mo-
délisation plus générale. La paramétrisation explicite que nous avons utilisée dans cette
theése évite ’écueil de la croissance exponentielle au prix d’un certain conservatisme.

Une paramétrisation implicite semblable dans le principe a été mise en ceuvre par
Scherer [Sch96] pour le probléme de séquencement de gains nominal (synthése de correc-
teurs pour le systéme (4.27)). La discussion que nous venons de faire pour ’analyse reste
bien siir valable dans le cas de la synthése.

4.4.5 Stabilisation incrémentale des systémes non linéaires et sé-
quencement de gains

Nous avons vu précédemment qu'une facon pertinente de spécifier la performance pour
un systéme non linéaire était de recourir aux résultats basés sur la norme incrémentale.
Dans ce contexte-la, il est intéressant de rechercher une loi de commande qui stabilise
toutes les linéarisations non stationnaires du systéme. Ce correcteur synthétisé, se pose
le probléme de son «intégration» pour obtenir le correcteur correspondant. Nous allons
examiner ce probléme ici.Les paramétres de séquencement sont alors les états du systéme
non linéaire lui-méme.

Considérons le systéme non linéaire d’équations:

& = f(z)+ Byu+ Byw

y = Cu
avec le correcteur non linéaire suivant :
TR = fIx"(flfKa l’)
u = h(rg,x).

Le systéme bouclé admet pour linéarisation :

(S Z ‘](

[ i ] [ U@+ Bubla ) G (B, ) [ i ]*le]“’
D (e, gl ) |
Considérons la linéarisation du systéme initial:

bi = D (f(x))6x + Bubu + Bbw

Sy = Céx



Pour cette linéarisation, supposons que nous ayons un correcteur séquencé par la variable
x de la forme:

51;]( - A[{(Q?)(SQ?[{‘I‘BR’(Z’)(Sy
dou = Cg(a)dzk.

Nous recherchons maintenant les conditions portant sur fx(vg,x), h(zg,z), Ax(x),
Br(x) et Ck(x) telles que le systéme bouclé non linéaire admette pour linéarisation
le bouclage du linéarisé du systéme en boucle ouverte avec le correcteur a séquencement
de gains obtenu.

En identifiant les deux systémes, nous obtenons les relations suivantes:

Ae) = 5ol o) (4.36)
Br(e)0 = <-{filex. ) (4.37)
B.Cxlz) = ajK(Eﬁh(xK,xD (4.38)
0 0
@) = 2w+ Bubln) (4.39)

La condition (4.39) implique que a%(Buh(xK,x)) = 0. Par suite, h(xg,x) peut étre
choisi de la forme a(xx) avec a(xk) une fonction de la variable xx. En effet, h(zk,x)
pourrait aussi étre une fonction de ’état @ mais, a cause de la condition précédente, la
dépendance en x n’agirait pas sur le systéme & commander. Par la condition (4.38), nous
avons alors Cx(x) = Ck et h(xg,x) = Cgag ot Ck est une matrice constante car la
condition spécifie qu’une fonction de la variable = est égale & une fonction de la variable
TK.

D’autre part, la condition (4.36) implique que fx(zx,x) est de la forme A (z)rx +
f(x). En réinjectant cela dans la condition (4.37), nous en déduisons que Ag(x) = Ag

(0)0 = 22),

avec Ak une matrice constante et que By .

En résumé, pour obtenir un correcteur non linéaire & partir du correcteur & séquen-
cement de gains, il faut que Ag(x) et Ck(x) soient constants et que la matrice By (x)C
soit intégrable. C’est en particulier vrai si Bx(x) = Bg ol By est une matrice constante.

Lors qu’on utilise la méthode de séquencement de gains proposée dans ce mémoire,
il est difficile d’imposer les contraintes précédentes. Il est par contre possible d’imposer
que le correcteur soit linéaire stationnaire. Nous sommes ramené au cas de la commande
robuste. Nous avons vu que, dans ce cas-la, le probléme était non convexe.

4.5 Commande des systémes non linéaires rationnels

La commande des systémes rationnels a été considérée en détails dans I'article [EGS96]
reproduit en annexe du document de thése, page 241. Nous évoquons briévement dans
cette section une amélioration des conditions proposées dans cet article pour la commande
par retour de sortie.

Nous considérons un systéme non linéaire stationnaire et continu avec un point d’équi-
libreen x = 0:

& = A(x)r 4+ Bulr)w + Bu(a)u
= C.(z)r + D.,(x)w 4+ D, (2)u (4.40)
y = Cylv)r + Dyy(z)w



A, B,, ...sont des fonctions multivariables et rationnelles de I’état x; avec ¢« € Z. 7 est
un ensemble d’entiers qui correspond aux variables d’état apparaissant non linéairement
dans les équations d’état du systéme.

Comme cela a été fait pour le séquencement de gains, ce systéme peut étre réécrit sous
la forme (4.28) avec §;(t) remplacée par x;(t) avec i € 7.

Nous supposons maintenant que seule une partie de x; avec 1 € Z peut étre mesurée,
cette partie étant caractérisée par ’ensemble Z;. Nous recherchons une loi de commande
qui assure pour le systéme en boucle fermée la stabilité et un gain Lo inférieur a ~
pour une condition initiale nulle et |[w] < 1. Dans ce cas-1a, nous sommes capables
d’introduire une condition qui garantit que chaque état x; pour lequel ¢ € 7 est borné en
valeur absolue par un scalaire positif o (pour plus de détails voir [EGS96] reproduit en
annexe de la thése, page 241). o peut étre interprété comme un parametre de synthése. Le
théoreme (3.3.1) est alors appliqué avec X = diag(0,,,diag(/,,)), Y = diag(/,, diag(0)),
7 = diag (0, diag(—c*1,,)).

Corollaire 4.5.1 [l existe une loi de commande v = F,(K,diag([ [, xi(t)],,)y avec
i € Iy et ou K est une matrice réelle qui stabilise le systeme (4.40) et assure au systéme
bouclé un gain Ly inférieur a v avec la condition initiale 0 et ||w] < 1 s’il existe un
scalaire o > 0, deux matrices P, Q) dans S(n), deux matrices S;, T; dans S(n;) et deux
matrices Gy, H; dans G(n;) avec © € T tels que:

S = diag(P,diag(s))), T = diag(Q,diag(T)),
G = diag(0,,diag(G;)), H = diag(0,,diag(H;)).

el
(3.18), (3.19), efQe; < ot?yt? 1 €1,

(Si +THG)Ti 4+ TiHy) =1, i € T\ I, [ ]; é > 0. (4.41)
Il est intéressant de remarquer que si 7 = Z,, c’est-a-dire que si chaque variable

apparaissant non linéairement dans les équations d’état du systéme est mesurée alors les
conditions proposées sont convexes (pour un o fixé).

Démonstration
Voir 'article [EGS96] reproduit en annexe du document de thése, page 241.

4.6 Commande avec saturations

Les phénomeénes de saturation sont toujours présents a 'entrée des systémes physiques.
Des saturations au niveau des actionneurs peuvent dégrader la performance ou méme
entrainer la déstabilisation du systéme bouclé.

Ce probléme est classiquement abordé par les techniques dites d’«anti wind up»
[GS83, KCMN94|. Une loi de commande est d’abord synthétisée en faisant abstraction de
I’existence des saturations. Dans un deuxiéme temps, elle est modifiée pour prendre en
compte les effets des non linéarités [DSEST7|. La derniére étape consiste a vérifier que la
stabilité et la performance du systéme bouclé ne sont pas trop dégradées. Cette approche
est donc de nature itérative, du type «essais/erreurs».



Dans ce mémoire, deux stratégies différentes vont étre abordées. Elles constituent des
approches directes, c’est-a-dire qui garantissent stabilité et performance des 1’étape de
synthése. La premiére méthode exposée consiste a éviter la saturation des actionneurs. La
seconde méthode se base sur des résultats de stabilité absolue.

4.6.1 Commande non saturante

Nous considérons un systéme linéaire, continu avec des saturations en entrée:

# = Az + Byw + X% Bysat(w)
y = ny -I— Dyww

ot © € R" est le vecteur d’état, u € R™ l'entrée de commande, y € R™ la sortie mesurée,
z € R" la sortie & commander et w € R"™ l'entrée de perturbation. Les fonctions de
saturation sont définies de la facon suivante:

U; S —Uisqts Sat(ui) = —Ujsqts
|u2| S Uisats Sat(ui) - Ug,
Ui 2 Uisats sat(ui) = Ujsqt-
avec U;z,; le niveau de saturation sur la ¢ entrée. Dans ce qui suit, nous posons B, =

Bu1 te Bunu et Dzu = {Dzul te Dzunu} .
Nous considérons un polytope de conditions initiales contenant le point zéro et défini
par ses sommets: P = Co{vy, ... ,v,}. De plus, la perturbation est supposée avoir une
norme Lo inférieure a un, c’est-a-dire que:

T
VT >0, /w(t)Tw(t)dtgl.
0

Cela peut étre interprété comme une borne sur I’énergie de I'entrée w. Etant donné cet
ensemble de conditions initiales et de perturbations en entrée, nous recherchons une loi
de commande qui assure pour le systéme bouclé les spécifications suivantes:

— la stabilité;

— un gain Ly (v, ) «faible» entre 'entrée de perturbation et la sortie & commander
z, c’est-a~dire, pour deux scalaires 3 et v strictement positif donnés et pour tout
temps T' positif:

/0 L) (0)dt < 2 /0 () w(t)dt + B(o)
avec f(xg) < et (0) = 0.

Le dernier point peut étre interprété de la maniére suivante :

— sl zg = 0 alors
T T
/ ()T (8)dt < A / w(t)Tw(t)dt.
0 0

Le systéme en boucle fermée a un gain L, entre w et z inférieur & v



— si w =0 alors

/OT AT =(1)dt < 5.

Pour une condition initiale prise dans P, la norme Ly de z est bornée par /3. Le lien
peut étre fait avec la définition d’une contrainte H, pour ’ensemble P de conditions
initiales.

Dans ce qui suit, un ensemble de spécifications ainsi défini est noté par {P,~,3}.

La loi de commande recherchée aura la structure suivante:

T —I_ BZ/ Y, i‘(O) = 07

LT

r =

SN

[

ot A est de méme dimension que A. Rechercher une loi de commande strictement propre
n’est pas en général restrictif.

Le théoréme suivant est obtenu par application du théoréme 3.3.1 et en utilisant les
propriétés d’espace invariant associées au multiplieur P. Il donne des conditions suffi-
santes pour 'existence d’une loi de commande qui ne sature pas les actionneurs tout en
remplissant les spécifications {P,~, 5}.

Corollaire 4.6.1 S’il existe des matrices symétriques P et Q) appartenant ¢ R™*", deux

T
matrices Y = | YT ... an;} dans R™*" et 7 dans R"*"™ telles que:
viPo; <8, j=1,...,p, (4.42)
T
A B, 00 P 0 A B,
LT C. D.y, 07 0 0 C, Dy
<
Cv Dyu I 0 PO 0O 0 I 0 {Cy DW} 0
0 I 0 0 0 —v2I 0o I
AT ¢ 1710 0 @ 0 AT T
BI DT 0 I 0 0 Bl DI B Tl of T
w zZw w zZw U <
I 0 000 0 I o |T| D v+¥T| B D, | <0,
0 I 0 0 0 —42I 0 I
(4.43)
210 0 0 Y 0
Y2+ T .
Ut | 0 Q AT |+ | YT 0 0|>0 i=1...n,. (4.44)
0 41 P 0 0 0

alors il existe une loi de commande linéaire stationnaire de la forme:

T —I_ BZ/ Y, j}(O) = 07
telle que:

— le systeme bouclé est stable pour chaque condition initiale prise dans le polytope P
et l’entrée de perturbation w avec une norme Lo inférieure & un;

— le systeme bouclé a un gain Ly (v, B) faible entre Uentrée de perturbation w et la
sortie @ commander z.



La démonstration repose sur le fait que, pour le probléme considéré, nous sommes
capable d’évaluer la zone de I'espace d’état ot évoluent les trajectoires du systéme bouclé.

Démonstration
La démonstration se décompose en deux étapes:

— la saturation est supposée ne pas exister: quelles sont les conditions qui assurent
I’existence d’un correcteur vérifiant le cahier des charges?

— ces derniéres conditions obtenues, quelles conditions faut-il ajouter pour assurer que
le correcteur ne sature effectivement pas'¢?

La premiére partie de la démonstration est simplement présentée dans ses grands traits.
Elle est trés proche de la démonstration du théoréme 3.3.1 et d’une partie des démons-
trations de l'article [EGS96] reproduit en annexe de la theése, page 241. Supposons qu’il
n’y ait pas saturation. La démonstration consiste alors & écrire que le systéme (linéaire)
en boucle fermée est stable et a une norme H., inférieure a v. Le lemme d’élimination
est alors appliqué comme dans la démonstration de 3.3.1, sauf qu’ici seules les matrices
A et B, du correcteur sont éliminées. La matrice C,, n’est pas éliminée. Nous obtenons
alors les conditions du corollaire 4.3.1 en effectuant sur C, un changement de variable.
En effet, la LMI (4.44) implique que:

[P ~1
v @

Nous pouvons faire apparaitre dans la LMI précédente et dans les LMIs (4.43) le terme
v12Q en lieu et place de (). En notant () le terme y12Q) et en posant &y, = —I, &, = 0

> 0. (4.45)

et @y = 4?1, les inégalités du corollaire 4.3.1 sont obtenues. Pour une condition initiale
nulle, la loi de commande assure donc un gain L inférieur & «. Nous devons maintenant
démontrer qu’effectivement la loi de commande ne va jamais provoquer la saturation de
I’actionneur.

Soient x, le vecteur d’état du systéme, T le vecteur d’état de la loi de commande et
T = [ 7z }T le vecteur d’état du systéme bouclé. Soit P le multiplieur associé aux
intégrateurs du systéme bouclé, c’est-a-dire aux intégrateurs du systéme et de la loi de
commande. La condition (4.45) assure que P > 72Q*! et I'existence d’une matrice P semi

définie positive telle que

pzlp*] ot pnzl’V“Q *].

* ok * *

Les matrices P et P! sont paramétrisées comme suit. Introduisons une matrice non
singuliére arbitraire M € R"*". Alors:

S A PN ) R

Le choix de M n’a aucune espéce d’importance: il correspond & un changement de base
dans 'espace d’état de la loi de commande, * — Mz. D’autre part, nous avons:

~ ~ 12
Q:Plelé A?T][VIQ (7L2QfPL1)L1][£ ]?/']7 (4'47)

16. Les conditions que nous obtiendrons peuvent s’interpréter comme des spécifications L2/ Lo, [Fol97].
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FiGg. 4.4 — Trajectoire du systéme bouclé

ot N = (I —~2QP)M*T.

Le systéme bouclé étant de gain inférieur & 7, nous pouvons écrire que:

/OTgi;(t)Tsz(t) dt—|—/0T AOT2(t) dt — 4 / 1) dt < 0.

Par suite, comme [ 2()T2(t) dt > 0,
FHT)TP(T) < #(0)T P#(0) + 42 /0 () w(t) dt.

Comme 2(0) appartient au polytope P, la LMI (4.42) implique que x(O)Tpx(O) < 3. Par
suite, comme de plus fOT w(t)Tw(t)dt <1

)T PH(T) < (B+77),

Pour tout instant T, #(T') appartient donc a 'ellipsoide £ 1 _1L_p p de centre 0 et de matrice
Bty

ﬁ-l— _L_P. Nous avons donc une propriété d’invariance de Uespace décrit par I'état. Etudions

de plus prés cet ellipsoide. Son intersection avec le plan T = 0 est évidemment donnée par

ellipsoide T Pz <1 puisque:

x o T
Mgk

Symétriquement, nous pouvons en déduire 'intersection avec le plan x = 0. Une autre

1
B+~2

<1. (4.48)

question est de connaitre la projection de 5 P ST le plan T = 0. Le résultat est

simplement trouvé par application du lemme d ehmmatlon En effet, (4.48) est équivalent
a, par application du lemme de Schur:

o7 ]

1
[;] (54744

> 0.



x appartient & la projection de l'ellipsoide précédent s’il existe un T tel que 'inégalité
précédente est vérifiée. Cette derniére se réécrit :

1 [aT 0] 0 1
T z'
[ﬂ G | T ? (10 0]+ 8 (00 1]>0

ce qui meéne a, aprés application du lemme d’élimination sur la variable T :

r L
1

r——0 < 1.
B4~? ¢

Pour résumer, la trajectoire du systéme bouclé reste au cours du temps a I'intérieur de
Iellipsoide £_. _ps la trajectoire de I’état du systéme seul étant dans ’ellipsoide £ - 01"

Bty B2

Cela est représenté figure 4.4. Pour obtenir une illustration graphique, nous avons supposé
que le systéme est d’ordre 2 avec une loi de commande d’ordre 1. Rappelons qu’a priori
la loi de commande est de méme ordre que le systéme. De plus, nous avons considéré le
cas ol 'entrée w est nulle et ou 3 vaut 1.

Cette propriété va étre maintenant utilisée pour assurer que la loi de commande ne
sature jamais les actionneurs. Cette propriété est assurée par la condition (4.44). Comme

T reste toujours dans l'ellipsoide € 1 5, la variable d’état de la loi de commande reste

B+~2 _ .
toujours dans sa projection sur le plan @ = 0. Par suite, en notant C, le ¢*"¢ vecteur
ligne de (', :
T TAT ~ =
maxu; (H)u(t) < max @' C, Oy 7.
>0 TEE_1_ 1 '
B+~2

L'inégalité ||u;(1)]| < wisqr est satisfaite pour chaque ¢t > 0 si

u’gat C
2 U;
B+ < 0.
~T L1
Co, @

En décomposant P comme cela a été fait précédemment dans la démonstration, nous
obtenons Q = NT(412Q — PLHYLIN et €, = v22V; N1, ot Y est le "¢ vecteur ligne
de Y. Aprés quelques manipulations simples, nous avons :

ui?, 12
ﬁ-l:w5 v Y;

7L2yT (,YJ_2Q o PJ_I)

K3

> 0.

Ce qui est équivalent a la LMI (4.44) apreés application du lemme de Schur et simplification
des v1% par post et pré multiplication par la matrice diag(y,v1,, I,,)- a

4.6.2 Commande anti wind up

Nous considérons & présent un systéme linéaire stationnaire et continu G avec des non
linéarités en entrée:

& = Ax 4+ Byw + Y By (u—gi(w))
= C.e + Dypw 4+ X0 Doy (up — gi(w;)) (4.49)
y = Cyx + Dyw.



Les fonctions ¢; sont des non linéarités sans mémoire indépendantes
du temps (de classe Cs'7). Elles sont {—2,1,0} dissipatives, c’est-a-dire
que ¢;(u;)(1 — gi(u;)) > 0. De plus, ¢;(u;)/u; est supposée étre définie
et bornée avec ¢;(0)/0 = 0. Les g; sont généralement des non linéarités
zone mortes (voir la figure 4.5). Cette classe de non linéarités comprend
les saturations vues dans la section 4.6 et représentées figure 4.5.

= gi(us)
Nzl

F1G. 4.5 — Non linéarité en enirée

Dans la section 4.6, nous proposons une méthode qui permet de synthétiser une loi de
commande qui évite de saturer les actionneurs. La stratégie proposée ici est différente. Elle
repose sur les résultats de stabilité absolue développés pour le probléme de Lur’e et sur
la remarque qu’une non linéarité sans mémoire peut étre remplacée par la multiplication
par un gain dépendant du temps.

Cette philosophie a été adoptée dans [BH93| dans le cadre de lois de commande pour
des systémes positifs avec des non linéarités en entrée. Des résultats plus généraux ont
été proposés par [HK96]: une méthode de synthése de lois de commande linéaires est
recherchée de fagon & minimiser un critére de performance quadratique pour des systémes
avec des saturations en entrée. Leur méthode repose aussi sur les méthodes de stabilité
absolue. Malheureusement, les conditions obtenues ne sont pas convexes.

Nous allons rechercher des lois de commande assurant soit la stabilité globale soit la
stabilité semi globale pour le systéme bouclé.

Stabilisation globale: nous recherchons une loi de commande qui assure pour le sys-
téme bouclé (i) stabilité (ii) un gain L, entre w et z inférieur & 4 pour une condition
initiale nulle, malgré la présence de saturations. La premiére étape est de modéliser le
systéme comme une interconnexion d’opérateurs:

A =B, By | By

M|M, | |0 0 0 | I,
My 0 B Cz _Dzu Dzw Dzu '
Cy 0  Dyy| 0

avec B, = By, -+ By, | et Dy = Dy, - Dy, ].
Deux modélisations différentes de A sont possibles en remarquant que:
— ¢; est une non linéarité: A = diag ([ I,,, diag(g:(.)));

— gi(u;) = (gi(ui)/u;)u;, avec (g;(u;) /u;) gain variant dans le temps: A = diag ([ I, diag(g; (u;)/w;)) -

Ces deux modéles sont équivalents [Pya70]. Par contre, dans le premier cas, comme ¢;
est une fonction non linéaire, I’application du théoréme 3.3.1 meéne & des contraintes non
convexes.

Il faut noter que la fonction non linéaire g; est connue et que le signal de commande u;
est parfaitement « mesuré» en temps réel. En prenant §,(¢) = ¢;(w;)/u;, ce probléeme est



alors comparable a celui de séquencement de gains avec une mesure parfaite de d,(¢). Une
formulation convexe du probléme peut donc étre obtenue avec le second modéle. La loi de
commande aura alors la structure suivante: v = F, (K, diag([ I,,, diag(g:(u;(?))/u:(t)))y
(voir la figure 4.6).

g(u)

‘ w

ll u/j_Gz

FiG. 4.6 — Commande anti wind up

Le théoréme 3.3.1 est alors appliqué avec X = diag (0, diag(—2)),Y = diag(/,,diag(1))
et Z = diag (0,,, diag(0)).

Corollaire 4.6.2 [l existe une loi de commande :
u=Fu(K, diag( [ I, diag(g:(ui(t)/ui(1)))y

ot K est une matrice réelle de dimension (n + n, 4+ ny) X (n + n, + ny) qui stabilise
le systeme (4.49) et lui assure un gain Lo inférieur o v s’il existe des matrices P et Q)
appartenant & S(n), n, scalaires strictement positifs sy, -+, s,
positifs ty,---,t,, tels que:

et n, scalaires strictement

U

S = diag(P.diag(s)). T = diag(Q.diag(t)).

et

(3.18),  (3.19), > 0 (4.50)

S I
T

Remarque : Dans le cas de la commande d’un systéme marginalement stable avec en entrée
une non linéarité strictement positive!”, il est toujours possible de trouver un retour d’état K
stabilisant. En effet, le systéme bouclé sera stable si la fonction de transfert K (sl — A)*!'B est
positive, c’est-a-dire s’il existe P > 0 telle que ATP + PA < 0 et KT = PB. La premiére
contrainte LMI est toujours vérifiée dans le cas o1 A est marginalement stable, la seconde égalité
donne la valeur du gain K.

Stabilisation semi globale: stabiliser semi globalement un systéme revient a assurer
que le domaine de stabilité du systéme bouclé contient une partie bornée de ’espace d’état
fixée a priori. Considérer la stabilisation semi globale n’est pas rédhibitoire. En effet, les
modeles des systémes physiques sont représentatifs pour un ensemble borné de 'espace
d’état. De plus, un systéme instable en boucle ouverte avec des saturations en entrée
n’est pas globalement nul contrélable [LM67]|. Par exemple, dans D'article [LS93], il est



sat(u)

Usqt 1

—Umazx Umaz U

1 —Usat

valeurs pogsibles de u

F1G. 4.7 — Partie excitée de la saturation

expliqué que seule la stabilité semi globale peut étre atteinte par la commande linéaire
pour certaines classes de systémes instables.

Le fait utilisé est que nous sommes capables de garantir que la loi de commande
obtenue génére des signaux avec une amplitude bornée par un niveau u,,,, donné. Si u,,q,
est inférieur au niveau de saturation wu,,; alors les actionneurs ne saturent jamais et nous
sommes ramené au cas étudié section 4.6.1. Si ce n’est pas le cas, seule une partie de
la non linéarité est «excitée» (voir figure 4.7). Cette information peut étre utilisée pour
garantir la stabilité contre la partie de la non linéarité qui est excitée. Cela permet de
réduire le conservatisme d’une approche purement basée sur la stabilité absolue, comme
cela a été étudié dans le paragraphe précédent.

Nous cherchons a assurer les spécifications décrites dans la section 4.6.1.

Comme précédemment, la non linéarité est considérée comme une perturbation variant
dans le temps et agissant a l’entrée du systéme:

sat(u;) = (1 — 6;(1))ui(t) avec 0<4;(1) <1

ol 6;(t) est une fonction croissante de u;(t) avec §;(t) — 1 quand w;(t) — +oo. Pour des
conditions initiales prises dans P et des perturbations w de norme £, inférieure a un, nous
avons vu dans la section 4.6.1 que nous pouvions garantir que u;(t) avait une amplitude
inférieure a un certain wyqp. Si Umar > Usqer alors nous avons 0 < §;(1) < 1 —Usgt/Umazr < 1.
Comme u; est parfaitement connu, il est aisément possible de déterminer la distorsion d;(¢).
SI Upmar < Usq: alors nous sommes ramené au cas traité dans la section 4.6.1. Nous allons
donc considérer le premier cas.

Soit 6(t) = [01(t),- - -, d,,]. Nous recherchons une loi de commande de la forme:
T = AS(t)z + B,6(t)y, z(0)=0,
o CE;IE ) W(0(8)) y (0) (4.51)

oit A et B, sont des fonctions rationnelles de § et C, une matrice constante. Le gain de
cette loi de commande est séquencée par le paramétre 6(¢).

Le corollaire suivant donne des conditions suffisantes assurant ’existence d’un tel
correcteur.

17. Une non linéarité est strictement positive si pour y # 0, yf(y) > 0.



Corollaire 4.6.3 Sil existe des matrices P et () de R™", S et T de S(n,), Y de R™"",
71, Ao et un scalaire Ump,q, > Ugqy tels que :
. S 1]
vaijgﬁ, ji=1,...,p T > (1.52)

ATP+ PA+CTC. + 2:Cy+ CLZ{ PBy+CT Doy + Z1Dyy —PBy—CID.y+CLZT ]

Bw"P+ D, C. + DL, 27T DT D., — 41 DI, ZT — D.," D.. < (1.53)
-B'p - DT C, + 7,0, ~DT D,y + Z5Dyy DL D, —2S
[0 0 YT
umaxM — Usat 0 0 0 < 0454)
Y 0 0

=l 00 0 Y 0
Unas 0 Q ~I |+ YT 0 0 | > (#.55)
0 0 0

vl P L 0 |
avec
AQ+ QAT + B,Y +YTBI + B,BI Qcl+v'p! +B,DI, YT _-B,T
M = CZQ + Dqu + DszZ: DzwDZw - 721 _DzuT
Y - TB," -0, " —2T

alors il existe une loi de commande de la forme (4.51) telle que:

— le systeme bouclé est stable pour toute condition initiale dans le polytope P et toute
entrée de perturbation avec une norme Ly inférieure a un;

— le systeme bouclé a un gain Ly faible (v, ) entre Uentrée de perturbation w et la
sortie @ commander z.

Remarque : Une troisiéme possibilité pour aborder la commande avec saturation serait
d’approcher la saturation par une fonction rationnelle et d’appliquer les résultats de la section 4.5.
Par exemple, nous pouvons utiliser les approximation suivantes :

sat(u;) = %ui,

[t |
Uisat
14| |2
. — tsat .
sat(u;) = T ;.
RN ST
tsat tsat

Des essais numériques montrent que cela ne donne pas de résultats intéressants par rapport aux

approches précédentes.

4.6.3 Application numérique

Nous considérons un systéme G double intégrateur avec des saturations en entrée:
: 0 1 0 0
T = l001x+l1]w+ lllsat(u)
z = { 10 } x
y = { 10 } x
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FiG. 4.8 — Fxemple de systéme avec saturation
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Fia. 4.9 — Simulation temporelle

avec Uzt = 4. Nous voulons assurer une propriété de gain L, (v, 10) «faible» entre I’entrée

w et la sortie z (voir la figure 4.8) pour une condition initiale P = [ 0,1 0,1 }T et v le
plus petit possible. En recherchant une commande non saturante, nous obtenons un + de
1,01. Nous n’avons pas trouvé de commande anti wind up qui assure un v plus faible. La
loi de commande obtenue a pour équation :

oo [ 29850003 2.0107e 03] 9,7146¢ + 04
© = 2,0355¢ + 03 —1,3792¢ + 03 —6,6244e +04 |

w = [3,1217¢—02 —5,2048¢ — 01 | 7 2(0) = 0.

T
Une simulation est faite pour la condition z(0) = { 0,1 0,1 } et la perturbation w en
traits tirés points sur la figure 4.9. Sur cette figure, la commande u est indiquée en traits
tirés et est bien inférieure & 4 et la réponse temporelle en trait plein indique bien que son

énergie (qui est de 0,62) est bien inférieure & /v2 + 3 soit 3, 3.

Pour une comparaison et une discussion plus détaillées des différentes méthodes de
synthése de correcteurs en présence de saturation, voir notre article [SFG97|'®. L’issue des
différentes expérimentations numériques semble présager que la premiére stratégie offre le
meilleur compromis. De plus, comme elle garantit que le systéme reste dans sa plage de
fonctionnement linéaire, elle assure une stabilisation (et une performance) incrémentale
pour le systéme bouclé.

18. Dans cet article, une formulation explicite du correcteur est donnée lorsque les conditions d’existence
sont vérifiées.



4.7 Commande par précompensation

La commande a deux degrés de liberté est un outil trés pratique, indispensable a
I'ingénieur automaticien. La commande par retour permet de traiter les problémes de
rejet de perturbation et d’invariance du comportement entrée/sortie du systéme bouclé
en dépit des incertitudes [Hor82]. La commande par précompensation (ou feedforward), si
elle ne permet pas d’agir sur les deux points précédents, devient intéressante pour assurer
un bon comportement du systéme bouclé vis-a-vis du signal de consigne. Elle permet
d’améliorer le suivi de consigne sans augmenter le «cotlit» associé & la boucle de retour
[Hor82].

Dans cette section, nous allons voir comment le probléme de précompensation peut
étre généralisé au cas des systémes interconnectés.

A AK

= | M u K L w

FiG. 4.10 — Principe de la précompensation

Nous considérons un systéme interconnecté explicite stable tel qu’il est défini dans la
section 3.1.1 du chapitre précédent :

q(1) Mg, Mgy p(t)
=T ] e o= st
Il s’agit de trouver un précompensateur de la forme v = F,(K, Ax)w avec K une matrice
constante et réelle et A contenant une « copie partielle» des opérateurs A; représentant

les sous systémes'® qui assure que le systéme pré compensé est {X,e s, Yoers, Zpers}
dissipatif.

Corollaire 4.7.1 Sl existe des matrices S,T € S(A) et des matrices G,H € G(A)

telles que:
T

My, 78  YIs+a 0 My,
I YS+GT XS 0 I | <0
M., 0 0 —Xpers M.,
ML MIV'T 2T YIT4+H 0 ML MZ
vt oo 0 YT+ HT XT 0 I 0 |U<o0
0 I 0 0 —~Zpers 0 I

avec
L

U=| ML ML |,

19. Tel que cela est défini page 84.



et si, de plus, les matrices S;,T;,G; et H; satisfont les contraintes entrainées par la classe
a laquelle A; appartient, indiquées dans le tableau 3.2, page 93, alors il existe une loi de
commande u = F,(K,Ag)y ot Ax = diag(Ag;) avec Ak, dépendant de A; de la ma-
niére décrite dans le tableau 3.2, page 93, qui assure une propriété de {Xperpy Yoerfs Zpers }
dissipativité pour le systéme interconnecté :

q(t) | _ | Moy Mgy p(t) B
l 2(t) ] N l M., M, u(t) et p(t) = Alg(?)).
Démonstration
Le théoréme 3.3.1 est appliqué pour la commande du systéme interconnecté:

qu 0 Mqu
0 7] 0

pour rechercher une correcteur qui assure la {X,e 7, Yoerf, Zper s} dissipativité.

4.8 Réduction de modéles incertains

Un systéme incertain peut étre modélisé comme une interconnexion d’opérateurs dissi-
patifs. Pour un systéme donné, de telles interconnexions ne sont pas uniques. Pour obtenir
un probléme de taille raisonnable (pour ’analyse de la robustesse par exemple), un modele
ol le nombre de sous systémes est le plus faible possible est souhaitable. Une approche
numérique de ce type de problémes a été abordée par Beck et al. [BDGY94]. Ils ont proposé
des conditions suffisantes non convexes dont la résolution efficace est encore un probléme
ouvert. Le conservatisme de cette formulation a été diminué par Herlmersson [Hel95a].

Nous considérons une interconnexion de systémes dissipatifs linéaires de la forme sui-
vante:

() = Fu ([ 4 ] ,A) w(t) (4.56)

ou A = diag(4,;), avec A; appartenant a la classe Cq, Cz, Cs et Cy (voir tableau 3.1, page
82). Comme dans la section 3.1.1 du chapitre 3, des propriétés de dissipativité de A sont
paramétrisées: A est { XSV S + G,ZS5} dissipatif.

Nous recherchons a I"approcher avec une erreur bornée par un gain L, inférieur a ~
par une interconnexion de sous systémes:

2 () = F, ([ é: g: ] ,Ar) w(t)

qui contient simplement une partie des sous systémes de (4.56) et telle que:
Iz = 2| < 9 [l

Ce probléme revient a trouver pour le systéme:




une loi de commande

u(t) = . ([ oo ] ,Ar) (1)

telle que le systéme en boucle fermée ait un gain L entre w et z inférieur a . Le théoréme

3.3.1 est directement appliqué afin d’obtenir le corollaire suivant :

Corollaire 4.8.1 Supposons qu’il existe des matrices S, T appartenant & S(A), et G, H

appartenant o G(A) telles que:

l A 11 zs YTS+GTH A

lpgn,y | | YS+G XS Lntna)
ATV Zzr YT 4 HT AT
](n—l—nz) | i Y/T + H )N(T [(n—l—nz)
et pour les blocs A; n’appartenant pas a la classe Cs :
Sy oyl

avec

avec A, = diag(A,,) et A, est tel que:

— dans le cas ou A; est plein, si S;T; # +*I alors A,, = A; sinon A,. =[];

— dans le cas ou A; est répété (A; = 6;1,,), si

| ST I-a; ~ 1
g v T, + ' H;

avee I; = (Y1Y; — XiZi)l/z et k; < n; alors A, = ;1.

]:ni—l-ki

(4.57)

(4.58)

(4.59)

Une formulation similaire a d’abord été proposée par Beck et al [BDG94] dans le
cadre de la réduction de systémes incertains. Notre contribution est I'introduction d’un

multiplieur anti symétrique . Une amélioration similaire a été proposée par Herlmers-

son |[Hel95a]. Comme dans [BDG94, Hel95a], la formulation obtenue contient des contrain-

tes non convexes.

4.9 Commande des systémes statiques

Un systéme statique est un systéme d’équations:

A (|



ou M et A sont des matrices complexes ou réelles. A de plus petite dimension que M a
la structure suivante: A = diag(A;), oit A; est la 1°“"¢ sous matrice. A; peut étre pleine
ou de la forme ;1 avec §; scalaire. Chaque A; est alors considéré comme dissipatif point

par point.
Définition 4.9.1 Une matrice H est {®11, ®12, Poa} dissipative point par point s’il existe

@11 Py

des matrices constantes ®17 <0, Oy et $yy telles que: & = [ ™
@57 Pao

BEE

Le fait important est qu’a une matrice {®q1, P12, P22} dissipative point par point peut

] est une matrice

de rang plein et avec g = Hp :
>0 (4.60)

étre associé un opérateur {®qy, ®1a, P2y} dissipatif. La conséquence est que les discussions
précédentes et le théoréme 3.3.1 peuvent étre directement adaptés & cette classe de sys-
témes. Dans le cas des matrices complexes, il se généralise en prenant S et (G complexes,
la premiére matrice hermitienne, la seconde anti hermitienne.

Un tel cadre de travail est tout & fait classique dans le contexte de ’analyse de la
robustesse des systémes linéaires non stationnaires [Doy82, Sid92]. Dans ce cas-1a, la
matrice complexe M représente la valeur de la fonction de transfert M(s) pour s = jw.
Par exemple, c’est le cadre considéré par Helmersson [Hel95a|. La valeur singuliere de la
matrice complexe M par rapport a la structure de A est définie par:

1
mina{a(A)|det(Il — MA) =0}

[l

fia(M)

Comme cela a été noté dans les articles [EL96, DNPT94|, les problémes de moindres
carrés (robustes structurés) peuvent étre formulés de cette maniére. Trouver une solution
a ce type de probléme peut étre interprété comme la recherche d’une loi de commande
pour un systéme statique.

Une autre application intéressante de ce cadre de travail est la commande en régime
statique de systémes incertains [SP96].

4.10 Approche possible des LMIs infinies et semi infi-
nies

Soit © un ensemble convexe borné de R’. Rappelons qu’une contrainte LMI infinie est
une contrainte matricielle sur des fonctions §; de © dans R telles que:

m

V0 €O, Fu(f,0) = Fo(0)+ > &(O)F(0) > 0, (4.61)

=1

ot les F; sont m + 1 matrices symétriques de fonctions bornées de © dans R"*". Nous
considérons le cas ou les fonctions F; dépendent rationnellement de . Nous allons ramener
la résolution d’une LMI infinie & celle d’'une LMI en recherchant &;(6) comme une fonction

rationnelle de 4, avec § = { Or,...,0,,...,0, } :

— Afz‘ Bfi
so -7 (| 2],



avec

Afi = dlag(HJLJ )

Notre approche est basée sur la remarque que la fonction définie par z = F., (£, 6)w peut
étre modélisée comme une interconnexion de sous systémes qui sont la multiplication par
un gain constant (Classe C3). Par suite, la contrainte (4.61) se réécrit zTw > 0. Nous
sommes donc ramenés a vérifier une propriété de dissipativité particuliere (positivité ou
{0, 1,0} dissipativité) pour le systéme introduit, ce qui correspond au cadre présenté dans
cette these.

Nous allons maintenant mettre cela en ceuvre. Les fonctions F; étant rationnelles, une
matrice constante M peut étre trouvée telle que:

Fo(9)
: =F.,(M,A) et A =diag(b:l,,).
Fn(0)

Par suite, I'inégalité (4.61) se réécrit sous la forme:

Fo(&0) =1 &(0) - &u(0) ]

En appliquant les régles de calculs sur les LFTs vues dans la section 2.8.1 du chapitre 2,
page 67 nous obtenons une LFT de la forme:

avec Ay une fonction affine en Ay, et Be,, By une fonction affine en B, Cr une fonction
affine en Cf, et De¢,, Dp une fonction affine en D¢, et Ap = diag(f;]). Cette fagon de
construire une LFT n’est pas optimale dans le sens ol suivant les LMIs considérées, la
structure du probléme peut étre exploitée pour obtenir une représentation LF'T avec un
A de dimension plus faible.

Nous allons maintenant rechercher sous quelles conditions le systéme interconnecté
ayant pour schéma d’interconnexion

AF BF
Cr Dp

et pour sous systémes les blocs de A, est passif.
Pour I'ensemble des paramétres § appartenant & ©, nous cherchons a paramétriser
I’ensemble des matrices X, Y et Z telles que:

AT x v)[a
I YT 7z I
Une paramétrisation des X, Y et Z peut étre obtenue sous forme explicite (voir section 3.1)
ou implicite (voir théoréme 4.4.1). Supposons que la paramétrisation explicite soit choisie,

avec X, Y et Z fixés et S une matrice définie positive telle que AS = SA, G une matrice
anti symétrique telle que GA + AGT =0 et :

> 0.

> 0.

A" XS YS+G1[A
I YIS+ GT 78 I




Par application du théoréme 3.2.1, il existe alors une fonction £(8) telle que F.o(£,60) > 0
pour tout § € O s’il existe quatre fonctions affines de A, By, C¢, et Dy, deux matrices
S et G telles que:

Ap Br1'T 25 0 YTS+GT 0 Ap Brp 1"

Cr Dp 0 0 0 1 || cr Dy

I 0 YS+G 0 XS 0 ;oo | <0 (4.62)
0 I 0 I 0 0 0 I

Cette inégalité est une BMI. Si les matrices Ag, et B, sont fixées, I'inégalité est une LMI
en Cy¢,, De,, S et GG. Cela peut étre interprété comme décomposer les fonctions &;(#) dans
une base de fonctions de dimension finie. A la formulation (4.62), une formulation duale
peut étre associée.

Cette approche se simplifie de facon directe pour aborder les LMIs semi infinies d’une
fagon similaire. En effet, dans ce cas-la, & étant indépendant de 6, les termes faisant
intervenir Ag,, Be, et (¢, disparaissent. Par suite, nous obtenons une contrainte LMI.

4.11 Conclusion

Cette série d’applications nous a permis d’illustrer les notions introduites précédem-
ment.

Interconnexion: un systéme linéaire stationnaire apparait comme une interconnexion
d’intégrateurs, les systémes a parameétres variant dans le temps, certains systémes
non linéaires et les systémes avec des saturations, comme des interconnexions d’in-
tégrateurs et de gains variant dans le temps, les systémes statiques et certaines
formes de contraintes LMIs comme des interconnexions de gains constants et, enfin,
les systémes & grande échelle comme des interconnexions de sous systémes linéaires
stationnaires. Ces derniers étant eux-mémes des interconnexions d’intégrateurs, les
systémes a grande échelle peuvent étre vus comme des systémes hiérarchisés.

Dissipativité: nous avons vu dans le chapitre précédent comment paramétriser par des
multiplieurs constants les contraintes quadratiques des sous systémes élémentaires
définis par les classes du tableau 2.1, page 64. Dans le présent chapitre, nous avons
vu comment caractériser le comportement d’'un sous systéme non élémentaire, les
systémes linéaires stationnaires (en les considérant comme des interconnexions d’in-
tégrateurs). Nous venons de voir comment il est possible de rechercher les contraintes
quadratiques que peut vérifier un systéme linéaire stationnaire commandé.

Optimisation: si la structure de la loi de commande est laissée libre alors, en général,
nous avons pu proposer une formulation convexe du probléme de synthése. Dans ce
chapitre, la réduction de modéle a été présentée comme un probléme de commande
ot la structure du correcteur (en fait le modele réduit) est imposée. Par suite, ce
probléme n’est pas convexe.

La commande décentralisée est particulierement illustrative des idées développées pré-
cédemment. Le théoréme de séparation des graphes permet de trouver un ensemble de
propriétés de dissipativité pour les sous systémes assurant la stabilité du systéme inter-
connecté. Une fois cet ensemble déterminé, il reste a déterminer pour chaque sous systéme
s’il est possible ou non d’obtenir une des propriétés de dissipativité déterminées précé-
demment.



4.12 Annexe

4.12.1 Démonstration du théoréme 4.1.1

o /. & 2. découle du théoréme de Parseval et du lemme suivant :

Lemme 4.12.1 [MT93] Soit U(jw) = V(jw)* = U(—jw) une fonction matricielle bornée
et mesurable. Les deux propositions suivantes sont alors équivalentes :

1. Pour q appartenant a Lo(RT,R") :

[ty > 0

loo

2. U(jw) > 0 pour presque tous les w € RT.

e 3. = [. La représentation d’état de H est introduite:

= Ax+ Bw, x(0)=0
z Cz + Dw,
xr = [z

La condition 3. implique qu’il existe une matrice P définie positive telle que:

ATP+ PA< CTo,,C.

Comme ¢, < 0, la fonction de transfert H(s) est stable.
Nous cherchons maintenant a démontrer que la condition 3. implique que ’ensemble
des signaux z et w tels que z = H(w) vérifient :

/:)[Z((?) ]T ) [Z(” ] dt > 0.

Le systéme étant stable, pour un signal d’entrée w appartenant a Lo, les signaux z, x et
& appartiennent aussi & L. De plus, pour P définie positive, les signaux x et & vérifient :

[«"pizo.
Nous considérons donc la paramétrisation des surfamilles de modéles suivantes:

z = Az + Bw z(0) =0
z = Cax+Dw [2TPi>0,

oft les intégrateurs ont été remplacés par I'inégalité [2? P > 0. En notant que & et z
apparaissent de facon explicite dans les équations précédentes, nous sommes ramenés a
considérer le probléme suivant :

Vérifier que




pour ’ensemble des signaux z et w de L, vérifiant :

/xTP[A BHZ‘;

En appliquant la S procédure, nous obtenons 3. comme condition suffisante. La condition

> 0.

assure la propriété 1. pour toutes les surfamilles paramétrisées par P. Par suite, s’il existe
un P tel que la condition initiale soit vérifiée alors la propriété 1. tient pour le systéme
H lui méme.

o /. = 3.
On peut se reporter a [Wil72]. La démonstration consiste & démontrer que si I'inéga-
lité (4.2) est vérifiée alors il existe une fonction de Lyapunov V' quadratique telle que

Pour les systémes linéaires, il est démontré dans [Wil72] que V peut étre prise qua-
dratique.






Chapitre 5

Analyse des systémes interconnectés
par multiplieurs dépendants

Le but de ce chapitre est de proposer des outils aptes & fournir des critéres d’ana-
lyse plus fins et moins conservatifs que ceux proposés dans le chapitre 3. Pour cela, est
introduite la notion de multiplieurs dépendants. Ils vont permettre de paramétriser des
familles de contraintes quadratiques plus riches que celles obtenues avec les multiplieurs
constants. De ce fait, une description plus fine est obtenue pour les sous systémes et pour
le comportement entrée/sortie du systéme interconnecté.

les multiplieurs dépendants peuvent étre classés dans deux catégories.

1. La premicre recouvre les multiplieurs fréquentiels: la borne supérieure du u/k,,
[Doy82, FTDI1, SLI3| peut étre interprétée selon cette technique. Nous verrons
ici comment elle peut étre étendue pour décrire plus finement les incertitudes et
améliorer I’étude de la performance, comment elle peut étre mise en ccuvre pour de
grands problémes et, enfin, comment elle peut étre généralisée pour I’analyse des
systémes non linéaires et non stationnaires. Cela est possible par un changement de
perspective par rapport a l'approche conventionnelle de la robustesse des systémes
linéaires. Les conditions sont obtenues dans le domaine fréquentiel.

2. La seconde recouvre les multiplieurs dépendant de paramétres. Ils ont été intro-
duits dans le cadre de I’application de 'approche Lyapunov pour I’étude des sys-
témes linéaires avec des paramétres incertains, éventuellement variant dans le temps

[DCAF94, FAG96, GAC96]. Ces conditions s’énoncent donc dans le domaine tem-

porel.

Malgré leur apparente différence, ces deux approches sont en fait dans leurs grandes
lignes trés proches et peuvent étre unifiées par la notion de multiplieurs dépendants.

La premiére partie de ce chapitre va se concentrer sur ’analyse des systémes linéaires
stationnaires incertains par multiplieurs fréquentiels. Le probléme d’analyse de la ro-
bustesse est classiquement abordé par la p analyse et ses variantes. Pour un ensemble
d’incertitudes ayant une norme H., inférieure & un [Doy82| ou d’incertitudes positives
[SLI3, SGL94|, la stabilité du systéme est testée. Le probléeme d’analyse de la perfor-
mance est réduit a celui d’analyse de la stabilité par I'introduction d’une incertitude
fictive. Ce cadre est assez contraignant de plusieurs points de vue. En effet, il est néces-
saire de formaliser le probléme de facon trés particuliére. Certains problémes (comme la
marge de gain ou d’autres problémes évoqués dans la suite de ce chapitre) ne se mettent



pas naturellement sous cette forme. De plus, du fait de la spécificité de la forme, la mise
en forme elle-méme peut étre coiiteuse en temps de calcul. Enfin, dés que 'on cherche &
optimiser un paramétre, on est amené a résoudre une série de critéres mathématiques. Un
tel manque de flexibilité ne se justifierait que si on en tirait un avantage au niveau du
colit de résolution numérique du critére.

Or ce n’est pas le cas. C’est pourquoi nous proposons, dans ce chapitre, une approche
qui permet d’éviter I’étape de formulation du probléme et de résoudre naturellement un
grand nombre de problémes tout en n’entrainant pas de surcoiits dans la résolution du
critére lui-méme. Etant donné qu’elle permet de remplacer pour certains problémes la
résolution d’une série de critéres par la résolution d’un seul, elle permet de substantielles
économies de calcul.

Un autre désavantage de ’approche par p analyse est son incapacité a se généraliser
directement pour résoudre certains problémes avec un conservatisme raisonnable. Cela est
du a son mode de description des incertitudes qui est trop grossier. En effet, les ensembles
d’incertitudes généralement considérés sont des boules. Nous verrons comment les étendre
a des ensembles convexes. Dans notre article [Sco97], les incertitudes considérées sont
des ensembles connexes. Une telle généralisation est intéressante pour traiter les retards
incertains. Nous avons développé ce point dans un article [Sco97], reproduit dans ’annexe
de ce mémoire, page 277.

Cela est possible par I'application des principes généraux exposés dans le chapitre 2.
L’idée est de caractériser un systéme par I’ensemble des contraintes quadratiques vérifiées
par les signaux & ses bornes. Cela nous permettra, dans un second temps, d’aborder la
généralisation de I'analyse aux systémes non linéaires, non stationnaires.

Ce chapitre va étre centré sur les questions suivantes:

Stabilité: un systéme interconnecté, éventuellement incertain, non linéaire et non sta-
tionnaire est-il stable?

Marge de stabilité: quelles variations de comportement des sous systémes peut absor-
ber un systéme interconnecté sans déstabiliser le systéme global?

Comportement entrée/sortie: quelles sont les propriétés de dissipativité caractéri-
sant le comportement entrée/sortie du systéme interconnecté?

Performance: quels critéres de performance est susceptible de vérifier le systéme inter-
connecté?

Grande échelle: Comment traiter les questions précédentes dans le cas de systémes de
dimensions importantes (par rapport a ce que peuvent traiter les algorithmes)?

Le premier point peut étre vu comme une généralisation du probléme de p/k,, analyse
au cadre non linéaire, non stationnaire. Le second est une généralisation du probléme
de v! analyse [FT92, FF97] ou méme de 'analyse de la marge unilatérale? [TSC92] a
ce cadre-la. Les résultats ainsi obtenus ont été mis en ccuvre pour le calcul effectif de
I'indicateur v dans I'article [FSF96| (reproduit en annexe de cette thése, page 271). Nous
généralisons aussi la mesure de la performance associée & ce probléme. Un des problémes

1. La v analyse étudie deux types de problémes: (i) quel meilleur niveau de performance un systéme
peut-il assurer pour un niveau d’incertitude donné? (ii) quel niveau d’incertitude un systéme peut-il
tolérer tout en assurant un niveau de performance donné? [FT92]

2. C’est une généralisation de la marge de gain au sens classique.



considérés par la p/k,, analyse est le suivant: étant donnés des gabarits de performance
sur le systéme, sont-ils respectés par le systéme incertain? Une question plus générale peut
étre abordée: pour I'interconnexion considérée, quelles sont les relations de dissipativité
qui décrivent le mieux les transferts sélectionnés pour évaluer la performance?

Notre approche permet de s’interpréter comme la recherche de gabarits qui collent
le « mieux» aux fonctions de transfert sélectionnées. Pour le cas d’un systéme linéaire
stationnaire avec des incertitudes paramétriques, cela revient & évaluer I'image d’un hy-
percube de l'espace des paramétres incertains par une fonction de transfert [GS88]. Ce
probléme est de méme nature que le calcul exact du p/k,,. Nous allons proposer dans
ce chapitre une méthode de résolution approchée de ce probléme, en temps polynomial.
D’apres ce qui a été vu dans le chapitre 2, tous les critéres de stabilité/performance que
nous considérons reposent sur une (paramétrisation des) propriété(s) de dissipativité des
sous systemes.

La question précédente peut étre ramenée aux deux questions suivantes:
— « Comment déterminer une propriété de dissipativité?»

— « Comment paramétriser les propriétés de dissipativité pour un sous systéme ou
une interconnexion de sous systémes? »

Deux approches sont possibles : soit rechercher une paramétrisation explicite et analy-
tique des propriétés de dissipativité, soit formuler ce probléme sous forme d’un programme
d’optimisation que nous résolvons numériquement dans un second temps. La premiére
approche est appliquée pour déterminer les propriétés de dissipativité des sous systémes
élémentaires bien que dans certains cas?, il soit possible d’appliquer la seconde méthode.
Pour le cas d’interconnexions de sous systémes, il est possible de propager la paramétrisa-
tion des sous systémes pour obtenir une paramétrisation des propriétés entrée/sortie du
systéme interconnecté. C’est ’approche qui a été adoptée par [Saf83]. L’inconvénient, ¢’est
que le nombre total de degrés de liberté* reste constant, ce qui dans le cas d’un systéme
relativement grand peut mener a un probléme pratiquement insoluble. D’autre part, si
les propriétés de dissipativité sont paramétrisées linéairement, la linéarité risque de dis-
paraitre aprés propagation. Nous proposons, dans ce chapitre, une méthode qui permet
de réduire de facon intéressante le nombre de degrés de liberté et d’obtenir une paramé-
trisation linéaire pour les propriétés de dissipativité d’un systéme interconnecté par une
approche basée sur la résolution de problémes d’optimisation. Cela peut étre interprété
comme la recherche dans ’ensemble des sur familles d’une interconnexion de celles qui
semblent décrire le plus fidélement le comportement entrée/sortie pour un nombre de de-
grés de liberté fixé a priori. Ces résultats peuvent concerner un certain nombre d’autres
problémes comme la synthése de correcteurs robustes, la parallélisation de calculs de p
analyse, etc...

Ce chapitre est tout d’abord consacré aux multiplieurs fréquentiels. Aprés avoir motivé
notre approche, nous introduisons la notion de {®1;(jw), P12(jw), Pea(jw)} dissipativité,
qui est une généralisation de la notion de {®1y, ®1a, Py} dissipativité abordée dans le
chapitre 3. Cette notion est alors étudiée dans le cadre des interconnexions de systémes

3. Par exemple, les sous systémes d’un systéme hiérarchisé sont eux-mémes des systémes interconnectés.
Un sous systéme apparait alors comme une interconnexion de sous systémes élémentaires.

4. Le nombre de degrés de liberté est mesuré par le nombre de variables d’optimisation associées a la
paramétrisation des propriétés de dissipativité.
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FiG. 5.1 — Analyse de la performance de systémes incertains

linéaires incertains. Elle permet a la fois d’étudier et de caractériser les propriétés en-
trée/sortie des interconnexions. La contribution majeure est de mettre en lumiére un
ensemble de propriétés de dissipativité qu’il est possible de paramétriser. Une application
intéressante est I’analyse de systémes a grande échelle. [’exemple des retards est pris &
titre illustratif. La généralisation a un cadre non linéaire, non stationnaire est enfin abor-
dée. Dans ce contexte, un certain nombre de nouveaux critéres sont proposés. Enfin, nous
ferons un paralléle entre les techniques de multiplieurs fréquentiels et les techniques de
multiplieurs dépendant de parameétres avant de terminer sur une discussion du calcul des
conditions proposées.

5.1 Limitations de la formulation i de 'analyse de la
robustesse

5.1.1 Analyse de la performance

Nous considérons, dans cette section, la modélisation sous-jacente aux outils de p
analyse. Un systéme linéaire stationnaire incertain y apparait comme l'interconnexion
d’une matrice de transferts stables M(s) et d’une matrice bloc diagonale de perturba-
tions stables A(s) = diag(A;(s)) ot chaque bloc A,(s) représente soit une incertitude
paramétrique (A; = 6;1,, avec §; un paramétre réel constant), soit une incertitude sur la
dynamique du systéme (A; est un transfert stable) [SA81, DS81, Saf82, DWS82|. A décrit
alors I’ensemble des transferts de cette structure tout en ayant sa norme H,, inférieure a
1. Nous introduisons enfin I'ensemble A défini par:

A ={A]| A =diag(A;)}.
L’interconnexion s’écrit alors:
as) 1 ey | PG
[ 2(s) ] = M) [ w(s) ] 5.1)
p(s) = Als)  qls).

Etant donné ’ensemble A, nous désirons étudier la performance du systéme entre
I’entrée w et la sortie z. D’aprés les discussions du chapitre 2, ce probléme se rameéne a



étudier les contraintes quadratiques que vérifient les signaux z et w. Nous allons d’abord
examiner comment les approches standards de 1’analyse de la robustesse abordent ce
probléme.

p-analyse [Doy85]: étant donnés deux transferts stables Wi(s) et Wy(s), ce dernier
étant inversible, est-ce que®:

VA€ A,  [[Wi(s)Fu(M(s), A(s))Wa(s)]|oo <17

D’aprés les résultats du chapitre 2, cette spécification sur la norme H,, peut se réécrire
comme une contrainte quadratique sur la transformée de Fourier des signaux z et w:

vw € R, [ 2(jw) ] [ _Wl(jw())*wl(jw) W2(].QJ)L*()M/Z(M)Ll ] [ 2(jw)

Il est possible de se ramener a la vérification de contraintes quadratiques plus générales
en transformant le transfert M(s) par des opérations de «loop shifting» (voir sections
5.2.1 et 5.8.1 ).

En résumé, la i analyse teste si une contrainte quadratique donnée est vérifiée par les
signaux d’entrée et de sortie du systéme incertain.

v-analyse [FT92]: étant donnés deux transferts stables Wi(s) et Wy(s), ce dernier
étant inversible, trouver le plus petit scalaire v tel que:

YAEA,  |[Wils)Fu(M(s), A(s))Wa(s)]|oo < 1.

Ce probléme de minimisation de la norme H., peut se réécrire comme un probléme d’op-
timisation sous une contrainte quadratique sur la transformée de Fourier des signaux z et

VweR, [ o) ] [ Wit ] [ o) ] =0

Contrairement & la p analyse, la v analyse recherche dans une famille de contraintes
quadratiques de structure particuliére paramétrées par le scalaire v, celle qui décrit de la
fagon la plus fine possible (suivant un certain critéres) 'ensemble des signaux z et w.

Analyse par multiplieurs de Popov généralisés [SL93, LSC94]: dans cette
approche, ’hypothése que A est de norme H,, inférieure a 1 est remplacée par A négative,
c’est-a-dire que A(jw)+ A(yw)* < 0. La définition de A est modifiée en conséquence. Le
but de cette approche est alors de vérifier que:

VA e A, Fu(M(s),Als)) + Fu(M(s),A(s))” > 0.

Par loop-shifting [SL93], le probléme de u analyse peut se ramener & ce probléme (et
inversement).

5. Cette spécification de performance est habituellement transformée en une spécification de stabilité
contre un bloc de perturbation fictif de norme H, inférieure & un (voir par exemple [PD93]).



Discussion: ces deux outils sont-ils suffisants dans le contexte de I’étude de la perfor-
mance? Un exemple simple va nous permettre de mettre en lumiére leurs limites. Pour
cela, considérons le probléme de la distance & la passivité qui se pose dans le domaine
de la téléopération [And92|. Il revient & minimiser la grandeur A telle que le transfert

Fu(M(s),A(s)) veérifie [Wen88]:
Fu(M(s),A(s)) + Fu(M(s),A(s))" + 2 > 0. (5.2)

Si le scalaire A est négatif alors le systéme de transfert F, (M(s), A(s)) est passif. Si A
est positif alors il constitue un indicateur de la distance du transfert F,(M(s), A(s)) a
la passivité. Essayons de traiter ce probléme par application de la g analyse. Pour une
valeur de p donnée, vérifier la contrainte (5.2) revient a vérifier que [Fon95] :

(Fu (M), M) + (At DI (Fa (M) Als) + (= DI <1,

o0

Si le plus petit A est recherché, il est alors nécessaire de résoudre une série de problémes
de p analyse. L'outil de p analyse n’est donc pas adapté pour ce probléme.
La v analyse est-elle plus pertinente? Dans ce cadre-la, ce probléme se formalise de la
fagon suivante:
minimiser v
tel que

H(Fu (M), A(8)) + (A + D) (Fu (M(5),A() + (A= DI loo < v

Si Voptimum v est différent de 1 alors nous avons:

(v* = 1)Fu (M(s), A(s))" F, ( (s)
- (Fu (M(s), A(s))" + Fu (M(s

Par rapport au probléme posé, 'optimum obtenu, s’il est différent de 1, ne correspond

AW (7 1)+ (12 = D))
BAS)) + (=DM +2(A+ DA+ (2 —1) > 0.

donc & rien.

L’approche par multiplieurs de Popov généralisés est plus adaptée méme si elle se
propose de vérifier le critére de performance que pour une valeur de A donnée.

Cet exemple met en évidence le manque de flexibilité des outils actuels d’analyse
de la performance robuste, ce qui est trés génant pour traiter certains problémes. Pour
remédier a cette insuffisance, nous proposons de mesurer la performance par une contrainte
quadratique de la forme:

Ve e R l 2(jw) ]*q)(jw) l 2(jw)

w(jw) w(jw)

avec O(Jw) = Po(Jw) + ki (Jw). Po(jw) et Pp(jw) sont fixées et le paramétre k est laissé
libre. Il est alors possible de rechercher le plus grand k tel que la contrainte quadratique
précédente soit vérifiée. Pour le probléme donné en exemple, nous avons:

@dﬂ@::[? é], @Aﬂ@::lg ?], et k= 2)

Le probléme peut étre généralisé en recherchant k fonction de la fréquence. Cette formu-
lation va étre développée dans ce chapitre.



q(s) M ( S) p(s)

FiG. 5.2 — Analyse de la stabilité de systémes incertains

5.1.2 Analyse de la stabilité

Nous considérons ’analyse de la stabilité robuste du systéme précédent. Dans ce cadre-
la, il apparait comme I'interconnexion d’une matrice de transfert stable M,,(s) et d’une
matrice bloc diagonale de perturbations stables A(s) = diag (A;(s)) appartenant a 1’en-
semble A défini précédemment. L’interconnexion s’écrit :

q(s) = Myp(s)p(s) et p(s) = Als)q(s). (5.3)

Pour faciliter I'exposé, nous considérons que A(s) ne contient qu’un seul bloc et cor-
respond & une incertitude paramétrique. Il posséde la structure 41, ot ¢ est le parameétre
incertain compris entre 0 et a. La question que nous considérons est d’estimer le plus
grand a qui n’entraine pas la déstabilisation du systéme.

Le scalaire a est fixé & la valeur nominale ag,,. Pour appliquer les outils de p analyse,
la premiére opération est de modifier la boucle par « loop shifting» pour remplacer § par
une incertitude & comprise entre —1 et 1 [DWS82]. Pour cela, nous prenons :

5= 2 §5—1.

Asyp

L’application de la y analyse nous permet d’estimer le plus grand ~ tel que, pour §
appartenant a l'intervalle [—v, 7], le systéme reste stable. Cela correspond a rechercher le
plus grand intervalle [(1 — v)=5%, (1 + v)*5%] alors que nous recherchions le plus grand
intervalle [0, a]. Ce probléme apparait par exemple dans le calcul de la borne supérieure

de v (voir I'article [FSF96] reproduit en annexe de la thése, page 271).

Ici encore, le cadre offert par la p analyse est trop rigide pour nous permettre de
traiter aisément ce probléme. Nous proposons dans ce chapitre une formulation générale
qui permet de le traiter naturellement.

5.1.3 Mise en forme d’un probléme de i analyse

Pour appliquer les outils de la p/v analyse, il est nécessaire que les transferts A,(s)
intervenant dans le transfert bloc diagonal A(s) soient «normalisés», c’est-a-dire que
|Ai]|oc < 1. Lorsque l'interconnexion entre M(s) et A(s) est construite, les blocs A;(s)
ne le sont pas forcément. Par suite, il est nécessaire de les normaliser.



Dans ce chapitre, nous proposons un outil d’analyse qui s’applique directement, sans
opération de normalisation. Pour cet outil, nous proposons des critéres mathématiques
basés sur des problémes d’optimisation LMIs. Dans le cas ot le systéme est normalisé,
nos conditions se simplifient pour donner la borne supérieure de p proposée par Fan, Tits
et Doyle [FTD91] ou celle de Safonov [SL93, LSC94|. L’avantage de notre approche est
de faire I’économie d’une mise en forme coiiteuse tout en menant a des critéres de méme
complexité que ceux utilisés dans le cadre de p.

5.1.4 Description d’incertitudes dynamiques complexes

Dans le cas oti le bloc A; représente une incertitude dynamique, la description utilisée
par la g analyse conventionnelle indique que, pour une fréquence w donnée, le transfert
de A;(jw) se trouve dans un secteur. Si c’est un tranfert & une entrée et une sortie alors
cela peut étre représenté par un disque dans le plan de Nyquist (voir figure 5.3, & gauche).
Dans les cas ot le transfert incertain est dans une zone plus complexe (voir figure 5.3,
au centre et a droite), la y analyse ne s’applique que si on considére le plus petit disque
contenant cette zone. La conséquence est un certain conservatisme de "analyse qui suit.

A A

FiG. 5.3 — Descriptions de transferts incertains pour une fréquence donnée

Nous allons voir dans ce chapitre comment mieux décrire ce type d’incertitudes.

5.2 Dissipativité

Nous commencons par définir une notion de dissipativité qui correspond & des familles
de contraintes quadratiques plus riches que celles introduites dans le chapitre précédent.
Elles vont étre paramétrées par 'utilisation de multiplieurs fréquentiels.

5.2.1 Systéme {®(jw), Piy(jw), Pog(jw)} dissipatif

Définition 5.2.1 Soient @y, O, Py trois fonctions de transfert de RLE" telles que
Q11(Jw) = P11 (Jjw)* <0, Pya(jw) = Poa(jw)*. Llinertie de la matrice :
: 011 (jw)  Dra(yw)
() = : :
(]w) l (I)12(.]w)* @22(%1)
est supposée constante et égale a (n,0,n).
Un systéeme stable H est dit {®11(jw), P1a(jw), Paa(jw)} dissipatif si avee z € Ly el
w € Ly tels que z = H(w) :

/+oo [ 2(jw) ]* [ Cu(jw)  Pia(jw) ] [ 0w ] dw > 0.

Loo | w(jw) D12(jw)” Paa(jw)



Pour simplifier les développements et sans (grande) perte de généralité, nous supposons
que ®(jw) a la structure:

0 0 Byay(jw) O
0 Pyiy(Jw) |0 D15(jw)
avec Pq1,(jw) < 0.
@121(jw)* 0 (I)QQI(jCU) 0
0 Pioy(jw)* |0 Dg9y(jw)

Lien entre {®;(jw), ®2(jw), P22(jw)} dissipativité et {®;;, 1o, ®yy} dissipativité:
nous venons d’introduire la notion de {®1(jw), P1a(jw), Po2(jw)} dissipativité qui généra-
lise celle de {®11, P12, Doy} dissipativité. Pour cette derniere, des liens entre les conditions
écrites dans différents domaines ont été proposés dans le chapitre précédent. La notion
de {®11(jw), P12(Jw), P22(jw)} dissipativité pour un systéme peut se réduire a celle de
{®1, ®1y, gy} dissipativité pour un systéme augmenté. Dans le cas de systémes linéaires
stationnaires, cela généralise la mise sous forme standard de la méthode de commande
H,. Dans celle-ci, assurer que les fonctions de transfert en boucle fermée ont leurs gains
contraints par les gains de fonctions de transfert appelées gabarits revient a assurer que
les fonctions de transfert pondérées ont une norme H, inférieure & un [Zam81|.

Dans le cas ot ®1;(jw) < 0, ce résultat repose sur la factorisation suivante qui sera
abordée dans la section suivante:

Rt B R it Nl | R R

Par suite, un systéeme H sera {®1;(jw), P12(jw), P2a(jw)} dissipatif si et seulement si,
avec z = H(w):

T [ B 8 ][ )

ce qui est équivalent apres pré multiplication par Wa(jw)™*

Wg(jw)“ a:

et post multiplication par

T )
avec z(jw) = Wa(w) + Wi(H(Ws(w)™)).
Wi H W u

JI
Ws

FiG. 5.4 — Mise sous forme « standard »

Ainsi vérifier la {®y;(jw), 19(jw), Paa(jw)} dissipativité du systéme H revient a véri-
fier la {®q1, ®1a, Poo } dissipativité de Wo+WioHo W3L1. L’opération effectuée est connue



dans la littérature anglo saxonne sous le terme de «loop shifting» (voir, en annexe du
chapitre, la section 5.8.1). C’est 'opération qui est couramment effectuée dans le cas li-
néaire pour I’étape de mise sous forme standard de la méthode de commande H., [Fon95].
Par exemple, pour spécifier qu’une fonction de transfert est en fait {—W,(jw)*W,(jw), 0,
W;(jw)P Wit (jw)} dissipative, la fonction de transfert W, (jw) H (jw)W;(jw) est contrainte
a avoir une norme H, inférieure & un, c’est-a-dire qu’elle est {—1,0, I} dissipative.

Puisqu’il est possible de se ramener & la {CT)H,CT)U,CI)QQ} dissipativité comme cela
est classiquement fait dans la méthode H,.,, quel peut étre l'intérét de considérer la
{P11(jw), P12(jw), Paa(jw)} dissipativité? Un premier argument (naif) serait de remar-
quer que les critéres de stabilité qui se formulent en terme de {®,y, @15, @55} dissipativité
peuvent étre aisément formulés en terme de {®q1(jw), P12(jw), Pa2(jw) } dissipativité:
I’avantage est que lors de ’application du critére, il n’est pas nécessaire de faire une trans-
formation de «loop shifting». Le deuxiéme argument est plus intéressant au niveau de ses
conséquences. Considérer indépendamment le modele H(jw) du systéme et le «modéle»
{P11(jw), P12(jw), Paa(jw)} de ses propriétés de dissipativité permet de traiter 'un in-
dépendamment de ’autre. Dans "approche H.,, ’étape d’augmentation du systéme par
des pondérations restreint I’éventail des propriétés de dissipativité. Avec ’approche que
nous proposons, il est au contraire possible d’optimiser aisément un certain nombre de
caractéristiques des transferts ®q1(jw), P12(jw) et P9a(jw). Rappelons une fois de plus
que les signaux d’entrée et de sortie d’un systéme vérifient un ensemble de propriétés de
dissipativité. Nous verrons dans la suite de ce chapitre que cette simple remarque est a la
base d’un certain nombre de résultats nouveaux.

Interprétation de la propriété de {®;(jw), P12(jw), P22(jw)} dissipativité: soit
la fonction de transfert H(jw) d’un systéme linéaire stationnaire vérifiant :

[ H(jw) ]* [ 1 (Jw)  Pr2(jw) ] [ H(}w)

) ) >0
1 P1a(Jw)* Paa(jw) o

Y

avec @ (jw) = @1;(jw) < 0. Par suite, Poy(jw) — P19(jw)* @1y (jw ) @12(jw) > 0. L'in-
égalité précédente se réécrit alors par simple complétion des carrés:

(H (jw) + @11 (jw) M P1a(jw))* (= P11 (jw)) (H (jw) + P11 (jw) H @y (jw)) < - -

e Bgy(jw) — (I>12(jw)*@ll(jw)“(Pm(jw).

Pour une fonction de transfert & une entrée, une sortie, la
représentation de la fonction de transfert H(jw), pour une

fréquence w donnée, dans le plan de Nyquist est dans le e
_ ¢ jw ¢ jw
cercle de centre (z.,y.) = (— ;fﬁ%}))?_ (;51121](%7&0)))6 et de rayon r

ro= f2Ue)  01ple) 401509 poyy ype fonction de trans- Yo o || e
$11(Jw) $11(Jw)

fert a plusieurs entrées et plusieurs sorties, nous obtenons un
cone de centre —®(jw)'®y(jw) et de rayon ((@ga(jw) —
CI)lz(jw)*CI)H(jw)“q)lz(jw))%, (—CI)H(jw))%). Les cones ont été définis par Safonov (voir
la section 2.8.3, en annexe du chapitre 2).

6. L’indice R désigne la partir réelle, I la partie imaginaire. Etant hermitiens, les scalaires ¢11(jw) et
$a2(jw) sont réels.



5.2.2 Factorisation des multiplieurs fréquentiels

Il résulte de la section précédente qu’il est désirable de factoriser la matrice de trans-
fert :
011 (jw)  Pra(yw)
Di2(jw)” Paa(jw)

D’autre part, les théorémes de stabilité considérés dans ce chapitre requiérent pour leur
mise en ceuvre des résultats sur la factorisation des opérateurs. Des résultats existent sur
la factorisation d’opérateurs linéaires stationnaires définis par un produit de convolution
[Wil69, DV75]. Néanmoins, nous nous restreignons ici au cas ou les multiplieurs sont des
matrices définies sur RL,,. Ils sont intéressants a plusieurs titres:

1. ils admettent une représentation d’état de dimension finie (permettant d’obtenir des
formulations intéressantes pour les calculs numériques) ;

2. une fonction d’une variable complexe peut étre approchée par une séquence de
fonctions rationnelles sur un compact du plan complexe (théoréeme de Runge [Rud87,
page 272]). Par suite, cela permet de considérer que la perte de généralité introduite
par la restriction a des fonctions rationnelles n’est pas importante.

Théoréme 5.2.1 Soit ® la matrice introduite dans la définition 5.2.1. Alors il existe /
fonctions de transfert Wy, Wy, W5 et Wy de RHZ*", la premiére étant inversible, telles
que :

o | W) Wz(jw)]*l—l o] lWl(jw) Wa(jw)
Wi(jw) Wa(jw) 0 I || Wi(jw) Ws(jw)

Dans le cas on ®11(jw) < 0, Wy(jw) peut étre choisie nulle.

La démonstration se trouve en annexe de ce chapitre, section 5.8.2.

5.3 Analyse des familles de systémes linéaires station-
naires

Dans cette section, nous considérons I’analyse de familles de systémes linéaires station-
naires. Elle recouvre I'analyse des systémes incertains (ou p/k,, analyse). Elle généralise
la p4/k,, analyse en deux points:

— nous étudions le comportement entrée/sortie d’un systéme incertain de fagon plus
fine et plus flexible que ne le fait ’analyse habituelle de la performance par vérifi-
cation de gabarits fréquentiels ;

— nous introduisons une description plus fine des incertitudes dynamiques. A titre
d’exemple, cela permet d’aborder les systémes avec des retards purs incertains.

5.3.1 Modélisation

Les familles de systémes linéaires stationnaires considérées sont générées par une inter-
connexion d’opérateurs. L’interconnexion est décrite par un opérateur linéaire stationnaire
causal :



L’ensemble des sous systémes est décrit par une famille de modéles A dont la transformée
de Laplace est A(s). Le systéme interconnecté s’écrit donc:

l o ] - l %ngig %ngi; ] l 5)((?) ] et p(s) = Als)q(s). (5.4)

Dans ce qui suit, la boucle interne du systéme, notée M,,-A, est définie par:
q(s) = Mop(s)p(s) et p(s) = A(s)q(s).

L’interconnexion regroupe, dans le cas d’un systéme incertain, la partie « exactement
déterminée» du systéme. A modélise la part indéterminée (incertaine) du systéme et est
caractérisé par une propriété de type dissipativité.

Plus précisément, A(s) est une matrice de fonctions de transfert de dimension n x n
appartenant a 'ensemble A défini par:

A = {A(s) | Als) 2 diag (Ai(s)) }

o A; appartient a une famille A; de modéles A; correspondant a I'une des classes sui-
vantes:

CIT: systéme linéaire stationnaire & une entrée et une sortie, répété
CIT: systéme linéaire stationnaire & plusieurs entrées et /ou plusieurs sorties ;
CIT: multiplication par un gain constant réel (répété);
C{': multiplicati tri tante réell
PR plication par une matrice constante réelle

introduites dans le tableau 2.1 du chapitre 2 (page 64). Dans la section 5.3.1.3, nous
généraliserons les résultats obtenus pour inclure les sous éléments de la classe C27 (retards
purs). De plus, chaque A;(s) est caractérisé par des fonctions X;, Y; et 7Z; de RLZ "™ (avec
Xi(jw) = X;(jw)* <0 et Z;(jw) = Z;(jw)*)" de la maniére suivante:

piljw) = Ailjw)aijw) et [pfw]*lmw mow)HpZ«jw)

(i) | [ ViGer Ziw) | | ate) | 7% Y

(C’est une contrainte quadratique dans le domaine fréquentiel. A est ainsi caractérisé par
I'inégalité quadratique suivante:

pli) = Alw)alie) et [p@w)]*lggwl row | [ i)

q(jw) = (56)

X(jw) = diag (Xi(jw)), Y (jw) = diag(Yi(jw)), Z(jw)= diag(Zi(jw)).

D’autre part, A;(jw), X;(jw), Yi(jw) et Z;(jw) peuvent avoir une structure spéciale,
en fonction des classes auxquelles appartiennent les éléments A; de la famille A;. Cela est
exposé dans le tableau 5.1 sauf pour la classe C; qui est traitée a part.

Dans ce tableau, pour les deux derniéres classes, la propriété de dissipativité est décrite
par des matrices/scalaires réels, indépendants de la fréquence.

7. La condition X;(jw) = X;(jw)* < 0 assure la convexité de A. Cela se démontre de la méme fagon
que le deuxiéme point abordé en début de chapitre 3.



| structure structure de g ( . ) a ( . )
classe . . . . ilJgw i\Jw
de A;(jw) {Xi(jw), Yi(jw), Zi(jw)}

TI o zi(Jw)ln,  yi(Jw)ls, {3 .

G A; = g(jw)ly, l i), z(Gw)l, Si(jw) € Sc(ni) 0

CTl A; = G(jw) [ Xi(jw; Yi(jw) ] Ai(gw) 1y, .
N Yilge)" Zile) M(jw) € Sol1)

cri A= A [ X, Y ] Ai(jw)ln, Ai(jw) I,

' Z YiT Zi )\i(jw) € So(l) )\i(jw) € gc(l)

TAB. 5.1 — Propriétés des sous systémes A; et des multiplieurs associés.

caractérisation définition de ¢ {Xi(jw), Y (jw), Zi (jw)} marge de stabilité
cone (c,r) ' _ —1I, cly, ' '
ceRreRt Ji €Ele—r,c+r7] [ eI, (rP = AT, ] (e, Vkir) et k; >0

intervalle (a, b) 5 € [a, B [ —21,, (a+b)1,, ] (a+(1— ]:;iu)(b —a),b)

a,beR (a+b)I,, —2abl,, (a,b+ (1 — ki)(a — b))

On, I, (a+ (1 — ky)b, +00)
I, —2al,, beRT

intervalle (@, +00)

teR d; € [a, +oo]

TAB. 5.2 — Incertitudes paramétriques réelles (classe C11).

5.3.1.1 Systémes linéaires stationnaires incertains

Dans les catégories abordées dans le tableau 5.1, les classes CZ 1 et CI1 sont d’un intérét
tout particulier. En effet, la premiére est un modéle intéressant pour des incertitudes sur
la structure du modéle, le second pour des paramétres réels mal connus. Dans ce qui suit,
nous qualifierons de systémes linéaires stationnaires incertains les interconnexions de sous
systemes de classes CI1 et CI7.

Pour ces deux catégories, nous allons proposer plusieurs modeéles X;(jw), Yi(jw) et
Zi(jw) pour la caractérisation de A; en y associant une « taille» k;. Ce parameétre est un
facteur de mise a 1’échelle qui permet de rétrécir ou d’accroitre I’étendue de la famille A;
a laquelle A; appartient. Son introduction nous permettra de définir la marge de stabilité.
A Densemble A est alors associé le vecteur: ka = { k... k

Nous considérons d’abord le cas ot A; = §;1,,, avec §; un scalaire réel invariant dans le
temps, c’est-a-dire une incertitude paramétrique. Les perturbations paramétriques réelles
sont décrites dans le tableau 5.2.



Considérons maintenant le cas ot A; appartient & la classe CI1 et modélise une incer-
titude sur la structure du modéle. Nous cherchons & décrire la variation de I'incertitude
de modeéle A; avec la fréquence. Dans 'approche habituelle, cela est accompli par I'in-
troduction de pondérations [DWS82]. Avec p;(jw) = A;(jw)gi(jw), plusieurs descriptions
possibles de A; sont proposées:

— ¢'il existe des fonctions €', R, T de RLZ*" telles que:
(P(jw) = C(Gw)q(iw)) T (jw) T (jw) (p(jw) — C(jw)q(jw)) < ¢(jw) R(jw) R(jw)q(jw)
alors
Xi(jw) = =T@w)T(jw),
Vilje) = T()T(
Ziljw) = Rjw) R(je

Dans la suite, on le dénomme un secteur conique ou céone (C(jw), R(jw), T(jw))®
(voir [SA81]). L’étendue de la famille associée peut étre augmentée ou réduite en
considérant l'intervalle (C'(jw), vk R(jw), T'(jw)) ot k; est un scalaire positif®.

— S’il existe des fonctions L, U, T' de RLY*" telles que:

(p(jw) = L(w)q(Gw)) T (Gw) T(5w)(p(1w) = U(jw)q(iw)) < 0

alors
Xi(jw) = —2T(jw) T (jw),
Yiw) = T(w)T(w)(L(jw)+ U(jw)),
Zi(jw) = —L{jw)U(jw) —U(jw) L(jw).

Dans la suite, on le dénomme un secteur intervalle (L(jw), U(jw), T (jw)). L’étendue
de la famille associée peut étre augmentée ou réduite en considérant l'intervalle

(L(jw) + (1 — k)(U(yw) — L(jw)),U(jw), T(jw)) ou lintervalle (L(jw), U(jw) +
(k; — 1)(U(jw) — L(jw)), T(jw)) avec k; un scalaire positif'®.

— Sl existe des fonctions A , T de RLZ "™ telles que A(jw)* = A(jw) et:

p(jw) T (jw) T (jw)(p(jw) — A(jw)q(jw)) = 0

alors
Xz(.]w) = Onm
Yi(jw) = T(jw)T(jw),
Zi(jw) = =2T(Jw) T(jw)A(jw).

Dans la suite, on le dénomme un secteur semi-intervalle (A(jw), T(jw)). L’étendue
de la famille associée peut étre augmentée ou réduite en considérant le semi intervalle
(A(Jw) + (1 = k; ) B(jw), T (jw)) ot B(jw) est positif et ot k; est un scalaire positif.

De la méme fagon, une grandeur k; peut étre introduite pour les sous systémes des
classes CI'1 et CI'1. Les matrices X;(jw), Yi(jw) et Z;(jw) dépendent alors linéairement de

k.

8. T'(jw) est choisie inversible.
9. Une extension possible est de considérer que k; est fonction de la fréquence. Cette remarque est
valable pour les autres cas.
10. La maniére d’introduire k; n’est évidemment pas unique.



a(jw)

F1G. 5.5 — Incertitude 6;(jw) de modéle

Une interprétation graphique des propriétés de dissipativité précédentes est possible
dans le cas ot le bloc A;(s) est une fonction de transfert & une entrée et une sortie d;(s).
Dans ce cas-la, la fonction T'(jw) peut étre prise égale a 1. &;(s) est dans un secteur
conique (¢(jw),r(jw), 1) si pour chaque fréquence w, le point §;(jw) est dans le plan de
Nyquist a lintérieur du cercle de centre ¢(jw) et de rayon |r(jw)| (voir figure 5.5). §;(s)
est dans un secteur intervalle (/(jw), u(jw),1) s’il est dans un secteur conique (3(/(jw) +
u(jw)), :(1(jw) —u(jw)),1). Enfin, &;(s) est dans un secteur semi intervalle si pour chaque
fréquence w, la partie réelle de 6;(jw) est plus que a(jw) (voir figure 5.5).

Ce mode de représentation des incertitudes sur la structure du modéle a été couram-
ment admis & partir du début des années 80 [SA81, DWS82]. On peut s’interroger sur
sa pertinence. Il est manifeste que s’il permet de définir une famille de modéles, celle-ci
sera en général une surfamille si nous considérons les incertitudes de structure que nous
cherchons effectivement a modéliser. Cela vient du caractére trés frustre de la modélisa-
tion (cercle ou demi plan, voir la discussion précédente). Or ce mode de représentation
est celul de u. La conséquence est que méme si nous calculions exactement p, le résul-
tat serait quand méme approché par rapport a la famille de modéles physiques. Malgré
tout, nous pensons que cette représentation est pertinente!! pour des familles de mo-
deles dynamiques. En effet, elle se formule sous forme de contraintes quadratiques. Par
la-méme, elle va nous permettre d’appliquer les outils proposés dans le chapitre 2 avec
I’espoir d’obtenir des critéres calculables. Elle méne donc a un bon compromis entre la
précision de la représentation et les objectifs pratiques de calculabilité. Nous verrons dans
ce qui suit (section 5.3.6 de ce chapitre) qu’il est possible de la raffiner en combinant
plusieurs contraintes quadratiques décrivant, par exemple, des demi plans ou des secteurs
(la description d’incertitudes par des secteurs fréquentiels a été exploitée dans [TBLI6]).

5.3.1.2 Caractérisation d’incertitudes dynamiques complexes

Les incertitudes dynamiques complexes sont des incertitudes pour lesquelles la carac-
térisation précédente & ’aide d’un seul secteur peut étre considérée comme trop grossiére.
Prenons 'exemple d’un tranfert incertain a une entrée et une sortie qui, pour une fré-
quence w donnée, peut étre représenté dans le plan de Nyquist par la zone en noire (voir
figure 5.6, & gauche). Décrire cette incertitude par un secteur revient a ’approcher par un
disque la contenant. On remarque que le disque englobe des points possibles qui ne font
pas partie de la zone noire. Par contre, on peut décrire cette zone comme l'intersection

11. Et pas simplement parce que I’on n’en a pas trouvé de meilleure !



FiG. 5.6 — Incertitude dynamique complexe pour une fréquence w

d’un disque et de deux demi plans (voir figure 5.6, & droite). La description ainsi obtenue
est plus précise. De plus chaque zone peut étre décrite par une propriété de dissipativité.
Ce point est développé et étendu pour des transferts incertains a plusieurs entrées et
plusieurs sorties dans les sections 5.3.6 et 5.19. Dans la section qui suit, nous mettons
en ceuvre les idées sous jacentes pour la description de retards purs incertains par des
contraintes quadratiques.

5.3.1.3 Caractérisation de retards purs incertains

Nous considérons maintenant le cas oit A est un retard pur moins un gain unité. Nous
allons nous attarder sur cet exemple car il est trés illustratif de la méthodologie générale.

En effet, si nous appliquons une approche conventionnelle, type p, le critére obtenu
serait indépendant de la valeur du retard (comme cela a été fait dans [CL95]). Cela vient
du fait que le probléme est abordé a travers le théoréme du petit gain [Zam66a| en notant
que |et/7| < 1. Notre approche est plus générale dans le sens ot nous recherchons des
contraintes quadratiques vérifiées par la transformée de Fourier des signaux aux bornes
du sous systéme et non simplement une propriété de gain'2.

D’autre part, un retard est forcément un systéme a une entrée et une sortie (éventuelle-
ment répété). Par suite, nous pouvons représenter la transformée de Fourier de sa fonction
de transfert dans le plan complexe. En plus d’étre illustrative, cette caractéristique permet
de construire une description entrée/sortie du retard basée sur des contraintes quadra-
tiques par des considérations géométriques élémentaires. D’autre part, les retards sont des
phénomeénes trés fréquents dans les systémes. Il est donc important de les étudier.

Llitw

Pour le retard pur de transformée de Fourier e , nous allons considérer deux cas:

— 7 est constant et compris entre 0 et 7, ;

— 7 est constant et appartient a un intervalle [y, 7].
Dans le premier cas, pour une fréquence donnée w, la représentation de et/“™ — 1 pour 7
compris entre 0 et 7,, dans le plan de Nyquist correspond & un arc de cercle comme cela
est représenté figure 5.7, & gauche. Une premiére approche est de considérer que cet arc
est l'intersection du cercle de centre (—1,0) et de rayon unité et du demi plan défini par

12. ou de positivité, le cas échéant.



Im

F1G. 5.7 = Caractérisation par un cercle et une droite (@ gauche) et un cercle et un disque

(a droite)

la droite passant par 'origine et d’angle ™22 avec I’axe des abscisses (voir figure 5.7).

En introduisant p(jw) = (eX™ — 1)g(jw), nous avons donc d’une part une égalité liée au
fait que I’arc est sur le cercle:

pGe) 111 L] pw) ] _
qw) | [ 1 0] ] a(w)
et d’autre part, on peut exprimer la position de 'arc par rapport & la droite pour w €
0. =1
Im(e“m -1 < cotan(%)f{e(e“m —1).

Cela donne alors:

[p(jw) ] [ COtaﬂ(O Cotaﬂ(OL) —J ] [p(jw)

a(jw) “) 1 aGwy | =

Pour w > 3—”, I’arc de cercle se confond avec le cercle lui-méme.
Par suite, par application de la S procédure (théoréme 2.3.3, page 55), et/7% — 1 est

caractérisé, pour une fréquence w donnée appartenant a I’ mtervalle 10, —[ par I'inégalité
suivante :
Va(w) € R,
)| () o5 = ele) ] [t |
q(jw) | | cotan(™5*) +j + a(w) 0 qw) | =7

et pour w donné plus grand que 3—” par:

V“MEB”lM%OT[MM ww]lmw>

q(Jw) a(w) 0 q(Jw) =0

Pour w €]0, 2%, sin(Z2) > 0, une forme alternative est donnée par:

Va(w) € R, HW) ]*M l P(jw)




avec

. “) Cos( )—I—sm(
“)(a(w) +7) 0

Une seconde approche est de considérer que cet arc est I'intersection du cercle de centre
(—1,0) et de rayon unité et du disque de centre (0, —tan(”3%)) et dont le bord passe par
I'origine (voir figure 5.7, & droite). Le fait que et/7% —1 soit dans ce disque peut s’exprimer

M:l () sin( %

“)(a(w) =) ]
Cos( “) + sm( '

pour w €0, [ par I'inégalité suivante:

(e = 1)+ jtan(Z22) (e = 1)+ tan("57) ) < tan(227,
ce qui donne:

Va(w) € R, HUC") H o ol J>t;ntw) a(w)—jotan(”;“’)] [p(ﬂu)

“)) et dont le bord

Pour w €] X, 22, I'arc est & lextérieur du disque de centre (0, — tan (™2
passe par l'origine. Par suite:

Va(w) € R, [PW) H o ol J>t;ntw) a(w)—jotan(”;“’)] [p(ﬂu)

Considérons maintenant le cas ot 7 est constant et dans un intervalle [1, 72]. Comme

FiG. 5.8 — Caractérisation par deux droites d’un retard dans un intervalle

précédemment, pour une fréquence w, la représentation dans le plan de Nyquist de et77¥—1

pour T compris entre 7y et 75 correspond & un arc de cercle (voir la figure 5.8). Une premieére
approche est de considérer que cet arc est I'intersection du cercle de centre (—1,0) et de

rayon unité, du demi plan défini par la droite passant par l'origine et faisant un angle

“% avec l'axe des abscisses et du demi plan défini par la droite passant par l'origine et

Tlmw

faisant un angle =

avec I'axe des abscisses (voir figure 5.8). Par suite, en appliquant



Llitw

comme précédemment la § procédure, e — 1 est caractérisé par, pour une fréquence

w donnée appartenant a l'intervalle ]0, 27—3[

Va(w) € R, V3(w) € RY,

pw) | aw)  q(w) +a(@) | [ pliw)
[ (i) ] [ W +aw) 0 ] [ a(jw) | =%
Y(jw) = cotan(5%) — Blw)eotan( ) = (1 = Bw))j.
pour une fréquence w donnée appartenant a l'intervalle ]27—2, ZT—T[
Va(w) € R,
p(jw) - a(w) —cotan(%) + 7+ a(w) p(jw)
l q(jw) ] l —cotan(%) —Jj+a(w) 0 ] l q(jw) 20,
pour w donné plus grand que QT—T par:
p(jw) |7 [ alw) a(w) ][ p(w)
vel) € R, l alj) ] [ alw) 0 ] l i) | =7

De méme, peut étre obtenu un critére semblable au deuxiéme critére précédent, c’est-
a-dire en remplacant la délimitation de ’arc de cercle par des cercles au lieu de droites.

Contrairement a tous les sous systémes étudiés précédemment, un retard ne peut
pas étre {X(jw), Y(jw), Z(jw)} dissipatif. En effet, dans les contraintes quadratiques
introduites dans cette section pour le caractériser, la matrice X (jw) n’est pas forcément
définie négative et la matrice Y'(jw) n’est pas rationnelle. Cela vient du fait que nous avons
voulu décrire assez précisément le retard. Une description plus frustre aurait consisté, pour
une fréquence donnée, a rechercher le plus petit disque contenant I’arc décrit par le retard.
Dans ce cas-1a, le retard aurait été caractérisé par un ensemble convexe. Un raffinement
de la description nous a amené a tenir compte du fait que le retard décrit un arc, qui n’est
alors pas convexe. La convexité est une propriété qui peut étre utilisée pour démontrer
simplement un théoréme de séparation des graphes. Néanmoins, le théoréme de séparation
des graphes présenté dans ce mémoire peut étre étendu pour traiter une famille connexe
(et pas forcément convexe) de sous systémes. Ce point a été détaillé dans notre article
[Sco97]? et sera rediscuté dans le suite de ce chapitre.

Une description par contraintes quadratiques (intégrales) assez
similaire & la seconde que nous avons vue a été proposée pour un re-
tard pris constant dans U'intervalle [0, 7,,,4,:] par Rantzer et Megretsky
dans [RM94b|. D’une part, ils ne proposent aucune démonstration
(et référence) pour cette caractérisation.

D’autre part, le théoréme de séparation des graphes qu’ils proposent
requiert que si A vérifie une contrainte quadratique alors AA vérifie
aussi cette intégrale quadratique pour tout A compris entre 0 et 1. Si nous reprenons la
caractérisation proposée dans [RM94b, page 3067] avec « = —1 et 8 = 0, nous avons

A = § qui vérifie (§ —1)*(6 — 1) > 1.

13. reproduit en annexe de cette thése, page 277



Dans le plan complexe, cela correspond & ce que ¢ soit hors du cercle
de centre (1,0) et de rayon 1. Il est aisé de trouver un ¢ et X tel que
Ad ne soit pas hors de ce cercle et ne vérifie ainsi pas la condition. En-

fin, ils travaillent sur des contraintes quadratiques intégrales. Dans
le cas que nous considérons, a savoir des systémes linéaires station-
naires incertains, il est beaucoup plus simple de travailler sur des

contraintes quadratiques: I'approche par contraintes intégrales est
en effet beaucoup plus complexe et dans le cas qui nous intéresse, injustifiée du fait du
caractére linéaire stationnaire dans le temps du systéme considéré.

Nous verrons dans la suite de ce chapitre un exemple numérique qui met en évidence
I'intérét de ’approche que nous proposons pour ’analyse de la stabilité des systémes a
retard.

5.3.2 Paramétrisation des contraintes de dissipativité vérifiées
par les sous systémes

Comme cela a été expliqué dans le chapitre 2 et est fait dans le chapitre 3, nous allons
rechercher & caractériser I’ensemble des sous systémes par une famille de contraintes qua-
dratiques, paramétrisées par des transferts appartenant a des ensembles linéaires. Dans
la premiére partie de cette section, nous considérerons le cas des systémes linéaires incer-
tains. Dans la seconde, nous illustrerons comment cette paramétrisation peut étre mise
en ceuvre sur des incertitudes plus complexes en considérant le cas des retards incertains.

5.3.2.1 Systémes linéaires stationnaires incertains

La caractérisation des opérateurs linéaires A de la famille A par la contrainte qua-
dratique (5.6) n’est pas unique. Considérer une seule surfamille pour englober la famille
A peut mener & une description trés frustre de celle-ci. Des informations importantes sur
les éléments A de A sont perdues:

L. informations sur la structure de A: c’est une matrice bloc diagonale avec (éven-
tuellement) des éléments répétés;

2. informations sur la nature de A: certains blocs A; consistent en la multiplication
par un gain réel.

Afin d’éviter (en partie) cette perte d’information, une paramétrisation des contraintes
quadratiques vérifiées par les éléments A de la famille A est proposée. Une régle empi-
rique pourrait étre: « Plus le nombre de contraintes considérées est important, plus la
description de A peut étre précise». Néanmoins, I’écueil de la surparamétrisation doit étre
évité. Introduire des parameétres supplémentaires sans apport d’information augmente la
complexité des critéres sans réduire leur conservatisme.

Afin d’arriver a ce but, des fonctions S et G de RLZ*" sont introduites [Doy82, Doy85,
FTDI1] . Toutes les deux apportent des informations sur la structure bloc diagonale avec
des blocs éventuellement répétés de A. De plus, les fonctions G donnent des informations
sur le caractére réel de certains blocs répétés.

14. Les références citées ne sont pas strictement adéquates. En effet, dans ces articles, la stabilité de la
boucle est étudiée pour une fréquence donnée. Par suite, S(jw) et G(jw) sont des matrices complexes et
non les valeurs de fonctions pour un w donné.



Plus précisément, les fonctions S appartiennent a I’ensemble S(A) défini par:
S(A) = {S(jw) | S(jw) = S(jw)" > 0 et A(jw) = S(jew) A () S(w) 2}
Les fonctions (¢ appartiennent & ’ensemble G(A) défini par, avec p(jw) = A(jw)q(jw):

G(A) ={G(jw) | pliw) G(Hw)q(jw) + q(jw) G(jw) p(jw) = 0} .
Les propriétés précédentes des fonctions S et G impliquent que:

1. si A; appartient & la classe CI1 (classe des systémes linéaires stationnaires & plusieurs
entrées et plusieurs sorties) alors S(jw) est de la forme D;(jw) = d;(jw)l,, avec
d;(jw) une fonction scalaire et G(jw) est nulle;

2. si A; appartient a la classe CI! (classe des multiplications par un gain constant
réel répété) alors S(jw) et G(jw) sont de la forme D;(jw) avec D;(jw) une fonction
matricielle de dimension n; x n; et G(jw) = —G(jw)*.

La structure de S et G est maintenant justifiée.

Multiplieur S(jw): si A(jw) est plein alors pour tout transfert non nul A(jw), A(jw) =
Ajw) M A(w)A(jw). Par suite, S(jw) = A(jw)?I. Si A(jw) = §(jw)I alors pour toute
matrice de transfert inversible W (jw), A(jw) = W(jw) " A(jw)W (jw). Par suite, S(jw) =
W(jw)y W (jw).

Multiplieur G(jw):  considérons la multiplication par un gain répété 41, avec § =
dr + 707. Alors, I'égalité définissant G méne a:

—sidp #0et §; =0 alors G(jw) = —G(jw)*;
— sidp =0et §; # 0 alors G(jw) = G(yw)*.

Par suite, la condition G(jw) = —G(jw)* est impliquée par § réel.
Le lemme suivant propose une paramétrisation (partielle) a 'aide des fonctions S et
(G des propriétés de dissipativité vérifiées par les éléments A de la famille A

Lemme 5.3.1 Supposons les éléments A de la famille A caractérisés par (5.6). Ills sont
alors aussi caractérisés par les contraintes quadratiques:

[pow)]*[ X (jw)S (jw) Y(jw)S(ijG(jw)] lpow)
g(jw) | | Y (w)S(jw) + Gjw)” Z(jw)S(jw)

pour toutes fonctions S appartenant & S(A) et G a G(A).
Démonstration Avec p(jw) = A(jw)q(jw) et par définition de S(jw):
A(jw) = S(jw) A W) S () 2

Alors, S(jw)'?p(jw) = A(jw)S(jw)?q(jw). Par suite, les signaux S(jw)'/?p(jw) et
S(jw)?q(jw) vérifient 'inégalité quadratique (5.6). Comme S(jw) commute avec les
matrices X (jw), Y(jw) et Z(jw)'®, nous avons:

ol 1) = [Wﬁ“) * l X(j)S(je) Y (j)S(iw) ] lpow)

q(jw) Y (jw)S(w) Z(jw)S(jw) >0 (5.8)

15. A(jw) et les matrices X (jw), Y (jw) et Z(jw) ont la méme structure et S(jw) commute avec A(jw).



De plus, ¢(jw) et p(jw) vérifient I’égalité suivante :

p(jw) Gjw)q(jw) + q(jw) G(iw) p(jw) =0

Cette égalité peut étre réécrite comme:
a1(p,q) = p(Jw) G(1w)q(w) + q(jw) G (5w) p(jw) = 0 (5.9)

o2(p, q) = pliw)"G(jw)q(jw) + q(jw) G (jw) p(jw) < 0. (5.10)
Comme A(jw) vérifie les trois inégalités (5.8) (5.9) et (5.10), pour tous scalaires positifs

71 et 7o, I'inégalité suivante est vérifiée :

oo(p,q) + mo1(p,q) — 1202(p.q) > 0

ce qui est équivalent a (aprés un changement de notations (1, — 72)G — &)

lqow)HY( X (jw)S(jw) Y(jw>5<jw>+G<jw>Hq<jw> 0.

Jw)*S(jw) + Gjw)* Z(jw)S(jw) p(jw)

Remarque : Si A est positive, c’est-a-dire si X (jw) =0, Y (jw) =1 et Z(jw) = 0, alors la
paramétrisation se simplifie de facon importante. En effet, il n’y a plus qu’a rechercher une seule
fonction M (jw) = S(jw) + G(jw) au lieu de rechercher deux fonctions S(jw) et G(jw). Clest
I’approche adoptée par Safonov dans [SL93, LSC94|.

Nous allons donner une interprétation géométrique de la démonstration du lemme
5.3.1 dans le cas ot A est la multiplication par un gain constant § non répété compris
entre a et b. Dans le plan de Nyquist, A décrit un segment de droite sur I’axe des abscisses,
comme cela est représenté sur la figure 5.9. Dans ce cas-la, A est { =2, (a 4+ b), —2ab }
dissipatif, ce qui exprime que:

(5_a—|—b)*(5_a—|—b)< (b—a)27

2 2 2

c’est-a-dire que ¢ est dans le disque de centre (“"2'6,0) et de rayon MT“ (voir figure 5.9).

Cela correspond a I'inégalité (5.8). De plus, dans ce cas-la, la matrice G est de la forme

J7 avec 7 un scalaire réel. L'inégalité (5.9) se réécrit alors 2rIm(é) > 0. Admettons que
T soit positif. Cela revient & indiquer que ¢ est dans le demi plan supérieur (I’axe réel
inclus). De méme, I'inégalité (5.10) indique que § est dans le demi plan inférieur (I’axe
réel inclus). Dans le cas d’un gain constant, la démonstration revient donc a indiquer que

“"2'6, 0) et de rayon bé“, le demi plan supérieur et

d est a la fois dans le disque de centre (

le demi plan inférieur (voir figure 5.9).
Une deuxiéme interprétation géométrique peut étre obtenue en considérant l'inter-

prétation des propriétés de dissipativité proposée dans la section 5.2.1 de ce chapitre.

L’application de ce qui a été vu dans la section 5.2.1 montre que la paramétrisation
proposée ci-dessus consiste & recouvrir le segment par une famille de cercles dont certains
représentants sont tracés sur la figure 5.10. Une valeur particuliére des fonctions S(jw)
et G(jw) définies précédemment correspond a un cercle recouvrant l'intervalle et dont le



F1G. 5.9 — Délimitation d’un intervalle [a,b]

Im

F1G. 5.10 — Recouvrement d’un intervalle [a,b] par des cercles



centre est sur la médiatrice du segment. Cette interprétation géométrique a été & 1’origine
d’une des premiéres bornes supérieure de p tenant compte du caractére réel des parameétres
[Doy85]. Elle peut étre retrouvée dans [CS92].

Cette interprétation met en avant une maniére géométrique simple d’obtenir des ca-
ractérisations de type dissipativité. Nous avons suivi cette approche pour caractériser les
retards purs: les droites apparaissent alors comme des cercles de rayon infini.

5.3.2.2 Retards purs

La caractérisation des retards obtenue précédemment est en fait déja une premiére
paramétrisation. Elle est basée sur I'introduction des fonctions a(jw) et B(jw). Nous
examinons maintenant le cas oil les retards sont répétés, c’est-a-dire le cas ot A(jw) =
et [, — I,. Cette situation se produit quand il y a effectivement plusieurs retards de
méme valeur mais aussi quand il y a un nombre fini de retards commensurables. En effet,
pour r un nombre entier, par application de 'opération de multiplication sur les LFTs
(page 67), nous avons :

[rJ_l

0 0
ety = F, 0 0 1[|,A] et A=ebv], (5.11)
1 0 0

Pour obtenir la LFT associée faisant intervenir A = ¢X7%[, — [ au lieu de A, 1l suffit
de faire le produit de Redheffer (voir section 2.8.1 de I'annexe du chapitre 2, page 67) la
LET (5.11) et la LFT:

&szﬁ(lglﬂxﬁmb—my

L’opérateur et/ [, — I, est caractérisé pour une fréquence w donnée appartenant a
Iintervalle ]0, 22| par:
Tm

p(iw) |7\ [ plow)
[ a(j) ] [ i) | =7
M= [ W(jw) (Cotan(T’g‘*’) — ]) S(w) + W(jw) ]
(Cotan(T’g“’) + ]) S(w) + W(jw) 0

et pour w donné plus grand que 3—” par:

wren [T ]2

pour tout W(jw) = W(jw)*, det(W(jw)) # 0 et S(jw) = S(jw)* > 0.

5.3.3 Analyse de la stabilité

Apres avoir caractérisé les sous systémes par des contraintes quadratiques, nous propo-
sons dans cette section des conditions de stabilité pour les sous systémes caractérisés par
une contrainte quadratique puis, dans un second temps, par une famille de contraintes.
Les conditions proposées peuvent étre vérifiées par la résolution d’un programme d’opti-
misation convexe. Ce point est discuté dans la section 5.6, page 200.



5.3.3.1 Séparation des graphes

Nous commencons par donner une définition précise de la notion de stabilité de M-
A. Dans cette section, nous essayons de vérifier que pour des étendues de familles de sous
systemes données, le systéme est effectivement stable. Par suite, les « tailles» associées

aux sous systémes sont conventionnellement fixées & un: ka = { 1 ... 1 }
P X e I —M ,
Définition 5.3.1 Le systeme M,,-A est stable si 'opérateur N 7 | @ un inverse

de Ly dans Lo qui est de gain (norme induite Ly) fini.

Le probléme d’analyse de la stabilité consiste a vérifier la stabilité du systéme (5.4).
Nous donnons ici une condition lorsque la famille A est caractérisée par une seule contrainte
quadratique.

Théoréme 5.3.1 Supposons que [opérateur A appartienne a l'ensemble A. Il vérifie
done la contrainte quadratique (5.5). De plus, supposons que :

— le nombre de péles instables de M(s) et de A(s) est constant pour chaque A(s) dans
l'ensemble A ;

— chaque A(s) dans Uensemble A a les mémes poles sur laxe imaginaire ;
— il existe un Ag(s) dans Uensemble A tel que le systéme bouclé soit stable ;

Alors le systéme (5.4) est stable s7il existe un scalaire strictement positif ¢ tel que pour
tout w appartenant a R, nous avons :

l My (jw) ] l Z(jw) Y (jw)" ] l My (jw)

I Y(jw) X(jw) 7| S Mo () Moy () + 1)

Nous proposons une démonstration directe trés simple, basée sur un théoréme proposé
par Lehtomaki et al. dans [LSAS81]. Elle repose sur le critére de Nyquist. Un résultat
comparable peut étre trouvé chez [GS95].

Démonstration

Supposons que les hypothéses du théoréme (5.3.1) soient remplies mais qu’il existe
un élément A tel que le systéme en boucle fermée M ,-A est instable. Supposons que
(I — AM,,)*! soit instable.

Le systéme en boucle fermée M,,-A, étant stable, il existe alors un scalaire A € [0, 1]
et un w € R tels que:

det(I — (1 = AN)Ag(jw)Myp(jw) — AA(Jw) My, (jw)) = 0.

Comme la contrainte quadratique (5.6) définit A comme un ensemble convere de A,

A(jw) = (1= \)Ag(jw) + AA(jw) € A,

De plus, il existe un signal p(jw) tel que:

(I = A(jw)Myp(jw))p(yw) = 0.



Soit ¢(jw) = My,(jw)p(jw). Par hypothese, il existe un scalaire strictement positif €

] [ s[5 =

tel que

Mais, I’équation précédente implique que: p(jw) = A(jw)g(jw) et A est caractérisée
par la contrainte quadratique (5.6):

] [ e e =

Nous obtenons donc une contradiction entre les deux contraintes quadratiques précé-
dentes. Par suite, (I — AM,,)*" est stable. Le méme raisonnement peut étre fait pour
([ - quA)-

Par suite, le systéme en boucle fermée M,,-A est stable pour chaque A appartenant
a ’ensemble A.

Le bien posé peut étre démontré en remarquant qu’il suffit, comme cela est expliqué
dans la démonstration du lemme 3.2.1 du chapitre 3, de montrer que les parties sans

mémoire de M, (M,,(joo)) et de A (A(jo0)) sont telles que:
det(/ — My,(joc)A(joo)) # 0.

Cela est démontré par I’absurde, comme précédemment pour la stabilité.

Ce résultat peut étre généralisé sous deux aspects:

1. un ensemble A de A plus général: la contrainte X < 0 assure la convexité de I’en-
semble des A considérés. La démonstration précédente se base sur cette propriété.
Néanmoins, elle se généralise aisément pour un ensemble A qui ne serait plus que
conneze. La ligne reliant Ay & A est alors remplacée par une courbe connexe. De ce
fait, la caractérisation des retards introduite précédemment peut étre utilisée. En
effet, 'arc de cercle sur lequel se trouve la transformé de Fourier du retard dans le
plan de Nyquist est connexe, pas convexe. De plus, le transfert associé a un retard
n’est pas rationnel. Le critére de Nyquist conventionnel ne s’applique donc pas. Il
faut en fait appliquer une généralisation du critére de Nyquist qui est proposée par
Desoer et Wang [DW80]. Pour plus de détails, se reporter a notre article [Sco97],
reproduit en annexe page 277.

2. un nombre de poéles instables différent pour différents A en se basant sur "approche
proposée par [PF85] qui utilise & la fois le critére de Nyquist et le criteére de Nyquist
inverse. Elle est basée sur le fait que quand un pole passe du demi plan de droite
a celui de gauche, un encerclement supplémentaire apparait, maintenant ainsi la
stabilité du systéme bouclé.

5.3.3.2 Séparation des graphes et paramétrisation

Pour une surfamille donnée, nous avons vu comment vérifier la stabilité de la boucle
fermée. Nous allons maintenant mettre & profit la paramétrisation des surfamilles propo-
sées précédemment (définie par un ensemble de contraintes quadratiques) dans le théo-
réme (5.3.1). L’idée est de rechercher une surfamille pour laquelle le théoréme précédent
permettrait de conclure a la stabilité du systéme bouclé.



Le théoréme (5.3.1) est donc combiné avec le lemme (5.3.1) pour obtenir le théoréme
suivant :

Théoréme 5.3.2 Soit Uopérateur A vérifiant les hypothéses du théoréeme (5.3.1). Alors
le systeme (5.4) est stable s’il existe une fonction S appartenant a S(A), une fonction G
appartenant @ G(A) et un scalaire strictement positif € tels que pour tout w appartenant

[ Map () ] M [ Mo < —e(Myp(jw) " Mgp(jw) + 1)

1 1
(5.12)
M:l Z(jw)S(w) Y (jw) S (jw) + Gljw)"
Y(w)S(w) +Glw) X (jw)S(w)

Pour résumer, démontrer la stabilité du systéme incertain (5.4) se réduit a trouver
deux fonctions S(jw) et G(jw) telles que la condition (5.12) du théoréme précédent soit
vérifiée.

Lien avec les approches classiques de la robustesse: En prenant X(jw) = —1I,
Y(jw) = 0 et Z(jw) = I, la borne supérieure de p proposée par Fan, Tits et Doyle
[FTDI1] est obtenue. En posant X (jw) =0, Y(jw) = [ et Z(jw) = 0, nous obtenons la
formulation de ’approche par les multiplieurs de Popov généralisés proposés par Safonov
[SLI3, LSC94, LCGS95|. Notre formulation permet donc d’unifier les deux approches,
tout en permettant des extensions peu envisageables avec les deux formulations classiques
(voir les retards).

5.3.3.3 Exemple numérique: les retards

Un exemple numérique simple va nous permettre de comparer le conservatisme du
critére proposé avec un critére proposé récemment dans la littérature et basé sur un type
particulier de fonction de Lyapunov [NDD96]|. Pour cela, nous considérons la fonction de
transfert H(s):

H(s) = “b
(5) = s(s% + 28owos + wi)
avec wy = 2 et & = 0,8 qui est bouclée négativement sur elle-méme. Un retard pur est
présent a l’entrée du systéme. Le but est d’évaluer la valeur maximale du retard que le
systéme bouclé peut supporter sans étre déstabilisé.

Il est possible, dans ce cas-1a, de déterminer de facon précise la marge de retard puisque

le transfert est a une entrée et une sortie. La marge de retard obtenue est de 0,8797.

[’application de la méthode décrite dans [NDD96] estime le retard admissible & moins de
0,3. Pour appliquer le critére de stabilité basé sur la premiére caractérisation proposée
dans la section 5.3.1.3, un échantillonnage fréquentiel est utilisé. Dans ce critére, la partie
correspondant au cercle va étre modifiée pour correspondre a une couronne d’épaisseur
2¢. Par suite, il se réécrit pour une fréquence w donnée appartenant a 'intervalle ]0, 3—”[
de la facon suivante: "

Va(w) € R,
)| ofw) o) ole) | [t |
q(jw) | | cotan(75%) +j + a(w) ca(w) q(jw) | ~
Fréquence par fréquence, nous faisons une recherche linéaire sur le parameétre 7,,, avec
pour chaque itération la résolution d’un probléme LMI de faisabilité (voir section 2.3.4.1,
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F1G. 5.11 — Systeme bouclé et Nyquist du transfert H(jw)

page 57). Pour cela, nous utilisons I'interface Scilab LMITOOL [NDG95] du code de calcul
SP [VB96]. La marge de retard alors obtenue est comprise entre 0,87 et 0, 88.

5.3.4 Analyse des marges de stabilité

Nous recherchons la plus grande déformation des familles de sous systémes qui n’en-
traine pas la déstabilisation du systéme interconnecté. La maniére dont nous déformons
ces familles est décrite par le vecteur ka de k; associé a 'opérateur A du systéme bouclé
M,,-A. Il admet deux types de composantes: soit k; = 1, soit k; = kparge OU Kpgrge €st un
scalaire positif. Cela revient a fixer I’étendue des familles de certains sous systémes alors
que d’autres sont au contraire déformées. Nous avons maintenant tous les éléments pour
proposer une définition de la marge de stabilité.

Définition 5.3.2 La marge de stabilité du systeme M,,-A avec le vecteur de tailles as-
socié ka défint comme ci dessus est le plus grand kp,q.q. tel que le systéme bouclé My,-A
soit stable avec A étendu par le vecteur ka.

Cette définition de la marge de stabilité peut étre reliée aux notions classiques de p/k,,,
v et de marge unilatérale. Nous considérons un systéme M ,-A avec A appartenant & un
cone (0,1,1) et avec

ka = [ Fumarge - Fumorge |- (5.13)

Dans ce cas-1a, la définition 5.3.2 se simplifie en la définition de k,,, ou 1/u. Considérons
maintenant un systéme M,,-A avec A un coéne (0,1, ) et avec ka dont les composantes
sont soit égales & 1, soit & Kyarge. Dans ce cas-la, nous retrouvons la définition de 1/v
[F'T92]. Enfin, si A est dans un intervalle (0,7) et si ka est défini par I’équation (5.13)
alors la définition 5.3.2 se réduit a celle de la marge de stabilité unilatérale [TSC92].

La résolution exacte de ces problémes a été démontrée NP difficile. Par suite, nous
proposons une borne inférieure numériquement abordable du ky,q.4.. Elle est basée sur le
théoréeme 5.3.2.

Pour cela, les matrices X (jw), Y (jw) et Z(jw) caractérisant A peuvent étre décom-
posées de la maniére suivante:

lxw Y(jw)]:lxoow) Yo<jw>]+k le(jw) Vi(je)
V() ZGe) | T [ Yoliw)® Zoliw) || YiGe)T Ze(e)



Théoréme 5.3.3 Une borne supérieure k4,5 sur la marge de stabilité est donnée par la
résolution du probléme suivant :

minmiser k‘margej_l
S(jw) € §(A),‘G(jw) € G(A) ) | | (5.14)
contraints par Emarge ™ B(jw) — A(jw) > 0
B(jw) >0
Bljw) = - | M) H Zo(jw)S (jw) Yoow)*sow)w(jw)*] qupow)]
I Yo(jw)S(jw)+ G(jw) Xo(jw)S(jw) I
Ay = | M) ][ ZeG)sGe) Yiliw) ™S () | [ Map(je)
W= I Vi(jw)S(w) Xip(jw)S(jw) I

Remarque : La condition B > 0 assure que pour tout k4, = 0, le systéme M,,-A est stable:
elle correspond donc a ’hypothése de stabilité nominale.

Le probléme d’optimisation du théoréme précédent est un probléeme LMI de minimi-
sation de la valeur propre généralisée maximale (voir page 57).

5.3.4.1 Exemple numeérique

1
f s242€gwo s—I—wg

FiG. 5.12 — Systéme bouclé & analyser

Nous allons étudier la stabilité du systéme bouclé représenté sur la figure 5.12 pour
des variations de I"amortissement &, et de la fréquence de résonance wy, le gain k étant

fixé & —1. Par application du critére de Routh-Hurwitz [BDR196], le systéme est stable
si &o et wp sont positifs et vérifient :

1
> —=.
o 2w
Dans ce cas-1a, nous connaissons donc le domaine de stabilité dans ’espace (wy, &) des
paramétres. Il est représenté sur la figure 5.13. Nous allons étudier ce domaine en mettant
en ceuvre les outils d’analyse de la robustesse. Pour appliquer les outils de p analyse, les
paramétres wy et & doivent étre normalisés :

Wo = wy, +wyd, avec |d,| <1

Eo =&+ &0 avec 0] < 1.
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FiG. 5.13 — Domaine de stabilité avec wy en abscisse et & en ordonnée

Pour «isoler» 4, et ¢ du reste du systéme, ce dernier est mis ensuite sous la forme:

q(s) = Myy(s)p(s) et p(s) = Als)g(s).

avec
0 w, & 26,5 + wn
ksL(s+k)d(s
Mp(s) = |0 0 0 |+ sd(s)(;ll—(s)J_k) 1 [ wy | wnwy | wng }
0 0 0 S
d(s) = 2+ 26,wps + W32
et
0, 0 0
A= 0 4, 0
0 0 &

La forme obtenue est assez compliquée malgré la simplicité de ’exemple. Si nous sortons
&o et wo sans normaliser comme le permet notre approche, nous obtenons:

0 111
" . o 0 0
My(s)=| S 1010 | et A(s)=| 0 wy 0
0 0 &
15 +ks®+k
% s—ng_k-I— 010

Notre formulation permet, incontestablement, de simplifier ’étape de mise en forme.
Nous considérons maintenant le probléme suivant: quel est le plus grand k4.4 tel
que pour les parameétres wg et & appartenant aux intervalles [8 + 2(1 — Kparge), 10] et
[0,1+0,2(1 — kparge), 0,3] (voir la définition de ces intervalles dans le tableau 5.2, page
5.2). Pour kparge = 1, nous avons les intervalles nominaux dont les quatre sommets sont
représentés par des étoiles de la figure 5.13. Nous cherchons donc a «étendre vers le
bas» le rectangle ainsi formé. Ce probléme ne peut pas étre abordé directement par les
outils de p classique. Dans ce cadre-la, il nécessiterait la résolution d’une série de mini-
misations de la valeur propre généralisée maximale. Notre approche permet de résoudre
ce probléme par la résolution d’un seul probléme de minimisation de la valeur propre
généralisée maximale. Pour cela, le probléme d’optimisation (5.14) est programmé pour
étre résolu numériquement par le solveur de valeur propre généralisée maximale de la
boite a outils commerciale LMI Control Toolbox [NG94, GNLC95]. Le probléme est ré-
solu «fréquence par fréquence». Pour une fréquence w, une valeur k(w) est déterminée;
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Fi1G. 5.14 — Tracé de k en fonction de la fréquence avec un zoom a droite pour w € [7, 8]

Emarge €st obtenu alors comme la valeur minimale de k(w) sur 'ensemble des fréquences.
Pour w = 0, k(0) est égal & 5 x 10°. Les valeurs de k(w) pour les autres fréquences sont
représentées sur la figure 5.14.

Le Eparge obtenu est égal & 1,49. Cela correspond sur la figure 5.13 au rectangle en
trait plein.

Un autre exemple d’application peut étre trouvé dans 'article [FSF96] (reproduit en
annexe, page 271).

5.3.5 Analyse de la performance et des marges de performance

Comme nous l'avions fait dans le chapitre 3, la performance est mesurée par une
propriété de dissipativité. La question est donc de savoir si pour des familles de sous
systémes de dimension fixée, le systéme interconnecté est bien {X,. r(jw), Yierf(jw),
Zperf(Jw)} dissipatif.

Théoréme 5.3.4 Supposons que [opérateur A appartienne a lensemble A. Il vérifie
done la contrainte quadratique (5.5). De plus, supposons que :

— le nombre de péles instables de M(s) et de A(s) est constant pour chaque A(s) dans
l'ensemble A ;

— chaque A(s) dans Uensemble A a les mémes poles sur laxe imaginaire ;
— il existe un Ag dans Uensemble A tel que le systéeme bouclé soit stable ;

Alors le systeme (5.4) est { Xper 1 (10), Yoer f (10), Zper f(Jw) } dissipatif s’il existe un scalaire

strictement positif ¢ tel que pour tout w appartenant @ R, nous avons:

[M(fjw) ]*M[M(fj“) < —e(M(jw)"M(jw) + 1) (5.15)
R Z(0)S(w)  Y(e)SGw) + Ghw) |
M = Py diag (l Y (jw)S(jw) + G(jw)” X(jw)S(jw) ] ’

S
) e ])



Démonstration
Comme pour la démonstration du théoréme 3.2.1 du chapitre 3, nous allons procéder
en deux étapes:

1. Le systéme est supposé stable et bien posé: quelles conditions impliquent qu’il est
{Xper(30), Yoer £ (J), Zper(jw)} dissipatif?

2. Les conditions obtenues garantissent-elles la stabilité et le bien posé? Cela est vérifié
en appliquant le théoréme 5.3.2.

Le systéme est supposé stable. La transformée de Fourier du systéme s’écrit :

3] - [ ] [

pljw) = Ajw) q(jw)-

Le systeme sera { Xper £ (Jw), Yper f(Jw)s Zper s (Jw) } dissipatif si pour I'ensemble des signaux
p(jic), q(je) et (i) tels que

lqow)]*l X(jw)S(jw) Y(jw>5<jw>+G<jw>Hq<jw>
Y (jw)*S(jw) + G(jw)* Z(jw)S(jw)

lqow)] _ l%% %ZZE?Z)HP(M ]

nous avons : §
l 2(jw) ] l Xpers (&) Yiers(ju) ] l 2(jw) ] -
w(gw) || Yoers(40)" Zpers(Gw) | | w(w) | =7
Par application de la S procédure (voir section 2.3.2, page 52), ceci est vrai si I'inégalité
(5.15) est vérifiée.
De plus, la condition (5.15) implique la condition (5.12) du théoréme (5.3.2). Par suite,
le systéme est stable et bien posé. a

Par analogie entre la condition (5.15) du théoréme précédent et la condition (5.12)
du théoreme 5.3.2, une spécification de performance peut étre traitée comme un bloc
d’incertitude fictif qui serait {—Z,c, r(Jw), —Yperf(Jw)*, —Xper f(Jw)} dissipatif. Par suite,
la généralisation de la notion de marge de stabilité a celle de marge de performance
et son estimation suit ce qui est proposé dans la section 5.3.4. Nous allons ici simple-
ment considérer le probléme de la marge optimale de performance. Il s’agit de trouver

le plus grand k tel que le systéme soit {(Xpo(jw) + kka(jw)), (Ypo(jw) + kka(jw)),
(Zpo(jw) + kZpk(jw))} dissipatif, X, (jw), X, (jw), etc ... étant fixés.

Nous avons alors le résultat suivant.

Théoréme 5.3.5 Une borne supérieure ke sur la marge de performance optimale
est donnée par la résolution du probleme de minimisation de valeur propre généralisée
mazimale suivant :

minimiser kma,,gen
§(4) € S(A),G(jw) € G(A) -
contraints par Emarge ™ B(jw) — A(jw) > 0 '

B(jw) >0



avec

B(]w) _ quj(]“)] M(jw)[quI(‘]w)],
[ —Z(jw)S(jw) 0 ‘ =Y (jw)*S(jw) = G(jw)* 0
M(jw) = 0 Xpo(ﬂ’) 0 Ypo(jw)
=Y (jw)S(jw) - G(jw) 0 —X(jw)S(jw) 0 ’
L 0 Ypo(ﬂ’)* 0 Zpo(Jw)
Aljw) = [ M.,(je) Moy(e) |7 [ =Xo,Gw) =Y, (w) | [ Mop(e) My (o)
J 0 I —Y,, (jw)* =7y, (jw) 0 I

Le théoréme 5.3.3 avait permis d’évaluer la plus grande déformation de la famille des
incertitudes décrite par le vecteur ka. Le théoréme 5.3.5 essaie d’évaluer la plus grande
«marge de performance» que vérifie un systéme pour une taille de familles d’incertitudes
fixée.

5.3.6 Recherche de la plus petite propriété de dissipativité pour
un systéme interconnecté

Dans cette section, nous considérons un systéme linéaire in-
certain avec pour signaux d’entrée w(jw) de C"™ et de sortie
z(jw) de C"*. Comme précédemment, les résultats s’étendent di-
rectement aux interconnexions comprenant des sous systémes de
m classes CI1, CI'T et C;. Le but recherché dans cette section est
] illustré par ’exemple d’un systéme incertain a une entrée, une
sortie. Pour une fréquence donnée w, peuvent étre tracés dans le

plan de Nyquist, les points correspondant a 1’ensemble des trans-
ferts de cette fonction. Par exemple, la zone grise représentée sur la figure ci-contre peut
étre obtenue. La question est la suivante: comment caractériser le plus finement possible
cette zone par une ou plusieurs contraintes quadratiques de la forme:

o] [ 2] [

Les contraintes quadratiques définissent des zones du plan complexe délimitées par un
cercle ou des droites. Il est donc naturel de rechercher le plus petit cercle qui contient
la zone décrite par le transfert incertain, la plus petite bande horizontale, verticale, le
plus petit secteur le contenant, etc... Cela est représenté sur la figure précédente. Nous
considérons d’abord le cas ot X, < 0.

5.3.6.1 Cas ou X, <0 (Céne)

La question qui est abordée dans cette section est la suivante:

«Quelle est la plus petite propriété de {X,(jw), Y,(jw), Z,(jw)} dissipativité que vérifie
le systéme linéaire stationnaire incertain, avec X,(jw) définie négative?»



»

FiG. 5.15 — Encadrement d’un transfert incertain par un cercle

Le probléme principal est de définir la taille de la propriété de { X, (jw), Y,(jw),Z,(jw)}
dissipativité. Nous proposons la formalisation suivante.
Si le systeme est { X, (jw), Y, (jw), Z,(jw)} dissipatif, les signaux a ses bornes vérifient :

g baiyos| b

Apreés complétion des carrés et en introduisant :
zo(jw) = =X, (ju) Y (jw)w(jw) et R(jw) R(jw) = Z,(jw) = Y, (jw) X, (jw) MY, (jw),
(20) = 2 (= X, () (i) — 2(jw)) < wliw) B(jw) Rw)wlie).  (5.17)

Si le systéeme H(jw) est un systéme & une entrée, une sortie alors sa fonction de transfert
peut étre décomposée en partie réelle et partie imaginaire. [inégalité précédente définit
donc dans le plan complexe un cercle contenant la représentation de la fonction de transfert
a la fréquence w. L’interprétation est moins claire dans le cas ott H(jw) est une fonction de
transfert a plusieurs entrées et plusieurs sorties. Pour aborder ce probléme, nous proposons
une approche basée sur le graphe de la fonction de transfert. La question est: pour un
signal d’entrée w, quels sont les signaux de sortie z définis par I'inégalité de dissipativité?

Pour cela, les signaux et matrices sont décomposés en partie réelle (identifiée par
Iindice R) et partie imaginaire (identifiée par 'indice I). Chaque terme de I'inégalité 5.17
étant un scalaire complexe hermitien, il est réel. Dans ce qui suit, la dépendance en w
est omise pour alléger les notations. L’'inégalité précédente se réécrit alors de la facon
suivante :

<1

T
[ZR_ZCR] p[ZR_ZcR

I — ReJg I — ReJg

avec

1 _
CTwr T (4= YIXEY )R (7, - VXA, | [ ws [ Xy —Xop
—(Z, =Yy XY (2, =Y XY )R

we we

Pour un signal d’entrée fixé w(jw) # 0 a la fréquence w, le signal z pour cette fréquence
donnée appartient ainsi a l’ellipsoide:

Ep = {z|(z = 2)'P(z — z.) < 1}.



L’intérét des relations de dissipativité est de relier entre eux signaux d’entrée et de sortie:
nous travaillons ainsi sur le graphe du systéme. En faisant cela, il est possible d’appliquer
tout ce qui précéde au cas de systémes non linéaires et non stationnaires vérifiant une
propriété de dissipativité.

Conventionnellement, la taille de la propriété de dissipativité peut étre évaluée fré-
quence par fréquence, en prenant pour mesure la taille de l'ellipsoide £p associé. Un
second probléme surgit alors: comment mesurer la taille d’un ellipsoide? Deux mesures
sont classiquement considérées. La premiére consiste en le volume de celui-ci, la seconde
en la somme des carrés des longueurs des demi axes: la premiére est proportionnelle au
produit des valeurs propres de P41, la seconde égale & leur somme.

Nous allons donc essayer d’obtenir dans un premier temps la propriété de dissipativité
minimisant det(P*!) puis dans un second temps, celle qui minimise trace(P+!).

Mesure par le volume: considérons la premiére mesure de la taille de 'ellipsoide. Le
volume associé a cet ellipsoide est donné par [BEFB94]:

vol(€p)? = Bdet(P*)

ot  est un scalaire constant fonction de la dimension du vecteur z. Le logarithme
népérien du volume de 'ellipsoide s’écrit donc:

log(vol(£p)?) = log(83) + log (det ([ _))(fp]j :)épé ] )) + ...

T * 11 * 11
+2n; log “R (Zp =Y, Xp " Yo)r (2 = Y7 X7 V) WR
z we _(Zp — Yp*XpJJYp)I (Zp _ Yp*XpJJYp)R we

Avec A4z, valeur propre maximale de la matrice:

[ (Zp - Yp*XpJlep)R (Zp - Yp*ijjYp)I ]
_(Zp - Yp*Xp Yp)I (Zp - Yp*Xp Yp)R 7

il peut étre approché par:

we we

11
~X,, —X
...+ log | det PR PI ]
g( (l X, —Xpn

En remarquant que log(Amaz) < Amaz, nous pouvons essayer d’approcher la minimisa-

log(vol(€p)?) < log(B) + 2n. (10g ([ O ]T [ O D +1og(AW)) ¥

tion du volume de ’ellipsoide £p en minimisant :
11
-X -X
21, Amas + log | det PR PI ]
& ( ([ Xp[ _XpR

(Zp — Yp*XpMYp)R (Zp — Yp*XpMYp)I ]

avec

Y . g
| - (2, - Y X YR




c’est-a-dire, aprés un complément de Schur:

Zon Yool Zep Yy, I 0loo
Yo Xpor| Yor Xpj < Aas 0 010 0
~Zy Y, | Zop Y7, 0 0[7 0
“Yor —Xpr | Yo Xog 0 0]0 0

Aux contraintes précédentes, il faut évidemment ajouter celles qui assurent que le systéme
est effectivement { X,(jw), Y,(jw), Z,(jw) } dissipatif, & savoir la contrainte (5.15) du
théoréeme 5.3.4. La majoration précédente permet d’obtenir un ellipsoide «sous optimal ».
Ce probléeme convexe appartient a la classe de probléemes LMIs de maximisation de
déterminant sous contraintes LMIs (voir la section 2.3.4.1 du chapitre 2, page 57).

Mesure par la somme des carrés des longueurs des demi axes: une autre fagon
de contraindre Iellipsoide & avoir une taille faible est de minimiser la somme des carrés des
longueurs des demi axes. Cela revient & minimiser la trace de la matrice P+, c’est-a-dire
la trace de la matrice:

T 1L
WR (Zp - Yp*XpMYp)R (Zp - Yp*XpMYp)I WR _XpR _Xp[ '
we —(Zp — Yp*XleYp)I (Zp — Yp*XpMYp)R we Xpp —Xop ‘

Ce probléme peut étre approché par la minimisation de la trace de la matrice A, I" oil
Amae €6 I' sont deux variables telles que:

/\maxl >

(Zp — Yp*XpJlep)R (Zp — Yp*Xp;lYp)I
_(Zp - Yp*Xp Yp)I (Zp - Yp*Xp Yp)R 7

r 1

;| Xer X ]| >0
_XPI XPR

Pour un A, fixé, les contraintes ci-dessus sont linéaires en les variables. La méthode
de résolution suggérée consiste donc a combiner une recherche sur le paramétre \,,,, avec
une résolution de problémes LMIs.

Tous les résultats précédents sont résumés dans le théoréme suivant.

Théoréme 5.3.6 Soit un systéme incertain défini par:
2(jw) = Fu (M(jw), A(jw)) ,
avec A(jw) qui vérifie les contraintes pour p(jw) = A(jw)q(jw) :

lpow)]*l ( X(jw)S(j Y(jw>5<jw>+G<jw>Hp<jw>

Jw)
Y () SGw) + Gw)  Z(jw)S(jw) qGw) | =°

avec S(jw) et G(jw) définis dans la section 5.3.2. Alors la plus petite des propriétés de
{X,(jw), Y, (jw), Z,(jw)} dissipativité peut étre approchée pour une fréquence donnée w



par la résolution de ['un des deux problemes suivants :

1. Minimisation de volume:

minumiser 202 Aaz (@) + log (det ([ _)?ip(((]{:j)f :))((;((j:}))]; ] ))
sur les variables S(jw), G(jw), Xp(jw), Yo (jw), Z,(jw), Amaz(w),
sous les contraintes
Z,(jw) Yy(je)" I
[ Yp(jw) Xp(jw) ] < Amasl) [ 0 0]
l M(ij) ] M l M(ij) ] < —e(M(jw)*M(jw) + 1)
o Z(jw)S (jw) V() s(Gw) +Ghw) |
M= Piyding (l Y(jo)S(e) + Glw) X (jw)S () ] |
Xp(jw)  Y,(jw)
- [ Y,(jw)” Zy(je) D P

2. Minimisation de la somme des longueurs des demi axes:

minimiser Amaz (W) trace(A(w))

sur les variables  S(jw),G(jw), X,(jw), Y,(jw), Zp(jw), Alw), Ampaz(w), Q(w)

sous les contraintes'® :

Z,(jw) Yyl -
[ Yp(]w) Xp(]w) ] : /\mal’(w) [ 00 ] 7
Aw) 1
I Xp(jwp p(Jw); ] z 0
~X,(jw); X,(jw)
[M(M M[M(IM < —e(M(j) M) + 1),
T 2(@)S(jw) Y () SGw) +GGw) |
M = Pl diag ([ Y (jw)S (jw) + G(jw)* X (jw)S(jw) ] 7

Xp(jw) Yp(jw)
o l V() Zy(j) D P

16. Notez que certaines contraintes sont complexes alors que d’autres sont réelles.



5.3.6.2 Cas ou X, =0 (Demi-plans)

Nous continuons a travailler sur le graphe du systéme. Pour un systéme {0, Y, (jw), Z,(jw)}
dissipatif, les signaux & ses bornes vérifient :

4 (b 0122

soit en omettant la dépendance en fréquence:

fT[ZR]—UZ()a

)

avec

5 — 1/pR i/pl WR
=Y, Yop wr |’
T
_ WR Zpp Zpy WR
n o= -2 :
wr _ZPI ZPR wr

T
La relation ci-dessus exprime que le point { 2L 2T } représentant le signal de sortie z

pour une entrée w est au dessus de ’hyperplan d’équation :

e

)

La direction de I'hyperplan est déterminée par le vecteur £.

Bande: nous recherchons a encadrer I'ensemble des points z appartenant a la bande
définie par deux hyperplans de direction ¢ fizée par la matrice Y, (figure 5.16). Ils vérifient
alors les deux inégalités:

<.

fT[ZR <

)

>0 et fT[ZR
Zr

Notez que fixer la direction revient a fixer la matrice Y, (jw).

FiG. 5.16 — Encadrement d’un transfert incertain par une bande

Les deux hyperplans sont obtenus en résolvant les problémes:
minimiser —n

<R
)

>

Z

sous les contraintes ¢7 l



minimiser ¢

ZR
<.
Z7 §

sous les contraintes ¢7 l

En utilisant la définition de &, 5, le premier probléme se réécrit :

minimiser Aw)
sur les variables S(jw), G(yw), Z,(jw), AM(w)

sous les contraintes

Zp(jw)R Zp(ﬂ”)[]
_Zp(jw)[ Zp(jw)R 7

MU < —eargioymg) + 1)

avec

o Z(j0)SGw)  Y(wrSGe) +Glw) |
M—PMd‘ag([Y(jw)S(ijG(jw)* X(jw)S(jw) ]

Il se simplifie en posant Z,(jw) = A(w)! :

minimiser Aw)
sur les variables S(jw), Gjw), AM(w)

sous les contraintes

I I
avec o Z(jw)S(jw) Y(jw)*S(jw) + G(jw) ..
M = P;,diag (l Y (jw)S(jw) + GGw)” X(jw)S(jw) ] ;

_l 0 Y(jw) DPM‘
Yo(gw)™ Alw)l
De méme, le second probléme se formule de la facon suivante:

minimiser Aw)
sur les variables S(jw), G(yw), Z,(jw), AM(w)

sous les contraintes

l M(jw) ]*M l M(jw)

I I
avec o Z(jw)S(jw) Y(jw) S(jw) + G(gw)
M= Pudiag (l Y(jw)S(ie) + GG X(jw)S(i) ] -

_ l 0 Y(jw) D P
Yo(gw)™ Alw)l
Ces deux problémes correspondent & minimiser un coiit linéaire sous contraintes LMIs
(voir la section 2.3.4.1, page 57).



FiG. 5.17 — Encadrement d’un transfert incertain par un secteur

Secteur: mnous recherchons a présent la propriété de dissipativité qui correspond sur
notre exemple de transfert & une entrée et une sortie au plus petit secteur passant par
zéro et contenant la zone grise (voir figure 5.17). Cela peut s’interpréter dans le cas
général comme deux hyperplans dans I'espace des z passant par un point fizé (le point
0), de direction inconnue et qui collent le plus & 'ensemble des z générés par le systéme
incertain pour une entrée w. Ces hyperplans ont pour équation :

T

)

La notion de secteur a été étendue au cas matriciel par Tits, Balakrishnan et Lee dans
[TBLY6] en introduisant la définition du «rang numérique» d’une matrice complexe I',
c’est-a-dire:

NI)={<z,Te> z€C™etalz =1}

Nous reprenons leur approche car elle est cohérente avec ce qui précéde!”.

T (=(jeo) () D

Dy

Re(z(jw) w(jw))

FiG. 5.18 — Représentation du rang numérique dans le plan complexe

Sur la figure 5.18, est illustré le rang numérique de la fonction de transfert incertaine
pour une fréquence w. Il peut étre encadré par les droites Dy et Dy de pente a et 3. Le

17. Dans [TBL96], I’objectif est de rechercher une description d’incertitudes linéaires stationnaires A
plus fine qu’une contrainte de gain ou de positivité: des informations sur la phase de I'incertitude sont
introduites avec la description par secteur.



coefficient réel a est obtenu par la résolution du probléme:

maximiser a(jw)

sous les contraintes Im(z(jw)w(jw)) — a(jw)Re(z(jw) w(jw)) > 0,
le coefficient réel  par la résolution de:

minimiser Bjw)

sous les contraintes Im(z(jw) w(jw)) — B(jw)Re(z(jw) w(jw)) < 0.

La droite Dy est donc déterminée par la résolution du probléme de minimisation de
valeurs propres généralisées suivant :

minimiser a(jw)
sur les variables S(jw), Gjw), a(jw)

sous les contraintes

I I -
. Z(w)SGw) Y (je)SGw) +Glw) |
M= Pudiag (l Y(jew)S(w) + Glw)y X(jw)S(iew) ] |

- [ oy gy T D P

De méme, la seconde droite (D;) est déterminée par la résolution du probléme de
minimisation de valeurs propres généralisées suivant :

minimiser Bjw)
sur les variables S(jw), G(jw), B(jw)

sous les contraintes

I I -
o Z(j0)S(w)  Y(jw)S(w) + Glw) |
M= Pudiag ([ Y(jw)Sw) + Gy X(jw)S(iw) ] |

TR | L



Z
e e

FiG. 5.19 — Décomposition d’un systéme incertain de grande dimension

5.3.7 Application & 'analyse de systémes incertains de grande
dimension

Nous allons appliquer les résultats de la section précédente au probléme d’analyse
du systéme incertain z(s) = F, (M(s),A(s))w(s) de grande dimension. Nous supposons
que nous sommes capables de décomposer ce systéme en une interconnexion de N sous
systémes, chaque sous systéme contenant une partie des sous blocs incertains A;(s). La
décomposition peut se faire, par exemple, en modélisant le systéme interconnecté par un
graphe et en recherchant les sous graphes fortement connexes [Vid81].

Le systéme s’écrit alors de la facon suivante:

2(s) = Fu (I(s), diag (Fu(Mj(s), Ar(s)))) w(s),

avec Ay(s) = diag (A, (s)) ot les Ay, (s) sont des sous systémes du systéme interconnecté
initial (voir la figure 5.19).

[’idée de base est de rechercher un ensemble (paramétrisé) de contraintes quadratiques
vérifiées par chacun des nouveaux sous systémes:

pr(s) = Fu (My(s), Ax(s)) gr(s)

puis de tester & partir de cette caractérisation la stabilité/performance du systéeme glo-
bal en appliquant par exemple le théoréme 5.3.2 sur la nouvelle interconnexion. Pour
comprendre l'intérét d’une telle approche, considérons le k"¢ sous systéme py(s) =
Fu(My(s), Ar(s))qe(s). Si le théoreme 5.3.2 d’analyse était directement appliqué sur le
systéme interconnecté total, apparaitrait pour le k¢ sous systéme un certain nombre
de variables d’optimisation regroupées dans Sy et (y.. Ce serait la contribution de ce sous
systéme a la taille du probléme a résoudre pour ce qui est du nombre de variables. Si le
keme sous systéme pouvait étre remplacé par un seul bloc appartenant a la classe C11
alors il n’y aurait plus qu’a rechercher une seule fonction scalaire (comme indiqué dans le



tableau 5.1). Un sous systéme présentant des incertitudes structurées est ainsi remplacé
par une incertitude non structurée.

Le probleme est qu’'une telle approche est potentiellement conservative. Dans la sec-
tion précédente, nous avons vu qu’il était possible de proposer plusieurs propriétés de
dissipativité différentes correspondant pour le cas d’un transfert a une entrée et une sor-
tie aux différentes figures géométriques représentées sur les figures de la section 5.3.6.
Il suffit de noter que si une fonction de transfert est {X;(jw),Y1(jw), Z1(jw)} dissipa-
tive et {X2(jw), Y2(Jw), Zo(jw)} dissipative alors elle est aussi { )N((jw), Y/(]w), Z(jw) }
dissipative avec:

AM(Jw)X1(gw) + Az (Jw) X2 (jw),
= Mw)Yi(jw) + A (jw)Ya(jw),
= M(w)Zi(jw) + A2 (jw) Z2 (jw)
et A\ (jw) et Ay(jw) deux fonctions scalaires positives. De cette maniére, en choisissant

un certain nombre de propriétés de dissipativité pour le k"¢ sous systéme, le probléme
peut étre reparamétrisé dans le but de rechercher le meilleur compromis possible entre

N = <

conservatisme et nombre de variables & optimiser. De plus, les NV sous systémes peuvent
étre traités indépendamment, permettant ainsi une parallélisation du calcul. Une fois cette
opération achevée, la stabilité du systéme global est testée par application du théoréme
5.3.1, chaque sous systéme étant caractérisé par la reparamétrisation de ses propriétés de
dissipativité.

En résumé, nous proposons la démarche suivante pour analyser les systémes incertains
de grande dimension :

1. décomposition du systéme global en une interconnexion de sous systémes;

2. reparamétrisation des propriétés de dissipativité de chaque sous systéme, cette opé-
ration pouvant étre parallélisée ;

3. vérification de la stabilité de I'interconnexion, chaque sous systéme étant représenté
par la paramétrisation de ses propriétés de dissipativité

4. si nécessaire retour a ’étape 2 ou a ’étape 1.

5.4 Généralisation de la ;1 /k,, analyse au cadre non li-
néaire/non stationnaire dans le temps

Nous avons jusqu’a présent traité le cas des systémes linéaires stationnaires. Nous
allons voir maintenant comment les outils proposés se généralisent pour des systémes
interconnexions de sous systémes non linéaires, non stationnaire. Seule une partie des
résultats précédents sont repris afin d’éviter les répétitions. Ceux qu’ils ne le sont pas
peuvent l’étre assez simplement sous quelques hypothéses techniques supplémentaires.

5.4.1 Modélisation et paramétrisation

Nous considérons a présent le systéme interconnecté :

HE A -

p = Alg)



ot A(.) = diag(A;(.)) avec A; un sous systéme stable décrivant une famille de modeles
définie par I'une des classes C; a Cg et une propriété de dissipativité. A; peut donc étre
non linéaire et /ou non stationnaire.

Comme précédemment, nous allons caractériser le comportement entrée/sortie de
chaque sous systéme par une ou (plusieurs) contrainte(s) quadratique(s). Les sous sys-
témes n’étant plus linéaires stationnaires, il va y avoir répartition de I’énergie d’une fré-
quence sur ’autre. Pour tenir compte de ce phénoméne, la contrainte devra étre intégrale.
Les sous systémes linéaires stationnaires, caractérisés par une contrainte quadratique, le
seront dorénavant par la contrainte quadratique intégrale correspondante.

A chaque sous systéme A;, nous associons donc trois fonctions X;(jw), Yi(jw) et
Zi(jw) de RLZ™™ (avec X;(jw) = X;(Jw)* < 0 et Z;(jw) = Z;(jw)*)'® telles qu'avec
pilt) = Ailgi)(1):

/* lpi(ﬂu) ] [ Xi(jw) Yi(jw) ] lpi(ﬂu) =0 (5.19)

Loo | @ilJw) Yi(gw)* Zi(jw)

Nous allons noter A, ’ensemble défini par:

Ay = {A() | A() 2 diag (Ai())}

avec A; le sous systéme défini ci-dessus.

Comme précédemment, a chaque classe, deux ensembles de multiplieurs S(A sy )
et G(Apy) paramétrisant I'ensemble des propriétés de dissipativité des sous systémes
peuvent étre associés. Pour les classes C; a Cs, il suffit de se reporter au tableau 3.1 (page
82, chapitre 3) et au tableau 5.1 du présent chapitre. Pour les sous systémes des classes
CIV et Cs, ils seront proposés dans les sections a venir.

5.4.2 Analyse de la stabilité

La définition 5.3.1 de la stabilité proposée précédemment reste valable dans le contexte
non linéaire, non stationnaire. Ici encore, nous allons obtenir une condition suffisante de
stabilité pour le systéme non linéaire (5.18) en utilisant un argument de séparation des
graphes.

Théoréme 5.4.1 Supposons qu’il existe un élément linéaire stationnaire Ao de ['ensemble
A v el que le systéme bouclé est stable.

Le systéme (5.18) est alors stable pour tout élément A appartenant & la famille de
modeles Ay ey s'il existe deux fonctions S € S(Apny) €6 G € G(ApLy) €t un scalaire €
strictement positif tels que quel que soit w appartenant @ R :

[ Mgy (jw) ]*./\/l [ qu](jw)

I < —e(Myp(jw) Mgy (jw) + 1)

(5.20)
M= [ Z(jw)SGw) V() S(jw) + Gljw)”
Y(jo)S(e)+ Glw) X (0)S(e)

Nous proposons une démonstration directe. Ce théoréme peut étre considéré comme
un corollaire du théoréeme 2.2 du livre [Saf80, page 37| de Safonov. Un résultat trés proche

18. La condition X;(jw) = X;(jw)* < 0 assure la convexité de A Cela se démontre de la méme

fagon que le deuxiéme point abordé en début de chapitre 3, page 77.

nltv:



de ce dernier a été démontré par Rantzer et Megretsky [RM94b]. Le fait que le théoréeme
présenté ici soit moins général n’est pas important par rapport aux applications que nous
considérons. De plus, sa démonstration est simple.

Démonstration

Nous démontrons d’abord le théoréme sans considérer la paramétrisation des propriétés
de A. Supposons que les hypothéses du théoréme 5.4.1 soient vérifiées et que le systéme
en boucle fermée soit bien posé. Soit A un élément de A, . Par suite, A est caractérisé

/+OO [ o) ] [ X(jw) Y(jw) ] [p(jw) ] > 0. (5.21)

par:

1o | qUw) V(o) Z(w) | | q(w)
D’apreés le théoréme de factorisation 5.2.1, il existe trois fonctions de transfert Wy, Ws et
W3 de RHZ*" | la premiére étant inversible, telles que:

e v | =Lt Wil | 1] L) west |

Par suite, étudier la stabilité de la connexion de M avec A revient a étudier la stabilité
de I'interconnexion de A défini par p = A(q) tel que:

=L i [e] « vmoe

avec M défini par § = M(ﬁ) tel que:

=T ] o] e

Ces derniéres relations définissent en fait le systéme ¢ = (Wy + WaM)(W, + Wo M) p.
Nous supposons, dans un premier temps, que ce systéme est stable;
[’inégalité quadratique intégrale (5.21) implique que pour p = A(§):

bl N i e

Par suite, A est de £, gain inférieur a un. Par application du théoréme du petit gain,
la connexion de A avec M est stable si M est de Ly gain strictement inférieur & un,

> 0.

c’est-a-dire que pour ¢ = M(p) :
FlaI e
oo | G(jw) 0 I ]]qQw)

Par suite, en réintroduisant p et ¢, nous obtenons:

too I 1 X(jw) Y(jw)H I ] .
w)T . ; : : w) < 0.
T sl et PR L

En notant d’autre part que S(jw) et G(jw) sont introduits tels que si A est { X (jw),Y (jw),Z(jw)}

dissipatif alors il est { X (jw)S(jw),Y (jw)S(jw)+G(jw), Z(jw)S(jw)} dissipatif, nous ob-

tenons la condition (5.20).

< 0.




Démontrons, a présent, queNM est stable. Comme W a un inverse stable, cela revient
a vérifier que la connexion de M et de —W-'W, est stable. De prime abord, il faut noter

que —WiH Wy est { X (jw),Y (jw),Z(jw)} dissipatif:

~WEWL 1T X (jw) Y (jw) ~Wittwy | Lipp o\ 11
[ ; TG 20 ; — (W WaW W ) (Wa— W Wi Wa) > 0.
Par suite, puisque, par hypothese, il existe un Ag tel que le systéme bouclé soit stable,
le théoreme 5.3.1 s’applique et permet de conclure a la stabilité de M.
O

5.4.3 Analyse de la performance

Théoréme 5.4.2 Supposons qu’il existe un élément linéaire stationnaire Ao de ['ensemble

A iy tel que le systéme bouclé soit stable.

Le systeme (5.18) est alors stable et {X,er (1), Yoer f(Jw), Zper f(Jw)} dissipatif pour
tout A appartenant a la famille Ay, s'il existe deux fonctions S € S(Apyy) et G €

G(Aitv) et un scalaire € strictement positif tels que quel que soit w appartenant a R :

[ M(ljw) ] M [ M(ljw) < —e(M(jw)" M(jw) + 1) (5.22)
e 2(w)S(iw) V(i) S(e) + Gliw)
M =Py diag ([ Y (jw)S(jw) + Glwy X(jw)S(jw) ] L
| Xpers(Gw) Yoers(Jw)
[ Yoers (W) Zpers(jw) D P
Démonstration

Comme pour la démonstration du théoréme 3.2.1 du chapitre 3, nous allons procéder
en deux étapes:

1. Le systéme est supposé stable et bien posé: quelles conditions impliquent qu’il est
{Xper(30), Yoer £ (J), Zper(jw)} dissipatif?

2. Les conditions obtenues garantissent-elles la stabilité et le bien posé? Cela est vérifié
en appliquant le théoréme 5.3.2.

Le systéme est supposé stable. Le systéme sera { X e 1 (Jw), Yoer f(Jw), Zperp(Jw)} dis-
sipatif si pour I'ensemble des signaux p(jw), ¢(jw) et w(jw) tels que:

oo [ q(jw) | X (jw)S(jw) Y (jw)S(jw) + G(jw) | [ q(iw)
/M [pow)] [Y(M*S(jw)w(jw)* Z(jw)S(jw) [pow)] do 20
et
[ q(jw) ] _ [ qu(jw) qu(jw) ] [ p(jw) ]
2(jw) M.y(jw) Mew(jw) | | w(jw) |

nous avons :

s lZow) ]*lxperfow) Ypmw)] [ 2(jw) ] deo > 0.

Yoers (Jw)* Zpery(Jw)



Les intégrales ci dessus sont bien définies car le systéme est stable. Par application de la

S procédure (voir la section 2.3.2 page 52), ceci est vrai si 'inégalité (5.22) est vérifiée.
De plus, la condition (5.22) implique la condition (5.12) du théoréme (5.20). Par suite,

le systéme est stable et bien posé. a

A la lumiére des théorémes 5.4.1 et 5.4.2, il apparait que tous les résultats précédem-
ment développés dans le cadre des interconnexions de sous systémes linéaires stationnaires
(a savoir, les marges de stabilité et de performance, la recherche des propriétés de dissi-
pativité les plus « petites» et I’analyse des systémes de grande dimension) se généralisent
sans difficultés particuliéres aux interconnexions considérées dans cette section.

5.4.4 Propriétés de dissipativité des sous systémes non linéaires

Nous étudions, dans cette section, la paramétrisation des propriétés d’entrée/sortie
pour les non linéarités statiques § de la classe CIL. En se basant sur des résultats proposés
dans la littérature, nous obtenons les résultats suivants:

— 81 4 est une non linéarité sans mémoire alors 'application du critére de Popov [Pop73]
suggere les choix de S(jw) = A et G(jw) = joaw ot A > 0 et a constante;

— si ¢ est une non linéarité monotone impaire alors S(jw) et G(jw) sont la partie
hermitienne et anti hermitienne du multiplieur [ — Z(jw) [Wil69, ZF68| avec Z(jw)
la transformée de Fourier de z(¢) avec:

/+°o (1) di < 1.

loo

Pour une non linéarité non monotone, z(¢) > 019

5.4.5 Propriétés de dissipativité des gains dépendant du temps

Dans cette section, nous nous intéressons aux parametres variant dans le temps (classe
CIV) dont I'intérét est évident pour la commande par séquencement de gains. Les premiers
critéres de stabilité de systémes linéaires dépendant de parameétres §(¢) ont concerné ceux
qui avait une vitesse de variation exponentielle bornée, c’est & dire que ¢ et § vérifient une
relation du type:

ad(t) < (1) < B4(t).
Ce type de problémes a fait 'objet d’une abondante littérature dans les années 60 et 70
[F768, VenT1, ST72, ST73].

Une deuxiéme catégorie de résultats est apparue récemment. Elle concerne les para-
meétres dont la vitesse de variation est bornée. Dans la premiére partie de cette section,
nous proposons une paramétrisation des propriétés de dissipativité pour ce probléme, dans
Iesprit de celle proposée par [JRI6].

Dans un deuxiéme temps, nous considérons les paramétres avec une vitesse de variation
bornée en moyenne. A notre connaissance, un tel probléme n’a pas encore été étudié.

Pour fixer les idées et étudier les critéres de stabilité spécifiquement liés a la présence
d’un parameétre variant dans le temps, nous considérons une fonction de transfert stable
M (jw) qui est bouclée sur un scalaire variant dans le temps §(t), éventuellement répété.

19. Ces résultats sont détaillés en annexe de ce chapitre, section 5.8.3, page 205 dans la perspective
développée dans cette thése.



WB(S) C

0 Wel(s)

F1G. 5.20 — Parameétre avec vitesse de variation bornée

Vitesse de variation bornée: le sous systéme A considéré dans ce paragraphe est
de la forme §(¢) 1, ot §(¢) est un paramétre borné variant dans le temps avec une vitesse

de variation §(t) elle aussi bornée. L’intervalle dans lequel varie §(t) est décrit par les
scalaires < 0, y, z & travers 'inégalité suivante :

s 1 Te y][80)
1 y =z 1
De méme, 'intervalle de variation de 5(t) est décrit par trois scalaires, z4 < 0, y4, 24 &
travers 'inégalité suivante :
. T .
o(t) Ty Yd 8(t)
1 Yd <d 1

La caractérisation de ce bloc est basée sur une propriété décrite par le « swapping» théo-
réme. Son utilisation dans ce contexte a été proposée par Jonsson et Rantzer dans [JRI6].

> 0.

> 0.

Lemme 5.4.1 [JRI06]
Si la fonction du temps &(t) est dérivable et si W(s) = D + C(sI — A)*'B appartient
a RHZX" alors pour tout signal w de L, :

Wo(tw = §(H)Ww — Wed(t) Waw
ou We(s) = C(sl — A et Wg(s) = (sl — A)MB.

Par suite, les deux schémas représentés figure 5.20 sont équivalents.
En utilisant les notations de la figure 5.20, les signaux ¢y, qo, p1 et po vérifient :

/ | 5] yS1 + Gy 2}
Q1 ySi+ G 254 q

/ P2 ) 459 yaS2 + Gy P2
02 yaSs + G 2459 92

>0

>0




Si sont introduits les signaux ¢, p; et ps oil les deux derniers signaux sont tels que:

HESIEE

les inégalités précédentes se réécrivent :

P1 P1
/ p2 | M| p2 | >0
q q
avec:
M=
xW*S| W —xW*S1We W*(y51 + Gl)W
—aWESTW zqSy + eWES1We —We&(yS1 + G1)W + (ya Sz + G2)Wp
W(yS: + GOW  —W*(yS1 + G)We + Wi (yaSs + G3) SWHSL W + 2g WS Wi

Notez que cela définit bien une propriété de dissipativité avec

Y = J/’W*SlW —J/’W*SlWC
- —J/’WéSlW $d52+$Wg«SlWC

_ xlw*]sl[w WC}HC[[O 0

<
We 0 S5y 0

p2(Jw)
L’application du théoréme 5.3.1 d’analyse permet d’obtenir la condition de stabilité
suivante :

pi(jw) ] ‘

D’autre part, nous avons: ¢(jw) = { M(jw) 0 } l

*

1 0 1 0
0 I M 0 I1<0
M(jw) 0 M(jw) 0

Notez qu’en prenant p; = 0, x4y = 1, y3 = 0 et z; = 0, c’est-a-dire ne relachant la
contrainte sur 5, nous retrouvons la borne supérieure de p/ky,.

En se basant sur le «swapping» théoréme, Jonsson et Rantzer [JR96| ont obtenu le
résultat suivant.

Théoréme 5.4.3 [JRI6/

Supposons que §(t) est un scalaire variant dans le temps tel que |5(t)| <1, |5(t)| <d.
Supposons que la connexion de M(jw) avee §(t) 1, est bien posée. S’il existe deux fonctions
R et S appartenant ¢« RHZ™ telles que :

M(]w) i Nn N12 M(]w)
T
N = R(jw)R(jw) + d(Rp(jw) Re(jw) + S5(jw)"Sp(jw) + Sc (jw)*Sc ()

N = S(jw) - S(jw)*
Ny = —R(jw)*R(jw) + d(R(jw) Ro(jw)Ro(jw) R(jw)

alors le systeme est exponentiellement stable.



Il est différent du résultat que nous proposons sous deux points de vue:

L. le résultat de Jonsson ne permet pas de traiter directement les cas ott @ < 5(t) <b:
il est nécessaire de considérer que |§(¢)| < sup(|a|,|b]). Avec I'approche que nous
proposons, il suffit de choisir @4 = =2, yq = (a + b) et z4 = —2ab;

2. la condition obtenue suppose de trouver deux fonctions de transfert alors que celle
que nous proposons n’en met en jeu qu’une seule. La complexité de résolution est
donc plus faible.

Vitesse de variation bornée en moyenne: nous considérons dans cette section le
cas du bloc A = §(t)1,, ot §(t) est un paramétre réelle appartenant a l'intervalle [a, b]. 11
est variant dans le temps avec une vitesse de variation 5(t) bornée en moyenne, ¢’est-a-dire
qu’il existe T'> 0 et o > 0 tels que:

t-|—T,
Yt >0, T/ )| dr < 4o.

Le lemme suivant est une simple adaptation du lemme 4’ de [FZ68]. Dans cet article,
un critére de stabilité pour des systémes avec des paramétres avec une vitesse de variation
logarithmique a été présenté. Pour le cas qui nous intéresse, il met en lumiére des propriétés
de A qui peuvent étre utilement exploitées pour obtenir des critéres de stabilité.

Lemme 5.4.2 [F7Z68]
Soit 6(t) une fonction réelle de t positif, continue et dérivable appartenant ¢ un inter-
valle borné [a,b]. Supposons qu’il existe deux constantes T >0 et o > 0 telles que:

0, T/ )| dr < 4o.

Alors il existe deux fonctions dérivables de t, 64(t) et §,(t) telles que pourt >0, § =
() +6.(1) et:

IA

5. (1) bpoTao et d4(1) —20
¢ —=2To < 6.(1) < % et (ﬁ(t) < 2o

IA
AV

Y

[\VRfs]

Ce lemme nous permet donc de réutiliser directement les résultats précédents que
nous proposons. Ceux de Jonsson et Rantzer sont moins adaptés: en effet, la borne sur
la vitesse est ici dissymétrique.

5.5 Systéme et multiplieurs dépendant de parameétres

Dans cette section, nous considérons une catégorie particuliére de systémes intercon-
nectés appelés systemes paramétriques et définis par les équations :

q(t) | _ p(t)
l 2(1) ] = M) l w(t) ] (5.23)
p(t) = diag(on FAVPERE 7A7’)(Q)(t)

ol # est un vecteur de parameétres, éventuellement fonction continue du temps, et ou

M,,(0), M., (0), M,,,(0) et M., () sont des fonctions bornées et continues de §. Ag = [ [



Lol 5 & 4 5

FiG. 5.21 — Paramétre avec vitesse de variation bornée en moyenne

ot | représente l'opérateur d’intégration. De plus, les blocs A; sont des sous systémes
appartenant aux classes Cy et Cg du tableau 2.1, page 64. Ce systéme sera noté H(0).

Le comportement de cette classe de systémes peut étre caractérisé par une propriété
de dissipativité dépendant du vecteur de paramétres 6.

Définition 5.5.1 Soient ®11(0), P12(0) et $92(0) trois matrices de fonctions rationnelles,
continues et bornées du vecteur de parameétres 0 telles que ®11(8) est définie négative et :

_ | Pu(f)  Pi2(6)
®(6) = l B1o(0)T Dy(6) ]

est de rang plein. Un systéme dépendant de parametres H(0) est dit {®11(0), ®12(0),
$49(0) } dissipatif si, pour chaque w et z appartenant & Loy aveec z = H(8)w et pour tout
T, Uinégalité suivante est vérifiée :

dt > 0. (5.24)

Comme précédemment, les propriétés de dissipativité des sous systémes A; peuvent
étre paramétrisées par 'introduction de multiplieurs dépendants, ce qui est exposé dans
le tableau 5.3. Dans ce tableau, la fonction P(8) est différentiable par rapport au temps,
borné et de dérivée bornée et la fonction A(f) est continue et bornée. Il est possible de
considérer une interconnexion comprenant des sous systémes des classes Cy, Cy et Cs.
Pour ceux-ci, il faut alors utiliser la caractérisation de la dissipativité et les multiplieurs
constants, tels qu’ils ont été introduits dans le chapitre 3.

Pour cette classe de systémes, la stabilité et les marges associées peuvent étre abor-
dées comme précédemment. Par concision, nous ne considérons ici que 'analyse de la
performance.

Théoréme 5.5.1 Le systeme défini par les équations 5.23 est {X,per 1(0), Yoer£(0), Zperp(0) }
dissipatif s’il existe un scalaire € strictement positif et des fonctions P(8) et \;(0) définies
précédemment telles que :

< —€e(M(0))"M(9)) + 1) (5.25)

avec

([ diag(0.diag(M(O)X))  ding(P(0), diagOu(0))) |
M = Pydiag ([ diag (P(@) dlag()\Z(G)YiT)) diag (P(@),dlag()\ (Q)ZT)) ] ’

K3



A, {X:(0),Y;(0), Z;(0)} Paramétrisation

vl P |

AT, [(} g] P(O) P(O)
avec P(f) € S(n)

X; Y
A €0 ll)/(T ;] M&)lYiT ZZ]
Z Z avec \;(0) € S(1)

X, Y
sea | [my) | ol A
Z Z avec \;(0) € S(1)

TAB. 5.3 — Sous systéemes A; et des multiplieurs associés.

[ 2 )

Par soucis de brieveté, la démonstration est omise. Elle peut étre dérivée de celle du lemme
3.2.1, page 86.

Des résultats de ce type sont apparus récemment dans la littérature, généralement dé-
signé par le terme de fonctions de Lyapunov dépendent de parametres [DCAF94, FAGI6,
GACY6, [t096]. A la lumiere du théoréme présenté dans cette section, elles peuvent aussi
s’interpréter en terme de multiplieurs dépendants. Considérons un systéme linéaire sta-
tionnaire dépendant de paramétres incertains constants dont nous voulons étudier la sta-
bilité. L’approche par multiplieurs fréquentiels revient a le modéliser comme une inter-
connexion (dépendant de la fréquence) de gains réels (qui sont les paramétres incertains
en question). Les paramétres incertains sont donc isolés. Le théoréme de séparation des
graphes adéquat est alors appliqué: une inégalité matricielle dépendant de la fréquence
est alors obtenue. L’approche par multiplieurs dépendant des paramétres est symétrique.
Dans ce cas-1a, le systéme est modélisé comme une interconnexion (dépendant des para-
metres incertains) d’intégrateurs. Le théoréme de séparation des graphes de cette section
est appliqué, menant & une inégalité matricielle dépendant des paramétres incertains.

5.6 Calcul des conditions obtenues

Tous les problémes que nous avons rencontrés dans ce chapitre sont des problémes
d’optimisation (quasi) convexe sur des contraintes LMIs infinies, fréquentielles ou para-
métriques.

La premiére approche est de faire un maillage sur les fréquences pour les premiéres,
sur les paramétres pour les secondes et de résoudre les probléemes LMIs ainsi obtenus
par chaque point du maillage. Ceci ne peut se faire que s’il est possible de découpler
les problémes pour différentes fréquences, ce qui n’est possible que pour les systémes
linéaires et invariant dans le temps. Dans ce cas-1a, cette approche peut se justifier (se



reporter aux discussions de la section 2.3.4.1 du chapitre 2, page 57). Néanmoins, il faut
remarquer que si, pour les LMIs fréquentielles, il est nécessaire de faire un maillage sur
un seul «paramétre» (la fréquence), les LMIs paramétriques font intervenir plusieurs
paramétres, ce qui risque de mener a une solution trés lourde & mettre en ceuvre. D’autre
part, pour les problémes LMIs fréquentiels de minimisation de valeurs propres généralisées,
I'optimum obtenu fréquence par fréquence peut étre une fonction semi continue de la
frequence [LT93]. Des variations trés fortes peuvent étre obtenues, variations qui peuvent
ne pas apparaitre avec un maillage trop lache. Des méthodes de régularisation permettent
d’aborder le probleme [Sid92, 1T93, PP93, FSF96].

La deuxiéme approche revient a rechercher les variables aprés décomposition dans une
base finie de leur espace de définition. C’est I’approche qui a été adopté par Safonov dans
[LSC94, LCGS95| et Balakrishnan dans [Bal95] pour les LMIs fréquentielles. Pour les
LMIs dépendant de parameétres, le probléme a été abordé dans cette thése, dans la section
4.10 du chapitre 4, page 143. Si elle permet d’éviter un échantillonnage fréquentiel (avec
ses problémes de discontinuité), elle peut néanmoins mener a la résolution de problémes
d’optimisation a base de LMIs de dimension importante.

5.7 Résumé

Dans ce chapitre, nous avons revisité ’analyse des systémes linéaires stationnaires in-
certains. Le comportement d’'un systéme a été caractérisé par un ensemble de contraintes
quadratiques sur la transformée de Fourier des signaux qu’il échange avec son environ-
nement. Nous avons vu comment mettre & profit cette caractérisation pour étudier les
propriétés d’'une interconnexion de sous systémes. Un tel point de vue nous a permis de
proposer une formulation plus générale permettant d’aborder simplement la recherche
d’une caractéristique du systéme interconnecté. De plus, elle permet d’agrandir la famille
des systémes linéaires stationnaires étudiés a I'aide d’une description plus fine des incer-
titudes, permettant, par exemple, d’aborder les systémes avec retards purs incertains.

Une autre conséquence du point de vue que nous avons développé est de rendre possible
I’analyse « décentralisée» des systémes incertains permettant ainsi de traiter des systémes
a grande échelle.

Le grand avantage des systémes linéaires stationnaires est qu’il est possible de les ca-
ractériser par des contraintes quadratiques (non intégrales) sur la transformée de Fourier
des signaux, fréquence par fréquence. A cette indépendance entre les différentes fréquences
correspondent des multiplieurs fréquentiels sans aucune corrélation d’une fréquence sur
I’autre. La conséquence est qu’il est possible d’aborder le probléme fréquence par fré-
quence, comme cela a été fait dés le début des années 80 pour ’analyse des systémes
incertains [Doy82].

Cette propriété sympathique disparait dés que I’on aborde les systémes non linéaires et
non stationnaire. Par suite, leur caractérisation ne peut se faire qu‘a travers de contraintes
quadratiques intégrales et les multiplieurs introduits sont trés dépendant d’une fréquence
sur I'autre. Aborder le probléme fréquence par fréquence devient alors trés lourd [Pag95al.
Néanmoins les grands principes mis en ceuvre dans notre approche restent valables. Ils
permettent d’unifier analyse des systémes linéaires stationnaires et analyse des systémes
non linéaires et non stationnaire.

Ils permettent aussi de faire le lien avec certaines approches dites de « Lyapunov» qui
peuvent en fait étre abordées sous 'angle des multiplieurs dépendants.



Les résultats présentés dans ce chapitre peuvent se généraliser a I’analyse des systémes
implicites, en suivant le fil conducteur développé dans le chapitre 3.



5.8 Annexe

5.8.1 <«Loop shifting»

L’opération de «loop shifting» consiste & modifier 'interconnexion décrite figure 5.22
(& gauche) de deux opérateurs en 'interconnexion décrite figure 5.22 (a droite) avec le

produit de Redheffer de M et de N (s’il est bien défini) et:

0 1
M*N_[[ 0].

G

FiG. 5.22 — Interconnezion de deux opérateurs, avant loop shifting @ gauche, aprés loop
shifting a droite

Par exemple, considérons le cas ou:

N:M:[_\%l _:/?].

Alors si H est un opérateur de gain inférieur a un, 'opérateur H x M est un opérateur
passif. Le loop shifting permet donc de découper une interconnexion de fagcon a faire
apparaitre un opérateur avec une propriété de dissipativité intéressante pour 1'un des
deux morceaux.

5.8.2 Démonstration du théoréme 5.2.1
Un opérateur linéaire stationnaire M de RLZ*" est considéré tel que:
— sa transformée de Fourier M(jw) est bornée;
— sa transformée de Laplace vérifie: M(s) = M7T(—s);

- M(s) :D—I-C(S[—A)J‘IB;



— elle est positive: M(jw) = M(jw)* > 0 pour tout w € R;
— son terme constant est non singulier: det(M(o0)) # 0.

Le théoréme suivant est tiré de [And67, Fra87]%°:

Théoréme 5.8.1 Pour M définie ci-dessus, il existe une fonction de transfert W de
RH”*" telle que:
M(s) = WH(—=s)W(s).

En fait, ce théoréme est maintenant appliqué pour obtenir la factorisation de la matrice
de transfert

1 (Jw) Pia(jw)
Pip(jw)” Paz(jw)

ou @1, P12, Py sont des fonctions de transfert de RL™ avec ®11(jw) = @11 (jw)* <0
et Poa(jw) = Paa(jw)*. De plus, I'inertie de cette matrice est supposée constante et égale
a (n,0,n) (quelle que soit la fréquence, cette matrice a n valeurs propres positives et n
valeurs propres négatives).

Considérons d’abord le cas ot ®;(jw) < 0. La démonstration qui suit est similaire

a celle de [Goh96]. En suivant la démonstration du lemme de Schur?! (voir [HJ85], page
472):

l I OH% @12] Wi _q)ﬁlq)m]_lq)n 0

5.26
—®3,01 1| ®7, P | [0 I 0 By — 5,01y (5.26)

La matrice:

[ (I)n(]w) ®12(jw)]
i (I)12(.jw)* @220@)

est donc congruente a la matrice

b,y 0
0 By — 5,01 Dy, |-

Elles ont donc mémes inerties. Par suite, ®55 — (I)TZCI)lLf(I)m > 0 car I'inertie de la premiére
matrice est (n,0,n).

D’autre part, en post et pré-multipliant I’égalité (5.26) par la matrice:

I @'y,
0 I

et sa transposée, on obtient :

O Dy I 11 0 0
= d I &0 )
l 07y Doy ] l (I)Tzq)lLll ] H [ e } - 0 @y — (I)Tzq)ﬁlq)l?

Par application du théoreme 5.8.1, comme ®; < 0, il existe ¥y, telle que &1, = —UF, ¥y;.
Toujours par application de ce théoréme, ®gy — &%, 01 P1y > 0 et :

[ 11 l \Iﬁlﬂl ] 11
. I T S I T wy, vy 0lte
l (I)lgq)f_ll ] 11 [ 11 12 } (I)12(I)f_11\1}11 [ 11 11¥11 12 }

20. Dans ces deux références, est aussi décrite une méthode de construction du facteur W : elle nécessite
simplement la résolution d’une équation de Riccati.
21. 11 faut noter ’omni présence du lemme de Schur dans les démonstrations liées aux LMIs.



peuvent étre factorisés:

I

Byy — O, LBy = Wi, et l o LI ] Gyy [ 1 Q'@ | = —WEWh.
12 *11

La factorisation recherchée est donc obtenue:

R I T R S |

dr, Dy o, 08 1 0 —-W;Wy | |0 I
1 o
W [0 _[]W
avec
W | W WP @y,
0 W, '

La conclusion de cette factorisation est que I’on peut remplacer la recherche d’une matrice

¢y 97, Wi W
[@12 By 0 W avec Wy, Wy, Wi,

trois éléments de RHZ*" le premier et le troisieme éléments étant inversibles.

] par la recherche d’une matrice de la forme l

Considérons d’abord le cas ot ®11(jw) = 0 et Py(jw) > 0. Alors, en factorisant
Pys(jw) = U3, Wsy, nous obtenons:

0 &y _ D505 oy B3, _ oWy Uy dr, 0
o7, o w3, Woy 0 0"

On procéde ensuite comme dans le cas précédent.

Considérons d’abord le cas ot ®1;(jw) = 0 et Pyz(jw) = 0. A cause de l'inertie de la

matrice : .
0 @12(](4))
<I)12(jw)* 0 ’

®15(jw) est positive. Par suite, nous pouvons appliquer le théoréme suivant du a Balakri-
shnan.

Théoréme 5.8.2 [Cho96] Il existe deux fonctions de transfert inversibles My et My de
RH.., de méme dimension que ®12(jw) telles que:

012(jw) = Mi(jw)" Ma(jw).
En appliquant ce théoréme, nous avons :

0 q)m(jw)]:ll My(jw) MI(MHI 0 H My(jw)  My(jw)

Opy(jw) 0 2| —My(jw) Mi(jw) | |0 =1 ]| —Me(jw) Mi(jw)

D’otu le résultat.

5.8.3 Paramétrisation des non linéarités statiques

Comme précédemment, la linéarité statique est caractérisée en deux étapes: (i) trouver
une (ou des) relation entre les signaux d’entrée et de sortie, (ii) 'appliquer pour obtenir
une paramétrisation des inégalités qui la décrivent.



Relation entre les signaux d’entrée et de sortie. Nous considérons une non linéa-
rité statique f incrémentalement positive :

Vaqu 7£ 42, —f(qzzz : ;(QQ) > 0.

Une non linéarité monotone non décroissante comprise dans un secteur [a,b] peut étre
ramenée a une non linéarité incrémentalement positive par loop shifting. Le but de cette
section est de caractériser cette fonction par une inégalité quadratique sur ses signaux

d’entrée et de sortie. Une caractérisation classique est basée sur la fonction de corrélation
entre le signal d’entrée ¢ et de sortie p définis par:

N e
Bo(r) 2 [ qplt+ 7)d.
Pour p = f(q), R;p(0) > Ry(7), V7 € R. Si de plus f est impaire alors R,,(0) >
|R,,(7)], V7 € R. La démonstration d’une telle propriété repose sur la convexité de la
fonction F(o) =[5 f(q)dq. Cette fonction est convexe car f croit de facon monotone. Par
suite:

(01 = 02)f(01) = F(01) — F(a2).

Avec 01 = q(t + 7) et 02 = ¢(t) et en intégrant entre —oo et oo I'inégalité précédente,
on obtient :

Ryp(0) = Rop(7).
Les détails sont donnés dans |[Wil69] page 67.

Parameétrisation des inégalités. Elle repose sur le résultat suivant. Soit G(jw) la
transformée de Fourier d’un systéme linéaire stationnaire, stable mais pas nécessairement
causal, défini par 'intégrale :

) +oo L
Gjw) =1 —/ v(T)e?*Tdr

loo

ot v(7) est une fonction positive telle que:

/+°o lo(7)|dr < 1.

loo

Alors GG f est un opérateur positif sur Ls.
Si de plus f est impaire alors v(7) peut étre prise non nécessairement positive.



Chapitre 6

Application: Commande d’un missile
un axe

Ce chapitre présente la mise en ceuvre sur un probléme réaliste des outils proposés pré-
cédemment. [l s’agit d’un probléme de commande de missile. Il peut étre considéré comme
un banc d’essai («benchmark») car, aprés publication en 1992 par Reichert [Rei92], il a
fait 'objet de nombreux travaux (voir par exemple [NRR93, SC93, HL95, BLP96]).

Apres avoir présenté le probléeme de commande associé et analysé le comportement
du systéme en boucle ouverte, nous synthétisons des lois de commande par des méthodes
linéaires (Automatique classique, méthode de commande H.,) a partir d’un linéarisé sta-
tionnaire. Nous appliquons alors les conditions d’analyse proposées dans ce mémoire pour
analyser la performance (incrémentale) de la loi de commande PI (conventionnelle pour
ce type d’application) sur le modéle non linéaire de missile.

Le caractére fortement non linéaire du missile en boucle ouverte justifie I'utilisation de
la méthode de commande par séquencement de gains développée dans ce rapport. Elle est
effectivement mise en ceuvre et le correcteur obtenu est comparé avec les lois de commande

présentées par Shamma [SC93] et Rugh [NRR93]

6.1 Missile: objectifs de la commande

Nous considérons comme application la commande de la voie de tangage d’un missile,
c’est-a-dire la commande d’un missile suivant le plan vertical. Celle-ci est constituée de
deux boucles imbriquées :

1. la boucle (externe) de guidage qui en fonction de la position de I'engin et de la
trajectoire désirée délivre des consignes en accélération a la boucle interne;

2. la boucle (interne) de pilotage qui & partir de la mesure de 'accélération et de la
vitesse de rotation du missile essaye de suivre les consignes en accélération délivrées
par la voie de guidage.

(C’est la seconde boucle qui nous intéresse ici, en ne considérant que les mouvements
du missile dans le plan vertical. Le systéme est représenté sur la figure 6.1. G désigne
le centre de gravité. Le triedre (Ga, Gy, Gz) est lié au missile. Le plan vertical est celui
défini par (G, Gz). Vxz est la projection de la vitesse du missile par rapport au vent sur
le plan vertical. [’angle « entre Vxz et Gz est appelé I'angle d’incidence. On introduit
la vitesse de rotation ¢ du missile autour du point GG avec les conventions habituelles



FiG. 6.1 — Missile dans le plan vertical

d’orientation. Le but du correcteur de pilotage est de suivre des demandes d’accélération
ne suivant GGz en échelon en agissant sur la déflexion ¢ de la gouverne correspondante. Le
modele missile que nous considérons ici a été proposé par Reichert en 1992 [Rei92]. 11 est
assez réaliste et posséde des caractéristiques intéressantes par rapport a ce qui a été vu
précédemment : il est (fortement) non linéaire et le nombre de Mach peut étre considéré
comme un paramétre extérieur, dépendant du temps. De plus, il a été étudié de fagon
intensive dans la littérature, ce qui nous permettra d’évaluer nos lois de commande en les
comparant aux lois de commande précédemment proposées.

Pour plus de détails sur la description d’un missile, se rapporter aux theses [Fer95,
Fro95|. Dans ce qui suit, nous allons considérer le modele proposé par Reichert dans
Particle [Rei92] pour un missile volant & 20.000 pieds d’altitude pour un nombre de Mach
variant entre 2 et 4.

6.2 Modéle du missile

Le modéle considéré suppose que le missile est rigide et que les actionneurs sont li-
néaires. D’autre part, le nombre de Mach apparait comme un paramétre extérieur variant
dans le temps. En prenant comme variables d’état « et ¢ pour le missile, nous avons la
représentation d’état :

& = cos(a) KaMCrh(a,6, M)+ q

i = K,MCpn(a,8 M) (6.1)

avec les coefficients de portance qui sont donnés par:

Cola, 8, M) = a,o®+b,lala+c,(2—M/3)a+d,§
Cola, 6, M) = ana®+bylala+ cpn(—7+8M/3)a + d,.0.

Nous pouvons considérer qu’étant déterminés expérimentalement, ils sont entachés d’er-
reurs. De plus, on peut estimer que leur domaine de validité est défini par des angles
d’incidence appartenant & une plage de +20 degrés ( 40,35 radians). La sortie & com-
mander (mesurée) est donnée par:

n = L=M2C, (0,8, M). (6.2)

grav



o angle d’incidence en radians

q | vitesse de rotation dans le plan (G, Gz) (rad/s)
M nombre de Mach

) angle de gouverne en radians

de commande d’angle de gouverne en radians

e consigne d’accélération en g

n accélération en g

TAB. 6.1 — Différentes grandeurs du modéle.

an | 1,0286 x 104 degt® Py | 973,31b/f1?

b, | —0,94457 x 10+? deg*? S 0,44 ft*
Cn —0,1696 degtt m 13,98 slugs
d, —0,034 degtt Vv 1036,4 ft/s
A, 2,1524 x 10+t degt? d 0,75 ft

b, | —1,9546 x 1012 degt? I, |182,5 slug.ft?

Crm 0,051 degtt K, | 0,7PoS/m/V
dp —0,206 degtt K, 0,7PoSd/1,
o 150 K, | 0,7PoS/m
&, 0,7 grav 32,2

TAB. 6.2 — Valeurs numériques des paramétres.

La vitesse de rotation ¢ est aussi mesurée. La signification des différents grandeurs est
donnée dans le tableau 6.1.

La dynamique de ’actionneur peut étre modélisée par un second ordre:

2
6(s) = 524_25:)#%&(5)7

soit :

5 = —w2§ — 2§awa5 + w?s,.

Les valeurs numériques sont données dans le tableau 6.2. Les unités ne sont pas celles
du systéme international mais correspondent & celles utilisées par Reichert [Rei92]. Pour
de bonnes simulations numériques, les angles sont exprimés en radians et les accélérations

en g.



o Go valeurs propres des linéarisations
—1,54 —3,64 x 1012 -31,1 33,1
—4,69 x 1042 | —3,24 x 10+? | —3,88 x 10+ — 5,595 | —3,88 x 10+ + 5,595
0 0 —6,00 5,40
4,69 x 1012 3,24 x 1012 | —3,88 x 10+t — 5,595 | —3,88 x 10! + 5,595
1,54 3,64 x 1012 -31,1 33,1

TAB. 6.3 — Points d’équilibre

6.3 Analyse du systéme en boucle ouverte

La stabilité du systéme est étudiée pour une entrée constante (§ = 0) et un nombre
de Mach fixé (M = 3).
Les points d’équilibre du systéme sont donnés par la résolution du systéme d’équations
non linéaires :
cos(ag) Ko MCp(ag, 8, M)+ g0 = 0
Cm (Oéo, (S, M) =0

Pour les valeurs du Mach et de § considérées, la seconde équation donne les valeurs
de ag correspondant aux points d’équilibre. La premiére équation donne les valeurs de ¢q
correspondantes. Le tableau 6.3 donne les points d’équilibre ainsi obtenus ainsi que les
valeurs propres des linéarisations correspondantes.

De ce tableau, nous déduisons qu’il existe deux points d’équilibre stables, symétriques
par rapport au point 0, ce qui est normal puisque le flot associé aux équations présente
cette symétrie. Il suffit donc d’étudier le domaine de stabilité d’un des deux points d’équi-
libre stables, par exemple le point :

4,69 x 1042
3,24 x 1042

Pour obtenir son domaine de stabilité, nous profitons du fait d’avoir un systéme d’ordre
deux pour appliquer la méthode de la simulation inverse (backtracking) [GTV85]. Elle
consiste &:

1. déterminer I’ensemble des points d’équilibre ;

2. déterminer un voisinage autour du point d’équilibre stable inclus dans le domaine
de stabilité;

3. partant d’un nombre suffisant de points sur la frontiére de ce voisinage, intégrer en
renversant le sens d’écoulement du temps dans les équations du systéme.

La premiére étape a déja été effectuée. La deuxiéme se base sur une modification des
méthodes proposées dans l'article [EGS96]!: un ellipsoide invariant £p = {z|z? Pz < 1}

1. Reproduit en annexe de la thése, page 241.



est recherché pour 'estimation du domaine de stabilité. Pour cela, le systéme est mis sous
la forme suivante :

o — g B cos(ag)KoMe, (2 — M/3) 1 o — g n cos(ag) KoM
g—aq | | K,M2c,(=T+8M/3) 0 || ¢—q 2k, M|
AR [ 1 0 } l @ ] 5
q— 4o

w = k(t)z,

avec k‘(t) _ (ano®+bplala) L(anad+bn|ao|ao)
alag
que da,, ~ 2a, et b, ~ 2b,.

, en considérant que cos(a) & cos(ag) et en notant

Nous sommes donc ramené & considérer la stabilité de la connexion d’un systéme
linéaire stationnaire (d’entrée w et de sortie z) et de la multiplication par un gain variant
dans le temps k(t). Si « reste dans U'intervalle [ag — 0, ag+ o], le gain dépendant du temps
k(t) est contenu dans un cone (¢,r) (voir tableau 5.2 page 161). Pour un o donné, nous
obtenons donc ¢ et r. La stabilité de la connexion peut alors étre testée par application
directe du lemme 3.2.1.

Le probléme est de garantir que o — ag est bien de module borné par o. Pour cela,
nous allons utilisé le fait que le multiplieur () = P1! associé aux intégrateurs correspond
a une fonction de Lyapunov quadratique par le systéme linéaire stationnaire?. Pour une
condition initiale prise dans l'ellipsoide Ep, ’état du systéme va resté & l'intérieur de Ep,
a tout instant. Par suite, si sa projection sur ’hyperplan ¢ = 0 reste de module borné par
o, nous sommes assuré que « est dans Uintervalle [ag — o, ag + .

Nous allons rechercher le plus grand ellipsoide Ep. Une possibilité est d’essayer de
maximiser la somme des carrés des longueurs des demi-axes. Pour cela, nous résolvons le
probléme d’optimisation suivant :

minimiser —trace(Q)
sur la variable Q,

sous les contraintes

0, 0 |0 o
er 0 (1—;—2)‘0 - [M ",
L 0O 0 0, 0 L| =
L o r r
0 ] Q l 0| S0t Q>0
avec
c0s(0.047)Kyen(2 — M/3) 1 cos(0.047) K, M
M= | KM%, (—T+8M/3) 0  2K,M
1 0 0

Pour un ¢ donné, nous obtenons ¢ et r. Le probléme précédent est donc convexe en ().
Brievement, parmi les inégalités (6.3), la premiére (avec ) > 0) assure que le graphe de
I'inverse de la fonction de transfert entre w et z est en dehors du cone défini par (e,r):

2. Comme cela a été fait dans la démonstration du corollaire 4.6.1, page 131 ou encore dans I’article
[EGS96], reproduit en annexe de cette thése, page 241.



par application du lemme 3.2.1, cela assure la stabilité de la connexion sous 1’hypothése
que k(1) est bien dans son cone (¢, r). L'inégalité:

T
1 0 1
0 0
assure que la projection de l'ellipsoide Ep sur le plan ¢ = 0 est compris dans le segment
[ag — 0,00 + o] (voir la section 4.6.1, page 130): a — aq est donc toujours inférieure a

<o’

o, assurant ainsi que la non linéarité est toujours dans le cone (¢,r) pour une condition
initiale prise dans Ep.
En itérant sur o, nous obtenons ellipsoide Ep avec :

P = QJ_I _ 2,505 X 105 —1,621 X 103 ‘
—1,621 x 103 8,684 % 103

30F

I ] L ] L L
-15 -1 -0.5 0 0.5 1 15

FiG. 6.2 — Flot du systéme

Sur la figure 6.2 sont représentés les deux domaines de stabilité obtenus par backtra-
cking pour les deux points d’équilibre stables dans le plan (a, ¢). Les lignes pointillées
sont dans le domaine de stabilité du point d’équilibre de gauche, les lignes en trait plein
sont dans celui de droite.

La figure 6.3 représente un agrandissement de la précédente. Les deux points d’équi-
libre stables sont représentés par des croix. Les deux «cercles» entourant ces croix cor-
respondent aux ellipsoides invariants obtenus précédemment. Les lignes en traits pleins
convergent vers le point de droite, ceux en traits pointillés vers celui de gauche. Au centre,
le point 0 est un point d’équilibre instable. Nous pouvons remarquer que ces deux do-
maines de stabilité sont trés complexes, enroulés I'un dans 'autre dans le sens des aiguilles
d’une montre.

Enfin, sur la figure 6.4, nous constatons que pour des points initiaux pris prés du point
0, les trajectoires convergent vers l'un des deux points d’équilibre stables. Le caractére
fortement non linéaire de ce systéme est confirmé par le fait que le long d’une trajectoire
stable du systéme, les linéarisations peuvent étre instables comme cela est illustré par la
figure 6.5, partie de gauche.

Dans la partie supérieure est représentée la trajectoire stable dans le plan (a, ¢);
dans la partie inférieure, les péles des différentes linéarisations stationnaires rencontrées
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le long de cette trajectoire sont représentés. Nous pouvons constater que cela recouvre des
configurations trés diverses: systémes linéaires stationnaires stables ou instables, amortis-
sements des péles faibles ou importants. Enfin, la dispersion des poéles des linéarisations
pour le nombre de Mach variant entre 2 et 3 et 'angle o entre —0, 35 et 0,35 radians est
donnée par la figure 6.5, partie de droite. La encore, il est a remarquer que la dispersion est
importante et qu'une partie des linéarisations sont instables. D’autre part, les transferts
de 4 a n des linéarisations sont & déphasage non minimal.

En conclusion, nous pouvons affirmer que ce systéme présente en boucle ouverte un
comportement fortement non linéaire: il posséde plusieurs points d’équilibre instables et
stables avec pour ces derniers des domaines de stabilité trés complexes ; son comportement
n’est pas réductible a celui de ses linéarisations stationnaires qui recouvrent une grande
variété de dynamiques, stables ou instables, faiblement ou fortement amorties, avec des
effets non minimums.

6.4 Cahier des charges

Le cahier des charges suit celui proposé par Reichert [Rei92]:

— pour une consigne 7. en échelon, le temps de montée est de I'ordre de 0, 3 secondes,
le dépassement inférieur a 10 / 20 % et erreur statique inférieure a 5 %

— éviter la saturation des actionneurs & la fois en position et en vitesse: cette derniére
saturation, normalisée par la consigne en accélération, est de 'ordre de 25 deg/s/g

(0,44 rad/s/g);

— limitation de la bande passante du correcteur car présence de modes souples de
structure non modélisés (sur la boucle ouverte linéarisée atténuation de 30 db a 300

rad/s).
— robustesse & des erreurs sur les coefficients des fonctions de portance.

Les correcteur seront recherchés pour commander le missile a Mach 3.

6.5 Commande du missile par ’approche classique

Dans cette section, nous proposons un correcteur proportionnel intégral pour com-
mander une linéarisation du systéme puis nous démontrons que cette loi de commande
assure de bonnes propriétés sur le systéme non linéaire. Les analyses des propriétés du
missile commandé supposent généralement que le missile est un systéme linéaire station-
naire incertain [Wis92, FM96, FFDM96| et ne tiennent done pas compte de son caractére

non linéaire>.

6.5.1 Synthése d’un correcteur PI

Nous recherchons un correcteur proportionnel intégral. Il est synthétisé par application
des régles d’Automatique classique. Le correcteur PI est recherché avec une structure
cascade. Il est synthétisé sur la linéarisation stationnaire du missile pour ay = 0, 15 radians

3. A moins de supposer la conjecture d’Aizerman vérifiée.



et un nombre de Mach de 3. La loi de commande obtenue sera utilisée comme référence
pour les différentes méthodes de synthése testées. L’expression du PI est:

k38 + kg klkg
=—q

u(s) —als) + ——(kore(s) —n(s)).
LS 2 S vy SO g N N N
- i
b
q
n

FiG. 6.6 — Structure du correcteur PI

Un réglage correct est obtenu pour les valeurs:
ko =1,12, k; =0,0867, ky=2,5, et k3=0,5.

La valeur de kg a été obtenue en remarquant qu’a l’équilibre, le signal entrant dans
I'intégrateur devient nul. En effet, nous avons:

kl(kOUC - 775) + de = 0.
D’autre part, d’apreés les équations (6.1) et (6.2) du missile, nous avons:

K,
KM

ge = —grav

De ces deux équations, nous en déduisons que n, = n,. si

o

ko = grav +1=1,12.

XOZ

K, Mk,
Les simulations temporelles sur le systéme non linéaire, figure 6.7, montrent que le temps
de montée est effectivement de l'ordre de 0,3 secondes, I'erreur statique nulle et le dépas-
sement de I'ordre de 10 %. De plus, la contrainte de saturation sur la vitesse de déflexion
est respectée. Enfin, en faisant une simulation avec les coefficients perturbés de C, et
C* de plus ou moins 20 %, le systéme bouclé garde un fonctionnement correct (voir
figure 6.7). Dans ce qui suit, nous allons démontrer que ces propriétés sont vérifiées par le
systéme bouclé qui est non linéaire. Cette démonstration se base sur les outils introduits
dans le chapitre 2, 3 et 5.

4. La simulation que nous présentons figure 6.7 correspond & une augmentation de 20% pour a,,, d,,
@y, et ¢, et une baisse de 20% de b,,, ¢, et d,,,. 1l en sera de méme pour toutes les simulations du missile
avec des coefficients perturbés.
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6.5.2 Analyse du systéme non linéaire commandé par le PI

Nous allons étudier la stabilité du systéme non linéaire en boucle fermée (missile +
actionneur + PI). Pour cela, nous introduisons deux types de modélisation pour le systéme
non linéaire et pour ses linéarisations non stationnaires. Comme précédemment, nous
allons mettre a profit le fait que cos(a) &~ 1 pour les angles considérés et que a,, ~ 2a,, et
b, ~ 2b,,.

6.5.2.1 Modélisation polytopique et modélisation LFT

Nous introduisons d’abord une modélisation polytopique du systéme bouclé et de ses
linéarisations non stationnaires. Le modéle obtenu est le suivant :

HERE 511

avec
[ Ko Mc, (2 -4 1 K,Md, 0 0 0
K M?c,, (—7+84) 0 K,M?d,, 0 0 0
AlB] 0 0 0 1 0 0
cC|D | 0 kzw? —w? —2,w, w2 0 ’
—kiko tEMPe (2= E) ke —kiko EEMPd, 0 0 | —kokiks
Lz N2e, (2 - A 0 L pr2g, 0 0 0
grav grav _
[ K. M 0 0 0 0]
2K,M? 0 0 0 0
0 0000
l 2{9 ] = 0 0000
b —kikahz 00 0 0
| ZEMP 0 0 0 0 |
ol, avec xpy la variable d’état associée au PI, pour le systéme non linéaire :
o
q
w=mn. z=n &= 5 et O(t) = ana® + bylal,
)
Tpr
et pour sa linéarisation non stationnaire en ag(?):
a — Qg
q9—4q
W=1N.—1Np 2=n—10 £= 5 et O(t) = 3amao(t)? + 2, |ao(t)].
)
Tpr

[’angle a évoluant entre 40, 35 radians, a,,a* +b,,|a| varie entre 0 et —10. Par suite, pour
englober le systéme non linéaire dans le systéme polytopique précédent, il faut prendre



6(t) entre 0 et —10. Par contre, 3a,,ap(t)* +2b,,|ag(t)| varie entre 0 et —15. Pour englober
les linéarisations non stationnaires, §(¢) doit étre pris évoluant entre 0 et —15. Par suite,
pour () variant entre 0 et —15, nous recouvrons a la fois le systéme non linéaire et ses

linéarisations”.

-4 L L L L L L L
-0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4

FiG. 6.9 — Non linéarité [ et secteur

Une autre approche est de rechercher un modéle LFT du missile bouclé et de ses
linéarisations. Pour cela, le systéme en boucle fermée est réécrit de la facon suivante:

KM
2K, M?

falieh | |
C|D w ey I

K.
grav

grav

2

@ = [10000]¢

fla)

avec pour le systéme non linéaire, la fonction f qui est représentée sur la figure 6.9 et qui

P =

est définie par:
fla) = ana® + bylala,

(voir la figure 6.9) et pour sa linéarisation non stationnaire en ag(?):
(@) = (Banaot)? + 2b, Jag(t) o

Etant donné qu’a évolue entre 0,35 radians, si nous choisissons de décrire f par le
secteur [—15,0], nous recouvrons a la fois le systéme et ses linéarisations. Le systéme et
ses linéarisations se modélisent donc comme 'interconnexion d’un transfert linéaire et
d’une non linéarité dépendant du temps.

6.5.2.2 Analyse de la stabilité

La figure ci-contre représente les poles des différentes linéarisations stationnaires du
systéme bouclé. Nous constatons que le correcteur proportionnel intégral les stabilise et

5. 51 toutes les linéarisations d’un systéme sont dans un céne alors le systéme lui-méme est dans ce
cone (voir par exemple [Saf80, page 49]).



que les poles des linéarisations de la boucle fermée sont beaucoup moins dispersés que les

poles des linéarisations du systéme en boucle ouverte. Nous allons démontrer la stabilité

incrémentale du systéme (non linéaire).

linearisation du systeme boucle par un PI

ATP +PA <O

Le systéme bouclé est incrémentalement stable s’il
existe une fonction de Lyapunov quadratique qui dé-
montre la stabilité du modéle polytopique associé, ce
qui revient a rechercher une matrice définie positive P
telle que pour tout #(t) appartenant a [—15, 0]:

(A4 0()A)'P + P(A+0(t)Ag) < 0,

ce qui équivaut a vérifier qu’il existe une matrice P
définie positive telle que:

et (A—1544)TP + P(A—1544) < 0.

La résolution de ce probléme LMI permet de trouver une solution®:

6, 5479
0,0974

P=| -0,0927
—0,0009

—0, 6899

0,0974 —0,0927 —0,0009 —0,6899
0,2843 —0,3851 —0,0033  0,6318

~0,3851  0,7955 0,0056 —0,7%63
~0,0033  0,0056 0,0001 —0,0069

0,6318 —0,7863 —0,0069  2,3722

Le missile est donc stabilisé incrémentalement par

le correcteur PI. Le systéme et ses linéarisations se
modélisent aussi comme l'interconnexion d’un trans-
fert linéaire et d’une non linéarité appartenant au
secteur [—15,0]. Par application du critére du cercle
[Zam66b], le systéme et ses linéarisations sont stables
car le tracé (ci-contre) du transfert linéaire dans le
plan de Nyquist est a droite de la droite verticale

d’abscisse —0, 066.

6.5.2.3 Analyse de la performance

002 004
i

006 008

La seconde étape est d’étudier plus finement les propriétés du systéme non linéaire

bouclé. Pour cela, nous nous intéressons & l’opérateur S qui, a ’entrée de consigne, as-
socie l'erreur de poursuite [Fro95|. Nous allons comparer son comportement a celui d’un
transfert du premier ordre (1/W7) en essayant de vérifier le critere:

IW1S]la <1  avec  Wi(s)

1 s44,36
2540,234

Un tel transfert garantit une erreur statique de 'ordre de 10% face & un échelon et
une certaine plage de désensibilisation.

6. En utilisant LMITOOL.



Dans un premier temps, a titre indicatif, nous

transfert S des linearises et inverse du gabarit W1
T T T

10'

pouvons vérifier qu’au moins les linéarisés sta-
tionnaires du systéme respectent le gabarit dé-
fini par la fonction de transfert Wj. Les tracés
d’un certain nombre de fonctions de sensibilité
de linéarisés stationnaires (figure a gauche) sug-
gérent que c’est peut étre le cas. Nous allons le
déterminer sur le systéme non linéaire. En intro-
duisant (Aw,, Bw,, Cw,, Dw,) la représentation
d’état de Wy, 'opérateur W15 admet pour équa-
tion d’état :

lés] _ lAs-l-@(t)Ase BsHﬁ]

z Cs—l—@(t)csg Dg w
avec
[ AW1 Bwlc BWl
As = 0 A ’ Bs = ’
I B
CS = CW1 Dch}v DS = DW17
[0 Bw,Cy
Asg = 0 Al@ ) Csy = [ Cw, Dw,C } :
Le systéme bouclé sera incrémentalement performant si le probléme d’optimisation
suivant :
minimiser ~y
sur les variables P >0, ~
contraints par
(As+0As9)TP + P(As+ 0Ass) PBs Cs+ 0Csy
V6 ¢ [0, 15], BsTP —~I Ds <0, (6.4)

CsT 4+ 6CsT DsT —~ T

admet un optimum ~ inférieur ou égal & un. Comme pour 'analyse de la stabilité, la
condition (6.4) est vérifiée s’il existe une matrice P définie positive telle que la contrainte
6.4 soit vérifiée simultanément pour § = 0 et § = —15.

La résolution de ce probléme d’optimisation LMI” permet d’obtenir un v optimal de
1,07 avec la matrice:

T 13,97 227,63 —0,14 —0,16 0,00  —88,06 ]
227,63  4187,65 2,36 —12,03 0,05 —1443,31
p_| 01 2,36 10,43 —13,15 —0,15 28,31
~0,16  —12,03 —13,15 24,37 0,21  —27,87
0,00 0,05 —0,15 0,21 0,00 —0,37

| 88,06 —1443,31 28,31 —27,87 —0,37 673,02 |

L’optimum étant & peu prés de un, nous pouvons considérer que le systéme est incré-
mentalement performant. Nous avons ainsi garanti le bon comportement du systéme non
linéaire commandé par une loi de commande proportionnelle intégrale.

7. En utilisant la boite & outils Matlab LMI Control Toolbox.



6.5.2.4 Analyse de la performance robuste

La troisiéme étape consiste en I’étude de la performance du systéme bouclé en présence
d’incertitudes. Nous considérons une incertitude additive linéaire agissant au niveau des
actionneurs et décrite par le gabarit Wy :

2 2
1
J(5) = 0,07 s2/70% + s/35 + ‘
52/105 4 5/500 + 1

Ce dernier indique qu’a partir d’une fréquence de 150 rad/s, les incertitudes commencent a
étre importantes. En présence de ces incertitudes, nous voulons vérifier que le systéme non
linéaire bouclé conserve ses propriétés de performance. Ce probléme est un probléme de

A

NL

z 92

Pl Actionneur

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

FiG. 6.10 — Schéma pour Uanalyse de la performance robuste

/by, ® généralisé au cadre non linéaire. Il s’agit, pour I'interconnexion décrite figure 6.10,
de vérifier que le transfert entre 'entrée w et la sortie z est {—W;(jw)* Wi (jw),0, I} dissi-
patif. L'interconnexion est décrite par le transfert stable M(jw). Les deux sous systémes
considérés sont la non linéarité statique et I'incertitude A(jw). D’aprés la modélisation

LET que nous avons précédemment introduite, le transfert M admet pour représentation
d’état :
K, M ] - .

ey K, Md,
ta K,M?c,,(2 — )

: 0
[ Y A PP A
[ < —C ‘ 1 w _k1k2 K,

grav

oo O

K 2
L grav J

al [1 0 000]0]]¢
2] [0 ks 00 1]0|]w]|
Le premier sous systéme p; = f(q1) qui est choisi {—2,—15,0} dissipatif englobe les non

linéarités correspondant au systéme et a ses linéarisations non stationnaires. Le second
sous systéme correspond au bloc d’incertitude:

P2 = A(q2)

8. En fait de v analyse.



qui est {—1, 0, Wy W5 } dissipatif.
Par application des résultats du chapitre 5, étudier la performance du systéme revient
a résoudre, aprés normalisation, le probléme d’optimisation suivant :

minimiser u?
sur les variables s;(jw) € Se(1), s2(jw) € Se(1),

contraint par

M ) M
G) | g | MU |
1 1
avec
[0 0 0 —15 0 0 i
0 Sl(jw)WQ*WQ 0 0 0 0
M= 0 0 so(Jw)WiWy | 0 0 0
| =15 0 0 -2 0 0
0 0 0 0 —s51(jw) 0
L 0 0 0 0 0 —p*sa(jw)
FiG. 6.11 — Tracé du k,, = 1/ généralisé en fonction de la fréquence
Le probléme est résolu fréquence par fréquence. Pour w = 0, k,,(0) = 1/x(0) vaut

1,01. Les autres valeurs sont représentées figure 6.11. La plus faible valeur obtenue est
de 0,95. Par suite, cette valeur obtenue étant environ de 1, nous avons démontré que
le systéme non linéaire est incrémentalement performant en dépit des incertitudes. Cela
est d’autant plus vrai que la non linéarité du systéme a été remplacée par le secteur la
contenant. Ce mode de description trés frustre est pertinent car cette non linéarité est
approximativement connue.

De plus, dans Darticle [FSF97], reproduit en annexe page 297, nous avons mis en
évidence que le correcteur PI assure pour le missile non linéaire I’équivalent d’une marge

de gain de 6db.

6.5.2.5 Analyse de la stabilité face a des erreurs sur la non linéarité pour
différents Machs

Nous cherchons maintenant & déterminer pour quelle quantité d’incertitudes sur la
non linéarité il est possible de garantir la stabilité incrémentale du missile commandé par
un PI et pour un mach constant compris entre 2 et 4.



Pour cela, nous considérons que la non linéarité est caractérisée par un secteur (—k,0).
Nous recherchons le plus grand £ tel que pour toute non linéarité prise dans le secteur
(—k,0), le systéme soit incrémentalement stable. Nous considérons une modélisation LFT
avec deux sous systémes, le premier correspondant a la non linéarité, le second au nombre
de Mach lui-méme. Par manque de place, nous ne donnons pas ’expression exacte de la
modélisation et du critére résolu. Ce dernier découle directement des résultats vus dans
le chapitre 5.

Comme précédemment, le probléme est résolu a ’aide d’un gridding fréquentiel. Une
pondération de —100 a été introduite sur la non linéarité. Pour la fréquence w = 0, le k,,
est de 16. Le tracé de k,, en fonction de la fréquence est donné par la figure 6.12.

;
10° 10' 10° 10° 10

F1G. 6.12 — Tracés fréquentiels de k., (@ gauche) avec un zoom (& droite)

Le k,, minimal obtenu est de 0, 77. En conclusion, si la non linéarité est dans un secteur
(=77,0) alors le systéme bouclé est stable pour un nombre de Mach pris entre 2 et 4. Si
elle est dans un secteur incrémental (—77,0) alors le systéme bouclé est incrémentalement
stable. La non linéarité que nous considérons est dans un secteur incrémental de (—15,0):
nous avons donc une marge de robustesse considérable.

Des simulations temporelles suggérent que contrairement & la stabilité incrémentale,
la performance incrémentale est dégradée sur la plage de Mach compléte (M € [2, 4]).

6.6 Commande H. du missile

Nous allons appliquer la méthode de synthese H,, [DGKF89, Fon95] en prenant pour
modéle de synthése le linéarisé stationnaire du missile pour un angle o de 0,15 radians et
un nombre de Mach de 3. Le but de cette synthése est de constituer une base de départ
pour "application des méthodes de séquencement de gains. Ce type de synthése a déja été
effectué pour des missiles comparables [Fer95, Fro95, FFDM96|. Nous reprenons le critére
H,, 6 blocs proposé par [Fro95| et décrit figure 6.13. Les différents gabarits Wy, Wy, W3

et Wy permettent de prendre en compte les spécifications du cahier des charges:

— le gabarit W) pondére la fonction de transfert entre ’entrée w; et la sortie z;: elle
permet de prendre en compte les spécifications de temps de réponse (via la bande
passante), d’erreur statique faible, de désensibilisation et de robustesse (pour la
boucle externe) ;
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Fia. 6.13 — Critere Ho, 6 blocs

— le gabarit W3 permet de pondérer la commande (et de tenir compte de fagon indirecte
des contraintes de saturation) et d’assurer avec le gabarit W5 de bonnes marges en
entrée du systéme (transfert entre ws et la sortie z3).

Pour obtenir un correcteur satisfaisant, nous aboutissons aux pondérations suivantes:

1 s46.93

Wi(s) = ~— > 2%0
) = 33316 100

W5 = 0,02,

s2 4+ 140s + 4,9 10°
52 41205 4 2,25 10%°

Nous obtenons un correcteur d’ordre 7. La figure 6.14 représente, d’une part, les tracés

Wa(s) = 6,53 W, =0, 08.

acceleration en g
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FiG. 6.14 — Tracés fréquentiels sur le modéle de synthése et simulation sur le modéle non
linéaire avec la loi de commande H., compléte

fréquentiels associés & la loi de commande obtenue et a la boucle ouverte en entrée du
systéme linéarisé ; d’autre part, les simulations temporelles, sur le systéme non linéaire,
sont représentées avec |’accélération du missile ny par rapport & l’accélération de consigne 7,
ainsi que I'angle de déflexion § et sa dérivée (divisée par 30). Ces simulations temporelles
figure 6.14, montrent que le temps de montée est effectivement de l'ordre de 0, 3 secondes,



Ierreur statique nulle et le dépassement de l'ordre de 10 % a 20 %. Le dépassement
est légéerement supérieur a 20 % pour des consignes de faibles amplitudes. De plus, en
perturbant les coefficients des fonctions C,, et C,, de plus ou moins 20 %, mis a part le
probléme de dépassement, le systéme bouclé garde un fonctionnement correct (voir figure
6.17).

Par troncature équilibrée, le correcteur est réduit a ’ordre 2 puis a 'ordre 1. La loi de
commande d’ordre 2 est un correcteur proportionnel intégral avec une avance de phase:

(s/11,7 4 1)(s/106 + 1) (5/92,1 + 1)

= 0,091
u(s) =0, s(s/35 + 1) /35 + 1

(ne(s) —n(s)) + 0,206 q(s)-
D’apres la figure 6.15, nous constatons qu’il y a une dégradation des marges sur le linéarisé
par rapport au correcteur complet mais que néanmoins le comportement temporel obtenu
sur le systéme non linéaire reste similaire.
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FiG. 6.15 — Tracés fréquentiels sur le modéle de synthése et simulation sur le modéle non

—199 -0.6
linéaire avec la loi de commande H., réduite a 'ordre 2
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La loi de commande d’ordre 1 est un correcteur proportionnel intégral qui a pour
expression :

s/134+ 1

u(s) = 0,0906 (ne(s) = n(s)) + 0,18 g(s)

Nous pouvons noter sur la figure 6.16 une dégradation de la réponse temporelle et de
I"amplitude maximale de la vitesse de ’angle de défection qui atteint des valeurs plus
importantes sans dépasser les niveaux de saturation spécifiés.

Les simulations temporelles représentées figure 6.17 avec des coefficients perturbés dans
la non linéarité du systéme mettent en évidence une faible dégradation avec le correcteur
complet alors que pour le correcteur d’ordre 2 des dépassements excessifs sont obtenus.

Une étude des propriétés incrémentales du correcteur H., pourrait étre entreprise,
comme cela a été fait pour le correcteur PI. Cela n’est pas fait car 'objectif de cette
synthése est de préparer la mise en ceuvre de la méthode de séquencement de gains
proposée dans ce mémoire.

6.7 Commande par séquencement de gains du missile

Nous allons mettre en ceuvre la méthode développée dans la section 4.4.1, page 119 sur
le modéle LFT du systéme. Comme cela est expliqué dans la section 4.6.2, page 134 une
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FiG. 6.16 — Tracés fréquentiels sur le modéle de synthése et simulation sur le modéle non
linéaire avec la loi de commande PI
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FiG. 6.17 — Simulation sur le modéle non linéaire perturbé avec la loi de commande com-
pléte et d’ordre 2



non linéarité statique appartenant & un secteur peut étre remplacée par la multiplication
par un paramétre 6(¢) variant dans le temps. Nous sommes donc ramené a un systéme
linéaire & parameétres variants.

Sinous faisons 'hypothése supplémentaire que ’angle d’incidence « est mesurable alors
un correcteur par séquencement de gains, séquencé par la variable (¢) = a,a* + b,|a|
peut étre synthétisé. Nous verrons dans la suite que cette restriction se léve d’elle-méme.

Le critére H,, précédemment développé pour la synthése sur une linéarisation est
appliqué sur le systéme non linéaire. Une telle démarche sera justifiée a posteriori. Nous

,,,,,,,,,,, W 3‘ o
*************** S O P
Actionneur ;0;5 G
.
5 v ws

FiG. 6.18 — Critére H., 6 blocs pour le séquencement de gains

utilisons donc le méme critére 6 blocs avec les gabarits Wy, Wy, W3 et Wy. Pour cela,

T
nous introduisons le systéme linéaire P qui associe au vecteur { P wyp wy ws O, } le

T
vecteur { g z1 Z2 n ¢ } et qui est défini par la figure 6.18. Dans ce schéma, le bloc
G représente le systéme linéaire d’équations :

ol [ KaMe,(2—-M/3) 1 K.,M  K,Md, n
q| K,M?c,,(2—M/3) 0 q | 2K, M?* 2K,M?d, )
@] 1 0 r 0 0
_ K pr2 o L a2 K. pg2 P1
e =1 o QTUWM 0 q + gravM grauM dn [ S ] .
q | 0 1 0 0
P est décrit par les équations?:
e ] F e T
o Ap | Bpu | Bpu b
il = CPZ DPzw Dqu Zl
—— Cry | Dpy | 0 :
e — 1 w3
L g L §

9. Pour ne pas alourdir le texte, les matrices de la représentation d’état de P ne sont pas explicitées.



La méthode de séquencement de gains consiste a rechercher un correcteur dépendant
du parameétre 6, défini par les équations:

TR = AK(Q)J?K + BK(Q)lncq_n]
5c = CK(Q)J?K

ou Ag, Bi et Ck sont trois fonctions rationnelles de 6, bien posées pour les valeurs de

T
considérées. Cette lol de commande doit assurer entre ’entrée { Wy We Wa } et la sortie

T
{ 21 %o } un gain Ly inférieur & un certain niveau v. D’aprés le corollaire 4.4.1 (page

121) le niveau atteignable le plus faible peut étre évalué par la résolution du probléme
d’optimisation suivant :

minimiser ~y

sur la variable Q. P st~y

sous les contraintes

S0 0 0P 0 0 0 .
Ap  Bp, 0 0 0 0 0 —155 0 0 Ap  Bp, 0
Cp. Dp., 0 0O 0 0 0 0 0 I Cp. Dp., 0
vt o1 0 0 P 0 00 0 0 0 I 0 0| Ut<o
0 I 0 0 —15s 0 0 =25 0 0 0 I 0
0 0 I 0 0 0 0 0 —I 0 0 0 I
0 0 I 0 0 0 —~I |
0 0 0 Q 0 0 0 ]
T T T T T
AL cpt o0 0 0 0 0 =15 0 0 AL cpt 0
BpT DpT, 0 0O 0 0 0 0 0 I Bpl Dpl, 0
vi| T 0 0 Q@ 0 0 0 0 0 0 I 0 o0 |Vt<o
0 I 0 0 —15t 0 0 =2t 0 0 0 I 0
0 0 I 0 0 0 0 0 —I 0 0 0 I
L0 0 I 0 0 0 —~
et
P I s 1
> >
e [
avec
1 1
T T
S e R R A
0 I 0 I

Apreés quelques essais, nous aboutissons a un résultat satisfaisant avec les gabarits sui-
vants :

5/6,93 + 1
Wi(s) = 10° .
1(s) /3,46 1055 1 1’
s2/150% +0,8/150s + 1
52/10002 + 2/1000s + 1
pour lesquelles nous trouvons un 7 optimal de 1,37. Le correcteur est reconstruit par
résolution du probléme LMI associé, comme cela est expliqué dans la section 3.5, page 98.
Le correcteur obtenu est en théorie dépendant du parameétre de séquencement de gains

puisque les multiplieurs s et ¢ obtenus sont tels que st = 2,25 # 1 (voir théoréme 3.3.1,
page 92). Cependant, ’examen des tracés de Bode des différents correcteurs figés (figure

W5 = 0,04,

WQ(S) = W4 = 0,07
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FiG. 6.19 — Bode des différents correcteurs figés

6.19) suggere que l'influence du paramétre de séquencement de gain est faible. Curieu-
sement, c¢’est un phénomeéne que nous avons déja observé lors d’autres synthéses pour
d’autres systémes.

Utiliser un correcteur temps invariant posséde deux intéréts. Tout d’abord, il est évi-
demment plus simple & mettre en ceuvre qu'un correcteur a parameétres variants. D’autre
part, il permet de s’affranchir de la mesure (inaccessible) de a. Enfin, §’il stabilise une
famille de modeles qui contient & la fois le systéme lui-méme et ses linéarisations alors le
systéme bouclé et ses linéarisations (correcteur compris) sont stables: la stabilité obte-
nue est donc incrémentale. Le probléme est plus délicat pour un correcteur a séquence-
ment de gains. En effet, il faut choisir d’assurer la stabilité (quadratique) du systéme ou
de ses linéarisations. Chaque cas correspond & des parameétres temps variants différents
(0(t) = a,a® +b,|a| pour le systéme et (1) = 3a,a + 2b,|a| pour les linéarisations). Dans
le second cas, nous obtenons la linéarisation du correcteur. Pour obtenir le correcteur non
linéaire qui assure la stabilité incrémentale du systéme, celui-ci doit alors étre intégrable
(voir la section 4.4.5, page 127).

(C’est pour cela que nous considérerons un correcteur figé pour commander le missile
non linéaire (par exemple pour la valeur 0 du paramétre de séquencement de gains). Le
correcteur linéaire stationnaire ainsi obtenu est réduit a l'ordre 2 par application de la
méthode de réduction par agrégation [MSB79]. Le correcteur finalement obtenu est défini

par:
u(s) = hi(s)(ne(s) —n(s)) + ha(s)q(s)
avec
o=, 2L L
et
ho(s) = 1,42 AT HL
/3,141

Sur la figure 6.20, nous pouvons constater que la loi de commande obtenue vérifie
largement le cahier des charges. Il s’agit du meilleur correcteur que nous ayons trouvé
pour ce systéme. Bien que linéaire stationnaire, il assure des performances comparables
aux correcteurs a séquencement de gains proposés dans la littérature.
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FiG. 6.20 — Tracés fréquentiels sur des linéarisés
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FiG. 6.21 — Simulations sur le modéle non linéaire avee la loi de commande linéaire sta-
tionnaire réduite a lordre 2, @ gauche sans, a droite avec perturbations sur les coefficients



Il reste maintenant & démontrer qu’effectivement cette loi de commande stabilise le sys-

téme et assure le niveau de performance recherché.
Comme précédemment, le systéme bouclé et ses

008 , , ‘ linéarisations sont modélisés comme l'intercon-
oos] > nexion d’un transfert linéaire et d’un non linéa-
ooil rité appartenant au secteur [—15,0]. Par appli-
oce} \j cation du critére du cercle [Zam66b], le tracé ci

contre du transfert linéaire dans le plan de Ny-
quist indique la stabilité car il est & droite de la

droite d’abscisse —0, 066.

Le correcteur obtenu stabilise donc incrémen-

Imag Axis
.
o

. ‘ ‘ : ‘ ‘ talement le missile. Nous pouvons maintenant
-0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.15 . . . .
étudier la performance incrémentale du missile

commandé. Pour cela, nous considérons la fonction de sensibilité des linéarisations va-
riant dans le temps du systéme bouclé. Par u/k,, analyse généralisée, nous obtenons que

$/6,93 + 1
/3,46 x 103 + 1

IW1S]a <1 avec Wi(s) = 920

Par suite, nous pouvons garantir que la loi de commande obtenue assure sur le systéme
non linéaire les performances recherchées. La simplification de la loi de commande est
ainsi pleine justifiée. Enfin, nous avons vérifié que pour un nombre de Mach constant
compris entre 2 et 4, le systéme est effectivement incrémentalement stable en suivant une
démarche similaire & celle suivie pour 'analyse de la commande PI.

6.8 Commande par séquencement de gains: approche
polytopique

Nous utilisons toujours le critére 6 blocs avec les gabarits Wy, Wy, W5 et W,. Pour

remplir les conditions d’application de la méthode'® (& savoir la matrice C' doit étre
indépendante du parameétre de séquencement) un ﬁltremlT est introduit sur la mesure de

n, avec 7 = 0,01.
Aprés quelques essais, nous aboutissons a un résultat satisfaisant pour les gabarits

suivants :
6,93 + 1
Wis) = 100 /0 Wy = 0,02
1(8) 8/3,46 10J_3_|_17 3 9 ”
2/150% +0,8/150 1
Wals) = 30 A0 £ 0805 £1 0 ag.

$2/1000% + 2/1000s + 1

[’examen du tracé de Bode des deux correcteurs linéaires correspondant aux valeurs
extrémes du parameétres de séquencement, figure 6.22, montrent en fait qu’il n’y a prati-
quement aucune variation entre les deux: tous les correcteurs figés qui sont combinaisons
convexes de ces deux lois de commande sont donc pratiquement identiques. Comme pré-
cédemment, nous prenons un des sommets comme loi de commande. Le correcteur linéaire

10. Pour cette partie, nous avons utilisé une fonction préprogrammeée, hinfgs, de la boite a outils LMI
Control Toolbox. Ce n’est pas le cas pour les autres applications numériques.



FiG. 6.22 — Bode des différents correcteurs figés

stationnaire ainsi obtenu est réduit a 'ordre 3. Le correcteur finalement obtenu est défini

par:
u(s) = ha(s)(ne(s) = n(s)) + ha(s)q(s)
avec
(o) Log 338 =1 /2,55 +1 1
1\s) =
’ S s/T7,34+1 s/48,8 +1
et
o) a5 14T 1
208) = .
s/T,3+1 s/48,8 + 1
bode du systhme avec correcteur bode du correcteur K
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Fia. 6.23 — Tracés fréquentiels sur des linéarisés

Des simulations temporelles sont présentées, figure 6.24. Le correcteur assure de moins
bonnes performances que le correcteur obtenu par la méthode de séquencement de gains
précédente. Le temps de montée est plus grand, les marges sur les linéarisés sont plus
faibles et, enfin, le correcteur présente un effet non minimum.
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FiG. 6.24 — Simulation temporelle sur le modeéle non linéaire avec la loi de commande
linéaire stationnaire réduite a Uordre 3 sans (a4 gauche) et avee perturbation (@ droite)

6.9 Lois de commande de la littérature

Pour évaluer l'intérét des lois de commande proposées précédemment, nous allons
examiner deux lois de commande de la littérature.

6.9.1 Correcteur a séquencement de gains de Shamma et Cloutier
[SC9I3]

La synthése proposée dans [SC93| repose sur I’hypothése supplémentaire que 1'angle
d’incidence o est mesuré en plus de 'accélération i et de la vitesse de rotation ¢. C’est le
seul état qui intervient dans la partie non linéaire du modéle. L’idée est de considérer alors
« comme un paramétre exogéne lorsqu’il intervient dans la non linéarité: le probléme
est donc ramené & un probléme de séquencement de gains. [’étape suivante consiste &
paramétriser les entrées et le reste de 1’état qui correspondraient a 1’équilibre du systéme
en fonction de a. Le systéme est alors approché au premier ordre le long de la surface
d’équilibre. L’entrée du systéme est alors u — u., (). Un intégrateur vient pré-compenser
le systéme: il permet d’éviter la transmission d’une information statique sur I’équilibre
du systéme. Enfin, le correcteur recherché ne doit fonctionner que pour Mach 3.

La synthése se décompose en deux boucles imbriquées :

boucle interne: pour la valeur de o mesurée, les valeurs d’équilibre 1., et ¢., sont calcu-
lées algébriquement et un correcteur doit asservir ’angle d’incidence « en fonction

den_neqvq_(kq eta;

boucle externe: & partir des consignes en accélération et de la mesure de I"accélération
elle-méme, cette boucle génére des consignes en a.

Pour synthétiser les deux correcteurs intervenant dans les deux boucles, la méthode de
i synthése avec multiplieurs constants est appliquée. Au total, le correcteur est d’ordre
neuf plus un calcul algébrique. La figure 6.25, a gauche, présente une simulation temporelle
avec ce correcteur. Les contraintes sur la réponse temporelle sont vérifiées. Par contre, la
vitesse de déflexion dépasse les seuils de saturation. Sur la méme figure, a droite cette fois,
le systéme est simulé avec les coefficients perturbés: le missile n’est alors plus stabilisé.
Des simulations temporelles pour des Machs proches de 3 (2,6 et 3,3) montrent que le
correcteur ne stabilise plus le systéeme (figure 6.26).
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FiG. 6.25 — Simulations temporelles avee le correcteur de Shamma sans ou avec perturba-
tions sur les coefficients
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F1G. 6.26 — Simulations temporelles avec le correcteur de Shamma pour M = 2,6 (a

gauche) et M = 3,3 (a droite)



6.9.2 Correcteur & séquencement de gains de Nichols, Reichert
et Rugh [NRR93]

Le correcteur recherché doit fonctionner sur la plage de Mach 1,5 a 3. Pour cela, quatre

points ( ag, My ) de fonctionnement sont sélectionnés: (0, 1,5), (0, 3), (20, 1,5), (20, 3)
avec a exprimé en degrés. Pour chacun de ces points, un correcteur H,., est synthétisé
puis réduit. Les points de fonctionnement sont ensuite reparamétrisés par (1o, My). Un
correcteur & séquencement est alors interpolé linéairement par rapport a ny et quadrati-
quement par rapport & My & partir des quatres correcteurs H,.
Une simulation temporelle!* pour un Mach de 3 permet d’obtenir un excellent résultat :
les spécifications du cahier des charges sont respectées. Le comportement n’est pas trop
affecté par la perturbation des coefficients de la non linéarité (figure 6.27, & droite). De
plus, pour des Machs constants plus petits que 2,667 ou plus grands que 3,6, le correcteur
ne stabilise plus le missile (figure 6.28).
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FiG. 6.27 — Simulations temporelles avec le correcteur de Rugh, a droite avec des coeffi-
cients perturbés
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FiG. 6.28 — Simulations temporelles avec le correcteur de Rugh, a droite avec un Mach
constant de 2,667 et a gauche avec un Mach constant de 3,6

11. Nous remercions le Professeur Rugh pour nous avoir donner ses fichiers Simulink du missile com-
mandé par sa loi de commande.



6.10 Conclusion

La contribution de ce chapitre est d’avoir mis en place des outils d’analyse et de
synthése qui garantissent des propriétés de performance sur un systéme non linéaire.
Pour cela, nous nous sommes appuyé sur le fondement théorique fourni par la notion de
performance incrémentale ainsi que sur les outils proposés dans ce mémoire.

Les résultats présentés dans ce chapitre ont permis de démontrer les bonnes perfor-
mances d'un correcteur proportionnel intégral pour la commande d’un missile non linéaire.
Nous avons pu démontrer la robustesse des performances vis-a-vis de la grossiéreté (in-
évitable) de la modélisation de la partie non linéaire du systéme, ainsi que sa capacité a
stabiliser le systéme sur une plage de Machs. Une possibilité pour assurer la performance
sur toute la plage de Mach vis-&-vis de la consigne serait d’introduire un «feedforward»
réglé par le Mach. Ces propriétés remarquables ne sont pas retrouvées sur les correcteurs
plus complexes (de Shamma et al. et de Rugh et al.) proposés dans la littérature.

D’autre part, en appliquant la méthode de séquencement de gains proposée dans cette
thése, nous avons pu tenir compte explicitement du caractére non linéaire du systéme dés
la synthése du correcteur et obtenir ainsi un correcteur assurant de bonnes performances.
De plus, le correcteur obtenu est d’une grande simplicité: systéme linéaire d’ordre 2. Com-
parée & une syntheése classique de PI, cette approche permet de traiter directement les
systémes non lindires, a plusieurs entrées et plusieurs sorties. Enfin, en jouant sur les pon-
dérations introduites, nous avons pu régler finement le dépassement, le seuil de saturation,
etc... permettant ainsi de satisfaire le cahier des charges et d’améliorer sensiblement les
performances obtenues par la loi de commande classique.

Il est remarquable de constater que si, en théorie, les méthodes de séquencement de
gains ménent & des correcteurs dépendant des parameétres de séquencement, nous avons pu
nous affranchir de cette dépendance. Nous avons déja constaté ce phénomeéne sur d’autres
exemples. Il serait audacieux d’en conclure que ces méthodes de synthése basées sur la
stabilité quadratique ne peuvent pas véritablement mener & des lois de commande non
linéaires. Néanmoins, il faut mettre cela en parallele avec le fait que si tout I'état est
mesuré alors le correcteur « séquencé» est une simple matrice de gains constants (voir la
section 4.4.1.3, page 122 ou encore notre article [Sco96]).



Conclusions générales

Dans ’approche que nous proposons, un systéme est modélisé comme une intercon-
nexion de sous systémes. Chaque sous systéme est décrit par une famille de modéles. Ce
mode de représentation est cohérent avec I'impossibilité pratique de déterminer un mo-
déle unique, exactement représentatif de la réalité. Le comportement du systéme'? (et de
chacun de ses sous systémes) est caractérisé par ’ensemble des signaux qu’il peut échan-
ger avec son environnement. Cet ensemble de signaux est alors délimité par une famille
de contraintes quadratiques. Un changement de point de vue est intervenu ici: un (sous)
systéme n’est plus simplement décrit par une propriété d’atténuation ou de positivité,
qui correspondent & des contraintes quadratiques particuliéres. Nous tentons de le carac-
tériser par une paramétrisation des contraintes quadratiques. Elle a été obtenue par la
mise en ceuvre de deux techniques : multiplieurs constants et multiplieurs dépendants. Les
seconds permettent d’obtenir un ensemble de contraintes plus important que les premiers
tout en menant a des critéres de plus grande complexité. En se basant sur les contraintes
quadratiques vérifiées par les sous systémes, les théorémes de séparation des graphes et
la S procédure permettent alors d’analyser les propriétés du systéme interconnecté, que
ce soit la stabilité, la passivité, le gain L5 ou toute autre propriété de dissipativité.

Cette approche nous a permis de revisiter ’analyse des systémes linéaires stationnaires
incertains. Nous avons pu proposer un reméde au manque de flexibilité de la formulation
classique de la p analyse, permettant de résoudre aisément, par exemple, des problémes
«dissymétriques ». La notion de paramétrisation des contraintes quadratiques nous a per-
mis d’enrichir la description des incertitudes considérées, en abordant, par exemple, les
systémes avec retards. Enfin, nous avons proposé une méthode pour traiter ’analyse de
systémes linéaires stationnaires incertains de grande dimension, probléme qui, a notre
connaissance, n’a jamais été étudié dans la littérature.

Nous avons ensuite étudié la mise en ceuvre de notre approche sur des systémes non
linéaires et /ou non stationnaires. Du fait que nous raisonnons sur des contraintes quadra-
tiques, elle se fait naturellement. Sur ce point particulier, notre contribution principale a
été de proposer un critére d’analyse pour les systémes avec des paramétres dont la vitesse
de variation est bornée en moyenne.

Nous avons abordé dans cette thése analyse des systémes explicites. Notre approche
permet d’étendre aisément ’analyse des systémes explicites aux systémes implicites. Ce
qui, techniquement, distingue 1'un de 'autre est la présence pour les systémes implicites
de contraintes égalités. Nous avons vu, dans ce cas-la, qu'une extension de la § pro-
cédure usuellement considérée permettait de traiter le probléme. L’analyse des systémes
implicites a été abordée seulement par la technique de multiplieurs constants ; les éléments

12. ou plutét de la famille de modéles associés.



présentés dans cette thése permettent aisément d’y appliquer la technique des multiplieurs
dépendants.

La commande des systémes interconnectés explicites a été étudiée par la technique des
multiplieurs constants. Nous avons proposé un théoréme général qui unifie et étend les
résultats de la littérature. Notre résultat trouve une application directe dans le séquence-
ment de gains, la commande avec saturation, etc...

Dans ce contexte, nous avons proposé une nouvelle approche de la commande décen-
tralisée. En utilisant la caractérisation par contraintes quadratiques, les sous systémes
sont commandés de facon a remplir I'objectif global de stabilité. Cela peut étre interprété
comme une généralisation d’approches antérieures qui obligeaient les sous systémes a vé-
rifier un type de contraintes quadratiques particuliéres (atténuation de gain ou passivité).
Ici, nous ne fixons pas a priori cette propriété.

Une partie des techniques d’analyse et de synthése que nous proposons dans ce mémoire
a été mise en ceuvre sur un missile. Nous avons vu que ce dernier avait un comportement
fortement non linéaire en boucle ouverte. Il peut étre cependant commandé de facon
satisfaisante par une loi de commande PI. Nous avons prouvé que ce systéme bouclé par
un correcteur PI est en fait incrémentalement stable et performant, propriétés dont on a
récemment démontré qu’elles étaient suffisantes pour garantir a un systéme non linéaire
un bon comportement qualitatif. Il nous a méme été possible de garantir la robustesse de
ce comportement par rapport a des incertitudes sur le modeéle non linéaire des coefficients
de portance et sur les actionneurs. La technique de synthése présentée dans cette thése
nous a permis d’obtenir des lois de commande trés simples (linéaires stationnaires d’ordre
peu élevé) tout en assurant un bon comportement au missile. Nous avons vu qu’elles
donnaient de meilleurs résultats que des lois de commande plus complexes proposées dans
la littérature.

Durant les cinq derniéres années, I'optimisation (quasi) convexe avec contraintes LMIs
a connu un vif intérét dans les Sciences de 'Ingénieur du fait des progrés des méthodes
de résolution et de leur grande potentialité au niveau des applications [BVG94]. Dans le
cadre de I’Automatique, elle a permis de traiter un grand nombre de probléemes [BEFB94|.

Au lieu de chercher simplement a énumérer un ensemble d’applications des LMIs, il
nous a semblé plus intéressant d’aborder les questions suivantes:

— «L’optimisation est-elle un outil pertinent pour I’étude des systémes hétérogénes? »
— «S1 oul, pourquoi?»

— «Comment formuler un probléme d’Automatique sous la forme d’un probléme d’op-
timisation, si possible, convexe? »

Nous avons essayé, au cours de cette Theése, d’apporter des réponses possibles a ces trois
questions:

— Oui, nous pensons que 'optimisation LMI est pertinente car elle permet de faire
un compromis intéressant entre la calculabilité et le conservatisme des solutions
proposées. Elle devient incontournable pour I"obtention de logiciels «industriels».



~ Le cadre théorique de I'approche entrée/sortie qui a commencé a se développer en
Automatique il y a plus de trente ans trouve avec 'optimisation par LMIs 1'outil
numérique qui lui faisait cruellement défaut. Jusqu’a présent, la mise en ceuvre
pratique de ses résultats reposait sur des critéres graphiques, limitant ’approche
aux systémes linéaires & une entrée,une sortie bouclés par un élément (non linéaire
et/ou incertain et/ou non stationnaire). L’analyse de la robustesse des systémes
linéaires est le fruit remarquable de la spécialisation de la théorie entrée/sortie et de
la mise en ceuvre d’outils d’optimisation performants sur des contraintes LMIs. Nous
avons essayé d’étayer dans cette thése la conjecture suivante: le cadre de "approche
entrée/sortie associé a l'optimisation sur des contraintes LMIs recouvre I'ensemble
des problémes d’Automatique de (relativement) faible complexité.

— Nous avons proposé une démarche qui permet de formaliser un probléme d’Auto-
matique comme un probléme d’optimisation sur des contraintes inégalités. Cette
démarche repose sur deux notions de base: celle d’interconnexion et celle de dissi-
pativité. Ces notions ont été trés présentes dans la littérature des années 60 et 70,
de facon plus ou moins formalisée, pour des problémes de nature trés variée. Nous
avons donc du faire un effort de synthése important sur ces différents travaux afin
d’isoler les principes de base sous-jacents.

Les trois points ci-dessus constituent une contribution de cette thése. Le cadre habituel
de «l’approche LMI», telle qu’elle est définie, par exemple, dans le livre [BEFB94], est
relativement spécifique. Les systémes sont mis sous représentation d’état et leur ana-
lyse repose sur la recherche d’une fonction de Lyapunov quadratique (éventuellement
augmentée d’un terme supplémentaire particulier). Ce cadre ne permet pas d’inclure ai-
sément, par exemple, les critéres d’analyse des systémes linéaires stationnaires incertains
[Doy82, Saf82, FTD91, SLI3| qui, pourtant, se formulent comme des problémes d’opti-
misation quasi convexe sur des LMIs. Or, & notre avis, I’analyse des systémes incertains
constitue une des applications les plus intéressantes de 'optimisation LMI. Le cadre que
nous proposons inclue de facon naturelle les critéres LMIs d’analyse de la robustesse et est
suffisamment général pour unifier une grande partie des résultats existants formulables
par LMIs et pour servir de base & I"obtention de nouveaux.

Perspectives: nous concluons en citant quelques points qui nous semblent importants
pour de futurs développements au niveau de la:

Théorie: les résultats d’analyse reposent sur une caractérisation des contraintes quadra-
tiques (intégrales) que vérifient les sous systémes. Nous avons vu un certain nombre
de moyens de les obtenir pour certaines catégories de sous systémes. Il serait né-
cessaire d’affiner et d’étendre ces descriptions, voire d’étendre les théorémes de sé-
paration des graphes correspondants (ce que nous avons commencé a faire avec les
retards, voir I'article [Sco97| reproduit page 277). L’approche générale qui permet-
trait d’obtenir la caractérisation la plus fine possible par contraintes quadratiques
reste & découvrir. Par exemple, pour certaines catégories de sous systémes (cor-
respondant a I’ensemble des opérateurs dynamiques et non stationnaire de norme
induite inférieure a 1 [MT93, Sha95, YD95]), les techniques de multiplieurs constants
meénent & des conditions nécessaires et suffisantes. Pour le moment, ce type de ré-
sultats est assez rare. Cependant, nous avons démontré dans 'article [Sco97| que



les conditions de stabilité pour les systémes incertains linéaires stationnaires consi-
dérés sont nécessaires et suffisantes. Il est intéressant de noter qu’elles sont basées
sur une description des incertitudes par des contraintes quadratiques. Ce mode de
description est donc pertinent. La necéssité est perdua lorsque pour obtenir un ré-
sultat calculable, nous sommes obligés de considérer une paramétrisation partielle
des contraintes vérifiées par les incertitudes. D’une certaine maniére, le choix de la
paramétrisation est "outil qui permet de régler le compromis entre le conservatisme
et la calculablité des critéres obtenus.

La mise en ceuvre des multiplieurs dépendants dans le cadre de la synthése n’a pas
été traitée dans ce mémoire. Nous avons travaillé sur le sujet mais nous avons estimé
que les résultats obtenus n’étaient pas suffisamment cohérents et finalisés pour faire
I’objet d’'un chapitre de cette thése. Avec ses techniques, il est difficile d’obtenir des
méthodes de complexité raisonnable.

Mise en ceuvre: certains outils proposés n’ont pas encore fait 1’objet d’une mise en
ceuvre sur des problémes réalistes (comme le missile, par exemple).

Logiciel a finalité industrielle: le fait de travailler sur une représentation unique des
systémes, avec des critéres unifiés qui peuvent étre traités par un code d’optimisation
unique constitue la base d’un logiciel général de Conception Assistée par Ordinateur
pour l'ingénieur automaticien. Pour les différentes applications numériques présen-
tées dans cette thése, 'auteur a codé un ensemble de programmes qui ne saurait
étre que des prototypes. Concevoir un programme général reléve du génie logiciel
et oblige a aborder l'optimisation jusque dans ses aspects numériques. Une telle
entreprise serait intéressante (bien que débordant largement du cadre d’une thése).



Articles complémentaires

Control of Rational Systems using Linear-Fractional Re-
presentations and Linear Matrix Inequalities

Laurent El Ghaoui et Gérard Scorletti

(Publié dans Automatica)

Cet article se concentre sur 1’étude d’un cas abordé dans le chapitre 4: celui des
systémes non linéaires rationnels. Pour cette classe de systémes, une fonction de Lyapunov
quadratique est recherchée afin d’en analyser un certain nombre de propriétés: estimation
du domaine de stabilité, du gain £, entre des vecteurs d’entrée et de sortie, réponse a un
polytope de conditions initiales, etc... Toutes les conditions proposées se réduisent a des
problémes d’optimisation convexe sur des contraintes LMIs.

Un retour d’état statique et linéaire est ensuite recherché dans le but de conférer
au systéme bouclé les propriétés considérées lors de 1’analyse. La encore les conditions
proposées peuvent étre testées par la résolution de programmes d’optimisation convexe
sur des contraintes LMIs. Si seule une partie de I’état est mesuré et s’il contient les états
intervenant dans les non linéarités du systémes, un correcteur non linéaire est obtenu par
résolution d’un programme d’optimisation convexe.

Tous ces outils sont mis en ceuvre sur un exemple de pendule non linéaire de Van der

Pol.






Advanced computation of the robustness margin

Gilles Ferreres, Gérard Scorletti et Vincent Fromion

(Présenté & CDC 96)

Vérifier la stabilité d’un systéme incertain peut se ramener a tester une condition de
i, fréquence par fréquence. Cependant, dans le cas d’incertitudes réelles, p n’est pas une
fonction continue de la fréquence. Cela peut entrainer des erreurs si un échantillonnage
en fréquence est utilisé pour tester ces conditions.

Une solution possible est de considérer la fréquence comme un incertitude «fictive»
appartenant a un intervalle [w, @]. Une premiére question est d’estimer pour cet intervalle
de fréquence le niveau d’incertitude que peut tolérer le systéme. Une seconde question
est de savoir quel est le plus grand & pour lequel la condition de p est toujours vérifiée
pour un w et un niveau d’incertitude fixé . Cette seconde question est un probléme de

dissymétrique et I'approche proposée dans le chapitre 5 peut étre mise en ceuvre.



Robustness analysis with time delays
Gérard Scorletti

(présenté a CDC 97)

Cet article considére ’analyse de la stabilité de systémes linéaires stationnaires incer-
tains pour des ensembles connexes d’incertitudes non forcément rationnelles (comme les
retards). Le but est d’étendre la uu/k,, analyse conventionnelle pour ces classes d’incerti-
tudes intéressante pour 1’étude des systémes incertains de dimension infinie.

Un premier résultat démontre une condition nécessaire et suffisante de stabilité basée
sur une description des incertitudes par des contraintes quadratiques. Le fait que la condi-
tion soit nécessaire illustre la pertinence de cette description. De plus, elle indique que s’il
était possible d’énumérer toutes les contraintes quadratiques (en temps non polynomial)
alors le probléme serait résolu (lui aussi en temps non polynomial).

Des conditions suffisantes sont obtenues si une paramétrisation linéaire partielle de
ces contraintes est utilisée. L’avantage est que ces conditions sont vérifiables en temps
polynomial. Elles sont une généralisation de la borne supérieure de p.

Appliquées au cas des retards incertains, elles améliorent les critéres habituels de
stabilité. Un exemple illustre le bien fondé de "approche.






Nonlinear performance of a PI controlled missile:
an explanation

Vincent Fromion, Gérard Scorletti et Gilles Ferreres

(présenté a CDC 97)

D’une part, cet article fait la synthése des résultats de I’étude de la performance des
systémes non linéaires par 1'utilisation de la norme incrémentale pondéré. Bien qu’utilisé
dans cette thése, ces résultats ne sont pas exposés dans le corps de la thése. Le lecteur
peut donc les trouver dans cet article. De ce fait, il permet de mieux comprendre, par
exemple, 'intéret des analyses développées dans le chapitre 6.

D’autre part, la pertinence de "approche incrémentale est illustrée par le fait qu’elle
permet de démontrer sur un modéle non linéaire de missile qu'une loi de commande
proportionnelle intégrale respecte bien le cahier des charges classiquement considér’e pour
ce type d’application.
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Résumé de la thése

[’optimisation convexe sur des contraintes inégalités matricielles affines (plus connues
sous le sigle LMI) apparait dans de nombreux problémes d’Automatique. Dans cette these,
on propose une méthodologie générale de mise de problémes d’Automatique sous forme
de problémes d’optimisation. Inscrite dans 'approche entrée/sortie, elle repose sur la mo-
délisation de systémes comme des interconnexions de sous systémes, sur la caractérisation
des signaux entrée/sortie de ces derniers par des inégalités quadratiques et sur I'obtention
de critéres de stabilité et de performance par application d’arguments du type séparation
des graphes et & procédure.

Cette méthodologie est mise en ceuvre pour démontrer des théorémes qui unifient
et étendent des résultats d’analyse et de commande des systémes. Parmi les nouveaux
résultats, on peut citer la commande par séquencement de gains (qui a motivé cette these),
la commande décentralisée, la commande avec saturation et la commande « quadratique»
de systémes non linéaires rationnels, etc...

[’analyse de la robustesse est étendue a des classes d’incertitudes plus importantes.
Une description plus fine est proposée et de nouveaux objectifs de performance sont aisé-
ment traités en caractérisant le comportement entrée/sortie du systéme incertain par des
inégalités quadratiques. Cela permet d’aborder des problémes comme I’analyse hiérarchi-
sée de systémes incertains de grande dimension. [’extension aux systémes non linéaires,
non stationnaires est ensuite considérée avec des critéres pour des paramétres incertains
non stationnaires (vitesse bornée, bornée en moyenne).

Enfin, certains outils sont appliqués a un probléme de pilotage de missile. On montre
que la robustesse et la performance sont obtenues lorsque le missile, décrit par un modéle
non linéaire, est bouclé par un correcteur proportionnel intégral. Un correcteur obtenu
par la méthode de séquencement de gains permet d’améliorer les performances de la
commande.

Mots Clés: Optimisation LMI, analyse des systémes, commande des systémes, com-
mande par séquencement de gains, commande avec saturation, commande décentralisée,
réduction de modéle, robustesse des systémes linéaires stationnaires, robustesse des sys-
témes non linéaires, non stationnaires, systémes implicites, systémes & retard, commande
de missiles






Abstract of the thesis

Convex optimization on Affine Matrix Inequality constraints (widely known as LMI)
was recently used for numerous automatic control problems. Herein, a methodology is
proposed, whose purpose is to get insight how an automatic control problem can be cast
as an LMI based optimization problem. This methodology is based on the input/output
approach. Systems are modeled as connections of sub systems; the behavior of each sub
system is described by a set of quadratic inequalities and stability /performance criteria
are obtained using graph separation theorem and & procedure arguments.

Applying this methodology, analysis and synthesis theorems are derived, which unify
previous results and leads to new one. Among the new results, we can list gain scheduled
control (initial motivation of this PhD Thesis), decentralized control, control with input
saturations and « quadratic» control of nonlinear rational systems and so on...

Conventional robustness analysis of systems is extended to more general uncertainties.
For LTI systems, a more precise description and more general performance criteria are
considered due to the description of the system behavior with quadratic constraints. A
possible application is the hierarchical analysis of large scale systems. Its extension to
nonlinear, time varying systems is presented. In this context, an application to the analysis
of systems with time varying uncertainties (with a bounded rate of variation in means) is
obtained.

Some of the previous results are applied to the (nonlinear) missile control. The PI
controlled nonlinear system is proved to be stable and to achieve performance. A controller
improving the previous control law is obtained, using gain scheduling synthesis method.

Keywords: LMI optimization, system analysis, system control, gain scheduled control,
control with input saturation, decentralized control, model reduction, LTI robustness ana-
lysis, LTV /NLTT robustness analysis, implicit systems, delay systems, missil control



