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INTRODUCTION

C'est en 1965bque J.W. COOLEY et J.W. TUKEY mirent au point un algorithme connu

sous le nom de "F.F.T." (Fast Fourier Transform) permettant de calculer de fagon treés
avantageuse des sommes du type :

, N~1 Ziw%%
G. = L e g
J k=0 k

pour j = 0,...,N-1.

Cet algorithme basé sur la décomposition de N en facteurs (N = p; X Py Xe..X pM)

permet un gain en nombre d'opérations d'autant plus grand que les facteurs p; sont

M-1

plus petits. (Pour p. =2 ; i=1,...,M; N = ZM le colt est en M x 2 au lieu de 2
p P;

pour la méthode ordinaire).

La F.F.T. a révolutiomné les techniques numériques de 1'analyse harmonique en
permettant de calculer les transformées de Fourier de fonctiorsconnues en un tres
grand nombre de points, calculs auxquels on renongait devant le cofit des méthodes
classiques.

Dans le premier chapitre nous donnons une illustration matricielle de 1l'algo-
rithme qui est due a Marshall C. PEASE (cf. [31).'

Puis nous analysons le lien qui existe entre la Transformation de Fourier
d'une fonction continue et la F.F.T. qui est une transformation discrete. Le passage
se fait aisément grice a4 la théorie des distributions et nous faisons souvent Téfé-
rence a L. SCHWARTZ.

M




L'ancienne "filiére" qui permettait d'obtenir le cross-spectre de deux
fonctions en calculant leur fonction de cross-correlation (dans le but essentiel de
réduire le nombre de points) dont on prenait ensuite la transformée de Fourier a
été abandonnée. La F.F.T. permet de 1l'obtenir beaucoup plus rapidement et nous
montrons comment au chapitre IV. Nous montrons également comment pondérer les
valeurs aux abscisses discrétes des signaux pour obtenir une ''fenétre spectrale'
optimum dans:un-certain sens.

Enfin nous donnons des variantes de 1'algorithme permettant en particulier
de calculer moins de valeurs qu'on en a au départ tout en conservant le bénéfice
du nombre d'opérations.

On trouvera en annexe les procédures écrites en ALGOL ainsi que des exemples
d'utilisation (ces programmes sont employés journellement au Laboratoire de Calcul
de 1'Université de Grenoble pour 1l'obtention de spectres dans 1'analyse d'électro-
encéphalogrammes) .
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ALGORITHME DE COOLEY & TUKEY DANS LE CAS OU N =2M

PRINCIPE DE L'ALGORITHVE DANS LE CAS GENERAL

I-1 - NOTATIONS

M-1 zin%lj[-
2 (I-1 ; 1)

G, = I e . -1 ;

J k=0 %K

Soit a calculer :

pour j = 0,...,2 -1

En notation matricielle (%)
M M
¢=s3 s e, €?)

Siil'on désigne par CM la racine "principale' d'ordre ZM de 1'unité

eM

Cy =

(%) Une lettre minuscule désignera en général dans la suite du texte un élément de

l'espace de départ. La méme lettre majuscule désignant 1'é1&ment qui lui cor-
respond dans l'espace d'arrivée.

. . - N
Comme nous le verrons au chapitre.II, g est un vecteur de € dont les compo-
santes sont les valeurs que prend une fonction complexe g 3 certaines abscisses.




Le produit j.k n'intervient que modulo ZM . Nous représentons S dans une
écriture simplifide rSJ( ) en remplagant CM par jk (mod. ZM ). Dans cette

notation :

rsl(ND =a <> 5, =G

Dans le cas ol M = 3 , cela donne

00000000
01234567
024602456
™ - los614725 (I-1 ; 2)
04040404
05274163
06420642
07654321

I-2 - PERMUTATION DES LIGNES DE S - MATRICE TP

Par construction tous les éléments d'une ligne de S sont des multiples de
1'indice (ou numéro) de cette ligne. Nous allons permuter ces lignes de fagon a

les agencer par "ordre de parité!" décroissant. Pour cela :

- numérotons les lignes de S de O & ZM—l en binaire en utilisant M digits
Ooul;

- inversons l'ordre des digits pour chaque nombre binaire ;

- le nombre binaire ainsi obtenu nous donne le nouveau numéro d'ordre de

la ligne correspondante.

Appelons P la matrice de cette permutation.




I-3

Pour M = 3 :

0O 000 000 O 10000000
1 001 100 4 00001000
2 010 010 2 00100000
3 011 -~ 110 6 p = 00000010
4 100 001 1 01000000
-5 101 101 5 00000100
6 110 011 3 00010000
7 111 111 7 00000001

On observe que tous les numéros palrs se retrouvent dans la premidre moitié,
la seconde moitié comportant ces m@mes numéros augmentés de 1.

Tous les multiples de 4 sont dans le premier quart, le deuxidme quart compor-
tant ces mémes numéros augmentés de 2, etc...

700

Appelons la matrice S ainsi permutée : T(M) = PS,

0000O0
04040
02460

0
4
2
100 _ [064206 (-2 ; 1)
012345
052741
036147
3

07654

NNy B O O
H o W N NN YO




I-4

Si p est 1l'indice de ligne de TM : 0O<ps ZM_I):K..‘,,

p= I d..2 dy, = {
k=0 K ko oy

Cette méme ligne, dans S avait le numéro :

M-1

M-1-k
)= I d, .2
M k=0 X

le g° élément de cette ligne vaut donc :

- 1y(P) .q
M
"

2
e

= S =
pa  “ry(p)q

-3 - DECOMPOSITION DE T

M-1 |

M .
Décomposons T( ) en 4 sous-matrices carrées d'ordre 2

o | B
™ - (I-3 5 1)
Y S
I-3-1 - Sous-matrice o
- 1D p=0,..2"M1

o,
Pq pq




M-2
M-1 M-1-k
p <2 dM__1 =0 rM(p}x=w~E dk.Z
M-2
=2 3 g .Mk
=0
= 211 (@)
Ziﬁer‘l(p) A Ziw—M———rM—IEI;) A
o =1™ g = e 2 = e 2 - pM-1)
Pqa  pq (P | rq
I o = ML) ‘ (I-3 ; 2)

ot T(M_l)

d'une unité.

est la matrice que nous aurions obtenue 3 partir de S avec un M inférieur

I-3-2 - Sous-matrice B

Ps2 T+q

P<2 1y = 21y (@)




| M
g " 7D wl = e 2 .
’ P,2" Hq
] 'TM_-l(P)q
Aty ) —Fr )
= e
; ‘rM—'-l(p)' q
lW—T—-—
= e 2 ! = T(M-l)
Pq
B=o = T(.M".l)_ (I-3 ; 3)
I-3-3 - Sous-matrice ¥y
v o= T p=0,...,2111
P4 27,
q=0,...,2014
M-2
ZM_1+p = My dk.zk
k=0
(2T hp) = Tery(p) = 1421, - (p)
M p M\P M-1'P




I-7

o (1"-'21'M_;1(P)) -q

21

M
(M) 2
= 1 =S M1 e
Yp »q ZM—1+p,q TM(Z +P) sq
< Ty (P) -q
. M-1
24y + ——pr)
_ 2 2
= e
Ty (P)-q
2in g 2in Rl 2ind
2 M1 M-1) 2
= e . € =T .e
P»q
Y = T(M—,l) L(Mnl) (I-3 ; 4)
ol L(M-l) est une matrice diagonale LJQI\;I—D = O0sij#k
24 JM- (I-3 ; 5)
2
e .
si j=k=0,...,2" 1

I-3~4 - Sous-matrice §

M)
s, =1l
paa T L ML

M

-1
ry(2 +p) = 1+2r, (D)




(1+21, , 9) (2 eq)

217 i
~ _ 2"
°pq 7 Sp (M Lp) Mleg = ©
M-1 ry_1(P)-q |
2im ZzM 2im -29M- 2imy, ((P) 2in ;M_l
= e . € . .
- (- (M-1) (M-1)
(1) Ly (DT
§ = -rOL) | (1) (I-3 ; 6)
D'od :
- n(M-1) (M-1)
00 T T
T (1) | (1)) (1)
T(M) T(M"l) 0 I(M—l) ‘ 0 I(M_l) ‘ I(M"l)
0 L0 | 5 ’ L (4-1) L0+1) ‘ L 04-1)

(I-3 5 7)




Dans le cas M = 3

00000000 0000 0000

04040404) 1(7(3) _ 0404 (2@ . 0202

02460246 0246 0123
(313 06420642 0642 0321

01234567

05274163 0

03614725 et LG 1

07654321 23

I-4 - ALGORITHME
L'algorithme de COOLEY et TUKEY est le suivant :

Pour calculer G = Sg » on va d'abord calculer éx = T(M)g = PS§ = PG
.

~ . X s . . ” » ”
C'est-a-dire que le vecteur. G obtenu sera perturbé et il faudra réordonnancer

ses composantes par la méme régle décrité au § 122 pour obtenir la solution

- -
G (la matrice de permutation P é&tant symétrique P L P et G= P@*).

: - (M) =5

Soit Ry =T et Vb_— g

On a :
x
G = ROVb = R1 AO AO Vb

' M1 M1 ’ M1
A = .
= A= o}
R ) T 0 M1 l M1




Le premier pas consiste d calculer Vi =

I-10

olols
v, G) = v, (5)#v, 2T
M~-1
- jo=0,...,20 01 (I-4 ; 1)
NS N . . M-1 .
ViG+27 ) = ¢ x [V (v (+2 T )] 2ir &
doe
>
On est ramené au calcul de GX = R1Vi = RzAlAlvl = RZVZ avec
7 (4-2) 1102y |,
0F2) | o 1 0F2)
\T(M—2)| . 4y = O,
’T(M_Z) 0 LCM_Z)
[ (4-2) | (4-2)
(ORI F2y |
A =
1 O [[0F2)
L F2) | (92)
Au x° pas on aura : Vi = Ak—l Ak—l Vk—l G = Ry Vi
O N \
~
N N (_Tr/k—ﬁ-\ N \\
N M=K M=K T7VK)
[T (K | s o] | (181—1() A L= I(M—k‘) . =K
N k-1 0 L k-1 I -1
N N ™
0 N N ~
’TIM-ES N
A
2K blocs ok-1 blocs Pk-1 blocs




Les formules permettant le passage de Vk_l grv;ﬁéeront :

Vo x 27Ny = v Mg (g x 2PR Lt
k-1 k-1
M-kl M-k, g2l M-1+1 M-k+1 . M-k
Vil x 277 ++2770) = Gy X [Vi_q@@x 27 77743)-v _1(q x 27 ° Hgez )]
(I-4 5 2)
pour j = O, ..,ZK_k-l
q=0,...,20
avec
. 'xzk_l
k-1 2am T/IJ—‘HT 2in L5
2 e 2 (M-1)
CM = L. = e e = L k=1 k-1
J] jx27 T, jx2
-+

Aprés le M° pas, G = RM%W'
RM est formé de ZM blocs T(O) d'ordre 1 placés sur la diagonale T(O) =e% =1

RM =1 et

x
G" = Vy

En résumé :

.
X _
G = Ay A Aotz Achilie1 M- 182 o0 AR A0V,
1 |
\
i k-1 |
- 0 N ‘ Vk
G* = ( T AM)E (I-4 ; 3)

k=M-1
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I-5 - COUT DE LA METHODE —

k-1

Le k© pas colite 2

M-k

X 2 = ZMﬁl multiplications, additions, soustractions de

nombres complexes autant d'additions et autant de soustractions.

M-1

Pour M pasgM x 2 au lieu de ZZM pour la méthode ordinaire.

I-6 - PERMUTATION DES COLONNES DE S

En opérant la permutation P sur les colonnes de S (au lieu des lignes)
+
ainsi que sur les composantes de g nous aurions obtenu directement é également en M

pas a l'aide d'un algorithme similaire :

G = sg
= SPPR ®% =1
M) %
-y )g
0
0™ —sp = @yta (1 oaayt
k=M-1
M-1
t,.t
= I AA
o Kk
M-1
t _ t ™M) _
by = Ay et A=A U = EO My Bye
o w0
En posant q = M-1-k Uif”, I AM—l-~q AM—l-q




I-13

- U(Nng B

opl

-5

o

= *
= fofohy by M- gM-1-q Mgt et Ave1Aven 8

‘ ’

Wo-1
L )
W
q
e
Au g~ pas on aura
Mq T Mg -d g1 (o =

avec

N N

~ N
. q )

U — I
o1y L ‘ﬁrD
f@—])_ﬁg-bj “M-q | @D

= |5
M4 piocs M4 piocs

Les. formules correspondantes sont :

uxZM—q

Qpsy = Az J Qyi4pd-1
wq(kxz +3) wq_l(kxz +J) + CM X wq_l(kxz +j+2 )

q,:,,9-1 q, - jXZM_q q,:.-9-1
wq(kxz +j+21 ) = wq_l(kXZ +J)—CM X wz_l(kxz +j+21 )

pour j
et k=0,...

0,...,2971
2

g)

(I-6 ; 1)
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M
I-7 - PRINCIPE DE L'ALGORITHME DE COOLEY & TUKEY DANS LE CAS GENERAL N= T r
T m=1

Supposons que N = 1.7, T,,...T3, (X # 1) et que 1'on veuille calculer
4 172"3 M “'m 4

N-1 2in L .
G, = % e ' g pour j = 0,...,N-1 (G = Sg) (I-7;0)
I k=0

Quel que soit k indice de ligne de la matrice S (k € {0,...,N-1}), il existe des
SQ (62 € {O,,..,rg—l} ; 2 =1,...,M) tels que :

+ 6£r2+1r2+2 .,.rM

e s o080 e

+

61r2r3 v e s Ty

M M+1 .
En posant T =1: k= % ¢ n r (I-7 ; 1)
M1 =1 ¥ omegr1 ™

Pour un ordre fixé (rl,rz,aan,rM) des facteurs composant N, la détermination des

62 est unique pour un k donné (c'est une écriture de k en base croisée.

Exemple : 20 35 10%€C ¢/10),

La permutation que 1'on va effectuer sur les lignes de la matrice S consiste

13 aussi a inverser l'ordre des digits 62 pour chaque numéro de ligne.

o]
Ainsi la k- ligne de S aura aprés permutation la position q(k) donnée par :
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q(k) = &

(I-7 ; 2)

En posant ry = 1:

r] = 2.

=>N= 12

q(k)

t M=3

k 616263 636261

Exemple

O = O O 0o I~ O N < MM N o
—~
O O 0 © < N O O o © < o~
— —~
O O O M O O O M O O © ™
O 0o < O 0o F O 0o < O oo <
O I~ N O <t 4 O H 0 M O
— —
O O O O O vV O v O v O v
O N O M o ~H O ~H <t Or N I~
— —
O < o0 O <t o0 O <t 0o O <+ @
O M O OO0 O M © OO0 O M O O
O N < O o0 O O N < © oo O
— Lo}
O = N M < 1N O~ 00 OO ~
—
O O O © O O O O O o o O
o —
O <t 0 N U dH = N OV M >~ o
OO O O O O O ™ ™M ™~ ™ -
C O O A 2 = O O O ™™ =
O = N O 4 N O - 8 O —~H ™
O = N O 4 N O ~ N O r+
O O O = @ = O O O - —~
O O O O O O =f ™ ™ = == o
o
O = N 0 <t N O t~ o0 N T~

. a
- e21wN

ik

J

Cette fois, si |Sljal\<4) =a, ona S
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0O 0 00|00 OO0 0O 0 0 0
O 6 0 6 0O 6 0 6 O 6 0 6
0 3 6 9 0 3 6 9 0 3 6 9
0O 9 6 3 09 6 310 9 6 3%
0.1 2 3 4 5 6 7 8§ 91011
O 7 2 9 411 6 1 8§ 310

0 4‘ 8 O 4 8 0 4 8 O

010 8 6 |.4.. 0.10.1.8 .6

O 2 4 6 8§ 10 0 2 4 6 810
0 8 4 0 8 0 8 4 0 8 4
0O 510 3 8 6 11 4 9 2 7
011 10 9 8 6 5 4 3 2 1

On voit immédiatement que la matrice de permutation P n'est pas symétrique (pour

qu'elle le soit, il faut et il suffit que, quel que soit m, r_ =

m rM+1—m) :

La matrice T(M) se décompose en ré blocs carrés d'ordre T] X Ty X e.uX Ty-1°
Dans notre cas :
0000 000
- 0606 020
(2) (2) (2) (2)7(3)_ (2)7(2)
g ! E 5Tl 56 0 717210 5
: 0963 032
3) _ -
est la matrice que nous aurions
obtenue aprés permutation de S pour
N = Ty X T,
(2)7(3) 1 Zingy
L ] = 2 et a =e =e

0
2
3
1

2iw§
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Le premier pas est basé sur la décomposition T(ngwéﬁ"un produit de 3 matrices

1(2) I I I
T(Z) L(ZD I al azl
NN . i
7(2) ,(L(Z))z 1| o1 | ot
(I-7 5 3)
. - (M—l) 2 z 1
Puis on décomposera chaque bloc T en rM—l blocs carrés d'ordre
ry X r, X eeX T)-p> €tc... jusqu'au Meme pas.

Le colit de chaque pas dépend de la valeur du facteur r par lequel on divise

les dimensions de la matrice T( )

Q(rm) désignant le nombre de multiplications/additions de nombres complexes & effectuer,

Q2) =3
Q(3) = 2N
Q(s) = 4N

et 1'on montre que pour T nombre premier différent de 2

Qlry) = (r~1) N
Le cofit total est donc

I (g, ~LN (I-7 ; 4)

Q =
total =1
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I-8 - D.F.T. et I.D.F.T. S

.+
L'application linéaire S qui & g € CN_fait correspondre Ge CN par la formule

(1-730) est appelée Inverse Discrete Fourier Transform (I.D.F.T.).
. . . ya -1 2 . .
L'application inverse (g = S é) est appelée Discrete Fourier Transfor
(D.F.T.). Il est clair que :

G, (I-8 5 1)

Naturellement, 1'algorithme de COOLEY et TUKEY sert aussi & calculer les D.F.T.
Simplement dans le cas ot N = ZM les termes de la matrice diagonale L(M—l)

deviennent

0e1) Osij#k
Lk -2ind; "
e 2 sij=k=0,...,2" -1

A ~ . P 1
et toutes les composantes du vecteur résultant sont & multiplier par nak
2

-+ —
Partant d'un vecteur g de coordonnées (k = 0,...,N-1), nous noterons G
g k >

—-)-+
sa D.F.T. et @ son I.D.F.T.

- 1 N1 —Zin%%
G == T e g D.E.T.
I N o0 .

j =0,...,N-1

(I-8 ; 2)

. N1 +21nll\lf-
Gr= % e g I.D.F.T.
J k=0 .

jJ=0,...,N-1
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METHODES DE CALCUL APPROCHE DE LA TRANSFORMEE DE FOURIER

D'UNE FONCTION A PARTIR DE LA D.F.T. DU VECTEUR DE SES VALEURS

EN DES ABSCISSES DISCRETES

APPLICATION AU CALCUL APPROCHE DES COEFFICIENTS DE FOURIER

II-1 - RELATION ENTRE D.F.T. ET TRANSFORMATION DE FOURIER

II-1-1 - Distribution A . Produit Ag

Soit A la distribution sur R définie par

b= T § T (II-1 ; 1)
N

ol 6& est la mesure de Dirac placée 3 l'abscisse o .

Su est une distribution 4 support ponctuel donc compact (5Oc €e)

qui & toute fonction ¢ € € (ensemble des fonctions indéfiniment dérivables
sur [R) fait correspondre un scalaire noté <6u,q>'tel que (cf. SCHWARTZ Eﬂl
page 83)

By = o)

Naturellement A € &' et




II-2
N-1
<hAyp> =< T Sy,
s 1=0 %%,
N-1
T2 ke
N
N-1
, KT
<A, > = L ¢CTTJ

Soit maintenant g une fonction continue et bornée, définie sur R et 2

valeurs complexes.

SCHWARTZ (|}J DP. 99-100) a montré que dans ce cas on pouvait définir le

produit A.g comme étant une distribution vérifiant :

En posant :

<Ag,p> = <4,gp>

N-1
kT kT
LRI
kT
g(TWJ = By
N-1
<bg,p> = § <gk (Skfl"’cp->
a N
N-1

(II-1 ; 2)




II-3

Ag est une distribution 3 support borné. Sa transformée de Fourier est

donnée par (cf. SCHWARTZ [1] p. 210)

..2'
5/ [ag] (£) = <ag(t), e 2L,
N-1 )
= T g <& o 2imft,
k=0 —N—
N-1 . - kT
~2imf £&
F [ag] () = & e 1N

Si la fréquence f prend les valeurs %-(ce qui correspond 4 un nombre entier

de périodes sur[Q,Tj)

N-1

. o
: ~2im L
G lael@p = 2 me e N

(II-1 ; 3)

En calculant la Transformée de Fourier inverse de Ag, on aurait obtenu :

. N-1 . Jk
— +21
gr[Ag](%g = I g e “1TN (II-1 ; 4)
k=0
Or, nous avons vu que, partant d'un vecteur de coordonnées gy (k=0,...,N-1)

D.F.T. et I.D.F.T. fournissaient deux vecteurs G et §+ par les formules
(1-8;2)

) N-1 . jk D\ RN |
G. = % I e 2111.N K Gl = 3 e21ﬂ‘N X
] k=0 J k=0
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Effectuer la D.F.T. (ou L'I.D.F.T.) sur un vecteur de coordonnées 8k

revient donc_ (4 un coeffictent miltiplicatif prés dgal a 'IlTI dans le
cas de la D.F.T.) & calculer la Transformée de Fourier (ou son inverse)

ENI pour des valeurs de la fréquence égales Q&

Voyons le lien qui existe entre les G} et la transformée de Fourier de la

fonction g.

6; = 5 Glael b

La propriété fondamentale de la Transformation de Fourier qui transforme
convolution en multiplication et multiplication en convolution (cf. SCHWARTZ

[l] P. 218) appliquéea E;rfhg] nous donne :

_ .
l G %I-[STAx@’g](%) I (I1-1 ; 6)

]

G = <t Fa -0, g (II-1 ; 7)

G;].-, est la valeur en % du produit de convolution de la_fonction —I%I' §TA

-~ + « . - .
par la T.F. de g. De méme Gj est la valeur en %- du produit de convolution

de la fonction 5TA par la T.F. inverse de g .
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II-1-2 - Transformée de Fourier de A/N

A/N € €' et 1'on peut écrire :

N-1 .
Ly o 1 | . -2imit
R0 = § T <O (1), e >
k=0 3
N-1 . T
=41 e K (II-1 ; 8)
k=0
) 1[ 1_6-217rT>\ )
- NL T
1'6:_21,HN->\
1 o~ 1mTA [ el’ITT)\_e—lTTT)\
TN LT, LT - T
e—lWNA elﬂN-)\_e—me
1 sinmTA inT(1-Ha |
3 Fan) = et N (II-1 ; 9)
N sinm NA
Remarquons que :
L0 =1
S Ga®) =0 pour p = 1,2,...,N-1 (IT-1 ; 10)

La formule (II-1 ; 8) montre que % §7A est une fonction péricdique de péricde
T dont les coefficients de Fourier sont égaux a N pour k=20,...,N-1

et nuls pour les autres valeurs de K.




On suppose :

II-6

Sur la figure 1 on a représenté les tracés de la partie réelle, de la

partie imaginaire et du carré du module de cette fonction.

Remarque :
La périodicité de % QTA entraine celle de §-€§'Axfﬁé avec la méme période,
et ce quel que soit gfga

ey = W I xF e D < [§F0xFg -G

Il est inutile de calculer Gj pour plus de N valeurs consécutives de
L'indice j.

On a vu que l'algorithme de Cooley et Tukey permettait d'obteniv
Ggpour J =0,...,N-1 . Mais il est préférable de considé?er les G. obtenus
pour j = g,,..,N—l comme les valeurs de r_ll\T ﬁA * grg] (-’]-.%’N-
puisque cela correspond d des valeurs de la fréquence, négatives, mais plus

petites en valeur absolue.

II-2 - APPLICATION AU CALCUL DES COEFFICIENTS DE FOURIER D'UNE FONCTION PERIODIQUE

Soit gp une fonction continue et bornée, définie sur R et a valeurs dans €,

périodique de période T et telle qu'on puisse la développer en série de Fourier :

m

+oo ZlTTT t

gr(t) = I C e (II-2 ; 1)
m=-

+co

b |cm| < 400 (I1-2 5 2)

m=-co
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Aux instants %% (k =0,...,N-1), 1a fonction“gT'prend les valeurs :

KT
g = &
oo 247k
=1 Cc e N
= =00 m
¥m€Z, 3 €7, g€ {0,...,N1} | m=sNuq

La convergence des.modules de la sérdeqm (II-2 ; 2) permet d'écrire :

N-1 o0 Ziﬂ_(.s_l\%ﬂ)_m
g = I C e
K 420 §=—w SNq
N-1 +o 2ingd
= % (z C ) e
G=0 S=-co SN+q
N-1 -~ 2indf
g = = C e (I1-2 ; 3)
a=0 4 ,
. N-1 ~ Zin-% t
La fonetion gT(t) = I qu a la méme période T que g et prend les
q=0 '
mémes valeurs 8) aux abscisses %; (c'est 1'interpolation trigonométrique de

degré N de gT).

A &tant défini par (II-1 ; 1), le produit AgT ne faisant intervenir grQue

. kT
Par ses valeurs aux abscisses N conac:

1 1 ~
N %8y =§ ler
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Ce qul entraine :

6 = 5 F lagy] p - §50el D

D'aprés (II-1 3 7)

6T = 5 Fad -0, Fe >

j
On a
INI N-1 -
Tleg W)= C 8
T:
=0 1 4
D'ou :
N-1 ~ :
p | &k - &
SR AR S

ce qui, compte-tenu de (II-1 ; 10), nous donne :

G =cC..
] J
En résumé
. M
+o0 21Tm=t “+0o
_ T echant, -, (KIy D.F.T. -~ _
gr(t) = I Gpe — & T = 67 E Coyg
k=0, ...,N-1 j=0,...,N~1

(I1-2 ; 4)

Lorsqu'on "échantillonne'" une fonction de période T 3 raison de N points
équidistants par période, si 1l'on effectue la D.F.T. sur le vecteur obtenu avecN
points consécutifs a partir de 0, on recueille pour chaque valeur de 1'indice
allant de 0 &3 N-1 la somme des coefficients de Fourier de la fonction ayant
le méme indice modulo N . ’

Voir exemple numérigue (en annexe).
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II-3 - CALCUL APPROCHE DE LA TRANSFORMEE DE FOURIER D'UNE FONCTION

II-3-1 - Interpolation par un polyndme trigonométrique

Etant donnée une fonction g non périodique connue par ses valeurs
aux abscisses %% (k = 0,...,N-1) la fonction gr périodique de période T

ayant pour coefficients de Fourier :

~ - 1 N1 —ZIW%S
C. =G. =% I e g j € {0,...,N-1}
J J N k=0 k
(II-3 ; 1)
Cj = O j g {O’o-o,N—l}
est telle que
IR}
éT(__l;_\II) _ NZ]. 6 eZlTTN
q=0 4
gT(%g = g pour k € {0,...,N-1}
Les Cj vérifient :
~ ~ —Ziw-i t
;=7 log®e Tt (I1-3 ; 2)

~

La fonction g colncidant avec gp sur [D,T[' et nulle ailleurs admet pour

transformée de Fourier :

Glgl 0) = £ g e M

dt

=2imA\t

T ~
fO gT(t) e dt




II-10

Lorsque A prend la valeur %-(j =0,...,N-1), compte tenu de (II-3 ; 2)

g I.-g:l (JT') = TCj

D'ol, en tenant compte de la remarque du paragraphe (II-1 ; 2)

T G.
j ]L
i N
J = O,..., —2-"'1

i

Fle &

S0 B -Ic
(I1-3 ; 3)
e 1-N. -
§lel &P =16
j = % oo sN-1
o
Slel & =16

I1-3-2 - Interpolation linéaire

Nous avons vu précédemment au paragraphe (II-1 ; 1) que si g
était une fonction continue et bornée, définie sur R et 3 valeurs dans €,

et A la distribution

N-1

% 6
- kT
k=0 3

leur produit était la distribution

N-1

Ag = T g 3§
ko ¢ K
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Soit h la fonction sur R définie comme suit :

h
T . T 1
1- "lLTI\lT si |t] < N !
h(1)
O ailleurs 4
N 0 T
N
(II-3 ; 4)
Effectuons la convolution de la distribution Ag avec la fonction h .
C'est une fonction que nous noterons §.
a(t) = [ag x h] (1)
= <Ag(t), h(t-1)>
N-1
= <I g (0, h(t-1)>
k=0 —_—
N
N-1
A kT
g(t) = kZO g h(t- %) (II-3 ; 5)

Quel que soit t € R, on peut trouver q € Z et u € [O, %[_téls que

N-1

g(qgﬁu) = &

k=0 K h(4GE +
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Compte-tenu de la définition de h et de 1"intervalle de variation de u,

h( (g&k) T

+ u) # O entraine que g~k doit prendre soit la valeur 0, soit

la valeur -1.

=0 :

D'ol, en introduisant 8.1 &

ar. T T
pour q € {-1,...,N-1} gla g+ = g h(U)+qq+1 h(- g v

+u) = gq(l—u.%b + g u g, (II-3 ; 6)

q+l

o

~

Q
zZi3

ar T
u=03 g N—) = gq

T a T
u-=>g= g(q N tu) > 8q+1

pour t tel que q £ {-1,...,N-1} g(t)

i
o

La_fonction § obtenue par convolution de Ag avec h est donc la fonetion

continue, nuZZe en dehors de [— , T lindaire sur chaque intervalle
[a 5 w (atl) N] et telle que g(q N) =g
(voir figure 2),

q’

Cherchons la transfofmée de Fourier de cette fonction :
%g] = Fag x ]
Gle] =5l Fn]

Pour la valeur j/T de 1l'abscisse elle prend la valeur

SRld = § (] P &S &
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De méme, pour la transformée inverse de Fourier

FED = Fheld. Fhid.

On calcule aisément :

. T

- sinmA =

S =5 1 N2 (113 5 7)
™

u

FTh] )

N

D'ol les valeurs exactes des transformées et transformée inverse de Fourier
de: la fonction g pour les abscisses %-(j € Z) 3 partir de la D.F.T. et de
1'I.D.F.T. des échantillons g (k = 0,...,N-1) de la fonction g

g:[] j sinm % ) -
gl = T.(—=)".C;
&1 T ﬂ% i Y Y
jy~J (modN) € {0,...,N~1}
=y T sinm N2 o+
SE@ -5 & i Sy (I1-3 ; 8)

CAS D'"ECHANTILLONS' PRELEVES ENTRE a ET a+T

II-4-1 - Distribution Aa

Posons : N-1

b= I8 g (I1-4 ; 1)

a = ——
k=0 a+ N

Le produit de cette distribution avec la fonction g est la distribution

N-1
Aa.g = 1 89y S KT (1I1-4 ; 2)

k=0 3.+TN-
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en posant :

kT
gay = glar 3.

La propriété du produit de convolution de 2 distributions de Dirac

(auXGB =6a+8) permet d'écrire :
Aa”g = (k§O gay. ékT) * Ga (II-4 ; 3)

> >
8i 1l'on note Ga  la D.F.T. du vecteur ga , en prenant la transformée

de Fourier de (1I-4 ; 3) aux abscisses %-on a

Fla, el = N 6a. G,

la T.F. de Ga étant la fonction e_Zlﬂaf
r iy _ -2ima & -
Gyl = ™ T . N G
(I1-4 ; 4)
De méme . j - %. )
G:LAagl('T") = e . G aj
11—4—2-2353.:_?2_
Dans ce cas particulier :
2 1y = ro1nd -
Al 4 gl = (1 NGy
‘ (II-4 ; 5)
b o gl = (17 M,
g/[ _’}_: gl (T) ( . ) ]

2
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Pour calculer la T.F. d'une fonction dont les.échantillons sont pris entre
T T P L

-5 et 7 on calcule la D.F.T. du vecteur de ces échantillons et l'on change

de signe les composantes d'indices impair du vecteur résultant. Puis on

utilise les approximations du paragraphe (II-3)

Remargue :
. 1 T T
si ga, =~ [g(- =) * g('z—)]
T, kT
gak=g(— >* —N—) k=1,...,N-1

celd revient & faire le produit de g par

' " N-1

-1 A4
A_% = 2{6_I.+6 I? + kzl 6_%.+ kI (II-4 ; 6)
2 2 4 N
dont la transformée de Fourier est réelle :
simrTA(%— - %I-)
G [A'T(N) = cosnTA [1+2 11 (I1-4 ; 7)
sinm TA =

N







CHAPITRE - III
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ITI-1 - FONCTION DE CROSS-CORRELATION ET CROSS-SPECTRE DE DEUX FONCTIONS
FONCTION D'AUTO-CORRELATION ET SPECTRE DE PUISSANCE D'UNE FONCTION

IIT-1-1 - Définition de la Fonction de Cross-Correlation

a) Soient g, et g, deux fonctions continues et bornées (|gl(t)| =M
et |g2(t)|S MZ sur R et 3 valeurs dans (.
Leur fonction de cross-correlation est définie par la limite suivante

(quand elle existe) :

0
. 2
Lgl CC gzl(u) = élm -% g, 6 gliti.gz(t+u)dt (I1I-1 ; 1)
-»00 — —
On a : 2

| [g1 CC gyl ()] = MM,

b) Dans la suite nous considérerons des fonctions a support borné, par

exemple gl(t) 20 et gz(t) =0 pour tout t £ [a,b] , dont la fonction
de cross-correlation telle qu'elle est définie par (III-1 ; 1) est nulle.
Dans ce cas nous conviendrons de ne pas faire tendre 8 vers 1'infini

et nous prendrons comme définition de la fonction de cross-correlation

de g1 et g,

[gl CC gz](u) = 5%5 fg gl(t).gz(t+u)dt (IT1-1 ; 2)
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On voit que pour u £ [}(b-a),(b—a)] on am£g&wpc gzl(u) z 0.

On a toujours la majoration :
(g, CC g ()] =< M;.M,
(III-1 ; 2) peut encore s'écrire

(g, CC g, (0) = g Joo E (0 g, (tHu)dt

En posant X = -t et g{ x) = gl(—X) on obtient

1 oo T . Y-
lg; CC gl = 525 /., 8 (X).gyu=x) dx (I1I-1 ; 3)
Dans le second membre de cette égalité on reconnait un produit de convolution

1

(g, CC g,] (W = 5= [g *e,] W) (I11-1 ; 4)

Dans le cas ol g et g, sont d support borné, leur fonction de cross-cor-

relation est le quotient du produit de convolution de g{ avec g, par la lon- |

gueur du support.

Dans les deux cas, la loi de composition n'est pas commutative.

Si g, et g, sont réelles [gz cc glj(u) = Egl cC gZ](—u)

III-1-2 - Définition du cross-spectre de 2 fonctions

C'est la transformée de Fourier de leur fonction de cross-correlation.

On .le notera P .
8182

- _ o v o~2imtu -1+ 5
Pglgz(f) =G lg CC g,1(6) = s [g; CC g,](we du  (I7I-1 ; 5)
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111-1-3 - Fonction d'Auto-correlation et Spectre de Puissance

Fonction d'Auto-correlation :

C'est le cas ou g, et g, sont égales (g‘1 =g, = g) .

6
[gcC gl = :éimié- SZ 5 B0 g(tru)dt (ITI-1 ; 6)
~»00 —

2

Si g est d support borné (g{t) =0 si t [ [a,b])

b ——

[gCCglw) = g /o B . gltru)dt (111-1 ;5 7)
l b-a “a

1 —
gCtg=578 %8
Spectre_de_puissance : C'est la transformée de Fourier de la fonction d'Auto-

correlation

P () = 8 [g cc g](®) = sL[z CC €] () o 2y, (III-1 ; 8)

III-2 - CAS DES FONCTIONS SEMI-PERIODIQUES

I1I-2-1 - Définition et propriétés

Une fonction g définie sur R et a valeurs dans € sera dite semi-périodique

si elle admet un développement de la forme

400 R
gty = I c¢ eZlefmt

0 (111-2 ; 1)

avec =T
+m‘
£ ER ¢y €€ | z e | <+

= =00

C'est une forme particuliére des fonctions presque périodigues.
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La répartition des fréquences fm sur R peut &tre absolument quelconque, sim-
plement m # q => f # fq (Si i1 existe T € R tel que pour tout m on puisse
trouver q € Ztel que f —‘ﬂ alors le développement (III-2 ; 1) se raméne a un

développement en série de Eourier et g est périodique de période T).

La transformée de Fourier d'une fonction semi-périodique g admettant le déve-

loppement (III-2 ;3 1) est la distribution

+00

gilg] = (Sfm ‘ | (I1I-2 ; 2)

m= —00

Ce qui nous permet d'énoncer qu'une fonction semi-périodique n'est pas somma-
1 : ‘ . . :
ble (g £ L ) car la transformée de Fourier d'une fonction sommable est une

fonction continue (cf. SCHWARTZ,DJ p. 200).

III-2-2 - Fonction de Cross-correlation et cross-spectre

Soient g et 8 deux fonctions semi-périodiques

+00 +oo

g, () =% col it fler col€c T feol] <4
(I1I-2 ; 3)
+00 +00
gz(t) =I co 2 Zlﬂf t f € R co2 €T I |coi| < 4o
m=-co , m==-c

Effectuons l'union des suites fi et f

N N &
(£} = (€1 U £d)
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et posons

. 1 _ 1
. si @m | £ = fq alors co o
Cq = => b} |cq| < 400
sinon O Q==
. 2 _ 2
. si @m l,fm = fq alors co_ o
Cq = => n ‘qu < 4o
sinon O Q==
ce qui permet d'écrire :
, 1 2imfgt
gl(t) = % c et'd
Q=== (I1I-2 ; 4)
2 2imfqt
g,(t) = L cje 1iq
q:—OO

Pour calculer la fonction de cross-correlation de g, et g, nous utiliserons

la définition (III-1 ; 1) puisque g, et g, ne sont pas a support borné.

Introduisons la fonction g1 Q§ g, dont la limite pour O - © nous donnera

g € g

. gz(t+u)dt

]
@] -
o™,
o @
o
—
Vo'
(—f
p—

[e, <€ g,] (W)

o .
= +00 e .

_1 gz . (2 oL -2ty 5 Cczl o 2iTEq (tHu) 4
-2

m=-—co = =00

que l'on peut écrire, compte tenu de la convergence des séries des modules

de C1 et C2
m m




ITI-6

0
+00 e F00O N v . .
[g, CC g, J(w) = % <os 2 g2imiqu 1 27 MeZlTT(fq'fm)t dt
17y =2 - fw 5 6
m=e q=-o .

+00 e +00 sinm(f -f )0 .
S R S o, T Amgu (1142 ;5
q=_°0 q. q. N==-00 q- q m

m#q

[, cc g,] (w)

Lorsque 6= <, g, CC g8, > 8 CC g,

(g CCglw) = = ¢ (I1T-2 ; 6)

La fonction de cross-correlation de deux fonctions semi-périodiques est aussi
semi-périodique. Sa transformée de Fourier nous fournit le cross-spectre de

g et g qui est donc la distribution

8 { (I11-2 3 7)

Une autre écriture peut &tre employée falsant apparaltre le module du coefficient

de chaque fréquence et la phase qui est associe a cette fréquence, :

‘Nous avons vu que Cl €EC et Czye ¢.
q q
"P:oséns =yl e_iq%l avec 1. €R g€ [o,2n[
' qa 9 q ’ q ’

. 2
co = rg e 1% avec ré €ER cpgl €. [0,2n]

[N
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Les expressions de 81 et g, deviennent :

400 . . 1
g,(t) = I ré A (2mEgt=%g)
q:—OO
La fonction de cross-correlation s'écrit alors :
+00 . 2 1 .
[g, CC g,J(w) = 2 L2 omilegRy) 2y (I11I-2 ; 9)
) q=—e 14
et le cross-spectre :
s o2 .1
Pog = I r(ll ré e“l(%'q’q)af (11I-2 ; 10)
1°2  g=-« q
En désignant par Il et I2 les ensembles d'indices tels que
I. ={q €7] 4oy
1= 1a q «
1,=1{q €2 |c#0}
2 ! q g
on obtient :
1 .2 _i[2nf u—(CpZ—C;Jl)]
[gl CC gzl(u) = z rd rq e q q 9’4, N
q€IL; NI, (II1-2 ; 11)

et o2 1
p = 2 e’l(thqh)af
glgz qellnlz q q q
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La fonction de cross-correlation de deux fonctions semi-périodiques ne
"pecueille'" que les fréquences communes aux deux signaux. Le module du
coefficient de chaque fréquence est égal au produit des modules des coef-
ficients de chacune des fonctions pour la méme fréquence, la phase at-
tachée 3 cette fréquence étant la différence entre la phase de la 2éme

S
fonction et celle de la 1°°°.
La fonction de cross-correlation de deux fonctions n'ayant pas de fréquence

commune est la fonction nulle.

Le cross-spectre de deux fonctions semi-périodiques est une distribution

de masses de Dirac complexes sur R.

III-2-3 - Fonction d'Auto-correlation et Spectre de puissance

T 2imE t

g8 =8, -8 g(t) = I qelﬂq ch(E

ou
i L (2mf t-
g(t) = 1 1 et (it r ER

R~ q

Les formules (III-2 ; 6) et (III-2 ; 9) deviennent

e 2 2irf e 2 2imf
[gCC gl(w = = 1cq| e“tMat - 5 (x)" e 1Tiqu (I1I-2 ; 12)

q:—oo q:—oo

La fonction d'auto-correlation d'une fonction semi-périodique a tous ses
coefficients réels et positifs.(Les déphasages ¢a ont disparu). Ce quil

entralne que, quel que soit u :

I[gcc gl = |[gcC gl ] (11I-2 ; 13)
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Pour le spectre de puissance de g , (I1II-2 ; 7) et (III-2 ; 10) se trans-

forment en

+00 +00 l

q = q l

Le spectre de puissance d'une fonction semi-périodique g est une distri-
bution de masses de Dirac réelles placées aux abscisses f_ et proprotion-

nelles au carré du module du coefficient correspondant.

I111-2-4 - Fonctions réelles

Nous supposons fo =0
<O =>f <0
4 q

>0 =>f >0
q q

Si gy et g, sont réelles, on a alors

L=l er 2 =rler
0 0 o] o)
t quelqu it : f =-f
et quelque soit q @ -q q
1 _ T 2 _ 2 .
= C . c” =c I111-2 ; 14
9" "q -q ~ q ( )
Si, comme on 1l'a wvu i
1 .2
1 _ .1 -1, 2 _ 2 -igy
c-=1-¢e 9 ct=1"=e
q q q q

cela entraline

. . 2
1 _ .1 1 ~ 1
ct =1 e 9 c” =71 e
q q 4

- 2 _ .
§ D () 7sg (I1I-2 ; 14)
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g et g s'écrivent alors :

gl(t) =rts2 5 ol cos(2wfqt—¢é)
=1 (I11-2 ; 16)

L2 2 2

gz(t) =71t 2 qil rq cos(Zqut qh)

Fonction de cross-correlation

1'r2+2 r Y
oo ,

- 1
[g CC g,|(u) =1
1 Zl =1 ¢

2 2 1
2mf t- (- I11-2 ; 17
q cos(2m q (¢h qﬁ)) ( )

=> si g et g sont réelles, leur fonction de cross-correlation l'est aussi.

= —5 T — ’
s+ 1 rir? e (%qR)s o o () ¢ ] (ITI-2 ; 18)
=1 41 fq 4

Le Cross-spectre reste une distribution de masses de Dirac complexes.

Fonction d'Auto-correlation

[g CC gl(w) = (TO)Z v 2L (Tq)z cos Zﬂfqt (II11~2 ; 19)

q=1

Fonction réelle paire , quelque soit u, |[g CC glw| = [g CC g](O)L
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preiipnipufpP Pt Wpwiompuipupupuioguuind

= (r) %+ 1 (rq)z[csf +a_fq] (I1II-2 ; 20)

P
& q=1 q

Distribution de masses de Dirac réelles symétriques autour de l'origine,
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CALCUL APPROCHE DU CROSS-SPECTRE DE DEUX FONCTIONS
QU DU SPECTRE DE PUISSANCE D'UNE FONCTION A PARTIR DES D.F.T.
DE LEURS ECHANTILLONS

Au chapitre II nous avons vu comment, partant d'une fonction g échantillonnée
.+
aux instants k % (k = 0,...,N-1) , calculer la D.F.T. du vecteur g de composantes
g = gk %p revenait 3 calculer la Transformée de Fourier de la distribution L Ag

N
(G = 0,...,N-1).

pour les fréquences

= o

Sachant calculer la D.F.T. de fagon avantageuse grace a l'algorithme de
Cooley & Tukey, nous allons voir comment l'on peut conserver le bénéfice de cet

algorithme dans le calcul approché du cross-spectre et du spectre de puissance.

IV-1 - DISTRIBUTION DE CROSS-CORRELATION DES DEUX DISTRIBUTIONS Agl et Agz

SCHWARTZ (DJ p. 130) a montré que le produit de convolution de deux dis-

tributions de Dirac est une distribution de Dirac et que

8, % & = 80 (IV-1 ; 1)

Par analogie avec la propriété (III~1 ; 4) du produit de cross-correlation
de deux fonctions & support borné, nous définirons le produit de cross-correlation

des deux distributions Agl et Ag2 comme étant la distribution
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1 T
| Mgy CC bg, = 5 (bg)" x g, - (Iv-1 ; 2)
ou N-1 = N-1
Ag, = I g 6T => (Ag,) = ¥ g 6,T
1 k=0 k kN 1 -0 lk —kN
et N-1
A Ag, = L g, 6T

ce qui entraine, d'aprés (IV-1 ; 1) :

N-1 N-1

1
T Z g, 6, 4T
N zq CRI

Ag, CC Ag, =
1 2N 0 Ik g0

En effectuant le changement de variable
p = q-k => q = p+k

p balayera les indices entiers de -N+1 3 N-1

N-1 N-1-k

Z )} 8 T
k=0 p=-k “k ‘k+p PN

e

Ag, CC Ag2 =

1
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1 -1 N1
Ag. CC Ag, = % z (2 g, g ) 8. T
1 2 N el k=p N Zkep
N-1 N-1-p
+ I (2 g &g )6 T
p=0 k=0 Ik k+p PN
N-1
Ag, CC Ag, = L @ 6T
1 2 p=-N+1 PPy
. N1 (IV-1 ; 3)
si -N+1 <p <O : §. L g g
k=-p k “k+p
avec =
¢b .
1 N-1-p —
si 0 <p s N-1: N .t g1. &
k=0 "k “ktp

(p = -N+1,...,N-1), chaque poids a l'abscisse p%

IV-2 - CROSS-SPECTRE DE DEUX DISTRIBUTIONS

correlation.

C'est une fonction de la fréquence f :

N-1

5 [agy CCAgl(H) =< £

§.T (t), e
p=-N+1 P Py '

La cross-correlation de deux distributions de masses de Dirac aux abscisses
T . - . . T
kN (k = 0,...,N-1) fait donc apparaitre des masses de Dirac aux abscisses Py
étant formé de la somme de

produits de poids de la premiére distribution par des poids de la seconde.

C'est par définition, la transformée de Fourier de la distribution de cross-

—2iﬂft>
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N-1 P
&ag ccaglH) = T g o 2ATEPY (Iv-2 5 1)
Pour f = %- on obtient :
: N-1 . ip
-2im
y [Agl cC Agz] (‘JT") = ~ Z CPp e N
p=-N+1
N-1 e J(p-N) Y iE
=G, + 3 [cp-NemL%"HoemN]
- P p
p=1
N-1 s JP
=g+ I (o o) e TN
p=1 P
En posant cp(') =v on et, pour p € {l’,.ﬁ,N"l} : Cp' = cpp_N+ch

on obtient :

. N-1 ._ip
-21im
S [ag) CCagylp) = 3 @ e ™ N
p=0
avec (Iv=23 2)
QN1
P =x.t g
P Nyoo "Ik “Zep(mod N)

Calculer la Transformée de Fourier de Agl CC Ag2 pour les fréquences %

>
(j = 0,...,N-1) revient donc & calculer la D.F.T. du vecteur Ny'.
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IV-3 - RELATION ENTRE LE CROSS-SPECTRE DE DEUX DISTRIBUTIONS ET LES TRANSFORMEES
DE_FOURIER DE CES DISTRIBUTIONS

Par définition, la cross-correlation des distributions % Agl et %-Agz

nous est donnée par :
1 1 1 .1 \T 1
(§ 2g) CC (F 28p) =7 G 28)) * (f 2g,))
En prenant la transformée de Fourier on obtient le cross-spectre :
1 1 _1 1 T vl
F G bep) CC G tep] = %[ 2en]-Flx ag,]
On montre aisément que :
&[G og)] =GR 5] = G ag] (V-3 5 1)

dtou :

1 1 larl g 1
S5 bg)) CC Gy Agp] = 7% [ 2ey] - & [y 2g,)] (IV-3 5 2)
Si 1l'on a effectué la D.F.T. des vecteurs é; et é;, on a obtenu :
- 1 j - 1 j
Gij =Sy bggllp et G'zj =Sl 28,

D'ol :

& [ ag) € G Ag )@ = =T . 6 (1V-3 ;5 3)
N 1 N 2 T N 1j 2
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Partant de 2 fonctions 81 et g, dont l?f valeurs aux abscisses k—
(k*i; y+++,N-1) ont formé les vecteurs gl et gz, ‘calculer leurs D.F. T1 ;Ei
eth puis effectuer le produit compeosante 3 composante des vecteurSN G‘
eth revient donc & calculer le cross-spectre (qui est une fonction) des

distributions é Agl i Agz pour les fréquences % (j =0,...,N-1).

On peut aussi écrire

T [Ag, CC 0g,] (8 = NG . G, (IV-3 ; 4)
1 2 ; ;

IV-4 - CALCUL APPROCHE DU CROSS-SPECTRE DE 2 FONCTIONS OU DU SPECTRE DE PUISSANCE
D'UNE FONCTION

IV-4-1 - Premiére approximation

Nous avons vu au paragraphe (II-3-1) qu'ad toute fonction g, non périodique,
prenant les valeurs g aux abscisses k% (k = 0,...,N-1), on savait associer
une fonction g, nulle en dehors de [Q,T[ , et coIncidant sur [p,T] avec
la fonction périodique gr ayant pour coefficients de Fourier les Gfu

(j = 0,...,N-1) et telle que )

1
o
%
—

~ T
g(k—N) = g pour k

Et l'on avait :

FIEl (b = T 67 j=0,...,81
T 3 5

(V-4 ; 0)
§[§]C%N)=TG; j= RNl

Si, de la méme fagon on associe §1 a gy et §2 a g, et que 1l'on forme leur
produit de cross-correlation (a partir de la définition (III-1 ; 2)

puisque él et EZ ont le méme support borné [O,T[) on obtient

(B, CC gl =7 /o § (1) . g,(tru)du
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et, d'aprés (III-1 ; 4)

. ~ 1 LT, o
81 Cg =7 8 x8g

En prenant la transformée de Fourier on obtient le cross-spectre :
1 ~
P. ~ = .
g, T ST - Flg,)

qui, compte-tenu de (IV-4 ; 0), prend aux abscisses %-les valeurs :

1 . . N
P. . & =TG, .G j = 0,000,y -1
g8, T 15772 )
(IV-4 ; 1)
j-N e - . - N
P. . ) =TG .G j o= ,ee.,N-1
£,8, T 1j 2j 2 ’

Dans le cas ol g1 =8 =8, on obtient pour le Spectre de Puissance de g :

j -2 . N
Pg(%) =T|Gj| J=05epy -l
(Iv-4 ; 2)
"'"N - 2 . N
Pé(lT"J = TlGjl , J = 73""N"1

IV-4-2 - Deuxiéme approximation - Cross-spectre de §i et @2

Si, comme on 1l'a fait pour g au paragraphe (II-3-2) on forme §1 = Aglxh
et §2 = Agth, ces fonctions ayant le méme support borné [f %,T],

leur fonction de cross-correlation s'écrit :
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A A _ _N DR TV-4 -

Le produit de convolution &tant commutatif et associatif :

N _ N T T
g cCg,= )T (Ag; xAg,)x(h xh)
—_ 2
A N
h' = h = g CC 8, = qapyr (A& CC bgy) x (hxh) (IV-4 5 4)

La fonction de cross-correlation des fonctions Qliet @2 est donc le résultat
de la convolution de la distribution de cross-correlation des distributions

N2 Ag; et Ag, avec la fonetion hxh.

(N+1D)T

Le produit de convolution de la fonction h (def. (II-3 ; 2)) avec elle-méme
. 2 . . ; 2 2T-

est une fonction réelle, paire, nulle en dehors de 1l'intervalle [7 T%-, —Nj

et qui vaut :

[hxh] (v) = -16[3 'I,IZI; Iv]3-6 Tl\l Ve+d -E—I] pour 0 < |v| < %
(Iv-4 ; 5)

[hxh] (v) = %‘ [- I;;— IV|3+6 %«]- V2—12‘V'|+8 %] pour :Il\;— < |v| = —ZNI
' Dﬂh]est continue aiﬁsi que ses dérivégs premidre et seconde.
D'autre part (voir (IV-1 ; 3), (Agl) cC (Agz) s'écrit :

| N-1
(hgy) CC (hgp) = %% “my (V-4 5 6)
N-1

si—N+1Sp<O:~1- % —g—l—_gz

Nkep Tk Ziep
avec ¢ =
P 1 N—l"p N
siOSpSN—1:~N )3 8. 8
k=0 k “k+p
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On a donc :

[, CC &,] (1) = z 9, - [h] (¢- ) (IV-4 ; 7)
p=-N+

Quelque soit t € R, on peut trouver q € Z et u € ED, %{_ tels que
t = 4% +u. En posant qb =0sip € {-N+1,...,N-1}

[B) CC 8,] (o +0) = o, [oxh] (w)+epy g (o] o

+

@[] (ur )+, [s] (o )

T 1 N2 3
Lgl cC gz](QN +u) =% [(th_3¢a+1—¢a—lf¢h+2) EZ'“
N 2
+(—6¢h+3qh+l+3qh_l) T U
+ (341731 )u (Tv-4 3 8)
+(Ap 4o +p ) o]
q q+1 q-l N

8 s 1Ty o T
u=0 [8 CC 8llap = g [eog+Pyu -1

T A T T
u > N [@1 CC gz:] (qN +U.) - _6'N' [_cpq+4cpq+1+cpq+2]
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La fonction de cross-correlation de §1 et de §2 est continue et l'on peut vérifier

qu'il en est de méme de ses dérivées premiére et séconde.

Sa transformée de Fourier, cross-spectre de gl et §2, vérifie compte-tenu de
(IV-4 3 u)

2 |
_ n ~7 _ N g 2 .
P28, G [, cc g,)] = qwryr S [ep) cC (ag] (F D av-4 5 9)

et, pouf une abscisse de la fréquence égale a %-, (IV-3 3 4) et (IV-3 ; 5) entrainent

.G, jexr
IN N jy = 3 (uod N)ELO, ... N-1}|

(IV-4 ; 10)

Pour le spectre de puissance de la fonction g on a :

sinm

) =
Py = T

Zf

N

2
= T )

- 2 .
T !Gj ') ez

N iy = 7 (mod N)E(O, ..., N-1)]

N_
(IV-4 ; 11)

Si les résultats donnés par la premidre approximation -((IV-4 ; 1) et (IV-4 ; 2))
ainsi que ceux donnés par interpolation linéaire sont satisfaisants dans le cas de
fonctions & support borné (voir exemple numérique en annexe), il n'en est pas de

‘méme pour les fonctions semi-périodiques.
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IV-5 - CAS DES FONCTIONS SEMI-PERIODIQUES

IV-5-1 - Généralités-Cross-spectre fini

Le probléme que l'on se pose est de localiser les fréquences communes a
deux signaux semi-périodiques, de déterminer 1'importance relative des coef-
ficients attachés 3d ces fréquences et le déphasage d'un signal par rapport

~ ] Pd . 1

d l'autre pour chaque fréquence, lorsque ces signaux nous sont connus que

2 . . T
par leurs échantillons aux instants kN k=0,...,N-1.

Nous avons vu (III-2 ; 9) que le cross-spectre théorique de deux fonctions

semi-périodiques complexes était la distribution.

+00 . 1_ 2
= 71 rer‘l el(ch ch)Gf
== 4 aq

P
818

La répartition des fréquences fq sur R nous étant inconnue, et ayant la
contrainte d'opérer de facon discréte, nous choisirons une échelle

arbitraire de fréquences sur R

avec l'hypothése que pour tout ¢ tel que |fq| > gT- 1'on puisse négliger

les coefficients rl et T .
q q
Cette échelle de fréquence étant choisie, nous voudrions calculer pour
chaque indice j une grandeur V;z proportionnelle aux coefficients
: sl 2
1.2 i(p.~p7) . . . .
. Irr des masses de Dirac de la distribution P
- Tqfq © 1 4 - AERR Tagn

abscisses fq voisines de % . Naturellement cette grandeur V:? devra &tre

e placées & des
le moins possible affectée par des masses de Dirac situées loin de %-Sur
la droite R. Un autre aspect important est la "conservation de 1l'énergie"
quelque soit l'emplacement d'une masse de Dirac du cross-spectre entre

j j+1 . .

% et lTr- le total de ses.contributions dans le calcul de Vj et de Vj+1

devra varier le moins possible.
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L'idéal de ce que nous voudrions serait obtenu en calculant ce que nous

appelerons le cross-spectre fini de g1 et“gz“et que nous définissons par

viZ = [p

: x h](%) (IV-5 3 1)

g182

ol h est la fonction définie par

: 1
-IMT  si Al <5

h(A) =

0 ailleurs

On aurait en effet :

12 o2 '
Vic=<s3 clefs, (& -A), h(A)>
j cod a £ °T
q q
12 T i
T h
Y I Cq SR i)
En posant
_ -1 j+l
={q€z| £ € P, I
- _ ] 1 1
Q€I = £, =+ e e € 1 7
viZ - 5 - eI ' (IV-5 3 2)
J qu q q
j

Chaque masse de Dlrac n'influerait que sur les V. et V. +1 correspondant

J J

aux frequences T-et lT— qui encadrent son abscisse fq sur R et_la somme

. . : 1 2
de ses contributions serait rigoureusement constante et égale a C C

qa q°
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e - 12 .. . . .
Malheureusement pour obtenir le cross-spectre fini V7 il faudrait calculer

la transformée de Fourier (pour les valeupsﬂ%m) du produit de la transformée

inverse de Fourier de h (qui est connue mais dont le support n'est pas borné)

ar la fonction de cross-correlation de et ue l'on ne connait pas.
p 81 2 4 , p

IV-5-2 - Exemple
Supposons que gy et g, soient de la forme

. 1
gl(t) - rl el(Zﬂft—cp )

. 2.
gz(t) 1FZ el(ZTTft—CP) .

et que, l'échantillonnage étant fait aux instants kI- k=0

N

on ait les inégalités

N
O<f<7T

- -
La D.F.T. des échantillons gy et gy nous fournit (II-1 ; 7)

[*]
i

= <SG -0, [l >

j 1 -igh,
<G AN -0, o e s 00>

[*p]
i

. 1 .
=1 G N ()

et

(]
I

. 2 .
S =1t PG N -

(IV-5 ; 3)

cesN-1)
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Si 1'on forme le produit G .GE (3 un facteur prés c'est la premiére
approximation du cross- spec%re Ae deux fqnctlons pour la fréquence l~)

on obtient :

It

1 : 2 .
e G N G -5 % § [N )

201 .
W= vl ) s -6 )2

-1 § (IV-5; 4)

et la transformée de Fourier de A/N étudiée au paragraphe (II-1-2) nous

donne

$ N )2 = (ST (IV-5 ; 5)
N sinm N A

(voir courbe figure 1)

avec les valeurs particuliéres

|5 [a/N] (0) /% = 1
(IV-5 ; 6)
1SN =0 P =1,2,...,N1
‘si f = %- on aura :
W= rip? e—i(qg—q})
1 (IV-5 ; 7)
W; =0 i#q

et c'est ce que nous désirions puisque cela permet de déterminer le produit
1.2
rr

et la différence de‘phase q@-q} entre les deux signaux.
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Par contre si f = %-+€ avec € € ]O,%{

on obtiendra e
o2 1 . .

1.2 -i(e™-9) ( sin m(j-g-€T) )2

Wj=I‘I‘e

e (IV-5 ; 8)
N sin N (j-q-€T)

On assiste 8 un "étalement" du spectre (voir figure 4).

sl 1
Dans le cas le plus défavorable ou € = é%- , en posant T = rlrze i(e™-o ),

on obtient en supposant N grand

1 2 2,2
W =W =I(———=)" = ()T
4 a*l (N sin -——-TT) )
2N
1 2 2.2
W . =W =I(——=2)" =2 ()" T (IV-5 ; 9)
a-1 qa+2 N sin "‘317\; 3
1 2 2.2
W, =W o= () 2 ()T
q-2 a*3 N sin “'"211:] >
~ 2’

A une distance égale a =~ de 1'abscisse réelle de la masse de Dirac du
spectre on recueille encore 4 % de ce que l'on a recueilli 3 une distance

P ~ O . e . 2 oN o ° 3
égale a ~%§ qui ne représentait dé&ja qu'environ 40 % du poids réel.

Divers procédés sont connus pour "resserrer" le spectre (cf.[4]p. 98).
Nous en montrerons deux connus dans la littérature sous le nom de Hanning
(du nom de Julius von Hann) et de Hamming(du nom de R.W. Hamming) et un

troisidme qui sera optimum dans un certain sens.
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IV-5-3 - Hanning

Ce procédé consiste a remplacer Gi et Gg par une pondération (0,25}0,5|0,25)

avant de faire le produit du conjuéué de 1dun par l'autre.

¢ = 0,25 6] +0,5G] +0,25 G (IV-5 ; 10)
j j-1 j j*1
= <0,25 G [N A -0 + 0,55 [N 1>
+0,25 F [A/N Gt -0, F [g] 00>
= <| & [W/N]x(z 6 1 Toe g L] & -0, F [gl >
en % + 260 L 5,1 (W) = Z (+cos 21 ) = u(u) (IV-5 3 11)
T
dBn - SN -0, F gl
J
G‘f‘;‘n = 5 [ig, /N ) (1V-5 5 12)
De méme :
Glgjn = § [ug,/N] (%—)
avec
N-1 )
gy = T WGP & D S
N
N-1
1 k.
= % = (1+ 21 =) §
o 2 IR By K

N




V=18

Pour que Vg soit une dlstrlbutlon ne falsant 1nterven1r g que par ses-

valeurs aux abscisses k—-(k = 0,1,.

est :

N-1

V= % v, 9
k=0 © XL

On va déterminer

YO

N :
y€cC Y=o
‘ N-1

de fagon que la quantité

1
BT IS [ ax
B = = =
IS oot a

soit maximum.

oo sN- 1), la forme la plus générale de V

(IV-5 ; 15)

(IV-5 ; 16)

On a :
N-1 . T
: - k
q;[V](A) = kZO Y © ZIWN A (fonction de période % )
% N saing Do, N1 ginl an
( Iy N e“T™N M ax
1 x © :
g = N
" N-1 T N-1 T
H . -
‘} 21 .y (s Yk ZlTrN kX ” 217r )d)\

47 7T K0

q=0




1
N1
ST 1 (z kal + % LY, Y e217T qk)x)dk
"-T— k=O
TN
, N-1
Tyl 1 1y ¥, AN,
- N k=0 q
i\
N-1 2im(q-k)A] /T
T 2 Ial®E 3 i e 5 -7
o - k=0 K i ga K amTak) !
N-1 2im=(q-k) A
N %)y | +5 LY, Y N [e” (qu ) IQT- - N
k 0 k K qfk k 'q 7T (g-k) 21 2T

. -k
2NZ|y|+ZZy\7Sm2ﬂﬂN_
Ny K q;ékk q m(a-k) (IV-5 ; 17)

I

2 Iy
k=0 K

‘En posant

g"]%siq=k

1

M. =<

qk ‘? -
%sinZnﬂNl—(- .
SRy SAT K

et Yt = YX, (IV-5 3 17) peut s'écrire

‘ =L 20 \ (IV-5 ; 18)

et 1'on sait que le maximum d'un tel rapport est atteint lorsque Yy est
proportionnel au vecteur propre U, correspondant d la plus grande valeur

propre 0 de M et dans ce cas B = Oye




N

Y=pu pGQIWVuOElR

o]

Pour la facilité d'emploi nous prendrons y € RN et nous choisirons p de -

fagon que “S‘ [VX/N] 0 =1

N-1
X Y., =N
k=0 X

I u
k=0 °k

Y étant vecteur propre de M correspondant & la valeur propre % vérifie :
N-1

k-—Z-O Mq,k Yk = % Yq qg=0,...,N-1 (IV-5 ; 20)

et pour q' = N-1-q
N-1
L Mi1qrk Y = % "W-1-q"
k=0
De par la définition de M

| sin Z'rr(—-——qf-————l\l_liI '_k) .‘
Mteqr e ™ AT Mg N1k

N-1
= kfo Mot N-1-k "k T %YN-1-q"

En posant k' = N-1-k

N-1
L M
q

K=o @'k W-1-k' 7 %0 YN-1-q!
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Si l'on définit le vecteur X,par

Xp = YN—l—p Vp e {O’ 200 ,N_l}

On obtient

N-1 P
L. M =0
=0 q',k' k' o q'
=> Le vec‘céfur”}‘7 est aussi vecteur propre de M correspondant 3 la méme valeur

propre GO que Y. Etant tous les deux normalisés
)\:Y
c'est-a-dire

Yp = IN-1-p ¥p € {0,...,N-1} (IV-5 ; 21)

La figure 7 représente les composantes du vecteur Y obtenu pour N = 16
(On a alors B = g, = 0.9816) et N = 32 (o, = 0.9812) (xx)

Utilisation

—— o = s

Voyons ce qui se passe lorsqu'on remplace A par V dans le produit dved la

fonction g

<Vg,p> = <V,gp>

N-1
P
S
%% Lorsque N éstngrand; la forme de la matrice M permet d'en calculer la plus grande
valeur prbprenét_ié Vecteur propre correspondant sans la rentrer compldtement en

machine puisque qu'une seule de ses lignes permet de la déterminer compldtement.
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N-1
=< 2 Y g Syp P
=0 X -
N-1
=> Vg = I Y ngkT (IV-5 ; 22)
k=0 -N—

. . . 1 ¢ . N
Vouloir faire la convolution de‘f"g avec qj V revient donc a effectuer

une pondération des échantillonnages gy par les Yk'

Si 1'on effectue cette pondération simultanément sur les échantillons g1
et gz des fonctions gy et g, en calculant le cross-spectre des distri-

butio%s §'Vg1 et § ng on obtient

o2 1 .
WJth - ﬁ'i—— . Gé - rlrz e‘l(cP -¢7) Ig [V/N]lz(% -£)
] J

Voir les résultats obtenus sur 1'exemple numérique.

La courbe de la figure 8 est celle de |§F[V]|2(X)
On a également représenté (Fig., 8' ) les variations de la somme de
|G [V1|2(>\) et de | [V] |2(>\- Tl‘-) sur 1'intervalle [0, 71'—]

On voit que cette somme ne s'écarte que de 3 % de sa valeur moyenne.




POSSIBILITES ET VARIANTES DE L'ALGORITHME DE COOLEY & TUKEY

CONVOLUTION - LISSAGE TRIGONOMETRIQUE

V-1 - D.F.T. SIMULTANEE DES ECHANTILLONS DE DEUX FONCTIONS REELLES

Sodent g1 et & deux fonctions réelles dont les échantillonnages aux instants

k% (k = 0,...,N-1) ont fourni les vecteurs é} et é} .

Si l'on désire calculer les D.F.T. (ou les I.D.F.T.) de ces vecteurs nous

allons voir comment cela est possible en n'utilisant l'algorithme de Cooley et

Tukey qu'une seule fols au lieu de deux.

Supposons que

> D.F.T.
8 —

et

- D.F.T.
22—

_— — —

G, = RG1 + 1IG1
—_ — —_—

G2 = RG2 + iIG2

3 AN

RG,

g; réelle entraine

1’

zZ|+

=z

RG,

5» 16, € R™

N-1 . (N-j)
5 e 21T N
k=0

N-1 . jk
1 oe Nogy




G
lN—j
De méme
o
2N—j
Posons
8k T

et calculons la D.F.

== Gl_ = RG]_. - lIGl- e e
= G = RGT - iIGT
2. "2, 2,
j J J
g + igz k = O,.--',N"l =13 2)
k k

T. du vecteur complexe ainsi obtenu.

On a
Gj = RG] - IG, + i(RG, +IG )
et ] . ! .
Gy-j = RG + IG, + i(RG, -IG| )
j j j j
soit en posant
G = RGE + iGE j=0,...,N-1
RG] =1 (RG\RGL.) RG] =L (16D .+IG7)
L Z TN 25 2 N-j T
(V-1 35 3)
6] =1 (I63-163 ) 16, =% (ReL .-IG7)
L Z 2N 25 2 N-] T

=> pour calculer les D.F.T., de deux vecteurs réels on peut calculer la D.r.T.

du vecteur complexe

ayant pour partie réelle le premier vecteur et pour partie

imaginaire le second et reconstituer parties réelles et parties imaginaires des

résultats par les formules (V-1 ; 3).

Méme possibilité avec 1'I.D.F.T.




V-2 - VARIANTES DE L'ALGORITHME DE COOLEY ET TUKEY

V-2-1 - Variante n° 1

Tel qu'il a été décrit au chapitre I, l'algorithme de Cooley et Tukey
fournit un vecteur résultant éjayant autant de composantes que le vecteur
de départ §} Dans certains cas, on peut ne vouloir calculer que les pre-
miéres composantes de ﬁ (correspondant aux fréquences les plus basses).
Nous allons montrer que cela est possible tout en conservant les avantages
de 1'algorithme initial dans le cas ou l'on veut obtenir un vecteur ébayant
2“ composantes (j = O,..,,ZM-l) ad partir d'un vecteur E ayant N compo-

santes (k = 0,...,N-1) avec

N=qQx M Q €N (V-2 3 1)

Supposons donc que l'on veuille calculer

o1 2indK
= I e Qx2 M

G; pour j = 0,...,2 -1 (V-2 ; 2)

T k=0
e s . s A oy M1 Lo .
L'indice k variant de 0 a Q x 2 peut s'écrire de fagon unique :

{ r € {O,.o,,fw—l}

k=1 x Qs 4 (V-2 ; 3)
s € {0,...,Q-1}
L'expression de doevient

Q-1 M1 2anls)
= 3

T e Q<2

G;
J s=0 1r=0 ger+S -
. M . T
Q1 2im M1 2imlc
G, = £ e Q@ Ty o M ) (IV-2 ; 4)

J s=0 =0




3S) ¢ g2

ol g est un sous-vecteur de g (g

ST

En posant _ it
¢ - 1pEt. @) pours = 0,...,011
(V-2 3 4) s'écrit

_Js_
o - Qzl ezanxZM G§S)

J s=0

Soit, en notation matricielle :

Q-1
¢= 1 p°¢ls (V-2 ; 5)
s=0
2im—do "
oi D est la matrice diagonale Djj =e QX2 j=0,...,2-1
On est ramené d appliquer l'algorithme classique a 1'ordre ZM simultanément
aux Q sous-vecteurs g(s) de g, d multiplier les résultats G( s) par des

matrices diagonales et d en faire la somme.

Colit : pour chaque G(S) : M x £W_1

pour chaque produit DS.G(S) : ZM

M- 1+2M

Le tout Q fois, soit : Q x (Mx2 ) = (M+1) x N

V-2-2 - Variante n°® 2

Dans l'algorithme initial, le pas en fréquence est fixé par la longueur de

1'intervalle [O,Tj sur lequel on a échantillonné la fonction (voir II-1-1)

Af =

3|




I1 est possible de choisir un pas en fréquence multiple de celui-ci :

Af' = d €N

Hl e

dans le cas

G.=:[Mﬂé%é = 1 e @M pmn‘j=(L.“,?t1
| (V-2 ; 6)

t € {0,...,d-1}

K €10, ., a1} s> k=tx Msy

r €90,...,2M1}
Mg zm—%{% d-1
G. = Z e L 8. M
] =0 t=0 T
My ZiTrJé—I\lfl
G. = I e g V-2 ;7
J =0 T

Pour cela il faut donc appliquer l'algorithme classique & l'ordre ZM au
. g

~ -
vecteur g somme de d sous-vecteurs de g

”—dgl -0,....2% )
&r © =0 BtxMar FE Ve

La procédure CTG en ALGOL présentée en annexe autorise les variantes 1 et 2.

Elle nécessite N =Q x d x ZM.
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V-2-3 - Variante n° 3

Pour concilier la possibilité de calculer simultanément la D.F.T. de deux
échantillons réels (V-1) et les variantes 1 et 2, on a écrit la procédure

CTGSYM (voir annexe) qui calcule

- Sheldyh w6 - g e

Zi=

(V-2 ; 8)

pour j = 0,...,2 -1 et j= -2 ,...,-1.

CONVOLUTION DISCRETE DE DEUX ECHANTILLONS

V-3-1 - Définition

Soient deux vecteurs gl et g2 correspondant aux échantillonnages aux ins-

tants k—-(k ..,N-1) de deux fonctions g et g;-

: N
Leur convolution discréte est le vecteur gg dont les composantes sont les
poids des masses de Dirac du produit de convolution des distributions Agl

et Agz.

N-1 N-1
(Ag:) % (Ag,) = 2 g 2 g T (V-3 ; 1)
1 2 20 T 4=0 2 (k+q)N

Posons

p = k+q => q = p-k

N-1 N-1+k
(Agy) x (0gy) = L g I g o T
1 2 =0 Yk p=k p-kx PN

Z(N—l) mln(p N-1)

I

g, 8 )81
p—O k=max(0,p N1) Tk Zp-k PN
2(N-1)
Ag,) x (Ag,) = = §.T V-3 5 2
(Agy) x (Lg)) £y £l (V-3 5 2)




. . ~ . N ZN"'
La convolution discréte de deux vecteurs de C est donc un vecteur de C 1

défini par

min(p,N-1)
gz p=0,...,2(N-1) (V-3 ; 3)

gg, = ) g
T jmax(0,pN1) ek

V-3-2 - Convolution discréte regroupée

~

> . . - .
C'est le vecteur gg' de GN construit d partir de gg de la fagon suivante :

gg{):ggp"-ggp_FN p=0,ooo,N"2
(V-3 ;4
88N-1 T 88N-1
ce qui revient a :
N-1
g': % g g p=0.--N_1 (V-S'S)
gp k=0 lk Zp—k(mod N) ’ ’ ,
V-3-3 - D.F.T. et I.D.F.T. de gg'
g La =t e
ae} Glj : sz v S [(ag) x (L] P
, (V-3; 6)
+ + + P j
GG'Y =G . 6, = 5 [(ag) x (bg,) @)

J J




V-4 - LISSAGE D'UN ECHANTILLON

Supposons que g soit une fonction semi-périodique :
= 2imfyt |
g(t) = 1 ¢, et (V-4 5 1)

m==>

Sa transformée de Fourier est la distribution
G= ¥ «c_9 (V-4 ; 2)

Le lissage parfait de g qui éliminerait les composants de fréquence fm > F

reviendrait & multiplier G par la "fen&tre" CF

1si|f] <F
Cp(f) = (V-4 ; 3)
0 ailleurs
G* = G.Cp (V-4 ; 4)
= 5 oo (V-4 ; 5)
mGIF m
ol
Io=tmez| |£] <R
La fonction gxlissée serait alors égale a
gx - 3 ¢, eZl’lemt (V-4 ; 6)
m€l,




La propriété fondamentale des T.F. nous donnerait, compte~tenu de (V-4; 4)

g =g x§[cgl (V-4 5 7)

Pour lisser la fonction g en éliminant ses composants de fréquence supé-
rieure 3 F en valeur absolue, il faudrait donc effectuer la convolution de g avec

la fonction

~ sin 2mFt
& [Cpl (1) = =—=F— (V-4 5 8)
qui est & support infini.

Le fait de prélever des échantillons de la fonction g a raison de N valeurs
équidistantes sur un intervalle de longueur T n'entraine pas que l'on fasse dis-
paraitre les composants de fréquence fm supérieure a %%- en valeur absolue.

Du fait du repliement du spectre (phénoméne d'Aliasing) ces composants intervien-
nent d des fréquences fo =_fm (mod %) comprises entre - %%- et %% (voir pério-
dicité de%T $ [A] au §1I-1).

Une fonction g dont on sait que les composants en fréquence sont signifi-
catifis jusqu'a une fréquence fMAX devra étre échantillonnée N fois sur un inter-

valle de longueur T avec

>2fMAX

N
T
sous peine de retrouver en basse fréquence l'influence des composants de haute

fréquence sans pouvoir les éliminer plus tard par un procédé de lissage quelqu'il

soit.




V-4-1 - Premier procédé de lissage (cf. [5] LANCZOS p. 331).

+
Si 1'on veut lisser le résultat d'un échantillonnage g en éliminant les
composants de fréquence supérieure a4 F en valeur absolue (F < %%J on
peut procéder comme suit

_)-
1l - Calculer la D.F.T. de g

D.F.T.

& — j

2 - A partir de 6 construire le vecteur E* en posant (compte-tenu de la

remarque du § II-1-2)

4

.0 <) N _pdloXN
Gj si 0 < T <F ou F < T <

T

3

G’JF_-_
O ailleurs

. ez X
3 - Calculer 1'I.D.F.T. de éx qul nous donne le vecteur lissé g

I.D.F.T. x
G

~ Lafigure 12 illustre ce procédé qui est trés efficace mais

nécessite deux fois 1'emploi de l'algorithme de Cooley et Tukey.

V-4-2 - Deuxiéme procédé de lissage

-
On opére directement sur le vecteur g (gk ; k=0,...,N-1) en remplagant

chaque composante par une pondération faisant intervenir les valeurs voisines
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Formule & 2p*l points : gi = L Of B (V-4 ; 9)
s = —p S

en supposant gq =0siq#f{0,...,N-1}.

X ’ o . ~ > > .
g est le résultat de la convolution discréte de g avec o (voir § V-3).
3 P4 z . ° X
On peut considérer ses composantes comme les échantillons de la fonction g

telle que

X p
A.g™ = Ag % ( _Z ocschT) (V-4 ; 10)

S==p '—N—

En prenant la T.F. de cette expression

] P
3 [6g] ) = Fag] W F[ & a b () (V-4 3 11)
S==p —-I\T
. sT
Tl Iz) asasT] (\) = Iz) 0 e'mSW A sy (V-4 ; 12)
S:-—p _..: S:—p
N

S(A) est une fonction périodique de période %w
Nous allons déterminer les 0  de fagon d éliminer le mieux possible les

composants de fréquence fm telle que F < fm <~%% dans la distribution Ag .

L'idéal serait que S(A) soit la fonction CE/T(X) de période % , égale a 1
pour |A| < F et nulle ailleurs (le Premier'procédé de lissage se rgméne a
cela puisque l'on calculait S;[Ag](%) et qu'on l'annulait pour |%¢ > F).
Malheureusement S(A) a pour coefficientsde Fourier les as dont on limite

~

le nombre d 2p+l tandis que Cg (A) en a une infinité.

La détermination des Oy peut se faire de fagon que




+F 2

T s

N

2 2
j T Iso |

" 7T

B =

(V-4 ; 13)

g8oit maximum.

Le calcul est analogue 3 celui du § IV-5-5 et O est le vecteur propre corres-

pondant & la plus grande valeur propre (= B') de la matrice M'

2FT .
N si=aq-= k=-p,...,p
[ A .
qu- ' - (V-4 ; 14)
sin 27—+ (g-k)
N siq#k
m(q-k)
N p
On normalisera o de fagon que L  0Og = 1.
S=-p
On montre aisément que U_g = Og-
- On remarque que P étant fixé, les og ne dépendent que du produit de la

fréquence de coupure F par le pas N de 1'échantillonnage.
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COEFFICIENTS DE FOURIER
DU SINUS REDRESSE

2

t) = | Msin(t) c =1 = -
s(®) | E‘s | o G (2m+1) (2m=1)

Paramétres de la procedure CTG: N=128 , M=5 , D=1 , SIGNE = -1.0

Partie Réelle Partie Imaginalre
m
Exacte | Caloulde Exacte | calaiiée
0 1.0 I 9,999'-01 0.0 0.0
1 -6.667'-01 | ~6.668'-01 0.0 |  1.009'-07
2 ~1,333'-01 | -1.334°~01 0.0 2.109'-07
3 | -5.714'-02 | -5,724'-02 0.0 | 3.711'-07
4 -3,175'-02 | -3.185'-02 0.0 3,749"-07
5 -2,020'-02 ! -2,030'-02 0.0 | 5i110t-07
6 ~1,399'-02 | -1.409'-02 0.0 | 7.899'-08
7 -1,026'-02 | -1,036'-02 0.0 2.926'-07
8 ~7.843'-03 | -7.944'=03 0.0 | ~4,543'-08
9 -6.192'-03 | -6.294'~03 0.0 2.083'-07
10 -5,013'-03  -5.114'-03 0.0 9.080'-09
11 -4, 141'-03 | -4.243'~03 0.0 2.343'-07
12 -3.478'-03 | -3,580'-03 0.0 6.103'-08
13 -2,963'~03 | -3.065'~03 0.0 © 2.542'=07
1 -2,554'-03 | =2.657'~03 0.0 7.248'-08
15 ~2,225'-03 |, ~2,328°-03 0.0 3.019'~07
16 -1,955'-03 | -2,058'-03 0.0 ~2.276%=07
17 | -1,732'-03 ~1.836'~03 0.0 1.873'=07
18 ~1,544'<03 | -1.649'~03 0.0 -9.399'-08
19 -1,386'-03 | -1,491'-03 0.0 1.167'-07
20 ~1,251'-03 | -1.356'-03 0.0 2.579'-08
21 -1,134'-03 | -1,240'-03 0.0 1.215'-07
22 -1,034'-0% | -1.140'-03 0.0 6.199'-08
23 -9,456'-04 | ~-1.053'~03 0.0 1.403'-07
2 -8,684"'-04 | -9, 762'~04 0.0 ~7.945'-08
25 -8,003'-04 | ~9,088"'~04 0.0 1.176'~07
26 ~7.399%-04 | -8.491'~04 0.0 -5, 789'-08
27 -6,861'-04 | ~-7.961'-0k 0.0 ~1.356'-08
28 ~6.380"~04 | -7.485'~0k4 0.0 -1.765'-08
29 =5.947'-04 | -7,063'-04 0.0 5.952'-08
30 ~5.557'-04 | -6.680'-04 0.0 5.979'-08
31 | -5.204'-04 | -6,337'~04 0.0 2,275'-07

A




Iv-17

Btfectuer le HANNlNG revient donc d pondérer chaque échantillon g1 et g2
k

par-7 (1+cos 2m N) avant d'en calculer la DvFvEv k

Le cross-spectre devient

— 21 :
ngan - g, gL 2 ST g d -n 1?2 av-s 5 13)
j j

Voir exemple numérique (Figure 5 en annexe).

IV-5-4 - Hamming
Dans ce procédé la pondération se fait avec les coefficients
(0,23 | 0,54 | 0,23)

ce qui revient d pondérer les échantillons de départ par 0,54+0,46 cos 2w %,

valeur en k% de la fonction
v(u) = 0,54 + 0,46 cos 27 (IV-5 ; 14)
Les coefficients sont des approximations de ceux qui annuleraient k?[Av/hﬂlz(k)

pour |A| = 2%5 ainsi que pour [A[| = %- P=2,3,...

Voir exemple numérique (Figure 6 en annexe).

IV-5-5 - Distribution optimum

Pour améliorer le "pouvoir séparateur'" du cross-spectre, on va remplacer
‘A" par une distribution V dont la transformée de Fourier aura ses plus

grandes valeurs concentrées au maximum autour de 1l'origine.
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EXEMPLE NUMERIQUE DE TRANSFORMEE INVERSE DE FOURIER

t e—(l+i)t ,S,jjw:t S O

g(t) =
0 sit<O

Flle) = ge)e™ ™ ar

4rf(1-47f) i dnf-2

<+

[2-am(1-4n£)]%  [2-4nf(1-4nf)]°

Connaissant g en N = 64 abscisses discrétes entre O et T = 167  nous en

avons calculé 1'I.D.F.T. avec les paramétres suivants pour la procédure CTG :

M=4 D=4 SIGNE = +1.0

L'interpolation trigonométrique de g (II-3 ; 3) nous a fourni les valeurs

représentées par des points (.) sur les figures 3 et 3' pour Q;[é](%).

L'interpolation linéaire de g (II-3 ; 8) nous a fourni les valeurs représen-

tées par des croix (X) sur les figures 3 et 3‘pourﬁ;[§](%ao

Al




TRANSFORME E TNVERSE
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x \\\ / \ x/ -
x S~ / \ X~
X ~ 7 -
o ° . T—- 5(.
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Figure 3
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TRANSFORMEE TINVERS

A

e FOURIER Df
~(rL)E
te( )

pL &

Q(E)=

0 i

Par€ie Imagina}re, ‘

\
&
-\
\
\
X \ |
\ i
AY
\
\
\
X \
’\
\\
X ~ S
N T
27

— —— Valeur Exacte
® Inl'e\-rolah‘on Trisnnomét'rique

X Inteffo‘a,\’\'oh Linéaire

3
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EXFMPLE NUMERIQUE DE SPECTRE DE PUISSANCE D'UNE FONCTION A SUPPORT BORNE

at(T-t) pour 0 <t <T _
g(t) =
0 ailleurs

Fonction d'Auto-correlation

R@) = /g 8(t).g(tnu)de = R(-u)

2 5 4
322 T
-%; E—J%%r-+ T |u|>-Tu™+ = pour |u| < T
R(u) =

0 ailleurs

Spectre de puissance

PL(£) = 2 /5 R(u) cos 2nft dt

2..5
_ o' T
P,(0) = %%
2 4
20, . T 24
P_(f) = =~ {sin 2nfT[- - .
g 6 Saf (Zﬂf)s
+ cos 2mfT[: 61 7" 24 6J
(2mf) T(27f)
(2rf) T(27f)
iy _ 4a’Td
p (T) - i)
& (2m3)
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Pour l'application numérique, on a pris

o =26 T=1

et on a rentré en machine le vecteur des 8 = g(k %? pour k = 0,...,N-1 avec
N =064
On a utilisé 1'Algorithme de Cooley et Tukey et calculé les 2 approximations :

Interpolation trigonométrique de g ~ Pé(,lr-) = TIGJT|2
inT -
sinm
N4~
)7 |G,

S\ |2
T J

Interpolation linéaire de g ~ Pg(%) = T(

N
(la fonction g étant nulle en O et en T, le support de § est aussi [Q,Tl , d'ou
. . N J '
] ————
1l'absence du cocefficient N+ L dans PQ(T))'

Le tableau qui suit représente les résultats obtenus pour f = % » j allant de O

~

a % (le spectre est symétrique).
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VALEURS EXACTES

e mme - o — .

PREMIERE A_PPRox'MATioN

Py (4)

Erveur Relative

DEUXIEME APPROXIMATION

—— — i m— o— st o w— ot peTTme &

+9
+1
+2
+3
+4
+5
+6
+7
+8
+9
+10
+11
+12
+13
+14
+15
+16
+17
+138
+19
+20
+21
+22
+23
+24
+25
+206
+27
+28
+79
+30)
+31
+32

+1.000000"+00
+5.239375'-02
+5,774609"-03
+1.140667'-03
+3,609137'-04
+1.478302"-04
+7.129156'-05
+3.848138"-05
+2,255706'-05
+1.408229'-05
+9,239384'-06
+6.310629"-06
+4 455725 -00
+3,234965"~06
+2.405087"~06
+1.825062"-Gb
+1.409816'-06
+1,106234'-06
+3.801429'-07
+7.089712'-07
+5,774613"'-07
+14,750791"~07
+3,944140°-07
+3.301654'-07
+2.754825"'~07
+2.365261'-07
+2.021852'-07
+1.738552'-07
+1.503179'-07
+1,306324"-07
+1.140664"~07
+1,000451'-07
+3.811354"-08

+9.995117'-01
+7.254193'-02
+5,811628'-03
+1.157249'-03
+3,703210'-04
+1,538942"'~04
+7.554644"-05
+4,164082'-05
+2.501283'-05
+1.005231'-05
+1.086336'-05
+7.678637'-06
+5,.630654"-00
+4,259663'-06

+3,311799'-06

+2.636501"-06
+2.145767'-06
+1.779742'-06
+1.502373'-06
+1,288772'-06
+1,122360'-06
+9,911071'-07
+8.867274'-07
+8,032737'-067
+7.363117'-07
+1,,826455'-07
+6.397131'-07
+6.058779'-07
+5.797412'-07
+5.103416'-07
+5,469261'-07
+5.392835'-07
+5.304413'-07

+4,882216'-0k
+1.603757'-03
+6. 445348 ~03
+1.453748'-02
+2,0606519'~02
+4.101993'~02
+5.968297'-02
+3,210378'-02
+1.088690'-01
+1.398943'-01
+1.757667°'-01
+2.167785'-01
+2.636896'-01
+3,167570'-01
+3,769972°'~01
+4.4460897~01
+5,220184°-01
+(,088292'-01
+7.069650'-01
f8.178057'-01
+9.436118'-01
+1,086193'+00
+1.248213'+00
+1.432943%+00
+1.6L44013°%+00
+1.886105'+00
+2,163994'+00
+2,484955°+00
+2,256766'+00
+3,289453'+00
+3,794803'+09
+4.390401'+00
+5,088073'+00

+9,995117'-01

+9,237327'-02
+5,774571'-03
+1.140624"'-03
+3,609119"'-04
+1.478242"-04
+7.128945'-05
+3,847681'-05
+2.255700'-05
+1.408174'-05
+9,239123'-06
+6.310056'-06
+4,455637'-06
+3.234672'-06
+2,404951'-06
+1.824399'-06C
+1.409816'~-06
+1.106216'-06
+8.801359'-07
+7.084134'-07
+5,774552'-07
+4,750762'-07
+3,944023'-07
+3.301612'-07
+2.784831'-07
+2.365475'-07
+2.021862'-07
+1,738574"-07
+1.503204'-07
+1,306402'-07
+1.140720'-07
+1.000915'-07
+8,8113C0'-08

+4,282216"-0b
+5.160922'-06
+6.451154'-06
+3.6945347-05
+5.160913'-06
+14,035902" -05
+2.918891'-05
+1,187405" -0
+2.580461"'-06
+3.900891'-05
+2.834976'~05
+9.065210'-05
+1,939122'-05
+9.024753'-05
+5.672312'-05
+3.632867"'-04
0

+1.644306'-05
+7.879282'-06
+8.162046'-C5
+1.053273'-05
+6.102167'-06
+2.983306'-05
+1.256815'-05
+2.2153021 -6
+8.171011°-05
+5.622902'-06
+1.275137'-05
+1.663878'-05
+6.,904933'-05
+4.9335231-05
+1 636328" -0
+6,451153'~C7
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EXEMPLE NUMERIQUE DE SPECTRE DE PUISSANCE D'UNE FONCTION SEMI-PERIODIQUE

On a considéré le signal réel

g(t) = eZiwfot

sur un intervalle de temps [Q,Tl qui n'est pas un multiple de sa période
fo = 2,75 T =1

X . . N T :
A partir des valeurs de g aux abscisses discrétes Kk N » avec N =16,
on a obtenu pour la premidre approximation du spectre de puissance (formules V-4 ; 2)
les valeurs représentées sur la figure 4. On voit que pour £ =1 et £ = 4 et méme

f = 5 on recueille encore des valeurs non négligeables. Le spectre est trés "étalé".

Le Hanning (§ IV-5-3), figure 5, et le Hamming (§ IV-5-4), figure 6, ont
presque fait disparaitre les raies en £ = Tet £ = 5 mais il subsiste une raie

importante en f = 4.

La figure 9 (page Al6) représente le spectre obtenu d partir des mémes don-

7z T ) z 3 Pl
nées en affectant & chaque g(k Fﬂ un poids Y, déterminé comme on l'a vu au

§ IV-5-5. Seules subsistent pratiquement les raies en f = 2 et £ = 3,
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SPECTRE »E PUiSSANCE DE

2in 275t
g(t) =e (N=16)
T avec HANNING
-6 o 2# ST
Figure 5
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S PECTRE pe P UISSANCE pg
an 2,751:
g(h) - e (N:']G)

Avee HAMMING

N
—
w
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4 | ‘CENETRE SPECTRALE

1.4204 OPTIMUM
(Comrosani’es du vecteur X )
+ N=16
N =32
\
\
0.4+ ®
0 '] . L e i e 1 $ L Fy i 4 [l $ [ 3 A A I Fy 1 . i 3 I : 3 : [ : 1 -“: o
Figure 7
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SPECTRE De PUISSANCE Dg
ein 235k

e(t)=¢ (N=16)
avec FENETRE OPTIMUM

Figure

9
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SPECTRE DE PUISSANCE D'ELECTROENCEPHALOGRAMME

La figure 10 représente un exemple de spectre de puissance obtenu a partir d'une

piste d'Electroencéphalogramme convertie a raison de 512 valeurs 3 la seconde sur
4 secondes (N = 2048).

Le professeur GAUTRAY, s'intéressant 4 l'évolution de tels spectres au cours
du cycle menstruel de la femme, nous avons enregistré plusieurs sujets deux fois

par semaine durant un cycle ou plus. Pour chaque spectre obtenu on a calculé les

quantités

55 P(£) df S22 p(e) as
R, = 2~ et -8 T
° B et R

correspondant respectivement a la part d'activité des rythmes Téta (4 a 8 Hz) et

Alpha (8 & 12 Hz) dans l'activité totale.

La figure 11 représente les variations de Re au cours d'un cycle pour un sujet
donné. Pour chaque jour d'enregistrement, on a 3 valeurs de Re ("MLT2T et"3" ) qui
correspondent d 3 séquences prélevées a une minute d'intervalle dans les mémes

conditions, le sujet étant au repos, yeux fermés.

On fait passer un sinus de période égale d la longueur du cycle du sujet en
déterminant ses coefficients par moindres carrés sur les moyennes (''5'), de chaque

jour.

Ces résultats ont fait l'objet d'une communication (cf. [6]).
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SPECTRE pe PUISSANCE

» E.E.G.

IIII.‘II ll lll----la'l..lll l.lll-..-.n
4 1 ¥ t ¥ 4 + + +

4 TETA 8 ALPHA 12 DELTA 16 28 Hz

Figure 10
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EVOLUTION RY THMES TETA (4-8) P1 S2

A0 =+1.036186'-01
Al =-2,540742'-02 C =43,981236!-02
81 =—§.072895'—OZ PHI =41,984130'+01
4
-22 1 5 2+
-21 *
-20 +
-19 2 + % 3
-18 +
-11 +
-16 +
-15 1 35 + 2
-14 +
-13
-12 2 15
-11
=10
-9
-9 * 4 3
-1 +
-6 +
-5 3 40 2

EE R 5

-1 32+5 1

o ) + Ovulation

+9 +
+10 +
+11 +
+12 +
+13 +3 5 2

LI T A I

|
Longueur du Cyc'ez LC = o1 JO“'S 5 = 4+32_+3

“5’ et Qq, mo\azhne des 3Va,()ew da Re caleulees un meme J’ouﬂ-.
Lo Acnosocde (4) o & delxminee auwx movmokies cadvtes Aust
calke moyenne,en _foo,»d' Aa Y:énloole a LC:

. ' & — PHI

Fi.gure 1
]
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EXEMPLE NUMERIQUE DE LISSAGE

Un signal comportant de hautes  fréquences nous étant donné en N = 128
points sur T = 1 seconde (points des figures 10 et 11 ol on ne l'a représenté que
sur une demi seconde), on lui a appliqué les deux procédés de lissage décrits au

chapitre V.

-y
On a calculé la D.F.T. du vecteur g , annL.lé les termes correspondant & une

fréquence supérieure & F = 20 Hz et repris 1'I.D.F.T. Le résultat est don-

né par les tirés de la Ffigure 10.

Colt en N Log2 N.

On a déterminé les poids 0; d'une formule a 2p*tl = 5 points en cherchant le

vecteur propre correspondant d la plus grande valeur propre %, de M pour

T _ 20
FoN = 128
On a.obtenu : O, = 0,9474
O_, =0, = 0,1473
G =0 = 0,2249
a = 0,2557

puils ona remplacé chaque gy par

.7 .
B T o, s Bkes

2

Le résultat est donné par les tirés de la figure 11.

Colit en (Z2p+1)N.
Lorsque N croit, le 28me procédé est trés vite beaucoup plus avantageux que

le 1%¥ pour des résultats tout-3-fait comparables.

3
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PREMIER PROCEDE DF

LISSAGE

Fréquence de Coupure : 20y

Figure 12
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DEUXIEME PROCEDE DE

L1SSAGE
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PROCEDURES ALGOL  CTG et CTGSYM

Si P est un vecteur 3 N composantes complexes (partie réelle PRE[}J R

partie imaginaire PIM[k] , k=0,...,N-1) ces deux procédures calculent

N-1
GSIONE - CORF x 1 EXP(SIGNE x 2im x j x D x k/N) x P
J k=0
avec
1 si SIGNE = 1 (I.D.F.T.)
- COEF =
1 siSIGNE = -1 (D.E.T.)
- P, = PRE[K] + i PIM[K]
pour j = O,1,2,3,...,2M—1 dans le cas de CTG.
j = —ZM,...,ZM—1 dans le cas de CTGSYM.

On doit avoir D x ZM < N.

SIGNE

Les résultats G: (complexes) sont rangés dans PRE et PIM pour

j = O,T,Z,S,...,ZM-1 dans le cas de CTG et j = —ZM,...,ZM-1 dans le cas de

CTGSYM.

Les tableaux PRE et PIM devront donc étre déclarés avec les bornes
B) : N-1] dans le cas de CTG et E—ZM : N—11 dans le cas de CTGSYM.
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t ]
IPROCEQURE" CTG(PRE, PIM,N,,0,S1GNE) _pracepure C.T.G.

VINTEGER' N,M,D ;

"REAL' SIGNE ;
'ARRAY' PRE,PIM ;

'BEGIN'
VINTEGER' 'PRUCEDURE' IM(P) ;
VINTEGER' P ;
'BEGIN'
* INTEGER' 1,J,K,L,P2,R ;
R:=P;
L :=0; .
72 :: H"MlZ ; frocedure. LM
om ' ' ) ' - ] 1 ~
'gggm! ¢em 0 'STEP'.1 'UNTIL' M-1 "DO B commune & la
J:=R"/'2 ; Crocedyre CTGSYM
K := R = J#2 ;
L := L + KweP2 ;
R = J ;
p2 := P2'/'2
TEND' 1
IM = L
VEND' M ; g /

' INTEGER' |,d,K,L,H,P,Q,S,JI,JZ,PKZ,PMZ,JIQ,JZQ,JPKZ,JHWZ,PNWIZ,
WKZ,WNlZ,IWKZ-,NSD,ISl ;
'REAL' DEPI,X,CO,SI,COl,SI|,COll,Sll|,CO|1d,S|Ild,Slld,Cl,CZ,VlHdl,
. COEF,MEM,COIJ,VlHJZ,VZHdl‘,VZHJZ,VP.R,VRI JWALANM2

NSD := N'/'D ;

PM2 im 2%%M ‘\

PMM12 = PM2'/'2

Q := NSD'/'PM2 ;

DEPI := 6.283185 ;

COEF := "[F' SIGNE < 0.0
YTHEN' 1.0/M
YELSE' 1.0 ;

"BEGIN'
YARRAY' T(/1:2,G:PMM12-1/) ;

;@MENT' INITIALISATION DE T ; : . Trone commun

Ti/l,O/; sm COLl =1

1(/2,0/) := SI1l := 0.0

X := DEP!/PM2#SIGNE ;

CO := COS(X) ;

St 1= SIN(X) ; '

TEOR' | := 1 'STEP' 1 'UNTIL' PMM1Z - 1 'no’

'BEGIN'

: T(/2,1/) = Sil| := SI111%CO + COLI#SI ;
T(/1,1/) := CO1l := COLI*CO - S111xS1 ;
S11l := St}

YEND' 1 ;

0 a la ‘oroce’o\u\'e CTGSYM
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'COMMENT' REORDONNANCEMENT NOUVELLE FORMULE DE PRE ET PIM ;

REOR :

ISI sm PM2 = 1 = 2##((M+1)'/'2) ;
""F' D=1
"THEN' 'GOTO' REOR ; _
YPOR' | := 0 "STEP' 1 "UNTIL' NSD - 1 'DO’
'BEGIN'
WL 1= W2 := 0.0 ;
'FOR' J := 0 "STEP' NSD 'UNTIL' N - NSD 'DO'
'BEGIN'
W1 := W1 + PRE(/1+J/) ;
COWWZ2 im W2+ PIM(/1+J/)
YEND' J ;
PRE(/1/) = M1 ;
PIM(/1/) = WW2
YEND' I
'FOR' | := O 'STEP' 1 'UNTIL' ISI 'DO'
'BEGIN'
P = IM(I)
"IF' P> |
'"THEN' '"BEGIN'
'"FOR' J ¢
'BEGIN!'
1*Q + J ;

Jl @
J2 = P*Q + J ;
MEM := PRE(/J1/) ;
PRE(/J1/) := PRE(/J2/) ;
PRE(/J2/) = MNEM
MEM = PIM(/J1/)
PIM(/JL/) = PI(/J2/) ;
PIM(/J2/) = EM
YENDY )
'END!

YEND' I

0 "STEP' 1 ‘UNTIL' Q - 1 'DO'

Teonc Commun

a b Proca'c‘ul'e CTGSYM
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"COMMENT' ALGORITHME

PK2 =1 ;
PMMKZ o= PM2
TEOR' K := 1 "STEP' 1 'UNTIL' & ‘LU
'BEGIN!
PKM12 := PKZ ;
PK2 = PK2%2 ;
PLMK2 = PIMK2'/Y2
IPEMK2 0= G
'EORY | := 0 'STEP' 1 "UMTIL' PKNI2 - 1 'no!
'BEGIN
Cl := T(/1,I1PVIK2/)
C2 = T(/2,1MK2/)

JPKZ2 = 0 ;
"EOR' J := ¢ "STEP' 1 'UNTIL' PMiK2 - 1 'DO’
YBECIM!

J10 = (JPK2+1)*Q ;

J2Q := J1Q + PKM12xQ ;
YEORY M := ¢ 'STEP' 1 'UNTIL' Q-1 no!

'BEGIN'
VIHJ1 := PRE(/J10 + H/) ;
VIIJ2 := PRE(/J2Q + H/) ;
V2HJL = PINC/JIQ + H/)
V2ild2 := PIM(/JZQ + H/)

VRR := C1*V1HJ2

C2#V2HJ2 ;

VRI := C2#V1HJ2 + Cl*V2iiJZ ;
PRE(/J10 + H/) := VIIJ1 + VRR ;
PRE(/J20 + H/) &= VIHJ1 - VRR ;
PIM(/J1Q + H/) = V2IIJ1 + VEL
PIL(/J2Q + H/) = VZ2HJ1 - VRI

YENDY H
JPK2 1= JPK2 + PK2
YEND' J
IPAIKZ o= IPMIIKD + PAKY
YEND' |
YEND' K ;

Tronc CcOMmun
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X := DEPI/NSD*SIGNE ;
CO := COS(X) ;

St := SIN(X) 3 e

co1lt := 1.0 ;
SIlt := 0.0 ; ‘
'FOR' | := 0 'STEP' 1 'UNTIL' PM2 - 1 'DO’
'BEGIN'
Col := CO1l ;
Sil := SI11t ;
COtlJd := 1.0 ;
SI1J := WWl := WW2 := 0.0 ;
JPH2 = 0
"POR' J := 0 'STEP' 1 'UNTIL' Q -1 'DO’
'BEGIN'
COIJ := COI1J ;
S :=Sl11J ;
VRR := PRE(/I1*Q + J/)
VRl := PIM(/1+Q + J/)
WW1 := W1 + COlJ*VRR - SII1J*VRI ;
W2 = WW2 + SIIJ*VRR + COlJ»VRY
COI1J := COlJ*CO! = SIIJsSH! ;
S111J = COIJ#SIt + SI1J*CO| ;
JPM2 = JPM2 + PM2
'END'.J
€011 := COI*CO ~ S1i#S1 ;
SI1t := COI*S] + S|I*CO ;
PRE(/1/) = \N1*COEF ;
PIM(/1/) := \NI2*COEF
YEND' 1
YEND?
'END' CTG ;

I Se N
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Procepure CTGSYM

'PROCEDURE' CTGSYM(PRE, PIM,N,M,D,SIGNE) ;
"VALUE' N,M ;

' INREGER' N,M,D ;

'REAL' SIGNE ;

'ARRAY' PRE,PIM ; B

'BEGIN'

Procedure WM conmune a la procedure €¥G .

"INTEGER' 1,J,K,L,H,P,Q,S,J1,J2,PK2, PM2,J1Q,J2Q,JPK2,JPM2, PKM12,
PMMK2, PMM12, | PMMK2,NSD, 1S1,1Q

'ReAL' DEPI,X,cCO,SI,cCO1,S11,c011,S111,C0114,S1114,S114,C1,C2,VIHJI,

Y, CoY,sly,colpP,St1P,COEF,MEM, COIJ, VIHJ2, V2HJ1,V2HJ2, VRR,VRI ,
WW1,WW2,C0IJP,SI1JP,COI1JP,ST11JP, WW3, WWL ;

Tronc commun a la procedure CTG .

X := DEPI/NSD*SIGNE ;

CO := COS(X) ;
Sl := SIN(X)
Co1ll := 1.0 ;
8ill := 0.0 ;
Y := - DEPI/Q*SIGNE ;
COY := COS(Y) ;
SIY := SINCY) ;
'FOR' I := 0 "STEP' 1 "UNTIL' PM2 -~ 1 ‘DO’
'BEGIN'
Col := CO1} ;
Sit := SI1l ;

COIP := COl=COY - SIi*SlY ;
SIIP := COI*SIY + S11*COY ;
COl1J := COI1JP := 1.0 ;

SHI1J := SIIIUP := WW1 := WW2 := WW3 := WW4 := 0,0 ;
JPM2 := 0 ; :
1Q := I*Q
YEOR' J := 0 'STEP' 1 'UNTIL* Q - 1 ‘DO’
°BEGIN°

COlJ := COI1J

Sitd := SII1d ;

COIJP := COILJP ;

SHIJP := SII1JP ;

VRR := PRE(/lQ +J/) ;

VRl = PIM(/1Q + J/) ;

WWE := WW1 + COIJ*VRR -~ SIIJ*VRI ;
WW2 := WW2 + SIIJ*VRR + COlJ*VRI ;.
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WW3 := WW3 + COIJP*VRR = SIiJP*VRI
WWh := WWL + SI1I1JP*VRR + COlJP*VRI
COl1J := COlJ*COl = SliJ*StHt—;
SII1J := COlJ*SII + SII1J*€01 ;
COMJP := COIJUP*COIP = SIIJP+SIIP ;
SITIJP := COIJP*SIIP + SIIJP*COI® ;
JPM2 := JPMZ + PM2

'END' U ;

CO%l := COI*CO - SII=*S] ;

S11} := COI*S1 + S|1#*CO ;

PRE(/1/) := WW1%COEF ;

PIM(/12) := WW2*xCOEF ;

PRE(/1 = PM2/) := WW3*COEF ;

PIM(/1 _ PM2/) := WW4*COEF

YEND' |
'END*
YEND' CTGSYM ;

s Se
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