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Introduction g�en�erale

La programmation dynamique constitue avec le calcul des variations� l�une des approches
essentielles pour la r�esolution de probl�emes de commande optimale
 L�approche program	
mation dynamique consiste �a immerger un probl�eme particulier de commande dans une
famille plus grande de probl�eme caract�eris�ee par certains param�etres
 En appliquant le
principe d�optimalit�e� on obtient une r�ecurrence fondamentale qui relie cette famille de
probl�emes
 On consid�erera dans ce m�emoire une expression particuli�ere de l��equation
fonctionnelle� une approche dite g�en�eralis�ee
 Cette approche bas�ee sur une reformulation
du principe d�optimalit�e� consiste �a �eliminer de fa�con explicite la pr�esence de la commande
dans l��equation fonctionnelle
 La formulation de l�approche g�en�eralis�ee de la programma	
tion dynamique admet implicitement que la fonction d��evolution poss�ede une inverse par
rapport �a la commande
 Cette condition est naturellement tr�es dure et l�on propose de la
relaxer par une condition d�inversion en p �etapes� propri�et�e qui s�accorde avec la propri�et�e
de commandabilit�e
 Nous proposons ainsi de rechercher une solution du probl�eme non
pas en une �etape mais en un nombre �ni d��etapes
 On parlera alors d�inversion g�en�eralis�ee
en p �etapes� o�u p correspond �a l�indice de commandabilit�e du syst�eme


Le travail e�ectu�e dans le cadre de la th�ese a pour objectif l��etude de ce probl�eme
d�inversion entr�ee	�etat� probl�eme qui peut �etre vu comme un probl�eme de commandabil	
it�e
 L�objectif concerne pour un syst�eme non lin�eaire �a temps discret la synth�ese d�une
s�equence de commandes assurant le transfert d�un �etat initial vers un �etat �nal donn�e


Pour les syst�emes lin�eaires� ce probl�eme renvoie au probl�eme de commandabilit�e �etudi�e
par Kalman� qui peut �etre ais�ement r�esolu �a partir d�un calcul de pseudo	inverse
 Pour des
syst�emes non lin�eaires� il peut appara��tre alors tr�es naturel de faire appel aux techniques
de lin�earisation


Une premi�ere approche est de type lin�earisation de Taylor
 On obtient ainsi un syst�eme
lin�eaire pour lequel le probl�eme d�inversion devient trivial
 Cette approche de lin�earisation
n�est cependant pas toujours satisfaisante � il existe en e�et des syst�emes non lin�eaires
commandables dont la lin�earisation approch�ee n�est pas commandable
 Cela provient du
fait que cette m�ethode d�etruit une partie de la structure du syst�eme


Dans le cadre de la g�eom�etrie di��erentielle� la lin�earisation exacte a �et�e �etudi�ee par
plusieurs auteurs
 Les transformations utilis�ees le plus souvent sont des changements de
coordonn�ees dans l�espace d��etat et des bouclages r�eguliers de l�action de commande
 La
g�eometrie di��erentielle fournit un cadre d��etude ad�equat pour la lin�earisation exacte
 En
temps continu� la distribution des champs de vecteurs li�es �a des variations in�nit�esimales
du temps est obtenue �a partir de l�alg�ebre de Lie
 Ceci est impossible en temps discret
o�u la p�eriode d��echantillonnage est �x�ee
 Ce sont les variations des commandes qui vont

�
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jouer pour les syst�emes �a temps discret le r�ole du temps en continu pour la construction
des champs de vecteurs


Dans le cadre de l�approche alg�ebrique	di��erentielle de l�automatique non lin�eaire� la
notion de platitude propose une approche plus g�en�erale au probl�eme de lin�earisation bas�ee
sur la recherche d�une fonction de sortie lin�earisante
 En g�en�eral les sorties lin�earisantes
peuvent d�ependre non seulement de l��etat du syst�eme� mais aussi des entr�ees et d�un
nombre �ni de leurs d�eriv�ees
 Il s�av�ere que de nombreux syst�emes physiques poss�edent
cette propri�et�e de platitude
 Dans le m�eme cadre� Aranda	Bricaire et al
 ont aussi trait�e le
probl�eme de lin�earisation exacte en utilisant les notions de syst�emes di��erentiels ext�erieurs
� l�utilisation de �	formes fournissant un outil bien adapt�e pour uni�er l��etude des syst�emes
en temps continu et des syst�emes en temps discret


De mani�ere g�en�erale toutefois� l�application de ces techniques de lin�earisation s�adresse
�a une classe de syst�emes non lin�eaires relativement limit�ee
 On peut reprocher aussi �a
ces m�ethodes de faire appel �a des concepts avanc�es en math�ematiques tels que l�alg�ebre
di��erentielle ou encore la g�eom�etrie di��erentielle� qui sont d�utilisation assez di�cile


On peut aussi envisager des techniques plus calculatoires pour obtenir une inversion
entr�ee	�etat du syst�eme� en utilisant la fonction de composition par exemple
 Dans cette
approche du probl�eme� on peut essayer de r�esoudre le probl�eme d�inversion par le biais de
la commande optimale
 Cela peut �etre r�ealis�e par la formulation directe d�un probl�eme
de programmation non lin�eaire
 L�inconv�enient est alors le caract�ere num�erique de cette
approche
 Dans le m�eme cadre d��etude� une m�ethode d�inversion de syst�emes non lin�eaires
discrets peut �etre consid�er�e� bas�ee sur une lin�earisation s�equentielle de la solution de
l��equation d��etat
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I�� Introduction

L�objet de ce chapitre est de pr�esenter les motivations qui nous ont amen�e �a traiter le
probl�eme d�inversion des syst�emes non lin�eaires �a temps discret consid�er�e ici


Les syst�emes discrets sont tr�es utilis�es dans la mod�elisation de proc�ed�es physiques
�Bernotas et al�� ����� et m�eme dans des proc�ed�es non physiques comme par exemple
ceux de nature �economique �Post� �����
 L�industrie fournit une source de probl�emes et de
situations qui peuvent �etre mod�elis�es par des syst�emes discrets �Larson et Keckler� �����
�Bimbenet et al�� ������Cassandras� ���
� 
 Par ailleurs� m�eme si le syst�eme en question
n�est pas de nature discr�ete� on le �discr�etise� souvent dans le but de simpli�er l�analyse
et de faciliter la tache de calcul associ�ee �Jayaraman� �����
 La discr�etisation de syst�emes
continus est particuli�erement importante aujourd�hui� o�u la technologie actuelle demande
l�implantation de commandes num�eriques ou discr�etes


On pr�esentera donc tout d�abord nos motivations dans ce chapitre
 On s�int�eressera
ensuite �a la formulation d�un probl�eme d�inversion entr�ee	�etat associ�e


I�� Motivations

I���� Commande optimale en boucle ferm�ee de syst�eme non

lin�eaires �a temps discret

Le probl�eme g�en�eral de la d�etermination d�une commande optimale d�un processus peut
se r�esumer comme suit� Etant donn�e un processus d�e�ni par son mod�ele� trouver parmi
les commandes admissibles celles qui permettent �a la fois�

�� de satisfaire des conditions initiales et �nales donn�ees�

	� de satisfaire diverses contraintes impos�ees�


� d�optimiser un crit�ere choisi�

I������ M�ethode de programmation dynamique

L�objet de cette section est de pr�esenter une application de la programmation dynamique
dans le cadre des syst�emes non lin�eaires �a temps discret
 Cette m�ethode d�optimisation
peut �etre en e�et utilis�ee e�cacement pour l�optimisation de proc�ed�es de d�ecision �a �etapes
multiples
 Elle permet de plus de d�eterminer une solution de type boucle ferm�ee� admet	
tant de fa�con conventionnelle comme param�etre� l��etat courant du syst�eme
 Cette notion
de boucle ferm�ee est l�un des points fondamentaux de la th�eorie de la commande


On consid�ere la formulation suivante d�un probl�eme standard de commande optimale
�a temps discret�

min
x����x�K��u

I�x���� x�K�� u�
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avec I�x���� x�K�� u� �
PK��

k�� rk�x�k��u�k��  rK�x�K��

sous la contrainte�

x�k  �� � fk�x�k�� u�k��

�
 f��� �� � �n � �m � �n� est la fonction d��evolution du syst�eme� avec x�k� � �n et
u�k� � �m


�
 rk��� �� � �n ��m � �� est la fonction objectif




 rK � �n � �� est la fonction objectif terminale


On va pr�esenter les �equations fonctionnelles de l�approche standard et une autre for	
mulation


I�������� Formulation standard Quand on parle de formulation standard de la pro	
grammation dynamique� on fait r�ef�erence �evidement �a l�approche classique de la program	
mation dynamique bas�ee sur le principe d�optimalit�e de Bellman �Larson et Casti� �����

On peut �enoncer le principe d�optimalit�e comme suit�

Une politique optimale a la propri�et�e que quels que soient l��etat initial et la d�ecisions
initiale� les d�ecision restantes doivent constituer une politique optimale vis��a�vis de l��etat
r�esultant de la premi�ere d�ecision

Ceci conduit �a formuler l��equation fonctionnelle de la programmation dynamique de
la mani�ere suivante�

Pour k � K � �� � � � � �

Ik�x�k�� � min
u�k�

frk�x�k�� u�k��  Ik���fk�x�k�� u�k���g

avec

IK�x�K�� � rK�x�K��

Alors� on aura comme fonction de co�ut optimal� �I � minx��� I��x����


Rappelons la propri�et�e particuli�erement int�eressante de d�e�nir une politique de com	
mande optimale qui d�epend directement de l��etat du syst�eme� c�est	�a	dire� une loi de
commande du type�

�u�k� � gk�x�k�� k � �� �� � � � �K � �

I�������� Une autre formulation Une reformulation de la programmation dynamique
plus particuli�erementorient�ee boucle ferm�ee a �et�e pr�esent�ee dans �Calvet et Viargues� �����

Elle traduit directement le principe d�optimalit�e de la fa�con suivante�
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Pour une trajectoire optimale donn�ee� n�importe quelle portion de trajectoire depuis un
point interm�ediaire jusqu�au dernier point est elle�m
eme une trajectoire optimale �a partir
de ce point interm�ediaire


On d�e�nira pour cela ck�x�k�� x�k ��� comme le co�ut optimal de transition pour aller
de l��etat x�k� �a l��etat x�k  �� et Jk�K�x�k�� x�K�� comme le co�ut optimal pour aller de
l��etat x�k� �a l��etat �nal x�K�
 On peut �etablir� alors le r�esultat suivant�

Jk�K�x�k�� x�K�� � min
x�k��������x�K���

�ck�x�k�� x�k  ��� � � � � x�K�� �I
��

o�u

�ck�x�k�� x�k ��� � � � � x�K�� � ck�x�k�� x�k ��� �ck���x�k ��� � � � � x�K�� k � K��� � � � � �

et

�cK���x�K � ��� x�K�� � cK���x�K � ��� x�K��

Ceci donne�

J��K�x���� x�K�� � min
x����x��������x�K���

I

Notons qu�avec cette formulation on admet implicitement que la fonction de transi	
tion poss�ede une inverse par rapport �a u�k�� qui doit pouvoir s�exprimer en fonction des
variables x�k� et x�k  ��� de la mani�ere suivante�

u�k� � �gk�x�k�� x�k  ��� k � �� �� � � � �K � �

tel que�

fk�x�k�� �g�x�k�� x�k  ���� � x�k  �� �x�k�� x�k ��

L��equation fonctionnelle de la programmation dynamique peut alors se r�e�ecrire comme
suit�

Pour k � K � �� � � � � �

Jk�K�x�k�� x�K�� � min
x�k���

fck�x�k�� x�k  ���  Jk���K�x�k  ��� x�K��g

avec

JK���K�x�K � ��� x�K�� � cK���x�K � ��� x�K��

alors

�I � min
x����x�k�

fJ��K�x���� x�K��  rK�x�K��g

Remarquons que la fonction J d�epend maintenant de l��etat courant et de l��etat �	
nal
 Notons �egalement que la trajectoire optimale qui r�esoud l��equation fonctionnelle est
obtenue sous la forme�
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�x�k  �� � hk�x�k�� x�K�� k � �� �� � � � �K � �

Ceci �etend la notion de boucle ferm�ee en ce sens que la politique de commande sera
fonction� non seulement de l��etat courant mais aussi de l��etat �nal� soit�

�u�k� � �gk�x�k�� x�K��

Un aspect important de cette approche est l��elimination explicite de la commande dans
la phase d�optimisation de l�algorithme de programmation dynamique
 Notons qu�une id�ee
similaire a �et�e developp�ee dans �Kumar et Seywald� ����� mais sous l�approche calcul des
variations


Une formulation r�eduite

On peut montrer que

Ik�x�k�� � min
x�k�

Jk�K�x�k�� x�K�� k � �� �� � � � �K � �

et en rempla�cant la fonction terminale JK���K�x�K � ��� x�k�� par

JK���K�x�K � ��� x�K�� � cK���x�K � ��� x�K��  rK�x�K��

on obtient une nouvelle forme de l��equation fonctionnelle qui est �equivalente math�e	
matiquement �a la formulation pr�ec�edente de l��equation fonctionnelle mais compl�etement
di��erente quant �a la complexit�e algorithmique des calculs associ�es� soit �

Ik�x�k�� � min
x�k���

fck�x�k�� x�k  ���  Ik���x�k  ���g� k � K � �� � � � � �

avec

IK���x�K � ��� � min
x�K�

fcK���x�K � ��� x�K��  rK�x�K��g

La solution de cette �equation est alors simplement fonction de l��etat courant du sys	
t�eme�

�x�k  �� � hk�x�k��� k � �� �� � � � �K � �

qui� compte tenu de l�inversion implicite de l��equation de transition d��etat conduit bien
�a une commande optimale en boucle ferm�ee�

�u�k� � gk�x�k��

La d�etermination des co�uts de transition d��etat ck�x�k�� x�k  ��� impliqu�ee dans
la r�esolution de cette �equation fonctionnelle �etendue pr�esuppose la connaissance de la
commande u�k� permettant de passer de l��etat x�k� �a l��etat x�k  ��� ce qui requiert
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l�inversibilit�e de la fonction d��evolution du syst�eme relativement �a la commande
 Cette
condition tr�es contraignante peut �etre toutefois relax�ee en recherchant une solution de ce
probl�eme d�inverse� non pas sur une �etape� mais sur un nombre �ni p d��etapes
 L�existence
d�une telle solution exprim�ee en terme de s�equence �nie de commandes correspond alors �a
une condition d�inversibilit�e avec retard ou d�un point de vue commande� �a une condition
d�accessibilit�e du syst�eme

Cela nous conduit �a une nouvelle formulation de l��equation fonctionnelle� dans laquelle

l�optimisation e�ectu�ee �a chaque pas de calcul porte sur un horizon de p �etapes


Ik�x�k�� � min
x�k�p�

fck�x�k�� x�k  p��  Ik�p�x�k  p��g� k � K � �p� � � � � �

avec

IK�p�x�K � p�� � min
x�K�

fcK�p�x�K � p�� x�K��  rK�x�k��g

La loi de commande calcul�ee est alors du type�

u�k� � gk�x�k��

Rappelons que cette formulation illustre la version suivante du principe d�optimalit�e�
Toute trajectoire optimale ne peut 
etre constitu�ee que de sous�trajectoires optimales

I�� Formulation du probl�eme d�inversibilit�e

On a vu pr�ec�edemment que lors du calcul des co�uts optimaux ck� on se ram�ene �a un
probl�eme d�inverse �inversion de la fonction d��evolution par rapport u�k��
 Dans cette
section nous allons formuler le probl�eme d�inversion entr�ee	�etat et le probl�eme d�inversion
entr�ee	sortie
 L�inversion ici a pour objectif la synth�ese d�une loi de commande� en d�autres
termes� la d�etermination d�une s�equence de commandes ou d�une commande pour assurer
respectivement un transfert d��etat donn�e ou le suivi d�une trajectoire de r�eference


I���� Inversibilit�e entr�ee��etat

Comme on l�a vu dans le paragraphe pr�ec�edent� le probl�eme de la d�etermination des
co�uts de transition optimaux d�un �etat x�k� vers un �etat x�k  p� soul�eve un probl�eme
d�inversibilit�e de l��equation d��etat� que l�on peut d�ecrire comme suit


Soit le syst�eme non lin�eaire �a temps discret�

x�k  �� � f�x�k�� u�k�� k � �� �� � � �

x�k� � �n�u�k� � �m et f est une fonction analytique�


Etant donn�es un entier p� un �etat x� et un �etat x�� le probl�eme d�inversion �ou de
transfert d��etat en un temps p� consiste �a d�eterminer une s�equence d�entr�ees �d�ependant
de x� et de x�� telle que

�C�est une fonction de classe �nie Ck avec k un nombre �ni



I��� Formulation du probl
eme d�inversibilit�e �


u � g�x�� x��

avec uT � �uT �k p� ��� uT �k p� ��� � � � � uT �k��� tel que la trajectoire �ou solution�
du syst�eme non lin�eaire passant par x� �a l�instant k� passe par x� �a l�instant �k  p�

En termes de commande de syst�eme� l�existence d�une solution u traduit une propri�et�e
d�accessibilit�e
 Dans le cas particulier o�u la fonction f est directement inversible par
rapport �a u�k�� u se r�eduit naturellement �a u�k�


Le travail d�evelopp�e dans ce manuscrit s�inscrit dans le cadre de la r�esolution de ce
probl�eme qu� on quali�era de probl�eme d�inversion entr�ee	�etat d�un syst�eme non lin�eaire
�a temps discret


Nous n�avons pas pris connaissance dans notre recherche bibliographique d��etudes
consacr�ees �a ce sujet� si ce n�est pour les syst�emes lin�eaires invariants dont nous rapportons
ci	apr�es une m�ethode de r�esolution �Hisham� �������Levine� �����


Exemple I
� Soit le syst�eme lin�eaire invariant �a temps discret suivant�

x�k  �� � Ax�k�  Bu�k�

avec x�k� � �n� u�k� � �m� A � �n�n et B � �n�m�

la r�esolution de l��equation d��etat �a chaque pas� conduit �a �

x��� � Ax���  Bu���
x��� � Ax���  Bu��� � A�x���  ABu���  Bu���
���

x�p� � Apx���  Ap��Bu���  � � �  ABu�p� ��  Bu�p� ��

qu�on peut encore r�e�ecrire sous une forme matricielle globale �

Cu � m

�a partir de l�expression de la matrice de commandabilit�e �

C � �B AB � � � Ap��B�

et du vecteur m �

� � �x�p��Apx����

La d�etermination du vecteur u peut 
etre e�ectu�ee �a partir de la pseudo�inverse �a gauche
�

u � �CTC���CT�
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I���� Inversibilit�e entr�ee�sortie

Le concept d�inversion entr�ee	sortie �appel�e aussi fonctionnelle reproductrice� a �et�e in	
troduit par �Brockett ����� pour la premi�ere fois
 De nombreux travaux de recherche
traitent de l�inversion entr�ee	sortie pour le cas lin�eaire �a temps continu �Sain �������Sil	
verman ����� comme pour le cas des syst�emes non lin�eaires �a temps continu �Hirschorn
�������Singh �����
 Comme application de ces travaux de recherche �a la th�eorie de la
commande� on citera notamment les m�ethodes de lin�earisation par bouclage� de d�ecou	
plage�


�
 Malheureusement� il y a peu de travaux dans le cadre discret


L�inversion entr�ee	sortie qui constitue d�une certaine mani�ere un probl�eme voisin de
l�inversion entr�ee	�etat telle que nous l�avons d�e�nie pr�ec�edemment peut �etre formul�ee
comme suit


Etant donn�e un syst�eme non lin�eaire �a temps discret d�ecrit comme suit�

x�k  �� � f�x�k�� u�k��
y�k� � h�x�k��

x�k� � �n� u�k� � �m et f� h sont des fonctions analytiques


L�inversion entr�ee	sortie consiste �a rechercher une commande permettant de suivre une
trajectoire de r�ef�erence y� � fy�k  ��� y�k  ��� � � � � y�k  q�g
 La solution du probl�eme
peut �etre alors exprim�ee sous la forme suivante�

u�k� � g�x�k�� y��

Le probl�eme d�inversion est trait�e dans �Normand	cyrot� ����� par utilisation de la
technique de l�op�erateur exponentiel
 Cette technique sou�re cependant d�une certaine
complexit�e pour le cas des syst�emes multi	entr�ees
 Ce m�eme prob�eme est trait�e dans
�Kotta� ����� par extension de l�algorithme alg�ebrique de �Li� ����� pr�esent�e pour le cas
des syst�emes �a temps continu
 Notons que le travail de Kotta a �et�e �etendu dans �Fleigner�
����� �a une classe plus g�en�erale de syst�emes non lin�eaires �a temps discret�syst�eme im	
plicite� de la forme �

f�x�k  ��� x�k�� u�k�� � �
h�x�k�� u�k�� y�k�� � �

Il est important de souligner que cette approche dans �Kotta� ����� n�est valable que
pour des syst�emes pour lesquels la dimension du vecteur de commande est sup�erieure
ou �egale �a la dimension du vecteur de sortie
 Ce probl�eme d�inversion h�x�k�� � x�k�
pourrait donc �eventuellement apporter une solution au probl�eme pr�ec�edemment evoqu�e
d�inversibilit�e entr�ee	�etat sous la condition tr�es restrictive o�u m � n
 Rappelons toutefois
que notre probl�eme d�inversion entr�ee	�etat s�adresse en fait �a des �etats terminaux et n�entre
donc que de mani�ere tr�es marginale dans cette d�e�nition de probl�eme d�inversion


Citons ci	apr�es l�exemple d�application �Kotta� �����




I��� Pr�esentation du plan ��

Exemple I
� Soit le syst�eme d�ecrit par les �equations suivantes�

x��k  �� � x��k�  u��k�  ln�u��k��
x��k  �� � x	�k�� u��k�� ln�u��k��
x��k  �� � x��k�  sin�x	�k��
x	�k  �� � x��k�� x��k�  u��k�  �ln�u��k��
y��k� � x��k�
y��k� � x��k�

L�application de l�algorithme d�inversion propos�e par U� Kotta conduit �a la d�e�nition
de la loi de commande �

u��k� � �y��k  �� � x��k�  sin�x	�k��� y��k  ��� y��k  ��
u��k� � expfy��k  ��  y��k  ��� y��k  �� � sin�x	�k��g

On remarque que la loi de commande est fonction de la sortie du syst�eme �a l�instant
k  � et k  � ainsi que de l��etat �a l�instant k�

I�� Pr�esentation du plan

Ce travail de recherche a pour origine la mise en !uvre d�un algorithme de programmation
dynamique orient�e vers la d�etermination tabulaire d�une strat�egie de commande optimale
en boucle ferm�ee de syst�emes dynamiques non lin�eaires �a temps et �a variables discrets ou
discr�etis�es
 Plus pr�ecis�ement� le probl�eme pos�e est celui de la construction d�une matrice
dite de co�ut de transition d��etat optimal� r�esultant de la d�etermination de s�equences de
commande optimisant les transitions d�un �etat initial vers un �etat �nal donn�es


Nous nous sommes ainsi attach�e �a formuler ce probl�eme dans les termes d�un probl�eme
d�inversion entre les entr�ees � commandes � et les �etats terminaux d�un syst�eme non lin�eaire
�a temps discret


Dans un deuxi�eme chapitre� nous abordons le probl�eme �a travers l�analyse de la
propri�et�e d�accessibilit�e de tels syst�emes
 Di��erentes approches sont ainsi consid�er�ees
� l�approche naturelle par composition de fonctions� puis des approches plus �elabor�ees
telles que l�approche alg�ebre ou g�eom�etrie di��erentielles
 Ce chapitre se termine par une
contribution plus personnelle bas�ee sur l�application dans un cadre discret d�une m�eth	
ode d�optimisation type principe du minimum �a la recherche d�une �eventuelle bordure du
domaine de commandabilit�e


Dans un troisi�eme chapitre� l�inversion entr�ee	�etat du syst�eme est d�abord abord�ee
par une m�ethode approch�ee de lin�earisation jacobienne dont l�inconv�enient principal est
une perte d� information structurelle
 L�approche composition de fonction est �egalement
trait�ee incluant une proposition alg�ebrique plus personnelle
 Celle	ci peut toutefois im	
pliquer une grande complexit�e des calculs 	 Nous consid�erons ensuite l�approche lin�eari	
sation exacte entr�ee	�etat en utilisant soit les outils de l�alg�ebre di��erentielle� soit ceux de
la g�eom�etrie di��erentielle
 Plus �el�egantes conceptuellement� ces m�ethodes supposent la
satisfaction de conditions particuli�eres d�application
 Nous proposons en�n une variante
de la m�ethode bas�ee sur la g�eom�etrie di��erentielle de Jayarman consistant �a d�e�nir un
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champ de vecteurs ne requi�erant pas l�inversibilit�e� par rapport �a l��etat� de la fonction
d�ecrivant l��evolution dynamique du syst�eme


Un dernier chapitre pr�esente quelques applications compl�ementaires de nos proposi	
tions sur deux exemples un peu plus signi�catifs issus de la litt�erature


Apr�es une conclusion du travail e�ectu�e� nous donnerons quelques prospectives qui
s�inscrivent dans la continuit�e de cette �etude
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II�� Introduction

Le probl�eme de la commandabilit�e a �et�e li�e d�es les ann�ees �� �a l��etude de probl�eme
de commande optimale �Sontag� �����
 Cependant� la commandabilit�e n�a �et�e �etudi�ee
comme une notion �a part qu��a partir de l�apparition des travaux de Kalman dans les
ann�ees �� sur les syst�emes lin�eaires
 Les travaux de Kalman ont fait l�objet d�une in	
tense activit�e de recherche sur des aspects num�eriques li�es au crit�ere de commandabilit�e
�Kenney et Laub� �����


Des travaux de recherche sur la commandabilit�e des syst�emes non lin�eaires �a temps
continu ont �et�e d�evelopp�es dans les ann�ees ��
 L�objectif de ces travaux �etait de pro	
poser un crit�ere similaire �a celui de Kalman
 La g�eom�etrie di��erentielle� dans laquelle
la fonction d��evolution du syst�eme d�e�nit directement un champ de vecteurs� fournit un
cadre d��etude ad�equat pour la commandabilit�e
 Des crit�eres locaux de commandabilit�e
sont alors obtenus par utilisation de l�alg�ebre de Lie �Sussmann et Jurdjevic� ����� pour
laquelle des probl�emes restent encore ouverts �Kawski� �����


La commandabilit�e dans le cas discret n�a �et�e abord�ee que plus tardivement
 Comme
pour le cas continu� la g�eom�etrie di��erentielle a jou�e un r�ole important pour �etudier les
syst�emes non lin�eaires �a temps discret en construisant ici des champs de vecteurs arti�ciels
�Jakubczyk et Sontag� ����� �Normand	Cyrot� ���
�g�en�er�es �a partir d�une perturbation
in�nit�esimale de la commande


Une approche alternative pour �etudier la commandabilit�e des syst�emes est bas�ee sur
un formalisme lin�eaire alg�ebrique introduit par Di Benedetto et Moog pour l�analyse des
syst�emes non lin�eaires �a temps continu dans �Di Benedetto et al�� �����
 Ce formalisme
a �et�e �etendu ensuite aux syst�emes non lin�eaires �a temps discret par �Grizzle� ���
�
 Les
auteurs d�eveloppent dans �Aranda	Bricaire et al�� ����� un crit�ere d�accessibilit�e pour les
syst�emes non lin�eaires �a temps discret qui n�utilise que de simples op�erations alg�ebriques
dont le nombre peut �etre calcul�e ais�ement
 Il appara��t donc que l�alg�ebre di��erentielle
fournit un outil bien adapt�e pour uni�er l��etude de l�accessibilit�e des syst�emes en temps
continu et des syst�emes en temps discret


En�n� notre contribution dans ce chapitre est de proposer un crit�ere de command	
abilit�e des syst�emes non lin�eaires �a temps discret �a partir de la d�etermination de la bor	
dure de commandabilit�e telle que d�e�nie dans le cadre continu par Vincent et Grantham
�Vincent et Grantham� �����
 Ce crit�ere utilise le principe du maximumpour la recherche
d�une condition n�ecessaire d��existence d�une bordure du domaine de commandabilit�e
 Le
crit�ere d�evelopp�e ici est similaire �a celui developp�e dans �Jakubczyk et Sontag� ������ dans
une approche composition de fonctions


II�� D�e	nitions

Plusieurs termes sont associ�es dans la litt�erature au concept de commandabilit�e� at	
teignabilit�e� accessibilit�e et commandabilit�e� plus ou moins di��erents dans leur d�e�nition

De nombreux auteurs adoptent m�eme leur propre d�e�nition
 On partira dans ce travail
de la d�e�nition de l�accessibilit�e donn�ee dans �Sontag� �����
 Cette notion d�accessibilit�e
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est aussi appel�ee commandabilit�e faible


Consid�erons le syst�eme syst�eme non lin�eaire �a temps discret

x�k  �� � f�x�k�� u�k�� �II
��

	 fu�k��x�k��

o�u f est une fonction analytique et x�k� � �n� u�k� � �m


II���� Accessiblit�e

D�esignons par A�
k �x� l�ensemble des points atteignables �a partir de x au temps k �k � �� en

utilisant les s�equences arbitraires de commandes�

u� � fu���� � � � � u�k � ��g

et par A��x� ensemble des points atteignables �a partir de x en un temps quelconque
positif � en d�autres mots�

A��x� � 
k��A
�
k �x�

D�e�nition II
� On dit que le syst�eme non lin�eaire �a temps discret �II��� est accessible en
temps positif en avant si A��x� contient un ensemble ouvert non vide de Rn pour presque
tout x � �n�

D�esignons maintenant par A�
k �x� l�ensemble des points commandables vers x en un

temps k positif en utilisant des s�equences de commandes arbitraires et parA��x� l�ensemble
des points commandables vers x en un temps quelconque positif� en d�autres mots

A��x� � 
k��A
�
k �x�

D�e�nition II
� On dit que le syst�eme non lin�eaire �a temps discret �II��� est accessible
en arri�ere si A��x� contient un ensemble ouvert non vide de �n pour presque tout x � �n

II���� Commandabilit�e

Le syst�eme non lin�eaire �a temps discret �II
�� est dit commandable sur un intervalle �k�� k��
de temps �ni avec k� � k�� si pour chaque �etat x� et x� il est possible de trouver une
commande admissible qui transf�ere le syst�eme de l��etat x�k�� � x� �a l��etat x�k�� � x�
�Levine� �����


En terme d�ensemble accessible� en d�esignant par X� l�ensemble des points initiaux x�
et par X� l�ensemble des points �nals x�� on peut reformuler la d�e�nition de la command	
abilit�e comme suit�

�A�
k��k�

�x����x� � X�

et
X� � A�

k��k�
�x����x� � X�
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ou encore�

�A�
k��k�

�x����x� � X�

et
X� � A�

k��k�
�x����x� � X�

La notion de commandabilit�e appara��t ainsi plus forte que la notion d�accessibilit�e


II�� Approche composition de fonctions

Pour �etudier l�accessibilit�e des syst�emes non lin�eaires �a temps discret� il peut �etre ju	
dicieux de commencer par une approche directe assez simple �a mettre en oeuvre� qui
constitue une bonne introduction pour l��etude de l�accessibilit�e des syst�emes non lin�eaires
�a temps discret
 Cette technique utilise intensivement l�outil de composition de fonc	
tions
 Il faut souligner que l�op�erateur de composition dans le cas discret est �equivalent
�a l�op�erateur de d�erivation dans le cas continu
 On pr�esentera ci	dessous un crit�ere pour
�etudier l�accessibilit�e des syst�emes non lin�eaires �a temps discret � ce crit�ere est bas�e sur
l�utilisation du th�eor�eme de la fonction implicite


II���� D�e�nitions

En premier lieu� rappelons la d�e�nition de l�op�erateur jacobien


D�e�nition II
� Soit une fonction vectorielle f d�une variable vectorielle x� on appelle
jacobienne de f�x� � �fi�x��i�������n et x � �n� la matrice�

rf �
�f

�x

o�u

rf �

�
BBB�

�f�
�x�

�f�
�x�

� � � �f�
�xn

�f�
�x�

�f�
�x�

� � � �f�
�xn

���
���

� � �
���

�fn
�x�

�fn
�x�

� � � �fn
�xn

�
CCCA

Citons ensuite deux th�eor�emes


Th�eor�eme II
� �Th�eor�eme de la fonction inverse� Soient un sous�espace vectoriel
de �n et f � X � �n � �n est une application lisse �i�e� les d�eriv�ees partielles de la
fonction f�x� sont continues��

rf �
�f

�x

f�x� est un di��eomorphisme �f et f�� sont des fonctions lisses� si la jacobienne rf
est non singuli�ere�
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Th�eor�eme II
� �Th�eor�eme de la fonction implicite� Soit f�x� y� une fonction vec�
torielle �a n composantes� qui satisfait l��equation suivante�

f�x� y� � �

o�u x � �n et y � �m� Si la matrice jacobienne
�
�f�x�y�

�y

�
de la fonction vectorielle

f�x� y� est de rang plein� alors il existe une fonction g � X � �n � �m telle que �

y � g�x�
� � f�x� g�x��

pour tout x � X�

II���� Crit�ere d	accessibilit�e

D�e�nissons par fu�x���� � x��� � �n � x�k� � �n la composition de fonctions fu�x���� �
fu�k��� 
 � � � 
 fu����x����


associ�ee �a l�application d�une s�equence de commandes u� � fu���� � � � � u�k���g et par
"�k� x��u� � u � ��m�k � fu�x� � �n

o�u

uT � �uT ��� uT ��� � � � uT �k � ���

la fonction de transition d�un �etat initial �x�e x sur k �etapes
 Il ressort A�
k �x� �

Im"�k� x��u�


Th�eor�eme II
� �Jakubczyk et Sontag� ������Aranda�Bricaire� ����� L�ensemble des points
atteignables A�

k �x� constitue un ensemble non vide �n si et seulement si

sup
x��n

frank
�

�u
"�k� x��u�� u � ��m�kg � n

Alors� le syst�eme non lin�eaire �a temps discret est accessible en temps positif si et
seulement si

sup
x��n

frank
�

�u
"�k� x��u�� u � ��m�k� k � �g � n

Cette condition apparait tr�es simple �a mettre en oeuvre pour �etudier l�accessibilit�e des
syst�emes non lin�eaires �a temps discret
 Cependant� les calculs qu�elle implique� �a savoir�
une composition de fonctions� peuvent �etre tr�es lourds en pratique


II���� Cas lin�eaire

Consid�erons maintenant le syst�eme lin�eaire �a temps discret d�ecrit par l��equation d��etat �

x�k  �� � Ax�k�  Bu�k�
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o�u u�k� � �m� x�k� � �n� et A�B sont des matrices de dimension respective n � n
et n � m
 On v�eri�e facilement que l�approche �etudi�ee aboutit au crit�ere de Kalman
�Djeridane� �����


"��� x� � Ax���  Bu���
"��� x� � Ax���  Bu���

� A�x���  ABu���  Bu���

et ainsi de suite� jusqu��a�

"�k� x� � Akx���  Ak��Bu���  Ak��Bu���  � � �  Bu�k � ��

Il en r�esulte l�expression�

�

�u
"�k� x� � �Ak��B Ak��B � � � B�

dans laquelle on retrouve la matrice de Kalman pour le cas des syst�emes lin�eaires �a
temps discret


II���
 Un exemple non lin�eaire

Soit le syst�eme non lin�eaire� non inversible par rapport �a l��etat� dit encore r�eversible��Lee et al�� �������

x��k  �� � x��k�� u��k�
x��k  �� � u�k�

Le calcul de la jacobienne de f�x� u� montre que le syst�eme n�est pas inversible par
rapport �a x� en e�et�

rf �

�
� �
� �

�

L�application du crit�ere d�accessibilit�e conduit �a exprimer�

"��� x� � f�x���� u����

"��� x� �

�
u���� u����

u���

�

ce qui donne�

�

�u
"�k� x� �

�
� ��u���
� �

�

On constate que cette matrice est toujours de rang plein� ce qui permet de conclure �a
l�accessibilit�e du syst�eme dans tout l�espace ��
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II�� Approche alg�ebre di
�erentielle

Apr�es avoir pr�esent�e une approche bas�ee sur la composition de fonctions� on d�ecrit ci	
apr�es un crit�ere d�accessibilit�e issu d�une approche d�alg�ebre di��erentielle recherchant le
degr�e relatif d�une suite de �	formes �Aranda	Bricaire� �����


II�
�� D�e�nitions

Nous commen�cons en exposant de mani�ere succinte quelques notions de la th�eorie des
syst�emes di��erentiels ext�erieurs �Sastry� �����


Etant donn�ee une vari�et�e analytique X dans laquelle x repr�esente les coordonn�ees
locales� soient TX l�espace tangent et T �X l�espace cotangent dans lequel dx repr�esente
les coordonn�ees locales


D�e�nition II
� On consid�ere l�espace vectoriel suivant�

# � span dC

o�u dC � fdxi� i �� � � � � ng�

Soit v un �el�ement de l�ensemble # de la forme suivante�

v �
nX
i��

Fi�x�dxi

o�u Fi�x� sont des fonctions analytiques X � ��

On appelle ��forme tout �el�ement v de #�

Une �	forme n�est rien d�autre qu�une application f de X dans �


Une �	forme di��erentielle v � # est une �	forme exacte� s�il existe une �	forme f telle
que v � df qui s��ecrit sous la forme suivante�

v �
nX
i��

�f

�xi
dxi

D�e�nition II
� ��
forme� On consid�ere l�espace vectoriel not�e par #� et d�e�ni par�

#� � spanf�dCg

o�u �dC � fdxj � dxi� j � �� � � � � n� i � �� � � � � ng

Un �el�ement w de #� constitue une 	�forme et peut s��ecrire sous la forme suivante�

w �
X
i�j

$i�j�x�dxj � dxi

o�u $i�j�x� sont des fonctions analytiques de X dans ��
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D�e�nition II
� �Produit ext�erieur� Le produit ext�erieur d�une p�forme � � #p�X�
par une q�forme � � #q�X� d�esigne une application�

� � #p�X�� #q�X�� #p�q�X�

telle que

� � � � ����pq� � �

Cette application est bilin�eaire� associative� mais non	commutative


Remarque II
� Il est important de noter que la d�e�nition du produit ext�erieur pour une
forme di��erentielle impaire � par elle�m
eme donne un r�esultat nul �� � � � ���

D�e�nition II
� La di��erentielle ext�erieure d est une application

d � #p�X�� #p���X�

qui satisfait les propri�et�es suivantes�

�� d est lin�eaire� d��  �� � d� d�� si � est constante� d���� � �d��

	� Si � � #p�X� et � � #��X�� d����� � d��� ����p��d� o�u #��X� � �p��#p�X��


� Si f est une ��forme� df coincide avec la di��erentiation ordinaire�

�� d�d�� � �� ���

Les propri�et�es ������� d�e�nissent l�op�erateur d de mani�ere unique�

Les exemples suivants illustrent cette d�e�nition


Exemple II
� Soit v � dx� �
x�
x�
dx�� L�utilisation de l�op�erateur de d�eriv�ee ext�erieure�

conduit �a la 	�forme �

dv � d
�
dx� �

x�
x�
dx�

�
� d�dx���

x�dx��x�dx�
x��

� dx�

� � � �
x�
dx� � dx�

� � �
x�
dx� � dx�

Exemple II
� Soit v � cos�x�x��x�dx�  cos�x�x��x�dx�� alors�

v � F�dx�  F�dx�

avec
F� � cos�x�x��x�
F� � cos�x�x��x�

alors�

dF � d�cos�x�x���

On peut conclure que v est une ��forme exacte�
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Notons que le formalisme alg�ebrique pour les �	formes a �et�e con�cu principalement pour
faciliter les calculs qui font appel �a des op�erateurs gradient et jacobien
 Dans l��etude de
l�accessibilit�e des syst�emes non lin�eaires �a temps discret� on n�utilisera que des �	formes


Remarque II
� Il faut souligner que pour une ��forme� la d�eriv�ee ext�erieure co��ncide
avec la notion de di��erentielle totale �

df �
�f

�x�
dx�  � � �  

�f

�xn
dxn

D�e�nition II
� On d�e�nit l�op�erateur de d�ecalage % de la fa�con suivante

%x�k� � x�k  �� � x� pour k � �

Consid�erons le syst�eme non lin�eaire �a temps discret�

x�k  �� � f�x�k�� u�k��� k � �� �� � � � �II
��

o�u x�k� � �n� u�k� � �m
 On suppose que l�application f � �n � �m � �n est
analytique


D�e�nition II
� �Degr�e relatif� Le degr�e relatif d�une ��forme w��� � spanfdx���g est
d�e�ni par

r � minfk � �jw�k� � %kw��� � spanfdx���gg

Si un tel entier n�existe pas� on pose r ���

D�e�nition II
�� �Sous
espaces de �ltration� Rappelons en�n la d�e�nition des sous�
espaces de �ltration H� � H� � � � � � Hk donn�ee dans �Aranda�Bricaire� ������

H� � spanfdx���� du���g
Hk � %�k�H� �%H� � � � � �%kH��

� %Hk�� �Hk��

o�u %H� � spanfw�jw � H�g� %kH� � spanfw�jw � %k��H�g� k � � et %Hk �
H�

k � spanfw�jw � Hkg�

L�espace Hk qu�on peut alternativement d�e�nir par�

Hk � spanfw � Hk��jw
� � Hk��g� k � �

est le sous	espace des �	formes qui ont un degr�e relatif sup�erieur ou �egal �a k

En particulier� H� � spanfdx���g


Notons �egalement qu�il existe un entier k� tel que� pour k � k�� Hk�� � Hk mais
Hk�� �� Hk et Hk��� � Hk��� � � � � � H�


L�existence de cet entier k� d�ecoule du fait que chaque Hk est un espace vectoriel de
dimension �nie et donc� soit Hk�� � Hk� soit la dimension de Hk�� diminue au moins
d�une unit�e


Les sous	espaces de �ltration permettent donc une classi�cation des �	formes selon
leur degr�e relatif
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II�
�� Crit�ere d	accessibilit�e

Th�eor�eme II
� Le syst�eme non lin�eaire �a temps discret �II�	� est accessible si et seule�
ment si H� � ��

Le crit�ere d�accessibilit�e �enonc�e pr�ec�edemment revient �a d�emontrer que le syst�eme ne
poss�ede pas de �	formes �a degr�e relatif in�ni


Le calcul s�equentiel des sous	espaces fHkg pour les syst�emes lin�eaires �a temps discret
de la forme suivante�

x�k� � Ax�k�  Bu�k�

avec x�k� � �n� u�k� � �m� A � �n�n et B � �n�m


peut �etre r�ealis�e par application de l�algorithme suivant �Post� �����


Algorithme II
� �� choix de H� � spanfe�� e�� � � � � en�mg� o�u ei repr�esente un
vecteur canonique�

	� H� � spanfe�� e�� � � � � eng


� H� � spanfa �

�
BBB�

�
�
���
�

�
CCCA � H�ja�Bg

�� Posons pour k � �� Hk � f	�� 	�� � � � � 	rg et Hk�� � f	�� 	�� � � � � 	r� 
�� � � � � 
sg

�a� D�eterminer les matrices C et D telles que �	�� � %	 � �	� 
�

�
C
D

	
�b� Hk�� � spanfa � 	� � Hkj��D

T g

jusqu��a Hk�� � f�g ou Hk�� � Hk

Le calcul des sous	espaces de �ltration fHkg pour les syst�emes non lin�eaires �a temps
discret peut �etre r�ealis�e par application de l�algorithme suivant �Post� �����

Algorithme II
� �� Choix de H� � spanfe�� e�� � � � � en�mg�

	� H� � spanfe�� e�� � � � � eng�


� Pour k � ��

�a� Calcul de H�
k �

�b� Calcul de Hk�� � Hk � H�
k �

jusqu��a Hk�� � f�g o�u Hk�� � Hk
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II�
�� Un exemple lin�eaire

On consid�ere le syst�eme lin�eaire �a temps discret� d�ecrit par �

x�k  �� �

�
� � � �
�� � �
� �� ��

�
Ax�k�  

�
� �
�
�

�
Au�k�

ce qui donne apr�es utilisation de l�op�erateur d�

dx�k  �� �

�
� � � �
�� � �
� �� ��

�
A dx�k�  

�
� �
�
�

�
A du�k�

�	

H� � span


���
��


�
BB�
�
�
�
�

�
CCA �

�
BB�
�
�
�
�

�
CCA �

�
BB�
�
�
�
�

�
CCA �

�
BB�
�
�
�
�

�
CCA
����
���

�	

H� � span


���
��


�
BB�
�
�
�
�

�
CCA �

�
BB�
�
�
�
�

�
CCA �

�
BB�
�
�
�
�

�
CCA
����
���


	 En remarquant que le noyau de la matrice B est�

KerB � span


�


�
� �
�
�

�
A �

�
� ��

�
�

�
A
��
�

pour obtenir H�� il su�t juste d�augmenter d�une composante identiquement nulle la
dimension des vecteurs de l�ensemble KerB

H� � span


���
��


�
BB�
�
�
�
�

�
CCA �

�
BB�
��
�
�
�

�
CCA
����
��� � spanf	�� 	�g

�	 a� on r�e�ecrit H� sous la forme


H� � span


���
��


�
BB�
�
�
�
�

�
CCA �

�
BB�
��
�
�
�

�
CCA �

�
BB�
�
�
�
�

�
CCA
����
��� � spanf	�� 	�� 
g

Avec 	 � �	� 	��� on a
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	� � �	�� 	�� � �

�
BB�
�� �
� ��
� ��
� �

�
CCA

Par exemple� le calcul de 	�� peut se faire de la mani�ere suivante�

	�� �

�
BB�
��
�
�
�

�
CCA

�

� ��dx����  dx������

� �dx�� ���  dx�� ���
� �dx����  dx����
� ���dx����  du����  ��dx����� �dx����� �dx����  du����
� �dx����� �dx���� � �dx����

�

�
BB�

�
��
��
�

�
CCA

On consid�ere alors le syst�eme matriciel�
BB�
�� �
� ��
� ��
� �

�
CCA �

�
BB�
� �� �
� � �
� � �
� � �

�
CCA
�

C
D

�

o�u C est une matrice de dimension ��� et D un covecteur de dimension ���
 Alors�

�
C
D

�
�

�
� � ��
� ��
� ��

�
A

Tous les vecteurs perpendiculaires �a DT sont de la forme suivante


span

��
�
�

��

b�

H� � span

�
	

�
�
�

��
� spanf�	�  	�g

� span


���
��


�
BB�
��
�
�
�

�
CCA
����
��� � spanfwg
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En utilisant l�op�erateur de d�ecalage� on obtient

w �

�
BB�

�
��
�
�

�
CCA

�

� ��dx�����
� � �dx���� � dx����� �dx���� � �dx���� �

�
BB�

�
��
��
�

�
CCA

Il faut remarquer que le vecteur w ne peut pas �etre un �el�ement de H�� ce qui donne�

H	 � f�g

Le syst�eme est donc accessible dans tout ��


Notons que ces algorithmes sont d�ej�a impl�ement�es dans des biblioth�eques de calcul
symbolique


II�
�
 Un exemple non lin�eaire

On consid�ere le syst�eme non lin�eaire �a temps discret suivant�

x��k  �� � u��k�
x��k  �� � x��k�u��k�
x��k  �� � u��k�

ce qui donne��
� dx��

dx��
dx��

�
A �

�
� � � �
� � u�
� � �

�
A
�
� dx�

dx�
dx�

�
A 

�
� � �

x� �
� �

�
A� du�

du�

�

Les sous	espaces Hk sont�

�	

H� � span


�����
����


�
BBBB�
�
�
�
�
�

�
CCCCA �

�
BBBB�
�
�
�
�
�

�
CCCCA �

�
BBBB�
�
�
�
�
�

�
CCCCA �

�
BBBB�
�
�
�
�
�

�
CCCCA �

�
BBBB�
�
�
�
�
�

�
CCCCA

������
�����

�	

H� � span


�����
����


�
BBBB�
�
�
�
�
�

�
CCCCA �

�
BBBB�
�
�
�
�
�

�
CCCCA �

�
BBBB�
�
�
�
�
�

�
CCCCA

������
�����



a� Par d�e�nition� pour obtenir H�
� � il su�t d�utiliser l�op�erateur de d�ecalage sur les

�	formes
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�
BBBB�
�
�
�
�
�

�
CCCCA

�

� %�dx����� � dx���� � du���� �

�
BBBB�
�
�
�
�
�

�
CCCCA

alors�

H�
� � span


�����
����


�
BBBB�
�
�
�
�
�

�
CCCCA �

�
BBBB�

�
�

u����
x����
�

�
CCCCA �

�
BBBB�
�
�
�
�
�

�
CCCCA

������
�����

b� L�ensemble H� �H
�
� est d�e�ni par�

H� � span


�����
����


�
BBBB�

�
�

u����
�
�

�
CCCCA

������
�����

Finalement H�
� est g�en�er�e par

%�u����dx����� � u����dx���� � u����du����

ce qui donne�

H�
� � span �


�����
����


�
BBBB�

�
�
�
�

u����

�
CCCCA

������
�����

On voit clairement que�

H� � H� �H
�
� � f�g

II�� Approche g�eom�etrie di
�erentielle

On pr�esente dans cette section une approche bas�ee sur l�utilisation de la g�eom�etrie dif	
f�erentielle pour �etudier l�accessibilit�e des syst�emes non lin�eaires �a temps discret� Cette
approche est construite sur un formalisme dual de l�alg�ebre di��erentielle
 En temps con	
tinu le concept local d�accessibilit�e est li�e aux courbes int�egrales de l��equation d��evolution
d�e�nies pendant une variation in�nit�esimale du temps
 Ceci est impossible en temps
discret o�u la p�eriode d��echantillonnage est �x�ee
 Dans ce cas� les commandes et plus
pr�ecis�ement leurs variations vont jouer le r�ole d�in�niment petit
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II���� Quelques d�e�nitions

On rappelle dans ce qui suit quelques notions principales de la g�eom�etrie di��erentielle

Pour plus d�approfondissement� on renvoie le lecteur aux ouvrages de Isidori� Nijmeijer et
Slotine
 �Isidori� ����� �Nijmeijer et Van Der Schaft� ����� �Slotine et Li� �����

D�e�nition II
�� �Champ de vecteur� Soit X une vari�et�e lisse de dimension n� Un
champ de vecteur V sur X est une application qui a�ecte �a chaque point p � X un vecteur
tangent V �p� dans le plan TpX tangent �a la vari�et�e X au point p�

D�e�nition II
�� �Distribution� Soit l�ensemble des champs de vecteurs V�� V�� � � � � Vm�
On d�e�nit une distribution G�x� au point p de coordonn�ee locale x� l�espace�

G � spanfV�� V�� � � � � Vmg

En d�autre termes� chaque �el�ement de G�x� au point x s��ecrit sous la forme suivante�

���x�V��x�  ���x�V��x�  � � � �m�x�Vm�x�

o�u les �i�x� sont des fonctions lisses�

D�e�nition II
�� �D�eriv�ee de Lie� Si h � �n � � est une fonction scalaire lisse� et
V� � �n � �n est un champ de vecteur lisse sur Rn� alors la d�eriv�ee de Lie de h suivant
f est le scalaire d�e�ni par �

LV�h � rhV�

Ainsi� la d�eriv�ee de Lie� LV�h d�esigne la d�eriv�ee directionnelle de la fonction h suivant
le champ de vecteur V�


D�e�nition II
�� �D�eriv�ees de Lie successives� On peut d�e�nir de fa�con r�ecurrente
les d�eriv�ees de Lie successives�

L�
V�
h � h

Li
V�
h � r�Li��

V�
h�V� i � �� � � � � n

Similairement� si V� est un autre champ de vecteur� alors la fonction scalaire LV�LV�h�x�
d�esigne la d�eriv�ee directionnelle de LV�h suivant V��

LV�LV�h � r�LV�h�V�

D�e�nition II
�� �Crochet de Lie� Soient V� et V� deux champs de vecteurs sur �n�
le crochet de Lie de V� et V� est un troisi�eme champ de vecteur d�e�ni par�

�V�� V�� � rV�V� �rV�V�
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Le crochet de Lie de �V�� V�� est souvent d�esign�e par adV�V� comme l�adjoint de V� par
rapport �a V�
 On peut d�e�nir une expression r�ecurrente des crochets de Lie successifs�

ad�V�V� � V�
adiV�g � �V�� ad

i��
V�

V�� i � �� � � � � n

Exemple II
� Soit�

V��x� �

�
x�

�sin�x��� x�

�

V��x� �

�
�
x�

�

alors�

�V�� V�� �

�
� �
� �

��
x�

�sin�x��� x�

�
�

�
� �

�cos�x�� x�

��
�
x�

�

et

ad�V�V� � �V�� adV�V��

�

�
�� �
� �

��
x�

�sin�x��� x�

�
�

�
� �

�cos�x�� ��

��
�x�

x�  x�

�

�

�
�x� � �x�

x�  x� � sin�x��� x�cos�x��

�

D�e�nition II
�� �Ensemble involutif� Un ensemble de champs de vecteurs fV�� V�� � � � � Vmg
est dit involutif� si et seulement si� il existe des fonctions scalaires aij��n � � telles que�

�Vi� Vj � �
mX
k��

aij�x�Vk�x� �i� j

La notion d�involutivit�e d�un ensemble signi�e qu�un champ de vecteur r�esultant d�un
crochet de Lie de n�importe quelle paire de champs de vecteurs de cet ensemble est une
combinaison lin�eaire des di��erents champs de vecteurs de cet ensemble


II���� Construction d	une distribution

Dans cette section� on rappelle une nouvelle conception dite de �description in�nit�esimale�
pour les syst�emes �a temps discret
 Celle	ci introduit de nouveaux champs de vecteurs�
qui font appel aux puissants outils de l�alg�ebre de Lie


Consid�erons le syst�eme non lin�eaire �a temps discret suivant�

x�k  �� � f�x�k�� u�k�� �II

�

� fu�k��x�k��

avec x�k� � �n� u�k� � U � �m et f�x�k�� u�k�� une fonction analytique inversible
par rapport �a x�k�
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Rappelons qu�en temps continu� des crit�eres d�accessibilit�e� sont obtenus en utilisant
l�alg�ebre de Lie �Hermann et Krener� ����� sur des champs de vecteurs li�es �a des variations
in�nit�esimales du temps
 En temps discret� o�u la p�eriode d��echantillonnage est �x�ee� la
commandabilit�e des syst�emes non lin�eaires peut �etre reli�ee �a des variations in�nit�esimales
de commandes
 En d�autres termes� les variations des commandes vont jouer pour les
syst�emes discrets� le r�ole des variations du temps en continu


L�id�ee d�introduire des champs de vecteurs li�es �a une perturbation in�nit�esimale des
commandes constitue une g�en�eralisation naturelle du concept de groupe de Lie � cette
id�ee a �et�e originalement propos�ee par �Fliess et Normand	Cyrot� �����


On d�e�nit pour cela un champ de vecteur de la mani�ere suivante �Jakubczyk et Sontag� ������

Vu�x� �

�
�

�v
f��u 
 fu�v�x�

	
v��

On peut alors associer aux syst�emes non lin�eaires discrets� des champs de vecteurs
arti�ciels d�e�nis comme suit �

Adk�Vu�x� �

�
�

�v
f�k� 
 f��u 
 fu�v 
 f

k
� �x�

	
v��

o�u fk� �x� � f� 
 � � � 
 f��x� repr�esente la fonction de composition k fois de f��x� �
f�x�k�� ��


On peut repr�esenter les champs de vecteurs arti�ciels par la �gure suivante�

Vu

fu

fu�v

Figure II
�� D�e�nition du champ de vecteur Vu�x�

f�
f�

f�

fu�v

fu

Ad��Vu�x�

f�
f�

f�

Figure II
�� D�e�nition du champ de vecteur Ad��Vu�x�

Ceci permet de d�e�nir une distribution�

"�x� � fAdk�Vu�x�jk � �� �� � � � � u � Ug
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Remarque II
� �m�ethode de calcul� Il existe une autre �ecriture� plus calculatoire�
pour la construction des champs de vecteurs pr�ec�edemment d�e�nis� On peut en e�et
v�eri�er que�

Vu�x� � �rfu�x��
�� �

�u
fu�x�

et l�on peut aussi d�e�nir le champ de vecteur Adk�Vu par�

Adk�Vu � �rf
k
� �x��

��Vu�f
k
� �x��

Cette expression facilite le calcul du champ de vecteur associ�e� dans la mesure o�u le
terme f��u �x� n�appara
�t pas explicitement�

Exemple II
� Soit le syst�eme non lin�eaire �a temps discret suivant�

x�k  �� � Ax�k�  g�x�k�� u�k��

x�k� � �n�u�k� � �� A � �n�n� g est une fonction analytique avec g�x�k�� �� � ��

Le calcul des champs de vecteurs pour ce syst�eme donne�

Adk�Vu�x� � A�kVu�x�

avec Vu�x� � �A  
g�x�u�
x
��� �

�u
g�x� u�� On remarque que l�op�erateur �Ad� correspond

ici �a une simple multiplication matricielle�

II���� Crit�ere d	accessibilit�e

On rappelle le crit�ere d�accessibilit�e de�ni dans �Jakubczyk et Sontag� �����

Th�eor�eme II
� Le syst�eme non lin�eaire �a temps discret est accessible� si et seulement
si�

dim"�x� � n� �x � X

o�u

"�x� � fAdk�Vu�x�jk � �� �� � � � � u � Ug

II���
 Syst�eme lin�eaire

On consid�ere le syst�eme lin�eaire discret�

x�k  �� � Ax�k�  Bu�k�

avec x�k� � �n et u�k� � �m
 On suppose de plus que la matrice A est non singuli�ere




�� Chapter II� Accessibilit�e des syst
emes 
a temps discret

Ceci donne�
Vu�x� � �rf�x� u����� �

�u
f�x� u��

� �A����B

et

Ad��Vu�x� � �rf�x� u����Vu�f�x� ���
� �A����A��B
� A��B

On continue ainsi jusqu��a l�ordre k�

Adk��� Vu�x� � �rx�fk� �x��
��Vu�fk� �x��

� A�kB

On remarque que l�espace "�x�� construit �a partir des champs de vecteurs pr�ec�ed�em	
ment d�e�ni� correspond �a �

�A�kB A�k��B � � � B�

ce qui permet de retrouver le crit�ere de Kalman


II���� Un exemple non lin�eaire

Soit le syst�eme non lin�eaire�

x��k  �� � x��k�x��k�
x��k  �� � x��k�  u�k�

Tout d�abord� calculons Vu comme suit�

Vu�x� � �rfu�x�����
�fu�x�
�u

�

�

�
x� x�
� �

����
�
�

�

�

�
�
�x�

x�

�

ce qui donne

Ad�Vu�x� �

�
x� x�
� �

���
Vu�f��x��

�

�
� �

x�
�
x�
 x�

x��

�

x

De cette fa�con� on a construit les champs de vecteurs associ�es au syst�eme non lin�eaire
�a temps discret


On obtient ainsi�

" � fspanfVu�x�� Ad�Vu�x�gg

Alors le syst�eme non lin�eaire est accessible si et seulement si x� �� � et x��x�����x� ��
�
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II�� Approche du principe du maximum

On propose une approche alternative pour �etudier l�accessibilit�e des syst�emes non lin�eaires
�a temps discret bas�ee sur l�utilisation d�outils issus de l�optimisation
 En s�appuyant
sur des r�esultat d�evelopp�es dans le cadre continu pour d�eterminer une condition n�eces	
saire pour l�existence et la d�etermination de la bordure du domaine de commandabilit�e
�Grantham et Vincent� ������ on propose une extension de ces r�esultats au cas des sys	
t�emes �a temps discret


II���� D�e�nitions

On pr�esente quelques d�e�nitions qui seront utilis�ees dans la suite de cette section


On consid�ere le syst�eme non lin�eaire suivant �

x�k  ��� x�k� � f�x�k�� u�k�� �II
��

o�u x�k� � �n� u�k� � U � �m et f est une fonction analytique


D�e�nition II
�� �Domaine de commandabilit�e� Le domaine de commandabilit�e C
d�e�nit l�ensemble de tous les �etats initiaux qui peuvent atteindre un ensemble cible X sous
l�action d�une loi de commande admissible et en un temps �ni�

II������ Bordure du domaine de commandabilit�e

Pour des exemples assez �el�ementaires� il est facile de d�eterminer le domaine de com	
mandabilit�e par une voie assez primitive qui fait une recherche exhaustive de toutes les
commandes possibles� mais cette technique s�av�ere rapidement inad�equate pour r�esoudre
des probl�emes plus complexes
 Ce qui nous conduit �a dire que cette technique n�est pas
r�ealisable pratiquement pour la d�etermination du domaine de commandabilit�e

Quand l�ensemble de commandabilit�e n�est pas tout l�espace d��etat� alors il y a une

bordure qui d�elimite l�ensemble du domaine not�e par �C
 Par le biais de la d�etermination
de la bordure du domaine de commandabilit�e on peut donc essayer de d�eterminer ce
domaine de commandabilit�e

Dans le cas des syst�emes non lin�eaires �a temps continu� une approche permettant

de d�eterminer cette bordure a �et�e propos�ee dans �Grantham et Vincent� �����
 Celle	ci
est bas�ee sur l�utilisation du principe du maximum et des propri�et�es g�eom�etriques des
syst�emes

Dans cette section� on s�int�eresse �a l�existence d�une telle bordure de commandabilit�e

ce qui nous conduit �a d�evelopper une condition n�ecessaire de commandabilit�e des syst�emes
non lin�eaires �a temps discret bas�ee sur l�utilisation du principe du maximum


II������ Propri�et�e du domaine de commandabilti�e

On suppose que la bordure du domaine de commandabilit�e constitue une surface de
dimension �n� �� lisse et poss�ede un plan tangent
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A partir de la d�e�nition de la commandabilit�e� on peut d�eduire une propri�et�e intrin	
s�eque au domaine de commandabilit�e du syst�eme non lin�eaire �a temps discret de la fa�con
suivante
 Si une trajectoire x� quitte le domaine de commandabilit�eC� alors la trajectoire
ne peut pas retourner vers ce domaine� une fois partie�Vincent et Grantham� �����

On peut de cette propri�et�e d�eduire les propri�et�es suivantes �

�
 Une solution x� de l��equation �II
�� qui d�emarre �a l�ext�erieur de C ne peut jamais
atteindre C


�
 Si x� d�emarre depuis �C� alors elle ne peut jamais atteindre l�int�erieur de C




 Si x� d�emarre �a l�ext�erieur de �C� alors elle ne peut jamais atteindre la bordure de
C


�
 Si x��� � �C et x��� � �C� alors x�k� � �C pour tout � � k � �


�
 Si �C contient des points anguleux �cassures�� alors les trajectoires sur �C ne peu	
vent pas passer par ces points


D�emonstration

La condition ��� vient directement de la d�e�nition de l�ensemble de commandabilit�e

Les conditions �����
� et ��� viennent imm�ediatement de la condition ���
 Par exemple�
concernant la condition ���� on se place dans le voisinage de x��� en un point situ�e �a
l�ext�erieur de l�ensemble de commandabilit�e� alors il n�existe pas de trajectoire pouvant
atteindre C� sinon elle violerait la condition ���
 Des arguments similaires peuvent �etre
formul�es pour la d�emonstration des propri�et�es �
� et ���

La condition ��� fournit une propri�et�e permettant de d�eterminer la bordure du domaine

de commandabilit�e des syst�emes non lin�eaires �a temps discret
 La d�emonstration est la
suivante
 Soit x��� � �C
 Supposons qu�il existe une loi de commande admissible u�x�
tel que x��� � X � C �ensemble objectif�� cela contredit la propri�et�e ���� puisque x�k�
ne peut jamais atteindre l�int�erieur de C
 On peut alors conclure que x�k� reste sur la
bordure du domaine de la commandabilit�e x�k� � �C


D�e�nition II
�� �Vecteur normal ext�erieur� Soit A un domaine� avec une bordure
appel�ee �A qui poss�ede un plan tangent unique en chaque point� Un vecteur normal
ext�erieur est un vecteur non�nul v dans �n qui est normal �a A au point x et dirig�e vers
l�ext�erieur du domaine� Le plan tangent �a �A est d�e�ni par l�ensemble des vecteurs e
satisfaisant la relation suivante�

� � vTe

Par ailleurs� tout vecteur �e voisin de e v�eri�ant�

� � vT�e

est tangent �a l�ext�erieur de A�
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D�e�nition II
�� �Hyperplan� Un hyperplan dans �n est une extension naturelle d�une
droite dans un espace �� et peut 
etre vu comme un sous espace de �n de dimension
�n � ���Culioli� ������

On d�e�nit l�hyperplan L comme suit

L � fx � �n � L�x� � aTx� b � �g

o�u aT et b d�esignent respectivement un vecteur ligne et un scalaire �a valeur r�eelles�

On d�e�nit �egalement les demi�espaces ouverts

L� � fx � �n � L�x� � aTx� b � �g

L� � fx � �n � L�x� � aTx� b � �g

et les espaces ferm�es par L 
 L� ou L 
 L��

D�e�nition II
�� �Convexit�e d�un ensemble� On dit que A est un ensemble convexe�
si pour tout x et y dans A et r� s dans � avec r � �� s � �� r  s � � les points rx  sy
sont dans A�

Th�eor�eme II
� �Convexit�e d�une fonction� �Bertsekas� ����� Si f est une fonction�
nelle d�e�nie sur un ensemble convexe A� f est convexe sur A si et seulement si le Hessien
r�f est semi�d�e�nie positive dans tout A�

D�e�nition II
�� �Propri�et�e d�une fonction convexe� �Bertsekas� ����� Si f est une
fonction convexe� alors l�ensemble d�e�nie par fx � �n � f�x� � �g est convexe

Exemple II
� Dans l�espace ��� un cube d�e�ni comme suit �

A � f�x�� x�� x��� jx�j � �� jx�j � �� jx�j � �g

est convexe

Exemple II
� Soit l�ensemble A dans ��� d�e�ni par

A � f�x�� x��� x� � �� x� � �� �x
���
�  x

���
� ���� � �g

Pour v�eri�er la convexit�e de l�ensemble A� il su�t juste de v�eri�er la convexit�e de la
fonction f�x�� x�� � �x

���
�  x

���
� ����

Le calcul du l�Hessien de f est�

r�f �

�
�

�
�x

���
�

� x
���
�

�
�

�

� x
�

�

�

�
�

�

�
�x

���
�

� x
���
�

�
�

� x
�

�

�

�

�

�
x
�

�

�

�
x
�

�

�

�
�x

���
�

� x
���
�

�
�

�

�

�

�
x
�

�

�

�
x
�

�

�

�
�x

���
�

� x
���
�

�
�

�

�
�

�
�x

���
�

� x
���
�

�
�

�

� x
�

�

�

�
�

�

�
�x

���
�

� x
���
�

�
�

� x
�

�

�

�

�

Les valeurs propres de r�f �

�� � �� �� � �
�




�x
�
�
�  x

�
�
� �

�
� �x

�
�
�  x��x

�
�
�  x

�
�
� x

�
�  x

�
�
� �

x
�
�
� x

	
�
�  x

	
�
� x�

�
�  �x��x

�
�

On remarque que �� � �� �� � �� alors la matrice r�f est semi�d�e�nie n�egative� donc
l�ensemble A n�est pas convexe� Cette conclusion est facilement v�eri�able par une voie
graphique �II����
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x�

x�

A

Figure II

� Ensemble A non convexe

D�e�nition II
�� �Hyperplan tangent �a une surface� Soient les �equations suivantes
dans Rn

h��x� � �
h��x� � �

���
hm�x� � �

d�e�nissant une surface de dimension n �m� alors l�hyperplan tangent �a cette surface en
un point r�egulier x est d�e�ni par �

M � fy � �rh�x��y � �g

Th�eor�eme II
� �Th�eor�eme de s�eparation� �Athans et Falb� �����

Si C est un ensemble convexe et y un point sur la bordure de C� alors il existe un
hyperplan qui contient y et l�ensemble C dans un de ses demi espaces ferm�es�

II���� Crit�ere de commandabilit�e

Proposition II
� �Djeridane et Calvet� 	��	� Sous l�hypoth�ese qu�il existe une loi de
commande u�x�k�� telle que la matrice �I  �f

�x
 �f

�u
�u
�x
� est de rang plein� une condition

n�ecessaire de commandabilit�e du syst�eme �II��� est que�

rank�P � � n

o�u P � �V� V� � � � VN��� N � n

avec

V� �
�fu�N����x�N����

�u�N���

V� �
�
I 

�fu�N����x�N����

�x�N���

�
�fu�N����x�N����

�u�N���

���

VN�� �
�
I 

�fu�N����x�N����

�x�N���

�
� � �
�
I 

�fu���x���

�x���

�
�fu���x���

�u���

D�emonstration
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Consid�erons une trajectoire d��etat x� � fx���� x���� � � � � x�k�g maintenue sur la sur	
face �C �bordure du domaine de commandabilit�e� par une commande u�x�k�� avec une
condition initiale voisine de x�����x���� toujours sur la bordure� d�e�nie comme suit �

�x��� � x���  �
x��� ��

o�u 
x��� �� est un vecteur dirig�e de x��� vers �x��� et � � � un param�etre de variation
de cette condition initiale

Si on consid�ere� toujours sur la bordure� une trajectoire perturb�ee�

�x�k� � x�k�  �
x�k� �� k � �� �� � � �

il r�esulte �a l�instant �k  �� que�

�x�k  �� � x�k  ��  �
x�k  �� �� �II
��

� f��x�k�� u��x�k���  �x�k�

En utilisant le d�eveloppement de Taylor au �er ordre de la fonction f�x�k�� u�x�k����
l��equation �II
�� peut �etre r�e�ecrite sous la forme�

x�k  ��  �
x�k  �� �� � f�x�k�� u�k�� 

�

�
�f

�x
 
�f

�u

�u

�x

	

x�k� ��  �x�k�  O���� �II
��

o�u O���� repr�esente les termes d�ordre �� ou sup�erieur et l�expression entre crochets
est �evalu�ee en x�k�
 Il r�esulte�


x�k  �� �� �

�
I 

�f

�x
 
�f

�u

�u

�x

	

x�k� ��  O��� �II
��

Notons que l�hypoth�ese de convexit�e de la fonction f�x�k�� u�x�k��� implique l�existence
d�un hyperplan tangent �a la surface �C
 Alors� pour le cas limite o�u �� �� 
x�k� �� tend
vers le vecteur e�k� que nous consid�erons tangent �a �C au point x�k�

Maintenant� reprenons l��equation �II
�� avec �� �
 on obtient l�expression suivante�

e�k  �� �

�
I 

�f

�x
 
�f

�u

�u

�x

	
e�k�

avec

e��� � lim
�	�


x��� ��

L��equation d��etat pr�ec�edente peut �etre r�e�ecrite sous la forme suivante�

e�k  �� � &�k  �� k�e�k� �II
��

dans laquelle

&�k  �� k� �

�
I 

�f

�x
 
�f

�u

�u

�x
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repr�esente la matrice de transition d��etat et e�k� repr�esente une variation in�nit�esimale
de la trajectoire x�


Si l�on consid�ere un vecteur ��k� de dimension n qui satisfait l��equation d��etat adjointe�

��k� � �&�k  �� k��T��k  ��

on remarque alors que le produit scalaire�

�T �k  ��e�k  �� � �T �k�&�k� k  ��&�k  �� k�e�k�
� �T �k�e�k�

est constant pour tout k � �� �� � � �

Avec un choix judicieux du vecteur adjoint intial ���� perpendiculaire �a e��� au point
x��� et dirig�e vers l�ext�erieur de C� il r�esulte que �T �k�e�k� � � pour tout k � �� �� � � �

Le vecteur adjoint ��k� est donc normal ext�erieur �a la bordure du domaine de la com	
mandabilit�e �C en chaque point x�k�


La trajectoire d��etat �a l�instant k  � �x�k ��� provient de l��etat x�k� selon la direc	
tion f�x�k�� u�k��
 Or� aucune trajectoire ne peut provenir de l�ext�erieur du domaine de
commandabilit�e
 Il ressort donc que pour tout vecteur ��k  �� normal ext�erieur au plan
tangent �a la bordure �C en x�k  ��� on a la relation�

�T �k  ��f�x�k�� u�k�� � �

Si l�on consid�ere qu�il existe une strat�egie de commande u�x�k�� qui g�en�ere une tra	
jectoire x� sur la bordure� on a alors�

�T �k  ��f�x�k�� u�x�k��� � �

On d�eduit donc que toute commande admissible u�x�k�� qui g�en�ere une trajectoire
d��etat x� sur la bordure du domaine de commandabilit�e est telle qu�il existe une trajectoire
d��etat adjoint constitu�ee de vecteurs non nuls ��k  �� normaux ext�erieurs aux plans
tangents �a cette bordure en x�k  �� et v�eri�ant l��equation�

��k� �

�
I  

�f

�x
 
�f

�u

�u

�x

	T
��k  ��

telle que

� � H�x�k�� u�x�k��� ��k  ��� � H�x�k�� u�k�� ��k  ���

o�u H d�esigne la fonction hamiltonienne du syst�eme� soit�

H�x�k�� u�k�� ��k  ��� � �T �k  ��f�x�k�� u�k�� k � �� �� � � �

En r�esum�e� l�existence d�une bordure de commandabilit�e implique qu�il existe une
s�equence de vecteurs normaux ext�erieurs non nuls ��k �� qui minimisent le hamiltonien
du syst�eme
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La condition ��k �� � � pour k � �� �� � � � permet donc de conclure �a la non existence
d�une bordure de commandabilit�e et par l�a	m�eme �a la commandabilit�e du syst�eme sur
tout l�espace d��etat


Le probl�eme de minimisation se r�esout comme suit �Bryson et Ho� ������

x�k  �� � x�k� � f�x�k�� u�k��

��k� �
�
I  

�fu�k��x�k��

�x�k�

�T
��k  ��

� � �T �k  ��
�fu�k��x�k��

�u�k� k � �� � � � � N � �

Apr�es it�erations sur les deux derni�eres �equations� on obtient �

� �
h
�fu�N����x�N���

�u�N���

iT
��N�

� �
h
�fu�N����x�N����

�u�N���

iT h
I 

�fu�N����x�N����

�x�N���

iT
��N�






� �
h
�fu����x����

�u���

iT h
I 

�fu����x����

�x���

iT
� � �
h
I 

�fu�N����x�N����

�x�N���

iT
��N�

qui peut �etre r�e�ecrite sous la forme�

�T � �T �N�P

o�u P �

P �

�
�fu�N����x�N � ���

�u�N � ��

�
I 

�fu�N����x�N � ���

�x�N � ��

�
�fu�N����x�N � ���

�u�N � ��
� � ��

I 
�fu�N����x�N � ���

�x�N � ��

�
� � �

�
I 

�fu����x����

�x���

�
�fu����x����

�u���

	
�II
��

Ainsi� une condition n�ecessaire pour que ��k� ne puisse pas �etre nul est que rang�P � �
n


Remarque II
� Un r�esultat similaire peut 
etre obtenu pour le cas des syst�emes non
lin�eaires d�ecrits par l��equation suivante�

x�k  �� � f�x�k�� u�k��

Dans ce cas� l�op�erateur I �f
�x

doit 
etre remplac�e par �f
�x

dans les formules pr�ec�edentes�

II���� Syst�eme lin�eaire

On consid�ere le syst�eme lin�eaire d�ecrit par �

x�k  �� � Ax�k�  Bu�k� �II
���
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o�u u�k� � �m� x�k� � �n� et A� B sont des matrices de dimension n � n et n �m
respectivement
 On peut v�eri�er facilement qu��a partir du principe du minimum� on
aboutit au crit�ere de Kalman

En premier lieu d�e�nissons le hamiltonien �

Hk � �T �k  ���Ax�k�  Bu�k�� k � �� �� � � � � N � �

avec ��k� satisfaisant l��equation adjointe �

��k� � AT��k  ��

La condition de stationarit�e de Hk s��ecrit�

� � �T �k  ��B for k � �� � � � � N � �

Ceci donne apr�es it�erations successives et substitutions�

��N�BT � �
��N�BTAT � �




��N�BT �AN���T � �

soit �

��N�P T � �

avec

P �
�
B AB � � � AN��B

�
o�u la matrice P correspond bien �a celle d�e�nie par Kalman


Il faut souligner que la matrice P est invariante sous un changement de base
 La
propri�et�e d�invariance sera d�evelopp�ee plus tard dans le chapitre 

 Ceci nous a permis de
d�evelopper une condition n�ecessaire de commandabilit�e � cependant l��equivalent de cette
condition dans le cas continu n�est pas vrai


II���
 Syst�eme bilin�eaire

L��etude des syst�emes bilin�eaires �a temps discret a fait l�objet de nombreuses recherches

Cela peut s�expliquer par la relative simplicit�e analytique du mod�ele et d�autre part� par
l�existence d�applications pratiques issues de processus industriels� processus biologiques
ou processus socio	�economiques �Bruni et al�� �����


Les syst�emes bilin�eaires peuvent �etre vus comme une introduction �a l�analyse des
syst�emes non lin�eaires �a temps discret


Les syst�emes bilin�eaires �a temps discret consid�er�es dans cette section sont caract�eris�es
par deux matrices A et Q� o�u A est une matrice li�ee �a la partie lin�eaire du mod�ele� tandis
que Q est une matrice li�ee �a la partie bilin�eaire du mod�ele� soit�
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x�k  �� � Ax�k�  
mX
i��

ui�k�Qix�k� �II
���

o�u x�k� est un vecteur de dimension n� ui�k� une commande scalaire� et les matrices
A et Q�� Q�� � � � � Qm sont de dimension n� n


�Goka et al�� ���
� ont propos�e une m�ethode pour l�analyse de la commandabilit�e de
ce type de syst�emes
 Celle	ci est bas�ee sur une d�ecomposition du syst�eme bilin�eaire
en un syst�eme lin�eaire et une contre r�eaction multiplicative
 Cette approche conduit �a
deux conditions� l�une su�sante� l�autre n�ecessaire
 Elle impose en plus une condition
d�orthogonalit�e rang�Q� � � o�u Q est factorisable en deux vecteurs


Evans et Murthy �Evans et Murthy� ����� ont propos�e une condition n�ecessaire et
su�sante globale de commandabilit�e
 En plus de la d�ecomposition en deux syst�emes
comme dans �Goka et al�� ���
�� suppose l�inversibilit�e de la matrice A


D�un point de vue plus g�en�eral� les syst�emes bilin�eaires peuvent �etre par exemple
�etudies par les outils de la g�eom�etrie di��erentielle
 Une condition n�ecessaire et su�sante
a �et�e ainsi d�evelopp�ee dans �Normand	Cyrot� ���
�
 Cette approche impose l�inversiblit�e
de �A ui�k�Q�� provenant de l�utilisation des champs de vecteurs


On pr�esente dans cette section un crit�ere pour l��etude de la commandabilit�e des sys	
t�emes bilin�eaires homog�enes �II
��� similaire �a celui d�evelopp�e dans �Normand	Cyrot� ���
��
mais avec une condition d�application relax�ee


Proposition II
� Le syst�eme bilin�eaire d�ecrit par l��equation�II���� dans laquelle les s�equences
de commande sont telles que la matrice �A u��k�Q� � � � um�k�Qm  Q�x

�u�
�x
 � � � 

Qmx
�um
�x
� est de rang plein� est commandable localement avec de �petites� commandes en

x��� si et seulement si �Djeridane et Calvet� 	���a� la matrice�

C �
�
Q�A

N��x��� AQ�A
N��x��� � � � AN��Q�x���

Q�A
N��x��� AQ�A

N��x��� � � � AN��Q�x���
� � �
QmA

N��x��� AQmA
N��x��� � � � AN��Qmx���

�
est de rang plein�

D�emonstration

Pour une question de simplicit�e� on limite dans un permier temps la d�emonstration
au cas d�un syst�eme bilin�eaire a temps discret homog�ene mono	entr�ee


Consid�erons alors la fonction de transition de l��etat x��� vers l��etat x�N�

x�N� � fu�N � �� 
 � � � 
 fu��� 
 fu����x����
� "N���x����

avec fu�k��x�k�� � f�x�k�� u�k��

Un d�eveloppement de Taylor de l��equation pr�ec�edente par rapport �a la commande�
conduit �a�
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x�N� � fu�N��� 
 � � � 
 fu��� 
 fu����x����ju��

 
h
�
N���x����
�u�N���

�
N���x����
�u�N��� � � �

�
N���x����
�u���

i
ju��u

 O�u��
� ANx���  P ju��u O�u��

avec uT � �u�N � ��T � � � u���T u���T � et

P �

�
�fu�N����x�N � ���

�u�N � ��

�
�fu�N����x�N � ���

�x�N � ��

�
�fu�N����x�N � ���

�u�N � ��
� � ��

�fu�N����x�N � ���

�x�N � ��

�
� � �

�
�fu����x����

�x���

�
�fu����x����

�u���

	



D�emonstration de la n�ecessit�e

La d�emonstration de la n�ecessit�e du crit�ere r�esulte directement de l�application du
crit�ere d�e�ni section II
�


Consid�erons pour cela le syst�eme bilin�eaire suivant�

x�k  �� � Ax�k�  u�k�Qx�k� �II
���

� f�x�k�� u�k��

Il ressort en e�et de l�application de ce crit�ere au syst�eme bilin�eaire mono	entr�ee que�

�f�x�k�� u�k��

�x�k�
� A u�k�Q�

�f�x�k�� u�k��

�u�k�
� Qx�k�

et que la matrice�
�
�f
�x
 �f

�u
�u
�x

�
�
�
A u�k�Q Qx�u

�x

�
�

ce qui donne

P � �Qx�N � �� �A u�N � ��Q�Qx�N � ��
� � � �A u�N � ��Q� � � � �A u���Q�Qx����

Apr�es subsitution dans la matrice P des variables d��etat par composition de fonctions
avec des commandes nulles� c	a	d x�k� � f� 
 f� � � � 
 f��x���� � Akx���� on obtient�

P �
�
QAN��x��� �A u�N � ��Q�QAN��x���
� � � �A u�N � ��Q� � � � �A u���Q�Qx����

La matrice C d�e�nie dans la proposition II
� r�esulte de la substitution des s�equences
de commandes nulles u���� u���� � � � � u�N � �� dans la matrice pr�esent�ee ci	dessus


En d�autres mots� on n�eglige les termes de commande d�ordre sup�erieur �a �
 Cette
supposition attribue un caract�ere local au crit�ere de commandabilit�e
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D�emonstration de la su�sance

On suppose que C est de rang plein
 On essaye de trouver des s�equences de commandes
qui permettent �a partir des conditions initiales x��� d�atteindre l�objectif x�N�


Si x��� est l��etat initial� comme on a pu le voir� une approximation de l��etat �nal peut
�etre exprim�ee par l��equation suivante�

x�N� � ANx���  

N��X
k��

AN���kQAkx���u�k�  O�u��

Si on n�eglige les termes O�u��� on obtient�

x�N� � ANx���  Cu �II
�
�

avec uT � �u�N � ��T � � � u���T u���T �
Si on suppose que C est de rang plein� on peut alors d�eterminer une s�equence de

commandes u qui transf�ere l��etat initial x��� vers l��etat �nal x�N�
 On peut par exemple
chercher une s�equence de commandes u qui minimise la fonction de co�ut suivante�

N��X
k��

r�x�k�� u�k��

avec r�x�k�� u�k�� � u��k�


dont la solution correspond �a une pseudo	inverse g�en�eralis�ee� soit

u � CT �CCT ����x�N��ANx����

dans laquelle� pour le cas d�un syst�eme mono	entr�ee� la matrice C prend donc la forme
suivante� �

QAN��x��� AQAN��x��� � � � AN��Qx���
�

Remarque II
� L�extension de la d�emonstration pr�esent�ee ci�dessus au cas des syst�emes
bilin�eaires multi�entr�ees� se fait de la mani�ere suivante�

D�emonstration de la n�ecessit�e�
On consid�ere l��equation�

x�k  �� � Ax�k�  
Pm

i�� ui�k�Qix�k�
� f�x�k�� u�k��

dont il r�esulte que�

�f�x�k��u�k��
�x�k� � A 

Pm
i�� ui�k�Qi

�f�x�k��u�k��
�u�k�

�
Pm

i Qix�k�
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On remplace ces expressions dans la matrice P avec x�k� � Akx��� et des s�equences
de commandes suppos�ees nulles� On obtient� alors la matrice �enonc�ee dans la proposition
II�	�

D�emonstration de la su�sance du crit�ere�
On peut calculer l��etat �nal x�N� �a partir de l�approximation suivante�

x�N� � ANx���  
N��X
k��

mX
i��

AN���kQiA
kx���ui�k�  O�u��

et si l�on n�eglige les termes en commande O�u��� on obtient�

x�N� � ANx���  Cu

Il su�t alors que C soit de rang plein pour qu�une s�equence de commandes existe� Par
exemple� si l�on cherche �a minimiser le crit�ere�

N��X
k��

r�x�k�� u�k��

avec r�x�k�� u�k�� � u���k�  u���k�  � � � u�m�k�
on obtient la solution suivante�

u � CT �CCT ����x�N��ANx����

Exemple II
� Soit l�exemple suivant�

x��k  �� � x��k�
x��k  �� � x��k�  u�k�x��k�

o�u

A �

�
� �
� �

	
et Q �

�
� �
� �

	

Le domaine des commandes admissibles est d�e�ni dans �Normand�Cyrot� ���
� comme
�etant l�ensemble des s�equences de commande qui assurent que �A  u�k�Q� est de rang
plein�

Si on consid�ere� par exemple la loi de commande�

u�k� � �Tx�k�

o�u �T � ��� ��� et x�k� �

�
x��k�
x��k�

	
� on obtient�

A u�k�Q �

�
� �
� �  ��x��k�  ��x��k�
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Il est �evident que cette matrice�A  u�k�Q� n�est pas de rang plein� On peut donc
conclure que la loi de commande �Tx n�appartient pas au domaine des commandes ad�
missibles� ce qui emp
eche a priori de conclure sur la commandabilit�e du syst�eme�

Par contre� la condition d�evelopp�ee dans notre proposition appara
�t bien comme une
condition relax�ee� dans la mesure o�u la matrice�

A uQ Qx
�u

�x
� A �TxQ Qx�T �

�
� �

��x��k� �  ��x��k�  ���x��k�

	

peut 
etre rendue inversible par un choix appropri�e du �� Le calcul de la matrice de
commandabilit�e donne alors�

C � �AQx��� QAx���� �

�
x���� �
x���� x����

	

qui est de rang plein� si x���� �� ��

On peut alors conclure que le syst�eme bilin�eaire �a temps discret est commandable pour
tout x���� di��erent de z�ero�

Remarque II
� Notons en�n� que la condition d�evelopp�ee pour le cas des syst�emes bil�
in�eaires homog�enes peut 
etre facilement �etendue au cas des syst�emes bilin�eaires non ho�
mog�enes en modi�ant la matrice C dans l�expression du crit�ere� de la fa�con suivante�

Consid�erons par exemple le syst�eme bilin�eaire non homog�ene mono�entr�ee�

x�k  �� � Ax�k�  u�k�Qx�k�  bu�k�

dans laquelle les s�equences de commandes telles que la matrice �A u�k�Q �Qx 
b��u

�x
�est de rang plein�

Le syst�eme est alors localement commandable si et seulement si la matrice�

C �
�
QAN��x���  b AQAN��x���  Ab � � � AN��Qx���  AN��b

�
est de rang plein


II���� Un exemple non lin�eaire

On �etudie ici la commandabilit�e du syst�eme non lin�eaire discret non inversible suivant
�Lee et al�� ������

x��k  �� � x��k�� u��k�
x��k  �� � u�k�

Le calcul de la jacobienne de la fonction d��evolution donne la matrice suivante �

J �

�
� �
� �
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qui en e�et� n�est pas inversible


Si l�on consid�ere maintenant�

' �
�f�x�k�� u�k��

�x�k�
 
�f�x�k�� u�k��

�u�x�k��

�u�x�k��

�x�k�
�

�
� �
� �

	
 

�
��u�k�
�

	 �
�u

�x�

�u

�x�

	

et si l�on prend� par exemple u�k� � x��k�� on btient �

' �

�
� �
� �

	
 

�
��x��k�

�

	 �
� �

�
�

�
��x��k� �
� �

	

On remarque facilement que ' est inversible pour u�k� � x��k�
 Par calcul� on obtient
la matrice de commandabilit�e suivante �

P �

�
�f�x���� u����

�u���

�f�x���� u���

�x���

�f�x���� u���

�u���

	

o�u

P �

�
� ��u���
� �

	

qui est de rang plein �u�k�� ce qui permet de conclure que la condition n�ecessaire de
commandabilit�e du syst�eme est satisfaite


II���� Lien avec l	approche composition de fonctions

On remarque que le crit�ere d�evelopp�e dans la section II
�
� est �equivalent �a celui pr�esent�e
section II


� � obtenu par une approche composition de fonctions


Rappelons pour cela le th�eor�eme suivant�

Th�eor�eme II
� �r�egle de la chaine� �Isidori� ����� Si g�x� est une fonction di��eren�
tiable par rapport �a x et f�y� une fonction di��erentiable par rapport �a y � g�x�� alors

f�g�x�� est di��erentiable par rapport �a x et �
�x
f�g�x�� � �f�y�

�y
jy�g�x�

�g�x�
�x

�

Si l�on consid�ere la composition de fonctions�

x�N� � fu�N��� 
 � � � 
 fu��� 
 fu����x���� �II
���

que l�on notera encore�

x�N� � "N���x���� u� �II
���

la condition n�ecessaire et su�sante d�accessibilit�e pr�ec�edemment rappel�ee dans le sec	
tion II


� peut �etre alors r�e�ecrite sous la forme suivante �

rang�P � � n

o�u
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P �
h

�
N���x����u�
�u�N���

�
N���x����u�
�u�N��� � � �

�
N���x����u�
�u���

�
N���x����u�
�u���

i
� �n�Nm �II
���

On peut alors �ecrire� en appliquant le Th�eor�eme II
� au calcul des d�eriv�ees partielles
de "N���x���� u� par rapport u�k� pour k � �� �� � � � � N �� de la fonction de composition�

�
N���x����u�
�u�N���

�
�fu�N����x�N����

�u�N���
�
N���x����u�

�u�N���
�

�fu�N����x�N����

�x�N���

�fu�N����x�N����

�u�N���



 �





�
N���x����u�

�u��� �
�fu�N����x�N���

�x�N��� � � �
�fu����x����

�x���

�fu����x����

�u���

et reformuler la � matrice d�accessibilit�e � P de la mani�ere suivante �

P � �
�fu�N����x�N����

�u�N���

�fu�N����x�N����

�x�N���

�fu�N����x�N����

�u�N��� � � �
�fu�N����x�N���

�x�N���
� � �

�fu����x����

�x���

�fu����x����

�u���
�

Pr�esent�ee sous cette forme� la condition n�ecessaire et su�sante d�accessibilit�e corre	
spond �a la condition n�ecessaire de commandabilit�e obtenue dans le section II
�
�� par
application du principe du minimum


Remarque II
� Il y a donc �equivalence entre le crit�ere bas�e sur le principe du maximum
et celui bas�e sur le principe de la fonction de composition� On notera toutefois que le
crit�ere issu du principe du maximum implique moins de compositions de fonctions� et
n�utilise que de simples op�erateurs�

II�
 Accessibilit�e des syst�emes �a temps discret sous

contraintes

II�
�� Introduction

Dans plusieurs applications pratiques� on est face �a di��erent probl�emes de syst�emes con	
traints
 Par exemple� consid�erons le probl�eme d�un lanceur qui suit une trajectoire don	
n�ee� on est limit�e par la puissance des moteurs
 En �economie� on a une limitation sur les
revenus
 Dans cette section on s�int�eresse �a la commandabilit�e des syst�emes non lin�eaires
�a temps discret� avec des commandes sous contraintes
 Cet axe de recherche est loin d��etre
ma��tris�e et il reste beaucoup de probl�emes non r�esolus


La premi�ere partie aborde de la commandabilit�e des syst�emes lin�eaires �a temps discret
tandis que la seconde partie aborde de la commandabilit�e des syst�emes non lin�eaires


Pour le cas des syst�emes lin�eaires stationnaires� quelques approches ont �et�e d�evelop	
p�ees
 Dans �Ahmed� ����� un crit�ere de commandabilit�e a �et�e propos�e pour le cas des
syst�emes lin�eaires sous commandes contraintes sous l�hypoth�ese que la commande appar	
tient �a un ensemble convexe ou compact
 Cette approche implique la r�esolution d�un
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probl�eme d�optimisation de dimension in�nie
 Nous �evoquerons dans la section II
�
� une
approche d�evelopp�ee par Vu Ngoc Phat dans �Phat� ����� qui pr�esente un cadre d��etude
pour la commandabilit�e des syst�emes lin�eaires stationnaires et non stationnaires sous
commandes contraintes et �etats contraints� en utilisant les outils de l�alg�ebre lin�eaire et
la th�eorie des ensembles


Dans le cas non lin�eaire� peu de travaux de recherches traitent de la commandabilit�e
sous contraintes
 Dans notre recherche bibliographique on a seulement trouv�e les travaux
de Vu Ngoc Phat �Phat� ����� sur des classes particuli�eres de syst�emes non lin�eaires
sous commandes contraintes �quasilin�eaire� non lin�eaire� �	D non lin�eaire�
 L�approche
pr�esent�ee dans la section II
�

 est identique �a celle propos�ee dans �Phat� ����� pour le
cas des syst�emes non lin�eaires �a commandes contraintes


II�
�� Accessibilit�e de syst�emes lin�eaires discrets

On consid�ere le syst�eme lin�eaire �a temps discret sous commandes contraintes et �etats
contraints�

x�k  �� � Ax�k�  Bu�k� �II
���

o�u x�k� � X � �n� u�k� � # � �m ensemble convexe


D�e�nition II
�� On dit que le vecteur x est support�e sur #� si � x� u �� � pour tout
u � #�

o�u � x� y � r�epr�esente le produit scalaire entre le vecteur x et le covecteur y de
dimension n


D�e�nition II
�� On dit que le vecteur x est orthogonal �a # si � x� u �� � pour tout
u � #�

On pr�esente une variante du th�eor�eme de Krein	Rutman pour un op�erateur lin�eaire A
�Phat� �����


Th�eor�eme II
� Soit A un op�erateur lin�eaire et R un c
one convexe� satisfaiant intR �� �
et R �� X� Si R est invariant sous A �AR � R�� alors il existe un vecteur v� � R� �R�

est le c
one dual de R��tel que�
ATv� � �v�� � � �

La condition de commandabilit�e des syst�emes lin�eaires sous commandes contraintes
est �equivalente �a celle des syst�emes lin�eaires sans commandes contraintes � plus une con	
dition additionnelle li�ee �a l�e�et des contraintes sur la commande
 Elle est exprim�e par le
th�eor�eme suivant�

Th�eor�eme II
�� �Phat� �����

Le syst�eme lin�eaire �a temps discret est commandable si et seulement si�
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�� le syst�eme lin�eaire �a temps discret �II���� sans contraintes est commandable�

	� La matrice AT n�admet pas de vecteurs propres r�eels �associ�es �a des valeurs propres
non r�eelles n�egatives� support�es sur B#� Elle n�admet pas� non plus� des vecteurs
propres complexes �associ�es �a des valeurs propres complexes� orthogonaux sur #�

Ce r�esultat est obtenu par application directe du Th�eor�eme II
�
 Plus pr�ecis�ement� ce
th�eor�eme assure que l�ensemble d�atteignabilit�e est invariant sous l�op�erateur A� soit�

AR � R

La premi�ere condition assure l�existence d�un ensemble d�atteignabilit�e� qui est traduite
par la condition de commandabilit�e rang�B�AB� � � � � ABn��� � n
 La seconde condition
assure que l�espace d�atteignabilit�e est invariant sous A


Exemple II
� Soit l�exemple num�erique suivant�

x�k  �� �

�
�� ��

 ��

�
x�k�  

�
�
�

�
u�k�

avec x�k� � �� et �� � u�k� � ��
En calculant la matrice de Kalman� on a�

P �

�
�� �

 �

�

On remarque que le rang�P � � �� ce qui signi�e que le syst�eme lin�eaire �a temps discret
sans contraintes est commandable�

Le calcul des vecteur propres et les valeurs propres associ�ees conduit �a�

�� � ��  i
�� � v� �

�
�����
i����

�

�� � ��� i
�� � v� �

�
�����
�i����

�

Les valeurs propres sont complexes
 Il su�t donc de v�eri�er que viu �� �
 Comme
u�k� � � appartient au domaine des commandes admissibles #� il r�esulte que le syst�eme
lin�eaire est non commandable sous ces contraintes


II�
�� Accessibilit�e de syst�emes non lin�eaires discrets

La condition de commandabilit�e d�evelopp�ee dans cette section est �egalement pr�esent�e
dans �Phat� �����
 Elle fournit seulement une condition n�ecessaire


Soit le syst�eme non lin�eaire �a temps discret suivant�

x�k  �� � f�x�k�� u�k��
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avec x�k� � �n� u � # � �m� f est une fonction analytique et # ensemble des
commandes contraintes


Une condition n�ecessaire de commandabilit�e est que�

rang�P � � n

avec

P �

�
�fu�N����x�N � ���

�u�N � ��

�fu�N����x�N � ���

�x�N � ��

�fu�N���x�N � ��

�u�N � ��
� � �

�fu�N����x�N � ���

�x�N � ��
� � �

�fu���x���

�x���

�fu����x����

�u���

	
�II
���

o�u f est une fonction analytique et x�k� � �n et u�k� � # � �m
 L�ensemble # est
ici a priori quelconque


Il est �a noter que l�application de ce crit�ere au cas d�un syst�eme lin�eaire invariant se
r�eduit �a la premi�ere condition de commandabilit�e �sans contraintes� du th�eor�eme II
��

Exemple II
� Soit le syst�eme non lin�eaire �a temps discret sous commandes contraintes�

x��k  �� � x��k�� u��k�
x��k  �� � x��k�� u�k�

avec x�k� � �� et �� � u�k� � ��

La matrice de commandabilit�e conduit �a�

P �

�
� ��u���
� �

�

de d�eterminant�

det�P � � �  �u���

Tenant compte de la contrainte sur la commande�

�� � �  �u��� � �

il ressort que le determinant de P peut s�annuler et que le rang de la matrice P peut
devenir inf�erieur �a 	� Ce syst�eme non lin�eaire est donc non commandable dans ���

II�� Conclusion

En �etudiant la commandabilit�e des syst�emes non lin�eaires discret par le biais de di��erentes
techniques� il ressort que la m�ethode la plus intuitive est la m�ethode de composition qui
consiste �a v�eri�er le rang d�une matrice issue de l�utilisation de l�op�erateur jacobien sur
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la fonction de transition
 Malheureusement cette technique ne peut pas �etre exploitable
de fa�con g�en�erale �a cause de sa lourdeur calculatoire


On a alors pr�esent�e la commandabilit�e d�un point de vue g�eom�etrique� qui consiste �a
construire des champs de vecteurs arti�ciels au syst�eme non lin�eaire �a temps discret� en
utilisant la jacobienne de la fonction d��evolution
 La remarque qui peut �etre faite sur la
g�eom�etrie di��erentielle� est l�exigence de l�inversibilit�e de la fonctoin d�evolution


On s�est ensuite orient�e vers une m�ethode plus alg�ebrique qui s�inscrit tr�es bien dans
l�esprit des syst�emes discrets� du fait qu�on construit des sous	espace de �ltration de fa�con
simple et avec un nombre �ni d�op�erations alg�ebriques


On a termin�e l�analyse de commandabilit�e des syst�emes non lin�eaires discrets avec une
proposition bas�ee sur le principe du maximum qui fait appara��tre une condition sur la
fonction d�evolution plus relax�ee que celle associ�ee �a l�approche g�eom�etrie di��erentielle

En�n� l�analyse de commandabilit�e sous contraintes est abord�ee en �n de chapitre
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III�� Introduction

Dans le chapitre pr�ec�edent� nous avons pr�esent�e di��erentes approches pour l�analyse de
l�accessibilit�e des syst�emes non lin�eaires �a temps discret
 Dans ce chapitre� nous nous
int�eressons au probl�eme de la synth�ese d�une loi de commande qui assure le transfert d�un
�etat initial donn�e du syst�eme vers un �etat �nal donn�e en un temps �ni
 Ce probl�eme�
�enonc�e de cette fa�con� sera aussi appel�e �inversion entr�ee	�etat�


Pour les syst�emes lin�eaires� ce probl�eme renvoie au probl�eme de commandabilit�e �etudi�e
par Kalman qui peut �etre ais�ement r�esolu �a partir d�un calcul de pseudo	inverse
 Pour les
syst�emes non lin�eaires� il peut apparaitre alors tr�es naturel de faire appel aux techniques
de lin�earisation


A notre connaissance� le probl�eme d�inversion entr�ee	�etat n�a pas fait l�objet d�un
traitement particulier dans la litt�erature
 Par contre� le probl�eme entr�ee	sortie qui consiste
�a determiner la loi de commande assurant le suivi d�une trajectoire de consigne donn�ee a
fait l�objet de plusieurs travaux de recherche� tels que�Kotta� �������Normand	Cyrot� ���
�

Citons� comme application� le probl�eme de suivi de trajectoires� en robotique par exemple
�Rouchon et al�� ���
�


La premi�ere approche est bas�ee sur une composition a priori de la fonction d��evolution

On consid�ere tout d�abord la r�esolution du probl�eme d�inversion entr�ee	�etat par l�utilisation
d�une m�ethode approch�ee� consistant en une lin�earisation jacobienne du syst�eme autour
d�un point d��equilibre
 Une fois cette lin�earisation e�ectu�ee� on proc�ede �a l�inversion
du syst�eme lin�eaire en utilisant les outils de l�alg�ebre lin�eaire
 On pr�esente ensuite
une approche bas�ee sur une formulation du probl�eme d�inversion �a partir d�un prob	
l�eme d�optimisation classique
 Cette approche est exacte mais constitue cependant une
approche lourde d�un point de vue calcul
 En�n� on propose une m�ethode alg�ebrique
d�inversion entr�ee	�etat
 La solution est bas�ee sur la lin�earisation exacte de la fonction de
transition compos�ee� ce qui peut toutefois pr�esenter l�inconv�enient de ne s�adresser qu��a
une classe plus r�eduite de syst�emes non lin�eaires


La deuxi�eme partie concerne la r�esolution du probl�eme d�inversion par l�utilisation de
techniques de lin�earisation exacte entr�ee	�etat
 Ces techniques consistent �a transformer
un syst�eme non lin�eaire en un syst�eme lin�eaire par un changement de coordonn�ees et un
retour d��etat lin�earisant
 Deux voies sont pr�esent�ees
 L�une d�elle utilise la g�eom�etrie
di��erentielle
 Jayarman propose dans �Jayaraman� ����� une lin�earisation exacte pour
les syst�emes non lin�eaires dont l��equation d��evolution est inversible par rapport �a l��etat�
bas�ee sur la construction de champs de vecteurs arti�ciels li�es au syst�eme
 L�autre voie
utilise l�alg�ebre di��erentielle
 Aranda	Bricaire dans �Aranda	Bricaire� ����� propose une
lin�earisation exacte pour les syst�emes non lin�eaires� dont la fonction d��evolution est sub	
mersive en utilisant les outils de l�alg�ebre di��erentielle pour la construction de �	formes

On propose en�n une m�ethode de lin�earisation exacte d�un syst�eme non lin�eaire �a partir
de la g�eometrie di��erentielle� et en consid�erant un ensemble de sorties virtuelles lin�eaires
par rapport �a l��etat
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III�� Composition de fonction

Soit le syst�eme non lin�eaire �a temps discret�

x�k  �� � f�x�k�� u�k�� �III
��

o�u f�x�k�� u�k�� est une fonction analytique dans �n� x�k� � X � �n et u�k� � U �
�m


On utilisera �egalement la notation fu�k��x�k�� pour repr�esenter f�x�k�� u�k�� lorsque
celle	ci s�av�erera plus pratique� lors de processus de composition de fonctions par exemple


III���� Lin�earisation jacobienne

L�approche la plus traditionnelle est de lin�eariser le probl�eme pour pouvoir appliquer les
techniques d�evelopp�ees pour l�inversion des syst�emes lin�eaires �a temps discret �Alonso� �����

La lin�earisation qu�on appliquera� de type Taylor� est la plus simple possible
 Rappelons
pour cela� la lin�earisation de Taylor d�une fonction f�x� y� di��erentiable autour d�un point
x � a et y � b� soit�

f�a h� b k� � f�a� b�  h
�f�x� y�

�x
jx�a�y�b  k

�f�x� y�

�y
jx�a�y�b  � � �

Appliqu�e �a l��equation de transition d��etat� ceci conduit� par exemple� �a consid�erer une
lin�earisation autour des points d��equilibre du syst�eme x� � �n et u� � �m


La nouvelle �equation d��evolution lin�earis�ee du syst�eme devient donc�

x�k �� � f�x�k�� u�k�� � f�x�� u�� 
�f

�x�k�
jx�k��x��u�k��u��x�k��x

�� 
�f

�u�k�
jx�k��x��u�k��u��u�k��u

��

de la forme suivante�

x�k  �� � Ax�k�  Bu�k�  %

L��equation de transition obtenue est donc une �equation a�ne dans laquelle A et B
sont des matrices et % repr�esente un vecteur contenant les termes de l�expansion de Taylor
d�ependant uniquement des valeurs des constantes� x� et u�


On peut proc�eder maintenant �a la r�esolution de ce syst�eme


x��� � Ax���  Bu���  %
x��� � Ax���  Bu���  % � A�x���  A% A ABu���  Bu���



 �





x�p� � Apx���  Ap��% � � � A% % Ap��Bu���  � � �  ABu�p� ��  Bu�p� ��

et reformuler comme suit la solution x �a l�instant p
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�x�p��Apx����Ap��%� � � � �A%�%� � � B AB � � � Ap��B �

�
����
u�p � ��
u�p � ��





u���

�
����

On se retrouve alors face �a un syst�eme sur d�etermin�e et �a un probl�eme de pseudo
inversion


Exemple III
� Consid�erons le syst�eme lin�eaire�

x�k  �� � Ax�k�  Bu�k�

o�u�

A �

�
� Te
� �

�
B �

�
�
Te

�
� Te � ��


avec x�k� � X � ��� u�k� � U � ��X � ���� �� et U � fu � ��ju�k� � �g�

On peut v�eri�er facilement que le syst�eme lin�eaire non contraint est commandable dans
tout �� par l�utilisation du crit�ere de Kalman�

La d�etermination d�une loi de commande assurant une transition entre n�importe quel
�etat x�k� et n�importe quel autre �etat x�k �� peut 
etre r�ealis�ee �a�travers la minimisation
du crit�ere�

uT �k�u�k�

dont la solution peut 
etre exprim�ee en terme de pseudo inverse�

u � �CTC���CT �x����A�x����

o�u C � �BAB� et uT � �uT ��� uT �����

On obtient ainsi�

u��� � �
T 	 ��T

�  ���x����� x���� � �Tx�����  x����� x�����
u��� � �

T 	 �x���� � x����� �Tx����  x���� � x�����

On peut alors d�eterminer la structure de la matrice de transition entr�ee �etats en r�e�
solvant le probl�eme pr�ec�edent sur un nombre �ni d��etats possibles�

Notons qu�une telle approche permet de r�esoudre le probl�eme de commandabilit�e sous
des contraintes de borne sur les variables d��etat et de commande� Reconsid�erons par
exemple le syst�eme pr�ec�edent dans lequel x�k� � X � �� et u�k� � U � � avec X �
���� ��� ���� �� et U � ��� ���

La �gure III�� dresse ainsi une carte de la commandabilit�e du syst�eme lin�eaire �etablie
�a partir de la quanti�cation des variables d��etat avec une r�esolution de ���� rang�ees de
fa�con lexicographique �Hackbush� ������

Remarque III
� On soulignera cependant qu�une telle approche� par approximation�
dans laquelle on peut perdre beaucoup d�information sur la structure du syst�eme n�est pas
toujours satisfaisante et qu�il y a des syst�emes non lin�eaires commandables dont la lin�eari�
sation n�est pas commandable� Cela justi�e l�importance des m�ethodes non lin�earistes�
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Figure III
�� Matrice de transition entre �etats

III���� Approche optimisation non lin�eaire

III������ Formulation du probl�eme d�optimisation

On peut formuler le probl�eme d�inversion entr�ees	�etats comme un probl�eme de commande
optimale
 Le probl�eme est de trouver les commandes u�k� pour k � f�� �� � � � � N � �g
permettant de faire �evoluer le processus de l��etat initial x��� pris �a l�instant k � � vers
l��etat �nal x�N� pris �a l�instant k � N � tout en minimisant le crit�ere suivant�

J �
�

�

N��X
i��

uT �i�Ru�i�  xT �i�Qx�i�

dans lequel matrices R et Q sont sym�etriques� Q est d�e�nie non n�egative et R est d�e�nie
positive
 Ce type de probl�eme avec crit�ere quadratique� ou �energ�etique est tr�es courant
dans la pratique� notamment parce qu�il peut conduire �a une structure de commande
optimale en boucle ferm�ee


Une approche syst�ematique pour r�esoudre un tel probl�eme est fournie par la program	
mation non lin�eaire �Calvet et al�� �����


III������ R�esolution du probl�eme

Aux diverses contraintes impos�ees par le probl�eme �a r�esoudre qui correspondent ici aux
�equations d��etat� nous associerons le param�etre de Lagrange de ��k�
 Le probl�eme se
r�eduit alors �a satisfaire les conditions de stationarit�e de la fonction de Lagrange�

L � �
�
xT ���Qx���  � � � �

�
xT �N � ��Qx�N � ��  �

�
uT ���Ru���  � � � �

�
uT �N � ��R

u�N � ��  �T ����x���� f�x���� u�����  � � � �T �N � ���x�N�� � f�x�N � ��
� u�N � ����

qu�on peut r�esumer de la fa�con suivante�
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�equations d�optimalit�e

�L
�u���

� Ru��� �
h
�f�x����u����

�u���

iT
���� � �

�L
�u���

� Ru��� �
h
�f�x����u����

�u���

iT
���� � �






�L
�u�N���

� Ru�N � ���
h
�f�x�N����u�N����

�u�nc�

iT
��N � �� � �

�equations adjointes

�L
�x���

� Qx���  ���� �
h
�f�x����u����

�x���

iT
���� � �

�L
�x���

� Qx���  ���� �
h
�f�x����u����

�x���

iT
���� � �






�L
�x�N���

� Qx�N � ��  ��N � ���
h
�f�x�N��u�N��

�x�N�

iT
��N � �� � �

�equations des contraintes

x���� f�x���� u���� � �
x���� f�x���� u���� � �




x�N�� f�x�N � ��� u�N � ��� � �

On obtient ici un syst�eme d��equations non lin�eaires d�ordre ��n m�N � qu�on pourra
essayer de r�esoudre par utilisation de moyens de calcul symbolique ou num�erique


Exemple III
� Soit le syst�eme non lin�eaire�

x��k  �� � �
�x

�
��k�  Tex��k�  

�
�T

�
e u�k�

x��k  �� � �
�x

�
��k�  Teu�k�

La commandabilit�e de ce syst�eme peut 
etre facilement analys�ee en utilisant les outils
de l�alg�ebre di��erentielle �Calvet et al
� 	����� La r�esolution du probl�eme d�optimisation
avec la fonction de c
out suivante�

r�x�k�� u�k�� � uT �k�u�k�  xT �k�x�k�

ne pr�esente aucune di�cult�e particuli�ere�

Apr�es calcul� on obtient une commande initiale u���� solution de l��equation alg�ebrique�

au����  bu���  c � � �III
��

avec

a � T �
e

	
� T �

e

�

b � T �
e

�
 x�����Te �

x����
� �  �

�
c �

�
�
�x

�
����  Tex����

��
 Tex

�
�������

x�����

� �  Tex����� �x����

et une commande u��� donn�ee par�
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u��� �
x����

Te
�

�

�Te

�
x�����

�
 Teu���

��

Notons que l��equation �III�	� d�eg�en�ere en une �equation du premier ordre en u��� lorsque
Te � �s�
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Figure III
�� Matrice de transition entre etats

La �gure �III�	� dresse une carte de commandabilit�e de l�espace d��etat calcul�ee apr�es
quanti�cation des �etats X � ��� ��� ��� �� et une r�esolution de ����

Remarque III
� Cette m�ethode peut naturellement sou�rir de complexit�e calculatoire
et n�ecessiter le dev�eloppement de programmes num�eriques sp�eci�ques pour la r�esolution
d��equations alg�ebriques non lin�eaires plus ou moins complexes�

III���� Approche alg�ebrique

Dans la section pr�ec�edente� nous avons r�esolu le probl�eme d�inversion par le biais de
la commande optimale
 L�inconv�enient peut �etre le caract�ere num�erique d�une telle ap	
proche


On pr�esente ici une m�ethode d�inversion des syst�emes non lin�eaires discrets bas�ee
sur une d�ecomposition par s�eparation de la matrice de commandabilit�e associ�ee �a une
lin�earisation s�equentielle de la solution de l��equation d��etat �Djeridane et Calvet� ����b�


Notons que si l�on applique une s�equence de commandes fu���� u���� � � � � u�N ���g au
syst�eme �III
��� l��etat x�N� peut �etre exprim�e par composition des fonctions d��evolutions�
sous la forme�

x�N� � "N���x���� u� �III

�
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L�inversion du syst�eme �III

� consiste �a d�eterminer une s�equence de commandes
fu���� � � � � u�N � ��g� o�u N d�esigne le plus petit entier naturel pour lequel la matrice
P est g�en�eriquement de rang plein et qui permet la r�esolution de l��equation �III

� pour
des �etats terminaux �x�es

La lin�earisation recherch�ee dans cette m�ethode est une lin�earisation exacte consistant

�a exprimer la fonction "N���x���� u� �III

� sous une forme a�ne du type�

"N���x���� u� � I�x����  P �k��x����w

dans laquelle la matrice P est r�eduite �a une matrice P �k� de rang plein� ind�ependante des
commandes� suite �a une s�eparation de la s�equence des commandes u � fu����� � � � � um���� � � �
� u��N � ��� � � � � um�N � ��g en deux ensembles v et w d�e�nis comme suit
 L�ensemble
v � fv��x����� v��x����� � � � � vk�x����g repr�esente l�ensemble des commandes d�etermin�ees �a
partir de la matrice d�accessibilit�e pour assurer� par contre r�eaction sur l��etat initial� la
propri�et�e d�accessibilit�e du syst�eme et l�ind�ependance� par rapport aux commandes� de la
forme r�eduite P �k� de la matrice d�accessibilit�e
 L�ensemble w � fwk��� wk��� � � � � wNmg
repr�esente l�ensemble des commandes restantes

Ces derni�eres commandes assurant le transfert d�un �etat d�origine x��� �a un �etat de

destination x�N� pourront �etre alors� par exemple� d�etermin�ees par le calcul d�inverse�

w � ��P �k��TP �k����P �k��x�N�� I�x����� �III
��

Remarquons �egalement que si la matrice P pr�ec�edemment d�e�nie �II
��� �etait ind�epen	
dante des di��erentes commandes� la fonction "N���x���� u� pourrait �etre alors directement
exprim�ee sous la forme�

"N���x���� u� � I�x����  P �x����u

dans laquelle I�x���� pourrait �etre ais�ement identi��e �a fu�N��� 
 � � � 
 fu����x����ju��� soit �

I�x���� � f� 
 � � � 
 f��x����

La m�ethode que nous proposons consiste �a rechercher successivement les commandes
vi�x���� permettant de construire une matrice d�accessibilit�e ind�ependante des commandes
�Djeridane et Calvet� ���
�
 Ainsi� �a la premi�ere �etape� pour v � fv��x����g� cette matrice
d�accessibilit�e est r�eduite d�un vecteur colonne� correspondant �a cette variable v��x�����
ce qui donne �

P ��� � P �u�v��x����� x���� � �
n��Nm���

o�u u�v��x���� d�esigne l�ensemble des commandes apr�es �elimination de la commande
v��x����


La d�emarche consiste �a d�eterminer la matrice P �k� de fa�con r�ecurrente� �a partir de
P ����u� x���� � P � puis pour i � �� � � � � k�

P �i��x���� w� � P �i����u�v��x����� � � � � vi�x����� x���� � �
n��Nm�i�

Ceci conduit �a P �k��x���� w� � P �k��x����
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On essaie ainsi de construire un ensemble de commandes u � fv�wg permettant de
transf�erer l��etat du syst�eme de n�importe quelle condition initiale appartenant �a l�ensemble
de commandabilit�e �a n�importe quelle condition �nale appartenant �a l�ensembled�atteignabilit�e

La d�etermination de cet ensemble de commandes permet de reconsid�erer le d�evelope	

ment suivant de la fonction de transition entre l��etat initial et l��etat �nal�

x�N� � fu 
 � � � 
 fu 
 fu�x����ju�fv�wgw
� h
�
N���x����

�wk��
� � � �
N���x����

�wNm��

�
N���x����
�wNm

i
ju�fv�wgw
�w

qui peut donc �etre r�e�ecrit sous la forme�

x�N� � "N���x���� u� � I�x����  P �k��w� x����w

La proc�edure peut �etre r�esum�ee par l�algorithme suivant �

�
 Calcul de la matrice d�accessibilit�e P et d�etermination du plus petit entier naturel
N caract�erisant une matrice P g�en�eriquement de rang plein


�
 Calcul des matrices P �i� pour i � �� �� � � � � k� �a partir de P ����x���� u� � P 


P �i��x���� w� � P �i����u�v��x����� � � � � vi�x����� x���� � �
n��Nm���



 Calcul de la composante a�ne�

I�x���� � fu 
 � � � 
 fu 
 fu�x����ju�fv�wgw
�

�
 D�etermination de l�ensemble des commandes w solution de �III
��


On pr�esente deux exemples illustratifs de l�algorithme d�e�ni pr�ec�edemment
 Ces ex	
emples sont simples �a r�esoudre
 Cependant� pour des syst�emes de dimension importante�
l�utilisation d�un syst�eme de calcul formel tel que Maple pourra �etre utile �de Jager� �����


Exemple III
� Soit le syst�eme non lin�eaire mono�entr�ee

x��k  �� � x��k�x��k�
x��k  �� � x���k�x��k�  u�k�

On obtient�

�f�x� u�

�u
�

�
�
�

	

et

�f�x���� u����

�x���
�

�
x���� x����

�x����x���� x�����

	

ce qui conduit �a une matrice de commandabilit�e g�en�eriquement de rang plein� moyennant
certaines conditions sur x����
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P �

�
� x����
� x�����

	

La d�etermination du domaine de commandabilit�e peut 
etre r�ealis�ee �a partir de la sub�
stitution de x��� � "��x���� u� dans l�expression de la matrice P � soit�

P �

�
� x����x����
� x�����x

�
����

	

Pour que cette matrice soit de rang plein� il su�t que x����x���� �� �� L�ensemble de
commandabilit�e est donc l�ensemble �� sauf les points des droites x� � � et x� � ��

Notons que la matrice P est d�ej�a ind�ependante des commandes� qui peuvent donc 
etre
d�etermin�ees directement� Le calcul d�inverse �III��� conduit �a �

u��� � x�����x
�
����x

�
����

x����x����

u��� � x���� � x����x����x����

Exemple III
� Soit le syst�eme multivariable�

x��k  �� � x��k�  x���k�  u��k�
x��k  �� � x��k�x��k�
x��k  �� � x��k�  u��k�

On obtient

�f�x� u�

�u
�

�
� � �
� �
� �

�
�

et

�f�x���� u����

�x���
�

�
� �x���� � �

x���� � x����
� � �

�
�

ce qui conduit �a une matrice de commandabilit�e g�en�eriquement de rang plein sous certaines
conditions sur x��� �

P �

�
� � � �x���� �
� � x���� x����
� � � �

�
�

A partir de la matrice de commandabilit�e� on d�etermine le domaine de commandabilit�e
de la fa�con suivante� apr�es composition de fonction�

P �

�
� � � ��x����  x�����  u����� �
� � x����  u���� x����  x�����  u����
� � � �

�
�
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On remarque qu�il existe plusieurs choix possibles de la commande u��� permettant
d�obtenir une matrice de rang plein� Le domaine de commandabilit�e est donc le suivant �

C�x���� � fx��� � ��g

Apr�es avoir caract�eris�e les di��erents domaines� d�eterminons les s�equences de com�
mandes par le biais de l�algorithme propos�e�

A partir de la matrice de commandabilit�e� on peut d�eterminer u���� pour avoir un
rang plein�

v��x���� � u���� � � � x����� x�����

On obtient�

P ��� �

�
� � � �
� � �
� � �

�
�

I�x���� �

�
� �  x����

x����
x����x����

�
�

et par inversion g�en�eralis�ee� la s�equence de commandes�

w� � u���� � x���� � x����
w� � u���� � x���� � x����x����
w	 � u���� � x���� � �

Remarque III
� Le domaine d�atteignabilit�e pourrait 
etre aussi �etudi�e par l�analyse de
la matrice suivante�

P jx����
���x����u� �

�
� �� � � �
��� � u����  x���� � � �

� � � �

�
A

avec � �
�
� �x�����u������������x�����

�

�����x����
et � � ���x����  ���u���� � x�������

�
� � Il su�t

alors que � di��ere de �� ce qui peut 
etre obtenu par un choix ad�equat de la commande
u����� Le domaine d�atteignabilit�e est donc le suivant�

R � fx � ��g

La m�ethode propos�ee utilise des outils math�ematiques tr�es simples
 Ceci n�est pas
le cas du retour d��etat lin�earisant qui fait appel soit �a la g�eom�etrie di��erentielle� soit �a
l�alg�ebre di��erentielle qui sont des outils complexes


L�algorithme propos�e permet la d�etermination du domaine de commandabilit�e du
syst�eme
 Il est aussi constructif en ce sens qu�il propose le calcul d�une s�equence de
commandes solution du probl�eme d�inversion entr�ee	�etat d�un syst�eme non lin�eaire discret

La m�ethode est bas�ee sur la lin�earisation de la fonction de composition de transition d��etat
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III�� Lin�earisation entr�ee��etat

Le probl�eme de la lin�earisation exacte entr�ee	�etat a �et�e initialement r�esolu pour le cas
continu en termes d�alg�ebre de Lie et de champ de vecteurs


Ce probl�eme peut �etre formul�e dans le cadre discret �a partir de la d�e�nition suivante


D�e�nition III
� �Aranda�Bricaire� ����� On dit que le syst�eme non lin�eaire �a temps
discret est lin�earisable par bouclage statique s�il existe un di��eomorphisme

z�k� � &�x�k��

et un bouclage statique

u�k� � ��x�k�� v�k��

o�u v�k� � �m� tel que� dans les nouvelles coordonn�ees� le syst�eme compens�e s��ecrit

z�k  �� � Az�k�  Bv�k�

o�u la paire �A�B� est d�e�nie sous la forme canonique de Brunovsky �Kailath� ������
Le bouclage statique est r�egulier si ��

�v
est une matrice g�en�eriquement inversible�

Pour le cas mono�entr�ee les matrices A�B s��ecrivent sous la forme suivante�

A �

�
BBBBBB�

� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �

�
CCCCCCA

B �

�
BBBBBB�

�
�
�
�
�
�

�
CCCCCCA

Ceci pose un probl�eme sp�eci�que pour les syst�emes �a temps discret du fait qu�on ne
dispose plus ici d�un champ de vecteur naturel �Normand	Cyrot� ���
�
 Jakubczyk et al
ont construit dans �Jakubczyk et Sontag� ����� un champ de vecteur arti�ciel en utilisant
la fonction d��evolution du syst�eme dynamique
 Lee et al �Lee et al�� ����� ont d�evelopp�e
une approche pour r�esoudre le probl�eme de lin�earisation par changement de coordonn�ees
��etats� et par bouclage statique pour le cas mono	entr�ee
 Nam �Nam� ����� a d�evelopp�e
une m�ethode pour r�esoudre le probl�eme de lin�earisation par bouclage statique pour une
classe particuli�ere de syst�emes non lin�eaires �a temps discret mono	entr�ee� ce qui repr�esente
une limitation en soi


On pr�esente dans ce chapitre une approche g�eom�etrique d�evelopp�ee dans �Jayaraman� �����
qui r�esoud le probl�eme de lin�earisation d�un syst�eme non lin�eaire �a temps discret en con	
struisant des champs de vecteurs par le biais de la fonction d��evolution f 
 En�n� on pr�esen	
tera une variante de la m�ethode de Jayarman pour la r�esolution du probl�eme de lin�eari	
sation exacte entr�ee	�etat� qui poss�ede l�avantage de relaxer la condition d�inversibilit�e de
la fonction d��evolution
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III���� Approche g�eom�etrie di��erentielle

On pr�esente tout d�abord� une approche d�ecrite dans �Jayaraman� ����� pour r�esoudre
le probl�eme de lin�earisation par bouclage statique
 On fait ensuite une proposition de
m�ethode �elabor�ee �a partir d�une sortie virtuelle lin�eaire par rapport �a l��etat


Th�eor�eme III
� �Slotine et Li� �����

Soit ff�� f�� � � � � fmg un ensemble de champ de vecteurs lin�eairement ind�ependants�
l�ensemble est compl�etement int�egrable si et seulement si il est involutif�

Exemple III
� Consid�erons le syst�eme d��equations aux d�eriv�ees partielles�

�x�
�h
�x�

� �h
�x�

� �

�x�
�h
�x�
 �x�� � 
x��

�h
�x�
 �x�

�h
�x�

� �

Les vecteurs de champ associ�es sont ff�� f�g�

f� � ��x� � � ��T f� � ��x� �x�� � 
x�� �x��
T

Pour savoir si ce syst�eme admet une solution� il su�t de v�eri�er que l�ensemble des
champs de vecteurs f�� f� est compl�etement int�egrable�

On obtient facilement�

�f�� f�� � ����x� 
 ��T

� �
f�  �f�

L�ensemble des champs de vecteurs est donc involutif� ce qui implique que l�ensemble
des �equations aux d�eriv�ees partielles peut 
etre r�esolu�

III������ M�ethode de Jayarman

Dans certaines situations� on a fait une omission volontaire de l�indice k pour simpli�er
la notation math�ematique


III�������� Syst�emes mono	entr�ee Soit le syst�eme non lin�eaire �a temps discret�

x�k  �� � f�x�k�� u�k��

o�u x�k� � �n� u�k� � � et f est une fonction analytique


Construction d�un champ de vecteurs

On d�e�nit arbitrairement un vecteur X���� de dimension n  � o�u les n premiers
�el�ements sont nuls� sauf le dernier �el�ement
 On peut construire un champ de vecteurs �a
partir de X����� comme suit �Jayaraman� ������
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X��k  �� � �rf�jf���x�X��k� avec X���� � X����

Par cette op�eration� on obtient un vecteur X��k  �� de dimension n
 Le vecteur
X��k  �� de dimension n � est calcul�e comme suit�

X��k  �� �

�
X��k  ��

�

�

Apr�es avoir construit le champ de vecteursX��k�� il faut v�eri�er la propri�et�e de �bonne
d�e�nition� rappel�ee ci	apr�es


D�e�nition III
� �Lee et al
� ����� Soient f �M � N une fonction lisse telle que l�op�erateur
rf � TM � TN est surjective et un champ de vecteurs X � M � alors on d�e�nit un
champ de vecteurs Y sur N comme suit�

Yf�p� � rfpXp pour tout point p � M

On dit que le champ de vecteurs Yf�p� est bien d�e�ni� si et seulement si�

�X� kerrf � � Kerrf

au voisinage du point p�

Pour cela on applique le lemme propos�e dans�Lee et al�� ����� qui nous conduit �a
v�eri�er la condition suivante�

�X��k  ��� ��x� u�� � spanf��x� u�g

o�u�

spanf��x� u�g � Ker�rf�x� u��

Les vecteurs ��x� u� peuvent donc �etre calcul�es en r�esolvant l��equation�

rf�x� u�� �
�

�f
�x

�f
�u

�
��x� u�

On a pu ainsi construire un champ de vecteurs permettant d�utiliser les outils math	
�ematiques de la g�eom�etrie di��erentielle pour r�esoudre le probl�eme de lin�earisation par
bouclage statique


D�e�nition III
� �Lee et al
� �����

On consid�ere la fonction compos�ee fn � f�f�� � � f�f�x�k�� u�k��� u�k  ��� � � � � u�k  
n� ���� u�k  n� ���� On d�e�nit une fonction de sortie virtuelle y�k� � h�x�k���

Le degr�e relatif du syst�eme �II��� est alors d�e�ni comme le plus petit entier r tel que
�h
fr

�u�k� �� �� Ainsi le degr�e relatif d�esigne le premier instant o�u la sortie y�k r� est a�ect�ee

par la commande u�k��
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Propri�et�e III
� �Jayaraman� �����

Si le syst�eme non lin�eaire �a temps discret�II��� avec une sortie y�k� � h�x�k�� a un
degr�e relatif �egal �a n� alors l�ensemble de vecteurs suivant�

fX�����X�����X����� � � � �X��r�g

est constitu�e de vecteur lin�eairement ind�ependants�

Condition de lin�earisation

Th�eor�eme III
� �Jayarman et Chizeck� ���
�

Le syst�eme non lin�eaire �a temps discret mono�entr�ee peut 
etre lin�earis�e par un bouclage
statique si�

�� G�� G�� � � � � Gn sont des distributions involutives de dimension constante�

	� dim Gn � n ��

o�u Gk � fX�����X����� � � � �X��k�g

Remarque III
� On utilise la notation standard suivante du produit scalaire d�un champ
de vecteurs Y par une ��forme X�

� X�Y �� a��x�b��x�  a��x�b��x�  � � � an�x�bn�x�

avec X � �a��x� a��x� � � � an�x�� et Y T � �b��x� b��x� � � � bn�x���

M�ethode de calcul

Algorithme III
� �� Construction des champs des vecteurs X��k��

	� V�eri�cation des conditions de lin�earisation�


� Calcul de la fonction analytique ��x� v�eri�ant�

� d��X�l� � � � � � l � n� �
� d��X�n� � �� �

avec d� �
�

��
�x�

� � � ��
�xn

��
�u

�
� On obtient ainsi la transformation suivante�

z�k� � &�x�k�� �

�
BBB�

��k�
� 
 f�x�k�� u�k��

���
� 
 fn���x�k�� u�k��

�
CCCA et v�k� � � 
 fn�x�k�� u�k��
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Exemple III
� Consid�erons le syst�eme non lin�eaire suivant�Jayarman et Chizeck� ������

x��k  �� � ��  x��k��x��k�  u�k�

x��k  �� � x��k�
��u�k�����x��k��x��k�

On fait une omission volontaire de l�indice k pour simpli�er l��ecriture� Tout d�abord�
calculons la fonction inverse du syst�eme�

f���x� �

�
� x���  x��

x��u
��x����x��

u

�
A

ainsi que l�op�erateur�

�rf�jf���x� �

�
x��u
D

D �
D�x��x��u�
���x��D

�Dx�
��x�

�x�
��x�

�

avec D � �  x���  x���

Les champs de vecteurs associ�es au syst�eme sont alors�

X���� �

�
� �
�
�

�
A �

X���� � �rf�f���x�X���� �

�
� �

�x�
��x�
�

�
A �

X���� � �rf�f���x�X���� �

�
� �

�
��x�
�

�
A �

On v�eri�e la propri�et�e de �bonne d�e�nition� des champs de vecteurs associ�es au sys�
t�eme� soit�

�X����� �� � spanf�g
�X����� �� � spanf�g
�X����� �� � spanf�g

avec � � Ker�rf� �

�
� �

�
���  x��

�
A

ce qui am�ene �a construire les distributions suivantes�

G� �


�


�
� �
�
�

�
A
��
�

G� �


�


�
� �
�
�

�
A �

�
� �

�x�
��x�
�

�
A
��
�

G� �


�


�
� �
�
�

�
A �

�
� �

�x�
��x�
�

�
A �

�
� �

�
��x�
�

�
A
��
�
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qui sont de dimension constante� involutives� et telles que dimG� � �  � � 
� Les
conditions de lin�earisation par bouclage statique sont donc satisfaites� On peut alors con�
struire la transformation &�x�k�� apr�es r�esolution de l�ensemble d��equations aux d�eriv�ees
partielles�

��

�u
� �

��

�x�
�

x�
�  x�

��

�x�
� �

�

�  x�

��

�x�
�� �

Il est alors �evident de remarquer que � � x��� x�� satisfait les �equations pr�ec�edentes�

On obtient� donc

z��k� � x��k���  x��k��
z��k� � � 
 f�x�k�� u�k�� � x��k�

et

v � � 
 f 
 f�x�k�� u�k�� � u�k�

Ce qui permet d��ecrire le nouveau syst�eme sous la forme de Brunovsky�

z��k  �� � z��k�
z��k  �� � u�k�

On remarque qu�il s�agit ici d�un cas particulier pour lequel on a pu obtenir u�k� � v�k��
Ceci �etait pr�evisible� puisque X�����X�����X���� sont des champs de vecteurs commutat�
ifs �Nijmeijer et Van Der Schaft� ������si �X�Y � � �� alors les champs de vecteurs X�Y
sont commutatifs�� Le choix de cet exemple est volontaire a�n d�illustrer le fait que la
lin�earisation avec changement de coordonn�ees sans bouclage statique n�est rien d�autre
qu�un cas particulier de la lin�earisation avec changement de coordonn�ee et bouclage sta�
tique �Jayarman et Chizeck� ������

III�������� Syst�emes multi	entr�ee On pr�esente ici une g�en�eralisation des r�esultats
obtenus dans la section pr�ec�edente aux syst�eme multi	entr�ee


Construction d�un champ de vecteur

On d�e�nit tout d�abord le vecteur Xi de dimension n  m� �egal �a z�ero� except�e la
�n  i��eme composante �egale �a �
 Le champ de vecteurs est analogue a celui d�e�ni
pr�ec�edemment dans le cas mono	entr�ee


On construit ensuite la s�erie des vecteurs de champ� comme suit �Jayarman et Chizeck� ���
��

Xi�k  �� � �rf�jf���x�Xi�k� i � �� � � � �m
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Les vecteurs de champ d�e�nis p�ec�edemment v�eri�ent la condition suivante�

�Xi�k  ��� �j�x� u�� � spanf���x� u�� � � � � �m�x� u�g

o�u�

spanf���x� u�� � � � � �m�x� u�g � Ker�rf�x� u��

Les vecteurs �j�x� u� de dimension n  m sont donc solutions de l��equation

rf�x� u�� �

�
�f

�x

�f

�u

�
��x� u� � �

ce qui permet de construire la distribution suivante�

Ck � fX����� � � � �Xm���� � � � �X��k�� � � � �Xm�k�g

qui sera utilis�ee pour le calcul de la lin�earisation par bouclage statique


Condition de lin�earisation

La th�eor�eme suivant pr�esente une g�en�eralisation des conditions de lin�earisation par
bouclage statique au cas multi	entr�ee


Th�eor�eme III
� �Jayarman et Chizeck� ���
�

Un syst�eme non lin�eaire �a temps discret est lin�earisable sous forme de Brunovky par
bouclage statique� si�

�� G�� G�� � � � � Gn sont involutifs et de dimension constante�

	� dimGn � n  m�

M�ethode de calcul

Algorithme III
� �� Construction des vecteurs de champ Xi�k��

	� V�eri�cations des conditions de lin�earisation�


� Calcul des fonctions analytiques �i qui v�eri�ent�

� d�i�Xi�k� �� � pour � � k � ri � � � � i � m

avec d�i �
�
��i
�x�

��i
�x�

� � � ��i
�xn

��i
�u�

��i
�u�

� � � ��i
�um

�

telles que la matrice

�
B�

� ���X��r�� � � � � � ���Xm�r�� �
���

� � �
���

� �m�Xm�r�� � � � � � �m�Xm�rm� �

�
CA soit non singuli�ere

La lin�earisation par bouclage statique sera obtenue comme suit�
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z�k� � &�x�k�� �

�
B�

���x�k��
���

�m�x�k��

�
CA �avec �i�x�k�� �

�
BBB�

�i�x�k��
�i 
 f�x�k�� u�k��

���
�i 
 f

n���x�k�� u�k��

�
CCCA

et v �

�
B�

���� �x�k�� u�k��
���

���m �x�k�� u�k��

�
CA � avec ���i �x�k�� u�k�� � �i 
 f

n�� 
 f�x�k�� u�k��

Remarque III
� Soulignons que la m�ethode de calcul pour le cas multi�entr�ee d�ecrite
dans �Jayaraman� ����� n�est pas tr�es claire� en ce sens qu�elle ne pr�ecise pas les d�e�
marches �a suivre pour le calculs des degr�es relatifs ri�

III������ Une autre m�ethode

On fait ici une proposition de lin�earisation par bouclage statique dans le cadre de la
g�eom�etrie di��erentielle
 Cette approche n�impose pas la contrainte d�inversibilit�e de la
fonction d��evolution f � comme c�est le cas dans la m�ethode pr�ec�edente de Jayarman
�Jayarman et Chizeck� ���
�

III�������� Syst�emes mono	entr�ee Le principe est de construire une sortie virtuelle
lin�eaire

h�x�k�� �

nX
i��

aixi�k�� ai � � �III
��

qui ait un degr�e relatif �egal �a n pour le syst�eme non lin�eaire consid�er�e
 Cette sortie peut
�etre d�etermin�ee �a travers la r�esolution d�un ensemble d��equations aux d�eriv�ees partielles

A l�aide de cette sortie h�x�k��� on peut construire la transformation z�k� � &�x�k�� et
le retour lin�earisant v�k� � ����x�k�� u�k��


Construction d�un champ de vecteurs
La propri�et�e de continuit�e de la fonction f permet de construire la s�erie de vecteurs

suivante �

�Etape �

W� �
�f�x�k�� u�k��

�u�k�

�Etape i

Wi �
�f�x�k  i�� u�k  i��

�x�k  i�
jx�k�i��f iWi�� � i � �� �� � � � � n� �
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Remarque III
� Consid�erons la matrice de commandabilit�e �Djeridane et Calvet� 	��	�
d�e�nie dans P �

P �
h
�f�x�n����u�n����

�u�n���
�f�x�n����u�n����

�x�n���
jx�n����f

�f�x�n����u�n����
�u�n���

� � �

�f�x�n����u�n����
�x�n���

jx�n��fn � � �
�f�x����u����

�x���
jx����f

�f�x����u����
�u���

i
qu�on peut encore r�e�ecrire de mani�ere simpli��ee�

P �
h
�f�x�u�
�u

�f�x�u�
�x

jx�f�x�u�
�f�x�u�

�u
� � � �f�x�u�

�x
jx�fn�x�u� � � �

�f�x�u�
�x

jx�f�x�u�
�f�x�u�

�u

i
De m
eme� compte tenu de l�invariance de la fonction f par rapport �a k� les vecteurs

Wi pr�ec�edemment d�e�nis peuvent 
etre exprim�es comme suit�

W� � �f�x�u�
�u

W� � �f�x�u�
�x

jx�f�x�u�
�f�x�u�
�u

��� �
���

Wn�� � �f�x�u�
�x

jx�fn�x�u� � � �
�f�x�u�

�x
jx�f�x�u�

�f�x�u�
�u

On remarque ainsi que la recherche d�une matrice P de rang plein correspond �a la
d�etermination de vecteurs Wi lin�eairement ind�ependants�

Invariance du champ de vecteurs

On consid�ere toujours le syst�eme non lin�eaire


x�k  �� � f�x�k�� u�k��

pour lequel on d�e�nit le changement de variable suivant ��
z
v

�
� S�x� u� �

�
&�x�

����x� u�

�

qui transforme la fonction d��evolution f en une fonction (f � & 
 f 
 S���z� v�
 Alors
le champ de vecteurs fV�� V�� � � � � Vn��gassoci�e �a cette nouvelle fonction est d�e�ni par la
relation suivante �

Vk �
�&

�x
jfk��Wk

���x� v�

�v

 S���z� v� k � �� �� �� � � �

D�emonstration

On suppose que l�inverse de la transformation S existe
 Cela implique que &�� et
��� existent� propri�et�e satisfaite par la d�e�nition du probl�eme de lin�earisation exacte
 La
jacobienne de la fonction (f peut �etre alors exprim�ee par�

� (f

�v
�
�&

�x
jf
S���z�v��

�f

�x
jS���z�v��

�S��

�z

On v�eri�e tout d�abord cette propri�et�e pour k � �
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V� � � �f�z�v�
�v

� �

f
S���z�v�
�v

� �

�x
jf
S���z�v�

�f
�u
jS���z�v�

� �

�x
jf

�f
�u

���x�v�
�v


 S���z� v�

Par d�e�nition de W� �
�f
�u
on obtient


V� �
�&

�x
jfW�

���x� v�

�v

 S���z� v�

La d�emonstration g�en�erale peut s�e�ectuer par induction


Supposons donc que�

Vk �
� (f

�z
j �fkVk��

ce qui donne� apr�es d�eveloppement de la jacobienne�

Vk � �

�x
jfk��

�f
�x
jfk

�S��

�z
j

fk

�

�x
jfkWk��

���x�v�
�v


 S���z� v�

� �

�x
jfk��

�f
�x
jfkWk��

���x�v�
�v


 S���z� v�

� �

�x
jfk��Wk

���x�v�
�v


 S���z� v�

Cette relation sera utilis�ee explicitement dans le cas multivariable �III


�
�
�� pour
montrer que la distribution construite a partir des champs de vecteurs fW�W�� � � � �Wn��gest
invariante sous la transformation non lin�eaire&�x� et le bouclage statique r�egulier ��x� v�


Le degr�e relatif d�esigne le temps minimal pour que la sortie d�epende explicitement de
commande u�k�
 Cela peut �etre exprim�e par le lemme suivant


Lemme III
� Consid�erons un syst�eme non lin�eaire mono�entr�ee� de degr�e relatif �egal �a
n�

x�k  �� � f�x�k�� u�k�� �III
��

y�k� � h�x�k�� �

nX
i��

aixi�k� avec ai � �

o�u x�k� � �n� u�k� � � et y�k� � ��

Si les fonctions �

h
h 
 f

h 
 f 
 f
���

h 
 fn�� 
 f
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sont toutes ind�ependantes de u�k� dans le voisinage du point �x� u� et si�

�

�u�k�
h 
 fn�� 
 f�x� u� �� �

on a alors�

� dh�Wi � � � � � i � n� �
et
� dh�Wn�� � �� �

avec

dh � �a� a� � � � an� � �n

D�emonstration

Le syst�eme non lin�eaire muni de son �equation de sortie virtuelle h�x�k�� ayant un degr�e
relatif �egal �a n� cela se traduit par l�ind�ependance des di��erentes fonctions h�x�k  i���
pour i � �� �� � � � � n� �� par rapport �a la commande u�k� � soit�

�h�x�k�i��
�u�k� � �h�x�k�i��

�x�k�i�
�f�x�k�i����u�k�i����

�x�i�k��� � � � �f�x�k����u�k����
�x�k���

�f�x�k��u�k��
�u�k�

� �

La fonction h�x�k�� �etant invariante� alors �

dhk � dhk�� � dhk�� � � � � � dhk�n � dh � �a� a� � � � an�

avec

dhk�i �
�h�x�k  i��

�x�k  i�

Compte tenu de la relation

Wi�� �
�f�x�k  i� ��� u�k  i� ���

�x�k  i� ��
� � �

�f�x�k  ��� u�k  ���

�x�k  ��

�f�x�k�� u�k��

�u�k�

on peut re�ecrire �h�x�k��
�u�k� sous la forme suivante �

� dh�Wi �� � pour i � �� �� � � � � n� �

A l��etape i � n� le syst�eme ayant un degr�e relatif �egal �a n� la fonction h�x�k  n��
d�epend explicitement de la commande u�k�� On a alors l�in�egalit�e�

�h�x�k�n��
�u�k� � �h�x�k�n��

�x�k�n�
�f�x�k�n����u�k�n����

�x�k�n��� � � � �f�x�k����u�k����
�x�k���

�f�x�k��u�k��
�u�k�

�� �

qui est �evidemment �equivalente �a l�in�egalit�e�

� dh�Wn�� ��� �
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Condition de lin�earisation
Le syst�eme non lin�eaire discret d�ecrit par �III
�� est lin�earisable� si et seulement si �

�
 Les vecteurs fW��W�� � � � �Wn��g sont lin�eairement ind�ependants� en d�autre termes
si le syst�eme est commandable


�
 L�ensemble fW��W�� � � � �Wn��g est involutif dans �
n��


D�emonstration

Condition su�sante

Pour la d�emonstration de la condition de su�sance� cela se traduit par le fait qu��a
partir des conditions pr�esent�ees dans la proposition� on peut construire une transformation
non lin�eaire transformant le syst�eme en un syst�eme de la forme de Brunovsky

La d�emonstration est comme suit
 A partir de la condition d�involutivit�e des vecteurs

W��W�� � � � �Wn��� le th�eor�eme de Frobenius implique qu�il existe une fonction scalaire
h�x�k�� satisfaisant les relations suivantes�

� dh�W� � � �
� dh�W� � � �





� dh�Wn�� � � �

En d�autres termes� cela donne�

�h�x�k����
�u�k� � �

�h�x�k����
�u�k� � �





�h�x�k�n����
�u�k�

� �

Si l�on d�e�nit le nouvel �etat du syst�eme �a partir de la transformation z�k� � �h�x�k��� h

f�x�k�� u�k��� � � � � h 
 fn���x�k�� u�k���� on obtient alors�

zi�k  �� � zi���k�� �i � �� � � � � n� ��

Si l�on suppose que les vecteurs �W��W�� � � � �Wn��� sont lin�eairement ind�ependants�
compte tenu du fait que dh est orthogonal aux vecteurs W��W�� � � � �Wn��� cela implique
que dh ne peut pas �etre orthogonal �a Wn��
 Ce que traduit l�in�egalit�e suivante�

� dh�Wn�� ��� �

en d�autre termes�

�h�x�k  n��

�u�k�
�� �

ce qui donne�
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zn�k  �� � v�k�

o�u v�k� d�esigne une fonction de x�k� et u�k�� soit�

v�k� � ����x�k�� u�k��

Condition N�ecessaire

Supposons qu�il existe une transformation z�k� � &�x�k�� et une entr�ee u�k� �
��x�k�� v�k��� telles que la repr�esentation z�k�� v�k� satisfait la forme de Brunovsky�

z��k  �� � h�x�k�� � z��k�
z��k  �� � h�f�x�k�� u�k��� � z��k�





zn���k  �� � h 
 f 
 � � � 
 f�x�k�� u�k�� � zn�k�

Le fait que les composantes z��k  ��� � � � � zn���k  �� sont ind�ependantes de la com	
mande u�k� implique�

�z��k���
�u�k�

� �h�x�k��
�u�k�

� �
�z��k���
�u�k�

� �h
f�x�k��u�k��
�u�k�

� �



 �





�zn���k���

�u�k�
� �h�x�k�n����

�u�k�
� �

et

�h
f�x�k��u�k��
�u�k� � �



 �





�h�x�k�n����
�x�k�n���

�x�k�n���
�x�k�n���

� � � �x�k���
�x�k���

�x�k���
�u�k�

� �

Cela se traduit par les relations suivantes �

� dh�Wi �� � i � �� � � � � n� �

La composante zn�k  �� d�ependant de la commande u�k�� cela donne �

�zn�k  ��

�u�k�
�� �

soit�

�zn�k  ��

�u�k�
�
�h�x�k  n��

�x�k  n�
�

�x�k  n�

�x�k  n� ��
� � � � �

�x�k  ��

�x�k  ��

�x�k  ��

�u�k�
�� �

qu�on peut encore r�e�ecrire�

� dh�Wn�� ��� �
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Supposons� pour la d�emonstration de la premi�ere partie de la condition de lin�earisation
qui concerne le fait que les vecteurs W��W�� � � � �Wn�� sont lin�eairements ind�ependants�
que �

Wn�� �
n��X
i��

�iWi

On obtient alors�

� dh�Wn�� � � � dh�
Pn��

i�� �iWi �

�
Pn��

i�� �i � dh�Wi �

La relation � dh�Wi �� �� pour i � �� � � � � n� �� implique�

� dh�Wn�� �� �

qui est contradictoire avec le fait que le syst�eme a un degr�e relatif �egal �a n
 La
supposition de d�ependance lin�eaire des vecteurs Wn�� et W��W�� � � � �Wn�� n�est donc
pas v�eri��ee


La d�emonstration de la seconde partie de la condition r�esulte du fait que les vecteurs
W��W�� � � � �Wn�� constituent un ensemble involutif� a�n d�assurer l�existence d�une fonc	
tion h�x�� solution du syst�eme aux d�eriv�ees partielles


� dh�Wi � � �i � �� �� � � � � n� �
� dh�Wn�� � �� �

M�ethode de calcul

En se basant sur la proposition pr�ec�edente� la lin�earisation entr�ee	�etats du syst�eme
non lin�eaire discret peut �etre r�ealis�ee en suivant les �etapes suivantes �

�
 Construction des vecteurs W��W�� � � � �Wn�� pour un syst�eme donn�e


�
 V�eri�cation la satisfaction des propri�et�es de commandabilit�e et d�involutivit�e


Si ces deux propri�et�es sont satisfaites� alors h�x�k�� peut �etre calcul�ee �a partir des
�equations suivantes �

� dh�Wi � � � pour i � �� � � � � n� ��
� dh�Wn�� � �� �



 D�etermination de la transformation & et du retour d��etat lin�earisant de la fa�con
suivante�

z�k� � &�x�k�� �

�
BBBBB�

h�x�k��
h 
 f�x�k�� u�k��
h 
 f��x�k�� u�k��





h 
 fn���x�k�� u�k��

�
CCCCCA

et
v�k� � h 
 fn�� 
 f�x�k�� u�k��
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Exemple III
� Soit le syst�eme non lin�eaire �

x��k  �� � �
�
x���k�  Tex��k�  

�
�
T �
e u�k�

x��k  �� � �
�
x���k�  Teu�k�

On calcule tout d�abord les champs de vecteurs�

W� �

�
�
�
T �
e

Te

�
� W� �

�
�
�
T �
e x��k  ��  T �

e

Tex��k  ��

�

Pour ce cas mono�variable� la sortie virtuelle doit satisfaire le syst�eme aux d�eriv�ees
partielles suivant�

� dh�W� � � �
� dh�W� � �� �

avec dh � �a� a��� soit�

�
�T

�
e a�  Tea� � �

�
�T

�
e �x��k  ��  ��a�  Tex��k  ��a� �� �

On notera que la solution de ce syst�eme existe� puisque les vecteurs W��W� sont
lin�eairement ind�ependants et forment un ensemble involutif�

Une solution possible est la suivante �

h�x�k�� � x��k��
�

�
Tex��k�

A partir de ceci� on peut d�e�nir le changement de variable ad�equat�

z��k� � h�x�k��
� x��k��

�
�
Tex��k�

z��k� � h�x�k  ���
� �

�x
�
��k�  Tex��k��

�
	Tex

�
��k�

III�������� Syst�emes multi	entr�ee Soit le syst�eme multi	entr�ee suivant �

x�k  �� � f�x�k�� u�k�� �III
��

o�u x�k� � �n et u�k� � �m


On d�e�nit alors les sorties virtuelles lin�eaires sous la forme suivante �

hj�x�k�� �
nX
i��

ajixi�k� j � �� � � � �m

Construction d�un champ de vecteurs

La construction des vecteurs W j
i pour i � �� �� � � � � rj � � est la suivante
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Pour j � �� �� � � � �m
Etape �

W j
� �

�f�x���� u����

�uj���

Etape i On d�e�nit le vecteur W j
k comme suit�

W j
i �

�f�x�i�� u�i��

�x�i�
jx�i��f iW

j
i��

Degr�e relatif

On a vu dans la section mono	entr�ee que les vecteurs W j
i �etaient invariants sous un

di��eomorphisme S�x� u�


L�ensemble Gl �etant engendr�e par les vecteurs de champs W
j
i est invariant sous la

transformation non lin�eaire S�x� u�� il en est de m�eme de son rang


On retient ici pour la d�etermination du degr�e relatif du syst�eme� une m�ethode d�evelop	
p�ee dans le cadre continu �Marino et Tomei� �����
 Les ensemblesGl pour l � �� �� � � � n��
�etant invariants� la d�etermination du degr�e relatif du syst�eme non lin�eaire multi	entr�ee
peut �etre r�ealis�ee de fa�con analogue au cas lin�eaire multi	entr�ee


Si l�on d�e�nit par

m� � rang G�

m� � rang G� � rang G�





mn�� � rang Gn�� � rang Gn��

avec Gl � spanfW j
i � � � j � m� � � i � lg pour l � �� � � � � n� ��

les degr�es relatifs associ�es au syst�eme �III
�� sont alors d�e�nis par �

ri � cardfmj � i � j � �g� � � i � m

Condition de lin�earisation
Le syst�eme �III
�� est lin�earisable par une transformation non lin�eaire &�x� et un

bouclage statique ��x� v�� si et seulement si �

�
 Les ensembles Gri��� � � i � m sont involutifs dans �n


�
 rangGr��� � n

avec r� � � � � � rm


D�emonstration

Condition su�sante
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On pr�esente seulement les grandes lignes de la d�emonstration� dans la mesure o�u la
d�emonstration est tr�es semblable a celle du cas mono	entr�ee
 La condition d�involutivit�e
des ensembles Gri��� pour i � �� � � � �m� se traduit par un ensemble d��equations aux
d�eriv�ees partielles
 Par exemple� la propriet�e d�involutivit�e deGr��� implique les �equations
suivantes�

� dh��W
�
� � � �

� dh��W
�
� � � �





� dh��W

�
r���

� � �
� dh��W

�
� � �

� dh��W
�
� � �





� dh��W

�
r���

� � �





� dh��W
m
� � � �

� dh��W
m
� � � �





� dh��W

m
r��� � � �

Cela doit �etre vrai pour toutes les sorties hi� ce qui signi�e que les sorties virtuelles
ne doivent pas d�ependre des s�equences de commandes
 On peut alors construire une
transformation non lin�eaire & permettant d�obtenir un syst�eme lin�eaire sous la forme de
Brunovsky


Etant donn�e que Grm�� � Grm���� � � � � � Gr��� � Gr��� et que l�ensemble Gr���

est de rang plein� sachant que dh� est orthogonal �a Gr���� alors dh� ne peut pas �etre
orthogonal �a tous les vecteurs W �

r����W
�
r���� � � � �W

m
r���
 De la m�eme mani�ere� on peut

montrer que dhi n�est pas orthogonal �a tous les vecteurs W �
ri���W

�
ri��� � � � �W

m
ri��


La d�emonstration de la condition n�ecessaire est triviale et analogue au cas mono	entr�ee


Remarque III
� le syst�eme non lin�eaire discret multi�entr�ee �III���est compl�etement
lin�earisable� si et seulement si �

r�  r�  � � � rm � n

M�ethode de calcul
La construction est similaire au cas mono	entr�ee


�
 Construction des ensembles Gl� pour l � �� �� � � � � n� �


�
 V�eri�cation des condition de lin�earisation � et �


Si ces derni�eres conditions sont satisfaites� alors les fonctions hi�x� peuvent �etre
calcul�ees �a partir des �equations suivantes �

� dhi� Grj�� �� � j � j
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et de la propri�et�e d�inversibilit�e de la matrice


�
B�

� dh��W
�
r���

� � � � � dh��W
m
r���

�






 
 






� dhm�W
�
rm�� � � � � � dhm�W

m
rm�� �

�
CA



 D�etermination de la transformation et du retour d��etat lin�earisant


z � &�x� �

�
BBB�

���x�
���x�





�m�x�

�
CCCA

avec �

���x� �

�
BBB�

h�
h� 
 f�x� u�





h� 
 f

r����x� u�

�
CCCA ���x� �

�
BBB�

h�
h� 
 f�x� u�





h� 
 f

r����x� u�

�
CCCA � � �

�m�x� �

�
BBB�

hm
hm 
 f�x� u�





hm 
 f

rm���x� u�

�
CCCA

et

v �

�
BBB�

h� 
 f
r��� 
 f�x� u�

h� 
 f
r��� 
 f�x� u�





hm 
 f
rm�� 
 f�x� u�

�
CCCA

Exemple III
� Soit le syst�eme�

x��k  �� � x��k�x��k�  u��k� �III
��

x��k  �� � x��k�  u��k�

x��k  �� � x��k�u��k�

La construction des champs de vecteurs associ�es au syst�eme est la suivante�

Cas o�u j � �

W �
� �

�f�x���� u����

�u����
�

�
� �
�
�

�
A
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W �
� �

�f�x���� u����

�x���
jx����fW

�
� �

�
� x����  x����

�
u����

�
A

W �
� �

�f�x���� u����

�x���
jx����f�W

�
� �

�
� a

u����
�

�
A

avec a � x����x�����u����  x����x����u����  �x����u����u�����  u����x����x����  
u����x����  �u����u���

Cas o�u j � ��

W �
� �

�f�x���� u����

�u����
�

�
� �
�
�

�
A

W �
� �

�f�x���� u����

�x���
jx����fW

�
� �

�
BB�
�
�
�
�

�
CCA

W �
� �

�f�x���� u����

�x���
jx����f�W

�
� �

�
� b

�
u����

�
A

avec b � x����x����x����  x����x����u����  u����x����  u�����  u����
On peut construire les ensembles Gl pour l � �� �� ��

G� � spanfW �
� �W

�
� g

G� � spanfW �
� �W

�
� �W

�
� �W

�
� g

G� � spanfW �
� �W

�
� �W

�
� �W

�
� �W

�
� �W

�
� g

La d�etermination des degr�es relatifs associ�es au syst�eme

m� � rangG� � �
m� � rangG� � rangG� � 
� � � �
m� � rangG� � rangG� � 
� 
 � �

ce qui donne� r� � cardfmj � � � j � �g � � et r� � cardfmj � � � j � �g � �� Il
faut souligner que r�  r� � 
� ce qui peut permettre une lin�earisation compl�ete� G� est
un ensemble involutif et rang�G�� � 
� Le syst�eme �III��� est donc lin�earisable par un
bouclage statique�

Pour le calcul de la transformation &�x�� on doit r�esoudre les �equations suivantes�
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� dh��W
�
� � � �

� dh��W
�
� � � �

sous la propri�et�e�

rang

�
� dh��W

�
� � � dh��W

�
� �

� dh��W
�
� � � dh��W

�
� �

�
� �

Si l�on suppose que h��x�k�� � a��x��k� a��x��k� a��x��k� et h��x�k�� � a��x��k� 
a��x��k�  a��x��k�� il r�esulte les �equations suivantes�

a��  a�� � �
a�� � �

avec

rang

�
�x����  x�����a��  u����a�� a��

a��  a�� a��

�
� �

On remarque que h��x�k�� � x��k� � x��k� et que h��x�k�� � x��k� est une solution
des �equations pr�ec�edentes�

On obtient ainsi la transformation�

z��k� � h��x�k�� � x��k�� x��k�
z��k� � h��x�k  ��� � x��k�x��k�� x��k�
z��k� � h��x�k� � x��k�

et le retour statique�

v��k� � x��k�x��k�x��k�  x��k�x��k�u��k�  x��k�u��k�  u���k�� x��k�u��k�
v��k� � x��k�u��k�

III���� Approche alg�ebre di��erentielle

Une approche alternative pour r�esoudre le probl�eme de lin�earisation des syst�emes non
lin�eaires �a temps discret mono	entr�ee et multi	entr�ee� bas�ee sur des outils d�alg�ebre dif	
f�erentielle a �et�e d�evelopp�ee dans �Aranda	Bricaire et al�� �����
 Elle permet d�uni�er la
r�esolution du probl�eme� tant pour les syst�emes en temps continu� que pour les syst�ems en
temps discret


Dans ce chapitre� on utilise le formalisme alg�ebrique d�evelopp�e pr�ec�edement dans le
chapitre �


Soit le syst�eme non lin�eaire suivant�

x�k  �� � f�x�k�� u�k��

o�u x�k� � �n� u�k� � �m et f est une fonction analytique


Rappelons dans un premier temps quelques th�eor�emes et d�e�nitions
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Th�eor�eme III
� �Aranda�Bricaire� �����

Soit un ensemble engendr�e par les ��formes w�� � � � � ws�� Si l�on suppose que

dwk � w� � � � � � ws � �� k � �� � � � � s

alors l�ensemble est compl�etement int�egrable�

D�e�nition III
� �Aranda�Bricaire� �����

Le degr�e relatif ou indice de commandabilit�e de Kronecker ri d�une forme w��� est
d�e�ni par

ri � minfk � �jw�k� � %
kw��� �� spanfdx���gg

Si un tel entier n�existe pas� on pose ri ���

Avant de pr�esenter le Th�eor�eme III
�� on rappelle la d�e�nition suivante des espaces de
�ltration�

H� � spanfdx���� du���g
Hk�� � %���Hk �%Hk�

o�u % est un op�erateur de d�ecalage et %Hk�� � spanfw�k  ��jw�k� � Hkg


Th�eor�eme III
� �Aranda�Bricaire� �����

Supposons H� � �� Il existe une liste d�entiers r�� r�� � � � � rm� invariante sous bouclage
statique r�egulier et m ��formes�

w����� � � � � wm��� � spanfdx���g

de degr�e relatif r�� r�� � � � � rm� telles que�

�� spanfwi�k�� � � i � m� � � k � ri � �g � spanfdx���g�

	� spanfwi�k�� � � i � m� � � k � rig � spanfdx���� du���g�


� les ��formes fwi�k�� � � i � m�k � �g sont lin�eairement ind�ependantes� En partic�
ulier�

P
i ri � n�

Condition de lin�earisation

Le th�eor�eme ci	dessous pr�esente une condition n�ecessaire et su�sante de lin�earisation
par bouclage statique


Th�eor�eme III
� �Aranda�Bricaire et al
� �����

Le syst�eme non lin�eaire �a temps discret est lin�earisable par bouclage statique r�egulier�
si et seulement si�

�� H� � ��
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	� Pour � � k � k�� Hk est compl�etement int�egrable�

On pr�esente deux algorithmes de lin�earisation� le premier pour le cas des syst�emes
mono	entr�ee� le second pour le cas multi	entr�ee


M�ethode de calcul pour le cas mono
entr�ee

Pour le cas des syst�emes mono	entr�ee�

Algorithme III
� �� Calcul des Hi�

	� V�eri�er les conditions de lin�earisation�


� On a alors Hn � fd��x����g� ce qui nous permet de d�eterminer la transformation
&�x�k�� de la mani�ere suivante�

z�k� � &�x�k�� �

�
BBB�

�
� 
 f�x� u�

���
� 
 fn���x� u�

�
CCCA

et
v�k� � ����x�k�� u�k�� � � 
 fn�� 
 f�x� u�

Remarque III
� Il faut souligner que� pour avoir une lin�earisation totale avec un retour
d� �etat statique� il faut et su�t que le degr�e relatif soit �egal �a n�

M�ethode de calcul pour le cas multi
entr�ee

On recherche ici une transformation non lin�eaire &�x� et un bouclage statique sous la
forme suivante�

Algorithme III
� �� calcul des Hi�

	� V�eri�er les conditions de lin�earisation�


� Calcul des indices de commandabilit�e �Aranda�Bricaire et Moog� ����� de la fa�con
suivante �

�a� Calcul des hi�

hi � dimHi � dimHi�� pour i � �� �� � � �

�b� Calcul des degr�es relatifs rj� pour j � �� � � � �m�

rj � cardfhi�hi � jg� pour j � �� � � � �m

o�u card signi�e le cardinal de l�ensemble�
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�� On a Hr� � fd�����g avec r� � r� � � � � � rm� Pour le calcul de ��� on calcule le
sous�espace Hr� de telle fa�con que d�� soit lin�eairement ind�ependant des ��formes
d������ d������ � � � � d���r��� On d�etermine ainsi de suite les fonctions ��� ��� � � � � �m�

�� A partir des fonctions analytiques ��� ��� � � � � �m� on construit alors�

z � &�x� �

�
BBB�

���x�
���x�
���

�m�x�

�
CCCA

avec �

���x� �

�
BBB�

��
�� 
 f�x� u�

���
�� 
 f

r����x� u�

�
CCCA ���x� �

�
BBB�

��
�� 
 f�x� u�

���
�� 
 f

r����x� u�

�
CCCA � � �

�m�x� �

�
BBB�

�m
�m 
 f�x� u�

���
�m 
 f

rm���x� u�

�
CCCA

et

v �

�
BBB�

�� 
 f
r��� 
 f�x� u�

�� 
 f
r��� 
 f�x� u�

���
�m 
 f

rm�� 
 f�x� u�

�
CCCA

Remarque III
� Pour avoir une lin�earisation compl�ete par retour statique� il faut et il
su�t que

Pm
i�� ri � n�

Exemple III
� On consid�ere le syst�eme suivant�

x��k  �� � �
�
x���k�  Tex��k�  

�
�
T �
e u�k�

x��k  �� � �
�x

�
��k�  Teu�k�

En premier lieu� on calcule les sous�espaces Hi�

H� � fdx���g
H� � fdx�����

�
�Tedx����g

H� � f�g

On a H� � �� Le syst�eme est donc accessible avec un degr�e relatif r � � et H� est
compl�etement int�egrable�
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On peut d�e�nir le changement de variable et le retour statique comme suit�

z��k� � x��k��
�
�
Tx��k�

z��k� � �
�
x���k�  Tx��k��

�
	
Tx���k�

et

v�k� � au��k�  bu�k�  c

avec

a � �
�T

	 � �
	T

�

b � ��
	
T �x���k�  

�
	
T �x���k�  

�
�
T �x��k�  T �

c � �
�
x	��k�  

�
�
Tx���k�x��k�  

�
�
��  T ��x���k�

III�� Conclusion

Dans ce chapitre on a propos�e deux voies pour r�esoudre le probl�eme d�inversion entr�ee	
�etat
 La premi�ere voie est de type composition de fonctions
 Cette approche est facile
�a mettre en oeuvre et simple d�utilisation
 Cependant� elle peut comporter des inconve	
nients tels que la lourdeur calculatoire li�ee �a la composition de la fonction d��evolution� un
c�ot�e approximatif pour l�approche lin�earisation jacobienne ou le caract�ere num�erique de
l�approche d�optimisation
 La seconde voie est la lin�earisation exacte par bouclage sta	
tique
 On a pr�esent�e deux approches relativement classiques� la g�eom�etrie di��erentielle
et l�alg�ebre di��erentielle
 Dans le cadre de la g�eom�etrie di��erentielle on a propos�e une
m�ethode de lin�earisation exacte permettant de relaxer la condition d�inversibilit�e de la
fonction d��evolution
 Par contre� cette approche est limit�ee par la recherche d�une sortie
virtuelle lin�eaire en l��etat du syst�eme
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Chapter IV

Autre application
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IV�� Introduction

On pr�esente dans ce chapitre des exemples issus de la litt�erature a�n de valider l�approche
de lin�earisation exacte entr�ee	�etat d�evelopp�ee dans le chapitre 
� ainsi que le crit�ere
d�evelopp�e dans le chapitre �� bas�e sur l�utilisation du principe du maximum
 On pr�esente
�egalement dans la section �IV

� un exemple d�application de la programmation dy	
namique �etendue qui a �et�e rendue possible par une lin�earisation initiale du syst�eme non
lin�eaire


IV�� Mod�ele �economique de Goodwin

Le mod�ele pr�esent�e ici est celui de Goodwin
 Ce mod�ele d�ecrit le comportement cyclique
suivant d�une entreprise� �Dans l�environnement d�une entreprise� l�augmentation des
salaires implique la r�eduction des pro�ts� ceci induit moins d�investissement de la part de
l�entreprise qui am�ene �a une r�eduction des salaires� Du fait que les salaires diminuent� les
b�en�e�ces d�une entreprise augmentent� Cela conduit �a l�augmentation des investissements
et en�n� �a celle des salaires ����
�Fonseca et Ussher� �����

Le mod�ele dynamique simpli��e de Goodwin �Post� ����� est d�ecrit par � �equations �a
temps discret
 Les � premi�eres �equations correspondant �a des d�e�nitions bien �etablies�
tandis que les � derni�eres �equations sont propos�ees par Goodwin


Yt � �Kt �IV
��

Lt �
Yt
yt

�IV
��

�t �
Lt

At
�IV

�

�t � Yt � wtLt �IV
��

�t �
wtLt

Yt
�IV
��

yt�� � yt
yt

� m �IV
��

At�� �At

At
� n �IV
��

wt�� �wt

wt
� a�t �IV
��

Kt�� �Kt

Kt
� c

�t
Kt

�IV
��

Par d�e�nition� le niveau de production �Yt� est li�e �a la tr�esorerie �Kt��IV
��
 Les o�res
d�emploi �Lt� propos�ees par l�entreprise sont calcul�ees par le niveau de production et la
productivit�e de la main d�oeuvre �yt��IV
��
 Le niveau du recrutement ��t� de l�entreprise
est li�e au nombre d�o�res d�emploi et aux resources en main d�oeuvre �At��IV

�
 Les
b�eni�ces ��t� sont d�etermin�es par la di��erence entre le niveau de production et le co�ut
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des salaires �wt��IV
��
 En�n� le co�ut de la productivit�e du travail ��t� est d�etermin�e par
le quotient de la masse salariale et des resources en main d�oeuvre �IV
��

Dans le mod�ele de l��equation �IV
��� on suppose que le taux de croissance de la pro	

ductivit�e de travail est constant �m�
 De m�eme� on suppose dans l��equation �IV
��� que
le taux de croissance des ressources en main d�oeuvre est constant �n�
 Par contre� on
peut agir sur le taux de croissance des salaires par le param�etre a �IV
��et sur le taux de
croissance de la tr�esorie par le param�etre c �IV
��

Les variables suivantes jouent le r�ole de variables de commande� soit�

u��k� � a
u��k� � c

Si l�on choisit comme variables d��etat�

x��k� � Yt
x��k� � Lt

x��k� � �t
x	�k� � �t
x��k� � �t
x��k� � yt
x��k� � At

x��k� � wt

x��k� � Kt

ceci conduit au mod�ele non lin�eaire �a temps discret suivant�

x��k  �� � ��u��k�x��k�  x��k��

x��k  �� � ��u��k�x	�k��x��k��
�m���x��k�

x��k  �� � ��u��k�x	�k��x��k��
�m���x��k��n���x
�k�

x	�k  �� � ��u��k�x	�k�  x��k���
�x��k�u��k�x��k��x��k����u��k�x	�k��x��k��

�m���x��k�

x��k  �� � x��k�u��k�x��k��x��k�
�m���x��k�

x��k  �� � �m ��x��k�
x��k  �� � �n ��x��k�
x��k  �� � x��k�u��k�x��k�  x��k�
x��k  �� � u��k�x	�k�  x��k�

IV���� Etude de l	accessibilit�e du syst�eme

Pour �etudier l�accessibilit�e du syst�eme� il su�t de v�eri�er que le rang de la matrice P
d�e�nie dans la section �II
�
�� est de rang plein


On construit donc la matrice P

P �
�
V� V� � � � V�

�
avec
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V� �
�fu����x����

�u���

V� �
�fu����x����

�x���

�fu�
��x����

�u���



 �

V� �
�fu����x����

�x���

�fu�
��x����

�x���
� � �

�fu����x����

�x���

�fu����x����

�u���

Suite au calcul des vecteurs Vi� pr�ec�edemment d�e�nis par l�outil de calcul symbolique
Maple� il apparait que le que le rang de la matrice d�accessibilit�e P n�est pas plein� ce qui
implique que le syst�eme n�est pas accessible


Notons que ce r�esultat �etait pr�evisible �a partir d�une observation rapide du mod�ele�
dans la mesure o�u l�on s�aper�coit que les �etats x��k� et x��k� sont ind�ependants des
commandes
 Il nous permet cependant de valider notre m�ethode d�analyse


IV�� Muscle stimul�e �electriquement

La stimulation �electrique fonctionnelle �Functional Electrical Stimulation� consiste �a ap	
pliquer des signaux �electriques pour g�en�erer ou supprimer des activit�es du syst�eme nerveux
humain� a�n de commander le mouvement de membres paralys�es et assurer des fonction	
nalit�es de pr�ehemption� de maintien� 


 etc
 Elle peut aussi activer la perception et des
fonctions corporelles visc�erales


La stimulation �electrique fonctionnelle peut donc �etre particuli�erement e�cace et m�edi	
calement appropri�ee �a de nombreuses personnes sou�rant d�incapacit�e neurologique


Nous abordons bri�evement dans ce qui suit la physiologie musculaire au niveau fonc	
tionnel en vue d�expliquer le sens physique du mod�ele d�evelopp�e pour le muscle stimul�e
�electriquement


La mod�elisation d�un muscle �electriquement stimul�e consiste �a repr�esenter le com	
portement d�un muscle r�esultant de la stimulation �electrique de son nerf moteur
 Une
�bre musculaire r�epond par la loi du tout ou rien �a une stimulation �electrique
 L��etude
de la r�eponse d�un muscle n�ecessite le recrutement de toutes ces �bres par un stimulus
d�intensit�e su�sante �Feiss� ����� g�en�er�e par un train d�impulsions �electrique appliqu�e au
muscle qui repr�esente le signal de commande

Ainsi� le mod�ele d�un muscle stimul�e �electriquement peut �etre d�ecrit par le sch�ema de

la �gure


Des relations math�ematiques ont �et�e �etablies pour caract�eriser le mod�ele d�un muscle
�electriquement stimul�e
 Pour mieux comprendre comment la force musculaire est g�en�er�ee�
nous nous limiterons �a quelques notions


Relation couple
angle

La relation couple	angle �ou moment angulaire� est li�ee �a des donn�ees tant anatomique
�distance du point d�insertion musculaire �a l�axe de rotation articulaire� que biom�ecanique
�l�angle de rotation entre le bras de levier du muscle par rapport �a l�axe de rotation�
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Moment vitesse

Dynamique de la 
         charge

Dynamique de

l’activation

Moment angulaire

B�O�Z
� �k�

A�k�

z
��

u�k�

T��k�

��k�

Figure IV
�� Mod�ele d�un muscle stimul�e �electriquement

Figure IV
�� Variation du bras de levier de la force en fonction de l�angle d�articulaire

Par exemple� dans le cas de la )exion du genou repr�esent�ee Figure �IV
��� le point
d�insertion �I� se d�eplace autour du centre de rotation �O�
 La force r�esultante de ce
groupe musculaire est repr�esent�ee par la )eche pointant vers l�articulation o�u se trouve
le second point d�insertion du groupe musculaire
 A mesure que cette )exion se produit�
l�angle � varie de 
�o en position �� �a ��o en position � et ���o en position 



Niveau d�activation

Le niveau d�activation repr�esente l�intensit�e de la contraction musculaire et peut varier
du stade du repos �a l��etat d�excitation extr�eme


Relation couple
vitesse

Le moment vitesse �couple de vitesse� correspond �a l�image de la force maximale
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que le muscle peut produire �a une vitesse donn�ee lors d�une phase de contraction ou
d��etirement
 Le couple g�en�er�e par le muscle est le produit du niveau d�activation et du
moment angulaire


En pratique la mod�elisation d�un muscle stimul�e �eletriquement est r�ealis�ee en temps
discret �a partir de l�identi�cation des di��erents param�etres �c� d� b� �Bernotas et al�� �����
li�es au mod�ele et de la mise en oeuvre num�erique de la commande �Jayaraman� �����


On d�e�nit les variables suivantes�

A�k� � activation
� �k� � couple g�en�er�e par la force musculaire
T��k� � couple g�en�er�e par l�angle �
Tw�k� � couple g�en�er�e par la vitesse de contraction des muscles
w�k� � vitesse de contraction des muscles
��k� � l�angle entre la force r�esultante du muscle et la droite qui relie le point d�insertion

du muscle et le centre de rotation de l�articulation
u�k� � train d�impulsion �electrique

Le mod�ele d�un muscle stimul�e �electriquement peut �etre alors d�ecrit par les �equations�

� �k� � A�k�T��k�
A�k  �� � aTw�k�A�k�  bu�k�

dans lesquelles le moment angulaire et le moment vitesse sont approxim�es lin�eairement
de la mani�ere suivante�

Tw�k� � �� cw�k�
T��k� � �  d��k�

Une image de la vitesse de contraction du muscle peut �etre d�e�nie par la variation de
l�angle ��k�


w�k� � ��k� � ��k � ��

et la dynamique du bras levier peut �etre d�ecrite par l��equation suivante�

��k  �� � l���k�  l���k � ��  l��

correspondant �a un syst�eme lin�eaire du second ordre


Le choix suivant des variables d��etat�

x��k� � A�k�
x��k� � ��k � ��
x��k� � ��k�

conduit alors au mod�ele d��etat�

x��k  �� � ax��k�� acx��k�x��k�  acx��k�x��k�  bu�k�

x��k  �� � x��k� �IV
���

x��k  �� � l�x��k�  l�x��k�  l�x��k�  dl�x��k�x��k�
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IV���� Etude de l	accessibilit�e du syst�eme

On calcule la matrice de commandabilit�e du syst�eme �IV
��� �a partir de la matrice de
commandabilit�e pr�esent�ee dans la section �II
�
��� soit�

P �
�
V� V� V�

�
avec

V� � �f�x�k��u�k��
�u�k�

�

�
� b
�
�

�
A

f�x�k�� u�k�� �

�
� ax��k�� acx��k�x��k�  acx��k�x��k�  bu�k�

x��k�
l�x��k�  l�x��k�  l�x��k�  dl�x��k�x��k�

�
A

V� � �f�x����u����
�x���

V� �

�
� a� acx����  acx���� acx���� �acx����

� � �
l�  dl�x���� l� l�  dl�x����

�
A
�
� b
�
�

�
A

�

�
� ab� acbx����  acbx����

�
l�b dl�bx����

�
A

V� � �f�x����u����
�x���

�f�x����u����
�x��� V�

�

�
� ��a� �x����  �x����� �a� � x����  � x����� � �x���� �l�  �x������ b

�l�  �x����� b
��l�  � x����� �a� �x����  �x�����  �l�  �x����� �l�  �x������ b

�
A

avec � � ac et � � dl�


Pour que la matrice P soit de rang plein� il su�t que�

b��l�  acx������l�  acx����� �� �

Ceci implique que le syst�eme est commandable� si�

b �� �
x���� �� � l�

ac

x���� �� � l�
ac

Notons que le cas o�u b � � impliquerait l�absence du train d�impulsions �electriques
appliqu�e sur le muscle


IV���� Inversion du syst�eme

L�inversion de ce syst�eme non lin�eaire �a temps discret� correspond �a la lin�earisation par
changement d��etat et retour statique dev�elopp�ee dans la section �III


�
��
 Il faut donc
tout d�abord calculer les champs de vecteurs associ�es au syst�eme
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W� �

�
� b
�
�

�
A

W� � �f�x�k����u�k����
�x�k���

W� �

�
� ab� abcx��k  ��  abcx��k  ��

�
l�b dl�bx��k  ��

�
A

W� � �f�x�k����u�k����
�x�k���

W� �

�
� ��
�l�  �x��k  ��� b

��

�
A

avec �� � �a� �x��k  ��  �x��k  ��� �a� � x��k�  � x��k����x��k �� �l�  �x��k�� b
et �� � ��l�  � x��k  ��� �a� �x��k�  �x��k��  �l�  �x��k  ��� �l�  �x��k��� b

On remarque que�

rangfW��W��W�g � 


et que l�ensemble fW��W�g est involutif dans ��
 Les conditions de lin�earisation
exacte �III


�
�
�� sont donc satisfaites


On conclut que le syst�eme peut �etre lin�earis�e par un changement d��etat et un retour
statique
 Pour le calcul de la transformation &�x�k�� et du retour statique ��x�k�� v�k���
nous consid�ererons les �equations suivantes�

� dh�W� � � �
� dh�W� � � �

avec

h � a�x��k�  a�x��k�  a�x��k�

qui conduisent par substitution� �a�

ba� � �
�ab� abcx��k  ��  abcx��k  ��� a�  �l�b dl�bx��k  ��� a� � �

On remarque que h�x� � x� est une solution pour le syst�eme d��equations pr�ec�edem	
ment pr�esent�e
 De plus� la solution h�x� � x� v�eri�e la condition suivante�

� dh�W� ��� �

puisque

�l�  �x��k  ���b �� �

Le changement d��etat peut �etre alors calcul�e de la fa�con suivante�

z��k� � h�x�k�� � x��k�
z��k� � h�x�k  ��� � x��k�
z��k� � h�x�k  ��� � l�x��k�  l�x��k�  l�x��k�  dl�x��k�x��k�
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avec le retour d��etat statique�

v�k� � h�x�k  
��
� �l�x�  l�x�  l�x�  dl�x�x���l�  dl��ax� � acx�x�  acx�x���  l��ax� � acx�x�  acx�x��  l�x�

On obtient ainsi le syst�eme lin�eaire�

z�k  �� �

�
� � � �
� � �
� � �

�
A z�k�  

�
� �
�
�

�
A v�k�

L�inversion de ce syst�eme lin�eaire en z� v est alors directe� �a partir de�

z�k  
� �A�z�k� � �BABA�B�

�
� v�k  ��

v�k  ��
v�k�

�
A

avec

A� �

�
� � � �
� � �
� � �

�
A

et

�BABA�B� �

�
� � � �
� � �
� � �

�
A

En conclusion� l�inversion du syst�eme conduit �a�

v�k� � z��k  
�� z��k�
v�k  �� � z��k  
�
v�k  �� � z��k  
�

avec

z�k� � &�x�k�� �

�
� x��k�

x��k�
l�x��k�  l�x��k�  l�x��k�  dl�x��k�x��k�

�
A

et

u�k� � ��x�k�� v�k��
� �l�x�  l�x�  l�x�  dl�x�x���l�  dl��ax� � acx�x�  acx�x���  l��ax� � acx�x�  acx�x�� 

l�x�  u�bl� bdl��l�x�  l�x�  l�x�  dl�x�x���
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IV���� Optimisation par programmation dynamique

On consid�ere le probl�eme d�optimisation suivant�

min
��X
i��

m�x
�
��i�  m��x��i�� x��i��

�  m�u
��i�  Cf

sous les contraintes�

x��k  �� � ax��k�� acx��k�x��k�  acx��k�x��k�  bu�k�
x��k  �� � x��k�
x��k  �� � l�x��k�  l�x��k�  l�x��k�  dl�x��k�x��k�

dans lequel u��i� est associ�e �a la minimisation d��energie� x�� �a la minimisation du
degr�e d�intensite de la contraction du muscle et �x� � x��� �a la r�eduction de la vitesse de
contraction du muscle

avec un co�ut �nal�

Cxf � x������  x������  x������

L��etat initial est donn�e par x���T � ��� �� ��


Nous nous sommes int�er�ess�e ici �a la r�esolution de ce probl�eme d�optimisation par la
m�ethode de programmation dynamique appliquant la formulation �etendue du principe
d�optimalit�e d�ecrite dans �Calvet et Viargues� ����� et dans le chapitre � de ce m�emoire


Compte tenu de la non lin�earit�e du probl�eme� la r�esolution de l��equation fonction	
nelle �etendue associ�e �a cette m�ethode sera r�ealis�ee de mani�ere num�erique �a partir d�une
quanti�cation des �etats


La r�esolution du probl�eme d�optimisation par programmation dynamique peut �etre
alors d�ecompos�ee en quatre phases


�
 Phase de quanti�cation des �etats


�
 Phase de calcul de la matrice des co�uts optimaux de transition d��etat




 Phase de r�esolution de l��equation fonctionnelle


�
 Phase de reconstruction des trajectoires optimales


Choix de la grille des �etats

On d�ecide donc de travailler sur un nombre �ni d��etats r�esultant d�une quanti�cation
de ces variables
 Nous rangerons par la suite cet ensemble �ni de valeurs possibles des
variables d��etat dans le vecteur suivant�

Xk �

�
B�

��





�ns

�
CA
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o�u �i repr�esente les coordonn�ees d�un point particulier de la grille des �etats� et ns
le nombre total de points de cette grille
 On obtient alors ns � *

�
i��qi� si qi d�esigne le

nombre de niveau de quanti�cation de la ime composante du vecteur d��etat


A partir de la d�e�nition suivante des bornes�

� � x��k� � �
� � x��k� � �
� � x��k� � �

nous avons g�en�er�e une grille correpondant �a un pas de quanti�cations h uniforme
h � ���

Ceci implique ns � ��� ��� �� � �

� et nous am�ene �a ranger l�ensemble des points

de la grille dans le vecteurs�

Xk �

�
BBBBB�

�
�





�

�
�

�

�
CCCCCA

Une repr�esentation ordonn�ee du vecteurXk peut �etre r�ealis�ee �a partir d�un codage des
variables enti�eres �i en une base ��� d�e�nie comme suit�

�i x� x� x�
� � � �
� � � �

 � � �


















�

� �� �� �
�

� �� �� ��

Pour retrouver la valeur r�eelle des variables d��etat� il su�t alors d�utiliser les expres	
sions ci	apr�es�

x� � ���� �el�ement de la � colonne deXk

x� � ���� �el�ement de la � colonne deXk

x� � ���� �el�ement de la 
 colonne deXk

ce qui donne�

�i x� x� x�
� � � �
� � � �
�

 � � �
�


















�

� � � �
�
��
� � � �
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Calcul de la matrice des co�uts optimaux de transition d��etat

Avant de pr�esenter l�algorithme� il est important de pr�esenter un �el�ement cl�e de la
m�ethode de calcul associ�ee �a la formulation �etendue� la matrice de co�ut optimal de tran	
sition d��etats Ck
 Un �element Ck�i� j� de cette matrice repr�esente donc� par d�e�nition� la
valeur du co�ut optimal correspondant au chemin reliant un �etat �i �a une �etape k� �a un
�etat �j �a l��etape k 

 Cette matrice contient donc les valeurs optimales de tous les co�uts
de transition ck�xk� xk��� possibles entre les deux �etapes k et k  



Notons que dans le cas mono	entr�ee consid�er�e dans cet exemple� l�optimalit�e r�esulte
de l�unicit�e des transitions
 Dans le cas multi	entr�ee� la recherche d�une solution optimale
doit �etre r�ealis�ee


Ramen�ee �a notre exemple� la d�etermination de la matrice Ck peut �etre d�ecrite som	
mairement par l�algorithme suivant


Algorithme IV
� Calcul de Ck

Pour chaque �etat i � �� �

�

Pour chaque �etat atteint j � �� �

�

zi � &�xi�

zj � &�xj�

vi � �A�BABB��zj �A�zi�

ui � ��vi� xi�

calcul du co
ut de la transition entre l��etat i vers l��etat j

�n j

�n i

Les co�uts optimaux de transition peuvent �etre rang�es dans la matrice suivante�

�� �� � � � �����
�� c��� c��� � � � c������
�� c��� c��� � � � c������
�� c��� c��� � � � c������










 
 






����� c������ c������ � � � c���������
����� c������ c������ � � � c���������

dans laquelle l��el�ement ci�j repr�esente le c�out de transition optimal entre l��etat �i et
l��etat �j


R�esolution de l��equation fonctionnelle

L��equation fonctionnelle de la formulation �etendue de la programmation dynamique
peut �etre d�ecrite sous le mod�ele matriciel suivant� de type produit matrice	vecteur� en
utilisant les ouils de l�alg�ebre max	plus
�Calvet et Viargues� �����



IV��� Muscle stimul�e �electriquement ���

Posons
I� � C� � L	

puis� r�esoudre pour chaque �etape k � �� �� �

Ik � Ck � Ik��

o�u Ik�i� � minjfck�i� j� Ik���j�g
 L�op�erateur� repr�esente une combinaison d�op�erateurs
somme et minimisation


De mani�ere plus d�etaill�ee� la d�etermination des commandes optimales peut �etre d�ecrite
par le processus d�it�eration suivant�

Algorithme IV
� Calcul matriciel des uk

Pour chaque �etape k � �� �

Pour chaque �etat i � �� �

�

Pour chaque �etat atteint l � �� �

�

r�esolution de l��equation fonctionnelle

stockage de I

�n l

�n i

�n k

Notons que la formulation qui en r�esulte peut �etre directement exploit�ee d�un point
de vue num�erique dans des environnements de calcul matriciel de type Matlab


Reconstruction des trajectoires optimales

Cette phase de reconstruction permet d�obtenir la s�equence des commandes optimales

Apr�es avoir r�esolu l��equation fonctionnelle dans l�ordre inverse des �etapes� le calcul de la
trajectoire optimale� ainsi que de la s�equence des commandes� sera d�ecrite par l�algorithme
suivant�

Algorithme IV
� Calcul de la trajectoire optimale pour x�

(x � argfmin I�g

Pour k � �� �� �

(uk �a partir de la matrice des commandes�

(xk�� � f�(xk� (uk�

�n k
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Simulation num�erique

En l�absence de valeurs num�eriques r�eelles qui ne nous ont pas �et�e accessibles� on a
consid�er�e ici des valeurs normalis�ees pour les di��erents param�etres associ�es au syst�eme
d�ecrit dans �IV
���


Les valeurs num�eriques des param�etres utilis�ees dans le code sont donn�ees par�

a � �� c � �� b � �� d � �� l� � �� l� � �� l� � ��m� � ��m� � ��m� � ��

Le calcul des s�equences de commandes ont �et�e trait�e �a l�aide du logiciel Matlab� et on
retrouve la structure suivante de la matrice des co�uts des transitions �etats �IV

�
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Figure IV

� Structure de la matrice des c�outs de transition d��etat
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Figure IV
�� Loi de commande optimale

o�u le point de couleur noir repr�esente un co�ut �ni et le point de couleur blanc repr�esente
un co�ut in�ni




IV��� Conclusion ���

Par exemple� pour transferer l��etat initial ��� �� �� vers l��etat �nal ����� ���� �� on a un
co�ut de �
��
 La �gure �IV
�� regroupent la trajectoire de la loi de commande pour cette
exemple


IV�� Conclusion

Dans ce chapitre on a trait�e un exemple complet
 En utilisant le crit�ere d�accessibilit�e
d�evelopp�e �a partir du principe du minimum sur le mod�ele issu de l��economie �mod�ele de
Goodwin� on a pu v�eri�er que ce syst�eme n�est pas commandable dans tout l�espace des
�etats
 Cependant� pour le mod�ele biom�edical �stimulation �electrique d�un muscle�on a
pu calculer l�inversion entr�ee	�etat du syst�eme en s�appuyant sur la proposition d�evelopp�ee
au chapitre 
 dans le cadre de la g�eom�etrie di��erentielle
 On a alors calcul�e la matrice
des co�uts de transition incluse dans la d�etermination d�une strat�egie de commande qui
minimise le probl�eme pr�esent�e pr�ec�edement
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Conclusion g�en�erale

L�objectif du travail pr�esent�e dans ce m�emoire �etait de r�ealiser la synth�ese d�une m�eth	
ode particuli�ere de programmation dynamique pour r�esoudre un probl�eme de commande
optimale
 Cette m�ethode impliquant la d�etermination d�une matrice de co�uts de transi	
tion entre �etats nous a amen�e �a nous concentrer sur le probl�eme de la commandabilit�e
des syst�emes non lin�eaires �a temps discret� probl�eme que nous avons encore quali��e de
probl�eme d�inversion entr�ee	�etats


Nous avons d�abord consacr�e un premier chapitre �a la pr�esentation du probl�eme de
commande optimale� en commen�cant dans un premier temps par une description rapide
de di��erentes approches de programmation dynamique pour la r�esolution du probl�eme
consid�er�e
 On s�est ainsi int�eress�e plus particuli�erement �a une formulation explicite du
principe de Bellman �r�esolution d��equation fonctionnelle �etendue� qui nous a conduit
�a consid�erer le probl�eme de la recherche de s�equences de commandes entre deux �etat
terminaux


Le deuxi�eme chapitre a �et�e consacr�e �a l�analyse de l�accessibilit�e des syst�emes non
lin�eaires �a temps discret et �a la caract�erisation du domaine de commandabilit�e
 Pour cela�
nous nous sommes int�eress�e �a plusieurs approches telles que la composition de fonction�
l�utilisation de l�alg�ebre di��erentielle� de la g�eom�etrie di��erentielle ou encore du principe
du maximum


L�approche de composition de la fonction d��evolution permet d��etudier l�accessibilit�e
des syst�emes non lin�eaires de fa�con intuitive� puisqu�elle calcule juste le rang de la jaco	
bienne de la fonction de transition
 Cependant� elle fait une utilisation intensive de la
fonction de composition� ce qui implique une complexit�e calculatoire


La g�eom�etrie di��erentielle ayant jou�e un r�ole important dans l��etude de l�accessibilit�e
des syst�emes non lin�eaires dans le cas continu� il pouvait appara��tre logique d�utiliser
les outils de la g�eom�etrie di��erentielle pour �etudier l�accessibilit�e dans le cas discret

Cependant� ceci ne s�applique pas de mani�ere aussi naturelle et conduit �a construire des
champs de vecteurs arti�ciels li�es au syst�eme � cette construction n�ecessitant l�inversibilit�e
de la fonction d��evolution du syst�eme


Par ailleurs� l�utilisation de l�alg�ebre di��erentielle constitue un outil bien adapt�e pour
uni�er l��etude de l�accessibilit�e des syst�emes continus et discrets
 On a pr�esent�e un algo	
rithme qui permet d��etudier l�accessibilit�e d�un syst�eme non lin�eaire par la construction
de sous	espaces de �ltration en un nombre �ni d��etapes


De mani�ere g�en�erale� il faut toutefois souligner que l�utilisation de la g�eom�etrie dif	

��
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f�erentielle� ou de l�alg�ebre di��erentielle� n�ecessite une manipulation d�outils math�ema	
tiques complexes


Nous avons en�n propos�e une �etude de l�accessibilit�e des syst�emes non lin�eaires �a
temps discret bas�ee sur l�utilisation du principe du maximum
 La condition n�ecessaire
de commandabilit�e d�evelopp�ee est �equivalente �a une condition n�ecessaire d�inexitence
d�une bordure du domaine de commandabilit�e
 Le d�eveloppement de cette condition se
traduit par une v�eri�cation du rang d�une matrice� faisant juste appel au calcul matriciel
�elementaire et donc simple �a mettre en oeuvre
 Plus sp�eci�quement� la commandabilit�e
des syst�emes bilin�eaires �a temps discret a �et�e �egalement �etudi�ee en utilisant l�approche
du principe du maximum
 Une condition n�ecessaire et su�sante de commandabilit�e �et�e
ainsi �etablie sous une hypoth�ese sensiblement relax�ee par rapport �a d�autre approches


Parall�element� on s�est aussi int�eress�e �a la commandabilit�e des syst�emes �a temps discret
sous contraintes
 On a pr�esent�e dans un premier temps un r�esultat bas�e sur l�utilisation
de l�alg�ebre lin�eaire d�evelopp�e pour les syst�emes lin�eaires contraints en commandes
 On
a d�evelopp�e ensuite une condition n�ecessaire pour l��etude de la commandabilit�e des sys	
t�emes non lin�eaires contraints en commande par une approche principe du maximum
 On
retrouve ainsi une condition propos�ee par d�autres auteurs dans une approche di��erente


Le troisi�eme chapitre a �et�e d�edi�e �a la r�esolution du probl�eme d�inversion entr�ee	�etat

Dans ce cadre� on a suivi principalement deux voies


La premi�ere voie consiste tout simplement �a composer la fonction d��evolution et con	
duit �a la r�esolution d��equations alg�ebriques non lin�eaires
 On a propos�e comme m�ethode
de r�esolution deux approches � une approche bas�ee sur la programmation non lin�eaire et
une approche bas�ee sur l��elimination des s�equences de commandes incluses dans la matrice
d�accessibilit�e
 Cette voie peut pr�esenter naturellement des limites calculatoires pour les
syst�emes d�ordre relativement �elev�e

La deuxi�eme voie consiste �a utiliser une m�ethode de lin�earisation exacte� lorsque celle	

ci est possible� pour transformer un syst�eme non lin�eaire �a temps discret en un syst�eme
lin�eaire de la forme de Brunovsky
 Dans ce cas� on peut consid�erer deux approches�
l�alg�ebre di��erentielle et la g�eom�etrie di��erentielle


Dans le cas de l�alg�ebre di��erentielle� il su�t de v�eri�er l�int�egrabilit�e des sous	espaces
de �ltration d�eja consid�er�es pour l��etude de l�accessibilit�e
 On on peut alors� �a partir des
�	formes exactes qui constituent ces sous espaces de �ltration� construire un di��eomor	
phisme et un bouclage statique
 Dans le cas de la g�eom�etrie di��erentielle� on a propos�e
une m�ethode bas�ee sur la construction de champs de vecteurs arti�ciels sans condition
d�inversibilit�e de la fonction d��evolution
 La d�etermination du di��eomorphisme et du
bouclage statique se fait par r�esolution d�un syst�eme d��equations alg�ebriques lin�eaires et
d�une composition de fonctions
 Il faut souligner que dans l�approche propos�ee� on fait
l�hypoth�ese d�une sortie lin�earisante� lin�eaire en l��etat


En�n� le quatri�eme chapitre pr�esente deux exemples pour illustrer l�application de nos
propositions pour une analyse de l�accessibilit�e et pour l�inversion entr�ee	�etat bas�ee sur
une lin�earisation exacte


Le probl�eme d�inversion entr�ee	�etat reste naturellement tr�es ouvert et il nous semble
int�eressant de poursuivre les investigations entam�ees
 On citera quelques prospectives




Conclusion ��	

�
 Le probl�eme de commandabilit�e et d�inversion entr�ee	�etat pour les syst�emes non
lin�eaires �a temps discret contraints en �etat et la commande et pour lequel nous
n�avons d�evelopp�e jusqu��a pr�esent qu�une approche de commande optimale


�
 L��etude de l�accessibilit�e des syst�emes stochastiques




 La r�esolution de probl�eme d�inversions entr�ee	�etat par l�utilisation de la th�eorie de
platitude dans laquelle on recherche une sortie plate �a partir de laquelle on peut
d�eterminer une commande qui am�ene le syst�eme d�un point initial vers un autre
point �nal
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