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Introduction générale

La programmation dynamique constitue avec le calcul des variations, I’'une des approches
essentielles pour la résolution de problemes de commande optimale. L’approche program-
mation dynamique consiste a immerger un probleme particulier de commande dans une
famille plus grande de probleme caractérisée par certains parametres. En appliquant le
principe d’optimalité, on obtient une récurrence fondamentale qui relie cette famille de
problemes. On considerera dans ce mémoire une expression particuliere de 1’équation
fonctionnelle, une approche dite généralisée. Cette approche basée sur une reformulation
du principe d’optimalité, consiste a éliminer de facon explicite la présence de la commande
dans 1’équation fonctionnelle. La formulation de 'approche généralisée de la programma-
tion dynamique admet implicitement que la fonction d’évolution possede une inverse par
rapport a la commande. Cette condition est naturellement tres dure et ’on propose de la
relaxer par une condition d’inversion en p étapes, propriété qui s’accorde avec la propriété
de commandabilité. Nous proposons ainsi de rechercher une solution du probleme non
pas en une étape mais en un nombre fini d’étapes. On parlera alors d’inversion généralisée
en p étapes, ou p correspond a l'indice de commandabilité du systeme.

Le travail effectué dans le cadre de la these a pour objectif I’étude de ce probleme
d’inversion entrée-état, probleme qui peut étre vu comme un probleme de commandabil-
ité. L’objectif concerne pour un systeme non linéaire a temps discret la synthese d’une
séquence de commandes assurant le transfert d’un état initial vers un état final donné.

Pour les systemes linéaires, ce probleme renvoie au probleme de commandabilité étudié
par Kalman, qui peut étre aisément résolu a partir d’un calcul de pseudo-inverse. Pour des
systemes non linéaires, il peut apparaitre alors tres naturel de faire appel aux techniques
de linéarisation.

Une premiere approche est de type linéarisation de Taylor. On obtient ainsi un systeme
linéaire pour lequel le probleme d’inversion devient trivial. Cette approche de linéarisation
n’est cependant pas toujours satisfaisante ; il existe en effet des systemes non linéaires
commandables dont la linéarisation approchée n’est pas commandable. Cela provient du
fait que cette méthode détruit une partie de la structure du systeme.

Dans le cadre de la géométrie différentielle, la linéarisation exacte a été étudiée par
plusieurs auteurs. Les transformations utilisées le plus souvent sont des changements de
coordonnées dans l'espace d’état et des bouclages réguliers de 'action de commande. La
géometrie différentielle fournit un cadre d’étude adéquat pour la linéarisation exacte. En
temps continu, la distribution des champs de vecteurs liés a des variations infinitésimales
du temps est obtenue a partir de 1’algebre de Lie. Ceci est impossible en temps discret
ou la période d’échantillonnage est fixée. Ce sont les variations des commandes qui vont
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jouer pour les systemes a temps discret le réle du temps en continu pour la construction
des champs de vecteurs.

Dans le cadre de ’approche algébrique-différentielle de ’automatique non linéaire, la
notion de platitude propose une approche plus générale au probleme de linéarisation basée
sur la recherche d’une fonction de sortie linéarisante. En général les sorties linéarisantes
peuvent dépendre non seulement de 1’état du systeme, mais aussi des entrées et d’un
nombre fini de leurs dérivées. Il s’avere que de nombreux systemes physiques possedent
cette propriété de platitude. Dans le méme cadre, Aranda-Bricaire et al. ont aussi traité le
probleme de linéarisation exacte en utilisant les notions de systemes différentiels extérieurs
; I'utilisation de 1-formes fournissant un outil bien adapté pour unifier I’étude des systemes
en temps continu et des systemes en temps discret.

De maniere générale toutefois, I’application de ces techniques de linéarisation s’adresse
a une classe de systemes non linéaires relativement limitée. On peut reprocher aussi a
ces méthodes de faire appel a des concepts avancés en mathématiques tels que 1’algebre
différentielle ou encore la géométrie différentielle, qui sont d’utilisation assez difficile.

On peut aussi envisager des techniques plus calculatoires pour obtenir une inversion
entrée-état du systeme, en utilisant la fonction de composition par exemple. Dans cette
approche du probleme, on peut essayer de résoudre le probleme d’inversion par le biais de
la commande optimale. Cela peut étre réalisé par la formulation directe d’un probleme
de programmation non linéaire. L’inconvénient est alors le caractere numérique de cette
approche. Dans le méme cadre d’étude, une méthode d’inversion de systemes non linéaires
discrets peut étre considéré, basée sur une linéarisation séquentielle de la solution de
I’équation d’état.
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I.1 Introduction

L’objet de ce chapitre est de présenter les motivations qui nous ont amené a traiter le
probleme d’inversion des systemes non linéaires a temps discret considéré ici.

Les systemes discrets sont tres utilisés dans la modélisation de procédés physiques
[Bernotas et al., 1986] et méme dans des procédés non physiques comme par exemple
ceux de nature économique [Post, 1995]. L’industrie fournit une source de problemes et de
situations qui peuvent étre modélisés par des systemes discrets [Larson et Keckler, 1969]
[Bimbenet et al., 1994][Cassandras, 1993] . Par ailleurs, méme si le systeme en question
n’est pas de nature discrete, on le “discrétise” souvent dans le but de simplifier ’analyse
et de faciliter la tache de calcul associée [Jayaraman, 1995]. La discrétisation de systemes
continus est particulierement importante aujourd’hui, ou la technologie actuelle demande
I'implantation de commandes numériques ou discretes.

On présentera donc tout d’abord nos motivations dans ce chapitre. On s’intéressera
ensuite a la formulation d’un probleme d’inversion entrée-état associé.

1.2 Motivations

I[.2.1 Commande optimale en boucle fermée de systeme non
linéaires a temps discret

Le probleme général de la détermination d’une commande optimale d’un processus peut
se résumer comme suit: Ftant donné un processus défini par son modéle, trouver parmi
les commandes admissibles celles qui permettent a la fois:

1. de satisfaire des conditions initiales et finales données;
2. de satisfaire diverses contraintes imposées;

3. d’optimiser un critére choist.

1.2.1.1 Méthode de programmation dynamique

L’objet de cette section est de présenter une application de la programmation dynamique
dans le cadre des systemes non linéaires a temps discret. Cette méthode d’optimisation
peut étre en effet utilisée efficacement pour 'optimisation de procédés de décision a étapes
multiples. Elle permet de plus de déterminer une solution de type boucle fermée, admet-
tant de facon conventionnelle comme parametre, ’état courant du systeme. Cette notion
de boucle fermée est 1'un des points fondamentaux de la théorie de la commande.

On considere la formulation suivante d’un probleme standard de commande optimale
a temps discret:

min  [(x(0),z(K),u
z(0),z(K),u ( ( ) ( ) )
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avec I(2(0), 2(K),u) = ot r(e(k)u(k)) + r(e(K))
sous la contrainte:
z(k+1) = fula(k),u(k))

Lof(,.) : R* x R™ — R™, est la fonction d’évolution du systeme, avec (k) € R" et
u(k) € R™.
2. rp(e, ) R X R — R, est la fonction objectif.

3. rg : R" = R, est la fonction objectif terminale.

On va présenter les équations fonctionnelles de "approche standard et une autre for-
mulation.

1.2.1.1.1 Formulation standard Quand on parle de formulation standard de la pro-
grammation dynamique, on fait référence évidement a ’approche classique de la program-
mation dynamique basée sur le principe d’optimalité de Bellman [Larson et Casti, 1978].
On peut énoncer le principe d’optimalité comme suit:

Une politique optimale a la propriété que quels que soient ['état initial et la décisions
initiale, les décision restantes doivent constituer une politique optimale vis-a-vis de 'état
résultant de la premiere décision

Ceci conduit a formuler I’équation fonctionnelle de la programmation dynamique de
la maniere suivante:

Pour k=K —1,---.0

Ly(x(k)) = min{rg(2(k), w(k)) + Lo [fu(2(k), u(k))]}

avec
Ix(x(K)) =rr(x(K))
Alors, on aura comme fonction de coiit optimal: [ = ming o) lo(x(0)).

Rappelons la propriété particulierement intéressante de définir une politique de com-
mande optimale qui dépend directement de ’état du systeme, c’est-a-dire, une loi de
commande du type:

alk) = gi(z(k)) k=01, K —1

1.2.1.1.2 Une autre formulation Une reformulation de la programmation dynamique
plus particulierement orientée boucle fermée a été présentée dans [Calvet et Viargues, 1995].
Elle traduit directement le principe d’optimalité de la facon suivante:
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Pour une trajectoire optimale donnée, n’importe quelle portion de trajectoire depuis un
point intermédiaire jusqu’au dernier point est elle-méme une trajectoire optimale a partir
de ce point intermédiaire.

On définira pour cela ¢ (x(k), x(k+1)) comme le colit optimal de transition pour aller
de Iétat «(k) a I'état x(k + 1) et Jp x(2(k), 2(K)) comme le cott optimal pour aller de
I’état x(k) a I’état final x(K). On peut établir, alors le résultat suivant:

Jex(x(k),2(K)) = x(k-|-1)rfl~i,2(1(—1) ep(x(k),x(k+1),--,a(K)) (I.1)
cp(x(k), x(k+1), -, 2(K)) = ep(a(k), (k+1))+eppr (x(k+1), - a(K)) k=K-=2,---,0
et
c-1(x(K —1),2(K)) = ex1(x(K — 1), 2(K))
Ceci donne:

Jor(x(0),2(K)) = min I

z(1),2(2), -z (K-1)

Notons qu’avec cette formulation on admet implicitement que la fonction de transi-
tion possede une inverse par rapport a u(k), qui doit pouvoir s’exprimer en fonction des
variables x(k) et x(k + 1), de la maniere suivante:

u(k) = ge(x(k),z(k+1)) k=0,1,---, K —1

tel que:
Je(w(k), g(x(k), w(k + 1)) = (b +1) Va(k),z(k+1)

L’équation fonctionnelle de la programmation dynamique peut alors se réécrire comme
suit:

Pour k=K —1,---,0

Jir(2(k), (K)) = x{gfll){%(w(k)a e(k+ 1)) + Jepr(a(k + 1), 2(K))}

avec
I k(@K =1),2(K)) = cx_1(x(K —1),2(K))
alors

1= x(rgl,iavr(lk){Jo’I"(x(O)v 2(K)) +rr(z(K))}

Remarquons que la fonction J dépend maintenant de ’état courant et de I’état fi-
nal. Notons également que la trajectoire optimale qui résoud 1’équation fonctionnelle est
obtenue sous la forme:
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ik +1) = hy(a(k), 2(K)) k=0,1,-- K —2

Ceci étend la notion de boucle fermée en ce sens que la politique de commande sera
fonction, non seulement de 1’état courant mais aussi de ’état final, soit:

a(k) = gr(2(k), z(K))

Un aspect important de cette approche est I’élimination explicite de la commande dans
la phase d’optimisation de I’algorithme de programmation dynamique. Notons qu’une idée
similaire a été developpée dans [Kumar et Seywald, 1996] mais sous I’approche calcul des
variations.

Une formulation réduite

On peut montrer que

Ie(x(k)) = Hﬁl;l Jex(x(k),2(K)) k=0,1,---, K —1

et en remplacant la fonction terminale Jx 1 g (x(K — 1), x(k)) par

I x(a(K=1),2(K)) = exq(x(K —1),2(K)) + rg(x(K))

on obtient une nouvelle forme de 1’équation fonctionnelle qui est équivalente mathé-
matiquement a la formulation précédente de 1’équation fonctionnelle mais completement
différente quant a la complexité algorithmique des calculs associés, soit :

Ie(x(k)) = x{%_ll_ri){ck(x(k), r(k+ 1)+ Lip(x(k+1)}, k=K —=2,---,0

avec

Ix1(2(K — 1)) = min{eg i (2(K —1),2(K)) + rg(x(K))}

z(K)

La solution de cette équation est alors simplement fonction de 1’état courant du sys-
teme:

ik +1) = hu(z(k)), k=01, K —1

qui, compte tenu de I'inversion implicite de I’équation de transition d’état conduit bien
a une commande optimale en boucle fermée:

La détermination des cotts de transition d’état cp(a(k),z(k + 1)) impliquée dans
la résolution de cette équation fonctionnelle étendue présuppose la connaissance de la
commande u(k) permettant de passer de I'état x(k) a 'état x(k + 1), ce qui requiert
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I'inversibilité de la fonction d’évolution du systeme relativement a la commande. Cette
condition tres contraignante peut étre toutefois relaxée en recherchant une solution de ce
probleme d’inverse, non pas sur une étape, mais sur un nombre fini p d’étapes. L’existence
d’une telle solution exprimée en terme de séquence finie de commandes correspond alors a
une condition d’inversibilité avec retard ou d’un point de vue commande, a une condition
d’accessibilité du systeme.

Cela nous conduit a une nouvelle formulation de I’équation fonctionnelle, dans laquelle
I'optimisation effectuée a chaque pas de calcul porte sur un horizon de p étapes.

I(w(k)) = min {e(w(k), 2(k +p)) + Loy (@(k + p))}, k= K= 2p,---,0

avec

Iiep(@(B = p)) = mindex—p(e(K = p), 2(K)) + rec(z(k))}

La loi de commande calculée est alors du type:

u(k) = g(w(k))

Rappelons que cette formulation illustre la version suivante du principe d’optimalité:
Toute trajectoire optimale ne peut étre constituée que de sous-trajectoires optimales

1.3 Formulation du probleme d’inversibilité

On a vu précédemment que lors du calcul des cotits optimaux ¢;, on se ramene a un
probleme d’inverse (inversion de la fonction d’évolution par rapport u(k)). Dans cette
section nous allons formuler le probleme d’inversion entrée-état et le probleme d’inversion
entrée-sortie. L’inversion ici a pour objectif la synthese d’une loi de commande, en d’autres
termes, la détermination d’une séquence de commandes ou d’une commande pour assurer
respectivement un transfert d’état donné ou le suivi d’une trajectoire de réference.

I.3.1 Inversibilité entrée-état

Comme on 'a vu dans le paragraphe précédent, le probleme de la détermination des
cotts de transition optimaux d’un état x(k) vers un état x(k + p) souleve un probleme
d’inversibilité de I’équation d’état, que 'on peut décrire comme suit.

Soit le systeme non linéaire a temps discret:

v(k+1) = f(x(k),u(k)) k=01,
z(k) € R*u(k) € R™ et f est une fonction analytique?.

Etant donnés un entier p, un état x; et un état w5, le probleme d’inversion (ou de
transfert d’état en un temps p) consiste a déterminer une séquence d’entrées (dépendant
de x; et de x3) telle que

L1(’est une fonction de classe finie C* avec k un nombre fini
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u = g(y, )

avec ul = (uf(k+p—1),ul(k+p—2),---,ul (k)), tel que la trajectoire (ou solution)
du systeme non linéaire passant par x; a 'instant k, passe par x5 a Uinstant (k + p)

En termes de commande de systeme, I'existence d’une solution u traduit une propriété
d’accessibilité. Dans le cas particulier ou la fonction f est directement inversible par
rapport a u(k), u se réduit naturellement & wu(k).

Le travail développé dans ce manuscrit s’inscrit dans le cadre de la résolution de ce
probleme qu’ on qualifiera de probleme d’inversion entrée-état d’un systeme non linéaire
a temps discret.

Nous n’avons pas pris connaissance dans notre recherche bibliographique d’études
consacrées a ce sujet, si ce n’est pour les systemes linéaires invariants dont nous rapportons
ci-apres une méthode de résolution [Hisham, 2004],[Levine, 1996].

Exemple 1.1 Soit le systéeme linéaire invariant a temps discret suivant:
w(k+1)= Ax(k) + Bu(k)
avec x(k) € R, u(k) e ™, A € R et B € R,
la résolution de l'équation d’état a chaque pas, conduit a :

(1) = Axz(0)+ Bu(0)
x(2) = Az(1)+ Bu(l) = A%x(0) + ABu(0) + Bu(1)

:zj(p) = APx(0) + A" Bu(0)+--- + ABu(p—2) + Bu(p— 1)
qu’on peut encore réécrire sous une forme matricielle globale :
Cu=m
a partir de ['expression de la matrice de commandabilité :
C=[B AB ... A''pB]
et du vecteur m :
0 = [x(p) — A"z(0)]

La détermination du vecteur u peut étre effectuée a partir de la pseudo-inverse a gauche

w=(CTC)y™'CTp
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I.3.2 Inversibilité entrée-sortie

Le concept d’inversion entrée-sortie (appelé aussi fonctionnelle reproductrice) a été in-
troduit par [Brockett 1965] pour la premiere fois. De nombreux travaux de recherche
traitent de I'inversion entrée-sortie pour le cas linéaire a temps continu [Sain 1969],[Sil-
verman 1969] comme pour le cas des systemes non linéaires a temps continu [Hirschorn
1979],[Singh 1982]. Comme application de ces travaux de recherche & la théorie de la
commande, on citera notamment les méthodes de linéarisation par bouclage, de décou-
plage,...). Malheureusement, il y a peu de travaux dans le cadre discret.

L’inversion entrée-sortie qui constitue d’'une certaine maniere un probleme voisin de
I'inversion entrée-état telle que nous "avons définie précédemment peut étre formulée
comme suit.

Etant donné un systeme non linéaire a temps discret décrit comme suit:

w(k+1) = fz(k),u(k))
y(k) = h(z(k))

(k) € R", u(k) € R et f,h sont des fonctions analytiques.

L’inversion entrée-sortie consiste a rechercher une commande permettant de suivre une
trajectoire de référence y* = {y(k + 1),y(k + 2),---,y(k + ¢)}. La solution du probleme
peut étre alors exprimée sous la forme suivante:

Le probleme d’inversion est traité dans [Normand-cyrot, 1981] par utilisation de la
technique de 'opérateur exponentiel. Cette technique souffre cependant d’une certaine
complexité pour le cas des systemes multi-entrées. Ce méme probeme est traité dans
[Kotta, 1990] par extension de ’algorithme algébrique de [Li, 1987] présenté pour le cas
des systemes a temps continu. Notons que le travail de Kotta a été étendu dans [Fleigner,
1996] & une classe plus générale de systemes non linéaires a temps discret(systeme im-
plicite) de la forme :

fla(k+ 1), 2(k),u(k)) = 0
h(z(k), u(k),y(k)) = 0

I1 est important de souligner que cette approche dans [Kotta, 1990] n’est valable que
pour des systemes pour lesquels la dimension du vecteur de commande est supérieure
ou égale a la dimension du vecteur de sortie. Ce probleme d’inversion h(x(k)) = x(k)
pourrait donc éventuellement apporter une solution au probleme précédemment evoqué
d’inversibilité entrée-état sous la condition tres restrictive ou m > n. Rappelons toutefois
que notre probleme d’inversion entrée-état s’adresse en fait a des états terminaux et n’entre
donc que de maniere tres marginale dans cette définition de probleme d’inversion.

Citons ci-apres ’exemple d’application [Kotta, 1990].
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Exemple 1.2 Soit le systeme décrit par les équations suivantes:

(k) + ui(k) + In(us(k))
a(k) = ui(k) — In(usz(k))
1(k) + sin(z4(k))

(k) —

(k)

(k)

I
5

=
w
e e o
o
_|_
—
e e e e
I
8

rak+1) = x5 (k) 4+ ui (k) + 2in(uz(k))
yl(k) =
yz(k) = X2

L application de Ualgorithme d’inversion proposé par U. Kotta conduit a la définition
de la loi de commande :

wlk) = 2 (k4 1) — ao(k) + sin(ea(k)) — (k +2) — yalk +2)
ug(k) = exp{yr(k+2)+y2(k +2) —pi(k+ 1) — sin(xa(k))}

On remarque que la loi de commande est fonction de la sortie du systéme a ['instant
k+1 et k+2 ainsi que de ['état a 'instant k.

I.4 Présentation du plan

Ce travail de recherche a pour origine la mise en ceuvre d’un algorithme de programmation
dynamique orienté vers la détermination tabulaire d’une stratégie de commande optimale
en boucle fermée de systemes dynamiques non linéaires a temps et a variables discrets ou
discrétisés. Plus précisément, le probleme posé est celui de la construction d’une matrice
dite de cout de transition d’état optimal, résultant de la détermination de séquences de
commande optimisant les transitions d’un état initial vers un état final donnés.

Nous nous sommes ainsi attaché a formuler ce probleme dans les termes d’un probleme
d’inversion entre les entrées ( commandes ) et les états terminaux d’un systeme non linéaire
a temps discret.

Dans un deuxieme chapitre, nous abordons le probleme a travers I'analyse de la
propriété d’accessibilité de tels systemes. Différentes approches sont ainsi considérées
: "approche naturelle par composition de fonctions, puis des approches plus élaborées
telles que I'approche algebre ou géométrie différentielles. Ce chapitre se termine par une
contribution plus personnelle basée sur 'application dans un cadre discret d’une méth-
ode d’optimisation type principe du minimum a la recherche d’une éventuelle bordure du
domaine de commandabilité.

Dans un troisieme chapitre, 'inversion entrée-état du systeme est d’abord abordée
par une méthode approchée de linéarisation jacobienne dont I'inconvénient principal est
une perte d’ information structurelle. L’approche composition de fonction est également
traitée incluant une proposition algébrique plus personnelle. Celle-ci peut toutefois 1m-
pliquer une grande complexité des calculs - Nous considérons ensuite I’approche linéari-
sation exacte entrée-état en utilisant soit les outils de ’algebre différentielle, soit ceux de
la géométrie différentielle. Plus élégantes conceptuellement, ces méthodes supposent la
satisfaction de conditions particulieres d’application. Nous proposons enfin une variante
de la méthode basée sur la géométrie différentielle de Jayarman consistant a définir un
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champ de vecteurs ne requiérant pas l'inversibilité, par rapport a 1’état, de la fonction
décrivant 1’évolution dynamique du systeme.

Un dernier chapitre présente quelques applications complémentaires de nos proposi-
tions sur deux exemples un peu plus significatifs issus de la littérature.

Apres une conclusion du travail effectué, nous donnerons quelques prospectives qui
s’inscrivent dans la continuité de cette étude.
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I1.1 Introduction

Le probleme de la commandabilité a été lié des les années 50 a 1’étude de probleme
de commande optimale [Sontag, 1991]. Cependant, la commandabilité n’a été étudiée
comme une notion a part qu’a partir de apparition des travaux de Kalman dans les
années 60 sur les systemes linéaires. Les travaux de Kalman ont fait 'objet d’une in-
tense activité de recherche sur des aspects numériques liés au critere de commandabilité

[Kenney et Laub, 1988].

Des travaux de recherche sur la commandabilité des systemes non linéaires a temps
continu ont été développés dans les années 70. L’objectif de ces travaux était de pro-
poser un critere similaire a celui de Kalman. La géométrie différentielle, dans laquelle
la fonction d’évolution du systeme définit directement un champ de vecteurs, fournit un
cadre d’étude adéquat pour la commandabilité. Des criteres locaux de commandabilité
sont alors obtenus par utilisation de I’algebre de Lie [Sussmann et Jurdjevic, 1972] pour
laquelle des problemes restent encore ouverts [Kawski, 1991].

La commandabilité dans le cas discret n’a été abordée que plus tardivement. Comme
pour le cas continu, la géométrie différentielle a joué un réle important pour étudier les
systemes non linéaires a temps discret en construisant ici des champs de vecteurs artificiels
[Jakubczyk et Sontag, 1990] [Normand-Cyrot, 1983]générés a partir d’une perturbation
infinitésimale de la commande.

Une approche alternative pour étudier la commandabilité des systemes est basée sur
un formalisme linéaire algébrique introduit par Di Benedetto et Moog pour ’analyse des
systemes non linéaires a temps continudans [Di Benedetto et al., 1989]. Ce formalisme
a été étendu ensuite aux systemes non linéaires a temps discret par [Grizzle, 1993]. Les
auteurs développent dans [Aranda-Bricaire et al., 1996] un critere d’accessibilité pour les
systemes non linéaires a temps discret qui n’utilise que de simples opérations algébriques
dont le nombre peut étre calculé aisément. Il apparait donc que 1’algebre différentielle
fournit un outil bien adapté pour unifier I’étude de I"accessibilité des systemes en temps
continu et des systemes en temps discret.

Enfin, notre contribution dans ce chapitre est de proposer un critere de command-
abilité des systemes non linéaires a temps discret a partir de la détermination de la bor-
dure de commandabilité telle que définie dans le cadre continu par Vincent et Grantham
[Vincent et Grantham, 1997]. Ce critere utilise le principe du maximum pour la recherche
d’une condition nécessaire d’éxistence d’une bordure du domaine de commandabilité. Le
critere développé ici est similaire a celui developpé dans [Jakubczyk et Sontag, 1990], dans
une approche composition de fonctions.

I1.2 Définitions

Plusieurs termes sont associés dans la littérature au concept de commandabilité: at-
teignabilité, accessibilité et commandabilité, plus ou moins différents dans leur définition.
De nombreux auteurs adoptent méme leur propre définition. On partira dans ce travail
de la définition de I'accessibilité donnée dans [Sontag, 1998]. Cette notion d’accessibilité
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est aussi appelée commandabilité faible.

Considérons le systeme systeme non linéaire a temps discret

ek 1) = fla(k),u(k)) (IL1)
= fum(x(k))

ou f est une fonction analytique et x(k) € R", u(k) € R™.

I1.2.1 Accessiblité

Désignons par Al (z) ’ensemble des points atteignables & partir de « au temps k (k > 0)en
utilisant les séquences arbitraires de commandes:

uw* = {u(0), - ulk—1)}

et par AT(x) ensemble des points atteignables a partir de # en un temps quelconque
positif ; en d’autres mots:

AT (2) = Upso Af ()

Définition II.1 On dit que le systéme non linéaire a temps discret (11.1) est accessible en
temps positif en avant si AT(x) contient un ensemble ouvert non vide de R" pour presque
tout x € R™.

Désignons maintenant par A, (x) U'ensemble des points commandables vers z en un
temps k positif en utilisant des séquences de commandes arbitraires et par A~ (z) 'ensemble
des points commandables vers x en un temps quelconque positif, en d’autres mots

A7 () = Upzo 4y ()

Définition I1.2 On dit que le systéme non linéaire a temps discret (11.1) est accessible
en arriére si A~ (x) contient un ensemble ouvert non vide de R™ pour presque tout © € R"

I1.2.2 Commandabilité

Le systeme non linéaire a temps discret (I11.1) est dit commandable sur un intervalle [kq, k1]
de temps fini avec k; > ko, si pour chaque état zg et x; il est possible de trouver une
commande admissible qui transfere le systeme de 1'état x(ko) = xo a 'état x(ky) = a4

[Levine, 1996].

En terme d’ensemble accessible, en désignant par X, I’ensemble des points initiaux xg
et par X 'ensemble des points finals 1, on peut reformuler la définition de la command-
abilité comme suit:

EIAzl—ko (l’o),Vl’o € XO
et
X1 C Azl_ko (l’o),vwo € XO
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ou encore:

ElAlzl_kO(l‘l),\V/l'l € X1
et
Xo C Alzl—ko (xl),‘v’xl € X1

La notion de commandabilité apparait ainsi plus forte que la notion d’accessibilité.

I1.3 Approche composition de fonctions

Pour étudier I'accessibilité des systemes non linéaires a temps discret, il peut étre ju-
dicieux de commencer par une approche directe assez simple a mettre en oeuvre, qui
constitue une bonne introduction pour 1’étude de I"accessibilité des systemes non linéaires
a temps discret. Cette technique utilise intensivement 1’outil de composition de fonc-
tions. Il faut souligner que 'opérateur de composition dans le cas discret est équivalent
a l'opérateur de dérivation dans le cas continu. On présentera ci-dessous un critere pour
étudier 'accessibilité des systemes non linéaires a temps discret ; ce critere est basé sur
I'utilisation du théoreme de la fonction implicite.

I1.3.1 Définitions

En premier lieu, rappelons la définition de 'opérateur jacobien.

Définition I1.3 Soit une fonction vectorielle f d’une variable vectorielle x; on appelle
Jacobienne de f(x) = (fi(x))iz1,..n et @ € R, la matrice:

af

Vf=—
Oz
ot

oh  oh ... 2N
Az dxo Azp
vp= |
Ofn  Ofn ... Ofn
Az dzo Oxn

Citons ensuite deux théoremes.

Théoréeme I1.1 (Théoreme de la fonction inverse) Soient un sous-espace vectoriel
de R" et f: X CR" — R" est une application lisse (i.e. les dérivées partielles de la
fonction f(x) sont continues).

af

f(x) est un diff¢omorphisme (f et f~* sont des fonctions lisses) si la jacobienne V f
est non singuliere.
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Théoreme II.2 (Théoreme de la fonction implicite) Soit f(x,y) une fonction vec-
torielle a n composantes, qui satisfait [’équation suivante:

flx,y) =0

oux € R" et y € R". Si la matrice jacobienne <%§’y)> de la fonction vectorielle

flaz,y) est de rang plein, alors il existe une fonction g : X CR* — R™ telle que :

y = glx)
0 —
pour tout v € X.

I1.3.2 Critere d’accessibilité

Définissons par f,(2(0)) : 2(0) € R" — x(k) € R" la composition de fonctions f,(x(0)) =
Ju(k=1) 00 fuoy(z(0)).

associée a 'application d’une séquence de commandes u* = {u(0),---,u(k—1)} et par
Dk, 2)(u) :u e (R™)* — fu(z) € R™
ou
ut = (W (0) Ww'(1) o ul(k—1))

la fonction de transition dun état initial fixé @ sur k& étapes. Il ressort Af(z) =

ImD(k,2)(u).

Théoreme 11.3 [Jakubczyk et Sontag, 1990/[Aranda-Bricaire, 1994] L ensemble des points

atteignables Af(z) constitue un ensemble non vide R"™ si et seulement si

sup {rankagF(k,x)(g),g c (R™F} =n

zER? u

Alors, le systeme non linéaire a temps discret est accessible en temps positif si et
seulement si

sup {rankQF(k,x)(g),g c(R™MEk>1}=n

zER? aﬂ

Cette condition apparait tres simple a mettre en oeuvre pour étudier ’accessibilité des
systemes non linéaires a temps discret. Cependant, les calculs qu’elle implique, a savoir,
une composition de fonctions, peuvent étre tres lourds en pratique.

I1.3.3 Cas linéaire

Considerons maintenant le systeme linéaire a temps discret décrit par I’équation d’état :

w(k+1)= Ax(k) + Bu(k)
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ou u(k) € R™, x(k) € R", et A, B sont des matrices de dimension respective n x n
et n x m. On vérifie facilement que "approche étudiée aboutit au critere de Kalman

[Djeridane, 2002].

F(12) = A(0) 4 Bu(0)
[(2,z) = (1) + Bu(1)
= A%2(0) + ABu(0) + Bu(1)

et ainsi de suite, jusqu’a:
I'(k,x) = Akx(()) + Ak_lBu(O) + Ak_zBu(l) +--- 4 Bu(k—1)

Il en résulte 'expression:

a _ k—1 k—2
S-Dk,e) = [A'B AB... B

dans laquelle on retrouve la matrice de Kalman pour le cas des systemes linéaires a
temps discret.

I1.3.4 Un exemple non linéaire

Soit le systeme non linéaire, non inversible par rapport a I’état, dit encore réversible([Lee et al., 1987]):

vi(k+1) = xy(k) —u?(k)
zo(k+ 1) = wu(k)

Le calcul de la jacobienne de f(x,u) montre que le systeme n’est pas inversible par

rapport a x; en effet:
0 1
=)

L’application du critere d’accessibilité conduit a exprimer:

) = Se0)0)
re = ()

ce qui donne:

%F(k v) = ( . _211“1) )

On constate que cette matrice est toujours de rang plein, ce qui permet de conclure a
Paccessibilité du systeme dans tout 'espace R2.
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I1.4 Approche algebre différentielle

Apres avoir présenté une approche basée sur la composition de fonctions, on décrit ci-
apres un critere d’accessibilité issu d’une approche d’algebre différentielle recherchant le
degré relatif d’une suite de 1-formes [Aranda-Bricaire, 1994].

I1.4.1 Définitions

Nous commencons en exposant de maniere succinte quelques notions de la théorie des
systemes différentiels extérieurs [Sastry, 1999].

Etant donnée une variété analytique X dans laquelle x représente les coordonnées
locales, soient T'X 1’espace tangent et T*X l’espace cotangent dans lequel dx représente
les coordonnées locales.

Définition 11.4 On considére ['espace vectoriel suivant:
Q = span dC
ot dC = {dz;;1i=,---,n}.

Soit v un élément de Uensemble Q de la forme suivante:

ot Fi(x) sont des fonctions analytiques X — R.

On appelle 1-forme tout élément v de ).

Une 0-forme n’est rien d’autre qu'une application f de X dans R.

Une 1-forme différentielle v € Q) est une 1-forme exacte, s’il existe une 0-forme f telle
que v = df qui s’écrit sous la forme suivante:

Définition I1.5 (2-forme) On considére l'espace vectoriel noté par Q* et défini par:

0? = span{AdC'}

ou NdC = {dx; Ndz;y5=1,---,n;i=1,--+,n}
Un élément w de Q% constilue une 2-forme et peul s’écrire sous la forme suivante:
w = Z \I/i7]‘($)d$]‘ A dl‘Z
i>]

ou U, ;(x) sont des fonctions analytiques de X dans R.



I1.4. Approche algebre différentielle 29

Définition I1.6 (Produit extérieur) Le produit extérieur d’une p-forme o € QP(X)
par une g-forme 3 € QX)) désigne une application.

AsP(X) x QX)) — QPFP(X)
telle que
aNB=(=1)PFNa

Cette application est bilinéaire, associative, mais non-commutative.
Remarque I1.1 [ est important de noter que la définition du produit extérieur pour une

forme différentielle impaire o par elle-méme donne un résultat nul (a A o = 0).

Définition 11.7 La différentielle extérieure d est une application
d: QP (X) — QFFL(X)
qui satisfait les propriétés suivantes:
1. d est linéaire: d(a + ) = da + dB; si X est constante, d(Aa) = Ada.
2. Sia e WP(X) et e Q(X), dlanp) = danf+(—1)Pandf ou (X)) = G507 (X).
3. St f est une 0-forme, df coincide avec la différentiation ordinaire.

4. d(do) =0, VY.
Les propriétés (1)-(4) définissent Uopérateur d de maniére unique.
Les exemples suivants illustrent cette définition.

Exemple I1.1 Soit v = dx; — i—;d:pz. L utilisation de Uopérateur de dérivée extérieure,
conduit a la 2-forme :

o = d <d:1;1 _ i—;d@)
= d(dl’l) — 79025[901;290151902 A dl’g

0— 1,1—2d$1 A dl’g
—édl’l A dl’g

Exemple I1.2 Soit v = cos(x12q9)radry + cos(xix2)xdas, alors:

v= Fidrl + Fydzx2

avec
Fy = cos(xyxg)asy

Fy = cos(xias)r

alors,

dF = d(cos(xy23))

On peut conclure que v est une 1-forme exacte.
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Notons que le formalisme algébrique pour les 1-formes a été conc¢u principalement pour
faciliter les calculs qui font appel a des opérateurs gradient et jacobien. Dans I’étude de
I'accessibilité des systemes non linéaires a temps discret, on n’utilisera que des 1-formes.

Remarque I1.2 [l faut souligner que pour une 0-forme, la dérivée extérieure coincide
avec la notion de différentielle totale :
d d
a =L gt 2L

1 oz,

dz,

Définition I1.8 On définit Uopérateur de décalage A de la fagon suivante
Az(k) = z(k+1)=at pourk >0

Considérons le systeme non linéaire a temps discret:

ou (k) € R, u(k) € R™. On suppose que I'application f : R" x R — R" est
analytique.
Définition I1.9 (Degré relatif) Le degré relatif d’une 1-forme w(0) € span{dz(0)} est
défini par
r = min{k > Olw(k) = A*w(0) € span{dz(0)}}

St un tel entier nexiste pas, on pose r = oo.

Définition I1.10 (Sous-espaces de filtration) Rappelons enfin la définition des sous-
espaces de filtration Hy D Hy D -+ D Hy donnée dans [Aranda-Bricaire, 1994].

Hy = span{dz(0),du(0)}
= AHp 1N Hyy

ou AHy = span{wt|w € Hy}t, A*Hy = span{wt|w € A1y}, k> 1 et AH;, =
HY = span{w™|w € Hy}.

L’espace Hy qu’on peut alternativement définir par:

Hy, = span{w € Hy_i|wt € Hy_1}, k> 1

est le sous-espace des 1-formes qui ont un degré relatif supérieur ou égal a k
En particulier, Hy = span{dz(0)}.

Notons également qu’il existe un entier £* tel que, pour & < k*, Hyyy C Hj mais

Hyyy # Hy et Hpryy = Hypeyy = -+ = Ho,.

L’existence de cet entier k* découle du fait que chaque Hj, est un espace vectoriel de
dimension finie et donc, soit Hyyy = Hp, soit la dimension de Hpi; diminue au moins
d’une unité.

Les sous-espaces de filtration permettent donc une classification des 1-formes selon
leur degré relatif.
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I1.4.2 Critere d’accessibilité

Théoreme 11.4 Le systéme non linéaire a temps discret (11.2) est accessible si et seule-
ment st Ho, = 0.

Le critere d’accessibilité énoncé précédemment revient a démontrer que le systeme ne
possede pas de 1-formes a degré relatif infini.

Le calcul séquentiel des sous-espaces { Hy} pour les systemes linéaires a temps discret
de la forme suivante:

x(k) = Ax(k) + Bu(k)
avec x(k) € R" u(k) € R, A € R*™*" et B € ™.
peut étre réalisé par application de I’algorithme suivant [Post, 1995].

Algorithme I1.1 1. choiz de Hy = span{ey, ez, -, €pim}, ou €; représente un
vecteur canonique.

2. Hy = span{ey,eq, -+, e,}
o
0

3. Hy = span{a = . € HilaLB}
0

4' Posons pourk > 2; Hk = {77177727' o 7777’} el Hk—l = {77177727' My iyttt 7/“‘5}

(a) Déterminer les matrices C' et D telles que [nt] = An = [n, u] [ g ]

(b) Hyyy = span{a = na € Hplal DT}

Jusqu’a Hyy = {0} ou Hyyy = H,,

Le calcul des sous-espaces de filtration { Hy} pour les systemes non linéaires a temps
discret peut étre réalisé par application de I'algorithme suivant [Post, 1995]

Algorithme I1.2 1. Choix de Hy = span{eq, ez, €pim}-
2. Hy = span{ey,eq, -+, e,}.
3. Pour k> 1:

(a) Calcul de H,j'
(b) Caleul de Hyyy = Hpy N HF.

Jusqu’a Hyy = {0} ou Hyyy = H,y,
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I1.4.3 Un exemple linéaire

On considere le systeme linéaire a temps discret, décrit par :

0o 2 0 1
rlk+1) = -1 4 2 z(k)+ | 0 | u(k)
2 =7 —4 1
ce qui donne apres utilisation de 'opérateur d:
0 2 0 1
de(k+1) = -1 4 2 de(k)+ | 0 | du(k)
2 =7 —4 1
1-
1 0 0 0
0 1 0 0
HO = span 0 9 0 ” 1 ’ 0
0 0 0 1
9
1 0 0
0 1 0
Hy = span o'l ol
0 0 0
3- En remarquant que le noyau de la matrice B est:
0 —1
Ker B = span 1], 0
0 1

pour obtenir Hj, il suffit juste d’augmenter d’une composante identiquement nulle la
dimension des vecteurs de ’ensemble Ker B

0 -1

Hy = span = span{ni, n2}

o O =
o = O

4- a) on réécrit Hy sous la forme.

0 —1 1
1 0 0

Hy = span e 1 | o = span{ni, n2, i}
0 0 0

Avecn=[m 12], on a
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Par exemple, le calcul de ni peut se faire de la maniere suivante:

1\ "
0

o=
0

= (—dx1(0) + dus(0))*
—da(0) + dx}(0)

)

0

—dxq(1) + das(1

—(2dx2(0) + du(0)) + (2dx1(0) — Tdxo(0) — 4das(0) + du(0))
= 2dx1(0) — 9dx4(0) — 4dx5(0)

2

-9

—4

0

On considere alors le systeme matriciel

-1 2
4 =9
2 -4
0 0

()

ou (' est une matrice de dimension 2 x 2 et D un covecteur de dimension 1 x 2. Alors,

o O = O
o = O
o O O

C 4 -9
D)= 2 —4
1 =2
Tous les vecteurs perpendiculaires & D7 sont de la forme suivante.

(7))
aas)

= span{2n + 2}
~1

H;

= span 8 = span{w}
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En utilisant 'opérateur de décalage, on obtient

0 \" )
w = —01 = (—duy(0))" = —drs(1) = da1(0) — 4dw(0) — 2d5(0) = :;1
! 0

Il faut remarquer que le vecteur w ne peut pas étre un élément de Hs, ce qui donne:
H4 - {0}

Le systeme est donc accessible dans tout 7.
Notons que ces algorithmes sont déja implémentés dans des bibliothéques de calcul

symbolique.

II.4.4 Un exemple non linéaire

On considere le systeme non linéaire a temps discret suivant:

r(k+1) = w(k)
ok + 1) = as(k)ui(k)
ra(k+1) = wuq(k)

ce qui donne:

d:z;i" 0 0 0 dry 1 0
T du1
dzx) =1 0 0 wuy dzy |+ 23 0 (du )
dad 00 0 dzs 0 1 ?
Les sous-espaces Hj, sont:
1-
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
Hy = span O1,0 01,1 L .1 01,10
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
9
Hy = span

O OO O
O O O = O
O O = OO

3.a) Par définition, pour obtenir H;, il suffit d’utiliser 'opérateur de décalage sur les
1-formes.
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1 0
0 0
0 = A(dx1(0)) = day(1) = duy (0) = | 0
0 1
0 0
alors,
0 0 0
0 0 0
H = span 0 |,| w(0) |, O
0 0 1
b) L’ensemble ; N H; est défini par:
0
0
Hy = span u1(0)
0
0

Finalement H est généré par

ce qui donne:

0
0
HY = span = 0
0
(

On voit clairement que:

I1.5 Approche géométrie différentielle

On présente dans cette section une approche basée sur 'utilisation de la géométrie dif-
férentielle pour étudier 'accessibilité des systemes non linéaires a temps discret, Cette
approche est construite sur un formalisme dual de 1’algebre différentielle. En temps con-
tinu le concept local d’accessibilité est lié aux courbes intégrales de 1’équation d’évolution
définies pendant une variation infinitésimale du temps. Ceci est impossible en temps
discret ou la période d’échantillonnage est fixée. Dans ce cas, les commandes et plus
précisément leurs variations vont jouer le role d’infiniment petit.
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I1.5.1 Quelques définitions

On rappelle dans ce qui suit quelques notions principales de la géométrie différentielle.
Pour plus d’approfondissement, on renvoie le lecteur aux ouvrages de Isidori, Nijmeijer et

Slotine. [Isidori, 1989] [Nijmeijer et Van Der Schaft, 1991] [Slotine et Li, 1991]

Définition II.11 (Champ de vecteur) Soit X une variété lisse de dimension n. Un
champ de vecteur V' sur X est une application qui affecte a chaque point p € X un vecteur
tangent V(p) dans le plan T,X tangent a la variété X au point p.

Définition I1.12 (Distribution) Soit l'ensemble des champs de vecteurs Vi, Vo, -+, V,,.
On définit une distribution G(x) au point p de coordonnée locale x, lespace:

G = Span{‘/lv‘/% t 7Vm}

En d’autre termes, chaque élément de G(x) au point x s’écrit sous la forme suivante:

ar(z)Vi(z) + oo(x)Va(z) + - 4 am () Vin ()
ot les a;(x) sont des fonctions lisses.

Définition I1.13 (Dérivée de Lie) Si h : R* — R est une fonction scalaire lisse, et
ViR = R" est un champ de vecteur lisse sur R", alors la dérivée de Lie de h suivant
f est le scalaire défini par :

Lv,h = VhW

Ainsi, la dérivée de Lie: Ly, h désigne la dérivée directionnelle de la fonction & suivant
le champ de vecteur Vj.

Définition I1.14 (Dérivées de Lie successives) On peut définir de fagon récurrente
les dérivées de Lie successives:

Lyh = h
Who= VLRV i=1

Y Y

Similairement, si Vy est un autre champ de vecteur, alors la fonction scalaire Ly, Ly, h(x)
désigne la dérwée directionnelle de Ly, h suivant Vy:

Ly, Ly,h = NV ( Ly, h) V3

Définition II.15 (Crochet de Lie) Soient Vi et Va deux champs de vecteurs sur R",
le crochet de Lie de Vi et Vy est un troisieme champ de vecteur défini par:

Vi, Vo] = VIRV = VNV,
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Le crochet de Lie de [V], V5] est souvent désigné par ady, Vo comme ’adjoint de V5 par
rapport a Vi. On peut définir une expression récurrente des crochets de Lie successifs:

ad?/lVQ = V5 '
ady.g = [Vl,adi/_llvg] i=1,---,n

Exemple 11.3 Soit:

4 = (e, )
e = ()
alors:

= (1 0) (i) (e 2)(2)
et

ad%/l% = [‘/17advl‘/2]

- ( _11 (1) ) ( —sm(ii) - ) - ( —cog(xl) —11 ) ( xl_f}z )

_ —X1 — 21’2
o 21+ 29 — sin(xy) — x1cos(xq)

Définition I1.16 (Ensemble involutif) Un ensemble de champs de vecteurs {Vy, Vo, -, Vi, }
est dit involutif, st et seulement si, il existe des fonctions scalaires a;;:R" — R telles que:

Vi Vil = ai(2)Vil(x) Vi, j

La notion d’involutivité d’'un ensemble signifie qu'un champ de vecteur résultant d’un
crochet de Lie de n’importe quelle paire de champs de vecteurs de cet ensemble est une
combinaison linéaire des différents champs de vecteurs de cet ensemble.

I1.5.2 Construction d’une distribution

Dans cette section, on rappelle une nouvelle conception dite de “description infinitésimale”
pour les systemes a temps discret. Celle-ci introduit de nouveaux champs de vecteurs,
qui font appel aux puissants outils de I'algebre de Lie.

Considérons le systeme non linéaire a temps discret suivant:

w(k+1) = fla(k),u(k)) (11.3)
= Juw(z(k))
)

avec x(k) € R* u(k) € U C R™ et f(x(k),u(k)) une fonction analytique inversible
par rapport a x(k).
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Rappelons qu’en temps continu, des criteres d’accessibilité, sont obtenus en utilisant
I’algebre de Lie [Hermann et Krener, 1977] sur des champs de vecteurs liés a des variations
infinitésimales du temps. En temps discret, ou la période d’échantillonnage est fixée, la
commandabilité des systemes non linéaires peut étre reliée a des variations infinitésimales
de commandes. En d’autres termes, les variations des commandes vont jouer pour les
systemes discrets, le réle des variations du temps en continu.

L’idée d’introduire des champs de vecteurs liés a une perturbation infinitésimale des
commandes constitue une généralisation naturelle du concept de groupe de Lie ; cette
idée a été originalement proposée par [Fliess et Normand-Cyrot, 1981].

On définit pour cela un champ de vecteur de la maniere suivante [Jakubczyk et Sontag, 1990]:

Vi(z) = {%f;l o fu+u<w>}

v=0

On peut alors associer aux systemes non linéaires discrets, des champs de vecteurs
artificiels définis comme suit :

Adg‘/u(l‘) = [%fo_k o fu_l © fu-l—v © fg(l’):|

ott f¥(x) = fo oo fo(x) représente la fonction de composition k fois de fo(z) =

J(z(k),0).

On peut représenter les champs de vecteurs artificiels par la figure suivante:

Figure 11.2: Définition du champ de vecteur AdjV, (x)

Ceci permet de définir une distribution:
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Remarque I1.3 (méthode de calcul) Il existe une autre écriture, plus calculatoire,
pour la construction des champs de vecteurs précédemment définis. On peut en effet
vérifier que:

Va(z) = (Vful@)) ™ 5= fulx)

et l'on peut aussi définir le champ de vecteur AdEV, par:

AdgV, = [V fo ()] Va(fo' ()

Cette expression facilite le calcul du champ de vecteur associé, dans la mesure ou le
terme f71(x) n'apparait pas explicitement.

Exemple 11.4 Soit le systeme non linéaire a temps discret suivant:
w(k+1) = Ax(k) + g(x(k), u(k))
(k) € R"u(k) e R, A€ R, g est une fonction analytique avee g(x(k),0) = 0.
Le calcul des champs de vecteurs pour ce systeme donne:
AdSVi(2) = A7V, (0)

avee V() = (A + @)_188—“9(:1;,11). On remarque que opérateur “Ad” correspond
ict a une simple multiplication matricielle.

I1.5.3 Critere d’accessibilité

On rappelle le critere d’accessibilité defini dans [Jakubczyk et Sontag, 1990]

Théoreme I1.5 Le systéme non lincaire a temps discret est accessible, si et seulement

S

diml'(z) =n, VeeX

ou

I1.5.4 Systeme linéaire

On considere le systeme linéaire discret:

w(k+1)= Ax(k) + Bu(k)

avec x(k) € R" et u(k) € R™. On suppose de plus que la matrice A est non singuliere.
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Ceci donne:

~ [A]LB
et
Ad(l)‘/u(l') - [v x,u]_lm(f(:z:,()))
= [A]".A-'B
— A—ZB

On continue ainsi jusqu’a l’ordre k:

Adg™WVilz) = [Valfg ()] Valfs (2))
= AFB

On remarque que 'espace I'(x), construit a partir des champs de vecteurs précédém-
ment défini, correspond a :

[A™*"B A~*'p ... B

ce qui permet de retrouver le critere de Kalman.

II.5.5 Un exemple non linéaire

Soit le systeme non linéaire:

Va(z) = [Vful2))7'[ 222

ce qui donne

AdgV,(z) = (1 0 >_1Vu(fo(w))

De cette fagon, on a construit les champs de vecteurs associés au systeme non linéaire
a temps discret.

On obtient ainsi:

I'= {span{V.(v), AdoVi()}}

Alors le systeme non linéaire est accessible si et seulement si @y # 0 et @ (xy—1)—ay #

0.
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I1.6 Approche du principe du maximum

On propose une approche alternative pour étudier ’accessibilité des systemes non linéaires
a temps discret basée sur l'utilisation d’outils issus de 'optimisation. En s’appuyant
sur des résultat développés dans le cadre continu pour déterminer une condition néces-
saire pour l'existence et la détermination de la bordure du domaine de commandabilité
[Grantham et Vincent, 1975], on propose une extension de ces résultats au cas des sys-
temes a temps discret.

I1.6.1 Définitions

On présente quelques définitions qui seront utilisées dans la suite de cette section.

On considere le systeme non linéaire suivant :
vk +1) —x(k) = fx(k),u(k)) (11.4)
ou (k) € R, u(k) € U C R™ et f est une fonction analytique.

Définition I1.17 (Domaine de commandabilité) Le domaine de commandabilité C
définit U'ensemble de tous les états initiaur qui peuvent atteindre un ensemble cible X sous
laction d’une loi de commande admissible et en un temps fini.

11.6.1.1 Bordure du domaine de commandabilité

Pour des exemples assez élémentaires, il est facile de déterminer le domaine de com-
mandabilité par une voie assez primitive qui fait une recherche exhaustive de toutes les
commandes possibles, mais cette technique s’avere rapidement inadéquate pour résoudre
des problemes plus complexes. Ce qui nous conduit a dire que cette technique n’est pas
réalisable pratiquement pour la détermination du domaine de commandabilité.

Quand 'ensemble de commandabilité n’est pas tout 'espace d’état, alors il y a une
bordure qui délimite I’ensemble du domaine noté par dC'. Par le biais de la détermination
de la bordure du domaine de commandabilité on peut donc essayer de déterminer ce
domaine de commandabilité.

Dans le cas des systemes non linéaires a temps continu, une approche permettant
de déterminer cette bordure a été proposée dans [Grantham et Vincent, 1975]. Celle-ci
est basée sur l'utilisation du principe du maximum et des propriétés géométriques des
systemes.

Dans cette section, on s’intéresse a ’existence d’une telle bordure de commandabilité
ce qui nous conduit a développer une condition nécessaire de commandabilité des systemes
non linéaires a temps discret basée sur 'utilisation du principe du maximum.

1.L6.1.2 Propriété du domaine de commandabiltié

On suppose que la bordure du domaine de commandabilité constitue une surface de
dimension (n — 1) lisse et possede un plan tangent.
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A partir de la définition de la commandabilité, on peut déduire une propriété intrin-
seque au domaine de commandabilité du systeme non linéaire a temps discret de la facon
suivante. Si une trajectoire x* quitte le domaine de commandabilité C', alors la trajectoire
ne peut pas retourner vers ce domaine, une fois partie[Vincent et Grantham, 1997].

On peut de cette propriété déduire les propriétés suivantes :

1. Une solution a* de 'équation (I1.4) qui démarre a I'extérieur de C' ne peut jamais
atteindre C.

2. Si a* démarre depuis 9C, alors elle ne peut jamais atteindre U'intérieur de C.

3. Si a* démarre a 'extérieur de 9C', alors elle ne peut jamais atteindre la bordure de

C.
4. Si x(0) € 9C et x(v) € IC, alors x(k) € C pour tout 0 < k < v.

5. Si 9C contient des points anguleux (cassures), alors les trajectoires sur dC ne peu-
vent pas passer par ces points.

Démonstration

La condition (1) vient directement de la définition de I’ensemble de commandabilité.
Les conditions (2),(3) et (5) viennent immédiatement de la condition (1). Par exemple,
concernant la condition (2), on se place dans le voisinage de x(0) en un point situé a
I’extérieur de 'ensemble de commandabilité, alors il n’existe pas de trajectoire pouvant
atteindre €', sinon elle violerait la condition (1). Des arguments similaires peuvent étre
formulés pour la démonstration des propriétés (3) et (5).

La condition (4) fournit une propriété permettant de déterminerla bordure du domaine
de commandabilité des systemes non linéaires a temps discret. La démonstration est la
suivante. Soit x(0) € dC. Supposons qu’il existe une loi de commande admissible u(x)
tel que 2(r) € X C C (ensemble objectif): cela contredit la propriété (2), puisque (k)
ne peut jamais atteindre 'intérieur de C'. On peut alors conclure que z(k) reste sur la
bordure du domaine de la commandabilité (k) € 9C.

Définition I1.18 (Vecteur normal extérieur) Soit A un domaine, avec une bordure
appelée OA qui posséde un plan tangent unique en chaque point. Un vecteur normal
extérieur est un vecteur non-nul v dans R" qui est normal a A au point x et dirigé vers
Uextérieur du domaine. Le plan tangent a 0A est défini par l'ensemble des vecteurs e
satisfaisant la relation suivante:

0=uv'e
Par ailleurs, tout vecteur € voisin de e vérifiant:
0<ovlé

est tangent a lextérieur de A.
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Définition I1.19 (Hyperplan) Un hyperplan dans R" est une extension naturelle d’une
droite dans un espace R* et peut étre vu comme un sous espace de R" de dimension

(n —1)[Culioli, 1994].
On définit Uhyperplan L comme suit
L={zcR": L(z)=a’z —b=0}
ot a’ et b désignent respectivement un vecteur ligne et un scalaire  valeur réelles.

On définit également les demi-espaces ouverts

LT={zeR: Lz)=ad'z—b>0}

L= ={xeR": L(z) =a"x — b < 0}
et les espaces fermés par LU L™ ou L U LT,

Définition I1.20 (Convexité d’un ensemble) On dit que A est un ensemble convexe,
st pour toult x et y dans A et r,s dans R avec r > 0,8 > 0,1+ s = 1 les points ra + sy
sont dans A.

Théoreme 11.6 (Convexité d’une fonction) [Bertsekas, 1999] Si f est une fonction-
nelle définie sur un ensemble convexe A, f est convexre sur A si et seulement si le Hessien
V2f est semi-définie positive dans tout A.

Définition I1.21 (Propriété d’une fonction convexe) [Bertsekas, 1999] Si f est une
fonction convexe, alors Uensemble définie par {x € R" : f(x) < a} est convexe

Exemple I1.5 Dans [l'espace R, un cube défini comme suit :
A= {(z1, 22, 73); |21 <1 |2o] < 15 fas| < 1}
esl convexe

Exemple I1.6 Soit l'ensemble A dans R*, défini par

A = {($1,$2)7$1 2 O,IEQ 2 0’ (x?/?) _I_ x§/3)3/2 S 1}

Pour vérifier la convexité de 'ensemble A, il suffit juste de vérifier la convexité de la

fonction f(ay,xq) = (:L’f/S + :1;3/3)3/2

Le calcul du I’Hessien de f est:

I 1 -4 _1 _1
V2F = [ PR et e Bl
st
3 2

8
(2
o
]
~
w
+
8
[N
~
w
[§]

Les valeurs propres de V2 [ :

3 5 3 ¥ ob 2.2
ryxy, + i x2s 4 2aix;
On remarque que A\ = 0, Xy < 0, alors la matrice V*f est semi-définie négative, donc

l’ensemble A n’est pas convexe. Cette conclusion est facilement vérifiable par une voie

graphique (11.6).
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Figure I1.3: Ensemble A non convexe

Définition I1.22 (Hyperplan tangent & une surface) Soient les équations suivantes

dans R™

hi(z) =10
ho(z) =0
hm(:zj:) =0

définissant une surface de dimension n —m, alors Uhyperplan tangent a cette surface en
un point réqulier x est défini par :

M = {y: (Vh(z))y = 0}

Théoréeme I1.7 (Théoreme de séparation) [Athans et Falb, 1966]

St C' est un ensemble convere et y un point sur la bordure de C, alors il existe un
hyperplan qui contient y et ['ensemble C' dans un de ses demi espaces fermés.

I1.6.2 Critére de commandabilité

Proposition I1.1 [Djeridane et Calvet, 2002] Sous Uhypothése qu’il existe une loi de
commande u(x(k)) telle que la matrice (I + % + %g—g) est de rang plein, une condition
nécessaire de commandabilité du systéme (I1.]) est que:

rank[P] =n

ov P = [WVi---Vny] N<n
avec
afu —1 (l’(N_l))
Vo = (J\éu(}v—l)
afu —1 (l’(N_l)) afu —2 (l’(N_2))
io= <I‘|‘ (J\éac(}v—l) > (J\éu(}V—Z)

' B fu -1y (=(N=1)) 0 funy o)\ Duto)2(0)
Vo = (14 ZeopOml) (14 2l S

Démonstration
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Considérons une trajectoire d’état * = {x(0),2(1),---,x(k)} maintenue sur la sur-
face dC' (bordure du domaine de commandabilité) par une commande u(x(k)) avec une
condition initiale voisine de x(0):#(0), toujours sur la bordure, définie comme suit :

2#(0) = 2(0) + adx(0, a)

ou §x(0, ) est un vecteur dirigé de x(0) vers (0) et a € R un parametre de variation
de cette condition initiale.
Si on considere, toujours sur la bordure, une trajectoire perturbée:

(k) = x(k) + ade(k,a) k=01,

il résulte a 'instant (k 4 1) que:

ik+1) = a(k+1)+ade(k+1,0) (IL5)
= Ja(k), u(2(k))) + (k)

En utilisant le développement de Taylor au 1¢ ordre de la fonction f(x(k),u(z(k))),
I’équation (I1.5) peut étre réécrite sous la forme:

wlk+1)+adx(k+1,0) = flak),ulk))+
[ o5

ge t %ax} du(k, a) + &(k) + O(a®)  (IL6)

ot O(a?) représente les termes d’ordre a? ou supérieur et ’expression entre crochets
est évaluée en x(k). Il résulte:

da(k+1,a) = [I + g—i + %g—i] dx(k,a) 4+ O(a) (11.7)

Notons que I’hypothese de convexité de la fonction f(x(k), u(x(k))) implique I'existence
d’un hyperplan tangent a la surface dC. Alors, pour le cas limite ou o — 0, dx(k, o) tend
vers le vecteur e(k) que nous considérons tangent a dC au point (k).

Maintenant, reprenons I’équation (11.7) avec @ — 0. on obtient I'expression suivante:

B af  ofou
e(k+1)= {I—I— 92 + %6_:1;] e(k)

avec

e(0) = lim 62(0, o)

a—0

L’équation d’état précédente peut étre réécrite sous la forme suivante:

e(k+1) = ok + 1, k)e(k) (IL8)

dans laquelle

[ 0
Ok +1,k) = {I—I_ Ox + 8u6:1;]
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représente la matrice de transition d’état et e(k) représente une variation infinitésimale
de la trajectoire x™.

Si l'on considere un vecteur A(k) de dimension n qui satisfait I’équation d’état adjointe:

Ak) = [k + 1, k)" Ak + 1)

on remarque alors que le produit scalaire:

Mk +De(k+1) = M(k)®(k k+ 1)0(k+ 1,k)e(k)
A (k)e(k)

est constant pour tout k£ =0,1,---

Avec un choix judicieux du vecteur adjoint intial A(0) perpendiculaire a e(0) au point
z(0) et dirigé vers l'extérieur de C, il résulte que AT (k)e(k) = 0 pour tout k = 0,1,---.
Le vecteur adjoint A(k) est donc normal extérieur a la bordure du domaine de la com-
mandabilité dC en chaque point x(k).

La trajectoire d’état a l'instant k + 1 («(k + 1)) provient de 1’état x(k) selon la direc-
tion f(x(k),u(k)). Or, aucune trajectoire ne peut provenir de I'extérieur du domaine de
commandabilité. 1l ressort donc que pour tout vecteur A(k + 1) normal extérieur au plan
tangent a la bordure 9C en x(k + 1), on a la relation:

N (k + 1) f (2 (), u(k)) = 0

Si l'on considere qu’il existe une stratégie de commande u(x(k)) qui génere une tra-
jectoire x* sur la bordure, on a alors:

N (k4 1) f(a(k), u(z(k)) = 0

On déduit donc que toute commande admissible u(x(k)) qui génere une trajectoire
d’état a* sur la bordure du domaine de commandabilité est telle qu’il existe une trajectoire
d’état adjoint constituée de vecteurs non nuls A(k + 1) normaux extérieurs aux plans
tangents a cette bordure en x(k + 1) et vérifiant 1’équation:

telle que
0= H(x(k),ulz(k)), A(k+1)) < H(z(k),u(k), A(k+1))
ou H désigne la fonction hamiltonienne du systeme, soit:

H(z(k),ulk), Ak +1)) = AT (k+ 1) f(a(k),u(k)) k=01,--

En résumé, 'existence d’une bordure de commandabilité implique qu’il existe une
séquence de vecteurs normaux extérieurs non nuls A(k + 1) qui minimisent le hamiltonien
du systeme.
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La condition A(k+1) = 0 pour k = 0,1, --- permet donc de conclure a la non existence
d’une bordure de commandabilité et par la-méme a la commandabilité du systeme sur
tout 'espace d’état.

Le probleme de minimisation se résout comme suit [Bryson et Ho, 1975]:

(k1) —alk) = fle(k),ulk)
A(k) = (1 2o Ak 1)
0 = N(k+ 1) g N -1

Apres itérations sur les deux dernieres équations, on obtient :

[0 fuvon (z(N=1)]7T
0 = I (gu(])\f(—(l) )} A(N)
[0 fuiw 2 @N=2)1T [ | 0wy (e(N=1)] T
0 = (J\éu(}V—Z) } {I‘I‘ (J\éac(}V—l) } A(N)
0 = [T Yuin (1) Tt Yuti-n(=(N 1) TN
L 9w(0) + () + Oz(N-1) ( )

qui peut étre réécrite sous la forme:
of = H(VyP

ou P:

P _ {Wu(N—l)(w(N—l)) <I+9fu<fg;1(>(l‘(N) ))) O fun-z)(z(N —2))

Ju(N —1) Ju(N — 2)
O - (a(N = 1) 0 ((1)) fuioa(0)
(1 R ) (o ) P 1

Ainsi, une condition nécessaire pour que A(k) ne puisse pas étre nul est que rang[P] =

Remarque I1.4 Un résultat similaire peut étre obtenu pour le cas des systéemes non
linéaires décrits par ['équation suivante:

vk +1) = fle(k), u(k))

Dans ce cas, Uopérateur I—I—% doit étre remplacé par % dans les formules précédentes.

I1.6.3 Systeme linéaire

On considere le systeme linéaire décrit par :

o(k+1) = Az(k) + Bu(k) (11.10)
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ou u(k) € ™, x(k) € R", et A, B sont des matrices de dimension n X n et n x m
respectivement. On peut vérifier facilement qu’a partir du principe du minimum, on
aboutit au critere de Kalman.

En premier lieu définissons le hamiltonien :

H* = AT (k+1)(Ax(k) + Bu(k)) k=01,
avec A(k) satisfaisant 1’équation adjointe :
Mk) = ATA(k +1)
La condition de stationarité de H* s’écrit:
0=XM(k+1)B for k=0,---.N—1
Ceci donne apres itérations successives et substitutions:
MN)BT =0
MN)BT AT =0
MN)BT(AN-T — g
soit :
AMN)PT =0
avec
P=[B AB .- AY7'B]
ou la matrice P correspond bien a celle définie par Kalman.

Il faut souligner que la matrice P est invariante sous un changement de base. La
propriété d’invariance sera développée plus tard dans le chapitre 3. Ceci nous a permis de
développer une condition nécessaire de commandabilité ; cependant 1’équivalent de cette
condition dans le cas continu n’est pas vrai.

I1.6.4 Systeme bilinéaire

L’étude des systemes bilinéaires a temps discret a fait I'objet de nombreuses recherches.
Cela peut s’expliquer par la relative simplicité analytique du modele et d’autre part, par
I’existence d’applications pratiques issues de processus industriels, processus biologiques
ou processus socio-économiques [Bruni et al., 1974].

Les systemes bilinéaires peuvent étre vus comme une introduction a l’analyse des
systemes non linéaires a temps discret.

Les systemes bilinéaires a temps discret considérés dans cette section sont caractérisés
par deux matrices A et (), ou A est une matrice liée a la partie linéaire du modele, tandis
que () est une matrice liée a la partie bilinéaire du modele, soit:
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v(k+1) = Ax(k)+ ) ui(k) (IL.11)
=1

ou x(k) est un vecteur de dimension n, u;(k) une commande scalaire, et les matrices
Aet Q1,0Qs, -+, (), sont de dimension n x n.

[Goka et al., 1973] ont proposé une méthode pour 'analyse de la commandabilité de
ce type de systemes. Celle-ci est basée sur une décomposition du systeme bilinéaire
en un systeme linéaire et une contre réaction multiplicative. Cette approche conduit a
deux conditions: 'une suffisante, 1’autre nécessaire. Elle impose en plus une condition
d’orthogonalité rang(Q)) = 1 ou @ est factorisable en deux vecteurs.

Evans et Murthy [Evans et Murthy, 1977] ont proposé une condition nécessaire et
suffisante globale de commandabilité. En plus de la décomposition en deux systemes
comme dans [Goka et al., 1973], suppose U'inversibilité de la matrice A.

D’un point de vue plus général, les systemes bilinéaires peuvent étre par exemple
étudies par les outils de la géométrie différentielle. Une condition nécessaire et suffisante
a été ainsi développée dans [Normand-Cyrot, 1983]. Cette approche impose I'inversiblité
de (A 4 u;(k)Q), provenant de I'utilisation des champs de vecteurs.

On présente dans cette section un critere pour 1’étude de la commandabilité des sys-
temes bilinéaires homogenes (I1.11) similaire a celui développé dans [Normand-Cyrot, 1983],
mais avec une condition d’application relaxée.

Proposition I1.2 Le systéme bilinéaire décrit par Uéquation(I1.11) dans laquelle les séquences
de commande sont telles que la matrice (A+ w1 (K)Q1+ -+ - 4 um(k)Qm + leaul o+
Qe 8“’") est de rang plein, est commandable localement avec de “petites” commandes en
x(0) si et seulement si [Djeridane et Calvet, 2004a] la matrice:

C = [QlAN_l (0) AQlAN_Ql’(O) tee AN_lQll'(O)
QQAN ! (0) AQQAN_2$(O) ce AN_lQQJ?(O)
QmANl (0) AQ.AN2z(0) -+ ANT1Q,,2(0)]

est de rang plein.

Démonstration

Pour une question de simplicité, on limite dans un permier temps la démonstration
au cas d’un systeme bilinéaire a temps discret homogene mono-entrée.

Considérons alors la fonction de transition de I'état x:(0) vers I’état (V)

e(N) = fulN—=1)0-0 funyo fuo)(z(0))
= I'n_1(2(0))

avee fu(@(k)) = f(a(k), u(k))

Un développement de Taylor de I’équation précédente par rapport a la commande,
conduit a:
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z(N) = fu(N—1) 0-+-0 fu(l) o fu(o)(flf(o))hzo
L [orvao) xaaeo)) ot
du(N-1) du(N—2) du(0) u=0%

+0(u?)
= AN2(0) + Ply—ou + O(u?)

avec ul = (u(N —1)T -+ w(D)T w(0)T) et

P o {Wu(N—l)(w(N— 1)) <9fu<N—1>(l‘(N— 1))) 3 fupv—2)(2(N = 2))

Ju(N —1) dx(N —1) Ju(N — 2)
<9fu<N—1>($(N— 1))> <9fu<1>($(1))> 5fu<o>($(0))]
dx(N —1) dx(1) Ju(0)

Démonstration de la nécessité

La démonstration de la nécessité du critere résulte directement de 'application du
critere défini section II.1.

Considérons pour cela le systeme bilinéaire suivant:

wk+1) = Ax(k)+ulk)Qx(k) (11.12)
= [fla(k),u(k))

Il ressort en effet de I'application de ce critere au systeme bilinéaire mono-entrée que:

Of(x(k), u(k)) Of(x(k), u(k))
dx (k) du(k)

= Qu(k)

— A4 u(k)Q.

et que la matrice: (% + %2—;) = (A +u(k)Q + ng—i)a
ce qui donne

P o= [Qu(N—1) (A+u(N-1)Q)Qu(N -2)
o (At u(N = 1)Q) -+ (A+ u(1)Q)Q(0)

Apres subsitution dans la matrice P des variables d’état par composition de fonctions
avec des commandes nulles, c-a-d (k) = foo fo--- 0 fo(x(0)) = A*2(0), on obtient:
P = [QAN_I:L'(O) (A+u(N - 1Q)QAN22(0)
o (A4 u(N=1)Q) - (A+u(1)Q)Qz(0)]

La matrice €' définie dans la proposition 1.2 résulte de la substitution des séquences
de commandes nulles u(0), u(1),---,u(N — 1) dans la matrice présentée ci-dessus.

En d’autres mots, on néglige les termes de commande d’ordre supérieur a 2. Cette
supposition attribue un caractere local au critere de commandabilité.
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Démonstration de la suflisance

On suppose que C' est de rang plein. On essaye de trouver des séquences de commandes
qui permettent a partir des conditions initiales x(0) d’atteindre 'objectif z(N).

Si x(0) est ’état initial, comme on a pu le voir, une approximation de I’état final peut
étre exprimée par ’équation suivante:

2(N) = AVz(0) + z_: ANTIRQ AR (0)u(k) 4+ O(u?)

Si on néglige les termes O(u?), on obtient:

t(N) = AVz(0) + Cu (I1.13)
avec ul = (u(N —=1)T - w()T w(0)7)

Si on suppose que C' est de rang plein, on peut alors déterminer une séquence de
commandes u qui transfere I’état initial #(0) vers I’état final @(N). On peut par exemple
chercher une séquence de commandes u qui minimise la fonction de cott suivante:

avec r(z(k),u(k)) = u*(k).
dont la solution correspond a une pseudo-inverse généralisée, soit
u=CTCCT a(N) — AVz(0)]

dans laquelle, pour le cas d’un systeme mono-entrée, la matrice C' prend donc la forme
suivante:

[QAN'2(0) AQANT*z(0) -+ ANT'Qa(0)]

Remarque I1.5 L’extension de la démonstration présentée ci-dessus au cas des systemes
bilinéaires multi-entrées, se fait de la maniére suivante:

Démonstration de la nécessité:
On considere Uéquation:

plk+1) = Az(k)+ 22, wi(k)Qiw(k)
= J(x(k), u(k))

dont il résulte que:

Af(z(k)u(k m
W = A+ 37 u(k)Q:
S = XU Qua(k)
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On remplace ces expressions dans la matrice P avec x(k) = A*z(0) et des séquences
de commandes supposées nulles. On obtient, alors la matrice énoncée dans la proposition

11.2.

Démonstration de la suffisance du critere:
On peut caleuler Uétat final x(N) a partir de Uapprozimation suivante:

z(N) = )+ zm: ANTIRQ AR (0)ws (k) + O(u?)

0 =1

=z

o
Il

et si l'on néglige les termes en commande O(u?), on obtient:
2(N) = AVz(0) + Cu
1l suffit alors que C soit de rang plein pour qu’une séquence de commandes existe. Par

exemple, si 'on cherche a minimiser le critere:

N-1
r(x(k), u(k
k=0

avee r(z(k),u(k)) = ui(k) + uj(k) -+ (k)

on obtient la solution suivante:

u=CTCCT) a(N) — AV z(0)]

Exemple 11.7 Soit l'exemple suivant:

r(k+1)
zo(k+1)

o (k)
wo (k) + u(k)x2(k)

0 1 0 0
A:{o 1] et Q:{o 1]

Le domaine des commandes admissibles est défini dans [Normand-Cyrot, 1983] comme
étant Uensemble des séquences de commande qui assurent que (A + u(k)Q) est de rang
plein.

St on considére, par exemple la lot de commande:

ot ol = [0y o] et 2(k) = {

1

0
A+ u(k)Q = [ 0 1+ axi(k)+ azaa(k)
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Il est évident que cette matrice(A + u(k)Q)) n’est pas de rang plein. On peut donc
conclure que la loi de commande o' x n'appartient pas au domaine des commandes ad-
missibles, ce qui empéche a priori de conclure sur la commandabilité du systeme.

Par contre, la condition développée dans notre proposition apparait bien comme une
condition relaxée, dans la mesure ou la matrice:

0 1

Ju - T T _
A+u@Q+Quos = A+ a’eQ +Qua’ = [alxg(k) L+ ara(k) + 20005(k)

peut étre rendue inversible par un choix appropri¢ du «. Le caleul de la matrice de
commandabilité donne alors:

$2(0

€ = [AQa(0)  QAx(0)] = { ) o) ]
qui est de rang plein, si x2(0) # 0.

On peut alors conclure que le systéme bilinéaire a temps discret est commandable pour
tout x2(0) différent de zéro.

Remarque 11.6 Notons enfin, que la condition développée pour le cas des systemes bil-
inéaires homogenes peut étre facilement étendue au cas des systemes bilinéaires non ho-
mogenes en modifiant la matrice C' dans ['expression du critére, de la facon suivante:

Constdérons par exemple le systéme bilinéaire non homogéne mono-entrée:

w(k+ 1) = Ax(k) + u(k)Qu(k) + bu(k)

dans laquelle les séquences de commandes telles que la matrice (A + u(k)Q + (Qx +

b)g—g)est de rang plein.

Le systeme est alors localement commandable si et seulement si la matrice:
C = [QAN_I:L'(O) +b AQANTZ(0) 4+ Ab - ANTIQa(0) + AN_lb]

est de rang plein.

I1.6.5 Un exemple non linéaire

On étudie ici la commandabilité du systeme non linéaire discret non inversible suivant

[Lee et al., 1987]:

vi(k+1) = xy(k) —u?(k)
zo(k+ 1) = wu(k)

Le calcul de la jacobienne de la fonction d’évolution donne la matrice suivante :

-3
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qui en effet, n’est pas inversible.

Si l'on considere maintenant:

Ok, ulk) | Of(k),u(k) due(k) [0 1] [ —2u(k)] [de O
O= " T ue) 92(h) _{0 o}*[ 1 ][8:1;1 axz}

et si 'on prend, par exemple u(k) = x1(k), on btient :

oo [3 3[40 ]

On remarque facilement que © est inversible pour u(k) = x1(k). Par calcul, on obtient
la matrice de commandabilité suivante :

P {8f(x(1)7U(1)) 0f(x(1)7U(1)0f(x(0)7U(0)}
du(1) 9z(1) 9u(0)

ol

=y ]

qui est de rang plein Yu(k), ce qui permet de conclure que la condition nécessaire de
commandabilité du systeme est satisfaite.

I1.6.6 Lien avec approche composition de fonctions

On remarque que le critere développé dans la section I1.6.2 est équivalent a celui présenté
section 11.3.2 | obtenu par une approche composition de fonctions.

Rappelons pour cela le théoreme suivant:

Théoreme 11.8 (regle de la chaine) [Isidori, 1989] Si g(x) est une fonction différen-
tiable par rapport a x et f(y) une fonction différentiable par rapport a y = g(x), alors

flg(x)) est différentiable par rapport a x et %f(g(:z;)) = ag;y)b:g(x) 8%(;).

Si l'on considere la composition de fonctions:

2(N) = funen) © - 0 fu) © fugoy(2(0)) (I1.14)

que 'on notera encore:
2(N)=Tn_1(2(0),u) (11.15)

la condition nécessaire et suffisante d’accessibilité précédemment rappelée dans le sec-
tion 11.3.2 peut étre alors réécrite sous la forme suivante :

rang(P) =n

ol
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o Oy _1(z(0),u) T n_1(z(0),u) O y_1(z(0),u) O N_1(=(0),u) nxNm
P= gu(N—l) gu(N—Z) T Nau(l) Nau(o) € R (1116)

On peut alors écrire, en appliquant le Théoreme 1.8 au calcul des dérivées partielles
de I'y_1(2(0),u) par rapport u(k) pour k= 0,1,---, N —1 de la fonction de composition:

N _1(z(0)u) _ Ofun—1)(@(N—-1))
Ou(N-1) - Ou(N-1)
My (z(0)w) _  fuv—n(@N-1)) fyv—o) (#(N-2))
Ou(N=-2) - Oz(N-1) Ou(N=-2)
My (@(0)w) _ fuw-p@N-1)  Ifuy(@(1)) 9fue (£(0))
9u(0) - Oz(N-1) d9xz(1) 9u(0)

Y

et reformuler la 7 matrice d’accessibilité ” P de la maniere suivante :

p = [afu(N—l) (z(N=1))  fuw—1)(@(N-1)) dfuv-o) (#(N-2))
- Ou(N-1) Oz(N-1) Ou(N=-2)
O fuv—ny(e(N=1)  Ify)(=(1)) 9 fu(o) (1’(0))]
Oz(N-1) dxz(1) du(0)

Présentée sous cette forme, la condition nécessaire et suffisante d’accessibilité corre-
spond a la condition nécessaire de commandabilité obtenue dans le section 11.6.2, par
application du principe du minimum.

Remarque I1.7 Il y a donc équivalence entre le critére basé sur le principe du mazimum
et celut basé sur le principe de la fonction de composition. On notera toutefois que le
critere issu du principe du maximum impliqgue moins de compositions de fonctions, et
n'utilise que de simples opérateurs.

I1.7 Accessibilité des systemes a temps discret sous
contraintes

I1.7.1 Introduction

Dans plusieurs applications pratiques, on est face a différent problemes de systemes con-
traints. Par exemple, considérons le probleme d’un lanceur qui suit une trajectoire don-
née: on est limité par la puissance des moteurs. En économie, on a une limitation sur les
revenus. Dans cette section on s’intéresse a la commandabilité des systemes non linéaires
a temps discret, avec des commandes sous contraintes. Cet axe de recherche est loin d’étre
maitrisé et il reste beaucoup de problemes non résolus.

La premiere partie aborde de la commandabilité des systemes linéaires a temps discret
tandis que la seconde partie aborde de la commandabilité des systemes non linéaires.

Pour le cas des systemes linéaires stationnaires, quelques approches ont été dévelop-
pées. Dans [Ahmed, 1985] un critere de commandabilité a été proposé pour le cas des
systemes linéaires sous commandes contraintes sous I’hypothese que la commande appar-
tient a un ensemble convexe ou compact. Cette approche implique la résolution d'un
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probleme d’optimisation de dimension infinie. Nous évoquerons dans la section I1.7.2 une
approche développée par Vu Ngoc Phat dans [Phat, 1996] qui présente un cadre d’étude
pour la commandabilité des systemes linéaires stationnaires et non stationnaires sous
commandes contraintes et états contraints, en utilisant les outils de 'algebre linéaire et
la théorie des ensembles.

Dans le cas non linéaire, peu de travaux de recherches traitent de la commandabilité
sous contraintes. Dans notre recherche bibliographique on a seulement trouvé les travaux
de Vu Ngoc Phat [Phat, 1996] sur des classes particulieres de systemes non linéaires
sous commandes contraintes (quasilinéaire, non linéaire, 2-D non linéaire). L’approche
présentée dans la section 11.7.3 est identique a celle proposée dans [Phat, 1996] pour le
cas des systemes non linéaires a commandes contraintes.

I1.7.2 Accessibilité de systemes linéaires discrets

On considere le systeme linéaire a temps discret sous commandes contraintes et états
contraints:

w(k+1)= Ax(k) + Bu(k) (11.17)
ou (k) € X =R" u(k) € Q € R ensemble convexe.

Définition 11.23 On dit que le vecteur x est supporté sur §, si < x,u >> 0 pour tout
u e Q.

ou < x,y > réprésente le produit scalaire entre le vecteur = et le covecteur y de
dimension n.

Définition 11.24 On dit que le vecteur x est orthogonal a Q si < x,u >= 0 pour tout
u e Q.

On présente une variante du théoreme de Krein-Rutman pour un opérateur linéaire A

[Phat, 1996].

Théoreme I1.9 Soit A un opérateur linéaire et R un cone convexe, satisfaiant int R # 0
et R+ X. Si R est invariant sous A (AR C R), alors il existe un vecteur v* € R* (R*
est le cone dual de R),tel que;

Ao = ", A >0

La condition de commandabilité des systemes linéaires sous commandes contraintes
est équivalente a celle des systemes linéaires sans commandes contraintes , plus une con-
dition additionnelle liée a I’effet des contraintes sur la commande. Elle est exprimé par le
théoreme suivant:

Théoréeme I1.10 [Phat, 1996]

Le systeme linéaire a temps discret est commandable si et seulement si:
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1. le systéme linéaire a temps discret (I1.17) sans contraintes est commandable.

2. La matrice AT n’admet pas de vecteurs propres réels (associés a des valeurs propres
non réelles négatives) supportés sur BQ). Elle n‘admet pas, non plus, des vecteurs
propres complexes (associ€s a des valeurs propres complexes) orthogonaux sur €.

Ce résultat est obtenu par application directe du Théoreme I11.9. Plus précisément, ce
théoreme assure que ’ensemble d’atteignabilité est invariant sous 'opérateur A, soit:

ARCR

La premiere condition assure I’existence d’un ensemble d’atteignabilité, qui est traduite
par la condition de commandabilité rang[B, AB,---, AB"™'| = n. La seconde condition
assure que ’espace d’atteignabilité est invariant sous A.

Exemple I1.8 Soit l'exemple numérique suivant:

x(k+1):<130 I(?)x(k)—l—((l))u(k)

avec x(k) € R? et —1 < wu(k) <1.
En caleulant la matrice de Kalman, on a:

10 1
P =
On remarque que le rang[P] = 2, ce qui signifie que le systéme linéaire a temps discret

sans conlraintes est commandable.

Le calcul des vecteur propres et les valeurs propres associées conduit a:

. —0.79
)\1—10+138 = v = :0.61

. —0.79
)\2—10—138 = Uy = ( —1061 )

Les valeurs propres sont complexes. Il suffit donc de vérifier que v;u # 0. Comme
u(k) = 0 appartient au domaine des commandes admissibles €2, il résulte que le systeme
linéaire est non commandable sous ces contraintes.

I1.7.3 Accessibilité de systemes non linéaires discrets

La condition de commandabilité développée dans cette section est également présenté
dans [Phat, 1996]. Elle fournit seulement une condition nécessaire.

Soit le systeme non linéaire a temps discret suivant:

vk +1) = fle(k), u(k))



58 Chapter Il. Accessibilité des systemes a temps discret

avec x(k) € R*, u € Q@ C R™, f est une fonction analytique et € ensemble des

commandes contraintes.

Une condition nécessaire de commandabilité est que:

rang|P] =n

b [0 = 1) e (o(N — 1) 0o (N = 2)
Ju(N —1) dx(N —1) Ju(N — 2)
OhascufalN 1) 1) anlo0)
deN -1 oa(l)  ou(0) (IL.18)

ou f est une fonction analytique et x(k) € R” et u(k) € @ C R™. L’ensemble ) est
ici a priori quelconque.

Il est a noter que ’application de ce critere au cas d’un systeme linéaire invariant se
réduit a la premiere condition de commandabilité (sans contraintes) du théoreme I1.10

Exemple I1.9 Soit le systeme non linéaire a temps discret sous commandes contraintes:

vi(k+1) = aa(k) —u?(k)
ok +1) = wa(k) —u(k)

avec x(k) € R? et —1 < u(k) < 1.

La matrice de commandabilité conduit a:
(1 =2u(l)
r=(1 ")

det(P) =14 2u(1)

de déterminant:

Tenant compte de la contrainte sur la commande:
—1<1+2u(l)<2
il ressort que le determinant de P peut s’annuler et que le rang de la matrice P peut

devenir inférieur ¢ 2. Ce systéme non linéaire est donc non commandable dans R?.

I1.8 Conclusion

En étudiant la commandabilité des systemes non linéaires discret par le biais de différentes
techniques, il ressort que la méthode la plus intuitive est la méthode de composition qui
consiste a vérifier le rang d’une matrice issue de 1'utilisation de l'opérateur jacobien sur
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la fonction de transition. Malheureusement cette technique ne peut pas étre exploitable
de fagon générale a cause de sa lourdeur calculatoire.

On a alors présenté la commandabilité d’un point de vue géométrique, qui consiste a
construire des champs de vecteurs artificiels au systeme non linéaire a temps discret, en
utilisant la jacobienne de la fonction d’évolution. La remarque qui peut étre faite sur la
géométrie différentielle, est ’exigence de I'inversibilité de la fonctoin d’evolution.

On s’est ensuite orienté vers une méthode plus algébrique qui s’inscrit tres bien dans
I’esprit des systemes discrets, du fait qu’on construit des sous-espace de filtration de facon
simple et avec un nombre fini d’opérations algébriques.

n a terminé "analyse de commandabilité des systemes non linéaires discrets avec une
Onat I’analyse d dabilité des syst 1 d t
proposition basée sur le principe du maximum qui fait apparaitre une condition sur la
fonction d’evolution plus relaxée que celle associée a "approche géométrie différentielle.
Enfin, ’analyse de commandabilité sous contraintes est abordée en fin de chapitre.
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I11.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons présenté différentes approches pour ’analyse de
I'accessibilité des systemes non linéaires a temps discret. Dans ce chapitre, nous nous
intéressons au probleme de la synthese d’une loi de commande qui assure le transfert d’un
état initial donné du systeme vers un état final donné en un temps fini. Ce probleme,
énoncé de cette fagon, sera aussi appelé “inversion entrée-état”.

Pour les systemes linéaires, ce probleme renvoie au probleme de commandabilité étudié
par Kalman qui peut étre aisément résolu a partir d’un calcul de pseudo-inverse. Pour les
systemes non linéaires, il peut apparaitre alors tres naturel de faire appel aux techniques
de linéarisation.

A notre connaissance, le probleme d’inversion entrée-état n’a pas fait 'objet d’un
traitement particulier dans la littérature. Par contre, le probleme entrée-sortie qui consiste
a determiner la loi de commande assurant le suivi d’une trajectoire de consigne donnée a
fait 'objet de plusieurs travaux de recherche, tels que[Kotta, 1990],[Normand-Cyrot, 1983].
Citons, comme application, le probleme de suivi de trajectoires, en robotique par exemple

[Rouchon et al., 1993].

La premiere approche est basée sur une composition a priori de la fonction d’évolution.
On considere tout d’abord la résolution du probleme d’inversion entrée-état par ’utilisation
d’une méthode approchée, consistant en une linéarisation jacobienne du systeme autour
d’un point d’équilibre. Une fois cette linéarisation effectuée, on procede a l'inversion
du systeme linéaire en utilisant les outils de ’algebre linéaire. On présente ensuite
une approche basée sur une formulation du probleme d’inversion a partir d’un prob-
leme d’optimisation classique. Cette approche est exacte mais constitue cependant une
approche lourde d’un point de vue calcul. Enfin, on propose une méthode algébrique
d’inversion entrée-état. La solution est basée sur la linéarisation exacte de la fonction de
transition composée, ce qui peut toutefois présenter I'inconvénient de ne s’adresser qu’a
une classe plus réduite de systemes non linéaires.

La deuxieme partie concerne la résolution du probleme d’inversion par 1’utilisation de
techniques de linéarisation exacte entrée-état. Ces techniques consistent a transformer
un systeme non linéaire en un systeme linéaire par un changement de coordonnées et un
retour d’état linéarisant. Deux voies sont présentées. L’une d’elle utilise la géométrie
différentielle. Jayarman propose dans [Jayaraman, 1995] une linéarisation exacte pour
les systemes non linéaires dont 1’équation d’évolution est inversible par rapport a 1’état,
basée sur la construction de champs de vecteurs artificiels liés au systeme. L’autre voie
utilise I'algebre différentielle. Aranda-Bricaire dans [Aranda-Bricaire, 1994] propose une
linéarisation exacte pour les systemes non linéaires, dont la fonction d’évolution est sub-
mersive en utilisant les outils de 1’algebre différentielle pour la construction de 1-formes.
On propose enfin une méthode de linéarisation exacte d’un systeme non linéaire a partir
de la géometrie différentielle, et en considérant un ensemble de sorties virtuelles linéaires
par rapport a l’état.
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I1I.2 Composition de fonction

Soit le systeme non linéaire a temps discret:

e(k+1) = fa(k), u(k)) (I1L.1)

ou f(a(k),u(k)) est une fonction analytique dans R”*, x(k) € X C R et u(k) € U C
R

On utilisera également la notation f,(x(k)) pour représenter f(x(k),u(k)) lorsque
celle-ci s’averera plus pratique, lors de processus de composition de fonctions par exemple.

II1.2.1 Linéarisation jacobienne

L’approche la plus traditionnelle est de linéariser le probleme pour pouvoir appliquer les
techniques développées pour I'inversion des systemes linéaires a temps discret [Alonso, 2000].
La linéarisation qu’on appliquera, de type Taylor, est la plus simple possible. Rappelons
pour cela, la linéarisation de Taylor d’une fonction f(z,y) différentiable autour d’un point
x =aety=>b, soit:

df(x,y)
ox

f(x,y)
dy

fla+h,b4+ k)= fla,b)+h |l rmaymb + K |le=ay=b + -+

Appliqué a I’équation de transition d’état, ceci conduit, par exemple, a considérer une
linéarisation autour des points d’équilibre du systeme z* € R™ et u* € R™.

La nouvelle équation d’évolution linéarisée du systeme devient donc:

I+ = k), k) = 0 5oty (00 =27V G ot () =)

de la forme suivante:

w(k+1)= Ax(k) 4+ Bu(k) + A

L’équation de transition obtenue est donc une équation affine dans laquelle A et B
sont des matrices et A représente un vecteur contenant les termes de 'expansion de Taylor
dépendant uniquement des valeurs des constantes, x* et u*.

On peut procéder maintenant a la résolution de ce systeme.

x(l) = Az(0)+ Bu(0)+ A
x(2) = Az(1)+ Bu(l)+ A = A%2(0) + AA + A+ ABu(0) + Bu(l)

xv(p) = APz(0)+ AP'A+ -+ AA+ A+ AP Bu(0) 4+ - + ABu(p— 2) + Bu(p — 1)

et reformuler comme suit la solution = a I'instant p.
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[2(p) — AP2(0) — AP'A— ... “AA—A]=[B AB --- A"'B]

On se retrouve alors face a un systeme sur déterminé et a un probleme de pseudo
inversion.

Exemple I11.1 Considérons le systeme linéaire:

w(k+1)= Ax(k) + Bu(k)

L T. (0 _
A=(15Y B (8) im0

avec v(k) € X CR* u(k) e U CR, X =[-1,1] et U = {u € R/|u(k) < 1}.

On peut vérifier facilement que le systéme linéaire non contraint est commandable dans
tout R* par Uutilisation du critére de Kalman.

La détermination d’une loi de commande assurant une transition entre nimporte quel
état x(k) et n'importe quel autre état x(k+ 2) peut étre réalisée a-travers la minimisation
du critére:

dont la solution peut étre exprimée en terme de pseudo inverse:
u=[CTCITCM2(2) — A%2(0)]

ou C = [BAB] et ul = [uT(1) uT(0)].

On obtient ainsi:

w(l) = 72 (17 + 1)(21(2) = 21(0) — 2T25(0)) + 22(0) — 22(2))
uw(0) = =z (21(2) — 21(0) — 2T 25(0) + 22(2) — 22(0))

’ﬂ|H’ﬂ|H

On peut alors déterminer la structure de la matrice de transition entrée états en ré-
solvant le probleme précédent sur un nombre fini d’états possibles.

Notons qu’une telle approche permet de résoudre le probleme de commandabilité sous
des contraintes de borne sur les vartables d’état et de commande. Reconsidérons par
exemple le systéme précédent dans lequel x(k) € X C R* el u(k) € U C R avec X =
[—1,1] x [-1,1] et U =]0,1].

La figure 111.1 dresse ainsi une carte de la commandabilité du systéeme linéaire établie
a partir de la quantification des vartables d’état avec une résolution de 0.2, rangées de

fagcon lexicographique [Hackbush, 1985].

Remarque II1.1 On soulignera cependant qu’une telle approche, par approrimation,
dans laquelle on peut perdre beaucoup d’information sur la structure du systeme n’est pas
toujours satisfaisante et qu’il y a des systémes non linéaires commandables dont la linéari-
sation n’est pas commandable. Cela justifie U'importance des méthodes non linéaristes.
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Matric de transition entre états

NN\

Etats initiaux
@D
o

NN

120

Etats finals

Figure II1.1: Matrice de transition entre états

II1.2.2 Approche optimisation non linéaire

11.2.2.1 Formulation du probleme d’optimisation

On peut formuler le probleme d’inversion entrées-états comme un probleme de commande
optimale. Le probleme est de trouver les commandes u(k) pour k € {0,1,---, N — 1}
permettant de faire évoluer le processus de 1’état initial «(0) pris a 'instant & = 0 vers
I’état final (V) pris a I'instant & = N, tout en minimisant le critere suivant:

=z

-1

J = ul (i) Ru(i) + 27 (1)Qx (i)

[N

Il
=]

dans lequel matrices R et () sont symétriques, () est définie non négative et R est définie
positive. Ce type de probleme avec critere quadratique, ou énergétique est tres courant

dans la pratique, notamment parce qu’il peut conduire a une structure de commande
optimale en boucle fermée.

Une approche systématique pour résoudre un tel probleme est fournie par la program-

mation non linéaire [Calvet et al., 2001].

111.2.2.2 Résolution du probleme

Aux diverses contraintes imposées par le probleme a résoudre qui correspondent ici aux
équations d’état, nous associerons le parametre de Lagrange de A(k). Le probleme se
réduit alors a satisfaire les conditions de stationarité de la fonction de Lagrange:

L = 227(0)Qx(0) + -+ + La(N = 1)Qx(N — 1) + LT (0) Ru(0) + -+ + 2" (N = 1)R
U(EVN— 1;;)”(0)(1?(1) — f(2(0),u(0)) + -+ + AN = 1)(x(N)) = fla(N — 1)

qu’on peut résumer de la facon suivante:
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équations d’optimalité

T
af(z(0),u
= Ru(0) = [ERR] A) = 0
T
Af(x(1),u(1
sy = Rull) = [MEEEE ) = 0
' T
- df(z(N-1),u(N—-1 -
au(?vL_n = Ru(N —1) - { = au(q)zc)( ))} AN-1) =0
équations adjointes
T
Af(z(1),u
= Qe+ M0 - PR ) = 0
T
= Qe+ A0 - [PEEE] ) = 0
' T
Af(x(N),u(N
équations des contraintes
(1) = f(2(0),u(0)) = 0

2(2) = f(z(1),u(1)) =0

+(N) = f(&(N = 1),u(N—1)) = 0

On obtient ici un systeme d’équations non linéaires d’ordre (2n +m)N, qu’on pourra
essayer de résoudre par utilisation de moyens de calcul symbolique ou numérique.

Exemple I11.2 Soit le systéeme non linéaire:

r(k+1) =
ok +1) =

w3 (k) + Toealk) + T2 (k)
e3(k) + Tou(h)

DO |0 |

La commandabilité de ce systéme peut étre facilement analysée en utilisant les outils
de Ualgebre différentielle [Calvet et al., 2001]. La résolution du probléme d’optimisation
avec la fonction de cout suivante:

r(x(k), u(k)) = u' (F)u(k) + 2" (k) (k)

ne présente aucune difficulté particuliére.

Apres caleul, on obtient une commande initiale u(0), solution de l'équation algébrique:

auz(()) +bu(0)+¢=0 (111.2)

avec

b= 12+ ma(0)(T — 22 1 2)
¢ = (L22(0) + Towa(0))” + Toa2(0)(1 — D) 4 Toay(2) — 224(2)

et une commande u(1) donnée par:
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uy =22 (“'%;0) f m(o))

Notons que Uéquation (111.2) dégénére en une équation du premier ordre en u(0) lorsque

T. = 2s.

Matrice de transition entre états

Etats initiaux

0 20 40 60 80 100 120
Etats finals

Figure II1.2: Matrice de transition entre etats

La figure (I11.2) dresse une carte de commandabilité de Uespace d’état calculée aprés
quantification des états X =[0,2] x [0,2] et une résolution de 0.1.

Remarque I11.2 Cette méthode peut naturellement souffrir de complexité calculatoire
et nécessiter le devéloppement de programmes numériques spécifiques pour la résolution
d’équations algébriques non linéaires plus ou moins complexes.

II1.2.3 Approche algébrique

Dans la section précédente, nous avons résolu le probleme d’inversion par le biais de
la commande optimale. L’inconvénient peut étre le caractere numérique d’une telle ap-
proche.

On présente ici une méthode d’inversion des systemes non linéaires discrets basée
sur une décomposition par séparation de la matrice de commandabilité associée a une
linéarisation séquentielle de la solution de I’équation d’état [Djeridane et Calvet, 2004b].

Notons que si 'on applique une séquence de commandes {u(0), u(1),---,u(N —1)} au
systeme (I11.1), I"état x(N) peut étre exprimé par composition des fonctions d’évolutions,
sous la forme:

2(N) = Ty_1(2(0), u) (I11.3)
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L’inversion du systeme (II1.3) consiste a déterminer une séquence de commandes
{u(0),---,u(N — 1)}, ou N désigne le plus petit entier naturel pour lequel la matrice
P est génériquement de rang plein et qui permet la résolution de I’équation (II1.3) pour
des états terminaux fixés.

La linéarisation recherchée dans cette méthode est une linéarisation exacte consistant
a exprimer la fonction I'y_1(2(0),u) (I11.3) sous une forme affine du type:

Prvei(2(0),u) = 1(2(0)) + PO (x(0))w

dans laquelle la matrice P est réduite a une matrice P de rang plein, indépendante des

commandes, suite a une séparation de la séquence des commandes v = {u1(0), - - -, u,(0), -
Jur(N = 1), Jum(N — 1)} en deux ensembles v et w définis comme suit. L’ensemble
v = {v1[x(0)], va[x(0)], - -, vr[x(0)]} représente ’ensemble des commandes déterminées a

partir de la matrice d’accessibilité pour assurer, par contre réaction sur I’état initial, la
propriété d’accessibilité du systeme et I'indépendance, par rapport aux commandes, de la
forme réduite P®) de la matrice d’accessibilité. I.’ensemble w = {Wkt1, Wega, WM}
représente ’ensemble des commandes restantes.

Ces dernieres commandes assurant le transfert d’un état d’origine x(0) & un état de
destination x(N) pourront étre alors, par exemple, déterminées par le calcul d’inverse:

w = [PV POI PO (V) - I(2(0)) (I1L4)

Remarquons également que si la matrice P précédemment définie (11.16) était indépen-
dante des différentes commandes, la fonction I'y_;(2(0), u) pourrait étre alors directement
exprimée sous la forme:

I (@(0),u) = I(2(0)) + Pla(0)u

dans laquelle I(2(0)) pourrait étre aisément identifié & f,v_1y0---0 fy0)(2(0))|u=0, soit :

(2(0) = foo -+ o fo(2(0))

La méthode que nous proposons consiste a rechercher successivement les commandes
v;[2(0)] permettant de construire une matrice d’accessibilité indépendante des commandes
[Djeridane et Calvet, 2003]. Ainsi, a la premiere étape, pour v = {vy(2(0))}, cette matrice
d’accessibilité est réduite d’un vecteur colonne, correspondant a cette variable vq(x(0));
ce qui donne :

PW = P(ujvi[2(0)],2(0)) € Rr>xOm=1

ou u/v(x(0)) désigne I’ensemble des commandes apres élimination de la commande
v1(2(0)).

La démarche consiste & déterminer la matrice P de facon récurrente, & partir de

PO u, (0)) = P, puis pour i = 1, k:
P(i)(:z;(()),w) = P(i—l)(u/vl[x(())L L va(0)], 2(0) € o x (Nm—i)

Ceci conduit & P®(2(0),w) = PW(z(0)).
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On essaie ainsi de construire un ensemble de commandes u = {v,w} permettant de
transférer I’état du systeme de n’importe quelle condition initiale appartenant a I’ensemble
de commandabilité a n’importe quelle condition finale appartenant a ’ensemble d’atteignabilité.
La détermination de cet ensemble de commandes permet de reconsidérer le dévelope-
ment suivant de la fonction de transition entre I’état initial et 1’état final:

J}(N) = fu 0-+-0 fu o fu(w(o))|u:{u,w}w:0‘|‘

Py 1 (#(0) . ATy a(e(0) Ty (2(0)
Jwpy1 WNm—1 IWNm

w

|u={v,w}w:o

qui peut donc étre réécrit sous la forme:
t(N) = Dy (2(0),u) = [(2(0)) + P (w, 2(0))w
La procédure peut étre résumée par ’algorithme suivant :

1. Calcul de la matrice d’accessibilité P et détermination du plus petit entier naturel
N caractérisant une matrice P génériquement de rang plein.

2. Calcul des matrices P pour i = 1,2,---, k, & partir de PO (z(0),u) = P.
PO(0),w) = PO (ufor[2(0)], -, vi[2(0)], 2(0)) € RV
3. Calcul de la composante affine:

[(2(0)) = fuo-+-0 fuo ful@(0))lu={v .}
4. Détermination de I'ensemble des commandes w solution de (I111.4).

On présente deux exemples illustratifs de I"algorithme défini précédemment. Ces ex-
emples sont simples a résoudre. Cependant, pour des systemes de dimension importante,
I'utilisation d’un systeme de calcul formel tel que Maple pourra étre utile [de Jager, 1995].

Exemple I11.3 Soit le systéeme non linéaire mono-entrée

ri(k+1) = a1(k)xa(k)
vk +1) = wi(k)ea(k) + ulk)

On obtient:

o [

et

Of (x(1), u(1)) _ [ wa(l)  a(1) }
dx(1) 2ey(D)az(1) xf(1)

ce qui conduit a une matrice de commandabilité génériqguement de rang plein, moyennant

certaines conditions sur x(1):
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v ]

La détermination du domaine de commandabilité peut étre réalisée a partir de la sub-
stitution de x(1) = I'1(x(0),u) dans Uexpression de la matrice P, soit:

btz

Pour que cette matrice soit de rang plein, il suffit que x1(0)x2(0) # 0. L’ensemble de
commandabilité est donc Uensemble R* sauf les points des droites x1 = 0 el x5 = 0.

Notons que la matrice P est déja indépendante des commandes, qui peuvent donc étre
déterminées directement. Le caleul d’inverse (I11.4) conduit a :

3 2

u(l) = 2230

T1 (0)1’2 (0)

u(0) = 25(2) — 21(0)z2(0)z:(2)
Exemple I11.4 Soit le systéeme multivariable:

k4 1) = ao(k) + 230) 4 (k)
ok + 1) = as(k)xi(k)
w3k + 1) = aa(k) + uz(k)

On obtient
o) _ [ 50
ou 0 1
et
2¢4(1) 0 1
orteuy [P0l
dx(1) 0 1 0

ce qui conduit a une matrice de commandabilité génériguement de rang plein sous certaines
conditions sur x(1) :

10 2x(1) 1
0 1 0 0

A partir de la matrice de commandabilité, on détermine le domaine de commandabilité
de la fagon suivante, apres composition de fonction:

L 0 2(x3(0) + 27(0) + w1 (0)) 1
P=100 249(0) + uy(0) 23(0) + 27(0) + u1(0)
01 0 0
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On remarque qu’il existe plusieurs choix possibles de la commande u(0) permettant
d’obtenir une matrice de rang plein. Le domaine de commandabilité est donc le suivant :

C(x(0)) = {=(0) € R’}

Apres avoir caractérisé les différents domaines, déterminons les séquences de com-
mandes par le biais de Ualgorithme proposé.

A partir de la matrice de commandabilité, on peut déterminer ui(0) pour avoir un
rang plein.

vif2(0)] = u1(0) = 1 — 25(0) — x7(0)

On obtient:
1 0 1
PO =10 0 1
i 010
i 1 + 1}2(0)
1(2(0)) = 2(0)
L 1}3(0)1'1(0)

et par inversion généralisée, la séquence de commandes:

wy = uy(l) = a3(2) — 22(0)
ws = uq(1) 29(2) — 23(0)x1(0)

S
N
Il

Remarque I11.3 Le domaine d’atteignabilité pourrait étre aussi étudié par ['analyse de
la matrice suivante:

24 110
Ploy=r-1(w@2)) = | =0 —w()+x:1(2) 8 0 0
0 0 0 1

L (1 (2) s (1)) + (20— 1825(2))? 1

20— 1873(3) et a = (8lz(2) + 12(uy (1) — x1(2))*)7. 11 suffit
alors que [ différe de 0, ce qui peut étre obtenu par un choir adéquat de la commande
ui(1). Le domaine d’atteignabilité est donc le suivant:

avec 3 =

R={zc R}

La méthode proposée utilise des outils mathématiques tres simples. Ceci n’est pas
le cas du retour d’état linéarisant qui fait appel soit a la géométrie différentielle, soit a
I’algebre différentielle qui sont des outils complexes.

L’algorithme proposé permet la détermination du domaine de commandabilité du
systeme. Il est aussi constructif en ce sens qu’il propose le calcul d’une séquence de
commandes solution du probleme d’inversion entrée-état d’un systeme non linéaire discret.
La méthode est basée sur la linéarisation de la fonction de composition de transition d’état.
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IT11.3 Linéarisation entrée-état

Le probleme de la linéarisation exacte entrée-état a été initialement résolu pour le cas
continu en termes d’algebre de Lie et de champ de vecteurs.

Ce probleme peut étre formulé dans le cadre discret a partir de la définition suivante.

Définition II1.1 [Aranda-Bricaire, 1994] On dit que le systéme non lincaire a temps
discret est linéarisable par bouclage statique s’il existe un diffcomorphisme

et un bouclage statique

u(k) = y(x(k),v(k))

ou v(k) € R™, tel que, dans les nouvelles coordonnées, le systéme compensé s’écrit
z(k+1) = Az(k) + Bo(k)

ot la paire (A, B) est définie sous la forme canonique de Brunovsky [Kailath, 1980].

Le bouclage statique est régulier si Z—Z est une matrice génériquement inversible.

Pour le cas mono-entrée les matrices A, B s’écrivent sous la forme suivante:

010 .0 0
0 0 1 . 0
A — B =
000 1 0
000 0 1

Ceci pose un probleme spécifique pour les systemes a temps discret du fait qu’on ne
dispose plus ici d’'un champ de vecteur naturel [Normand-Cyrot, 1983]. Jakubczyk et al
ont construit dans [Jakubczyk et Sontag, 1990] un champ de vecteur artificiel en utilisant
la fonction d’évolution du systeme dynamique. Lee et al [Lee et al., 1987] ont développé
une approche pour résoudre le probleme de linéarisation par changement de coordonnées
(états) et par bouclage statique pour le cas mono-entrée. Nam [Nam, 1989] a développé
une méthode pour résoudre le probleme de linéarisation par bouclage statique pour une
classe particuliere de systemes non linéaires a temps discret mono-entrée, ce qui représente
une limitation en soi.

On présente dans ce chapitre une approche géométrique développée dans [Jayaraman, 1995]
qui résoud le probleme de linéarisation d’un systeme non linéaire a temps discret en con-
struisant des champs de vecteurs par le biais de la fonction d’évolution f. Enfin, on présen-
tera une variante de la méthode de Jayarman pour la résolution du probleme de linéari-
sation exacte entrée-état, qui possede ’avantage de relaxer la condition d’inversibilité de
la fonction d’évolution.
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IT1.3.1 Approche géométrie différentielle

On présente tout d’abord, une approche décrite dans [Jayaraman, 1995] pour résoudre
le probleme de linéarisation par bouclage statique. On fait ensuite une proposition de
méthode élaborée a partir d’une sortie virtuelle linéaire par rapport a 1’état.

Théoreme II1.1 [Slotine et Li, 1991]

Soit {f1, f2y -+, fm} un ensemble de champ de vecteurs linéairement indépendants;
l'ensemble est completement intégrable si et seulement si il est involutif.

Exemple I11.5 Considérons le systeme d’équations aux dérivées partielles.

5h oh
oh 48123 dry Gm !

_ e, O 2 _ on. oh
T15, + (a3 3:1;2)81,2 + 225 5o = 0

f1 == [41’3 —1 O]T f2 == [—1’1 (l’% — 31’2) 2$3]T
Pour savoir si ce systeme admet une solution, il suffit de vérifier que 'ensemble des

champs de vecteurs fy, fo est completement intégrable.

On obtient facilement:

[fi, f2] = [-1225 3 0]F
= —=3fi+0f,

L’ensemble des champs de vecteurs est donc involutif, ce qui implique que 'ensemble
des équations aux dérivées partielles peut étre résolu.

11.3.1.1 Méthode de Jayarman

Dans certaines situations, on a fait une omission volontaire de I'indice k pour simplifier
la notation mathématique.

11.3.1.1.1 Systéemes mono-entrée Soit le systeme non linéaire a temps discret:

v(k+1) = f(a(k), u(k))
ou (k) € R, u(k) € R et f est une fonction analytique.
Construction d’un champ de vecteurs

On définit arbitrairement un vecteur X;(0) de dimension n + 1 ou les n premiers
éléments sont nuls, sauf le dernier élément. On peut construire un champ de vecteurs a
partir de X1(0), comme suit [Jayaraman, 1995]:
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Xi(k+1) = (V)= Xi(k) avee Xi(0) = Xi(0)

Par cette opération, on obtient un vecteur X;(k + 1) de dimension n. Le vecteur
Xi(k + 1) de dimension n + 1 est calculé comme suit:

sy (T

Apres avoir construit le champ de vecteurs Xy (k), il faut vérifier la propriété de “bonne
définition” rappelée ci-apres.

Définition II1.2 [Lee et al., 1987] Soient f: M — N une fonction lisse telle que 'opérateur
Vf:TM — TN est surjective et un champ de vecteurs X € M ; alors on définit un
champ de vecteurs Y sur N comme suit:

Yipy = VX, pourtout pointp € M

On dit que le champ de vecteurs Yy, est bien défini, si et seulement si:

(X, kerVf] C KerVf
au voisinage du point p.

Pour cela on applique le lemme proposé dans[Lee et al., 1987] qui nous conduit a
vérifier la condition suivante:

[Xi(k+ 1), a(z,u)] C span{a(z,u)}
span{a(z,u)} = Ker(V f(x,u))

Les vecteurs a(x,u) peuvent donc étre calculés en résolvant I’équation:

Vilz,u)oo = ( of 9t )oz(:z;,u)

dr  Ou

On a pu ainsi construire un champ de vecteurs permettant d’utiliser les outils math-
ématiques de la géométrie différentielle pour résoudre le probleme de linéarisation par
bouclage statique.

Définition II1.3 [Lee et al., 1987]

On considére la fonction composée f* = f(f(--- f(f(x(k),u(k)),u(k+ 1)), u(k +
n—2)),u(k+n—1)). On définit une fonction de sortie virtuelle y(k) = h(z(k)).

Le degré relatif du systéme (I11.4) est alors défini comme le plus petit entier r tel que
%Z?i; # 0. Ainsi le degré relatif désigne le premier instant ou la sortie y(k+r) est affectée

par la commande u(k).
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Propriété I11.1 [Jayaraman, 1995]

Si le systéme non linéaire a temps discret(I1.]) avec une sortie y(k) = h(x(k)) a un
degré relatif égal a n, alors Uensemble de vecteurs suivant:

{X1(0)7X1(1)7X1(2)7 T 7X1(T)}
est constitué de vecteur linéairement indépendants.
Condition de linéarisation

Théoreme I11.2 [Jayarman et Chizeck, 1993]

Le systéme non linéaire a temps discret mono-entrée peut étre linéarisé par un bouclage
statique si:

1. G1,Gy, -+, G, sont des distributions involutives de dimension constante.
2. dimG,=n-+1.
ot Gy = {Xl(o)le(l)v T 7X1(k)}

Remarque I11.4 On utilise la notation standard suivante du produit scalaire d’un champ
de vecteurs Y par une I-forme X:

< X, Y >=ay(a)bi(x) + az(x)ba(x) + - - - + an(x)by(2)
avee X = [ay(x)az(x) -+ an(z)] et YT = [by(x) by(x) -+ by(z)].
Méthode de calcul

Algorithme II1.1 /. Construction des champs des vecteurs Xy (k).
2. Veérification des conditions de linéarisation.

3. Caleul de la fonction analytique M) vérifiant:

<dMX()> = 0 0<lI<n-—1
<d\X(n)> # 0
avec d\ = <% % %). On obtient ainst la transformation suivante:
AF)
Ao flx(k),u(k
(k) = ®(x(k)) = It (. A v(k) = Ao f"(x(k), u(k))

No (k). u(k))
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Exemple I11.6 Considérons le systeme non linéaire suivant[Jayarman et Chizeck, 1994]:

k1) = (14 an(k)ea(k) + ulk)

o l’l(k)
vk+1) = e mm

On fait une omission volontaire de ['indice k pour simplifier Uécriture. Tout d’abord,

calculons la fonction inverse du systeme:
xo(1l + 1)
-1 T1—Uu
f (x) = 1-|—l’21(1-|—l’1)
u

ainsi que lopérateur:

Do D 1
(vf)|f_1(x) — D—acg?xl—u) — Dy — 1

(1-|—l’1)D 1-|—l’1 1-|—l’1

avee D =1+ x9(1 4 a1).

Les champs de vecteurs associés au systeme sont alors:

0
XI(O) = 0 ;
1
1
Xi() = (V) -@Xi0) = | 5= |
0
0
Xi2) = (VX)) = =2 |;
0

On vérifie la propriété de “bonne définition” des champs de vecteurs associés au sys-

teme, soit:
[X,(0), o] C span{a)
[X,(1), 0] C spanfal
[X,(2). 0] C span{al
0
avec a = Ker(Vf) = 1
—(1 4 1)
ce qui amene a construire les distributions suivantes:
0
Go — 0
1
0 1
Gy = 0 ’ 1—_:;21
1 0
0 1 0
G2 = 0 ? % 3 1+11’1
1 0 0
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qui sont de dimension constante, involutives, et telles que dimGy =2+ 1 = 3. Les
conditions de linéarisation par bouclage statique sont donc satisfaites. On peut alors con-
struire la transformation ®(x(k)) apreés résolution de Uensemble d’équations aux dérivées
partielles:

oA

8_u_0

8:1;1 1—|—$18$2 N
1 0

T

Il est alors évident de remarquer que X = xo(1+ 1) satisfail les équations précédentes.

On obtient, donc

aa(k) = 2a(k)(1+ 1(k))
eo(k) = No f(a(k). u(k)) = ea(k)

et
v=Xo fo f(a(k),u(k)) = u(k)

Ce qui permet d’écrire le nouveau systéme sous la forme de Brunovsky:

z1(k+1)
zo(k 4+ 1)

z9(k)
u(k)

On remarque qu’il s’agit ici d’un cas particulier pour lequel on a pu obtenir u(k) = v(k).
Ceci était prévisible, puisque X1(0), X1(1), X1(2) sont des champs de vecteurs commutat-
ifs [Nijmeijer et Van Der Schaft, 1991](si [X,Y] = 0, alors les champs de vecteurs X,Y
sont commutatifs). Le choix de cet exemple est volontaire afin d’illustrer le fait que la
linéarisation avec changement de coordonnées sans bouclage statique n’est rien d’autre
qu’un cas particulier de la linéarisation avec changement de coordonnée et bouclage sta-

tique [Jayarman et Chizeck, 199/].

11.3.1.1.2 Systemes multi-entrée On présente ici une généralisation des résultats
obtenus dans la section précédente aux systeme multi-entrée.

Construction d’un champ de vecteur

On définit tout d’abord le vecteur X; de dimension n + m, égal a zéro, excepté la
(n + ¢)eme composante égale a 1. Le champ de vecteurs est analogue a celui défini
précédemment dans le cas mono-entrée.

On construit ensuite la série des vecteurs de champ, comme suit [Jayarman et Chizeck, 1993]:

Xi(h+1) = (V-0 Xilk) i= 1. m
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Les vecteurs de champ définis pécédemment vérifient la condition suivante:
[Xl(k + 1)7 Oé]‘(l', u)] C span{ozl(x, u)v T ,ozm(x, u)}
ou:
span{ozl(:zi, u)v T Ozm(l', u)} = I(er(vf(xv u))
Les vecteurs o(x,u) de dimension n 4+ m sont donc solutions de 1’équation

af o
Vilz,u)a = (a—i a—i) a(z,u) =0

ce qui permet de construire la distribution suivante:

Ck — {Xl(o)v e 7Xm(0)7 T 7X1(k)7 e 7Xm(k)}

qui sera utilisée pour le calcul de la linéarisation par bouclage statique.
Condition de linéarisation

La théoreme suivant présente une généralisation des conditions de linéarisation par
bouclage statique au cas multi-entrée.

Théoreme II1.3 [Jayarman et Chizeck, 1993]

Un systéme non linéaire a temps discret est linéarisable sous forme de Brunovky par
bouclage statique, si:

1. Go, Gy, -+, G, sont involutifs et de dimension constante.

2. dimG, =n+m.
Méthode de calcul

Algorithme II1.2 . Construction des vecteurs de champ X;(k).
2. Vérifications des conditions de linéarisation.

3. Calcul des fonctions analytiques \; qui vérifient:

<dN, Xi(k)>=0 pour 0<k<r,—1 1<i<m

_ AN AN AN, 9N, 0N AN,
avec dAi-(%% M%%"'auw)
< )\1,X1(T1) > s < )\1,Xm(7“1) >
telles que la matrice : : soit non singuliére
< Ay X (1) > 0 < Ay, X)) >

La linéarisation par bouclage statique sera obtenue comme suit:
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Ma (b))
dr(z(k)) Ao flz(k), ulk
= a) = | ¢ e sy = | o)

G2 (k) Mo fo1 (k) u(k))

et v= : savee v (x(k),u(k)) = Xio 7 o fla(k),u(k))
Vo' (2 (k) u(k))

Remarque II1.5 Soulignons que la méthode de calcul pour le cas multi-entrée décrite
dans [Jayaraman, 1995] n’est pas tres claire, en ce sens qu’elle ne précise pas les dé-
marches a suivre pour le calculs des degrés relatifs r;.

111.3.1.2 Une autre méthode

On fait ici une proposition de linéarisation par bouclage statique dans le cadre de la
géométrie différentielle. Cette approche n’impose pas la contrainte d’inversibilité de la
fonction d’évolution f, comme c’est le cas dans la méthode précédente de Jayarman
[Jayarman et Chizeck, 1993]

11.3.1.2.1 Systéemes mono-entrée Le principe est de construire une sortie virtuelle
linéaire
h(z(k) = awi(k); a;€R (I1L.5)
=1
qui ait un degré relatif égal a n pour le systeme non linéaire considéré. Cette sortie peut
étre déterminée a travers la résolution d’'un ensemble d’équations aux dérivées partielles.

A Taide de cette sortie h(x(k)), on peut construire la transformation z(k) = ®(x(k)) et
le retour lindarisant v(k) = v~ (x(k), u(k)).

Construction d’un champ de vecteurs
La propriété de continuité de la fonction f permet de construire la série de vecteurs
suivante :

Etape 0

Etape 1

Of(elhti)ulkti)
Oa(k+i) =T AEE RS

W; =
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Remarque I11.6 Considérons la matrice de commandabilité [Djeridane et Calvet, 2002]
définie dans P :

P = 9f(z(n—1),u(n—1)) 8f(x(n—1),u(n—1))| 9f(z(n—2),u(n=2))
du(n—1) dz(n—1) o(n—-1)=f du(n—2)
9f(z(n—1)u(n—1)) L of(=(1)u(l)) 9f(=(0),u(0))

dz(n—1) |x(n)=f"" 9z (1) |x(1)=f 5u(0)

qu’on peut encore réécrire de maniére simplifiée:

9f (e, 9 9f (e, 9 9 9f (e,
Po= (M M) 2 )y ) 2

De meéme, compte tenu de ['invariance de la fonction f par rapport a k, les vecteurs
W, précédemment définis peuvent étre exprimés comme suit:

Wo = —aféi’u)
A f(z, A f(z,
8 8 8

On remarque ainst que la recherche d’une matrice P de rang plein correspond a la
détermination de vecteurs W; linéairement indépendants.

Invariance du champ de vecteurs

On considere toujours le systeme non linéaire.

vk +1) = f(x(k), u(k))

pour lequel on définit le changement de variable suivant :

(1)-se= (40

qui transforme la fonction d’évolution f en une fonction f = ®o fo S=1(z,v). Alors
le champ de vecteurs {Vg, V4, -+, V,_; }associé a cette nouvelle fonction est défini par la
relation suivante :
0P 0y(x

Vi = —|fk+1Wk78U .0) o S_l(z,v) k=0,1,2,---

Démonstration

On suppose que 'inverse de la transformation S existe. Cela implique que ®~!

~~1 existent, propriété satisfaite par la définition du probleme de linéarisation exacte. La

jacobienne de la fonction f peut étre alors exprimée par:

of aq>| af| 0S5~
% - % foS—l(z,v)-% S—l(z,v)-W

On vérifie tout d’abord cette propriété pour k = 0.
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_ Afw)
‘/0 - v
d®ofoST1(zw)

o af
- 3x|foS Lzw) 8u|s 2,)

_ af dv(zw)
= %fau Waiv 057 (z,v)

Par définition de Wy = —u on obtient.

La démonstration générale peut s’effectuer par induction.

Supposons donc que:

of

Vi= =13 Vi-
" az|fk ht
ce qui donne, apres développement de la jacobienne:
o 581 _
Vi = 8x|fk+18x|fk |<I>ofk |kak 1 é Yo 8 Yz,v)
= glens f|kak— a”éi’i“) 0 §71(z,v)

= |fk+1W wv OS ( )

Cette relation sera utilisée explicitement dans le cas multivariable (I11.3.1.2.2) pour
montrer que la distribution construite a partir des champs de vecteurs {WoW7y,--- W, _; }est
invariante sous la transformation non linéaire®(x) et le bouclage statique régulier v(x, v).

Le degré relatif désigne le temps minimal pour que la sortie dépende explicitement de
commande u(k). Cela peut étre exprimé par le lemme suivant.

Lemme III.1 Considérons un systeme non linéaire mono-entrée, de degré relatif égal a
n.

ek+1) = fle(k),u(k)) (I11.6)
y(k) = h(:z;(k)):Zaixi(k) aveca; € R

ou x(k) € R", u(k) € R et y(k) € R.

St les fonctions :

hof
hofolf

hof”._2 of
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sont toutes indépendantes de u(k) dans le voisinage du point (x,u) et si:

a n—1
8u—(k)hof o f(x,u)#0

on a alors:
< dh,W; > = 0 0<:<n-2
et
<dh,W,_1> # 0
avec
dh:[alag---an] E%n
Démonstration

Le systéme non linéaire muni de son équation de sortie virtuelle h(x(k)) ayant un degré
relatif égal a n, cela se traduit par Uindépendance des différentes fonctions h(x(k + 1)),

pour i =0,1,---,n —1, par rapport a la commande u(k) ; soit:
Ohie(hti)) _  Oh(e(kti)) Of (e(kti—D)ulkti=1))  Of(e(t)u(k+1)) 94 (w(k),u(k))
du(k) - Oz (k+1) Oz(i+k—1) Oz(k+1) du(k)
= 0

La fonetion h(x(k)) étant invariante, alors :

dhk = dhk+1 = dhk-I—Q = e . = dhk-l—n — dh — [a1a2 an]
avec
Oh(x(k+1))
dhpyi = —— 20
T (k1)

Compte tenu de la relation

o o flelk+i—b u(k+i—1)) Of(e(k+1) ulk+1))0f(x(k), u(k))
ot de(k+i—1) Dk +1) du(k)

oo Oh(z(k .
on peul reécrire (ux( D sous la forme suivante :

< dh,W; >=0 pourt=0,1,---,n—2

A Uétape i = n, le systéme ayant un degré relatif égal a n, la fonction h(x(k 4 n))
dépend explicitement de la commande u(k). On a alors Uinégalité:

Oh(z(k+n)) _  Oh(z(k+n)) Of(x(k+n—1),u(k+n—1)) o Of(z(k+1)u(k+1)) 8 f(z(k),u(k))
du(k) - Oz(k+n) Oz(k+n—1) Oz(k+1) du(k)

qui est évidemment équivalente a lUinégalité:

< dh,W,_y >0
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Condition de linéarisation
Le systeme non linéaire discret décrit par (I11.6) est linéarisable, si et seulement si :

1. Les vecteurs {Wy, Wy, -+, W, _1} sont linéairement indépendants, en d’autre termes
si le systeme est commandable.

2. L’ensemble {Wy, Wy, -+, W, _5} est involutif dans R"~*.

Démonstration

Condition suffisante

Pour la démonstration de la condition de suffisance, cela se traduit par le fait qu’a
partir des conditions présentées dans la proposition, on peut construire une transformation
non linéaire transformant le systeme en un systeme de la forme de Brunovsky.

La démonstration est comme suit. A partir de la condition d’involutivité des vecteurs
Wo, Wi, -+, W,_2, le théoreme de Frobenius implique qu’il existe une fonction scalaire
h(x(k)) satisfaisant les relations suivantes:

<dh,Wo> =10
< dh, Wy >

Il
o

<dh,W,_o> = 0
En d’autres termes, cela donne:

Oh(z(k+1))
du(k)
Oh(z(k+2))
du(k)

ahl’kll—n—l
(éu(k) D=0

Sil’on définit le nouvel état du systeme a partir de la transformation z(k) = [h(x(k)), ho

flx(k),u(k)), -, ho f* a(k),u(k))], on obtient alors:

zilk+1) =zipqa(k), Vi=1,---,n—1

Si I'on suppose que les vecteurs [Wo, Wy, -+, W, _1] sont linéairement indépendants,
compte tenu du fait que dh est orthogonal aux vecteurs Wy, Wy, .-, W, _s, cela implique
que dh ne peut pas étre orthogonal a W,,_;. Ce que traduit 'inégalité suivante:

< dh,W,_, >0

en d’autre termes:

Oh(x(k+n))
du(k) 70

ce qui donne:
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zn(k+ 1) =v(k)

ou v(k) désigne une fonction de x(k) et u(k), soit:

Condition Nécessaire

Supposons qu’il existe une transformation z(k) = ®(x(k)) et une entrée u(k) =
y(x(k),v(k)), telles que la représentation z(k), v(k) satisfait la forme de Brunovsky:
Ak 1) = h(e(k) _—
2k+1) = h(f(z(k),u(k))) = z3(k)

sk +1) = hofoeof(alk)u(k)) = =(k)

Le fait que les composantes zy(k + 1), -+, z,—1(k + 1) sont indépendantes de la com-
mande u(k) implique:

9z (k+1) Oh(x(k)) —

Bu(k) - Fu(k) -

Oz(ktl)  _ Dhof(z(k)u(k) _

Fu(k) - du(k) -

Droi(dl) _ Oha(itn-1)  _
Hu(k) - du(k) N
et
Do (a(k) u(k)) -
du(k)

ah(x(k-l—n—l))ax(k-l-n—‘l)‘ Oz (k+2) Ow(k+1) ; 0

dx(ktn—1) dz(k+n—2)  Jz(k+1) ou(k)

Cela se traduit par les relations suivantes :

<dh,W;>=0 i=1,--

Y Y

n—2

La composante z,(k + 1) dépendant de la commande u(k), cela donne :

Ozp(k 4+ 1)
du(k) 70
soit:
Ozp(k 4+ 1) B Oh(x(k+n)) Odx(k+n) Ox(k+2)dx(k+1) 40
du(k) N dx(k+n) 'ax(k—l—n— 1)' 'ax(k—l— 1) Ou(k)

qu’on peut encore réécrire:

< dh,W,_y >0
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Supposons, pour la démonstration de la premiere partie de la condition de linéarisation

qui concerne le fait que les vecteurs Wy, Wy, .-+, W, _4 sont linéairements indépendants,
que :
n—2
Woor =Y W
i=0

On obtient alors:

<dh,W,_1 > = <dh, Y2 o W; >
= Y "l < dh, Wy >

La relation < dh, W; >= 0, pour 1 = 0,---,n — 2, implique:
<dh,W,_1 >=0

qui est contradictoire avec le fait que le systeme a un degré relatif égal a n. La
supposition de dépendance linéaire des vecteurs W,y et Wy, Wy, --- W, _5 n’est donc
pas vérifiée.

La démonstration de la seconde partie de la condition résulte du fait que les vecteurs

Wo, Wi, -+, W, _5 constituent un ensemble involutif, afin d’assurer I’existence d’une fonc-
tion h(x), solution du systeme aux dérivées partielles.
< dh,W; > Vi=1,2,---.,n—2

<dh, Wy > # 0

Méthode de calcul

En se basant sur la proposition précédente, la linéarisation entrée-états du systeme
non linéaire discret peut étre réalisée en suivant les étapes suivantes :

1. Construction des vecteurs Wy, Wy, ---, W, _1 pour un systeme donné.

2. Vérification la satisfaction des propriétés de commandabilité et d’involutivité.

Si ces deux proprietés sont satisfaites, alors h(xz(k)) peut étre calculée a partir des
équations suivantes :

<dh,W;> = 0 pouri=1,---,n—2.
<dh,W,_1> # 0

3. Détermination de la transformation ® et du retour d’état linéarisant de la facon

suivante:
h(z(k))
ho fla(k),u(k))
(k) = 0(x(k)) = | o fPlalk),u(k))
ho i (w(k), u(k))
et
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Exemple I11.7 Soit le systéeme non linéaire :

r(k+1) =

ok +1) = :Lé(k) + Tou(k)

On calcule tout d’abord les champs de vecteurs.

ir2 20 (k+1) + T2
J— 2 € J— 2 € €
WO_( T. ) Wl_( T.as(k +1)

Pour ce cas mono-variable, la sortie virtuelle doit satisfaire le systéme aux dérivées
partielles suivant:

<dh,Woy> = 0
<dh,Wy> # 0
avee dh = [ay as], soit:

%Tgal + Teaz = 0
%Tg(l’l(k + 1) + 1)@1 + Tel’g(k + 1)@2 7£ 0
On notera que la solution de ce systeme existe, puisque les vecteurs Wy, Wi sont
linéairement indépendants et forment un ensemble involutif.

Une solution possible est la suivante :

(a(k) = 1() = 5T ()

A partir de ceci, on peut définir le changement de variable adéquat.

a(k) = h(x(k))

l’l(k) — %Tel’g(k)
h(z(k+1))

= La3(k) + Toao(k) — $Tead(h)

2 4

z9(k)

11.3.1.2.2 Systemes multi-entrée Soit le systeme multi-entrée suivant :

w(k+1) = f(a(k),u(k)) (111.7)
ou x(k) € R" et u(k) € R™.

On définit alors les sorties virtuelles linéaires sous la forme suivante :

n

hi(a(k)) =) ajwi(k) j=1,---,m

=1

Construction d’un champ de vecteurs

La construction des vecteurs WY pour ¢ = 0,1,---,r; — 1 est la suivante.
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Pour y=1,2,---.m
Etape 0

;i _ 9f(x(0),u(0))
WO N 8u](0)

Etape i On définit le vecteur W,ﬁ comme suit:

- Of(x(1),u(e j

Degré relatif

On a vu dans la section mono-entrée que les vecteurs W/ étaient invariants sous un

difffomorphisme S(x, u).

L’ensemble G; étant engendré par les vecteurs de champs I/Vf est invariant sous la

transformation non linéaire S(x,u), il en est de méme de son rang.

On retient ici pour la détermination du degré relatif du systeme, une méthode dévelop-
pée dans le cadre continu [Marino et Tomei, 1995]. Les ensembles GG; pour [ = 0,1,---n—1
étant invariants, la détermination du degré relatif du systeme non linéaire multi-entrée
peut étre réalisée de facon analogue au cas linéaire multi-entrée.

Si l'on définit par

moe = rang Gy
my = rang Gy —rang Gg
Mmy_1 = rangG,_1 —rangG,_,

avecGlzspan{I/Vij:l§jgm,()gigl}pourl:(),---,n—l,

les degrés relatifs associés au systeme (I11.7) sont alors définis par :

ri =card{m; <i:37<0}, 1<i:<m

Condition de linéarisation
Le systeme (II1.7) est linéarisable par une transformation non linéaire ®(x) et un
bouclage statique v(x,v), si et seulement si :

1. Les ensembles (,,_5,1 < i < m sont involutifs dans R".
2. rangGr 1 =n

avec ry > - 2 ry,.

Démonstration

Condition suffisante
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On présente seulement les grandes lignes de la démonstration, dans la mesure ou la
démonstration est tres semblable a celle du cas mono-entrée. La condition d’involutivité
des ensembles GG, _5, pour ¢« = 1,---,m, se traduit par un ensemble d’équations aux
dérivées partielles. Par exemple, la proprieté d’involutivité de GG, _ implique les équations
sulvantes:

<dh,Wl> =0
<dhy,Wl> =0

<dh ,W!_,> =0

<dh,W¢> =
< dhy, Wi > =

<dhy,W2_,> = 0
<dhy,Wr> = 0
<dhy,Wr> = 0

<dh,W7T_,> = 0

Cela doit étre vrai pour toutes les sorties h;, ce qui signifie que les sorties virtuelles
ne doivent pas dépendre des séquences de commandes. On peut alors construire une
transformation non linéaire ® permettant d’obtenir un systeme linéaire sous la forme de
Brunovsky.

Etant donné que G,y C G, _,-1 € -+ C G,y C G, 1 et que 'ensemble GG, _;
est de rang plein, sachant que dh; est orthogonal a G, _s, alors dhy ne peut pas étre

orthogonal a tous les vecteurs W! _ |, W2 _ .- W”_,. De la méme maniere, on peut

) 3 1 2 R m
montrer que dh; n’est pas orthogonal a tous les vecteurs W, |, W2 _,,--- W™ .

La démonstration de la condition nécessaire est triviale et analogue au cas mono-entrée.

Remarque I11.7 le systéme non linéaire discret multi-entrée (I11.7)est complétement
linéarisable, si et seulement si :

riEretoFrn =n

Méthode de calcul

La construction est similaire au cas mono-entrée.

1. Construction des ensembles G, pour [ =0,1,---,n — 1.

2. Vérification des condition de linéarisation 1 et 2.

Si ces dernieres conditions sont satisfaites, alors les fonctions h;(x) peuvent étre
calculées a partir des équations suivantes :

<dhi, Gy >=0 j >3]
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et de la propriété d’inversibilité de la matrice.

<dhy,W!_ > - <dhy,WP_ >

< dhy W > < dhyy , W >

3. Détermination de la transformation et du retour d’état linéarisant.

p1(x)
o= | P
onl2)
hy h
| e f:(:zj,u) e | f:(:zj,u)
hy o frY () hyo f2V(z, )
h,
o= | e ]:C(x,u)
T © 72, u)
et

hl © frl_l o f(l’,u)
hao f2=to f(x,u)

h o frm o f(a,u)
Exemple I11.8 Soit le systeme:

ri(k+1) = xa(k)xi(k) + ui(k) (111.8)
ok + 1) = as(k) + ui(k)
w3k + 1) = wxa(k)uq(k)

La construction des champs de vecteurs associés au systeme est la suivante:

Cas ou j =1

L Of((0),u(0) (]
S PN W
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9f(x(1),u(1)) (1) +ea(l)

dz(1) 1)1 uz(1)
1 af(x(Q),u(Z)) 1 _ .
VT et Y

avec a = x1(0)23(0)uz(0) + 23(0)z2(0)uz(0) + 222(0)uy (0)u3(0) + uy(1)z1(0)ag(0) +
ur(1)xs(0) + 2uq (1)u(1)

Cas ou j = 2:
s Of((0).u0)) [V
Wo Jus(0) (1)
0
Wy = af(xa(;z7?(l))|x(l)=fwg = (1)
0
b
s Of(x(2),u(2)) 2
W2 |x() f2W 0
92(2) (@)

1(0)3(0) + i (0) + ua (1)

avec b= x1(0)x5(0)x3(0) + 21(0)x2(0)us(0) 4+ w
[=0,1,2.

On peut construire les ensembles Gy pour

Go = span{Wol, Woz}
Gy = span{Wol, WO27 W117 le}
Gy = span{W(},Wg,Wll,Wf,Wzl,sz}

La détermination des degrés relatifs associés au systeme

mo = ranglGy =2
my = rangGy —rangGo=3—-2=1
me = rangGy; —rangGo=3—3=10

ce qui donne, ry = card{m; > 1:j5 >0} =2 el ro =card{m; >2:5>0}=1. 1l
faut souligner que ri + ry = 3, ce qui peut permettre une linéarisation compléte. Gg est
un ensemble involutif et rang(Gy) = 3. Le systéme (I11.8) est donc linéarisable par un
bouclage statique.

Pour le calcul de la transformation ®(x), on doit résoudre les équations suivantes:
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<dh,Wl> = 0
<dh,W2> = 0

sous la propriété:

< dhy, W} > < dh, WE > _o
PIN < dhy, WE s < dhy,W2> )

Si lUon suppose que hy(x(k)) = apx1(k) 4 arpaz(k) + arsas(k) et ha(x(k)) = agai(k)+

azrqo(k) + agsws(k), il résulte les équations suivantes:

apg+az = 0
a13 :0

avec

rang ( (x1(1) + 22(1))ars + ua(l)ars a2 ) _o

azy + agz Q23
On remarque que hy(x(k)) = x1(k) — x2(k) et que ho(x(k)) = xs(k) est une solution
des équations précédentes.

On obtient ainsi la transformation:

zi(k) = hi(x(k)) = z1(k) — 25(k)
z(k) = h(e(k+1)) = wi(k)wa(k) — vs(k)

et le retour statique:

vi(k) = ai(k)za(k)as(k) + a1 (k)ag(k)ur (k) 4+ @a(k)ui (k) +ui(k) — 2o(k)us(k)
vo(k) = ao(k)uz(k)

IT1.3.2 Approche algebre différentielle

Une approche alternative pour résoudre le probleme de linéarisation des systemes non
linéaires a temps discret mono-entrée et multi-entrée, basée sur des outils d’algebre dif-
férentielle a été développée dans [Aranda-Bricaire et al., 1996]. Elle permet d’unifier la
résolution du probleme, tant pour les systemes en temps continu, que pour les systems en
temps discret.

Dans ce chapitre, on utilise le formalisme algébrique développé précédement dans le
chapitre 2.

Soit le systeme non linéaire suivant:
w(k+1) = flz(k), u(k))
ou (k) € R", u(k) € R™ et f est une fonction analytique.

Rappelons dans un premier temps quelques théoremes et définitions.
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Théoreme 111.4 [Aranda-Bricaire, 199/]

Soit un ensemble engendré par les 1-formes wy,---,w,.. Si l'on suppose que

dwk/\wl/\"'/\w5:07 k‘:l

Y Y

alors l'ensemble est completement intégrable.

Définition II1.4 [Aranda-Bricaire, 1994]

Le degré relatif ou indice de commandabilité de Kronecker r; d’une forme w(0) est
défini par

ri = min{k > 0jw(k) = A*w(0) ¢ span{dx(0)}}
St un tel entier nexiste pas, on pose r; = 0.

Avant de présenter le Théoreme II1.5, on rappelle la définition suivante des espaces de
filtration:

H, span{dx(0), du(0)}
Hk-l—l = A_I(HkﬂAHk)

ou A est un opérateur de décalage et AHyy1 = span{w(k + 1)|w(k) € Hy}.
Théoreme II1.5 [Aranda-Bricaire, 1994]

Supposons H., = 0. Il existe une liste d’entiers ri,r9, -+, 7y, tnvariante sous bouclage
statique régqulier et m 1-formes:

w1(0), -+, w,(0) € span{dz(0)}

de degré relatif ri,rq, -+, 7y, telles que:

1. span{w;(k),1 <i<m,0 <k <r;—1} = span{dx(0)},

2. span{w;(k),1 <i<m,0 <k <r;} =span{dx(0),du(0)},

3. les 1-formes {w;(k),1 <1 <m,k >0} sont linéairement indépendantes. En partic-
ulier, > .1 = n.

Condition de linéarisation

Le théoreme ci-dessous présente une condition nécessaire et suffisante de linéarisation
par bouclage statique.

Théoreme 1I1.6 [Aranda-Bricaire et al., 1996]

Le systeme non linéaire a temps discret est linéarisable par bouclage statique régqulier,
st et seulement si:

1. H, =0.
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2. Pour 1 <k <k*, Hy est complétement intégrable.

On présente deux algorithmes de linéarisation: le premier pour le cas des systemes

mono-entrée, le second pour le cas multi-entrée.
Méthode de calcul pour le cas mono-entrée

Pour le cas des systemes mono-entrée:

Algorithme II11.3 1. Calcul des H;.
2. Veérifier les conditions de linéarisation.

3. On a alors H, = {dp(x(0))}, ce qui nous permet de déterminer la transformation

O(x(k)) de la maniére suivante:

o
A= by = | OO0
bo [ (z,u)
et
(k) = 4 (k) u(k) = 60 1 0 f(,u)

Remarque II1.8 ] faut souligner que, pour avoir une linéarisation totale avec un retour
d’ état statique, il faut et suffit que le degré relatif soit égal a n.

Méthode de calcul pour le cas multi-entrée

On recherche ici une transformation non linéaire ®(x) et un bouclage statique sous la

forme suivante:

Algorithme II1.4 1. calcul des H;.
2. Veérifier les conditions de linéarisation.

3. Calcul des indices de commandabilité [Aranda-Bricaire et Moog, 1999] de la fagon

sutvante :
(a) Calcul des h;:
h; = dimH; — dimH;y pouri=1,2,---
(b) Caleul des degrés relatifs v, poury = 1,--- ,m:

r; = card{h;/h; > 7}, pourj=1,---.m

ou card signifie le cardinal de [’ensemble.



94 Chapter Ill. Inversion entrée-état

4. On a H,) = {dp1(0)} avec ry > ry > -+ > rp. Pour le calcul de ¢, on calcule le
sous-espace H,, de telle facon que dog soil linéairement indépendant des 1-formes

do1(0),dor(1), -+, doi(r2). On détermine ainsi de suite les fonctions ¢1, o, -+ -y G-

5. A partir des fonctions analytiques @1, ¢o, -+, &, on construit alors:

& "
S A IPYE ik
bro 174z, u) b2 [z, u)
b
e | o f(:z; )
b0 [ (2, u)
et

¢rofr7to fw,u)
¢20 [ o fla,u)

b 0 V0 f,u)

Remarque II1.9 Pour avoir une linéarisation complete par retour statique, il faut et il
suffit que > 0L i =n.

Exemple I11.9 On considere le systéeme suivant:

r(k+1) =

ok +1) = :Lé(k) + Tou(k)

En premier lieu, on calcule les sous-espaces H;:

Hy, = {dx(0)}
H2 = {d$1(0) - %Tedl'z(())}
H; = {0}

On a Hs = 0. Le systéeme est donc accessible avec un degré relatif r = 2 et Hy est

complétement intégrable.
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On peut définir le changement de variable et le retour statique comme suit:

z(k) = xl(k)—%Txg(k)
k) = i) £ Tk — T30

4

et

avec

a = éT‘l — iT3
—iTzl'%(k) + isz%(k) + %TSxQ(k) + 717
= gri(k) 4+ 5Tai(k)za(k) + 5(1 +T*)x3(k)

8

II1.4 Conclusion

Dans ce chapitre on a proposé deux voies pour résoudre le probleme d’inversion entrée-
état. La premiere voie est de type composition de fonctions. Cette approche est facile
a mettre en oeuvre et simple d’utilisation. Cependant, elle peut comporter des inconve-
nients tels que la lourdeur calculatoire liée a la composition de la fonction d’évolution, un
coté approximatif pour 'approche linéarisation jacobienne ou le caractere numérique de
I’approche d’optimisation. La seconde voie est la linéarisation exacte par bouclage sta-
tique. On a présenté deux approches relativement classiques: la géométrie différentielle
et l'algebre différentielle. Dans le cadre de la géométrie différentielle on a proposé une
méthode de linéarisation exacte permettant de relaxer la condition d’inversibilité de la
fonction d’évolution. Par contre, cette approche est limitée par la recherche d’'une sortie
virtuelle linéaire en 1’état du systeme.
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IV.1 Introduction

On présente dans ce chapitre des exemples issus de la littérature afin de valider I’approche
de linéarisation exacte entrée-état développée dans le chapitre 3, ainsi que le critere
développé dans le chapitre 2, basé sur 1'utilisation du principe du maximum. On présente
également dans la section (IV.3) un exemple d’application de la programmation dy-
namique étendue qui a été rendue possible par une linéarisation initiale du systeme non
linéaire.

IV.2 Modele économique de Goodwin

Le modele présenté ici est celui de Goodwin. Ce modele décrit le comportement cyclique
suivant d’'une entreprise: “Dans ['environnement d’une entreprise, 'augmentation des
salaires implique la réduction des profits, ceci induit moins d’investissement de la part de
Uentreprise qui améene a une réduction des salaires. Du fait que les salaires diminuent, les
bénéfices d’une entreprise augmentent. Cela conduit a ['augmentation des investissements
et enfin, a celle des salaires ...” [Fonseca et Ussher, 1999]

Le modele dynamique simplifié de Goodwin [Post, 1995] est décrit par 9 équations a
temps discret. Les 5 premieres équations correspondant a des définitions bien établies,
tandis que les 4 dernieres équations sont proposées par Goodwin.

Y, = ok, (IV.1)
Y;
L, = = (IV.2)
Y
Ly
= V.3
b= 5 (1V.3)
T o= Yy —wl, (IV.4)
tht
A = IV.5
C= (1V.5)
dnn R L (IV.6)
Y
A — Ay
A Iv.7
T n (1v.17)
Bl 7 W _ 45, (IV.8)
Wy
I(t-l—l — I(t Tt
LA Iv.
e cKt (IV-9)

Par définition, le niveau de production (Y;) est 1ié a la trésorerie (K;)(IV.1). Les offres
d’emploi (L:) proposées par Ientreprise sont calculées par le niveau de production et la
productivité de la main d’oeuvre (y;)(IV.2). Le niveau du recrutement (3;) de 'entreprise
est 1ié au nombre d’offres d’emploi et aux resources en main d’oeuvre (A;)(IV.3). Les
bénifices (m;) sont déterminés par la différence entre le niveau de production et le cott
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des salaires (w;)(IV.4). Enfin, le cott de la productivité du travail (A;) est déterminé par
le quotient de la masse salariale et des resources en main d’oeuvre (IV.5).

Dans le modele de ’équation (IV.6), on suppose que le taux de croissance de la pro-
ductivité de travail est constant (m). De méme, on suppose dans 1’équation (IV.7), que
le taux de croissance des ressources en main d’oeuvre est constant (n). Par contre, on
peut agir sur le taux de croissance des salaires par le parametre a (IV.8)et sur le taux de
croissance de la trésorie par le parametre ¢ (IV.9).

Les variables suivantes jouent le role de variables de commande, soit:

w(k) =a
us(k) =e¢

Si 'on choisit comme variables d’état:

J?Q(k) = Lt
51?3(k) = b
rq(k) = m
$5(k> = )\t
51?6(k) = Ut
$7(k> = At
rs(k) = wy
l’g(k) = I(t

ceci conduit au modele non linéaire a temps discret suivant:

ik +1) = o(ua(k)rs(k) + zo(k))
o(us (k)za(k)+z9(k
ra(k+1) = 2 ((m)-|—1()x)6(k)( .
wk+1) = GEEEey
L 1 ]j I E)) — (zg(k)ur (K)zs(k)+xs(k))o(uz(k)za(k)tzo(k))

zq(k +1) o(uz(k)ra(k) + 2o(k)) (mt D) (F)

_ l’gkulkl’gk-l—l’gk
ws(k+1) = ( )(T)f+)1)$(6()k) (%)
re(k+1) = (m+ Dag(k)
zr(k+1) = (n+1as(k)

IV.2.1 Etude de P’accessibilité du systeme

Pour étudier 1'accessibilité du systeme, il suffit de vérifier que le rang de la matrice P
définie dans la section (I11.6.2) est de rang plein.

On construit donc la matrice P
P = [ Vi Vo oo Vi ]

avec
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V= M)

du(8)
V. — A fu(8y(#(8)) 3 fu(ry (=(7))
2 = ax(8) Ou(7)
Vo — ) 0 (=) | 8 e() O (+(0)
9 = 92(8) 52(7) da(1) u(0)

Suite au calcul des vecteurs V,, précédemment définis par l'outil de calcul symbolique
Maple, il apparait que le que le rang de la matrice d’accessibilité P n’est pas plein, ce qui
implique que le systeme n’est pas accessible.

Notons que ce résultat était prévisible a partir d’une observation rapide du modele,
dans la mesure ou 'on s’apercoit que les états xg(k) et a7(k) sont indépendants des
commandes. Il nous permet cependant de valider notre méthode d’analyse.

IV.3 Muscle stimulé électriquement

La stimulation électrique fonctionnelle (Functional Electrical Stimulation) consiste a ap-
pliquer des signaux électriques pour générer ou supprimer des activités du systeme nerveux
humain, afin de commander le mouvement de membres paralysés et assurer des fonction-
nalités de préhemption, de maintien, ... etc. Elle peut aussi activer la perception et des
fonctions corporelles viscérales.

La stimulation électrique fonctionnelle peut donc étre particulierement efficace et médi-
calement appropriée a de nombreuses personnes souffrant d’incapacité neurologique.

Nous abordons brievement dans ce qui suit la physiologie musculaire au niveau fonc-
tionnel en vue d’expliquer le sens physique du modele développé pour le muscle stimulé
électriquement.

La modélisation d’'un muscle électriquement stimulé consiste a représenter le com-
portement d’un muscle résultant de la stimulation électrique de son nerf moteur. Une
fibre musculaire répond par la loi du tout ou rien a une stimulation électrique. L’étude
de la réponse d’un muscle nécessite le recrutement de toutes ces fibres par un stimulus
d’intensité suffisante [Feiss, 2004] généré par un train d’impulsions électrique appliqué au
muscle qui représente le signal de commande.

Ainsi, le modele d’un muscle stimulé électriquement peut étre décrit par le schéma de
la figure.

Des relations mathématiques ont été établies pour caractériser le modele d’un muscle
électriquement stimulé. Pour mieux comprendre comment la force musculaire est générée,
nous nous limiterons a quelques notions.

Relation couple-angle

La relation couple-angle (ou moment angulaire) est liée & des données tant anatomique
(distance du point d’insertion musculaire a 1’axe de rotation articulaire) que biomécanique
(I'angle de rotation entre le bras de levier du muscle par rapport a 1’axe de rotation).
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u(k -

Dynamique de

I’ activation

Moment vitesse

Dynamique de |

A
B.O.Z — charge -

Moment angulaire

alk)

Figure IV.1: Modele d’un muscle stimulé électriquement

Figure IV.2: Variation du bras de levier de la force en fonction de 'angle d’articulaire

Par exemple, dans le cas de la flexion du genou représentée Figure (IV.2), le point
d’insertion (I) se déplace autour du centre de rotation (O). La force résultante de ce
groupe musculaire est représentée par la fleche pointant vers ’articulation ou se trouve
le second point d’insertion du groupe musculaire. A mesure que cette flexion se produit,
I’angle o varie de 35° en position 1, a 90° en position 2 et 120° en position 3.

Niveau d’activation

Le niveau d’activation représente 'intensité de la contraction musculaire et peut varier
du stade du repos a ’état d’excitation extréme.

Relation couple-vitesse

Le moment vitesse (couple de vitesse) correspond a l'image de la force maximale
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que le muscle peut produire a une vitesse donnée lors d'une phase de contraction ou
d’étirement. Le couple généré par le muscle est le produit du niveau d’activation et du
moment angulaire.

En pratique la modélisation d’'un muscle stimulé életriquement est réalisée en temps
discret a partir de I'identification des différents parametres (¢, d, b) [Bernotas et al., 1986]
liés au modele et de la mise en oeuvre numérique de la commande [Jayaraman, 1995].

On définit les variables suivantes:

A(k) = activation

(k) = couple généré par la force musculaire

T.(k) = couple généré par I'angle o

Tw(k) = couple généré par la vitesse de contraction des muscles

w(k) = vitesse de contraction des muscles

a(k) = TDangle entre la force résultante du muscle et la droite qui relie le point d’insertion

du muscle et le centre de rotation de l'articulation
u(k) = train d’impulsion électrique

Le modele d’un muscle stimulé électriquement peut étre alors décrit par les équations:

k) = AE)Ta(k)
Ak +1) = aTu(k)A(k) + bu(k)

dans lesquelles le moment angulaire et le moment vitesse sont approximés linéairement
de la maniere suivante:

Tu(k) = 1—cw(k)
T.(k) = 1+da(k)

Une image de la vitesse de contraction du muscle peut étre définie par la variation de

I'angle a(k).
wk) =alk) —alk —1)
et la dynamique du bras levier peut étre décrite par I’équation suivante:

alk+1) = Lalk) + halk = 1) + 37
correspondant a un systeme linéaire du second ordre.

Le choix suivant des variables d’état:

xi(k) = A(k)
zo(k) = oalk—1)
z3(k) = oa(k)

conduit alors au modele d’état:

ri(k+1) = axi(k) — aces(k)xi1(k) + acaq(k)ai (k) + bu(k)
zo(k +1) z5(k) (IV.10)
sk + 1) = lLas(k) + bas(k) + lsar (k) + dlsay (k)xs(k)
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IV.3.1 Etude de P’accessibilité du systeme

On calcule la matrice de commandabilité du systeme (IV.10) a partir de la matrice de
commandabilité présentée dans la section (I1.6.2), soit:

P=(V, Vi V)

avec
b
_ Of(x(k)u(k))
v - M) 8

axy(k) — acxs(k)xi(k) + acas(k)x1(k) + bu(k)
fla(k),u(k)) = s(k)
lll’g(k) + lzl’g(k) + lgl’l(k) + dlgl’l(k)l’g(k)

a— acxs(2) + acxz(2) acxi(2)  —acxy(2) b
Vi _ af(ﬂg@()ﬂ;@))% — 0 0 1 0
x(2
l3 + dl3$3(2) lz ll + dl3$1(2) 0
ab — acbas(2) + acbay(2)
= 0
lgb + dl36$3(2)
O f(x(2),u(2)) O f(x(1)u(l
v, _ (8(90()2)( ) (8(90()1)( ))VO

((a — axs(2) + ax2(2)) (a — o 25(0) + v 22(0)) — axq1(2) (I5 + Pa3(0))) b
= (I3 + Bx3(0)) b
((Is + 8 23(2)) (@ — aws(0) + ax2(0)) + (I + B1(2)) (s + Brs(0))) b

avec a = ac et = dl3.

Pour que la matrice P soit de rang plein, il suffit que:

b (ls 4 acxs(1))(ls + acxs(2)) £ 0
Ceci implique que le systeme est commandable, si:

b 40
ra(l) # &
r3(2) #£ -2

Notons que le cas ou b = 0 impliquerait ’absence du train d’impulsions électriques
appliqué sur le muscle.

IV.3.2 Inversion du systeme

L’inversion de ce systeme non linéaire a temps discret, correspond a la linéarisation par
changement d’état et retour statique devéloppée dans la section (I11.3.1.2). II faut donc
tout d’abord calculer les champs de vecteurs associés au systeme.
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b
WO — 0
0
ab — abexs(k + 1) 4+ abexs(k + 1)
A f(x(k+1),u(k+1
W, = ( (ax(k)+1() ))WO _ 0
th
W, = DY, = | (ls + Bas(k +1))b
0,

avec by = (a — axs(k +2) + axq(k+2)) (a — o a3(k) + a xg(k))—axy (k+2) (I3 + Pas(k)) b
et 01 = (I3 + B ws5(k +2)) (a — azs(k) + aza(k)) + (I + Bri(k +2)) (I + Bas(k))) b.

On remarque que:
rang{Wo, Wi, Wy} =3

et que l'ensemble {Wy, W;} est involutif dans R®. Les conditions de linéarisation
exacte (I11.3.1.2.1) sont donc satisfaites.

On conclut que le systeme peut étre linéarisé par un changement d’état et un retour
statique. Pour le calcul de la transformation ®(x(k)) et du retour statique v(x(k),v(k)),
nous considérerons les équations suivantes:

<dh,Wy > = 0
< dh, Wy >

Il
o

avec

h = Clll’l(k) + Clgl'z(k) + Clgl'g(k)

qui conduisent par substitution, a:

ba1 =0
[ab — abexs(k + 1) + abeas(k + 1)) ay + [lsb + dlsbxs(k + 1)]as = 0

On remarque que h(x) = x2 est une solution pour le systeme d’équations précédem-
ment présenté. De plus, la solution h(x) = a3 vérifie la condition suivante:

< dh, Wy >#10
puisque

(I3 + Bra(k +1))b # 0

Le changement d’état peut étre alors calculé de la fagon suivante:
a(k) = h(e(k)) = wa(k)

k) = hle(h+ 1) = sl
z3(k) = h(a(k+2)) = Las(k) + laag(k) + sz (k) + dlszq (k)as(k)
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avec le retour d’état statique:

v(k) = h(x(k+3))

= (las + lhas + lszy + dlszyas) (I + dls(axy — acaszy + acraxy)) + ls(axy — acwsyy + acwqxy) + lya:

On obtient ainsi le systeme linéaire:

01 0 0
Z(k—l—l)(() 0 l)z(k)—l—(())v(k)
0 0 0 1

L’inversion de ce systeme linéaire en z, v est alors directe, a partir de:

v(k +2)
2(k+3) — A’2(k) = [BABA’B] | v(k+1)
v(k)
avec
00 1
A=10 0 0
000
et
001
[BABA*B]=1[ 0 1 0
1 00
En conclusion, I'inversion du systeme conduit a:
v(k) = z1(k+3) — z3(k)

v(k+1) = z(k+3)
v(k+2) = z3(k+3)

2(k)
2(k) = @(x(k)) = z3(k)
lll’g(k) + lzl’g(k) + lgl’l(k) + dlgl’l(k)l’g(k)
et

u(k) = y(xz(k),v(k))
= (lyas + lay + sz + dlszias)(l + dls(axy — acasyy + acxaxy)) + ls(axy — acwszy + acraxy )+

lyxs + u(bls + bdls(lizs + lyxs + L2y + dlzz xs))
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IV.3.3 Optimisation par programmation dynamique

On considere le probleme d’optimisation suivant:
11
min » myai(i) + ma(ws(i) — w2(i))* + mau’(i) + Oy
i=0

sous les contraintes:

ri(k+1) = axi(k) — aces(k)xi1(k) + acaq(k)ai (k) + bu(k)
ok + 1) = a3(k)
sk + 1) = lLas(k) + bas(k) + lsar (k) + dlsay (k)xs(k)

dans lequel u?(i) est associé a la minimisation d’énergie, zi & la minimisation du
degré d’intensite de la contraction du muscle et (3 — x2)? & la réduction de la vitesse de
contraction du muscle.

avec un cout final:

Cap=27(12) + 25(12) + 25(12)
[’état initial est donné par x(0)T = [0,0,0].

Nous nous sommes intéréssé ici a la résolution de ce probleme d’optimisation par la
méthode de programmation dynamique appliquant la formulation étendue du principe
d’optimalité décrite dans [Calvet et Viargues, 1995] et dans le chapitre 1 de ce mémoire.

Compte tenu de la non linéarité du probleme, la résolution de I’équation fonction-
nelle étendue associé a cette méthode sera réalisée de maniere numérique a partir d’une
quantification des états.

La résolution du probleme d’optimisation par programmation dynamique peut étre
alors décomposée en quatre phases.

1. Phase de quantification des états.
2. Phase de calcul de la matrice des cotits optimaux de transition d’état.
3. Phase de résolution de ’équation fonctionnelle.

4. Phase de reconstruction des trajectoires optimales.

Choix de la grille des états

On décide donc de travailler sur un nombre fini d’états résultant d’une quantification
de ces variables. Nous rangerons par la suite cet ensemble fini de valeurs possibles des
variables d’état dans le vecteur suivant:

aq

X =
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ou «; représente les coordonnées d’un point particulier de la grille des états, et n;
le nombre total de points de cette grille. On obtient alors n, = II5_,¢;, si ¢ désigne le
nombre de niveau de quantification de la ¢ composante du vecteur d’état.

A partir de la définition suivante des bornes:

0 <ay(k)
0 < ay(k)
0 < as(k)

VANVANIVAN

2
2
2

nous avons généré une grille correpondant a un pas de quantifications i uniforme

h =10.2.

Ceci implique ng = 11 x 11 x 11 = 1331 et nous amene a ranger ’ensemble des points

de la grille dans le vecteurs:

1
2
Xy = :
1330
1331

Une représentation ordonnée du vecteur X, peut étre réalisée a partir d’un codage des
variables entieres «; en une base 11, définie comme suit:

a5 1 T2 T3
1 0 0 0
2 0 0 1
3 0o 0 2

1330 [ 10 10 9
1331 | 10 10 10

Pour retrouver la valeur réelle des variables d’état, il suffit alors d’utiliser les expres-

sions ci-apres:

1 = 0.2 x élément de la 1 colonne deX},
x5 = 0.2 x élément de la 2 colonne de X},
3 = 0.2 x élément de la 3 colonne deX},

ce qui donne,

o | T w2 T3
1 0o 0 0
2 0 0 0.2
3 0 0 04
1330 | 22 1.8
1131 2 2 2
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Calcul de la matrice des cotlts optimaux de transition d’état

Avant de présenter 'algorithme, il est important de présenter un élément clé de la
méthode de calcul associée a la formulation étendue: la matrice de cout optimal de tran-
sition d’états Cj. Un élement Cy (1, j) de cette matrice représente done, par définition, la
valeur du cout optimal correspondant au chemin reliant un état «; a une étape k, a un
état o a I’étape k+3. Cette matrice contient donc les valeurs optimales de tous les cotits
de transition ¢y (@, ¥x4+3) possibles entre les deux étapes k et k + 3.

Notons que dans le cas mono-entrée considéré dans cet exemple, 'optimalité résulte
de I'unicité des transitions. Dans le cas multi-entrée, la recherche d’une solution optimale
doit étre réalisée.

Ramenée a notre exemple, la détermination de la matrice C peut étre décrite som-
mairement par ’algorithme suivant.

Algorithme IV.1 Caleul de Cy,
Pour chaque état v : 1 — 1331
Pour chaque état atteint 7 :1 — 1331
zi = O(ay)
zj = ®(x;)
v; = [A?B AB B|(z; — A%%)
ui = y(vi, 7i)
caleul du cout de la transition entre [’état v vers l'état j
Jin j
fin 1

Les couts optimaux de transition peuvent étre rangés dans la matrice suivante:

(&3] (&%) Tt 1331
aq €11 C1,2 te €1,1331
a 21 €22 te €2,1331
a3 C31 C32 te €3,1331

1130 | €1330,1 €1330,2 " €1330,1331
1331 | €1331,1 €1331,2 - €1331,1331

dans laquelle I’élément ¢; ; représente le cout de transition optimal entre 'état a; et
Iétat «;.

Résolution de I’équation fonctionnelle

L’équation fonctionnelle de la formulation étendue de la programmation dynamique
peut étre décrite sous le modele matriciel suivant, de type produit matrice-vecteur, en
utilisant les ouils de I’algebre max-plus.[Calvet et Viargues, 1995]
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Posons

Is =052 Ly

puis, résoudre pour chaque étape k= 2,1,0

Iy = Cr @ I

ou I(7) = minj{ex(1, j)+1r+1(7) }. L'opérateur @ représente une combinaison d’opérateurs
somme et minimisation.

De maniere plus détaillée, la détermination des commandes optimales peut étre décrite
par le processus d’itération suivant:

Algorithme IV.2 Calcul matriciel des uy,
Pour chaque étape k:2 — 0
Pour chaque état v : 1 — 1331
Pour chaque état atteint [ : 1 — 1331
résolution de [’équation fonctionnelle
stockage de [
finl
fin 1
fin k

Notons que la formulation qui en résulte peut étre directement exploitée d’un point
de vue numérique dans des environnements de calcul matriciel de type Matlab.

Reconstruction des trajectoires optimales

Cette phase de reconstruction permet d’obtenir la séquence des commandes optimales.
Aprés avoir résolu I’équation fonctionnelle dans 'ordre inverse des étapes, le calcul de la
trajectoire optimale, ainsi que de la séquence des commandes, sera décrite par I’algorithme
suivant:

Algorithme IV.3 Calcul de la trajectoire optimale pour xg
T = arg{min Iy}
Pour k=0,1,2
g a partir de la matrice des commandes.
Tpgr = f(Tp, Ur)

fin k



110 Chapter IV. Autre application

Simulation numérique

En I'absence de valeurs numériques réelles qui ne nous ont pas été accessibles, on a
considéré ici des valeurs normalisées pour les différents parametres associés au systeme

décrit dans (1V.10).
Les valeurs numériques des parametres utilisées dans le code sont données par:
a = 1,C: 1,[): 1,d: 1,[1 = 1,[2 = 1,[3 = 1,m1 = 1,m2 = 1,m3 =1.

Le calcul des séquences de commandes ont été traité a ’aide du logiciel Matlab, et on
retrouve la structure suivante de la matrice des coits des transitions états (IV.3).

(NN NN
(NN NN
(NN NN
(NN NN
(YN NN
(NN NN
(YN
(NN NN
(NN NN
(NN
(NN NN
(NN NN
(NN
b bo b e

o
N
1=}
S}
IS
S
1S}
@
S
1S}
®
S
1S}
=
o
IS}
S
-
o
=}
1S}

Figure IV.3: Structure de la matrice des couts de transition d’état
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Figure IV.4: Loi de commande optimale

ou le point de couleur noir représente un cout fini et le point de couleur blanc représente
un cout infini.
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Par exemple, pour transferer I’état initial (0,0,0) vers ’état final (1.4,0.4,1) on a un
cout de 6.15. La figure (IV.4) regroupent la trajectoire de la loi de commande pour cette
exemple.

IV.4 Conclusion

Dans ce chapitre on a traité un exemple complet. En utilisant le critere d’accessibilité
développé a partir du principe du minimum sur le modele issu de I’économie “modele de
Goodwin” on a pu vérifier que ce systeme n’est pas commandable dans tout I'espace des
états. Cependant, pour le modele biomédical “stimulation électrique d’un muscle”’on a
pu calculer 'inversion entrée-état du systeme en s’appuyant sur la proposition développée
au chapitre 3 dans le cadre de la géométrie différentielle. On a alors calculé la matrice
des coiits de transition incluse dans la détermination d’une strategie de commande qui
minimise le probleme présenté précédement.
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Conclusion générale

L’objectif du travail présenté dans ce mémoire était de réaliser la synthese d’une méth-
ode particuliere de programmation dynamique pour résoudre un probleme de commande
optimale. Cette méthode impliquant la détermination d’une matrice de couits de transi-
tion entre états nous a amené a nous concentrer sur le probleme de la commandabilité
des systemes non linéaires a temps discret, probleme que nous avons encore qualifié de
probleme d’inversion entrée-états.

Nous avons d’abord consacré un premier chapitre a la présentation du probleme de
commande optimale, en commencant dans un premier temps par une description rapide
de différentes approches de programmation dynamique pour la résolution du probleme
considéré. On s’est ainsi intéressé plus particulierement a une formulation explicite du
principe de Bellman (résolution d’équation fonctionnelle étendue) qui nous a conduit
a considérer le probleme de la recherche de séquences de commandes entre deux état
terminaux.

Le deuxieme chapitre a été consacré a l’analyse de 'accessibilité des systemes non
linéaires a temps discret et a la caractérisation du domaine de commandabilité. Pour cela,
nous nous sommes intéressé a plusieurs approches telles que la composition de fonction,
I'utilisation de ’algebre différentielle, de la géométrie différentielle ou encore du principe
du maximum.

L’approche de composition de la fonction d’évolution permet d’étudier 'accessibilité
des systemes non linéaires de facon intuitive, puisqu’elle calcule juste le rang de la jaco-
bienne de la fonction de transition. Cependant, elle fait une utilisation intensive de la
fonction de composition, ce qui implique une complexité calculatoire.

La géométrie différentielle ayant joué un role important dans 1’étude de 1’accessibilité
des systemes non linéaires dans le cas continu, il pouvait apparaitre logique d’utiliser
les outils de la géométrie différentielle pour étudier 1’accessibilité dans le cas discret.
Cependant, ceci ne s’applique pas de maniere aussi naturelle et conduit a construire des
champs de vecteurs artificiels liés au systeme ; cette construction nécessitant l'inversibilité
de la fonction d’évolution du systeme.

Par ailleurs, I'utilisation de 1’algebre différentielle constitue un outil bien adapté pour
unifier I’étude de 'accessibilité des systemes continus et discrets. On a présenté un algo-
rithme qui permet d’étudier "accessibilité d’un systeme non linéaire par la construction
de sous-espaces de filtration en un nombre fini d’étapes.

De maniere générale, il faut toutefois souligner que 'utilisation de la géométrie dif-
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férentielle, ou de l'algebre différentielle, nécessite une manipulation d’outils mathéma-
tiques complexes.

Nous avons enfin proposé une étude de 'accessibilité des systemes non linéaires a
temps discret basée sur 1'utilisation du principe du maximum. La condition nécessaire
de commandabilité développée est équivalente a une condition nécessaire d’inexitence
d’une bordure du domaine de commandabilité. Le développement de cette condition se
traduit par une vérification du rang d’une matrice, faisant juste appel au calcul matriciel
élementaire et donc simple a mettre en oeuvre. Plus spécifiquement, la commandabilité
des systemes bilinéaires a temps discret a été également étudiée en utilisant ’approche
du principe du maximum. Une condition nécessaire et suffisante de commandabilité été
ainsi établie sous une hypothese sensiblement relaxée par rapport a d’autre approches.

Parallelement, on s’est aussi intéressé a la commandabilité des systemes a temps discret
sous contraintes. On a présenté dans un premier temps un résultat basé sur 'utilisation
de T'algebre linéaire développé pour les systemes linéaires contraints en commandes. On
a développé ensuite une condition nécessaire pour 1’étude de la commandabilité des sys-
temes non linéaires contraints en commande par une approche principe du maximum. On
retrouve ainsi une condition proposée par d’autres auteurs dans une approche différente.

Le troisieme chapitre a été dédié a la résolution du probleme d’inversion entrée-état.
Dans ce cadre, on a suivi principalement deux voies.

La premiere voie consiste tout simplement a composer la fonction d’évolution et con-
duit a la résolution d’équations algébriques non linéaires. On a proposé comme méthode
de résolution deux approches : une approche basée sur la programmation non linéaire et
une approche basée sur I’élimination des séquences de commandes incluses dans la matrice
d’accessibilité. Cette voie peut présenter naturellement des limites calculatoires pour les
systemes d’ordre relativement élevé.

La deuxieme voie consiste a utiliser une méthode de linéarisation exacte, lorsque celle-
ci est possible, pour transformer un systeme non linéaire a temps discret en un systeme
linéaire de la forme de Brunovsky. Dans ce cas, on peut considérer deux approches:
I’algebre différentielle et la géométrie différentielle.

Dans le cas de ’algebre différentielle, il suffit de vérifier 'intégrabilité des sous-espaces
de filtration déja considérés pour 1’étude de ’accessibilité. On on peut alors, a partir des
1-formes exactes qui constituent ces sous espaces de filtration, construire un difféomor-
phisme et un bouclage statique. Dans le cas de la géométrie différentielle, on a proposé
une méthode basée sur la construction de champs de vecteurs artificiels sans condition
d’inversibilité de la fonction d’évolution. La détermination du difféomorphisme et du
bouclage statique se fait par résolution d’un systeme d’équations algébriques linéaires et
d’une composition de fonctions. Il faut souligner que dans I"approche proposée, on fait
I’hypothese d’une sortie linéarisante, linéaire en ’état.

Enfin, le quatrieme chapitre présente deux exemples pour illustrer ’application de nos
2
propositions pour une analyse de I"accessibilité et pour l'inversion entrée-état basée sur
une linéarisation exacte.

Le probleme d’inversion entrée-état reste naturellement tres ouvert et il nous semble
intéressant de poursuivre les investigations entamées. On citera quelques prospectives.
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1. Le probleme de commandabilité et d’inversion entrée-état pour les systemes non
linéaires a temps discret contraints en état et la commande et pour lequel nous
n’avons développé jusqu’a présent qu’'une approche de commande optimale.

2. L’étude de I'accessibilité des systemes stochastiques.

3. La résolution de probleme d’inversions entrée-état par 1'utilisation de la théorie de
platitude dans laquelle on recherche une sortie plate a partir de laquelle on peut
déterminer une commande qui amene le systeme d’un point initial vers un autre
point final.
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