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Résumé:

Cette thése s’inscrit dans le domaine des systémes intégrables et s’at-
tache en particulier a un systéme de prédilection : I’équation de Schrédinger
non-linéaire. Elle traite également d’un theme assez controversé: 'inclusion
d’impuretés dans les systémes intégrables et montre pour la premiére fois
qu’il est possible de préserver I'intégrabilité d’'un systéme avec interaction en
incluant une impureté.

Pour bien appréhender ’ensemble des résultats de cette thése, le manus-
crit est constitué de trois parties. Les deux premiéres sont consacrées a la
présentation de résultats fondamentaux en théorie des systémes intégrables.
Ces résultats sont directement nécessaires a la bonne compréhension des tra-
vaux effectués. La premiére partie resitue la célébre équation de Yang-Baxter
dans son contexte historique et montre en quoi elle constitue la clé de voiite
de différents aspects du domaine. La deuxiéme partie se focalise sur I'équa-
tion de Schrédinger non-linéaire et sur des modéles de spins dynamiques au
coeur de mon travail.

Enfin la troisiéme partie contient le travail de thése proprement dit avec,
dans le premier chapitre, une discussion détaillée des travaux regroupés en
quatre thémes de recherche : équation de super-Schrédinger non-linéaire, Ha-
miltoniens intégrables avec bord et symétrie, intégrabilité, factorisation et
interaction en présence d’une impureté et enfin, probléme & N corps exac-
tement résoluble avec impureté. Les articles originaux sont joints dans le
deuxiéme chapitre et apportent les détails techniques illustrant les discus-
sions du premier chapitre.

Abstract:

This thesis deals with integrable systems and is especially devoted to a
system of special interest: the nonlinear Schrédinger equation. Some contro-
versial aspects are addressed as well, that is, the issue of including impurities
in integrable systems. It is shown for the first time that one can preserve the
integrability of an interacting system while including an impurity.

To shed more light on the results obtained during the PhD, the present
manuscript is divided into three parts, the first two concerning fundamental
results in integrable systems. The first part recasts the famous Yang-Baxter
equation in its historical context and emphasizes its central role in various
aspects of the field. The second part focuses on the nonlinear Schrédinger
equation and on dynamical spins systems which are the core of my work.

Finally, the third part contains my work itself. In the first chapter, a
detailed discussion is carried out for the works gathered in four research
areas: nonlinear super-Schrédinger equation, integrable Hamiltonians with
boundary and symmetry, integrability, factorization and interaction in the
presence of an impurity and eventually, exactly solvable many-body problem
with impurity. The original articles are collected in the second chapter. They
illustrate the discussions of the first chapter and can be referred to for tech-
nical details.
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Introduction

Introduire la notion de systéme intégrable est un exercice difficile. Méme
dans un ouvrage conséquent, il est impossible de rendre compte de tous les as-
pects, tant physiques que mathématiques, recouverts par le domaine trés actif
de physique mathématique connu sous le nom de systémes intégrables. C’est
donc éclairé et influencé par mes travaux de thése que j’ai choisi de présenter
certains aspects fondamentaux de ce théme de recherche qui constituent les
bases nécessaires pour comprendre les enjeux et les résultats obtenus pendant
mon travail de thése. Ainsi par exemple, dans I’historique de I’équation de
Yang-Baxter, j’insisterai beaucoup sur les travaux de C.N. Yang, laissant de
coOté les importants travaux de R.J. Baxter. De méme, dans la description de
structures mathématiques telles que le Yangien, j’adopterai une vision treés
biaisée et pragmatique pour me concentrer sur une présentation qui se révele
trés utile pour I'étude de modéles physiques, privilégiant ainsi les travaux
de L.D. Faddeev et ses collaborateurs par rapport a ceux de V.G. Drin-
fel’d. Enfin, ma description de la méthode de diffusion inverse (classique et
quantique) sera trés largement dédiée au modéle qui est au centre de mes tra-
vaux : I’équation de Schrodinger non-linéaire. Mais il est important de noter
que cette méthode s’applique tout aussi fructueusement pour des systémes
discrets ou sur réseau comme les chaines de spin et les modeéles & six ou huit
vertex. Malgré ma tentative de cerner ce que je laisse de coté, je suis persuadé
d’avoir oublié de mentionner encore énormément de développements trés im-
portants. Fort de ce constat, je vais introduire quelques aspects importants
du théme des systémes intégrables qui sont a la base de ce manuscrit.

Généralités sur les systémes intégrables

Le terme systéme intégrable trouve son origine dans ’étude des systémes
dynamiques de la mécanique classique analytique (voir par exemple |58]) rat-
tachée a de grands noms comme Lagrange, Hamilton, Poisson, Liouville ou
encore Jacobi 70, 85]. L’idée est que, pour un systéme Hamiltonien possé-
dant certaines propriétés que nous allons décrire, il est possible d’effectuer
une transformation rendant les équations du mouvement particuliérement
simples a résoudre. En particulier, en terme des nouvelles variables, on peut
facilement intégrer les équations du mouvement par rapport au temps et ainsi
résoudre le probléme. Ce résultat important dia a J. Liouville explique pour-
quoi la notion de systéme intégrable (maintenant appliquée & de nombreux



systémes autres que les systémes hamiltoniens classiques) est toujours accom-
pagnée de la notion de systéme complétement ou exactement résoluble et ce,
méme dans les situations ot un résultat analogue a celui de J. Liouville n’est
pas démontré (par exemple en théorie quantique des champs). Il est toutefois
remarquable que, méme dans ces contextes, la notion d’intégrabilité (étendue
par analogie) permet bien souvent de résoudre complétement le systéme ou
du moins d’obtenir nombreuses informations de facon non perturbative. Bien
entendu, cela ne se fait pas aussi systématiquement que pour les systémes
hamiltoniens classiques et on peut dire en fait que le domaine des systémes
intégrables, de nos jours, regroupe l'’ensemble des méthodes mathématiques
développées pour résoudre effectivement un systéme physique dont on a mon-
tré qu’il est intégrable (au sens de Liouville). Les systémes intégrables sont
donc un lieu privilégié de rencontre entre mathématiques et physique avec
tous les bénéfices que cela comporte.

Il est temps de préciser tous ces propos. En mécanique classique, I’espace
des phases M d’un systéme dynamique est une variété de Poisson de dimen-
sion 2m. Cela signifie que I'espace C'*°(M) des fonctions infiniment dérivables
sur M est équipé d’une structure de Poisson donnée par une application bili-
néaire { , }: C®°(M)xC>®(M) — C>°(M) possédant les propriétés suivantes

{fi.fe} = —{f2, i}
{fd e, fad ) + s fufod} +{ e fs. i)} =0,
{fifo,f3} = flfo, f3} + {f1.fs} fe,

pour fi,fs,fs € C°(M). Les deux premiéres relations assurent que { , }
est un crochet de Lie et la troisiéme est I'identité de Leibniz assurant que
Iapplication Dy : g — {g,f} pour f € C*°(M) est une dérivation. Pour
ce qui nous intéresse dans la suite, nous noterons xi,...,T,, €t p1,....pm
les coordonnées locales de M et nous considérerons la structure de Poisson
donnée par

— 0f 99 Of g
, :E—————, g € C®(M).
"L’état" du systéme au cours du temps ¢ est 'application e : R — M et

’évolution d'une observable f € C*°(M) d’un systéme décrit par I’'Hamilto-
nien H € C*°(M) est donnée par

d
5 /(€)= {H.f}(e(?)).

Dans la pratique, on oublie la dépendance explicite en ¢ et on note souvent

d,
d—‘]; = {H,f}. Deux observables fi,fo € C*°(M) sont dites en involution si

{flan} = 0.
Définition 1 Un systéme dynamique défini sur une variété de Poisson M
de dimension 2m par un Hamiltonien H € C*°(M) est dit intégrable (au sens



de Liouville) s’il existe m quantités indépendantes et conservées Fy, ..., F,,
en involution

{HvFj}:O ) {FivFj}:O'

H n’est pas indépendant des F; (c’est d’ailleurs souvent un des F; dans la
pratique).

La notion d’indépendance dans cette définition peut étre définie rigoureu-
sement (voir par exemple [25]). Intuitivement, nous dirons simplement qu’il
n’existe pas de relation fonctionnelle entre les F;. On a alors le résultat fon-
damental suivant

Théoréme 2 FEtant donné un systeme intégrable d’Hamiltonien H, il existe
une transformation canonique (x;,p;) — (¢;,F;) telle que les équations du
mouvement

drj dp;

dt _{HVIJ} I dt _{H7p]}’
deviennent

do; _ drj

o~ k=g =0,

w; €tant indépendant de t. On obtient alors les équations du mouvement par
simple intégration (ou quadrature),

¢j(t) = ¢;(0) +w;t , Fj(t) = F;(0).

A une transformation canonique prés, les nouvelles variables ¢;, F} sont les
variables appelées "action-angle". Dans ce manuscrit, nous serons principa-
lement intéressés par des systémes de mécanique quantique et de théorie des
champs (classique et quantique). Dans ces contextes, la définition de systéme
intégrable est étendue par analogie avec le cas présenté ci-dessus. Ainsi, un
systéme sera dit intégrable s’il existe autant de quantités conservées indépen-
dantes et en involution que de degrés de liberté. Pour une théorie des champs
ou il y a une infinité (continue) de degrés de liberté, il est alors convenu que
I'intégrabilité est obtenue pour un ensemble dénombrable de quantités conser-
vées indépendantes et en involution. Gardant cela en mémoire dans tout le
reste du manuscrit, nous fermons cette parenthése.

I faut savoir que le nombre de tels systémes est resté pendant longtemps
trés limité, ne facilitant pas le développement de ces résultats. Cela s’est dé-
bloqué avec ’apparition de plusieurs méthodes permettant la construction et
la résolution de toute une classe de systémes intégrables. Citons par exemple
la méthode dite de diffusion inverse initiée par I.M. Gel’fand, B.M. Levitan
[56] et V.A. Marchenko [87| et qui permet de reconstruire un potentiel de dif-
fusion a partir d’information sur les ondes diffusées. Mais I’essor de cette mé-
thode est venu avec les travaux de C.S. Gardner, J.M. Greene, M.D. Kruskal
et R.M. Miura [52] qui ont utilisé cette méthode pour trouver les solutions



de type "soliton" de I'’équation aux dérivées partielles non-linéaire connue
sous le nom d’équation de Korteweg-de Vries [76] en dimension 1 + 1. Nous
reviendrons sur cette méthode dans la deuxiéme partie de ce manuscrit dans
le cadre d’une autre équation non-linéaire qui a été résolue dans ce contexte:
I’équation de Schrodinger non-linéaire. L'idée est en fait de combiner cette
méthode a une autre, la méthode du probleme auxiliaire ou spectral dévelop-
pée par V.E. Zakharov et A.B. Shabat |133] pour I’équation de Schrodinger
non-linéaire. Il s’agit de construire un probléme différentiel dont le poten-
tiel de diffusion est le champ que 'on cherche. En appliquant la méthode de
diffusion inverse on peut donc reconstruire ce champ. Notons qu’une interpré-
tation hamiltonienne du probléme inverse comme transformation canonique
vers des variables "action-angle" a été obtenue par V.E. Zakharov et L.D.
Faddeev [131]. Citons aussi les travaux important de M.J. Ablowitz, D.J.
Kaup, A.C. Newell et H. Segur [1, 2, 3| qui étendirent cette méthode & une
grande variété d’équations non-linéaires dont 1’équation de sine-Gordon.

Il se trouve que cette procédure est reliée a la méthode de la paire de
Lax |79] qui fournit le contexte mathématique nécessaire & la formulation du
probléme spectral. En fait, la paire de Lax est un des outils principaux dans
la résolution mais aussi dans la construction de systémes intégrables. Cela
vient du fait que, étant donnée une paire (i.e. , en mécanique classique, deux
fonctions L et M sur M a valeurs dans une algebre de Lie et codant I’'équa-
tion d’évolution d’un systéme hamiltonien), on peut construire des quantités
conservées en involution trés facilement a partir de la trace des puissances de
L (une représentation de I’algébre de Lie étant donnée). Tout cela peut étre
reformulé grace au formalisme de la matrice r classique développé par E.K.
Sklyanin [118] et donnant lieu aux équations de Yang-Baxter classiques dont
les solutions ont été classées par A.A. Belavin et V.G. Drinfel’d |14, 15, 16].
Cette méthode de la matrice r classique est a la base des travaux de 1’école
de St-Petersbourg visant a quantifier cette approche afin d’obtenir des sys-
témes intégrables quantiques (voir par exemple la thése de E.K. Sklyanin
[119] et les références a I'intérieur). Cela a abouti a la méthode de la matrice
R quantique dont une propriété fondamentale est qu’elle vérifie [’équation
de Yang-Bazter quantique qui était apparue complétement indépendamment
dans les travaux de C.N. Yang traitant de la résolution exacte du probléme a
N corps en interaction de contact [128] et de R.J. Baxter sur la résolution du
modeéle de physique statistique appelé modéle a huit vertex [8]. La méthode
de la matrice R quantique et tous les développements qu’elle a suscités sont
a l'origine du concept mathématique de groupe quantique |40, 71]|.

Ce concept a contribué a un nouvel essor de 1’étude des symétries en
physique. Le role des symétries afin de simplifier la résolution de problémes
physiques est connu de tout étudiant ayant eu a résoudre un probléme de
magnétostatique. Un pas important a été franchi au siécle dernier ou les sy-
métries sont devenues de véritables outils de compréhension et de prédiction
(groupe de Poincaré en relativité restreinte, groupe de jauge dans le modéle
standard, etc). L’identification d’une structure de symétrie dans un systéme



physique impose que les mécanismes et les processus de ce systéme se fassent
de telle facon que la structure de symétrie reste inchangée. On comprend donc
intuitivement que ces symétries contraignent la facon dont le systéme peut
se comporter. Ainsi, plus une structure de symétrie sera riche, plus on aura
d’informations sur les évolutions possibles d’un systéme. Il n’est donc pas sur-
prenant que pour les systémes intégrables, les structures de symétries soient
les plus compléte possibles, allant de 'algébre de Lie classique de dimension
finie jusqu’a des structures de symétrie de dimension infinie. Ces derniéres
trouvent une formulation naturelle dans le concept de groupe quantique. En
outre, la méthode de la matrice r classique ou celle de la matrice R quantique
permettent de mettre en évidence ces structures au niveau classique et quan-
tique respectivement. Pour le Yangien [40], qui sera la structure algébrique
(de symétrie) privilégiée dans ce manuscrit, citons les travaux de J. Avan, O.
Babelon et E. Billey montrant que le modéle de Euler-Calogero-Moser pos-
seéde une algebre de symétrie étendue exacte donnée par le Yangien classique
[7]. Au niveau quantique, la symétrie yangienne a été également identifiée
pour des modéles de spins dynamiques du type Calogero-Sutherland [11] ou
encore pour le modeéle de Haldane-Shastry [64].

Tous ces développements seront repris (plus ou moins en profondeur)
dans les deux premiéres parties de ce manuscrit en utilisant 1’équation de
Schrédinger non-linéaire et les modéles de spins dynamiques comme supports
principaux. Notons que tout comme I’équation de Schrodinger non-linéaire,
les systémes intégrables "modernes", i.e. ceux concernés par les discussions
précédentes, sont en dimension 1 4+ 1 (une spatiale et une temporelle) ou 2
(deux spatiales) pour les systémes de physique statistique. De fagon générale,
ce sont des systémes bidimensionnels.

Bidimensionalité : avantages et intéréts

La question de la dimensionalité en physique est somme toute assez ré-
cente. Il est difficile de savoir comment elle était appréhendée avant l'in-
troduction des coordonnées cartésiennes et les travaux de Newton fixant un
univers a trois dimensions spatiales subissant les effets d’un temps absolu t.
La révolution apportée par la relativité restreinte d’Albert Einstein en 1905
ne changea pas fondamentalement le nombre de dimensions envisagées qui
restaient 3 4+ 1. Il fallut attendre 1919 (puis 1926) avec les travaux de T.
Kaluza et O. Klein pour voir émerger I’hypothése d’une autre dimensiona-
lité, a savoir 4 + 1, permettant d’unifier la théorie de 1’électromagnétisme et
celle de la relativité générale. Cependant, I'apparition d’un champ scalaire
supplémentaire et la présence de la cinquiéme dimension rendaient la théorie
difficilement acceptable a I’époque et ce n’est qu’a partir des années 80 que
les physiciens remirent cette approche & I’honneur.

De nos jours, nous sommes habitués a passer d’une dimensionalité a
lautre et il n’est pas rare de devoir jongler entre des situations différentes
de 3+ 1 dimensions. Commencons par la théorie des cordes qui constitue un



candidat important dans la tentative de description unifiée des interactions
fondamentales de la Nature. Cette théorie si fondamentale est basée sur des
dimensionalités toutes différentes de 3+ 1: tout d’abord, la surface d’univers
paramétrant les coordonnées d’espace-temps de la corde est bidimensionnelle
et I’étude de la théorie des champs conforme qui s’y rattache a stimulé et
stimule toujours une partie des systémes intégrables. En outre, dans sa pre-
miére version (bosonique), la théorie des cordes n’était viable que dans un
univers a 25 4+ 1 dimensions. L’avénement de la supersymétrie permit alors
de réduire cela a 10 + 1 dimensions. Une grande partie des travaux actuels
consiste a "compactifier" ces théories pour revenir aux fameuses 3+ 1 dimen-
sions. Continuons avec les modéles cosmologiques dit "branaires", inspirés
des travaux de Kaluza-Klein et démocratisés par la théorie des cordes, qui
envisagent notre univers a 3 + 1 dimensions comme une "membrane" plongé
dans un univers "plus gros" dont les lois physiques seraient transmises a
notre univers par projection. Encore une fois, le recours a des dimensionali-
tés différentes permet d’expliquer certains problémes comme le probléme de
hiérarchie dans les échelles d’énergie [109]|. Enfin, une technique de renor-
malisation bien connue en théorie quantique des champs, la renormalisation
dimensionnelle, consiste & passer de 4 a d dimensions de telle facon que le
"cut-off" soit € = 4 — d. Les divergences sont identifiées comme des poles
en € et les contre-termes sont calculés pour supprimer ces divergences. On
retrouve la théorie initiale renormalisée en prenant la limite ¢ — 0.

On le voit, nous sommes maintenant largement habitués a travailler dans
des dimensionalités différentes de 3+ 1. Ainsi en particulier, de nombreux dé-
veloppements ont été menés pour des théories bidimensionnelles en raison des
motivations suivantes (non exhaustives). En effet, avantage de ces théories
est I'arsenal de techniques non-perturbatives dont on dispose pour les étu-
dier. Quelques exemples ont déja été présentés dans les généralités ci-dessus
mais on pourrait rajouter tous les outils propres a la théorie conforme. De
ce point de vue, on avance souvent ’argument suivant en faveur des théories
bidimensionnelles : elles fournissent des théories controlables dans le contexte
de la théorie quantique des champs permettant de tester et de valider des
techniques perturbatives que 1’on cherche ensuite a appliquer a des théo-
ries "plus réalistes" (voir [114] pour une revue sur les théories quantiques
des champs bidimensionnelles). C’est indéniable en effet mais ce n’est pas
tout. De nombreux effets physiques observés aujourd’hui sont propres a une
dimensionalité "réduite" et n’auraient pas été étudiés sans 'acceptation de
I’intérét des dimensions inférieures a 3 + 1. Citons I'exemple célébre des sta-
tistiques fractionnaires [80, 81]. Enfin, il est maintenant clair que les théories
bidimensionnelles ont des applications directes et ne servent pas uniquement
de cas d’école. Grace au concept d’universalité qui a émergé de I'étude des
phénomeénes critiques pour une large classe de modéles bidimensionnels, on
peut maintenant prédire le comportement de systémes trés complexes en
identifiant leur classe d’universalité et le modéle bidimensionnel plus simple
correspondant. En outre, la maitrise technologique actuelle et la miniatu-



risation sont également une source de systémes bidimensionnels. Par cela,
il faut comprendre que certaines dimensions de composants (électroniques
par exemple) sont inférieures a la longueur de corrélation propre au systéme
(par exemple la longueur de corrélation d’'un systéme d’électrons dans un
semi-conducteur) de telle facon qu’un modéle bidimensionnel traduit correc-
tement le comportement du systéme. Dans ce manuscrit, un exemple sera
privilégié: un systéme de particules en interaction a trés courte distance
et & une dimension spatiale. Il se trouve que ce systéme (et ses variantes)
permet, de prédire le comportement d’un gaz d’atomes froids confinés dans
un réseau optique [100, 101|. Enfin, dans le méme contexte, les expériences
sur les atomes froids ont permis de mettre en évidence le phénoméne de
condensation de Bose-Einstein [19, 20, 33|. Théoriquement, ce phénoméne
est modélisé par I’équation de Gross-Pitaevskii [59, 103] qui n’est autre que
I’équation de Schrédinger non-linéaire. Ainsi, une expérience de condensation
de Bose-Einstein dans un réseau optique a une dimension sera décrite par
I’équation de Schrodinger non-linéaire & 14 1 dimensions qui est au coeur de
ce manuscrit,.

Au-dela de I'application importante que l'on vient de citer pour cette
équation, ’équation de Schrédinger non-linéaire tient vraiment un role parti-
culier en physique et dans le domaine des systémes intégrables. Elle apparait
en optique non-linéaire comme modéle de propagation dans des milieux dis-
persifs de type Kerr ou encore dans I’évolution d’ondes de surface dans des
eaux suffisamment profondes (voir par exemple [4]). Elle est toujours d’ac-
tualité et intervient dans la description d’impulsions dans les fibres optiques
[75] ou de solitons dans les cristaux liquides [30]. On pourrait multiplier les
exemples. Pour les systémes intégrables, elle est un des modéles fondamen-
taux ayant permis le développement de la méthode de diffusion inverse et de
son analogue quantique [119], la découverte de 1’algébre de Zamolodchikov-
Faddeev [43] et la quantification de I’approche de Rosales [113, 32|. Elle
correspond & la version continue de la chaine de spin X X X (en particulier
du point de vue de l'ansatz de Bethe algébrique) [69] et a la limite non-
relativiste et de couplage faible de ’équation de Klein-Gordon non-linéaire
et de I’équation de sine-Gordon (voir par exemple |74] et les références a
I'intérieur) ainsi que de la théorie ¢* (voir par exemple [61]).

Toutes ces raisons en font un excellent candidat pour tester ou valider
de nouveaux résultats théoriques dans les systémes intégrables. Par exemple,
elle a joué un role important dans la découverte de symétries étendues dont
nous avons déja parlé, avec les travaux de S. Murakami et M. Wadati [97|
et de M. Mintchev, E. Ragoucy, P. Sorba et Ph. Zaugg [93]. Elle a donné un
cadre physique aux développements algébriques liés a la présence d'un bord
dans les systémes intégrables [57, 84| en montrant I'importance de 1’algébre
de bord [84] comme généralisation de Ialgébre de Zamolodchikov-Faddeev
au cas avec bord pour la méthode de diffusion inverse quantique [53]. Depuis
dix ans, la généralisation de ces questions a des situations ou le bord n’est
pas purement réflexif est au coeur de recherches actives [36, 37, 24, 92|. Dans



ce contexte, une partie de mon travail de thése a consisté a utiliser I’équation
de Schrédinger non-linéaire comme cadre physique pour valider ’approche
algébrique de [92] pour la description d’'impuretés, ou de défauts (i.e. de
bords non purement réflexifs).

Plan du manuscrit

Le manuscrit s’articule autour de trois parties avec des objectifs pré-
cis. La premiére partie, composée de trois chapitres, est dédiée a I’équation
de Yang-Baxter (quantique) depuis son origine historique et physique jus-
qu’a son role primordial dans certaines approches modernes des systémes
intégrables quantiques: factorisation des processus de diffusion, matrice de
diffusion exacte, description algébrique d’états asymptotiques et relation de
définition de structures algébriques comme le Yangien par exemple. Cette
partie est aussi I’occasion de revoir les différentes approches algébriques que
cela a suscité dans le cadre de théories factorisables en présence d’un bord
ou d’'une impureté.

La deuxiéme partie, également composée de trois chapitres, est large-
ment consacrée a I’équation de Schrodinger (classique et quantique) qui est
le systéme intégrable au coeur de ma thése. Cela nous permet de revoir la
méthode de diffusion inverse et son analogue quantique dans les deux pre-
miers chapitres. La encore, nous essayons de montrer le role important de
I’équation de Yang-Baxter dans les approches algébriques de résolution de
systémes intégrables. Le troisiéme chapitre souligne encore davantage l'inté-
rét des approches algébriques basées sur ’équation de Yang-Baxter. En effet,
nous présentons une facon de construire un systéme intégrable possédant une
symétrie donnée a partir de la structure algébrique correspondante définie
grace a I’équation de Yang-Baxter. Le systéme en question est un modéle de
spins dynamiques avec interaction & distance du type Calogero-Sutherland.

Enfin, la troisiéme partie concerne mon travail de thése et se décline en
deux chapitres. Dans le premier chapitre, les différents résultats obtenus pen-
dant ma thése sont regroupés par théme de recherche et discutés a la lumiére
des notions introduites dans les deux premiéres parties. Il y a quatre thémes:
I’équation de super-Schrodinger non-linéaire, la construction d’un systéme in-
tégrable possédant ’algébre de réflexion comme symétrie, I'inclusion d’une
impureté dans les systémes intégrables avec la résolution explicite de I'équa-
tion de Schrodinger non-linéaire avec impureté et enfin, la construction et la
résolution d’un systéme exactement résoluble de particules en interaction de
contact en présence d'une impureté modulable. Ce dernier théme ouvre des
perspectives intéressantes vers un autre domaine, la physique de la matiére
condensée, que nous discutons dans la conclusion. Le deuxiéme chapitre est
constitué des articles écrits pendant la thése et sert de support technique au
premier chapitre qui est volontairement axé sur les idées et non pas sur les
calculs. La conclusion synthétise les apports du travail de thése et montre
quelques nouvelles directions de recherche que j’envisage pour I'avenir.



Premiére partie

L’équation de Yang-Baxter
quantique






Chapitre 1

Origine historique et physique de
I’équation de Yang-Baxter

Avant de prendre la place fondamentale qu’on lui connait dans les sys-
temes intégrables et les structures algébriques qui s’y rattachent, la célebre
équation de Yang-Baxter est apparue comme relation de cohérence dans la
résolution exacte de modéles physiques bidimensionnels. Dans le premier cha-
pitre de cette partie, nous revenons sur cette origine historique, ce qui sera
aussi I’occasion de détailler le probléme a N corps en interaction de contact a
la base de certains résultats obtenus pendant la thése. Les chapitres suivants
montrent comment cette équation est devenue la clé de voiite de différentes
structures mathématiques et de différents points de vue constituant le do-
maine des systémes intégrables.

[.1.1 Modéles de gaz imparfaits & basse tempé-
rature

Les modéles de gaz imparfaits correspondent a la tentative de décrire des
gaz réels plus fidélement que par le modéle de gaz parfait, c’est-a-dire en
tenant compte le plus possible des interactions entre particules. En pratique,
les modéles considérés correspondent a un systéme trés dilué de particules
dont le potentiel agit a distance finie. Le rayon d’action du potentiel d’in-
teraction est bien inférieur a la distance entre les particules de sorte que les
interactions n’apparaissent que lorsque les particules sont proches les unes
des autres, ce qui réduit considérablement la probabilité d’interactions a plus
de deux particules. En outre, a basse température, ou de fagon équivalente a
basse énergie, une particule est trés étalée (sa longueur d’onde de de Broglie
est grande) et par conséquent, la probabilité de trouver une particule a ’in-
térieur du rayon d’action du potentiel est infime. Il en résulte que le détail
du potentiel d’interaction importe peu car une particule ainsi étalée ne subit
que 'effet moyen du potentiel et en dehors d’une longueur caractéristique du
potentiel, la longueur de diffusion a, tout se passe comme si les particules
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étaient libres. Ainsi, pour un gaz imparfait a basse température, les particules
se comportent comme des sphéres dures de diamétre a.

Comme nous allons le voir, ce modéle physique est a I'origine de l'inter-
action de contact dont le potentiel est donnée par la distribution é de Dirac.
Nous donnerons aussi une présentation plus rigoureuse de ce potentiel avant
de présenter la résolution compléte du modéle & N corps correspondant.

L’idée de K. Huang et C. N. Yang [68] est d’utiliser la méthode des pseudo-
potentiels pour produire un Hamiltonien effectif capable de reproduire fidé-
lement les niveaux de basse énergie du gaz imparfait. Nous allons présenter
les grandes lignes du raisonnement pour deux particules, renvoyant le lecteur
a |68| pour le détail des résultats généraux.

Soit r; et ry les vecteurs positions des deux particules dans R? et r =
ro —ry. L’équation de Schrédinger pour la fonction d’onde 1(r) décrivant les
deux particules dans le référentiel du centre de masse prend la forme d’une
équation aux valeurs propres pour le vecteur d’onde relatif k

(V2+K)o(r) = 0, r>a (I.1.1.1)
P(r) = 0, r<a (1.1.1.2)

ou r est la norme de r.

Pour comprendre comment obtenir le pseudo-potentiel correspondant a
ce probléme, nous présentons la démarche pour la premiére harmonique de
la fonction d’onde et & trés basse énergie (k — 0). Le probléme devient

1d

dip
) = L1.1.
TQdT(T d?") 0, 7r>a ( 3)
U(r) = 0, r<a, (L1.1.4)
avec pour solution
1—4 C
mm:{“ )or>a, € (L1.1.5)
0 , r<a

L’idée maintenant est d’imaginer une fonction d’onde étendue 1, qui coincide
avec ¢ pour r > a et satisfait la méme équation, mais qui est a priori non
nulle a l'intérieur de la sphére dure

(V2+EDYe(r) = 0, r>0 (1.1.1.6)

Ye(a) = 0 . (I.1.1.7)

On cherche maintenant le pseudo-potentiel V,(r) de facon a pouvoir éviter
d’imposer explicitement la condition en a et la restriction r > 0. Il faut donc

étudier le comportement de 1), quand r — 0 et k — 0. D’aprés (I.1.1.5), on
obtient

) =a(l==) | r—0, (L1.1.8)
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ce qui permet de caractériser la constante a, normalement définie par la
condition aux limites en r = 400, par

a= g(rwe)vzo. (L.1.1.9)

or
La forme de 1, dans (I.1.1.8) code la condition 9.(a) = 0 et permet en outre
d’écrire

V2 (r) — 4mad(r)a , r— 0. (I.1.1.10)

On en déduit que, pour £k — 0, la fonction ). satisfait 1’équation suivante
pour tout r

(V2 4+ B (r) = 4wa5(r)%(r¢)e)(7’) , (I.1.1.11)

et on a identifi¢ le pseudo-potentiel comme étant I'opérateur §(r)(2)r'. Par
construction, pour r > a et k petit, ¥.(r) = 1(r) : les deux fonctions satisfont
la méme équation et la méme condition au bord et les énergies k? sont les
mémes. La question maintenant est d’étendre cette approche pour des valeurs
quelconques de k.

Le résultat final de [68]? est que le pseudo-potentiel reproduisant la pre-
miére harmonique de la fonction d’onde du gaz de sphéres dures de masse m
A toute énergie est de la forme?

27 h? )

r)—r. (L.1.1.12)

V) = Ercot(a)’ ™ ar

En fait, a basse énergie, ce pseudo-potentiel est valable pour n’importe quel
potentiel & distance finie dont les propriétés de diffusion sont caractérisées
par a. C’est 'approximation d’indépendance de forme du potentiel (voir par
exemple [67]). Dans ce cas, en négligeant les termes d’ordre k? dans le pseudo-
potentiel pour k petit, on retrouve

2mah? 9,
Vir) = o(r)—r. [.L1.1.13
() = 5 (r) (11.1.13)
L’opérateur %r apparait comme un '"régulateur" a la limite r — 0 dans

cette approche des pseudo-potentiels. En effet, la fonction d’onde étendue du
probléme avec le pseudo-potentiel, 1., ne coincide avec la fonction d’onde
du probléme initial que pour » > a mais est définie en pratique pour tout r.
Ainsi, elle décrit de facon artificielle ce qui se passe a l'intérieur de la sphére
dure et il se trouve qu’elle a un comportement divergent quand r — 0 du

type (L.1.1.8) qui est régulé par 27 comme le montre (1.1.1.9).

1. Ce raisonnement est da a J.M. Blatt et VF. Weisskopf [13]

2. Notons que dans cet article, le pseudo-potentiel pour toutes les harmoniques supé-
rieures & toute énergie est également déterminé.

3. Nous avons réintroduit temporairement les constantes A et m.
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En revanche, pour une fonction réguliére en r = 0 (ce qui sera le cas
des fonctions d’onde non perturbées du probléme libre), cet opérateur est
représenté par l'identité.

L’Hamiltonien & N particules correspondant prend la forme

- ,  Admah? 0
Hpseudo == —% ; Vl -+ m ; (5([‘2 — rj)&Tijrij . (11114)

La motivation physique de cette approche est d’utiliser le pseudo-potentiel
comme une perturbation de "'Hamiltonien libre correspondant au gaz par-
fait. Dans cette optique, cette perturbation est appliquée sur les fonctions
d’onde non perturbées de 'Hamiltonien libre afin de trouver les corrections
en énergie dues aux interactions entre particules ainsi modélisées. D’apreés
la discussion précédente sur le role de 'opérateur %r, on en déduit qu’en
pratique, le fameux potentiel § sera utilisé.

Nous avons présenté la situation en trois dimensions et la constante de

couplage de l'interaction est dans ce cas

2mah?
gsp = 148 (1.1.1.15)
m

donnant lieu au potentiel de contact a deux corps suivant

2950 Y 6(r; —1;). (1.1.1.16)

1<j

La situation peut étre adaptée & une dimension, constituant le modéle d’in-
teraction de contact unidimensionnel a la base de notre présentation. La
constante de couplage dans ce cas sera simplement notée g. Il est intéressant
de constater que son expression explicite en fonction d’une longueur de dif-
fusion caractéristique du probléme unidimensionnel n’a été étudiée que treés
récemment [100] dans le contexte d’un gaz atomique confiné dans un piége
de forme allongée reproduisant une situation unidimensionnelle. Le résultat
fondamental de [100] est qu’il est possible de modéliser une situation expé-
rimentale confinant un gaz de bosons & une dimension par une interaction
d(z) ou z est la coordonnée selon I'axe longitudinal du piége (optique ou
magnétique) dont la constante de couplage g prend en compte les effets des
modes transverses du systéme.

Dés lors, nous pouvons conclure cette introduction des motivations phy-
siques de 'interaction § par cette note optimiste: il est maintenant possible
de réaliser expérimentalement des situations correspondant a des modéles
exactement résolubles qui furent tout d’abord étudiés pour leur seul inté-
rét théorique et mathématique. Les effets de la modélisation sont contenus
dans la constante de couplage qui intervient dans la résolution théorique du
modéle de E. Lieb et W. Liniger |82] qui sera présenté au paragraphe 1.1.3.
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[.1.2 Description mathématique

Nous nous proposons ici de revenir un peu plus en détail sur la définition
rigoureuse du potentiel 6 apparaissant dans I’'Hamiltonien du systéme quan-
tique que I'on veut étudier. Dans toute la suite du manuscrit, nous prendrons
des unités telles que h =1 et 2m = 1.

I1.1.2.1 Extensions auto-adjointes

La présentation historique du paragraphe précédent s’inscrit dans une
logique pragmatique d’abord motivée par la physique puis relayée par les
mathématiques. En effet, I'idée sous-jacente dans ’approche des pseudo-
potentiels est de simplifier au maximum d’un point de vue mathématique un
modele physique donné tout en conservant un maximum de ses propriétés.
Dans I’exemple qui nous occupe, on veut pouvoir avoir recours a un modéle
d’interaction suffisamment idéalisé pour permettre une résolution exacte (on
parle de modéles exactement résolubles) mais conservant tout de méme les
propriétés de diffusion des particules du systéme physique de départ. Dans
ce contexte, les interactions dites ponctuelles, ou de contact, (voir [6] pour
une présentation trés compléte) et leurs généralisations initiées dans la litté-
rature russe (voir par exemple [116]) ont regu une attention particuliére des
mathématiciens. Le prototype de tels modéles correspondant a 'opérateur
Hamiltonien suivant

H = —V?+ gi(r) (1.1.2.17)

a été défini rigoureusement comme une extension auto-adjointe de l'opérateur
—V? agissant sur le domaine des fonctions C™ & support compact en dehors
du centre d’interaction [10]. Comme nous allons le voir, lorsqu’on se restreint
a une dimension spatiale 'interaction d fait partie d’'une famille d’extensions
auto-adjointes de 'opérateur —% décrite par quatre paramétres réels. Nous
avons besoin tout d’abord de quelques définitions mathématiques issues de la
théorie des opérateurs linéaires dans les espaces de Hilbert (voir par exemple
[110, 111]). Soit H un espace de Hilbert (séparable) muni d’un produit sca-
laire noté ( , ) et A un opérateur agissant sur H défini sur son domaine
D(A) C H. En toute généralité, A peut étre non borné et dans ce cas la
spécification du domaine est indispensable ; on notera 'opérateur (A,D(A)).
— (A, D(A)) est dit dense si D(A) est dense dans H.

— (B,D(B)) est une extension de (A,D(A)), notée A C B, si et seulement
si D(A) CD(B) etV feD(A), Bf = Af.

— (A/D(A)) est dit fermé si D(A) est fermé et si, étant donnée une suite
(¢,) dans D(A) convergeant vers ¢,

(ﬁinoo Ay = %/)) = (Ap =1) . (1.1.2.18)
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La fermeture de (A,D(A)) est la plus petite extension fermée de (A,D(A)),
notée (A,D(A)).

— L’adjoint (B,D(B)) de (A,D(A)) est 'opérateur défini comme suit :

i) D(B) est 'ensemble des éléments ¢ € H tels que la forme linéaire
¢ — (Y,Ad), ¢ € D(A), soit continue pour la topologie de H définie
par ( , ). Dans ce cas, le théoréme de Riesz nous assure qu'il existe
¢ € H tel que (p,0) = (¢,A9).

ii) B est alors défini sur D(B) par By = ¢ et on le note B = Al
En particulier, on a Pécriture habituelle Vi € D(AT), V¢ € D(A),
(AT,6) = (,A9).

— (A, D(A)) est dit symétrique si et seulement si A C AT. Autrement dit,
(A,D(A)) est symétrique si et seulement si Vi), € D(A),

(AY,0) = (¢, Ad) .

— (A, D(A)) est dit auto-adjoint si et seulement si A = AT.

Pour ce qui nous intéresse, considérons un opérateur (A,D(A)) dense et symé-
trique. Sa fermeture (A,D(A)) existe et il y a deux possibilités : soit A = AT et
Vopérateur est dit essentiellement auto-adjoint (avec comme cas particulier
A = A pour lequel A est en fait auto-adjoint), soit A # AT avec les relations
d’inclusion A ¢ A C Af. Dans ce cas, on peut alors se demander sil est
possible de trouver une extension de (A,D(A)) qui soit auto-adjointe. Et si
oui, cette extension est-elle unique? La réponse a ce probléme a été appor-
tée par von Neumann [126] dans sa théorie des extensions auto-adjointes des
opérateurs symétriques. Soit (AT, D(AT)) I'adjoint de (A,D(A)). On définit
les sous-espaces de déficience Ny € H par (I étant 'opérateur identité)

Ni=Ker(ATFiXI) , A>0, (1.1.2.19)

et les indices de déficience ny par ny = dim N,i. Dans les cas qui nous
intéressent, les indices sont finis et on a le résultat suivant
Théoréme 1.1.2.1 Les extensions auto-adjointes de (A;D(A)) sont en bi-
jection avec les applications unitaires de N sur N_. Ainsi, trois cas se pré-
sentent :

- siny #n_ alors A n’a pas d’extensions auto-adjointes.

—siny = n_ = 0 alors A a exactement une extension auto-adjointe.
Soit A = Al et A est alors auto-adjoint ou bien A # Al et A est alors
essentiellement auto-adjoint.

- st ny = n_ = N, il eriste une infinité d’extensions auto-adjointes
de A paramétrées par les matrices unitaires N X N. En pratique, les
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domaines Dy de ces extensions sont construits a partir de D(A) pour
chaque application U : Ny — N_

Dy={p=0¢+ax.+a_x_| ¢ €D(A), x+ € Ni, ax € C}

L’utilisation pratique de ce théoréme pour les opérateurs différentiels requiert
encore plusieurs étapes. Il faut trouver un domaine pour lequel 'opérateur
formellement auto-adjoint en question est dense, symétrique et fermé. Par
formellement auto-adjoint, on comprend que la forme explicite de 'opérateur
est la méme que celle de son adjoint sans considération précise des domaines
respectifs. Puis, il faut déterminer son adjoint (c’est-a-dire en fait le domaine
de I’adjoint) et calculer les indices de déficience. Et enfin, le cas échéant, il faut
décrire les domaines des extensions auto-adjointes données par le théoréme.

On s’intéresse tant aux opérateurs auto-adjoints en raison du théoreme
spectral qui assure la diagonalisation (avec des valeurs propres réelles) et
'existence d’une base de vecteurs propres (que 1’'on peut orthonormer), fon-
dements de la mécanique quantique. Dans le cadre de cette théorie, un opéra-
teur de prédilection est 'opérateur Hamiltonien. Souvent, I’Hamiltonien est
défini au départ comme un opérateur différentiel formellement auto-adjoint
pour le produit scalaire de I'espace de Hilbert H = L*(R¢) par exemple pour
un probléme en d dimensions. Mais cela ne définit pas un opérateur sur H a
proprement parler puisque H contient des fonctions qui ne sont pas continues,
sans parler de dérivables.

La premiére étape est donc de chercher un domaine D dense dans H
sur lequel ’Hamiltonien formel est bien défini comme opérateur linéaire H.
Souvent, D est I'espace C5°(R?) des fonctions C* & support compact dans
R?. Si I'Hamiltonien présente des singularités localisées en certains points
(ce sera notre cas), on prend alors l’espace des fonctions & support compact
ne contenant pas ces points. Ainsi en choisissant bien D, 'opérateur formel-
lement auto-adjoint devient un opérateur symeétrique et dense sur D. Dés
lors, on peut utiliser ’artillerie qui vient d’étre présentée pour construire les
extensions auto-adjointes de H le cas échéant.

Il est temps de passer a l’exemple qui nous intéresse a savoir 1’étude
des extensions auto-adjointes de 'opérateur différentiel —<=. Rappelons que
notre point de départ est de donner un sens rigoureux a I’ Hamlltonlen défini
par (I1.1.2.17) dans le cadre d’une théorie unidimensionnelle. Il est clair que
sur D = C§°(R\{0}), lopérateur Hy = —% et la version a une dimension de
I'opérateur (1.1.2.17) coincident. En outre, une simple intégration par parties
montre que Hy est symétrique sur D muni du produit scalaire habituel de
L*(R) (pour la mesure standard notée dx) :

V ¢ € L*(R), (p2)) = / o*(z (1.1.2.20)

Pour l'instant, on dispose donc d’'un opérateur différentiel dense et symé-
trique. Il nous faut maintenant trouver sa fermeture et cela nécessite le re-
cours a un espace de Sobolev. De maniére générale, pour un ouvert 2 de R,
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un entier naturel s et un réel p € [1, + oc], I'espace de Sobolev W*P(Q) est
défini par

WeP(Q) = {f € LP(Q)| Vr < s, € LP(Q)} (I1.1.2.21)

) gtant la dérivee r-iéme de f. Il est possible de donner une structure
d’espace de Banach & W*P(Q) et pour p = 2, cette structure peut méme
étre promue en espace de Hilbert. Comme l'opérateur différentiel qui nous
intéresse est d’ordre 2 et qu’on travaille dans L?(R), I'espace de Sobolev
requis est W22(R). En effet, la fermeture de Hy est définie sur le domaine D
des fonctions ¢ de W2(R) telles que 1(0) = ¢'(0) = 0 [5].
L’adjoint de Hy est quant a lui défini sur W*2(R \ {0}), [5], et on utilise
le théoréme de von Neumann. On cherche les solutions de 1’équation
d2
dx?
[’équation caractéristique de cette équation différentielle admet deux racines
distinctes Ay = :I:(%)A. Ainsi, l'indice de déficience n, est égal a 2 et les
fonctions de base de N sont de la forme

feOp,x) = 0(z)e™™ | fo(A_x) = O(—x)e" (I.1.2.23)

(z) =iNf(x) , A>0. (1.1.2.22)

0 étant la fonction de Heaviside. On a les mémes conclusions pour N_ en
remplagant Ay par son conjugué Ap. Ainsi, les indices de déficience sont
(2,2) et on conclut qu’il y a une infinité d’extension auto-adjointes de Hy sur
CP(R \ {0}) paramétrées par les matrices U de U(2). Ces extensions sont
données par les restrictions de Hg agissant sur les domaines Dy de la forme

Dy = {w = E + A+f+(/\+7x> + A*f*()‘*vx> + B+f+()\i,l’) + B,f,()\i,l,’) ’
GeD (gj>:zf(ﬁj)} (11.2.24)

1.1.2.2 Conditions aux bords

La caractérisation précédente des extensions auto-adjointes de I’'Hamilto-
nien libre sur C§°(R\{0}) n’est pas trés pratique d’utilisation dans le contexte
de la mécanique quantique ot ’on préfére avoir un probléme différentiel avec
des conditions aux bords pour la fonction d’onde. C’est pourquoi on cherche
a caractériser le domaine Dy par des conditions en x = 0 sur ses éléments.
L’argument traditionnel s’appuie sur la forme sesquilinéaire suivante

Fy(.) = (Hi¢:0) — (0, H{p) , ¢4 € Dy, (1.1.2.25)

Une simple intégration par parties montre qu’elle ne dépend que des valeurs
prises par 1 et ¢ en 0% et 0~. En outre, comme Hg est auto-adjoint sur Dy,
Fy est nulle et en particulier, pour ¥ = ¢, on trouve

Fy(¢,¢) = 0= (¢7)(07)p(07) — ¢7(07)¢(07)
—(¢)'(07)¢(07) 4 ¢"(07)¢'(07). (1.1.2.26)
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Soit alors vy les vecteurs de C? définis par

[ o(07) £iLogp'(0T)
vy = ( 5(0-) T iLod'(0) ) (1.1.2.27)

olt on a introduit la longueur Ly par homogénéité. On a alors 1’équivalence
Fy(9,0) = 0 & [lug|] = [fo-]]. (1.1.2.28)

Or I’égalité du membre de droite est a son tour équivalente a I’existence d’une
matrice V' dans U(2) telle que v_ = Vv,. Enfin, la définition (I.1.2.24) im-
plique que V = U. Ainsi, les extensions auto-adjointes de (Hy,C5°(R \ {0}))
sont définies sur 'ensemble des fonctions ¢ € W22(R \ {0}) satisfaisant les
conditions aux bords suivantes

¢(07) —¢'(07)

Il y a quatre paramétres réels controlant ces extensions correspondant a U(2)
et il est montré dans |26] que la longueur Ly n’ajoute pas de degré de liberté
dans les conditions aux bords. On la prendra égale & 1 dans toute la suite.

Il reste maintenant a faire le lien avec notre probléme de départ concer-
nant la version & une dimension de 'Hamiltonien (I.1.2.17). Cette étape est
trés technique également et nous nous appuyons encore sur [5| et renvoyons a
|78| pour les détails. Le résultat final est que expression suivante (formelle)
pour le potentiel singulier généralisant le potentiel ¢,

(U —1) ( o(07) ) FiLo(U +1) ( ¢(07) ) _0 . UeU), (11.2.29)

2g4(x) + QAié(a:)i +2(p + w)%é(x) —2(p — z'l/)é(x)dd ,(1.1.2.30)

dz dx dr

correspond aux conditions aux bords (I.1.2.29), avec une condition appropriée
sur U (voir par exemple article [VIII]), que 'on peut réécrire,

() ().

pour \g — p?+ (1 —iv)2 # 0 et avec aa* =1, ad—bc =1, a € C, a,b,c,d € R.
L’identification s’écrit
1
A — 2+ (1= ))
a = (1+p?+12=XgA | b=2)\A,
c = 29A | d=((1+p)?*+v2-AgA,

o =

ot A = |\g — p?+ (1 +iv)?|~" Le cas \g — p*> + (1 — iv)? = 0 correspond
a des conditions au bord séparées [5] que nous ne considérons pas mais qui

peuvent de toute facon étre retrouvées comme certaines limites du paramé-
trage (1.1.2.31).
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Terminons ce paragraphe sur une élégante interprétation physique de la
condition (I.1.2.26). Etant donnée la fonction d’onde (scalaire) ¢ d’un pro-
bléme de mécanique quantique, on définit la densité de probabilité de courant
j(x) correspondante par

jla) = =i((¢")'¢ — ¢"¢) (x). (1.1.2.32)

Alors, pour le probléme décrit par une des extensions auto-adjointes sur Dy,
(I.1.2.26) montre que j est continue & travers le potentiel ponctuel en x =0
décrit par les conditions aux bords (I.1.2.29). La densité de probabilité de
courant est conservée: le potentiel n’est pas dissipatif.

[.1.3 Interaction de contact dans le probléme &
N corps

[.1.3.1 Le gaz de bosons

Dans ce paragraphe, nous entrons réellement dans le vif du sujet en com-
binant les motivations physiques du paragraphe 1.1.1 et les résultats mathé-
matiques du paragraphe 1.1.2. L’objectif est de décrire un gaz imparfait de
bosons a une dimension par I’Hamiltonien a N particules introduit par E.
Lieb et W. Liniger [82] et quasiment simultanément par J.B McGuire dans
[88]. Ce modéle, et sa généralisation par C.N. Yang, est un systéme exac-
tement résoluble et sera utilisé dans ce manuscrit pour présenter certains
concepts fondateurs des systémes intégrables modernes comme [’ansatz de
Bethe et l’équation de Yang-Baxter. Par souci de concision, on ne présentera
pas la notion de limite thermodynamique accompagnant trés souvent I’ansatz
de Bethe car elle n’est pas nécessaire a la présentation des travaux effectués
pendant la thése. Le lecteur curieux pourra toujours se référer aux articles
originaux [82, 128| qui détaillent cette technique afin de trouver les propriétés
thermodynamiques du gaz considéré.

Le point de départ est I’équation de Schrédinger stationnaire pour N
particules repérées par xi,...,ry et interagissant via un potentiel J sur un
cercle de circonférence L:

N g2
(—Z% + 2925(:1:2- - xj)) Yv=FE) , 0<x; <L, (L1.3.33)
i=1 i

1<j

g étant la constante de couplage de l'interaction et ¢ la fonction d’onde & N
particules satisfaisant des conditions périodiques, complétement symétrique
pour des bosons. Pour un potentiel répulsif, g est positive et il n’y a pas
d’états liés. Le cas attractif a été discuté dans [88]. Le potentiel 0 est un cas
particulier des extensions auto-adjointes discutées dans la section précédente
correspondant & « = a =d =1, b = 0 et ¢ = 2¢g dans (1.1.2.31). L’action
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du potentiel ¢ sur la fonction d’onde est donc caractérisée par les conditions
aux bords suivantes

o 0 o 0
(axi B 8—%) Vo= = (axi B 8_:6) Vi=ay + 20%pwi=s, - (1.1.3.35)

La fonction d’onde est continue sur chaque hyperplan z; = x; de RY mais
sa dérivée y fait un "saut" proportionnel & la valeur de la fonction d’onde
sur cet hyperplan. Comme la fonction d’onde est complétement symétrique,
il suffit de la connaitre dans la région 0 < 1 < 29 < ... < oy < L pour la
caractériser entiérement. Le probléme a résoudre finalement prend la forme

N
82
_Z@@b:&b L 0<z <z <..<ay<L, (1.1.3.36)
i=1 1

0 0
< ) Z/}\%'-HZJJJ' = g¢|z]-+1:x]- s (11337)

8xj+1 8xj
avec la condition de périodicité devenant

(0,z9,...,x8) = U(xg,...,xN,L), (I.1.3.38)

0 0
—P(T,T2, ...\ IN)je=0 = —W(T2, ..., TN,T)x=L - [.1.3.39
o (x,22 N) =0 &xw( 2 NoT)ja=L ( )
L’idée maintenant est de formuler une hypothése pour la forme de la fonction
d’onde. Soit Gy le groupe des permutations de N éléments. Il est composé de
N! éléments engendrés par N — 1 générateurs T;, 7 = 1,...,N —1 et l'identité
1. On rappelle ses relations de définition

TT, = 1, (1.1.3.40)
LiTinT = Tign T Ty (I1.1.3.41)

TT, = T,T, , |i—j>1. (1.1.3.42)

Soient (kq,...,kn) N réels ordonnés (ces nombres vont caractériser les fonc-

tions d’onde propres du probléme). L’action de P € &y sur (ki,...,ky) est
donnée par P(k;) = kp;, Pj étant I'image de j € {1,...,N} par la permu-
tation P. Dans la région 0 < z7 < 22 < ... < xny < L, on suppose que la
fonction d’onde s’écrit

¢(I1, ce ,I‘N) = Z AP 6ikP1x1+'"+ikPNxN . (11343)

PeGy

Cest le célébre ansatz de Bethe du nom de Hans Bethe* qui en fit 'usage
pour la premiére fois en 1931 [12] pour résoudre la chaine de spin proposée

4. "The Last of the old Masters of Physics". Hans Bethe, Prix nobel de Physique 1967,
est mort le 6 mars 2005 & ’age de 98 ans.
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par Heisenberg [65]. Les coefficients Ap sont les amplitudes inconnues a dé-
terminer pour que la fonction d’onde soit la solution recherchée. C’est une
généralisation de la fonction d’onde (4 une composante) pour des fermions
oil les coefficients seraient simplement (—)%, c’est-a-dire la signature de la
permutation P.

Le but de I'ansatz de Bethe étant de résoudre le probléme considéré, il y
a plusieurs étapes a valider:

(i) Trouver les coefficients Ap qui déterminent les états propres station-
naires.

(ii) Trouver le spectre d’énergie correspondant.

(iii) S’assurer que I'hypothése est justifiee. En d’autres termes, vérifier que
les fonctions propres identifiées par ’ansatz forment une base de solu-
tions. On est alors assuré d’avoir identifié tout le spectre d’énergie. 11
faut aussi confirmer que les k; sont bien IV réels distincts et étudier le
cas échéant d’éventuelles extensions au plan complexe (pour prendre
en compte la possibilité d’états liés).

La derniére étape (iii) est souvent la plus ardue et il n’est pas rare qu’elle
soit trés sommairement vérifiée voire pas du tout. Il faut alors bien étre
conscient que ’ansatz de Bethe reste une hypothése et que les solutions trou-
vées ne décrivent peut-étre pas tout le spectre. En revanche, si 'on parvient
a prouver la validité de 1’ansatz de Bethe (dans le sens ou elle produit bien
tous les états propres du systéme), on peut alors dire que le systéme est com-
plétement résolu: on a identifié tous ses états propres et ses états d’énergie.
Il est alors possible de I’étudier a température finie et de s’intéresser a ses
propriétés thermodynamiques.

Dans le cas présent, la premiére étape (i) est déterminée par les conditions
(I.1.3.37) que la fonction d’onde doit satisfaire sur les hyperplans x;.; = ;.
Considérons le cas x1 = wq. Les k; étant supposés différents, les N! termes
de la somme dans (I1.1.3.43) sont indépendants et dans la limite 21 = x4, la
condition (I.1.3.37) relie les permutations deux a deux de la facon suivante : si
Py est la permutation échangeant les deux premiers éléments et laissant les
autres inchangés, alors seules Q) € Sy et Py interviennent dans (1.1.3.37).
On obtient les conditions suivantes :

Ag = —Agp, = ka1 = kan) (1.1.3.44)

Ainsi, les deux amplitudes correspondant a I’échange des deux nombres kg,
et kgo sont reliées par une phase qui dépend de la constante de couplage de
I'interaction et de kg; et kgo. Cette phase représente I'action de l'interaction
d sur la fonction d’onde dans 'espace de Fourier. On introduit w;; = w(k;—k;)
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avec

w(u) = —2arctan (g) , (I.1.3.45)

et pour u réel on a,
—rm<wu) <.

Alors la phase dans (1.1.3.44) prend la forme e™@1@2. A partir de 14, on voit
qu’on peut satisfaire aux N — 1 possibilités z; = x;,1 en exprimant chaque
Ap en fonction de A; par exemple par itération de la relation (I1.1.3.44). En
effet, toute permutation P € G peut étre décomposée en une succession de
transpositions échangeant i et j, chacune donnant lieu & un facteur —e™is,
Ap est donc tout simplement le produit de ces facteurs multiplié par A;. La
normalisation de la fonction d’onde finit de fixer tous les coefficients en impo-
sant la valeur de A;. Cependant, une telle décomposition n’est pas unique en
général et on peut se demander si cette construction est cohérente c’est-a-dire
si Ap est bien défini sans ambiguité. Il est facile de voir a partir de 'exemple
suivant que toute décomposition en transposition d’'une méme permutation
P donne le méme facteur Ap. Si

123
P= ( - ) (1.1.3.46)

alors il existe deux décompositions: (123) — (213) — (231) — (321) et
(123) — (132) — (312) — (321), qui donnent toutes les deux la phase
—eilwntwnitwss) De facon générale, la validité de la construction tient au fait
que les phases w;; fournissent une représentation (de dimension 1) de Gy.

Il est facile de voir que I’équation aux valeurs propres (I1.1.3.36) est éga-
lement satisfaite avec

E=) k. (1.1.3.47)

On en déduit que la fonction d’onde ¢ définie par (1.1.3.43) est solution du
probléme (1.1.3.36,1.1.3.37) lorsque les amplitudes Ap satisfont les conditions
décrites précédemment. Remarquons que 'hypothése sur les £;, qui doivent
étre distincts deux a deux, assure que la fonction d’onde v n’est pas iden-
tiquement nulle. En fait, les valeurs pouvant étre prises par les k; vont étre
contraintes par la condition de périodicité (1.1.3.38,1.1.3.39) et il ressort que
la quantité k;i11 — k; n’est pas nulle [82]. Cela fixe par la méme occasion
le spectre en énergie d’aprés (1.1.3.47) et permet de passer a I'étape (ii) de
la méthode. Les propriétés des amplitudes Ap déja utilisées précédemment
montrent que les conditions de périodicité sont équivalentes a N équations
pour les N nombres £;,

N

oikil — H(_eisz) ‘ (1.1.3.48)

s=1
s#J
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Ce sont les equations de Bethe : elles déterminent les valeurs possibles des k;
et donc aussi le spectre d’énergie. Elles sont extrémement difficiles a résoudre
analytiquement en général mais on peut tout de méme en tirer de précieuses
informations (notamment en prenant la limite thermodynamique). Dans [82],
des arguments sont donnés pour soutenir I’hypothése que tous les k; sont réels
dans le cas répulsif. Soulignons que le cas attractif est beaucoup moins évident
car la présence d’états liés a deux, trois voire N particules, vient enrichir la
discussion. Quoiqu’il en soit, disposant de N k; distincts ainsi déterminés,
le choix suivant pour la fonction d’onde s’est imposée historiquement, pour
0<z <...<aony < L,

—i(kp; — kpe)
bpa(T, ... TN Z S - /j; S P1) gitkpy o) (1.1.3.49)
Pee j<t (kp; = kpe)

Ces solutions, que I'on nomme fonctions d’onde de l’ansatz de Bethe ne sont
pas normalisées a la fonction § (sauf pour g = 0) mais ont I’avantage de tendre
continiiment vers les ondes planes solutions du probléme libre pour g — 0.
En se servant de cette forme explicite, on peut montrer que pour g > 0,
ces solutions forment une base compléte de solutions alors que pour g < 0,
elles engendrent un sous-espace fermé correspondant au spectre continu de
I"'Hamiltonien (voir par exemple [54]).

Supposons maintenant par exemple que ky < ko < ... < ky. Le produit
terme a terme des N équations de Bethe implique

zﬁ ki L
e =1, (1.1.3.50)

d’ott on déduit qu’il existe un entier n € Z tel que

N 2mn
> k= = (1.1.3.51)

Ainsi, I'impulsion totale p est un multiple de 27 /L et on retrouve le résultat
attendu de la quantification de I'impulsion due au fait qu’on "enferme" les
particules sur un segment de taille L. En outre, étant donné un entier ng
quelconque, on voit que k; = k;+2mng/L est encore solution des équations de
Bethe et définit un nouvel état quantique d’impulsion totale p’ = p + 27ngp
ou p = N/L est la densité. Si E est ’énergie de ’état initial, la nouvelle
énergie est

N

, 4 2nop)?
E=3k=E+ ”Zoper ( Wﬁp) : (1.1.3.52)

j=1

en accord avec le résultat d'une transformation galiléenne. Ainsi, on peut
voir le nouvel état comme globalement translaté par rapport a I’état initial
tandis que son état interne reste inchangé (tous les k; sont translatés d’une
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méme quantité). L’entier ny est donc un des nombres quantiques décrivant
un état. En utilisant ce nombre, on peut toujours se ramener a un état dont
I'impulsion totale p est dans l'intervalle | —mp,mp] et il suffit donc d’étudier ces
états. Nous renvoyons le lecteur intéressé a [82] pour la suite de la discussion
et le passage a la limite thermodynamique. Le probléme de la validité de
I’ansatz sera discuté dans le paragraphe suivant traitant du cas général.

1.1.3.2 Généralisation de la statistique

L’étude précédente concernait un gaz de particules de type bosonique et
on peut se demander si cette étude peut étre étendue a un systéeme de parti-
cules quelconques. Dans [128], C.N. Yang considére le méme probléme mais
sans aucune restriction sur la symétrie de la fonction d’onde. Cela permet
d’imaginer un gaz de particules ayant un spin quelconque, chaque particule
étant dans un état de spin quelconque. Etant donnée une représentation du
groupe des permutations agissant sur les coordonnées x;, la fonction d’onde
1 se transforme selon cette représentation. Partant de 14, 'ansatz de Bethe
est appliqué de la méme facon que précédemment sans tenir compte a priori
de la symétrie de la fonction d’onde. Il faut donc considérer toutes les régions
possibles du type 0 < g1 < 22 < ... < 2gn < L, @ € Gy et formuler une
hypothése sur la forme de la fonction d’onde dans chaque région:

o= Y  Ap(Q)etrirart-tikenron (1.1.3.53)

PeGy

Les conditions de continuité et de saut pour la dérivée (I1.1.3.34,1.1.3.35)
sont a prendre sur chaque hyperplan zg, = zge41 pour Q € Sy. Soient
P,P'.(Q)) € Gy tels que

Qj=Q'j et Pj=Pj pour j#aa+1, (11.3.54)
Qa=Q(a+1) , Pa=Pla+1).
On obtient
/ k a k a }
Ap(Q) = —Le 2Pt AL(Q) + 9 Ap(Q). (1.1.3.55)

kpa — kpat1 — 19 kpa — kpat1 — g

L’idée est alors de ranger tous les coefficients Ap((Q)) dans une matrice N!x N!
dont les vecteurs colonnes contiennent les Ap(Q)) pour P fixé et ) parcourant
Gy et sont notés Ap. Soit alors T}, .1 'opérateur permutation agissant sur
Ap et correspondant a I’échange entre zg, et xg.+1 c’est-a-dire permutant
Ap(Q) et Ap(Q’) dans Ap. On a T, 44170410 = Toa+1Ta0+1 = L. On notera
dans la suite tout simplement T,. Les relations (I.1.3.55) sont équivalentes
aux relations suivantes

Ap = Yiaor(kpa — kpars)Ap, (1.1.3.56)
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ou la matrice de Yang Y, ,4+1(u) est donnée par

Yoot (1) = %@;9 | (1.1.3.57)
C’est la généralisation matricielle de la phase qui apparait dans (1.1.3.44).
La suite de ’ansatz suit les mémes étapes. Il faut s’assurer que l'on peut
déterminer toutes les amplitudes Ap(Q) de fagon cohérente grace a (1.1.3.56).
C’est en effet possible grace aux propriétés vérifiées par les matrices Y, ot
on a défini opérateur T, a < b de "proche en proche" par

Ty =Tyr...Ty... Ty (1.1.3.58)

L’opérateur T,, échange a et b et fournit une représentation de I'opérateur
permutation correspondant i.e. la transposition (ab). On a alors

Yoo (u)Ypo(—u) = 1T (I.1.3.59)
Yoo (1) Yoe(u 4+ v)Yyp(v) Yie(0) Yap (0 + 0) Yie (1) (I.1.3.60)

La relation (I.1.3.59) sera appelée relation d’unitarité dans la suite pour des
raisons qui deviendront évidentes. L’équation (I.1.3.60) est la version dite
tressée de la célébre équation de Yang-Baxter pour laquelle Yang a fourni
une solution grace au modéle que nous sommes en train de détailler. Tout
comme dans le cas précédent tout cela est valable pour des k; distincts deux
a deux afin que la fonction d’onde ne soit pas identiquement nulle.

On peut alors passer a I’étape des conditions aux bords. Comme tous
les Ap peuvent étre exprimés a partir d'un seul, disons Aj, I représentant
Iidentité du groupe des permutations, les conditions de périodicité de la
fonction d’onde en x = 0 et x = L deviennent pour j =1,... N,

eikjL .A[ - Sj+1,j Sj+2’j e SNj Slj ng e ijl,j .A[ (11361)
ol on a défini la version non-tressée de la matrice de Yang

On a S;jSke = SkeSi; pour ¢,5,k,0 tous différents et elle vérifie la relation
d’unitarité et ’équation de Yang-Baxter non-tressée

Si;S; = 1 (1.1.3.63)
Sij Szk Sjk = Sjk Szk Sij (11364)

Les N équations (I.1.3.61) sont au coeur de 'ansatz de Bethe et ont un
double role. D’une part, pour les opérateurs du membre de droite agissant sur
Ay, elles montrent que A; est un vecteur propre commun de ces N opérateurs
(avec les valeurs propres e*i). Les propriétés de S;; permettent de montrer
que ces opérateurs commutent et tout le probléme est alors de déterminer le
vecteur propre commun A;. On sait alors que la forme de la fonction d’onde



1.1.3 INTERACTION DE CONTACT DANS LE PROBLEME A N CORPS 27

est complétement fixée. D’autre part, ces N équations aux valeurs propres
imposent que e soit valeur propre de l'opérateur du membre de droite
dans (I.1.3.61). Or les valeurs propres de ces opérateurs sont fixées par les k;,
g et la représentation choisie pour les 7;;. On a donc des contraintes sur les
valeurs possibles pour les k; : ce sont les équations de Bethe. Comme I’énergie

N
F est donnée par ' = Z kf., cela détermine le spectre en énergie.

j=1

Les opérateurs T,;, agissant sur les Ap forment une représentation réduc-

tible de Gy de taille N! x N!. La réduction a une représentation irréductible
R est a la base de cette résolution généralisée et conditionne la symétrie de
la fonction d’onde et donc les statistiques décrites [128|. Par exemple, si R
est la représentation identité, alors les T, se réduisent au scalaire 1 et on re-
trouve exactement la phase de (I.1.3.44), ce qui est tout a fait cohérent avec
le fait que pour cette représentation, la fonction d’onde est totalement symé-
trique sous 1’échange de deux coordonnées et décrit des bosons. Le vecteur
A correspond & I'amplitude A; du paragraphe précédent et les équations
de Bethe générales se réduisent bien a (I1.1.3.48). Si R est la représentation
antisymétrique alors S;; se réduit a —1 et on retrouve le fait que l'interac-
tion § est triviale pour une fonction d’onde complétement antisymétrique
(fermions scalaires). Toutes les autres situations peuvent étre envisagées et
nous renvoyons a [128] pour un exemple détaillé d’une fonction d’onde dé-
crivant N — M spins "up" et M spins "down" et montrant 'influence de la
représentation sur les équations de Bethe.

Quelques mots sur la complétude & présent i.e. sur 'étape (iii) de la mé-
thode. La question n’est pas étudiée en détail dans [128] mais des arguments
sont avancés en faveur du caractére complet des solutions proposées par I’an-
satz de Bethe, a la maniére de [82]. Le probléme en présence d’états liés est
trés compliqué mais lorsque g > 0, des études rigoureuses ont été entreprises
et menées a bien [39]. En présence d’états liés, C.N. Yang a montré dans
[129] en étudiant la matrice de diffusion du probléme que les solutions du
type Bethe donnent aussi des états liés du probléme lorsque les k; sont éten-
dus au plan complexe et correspondent aux poles de la matrice de diffusion.
Afin de montrer que ce n’est pas un cas isolé, nous citons les résultats de
[130] qui est entiérement consacré a la preuve de la validité de l'ansatz de
Bethe appliqué & un autre systéme intégrable: la chaine de spin X X 7.

Nous avons beaucoup insisté sur la contribution de C.N. Yang et nous
voudrions maintenant présenter briévement les apports de R.J. Baxter qui a
également donné son nom a la célébre équation faisant I’objet de cette partie.
Les travaux de Baxter qui ont conduit a cette relation, qu’il appelait "relation
du triangle ou triangulaire", ont pour origine le modéle de physique statis-
tique appelé modéle huit vertexr. C’est en développant la résolution compléte
de ce systéme que Baxter a eu recours a la relation triangulaire contraignant
la matrice des poids de Boltzmann [8], tout comme elle contraignait la ma-
trice de diffusion dans le modéle étudié par C.N. Yang.
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Nous voulons maintenant profiter de la richesse de ce modéle pour anti-
ciper un peu la discussion du chapitre 2 et illustrer un autre concept fonda-
mental des systémes intégrables: la factorisation de la matrice de diffusion.

Nous renvoyons au chapitre 2 pour l'introduction des notions requises et
passons immédiatement & la description de la matrice de diffusion pour le
probléme qui nous occupe. Nous présentons les résultats fondamentaux qui
sont dus encore une fois & C.N. Yang et nous renvoyons a son article [129] pour
les détails. La discussion est basée sur les résultats précédents obtenus par la
méthode de I'ansatz de Bethe et il est clair que tant qu’on ne s’intéresse pas
au contenu du modéle en termes de particules ou d’états liés, ces résultats
sont indépendants du signe de la constante de couplage g. En outre, pour
I’étude des propriétés de diffusion du modéle, on n’impose pas les conditions
aux bords et on s’intéresse aux états asymptotiques sur toute la ligne. Dans
ce cas, toutes les solutions du probléme peuvent étre décomposées sur les
fonctions d’onde de 'ansatz de Bethe; en d’autres termes, ’ansatz fournit
la base des solutions et I’ansatz est prouvé. La preuve dans le cas général
est assez fastidieuse mais on peut se faire une idée en utilisant le calcul
d’intégrales de contour. Par exemple, pour le cas complétement symétrique
avec N = 2, la fonction d’onde donnée par I’ansatz de Bethe s’écrit (on indice
explicitement par ki, ko avec ky < ko)

i(k1z1+kax2) ki1—ko—1ig ji(kez1+kiz2)
e + = , 1 <X
Uk (T1,02) = 4k p et i(hawa+hro1) P (11.3.65)
e 241 122 + m@ 242 121 , ZEQ < 171
On montre alors, avec g > 0,
dky dks .
/52— 0(ka — k1) ¢k1,k2($1,$2) wkl,kg(y17y2> =
(1 — x1)0(y2 — x2) + 6(y1 — x2)(y2 — 1) . (I.1.3.66)
k1—ko—ig

Cela repose sur le fait que toutes les intégrales faisant intervenir
exemple

k1—ko+ig? par

dkl dl{?g kl — kg —1g

Ghl Wha M ™ N2 = 9 ik (y1—x1)+ika (y2—2) 1.1.3.67
2m 21 kl—kQ‘Fige ’ ( |

avec r1 < To et yo < y; sont nulles pour g > 0. Toute fonction d’onde du
probléme ¢, symétrique en xq,x5 peut donc s’écrire

1 [ dky dky

(w1,32) = 1/ or 2r (Vky o2 @) Yy oo (T1,22) - (I.1.3.68)

On se replace maintenant dans le cas complétement général ot on suppose
simplement que g # 0. Si kq,...,ky sont les impulsions ordonnées selon
ki < ... < ky, il est possible d’identifier les amplitudes des états in et
out avec certains des coefficients Ap(Q) de (1.1.3.53). Pour un état in les
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amplitudes sont les éléments de Ay ou I’ est la permutation qui "renverse"
tous les éléments (1,2,...,N) — (N,...,2,1) et pour un état out ce sont
les éléments de A [129]. En utilisant (I.1.3.56) et en notant pour simplifier
V4" = Y;;(kq — k), la transition entre A; et Aj s’écrit

A= (YBYE Y HYRYE Y% ) (VY A (L13.69)

La matrice S’ agissant sur A, dans le membre de droite n’est pas tout a fait
la matrice de diffusion telle qu’elle est définie habituellement. Pour identifier
complétement la matrice de diffusion du processus considéré, il faut mainte-
nant tenir compte du fait que les amplitudes rangées dans A, décrivent des
particules en x¢; associées a l'impulsion ky_;41 et non pas k; comme dans
la définition usuelle de la matrice de diffusion. Pour remédier a cela, il suffit
de réarranger les amplitudes dans A en faisant agir la représentation de I’
sur ce vecteur. On en déduit que la matrice de diffusion totale S s’écrit

S = S,{Tlg}{ngTlg} . {TN—LN ce Tlg} . (11370)

En utilisant la matrice définie dans (1.1.3.62), on peut absorber toutes les
permutations pour obtenir finalement

S - {521531 e SNl}{832542 [ SNQ} [ {SN,N—l} . (11371)

C’est un résultat fondamental qui a beaucoup de conséquences. Tout d’abord,
on savait que le modéle est exactement résoluble et le raisonnement précé-
dent montre qu’on peut trouver sa matrice de diffusion totale explicitement
et ce pour g positif ou négatif. Ensuite, la forme de cette matrice (de taille
N!x N!) montre qu’il y a un phénomeéne de factorisation : un processus impli-
quant N particules se décompose en une succession de processus impliquant
les particules deux a deux. En particulier, on voit que la matrice S;; définie
par (1.1.3.62) est la matrice de diffusion & deux particules. Enfin, les inter-
actions ont pour seul effet d’échanger les impulsions des particules. Pour les
impulsions (réelles) ordonnées selon ki > ke > ... > ky, ’élément de matrice
noté (Aj A, ... A|S|A1As ... Ay) s’interpréte comme 'amplitude de transi-
tion entre I’état comprenant la particule A; d’impulsion kq, la particule A,
d’impulsion ks, etc et ’état comprenant la particule A} d’impulsion ky, la
particule A; d’impulsion ky_1, etc, chaque A’ correspondant & un A;. En
outre, I’action de 'opérateur 7;; apparaissant dans ;; se traduit de la fagon
suivante, par exemple

T32|A2A1A4A3> = T42|A2A3A1A4> = |A2A4A1A3> . (11372)

Il est important également de noter que S;; est une matrice unitaire: cela
assure que la théorie est bien unitaire, autrement dit que S est une matrice
unitaire. Nous n’irons pas plus loin dans cette direction, renvoyant le lecteur
a [129] ou il est montré comment S décrit également la diffusion d’états liés
quand g < 0.
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De facon plus profonde, tous ces résultats suggérent qu’une théorie quan-
tique des champs unitaire, dont le modéle étudié serait la restriction au sous-
espace de Fock a N particules, peut étre construite. La présence des solutions
de type ansatz de Bethe comme fonction de base (du moins pour le cas ré-
pulsif) permet en outre d’envisager des opérateurs création et annihilation
correspondant a ces solutions et non pas aux ondes planes habituelles. Nous
verrons que toute cette construction est possible et qu’effectivement la ma-
trice S;; intervient dans l’algeébre des opérateurs création et annihilation pour
ce probléme, comme on pouvait s’y attendre vues les relations d’échange entre
les amplitudes Ap(Q).



Chapitre 2

Matrices de diffusion exactes

Motivés par les conclusions du chapitre précédent concernant la matrice
de diffusion du probléme a N corps en interaction de contact, nous consacrons
ce chapitre a la présentation de certains résultats généraux sur les matrices
de diffusion dites exactes et le formalisme de théorie quantique des champs
qui s’y rattache, dans les sections 1.2.1 et 1.2.2. Une des notions fondamen-
tales sera le concept d’algébre déformée d’oscillateurs déja pressentie a la
fin du chapitre précédent : [’algébre Zamolodchikov-Faddeev. Comme on peut
s’y attendre, cet outil se révélera particuliérement puissant dans le contexte
des théories quantiques des champs intégrables. Dés lors, on comprend pour-
quoi la recherche d’algebres généralisant cette approche est au coeur des
préoccupations lorsqu’on souhaite étudier une théorie en présence d’'un bord
(purement réflexif) ou d’une impureté. Ces généralisations feront 1’objet des
sections [.2.3 et 1.2.4.

[.2.1 Reésultats généraux

La définition précise d’'une matrice de diffusion est une tache ardue. L’idée
directrice est de caractériser les propriétés de diffusion de particules en in-
teraction. La dynamique interne d’un tel systéme est insondable & 1’échelle
des interactions mais I'idée adoptée en théorie de diffusion est de regarder
le systéme & une échelle de temps (et/ou de distance) suffisamment grande
pour que bien avant et bien aprés l'interaction, la dynamique "ressemble" &
une dynamique libre. Tout le travail consiste alors a trouver un objet liant les
états présents bien avant l'interaction a ceux présents bien apreés et rendant
compte de ce qui s’est passé entre temps. Cet objet est la matrice de diffu-
sion. En pratique, il s’agit de comparer les états du systéme en interaction
avec les états d’un systéme libre (sans interaction) vers lesquels les états en
interaction semblent "tendre" dans le passé ou le futur lointain (par rapport
a l'instant de l'interaction). Tout ceci reste trés général et nous renvoyons
par exemple a [112| pour une présentation détaillée de ces concepts et de
leur formulation mathématique rigoureuse. Nous adopterons ici une vision
plus pragmatique (et parfois formelle) afin de présenter certains résultats
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généraux pour une théorie quantique des champs intégrable.

Pour ce qui nous intéresse (des systémes quantiques), ’ensemble des états
est un espace de Hilbert (séparable) H. Dans ce contexte, on peut voir la dy-
namique de tels états comme des transformations 7; agissant sur les vecteurs
de H. L’indice t représente le temps et indique le lien entre dynamique et
évolution dans le temps. Si on note T} et T les transformations correspon-
dant aux dynamiques d’interaction et libre respectivement, la question est
d’étudier des paires d’états (1,1)_) d’une part et (1,1, ) d’autre part telles
que

dim (T} — TYwe) =0 (1.2.1.1)

ou 'on aura donné un sens précis a la limite. Etant donné ¢ se pose alors
la question de savoir si 1)_ et ¥, existent et sont uniques. Ensuite, comme
on espére "recoller" a la dynamique libre asymptotiquement en —oo et +o00,
il faut s’assurer que l’ensemble H,;, des v € H tels qu’il existe ¥ € H
verifiant (I.2.1.1) en —oo et 'ensemble H,,; des ¢ € H tels qu'il existe
14 € H verifiant (1.2.1.1) en 400 sont égaux. C’est la notion de complétude
asymptotique.

Si ces questions sont résolues, on peut alors introduire un opérateur reliant
les états asymptotiques passés et futurs du systéme en interaction considéré.
C’est une transformation linéaire unitaire de H,,; sur H;,, notée commu-
nément S et appelée matrice de diffusion. Terminons sur le fait que pour
une dynamique quantique, les transformations 7; sont du type bien connu
eIt de groupe unitaire ot H est un opérateur auto-adjoint sur H (indépen-
dant du temps). Il est bien évident que tout ceci est trés schématique et que
chaque situation recéle des complications. Par exemple, il arrive que 1’espace
des états pour la dynamique libre et celui pour la dynamique en interaction
soient différents.

Nous allons maintenant nous placer dans la cadre des systémes intégrables
a 1+ 1 dimensions. D’aprés les résultats obtenus dans le chapitre précédent
pour la matrice de diffusion correspondant a l’interaction de contact, nous
pouvons espérer des propriétés trés intéressantes telles que la factorisation
des processus. En effet, un systéme intégrable est caractérisé par I'existence
de quantités indépendantes (intégrales du mouvement ou charges) qui res-
tent conservées dans I’évolution du systéme. Mathématiquement, cela se tra-
duit par le fait que ces quantités commutent avec ’opérateur Hamiltonien
ou la matrice de diffusion, et sont en involution (on parle de hiérarchies
intégrables). Intuitivement, on comprend que cela restreint les possibilités
d’évolution permises et ce d’autant plus que ces quantités sont plus nom-
breuses. Nous devons préciser a ce stade que nous avons mis sous le méme
nom deux notions différentes: lorsqu’on parle de quantités conservées et de
quantités en involution ou commutant avec I’Hamiltonien, dans le premier
cas nous devrions plutot parler des wvaleurs propres (qui sont conservées)
des opérateurs du deuxiéme cas (qui sont en involution et qui commutent
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avec I’'Hamiltonien). Cette précision étant faite, nous continuerons d’appeler
quantité conservée 1'opérateur () ou sa valeur propre ¢ suivant le contexte.

Pour se fixer les idées, on introduit une notation pour les états de H;, et
How: inspirée de la notion de représentation de Fock ou 'on travaille sur des
sous-espaces de I'espace de Fock représentant un nombre fixe de particules.
On autorise a priori plusieurs types de particules massives (donc plusieurs
masses différentes) et pour permettre une premiére discussion ne faisant pas
explicitement référence a une théorie relativiste ou non, on utilise un para-
métre k défini par k = £ si p est 'impulsion de la particule et m sa masse.
Pour une théorie relativiste, k est reliée a la rapidité 6 par k = sinh 6 et pour
une théorie non-relativiste, k est tout simplement la vitesse. Nous convien-
drons d'un abus de langage pour la suite: nous continuerons d’appeler k
"I'impulsion". Un état a N particules de H;,, est noté

|Aa1(k1)'~-AaN<kN)>in , ]{'1 > ]{32 >0 > ]{fN, (1212)
tandis qu’un état a M particules de H,,; est noté
| Ap, (k1) o Apy, (B ) owr > Ky < ky < ... <k)y. (I.2.1.3)

Les symboles A, sont la pour représenter formellement chaque particule de
type a et d'impulsion £ et n’ont pas a ce niveau de la discussion une définition
rigoureuse (qui peut étre donnée dans le cadre des représentations de Fock
de H;, et Houe). Dans la suite, on supposera qu’il y a n types de particules ou
n degrés de liberté internes et que a varie de 1 a n. A présent, dans le cadre
d’une théorie intégrable on suppose qu’il existe une infinité (dénombrable) de
quantités conservées indépendantes Q) indexées par N et que ces quantités
correspondent a des intégrales de densités locales. Des exemples typiques sont
I'impulsion et 1’énergie relativistes qui sont les intégrales des composantes
temporelles du tenseur impulsion-énergie. Comme les Q® sont en involution,
on suppose en outre que les états (1.2.1.2) et (1.2.1.3) sont vecteurs propres
communs. Tout cela permet d’écrire

QWAL (k) = ¢ k5| Au(k)) s , # = inout, (1.2.1.4)

a

ot ¢ est indépendant de k. On obtient alors

N
QW[ Ag (k1) .. Aay (kn))s = > k3| Ag, (k1) .. Ay (b)) - (1.2.1.5)
j=1

Remarquons que (1.2.1.4) est motivée par les situations typiques rencontrées
en systémes intégrables: par exemple, Q) est un opérateur de rang s sous

les transformations de Lorentz (s étant alors le spin correspondant). Les

coefficients q((f) sont les charges généralisées. Pour s = 1 par exemple, elles

correspondent aux masses m, des particules de type a.
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On exploite maintenant le fait que les Q) sont conservées dans un pro-
cessus quelconque entre un état a N particules et un état a M particules.
Cela se traduit par [Q(s),S} =0etona

Q(S)S|Ab1 (ki) e 'AbM <k§\/1)>out = Q(S)’Aal (kl) s AaN<kN)>in
N
= Z Qz(zj)kj' [Agy (k1) - - Aoy (BN))in
j=1
= SQ(S) |Ab1 (ki) B AbM (k;§\/1)>0ut

M
=S (Z a5k [Au (7). .AbM<k/M>>out>

j=1
M
= > a7k [Aa, (k) - Ay (kx))in -

Jj=1

On en déduit 'ensemble (infini) d’équations contraignant les k; et les kj:
pour N et M donnés et V s € N on a

N M
S a0k =Ygk (1.2.1.6)
j=1 j=1

Pour un ensemble de N impulsions in données, ces équations admettent la
solution triviale N = M et, a une permutation prés des impulsions out,
k; = k§ et qéj) = qéj), j=1,...,N. Le point intéressant (discuté un peu plus
en détail dans [38|) est que c’est la seule solution envisageable physiquement.
On en conclut que l'existence d’une infinité de quantités conservées entraine
la conservation du nombre de particules dans les processus (il n’y pas de pro-
duction de particules, ce qui est un résultat fort pour une théorie relativiste)
et la conservation individuelle des impulsions k; caractérisant la dynamique
des particules. Ces résultats sont en parfait accord avec ceux obtenus a la
fin du chapitre précédent. Nous insistons cependant sur le caractére peu ri-
goureux de cette discussion dont la motivation est d’exposer des arguments
intuitifs menant a des résultats sur les matrices S exactes qui ont été établis
rigoureusement par ailleurs.

A ce titre, nous notons que ce raisonnement ne permet pas de voir faci-
lement le phénoméne de factorisation de la matrice S. Pour cela, nous allons
nous appuyer sur les résultats de S. Parke [102| qui a établi les deux propriétés
précédentes (absence de production de particules et conservation individuelle
des "impulsions") plus la propriété de factorisation de la matrice S pour une
théorie quantique des champs relativiste, massive, a 1 + 1 dimensions possé-
dant (seulement) deux charges locales conservées, commutantes et de spins
différents et ne valant ni 1 (vecteur) ni 0 (scalaire). Le raisonnement peut étre
résumé de la fagon suivante. Il s’agit d’utiliser les charges pour déplacer les
régions d’espace-temps ot les paquets d’onde des particules se chevauchent
i.e. les régions ou les interactions ont lieu. Comme les charges commutent
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avec la matrice S, cela ne change pas les amplitudes de transition pour un
processus donné mais permet de décomposer n’importe quel processus impli-
quant N particules en une succession de processus impliquant les particules
deux a deux: c’est la factorisation. En simplifiant les arguments développés
dans [102[, prenons un état a une particule d’impulsion moyenne kg et de
position moyenne xy représenté de la facon suivante

‘Io,k’o> = eik(x7m0)|A(k0)> . (1217)

L’action de e~#Q" sur cet état produit une phase w(k) = — B¢ k*. Le nouvel
état est alors

|2 ko) = e @m0 | A(ky)) (1.2.1.8)

et un argument standard de phase stationnaire permet de déterminer la nou-
velle position moyenne xj, de cet état:

Ty = To — Z—(Z(ko) : (1.2.1.9)
Pour s # 0,1, la nouvelle position moyenne du paquet d’onde, z(; = xo +
s 3 q(s)kgfl, dépend de ky. Imaginons alors un processus a N particules. En
présence d’interactions, de facon générale I'état a NV particules n’est pas juste
le produit d’états a une particule mais on peut néanmoins considérer ce pro-
duit comme une bonne approximation dans les situations ou les particules
sont trés éloignées les unes des autres (a 'échelle de l'interaction). En appli-
quant la transformation a cet état, on obtient que chaque particule dans le
processus voit sa position moyenne modifiée d’une quantité dépendant de son
impulsion. Cette constatation est a l'origine des résultats établis par Parke
en supposant I'existence de seulement deux quantités conservées (au lieu de
'infinité considérée précédemment). Il retrouve le fait qu’il n’y a pas de pro-
duction de particules et que les impulsions sont conservées individuellement.
Nous voulons simplement ici utiliser I'action de e—18Q® pour en déduire la
factorisation d’un processus a trois particules en une succession de processus
a deux particules (la généralisation a N particules se faisant par récurrence).
Considérons un état a trois particules du type (1.2.1.7) noté [123) pour
simplifier. La conservation de Q® nous permet d’écrire

in<1’2’3/|S|123>0ut =in <1/2/3/|6i’6Q<S)S€_wQ(S)

123)gue.  (1.2.1.10)

Comme il y a conservation du nombre de particules et des impulsions indi-
viduelles dans la processus, il y a trois situations possibles décrites dans la
figure 2.1. Les lignes sont bien sir des idéalisations du parcours de chaque
particules car le paquet d’onde a une extension spatiale non nulle. Néan-
moins, 'étude de [102] montre que cette schématisation contient 1’essentiel
de l'information. Soit les particules sont dans les situations (1) ou (3) et le
processus est directement une succession de processus a deux particules donc
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r 2 3 T 2 3 r 2 3

i X X
espace

1 2 3 1 2 3 1 2 3

FiG. 2.1 — Schéma montrant les possibilités d’interaction dans un processus
a 3 particules

il n'y a rien a faire. Soit elles sont dans la situation (2) o les trois paquets se
superposent dans une méme région d’espace-temps et donnent lieu a priori a
un processus pleinement a trois particules. Dans ce cas, on peut se servir de
"action décrite dans (1.2.1.10) pour se ramener a une situation de type (1) ou
(3). En effet, comme la modification de la position moyenne dépend de I'im-
pulsion de la particule considérée, on peut toujours trouver (3 pour séparer
suffisamment les parcours des particules [102]. Ce raisonnement se généralise
facilement par récurrence pour un processus quelconque & N particules et
permet donc de conclure sur la factorisation du processus.

En prime, nous avons une vision diagrammatique de ce phénoméne. Mais
ce n’est pas tout car on peut pousser plus loin le raisonnement et se servir de
(I.2.1.10) pour en déduire que les processus (1) et (3) correspondent au méme
élément de matrice. C’est ainsi que nous retrouvons dans le contexte de la
théorie de diffusion I’équation de Yang-Baxter pour la matrice de diffusion a
deux particules

812813823 == 823813812 (12111)

En outre, il est maintenant possible de représenter cette équation par des
diagrammes (voir figure 2.2).

Dés lors, tous les efforts sont portés sur la détermination de la matrice
de diffusion & deux particules. Dans le chapitre précédent, nous avons vu
la solution de C.N. Yang pour le modéle non-relativiste de I'interaction de
contact. Plusieurs autres solutions correspondant a des modéles intégrables a
1 4+ 1 dimensions ont été découvertes depuis (voir par exemple [134, 135]) et
suivant les cas, plusieurs propriétés supplémentaires de la matrice de diffusion
sont utilisées (en plus de l'unitarité bien sir): analyticité dans le plan com-
plexe, invariance sous les symétries discrétes (parité, conjugaison de charge,
inversion du temps) le cas échéant et méme le programme dit de "bootstrap"
développé pour déterminer le spectre des états liés.

Il est intéressant de noter qu’on peut intuitivement utiliser ces résul-
tats en d + 1 dimensions, d > 1. Dans ce cas, le fait de pouvoir décaler la
"trajectoire" d’une particule parallélement & elle-méme mais d’une quantité
arbitraire sans changer ’élément de matrice correspondant se traduit par
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temps

espace

FiG. 2.2 — Equation de Yang-Bazter

une matrice de diffusion triviale. En effet, s’il y a plus d’une dimension spa-
tiale, on peut toujours faire en sorte que la particule translatée ne croise plus
aucune des autres particules impliquées dans le processus. Cette conclusion
intuitive est soutenue par le théoréme de S. Coleman et J. Mandula [29] mon-
trant qu’une théorie possédant une charge conservée dont la transformation
sous le groupe de Lorentz correspond a un tenseur de rang supérieur ou égal
a 2 (en dimension d > 1) a nécessairement une matrice de diffusion triviale.

[.2.2 Description algébrique des états asymp-
totiques

Dans cette section, nous allons voir comment les résultats généraux pré-
cédents permettent de développer une présentation purement algébrique des
processus de diffusion d’une théorie dont la matrice de diffusion posséde les
propriétés déja évoquées: absence de production de particules, conservation
individuelle des impulsions et factorisation. On parlera de théorie factori-
sable.

[.2.2.1 Algébre de Zamolodchikov-Faddeev

Avant de nous restreindre au cas d’une théorie factorisable, revenons rapi-

dement sur le cas général. Notons S22 (ky, ... ky|k{, ... Kk),) Iélément de

matrice entre deux états normalisés (a la distribution §) & N et M particules,

Sbl...bM (kN7 . ’klyki, c. ,kg\/[) =

apn-...a1

ot (A, (Bhg) < Ay (B A, (k1) - Ay (k)i (1.2.2.12)
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Cette notation peut sembler aller & ’encontre de I'intuition mais elle se ré-
vélera utile dans la suite. D’aprés la section précédente, on peut alors écrire,
en utilisant la convention d’Einstein pour la sommation des indices répétés,

|Ag, (k1) ... Agy (EN)) Z/de;’ SLOM (kK Ky
x| Ay, (K)) ... Apy, (Kyy))out (1.2.2.13)

ol ki > ... > ky et ou l'intégrale porte sur la région kf < ... < kj;. On
se place maintenant dans le cadre d’une théorie factorisable: N = M et les
ensembles {k1,...,kn} et {k],... Ky} sont les mémes. Il est en outre suffisant
de s’intéresser au cas N = 2. On obtient

Ay (k1) Ay (k2))in = Se2it (Kayk1) [ A, (B2) Ap, (F1))our - (1.2.2.14)

azal

L’idée est de définir des éléments algébriques toujours notés A, (k) et dont les
représentations reproduiraient les états in et out précédents [135]. L’échange
de deux symboles s’écrit

/4a1(k1)/4a2(k2) = Sb2b1(kQ,kl)/qbQ(k2)14b1<kl) R kl > kQ. (1.2.2.15)

aza1

La contrainte k; > ko dans ce cas correspond a la cinématique des états in et
out dont on s’est inspiré. La représentation diagrammatique de ce processus

est la suivante
f4b1(k2) /452(k1)

Siib2 (kg k1) /\,<

a1 kl a2 k2

F1G. 2.3 — La matrice d’échange dans l’algébre est la matrice de diffusion a
deuz particules

On peut maintenant se servir de (I1.2.2.15) pour échanger les symboles du
membre de droite (S%% étant définie pour tout ki, k») et comme le but est
de définir une algébre de fagon cohérente et univoque pour ces symboles, cela
impose la relation suivante

Svatt (ka,ka) Siig2 (K ks) = 65652 (1.2.2.16)

a2ai ai - a2

Cette relation est connue sous le nom de relation d’unitarité pour la matrice
de diffusion & deux particules. Néanmoins, il faut garder a ’esprit qu’elle ne
correspond pas a ['unitarité physique reliant S et sa transposée conjuguée Sf
par la relation

(ST)21% (K ko) Spis2 (o ka) = 651652 . (1.2.2.17)

a1az ai - a2
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On requiert alors la propriété d’analyticité hermitienne [135] afin de s’assurer
que la théorie est unitaire

(SHb2 (k1 ko) = S0 (Ko k) . (1.2.2.18)
Tout cela permet d’étendre la relation d’échange (1.2.2.15) a k; < ko. On peut
donc utiliser les symboles A, (k) sans restriction d’ordre sur les impulsions.
En revanche, I'identification aux états asymptotiques doit étre accompagnée
de la prescription cinématique correspondante.

La question de I’associativité pour une succession de trois symboles ayant
la propriété (1.2.2.15) se pose si ’on veut pouvoir l'interpréter comme un pro-
duit d’éléments d’algebre. Prenons une succession de trois éléments A, (K1),
Ay, (ko) et Ag,(ks), on veut pouvoir donner un sens a A, (k3)Aq, (k) A, (k1).
Pour cela, il faut s’assurer que

Aas(k3)<Aa2(k2)Aal(k1)> - <Aa3(k3)Aa2(k2)>Aal(k1). (1.2.2.19)
En utilisant (1.2.2.15), on voit que la condition suivante est suffisante

S (K o) S50 (Ko ki) S252 (Ko kis) =

aiaz bias

Sbe3 (kQak3)Sblc3 (kjl7k3)sgig§(kjl7k2) : (12220)

asa3 a1bs

Un élément du type A, (k1) ... A, (kn) peut alors étre interprété comme
le produit (associatif) des éléments A, (k1),...,Aqy (ky) indexés par a; =
1,...,n et k € C. Nous allons maintenant interpréter tout cela algébrique-
ment. Soit A I’algébre associative engendrée par A,(k), a=1,...n, k € C.
Définition 1.2.2.1 L’algébre de Zamolodchikov est l’algébre Ay quotient de
A par la relation

A, (k1) Agy (ko) = 8201 (ko k) Ay, (ko) Ay, (K ), (1.2.2.21)

azal

la matrice S ayant les propriétés suivantes

SU% (ko k1) Sil2(kiks) = 05100

a2ai1 ai - ag
(S8 (ky ko) = S%% (ko k),
SP102 (K, ko)S5i% (K ks)Si2g (Kayks) = S203 (Ko,ks)SUG (K ks)Sie2 (K ko) -

Notons que cette définition est un peu plus générale que celle de ’approche
historique dans laquelle la matrice S ne dépend que de la différence k; — ko.
Les propriétés de la matrice S permettent d’établir un théoréme de Poincaré-
Birkhoff-Witt pour I'algébre de Zamolodchikov (voir par exemple [27]).
Introduisons maintenant une notation qui nous servira tout au long de ce
manuscrit et qui fait appel & la notion d’espace auxiliaire. Soit V' un espace
vectoriel sur C de dimension n et soit £;;, ¢,j = 1,...,n la base canonique de
End(C"): (Eij)m = didji- On se sert de cette base pour ranger les éléments
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de la matrice de diffusion & deux particules et obtenir une fonction a valeurs
matricielles S13: C x C — End(V; ® V3) ou V; et V, sont deux copies de V'

Si2(k1,ka) = S22 (k1 ko) (Euypy @ Eagp,) - (1.2.2.22)
On introduit aussi la base canonique e;, j = 1,...,n de C" pour définir A(k)
A(k) = Au(k)eg - (1.2.2.23)

En plongeant S dans End(V; ® Vo, ® V3) avec par exemple

S1a(k1ke) = S0 (ki ko) (B, @ Eagp, ®1), (1.2.2.24)

aiaz

la relation (I.2.2.20) prend alors la forme de ’équation de Yang-Baxter
S12(k1,k2)S13(k1,k3)Saes(ka,ks) = Sos(ka,k3)Si3(k1,k3)S1a(k1,k2) (1.2.2.25)

ou les impulsions sont explicites. Pour retrouver (I1.2.2.20), il suffit de projeter
la relation précédente sur la base E, o, ® Egye, @ Eqyey de End(Vi@Vo@V3). En
résumé, l'algébre de Zamolodchikov code toutes les propriétés de la matrice de
diffusion d’une théorie factorisable. Comme on vient de le voir, sa cohérence
interne est assurée par la relation d’unitarité et I’équation de Yang-Baxter
et, partant d’une chaine d’éléments Ay (ky)... Ax(ky) avec ky > ... > ky
représentant un état ¢n, on peut réarranger les éléments par une succes-
sion d’échange du type (1.2.2.15) pour obtenir 'état out correspondant &
An(kn) ... A1(ky). Cette procédure montre directement 1’absence de produc-
tion de particules, la conservation des impulsions individuelles et la factori-
sation du processus. Nous retrouvons le résultat de Yang (1.1.3.71) présenté
a la fin du chapitre précédent (mais pour une matrice de diffusion générique
ici)

Al(/ﬁ) e AN(kN) = {Szl(kg,k‘l) R SNl(kNakl)} C {SN,N—l(k:N7kN—1)}
XAN(ICN) e Al(k’l) R (12226)

donnant la matrice de diffusion & NV particules pour une théorie factorisable.

Dans [43], Palgébre de Zamolodchikov que nous venons de présenter trouve
une réalisation dans le cadre de la méthode de diffusion inverse quantique ap-
pliquée a 'équation de Schrédinger non-linéaire (que nous présenterons dans
la deuxiéme partie du manuscrit). Grace aux relations de commutation des
éléments de la matrice de monodromie, L.D. Faddeev a construit des opéra-
teurs pouvant étre interprétés comme des opérateurs création et annihilation
dans le cadre de ’ansatz de Bethe algébrique. D’un point de vue algébrique,
les opérateurs création de Faddeev fournissent la réalisation de 1’algébre de
Zamolodchikov dans le cas de particules sans symétrie interne (cas scalaire)
et pour une matrice d’échange qui n’est autre que la version scalaire de la ma-
trice de Yang (I.1.3.62). Notons en passant que cela confirme ’étroite relation
entre le modéle de I'interaction de contact et 1’équation de Schrédinger non-
linéaire. Il y a en outre la présence des opérateurs annihilation et la méthode
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de diffusion inverse quantique donne les relations d’échange entre tous ces
opérateurs. Il apparait que ces relations permettent de définir une algébre "a
la Zamolodchikov" pour des éléments que nous allons noter désormais a;(k)
et a'/(k). L’indice j représente les possibles degrés internes (absents dans
I'approche historique de [43] mais facilement rétablis) et k est toujours I'im-
pulsion. Cette algébre appelée algébre de Zamolodchikov-Faddeev (algébre
ZF dans la suite) intervient comme une déformation de 1'algébre d’oscilla-
teurs standard apparaissant dans 1’étude du champ libre. En utilisant les
notations d’espace auxiliaire introduite précédemment, ’algébre ZF, que 1’on
notera Ag, est 'algébre associative d’'unité 1 engendrée par les générateurs
a;(k) et at(k) et quotientée par les relations

ar(ki)az(ke) = Soi(ka,ki)az(ke)ar (k1) , (1.2.2.27)
al (ky)al(ky) = ab(ky)al(ky)Sar (ko ky), (1.2.2.28)
al(k‘l)ag(kg) = a;(kfg)SlQ(k’l,kg)CLl(k’l) + 27T5125(/{51 — k,’g)l s (12229)

oil 'on a défini a'(k) = Za“(k;) e} avec e}, j =1,...,n base duale de e;,
j=1

n n

ar(k) = a;(k) (e; 1) , ag(k) =) a;(k) Iee;), (1.2.2.30)

j=1 j=1

idem en a'(k). Enfin, 015 est donné par

1,j=1

De la méme facon que précédemment, Ag code toutes les propriétés intéres-
santes de la matrice de diffusion : unitarité, équation de Yang-Baxter, factori-
sation, etc. On retrouve le cas de bosons (resp. fermions) libres pour S = I®1I
(resp. S = -1 ®1).

[.2.2.2 Représentation de Fock

Nous verrons dans la deuxiéme partie de ce manuscrit que cette algébre
est fondamentale dans la méthode de diffusion inverse quantique appliquée a
I’équation de Schrodinger non-linéaire. Dans ce contexte, une interprétation
rigoureuse de a(k) et a'(k) comme opérateurs de création et d’annihilation
agissant sur un espace de Fock est nécessaire. Cette question fut étudiée par
A. Liguori et M. Mintchev dans [83] et nous présentons les grandes lignes
de la construction ici. L'objet de base d’une représentation de Fock est un
espace de Hilbert (séparable) H sur lequel on va représenter nos éléments

d’algébre par des opérateurs. Nous prendrons H = @L2(R,dk) muni du
j=1
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produit scalaire
(o) =3 [ i = [ S5 mem).  a223)

Dans la deuxiéme notation, on a utilisé le caractére vectoriel d’'un élément de
‘H. L’espace permettant la représentation d’un état a N particules est alors
le produit tensoriel H®Y = HY avec H® = C". L’espace de Fock sur H, Fy
rassemble tous les espaces a N particules (n’oublions pas que le but est de
représenter une théorie des champs) et s’écrit

Fr=EPH". (1.2.2.33)
N=0

Il se trouve que les opérateurs qui seront considérés ne sont en général pas bor-
nés et il sera trés utile d’utiliser un sous-espace dense de F7. Celui-ci est trés
intuitif et correspond a I’ensemble des sous-espaces a nombre de particules
fini. Si 'on représente un élément de Fj par une suite (%!, ... 0N, ...)
ot chaque ¢” est un élément de H? alors on définit Fj, comme ’ensemble
des suites tronquées a partir d'un certain /N. Par construction, cet espace
est dense dans Fj. Notons quun élément ¢ de HY peut étre représenté
comme un vecteur colonne dont les entrées ¢,, oy, & = 1,...,n peuvent
étre rangées en utilisant la notation d’espaces auxiliaires. Ainsi, on note

oy, k)= D Garay (ko ky)(ea, ® .. ® eqy) . (12.2.34)

()(1...041\]:1

Dans la pratique, on se simplifie encore la vie en utilisant un sous-espace de
HY, dense dans H, constitué des combinaisons linéaires d’éléments de DV
défini par

DN ={fi®f®..0fv]| ficH} , D°=C". (1.2.2.35)

Vient alors la définition standard d’opérateurs création et annihilation. Etant
donnée f € H, on définit b(f) et bT(f) par

b(f) : DN, pN-1 | N>1
[1®...® vy — \/N<f,f1> £®.. @ Fyir (1.2.2.36)

et
bi(f): DN — DN+l N >0 .

fi9..0fn — VNH+1IfRQH®...® fyi1-

Cette définition est étendue par linéarité a toute combinaison linéaire d’élé-
ments de DV. Soit ¢ une telle combinaison linéaire, un résultat important
de continuité est le suivant

1)l < VN A el » T el < VN LA lel] - (1.2:2.38)
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Cela permet d’étendre par continuité ces deux opérateurs sur H” et ensuite
par linéarité sur tout Fy,. La notation b’ prend alors un sens rigoureux puis-
qu’on peut montrer que pour i) € F3,,

O (e = (L)Y} (1.2.2.39)

Jusqu’a maintenant, nous n’avons encore rien dit sur la nature des parti-
cules qui sont "créées" et "annihilées". Il convient de traduire la statistique
des particules que I'on veut représenter. Cela se fait en sélectionnant dans
I’espace & N particules les fonctions ayant la "bonne symétrie". En effet,
en mécanique quantique, on sait qu’une fonction d’onde décrivant N bosons
(resp. N fermions) est complétement symétrique (resp. antisymétrique). Pre-
nant une fonction ¢ dans HY, il est trés facile de la symétriser (¢%) ou de
Iantisymétriser (')

1
VB ke, .. ky) = =i > Wprpn(kpr, .. kpy) (1.2.2.40)
PeGy
1
W G(ky, .. ky) = < > (D) prpnlkpr,. . kpy), (1.2.2.41)
PeGy

(—)¥ étant la signature de la permutation. En fait cette procédure peut étre
vue comme la représentation d’'un opérateur projection Pp (resp. Pr) asso-
cié au groupe des permutations (qui est aussi le groupe de Weyl de 1’algébre
de Lie Ay, ce qui sera utile pour la généralisation au cas avec bord et avec
impureté). Ce point de vue permettra de construire les représentations de
Fock de I’algébre de bord et de ’algébre Réflexion-Transmission comme nous
le verrons dans les sections suivantes. L’idée est de définir une représenta-
tion des générateurs 7; du groupe des permutations Gy dont on rappelle les
relations de définition

T, = 1, (1.2.2.42)
T, T T = T T T (1.2.2.43)
T, T, = T, T, , li—j|>1. (1.2.2.44)

Pour une statistique bosonique (resp. fermionique), on définit pour ¢ € HN
(TP ivr.n (b, kikivn, - ky) = @1 (b, kK, k)
resp.

[TiFSO]L..z'Hl...N(kl, coskikigy, k) = =@ i N (R kK k)

Il est facile de vérifier que T2 et T, i = 1,...,N — 1 (avec 1 représenté
trivialement) forment chacun une représentation de Gy. On construit alors
I’espace de Fock bosonique FF (resp. fermionique F7;) en se restreignant a

HY (resp. HY) défini par

HY = PRHY | (resp. HY = PrHY), (1.2.2.45)
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avec

N Z T# |, # =B (resp. F). (1.2.2.46)

PeGy

L’opérateur Tf /¥ est construit a partir de TiB/ F en utilisant une décomposi-
tion de P en une succession de transpositions adjacentes et le fait qu’on dis-
pose d’une représentation. Notons # = B ou F. En choisissant 732& =1= 73#,
I’ensemble des projecteurs Pﬁ, N = 0,1,... détermine le projecteur Py de
Fp sur fﬁ . Les opérateurs création et annihilation correspondant sont don-
nés par

D =PubMp,. (1.2.2.47)

On montre alors que ces opérateurs satisfont les relations canoniques d’(anti)
commutation et fournissent donc une représentation de l’algébre d’oscilla-
teurs (non déformée). Tout ceci est standard et le résultat fondamental de
[83] est que la généralisation de cette construction a une statistique quel-
conque gouvernée par S fournit une représentation de Fock de I'algébre ZF.
Le point crucial est de remplacer le projecteur Py par le projecteur Pg qui
est défini de la méme facon mais a partir d’'une autre représentation de Gy

mSSO]l...z‘z‘H...N(kh cookiki, k)
= Siit1(k1,kiv1) w1 v N (b1, ki ki, k), N > 2 (1.2.2.48)

Ici nous avons encore un autre aspect de 'importance de I’équation de Yang-
Baxter et de la relation d’unitarité. En effet, ce sont ces relations qui assurent
que la définition précédente forme une représentation de Sy et que toute
la construction qui en découle est cohérente. On montre alors que ’action
explicite des opérateurs création et annihilation sur .7-"% = PsFp s’écrit

[a(f)e)y n (K, kw) (1.2.2.49)
= VN + 1/% fik) oo n (KoK, .. k)

[OJT(f)gO} 1N (kl, ce ,kN) = 1)%02_“]\[(]{72, Ce 7kN>

filk
Zj

J
Dok kg k) (1.2.2.50)

] 1 ) Slj(klak)

@ 3"‘ %‘“

X

La derniére étape consiste a identifier les "opérateurs" a;(k) et a™(k) qui
sont en fait des distributions d’opérateurs définies de la facon suivante

olf) = [ 55 W) L a0 = [ 5 asm). (2250
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On montre alors qu’en tant que distributions d’opérateurs agissant sur 1’es-
pace de Fock F5, a;(k) et a'/(k) vérifient les relations de I'algébre ZF

Qay (k1) ay (ko) = S22 (ka.ki)ag, (ke)as, (k1) (L.2.2.52)
a'® (k)al?(ky) = a (ky)a’™ (ky)S525! (ko ki) (1.2.2.53)
oy (k1)al®(ks) = a" (k)SP% (kv.ka)ag, (kr) + 216220 (ky — k) 1(1.2.2.54)

On peut donc procéder en toute rigueur a la construction des états asymp-
totiques. Cela se fait a partir d’'un vecteur particulier de .7-"% appelé le vide
et noté () et qui vérifie

a;(k)2=0. (1.2.2.55)

Ce vecteur est unique (a une normalisation prés) et on prend 2 = (1,0,0,...)
pour obtenir un vecteur unitaire. Pour retrouver la notion d’état in et out,
on introduit un ordre (partiel) = sur les fonctions "d’habillage" f:

fi= foeVEk € 8Upp<f1>, Vky € supp(fg) , k1> ko (12256)

Pour f1 > ... > fn, f; parcourant H, on définit les espaces de Fock F™
et Foul 3 partir des espaces engendrés par les ensembles {af(f)...a'(fy)Q}
et {a'(fn)...a'(f1)Q2} dont on montre qu’ils sont denses dans HE. On a
donc la complétude asymptotique discutée en toute généralité au début de
ce chapitre. Il suffit alors de faire 'identification suivante pour les états in et
out

|Aa, (k1) - Ay (BN)Yin = @' (k1) .. .a™ (kn)Q , k1 > ... > ky, (1.2.2.57)
| Ay, (K)) .. Apy, (k) owr = al® (K2 .. a™™ (Kh)Q , K] < ... < k. (1.2.2.58)

Une amplitude de transition se calcule alors comme un produit scalaire de
fonctions dans Fj; et en utilisant les relations de 'algebre ZF

out<Ab1(k£) .- 'AbJ\/I (kg\/[)lAal(kl) S AaN(kN»in =
@) a0t () L alo () Q) (1.2.2.59)

En calculant ces amplitudes de transition, on retrouve évidemment toutes
les propriétés de la théorie factorisable considérée : absence de production de
particules (N = M), conservation des impulsions individuelles (caractérisée
par la présence de fonction ) et factorisation en une succession de matrice
de diffusion & deux particules. Soulignons enfin que cette représentation de
Fock fournit bien des opérateurs création produisant les fonctions d’onde de
Bethe (au lieu des ondes planes pour Ialgébre d’oscillateurs non déformée).
En effet, dans le cas scalaire, si on note a'(x) la transformée de Fourier
de a(k), les définitions (1.2.2.50) et (I.2.2.51) montrent que a'(x;)a’(z2)Q
reproduit (I.1.3.65). Cela conclut notre description de la représentation de
Fock de 1’algebre ZF.
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[.2.2.3 Opérateurs "bien élevés"

Nous allons terminer cette section sur le role que joue cette algébre dans
la construction de hiérarchies intégrables et 'identification de leur algébre de
symétrie. Cela fait appel a la notion d’opérateurs bien élevés introduite par
E. Ragoucy dans [108]|. Rappelons tout d’abord qu’a toute algébre ZF Ag,
on peut associer une hiérarchie d’opérateurs H®, p € N, indépendants et de
la forme

* dk ,
H® = / — kP a'(k)a;(k). (1.2.2.60)
oo 2T
Les relations d’échange de Ag permettent alors de montrer qu’ils sont en
involution

(HP H9] =0 |, p,qeN (1.2.2.61)

et
aj(kt) = et a;(k) e HHY) = omith? a;(k) (1.2.2.62)
a(k,t) = eitH ™ a (k) g HHY — ith? al(k). (I.2.2.63)

Pour p = 2 ces relations montrent que H (2) peut étre interprété comme un
Hamiltonien et que le systéme correspondant est intégrable dans le sens ot
il existe une infinité de quantités conservées indépendantes. En utilisant les
représentations de Fock de 'algébre ZF et en interprétant les éléments a' (k)
comme les opérateurs création d’états asymptotiques, on voit qu’un état a N
particules ainsi construit diagonalise H® et a une évolution temporelle sem-
blable a celle d'un état a N particules libres. C’est un des points forts de cette
approche car en réalité I'interaction entre particule est bien présente et se re-
trouve dans les relations d’échange de Ag par I'intermédiaire de la matrice
S. Notons cependant que la diagonalisation des intégrales du mouvement en
terme de 'algébre Ag ne dit rien sur leur forme en terme des champs de la
théorie correspondante. En effet, il se peut trés bien que certaines de ces in-
tégrales ne soient pas locales en terme de ces champs. On définit maintenant
la notion d’opérateur vertex et bien élevés en suivant [108].

Définition 1.2.2.2 Les opérateurs vertexr T (k), i,j = 1,...,n associés a
Ualgébre Ag d’unité 1 sont définis par la donnée de To(k) = Ey; @ T (k) =
T (k)E;j€ As ® End(C™) avec

= (=)™ [ d™k m
To(k) =1+ — ( al TS (kky, . k) a1, (1.2.2.64)
m=1

2m)m
ot
af, =al (kn)... al(k), (1.2.2.65)
a1 = ar(k1) - am(km) ; (1.2.2.66)
et

T (kky, . k) € (Bnd(C )™ (kky, . k). (1.2.2.67)
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Tout comme dans I’'équation de Yang-Baxter écrite en espaces auxiliaires, il
faut sommer sur les indices correspondants aux espaces auxiliaires répétés.
Pour obtenir les résultats intéressants sur la structure de la symétrie de la
hiérarchie associée a Ag, nous avons besoin de la notion d’opérateurs bien
élevés. Ce sont des éléments d’une extension de Ag (voir [90]) définis de telle
maniére qu’ils commutent avec la hiérarchie. Ils engendrent donc la symétrie
de la hiérarchie. Le point intéressant est que si on les prend de la forme
"vertex", il est possible d’identifier la structure de I’algébre de symétrie.

Définition 1.2.2.3 Un opérateur L(k) est dit bien élevé s’il satisfait

Li(k1) as(ks) = Sor(ka,ky) as(ks) Li(ky) (1.2.2.68)
Ly(ky) ab(ke) = ab(ks) Sia(kyka) Ly(ky) . (1.2.2.69)

Le résultat fondamental de [108] est que l’algébre de symétrie de la hiérarchie
engendrée par un opérateur L(k) bien élevé et de type vertex a une structure
de groupe quantique dont les relations de définition sont de la forme FRT [44]
(voir le chapitre suivant). Cela s’écrit

[L(k),HP] = 0, VpeN, (1.2.2.70)
Slg(k,’l,k’g)[zl(kl)Lg(k’g) - LQ(kQ)Ll(]{Jl)SlQ(k’l,k’g). (12271)

Cette construction est trés générale car elle ne suppose que l'unitarité de
la matrice S et I’équation de Yang-Baxter. Tout le "jeu" ensuite consiste
a montrer que I'Hamiltonien H® correspond 4 I'Hamiltonien du systéme
physique considéré. Cela se fait explicitement pour ’équation de Schrédinger
non-linéaire o1 I’on retrouve rapidement le fait que le Yangien (de gl(n) pour
un champ vectoriel & n degrés internes) est algébre de symétrie du modéle.
Dans [108], des arguments sont avancés en faveur de conclusions similaires
pour sine-Gordon et le modéle XY Z. Dans la derniére partie de ce manuscrit,
nous verrons une utilisation explicite de cette stratégie dans le cadre d’une
version supersymétrique de Schrodinger non-linéaire.

1.2.3 Inclusion d’un bord

La présentation de la section précédente concerne des théories factori-
sables définies sur toute la ligne. Dans cette section, on se pose la question
de l'effet d’'un bord, voire deux si 'on veut décrire un systéme de taille finie,
sur la factorisabilité et I'intégrabilité de la théorie. Intuitivement, on se doute
que I’ajout d'une perturbation quelconque dans le systéme a des conséquences
profondes (modification du spectre, présence d’états liés au bord, etc.) qui
peuvent aller jusqu’a la perte de l'intégrabilité du systéme, avec de fortes
chances que la factorisabilité soit perdue également. L’optique choisie ici est
donc se placer d’emblée dans un systéme intégrable et de se demander quelles
sont les perturbations permises qui conservent cette intégrabilité.
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Imaginons un probléme sur la demi-ligne, c’est-a-dire qu’on suppose que
le bord est présent a un endroit fixe que l'on peut prendre comme origine.
Les particules de la théorie sur la demi-ligne interagissent entre elles et aussi
maintenant avec le bord. Typiquement, si on imagine que la demi-ligne va de
—o00 a0 (1a ou est le bord) alors un état in correspond a des particules dont
les impulsions vérifient ky > ... > ky > 0. La restriction sur le signe traduit
ici le fait que les particules partent de —oo et se dirigent vers le bord ("vers
la droite"). L’interaction avec le bord correspond a une réflexion (avec un
changement possible dans le type de particule et dans les degrés internes du
bord) et se traduit donc par un changement de signe de I'impulsion k£ — —k.
Un état out correspond alors a —ky < ... < —ky < 0.

Rappelons que 'on se place dans le cadre d’une théorie intégrable. L’ar-
gumentation de Parke présentée dans la section 1.2.1 est encore valable en
présence du bord. On en déduit qu'un processus global & N particules va se
décomposer en une succession de processus a deux particules et de processus
a une particule avec le bord. C’est précisément ce qui est décrit dans le papier
de I. Cherednik [28] qui a établi les relations de contraintes sur la matrice de
diffusion a deux particules et la matrice de réflexion caractérisant l'interac-
tion entre une particule et le bord provenant de la factorisation. On retrouve
bien str I’équation de Yang-Baxter et celle-ci est complétée par [’équation de
réflexion. D’aprés la section précédente, il est tentant de recourir a une pré-
sentation algébrique de la situation. Deux approches ont été développées et
nous commencons par présenter la plus ancienne, discutée par exemple dans
[51] ou [57], qui étend de fagon intuitive I’algébre de Zamolodchikov. La plus
récente, introduite par M. Mintchev et al. dans [84], fut introduite comme une
alternative plus rigoureuse produisant les mémes équations physiques (celles
proposées par Cherednik) mais permettant de développer naturellement un
programme de seconde quantification d’'une théorie avec bord grace a une
construction explicite des représentations de Fock associées a I’algébre.

1.2.3.1 Opérateur de bord

[’idée de la premiére approche est d’introduire un opérateur de bord B;
représentant le bord (ce serait un "opérateur création de bord" [57]) avec
éventuellement des degrés internes indexés par <. Dans cette approche, le
bord est vu comme une particule de la théorie qui serait infiniment massive,
donc immobile et d’impulsion nulle. D’ailleurs dans [51], la notation A, (k)
de Zamolodchikov est conservée et I'opérateur de bord est noté A;(0). C'est
un peu trompeur cependant car, partant de (1.2.2.15), on est tenté d’écrire

Aa1 (/{?1)142(0> - R]bl (O,kl)Aj (O>Ab1 (]{71> , (12372)

ia

R étant la matrice de diffusion correspondant a l'interaction entre une par-
ticule et le bord. Or, si on imagine une théorie sur la demi-ligne | — 00,0,
un état asymptotique ¢n & une particule a une impulsion positive k; qui est
complétement réfléchie lors de 'interaction avec le bord d’impulsion 0. Ainsi,
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I'état in du systéme {particule-+bord} est caractérisé par k; > 0 et 1’état out
par —k; < 0. D’aprés les conventions utilisées précédemment, on en déduit
qu’au niveau algébrique les éléments correspondants a la particule et au bord
ne sont pas échangés et que 'impulsion de I’élément représentant la particule
doit étre remplacée par son opposée. L’opérateur de bord est donc bel et
bien un objet différent (dont la nature précise reste un probléme ouvert) des
opérateurs de l’algebre de Zamolodchikov et c’est pourquoi nous préférons
le noter B;. La relation algébrique codant l'interaction particule-bord s’écrit
alors [51, 57|

Ag,(k1)B; = R (ky) Ay, (—k1)B; . (1.2.3.73)

aii

Les différents indices de la matrice de réflexion R rendent compte de la possi-
bilité de changement de type de particules et d’excitation de degrés internes
du bord pendant I'interaction. Dés lors, il est facile de coder algébriquement
toutes les propriétés de factorisabilité des processus et les contraintes sur les
matrices S et R comme précédemment. En appliquant deux fois (1.2.3.73),
on obtient immédiatement

RU(RYROE (—k) = 52 6% (1.2.3.74)

ait b1j a1 Vi

qui est ’analogue de la relation d’unitarité (1.2.2.16). En utilisant les espaces
auxiliaires, on peut récrire cette relation sous la forme

Rico(k)Rico(—k) =11, (1.2.3.75)

ou l’espace noté ., correspond aux degrés internes du bord. Tout comme
pour la matrice de diffusion, on obtient I'unitarité physique pour la matrice
de réflexion en imposant la condition d’analyticité hermitienne

RI_(k) = Rino(—k) . (1.2.3.76)

Un état in a N particules correspond a une suite de symboles de la forme
Ag, (k1) ... Agy (kn)B; avec ky > ... > ky > 0 et en utilisant les relations
(I.2.2.15) et (1.2.3.73), on obtient Ay, (—ki) ... Apy(—kn)Bjavec —k; < ... <
—kn < 0 correspondant a I’état out. Le facteur numérique qui apparait n’est
autre que la matrice de diffusion S pour le processus et elle se factorise en
en sous-matrice S et R :

Agy (k1) - Ay (kn)Bi = (SR)2 "N (ke o k) Apy (=) - Apy (—kn) B .

ay-...a1t

L’associativité pour trois particules interagissant entre elles bien avant ou
bien apreés l'interaction avec le bord redonne I’équation de Yang-Baxter pour
la matrice de diffusion a deux particules. La nouveauté provient de ’associa-
tivité pour un processus impliquant deux particules et le bord. Les différentes
fagons d’envisager la succession de processus conduisent a I’équation suivante

SU2 (o) Ko YRE (ko) SP2Et (—kig,key YR™F (key)

ajaz bai caby c1j
= R (k1) Sy (—ka ko) RZH (y) SEA (< kg, — ky) . (1.2.3.77)
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C’est [’équation de réflexion : elle contraint les types de bord possibles pré-
servant l'intégrabilité pour une théorie intégrable de matrice de diffusion a
deux particules donnée. L’ensemble de ces deux équations constitue le point
de départ des études de systémes intégrables avec bord et furent établies ori-
ginellement dans [28|. Notons également la contribution fondamentale de E.
Sklyanin [120] dans le programme de diffusion inverse quantique pour des sys-
temes de tailles finies. Les indices de type 7,5 sont différents de ceux du type
a,b. Ils correspondent aux degrés internes éventuels du bord et parcourent
1,... ng ou nr est a priori différent de n. La matrice S agit trivialement
dans I’espace correspondant et ne porte donc pas explicitement ces indices
dans I’équation de réflexion.

Tout comme dans le cas de la ligne infinie, la matrice & deux particules et
la matrice de réflexion deviennent les objets centraux a déterminer afin de ca-
ractériser complétement la matrice de diffusion totale en présence d’un bord.
Il apparait que les équations de Yang-Baxter et de réflexion ne permettent
pas une détermination univoque dans tous les cas et les propriétés de symé-
trie de croisement ainsi que le programme dit de "bootstrap" ont été adaptés
au cas avec bord afin d’obtenir plus d’information (voir par exemple [57, 51]).
Nous n’irons cependant pas plus loin dans cette direction, les équations déja
obtenues étant suffisantes dans le cadre de ce manuscrit.

[.2.3.2 Algébre de bord

L’approche que nous allons présenter maintenant est motivée par le fait,
admis par les auteurs de [57] eux-mémes, que 1'approche avec 'opérateur de
bord reste formelle. En outre, elle ne permet pas d’adapter la méthode de
diffusion inverse quantique développée pour I’équation de Schréodinger non-
linéaire [43] au cas avec bord. Evidemment, il faut garder a l'esprit que les
objets physiques d’importance sont la matrice de diffusion & deux particules
et la matrice de réflexion et les équations qui les contraignent. Partant de la,
tout formalisme algébrique ayant pour but de décrire une théorie factorisable
en présence d’un bord se doit de contenir ces objets et de reproduire ces
équations. L’algébre de bord introduite par Mintchev et al. dans [84] remplit
ces conditions et permet une construction explicite des représentations de
Fock. Dans ce contexte, la construction des états asymptotiques n’est plus
formelle et la calcul de la matrice de diffusion totale est explicite. L’algébre
de bord se substitue naturellement & l’algébre ZF dans la quantification de
systémes intégrables (voir [84, 53]).

Au niveau du formalisme, il s’agit toujours d’introduire un nouvel élément
qui caractérise le bord dans I’algeébre ZF de départ. Cependant, au lieu de voir
le bord comme une particule infiniment massive, ce qui donne les relations
trés intuitives (1.2.3.73), 'idée est de caractériser le bord uniquement par ses
effets de diffusion sur les particules de la théorie. L’élément algébrique associé
ne représente donc pas un opérateur "de création de bord" mais directement
la matrice de réflexion, le lien se faisant via une représentation de Fock.
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Cela a une conséquence fondamentale sur la structure de ’algébre. L’algébre
de bord notée Bg est une algébre associative d’élément unité 1 contenant
deux types de générateurs: les générateurs a;(k) et a'(k), & € R de type
ZF et les générateurs de bord rf(k) Remarquons que les indices 4,j choisis
ici correspondent aux indices a,b précédemment utilisés et parcourent les
degrés internes 1,...,n. Nous abandonnons la notation a,b pour des raisons
évidentes de conflit avec les générateurs a(k). Nous remarquons aussi que
Tf (k) ne contient pas d’indices correspondants a I’espace de symétrie interne
éventuel du bord et que pour rendre compte de cette possibilité, il suffit
d’imaginer que chaque générateur 77 (k) est une matrice d’éléments (r7)7(k),
Oé,ﬁ: 1,...,7}/]3

Cela étant dit, les relations de définition de Bg s’écrivent en notation
d’espaces auxiliaires

a1(k1)az(ka) = Sa1 (ko k1)az(ke)aq (ky) (1.2.3.78)
al (k1)ab(ks) = al(kz)al (k1)Sa (ko ,k1) (1.2.3.79)
al(l{?l)(lg(k’g) ;( )Slg(kl,kg)al(k'l) + 271'5125(]431 — ]{?2)1

+ 27T7’12<k1)5(kl + kg) (12380)

ou l'on a introduit

ria(k) = Y (k) (e; @ el) = S1ara(k) = r1 (k)b (1.2.3.81)

ij=1

Ce premier groupe de relations est directement inspiré de 'algébre ZF mais
nous notons la différence majeure dans la troisiéme relation ou apparait le
générateur de bord. D’ailleurs, le cas sans bord correspondant a r(k) = 0
redonne l'algebre ZF. Ce premier groupe de relations est accompagné de
deux autres groupes assurant la cohérence de l'algébre

al(kil)’l“g(k’g) = Sgl(kfg,k1> (k’ )Slg(kh—k’g)al(k?l) (12382)
ri(k)ab(k) = ab(k)Sua(ky ko) (k1)Sar(ka, — k1),  (1.2.3.83)

et

Sl2<kjlak2)7ﬂl(kl)821(k27 - k1)7“2(k2)
= 19(k2)S12(k1, — ka2)r1(k1)Sa1(—ka, — k1) . (1.2.3.84)

Dans la suite nous imposerons une relation supplémentaire correspondant a
la relation d’unitarité pour le générateur de bord

r(k)r(—k)=1. (1.2.3.85)

Dans ce cas, on appellera r(k) générateur de réflexion. Cette structure peut
paraitre bien compliquée comparée a (1.2.3.73) mais elle permet de construire
les représentation de Fock assez naturellement comme nous allons le voir.
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La relation (1.2.3.84) rappelle I’équation de réflexion qui, avec (1.2.3.74),
contraint la matrice de réflexion représentant le bord. Mais dans le cas pré-
sent, (1.2.3.84) et (1.2.3.85) ne contraignent pas une matrice mais sont des
relations définissant une sous-algébre de I’algébre de bord appelée algébre de
réflexion.

Définition 1.2.3.1 L’algébre de réflexion est la sous-algebre de ’algebre de
bord engendrée par r(k) satisfaisant les relations de définition

Slz(kl,kQ)Tl(kl)Sz1(k2, - kll)?“z(/fz)
= 1ro(k2)S1a(k1, — kao)r1(k1)Sar(—ka, — k1) . (1.2.3.86)

r(k)r(—k) = 1. (1.2.3.87)

Cette algébre présente un intérét en elle-méme [120] et fut étudiée en détail
dans [96] pour une matrice S particuliére.

Les représentations de Fock de 1’algébre de bord ont été étudiées dans [84]
et la construction suit les étapes détaillées dans la section 1.2.2. La différence
fondamentale est I'utilisation d’un projecteur différent pour tenir compte de
la présence de réflexion. Il est basé sur le groupe de Weyl 20 associé a ’al-
gebre de Lie By de générateurs T; 7 = 1,....N — 1 et R. Les T; sont les
générateurs du groupe des permutations Gy et vérifient ses relations de défi-
nition (1.2.2.42-1.2.2.44) et R est le générateur correspondant aux réflexions
et vérifie

RR=1,RT;=T; R, j=1,.... N—2 (1.2.3.88)
RTy_1 RTy_1=Ty_1 RTy_1 R (1.2.3.89)

On représente maintenant ces générateurs sur HY. Pour les T}, on conserve
la représentation 7°, i = 1,...,N — 1 défini par (1.2.2.48) tandis que la

(2
représentation de R fait appel a la matrice de réflexion R

[TE(’O] 1.N (]{'1, c. ,l{N) = RN(kN)Spl...N(kla .. >kN—1; - ]{IN) > N } 1 (12390)

Ici ce sont les relations d’unitarité (pour S et R), I’équation de Yang-Baxter
et I'équation de réflexion qui assurent que TP, i = 1,...,N forment une
représentation de 20 sur HY. Le projecteur (& N particules) permettant de
dérouler toute la construction comme précédemment s’écrit alors

1
%&:ﬁqu:ﬁ. (1.2.3.91)
" PeWy

Les opérateurs création et annihilation sont définis en suivant exactement la
meéme procédure que pour l'algebre ZF en utilisant Pg % a la place de Pg, ce
qui a pour effet de modifier 'expression explicite de Paction de af(f) (voir
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[84] pour plus de détails). Il reste a préciser la fagon dont on représente r(k)
sur cet espace de Fock:

[To(k>g0]1...N (k?l, e ,]{?N) = S()l<k’,k?1) ce SON(]C,]{?N)R()(]{?) (12392)
XSNo(kN, — k) C Sl()(k}l, — k)<,01...N(k1, c. ,k'N) .

En particulier pour N = 0, on a le lien direct entre le générateur de réflexion
et la matrice de réflexion [84]

r(k)Q = R(K)Q. (1.2.3.93)

A ce niveau, on comprend comment 1’équation de réflexion est reproduite
dans ce formalisme: elle est le résultat de 'action de 'algébre de réflexion
(I.2.3.84) sur le vide. Et la relation d’unitarité pour la matrice de réflexion
est obtenue de la méme fagon a partir de (1.2.3.85). On montre alors que les
distributions d’opérateurs a;(k), a'’(k) et r;;(k) ainsi représentées vérifient
toutes les relations de ’algébre de bord. Dés lors, la théorie asymptotique suit
les mémes lignes que dans le cas de 'algébre ZF. L’espace Fi3' (resp. F3*)
dense dans Fr est construit a partir des espaces {a'(f)...a'(fy) , fi € H}
avec f1 = ... > fn = 0 (resp. 0 = fx = ... > f1). Les états asymptotiques
formels comprenant 'opérateur de bord B sont représentés ici par

| A, (k) .. Agy (BN)B)in = a'(ky)...a™ (kxy)Q , ki > ... > ky >0,
|Ap, (K)) ... Apy, (Kh)BYows = a™ (k) ...a™™(K\)Q, K <...<k)<0.

Le calcul des amplitudes de transition semble ne pas faire intervenir ’opé-
rateur de réflexion r(k) d’aprés l'identification précédente mais il ne faut
pas oublier que celui-ci est présent dans la relation d’échange entre a;(k) et
a7 (k"). Encore une fois, I'utilisation de la représentation de Fock de I’algébre
de bord reproduit les propriétés attendues d’une théorie factorisable en pré-
sence d'un bord, comme spécifié par Cherednik (voir [84] pour des exemples
précis). En particulier, la matrice de diffusion & N particules se réduit bien
a un produit de matrices S et R.

Terminons cette section sur 'utilisation de ’algébre de bord dans le pro-
gramme de diffusion inverse quantique appliqué a ’équation de Schrédinger
non-linéaire en présence d’un bord. Nous avons déja dit que 1’algebre ZF ap-
parait naturellement dans ce programme [43] sur la ligne (cela sera présenté
plus en détail dans la deuxiéme partie de ce manuscrit) et il a été montré
qu’il est possible de construire une version quantique de la solution de R.R.
Rosales [113] pour Schrodinger non-linéaire [32, 45, 60, 117, 125] (voir aussi
[62] pour une revue détaillée). Il se trouve que cette construction reste valable
dans le cas avec bord pourvu que ’on remplace 1’algébre ZF par I'algébre de
bord dans ce cas [53|. Autrement dit, on a une expression explicite du champ
quantique satisfaisant I’équation d’évolution de Schrédinger non-linéaire en
fonction des opérateurs création et annihilation de I'algebre de bord. Cela
permet en particulier de calculer de fagon exacte les fonctions de corrélation
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pour le champ local & tout instant ¢. Nous notons également que la notion
d’opérateurs bien élevés intervient dans les théories avec bord et permet de
faire le lien entre l'algébre ZF et I’algébre de bord, généralisant les résultats
de symétrie pour la hiérarchie intégrable associée (voir [107]).

1.2.4 Inclusion d’un défaut

La généralisation naturelle de la section précédente correspond au cas
ou le bord n’est plus purement réflexif mais transmet également une partie
des particules qui interagissent avec lui. Si on imagine toujours un bord fixe
dans I'espace, on revient a une théorie sur toute la ligne mais avec un défaut
ou encore une impureté située a l'origine. L’idée est alors de caractériser
la transmission par une matrice et tout comme dans ’approche précédente,
la question est de savoir quels types de transmission (et de réflexion) sont
autorisés si ’on souhaite maintenir la factorisabilité de la théorie considérée.
Encore une fois, deux approches ont été élaborées pour répondre & cette
question et chacune est la généralisation directe de I’approche correspondante
de la section précédente. Notre description sera donc succincte. En outre, ce
sujet est encore une source de recherches intensives actuellement et nous
aurons l'occasion de revenir plus en profondeur sur ces questions dans la
troisiéme partie de ce manuscrit car une bonne partie de mes travaux a été
consacrée a ce sujet,.

[.2.4.1 Opérateur de défaut

Revenons sur I'approche originelle développée par G. Delfino, G. Mus-
sardo et P. Simonetti dans [36, 37|, que nous appellerons approche DMS
dans la suite. Elle correspond a la généralisation du concept de 'opérateur
de bord B; de la section précédente. On imagine que le défaut est une par-
ticule infiniment massive et immobile a laquelle on associe un opérateur de
défaut D;. 11 s’agit alors de préciser comment cet opérateur "parle" aux géné-
rateurs de l'algébre ZF. On imagine que le défaut n’est a priori pas invariant
sous parité. En d’autres termes, les matrices qui caractérisent l'interaction
d’une particule venant de la droite ou de la gauche par rapport au défaut
ne sont pas les mémes (voir par exemple [24]). Soient R(k), R(k) et T'(k),
T (k) les matrices de réflexion et de transmission correspondantes. En utili-
sant la notation d’espaces auxiliaires, [’algébre de défaut |36, 37| correspond
a I'algébre ZF pour les générateurs a(k) et af(k) complétée par les relations
suivantes

A} (F)Das = al(—k)DaoRine(k) + Docal (k)T (),  (1.2.4.94)
Doal(k) = Daal(—k)Riso(k) + al(k)DocTise(k).  (1.2.4.95)

L’espace auxiliaire noté ., traduit la possibilité de degrés de liberté interne
o0
pour le défaut. Dans la suite néanmoins, nous n’aurons pas recours explici-
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tement & ces degrés internes car ils ne seront pas utiles dans nos discussions.
Notons qu’il est trés facile de les rajouter a n'importe quel moment dans ce
formalisme. La cohérence de ces relations débouche sur les relations d’unita-
rité pour les matrices de réflexion et de transmission. Ces relations sont la
généralisation naturelle de (1.2.3.85) dans le cas ou il y a également trans-
mission.

R(—k)R(k) + T (k)T (k) =
R(K)T (k) + T(—k)R(k)

I, (1.2.4.96)
0. (1.2.4.97)

Les conditions d’analyticité hermitienne prennent la forme suivante
R'(k)=R(=k) , R'(k)=R(—k) , TT(k)=T(k). (1.2.4.98)
Cela permet d’écrire le reste des relations de I'algébre de défaut

a1 (k)D = Ri(—k)ai(—k)D + Ty (k)Day (k) (1.2.4.99)
Dai(k) = Ri(—k)Dai(—k)+ Ti(k)ai(k)D.  (1.2.4.100)
L’étape suivante est d’invoquer I’associativité dans cette algébre pour obtenir
les équations de factorisation contraignant les matrices de réflexion et de

transmission pour une matrice de diffusion donnée. On obtient trois jeux
d’équations indépendantes :

SIQ(klakQ)Rl(_k1)821<k2y - kl)RZ(_kZ)
= Ro(—ks)Sua(ky1, — ko) Ry (—k1)Sor(—ka, — k1), (1.2.4.101)
Ty (k1)Son (ko ky ) Ro(—ka) = Ro(—ka)T1 (k1)Sar (— ko ky) , (1.2.4.102)
Suo(kn ko) Ty (k) Ta (k) = Tolko) T (k1)S1a(kr k), (1.2.4.103)

So1 (ko key) Ry (—ki1)S1a(—Fr k2) Ro(—ks)
— Ry(—ky)Sor(—ka,ky)Ry(—k1)S1o(—k1, — ko), (1.2.4.104)
Ty (k1)S12(ky ko) Ro(—ko) = Ro(—ks) Ty (ky)S1a(k1, — ks), (1.2.4.105)
S1o(ky ko) Ty (k) To (k) = To (k)T (k1) S1a(ky ks) (1.2.4.106)

Ry(k1)Ry(ky) = Ro(ks)Ry(ky),
So1 (ko ki )Ty (k) Ro(— ko) Ro(—k2)Sa1(—ka, k1) T1 (K1)
521(752,/?1)@(@)]%1(_]{51) = Ri(—k1)San(ks, — kl)j;?(k?) ’
Ty (k1)Sar (koK1 ) To(ks) = To(ka)Sar (ka,ky)Ti(Ky) -

1.2.4.107)
1.2.4.108)
1.2.4.109)
1.2.4.110)

—~~ I~ N

Pour le cas particulier o Sia(k1,ke) = Sia(k1 — ko), ces équations sont
les équations de réflexion-transmission de [’approche DMS. On reconnait
'équation de réflexion pour les matrices de réflexion R(—k) et R(—k) (avec
Si2 <> So; dans ce dernier cas). Les autres équations rendent compte de la
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factorisation lorque réflexion et transmission sont mélées ou lorsqu’il n’y a
que de la transmission. On remarque que lorsqu’il n’y a pas de degrés in-
ternes pour le défaut (ce qui est le cas ici), la premiére équation du troisiéme
jeu n’impose aucune contrainte supplémentaire sur R et R. Ces équations
traduisent les propriétés de factorisation d’une théorie dont les interactions
entre particules sont décrites par S en présence d’un défaut (ou d’une im-
pureté) qui réfléchit et transmet. Dans le cas particulier de I'approche DMS,
elles sont a la base de 1’étude menée dans [36, 37| et aussi dans [24] dont
la conclusion essentielle est assez restrictive : en I'absence de degrés internes
pour 'impureté, la présence de réflexion et de transmission dans un systéme
intégrable conduit & une matrice de diffusion constante. Hormis quelques
modeéles particuliers (du type Federbush), cette conclusion ne permet d’envi-
sager que I'étude de modéles de bosons ou de fermions libres si I’on souhaite
inclure une impureté en toute généralité. En revanche, si on considére un
défaut purement transmittif par exemple, on peut envisager des interactions.
Un tel cas a été considéré par exemple dans [18] pour le modéle Toda affine
au niveau classique.

Nous verrons dans la section suivante que cette limitation a été une des
motivations pour l'introduction du concept d’algébre Réflexion-Transmission
(RT). Enfin, nous verrons dans la troisiéme partie de ce manuscrit que cet
ensemble d’équations peut se récrire naturellement sous la forme des équa-
tions de réflexion-transmission de 'approche RT qui constitue le théme de la
prochaine section.

[.2.4.2 Algébre de Réflexion-Transmission

Tout comme dans le cas avec bord, les équations de réflexion-transmission
sont les objets centraux du probléme physique. Partant de 1a, tout forma-
lisme algébrique capable de les reproduire de facon cohérente est un candi-
dat potentiel. Le choix du candidat se fait ensuite sur des critéres plus ou
moins objectifs: déduction a partir de principes premiers, postulats, cadre
plus général, etc. Dans le cas avec bord, nous avons vu que les deux ap-
proches reproduisent I’équation de réflexion introduite par I. Cherednik et
donc du point de vue des quantités physiques, on ne peut pas vraiment tran-
cher. L’utilisation de I'une ou l’autre approche dépend alors de ce que I'on
recherche.

Nous allons présenter [’algebre de Réflexion- Transmission, ou algébre RT,
en suivant la méme présentation que pour ’algebre ZF et ’algébre de bord.
Nous tenons cependant & préciser que ce choix est uniquement motivé par
un souci de cohérence par rapport aux sections précédentes et ne rend pas
vraiment compte de la situation. Dans la troisiéme partie de ce manuscrit,
nous adopterons un autre point de vue motivé par la physique et éclairé
par les résultats récents de D'article [VII]. Ce point de vue permettra de
comprendre la relation entre I’approche DMS et celle présentée ici que nous
appellerons approche RT.
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On peut introduire la notion d’algébre RT en partant de la méme idée
qui avait conduit a l’algébre de bord: le défaut (ou l'impureté) n’est plus vu
comme une particule infiniment massive de la théorie mais va étre caracté-
risé par ses propriétés de diffusion i.e. ici ses propriétés de réflexion et de
transmission. Ainsi, en plus du générateur de réflexion r(k), on introduit ici
un générateur de transmission ¢(k).

Définition 1.2.4.1 L’algebre RT est l’algébre associative d’unité 1 engen-
drée par les générateurs a(k), a'(k), r(k) et t(k) vérifiant les relations de
définition suivantes

ay(kr)ag(ks) = Sa1(ko,k1)az(k2)ai (k1)

al (ky)al(ks) = ab(ka)al (k1)Sar (ko k)

a1 (kr)al(ky) = ab(ko)Sia(ky ko )ay (k) + 2m6120(ky — ko)1
+2mr1 (k)0 (ky + ko) + 2mt1o(k)0(ky — ko) (1.2.4.113)

(L.2.4.111)
(1.2.4.112)

a1(k)ra(ks) = Sor(koiky)ra(ka)Sia(ky, — ko)ay(ky), (1.2.4.114)
ri(ky)ab(ky) = ab(ko)Sia(ky ko)ri (K1 )Say (o, — k1), (1.2.4.115)
ar(k)ta(ks) = Sor(kakr)ta(ko)Sia(ky ka)ar(ky),  (1.2.4.116)
ti(k)ab(ky) = ab(ko)Sia(ky,ka)ty (k1)Sar(kooke),  (1.2.4.117)

Slz(kl,k2)7“1(k1)321(k2, - kl)r2<k2)
— 1o (ka)Sta(k1, — ka)r1 (k1)Sar (—kay — k1), (1.2.4.118)
Sia(k1,k2)11(k1)Sa1(ka, — k1)ta(k2)
= to(k2)S1a(k1,ko)r1(k1)Sa1(kay — k1), (1.2.4.119)
S12(k1,k2)t1(k1)So1 (ke k1 )t2(k2)
= to(ko)S12(k1,k2)t1(k1)Sa1 (ko,k1) . (1.2.4.120)

et
r(k)r(=k) + t()t(k) =1, r(k)t(—k) +t(k)r(k) =0, (1.2.4.121)

Les cinq derniéres relations définissent une sous-algébre de ’algébre RT que
nous appelons algébre d’impureté. C’est ’analogue de I'algébre de réflexion
lorsqu’on inclut le générateur de transmission. D’ailleurs, en mettant celui-
ci a 0 on retrouve 'algébre de bord et aussi I’algébre de réflexion. A 1’heure
actuelle, il n’y a pas d’étude équivalente a [96] pour I'algébre d’impureté mais
certains résultats ont déja été obtenus dans [90]. Encore une fois, le lien entre
I’algeébre d’impureté et les équations de réflexion-transmission produites par
I’approche RT va se faire via les représentations de Fock de 1’algébre RT.
Ces derniéres ont été étudiées dans [92] et la construction suit les étapes
déja présentées dans les sections précédentes. Le point important a noter est
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que le groupe sous-jacent est toujours Wy. La seule différence réside dans la
représentation sur HY du générateur R:

[Tﬁgp} 1N (b1, ... .kn) = Rn(kn)er.n(ki, .. kyo1, — kn)
+ TN(kN)(pl...N(kly e ,]{TN) s N 2 1. (124122)

On vérifie alors que les opérateurs T, i = 1,...,N forment une représenta-

tion de 2y sur HY. On peut alors introduire le projecteur Psr 7 & partir
de

1
Pérr = SN NI > T3, (1.2.4.123)
) PeN

et travailler sur I’espace de Fock ,7-"77{2 T obtenu par projection. Sur cet espace,
les opérateurs création et annihilation sont définis comme dans (1.2.2.47) a
partir de Ps g 7 (I'expression explicite dans le cas scalaire se trouve dans I’ar-
ticle [V]). L’opérateur correspondant a la réflexion reste défini par (1.2.3.92)
tandis que I'opérateur de transmission est représenté par

to(k) o], x (kus.. k) = Soi(kikr). .. Son(kekn)Tok)  (1.2.4.124)
XSNO(kN,k) .. Slo(klyk)spl...N(kl; C ,kN) .

En particulier, pour le vide €2, on obtient
r(k)Q=R(k)Q , t(k)Q =T (k). (1.2.4.125)

En faisant agir ’algébre d’impureté définie par les relations (1.2.4.118-1.2.4.121)
sur €2, on obtient les équations de réflexion-transmission de l’approche RT

812(k1>k2)721(k1)821(k27 - kl)RQ(kQ)
= Rg(k'g)slg(kl, - k‘z)Rl(kfl)SQl(—kg, - kl) 5 (124126)

812(k17k2>R1(k1>821(k27 - kl)%(kQ)
— 7'2(1432)812(]{1,k’g)Rl(k'l)Szl(l{Q, - kl) y (124127)

S12(k1,k2) T1 (k1) Sa1 (k2,1 ) To(k2)
- 7'2(]{32)812(]{1 ,k’g)ﬂ (kl)Sgl (kQ,kl) 5 (124128)

RER(—k) + T(R)T (k) =1 , ROE)T(—k)+ T(K)R(k) =0. (1.2.4.129)

A ce stade, il est surprenant a premiére vue que ces équations n’aient pas la
forme de celles de 'approche DMS. En effet, nous rappelons que les objets
centraux sont les quantités physiques S, R et 7 rendant compte des phé-
noménes de diffusion de la théorie factorisable. Il s’agit donc de s’accorder
sur les équations que doivent satisfaire ces quantités. Ensuite, tout comme
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dans le cas purement réflexif, le cadre algébrique capable de les reproduire
n’est qu’un outil de travail. Tout cela a été au coeur d’un débat animé dans
la communauté et ce n’est qu’avec les résultats récents de l'article [VII] (et
I'exemple concret de 1'article [V]) obtenus pendant ma thése qu’on a com-
mencé a comprendre la situation plus en profondeur. Nous attacherons donc
une attention particuliére a exposer les avantages de ’approche RT dans la
troisiéme partie de ce manuscrit en abordant le sujet d’un autre point de vue.

Les représentations de Fock de 'algébre RT permettent de calculer les
éléments de la matrice de diffusion qui se factorisent en une succession de
matrices S, R et 7. Cela s’obtient en calculant les produits scalaires d’états
in et out construits a partir du vide 2 par 'action répétée des opérateurs
création a;r-(k). Cette démarche est en tout point analogue a celle déja présen-
tée pour 'algébre ZF et ’algébre de bord. Si le probléme inverse est résolu, on
peut aussi calculer les fonctions de corrélations des champs microscopiques
de la théorie a partir des relations de 'algébre RT. En utilisant les représen-
tations de Fock, on obtient alors les fonctions de corrélation a température
nulle. Une approche pour calculer les fonctions de corrélation a température
finie en présence d’une impureté a été étudiée par M. Mintchev et P. Sorba
dans [94]. L’idée est de baser la construction d’une représentation non pas sur
le vide de Fock (2 mais sur un état de Gibbs de I’ensemble grand canonique.
En plus de la fonction a deux points pour un champ scalaire libre de masse m,
Iinfluence de I'impureté sur la densité d’énergie et de courant est présentée
dans [94]. Cela montre que 'algébre RT ne se cantonne pas a la description
d’impuretés dans les systémes intégrables a 1 4+ 1 dimensions. En effet dans
un papier récent [48|, ce concept est utilisé dans un cadre de "monde bra-
naire" bien connu de la théorie des cordes. Une théorie des champs ¢* est
induite sur une "brane" a d dimensions a partir d’'un champ dans le volume
a d + 1 dimensions. La particularité de cette "brane" est qu’elle est considé-
rée comme un défaut qui réfléchit et transmet, ce qui généralise ’approche
habituelle on la "brane" est purement réflexive. Les propriétés critiques de
la théorie induite sont ensuite considérées.

Terminons enfin sur la possibilité de construire une hiérarchie intégrable
de fagon systématique en présence d’une impureté. En s’inspirant de (1.2.2.60),
on définit

HY) = / Ak 1o ala; (k). (1.2.4.130)
2
A ce niveau, ce sont des objets algébriques et en utilisant uniquement les
relations de ’algébre RT, on montre [96]

dk , ;
[HP) 0D = ((-1)P — (—1)q)/2— kP ati(k)r! (k)a;(—k) . (1.2.4.131)
s
Autrement, on a deux hiérarchies indépendantes en involution correspondant
A p,q pairs ou p,q impairs. En interprétant H® comme ’Hamiltonien d’un
systéme quantique et ") comme I'impulsion totale, on obtient que I'impul-

sion n’est pas une quantité conservée, ce qui est en accord avec le fait physique
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que I'impureté brise I'invariance par translation. Cependant, on sait que dans
les théories considérées, chaque impulsion est conservée individuellement en
valeur absolue. En effet, si une particule est réfléchie son impulsion passe de
k a —k et si elle est transmise, I'impulsion est conservée. Il est intéressant
alors de constater que la hiérarchie

~ dk )
ae :/% k[P a¥a; (k) (1.2.4.132)

est en involution (voir 'article [VI]), confirmant Iinterprétation précédente.
Cela est encore renforcé si I’on remarque que dans le cas purement transmittif
(r(k) = 0), HY est conservé.

Toujours en n’utilisant que les relations d’échanges de l'algebre RT, on
montre

[HD) r(k)] =0 , [HP t(k)]=0. (1.2.4.133)

En d’autres termes, les générateurs de réflexion et de tranmission, rangés
dans r(k) et t(k) (voir le chapitre suivant pour la présentation explicite de
cette procédure dans le cas du Yangien) et qui forment 'algébre d’impureté,
engendrent I'algébre de symétrie de la hiérarchie considéré. En particulier,
c’est la symétrie du modéle décrit par 'Hamiltonien HgT). Dans le cas ou
t(k) = 0, on retrouve les résultats pour ’algébre de réflexion vue comme sous-
algebre de l'algébre de bord. Et tout comme pour ce cas ou un phénomene
de brisure spontanée de symétrie a été mis en évidence [91], I'un des travaux
effectués pendant la thése a porté sur I’étude de la brisure spontanée de la
symétrie RT induite par la présence de I'impureté. Le mécanisme, qui sera
présenté dans la troisiéme partie et qui est détaillé dans article [VI|, repose
sur les représentations de Fock de 1’algebre RT et en particulier de 1’algebre
d’impureté évaluée sur le vide ).



Chapitre 3

Symétries dans les systémes
intégrables

Il est un fait indéniable en physique théorique: les symétries d’un pro-
bléme donné simplifient grandement sa résolution ou du moins apportent des
informations tres utiles. Tout le monde a utilisé la symétrié cylindrique ou
sphérique pour résoudre un probléme d’électromagnétisme. Cette stratégie
fut utilisée dans le célebre exemple de 'atome d’hydrogéne par Pauli en 1926
qui utilisa ’algébre de symétrie dynamique engendrée par le moment ciné-
tique et le vecteur de Runge-Lens dont la théorie des représentations permet
de déterminer les niveaux d’énergie du Hamiltonien. Mais pour des systémes
de mécanique classique déja, cette idée fut exploitée et est a l'origine du
concept d’intégrabilité pour les équations d’évolution dans un formalisme
Hamiltonien |70, 85| (cf 'introduction). L’idée trés générale est que, grace a
des symétries sous-jacentes, il existe des quantités conservées (des intégrales
du mouvement) qui permettent de transformer (canoniquement) le probléme
d’évolution pour un systéme a n degrés de liberté en un probléme d’évolution
beaucoup plus simple exprimé en termes des variables dites "action-angle".
Il est alors possible d’intégrer les équations différentielles pour ces variables
(d’ot le nom de systéme complétement intégrable), ce qui donne leur évolu-
tion dans le temps. En appliquant la transformation inverse canonique, on
peut donc obtenir en principe les équations d’évolution pour le probléme
initial.

Remarquons que cette méthodologie est précisément ce qui a inspire la
méthode du probléme inverse (classique ou quantique). Cette méthode sera
présentée en détail dans la deuxiéme partie de ce manuscrit a la lumiére des
travaux importants de I’école de physique mathématique de St-Petersbourg.
En nous concentrant sur ’aspect quantique ici, nous voulons simplement
montrer encore une fois le role fondamental de I'équation de Yang-Baxter
quantique dans un contexte plus mathématique. La méthode de diffusion
inverse quantique, qui rappelons-le, a conduit entre autres a ’algébre ZF, est
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basée sur deux relations algébriques fondamentales

812813823 - 823813812, (1301)
SlngTQ = Tngslg. (1302)

Nous n’avons pas explicité les arguments ici. Le deuxiéme relation a motivé la
relation imposée aux opérateurs bien élevés (1.2.2.71) qui permettent d’iden-
tifier le groupe quantique symétrie de la hiérarchie considérée. Nous I'avions
nommeée de type FRT et sera parfois également appelée relation RTT dans
la suite. Cette relation est précisément la relation qui apparait dans la mé-
thode de diffusion inverse quantique ou méthode la matrice R pour un objet
T appelé matrice de monodromie contenant certains opérateurs agissant sur
les états quantiques du probléme considéré. Cette relation donne alors les
relations d’échange de ces opérateurs quantiques et permet de construire un
ensemble d’opérateurs commutants que ’on cherche a diagonaliser simulta-
nément. Un des gros avantages de cette méthode est que cet ensemble d’opé-
rateurs commutants contient I’Hamiltonien du systéme considéré. Toute la
procédure fournit alors un systéme intégrable dont on peut construire les
états propres et les valeurs propres: c’est la méthode de l’ansatz de Bethe al-
gébrique. Il se trouve que les structures algébriques contenues dans la relation
de type FRT, dont I'origine est 1’étude de systémes physiques, ont trouvé une
interprétation mathématique dans le cadre des structures d’algebre de Hopf
et de déformations d’algébres enveloppantes universelles d’algébres de Lie
grace aux travaux indépendants de V.G. Drinfel’d [40] et de M. Jimbo [71].
Cela a ouvert la voie a une branche importante des mathématiques connue
sous le nom de groupes quantiques.

Dans le cadre de ce manuscrit, nous allons adopter une vision trés pragma-
tique dans notre présentation de ces structures algébriques et nous renvoyons
le lecteur intéressé a I'ouvrage trés complet de V. Chari et A. Pressley [25]
par exemple. Ainsi, nous n’allons pas présenter la notion d’algébre de Hopf
ou de déformation d’algebre de Lie pour introduire les structures qui nous
intéressent mais nous allons plutét adopter la vision de [95] et appréhender
la structure de Yangien comme une algébre de dimension infinie. Ce choix est
motivé par le fait que mes travaux de thése n’utilisent que cette approche.
En outre, je ne vais m’attarder que sur le Yangien de 'algébre de Lie gl(n)
et sa sous-algébre, 'algébre de réflexion. Puis je présenterai briévement la
notion de super Yangien. Ce sont les structures algébriques de symétrie es-
sentiellement utilisées pendant ma theése.

[.3.1 Yangien
Originellement, la notion de Yangien (et de groupe quantique) est basée

sur le concept de déformation (de ’enveloppante universelle) d’une bi-algébre
de Lie [40|. Le nom de Yangien a été introduit par V.G. Drinfel’d lui-méme
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dans ses travaux sur les groupes quantiques inspirés de la méthode de diffu-
sion inverse quantique de I’école de St-Petersbourg pour désigner la structure
algébrique correspondant aux solutions rationnelles de 1’équation de Yang-
Baxter. Au niveau quantique, ces solutions sont essentiellement basées sur
la matrice trouvée par C.N. Yang dont on a déja parlé. D'un point de vue
pratique, le Yangien de gl(n) noté Y(n) est l'algébre associative complexe
(p)

d’unité 1 engendrée par un ensemble dénombrable de générateurs notés ¢;;”,

1,7 =1,....n, p € N et dont les relations de définition s’écrivent
1 1
D] = [l ] =k (0 —0?) . (1313)
ol tEJO-) = 0;;1 et K est le parameétre de déformation du Yangien. Pour faire

le lien avec la relation de type FRT, nous allons sans cesse avoir recours aux
notations d’espaces auxiliaires déja introduites. Nous avons en outre besoin de
quelques définitions. Rappelons que les espaces avec lesquels nous travaillons
sont du type produit tensoriel C" ® ... ® C" sur lesquels on agit grace a
des éléments de End(C"). Si M est un tel opérateur, M est I’élément de
End((C™)®™) agissant comme M dans la j-iéme copie de C" et trivialement
ailleurs :

M; =T°UD o MeI®™9) | j=1..m. (1.3.1.4)

La "taille" nécessaire m est fixée par le contexte. Une fois représenté par
I'ensemble des matrices carrées de taille n x n sur C, M,,(C), une base de
End(C") est donnée par les matrices E;; introduite en section 1.2.2. L’opé-
rateur permutation P dans C" ® C" est alors défini par

ij=1
Si A et B sont deux éléments de End(C"), on a

Dans ce contexte, on définit la matrice R de Yang R(u) comme un élément
de End(C" ® C") ® C(u) , ou u est une variable formelle, de la forme

P
Rip(u) =1@1 — k—=2 (1.3.1.7)
u
En étendant la méthode décrite par (1.3.1.4) & des opérateurs agissant sur
deux copies de C", disons la k-iéme et la l-iéme, k,l = 1,...,m, on considére
alors les matrices Ry (uy — u;) définies par

Py
U — W

Ry(ug, —wy) =T — & € End((C")*™) @ C(uy, - .. Upy), (1.3.1.8)
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ou les u; sont m variables formelles. La relation entre cette matrice et celle
obtenue historiquement par Yang (1.1.3.62) est évidente et on voit que dans
un contexte physique, les variables formelles introduites deviennent des im-
pulsions. Elle vérifie ’équation de Yang-Baxter et ’analogue a une fonction
pres de la relation d’unitarité

ng(u)ng(u + U)Rgg(v) = RQg(U)R13<U + ’U)ng(u) s (1319)

u? — K2

u2

Un autre objet d’'importance est la matrice T correspondant a la matrice de
monodromie du probléme inverse quantique. Contrairement a la matrice R, ce
n’est pas une matrice numérique mais est une fagon trés compacte de ranger
des éléments algébriques, a savoir les générateurs de Y (n). En introduisant

oo L(p)
tij(u) =01+ K tfp eYn) [[u]], (1.3.1.11)

U

la matrice T', qui dépend en fait de la variable u, prend la forme

T(u) = i Eij ®@t;(u) € End(C)@Y(n) [[u']] . (1.3.1.12)

ij=1

On montre alors le résultat important suivant [95] : les relations de définition
de Y(n) (1.3.1.3) sont équivalentes a la relation RTT pour la matrice T

Ris(u — )Ty (u)Ta(v) = To(v)Ti(u) Ry (u — v) . (I.3.1.13)

Cette relation fondamentale trouve son origine dans les travaux de L.D. Fad-
deev, N.Y. Reshetikhin et L.A. Takhtajan [44] d’ou D'appellation relation
de type FRT. Nous verrons dans la deuxiéme partie de ce manuscrit qu’elle
apparait naturellement dans la méthode de diffusion inverse quantique et
permet par exemple de prouver l'intégrabilité de 1’équation de Schrodinger
quantique et d’identifier son algébre de symétrie qui n’est autre que Y (n).
Rappelons a ce titre que ce sont ces travaux sur la méthode de la diffusion
inverse quantique, encore appelée ansatz de Bethe algébrique, qui ont motivé
ceux de Drinfel’d et de Jimbo. De ce point de vue, notre présentation ne
respecte pas la chronologie historique.

Nous voulons maintenant présenter la notion de déterminant quantique,
noté qdet, qui se révéle trés utile dans 'application des groupes quantiques
aux systémes intégrables. En effet, appliqué a la "matrice" T'(u), il produit
une fonction génératrice d’éléments indépendants de Y (n) dont on montre
(voir par exemple [95]) qu’ils engendrent son centre c’est-a-dire 1’ensemble
des éléments de Y(n) commutant avec tous ses éléments. Une stratégie (qui
fait partie des succes de la méthode de diffusion inverse quantique) est alors
de montrer que ’Hamiltonien du systéme qui nous intéresse est un élément
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du déterminant quantique. On en déduit immédiatement 'intégrabilité du
systéme (tous les éléments du Yangien étant des intégrales du mouvement) et
'algébre de symétrie du modéle qui est )(n). Cette méthode est trés utilisée
pour construire de nouveaux systémes intégrables de facon systématique. Ce
genre de construction pour un systéme en présence d’'un bord (le Yangien
étant alors remplacé par I'algébre de réflexion cf. la section suivante) fut
I'objet d'un des travaux de ma thése (article [III]).

En suivant [95], on introduit le déterminant quantique de la fagon sui-
vante. Soit A,, Pantisymétriseur agissant sur (C")®™

1
Am(ei1 R...RQ eim) = % Z (_)P Cip, ... Q¢€,, . (13114)
" PeGn

Pour m = n, A,, devient un projecteur unidimensionnel de (C")®" sur la
droite vectorielle Cv avec

1
v=— Y () e @ @e,,. (1.3.1.15)
Pc6,

En outre, on montre la relation suivante [95]
A Ti(u).. . Thy(u—nk+ k) =T(u—nk+k)...Th(u)A,, (1.3.1.16)

qui permet de déduire que 'objet & gauche (ou a droite) de I'égalité est égal
a A, fois une série formelle en © ! dont les coefficients sont des éléments de
Y(n). Par définition, le déterminant quantique de T'(u) est donc un élément
de Y(n) [[u=]] tel que

Anqdet T(u) = ATy (u) ... Th(u — nk + k). (I.3.1.17)

En développant explicitement selon les puissances de u™!, on a

adet T(u) =1+ % . (1.3.1.18)
j=1

On peut montrer que les ¢; sont algébriquement indépendants et qu’ils en-
gendrent tout le centre de )(n). Nous avons déja discuté briévement 'intérét
physique du déterminant quantique. D’un point de vue mathématique, il per-
met de définir le Yangien de si(n) a partir de Y(n). Si Z est l'idéal engendré
par la relation qdet T'(u) = 1 alors le Yangien de sl(n) est isomorphe au
quotient suivant

V(sl(n)) = Y(n)/T. (1.3.1.19)

Nous renvoyons le lecteur a [95] par exemple pour plus de détails.
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[.3.2 Sous-algébre et super-algébre

Dans les travaux effectués pendant la thése, d’autres structures algé-
briques se sont révélées importantes. Il s’agit de ’algébre de réflexion et
du super-Yangien correspondant a Y(n). Nous avons déja rencontré 1’algébre
de réflexion dans le cadre de I'approche algébrique des états asymptotiques
d’une théorie factorisable en présence d’un bord. Dans cette présentation la
matrice numérique décrivant les relations d’échange était complétement gé-
nérale. Ici, nous allons voir que les relations de définition que nous avions
données rentrent tout naturellement dans le cadre du formalisme FRT et
permettent de relier cette structure a celle du Yangien lorsque la matrice
numérique est la matrice R de Yang. Pour introduire le super Yangien, nous
reviendrons briévement sur la notion de super-algébre de Lie et surtout celle
d’espaces auxiliaires gradués. Cela permettra une généralisation directe de la
relation RTT comme définition du super-Yangien (de gl(m|n)).

[.3.2.1 Algeébre de réflexion

Si on adopte la matrice R définie dans la section précédente et équivalente
du point de vue mathématique a la matrice S de Yang, les relations de
définition de 'algébre de réflexion B(n,l) s’écrivent [96]

Rio(u — v)ri(u)Rig(u 4 v)re(v) = ro(v) Ria(u + v)ry(u) Ria(u — v) ,(1.3.2.20)
auxquelles on ajoute
r(u)r(—u) =1. (I.3.2.21)

La premiére relation est la définition historique de Sklyanin [120]. Elle est
a comprendre en compléte analogie avec le formalisme FRT: elle code les
relations d’échanges des générateurs rg.g), 1,7 = 1,...,n, p € N, de l'algébre
associative d’unité 1 rangés dans la "matrice" r(u) de la fagon suivante

n X P
rw =23 @B €Bnl)|[u']]eEndC"). (13.2.22)

ij=1 p=0

En suivant [96], rg»]) peut étre pris sous la forme d;;6;1 oli ; = 1 pour 1 <7 <
n—lete =—1pourn—I1+1<1<n,l étant 'entier positif caractérisant
algebre tel que 0 < I < n/2. La deuxiéme relation semble naturelle d’un
point de vue physique puisqu’on a vu qu’elle représente l'unitarité de la
matrice de réflexion et donc la conservation de la probabilité de présence
pour un bord purement réfléchissant. D’un point de vue mathématique, il se
trouve que cette relation permet d’établir que B(n,l) est une sous-algébre (en
fait un coidéal a gauche) de Y(n) [96]. Soit G la matrice diagonale d’éléments
non nuls e1,...,6, et T7'(u) linverse de la matrice T(u) de Y(n) définie
comme une série entiére. L’idée est de plonger B(n,l) dans Y(n) grace a une
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application m dont on montre qu’elle définit un homomorphisme d’algébre et
qu’elle est injective [96]

7. B(nl) — Y(n)

) o T)GT ) (1.3.2.23)

Soit 7(u) = T'(u)GT ! (—u). Comme G* =1, on a 7(u)7(—u) = 1 et le point
important est que ce sont les relations RTT définissant le Yangien qui per-
mettent de montrer que 7(u) vérifie (1.3.2.20). Remarquons que ces résultats
sont encore vrais si on remplace G par une matrice numérique quelconque
B(u) telle que B(u)B(—u) = I et vérifiant (1.3.2.20). C’est ce qui sera utilisé
dans Particle [II1].

Tout comme pour le Yangien, un objet trés important dans la construction
de systémes intégrables avec bord est ’analogue du déterminant quantique
appelé déterminant de Sklyanin et noté sdet. En effet, grace au plongement
décrit ci-dessus et a sa définition qui utilise ’antisymétriseur A,,, on obtient
que le déterminant de Sklyanin de r(u) est une série en u™* de la forme

sdet 7(u) )1+ Z e B(n,l) [[u']] . (1.3.2.24)

dont les coefficients d; sont des éléments centraux de B(n,l). Le centre est
par ailleurs engendré par les coefficients impairs qui sont algébriquement
indépendants. En pratique, on cherchera donc a identifier 'Hamiltonien d’un
systéme dans le déterminant de Sklyanin ce qui permettra de conclure sur
I’intégrabilité et la symétrie du systéme correspondant. Tout cela se montre
en particulier grace au résultat suivant

sdet r(u) = f(u)qdet T(u) (qdet T(—u+n—1))"", (1.3.2.25)

ou f est une fonction scalaire de u que ’on peut déterminer. Cette relation est
trés utile dans la pratique car elle permet un calcul plus aisé des coefficients
de la série en partant de ceux du déterminant quantique.

1.3.2.2 Super-Yangien

Avant d’introduire le super-Yangien (sous-entendu de gl(m|n) ici), nous
rappelons briévement ce qu’est une super-algébre de Lie renvoyant le lecteur
intéressé aux travaux fondateurs de V.G. Kac [72, 73] ou par exemple a
I'ouvrage [50]. Pour l'essentiel, le point de vue adopté dans ce manuscrit
repose sur la notion de formalisme gradué.

Soit A une algébre complexe de deuxiéme loi interne m appelée multi-
plication et Zy = Z/27Z I’ensemble {0,1} des classes d’équivalence de 0 et de
1. A est une super-algébre si elle peut étre décomposée en somme directe de
deux sous-espaces A = Aj & Az tels que

m(Ag,Ag) C Ag , m(Ap,Az) C Ar , m(Ar, A1) C Ag.  (1.3.2.26)
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Dans ce cas, on définit le degré d’un élément de A comme suit

[a) =0 , ae Ay,
[a] =1 , ae€ Ay.

Le formalisme gradué apparait lorsqu’on considére des produits tensoriels
de super-algébres. Il nous sera donc trés utile vu notre usage fréquent des
espaces auxiliaires. Soit A et A’ deux super-algébres. Leur produit tensoriel
A® A" est dit gradué si la multiplication m est étendue au produit tensoriel
de la facon suivante

(1.3.2.27)

mla®ab@b) = (=D m(a.b) @ m(d V), (1.3.2.28)

ounab € Aetadll € A avec a’ et b ayant un degré bien défini. La seule
différence avec la définition habituelle pour une algébre réside dans le signe
apparaissant dans le membre de droite. De fagon intuitive, lorsqu’on "croise"
a’ et b pour que a’ aille "parler" & a et b a ', leur "nature" intervient et doit
étre prise en compte. Tout cela rappelle le comportement des bosons ou des
fermions et c¢’est pour cela que Ajg est souvent appelé secteur bosonique tandis
que Aj est appelé secteur fermionique. C’est plus qu'une simple terminologie
car le formalisme gradué est utilisé par exemple dans les articles [I| et [II]
pour décrire dans un formalisme unifié la présence de bosons et de fermions
dans I’équation de Schrédinger non-linéaire.

La structure d’algebre de Lie est adapté en conséquence et dans ce cas la
multiplication dans 4 est donnée par le super-crochet [ , | ayant les propriétés
suivantes

— Antisymétrie graduée :
[a,b] = — (=) ba] (1.3.2.29)
— Identité de Jacobi graduée
(=1 ]a,[b,c]] + (-1 ]c,[ab]] + (—1)P[b,[c,a]] = 0, (1.3.2.30)

avec a,b,c € A de degré défini. L'exemple qui nous intéresse est la super-
algebre gl(m|n) dont la base usuelle E;;, i,j = 1,...,m + n est graduée de la
facon suivante

[Ey] = [i] + [5], (1.3.2.31)

avec

(1.3.2.32)

[]=0, 1<i<m
1, m+1<i<m+n

Remarquons que nous avons anticipé la réalisation matricielle de gl(m|n) en
conservant la notation E;; pour ses générateurs. La structure de super-algebre
de Lie est caractérisée par le super-crochet suivant

[Eij, Bul = 1By — (—1) DD, /7, (1.3.2.33)
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De fagon générale, un élément M de la réalisation matricielle de gl(m|n)

s’écrit sous la forme
A B
M = ( c D > , (1.3.2.34)

ou A (resp. D) est une matrice de gl(m) (resp. gl(n)) et B et C sont des
matrices rectangulaires de taille m x n et n x m. Si tr représente la forme
linéaire appelée "trace", on définit la supertrace str sur gl(m|n) par

str(M) = tr(A) —tr(D). (1.3.2.35)

Cela permet de définir en analogie avec sl(n) la super-algébre si(m|n) comme
la super-algébre des matrices M de gl(m|n) telles que str(M) = 0.

On peut maintenant passer a la définition du Yangien associé a la super-
algebre de Lie gl(m|n). Soit 'espace vectoriel Zs-gradué V = Vg & Vi avec
dimVy = m et dimV; = n. gl(m|n) peut étre vue comme la super-algébre
End(V) muni du super-crochet [ , | défini précédemment avec comme géné-
rateurs les matrices E;; € End(V) de degré [E;;] = [i] + [j]. On suppose a
présent que les produits tensoriels sont gradués et cela permet de définir la
super-permutation, toujours notée Pjp, comme 1’élément de End(V ® V) de
la forme

Po= S (-1)IE; @ B, (1.3.2.36)

et vérifiant les propriétés souhaitées
PhL=1®1 , Pola®b)=b®a , abeV, (1.3.2.37)

ou il est sous-entendu que I est la matrice identité de taille m + n ici. Re-
marquons qu’on peut définir I’équivalent de la base canonique e; du cas non-
gradué. On conserve la méme notation et le degré de e; € V est donné par
le;] =[j], 7 =1,...,m+n. On transpose alors toute la construction de type
FRT. On définit la matrice R graduée

Py

qui vérifie I’équation de Yang-Baxter et la relation d’unitarité graduées

ng(u)ng(U, + ’U)Rgg(?}) == RQg(U)ng(U + U)ng(u) s (13239)

u? — K?
ng(u)Rgl(—U) = 02 I X I. (13240)

On a alors tous les ingrédients pour définir le Yangien de gl(m|n), qu'on
notera )Y(m|n), exactement comme pour )(n) en rangeant les générateurs
dans une matrice 7'(u) [98]

Rio(u —v)T1(u)To(v) = To(v)T1 (u)Rig(u — v) . (I.3.2.41)
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Pour bien se rendre compte de la différence introduite par le formalisme
gradué, on écrit les relations correspondantes entre générateurs

[tg.’“),t,ﬁ‘;’)} _ [t5§>7t§5+1>] — (_1)[k}[z’1+[k1m+[i1m,€(tl(é) £9 — 9 tg)) (1.3.2.42)
Notons que la définition du Yangien de sl(m|n) n’est pas aussi aisée que dans
le cas de Y(n) car il n’est pas prouvé que le Bérézinien quantique, qui joue
le role du déterminant quantique dans le cas de la super-algebre et dont les
coefficients ont été calculés pour la premiére fois dans [98], engendre tout le
centre de )(m|n). En revanche, la généralisation de I’algébre de réflexion au

cas super se fait naturellement en utilisant les mémes relations de définition
que pour l'algébre de réflexion B(n,l).



Deuxiéme partie

Méthodes de résolution des
systémes intégrables






Chapitre 1

L’équation de Schrodinger
non-linéaire classique

En prenant comme support ’équation de Schrodinger non-linéaire, qui
est une théorie des champs (classique dans ce chapitre), nous allons illustrer
les tenants et aboutissants de la méthode de diffusion inverse qui fut appli-
quée pour la premiére fois dans l'article de C.S. Gardner, J.M. Greene, M.D.
Kruskal et R.M. Miura [52] pour un autre systéme intégrable célébre : I’équa-
tion de Korteweg-de Vries. La présentation sera abordée de telle maniére que
la quantification de la méthode présentée dans le deuxiéme chapitre, et in-
tensivement développée par 'école de St-Petersbourg [45, 117, 119], suive les
mémes raisonnements. LLa méthode présentée dans le premier et le deuxiéme
chapitre de cette partie sera bien str propre a I’équation de Schrodinger non-
linéaire mais nous insistons sur le fait que les concepts généraux (notamment
au niveau quantique) sont les mémes pour de nombreux systémes intégrables
(chaines de spins, modéles de spins dynamiques, etc.). En particulier, le role
central du formalisme FRT est indéniable et sera souligné dans le troisiéme
chapitre.

Au niveau classique, le probléme considéré prend la forme d’une équation
aux dérivées partielles pour une fonction, le champ classique, qui dépend du
temps t et de la position x sur la ligne (on rappelle que nous parlons de sys-
témes & une dimension spatiale). L'idée a la base de la méthode (et ce quel
que soit le modéle intégrable considéré) est d’utiliser un probléeme auziliaire
encore appelé probléeme spectral. Dans cette approche, un champ auxiliaire
est introduit et satisfait un probléme différentiel contenant un parameétre
spectral et le champ initial comme potentiel. Tout le probléme est alors de
choisir convenablement ’opérateur différentiel auxiliaire. Deés lors, on peut
résoudre en termes des données auxiliaires, ou données spectrales, qui ont
une évolution temporelle extrémement simple. Cela est & mettre en relation
directe avec la mise en évidence de variables "action-angle" de ’approche
originelle de Liouville. En effet, I'interprétation hamiltonienne du probléme
inverse a montré que ces transformations pouvaient étre vues comme des
transformations vers des variables "action-angle" [131]. En outre, il est pos-
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sible d’exprimer ces nouvelles variables a I’évolution simple en fonction du
champ de départ. Cela représente la partie directe du probléme inverse. Toute
la question ensuite est d’inverser cette relation afin d’exprimer le champ de
départ en fonction des données spectrales. Le probléme est alors résolu en
principe car I’évolution temporelle du champ, dictée par une équation non-
linéaire et difficilement résoluble, est controlée par celle beaucoup plus simple
des données spectrales. C’est la partie inverse du probléme inverse. Le fait
que cette terminologie se soit imposée historiquement montre bien que c’est
la partie la plus délicate. Notons enfin que la recherche du probléme auxiliaire
est intimement liée & la procédure dite de la paire de Laz |79]. Aprés avoir
présenté 1’équation de Schrédinger non-linéaire classique dans la premiére
section, nous exposerons dans la deuxiéme section toutes ces notions dont le
fil conducteur repose sur l'intégrabilité et la possibilité de résoudre.

I1.1.1 Présentation du modéle

L’équation de Schrodinger est I'un des fondements de la mécanique quan-
tique. Sous sa forme traditionnelle, elle décrit I’évolution dans le temps d’une
fonction complexe, la fonction d’onde 1) dépendant du temps et de la posi-
tion, qui est ’objet représentant un systéme quantique. Si on imagine que ce
systéme est soumis & un potentiel extérieur V', I’équation prend la forme

32

0
zaw = —@w + V(zt)y. (IT.1.1.1)

Rappelons que nous avons choisi A = 1 et 2m = 1. Si V = 0, le systéme
décrit est dit libre car il n’est soumis & aucun potentiel extérieur. En re-
vanche, on peut imaginer que le systéme évolue dans un milieu tel que son
influence puisse se modéliser par un terme d’auto-interaction. C’est typique-
ment le cas en optique non-linéaire. Dans ce cas, le potentiel extérieur est
remplacé par un terme d’auto-interaction, c’est-a-dire une terme qui couple
la fonction a elle-méme, voire a ses dérivées. C’est I'origine du nom "équation
de Schrodinger non-linéaire", le terme "non-linéaire" se référant a un terme
cubique en fonction d’onde modélisant un phénomeéne d’auto-interaction qui
peut étre vu souvent comme le résultat effectif de 'action du milieu extérieur
sur le systéme. Pour étre plus précis, le Lagrangien de I’équation de Schro-
dinger non-linéaire correspond & une théorie ¢* non-relativiste (1’équation du
mouvement est du premier ordre en t) de densité

L = i*opp — |0.20* — g|v)*, (I1.1.1.2)

ou g est la constante de couplage (cf. la discussion en fin de section I.1.1 de
la premiére partie) qui est réelle, une valeur négative offrant la possibilité
d’états lies (cf. [88, 129]). On obtient I'Hamiltonien

Hyvns = é dz (0,00, + g™ )?) | (IL1.1.3)
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et I’équation du mouvement pour le champ

D 2 s agluy (IL1.1.4)
i =~ 5 g )

Par analogie avec ’équation de Schrodinger usuelle, le "potentiel" est ici
V(¢) = g[t|?. L’équation du mouvement s’obtient a partir de 'Hamiltonien
si on s’équipe du crochet de Poisson suivant défini sur I'espace des fonction-
nelles en v, 1* considérés comme des degrés de liberté indépendants

Y e oF oG oF oG
=i [ (55~ srmaie) . )

ou F(¢)*) et G(1,10*) sont deux telles fonctionnelles. Cela donne en parti-
culier,

{(x) ()} =0, {¢"(x)¥"(y)} =0 (IL1.1.6)
{(2),¥"(y)} = id(z —y), (I1.1.1.7)

et (I1.1.1.4) découle alors de

O = {Hyps Y} (I1.1.1.8)

Il est trés facile d’introduire un champ vectoriel dont les degrés internes
interagissent entre eux via le terme cubique de ’équation de Schrédinger
non-linéaire. Si on garde la notation ¥ pour désigner le vecteur colonne de
composantes ¥, j = 1,... n et que 'on introduit la notation YT pour désigner
le vecteur ligne de composantes ¢7, j = 1...,n alors I'Hamiltonien est tout
simplement

Hyps = / dx (9,010, + g(¢0)?) | (IL1.1.9)
R
et I’équation du mouvement correspondante pour le champ 1; devient
0 0?
; Y T )
i %5 = — 5% 9Ty (I1.1.1.10)

Bien entendu, tout cela peut s’écrire en utilisant les espaces auxiliaires. Dés
lors, en utilisant le formalisme gradué introduit en 1.3.2.2 de la premiére
partie, on peut facilement coder un "super-champ" possédant des degrés
bosoniques et fermioniques. Ceci est a la base de I'approche des articles [I] et
[IT]. On peut alors étendre tous les résultats que nous allons présenter dans
la section suivante pour la version scalaire correspondant a (II.1.1.4).

I1.1.2 Intégrabilité et résolution

Dans cette section, nous commencons par identifier le probléme spectral
(dont nous avons souligné I'importance en introduction et qui représente le



76 L’EQUATION DE SCHRODINGER NON-LINEAIRE CLASSIQUE

point de départ de la méthode de diffusion inverse) pour le probléme diffé-
rentiel particulier que représente I’équation de Schrédinger non-linéaire [133].
Cela est relié a la célébre paire de Lax constituée de deux opérateurs matri-
ciels et différentiels dont I’'un produit le probléme spectral. Ensuite, 1’élabo-
ration de la méthode de diffusion inverse permettra de prouver 'intégrabilité
et la symétrie du modéle. Enfin, nous verrons la méthode de résolution dite
"o la Rosales" qui aura une profonde conséquence au niveau quantique.

I1.1.2.1 Paire de Lax et probléme direct

Le probléme spectral (ou probléme auxiliaire) pour ’équation de Schro-
dinger non-linéaire s’écrit
0

= L(\x)u, (I1.1.2.11)

ol u est un vecteur & deux composantes u = < Zl ) et L(A\,z) est la (pre-
2

miére) matrice de Lax donnée par

L\z) = ( :2 Zig ) . (I1.1.2.12)

La deuxiéme matrice de Lax apparait dans le probléme donnant 1’évolution
temporelle de u

0
avec
i igl)? g(8,0t — i) )
M(\ = 2 Ty 11.1.2.14
() ( R +iXp  —id —igly]? ( )

Bien entendu, les deux matrices formant la paire de Lax dépendent du temps
t par I'intermédiaire du champ 1. Cette présentation suit le choix fait dans
[119] par exemple car elle a avantage de ne pas introduire de différence entre
les cas g > 0 ou g < 0. D’autres choix faisant intervenir \/m sont possibles.
Avec ce formalisme, ’équation de Schrodinger non-linéaire apparait comme
la condition de compatibilité du probléme auxiliaire composé de (I1.1.2.11)
et (11.1.2.13) imposé par Jyu = O, u pour tout A et qui s'interpréte comme
une condition de courbure nulle pour les dérivées covariantes 0, — L(\,x) et
Oy — M(\x)

0, — L(M\2),0 — M(\z)] =0, (IL.1.2.15)
ou encore

0L — 0, M + [L,M] = 0. (I.1.2.16)
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Nous renvoyons le lecteur aux articles originaux [133, 132| pour plus de préci-
sions. Dans "approche stationnaire que nous présentons ici, nous n’utilisons
que la premiére équation (I1.1.2.11). Etant donné un point fixé zy, soit 777 ())
la matrice 2 x 2 solution du probléme auxiliaire

d X X

%Tzl()\) = L(\2)T; (M), (I1.1.2.17)
avec T7(A) = L. La matrice T72()\) est appelée matrice de transition sur
I'intervalle [z1,x2]. En effet, si f est solution du probléme spectral, on a
f(z2) = T22(X) f(x1). Une part importante de la méthode consiste a calculer
les crochets de Poisson des éléments de la matrice de transition qui sont des
fonctionnelles des champs ¥ et ¢* puis de passer a la limite de la ligne infinie
(x; — —o0 et w9 — 00). Les éléments de la matrice ainsi obtenue, appe-
lée matrice de monodromie, sont reliés aux intégrales du mouvement et aux
variables action-angle. Commencons par énumérer certaines propriétés tres
utiles de la matrice de transition qui découlent directement de sa définition
et des propriétés de L(\,x)

T§23(A)T§f(A) = Tflg()\) s Vl’l,l’g,l’g, (111218)
aiTgf(A) = —T2(\)L(A\a1), (I1.1.2.19)
Zq
T:2()\) = UT=(\)U, (I1.1.2.20)
ou
0 gl/2
U={ e 7y ) (11.1.2.21)

Sig < 0, g'/? est 4 comprendre comme i1/|g|. Cette derniére propriété permet
d’écrire la matrice de transition sous la forme

Ty2(\) = ( 2%8)) gabizf((;)) ) : (11.1.2.22)

1

ot az?(A) et b72(A) sont des fonctionnelles en 1, ¥* qui dépendent de x;,
2o et A. Il est possible d’obtenir une expression explicite de ces éléments en
utilisant le fait que la définition de la matrice de transition entraine qu’elle
a la forme d’une exponentielle ordonnée

T2 () = éxp </m2 de(A,x)) (I1.1.2.23)

1

et on obtient [119]

(o)
aﬁf (A) = e*i%(xzf:m) Zgn / . / dan oiMEan—Ean—1+..—61)
n=0

r1<€1<...<E9p <o

XU (Ean) - 0 (E)0(Ean 1) . (&), (11.2.24)
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bii()\) —je” 2(952""901 Zg / / d2n+1§ IA(—&ont1+Ean+t...—&1)

r1<€1<...<Eant1<T2

X" (Ean) - -V (E2)Y (E2nr1) - - - (&) (I1.1.2.25)

En introduisant les matrices

(1 0 + (01 ~ (00
03—(0_1) ,a—(00> ,U—(lo),(II.l.Q.QG)

on va pouvoir définir la matrice de monodromie et calculer les crochets de
Poisson de ses éléments. La limite suivante existe et définit la matrice de
monodromie T'(\)

T(A) = lim (e-ff T72(\) e-i%ml) . (I1.1.2.27)
Les éléments indépendants sont a(\) et b(\) obtenus tout simplement a partir
de (I1.1.2.24) et (I1.1.2.25) en supprimant la dépendance en z; et zy. Il est
possible de regrouper les seize crochets de Poisson pour les différents éléments
de T72(\) en utilisant des espaces auxiliaires. On cherche donc a calculer

{105, (), 153, ()} = LT (A)i (T3 (1)) } (Eij © Egr) - (111.2.28)

Un résultat fondamental faisant appel a la matrice r classique et qui a donné
son nom a cette méthode dite méthode de la matrice r est le suivant [119]:
pour r; < X9,

{175, (W55, ()} = [re(A = ), T, (VT35 (W), (I11.2.29)

ri2(u) = —gPlz (I1.1.2.30)

Quand A = pu cette écriture semble faire apparaitre une singularité mais en
réalité, dans ce cas, le membre de droite est a comprendre comme la limite
quand A tend vers p, qui est bien définie [62]. Le point délicat maintenant
est la passage a la limite de I'intervalle infini car elle est & prendre au sens
des distributions. L’excellente revue de E. Gutkin [62| présente ce point en
détail et valide rigoureusement les résultats fondamentaux qui sont présentés
plus ou moins formellement dans [119]. Nous renvoyons le lecteur a ces deux
références pour les détails des preuves du résultat crucial suivant

(TN Ta (1)} = (A = )Ty (N Ta() = T (N Ta(w)r~ (A — 1), (IL1.2.31)

avec

VP 0 0 0
- (A=)
I 0 0 +ind(\ 0
rE(N—p) = 0 Find(\— 1) 0 0 (I1.1.2.32)
0 0 0 L

V.p.3
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v.p. désignant la valeur principale de Cauchy dont on rappelle la propriété
suivante
1

x Fi0

1
v.p.— timd(z) = (I1.1.2.33)
x
Le membre de droite de (I1.1.2.31) est alors facilement calculable comme
produit de matrices et il suffit ensuite d’identifier les différentes entrées a
gauche et & droite pour obtenir les crochets de Poisson désirés. Nous donnons
explicitement les six éléments indépendants pour des paramétres spectraux
A, réels

{a(N).a(p)} = {a(N),a" (@)} = {bA).b(n)} =0, (11.1.2.34)

{a(\)b(u)} = rj%:%aumw% (I1.1.2.35)
{aV)b (0)} = —ng:%auwmg, (I1.1.2.36)
(OB (1)} = 2imd(\ — ) [a(V)[?. (I1.1.2.37)

Nous sommes alors en mesure de conclure sur I'intégrabilité du systéme. En

gardant a D'esprit que ¢ et ¥* sont des champs physiques, on peut raison-

nablement supposer qu’ils tendent vers 0 lorsque x — Z4oo. Cela permet

d’effectuer des intégrations par parties dans la série qui définit a(\) et en

particulier, on peut montrer que a()\) s’écrit comme une série entiére en \~!
Qn,

a(A) =1+ ¢”+1W . (11.1.2.38)
n=0

Le premier crochet de Poisson ci-dessus montre alors que les quantités a,
sont en involution

{an,am} =0. (I1.1.2.39)

Or ces quantités sont des fonctionnelles en 1, ©¥* et on peut calculer les
premiéres d’entre elles explicitement

2

a =gN , a=—igP+ %NQ (I1.1.2.40)
3

s = —gHyrs — ig?PN + %N?’ (I1.1.2.41)

ou nous avons fait apparaitre des intégrales de densités locales (en v, ¥*)
bien connues: le nombre de particules, I'impulsion totale et ’'Hamiltonien du
modéle

N = /mdeP, (111.2.42)

/l: * * *
P - 2[@@(@¢¢—¢:W% (11.1.2.43)
Hnipg = / dz (9,00, + g(¥*¥)?) . (I1.1.2.44)
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Ce dernier point est important car il montre que a(\) engendre une infinité
de quantités indépendantes et en involution dont I’Hamiltonien fait partie:
ce sont des quantités conservées ou encore des intégrales du mouvement.
Par analogie avec la définition pour un systéme classique avec un nombre
fini de degré de liberté, nous en déduisons que l’équation de Schrédinger
non-linéaire classique est intégrable. La méme conclusion peut étre obtenue
avec une autre série génératrice considérée historiquement dans [132, 133]:
Ina()\) qui a 'avantage de donner directement les trois quantités ci-dessus et
de permettre une détermination des coefficient successifs par une relation de
récurrence. En écrivant

Ina()) = igi )\Zil (I1.1.2.45)
n=0
ou
hyy = / " h(a) (I1.1.2.46)
avec
B (z) = —mp*% (hﬁf)) +9 Y hy(a)h(x), (IL1.2.47)
pt+q=n—1
et
ho(x) = |¢(z)]?. (11.1.2.48)
On obtient alors
ho=N , hy=P , hy=Hy.s. (I1.1.2.49)

Une propriété de a()\) est que cet élément admet une continuation analytique
dans le demi-plan supérieur Im A > 0 [133], ce qui peut étre vu directement &
partir de son expression explicite. C’est d’ailleurs le domaine de validité des
développements que nous venons de voir. Pour g < 0, il faut tenir compte d’un
spectre discret correspondant aux zéros de a()\) dans le demi-plan Im A > 0
(voir par exemple [4]), ce que nous ne ferons pas dans la suite car notre
intention est de faire pressentir la version quantique de toute cette approche
en présentant des résultats qui ont une contrepartie quantique directe. De la
relation (I1.1.2.35), on tire

9

{Ina(N),b(p)} = mb(,u) : (I1.1.2.50)

ce qui entraine, en faisant un développement en A~! des deux membres

{hn,b(1)} = —ip"b(p) . (I1.1.2.51)
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En outre la relation (I1.1.2.34) donne directement
{hn,a(p)} =0. (I1.1.2.52)

Pour n = 2, on obtient alors I’évolution dans le temps des quantités a()\) et
b(\), qui est extrémement simple

a(Mt) = a()) , bAE) = e N (N). (11.1.2.53)

Si on résume, on voit qu’on a identifié un ensemble dénombrable de quanti-
tés indépendantes en involution et une transformation (non-locale en termes
des champs initiaux) (¢ (z,t),0* (x,t))—(a(\t),b(At)) telle que I’évolution des
nouvelles variables est extrémement simple. Ces résultats justifient la conclu-
sion que ’équation de Schrodinger non-linéaire classique est un systéme com-
plétement intégrable. Cependant, les variables a,b ne sont pas des variables
"action-angle" & proprement parler car elles ne satisfont pas les crochets de
Poisson canoniques et I’Hamiltonien ne s’exprime pas uniquement en fonction
d’un des deux types de variables. Nous verrons dans la suite des variables
qui ont la premiére propriété tandis que la deuxiéme est remplacée par une
autre propriété intéressante: ces variables diagonalisent la hiérarchie. Il est
toutefois possible de construire de véritables variables "action-angle" P()),
Q(A) explicitement & partir de a(\) et b(A) (au moins pour l'équation de
Schrodinger non-linéaire et de Korteweg-de Vries, voir [4]) telles que

or 0 0Q oH

ot 7 ot 6P’

et permettant la quadrature propre au théoréme de Liouville et & 'origine
du terme "systéme intégrable". En effet, P est une constante et () varie
linéairement dans le temps. Cet exemple suggére une généralisation de la
notion de systéme intégrable pour une théorie des champs, d’autant plus que
le méme genre de construction est faisable pour ’équation de Korteweg-de
Vries. Un tel systéme sera dit intégrable s’il existe une infinité dénombrable
de quantités indépendantes en involution *.

Voyons maintenant d’autres variables que certains auteurs ayant la ver-
sion quantique en téte préférent introduire. Elles ont les propriétés intéres-
santes de diagonaliser simultanément toutes les intégrales du mouvement
(ce qui permettra en particulier de retrouver une évolution temporelle trés
simple) et de satisfaire les relations canoniques pour les crochets de Poisson.
Soit () et *(\) ces variables. On veut

o))} = {e" (M) (W} =0, (IL.1.2.54)
{e(N).e" ()} = i6(A—p), (I1.1.2.55)

1. Il n’existe pas d’équivalent du théoréme de Liouville dans ce contexte. Cette définition
est donc & prendre au cas par cas. Il arrive qu'une notion de "complétude" soit nécessaire
pour établir cette notion convenablement et ne pas aboutir & des conclusions erronées.
Mais nous n’entrerons pas plus dans ces considérations ici.

H=F(P) |
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et

hy = / AN (V)N (11.1.2.56)
Il est tout a fait remarquable que l'on puisse trouver de telles quantités.
Voyons les grandes lignes du raisonnement. En se rappelant la définition des
hy, (11.1.2.45), I’égalité précédente donne

00 2

Ina()) = ig/ gy Pl (I1.1.2.57)
—00 A— 2

Or, moyennant quelques hypothéses sur le comportement analytique de a(\)

(voir par exemple [4]), on peut représenter Ina()) sous forme intégrale en

utilisant la formule de Cauchy (pour g > 0)

i [ la()
Ina(A) = — dp ———— I1.1.2.
na(l) - /_OO 1 . ( 58)
ce qui suggere
In fa(p)]
R I1.1.2.
o ()] = ( 59)

Une propriété importante de la matrice de monodromie est que son détermi-
nant vaut 1 (nous verrons pourquoi dans la suite) i.e.

la(p)|*> —glb(w)* =1 , peR. (I1.1.2.60)
In [a(p)|

qgm
d’ailleurs). On peut donc en prendre la racine carrée et on définit

Cela assure que est toujours positif (quel que soit le signe de g

b fmfa)] e 6O )]
V=50 e TR e

(11.1.2.61)

La normalisation choisie assure que les relations canoniques sont vérifiées.
Ainsi, la transformation canonique (¢(x,t),1*(x,t))—(p(\t),0"(A\t)) fournit
un autre jeu de variables "action-angle" aux propriétés plus intéressantes.
On a en particulier

{hnp()} = —ip"o(p) (11.1.2.62)
{hn.0" (1)} = i o™ (1) , (11.1.2.63)

et donc
e(Mt) = e N to(N) , @F (M) = e (). (11.1.2.64)

En anticipant le cas quantique, cette discussion est a mettre en paralléle avec
les deux types d’opérateurs création qui émergent de la méthode de diffusion
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inverse quantique, a savoir ceux qui engendrent les états de Bethe et ceux
correspondant a l'algébre ZF qui engendrent les états asymptotiques. Pour
renforcer encore cet aspect, nous terminons cette section en reliant la matrice
de monodromie aux données de diffusion provenant de la théorie standard
de diffusion, & savoir les coefficients de réflexion et de transmission pour
le probléme auxiliaire. Soit x(\,x) et £(\,z) les fonctions de Jost solutions
du probléme auxiliaire (I1.1.2.11). Comme les champs ¢ et ¢* du probléme
initial tendent vers 0 quand |z| — oo, on a le comportement asymptotique
suivant

—i%ax
X(A\,z) ~ < € 0 ) , T — —00, (I1.1.2.65)
—i%ac
E(\z) ~ ( © 0 ) , T — 00. (I1.1.2.66)

Grace a la propriété de la matrice L(A\,x) si f(\,z) est solution de (I1.1.2.11)

alors f(\x) = g"2U f*(\,x) lest aussi (pour A € R). Les fonctions de Jost
ainsi transformées vérifient

~ 0
X(A\z) ~ ( ida ) , T — —00, (I1.1.2.67)

EA\z) ~ ( iz ) T — 00 (I1.1.2.68)

Les couples (x(A,z),X(A\,x)) et (§(A\,x),&(Ax)) forment chacun une base de
solutions du probléme auxiliaire et on peut exprimer 'un comme combinaison
linéaire de I’autre. Or d’aprés la définition de la matrice de monodromie T'(\)
et les comportements asymptotiques ci-dessus, les coefficients reliant les deux
bases sont précisément les éléments de T'(\)

x(Az) = a(N)EAz) +bAN)ENx), (I1.1.2.69)

TO02) = g NENT) + a (VENT). (I1.1.2.70)

En utilisant le wronskien de x(\,x) et X(\,x), on montre que detT(\) = 1
c’est-a-dire la relation (I1.1.2.60). Si f(z) et g(x) sont deux vecteurs colonnes
de composantes fi(z), fo(z) et g1(z), g2(x), leur wronskien est le déterminant
de ces vecteurs donné par

W(f(x).9(x)) = [i(x)ga(x) = fo(x)g1(2) . (I1.1.2.71)

Si f et g sont deux solutions du probléme spectral, on a la propriété intéres-
sante que leur wronskien est indépendant de x. En particulier, pour le calcul
de W(x(A\,z),X(\x)), on peut utiliser le comportement asymptotique pour
trouver W(x(A\,x),x(A\,z)) = 1. Maintenant, en utilisant le changement de
base (11.1.2.69,I11.1.2.70), on obtient W (x(\,z),X(A\,x)) = det T'(A).
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Considérons maintenant la solution f(A,z) du probléme spectral corres-
pondant & une onde incidente venant de +oo et définissant les coefficients de
réflexion et de transmission p(\) et 7(\) par son comportement asymptotique

ﬂx@N(T“fi”> @ — —o0, (I11.2.72)
fAz) ~ ( SA)eide > , T —00. (I1.1.2.73)
On a alors
FO) = E0z) + p(VENT) = T(A) Y (\13) (11.1.2.74)
d’ou 'on tire
1 _b(N)
dM_aQ)’MM_aOY (I1.1.2.75)

avec la relation d’unitarité
[T(MF +glp(M =1. (I1.1.2.76)

Le coefficient de réflexion peut étre pris comme la quantité fondamentale a
la base du probléme inverse. En effet, a partir de lui, on peut retrouver a(\)
et b(\) et donc 1, * par I’équation de Gel’fand-Levitan-Marchenko |56, 87|.
Cela se retrouvera dans le cas quantique et on peut déja avoir un avant-goit
de l'algébre ZF en calculant les crochets de Poisson de p et p*

(o) o)} = p% (Nplw) (1L1.2.77)
(NP ()} = %pmpmwmm—m. (IL12.78)

11.1.2.2 Probléme inverse

Dans la section précédente, nous n’avons finalement réalisé "que la moi-
tie" de la méthode de diffusion inverse. Notons cependant que ’on a déja
collecté beaucoup d’informations sur le systéme, a tel point que pour un
probléme quantique, ’analogue de cette partie directe est carrément utilisé
sous le nom de méthode de diffusion inverse quantique et permet effective-
ment d’obtenir de nombreuses informations grace a 'utilisation de l’ansatz
de Bethe algébrique |46, 47]. Remarquons toutefois que tant au niveau clas-
sique que quantique, la partie inverse est importante, ne serait-ce que pour
obtenir une solution au probléme originel & savoir trouver les fonctions ¢ et
1*. Ce probléme trouve un écho particulier au niveau quantique car il per-
met d’aborder le calcul de fonctions de corrélation [69]. Nous nous attachons
donc a présenter les résultats principaux qui permettent de reconstruire le
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champ dont I’évolution est donnée par ’équation de Schrodinger non-linéaire
a partir des données de diffusion. Nous nous attarderons en particulier sur
une solution qui peut étre établie de fagon indépendante mais dont l'inter-
prétation permettra de faire le lien avec les données de diffusion : la solution
de Rosales [113]. Encore une fois, cela est motivé par I'importance de cette
solution au niveau quantique.

L’exposé qui suit reste (volontairement) trés vague quant aux propriétés
analytiques des différentes fonctions impliquées et nous renvoyons le lecteur
intéressé par exemple a [4]. Dans tout le début, nous travaillons & un instant
t fixé (par exemple ¢ = 0) et nous verrons comment la dépendance en t
intervient naturellement grace a I’évolution temporelle de a(X) et b(\) vue
précédemment. L’idée de base dans le probléme inverse est d’introduire un
noyau d’opérateur K (z,y) traduisant le comportement de la fonction £ en
dehors de la limite (I1.1.2.66). Comme nous le verrons le point crucial est
que le champ v s’exprime simplement en fonction de ce noyau et que ce
dernier satisfait une équation dite équation de Gel’fand-Levitan-Marchenko
[56, 87| faisant intervenir le coefficient de réflexion p(A). On écrit donc

—i%x o0 .
E\z) = ( ¢ 0 ) +/ ds K(x,s)e‘zgs, (I1.1.2.79)

avec

K(zy) = ( K;Eiy; ) . (11.1.2.80)

On en déduit

- 0 * K; A
E(\e) = ( iy ) +/w ds ( gKf((;’;Jy)) )e%s, (I1.1.2.81)

Le fait que & et € vérifient (I1.1.2.11) pour tout A (réel) se traduit par un en-
semble de contraintes pour K; et K5, notamment des équations aux dérivées
partielles pour lesquelles I'existence et 1'unicité d’une solution est assurée
dans le cas de Schrodinger non-linéaire [56]. Cela conduit également a la
relation

Y(x) = —iKs(x,x). (I1.1.2.82)

Nous appliquons maintenant ’opérateur intégration suivant

a\
/— ei2Y (I1.1.2.83)
c2m

sur la relation (I1.1.2.74) ou C est un contour d’intégration dans le plan
complexe partant de —oo + 0" jusqu’a +oo + i0" en passant au-dessus de
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tous les zéros de a(\). En tenant des propriétés de x(A,z), a(A) et b(\) dans
le plan complexe et de y > x, on obtient

/ / ( ,y; )@ -9 +/C§ o(\) ( o )

dA > 9K (z,y) 2
A d 2\ B =0, (IL1.2.84
e[ o [T (e )eren =0 masy

En notant que

2T =§ 11.1.2.85
C’ 27T € (.T) ) ( )
et en définissant
d\ .
F(z) = / 2 p(N) ei2” (I1.1.2.86)
c2m

on obtient le systéme d’équations suivant

{Kl(m,y) = —g [ ds K3(z,8)F(y +s), (I1.1.2.87)

Ky(xy)+F(x+y)+ [ ds Ki(2x,s)F(y+s)=0.

En principe, étant donné le coefficient de réflexion, on peut donc résoudre
en Ky pour obtenir ¢ en fonction de p: le probléme inverse est alors ré-
solu. Pour le cas qui nous occupe, l'existence et 1'unicité de la solution de
ces équations est prouvée (voir par exemple [104]). L’influence des zéros de
a(\) dans le demi-plan supérieur est entiérement contenue dans F' et a des
conséquences importantes sur les solutions. En particulier, ce sont grace a
ces zéros que l'on peut construire des solutions du type "soliton" pour les
équations intégrables traitables par cette méthode (équation de Schrodinger
non-linéaire, de Korteweg-de Vries, de sine-Gordon, etc). Par définition (en
terme des fonctions de Jost et de leurs wronskiens), a(A) ne peut avoir des
zéros que dans le demi-plan supérieur. Si on suppose que a(\) a des zéros
simples isolés (; = Aj +1in;, n; >0, j = 1,...,n,, on obtient

F(z) = /_ N % p(N)ei2” — ZZ a/((%])) . (I1.1.2.88)

Il se trouve que le signe de g influe sur la possibilité d’avoir de telles valeurs
discrétes et en particulier pour g > 0, il n’y en a pas. Au niveau quantique,
cela aura la conséquence profonde de pouvoir reconstruire le champ quantique
a partir de ’algebre ZF et de pouvoir montrer la complétude asymptotique
des états engendrés par les opérateurs de ’algebre ZF de la facon décrite
dans la premiére partie de ce manuscrit.

Si on oublie donc la contribution de ces valeurs discrétes pour la suite, on
peut résumer les résultats du probléme inverse comme suit: le champ ¢ (x)
gouverné par I’équation de Schrodinger non-linéaire est donné par

Y(z) = —iK(z,x), (I1.1.2.89)
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ou le noyau K (z,y) est la solution de ’équation de Gel’fand-Levitan-Marchenko

K(zyy)+ F(x+y) = g//c>o dsidss F*(s1+ s2)K(x,s1)F (s2 + y) (11.1.2.90)

avec
*dA -
F(x):/ —Z p(N)e'2” (I1.1.2.91)
oo 2m
b(A) , s ) o .
et p(A\) = —= est le coefficient de réflexion déterminé par le probléme

a(A)
auxiliaire (I1.1.2.11). Ainsi, on peut obtenir ¢ comme fonction de p. En outre,
on connait I’évolution dans le temps du coefficient de réflexion. C’était I’'une
des préoccupations majeures du probléme direct et on a

p(At) = e ¥ p(N). (11.1.2.92)

Il est alors possible d’obtenir ¢(x,t) comme fonction de p(A,t). Voyons cela
un peu plus en détail. L’idée qui vient immédiatement est d’utiliser la série
de Neumann associée a I’équation intégrale linéaire (I1.1.2.90) dont on peut
montrer qu’elle converge absolument pour g > 0ou g < O et [p(A\)| > 1[3|. En
pratique, il s’agit d’itérer 1’équation (I1.1.2.90) pour obtenir une expression
de K(z,x) ne faisant intervenir que F

K(zx)=FQ2z)+ ) g" / P 2F* (2 4 23) .. F*(20n-1 + 201)
n=1 €z
XF(ZIZ’ + Zgn_l)F(Zgn + Zgn_g) R F(Z4 + Zl)F(ZQ + $) . (111293)

En utilisant (II.1.2.91), on peut calculer chaque terme du membre de droite.
Cela fait intervenir des expressions du type

- —tkz __ —ie
dz e = P (I1.1.2.94)
. — i€

pour lesquels on a utilisé une prescription "en ic" (¢ étant un réel positif
tendant vers 0). On obtient alors finalement pour ¢ (x)

;0 d"p dntt
v =530 [ Gt ) ) - vla)
n=0 et

n n+1

—i(X pi— 2 4)=
j=1

e =1
X , (I1.1.2.95)

(g5 — pj +1€)(pj — qj+1 — i€)

n
i=1
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avec t(\) = —2p(A). En utilisant (I1.1.2.92), on en déduit la réponse finale
pour le champ dépendant du temps ¥ (x,t)

iN~ d'p d"q .
o =530 [ gt €00 G )

n n+1 >n 5 n+1 5
—i(X pi— 22 ai)z+Hi( X pi— X 4t
j=1 Jj=1 j=1 j=1

(I1.1.2.96)

3| o

(¢j — pj +i€)(pj — gj+1 — i€)
1

J

On peut vérifier explicitement ordre par ordre que ’expression précédente est
bien solution de ’équation de Schrédinger non-linéaire (I1.1.1.4). Cette mé-
thode de la transformée inverse est souvent vue comme une généralisation de
la transformée de Fourier pour un probléme non-linéaire. La forme explicite
obtenue ci-dessus illustre parfaitement ce propos. A "'ordre 0", le champ est
tout simplement la transformée de Fourier du coefficient de réflexion et tous
les termes suivants sont la pour tenir compte du terme cubique. L’itération
de I'équation (I1.1.2.90) qui contenait la constante de couplage g produit
une solution dont la forme rappelle un développement en puissance de la
constante de couplage. En fait, cela est a la base de ’approche considérée par
R.R. Rosales dans un papier fondateur [113] dont I'idée est d’appliquer une
procédure itérative et de sommer la série qui en résulte. L’équation de Mar-
chenko découle naturellement de 'approche et les différentes composantes de
la solution (spectre continu et/ou discret) se retrouvent par simple choix de
la mesure utilisée. Cette méthode est appliquée a de nombreuses équations
non-linéaires et dans le cas de Schrodinger non-linéaire, la solution précé-
dente est retrouvée ainsi que des solutions multi-solitons mises en évidence
par R. Hirota |66]. Partant d'un développement

Ylat) =) "bn(t), (I1.1.2.97)
n=1

avec 1, — 0 quand |z| — oo, Rosales se rameéne a la détermination d’une
fonction ®,,(ky,...,k,) en écrivant 1, sous la forme

U (z,t) = / Dy (ky, .. k) mdN (ky) .. dN (k) (I1.1.2.98)

oll d\ est une mesure sur C et avec

Q, = zn: (kjz 4+ (—1)k3t) . (I11.1.2.99)

j=1
Le résultat final s’écrit, pour n > 0 et m = 2n + 1,
eiﬂm n n
In(@d) = £ (—g)" / T dAsye) T st (11.1.2.100)
[T(k; + kjya) 7=0 i=1

Jj=0
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avec du*(—k*) = d\(k). Cette relation particuliére vient de la présence de ¢*
dans le terme non-linéaire. Ensuite en jouant sur les mesures, il est possible
de reproduire les résultats de la méthode inverse de diffusion. Par exemple,
en prenant une mesure purement discréte, on retrouve la solution de [66]. Et
en introduisant la mesure continue dA(k) = v(k)dk définie sur R ou v(k) est
donné comme dans (I1.1.2.95), on retrouve le résultat obtenu par la méthode
inverse. Bien entendu, de facon générale, il est aussi possible de mélanger
mesure discréte et continue pour obtenir les solutions faisant intervenir les
solutions de type "soliton" et "radiation" [74]. Enfin en définissant certains
opérateurs agissant sur espace L?(d)\), Rosales parvient a resommer cette
série pour tout € et pour tout g > 0.
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Chapitre 2

L’équation de Schrodinger non
linéaire quantique

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser a la possibilité de quantifier
toute la démarche présentée dans le chapitre précédent pour le cas classique.
Il est remarquable que cette entreprise ait été couronnée de succes car il est
bien connu que la quantification canonique (qui est celle qui a été utilisée)
devient extrémement ardue pour des problémes non-linéaires. Comme nous
le verrons, de nombreux auteurs ont apporté leur pierre a cet édifice s’atta-
quant a divers aspects mais globalement nous suivrons une ligne de conduite
trés proche de celle de I’école russe de St-Petersbourg. Nous attirons cepen-
dant Dattention du lecteur sur Pexcellente revue de E. Gutkin [62] qui a
entrepris une analyse rigoureuse et critique de ces développements éclairée
par son approche des opérateurs d’entrelacement qui permet de prouver cer-
tains résultats fondamentaux de la méthode de diffusion inverse quantique
souvent, obtenus par des raisonnements formels. Gardant cela a 1’esprit, nous
présenterons les résultats comme ils se sont imposés historiquement, privilé-
giant les idées fondamentales a la précision des démonstrations. En fait, dans
notre présentation du cas classique, nous avons déja volontairement orienté
la discussion pour faire ressortir ce qui est au coeur de toute cette approche:
la possibilité de transformer les degrés de liberté de certains problémes non-
linéaires (en particulier Schrodinger non-linéaire) en degrés de liberté obéis-
sant a un probléme linéaire. Ainsi, tout comme pour un probléme linéaire, on
décompose le champ en modes par transformation de Fourier pour ensuite
quantifier canoniquement ces modes, pour le probléme non-linéaire considéré
la partie directe de la méthode de diffusion inverse fournit une "transfor-
mation de Fourier non-linéaire" permettant d’obtenir des modes ayant les
propriétés requises pour permettre une quantification tout aussi simple que
dans le cas linéaire. En utilisant la transformation inverse, on obtient alors le
champ quantique de la théorie. Comme nous le verrons, cette partie est cru-
ciale et concentre les principales difficultés de cette approche : montrer que le
champ obtenu satisfait I’équation d’évolution et les relations de commutation
canoniques en utilisant I’analogue quantique de la solution a la Rosales.
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I1.2.1 Méthode de diffusion inverse quantique

L’un des enjeux principaux dans la quantification de fonctionnelles de va-
riables classiques canoniques est la question de 'ordre des opérateurs quan-
tiques correspondants. Dans ce qui suit [’ordre normal (voir par exemple [9])
sera utilisé comme prescription pour associer un opérateur quantique a une
fonctionnelle classique. Cela est basé sur I'existence de champs quantiques
canoniques ¥ et W' formant une représentation des relations de commuta-
tion canoniques sur l'espace de Fock de la théorie considérée. Ces opérateurs
permettent de représenter des états et des opérateurs de l'espace de Fock.
En effet, toute fonction f € L*(RY) définit un état |f) dans HY (cf la sous-
section 1.2.2.2) par

1f) = /RN dVr f(zy, .. on) V(@) . Ul (zy)Q. (11.2.1.1)

Soit maintenant k(xy, ..., x|y, ... yn) = k(z|y) une distribution sur RM x
RV, elle permet de définir un opérateur K sur l'espace de Fock

K = /RM /RN dMx dNy k(z|y) VT (z)) .. U ()P (1) ... U(yn). (11.2.1.2)

Cette représentation est la forme normale de 'opérateur K. Dans la suite, on
prendra le cas M = N qui assure que K commute avec 'opérateur nombre
de particules: on travaille & nombre de particules fixé i.e. notre espace de
base est HY. Tout cela permet de définir la notion d’ordre normal qui est
simplement ’extension de ce qu’on vient de voir & un opérateur K agissant
sur I'espace de Fock comme K sur chaque sous-espace HY. Soit k;(x|y) de
dimension n; Xn;, ¢ parcourant un ensemble d’indices donné, et /; I'opérateur
sous forme normale correspondant. Si 'opérateur K = Z K; converge (dans

(2

un sens approprié) alors cela définit un opérateur sur l'espace de Fock dit
ordonné normalement. En pratique, on résume souvent tout cela en disant
que l'ordre normal consiste & placer les champs W' & gauche des champs ¥
et on s’en sert pour quantifier une fonctionnelle X (¢,10*). Il y a deux étapes:
d’abord on substitue ¥ a ¢ et UT 4 ¢»* dans X puis on ordonne normalement
I’expression obtenue en placant tous les ¥ & gauche des ¥ en préservant par
ailleurs ’ordre entre les champs. Cette opération est souvent notée : :.

I1.2.1.1 Quantification du probléme direct

La premiére tache est de définir la matrice de transition quantique que
nous continuerons a noter 7372(\) sans craindre de perdre le lecteur. Partant
de la version quantique du probléme auxiliaire

d (u ) _ —Z% igWT Uy
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on peut montrer [119, 62| que la matrice de transition quantique est bien
donnée par la quantification canonique prescrite par l'ordre normal de la
matrice de transition classique. Ainsi, pour r; < xa,

x2 @2t
mo- (GRER). mes

avec

Aif(}\) e e_i%(l‘Q—ml) Zgn /. . / d2n§ 6i>‘(§2n_52n71+---_§1)
n=0

r1<61<...<E{2n<T2

XUT(Eg,)) . UT(EN T (Egpy) ... U(&),  (I1.2.1.5)

B;Cf(/\) _ _Z-e—z‘g(mﬂcl) Zgn // d2n+1£ ei/\(—§2n+1+§2n+...—§1)
n=0

r1<61<...<82n41<T2

XWH(Ean) . UN(&)V(Eanir) .- V(&) , (11.2.1.6)

et ot 'adjoint T est & prendre au sens de (I.2.2.39). En raison des relations
de commutations des champs quantiques, la relation (I1.1.2.18) est toujours
vraie mais pour x; < ro < x3. Guidés par les résultats classiques, on voit que
le point central de la partie directe du probléme maintenant est de calculer
les relations de commutations des entrées de la matrice de transition et de
la matrice de monodromie quantiques. Au niveau classique, cela faisait ap-
pel au formalisme de la matrice-r, r étant la matrice (I11.1.2.30). Au niveau
quantique, nous allons voir qu’un formalisme analogue, dit formalisme de la
matrice-R va apparaitre ol R pourra étre vue comme la quantification de r
et sera donnée par la matrice R de Yang (1.3.1.7).

Une petite discussion s’impose avant de formuler les résultats. Dans [119],
la méthode pour obtenir (I1.1.2.29) est basée sur l'idée que deux quantités
sont égales si elles satisfont la méme équation différentielle du premier ordre
avec la méme condition initiale et fait appel a la relation (I1.1.2.17) définissant
la matrice de transition classique. Cette méthode est critiquée dans [62] sous
le nom "d’approche de I’équation différentielle" et une méthode alternative
est donnée pour arriver au méme résultat de fagon rigoureuse. Il se trouve
que cette situation se reproduit au niveau quantique: dans [119], 'analogue
quantique de (I1.1.2.29) est obtenu en utilisant une version quantique de
Iapproche de I’équation différentielle. Il est remarquable tout de méme que
le résultat final soit en accord avec le résultat obtenu rigoureusement dans
[62] par une méthode d’approximation discréte. Cela s’écrit

ng()\ — /L)sz

1,21

M5z, () = Tog, (W) T5, A Biz(A — ), (I12.1.7)

2;x1 211

avec

Rio(w) = 1@ L +irpa(u) =101 —iZ Py, (I1.2.1.8)
Uu
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i.e. R est la matrice R de Yang. Pour faire la correspondance entre g et
le paramétre de déformation de (1.3.1.7), il faut réintroduire la constante de
Planck A normalement présente dans les relations de commutation canoniques
(et que nous avons prise égale & 1) pour obtenir Ris(u) =1 ® I+ ik ria(u).
Alors dans la limite classique 7 — 0, en notant que 772()\) est la matrice
de transition classique et que [, | — —ih{ , }, la relation (I.2.1.7) redonne
(11.1.2.29).

Il faut maintenant en déduire les relations pour la matrice de monodromie
quantique obtenue dans la limite de volume infinie i.e. pour z; — —o0 et
x9 — 00. Par analogie avec le cas classique et toujours en gardant les mémes
notations, on définit

T() = lim_ (3o T22() eidoon ) = ( 283 9?1%) )  (11.2.1.9)

x| ——00
T —00

avec dans 'idée que les éléments A(X), B(A) et leurs adjoints sont les opéra-
teurs ordonnés normalement correspondant a a()), b(A) et leurs conjugués.
Encore une fois, les approches divergent entre [119] et [62] mais produisent
tout de méme les mémes conclusions pour les relations auxquelles on peut
donner un sens précis. Dans [119], la limite de volume infinie est calculée
directement pour la relation (I1.2.1.7) et les relations d’échange pour les élé-
ments en sont extraites. Dans [62], une discussion importante est dédiée a la
signification de la limite de volume infinie pour un opérateur et en particu-
lier pour T'(\). Il en résulte que la stratégie est plutot d’extraire les relations
d’échange pour les éléments de la matrice de transition et de tenter d’obte-
nir rigoureusement la limite de volume infini pour chacune d’entre elles. Ces
relations peuvent étre codées dans le formalisme de la matrice R [119] de la
fagon suivante

R (A = ) Ti(NTa(p) = To(u) T (M) Rip(X — p) (11.2.1.10)

avec

R5(A)

ig _ ig  _

i
A +10

R,(\) = (]I®]I+ Y afa;) Rip(N) (11®]1+

A —i0 o;o;) J(11.2.1.12)

et 0T, o~ définies par (I1.1.2.26). Tout comme dans le cas classique, il y a
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six relations indépendantes qui s’écrivent

ANAG] = [AW.A ()] = [BO).B(w)] =0, (I1.2.1.13)
BOA(u) = O—Xj%ZaAmw@y (I1.2.1.14)
ANB'(n) = (1+ﬁ) B () A(N), (I1.2.1.15)

BB = (145t ) (10 5 ) BB

+276 (A — p) AT\ A(p) . (I1.2.1.16)

On remarque tout de suite la difficulté soulevée par la derniére relation qui
fait apparaitre un produit de deux distributions. Cela est remarqué dans [119|
et un changement de variables est opéré pour s’affranchir de ce probléme. Ce
changement de variables correspond a (II.1.2.61) et produit (formellement)
des opérateurs satisfaisant les relations de commutation canoniques. En réa-
lité, il est montré dans [62] que les deux derniéres relations ne peuvent pas
étre vues comme des relations d’échange pour des opérateurs (ou méme des
densités d’opérateurs) tandis que les quatre premiéres sont établies sous la
méme forme. Cependant, que ce soit formellement ou en utilisant la méthode
de [62], le point important en vue de la résolution du probléme inverse est
la possibilité de définir ’analogue quantique du coefficient de réflexion p et
son adjoint. Avant de discuter cela, notons briévement le role important de
Popérateur BT()\) dans la construction d’états propres de Bethe [127]. En ef-
fet, en utilisant la forme normale de BT(\) déduite de (I1.2.1.6) et la fonction
(I.1.3.49) définissant un état de Bethe noté |ki,...,kn)pa, on obtient pour A
différent de k;, j =1,...,N,

BT()\)\ICI, o kn)YBA = N1, ... Jkn)a + termes supplémentaires(11.2.1.17)

On peut montrer par récurrence que les termes supplémentaires sont nuls
grace au fait que les fonctions d’onde de Bethe satisfont la condition au bord
(I.1.3.37) correspondant a l'interaction 0 (voir [62] pour plus de détails). En
d’autres termes, opérateur BT()\) est 'opérateur création des états propres
de 'ansatz de Bethe correspondant au probléme des N particules en interac-
tion de contact discuté dans la premiére partie de ce manuscrit. Cela permet
d’interpréter physiquement le parameétre spectral A comme une impulsion et
nous reviendrons a la notation k dans la suite. Notons en outre que la com-
mutation de A(\) et A(u) au niveau quantique permet d’utiliser A(\) (ou
In A(\)) comme générateur des quantités conservées. En effectuant un déve-
loppement en A~!, on peut effectivement identifier 'Hamiltonien quantique
du systéme. Nous allons finir de renforcer les relations entre 1’équation de
Schrédinger non-linéaire quantique et le probléme a N corps en discutant les
propriétés du coefficient de réflexion quantique R et de son adjoint SRf. On
définit

R(k) = A"Y(k)B(k) alors R'(k) = B'(k)A™'(k).  (11.2.1.18)
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En utilisant les relations d’échange (11.2.1.13,11.2.1.16), on obtient rapide-
ment

ks — ki — i

R(k))R(ky) = Mm(mm(m, (11.2.1.19)
ko — k1 — i

R (k)R (k) = ﬁm*(@)mkl), (I1.2.1.20)
ko — ko — i

R(ky)R (ky) = ];T;;i%*(kg)%(kl)jtﬁd(kl—kg). (I1.2.1.21)

Ces relations sont aussi celles obtenues dans [62] c¢’est pourquoi nous nous
sommes autorisés a les calculer formellement. On reconnait immédiatement
les relations de définition de l’algébre ZF (1.2.2.27-1.2.2.29) dans le cas scalaire
(la dimension des espaces auxiliaires est n = 1) avec la matrice S suivante

kl—kg—ig

S(k’l,kg) - S(kl - ]i]g) — ]{jl — ]{32 + Zg .

(I1.2.1.22)
A ce stade, on voit facilement que la version vectorielle de I’équation de Schro-
dinger quantique (pour n degrés internes) redonnerait la matrice S15 obtenue
par C.N. Yang et discutée dans la premiére partie. Bien que SR(k) et RT(k)
ne satisfassent pas les relations de commutation canoniques et ne puissent
donc pas étre pris comme variables "action-angle" (au sens de Sklyanin), ils
permettent néanmoins de diagonaliser la hiérarchie

dk
ng)vLs:/Z— kP RI(k)R(k) , peN. (11.2.1.23)
R 4T

Enfin, d’aprés les discussions de la premiére partie, on sait que R'(k) en-
gendre les états asymptotiques du modéle a partir du vide 2. On sait aussi
que R (k) et R(k) permettent de calculer la matrice de diffusion du probléme
grace a leurs relations d’échange, exhibant toutes les propriétés d’'une théorie
factorisable.

11.2.1.2 Quantification de la solution

Une trés large littérature a été consacrée a la possibilité de mettre en
oeuvre une version quantique du probléme inverse avec diverses approches et
différents niveaux de rigueur ( voir par exemple [31, 32, 34, 35, 60, 74, 125]
cette liste n’étant pas exhaustive). De facon générale, il ressort de ces tra-
vaux qu’il est possible de calquer la résolution classique basée sur I’équation
de Gel’fand-Levitan-Marchenko. Nous nous inspirons particuliérement du pa-
pier de B. Davies [32] qui contient les étapes essentielles du probléme inverse
quantique. L’idée est de suivre les résultats classiques en utilisant les opéra-
teurs R(k) et R(k) a la place de t(k) et t*(k) dans (11.1.2.95). Une attention
particuliére doit étre donnée a I’ordre des opérateurs et le point crucial de [32]
réside précisément dans le fait qu’il faut maintenir 'ordre qui apparait na-
turellement par itération de 1’équation de Gel'fand-Levitan-Marchenko. En
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d’autres termes, la solution a la Rosales reste valide au niveau quantique
pourvu que les coefficients de réflexion soient promus en opérateurs quan-
tiques vérifiant les relations de 1'algébre ZF. En effet, en spécifiant alors un
ordre pour traiter le terme cubique® de I’équation de Schrédinger non-linéaire
et en supposant g > 0, on peut montrer les résultats suivants:

L’opérateur (plus précisément la densité d’opérateur) W(z) donné par

v =3 [ R ) W ()R )Rl

2n+1 (27‘()2”+1

n n41
—i(X pi— 2 )
e Jj=1 Jj=1
X — ., (11.2.1.24)
(¢j — pj +ie)(pj — gj+1 — 1€)
j=1
évolue dans le temps selon
1 ()
U(z,t) = etHonis @ (z)eHonLs (I1.2.1.25)

et en particulier vérifie ’équation de Schrédinger non-linéaire quantique
(i0; + 02) W(x,t) =29 : WU : (2t), (11.2.1.26)

et enfin, est un champ quantique local satisfaisant les relations de commuta-
tion canoniques

[W(2,t),U(yt)] = [UN(zt),V(yt)] =0, (I1.2.1.27)
[(U(2,t), 0 (yt)] = d(z—y). (11.2.1.28)

Cette connaissance explicite du champ a deux conséquences importantes.
D’une part, elle permet de calculer les fonctions de corrélation a N points
dépendantes du temps (& température nulle) et d’autre part, en théorie de
la diffusion, l'opérateur W(x,t) fournit les états de la théorie en interaction
qui interpolent entre les états asymptotiques in et out. En effet, les espaces
engendrés par les états du type Ui(zy,t)... UT(zy,t)Q sont denses dans le
sous-espace de Fock a N particules HY. En outre, en faisant appel a des
fonctions d’habillage et a leur transformée de Fourier, on peut montrer les
limites suivantes (dans un sens qui peut étre rendu rigoureux en termes d’opé-
rateurs, voir par exemple [53])

lim Uf(kyt) . Uty ) = R (ky) . RI(k)Q,  (11.2.1.29)

t—o00

lim Uk t). . Ul (ky,t)Q = Rk .. RIkn)Q,  (11.2.1.30)

t——o00

pour k; > ... > ky et ou

B (t) = / dar TG (g 1) (11.2.1.31)
R

1. Remarquons & ce sujet que ordre proposé par Davies n’est pas correct et qu’il faut
plutot utiliser la prescription décrite dans [53].
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Nous voulons maintenant revenir un peu sur la version vectorielle du
probléme. La généralisation de tous les résultats précédents peut se faire trés
facilement dans le cas avec n degrés internes de liberté grace a l'utilisation
des espaces auxiliaires et a I’algébre ZF correspondante (cf (1.2.2.27-1.2.2.29).
La nouveauté dans ce cas réside dans la possibilité d’exploiter 1’analogue
vectorielle de la relation de type FRT (I.2.1.10). Dans ce cas, la matrice
T(A) est de taille (n+ 1) x (n+ 1). Soit alors T'(\) la sous-matrice de taille
nxn et D(A) le scalaire en position (n+1,n+1) (pour n = 1, ce n’est autre

que AT())). On obtient alors les relations suivantes [93]

Rix(A = WTi(NTa(p) = To(w)Ti(A\)Riz(A — ), (112.1.32)
[T(A),D(u)] = 0, (I1.2.1.33)
ID(V),D(u)] = 0. (I1.2.1.34)

Les deux derniéres relations montrent que la hiérarchie contenue dans D()),
dont on montre qu’elle contient I’Hamiltonien ng)VLs admet pour symétrie

’algébre engendrée par les éléments (rangés dans) 7'(A). Maintenant, la pre-
miére relation montre que 1’algébre en question est )(n), le Yangien de gl(n)
défini dans la section 1.3.1. Nous renvoyons aussi le lecteur a [97] o le cas
sl(2) avait été traité en détail (et le lien avec l'approche discutée dans la
chapitre suivant établi). Il est possible de donner une réalisation des généra-
teurs du Yangien en termes des générateurs de 1’algébre ZF [93|. En fait, cette
situation est un cas particulier du traitement possible grace a la notion d’opé-
rateur bien élevé [108] et dans larticle [II], cette notion a été explicitement
utilisée pour étendre cette réalisation au cas du super-Yangien.



Chapitre 3

Modéles de spins dynamiques

Nous avons terminé le chapitre précédent sur le fait que la version vecto-
rielle de I’équation de Schrédinger non-linéaire quantique posséde une algebre
de symétrie étendue donnée par le Yangien [40]. Cette situation a des précé-
dents qui ont contribué a ’établissement des systémes intégrables quantiques
tels qu’ils sont abordés aujourd’hui. Des exemples célébres sont les modéles
de spins dynamiques [11] de type Calogero-Sutherland [22, 121] ou encore
les chaines de spins de type Haldane-Shastry [63, 115] qui possédent égale-
ment la symétrie yangienne [11, 64|. Une structure de Yangien classique fut
également identifiée pour le modéle de Euler-Calogero-Moser dans [7].

Il est intéressant de noter que, au moins dans le papier fondateur [11],
I’approche peut étre vue comme un renversement de point de vue dans le
sens ol, partant de la structure algébrique désirée, on extrait un Hamilto-
nien gouvernant un systéme quantique donné via une représentation en terme
d’opérateurs de Dunkl [42]. En fait cette stratégie est bien connue pour les
chaines de spin de type Heisenberg et fut 'une des applications de la méthode
de diffusion inverse quantique dont nous avons déja parlé (voir par exemple
[124] pour une revue). En résumé, I'idée est de construire une quantité dépen-
dant d’un paramétre (spectral) dont on peut montrer qu’elle engendre des
quantités en involution grace a la relation FRT. On identifie ensuite parmi
ces quantités un Hamiltonien dont on peut déterminer le spectre.

Pour un systéme de spins dynamiques, 'idée est de "décaler" le paramétre
spectral dans la relation FRT grace a des opérateurs de Dunkl. Ces opéra-
teurs peuvent étre vus comme des opérateurs impulsion généralisés tenant
compte de l'interaction du systéeme intégrable que 1'on veut étudier. Cela
a donc pour effet "d’injecter" une dynamique au systéme. En adaptant la
méthode connue pour les chaines de spins, on peut également identifier 'Ha-
miltonien du systéme (qui s’exprime en fonction des opérateurs de Dunkl)
dans I’ensemble de quantités en involution. Le bonus dans cette approche est
que l'on identifie aussi immeédiatement l'algébre de symétrie donnée par la
relation FRT. C’est cette approche que nous nous proposons de présenter ici
car elle fut a lorigine des résultats obtenus dans larticle [III].
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I1.3.1 Interactions intégrables

La notion d’opérateur impulsion généralisé est a la base de I’article de
A.P. Polychronakos [105] sur lequel nous nous appuyons pour présenter les
modéles intégrables qui vont nous intéresser a savoir les généralisations des
modeéles de Calogero-Sutherland a des particules avec degrés internes de li-
berté. Ces modéles représentent des systémes de NV particules identiques non-
relativistes de potentiel d’interaction du type 1/r? avec des variantes sur la
facon de mesurer la distance entre particules donnant lieu a des potentiels en
1/sin®r, 1/sinh®r ou 1/p?(r), p étant la fonction de Weierstrass. Les par-
ticules sont aussi couplées par leurs degrés internes de liberté. Ces systémes
peuvent étre décrits grace au systéme de racines des algebre de Lie de type
A,. En considérant les autres types de systémes de racines des algébres de
Lie simples, on peut généraliser les potentiels d’interaction qui brisent alors
I'invariance par translation et/ou par permutation [99]. Le cas du systéme
de racines de type BCy est a la base du travail effectué pendant ma theése
dont les résultats sont reportés dans 'article [III].

La motivation pour introduire des opérateurs impulsion généralisés est
a mettre en paralléle avec les résultats présentés dans les chapitres précé-
dents: pour un systéme en interaction, on essaie de se ramener a un for-
malisme libre et linéaire (cf les variables "action-angle" ou l'algébre ZF qui
permettent d’écrire une hiérarchie avec interaction sous forme libre). Ainsi,
nous allons voir qu’'une fois ces opérateurs identifiés, les preuves d’intégra-
bilité des systémes correspondants deviennent trés simples. On note z;, p;,
Jj=1,...,N les opérateurs position et impulsion des particules et P;; I'opé-
rateur permutation correspondant. Nous prenons cette notation pour 'opé-
rateur permutation agissant sur les positions des particules pour ne pas le
confondre avec I'opérateur permutation Pj; qui agira sur les degrés internes
de liberté (les spins) lorsque nous les introduirons. L’idée est de partir d’opé-
rateurs impulsion "couplés" (qui s’apparentent aux opérateurs de Dunkl une
fois représentés en terme d’opérateurs différentiels) de la forme

m=pitiYy Vi(zi—z)Py=pi+i)» ViPy. (I1.3.1.1)
i i

La fonction V' est quelconque pour I'instant (mais suffisamment réguliére).
Une premiéere condition est obtenue en demandant I’hermiticité de

V(z)t = -V (-2). (11.3.1.2)

On cherche maintenant a former un Hamiltonien & partir des m; ayant la
forme de I’Hamiltonien libre

1 2
H = > w (11.3.1.3)
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Un rapide calcul donne alors

N
1 1 .
H = 3 sz2 + 5 Z (Z‘/}k(pj + i) Pjr + Vj/kpjk + VﬁC)
i=1 ki
1
=5 2 (ViVik + ViaViy + VieVi) PPy, (113.1.4)
T
ou Vj, = i[p;,Vjr] (ce sera tout simplement la dérivée de V' lorsque nous
représenterons). Si on souhaite avoir un Hamiltonien sous la forme habituelle
d’un terme cinétique et de termes de potentiels, on cherche a éliminer les
termes linéaires en p;. En outre, inspiré des phénomeénes de factorisation et
des modéles de gaz imparfaits, on souhaite n’avoir que des potentiels a deux

corps. Cela est obtenu si on impose les conditions suivantes sur le potentiel
v

V(-z) = —V(z), (11.3.1.5)
et
ViiVik + ViaVig + Vi Vi = Wiy + Wi + W, (11.3.1.6)

ou W;; = W(x; — z;) et W(z) = W(—x). Cette équation fonctionnelle est
précisément 1’équation qui est apparue dans les travaux de B. Sutherland
comme condition de factorisabilité de I'état fondamental [121]. Dans ces tra-
vaux, certaines solutions sont envisagées (qui reproduisent les Hamiltoniens
qui nous intéressent) mais une solution compléte n’est pas donnée. Nous ren-
voyons a [23] pour I'ensemble des solutions. Etant donnée une telle solution
il reste

N
1 9 )
H = ) ;pi + ; (Viljpij + Vi — Wi %ﬂj?jk) . (I1.3.1.7)

Il s’agit maintenant d’inclure /I dans une hiérarchie construite a partir des
mj. Commencons par calculer le commutateur

[7i,m5] = Z (VijVik + ViiVij + VieVii) [Piy P — PjiPi] . (11.3.1.8)
ko£ij

On voit donc que si on trouve un potentiel V' tel que W = 0, les m; commutent
et on peut s’en servir pour définir une hiérarchie H™

N
H™ =% "x7, (11.3.1.9)
j=1

d’opérateurs indépendants en involution

[HP) HY] =0 , pgeN. (II.3.1.10)
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En utilisant la représentation standard de x; et p;, j = 1,...,IN sur I'espace
de Hilbert des fonctions d’onde de L?*(RY), on obtient un Hamiltonien in-
tégrable H® et comme les H® commutent avec Pi;, on peut en outre se
restreindre a des fonctions d’onde bosoniques ou fermioniques, caractérisées
comme vecteurs propres de P;; avec la valeur 1 ou —1. L’exemple fondamental

a
de cette situation est donné par V(z) = —, a € R produisant ’Hamiltonien
x

de type Calogero suivant

N
1 0? ala —¢)
He=—— — — I1.3.1.11
“ 2 4 (9$2-+Z(xi—xj)2’ ( )
j=1 J 1<j
avec ¢ = 1 pour des bosons et ¢ = —1 pour des fermions. Les Hamiltoniens

de type Sutherland sont obtenus pour des solutions V' telles que W (z) soit
une constante non nulle. Parmi les solutions possibles pour V', il y en a trois
qui donnent des modéles trés connus

T
acot —

l
V(z) = { acoth — (I1.3.1.12)

a ng

a étant une constante, [ étant une échelle de longueur que ’on peut absor-
ber par changement d’unité de longueur (ce qu’on fera dans la suite) et sg
désignant la fonction signe construite a partir de la fonction de Heaviside
0 comme sg(x) = O(x) — 0(—z). Le premier potentiel donne le modéle de
Sutherland

9.2
2 = 6xj

—a
sin?(z; — z;) 6

N 2 _ 2 _
Ho— L5~ 0 3 ala—e) 2NV =D 1513

1<j

tandis que le second produit la variante hyperbolique o1 sin est remplacé par
sinh pour mesurer la distance entre particule. Enfin, la troisiéme possibilité
est une solution singuliére. Elle est néanmoins trés intéressante puisqu’elle
reproduit I’Hamiltonien avec interaction de contact. Pour ces trois modéles,
il faut modifier légérement les 7; pour pouvoir montrer I'intégrabilité. L’idée
est de décaler le terme correspondant au potentiel dans 7; en introduisant

%j =Ty +a Z Pij s (113114)
JFi

a étant la constante apparaissant dans (I1.3.1.12). On définit alors

H™ =% "7, (I1.3.1.15)
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dont on montre qu’ils commutent [105]
[ﬁ@),H(q)} ~0, pgeN. (11.3.1.16)

Remarquons que le modéle de Calogero avec potentiel harmonique en plus de
I'interaction en 1/7? peut étre traité de la méme fagon. Pour 'Hamiltonien
avec interaction de contact, cette procédure établit I'intégrabilité directement
en premiére quantification, sans passer par la théorie des champs. En outre,
elle est a la base de la démonstration de la symétrie yangienne de ce modéle
[97].

Les auteurs de [89] ont généralisé cette méthode au cas ou les particules
possédent n degrés internes de liberté. En notant P;; 'opérateur échangeant
les "spins" des particules 7 et j, les fonctions d’onde ayant une symétrie
définie sont maintenant caractérisées comme étant des vecteurs propres de
lopérateur P;; P;; = F;;P;;. L'espace de Hilbert de représentation est donc
LA(RY) @ (C™)®N et le sous-espace de statistique définie est obtenu en quo-
tientant par la relation P;; P;; = £1. Une conséquence importante de cela
est que I'on ne peut plus remplacer P;; par € lorsque l'on représente 1'Ha-
miltonien obtenu par la construction précédente. Comme on le verra dans
la section suivante, il faut faire appel & un projecteur dont le role est de
"transformer" les opérateurs P;; en P;;. Physiquement, on obtient donc un
Hamiltonien qui, en plus de l'interaction a distance, couple les particules
par leur "spin". L’objet de la prochaine section est de montrer que, partant
d’une structure algébrique donnée, en 'occurrence Y(n), on peut construire
un Hamiltonien possédant cette algébre comme symeétrie. En particulier, on
obtient l'intégrabilité.

I1.3.2 De Pl’algébre a I’Hamiltonien intégrable

Cette section est basée sur les résultats fondamentaux de [11] mais nous
présentons ’approche et le formalisme un peu différemment, dans 1’esprit
de Particle [III] ot un Hamiltonien unifiant ’Hamiltonien de Sutherland, de
Sutherland hyperbolique et d’interaction de contact est construit (dans le cas
avec bord).

La construction fait appel & deux structures algébriques, le Yangien de
gl(n), Y(n) [40] et Palgébre de Hecke affine dégénérée H(N) [41, 86]. Nous
avons déja discuté du Yangien dans la section 1.3.1 et nous donnons la défi-
nition de H(N)

Définition I1.3.2.1 Etant donné un paramétre 5 € C, [’algébre de Hecke
affine dégénérée H(N) d’unité 1 est engendrée par les éléments Dy, ..., Dy
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et Iy, ... IIxy_1 satisfaisant les relations suivantes
ILITL, 10 = 114 ILIT, (I1.3.2.17)
=1, ILI; =ILIL , |i—j|>1 (11.3.2.18)
II;D; = D11, + 51 (I1.3.2.19)
ILiDy = Dpll; | k#jj+1 (11.3.2.20)
D;Dy = DiD; . (I1.3.2.21)

Nous faisons plusieurs remarques. Tout d’abord, les trois premiéres relations
sont les relations de définition du groupe des permutations & . Nous verrons
d’ailleurs que ’on peut représenter 1I; par 'opérateur P, ;11 de Polychronakos
vu dans la section précédente mais nous insistons cependant sur le fait qu’a
ce stade, c’est un générateur d’algébre abstrait. Dans la suite nous aurons
besoin de 1’élément suivant, défini pour ¢ < 7,

Hij = HiHi—i-l e Hj_lﬂj_g R Hz . (113222)

Ensuite, la relation faisant intervenir 3 est souvent accompagnée dans la
littérature d’'une autre relation

Cependant, en écrivant D; ; = DjHHJQ., cette derniére est facilement déduite
des relations de définition de H(N). Le paramétre 3 est souvent pris égal a
1 dans la littérature mathématique mais nous le gardons quelconque ici car
il aura un role physique. Enfin la derniére relation impose la commutation
des générateurs D;. Nous verrons que ces générateurs seront réalisés par
les opérateurs impulsion généralisés de [105]. Ainsi, nous imposons d’emblée
la commutation qui était la clé de I'intégrabilité dans I’approche de [105]
et donc nous contraignons les potentiels admissibles différemment. Pour la
suite, nous ajoutons que les éléments D; doivent commuter avec P;; (en effet,
nous verrons que ces éléments seront représentés par des opérateurs agissant
sur des espaces différents). Enfin, nos éléments D; correspondent (une fois
représentés) aux opérateurs lA)j utilisés dans [11].

Partant de ces structures algébriques, il y a plusieurs étapes dans la
construction de I’'Hamiltonien physique ayant le Yangien comme algébre de
symétrie. Comme nous 'avions discuté dans la section 1.3.1 de la premiére
partie, I'idée est d’extraire I’Hamiltonien du déterminant quantique du Yan-
gien. Pour cela, nous allons réaliser le Yangien décrit dans le formalisme FRT
grace a H(N). Le déterminant quantique sera une fonction génératrice d’élé-
ments de H(N) parmi lesquels on identifiera un opérateur Hamiltonien. En
représentant H (V) sur 'espace de Hilbert des fonctions d’onde, on obtiendra
donc un Hamiltonien analogue a ceux de [89]. Il restera alors le point crucial
de la projection permettant de "transformer" II;; agissant sur les positions
des particules en P;; agissant sur leurs "spins" et un changement de jauge a
effectuer pour obtenir 'Hamiltonien physique intégrable recherché.
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Voyons tout cela plus en détail. Partant de
ROO’ (U — U)T()(U)T[)/ (U) = TO/ (’U)T()(U)ROO/ (u — U) N (113224)

ou R est la matrice R de Yang (1.3.1.7), un résultat important de [11] est
que 'on peut réaliser T'(u) de la fagon suivante

avec, pour ¢ = 1,...,N
Loi(u) = ——— Ry; D). I1.3.2.26
() = — 5 Ry(u+ D) (11.3.2.26)

La terminologie usuelle convient d’appeler 'espace 0 espace auxiliaire tandis
que les espaces 1 a N sont les espaces quantiques correspondant aux particules
et sur lesquels P;; agit. Pour n degrés de libertés, ces espaces sont isomorphes
a C™. La preuve que la relation (I1.3.2.24) est vraie pour cette réalisation
est bien connue de la méthode de diffusion inverse quantique appliquée aux
chaines de spins. Partant de I’équation de Yang-Baxter vérifiée par R

Rgol (U — U)ROi(U)Ro/i('U) = R()q;('U)ROi(U)RQ()/ (U — U) s (113227)

pour ¢ = 1,...,N, on peut décaler les paramétres spectraux v — u + D;
et v — v+ D; car les D; commutent et apparaissent comme des scalaires
pour la matrice . En outre, comme les D; commutent avec F;;, on obtient
facilement

Roy (u — v) Loi(u) Lyi (v) = Loi(v) Loi (w) Roor (u — v) (I1.3.2.28)

pour i = 1,...,N. On en déduit alors (I1.3.2.24) en remarquant que Lg;(u)
commute avec Ly ;(v) pour ¢ # j. Nous venons donc de montrer que dans
la réalisation (I1.3.2.25), T'(u) contient les générateurs de Y(n). Passons au
calcul du déterminant quantique maintenant. On peut montrer que, dans la
réalisation (I1.3.2.25), il prend la forme simple suivante

u+D;—nk+ K’

qdet T'(u) = H

j=1

(I1.3.2.29)

On sait alors que les éléments apparaissant comme les coefficients du dé-
terminant quantique développé en puissance de u~! sont en involution et
commutent avec toute ’algébre. En faisant un développement jusqu’a ’ordre
u~3 on identifie

N N
I=Y"Dj et H=Y D} (I1.3.2.30)
j=1 j=1
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En poussant le développement plus loin, on peut exhiber une hiérarchie d’élé-
ments en involution "a la Polychronakos" basé sur les éléments D;. Remar-
quons toutefois deux choses: nous n’avons encore rien spécifié quant a la
nature des D; qui sont toujours des éléments algébriques a ce stade et en
plus de l'intégrabilité, nous avons ici 'algébre de symétrie, Y(n). En vue
des applications physiques, nous avons besoin d’introduire un projecteur qui
nous permettra de nous restreindre a une statistique donnée en présence de
degrés internes pour les particules lorsque nous représenterons H ci-dessus
comme un opérateur sur L2(RY) @ (C™)®N. Soit € = +1 et A, défini par

N
1
AE = ﬁ | | (1 —+ 5P1jH1j + ...+ EPJ'*LJ'HJ'*LJ') . (113231)
j=2

On peut alors montrer le théoréeme A suivant

Théoréme 11.3.2.2 Pour 3 = er, T(u)\. est aussi une réalisation de Y(n)
i.e.

ROO/(U — U) TQ(U)Ag Tol (U)AE = To’ (’U)A\E jﬁo(u)A(E ROO’ (u — ’U) . (113232)
En outre, le déterminant quantique de T'(u)A. est donnée par
qdet (T(u)A.) = (qdet T(u)) A . (I1.3.2.33)

Le probléme du projecteur est toujours (4 ma connaissance) abordé pour
une représentation donnée de Palgeébre H(N) dans la littérature (lorsqu’il est
abordé) mais nous insistons sur le fait que le théoréme A ne s’appuie que sur
les relations de définition de l'algébre H(N). Ce résultat a été obtenu sous
cette forme pendant ma thése dans Particle [III]. Ainsi, une fois démontré, il
est valable quelle que soit la représentation choisie pour H(N). A ce propos,
nous représentons les différents objets introduits sur 1’espace des fonctions
d’onde ¥(xy,...,xn]s1,...,58) = Y(x|s) € L2RY) @ (C*)®Y de la facon
suivante

H'LJ w( R 7 DA O PR |S) = w< Y 1 PR (7 PP ‘S) y (113234)
Pjp(x|....81,...,85,...) =0(x|....85,...,8,...), (I1.3.2.35)

et pour D;, inspiré des opérateurs impulsion généralisés de [105], nous utili-
sons des opérateurs de Dunkl [42] sous la forme

j—1 N
Dj = a(x;)0,, + Z V(xj,x6) i — Z V(vg,xj) g, (11.3.2.36)
k=1 k=j+1

a et V étant des fonctions que I'on peut déterminer en résolvant les contraintes
imposées par les relations de définition de H(N). On trouve

_ s _ [T dy
V(e9) = —poamam— + 1€C A= | 2y (13230
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En se restreignant alors a ’espace de Hilbert obtenu a partir de I’espace de
Hilbert total en quotientant par la relation A, —1 = 0 (¢ = 1 correspondant a
des bosons et ¢ = —1 a des fermions), le théoréme A nous permet de déduire
que ’'Hamiltonien suivant admet le Yangien )(n) comme algébre de symétrie
(en particulier, il est intégrable) [III]

N

Hy, = Z (a(z:)?02 + a(z;)d (2;)0,,)
(P — £)
+ 1§;§N S )~ )] (11.3.2.38)

Tout comme dans la discussion de [105], on voit que cet Hamiltonien posséde
un terme linéaire en 0,, qui n’est pas désiré ainsi qu'un terme cinétique fai-
sant intervenir a. Il est possible en toute généralité de faire un changement
de jauge dépendant de la fonction a qui permet d’obtenir le terme cinétique
usuel et de supprimer la terme linéaire (voir par exemple Iarticle |III]). Pour
ce qui nous intéresse, il suffit en fait de prendre ¢ = 1 et I'Hamiltonien
général ci-dessus reproduit des généralisations a degrés internes de liberté
d’Hamiltoniens intégrables bien connus: Schrédinger non-linéaire, Suther-
land et Sutherland hyperbolique, pour lesquels la symétrie yangienne avait
été prouvée indépendamment [97, 89, 49|. Pour cela on utilise le paramétre
libre 7 et on interpréte x comme une constante de couplage [III].

Pour conclure cette partie sur les méthodes de résolution des systémes
intégrables, nous précisons qu’une telle construction est trés intéressante en
soi (car elle permet de découvrir de nouveaux systémes intégrables) mais
aussi que la connaissance de 1’algebre de symétrie se révele tres utile pour
la résolution du systéme correspondant. Nous citons ’exemple des travaux
de K. Takemura et D. Uglov portant sur la construction d’une base des
états propres pour les modéles de Calogero-Sutherland avec spin grace a des
représentations irréductibles du Yangien [122, 123].






Troisiéme partie

Contributions du travail de thése






Préambule

A la lumiére des deux parties précédentes dont le but était de recadrer
le contexte de mon travail, je vais présenter maintenant les résultats ori-
ginaux obtenus au cours de ma thése. Toutes les notions, motivations et
techniques requises pour appréhender ces résultats ont été introduites (et un
minimum discutées) dans ce qui précéde. C’est pourquoi nous renvoyons le
lecteur non-spécialiste ou simplement intéressé aux passages correspondants
aux divers travaux qui suivent. Plus précisément, mes travaux constituant
a l'heure actuelle huit articles ont été regroupés par théme (plutot que par
ordre chronologique) en quatre groupes de tailles différentes. Le fil conduc-
teur entre ces différents groupes est le systéme correspondant a I’'Hamiltonien
de I’équation de Schrédinger non-linéaire sous toutes ses formes: théorie clas-
sique des champs, théorie quantique des champs et probléme & N corps en
mécanique quantique. Motivé par le role fondamental de ce systéme en phy-
sique mathématique, physique théorique et physique de la matiére condensée
(dont nous avons déja discuté dans lintroduction), ce modéle se retrouve
invariablement dans mes travaux: comme point de départ pour étendre les
résultats d’intégrabilité a plusieurs situations (présence de bosons et de fer-
mions, inclusion d’une impureté), comme "produit" d’une étude renversant
I’approche usuelle et enfin comme modéle permettant de faire des prédictions
en matiére condensée pour un gaz quantique en présence d’impureté.

Le premier groupe concerne une extension de tous les résultats d’inté-
grabilité et de symétrie connus pour 1’équation de Schrodinger classique et
quantique au cas ou ’on considére dans un formalisme unifié des bosons
et des fermions simultanément. Les deux premiers chapitres de la deuxiéme
partie servent donc de base pour ce groupe ainsi que le troisiéme chapitre de
la premiére partie. Le deuxiéme groupe concerne 'utilisation de la méthode
décrite dans le troisiéme chapitre de la deuxiéme partie pour construire un
Hamiltonien général intégrable ayant 1’algébre de réflexion comme algébre de
symétrie. Le troisiéme groupe, le plus important en taille, concerne la notion
d’impureté dans les systémes intégrables et le phénoméne de factorisation en
présence d’une impureté. Le deuxiéme chapitre de la premiére partie et celui
de la deuxiéme partie sont fondamentaux pour ce groupe. Enfin, le quatriéme
groupe, tout en étant dans la continuité des travaux antérieurs (les études
menées furent inspirées des résultats du deuxiéme et du troisiéme groupe),
se veut un premier pas vers des applications potentielles des systémes in-
tégrables en physique de la matiére condensée (gaz quantiques ultra-froids,
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condensation de Bose-Einstein, solitons). Le premier chapitre de la premiére
partie aidera le lecteur & comprendre mon point de vue. Bien évidemment,
il reste beaucoup a faire et & comprendre, notamment pour les deux derniers
groupes de travaux qui sont & la base des projets que j’ai pour les années a
venir.

J’aimerais enfin terminer ce préambule en précisant I’optique choisie pour
cette troisiéme partie. Il ne s’agit nullement de traduire, détailler ou répéter
les calculs et les résultats obtenus pendant ma thése et présentés dans les
articles [I] a [VIII] qui sont joints dans le deuxiéme chapitre. Je voudrais
simplement exposer les motivations originelles et ce qui est nouveau en le
mettant en relief par rapport aux deux premiéres parties. Une légére excep-
tion sera faite pour le troisiéme groupe ou la discussion promise au début de
la sous-section 1.2.4.2 sera présentée. Le premier chapitre de cette troisiéme
partie comporte quatre sections (une pour chaque groupe) et rassemble les
résultats de mes travaux de recherche tandis que le deuxiéme chapitre est
constitué des articles originaux contenant les détails des résultats.



Chapitre 1

Travaux de thése et discussions

I11.1.1 L’équation de super-Schrodinger non-
linéaire

Comme nous 'avons vu, I'équation de Schrodinger non-linéaire fait partie
des modéles incontournables dans le domaine des systémes intégrables et a
permis d’établir des méthodes puissantes de résolution algébrique. La géné-
ralisation a n degrés de liberté pour des bosons ou des fermions a permis
d’identifier une symétrie étendue (pour le systéme sur la ligne) donnée par
'algebre Y(n) (cf section 1.3.1) [93]. A ce stade, inspiré par la supersymé-
trie, il semble naturel de chercher une version décrivant des degrés internes
bosoniques et fermioniques dans un formalisme unifié. C’est avec ce projet
que mon directeur de thése, Eric Ragoucy, m’a permis de me familiariser
avec le domaine des systémes intégrables tout en arrivant a des résultats ori-
ginaux. Pour toutes les raisons que j’ai déja données, ce fut trés instructif
pour moi car le modéle de Schrodinger non-linéaire est un excellent support
pour appréhender les concepts fondamentaux des systémes intégrables (cela
transparait d’ailleurs dans tout ce manuscrit).

Originellement, des approches utilisant les super-champs propres au for-
malisme supersymétrique ont été envisagées mais il est apparu que la question
de l'intégrabilité n’était pas facilement traitable, suscitant plusieurs travaux
avec des résultats différents (voir par exemple |21, 106] et leurs références).
En outre, les résultats obtenus sont essentiellement classiques. Une autre
approche, semblable & celle que nous avons choisie, fut introduite par P.P.
Kulish [77]. 1l s’agissait de considérer les champs a valeurs matricielles avec
un formalisme gradué (cf section 1.3.2.2). Le modéle est considéré au niveau
quantique mais uniquement du point de vue de 'ansatz de Bethe algébrique
(c’est-a-dire essentiellement la partie directe de la méthode de diffusion in-
verse). En particulier, le partie inverse du probléme n’est pas étudiée. En
outre, I’étude est menée sur un intervalle fini et la question de la symétrie
ainsi que la forme explicite du champ canonique ne sont pas envisagées.

L’idée des articles [I] et |II| est de fournir une étude compléte en partant
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d’un formalisme gradué pour coder un "super-champ" a valeurs vectorielles
possédant m degrés bosoniques et n degrés fermioniques. En utilisant la no-
tion d’espaces auxiliaires, le résultat fondamental de ces articles est que tous
les résultats d’intégrabilité et de symétrie connus pour ’équation de Schrodin-
ger non-linéaire dans le contexte de la méthode de diffusion inverse peuvent
étre transposés au cas "super” et ce, tant au niveau classique que quantique.
En fait, il est possible de reproduire tous les résultats qui composent les
deux premiers chapitres de la deuxiéme partie. Comme nous ne partons pas
du formalisme habituel en supersymétrie, il convient cependant de préciser
ce qu’on entend par ce terme. C’est ce que nous faisons dans I'article [I] ou
des générateurs fermioniques sont construits explicitement (au niveau clas-
sique) en termes des champs canoniques. Ces générateurs forment, avec les
générateurs bosoniques usuels de la hiérarchie (N, P, H) une super-algébre
qui est symétrie du modéle: leurs crochets de Poisson avec I’Hamiltonien
sont nuls. Cette super-algeébre est une réalisation du super-Yangien en terme
du super-champ et nous l'utilisons pour définir la notion de supersymétrie
applicable & notre modéle.

Nous résumons maintenant les différentes étapes du reste de la construc-
tion. Partant de la paire de Lax graduée (classique), on construit la ma-
trice de transition et la matrice de monodromie pour laquelle on obtient les
crochets de Poisson des éléments. A ce stade, on identifie une structure de
super-Yangien classique, définie a partir d’'une matrice r classique gradué a la
fagon de 7], et qui est la symétrie de I’Hamiltonien intégrable donnant 1’évo-
lution du super-champ. Considérant le probléme inverse, nous montrons qu’il
est possible d’obtenir une solution explicite "a la Rosales" (cf sous-section
I1.1.2.2) basée sur des coefficients de réflexion gradués (qui sont eux aussi des
vecteurs de taille m + n possédant m degrés bosoniques et n degrés fermio-
niques). Enfin, nous suivons la méthode de quantification de Sklyanin [119]
(guidés par les précisions de [62]) pour transposer toute la méthode au niveau
quantique. En particulier, le systéme quantique intégrable admet le super-
Yangien (cf sous-section 1.3.2.2) comme algébre de symétrie. Une version
graduée de l'algébre ZF est obtenue et elle permet de résoudre le probléme
inverse quantique. Enfin, la notion d’opérateurs bien élevés (cf sous-section
[.2.2.3) est utilisée explicitement pour la premiére fois, afin de réaliser les
générateurs du super-Yangien en termes des générateurs de l'algébre ZF gra-
duée. Nous n’entrerons pas plus dans les détails, renvoyant le lecteur aux
articles [I] et [II] du chapitre suivant ou tous les résultats décrits ci-dessus
sont exposés explicitement.

I11.1.2 Hamiltoniens intégrables avec bord

A Torigine, ce projet, que j’ai réalisé avec un autre doctorant, Nicolas
Crampé, était basé sur 'affirmation dans la littérature que la symétrie du
modéle de Sutherland avec spins en présence d’un bord est donnée par le
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Yangien. Inspirés par la méthode de [11]| détaillée dans la section I1.3.2, nous
avons voulu identifier le Yangien en question.

Finalement, la conclusion est que cette affirmation est fausse et nous
avons identifié 'algébre de symétrie correcte: l'algébre de réflexion (cf la
sous-section 1.3.2.1). En fait, en suivant la procédure de la section I1.3.2, nous
avons construit un Hamiltonien général a partir de Ualgébre de réflexion. La
réalisation de I’algebre de réflexion se fait grace a I’homomorphisme 7 défini
dans la sous-section 1.3.2.1 et a une algébre de Hecke affine dégénérée éten-
due, dont la définition est donnée dans I'article [III], et qui fait intervenir des
générateurs Q;, j = 1,... N en plus des générateurs D, et P; de I'algébre de
Hecke affine dégénérée. L’étape importante du théoréme A est alors établie

pour un projecteur total tenant compte des générateurs supplémentaires de
N

I’algébre de Hecke affine dégénérée étendue. L’extraction de 1’élément Z DJQ-

=1
qui donne I’Hamiltonien intégrable se fait a partir du déterminant de Skjlyanin
(cf sous-section 1.3.2.1). On l'identifie en faisant un développement jusqu’a
'ordre 43 (cf section I1.3.2). Un point important & noter est que 1’élément I
de (I1.3.2.30) n’apparait pas dans ce développement et cela est interprété plus
tard dans l'article comme le signe de la brisure de 'invariance par translation
due a la présence du bord. En effet, on peut montrer que, une fois représenté,
I’élément I correspond a I'impulsion totale du systéme (voir article [III]). A
ce sujet, la représentation des générateurs D; fait appel a des opérateurs de
Dunkl adaptés a la présence des Q;. Les relations de définition de I’algebre
de Hecke affine dégénérée étendue permettent de trouver les potentiels ad-
missibles et donc la forme de I’Hamiltonien. En utilisant le théoréme A et un
changement de jauge approprié, la conclusion principale de Uarticle [III] est
que [’Hamiltonien général suivant

Hg =~ N o Z 7/<;<sz ) 7“<QinPij = %)
o =1 ou; 1<i<j<N sin® [y (wi - xa)} sin? [v(z; + x;)]
N [(~(b+c) (Q b+c> (b — )(Qz _)

+ ; 2 sin? (yx;) 2 cos? (y;) )

posséde algébre de réflexion comme symétrie et est intégrable. Dans Hg,
les paramétres v,b,c € C sont libres, P;; est la permutation agissant sur les
spins des fonctions d’onde et (); est une transformation agissant sur le spin
de la particule j telle que QJQ- = I. En faisant des choix particuliers de ces
paramétres, nous retrouvons I’Hamiltonien de Sutherland (trigonométrique
et hyperbolique) avec spins en présence d’un bord, ce qui montre que son
algébre de symétrie est ’algébre de réflexion et pas un Yangien. Et pour un
autre choix, on retrouve I’'Hamiltonien avec interaction de contact en pré-
sence d'un bord discuté pour la premiére fois par M. Gaudin [55]. Ainsi,
nous avons identifié I’algébre de symétrie de ce modéle (en premiére quantifi-
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cation), confirmant un résultat que ’on peut facilement obtenir des travaux
de M. Mintchev et al. [53] en seconde quantification et par une méthode
complétement différente.

I11.1.3 Intégrabilité et factorisation en pré-
sence d’une impureté

I11.1.3.1 Discussion générale

Avant de revenir sur les motivations physiques et l'origine de ’algébre
RT comme promis a la sous-section 1.2.4.2, nous récapitulons les grandes
lignes des résultats correspondants aux articles [IV] a [VII]. Les articles
[IV] et [V] justifient explicitement I'intérét de 'algébre RT comme analogue
de l'algebre ZF dans les systémes intégrables incluant une impureté. L’'im-
puretQé considérée est reliée au probléme des extensions auto-adjointes de
(—%,C’(‘)’O(R\ {0})) discuté dans la section 1.1.2. On I"imagine donc comme
un point de la ligne ou le champ et /ou sa dérivée premiére subissent une dis-
continuité, ce qui est la définition généralement adoptée dans les problémes
avec défauts (voir par exemple [17, 18]).

Le systéme choisi pour appliquer ’algébre RT est 1’équation de Schrodin-
ger non-linéaire (quantique) qui est un systéme intégrable avec interaction.
De fagon générale, une formulation en paire de Lax pour un probléme avec
impureté (ou défaut) n’est pas connue (sauf pour le modéle classique de Toda
affine [17, 18|) et on ne peut pas reproduire la partie directe de la méthode
inverse de diffusion en présence d’'une impureté. Cependant, on sait que 1’al-
gébre ZF représente la charniére entre partie directe et partie inverse (au
niveau quantique) pour I'équation de Schrodinger non-linéaire sur la ligne.
L’idée est donc de substituer I’algebre RT a l'algébre ZF pour résoudre la
partie inverse quantique en présence d’une impureté. Les articles [IV] et [V]
contiennent les résultats de cette approche: il est possible de reproduire tous
les résultats de la sous-section I1.2.1.2 en présence d’'une impureté grace a
I’algebre RT. Notons cependant que la symétrie n’est plus donnée par le Yan-
gien Y(n) dans ce cas mais par I’algébre d'impureté (1.2.4.118-1.2.4.121). Cela
fait Pobjet de 'étude de article [VI] dans lequel nous mettons en évidence
un phénomeéne de brisure spontanée de symétrie grace aux représentations de
Fock de I'algébre RT appropriée. En classant les solutions des équations de
réflexion-transmission correspondantes, nous discutons en outre la possibilité
de généraliser le type d’impureté dans I’équation de Schrodinger non-linéaire
(A n degrés internes de liberté) a des impuretés couplant les degrés internes de
liberté et donnons les conditions aux limites correspondantes pour le champ.

Nous terminons cette discussion générale sur le fait que cet exemple ne
peut pas étre traité par I’approche DMS. D’une part, au niveau algébrique,
lalgebre de défaut (cf la sous-section 1.2.4.1) ne permet pas de reconstruire
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le champ quantique. D’autre part, nous savons que les équations de 1’ap-
proche DMS ne peuvent pas rendre compte d'un systéme intégrable avec
interaction en présence d’'une impureté qui réfléchit et transmet. Cela se
retrouve dans le fait que les données de diffusion de I’équation de Schro-
dinger non-linéaire avec impureté (i.e. la matrice de diffusion et les ma-
trices de réflexion et de transmission) ne sont pas solutions des équations de
réflexion-transmission de ’approche DMS. En revanche, elles sont solutions
des équations de réflexion-transmission de I’approche RT. Cela nous conduit
tout naturellement a 1’étude menée dans I’article [VII| ot nous avons voulu
comprendre tout cela plus en profondeur. Comme les résultats de ce travail
sont a la base du point de vue plus physique sur l'origine de I'algébre RT et
sont fondamentaux pour comprendre la relation entre les deux approches au
centre d’un débat dans la communauté, nous les présentons en détail dans la
sous-section suivante.

I11.1.3.2  Factorisation en présence de réflexion et trans-
mission

Rappelons que le point de départ est de trouver les équations contraignant
les données physiques de diffusion en présence de réflexion et de transmis-
sion, tout comme 1’équation de réflexion établie par I. Cherednik [28] vient
compléter ’équation de Yang-Baxter pour une théorie factorisable en pré-
sence d'un bord. Avec le succes de algébre ZF et 'impossibilité de discerner
entre l'opérateur de bord (sous-section 1.2.3.1) et l'algébre de bord (sous-
section 1.2.3.2) au niveau des équations physiques, la tentation était grande
de généraliser d’abord chaque approche au niveau algébrique. Cela a abouti a
I’algeébre de défaut de I'approche DMS et a I’algébre RT. Cependant, comme
nous ’avons vu, ces deux approches ne conduisent pas aux mémes équations
de factorisation pour les quantités physiques.

Un premier élément de réponse est obtenu par le constat suivant qui
découle des résultats de larticle [VII] : on peut réécrire toutes les équations de
"approche DMS sous la forme des équations de 'approche RT (la réciproque
n’étant pas vraie). Pour voir cela, définissons les matrices suivantes

R(=k) 0 0 T(k
R(k:):( . E(—k)) CT(k) = ( e é>) (IIL1.3.1)

R, R, T et T étant les matrices de (1.2.4.94,1.2.4.95). Les relations d’unitarité

(1.2.4.96) et celles obtenues par R < R, T < T peuvent alors étre écrites
comme

R(EYR(—k) + T(R)T (k) =1 , R(K)T(—k) + T(k)R(k) =0. (IIL1.3.2)

On reconnait les équations d’unitarité (1.2.4.129) traduisant la conservation
de la probabilité de présence pour une impureté non-dissipative. De la méme
fagon, toutes les équations (1.2.4.101-1.2.4.110) peuvent étre écrites sous la
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forme des équations de réflexion-transmission de I'approche RT (1.2.4.126-
[.2.4.128) en introduisant la matrice de diffusion S (agissant sur (C? @ C?) @
(C" ® C™)) définie par

Slg(kl,kg) 0 0 0
0 I®l 0 0
Sap ki k) = ; %’ el o (IT1.1.3.3)
0 0 0 Soi(ko,k1)

Ici, espace auxiliaire sous-jacent (A ou B) est C* ® C". En particulier,
tout cela est encore vrai pour le choix particulier Sya(k1,k2) = S12(k1 — k2)
correspondant aux équations de réflexion-transmission de I’approche DMS.
Ainsi, ’ensemble des équations (1.2.4.101-1.2.4.110) se réduit a trois équations
que nous rappelons ici (avec les espaces auxiliaires A et B)

Sap(k1,k2)Ra(k1)Spalks, — k1)Rp(ks)
= Rp(ks)Sap(ki, — k2)Ra(k1)Spa(—ko, — k1), (I11.1.3.4)

Sap(k1,ka)Ra(k1)Spalks, — k1)Tp(ks)
= TB(k’Q)SAB(k’l,kQ)RA(kil)SBA(k‘g, — kl) , (111135)

Sap(k1,k2)Ta(k1)Spaka,k1)Tp(ks)
- TB(kg)SAB(kl,kg)ﬂ(kl)SBA(kQ,kl) 5 (111136)

La premiére équation n’est autre que ’équation de réflexion pour la matrice
R. Les autres équations faisant intervenir réflexion et transmission ont une
structure fondamentalement différente de leurs analogues de I’approche DMS.
On voit alors qu’en prenant des matrices S plus générales, ces équations dé-
crivent des situations qui ne peuvent pas étre prises en compte par ’approche
DMS. C’est précisément le cas de I’équation de Schrodinger non-linéaire (voir
larticle [VII]).

A ce stade, il est déja satisfaisant de voir que les deux approches ne
produisent pas des équations contradictoires mais que 1'une est en fait plus
générale que l'autre. Insistons sur le fait que cette remarque semble triviale
vu ce qui précede mais elle était un des points au coeur de la controverse.

Nous voulons maintenant aller un peu plus loin dans la compréhension car
pour l'instant nous avons toujours deux jeux d’équations et, malgré ce que
nous venons de voir, la réécriture des "équations DMS" en "équations RT"
ne pourrait étre qu’un artifice mathématique. Une réponse immédiate est que
le modéle physique de ’équation de Schrodinger non-linéaire avec impureté
ne peut étre décrit que par les équations RT. En outre, nous répétons un
argument proposé a ’origine dans [92] et développé dans l'article [VII].

D’un point de vue physique, un point de départ naturel est I’équation de
réflexion (toutes les approches s’accordent sur ce point) et il s’agit mainte-
nant de traduire la possibilité qu’il y ait aussi transmission. Si on imagine
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un défaut non dissipatif, un raisonnement standard de mécanique quantique
indique que la probabilité de réflexion ou de transmission d’une particule
au niveau de 'impureté doit étre 1. Dans notre cas ou les amplitudes cor-
respondantes sont des matrices, cela se traduit précisément par les relations
d’unitarité (1.2.4.129). En résumé, étant données une matrice de diffusion a
deux particules S, une matrice de réflexion R et une matrice de transmission
7 dont on ne suppose rien a priori, un point de départ naturel pour une
théorie factorisable en présence d’une impureté est I’ensemble d’équations

812(k1;k2)R1<k1)821 (k27 - kl)R2<k2)
- RQ(kQ)SlQ(kl, - kQ)R1<k1)821(—]€2, - kl) y (111137)
RUR(=k) + T(K)YT (k) =1 , R(E)T(—k)+ T(k)R(k) =0, (IIL1.3.8)

auxquelles on ajoute bien sir I'équation de Yang-Baxter et les différentes
propriétés d’analyticité. Notons ici que les espaces auxiliaires 1 et 2 sont
tout a fait généraux et peuvent aussi bien correspondre aux espaces 1 et 2
rencontrés jusqu’a présent (i.e. C") ou aux espaces A et B introduits pré-
cédemment. On peut alors montrer que la matrice de transmission définie
comme la racine carrée positive de la matrice [ — R(k)R(—k) vérifie

SIQ(klakQ)Rl(kl)SQI (k27 - kl)%(kZ)
= T5(ka)S1a (k1 ken) Ry (k1) Son (ka, — k1), (TT1.1.3.9)
Sia(k1,k2) 71 (k1) Sa1 (Ko, k1) To(k2)
= T3 (k2)S1a (k1 ko) T (k1 )Sar (Ko k) . (I11.1.3.10)

Ce sont précisément les équations qui apparaissent dans ’approche RT. Cette
conclusion importante de larticle [VII] est accompagnée d’un contre-exemple
répondant a un autre probléme souvent soulevé: c’est la dépendance de la
matrice de diffusion en k; — ko plutot que ki,ky qui implique les résultats de
[24]. Dans 'article [VII], nous exhibons une matrice de diffusion non triviale
dépendant de k; — ko pour laquelle nous obtenons des solutions non triviales
en R et 7 aux équations de réflexion-transmission de I’approche RT.

I11.1.4 Impureté dans le probléme a N corps
en interaction de contact

Ce projet se voulait a la base la continuation des travaux sur la construc-
tion d’un Hamiltonien intégrable a partir de ’algeébre de réflexion. Disposant
d’une nouvelle algébre, 1’algebre d’impureté, dont on savait qu’elle était sy-
métrie d’'un probléme avec impureté d’aprés les travaux de la section pré-
cédente, l'idée était de généraliser encore une fois la méthode de [11]| & ce
nouveau contexte. Nous étions convaincus que c¢a devait marcher, au moins
pour I’Hamiltonien avec interaction de contact dans lequel nous mettions
une impureté, car il correspond a I’équation de Schrédinger non-linéaire avec
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impureté. Entre-temps, j’ai participé a une école prédoctorale sur le théeme
"Refroidissement laser et applications" aux Houches en vue de mon projet
d’appliquer certains résultats de mes travaux a la physique de la matiére
condensée. Pendant cette école, j’ai réalisé I'importance du modéle avec in-
teraction de contact résolu par E. Lieb et W. Liniger dans |82] par ansatz de
Bethe (cf section 1.1.3) et surtout des équations de Bethe correspondantes
dans le domaine des atomes froids et de I’é¢tude de la condensation de Bose-
Einstein dans les gaz quantiques. Le role important des impuretés dans ce
domaine est en outre bien connu. En revenant de I’école et aprés discussion
avec Nicolas, nous avons décidé de changer un peu notre approche: nous al-
lions uniquement considérer le modele a N corps en interaction de contact
dans lequel nous rajoutions une impureté du méme type que celle incluse
dans I’équation de Schrédinger non-linéaire.

Partant de ce modéle, nous avons montré qu’il est exactement résoluble
en utilisant 'ansatz de Bethe. Comme on peut s’y attendre d’aprés les ré-
sultats déja exposés dans ce manuscrit, la présence de I'impureté fait que le
groupe sous-jacent agissant sur les particules n’est plus le groupe des per-
mutations Gy mais le groupe de Weyl de I'algébre de Lie By, 2. Cette
situation est réminiscente de ce que nous avons présenté pour la construc-
tion des représentations de Fock de I’algebre RT. Ainsi, I’équation de Yang-
Baxter, qui assurait la cohérence de la construction des fonctions d’onde par
ansatz de Bethe, est maintenant accompagné d’une équation de réflexion gé-
néralisée (en un sens détaillé dans article [VIII]) qui peut étre vue comme
un cas particulier des équations de réflexion-transmission de ’approche RT.
Disposant de cet ensemble de fonctions d’onde propres, on peut alors im-
poser différentes conditions aux limites pour le gaz de particules et obtenir
les équations de Bethe en présence d’impureté. En particulier, ces équations
controlent le spectre d’énergie. N'ayant pas encore étudié la limite thermo-
dynamique, nous avons néanmoins utilisé ces équations pour un trés petit
nombre de particules afin d’obtenir de précieuses informations sur le com-
portement du spectre d’énergie et sur la densité en présence d’'une impureté.

Nous formulons deux points importants pour cette étude. Premiérement,
nous avons obtenu les équations de Bethe avec impureté pour un systéme
avec interaction non trivial pour la premiére fois. Comme nous ’avons déja
remarqué, une formulation en paire de Lax quantique pour un probléme
avec impureté n’est pas connue. On ne sait donc pas pour l'instant comment
mettre en place 'ansatz de Bethe algébrique permettant de construire les
états propres de Bethe et de reproduire les équations de Bethe avec impureté.
Dans ce contexte, les équations obtenues par une autre méthode ('ansatz de
Bethe en coordonnées) peuvent servir de guide et, de fagon plus générale,
I'utilisation des résultats de la section précédente pour 1’équation de Schro-
dinger non-linéaire et une meilleure compréhension de 'algébre d’impureté
et des équations de réflexion-transmission RT devraient ouvrir la voie & une
généralisation de ’ansatz de Bethe algébrique.

Deuxiémement, I'impureté que nous avons considérée posséde quatre pa-
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ramétres libres, ce qui permet d’étudier I'influence de la variation de ces pa-
rameétres sur le spectre d’énergie et sur les profils de densité. Dans la limite
thermodynamique, il sera possible d’étudier cette influence sur les quanti-
tés thermodynamiques du gaz quantique ainsi modélisé. C’est en cela que ce
travail représente véritablement un premier pas vers un autre domaine trés
actif: la physique de la matiére condensée.
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Chapitre 2

Publications des travaux de thése

Dans ce deuxiéme chapitre, nous rassemblons les articles [I] & [VIII] qui
font partie intégrante de ce manuscrit, afin que le lecteur puisse s’y référer
a tout moment lors de la lecture du chapitre précédent. Ils sont classés par
ordre chronologique et présentés sous leur forme "officielle" c’est-a-dire la
forme de I’'éditeur pour ceux qui sont publiés et la forme des archives sinon.
Nous rappelons leurs références :

[I] V. Caudrelier, E. Ragoucy, Quantum resolution of the nonlinear super-
Schrodinger equation, Int. J. Mod. Phys. A19 (2004), 1559 et
math-ph/0306010.

[IT] V. Caudrelier, E. Ragoucy, Laz pair and super-Yangian symmetry of
the non-linear super-Schriodinger, J. Math. Phys. 44 (2003), 5706 et
math.QA/0306115.

[III] V. Caudrelier, N. Crampé, Integrable N-particle Hamiltonians with
Yangian or Reflection Algebra Symmetry, J. Phys. A37 (2004), 6285
et math-ph/0310028.

[IV] V. Caudrelier, M. Mintchev, E. Ragoucy, The quantum non-linear
Schrodinger model with point-like defect, J. Phys. A37 (2004), L367
et hep-th/0404144.

[V] V. Caudrelier, M. Mintchev, E. Ragoucy, Solving the quantum non-
linear Schridinger equation with delta-type impurity, J. Math. Phys.
46 (2005), 42703 et math-ph/0404047.

[VI] V. Caudrelier, E. Ragoucy, Spontaneous symmetry breaking in the non-
linear Schrédinger hierarchy with defect, J. Phys. A38 (2005), 2241 et
math-ph/0411022.

[VII| V. Caudrelier, M. Mintchev, E. Ragoucy, P. Sorba, Reflection - Trans-
mission Quantum Yang-Baxter Equations, J. Phys. A38 (2005), 3431
et hep-th/0412159.

[VIIT] V. Caudrelier, N. Crampé, Fract results for the one-dimensional
many-body problem with contact interaction : including a tunable im-
purity, soumis a Phys. Rev. B et cond-mat/0501110.






Conclusions et perspectives

Ce manuscrit est le recueil des travaux effectués pendant ma thése qui
sont collectés dans la troisiéme partie. C’est dans cette partie aussi qu’ils
sont discutés a la lumiére de nombreuses connaissances accumulées dans le
domaine des systémes intégrables et dont j’ai sélectionné certains aspects en
vertu du sujet de ma thése. La synthése de ces connaissances constitue les
deux premiéres parties du manuscrit.

Dans la premiére partie, j'ai voulu présenter les idées et les outils au
coeur des systemes intégrables avec comme ligne directrice ’équation de
Yang-Baxter qui est indéniablement le pivot fondamental dans I’étude des
systémes intégrables. J’ai tenté de retranscrir cela en présentant différents
aspects ou cette équation apparait, sans toutefois prétendre & une présenta-
tion exhaustive. Les exemples retenus sont révélateurs de mon travail de thése
et ma volonté était avant tout de fournir les notions essentielles pour bien
appréhender les enjeux et l'originalité des travaux effectués en thése. Cette
tendance s’est accentuée dans la deuxiéme partie ou j’ai détaillé une méthode
fondamentale connue sous le nom de méthode de diffusion inverse (classique
et quantique) dans le cadre particulier mais représentatif de 1’équation de
Schrodinger non-linéaire.

Enfin, la troisiéme partie fut pour moi ’occasion de faire un bilan sur les
apports des recherches entreprises pendant ma thése. Le contexte particulier
du probléme des impuretés dans les systémes intégrables fut pour moi une
grande source de stimulation et de plaisir. Les travaux effectués pendant la
thése permettent de mieux comprendre la situation et ont validé le cadre
théorique des algébres Réflexion-Transmission. En outre, les applications po-
tentielles qui se sont dévoilées au fur et & mesure n’ont fait que contribuer a
stimuler mon intérét et sont a la base d’une partie des projets pour ’avenir.
En effet, de nombreuses questions restent en suspens tant au niveau théo-
rique qu’au niveau des applications.

Premiérement, une étude systématique de ’algébre d’impureté, semblable
a celle qui existe pour I’algébre de réflexion, permettrait d’avoir des informa-
tions sur les représentations de cette algébre (autres que les représentations
de Fock) et sur son centre. Pour continuer dans les études algébriques, la
question de ’ansatz de Bethe algébrique pour un systéme intégrable avec
impureté reste entiére. Sa résolution permettrait d’envisager la construction
d’autres systémes intégrables avec impureté comme par exemple des chaines



de spins.

Dans un autre contexte, la résolution au niveau quantique de I’équation
de Schrédinger non-linéaire avec impureté s’interpréte trés bien en terme de
superposition d’états quantiques transmis et réfléchis. Au niveau classique, la
résolution que nous avons proposée consiste en une adaptation de la solution
"a la Rosales" pour laquelle cette interprétation n’est plus aussi aisée et le
rapport avec les solutions de type "soliton" n’est pas clair. De facon générale,
les solutions classiques de type "soliton" de certains systémes intégrables ne
sont pas trés bien comprises lorsqu’on inclut une impureté qui réfléchit et
transmet. Il reste beaucoup de choses a comprendre a ce sujet.

Deuxiémement, il doit étre possible d’utiliser I'algébre de réflexion comme
algébre de symétrie de 'Hamiltonien général obtenu dans larticle [III] pour
construire ses états propres a la fagon de [122|. Poursuivant dans ce registre,
un probléme intéressant serait d’adapter la méthode de [11] a I'algébre d’im-
pureté. En particulier, I'identification des opérateurs Dunkl en présence d’une
impureté reste un probléme ouvert. Il est vraisemblable que la connaissance
approfondie de 'algébre RT évoquée ci-dessus sera d'une grande aide dans
cette approche, notamment pour identifier ’Hamiltonien dans le centre de
lalgebre. On peut s’attendre alors a découvrir de nouveaux systémes inté-
grables en présence d’impureté possédant 1’algebre d’impureté comme algebre
de symétrie.

Enfin, comme nous 'avons dit, Particle [VIII] marque un premier pas
vers un autre domaine ayant ses préoccupations propres. On pourrait donc
résumer les questions ouvertes dans ce contexte a la question suivante: "Que
peuvent apporter ces résultats théoriques pour la compréhension de phéno-
meénes tels que la condensation de Bose-Einstein en présence d’une impureté
ou pour I’étude du comportement de gaz quantiques d’atomes ultra-froids?".
Une autre piste d’étude concerne le probléme de la généralisation de I’ap-
proche a N impuretés semblables, différentes, distribuées réguliérement ou
aléatoirement. En effet, cela peut avoir des répercutions intéressantes dans la
compréhension des propriétés de conduction de matériaux unidimensionnels.
En outre, la mesure de la conductance d’un matériau restant une expérience
relativement aisée, cela pourrait permettre d’approfondir notre compréhen-
sion du comportement quantique.
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