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3RésuméCette thèse porte sur la simulation numérique d'un é
oulement interne 
ompressible, ins-tationnaire et turbulent à l'aide de la Simulation des Grandes E
helles (SGE). Dans 
etteappro
he, les grandes é
helles énergétiques et instationnaires de l'é
oulement sont 
al
u-lées, tandis que les petites é
helles sont modélisées.L'obje
tif de 
e travail, réalisé en 
ollaboration ave
 le Consortium Industrie-Re
her
hedans les Turboma
hines (CIRT) et le LEMFI, est d'analyser les potentialités de la SGEpour le 
al
ul d'é
oulements 
on�nés en géométrie 3D en vue d'appli
ations aux turboma-
hines.Le 
as d'étude retenu pour la validation de la méthodologie est l'é
oulement dans unetuyère 3D transsonique pour lequel il existe de nombreux résultats statistiques (LEMFI)et expérimentaux (ONERA). La tuyère est 
ara
térisée par une bosse en �è
he sur laparoi basse génératri
e d'e�ets 3D. L'é
oulement, sans rotation, présente 
ependant lesphénomènes physiques 
omplexes d'intera
tion onde de 
ho
/
ou
he limite et de large dé-
ollement, 
omme 
eux ren
ontrés au sein des turboma
hines. La SGE est obtenue à partird'un modèle de sous maille d'é
helles mixtes développé au LIMSI-CNRS. La dis
rétisa-tion temporelle des équations est réalisée par un s
héma de Runge-Kutta expli
ite d'ordredeux. Les �ux Euler sont dis
rétisés par un s
héma TVD d'Harten-Yee d'ordre deux tandisque les �ux visqueux le sont par un s
héma 
entré.La SGE a permis d'obtenir des informations instationnaires sur l'é
oulement, et de mettreen éviden
e la formation et le lâ
her de tourbillons dans la tuyère. La solution insta-tionnaire est di�érente de la solution stationnaire RANS obtenue ave
 une modélisationstatistique 
lassique et montre l'os
illation du 
ho
 et la déstabilisation du dé
ollement au
ours du temps. Les résultats de la SGE obtenus sur le nombre de Ma
h isentropique, lespro�ls de la vitesse moyenne et les tensions de Reynolds sont dis
utés et 
omparés auxrésultats expérimentaux (ONERA) et statistiques, obtenus ave
 le modèle de Launder-Shima (LEMFI). Le bilan de l'énergie 
inétique turbulente (k) est analysé et 
omparé à
elui donné par la modélisation statistique, dans le dé
ollement. Les résultats de la SGEmontrent des di�éren
es notables ave
 les résultats statistiques dans le 
÷ur de la tuyère :les termes de �u
tuations de pression importants mesurés dans le 
ho
 sont pris en 
omptepar la SGE.



4Abstra
tA realisti
 3D internal, unsteady, turbulent and 
ompressible �ow was simulated using theLarge Eddy Simulation (LES). This work was supported by the Consortium Industrie-Re
her
he en Turboma
hines (CIRT) and was 
ondu
ted in a 
ollaboration with theLEMFI.The sele
ted test-
ase was a 3D 
onvergent-divergent transsoni
 nozzle. Indeed there wereavailable experimental results (ONERA) and numeri
al simulations using RANS approa
h(LEMFI) that 
ould be used for 
omparisons with our simulation. Also this 
on�guration
ontained the main physi
al phenomena en
ountered in turboma
hinery.The nozzle is a re
tangular 
hannel with a swept three-dimensional bump on the lowerwall. A 3D sho
k wave/boundary layer intera
tion takes pla
e downstream the bump, lea-ding to a large separation.In the LES approa
h, the large unsteady and energeti
 s
ales are 
al
ulated. The 
ontri-bution of the unresolved small s
ales is modeled using the mixed s
ale model, developpedat the LIMSI-CNRS. Time integration of the equations is preformed by a se
ond orderexpli
it Runge-Kutta s
heme. The spatial dis
retization of the Euler �uxes is obtainedby a se
ond order TVD Harten-Yee s
heme while the vis
ous �uxes are dis
retized by a
entral s
heme.The LES of su
h �ow has given some interesting unsteady results. The temporal evolutionof the turbulent eddies, 
onve
ted by the mean �ow, has been observed. The large sepa-ration be
ame unstable and the sho
k wave os
illations were 
aptured by the LES.The methodology was then validated by 
omparing our results on the isentropi
 Ma
hnumber, the mean velo
ity and the Reynolds stress tensor to the numeri
al results givenby the statisti
al modelisation of Launder-Shima (LEMFI) and experiments (ONERA).The kineti
 energy balan
e was also analyzed and 
ompared to the statisti
al one, in theseparation zone. The LES results on the balan
e of k have shown that this approa
h pre-di
ts 
orre
tly the large �u
tuations of the pressure in the sho
k wave measured in themidle of the 
hannel, on the opposite of the statisti
al ones.
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Chapitre IIntrodu
tionCette étude s'insère dans le 
adre plus général des travaux menés depuis plusieurs an-nées par les industriels pour mieux 
omprendre les mé
anismes de 
ertains phénomènesinstationnaires ren
ontrés au sein des turboma
hines, provoqués par la non adaptation des
onditions d'alimentation des ma
hines, et qui peuvent être néfastes à leur bon fon
tion-nement.Les é
oulements au sein des turboma
hines font partie des é
oulements industriels lesplus 
omplexes aussi bien du point de vue des phénomènes physiques mis en jeu que dela 
omplexité des géométries ren
ontrées [41℄. Les turboma
hines sont des ma
hines dontle fon
tionnement est lié à l'énergie 
inétique de rotation. Elles peuvent fon
tionner selondeux modes : 
omme une turbine où il s'agit de transmettre l'énergie 
inétique du �uide àun arbre rotatif, l'énergie de rotation pouvant être alors transformée en une autre formed'énergie. Elles peuvent également fon
tionner en pompe ou 
ompresseur où le �uide est
omprimé sur plusieurs étages par transformation de l'énergie 
inétique de rotation fourniepar la ma
hine. Les turboma
hines sont en général 
onstituées d'une partie �xe, le statoret d'une partie mobile, le rotor, le stator permettant de 
ontr�ler la dire
tion d'attaquedu �uide sur le rotor. Cha
une des parties, rotor ou stator, est 
onstituée d'une rangéed'aubes en forme.Les é
oulements 
onsidérés sont des é
oulements de �uide 
ompressible turbulents tri-dimensionnels et instationnaires en géométrie 
omplexe, 
ara
térisés par la présen
e deparois né
essitant la prise en 
ompte des e�ets visqueux. Les é
oulements qui nous in-téressent plus parti
ulièrement sont des é
oulements à haute vitesse où il se produit desondes de 
ho
 qui interagissent ave
 les 
ou
hes limites. La présen
e de 
ho
s dans 
e typed'é
oulements produit de fortes pertes de 
harge. Certaines intera
tions donnent naissan
eà un dé
ollement des 
ou
hes limites dont l'instationnarité à grande é
helle est très nuisibleaux stru
tures solides. Les ondes a
oustiques générées peuvent entrer en résonnan
e ave
les aubes et être responsables de nuisan
es sonores importantes. Nous pouvons égalementsouligner qu'il n'existe pas en
ore d'expli
ations physiques satisfaisantes du tourbillonbloquant observé dans 
ertains 
ompresseurs ou turbines et 
e phénomène nuit de façon



8 I Introdu
tionimportante aux performan
es de 
es ma
hines. Il existe une demande forte de la part desindustriels d'études numériques d'é
oulements instationnaires, 
ompressibles externes ouinternes, notamment pour mieux 
omprendre 
ertains phénomènes vibratoires a
oustiquesinstationnaires à grande é
helle.Trois sour
es d'instationnarité peuvent être mises en éviden
e dans les ma
hines quinous intéressent. La rotation induit un forçage basse fréquen
e dans l'é
oulement et lesaubes de par leur mouvement propre génèrent des ondes a
oustiques qui interagissent ave
le �uide. Il existe un 
ertain nombre d'études sur l'instationnarité à basse fréquen
e liéeà la rotation [7℄, [45℄, [84℄ autour de l'é
oulement moyen. Les aubes sont de plus en plusmin
es, ave
 des envergures de plus en plus importantes et don
 plus fragiles. On trouveaussi dans la littérature un 
ertain nombre d'études sur la réponse des aubes à des ex-
itations extérieures (ondes de 
ho
 ou bulbes de re
ir
ulation) [6℄, [67℄. Les mé
anismesles plus di�
iles à prendre en 
ompte sont les 
ouplages non linéaires entre le mouvementdes aubes et l'é
oulement du �uide. Une des di�
ultés de 
es types de 
al
ul vient dudéséquilibre entre le temps de 
al
ul des é
oulements et le temps de 
al
ul des simula-tions aéroélastiques. L'étude d'élasti
ité des aubes est en général réalisée par rapport àl'é
oulement moyen [12℄, [66℄. Les études 
ouplées sont le plus souvent bidimensionnelleset les é
oulements sont 
al
ulés à partir des équations d'Euler. Il existe très peu d'étudestridimensionnelles ave
 des modèles statistiques k � " pour le 
al
ul d'un 
ouplage fort�uide/aubes [14℄.La troisième sour
e d'instationnarité, qui 
on
erne le 
adre de 
ette étude, vient de laturbulen
e elle-même à travers les variations spatio-temporelle des grandeurs physiques etde l'instationnarité des grandes é
helles anisotropes du �uide hors régime nominal.Ave
 le développement des moyens informatiques de 
es vingt dernières années, l'ana-lyse d'é
oulements turbulents de plus en plus 
omplexes par simulation numérique a étérendue possible. L'étude par simulation de 
es é
oulements à très haut nombre de Rey-nolds passe par une étape de modélisation 
ar il est impossible d'en résoudre toutes lesé
helles. Pour les nombres de Reynolds qui nous intéressent, qui sont supérieurs à 106,le nombre de points de maillage né
essaires pour en résoudre toutes les é
helles seraitde l'ordre de Re9=4 ' 1014 [63℄, et il dépasserait largement les 
apa
ités des plus gros
al
ulateurs ve
toriels et parallèles a
tuels. Trois grands types d'appro
he sont possiblesnumériquement pour modéliser et 
al
uler les é
oulements turbulents à moyen et hautnombres de Reynolds. La première 
orrespond à la SimulationNumérique Dire
te (SND).Elle permet de résoudre toutes les é
helles d'un é
oulement 
ara
térisé par un nombre deReynolds raisonnable par rapport à l'é
helle de Kolmogorov asso
iée. On peut ainsi 
al-
uler des é
oulements de transition ou faiblement turbulent sans modélisation. Les SNDpermettent d'obtenir des solutions qui servent de référen
e aux deux autres méthodesmême si les nombres de Reynolds sont di�érents. La se
onde appro
he est la Simulationdes Grandes E
helles. Dans 
ette appro
he, seules les grandes é
helles instationnaires de



Introdu
tion 9l'é
oulement sont résolues, en �ltrant spatialement l'é
oulement, tandis que l'a
tion despetites é
helles non résolues est modélisée. On peut voir la SGE 
omme une rédu
tiondu nombre de degrés de liberté du système pour lequel le 
al
ul dynamique des grandesstru
tures énergétiques est 
ara
téristique de la dynamique entière de l'é
oulement étudié.Le 
oût CPU et la mémoire né
essaire à l'utilisation de la méthodologie limitent a
tuel-lement son utilisation pour le 
al
ul des é
oulements industriels en géométrie 
omplexe.Les Simulations Statistiques où la solution est �ltrée temporellement et dé
omposée enune valeur moyenne et la valeur �u
tuante autour de 
ette valeur moyenne, sont les plusutilisées dans le domaine des turboma
hines. Les modèles utilisés sont, soit des modèlesde longueur de mélange, soit des modèles k � " [31℄, même si les validations de simulationRij � " résolvant la totalité des équations de transport des tensions de Reynolds [34℄ pourle 
al
ul des é
oulements au sein des turboma
hines semblent prometteuses.

Fig. I.1 � Dé
omposition du spe
tre d'énergie de la solution asso
iée à la simulation desgrandes é
helles [63℄La Simulation des Grandes E
helles apparaît 
omme une méthode intermédiaire entreles deux autres types de simulations dé
rits 
i-dessus et présente de fortes potentialitéspour le 
al
ul des é
oulements dans les turboma
hines en régime hors nominal présentantde grandes stru
tures instationnaires énergétiques. Dans la mesure où les petites é
helles,supposées plus isotropes, sont modélisées et que les grandes é
helles, anisotropes, sont
al
ulées, les modèles de SGE 
onstruits à partir d'hypothèses sur les petites é
helles sontd'un spe
tre plus large que les modèles statistiques. Un point fort de la méthodologie desgrandes é
helles est sa nature intrinsèquement instationnaire permettant théoriquementde 
apturer les instabilités à grande é
helle.Il existe peu d'études d'é
oulements internes instationnaires 
ompressibles en géomé-tries 
omplexes en SGE pour répondre aux demandes 
roissantes des industriels, malgrépar exemple les progrès en di�éren
es �nies dans la 
onstru
tion de maillages 
urvilignes
omplexes [31℄. Il est également né
essaire de valider la méthodologie SGE sur des 
astests réalistes ave
 des phénomènes 
omplexes [19℄, [27℄, [29℄ avant son intégration petit à
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tionpetit dans le monde industriel [56℄.Ce travail a pour obje
tif la validation de la simulation des grandes é
helles pour le
al
ul des é
oulements industriels au sein des turboma
hines, é
oulements qui sont parnature instationnaires et dont les phénomènes physiques mis en jeu sont en général très
omplexes. La validation de la méthode est réalisée en 
al
ulant l'é
oulement dans unetuyère 3D transsonique sans rotation, é
oulement qui présente 
ependant 
ertaines 
ara
-téristiques des é
oulements hors équilibre et hors régime nominal, au sein des turboma-
hines. L'é
oulement est 
ara
térisé par la présen
e d'un large dé
ollement tridimensionnelasso
ié à une intera
tion entre une onde de 
ho
 et la 
ou
he limite, et pour lequel il existede nombreux résultats expérimentaux et statistiques.Dans la première partie du mémoire nous reprenons en détails le 
adre général del'étude et nous présentons la tuyère 3D transsonique (ONERA), ave
 une bosse en �è
hesur la paroi basse, qui nous sert de 
as-test en dis
utant les résultats expérimentaux etstatistiques RANS (Reynolds Averaged Navier-Stokes equations) obtenus dans 
ette 
on�-guration. Nous présentons ensuite les équations de Navier-Stokes �ltrées résolues dans le
adre de la modélisation des grandes é
helles ave
 les di�érents termes à modéliser. Seulsles modèles qui ont été utilisés dans les simulations sont ensuite dis
utés. La troisièmepartie est 
onsa
rée aux méthodes numériques employées pour résoudre les équations di-
rétisées. Le maillage et un 
hamp 
onvergé statistiquement nous ont été fournis par leLEMFI [80℄ 
omme 
onditions initiales pour nos 
al
uls. Nous présentons rapidement lesmodi�
ations apportées au maillage et au 
hamp initial pour réaliser nos simulations dansune quatrième partie. Nous présentons ensuite les résultats instationnaires obtenus grâ
eà la SGE avant de 
omparer les quantités moyennes aux résultats statistiques et expéri-mentaux dans l'optique de valider la démar
he utilisée. En�n nous 
on
luons sur 
e travailet sur ses perspe
tives.



Chapitre IICadre de l'étude
II.1 Cadre de l'étude et dé�nition du 
as testNous avons dé
rit dans le premier 
hapitre les phénomènes physiques ren
ontrés au seindes turboma
hines. Dans 
ette étude nous nous limitons à l'étude de la modélisation desphénomènes instationnaires hors régime nominal et à la modélisation de la turbulen
e pourle 
al
ul des grandes é
helles instationnaires énergétiques. Dans 
ette partie nous dis
utonsdes potentialités de la SGE pour le 
al
ul des é
oulements dans les turboma
hines et nousdé
rivons le 
as test de la tuyère 3D Transsonique ave
 une bosse en �ê
he sur la paroibasse de l'ONERA.Si l'on s'intéresse aux instationnarités liées aux ondes de 
ho
 et aux re
ir
ulationsgénérées par les intera
tions onde de 
ho
/
ou
he-limite en régime supersonique [4℄, [52℄il est important de 
al
uler le plus pré
isément la position de 
es ondes de 
ho
 et desre
ir
ulation pour en retour 
al
uler les bonnes fréquen
e d'ex
itation auquelles sont sou-mises les aubes. Il est également important de prédire 
orre
tement les 
hamps de pressionsur les aubes. La présen
e d'onde de 
ho
 dans les é
oulements lorsque les 
onditions defon
tionnement sont inadaptées aux points de fon
tionnement des ma
hines, ou lorsquel'angle d'attaque du �uide sur les aubes n'est pas 
orre
t, diminue les performan
es desturboma
hines en provoquant de fortes pertes de 
harge.Les résultats sur le 
al
ul des é
oulements obtenus ave
 les méthodes statistiques dé-
rites pré
édemment sont en général en très bon a

ord ave
 l'expérien
e. Des di�éren
essont néanmoins observées lorsqu'on est en présen
e de forts dé
ollements ou d'é
oulementsturbulents instationnaires dans le sens où les stru
tures anisotropes sont instationnaires.Il est également bien 
onnu que la modélisation k � " reproduit di�
ilement les largesdé
ollements [31℄, [80℄. Con
ernant le 
al
ul des phénomènes instationnaires, les méthodesstatistiques moyennées instationnaires sont mises en ÷uvre par moyenne de phase lors-qu'il existe une fréquen
e de forçage prédominante, 
omme 
'est le 
as ave
 la rotation. La



12 II Cadresolution 
orrespond au 
al
ul de 
ette fréquen
e prédominante tandis que les autres sontmodélisées [63℄. Mais elles ne permettent pas de 
al
uler les instabilités à grandes é
hellesou les instationnarités liées à la turbulen
e.C'est ainsi que la SGE semble être une méthode mieux adaptée pour analyser lesphénomènes liés aux stru
tures et instabilités à grande é
helle au sein des turboma
hines.Elle permettrait de 
al
uler de façon plus pré
ise l'énergie �u
tuante 
ontenue dans lesgrandes é
helles de l'é
oulement responsables des vibrations hors régime nominal. Undes fa
teurs limitant à l'utilisation de 
ette méthodologie dans des géométries de type
ompresseur ou turbine à l'heure a
tuelle est le 
oût CPU élevé des simulations. Il estégalement né
essaire d'étudier en détail, dans une première étape, les potentialités de lamodélisation de sous maille et des s
hémas à 
apture de 
ho
 appliqués aux é
oulementsturbulents 
on�nés ren
ontrés dans les turboma
hines en régime 
ompressible.Avant de 
onsidérer le 
as 
omplexe d'un rotor et tous les phénomènes asso
iés, ilfaut valider la robustesse de la méthode. Il faut 
onsidérer un é
oulement ave
 
ertainsdes phénomènes génériques ren
ontrés dans les turboma
hines qui posent problèmes àla modélisation statistique mais néanmoins a

essible à l'outil d'analyse que représentela SGE. Le 
as test retenu pour la validation de la méthodologie des Grandes E
hellesappliquée au 
al
ul d'é
oulements 
ompressibles instationnaires 3D, 
on�nés et à hautsnombres de Reynolds, est l'é
oulement dans la tuyère transsonique 3D ave
 une bosse en�è
he sur la paroi basse de l'ONERA. C'est un 
as expérimental bien do
umenté [9℄ et quia fait l'objet de 
al
uls ave
 entre autre une modélisation statistique hybride Rij � " deLaunder-Shima lors de la thèse d'I. Vallet au LEMFI [80℄. La géométrie de la tuyère étudiéereste simple par rapport aux géométries réelles en turboma
hines, tout en étant beau
oupplus 
omplexe que nombre de géométries de 
anal ren
ontrées dans la littérature [47℄, [82℄.Le nombre de Reynolds vaut 22 105 
e qui est élevé même s'il reste en
ore en dessousdes nombres de Reynolds industriels. L'é
oulement n'est pas soumis à la rotation maisprésente une intera
tion onde de 
ho
/
ou
he limite tridimensionnelle à l'origine d'un trèslarge dé
ollement, 
omme il peut en exister au sein des turboma
hines hors adaptation,qui prend pla
e sous la stru
ture en lambda du 
ho
.La géométrie de la tuyère 3D (ONERA) est dé
rite en détail dans le paragraphe suivanten rappelant la dé�nition des grandeurs fondamentales telles que la température totale etla pression totale. Les études et les résultats obtenus sur 
e 
as test, expérimentalement etave
 des modélisations statistiques, sont ensuite dis
utés. En�n nous présentons les apportspossibles de la SGE pour l'étude de 
e type d'é
oulement par rapport aux modélisationsstatistiques en 
orrespondan
e ave
 
ertaines la
unes montrées par les modèles dans le
al
ul de l'é
oulement dans la tuyère.
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 bosse en �è
he del'ONERANotations et grandeurs physiques 
ara
téristiques :Dans toute la suite, le �uide 
onsidéré est de l'air qui se 
omporte 
omme un gaz parfait.En régime 
ompressible dans le domaine aérodynamique où les e�ets visqueux sont négli-gés, les grandeurs thermodynamiques 
ara
téristiques de l'é
oulement [24℄ sont l'enthalpie :h = 
PT et la pression p = � R T .Les équations thermodynamiques permettant de dé
rire l'état du �uide ne sont valablesqu'entre des états à l'équilibre. Souvent le 
hoix d'un état initial de référen
e thermody-namique pour évaluer les 
onstantes qui apparaîssent dans les 
al
uls est di�
ile. C'estainsi que s'introduit la notion de 
onditions génératri
es ou d'arrêt qui 
orrespondent àun état de référen
e, parfois �
tif, où le �uide est au repos et à l'équilibre thermody-namique. Les 
onditions génératri
es (ou réservoir) de l'é
oulement sont l'enthalpie totaleht = h + 12(u2 + v2 + w2) et la pression totale Pt. Lorsque les propriétés physiques du �uidesont 
onstantes les 
onditions génératri
es deviennent Tt et Pt. Les formules permettantde dé�nir Tt et Pt dans une transformation isentropique en fon
tion du nombre de Ma
hlo
al, M , sont rappelées 
i-dessous :pPt = (1 + 
 � 12 M2)(�
=(
�1))TTt = (1 + 
 � 12 M2)�1Ces relations nous ont servi pour imposer les 
onditions aux limites. Elles permettentaussi de 
al
uler le nombre de Ma
h isentropique qui donne la stru
ture de l'é
oulementdu point de vue de la position des 
ho
s ou des dé
ollements et re
ollements.Régimes d'une tuyère :Les tuyères servent prin
ipalement à assurer la propulsion de di�érents engins 
omme lesavions, les fusées ou les missiles. Elles sont 
ara
térisées par leur débit massique et leurpoussée. Les tuyères doivent remplir de multiples fon
tions :� détente optimale des gaz de 
ombustion (
'est-à-dire une poussée maximale lors durégime de 
roisière).� pertes de 
harge minimum lorsque la tuyère est inadaptée au régime de volUne tuyère est un 
onduit 
onvergent-divergent qui assure l'a

élération des gaz en pro-venan
e du moteur depuis une vitesse très faible à l'entrée, jusqu'à un nombre de Ma
hsupersonique ou subsonique dans la se
tion de sortie. Le nombre de Ma
h en sortie, pour



14 II Cadreune géométrie �xée, dépend de la valeur de la pression statique en sortie et l'état sonique(u = 
), s'il existe, est obligatoirement atteint au niveau du 
ol. Tous les régimes d'é
oule-ment dans une tuyère 2D sont dé
rits théoriquement dans le livre de Liepmann et Roshko[24℄ et expérimentalement dans l'arti
le de X. Liu et L. C. Squire [50℄. La tuyère est ditesubsonique lorsque le �uide à la sortie est subsonique, et supersonique lorsque le �uide estsupersonique à la sortie de la tuyère.Géométrie de la tuyère :La �gure (II.1) représente la tuyère tridimensionnelle (ONERA) qui a don
 été 
hoisie
omme 
as test pour valider la simulation des grandes é
helles appliquée aux é
oulementsturbulents 
ompressibles internes en géométrie 
omplexe. Le maillage et un 
hamp ini-tial 
ompressible des variables 
onservatives moyennes (�;�u;�v;�w;�E) et des tensions deReynolds nous ont été fournit par le LEMFI [80℄. � est la densité du �uide. Les variables(u;v;w) représentent les 
omposantes de la vitesse et (E) est l'energie totale du �uide parunité de volume.La tuyère est 
ara
térisée par une bosse en �è
he sur la paroi basse et un 
ol ensortie. La géométrie en �è
he de la bosse permet d'obtenir les e�ets tridimensionnels. Lalongueur de la tuyère vaut Lx = 0;8 m, la hauteur à l'entrée Ly = 0;1 m et Ly = 0;105 m àla sortie. La largeur, 
onstante sur toute la longueur de la tuyère, vaut Lz = 0;1213 m. Lalongueur minimum de la 
orde de la bosse dé�nit la longueur de référen
e pour le 
al
uldu nombre de Reynolds : � = 0;245 m. Elle varie de � = 0;245 m en z = 0 m à � = 0;37 men z = Lz. Le nombre de Reynolds 
al
ulé à partir de la vitesse maximum à l'entréede la tuyère, uref = 200 m s�1, vaut Re = 22 105. L'é
oulement à l'entrée est subsoniqueave
 un nombre de Ma
h maximum de M = 0;6. L'é
oulement à la sortie de la tuyèreest supersonique, sauf dans les 
ou
hes limites, ave
 un nombre de Ma
h maximum deMs = 1;5. L'origine des abs
isses n'est pas à l'entrée mais au début de la bosse 
omme lemontre la �gure (II.1). Les simulations statistiques et SGE ont été réalisées sur un maillage
urviligne de 201x91x101 points. La résolution des équations dans le nouveau système de
oordonnées sera dis
utée dans la partie (III.2.3).Dans les premières simulations numériques de L. Cambier et B. Es
ande en 1990 [10℄ lese
ond 
ol n'était pas modélisé et la pression imposée à la sortie était supposée 
onstante.I. Vallet a montré [80℄ que la simulation numérique du se
ond 
ol a son importan
e puisquela pression à l'amont du 
ol n'est pas homogène dans les expérien
es. Expérimentalementle se
ond 
ol ajustable permet de générer et d'ajuster l'onde de 
ho
 dans le 
anal. Lase
tion de 
e se
ond 
ol a été 
al
ulée numériquement de façon à obtenir la même positionde l'onde de 
ho
 qu'expérimentalement. La hauteur du 
ol fait ainsi 0;095 m (la valeurexpérimentale est de 0;0956 m).Par 
ontre l'entrée et le réservoir de la tuyère ne sont pas modélisés. Les 
al
uls sta-tistiques Rij � " sont initialisés ave
 un 
hamp non visqueux, de 
onditions réservoirPt = 0;92 105 Pa et Tt = 300 K, 
orrigé par des 
ou
hes limites. Nos 
al
uls sont initialisés
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Fig. II.1 � Tuyère 3D ave
 bosse en �è
he (ONERA)par un 
hamp statistique visqueux 
onvergé temporellement obtenu par une modélisationde Launder-Shima au LEMFI [80℄, et les 
onditions aux limites sont imposées à partir despro�ls des quantités qui tiennent 
ompte des 
ou
hes limites.Nous passons maintenant en revue les études et les résultats existants sur le 
as test de latuyère 3D ave
 une bosse en �è
he de l'ONERA, aussi bien expérimentaux que statistiques.



16 II CadreII.3 Résultats expérimentaux dans la tuyèreLes mesures expérimentales des vitesses moyennes, du nombre de Ma
h isentropiqueet des tensions de Reynolds ont été réalisées par l'équipe de J. Délery à l'ONERA parvélo
imétrie laser [5℄, [21℄. Elles ont été réalisées dans le 
onduit S8 transsonique [21℄ dese
tion 
arrée sur laquelle des bosses de di�érentes formes peuvent être �xées en haut eten bas. Un se
ond 
ol ajustable permet de produire des ondes de 
ho
 dans la tuyère etde les positionner en fon
tion de l'ouverture de la se
tion. Il faut remarquer que les axeset leur orientation ne sont pas les mêmes dans les expérien
es et la thèse d'I. Vallet [80℄.Dans nos simulations, nous avons 
onservé la même orientation que 
elle utilisée dans lathèse.La 
on�guration qui sert de 
as-test à la validation de la SGE 
orrespond au 
onduit S8de se
tion 
arrée ave
 une bosse en �è
he qui permet d'obtenir des e�ets tridimensionnels.La géométrie du 
anal a été dé�nie ave
 le sou
i d'en fa
iliter la représentation dans les
odes de 
al
ul. Les 
ara
téristiques géométriques de la bosse sont dé
rites en détail dans[5℄, [9℄, [10℄. Le volume étudié expérimentalement va de x = 0;230 m à x = 0;445 m.Le nombre de Ma
h isentropique, Mis = s( 2
 � 1[(Ptp ) 
�1
 � 1℄), a été 
al
ulé expéri-mentalement le long de l'axe (Ox) à partir des mesures de pression sur les quatre paroisen 
onsidérant la pression génératri
e Pt 
onstante : Pt = 0;92 105 Pa. Il y a quatre lignesave
 des points de mesure selon (Ox), réparties sur toute la hauteur sur les parois latérales.Il y a 
inq lignes ave
 des points de mesure selon (Ox), réparties sur toute la largeur surles parois basse et haute. La repartition du nombre de Ma
h isentropique pariétal sur lesdi�érentes parois permet d'obtenir une vue pré
ise de la stru
ture de l'é
oulement dansles zones d'intera
tion entre l'onde de 
ho
 et les 
ou
hes limites ainsi que la position des
ho
s.Les 
omposantes de la vitesse moyenne et du tenseur de Reynolds obtenues par l'expé-rien
e et les simulations statistiques sont 
omparées le long de (Oy) pour plusieurs stationsx �xées par l'expérien
e dans 
inq plans z di�érents. Les tableaux 
i-dessous ré
apitulentles points expérimentaux où sont mesurées les 
omposantes de la vitesse et des tensionsde Reynolds.
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isses x et des 
�tes z des points de mesure de la vitesse et des tensionsde Reynoldsx1 = 0;230 mx2 = 0;270 mx3 = 0;290 mx4 = 0;310 mx5 = 0;340 mx6 = 0;360 mx7 = 0;390 m
z1 = 0;0113 mz2 = 0;0413 mz3 = 0;0613 mz4 = 0;0913 mz5 = 0;1113 mL'é
oulement, subsonique en entrée, est a

éléré sur la bosse en �è
he en raison de ladiminution de la se
tion. Il atteint l'état sonique au voisinnage du sommet de la bosse qui
onstitue un 
ol. En aval, il devient supersonique puis se ralentit au travers d'une ondede 
ho
, du fait de la présen
e du se
ond 
ol sonique. L'onde de 
ho
 interagit ave
 les
ou
hes limites des quatres fa
es de la tuyère. Il se forme un 
ho
 en lambda sur toute lahauteur de la tuyère générant de multiples séparations du �uide et plus parti
ulièrementun large dé
ollement tridimensionnel pro
he de la paroi latérale droite z = 0;1213 m. Ledéveloppement des di�érents régimes de l'é
oulement dans une tuyère en 2D est détaillédans l'arti
le de Liu et Squire [50℄ et reste pro
he des s
énarii d'établissement de l'é
ou-lement dans la 
on�guration 3D. Les prin
ipales di�éren
es observées entre les études 2Det 3D résident dans la stru
ture de l'é
oulement pro
he des parois latérales où les 
ho
smis en éviden
e en 2D sont rempla
és par des 
ompressions en 3D [5℄.Les �gures (II.2) et (II.3) représentent les distributions du nombre de Ma
h isentropiqueselon (Ox) sur les deux parois latérales z = 0 m et z = 0;1213 m pro
he de la paroi basse.Les 
roix 
orrespondent aux résultats expérimentaux et le trait 
orrespond aux résultatsde simulation RSM (Reynolds Stress Model) ave
 le modèle de Launder-Shima [80℄. Onobserve bien la stru
ture en lambda du 
ho
 en z = 0 m sur la �gure (II.2) ave
 les deux
ompressions su

essives le long de (Ox). La pression derrière le 
ho
 reste inférieure àla pression dans la 
ou
he limite et l'intera
tion entre l'onde de 
ho
 et la 
ou
he limitene donne pas naissan
e à un dé
ollement de la 
ou
he limite de 
e 
�té de la tuyère surla paroi basse. Par 
ontre, de l'autre 
�té la pression derrière le 
ho
 est supérieure à lapression dans la 
ou
he limite et on observe un large dé
ollement tridimensionnel. Il est
ara
térisé par le plateau de pression mesuré sur la �gure (II.3). Nous pouvons soulignerque l'intera
tion d'une onde de 
ho
 ave
 une 
ou
he limite ne donne pas for
ément un
ho
 en lambda et que le résultat dépend de la nature de la 
ompression. Si le plateau qui
orrespond à la quasi totalité du bulbe de re
ir
ulation est dans une zone supersonique,
omme on l'observe sur la �gure (II.3), il y a un 
ho
 en lambda. Si le plateau est dansune zone subsonique un seul 
ho
 est produit. Les résultats statistiques observés sur les
ourbes dé
rites sont présentés dans la se
tion suivante.Con
ernant les résultats expérimentaux obtenus sur l'é
oulement moyen, le �uide esta

éléré sur la bosse en devenant sonique au 
ol. La dissymétrie de la bosse induit un



18 II Cadremouvement transverse du �uide de la paroi latérale gau
he z = 0 m vers la paroi latéraledroite z = 0;1213 m. Il est di�
ile de trouver dans la littérature l'étendue exa
te du bulbede re
ir
ulation pro
he de la paroi z = 0;1213 m mais il semble que le bulbe soit situéglobalement entre x = 0;280 m et x = 0;310 m [5℄. La �gure (II.4) représente le pro�l dela 
omposante longitudinale de la vitesse en x = 0;290 m en z = 0;1113 m. A nouveau les
roix 
orrespondent aux mesures et la ligne aux résultats RANS obtenus ave
 le modèlede Launder-Shima. Nous ne 
ommentons pas pour l'instant les résultats statistiques quiseront dé
rits dans la pro
haine se
tion.Les mesures ne vont pas jusqu'à la paroi, mais la pente de la 
ourbe expérimentalepro
he de la paroi basse laisse supposer que le �uide est dé
ollé à 
ette station. La zonedé
ollée doit être trop pro
he de la paroi pour être déte
tée. Toutes les vitesses sontrendues sans dimension par la vitesse maximum à l'entrée uref = 200 m s�1. La �gure(II.5) représente le pro�l de la 
omposante longitudinale de la vitesse en x = 0;310 men z = 0;1113 m. Les mesures indiquent que la 
ou
he limite est re
ollée à 
ette station.Contrairement à un é
oulement bidimensionnel où il se formerait un re�ux beau
oup plusintense, l'é
oulement a la possibilité de fuir transversalement induisant un étalement etun a�aiblissement des intera
tions en 3D [5℄. C'est l'é
oulement transverse w représentésur la �gure (II.6) en x = 0;340 m en z = 0;0913 m et sur la �gure (II.7) en x = 0;360 men z = 0;1113 m, qui donne au bulbe sa tridimensionnalité, limitant son étendue selon(Ox). On observe la forte inje
tion de �uide mesurée expérimentalement pro
he de laparoi basse dans la dire
tion de la paroi latérale droite où la 
ou
he limite dé
olle. Nouspouvons signaler également qu'un dé
ollement est observé expérimentalement sur la paroihaute derrière le 
ho
 droit.Con
ernant les résultats expérimentaux sur la mesure de la turbulen
e, on observeune augmentation de l'énergie 
inétique turbulente k pro
he de la paroi basse au début del'intera
tion onde de 
ho
/
ou
he limite en x = 0;270 m. Il y a également une ampli�
ationde la turbulen
e dans la zone d'intera
tion entre l'onde de 
ho
 et la 
ou
he limite de laparoi haute et de la paroi basse. On observe en
ore un fort taux de turbulen
e en aval del'intera
tion onde de 
ho
/
ou
he limite, montrant que la 
ou
he limite relaxe lentementvers un état non perturbé [9℄.
II.4 Résultats statistiques dans la tuyèreDi�érentes simulations de l'é
oulement dans la tuyère ont été réalisées ave
 des modéli-sations statistiques k � " [9℄, [10℄, [32℄ et Rij � " ave
 le modèle hybride de Launder-Shima[80℄ et les résultats sont en assez bon a

ord ave
 les expérien
es en 
e qui 
on
erne les
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II.4 Résultats statistiques dans la tuyère 21résultats moyens stationnaires. La modélisation statistique ou même RANS montre néan-moins des la
unes dans la prédi
tion de 
ertains phénomènes 
omme le 
al
ul des zonesde re
ir
ulation ou la prédi
tion de la stru
ture de la turbulen
e dans 
ertains 
as 
om-plexes 
omme lors de l'intera
tion d'une onde de 
ho
 ave
 une 
ou
he limite. D'autrepart 
omme nous l'avons déjà exposé, les 
onstantes des modèles statistiques sont plusnombreuses qu'en SGE et très dépendantes de la géométrie étudiée.Les �gures (II.8) et (II.9) représentent l'é
oulement qui nous sert d'initialisation, ob-tenu par la simulation RANS ave
 le modèle de Launder-Shima, des deux 
�tés latéraux dela tuyère. Chaque �gure représente les isovaleurs de la vitesse longitudinale, rendue sansdimension par la vitesse du son lo
ale pour faire apparaître 
lairement les zones subso-niques et les zones supersoniques. Comme nous l'avons déjà dé
rit on observe l'a

élérationdu �uide sur la bosse et le 
ho
 en lambda sur la �gure (II.8) du 
�té latéral droit. De 
e
�té la pression derrière le se
ond 
ho
 est inférieure à la pression dans la 
ou
he limiteet il n'y a pas de dé
ollement. Au 
ontraire près de la paroi latérale droite, �gure (II.9),l'intera
tion du 
ho
 ave
 la 
ou
he limite est à l'origine d'un large dé
ollement tridimen-sionnel mis en éviden
e par les isovaleurs négatives de la vitesse (bleu).Les simulations réalisées ave
 une modélisation k � " et Rij � " ont globalement amé-lioré les résultats obtenus sur les 
ara
téristiques globales de l'intera
tion onde de 
ho
/
ou
he-limite par rapport aux simulations ave
 une modélisation algébrique de type longueur demélange. Elles prédisent de manière pré
ise le 
ho
 en lambda près de la paroi latéralegau
he où la 
ou
he limite ne dé
olle pas 
omme le montre la �gure (II.2). Et les résul-tats Rij � " ave
 lesquels nous initialisons nos 
al
uls sont meilleurs que les résultats k � ".Les simulations statistiques k � " ou RSM ave
 le modèle de Launder-Shima montrentnéanmoins des la
unes dans la prédi
tion de la zone de re
ir
ulation du 
�té latéral droitde la tuyère 
omme le montre la distribution du nombre de Ma
h isentropique pro
hede la paroi latérale droite �gure (II.3). Les os
illations observées sur les résultats RSMsont liés aux limiteurs utilisés dans la méthode numérique. Elles n'existent plus ave
 unmodèle indépendant de la distan
e à la paroi dans [33℄. Le modèle ne 
apture pas leplateau de pression mesuré expérimentalement qui 
ara
térise la zone d'eau morte dans lare
ir
ulation.Une autre la
une montrée par les modèles vient d'une surprédi
tion de l'étendue dela zone de re
ir
ulation. La �gure (II.5) montre que le modèle de Launder-Shima préditune vitesse négative pro
he de la paroi basse en x = 0;310 m que l'on ne retrouve pas surles résultats expérimentaux. Cette surprédi
tion de la zone de re�ux semble liée a unemauvaise prédi
tion de la 
omposante transverse dans 
ette zone. La forte inje
tion de�uide dans le dé
ollement, mis en édviden
e par la forte valeur de la vitesse transversemesurée expérimentalement sur la �gure (II.7), est mal prédite par les simulations. C'est
ette inje
tion de �uide dans la re
ir
ulation qui limite l'extension du bulbe selon (Ox) en
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ture.Con
ernant les résultats de simulation sur la stru
ture de la turbulen
e, la présen
e du
ho
 n'apparaît pas sur les intensités turbulentes au 
÷ur de la tuyère. Ils montrent unerelaxation des phénomènes d'ampli�
ation de la turbulen
e trop rapide après l'intera
tion.Néanmoins, nous pouvons pré
iser que les résultats présentés sur les �gures (II.4) à(II.7) ont été nettement améliorés ave
 une modélisation de type RSM indépendante dela distan
e à la paroi [33℄.
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24 II CadreII.5 Simulation des Grandes E
helles d'é
oulements 
om-plexes de �uide 
ompressibleLa simulation des grandes é
helles est une méthodologie prometteuse pour le 
al
uld'é
oulements internes 
omplexes ave
 de grosses stru
tures anisotropes instationnaires.Grâ
e à la séparation d'é
helles, les grandes é
helles de l'é
oulement sont 
al
ulées etles petites é
helles sont modélisées ave
 un modèle de sous maille. On suppose que lesmodèles de SGE présentent un 
ara
tère universel que n'ont pas les modèles statistiquesqui doivent modéliser toutes les é
helles de l'é
oulement, des grandes aux petites é
helles.Il est né
essaire d'ajuster les 
onstantes des modèles statistiques en fon
tion du problèmeétudié, les grandes é
helles étant 
ara
térisées par la géométrie étudiée. Au 
ontraire, lespetites stru
tures sont supposées plus isotropes et don
 leur modélisation indépendantedu problème traité.La simulation des grandes é
helles a montré ses 
apa
ités à prédire des é
oulementsexternes 
ara
térisés par de grosses stru
tures instationnaires aussi bien en in
ompressible[26℄, [43℄, [44℄, [57℄ qu'en 
ompressible [87℄, [16℄, [19℄, [22℄, [23℄, [75℄. L'instationnarité desstru
tures est bien 
apturée par la SGE. Les modèles de sous maille ont évolué vers desmodèles moins dissipatifs que le modèle initial de Smagorinsky [69℄, 
omme le modèled'é
helles mixtes [58℄, [64℄ ou le modèle dynamique [30℄, qui donnent de bien meilleursrésultats [16℄, [22℄, [40℄, [47℄, [59℄.Le nombre d'études en SGE pour les é
oulements 
on�nés en géométrie 
omplexe, 3D,est en
ore restreint [85℄, ou limité à des géométries simples de type 
anal plan [8℄, [47℄, [55℄,même si la 
onstru
tion de maillages 
urvilignes 
ompliqués ave
 un nombre de points deplus en plus important ne représente plus un obsta
le à l'étude de géométries 
omplexesdu fait des progrès qui ont été réalisés dans le domaine [62℄, [72℄, [73℄, [77℄. Le temps CPUde 
al
ul né
essaire reste très important limitant l'utilisation de la méthodologie à desé
oulements 
omplexes.A la vue des di�
ultés a
tuelles de la modélisation statistique à traiter les problèmesave
 des grosses stru
tures instationnaires et à la vue du 
oût élevé des simulations desgrandes é
helles, il y a un enjeu à réussir à 
oupler les deux types de simulations en tirantparti des qualités de 
haque modélisation. L'idée de 
e travail est de 
al
uler l'é
oulementinstationnaire dans la tuyère en perturbant l'é
oulement moyen obtenu par une modélisa-tion statistique, limitant ainsi le 
oût des 
al
uls. La simulation RANS permet d'obtenirun é
oulement déjà établi dans toute la tuyère ave
 les 
ara
téristiques ma
ros
opiquesphysiques déjà présentes dans l'initialisation. La simulation des grandes é
helles doit don-ner les résultats sur les propriétés instationnaires de l'é
oulement étudié dans la tuyère.Le modèle d'é
helles mixtes a montré ses 
apa
ités à prédire 
orre
tement les é
oulementsfortement dé
ollés. Il doit améliorer les résultats sur le 
al
ul de la zone de re
ir
ulationdans la tuyère. La SGE doit également permettre d'améliorer la stru
ture de la turbulen
een présen
e de l'intera
tion onde de 
ho
/
ou
he limite, à la vue de tous les résultatspositifs obtenus par la SGE sur la stru
ture de la turbulen
e dans les géométries ave
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helles d'é
oulements 
omplexes de �uide 
ompressible 25parois [47℄. Un autre apport d'un tel 
ouplage réside dans l'étude énergétique de l'é
ou-lement à travers le bilan de l'énergie 
inétique turbulente. Une étude réalisée en SGElo
alement doit permettre de mieux 
omprendre 
ertaines la
unes de la modélisation sta-tistique. Comme seules les petites é
helles sont modélisées 
ontrairement aux appro
hesstatistiques où toutes les é
helles sont modélisées, nous pensons obtenir des résultats pluspré
is sur les termes du bilan en 
al
ulant mieux les grandes é
helles de l'é
oulement.Il reste de nombreuses questions 
on
ernant la SGE en régime 
ompressible, 
omme parexemple sur les notions de �ltrage et leur interprétation. Le maillage que nous utilisons esttrès anisotrope nous amenant à utiliser la SGE à la limite de son 
adre théorique. Les étudesré
entes montrent qu'en présen
e d'onde de 
ho
 dans l'é
oulement, les 
ouplages quiexistent entre la dis
rétisation et la modélisation de sous maille posent plus de problèmesen 
ompressible qu'en in
ompressible. Les s
hémas de dis
rétisation à 
apture de 
ho
introduisent dans les 
al
uls une vis
osité numérique qui est en 
ompétition ave
 la vis
ositéphysique introduite par la modélisation de sous maille. Et d'ailleurs l'un des enjeux de laSGE en régime 
ompressible a
tuellement est de pouvoir 
ontr�ler la vis
osité numériqueet l'un des moyens utilisé est la re
her
he de s
hémas à 
apture de 
ho
 d'ordre élevé [94℄ou l'utilisation de 
apteurs de 
ho
 lo
aux en espa
e [29℄.Néanmoins notre obje
tif est de 
al
uler des é
oulements 
omplexes de nature in-dustrielle et un 
ertain nombre de moyens numériques et de modélisation sont à notredisposition. Nous pensons que la méthodologie SGE peut apporter des améliorations lo
a-lement sur des 
ara
téristiques bien pré
ises de l'é
oulement, 
omme l'intera
tion onde de
ho
/
ou
he limite, par rapport aux 
al
uls statistiques. Un point très fort de la SGE pourson intégration dans le monde industriel vient de la nature intrinsèquement instationnairede la méthode.Nous passons maintenant à la des
ription de la modélisation de sous maille et desméthodes numériques utilisées pour 
al
uler l'é
oulement dans la tuyère 3D en SGE.
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Chapitre IIILa simulation des grandes é
helles en
ompressibleLa Simulation des Grandes E
helles (SGE) est étroitement liée à la résolution numé-rique des équations de Navier-Stokes en régime turbulent et à la notion de séparationd'é
helles par �ltrage spatial. Les grandes é
helles de l'é
oulement, isolées par un �ltrepasse-haut en é
helles, sont 
al
ulées tandis que les petites é
helles sont modélisées. Ainsion peut voir la SGE 
omme une rédu
tion du nombre de degrés de liberté du système étu-dié, pour lequel le 
al
ul dynamique des grandes é
helles énergétiques est 
ara
téristiquede la dynamique globale de l'é
oulement. Dans 
e 
hapitre, nous dé
rivons la méthodologiede façon plus formelle en introduisant la notion de �ltrage sous forme mathématique et lanotion de modélisation de sous maille.L'opération de �ltrage des termes non linéaires dans les équations de Navier-Stokes enrégime 
ompressible fait apparaître de nombreux termes de sous maille dont nous dis
utonsla modélisation en nous inspirant des travaux de Vreman [87℄ sur la 
ou
he de mélangetemporelle.La modélisation de sous maille utilisée pour représenter le tenseur de sous maille etle �ux de 
haleur de sous maille est ensuite présentée. L'é
riture des modèles est trèsdi�érente selon que l'on travaille dans l'espa
e physique ou dans l'espa
e spe
tral, mêmesi les mé
anismes reproduits par la modélisation sont identiques. On ne parlera i
i que dumodèle d'é
helles mixtes qui est utilisé dans l'espa
e physique mais on peut se référer à[15℄, [30℄, [53℄, [63℄, pour une présentation détaillée des modèles spe
traux.III.1 Notion de �ltrage et propriétésIII.1.1 Dé�nitionLa séle
tion des grandes é
helles de l'é
oulement en SGE s'e�e
tue en appliquant un�ltre passe-haut en é
helles à la solution exa
te que nous notons f . Le signal est dé
omposé



28 III SGEselon f = f + f 0. f est la partie �ltrée de la solution exa
te et f 0 est la partie non résoluede la solution exa
te. L'opération de �ltrage introduit une longueur 
ara
téristique � : f
ara
térise les grandes é
helles dont la longueur 
aratéristique est supérieure à � et f 0
ara
térise les petites é
helles dont la longueur 
aratéristique est inférieure à �.Lorsque le �ltre est temporel, la dé
omposition est identique à la dé
omposition deReynolds où le signal est dé
omposé autour de sa valeur moyenne. Lorsque le �ltre estspatial, la partie non résolue est appelée 
ontribution de sous maille.D'un point de vue mathématique, l'opération de �ltrage est dé�nie par le produit de
onvolution : f(x;t) = Z 1�1 Z 1�1 f(�;t0)G(x� �;t� t0)dt0d�où le noyau de 
onvolution, G, est 
ara
téristique du �ltre utilisé. Des détails sur 
esnotions de �ltrage peuvent être trouvés dans le livre de P. Sagaut [63℄ ainsi que la thèsed'E. Lenormand [47℄.Les propriétés fondamentales des �ltres sont dé�nies à partir des moyennes d'ensemble.Les �ltres doivent véri�er les propriétés suivantes [63℄ :- 
onservation des 
onstantes : a = a- linéarité : f + g = f + g- 
ommutativité ave
 la dérivation : �f�x = �f�xD'autre part, les opérateurs de Reynolds véri�ent les propriétés supplémentaires :- f = f- f 0 = 0Dans le 
adre des simulations statistiques, les �ltres sont des �ltres temporels qui sontdes opérateurs de Reynolds permettant de séle
tionner la solution moyenne 
onstante entemps ou sur un intervalle de temps grand par rapport au temps 
ara
téristique des �u
-tuations.Ces propriétés sur les moyennes d'ensemble ne sont malheureusement pas toujours véri-�ées pour les maillages 
urvilignes 3D, notamment la propriété de 
ommutation [35℄, [44℄.Les �ltres qui 
ommutent ave
 l'opérateur de dérivation ne sont pour l'instant 
onstruitsfa
ilement que dans l'espa
e de Fourier [51℄. La te
hnique très largement utilisée en SGEest l'opération de �ltrage impli
ite des équations. Le �ltrage impli
ite 
onsiste à résoudreles équations de Navier-Stokes dis
rétisées sans appliquer de �ltre 
onnu analytiquement,les opérateurs de dérivation dis
rets agissant 
omme un �ltre passe-haut en é
helle dansla dire
tion de dérivation [81℄. Il est di�
ile, aussi bien en régime in
ompressible qu'enrégime 
ompressible, d'interpréter l'opération impli
ite de �ltrage sur les maillages 
ur-vilignes 3D même si l'appro
he impli
ite repose sur l'idée que la taille 
ara
téristique dumaillage utilisé est de l'ordre de la taille du �ltre qu'il faudrait utiliser pour 
apturer lesgrandes é
helles.



III.2 Equations de Navier-Stokes �ltrées pour un �uide 
ompressible 29III.1.2 Dé
omposition de Favre en régime 
ompressibleLe �ltrage des équations de Navier-Stokes 
ompressibles fait apparaître de nombreuxtermes par rapport aux équations in
ompressibles �ltrées. Favre [25℄ a introduit en 1965une nouvelle variable qui est une variable d'ensemble pondérée par la masse volumique,permettant de ne pas introduire de termes supplémentaires à modéliser dans l'équationde 
onservation de la masse. Les variables sont dé
omposées selon le même modèle qu'enin
ompressible : f = ef + f" où ef est dé�nie par ef = �f� . L'opérateur (:) est l'opérateur de�ltrage qui a été dé�ni au paragraphe (III.1.1) 
i-dessus. Dans 
e type de dé
ompositionles opérateurs de Reynolds véri�ent �f" = 0, 
e qui n'est pas le 
as des �ltres spatiaux.Les variables de Favre seront utilisées lors du �ltrage des équations de Navier-Stokesprésenté dans le paragraphe suivant.III.2 Equations de Navier-Stokes �ltrées pour un �uide
ompressiblePour faire apparaître de façon 
laire les termes qui doivent être modélisés dans leséquations �ltrées impli
itement, les quantités sont dé
omposées formellement en une par-tie résolue et une partie de sous maille 
omme au paragraphe (III.1.1). Pour simpli�er,les équations �ltrées sont présentées en 
oordonnées 
artésiennes. Elle sont données en
oordonnées 
urvilignes à la �n de 
ette partie, avant de passer à la des
ription du modèled'é
helles mixtes utilisé dans les simulations.Les équations de Navier-Stokes instantannées pour un �uide 
ompressible sont rappe-lées 
i-dessous sous forme 
onservative et en 
oordonnées 
artésiennes :���t + ��xj (�uj) = 0 (III.1)��ui�t + ��xj (�uiuj + pÆij � �ij) = 0 (III.2)��E�t + ��xj ((�E+ p)uj � ui�ij + qj) = 0 (III.3)Le �uide simulé est de l'air. � est la densité du �uide, ui sont les 
omposantes (u;v;w) de lavitesse dans 
haque dire
tion (Oxi) et p est la pression statique reliée aux autres variablesthermodynamiques par la loi d'état des gaz parfait : p = � R T ave
 la 
onstante des gazparfaits massique R (R = 287 [J=Kg K℄ pour l'air).E = 
vT + 12ui ui est l'énergie totale du �uide par unité de volume.



30 III SGE�ij est le tenseur des 
ontraintes : �ij = 2�(T )(Sij � 13SkkÆij) ave
 le tenseur de déforma-tion Sij = 12(�ui�xj + �uj�xi ).� est la vis
osité dynamique du �uide et qj est le �ux de 
haleur donné par la loi deFourier : qj = �� �T�xj .� est la 
ondu
tivité thermique du �uide.La vis
osité dynamique � est donnée par la loi de Sutherland :�(T ) = �1( TT1 ) 32 (110;4 + T1110;4 + T )La 
ondu
tivité thermique �(T ) est déduite de �(T ) à partir d'une hypothèse de nombrede Prandtl 
onstant : � = 
R
 � 1 �Pr .
 = 
p
v , rapport des 
haleurs spé
i�ques, vaut 1;4 et Pr = 0;725 pour l'air.III.2.1 Equations �ltrées ave
 tous les termes de sous mailleLes quantités sont don
 dé
omposées en une partie résolue f et une quantité de sousmaille f 0 selon : f = f + f 0. f 
orrespond au signal �ltré spatialement. Les variables sontpondérées par la masse volumique par la te
hnique de Favre [25℄ : ef = �f=� 
e qui permet,
omme nous l'avons dit, de n'avoir au
un terme à modéliser dans l'équation de 
onservationde la masse. Selon 
ette dé
omposition f = ef + f". Pour la pression et la masse volumiquep = p+ p0 et � = �+ �0.Les notations utilisées sont ré
apitulées 
i-dessous :f = f + f 0 = ef + f"ef = �f�f 0 6= 0 f" 6= 0p = p + p0� = �+ �0L'appli
ation du �ltre spatial en utilisant la dé
omposition de Favre ne pose pas de pro-blème parti
ulier pour l'équation de 
onservation de la masse ou l'équation de 
onservationde la quantité de mouvement. Il y a par 
ontre plusieurs é
ritures possibles pour l'équationde l'énergie �ltrée. On peut trouver six formulations di�érentes selon les variables utili-sées et le regroupement des termes �ltrés peut s'e�e
tuer de di�érentes manières [47℄. Ces
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ompressible 31termes n'ont pas le même poids dans les équations. Vreman et al, [87℄ ont montré quelstermes pouvaient être négligés, à partir d'un 
al
ul à priori sur des données de simulationdire
te du développement temporel d'une 
ou
he de mélange 
ompressible 2D.La méthode que nous utilisons pour é
rire l'équation de l'énergie �ltrée est très pro
hede l'une de 
elles dé
rites dans l'arti
le de Vreman [87℄, en ne faisant apparaître que desquantités résolues. Cela permet de se ramener à des équations pro
hes de la forme deséquations non �ltrées. La forme que nous utilisons n'introduit ni d'énergie modi�ée, nide pression modi�ée, ni de température modi�ée. Néanmoins la forme de nos équationsest très pro
he de la se
onde forme des équations proposées par Vreman. La raison pourlaquelle nous n'avons pas introduit d'énergie modi�ée dans nos équations vient du fait que
ette forme 
ontient plus de termes de sous maille à modéliser [47℄, [87℄.Les équations de 
onservation de la masse, de 
onservation de la quantité de mouve-ment et de l'énergie totale obtenues après �ltrage s'é
rivent :���t + ��xj (�euj) = 0��eui�t + ��xj (�euieuj + pÆij � e�ij) = A1;i + A2;i�� eE�t + ��xj ((� eE + p)euj � euie�ij + eqj) = F1 + F2 + F3 + F4� est la masse volumique résolue, euj la 
omposante de la vitesse résolue dans la dire
tion xj,p la pression �ltrée, eT la température et eE l'énergie totale résolues. L'énergie totale résolueest dire
tement 
al
ulée en �ltrant �E : � eE = �
vT + 12uiui = �
v eT + �2 euieui + �2(guiui � euieui).La température résolue est dé�nie à partir de la pression résolue grâ
e à l'équation d'étatdes gaz parfaits : p = �R eT .Le tenseur des 
ontraintes résolu vaut : e�ij = 2�( eT )(gSij � 13gSkkÆij) ave
gSij = 12(�eui�xj + �euj�xi )la partie symétrique du tenseur de déformation de vitesse.Le �ux de 
haleur résolu est évalué à partir d'une loi de Fourier (de type premier gradient)portant sur la température résolue eT : eqj = �� � eT�xj .�( eT ) est la vis
osité dynamique résolue et �( eT ) est la 
ondu
tivité thermique résolue. Lavis
osité dynamique � est donnée par la loi de Sutherland portant sur la températurerésolue. La 
ondu
tivité thermique �( eT ) est déduite de �( eT ) à partir d'une hypothèse denombre de Prandtl turbulent 
omme pour la 
ondu
tivité thermique physique.Dans les équations �ltrées é
rites 
i dessus, il y a 6 termes in
onnus. Il y a deux termesdans les équations de quantité de mouvement :
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A1;i = ��j(�ij)A2;i = ��j(�ij � e�ij)et quatre termes dans l'équation de l'énergie :F1 = ��j(
p�(gujT � euj eT ))F2 = ��j(�2( guiuiuj � guiuifuj))F3 = �j(uj�ij � euje�ij)F4 = ��j(qj � eqj)ave
�ij = �(guiuj � euieuj) : le tenseur de sous maille j = 
p�(gujT� euj eT) : le �ux de 
haleur de sous maille.Cijk = �2( guiuiuj � guiuifuj) : les 
orrélations triples.Selon la 
lassi�
ation déterminée dans [87℄ kA2;ik � 1100kA1;ik où la norme k:k 
or-respond à la norme L2. Seul �ij sera don
 modélisé dans les équations de la quantité demouvement dans nos simulations.Les termes Fi ont été 
omparés en annexe aux termes apparaissant dans [87℄. Cette
omparaison aboutit à la 
lassi�
ation suivante de 
es termes :kF1k � kF2k ' kA1;ik et kF3k � kF4k ' 110kF1k.En général, F1, le �ux de 
haleur de sous maille, est modélisé par un modèle de typepremier gradient, tandis que F2 est négligé. Cette dernière hypothèse n'est peut-être pasjusti�ée. Une modélisation possible de 
e terme est un modèle de type premier gradient[18℄. Nous ne nous sommes pas intéressés à l'in�uen
e de 
e terme sur nos résultats pourne pas rajouter de modélisation. Il aurait été de plus né
essaire d'étudier plus en détails
e terme de façon isolée sur un 
ast test plus simple.Il existe peu d'études systématiques sur le poid des termes �ltrés dans les équations detransport et il est toujours déli
at de justi�er à priori de négliger 
ertains termes plut�tque d'autres.III.2.2 Equations résolues en 
oordonnées 
artésiennesOn rappelle que f = ef + f" ave
 ef = �f=�
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ompressible 33Les équations de Navier-Stokes �ltrées instationnaires que l'on résout au �nal sont données
i-dessous ave
 les deux seuls termes de sous maille qui ont été retenus : le tenseur de sousmaille �ij et le �ux de 
haleur de sous maille  j. Nous abordons la modélisation de 
esdeux termes dans la se
tion suivante. ���t + ��xj (�euj) = 0��eui�t + ��xj (�euieuj + pÆij � �ij + �ij) = 0�� eE�t + ��xj ((� eE + p)euj � eui�ij + qj +  j) = 0�ij = �(guiuj � euieuj) j = 
p�(gujT� euj eT)Les équations s'é
rivent sous forme ve
torielle :�Q�t + �F�x + �G�y + �H�z + �Fv�x + �Gv�y + �Hv�z = 0Le ve
teur des in
onnues prin
ipales �ltrées vaut :
Q = 0BBBBBBBBBBB�

��eu�ev� ew� eE
1CCCCCCCCCCCALes �ux Euler F , G, H sont donnés par :

F = 0BBBBBBBBBBB�
�eu�eu2 + p�euev�eu ew�eu eE + eup

1CCCCCCCCCCCA G = 0BBBBBBBBBBB�
�ev�euev�ev2 + p�ev ew�ev eE + evp

1CCCCCCCCCCCA H = 0BBBBBBBBBBB�
� ew�eu ew�ev ew� ew2 + p� ew eE + ewp

1CCCCCCCCCCCALes �ux visqueux Fv, Gv, Hv s'é
rivent :
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Fv = 0BBBBBBBBBBB�

0:�e�11 + �11�e�12 + �12�e�13 + �13�eu(e�11)� ev(e�12)� ew(e�13) + q1 +  1
1CCCCCCCCCCCA

Gv = 0BBBBBBBBBBB�
0:�e�12 + �12�e�22 + �22�e�23 + �23�eu(e�12)� ev(e�22)� ew(e�23) + q2 +  2

1CCCCCCCCCCCA
Hv = 0BBBBBBBBBBB�

0:�e�13 + �13�e�23 + �23�e�33 + �33�eu(e�13)� ev(e�23)� ew(e�33) + q3 +  3
1CCCCCCCCCCCA

III.2.3 Equations résolues dans le nouveau système de 
oordon-nées (�;�;�)Nous rappelons que les opérations de dérivation et de �ltrage sont supposées 
om-muter dans le 
adre théorique de la modélisation de sous maille. Les 
oordonnées (�;�;�)
urvilignes sont introduites dans le 
as de maillages non homogènes selon 
ertaines di-re
tions, ou pour des géométries 
omplexes où les parois sont 
urvilignes 
omme 
'est le
as pour la tuyère 3D 
onsidérée. Il est alors plus fa
ile, en di�éren
es �nies, de résoudreles équations dans le plan transformé (�;�;�) où le maillage est régulier. Les 
oordonnées
urvilignes (�;�;�) sont telles qu'une ou plusieurs d'entre elles 
orrespondent aux frontièresdu domaine de 
al
ul ou aux frontières d'obsta
les ou aux parois [76℄. Les 
onditions auxlimites s'appliquent alors de façon très simple aux parois et en entrée et sortie dans lesgéométries 
omplexes. La dis
rétisation des équations est aussi simpli�ée. Dans la 
as dela tuyère, � = 1 
orrespond à la paroi basse de la tuyère ave
 la bosses en �ê
he. Le plan� = �max 
orrespond à la paroi haute et � = 1 et � = �max sont asso
iés aux deux parois



III.3 Modélisation de sous maille 35latérales. Le maillage est régulier dans la dire
tion longitudinale et les 
oordonnées � et xsont proportionnelles.La méthode utilisée 
onsiste à 
hanger lo
alement de 
oordonnées (x;y;z) �! (�;�;�)tout en exprimant en
ore le 
hamp de vitesse dans le repère lié à (x, y, z) :�!V = u(�;�;�)�!x + v(�;�;�)�!y + w(�;�;�)�!zCette méthode est plus simple que d'exprimer �!V dans le nouveau repère lié aux 
oor-données (�, �, �), notamment pour 
omparer les quantités 
al
ulées aux quantités mesurées.On 
onsidère don
 le 
hangement de 
oordonnées (x, y, z) �! (�, �, �). Toutes lesnotations utilisées sont pré
isées en annexe. Les équations s'é
rivent alors sous forme ve
-torielle : J �Q�t + � bF�� + � bG�� + �
H�� + �
Fv�� + �
Gv�� + �dHv�� = 0ave
 bF = ��F + ��G+ 
�H ; bG = ��F + ��G+ 
�H ; 
H = ��F + ��G+ 
�H
Fv = ��Fv + ��Gv + 
�Hv ; 
Gv = ��Fv + ��Gv + 
�Hv ;dHv = ��Fv + ��Gv + 
�Hvoù les quantités �i, �j et 
k sont les éléments métriques de la transformation.1 � � � 201 1 � � � 91 1 � � � 101
III.3 Modélisation de sous mailleLorsqu'on dis
rétise les équations, toutes les stru
tures plus petites que deux fois lataille de la plus petite maille du domaine de 
al
ul ne sont plus résolues. Il faut modéliserl'a
tion de 
es petites stru
tures sur les grandes é
helles que l'on peut 
al
uler. Cette mo-délisation passe par la modélisation des 
ontributions de sous maille dans les équations deNavier Stokes �ltrées. Nous rappelons que les deux termes de sous maille que nous avons
onservé dans les équations �ltrées (III.2.2) sont :�ij = �(guiuj � euieuj) et  j = 
p�(gujT� euj eT)La modélisation du tenseur de sous maille va être dé
rite avant 
elle du �ux de 
haleur desous maille, qui est plus simple.



36 III SGEOn distingue deux grandes 
lasses de modélisation du tenseur de sous maille à partirdesquelles la 
onstru
tion de tous les types de modèles est possible : la modélisation stru
-turelle et la modélisation fon
tionnelle. La modélisation stru
turelle 
onsiste à appro
herau mieux l'expression du tenseur lui-même alors que l'appro
he fon
tionnelle 
onsiste àmodéliser les transferts d'energie de manière à reproduire au mieux les é
hanges d'énergieentre les é
helles résolues et les é
helles non résolues à la 
oupure �. Il est ensuite possiblede faire des 
ombinaisons linéaires ou non linéaires entre les di�érentes appro
hes. Onobtient ainsi, par exemple, la famille du modèle d'é
helles mixtes développée au LIMSI,qui a été utilisé dans nos simulations.Lorqu'on développe l'expression du tenseur de sous maille, on tombe sur la dé
ompo-sition triple de Léonard [48℄ :�ij = (�gfuifuj � �fuifuj) + �( gfuiu"j + gfuju"i) + � gu"iu"j = Lij + Cij +Rij.Les modèles de vis
osité de sous maille sont en général prévus pour prendre en 
omptel'ensemble des trois termes sans distin
tion. Le but est en e�et de ne simuler que l'a
tionénergétique de 
es termes sur les grandes é
helles. Il existe néanmoins des appro
hes oùtous les termes sont modélisés ou 
al
ulés dire
tement tout en 
onservant l'invarian
egaliléenne du tenseur de sous maille �ij [47℄, [70℄, [71℄.Pour de faibles nombres de Ma
h, les modèles en régime 
ompressible sont dire
tementissus de la modélisation de sous maille en régime in
ompressible, en ne tenant 
ompte quede la variation de la densité �ltrée résolue et en négligeant les �u
tuations de densité [95℄.Nous allons maintenant détailler le modèle d'é
helles mixtes que nous utilisons dansnos simulations ave
 les deux modèles qui entrent dans la 
onstru
tion de 
e modèle mixte.III.3.1 Modèle d'é
helles mixtesLes simulations ont été réalisées ave
 le modèle d'é
helles mixtes mis au point au LIMSIpour la simulation d'é
oulements in
ompressibles par L. Ta Phuo
 en 1994 et P. Sagauten 1995 [58℄, [64℄. Le modèle a été adapté aux é
oulements 
ompressibles par C. Tenauden 1995 [75℄. Ce modèle d'é
helles mixtes prend en 
ompte les 
orrélations 
roisées, Lij etRij d'une façon globale. Néanmoins il a été 
omparé au modèle proposé par G. Erleba
heret C. G. Speziale [70℄ pour le 
al
ul 2D de l'é
oulement autour de l'aile NACA 0012 [75℄et il donne d'aussi bons résultats. Il a également été utilisé ave
 su

ès pour le 
al
uld'une intera
tion onde de 
ho
/
ou
he limite [19℄ et plus ré
emment pour le 
al
ul dudéveloppement spatial d'une 
ou
he de mélange 2D et 3D [22℄.L'intérêt de 
e modèle est qu'il 
ouple, à la 
oupure, les a
tions des grandes é
helles ré-solues ainsi que les a
tions de petites é
helles non résolues. Il s'annule lorsque l'é
oulementest 
orre
tement résolu ou laminaire 
ontrairement à des modèles plus 
lassiques tel quele modèle de Smagorinsky [69℄. La prise en 
ompte de l'état des petites é
helles 
ommepour le modèle dynamique [30℄ permet d'adapter plus fa
ilement la dissipation physique
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helles résolues en évitant ainsi une a

umulation d'énergie auxpetites é
helles [40℄.Le tenseur de sous maille est modélisé par l'intermédiaire d'une vis
osité de sous mailleen utilisant l'hypothèse de Boussinesq :��ij + 13�kk = 2�t( eSij � 13 eSkkÆij)La vis
osité du modèle d'é
helles mixtes s'é
rit d'une façon générale [58℄ :�t = ��t! �(1��)tbLa vis
osité �t! est une vis
osité de sous maille s
alaire basée sur les grandes é
helles.L'expression de �t! que nous utilisons est donnée par le modèle de Vorti
ité détaillé unpeu plus loin. La vis
osité �tb représente une vis
osité de sous maille 
al
ulée à partir despetites é
helles et nous utilisons le modèle de l'énergie 
inétique à la 
oupure (TKE) pourl'évaluer.Seule la valeur � = 12 a été utilisée jusqu'i
i dans les 
al
uls en régime in
ompressibleet en régime 
ompressible. Ave
 
ette valeur, il y a un équilibre entre l'a
tion des grandeset des petites é
helles dans la modélisation. Les di�érents résultats qui ont déjà été obte-nus ave
 
ette valeur pour le 
al
ul de 
ou
he de mélange in
ompressible et 
ompressibleou autour d'une aile sous in
iden
e, sont satisfaisants. Les stru
tures des é
happées tour-billonaires sont mieux 
apturées et moins di�usées qu'ave
 le modèle de Smagorinsky, quin'ex
er
e qu'une a
tion énergétique. Une la
une peut-être du modèle d'é
helles mixtesest qu'il ne prend pas en 
ompte expli
itement la 
as
ade inverse d'énergie, par rapportà d'autres modèles spe
traux. Nous n'avons pas testé d'autres valeurs de �. Des pareilstests né
essiteraient de travailler sur un é
oulement plus simple 
omme un 
anal plan àun nombre de Reynolds permettant de résoudre 
orre
tement toutes la dynamique des
ou
hes limites.Nous présentons maintenant les deux modèles et nous avons 
onservé � dans la suitesans rempla
er la variable par sa valeur.Modèle de Vorti
itéCe modèle date de 1978 [1℄. Il est obtenu à partir du modèle de Smagorinsky en uti-lisant l'hypothèse 2 eS2 ' je!j valable en turbulen
e isotrope. C'est un modèle qui supposeque l'a
tion des é
helles de sous maille sur les é
helles résolues est une a
tion purementénergétique de nature dissipative analogue aux mé
anismes de dissipation molé
ulairesave
 une intensité bien supérieure.Le modèle de Smagorinsky s'é
rit :�tS = � 
2s�2(j2 eSij eSijj)1=2



38 III SGEoù eSij est le tenseur des 
ontraintes résolues. � est la longueur de 
oupure du �ltre, 
s estla 
onstante de Smagorinsky : 
s = 0;18.En e�et : �tS = � (
s�)4=3 "1=3L'hypothèse d'équilibre lo
al Produ
tion = Dissipation permet d'é
rire :" ' � eS : R = 2 � �tS eS : eSD'où l'expression de �tS :�tS = � 
2s�2(j2 eSij eSijj)1=2La 
onstante est 
al
ulée en supposant que la 
oupure se situe su�samment loin dans lespe
tre de Kolmogorov pour pouvoir é
rire :" = 2 �tS Z 10 k2E(k)dk ' 2 �tS Z k
0 k2E(k)dk = Z k
0 k2(CK "2=3 k�5=3) dkD'où : 
s = 1� (3 CK2 )�3=4 = 0;18D'une façon analogue, ave
 je!j2 = 2 eS : eS, la vis
osité du modèle de vorti
ité s'é
rit :�t! = �
2s�2j!jLa variable ! est la vorti
ité lo
ale de l'é
oulement et � est la longueur 
ara
téristiquedu �ltre liée au maillage.Le modèle de vorti
ité a été 
hoisi plut�t que le modèle de Smagorinsky pour 
al
ulerla vis
osité de sous maille pour plusieurs raisons. D'une part, 
e modèle a été testé pourdes é
oulements fortements dé
ollés 
omme l'é
oulement 
ompressible autour d'un pro�ld'aile sous in
iden
e [1℄, [75℄. D'autre part, la 
onstante du modèle n'est pas aussi sen-sible que la 
onstante du modèle de Smagorinsky à la présen
e de forts gradients de vitessedans l'é
oulement, 
omme par exemple pro
he des parois ou en é
oulement anisotrope [54℄.La valeur de la 
onstante 
s utilisée est 
elle pré
onisée dans l'arti
le de Bardina, Fer-ziger et Reynolds [2℄ : 
s = 0;2.Ce modèle est re
onnu pour être très dissipatif et il ne s'annule pas dans les zonesde relaminarisation ni près des parois où la vis
osité de sous maille tend vers zéro. C'estpourquoi nous utilisons le modèle d'é
helles mixtes en 
ouplant 
e modèle ave
 le modèlede l'énergie 
inétique à la 
oupure dé
rit 
i-après.



III.3 Modélisation de sous maille 39Modèle de l'énergie 
inétique à la 
oupure (TKE)Ce modèle est basé sur l'évaluation des é
helles de sous maille à l'aide de l'hypothèse desimilarité d'é
helles introduite par Bardina en 1983 [3℄. Un analyse dimensionnelle permetd'é
rire [2℄ : �tb = � Cb � pq
 ave
 Cb = 0;126� est la longueur de 
oupure du �ltre et q
 = 12 (fui)00(fui)00 est l'énergie 
inétique de sousmaille.La 
onstante a été déterminée en utilisant un modèle de vorti
ité permettant de retrouverles résultats expérimentaux de Comte-Bellot sur la turbulen
e en dé
roissan
e derrière unegrille par simulation [2℄. La vis
osité est simulée dans un premier temps pour 
orrespondreau mieux aux expérien
es. La 
onstante Cb = 0;126 du modèle de l'énergie 
inétique estalors obtenue à partir de la valeur de la vis
osité en 
omparant les valeurs expérimentalesà la modélisation.L'hypothèse de similarité d'é
helles permet d'évaluer l'énergie 
inétique de sous maille àl'aide des é
helles résolues en faisant une analogie entre la dynamique des plus petitesstru
tures résolues et 
elle des plus grandes é
helles spatiales non résolues. On a ainsi uneévaluation de la 
ontribution spatiale non résolue à la 
oupure. Soit :(fui)00 = fu00i = fui �
fui (III.4)d'où q
 = 12 (fui)00(fui)00 = 12 (fui �
fui)(fui �
fui).La variable 
fui 
orrespond à une variable doublement �ltrée utilisée pour isoler les pluspetites stru
tures résolues.On a de plus une évaluation de la partie isotrope du tenseur de sous maille :�kk ' 2 � q
Ce type de modélisation permet d'annuler la 
ontribution de sous maille lorsque l'é
ou-lement est bien résolu ou laminaire. Cela permet également de ne pas avoir à utiliser defon
tion d'amortissement de type Van Driest [75℄ lorsque les 
ou
hes limites sont su�sam-ment dis
rétisées.



40 III SGELes expressions de �t! et de �tb dé�nies 
i-dessus 
onduisent à l'expression de la vis-
osité de sous maille du modèle d'é
helles mixtes telle que :�t = � Ckk j!j� q1��2
 �1+�.Le maillage de la tuyère est un maillage 
urviligne fortement anisotrope. Nous présen-tons la prise en 
ompte de l'anisotropie dans la modélisation, dans la longueur de 
oupuredu �ltre � grâ
e à la fon
tion de S
otti, après avoir présenté l'expression du �ux de 
haleurde sous maille.III.3.2 Modèle de type premier gradient pour le �ux de 
haleurde sous mailleLes nombres de Ma
h auxquels nous travaillons restent très en dessous des nombresde Ma
h (de l'ordre de 3 à 6) où les e�ets de la température sont prédominants dans ladynamique de l'é
oulement. C'est pourquoi, nous ne nous somme pas intéressés en détailsà une modélisation �ne du �ux de 
haleur de sous maille.Le �ux de 
haleur de sous maille est modélisé par l'intermédiaire de l'hypothèse la plussimple que l'on puisse utiliser qui est une hypothèse de type premier gradient :� j = (�t 
pPrt ) � eT�xjCette formulation est analogue à 
elle du �ux de 
haleur de Fourier. Le nombre de Prandtlest supposé 
onstant : Prt = 0:89 [17℄. En réalité les mesures expérimentales sur les 
ou
heslimites 
ompressibles turbulentes de Meier et Rotta en 1971 montrent que Prt varie de laparoi à l'extérieur de la 
ou
he limite. D'une valeur un peu supérieure à 1 près de la paroi iltend vers sa valeur théorique de 0;6 obtenue en turbulen
e homogène isotrope à l'extérieurde la 
ou
he limite. Comme nous n'avons pas 
her
hé i
i à à étudier en détail l'in�uen
ede la modélisation du �ux de 
haleur de sous maille sur les résultats, le nombre de Prandtla été pris 
onstant. Une amélioration possible au modèle 
onsiste à tenir 
ompte de 
ettevariation à l'aide d'une fon
tion d'amortissement [17℄.III.3.3 Fon
tion de S
ottiL'é
helle de longueur de 
oupure du modèle d'é
helles mixtes a été 
orrigée pour tenir
ompte de l'anisotropie du maillage asso
iée à la présen
e des parois dans notre 
as test.L'anisotropie est prise en 
ompte par la fon
tion déterminée par A. S
otti, C. Meneveauet D. K. Lilly [65℄. Les mailles sont très resserées aux parois dans les dire
tions (Oy) et(Oz) et sont très inférieures aux parois à leur dimension longitudinale. Les mailles sont



III.3 Modélisation de sous maille 41équiréparties sur toute la longueur de la tuyère et dxLx = 4;975 10�3. Les dimensions dumaillage aux parois sont : 8>>><>>>: dyLy = 9;702 10�5dzLz = 6;925 10�5Le 
adre de la modélisation de sous maille ave
 la notion de séparation d'é
helles n'est va-lable que pour un �ltre homogène et isotrope dans les trois dire
tions de l'espa
e. Lorsquele maillage est isotrope, la longueur de 
oupure du �ltre est bien dé�nie et vaut :�iso = (�x�y�z)1=3.Une longueur 
ara
téristique de 
oupure est plus di�
ile à 
al
uler lorsque le maillageest anisotrope. C'est pourquoi, nous utilisons la formule déterminée par S
otti [65℄ quidonne la longueur de 
oupure � en fon
tion des rapports de formes du maillage�y=�x et�z=�x, à partir de l'étude énergétique de la turbulen
e isotrope à l'équilibre. Le modèles'é
rit : 8>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>:
�t = � Ckk j!j� q 1��2
 L(�)1+�L(�) = �isof(a1;a2)f(a1;a2) = 
osh(q( 427[(lna1)2 � lna1lna2 + (lna2)2℄�max = max(�1;�2;�3)a1 = �i�max a2 = �k�max i;k 6= maxa1 � 1 a2 � 1La vis
osité de sous maille est représentée sur les �gures (III.1), (III.2) et (III.3) dans lesdire
tions (Ox), (Oy) et (Oz) respe
tivement. Sur 
haque �gure la 
ourbe ave
 les 
roix
orrespond à la vis
osité de sous maille lorsqu'on ne tient pas 
ompte de f(a1;a2) dans lemodèle, et la 
ourbe en trait pointillé lorsqu'on en tient 
ompte. A titre de 
omparaison,la vis
osité physique a également été tra
ée et elle 
orrespond à la 
ourbe en trait pleinave
 les points. Elle reste de l'ordre de 10�5 kg m�1 s�1 dans toute la tuyère. La vis
ositéde sous maille, 
omme la vis
osité turbulente, est grande dans les 
ou
hes limites où lesgradients de la vitesse sont importants. On remarque sur la �gure (III.1) où les maillessont les plus isotropes que la fon
tion de S
otti est de l'ordre de l'unité. On observe lese�ets d'anisotropie du maillage selon la dire
tion (Oy) sur la �gure (III.3). La fon
tionde 
orre
tion f(a1;a2) passe de 2 dans les 
ou
hes limites où le maillage est fortementanisotrope à 1 hors des 
ou
hes limites où l'isotropie est quasiment respe
tée. Le se
ondpi
 observé sur les 
ourbes pro
he de la paroi haute selon (Oy) 
orrespond aux e�ets des



42 III SGEgradients de la vitesse. Les mêmes e�ets sont observés dans la dire
tion (Oz) sur la �gure(III.2).Après avoir abordé 
ertains aspe
ts 
on
ernant la modélisation de sous maille, nouspassons à la des
ription de la résolution numérique des équations de Navier Stokes �ltréesdans lesquelles les termes non linéaires ont été modélisés.
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Chapitre IVRésolution NumériqueLes équations de Navier Stokes 
ompressibles qui 
orrespondent aux équations de
onservation de la masse, de la quantité de mouvement et de l'énergie totale sont 
omposéesde deux parties asso
iées à des phénomènes physiques très distin
ts : la partie 
onve
tivenon linéaire qui 
orrespond aux di�érents phénomènes de propagation d'ondes dans le sys-tème physique et la partie di�usive responsable de la dissipation irréversible de l'énergie en
haleur. Les termes de di�usion sont dis
rétisés à l'aide d'un s
héma 
entré d'ordre deux.A très haut nombre de Reynolds, lorsque les e�ets de la vis
osité sont faibles par rapportaux e�ets inertiels, les équations de Navier-Stokes 
orrespondent aux équations d'Euler ;leur dis
rétisation et leur résolution numérique reposent sur la théorie des systèmes hyper-boliques. Une des parti
ularités 
on
ernant les solutions possibles aux équations d'Eulerest l'existen
e de solutions dis
ontinues (ondes de 
ho
) pour les �uides supersoniques. Cespropriétés sont rappelées en annexe. Les progrès en analyse numérique de stabilité et de
onvergen
e non linéaires ont été importants depuis une vingtaine d'années débou
hantsur la 
onstru
tion des s
hémas à 
apture de 
ho
 non linéaires d'ordre élevé [94℄.Un des problèmes majeurs qui a été à l'origine du développement des s
hémas à 
apturede 
ho
 non linéaires d'ordre élevé au milieu des années 80, est l'apparition d'os
illations àl'appro
he des dis
ontinuités lorsque l'ordre des s
hémas 
lassiques augmente (phénomènede Gibbs) [38℄.Les s
hémas d'ordre élevé utilisés pour la dis
rétisation des systèmes hyperboliques nonlinéaires peuvent être non linéairement stables et, s'ils 
onvergent, ne pas 
onverger vers labonne solution physique. Les solutions dis
ontinues obtenues numériquement ne sont pasné
essairement physiques. Certaines familles de solutions ne véri�ent pas la 
ondition desaut d'entropie dis
rète à travers la dis
ontinuité. C'est ainsi que s'introduit la notion des
héma à variation totale dé
roissante (TVD) pour les 
onditions de stabilité non linéaireet de s
héma entropique pour 
onverger vers la solution physique.Les 
ouplages qui existent entre la dis
rétisation et la modélisation de sous maille



46 IV Numériqueposent plus de problèmes en 
ompressible qu'en in
ompressible. La né
essité d'utiliser dess
hémas à 
apture de 
ho
 les plus pré
is possibles vient du 
ouplage qui existe entrela dis
rétisation des équations en régime 
ompressible et la modélisation de sous mailledans la résolution des équations de Navier-Stokes 
ompressibles en régime turbulent. Less
hémas dé
entrés que nous utilisons introduisent une vis
osité numérique qui est en 
om-pétition ave
 la vis
osité de sous maille et il est don
 important de minimiser la vis
ositénumérique introduite.Une possibilité simple et prometteuse réside dans l'utilisation de 
apteurs de 
ho
 pourne dé
len
her les s
hémas à 
apture de 
ho
 que sur le 
ho
 et plus là où la solution estrégulière [29℄. Ce n'est néanmoins pas le type de méthode qui a été utilisée dans 
e travailpuisque nous disposons de nombreux résultats sur la modélisation de sous maille et surles di�érents s
hémas à 
apture de 
ho
 pour des é
oulements où les mé
anismes mis enjeu peuvent être étudiés de manière plus fondamentale [20℄, [22℄, [74℄. Les s
hémas quiutilisent une fon
tion de séle
tion pour ne se dé
len
her que sur le 
ho
 né
essitent plusde validation notamment pour le 
al
ul d'é
oulements ave
 des 
ho
s forts. Il faut égale-ment ne pas perdre de vue les appli
ations de 
e 
al
ul pour lesquelles il est importantd'avoir une 
ertaine robustesse de l'algorithme dans nos simulations tout en 
onservant lapré
ision.Dans 
e 
hapitre nous présentons la dis
rétisation spatiale et temporelle utilisées dansnos simulations, avant de dé
rire en détail les 
onditions aux limites imposées à l'entrée,à la sortie et sur les parois du domaine de 
al
ul.
IV.1 Dis
rétisation spatialeLa résolution spatiale est fondée sur une formulation de type volumes �nis. Les équa-tions sont intégrées sur les fa
es élémentaires des 
ellules de 
al
ul. Les s
hémas utiliséssont toujours sous forme 
onservative pour 
apturer les dis
ontinuités. La formulation quenous utilisons est expli
ite et les s
hémas que nous utilisons sont don
 dé
ouplés en tempset en espa
e.La dis
rétisation dé
entrée d'une équation hyperbolique linéaire et d'un système hy-perbolique linéaire en régime 
ompressible est rappelée en annexe. Une ré
apitulation dess
hémas numériques utilisés dans la résolution des systèmes hyperboliques se trouve dansle 
ours de Lerat [49℄, dans le livre de Le Veque [83℄ et dans le livre de Hirs
h [38℄.La dis
rétisation des termes visqueux est donnée avant de dé
rire le s
héma d'HartenYee à variation totale dé
roissante d'ordre deux utilisé dans nos simulations pour dis
rétiserles termes non linéaires.



IV.1 Dis
rétisation spatiale 47IV.1.1 Dis
rétisation spatiale des termes visqueuxLes termes visqueux sont dis
rétisés par une formule habituelle 
entrée :�
Fv�� + �
Gv�� + �dHv�� = (
Fvi+1=2;j;k � 
Fvi�1=2;j;k�� ) + ( 
Gvi;j+1=2;k � 
Gvi;j�1=2;k�� )+(dHvi;j;k+1=2 �dHvi;j;k�1=2�� )Par dé�nition du maillage transformé on a : �� = �� = �� = 1.IV.1.2 Dis
rétisation spatiale des termes non linéairesLes notations du paragraphe III.2.3 sont 
onservées et le s
héma ne s'applique qu'à lapartie Euler des équations. Soit à dis
rétiser :J �Q�t + � bF�� + � bG�� + �
H�� = 0S
héma entropique d'Harten-Yee d'ordre deuxL'idée de 
e s
héma est d'appliquer un �ux modi�é à un s
héma dé
entré du premierordre pour en faire un s
héma du se
ond ordre véri�ant les propriétés TVD [36℄, [37℄. Lestermes négligés dans l'équation équivalente du s
héma dé
entré d'ordre un sont d'ordredeux. Si l'on soustrait 
es termes au �ux f asso
ié au s
héma du premier ordre dansl'équation équivalente, le s
héma devient d'ordre deux pour le �ux modi�é (f + d). Le �uxmodi�é s'é
rit en fait sous une forme un peu plus 
ompliquée f + gd où g est le limiteurqui permet d'obtenir un s
héma qui véri�e la 
ondition TVD et la 
ondition d'entropie[36℄, [37℄. L'utilisation d'un s
héma TVD dé
entré a été initialement 
hoisi par
e qu'ildonne globalement de meilleurs résultats qu'un s
héma 
entré même s'il est moins fa
iled'utilisation [79℄, [92℄. Le s
héma initial d'Harten a été ensuite généralisé par Yee, [90℄, [91℄.Nous utilisons le limiteur de Van-Leer qui a donné les meilleurs résultats sur la 
onve
-tion d'un tourbillon et la simulations d'une intera
tion onde de 
ho
/
ou
he limite [19℄.Les équations dis
rétisées s'é
rivent :J �Q�t + ( �Fi+1=2;j;k � �Fi�1=2;j;k�� ) + ( �Gi;j+1=2;k � �Gi;j�1=2;k�� ) + ( �Hi;j;k+1=2 � �Hi;j;k�1=2�� ) = 0Le �ux numérique asso
ié au s
héma s'é
rit sous forme ve
torielle [92℄, [93℄ :�Fi+1=2;j;k = 12 [ bFi+1;j;k + bFi;j;k +Ri+1=2;j;k�i+1=2;j;k ℄.



48 IV NumériqueLes éléments de la matri
e asso
iée au limiteur �i+1=2;j;k sont donnés en annexe. La matri
eRi+1=2;j;k est la matri
e des ve
teurs propres de A� à droite.Les variables de RoeLorsque les équations ne sont plus linéaires, la matri
e des ve
teurs propres n'est plus
onstante et l'évaluation des éléments des matri
es du s
héma numérique est plus déli
ate.Godunov, en 1959, a proposé une méthode dé
entrée liée à la résolution d'un problèmeexa
t de Riemann pour résoudre les équations hyperboliques non linéaires [38℄, [83℄.Le problème de Riemann 
orrespond à résoudre l'équation de 
onve
tion :�u�t +A�u�� = 0ave
 une solution initiale u(�;t = 0) dis
ontinue en � = 0.Lorsque le problème est linéaire il existe une solution analytique que l'on peut 
al
uler.Lorsque le problème n'est pas linéaire, la résolution est formellement très pro
he de larésolution du problème linéaire mais beau
oup plus 
oûteuse du point de vue numérique.La solution obtenue de manière exa
te est de plus moyennée sur 
haque 
ellule de 
al
ulà la �n de 
haque pas de temps [38℄, [83℄.Les méthodes numériques ré
entes sont basées sur la résolution d'un problème de Rie-mann appro
hé. Le solveur que nous utilisons est un solveur basé sur les variables de Roe[61℄. Il 
onsidère les solutions appro
hées du problème non linéaire 
omme les solutionsexa
tes du problème appro
hé :�u�t + ~A�u�� = 0où ~A ne dépend que des deux états ug et ud. Il 
onstruit ainsi une matri
e ja
obiennede 
hangement de variables Q =) 
 dé�nie sur les états hybrides :8>>>>>><>>>>>>: �i+1=2 = p�i+1 �iQi+1=2 = � Qi+1 +Qi1 + �� = s�i+1�iToutes les matri
es sont données en annexe. Le ve
teur 
 est le ve
teur des variables
ara
téristiques.
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rétisation temporelle : S
héma de Runge-Kutta TVD d'ordre deux 49IV.2 Dis
rétisation temporelle : S
héma de Runge-KuttaTVD d'ordre deuxLe s
héma utilisé pour intégrer en temps les équations est un s
héma de type Runge-Kutta d'ordre 2 véri�ant la 
ondition TVD [68℄. La dis
rétisation temporelle est entière-ment expli
ite. Les s
hémas expli
ites en temps ne sont pas in
onditionnellement stables.Ils sont soumis à une 
ondition de stabilité à travers le CFL, lié à la dis
rétisation destermes 
onve
tifs, et à travers le nombre de di�usion, lié à la dis
rétisation des termes vis-queux. La résolution expli
ite des équations a été 
hoisie plut�t qu'une résolution impli
ite
ar le 
ode est parallèle et la parallélisation est réalisée très simplement et très naturelle-ment ave
 un 
ode expli
ite. Le problème de l'impli
itation s'est posé au 
ours de 
e travailmais il n'était pas évident, à priori, que le temps gagné par l'impli
itation serait su�santpour 
ompenser les opérations d'inversion de matri
es aux interfa
es entre les pro
esseurs.Ave
 la mémoire disponible très importante sur les nouvelles ma
hines ve
torielles il estmaintenant envisageable de façon plus réaliste d'impli
iter le 
ode qui peut tourner sur unseul pro
esseur, après avoir validé 
e mode de résolution plus en détails sur des 
as testdu type du tube à 
ho
.La méthode de Runge-Kutta utilisée dans les simulations fait partie des méthodes detype prédi
tion-proje
tion. La �gure (IV.1) s
hématise 
e type d'appro
he. Le pas de tempsest fra
tionné en plusieurs sous-pas. Leur é
riture est rappelée en annexe. Ces méthodes,basées sur une approximation de la solution par sa tangente au point au temps t = n�t,sont des méthodes intrinsèquement instationnaires. Elles ne sont valables que pour despetits pas de temps.� Constru
tion d'un s
héma de Runge-Kutta TVDShu et Osher se sont intéressés à des dis
rétisations temporelles d'ordre élevé qui 
onserventla propriété TVD de la solution [68℄. Ils 
onsidèrent l'équation de 
onve
tion sous la formegénérale : 8<: Ut = L(U)U(x;t = 0) = U0(x)L'opérateur spatial dis
ret L(U) est supposé approximer l'opérateur 
ontinu L(U) à l'ordrer : L(U) = L(U) +O(hr)Cet opérateur spatial est supposé, de plus, être TVD.Le s
héma d'Euler dé
entré aval (premier ordre) ave
 un opérateur spatial véri�ant lespropriétés TVD est un s
héma globalement TVD sous la 
ondition 
fl = 
fl0 � 1. 
fl0
ara
térisera dorénavant le CFL d'un s
héma d'Euler d'ordre 1. Le s
héma d'Euler peut



50 IV Numériques'é
rire : Un+1 = (I +�t L)(Un) 
fl0 � 1L'équation Ut = L(U) dis
rétisée s'é
rit d'une façon générale :U i = U0 +�t i�1Xk=0Cik L(Uk); i = 1;2:::;mU0 = Un; Um = Un+1Par un jeu d'é
riture, en introduisant i�1Xk=0�ik = 1, on peut se ramener à la formule [68℄ :U i = i�1Xk=0(�ikUk + �ik �t L(Uk))
fl � (
fl0 min( �ikj�ikj))Le but est alors de déterminer un s
héma temporel d'ordre élevé sous réserve d'une 
ondi-tion optimum sur le CFL.� Dis
rétisation Runge-Kutta TVD à l'ordre 2Pour un shéma Runge-Kutta à l'ordre deux TVD, la dis
rétisation optimum du point devue du CFL, donne les formules suivantes :U1 = U0 +�t L(U0)U2 = U0 + 12U1 + 12�t L(U1)
fl � 1IV.3 Conditions aux limitesLes 
onditions aux limites d'un problème hyperbolique ne sont absolument pas triviales.C'est pourquoi nous dé
rivons 
es 
onditions aux limites d'une façon détaillée avant dedé
rire les 
onditions aux limites imposées à notre 
as test.D'une façon générale on distingue deux types de 
onditions aux limites [60℄, [78℄, [89℄ :� des 
onditions aux limites analytiques� des 
onditions aux limites numériques
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Fig. IV.1 � Méthodes de prédi
tion/proje
tionL'étude des 
onditions analytiques est né
essaire pour s'assurer que le problème est bienposé du point de vue mathématique. Les 
onditions analytiques sont indépendantes dela méthode numérique utilisée et 
orrespondent à un 
omportement physique du systèmeétudié. On peut 
iter trois méthodes d'analyse des 
onditions aux limites analytiques :� la méthode des 
ara
téristiques� la méthode des modes normaux� la méthode de l'énergiemais seule la méthode des 
ara
téristiques sera 
onsidérée i
i.La né
essité d'imposer des 
onditions aux limites numériques est liée, elle, à la dimen-sion �nie du domaine de 
al
ul et au 
al
ul des quantités non imposées. Ces 
onditionsnumériques permettent d'avoir au moins autant d'in
onnues que d'équations.IV.3.1 Conditions aux limites à l'entréePrin
ipe des 
onditions aux limites analytiques imposées aux équations d'Euler3DLes 
onditions aux limites analytiques imposées à l'entrée d'un domaine en 1D et pourlesquelles il existe un 
adre théorique rigoureux sont rappelées en annexe.
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onsidère 
i-dessous les équations d'Euler 3D en 
oordonnées 
urvilignes :�Q�t + �F�� + �G�� + �H�� = 0 (IV.1)où Q, F , G et H ont été dé�nis à la se
tion (III.2.2). La dire
tion qui nous intéresse plusparti
ulièrement est la dire
tion dé�nie par la normale au plan � = 
te. On n'expli
itedon
 que les termes liés à 
ette dire
tion, le reste étant mis dans le terme SM . L'équation(IV.1) s'é
rit, sous forme non 
onservative :�Q�t +A� �Q�� + SM = 0 (IV.2)où A� est la matri
e ja
obienne du 
hangement de variables de l'espa
e physique à l'espa
edes 
ara
téristiques Q =) 
, déterminée par identi�
ation des équations (IV.1) et (IV.2) :A� = Ax�x +Ay�y +Az�zA� = R���R�1�Le ve
teur 
 est le ve
teur des variables 
ara
téristiques. La matri
e A� a pour valeurspropres [88℄ : 8>>>>><>>>>>: �1 = �2 = �3 = �xu+ �yv + �zw�4 = �1 + 
q�x2 + �y2 + �z2�5 = �1 � 
q�x2 + �y2 + �z2où 
 est la vitesse du son dans la dire
tion dé�nie par la normale à � = 
te.�4 et �5 sont les vitesses de propagation des ondes a
oustiques dans les deux dire
tionsd'espa
e dé�nies par ��!grad� et ���!grad� et �1 
orrespond à la vitesse à laquelle est 
onve
téel'entropie. �2 et �3 sont les vitesses de 
onve
tion des vitesses transverses.En projetant le système (IV.2) sur R�1� on se ramène aux équations sous forme 
ara
-téristiques : R�1� �Q�t + ��R�1� �Q�� +R�1� SM = 0 (IV.3)où la matri
e R�1� est 
onstruite en s'inspirant de [86℄ et dont l'expression est donnée enannexe. Il n'est plus possible en bidimensionnel ou tridimensionnel de dé�nir les invariantsde Riemann de façon globale, 
omme dans le 
as linéaire ou pour un problème d'Euler



IV.3 Conditions aux limites 53monodimensionnel. En suivant la méthode pré
onisée par K. W. Thompson [78℄, les 
ondi-tions aux limites analytiques sont déterminées à partir du 
al
ul de (R�1� �Q�t )l asso
ié à lavaleur propre �l.Le 
al
ul de (R�1� �Q�t ) donne :(R�1� �Q�t )1 = (
 � 1)�p�t � �
�T�t (IV.4)(R�1� �Q�t )2 = 
�(�!t1 ��!v�t ) (IV.5)(R�1� �Q�t )3 = 
�(�!t2 ��!v�t ) (IV.6)(R�1� �Q�t )4 = 12(�p�t + 
�(�!k ��!v�t ) (IV.7)(R�1� �Q�t )5 = 12(�p�t � 
�(�!k ��!v�t ) (IV.8)où les 
oordonnées ti sont les 
omposantes de la tangente au plan � = 
te :�!t1 = (k2 � k3)ex + (k3 � k1)ey + (k1 � k2)ez�!t2 = (k1k2 � k23)ex + (k2k3 � k21)ey + (k1k3 � k22)ezet les 
oordonnées ki sont les 
omposantes de la normale au plan � = 
te :k1 = ��q��2 + ��2 + 
�2 ; k2 = ��q��2 + ��2 + 
�2 ; k3 = 
�q��2 + ��2 + 
�2En s'inspirant du 
as 1D, les relations (IV.4) à (IV.8) 
i-dessus qui lient les variables
ara
téristiques aux variables eu, ev, ew, p et eT permettent alors de déterminer quelles va-riables physiques peuvent être imposées à l'entrée pour que le problème soit bien posé. Parexemple pour la surfa
e d'entrée seul k1 6= 0. Si toutes les valeurs propres sont positives(é
oulement supersonique) on peut imposer des 
onditions aux limites 
omme suit à partirdu jeu de relations 
i-dessus :8><>: �1 > 0 =) eT ev ew imposées�4 > 0 =) eu imposée�5 > 0 =) p imposéeLorsque l'entrée est subsonique, la valeur propre �5 est négative et les 
onditions auxlimites les plus utilisées sont de laisser libre la pression p à l'entrée. C'est l'é
oulement quisele
tionne lui-même les modes a
oustiques asso
iés à la valeur propre �5 [60℄.
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ipe des 
onditions aux limites numériquesPlusieurs types de 
onditions aux limites numériques peuvent être imposées une fois dé-terminé le nombre de variables à imposer.Pour les ondes entrantes, 
'est-à-dire 
elles telles que �k � 0, il est d'usage d'imposer lesvariables. On pourrait aussi imposer des 
onditions de non ré�exion en annulant le terme��R�1� �Q�� dans l'équation (IV.3).Pour les ondes sortantes, 
'est-à-dire lorsqu'une valeur propre est négative, il est possiblepar exemple d'imposer une des équations 
ara
téristiques 
orrespondante parmi (IV.4) à(IV.8). Il arrive que les variables soient simplement extrapolées à partir de leur valeur àl'intérieur du domaine de 
al
ul [60℄.Le système 
ouplé 
orrespondant aux deux types d'ondes à l'entrée est ensuite résolu.Ce type de 
onditions aux limites a été utilisé ave
 su

ès pour 
al
uler l'é
oulement detype 
ou
he de mélange spatiale 
ompressible et pour 
al
uler l'é
oulement dans la tuyère.Nous présentons maintenant en détails les 
onditions imposées à l'entrée de la tuyère.Conditions aux limites imposées à l'entrée de la tuyèreCon
ernant les simulations numériques dans la tuyère, nous initialisons les 
al
uls àpartir d'un 
hamp statistique (�;u;v;w;E) 
onvergé, obtenu par une simulationRij � " [80℄.L'é
oulement est perturbé à l'entrée pour obtenir l'instationnarité. Les 
onditions aux li-mites utilisées à l'entrée de la tuyère dans les 
al
uls statistiques [80℄ sont des 
onditionsréservoir telles que les vitesses tangentielles, la température totale et la pression totalesont imposées tandis que la relation de 
ompatibilité 
orrespondant à l'onde a
oustiquesortante est 
onservée :(�ev�t )�0 = 0 ; (� ew�t )�0 = 0 ; (� eTt�t )�0 = 0 ; (�P t�t )�0 = 0Les 
onditions aux limites à l'entrée de la tuyère sont imposées à partir de l'é
oule-ment initial en imposant la pression totale, la température totale et les deux 
omposantestransverses de la vitesse (v;w). L'é
oulement est perturbé autour du pro�l moyen des 
om-posantes ev et ew en superposant un bruit blan
 aux pro�ls des vitesses. Le bruit blan
 estspatialement aléatoire. Il est 
onstruit de telle sorte qu'il n'induit pas de débit supplémen-taire. La moyenne spatiale des �u
tuations 
al
ulées sur tous les points du premier planest imposée nulle. Les 
al
uls réalisés en Simulation des Grandes E
helles permettent de



IV.3 Conditions aux limites 55

0

0.05

0.1

0.84 0.85 0.86 0.87 0.88 0.89 0.9 0.91Fig. IV.2 � Pro�l de la densité àl'entrée ; SGE � ; RANS 2 0

0.05

0.1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2Fig. IV.3 � Pro�l de eu à l'entrée ;SGE � ; RANS 2
al
uler l'é
oulement dans une 
on�guration parti
ulière à 
haque pas de temps, à l'in-verse des 
al
uls statistiques qui moyennent plusieurs réalisations dans le temps. Le bruitblan
 est don
 une suite spatialement aléatoire mais déterministe en temps. Il est en e�etimportant de pouvoir re
ommen
er les 
al
uls dans la même 
on�guration à tout instant.L'entrée expérimentale de la tuyère n'est pas simulée et les deux 
ou
hes limites sontdéveloppées. Les pro�ls imposés tiennent 
ompte des pertes de pression totale et de tem-pérature totale à la traversée de 
es 
ou
hes limites.Les �gures (IV.2) à (IV.9) représentent les pro�ls de �, des 
omposantes de la vitesseeu, ev, ew, de la pression p et de la température eT , de la pression totale P t et de la tempé-rature totale eTt à l'entrée. Les pro�ls sont tra
és selon (Oy) pour z = zmax=2. Sur 
haque�gure, les 
ourbes imposées en SGE sont 
omparées aux 
ourbes statistiques initiales. Les
ourbes en trait plein 
orrespondent aux simulations SGE tandis que les 
ourbes ave
 lespoints 
orrespondent aux simulations statistiques. Les vitesses sont rendues sans dimen-sion par la vitesse de référen
e uref . L'amplitude des perturbations est la même pour lesdeux 
omposantes de vitesse transverses et est de l'ordre de 1% de la vitesse maximum àl'entrée eu = 200 m=s. La pression totale dans le 
÷ur de la tuyère vaut P t = 0:92 105 Paet la température totale vaut eTt = 300K.IV.3.2 Conditions aux limites imposées sur les paroisLes 
onditions aux limites imposées aux parois solides (� = 1, � = �max, � = 1 et� = �max) sont des 
onditions d'adhéren
e, de �ux de 
haleur nul et l'on résout l'équa-tion de 
onservation de la masse à la paroi. Nous rappelons que dans la 
as de la tuyère,� = 1 
orrespond à la paroi basse de la tuyère ave
 la bosses en �ê
he. Le plan � = �max
orrespond à la paroi haute et � = 1 et � = �max sont asso
iés aux deux parois latérales.
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IV.3 Conditions aux limites 57Le maillage est régulier dans la dire
tion longitudinale et les 
oordonnées � et x sont pro-portionnelles.On résout à la paroi : u = 0 (IV.9)v = 0 (IV.10)w = 0 (IV.11)�T�np = 0 (IV.12)���t + div(��!v ) = 0 (IV.13)La 
ondition du �ux de 
haleur nul à la paroi vient des 
onditions véri�ées expérimenta-lement. La normale aux parois latérales est bien dé�nie puisque le maillage est orthogonalaux parois dans 
ette dire
tion. Par 
ontre, le maillage n'est pas orthogonal aux paroishaute et basse. La normale a don
 trois 
omposantes (�x; �y; �z) sur 
es parois. La bosseayant un rayon de 
ourbure faible devant les dimension de la tuyère, nous avons fait l'hy-pothèse que �!n � ny ey.Con
ernant la dernière équation à imposer, il est à priori possible de projeter l'équationde la quantité de mouvement sur la normale aux parois ou alors de résoudre l'équation de
onservation de la masse à la paroi. La première pro
édure est la plus 
lassique. Néanmoinsprojeter l'équation de la quantité de mouvement sur la normale aux parois impose de 
al-
uler les �ux visqueux ave
 un dé
entrement d'ordre deux pour rester 
ohérent ave
 l'ordredu s
héma dans le reste du domaine. Ce
i n'est pas aisé sur un maillage étiré. Au 
ontraire,l'utilisation de l'équation de 
onservation de la masse est plus simple à implémenter et elleassure que les 
onditions aux limites imposées aux parois soient 
onservatives. Nous pou-vons néanmoins souligner que 
ette dernière 
ondition aux limites induit une a

umulationd'erreur en temps [19℄. Il nous a semblé plus judi
ieux d'utiliser l'équation de 
onservationde la masse même si 
e n'est pas 
elle qui a été utilisée dans les 
al
uls Rij � ".Les détails numériques et les équations dis
rétisées appliquées à notre problème sontprésentés en annexe.IV.3.3 Conditions aux limites imposées à la sortieLes 
onditions aux limites imposées à la sortie d'un é
oulement transsonique sontbasées sur les mêmes raisonnements qu'à l'entrée du domaine. Simplement les normalesaux surfa
es sont inversées et les ondes pour lesquelles �k � 0 sont des ondes sortantes aulieu d'être des ondes entrantes. De même les ondes pour lesquelles �k � 0 sont des ondes



58 IV Numériqueentrantes au lieu d'être des ondes sortantes. L'équation étudiée à la sortie est la même que
elle à l'entrée : �Q�t +A� �Q�� + SM = 0 (IV.14)où A� est la matri
e ja
obienne du 
hangement de 
oordonnées dé�nie par (IV.3).Le �uide est supersonique à la sortie de la tuyère, ave
 un nombre de Ma
h maximumde l'ordre de 1;5 sauf dans les 
ou
hes limites. Du point de vue mathématique selon les
ara
téristiques, il ne faut pas de 
onditions analytiques parti
ulières en sortie [60℄ dansles zones où le �uide est supersonique. Par 
ontre il en faut dans les 
ou
hes limites où le�uide est subsonique.C'est pourquoi les équations de 
onservations projetées sur les 
ara
téristiques sontrésolues à la frontière pour les ondes sortantes. Pour les ondes entrantes, dans les 
ou
heslimites, nous imposons une 
ondition de non re�exion en annulant le terme ��R�1� �Q��empê
hant l'information de remonter.



Chapitre VMise en ÷uvre de la SGE sur le 
as testCe 
hapitre est 
onsa
ré à la mise en ÷uvre de la Simulation des Grandes E
hellespour 
al
uler l'é
oulement dans la tuyère tridimensionnelle présentée au 
hapitre (II). Lemaillage de la tuyère et un 
hamp statistique Rij � " 
onvergé obtenu par le modèle deLaunder-Shima nous ont été fournis par I. Vallet et G. Gerolymos du LEMFI [32℄, pourinitialiser nos 
al
uls. Les résultats obtenus par la modélisation statistique sont présentésen détail dans [80℄.Le maillage, adapté aux 
al
uls statistiques a été modi�é. Il était très resserré auxparois et lâ
he au 
÷ur de la tuyère. Il est important d'avoir un maillage très resserré prèsdes parois dans les 
al
uls statistiques 
ar 
ertains paramètres des modèles sont 
al
ulésà partir des gradients de la vitesse et surtout à partir des valeurs de l'énergie 
inétiqueturbulente k et de la dissipation " pro
he des parois. Il faut don
 évaluer les dérivéesave
 une grande pré
ision. De plus, la dis
rétisation temporelle qui a été utilisée dans larésolution statistique était impli
ite, don
 le pas de temps n'était pas un fa
teur limitant,pour la méthode Rij � ". Pour les simulations des grandes é
helles nous avons modi�é lemaillage de façon à avoir des mailles plus grandes aux parois et moins lâ
hes dans le 
÷urde la tuyère. Il est également important de dis
rétiser 
orre
tement les 
ou
hes limites enSGE [59℄ pour 
apturer les phénomènes turbulents et pour ne pas avoir à utiliser de loi deparois. Néanmoins, les 
onstantes dans les modèles de sous maille que nous avons 
hoisissont moins sensibles aux gradients aux parois. D'autre part, la résolution temporelle étantexpli
ite dans nos simulations, il est né
essaire d'avoir un pas de temps basé sur la pluspetite taille de maille qui soit raisonnable. Un 
al
ul sur le maillage adapté aux simulationsRANS nous imposait un pas de temps trop petit. La grille de 
al
ul a été interpolée à partirdu maillage initial en 
onservant le même nombre de points 201x91x101 (1 � � � 201 ;1 � � � 91 ; 1 � � � 101).Nous rappelons que la longueur de la tuyère vaut Lx = 0;8 m, la hauteur à l'entrée vautLy = 0;1 m et vaut Ly = 0;105 m à la sortie. La largeur, 
onstante sur toute la longueurde la tuyère, vaut Lz = 0;1213 m. La longueur minimum de la 
orde de la bosse dé�nitla longueur de référen
e pour le 
al
ul du nombre de Reynolds : � = 0;245 m. Elle varie



60 V Mise en ÷uvrede � = 0;245 m en z = 0 m à � = 0:37 m en z = Lz. Le nombre de Reynolds 
al
ulé àpartir de la vitesse maximum à l'entrée de la tuyère, uref = 200 m s�1, vaut Re = 22 105.Le temps de référen
e 
al
ulé à partir de la longueur minimum de la 
orde de la bosseet la vitesse à l'entrée vaut tref = 1;23 10�3 s. Nous présentons le nouveau maillage et lesdonnées interpolées.V.1 Interpolation du maillage de la tuyèreNous avons 
onservé le même nombre de points dans les trois dire
tions de l'espa
e,201x91x101 soit 1;8 106 points, en 
onservant une distribution équidistante le long de l'axe(Ox).Maillage initialLa distan
e entre les points equidistants selon la dire
tion x vaut : dxLx = 4;975 10�3Les distan
es maximum aux parois dans les dire
tions (Oy) et (Oz) sont les suivantes :8>>><>>>: dyLy = 1;35 10�5dzLz = 1;39 10�5Les données 
i-dessus 
orrespondent à des 
oordonnées réduites maximum aux paroistelles que y+ � 0;75 et z+ � 0;75. Les distributions sont ensuite 
al
ulées par une formulealgébrique donnée par une suite géométrique.On rapelle que les 
oordonnées réduites sont dé�nies en utilisant les unités de parois :8>>>><>>>>: y+ = y �pUp�p Up = s�py�p �py = �p�eu�yz+ = z �pUp�p Up = s�pz�p �pz = �p�eu�zUn 
al
ul sur le maillage adapté aux simulations RANS nous imposait un pas de tempsde l'ordre de �ttref = 8;13 10�7 et nous l'avons re
onstruit en 
onservant des 
oordonnéesréduites aux parois de l'ordre de l'unité. Nous avons ainsi un pas de temps de l'ordre de�ttref = 8;13 10�6. Cela 
orrespond entre autres à un nombre de di�usion de 4;6 10�1 et unCFL de l'ordre de 0;06.



V.1 Interpolation du maillage de la tuyère 61Maillage utilisé dans la simulation SGELe nouveau maillage est illustré sur la �gure (V.1). Il est tra
é dans le plan z = 0;0613 met dans les plans x = �0;1 m et x = 0;230 m. Dans la tuyère, le plan transformé � = 1 
oïn-
ide ave
 la paroi basse qui supporte la bosse en �ê
he et � = �max 
oïn
ide ave
 la paroihaute. Les plans transformés � = 1 et � = �max 
oïn
ident respe
tivement ave
 les deuxparois latérales z = 0 m et z = 0;1213 m. Les plans transformés � = 
te sont parallèles auxplans x = 
te.La distribution initiale équidistante selon (Ox) est 
onservée. Les arrêtes de la tuyèreinitiale sont aussi 
onservées. Nous avons imposé la nouvelle distribution des points selon(Oz) et selon (Oy) à l'aide d'une formule algébrique en 
osinus. Le maillage est �nalementlissé à l'aide de la résolution d'une équation aux dérivées partielles hyperbolique (bi-harmonique) sur x et y dans 
haque plan z = 
te [39℄, [76℄, [77℄. Cela permet d'assurer larégularité des éléments métriques �i, �j et 
k (voir annexe) sur le domaine de 
al
ul.La nouvelle distribution selon (Oz) est telle que z(�;�;�) = z(�). Les points sont res-sérés aux extrémités ave
 une raison rz = 1;15, 
omme le montre la �gure (V.1). Plus laraison rz est grande, plus les points sont resserrés. Sur la �gure (V.1) la pente de la 
ourbeest faible dans les zones pro
hes des parois, 
e qui signi�e que la variation de z en fon
tionde � est faible et que les points sont très resserrés. Au 
ontraire, au 
÷ur de la tuyère lapente est plus importante et les points sont de plus en plus espa
és des parois vers le milieu.La nouvelle distribution y(�;�;�) = y(�) est ensuite 
onstruite à l'aide d'une formulealgébrique du même type que 
elle pour z(�), ave
 une raison ry = 1;155. La distributiondes points selon (Oy) est également représentée sur la �gure (V.1).Les nouvelles ordonnées y des points sont d'abord 
al
ulées sur les deux parois latéraleset de façon à 
onserver une dis
rétisation 
orre
te de la bosse en �ê
he et du se
ond 
ol,les 
oordonnées y(�;�0;�) et y(�;�max;�) sont ajustées à la nouvelle distribution z(�) parinterpolation des données initiales sur les parois haute et basse, à partir des arêtes.Pour avoir un maillage su�sament régulier pour le 
al
ul des 
oe�
ients métriques,les 
oordonnées x et y sont �nalement lissées dans 
haque plan z par résolution d'uneéquation elliptique [76℄.Le 
hoix de la distribution des points selon (Oy) et (Oz) est réalisé en 
ontr�lant ladistan
e maximum des premiers points aux parois. Comme il n'y a pas de loi de paroi, ilest né
essaire de pla
er 
orre
tement les premières 
oordonnées réduites y+ et z+ et en gé-néral y+ � 1 et z+ � 1 [59℄. Ave
 les raisons 
i-dessus, les 
oordonnées réduites maximumdes premiers points aux parois sont telles que :



62 V Mise en ÷uvre8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:
0;18 � y+ � 4;5 sur � = 10;12 � y+ � 5;7 sur � = �max0;1 � z+ � 3;4 sur � = 10;11 � z+ � 3;3 sur � = �maxLa �gure (VI.3) représente les intervalles dx+ en fon
tion de �. La très grande valeur dedx+ de l'ordre de 12000 
orrespond à l'onde de 
ho
. Les variables varient très rapidementdans 
ette zone expliquant la grande valeur de leur dérivée et don
 de dx+. La 
oordonnéeréduite x+ a été 
al
ulée à partir des gradients de la vitesse et des valeurs de la vis
ositéévaluées à la paroi basse � = 1. Les intervalles dx+ varient peu selon que la densité, lavis
osité et les gradients de vitesse sont dé�nies sur les parois latérales ou sur les paroishaute et basse.Le maximum des distributions des 
oordonnées réduites y+ et z+ est très lo
alisé.Pour y+ les maxima sont de l'ordre de 4;5 
omme nous l'avons dit et ils sont lo
aliséssur la bosse. La �gure (V.4) représente la distribution de dz+ selon � pour � = �max=2et � = �max=2, 
'est-à dire sur la ligne médiane de la tuyère. On peut remarquer que lemaximum de 
ette distribution est de l'ordre de 2500 au 
entre où les mailles sont les plusgrandes. Cette valeur est la valeur maximale observée au 
÷ur sur toute la longueur de latuyère. Les valeurs des 
oordonnées réduites dans le 
÷ur sont grandes par rapport à lastru
tures de la turbulen
e mais il est di�
ile de faire mieux dans 
e type de 
al
ul.Les nouvelles distributions de 
oordonnées réduites adoptées 
orrespondent à des dis-tan
es telles que : 8>>>>>>><>>>>>>>:

dxLx = 4;975 10�3dyLy = 9;702 10�5dzLz = 6;925 10�5Ces données illustrent à nouveau la très grande anisotropie du maillage utilisé et la né
es-sité d'utiliser des 
orre
tions dans les modèles pour en tenir 
ompte 
omme 
ela a été fait.
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hamp initial 65V.2 Interpolation du 
hamp initialL'interpolation du 
hamp �; eu; ev; ew; eE est réalisée dans 
haque plan x = 
te puisquela répartition longitudinale des points n'a pas 
hangée. L'interpolation est linéaire dans
haque dire
tion (Oy) et (Oz) en 
onsidérant don
 que le maillage est quasi-orthogonaldans 
haque plan x = 
te dans toute la tuyère. Cette hypothèse n'est pas stri
tementvéri�ée sur la bosse. Chaque point du nouveau maillage est en
adré par quatre pointsde l'an
ien maillage. Les valeurs des di�érentes quantités physiques initiales �; eu; ev; ew; eEau point du nouveau maillage sont obtenues par une interpolation linéaire selon 
haquedire
tion (Oy) et (Oz). Ce type d'interpolation est une interpolation de Lagrange bidi-mensionnelle d'ordre un.Comparaison du 
hamp interpolé au 
hamp initialNous 
omparons la densité �, les trois 
omposantes de la vitesse (eu; ev; ew) obtenues surle nouveau maillage par rapport à leur valeur initiale dans la dire
tion (Oy) pour troisplans x le long de la tuyère. Les trois plans x 
onsidérés sont les plans x = �0;100 m,x = 0;230 m et x = 0;692 m. Le premier plan 
orrespond ainsi à l'entrée de la tuyère, lese
ond à un plan sur la bosse où le maillage est très déformé et le dernier plan 
hoisi estpro
he de la sortie de la tuyère. Pour 
haque 
ourbe, la 
oordonnée z a été �xée au milieude la tuyère. Les 
omposantes transverses de la vitesse ne sont pas présentées dans le planx = �0;100 m puisqu'elles sont nulles à l'initialisation. Le �uide en entrée est subsoniqueave
 un nombre de Ma
h maximum de l'ordre de Min = 0;6 pour une vitesse d'entréemaximum de uin = 200 m s�1 
omme le montre la �gure (V.6).Les �gures (V.5-V.6) 
orrespondent aux 
hamps en x = �0;1 m. L'hypothèse de 
ou
helimite 
onduit toujours à une dérivée nulle de la pression :�p�y = 0.Nous avons supposé que l'air est un gaz parfait : p = R� eT et � varie don
 à l'inversede eT . Sur une paroi plane adiabatique, la température de l'air augmente de sa valeur àl'extérieur de la 
ou
he limite à la température de frottement à la paroi donnée par [17℄ :eTteTe = (1 + 
 � 12 M2e )eTfeTe = (1 + r 
 � 12 M2e )où r est le fa
teur de ré
upération, 
ara
térisant la di�éren
e entre la température deré
upération eTf et la température extérieure eTe :



66 V Mise en ÷uvrer = eTf � eTeeTt � eTeNous pouvons signaler que les 
ourbes de eT , p et � sont normales aux parois. Celan'est visible que sur les premiers points pro
hes des parois, 
e qui explique qu'on l'observedi�
ilement sur les di�érentes �gures présentées, les points étant très resserrés aux parois.On voit le très bon a

ord entre les 
hamps initiaux Rij � " et les 
hamps interpolés toutle long de la tuyère.Le �uide a tendan
e à être dévié de la paroi latérale gau
he z = zmax vers la paroilatérale droite z = 0 m et du haut vers le bas en présen
e de la bosse en �è
he [10℄, 
ommele montrent les �gures (V.9) et (V.10).En sortie, le �uide est supersonique, ave
 un Ma
h maximum de l'ordre de Mout = 1;5pour une vitesse de sortie maximum de l'ordre de uout = 400 m s�1 
omme le montre la�gure (V.12).V.3 Moyens informatiques mis en ÷uvre pour le 
al
ulde l'é
oulementLes 
al
uls ont été réalisés sur trois ans en adaptant le 
ode aux moyens informatiquesde plus en plus performants mis à notre disposition au 
entre de 
al
ul de l'IDRIS. Le
ode est parallèle et tourne sur quatre pro
esseurs. Il a été optimisé ve
toriellement pourfon
tionner sur la ma
hine parallèle et ve
torielle VPP 200 de Fujitsu dans un premiertemps, puis sur la NEC SX5 depuis une année. Les performan
es du 
ode sur la VPP étaientde 400M�ops. Les performan
es du 
ode a
tuel sur la NEC sont de 1;6 G�ops ave
 un tauxde ve
torisation de 0;97 dans les deux 
as. Pour donner une meilleure idée des performan
esdu 
ode sur les deux ma
hines le temps de 
al
ul vaut 8;6 10�6 s=iteration=points sur VPP200 et vaut 4;2 10�6 s=iteration=points sur la NEC.
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Chapitre VIRésultats instationnaires de la SGEL'intérêt de la simulation des grandes é
helles par rapport à une simulation statis-tique réside dans les informations a

essibles sur les grosses stru
tures instationnaires del'é
oulement.Cette partie présente quelques résultats instationnaires obtenus dans la tuyère. Nousprésentons un instantané du 
hamp des isovaleurs de la vitesse longitudinale. Puis nousprésentons l'évolution du 
hamp instantané au 
ours du temps en montrant la 
apture destru
tures tourbillonaires instationnaires sous le 
ho
 en lambda. Nous présentons ensuiteles spe
tres temporels réalisés sur les quantités �u
tuantes (u0;v0;w0) dans le dé
ollement.Il apparaît qu'il faut 
ertainement des temps totaux d'a
quisition plus long pour a�nernos spe
tres dans les basses fréquen
es représentant les grandes é
helles.VI.1 Champ instantané dans la tuyèreLa �gure (VI.1) représente les isovaleurs de la 
omposante longitudinale de la vitesse àl'initialisation en z = 0;1113 m. Elle est rendue i
i sans dimension par la vitesse à l'entréeuref = 200 m=s�1. Les �gures (VI.2) et (VI.3) présentent les isovaleurs du 
hamp instan-tané de la vitesse longitudinale en z = 0;0913 m et z = 0;1113 m pro
he de la paroi latéraleoù la 
ou
he limite dé
olle, à la �n de notre 
al
ul à t� = 0;975. Nous rappelons que letemps de référen
e que nous avons dé�ni 
orrespond au temps de 
al
ul basé sur la vitesseà l'entrée et sur la longueur de la 
orde de la bosse, et vaut tref = 1;23 10�3 s.Nous pouvons observer sur la �gure (VI.2) la déstabilisation de la zone de re
ir
ulationvisible sur la �gure (VI.1), sous le 
ho
 en lambda prédit par la SGE. Ce phénomène meten éviden
e l'importan
e de l'initialisation dans le 
al
ul et son in�uen
e sur un temps nonnégligeable par rapport au temps de 
al
ul des simulations de la SGE, 
ar on ne l'observepas sur les résultats moyennés.Nous observons également des di�éren
es entre le 
hamp initial sur la �gure (VI.1)et le 
hamp instationnaire de la �gure (VI.3) derrière le 
ho
. Les perturbations qui sepropagent en aval de l'onde de 
ho
 sur les résultats de la SGE viennent de la réorganisation
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u*: -0.59 -0.29 0.01 0.30 0.60 0.89 1.19 1.48 1.78 2.08Fig. VI.1 � Isovaleurs de la vitesse longitudinale dans le plan z = 0;1149 m à l'initialisa-tion, rendue sans dimension par la vitesse à l'entrée [80℄du �uide dans le 
ho
 en lambda et dans le dé
ollement initial ave
 la présen
e de stru
turestourbillonaires. Ce type de stru
ture d'é
oulement ave
 de multiples ondes de 
ho
s dans un
anal derrière une intera
tion entre une onde de 
ho
 et la 
ou
he limite a déjà été observé[11℄. Le système d'onde qui se forme à l'aval dépend fortement de la zone de re
ir
ulation etdes instabilités qui s'y développent. On peut voir les 
ou
hes limites déformées 
omme desparois dont la se
tion varie générant les ondes observées. Si l'on 
ompare la �gure (VI.1) àla �gure (VI.3), on peut observer que nous avons la présen
e d'une onde de 
ho
 en lambdaau dessus du dé
ollement qui n'existait pas à l'initialisation. La modi�
ation de la stru
turede l'é
oulement ne remonte pas puisque nous sommes dans une zone supersonique, maisse propage vers l'aval 
omme on peut le voir à travers la forme de l'é
oulement dans lamoitié haute de la tuyère.Nous présentons maintenant quelques instantanés des valeurs de la vitesse à des tempsdi�érents pour visualiser les modi�
ations dans l'é
oulement.
VI.1.1 Evolution temporelle des 
hampsNous présentons quelques 
hamps instationnaires obtenus à di�érents temps de 
al
ulpro
he de la paroi latérale droite.
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u*: -1.23 -0.88 -0.54 -0.19 0.15 0.50 0.84 1.18 1.53 1.87Fig. VI.4 � Isovaleurs de la vitesse longitudinale instantanée en z = 0;1113 m rendue sansdimension par la vitesse de référen
e à t� = 0;366Les �gures (VI.4), (VI.5) et (VI.6) présentent les isovaleurs de la 
omposante longi-tudinale de la vitesse respe
tivement pour t� = 0;366, t� = 0;609 et pour t� = 0;975 enz = 0;1113 m.On observe une modi�
ation de l'é
oulement et de la forme de l'onde de 
ho
 et ladéstabilisation de la zone initialement dé
ollée. Les os
illations de la 
ou
he limite pertur-bée génèrent au �nal un lâ
her de tourbillons visible sur la �gure (VI.6). Nous pouvonsremarquer que l'a

élération du �uide dans la partie supérieure de la tuyère après le 
ho
permet de 
ompenser la diminution du re�ux pro
he de la paroi basse.
VI.2 Spe
tres temporelsNous avons pu voir à travers la présentation des isovaleurs de la vitesse longitudinalequ'il existe des phénomènes instationnaires à grandes é
helles. Bien qu'il soit di�
ile de
apturer les basses fréquen
es des grosses stru
tures instationnaires vu le pas de tempsque nous utilisons, nous avons réalisé une étude spe
trale des signaux �u
tuants (u0;v0;w0)dans le dé
ollement initial. Les a
quisition sont réalisées tous les 10000 pas de temps, 
equi 
orrespond à un pas de temps sans dimension de �t� = 1;219 10�6. Nous présentons
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74 VI Résultats instationnairesles résultats obtenus dans le plan x = 0;328 m s�1. Le point séle
tionné selon la dire
tiontransverse se situe en z = 0;1113 m et les trois points 
hoisis dans la dire
tion verti
alesont pro
he de la paroi basse. Nous n'avons pas représenté les lignes 
orrespondantes 
arles points 
onsidérés sont vraiment très pro
hes de la paroi basse et il est di�
ile de lesvisualiser. Ils ont des ordonnées qui varient ave
 z puisque nous sommes sur la �n dela bosse. Pour ne pas sur
harger les spe
tres, seules les ordonnées y sont indiqués surles �gures. Nous avons ré
apitulé les ordonnées dans le tableau 
i-dessous ave
 et sansdimension. Elles sont rendues sans dimension par la hauteur Ly = 0;1 m de la tuyère.Tableau des ordonnées des points de 
al
ul des spe
tres temporels selon (Oy)y1 = 1:21 10�2 m y�1 = 1:21 10�1y2 = 1:23 10�2 m y�2 = 1:23 10�1y3 = 1:30 10�2 m y�3 = 1:30 10�1Les isovaleurs de la 
omposante longitudinale dans le plan x = 0;328 m s�1 sont tra-
és au 
ours du temps sur les �gures (VI.7), (VI.8) et (VI.9) où l'on peut observer lepassage des tourbillons au 
ours du temps. Les �gures (VI.10), (VI.11) et (VI.12) repré-sentent l'évolution temporelle des 
omposantes de la vitesse 
orrespondant aux spe
tresreprésentés sur les �gures (VI.13) à (VI.15). Le nombre d'é
hantillons utilisé pour réali-ser les spe
tres temporels n'est pas très important mais est un multiple de deux 
ommele pré
onisent les transformées de Fourier rapide. Nous présentons les spe
tres en é
hellelogarithmique. Tous les spe
tres sont rendus sans dimension par la valeur maximum de ladensité d'énergie du spe
tre. Nous avons 
onvolué 
haque signal par une fon
tion 
osinus àsupport borné pour le rendre prériodique et limiter ainsi les e�ets de bords. La fréquen
emaximum que l'on puisse obtenir sur les spe
tres vaut f � = 1�t� ' 70 103. Nous avonspréféré présenter nos résultats sans analogie de Taylor k = 2�fU puisque nous avons uné
oulement inhomogène.On observe la présen
e d'un pi
 qui se déta
he sur les spe
tres de u0 et v0 autour def = 4000 Hz. Cela est en assez bon a

ord ave
 la fréquen
e que l'on peut estimer surla 
ourbe de la 
omposante v 
orrespondante �gure (VI.11) en y = 1:30 10�2 m. Nouspouvons souligner que les fréquen
e de l'ordre du kHz 
orrespondent aux ondes sonores.Il est possible de dé�nir un nombre de Strouhal à partir de la fréquen
e mesurée. Lenombre de Strouhal est un nombre sans dimension utilisé dans l'étude des 
orps épais (parexemple un pro�l d'aile) 
ara
térisés par des la
hés tourbillonnaires. Il mesure le tempsde retournement des tourbillons 
onve
tés par l'é
oulement par unité de temps. Il estrendu sans dimension par l'épaisseur des 
oprs épais étudiés. Si l'on introduit la hauteurde la bosse mesurée en z = 0;1113 m, ybm = 1;9985 10�2 m, et la vitesse de 
onve
tionau 
entre de la tuyère à l'entrée uref = 200 m s�1, le nombre de Strouhal asso
ié vaut
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onve
té, le tourbillon a tourné d'à peuprès un demi tour. La valeur du nombre de Strouhal 
al
ulée 
i-dessus est en bon a

ordave
 
elle 
al
ulée ou mesurée dans les sillages des 
orps épais ave
 des la
hés tourbillon-naires. Le nombre de Strouhal pour le 
ylindre vaut St = 0;2 et il vaut St = 0;3 pour les
orps épais.En�n, nous pouvons également obtenir un ordre de grandeur du nombre de d'onde as-so
ié au pi
 que nous avons dé
rit pré
édemment : k = 2�furef = 125;6 m�1. Cette longueurd'onde 
orrespond à une longueur l ' 7;96 10�3 m. La longueur estimée à partir du vo-lume de 
haque maille pro
he de la paroi basse du 
�té latéral droit où nous e�e
tuons nosspe
tres vaut lmin ' 4;64 10�5 m. La longueur estimée l ' 7;96 10�3 m est au moins 
entfois plus importante que lmin et il n'y a don
 pas de problèmes de résolution en maillage.Les phénomènes 
apturés sont à grande é
helle, ils ne sont pas �ltrés par le maillage.Nous dis
utons maintenant des résultats obtenus en moyennant les quantités sur letemps de 
al
ul total qui 
orrespond à plusieurs lâ
hers de tourbillons.
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Chapitre VIIComparaison des valeurs moyennes ave
RANS et l'expérien
eCette partie présente les résultats obtenus sur le Ma
h isentropique, les valeurs moyennesde la vitesse et des tensions de Reynolds en les 
omparant aux simulations statistiqueset aux résultats expérimentaux. Le temps de 
al
ul total sans dimension de la simulationSGE que nous avons réalisé est de l'ordre de un. Ce temps de 
al
ul 
orrespond à 800000pas de temps. Si l'on se base sur la hauteur de la bosse du 
�té du dé
ollement 
e tempssans dimension vaut t�� = 12. Comme nous l'avons vu sur les résultats instationnaires,nous moyennons sur un temps qui prend en 
ompte plusieurs lâ
hers de tourbillons. Lesmoyennes présentées, sauf lorsque nous le mentionnons expli
itement, 
orrespondent à untemps d'a

umulation égal au temps total de 
al
ul.Nous présentons et analysons également le bilan de l'énergie 
inétique k selon la dire
-tion (Oy) en quelques points.VII.1 Résultats sur les distributions du nombre de Ma
hisentropique sur les di�érentes paroisCette se
tion présente les résultats obtenus sur les distributions du nombre de Ma
hisentropique. Il est 
al
ulé à partir des relations entre la pression totale et la pressionstatique dans une transformation isentropique données dans la se
tion (II.2) :pP t1 = (1 + 
 � 12 M2is)�(
=(
�1))d'où : Mis = vuut( 2
 � 1[(P t1p ) 
�1
 � 1℄)



80 VII Valeurs moyennesLa pression totale P t1 est la pression génératri
e, qui 
orrespond à la valeur de lapression totale à l'entrée à l'extérieur des 
ou
hes limites, P t1 = 0;92 105 Pa.Le Ma
h isentropique est une variable globale qui permet de dé
rire la stru
ture del'é
oulement [50℄. En présen
e de 
ho
s, elle permet de dé
eler la position des 
ho
s ave
pré
ision. Elle permet également de mettre en éviden
e la position des zones d'eau morte
orrespondant aux plateaux de pression dans les bulbes de re
ir
ulation lorsque l'intensitédu 
ho
 est su�sante pour faire dé
oller la 
ou
he limite [50℄.Tous les résultats sont présentés sur les �gures (VII.1) à (VII.4), su

essivement sur
haque paroi de la tuyère, en 
ommençant par la paroi latérale la plus éloignée z = 0 m,où la 
ou
he limite ne présente pas de dé
ollement. Les résultats sont ensuite présentéssur la paroi basse, puis sur la paroi latérale droite du 
�té où la 
ou
he limite dé
olle eten�n sur la paroi haute. Les points de mesures sur les parois latérales, hautes et bassessont ré
apitulées 
i dessous. Dans le tableau 
i-dessous, la première 
olonne 
orrespondaux ordonnées des points expérimentaux sur les parois latérales. La se
onde 
olonne donne
es ordonnées rendues sans dimension par la hauteur de la tuyère Ly. La troisième 
olonnedonne les 
�tes des points expérimentaux sur les parois hautes et basses et pour �nir la qua-trième 
olonne 
orrespond aux 
�tes rendues sans dimensions par la largeur de la tuyère Lz.Tableau 1 des points de mesure du nombre de Ma
h isentropique sur les parois latéralesy1 = 0;020 m y�1 = 0;2 z1 = 0;01630 m z�1 = 0;134y2 = 0;035 m y�2 = 0;35 z2 = 0;03130 m z�2 = 0;258y3 = 0;065 m y�3 = 0;65 z3 = 0;04630 m z�3 = 0;381y4 = 0;080 m y�4 = 0;8 z4 = 0;07630 m z�4 = 0;629� � z5 = 0;09130 m z�5 = 0;753� � z6 = 0;1063 m z�6 = 0;875Les résultats de la simulation SGE sont 
omparés aux résultats expérimentaux de Délery(ONERA) [9℄, et aux résultats d'I. Vallet (LEMFI) obtenus ave
 une modélisation Rij � "[80℄. Dans les 
ourbes présentées, les 
roix 
orrespondent aux points expérimentaux, les
arrés à la simulation statistique et la ligne 
ontinue aux résultats de la SGE. Les quanti-tés simulées issues de la SGE et des simulations RANS ont été interpolées aux points demesure. Le nombre de points et leur répartition dans la dire
tion longitudinale sont lesmêmes pour la simulation SGE et pour la simulation statistique et nous utilisons une in-terpolation de Lagrange aux points expérimentaux dans 
haque plan x �xé qui est linéairedans 
haque dire
tion (Oy) et (Oz). Pour obtenir une meilleure lisibilté des résultats, nousavons représenté à 
haque fois la distribution du nombre de Ma
h isentropique Mis dansla tuyère sur 
haque paroi.Une analyse globale des résultats sur l'ensemble des distributions sur les parois le longde l'axe (Ox) montre que les di�éren
es entre la SGE et les résultats statistiques sont ob-



VII.1 Résultats sur les distributions du nombre de Ma
h isentropique sur les di�érentesparois 81servées prin
ipalement dans la zone d'intera
tion entre l'onde de 
ho
 et la 
ou
he limiteet plus en aval de l'intera
tion. Les résultats obtenus sur les distributions du nombre deMis par la simulation RANS et par la SGE sont 
onfondues ave
 la distribution expéri-mentale en aval de la bosse et dans la partie 
onvergente de la tuyère. On observe que laSGE prédit une intensité maximum du nombre de Ma
h isentropique dans les 
ho
s quiest inférieure à 
elle 
al
ulée dans la modélisation Rij � " et à 
elle mesurée expérimenta-lement. L'ensemble des résultats montre que l'intensité des 
ho
s prédite par la SGE ave
le s
héma d'Harten-Yee est moins forte que l'intensité mesurée expérimentalement et queles 
ho
s sont beau
oup plus étalés.Néanmoins un résultat parti
ulièrement intéressant de la SGE est la 
apa
ité de laméthode à prédire la présen
e du plateau de pression mesuré expérimentalement, asso
iéau dé
ollement de la 
ou
he limite, 
ontrairement aux résultats de la simulation RANS.L'ensemble des 
ourbes �gures (VII.1 a) à (VII.4 f) montre que le phénomène de sousprédi
tion du nombre de Ma
h par le SGE est moins marqué dans le 
oin inférieur gau
he,
omme le montrent les �gures (VII.1 a), (VII.1 b), (VII.2 a) et (VII.2 b). Il apparaît au
ontraire plus marqué dans les zones où l'on observe un plateau de pression 
orrespondantà une zone de re
ir
ulation. Nous observons sur les �gures (VII.2 d) à (VII.2 f) qui repré-sentent la distribution du nombre de Ma
h isentropique dans une zone où la 
ou
he limitedé
olle, que le maximum est très sous-estimé par la SGE. Le même phénomène se retrouvesur la paroi haute où nous prédisons un dé
ollement sur toute la largeur de la tuyère.Nous pouvons souligner qu'un dé
ollement se produit expérimentalement derrière le 
ho
droit pro
he de la paroi haute lié à l'intera
tion entre le 
ho
 et la 
ou
he limite haute [9℄.Par 
ontre, nous surestimons la zone haute dé
ollée et nous n'avons pas la bonne positiondu plateau de pression par rapport aux expérien
es lorsqu'on 
ompare très �nement les
ourbes des �gures (VII.4 a) à (VII.4 d).On peut observer sur les �gures (VII.1 
), (VII.1 d), (VII.3 
) et (VII.3 d) l'étalementdu 
ho
 dans la partie haute de la tuyère où l'onde de 
ho
 oblique et l'onde de 
ho
droit se rejoignent. On note également un étalement des gradients sur nos résultats �gures(VII.1 a) et (VII.1 b). Nous pensons que 
e
i est lié au s
héma d'Harten-Yee utilisé quiest très dissipatif et moins 
ompressif dans les 
ho
s que le s
héma MUSCL utilisé dansla simulation RANS ave
 laquelle nous 
omparons nos résultats. Des études ré
entes enSimulation Numérique Dire
te ont montrées que le s
héma d'Harten-Yee est égalementtrès sensible à la résolution du maillage 
e qui n'est pas le 
as des s
hémas WENO [74℄.Les di�éren
es de pression (et don
 du nombre de Ma
h isentropique) à l'aval de l'ondede 
ho
 expliquent les di�éren
es observées entre la SGE et les deux autres 
ourbes plusen aval de l'intera
tion. Nous l'observons bien sur les �gures (VII.1 
), (VII.3 
) et sur les�gures sur la paroi haute �gure (VII.4).En�n, nous observons sur les �gures (VII.1 a) et (VII.1 b) ainsi que sur les �gures(VII.2 a), (VII.2 b) et (VII.2 
), dans le 
oin inférieur latéral gau
he, une remontée du



82 VII Valeurs moyennesnombre de Mis après le 
ho
 en lambda sur les résultats de la SGE. Nous avons représenté�gure (VII.5) les isovaleurs du nombre de Mis 
entrée autour de x = 0;4 m. Nous avonségalement fait apparaître sur la �gure la ligne y = 0;020 m. Cette légère dépression estaussi visible sur les résultats statistiques et expérimentaux, mais à une valeur beau
oupplus faible ave
 une amplitude moins forte et semble 
orrespondre à un phénomène d'ondesde 
ho
 mulitiples liés à la prédi
tion des zones de re
ir
ulation et des 
ou
hes limites parla simulation SGE [11℄. Il est probable que la di�usion trop importante dans notre 
al
uldi�use le phénomène de façon plus importante.Con
ernant la zone du dé
ollement tridimensionnel, la SGE a la 
apa
ité de prédire laprésen
e du plateau de pression asso
ié au dé
ollement de la 
ou
he limite, 
ontrairementaux résultats statistiques. Nous pouvons l'observer dans la zone de re
ir
ulation pro
he dela paroi latérale sur la �gure (VII.2 f) et sur la paroi haute �gure (VII.4). La simulationSGE prédit une re
ir
ulation pro
he de la paroi latérale droite un peu en amont de 
ellemesurée expérimentalement 
omme on l'observe sur la �gure (VII.2 d). Ce
i est lié à laposition du 
ho
 oblique, qui a une extension plus importante que dans l'expérien
e, etqui fait dé
oller plus t�t la 
ou
he limite.
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88 VII Valeurs moyennesVII.2 Résultats sur les pro�ls des vitesses moyennesNous allons maintenant présenter les résultats obtenus sur les vitesses moyennes suivantles 
oordonnées verti
ales (Oy) dans 
haque plan de mesure x �xé pour les 
inq stationstransversales z dé�nies dans la se
tion (II.4). Expérimentalement, le plan x1 = 0;230 m
orrespond à un plan sur la bosse en amont de l'onde de 
ho
 en lambda. Le planx2 = 0;270 m 
orrespond à un plan tel qu'il 
oupe le pied de l'onde de 
ho
 obliqueau milieu de la tuyère en z3 = 0;0613 m, sur la paroi basse. Les plans x3 = 0;290 m,x4 = 0;310 m, x5 = 0;340 m sont des plans qui 
oupent le 
ho
 oblique et qui sont dans lazone où la 
ou
he limite dé
olle près de la paroi latérale droite [80℄. Le plan x6 = 0;360 m,en z5 = 0;1113 m 
oïn
ide ave
 le 
ho
 droit dans la partie supérieure de la tuyère. En�n,x7 = 0;390 m est en aval de l'intera
tion onde de 
ho
/
ou
he-limite.Sur 
haque �gure, les 
roix 
orrespondent aux points expérimentaux, les losanges 
or-respondent à la simulation statistique et le trait représente les résultats de la SGE. Toutesles vitesses (simulées et expérimentales) sont rendues sans dimension par la vitesse deréféren
e qui est la vitesse maximum à l'entrée du domaine uref = 200 m s�1. Nous avonspréféré présenter les résultats sans dimension pour avoir des 
ourbes plus lisibles, notam-ment lors de leur présentation en annexe où les �gures sont assez petites. Nous avons pla
éune tuyère ave
 les 
ourbes que nous 
ommentons 
i-après, ave
 à 
haque fois la positiondu plan où nous nous trouvons et la position des 
inq lignes (Oy) selon lesquelles nousavons des résultats expérimentaux. Les isovaleurs de la 
omposante longitudinale de lavitesse sont également représentées sur le plan dans 
haque tuyère.VII.2.1 Hypothèses pour la 
omparaison des résultatsToutes les notations sont dé�nies en annexe. Les résultats statistiques sont 
omparésaux résultats expérimentaux à l'aide des variables de Favre basées sur un �ltrage tem-porel. C'est pourquoi nous avons 
hoisi de représenter nos résultats ave
 les variables deFavre. Nous 
omparons don
 nos résultats sur les pro�ls de la vitesse moyenne aux quan-tités statistiques 
ui = h�uiih�i où h(:)i est l'opérateur de moyenne temporelle et 
uj est lavariable asso
iée à la moyenne de Favre par rapport à 
ette moyenne réalisée en temps.Les 
omposantes moyennes de la vitesse sont alors obtenues à partir de nos variables �l-trées spatialement, seules a

essibles par le 
al
ul, par la formule :
ui ' h�euiih�iNous pouvons souligner qu'à 
onvergen
e 
es pro�ls ne doivent pas être très di�érentsde la quantité heuii.



VII.2 Résultats sur les pro�ls des vitesses moyennes 89VII.2.2 Remise à l'é
helle des résultats de simulationLa solution RANS 
onvergée statistiquement qui nous sert d'initialisation présente unléger sur-débit 
omme le montre la �gure (VII.6). L'ouverture du se
ond 
ol a été 
al
uléepour pouvoir ajuster la position de l'onde de 
ho
 ave
 les expérien
es dans la tuyère maisil semble que le 
ol soit un peu trop fermé expliquant 
e sur-débit. L'expression du débitmaximum dans une tuyère symétrique est reliée à la se
tion AT du 
ol par :_mmax = AT
Pta�10(
+12 ) 
+12(
�1)Il est don
 possible que la di�éren
e de vitesse provienne d'une légère di�éren
e dans lagéométrie du 
ol entre les simulations et la tuyère expérimentale [80℄.C'est pourquoi, toutes les vitesses statistiques RANS et de la SGE ont été ajustées auxpro�ls expérimentaux pour présenter les résultats. Le fa
teur d'ajustement utilisé pourprésenter les résultats sur les pro�ls de la vitesse moyenne a été 
al
ulé à partir des pro�lsde la vitesse longitudinale en x = 0;230 m, abs
isse des premiers points expérimentaux, etz = 0;0613 m. Cette station 
orrespond à une ligne située au début de la bosse au milieu dela tuyère. On peut alors observer la bonne 
on
ordan
e entre les trois 
ourbes de la SGE,statistique et expérimentale dans le 
÷ur de la tuyère, une fois mises à la même é
hellesur la �gure (VII.7). Les di�éren
es de vitesse observées dans les 
ou
hes limites entre laSGE et les résultats RANS et expérimentaux ne sont pas modi�ées. Nous en dis
utonsles origines dans le paragraphe 
on
ernant les résultats dans la se
tion x = 0;230 m. Nousobservons un bon a

ord entre les 
ourbes expérimentales et de la SGE pour le fa
teurd'é
helle 
hoisi à partir de la �gure (VII.7) tout le long de la tuyère. D'autre part nouspouvons souligner que les deux autres 
omposantes de la vitesse sont peu sensibles au
hangement d'é
helle.VII.2.3 Résultats sur les pro�ls des vitesses moyennes dans 
haqueplan x �xéNous dis
utons maintenant des résultats obtenus sur la vitesse moyenne dans 
haquese
tion. Pour la bonne lisibilité du do
ument, toutes les 
ourbes sont présentées pour don-ner une vue d'ensemble des résultats dans toute la tuyère �gure (B.5) à �gure (B.7) enannexe sans être 
ommentée. Il y a un très grand nombre de points expérimentaux. Seulesles 
ourbes représentatives d'un résultat de la SGE sont 
ommentées 
i-après dans 
haqueplan x.Résultats dans la se
tion x = 0;230 m ou en
ore en x1=� = 0;939
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Fig. VII.6 � Vitesse longitudinale enx = 0;230 m et z = 0;0613 m selon(Oy)
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Fig. VII.7 � Vitesse longitudinale enx = 0;230 m et z = 0;0613 m selon(Oy) un fois ajustée aux expérien
esLa se
tion x = 0;230 m est en amont du pied du 
ho
, sur le haut de la bosse. C'est laraison pour laquelle les pro�ls ne 
ommen
ent pas en y = 0 m.La pente de la bosse du 
�té latéral gau
he (le plus éloigné) est plus importante quede l'autre 
�té induisant une a

élération plus marquée sur les pro�ls pro
he de la paroibasse puisque le �uide est subsonique. Ce phénomène 
rée un mouvement d'entraînementdu �uide vers z = 0 m 
omme on peut le voir sur les �gures des pro�ls transversaux dela vitesse bv et et bw sur les �gures (B.6) et (B.7) en annexe. Les deux 
omposantes sontnégatives sur la moitié de la largeur de la tuyère, entraînant le �uide vers la paroi latéralegau
he.Nous pouvons souligner le bon a

ord observé entre les résultats Rij � " ave
 le modèlede Launder-Shima [80℄, l'expérien
e et la simulation des grandes é
helles sur les trois
omposantes de la vitesse à 
ette station en z = 0;0613 m sur les �gures (VII.9), (VII.10)et (VII.11). On observe un léger épaississement de la 
ou
he limite sur les pro�ls bu de laSGE, pro
he de la paroi haute et de la paroi basse. Il est possible que l'épaississement dela 
ou
he limite à 
ette station soit lié à trop de dissipation introduite par le modèle desous maille. Nous avons représenté la pression selon (Oy) en deux stations x 
onsé
utives�gures (VII.12) et (VII.13). Nous avons également représenté la densité à la même stationselon (Oy) sur la �gure (VII.14). Le phénomène observé sur nos résultats n'est pas lié àun gradient de pression adverse puisque les pressions sont en bon a

ord dans la partie
onvergente dans le 
÷ur de la tuyère 
omme le montrent les �gures (VII.12) et (VII.13).La 
omposante bv est un peu sous estimée près de la paroi basse, �gure (VII.10) et nous
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e aux points z = 0;0113 m et z = 0;0413 m �gure (B.6). Lavariation �v�y entraîne une variation �w�z près de la paroi basse 
omme le montre la �gure(VII.15). Ce léger dé�
it en vitesse verti
ale se voit mieux près de la paroi basse où lesquantités sont plus importantes en valeur absolue que près de la paroi haute. Il est lié àl'épaississement des 
ou
hes limites : les vitesses sont plus faibles 
e qui implique que le�uide a plus de mal à être entraîné.Résultats dans la se
tion x = 0;270 m ou en
ore en x2=� = 1;102La se
tion x = 0;270 m est également sur la bosse mais elle 
oupe le pied du 
ho
 trèsprès de la paroi basse. Nous avons représenté le plan x = 0;270 m �gure (VII.16).Tous les pro�ls sont donnés en annexe. Les 
ourbes expérimentales, RANS et de la SGEsont en bon a

ord en z1 = 0;0113 m (voir 
ourbes en annexe). La vitesse transversale selon(Oy) est aussi en bon a

ord ave
 les autres résultats à tous les points expérimentaux z�xés �gure (B.7). On observe un épaississement de la 
ou
he limite basse sur les pro�lsde la 
omposante longitudinale �gure (B.5) et un dé�
it de vitesse verti
ale �gure (B.6).L'épaississement de la 
ou
he limite basse est plus marqué à 
ette station qu'à la stationx = 0;230 m.Les �gures (VII.17) à (VII.22) représentent les trois 
omposantes de la vitesse auxpoints z = 0;0413 m et z = 0;0913 m. Les résultats statistiques et expérimentaux sont entrès bon a

ord. Les 
ourbes RANS et expérimentale de la vitesse longitudinale ont uneforme un peu di�érente sur les �gures (VII.17) et (VII.20) près de la paroi basse dans lamesure où le �uide est en
ore a

éléré 
ontinûment sur la bosse en z = 0;0913 m tandisque le sommet a été dépassé en z = 0;0413 m, expliquant la diminution brutale observéesur les deux 
ourbes à 
ette station �gure (VII.17).L'épaississement des pro�ls en SGE est prin
ipalement observé dans le 
÷ur de latuyère aux stations z = 0;0413 m, z = 0;0613 m et z = 0;0913 m. La 
onséquen
e de 
ephénomène est un faible dé
ollement près de la paroi latérale droite en z = 0;0913 m �gure(VII.20) (ainsi qu'en z = 0;1113 m �gure (B.5). Ce phénomène n'est pas observé sur lesrésultats expérimentaux, ni sur les résultats RANS à 
ette station. La 
ou
he limite dé
olleplus en aval dans les simulations RANS et dans l'expérien
e, 
omme nous le verrons sur lesrésultats en x = 0;290 m. Les di�éren
es observées entre les valeurs maximales obtenuespar la SGE et l'expérien
e sur la 
omposante longitudinale �gure (VII.17) sont de l'ordrede 8;5%. Elles sont largement plus importantes près de la paroi basse sur la �gure (VII.20)(de l'ordre de 70%).Plus on s'éloigne de la paroi latérale gau
he z = 0 m, plus la vitesse verti
ale préditepar la SGE près de la paroi basse diminue en valeur absolue �gures (VII.18) et (VII.21).
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Fig. VII.9 � bu=uref selon (Oy) enx = 0;230 m et z = 0;0613 m
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Fig. VII.10 � bv=uref selon (Oy)en x = 0;230 m et z =0;0613 m
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Fig. VII.11 � bw=uref selon (Oy)en x = 0;230 m et z =0;0613 m
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Fig. VII.12 � Pression statiqueselon (Oy) en x = 0;232 m etz = 0;0613 m
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Fig. VII.13 � Pression statiqueselon (Oy) en x = 0;236 m etz = 0;0613 m
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Fig. VII.14 � � selon (Oy) en x =0;230 m et z = 0;0610 m 0
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Fig. VII.15 � bw=uref selon (Oz)en x = 0;230 m et y = 0;0156 mCe résultat est 
ohérent ave
 les résultats observés pour la vitesse longitudinale dans lamesure où, si la 
ou
he limite est plus épaisse, le �uide dans son mouvement transversede la paroi latérale droite z = 0;1213 m vers la paroi latérale gau
he z = 0 m a plus demal à entraîner le �uide, les vitesses étant plus faibles dans les 
ou
hes limites. De 
efait, la 
omposante transverse est un peu surestimée en valeur absolue entre y = 0;02 met y = 0;05 m �gure (VII.19), entraînant une forte inje
tion de �uide pro
he de la paroi.Pour mieux 
omprendre les di�éren
es entre les résultats prédits par la SGE et les ré-sultats RANS et expérimentaux, nous nous sommes intéressés aux résultats sur la pressionet la température un peu en amont de 
ette station, en x = 0;230 m, puis en x = 0;270 mpuis en x = 0;288 m. Tous les résultats sont regroupés sur les �gures (VI.23 a) à (VI.23 f).Nous n'avons pas interpolé les résultats pré
édents au point expérimental x = 0;290 msitué un plus en aval, puisque nous ne disposons pas de résultats expérimentaux sur ladensité et la température. Nous n'avons pas non plus pris en 
ompte les modi�
ationsrelatives à la mise à l'é
helle des vitesses RANS et de la SGE puisque nous ne 
omparonsque les simulations entre elles.Nous pouvons remarquer, �gure (VI.23 a), (VI.23 
) et (VI.23 e), où nous avons repré-senté le pro�l de eT en x = 0;230 m, que les pro�ls de température prédits par la simulationstatistique et la SGE sont pro
hes et les di�éren
es peuvent être expliquées par une di�é-ren
e dans la prédi
tion de la pression. Des di�éren
es dans la pression sont observées surla moitié inférieure de la tuyère plus on se rappro
he de x = 0;270 m ainsi que dans lesse
tions plus loin 
omme le montrent les �gures (VI.23 d) et (VI.23 f). C'est le gradient depression qui est i
i à l'origine de l'épaississement de la 
ou
he limite et de la dé
élérationdu �uide observée à 
es stations 
omme le montrent les �gures (VI.23 d) et (VI.23 f). La



94 VII Valeurs moyennesbrutale augmentation de pression, liée à la présen
e du 
ho
, n'apparaît 
lairement sur lesrésultats statistiques que pour x = 0;288 m en z = 0;0913 m alors que 
e phénomène estdéjà observé sur la SGE en amont �gure (VI.23 d). Le gradient de pression n'est de pluspas aussi important sur nos résultats et n'est pas positionné à la même ordonnée (Oy).Il est probable que nos résultats sur la pression soient dû à la mauvaise résolutiondu 
ho
 oblique 
omme observé sur les distributions du nombre de Ma
h isentropique.Comme le 
ho
 interagit plus en amont ave
 la 
ou
he limite en SGE, le dé
ollement seraégalement plus en amont. La réponse à la question de savoir pourquoi nous ne prédisonspas 
orre
tement la pression et le fort étalement du 
ho
 n'est pas évidente. D'une partdes études ré
entes sur les s
hémas à 
apture de 
ho
 [74℄ ont montré que les résultatsave
 le s
héma d'Harten-Yee que nous utilisons dépendent très fortement de la 
onvergen
een maillage 
ontrairement aux s
hémas WENO 
omme nous l'avons déjà signalé. D'autrepart, il existe en
ore peu d'études sur le 
ouplage entre les s
hémas à 
apture de 
ho
 etla modélisation de sous maille pour 
e type d'intera
tion [29℄.La dé
élération du �uide observée est 
ompensée par la densité qui est supérieure à
elle 
al
ulée par la RANS à 
ette station. A titre d'exemple nous avons tra
é la densitésur les �gures (VI.23 g) et (VI.23 h) dans les deux dire
tions (Oy) et (Oz) à 
ette stationen z = 0;0613 m.En�n, on peut noter l'e�et du maillage plus lâ
he au 
÷ur qui vient se 
oupler auxe�ets de la pression.Résultats dans la se
tion x = 0;290 m ou en
ore x3=� = 1;183La se
tion x = 0;290 m 
oupe le 
ho
 oblique et se trouve dans la zone où la 
ou
helimite dé
olle près de la paroi latérale droite 
omme le montre la �gure (VII.28) sur lepro�l de la 
omposante longitudinale RANS et de la SGE.Nous présentons tout d'abord, �gure (VII.24) et �gure (VII.25), les lignes de 
ourantdu 
hamp moyen u;w obtenu par la SGE pro
he de la paroi basse en y� = 4 10�4, en le
omparant aux résultats sur les lignes de frottement pariétal obtenus expérimentalementet par une modélisation de type k � " [9℄. Le sens de l'é
oulement est dirigé de gau
he àdroite.Sur les lignes obtenues théoriquement à partir des visualisations expérimentales �gure(VII.25), le dé
ollement pro
he de la paroi basse est 
ara
térisé par un foyer F1 [9℄ autourduquel la ligne de séparation vient s'enrouler. Cette ligne 
orrespond sur la �gure (VII.25)à la première ligne transversale autour de x = 0;260 m. Nous observons bien la ligne sépa-ratri
e sur la �gure (VII.24) observée également sur les autres résultats. Les traje
toiresmontrent aussi l'enroulement du �uide près de la paroi latérale droite en SGE ave
 unestru
ture plus allongée et un foyer plus pro
he de la paroi basse.
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Fig. VII.17 � bu=uref en x =0;270 m et z = 0;0413 m
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Fig. VII.18 � bv=uref en x =0;270 m et z = 0;0413 m 0
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Fig. VII.19 � bw=uref en x =0;270 m et z = 0;0413 m
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Fig. VII.20 � bu=uref en x =0;270 m et z = 0;0913 m 0
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Fig. VII.21 � bv=uref en x =0;270 m et z = 0;0913 m
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Fig. VII.22 � bw=uref en x =0;270 m et z = 0;0913 mGlobalement, on observe le même type de résultats qu'en x = 0;270 m. Simplement, lesdi�éren
es sont plus haut selon (Oy) puisque le 
ho
 oblique 
oupe la ligne (Oy) plus haut
omme on peut le voir sur les distributions du nombre de Ma
h isentropique. Le 
ho
 sesitue entre x = 0;250 m et x = 0;290 m sur les 
ourbes de la SGE des distributions dunombre de Mis �gures (VII.2 e) et (VII.3 
). Nous observons sur la �gure (B.7) que lesvaleurs moins importantes observées sur bv entraînent une augmentation de bw en valeurabsolue près de la paroi basse ave
 une forte inje
tion de �uide très prés de la paroi latéralegau
he.La �gure (VII.27) représente le pro�l de la vitesse longitudinale en z = 0;0913 m. La
ourbe expérimentale montre la présen
e du 
ho
 ave
 la variation rapide de bu autourde y = 0;03 m. Ce
i en a

ord ave
 le nombre de Ma
h isentropique mesuré qui montre�gures (VII.2 e) et (VII.3 
) que le 
ho
 est pla
é entre x = 0;280 et x = 0;310 m entre laparoi du bas et la paroi haute. Ce phénomène n'est pas 
apturé par les 
al
uls RANS nipar la SGE.Les �gures (VII.28) à (VII.30) représentent les trois 
omposantes de la vitesse enz = 0;1113 m. Le dé
ollement tridimensionnel apparaît sur les résultats de la SGE et surles résultats statistiques. La 
ourbe expérimentale représentant la 
omposante longitudi-nale de la vitesse ne va pas jusquà la paroi, mais la pente de la 
ourbe par rapport auxsimulations et les visualisations pariétales [9℄ laissent supposer que la 
ou
he limite est biendé
ollée expérimentalement à 
ette station. Le 
ho
 est également visible sur la 
ourbe ex-périmentale de la 
omposante verti
ale de la vitesse en z = 0;1113 m. Con
ernant le pro�lde la vitesse transverse en z = 0;1113 m, 
ette 
omposante est négative permettant d'éva-
uer le �uide de la zone de re
ir
ulation. La SGE prédit une 
omposante transverse plus
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VI.23.h) Densité enx = 0;270 m ety = 0;0156 m selon(Oz)Fig. VII.23 � Pro�ls de Température, de Pression et de Densité
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Fig. VII.24 � Traje
toire des parti
ules pro
he de la paroi basse

Fig. VII.25 � Lignes de frottement experimentales et 
al
ulées par k � " sur la paroi basse[9℄
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e et que RANS près de la paroi basse. Mais on peut observer �gure(VII.30) que la SGE prédit une valeur plus importante en valeur absolue que RANS etl'expérien
e entre y = 0;03 m et y = 0;08 m. En regardant bien on peut également voirune brusque variation de bw très près de la paroi basse similaire à la signature du 
ho
,toujours �gure (VII.30).Résultats dans la se
tion x = 0;310 m ou en
ore en x4=� = 1;265Le plan x = 0;310 m est situé dans le 
reux de la bosse 
omme le montre la �gure(VII.31). Ce plan 
oupe la zone de dé
ollement pro
he de la paroi latérale droite. D'unefaçon générale, en regardant les 
ourbes de la vitesses verti
ale, on peut observer que l'onretrouve un a

ord 
orre
t entre l'initialisation et la SGE pro
he de la paroi basse.Les �gures (VII.32) à (VII.33) représentent les deux 
omposantes bu et bw en z = 0;0113près de la paroi latérale gau
he et les �gures (VII.34) à (VII.36) les trois 
omposantes dela vitesse en z = 0;0613 au milieu de la tuyère. On observe sur les résultats statistiqueset expérimentaux la présen
e plus marquée du 
ho
 oblique ave
 la variation rapide de lavitesse vers y = 0;35 m. Les gradients sont moins visibles et plus étalés sur les résultatsde la SGE. A nouveau, l'épaississement de la 
ou
he limite se réper
ute sur bv et bw. Nousobservons une forte inje
tion de �uide bw près de la paroi basse qui 
ompense en partie ledé�
it important au niveau de 
ette 
omposante autour de y = 0;01 m.Résultats dans la se
tion x = 0;340 m 
e qui 
orrespond à x5=� = 1;388La se
tion x = 0;340 m 
oupe le 
ho
 droit pro
he de la paroi haute et se trouve dansla zone où la 
ou
he limite dé
olle près de la paroi latérale droite. Le plan 
orrespondantest représenté sur la �gure (VII.37).Nous présentons les pro�ls des trois 
omposantes de la vitesse dans le plan z = 0;0413 msur les �gures (VII.38) à (VII.40). On observe un étalement des gradients sur les pro�ls dela 
omposante longitudinale et l'apparition d'un dé
ollement sur la paroi du haut qui n'estpas visible sur les expérien
es ni sur les résultats statistiques. Il est asso
ié à l'intera
tionentre l'onde de 
ho
 et la 
ou
he limite haute. La présen
e de 
e dé
ollement est néanmoinssignalée expérimentalement sur la paroi haute [9℄ mais son étendue est surprédite par leSGE. Nous pouvons souligner que le dé�
it observé sur le pro�l de bu �gure (VII.38)implique une a

élération verti
ale du �uide plus importante. Le pro�l observé à 
ettestation semble lié à la position plus amont de l'onde de 
ho
 dans nos résultats et nousavons tra
é bu en x = 0;332 m sur la �gure (VII.43) où on observe une 
ourbe ave
 un pro�lplus pro
he de 
eux observés expérimentalement et en RANS en x = 0;340 m.Nous présentons également les pro�ls de bu et bw en z = 0;1113 m. La forte variation de bumesurée à 
ette station autour de y = 0;02 m est liée à l'épaississement de la 
ou
he limite
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Fig. VII.27 � bu=uref en x =0;290 m et z = 0;0913 m
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Fig. VII.29 � bv=uref en x =0;290 m et z = 0;1113 m
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Fig. VII.30 � bw=uref en x =0;290 m et z = 0;1113 m
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Fig. VII.32 � bu=uref en x =0;310 m et z = 0;0113 m
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Fig. VII.34 � bu=uref en x =0;310 m et z = 0;0613 m
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Fig. VII.36 � bw=uref en x =0;310 m et z = 0;0613 m



102 VII Valeurs moyennesà la suite de l'intera
tion entre l'onde de 
ho
 et la 
ou
he limite [5℄. Nous avions signaléau 
hapitre II qu'une la
une montrée par la simulation Rij � " ave
 le modèle de Launder-Shima est la surprédi
tion de l'étendue de la zone de re
ir
ulation selon (Ox) 
ommele montre la �gure (VII.41). Les expérien
es prédisent qu'à 
ette station la 
omposantelongitudinale est redevenue positive et que la 
ou
he limite a re
ollé. Les simulationsstatistiques prédisent au 
ontraire que la 
ou
he limite est en
ore dé
ollée à 
ette station.Ce
i est dû à la sous estimation de la réalimentation du dé
ollement par inje
tion de �uidedans la dire
tion transverse �gures (VII.40) et (VII.42) par le modèle statistique. Nouspouvons souligner que la zone de re
ir
ulation est mieux alimentée par la 
omposanteverti
ale dont l'intensité est importante près de la paroi latérale dans les résultats de laSGE. Nous avons vu sur les résultats instationnaires, qu'une partie de la forte inje
tion de�uide prédite par la SGE près de la paroi basse permet de destabiliser le large dé
ollementprédit par RANS.La destabilisation du dé
ollement observée sur les résultats instationnaires est liée àla présen
e de la ligne de glissement observée sur les résultats de simulations statistiquesautour de y = 0;02 m entre la zone de vitesse négative et la zone de vitesse positive.Cette zone se 
omporte lo
alement 
omme une 
ou
he de mélange ave
 des é
happéestourbillonaires.En�n, nous pouvons souligner que la brusque variation de bu près de la paroi basse
orrespond à la traversée d'un 
ho
 dont on voit apparaître la signature sur la 
omposantetransverse sur la �gure (VI.41) [50℄.Résultats dans la se
tion x = 0;360 m soit x6=� = 1;469La se
tion x = 0;360 m 
oupe le 
ho
 oblique près de la paroi haute. Nous présentonsles pro�ls des 
omposantes de la vitesse en z = 0;0413 m. Nous observons un bon a

ordentre les résultats de la SGE et les expérien
es à 
ette station sur toutes les 
omposantesde la vitesse 
omme le montrent les trois �gures (VII.45), (VII.46) et (VII.47). On peutnoter à nouveau la forte inje
tion transversale de �uide pro
he de la paroi basse sur lesrésultats de la SGE �gure (VII.47). Cette fois-
i par 
ontre elle ne sert pas à 
ompenser undé�
it de vitesse hors de la 
ou
he limite 
omme 
'était le 
as dans le plan x = 0;290 m,mais elle alimente la zone de re
ir
ulation de manière importante.Les �gures (VII.48), (VII.49) et (VII.50) représentent la vitesse en z = 0;1113 m, pro
hede la paroi latérale droite. Les résultats observés sont très similaires à 
eux observé enx = 0;340 m à la même 
�te z. La 
ou
he limite mesurée est toujours épaissie et n'a pasretrouvé son état d'équilibre d'avant l'intera
tion.Résultats dans la se
tion x = 0;390 m ou en
ore en x7=� = 1;592
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Fig. VII.38 � bu=uref en x =0;340 m et z = 0;0413 m
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Fig. VII.40 � bw=uref en x =0;340 m et z = 0;0413 m
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Fig. VII.42 � bw=uref en x =0;340 m et z = 0;1113 m
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Fig. VII.43 � bu=uref en x = 0;320 m et z = 0;0413 mLe plan x = 0;390 m est en aval de l'intera
tion onde de 
ho
/
ou
he limite pour lesplans pro
hes de la parois latérale gau
he et 
oupe le 
ho
 droit sur la paroi haute pro
hede la paroi latérale droite.On peut remarquer que ni les résultats statistiques ni les résultats de la SGE ne sont
apables de prédire la 
omplexité de l'é
oulement près de la paroi haute que l'on observesur les pro�ls de la 
omposante longitudinale, sur toute la largeur de la tuyère. A titred'exemple la �gure (VII.52) représente la vitesse longitudinale en z = 0;0413 m. On peutremarquer le fort dé
ollement de la 
ou
he limite haute prédit par la SGE asso
ié à l'in-tera
tion du 
ho
 droit ave
 la 
ou
he limite haute. Nous présentons également bu et bw enz = 0;1113 m. A nouveau, le 
al
ul RANS prédit un dé
ollement qui n'apparaît pas surles résultats expérimentaux et il y a une stru
ture tourbillonaire qui apparaît en SGE. Il ya une forte inje
tion de �uide près de la paroi basse prédit par la SGE mais qui 
ompenseen partie le dé�
it observé sur bw en y = 0;03 m, �gure (VII.54)On observe à nouveau la signature d'un 
ho
 sur les pro�ls de la vitesse transverse quin'apparaît pas sur les résultats expérimentaux. La forte inje
tion de �uide pro
he de laparoi basse prédite par la SGE 
ompense le dé�
it en y = 0;03 m.
VII.2.4 In�uen
e de l'initialisation sur le 
al
ul des vitesses moyennesPour �nir la présentation des résultats sur les pro�ls des 
omposantes de la vitessemoyenne, les pro�ls de la vitesse moyennés sur un intervalle plus 
ourt sont présentés dansleur globalité en annexe, �gures (B.12) à (B.14).Nous observons que les di�éren
es sont observées prin
ipalement dans le 
÷ur où lamaillage est le plus lâ
he ainsi que dans la zone du dé
ollement. Les pro�ls sont très



VII.2 Résultats sur les pro�ls des vitesses moyennes 105

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

x

0.1z

0

0.1

y

X

Y

Z

Fig. VII.44 � Plan x = 0;360 m 0.00

0.05

0.10

0.15

-1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5

y 
[m

]

SGE
RANS
EXPE

Fig. VII.45 � bu=uref en x =0;360 m et z = 0;0413 m
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Fig. VII.47 � bw=uref en x =0;360 m et z = 0;0413 m
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Fig. VII.48 � bu=uref en x =0;360 m et z = 0;1113 m 0

0.05

0.1

0.15

-1 -0.5 0 0.5

y 
[m

]

SGE
RANS
EXPE

Fig. VII.49 � bv=uref en x =0;360 m et z = 0;1113 m
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Fig. VII.50 � bw=uref en x =0;360 m et z = 0;1113 mperturbés en z = 0;1113 m en x = 0;360 m et x = 0;390 m. Comme nous l'avons vu surles résultats instationnaires dans le 
hapitre pré
édent, le dé
ollement a été destabiliséd'une part par la forte inje
tion de �uide dans la dire
tion transverse en x = 0;340 m,x = 0;360 m et x = 0;390 m et par la modi�
ation de la topologie de l'onde de 
ho
 quiprésente une stru
ture en lambda plus marquée en SGE pro
he de la paroi latérale droite.VII.2.5 Con
lusion sur les valeurs de la vitesse moyenneLes résultats sur la vitesse dans la partie 
onvergente jusqu'en x = 0;230 m soit x=� = 0;939sont en assez bon a

ord ave
 les résultats statistiques et expérimentaux. L'épaississementdes 
ou
hes limites observé à 
ette station est probablement lié à une dissipation trèsimportante introduite par la modélisation de sous maille et qui ralentit le �uide dans les
ou
hes limites entraînant leur épaississement. Nous utilisons la fon
tion de S
otti à lalimite de son domaine de validité et nous ne modélisons pas tous les termes de sous maille.Il y a également un e�et très important du maillage que nous utilisons, qui est très lâ
hedans le 
÷ur et très anisotrope aux parois.Nous avons observé sur les résultats près de la paroi basse de grandes di�éren
es entrenos résultats, les résultats expérimentaux et les simulations RANS dans la partie 
onver-gente en aval de x = 0;250 m. Ces résultats viennent des di�éren
es sur la pression préditepar la SGE et RANS. Nous observons sur nos résultats un étalement du 
ho
 et desniveaux de pression dans les 
ho
s supérieurs à 
eux prédits par l'expérien
e et les si-mulations RANS. Il y a peu de simulations d'intera
tion entre une onde de 
ho
 et une
ou
he limite en SGE, 
ouplant un modèle de sous maille ave
 un s
héma à 
apture de
ho
. On peut 
iter la simulation de l'intera
tion entre l'onde de 
ho
/
ou
he limite en
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Fig. VII.52 � bu=uref en x =0;390 m et z = 0;0413 m
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Fig. VII.54 � bw=uref en x =0;390 m et z = 0;1113 m
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 une s
héma WENO et le senseur de Du
ros [29℄ utilisant un modèle de sousmaille dynamique, qui montre l'importan
e d'une bonne résolution en maillage dans le
ho
 pour 
apturer 
orre
tement l'ampli�
ation de la turbulen
e ave
 le s
héma utilisé.Comme nous l'avons déjà souligné à plusieurs reprises, le s
héma que nous utilisons, etqui a été 
hoisi initialement pour assurer une 
ertaine robustesse aux 
al
uls, est en faitplut�t dissipatif et sensible au maillage utilisé [74℄. L'utilisation d'un s
héma à 
apture de
ho
 de type WENO semble plus indiqué pour améliorer les résultats sur les pro�ls desvitesses moyennes.Con
ernant les résultats après le 
ol, nous prédisons un dé
ollement pro
he de la paroihaute. Il a été signalé dans les expérien
es [9℄ mais nous surestimons la zone dé
ollée. LaSGE prédit un très fort épaississement des 
ou
hes limites. Près de la paroi basse, ni lesrésultats statistiques, ni les résultats de la SGE ne prédisent l'é
oulement mesuré mêmesi nous avons vu lors de la présentation des résultats instationnaires que la stru
ture del'é
oulement en SGE sous le 
ho
 en lambda est di�érente de 
elle obtenue par la simulationRANS. Par exemple, si l'on se base sur la �gure (VII.41) où nous avons tra
é la vitesselongitudinale dans la zone où la 
ou
he limite dé
olle, nous prédisons une vitesse minimalede l'ordre de �0;5 sans dimension, 
omme RANS, tandis que l'expérien
e prédit une valeurminimale plut�t de l'ordre de 0;5. Cela représente une erreur de 200% !En revan
he, nous avons vu que la simulation des grandes é
helles 
apture 
orre
te-ment les plateaux de pression (et don
 du nombre de Ma
h isentropique) asso
iés auxzones de re
ir
ulation du �uide. Un autre résultat intéressant de la simulation vient dela forte inje
tion de �uide dans la zone de dé
ollement. En�n on observe sur les résultatsinstationnaires la formation d'un 
ho
 en lambda pro
he de la paroi latérale droite quin'est pas prédit sur les résultats statistiques.



VII.3 Résultats sur les pro�ls des tensions de Reynolds 109VII.3 Résultats sur les pro�ls des tensions de ReynoldsVII.3.1 Résultats sur les pro�ls des tensions de Reynolds dans
haque plan x �xéDans 
ette partie nous présentons les résultats obtenus sur les pro�ls des tensions deReynolds dans 
haque plan de mesure x �xé 
omme pour les 
omposantes de la vitessemoyenne. Les tensions de Reynolds sont obtenues à partir de nos variables �ltrées par laformule 
i-dessous (voir en annexe pour le détail des approximations) :
du000i u000j = h�fuifujih�i � (h�fuii)(h�fuji)(h�i)2 (VII.1)A nouveau, sur 
haque �gure, les 
roix 
orrespondent aux points expérimentaux, leslosanges 
orrespondent à la simulation statistique et le trait représente les résultats dela SGE. Toutes les 
orrélations sont rendues sans dimension par la vitesse de référen
e àl'entrée uref = 200 m s�1. De même que pour la vitesse moyenne, toutes les 
ourbes sontréunies en annexe à la �n du do
ument �gures (B.8) à (B.11). Nous n'avons pas mis les
ourbes relatives aux résultats sur dw000w000 
ar la SGE sous-estime 
es 
orrélations à tous lespoints expérimentaux. Nous avons également pla
é une tuyère ave
 les 
ourbes que nous
ommentons. Les 
inq lignes selon lesquelles nous avons des valeurs expérimentales sontreprésentées dans le plan x étudié, de même que les isovaleurs des 
orrélations longitudi-nales. Nous pouvons observer que le maximum des valeurs des tensions sont 
on�nés trèsprès des parois jusqu'au plan x = 0;310 m.Les tensions de Reynolds évoluent lentement 
ar 
omme on le verra à la �n de 
ettepartie 
onsa
rée aux résultats sur les tensions de Reynolds, il y a une forte in�uen
ede l'initialisation qui masque l'évolution des tensions prédites par la SGE. Nous avonsobservé que l'intensité des pi
s turbulents qui apparaîssent sur les di�érentes 
orrélationsdans le 
÷ur, et qui 
orrespondent à l'intera
tion entre l'onde de 
ho
 et la turbulen
e,ont tendan
e à augmenter en intensité et à s'étaler au 
ours du 
al
ul.Une analyse des pro�ls dans toute la tuyère montre que nous sous-estimons très lar-gement les 
orrélations transverses dv000v000 et dw000w000 sauf en présen
e du 
ho
 et dans ledé
ollement. Nous surestimons également les 
orrélations longitudinales du000u000 et les 
or-rélations 
roisées du000v000 et du000w000 en présen
e de 
ho
. Con
ernant les 
orrélations 
roisées,les tensions dv000w000 étant très inférieures à du000v000 et du000w000 dans toute la tuyère, nous neprésentons que les résultats sur 
es deux dernières. De plus, 
e sont du000v000 et du000w000 quisont prin
ipalement responsables de la produ
tion turbulente. Nous avons remarqué quedu000v000 et du000w000 étaient toujours sous-estimées pro
he de la paroi du haut sauf en présen
edu 
ho
.



110 VII Valeurs moyennesUn résultat important des 
al
uls SGE dans la tuyère est la 
apa
ité de la méthodeà prédire la présen
e du 
ho
 dans le 
÷ur de la tuyère, 
ontrairement aux résultats sta-tistiques obtenus ave
 le modèle de Launder-Shima. La présen
e du 
ho
 apparaît sur les
orrélations turbulentes à travers l'ampli�
ation de la turbulen
e liée à l'intera
tion ondede 
ho
/turbulen
e [27℄. On observe tout de même un étalement des 
ourbes lié à l'étale-ment des gradients.Résultats dans la se
tion x = 0;230 m ou en
ore x1=� = 0;939Pour 
haque plan où nous 
omparons nos résultats aux résultats expérimentaux, nousavons représenter une tuyère ave
 à 
haque fois les isovaleurs des 
orrélations longitudinalesdans le plan 
onsidéré. Nous pouvons remarquer �gure (VII.55) que les isovaleurs sontnon nulles pro
he des parois latérales et haute et basse. Nous présentons trois 
ourbesreprésentatives des résultats sur du000u000, du000v000 et du000w000 en z = 0;0613 m �gures (VII.56) à(VII.58).Nous avons des 
orrélations du000u000 légèrement plus faibles en intensité que les tensions
al
ulées par RANS. On remarque que les pi
s sont 
orre
tement positionnés même sion observe un léger épaississement sur les 
ourbes de la SGE à relier aux di�éren
es quenous avons mis en éviden
e entre la SGE et RANS sur les gradients à la paroi des pro�lsdes vitesses. Ce
i peut également expliquer l'intensité plus faible puisque bu varie pluslentement.Comme nous l'avons signalé, les 
orrélations transverses ne sont pas 
orre
tement 
al-
ulées pro
he de la paroi haute en absen
e de 
ho
. Nous dis
utons de 
e résultat dans unparagraphe à part à la �n de la présentation des résultats sur les tensions de Reynolds ennous intéressant à la 
ontribution de 
haque terme de l'équation (VII.1). La SGE préditune intensité turbulente du000v000 et du000w000 inférieure à 
elle simulée par RANS pro
he de laparoi basse plu en a

ord ave
 les expérien
es.Résultats dans la se
tion x = 0;270 m ou en
ore x2=� = 1;102Les résultats à 
ette se
tion, du fait de l'épaississement observé sur les pro�ls de lavitesse moyenne, et don
 de la présen
e trop en amont du 
ho
, sont largement suresti-mées. Elles sont d'un ordre de grandeur supérieur à 
elles en x = 0;230 m sauf les 
orré-lations du000w000 qui restent du même ordre de grandeur. On peut l'observer sur les �gures(VII.60), (VII.61) et (VII.62) représentant les intensités turbulentes du000u000, du000v000 et du000w000en z = 0;0613 m. On note sur les intensités du000v000 la présen
e de l'intera
tion de l'ondede 
ho
 ave
 la 
ou
he limite que l'on retrouve aussi en z = 0;1113 m �gures (VII.63),(VII.64), (VII.65).



VII.3 Résultats sur les pro�ls des tensions de Reynolds 111Le se
ond pi
 négatif observé sur les 
orrélations du000w000 pro
he de la paroi basse surla �gure (VII.62) semble venir du 
ouplage entre la vitesse moyenne longitudinale moinsimportante dans les 
ou
hes limites et les valeurs plus importantes en valeur absolue de lavaleur moyenne bw dans 
ette zone �gures (VII.17) et (VII.19). Les intensités de du000u000 etde du000v000 sont mieux prédites pro
hes de la paroi latérale droite.Nous pouvons remarquer sur les �gures (VII.63) et (VII.64) que la largeur du pi
 desintensités turbulentes prédites par l'expérien
es pro
he de la paroi basse est plus large que
elle prédite par les résultats statistiques et que les résultats de la SGE vont plut�t dansle sens des expérien
es.Résultats dans la se
tion x = 0;290 m, soit x3=� = 1;183A partir de 
ette station nous présentons les 
orrélations dv000v000 en plus des intensitésdu000u000, du000v000 et du000w000. Elles sont données en annexe �gure (B.9).On observe à nouveau �gure (VII.67) que les 
orrélations longitudinales du000u000 enz = 0;0613 m sont surestimées. Nous pouvons souligner que l'intensité de toutes les 
or-rélations est 10 fois supérieure à 
elle prédite et mesurée en x = 0;230 m en présen
e du
ho
.Les 
orrélations 
roisées du000v000 ont également tendan
e à être surestimées 
omme onpeut le voir sur la �gure (VII.69) en z = 0;0613 m. La position des pi
s d'intensité tur-bulente est dé
alée par rapport à l'expérien
e ave
 une élargissement de leur largeur.Néanmoins la présen
e du 
ho
, mesurée expérimentalement autour de y = 0;025 m surles 
orrélations dv000v000 et du000v000 en z = 0;0613 m �gures (VII.68) et (VII.69), en a

ord ave
les distributions expérimentales du Ma
h isentropique, est visible sur les résultats de laSGE mais pas sur les résultats statistiques ave
 le modèle de Launder-Shima. La 
apturede l'ampli�
ation de la turbulen
e asso
iée à l'intera
tion entre la turbulen
e et l'onde de
ho
 par la SGE [28℄ est un point très positif pour 
ette méthodologie. Nous regardons àla �n de 
ette partie l'in�uen
e de l'initialisation et la turbulen
e initiale 
ontenue dansnos résultats. Nous pouvons souligner que les pi
s observés sur du000v000 sont propres à laSGE dans la mesure où même s'ils sont longs à 
roître ils apparaîssent en
ore après avoirmoyenné les quantités sur un temps plus 
ourt, 
omme nous le verrons dans le dernierparagraphe à la �n de 
e 
hapitre.Comme nous le verrons, d'une façon très globale, les 
ara
téristiques de la turbulen
esont �nalement assez bien prédites en présen
e du 
ho
 par rapport à la modélisation sta-tistique. On peut remarquer que la largeur du pi
 
al
ulée par la SGE est trop importante,dû à l'étalement du 
ho
.Le pi
 d'intensité positive des 
orrélations transverses du000w000 en z = 0;0613 m est malpositionné par rapport à la paroi basse en 
omparaison des mesures. Sa forme est liée à lamauvaise prédi
tion du gradient de la vitesse moyenne longitudinale à 
ette station (voir�gure (B.8) en z = 0;0613 m). Nous ne voyons pas apparaître le pi
 mesuré juste en dessous



112 VII Valeurs moyennesde y = 0;05 m ni sur les résultats statistiques ni sur les résultats de la SGE. Ce phénomèneest asso
ié au gradient de vitesse longitudinale que l'on a observé expérimentalement à
ette station sur la �gure (VII.27).Les 
orrélations longitudinales sont par 
ontre bien prédites par la SGE pro
he de laparoi latérale droite �gure (VII.71) ave
 un pi
 bien positionné et ave
 la bonne intensitépar rapport aux expérien
es. Cette station 
orrespond dans l'expérien
e au début de lazone de re
ir
ulation. Le pi
 turbulent asso
ié aux résultats RANS dans le dé
ollement estégalement en a

ord ave
 l'expérien
e.Résultats dans la se
tion x = 0;310 m, soit x4=� = 1;265A 
ette station nous prédisons une forte ampli�
ation de la turbulen
e pro
he de laparoi haute 
omme le montrent du000u000, dv000v000, du000v000 sur les �gures (VII.73) à (VII.76) enz = 0;0413 m. Il faut remarquer que la SGE prédit des valeurs importantes de dv000v000, dedu000v000 et de du000w000 pro
he de la paroi haute 
e qui n'était pas le 
as jusque là. En regardantles résultats de la SGE sur la vitesse moyenne longitudinale à 
ette station on observeun faible dé
ollement. Le haut du 
ho
 interagit ave
 la 
ou
he limite générant un pi
similaire à 
elui déjà observé en x = 0;270 m pro
he de la paroi basse sur les 
orrélationslongitudinales �gure (VII.60).La SGE, 
ontrairement aux résultats statistiques, prédisent le pi
 turbulent mesuréexpérimentalement pro
he de y = 0;050 m en z = 0;0413 m sur les 
orrélations dv000v000 etdu000v000 �gures (VII.74) et (VII.75). A nouveau nous observons un fort étalement du pi
 surnos résultats. Il y a 
ertainement un e�et du maillage sur les résultats obtenus mais quin'explique néanmoins pas à lui seul l'élargissement observé. Par exemple on a le mêmephénomène en x = 0;290 m et z = 0;0613 m sur dv000v000 plus pro
he de la paroi basse don
dans une zone où le maillage est plus ra�né selon (Oy). L'étalement est également lié àl'étalement des gradients sur les pro�ls de bu et bv.En�n la �gure (VII.77) représente les 
orrélations longitudinales du000u000 en z = 0;1113 mdans le dé
ollement. Il apparaît que l'intensité turbulente pro
he de la paroi basse dans ledé
ollement est surestimée mais le double pi
 mesuré expérimentalement est 
orre
tementpositionné sur l'axe (Oy). On peut noter à nouveau que les résultats statistiques prédisent
orre
tement l'intensité turbulente dans le dé
ollement mais on ne voit pas apparaître dedouble pi
.Résultats dans la se
tion x = 0;340 m, soit x5=� = 1;388Expérimentalement x = 0;340 m et x = 0;360 m en
adrent la position du 
ho
 droitpro
he de la paroi haute [9℄. Les 
ourbes présentent les mêmes 
ara
téristiques globalesque toutes les 
ourbes présentées pré
édemment en x = 0;310 m.
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apture bien les �u
tuations de dv000v000 mesuréesexpérimentalement en z = 0;0613 m, malgré un épaississement des pi
s turbulents aussibien pro
he de la paroi basse que de la paroi haute. Le pi
 mesuré expérimentalementautour de y = 0;08 m 
orrespond à la brusque variation de la vitesse longitudinale pro
hede la paroi haute en x = 0;340 m �gure (B.5). Le pi
 plus pro
he de la paroi haute préditpar la SGE 
orrespond probablement au dé
ollement de la 
ou
he limite prédit par la SGEsur toute la largeur de la tuyère puisque nous avons déjà souligné le fait que les 
orrélationsdv000v000 sont mieux prédites en présen
e d'une zone dé
ollée (ou d'un 
ho
 également). Lepi
 pro
he de la paroi basse semble 
orrespondre à la présen
e du 
ho
 mis en éviden
esur bw dans la se
tion pré
édente �gure (VII.42).Nous présentons �gures (VII.80) à (VII.83) les tensions de Reynolds du000u000, dv000v000, du000v000et du000w000 en z = 0;1113 m pour souligner le bon a

ord entre la SGE et les autres 
ourbesà 
ette station. Les 
orrélations du000u000 et dv000v000 et la produ
tion turbulente importanteobservée sur du000v000 et du000w000 sur les résultats expérimentaux et statistiques 
orrespondentà la 
ou
he limite, perturbée par l'intera
tion entre l'onde de 
ho
 et la 
ou
he limite, quirelaxe lentement vers son état d'équilibre [21℄. Con
ernant les résultats de la SGE, nousverrons que 
es pi
s persistent lorsqu'on moyenne les quantités sur un temps plus 
ourt�gure (VII.119).Résultats dans la se
tion x = 0;360 m, soit en
ore x6=� = 1;469Nous présentons les 
orrélations du000u000, dv000v000, du000v000 et du000w000 en z = 0;0113 m, enz = 0;0613 m et z = 0;1113 m �gures (VII.85) à (VII.96).Les 
orrélations du000u000 mesurées expérimentalement en z = 0;0113 m �gure (VII.85)ont une intensité importante pro
he de la paroi haute liée à l'épaississement de la 
ou
helimite qui interagit ave
 le 
ho
 droit. Nous pouvons souligner que l'intensité qui était sous-estimée par une modélisation de type k � " est mieux prédite par Rij � " 
omme le montrela �gure [9℄. Nous rappelons que la modélisation de type k � " est une modélisation s
alairede la vis
osité turbulente à partir de k et " qui permet alors de modéliser les tensions deReynolds par une hypothèse de Boussinesq, et don
 de fermer les équations de quantité demouvement. La modélisationRij � " résout une équation de transport pour 
haque tensionde Reynolds pour fermer les équations de quantité de mouvement. La modélisation Rij � "plus pro
he de la physique des é
oulements donne de meilleurs résultats que k � ". Lesmodèles k � " sont 
onnus pour prédire une relaxation de la 
ou
he limite trop rapide enaval de l'intera
tion et don
 une dé
roissan
e trop rapide de la turbulen
e.Nous ne 
apturons pas le pi
 du milieu mesuré expérimentalement sur les 
orrélationslongitudinales �gure (VII.85), mais il est di�
ile à interpréter à partir des résultats expéri-mentaux sur les pro�ls des vitesses moyennes où il n'y a pas de dis
ontinuité qui apparaît.Il doit 
orrespondre expérimentalement à la traversée du pied du 
ho
 en lambda qui estlégèrement in
liné. On le retrouve sur les mesures des 
orrélations du000w000. Les intensitésturbulentes des 
orrélations transverses dv000v000 prédites par la SGE sont très étalées mais
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 pro
he de y = 0;05 m semble asso
ié à 
elui mesuré expérimentalement un peu plusbas. L'intensité turbulente de 
ette 
orrélation est sous-estimée à la paroi basse puisqu'iln'y a pas le 
ho
 à 
ette station de 
e 
�té de la paroi en bas. Nous avons du mal à ex-pliquer le signe négatif de du000v000 pro
he de la paroi haute. Il est possible qu'il vienne dela 
omposante longitudinale de la vitesse qui est négative pro
he de la paroi haute et quin'est pas 
ompensée par la 
omposante verti
ale bv à 
ette station. Quand à du000w000 ellessont bien simulées pro
he de la paroi haute peut-être grâ
e à la forte inje
tion de bw �gure(B.7) en annexe en z = 0;0113 m.Les �gures (VII.89) à (VII.92) représentent les tensions de Reynolds en z = 0;0613 mau milieu de la tuyère. Les intensités dans le 
÷ur sont importantes ave
 à nouveau un fortépaississement des 
ourbes et une surprédi
tion des intensités turbulentes. Nous voyonsapparaître sur les 
ourbes de la SGE les deux pi
s d'intensité di�érente l'un au dessus del'autre selon (Oy) asso
iés à l'intera
tion onde de 
ho
/
ou
he limite. Ils sont égalementobservés expérimentalement même si les intensités sont moins importantes. Nous pouvonségalement souligner que la SGE ne prédit pas les pi
s tout à fait au même endroit selon(Oy) que l'expérien
e. On observe de même que les intensités turbulentes 
al
ulées ave
la simulation RANS sont bien prédites ave
 une bonne épaisseur près de la paroi haute.Contrairement aux stations pré
édentes où le 
ho
 droit n'apparaîssait que pro
he de laparoi haute, nous nous trouvons à une station où le 
ho
 droit est situé sur toute la hauteurde la tuyère. Le pi
 sur la 
ourbe de dv000v000 est dé
alé par rapport à l'expérien
e et il 
orres-pond au dé
ollement pro
he de la paroi haute. Nous ne 
al
ulons pas 
orre
tement du000v000et du000w000, sauf pro
he de la paroi haute pour du000w000. La forte prédi
tion négative de du000v000pro
he de la paroi haute est asso
iée au dé
ollement prédit sur les résultats de la vitesselongitudinale moyenne. La brusque variation de du000w000 
orrespond aux dis
ontinuités quel'on observe sur le pro�l de la 
omposante transverse bw �gure (VII.50).Con
ernant les résultats en z = 0;1113 m, le pi
 mesuré expérimentalement autour dey = 0;035 �gures (VII.93) et (VII.94) 
orrespond à l'épaississement de la 
ou
he limite quirelaxe lentement vers son état d'équilibre, après son intera
tion ave
 l'onde de 
ho
. Anouveau nous pouvons noter que dv000v000 n'est plus prédit 
orre
tement pro
he de la paroihaute. Con
ernant en�n les 
orrélations transverses du000v000 et du000w000 nous prédisons unebrusque variation, visible pro
he de la paroi basse, que l'on ne retrouve pas sur les expé-rien
es, asso
iée 
omme nous l'avons déjà souligner aux dis
ontinuités que l'on observe surle pro�l de la 
omposante transverse bw.Résultats dans la se
tion x = 0;390 m, soit x7=� = 1;592Nous présentons les résultats obtenus sur les tensions de Reynolds du000u000, du000v000 etdu000w000 en x = 0;290 m et z = 0;0613 m �gures (VII.98) à (VII.100). Nous pouvons obser-ver à nouveau sur les résultats expérimentaux, statistiques et de la SGE la forte intensitépro
he de la paroi haute asso
iée à la 
ou
he limite haute qui relaxe lentement vers sonétat d'équilibre après l'intera
tion ave
 l'onde de 
ho
 haute. La position du pi
 est 
or-
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tement prédite par la SGE pour les 
orrélations longitudinales tandis qu'il est trop baspour du000v000.Nous obtenons le même type de résultats sur les 
orrélations présentées en z = 0;1113 mprès de la paroi haute. La SGE prédit un pro�l très pro
he de 
elui mesuré expérimen-talement autour de y = 0;04 m sur les résultats de du000u000 
ontrairement à RANS. Ni laméthode statistique, ni la SGE n'est 
apable de prédire la forme expérimentale de dv000v000.Nous pouvons noter que le pi
 d'intensité turbulente qui se trouvait près de la paroi bassesur les 
orrélations longitudinales du000u000 plus en amont près de la paroi latérale droite, enx = 0;310 m, est de plus en plus déta
hé de la paroi basse. Ce
i s'explique par le fait quele terme de produ
tion de du000u000, positif dans da zone d'intera
tion, est fon
tion de �eu�y etde �eu�x [21℄. La position du maxima d'intensité turbulente dépend don
 de la distributiondes gradients selon (Oy) et (Ox).
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Fig. VII.92 � du000w000=u2ref en x =0;360 m et z = 0;0613 m
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Fig. VII.93 � du000u000=u2ref en x =0;360 m et z = 0;1113 m 0.00
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Fig. VII.94 � dv000v000=u2ref en x =0;360 m et z = 0;1113 m
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Fig. VII.95 � du000v000=u2ref en x =0;360 m et z = 0;1113 m 0.00
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Fig. VII.96 � du000w000=u2ref en x =0;360 m et z = 0;1113 m
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Fig. VII.98 � du000u000=u2ref en x =0;390 m et z = 0;0613 m
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Fig. VII.99 � du000v000=u2ref en x =0;390 m et z = 0;0613 m 0.00
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Fig. VII.100 � du000w000=u2ref en x =0;390 m et z = 0;0613 m
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Fig. VII.101 � du000u000=u2ref en x =0;390 m et z = 0;1113 m 0.00
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Fig. VII.102 � dv000v000=u2ref en x =0;390 m et z = 0;1113 m



124 VII Valeurs moyennesVII.3.2 Contribution du tenseur de sous mailleLes résultats obtenus sur les intensités turbulentes près des parois hautes nous ontamenés à ré�é
hir sur la manière d'évaluer les tensions de Reynolds à partir des quantitésrésolues de la SGE (voir annexe). La mauvaise évaluation de du000i u000j dans la 
ou
he limitehaute semble venir d'une trop faible di�éren
e entre la variation spatiale selon (Oy) desquantités h�fuifujih�i et h�fuiih�fujih�i2 . Il est également possible que nous n'ayons pas a

umuléles quantités qui nous servent à évaluer les tensions de Reynolds sur un temps su�sam-ment long. Contrairement aux 
al
uls RSM, les tensions de Reynolds sont nulles au débutde notre 
al
ul et don
 la di�éren
e de 
es quantités est également nulle à l'initialisation.Nous avons tra
é sur la �gure (VII.103) les deux termes 
i-dessus, qui permettentd'évaluer le frottement turbulent, le long d'une ligne où nous observons que du000v000 n'estpas 
orre
tement 
al
ulé à la paroi du haut par la SGE. Cette ligne se situe en x = 0;230 met z = 0;0613 m. On observe di�
ilement une di�éren
e entre les deux 
ourbes. La sommedonne pourtant une intensité turbulente non négligeable près de la paroi du bas, mais uneintensité beau
oup trop faible près de la paroi haute 
omme le montre la �gure (VII.104).Nous avons également tra
é les quantités qui nous permettent d'évaluer les tensions deReynolds dans le dé
ollement en x = 0;340 m et z = 0;0913 m sur la �gure (VII.105) oùl'intensité est surestimée par la SGE. Les tensions obtenues sont données sur la �gure(VII.106). En�n, nous avons également tra
é le frottement turbulent plus en aval dansla tuyère en x = 0;360 m, le long d'une ligne (Oy) qui 
oupe l'onde de 
ho
 en lambdaprès de la paroi haute et dont l'intensité est alors 
orre
tement prédite par la SGE prèsde la paroi haute. La �gure (VII.107) représente don
 à nouveau les deux termes h�fuifujih�iet h�fuiih�fujih�i2 en x = 0;360 m et z = 0;1113 m. On observe sur la �gure (VII.108) quel'intensité turbulente est alors 
orre
tement 
al
ulée près de la paroi haute.Il semble sur 
es résultats que lorsque la variation spatiale selon (Oy) des quantitésh�fuifujih�i et h�fuiih�fujih�i2 près des parois est su�samment grand, l'intensité turbulente est
orre
tement approximée par l'expression :du000i u000j = h�fuifujih�i � h�fuiih�fujih�i2 (VII.2)La mauvaise évaluation des tensions de Reynolds par la SGE peut venir de la di�éren
eentre les quantités h�fuifujih�i et hfuifuji aux parois. Une autre expli
ation vient peut-être del'approximation qui est faite en négligeant la 
ontribution de sous maille dans l'expression(VII.2).
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utons tout d'abord des résultats obtenus sur les tensions deReynolds en utilisant une autre approximation, avant de regarder l'in�uen
e de la prise en
ompte de la 
ontribution de sous maille sur le 
al
ul de 
es mêmes tensions.Il peut sembler à première vue 
ontradi
toire que là où les quantités qui entrent dansl'évaluation des tensions de Reynolds sont importants les intensités soient bien prédites etdon
 que la 
ontribution des sous maille soit négligeable, puisque l'on s'attend à 
e que letenseur de sous maille soit important dans les zones de forts gradients. Le tenseur de sousmaille est 
al
ulé à partir du tenseur de déformation qui tient 
ompte des gradients despro�ls de la vitesse et don
 il est important dans les 
ou
hes limites puisque les gradientsde la vitesse y sont importants. I
i nous 
onsidérons des produits de vitesse et le fortgradient de la 
omposante u près de la paroi haute est annulé par l'e�et du faible gradientde v, tandis qu'en bas le gradient des deux 
omposantes est important.Autre formulation pour évaluer les tensions de ReynoldsNous avons représenté �gures (B.15) les 
orrélations longitudinales du000u000 évaluées par laformule : du000i u000j = (hfuifuji)� (hfuii)(hfuji)Nous ne pouvons pas présenter les 
orrélations transverses 
ar nous n'avons pas sto
ké lestermes né
essaires.Les 
ourbes obtenues sont très similaires à 
elles obtenues ave
 la formule (VII.2) enprésen
e de l'onde de 
ho
 et dans le dé
ollement. Néanmoins les 
orrélations longitudinalesévaluées par 
ette formule sont sous-estimées en absen
e d'onde de 
ho
, notamment enx = 0;230 m, alors que 
e n'est pas le 
as ave
 l'autre approximation (VII.2).Contribution de sous mailleL'expression globale des tensions de Reynolds obtenue à partir des variables de la SGE estdonnée par (voir annexe pour les détails) :du000i u000j = h�(fui + u00i )(fuj + u00j )ih�i � h�(fui + u00i )ih�(fuj + u00j )i(h�i)2 = A�BA = h�fuifujih�i + h�fuiu00j ih�i + h�fuju00i ih�i + h�u00ju00i ih�iB = (h�fuii+ h�u00i i)(h�fuji+ h�u00j i)(h�i)2Nous nous sommes intéressés à l'in�uen
e de la 
ontribution moyenne du tenseur de sousmaille h�u00ju00i ih�i dans le 
al
ul des intensités turbulentes.La première modélisation que nous avions utilisé 
onsistait à évaluer dire
tement les�u
tuations u00i et u00j , avant de développer pour obtenir les deux termes A et B et ainsi de
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0

0.05

0.1

-0.006 -0.004 -0.002 0 0.002 0.004 0.006

y 
[m

]

SGE
RANS
EXPE

Fig. VII.104 �du000v000 = h�euevih�i � h�euih�evih�i2 enx = 0;230 m et z = 0;0613 m
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Fig. VII.106 �du000v000 = h�euevih�i � h�euih�evih�i2 enx = 0;340 m et z = 0;0913 m
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Fig. VII.107 � h�euevih�i �;h�euih�evih�i2 �� en x = 0;360 met z = 0;1113 m
0

0.05

0.1

-0.06 -0.04 -0.02 0 0.02 0.04 0.06

y 
[m

]

SGE
RANS
EXPE

Fig. VII.108 �du000v000 = h�euevih�i � h�euih�evih�i2 enx = 0;360 m et z = 0;1113 m



VII.3 Résultats sur les pro�ls des tensions de Reynolds 127faire apparaître le tenseur de sous maille en moyenne. La modélisation la plus dire
te de
ette �u
tuation que nous avions utilisée 
onsistait en la modélisation de Bardina obtenuepar un double �ltrage (voir se
tion III.3.1.0) :
(fui)00 = fu00i = fui �
fui (VII.3)Les résultats obtenus n'étaient pas satisfaisants dans la mesure où ils n'avaient plus desens dans le 
ho
 où le double �ltrage des quantités n'a plus de sens physique.C'est pourquoi nous avons regardé l'in�uen
e du tenseur de sous maille en moyennesur le 
al
ul des tensions de Reynolds en sto
kant le tenseur de sous maille modélisé parle modèle d'é
helles mixtes dé
rit au début du do
ument. Globalement nous observonsune amélioration du 
al
ul des tensions 
roisées sur du000v000 près de la paroi haute auxstations où (Oy) ne 
oupe pas le 
ho
 
omme le montrent les �gures (VII.109) et (VII.110)représentant 
es 
orrélations obtenues en tenant 
ompte de la 
ontribution de sous maille.La prise en 
ompte de 
ette 
ontribution sur les tensions 
roisées du000v000 et du000w000 prèsde la paroi basse dégradre un peu les résultats, l'intensité turbulente alors prédite étantsupérieure à 
elle prédite par les résultats expérimentaux et les résultats RANS. Nousavons également représenté les tensions 
roisées du000v000 un peu plus en aval, en x = 0;290 mdans la zone d'intera
tion entre la 
ou
he limite basse et l'onde de 
ho
 sur la �gure(VII.111) en z = 0;0613 m et sur la �gure (VII.112) en z = 0;0913 m. Nous observonspeu de di�éren
es ave
 les résultats présentés dans la se
tion pré
édente près de la paroibasse tandis que la prise en 
ompte de la 
ontribution de sous maille améliore le 
al
ul del'intensité près de la paroi haute.En�n les �gures (VII.113) et (VII.114) représentent les tensions de Reynolds du000v000que nous avons déjà étudiées au début de 
ette partie en x = 0;340 m et z = 0;0913 mpuis en x = 0;360 m et z = 0;1113 m. Nous n'observons pas de très grandes di�éren
esave
 les autres �gures (VII.105) et (VII.107), simplement le pi
 d'intensité sur du000v000 enx = 0;360 m a une intensité un peu plus importante autour de y = 0;03 m.L'a
tion de la 
ontribution de sous maille est négligeable sur les autres 
orrélations,notamment sur le 
al
ul des intensités turbulentes longitudinales.Pour 
lore 
ette partie 
on
ernant les résultats sur les tensions de Reynolds, nousnous sommes intéressés à l'in�uen
e du temps sur lequel sont évaluées les quantités quipermettent de 
al
uler les 
orrélations turbulentes du000i u000j . Nous avons également vouluvéri�er que les intensités turbulentes prédites par la SGE dans le 
÷ur, et que l'on n'observepas sur les résultats de simulation statistique, 
orrespondent bien aux 
al
uls de la SGEet non à un résidu du 
hamp initial.
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Fig. VII.109 � Terme du000v000 enx = 0;230 m et z = 0;0613 m 0
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Fig. VII.110 � Terme du000v000 enx = 0;230 m et z = 0;0913 m
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Fig. VII.111 � Terme du000v000 enx = 0;290 m et z = 0;0613 m 0
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Fig. VII.112 � Terme du000v000 enx = 0;290 m et z = 0;0913 m
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Fig. VII.113 � Terme du000v000 enx = 0;340 m et z = 0;0913 m 0
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Fig. VII.114 � Terme du000v000 enx = 0;360 m et z = 0;1113 m
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e du temps d'a

umulation des moyennes sur le
al
ul des tensions de ReynoldsPour ne pas trop sur
harger le do
ument, nous n'avons séle
tionné que quelques 
ourbes
ara
téristiques pour étudier l'in�uen
e du 
hamp initial sur le 
al
ul des tensions deReynolds. Nous avons soustrait le 
hamp des 300000 premiers pas de temps au 
hamp�nal pour e�e
tuer la moyenne des quantités. Cela 
orrespond à soustraire au temps totaladimensionné de l'ordre de un, le temps adimensionné t = 0;366.La �gure (VII.115) représente les 
orrélations du000u000 en x = 0;230 m lorsqu'on fait unemoyenne sur un temps plus 
ourt. Nous remarquons qu'elles sont largement sous-estimées.Nous avons don
 à nouveau tra
é sur une même �gure les deux termes h�eueuih�i et h�euih�evih�i2qui interviennent dans le 
al
ul des tensions de Reynolds ave
 les l'hypothèses que nousutilisons pour une moyenne réalisée sur un temps plus 
ourt �gure (VII.116) et sur letemps total �gure (VII.117). Il est très di�
ile de voir une di�éren
e entre les deux �gureset pourtant dans un 
as on obtient les bonnes 
orrélations mais non dans l'autre 
as. Ily a don
 une forte in�uen
e du temps sur lequel nous moyennons nos quantités dans le
al
ul des intensités turbulentes.Les gradients aux parois semblent don
 fondamentaux dans les approximations quenous e�e
tuons. Il semble qu'ave
 le maillage, le s
héma et le modèle de sous maille quenous utilisons, nous ne 
apturons pas �nement la variation spatiale des quantités h�fuifujih�iet h�fuiih�fujih�i2 selon (Oy) près des parois. Nous négligeons trop de turbulen
e 
ontenue àgrande é
helle en �ltrant, même près des parois, ave
 un �ltre de longueur de 
oupuretrop grande [55℄. Pour 
al
uler 
orre
tement les tensions de Reynolds il faut 
apturer
orre
tement les phénomènes de très pro
he paroi 
omme les streaks et les burst [47℄, [55℄responsables de la produ
tion turbulente.Nous n'avons pas représenté les intensités turbulentes du000u000, 
al
ulées à partir desquantités moyennées sur le temps 
ourt, en tenant 
ompte de la 
ontribution de sousmaille 
ar nous devons d'abord étudier plus en détail le 
al
ul de 
es 
ontributions. Si sonin�uen
e n'apparait pas sur les intensités 
al
ulées sur le temps total où les 
orrélationslongitudinales sont surrestimées, elle pourrait mieux apparaître sur sur 
elles 
al
ulées surun temps plus 
ourt.La �gure (VII.118) représente les 
orrélations longitudinales en x = 0;270 m et z = 0;0613 m.Nous observons que la SGE prédit en
ore une forte intensité près de la paroi basse en pré-sen
e de l'onde de 
ho
. La �gure (VII.119) représente les 
orrélations du000v000 en x = 0;310 met z = 0;0413 m qui 
orrespond à une station où l'intera
tion entre l'onde de 
ho
 et laturbulen
e apparaît sur les résultats de la SGE dans le 
÷ur 
e qui montre que 
etteprédi
tion n'est pas liée au 
hamp initial et à la répartition initiale des gradients dansla tuyère. On observe l'étalement de la 
ourbe et la position dé
alée du 
ho
 liée à son



130 VII Valeurs moyennesétalement.En�n la �gure (VII.120) présente les résultats obtenus sur les 
orrélations longitudinalesdans le dé
ollement pro
he de la paroi latérale droite. Les 
orrélations sont surrestiméesquel que soit le temps sur lequel on moyenne les quantités.VII.3.4 Con
lusion sur les tensions de ReynoldsNous avons remarqué que nous sous-estimons les 
orrélations transverses sauf en pré-sen
e de 
ho
 et dans le dé
ollement. Après avoir regardé l'in�uen
e de la 
ontribution du
hamp initial dans le 
al
ul des tensions de Reynolds évaluées à partir des grandes é
helles,il semble que 
e phénomène soit lié à une mauvaise redistribution de du000u000 vers dv000v000 etdw000w000 puisque la SGE ne produit pas su�samment de du000u000 sauf dans les zones 
itées 
idessus. Il se produit le même phénomène ave
 les tensions 
roisées, du000v000 et du000w000, quisont les sour
es de produ
tion de la turbulen
e, lorsqu'il n'y a pas le 
ho
 ou la présen
ede forts gradients 
omme dans le dé
ollement. L'expli
ation de 
es résultats se trouvepeut-être dans une mauvaise 
apture des phénomènes turbulents de type "streaks" dansles 
ou
hes limites qui sont responsables de la produ
tion des tensions de Reynolds [47℄.Les streaks sont des zones de �uide près des parois dans un 
anal, où il y a alternan
ede zones de �uide à faible vitesse et à haute vitesse. Ces streaks induisent l'eje
tion in-termittente de �uide des 
ou
hes limites vers le 
entre du 
anal (burst) responsable dela produ
tion turbulente dans 
e type d'é
oulement de paroi. La sous estimation de 
es
orrélations semble don
 liée dans notre 
as à la mauvaise évaluation des gradients auxparois et à une forte turbulen
e à petite é
helle dans les 
ontributions de sous maille quenous ne 
apturons pas 
orre
tement [55℄. Même si nous avons des 
oordonnées réduitesdes premiers points aux parois dans la dire
tion normale aux parois qui sont de l'ordrede l'unité, le maillage est très étiré pro
he des parois au milieu de la tuyère dans les deuxautres dire
tions perpendi
ulaires. Nous observons également un 
ertain épaississementde la largeur des pi
s turbulents lié à l'épaississement des 
ourbes des pro�ls des vitessesmoyennes qui servent à évaluer les tensions.Nous avons par 
ontre observé sur nos résultats la 
apa
ité de la SGE à 
apturer lesampli�
ations de la turbulen
e dans le 
÷ur de la tuyère par rapport aux simulationsRANS, liées aux gradients du terme de transport par les �u
tuations de pression dans lesbilans de l'énergie 
inétique turbulente 
omme nous le verrons dans la dernière partie. Laprise en 
ompte de la 
ontribution de sous maille dans le 
al
ul des tensions 
roisées deReynolds améliore 
onsidérablement nos résultats sur 
es tensions. Con
ernant le 
al
uldes tensions longitudinales, en ne tenant pas 
ompte de l'initialisation, la prise en 
omptede �xx n'améliore pas les prédi
tions 
ar nous ne l'évaluons pas 
orre
tement malgré unevis
osité turbulente importante dans les 
ou
hes limites. Il est probable que la taille desmailles dans 
ette dire
tion soit trop importante par rapport aux variations des quantitésimpliquant une mauvaise évaluation des gradients dans le tenseur des 
ontraintes.
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Fig. VII.115 � du000u000 en x =0;230 m et z = 0;0613 m surle temps 
ourt
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Fig. VII.116 � h�eueuih�i �; h�euih�evih�i2 �� en x =0;230 m et z = 0;0613 msur le temps 
ourt
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Fig. VII.117 � h�eueuih�i �; h�euih�evih�i2 �� en x =0;230 m et z = 0;0613 msur le temps total de 
al
ul
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Fig. VII.118 � du000u000 en x =0;270 m et z = 0;0613 m surle temps 
ourt
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Fig. VII.119 � du000v000 en x =0;310 m et z = 0;0413 m sur letemps 
ourt
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Fig. VII.120 � du000u000 en x =0;310 m et z = 0;1113 m sur letemps 
ourt



132 VII Valeurs moyennesVII.4 Bilan de l'énergie 
inétique turbulente k en quelquespointsCette dernière partie présente le bilan de l'énergie statistique k réalisé à partir de nosvariables résolues, seules a

essibles au 
al
ul.Nous avons re
her
hé, en 
omparant des bilans réalisés à des stations di�érentes, quelterme dans le bilan pouvait être à l'origine du pi
 observé sur les 
orrélations préditespar la SGE dans le 
÷ur de la tuyère en présen
e de 
ho
 pour permettre un éventuelretour de nos résultats sur la modélisation statistique puisque les simulations statistiquesne prédisent pas 
es pi
s. Ces bilans permettent également de déterminer si l'utilisationdes variables issues de la SGE pour réaliser le bilan de k modi�e de manière fondamentalel'allure des bilans de l'énergie 
inétique par rapport aux bilans statistique, grâ
e au 
al
uldes grandes é
helles.VII.4.1 Termes du bilanLa se
tion suivante présente l'équation bilan de l'énergie 
inétique turbulente dansune dé
omposition de type statistique dans le système de 
oordonnées 
artésiennes. Nousdonnons ensuite l'expression des di�érents termes qui apparaîssent dans l'équation bilanen fon
tion des grandeurs issues de la dé
omposition de la SGE.L'équation utilisée pour e�e
tuer le bilan d'énergie est 
elle donnée dans la thèse d'O.Chambres [13℄ ou dans 
elle d'I. Vallet [80℄. On a :�h�ik�t| {z }I = � ��xj (h�ki
uj)| {z }II � (h�i du000i u000j )�
ui�xj| {z }III + ��xj (he�iju000i i � hu000j p0i � h�idku000j )| {z }IV�he�ij �u000i�xj i| {z }V + hp0�u000i�xi i| {z }V I �hu000i i�hpi�xi| {z }V IIave
 : k = 12 du000i u000iLes quantités q000i sont asso
iées à la dé
omposition statistique en utilisant les variablesde Favre, le �ltre 
(:) 
orrespond au �ltre temporel.q000i = qi � bqiLe premier terme de l'équation bilan de l'énergie 
inétique représente la variation parunité de temps de l'énergie par unité de volume mais nous ne nous sommes pas intéressés



VII.4 Bilan de l'énergie 
inétique turbulente k en quelques points 133à la variation temporelle de k. Le se
ond terme (II) représente le terme de 
onve
tion del'energie 
inétique �u
tuante par le 
hamp moyen. Le troisième terme (III) est le termede produ
tion de l'énergie 
inétique k. Il 
orrespond aux é
hanges d'énergie entre le mou-vement moyen et le mouvement turbulent. Le quatrième terme (IV) regroupe tous lestermes de di�usion de k sous l'a
tion de la vis
osité, de la pression et de la turbulen
e. Le
inquième terme (V) est le terme de dissipation visqueuse de l'énergie en 
haleur. En�nles deux derniers termes représentent d'une part la 
orrélation pression-dilatation, propreaux é
oulements 
ompressibles, et les variations liées aux �u
tuations de la vitesse et dela pression moyenne [17℄.Hypothèses de 
al
ulsNous présentons maintenant les termes apparaissant dans l'équation bilan de k en fon
tiondes grandeurs 
al
ulées par la SGE.Les quantités qivi sont les variables asso
iées au �ltrage spatial tandis que les quantités q00isont asso
iées à la dé
omposition spatiale utilisant les variables de Favre :q000i = qi � bqiqi = eqi + q00i� = �+ �ivp = p+ pivPlusieurs approximations sont faites pour évaluer 
es termes. D'une part nous 
onsi-dérons que les 
ontributions de sous maille sont négligeables dans le 
al
ul de la densité etde la pression. Nous ne 
onservons que les 
ontributions résolues � et de p dans le 
al
uldes termes du bilan.Comme lors de la 
omparaison de nos résultats ave
 les tensions de Reynolds au 
hapitrepré
édent, nous négligeons les 
ontributions de sous maille u00i dans l'évaluation des termesdu bilan. On peut imaginer que si la longueur de 
oupure est su�samment loin dans lespe
tre de k, 
ette hypothèse est véri�ée, même si 
omme nous l'avons vu 
es hypothèsesne sont pas for
ément véri�ées partout sur notre maillage.Tous les termes 
uj sont approximés de la façon suivante :
uj = h�fujih�i� terme de 
onve
tion :��xj (h��ki
uj) = �( ��xj (12h�fui2ih�fujih�i � 12(h�fuii)2 h�fuji(h�i)2 ))



134 VII Valeurs moyennes� termes de di�usion : ��xj (he�iju000i i) = ��xj (he�ijfuii � he�ijih�fuiih�i )��xj (�hu000j p0i) = � ��xj (hfujpi � hfujihpi)��xj (�h�idku000j ) = � ��xj (12h�fui2fuji+ (h�fuii)2h�fuji(h�i)2 � h�fuiih�fuifujih�i � 12 h�fui2ih�fujih�i )� Reste :Les termes ne s'é
rivant pas sous forme 
onservative ont été regroupés dans 
e terme.- produ
tion :On ne détaille i
i que l'expression des termes h�i du000i u000j .h�i du000i u000j = h�fuifuji � h�fuiih�fujih�i- dissipation visqueuse :�he�ij �u000i�xj i = � ��xj he�iju000i i+ hui�e�ij�xj i � 
uj �he�iji�xj= � ��xj he�iju000i i+ hui�e�ij�xj i � h�fujih�i �he�iji�xj- pression-dilatation: hp0�u000i�xi i = hp�fui�xi i � hpi�hfuii�xi- �u
tuations de vitesse-gradient de pression :�hu000i i�hpi�xi = ��hpi�xi (h�fuiih�i � hfuii)
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inétique turbulente k en quelques points 135VII.4.2 Présentation des bilansTous les termes de l'équation bilan sont rendus sans dimension par �inu3ref=�.Les termes sont regroupés 
omme dans les bilans habituels réalisés en RANS [80℄ sur lestensions de Reynolds : �Cij + Pij + dij + �ij � h�i"ij = 0Ce sont les seuls bilans à notre disposition pour 
omparer ave
 notre bilan sur k. Deplus nous 
omparons nos résultats aux résultats obtenus à l'aide de la modélisation deLaunder-Shima des termes dij, �ij et h�i"ij.Le terme Cij est le terme de 
onve
tion. Le terme Pij 
orrespond à la Produ
tion,�h�i"ij est la dissipation visqueuse, dij regroupe les termes de di�usion, tandis que leterme �ij 
orrespond au terme de redistribution. Le terme de redistribution tel qu'il estdésigné dans la modélisation ne tient pas 
ompte des e�ets de 
ompressibilité. Par rapportaux termes qui apparaissent dans notre bilan de l'énergie 
inétique k = 12u000i u000i nous avonsles relations : ��xj (h��ki
uj) = 
onv(� �Ck)�(h�i du000i u000j )�
ui�xj = prod(� Pk)��xj (he�iju000i i) + ��xj (�hu000j p0i) + ��xj (�h�idku000j ) = di�-tot(� dk + ��xj (hpihu000j i))�he�ij �u000i�xj i = diss(� �h�i"k)�hu000i i�hpi�xi + hp0�u000i�xi i = p-dilatLe terme de redistribution �ij entre les 
omposantes du000u000, dv000v000 et dw000w000 n'apparaîtpas sur le bilan de l'énergie 
inétique k de la SGE puisque sa tra
e est nulle, �k = 0VII.4.3 Bilan de l'énergie selon (Oy) en x = 0;230 m et z = 0;0398mLe plan x = 0;230 m est sur le haut de la bosse (voir la �gure (VII.8)). L'ordonnée zoù nous réalisons le bilan est di�érente de 
elle des points expérimentaux 
ar nous n'avonspas interpolé 
es résultats aux points de mesure pour les présenter. Le plan z = 0;0398 mse situe néanmoins près de z = 0;0413 m, pro
he de la paroi latérale gau
he, où nous avonsdéjà 
omparé nos résultats aux résultats expérimentaux.Les bilans suivant une seule dire
tion en 3D sont di�
iles à interpréter par rapport au
as 2D ou dans le 
as 3D d'une 
ou
he limite à l'équilibre, dans la mesure où la variation
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inétique dans une 
ellule de 
ontr�le est liée aux �ux des quantités à traversles fa
es dans les trois dire
tions de l'espa
e.En absen
e d'onde de 
ho
 nous pouvons observer que les phénomènes sont 
on�nésà la paroi, 
ontrairement à 
e qui se passe plus en aval à la même 
�te z 
omme nous leverrons sur les autres bilans. Nous n'avons pas de bilan statistique à 
ette station pour nouspermettre de 
omparer nos résultats. Le bilan en x = 0;230 m nous sert prin
ipalementde référen
e pour le 
omparer aux bilans réalisés plus en aval. Nous pouvons égalementsouligner que le terme de vitesse-gradient de pression est négligeable par rapport au termede pression-dilatation, 
omme dé
rit par O. Chambres [13℄. C'est pourquoi dans la suitele terme de 
ompressibilité est asso
ié au seul terme de pression-dilatation.L'extension des mailles selon (Ox) très près de la paroi basse est très supérieure aux lon-gueurs dans les deux autres dire
tions. Si l'on pose par exemple �x = L�y, ave
 L >> 1,alors la dérivée selon (Ox) varie en 1L ��y . De même pour la dire
tion (Oz) par rapport à(Ox). Pour une meilleure 
ompréhension du bilan à 
ette station où les phénomènes sontlo
alisés dans les 
ou
hes limites nous avons négligé les termes en ��x dans le terme de
onve
tion par le 
hamp moyen, dans le terme de produ
tion et dans le terme de di�usionturbulente de l'énergie 
inétique turbulente.En traçant le bilan selon l'axe (Oz) à 
ette station, �gure (VII.121), nous observonsque la dissipation, qui est importante dans le 
÷ur puisque nous sommes très près de laparoi basse, est 
ompensée par la di�usion visqueuse.La �gure (VII.122) représente le bilan selon (Oy) en x = 0;230 m et z = 0;0398 m. Ilest très di�érent selon que l'on se trouve près de la paroi haute ou basse. Le terme depression-dilatation est le terme le plus important près de la paroi haute. Il est positif puisnégatif. Nous n'observons pas de terme de produ
tion en haut 
ar nous avons vu que les
orrélations transverses du000v000 et du000w000, responsables de la produ
tion turbulente, sontsous estimées à 
ette station. Le terme de dissipation �he�ij �u000i�xj i et le terme de di�usionturbulente par les 
ontraintes visqueuses ��xj (he�iju000i i) sont importants près des paroishaute et basse et nous pouvons souligner que le terme de di�usion totale est 
omparable,aux parois, au terme de di�usion turbulente par les 
ontraintes visqueuses. Le terme dedissipation et de di�usion turbulente par les 
ontraintes visqueuses s'équilibrent sur lespremiers points pro
he de la paroi basse et pro
he de la paroi haute. Ce
i reste vrai àtous les points où nous présentons les bilans de l'énergie 
inétique. Ces termes sont d'unordre de grandeur supérieur aux autres termes à la paroi. Comme ils s'équilibrent nousprésenterons dorénavant nos bilans 
entrés sur les autres termes pour mieux pouvoir lesanalyser. En�n, le terme de di�usion totale dans le 
÷ur 
orrespond prin
ipalement aux
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orrélations de pression-vitesse. Elles sont importantes et négatives impliquant un transfertde l'énergie 
inétique turbulente de la paroi vers le 
÷ur par les �u
tuations de pression.Ce terme n'est pas 
ompensé et il ne 
hange pas de signe selon (Oy).La �gure (VII.123) représente le bilan en x = 0;230 m et z = 0;0398 m 
entré sur laparoi basse pour mieux analyser les di�érents termes. Le terme de di�usion total estnégatif, positif puis négatif dans le sens des ordonnées 
roissantes. Nous pouvons soulignerque la di�usion visqueuse qui intervient dans le terme de di�usion total est positive puisnégative 
omme observé dans les bilans 
lassiques de la 
ou
he limite in
ompressible [17℄.(Le signe positif près de la paroi basse 
orrespond à un transfert vers la paroi du fait dela dissipation importante. Le signe négatif plus on s'éloigne vient de la dissipation quidiminue et à un transfert important de la paroi vers le 
÷ur). La valeur positive observéesur le terme de di�usion est don
 asso
iée au terme de di�usion turbulente.Le terme de 
onve
tion de k par le 
hamp moyen est positif puis négatif lorsqu'ons'éloigne de la paroi. Ce terme de 
onve
tion est sensible aux gradients du 
hamp moyen.L'allure de 
e terme est 
ohérente ave
 les variations de bv selon (Oy) en x = 0;230 �gure(B.6) : bv 
roît en valeur absolue puis dé
roît ave
 y. Le terme de produ
tion est positif etson intensité est également sensible à la prise en 
ompte ou non de la dérivée longitudinale��x . Le terme de pression-dilatation est négatif. Il représente un transfert réversible entrel'énergie 
inétique k et l'énergie interne [13℄, [46℄. Si le terme est positif il y a un transfertréversible de l'énergie interne vers l'énergie 
inétique k. Si 
e terme est négatif, le transfertse fait de l'énergie 
inétique k vers l'énergie interne. Dans la 
ou
he limite sur la �gure(VII.123) pro
he de la paroi la dissipation est importante et le terme de pression-dilatationest négatif indiquant un transfert d'énergie de k vers l'énergie interne.Nous pouvons observer que le terme de produ
tion et le terme de di�usion 
ontreba-lan
ent la 
onve
tion, la dissipation et le terme de pression-dilatation autour de y = 0;04 m.Par 
ontre, les termes de 
onve
tion et produ
tion ne sont pas su�samment importants àla paroi pour 
ontrebalan
er la dissipation et la di�usion.Nous avons vu au 
hapitre pré
édent l'importan
e du temps d'a

umulation des moyennesdans le 
al
ul des 
orrélations longitudinales à 
ette station. Même s'il n'y a pas Produ
-tion = Dissipation puisque la 
ou
he limite n'est pas à l'équilibre (la 
onve
tion 
rée undé�
it en énergie k qui induit un mé
anisme de di�usion) les bilans réalisés à partir dela SGE à 
ette station montrent qu'il y a un dé�
it très important dans notre bilan auniveau de la paroi basse. Nous avons tra
é le résidu du bilan sur la �gure (VII.124). Il
orrespond en partie au terme (I) de l'équation bilan �h�ik�t que nous n'avons pas étudié.Nous voulons souligner qu'en réalité le bilan que nous réalisons porte sur la quantitéh�fuifujih�i � (h�fuii)(h�fuji)(h�i)2
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Fig. VII.121 � Bilan selon (Oz) en x = 0;230 m et y = 0;0196 mqui nous sert à approximer l'expression de k.Nous ne produisons pas assez, 
e qui en a

ord ave
 le fait que nous sous estimions les
orrélations longitudinales de Reynolds à 
ette station sur le temps 
ourt, et il faudraittenir 
ompte de la variation temporelle de k pour a�ner nos bilans.
VII.4.4 Bilan de l'énergie selon (Oy) en x = 0;308 m en z = 0;0398mCette station est très pro
he dans nos 
al
uls d'un plan où l'intera
tion entre l'ondede 
ho
 et la turbulen
e apparaît sur les tensions de Reynolds prédites par la SGE dans le
÷ur de la tuyère (voir �gure (VII.73)). Nous ne disposons de résultats statistiques sur lesbilans des tensions de Reynolds que près de la paroi latérale droite [80℄. Néanmoins il noussemble important de tra
er les bilans à une station pro
he de la paroi latérale gau
he, oùil n'y a pas le dé
ollement, pour interpréter plus fa
ilement les résultats.Nous nous sommes pla
és en z = 0;0398 m pour observer les di�éren
es entre les bi-lans de l'énergie 
inétique e�e
tués en x = 0;230 m et en x = 0;308 m sur une même ligne(Oz). A nouveau le terme de produ
tion a été 
al
ulé en ne tenant 
ompte que des 
orré-lations 
roisées du000v000 et du000w000 et nous avons négligé les dérivées selon (Ox) dans le termede 
onve
tion par le 
hamp moyen et dans le terme de di�usion turbulente de l'énergie
inétique turbulente.
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Fig. VII.122 � x = 0;230 m et z = 0;0398 m
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Fig. VII.123 � x = 0;230 m et z = 0;0398 m



140 VII Valeurs moyennes

-5

-4.5

-4

-3.5

-3

-2.5

-2

-1.5

-1

-0.5

0

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16

R
es

id
u

y                        

residu

Fig. VII.124 � Résidu du bilan en x = 0;230 m et z = 0;0398 mLa �gure (VII.125) représente le bilan ave
 tous les termes dans la dire
tion (Oz)à la même abs
isse pour souligner qu'il n'y a pas de déséquilibre important autour dez = 0;0398 m dans 
ette dire
tion.Le bilan selon (Oy) est représenté ave
 tous les termes sur la �gure (VII.127). L'alluredu bilan est assez di�érent de 
elui obtenu en x = 0;230 m mais par 
ontre nous observonsle même type de bilan qu'en x = 0;268 m que nous avons également représenté sur la �gure(VII.126) où l'onde de 
ho
 interagit ave
 la 
ou
he limite basse. Le terme de produ
tionest faible, mais la somme des termes à la paroi est positive expliquant la produ
tionimportante de k, et par voie de 
onséquen
e des 
orrélations longitudinales. Nous n'avonspas présenté toutes les 
ourbes lors de l'étude de l'in�uen
e du temps d'a

umulation surle 
al
ul des tensions de Reynolds mais nous pouvons souligner que les 
orrélations du000u000sont en
ore importantes lorsqu'on moyenne les quantités sur un temps plus 
ourt à 
ettestation.Le terme de di�usion de k et le terme de pression-dilatation sont non nuls dans le
÷ur. Sur la �gure (VII.127) nous observons une inversion de signe du terme de redis-tribution (qui nous le rappelons est 
omparable au terme de pression-dilatation) le longde (Oy) autour de y = 0;05 m 
omme également observé sur la �gure (VII.126) autour dey = 0;03 m. Le 
hangement de signe brutal et lo
alisé du terme de pression-dilatation vientde la présen
e de l'onde de 
ho
 à 
ette station. Lorsqu'on se dépla
e de la paroi bassevers le 
÷ur, les vitesses varient ave
 des gradients positifs impliquant des �u
tuationsv000 ' �v = ev(y + dy)� ev(y) positives et qui augmentent ave
 y. Le terme de pression-dilatation est don
 positif. Lorsqu'on traverse le 
ho
 au 
ontraire, 
omme il est oblique,les gradients sont inversés selon (Oy) et don
 le sens de variation des �u
tuations aussi.
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Fig. VII.125 � Bilan selon (Oz) en x = 0;308 m et y = 0;007 m
Le terme de pression-dilatation redevient négatif.Le terme de di�usion turbulente dans le 
÷ur est 
omparable au terme de 
orrélation depression-vitesse. La �gure (VII.128) représente le résidu du bilan à la station x = 0;308 men z = 0;0398 m. Nous pouvons observer que le bilan est positif dans la moitié inférieurede la tuyère, impliquant i
i plut�t un a

roissement de l'énergie 
inétique dans la 
ellulede 
ontr�le dans nos prédi
tions. Cela a e�e
tivement été observé sur nos résultats où nousprédisons de fortes 
orrélations longitudinales à 
ette station. Le terme de transfert asso
iéaux �u
tuations de pression est don
 à l'origine des pi
s d'intensité turbulente observéssur les tensions de Reynolds en SGE dans le 
÷ur de la tuyère [46℄ puisqu'il est le seulterme positif là où le terme de pression-dilatation diminue et s'annule en y = 0;05 m.Pour �nir nous présentons le bilan obtenu en x = 0;308 m en z = 0;1113 m du 
�té dela paroi où nous observons un dé
ollement de la 
ou
he limite et une forte prédi
tion desintensités turbulentes où nous disposons de résultats sur les bilans statistiques des tensionsde Reynolds.
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Fig. VII.126 � Bilan selon (Oy) en x = 0;268 m et z = 0;0398 m
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Fig. VII.127 � Bilan selon (Oy) en x = 0;308 m et z = 0;0398 m
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Fig. VII.128 � Résidu du bilan en x = 0;308 m et z = 0;0398 m
VII.4.5 Bilan de l'énergie selon (Oy) en x = 0;308 m en z = 0;1115mCette station 
orrespond à un plan où la 
ou
he limite dé
olle pro
he de la paroi basseet où nous disposons de résultats statistiques sur les di�érentes tensions de Reynolds. Lebilan est tra
é sur la �gure (VII.129). Nous pouvons souligner que le bilan obtenu selonl'autre dire
tion (Oz) est très similaire à 
eux déjà présentés sur les deux autres �gures(VII.121) et (VII.125).L'allure du bilan selon (Oy) est très di�érente selon que l'on tient 
ompte ou non desdérivées selon (Ox) dans le 
al
ul de la produ
tion autour de y = 0;02 m, et notammentdu terme du000u000�bu�x . C'est pourquoi nous en avons tenu 
ompte pour présenter les résultatsobtenus à 
ette station aussi bien dans le terme de produ
tion que dans le terme de
onve
tion. Ce
i n'est pas vrai pour le bilan réalisé en z = 0;0398 m à la même abs
isseou même 
elui que nous avons tra
é en x = 0;288 m sur la �gure (VII.126). Le fait detenir 
ompte de du000u000�bu�x dans le terme de produ
tion augmente 
onsidérablement 
elui-
ià 
ette station. Nous pensons que 
e
i est lié à la forte variation de 
e terme selon (Oy),puisque nous sommes dans la zone de dé
ollement pro
he de la paroi basse, située sous le
ho
 en lambda, dans une zone où �bu�x varie rapidement selon (Oy).Le terme de 
onve
tion, de di�usion et de dissipation sont 
ontrebalan
és par le termede produ
tion et également par le terme de pression-dilatation en y = 0;021 m. C'est laforte produ
tion à 
ette station qui permet d'expliquer le pi
 d'intensité turbulente impor-tant prédit par la SGE observé dans le dé
ollement. Ce pi
 est en
ore présent lorsqu'onmoyenne sur des temps plus 
ourts �gure (VII.77). Nous observons la présen
e du 
ho




144 VII Valeurs moyennesen lambda visualisé sur les résultats instationnaires �gures (VI.3) sur la �gure (VII.129)asso
iée au 
hangement de signe des 
ourbes autour de y = 0;055 m.La �gure (VII.130) représente le résidu asso
ié au bilan à 
ette station. Lors de laprésentation des résultats sur les tensions de Reynolds (voir �gure VII.77), nous n'obser-vions pas de produ
tion turbulente dans le 
÷ur asso
iée à la présen
e du 
ho
 
ommeaux autres stations. Ce
i s'explique par le fait que la di�usion 
ontrebalan
e le terme depression-dilatation dans le 
÷ur, 
omme le montre le 
al
ul du résidu au 
entre �gure(VII.130).A nouveau, par rapport à nos résultats, il faut souligner que 
ette forte produ
tiondans le dé
ollement 
orrespond en réalité à une forte produ
tion de :h�fuifujih�i � (h�fuii)(h�fuji)(h�i)2qui nous permet d'approximer 
orre
tement k.La �gure (VII.131) représente le bilan 
entré sur la première moitié de la tuyère. Le bi-lan que nous présentons à 
ette station est très di�érent de 
elui obtenu par les simulationsRij � " pour y > 0;03 m �gure (VII.132). Ce
i n'est pas trop surprenant dans la mesureoù tous les termes, sauf la produ
tion, sont modélisés dans les simulations statistiques [80℄,tandis que nous évaluons 
haque terme du bilan à partir de nos variables même si 
ommenous l'avons déjà souligné nous négligeons toutes les 
ontributions de sous maille. La �gure(VII.132) représente le bilan obtenu sur les tensions longitudinales du000u000 par Rij � " [80℄en x = 0;310 m et z = 0;1113 m. Comme la majorité de l'énergie est 
ontenue dans nos�u
tuations longitudinales, il y a un sens à 
omparer notre bilan sur k ave
 le bilan surdu000u000. Nous rappelons que :h�iD du000i u000jDt = Cij = Pij + dij + �ij � h�i"ijave
 Pij la Produ
tion, �h�i"ij la dissipation visqueuse. dij les termes de di�usion turbu-lente et de di�usion visqueuse tandis que le terme �ij 
orrespond au terme de redistribu-tion. Nous avons vu que le regroupement de nos termes est un peu di�érent de 
eux ave
lesquels nous 
omparons notre bilan à 
ette station et �k est nul dans le bilan de k. Par
ontre le terme de pression-dilatation qui est négligée dans la modélisation de Launder-Shima [80℄ des tensions de Reynolds apparaît dans notre bilan. Nous avons souligné quele terme de �u
tuation de vitesse ave
 le gradient de pression �ltrée est négligeable parrapport au terme de pression-dilatation. Les résultats de la SGE obtenu sur le terme depression-dilatation pourrait don
 servir de modélisation dans la simulation statistique oùil est négligé puisqu'il apparaît qu'il n'est pas nul dans le 
÷ur.Le bilan réalisé ave
 la modélisation statistique et le bilan réalisé à partir des va-riables résolues ont une allure similaire dans la zone de re
ir
ulation autour de y = 0;02 m.
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inétique turbulente k en quelques points 145Nous n'avons pas les mêmes é
helles puisque nos termes sont rendus sans dimension par�inu3ref=� et qu'il y a un fa
teur deux entre le 
al
ul de l'énergie 
inétique et les 
orréla-tion ; 
'est pourquoi nous dis
utons plut�t du rapport des di�érents termes entre eux pourles 
omparer.Sur la �gure (VII.131), le terme positif 
orrespond à la produ
tion qui est importantedans le dé
ollement et où les 
orrélations longitudinales prédites par la SGE sont im-portantes. Le se
ond terme positif 
orrespond au terme de redistribution. En�n les troistermes négatifs sont la dissipation ave
 l'intensité minimale en valeur absolue, le terme depression-dilatation et en�n le terme de 
onve
tion qui présente l'intensité maximum. Onobserve également une forte produ
tion sur les résultats obtenus par RANS à 
ette station�gure (VII.132). Les trois termes négatifs sur la �gure (VII.132) sont respe
tivement ladissipation, puis le terme de 
onve
tion et en�n �ij qui a l'intensité maximum en valeurabsolue. Tous 
es termes tendent rapidement vers zero hors de la zone du dé
ollement, 
equi n'est pas le 
as ave
 la SGE.Le terme de produ
tion est positif et important dans les deux bilans. Le terme de
onve
tion, qui est négatif sur les deux bilans, est plus important en SGE. La dissipationest négative dans les deux 
as et du même ordre d'importan
e. La di�usion, qui est trèsfaible en RANS, apparaît plus importante ave
 nos données. Il faut néanmoins soulignerque nous tenons 
ompte d'un partie de la di�usion turbulente du tenseur des 
ontraintes quiest négligée dans la modélisation de Launder-Shima. En�n, le terme de pression-dilatationest positif sur nos résultats.
VII.4.6 Con
lusions sur les bilans de k présentésCette partie nous a permi de montrer qu'il est possible d'avoir un retour des résultatsmoyens de la SGE sur la modélisation statistique. Les bilans sont assez di�érents selonqu'ils sont obtenus par RANS ou la SGE, plus parti
ulièrement dans le 
÷ur de la tuyère.La modélisation du terme des 
orrélations de pression-dilatation semble importante pourbien 
apturer l'ampli�
ation de la turbulen
e dans le 
÷ur 
omme observé sur nos résultatset il serait intéressant de regarder l'in�uen
e d'une modélisation de 
e terme à partir denos 
al
uls dans la simulation statistique..
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Chapitre VIIICon
lusion et Perspe
tivesCe travail a porté sur la Simulation des Grandes E
helles en régime 
ompressible engéométrie 
omplexe, en vue d'une appli
ation aux é
oulements dans les turboma
hinespour le 
al
ul des grandes stru
tures énergétiques présentes dans 
es é
oulements horsrégime nominal. La tuyère 3D de l'ONERA, ave
 une bosse en �è
he sur la paroi basse, aété retenue pour valider les potentialités de la SGE en géométrie 
omplexe. C'est un 
astest qui présente un phénomène d'intera
tion entre une onde de 
ho
 et une 
ou
he limiteà l'origine d'un large dé
ollement, qui est un phénomène qui peut être ren
ontré au seindes turboma
hines, pouvant avoir des e�ets néfastes. De plus, 
'est un 
as test pour lequelil existe de nombreux résultats expérimentaux et statistiques.Les équations de Navier Stokes pour un �uide 
ompressible ont été résolues dans lagéométrie 
onsidérée en adaptant les 
onditions aux limites en entrée, sortie et aux parois.La méthodologie de la simulation des grandes é
helles a été utilisée pour �ltrer spatiale-ment les grandes é
helles de l'é
oulement et modéliser la turbulen
e à petite é
helle. Leséquations des é
oulements de �uide 
ompressible présentent un grand nombre de termes àmodéliser. Seuls le tenseur de sous maille et le �ux de 
haleur de sous maille sont modélisésdans 
ette étude. Le tenseur de sous maille est 
al
ulé à l'aide du modèle d'é
helles mixtesdéveloppé au LIMSI et le �ux de 
haleur est modélisé à l'aide d'une hypothèse de premiergradient. Les équations sont dis
rétisées ave
 un s
héma temporel expli
ite Runge-Kuttad'ordre deux. Les termes non linéaires sont dis
rétisés grâ
e au s
héma TVD d'Harten-Yee d'ordre deux et les termes visqueux sont approximés par un s
héma 
entré égalementd'ordre deux.Ce travail a permis de montrer qu'il est possible de ré
upérer des informations instation-naires en perturbant un é
oulement initial obtenu par simulation statistique en utilisantla méthodologie des grandes é
helles. C'est un fait important dans la mesure où une desdi�
ultés majeures des méthodes RANS à l'heure a
tuelle pour le 
al
ul instationnairevient du nombre d'équations à résoudre et du nombre important de termes à modéliser. Lenombre d'équations utilisées en SGE est 
onstant et les résultats obtenus sont instation-naires. Un autre avantage de la SGE est sa simpli
ité et le faible nombre de paramètres à
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lusion
aler par rapport à RANS 
ar nous avons vu qu'il y a quand même un 
ertain nombre determes de sous maille en régime 
ompressible. Les résultats obtenus sur les tensions de Rey-nolds sont en
ourageants même si les tensions sont surestimées. La SGE 
apture mieux lesos
illations de l'onde de 
ho
 dans le 
÷ur de la tuyère. Nous avons vu aussi que 
ertainstermes dire
tement liés aux e�ets de la 
ompressiblité négligés dans la modélisation deLaunder-Shima apparaîssent dans le bilan de k réalisé à partir des variables résolues de laSGE. Le terme de pression-dilatation responsable de l'ampli�
ation de la turbulen
e dansle 
÷ur n'est pas négligeable et les résultats de la SGE pourraient permettre de modéliser
e terme dans les bilans statistiques.Néanmoins, nous nous sommes heurtés lors de 
e 
al
ul à un 
ertain nombre de di�-
ultés. La première est liée au 
oût CPU de la SGE très important en résolution expli
ite.Comme nous l'avons souligné au 
hapitre (IV), le 
ode que nous utilisons est parallèle dufait de la né
essité d'importantes ressour
es de sto
kage. La résolution expli
ite est alorstrès simple d'utilisation sur 
e type de stru
ture de 
ode. Cependant, l'un des fa
teurs
ontraignant dans le 
al
ul est la taille des mailles aux parois et don
 le pas de temps quenous utilisons en résolution expli
ite. Nous avons 
hoisi initialement de ne pas utiliser delois de paroi par
e qu'il semble judi
ieux de ne pas introduire de modélisation supplémen-taire dans la résolution des grandes é
helles. Une amélioration des résultats est possible enutilisant un maillage plus serré autour du 
ho
 et aux parois. Un nombre de points plusimportant dans la dire
tion longitudinale pour mieux 
apturer le 
ho
 peut permettred'éviter de trop le di�user. Un maillage plus serré aux parois serait mieux adapté pour
apturer plus pré
isément l'intera
tion entre l'onde de 
ho
 et les 
ou
hes limites. Celapermettrait également de mieux prédire la produ
tion de l'énergie 
inétique par la SGEet ainsi d'améliorer les bilans et le 
al
ul des tensions de Reynolds.L'utilisation de la simulation des grandes é
helles pour 
al
uler un é
oulement aussi
omplexe a soulevé de nombreuses questions fondamentales. L'interprétation de l'opéra-tion de �ltrage sur des maillages 
urvilignes qui sont anisotropes n'est pas évidente. Ilsubsiste également des problèmes asso
iés au 
ouplage entre la vis
osité numérique intro-duite par les s
hémas à 
apture de 
ho
 robustes et la vis
osité de sous maille. Les s
hémasà 
apture de 
ho
 d'ordre élevé de type WENO ne 
oûtent pas plus 
her en temps quel'utilisation de s
hémas robustes et il peuvent limiter la dissipation numérique introduite.Nous avons également vu que nos résultats sur les vitesses moyennes et le nombre de Ma
hisentropique ont besoin d'être améliorés. Il serait intéressant d'étudier l'e�et d'un se
ond
ol plus ouvert sur la prédi
tion de l'é
oulement par la SGE. L'ouverture du se
ond 
olpermettrait d'avoir un 
ho
 plus fort en diminuant la pression totale derrière le 
ho
 etdon
 d'obtenir de meilleurs résultats sur le nombre de Ma
h isentropique.Nous tenons à souligner au �nal que 
e 
al
ul n'a été rendu possible que grâ
e à uneévolution très rapide des moyens informatiques sur 
es trois dernières années et il ne 
onsti-tue qu'un premier 
al
ul.
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lusion 151La SGE est une méthodologie qui sera de plus en plus utilisée dans le monde indus-triel vu ses 
apa
ités à 
apturer les grandes é
helles instationnaires des é
oulements. Mais
omme nous l'avons vu, 
'est une te
hnique qui reste en
ore très 
hère. Une voie pourson utilisation plus systématique en é
oulement 
omplexe passe 
ertainement par l'im-pli
itation des 
odes. Cela s'avèrera d'autant plus né
essaire s'il faut des maillages trèsserrés aux parois pour bien 
al
uler les di�érentes intera
tions qui sont observée dans latuyère. Cela pose de nouveaux problèmes, 
omme le problème du �ltrage temporel dessolutions en plus du �ltrage spatial et du 
hoix d'un pas de temps pertinent par rapportaux phénomènes physiques 
onsidérés. Il se pose également la question de savoir s'il nefaut impli
iter que les termes de di�usion ou aussi une partie des termes de 
onve
tion.Néanmoins, la réalisation d'études paramétriques sur les modélisations utilisées en SGEpour 
al
uler des é
oulements présentant des phénomènes physiques 
omplexes ne serarendue possible qu'à 
ondition de faire diminuer le temps des 
al
uls. Cette voie est d'au-tant plus sérieusement envisageable depuis que la mémoire de 
al
ul né
essaire n'impliqueplus for
ément la parallélisation des 
odes. Une autre voie 
omplémentaire est peut-êtred'utiliser le 
ouplage entre la SGE et les simulations statistiques un peu di�éremment.Nous avons vu sur les résultats que les di�éren
es observées entre les résultats se situentaprès le 
ol sonique et non dans les parties où le �uide a

élère à l'entrée. Il pourrait êtrebéné�que de ne 
al
uler que la partie d'intera
tion entre l'onde de 
ho
/
ou
he limite entravaillant sur les 
onditions physiques à imposer à l'entrée d'un domaine de 
al
ul plusrestreint. Il a déjà été utilisé ave
 su

ès des initialisations de 
al
uls spatiaux à partir de
al
uls temporels moins 
hers [29℄.La montée en puissan
e de 
al
ul des ordinateurs dans les années à venir permettrade simuler numériquement des é
oulements de plus en plus 
omplexes et de tester plussystématiquement la méthodologie de la SGE dans les 
onditions réelles d'é
oulementsindustriels 
ompressibles, permettant une modélisation de plus en plus �ne des é
oulementsturbulents instationnaires 
ompressibles 3D en géométrie 
on�née.
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Annexe A
A.1 Changement de 
oordonnées et notationsOn 
onsidère la transformation des équations de Navier Stokes par 
hangement de 
o-ordonnées (x, y, z) �! (�, �, �). On a respe
tivement :0BBBBBBBBBBB�

��x��y��z
1CCCCCCCCCCCA = 0BBBBBBBBBBB�

���x ���x ���x���y ���y ���y���z ���z ���z
1CCCCCCCCCCCA :0BBBBBBBBBBB�

���������
1CCCCCCCCCCCALe ja
obien de la transformation s'é
rit :J = �z�� (�x�� �y�� � �x�� �y�� )� �z�� (�x�� �y�� � �x�� �y�� ) + �z�� (�x�� �y�� � �x�� �y�� )Soit Ft = F + Fv, Gt = G+Gv et Ht = H +Hv. Les équations se transforment selon [39℄ :J �Q�t + ��� (J ���xFt + J ���yGt + J ���zHt)+��� (J ���xFt + J ���yGt + J ���zHt)+��� (J ���xFt + J ���yGt + J ���zHt) = 0Les notations suivantes sont utilisées dans le do
ument :
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�� = J ���x ; �� = J ���x ; �� = J ���x ; �� = J ���y ; �� = J ���y ; �� = J ���y
� = J ���z ; 
� = J ���z ; 
� = J ���zbF = ��F + ��G+ 
�H ; bG = ��F + ��G+ 
�H ; 
H = ��F + ��G+ 
�H
Fv = ��Fv + ��Gv + 
�Hv ; 
Gv = ��Fv + ��Gv + 
�Hv ;dHv = ��Fv + ��Gv + 
�HvLes quantités �i, �j et 
k sont les éléments métriques de la transformation.D'où le système d'équations à résoudre dans le système de 
oordonnées (�;�;�) :J �Q�t + � bF�� + � bG�� + �
H�� + �
Fv�� + �
Gv�� + �dHv�� = 0�� = �� = �� = 1A.2 Matri
es des équations de la Dynamique des Fluideset leur transformationMatri
e du système hyperbolique d'équations de 
onservation sous forme 
onser-vative : �Q�t + �F�� + �G�� + �H�� = 0 (A.1)où Q, F , G et H ont été dé�nis à la se
tion (A.1).Le système A.1 s'é
rit en
ore sous forme non 
onservative [88℄ :�Q�t + 3Xj=1 Anj �Q�nj = 0 (A.2)où les Anj 
orrespondent aux trois matri
es dans les dire
tions (�;�;�) :A� = ��Ax + ��Ay + 
�AzA� = ��Ax + ��Ay + 
�AzA� = ��Ax + ��Ay + 
�AzA titre d'exemple nous donnons l'expression de la matri
e A� en posant [86℄, [80℄ :8><>: nx = ��ny = ��nz = 
�



A.2 Matri
es des équations de la Dynamique des Fluides et leur transformation 155(��;��;
�) sont les 
omposantes du gradient de �(x;y;z) dé�nies dans le système (x;y;z),qui dé�nit la normale à la dire
tion � = 
1.Les 
oordonnées de la normale sont données par :8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:
k1 = nxqnx2 + ny2 + nz2k2 = nyqnx2 + ny2 + nz2k3 = nzqnx2 + ny2 + nz2La matri
e A� s'é
rit : A� =0 nx ny nz 0(
�1)q22 nx � u(�!u :�!n ) �(
 � 2)unx +�!u :�!n �(
 � 1)vnx + uny �(
 � 1)wnx + uny (
 � 1)nx(
�1)q22 ny � v(�!u :�!n ) �(
 � 1)uny + vnx �(
 � 2)vny +�!u :�!n �(
 � 1)wny + vnz (
 � 1)ny(
�1)q22 nz � w(�!u :�!n ) �(
 � 1)unz + wnx �(
 � 1)vnz + wny �(
 � 2)wnz +�!u :�!n (
 � 1)nz(
 � 1)q2 � 
E)�!u :�!n Ænx � u(
 � 1)�!u :�!n Æny � v(
 � 1)�!u :�!n Ænz � w(
 � 1)�!u :�!n 
�!u :�!noù q2 est l'énergie 
inétique : q2 = 3Xj=1u2j et Æ = (
E � (
 � 1)q22 ).Pour un système hyperbolique, les valeurs propres sont réelles et la matri
e est diago-nalisable : A� = R���R�1�8>>>><>>>>: �1 = �2 = �3 = nxu+ nyv + nzw�4 = �1 + 
qnx2 + ny2 + nz2�5 = �1 � 
qnx2 + ny2 + nz2Les matri
es R� et R�1� sont 
onstruites à partir de [86℄ par rapport à la base 
anonique(�!i ;�!j ;�!k ) et pour un s
alaire � = 0. Les ve
teurs propres sont rangés selon la même nu-mérotation que les valeurs propres. D'un point de vue numérique, pour éviter de multiplesdivisions dans le 
al
ul de R�1� utilisée plus souvent que R� dans nos 
al
uls, tous lesélements de R�1� ont été mulitipliés par le 
arré de la vitesse du son lo
ale 
2 et 
eux deR� divisés par 
2.
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R� =

0BBBBBBBBBBBBBBB�
1
2 0 0 1
2 1
2u
2 R22 R23 u+ 
k1
2 u� 
k1
2v
2 R32 R33 v + 
k2
2 v � 
k2
2w
2 R42 R43 w + 
k3
2 w � 
k3
2q22
2 (uR22 + vR32 + wR42) (uR23 + vR33 + wR43) H + 
(�!k �!v )
2 H � 
(�!k �!v )
2

1CCCCCCCCCCCCCCCAave
 8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

F = (k1k2 + k1k3 + k2k3 � 1)
R22 = k2(k1k3 � k22)� k3(k2k3 � k21)FR32 = k3(k1k2 � k23)� k1(k1k3 � k22)FR42 = k1(k2k3 � k21)� k2(k1k2 � k23)FR23 = �k2(k1 � k2)� k3(k3 � k1)FR33 = �k3(k2 � k3)� k1(k1 � k2)FR43 = �k1(k3 � k1)� k2(k2 � k3)FDe même on a :
R�1 =

0BBBBBBBBBBBBBBBB�

2 � (
 � 1)q22 (
 � 1)u (
 � 1)v (
 � 1)w �(
 � 1)R�121 (k2 � k3)
 (k3 � k1)
 (k1 � k2)
 0R�131 (k1k2 � k23)
 (k2k3 � k21)
 (k1k3 � k22)
 0R�141 
k1 � (
 � 1)u2 
k2 � (
 � 1)v2 
k3 � (
 � 1)w2 
 � 12R�151 �(
k1 + (
 � 1)u2 ) �(
k2 + (
 � 1)v2 ) �(
k3 + (
 � 1)2 ) 
 � 12

1CCCCCCCCCCCCCCCCA8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:
R�121 = ((k3 � k2)u+ (k1 � k3)v + (k2 � k1)w)
R�131 = ((k23 � k1k2)u+ (k21 � k2k3)v + (k22 � k1k3)w)
R�141 = (
 � 1)q24 � �!k �!v2 
R�151 = (
 � 1)q24 + �!k �!v2 
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Fig. A.1 � Méthodes des 
ara
téristiquesA.3 Résolution d'un système d'équations linéaires hy-perboliqueEquation linéaire :Cette se
tion ne présente que les s
hémas dé
entrés, utilisés pour résoudre les équationss
alaires hyperboliques �u�t + �f�� = 0, ave
 f = au. La dis
rétisation des systèmes linéairesse généralise ensuite.La dis
rétisation dé
entrée basée sur les 
ara
téristiques a été introduite par Courant,Isaa
son et Reeves en 1952.Soit à dis
rétiser l'équation de 
onve
tion s
alaire :�!�t + ��!�� = 0On suppose � � 0. La solution ! est 
onstante le long des lignes 
ara
téristiques dé-�nies par l'équation d�dt = �. On peut don
 é
rire que !n+1i = !p� ave
 !ni�1 � !p� � !ni
omme le montre la �gure (A.1).Au premier ordre, on peut supposer que la solution varie linéairement ave
 � à uninstant t �xé :



158 A AnnexeA!np� � !ni�p� � �i = !ni�1 � !ni�i�1 � �i .On a de plus �i � �p�tn+1 � tn = �.D'où l'expression bien 
onnue du s
héma dé
entré pour � � 0 :!n+1i = !ni � ��t�� (!ni � !ni�1).De même pour � � 0 :!n+1i = !ni � ��t�� (!ni+1 � !ni ).Ces dis
rétisations ne sont stables que si le nombre de CFL, � = ��t�� � 1.En posant fi = �!i, le s
héma au premier ordre 
i-dessus, peut se reé
rire sous forme
onservative : !n+1i = !ni � �(hi+1=2 � hi�1=2)ave
 hi+1=2 = 12(fi+1 + fi)� j�j2 (!i+1 � !i).La dis
rétisation d'un système linéaire sous forme 
onservative se déduit de la dis-
rétisation de l'équation s
alaire en diagonalisant la matri
e ja
obienne du �ux et enintroduisant les variables 
ara
téristiques. Une fois dans l'espa
e des 
ara
téristiques, leséquations sont dé
ouplées et se dis
rétisent selon le signe de la valeur propre. Les équationssont ensuite reprojetées dans l'espa
e physique.Système d'équations linéairesPour l'instant on ne 
onsidère qu'une dire
tion de l'espa
e. Soit à résoudre :�Q�t + �F�� = 0.En é
rivant les équations sous forme non 
onservative, il apparaît la matri
e A� = �F�Q .Le système se réé
rit :�Q�t +A� �Q�� = 0Pour un système hyperbolique, les valeurs propres sont rélles et la matri
e est diago-nalisable : A� = R���R�1�
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e A� a pour valeurs propres :8>>>>>>><>>>>>>>: �1 = �2 = �3 = �xu�4 = �1 + 
j�xj�5 = �1 � 
j�xjoù 
 est la vitesse du son dans la dire
tion dé�nie par la normale à � = 
1.��!vson = 
 ��!grad�k��!grad�kOn pose �� = �+� + ��� . Les variables 
ara
téristiques sont dé�nies par : R�1� �Q = �!.On a don
 le système d'équations à résoudre dans l'espa
e des 
ara
téristiques :�!�t + �� �!�� = 0.D'où : 8>>>>><>>>>>: !n+1i = !ni � ��� �t�� (!ni � !ni�1)� �+� �t�� (!ni+1 � !ni )!n+1i = !ni � �i�t�� (!n+1 � !ni�1)� j�ij �t2�� (!ni+1 � 2!ni + !ni�1)En repassant dans l'espa
e physique, on obtient :Qn+1i = Qni � �t�� (Fi+1=2 � Fi�1=2) + �t2�� jA�;ij(Qni+1 � 2Qni +Qni�1)La vis
osité numérique, non nulle pour les s
hémas dé
entrés, 
orrespond au lapla
ien :(Qni+1 � 2Qni +Qni�1)Le s
héma peut se réé
rire sous forme 
onservative : Qn+1i = Qni � �t�x(F�i+1=2 � F�i�1=2)ave
 F�i+1=2 = 12(Fi+1 + Fi)� 12 jA�;i+1=2j(Qni+1 �Qni ).A.4 S
héma Runge-Kutta� Prin
ipeOn 
her
he à résoudre : Ut = f(t;U)Le prin
ipe de la méthode Runge-Kutta pour obtenir la solution à l'instant (n+1) la
onnaissant à l'instant (n), 
onsiste à approximer la 
ourbe solution au point n par unar
 de parabole. La propriété des paraboles, à savoir que la pente de la 
orde (MoM1) est



160 A AnnexeAla moyenne arithmétique des pentes des tangentes (MoTo) et (M1T1), permet de 
al
ulerla solution de l'équation di�érentielle au temps (n+1). Les notations sont pré
isées sur la�gure (A.2).Ainsi on a : M1 : 8<: t0 + hU0 + 12(p0 + p1)hoù les p désignent la pente de la tangente à la parabole. On projette M1 sur M 01. Don
 :M 01 : 8>>><>>>: t0 + hU0 + 12(p0 + p01)hh ! 0
e qui nous donne la valeur U1 :U1 = U0 + 12h(f(t0;U0) + f(t0 + h;U0 + hp0))à l'ordre O(h3). Les notations suivantes sont souvent utilisées :8>>><>>>: k1 = hf(t0;U0)k2 = hf(t0 + h;U0 + k1)U1 = U0 + 12(k1 + k2)� GénéralisationDans la 
as général il faut trouver a, b ... ; �, �, 
 ... et R1, R2 ... tels que :8>>>>>>>><>>>>>>>>:
k1 = hf(t0;U0)k2 = hf(t0 + ah;U0 + �k1)k3 = hf(t0 + bh;U0 + �k1 + 
k2)...U1 = U0 +R1k1 +R2k2 +R3k3::::ave
 U1 une approximation de la solution à l'ordre (�t)r.U1 peut en
ore s'é
rire sous la forme [68℄ :U i = U0 +�t i�1Xk=0Cik L(Uk); i = 1;2:::;m U0 = Un; Um = Un+1

A.5 Prin
ipe des 
onditions analytiques pour les sys-tèmes hyperboliquesOn 
onsidère l'équation s
alaire :
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Fig. A.2 � Coordonnées de M1�W�t + ��W�x = 0 0 < x < b; t > 0 (A.3)ave
 les 
onditions initiales et aux limites :8<: W (x;0) = W0(x) 0 < x < bW (0;t) = g(t) t > 0La solution générale de 
e système s'é
rit :W (x;t) = W0(x� �t)Plusieurs 
as se présentent [89℄ :� � 0f = 
1 sur x� �t = 
2 donne la �gure (A.3) dans le plan (x;t). Pour x� �t � 0 la solutionà l'instant t dépend 
ontinument de la 
ondition initiale. Pour (x� �t) < 0, il faut une
ondition à la limite W (0;t) = g(t) pour avoir un problème bien posé.� < 0f = 
1 sur x� �t = 
2 donne la �gure (A.4) dans le plan (x;t). Dans 
e 
as, au 
ontraire,la solution dépend toujours de la 
ondition initiale et il n'y a pas besoin de 
onditions auxlimites supplémentaires.
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Annexe B
B.1 Classi�
ation des termes dans les équations �ltréesPour mieux montrer la 
omplexité de l'opération de �ltrage des équations de Navier-Stokespour les é
oulements 
ompressibles, nous présentons également les équations �ltrées defaçon 
lassique sans introduire les variables de Favre.B.1.1 Filtrage 
lassiqueNous rappelons que les variables sont �ltrées spatialement. Elles sont dé
omposées enune partie résolue f et une partie de sous maille f 00 et don
 f = f + f 0. Il y a plusieurspossibilités pour é
rire les équations �ltrées de la 
onservation de la quantité de mouve-ment et de l'énergie et nous en avons séle
tionné une qui reste pro
he de 
elle obtenueave
 les variables de Favre [47℄. Les équations obtenues après �ltrage 
lassique s'é
rivent :���t + ��xj (� uj) = � ��xj (�uj � � uj)�� ui�t + ��xj (� ui uj + pÆij � �ij) = + ��xj (�uj � � uj)� ��xj (�uiuj � � ui uj)�� e�t + ��xj (� uj e) = p�uj�xj + �qj�xj + �� �(�e� � e)�t + ( �qj�xj � �qj�xj )� ��xj (�uje� � uj e)� (p�uj�xj � p�uj�xj )où la variable e est dé�nie par e = (E=�) et � est la fon
tion dissipation.B.1.2 Filtrage ave
 
hangement de variable par pondération parla masse volumiqueLes équations obtenues après �ltrage en utilisant les variables de Favre sont rappelées :



164 B AnnexeB���t + ��xj (�euj) = 0��eui�t + ��xj (�euieuj + pÆij � e�ij) = � ��xj �(guiuj � euieuj)� ��xj (�ij � e�ij)�� eE�t + ��xj ((� eE + p)euj � euie�ij + eqj) = � ��xj (
p�(gujT � euj eT ))� ��xj (�2( guiuiuj � guiuifuj))+ ��xj (uj�ij � euj e�ij)� ��xj (qj � eqj)�ij = �(guiuj � euieuj) est le tenseur de sous maille j = 
p�(gujT� euj eT) est le �ux de 
haleur de sous maille.Cijk = �2( guiuiuj � guiuifuj) sont les 
orrélations triples.Il y a deux termes in
onnus dans les équations de quantité de mouvement :A1;i = ��j(�ij)A2;i = ��j(�ij � e�ij)et quatre termes in
onnus dans l'équation de l'énergie :F1 = ��j(
p�(gujT � euj eT ))F2 = ��j(�2( guiuiuj � guiuifuj))F3 = �j(uj�ij � euje�ij)F4 = ��j(qj � eqj)Nous allons développer les relations qui existent entre les variables que nous utilisons et lesvariables de Vreman pour justi�er la 
lassi�
ation des termes Fi que nous avons donnéesdans la se
tion (III.2.1) : kF1k � kF2k ' kA1;ik et kF3k � kF4k ' 110kF1k.Nos variables physiques sont 
al
ulées à partir de la température eT et de la pressionp tandis que les variables physiques dans [87℄ sont évaluées à la température modi�ée�T = eT + 12
(
 � 1)M2R�ii et à la pression modi�ée �p = (
 � 1)(� eE � �2 euieui). Si l'on rée
ritles équations en introduisant la pression modi�ée �p et la température modi�ée �T on peutexprimer les 
oe�
ients F1, F2, F3 et F4 en fon
tion des termes Dk évalués par simulationdire
te dans l'arti
le [87℄. Les termes Dk s'é
rivent :D1 = 

 � 1�j(puj � peu)D2 = �j(12�( guiuiuj � guiuifuj))D3 = �j(
 � 12 ��iifuj)
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0 1e-072e-073e-074e-075e-076e-077e-078e-079e-07Fig. B.2 � Energie 
inétique desous maille rendue sans dimensionpar l'énergie 
inétique résolue selon(Ox) pour y = 0,043 m et z = 0,0527mD4 = �j(�ijui � ��ijfui)D5 = �j(qj � �qj)On a : F1 = �D1F2 = �D2F3 = D4 � �j(euj e�ij � euj ��ij)F4 = �D5 + �j(eqj � �qj)Les quantités �qj et ��ij étant évaluées à la température modi�ée �T et à la pression modi�ée�p. La prin
ipale di�éren
e entre les termes Dk et Fk vient don
 de la di�éren
e entreles paramètres physiques évalués à ( �T , �p) et à ( eT , p). Comme les 
ouples di�èrent dequantités proportionnelles à l'énergie 
inétique de sous maille, nous l'avons tra
é dansnotre géométrie dans les trois dire
tions de l'espa
e.Les �gures (B.2), (B.3) et (B.4) montrent la répartition de l'énergie 
inétique de sous-maille �kk, rendue sans dimension par l'énergie 
inétique lo
ale résolue euieui, dans notregéométrie, selon (Ox); (Oy); (Oz) respe
tivement. La géométrie de la tuyère est rappeléesur la �gure (B.1). La �gure (B.2) représente �kk le long de l'axe (Ox) pour la premièreportion de la tuyère dé�nie par �0;1 m � x � 0 m. La �gure (B.3) représente �kk le longde l'axe (Oy) dans un plan médian et la �gure (B.4) représente l'énergie 
inétique de sousmaille dans la troisième dire
tion sur une ligne située aussi au milieu de la tuyère. Onobserve que les maxima de �kk sont lo
alisé dans les 
ou
hes limites et que �kk reste faibledevant l'énergie 
inétique résolue. On en 
on
lu que les 
ouples (euj e�ij � euj ��ij) et (eqj � �qj)sont du même ordre de grandeur, 
e qui justi�e l'utilisation de la 
lassi�
ation de Vreman
on
ernant les termes �ltrés dans notre 
as.
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inétique résolue selon (Oz)pour x = - 0,1 m et y = 0,043 mB.2 Expression du s
héma numérique d'Harten Yee uti-liséPour un système d'équations hyperboliques, le �ux du s
héma s'é
rit :�Fi+1=2;j;k = 12 [ bFi+1;j;k + bFi;j;k +Ri+1=2;j;k�i+1=2;j;k ℄ave
 8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:
�li+1=2 = �12 �(ali+1=2) (gli+1 + gli) +  (ali+1=2 + 
li+1=2)�li+1=2�li+1=2 = !li+1 � !ligli = (�li+1=2�li�1=2) + j(�li+1=2�li�1=2)j(�li�1=2 + �li+1=2)�(z) = 12 [ (z)� � z2 ℄ (z) = jzj
li+1=2 = �(al)8><>: gli+1 � gli�li+1=2 �li+1=2 6= 00 sinonB.3 Conditions aux limites dis
rètes imposées sur lesparoisLes 
onditions aux limites imposées aux parois solides (� = 1, � = �max, � = 1 et� = �max) sont les suivantes : eu = 0 (B.1)
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rètes imposées sur les parois 167ev = 0 (B.2)ew = 0 (B.3)� eT�np = 0 (B.4)���t + div(��!v ) = 0 (B.5)La première étape 
onsiste à é
rire 
es équations en fon
tion des nouvelles 
oordonnées(�, �, �), en remarquant qu'il n'y a que les deux dernières qui font intervenir des opérateursspatiaux. Le maillage n'est pas orthogonal aux parois haute et basse. La normale a don
trois 
omposantes (�x;�y;�z). Néanmoins, 
omme la 
ourbure de la bosse est faible, nousavons 
onsidéré que �!n � ny ey. La 
ondition d'adiabati
ité se réé
rit de façon simple :(� eT�� )ni;1;k = 0 en � = 1(� eT�� )ni;jm;k = 0 en � = �max(� eT�� )ni;j;1 = (� eT�z )ni;j;1 = 0 en � = 1(� eT�� )ni;j;km = (� eT�z )ni;j;km = 0 en � = �maxLa divergen
e de ��!v sé
rit : div(��!v ) = ��xi (�evi)��x(�eu) = (���x ��� + ���x ��� + ���x ��� )�eu��y (�ev) = (���y ��� + ���y ��� + ���y ��� )�ev��z (� ew) = (���z ��� + ���z ��� + ���z ��� )� ewLe système d'équations (1.1) à (1.5) èquivaut don
 à résoudre :euni + (�eu�t )ni�t = 0 (B.6)euni + (�ev�t )ni�t = 0 (B.7)ewni + (� ew�t )ni�t = 0 (B.8)( � eT�np )ni + ( ��np � eT�t )ni�t = 0 (B.9)(���t )ni = � ��xm (�evm) (B.10)



168 B AnnexeBPour rester 
ohérent vis-à-vis de la dis
rétisation spatiale du se
ond ordre utilisée dans ledomaine et 
onserver l'ordre de dis
rétisation, la dis
rétisation des termes spatiaux 
on
er-nés est dé
entrée aux parois.Traitement des 
oinsLa normale n'est plus dé�nie de façon biunivoque sur les arrêtes. Pour tous 
es points, le�ux de 
haleur est dé�ni grâ
e à la normale à la paroi en � = 1 pour les arrêtes du bas etgrâ
e à la normale à la paroi en � = �max pour les arrêtes du haut.Système dis
ret résolu aux paroisLes équations résolues à l'intérieur du domaine portent sur les variables résolues 
onser-vatives : Q = 0BBBBBB� ��eu�ev� ew� eE
1CCCCCCALes 
onditions aux limites sont é
rites en utilisant 
es variables 
onservatives à partir desrelations : (�evm�t )ni = (� evm� ���t + 1� ��evm�t )ni(� eT�t )ni = 1
v ((� eE� + q2� )���t � evm� ��evm�t + 1� �� eE�t )niOn résout au �nal à 
haque paroi un système de la forme :Ani;1;k(�Q�t )ni;1;k +Bni;2;;k(�Q�t )ni;2;k + Cni;3;k(�Q�t )ni;3;k = Dni;1;koù les di�érentes matri
es sont dé�nies à la paroi (i
i � = 1) par :

A =
0BBBBBBBBBBBBBBB�

1 0 0 0 0�u� 1� 0 0 0�v� 0 1� 0 0�w� 0 0 1� 03�
v (E � q2) 3u�
v 3v�
v 3w�
v � 3�
v
1CCCCCCCCCCCCCCCA
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B =0BBBBBBBBBBBB�

0 0 0 0 00 0 0 0 00 0 0 0 00 0 0 0 0� 4�
v (E � q2) � 4u�
v � 4v�
v � 4w�
v 4�
v
1CCCCCCCCCCCCA

C =0BBBBBBBBBBBB�
0 0 0 0 00 0 0 0 00 0 0 0 00 0 0 0 01�
v (E � q2) u�
v v�
v w�
v � 1�
v

1CCCCCCCCCCCCA
D =

0BBBBBBBBBBBBBBB�
�div(��!v )� u�t� v�t� w�t3Ti;1;k � 4Ti;2;k + Ti;3;k�t

1CCCCCCCCCCCCCCCAsoit : A�Q�t = D0 (B.11)B.4 Conditions aux limites dis
rètes imposées à l'entréede la tuyèreLes relations mathématiques dis
rètes qui traduisent les 
onditions aux limites imposéesà l'entrée, se
tion (IV.3.1.0), s'é
rivent :P n+1tot = [p(1 + 
 � 12 q2
RT )
=(
�1)℄n+1 = C1(�;�)T n+1tot = [T (1 + 
 � 12 q2
RT )℄n+1 = C2(�;�)vn+1 = gVmoy + pertv(�;�)



170 B AnnexeBwn+1 = gWmoy + pertw(�;�)Soit :Ptot � [p(1 + 
 � 12 q2
RT )
=(
�1)℄n = �p�t (1 + 
 � 12 q2
RT )
=(
�1) + p ��t((1 + 
 � 12 q2
RT )
=(
�1))Ttot = T n + �T�t �t + ( q22Cp )n + 12Cp2 vm�vm�t �tvni + (�v�t )ni �t = gVmoy + pertv(�;�)wni + (�w�t )ni �t = gWmoy + pertw(�;�)Les perturbations superposées aux pro�ls de Vstatmoy et Wstatmoy sont des fon
tions de� et de �. Par 
onstru
tion, leur moyenne est nulle sur le plan � = 1. On note :vimpi = gVstatmoy + pertv(�;�)wimpi = gWstatmoy + pertw(�;�)Con
ernant les 
onditions aux limites imposées sur la pression, on note (PM)n le membreà droite de l'égalité. Les deux 
ontributions sont é
rites séparément.(PM)n�t = (
 � 1)q2(1 + 
 � 12 q2
RT )
=(
�1) ���t � (
 � 1)(1 + 
 � 12 q2
RT )
=(
�1) vm��vm�t+(
 � 1)(1 + 
 � 12 q2
RT )
=(
�1) ��E�t � [q2(1 + 
 � 12 q2
RT )1=(
�1)(1 + q2 � E2CvT ℄ ���t+[(1 + 
 � 12 q2
RT )1=(
�1) vm (1 + q22CvT )℄ ��vm�t�[(1 + 
 � 12 q2
RT )1=(
�1) q22CvT ℄ ��E�tLa 
ondition à la limite sur la température totale est plus simple à exprimer en fon
tiondes variables 
onservatives :1�t(Ttot � T n � ( q22Cp )n) = [ 1�Cv (q2 � E)� q2�Cp ℄ ���t � (
 � 1)2�
R vm��vm�t + 1�Cv ��E�tPour les vitesses, il su�t de se reporter aux dis
rétisations à la paroi :vimpi � vni�t = �v� ���t + 1� ��v�twimpi � wni�t = �w� ���t + 1� ��w�tOn est ramené à résoudre à l'entrée un système de la même forme qu'aux parois ave
 
ettefois :
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A =

0BBBBBBBBBBBBBB�
R�151 R�152 R�153 R�154 R�155�v� 0 1� 0 0�w� 0 0 1� 0q2 � E�Cv � q2�Cp �u(
 � 1)2�
R �v (
 � 1)2�
R �w (
 � 1)2�
R 1�CvA51 A52 A53 A54 A55

1CCCCCCCCCCCCCCAPour obtenir l'expression des éléments de la dernière ligne il faut se réferrer à la pagepré
édente.Les 
oe�
ients R�1ij 
orrespondent aux éléments de la matri
e ja
obienne R�1� dé�nieen annexe se
tion (A.2).Pour le se
ond membre, on a :
D =

0BBBBBBBBBBBBBBBBB�
�(��R�1� �Q�� +R�1� SM)5vimpi � vni�twimpi � wni�t1�t(Ttot � T n � q22Cp )1�t(Ptot � p(1 + 
 � 12 q2
RT )
=(
�1))

1CCCCCCCCCCCCCCCCCA
B.5 Notations utilisées pour la présentation des résul-tats et présentation des résultats aux points expé-rimentaux dans leur globalitéB.5.1 Notations utilisées pour la présentation des résultatsNous traitons en même temps des quantités issues de la dé
omposition statistique etdes quantités issues de la SGE moyennées en temps. Il est don
 né
essaire d'introduireles notations qui sont utilisées pour di�éren
ier les di�érentes grandeurs et les di�érentsopérateurs de �ltrage utilisés. Les notations 
i-dessous ont été dé�nies de façon arbitraire.Les notations utilisées pour la dé
omposition d'une variable selon le �ltrage temporel sont :f = hfi+ f 0Les variables de Favre asso
iées au �ltrage temporel sont dé�nies par :



172 B AnnexeB8>><>>: f = bf + f 000bf = h�fih�iLes notations utilisées pour la simulation des grandes é
helles pour la dé
ompositionpar �ltrage spatial sont : f = f + f ivLes variables de Favre asso
iées au �ltrage spatial sont notées :8>><>>: f = ef + f 00ef = �f�Evaluation des 
omposantes de la vitesse :
ui = h�uiih�i = h(� + �iv)(fui + u00i )ih�+ �ivi ' h�euiih�iEvaluation des tensions de Reynolds :du000i u000j = h�u000i u000j ih�i = h�(ui �
ui)(uj � 
uj)ih�i = h�uiujih�i � h�ui
ujih�i � h�
uiujih�i + h�
ui
ujih�idu000i u000j = h�uiujih�i � 
ujh�uiih�i � 
uih�ujih�i + h�i
ui
ujh�ipuisque par hypothèse hh(:)ii = h(:)iD'où : du000i u000j = h�uiujih�i � h�ujih�uii(h�i)2La dé
omposition des variables en SGE donne :ui = eui + u00i� = �+ �ivNous négligeons les 
ontributions de sous maille dans le 
al
ul de la densité.du000i u000j = h�(fui + u00i )(fuj + u00j )ih�i � h�(fui + u00i )ih�(fuj + u00j )i(h�i)2 = A�BA = h�fuifujih�i + h�fuiu00j ih�i + h�fuju00i ih�i + h�u00ju00i ih�iB = (h�fuii+ h�u00i i)(h�fuji+ h�u00j i)(h�i)2



B.5 Notations utilisées pour la présentation des résultats et présentation des résultatsaux points expérimentaux dans leur globalité 173En général on approxime :
du000i u000j = h�fuifujih�i � (h�fuii)(h�fuji)(h�i)2

Nous avons dit se
tion (III.1.2) que h�f 000i = 0 pour les opérateurs de Reynolds.h�f 000i ' h�(f � hfi)i = h�fi � h�ihfi = h� efi � h�ihfi+ h�f 00iIl faudrait véri�er expli
itement sur la tuyère par exemple que h� efi � h�ihfi ' O(") ave
"! 0 mais l'hypothèse h�f 00i ' O(") semble plausible. Par 
ontre il n'est pas à prioriévident que les 
orrélations 
roisées et le tenseur de sous maille soient négligeables enmoyenne dans le temps, 
omme nous avons tenté de le véri�er dans la se
tion (VII.3.2)pour la 
ontribution de sous maille.

B.5.2 Présentation des résultats dans leur globalité
Nous présentons maintenant les 
ourbes sur les pro�ls des vitesses moyennes et sur lestensions de Reynolds dans leur globalité aux points expérimentaux.
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