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b Ud �ÏÄÅÇ� ÔÓÔÅÍ U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U Tb¿
b UY � Ã_ ÇÆaÉÃÄ ÄÉÆ ÓÃ ÌÐÇôÔÅÆÃ U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U TbZ

hh i jklmno po q r pslon p tuvq kwrx rysno �jpvx ojpkjwn po lk q kw{z�wv
k�o| |m|lo |oll{lk�zo p �nwz��{v ���
ê ùÚÖ× ÛçÛÚà ÖäòáæÚØÚÛâãÜ ÜÚ × Û�ãÙýÖÚÛØï ÝÜ  Øæ � ëì�
Á UT [ ÒÅÔÈÇÅÔÒÏ ÃÅ ÍaÉÇÅÔÒÏÄ ÎÉ _ ÒÎÑÓÃ U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U TbY
Á U¿ g ÆÒôÆÔÍÅÍÄ ÎÉ _ ÒÎÑÓÃ U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U TÁB
Á UZ �ÅÇ� ÔÓÔÅÍ ÇÄV_ôÅÒÅÔaÉÃ U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U TBb

Á UZ UT �ÅÇ� ÔÓÔÅÍ ÎÃ Ó eÍÅÇÅ Î eÍaÉÔÓÔ�ÆÃ ÅÆÔÈ ÔÇÓ U U U U U U U U U U U U U U U U U U TBÁ
Á UZ U¿ �ÅÇ� ÔÓÔÅÍ ÎÃ Ó eÍÅÇÅ Î eÍaÉÔÓÔ�ÆÃ ÏÒÏ¾ÅÆÔÈ ÔÇÓ U U U U U U U U U U U U U U U TBX

Á Ub ¡ ÔWÉÆÌÇÅÔÒÏ ÎÃ ¢Òô W ÃÅ ÄÒÓÉÅÔÒÏÄ ô ÍÆÔÒÎÔaÉÃÄ U U U U U U U U U U U U U U U U U TX¿
Á UÁ £ ÔÄÌÉÄÄÔÒÏ U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U TXd

¤ �ØÙáÜä ïØÙáÖçÜä ÜÚ äÚÖ×ÛçÛÚà ÝÜä ýòýçÜä çÛá ÛÚÜä ë¥�
B UT ÂÃ _ ÒÎÑÓÃ \ ÎÃÄÌÆÔôÅÔÒÏ ÃÅ ÍÅÇÅÄ Î eÍaÉÔÓÔ�ÆÃ U U U U U U U U U U U U U U U U U U Tdb
B U¿ �ÅÇ� ÔÓÔÅÍ ÓÒ ÌÇÓÃ ÃÅ � ÔWÉÆÌÇÅÔÒÏ ÎÃ ¢ Òô W U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U TdX
B UZ �ÅÇ� ÔÓÔÅÍ ÎÃÄ ÌVÌÓÃÄ ÓÔ_ ÔÅÃÄ U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U TYY
B Ub �Ô_ÉÓÇÅÔÒÏÄ ÃÅ ÆÍÄÉÓÅÇÅÄ ÏÉ_ ÍÆÔaÉÃÄ U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U ¿ÀY
B UÁ £ ÔÄÌÉÄÄÔÒÏ U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U ¿ TÀ

hhh i jklmno po q r pslon p tuvq kwrx rysno zv~{lvo xkz pon ¦k|wo{zn po
|zr�nnkj|o § k�o| |m|lo |oll{ lk �zo |rjnwkjw ¨ ��
� éà�ãçÖÚÛØï ÝÜ çîßàáÖÚØæØ©�äÜ æÖÙ çÜä �ÖýÚÜãÙä ÝÜ ýÙØÛääÖïýÜ íë�

X UT �Ï ôÆÃ_ ÔÃÆ _ ÒÎÑÓÃ ÎÃ ÆÍ^ÉÓÇÅÔÒÏ ÎÃ Ó eÐÍ_ ÇÅÒô Ò`ÑÄÃ U U U U U U U U U U U U U ¿ TY



����� �� � � ������ � TT

X U¿ �ÅÇ� ÔÓÔÅÍ ÓÒ ÌÇÓÃ ÇÄV_ôÅÒÅÔaÉÃ ÃÅ � ÔWÉÆÌÇÅÔÒÏ ÎÃ ¢ Òô W U U U U U U U U U U U U U ¿¿ T
X UZ �Ï ÎÃÉÊ ÔÑ_ Ã _ ÒÎÑÓÃ ÎÃ ÆÍ^ÉÓÇÅÔÒÏ ÎÃ Ó eÐÍ_ ÇÅÒô Ò`ÑÄÃ U U U U U U U U U U U U ¿¿d
X Ub fÏÇÓV ÄÃ ÎÃ ÓÇ ÄÅÇ� ÔÓÔÅÍ ÓÒ ÌÇÓÃ ÃÅ � ÔWÉÆÌÇÅÔÒÏ ÎÃ ¢Òô W U U U U U U U U U U U U U ¿Zb
X UÁ �ÓÓÉÄÅÆÇÅÔÒÏÄ ÏÉ_ ÍÆÔaÉÃÄ \ ÄÒÓÉÅÔÒÏÄ ÒÄÌÔÓÓÇÏÅÃÄ ÇÈÃÌ ÎÃ ÓÒÏ^ÉÃÄ ô ÍÆÔÒÎÃÄ U U ¿bb
X UB [ ÇÓÇÎÔÃÄ ÐÍ_ ÇÅÒÓÒ^ ÔaÉÃÄ ô ÍÆÔÒÎÔaÉÃÄ U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U ¿ÁÀ

hª «rj|l{n�rjn ow x oznx o|w��on ¨��

ª i jjo¬on ¨��
å âãÖÚÛØïä ® ÙÜÚÖÙÝ ÜÚ �ØïýÚÛØïä ÝÜ ÕòÖæãïØð í¤ë

f UT �aÉÇÅÔÒÏÄ ÎÔË ÍÆÃÏÅÔÃÓÓÃÄ ¯ ÆÃÅÇÆÎ U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U ¿B T
f UTUT �aÉÇÅÔÒÏÄ ÎÔË ÍÆÃÏÅÔÃÓÓÃÄ ÓÔÏÍÇÔÆÃÄ ¯ ÆÃÅÇÆÎ U U U U U U U U U U U U U U ¿B¿
f UTU¿ �aÉÇÅÔÒÏÄ ÎÔË ÍÆÃÏÅÔÃÓÓÃÄ ¯ ÆÃÅÇÆÎ \ ÅÐÍÒÆÔÃ ^ÍÏÍÆÇÓÃ U U U U U U U U U ¿BZ
f UTUZ ÂÔÏÍÇÆÔÄÇÅÔÒÏ ÇÉÅÒÉÆ Î eÉÏÃ ÄÒÓÉÅÔÒÏ ôÇÆÅÔÌÉÓÔÑÆÃ U U U U U U U U U U U ¿Bb

f U¿ cÒÏÌÅÔÒÏÄ ÎÃ ÂVÇôÉÏÒÈ ÃÅ ÍaÉÇÅÔÒÏÄ ¯ ÆÃÅÇÆÎ U U U U U U U U U U U U U U U U U ¿BÁ
÷ ùÜá Û��ÙØãæÜä �ØÙÚÜáÜïÚ ýØïÚÛïãä ÿ ÖææçÛýÖÚÛØïä Öã° àâãÖÚÛØïä ® ÙÜÚÖÙÝ í¤�

¡ UT �Ã_ Ô¾^ÆÒÉô ÃÄ WÒÆÅÃ_ ÃÏÅ ÌÒÏÅÔÏÉÄ U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U ¿BY
¡ U¿ fôôÓÔÌÇÅÔÒÏÄ ÎÃÄ ÄÃ_ Ô¾^ÆÒÉô ÃÄ WÒÆÅÃ_ ÃÏÅ ÌÒÏÅÔÏÉÄ ÇÉÊ ÍaÉÇÅÔÒÏÄ ¯ ÆÃÅÇÆÎ U ¿XZ





HI J KL M L N ± ² ³ S L N

TUT ÂÃ ÌVÌÓÃ ÌÃÓÓÉ ÓÇÔÆÃ \ ôÐÇÄÃ ÎÃ ÆÃô ÒÄ ÃÅ ôÐÇÄÃ ÎÃ ôÆÒÓÔWÍÆÇÅÔÒÏ U U U U U U U U TB
TU¿ ¢ Í_ ÇÅÒô Ò`ÑÄÃ ó ÓÇ WÒÆ_ ÇÅÔÒÏ ÎÃÄ ÌÃÓÓÉ ÓÃÄ ÄÇÏ^ÉÔÏÃÄ U U U U U U U U U U U U U U ¿ T
TUZ � ÆVÅÐÆÒô Ò`ÑÄÃ \ WÒÆ_ ÇÅÔÒÏ ÎÃÄ ^ ÓÒ�ÉÓÃÄ ÆÒÉ^ÃÄ U U U U U U U U U U U U U U U U ¿¿
TUb ÂÃÉÌÒô Ò`ÑÄÃ \ WÒÆ_ ÇÅÔÒÏ ÎÃÄ ^ ÓÒ�ÉÓÃÄ � ÓÇÏÌÄ U U U U U U U U U U U U U U U U U ¿b
TUÁ cÒÆ_ ÇÅÔÒÏ ÎÃÄ ôÓÇaÉÃÅÅÃÄ U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U ¿Á
TUB [ ÍÌÇÏÔÄ_ Ã Î eÇÌÅÔÒÏ ÎÃ Ó eÍÆVÅÐÆÒô Ò`ÍÅÔÏÃ U U U U U U U U U U U U U U U U U U U ¿Y
TUX ´ ÃÉÅÆÒô ÍÏÔÃ ÌVÌÓÔaÉÃ ÃÅ ÇÏÍ_ ÔÃ ÇôÓÇÄÔaÉÃ U U U U U U U U U U U U U U U U U U Z T
TUd ÂÃÉÌÍ_ ÔÃ _VÍÓÒ`ÎÃ ÌÐÆÒÏÔaÉÃ U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U ZZ

¿ UT µÇÉÊ ÎÃ ÆÍÔÏÅÆÒÎÉÌÅÔÒÏ ÃÏ ôÐÇÄÃ ÎÃ ôÆÒÓÔWÍÆÇÅÔÒÏ
β

U U U U U U U U U U U U U bb
¿ U¿ µÇÉÊ ÎÃ _ ÒÆÅÇÓÔÅÍ

δ(m)
ÃÅ

γ(m)
U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U bB

¿ UZ ¶ ÔÅÃÄÄÃ ÎÃ _ ÇÅÉÆÇÅÔÒÏ
V (m)

U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U bX
¿ Ub �ÊÃ_ôÓÃ ÎÃ WÒÏÌÅÔÒÏ

g(m)
U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U bY

b UT �ÊÃ_ôÓÃ ÎÃ WÒÏÌÅÔÒÏ
∆(m)

U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U TÀÀ
Á UT �ÅÇ� ÔÓÔÅÍ ÇÄV_ôÅÒÅÔaÉÃ ÎÃ Ó eÍÅÇÅ Î eÍaÉÔÓÔ�ÆÃ ÏÒÏ¾ÅÆÔÈÔÇÓ E∗ U U U U U U U U U TX T
Á U¿ ¡ ÔWÉÆÌÇÅÔÒÏ ÎÃ ¢ Òô W ÓÒ ÌÇÓÃ ÃÅ ÄÒÓÉÅÔÒÏÄ ô ÍÆÔÒÎÔaÉÃÄ U U U U U U U U U U U U U TXX
Á UZ ]VÌÓÃ ÓÔ_ ÔÅÃ ÃÅ � ÔWÉÆÌÇÅÔÒÏ ÎÃ ¢ Òô W U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U TXd
Á Ub �ÒÓÉÅÔÒÏÄ ô ÍÆÔÒÎÔaÉÃÄ ÎÃ ô ÍÆÔÒÎÃÄ ôÆÒÌÐÃÄ ÎÃ bÁ õ ÒÉÆÄ U U U U U U U U U U U U TdÀ
Á UÁ �ÒÓÉÅÔÒÏÄ ô ÍÆÔÒÎÔaÉÃÄ ÎÃ ô ÍÆÔÒÎÃÄ ôÆÒÌÐÃÄ ÎÃ XÀ õ ÒÉÆÄ U U U U U U U U U U U U TdÀ
B UT · ÆÇôÐÃ ÎÃ ÓÇ WÒÏÌÅÔÒÏ

f
U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U TdB

B U¿ ÂÃ ^ÆÇôÐÃ ÎÃ ÓÇ WÒÏÌÅÔÒÏ
K(x)

U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U TY¿
B UZ ¡ ÔWÉÆÌÇÅÔÒÏ ÎÃ ¢ Òô W ÓÒ ÌÇÓÃ ÃÅ ÄÒÓÉÅÔÒÏÄ ô ÍÆÔÒÎÔaÉÃÄ U U U U U U U U U U U U U ¿ÀÀ
B Ub �ÒÓÉÅÔÒÏÄ ÎÃ Ó eÍaÉÇÅÔÒÏ ¸B Ub ¹ ôÒÉÆ

n = 3, 4, 5
U U U U U U U U U U U U U U U U U ¿ TT

B UÁ �ÒÓÉÅÔÒÏÄ ÎÃ Ó eÍaÉÇÅÔÒÏ ¸B Ub ¹ ôÒÉÆ
n = 6, 7, 8

U U U U U U U U U U U U U U U U U ¿ T¿
X UT ¡ ÔWÉÆÌÇÅÔÒÏ ÎÃ ¢ Òô W ÓÒ ÌÇÓÃ U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U ¿¿B
X U¿ ]VÌÓÃ ÓÔ_ ÔÅÃ ÃÅ ÄÒÓÉÅÔÒÏÄ ô ÍÆÔÒÎÔaÉÃÄ U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U ¿¿B
X UZ º ÅÇÅÄ Î eÍaÉÔÓÔ�ÆÃ

Q∗ ó M∗ ÃÅ E∗ U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U ¿bB
TZ



Tb ����� �� � »�¼ ½� � �

X Ub ÂÃÄ ÌÒÃ¾ ÌÔÃÏÅÄ
b2
ÃÅ

b3
U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U ¿bX

X UÁ · ÆÇôÐÃ ÎÃ ÓÇ WÒÏÌÅÔÒÏ
S0(τ)

U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U ¿bd
X UB · ÆÇôÐÃ ÎÃ ÓÇ WÒÏÌÅÔÒÏ

S1(τ)
U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U ¿bY

X UX �ÅÇ� ÔÓÔÅÍ ÇÄV_ôÅÒÅÔaÉÃ ÃÅ ÒÄÌÔÓÓÇÅÔÒÏÄ Ç_ ÒÆÅÔÃÄ U U U U U U U U U U U U U U U U ¿bY
X Ud ¡ ÔWÉÆÌÇÅÔÒÏ ÎÃ ¢Òô W ÃÅ ÄÒÓÉÅÔÒÏÄ ô ÍÆÔÒÎÔaÉÃÄ ¸ô ÍÆÔÒÎÃ TÀÀ õ ÒÉÆÄ¹ U U U U U U ¿ÁÀ
X UY �ÒÓÉÅÔÒÏÄ ÒÄÌÔÓÓÇÏÅÃÄ ÇÈÃÌ ÎÃ ÅÆÑÄ ÓÒÏ^ÉÃÄ ô ÍÆÔÒÎÃÄ U U U U U U U U U U U U U U ¿Á T
X UTÀ ]ÐÇÏ^Ã_ ÃÏÅ ÎÃ ÄÅÇ� ÔÓÔÅÍ U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U U ¿Á T



¿ À Á Â ÃÄ Å Æ Ç

È ÉP S Ê M ³ Ë P QÊ É

Â eÍÅÉÎÃ ÆÍÇÓÔÄÍÃ ÎÇÏÄ ÌÃÅÅÃ ÅÐÑÄÃ ô ÒÆÅÃ ÄÉÆ ÓÇ _ ÒÎÍÓÔÄÇÅÔÒÏ _ ÇÅÐÍ_ ÇÅÔaÉÃ ÎÉ ôÆÒÌÃÄÄÉÄ
ÎÃ ôÆÒÎÉÌÅÔÒÏ ÎÃÄ ÌÃÓÓÉ ÓÃÄ ÄÇÏ^ÉÔÏÃÄ \ Ó eÐÍ_ ÇÅÒô Ò`ÑÄÃ U ]Ã ÅÆÇÈÇÔÓ Ä eÔÏÄÑÆÃ ÎÇÏÄ ÓÃ ÌÇÎÆÃ
^ÍÏÍÆÇÓ ÎÃ Ó eÍÅÉÎÃ ÎÃ ÓÇ ÎVÏÇ_ ÔaÉÃ ÎÃÄ ô ÒôÉÓÇÅÔÒÏÄ ó ÓÇ ô ÒôÉÓÇÅÔÒÏ ôÆÔÄÃ ÃÏ ÌÒ_ôÅÃ ÔÌÔ
ÍÅÇÏÅ ÌÒÏÄÅÔÅÉÍÃ ÎÃ ÌÃÓÓÉ ÓÃÄ ÄÒÉÌÐÃÄ ÎÃ ÓÇ _ Ì ÓÓÃ ÒÄÄÃÉÄÃ U

]ÃÄ ÌÃÓÓÉ ÓÃÄ ó ÎÔÅÃÄ ÐÍ_ ÇÅÒô Ò`ÍÅÔaÉÃÄ ó ÄÒÏÅ ÄÒÉÅÃÏÉÃÄ ó ÎÇÏÄ ÓÇ _ Ì ÓÓÃ ÒÄÄÃÉÄÃ ó ôÇÆ ÉÏ
ÆÍÄÃÇÉ ÎÃ Í�ÆÃÄ ÃÅ ÎÃ ÌÃÓÓÉ ÓÃÄ WÒÆ_ ÇÏÅ ÓÃ ÄÅÆÒ_ Ç _ ÍÎÉÓÓÇÔÆÃ ó ÇÉaÉÃÓ ÃÓÓÃÄ ÇÎÐÑÆÃÏÅ U � ÓÓÃÄÄÒÏÅ ÔÄÄÉÃÄ ÎÃ ÌÃÓÓÉ ÓÃÄ Ô_ _ ÇÅÉÆÃÄ U gÃÉ ÎÍÈÃÓÒôô ÍÃÄ ÃÅ ÌÇôÇ� ÓÃÄ ÎÃ ôÆÒÎÉÔÆÃ Ï eÔ_ôÒÆÅÃ
aÉÃÓÓÃ ÌÃÓÓÉ ÓÃ ÎÉ ÄÇÏ^ ôÇÆ ÎÔÈ ÔÄÔÒÏ ó ÃÓÓÃÄ ÄÃ _ÉÓÅÔô ÓÔÃÏÅ ÃÅ ÄÃ ÎÔËÍÆÃÏÌÔÃÏÅ ó ôÆÒÎÉÔÄÇÏÅ
ô ÃÅÔÅ ¯ ô ÃÅÔÅ ÎÃÄ ^ ÓÒ�ÉÓÃÄ ÆÒÉ^ÃÄ ó ÎÃÄ ^ ÓÒ�ÉÓÃÄ � ÓÇÏÌÄ ÃÅ ÎÃÄ ôÓÇaÉÃÅÅÃÄ U Â eÐÍ_ ÇÅÒô Ò`ÑÄÃ
ÆÃô ÒÄÃ ÎÒÏÌ ó ÌÒ_ _ Ã ÅÒÉÅ ôÆÒÌÃÄÄÉÄ ÄÃ ÎÍÆÒÉÓÇÏÅ ÇÉ ÏÔÈÃÇÉ ÎÃ ÓÇ ÌÃÓÓÉ ÓÃ ó ÄÉÆ ÓÇ ÎÔÈÔÄÔÒÏ
ÃÅ ÓÇ ÎÔËÍÆÃÏÌÔÇÅÔÒÏ ÌÃÓÓÉ ÓÇÔÆÃÄ U ]ÃÄ ôÐÍÏÒ_ ÑÏÃÄ WÒÏÎÇ_ ÃÏÅÇÉÊ ôÒÉÆ ÅÒÉÅÃ ô ÒôÉÓÇÅÔÒÏ ÎÃ
ÌÃÓÓÉ ÓÃÄ ÄÃ ÎÍÆÒÉÓÃÏÅ ÎÉÆÇÏÅ ÓÃ ÌVÌÓÃ ÌÃÓÓÉ ÓÇÔÆÃ U
ÂÇ ÌÒÏÏÇÔÄÄÇÏÌÃ ÎÃÄ ÎÔËÍÆÃÏÅÃÄ ôÐÇÄÃÄ ÎÉ ÌVÌÓÃ ÌÃÓÓÉ ÓÇÔÆÃ ÃÅ ÎÃÄ _ ÍÌÇÏÔÄ_ ÃÄ aÉÔ ÓÃÄ

ÎÔÆÔ^ÃÏÅ ÃÄÅ WÒÏÎÇ_ ÃÏÅÇÓÃ ô ÒÉÆ ÓÇ ÌÒ_ôÆÍÐÃÏÄÔÒÏ ÎÃ Ó eÐÍ_ ÇÅÒô Ò`ÑÄÃ U ÂÃÄ _ ÍÌÇÏÔÄ_ ÃÄ aÉÔ
ÆÍ^ÉÓÃÏÅ ÓÃ ÌVÌÓÃ ÌÃÓÓÉ ÓÇÔÆÃ ÄÒÏÅ ÏÒ_�ÆÃÉÊ ÃÅ ÈÇÆÔÍÄ U �ÓÄ ÌÒÆÆÃÄô ÒÏÎÃÏÅ ÓÃ ôÓÉÄ ÄÒÉÈÃÏÅ ÇÎÃÄ ÔÏÅÃÆÇÌÅÔÒÏÄ _ ÒÓÍÌÉÓÇÔÆÃÄ ¸ÇÌÅÔÈÇÅÔÒÏÎÔÏÐÔ� ÔÅÔÒÏ ¹ ÌÒÎÍÃÄ ÎÇÏÄ ÓÃÄ ^ÑÏÃÄ U

gÇÆ_ Ô ÓÃÄ ÍÓÍ_ ÃÏÅÄ õ ÒÉÇÏÅ ÉÏ ÆÏ ÓÃ ÇÌÅÔW ÎÇÏÄ ÓÃ ÌVÌÓÃ ÌÃÓÓÉ ÓÇÔÆÃ ó ÏÒÉÄ ÏÒÉÄ ÔÏÅÍÆÃÄÄÒÏÄ
ôÆÔÏÌÔô ÇÓÃ_ ÃÏÅ ÇÉÊ WÇÌÅÃÉÆÄ ÎÃ ÌÆÒÔÄÄÇÏÌÃ U �Ó Ä eÇ^ ÔÅ ÎÃ ôÆÒÅÍÔÏÃÄ ôÇÆÅÔÌÉÓÔÑÆÃÄ ¸ÌW U ÄÃÌÅÔÒÏ
TUb ¹ õ ÒÉÇÏÅ ÓÃ ÆÏ ÓÃ ÎÃ ÄÅÔ_ÉÓÇÅÃÉÆÄ ÒÉ ÔÏÐÔ� ÔÅÃÉÆÄ ó ¯ ÓÇ _ ÇÏÔÑÆÃ ÎÃÄ ÐÒÆ_ ÒÏÃÄ U £ ÃÄ ÍÅÉÎÃÄÆÍÌÃÏÅÃÄ ÒÏÅ _ ÒÏÅÆÍ aÉÃ ÌÃÆÅÇÔÏÄ WÇÌÅÃÉÆÄ ÎÃ ÌÆÒÔÄÄÇÏÌÃ ô ÒÉÈÇÔÃÏÅ ÔÏÅÃÆÈÃÏÔÆ ÅÆÑÄ ôÆÍÌÔ¾ÄÍ_ ÃÏÅ ÎÇÏÄ ÓÃ ÌVÌÓÃ ÌÃÓÓÉ ÓÇÔÆÃ ÃÏ ÔÏÐÔ�ÇÏÅ ôÇÆ ÃÊÃ_ôÓÃ Ó eÃÏÅÆÍÃ ÎÃ ÌÃÓÓÉ ÓÃÄ ÎÇÏÄ ÓÃ ÌVÌÓÃ ó
ÒÉ � ÔÃÏ ÃÏ _ ÒÎÔÍÇÏÅ ÓÃÄ ÅÇÉÊ ÎÃ _ ÒÆÅÇÓÔÅÍ U ]ÃÄ ôÆÒôÆÔÍÅÍÄ ôÇÆÇÔÄÄÃÏÅ ¯ Ó eÐÃÉÆÃ ÇÌÅÉÃÓÓÃ
ÃÄÄÃÏÅÔÃÓÓÃÄ ¯ ÓÇ ÌÒ_ôÆÍÐÃÏÄÔÒÏ ÎÉ WÒÏÌÅÔÒÏÏÃ_ ÃÏÅ ÎÃ Ó eÐÍ_ ÇÅÒô Ò`ÑÄÃ U

´ÒÉÄ ôÆÍÄÃÏÅÒÏÄ ó ¯ ÅÆÇÈÃÆÄ ÌÃ ÌÐÇôÔÅÆÃ ÔÏÅÆÒÎÉÌÅÔW ó ÓÃÄ ÌÒÏÏÇÔÄÄÇÏÌÃÄ ÃÄÄÃÏÅÔÃÓÓÃÄ ¯
ÓÇ ÌÒ_ôÆÍÐÃÏÄÔÒÏ ÎÃ Ó eÐÍ_ ÇÅÒô Ò`ÑÄÃ ÃÅ ÎÃ ÄÇ _ ÒÎÍÓÔÄÇÅÔÒÏ _ ÇÅÐÍ_ ÇÅÔaÉÃ U ÂÇ ôÆÒÌÐÇÔÏÃ
ÄÃÌÅÔÒÏ ÃÄÅ ÎÍÎÔÍÃ ¯ ÓÇ ôÆÍÄÃÏÅÇÅÔÒÏ ÎÍÅÇÔÓÓÍÃ ÎÃÄ _ ÍÌÇÏÔÄ_ ÃÄ ÎÉ ÌVÌÓÃ ÌÃÓÓÉ ÓÇÔÆÃ U �Ï

TÁ



TB ÐÑÒÓ Ô ÕÖ × Ø Ù �Ú ÕÖÛÜÝÞÕÔÛÚ

ßàá â TUT ã ÂÃ ÌVÌÓÃ ÌÃÓÓÉ ÓÇÔÆÃ \ ôÐÇÄÃ ÎÃ ÆÃô ÒÄ ¸
G0

¹ ÃÅ ôÐÇÄÃ ÎÃ ôÆÒÓÔWÍÆÇÅÔÒÏ ¸
G1
ó
S
ó
G2
ó

M
¹ U

ôÇÆÅÔÌÉÓÔÃÆ ó ÏÒÉÄ ÄÔ^ÏÇÓÒÏÄ Ó eÃÊ ÔÄÅÃÏÌÃ ÎÃ ÎÃÉÊ ôÐÇÄÃÄ ÎÔÄÅÔÏÌÅÃÄ ÎÃ ÌÃ ÌVÌÓÃ ó ÎÔÅÃÄ ÎÃ
ôÆÒÓÔWÍÆÇÅÔÒÏ ÃÅ ÎÃ ÆÃô ÒÄ ó aÉÔ õ ÒÉÃÏÅ ÉÏ ÆÏ ÓÃ Ô_ôÒÆÅÇÏÅ ÎÇÏÄ ÓÇ ôÆÒÎÉÌÅÔÒÏ ÎÃÄ ÌÃÓÓÉ ÓÃÄ
ÄÇÏ^ÉÔÏÃÄ U ´ ÒÉÄ ôÆÍÄÃÏÅÒÏÄ ÃÏÄÉÔÅÃ ÓÃÄ ^ÆÇÏÎÃÄ ÍÅÇô ÃÄ ÎÃ Ó eÐÍ_ ÇÅÒô Ò`ÑÄÃ ó ÇÔÏ ÄÔ aÉÃ ÓÃÄ ÌÇ¾ÆÇÌÅÍÆÔÄÅÔaÉÃÄ ÎÃÄ ÎÔËÍÆÃÏÅÄ ÅVô ÃÄ ÎÃ ÌÃÓÓÉ ÓÃÄ ôÆÒÎÉÔÅÄ ¸^ ÓÒ�ÉÓÃÄ ÆÒÉ^ÃÄ ó ^ ÓÒ�ÉÓÃÄ � ÓÇÏÌÄ ÃÅ
ôÓÇaÉÃÅÅÃÄ¹ ÎÇÏÄ ÓÇ ÄÃÌÅÔÒÏ TU¿ U ÂÃÄ ÄÃÌÅÔÒÏÄ TUZ ÃÅ TUb ÄÒÏÅ ÌÒÏÄÇÌÆÍÃÄ ¯ ÉÏÃ ôÆÍÄÃÏÅÇÅÔÒÏ
ÎÃÄ ÌÒÏÏÇÔÄÄÇÏÌÃÄ ÇÌÅÉÃÓÓÃÄ ÄÉÆ ÓÃÄ ÌÃÓÓÉ ÓÃÄ ÄÒÉÌÐÃÄ ÃÅ ÓÃÄ WÇÌÅÃÉÆÄ ÎÃ ÌÆÒÔÄÄÇÏÌÃ ó ôÆÔÏÌÔ¾ôÇÉÊ ÇÌÅÃÉÆÄ ÎÃ Ó eÐÍ_ ÇÅÒô Ò`ÑÄÃ U �ÏÍÏ ó ÏÒÉÄ ÎÔÄÒÏÄ aÉÃÓaÉÃÄ _ ÒÅÄ ó ÎÇÏÄ ÓÇ ÄÃÌÅÔÒÏ TUÁ óÄÉÆ ÉÏÃ ÌÃÆÅÇÔÏÃ ÌÇÅÍ^ÒÆÔÃ ÎÃ _ ÇÓÇÎÔÃÄ ÎÉ ÄÇÏ^ ó ÎÔÅÃÄ ÌVÌÓÔaÉÃÄ U ]Ò_ _ Ã ÏÒÉÄ ÓÃ ôÆÍÌÔÄÃ¾ÆÒÏÄ ó ÌÃÄ _ ÇÓÇÎÔÃÄ ÆÃôÆÍÄÃÏÅÃÏÅ ÉÏÃ ÎÃÄ ôÆÔÏÌÔôÇÓÃÄ _ ÒÅÔÈÇÅÔÒÏÄ ÎÃ Ó eÍÅÉÎÃ _ ÇÅÐÍ_ ÇÅÔaÉÃ
ÎÃ Ó eÐÍ_ ÇÅÒô Ò`ÑÄÃ U ´ ÒÉÄ ÌÒÏÌÓÉÒÏÄ ôÇÆ ÉÏÃ ôÆÍÄÃÏÅÇÅÔÒÏ ÄÉÌÌÔÏÌÅÃ ÎÃÄ ÎÔËÍÆÃÏÅÄ _ ÒÎÑÓÃÄ
_ ÇÅÐÍ_ ÇÅÔaÉÃÄ Î eÐÍ_ ÇÅÒô Ò`ÑÄÃ aÉÃ ÏÒÉÄ ÏÒÉÄ ôÆÒô ÒÄÒÏÄ Î eÍÅÉÎÔÃÆ ÎÇÏÄ ÓÃÄ ÌÐÇôÔÅÆÃÄ
ÄÉÔÈÇÏÅÄ U

ä åä æT cacXT cTXXS XLQ_T
ÂÃ ÌVÌÓÃ ÌÃÓÓÉ ÓÇÔÆÃ ÆÃôÆÍÄÃÏÅÃ Ó eÉÏÔaÉÃ _ ÒVÃÏ ÉÅÔÓÔÄÍ ôÇÆ ÓÃÄ ÌÃÓÓÉ ÓÃÄ ó aÉÃÓÓÃÄ aÉ eÃÓÓÃÄ

ÄÒÔÃÏÅ ó ô ÒÉÆ ÌÆÒçÅÆÃ ÃÅ ÄÃ ÆÃôÆÒÎÉÔÆÃ U �Ç ÎÍÍÏÔÅÔÒÏ � ÔÒÓÒ^ ÔaÉÃ ÃÄÅ ÓÇ ÄÉÔÈÇÏÅÃ \ ÔÓ Ä eÇ^ ÔÅ
Î eÉÏÃ ÄÍÆÔÃ ÌÒ_ôÓÃÊÃ ÎÃ ôÐÍÏÒ_ ÑÏÃÄ ó ÄÃ ôÆÒÎÉÔÄÇÏÅ ÃÏÅÆÃ ÓÇ ÍÏ ÎÃ ÓÇ ÎÔÈ ÔÄÔÒÏ Î eÉÏÃ ÌÃÓÓÉ ÓÃ
ÃÅ ÓÇ ÎÔÈÔÄÔÒÏ ÎÃ Ó eÉÏÃ ¸ÒÉ ÎÃÄ ÎÃÉÊ ¹ ÎÃ ÄÃÄ ÌÃÓÓÉ ÓÃÄ Í ÓÓÃÄ ó ôÇÆ ÓÃÄaÉÃÓÄ ÓÃ _ ÇÅÍÆÔÃÓ ÌÃÓÓÉ ÓÇÔÆÃ
ÎÃ ÓÇ ÌÃÓÓÉ ÓÃ _ ÑÆÃ ÃÄÅ ÎÔÈ ÔÄÍ ÃÏÅÆÃ ÓÃÄ ÌÃÓÓÉ ÓÃÄ Í ÓÓÃÄ U
ÂÃ ÌVÌÓÃ ÌÃÓÓÉ ÓÇÔÆÃ ÃÄÅ ÌÒ_ôÒÄÍ ÎÃ ôÓÉÄÔÃÉÆÄ ÍÅÇô ÃÄ ÎÔÄÅÔÏÌÅÃÄ ¸ÈÒÔÆ c Ô^ U TUT¹ ó ÃÅ Ä eÇÌÐÑÈÃ

ÅÒÉõ ÒÉÆÄ ôÇÆ ÓÇ _ ÔÅÒÄÃ ÎÉÆÇÏÅ ÓÇaÉÃÓÓÃ ÓÇ ÎÔÈ ÔÄÔÒÏ ÎÃ ÓÇ ÌÃÓÓÉ ÓÃ Ç ÓÔÃÉ U gÇÆÌÃ aÉ eÃÓÓÃÄ ÒÏÅ
ÍÅÍ Ò� ÄÃÆÈÍÃÄ ÅÆÑÄ ÅÏÅ ó ÓÃÄ ÎÔË ÍÆÃÏÅÃÄ ÍÅÇô ÃÄ ÎÃ ÓÇ _ ÔÅÒÄÃ ÄÃ_� ÓÃÏÅ ¯ ÃÓÓÃÄ ÄÃÉÓÃÄ ÃÊôÓÔaÉÃÆ
ÓÃ ÌVÌÓÃ ÌÃÓÓÉ ÓÇÔÆÃ ÎÇÏÄ ÄÒÏ ÔÏÅÍ^ÆÇÓÔÅÍ U £ eÇÉÅÆÃÄ ôÐÍÏÒ_ ÑÏÃÄ ÅÒÉÅ ÇÉÄÄÔ Ô_ôÒÆÅÇÏÅÄ ÒÏÅ



ØÙØ Ù � × Þè Þé× Þ×éé ÝéÒÔÖ × TX

ôÒÉÆÅÇÏÅ ÓÔÃÉ ÃÏÅÆÃ ÓÃ _ Ò_ ÃÏÅ Òê ÉÏÃ ÌÃÓÓÉ ÓÃ ÎÍ�ÉÅÃ ÉÏ ÌVÌÓÃ ÌÃÓÓÉ ÓÇÔÆÃ ÃÅ ÓÃ ÌÒ_ _ ÃÏ¾ÌÃ_ ÃÏÅ ÎÃ ÓÇ _ ÔÅÒÄÃ ë ÌÔÅÒÏÄ ó ôÇÆ ÃÊÃ_ôÓÃ ó ÓÇ ôÐÇÄÃ ÎÃ ÄVÏÅÐÑÄÃ ÎÃ Ó ef£´ ó _ ÇÔÄ ÇÉÄÄÔ
Î ÔË ÍÆÃÏÅÃÄ ÍÅÇô ÃÄ ÎÃ ÌÒÏÅÆÏ ÓÃ aÉÔ ô ÃÆ_ ÃÅÅÃÏÅ ÎÃ ÆÃôÆÒÎÉÔÆÃ ÉÏÔaÉÃ_ ÃÏÅ ¸ÃÏ ^ÍÏÍÆÇÓ¹ ÎÃÄ
ÌÃÓÓÉ ÓÃÄ ÌÒÏÅÃÏÇÏÅ ÓÃ ôÇÅÆÔ_ ÒÔÏÃ ^ÍÏÍÅÔaÉÃ ÌÒÆÆÃÌÅ ÎÃ ÓÇ ÌÃÓÓÉ ÓÃ _ ÑÆÃ U Â eÃÏÄÃ_� ÓÃ ÎÃ ÌÃÄ
ôÐÍÏÒ_ ÑÏÃÄ ÃÄÅ ÆÃ^ÆÒÉô Í ÄÒÉÄ ÓÃ ÏÒ_ ÎÃ ôÐÇÄÃ ÎÃ ôÆÒÓÔWÍÆÇÅÔÒÏ U

f ÓÇ ÍÏ Î eÉÏ ÌVÌÓÃ ó Ì eÃÄÅ¾¯¾ÎÔÆÃ ÇôÆÑÄ ÓÇ _ ÔÅÒÄÃ ÃÅ ÓÒÆÄaÉÃ ÓÃÄ ÎÃÉÊ ÌÃÓÓÉ ÓÃÄ Í ÓÓÃÄ ÄÒÏÅ
WÒÆ_ ÍÃÄ ó ÌÃÄ ÎÃÆÏÔÑÆÃÄ Ï eÃÏÅÇ_ ÃÏÅ ôÇÄ ÇÉÅÒ_ ÇÅÔaÉÃ_ ÃÏÅ ÉÏ ÏÒÉÈÃÇÉ ÌVÌÓÃ ÌÃÓÓÉ ÓÇÔÆÃ U fÉ
ÌÒÏÅÆÇÔÆÃ ó ÃÓÓÃÄ ô ÃÉÈÃÏÅ ÃÏÅÆÃÆ ÃÏ ôÐÇÄÃ ÎÔÅÃ ÎÃ ÆÃô ÒÄ ó ÒÉ ôÐÇÄÃ aÉÔÃÄÌÃÏÅÃ ó ÒÉ ÃÏÌÒÆÃ
ôÐÇÄÃ

G0
¸ÓÇ ÓÃÅÅÆÃ # ÃÄÅ Ó eÔÏ ÔÅÔÇÓÃ ÎÉ _ ÒÅ ÇÏ^ ÓÇÔÄ # �� ó aÉÔ ÄÔ^ÏÔÍÃ � � !¹ U ]ÃÅÅÃ ôÐÇÄÃ ÃÄÅÅÆÇÏÄÔÅÒÔÆÃ ¸_ ì_ Ã ÄÔ ÌÃÆÅÇÔÏÃÄ ÌÃÓÓÉ ÓÃÄ ÏÃ aÉÔÅÅÃÏÅ õ Ç_ ÇÔÄ ÓÇ ôÐÇÄÃ ÎÃ ÆÃô ÒÄ¹ ÃÅ Ó eÇÌÅÔÈ ÔÅÍ

ÎÃ ÌÆÒÔÄÄÇÏÌÃ ÌÃÓÓÉ ÓÇÔÆÃ V ÃÄÅ WÒÆÅÃ_ ÃÏÅ ÆÍÎÉÔÅÃ U ]Ãô ÃÏÎÇÏÅ ó ÃÓÓÃ ÆÃôÆÍÄÃÏÅÃ ÉÏÃ ÍÅÇô ÃÔ_ôÒÆÅÇÏÅÃ ÎÉ ÌVÌÓÃ ÌÃÓÓÉ ÓÇÔÆÃ U
´ÒÅÒÏÄ ÃÏÍÏ aÉÃ ÓÒÆÄ Î eÉÏ ÌVÌÓÃ í ÏÒÆ_ ÇÓ î ó ÌÃÆÅÇÔÏÃÄ ÌÃÓÓÉ ÓÃÄ ô ÃÉÈÃÏÅ ìÅÆÃ ÍÓÔ_ ÔÏÍÃÄ

ÎÉ ôÆÒÌÃÄÄÉÄ ôÇÆ �� �� ��� \ ÔÓ Ä eÇ^ ÔÅ Î eÉÏÃ _ ÒÆÅ ÌÃÓÓÉ ÓÇÔÆÃ ôÆÒ^ÆÇ_ _ ÍÃ ó ÇÉ ÌÒÏÅÆÇÔÆÃ ÎÃ ÓÇ
ÏÍÌÆÒÄÃ aÉÔ ÃÄÅ ÉÏÃ _ ÒÆÅÇÓÔÅÍ ÏÇÅÉÆÃÓÓÃ U ÂÃÄ ÎÍÅÇÔÓÄ ÎÃ ÌÃ _ ÒÎÃ ÎÃ _ ÒÆÅÇÓÔÅÍ ÄÒÏÅ ÃÊôÓÔaÉÍÄ
ÃÏ TUTUZ U

�ï�ï� ðk xukno po xzrl�¦vzkw�rj
ÂÃ ÌVÌÓÃ ÌÃÓÓÉ ÓÇÔÆÃ Ç ÓÒÏ^ÅÃ_ôÄ ÍÅÍ ÌÒÏÄÔÎÍÆÍ ÌÒ_ _ Ã Ó eÉÏÔaÉÃ ôÐÇÄÃ ÎÃ ÓÇ ÈÔÃ Î eÉÏÃ

ÌÃÓÓÉ ÓÃ ñ ôÆÔÏÌÔôÇÓÃ_ ÃÏÅ ôÇÆÌÃ aÉÃ ÓÃÄ _ ÒVÃÏÄ Î eÒ� ÄÃÆÈÇÅÔÒÏÄ Ï eÍÅÇÔÃÏÅ ôÇÄ ÇÄÄÃò ô ÃÆ¾
WÒÆ_ ÇÏÅÄ ô ÒÉÆ ÃÏ ÎÔÄÅÔÏ^ÉÃÆ ÅÒÉÅÃÄ ÓÃÄ ÍÅÇô ÃÄ U fÈÃÌ ÓÇ ÎÍÌÒÉÈÃÆÅÃ Î eÉÏÃ ôÐÇÄÃ ÎÃ ÆÃô ÒÄ ó
ÎÉÆÇÏÅ ÓÇaÉÃÓÓÃ Ó eÇÌÅÔÈÔÅÍ ÎÃ ÓÇ ÌÃÓÓÉ ÓÃ ÃÄÅ ÌÒÏÄÔÎÍÆÇ� ÓÃ_ ÃÏÅ ÆÍÎÉÔÅÃ _ ÇÔÄ aÉÔ WÇÔÅ ôÇÆÅÔÃ
ÎÉ ÌVÌÓÃ ÌÃÓÓÉ ÓÇÔÆÃ ó ÓÇ ÏÒÅÔÒÏ ÎÃ ÌVÌÓÃ ÌÃÓÓÉ ÓÇÔÆÃ Ç ÍÈÒÓÉÍ U ÂÃÄ ôÐÍÏÒ_ ÑÏÃÄ aÉÔ ÓÉ Ô ÄÒÏÅ
ÇÄÄÒÌÔÍÄ ¸ÄVÏÅÐÑÄÃ ÎÃ Ó ef£ ´ ó ÎÔÈ ÔÄÔÒÏ ÌÃÓÓÉ ÓÇÔÆÃ ó ÃÅÌ U¹ ÄÃ ÎÍÆÒÉÓÃÏÅ ÎÉÆÇÏÅ ÉÏÃ ôÐÇÄÃ ÎÔÅÃ
ÎÃ ôÆÒÓÔWÍÆÇÅÔÒÏ U gÇÆ Ç�ÉÄ ÎÃ ÓÇÏ^Ç^Ã ÌÃô ÃÏÎÇÏÅ ó ÓÇ ôÐÇÄÃ ÎÃ ôÆÒÓÔWÍÆÇÅÔÒÏ ÃÄÅ ÌÒ_ _É¾ÏÍ_ ÃÏÅ Çôô ÃÓÍÃ ÌVÌÓÃ ÌÃÓÓÉ ÓÇÔÆÃ \ ÔÓ WÇÉÅ ÎÒÏÌ ôÆÃÏÎÆÃ ^ÇÆÎÃ ÇÉÊ ôÐÍÏÒ_ ÑÏÃÄ ÌÒÏÄÔÎÍÆÍÄ
ÓÒÆÄaÉ eÒÏ ÆÃÏÌÒÏÅÆÃ ÓÃ ÅÃÆ_ Ã í ÌVÌÓÃ ÌÃÓÓÉ ÓÇÔÆÃ î U
ÂÇ ôÐÇÄÃ ÎÃ ôÆÒÓÔWÍÆÇÅÔÒÏ ÃÄÅ ÃÓÓÃ¾_ ì_ Ã ÌÒÏÄÅÔÅÉÍÃ ÎÃ ÎÃÉÊ ôÐÇÄÃÄ ôÆÔÏÌÔôÇÓÃÄ \ Ó eÔÏ¾ÅÃÆôÐÇÄÃ ÃÅ ÓÇ _ ÔÅÒÄÃ U
Â eÔÏÅÃÆôÐÇÄÃ ñ ÎÒÏÅ ÓÃ ÏÒ_ ÎÍÄÔ^ÏÃ ÄÔ_ôÓÃ_ ÃÏÅ ÓÇ ô ÍÆÔÒÎÃ ÌÒ_ôÆÔÄÃ ÃÏÅÆÃ ÎÃÉÊ

ÎÔÈÔÄÔÒÏÄ ÃÅ Çôô ÒÆÅÃ � ÔÃÏ ô ÃÉ Î eÔÏ WÒÆ_ ÇÅÔÒÏ ÄÉÆ ÌÃ aÉÔ Ä eV ÎÍÆÒÉÓÃ ÆÍÃÓÓÃ_ ÃÏÅ ñ ÃÄÅ ¯ ÄÒÏ
ÅÒÉÆ ÌÒ_ôÒÄÍÃ ÎÃ ôÓÉÄÔÃÉÆÄ ÍÅÇô ÃÄ ÎÒÏÅ ÏÒÉÄ ÆÃÅÔÃÏÎÆÒÏÄ ÅÆÒÔÄ ÍÅÇô ÃÄ ôÆÔÏÌÔôÇÓÃÄ ó ÏÒÅÍÃÄ
ÆÃÄô ÃÌÅÔÈÃ_ ÃÏÅ

G1
ó
S
ÃÅ

G2
U

ÂÃÄ ÆÏ ÓÃÄ ÃÅ ÌÇÆÇÌÅÍÆÔÄÅÔaÉÃÄ ÎÃ ÌÐÇaÉÃ ÍÅÇô Ã ÄÒÏÅ ÓÃÄ ÄÉ ÔÈÇÏÅÄ \
ÕÖ æßÖäÜ ó

1 ô �Ó Ä eÇ^ ÔÅ ÎÃ ÓÇ ôÆÃ_ ÔÑÆÃ ÍÅÇô Ã ÎÉ ÌVÌÓÃ ÌÃÓÓÉ ÓÇÔÆÃ U ]Ò_ _ Ã ô ÒÉÆ ÓÇ ôÐÇÄÃ
ÎÃ ÆÃô ÒÄ ÏÒÅÍÃ

G0
ó ÄÒÏ ÏÒ_ ÈÔÃÏÅ ÎÃ Ó eÇÏ^ ÓÇÔÄ # �� ó ÏÒ_ ÎÒÏÏÍ ÇÓÒÆÄ aÉÃ ô ÃÆÄÒÏÏÃ



Td ÐÑÒÓ Ô ÕÖ × Ø Ù �Ú ÕÖÛÜÝÞÕÔÛÚ
Ï eÇÈÇÔÅ ÔÎÃÏÅÔÍÍ ÓÃÄ ÍÈÍÏÃ_ ÃÏÅÄ Ä eV ÎÍÆÒÉÓÇÏÅ U £ ÇÏÄ ÌÃÅÅÃ ôÐÇÄÃ ó ÓÇ ÌÃÓÓÉ ÓÃ ÌÆÒçÅ ÃÅÎÃÈÔÃÏÅ ôÓÉÄ ÓÇÆ^Ã ó ÓÇ ÄVÏÅÐÑÄÃ ÎÃÄ ôÆÒÅÍÔÏÃÄ Ä eÃËÃÌÅÉÃ U ÂÇ ôÐÇÄÃ

G1
ÃÄÅ ÉÏÃ ôÐÇÄÃ

ÎÃ ÌÆÒÔÄÄÇÏÌÃ U ] eÃÄÅ ÇÉÄÄÔ ó ÎÃ ÅÒÉÅÃÄ ÓÃÄ ôÐÇÄÃÄ ÎÉ ÌVÌÓÃ ÌÃÓÓÉ ÓÇÔÆÃ ó ÌÃÓÓÃ ÎÒÏÅ ÓÇ
ÎÉÆÍÃ ÃÄÅ ÓÇ ôÓÉÄ ÈÇÆÔÇ� ÓÃ U

ÕÖ æßÖäÜ ù ô �Ó Ä eÇ^ ÔÅ ÎÃ ÓÇ ÎÃÉÊÔÑ_ Ã ÍÅÇô Ã ÎÉ ÌVÌÓÃ ÌÃÓÓÉ ÓÇÔÆÃ ó aÉÔ ÄÉÔÅ Ô_ _ ÍÎÔÇÅÃ¾
_ ÃÏÅ ÓÇ ôÐÇÄÃ ÎÃ ÌÆÒÔÄÄÇÏÌÃ

G1
U ] eÃÄÅ ÓÇ ôÐÇÄÃ ÎÃ ÄVÏÅÐÑÄÃ ÎÃ Ó ef£´ \ ÓÃ _ ÇÅÍÆÔÃÓ

ÐÍÆÍÎÔÅÇÔÆÃ V ÃÄÅ ÎÉôÓÔaÉÍ ÃÅ ÌÐÇaÉÃ ÌÐÆÒ_ ÒÄÒ_ Ã ÃÄÅ ÌÒôÔÍ U
ÕÖ æßÖäÜ ó

2 ô �Ó Ä eÇ^ ÔÅ ÎÃ ÓÇ ÅÆÒÔÄÔÑ_ Ã ÃÅ ÇÈÇÏÅ ÎÃÆÏÔÑÆÃ ôÐÇÄÃ ÎÉ ÌVÌÓÃ ÌÃÓÓÉ ÓÇÔÆÃ U ] eÃÄÅ
ÉÏÃ ôÐÇÄÃ ÎÃ ÌÒÏÅÆÏ ÓÃ \ Ó ef£ ´ ÆÍôÓÔaÉÍ ÎÉÆÇÏÅ ÓÇ ôÐÇÄÃ

S
ÃÄÅ ÌÒÏÅÆÏ ÓÍ ÃÅ ÆÍôÇÆÍ

ÄÔ ÏÍÌÃÄÄÇÔÆÃ ó ÓÇ ÎÔÈ ÔÄÔÒÏ ÃÄÅ ôÆÍôÇÆÍÃ U � eÔÓ Ä eÇÈÑÆÃ aÉÃ ÎÃÄ ÎÒ_ _ Ç^ÃÄ ÔÆÆÍÈÃÆÄÔ� ÓÃÄ
ÄÒÏÅ ÎÍÌÃÓÍÄ ÓÒÆÄ ÎÃ ÌÃÅÅÃ ôÐÇÄÃ ó ÓÇ ÌÃÓÓÉ ÓÃ ÃÄÅ ÎÔÆÔ^ÍÃ ÈÃÆÄ ÓÇ _ ÒÆÅ ôÇÆ Çô ÒôÅÒÄÃ ¸ÌW U
TUTUZ¹ U

f ÓÇ ÍÏ ÎÃ Ó eÔÏÅÃÆôÐÇÄÃ ó ÌÐÇaÉÃ ÌÃÓÓÉ ÓÃ ÃÏÅÆÃ ÎÇÏÄ ÓÇ ôÐÇÄÃ ÎÃ _ ÔÅÒÄÃ U ]ÃÅÅÃ ÎÃÆÏÔÑÆÃÌÒÏÌÓÉÅ ÓÃ ÌVÌÓÃ ÌÃÓÓÉ ÓÇÔÆÃ ÃÅ Ä eÇÌÐÑÈÃ ôÇÆ ÓÇ ÄÍôÇÆÇÅÔÒÏ ÎÃÄ ÌÐÆÒ_ ÒÄÒ_ ÃÄ ÃÅ ÓÇ WÒÆ_ ÇÅÔÒÏ
ÎÃ ÎÃÉÊ ÌÃÓÓÉ ÓÃÄ Í ÓÓÃÄ U ÂÇ _ ÔÅÒÄÃ ÃÄÅ WÒÆ_ ÍÃ ÎÃ ôÓÉÄÔÃÉÆÄ ÍÅÇô ÃÄ ÄÉÌÌÃÄÄÔÈÃÄ WÇÌÔÓÃ_ ÃÏÅ
Ò� ÄÃÆÈÇ� ÓÃÄ ÇÉ _ ÔÌÆÒÄÌÒô Ã \
ÕÖ æÙØæßÖäÜ ô ÓÃÄ ÌÐÆÒ_ ÒÄÒ_ ÃÄ ÄÃ ÌÒÏÎÃÏÄÃÏÅ UÕÖ æÙØáàÚÖæßÖäÜ ô Ó eÃÏÈÃÓÒôô Ã ÏÉÌÓÍÇÔÆÃ ÎÃ ÓÇ ÌÃÓÓÉ ÓÃ ÄÃ ÎÔÄÄÒÉÅ ÃÅ ÓÃÄ ô Ï ÓÃÄ ÎÉ WÉÄÃÇÉ

ÄÃ _ ÃÅÅÃÏÅ ÃÏ ôÓÇÌÃ U
ÕÖ áàÚÖæßÖäÜ ô ÓÃÄ ÌÐÆÒ_ ÒÄÒ_ ÃÄ Ä eÇÓÔ^ÏÃÏÅ UÕ îÖïÖæßÖäÜ ô ÓÃÄ ÌÐÆÒ_ ÒÄÒ_ ÃÄ ÄÃ ÄÍôÇÆÃÏÅ ¸ÒÏ ôÇÆÓÃ ÎÃ ÄÍ^ÆÍ^ÇÅÔÒÏ ¹ U
ÕÖ ÚàçØæßÖäÜ ô ÓÇ ÎÔÈ ÔÄÔÒÏ ÌÃÓÓÉ ÓÇÔÆÃ Ä eÃË ÃÌÅÉÃ ë ÃÓÓÃ ÃÄÅ ÌÒÏÄÅÔÅÉÍÃ ÎÃ ÎÃÉÊ ÍÅÇô ÃÄ ôÆÔÏÌÔ¾ôÇÓÃÄ \ ÓÇ ÌÇÆVÒÌÔÏÑÄÃ ó Î ÔÈ ÔÄÔÒÏ ÎÉ ÏÒVÇÉ ÃÏ ÎÃÉÊ ÏÒVÇÉÊ ^ÍÏÍÅÔaÉÃ_ ÃÏÅ ÔÎÃÏÅÔaÉÃÄ ó

ÃÅ ÓÇ ÌVÅÒÌÔÏÑÄÃ ¸ÒÉ ÌVÅÒõ ÔÏÑÄÃ¹ ó ÎÔÈÔÄÔÒÏ ÎÉ ÌVÅÒôÓÇÄ_ Ã U
ÂÃÄ ÎÔË ÍÆÃÏÅÃÄ ÍÅÇô ÃÄ ÎÃ ÓÇ ôÐÇÄÃ ÎÃ ôÆÒÓÔWÍÆÇÅÔÒÏ ó ÎÒÏÅ ÏÒÉÄ ÇÈÒÏÄ _ ÃÏÅÔÒÏÏÍ ÓÃÄ

ôÆÔÏÌÔôÇÓÃÄ ÌÔ¾ÎÃÄÄÉÄ ó ÏÃ ÄÃ ÄÉÌÌÑÎÃÏÅ ôÇÄ ÇÈÃÌ ÓÇ ÆÍ^ÉÓÇÆÔÅÍ Î eÉÏ _ ÍÅÆÒÏÒ_ Ã U ÂÃ ôÇÄÄÇ^Ã
Î eÉÏÃ ÌÃÓÓÉ ÓÃ Î eÉÏÃ ÍÅÇô Ã ¯ ÉÏÃ ÇÉÅÆÃ ÃÄÅ ÄÉõ ÃÅ ¯ Ó eÇÌÅÔÈÇÅÔÒÏ ÎÃ ÌÃÆÅÇÔÏÄ ÆÍÌÃôÅÃÉÆÄ ÍÊÍÄ
ÄÉÆ ÓÇ ÌÃÓÓÉ ÓÃ ó ÒÉ � ÔÃÏ ÎÃ ÌÃÆÅÇÔÏÄ ^ÑÏÃÄ U £ ÇÏÄ Ó eÃÏÄÃ_� ÓÃ ó ÓÃÄ _ ÍÌÇÏÔÄ_ ÃÄ ÎÃ ôÇÄÄÇ^Ã
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ÃÏÅÔÑÆÃÄ ÇÔÏÄÔ aÉÃ ÎÔÈÃÆÄÃÄ ôÇÆÅÔÌÉÓÃÄ ÎÔÅÃÄ ô ÒÓÓÉÇÏÅÃÄ ó ÌÒ_ _ Ã ôÇÆ ÃÊÃ_ôÓÃ ÎÃÄ
ô ÒÉÄÄÔÑÆÃÄ U

ã ÕÜä çòáæßØýòÚÜä � �ÓÄ ÆÍô ÒÏÎÃÏÅ ¯ Ó eÇôôÇÆÔÅÔÒÏ Î eÉÏÃ ÄÉ� ÄÅÇÏÌÃ ÍÅÆÇÏ^ÑÆÃ ó Çô¾ô ÃÓÍÃ ÇÏÅÔ^ÑÏÃ ó ÎÇÏÄ Ó eÒÆ^ÇÏÔÄ_ Ã U �Ó ÃÊ ÔÄÅÃ ÎÃÉÊ ÄÒÆÅÃÄ ÎÃ ÓV_ ôÐÒÌVÅÃÄ \ ÓÃÄ ÓV_ ¾ôÐÒÌVÅÃÄ µ ó Ç^ÃÏÅÄ ÎÃ Ó eÔ_ _ÉÏÔÅÍ ÌÃÓÓÉ ÓÇÔÆÃ ó ÃÅ ÓÃÄ ÓV_ôÐÒÌVÅÃÄ ¡ ó Ç^ÃÏÅÄ ÎÃ
Ó eÔ_ _ÉÏÔÅÍ ÐÉ_ ÒÆÇÓÃ ¸ÔÓÄ Ç^ ÔÄÄÃÏÅ ÐÒÆÄ ÎÃ ÓÇ ÌÃÓÓÉ ÓÃ¹ U

ÕÜä æ çÖâãÜÚÚÜä ô fÉÄÄÔ ÏÒ_ _ ÍÃÄ ÅÐÆÒ_� ÒÌVÅÃÄ ó ÓÃÄ ôÓÇaÉÃÅÅÃÄ ÄÒÏÅ ÔÄÄÉÃÄ ÎÃ ÓÇ WÆÇ^¾
_ ÃÏÅÇÅÔÒÏ ÎÉ ÌVÅÒôÓÇÄ_ Ã Î eÉÏÃ ÌÃÓÓÉ ÓÃ ^ÍÇÏÅÃ ÎÃ ÓÇ _ Ì ÓÓÃ ÒÄÄÃÉÄÃ ó ÓÃ _ Í^ÇÌÇÆVÒÌVÅÃ
¸ÌW U c Ô^ TUÁ¹ U ÂÃÄ ôÓÇaÉÃÅÅÃÄ õ ÒÉÃÏÅ ÉÏ ÆÏ ÓÃ ôÆÔÏÌÔôÇÓÃ_ ÃÏÅ ÓÒÆÄ ÎÃ Ó eÐÍ_ ÒÄÅÇÄÃH \
ÃÓÓÃÄ ÄÃ ÌÒ_� ÔÏÃÏÅ ¯ ÓÇ Í�ÆÔÏÃ ô ÒÉÆ WÒÆ_ ÃÆ ÉÏ ÌÇÔÓÓÒÅ aÉÔ ÇÎÐÑÆÃ ÇÉÊ ÌÃÓÓÉ ÓÃÄ ÃÏÎÒ¾ÅÐÍÓÔÇÓÃÄI ÎÃÄ ÈÇÔÄÄÃÇÉÊ ÄÇÏ^ÉÔÏÄ ó ÌÒÏÅÆÔ�ÉÇÏÅ ¯ ÓÃÉÆ ÆÍôÇÆÇÅÔÒÏ U

ÂÃÄ ^ ÓÒ�ÉÓÃÄ ÆÒÉ^ÃÄ ó ÓÃÄ ^ ÓÒ�ÉÓÃÄ � ÓÇÏÌÄ ÃÅ ÓÃÄ ôÓÇaÉÃÅÅÃÄ ó ÎÍÏÒ_ _ ÍÄ !�!� ��� - #��!
ÒÉ � ��� ! ÎÉ ÄÇÏ^ ó ÆÃôÆÍÄÃÏÅÃÏÅ bÁ� ÎÉ ÄÇÏ^ U ÂÃ ôÓÇÄ_ Ç ÄÇÏ^ÉÔÏ ÆÃôÆÍÄÃÏÅÃ ÓÃÄ ÁÁ�ÆÃÄÅÇÏÅ U

gÒÉÆ ÓÇ ô ÓÉôÇÆÅ Î eÃÏÅÆÃ ÃÓÓÃÄ ó ÓÃÄ ÌÃÓÓÉ ÓÃÄ ÄÇÏ^ÉÔÏÃÄ ÄÒÏÅ ÅÒÅÇÓÃ_ ÃÏÅ ÎÔË ÍÆÃÏÌÔÍÃÄ U ÂÃÉÆÄ
ÎÉÆÍÃÄ ÎÃ ÈÔÃ ÄÒÏÅ ÌÒÉÆÅÃÄ \ aÉÃÓaÉÃÄ ÐÃÉÆÃÄ ô ÒÉÆ ÓÃÄ ^ ÓÒ�ÉÓÃÄ � ÓÇÏÌÄ ¸ÎÃ Ó eÒÆÎÆÃ ÎÃ ¿bÐ ¹ ó
aÉÃÓaÉÃÄ õ ÒÉÆÄ ô ÒÉÆ ÓÃÄ ôÓÇaÉÃÅÅÃÄ ¸ÃÏÈÔÆÒÏ ÉÏÃ ÄÃ_ ÇÔÏÃ¹ ÃÅ aÉÃÓaÉÃÄ ÄÃ_ ÇÔÏÃÄ ô ÒÉÆ ÓÃÄ
ÐÍ_ ÇÅÔÃÄ ¸T¿À õ ÒÉÆÄ ÃÏ _ ÒVÃÏÏÃ¹ U ÂÃÉÆ ÏÒ_�ÆÃ ÃÄÅ ÅÆÑÄ ÍÓÃÈÍ \ ÎÃ Ó eÒÆÎÆÃ ÎÃ

5 × 1012

^ ÓÒ�ÉÓÃÄ ÆÒÉ^ÃÄ ó ô ÓÉÄ ÎÃ
109 ^ ÓÒ�ÉÓÃÄ � ÓÇÏÌÄ ÃÅ

3 × 1011 ôÓÇaÉÃÅÅÃÄ ôÇÆ ÓÔÅÆÃ ÎÃ ÄÇÏ^ ¸ÌÃÄ
aÉÇÏÅÔÅÍÄ ÄÒÏÅ _ ÃÄÉÆÍÃÄ ¯ Ó eÇÔÎÃ Î eÉÏ ÐÍ_ Ò^ÆÇ_ _ Ã¹ U
Â eÐÍ_ ÇÅÒô Ò`ÑÄÃ ÇÄÄÉÆÃ ÎÒÏÌ ÉÏÃ ôÆÒÎÉÌÅÔÒÏ aÉÇÏÅÔÅÇÅÔÈÃ_ ÃÏÅ ÅÆÑÄ Ô_ôÒÆÅÇÏÅÃ \ ÌÐÇaÉÃ

õ ÒÉÆ ÃÓÓÃ ôÆÒÎÉÔÅ ÃÏÈÔÆÒÏ
1013 ÌÃÓÓÉ ÓÃÄ ÄÇÏ^ÉÔÏÃÄ U ]ÃÌÔ ÌÒÆÆÃÄô ÒÏÎ ôÇÆ ÃÊÃ_ôÓÃ ¯ ÓÇ ôÆÒ¾ÎÉÌÅÔÒÏ ÎÃ ôÓÉÄ ÎÃ ¿ _ ÔÓÓÔÒÏÄ Î eÐÍ_ ÇÅÔÃÄ ôÇÆ ÄÃÌÒÏÎÃ U ]Ã ÌÐÔË ÆÃ ÃÄÅ ¯ _ ÃÅÅÆÃ ÃÏ ôÇÆÇÓÓÑÓÃ

J% K�	��ü�þüù ùü� ú Kù�üù�L úù �ùü �	ýþ��ü� ùü û � ý��ý�ûÿù�� M � þ ���ù��ÿ úù üþ�- M ú K	�þ� Nû ��ù M
ú K���	ÿ �ùûÿ �ùü ,þ�üüùþû� �O%ùü ýùúúû úùü ù�����	 ú�þúùü ü��� ü��û	ùü üûÿ úþ 
þÿ�� ���ùÿ�ù �ùü ,þ�üüùþû� üþ�-û ��ü P �ù Q�ÿ� ùü 
�R
ú�-��þúùü � ù��ÿS� ù� ù�� þ
 úþ��ùü � ùúúùü þüüûÿù�� û�ù üûÿQþýù - ú�üüþ��ù ù� ù� ý�� ü	ûù�ýù ù�
Sý�ù�� úþ
ý�þ-ûúþ���� üþ�-û ��ù � T úúùü U �ûù�� û� ÿV úù �� 
�ÿ�þ�� �þ� ü úþ QþLÿ �ýþ���� �ù ��û,ùþû� ,þ �üüùþû� üþ�-û ��ü
M 
þÿ��ÿ �ùü ,þ �üüùþû� 
ÿ	Rù��ü�þ��ü Wþ�-��-	��üùX �



¿b ÐÑÒÓ Ô ÕÖ × Ø Ù �Ú ÕÖÛÜÝÞÕÔÛÚ

ßàá â TUb ã ÂÃÉÌÒô Ò`ÑÄÃ \ WÒÆ_ ÇÅÔÒÏ ÎÃÄ ^ ÓÒ�ÉÓÃÄ � ÓÇÏÌÄ U
<ug� ±h�xk ���wpglg=� >uz jzpipgk �� �±?s��f ² �©n@@A ² �jtupkijz B pi� t ju� pwwpgk g�
£uggC wD�glj � x zpypwpgk g� ��g� wgk �jxukpk= { BBB ²i�g� wgkup=�iw ²�g� ² <x� Eqq F>qGmmnr ²



ØÙ5 Ù Ð×éé Ýé×6 6ÒÚ7 ÝÔÚ ×6 ×Õ Ñ 89 Ò ÕÛÓ Û:;6× ¿Á

ßàá â TUÁ ã cÒÆ_ ÇÅÔÒÏ ÎÃÄ ôÓÇaÉÃÅÅÃÄ U
<ug� ±h�xk ���wpglg=� >uz jzpipgk �� �±?s��f ² �©n@@A ² �jtupkijz B pi� t ju� pwwpgk g�
£uggCwD�glj � x zpypwpgk g� ��g� wgk �jxukpk= { BBB ²i�g� wgkup=�iw ²�g� ² <x� Eqq F>qGmmnr ²



¿B ÐÑÒÓ Ô ÕÖ × Ø Ù �Ú ÕÖÛÜÝÞÕÔÛÚ
ÇÈÃÌ ÓÃ ÏÒ_�ÆÃ ÅÒÅÇÓ ÎÃ ÌÃÓÓÉ ÓÃÄ ÎÇÏÄ ÓÃ ÌÒÆôÄ ÐÉ_ ÇÔÏ ó ÎÃ Ó eÒÆÎÆÃ ÎÃ

1014 U
]ÃÅÅÃ ÌÒÏÄÔÎÍÆÇ� ÓÃ ÇÌÅÔÈÔÅÍ ÎÃ ôÆÒÎÉÌÅÔÒÏ ÃÄÅ ÇÄÄÉÆÍÃ ôÇÆ ÉÏÃ ô ÃÅÔÅÃ ô ÒôÉÓÇÅÔÒÏ ÎÃÌÃÓÓÉ ÓÃÄ ÎÃ ÓÇ _ Ì ÓÓÃ ÒÄÄÃÉÄÃ Çôô ÃÓÍÃÄ ÌÃÓÓÉ ÓÃÄ ÄÒÉÌÐÃÄ ÐÍ_ ÇÅÒô Ò`ÍÅÔaÉÃÄ U ]ÃÄ ÌÃÓÓÉ ÓÃÄ ÒÏÅÓÇ WÇÌÉÓÅÍ ÎÃ ÄÃ ÎÔË ÍÆÃÏÌÔÃÆ ÃÅ ÎÃ ÄÃ _ÉÓÅÔô ÓÔÃÆ ó ÎÒÏÏÇÏÅ ÏÇÔÄÄÇÏÌÃ ¯ ÎÃÄ ÌÃÓÓÉ ÓÃÄ ÎÃ ôÓÉÄ

ÃÏ ôÓÉÄ ÃÏ^Ç^ÍÃÄ ÎÇÏÄ ÉÏÃ ÓÔ^ÏÍÃ ÄÇÏ^ÉÔÏÃ ¸Ì eÃÄÅ¾¯¾ÎÔÆÃ ó ô ÒÄÄÍÎÇÏÅ ÓÇ WÇÌÉÓÅÍ ÎÃ ÎÒÏÏÃÆ ó ¯
ÓÇ ÍÏ ÎÃ ÓÃÉÆ ÎÍÈÃÓÒôô Ã_ ÃÏÅ ó ÉÏ ÎÃÄ ÅÆÒÔÄ ÍÓÍ_ ÃÏÅÄ Í^ÉÆÍÄ ÎÉ ÄÇÏ^ ÌÔÅÍÄ ôÆÍÌÍÎÃ_ _ ÃÏÅ¹ U

� ÓÓÃ ÎÒÔÅ ÎÃ ô ÓÉ Ä ìÅÆÃ ÌÒÏÅÆÏ ÓÍÃ ÇÍÏ ÎÃ _ ÇÔÏÅÃÏÔÆ ¯ ô ÃÉ ôÆÑÄ ÌÒÏÄÅÇÏÅ ÓÃ ÏÒ_�ÆÃ ÎÃ
ÌÃÓÓÉ ÓÃÄ ÄÇÏ^ÉÔÏÃÄ Ç_ ÃÏÍ ¯ ÈÇÆÔÃÆ ÎÇÏÄ ÎÃÄ ÌÔÆÌÒÏÄÅÇÏÌÃÄ ôÇÅÐÒÓÒ^ ÔaÉÃÄ ¸ÐÍ_ ÒÆÆÇ^ ÔÃÄ ó
ÔÏ WÃÌÅÔÒÏÄ ó ÃÅÌ U¹ U ]ÃÅÅÃ ÆÍ^ÉÓÇÅÔÒÏ ÆÃô ÒÄÃ ÄÉÆ ÎÃÄ _ ÍÌÇÏÔÄ_ ÃÄ ÌÃÓÓÉ ÓÇÔÆÃÄ ÃÅ ÐÉ_ ÒÆÇÉÊ
¸WÇÌÅÃÉÆÄ ÎÃ ÌÆÒÔÄÄÇÏÌÃ¹ aÉÔ ô ÃÉÈÃÏÅ ìÅÆÃ ÄÅÔ_ÉÓÇÅÃÉÆÄ ÒÉ ÔÏÐÔ� ÔÅÃÉÆÄ ÎÃ Ó eÐÍ_ ÇÅÒô Ò`ÑÄÃ U

ä åY �TXXS XTU U\ScNTU NOPLM\W\ OMQRSTU
ÂÃÄ ÌÃÓÓÉ ÓÃÄ ÄÒÉÌÐÃÄ ó aÉÃÓÓÃÄ aÉ eÃÓÓÃÄ ÄÒÔÃÏÅ ¸ôÇÄ ÄÃÉÓÃ_ ÃÏÅ ÓÃÄ ÌÃÓÓÉ ÓÃÄ ÄÒÉÌÐÃÄ ÐÍ¾

_ ÇÅÒô Ò`ÍÅÔaÉÃÄ¹ ó ÄÒÏÅ ÎÃÄ ÌÃÓÓÉ ÓÃÄ ÔÏÒ� ÄÃÆÈÇ� ÓÃÄ ô ÒÄÄÍÎÇÏÅ ÎÃÄ ÌÇôÇÌÔÅÍÄ ÉÏÔaÉÃÄ ÎÃ ÎÔW¾
WÍÆÃÏÌÔÇÅÔÒÏ ÃÅ Î eÇÉÅÒ¾ÆÃÏÒÉÈÃÓÓÃ_ ÃÏÅ U ÂÃÉÆ ÃÊÔÄÅÃÏÌÃ Ç ÍÅÍ ôÆÒÉÈÍÃ ÃÏ TYB T ôÇÆ µ ÔÓÓ
ÃÅ [ Ì]ÉÓÓÒ ÌÐ �TTT� U ]ÃÄ ÎÃÆÏÔÃÆÄ ÔÆÆÇÎÔÑÆÃÏÅ ÅÒÅÇÓÃ_ ÃÏÅ ÎÃÄ ÄÒÉÆÔÄ ó ÌÇÉÄÇÏÅ ÉÏÃ ÇôÓÇ¾ÄÔÃZ _ ÒÆÅÃÓÓÃ U gÇÆ ÔÏõ ÃÌÅÔÒÏ ÎÃ _ Ì ÓÓÃ ÄÇÔÏÃ ó ôÆÒÈÃÏÇÏÅ ÎÃ ÄÒÉÆÔÄ Ô_ _ÉÏÒÓÒ^ ÔaÉÃ_ ÃÏÅ
ÌÒ_ôÇÅÔ� ÓÃÄ ó ÓÃÄ ÎÔË ÍÆÃÏÅÃÄ ÓÔ^ÏÍÃÄ ÐÍ_ ÇÅÒô Ò`ÍÅÔaÉÃÄ WÉÆÃÏÅ ÇÓÒÆÄ ÆÃÌÒÏÄÅÔÅÉÍÃÄ U µ ÔÓÓ ÃÅ
[ Ì]ÉÓÓÒ ÌÐ Ò� ÄÃÆÈÑÆÃÏÅ ÓÇ WÒÆ_ ÇÅÔÒÏ ÎÃ ÏÒÎÉÓÃÄ ÎÇÏÄ ÓÃÄ ÆÇÅÃÄ ÐVô ÃÆÅÆÒôÐÔÍÃÄ ÎÃÄ ÄÒÉ¾ÆÔÄ ÔÆÆÇÎÔÍÃÄ ¸ÆÇôô ÃÓÒÏÄ aÉÃ ÌÐÃò ÓÇ ÄÒÉÆÔÄ Ó eÐÍ_ ÇÅÒô Ò`ÑÄÃ Ç ÇÉÄÄÔ ÓÔÃÉ ÎÇÏÄ ÓÇ ÆÇÅÃ¹ U �ÓÄôÆÒÉÈÑÆÃÏÅ aÉÃ ÌÐÇaÉÃ ÏÒÎÉÓÃ ÄôÓÍÏÔaÉÃ ôÆÒÈÃÏÇÔÅ Î eÉÏÃ ÄÃÉÓÃ ÌÃÓÓÉ ÓÃ ó _ ÃÅÅÇÏÅ ÇÔÏÄÔ ÃÏ
ÍÈÔÎÃÏÌÃ Ó eÃÊ ÔÄÅÃÏÌÃ ÎÃ ÌÃÓÓÉ ÓÃÄ ÄÒÉÌÐÃÄ ÐÍ_ ÇÅÒô Ò`ÍÅÔaÉÃÄ U gÒÉÆ ÓÃ ÓÃÌÅÃÉÆ ÔÏÅÍÆÃÄÄÍ ó ÉÏÃ
�ÆÑÈÃ ÐÔÄÅÒÔÆÃ ÎÃÄ ÌÃÓÓÉ ÓÃÄ ÄÒÉÌÐÃÄ ÃÄÅ ÆÇÌÒÏÅÍÃ ôÇÆ c U #ÇÌÒ� ÎÇÏÄ �B¿� U

£ ÔË ÍÆÃÏÅÃÄ ÌÃÓÓÉ ÓÃÄ ÄÒÉÌÐÃÄ ÄÒÏÅ ¯ ÎÔÄÅÔÏ^ÉÃÆ ¸ÌW U �bZ�¹ \
ÕÜä ýÜççãçÜä äØãýßÜä ÚØÚÛæ ØÚÜïÚÜä ô � ÓÓÃÄ ÄÒÏÅ ÌÇôÇ� ÓÃÄ ÎÃ _ ÃÏÃÆ ÇÉ ÎÍÈÃÓÒôô Ã_ ÃÏÅ

Î eÉÏ ìÅÆÃ ÐÉ_ ÇÔÏ U ]ÃÄ ÌÃÓÓÉ ÓÃÄ ÄÒÏÅ ôÆÍÄÃÏÅÃÄ ÉÏÔaÉÃ_ ÃÏÅ ÎÇÏÄ Ó eÃ_�ÆVÒÏ ó ÎÉÆÇÏÅ
ÓÃÄ aÉÇÅÆÃ ôÆÃ_ ÔÃÆÄ õ ÒÉÆÄ ÎÃ ÄÇ ÌÆÒÔÄÄÇÏÌÃ U

ÕÜä ýÜççãçÜä äØãýßÜä æ çãÙÛæ ØÚÜïÚÜä ô � ÓÓÃÄ ÒÏÅ ÈÒÌÇÅÔÒÏ ¯ WÒÆ_ ÃÆ ÅÒÉÄ ÓÃÄ ÅÔÄÄÉÄ ÎÃ
Ó eÒÆ^ÇÏÔÄ_ Ã _ ÇÔÄ ÏÃ ô ÃÉÈÃÏÅ ¯ ÃÓÓÃÄ ÄÃÉÓÃÄ Ç� ÒÉÅÔÆ ¯ ÓÇ ÌÆÍÇÅÔÒÏ Î eÉÏ ÔÏÎÔÈÔÎÉ ÌÒ_ ¾ô ÓÃÅ U

ÕÜä ýÜççãçÜä äØãýßÜä áãçÚÛæ ØÚÜïÚÜä ô � ÓÓÃÄ ÄÒÏÅ ôÆÍÄÃÏÅÃÄ ÎÇÏÄ Ó eÒÆ^ÇÏÔÄ_ Ã ÇÎÉÓÅÃ ë
ÃÓÓÃÄ ÄÒÏÅ ¯ Ó eÒÆÔ^ ÔÏÃ ÎÃ ôÓÉÄÔÃÉÆÄ ÅVô ÃÄ ÎÃ ÌÃÓÓÉ ÓÃÄ ÎÔË ÍÆÃÏÌÔÍÃÄ U ÂÃÄ ôÆÃ_ ÔÑÆÃÄ ÌÃÓ¾ÓÉ ÓÃÄ ÄÒÉÌÐÃÄ _ÉÓÅÔô ÒÅÃÏÅÃÄ _ ÔÄÃÄ ÃÏ ÍÈÔÎÃÏÌÃ ÄÒÏÅ ÓÃÄ ÌÃÓÓÉ ÓÃÄ ÄÒÉÌÐÃÄ ÐÍ_ ÇÅÒô Ò`Í¾ÅÔaÉÃÄ �TTT� U

[\�ù þ
 úþü�ù ùü� û�ù ��ü
þÿ �� ��� �û û�ù ÿþÿ	Qþý���� �û ��üüû �	� þ��
�]	��ûù þ�þ�� 
�ûÿ ÿ	üûú�þ� û�ù
��� ��û���� �ù ��ûü úùü 	ú	� ù��ü 0-ûÿ	ü �û üþ�- W�	� þ��ùü � - ú�Lûúùü L úþ�ýü ù� 
 úþûù��ùüX �



ØÙ^ Ù »ÒÞÕ×ÝÖ6 Ü× ÞÖÛÔ66ÒÚ Þ× ¿X

ÕÜä ýÜççã çÜä äØãýßÜä ãïÛæØÚÜïÚÜä ô � ÓÓÃÄ ÏÃ ô ÃÉÈÃÏÅ ÎÒÏÏÃÆ aÉ eÉÏ ÄÃÉÓ ÅVô Ã ÎÃ ÌÃÓ¾ÓÉ ÓÃÄ ÎÔËÍÆÃÏÌÔÍÃÄ U ] ÔÅÒÏÄ ÓÃÄ ÌÃÓÓÉ ÓÃÄ ÎÃ ÓÇ ô ÃÇÉ ó ÎÉ WÒÔÃ ó ÎÃ ÓÇ _ÉaÉÃÉÄÃ ÔÏÅÃÄÅÔÏÇÓÃ ó
ÃÅÌ U

ÂÃÄ ÌÃÓÓÉ ÓÃÄ ÄÒÉÌÐÃÄ ÐÍ_ ÇÅÒô Ò`ÍÅÔaÉÃÄ ó aÉÔ ô ÃÉÈÃÏÅ ìÅÆÃ ôÓÉÆÔô ÒÅÃÏÅÃÄ ÒÉ _ÉÓÅÔô Ò¾ÅÃÏÅÃÄ ó ÄÒÏÅ ÎÒÏÌ ÎÍÍÏÔÃÄ ôÇÆ ÓÃÉÆÄ ôÆÒôÆÔÍÅÍÄ Î eÇÉÅÒ¾ÆÃÏÒÉÈÃÓÓÃ_ ÃÏÅ ¸ÌÇôÇÌÔÅÍ ¯ ÄÃ _ÉÓ¾ÅÔô ÓÔÃÆ ÃÅ ¯ ^ÍÏÍÆÃÆ ÉÏÃ ÌÃÓÓÉ ÓÃ Í ÓÓÃ ÔÎÃÏÅÔaÉÃ ¯ ÓÇ ÌÃÓÓÉ ÓÃ _ ÑÆÃ¹ ÃÅ ÎÃ ÎÔË ÍÆÃÏÌÔÇÅÔÒÏ
¸ÌÇôÇÌÔÅÍ ¯ ^ÍÏÍÆÃÆ Ó eÃÏÄÃ_� ÓÃ ÎÃÄ ÌÃÓÓÉ ÓÃÄ Î eÉÏÃ ÓÔ^ÏÍÃ¹ U

f Ó eÒÆÔ^ ÔÏÃ ÎÃ ÅÒÉÅÃÄ ÓÃÄ ÌÃÓÓÉ ÓÃÄ ÄÇÏ^ÉÔÏÃÄ ôÆÒÎÉÔÅÃÄ ÎÇÏÄ ÓÇ _ Ì ÓÓÃ ÒÄÄÃÉÄÃ ó ÒÏ ÅÆÒÉÈÃ
ÉÏÃ ÌÃÓÓÉ ÓÃ ÄÒÉÌÐÃ ôÓÉÆÔô ÒÅÃÏÅÃ U ]ÃÅÅÃ ÌÃÓÓÉ ÓÃ ÃÄÅ ÅÆÑÄ ÎÔ¾ ÌÔÓÃ_ ÃÏÅ ÔÎÃÏÅÔÍÇ� ÓÃ ÌÇÆ ÒÏÅÆÒÉÈÃ _ ÒÔÏÄ Î eÉÏÃ ÌÃÓÓÉ ÓÃ ÄÒÉÌÐÃ ôÓÉÆÔô ÒÅÃÏÅÃ ÎÇÏÄ ÉÏÃ ô ÒôÉÓÇÅÔÒÏ ÎÃ ÌÃÏÅ _ ÔÓÓÃ ÌÃÓÓÉ ÓÃÄ U
´ ÒÅÒÏÄ aÉÃ

90%
ÎÃÄ ÌÃÓÓÉ ÓÃÄ ÄÒÉÌÐÃÄ ôÓÉÆÔô ÒÅÃÏÅÃÄ ÄÃ ÅÆÒÉÈÃÏÅ ÃÏ ôÐÇÄÃ ÎÃ ÆÃô ÒÄ U

�ÒÉÄ Ó eÔÏ�ÉÃÏÌÃ ÎÃ WÇÌÅÃÉÆÄ ÎÃ ÌÆÒÔÄÄÇÏÌÃ ¸ÌW U ÄÃÌÅÔÒÏ TUb ¹ ó ÃÅ ÎÒÏÌ ¯ ÅÆÇÈÃÆÄ ôÓÉÄÔÃÉÆÄ
ÌVÌÓÃÄ ÌÃÓÓÉ ÓÇÔÆÃÄ ó ÓÃÄ ÌÃÓÓÉ ÓÃÄ ÄÒÉÌÐÃÄ ÐÍ_ ÇÅÒô Ò`ÍÅÔaÉÃÄ Ä eÃÏ^Ç^ÃÏÅ ÔÆÆÍ_ ÍÎÔÇ� ÓÃ_ ÃÏÅ ÎÇÏÄ
ÉÏÃ ÈÒÔÃ ÎÃ ÎÔË ÍÆÃÏÌÔÇÅÔÒÏ U � ÓÓÃÄ ÎÃÈÔÃÏÏÃÏÅ ÇÓÒÆÄ ÎÃÄ ÌÃÓÓÉ ÓÃÄ ÃÏ^Ç^ÍÃÄ ó ÇÉÄÄÔ Çôô ÃÓÍÃÄôÆÒ^ÍÏÔÅÃÉÆÄ ¸	�� �
���� ��� 	�� �¹ U
ÂÃÄ ôÆÒ^ÍÏÔÅÃÉÆÄ ÄÃ ÆÃ^ÆÒÉô ÃÏÅ ÃÏ ÌÒÓÒÏÔÃÄ ó ÏÒ_ _ ÍÃÄ ]c� ôÒÉÆ ,����� ?��� 
�#

/�
� ó aÉÔ ÄÃ ÎÔË ÍÆÃÏÌÔÃÏÅ ô ÃÅÔÅ ¯ ô ÃÅÔÅ ó WÇÔÄÇÏÅ ÇôôÇÆÇçÅÆÃ ÓÃÄ ÎÔË ÍÆÃÏÅÃÄ ÓÔ^ÏÍÃÄ ÎÃ ÌÃÓÓÉ ÓÃÄ
ÄÇÏ^ÉÔÏÃÄ U ÂÃÄ ]c� ¾� ó ôÇÆ ÃÊÃ_ôÓÃ ó ÎÒÏÏÃÆÒÏÅ ÉÏÃ ÓÔ^ÏÍÃ Î eÍÆVÅÐÆÒÌVÅÃÄ ó ÓÃÄ ]c� ¾· ó
]c� ¾[ ó ]c� ¾�Ò ÃÅ ]c� ¾¡ ÇÄÒ ÓÃÄ ÓÔ^ÏÍÃÄ ÎÃ ^ ÓÒ�ÉÓÃÄ � ÓÇÏÌÄ ó ÃÅ ÓÃÄ ]c� ¾[ õ ÓÃÄ ÓÔ^ÏÍÃÄ
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aÉÔ Ç ÍÅÍ ÓÇ ôÓÉÄ ÍÅÉÎÔÍÃ ¸ÈÒÔÆ �ÁY� ôÒÉÆ ÉÏÃ ÆÃÈÉÃ ÌÒ_ôÓÑÅÃ ÎÃÄ ÅÆÇÈÇÉÊ ÄÉÆ ÓÇ ´ ]¹U

� ÓÓÃ ÃÄÅ ÌÇÆÇÌÅÍÆÔÄÍÃ ôÇÆ ÉÏÃ ÎÍÌÆÒÔÄÄÇÏÌÃ ô ÍÆÔÒÎÔaÉÃ ÎÉ ÏÒ_�ÆÃ ÎÃ ÏÃÉÅÆÒôÐÔÓÃÄ ¸^ ÓÒ¾
�ÉÓÃÄ � ÓÇÏÌÄ ÎÃ ÓÇ ÓÔ^ÏÍÃ ÎÃÄ ^ÆÇÏÉÓÒÌVÅÃÄ¹ ÌÔÆÌÉÓÇÏÅ ÎÇÏÄ ÓÃ ÄÇÏ^ ÎÃ ÈÇÓÃÉÆÄ ÏÒÆ_ ÇÓÃÄ ¯
ÎÃÄ ÈÇÓÃÉÆÄ ÅÆÑÄ �ÇÄÄÃÄ ó ôÇÆWÒÔÄ ¯ ô ÃÔÏÃ ÎÍÅÃÌÅÇ� ÓÃÄ U ÂÇ ô ÍÆÔÒÎÃ ^ÍÏÍÆÇÓÃ_ ÃÏÅ Ò� ÄÃÆÈÍÃ ÎÃ
ÌÃÄ ÒÄÌÔÓÓÇÅÔÒÏÄ ÈÇÆÔÃ ÃÏÅÆÃ TY ÃÅ ¿ T õ ÒÉÆÄ �b T� ó _ ì_ Ã ÄÔ ÎÃÄ ô ÍÆÔÒÎÃÄ ôÓÉÄ ÓÒÏ^ÉÃÄ ÒÏÅ ôÉ
ìÅÆÃ ÆÃÓÃÈÍÃÄ �BÀ� ¸ÌW U c Ô^ U TUX¹ U
ÂÇ ÌÒ_ôÆÍÐÃÏÄÔÒÏ ÎÃ ÓÇ ´ ] Ç ÍÅÍ ^ÆÇÏÎÃ_ ÃÏÅ ÇÔÎÍÃ ôÇÆ ÓÇ ÎÍÌÒÉÈÃÆÅÃ ÎÃ ÌÃÅÅÃ _ ÇÓÇÎÔÃ

ÌÐÃò ÉÏÃ ÌÃÆÅÇÔÏÃ ÆÇÌÃ ÎÃ ÌÐÔÃÏÄ \ ÓÃÄ ÌÒÓÓÃV Ä ^ÆÔÄ U �ÏÃ ÎÃÄ _ ÇÓÇÎÔÃÄ ÎÒÏÅ ÄÒÉËÆÃ ÌÃÅÅÃ
ÆÇÌÃ ÎÃ ÌÐÔÃÏÄ ôÆÍÄÃÏÅÃ ÓÃÄ _ ì_ ÃÄ ÌÇÆÇÌÅÍÆÔÄÅÔaÉÃÄ aÉÃ ÓÇ ´ ] ó ÃÊÌÃôÅÍ aÉÃ ÓÃÄ ô ÍÆÔÒÎÃÄ
ÎÃÄ ÒÄÌÔÓÓÇÅÔÒÏÄ ÄÒÏÅ ô ÓÉ Ä ÌÒÉÆÅÃÄ U

£ ÃÄ ÍÅÉÎÃÄ ÆÍÌÃÏÅÃÄ �Áb ó BÀ� ÒÏÅ ô ÃÆ_ ÔÄ ÎÃ _ ÃÅÅÆÃ ÃÏ ÍÈÔÎÃÏÌÃ ó ÃÏ ôÓÉÄ ÎÃ ÓÇ ÎÍ¾ÌÆÒÔÄÄÇÏÌÃ ÎÉ ÏÒ_�ÆÃ ÎÃ ÏÃÉÅÆÒôÐÔÓÃÄ ó ÎÃÄ ÒÄÌÔÓÓÇÅÔÒÏÄ ÌÒÆÆÃÄô ÒÏÎÇÏÅÃÄ ÎÉ ÏÒ_�ÆÃ ÎÃ
ôÓÇaÉÃÅÅÃÄ ó ÄÒÉÈÃÏÅ ÎÉ ÏÒ_�ÆÃ ÎÃ _ ÒÏÒÌVÅÃÄ ÃÅ Î eÍÒÄÔÏÒôÐÔÓÃÄ ó ÃÅ ôÇÆWÒÔÄ ÎÉ ÏÒ_�ÆÃ ÎÃ
ÆÍÅÔÌÉÓÒ ÌVÅÃÄ ÃÅ ÎÃ ÓV_ôÐÒÌVÅÃÄ U ]ÃÄ ÒÄÌÔÓÓÇÅÔÒÏÄ ÄÃ WÒÏÅ ^ÍÏÍÆÇÓÃ_ ÃÏÅ ÎÃ ÈÇÓÃÉÆÄ ÏÒÆ¾
_ ÇÓÃÄ ÈÃÆÄ ÎÃÄ ÈÇÓÃÉÆÄ ÍÓÃÈÍÃÄ ó ÃÏ ÌÒÏÅÆÇÄÅÃ ÇÈÃÌ ÌÃ aÉÔ ÃÄÅ Ò� ÄÃÆÈÍ ÌÐÃò ÓÃÄ ÏÃÉÅÆÒôÐÔÓÃÄ U
ÂÇ ô ÍÆÔÒÎÃ ÎÃÄ ÒÄÌÔÓÓÇÅÔÒÏÄ ÃÄÅ ÅÆÑÄ ÄÒÉÈÃÏÅ ÓÇ _ ì_ Ã ô ÒÉÆ ÅÒÉÄ ÓÃÄ ÅVô ÃÄ ÎÃ ÌÃÓÓÉ ÓÃÄ U

£ ÃÄ ÍÅÉÎÃÄ ÆÍÇÓÔÄÍÃÄ ¯ Ó eÇÔÎÃ ÎÃ ÅÆÇÏÄôÓÇÏÅÇÅÔÒÏÄ ÒÏÅ _ ÒÏÅÆÍ aÉÃ Ó eÒÆÔ^ ÔÏÃ ÎÃ ÓÇ ´ ]ÆÍÄÔÎÇÔÅ ÎÇÏÄ ÉÏ ÎÃÄ ÌÒ_ôÇÆÅÔ_ ÃÏÅÄ ÎÃ ÌÃÓÓÉ ÓÃÄ ÄÒÉÌÐÃÄ ÎÃ ÓÇ _ Ì ÓÓÃ ÒÄÄÃÉÄÃ ó ôÆÒ�Ç� ÓÃ_ ÃÏÅ
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ß àá â TUX ã � ÃôÆÍÄÃÏÅÇÅÔÒÏ ÎÃÄ ÏÔÈÃÇÉÊ ÎÃ ÌÃÓÓÉ ÓÃÄ ÃÏ ÌÔÆÌÉÓÇÅÔÒÏ ÎÇÏÄ ÓÃ ÄÇÏ^ ÎÇÏÄ ÓÃ ÌÇÄ
ÎÃ ÓÇ ÏÃÉÅÆÒô ÍÏÔÃ ÌVÌÓÔaÉÃ ¸´ ]¹ ÃÅ ÎÃ Ó eÇÏÍ_ ÔÃ ÇôÓÇÄÔaÉÃ ¸ff ¹ U Â eÍÌÐÃÓÓÃ ÎÃÄ ÎÃÏÄÔÅÍÄ ÃÄÅ
ÓÇ ÄÉÔÈÇÏÅÃ \ ôÒÉÆ ÓÃÄ ÏÃÉÅÆÒôÐÔÓÃÄ ó

103 ÌÃÓÓÉ ÓÃÄÎµÂ ó ô ÒÉÆ ÓÃÄ ôÓÇaÉÃÅÅÃÄ ó 105 ÌÃÓÓÉ ÓÃÄÎµÂ óô ÒÉÆ ÓÃÄ ÆÍÅÔÌÉÓÒ ÌVÅÃÄ ó
104 ÌÃÓÓÉ ÓÃÄÎµÂ ó ÃÅ ô ÒÉÆ Ó eÐÍ_ Ò^ ÓÒ� ÔÏÃ ¸¢� ¹ ó ^ÎÎÂ U £ eÇôÆÑÄ ·ÉÃÆÆV

�� ��� �Áb � ôÒÉÆ ÓÇ ´ ] ÃÅ [ ÒÆÓÃV �Y¿� ôÒÉÆ Ó eff U

ÓÃÄ ÌÃÓÓÉ ÓÃÄ ÄÒÉÌÐÃÄ ÐÍ_ ÇÅÒô Ò`ÍÅÔaÉÃÄ ôÓÉÆÔô ÒÅÃÏÅÃÄ U
ÂÃÄ _ ÍÌÇÏÔÄ_ ÃÄ ÆÃÄô ÒÏÄÇ� ÓÃÄ ÎÃ Ó eÇôôÇÆÔÅÔÒÏ Î eÒÄÌÔÓÓÇÅÔÒÏÄ ô ÍÆÔÒÎÔaÉÃÄ ÏÃ ÄÒÏÅ _ ÇÓ^ÆÍ

ÅÒÉÅ ÅÒÉõ ÒÉÆÄ ôÇÄ � ÔÃÏ ÌÒÏÏÉÄ U g ÓÉÄÔÃÉÆÄ _ ÒÎÑÓÃÄ _ ÇÅÐÍ_ ÇÅÔaÉÃÄ ÒÏÅ ÅÃÏÅÍ Î eÇôôÒÆÅÃÆ
ÉÏÃ ÆÍô ÒÏÄÃ ¯ ÌÃ ôÆÒ� ÓÑ_ Ã U £ ÃÉÊ ÔÎÍÃÄ ôÆÔÏÌÔôÇÓÃÄ ÄÃ ÎÍ^Ç^ÃÏÅ UÂÇ ôÆÃ_ ÔÑÆÃ ÄÔÅÉÃ Ó eÇôôÇÆÔÅÔÒÏ ÎÃÄ ÒÄÌÔÓÓÇÅÔÒÏÄ ô ÍÆÔÒÎÔaÉÃÄ ÓÒÆÄ ÎÃ ÓÇ ô ÃÆÅÃ ÎÃ ÄÅÇ� Ô¾ÓÔÅÍ ÎÃÄ ôÐÍÏÒ_ ÑÏÃÄ ÎÃ ÌÒÏÅÆÏ ÓÃ ô ÍÆÔôÐÍÆÔaÉÃÄ �Td ó db ó dÁ� ó �ÇÄÍÄ ÄÉÆ ÓÇ ÆÍ^ÉÓÇÅÔÒÏ ÎÃ
Ó eÐÍ_ ÇÅÒô Ò`ÑÄÃ ôÇÆ Ó eÇÌÅÔÒÏ ÎÃ WÇÌÅÃÉÆÄ ÎÃ ÌÆÒÔÄÄÇÏÌÃ ¸ÈÒÔÆ ÄÃÌÅÔÒÏ TUb ¹ U ÂÇ ÎÃÉÊ ÔÑ_ Ã
ÄÉôôÒÄÃ aÉÃ ÓÃÄ ÒÄÌÔÓÓÇÅÔÒÏÄ ÄÒÏÅ ÉÏÃ ÌÒÏÄÍaÉÃÏÌÃ ÎÃ ÓÇ ô ÃÆÅÃ ÎÃ ÄÅÇ� ÔÓÔÅÍ ÎÃ ôÐÍÏÒ_ ÑÏÃÄ
ÎÃ ÌÒÏÅÆÏ ÓÃ Î eÇÉÅÒ¾ÆÍ^ÉÓÇÅÔÒÏ �¿¿ ó XZ ó Xb ó XÁ� ó ôÆÔÏÌÔôÇÓÃ_ ÃÏÅ ÉÏ ÎÍÆÑ^ ÓÃ_ ÃÏÅ ÎÉ ÅÇÉÊÎ eÇô ÒôÅÒÄÃ ¸ÈÒÔÆ ÄÃÌÅÔÒÏ TUTUZ¹ U

�ï� ï¨ ð tkjvq �o kx lkn�h{o
Â eÇÏÍ_ ÔÃ ÇôÓÇÄÔaÉÃ ¸ff ¹ ó ÒÉ ÇôÓÇÄÅÔaÉÃ ó ÒÉ ÃÏÌÒÆÃ ÇÏÍ_ ÔÃ _ ÍÎÉÓÓÇÔÆÃ ó ÃÄÅ ÉÏÃ _ ÇÓÇ¾ÎÔÃ ÆÇÆÃ _ ÇÔÄ ÅÆÑÄ ÄÍÆÔÃÉ ÄÃ ó ÌÇÆÇÌÅÍÆÔÄÍÃ ôÇÆ ÉÏÃ ôÇÏÌVÅÒô ÍÏÔÃ ô ÍÆÔôÐÍÆÔaÉÃ ó Ì eÃÄÅ¾¯¾ÎÔÆÃÉÏÃ ÎÍÍÌÔÃÏÌÃ ÎÃ ÅÒÉÄ ÓÃÄ ÍÓÍ_ ÃÏÅÄ WÒÆ_ ÍÄ ÎÉ ÄÇÏ^ ¸^ ÓÒ�ÉÓÃÄ ÆÒÉ^ÃÄ ó ^ ÓÒ�ÉÓÃÄ � ÓÇÏÌÄ ÃÅ

ô ÓÇaÉÃÅÅÃÄ¹ ¸ÌW U c Ô^ U TUX¹ U Â eff ôÆÒÈÒaÉÃ ÎÒÏÌ ÅÆÒÔÄ ÅVô ÃÄ ÎÃ ÄV_ôÅÏ_ ÃÄ \ ÎÃÄ ÇÏÍ_ ÔÃÄ ó
ÓÔÍÃÄ ¯ ÓÇ ÌÇÆÃÏÌÃ ÃÏ ÐÍ_ ÇÅÔÃÄ ó ÉÏÃ ÈÉÓÏÍÆÇ� ÔÓÔÅÍ ÇÉÊ ÔÏ WÃÌÅÔÒÏÄ ó ôÇÆ _ ÇÏaÉÃ ÎÃ ^ ÓÒ�ÉÓÃÄ
� ÓÇÏÌÄ ó ÃÅ ÃÏÍÏ ÎÃÄ ÅÆÒÉ� ÓÃÄ ÎÃ ÓÇ ÌÒÇ^ÉÓÇÅÔÒÏ ÃÏ Ó eÇ� ÄÃÏÌÃ ÎÃ ôÓÇaÉÃÅÅÃÄ U
Â eff ÆÍÄÉÓÅÃ Î eÉÏÃ ÎÍWÇÔÓÓÇÏÌÃ ÎÃ ÓÇ _ Ì ÓÓÃ ÒÄÄÃÉÄÃ ÓÒÆÄ ÎÃ ÓÇ ôÆÒÎÉÌÅÔÒÏ ÎÃÄ ÌÃÓÓÉ ÓÃÄ



Z¿ ÐÑÒÓ Ô ÕÖ × Ø Ù �Ú ÕÖÛÜÝÞÕÔÛÚ
ÄÇÏ^ÉÔÏÃÄ U ]ÃÅÅÃ ÎÍWÇÔÓÓÇÏÌÃ ÃÄÅ ÎÉÃ ¯ ÓÇ ÎÃÄÅÆÉÌÅÔÒÏ ÎÃ ÌÃÓÓÉ ÓÃÄ ÄÒÉÌÐÃÄ _ÉÓÅÔô ÒÅÃÏÅÃÄ ÒÉ
¯ ÓÇ _ ÒÎÔÍ ÌÇÅÔÒÏ ÎÃ Ó eÃÏÈÔÆÒÏÏÃ_ ÃÏÅ ÎÃÄ ÌÃÓÓÉ ÓÃÄ ÄÒÉÌÐÃÄ Ã_ô ìÌÐÇÏÅ ÓÃ ÎÍÈÃÓÒôô Ã_ ÃÏÅ
ÌÒÆÆÃÌÅ ÎÃ ÌÃÄ ÎÃÆÏÔÑÆÃÄ U
ÂÃÄ ÌÇÉÄÃÄ ÎÃ Ó eff ÄÒÏÅ ÎÔÈÃÆÄÃÄ \ ÃÓÓÃÄ ô ÃÉÈÃÏÅ ìÅÆÃ ÐÍÆÍÎÔÅÇÔÆÃÄ ÒÉ ÇÌaÉÔÄÃÄ U £ ÇÏÄ

ÁÀ � ¯ BÁ � ÎÃÄ ÌÇÄ ÓÃÄ ÌÇÉÄÃÄ ÎÃ Ó eff ÏÃ ÄÒÏÅ ôÇÄ ÌÒÏÏÉÃÄ \ ÒÏ ôÇÆÓÃ Î eÇÏÍ_ ÔÃ ÇôÓÇÄÔaÉÃ
ÔÎÔÒôÇÅÐÔaÉÃ ¸ÒÉ ôÆÔ_ ÇÔÆÃ¹ U £ ÇÏÄ ÓÃÄ ÇÉÅÆÃÄ ÌÇÄ ó ÔÓ ô ÃÉÅ Ä eÇ^ ÔÆ \ Î eÉÏÃ _ ÇÓÇÎÔÃ ÎÃ ÓÇ _ Ì ÓÓÃ
ÒÄÄÃÉÄÃ ¸ÉÏÃ ÓÃÉÌÍ_ ÔÃ ÎÇÏÄ ÓÃÄ ôÆÃ_ ÔÃÆÄ ÄÅÇÎÃÄ ôÇÆ ÃÊÃ_ôÓÃ¹ ó Î eÃÊô ÒÄÔÅÔÒÏ ¯ ÎÃÄ ÆÇÎÔÇÅÔÒÏÄ
¸ÓÒÆÄ ÎÃ ÆÇÎÔÒÅÐÍÆÇôÔÃÄ ó _ ÇÔÄ ÇÉÄÄÔ ÓÒÆÄ Î eÉÏÃ ÃÊô ÒÄÔÅÔÒÏ ¯ ÎÃÄ ÆÃÅÒ_� ÍÃÄ Î eÃÊôÓÒÄÔÒÏ
ÏÉÌÓÍÇÔÆÃ¹ ó Î eÃÊô ÒÄÔÅÔÒÏ ¯ ÎÃÄ ôÆÒÎÉÔÅÄ ÅÒÊÔaÉÃÄ ¸ÔÏÄÃÌÅÔÌÔÎÃÄ ó � ÃÏòÑÏÃ ó ÃÅÌ U¹ ó ÎÃ ÓÇ ôÆÔÄÃ
ÎÃ ÌÃÆÅÇÔÏÄ _ ÍÎÔÌÇ_ ÃÏÅÄ ó ÃÅÌ U ´ ÒÅÒÏÄ aÉÃ ÓÃÄ WÃ_ _ ÃÄ ÃÏÌÃÔÏÅÃÄ ô ÃÉÈÃÏÅ ìÅÆÃ ÄÉõ ÃÅÅÃÄ ¯
Ó eff U

�ï� ï� ðk lo{|vq �o qmvlrypo |uzrj�h{o x vz�r p�h{o
ÂÇ ÓÃÉÌÍ_ ÔÃ ÃÄÅ ÉÏ ÌÇÏÌÃÆ ÎÃÄ ÌÃÓÓÉ ÓÃÄ ÎÉ ÄÇÏ^ \ ÔÓ Ä eÇ^ ÔÅ Î eÉÏÃ ôÆÒÓÔWÍÆÇÅÔÒÏ _ ÇÓÔ^ÏÃ ÎÃ

ÌÃÓÓÉ ÓÃÄ ÄÒÉÌÐÃÄ ÐÍ_ ÇÅÒô Ò`ÍÅÔaÉÃÄ Ô_ _ ÇÅÉÆÃÄ ÃÅ aÉÔ ÄÃ ÎÔËÉÄÃÏÅ ÆÇôÔÎÃ_ ÃÏÅ ôÇÆ ÎÔÈ ÔÄÔÒÏÄ U
ÂÇ ÓÃÉÌÍ_ ÔÃ ÃÄÅ ÎÍÍÏÔÃ ó Î eÉÏ ôÒÔÏÅ ÎÃ ÈÉÃ ÌÓÔÏ ÔaÉÃ ó ÃÏ WÒÏÌÅÔÒÏ ÎÉ ÌÇÆÇÌÅÑÆÃ ÎÃ ÓÇ _ ÇÓÇÎÔÃ
¸ÇÔ^Éi ÒÉ ÌÐÆÒÏÔaÉÃ¹ ÃÅ ÎÉ ÅVô Ã ÎÃ ÌÃÓÓÉ ÓÃÄ Ô_ôÓÔaÉÍ ÎÇÏÄ ÓÇ _ ÇÓÇÎÔÃ ¸_VÍÓÒ`ÎÃ ó ÓV_ôÐÒ`ÎÃ
ÒÉ _ ÒÏÒÌVÅÔaÉÃ¹ U ÂÃ ÌÇÆÇÌÅÑÆÃ ÇÔ^Éi ÒÉ ÌÐÆÒÏÔaÉÃ ÎÃ ÓÇ ÓÃÉÌÍ_ ÔÃ ÎÍô ÃÏÎ ÎÉ ÅÇÉÊ ÎÃ
ôÆÒ^ÆÃÄÄÔÒÏ ÎÃ ÓÇ _ ÇÓÇÎÔÃ U
ÂÒÆÄ Î eÉÏÃ ÓÃÉÌÍ_ ÔÃ ÇÔ^Éi ó ÓÃÄ ÌÃÓÓÉ ÓÃÄ ÇôôÇÆÇÔÄÄÃÏÅ õ ÃÉÏÃÄ ó Ô_ _ ÇÅÉÆÃÄ ó ÎÍWÒÆ_ ÍÃÄ ó ÃÅ

ÏÃ ÆÃÄÄÃ_� ÓÃÏÅ ôÇÄ ÒÉ ô ÃÉ ÇÉÊ ÌÃÓÓÉ ÓÃÄ ÏÒÆ_ ÇÓÃÄ U ÂÇ ÓÃÉÌÍ_ ÔÃ ÍÈÒÓÉÃ ÅÆÑÄ ÆÇôÔÎÃ_ ÃÏÅ
ÈÃÆÄ ÓÃ ÎÍÌÑÄ ÃÏ Ó eÇ� ÄÃÏÌÃ ÎÃ ÅÆÇÔÅÃ_ ÃÏÅ U ÂÃÄ ÓÃÉÌÍ_ ÔÃÄ ÌÐÆÒÏÔaÉÃÄ ÄÒÏÅ ÌÇÆÇÌÅÍÆÔÄÍÃÄ ôÇÆ
ÉÏÃ ÍÈÒÓÉÅÔÒÏ ÓÃÏÅÃ ÎÃ ÓÇ _ ÇÓÇÎÔÃ ó _ ÒÔÏÄ ^ÆÇÈÃ ÎÇÏÄ ÉÏ ôÆÃ_ ÔÃÆ ÅÃ_ôÄ ÌÇÆ ô ÃÉ ÍÈÒÓÉÅÔÈÃ U
ÂÇ ÓÃÉÌÍ_ ÔÃ _VÍÓÒ`ÎÃ ÌÐÆÒÏÔaÉÃ ¸Â[ ]¹ ÄÃ ÌÇÆÇÌÅÍÆÔÄÃ ôÇÆ ÉÏÃ ÇÉ^_ ÃÏÅÇÅÔÒÏ ÅÆÑÄ Ô_ ¾ô ÒÆÅÇÏÅÃ ÎÃÄ ^ ÓÒ�ÉÓÃÄ � ÓÇÏÌÄ ÎÃ ÓÇ ÓÔ^ÏÍÃ ÎÃÄ ^ÆÇÏÉÓÒÌVÅÃÄ ÎÇÏÄ ÓÃ ÄÇÏ^ ÃÅ ÓÇ _ Ì ÓÓÃ U �ÓÄ eÇ^ ÔÅ Î eÉÏÃ ÎÃÄ ÓÃÉÌÍ_ ÔÃÄ ÓÃÄ ôÓÉÄ ÆÍôÇÏÎÉÃÄ U £ ÇÏÄ YÀ � ÎÃÄ ÌÇÄ ó ÓÇ Â[ ] ÃÄÅ ÎÉÃ ¯ ÓÇ

ÅÆÇÏÄÓÒ ÌÇÅÔÒÏ ÎÃÄ ÌÐÆÒ_ ÒÄÒ_ ÃÄ Y ÃÅ ¿¿ ó ÇVÇÏÅ ô ÒÉÆ ÌÒÏÄÍaÉÃÏÌÃ ÉÏ ÆÇÓÓÒÏ^Ã_ ÃÏÅ ÎÉ ÌÐÆÒ¾
_ ÒÄÒ_ Ã Y ÃÅ ÉÏ ÆÇÌÌÒÉÆÌÔÄÄÃ_ ÃÏÅ ÎÉ ÌÐÆÒ_ ÒÄÒ_ Ã ¿¿ ó ÏÒ_ _ Í ÌÐÆÒ_ ÒÄÒ_ Ã gÐÔÓÇÎÃÓôÐÔÃ U
´ÒÅÒÏÄ aÉÃ ÎÇÏÄ ÓÇ ôÓÉôÇÆÅ ÎÃÄ ÌÇÄ ÓÇ Â[ ] ÍÈÒÓÉÃ ÃÏ ÓÃÉÌÍ_ ÔÃ ÇÔ^Éi U

]ÃÅÅÃ _ ÇÓÇÎÔÃ ÃÄÅ ÇÌaÉÔÄÃ ÃÅ ÆÍÄÉÓÅÃ ÎÃ ÓÇ ÅÆÇÏÄWÒÆ_ ÇÅÔÒÏ _ ÇÓÔ^ÏÃ Î eÉÏÃ ÄÃÉÓÃ ÌÃÓÓÉ ÓÃ
ÄÒÉÌÐÃ ÐÍ_ ÇÅÒô Ò`ÍÅÔaÉÃ ôÓÉÆÔô ÒÅÃÏÅÃ U ]ÃÅÅÃ ÐVôÒÅÐÑÄÃ ÃÄÅ ÌÒÏ WÒÆÅÍÃ ôÇÆ ÓÇ ôÆÍÄÃÏÌÃ ÎÉÌÐÆÒ_ ÒÄÒ_ Ã gÐÔÓÇÎÃÓôÐÔÃ ÎÇÏÄ ÅÒÉÅÃÄ ÓÃÄ ÓÔ^ÏÍÃÄ ÎÃ ÌÃÓÓÉ ÓÃÄ ÄÇÏ^ÉÔÏÃÄ aÉÔ ÄÒÏÅ ÔÄÄÉÃÄ ÎÃÄ
ÌÃÓÓÉ ÓÃÄ ÄÒÉÌÐÃÄ ÐÍ_ ÇÅÒô Ò`ÍÅÔaÉÃÄ ôÓÉÆÔô ÒÅÃÏÅÃÄ ó ÇÔÏÄÔ aÉÃ ôÇÆ Ó eÒ� ÄÃÆÈÇÅÔÒÏ Î eÒÄÌÔÓÓÇÅÔÒÏÄ
ô ÍÆÔÒÎÔaÉÃÄ ÎÃ ÅÒÉÄ ÓÃÄ ÍÓÍ_ ÃÏÅÄ Í^ÉÆÍÄ ÎÉ ÄÇÏ^ ÎÇÏÄ ÉÏ ÌÃÆÅÇÔÏ ÅVô Ã ÎÃ Â[ ] U
ÂÃÄ ôÆÃ_ ÔÑÆÃÄ Ò� ÄÃÆÈÇÅÔÒÏÄ Î eÒÄÌÔÓÓÇÅÔÒÏÄ ÎÇÏÄ ÓÇ Â[ ] ÄÒÏÅ ÎÉÃÄ ¯ [ ÒÆÓÃV �� ��� �YZ� U

� ÓÓÃÄ ÄÔ^ÏÇÓÃÏÅ aÉÃ ÎÃÄ ÒÄÌÔÓÓÇÅÔÒÏÄ ô ÃÉÈÃÏÅ ìÅÆÃ Ò� ÄÃÆÈÍÃÄ ÌÐÃò ÎÃÄ ôÇÅÔÃÏÅÄ ÇÅÅÃÔÏÅÄ ÎÃ
Â[ ] ÇÈÃÌ ÓÇ _ ì_ Ã ô ÍÆÔÒÎÃ ô ÒÉÆ ÓÃÄ ^ ÓÒ�ÉÓÃÄ ÆÒÉ^ÃÄ ó ÓÃÄ ^ ÓÒ�ÉÓÃÄ � ÓÇÏÌÄ ÃÅ ÓÃÄ ôÓÇaÉÃÅÅÃÄ \
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ß àá â TUd ã � Ãô ÍÄÃÏÅÇÅÔÒÏ ÎÃÄ ÏÔÈÃÇÉÊ ÎÃ ÌÃÓÓÉ ÓÃÄ ÃÏ ÌÔÆÌÉÓÇÅÔÒÏ ÎÇÏÄ ÓÃ ÄÇÏ^ ÎÇÏÄ ÓÃ
ÌÇÄ ÎÃ ÓÇ ÓÃÉÌÍ_ ÔÃ _VÍÓÒ`ÎÃ ÌÐÆÒÏÔaÉÃ U Â eÍÌÐÃÓÓÃ ÎÃÄ ÎÃÏÄÔÅÍÄ ÃÄÅ ÓÇ ÄÉÔÈÇÏÅÃ \ ôÒÉÆ ÓÃÄ
ÓÃÉÌÒÌVÅÃÄ ó

104 ÌÃÓÓÉ ÓÃÄÎµÂ ó ô ÒÉÆ ÓÃÄ ôÓÇaÉÃÅÅÃÄ ó 105 ÌÃÓÓÉ ÓÃÄÎµÂ ó ÃÅ ô ÒÉÆ ÓÃÄ ÆÍÅÔÌÉÓÒÌVÅÃÄ ó
104 ÌÃÓÓÉ ÓÃÄÎµÂ U £ eÇôÆÑÄ ]ÐÔõõÇôôÇ �� ��� �Zb � U

ÒÏ ôÇÆÓÃ ÇÓÒÆÄ ÎÃ ÓÃÉÌÍ_ ÔÃ _VÍÓÒ`ÎÃ ÌÐÆÒÏÔaÉÃ ô ÍÆÔÒÎÔaÉÃ U ÂÇ ô ÍÆÔÒÎÃ ÎÃÄ ÒÄÌÔÓÓÇÅÔÒÏ Ä
ÈÇÆÔÃ ÃÏÅÆÃ ZÀ ÃÅ TÀÀ õ ÒÉÆÄ ó ÇÈÃÌ ÎÃÄ ÈÇÓÃÉÆÄ ^ÍÏÍÆÇÓÃ_ ÃÏÅ ÌÒ_ôÆÔÄÃÄ ÃÏÅÆÃ XÀ ÃÅ dÀ õ ÒÉÆÄ UÂÃ ÏÔÈÃÇÉ ÎÃ ^ ÓÒ�ÉÓÃÄ � ÓÇÏÌÄ ÈÇÆÔÃ ÃÏÅÆÃ ZÀ ÃÅ 200 × 109 ÌÃÓÓÉ ÓÃÄÎÂ ó ÇÓÒÆÄ aÉÃ ô ÒÉÆ ÓÃÄ
ô ÓÇaÉÃÅÅÃÄ ÃÅ ÓÃÄ ^ ÓÒ�ÉÓÃÄ ÆÒÉ^ÃÄ ÓÃÄ ÈÇÓÃÉÆÄ ÈÇÆÔÃÏÅ ôÓÉÅÏÅ ÎÃ ÏÒÆ_ ÇÓÃÄ ¯ ÍÓÃÈÍÃÄ ¸ÌW U c Ô^ U
TUd¹ U

�ï� ï� i {wzon q klkp�on uvq kwrlr~ �h{on |m|l�h{on
�Ó ÃÊ ÔÄÅÃ � ÔÃÏ Î eÇÉÅÆÃÄ _ ÇÓÇÎÔÃÄ ÐÍ_ ÇÅÒÓÒ^ ÔaÉÃÄ aÉÃ Ó eÒÏ ô ÃÉÅ aÉÇÓÔÍÃÆ ÎÃ ÌVÌÓÔaÉÃÄ U

´ ÒÉÄ ÃÏ ÌÔÅÒÏÄ aÉÃÓaÉÃÄ ÉÏÃÄ aÉÔ ÏÃ ÅÒÉÌÐÃÏÅ ôÇÄ WÒÆÌÍ_ ÃÏÅ ÅÒÉÄ ÓÃÄ ÅVô ÃÄ ÎÃ ÌÃÓÓÉ ÓÃÄ
ÄÇÏ^ÉÔÏÃÄ ó _ ÇÔÄ ôÇÆWÒÔÄ ÄÃÉÓÃ_ ÃÏÅ ÉÏ ÒÉ ÎÃÉÊ U ÂÃÄ ÃÊÃ_ôÓÃÄ ÄÒÏÅ ÔÄÄÉÄ ÎÃ ¢ ÇÉÆÔÃ �� ���
�ÁY� UÂ eÇÏÍ_ ÔÃ ÐÍ_ ÒÓVÅÔaÉÃ ÇÉÅÒ¾Ô_ _ÉÏÃ ÃÄÅ ÉÏÃ WÒÆ_ Ã ÆÇÆÃ Î eÇÏÍ_ ÔÃ ÐÍ_ ÒÓVÅÔaÉÃ ÌÐÃò
Ó eÐÒ_ _ Ã U � ÓÓÃ ÌÒÏÄÔÄÅÃ ÃÏ ÉÏ ÆÇÌÌÒÉÆÌÔÄÄÃ_ ÃÏÅ ÎÃ ÓÇ ÎÉÆÍÃ ÎÃ ÈÔÃ ÎÃÄ ^ ÓÒ�ÉÓÃÄ ÆÒÉ^ÃÄ ôÇÆ
ÍÊÇÅÔÒÏ Î eÉÏ ÇÏÅÔÌÒÆôÄ ÄÉÆ ÓÃÄ ÐÍ_ ÇÅÔÃÄ ë ÌÃÓÇ ÃÏÅÆÇçÏÃ ÓÃÉÆ ÎÃÄÅÆÉÌÅÔÒÏ ó ÃÏ ÎÍôÇÄÄÇÏÅ ÓÃÄ
ÌÇôÇÌÔÅÍÄ ÎÃ ÆÍ^ÍÏÍÆÇÅÔÒÏ ÎÃ ÓÇ _ Ì ÓÓÃ ÒÄÄÃÉÄÃ U £ ÃÄ ô ÍÆÔÒÎÃÄ ÎÃ Ó eÒÆÎÆÃ ÎÃ TB ¯ TX õ ÒÉÆÄ
ÎÇÏÄ ÓÇ ôÆÒÎÉÌÅÔÒÏ ÎÃÄ ÐÍ_ ÇÅÔÃÄ ÃÅ ÎÃÄ ÆÍÅÔÌÉÓÒ ÌVÅÃÄ ÒÏÅ ÍÅÍ Ò� ÄÃÆÈÍÃÄ U
ÂÇ ÅÐÆÒ_� Òô ÍÏÔÃ ¸ÒÉ ÅÐÆÒ_� ÒÌVÅÒô ÍÏÔÃ¹ ÌVÌÓÔaÉÃ ó ÌÇÆÇÌÅÍÆÔÄÍÃ ôÇÆ ÉÏÃ �ÇÔÄÄÃ ÄÔ^ÏÔ¾

Í ÌÇÅÔÈÃ ÎÉ ÏÒ_�ÆÃ ÎÃ ôÓÇaÉÃÅÅÃÄ ó ÃÄÅ ÇÉÄÄÔ ÉÏÃ _ ÇÓÇÎÔÃ ÐÍ_ ÇÅÒÓÒ^ ÔaÉÃ ÌVÌÓÔaÉÃ U ÂÃÄ
ô ÍÆÔÒÎÃÄ Ò� ÄÃÆÈÍÃÄ ÄÒÏÅ ÎÃ Ó eÒÆÎÆÃ ÎÃ ¿À ¯ bÀ õ ÒÉÆÄ U �ÃÉÓÃÄ ÓÃÄ ôÓÇaÉÃÅÅÃÄ ¸ÃÅ ÎÒÏÌ ÓÇ
ÓÔ^ÏÍÃ _ Ç^ÍÌÇÆVÒÌVÅÇÔÆÃ¹ ÄÒÏÅ ÅÒÉÌÐÍÃÄ ôÇÆ ÌÃÄ ÒÄÌÔÓÓÇÅÔÒÏÄ U



Zb ÐÑÒÓ Ô ÕÖ × Ø Ù �Ú ÕÖÛÜÝÞÕÔÛÚ
ÂÇ � ���	������ 
� &��� ó ÒÉ ô ÒÓVÌVÅÐÍ_ ÔÃ ÈÆÇÔÃ ó ÃÄÅ ÌÇÆÇÌÅÍÆÔÄÍÃ ôÇÆ ÉÏÃ ôÆÒÓÔWÍÆÇÅÔÒÏ

ÇÏÒÆ_ ÇÓÃ ÃÅ ÔÏÌÒÏÅÆÏ ÓÍÃ ÎÃ ÅÒÉÄ ÓÃÄ ôÆÒ^ÍÏÔÅÃÉÆÄ ¸ÈÒÔÆ ÄÃÌÅÔÒÏ TUZ¹ U �ÏÃ ÇÉ^_ ÃÏÅÇÅÔÒÏ
Ç� ÄÒÓÉÃ ÎÃ ÓÇ _ ÇÄÄÃ ÎÃÄ ^ ÓÒ�ÉÓÃÄ ÆÒÉ^ÃÄ ÃÅ ÎÉ ÈÒÓÉ_ Ã ÄÇÏ^ÉÔÏ ÅÒÅÇÓ ÃÄÅ Ò� ÄÃÆÈÍÃ U ]Ò_ _ Ã
ÓÇ ÓÃÉÌÍ_ ÔÃ _VÍÓÒ`ÎÃ ÌÐÆÒÏÔaÉÃ ó ÓÇ � ���	������ 
� &��� ÃÄÅ ÎÉÃ ¯ ÓÇ ÅÆÇÏÄWÒÆ_ ÇÅÔÒÏ Î eÉÏÃ
ÉÏÔaÉÃ ÌÃÓÓÉ ÓÃ ÄÒÉÌÐÃ ôÓÉÆÔô ÒÅÃÏÅÃ U ÂÃÄ ô ÍÆÔÒÎÃÄ Ò� ÄÃÆÈÍÃÄ ÄÒÏÅ ÎÃ ¿X õ ÒÉÆÄ ô ÒÉÆ ÓÃÄôÓÇaÉÃÅÅÃÄ ó TX õ ÒÉÆÄ ô ÒÉÆ ÓÃÄ ÆÍÅÔÌÉÓÒ ÌVÅÃÄ ÃÅ TÁ õ ÒÉÆÄ ô ÒÉÆ ÓÃÄ ÏÃÉÅÆÒôÐÔÓÃÄ U

ä åj k _OUT]MLMQ\] dO]O_LXT ZTU M_L`LS^
ÂÃÄ ÅÆÇÈÇÉÊ ÃÊô ÒÄÍÄ ÎÇÏÄ ÌÃ _ ÇÏÉÄÌÆÔôÅ ÒÏÅ WÇÔÅ Ó eÒ� õ ÃÅ ÎÃ ôÉ� ÓÔÌÇÅÔÒÏÄ ÎÇÏÄ ÎÃÄ

ÆÃÈÉÃÄ ÔÏÅÃÆÏÇÅÔÒÏÇÓÃÄ ÇÈÃÌ ÌÒ_ ÔÅÍ ÎÃ ÓÃÌÅÉÆÃ ÃÅ ÎÃÄ ÇÌÅÃÄ ÎÃ ÌÒÏ^ÆÑÄ \ fÎÔ_V ÃÅ ]ÆÇÉÄÅÃ
�Z ó b ó Á ó B� ó fÎÔ_V ó ]ÆÇÉÄÅÃ ÃÅ gÉõ Ò¾[ ÃÏõ ÒÉÃÅ �d� ó fÎÔ_V ó ]ÆÇÉÄÅÃ ÃÅ �ÉÇÏ �Y ó TÀ� ÃÅ
fÎÔ_V ó ]ÆÇÉÄÅÃ ó ¢ ÇÓÇÏÇV ó ´ ÃÇ_ lÉ ó �ôÆÔm �X� U

´ ÒÉÄ Ó eÇÈÒÏÄ ôÆÍÌÔÄÍ ÇÉ ÎÍ�ÉÅ ÎÃ ÌÃ ÌÐÇô ÔÅÆÃ ÔÏÅÆÒÎÉÌÅÔW ó ÓÃÄ ÅÆÇÈÇÉÊ ôÆÍÄÃÏÅÍÄ ÎÇÏÄ ÌÃ
_ Í_ ÒÔÆÃ ô ÒÆÅÃÏÅ ÄÉÆ Ó eÍÅÉÎÃ _ ÇÅÐÍ_ ÇÅÔaÉÃ ÎÃ Ó eÐÍ_ ÇÅÒô Ò`ÑÄÃ U ´ ÒÉÄ ôÆÍÌÔÄÒÏÄ ¯ ôÆÍÄÃÏÅ
ÓÃÄ ÆÇÔÄÒÏÄ ÃÅ Ò� õ ÃÌÅÔWÄ aÉÔ ÒÏÅ _ ÒÅÔÈÍ ÉÏÃ ÅÃÓÓÃ ÍÅÉÎÃ U
ÂÇ ÌÒ_ôÓÃÊÔÅÍ ÎÃÄ ôÆÒÌÃÄÄÉÄ ÌÒÏÌÒÉÆÇÏÅ ¯ ÓÇ ôÆÒÎÉÌÅÔÒÏ ÎÃÄ ÌÃÓÓÉ ÓÃÄ ÄÇÏ^ÉÔÏÃÄ ó Î eÉÏÃ

ôÇÆÅ ó ÃÅ ÓÇ ÌÒÏÅÔÏÉÔÅÍ ÎÃÄ ôÐÍÏÒ_ ÑÏÃÄ ÎÃ ÎÔË ÍÆÃÏÌÔÇÅÔÒÏ ÃÅ _ ÇÅÉÆÇÅÔÒÏ ÌÃÓÓÉ ÓÇÔÆÃÄ ó Î eÇÉÅÆÃ
ôÇÆÅ ó ÓÇÔÄÄÃÏÅ ô ÃÏÄÃÆ aÉ eÉÏÃ ÇôôÆÒÌÐÃ ¯ Ó eÇÔÎÃ ÎÃ _ ÒÎÑÓÃÄ _ ÇÅÐÍ_ ÇÅÔaÉÃÄ ÌÒÏÅÔÏÉÄ ô ÃÆ¾
_ ÃÅÅÆÇÔÅ ÎÃ ÄÒÉÓÔ^ÏÃÆ ÌÃÆÅÇÔÏÄ ÇÄô ÃÌÅÄ aÉÇÓÔÅÇÅÔWÄ ÎÃ Ó eÐÍ_ ÇÅÒô Ò`ÑÄÃ U ]ÃÅÅÃ ÔÎÍÃ ÃÄÅ ÄÒÉÅÃ¾ÏÉÃ ôÇÆ ÓÇ ôÆÒWÉÄÔÒÏ ÎÃ ôÉ� ÓÔÌÇÅÔÒÏÄ ÅÆÇÔÅÇÏÅ ÎÃ ôÆÒ� ÓÑ_ ÃÄ ÎÃ ÎVÏÇ_ ÔaÉÃ ÎÃ ô ÒôÉÓÇÅÔÒÏ
ÌÒÏÅÔÏÉÄ ó ÃÏ ôÇÆÅÔÌÉÓÔÃÆ ÎÃ _ ÒÎÑÓÃÄ ÎÃ ÌÆÒÔÄÄÇÏÌÃ ÌÃÓÓÉ ÓÇÔÆÃ ÄÅÆÉÌÅÉÆÍÄ ÃÏ �^Ã ÃÅÎÒÉ ÃÏ
ÅÇÔÓÓÃ U

]ÒÏÌÃÆÏÇÏÅ ÓÃÄ ôÆÒ� ÓÑ_ ÃÄ ÄÅÆÉÌÅÉÆÍÄ ÃÏ �^Ã ó ÏÒÉÄ ÏÃ ÆÃÅÃÏÒÏÄ aÉÃ aÉÃÓaÉÃÄ ôÉ� ÓÔÌÇ¾ÅÔÒÏÄ ¯ ÏÒÅÆÃ ÇÈÔÄ ÄÔ^ÏÔÍÌÇÅÔÈÃÄ ÃÅ ÏÒÉÄ ÆÃÏÈÒVÒÏÄ ÓÃ ÓÃÌÅÃÉÆ ÔÏÅÍÆÃÄÄÍ ÇÉÊ ÎÃÉÊ ÒÉÈÆÇ^ÃÄ
ÅÆÑÄ ÌÒ_ôÓÃÅÄ ÎÃ nÃ�� �TTZ� ¸TYdÁ¹ ÃÅ [ ÃÅò ÃÅ £ ÔÃõ_ ÇÏÏ �dd� ¸TYdB¹ U ] ÔÅÒÏÄ ÅÒÉÅ ÎÃ
_ ì_ Ã ÓÃÄ ÅÆÇÈÇÉÊ ÆÍÌÃÏÅÄ ÎÃ ] ÓÇÔÆÇ_�ÇÉÓÅ �� ��� �ZB� ÄÉÆ ÓÃ ÌÒÏÅÆÏ ÓÃ ÎÉ ÌVÌÓÃ ÌÃÓÓÉ ÓÇÔÆÃ
ÃÅ [ ÔÄÌÐÓÃÆ ÃÅ gÃÆÅÐÇ_ Ã �YÀ� ÃÅ [ ÔÌÐÃÓ �� ��� �dY� ÄÉÆ ÎÃÄ _ ÒÎÑÓÃÄ ÎÃ ô ÒôÉÓÇÅÔÒÏÄ ÄÅÆÉÌ¾ÅÉÆÍÄ U ]ÃÄ _ ÒÎÑÓÃÄ ÄÒÏÅ �ÇÄÍÄ ÄÉÆ ÎÃÄ ÅÆÇÈÇÉÊ ÎÃ � ÒÅÃÏ� ÃÆ^ �TÀ¿� ¸TYdZ¹ ÌÒÏÌÃÆÏÇÏÅ ÉÏÃ
ÍaÉÇÅÔÒÏ ÎÃ ÅÆÇÏÄô ÒÆÅ ÎÍÌÆÔÈÇÏÅ ÉÏÃ ô ÒôÉÓÇÅÔÒÏ ÎÃ ÌÃÓÓÉ ÓÃÄ aÉÔ ÌÆÒçÅ U ]ÃÅÅÃ ÍaÉÇÅÔÒÏ ÇÓÇÆ^Ã_ ÃÏÅ ÍÅÍ ÍÅÉÎÔÍÃ ôÇÆ ¡ÒÉÓÇÏÒÉÇÆ �¿b ó ¿Á ó ¿B ó ¿X� ÃÅ ¡ÒÉÓÇÏÒÉÇÆ ÃÅ �_ Ç_ ÔÆÇÎ �¿d�ÎÃôÉÔÄ Ó eÇÏ ¿ÀÀÀ UÂÃÄ _ ÒÎÑÓÃÄ ÄÅÆÉÌÅÉÆÍÄ ÃÏ ÅÇÔÓÓÃ ÇôôÇÆÇÔÄÄÃÏÅ ÃÏ ÎVÏÇ_ ÔaÉÃ ÎÃÄ ô ÒôÉÓÇÅÔÒÏÄ ô ÒÉÆ
ÔÓÓÉÄÅÆÃÆ ÏÒÅÇ_ _ ÃÏÅ ÓÇ _ ÔÅÒÄÃ ó ôÐÍÏÒ_ ÑÏÃ ÇÉ ÌÒÉÆÄ ÎÉaÉÃÓ ÓÇ ÅÇÔÓÓÃ ÎÃ ÓÇ ÌÃÓÓÉ ÓÃ õ ÒÉÃ ÄÒÉ¾ÈÃÏÅ ÉÏ ÆÏ ÓÃ ôÆÍô ÒÏÎÍÆÇÏÅ U ÂÇ ÄÅÆÉÌÅÉÆÇÅÔÒÏ ÃÏ ÅÇÔÓÓÃ Ï eÃÄÅ _ ÇÓÐÃÉÆÃÉÄÃ_ ÃÏÅ ôÇÄ ÇÎÇôÅÍÃ
¯ ÅÒÉÄ ÓÃÄ ÅVô ÃÄ ÎÃ ÌÃÓÓÉ ÓÃÄ ÃÅ ¯ ÅÒÉÅÃÄ ÓÃÄ ô ÒôÉÓÇÅÔÒÏÄ ÌÃÓÓÉ ÓÇÔÆÃÄ U �Ï ôÇÆÅÔÌÉÓÔÃÆ ó ÌÃÅÅÃÄÅÆÉÌÅÉÆÇÅÔÒÏ ÏÃ ÌÒÏÈÔÃÏÅ ôÇÄ ¯ ÓÇ _ ÒÎÍÓÔÄÇÅÔÒÏ ÎÃÄ ô ÒôÉÓÇÅÔÒÏÄ ÎÃ ÌÃÓÓÉ ÓÃÄ ÄÒÉÌÐÃÄ ó ÌÇÆ



ØÙo Ù p Ö86×Ú ÕÒ ÕÔÛÚ 7 8Ú 8ÖÒé× Ü×6 ÕÖÒqÒÝr ZÁ
ÓÃÉÆ ÎÔË ÍÆÃÏÌÔÇÅÔÒÏ Ï eÃÄÅ ôÇÄ ÏÍÌÃÄÄÇÔÆÃ_ ÃÏÅ ÇÄÄÒÌÔÍÃ ¯ ÉÏ ÌÐÇÏ^Ã_ ÃÏÅ ÎÃ ÅÇÔÓÓÃ U ´ ÒÉÄ
ÌÔÅÒÏÄ ÌÃô ÃÏÎÇÏÅ ÓÃÄ ÅÆÇÈÇÉÊ ÎÃ � ÇÅÒ �Bb ó BÁ� ó � ÇÅÒ ÃÅ �ÇÅÒ �BB ó BX� ÃÅ � ÇÅÒ ÃÅ µÒÆÔõÇÅÇ
�Bd� ó ÌÇÆ ó _ ÇÓ^ÆÍ ÉÏÃ Ô_ôÒÆÅÇÏÅÃ ÎÔËÍÆÃÏÌÃ ÇÈÃÌ ÓÃÄ _ ÒÎÑÓÃÄ Î eÐÍ_ ÇÅÒô Ò`ÑÄÃ aÉÃ ÏÒÉÄ
ÍÅÉÎÔÒÏÄ ¸ÉÏÃ ÈÔÅÃÄÄÃ ÎÃ ÌÆÒÔÄÄÇÏÌÃ ÄÅÆÔÌÅÃ_ ÃÏÅ ô ÒÄÔÅÔÈÃ¹ ó ÓÃÄ ÇôôÆÒÌÐÃÄ ÉÅÔÓÔÄÍÃÄ ÎÇÏÄ ÌÃÄ
ÇÆÅÔÌÓÃÄ ÄÒÏÅ ÅÆÑÄ ÔÏÅÍÆÃÄÄÇÏÅÃÄ ÃÅ ÏÒÉÄ ÒÏÅ _ ì_ Ã ÍÅÍ ÉÅÔÓÃÄ ô ÒÉÆ ÎÍ_ ÒÏÅÆÃÆ ÉÏÃ ôÇÆÅÔÃ
ÎÃÄ ÆÍÄÉÓÅÇÅÄ ÎÉ ÌÐÇôÔÅÆÃ b U
ÞØÝ� çÜä á ÖÚßàáÖÚÛâãÜä Ý îßàáÖÚØæØ©�äÜ äÚÙãýÚãÙàä Üï ��Ü ÜÚ áÖÚãÙÛÚà � sÒÏÌÃÆ¾ÏÇÏÅ ÓÃÄ _ ÒÎÑÓÃÄ Î eÐÍ_ ÇÅÒô Ò`ÑÄÃ ó ÓÇ ÄÅÆÉÌÅÉÆÇÅÔÒÏ ÃÏ �^Ã Ç ÎÍõ ¯ ÍÅÍ ÉÅÔÓÔÄÍÃ ÃÅ Ç ô ÃÆ_ ÔÄ ÎÃ
_ ÃÅÅÆÃ ÃÏ ÍÈÔÎÃÏÌÃ ÎÃÄ ÌÒ_ôÒÆÅÃ_ ÃÏÅÄ ôÇÆÅÔÌÉÓÔÃÆÄ ó ÅÃÓÄ aÉÃ Ó eÃÊ ÔÄÅÃÏÌÃ ÎÃ ÄÒÓÉÅÔÒÏÄ ô Í¾ÆÔÒÎÔaÉÃÄ ÒÉ ÎÃ ÌÐÇÒÄ ô ÒÉÆ ÓÇ ô ÒôÉÓÇÅÔÒÏ ÎÃ ÌÃÓÓÉ ÓÃÄ ÄÒÉÌÐÃÄ U ÂÃ ÓÃÌÅÃÉÆ ÔÏÅÍÆÃÄÄÍ ô ÒÉÆÆÇ
ÌÒÏÄÉÓÅÃÆ ¯ ÌÃ ÄÉõ ÃÅ ÓÃÄ ÅÆÇÈÇÉÊ ÎÃ nÃ�� �TTb � ÃÅ £V ÄÒÏ �� ��� �bb ó bÁ ó bB ó bX ó bd ó bY� ó
ÎÇÅÇÏÅ ÎÃ ÓÇ ÍÏ ÎÃÄ ÇÏÏÍÃÄ TYYÀ ÃÅ ÎÉ ÎÍ�ÉÅ ÎÃÄ ÇÏÏÍÃÄ ¿ÀÀÀ U

�ÏÃ ÇÉÅÆÃ ÄÅÆÉÌÅÉÆÇÅÔÒÏ Ä eÃÄÅ ÇÈÍÆÍÃ ÔÏÅÍÆÃÄÄÇÏÅÃ ó ÔÓ Ä eÇ^ ÔÅ Î eÇõ ÒÉÅÃÆ ÉÏÃ ÈÇÆÔÇ� ÓÃ ÎÍ¾ÌÆÔÈÇÏÅ ÓÃ ÏÔÈÃÇÉ ÎÃ ÎÍÈÃÓÒôô Ã_ ÃÏÅ Î eÉÏÃ ÌÃÓÓÉ ÓÃ ó ÌÃÏÄÍÃ ÅÃÏÔÆ ÌÒ_ôÅÃ ÎÃÄ ÎÔË ÍÆÃÏÅÄ
ÄÅÇÎÃÄ ÎÃ ÎÍÈÃÓÒôô Ã_ ÃÏÅ ÎÃÄ ÌÃÓÓÉ ÓÃÄ ÄÒÉÌÐÃÄ ÐÍ_ ÇÅÒô Ò`ÍÅÔaÉÃÄ U sÃÅÅÃ ÈÇÆÔÇ� ÓÃ ÃÄÅ Çôô Ã¾ÓÍÃ í _ ÇÅÉÆÔÅÍ î U �Ó Ä eÇ^ ÔÅ Î eÉÏÃ ÈÇÆÔÇ� ÓÃ ÌÒÏÅÔÏÉÃ ñ _ ì_ Ã ÄÔ ÒÏ ô ÃÉÅ ÃÏÈÔÄÇ^ÃÆ aÉÃÓÓÃ ÄÒÔÅ
ÎÔÄÌÆÑÅÃ ó ÎÍÌÆÔÈÇÏÅ ÇÓÒÆÄ ÎÔËÍÆÃÏÅÃÄ ÌÓÇÄÄÃÄ ÎÃ ÎÍÈÃÓÒôô Ã_ ÃÏÅ ÌÃÓÓÉ ÓÇÔÆÃ \ ÌÃÓÓÉ ÓÃÄ ÄÒÉÌÐÃÄ
ô ÓÉÆÔô ÒÅÃÏÅÃÄ ó ÌÃÓÓÉ ÓÃÄ ÄÒÉÌÐÃÄ _ÉÓÅÔô ÒÅÃÏÅÃÄ ó ôÆÒ^ÍÏÔÅÃÉÆÄ ó ôÆÍÌÉÆÄÃÉÆÄ ôÇÆ ÃÊÃ_ôÓÃ U ÂÃÄ
ôÆÃ_ ÔÃÆÄ _ ÒÎÑÓÃÄ ÄÅÆÉÌÅÉÆÍÄ ÃÏ _ ÇÅÉÆÔÅÍ ÒÏÅ ÍÅÍ ôÆÒô ÒÄÍÄ ó ¯ ÏÒÅÆÃ ÌÒÏÏÇÔÄÄÇÏÌÃ ó ôÇÆ �É¾
� ÔÏÒ� �TÀb � ÃÏ TYBd ÃÅ �É� ÔÏÒ� ÃÅ ÂÃ� Ò� ÔÅò �TÀÁ� ÃÏ TYXÁ U ÂÃÄ _ ÒÎÑÓÃÄ Î eÐÍ_ ÇÅÒô Ò`ÑÄÃ
ÄÅÆÉÌÅÉÆÍÄ ÃÏ �^Ã ÃÅ _ ÇÅÉÆÔÅÍ ó ÒÉ � ÔÃÏ ÄÃÉÓÃ_ ÃÏÅ ÃÏ _ ÇÅÉÆÔÅÍ ó ÒÏÅ ÍÅÍ ôÆÒô ÒÄÍÄ ô ÒÉÆ ÓÇ
ôÆÃ_ ÔÑÆÃ WÒÔÄ ôÇÆ [ ÇÌõÃV ÃÅ �ÉÎÏÔÌõ Ô �d¿ ó dZ� ¸TYYb ó TYYY¹ U f ÌÃÄ ÅÆÇÈÇÉÊ ó ÏÒÉÄ Çõ ÒÉÅÒÏÄ
ÓÇ ÌÒÏÅÆÔ�ÉÅÔÒÏ ÎÃ Â U gÉõ Ò¾[ ÃÏõ ÒÉÃÅ �YX� ÎÇÏÄ ÄÇ ÅÐÑÄÃ ó ÃÏ ¿ÀÀ T ó ÇÔÏÄÔ aÉÃ ÓÃÄ ÇÆÅÔÌÓÃÄ aÉÔ
ÃÏ ÄÒÏÅ ÔÄÄÉÄ �T¿ ó TZ ó TÀÀ� U
ÂÇ ÄÅÆÉÌÅÉÆÇÅÔÒÏ ÃÏ _ ÇÅÉÆÔÅÍ Ç ô ÃÆ_ ÔÄ ÎÃ _ ÃÅÅÆÃ ÃÏ ÍÈÔÎÃÏÌÃ Ó eÔÏ�ÉÃÏÌÃ ÎÃÄ ÌÃÓÓÉ ÓÃÄ

ÄÒÉÌÐÃÄ ôÓÉÆÔô ÒÅÃÏÅÃÄ ÎÇÏÄ ÓÇ ôÆÒÎÉÌÅÔÒÏ ÎÃÄ ÌÃÓÓÉ ÓÃÄ ÎÉ ÄÇÏ^ U ÂÃÄ _ ÒÎÑÓÃÄ ôÆÍÌÍÎÃ_ _ ÃÏÅ
ÉÅÔÓÔÄÍÄ ÒÏÅ ÆÃÏÌÒÏÅÆÍ ÎÃÄ ÓÔ_ ÔÅÃÄ ÃÏ ÆÇÔÄÒÏ Î eÉÏÃ ÐVôÒÅÐÑÄÃ ÌÒ_ _ÉÏÃ ÄÉÆ ÓÇ ÎÉÆÍÃ ÎÉ
ÌVÌÓÃ ÌÃÓÓÉ ÓÇÔÆÃ ó ¯ ÄÇÈÒÔÆ aÉÃ ÅÒÉÅÃÄ ÓÃÄ ÌÃÓÓÉ ÓÃÄ ôÇÄÄÃÏÅ ÃÊÇÌÅÃ_ ÃÏÅ ÓÃ _ ì_ Ã ÅÃ_ôÄ ÃÏ
ôÐÇÄÃ ÎÃ ôÆÒÓÔWÍÆÇÅÔÒÏ U sÃÅÅÃ ÐVôÒÅÐÑÄÃ ó ÉÅÔÓÔÄÍÃ ô ÒÉÆ ÓÇ ôÆÃ_ ÔÑÆÃ WÒÔÄ ôÇÆ [ ÇÌõÃV ÃÅ
�ÉÎÏÔÌõ Ô �d¿� ÃÏ TYYb ó ÆÃôÆÔÄÃ ÃÏ TYYY �dZ� ó ÃÄÅ ÍÈÔÎÃ_ _ ÃÏÅ ÔÏÌÒÆÆÃÌÅÃ Î eÉÏ ôÒÔÏÅ ÎÃ ÈÉÃ
� ÔÒÓÒ^ ÔaÉÃ U £ eÉÏ ôÒÔÏÅ ÎÃ ÈÉÃ _ ÇÅÐÍ_ ÇÅÔaÉÃ ó � ÔÃÏ aÉÃ ÓÔ_ ÔÅÍÃ ó ÃÓÓÃ Ç ÅÒÉÅ ÎÃ _ ì_ Ã ô ÃÆ_ ÔÄ
Î eÒ� ÅÃÏÔÆ ÎÃÄ ÆÍÄÉÓÅÇÅÄ ÔÏÅÍÆÃÄÄÇÏÅÄ ó ÄÉÆ ÓÃ ÌÒ_ôÒÆÅÃ_ ÃÏÅ ÇÄV_ ôÅÒÅÔaÉÃ ÎÃ ÓÇ ô ÒôÉÓÇÅÔÒÏ
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ÅÔÒÏ ÃÄÅ ÎÔÄÅÆÔ�ÉÍ ÄÃÓÒÏ ÉÏ ÏÒVÇÉ ¸ÌÃ aÉÔ ÄÒÉÓÔ^ÏÃ Ó eÔ_ôÒÆÅÇÏÌÃ ÎÃ Ó e�^Ã¹ ó ÃÅ ÓÇ ÎÃÉÊ ÔÑ_ Ã ó
aÉÃ ÌÃ ÅÃ_ôÄ ÎÍô ÃÏÎ ÎÉ ÏÔÈÃÇÉ ÎÃ ÎÍÈÃÓÒôô Ã_ ÃÏÅ ÎÃ ÓÇ ÌÃÓÓÉ ÓÃ ¸ÌÃÅÅÃ ÐVôÒÅÐÑÄÃ ôÆÔÈ Ô¾ÓÍ^ ÔÇÏÅ ÓÇ _ ÇÅÉÆÔÅÍ¹ U ÂÃÄ _ ÒÎÑÓÃÄ Ò�ÅÃÏÉÄ ÇÔÏÄÔ aÉÃ ÓÃÄ ÆÍÄÉÓÅÇÅÄ aÉÃ ÏÒÉÄ ÇÈÒÏÄ ÍÅÇ� ÓÔÄ
ÄÒÏÅ ôÆÍÄÃÏÅÍÄ ÎÇÏÄ ÓÇ ôÆÃ_ ÔÑÆÃ ôÇÆÅÔÃ ÎÃ ÌÃÅÅÃ ÅÐÑÄÃ ó ÔÏÅÔÅÉÓÍÃ í fÏÇÓV ÄÃ ÎÃ _ ÒÎÑÓÃÄ
Î eÐÍ_ ÇÅÒô Ò`ÑÄÃ ÄÅÆÉÌÅÉÆÍÄ ÃÏ �^Ã ÃÅ _ ÇÅÉÆÔÅÍ î U ´ ÒÉÄ V ÎÍ_ ÒÏÅÆÒÏÄ ÃÏ ôÇÆÅÔÌÉÓÔÃÆ ÉÏ
ÆÍÄÉÓÅÇÅ ÎÍÌÆÔÈÇÏÅ Ó eÔÏ�ÉÃÏÌÃ ÎÃÄ ÌÃÓÓÉ ÓÃÄ ÎÃ WÇÔ� ÓÃÄ _ ÇÅÉÆÔÅÍÄ ÄÉÆ ÓÇ ô ÒôÉÓÇÅÔÒÏ ÃÏÅÔÑÆÃ
ÎÃ ÌÃÓÓÉ ÓÃÄ ÄÒÉÌÐÃÄ ÇÔÏÄÔ aÉÃ ÎÃÄ ÆÍÄÉÓÅÇÅÄ ÎÃ ÄÅÇ� ÔÓÔÅÍ ÇÄV_ôÅÒÅÔaÉÃ ÃÅ Î eÔÏÄÅÇ� ÔÓÔÅÍ ô ÒÉÆ
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_ ÒÔÏÄ Î eÇôôÆÍÐÃÏÎÃÆ Î eÉÏÃ _ ÃÔÓÓÃÉÆÃ WÇ�ÒÏ ÓÃÄ ÌÇÉÄÃÄ _ ÃÏÇÏÅ ¯ ÓÇ ÎÍÄÅÇ� ÔÓÔÄÇÅÔÒÏ Î eÉÏÃ
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£ Ã ÅÃÓÄ _ ÒÎÑÓÃÄ ÒÏÅ ÍÅÍ ÔÏÅÆÒÎÉÔÅÄ ô ÒÉÆ ÓÇ ôÆÃ_ ÔÑÆÃ WÒÔÄ ôÇÆ [ ÇÌõÃV ÃÏ TYXd �XZ� ÃÅ
TYXY �Xb � U ÂÃ ÌÒ_ôÒÆÅÃ_ ÃÏÅ ÎÃ ÓÇ ô ÒôÉÓÇÅÔÒÏ ÅÒÅÇÓÃ ÎÃ ÌÃÓÓÉ ÓÃÄ ÄÒÉÌÐÃÄ ÐÍ_ ÇÅÒô Ò`ÍÅÔaÉÃÄ
ÃÄÅ ÎÍÌÆÔÅ ôÇÆ ÉÏ ÄVÄÅÑ_ Ã Î eÍaÉÇÅÔÒÏÄ ÎÔËÍÆÃÏÅÔÃÓÓÃÄ U ÂÇ ÎÉÆÍÃ ÎÉ ÌVÌÓÃ ÌÃÓÓÉ ÓÇÔÆÃ ô ÒÄÄÑÎÃ
ÉÏÃ Ô_ôÒÆÅÇÏÌÃ ÅÒÉÅÃ ôÇÆÅÔÌÉÓÔÑÆÃ ÎÇÏÄ ÌÃÄ _ ÒÎÑÓÃÄ ÌÇÆ ÃÓÓÃ ÇôôÇÆÇçÅ ÌÒ_ _ Ã ÉÏ ÆÃÅÇÆÎ
ÅÃ_ôÒÆÃÓ U Â eÍÅÉÎÃ ô ÒÆÅÃ ÎÒÏÌ ÄÉÆ ÉÏ ÄVÄÅÑ_ Ã Î eÍaÉÇÅÔÒÏÄ ÎÔËÍÆÃÏÅÔÃÓÓÃÄ ¯ ÆÃÅÇÆÎ U

´ ÒÉÄ ô ÒÉÈÒÏÄ ÎÔÄÅÔÏ^ÉÃÆ ÎÃÉÊ ÅVô ÃÄ Î eÍaÉÇÅÔÒÏÄ ¯ ÆÃÅÇÆÎ ¸ÈÒÔÆ sÒÒõÃ ÃÅ · ÆÒÄÄ_ ÇÏ
�ZX�¹ \ ÌÃÓÓÃÄ aÉÔ ÏÃ WÒÏÅ ÇôôÇÆÇçÅÆÃ aÉÃ ÎÃÄ ÆÃÅÇÆÎÄ ÎÔÄÌÆÃÅÄ ÃÅ ÌÃÓÓÃÄ ÇÈÃÌ ÉÏ ÆÃÅÇÆÎ ÌÒÏÅÔÏÉ
¸ÎÔÄÅÆÔ�ÉÍ¹ U £ Ã ÏÒ_�ÆÃÉÊ ÆÍÄÉÓÅÇÅÄ ÄÉÆ ÓÇ ÅÐÍÒÆÔÃ ÎÃÄ ÍaÉÇÅÔÒÏÄ ÎÔË ÍÆÃÏÅÔÃÓÓÃÄ ¯ ÆÃÅÇÆÎ ÄÒÏÅ
ÎÔÄô ÒÏÔ� ÓÃÄ ÎÇÏÄ ÓÃÄ ÒÉÈÆÇ^ÃÄ ÎÃ ¢ ÇÓÃ �ÁX� ¸TYXX¹ ÃÅ ¢ ÇÓÃ ÃÅ ¶ÃÆÎÉVÏ ÂÉÏÃÓ �ÁB� ¸TYYZ¹ U
sÒÏÌÃÆÏÇÏÅ ÓÃÄ ÍaÉÇÅÔÒÏÄ ¯ ÆÃÅÇÆÎÄ ÎÔÄÌÆÃÅÄ ó ÓÃ ÓÃÌÅÃÉÆ ÃÄÅ ÔÏÈÔÅÍ ¯ ôÇÆÌÒÉÆÔÆ Ó eÇÏÏÃÊÃ f U
sÃÄ ÍaÉÇÅÔÒÏÄ ÒÏÅ ÍÅÍ ÓÇÆ^Ã_ ÃÏÅ ÍÅÉÎÔÍÃÄ ÃÅ ÓÃÄ ôÆÔÏÌÔôÇÉÊ ÆÍÄÉÓÅÇÅÄ ÄÉÆ ÌÃÄ ÍaÉÇÅÔÒÏÄ
ÄÒÏÅ ÌÒÏÄÉÓÅÇ� ÓÃÄ ÎÇÏÄ ÓÃÄ ÎÃÉÊ ÒÉÈÆÇ^ÃÄ ÎÃ ¢ ÇÓÃ ÃÅ ¶ÃÆÎÉVÏ ÂÉÏÃÓ ÌÔÅÍÄ ÌÔ¾ÎÃÄÄÉÄ U
Â eÍÅÉÎÃ ÎÃÄ ÍaÉÇÅÔÒÏÄ ¯ ÆÃÅÇÆÎ ÌÒÏÅÔÏÉ ÎÔÄÅÆÔ�ÉÍ Ä eÇÈÑÆÃ ôÓÉÄ ÌÒ_ôÓÔaÉÍÃ \ ÃÏ ôÇÆ¾ÅÔÌÉÓÔÃÆ ó ÓÃÄ ÍaÉÇÅÔÒÏÄ ÌÇÆÇÌÅÍÆÔÄÅÔaÉÃÄ WÒÏÅ ÇôôÇÆÇçÅÆÃ ÎÃÄ ÅÃÆ_ ÃÄ ÎÒÏÅ ÓÇ _ ÇÏÔôÉÓÇÅÔÒÏ

Ï eÃÄÅ ôÇÄ ÇÔÄÍÃ U ´ ÒÉÄ ô ÒÉÈÒÏÄ ÅÒÉÅ ÎÃ _ ì_ Ã _ ÃÏÅÔÒÏÏÃÆ ÓÃÄ ÅÆÇÈÇÉÊ Î efÏÎÃÆÄÒÏ �Tb ó TÁ� óÃÏ TYY T ÃÅ TYY¿ ó ô ÒÆÅÇÏÅ ÄÉÆ ÎÃÄ ÌÒÏÎÔÅÔÒÏÄ ÄÉ¾ ÄÇÏÅÃÄ ÎÃ ÄÅÇ� ÔÓÔÅÍ ÇÄV_ôÅÒÅÔaÉÃ ô ÒÉÆ
ÎÃÄ ÍaÉÇÅÔÒÏÄ ÇÈÃÌ ÉÏ ÆÃÅÇÆÎ ÎÔÄÅÆÔ�ÉÍ U ÂÃÄ ÌÆÔÅÑÆÃÄ Ò�ÅÃÏÉÄ ÄÒÏÅ ÓÔÍÄ ¯ Ó eÃÄô ÍÆÇÏÌÃ ÃÅ ÓÇ
ÈÇÆÔÇÏÌÃ ÎÃÄ ÎÃÏÄÔÅÍÄ _ ÔÄÃÄ ÃÏ õ ÃÉ U sÃÅÅÃ ÇôôÆÒÌÐÃ Ç ÍÅÍ ÆÃôÆÔÄÃ ÆÍÌÃ_ _ ÃÏÅ ó ÃÏ ¿ÀÀ T ó ô ÇÆ
¡ÃÆÏÇÆÎ �� ��� �¿ T� ÃÅ ÌÃÄ ÇÉÅÃÉÆÄ ÒÏÅ ÆÍÉÄÄÔ ¯ ÍÅÇ� ÓÔÆ ÉÏ ÌÆÔÅÑÆÃ ÔÏÅÍÆÃÄÄÇÏÅ ÎÃ ÄÅÇ� ÔÓÔÅÍ
ô ÒÉÆ ÎÃÄ ÍaÉÇÅÔÒÏÄ ¯ ÆÃÅÇÆÎ ÎÔÄÅÆÔ�ÉÍ U
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£ eÇÉÅÆÃÄ ÇÉÅÃÉÆÄ ó ôÇÆ_ Ô ÓÃÄaÉÃÓÄ ¡ÒÃÄÃ �¿Z� ó ÃÏ TYdY ó ÃÅ ÂÔÇÒ �� ��� �X¿� ó ÃÏ ¿ÀÀZ ó ÒÏÅÍÅÉÎÔÍ ÎÃÄ ÍaÉÇÅÔÒÏÄ ¯ ÆÃÅÇÆÎ ÎÔÄÅÆÔ�ÉÍ ôÇÆÅÔÌÉÓÔÑÆÃÄ U ÂÇ ÏÇÅÉÆÃ _ ì_ Ã ÎÉ ÆÃÅÇÆÎ ó ÎÔÄÅÆÔ�ÉÍ
ÄÃÓÒÏ ÉÏÃ ÓÒÔ ^Ç_ _ Ç ó ÓÃÉÆ Ç ô ÃÆ_ ÔÄ ÎÃ ÄÃ ÆÇ_ ÃÏÃÆ ¯ ÉÏÃ ÍaÉÇÅÔÒÏ ÌÇÆÇÌÅÍÆÔÄÅÔaÉÃ ÄÒÉÄ ÓÇ
WÒÆ_ Ã Î eÉÏ ôÒÓVÏÏ_ Ã ÃÊô ÒÏÃÏÅÔÃÓ ó WÇÌÔÓÔÅÇÏÅ ÇÔÏÄÔ ÓÇ ÆÃÌÐÃÆÌÐÃ ÎÃÄ ÈÇÓÃÉÆÄ ôÆÒôÆÃÄ U
Â eÒÉÈÆÇ^Ã ÎÃ �ÉÇÏ^ �BY� ôÆÍÄÃÏÅÃ ÉÏ ÎÃÄÌÆÔôÅÔW ÌÒÆÆÃÌÅ ÎÃ Ó eÍÅÇÅ ÇÌÅÉÃÓ ÎÃÄ ÌÒÏÏÇÔÄ¾ÄÇÏÌÃÄ ÄÉÆ ÓÇ ÄÅÇ� ÔÓÔÅÍ ÎÃÄ ÍaÉÇÅÔÒÏÄ ¯ ÆÃÅÇÆÎ ó ÎÔÄÌÆÃÅ ÒÉ ÌÒÏÅÔÏÉ U
� ÃÈÃÏÒÏÄ ÇÉÊ _ ÒÎÑÓÃÄ Î eÐÍ_ ÇÅÒô Ò`ÑÄÃ ÎÍÌÆÔÅÄ ôÇÆ ÎÃÄ ÍaÉÇÅÔÒÏÄ ÎÔËÍÆÃÏÅÔÃÓÓÃÄ ¯ ÆÃ¾ÅÇÆÎ U ÂÃ _ ÒÎÑÓÃ ôÆÒô ÒÄÍ ôÇÆ [ ÇÌõÃV �XZ ó Xb � ó WÇÔÄÇÏÅ ÇôôÇÆÇçÅÆÃ ÉÏ ÆÃÅÇÆÎ ÎÔÄÌÆÃÅ ó Ç ÍÅÍ

ÓÇÆ^Ã_ ÃÏÅ ÍÅÉÎÔÍ ÃÅ Ç ô ÃÆ_ ÔÄ ÎÃ _ ÃÅÅÆÃ ÃÏ ÓÉ_ ÔÑÆÃ ÌÃÆÅÇÔÏÄ WÇÌÅÃÉÆÄ ¯ Ó eÒÆÔ^ ÔÏÃ Î eÒÄÌÔÓ¾ÓÇÅÔÒÏÄ ÎÇÏÄ ÓÇ ôÆÒÎÉÌÅÔÒÏ ÎÃÄ ÌÃÓÓÉ ÓÃÄ ÄÇÏ^ÉÔÏÃÄ U s ÔÅÒÏÄ ÃÏ ôÇÆÅÔÌÉÓÔÃÆ ÓÃÄ ÅÆÇÈÇÉÊ ÎÃ
¡ ÃÆÏÇÆÎ �� ��� �¿¿� ÃÅ gÉõ Ò¾[ ÃÏõ ÒÉÃÅ �� ��� �Yd ó YY� U Â eÃÊ ÔÄÅÃÏÌÃ ÎÃ ÄÒÓÉÅÔÒÏÄ ÒÄÌÔÓÓÇÏÅÃÄ
Ç ÍÅÍ Ò�ÅÃÏÉÃ ¯ ÅÆÇÈÃÆÄ ÉÏÃ � ÔWÉÆÌÇÅÔÒÏ ÎÃ ¢ Òô W ÓÒ ÌÇÓÃ ÃÅ Ç ô ÃÆ_ ÔÄ ó ôÇÆ ÌÒ_ôÇÆÇÔÄÒÏ
ÇÈÃÌ ÎÃÄ ÎÒÏÏÍÃÄ ÃÊô ÍÆÔ_ ÃÏÅÇÓÃÄ ó Î eÇôôÒÆÅÃÆ ÉÏ ÍÌÓÇÔÆÇ^Ã ÏÒÉÈÃÇÉ ÄÉÆ ÓÃÄ ÒÆÔ^ ÔÏÃÄ ó ÏÒ¾ÅÇ_ _ ÃÏÅ ó ÎÃ ÓÇ ÏÃÉÅÆÒô ÍÏÔÃ ÌVÌÓÔaÉÃ ¸ÌW U TUÁ UT¹ ÃÅ ó ÃÏ ôÇÆÅÔÃ ó ÎÃ ÓÇ ÓÃÉÌÍ_ ÔÃ _VÍÓÒ`ÎÃ
ÌÐÆÒÏÔaÉÃ ô ÍÆÔÒÎÔaÉÃ ¸ÌW U TUÁ UZ¹ U

sÃ _ ÒÎÑÓÃ Ç ÇÅÅÃÔÏÅ ÄÃÄ ÓÔ_ ÔÅÃÄ ÎÇÏÄ Ó eÍÅÉÎÃ ÎÃ ÓÇ ÓÃÉÌÍ_ ÔÃ _VÍÓÒ`ÎÃ ÌÐÆÒÏÔaÉÃ U ÂÇ
ô ÃÆÅÃ Î eÔÏ WÒÆ_ ÇÅÔÒÏ ÓÔÍÃ ¯ Ó eÐVôÒÅÐÑÄÃ ÎÃ ÌÒÏÄÅÇÏÌÃ ÎÃ ÓÇ ÎÉÆÍÃ ÎÉ ÌVÌÓÃ ÌÃÓÓÉ ÓÇÔÆÃ ¸aÉÔ
ÅÆÒÉÈÃ ÅÒÉÅÃ ÄÒÏ Ô_ôÒÆÅÇÏÌÃ ÃÏ ôÆÍÄÃÏÌÃ Î eÉÏÃ ô ÒôÉÓÇÅÔÒÏ ôÆÒÓÔWÍÆÇÏÅ ÅÆÑÄ ÆÇôÔÎÃ_ ÃÏÅ¹ ó
Ç ÓÇÆ^Ã_ ÃÏÅ ÓÔ_ ÔÅÍ ÓÃÄ ÆÍÄÉÓÅÇÅ Ò�ÅÃÏÉÄ ÏÒÅÇ_ _ ÃÏÅ ôÇÆ gÉõ Ò¾[ ÃÏõ ÒÉÃÅ �� ��� �Yd ó YY� U

´ÒÉÄ ôÆÒô ÒÄÒÏÄ ó ÎÇÏÄ ÌÃÅÅÃ ÍÅÉÎÃ ó ÎÃ ÅÃÏÔÆ ÌÒ_ôÅÃ ÎÃÄ ÎÔË ÍÆÃÏÅÃÄ ÓÒÏ^ÉÃÉÆÄ ÎÃ ÌVÌÓÃÄ
ÌÃÓÓÉ ÓÇÔÆÃÄ Ò� ÄÃÆÈÍÃÄ ÇÍÏ ÎÃ ÎÍÌÆÔÆÃ ÇÉ _ ÔÃÉÊ ÓÇ ôÆÒÓÔWÍÆÇÅÔÒÏ ÎÃÄ ÌÃÓÓÉ ÓÃÄ ÄÒÉÌÐÃÄ ÐÍ_ Ç¾ÅÒô Ò`ÍÅÔaÉÃÄ ÃÅ Î eÒ�ÅÃÏ ÔÆ ó ÍÈÃÏÅÉÃÓÓÃ_ ÃÏÅ ó ÎÃ ÏÒÉÈÃÓÓÃÄ ÔÏ WÒÆ_ ÇÅÔÒÏÄ ÄÉÆ ÓÃÄ ÌÇÉÄÃÄ ÎÃ ÓÇ
ÓÃÉÌÍ_ ÔÃ _VÍÓÒ`ÎÃ ÌÐÆÒÏÔaÉÃ ô ÍÆÔÒÎÔaÉÃ U sÃÌÔ ÆÃÈÔÃÏÅ ó _ ÇÅÐÍ_ ÇÅÔaÉÃ_ ÃÏÅ ó ¯ ÔÏÅÆÒÎÉÔÆÃ
ÉÏ ÆÃÅÇÆÎ ÎÔÄÅÆÔ�ÉÍ ÎÇÏÄ ÓÃ _ ÒÎÑÓÃ ÎÃ [ ÇÌõÃV �XZ� ó ÆÃÅÇÆÎ ÎÔÄÅÆÔ�ÉÍ ÄÃÓÒÏ ÉÏÃ ÎÃÏÄÔÅÍ ¯
ÎÍÅÃÆ_ ÔÏ ÃÆ U

tÉÃÓaÉÃÄ ÅÆÇÈÇÉÊ ÒÏÅ ÍÅÍ ÆÍÇÓÔÄÍÄ ÄÉÆ ÎÃÄ _ ÒÎÑÓÃÄ Î eÐÍ_ ÇÅÒô Ò`ÑÄÃ ÇÈÃÌ ÉÏ ÆÃÅÇÆÎ
ÎÔÄÅÆÔ�ÉÍ U s ÔÅÒÏÄ uÇ^ÐÆÒÉÅ �� ��� �TTB� ¸TYYB¹ ó sÐÃÆÏ ÃÅ ¢ÉÇÏ^ �ZZ� ¸¿ÀÀÀ¹ ó �É� ÔÇÌòVõ
ÃÅ �ÇõÃÆ �XÀ� ¸¿ÀÀ¿¹ ÃÅ nÃÏ^ �TTÁ� ¸¿ÀÀ¿¹ U sÃÄ ÅÆÇÈÇÉÊ ôÒÆÅÃÏÅ ÌÃô ÃÏÎÇÏÅ ÄÉÆ ÉÏ ÅVô Ã
Î eÍaÉÇÅÔÒÏÄ ÎÔÅ í ÎÃ [ ÇÌõÃV¾· ÓÇÄÄ î ÃÅ ÄÃ ÆÍWÑÆÃÏÅ ¯ ÎÃÄ ÍaÉÇÅÔÒÏÄ ÄÔ_ôÓÔÍÍÃÄ _ ÒÎÍÓÔÄÇÏÅ
ÓÇ ÌÔÆÌÉÓÇÅÔÒÏ ÎÃ Ó eÒÊV^ÑÏÃ ÎÇÏÄ ÓÃÄ ô ÒÉ_ ÒÏÄ ÃÅ ó ôÇÆWÒÔÄ ó ÓÇ ôÆÒÎÉÌÅÔÒÏ ÎÃÄ ÌÃÓÓÉ ÓÃÄ ÎÉ
ÄÇÏ^ U sÃô ÃÏÎÇÏÅ ó ÎÇÏÄ ÌÃ ÎÃÆÏÔÃÆ ÌÇÄ ó ÓÃÄ ÍaÉÇÅÔÒÏÄ ÄÒÏÅ ÅÆÒô ÄÔ_ôÓÔÍÍÃÄ ô ÒÉÆ aÉÃ ÓÃÄ
ÆÍÄÉÓÅÇÅÄ ôÉÔÄÄÃÏÅ ìÅÆÃ ÇôôÓÔaÉÍÄ ¯ ÎÃÄ ÎÒÏÏÍÃÄ ÃÊô ÍÆÔ_ ÃÏÅÇÓÃÄ U
ÂÃÄ ÆÍÄÉÓÅÇÅÄ aÉÃ ÏÒÉÄ ôÆÍÄÃÏÅÒÏÄ ÎÇÏÄ ÓÇ ÎÃÉÊ ÔÑ_ Ã ôÇÆÅÔÃ ÎÃ ÌÃ _ Í_ ÒÔÆÃ ó ÔÏÅÔÅÉÓÍÃ

í fÏÇÓV ÄÃ ÎÃ _ ÒÎÑÓÃÄ Î eÐÍ_ ÇÅÒô Ò`ÑÄÃ ÔÏÎÍô ÃÏÎÇÏÅÄ ÎÃ ÓÇ _ ÇÅÉÆÔÅÍ ÇÈÃÌ ÌVÌÓÃ ÌÃÓÓÉ ÓÇÔÆÃ
ÎÔÄÅÆÔ�ÉÍ î ó ÌÒÏÌÃÆÏÃÏÅ Ó eÍÅÉÎÃ _ ÇÅÐÍ_ ÇÅÔaÉÃ Î eÉÏ ÄV ÄÅÑ_ Ã Î eÍaÉÇÅÔÒÏÄ ÎÔËÍÆÃÏÅÔÃÓÓÃÄ
ÇÈÃÌ ÉÏ ÆÃÅÇÆÎ ÎÔÄÅÆÔ�ÉÍ ÄÃÓÒÏ ÉÏÃ ÎÃÏÄÔÅÍ ¯ ÄÉôôÒÆÅ ÌÒ_ôÇÌÅ ó ô ÒÉÆ ÓÃaÉÃÓ ÏÒÉÄ ÍÅÇ� ÓÔÄÄÒÏÄ
ÓÇ ÄÅÇ� ÔÓÔÅÍ ÎÃÄ ÎÔËÍÆÃÏÅÄ ÍÅÇÅÄ Î eÍaÉÔÓÔ�ÆÃÄ U ´ ÒÉÄ Ò�ÅÃÏÒÏÄ ÇÉÄÄÔ Ó eÃÊÔÄÅÃÏÌÃ ÎÃ ÄÒÓÉÅÔÒÏÄ
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ô ÍÆÔÒÎÔaÉÃÄ ¯ ÅÆÇÈÃÆÄ ÉÏÃ � ÔWÉÆÌÇÅÔÒÏ ÎÃ ¢ Òô W ÓÒ ÌÇÓÃ ÃÅ ÏÒÉÄ ÇôôÓÔaÉÒÏÄ ÌÃÄ ÆÍÄÉÓÅÇÅÄ ¯
Ó eÍÅÉÎÃ ÎÃ ÓÇ ÓÃÉÌÍ_ ÔÃ _VÍÓÒ`ÎÃ ÌÐÆÒÏÔaÉÃ ô ÍÆÔÒÎÔaÉÃ U

�ÏÍÏ ó ÎÇÏÄ ÉÏÃ ÅÆÒÔÄÔÑ_ Ã ôÇÆÅÔÃ ó ÔÏÅÔÅÉ ÓÍÃ í fÏÇÓV ÄÃ ÎÃ _ ÒÎÑÓÃÄ Î eÐÍ_ ÇÅÒô Ò`ÑÄÃ ÆÍ^É¾ÓÍÃ ôÇÆ ÎÃÄ WÇÌÅÃÉÆÄ ÎÃ ÌÆÒÔÄÄÇÏÌÃ ó ÇÈÃÌ ÌVÌÓÃ ÌÃÓÓÉ ÓÇÔÆÃ ÌÒÏÄÅÇÏÅ î ó ÏÒÉÄ ÌÒÏÄÔÎÍÆÒÏÄ ÎÃÉÊ
_ ÒÎÑÓÃÄ Î eÐÍ_ ÇÅÒô Ò`ÑÄÃ ôÓÉÄ ÄÔ_ôÓÃÄ ó ÄÇÏÄ ÎÔÄÅÔÏÌÅÔÒÏ ÎÃ _ ÇÅÉÆÔÅÍ ÇÉ ÄÃÔÏ ÎÃ ÓÇ ô ÒôÉÓÇ¾ÅÔÒÏ ÎÃ ÌÃÓÓÉ ÓÃÄ ÄÒÉÌÐÃÄ ÐÍ_ ÇÅÒô Ò`ÍÅÔaÉÃÄ ÃÅ ÇÈÃÌ ÉÏ ÌVÌÓÃ ÌÃÓÓÉ ÓÇÔÆÃ ÌÒÏÄÅÇÏÅ ó ÇÉÊaÉÃÓÄ
ÏÒÉÄ Çõ ÒÉÅÒÏÄ Ó eÔÏ�ÉÃÏÌÃ ÎÃÄ WÇÌÅÃÉÆÄ ÎÃ ÌÆÒÔÄÄÇÏÌÃ U �Ó Ä eÇ^ ÔÅ Î eÉÏÃ ôÆÃ_ ÔÑÆÃ ÇôôÆÒÌÐÃ
ÎÃÄÅÔÏÍÃ ¯ _ ÃÅÅÆÃ ÃÏ ÇÈÇÏÅ Ó eÃÊ ÔÄÅÃÏÌÃ ÎÃ ÄÒÓÉÅÔÒÏÄ ô ÍÆÔÒÎÔaÉÃÄ ó ÇÈÃÌ ÎÃ ÓÒÏ^ÉÃÄ ô ÍÆÔÒÎÃÄ ó
ÎÇÏÄ ÓÃÄ _ ÒÎÑÓÃÄ ÎÃ ôÆÒÎÉÌÅÔÒÏ ÎÃÄ ÌÃÓÓÉ ÓÃÄ ÄÇÏ^ÉÔÏÃÄ ó ÄÒÉÄ Ó eÔÏ�ÉÃÏÌÃ ÎÃÄ WÇÌÅÃÉÆÄ ÎÃ
ÌÆÒÔÄÄÇÏÌÃ U ÂÃÄ ÆÍÄÉÓÅÇÅÄ aÉÃ ÏÒÉÄ Ò�ÅÃÏÒÏÄ ÏÒÉÄ ÃÏÌÒÉÆÇ^ÃÏÅ ¯ Ç_ ÍÓÔÒÆÃÆ ÌÃÄ _ ÒÎÑÓÃÄ ÃÏ
ÅÃÏÇÏÅ ÌÒ_ôÅÃ ÏÒÅÇ_ _ ÃÏÅ ÎÃÄ ÆÏ ÓÃÄ Äô ÍÌÔÍaÉÃÄ ÎÃÄ WÇÌÅÃÉÆÄ ÎÃ ÌÆÒÔÄÄÇÏÌÃ aÉÔ Ç^ ÔÄÄÃÏÅ ¯
ÎÔËÍÆÃÏÅÄ _ Ò_ ÃÏÅÄ ÎÉ ÌVÌÓÃ ÌÃÓÓÉ ÓÇÔÆÃ ÃÅ ÎÃ WÇ�ÒÏÄ ÎÔË ÍÆÃÏÅÃÄ ÄÃÓÒÏ ÓÇ ÓÔ^ÏÍÃ ÌÃÓÓÉ ÓÇÔÆÃ U
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���� ���� ���� �����   ¡¢£� ¤¥� ¦§  ¨�§© ¤ª�¥   ¡��¥ � ���¦§£¤��  ¥ «¥¦¦� ¦¥� ���«¬¥�
¬¢© §£�� �¢£¤ª�¥� ® ¦¥� «¥¦¦� ¦¥� ���«¬¥� ª�¤ ��� �¤�¥�£ ¦¥� ¢¦¢© ¥�£� ¯°��¢�  � �§�° ®
± ¦ ¡§¤ ¥  ¥ © � ²¦¥� �£��«£��¢� ³ ´�©©¥ «¥¦§ ¥�£ ¥µ�¦¤ª�¢ ¥�  ¢£§¤¦� §� «¬§�¤£�¥ ¶· ¦¥� © ¢¸
«§�¤�© ¥� © ¥�§�£ ± ¦§ ��� �«£¤��  ¥� «¥¦¦� ¦¥� �§�°�¤�¥� ���£ ¤�£¤© ¥© ¥�£ ¦¤¢� §� �¤¹¥§�
 ¥  ¢¹¥¦��� ¥© ¥�£  ¥� «¥¦¦� ¦¥� ���«¬¥� ��¢�¥�£¥�  §�� ¦§ ©º¦¦¥ ���¥��¥ ³ ´¥ �¤¹¥§�  ¥
 ¢¹¥¦��� ¥© ¥�£ · ª�¤ � ¥�£ »£�¥ © ¥���¢ ¥µ� ¢�¤© ¥�£§¦¥© ¥�£ · ¥�£  ¢«�¤£ ���� ¦¥ £¥�© ¥ ¼ © §¸
£��¤£¢ ½ ³ ¾¦ «���¥�� ��  ± ¦§ «��«¥�£�§£¤��  ¥ «¥�£§¤�¥� ��¿�£§�«¥� ��  ¥ «¥�£§¤� � ¢¦¢© ¥�£�
��¢�¥�£�  §�� ¦§ «¥¦¦� ¦¥ · £¥¦� ª�¥ ¦¥� ���£¢¤�¥� · ¦¥� © ¤£¬�«¬�� �¤¥� · ¦ ¡ÀÁ� �¨�£¬¢£¤�¢ · ¥£« ³

Â§ ¹¤¥  ¥ «¬§ª�¥ «¥¦¦� ¦¥ · ¥£ ¥� �§�£¤«�¦¤¥�  ¥� «¥¦¦� ¦¥� ���«¬¥� ¬¢© §£�� �¢£¤ª�¥� ·
��¤£ �� «¨«¦¥ · §�� ¥¦¢ «¨«¦¥ «¥¦¦� ¦§¤�¥ · ª�¤  ¢¿�£¥ ± ¦§ �§¤��§�«¥  ¥ ¦§ «¥¦¦� ¦¥ ¥£ � ¡§«¬²¹¥
¦���  ¥ �§  ¤¹¤�¤�� ¥�  ¥�µ «¥¦¦� ¦¥� ¯ ¦¦¥� ³ ���� «���¤ ¢���� ª�¥ ¦¥ «¨«¦¥ «¥¦¦� ¦§¤�¥ ¥�£
�§�£§°¢ ¥�  ¥�µ �¬§�¥� ��¤�«¤�§¦¥� · ��¥ �¬§�¥  ¥ �¥� �� ¥£ ��¥ �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� Ä¹�¤�
�¥«£¤�� ¶³¶Å ³ ´¥�  ¥�µ �¬§�¥� · ª�¤ Æ ��¥�£ «¬§«��¥ �� �Ç¦¥ ¤©���£§�£  §�� ¦¥ ���«¥����
  ¡¬¢© §£�� �²�¥ · �¥��¢�¥�£¥�£ ¦¥�  ¥�µ ¢£§� ¥� ¤©���£§�£¥�  ¥ ¦§ ¹¤¥   ¡��¥ «¥¦¦� ¦¥ ³ ����
§�� ¥¦¦¥���� È°¥   ¡��¥ «¥¦¦� ¦¥ ¦¥ £¥©�� �§��¢ �§� «¥££¥ «¥¦¦� ¦¥  §�� «¬§«��¥  ¥ «¥�  ¥�µ
�¬§�¥� ³ À ¤��¤ · ¦§ ¹§�¤§¿¦¥ È°¥ ·  §�� ��£�¥ © � ²¦¥ · �¥�§ £��Æ ���� ¢°§¦¥ ± É¢�� ¦���ª� ¡��¥
«¥¦¦� ¦¥ ¥�£�¥�§  §�� ��¥  ¥� �¬§�¥�  ¥ �¥� �� ��  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� ³ ´¥££¥ ��£¤�� � ¡¥�£ �§�
¹�§¤© ¥�£ «¥¦¦¥  ¥ ¦ ¡È°¥ «¦§��¤ª�¥ · © §¤� « ¡¥�£ «¥�£§¤�¥© ¥�£ ¦§ © ¤¥�µ § §�£¢¥ ± ��£�¥ ¢£� ¥ ³
Ê�¥ ��£¤�� «¦§��¤ª�¥   ¡È°¥  §�� �� © � ²¦¥  ¢£¥�© ¤�¤�£¥ �¢«¥��¤£¥�§¤£  ¥ «���§Ë£�¥ ¦¥�
È°¥� §�µª�¥¦� ¦¥� «¥¦¦� ¦¥� «¬§�°¥�£  ¥ �¬§�¥ · © §¤� «¥ � ¡¥�£ �§� ¦ ¡§����«¬¥ ª�¥ ���� §¹���
«¬�¤�¤¥ ¤«¤ ³

���� «���¤ ¢�¥����  ��« �� ©� ²¦¥  ¥ ��� �«£¤��  ¥� «¥¦¦� ¦¥� �§�°�¤�¥� �£��«£��¢ ¥�
È°¥ ¥£ © §£��¤£¢ · ¥£ · ¿ ¤¥� ¢¹¤ ¥©© ¥�£ · ¥� £¥©�� ³ ���� ������¥���� §���¤ ª�¥ ¦¥� «¥¦¦� ¦¥�
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���«¬¥� ¬¢© §£�� �¢£¤ª�¥� � ¥�¹¥�£ �¥ £���¹¥� · ± � ¡¤©���£¥ ª�¥¦ © �© ¥�£ · ��¤£ ¥� �¬§�¥  ¥
�¥� �� ��¤£ ¥� �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� ³ Â§ © � ¢¦¤�§£¤��  ¥� �¬¢��© ²�¥�  ¥ £�§��Ã¥�£�   ¡��¥
�¬§�¥ ± ��¥ §�£�¥ ·  ¢«�¤£� �§�  ¥� «�� ¤£¤��� §�µ ¿�� � · «���£¤£�¥�§ §¦��� ¦§ ��¤�«¤�§¦¥
 ¤ä «�¦£¢  ¥ «¥ «¬§�¤£�¥ ³ ´ ¡¥�£ ± £�§¹¥�� ¦¥� «�� ¤£¤��� §�µ ¿�� � ® ¥£ · ¥� �§�£¤«�¦¤¥� · «¥¦¦¥
 ¢«�¤¹§�£ ¦§  ¤¹¤�¤�� «¥¦¦� ¦§¤�¥ ® ª�¥ ���� ���¦¤°�¥���� ¦§  ¤å ¢�¥�«¥ ¥�£�¥ ��� £�§¹§�µ
¥£ «¥�µ  ¤�� ��¤¿¦¥�  §�� ¦§ ¦¤££¢�§££��¥ ³

Á §�� ¦§ ��¤£¥ · ���� ¢£§¿¦¤����� ¦§ Ã��©�¦§£¤��  ¥ ��£�¥ ���¿¦²© ¥ · ¥� £§�£ ª�¥ �¨�£²© ¥
 ¥  ¥�µ ¢ª�§£¤��� §�µ  ¢�¤¹¢¥� �§�£¤¥¦¦¥� �£��«£��¢¥� ¥� È°¥ ¥£ ¥� © §£��¤£¢ ³ ���� ��¢�¥�¸
£��� ¥���¤£¥  §�� ¦§ �¥«£¤�� Í ³Í ¦¥�  ¤å ¢�¥�£¥� ¬¨� �£¬²�¥� ± ¥�¹¤�§°¥�  §�� ¦§ Ã��©�¦§£¤��
 ¥� «�� ¤£¤��� §�µ ¿�� � · ª�¤ �¥��¢�¥�£¥�£ ¦¥� æ�µ «¥¦¦� ¦§¤�¥� ¥�£�¥ ¦¥�  ¥�µ �¬§�¥� ³ Á §��
¦§ �¥«£¤�� Í ³� ���� ¢£§¿ ¦¤����� ª�¥¦ª�¥� �����¤¢£¢� °¢�¢�§¦¥�  ¥ ��£�¥ © � ²¦¥ · ��¢�¥�£¢ ±
¦§ �¥«£¤�� Í ³¶· ª�¤ �¥���£ �£¤¦¥� � ��� ¦§ ��¤£¥ ³

ç èé ê ëìíîïðñòïëó ìô îñ õöëì÷øòïëó ìôð øôîî÷ îôð
Á§�� £��£¥ «¥££¥ ¢£� ¥ · ���� ��£���

t
¦§ ¹§�¤§¿¦¥ £¥©�� ·

t ≥ 0
·
m

¦§ ¹§�¤§¿¦¥ © §£��¤£¢
¥£

a
¦§ ¹§�¤§¿¦¥ È°¥ ³

Â§ © §£��¤£¢
m

¥�£ ������¢¥ «��£¤��¥ ¥£ ¹§�¤¥  ¥
m = mmin

±
m = mmax

³ Â¥� © §£��¤¸
£¢�

mmin
¥£

mmax
· �¥��¢�¥�£§�£ �¥�� ¥«£¤¹¥© ¥�£ ¦§ �¦�� � ¥£¤£¥ ¥£ ¦§ �¦�� °�§� ¥ © §£��¤£¢

� ��¹§�£ »£�¥ §££¥¤�£¥� �§� ��¥ «¥¦¦� ¦¥ · � ¥�¹¥�£ »£�¥  ¢£¥�© ¤�¢¥� ¥µ� ¢�¤© ¥�£§¦¥© ¥�£ ³ Â§
© §£��¤£¢

mmin
«���¥�� ��  §�µ «¥¦¦� ¦¥� ���«¬¥� ��¤© ¤£¤¹¥� �¦��¤� �£¥�£¥� ¥£

mmax
§�µ «¥¦¸

¦� ¦¥� © §£��¥� ª�¤ ���£ ��»£¥� ± ¥�£�¥�  §�� ¦§ «¤�«�¦§£¤�� �§�°�¤�¥ ³ Á ¥� © §£��¤£¢� ���«¬¥�
 ¥

mmin
«§�§«£¢�¤�¥�£  ¥� «¥¦¦� ¦¥� � ¥�  ¢¹¥¦��� ¢¥� · �§� ¥�«��¥ §¹§�«¢¥�  §�� ��¥ ¹�¤¥

 ¥  ¤å ¢�¥�«¤§£¤�� · ¥£  ¥� © §£��¤£¢� ���«¬¥�  ¥ ¦§ © §£��¤£¢ © §µ¤© §¦¥ ·  ¥� «¥¦¦� ¦¥� ¢£§�£
��¥�ª�¥ �§�¹¥��¥� §� £¥�© ¥  ¥ ¦¥��  ¢¹¥¦��� ¥© ¥�£ ³

ù� ���§�£
x =

m − mmin

mmax − mmin
,

���� ���© §¦¤���� «¥££¥ © §£��¤£¢ ³ Á§�� £��£¥ ¦§ ��¤£¥ · ���� «���¤ ¢�¥���� £��Æ ���� ª�¥ ¦§
© §£��¤£¢

m
��¥�  �¥� ¹§¦¥���  §�� ¦ ¡¤�£¥�¹§¦¦¥

[0, 1]
³

Â§ ¹§�¤§¿¦¥ È°¥ · ª�¤ «���¥�� ��  �¢¥¦¦¥© ¥�£ §� £¥©�� �§��¢  §�� «¬§ª�¥ �¬§�¥ · ¥�£
������¢¥ «��£¤��¥ ¥£ � ��¤£¤¹¥ ³ ú û üýþüý· ¦ ¡È°¥   ¡��¥ «¥¦¦� ¦¥ � ¥�£ ��¥� �¥ � ¡¤©���£¥ ª�¥¦¦¥
¹§¦¥�� � ��¤£¤¹¥ ³ ´¥ �¥�§ ¦¥ «§� � ��� ¦¥� «¥¦¦� ¦¥� ¥� �¬§�¥  ¥ �¥� �� ³ ´¬§ª�¥ «¥¦¦� ¦¥ � ��¹§�£
�¥�£¥� ¤� ¢¯�¤© ¥�£  §�� «¥££¥ �¬§�¥ ® �¤ §�«�� �¤°�§¦ �¥ ¦�¤ ¤� ¤ª�¥   ¡»£�¥ ¤�£�� �¤£¥
¥� �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� ® ���� ������¥���� ª�¥ ·  §�� ¦§ �¬§�¥  ¥ �¥� �� ·

a ∈ [0, +∞)
³

ù� �¥¹§�«¬¥ · «¥ �¥ �¥�§ �§� ¦¥ «§�  §�� ¦§ �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� ³
ÿ��£¥ «¥¦¦� ¦¥ ¥�£�§�£ ¥� �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� ¥�£ «�� §©�¢¥ ± �¥  ¤¹¤�¥� �� © ���¤�

§¹§�£ ¦§ ¯�  � «¨«¦¥ ³ À ¤��¤ ·  §�� ¦§ �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� · ¦ ¡È°¥
a

¹§�¤¥�§ ¥�£�¥
a = 0

·
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� ��� ��¥ «¥¦¦� ¦¥ ¥�£�§�£  §�� «¥££¥ �¬§�¥ · ¥£
a = A

·
A > 0

· ��
A

¥�£ ¦ ¡È°¥ © §µ¤© §¦
§�ª�¥¦ ��¥ «¥¦¦� ¦¥ � ¥�£ �¥  ¤¹ ¤�¥� � �¤ ��¥ «¥¦¦� ¦¥ §££¥¤�£ ¦ ¡È°¥

A
�§�� � ¡»£�¥  ¤¹ ¤�¢¥ · §¦���

¥¦¦¥ © ¥��£ ³ Â¥�  ¤å ¢�¥�£¥� Ã§����  ¥  ¢£¥�© ¤�¥�
A

ª�¥ ���� ��¥� ���� ¥� «�©�£¥  §��
«¥££¥ ¢£� ¥ ���£ ¥µ�¦¤ª�¢¥� ¥�  ¢£§¤¦ ± ¦§ �¥«£¤�� Í ³Í ³

���� ��£���
n(t, m, a)

¥£
p(t, m, a)

¦¥�  ¥��¤£¢�  ¥ «¥¦¦� ¦¥� ¥� �¬§�¥  ¥ �¥� �� ¥£  ¥
���¦¤Ã¢�§£¤�� · �¥�� ¥«£¤¹¥© ¥�£ · §¨§�£ ��¥ © §£��¤£¢

m
¥£ §¨§�£ �§��¢ �� £¥©��

a
 §�� ¦¥��

�¬§�¥ �¥�� ¥«£¤¹¥ §� £¥©��
t
³ Â¥�  ¥��¤£¢�

n
¥£

p
���£ ¥µ��¤© ¢¥� ¥� «¥¦¦� ¦¥���° ³

ù� �¬§�¥  ¥ �¥� �� · ¦¥� «¥¦¦� ¦¥�  ¥ © §£��¤£¢
m

� ¥�¹¥�£ © ���¤� §¹¥« �� £§�µ
δ = δ(m)

³
� �£��� ª�¥ «¥ £§�µ  ¥ © ��£§¦¤£¢ £¤¥�£ §���¤ «�©�£¥  ¥ ¦§  ¤å¢�¥�«¤§£¤�� «¥¦¦� ¦§¤�¥ · ª�¤
¥�£ ¤«¤ §��¤© ¤¦¢¥ ± ��¥ © ��£§¦¤£¢ ³ Â§ Ã��«£¤��

δ
¥�£ ������¢¥ � ��¤£¤¹¥ ¥£ «��£¤��¥ ���

¦ ¡¤�£¥�¹§¦¦¥
[0, 1]

³ Ê�¥ ¬¨��£¬²�¥ ��� ¦¥ £§�µ  ¥ © ��£§¦¤£¢ ¥� �¬§�¥  ¥ �¥� �� · ª�¥ ¦ ¡��
� ¥�£ £���¹¥�  §�� ¦§ ¦¤££¢�§£��¥ © §¤� ª�¥ ���� � ¡�£¤¦¤�¥���� �§� ·  ¤£ ª�¥

δ
�¥�§¤£ ��¥

Ã��«£¤�� «��¤��§�£¥  ¥ ¦§ © §£��¤£¢ ³ Ê� ¥µ¥©�¦¥  ¥ Ã��«£¤��
δ

¥�£ �¥��¢�¥�£¢ � ¤° ³ Í ³Í ³
Á ¥ �¦�� · ¦¥� «¥¦¦� ¦¥� §� �¥� ��  ¥ © §£��¤£¢

m
���£ ¤�£�� �¤£¥� ¥� �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§¸

£¤�� §¹¥« �� £§�µ
β
·  ¢� ¥� §�£  ¥ ¦§ © §£��¤£¢  ¥ ¦§ «¥¦¦� ¦¥ §¤��¤ ª�¥  ¥ ¦§  ¥��¤£¢  ¥

� ���¦§£¤�� £�£§¦¥  ¥ «¥¦¦� ¦¥�  ¥ © §£��¤£¢
m �¶�	
 ³ ´¥££¥  ¥��¤£¢  ¥ � ���¦§£¤��  ¥ «¥¦¦� ¦¥�

 ¥ © §£��¤£¢
m

¥�£  ¢¯�¤¥ �§�

N(t, m) =

∫ +∞

0
n(t, m, a)da,

ÄÍ ³¶Å
«§� ¦¥� «¥¦¦� ¦¥� � ¥�¹¥�£ �¥�£¥� £��£¥ ¦¥�� ¹¤¥ ¥� �¬§�¥  ¥ �¥� �� ³ À ¤��¤ ·

β = β
(
m, N(t, m)

)
.

Â ¡§��¦¤«§£¤��
(m, N) 7→ β(m, N)

¥�£ ������¢¥ �£�¤«£¥© ¥�£ � ��¤£¤¹¥ ¥£ «��£¤��¥ ���
[0, 1]×

R
³ � ¥© §�ª���� «¥� ¥� §�£ ª�¥ ·  §�� ¦§ ��¤£¥ ·

β
�¥�§ ¦¥ �¦�� ���¹¥�£  ¢¯�¤¥ ���

[0, 1] ×
[0, +∞)

· «§�
N

· £��£ «�©©¥
n

¥£
p
· �¥  �¤£   ¡»£�¥ � ��¤£¤¹¥ ³

À ¦§ ¯�  ¥� §��¢¥� ��¤µ §�£¥¸ ¤µ · � §«�¥¨ �� · Ì 
 «���¤ ¢�§ �� © � ²¦¥ �¦�� �¤©�¦¥  ¥
��� �«£¤��  ¥� «¥¦¦� ¦¥� �§�°�¤�¥� ª�¤ �¥ � ¡¤�£¢�¥��§¤£ ª� ¡± ¦ ¡¢¹�¦�£¤��  ¥ ¦§ � ���¦§£¤��
 ¥ «¥¦¦� ¦¥� ���«¬¥� ©�¦£¤� �£¥�£¥� ³ Á §�� «¥� §�£¤«¦¥� · � §«�¥¨ � ��§ ¦¥� ¿§�¥�  ¥ ¦§ © � ¢¸
¦¤�§£¤�� © §£¬¢© §£¤ª�¥  ¥ ¦ ¡¬¢© §£�� �²�¥ ³ ¾¦  ¢«�¤¹ ¤£ ¥� �§�£¤«�¦¤¥� � ���ª��¤ ¦¥ £§�µ  ¥
�¢¤�£�� �«£¤�� ¥� �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� ¥�£ ��¥ Ã��«£¤��  ¢«��¤��§�£¥  ¥ ¦§  ¥��¤£¢  ¥
� ���¦§£¤�� ¥� �¬§�¥  ¥ �¥� �� ¥£ ¹¢�¤¯¥

lim
N→+∞

β(0, N) = 0.

����Ù��� � ����� � � ü�ý�þ� ��� �þ���ý������� �ýþ �þ ý!" �� �� �� # � ��� ���$�� %& '()
$*ý��++ ��, + þý�� û ü$�ý� �� !" � �� �þ� - þ"ü�) ���� ��� + þ�.��� û ü$���,$� �� / '0) '12 )
3 ��4�5 �� �þ�� ý�$ü�ý, !" 6"�� ��"�� û þû "��,ýþ� �� ��� �"��� 7 � 6þüý ý� � ��� ��� �"��� ���8
 " ý���) ���� �ý�,ý��,ýþ� �� + �,"üý,$9 : 6��, û þ"ü!"þý �þ"� �� ��*üýþ�� û �� + ��,ýþ�� �ü
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³
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n
 ¢«�¤£ ¦§ �¥��¤£¤¹ ¤£¢  � £§�µ  ¥ �¢¤�£�� �«£¤��

§�µ  ¤å ¢�¥�£� �£¤©�¦¤  ¢«¦¥�«¬§�£ ¦ ¡¤�£�� �«£¤�� ¥� �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� @ Ã§«£¥���  ¥
«��¤��§�«¥ · ¬��© ��¥� · ¥£« ³
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K
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[M ][C]n = K[L]
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��, �þ��,��,)
[T ] = [M ] + [L].
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[M ]/[T ]

) �� , $ ��� 7
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K + [C]n
.
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[C] = αN,
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β0

) ��þü� �þ"� þ�,��þ��
� 6�Sû ü���ýþ� ��

β(0, N)
�þ��$� �� OR 9RP ) �*��

θ = α−1 n
√

K.

���� � ��¹��� §¤��¤ ���� ��¥� ª�¥ ¦ ¡§��¦¤«§£¤��
N 7→ β(m, N)

¥�£  ¢«��¤��§�£¥ ¥£ £¥� 
¹¥�� É¢�� � ��� £��£

m ∈ [0, 1]
³ ´¥� ¥� §�£ · ���� �¥ Ã¥���� «¥££¥ ¬¨� �£¬²�¥ ���

β
ª�¥

¦���ª� ¡¥¦¦¥ � ¡§¹¢�¥�§ �¢«¥��§¤�¥ ³
Á §�� ¦§ �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� · ¦¥� «¥¦¦� ¦¥� ���£ «�� §©�¢¥� ± �¥  ¤¹ ¤�¥� ¥� �� £¥©��

¯�¤ ³ � §¦°�¢ £��£ · ¦¥� «¥¦¦� ¦¥� ���¦¤Ã¢�§�£¥� � ¥�¹¥�£ © ���¤� �§� §� ��£��¥ @ ¤¦ � ¡§°¤£   ¡��¥
© ��£ «¥¦¦� ¦§¤�¥ ���°�§©© ¢¥ · �� ��¤«¤ ¥ «¥¦¦� ¦§¤�¥ Ä«Ã ³ �¥«£¤�� ¶³¶³�Å ³ ���� ��£��� ¦¥ £§�µ
 ¥ © ��£§¦¤£¢ ¥� �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤��

γ = γ(m)
³ Â§ Ã��«£¤��

γ
¥�£ ������¢¥ � ��¤£¤¹¥

¥£ «��£¤��¥ ���
[0, 1]

³ Á¥ Ã§��� �¤© ¤¦§¤�¥ ± ¦§ Ã��«£¤��
δ
· ���� � ����¤��� ������¥� ª�¥

γ¥�£ ��¥ Ã��«£¤�� «��¤��§�£¥  ¥ ¦§ © §£��¤£¢ · © §¤� ���� �¥ Ã¥���� �§� «¥££¥ ¬¨� �£¬²�¥ ³ Ê�¥
¤¦¦��£�§£¤��  � £§�µ   ¡§� ��£��¥ ¥�£ ��¢�¥�£¢¥ � ¤° ³ Í ³Í ³ À££¤���� ¦ ¡§££¥�£¤�� £��£  ¥ © »© ¥
��� ¦¥ Ã§¤£ ª�¥ ¦¥ £§�µ  ¥ © ��£§¦¤£¢ ¥� �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� ¥�£ °¢�¢�§¦¥© ¥�£ ¿ ¥§�«���
�¦� � ¢¦¥¹¢ ª� ¡¥� �¬§�¥  ¥ �¥� �� · �� ¤¦ ¥�£ �¦�£Ç£ Ã§¤¿ ¦¥ ³

ù�¯� · ���� ��������� ª�¥ ¦¥� «¥¦¦� ¦¥� §�°© ¥�£¥�£ ¦¥�� © §£��¤£¢ §¹¥« ��¥ ¹¤£¥��¥
V = V (m)

 §�� ¦¥�  ¥�µ �¬§�¥� ³ Â§��¥�£ T�Æ �¸� ¥�Æ ��¥£ ·  §�� �§ £¬²�¥ ��
 · § «���¤ ¢�¢
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∫ m

0

ds

V (s)
= +∞,

����
m ∈ (0, 1] .

ÄÍ ³�Å
´�©©¥

∫ m2

m1

ds

V (s)
,

§¹¥«
m1 < m2,
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���� §££¥¤� �¥ ��¥ © §£��¤£¢
m2
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n(0, m, a) = n0(m, a), (m, a) ∈ [0, 1] × [0, +∞),

p(0, m, a) = p0(m, a), (m, a) ∈ [0, 1] × [0, A],
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¦§ �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� · ¥�£ §¦���
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¥�£  ¢¯�¤¥ ¥� ÄÍ ³¶Å ³

Â§  ¥�µ¤²© ¥ «�� ¤£¤��  ¢«�¤£ ¦¥ £�§��Ã¥�£  ¥ «¥¦¦� ¦¥�  ¥ ¦§ �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� ¹¥��
¦§ �¬§�¥  ¥ �¥� �� ³ ´¥£ ¢«¬§�°¥ § ¦¤¥� ¦���  ¥ ¦§ «¨£�«¤�²�¥ · ¦§  ¤¹ ¤�¤��  � «¨£��¦§�© ¥ ³ ¾¦
 ¢� ¥�   ��«  ¥� © � §¦¤£¢�  ¥ ¦§  ¤¹¤�¤�� ¥¦¦¥¸© »© ¥ ³

���� ��������� ª�¥ ¦���  ¥ ¦§ «¨£�«¤�²�¥ ��¥ «¥¦¦� ¦¥ © ²�¥ §¹¥« ��¥ © §£��¤£¢
m

�¥
 ¤¹¤�¥ ¥�  ¥�µ «¥¦¦� ¦¥� ¯ ¦¦¥� §¨§�£ «¬§«��¥ ��¥ © §£��¤£¢

g(m)
³ Ê�¥ �¤£�§£¤�� �§£��¥¦¦¥

«���¤�£¥ ± «¬�¤�¤�
g(m) =

m

2
.

¾¦ �¥ � ¡§°¤£ «¥� ¥� §�£ �§�  � �¥�¦ «¬�¤µ � ���¤¿ ¦¥ ³ ´¥�£§¤�¥� «¥¦¦� ¦¥� Ä ¥ ¦§ «�¨�£¥ ¤�£¥�£¤¸
�§¦¥ ��£§©©¥�£Å ¹¢�¤¯¥�£ �§� ¥µ¥©�¦¥

g(m) ≈ m.

���� ���� �¦§����  ��«  §�� �� «§ �¥ � ¦� � °¢�¢�§¦ · �� ¦§ © §£��¤£¢   ¡��¥ «¥¦¦� ¦¥ ¯ ¦¦¥ ±
¦§ �§¤��§�«¥ ¹§�£

g(m)
³

Á ¥ Ã§��� �§£��¥¦¦¥ · ���� ��������� ª�¥
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¥�£ ��¥ Ã��«£¤�� «��£¤��¥ ¥£
�£�¤«£¥© ¥�£ «��¤��§�£¥ · £¥¦¦¥ ª�¥

g(m) ≤ m
����

m ∈ [0, 1]
³ � ��� ��������� §���¤ · � ���

 ¥� �§¤���� £¥«¬�¤ª�¥� ¥£ �§�� � ¥�£¥  ¥ °¢�¢�§¦¤£¢ · ª�¥
g

¥�£  ¥ «¦§��¥ C1 ���
[0, 1)

¥£

lim
m→1

g′(m) = +∞.

���� � ����� §¦���
g−1(m) = 1,

����
m > g(1).

´¥¦§ �¤°�¤¯¥ ª�¥ ¦§ Ã��«£¤��
g−1 : [0, 1] → [0, 1]

¥�£  ¥ «¦§��¥ C1 ¥£ ¹¢�¤¯¥

(g−1)′(m) = 0,
����

m > g(1).

Ê� ¥µ¥©�¦¥  ¥ Ã��«£¤��
g

¥�£ �¥��¢�¥�£¢ � ¤° ³ Í ³Ì ³
¾¦ ¥�£ ± ��£¥� ª�¥ ¦§ © §£��¤£¢

m
  ¡��¥ «¥¦¦� ¦¥ ¯ ¦¦¥ ± �§ �§¤��§�«¥ ¥�£ £��Æ ���� �¦��

� ¥£¤£¥ ª�¥
g(1)

· ¦§ © §£��¤£¢   ¡��¥ «¥¦¦� ¦¥ © ²�¥ �¥ � ��¹§�£ �§� »£�¥ �¦�� °�§� ¥ ª�¥ ¶³
����  ¥¹���  ��« §¹�¤�

n(t, m, 0) = 0,
����

m > g(1).
ÄÍ ³fÅ

¾�£¢�¥����� ���� © §¤�£¥�§�£ §� £¥©�� �¢«¥��§¤�¥ ± ��¥ «¥¦¦� ¦¥ ¥�£�§�£ ¥� �¬§�¥  ¥
���¦¤Ã¢�§£¤�� � ��� �¥  ¤¹¤�¥� ³ ���� ��£��� «¥ £¥©��

τ > 0
³ T ¦��¤¥��� ¬¨� �£¬²�¥� � ¥�¹¥�£

»£�¥ Ã§¤£¥ ���
τ

����  ¢«�¤�¥ ¦¥ © � ¥  ¥  ¤¹¤�¤��  ¥� «¥¦¦� ¦¥� ���«¬¥� ¬¢© §£�� �¢£¤ª�¥� ³
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1

m

g(m) 

g−1(m) 

y=m 

ABC D Í ³Ì E Ê� ¥µ¥©�¦¥  ¥ Ã��«£¤��
g(m)

·
g(m) = 1

3 arcsin(m)
³

Ê�¥ ��¥© ¤²�¥ §����«¬¥ · ���� ��¢¥ �§� � §«�¥¨ ¥£ � ¥¨ ��
 · �¥��¤�¥ �§� � §«�¥¨ ¥£
�� �¤«� ¤ �fÍ · f�
 ¥£ °¢�¢�§¦¤�¢¥ �§� À ¤©¨ ¥£ T�Æ �¸� ¥�Æ ��¥£ �¶¶· ¶Í
 · «���¤�£¥ ± ������¥�
ª�¥ ¦§  ��¢¥  ¥ ¦§ �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� ¥�£ «���£§�£¥ · « ¡¥�£¸±¸ ¤�¥ ª�¥ £��£¥� ¦¥� «¥¦¦� ¦¥�
�¥  ¤¹¤�¥�£ §��²� §¹�¤� �§��¢ ¦¥ © »© ¥ £¥©��  §�� ¦§ �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� ³ À ¤��¤

τ
¥�£

«���£§�£ ¥£ ¦§  ¥�µ ¤²© ¥ «�� ¤£¤�� §�µ ¿�� �  � �¨�£²© ¥ ÄÍ ³Ì ÅE ÄÍ ³QÅ ¥�£ §¦���

n(t, m, 0) = 2
(
g−1

)′
(m)p(t, g−1(m), τ).

ÄÍ ³�Å
Â¥ Ã§«£¥�� Í  ¢«�¤£ · ¤«¤ ¥£  §�� ¦¥� «�� ¤£¤��� ÄÍ ³¶¶Å · ÄÍ ³¶ÍÅ ¥£ ÄÍ ³¶�Å · ¦¥ Ã§¤£ ª�¥ £��£¥�
¦¥� «¥¦¦� ¦¥� �¥  ¤¹ ¤�¥�£ ¥�  ¥�µ «¥¦¦� ¦¥� ¯ ¦¦¥� ³

´¥££¥ «�� ¤£¤�� £�²� �¤©�¦¤¯«§£�¤«¥ ¥�£ «¥� ¥� §�£ «���¥«£¥ ¥� ��¥© ¤²�¥ §����µ¤© §£¤�� ³
Á ¡�� ��¤�£  ¥ ¹�¥ ¿¤�¦�°¤ª�¥ · ± �§�£ � ��� «¥�£§¤�¥� � ���¦§£¤�� «¥¦¦� ¦§¤�¥� �§�£¤«�¦¤²�¥� ·
¤¦ � ¡¥�£ �§� «���¥«£  ¥ ������¥� ª�¥ £��£¥� ¦¥� «¥¦¦� ¦¥� �¥  ¤¹ ¤�¥�£ §� © »© ¥ È°¥ ³

��£��� ª�¥ ���� «¥££¥ ¬¨� �£¬²�¥ · £��£¥� ¦¥� «¥¦¦� ¦¥�  ¥ © §£��¤£¢
m

¥£   ¡È°¥
a

�¥
 ¤¹ ¤�¥�£ §� © »© ¥ È°¥

τ
³ À ¤��¤ ¦¥ £§�µ  ¥  ¤¹¤�¤��

D(m, a)
¥�£ «���£§�£ �§� �§�� ��£ ± ¦§

© §£��¤£¢ ¥£ §��¤© ¤¦¢ · Ã��© ¥¦¦¥© ¥�£ · ±

D(m, a) =





+∞,
�¤

a = τ,

0,
�¤���

,

���� £��£
m ∈ [0, 1].

´¥¦§ «���¥�� ��  ·  §�� ¦§ Ã��©�¦§£¤�� ÄÍ ³¶¶Å · ± ��¥ ¤�£¢°�§£¤�� �§� �§�� ��£ ± ¦§ © ¥���¥
 ¥ Á ¤�§« ¥�

τ
���� �¿£¥�¤� ÄÍ ³�Å ³

Â ¡¢ª�§£¤�� ÄÍ ³QÅ  ¥¹¤¥�£ §¦���
∂p

∂t
+

∂p

∂a
+

∂(V (m)p)

∂m
= −γ(m)p.

ÄÍ ³¶�Å
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Ê�¥ �¥«�� ¥ §����«¬¥ · ª�¥ ���� ¢£� ¤��� §� «¬§�¤£�¥ � · «���¤�£¥ ± ¢© ¥££�¥ ¦ ¡¬¨� �£¬²�¥
ª�¥ £��£¥� ¦¥� «¥¦¦� ¦¥� ¥� �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� §¨§�£ ��¥ © »© ¥ © §£��¤£¢ �¥ �¥  ¤¹ ¤�¥�£
�§� §� © »© ¥ È°¥ ³ ���� ��£���

D(m, a)
¦¥ £§�µ  ¥  ¤¹¤�¤�� ± ¦ ¡È°¥

a
  ¡��¥ «¥¦¦� ¦¥  ¥

© §£��¤£¢
m

³
´¥££¥ ¬¨� �£¬²�¥ ¥�£ © ¥�£¤���¢¥ � ��� ¦§ ��¥© ¤²�¥ Ã�¤� �§� � §«�¥¨ ¥£ � ¥¨ ��
 ¥�

¶��� ³ Á ¥� ¥µ� ¢�¤¥�«¥� © ¥�¢¥� ��£§©©¥�£ ���  ¥� ����¤� Ä¹�¤� · �§� ¥µ¥©�¦¥ · ¦¥� �¢��¦£§£�
 ¥ g �§ Ã��  �, ��9 �Í�
Å «��¯�© ¥�£ «¥££¥ ¬¨� �£¬²�¥ ³ À ��£�¥ «���§¤��§�«¥ · ¦ ¡¬¨� �£¬²�¥
�¥¦�� ¦§ª�¥¦¦¥ £��£¥� ¦¥� «¥¦¦� ¦¥� �¥ �¥  ¤¹¤�¥�£ �§� §� © »© ¥ È°¥ § ¢£¢ �£¤¦¤�¢¥ · � ��� ¦§
��¥© ¤²�¥ Ã�¤� ·  §�� ��
 ����  ¥� «§� �§�£¤«� ¦¤¥�� · ¥£ �¥�¦¥�  ¥� ¢£� ¥� ��© ¢�¤ª�¥�  ¥ «¥
© � ²¦¥ ��£ ¢£¢ ¥�£�¥��¤�¥� ³

���� �¿£¥���� §¦��� ¦§ «�� ¤£¤��

n(t, m, 0) = 2
(
g−1

)′
(m)

∫ A

0
D

(
g−1(m), a

)
p
(
t, g−1(m), a

)
da.

ÄÍ ³¶¶Å
Á¥� ¥µ�¦¤«§£¤��� �¦��  ¢£§¤¦¦¢¥� ��� «¥££¥ «�� ¤£¤�� ���£ ��¢�¥�£¢¥� §� «¬§�¤£�¥ � · �¥«£¤��
� ³¶³

Á ¡§��²� ¦§  ¢¯�¤£¤��  ¥
A

· ¦ ¡È°¥ © §µ¤© §¦ §�ª�¥¦ ¦¥� «¥¦¦� ¦¥� � ¥�¹¥�£ �¥  ¤¹¤�¥� · ¥£
�§�«¥ ª�¥ ���� §¹��� ������¢ ª� ¡��¥ «¥¦¦� ¦¥ ¥� �¬§�¥  ¥ �¥� �� ¢£§�£ �§�¹¥�� ± ¦ ¡È°¥

A�§�� �¥  ¤¹ ¤�¥� © ����§¤£ · ¦§ � ���¦§£¤�� ¥� �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤��  �¤£ §���¤ ¹¢�¤¯¥�

lim
a→A

p(t, m, a) = 0.

À¯�  ¥  ¢¯�¤� «���¥«£¥© ¥�£ ¦§ � ���¦§£¤��
N(t, m)

· ¦ ¡§��¦¤«§£¤��
a 7→ n(t, m, a)

¥�£ ���¸
� ��¢¥

L1(0, +∞)
¥£ £¥¦¦¥ ª�¥

lim
a→+∞

n(t, m, a) = 0.

Ê�¥ £��¤�¤²© ¥ §����«¬¥ · ª�¥ ���� ¥�¹¤�§°¥��� §� «¬§�¤£�¥ Ì · «���¤�£¥ ± «���¤ ¢�¥�
ª�¥ ¦¥ £¥©�� �¢«¥��§¤�¥ ± ¦§  ¤¹¤�¤��   ¡��¥ «¥¦¦� ¦¥  ¢� ¥�   � �¤¹¥§�  ¥  ¢¹¥¦��� ¥© ¥�£
 ¥ «¥££¥ «¥¦¦� ¦¥ ³ À ¤��¤ · ��¥ «¥¦¦� ¦¥ ¥�£�§�£ ¥� �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� §¹¥« ��¥ © §£��¤£¢
m ∈ [0, 1]

�¥  ¤¹¤�¥�§ §��²� §¹�¤� �§��¢ �� £¥©��
τ(m)

 §�� «¥££¥ �¬§�¥ ³ ´¥££¥ ¬¨� �£¬²�¥
��� ¦§  ¤¹ ¤�¤�� «¥¦¦� ¦§¤�¥ ¥�£ ¢© ¤�¥ · �§� ¥µ¥©�¦¥ ·  §�� ¦ ¡��¹�§°¥  ¥ � ¤£«¬¤��� �� ¶
 Ä¶�¶Å¥£  §�� «¥¦� ¤  ¥ h�¬� �	�
 Ä¶�f ¶Å ³ À ��£�¥ «���§¤��§�«¥ · �¥�¦� À ¤©¨ ¥£ T�Æ �¸� ¥�Æ ��¥£
��£ ¢£� ¤¢ �� £¥¦ © � ²¦¥ �¶�
 · ¥£ ¤¦� �¥ �¥ ���£ ¤�£¢�¥��¢� ª� ¡§� «§� ¦¤�¢§¤�¥ ³

´¥££¥ ¬¨� �£¬²�¥ �¢«¥��¤£¥ �¦��¤¥��� «���¤ ¢�§£¤��� £¥«¬�¤ª�¥� ª�¤ �¥ ���£ �§� ��¢¸
�¥�£¢¥� ¤«¤ © §¤� ¦¥ ���£ §� «¬§�¤£�¥ Ì · �¥«£¤�� Ì ³¶³ ù� �§�£¤«�¦¤¥� · ¤¦ ¥�£ §¦��� � ���¤¿ ¦¥  ¥
 ¢£¥�© ¤�¥� ¦§ © §£��¤£¢   ¡��¥ «¥¦¦� ¦¥ © ²�¥ ¦���ª� ¡¥¦¦¥ ¥�£ ¥�£�¢¥  §�� ¦§ �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢¸
�§£¤�� · ��£¢¥

∆(m)
· ¥� Ã��«£¤��  ¥ ¦§ © §£��¤£¢

m
 ¥ �¥� «¥¦¦� ¦¥� ¯ ¦¦¥� ± ¦¥��� �§¤��§�«¥� ³

���� �¿£¥���� §¦��� ¦§ «�� ¤£¤�� §�µ ¿�� �

n(t, m, 0) = 2(g−1)′(m)p
(
t, g−1(m), τ(∆(m))

)
.

ÄÍ ³¶ÍÅ
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i¹¤ ¥©© ¥�£ · �¤
τ ′(m) = 0

���� £��£
m ∈ [0, 1]

· ÄÍ ³¶ÍÅ ¥�£ ¢ª�¤¹§¦¥�£¥ ± ÄÍ ³�Å ³
Z��� «¥££¥ ¬¨� �£¬²�¥ · ¦¥ £§�µ  ¥  ¤¹¤�¤��

D
 ¢¯�¤ ¥� ÄÍ ³QÅ �¥  ¢� ¥�  �¦��  ¥ ¦ ¡È°¥

 ¥ ¦§ «¥¦¦� ¦¥ ¥£ ¥�£ «���£§�£ �§� �§�� ��£ ± ¦§ © §£��¤£¢ ³ Â ¡¢ª�§£¤�� ÄÍ ³QÅ ¥�£ �¢ �¤£¥ ±
¦ ¡¢ª�§£¤�� ÄÍ ³¶�Å ³

j� � ¥�£ ��£¥� ª�¥ «¬§«��¥  ¥� «�� ¤£¤��� ÄÍ ³�Å · ÄÍ ³¶¶Å ¥£ ÄÍ ³¶ÍÅ · ¹¢�¤¯¥ ÄÍ ³fÅ ³
Â ¡¢£� ¥  � �¨�£²© ¥ ÄÍ ³Ì Å ¥£ ÄÍ ³¶�Å §¹¥« ¦¥� «�� ¤£¤��� §�µ ¿�� � ÄÍ ³Å ¥£ ÄÍ ³�Å §¨§�£

¢£¢ �¢§¦¤�¢¥ �§�  ¥ ��©¿�¥�µ §�£¥��� ·  ��£ � §«�¥¨ ¥£ �� �¤«� ¤ �fÍ · f�
 ¥£ · �¢«¥©© ¥�£ ·
T�Æ �¸� ¥�Æ ��¥£ ��
  §�� �§ £¬²�¥ · ���� «��«¥�£���� ��£�¥ £�§¹§¤¦ ��� ¦ ¡¢£� ¥  ¥ ÄÍ ³Ì ÅE
ÄÍ ³QÅ §¹¥« ¦¥� «�� ¤£¤��� §�µ ¿�� � ÄÍ ³Å ¥£ ÄÍ ³¶¶Å §� «¬§�¤£�¥ � · ¥£ ÄÍ ³Ì Å ¥£ ÄÍ ³¶�Å §¹¥«
¦¥� «�� ¤£¤��� §�µ ¿�� � ÄÍ ³Å ¥£ ÄÍ ³¶ÍÅ §� «¬§�¤£�¥ Ì ³

ù�¯� · ���� �¤°�§¦��� ��¥  ¥��¤²�¥ ¬¨� �£¬²�¥ · �£¤¦¤�¢¥ �§� T�Æ �¸� ¥�Æ ��¥£ ¥£ �� �¤«� ¤
�¶��
 ¥� Í��� ³ ´¥££¥ ¬¨� �£¬²�¥ ·  ¤£¥  ¥ ¼  ¤¹¤�¤�� ¤�¢°§¦¥ ½ · «���¤�£¥ ± ������¥� ª�¥ ¦§
© §£��¤£¢  ¥� «¥¦¦� ¦¥� ¯ ¦¦¥� ± ¦§ �§¤��§�«¥ � ¡¥�£ �§� �¢�§�£¤¥ ¢ª�¤£§¿¦¥© ¥�£ ¥�£�¥ ¦¥�  ¥�µ
«¥¦¦� ¦¥� ³ ´¥� ¥� §�£ · ¦ ¡¢£� ¥ © ¥�¢¥ �§� T�Æ �¸� ¥�Æ ��¥£ ¥£ �� �¤«� ¤ �¶��
 �¥ �¦§«¥  §�� ¦¥
«§ �¥ ��¢�¥�£¢ � ��� ¦§ «�� ¤£¤�� ÄÍ ³�Å · « ¡¥�£¸±¸ ¤�¥ ª�¥ ¦¥� «¥¦¦� ¦¥� �¥  ¤¹ ¤�¥�£ £��£¥� §�
© »© ¥ È°¥

τ > 0
³

Â§ «�� ¤£¤�� �£¤¦¤�¢¥  §�� �¶��
 ¥�£

n(t, m, 0) = 2

∫ 1

0
p(t, x, τ)K(x, m)dx,

ÄÍ ³¶�Å
�� ¦§ Ã��«£¤��

m 7→ K(x, m)
¥�£ ¦§  ¥��¤£¢  ¥ © §£��¤£¢  ¥� «¥¦¦� ¦¥� ¯ ¦¦¥� ¦���ª�¥ ¦§

© §£��¤£¢  ¥ ¦§ «¥¦¦� ¦¥ © ²�¥ ¥�£
x
³ Â §  ¥��¤£¢

K
¥�£ «¬�¤�¤¥ «��£¤��¥ · � ��¤£¤¹¥ ¥£ ¹¢�¤¯ §�£

∫ 1

0
K(x, m)dm = 1

����
x ∈ (0, 1)

¥£
K(x, m) = 0

����
m ≤ κ1x

��
κ2x ≤ m,

§¹¥«
0 < κ1 < κ2 < 1

³
T�Æ �¸� ¥�Æ ��¥£ ¥£ �� �¤«� ¤ ��£ �¿£¥��  ¥� �¢��¦£§£� �¤© ¤¦§¤�¥� ± «¥�µ �¿£¥���  §��

¦¥ «§�   ¡��¥  ¤¹¤�¤�� ¢°§¦¥ ³

����k��� � �� ��� ; þ"� - "�,ý# þ�� ý�ý �� û ü$��� �� �" G ��,�"ü (
g−1

)′
(m)

���� �<��"� �
��� �þ��ý,ýþ�� �"S �þü�� OR 9%%P �, OR 9%RP 9

:� ,�ü+ � ��, �Sû �ý!" $ û �ü �� û <$�þ+ .�� �" ý*�� , l "�� ��� �" �� # � �� !" ý *ý��, �� ��m,ü�
�, !" ý û þ�� .�� "�� + �,"üý,$ ���� � 6ý�,�ü*�� ��

(m, m + dm)
û üþ*ý��, � 6"�� ��� �" �� + .ü�

�5��, "�� + �,"üý,$ ���� � 6ý�,�ü*�� ��
(g−1(m), g−1(m) + (g−1)′(m)dm)

9
� � �þ��$!"����) �� ý�,$ ü��, ��� �þ��ý,ýþ�� �"S �þü�� OR 9%%P �, OR 9%RP û �ü ü�ûûþü, 7

�� + �,"üý,$) �þ"� þ�,��þ�� !" � �� ûþû "��,ýþ� ,þ,��� �� ��� �" ��� ��,ü�� , �� û <��� �� ü�û þ�
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��, ��,"ü�� ��+ ��, $ ��� 7 ��"S G þý� �� û þû "��,ýþ� �� ��� �" ��� �� û <��� �� û üþ �ýG $ü�,ýþ� !" ý
*ý����� , �� �� �ý*ý��ü) � 6�� ,878�ýü�

∫ 1

0
n(t, m, 0)dm = 2

∫ 1

0

(∫ A

0
D

(
m, a

)
p
(
t, m, a

)
da

)
dm,

þ" �ý��
∫ 1

0
n(t, m, 0)dm = 2

∫ 1

0
p
(
t, m, τ(Θ(m))

)
dm.

F� G þ��,ýþ�
Θ(m)

��, �$# � ý� �" �<�û ý,ü� 1 9 � � �� �$�üý, �� + �,"üý,$ � 6"�� ��� �" �� ��,ü��,
�� û <��� �� û üþ �ýG $ü�,ýþ� �ý ��,,� ��� �" �� ûþ��.�� "�� + �,"üý,$

m
�þü� �� �� �ý*ý�ýþ� 9

����k��� � �� �� � n � ��, 7 �þ,�ü !" 6�"�"�� �þ��ý,ýþ� �"S �þü�� � 6��, � $�����ýü� �þ���ü8
���, �� *�üý���� + �,"üý,$

m
ûþ"ü �� �5�,.+ � OR 91P o OR 9pP 9 :��ý ��, �q 7 �� � ý� "��üý,$ �"

�5�,.+ �) �ûûþü,$� û �ü �� *ý,���� �� + �,"ü�,ýþ�
V (m)

�"� �� �� r $üþ �, �üþý����,�9 ; þ"�
*�üüþ�� ���� �� ���,ýþ� �" ý*��,� !" � �þ"� ��,,� <5û þ,< .� � ��� �þ"ü��� ��ü��,$üý�,ý!" ��
� 6�,,�ý ���, - �+ �ý� �� *���"ü r $üþ 9

ç ès tëî÷òïëóð îô îëóu ìôð øë÷öa ôð øñöñøòíöïðòïv÷ôð
���� ¢£§¿¦¤����� ¤«¤ ª�¥¦ª�¥� �����¤¢£¢�  ¥� �¨�£²© ¥� ÄÍ ³Ì Å ¥£ ÄÍ ³¶�Å · ¥£ ÄÍ ³Ì ÅE ÄÍ ³QÅ ·

ª�¤ ���� �¥���� �£¤¦¥�  §�� ¦¥� «¬§�¤£�¥� � ¥£ Ì · ¦���ª�¥ ���� Ã¥���� ¦ ¡¢£� ¥  ¥ ÄÍ ³Ì ÅE ÄÍ ³QÅ
§¹¥« ¦¥� «�� ¤£¤��� §�µ ¿�� � ÄÍ ³Å ¥£ ÄÍ ³¶¶Å ¥£  ¥ ÄÍ ³Ì Å ¥£ ÄÍ ³¶�Å §¹¥« ¦¥� «�� ¤£¤��� §�µ
¿�� � ÄÍ ³Å ¥£ ÄÍ ³¶ÍÅ ³ ù� �§�£¤«�¦¤¥� · ����  ¢£¥�© ¤���� ¦¥� ��¦�£¤���  ¥ ÄÍ ³QÅ ¥� �£¤¦¤�§�£
¦§ © ¢£¬� ¥  ¥� «§�§«£¢�¤�£¤ª�¥� §� £¬¢��²© ¥ Í ³� ³� ³

���� «���¤ ¢���� ¦¥� «���¿ ¥� «§�§«£¢�¤�£¤ª�¥�
χ : (−∞, 0] × [0, 1] → [0, 1]

· ��¦�£¤���
 ¥ ¦ ¡¢ª�§£¤��  ¤å¢�¥�£¤¥¦¦¥ �� ¤�§¤�¥





dχ

ds
(s, m) = V

(
χ(s, m)

)
, s ≤ 0,

χ(0, m) = m ∈ [0, 1].

Â¥� «���¿ ¥� «§�§«£¢�¤�£¤ª�¥� �¥��¢�¥�£¥�£ ¦§ © §£��¤£¢ ª�¥  �¤£ � ���¢ ¥� ��¥ «¥¦¦� ¦¥ §�
£¥©��

t = s < 0
���� §¹�¤� ��¥ © §£��¤£¢

m
§� £¥©��

t = 0
³ ù ¦¦¥� ¹¢�¤¯¥�£

χ(s, 0) = 0¥£
χ(s, m) ∈ (0, 1]

����
s ≤ 0

¥£
m ∈ (0, 1]

³ Á ¥ �¦�� · ¦§ ¹¤£¥��¥  ¥ © §£��§£¤��
V

¢£§�£
� ��¤£¤¹¥ · ¦¥� «���¿ ¥� «§�§«£¢�¤�£¤ª�¥� ���£ «��¤��§�£¥� ³

Â¥ ¦¥©© ¥ ��¤¹§�£  ���¥ ��¥ ¥µ��¥��¤�� ¥µ�¦¤«¤£¥  ¥ «¥� «���¿ ¥� ³

w���� � �Y ��� F�� �þ"ü��� ��ü��,$üý�,ý!"��
χ(s, m)

�þ�, �þ�� $��) û þ"ü
s ≤ 0

�,
m ∈

[0, 1]
) û�ü

χ(s, m) = h−1(h(m)es),



Ö ×x × yÙÜßÓÒÙÞÝ ÜÕ ÜÙÞâ ÚÕÝ àÙßÔ\ÕÝ àÐÔÐàÓÛÔÒÝ ÓÒzßÕÝ Q�

þM
h : [0, 1] → [0, 1]

��, "�� G þ��,ýþ� �þ�,ý�"� �$# � ý� û �ü

h(m) =





exp

(
−

∫ 1

m

dθ

V (θ)

)
,

û þ"ü
m ∈ (0, 1],

0,
û þ"ü

m = 0.

ÄÍ ³¶Ì Å

{ $+ þ��,ü�,ýþ� 9 ��£��� £��£   ¡§¿ ��  ª�¥ ¦§ Ã��«£¤��
h : [0, 1] → [0, 1]

·  ���¢¥ �§� ÄÍ ³¶Ì Å ·
¥�£ «��£¤��¥ ¥£ �£�¤«£¥© ¥�£ «��¤��§�£¥ · � ��¤£¤¹¥ · ¥£ ¹¢�¤¯¥

h(0) = 0
¥£

h(1) = 1.

À¤��¤ ·
h

¥�£ ��¥ ¿¤Æ ¥«£¤��  ¥
[0, 1]

 §��
[0, 1]

³
Z�¤¥�£

s ≤ 0
¥£

m ∈ [0, 1]
³ ù� ���§�£ ¦¥ «¬§�°¥© ¥�£  ¥ ¹§�¤§¿ ¦¥

θ = χ(σ, m)

���� �¿£¥����
dθ =

dχ

dσ
(σ, m)dσ = V

(
χ(σ, m)

)
dσ = V (θ)dσ,

 ��«
∫ m

χ(s,m)

dθ

V (θ)
=

∫ 0

s
dσ = −s.

���� §¹��� §¦��� · � ���
m 6= 0

·

h−1(h(m)es) = h−1

[
exp

(
−

∫ 1

m

dθ

V (θ)

)
es

]
,

= h−1

[
exp

(
−

∫ 1

m

dθ

V (θ)
−

∫ m

χ(s,m)

dθ

V (θ)

)]
,

= h−1

[
exp

(
−

∫ 1

χ(s,m)

dθ

V (θ)

)]
,

= h−1[h(χ(s, m))],

= χ(s, m).

Â���ª�¥
m = 0

· ���� §¹��� · � ��� £��£
s ≤ 0

·

h−1(h(0)es) = h−1(0) = 0 = χ(s, 0).

´¥«¤ «��«¦�£ ¦§  ¢© ���£�§£¤�� ³

����k��� � �Y �� � ; þ"� ûþ"*þ��) �ý ���� � 6�*.ü� �$�����ýü�) �$# � ýü ��� �þ"ü��� ��ü��,$8
üý�,ý!"��

χ(t, m0)
û þ"ü

t ≥ 0
) + �ý� ��"��+ ��, û þ"ü

t ≤
∫ 1

m0

ds

V (s)
, m0 ∈ (0, 1].
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�� G �ý,) ��,,� �þ��ý,ýþ� � 6��, û�� ü��,üý�,ý*�9 L ý û þ"ü
m0 ∈ (0, 1)

) �þ"� û þ�þ��

m = χ(t, m0),

��þü�
t
ü�û ü$���,� �� ,�+û � � $�����ýü� 7 "�� ��� �" �� û þ"ü û����ü � 6"�� + �,"üý,$

m0
7 "��

+ �,"üý,$
m

> �þ��
t =

∫ m

m0

ds

V (s)
.

� , ý� ��, G ��ý�� � 6þ���ü*�ü !" �
∫ m

m0

ds

V (s)
≤

∫ 1

m0

ds

V (s)
, m0, m ∈ (0, 1], m0 < m.

úý��ý
χ(t, m0)

��, �$# � ý û þ"ü ,þ",� *���"ü ��
t ≥ 0

û þ"ü ��!"�� �� ��,,� �Sû ü���ýþ� û þ�� .��
"� ���� 9

ù� �£¤¦¤�§�£ ¦§ © ¢£¬� ¥  ¥� «§�§«£¢�¤�£¤ª�¥� · ���� � ��¹��� �¢��� �¥ ¦ ¡¢ª�§£¤�� ÄÍ ³QÅ
� ���

t > 0
³ Â ¡¥µ��¥��¤��  ¥

p
§¤��¤ �¿£¥��¥ ���� �¥�§ �£¤¦¥ §�µ «¬§�¤£�¥� � ¥£ Ì ³ ´¥

�¢��¦£§£ ¥�£ ��¢�¥�£¢  §�� ¦¥ £¬¢��²© ¥ �� ¤¹§�£ ³
|}~�k��� � �Y �Y � F�� �þ �" ,ýþ�� �" û üþ��.+ � OR 9pP o OR 9�P �þ�, �þ��$��) ûþ"ü

m ∈ [0, 1]
)

û�ü

p(t, m, a) =





p0

(
χ(−t, m), a − t

)
ξ(t, m)D̃(t, m, a),

� ý
t ≤ a,

p
(
t − a, χ(−a, m), 0

)
ξ(a, m)D̃(a, m, a),

� ý
a < t,

ÄÍ ³¶QÅ

þM
ξ(σ, m) := exp

{
−

∫ σ

0

(
γ + V ′

)(
χ(−s, m)

)
ds

}
,

�,
D̃(σ, m, a) := exp

{
−

∫ a

max{0,a−σ}
D

(
χ(s − a, m), s

)
ds

}
.

{ $+ þ��,ü�,ýþ� 9 Â¥� «���¿ ¥� «§�§«£¢�¤�£¤ª�¥� §���«¤¢¥� §� ���¿¦²© ¥ ÄÍ ³QÅ ���£
da

dt
= 1

¥£ dm

dt
= V (m).

Á��«
a = t + a0

¥£
m = χ(t, m0),

§¹¥«
a0 ∈ R

¥£
m0 ∈ [0, 1]

³ T�����

u(s) := p(s, χ(s, m0), s + a0),
����

s ≥ t0 := max{0,−a0}.
ù� �£¤¦¤�§�£ ÄÍ ³QÅ · ���� �¿£¥����

du

ds
(s) = −

[
γ
(
χ(s, m0)

)
+ V ′

(
χ(s, m0)

)
+ D

(
χ(s, m0), s + a0

)]
u(s).
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���� ¥�  ¢ �¤����

u(t) = u(t0) exp

{
−

∫ t

t0

(
γ + V ′

)(
χ(s, m0)

)
+ D

(
χ(s, m0), s + a0

)
ds

}
.

���� «���¤ ¢���� §¦���  ¥�µ «§� ³ T �¥© ¤²�¥© ¥�£ · �¤
t ≤ a

· « ¡¥�£¸±¸ ¤�¥
t0 = 0

· ���� §¹���

u(t) = u(0) exp

{
−

∫ t

0

(
γ + V ′

)(
χ(s, m0)

)
+ D

(
χ(s, m0), s + a0

)
ds

}
,

§¹¥«
m0 = χ(−t, m), a0 = a − t

¥£ ·   ¡§��²� ÄÍ ³	Å ·
u(0) = p(0, m0, a0) = p0(χ(−t, m), a − t).

À¤��¤ · �¤
t ≤ a

·

u(t) = p0(χ(−t, m), a−t) exp

{
−

∫ t

0

(
γ+V ′

)(
χ(s−t, m)

)
+D

(
χ(s−t, m), s+a−t

)
ds

}
.

Á¥�µ¤²© ¥© ¥�£ · �¤
t > a

· §¦���
t0 = −a0 = t − a

 ��«

u(t) = u(t − a) exp

{
−

∫ t

t−a

(
γ + V ′

)(
χ(s, m0)

)
+ D

(
χ(s, m0), s + a0

)
ds

}
.

´�©©¥

u(t − a) = p(t − a, χ(t − a, m0), t − a + a0) = p(t − a, χ(−a, m), 0),

���� �¿£¥���� · �¤
a < t

·

u(t) = p(t−a, χ(−a, m), 0) exp

{
−

∫ t

t−a

(
γ+V ′

)(
χ(s−t, m)

)
+D

(
χ(s−t, m), s+a−t

)
ds

}
.

ù� �£¤¦¤�§�£ ¦¥� «¬§�°¥© ¥�£�  ¥ ¹§�¤§¿¦¥� §������¤¢� · ���� �¿£¥���� ÄÍ ³¶QÅ ³ ´¥«¤ «��«¦�£
¦§  ¢© ���£�§£¤�� ³

Á §�� ¦¥ «§� ��
D ≡ 0

· ¦ ¡¢ª�§£¤�� ÄÍ ³QÅ ¥�£  ���¢¥ �§� ÄÍ ³¶�Å ³ ���� � ��¹��� §¤��¤
¢���«¥� ¦¥ «���¦¦§¤�¥ ��¤¹§�£ · «���¢ª�¥�«¥ ¤©© ¢ ¤§£¥  � £¬¢��²© ¥ Í ³� ³� ³
��k�XX� �k� � �Y �� � F�� �þ �" ,ýþ�� �� � 6$!"�,ýþ� OR 9%(P ) �*�� �� �þ��$� ý� ý,ý��� OR 9�P ) �þ�,
�þ��$��) û þ"ü

m ∈ [0, 1]
) û �ü

p(t, m, a) =





p0

(
χ(−t, m), a − t

)
ξ(t, m),

� ý
t ≤ a,

p
(
t − a, χ(−a, m), 0

)
ξ(a, m),

� ý
a < t,

þM
ξ(σ, m) := exp

{
−

∫ σ

0

(
γ + V ′

)(
χ(−s, m)

)
ds

}
.
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Â¥� �¢��¦£§£� ¢£§¿¦¤� §� £¬¢��²© ¥ Í ³� ³� §¤��¤ ª� ¡§� «���¦¦§¤�¥ Í ³� ³Ì ¹��£ ���� � ¥�¸
© ¥££�¥ ·  §�� ¦¥�  ¥�µ «¬§�¤£�¥� ª�¤ ��¤¹¥�£ ·  ¥  ¢£¥�© ¤�¥� ��¥ Ã��©�¦§£¤�� �£��«£��¢¥
��¤ª�¥© ¥�£ ¥� © §£��¤£¢  ¥� �¨�£²© ¥� ÄÍ ³Ì ÅE ÄÍ ³QÅ ¥£ ÄÍ ³Ì Å ¥£ ÄÍ ³¶�Å ³ ´¥££¥ Ã��©�¦§£¤�� �¥�§
�¿£¥��¥ �§� ¤�£¢°�§£¤��  ¥�  ¥�µ ¢ª�§£¤���  ¢«�¤¹§�£ ¦ ¡¢¹�¦�£¤��  ¥� «¥¦¦� ¦¥� ¥� �¬§�¥
 ¥ �¥� �� ¥£ ¥� �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� �§� �§�� ��£ ± ¦ ¡È°¥ ³ ��£��� «¥� ¥� §�£ ª�¥ «¥¦§
¥�£ � ���¤¿ ¦¥ ��¤ª�¥© ¥�£ �§�«¥ ª�¥ ¦¥�  ¤å¢�¥�£� £§�µ Ä ¥ © ��£§¦¤£¢ ·  ¥ �¢¤�£�� �«£¤��
¥� �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� Å ¤�£�� �¤£�  §�� ��£�¥ © � ²¦¥ �¥  ¢� ¥� ¥�£ �§�  ¥ ¦ ¡È°¥  ¥�
«¥¦¦� ¦¥� ³



� ����Ä Å� �

� � �|� {��� �} �|� ��||� |{���

� �~���� � �

Â¥ �¨�£²© ¥ ª�¥ ���� ���� ���� �����   ¡¢£� ¤¥�  §�� «¥ «¬§�¤£�¥ ¥�£ ¿§�¢ ��� ��
© � ²¦¥ ���� ��¢ �§� � §«�¥¨ ¥£ � ¥¨ ��
 ¥� ¶��� ³ ¾¦  ¢«�¤£ ¦§ ��� �«£¤��  ¥� «¥¦¦� ¦¥�
�§�°�¤�¥� ± £�§¹¥�� ¦ ¡¢¹�¦�£¤��   ¡��¥ � ���¦§£¤��  ¥ «¥¦¦� ¦¥� ���«¬¥� ¬¢© §£�� �¢£¤ª�¥�
Ä¹�¤� «¬§�¤£�¥ ¶Å ³ ´¥� «¥¦¦� ¦¥� ���£ «§�§¿¦¥� ± ¦§ Ã�¤�  ¥ ���¦¤Ã¢�¥� ¥£   ¡§�°© ¥�£¥� ¦¥��
© §£��¤£¢ ³ ¾� ¤£¤§¦¥© ¥�£ · ¦¥ © � ²¦¥ ��¥�  ¦§ Ã��© ¥   ¡�� �¨�£²© ¥ �£��«£��¢ ¥� £¥©�� · È°¥
¥£ © §£��¤£¢ ³

Â¥�  ¢£§¤¦�  ¥ ¦§ © � ¢¦¤�§£¤�� ���£  ���¢� §� «¬§�¤£�¥ Í ³ ���� ¥� �§�� ¥¦��� «¥� ¥� §�£
¦¥� °�§� ¥� ¦¤°�¥� ³

Â§ ¹¤¥   ¡��¥ «¥¦¦� ¦¥ ¥�£ �§�£§°¢¥ ¥�£�¥ ��¥ �¬§�¥  ¥ �¥� �� ¥£ ��¥ �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤��
ª�¤ Ã��© ¥�£ ¦¥ «¨«¦¥ «¥¦¦� ¦§¤�¥ Ä¹�¤� ¦¥� £�§¹§�µ  ¥ g���� ¥£ ÿ§���«� ���
 ���� ¦ ¡¥µ ¤�£¥�«¥
  ¡��¥ �¬§�¥  ¥ �¥� ��  §�� ¦¥ «¨«¦¥ «¥¦¦� ¦§¤�¥Å ³ Â¥� «¥¦¦� ¦¥� ¥� �¬§�¥  ¥ �¥� �� �¥ � ¥�¹¥�£
�¥  ¤¹ ¤�¥� ³ ù ¦¦¥� §�°© ¥�£¥�£ ¦¥�� © §£��¤£¢ ¥£ · ± «�� ¤£¤�� ª� ¡¥¦¦¥� �¥ © ¥��¥�£ �§� · ¥¦¦¥�
¥�£�¥�£ ¯�§¦¥© ¥�£ ¥� �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� ³ Â± · �¤ ¥¦¦¥� �¥ © ¥��¥�£ �§� �§� §� ��£��¥ ·
¥¦¦¥� �¥  ¤¹¤�¥�£ ¥£  ���¥�£ �§¤��§�«¥ ±  ¥�µ «¥¦¦� ¦¥� ·  ¤£¥� «¥¦¦� ¦¥� ¯ ¦¦¥� ³ Â¥�  ¥�µ «¥¦¦� ¦¥�
¯ ¦¦¥� ¥�£�¥�£  ¤�¥«£¥© ¥�£ ¥� �¬§�¥  ¥ �¥� �� ¥£ «�©�¦²£¥�£ ¦¥ «¨«¦¥ «¥¦¦� ¦§¤�¥ ³ Â¥� «¥¦¦� ¦¥�
� ¥�¹¥�£ �¥�£¥� ¤� ¢¯�¤© ¥�£ ¥� �¬§�¥  ¥ �¥� �� ³

Â¥ © � ²¦¥ ���� ��¢ �§� � §«�¥¨ ¥£ � ¥¨  §�� ��
 § ¢£¢ §�§¦¨�¢ �§� � §«�¥¨ ¥£ � ¥¨
�f� · f ¶
 ¥� ¶��Q · ´�§¿¿ �, ��9 ��f · ��
 ¥� ¶��	 · Á¨��� �, ��9 �ÌÌ 
 ¥� ¶��	 ¥£ À ¤©¨
¥£ T�Æ �¸� ¥�Æ ��¥£ �¶¶
 ¥� Í�� ¶³ Á §�� «¥� £�§¹§�µ · ¦¥ © � ²¦¥  ¥ ��
 ¢£§¤£ �¤©�¦¤¯¢ ¥�
������§�£ ª�¥ £��£¥� ¦¥� «¥¦¦� ¦¥� �¥  ¤¹¤�§¤¥�£ ¥µ§«£¥© ¥�£ §� © »© ¥ È°¥ ³ ´¥� ¥� §�£ · ¦§
�¤£�§£¤�� °¢�¢�§¦¥© ¥�£ �¢�§� �¥  §�� ��¥ � ���¦§£¤�� «¥¦¦� ¦§¤�¥ ® ¥£ ¥� �§�£¤«�¦¤¥�  §��
��¥ � ���¦§£¤��  ¥ «¥¦¦� ¦¥� ���«¬¥� ¬¢© §£�� �¢£¤ª�¥� ® «���¤�£¥ ¥� ��¥ � ���¦§£¤��  ¥
«¥¦¦� ¦¥� �¥  ¤¹ ¤�§�£ ±  ¥� È°¥�  ¤å¢�¥�£� Ä¹�¤� · �§� ¥µ¥©�¦¥ · ¦¥� �¢��¦£§£�  ¥ g �§ Ã��  �, ��9

Q
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�Í�
 �¿£¥��� §¹¥«  ¥� ����¤�Å ³ À ��£�¥ «���§¤��§�«¥ · ¦ ¡¬¨� �£¬²�¥ �¥¦�� ¦§ª�¥¦¦¥ £��£¥� ¦¥�
«¥¦¦� ¦¥� �¥ �¥  ¤¹ ¤�¥�£ �§� §� © »© ¥ È°¥ § ¢£¢ �£¤¦¤�¢¥ · � ��� ¦§ ��¥© ¤²�¥ Ã�¤� ·  §�� ��
 ���� ¥� «§� �§�£¤«�¦¤¥�� · ¥£ �¥�¦¥�  ¥� ¢£� ¥� ��© ¢�¤ª�¥�  ¥ «¥ © � ²¦¥ ��£ ¢£¢ ¥�£�¥��¤�¥� ³

Á §�� �Ì
 ¥£ �Ìf
 · Á¨��� �, ��9 ��£ «���¤ ¢�¢ ��¥ ¢ª�§£¤�� �£��«£��¢¥ ¥� £¥©�� · È°¥
¥£ © §£��¤£¢ � ��� ¦§ª�¥¦¦¥ ¦ ¡È°¥  ¥ ¦§  ¤¹ ¤�¤�� «¥¦¦� ¦§¤�¥ � ¡¥�£ �§� ¦¥ © »© ¥ ���� £��£¥�
¦¥� «¥¦¦� ¦¥� ³ Á ¥� �¢��¦£§£�   ¡¥µ ¤�£¥�«¥ ·   ¡��¤«¤£¢ · ¥£  ¥� �����¤¢£¢�  ¥ ¦ ¡�� ¢�§£¥�� ��¦�£¤��
���£ ��¢�¥�£¢�  §�� «¥� §�£¤«¦¥� ³ ´¥� ¥� §�£ ·  §�� «¥ © � ²¦¥ · ¦§  ¤¹¤�¤�� ¥�£ �¥��¢�¥�£¢¥
�§� ¦§ «�� ¤£¤�� §� ¿�� 

p(t, m, 0) =

∫ +∞

0
β(a)p(t, m, a)da,

ª�¤ �¥ ��¥�  ¥� «�©�£¥ ª� ¡��¥ �¥�¦¥ �¬§�¥  §�� ¦¥ «¨«¦¥ «¥¦¦� ¦§¤�¥ Ä¦§ �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢¸
�§£¤�� Å · ¥£ ¦¥ æ�µ «¥¦¦� ¦§¤�¥ ¥�£�¥ ¦¥�  ¥�µ �¬§�¥� � ¡¥�£ �§� �¥��¢�¥�£¢ ³

Á §�� �fÍ
 ¥£ �f�
 · � §«�¥¨ ¥£ �� �¤«� ¤ ��£ ¢£� ¤¢ ¦¥ «�©���£¥© ¥�£  ¥� ��¦�£¤���  �
© � ²¦¥ «���¤ ¢�¢  §�� ��
 · © §¤� �¥�¦¥© ¥�£  §�� ¦¥ «§� �� £��£¥� ¦¥� «¥¦¦� ¦¥� �¥  ¤¹ ¤�¥�£
§� © »© ¥ È°¥ ³ Â¥�� © � ²¦¥ ¥�£ �¥��¢�¥�£¢ �§� ��¥ ¢ª�§£¤�� §�µ  ¢�¤¹¢¥� �§�£¤¥¦¦¥�  �
��¥© ¤¥� �� �¥ §¹¥« �� �¥£§�   ¤�«�¥£ ¥� £¥©��

τ
¥£ ��¥  ¢� ¥� §�«¥ ���¸¦� «§¦¥  ¥ ¦§

¹§�¤§¿¦¥ © §£��¤£¢
∆(m)

 �¥ ± ¦§  ¤¹ ¤�¤�� «¥¦¦� ¦§¤�¥ ³ ´¥££¥ ¢ª�§£¤�� � ¡¢«�¤£ ���� ¦§ Ã��© ¥

∂u

∂t
(t, m) + V (m)

∂u

∂m
(t, m) = f(u(t, m), u(t − τ, ∆(m))),

Ä� ³¶Å
§¹¥«

∆ : [0, 1] → [0, 1]
��¥ Ã��«£¤�� «��£¤��¥ ¹¢�¤¯ §�£

∆(0) = 0
¥£

∆(m) < m
����

m ∈ (0, 1]
³

Á §�� �f�
 · ª�¤ ¥�£ �¦�� °¢�¢�§¦ ª�¥ �fÍ
 · � §«�¥¨ ¥£ �� �¤«� ¤ ��£ ¢£§¿¦¤ �� «�¤£²�¥ � ���
¦§ �£§¿¤¦¤£¢ °¦�¿§¦¥  ¥ £¥¦¦¥� ¢ª�§£¤��� ³ � ¢§�© �¤�� · ¤¦� ��£ «���¤ ¢�¢ ¦¥ «§� �§�£¤«�¦¤¥� �� ¦¥
£¥�© ¥

f(u, v)
 §�� Ä� ³¶Å �¥  ¢� ¥�  �§�  ¥ ¦§ © §£��¤£¢ ³ Á ¥ �¦�� · ¦§ Ã��«£¤��

∆(m)
 ¢� ¥�  ·

¥� °¢�¢�§¦ ·  ¥
τ

¥£ ¦§ «�� ¤£¤��
∆(m) < m

· �£¤¦¤�¢¥ �§� � §«�¥¨ ¥£ �� �¤«� ¤  §�� ¦¥ «§�
��

V (m) = rm
·
r > 0

· ¥£
g(m) = αm

·
0 < α ≤ 1

· ª�¤  ���¥
∆(m) = α−1e−rτm

· � ¡¥�£
�§� ¹¢�¤¯¢¥ � ��� £��£

τ > 0
³

Á §�� ��£�¥ £�§¹§¤¦ · ���� «���¤ ¢���� ��¥ �¤£�§£¤�� �¦�� °¢�¢�§¦¥  §�� ¦§ª�¥¦¦¥ ¦ ¡È°¥
 ¥ ¦§ «¨£�«¤�²�¥   ¡��¥ «¥¦¦� ¦¥ Ä¦§  ¤¹ ¤�¤�� �����¥© ¥�£  ¤£¥Å  ¢� ¥�   ¥ �§ © §£��¤£¢ §¤��¤
ª�¥  � £¥©�� ª� ¡¥¦¦¥ § �§��¢ ¥� �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� ³ ´¥££¥ ¬¨� �£¬²�¥ «�� �¤£ ± ¦§
«�� ¤£¤�� §� ¿��  Ä� ³fÅ ³

T§� ¤�£¢°�§£¤��  � ©� ²¦¥ ÄÍ ³Ì ÅE ÄÍ ³QÅ �§� �§�� ��£ ± ¦ ¡È°¥ · ���� �¿£¥���� ��¥ ¢ª�§£¤��
§�µ  ¢�¤¹¢¥� �§�£¤¥¦¦¥� ¬¨� ¥�¿ �¦¤ª�¥  � ��¥© ¤¥� �� �¥ §¹¥« �� �¥£§�  ¥� £¥©��  ¤�£�¤¿�¢
�¥¦�� �� ��¨§� ± ������£ «�©�§«£

[τ , τ ]
· §¹¥«

0 ≤ τ < τ < ∞ · ¥£ �� £¥�© ¥ ��� ¦�«§¦
 §�� ¦§ ¹§�¤§¿¦¥ © §£��¤£¢ ª�¤  ¢� ¥�  §���¤  � �¥£§�  £¥©���¥¦ ³ Á §�� ��£�¥ © � ²¦¥ · ¦§
�§�£¤¥ ���¸¦¤�¢§¤�¥  ¢� ¥�   ¥ ¦§ © §£��¤£¢ Ä¹�¤� ¦¥ �¨�£²© ¥ Ä� ³¶Ì ÅE Ä� ³¶QÅÅ ³



x ×� × � Ô ÛÝÕÞ ÓÐ ÓÒÙÞ Úß ã ÙÚ�Ü Õ Q�

Â¥ «�©���£¥© ¥�£  ¥ ¦§ � ���¦§£¤�� ¢£� ¤¢¥ ¥�£ �¿£¥�� �§� ¦ ¡§�§¦¨�¥  � «§�

lim
t→+∞

N(t, 0) = 0.
Ä� ³ÍÅ

Á §�� ¦¥ © � ²¦¥ ª�¥ ���� ¢£� ¤��� ·
N(t, 0)

«���¥�� ��  ± ¦§ � ���¦§£¤��  ¥ «¥¦¦� ¦¥� ���«¬¥�
¬¢© §£�� �¢£¤ª�¥� ¤©© §£��¥� · ¥£ ¦§ «�� ¤£¤�� Ä� ³ÍÅ  ¢«�¤£ �� §����£ ¤���ä �§�£  ¥ «¥¦¦� ¦¥�
��¤© ¤£¤¹¥� � ��� �� £¥©�� ¦��° ³

���� © ��£���� ª�¥ ���� ¦§ «�� ¤£¤�� Ä� ³ÍÅ · ¥£ §¹¥« ¦§ �£§¿¤¦¤£¢ ¦� «§¦¥ Ä�¥�� ¥«£¤¹¥© ¥�£ ·
¦§ �£§¿¤¦¤£¢ ¦� «§¦¥ ¥µ� ��¥�£¤¥¦¦¥Å  ¥ ¦ ¡¢ª�§£¤�� §�µ  ¢�¤¹¢¥� �§�£¤¥¦¦¥� · ¦§ �£§¿¤¦¤£¢ °¦�¿§¦¥
Ä�¥�� ¥«£¤¹¥© ¥�£ · ¦§ �£§¿¤¦¤£¢ °¦�¿§¦¥ ¥µ� ��¥�£¤¥¦¦¥Å  � �¨�£²© ¥ ¥�£ §����¢¥ ³ ´¥� �¢��¦£§£�
���£ �¿£¥��� ���� ¦ ¡¬¨� �£¬²�¥ ª�¥ ¦¥� «¥¦¦� ¦¥� ��£ ��ä �§©©¥�£  ¥ £¥©�� · ¥� �¬§�¥  ¥
���¦¤Ã¢�§£¤�� · � ��� §�°© ¥�£¥� ¦¥�� © §£��¤£¢  ¥ Ã§��� «���¢ª�¥�£¥ Ä«Ã £¬¢��²© ¥ � ³Q ³fÅ ³

���� © ��£���� §���¤ ª�¥ · �¤ ¦¥ £¥©�� © ¤�¤©�© �¢«¥��§¤�¥ ± ¦§ �¢�¦¤«§£¤�� «¥¦¦� ¦§¤�¥
τ¥�£ £��� °�§�  · §¦��� ¦§  ¥�£��«£¤��  ¥ ¦§ � ���¦§£¤��  ¥ «¥¦¦� ¦¥� ���«¬¥� ©�¦£¤� �£¥�£¥� Ä¦¥�

«¥¦¦� ¦¥� §¨§�£ ��¥ Ã§¤¿ ¦¥ © §£��¤£¢Å §å¥«£¥ £��£¥ ¦§ � ���¦§£¤�� ¥£ ¦ ¡¥µ£¤�«£¤�� ¥� £¥©��
¯�¤ ¥�£ ¤�¢¹¤£§¿¦¥ Ä¹�¤� «���¦¦§¤�¥ � ³Q ³QÅ ³

��£�¥ ¢£� ¥ ¥�£ ��°§�¤�¢¥  ¥ ¦§ Ã§��� ��¤¹§�£¥ ³ Á§�� ¦§ �¥«£¤�� � ³¶· ���� ��¢�¥�£���
¦¥ © � ²¦¥ ³ ���� �¿£¥���� �� �¨�£²© ¥  ¥  ¥�µ ¢ª�§£¤��� §�µ  ¢�¤¹¢¥� �§�£¤¥¦¦¥� §¹¥« ��
�¥£§�  £¥©���¥¦  ¤�£�¤¿�¢ ¥£ ��¥  ¢� ¥� §�«¥ ���¸¦� «§¦¥  ¥ ¦§ ¹§�¤§¿¦¥ © §£��¤£¢ ³ ����
¢£§¿ ¦¤����� ��¥ Ã��©�¦§£¤�� ¤�£¢°�¢¥  ¥ ��£�¥ © � ²¦¥ ¥� �£¤¦¤�§�£ ��¥ Ã��©�¦¥  ¥ ¹§�¤§£¤��
 ¥ ¦§ «���£§�£¥ «¦§��¤ª�¥ ³ ���� © ��£���� ¦ ¡¥µ ¤�£¥�«¥ ¥£ ¦ ¡��¤«¤£¢  ¥ ��¦�£¤���  � ���¿¦²© ¥
¤�£¢°�¢  §�� ¦§ �¥«£¤�� � ³Í ³ ���� ¢£� ¤��� ¥���¤£¥ · ± ¦§ �¥«£¤�� � ³� · ¦§ �£§¿¤¦¤£¢ ¦� «§¦¥  ¥
¦§ ��¦�£¤�� £�¤¹¤§¦¥ ³ Á§�� ¦§ �¥«£¤�� � ³Ì · ���� ���� ¤�£¢�¥����� ± ¦§ �£§¿¤¦¤£¢ °¦�¿§¦¥  ¥
¦ ¡¢ª�§£¤��  ¤å ¢�¥�£¤¥¦¦¥ ± �¥£§�  ¹¢�¤¯¢¥ �§� ¦§ � ���¦§£¤��  ¥ «¥¦¦� ¦¥� ���«¬¥� ¤©© §£��¥� ³
���� �£¤¦¤���� ��¥ Ã��«£¤��  ¥ Â¨§����¹ ���� �¿£¥�¤� ¦§ �£§¿¤¦¤£¢ °¦�¿§¦¥  ¥ ¦§ ��¦�£¤��
£�¤¹¤§¦¥  ¥ «¥££¥ ¢ª�§£¤�� ³ Á §�� ¦§ �¥«£¤�� � ³Q · ���� ¢£§¿¦¤����� �� «�¤£²�¥ � ��� ¦§ �£§¿¤¦¤£¢
°¦�¿§¦¥  ¥ ¦§ ��¦�£¤�� £�¤¹¤§¦¥  ¥ ��£�¥ © � ²¦¥ ³ ´¥ «�¤£²�¥ ¥�£ ¿§�¢ ��� ¦§ «�� ¤£¤�� Ä� ³ÍÅ ¥£
��� ¦§ �£§¿¤¦¤£¢ ¦� «§¦¥  ¥ ¦§ ��¦�£¤�� £�¤¹¤§¦¥ ³ ���� £¥�© ¤���� �§� ª�¥¦ª�¥� «�©©¥�£§¤�¥�
¥£ �¥© §�ª�¥� ��� ¦¥� �¢��¦£§£� �¿£¥��� ³

s èé � öíðôóòñòïëó ì÷ c ëì� îô
Á§�� ¦¥�  ¥�µ �¬§�¥� · «¬§ª�¥ «¥¦¦� ¦¥ ¥�£ «§�§«£¢�¤�¢¥ �§� ��� È°¥

a ≥ 0
¥£ �§ © §£��¤£¢

m ∈ [0, 1]
³

´¬§ª�¥ «¥¦¦� ¦¥ ¥�£�¥ ¥� �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� §¹¥« �� È°¥
a = 0

³ � ��� ��������� ª�¥
«¥� «¥¦¦� ¦¥� � ¥�¹¥�£ © ���¤� · �§� §� ��£��¥ · §¹¥« �� £§�µ

γ
³ ´¬§ª�¥ «¥¦¦� ¦¥  ¥ © §£��¤£¢

m¥£   ¡È°¥
a

�¥  ¤¹ ¤�¥ · ¦���  ¥ ¦§ © ¤£��¥ · §¹¥« �� £§�µ
D = D(m, a)

³ � ��� ��������� ª�¥
¦ ¡§��¦¤«§£¤��

m 7→ D(m, a)
¥�£ «��£¤��¥ · ª�¥ ¦ ¡§��¦¤«§£¤��

a 7→ D(m, a)
¥�£ «��£¤��¥ �§�



	� ÎÏÐÑ Ò ÓÔ Õ x × Ø ÙÚ�Ü Õ Ð^Õà à� àÜÕ àÕÜÜ ßÜÐÒÔ Õ ÚÒÝ ÓÔÒ\ßÛ
© ��«¥§�µ ¥£ ª� ¡¤¦ ¥µ ¤�£¥

0 ≤ τ < τ
£¥¦ ª�¥

D(m, a) = 0
�¤

a ≤ τ , m ∈ [0, 1],

��
τ

¥�£ ¦§  ��¢¥ © §µ¤© §¦¥  ¥ ¦§ �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� ³ Â ¡È°¥   ¡��¥ «¥¦¦� ¦¥ ¥� �¬§�¥  ¥
���¦¤Ã¢�§£¤�� ¹§�¤¥  ��«  ¥

a = 0
±

a = τ
³

� �£��� ª�¥
τ
· ª�¤ �¥��¢�¥�£¥ ¦¥ £¥©�� © ¤�¤© §¦ ª�¥  �¤£ �§��¥� ��¥ «¥¦¦� ¦¥ ¥� �¬§�¥  ¥

���¦¤Ã¢�§£¤�� · � ¥�£ ¢¹¥�£�¥¦¦¥© ¥�£ »£�¥ ¢°§¦ ± É¢�� ³ Â���ª�¥
τ > 0

· ¦¥� «¥¦¦� ¦¥� �¥ � ¥�¹¥�£
�§� �¥  ¤¹ ¤�¥� ý++ $�ý�,�+ ��, §��²� ¦¥�� ¥�£�¢¥ ¥� �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� ³ ´¥££¥ �¤£�§£¤��
¥�£ «¥�£§¤�¥© ¥�£ �¦�� ���«¬¥  ¥ ¦§ �¢§¦¤£¢ · ¦¥�  ¤¹ ¤�¤��� «¥¦¦� ¦§¤�¥� £��� �§�¤ ¥� � ¡¢£§�£
�¿�¥�¹¢¥� ª�¥ ¦���  ¥ «§� �§£¬�¦�°¤ª�¥� ³

ÿ��£¥� ¦¥� «¥¦¦� ¦¥� §�°© ¥�£¥�£ ¦¥�� © §£��¤£¢ §¹¥« ��¥ ¹¤£¥��¥
V (m)

Ä ¢¯�¤¥ §� «¬§¸
�¤£�¥ Í · �¥«£¤�� Í ³¶Å · ���� ��¢¥ ¦§ © »© ¥  §�� ¦¥�  ¥�µ �¬§�¥� · ª�¤ ¹¢�¤¯¥

V (0) = 0
·

V (m) > 0
����

m ∈ (0, 1]
·
V ∈ C1[0, 1]

¥£
∫ m

0

dθ

V (θ)
= +∞,

����
m ∈ (0, 1].

À��²�  ¤¹ ¤�¤�� · «¬§ª�¥ «¥¦¦� ¦¥ ¯ ¦¦¥ ¥�£�¥ ¤©© ¢ ¤§£¥© ¥�£ ¥� �¬§�¥  ¥ �¥� �� §¹¥« �� È°¥
a = 0

³ Z¤ ��¥ «¥¦¦� ¦¥ © ²�¥ � ���² ¥ ��¥ © §£��¤£¢
m

§� © �© ¥�£  ¥ ¦§ «¨£�«¤�²�¥ · §¦��� ����
��������� ª�¥ «¬§ª�¥ «¥¦¦� ¦¥ ¯ ¦¦¥ § ��¥ © §£��¤£¢

g(m)
± ¦§ �§¤��§�«¥ Ä¹�¤� «¬§�¤£�¥ Í ·

�¥«£¤�� Í ³ÍÅ ³ ¾¦ ¥�£ §��¥É �§£��¥¦  ¥ ������¥� ª�¥
g

¥�£ ��¥ Ã��«£¤�� «��¤��§�£¥ ¥£ «��£¤��¥
 ¥

[0, 1]
 §�� ¦�¤¸© »© ¥ ³ Á¥ �¦�� · ���� ��������� ª�¥

g ∈ C1[0, 1)
¥£ ª�¥

g(m) < m
����

m ∈ (0, 1)
³ ù�¯� · ���� ���¦��°¥���

g−1 ¥� � ��§�£
g−1(m) = 1

�¤
m > g(1)

· � ���  ¥�
�§¤���� £¥«¬�¤ª�¥� ³

Ê�¥ «¥¦¦� ¦¥ � ��¹§�£  ¥© ¥��¥� £��£¥ �§ ¹¤¥ ¥� �¬§�¥  ¥ �¥� �� · ¦§ ¹§�¤§¿¦¥ È°¥ ¹§�¤¥  ¥
a = 0

±
a = +∞  §�� «¥££¥ �¬§�¥ ³ ���� ��������� ª�¥ ¦¥� «¥¦¦� ¦¥� ª�¤¥�«¥�£¥� © ¥��¥�£

§¹¥« �� £§�µ
δ
· ª�¤ £¤¥�£ §���¤ «�©�£¥  ¥ ¦§  ¤å¢�¥�«¤§£¤�� «¥¦¦� ¦§¤�¥ · ¥£ ª� ¡¥¦¦¥� ���£

¤�£�� �¤£¥� ¥� �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� §¹¥« �� £§�µ
β

 ¢� ¥� §�£  ¥ ¦§ © §£��¤£¢ ¥£  ¥ ¦§
 ¥��¤£¢ £�£§¦¥  ¥ «¥¦¦� ¦¥� §� �¥� �� §¨§�£ �� «¥�£§¤� �¤¹¥§�  ¥ © §£��¤£¢ Ä«Ã ³ Z§«¬� �¶�	
Å ³���� ��£���

p(t, m, a)
¥£

n(t, m, a)
¦¥�  ¥��¤£¢�  ¥ � ���¦§£¤���  §�� ¦¥� �¬§�¥�  ¥

���¦¤Ã¢�§£¤�� ¥£  ¥ �¥� �� �¥�� ¥«£¤¹¥© ¥�£ · §� £¥©��
t ≥ 0

·  ¥ © §£��¤£¢
m

¥£   ¡È°¥
a
³

´¬§ª�¥ �¬§�¥ ¥�£  ¢«�¤£¥ �§� ��¥ ¢ª�§£¤�� §�µ  ¢�¤¹¢¥� �§�£¤¥¦¦¥� ³ ´ ¤¸§��²� ·
p =

p(t, m, a)
¥£

n = n(t, m, a)
³ Â¥�  ¥�µ ¢ª�§£¤���  ¥ «���¥�¹§£¤�� ���£

∂p

∂t
+

∂p

∂a
+

∂(V (m)p)

∂m
= − [γ(m) + D(m, a)] p,

Ä� ³�Å
∂n

∂t
+

∂n

∂a
+

∂(V (m)n)

∂m
= − [δ(m) + β(m, N(t, m))] n,

Ä� ³Ì Å
§¹¥« ¦¥� «�� ¤£¤��� ¤� ¤£¤§¦¥�





p(0, m, a) = p0(m, a), (m, a) ∈ [0, 1] × [0, τ),

n(0, m, a) = n0(m, a), (m, a) ∈ [0, 1] × [0, +∞).

Ä� ³QÅ



x ×� × � Ô ÛÝÕÞ ÓÐ ÓÒÙÞ Úß ã ÙÚ�Ü Õ 	 ¶

Â¥� Ã��«£¤���
γ

¥£
δ

���£ ������¢¥� � ��¤£¤¹¥� ¥£ «��£¤��¥� ��� ¦ ¡¤�£¥�¹§¦¦¥
[0, 1]

³
T��� ¦¥ © �© ¥�£ · ¦§ Ã��«£¤��

β
¥�£ ������¢¥ «��£¤��¥ ¥£ � ��¤£¤¹¥ ³ ù� Ã§¤£ · «�©© ¥ ����

¢£� ¤��� ��¥ � ���¦§£¤�� «¥¦¦� ¦§¤�¥ ���� � ����¤��� �¥ «���¤ ¢�¥� ª�¥ ¦¥� ��¦�£¤��� � ��¤£¤¹¥�
 ¥ Ä� ³�ÅE Ä� ³Ì Å � «¥� ¥� §�£ · §¯�  ¥  ���¥� ��¥  ¢¯�¤£¤�� «���¥«£¥  ¥

β
· ���� ������¥����

ª�¥ ¦ ¡§��¦¤«§£¤��
x 7→ β(m, x)

¥�£ «���£§�£¥ � ���
x ≤ 0

· §¹¥«
β(m, x) = β(m, 0)

³ T§�
¥µ¥©�¦¥ · � §«�¥¨ ��
 § «���¤ ¢�¢ ��¥ Ã��«£¤��

β
 ¢¯�¤¥ �§�

β(m, x) =





a(m)

xq + b(m)
,

�¤
x ≥ 0,

a(m)

b(m)
,

�¤
x < 0,

Ä� ³	Å

� ���
m ∈ [0, 1]

· ��
a

¥£
b
���£  ¥�µ Ã��«£¤��� � ��¤£¤¹¥� ¥£ «��£¤��¥� ���

[0, 1]
¥£

q > 0
³

Â¥ �¨�£²© ¥ Ä� ³�ÅE Ä� ³Ì Å ¥�£ «�©�¦¢£¢ �§�  ¥� «�� ¤£¤��� §�µ ¿�� � © � ¢¦¤�§�£ ¦¥� æ�µ
¥�£�¥ ¦¥�  ¥�µ �¬§�¥� ³

Â§ ��¥© ¤²�¥ «�� ¤£¤�� ·

p(t, m, 0) =

∫ +∞

0
β(m, N(t, m))n(t, m, a)da = β(m, N(t, m))N(t, m),

Ä� ³Å
§¹¥«

N(t, m) =

∫ +∞

0
n(t, m, a)da,

�¥��¢�¥�£¥ ¦¥ æ�µ  ¥ «¥¦¦� ¦¥� ª�¤££§�£ ¦§ �¬§�¥  ¥ �¥� �� � ��� ¦§ �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� ³
Â§ �¥«�� ¥ «�� ¤£¤�� ·

n(t, m, 0) = 2
(
g−1

)′
(m)

∫ τ

τ
D(g−1(m), a)p(t, g−1(m), a)da,

Ä� ³fÅ
 ¢«�¤£ ¦¥ Ã§¤£ · ��¥© ¤²�¥© ¥�£ · ª�¥ ¦¥� «¥¦¦� ¦¥�  ¥ © §£��¤£¢

m
ª�¤ ¥�£�¥�£ ¥� �¬§�¥  ¥ �¥� ��

���¹¤¥��¥�£  ¥ ¦§  ¤¹ ¤�¤��  ¥ «¥¦¦� ¦¥� © ²�¥� ¥� �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� §¨§�£ ��¥ © §£��¤£¢
g−1(m)

¥£ ·  ¥�µ ¤²© ¥© ¥�£ · ª�¥ ¦ ¡È°¥   ¡��¥ «¥¦¦� ¦¥ © ²�¥ ª�¤ �¥  ¤¹ ¤�¥ ¥�£ «�©��¤� ¥�£�¥
τ¥£

τ
¥£ ª�¥ «¥££¥ «¥¦¦� ¦¥ �¥  ¤¹¤�¥ §¹¥« �� £§�µ

D
³

���� ��������� §���¤ ª�¥

lim
a→+∞

n(t, m, a) = lim
a→τ

p(t, m, a) = 0,
����

t ≥ 0, m ∈ [0, 1].
Ä� ³�Å

���� «���¤ ¢���� ¦¥ æ�£  ¥ © §£��¤£¢
χ(s, m) : (−∞, 0] × [0, 1] → [0, 1]

��¦�£¤��  ¥
¦ ¡¢ª�§£¤��  ¤å¢�¥�£¤¥¦¦¥ �� ¤�§¤�¥ Ä¹�¤� «¬§�¤£�¥ Í · �¥«£¤�� Í ³�Å





dχ

ds
(s, m) = V (χ(s, m)), s ≤ 0,

χ(0, m) = m.

Â¥ æ�£
χ(s, m)

¹¢�¤¯¥
χ(s, 0) = 0

¥£
χ(s, m) ∈ (0, 1]

����
s ≤ 0

¥£
m ∈ (0, 1]

³



	Í ÎÏÐÑ Ò ÓÔ Õ x × Ø ÙÚ�Ü Õ Ð^Õà à� àÜÕ àÕÜÜ ßÜÐÒÔ Õ ÚÒÝ ÓÔÒ\ßÛ
ù� �£¤¦¤�§�£ ¦§ © ¢£¬� ¥  ¥� «§�§«£¢�¤�£¤ª�¥� · ���� � ��¹���  ¢£¥�© ¤�¥� ¦¥� ��¦�£¤���

p(t, m, a)
 ¥ Ä� ³�Å ³ ´¥«¤ § ¢£¢ �¢§¦¤�¢ §� «¬§�¤£�¥ Í · £¬¢��²© ¥ Í ³� ³� ³ ���� �§�� ¥¦��� «¥

�¢��¦£§£ · ¥� �£¤¦¤�§�£ Ä� ³QÅ ¥£ Ä� ³Å @

p(t, m, a) =





p0

(
χ(−t, m), a − t

)
ξ(t, m)D̃(t, m, a),

�¤
t ≤ a,

β
(
χ(−a, m), N

(
t − a, χ(−a, m)

))
×

N
(
t − a, χ(−a, m)

)
ξ(a, m)D̃(a, m, a),

�¤
a < t,

Ä� ³¶�Å

��

ξ(σ, m) := exp

{
−

∫ σ

0

(
γ + V ′

)(
χ(−s, m)

)
ds

}
,

Ä� ³¶¶Å

¥£

D̃(σ, m, a) := exp

(
−

∫ a

max{0,a−σ}
D

(
χ(s − a, m), s

)
ds

)
.

Ä� ³¶ÍÅ

���� � �����

P (t, m) =

∫ τ

0
p(t, m, a)da, t ≥ 0, m ∈ [0, 1].

ù� ¤�£¢°�§�£ ¦¥ �¨�£²© ¥ Ä� ³�ÅE Ä� ³Ì Å �§� �§�� ��£ ± ¦ ¡È°¥ · ���� �¿£¥���� �� �¨�£²© ¥
 ¥  ¥�µ ¢ª�§£¤��� §�µ  ¢�¤¹¢¥� �§�£¤¥¦¦¥� �£��«£��¢¥� ¥� © §£��¤£¢ ³ ´¥� �¢��¦£§£� ���£
��¢�¥�£¢�  §�� ¦§ ���� ��¤£¤�� ª�¤ ��¤£ ³

�k�W������� Y ����� � þ"ü
m ∈ [0, 1]

) ��� ���� ý,$� �� û þû "��,ýþ� �� û <��� �� û üþ �ýG $ü�,ýþ�
�, �� ü�û þ�

P (t, m)
�,

N(t, m)
*$üý# ��,

OýP � ý
0 < t ≤ τ

)

∂P

∂t
+

∂(V (m)P )

∂m
=−γ(m)P + β(m, N)N

−
∫ τ

τ
D(m, a)D̃(t, m, a)ξ(t, m)p0

(
χ(−t, m), a − t

)
da,

∂N

∂t
+

∂(V (m)N)

∂m
=−δ(m)N − β(m, N)N + 2

(
g−1

)′
(m)×

∫ τ

τ
D(g−1(m), a)D̃(t, g−1(m), a)ξ(t, g−1(m))p0

(
∆(t, m), a − t

)
da,



x ×� × � Ô ÛÝÕÞ ÓÐ ÓÒÙÞ Úß ã ÙÚ�Ü Õ 	�

OýýP � ý
τ < t ≤ τ

)
∂P

∂t
+

∂(V (m)P )

∂m
= −γ(m)P + β(m, N)N

−
∫ τ

t
D(m, a)D̃(t, m, a)ξ(t, m)p0

(
χ(−t, m), a − t

)
da,

−
∫ t

τ
k(m, a)ξ(a, m)β

(
χ(−a, m), N

(
t − a, χ(−a, m)

))
N

(
t − a, χ(−a, m)

)
da,

∂N

∂t
+

∂(V (m)N)

∂m
= −δ(m)N − β(m, N)N

+2
(
g−1

)′
(m)

∫ τ

t
D(g−1(m), a)D̃(t, g−1(m), a)ξ(t, g−1(m))p0

(
∆(t, m), a − t

)
da,

+2
(
g−1

)′
(m)

∫ t

τ
k(g−1(m), a)ξ(a, g−1(m))N

(
t − a,∆(a, m)

)
×

β
(
∆(a, m), N

(
t − a,∆(a, m)

))
da,

OýýýP �ý
τ < t

)
∂P

∂t
+

∂(V (m)P )

∂m
= −γ(m)P + β(m, N)N −

∫ τ

τ
k(m, a)ξ(a, m)×

β
(
χ(−a, m), N

(
t − a, χ(−a, m)

))
N

(
t − a, χ(−a, m)

)
da,

∂N

∂t
+

∂(V (m)N)

∂m
= −δ(m)N − β(m, N)N + 2

(
g−1

)′
(m)

∫ τ

τ
k(g−1(m), a)×

ξ(a, g−1(m))β
(
∆(a, m), N

(
t − a,∆(a, m)

))
N

(
t − a,∆(a, m)

)
da,

þM
k(m, a) := D(m, a)D̃(a, m, a)

�,
∆(a, m) := χ(−a, g−1(m)),

�,) û þ"ü
t = 0

)




P (0, m) =

∫ τ

0
p0(m, a)da,

N(0, m) =

∫ +∞

0
n0(m, a)da.

{ $+ þ��,ü�,ýþ� 9 Z�¤¥�£
t ≥ 0

¥£
m ∈ [0, 1]

¯µ¢� ³ ���� ¤�£¢°���� ¦¥ �¨�£²© ¥ Ä� ³�ÅE Ä� ³Ì Å
�§� �§�� ��£ ± ¦ ¡È°¥ ¥� �£¤¦¤�§�£ Ä� ³Å · Ä� ³fÅ ¥£ Ä� ³�Å ³ ���� �¿£¥����

∂P

∂t
+

∂(V (m)P )

∂m
=−γ(m)P + β(m, N)N −

∫ τ

0
D(m, a)p(t, m, a)da,

∂N

∂t
+

∂(V (m)N)

∂m
=−δ(m)N− β(m, N)N + 2

(
g−1

)′
(m)

∫ τ

0
D(g−1(m), a)p(t, g−1(m), a)da.



	Ì ÎÏÐÑ Ò ÓÔ Õ x × Ø ÙÚ�Ü Õ Ð^Õà à� àÜÕ àÕÜÜ ßÜÐÒÔ Õ ÚÒÝ ÓÔÒ\ßÛ
´¤¸ ¥���� ·

N
¥£

P
�¥��¢�¥�£¥�£ �¥�� ¥«£¤¹¥© ¥�£

N(t, m)
¥£

P (t, m)
³ ¾¦ ���� Ã§�£  ¢£¥�© ¤�¥�

∫ τ

0
D(m, a)p(t, m, a)da

����
t > 0

¥£
m ∈ [0, 1]

³ ���� ¥µ§© ¤���� � ��� «¥¦§ �¦��¤¥��� «§� ³
T �¥© ¤²�¥© ¥�£ · �¤

0 < t ≤ τ
· ���� �¿£¥����   ¡§��²� Ä� ³¶�Å

∫ τ

0
D(m, a)p(t, m, a)da =

∫ τ

τ
D(m, a)D̃(t, m, a)ξ(t, m)p0

(
χ(−t, m), a − t

)
da.

Â¥ © »© ¥ �§¤����¥© ¥�£ ���� � ¥�© ¥£   ¡¢«�¤�¥ · � ���
τ < t ≤ τ

·
∫ τ

0
D(m, a)p(t, m, a)da =

∫ τ

t
D(m, a)D̃(t, m, a)ξ(t, m)p0

(
χ(−t, m), a − t

)
da

+

∫ t

τ
k(m, a)ξ(a, m)N

(
t − a, χ(−a, m)

)
×

β
(
χ(−a, m), N

(
t − a, χ(−a, m)

))
da

¥£ · � ���
τ < t

·
∫ τ

0
D(m, a)p(t, m, a)da =

∫ τ

τ
k(m, a)ξ(a, m)β

(
χ(−a, m), N

(
t − a, χ(−a, m)

))
N

(
t − a, χ(−a, m)

)
da.

���� � ��¹��� §¦��� «��«¦��¥ ³

w���� Y ���� � F 6�ûû �ý��,ýþ�
∆ : [0, +∞)× [0, 1] → R

+ ) �$# � ý� û þ"ü
s ≥ 0

�,
m ∈ [0, 1]û�ü

∆(s, m) := χ(−s, g−1(m)),

��, �$�üþý���� ,� û�ü ü�ûû þü, �" ,�+û �
s
) �üþý����,� û �ü ü�ûû þü, 7 �� + �,"üý,$

m
) �, *$üý# �)

ûþ"ü
m ∈ (0, 1]

)

∆(s, m) < m
� ý �, ��"��+ ��, � ý

s >

∫ g−1(m)

m

dθ

V (θ)
.

Ä� ³¶�Å

{ � û �"�) û þ"ü
s, σ ≥ 0

�,
m ∈ [0, 1]

)

χ(−σ, ∆(s, m)) = ∆(s + σ, m).

{ $+ þ��,ü�,ýþ� 9 Â¥� �����¤¢£¢�  ¥ © ���£��¤¥  ¥ ¦ ¡§��¦¤«§£¤��
∆

�§� �§�� ��£ ± «¬§«��¥
 ¥ �¥� ¹§�¤§¿ ¦¥�  ¢«��¦¥�£ ¤©© ¢ ¤§£¥© ¥�£  ¥ ¦§  ¢¯�¤£¤��  ¥

∆
· ¥£  ��«  ¥� �����¤¢£¢�

 ¥� «���¿ ¥� «§�§«£¢�¤�£¤ª�¥� ³



x ×� × � Ô ÛÝÕÞ ÓÐ ÓÒÙÞ Úß ã ÙÚ�Ü Õ 	Q

Z�¤£
m ∈ (0, 1]

¯µ¢ ³ T���
s ≥ 0

· ���� §¹���

∆(s, m) = h−1
(
h(g−1(m))e−s

)
,

�� ¦§ Ã��«£¤��
h

¥�£  ¢¯�¤¥ §� ¦¥©© ¥ Í ³� ³¶· �§� ÄÍ ³¶Ì Å ³ À ¤��¤ ·

∆(s, m) < s
�¤ ¥£ �¥�¦¥© ¥�£ �¤

e−s <
h(m)

h(g−1(m))
.

T§�  ¢¯�¤£¤��  ¥
h
· ���� ¥�  ¢ �¤���� Ä� ³¶�Å ³

ù�¯� ¦§  ¥�� ¤²�¥ �����¤¢£¢ ¥�£ ¦§ «���¢ª�¥�«¥  ¤�¥«£¥  ¥� �����¤¢£¢�  ¥� «���¿ ¥�
«§�§«£¢�¤�£¤ª�¥�

χ
³ � §�� ¥¦��� ª�¥ � ���

s, σ ≥ 0
¥£

m ∈ [0, 1]
���� §¹���

χ(−σ, χ(−s, m)) = χ(−(σ + s), m).

Â¥ �¢��¦£§£ � ¡¥�  ¢ �¤£ ¤©© ¢ ¤§£¥© ¥�£ �§�  ¢¯�¤£¤��  ¥
∆

³

À��²� ¤�£¢°�§£¤�� · ¦¥ �¨�£²© ¥   ¡¢ª�§£¤��� �¿£¥�� ± ¦§ ���� ��¤£¤�� � ³¶³¶ «���¤�£¥ ¥� ��
�¨�£²© ¥   ¡¢ª�§£¤��� ¬¨� ¥�¿ �¦¤ª�¥�  ¢°¢�¢�¢ ���¸¦¤�¢§¤�¥ ³ Â���ª�¥

t ≤ τ
· «¥ �¨�£²© ¥ ¥�£

«¦§��¤ª�¥ §� �¥�� �� ¦¥� �¢��¦£§£�   ¡¥µ ¤�£¥�«¥ ¥£   ¡�� ¤«¤£¢ ���£ «����� ³ Â���ª�¥
τ < t ≤ τ

·
«¥ �¨�£²© ¥ � ¡¥�£ �¦�� §�£���© ¥ © §¤� ¤¦ � ¥�£ »£�¥ �¢��¦� �§� ¦§ © ¢£¬� ¥  ¥� �§�  ¥ © §�¤²�¥
§�§¦�°�¥ §� ��¢«¢ ¥�£ ³

���� ���� ¤�£¢�¥����� §� �¨�£²© ¥ ¦���ª�¥
t > τ

³ Á §�� «¥ «§� · «¥ �¨�£²© ¥ Ã§¤£ §�¸
�§�§Ë£�¥ �� �¥£§�  £¥©���¥¦  ¤�£�¤¿�¢ �¥¦�� �� ��¨§�

k
± ������£ «�©�§«£

[τ , τ ]
§¤��¤

ª� ¡��¥  ¢� ¥� §�«¥ ���¸¦� «§¦¥  ¥ ¦§ ¹§�¤§¿¦¥ © §£��¤£¢ ³ Â¥ �¥£§�  £¥©���¥¦ «���¥�� ��  ¥�
Ã§¤£ ± ¦§  ��¢¥  � «¨«¦¥ «¥¦¦� ¦§¤�¥ ³

T���
s ≥ 0

¥£
m ∈ [0, 1]

· ���� � �����

ζ(s, m) = (g−1)′(m)k(g−1(m), s)ξ(s, g−1(m)).

Â¥ �¨�£²© ¥ §�ª�¥¦ ���� ���� ¤�£¢�¥����� � ¡¢«�¤£ §¦���
∂P

∂t
+

∂(V (m)P )

∂m
= −γ(m)P + β(m, N)N −

∫ τ

τ
k(m, a)ξ(a, m)×

β
(
χ(−a, m), N

(
t − a, χ(−a, m)

))
N

(
t − a, χ(−a, m)

)
da,

Ä� ³¶Ì Å

∂N

∂t
+

∂(V (m)N)

∂m
= −δ(m)N − β(m, N)N + 2

∫ τ

τ
ζ(a, m)×

β
(
∆(a, m), N

(
t − a,∆(a, m)

))
N

(
t − a,∆(a, m)

)
da.

Ä� ³¶QÅ

���� � ��¹��� �¥© §�ª�¥� ª�¥ ¦¥� ��¦�£¤���  ¥ Ä� ³¶QÅ �¥  ¢� ¥� ¥�£ �§�  ¥� ��¦�£¤���
 ¥ Ä� ³¶Ì Å · §¦��� ª�¥ ¦§ �¢«¤���ª�¥ � ¡¥�£ �§� ¹�§¤¥ ³ ù� Ã§¤£ · �¤ ���� «���§¤����� ¦¥ «�©���¸
£¥© ¥�£  ¥� ��¦�£¤���  ¥ Ä� ³¶QÅ · ª�¤  ¢«�¤£ ¦¥ ���«¥����  ¥ �¢�¦¤«§£¤�� «¥¦¦� ¦§¤�¥ · §¦��� ����



		 ÎÏÐÑ Ò ÓÔ Õ x × Ø ÙÚ�Ü Õ Ð^Õà à� àÜÕ àÕÜÜ ßÜÐÒÔ Õ ÚÒÝ ÓÔÒ\ßÛ
� ��¹��� ¥�  ¢ �¤�¥ ¦¥ «�©���£¥© ¥�£  ¥� ��¦�£¤���  ¥ Ä� ³¶Ì Å ³ ���� «��«¥�£����  ��«
��£�¥ ¢£� ¥ ��� ¦ ¡¢ª�§£¤�� Ä� ³¶QÅ ³

Á §�� ¦§ �¥«£¤�� ��¤¹§�£¥ ����  ¢© ��£���� ¦ ¡¥µ ¤�£¥�«¥ ¥£ ¦ ¡��¤«¤£¢  ¥ ��¦�£¤��� Ã§¤¿ ¦¥�
 ¥ ¦ ¡¢ª�§£¤�� Ä� ³¶QÅ ³ ���� ���� ¤�£¢�¥��¥���� ¥���¤£¥ ± ¦§ �£§¿¤¦¤£¢  ¥ «¥� ��¦�£¤��� ³

s èç �` ïðòôóøô � ÷óïøïòí ôò õ ëðïòïd ïòí ìôð ðëî÷òïëóð

���� ��£���
C[0, 1]

¦ ¡¥��§«¥  ¥� Ã��«£¤��� «��£¤��¥� ��� ¦ ¡¤�£¥�¹§¦¦¥
[0, 1]

· ©��¤  ¥ ¦§
���© ¥  � © §µ¤©�© ||.|| ·  ¢¯�¤¥ �§�

||v|| = sup
m∈[0,1]

|v(m)|, ����
v ∈ C[0, 1].

´���¤ ¢���� ¦ ¡�� ¢�§£¥�� ¦¤�¢§¤�¥ Ã¥�© ¢ ���¸¿ ���¢
A : D(A) ⊂ C[0, 1] → C[0, 1]

 ¢¯�¤
�§�

D(A)=
{
u ∈ C[0, 1] ;u ∈ C1(0, 1]

¥£
lim
x→0

V (x)u′(x) = 0
}

¥£
Au(x) =

{
−(δ(x) + V ′(x))u(x) − V (x)u′(x),

�¤
x ∈ (0, 1],

−(δ(0) + V ′(0))u(0),
�¤

x = 0.

Ä� ³¶	Å
Â§ ���� ��¤£¤�� ª�¤ ��¤£ «§�§«£¢�¤�¥ ¦ ¡�� ¢�§£¥��

(A, D(A))
³

�k�W������� Y �� ��� F 6þû $ü�,�"ü
A

��, ��  $� $ü�,�"ü ý�# � ý,$�ý+�� � 6"� ��+ ý8 üþ"û � G þü8
,�+ ��, �þ�,ý�" O*þýü ����S � �P ) þ"

C0
8��+ ý8 üþ"û �) (T (t))t≥0

�$# � ý �"ü
C[0, 1]

û �ü

(T (t)ψ)(x) = K(t, x)ψ(χ(−t, x)),
û þ"ü

ψ ∈ C[0, 1], t ≥ 0
�,

x ∈ [0, 1],

þM
K(t, x) = exp

{
−

∫ t

0

(
δ + V ′

)(
χ(−s, x)

)
ds

}
.

{ $+ þ��,ü�,ýþ� 9 Â§  ¢© ���£�§£¤�� ¥�£ �¥©¿¦§¿¦¥ ± «¥¦¦¥  ¥ ¦§ T ��� ��¤£¤�� Í ³Ì  §�� Á¨���
�, ��9 �ÌÌ 
 ³� ��� «���¤ ¢���� ¦ ¡�� ¢�§£¥��

B : D(B) ⊂ C[0, 1] → C[0, 1]
 ¢¯�¤ �§�

D(B) = D(A)¥£
Bu(x) =

{
−V (x)u′(x),

�¤
x ∈ (0, 1],

0,
�¤

x = 0.

Ä� ³¶Å
���� §¹��� §¦��� ¦¥ ¦¥©© ¥ ��¤¹§�£ ³
w���� Y �� �� � F 6þû $ü�,�"ü

B
) �$# � ý �"ü

D(B)
û�ü O0 9% 'P ) ��, ��  $� $ü�,�"ü ý�# � ý,$� ý+��

� 6"� ��+ ý8 üþ"û � �� �þ�,ü��,ýþ�� �ý�$�ýü� �"ü
C[0, 1]

9
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� ü�"*� �" ��++ �9 Z�¤¥�£

w ∈ C[0, 1]
¥£

λ > 0
 ���¢� ³ ���� ¹��¦��� © ��£�¥� ª� ¡¤¦ ¥µ ¤�£¥

��¥ ��¤ª�¥ Ã��«£¤��
u ∈ D(B)

£¥¦¦¥ ª�¥

(I − λB)u = w,

��
I

¥�£ ¦ ¡�� ¢�§£¥�� ¤ ¥�£¤£¢ · ¥£ ª�¥

‖u‖ ≤ ‖w‖.

´¥ ���¿¦²© ¥ �¥¹¤¥�£ ± £���¹¥�
u ∈ C[0, 1]

��¦�£¤��  ¥ ¦ ¡¢ª�§£¤��  ¤å ¢�¥�£¤¥¦¦¥




u(x) + λV (x)u′(x) = w(x),
����

x ∈ (0, 1],

u(0) = w(0).

Ä� ³¶fÅ

Â¥� ��¦�£¤���  ¥ «¥££¥ ¢ª�§£¤�� ���£ ¦¥� Ã��«£¤���

u(x) = exp

(∫ 1

x

ds

λV (s)

) [
ε +

∫ x

1

w(s)

λV (s)
exp

(∫ s

1

dσ

λV (σ)

)
ds

]
,

����
x ∈ (0, 1]

¥£
ε ∈ R

³
Á ¥ © §�¤²�¥ §�§¦�°�¥ ± ÄÍ ³¶Ì Å · ����  ¢¯�¤����� ¦§ Ã��«£¤��

hλ
���

[0, 1]
�§�

hλ(x) =





exp

(
−

∫ 1

x

dθ

λV (θ)

)
,

����
x ∈ (0, 1],

0,
����

x = 0.

Â§ Ã��«£¤��
hλ

¥�£ «��£¤��¥ ���
[0, 1]

¥£  ¥ «¦§��¥ C1 ���
(0, 1]

³ Á ¥ �¦�� ·

h′
λ(x) =

hλ(x)

λV (x)

����
x ∈ (0, 1].

À¤��¤ ·
∫ x

1

hλ(s)

λV (s)
ds = hλ(x) − hλ(1) = hλ(x) − 1.

���� ¥�  ¢ �¤����
lim
x→0

∫ x

1

hλ(s)

λV (s)
ds = lim

x→0
hλ(x) − 1 = −1.

¾¦ � ¡¥� ��¤£ ª�¥
s 7→ hλ(s)

λV (s)
∈ L1(0, 1)

³ ´�©©¥
hλ(0) = 0

· ¦§ Ã��«£¤��
u

 ���¢¥ �§�

u(x) =
1

hλ(x)

[
ε +

∫ x

1

w(s)

λV (s)
hλ(s)ds

]

¥�£ ¿ ���¢¥ �¤ ¥£ �¥�¦¥© ¥�£ �¤

ε =

∫ 1

0

w(s)

λV (s)
hλ(s)ds.
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À¤��¤ · ¦ ¡��¤ª�¥ ��¦�£¤�� §««¥�£§¿¦¥  ¥ Ä� ³¶fÅ ¥�£





u(x) =
1

hλ(x)

∫ x

0

w(s)

λV (s)
hλ(s)ds,

����
x ∈ (0, 1],

u(0) = w(0).

Z¤
u ∈ D(B)

· §¦��� ���� §¹��� |u(0)| = |w(0)| ¥£

|u(x)| ≤ ‖w‖
hλ(x)

∫ x

0

hλ(s)

λV (s)
= ‖w‖hλ(x) − hλ(0)

hλ(x)
= ‖w‖, ����

x ∈ (0, 1].

Á��« ‖u‖ ≤ ‖w‖ ³� ¤�§¦¥© ¥�£ · «�©© ¥ C1[0, 1] ⊂ D(B) ⊂ C[0, 1]
¥£ C1[0, 1]

¥�£  ¥��¥  §��
C[0, 1]

· §¦���
D(B)

¥�£  ¥��¥  §��
C[0, 1]

³ ´¥«¤ «��«¦�£ ¦§  ¢© ���£�§£¤��  � ¦¥©© ¥ ³
Â¥ ¦¥©© ¥ ª�¤ ��¤£ � ¥�© ¥£  ¥ «§�§«£¢�¤�¥� ¦¥ �¥© ¤¸°���� ¥ ¥�°¥� �¢ �§�

B
³

w���� Y �� �Y � L ý
ψ ∈ D(B)

) ��þü�

lim
t→0+

ψ(χ(−t, x)) − ψ(x)

t
= Bψ(x),

ûþ"ü
x ∈ [0, 1].

� ü�"*� �" ��++ �9 T���
x = 0

· ¦¥ �¢��¦£§£ ¥�£ ¤©© ¢ ¤§£ ��¤�ª�¥
ψ(χ(−t, 0))−ψ(0) = 0

³
Z�¤£

x ∈ (0, 1]
¯µ¢ ³ À ¦��� ���� � �����

y = χ(−t, x).

���� �¿£¥���� ·   ¡§��²� ÄÍ ³¶Ì Å ·

t = ln

(
h(x)

h(y)

)
=

∫ x

y

ds

V (s)
¥£  ��«

lim
t→0+

ψ(χ(−t, x)) − ψ(x)

t
= lim

y→x

ψ(y) − ψ(x)

y − x
× y − x∫ x

y

ds

V (s)

= −V (x)ψ′(x).

´¥«¤ «��«¦�£ «¥££¥  ¢© ���£�§£¤�� ³
Ê�¥ «���¢ª�¥�«¥ ¤©© ¢ ¤§£¥  ¥ «¥ ¦¥©© ¥ ¥�£ ¦§ ��¤¹§�£¥ @ ¦¥ �¥© ¤¸°���� ¥ ¥�°¥� �¢

�§� ¦ ¡�� ¢�§£¥��
B

¥�£  ¢¯�¤ �§�

(S(t)ψ)(x) = ψ(χ(−t, x)),
����

ψ ∈ D(B), t ≥ 0, x ∈ [0, 1].

Á ¡§��²� Ä� ³¶	Å ·

Au(x) = −(δ(x) + V ′(x))u(x) + Bu(x),
����

x ∈ [0, 1],

§¹¥«
(δ + V ′) ∈ C[0, 1]

³
� ��� §«¬¥¹��� ¦§  ¢© ���£�§£¤�� °�È«¥ §� ¦¥©© ¥ ª�¤ ��¤£ ³
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w���� Y �� �� � L ý
S(t)

��, �� � �+ ý8 üþ"û � �� ���ü$ û�ü � 6þû $ü�,�"ü
B

����
C[0, 1]

) ��þü�
�� ��+ ý8 üþ"û � �� ���ü$ û�ü � 6þû $ü�,�"ü

B + αI
) þM

α ∈ C[0, 1]
) ��, �$# � ý û �ü

(T (t)ψ)(x) = exp

(∫ t

0
(S(s)α)(x)ds

)
(S(t)ψ)(x),

û þ"ü
ψ ∈ C[0, 1], t ≥ 0, x ∈ [0, 1]

9
� ü�"*� �" ��++ �9 Z�¤¥�£

ψ ∈ C[0, 1]
·
t ≥ 0

¥£
x ∈ [0, 1]

³ ���� §¹���
(T (t)ψ)(x) − ψ(x)

t
=

1

t

[
exp

(∫ t

0
(S(s)α)(x)ds

)
(S(t)ψ)(x) − ψ(x)

]
,

=
1

t
exp

(∫ t

0
(S(s)α)(x)ds

)
(S(t)ψ)(x)

−1

t
exp

(∫ t

0
(S(s)α)(x)ds

)
ψ(x)

+
1

t
exp

(∫ t

0
(S(s)α)(x)ds

)
ψ(x)

−1

t
ψ(x),

  ¡��
(T (t)ψ)(x) − ψ(x)

t
= exp

(∫ t

0
(S(s)α)(x)ds

) (
(S(t)ψ)(x) − ψ(x)

t

)

+
1

t

(
exp

(∫ t

0
(S(s)α)(x)ds

)
ψ(x) − ψ(x)

)
.

ù� �§��§�£ ± ¦§ ¦¤© ¤£¥ ¦���ª�¥
t → 0+ · ���� §¹���

lim
t→0+

exp

(∫ t

0
(S(s)α)(x)ds

) (
(S(t)ψ)(x) − ψ(x)

t

)
= Bψ(x)

¥£
lim

t→0+

1

t

(
exp

(∫ t

0
(S(s)α)(x)ds

)
ψ(x) − ψ(x)

)
= (αS(0))(x) = (αI)(x).

���� �¿£¥���� ¿¤¥� ¦¥ �¢��¦£§£ ���¬§¤£¢ ³
ù� «��«¦��¤�� · ����  ¢ �¤����  ¥ «¥  ¥��¤¥� ¦¥©© ¥ ª�¥ ¦ ¡�� ¢�§£¥��

A
¥�£ ¦¥ °¢�¢�§£¥��

 � �¥© ¤¸°���� ¥
T (t)

· ¥£ ¦§  ¢© ���£�§£¤�� ¥�£ £¥�© ¤�¢¥ ³

���� �¿£¥���� §¦��� ��¥ Ã��©�¦§£¤�� ¤�£¢°�¢¥  ¥ ¦ ¡¢ª�§£¤�� Ä� ³¶QÅ ¥� �£¤¦¤�§�£ ��¥
Ã��©�¦¥  ¥ ¹§�¤§£¤��  ¥ ¦§ «���£§�£¥ @

N(t, m) = ϕ (τ , χ(−(t − τ), m) K(t − τ , m) + G(N)(t, m) − J(N)(t, m),
Ä� ³¶�Å

� ���
t ≥ τ

¥£
m ∈ [0, 1]

· ¥£

N(t, m) = ϕ(t, m),
����

t ∈ [0, τ ],
Ä� ³Í�Å
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��

ϕ ∈ C([0, τ ] × [0, 1])
· ¦ ¡¥��§«¥  ¥� Ã��«£¤��� «��£¤��¥� ���

[0, τ ] × [0, 1]
· ©��¤  ¥ ¦§

���© ¥  � © §µ¤©�© ³ Â§ Ã��«£¤��
ϕ

¥�£ ¥� Ã§¤£ ��¦�£¤��  � ���¿¦²© ¥  ¢¯�¤ ± ¦§ ���� ��¤£¤��
� ³¶³¶· � ���

t ∈ [0, τ ]
· ¥£  ¢� ¥�   ��«  ¥� «�� ¤£¤��� ¤� ¤£¤§¦¥�

n0
¥£

p0
³ Â¥� §��¦¤«§£¤���

G
¥£

J
���£  ¢¯�¤¥� �§�

G(N)(t, m) = 2

∫ t

τ
K(t − s, m)

(∫ τ

τ
ζ(a, χ(−(t − s), m))N(s − a,∆(a, χ(−(t − s), m))×

β
(
∆(a, χ(−(t − s), m)), N

(
s − a,∆(a, χ(−(t − s), m))

))
da

)
ds,

¥£

J(N)(t, m) =

∫ t

τ
K(t−s, m)β

(
χ(−(t−s), m), N(s, χ(−(t−s), m))

)
N(s, χ(−(t−s), m))ds,

����
t ≥ τ

¥£
m ∈ [0, 1]

³
|}~�k��� Y �� �� � L"ûûþ�þ�� !"�

τ > 0
�, !" 6ý� �S ý�,�

L ≥ 0
,�� !"� û þ"ü ,þ",

m ∈ [0, 1]�, ,þ"�
x1, x2 ≥ 0

|x1β(m, x1) − x2β(m, x2)| ≤ L|x1 − x2|.
Ä� ³Í ¶Å

ú �þü�) û þ"ü ,þ",� �þ��$� ý� ý,ý���
ϕ ∈ C([0, τ ]× [0, 1])

) �� û üþ��.+ � O0 9%&P o O0 9R(P û þ�� .��
"�� "� ý!"� �þ �" ,ýþ� !" ý ��, �þ�,ý�"�) �, û þ� ý,ý*� � ý �� �þ��ý,ýþ� ý� ý,ý��� ��, û þ�ý,ý*�9
{ $+ þ��,ü�,ýþ� 9 Z�¤£

ϕ ∈ C([0, τ ]× [0, 1])
 ���¢¥ ³ Z�¤¥�£

t ∈ [0, τ + τ ]
¥£

m ∈ [0, 1]
¯µ¢� ³

���� «���¤ ¢���� ��¥ ��¤£¥
(Nn)n∈N

 ¢¯�¤¥  ¥ ¦§ Ã§��� �� ¤¹§�£¥ @ �¤
t ∈ [0, τ ]

§¦���

Nn(t, m) = ϕ(t, m),

¥£ �¤
t ∈ [τ , τ + τ ]

§¦���




N0(t, m) = ϕ(τ , χ(−(t − τ), m))K(t − τ , m) + G(ϕ)(t, m),

Nn(t, m) = N0(t, m) + J(Nn−1)(t, m).
���� �¿£¥���� §¦���

|N1(t, m) − N0(t, m)| = |J(N0)(t, m)|.
Â¥� Ã��«£¤���

δ
¥£

V ′ ¢£§�£ «��£¤��¥� ���
[0, 1]

· ¦ ¡§��¦¤«§£¤��
K

¥�£ «��£¤��¥ ���
[0, +∞)×

[0, 1]
¥£  ��« ¿ ���¢¥ ���

[τ , τ + τ ] × [0, 1]
³ � �£���

α = max
(t,m)∈[τ ,τ+τ ]×[0,1]

|K(t, m)|.
À¦���

|N1(t, m) − N0(t, m)| ≤ α

∫ t

τ

∣∣∣β
(
χ(−(t − s), m), N0

(
s, χ(−(t − s), m)

))∣∣∣×
∣∣N0

(
s, χ(−(t − s), m)

)∣∣ ds,

≤ αL

∫ t

τ

∣∣N0

(
s, χ(−(t − s), m)

)∣∣ ds.
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´�©©¥
ϕ
·
K

¥£
G(ϕ)

���£ «��£¤��¥� ·
N0

¥�£ «��£¤��¥ ���
[τ , τ + τ ] × [0, 1]

¥£ ¤¦ ¥µ ¤�£¥
M ≥ 0

£¥¦ ª�¥
|N0(t, m)| ≤ M,

���� £��£
m ∈ [0, 1]

¥£
t ∈ [τ , τ + τ ]

³ À ¤��¤

|N1(t, m) − N0(t, m)| ≤ MαL(t − τ).

� ��£���� �§� �¢«���¥�«¥ ¦¥ �¢��¦£§£ ��¤¹§�£ @

(�n) |Nn(t, m) − Nn−1(t, m)| ≤ M(αL)n (t − τ)n

n!
.

Â§ �¥¦§£¤�� ¥�£ ¹�§¤¥ � ���
n = 1

· ���� ¹¥����  ¥ ¦¥ ¹¢�¤¯¥� ³ Z��������
(�n)

�§£¤�Ã§¤£¥ ¥£
© ��£���� ª�¥

(�n+1)
¥�£ �¢§¦¤�¢¥ ³ ���� §¹���

|Nn+1(t, m) − Nn(t, m)| = |J(Nn)(t, m) − J(Nn−1)(t, m)|,
 ��« · ¥� �£¤¦¤�§�£ Ä� ³Í ¶Å ·

|Nn+1(t, m) − Nn(t, m)| ≤ αL

∫ t

τ

∣∣Nn

(
s, χ(−(t − s), m)

)
− Nn−1

(
s, χ(−(t − s), m)

)∣∣ ds.

ù� �£¤¦¤�§�£ ¦ ¡¬¨� �£¬²�¥  ¥ �¢«���¥�«¥ · ���� �¿£¥����

|Nn+1(t, m) − Nn(t, m)| ≤ M(αL)n+1

∫ t

τ

(s − τ)n

n!
ds,

≤ M(αL)n+1 (t − τ)n+1

(n + 1)!
.

���� �¿£¥���� ¿¤¥� ¦¥ �¢��¦£§£ ¥�«�©�£¢ ³
T§� «���¢ª�¥�£ ·

N := limn→∞ Nn
¥µ ¤�£¥ ��¤Ã��© ¢© ¥�£ ���

[τ , τ + τ ]
¥£ ¥�£ «��£¤��¥ ³

� ��£���� ª�¥
N

¥�£ ��¦�£¤��  ¥ Ä� ³¶�Å � ���
t ∈ [τ , τ + τ ]

¥£
m ∈ [0, 1]

· « ¡¥�£¸±¸ ¤�¥

N(t, m) = N0(t, m) + J(N)(t, m),

«§�
G(N)(t, m) = G(ϕ)(t, m)

���� £��£
t ∈ [τ , τ + τ ]

¥£ £��£
m ∈ [0, 1]

³ ù� ¥å¥£ · �¤
a ∈ [τ , τ ]

¥£
s ∈ [τ , t]

§¦���
s − a ∈ [0, t − τ ] ⊂ [0, τ ]

¥£  ��«

N(s − a,∆(a, m)) = ϕ(s − a,∆(a, m)),
���� £��£

m ∈ [0, 1].

T�����
v(t, m) = |N(t, m) − N0(t, m) − J(N)(t, m)|,

����
t ∈ [τ , τ + τ ]

¥£
m ∈ [0, 1]

· ¥£ © ��£���� ª�¥
v ≡ 0

³
ù� �¥© §�ª�§�£ ª�¥

N(t, m) − Nn(t, m) =
∞∑

p=n

(Np+1(t, m) − Np(t, m)),
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���� � ��¹��� ¢«�¤�¥

v(t, m) ≤ |N(t, m) − Nn+1(t, m)| + |J(Nn)(t, m) − J(N)(t, m)|,

≤ |N(t, m) − Nn+1(t, m)|

+αL

∫ t

τ
|Nn(s, χ(−(t − s), m)) − N(s, χ(−(t − s), m))|ds,

≤
∞∑

p=n+1

|Np+1(t, m) − Np(t, m)|

+αL

∫ t

τ

∞∑

p=n

|Np+1(s, χ(−(t − s), m)) − Np(s, χ(−(t − s), m))|ds,

≤ M
∞∑

p=n+1

(αL)p+1 (t − τ)p+1

(p + 1)!
+ MαL

∞∑

p=n

∫ t

τ
(αL)p+1 (s − τ)p+1

(p + 1)!
ds,

≤ M
∞∑

p=n+1

(αL)p+1 (t − τ)p+1

(p + 1)!
+ M

∞∑

p=n

(αL)p+2 (t − τ)p+2

(p + 2)!
,

≤ 2M
∞∑

p=n+1

(αL)p+1 (t − τ)p+1

(p + 1)!
.

ù� Ã§¤�§�£ £¥� �¥
n

¹¥��
+∞ · ���� �¿£¥���� @

v(t, m) = 0,
����

t ∈ [τ , τ + τ ]
¥£

m ∈ [0, 1].

À¤��¤
N(t, m)

¥�£ ��¦�£¤��  ¥ Ä� ³¶�Å � ���
t ∈ [τ , τ + τ ]

¥£
m ∈ [0, 1]

³
� ��£���� ª�¥

N
¥�£ ��¤ª�¥ ³

Z�¤£
Z(t, m)

��¥ §�£�¥ ��¦�£¤��  ¥ Ä� ³¶�Å ���
[τ , τ + τ ] × [0, 1]

� §¦���
Z

¹¢�¤¯¥ · � ���
t ∈ [τ , τ + τ ]

¥£
m ∈ [0, 1]

·

Z(t, m) = N0(t, m) + J(Z)(t, m).

À¤��¤

|N(t, m) − Z(t, m)| = |J(N)(t, m) − J(Z)(t, m)|,

≤ αL

∫ t

τ

∣∣N
(
s, χ(−(t − s), m)

)

− Z
(
s, χ(−(t − s), m)

)∣∣ ds.
Ä� ³ÍÍÅ

T���
t ∈ [τ , τ + τ ]

¥£
m ∈ [0, 1]

���� � �����

w(σ) = |N(σ, χ(−(t − σ), m)) − Z(σ, χ(−(t − σ), m))|, σ ∈ [τ , t].



x ×x × y ÓÐ\ÒÜÒ ÓÛ ÜÙ àÐÜÕ �

À ¦���

w(σ) = |J(N)(σ, χ(−(t − σ), m)) − J(Z)(σ, χ(−(t − σ), m))|,

≤ αL

∫ σ

τ

∣∣∣N
(
s, χ

(
− (σ − s), χ(−(t − σ), m)

))

−Z
(
s, χ

(
− (σ − s), χ(−(t − σ), m)

))∣∣∣ds,

≤ αL

∫ σ

τ

∣∣N
(
s, χ(−(t − s), m)

)
− Z

(
s, χ(−(t − s), m)

)∣∣ ds,

≤ αL

∫ σ

τ
w(s)ds.

Á ¡§��²� ¦¥ ¦¥©© ¥  ¥ � ����§¦¦ ·
w(σ) = 0

���� £��£
σ ∈ [τ , t]

³ ���� ¥�  ¢ �¤���� ª�¥

N(σ, χ(−(t − σ), m)) = Z(σ, χ(−(t − σ), m))
����

σ ∈ [τ , τ + τ ].

Á ¡§��²� Ä� ³ÍÍÅ ·
N(t, m) = Z(t, m)

· � ���
t ∈ [τ , τ + τ ]

¥£
m ∈ [0, 1]

³ Â¥ ���¿¦²© ¥ Ä� ³¶�ÅE
Ä� ³Í�Å � ���² ¥  ��« ��¥ ��¤ª�¥ ��¦�£¤�� ���

[0, τ + τ ] × [0, 1]
ª�¤ ¥�£ «��£¤��¥ ³ ��£���

N∗ «¥££¥ ��¦�£¤�� ³
ù� �£¤¦¤�§�£ ��¥ ���¹¥¦¦¥ ��¤£¥ · £��Æ ���� ��£¢¥

(Nn)n∈N

¥£  ¢¯�¤¥  ¥ ¦§ Ã§��� ��¤¹§�£¥ @
����

m ∈ [0, 1]
· �¤

t ∈ [0, τ + τ ]
§¦���

Nn(t, m) = N∗(t, m)
· ¥£ �¤

t ∈ [τ + τ , τ + 2τ ]
§¦���

{
N0(t, m) = ϕ(τ , χ(−(t − τ), m))K(t − τ , m) + G(N∗)(t, m),

Nn(t, m) = N0(t, m) + J(Nn−1)(t, m),

���� © ��£����  ¥ ¦§ © »© ¥ © §�¤²�¥ ª�¥ ¦¥ ���¿¦²© ¥ Ä� ³¶�ÅE Ä� ³Í�Å � ���² ¥ ��¥ ��¤ª�¥
��¦�£¤�� · «��£¤��¥ · ���

[0, τ + 2τ ]× [0, 1]
³ T§� ¦§ © ¢£¬� ¥  ¥� �§� · ¦ ¡¥µ ¤�£¥�«¥ ¥£ ¦ ¡��¤«¤£¢

  ¡��¥ ��¦�£¤�� «��£¤��¥ ���
[0, +∞) × [0, 1]

���£ ¢£§¿¦¤¥� ³
Z¤

ϕ ≥ 0
���

[0, τ ] × [0, 1]
· §¦��� ¦§ Ã��«£¤��

N0
¥�£ � ��¤£¤¹¥ ���

[0, τ + τ ] × [0, 1]
¥£

 ��«
N1

¥�£ §���¤ � ��¤£¤¹¥ ³ ���� �¿£¥���� §¤��¤ · �§� �¢«���¥�«¥ · ª�¥ ¦§ ��¤£¥
(Nn)n∈N¥�£ � ��¤£¤¹¥ ���

[0, τ + τ ] × [0, 1]
³ Â ¡��¤ª�¥ ��¦�£¤��  � ���¿¦²© ¥ Ä� ³¶�ÅE Ä� ³Í�Å ·  ¢¯�¤¥

�§�
N∗ = limn→+∞ Nn

· ¥�£  ��« � ��¤£¤¹¥ ���
[0, τ + τ ] × [0, 1]

³ Â¥ © »© ¥ �§¤����¥© ¥�£
���� � ¥�© ¥£   ¡�¿£¥�¤� ¦§ � ��¤£¤¹¤£¢  ¥ ¦ ¡��¤ª�¥ ��¦�£¤��  ¥ Ä� ³¶�ÅE Ä� ³Í� Å � ���

t ≥ 0
¥£

m ∈ [0, 1]
³

s ès tòña ïîïòí îë øñîô
���� ���� ¤�£¢�¥����� ± ��¢�¥�£ ± ¦§ �£§¿¤¦¤£¢ ¦� «§¦¥  ¥ ¦§ ��¦�£¤�� £�¤¹ ¤§¦¥

N ≡ 0
 ¥

Ä� ³¶QÅ · ��  ¥ �§ ¹¥��¤�� ¤�£¢°�¢¥ Ä� ³¶�Å ³ ���� �§�� ¥¦��� £��£   ¡§¿ ��  ��¥  ¢¯�¤£¤�� ³
�~������� Y �Y �� ������X��~ X�  �X� ¡� L þý,

Ω
"� �þ"�8����+ ��� ��

C([0, τ ]× [0, 1])
9 ¢��

�þ �" ,ýþ�
N

�� O0 9%&P ) �� �þ��ý,ýþ� ý� ý,ý���
ϕ
) ��, �ý,� ¦� «§¦¥© ¥�£ �£§¿¦¥ ���

Ω
�ý û þ"ü
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,þ",

ε > 0
ý� �S ý�,�

µ = µ(ε) > 0
,�� !" �) �ý

ϕ ∈ Ω
�, ||ϕ − ϕ|| < µ

) ��þü�

|Nϕ(t, m) − N(t, m)| < ε

ûþ"ü ,þ",
(t, m) ∈ [τ , +∞)×[0, 1]

9 :�,,� �þ �" ,ýþ�
N

��, �ý,� ¦� «§¦¥© ¥�£ ¥µ� ��¥�£¤¥¦¦¥© ¥�£
�£§¿¦¥ ���

Ω
� 6ý� �S ý�,�

ε > 0
,�� !" �) � ý

ϕ ∈ Ω
�, ||ϕ − ϕ|| < ε

) ��þü� ý� �S ý�,�
c > 0

�,
d > 0

,��� !"� û þ"ü ,þ",
(t, m) ∈ [τ , +∞) × [0, 1]

)

|Nϕ(t, m) − N(t, m)| ≤ ce−d(t−τ).

F� �þ �" ,ýþ� ��ü� �ý,� ¦�«§¦¥© ¥�£ �£§¿¦¥ Oü��û ��,ý*�+ ��, ¦� «§¦¥© ¥�£ ¥µ� ��¥�£¤¥¦¦¥© ¥�£
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Ω = C([0, τ ] × [0, 1])
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���� ���������  §�� £��£¥ «¥££¥ �¥«£¤�� ª�¥ ¦ ¡§��¦¤«§£¤��
x 7→ xβ(m, x)

·  ¢¯�¤¥ ���
R
· ¥�£ ¦¤��«¬¤£É¤¥��¥ §� ¹�¤�¤�§°¥  ¥ É¢�� � ��� £��£

m ∈ [0, 1]
· « ¡¥�£¸±¸ ¤�¥ ª� ¡¤¦ ¥µ ¤�£¥

L ≥ 0
¥£

ε > 0
£¥¦� ª�¥

|xβ(m, x) − yβ(m, y)| ≤ L|x − y|, |x|, |y| ≤ ε.
Ä� ³Í�Å

T§� ¥µ¥©�¦¥ · �¤ ¦§ Ã��«£¤��
β

¥�£  ¢¯� ¤¥ �§� Ä� ³	Å · §¦��� ¦ ¡§��¦¤«§£¤��
x ∈ R 7→ xβ(m, x)¥�£ ¦¤��«¬¤£É¤¥��¥ ���

R
¥£ ��¥ «���£§�£¥  ¥ Â¤��«¬¤£É ¥�£  ���¢¥ �§�

L = sup
m∈[0,1]

a(m)

b(m)
.

Á§�� ¦§ ��¤£¥ ·
I

¥£
ζ̃

�¥��¢�¥�£¥�£ ¦¥� ª�§�£¤£¢�

I := inf
m∈[0,1]

(δ(m) + V ′(m))
¥£

ζ̃ :=

∫ τ

τ
ζ̂(a)da,

��
ζ̂(a) := sup

m∈[0,1]
|ζ(a, m)|

¥£
ζ(a, m)

¥�£  ¢¯�¤ ± ¦§ �¥«£¤�� ��¢«¢ ¥�£¥ ³ ���� �¿£¥���� §¦��� ¦¥ �¢��¦£§£   ¡¤�¹§�¤§�«¥
��¤¹§�£ ³ ´¥ �¢��¦£§£ ¥�£ �� ��¥© ¤¥� �§� � ��� �¿£¥�¤� ¦§ �£§¿¤¦¤£¢ ¦� «§¦¥ ³

�k�W������� Y �Y �� � L"ûû þ�þ�� !"�
L(2ζ̃+1) < I

9 L ý
ϕ ∈ C([0, τ ]×[0, 1])

*$üý# � ||ϕ|| ≤ ε
)

þM
ε

��, �þ��$ û �ü O0 9R0P ) ��þü� �� �þ �" ,ýþ�
Nϕ �� O0 9%&P o O0 9R(P *$üý# �

|Nϕ(t, m)| ≤ ε,

ûþ"ü
(t, m) ∈ [τ , +∞) × [0, 1]
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{ $+ þ��,ü�,ýþ� 9 Á ¡§��²� ¦ ¡¬¨� �£¬²�¥ ��¤�«¤�§¦¥  ¥ «¥££¥ ���� ��¤£¤�� · ¤¦ ¥�£ «¦§¤� ª�¥
I > 0

³
Z�¤£

ε > 0
 ���¢ �§� Ä� ³Í�Å ¥£

ϕ ∈ C([0, τ ]×[0, 1])
£¥¦¦¥ ª�¥ ||ϕ|| ≤ ε

³ � ���  ¢¯�¤�����
��¥ ��¤£¥

(Nn)n∈N

�§�

N0(t, m) =

{
ϕ(τ , χ(−(t − τ), m))K(t − τ , m),

�¤
t ≥ τ ,

ϕ(t, m),
�¤

t ∈ [0, τ ],

Ä� ³ÍÌ Å

¥£ · � ���
n ≥ 1

·

Nn(t, m) =

{
N0(t, m) + G(Nn−1)(t, m) − J(Nn−1)(t, m),

�¤
t ≥ τ ,

ϕ(t, m),
�¤

t ∈ [0, τ ].

Ä� ³ÍQÅ

´�©©¥
χ(−(t − τ), m) ∈ [0, 1]

· §¦���

|ϕ(τ , χ(−(t − τ), m))| ≤ ε.

Á¥ �¦��
|K(t − τ , m)| ≤ e−I(t−τ),

 ��«
|N0(t, m)| ≤ εe−I(t−τ) ≤ ε.

Ä� ³Í	Å
Z�¤£

T > τ
¯µ¢ ³ ���� © ��£���� �§� �¢«���¥�«¥ ª�¥ � ��� £��£

n ∈ N
¥£ £��£

(t, m) ∈
[τ , T ] × [0, 1]

·
|Nn(t, m)| ≤ ε.

Ä� ³ÍÅ
T���

n = 0
· ¦¥ �¢��¦£§£ ¥�£ �¿£¥�� ¥� Ä� ³Í	Å ³ Z�������� ª�¥ Ä� ³ÍÅ ¥�£ ¹�§¤¥ � ���

n ≥ 0
³

À ¦���
|Nn+1(t, m)| ≤ |N0(t, m)| + |G(Nn)(t, m)| + |J(Nn)(t, m)|,

§¹¥«
|G(Nn)(t, m)| ≤ 2ζ̃εL

∫ t

τ
e−I(t−s)ds,

¥£
|J(Nn)(t, m)| ≤ εL

∫ t

τ
e−I(t−s)ds.

À¤��¤

|Nn+1(t, m)| ≤ ε

(
e−I(t−τ) + L(1 + 2ζ̃)

∫ t

τ
e−I(t−s)ds

)

≤ ε

(
e−I(t−τ) + L(1 + 2ζ̃)

1 − e−I(t−τ)

I

)
.

���� � �����
α =

L(2ζ̃ + 1)

I
.
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ù� �¥© §�ª�§�£ ª�¥

α < 1
· ���� �¿£¥����

|Nn+1(t, m)| ≤ ε
(
e−I(t−τ)(1 − α) + α

)
,

≤ ε
(
(1 − α) + α

)
.

���� ¥�  ¢ �¤����
|Nn+1(t, m)| ≤ ε.

À¤��¤ Ä� ³ÍÅ ¥�£ ¹�§¤¥ � ��� £��£
n ∈ N

³ ù� �¥© §�ª�§�£ ª�¥ ¦§ ��¤£¥
(Nn)n∈N

«��¹¥�°¥
��¤Ã��© ¢© ¥�£ ¹¥��

Nϕ ����
(t, m) ∈ [τ , T ] × [0, 1]

· ���� «��«¦����

|Nϕ(t, m)| ≤ ε,

���� £��£
t ∈ [τ , T ]

¥£
m ∈ [0, 1]

³ ´¥ �¢��¦£§£ ¢£§�£ ¹�§¤ � ��� £��£
T > τ

· ¤¦ ¥�£ ¹�§¤ � ���
t ≥ τ

¥£ ¦§  ¢© ���£�§£¤�� ¥�£ £¥�© ¤�¢¥ ³

Â§ «�� ¤£¤��
L(2ζ̃ + 1) < I

· �£¤¦¤�¢¥  §�� ¦§ ���� ��¤£¤�� � ³� ³Í ·  ¢«�¤£ ��¥ �¤£�§£¤��
�� ¦¥ £§�µ   ¡¤�£�� �«£¤�� ¥� �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� ¥�£ Ã§¤¿ ¦¥ Ä

L
� ¥£¤£Å �� ¿¤¥� ¦¥ «§�

�� ¦¥� £§�µ  ¥ © ��£§¦¤£¢
δ

¥£
γ

���£ ¢¦¥¹¢� Ä
I

¥�£ §¦��� °�§�  ¥£
ζ̃

� ¥£¤£Å ³ ¾¦ � ¡§°¤£   ¡��¥
�¤£�§£¤�� �� ¦§ © ��£§¦¤£¢ ¥�£ �¦�� ¤©���£§�£¥ ª�¥ ¦§ ¼ �§£§¦¤£¢ ½ ³ Z��� «¥££¥ «�� ¤£¤�� ·
���� ¢£§¿¦¤����� ¦§ �£§¿¤¦¤£¢ ¦� «§¦¥ ¥µ� ��¥�£¤¥¦¦¥  ¥ ¦§ ��¦�£¤�� £�¤¹ ¤§¦¥  ¥ Ä� ³¶�Å  §�� ¦¥
£¬¢��²© ¥ ª�¤ ��¤£ ³
|}~�k��� Y �Y �Y � L ý

L(2ζ̃ + 1) < I
) ��þü� �� �þ �" ,ýþ� ,üý*ý���

N ≡ 0
�� O0 9%&P ��,

�þ����+ ��, �Sû þ� ��,ý�� ��+ ��, �,����9
{ $+ þ��,ü�,ýþ� 9 Z�¤£

ε > 0
 ���¢ �§� Ä� ³Í�Å ¥£

ϕ ∈ C([0, τ ] × [0, 1])
£¥¦¦¥ ª�¥

||ϕ|| ≤ ε,

¥£ ��¤£
T > τ

¯µ¢ ³ ���� «���¤ ¢���� ¦§ ��¤£¥  ¢¯�¤¥ �§� Ä� ³ÍÌ ÅE Ä� ³ÍQÅ ³ Á ¥ ¦§  ¢© ���£�§£¤��
 ¥ ¦§ ���� ��¤£¤�� � ³� ³Í · ¤¦ �� ¤£ ª�¥ � ��� £��£

n ∈ N
¥£

(t, m) ∈ [τ , T ] × [0, 1]
·

|Nn(t, m)| ≤ ε.

´�©©¥ ¦ ¡§��¦¤«§£¤��
ρ ∈ [0, I] 7→ I − ρ

1 + 2ζ̃eρτ¥�£ «��£¤��¥ ���
[0, I]

¥£ §££¥¤�£ ��� © §µ¤©�© ¥�
ρ = 0

· ¤¦ ¥µ ¤�£¥
ρ ∈ (0, I)

£¥¦ ª�¥

L <
I − ρ

1 + 2ζ̃eρτ
<

I

2ζ̃ + 1
.

ù� �£¤¦¤�§�£ ¦¥� © »© ¥� §�°�© ¥�£� ª�¥ «¥�µ  ¥ ¦§  ¢© ���£�§£¤��  ¥ ¦§ ���� ��¤£¤�� � ³� ³Í ·
���� �¿£¥����

|N0(t, m)| ≤ εe−I(t−τ) ≤ εe−ρ(t−τ) ≤ ε.
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Â¥� ¥�£¤© §£¤���

|N1(t, m) − N0(t, m)| ≤ |G(N0)(t, m)| + |J(N0)(t, m)|,
§¹¥«

|J(N0)(t, m)| ≤ L

∫ t

τ
|N0(s, χ(−(t − s), m))|e−I(t−s)ds,

≤ εL

∫ t

τ
e−I(t−s)e−ρ(s−τ)ds,

≤ εLe−Iteρτ

∫ t

τ
e(I−ρ)sds,

¥£

|G(N0)(t, m)| ≤ 2L

∫ t

τ

( ∫ τ

τ
ζ̂(a)

∣∣N0

(
s − a,∆(a, χ(−(t − s), m))

)∣∣ da

)
e−I(t−s)ds,

≤ 2εL

∫ t

τ
e−I(t−s)

( ∫ τ

τ
ζ̂(a)e−ρ(s−a−τ)da

)
ds,

≤ 2ζ̃εL

∫ t

τ
e−I(t−s)e−ρ(s−2τ)ds,

≤ 2ζ̃εLe−Ite2ρτ

∫ t

τ
e(I−ρ)sds,

���� � ¥�© ¥££¥�£   ¡�¿£¥�¤�

|N1(t, m) − N0(t, m)| ≤ εLe−Iteρτ
[
1 + 2ζ̃eρτ

] ∫ t

τ
e(I−ρ)sds.

� ¥© §�ª���� ª�¥

e−Iteρτ

∫ t

τ
e(I−ρ)sds = e−Iteρτ e(I−ρ)t − e(I−ρ)τ

I − ρ
,

= e(ρ−I)teρ(τ−t) e
(I−ρ)t − e(I−ρ)τ

I − ρ
,

= e−ρ(t−τ) 1 − e(I−ρ)(τ−t)

I − ρ
,

≤ 1

I − ρ
e−ρ(t−τ).

ù� «���¢ª�¥�«¥
|N1(t, m) − N0(t, m)| ≤ εLθe−ρ(t−τ),

��
θ =

1 + 2ζ̃eρτ

I − ρ
.

T§� �¢«���¥�«¥ · ���� © ��£���� ª�¥ � ��� £��£
n ≥ 1

¥£ £��£
(t, m) ∈ [τ , T ] × [0, 1]

·

|Nn(t, m) − Nn−1(t, m)| ≤ ε(Lθ)ne−ρ(t−τ).
Ä� ³ÍfÅ
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Z�������� ª�¥ Ä� ³ÍfÅ ¥�£ ¹�§¤¥ � ���

n ≥ 1
� §¦��� � ��� £��£

(t, m) ∈ [τ , T ] × [0, 1]

|Nn+1(t, m) − Nn(t, m)| ≤ |(G(Nn) − G(Nn−1))(t, m)| + |(J(Nn) − J(Nn−1))(t, m)|,
§¹¥«

|(G(Nn) − G(Nn−1))(t, m)| ≤ 2L

∫ t

τ

( ∫ τ

τ
ζ̂(a)

∣∣Nn

(
s − a,∆(a, χ(−(t − s), m))

)

−Nn−1

(
s − a,∆(a, χ(−(t − s), m))

)∣∣ da

)
e−I(t−s)ds,

≤ 2εLn+1θn

∫ t

τ
e−I(t−s)

( ∫ τ

τ
ζ̂(a)e−ρ(s−a−τ)da

)
ds,

≤ 2ζ̃εLn+1θn

∫ t

τ
e−I(t−s)e−ρ(s−2τ)ds,

≤ 2ζ̃εLn+1θne2ρτe−It

∫ t

τ
e(I−ρ)sds,

¥£

|(J(Nn) − J(Nn−1))(t, m)| ≤ L

∫ t

τ
|Nn(s, χ(−(t − s), m))

−Nn−1(s, χ(−(t − s), m))|e−I(t−s)ds,

≤ εLn+1θn

∫ t

τ
e−I(t−s)e−ρ(s−τ)ds,

≤ εLn+1θneρτe−It

∫ t

τ
e(I−ρ)sds.

���� �¿£¥����  ��«

|Nn+1(t, m) − Nn(t, m)| ≤ εLn+1θneρτe−It
[
1 + 2ζ̃eρτ

] ∫ t

τ
e(I−ρ)sds,

≤ ε(Lθ)n+1e−ρ(t−τ).

´¥¦§ �¤°� ¤¯ ¥ ª�¥ Ä� ³ÍfÅ ¥�£ ¹�§¤¥ � ���
n ≥ 1

³ ���� �¿£¥���� §¦��� · � ��� £��£
(t, m) ∈

[τ , T ] × [0, 1]
·

|Nn(t, m)| ≤
n∑

i=1

|Ni(t, m) − Ni−1(t, m)| + |N0(t, m)|,

≤
n∑

i=1

ε(Lθ)ie−ρ(t−τ) + εe−ρ(t−τ),

≤ εe−ρ(t−τ)
(
1 + Lθ + · · · + (Lθ)n

)
.

´�©©¥
Lθ < 1

· ���� «��«¦���� ª�¥ � ���
t ∈ [τ , T ]

¥£
m ∈ [0, 1]

|Nϕ(t, m)| ≤ ε

1 − Lθ
e−ρ(t−τ).

´¥ �¢��¦£§£ ¥�£ ¹�§¤ � ��� £��£
T > τ

³ ¾¦ ¥�£  ��« ¹�§¤ � ���
t ≥ τ

· ¥£ ¦¥ £¬¢��²© ¥ ¥�£
 ¢© ��£�¢ ³
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s è¥ ¦ñ õëõ÷îñòïëó ìô øôîî÷ îôð ðë÷ø§ôð ïc c ñò÷öôð
���� ���� ¤�£¢�¥�����  §�� «¥££¥ �¥«£¤�� §� «�©���£¥© ¥�£  ¥ ¦§ � ���¦§£¤��  ¥ «¥¦¦� ¦¥�

���«¬¥� ¬¢© §£�� �¢£¤ª�¥� ¤©© §£��¥� · « ¡¥�£¸±¸ ¤�¥ ¦¥� «¥¦¦� ¦¥�  ¥ © §£��¤£¢
m = 0

· ¥£
��¤�«¤� §¦¥© ¥�£ §� «�©���£¥© ¥�£ §�¨©�£�£¤ª�¥  ¥ «¥££¥ � ���¦§£¤�� ³ ´¥££¥ ¢£� ¥ ¥�£
© �£¤¹¢¥ �§� ¦¥� �¢��¦£§£�  ¥ ¦§ �¥«£¤�� ��¤¹§�£¥ ³

Z�¤£
Nϕ ��¥ ��¦�£¤��  � ���¿¦²© ¥ Ä� ³¶QÅ ¥£ Ä� ³Í�Å ·  ¥ «�� ¤£¤�� ¤�¤£¤§¦¥

ϕ ∈ D(A)
³

� ��� �§¹��� §¦��� ª�¥
lim
m→0

V (m)
∂

∂m
Nϕ(t, m) = 0.

À¤��¤ · ¦§ Ã��«£¤��
x

 ¢¯�¤¥ � ��� £��£
t ≥ 0

�§�

x(t) = Nϕ(t, 0)

¥�£ ��¥ ��¦�£¤��  ¥ ¦ ¡¢ª�§£¤��  ¤å ¢�¥�£¤¥¦¦¥ ± �¥£§� 
dx

dt
(t) = −I0x(t) − β0(x(t))x(t) + 2

∫ τ

τ
Z(a)β0(x(t − a))x(t − a)da,

Ä� ³Í�Å
� ���

t ≥ τ
· ¥£

x(t) = ψ(t) := ϕ(t, 0),
����

t ∈ [0, τ ],
Ä� ³��Å

§¹¥«




I0 := δ(0) + V ′(0),

β0(x) := β(0, x),
���� £��£

x ∈ R,

Z(a) := ζ(a, 0).
Â¥� Ã��«£¤���

δ
¥£

V
¢£§�£ � ��¤£¤¹¥� · §¹¥«

V (0) = 0
· ¤¦ ¥�£ «¦§¤� ª�¥

I0 ≥ 0
³

Â ¡¢ª�§£¤�� Ä� ³Í�Å ¥�£ ¢£� ¤¢¥ ¥�  ¢£§¤¦� §� «¬§�¤£�¥ Q ·  §�� ¦¥ «§ �¥ �¦�� °¢�¢�§¦  ¥
¦ ¡¢£� ¥   ¡�� �¨�£²© ¥   ¡¢ª�§£¤���  ¤å ¢�¥�£¤¥¦¦¥� §¹¥« �� �¥£§�   ¤�£�¤¿�¢ ³ ÿ��� ¦¥� �¢��¦£§£�
 ��£ ���� §¹��� ¿ ¥��¤� ���£ §¦���  ¢© ��£�¢� ³ ´¥� ¥� §�£ · �§� ���«¤  ¥ «�¬¢�¤�� · ����
�§�� ¥¦��� «¥� �¢��¦£§£� «¤¸§��²� ¥£ ����  ������ �§�Ã�¤� ��¥ ¤ ¢¥  ¥ ¦¥��  ¢© ���£�§£¤�� ³
Â¥� ��¥�¹¥� «�©�¦²£¥� ���£ ��¢�¥�£¢¥� §� «¬§�¤£�¥ Q ³

´�©©¥
ϕ ∈ C([0, τ ] × [0, 1])

· §¦���
ψ ∈ C[0, τ ]

· ��
C[0, τ ]

¥�£ ¦ ¡¥��§«¥  ¥� Ã��«£¤���
«��£¤��¥� ���

[0, τ ]
³ Z���  ¥� «�� ¤£¤��� «¦§��¤ª�¥�  ¥ Â¤��«¬¤£É ��� ¦§ Ã��«£¤��

β0
· ����

� ��¹��� �¿£¥�¤� ¦ ¡¥µ ¤�£¥�«¥ ¥£ ¦ ¡��¤«¤£¢  ¥ ��¦�£¤���  ¥ Ä� ³Í�Å · «�©© ¥ «¥¦§ ¥�£ ��¢�¥�£¢ �§�
? §¦¥ ¥£ ¨¥� �¨� Â��¥¦ �Q	
 ³ � ��� �¥�¹�¨��� §���¤ §�µ �¢��¦£§£� ��¢�¥�£¢�  §�� ¦ ¡§��¥µ¥
À ³

���� ��������� ± ��¢�¥�£ ·  ¥ © §�¤²�¥ �¤© ¤¦§¤�¥ ± ��
 ¥£  ¥ Ã§��� �§£��¥¦¦¥ · ª�¥ ¦§
Ã��«£¤��

β0
¥�£  ¢«��¤��§�£¥ � ���

x ≥ 0
¥£ ¹¢�¤¯¥

lim
x→+∞

β0(x) = 0.
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Ê�¥ ��¥© ¤²�¥ �����¤¢£¢  ¥� ��¦�£¤���  � ���¿¦²© ¥ Ä� ³Í�ÅE Ä� ³��Å ¥�£ ¢���«¢¥  §�� ¦§
���� ��¤£¤�� ª�¤ ��¤£ ³
�k�W������� Y �� ��� Lþý,

ψ ∈ C[0, τ ]
9 L ý

ψ
��, û þ� ý,ý*� �"ü

[0, τ ]
) ��þü� � 6"� ý!" � �þ �" ,ýþ�

�� O0 9R&P �� �þ��ý,ýþ� ý� ý,ý���
ψ

) �þ,$�
xψ ) �� , ûþ�ý,ý*� �"ü

[τ , +∞)
9

{ $+ þ��,ü�,ýþ� 9 Â§  ¢© ���£�§£¤�� �¥ Ã§¤£ ± ¦ ¡§¤ ¥   ¡�� �§¤����¥© ¥�£ �§� ¦ ¡§¿��� ¥ Ä«Ã ³
���� ��¤£¤�� Q ³Í ³�Å ³

´�©©¥ ���� ¢£� ¤��� ��¥ � ���¦§£¤��  ¥ «¥¦¦� ¦¥� · ¤¦ ¥�£ �¦�� ¤�£¢�¥��§�£  ¥ «���¤ ¢�¥�
 ¥� «�� ¤£¤��� ¤� ¤£¤§¦¥� � ��¤£¤¹¥� ³ ���� ¤�£�� �¤���� ¦ ¡¥��¥©¿¦¥

C+ =
{
ψ ∈ C[0, τ ] ; ψ(t) ≥ 0,

����
t ∈ [0, τ ]

}
.

Â§ �£§¿¤¦¤£¢ °¦�¿§¦¥  ¥ ¦§ � ���¦§£¤��  ¥ «¥¦¦� ¦¥� ¤©© §£��¥� ¥�£ ¢£§¿¦¤¥  §�� ¦¥ £¬¢��²© ¥
��¤¹§�£ · ���� ¦§ «�� ¤£¤�� ª�¥ ¦¥ £§�µ  ¥  ¤��§�¤£¤��

I0
¥�£ �¦�� ¢¦¥¹¢ ª�¥ ¦¥� £§�µ  ¥

��� �«£¤��
β0

¥£
Z

 ¥� «¥¦¦� ¦¥� ³
|}~�k��� Y �� �� � L"ûû þ�þ�� !" �

(
2

∫ τ

τ
Z(a)da − 1

)
β0(0) < I0.

ú �þü� �� �þ �" ,ýþ� ,üý*ý���
x ≡ 0

�� � 6$!"�,ýþ� O0 9R&P ��, ��5+û ,þ,ý!"�+ ��, �,���� �"ü
� 6����+ ���

C+ ) � 6�� ,878�ýü� !" � ûþ"ü ,þ",
ψ ∈ C+

lim
t→+∞

xψ(t) = 0.

{ $+ þ��,ü�,ýþ� 9 ���� �¿£¥���� ¦§ �£§¿¤¦¤£¢ §�¨©�£�£¤ª�¥  ¥ ¦§ ��¦�£¤�� £�¤¹¤§¦¥  ¥ Ä� ³Í�Å
¥� �£¤¦¤�§�£ ��¥ Ã��«£¤��  ¥ Â¨§����¹ Ä«Ã ³ §��¥µ¥ À · �� ¿¤¥� ? §¦¥ �Q
Å ³Á ¢¯�¤�����  ¥�µ Ã��«£¤���

λ
¥£

Λ
�§�

λ(x) = xβ0(x)
¥£

Λ(x) =

∫ x

0
λ(s)ds,

����
x ≥ 0

³ Z�¤£
H : C+ → R

¦ ¡§��¦¤«§£¤��  ¢¯�¤¥ � ���
ψ ∈ C+ �§�

H(ψ) = Λ(ψ(τ)) +

∫ τ

τ
Z(a)

( ∫ τ

τ−a
λ2(ψ(θ))dθ

)
da.

���� © ��£���� Ä«Ã ³ £¬¢��²© ¥ Q ³� ³¶Å ª�¥
H

¥�£ ��¥ Ã��«£¤��  ¥ Â¨§����¹ �¥¦§£¤¹¥ ±
¦ ¡¢ª�§£¤�� Ä� ³Í�Å ³ ù� «���¢ª�¥�«¥ · £��£¥ ��¦�£¤��  ¥ Ä� ³Í�ÅE Ä� ³��Å §¹¥«

ψ ∈ C+ £¥�  ¹¥��
É¢�� ¦���ª�¥

t
£¥�  ¹¥��

+∞ ³
ù� «�©¿¤�§�£ «¥ �¢��¦£§£ §¹¥« ¦¥ �¢��¦£§£  ¥ �£§¿¤¦¤£¢ ¦� «§¦¥ �¿£¥�� ± ¦§ �¥«£¤�� � ³� ·

���� � ��¹���  ¢© ��£�¥� ¦§ �£§¿¤¦¤£¢ °¦�¿§¦¥   ¡��¥ «¦§��¥  ¥ ��¦�£¤���  ¥ ¦ ¡¢ª�§£¤�� Ä� ³¶QÅ
��  ¥ �§ ¹¥��¤�� ¤�£¢°�¢¥ Ä� ³¶�Å ³
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s èª _öïò�öô ìô ðòña ïîïòí u îëañîô
���� ¢£§¿¦¤�����  §�� «¥££¥ �¥«£¤�� �� «�¤£²�¥ °¢�¢�§¦  ¥ �£§¿¤¦¤£¢ °¦�¿§¦¥ � ��� ¦ ¡¢ª�§¸

£¤�� Ä� ³¶�Å ³ ���� �§�� ¥¦��� £��£   ¡§¿ ��  ��¥  ¢¯�¤£¤�� ³
�~������� Y �� �� ����� �X��~ «X���X� ��¬�W������� ¡� Lþý,

Ω
"� �þ"�8����+ ��� ��

C([0, τ ]× [0, 1])
9 ¢�� �þ �" ,ýþ�

N
�� O0 9%&P ��, �ý,� °¦�¿§¦¥© ¥�£ §�¨©�£�£¤ª�¥© ¥�£ �£§¿¦¥

���
Ω

� ý û þ"ü ,þ",
ϕ ∈ Ω

�, ,þ",
m ∈ [0, 1]

lim
t→+∞

|Nϕ(t, m) − N(t, m)| = 0.

F� �þ �" ,ýþ�
N

��, �ý,� °¦�¿§¦¥© ¥�£ ¥µ� ��¥�£¤¥¦¦¥© ¥�£ �£§¿¦¥ ���
Ω

�ý û þ"ü ,þ",
ϕ ∈ Ω

ý�
�S ý�,�

c > 0
)
d > 0

�,
T > 0

,��� !" �) ûþ"ü ,þ",
(t, m) ∈ [T, +∞) × [0, 1]

)

|Nϕ(t, m) − N(t, m)| ≤ ce−d(t−τ).

; þ"� �ýüþ�� !" �
N

��, °¦�¿§¦¥© ¥�£ §�¨©�£�£¤ª�¥© ¥�£ �£§¿¦¥ Oü��û ��,ý*�+ ��, °¦�¿§¦¥¸
© ¥�£ ¥µ� ��¥�£¤¥¦¦¥© ¥�£ �£§¿¦¥P � ý

Ω = C([0, τ ] × [0, 1])
9

À �§�£¤�  ¥� �¢��¦£§£�  ¥ �£§¿¤¦¤£¢ ¦� «§¦¥ �¿£¥��� ± ¦§ �¥«£¤�� � ³� · ���� � ��¹��� ¢£§¿¦¤�
�� ��¥© ¤¥� �¢��¦£§£  ¥ �£§¿¤¦¤£¢ °¦�¿§¦¥ � ��� ¦§ ��¦�£¤�� £�¤¹ ¤§¦¥  ¥ Ä� ³¶�Å ³ ´¥ �¢��¦£§£ ¥�£
��¢�¥�£¢ «¤¸§��²� ³
�k�W������� Y �� �� � L"ûû þ�þ�� !" � � 6�ûû �ý��,ýþ�

x 7→ xβ(m, x)
��, �ýû ��< ý,r ý���� �"ü

[0, +∞)
û þ"ü ,þ",

m ∈ [0, 1]
) �*�� "�� �þ��,��,� �� F ýû ��< ý,r

L
,�� �� !" �

L(2ζ̃ + 1) < I.
Ä� ³� ¶Å

ú �þü� �� �þ �" ,ýþ� ,üý*ý���
N ≡ 0

�� O0 9%&P ��,  �þ����+ ��, �Sûþ� ��,ý�� ��+ ��, �,����9
{ $+ þ��,ü�,ýþ� 9 ´�©©¥ «¥¦§ ¥�£ Ã§¤£  §�� ¦§ ���� ��¤£¤�� � ³� ³Í · ���� © ��£���� £��£
  ¡§¿ ��  ª�¥ � ��� £��£¥ Ã��«£¤��

ϕ ∈ C([0, τ ] × [0, 1])
¥£ £��£

(t, m) ∈ [0, +∞) × [0, 1]
·

|Nϕ(t, m)| ≤ ||ϕ||.

ù� �£¤¦¤�§�£ ¦¥� © »© ¥� §�°�© ¥�£� ª�¥ «¥�µ  ¥ ¦§  ¢© ���£�§£¤��  � £¬¢��²© ¥ � ³� ³� · ����
�¿£¥���� §¦���

lim
t→∞

Nϕ(t, m) = 0
¥µ� ��¥�£¤¥¦¦¥© ¥�£

,

���� £���
ϕ ∈ C([0, τ ] × [0, 1])

¥£
m ∈ [0, 1]

³

Â ¡¤�¢°§¦¤£¢
L(2ζ̃ + 1) < I,



fÍ ÎÏÐÑ Ò ÓÔ Õ x × Ø ÙÚ�Ü Õ Ð^Õà à� àÜÕ àÕÜÜ ßÜÐÒÔ Õ ÚÒÝ ÓÔÒ\ßÛ
¥�£ ¹¢�¤¯¢¥ · �§� ¥µ¥©�¦¥ · �¤

I
¥�£ °�§�  · �� ¿¤¥� �¤

ζ̃
��

L
���£ � ¥£¤£� ³ ���� �§�� ¥¦��� ª�¥

I
�¥��¢�¥�£¥ �� £§�µ  ¥ © ��£§¦¤£¢  ¥ ¦§ �¬§�¥  ¥ �¥� �� ·

ζ̃
¦¥ £§�µ  ¥ ���¹¤¥  ¥� «¥¦¦� ¦¥�

¥� �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� · ¥£ ª�¥
L

¥�£ ��¥ ¿ ���¥  ¥ ¦§ ª�§�£¤£¢  ¥ «¥¦¦� ¦¥� ¤�£�� �¤£¥� ¥�
�¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� ³ À ¤��¤ · ¦¥ �¢��¦£§£ �¿£¥�� ± ¦§ ���� ��¤£¤�� � ³Q ³Í  ¢«�¤£ �� «�©���¸
£¥© ¥�£ ���© §¦ ¥£ §££¥� �  ¥ ¦§ � ���¦§£¤��  ¥ «¥¦¦� ¦¥� ���«¬¥� ¬¢© §£�� �¢£¤ª�¥�  §��
 ¥� «�� ¤£¤���  ¥ Ã��£¥ © ��£§¦¤£¢ ¥£���  ¥ Ã§¤¿ ¦¥� ¢«¬§�°¥� ¥�£�¥ ¦¥�  ¥�µ �¬§�¥� ³
��k�XX� �k� Y �� �Y � L ý �� G þ��,ýþ�

x ∈ R 7→ β(m, x)
��, �$üý*���� �, �$�üþý����,� �"ü

(0, +∞)
û þ"ü ,þ",

m ∈ [0, 1]
��þü�) �þ"� � 6<5û þ,< .��
(2ζ̃ + 1) sup

m∈[0,1]
β(m, 0) < I,

�� �þ �" ,ýþ� ,üý*ý���
N ≡ 0

�� O0 9%&P ��,  �þ����+ ��, �Sû þ� ��,ý�� ��+ ��, �,����9
{ $+ þ��,ü�,ýþ� 9 Z¤ ¦§ Ã��«£¤��

x 7→ β(m, x)
¥�£  ¢�¤¹§¿¦¥ ¥£  ¢«��¤��§�£¥ ���

(0, +∞)���� £��£
m ∈ [0, 1]

· §¦��� ¦§ Ã��«£¤��
x 7→ xβ(m, x)

¥�£ §���¤  ¢�¤¹§¿¦¥ ���
(0, +∞)

¥£
���� �¿£¥����

∂

∂x
(xβ(m, x)) ≤ β(m, x) ≤ β(m, 0),

����
x ∈ (0, +∞)

¥£
m ∈ [0, 1]

³ Â§ Ã��«£¤��
x 7→ xβ(m, x)

¥�£  ��« ¦¤��«¬¤£É¤¥��¥ ���
R¥£ ���� «��«¦���� ¥� �£¤¦¤�§�£ ¦§ ���� ��¤£¤�� � ³Q ³Í ³

Z¤ ¦§ Ã��«£¤��
β

¥�£  ¢¯�¤¥ �§� Ä� ³	Å ¥£ �¤

(2ζ̃ + 1) sup
m∈[0,1]

(
a(m)

b(m)

)
< I,

§¦��� ¦§ ��¦�£¤�� £�¤¹ ¤§¦¥
N ≡ 0

 ¥ Ä� ³¶�Å ¥�£ °¦�¿§¦¥© ¥�£ ¥µ� ��¥�£¤¥¦¦¥© ¥�£ �£§¿¦¥ ³
��£�¥ �¿Æ ¥«£¤Ã · ± ��¢�¥�£ · ¥�£   ¡�¿£¥�¤� ¦§ �£§¿¤¦¤£¢ °¦�¿§¦¥  ¥� ��¦�£¤���  ¥ Ä� ³¶�Å ����

 ¥� «�� ¤£¤��� �¦�� °¢�¢�§¦¥� ª�¥ «¥¦¦¥�  ¥ ¦§ ���� ��¤£¤�� � ³Q ³Í ·  ¥� «�� ¤£¤��� © �¤��
�¥�£�¤«£¤¹¥� ª�¥ Ä� ³� ¶Å ³

���� ¤�£�� �¤���� ��¥ ¬¨��£¬²�¥ @ ¤¦ ¥µ ¤�£¥
C ≥ 0

£¥¦ ª�¥
∫ g−1(m)

m

dθ

V (θ)
≤ C, m ∈ (0, 1].

Ä� ³�ÍÅ

Â ¡¤�£¥���¢£§£¤�� ¿¤�¦�°¤ª�¥  ¥ «¥££¥ «�� ¤£¤�� ¥�£ �¥¦§£¤¹¥© ¥�£ §¤�¢¥ ³ T�¤�ª�¥ ∫ g−1(m)
m

dθ
V (θ)�¥��¢�¥�£¥ ¦¥ £¥©�� �¢«¥��§¤�¥ ± ��¥ «¥¦¦� ¦¥ ¯ ¦¦¥  ¥ © §£��¤£¢

m
���� §££¥¤� �¥ ¦§ © §£��¤£¢

g−1(m)
ª� ¡§¹§¤£ �§ «¥¦¦� ¦¥ © ²�¥ ¦���  ¥ ¦§  ¤¹¤�¤�� · ¦ ¡¬¨� �£¬²�¥ Ä� ³�ÍÅ  ¢«�¤£ ª�¥ «¥ £¥©��

¥�£ ¿ ���¢¥ � ��¥ «¥¦¦� ¦¥ ¯ ¦¦¥ � ¥�£  ��« �¢«�� ¢�¥� ¦¥ © »© ¥ �¤¹¥§�  ¥ © §£��¤£¢ ª�¥ �§ «¥¦¸
¦� ¦¥ © ²�¥ §¹§¤£ ¦���ª� ¡¥¦¦¥ � ¡¥�£  ¤¹¤�¢¥ ¥� �� £¥©�� ¯�¤ ³ T§� ¥µ¥©�¦¥ · �¤

V (m) ∼
m→0

α1m
·

§¹¥«
α1 > 0

· §¦��� Ä� ³�ÍÅ ¥�£ ¢ª�¤¹§¦¥�£¥ ±
g′(0) > 0

³
� ��� �¿£¥���� §¦��� ¦¥ £¬¢��²© ¥ Ã�� §© ¥�£§¦ ��¤¹§�£ ³
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|}~�k��� Y �� �� � L"ûû þ�þ�� !"� �� �þ��ý,ýþ� O0 90RP ��, * $üý# $� �, !" � �� G þ��,ýþ�
x 7→

xβ(m, x)
��, �ýû ��< ý,r ý���� û þ"ü ,þ",

m ∈ [0, 1]
9 ; þ"� û þ�þ��

τ0 := sup
m>0

( ∫ g−1(m)

m

ds

V (s)

)
.

L þý��,
N1(t, m)

�,
N2(t, m)

��"S �þ �" ,ýþ�� �� O0 9%&P o O0 9R(P û þ"ü ��� �þ��ý,ýþ�� ý� ý,ý����
ü��û ��,ý*��

ϕ1
�,

ϕ2
9 L ý

τ > τ0

�, � 6ý� �S ý�,�
b ∈ (0, 1]

,�� !" �

ϕ1(t, m) = ϕ2(t, m)
ûþ"ü

t ∈ [0, τ ]
�,

m ∈ [0, b],

��þü� ý� �S ý�,�
t > τ

,�� !"�
N1(t, m) = N2(t, m),

û þ"ü
m ∈ [0, 1]

�,
t ≥ t

9
{ $+ þ��,ü�,ýþ� 9 ´�©©¥

τ > τ0
· §¦���   ¡§��²� Ä� ³¶�Å ���� §¹���

∆(a, m) < m
����

a ∈ [τ , τ ].

ù� �£¤¦¤�§�£ ¦¥ ¦¥©© ¥  ¥ � ����§¦¦ ¥£ ��¥ © ¢£¬� ¥  ¥� �§� · ���� © ��£���� £��£   ¡§¿ �� 
ª�¥

N1(t, m) = N2(t, m)
����

m ∈ [0, b]
¥£

t ≥ 0.

Z�¤£
m ∈ [0, b]

¥£
t ≥ τ

Ä�¤
t ∈ [0, τ ]

· ¦¥ �¢��¦£§£ ¥�£ ¢¹¤ ¥�£Å ³ À ¦���

χ(−(t − τ), m) < m ≤ b.

Á ¡��
ϕ1(τ , χ(−(t − τ), m)) = ϕ2(τ , χ(−(t − τ), m)).

Z�¤£
t ∈ [τ , τ + τ ]

³ À ¦���

∆(a, χ(−(t − s), m)) < χ(−(t − s), m) < m ≤ b,

¥£ ���� ¥�  ¢ �¤����
G(N1)(t, m) = G(N2)(t, m).

Â ¡§��¦¤«§£¤��
x 7→ xβ(m, x)

¢£§�£ ¦¤��«¬¤£É¤¥��¥ ¥£
K

¢£§�£ ¿ ���¢¥ · ���� � ��¹��� ¢«�¤�¥

|N1(t, m) − N2(t, m)| = |J(N1)(t, m) − J(N2)(t, m)|

≤ c

∫ t

τ
|N1(s, χ(−(t − s), m)) − N2(s, χ(−(t − s), m))|ds,



fÌ ÎÏÐÑ Ò ÓÔ Õ x × Ø ÙÚ�Ü Õ Ð^Õà à� àÜÕ àÕÜÜ ßÜÐÒÔ Õ ÚÒÝ ÓÔÒ\ßÛ
��

c
¥�£ ��¥ «���£§�£¥ � ��¤£¤¹¥ ³ ù� �£¤¦¤�§�£ ¦¥ ¦¥©© ¥  ¥ � ����§¦¦ · ���� §¹��� §¦��� ·

� ��� £���
t ∈ [τ , τ + τ ]

¥£
m ∈ [0, b]

·

N1(t, m) = N2(t, m).

ù� �£¤¦¤�§�£ ¦§ © ¢£¬� ¥  ¥� �§� · ���� �¿£¥���� «¥ �¢��¦£§£ � ���
t ≥ τ

³
Á ¢¯�¤����� ¦ ¡§��¦¤«§£¤��

α : [0, 1] → [0, 1]
�§�

α(m) = ∆(τ , m).

� ¥© §�ª���� ª�¥
α

¥�£ ��¥ Ã��«£¤�� «��¤��§�£¥ ¹¢�¤¯ §�£

α(m) < m
����

m ∈ (0, 1]

¥£
α(m) = h−1(e−τ )

����
m ∈ [g(1), 1],

�� ¦§ Ã��«£¤��
h

¥�£  ¢¯�¤¥ ¥� ÄÍ ³¶Ì Å ³ � ¥© §�ª���� ª�¥ ·   ¡§��²� Ä� ³¶�Å ¥£ «�©©¥
τ > τ0

·

h−1(e−τ ) < g(1).

Â§ Ã��«£¤��
α

¥�£ §¦��� ¤�¹¥��¤¿ ¦¥ ¥£ ���� ��£���
Λ

��� ¤�¹¥��¥ ·  ¢¯�¤¥ ���
[0, h−1(e−τ )]

³
���� � �����

Λ(m) = g(1)
����

m ∈ [h−1(e−τ ), g(1)]
³ ´�©©¥

α
¥�£ � ��¤£¤¹¥ ¥£ «��¤��§�£¥

���
[0, 1]

·
Λ

¥�£ «��¤��§�£¥ ���
[0, h−1(e−τ )]

³
Z�������� £��£   ¡§¿ ��  ª�¥

b ∈ (0, h−1(e−τ )]
³

´���¤ ¢���� ¦¥� ��¤£¥� «��¤��§�£¥�
(bn)n∈N

¥£
(tn)n∈N

 ¢¯�¤¥� �§�
{

bn+1 = Λ(bn),
����

n ∈ N,

b0 = b,

¥£ 



tn+1 = tn + τ + ln

(
h(bn+1)

h(bn)

)
,

����
n ∈ N,

t0 = 0.

T§� �¢«���¥�«¥ · ���� © ��£���� ª�¥ �¤
m ∈ [0, bn]

¥£
t ≥ tn

§¦���
N1(t, m) = N2(t, m)

³
Z�������� ª�¥ ¦¥ �¢��¦£§£ ¥�£ ¹�§¤ � ���

n ≥ 0
³ Z�¤£

m ∈ [0, bn+1]
¥£

t ≥ tn+1
³ Â§

Ã��«£¤��
h

¢£§�£ «��¤��§�£¥ ·
t ≥ tn + τ

³ Â¥� ��¦�£¤���
Ni

·
i = 1, 2

·  ¥ Ä� ³¶�Å � ¥�¹¥�£ »£�¥
�¢¢«�¤£¥�
Ni(t, m) = Ni

(
tn + τ , χ(−(t − tn − τ), m)

)
K(t − tn − τ , m) − Jn(Ni)(t, m)

+ 2

∫ t

tn+τ

( ∫ τ

τ
ζ
(
χ(−(t − s), m), a

)
Ni

(
s − a,∆(a, χ(−(t − s), m))

)
×

β
(
∆(a, χ(−(t − s), m)), Ni

(
s − a,∆(a, χ(−(t − s), m))

))
da

)
K(t − s, m)ds,
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����
t ≥ tn + τ

· §¹¥«

Jn(N)(t, m) =

∫ t

tn+τ
K(t−s, m)β

(
χ(−(t−s), m), N

(
s, χ(−(t−s), m)

))
N

(
s, χ(−(t−s), m)

)
ds.

´�©©¥
t − tn − τ ≥ ln

(
h(bn+1)

h(bn)

)
,

���� §¹���
e−(t−tn−τ) ≤ h(bn)

h(bn+1)
.

À¤��¤
h(m)e−(t−tn−τ) ≤ h(m)

h(bn)

h(bn+1)
≤ h(bn+1)

h(bn)

h(bn+1)
= h(bn),

«§�
h

¥�£ ��¥ Ã��«£¤�� «��¤��§�£¥ ³ ¾¦ � ¡¥� ��¤£

χ(−(t − tn − τ), m) = h−1(h(m)e−(t−tn−τ)) ≤ bn.

ù� �£¤¦¤�§�£ ¦ ¡¬¨� �£¬²�¥  ¥ �¢«���¥�«¥ · ���� �¿£¥����

N1

(
tn + τ , χ(−(t − tn − τ), m)

)
= N2

(
tn + τ , χ(−(t − tn − τ), m)

)
.

� ¤�§¦¥© ¥�£ · «�©© ¥
s − a ≥ tn

¥£ ·   ¡§��²� ¦¥ ¦¥©© ¥ � ³¶³Í ·

∆(a, χ(−(t − s), m)) ≤ ∆(a, m) ≤ ∆(τ , m) ≤ ∆(τ , bn+1) = bn,

���� �¿£¥����

|N1(t, m) − N2(t, m)| = |Jn(N1)(t, m) − Jn(N2)(t, m)|.
���� �¿£¥���� ¦ ¡¢°§¦¤£¢ � ���

n + 1
¥� �£¤¦¤�§�£ ¦¥ ¦¥©© ¥  ¥ � ����§¦¦ ³

ù� �¥© §�ª�§�£ ª� ¡¤¦ ¥µ ¤�£¥
M ∈ N

£¥¦ ª�¥
bM < g(1) = bM+1

· ���� �¿£¥���� · � ���
£��£

m ∈ [0, bM+1] = [0, g(1)]
¥£

t ≥ tM+1
· ª�¥

N1(t, m) = N2(t, m)
³

Z�������� ± ��¢�¥�£ ª�¥
b ∈ (h−1(e−τ ), g(1)]

³ À ¦��� ¦¥ �¢��¦£§£ «¤¸ ¥���� ¥�£ £��Æ ����
¹§¦§¿¦¥ §¹¥«

M = 0
³ � ��� §¹���  ��«

N1(t, m) = N2(t, m)
����

m ∈ [0, g(1)]
¥£

t ≥ tM+1, M ∈ N.
Ä� ³��Å

ù�¯� · ��������� ª�¥
b ∈ (g(1), 1]

³
Z�¤¥�£

m ∈ [g(1), 1]
¥£

t ≥ tM+1 + τ
³ T���

s ∈ [tM+1 + τ , t]
¥£

a ∈ [τ , τ ]
· ���� §¹���

s − a ≥ tM+1
³ À ¤��¤ · �¤

χ(−(t − s), m) ≤ g(1)
·

∆(a, χ(−(t − s), m)) ≤ ∆(a, g(1)) ≤ h−1(e−τ ) < g(1)

¥£ ·   ¡§��²� Ä� ³��Å ·

N1(s − a,∆(a, χ(−(t − s), m))) = N2(s − a,∆(a, χ(−(t − s), m))),



f	 ÎÏÐÑ Ò ÓÔ Õ x × Ø ÙÚ�Ü Õ Ð^Õà à� àÜÕ àÕÜÜ ßÜÐÒÔ Õ ÚÒÝ ÓÔÒ\ßÛ
¥£ �¤

χ(−(t − s), m) > g(1)
§¦��� · �§�  ¢¯�¤£¤��  ¥

ζ
·

ζ(χ(−(t − s), m), a) = 0.

Á¥ �¦�� · «�©© ¥
h(m) ≤ 1

����
m ∈ [0, 1]

· ���� §¹��� � ���
m ∈ [g(1), 1]

¥£
t ≥

tM+1 + τ − ln(h(g(1)))
·

χ(−(t − tM+1 − τ), m) ≤ h−1(h(m)h(g(1))) ≤ g(1).

���� ¥�  ¢ �¤���� ª�¥

N1

(
tM+1 + τ , χ(−(t − tM+1 − τ), m)

)
= N2

(
tM+1 + τ , χ(−(t − tM+1 − τ), m)

)
.

ù� �£¤¦¤�§�£ ��¥ Ã�¤� ¥�«��¥ ¦¥ ¦¥©© ¥  ¥ � ����§¦¦ · ���� �¿£¥����

N1(t, m) = N2(t, m)
����

m ∈ [g(1), 1]
¥£

t ≥ tM+1 + τ − ln(h(g(1))), M ∈ N.

���� � ����� §¦���
t = tM+1 + τ − ln(h(g(1)))

¥£ ¦¥ £¬¢��²© ¥ ¥�£ ����¹¢ ³

Á §�� ¦§ ��¤£¥ · ���� ��������� ª�¥ ¦§ «�� ¤£¤�� Ä� ³�ÍÅ ¥�£ ¹¢�¤¯¢¥ · ª�¥ ¦ ¡§��¦¤«§£¤��
x 7→ xβ(m, x)

¥�£ ¦¤� �«¬¤£É¤¥��¥ � ��� £��£
m ∈ [0, 1]

¥£ ª�¥
τ > τ0

³

��k�XX� �k� Y �� �� � Lþý,
ϕ ∈ C([0, τ ] × [0, 1])

9 L 6ý� �S ý�,�
b ∈ (0, 1]

,�� !" �

ϕ(t, m) = 0,
û þ"ü

m ∈ [0, b]
�,

t ∈ [0, τ ],

��þü� ý� �S ý�,�
t > τ

,�� !"�

Nϕ(t, m) = 0
û þ"ü

m ∈ [0, 1]
�,

t ≥ t.

Â¥ �¢��¦£§£  � «���¦¦§¤�¥ � ³Q ³Q  ¢«�¤£ ¦ ¡¤�æ�¥�«¥  ¥� «¥¦¦� ¦¥� ���«¬¥� ¬¢© §£�� �¢£¤ª�¥�
©�¦£¤� �£¥�£¥� · «¥¦¦¥� ª�¤ � ���² ¥�£ ¦¥� �¦�� � ¥£¤£¥� © §£��¤£¢� · ��� ¦§ � ���¦§£¤�� £�£§¦¥ ³
Z¤ ¦¥ £¥©��  ¥ �¢�¦¤«§£¤�� Ä¦§  ��¢¥  � «¨«¦¥ «¥¦¦� ¦§¤�¥Å ¥�£ ��ä �§©©¥�£ °�§�  Ä

τ > τ0
Å

� ��� ª�¥ £��£¥� ¦¥� «¥¦¦� ¦¥� §££¥¤°�¥�£ §� © �¤�� ¦¥ �¤¹¥§�  ¥ © §£��¤£¢  ¥ ¦§ °¢�¢�§£¤��
��¢«¢ ¥�£¥ Ä¦¥��� © ²�¥�Å §¹§�£  ¥ �¥  ¤¹ ¤�¥� · §¦��� ¦§  ¥�£��«£¤��  ¥� «¥¦¦� ¦¥� ���«¬¥�
©�¦£¤� �£¥�£¥� §å¥«£¥ ¦§ £�£§¦¤£¢  ¥ ¦§ � ���¦§£¤��  ¥ «¥¦¦� ¦¥� ���«¬¥� ª�¤ � ¡¢£¥¤�£ ¥� ��
£¥©�� ¯�¤

t
³ Á ¡�� ��¤�£  ¥ ¹�¥ ¿¤�¦�°¤ª�¥ · «¥ «§� � ¥�£  ¢«�¤�¥ ¦§ �¤£�§£¤�� �¿�¥�¹¢¥ ¦���

  ¡��¥ §�¢© ¤¥ §�¦§�¤ª�¥ Ä«Ã ³ �¥«£¤�� ¶³Q ³ÍÅ · ��¥ © §¦§ ¤¥ © ��£¥¦¦¥ ª�¤ §¿Ë© ¥ ��  ¢£��¤£ ¦¥�
«¥¦¦� ¦¥� ���«¬¥� · ¥©� »«¬§�£ ¦§ ���¦¤Ã¢�§£¤�� ³

ù� �£¤¦¤�§�£ ¦¥ £¬¢��²© ¥ � ³Q ³Ì · ���� §¦¦��� ± ��¢�¥�£ ¢£§¿¦¤� �� «�¤£²�¥  ¥ �£§¿¤¦¤£¢
°¦�¿§¦¥ � ��� ¦§ ��¦�£¤�� £�¤¹¤§¦¥  ¥ ¦ ¡¢ª�§£¤�� Ä� ³¶�Å ³



x ×© × ÎÔÒ Ó�Ô Õ ÚÕ Ý ÓÐ\ÒÜÒ ÓÛ â ÜÙ\ÐÜÕ f
Z�¤£

ϕ ∈ C([0, τ ]×[0, 1])
¥£

b ∈ (0, 1]
³ � ���  ¢¯�¤����� ��¥ Ã��«£¤��

ϕb : [0, τ ]×[0, 1] →
R

�§�

ϕb(t, m) =

{
ϕ(t, m),

�¤
m ∈ [0, b],

ϕ(t, b),
�¤

m ∈ [b, 1].

Ä� ³�Ì Å

¾¦ ¥�£ «¦§¤� ª�¥
ϕb ∈ C([0, τ ] × [0, 1])

���� £��£
b ∈ (0, 1]

³
À¹§�£  ¥  ¢© ��£�¥� ��£�¥ �¢��¦£§£ ��¤�«¤�§¦ «��«¥��§�£ ¦§ �£§¿¤¦¤£¢ °¦�¿§¦¥  � ���¸

¿ ¦²© ¥ Ä� ³¶�Å · ���� ¢£§¿¦¤�����  ¥�µ ¦¥©© ¥� ³
w���� Y �� � � Lþý,

ϕ ∈ C([0, τ ] × [0, 1])
9 ú �þü� û þ"ü ,þ"�

T > τ
�,

ε > 0
) ý� �S ý�,�

b ∈ (0, 1]
,�� !" �

|Nϕb(t, m) − Nϕ(t, 0)| < ε
û þ"ü

t ∈ [T, T + τ ]
�,

m ∈ [0, 1].

{ $+ þ��,ü�,ýþ� 9 Z�¤£
ϕ ∈ C([0, τ ] × [0, 1])

·
T > τ

¥£
ε > 0

 ���¢� ³ Á ¥ ¦§ «��£¤��¤£¢  ¥�
��¦�£¤���  ¥ ¦ ¡¢ª�§£¤�� Ä� ³¶�Å · ����  ¢ �¤���� ª� ¡¤¦ ¥µ ¤�£¥

δ = δ(ε) > 0
£¥¦ ª�¥ · �¤ ¦§

Ã��«£¤��
ψ ∈ C([0, τ ] × [0, 1])

¹¢�¤¯¥

|ψ(t, m) − ϕ(t, 0)| < δ,

����
(t, m) ∈ [0, τ ] × [0, 1]

· §¦���

|Nψ(t, m) − Nϕ(t, 0)| < ε,

����
(t, m) ∈ [T, T + τ ] × [0, 1]

³ Á ¥ �¦�� ·
ϕ

¥�£ «��£¤��¥ · ¤¦ ¥µ ¤�£¥  ��«
b ∈ (0, 1]

£¥¦ ª�¥

|ϕ(t, m) − ϕ(t, 0)| < δ,

����
(t, m) ∈ [0, τ ] × [0, b]

³ � ��� �¿£¥���� §¦���

|ϕb(t, m) − ϕ(t, 0)| < δ,

����
(t, m) ∈ [0, τ ] × [0, 1]

· ¥£  ��«

|Nϕb(t, m) − Nϕ(t, 0)| < ε,

����
t ∈ [T, T + τ ]

¥£
m ∈ [0, 1]

³

w���� Y �� �®� Lþý,
ϕ ∈ C([0, τ ]× [0, 1])

9 ú �þü� û þ"ü ,þ",
b ∈ (0, 1]

ý� �S ý�,�
t ≥ 0

,�� !" �

Nϕb(t, m) = Nϕ(t, m)
ûþ"ü

t ≥ t
�,

m ∈ [0, 1].

{ $+ þ��,ü�,ýþ� 9 Á ¡§��²� Ä� ³�Ì Å ¥£ ¦¥ £¬¢��²© ¥ � ³Q ³Ì · ¦¥ �¢��¦£§£ ¥�£ ¢¹¤ ¥�£ ³



ff ÎÏÐÑ Ò ÓÔ Õ x × Ø ÙÚ�Ü Õ Ð^Õà à� àÜÕ àÕÜÜ ßÜÐÒÔ Õ ÚÒÝ ÓÔÒ\ßÛ
���� ��©©¥� ± ��¢�¥�£ «§�§¿¦¥�  ¥  ¢© ��£�¥� ¦§ �£§¿¤¦¤£¢ °¦�¿§¦¥  ¥� ��¦�£¤���  ¥

Ä� ³¶�Å · «���§¤��§�£ ¦¥�� �£§¿¤¦¤£¢ ¦� «§¦¥ ¥£ ¦§ �£§¿¤¦¤£¢ §�¨©�£�£¤ª�¥  ¥ ¦§ � ���¦§£¤��  ¥
«¥¦¦� ¦¥� ¤©© §£��¥� ³
|}~�k��� Y �� �¯ � L"ûû þ�þ�� !"� �� �þ �" ,ýþ� ,üý*ý���

N ≡ 0
�� O0 9%&P ��, �þ����+ ��,

�,���� Oü��û 9 �þ����+ ��, �Sûþ� ��,ý�� ��+ ��, �,����P 9 ú �þü� ��,,� �þ �" ,ýþ� ��,  �þ����+ ��,
��5+û ,þ,ý!" �+ ��, �,���� Oü��û 9  �þ����+ ��, �Sû þ���,ý�� ��+ ��, �,����P �"ü � 6����+ ���

Ω =
{

ϕ ∈ C([0, τ ] × [0, 1]) ; lim
t→+∞

Nϕ(t, 0) = 0
}

.

{ $+ þ��,ü�,ýþ� 9
N ≡ 0

¥�£ ��¥ ��¦�£¤�� ¦� «§¦¥© ¥�£ �£§¿¦¥  ¥ Ä� ³¶�Å �  ��« · � ��� £��£
ε > 0

· ¤¦ ¥µ ¤�£¥
δ > 0

£¥¦ ª�¥ · �¤
ϕ ∈ C([0, τ ] × [0, 1])

¹¢�¤¯¥

||ϕ|| < δ,

§¦���
|Nϕ(t, m)| < ε

����
t ≥ τ

¥£
m ∈ [0, 1].

Z�¤£
ε > 0

 ���¢ ¥£
ϕ ∈ Ω

³ À ¦���
limt→∞ Nϕ(t, 0) = 0

³ ¾¦ ¥µ ¤�£¥  ��«
T > τ

£¥¦ ª�¥

|Nϕ(t, 0)| < δ/2,
����

t ≥ T.

Á¥ �¦�� ·   ¡§��²� ¦¥ ¦¥©© ¥ � ³Q ³	 · ¤¦ ¥µ ¤�£¥
b ∈ (0, 1]

£¥¦ ª�¥

|Nϕb(t, m) − Nϕ(t, 0)| < δ/2,

����
(t, m) ∈ [T, T + τ ] × [0, 1]

³ À ¤��¤

|Nϕb(t, m)| < δ,

����
(t, m) ∈ [T, T + τ ] × [0, 1]

³ Â ¡¢ª�§£¤�� Ä� ³¶�Å ¢£§�£ §�£���© ¥ ·
Nϕb

 ¥¹¤¥�£ ��¥
«�� ¤£¤�� ¤�¤£¤§¦¥  ¥ Ä� ³¶�Å ���

[T, T + τ ]
³ � ��� �¿£¥���� §¦���

|Nϕb(t, m)| < ε,

����
t ≥ T + τ

¥£
m ∈ [0, 1]

³ Á ¡§��²� ¦¥ ¦¥©© ¥ � ³Q ³ · ¤¦ ¥µ ¤�£¥
t ≥ 0

£¥¦ ª�¥

Nϕb(t, m) = Nϕ(t, m),

����
t ≥ t

¥£
m ∈ [0, 1]

·  ��«
|Nϕ(t, m)| < ε,

����
t ≥ max{T + τ , t} ¥£

m ∈ [0, 1]
³ ¾¦ � ¡¥� ��¤£ ª�¥

lim
t→∞

Nϕ(t, m) = 0,

����
ϕ ∈ Ω

¥£
m ∈ [0, 1]

³
Z¤

N ≡ 0
¥�£ ¦� «§¦¥© ¥�£ ¥µ� ��¥�£¤¥¦¦¥© ¥�£ �£§¿¦¥ · ���� «��«¦����  ¥ ¦§ © »© ¥ Ã§���

��� ¦§ �£§¿¤¦¤£¢ °¦�¿§¦¥ ¥µ� ��¥�£¤¥¦¦¥  ¥ ¦ ¡¢ª�§£¤�� Ä� ³¶�Å ³



x ×° × ± Õã ÐÔzßÕÝ ÝßÔ ÜÕ àÏÐÑ Ò ÓÔ Õ f�

Â¥ £¬¢��²© ¥ � ³Q ³f ���¦¤°�¥ ¦ ¡¤�æ�¥�«¥  ¥� «¥¦¦� ¦¥� ���«¬¥� ¤©© §£��¥� ��� ¦¥ «�©���¸
£¥© ¥�£  ¥ ¦§ � ���¦§£¤�� £�£§¦¥ @ ¥� ������§�£ ª�¥ £��£¥� ¦¥� «¥¦¦� ¦¥� � ¥�¹¥�£ §�°© ¥�£¥�
��ä �§©©¥�£ ¦¥�� © §£��¤£¢ ¥� �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� · �¤ ¦§ � ���¦§£¤��  ¥ «¥¦¦� ¦¥� ¤©© §¸
£��¥� ¥�£ °¦�¿§¦¥© ¥�£ §�¨©�£�£¤ª�¥© ¥�£ �£§¿¦¥ · §¦��� ¦§ � ���¦§£¤�� £�£§¦¥ ¦ ¡¥�£ §���¤ ³

� ¥© §�ª���� ª�¥ ¦ ¡¬¨� �£¬²�¥

L(2ζ̃ + 1) < I,

 ���¢¥ ± ¦§ ���� ��¤£¤�� � ³Q ³Í · ¥�£�§Ë�¥ ·   ¡§��²� ¦¥ £¬¢��²© ¥ � ³� ³� · ¦§ �£§¿¤¦¤£¢ ¦� «§¦¥
¥µ� ��¥�£¤¥¦¦¥  ¥ ¦§ ��¦�£¤�� £�¤¹ ¤§¦¥  ¥ Ä� ³¶�Å ³ Á ¥ �¦�� · «�©© ¥

β0(0) ≤ L
· ∫ τ

τ Z(a)da ≤ ζ̃¥£
I ≤ I0

· ���� §¹���
(

2

∫ τ

τ
Z(a)da − 1

)
β0(0) < I0.

���� ¥�  ¢ �¤���� ·   ¡§��²� ¦¥ £¬¢��²© ¥ � ³Ì ³Í · ª�¥

C+ ⊂ Ω.

Á¥ «¥££¥ Ã§��� · ¦§ ���� ��¤£¤�� � ³Q ³Í  ¥¹¤¥�£ ��¥ �¤©�¦¥ «���¢ª�¥�«¥  � £¬¢��²© ¥ � ³Q ³f ³
���� «��«¦���� «¥££¥ �¥«£¤�� ��� �� �¢��¦£§£ °¢�¢�§¦  ¥ �£§¿¤¦¤£¢ °¦�¿§¦¥ «��«¥��§�£

¦¥ �¨�£²© ¥ ¥�£¤¥�  ¢«�¤¹§�£ ¦§ ��� �«£¤��  ¥� «¥¦¦� ¦¥� �§�°�¤�¥� ³
Z¤ ¦§ ��¦�£¤�� £�¤¹¤§¦¥

N ≡ 0
 ¥ Ä� ³¶�Å ¥�£ °¦�¿§¦¥© ¥�£ �£§¿¦¥ ���

Ω
· §¦��� ¦§ ��¦�£¤��

£�¤¹¤§¦¥
(N, P ) ≡ (0, 0)

 ¥ ¦§ ¹¥��¤�� ¤�£¢°�¢¥  � ���¿¦²© ¥ Ä� ³¶Ì ÅE Ä� ³¶QÅ ¥�£ °¦�¿§¦¥© ¥�£
�£§¿¦¥ ��� ¦ ¡¥��¥©¿¦¥

Ω × C([0, τ ] × [0, 1])
³

s èj ² ôc ñöv÷ôð ð÷ö îô ø§ñõ ïòöô
���� §¹��� ¢£� ¤¢ · ± £�§¹¥�� «¥ «¬§�¤£�¥ · �� © � ²¦¥ °¢�¢�§¦   ¡¬¢© §£�� �²�¥ · ¿§�¢

��� ¦ ¡¬¨� �£¬²�¥ Ã�� §© ¥�£§¦¥ ª�¥ «¬§ª�¥ «¥¦¦� ¦¥ ¤©�¦¤ª�¢¥  §�� «¥ ���«¥��� � � ¥�£ »£�¥ ±
£��£ © �© ¥�£ ��¤£ ¥� �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� ��¤£ ¥� �¬§�¥  ¥ �¥� �� ³ ´��£�§¤�¥© ¥�£ ± £���
¦¥� © � ²¦¥�   ¡¬¢© §£�� �²�¥ ��¢«¢ ¥©©¥�£ ¢£� ¤¢� · ���� §¹���  ¥ �¦�� ������¢ ª�¥ ¦§
 ��¢¥  � «¨«¦¥ «¥¦¦� ¦§¤�¥ ¢£§¤£  ¤�£�¤¿�¢¥ �¥¦�� ¦ ¡È°¥  ¥� «¥¦¦� ¦¥�  §�� ¦§ �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢¸
�§£¤�� ³ ���� §¹��� «�©©¥�«¢ �§�  ¢© ��£�¥�  ¥� �����¤¢£¢� «¦§��¤ª�¥� © §¤� ¥��¥�£¤¥¦¦¥�
  ¡¥µ ¤�£¥�«¥ °¦�¿§¦¥ ¥£   ¡��¤«¤£¢  ¥� ��¦�£¤��� ³ ���� §¹��� ¥���¤£¥ ¥å ¥«£�¢ ��¥ ��¥© ¤²�¥
§�§¦¨�¥  ¥ ¦§ �£§¿¤¦¤£¢ ¦� «§¦¥ ª�¤ § Ã§¤£ §��§�§Ë£�¥ ¦ ¡¤©���£§�«¥  ¥� £§�µ  ¥ © ��£§¦¤£¢ ¥£
  ¡¤�£�� �«£¤�� ��� ¦¥ «�©���£¥© ¥�£ §�¨©�£�£¤ª�¥  ¥ ¦§ � ���¦§£¤��  ¥ «¥¦¦� ¦¥� ¬¢© §£�¸
� �¢£¤ª�¥� Ä«Ã ³ £¬¢��²© ¥ � ³� ³�Å ³ Â ¡¢£� ¥  ¥ ¦§ �£§¿¤¦¤£¢ °¦�¿§¦¥ § «��Ã��£¢ «¥ �¢��¦£§£ ¥�
���¦¤°�§�£ ¦¥� ¦¤¥�� ¥µ¤�£§�£ ¥�£�¥ ¦§ �£§¿¤¦¤£¢ ¦� «§¦¥  ¥ ¦§ � ���¦§£¤�� £��£¥ ¥�£¤²�¥ ¥£ ¦§
�£§¿¤¦¤£¢ °¦�¿§¦¥  ¥ ¦§ � ���¦§£¤��  ¥ «¥¦¦� ¦¥� ¤©© §£��¥� Ä© §£¬¢© §£¤ª�¥© ¥�£ §��¤© ¤¦§¿¦¥
± ¦§ � ���¦§£¤��  ¥ «¥¦¦� ¦¥� ���«¬¥� ¬¢© §£�� �¢£¤ª�¥� �¦��¤� �£¥�£¥�Å @ ¦¥ �¢��¦£§£ ª�¥ ����



�� ÎÏÐÑ Ò ÓÔ Õ x × Ø ÙÚ�Ü Õ Ð^Õà à� àÜÕ àÕÜÜ ßÜÐÒÔ Õ ÚÒÝ ÓÔÒ\ßÛ
§¹��� �¿£¥�� §� £¬¢��²© ¥ � ³Q ³f  ¢«�¤£ ¦§  ¢� ¥� §�«¥  ¥ £��£ ¦¥ ���«¥����   ¡¬¢© §£�� �²�¥
¹¤�¸±¸¹ ¤�  � «�©���£¥© ¥�£  ¥ ¦§ � ���¦§£¤��  ¥ «¥¦¦� ¦¥� ���«¬¥� �¦��¤� �£¥�£¥� ³ ´¥ �¢��¦£§£
�¥©¿¦¥ ¤� ¤ª�¥� ª�¥ ¦¥� ¬¨� �£¬²�¥� Ã§¤£¥� ��� ¦ ¡¤©���£§�«¥  ¥� «¥¦¦� ¦¥� ���«¬¥� ���£ ¿¤¥�
Ã�� ¢¥� ³

��£��� ª�¥ «¥  ¥��¤¥� �¢��¦£§£ § ¢£¢ �¿£¥�� ± £�§¹¥�� ¦ ¡¢£� ¥  ¥ ¦§ � ���¦§£¤��  ¥
«¥¦¦� ¦¥� ¤©© §£��¥� ¥£ ¦ ¡�¿£¥�£¤��   ¡�� �¢��¦£§£   ¡��¤«¤£¢ �¦�� °¢�¢�§¦ ª�¥ «¥¦� ¤ ��¢«¢ ¥© ¸
© ¥�£ «¤£¢ ³

Â ¡¢£� ¥  ¥ ¦§ �£§¿¤¦¤£¢  ¥ ¦§ � ���¦§£¤��  ¥ «¥¦¦� ¦¥� ¤©© §£��¥� · «���¤�£§�£ ± ¢£� ¤¥�
¦¥� �����¤¢£¢�   ¡��¥ ¢ª�§£¤��  ¤å ¢�¥�£¤¥¦¦¥ §¹¥« �� �¥£§�   ¤�£�¤¿�¢ «��£¤�� · § ¥� Ã§¤£ ¢£¢
�¢§¦¤�¢¥ §� «¬§�¤£�¥ Q ³ Â§ �£§¿¤¦¤£¢ °¦�¿§¦¥  ¥ ¦§ � ���¦§£¤�� § ¢£¢ �¿£¥��¥ ¥� �£¤¦¤�§�£ ��¥
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N∗ ¥�£ ��¥ ��¦�£¤�� �£§£¤���§¤�¥ ���¸£�¤¹¤§¦¥  ¥

¦ ¡¢ª�§£¤�� Ä� ³¶QÅ · §¦���
N∗  ¥¹�§¤£ ¹¢�¤¯¥�

V (m)
dN∗

dm
= − (δ(m) + V ′(m)) N∗ − β(m, N∗)N∗

+2

∫ τ

τ
ζ(a, m)β

(
∆(a, m), N∗

(
∆(a, m)

))
N∗

(
∆(a, m)

)
da.

Ä� ³�QÅ

Â ¡¢ª�§£¤�� Ä� ³�QÅ ¥�£ ��¥ ¢ª�§£¤��  ¤å ¢�¥�£¤¥¦¦¥ ���¸¦¤�¢§¤�¥ ��� ¦�«§¦¥ ¥£ ¦§  ���¢¥
  ¡��¥ «�� ¤£¤�� ¤�¤£¤§¦¥

N∗(0)
 ¥¹�§¤£ © ¥�¥� ± ¦ ¡¥µ ¤�£¥�«¥   ¡��¥ ��¦�£¤�� ��� ¤ ¥�£¤ª�¥¸
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¥£ �¥� 
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���� ��������� ª�¥ ¦¥� «¥¦¦� ¦¥� ���«¬¥� ¬¢© §£�� �¢£¤ª�¥� �¥ £���¹¥�£ · ± � ¡¤©���£¥
ª�¥¦ © �© ¥�£  ¥ ¦¥�� ¹¤¥ · ��¤£ ¥� �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� ��¤£ ¥� �¬§�¥  ¥ �¥� �� Ä«Ã ³ �¥«£¤��
¶³¶Å ³ ���� ���� �¦§����  §�� ¦¥ «§ �¥ ��¢�¥�£¢ §� «¬§�¤£�¥ Í · �¥«£¤�� Í ³¶ @  §�� ¦¥�  ¥�µ
�¬§�¥� · «¬§ª�¥ «¥¦¦� ¦¥ ¥�£ «§�§«£¢�¤�¢¥ �§� ��� È°¥

a ≥ 0
¥£ �§ © §£��¤£¢

m ∈ [0, 1]
³

Â¥� «¥¦¦� ¦¥� ¥�£�¥�£ ¥� �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� §¹¥« �� È°¥
a = 0

¥£ �¥  ¤¹ ¤�¥�£ ��
£¥©��

τ
�¦�� £§�  � §���¤ ¦¥�� È°¥ ¹§�¤¥¸£¸¤¦  ¥

a = 0
±

a = τ
 §�� «¥££¥ �¬§�¥ ³ Â¥�

«¥¦¦� ¦¥� ���¦¤Ã¢�§�£¥� � ¥�¹¥�£ © ���¤� · �§� §� ��£��¥ Ä«Ã ³ ¶³¶³�Å · ± �� £§�µ
γ ≥ 0

³
Â���  ¥ ¦§ «¨£�«¤�²�¥ · «¬§ª�¥ «¥¦¦� ¦¥ �¥  ¤¹¤�¥ ¥�  ¥�µ «¥¦¦� ¦¥� ¯ ¦¦¥� ª� ¤ ¥�£�¥�£ ¤©© ¢¸

 ¤§£¥© ¥�£ ¥� �¬§�¥  ¥ �¥� �� · §¹¥« �� È°¥
a = 0

³ Ê�¥ «¥¦¦� ¦¥ � ��¹§�£ �¥�£¥� ¤� ¢¯�¤© ¥�£
¥� �¬§�¥  ¥ �¥� �� · ¦ ¡È°¥  §�� «¥££¥ �¬§�¥ ¹§�¤¥  ¥

a = 0
±

a = +∞ ³ Â¥� «¥¦¦� ¦¥� §�
�¥� �� � ¥�¹¥�£ ��¤£ �¥£����¥� ¥� �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� §¹¥« �� £§�µ

β
¥£ «�©�¦¢£¥� §¤��¤

¦¥ «¨«¦¥ «¥¦¦� ¦§¤�¥ · ��¤£ © ���¤� ± �� £§�µ
δ ≥ 0

§¹§�£ ¦§ ¯�  � «¨«¦¥ ³ ù� §««��  §¹¥« ¦¥�
£�§¹§�µ  ¥ Z§«¬� �¶�	
 · ���� ��������� ª�¥ ¦§ «§�§«¤£¢   ¡��¥ «¥¦¦� ¦¥ ± ¥�£�¥� ¥� �¬§�¥
 ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� ¥�£  ¢£¥�© ¤�¢¥ �§� ¦§ © §£��¤£¢  ¥ «¥££¥ «¥¦¦� ¦¥ §¤��¤ ª�¥ �§� ¦§  ¥��¤£¢
 ¥ «¥¦¦� ¦¥� §� �¥� �� §¨§�£ ¦¥ © »© ¥ �¤¹¥§�  ¥ © §£��¤£¢ ³

���� ��£���
n(t, m, a)

¥£
p(t, m, a)

¦¥�  ¥��¤£¢�  ¥ � ���¦§£¤���  ¥ «¥¦¦� ¦¥� �¥�� ¥«£¤¸
¹¥© ¥�£ ¥� �¬§�¥�  ¥ �¥� �� ¥£  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� §� £¥©��

t ≥ 0
· §¹¥« �� È°¥

a
¥£ ��¥

© §£��¤£¢
m

³ ´¥�  ¥��¤£¢� ¹¢�¤¯¥�£ ¦¥ �¨�£²© ¥ «���¥�¹§£¤Ã Ã��© ¢ �§� ¦¥� ¢ª�§£¤��� ÄÍ ³Ì Å ¥£
ÄÍ ³¶�Å ·  ¢¯�¤  §�� ¦§ �¥«£¤�� Í ³¶ � « ¡¥�£¸±¸ ¤�¥

∂n

∂t
+

∂n

∂a
+

∂(V (m)n)

∂m
= −

(
δ(m) + β

(
m, N(t, m)

))
n,

ÄÌ ³¶Å

∂p

∂t
+

∂p

∂a
+

∂(V (m)p)

∂m
= −γ(m)p,

ÄÌ ³ÍÅ
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��
V (m)

¥�£ ¦§ ¹¤£¥��¥  ¥ © §£��§£¤�� ¥£
N(t, m)

¦§  ¥��¤£¢  ¥ «¥¦¦� ¦¥� §� �¥� ��  ¥ © §£��¤£¢
m

§� £¥©��
t
·  ¢¯�¤¥ �§�

N(t, m) =

∫ +∞

0
n(t, m, a)da.

���� ��������� ª�¥
V

¥�£ ��¥ Ã��«£¤�� «��£¤��¥ ���
[0, 1]

·  ¥ «¦§��¥ C1 ���
(0, 1]

· ¹¢�¤¯ §�£
V (0) = 0

¥£
∫ m

0

ds

V (s)
= +∞,

����
m ∈ (0, 1] .

ÄÌ ³�Å
´�©©¥

∫ m2

m1

ds

V (s)
,

§¹¥«
m1 < m2,

 ¢¯�¤£ ¦¥ £¥©�� �¢«¥��§¤�¥ ± ��¥ «¥¦¦� ¦¥  ¥ © §£��¤£¢
m1

���� §££¥¤� �¥ ��¥ © §£��¤£¢
m2

· ¦§ «�� ¤£¤�� ÄÌ ³�Å �¤°�¤¯¥ ª� ¡��¥ «¥¦¦� ¦¥ §¹¥« ��¥ £�²� Ã§¤¿ ¦¥ © §£��¤£¢ § ¿ ¥��¤�  ¥
¿ ¥§�«���  ¥ £¥©�� � ���  ¥¹¥�¤� © §£��¥ ³

���� ��������� ·  §�� £��£ «¥ «¬§�¤£�¥ · ª�¥ ¦¥� Ã��«£¤���
γ

¥£
δ

���£ «��£¤��¥� ¥£
� ��¤£¤¹¥� ���

[0, 1]
· ¥£ ª�¥ ¦§ Ã��«£¤��

β
¥�£ «��£¤��¥ ¥£ �£�¤«£¥© ¥�£ � ��¤£¤¹¥ ³

Â¥ �¨�£²© ¥   ¡¢ª�§£¤��� ÄÌ ³¶ÅE ÄÌ ³ÍÅ ¥�£ «�©�¦¢£¢ �§�  ¥� «�� ¤£¤��� §�µ ¿�� �  ¢«�¤¸
¹§�£ ¦¥ æ�µ «¥¦¦� ¦§¤�¥ ¥�£�¥ ¦¥�  ¥�µ �¬§�¥� ³ ´¥� «�� ¤£¤��� ��£ ¢£¢ ��¢�¥�£¢¥� ¿�¤²¹¥© ¥�£
± ¦§ �¥«£¤�� Í ³Í ³ ���� ¦¥� ��¢�¥�£��� ¤«¤ ¥�  ¢£§¤¦� ³

Â§ ��¥© ¤²�¥ «�� ¤£¤��  ¢«�¤£ ¦¥ æ�µ  ¥ «¥¦¦� ¦¥� ª�¤££§�£ ¦§ �¬§�¥  ¥ �¥� �� � ��� ¦§
�¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� ³ ù ¦¦¥ ¥�£  ���¢¥ �§�

p(t, m, 0) =

∫ +∞

0
β(m, N(t, m))n(t, m, a)da = β(m, N(t, m))N(t, m).

ÄÌ ³Ì Å
Â¥� «¥¦¦� ¦¥� ª�¤ ¥�£�¥�£ ¥� �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� §¹¥« �� È°¥

a = 0
 ¢� ¥� ¥�£ ��¤ª�¥© ¥�£

 ¥ ¦§ � ���¦§£¤�� ¥� �¬§�¥  ¥ �¥� �� §¨§�£ �� �¤¹¥§�  ¥ © §£��¤£¢  ���¢ ³
Â§  ¥�µ¤²© ¥ «�� ¤£¤�� §� ¿��   ¢£¥�© ¤�¥ ¦¥ £�§��Ã¥�£  ¥ «¥¦¦� ¦¥�  ¥ ¦§ �¬§�¥  ¥

���¦¤Ã¢�§£¤�� ¹¥�� ¦§ �¬§�¥  ¥ �¥� �� · §¨§�£ ¦¤¥� ¦���  ¥ ¦§ «¨£�«¤�²�¥ ³ À¹§�£  ¥  ���¥�
«¥££¥ «�� ¤£¤�� · ��� £�¤¹¤§¦¥ · ����  ¢¯�¤����� ª�¥¦ª�¥� ª�§�£¤£¢� ¤©���£§�£¥� � ��� ¦§
��¤£¥ ³

���� ��������� ª� ¡��¥ «¥¦¦� ¦¥ ¥�£�§�£ ¥� �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� §¹¥« ��¥ © §£��¤£¢
m ∈ [0, 1]

�¥  ¤¹¤�¥�§ ± ¦ ¡È°¥
τ = τ(m) > 0

· ¥£ ���� ¤©������ ±
τ

  ¡»£�¥ ��¥ Ã��«£¤��
�£�¤«£¥© ¥�£ � ��¤£¤¹¥  ¥ «¦§��¥ C1 ��� ¦ ¡¤�£¥�¹§¦¦¥

[0, 1]
· ¹¢�¤¯ §�£ ¦ ¡¤�¢°§¦¤£¢

τ ′(m) +
1

V (m)
> 0,

����
m ∈ (0, 1].

ÄÌ ³QÅ
´�©©¥

V (0) = 0
· «¥££¥ «�� ¤£¤�� ¥�£ £��Æ ���� �§£¤�Ã§¤£¥  §�� �� ¹�¤�¤�§°¥  ¥ ¦ ¡��¤°¤�¥ ³

Á ¥ �¦�� · �¤ ���� ��������� ª�¥ ¦¥� «¥¦¦� ¦¥� ¦¥� © �¤�� © §£��¥� �¥  ¤¹ ¤�¥�£ �¦�� ¹¤£¥ ª�¥
¦¥� «¥¦¦� ¦¥� �¦�� © §£��¥� · « ¡¥�£¸±¸ ¤�¥ ª�¥

τ
¥�£ ��¥ Ã��«£¤�� «��¤��§�£¥ · §¦��� ÄÌ ³QÅ ¥�£
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§���¤ ¹¢�¤¯¢¥ ³ ù�¯� · �¤ ���� ��������� ª�¥ £��£¥� ¦¥� «¥¦¦� ¦¥� �¥  ¤¹¤�¥�£ §� © »© ¥ È°¥
�fÍ · f� · �
 · « ¡¥�£¸±¸ ¤�¥ ª�¥

τ
¥�£ «���£§�£ · §¦��� ÄÌ ³QÅ ¥�£ ¢¹¤ ¥©© ¥�£ ¹¢�¤¯¢¥ ³

´���¤ ¢���� ��¥ «¥¦¦� ¦¥ ¥� �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� §� £¥©��
t
§¨§�£ ��¥ © §£��¤£¢

m
·

�� È°¥
a

¥£ ��¥ © §£��¤£¢ ¤� ¤£¤§¦¥
m0

³ ´¥££¥  ¥��¤²�¥ ¬¨� �£¬²�¥ �¤°�¤¯¥ ª�¥ ¦§ © §£��¤£¢
 ¥ «¥££¥ «¥¦¦� ¦¥ ¦���ª� ¡¥¦¦¥ ¥�£ ¥�£�¢¥ ¥� �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� Ä

a = 0
Å ¢£§¤£

m0
³ À ¦��� ·

�§£��¥¦¦¥© ¥�£ · ���� §¹���

m0 ≤ m
¥£

a =

∫ m

m0

ds

V (s)
≤ τ(m0).

Z¤
m

¥�£ ¦§ © §£��¤£¢  ¥ «¥££¥ «¥¦¦� ¦¥ ¦���  ¥ �§  ¤¹¤�¤�� · §¦��� ¤¦ ¥µ ¤�£¥ ��¥ ��¤ª�¥ © §£��¤£¢
Θ(m) ∈ (0, m)

Ä¦§ © §£��¤£¢  ¥ ¦§ «¥¦¦� ¦¥ ¦���  ¥ ��� ¥�£�¢¥ ¥� �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� Å £¥¦¦¥
ª�¥

∫ m

Θ(m)

ds

V (s)
= τ(Θ(m)),

ÄÌ ³	Å
«§� ·   ¡§��²� ¦§ «�� ¤£¤�� ÄÌ ³QÅ · ¦§ Ã��«£¤��

m̃ 7→
∫ m

m̃

ds

V (s)
− τ(m̃)

¥�£ «��£¤��¥ ¥£ �£�¤«£¥© ¥�£  ¢«��¤��§�£¥  ¥
(0, m]

 §��
[−τ(m), +∞)

³ À ¤��¤ ���� � ��¹���
 ¢¯�¤� ��¥ Ã��«£¤��

Θ : (0, 1] → (0, 1]
· £¥¦¦¥ ª�¥

Θ(m)
¹¢�¤¯¥ ÄÌ ³	Å ³

Á ¡�� ��¤�£  ¥ ¹�¥ ¿¤�¦�°¤ª�¥ ·
Θ(m)

�¥��¢�¥�£¥ ¦§ © §£��¤£¢ ¤� ¤£¤§¦¥   ¡��¥ «¥¦¦� ¦¥ ¥�
�¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� ª� ¤ § ��¥ © §£��¤£¢

m
¦���  ¥ �§  ¤¹¤�¤�� ³ T§�  ¢¯�¤£¤�� · ¦ ¡È°¥   ¡��¥

«¥¦¦� ¦¥ §¨§�£ ��¥ © §£��¤£¢
m

¦���  ¥ ¦§ «¨£�«¤�²�¥ ¥�£  ��«
τ(Θ(m))

³
µ�¥¦ª�¥� �����¤¢£¢�  ¥ ¦§ Ã��«£¤��

Θ
���£ �¢��© ¢¥�  §�� ¦¥ ¦¥©© ¥ ª�¤ ��¤£ ³

w���� � ����� F� G þ��,ýþ�
Θ(m)

) �$# � ý� û þ"ü
m ∈ (0, 1]

û�ü O1 9�P ) ��, �� ������ C1 �"ü
(0, 1]

�, *$üý# �
0 < Θ(m) < m,

û þ"ü
m ∈ (0, 1].

{ � û �"�)
lim
m→0

Θ(m) = 0, lim
m→0

∫ m

Θ(m)

ds

V (s)
= τ(0) < +∞ ÄÌ ³Å

�,) û þ"ü
m ∈ (0, 1]

)
V (m)Θ′(m) =

V
(
Θ(m)

)

1 + τ ′
(
Θ(m)

)
V

(
Θ(m)

) .
ÄÌ ³fÅ

�� û�ü,ý�"�ý�ü)

Θ′(m) > 0
û þ"ü

m ∈ (0, 1],
�,

lim
m→0

V (m)Θ′(m) = 0.

{ $+ þ��,ü�,ýþ� 9 ù� �£¤¦¤�§�£ ¦§  ¢¯�¤£¤��  ¥
Θ

· ¦¥� �����¤¢£¢�
0 < Θ(m) < m

����
m ∈ (0, 1]

¥£ ÄÌ ³Å ���£ Ã§«¤¦¥� ± ¹¢�¤¯¥� ³
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Á ¡§��²� ÄÌ ³	Å · ���� �¿£¥���� Ä¥�  ¢�¤¹§�£Å � ���

m ∈ (0, 1]

1

V (m)
− Θ′(m)

V
(
Θ(m)

) = τ ′
(
Θ(m)

)
Θ′(m).

���� ¥�  ¢ �¤����

Θ′(m)V (m)
[
1 + τ ′

(
Θ(m)

)
V

(
Θ(m)

)]
= V

(
Θ(m)

)

¥£  ��« ÄÌ ³fÅ ¥�£ ¹¢�¤¯¢¥ ³
Á ¡§��²� ÄÌ ³QÅ ·

V
(
Θ(m)

)

1 + τ ′
(
Θ(m)

)
V

(
Θ(m)

) > 0
����

m ∈ (0, 1],

¥£ «�©©¥
V (0) = 0

¥£
τ ∈ C1[0, 1]

· ���� �¿£¥����

lim
m→0

V
(
Θ(m)

)

1 + τ ′
(
Θ(m)

)
V

(
Θ(m)

) = 0.

���� ¥�  ¢ �¤����

Θ′(m) > 0
����

m ∈ (0, 1],
¥£

lim
m→0

Θ′(m)V (m) = 0.

´¥«¤ «��«¦�£ ¦§  ¢© ���£�§£¤�� ³

Â§ �����¤¢£¢ ÄÌ ³Å �¤°�¤¯¥ ª� ¡��¥ «¥¦¦� ¦¥ §¹¥« ��¥ © §£��¤£¢ ��¦¦¥ ¦���  ¥ ��� ¥�£�¢¥
¥� �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� °§� ¥�§ ��¥ © §£��¤£¢ ��¦¦¥ £��£ §� ¦��°  ¥ «¥££¥ �¬§�¥ ³

Á ¡§��²� ¦¥�  ¢¯�¤£¤���  ¥
τ

¥£
Θ

· ¦§  ¥��¤£¢ £�£§¦¥  ¥ «¥¦¦� ¦¥� ¥� �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤��
§¨§�£ ��¥ © §£��¤£¢

m
§� £¥©��

t
¥�£  ¢¯�¤¥ �§�

P (t, m) =

∫ τ(Θ(m))

0
p(t, m, a)da.

���� «���¤ ¢���� ± ��¢�¥�£ ¦¥� «���¿ ¥� «§�§«£¢�¤�£¤ª�¥�
χ : (−∞, 0] × [0, 1] → [0, 1]

·
��¦�£¤���  ¥ ¦ ¡¢ª�§£¤��  ¤å¢�¥�£¤¥¦¦¥ �� ¤�§¤�¥





dχ

ds
(s, m) = V (χ(s, m)), s ≤ 0

¥£
m ∈ [0, 1],

χ(0, m) = m.

Â¥� «���¿ ¥� «§�§«£¢�¤�£¤ª�¥� �¥��¢�¥�£¥�£ ¦ ¡¢¹�¦�£¤��  ¥ ¦§ © §£��¤£¢   ¡��¥ «¥¦¦� ¦¥ §¯�
  ¡§££¥¤� �¥ ��¥ © §£��¤£¢

m
§� £¥©��

t = 0
¥� �§�£§�£   ¡�� £¥©��

t = s ≤ 0
³ ù ¦¦¥�

¹¢�¤¯¥�£ ¥�£�¥ §�£�¥ Ä«Ã ³ �¥«£¤�� Í ³�Å
χ(s, 0) = 0

¥£
χ(s, m) ∈ (0, 1]

����
s ≤ 0

¥£
m ∈ (0, 1]

³
���� �§�� ¥¦��� ¤«¤ ¦¥ �¢��¦£§£ ¢���«¢ §� ¦¥©© ¥ Í ³� ³¶ @ ¦¥� «���¿ ¥� «§�§«£¢�¤�£¤ª�¥�

χ(s, m)
���£  ���¢¥� �§�

χ(s, m) = h−1(h(m)es),
����

s ≤ 0
¥£

m ∈ [0, 1],
ÄÌ ³�Å
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��
h : [0, 1] → [0, 1]

¥�£ ��¥ Ã��«£¤�� «��£¤��¥  ¢¯�¤¥ �§� ÄÍ ³¶Ì Å · « ¡¥�£¸±¸ ¤�¥

h(m) =





exp

(
−

∫ 1

m

ds

V (s)

)
,

����
m ∈ (0, 1],

0,
����

m = 0.

´�©©¥
h

¥�£ ��¥ Ã��«£¤�� «��¤��§�£¥ · ¦¥�  ¥�µ §��¦¤«§£¤���
s 7→ χ(s, m)

¥£
m 7→ χ(s, m)¦¥ ���£ §���¤ ³

w���� � ���� � � þ"ü
m ∈ [0, 1]

)
Θ(m)

��, � 6"� ý!" � �þ �" ,ýþ� �� � 6$!"�,ýþ�

x = χ(−τ(x), m).
ÄÌ ³¶�Å

{ $+ þ��,ü�,ýþ� 9 Z�¤£
m ∈ (0, 1]

¯µ¢ ³ À ¦���

x = χ(−τ(x), m) ⇔ x = h−1
(
h(m)e−τ(x)

)
,

⇔ h(x)

h(m)
= e−τ(x),

⇔
∫ m

x

ds

V (s)
= τ(x).

���� ¥�  ¢ �¤���� ·   ¡§��²� ¦§  ¢¯�¤£¤��  ¥
Θ(m)

· ª�¥
x = Θ(m)

����
m ∈ (0, 1]

³
Â���ª�¥

m = 0
·
x = χ(−τ(x), 0) = 0 = Θ(0)

³ ���� �¿£¥���� ¦¥ �¢��¦£§£ ���¬§¤£¢ ³

j� � ¥�£ �¥© §�ª�¥� ª�¥
χ(−τ, m)

¥�£ ¦§ © §£��¤£¢ ª�¥  �¤£ � ���¢ ¥� ��¥ «¥¦¦� ¦¥ ¥�
�¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� §� £¥©��

t = −τ
���� §¹�¤� ��¥ © §£��¤£¢

m
§� £¥©��

t = 0
� « ¡¥�£

 ��« ¦§ © §£��¤£¢ ª�¥  �¤£ §¹�¤� «¥££¥ «¥¦¦� ¦¥ ¦���  ¥ ��� ¥�£�¢¥ ¥� �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤��
�¤ ¥¦¦¥  �¤£ §¹�¤� ��¥ © §£��¤£¢

m
¦���  ¥ �§  ¤¹¤�¤�� ³ Á ¡§��²� ¦§  ¢¯�¤£¤��  ¥

Θ(m)
· ����

�¿£¥���� ¿¤¥� ¦¥ �¢��¦£§£ ¢���«¢ §� ¦¥©© ¥ Ì ³¶³Í ³
À ¦§ ¯�  ¥ ¦§ �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� · ��¥ «¥¦¦� ¦¥ §¹¥« ��¥ © §£��¤£¢

m
�¥  ¤¹ ¤�¥ ¥�

 ¥�µ «¥¦¦� ¦¥� ¯ ¦¦¥� §¨§�£ «¬§«��¥ ��¥ © §£��¤£¢
g(m)

³ ���� ��������� ·  ¥ Ã§��� �§£��¥¦¦¥
Ä«Ã ³ �¥«£¤�� Í ³ÍÅ · ª�¥

g : [0, 1] → [0, 1]
¥�£ «��£¤��¥ ¥£ �£�¤«£¥© ¥�£ «��¤��§�£¥ · ¥£ £¥¦¦¥ ª�¥

g(m) ≤ m
����

m ∈ [0, 1]
³ ���� ��������� §���¤ · � ���  ¥� �§¤���� £¥«¬�¤ª�¥� ¥£ �§��

� ¥�£¥  ¥ °¢�¢�§¦¤£¢ · ª�¥
g

¥�£  ¥ «¦§��¥ C1 ���
[0, 1)

¥£

lim
m→1

g′(m) = +∞,

¥£ ���� � �����
g−1(m) = 1,

����
m > g(1).

À¤��¤ ¦§ Ã��«£¤��
g−1 : [0, 1] → [0, 1]

¥�£  ¥ «¦§��¥ C1 ¥£ ¹¢�¤¯¥

(g−1)′(m) = 0,
����

m > g(1).



£ ×� × Ø ÙÚ�Ü Õ \ÒÙÜÙâ ÒzßÕ ÕÓ ÛzßÐ ÓÒÙÞÝ Úß Ñ ÔÙ\Ü�ã Õ ��

Â§ © §£��¤£¢   ¡��¥ «¥¦¦� ¦¥ © ²�¥ ¢£§�£ £��Æ ���� �¦�� � ¥£¤£¥ ª�¥ ¶· ¦§ © §£��¤£¢   ¡��¥
«¥¦¦� ¦¥ ¯ ¦¦¥ ± ¦§ �§¤��§�«¥ �¥ � ¥�£ »£�¥ �¦�� °�§� ¥ ª�¥

g(1)
³ ����  ¥¹���  ��« §¹�¤�

n(t, m, 0) = 0,
����

m > g(1).
ÄÌ ³¶¶Å

Z ¤ ¦§ © §£��¤£¢   ¡��¥ «¥¦¦� ¦¥ ¯ ¦¦¥ · ± ¦§ �§¤��§�«¥ · ¥�£
m

§¦��� ¦§ © §£��¤£¢  ¥ �§ «¥¦¦� ¦¥
© ²�¥ ¦���  ¥ ¦§ «¨£�«¤�²�¥ ¢£§¤£

g−1(m)
¥£ · ¦���ª�¥ «¥££¥  ¥��¤²�¥ ¥�£ ¥�£�¢¥ ¥� �¬§�¥  ¥

���¦¤Ã¢�§£¤�� · �§ © §£��¤£¢ ¢£§¤£
Θ(g−1(m))

³ ���� � �����

∆(m) = Θ ◦ g−1(m),
����

m ∈ [0, 1].
ÄÌ ³¶ÍÅ

Á ¡�� ��¤�£  ¥ ¹�¥ ¿¤�¦�°¤ª�¥ ·
∆

¢£§¿¦¤£ �� ¦¤¥� ¥�£�¥ ¦§ © §£��¤£¢   ¡��¥ «¥¦¦� ¦¥ ± ¦§
�§¤��§�«¥ ¥£ ¦§ © §£��¤£¢ ª� ¡§¹§¤£ �§ «¥¦¦� ¦¥ © ²�¥ ¦���ª� ¡¥¦¦¥ ¥�£ ¥�£�¢¥ ¥� �¬§�¥  ¥ ���¸
¦¤Ã¢�§£¤�� ³ Â§ Ã��«£¤��

∆ : [0, 1] → [0, 1]
¥�£ «��£¤��¥ ·  ¥ «¦§��¥ C1 ���

(0, 1]
Ä«§�

g
¥�£

������¢¥  ¥ «¦§��¥ C1Å · ¥£ ∆(0) = 0
³ Á¥ �¦�� ·

∆
¥�£ �£�¤«£¥© ¥�£ «��¤��§�£¥ ���

(0, g(1))§¹¥«
Θ(m) ≤ ∆(m)

¥£
∆(m) = Θ(1)

����
m ∈ [g(1), 1]

³
UV��WX� � ���Y � L"ûû þ�þ�� !"� ��� G þ��,ýþ��

V
�,

g
�þ�, �$# � ý�� ûþ"ü

m ∈ [0, 1]
û �ü

V (m) = m,
�,

g(m) = κ−1m,
�*��

κ > 1.

{ ��� �� ���) þ� û �", *$üý# �ü !"�
V

��,ý�G �ý, �� �þ��ý,ýþ� O1 90P 9 � � ü�*���< �) �� G þ��,ýþ�
g

� � *$üý# � û ��
limm→1 g′(m) = +∞ 9 :�,,� �þ��ý,ýþ� � 6��, ��û �����, !" 6"�� �þ��ý,ýþ�

,��<� ý!"� �, � � �ý+ ý,� û �� � 6$,"�� !" � �þ"� ü$��ý�þ�� 9
L"ûûþ�þ�� �"��ý !"�

τ
��, �þ��$) û þ"ü

m ∈ [0, 1]
) û �ü

τ(m) = ln(m + α),
�*��

α > 1.

{ ��� �� ���)
τ

��, "�� G þ��,ýþ� �üþý����,� > �� �þ��ý,ýþ� O1 9pP ��, �þ�� *$üý# $�9
; þ"� þ�,��þ�� ��þü�

∆(m) =

√
4κm + α2 − α

2
,

ûþ"ü
m ∈ [0, κ−1],

�,
∆(m) = ∆(κ−1),

ûþ"ü
m ∈ [κ−1, 1].

¢�� ý� �"� ,ü�,ýþ� ��, �þ�� $� ¶ ý 1 9%9
���� � ��¹��� © §¤�£¥�§�£  ¢¯�¤� ¦§ �¥«�� ¥ «�� ¤£¤�� §� ¿��  ³ ù ¦¦¥ ¥�£  ���¢¥ �§�

n(t, m, 0) = 2(g−1)′(m)p
(
t, g−1(m), τ(∆(m))

)
.

ÄÌ ³¶�Å
´¥££¥ «�� ¤£¤��  ¢«�¤£ ¦¥ Ã§¤£ ª� ¡��¥ «¥¦¦� ¦¥ ¥�£�§�£ ¥� �¬§�¥  ¥ �¥� �� §¹¥« ��¥ © §£��¤£¢
m

���¹¤¥�£   ¡��¥ «¥¦¦� ¦¥ ���¦¤Ã¢�§�£¥ ª�¤ ¹¤¥�£  ¥ �¥  ¤¹ ¤�¥� · ¦§ © §£��¤£¢  ¥ «¥££¥  ¥��¤²�¥
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0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

m

∆(
m

)

y=m 

κ=5/4, α=10/9 

κ=2, α=3 

ABC D Ì ³¶ E Ê� ¥µ¥©�¦¥  ¥ Ã��«£¤��
∆(m)

³ Z�� ¦§ «���¿ ¥ ¹¥�£¥ · ��
κ = 5/4

¥£
α = 10/9

·
�� � ¥�£ �¥© §�ª�¥� ª�¥

∆(m) > m
§� ¹�¤�¤�§°¥  ¥ ¦ ¡��¤°¤�¥ ³ Z�� ¦§ «���¿ ¥ © §°¥�£§ · ��

κ = 2
¥£

α = 3
· �� �¿�¥�¹¥ £��Æ ���� ª�¥

∆(m) < m
³

¢£§�£
g−1(m)

³ � �£��� §���¤ ª�¥ ¦¥ Ã§«£¥�� Í ���¦¤°�¥ ¦§  ¤¹ ¤���   ¡��¥ «¥¦¦� ¦¥ £��Æ ���� ¥�
 ¥�µ «¥¦¦� ¦¥� ¯ ¦¦¥� ³

� ¥© §�ª���� ª�¥ ÄÌ ³¶¶Å ¥�£ «��£¥��¥  §�� ¦ ¡¥µ��¥��¤�� ÄÌ ³¶�Å ³
���� � �����

ξ(t, m) := exp

{
−

∫ t

0

(
γ + V ′

)(
χ(−s, m)

)
ds

}
,

����
t ≥ 0

¥£
m ∈ [0, 1]

· ¥£ ����  ¢¯�¤����� ¦¥� ¥��¥©¿¦¥�

Ω∆ :=
{

(m, t) ∈ [0, 1] × [0, +∞) ; 0 ≤ t ≤ τ(∆(m))
}

¥£
ΩΘ :=

{
(m, t) ∈ [0, 1] × [0, +∞) ; 0 ≤ t ≤ τ(Θ(m))

}
.

À¯�  ¥ «�©�¦¢£¥� ¦§  ¥�«�¤�£¤��  � ©� ²¦¥ · ���� ��¢«¤���� ¦¥� «�� ¤£¤��� ¤� ¤£¤§¦¥� ·

p(0, m, a) = Γ(m, a),
����

(m, a) ∈ ΩΘ,
ÄÌ ³¶Ì Å

¥£
n(0, m, a) = µ(m, a),

����
(m, a) ∈ [0, 1] × [0, +∞).

ÄÌ ³¶QÅ
Â¥� Ã��«£¤���

Γ
¥£

µ
���£ ������¢¥� «��£¤��¥� · ¥£ ���� ��������� ª�¥ ¦§ Ã��«£¤��

µ : m 7→
∫ +∞

0
µ(m, a)da

ÄÌ ³¶	Å
¥�£ «��£¤��¥ ���

[0, 1]
³



£ ×� × Ø ÙÚ�Ü Õ \ÒÙÜÙâ ÒzßÕ ÕÓ ÛzßÐ ÓÒÙÞÝ Úß Ñ ÔÙ\Ü�ã Õ ¶� ¶

�k�W������� � ���� � L"ûûþ�þ�� !" � ��� �þ��ý,ýþ�� ý� ý,ý����
µ

�,
Γ

*$üý# ��,) û þ"ü
m ∈

[0, 1]
)

Γ(m, 0) = β
(
m, µ(m)

)
µ(m).

ÄÌ ³¶Å
ú �þü� ��� ����ý,$� ,þ,���� �� û þû "��,ýþ�� �� û <���� �� û üþ �ýG $ü�,ýþ� �, �� ü�û þ�)

P (t, m)�,
N(t, m)

) *$üý# ��,) ûþ"ü
m ∈ (0, 1]

�,
t ≥ 0

)
∂

∂t
P (t, m) +

∂

∂m
(V (m)P (t, m)) = −γ(m)P (t, m) + β

(
m, N(t, m)

)
N(t, m)

−





π(m)ξ(t, m)Γ
(
χ
(
− t, m

)
, τ(Θ(m)) − t

)
,

�ý
(m, t) ∈ ΩΘ,

π(m)ξ
(
τ(Θ(m)), m

)
N

(
t − τ(Θ(m)), Θ(m)

)
×

β
(
Θ(m), N

(
t − τ(Θ(m)), Θ(m)

))
,

�ý
(m, t) /∈ ΩΘ,

ÄÌ ³¶fÅ

∂

∂t
N(t, m) +

∂

∂m
(V (m)N(t, m)) = −

(
δ(m) + β

(
m, N(t, m)

))
N(t, m)

+





2(g−1)′(m)ξ(t, g−1(m))×

Γ
(
χ
(
− t, g−1(m)

)
, τ(∆(m)) − t

)
,

�ý
(m, t) ∈ Ω∆,

ζ(m)β
(
∆(m), N

(
t − τ(∆(m)), ∆(m)

))
×

N
(
t − τ(∆(m)), ∆(m)

)
,

�ý
(m, t) /∈ Ω∆,

ÄÌ ³¶�Å

�,

P (0, m) = Γ(m) :=

∫ τ(Θ(m))

0
Γ(m, a)da,

ÄÌ ³Í�Å
N(0, m) = µ(m),

ÄÌ ³Í ¶Å
�*��

π(m) =
1

1 + V (Θ(m))τ ′(Θ(m))�,
ζ(m) = 2(g−1)′(m)ξ

(
τ(∆(m)), g−1(m)

)
.

ÄÌ ³ÍÍÅ
{ $+ þ��,ü�,ýþ� 9 ù� �£¤¦¤�§�£ ÄÌ ³¶Ì Å · ÄÌ ³¶QÅ ¥£ ¦¥�  ¢¯�¤£¤���  ¥

P
¥£

N
· ���� �¿£¥����

¤©© ¢ ¤§£¥© ¥�£ ¦¥� ¢ª�§£¤��� ÄÌ ³Í�Å ¥£ ÄÌ ³Í ¶Å ³
À ¦ ¡§¤ ¥  ¥ ¦§ © ¢£¬� ¥  ¥� «§�§«£¢�¤�£¤ª�¥� ���� � ��¹��� �¢��� �¥ ¦ ¡¢ª�§£¤�� ÄÌ ³ÍÅ ³

´¥«¤ ¥�£ Ã§¤£ §� «¬§�¤£�¥ Í · «���¦¦§¤�¥ Í ³� ³Ì ³ ���� �¿£¥����

p(t, m, a) =





ξ(t, m)Γ
(
χ(−t, m), a − t

)
,

�¤
0 ≤ t ≤ a,

ξ(a, m)β
(
χ(−a, m), N

(
t − a, χ(−a, m)

))
×

N
(
t − a, χ(−a, m)

)
,

�¤
a < t.

ÄÌ ³Í�Å

� ¥© §�ª���� ª�¥ · «�©© ¥
p(t, m, a)

¥�£  ¢¯�¤ � ���
(m, a) ∈ ΩΘ

· ���� §¹��� �¢«¥��§¤�¥¸
© ¥�£

a ≤ τ(Θ(m))
³ À ¤��¤ · ¦§ Ã��«£¤��

t 7→ t + τ(Θ(χ(−t, m)))
¢£§�£ «��¤��§�£¥ Ä  ¡§��²�
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ÄÌ ³QÅÅ ¥£ £¥¦¦¥ ª�¥
τ(Θ(m)) ≤ t + τ(Θ(χ(−t, m)))

· ¦¥� ª�§�£¤£¢� «¤¸ ¥���� ���£ ¿ ¤¥�  ¢¯¸
�¤¥� ³

Z�¤£
m ∈ (0, 1]

¯µ¢ ³ ù� ¤�£¢°�§�£ ÄÌ ³ÍÅ �§� �§�� ��£ ± ¦ ¡È°¥ ¥�£�¥
0

¥£
τ(Θ(m))

· ����
�¿£¥����

∂

∂t
P (t, m) +

∫ τ(Θ(m))

0

∂

∂m
(V (m)p(t, m, a))da = −γ(m)P (t, m) + p(t, m, 0)

−p
(
t, m, τ(Θ(m))

)
.

��£��� ª�¥ ·   ¡§��²� ÄÌ ³fÅ ·
τ ′(Θ(m))Θ′(m)V (m) − 1 = −π(m).

´�©©¥
∂

∂m
(V (m)P (t, m)) =

∫ τ(Θ(m))

0

∂

∂m

(
V (m)p(t, m, a)

)
da

+τ ′(Θ(m))Θ′(m)V (m)p
(
t, m, τ(Θ(m))

)
,

¥£
p(t, m, τ(Θ(m))) =




ξ(t, m)Γ(χ(−t, m), τ(Θ(m)) − t),
�¤

0 ≤ t < τ(Θ(m)),

ξ(τ(Θ(m)), m)N
(
t − τ(Θ(m)), χ(−τ(Θ(m)), m)

)
×

β
(
χ(−τ(Θ(m)), m), N

(
t − τ(Θ(m)), χ(−τ(Θ(m)), m)

))
,

�¤
τ(Θ(m)) ≤ t,

§¦��� · ¥� �£¤¦¤�§�£ ÄÌ ³Ì Å ¥£ ÄÌ ³¶�Å · ���� �¿£¥���� ¿¤¥� ¦ ¡¢ª�§£¤�� ÄÌ ³¶fÅ ³
Â§ Ã��«£¤��

µ
¢£§�£ ������¢¥ «��£¤��¥ ���

[0, 1]
· ���� � ��¹��� © ��£�¥� Ä¹�¤� �fÍ
Å ¥�

�£¤¦¤�§�£ �� �§¤����¥© ¥�£ �§� ¦ ¡§¿��� ¥ ¥£ ¦§ © ¢£¬� ¥  ¥� «§�§«£¢�¤�£¤ª�¥� ª�¥

lim
a→+∞

n(t, m, a) = 0.

À¤��¤ · ¥� ¤�£¢°�§�£ ÄÌ ³¶Å �§� �§�� ��£ ± ¦ ¡È°¥
a

¥�£�¥
0

¥£
+∞ · ���� �¿£¥����

∂

∂t
N(t, m) +

∂

∂m
(V (m)N(t, m))=−

(
δ(m) + β(m, N(t, m))

)
N(t, m) + n(t, m, 0).

����  ¢ �¤����  ¥� ¢ª�§£¤��� ÄÌ ³¶�Å ¥£ ÄÌ ³¶ÍÅ ª�¥

∆(m) = χ
(
− τ(∆(m)), g−1(m)

)
.

À¤��¤ · ± �§�£¤�  ¥� ¢ª�§£¤��� ÄÌ ³¶�Å ¥£ ÄÌ ³Í�Å · ���� �¿£¥����

n(t, m, 0) =





2(g−1)′(m)ξ(t, g−1(m))×

Γ
(
χ
(
− t, g−1(m)

)
, τ(∆(m)) − t

)
,

�¤
(m, t) ∈ Ω∆,

ζ(m)β
(
∆(m), N

(
t − τ(∆(m)), ∆(m)

))
×

N
(
t − τ(∆(m)), ∆(m)

)
,

�¤
(m, t) /∈ Ω∆.



£ ×Ö × �[ ÒÝ ÓÕÞ àÕ ÜÙ àÐÜÕ ÕÓ Ñ ÔÙÜÙÞâ Õã ÕÞ Ó âÜÙ\ÐÜ ¶��

���� ¥�  ¢ �¤���� ¤©© ¢ ¤§£¥© ¥�£ ¦ ¡¢ª�§£¤�� ÄÌ ³¶�Å ³
� ¤�§¦¥© ¥�£ · ���� � ��¹��� �¥© §�ª�¥� ª�¥ �¤

N
¥�£ «��£¤��¥ ¦§ «�� ¤£¤�� ÄÌ ³¶Å §����¥

¦§ «��£¤��¤£¢  ¥� §��¦¤«§£¤���
(m, t) 7→ F

(
t, m, N

(
t − τ(∆(m)), ∆(m)

)) ¥£
(m, t) 7→

G
(
t, m, N

(
t − τ(Θ(m)), Θ(m)

)) · ��
F : [0, +∞) × [0, 1] × R → R

¥£
G : [0, +∞) ×

[0, 1] × R → R
���£  ¢¯�¤¥� �§�

F (t, m, x) =





2(g−1)′(m)ξ(t, g−1(m))×

Γ
(
χ
(
− t, g−1(m)

)
, τ(∆(m)) − t

)
,

�¤
(m, t) ∈ Ω∆,

ζ(m)β
(
∆(m), x

)
x,

�¤
(m, t) /∈ Ω∆,

ÄÌ ³ÍÌ Å

§� 

G(t, m, x) =





π(m)ξ(t, m)Γ
(
χ
(
− t, m

)
, τ(Θ(m)) − t

)
,

�¤
(m, t) ∈ ΩΘ,

π(m)ξ
(
τ(Θ(m)), m

)
β
(
Θ(m), x

)
x,

�¤
(m, t) /∈ ΩΘ.

ÄÌ ³ÍQÅ

´¥«¤ £¥�© ¤�¥ ¦§  ¢© ���£�§£¤�� ³

��£��� ª�¥ ¦¥� ��¦�£¤���  ¥ ÄÌ ³¶�Å ¥£ ÄÌ ³Í ¶Å �¥  ¢� ¥� ¥�£ �§�  ¥ ¦§ � ���¦§£¤�� ¥�
�¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� ·

P (t, m)
³ ´¥££¥ �¿�¥�¹§£¤�� §  ¢Æ ± ¢£¢ Ã§¤£¥ �§� � §«�¥¨ ¥£ �� �¤«� ¤

�fÍ · f�
 ¥£ À ¤©¨ ¥£ T�Æ �¸� ¥�Æ ��¥£ �¶¶· ¶Í · ¶�
 ³
����k��� � ���� � ; þ"� û üþ �þ� �þ�� �� �þ �" ,ýþ�

N
�� O1 9%&P �, O1 9R%P û �ü �þ�,ý�" ý,$ ��

û þ���,
N(t, m) = µ(m),

û þ"ü
t ∈ [−τmax, 0]

�,
m ∈ [0, 1],

ÄÌ ³Í	Å
þM

τmax := maxm∈[0,1] τ(m) > 0
9 :� û üþ �þ� �+ ��, � 6ý�· "���� û �� �þ,ü� �5�,.+ � �, ��

ü$*.��ü� ",ý�� ���� �� �" ý,�9
À �§�£¤�  ¥ © §¤�£¥�§�£ ¥£ Æ��ª� ¡± ¦§ ¯�  ¥ «¥ «¬§�¤£�¥ · ����  ¢�¤°�¥���� ¦¥ ���¿¦²© ¥

«�©���¢  ¥� ¢ª�§£¤��� ÄÌ ³¶fÅ · ÄÌ ³¶�Å · ÄÌ ³Í�Å ¥£ ÄÌ ³Í ¶Å �§� ÄÌ ³¶fÅE ÄÌ ³Í ¶Å ³

¥ èç �` ïðòôóøô îë øñîô ôò õöëîëóuôc ôóò u îëañî
���� ���� ¤�£¢�¥����� ·  §�� «¥££¥ �¥«£¤�� · ± ¦ ¡¥µ ¤�£¥�«¥ ¦� «§¦¥  ¥ ��¦�£¤��� ¤�£¢°�¢¥�

 � ���¿¦²© ¥ ÄÌ ³¶fÅE ÄÌ ³Í ¶Å ³ T��� «¥¦§ · ���� «���¤ ¢���� £��£   ¡§¿ ��  ��¥ Ã��©�¦§£¤��
¤�£¢°�¢¥ · �� + ý�� G þü+"��,ýþ� ·  � ���¿¦²© ¥ ÄÌ ³¶fÅE ÄÌ ³Í ¶Å ³

���� ��£���
C[0, 1]

¦ ¡¥��§«¥  ¥� Ã��«£¤��� «��£¤��¥� ��� ¦ ¡¤�£¥�¹§¦¦¥
[0, 1]

· ©��¤  ¥ ¦§
���© ¥  � © §µ¤©�© ||.|| ·  ¢¯�¤¥ �§�

||v|| = sup
m∈[0,1]

|v(m)|, ����
v ∈ C[0, 1].

ÄÌ ³ÍÅ
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´���¤ ¢���� ¦ ¡�� ¢�§£¥�� ¦¤�¢§¤�¥ Ã¥�© ¢ ���¸¿ ���¢
A : D(A) ⊂ C[0, 1] → C[0, 1]

 ¢¯�¤
�§�

D(A)=
{
u ∈ C[0, 1] ;u ∈ C1(0, 1]

¥£
lim
x→0

V (x)u′(x) = 0
}

¥£
Au(x) =

{
−(δ(x) + V ′(x))u(x) − V (x)u′(x),

�¤
x ∈ (0, 1],

−(δ(0) + V ′(0))u(0),
�¤

x = 0.

Â§ ���� ��¤£¤�� ª�¤ ��¤£ «§�§«£¢�¤�¥ ¦ ¡�� ¢�§£¥��
(A, D(A))

³

�k�W������� � �� ��� F 6þû $ü�,�"ü
A

��, ��  $� $ü�,�"ü ý�# � ý,$�ý+�� � 6"� ��+ ý8 üþ"û � G þü8
,�+ ��, �þ�,ý�" O*þýü ����S � �P ) þ"

C0
8��+ ý8 üþ"û �) (T (t))t≥0

�$# � ý �"ü
C[0, 1]

û �ü

(T (t)ψ)(x) = K(t, x)ψ(χ(−t, x)),
û þ"ü

ψ ∈ C[0, 1], t ≥ 0
�,

x ∈ [0, 1],

þM
K(t, x) = exp

{
−

∫ t

0

(
δ + V ′

)(
χ(−s, x)

)
ds

}
.

{ $+ þ��,ü�,ýþ� 9 ���� �¥�¹�¨��� ± ¦§  ¢© ���£�§£¤��  ¥ ¦§ ���� ��¤£¤�� � ³Í ³¶· �¥«£¤�� � ³

���� �¥«¬¥�«¬���  ¥� ��¦�£¤��� ¤�£¢°�¢¥�  � ���¿¦²© ¥ ÄÌ ³¶fÅE ÄÌ ³Í ¶Å ª�¤ ��¤¥�£  ¥�
Ã��«£¤��� «��£¤��¥� ¥�

t
± ¹§¦¥���  §��

C[0, 1]
³ T��� «¥¦§ · ���� ���� ¤�£¢�¥�����   ¡§¿ �� 

§� ���¿¦²© ¥  ¥ ´§�«¬¨ ���¸¬�© �°²�¥
{

u′(t) = Au(t) + f(t), t ≥ 0,

u(0) = v ∈ C[0, 1],

ÄÌ ³ÍfÅ

��
f ∈ L1

loc(0, +∞; C[0, 1])
³

Ê�¥ ¹¥��¤�� ¤�£¢°�¢¥  ¥� ��¦�£¤���  ¥ ÄÌ ³ÍfÅ ¥�£  ���¢¥ �§� ¦§ Ã��©�¦¥  ¥ ¹§�¤§£¤��
 ¥ ¦§ «���£§�£¥ ��¤¹§�£¥ Ä¹�¤� �Q�
 · �§°¥ Ì�	Å ·

u(t) = T (t)v +

∫ t

0
T (t − s)f(s)ds, t ≥ 0.

Â§ ���� ��¤£¤�� Ì ³Í ³¶  ���§�£ ¦ ¡¥µ��¥��¤�� ¥µ�¦¤«¤£¥  �
C0

¸�¥© ¤¸°���� ¥
(T (t))t≥0

· ����
�¿£¥���� · � ���

t ≥ 0
¥£

m ∈ [0, 1]
·

u(t)(m) = K(t, m)v(χ(−t, m)) +

∫ t

0
K(t − s, m)f(s)

(
χ(−(t − s), m)

)
ds.

Â ¡¥��§«¥  ¥� Ã��«£¤��� «��£¤��¥� ���
ΩΘ

¥�£ ��£¢
C(ΩΘ)

³ ¾¦ ¥�£ ©��¤  ¥ ¦§ ���© ¥
‖.‖ΩΘ

·  ¢¯�¤¥ �§�

‖Υ‖ΩΘ
:= sup

(m,a)∈ΩΘ

|Υ(m, a)|, ����
Υ ∈ C(ΩΘ).
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���� � ��¹��� © §¤�£¥�§�£ «���¤ ¢�¥� ��¥ Ã��©�¦§£¤�� ¤�£¢°�¢¥  � ���¿¦²© ¥ ÄÌ ³¶fÅE
ÄÌ ³Í ¶Å ·  ���¢¥ �§� ¦§ Ã��©�¦¥  ¥ ¹§�¤§£¤��  ¥ ¦§ «���£§�£¥ §���«¤¢¥ §�

C0
¸�¥© ¤¸°���� ¥

(T (t))t≥0
³ ´¥££¥ Ã��©�¦§£¤�� ¥�£  ¢¯�¤¥ «¤¸§��²� ³

�~������� � �� �� �¸�k��X����� ���~«k~� ¹� Wk��X�� � �� ��¯ ¡º �� ���¡¡� Lþý��,
Γ ∈

C(ΩΘ)
�,

µ
"�� G þ��,ýþ� ,�� �� !"�

µ ∈ C[0, 1]
) þM

µ
��, �$# � ý� û �ü O1 9%�P 9 ¢�� ��¦�£¤��

¤�£¢°�¢¥ �" û üþ��.+ � O1 9%KP o O1 9R%P ��, "�� �þ �" ,ýþ� �þ�,ý�"� �" �5�,.+ �

N(t, m) = K(t, m)µ
(
χ(−t, m)

)
−

∫ t

0
K(t − s, m)N

(
s, χ(−(t − s), m)

)
×

β
(
χ(−(t − s), m), N

(
s, χ(−(t − s), m)

))
ds +

∫ t

0
K(t − s, m)×

F
(
s, χ(−(t − s), m), N

(
s − τ(∆(χ(−(t − s), m))), ∆(χ(−(t − s), m))

))
ds,

ÄÌ ³Í�Å

�,

P (t, m) = ξ(t, m)Γ
(
χ(−t, m)

)
+

∫ t

0
ξ(t − s, m)N

(
s, χ(−(t − s), m)

)
×

β
(
χ(−(t − s), m), N

(
s, χ(−(t − s), m)

))
ds −

∫ t

0
ξ(t − s, m)×

G
(
s, χ(−(t − s), m), N

(
s − τ(Θ(χ(−(t − s), m))), Θ(χ(−(t − s), m))

))
ds,

ÄÌ ³��Å

û þ"ü
t ≥ 0

�,
m ∈ [0, 1]

) þM
F

�,
G

�þ�, �$# � ý�� û �ü O1 9R1P �, O1 9RpP �,
Γ

��, �þ�� $� û �ü
O1 9R(P 9

Â¥ ���¦��°¥© ¥�£ «��£¤��  ¥
N

 ���¢ �§� ÄÌ ³Í	Å � ¥�© ¥£  ¥  ¢¯�¤� «���¥«£¥© ¥�£ ¦¥�
�¥«�� � £¥�© ¥� ¤�£¢°�§�µ  §�� ¦¥� ¥µ��¥��¤��� ÄÌ ³Í�Å ¥£ ÄÌ ³��Å ³

À¯�   ¡�¿£¥�¤� ¦ ¡¥µ ¤�£¥�«¥ ¦� «§¦¥  ¥ ��¦�£¤��� � ��� ¦¥ �¨�£²© ¥ ÄÌ ³Í�ÅE ÄÌ ³��Å · ���� ����
«��«¥�£���� £��£   ¡§¿ ��  ��� ¦ ¡¢ª�§£¤�� ÄÌ ³Í�Å ³ ���� © ��£����  §�� ¦¥ £¬¢��²© ¥ ª�¤ ��¤£
ª�¥ ÄÌ ³Í�Å � ���² ¥ ��¥ ��¦�£¤�� ¦� «§¦¥ ��¤ª�¥ ª�¤  ¢� ¥�   ¥ Ã§��� «��£¤��¥  ¥� «�� ¤£¤���
¤� ¤£¤§¦¥� ³
|}~�k��� � �� �Y � L"ûû þ�þ�� !" � � 6�ûû �ý��,ýþ�

x 7→ xβ(m, x)
��, �þ����+ ��, �ýû ��< ý,8

r ý���� û þ"ü ,þ",
m ∈ [0, 1]

) � 6��,878�ýü� !" � û þ"ü ,þ",
r > 0

ý� �S ý�,�
L(r) ≥ 0

,�� !" �

|xβ(m, x) − yβ(m, y)| ≤ L(r)|x − y|, �ý |x| < r, |y| < r
�,

m ∈ [0, 1].

L ý
Γ ∈ C(ΩΘ)

�,
µ

��, "�� G þ��,ýþ� ,�� �� !" �
µ ∈ C[0, 1]

) ��þü� ý� �S ý�,�
Tmax > 0

,��
!"� � 6$!"�,ýþ� O1 9R&P ûþ��.�� "� � "� ý!" � �þ �" ,ýþ� �þ�,ý�"�

Nµ,Γ �$# � ý� �"ü "� �þ+�ý��
+ �S ý+��

[0, Tmax) × [0, 1]
) �, �þý,

Tmax = +∞ �þý,
lim sup
t→T−

max

‖Nµ,Γ(t, ·)‖ = +∞.
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{ � û �"�)
Nµ,Γ(t, ·) ��, "�� G þ��,ýþ� �þ�,ý�"� ��

µ
�,

Γ
) ���� �� ���� þM) � ý

t ∈ (0, Tmax)
)

µ1 ∈ C[0, 1]
�,

Γ1 ∈ C(ΩΘ)
) ��þü� ý� �S ý�,� "�� G þ��,ýþ� �,üý�,�+ ��, û þ�ý,ý*� �, �þ�,ý�"�

C : [0, +∞) → R
�ý��ý !" 6"�� �þ��,��,�

ε > 0
,�� ��� !" �) û þ"ü

µ2 ∈ C[0, 1]
�,

Γ2 ∈ C(ΩΘ),�� ��� !" �
Nµ2,Γ2

�þý, �$# � ý� �"ü
[0, t] × [0, 1]

�,

‖µ1 − µ2‖ < ε
�, ‖Γ1 − Γ2‖ΩΘ

< ε,

�þ"� �5þ��

‖Nµ1,Γ1(s, ·) − Nµ2,Γ2(s, ·)‖ ≤ C(t)
(
‖µ1 − µ2‖ + ‖Γ1 − Γ2‖ΩΘ

)
,

ûþ"ü
s ∈ [0, t].

{ $+ þ��,ü�,ýþ� 9 T�����
r = ‖µ‖ + 1.

Z�¤£
T > 0

¯µ¢ ³ ´���¤ ¢���� ¦ ¡¥��¥©¿¦¥ ��¤¹§�£ @

X(µ) =

{
N ∈ C([0, T ] × [0, 1]) ; N(0, ·) = µ

���
[0, 1]

¥£
sup

(t,m)∈[0,T ]×[0,1]
|N(t, m) − µ(m)| ≤ 1

}
,

��
C([0, T ] × [0, 1])

¥�£ ©��¤  ¥ ¦§ ���© ¥  � © §µ¤©�© ³ Â ¡¥��¥©¿¦¥
X(µ)

¥�£ �� ����¸
¥��§«¥ «��¹¥µ¥ Ã¥�© ¢ ���¸¹¤ ¥  ¥

C([0, T ] × [0, 1])
³

Á ¢¯�¤����� ¦ ¡�� ¢�§£¥��
H : C([0, T ] × [0, 1]) → C([0, T ] × [0, 1])

�§�

H(N)(t, m) = K(t, m)µ
(
χ(−t, m)

)
−

∫ t

0
K(t − s, m)N

(
s, χ(−(t − s), m)

)
×

β
(
χ(−(t − s), m), N

(
s, χ(−(t − s), m)

))
ds +

∫ t

0
K(t − s, m)×

F
(
s, χ(−(t − s), m), N

(
s − τ(∆(χ(−(t − s), m))), ∆(χ(−(t − s), m))

))
ds.

H
¥�£ «��£¤�� ���

C([0, T ] × [0, 1])
³ ���� §¦¦��� © ��£�¥� ª�¥

H
¥�£ ��¥ «��£�§«£¤��  ¥

X(µ)
 §�� ¦�¤¸© »© ¥ ³

Z�¤£
N ∈ X(µ)

³ ¾¦ ¥�£ «¦§¤� ª�¥
H(N)(0, ·) = µ

³ Á ¡�� §�£�¥ «Ç£¢ · ���� §¹��� · � ���
(t, m) ∈ [0, T ] × [0, 1]

·
∣∣H(N)(t, m) − µ(m)

∣∣ ≤
∣∣K(t, m)µ

(
χ(−t, m)

)
− µ(m)

∣∣ +

∣∣∣∣
∫ t

0
K(t − s, m)×

F
(
s, χ(−(t − s), m), N

(
s − τ(∆(χ(−(t − s), m))), ∆(χ(−(t − s), m))

))
ds

∣∣∣∣

+

∣∣∣∣
∫ t

0
K(t − s, m)β

(
χ(−(t − s), m), N

(
s, χ(−(t − s), m)

))
N

(
s, χ(−(t − s), m)

)
ds

∣∣∣∣.

Â§ Ã��«£¤��
K

¢£§�£ «��£¤��¥ ���
[0, T ] × [0, 1]

· ¤¦ ¥µ ¤�£¥
K̃ ≥ 0

£¥¦ ª�¥

|K(t, m)| ≤ K̃,
����

(t, m) ∈ [0, T ] × [0, 1].
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´�©©¥

N ∈ X(µ)
· §¦���

|N(t, m)| ≤ 1 + ‖µ‖ = r.

À¤��¤ · ¤¦ ¥µ ¤�£¥
M := max{M̃, ‖ζ‖rL(r)} ≥ 0

£¥¦ ª�¥ · � ���
(t, m) ∈ [0, T ] × [0, 1]

¥£
s ∈ [0, t]

·
∣∣∣F

(
s, χ(−(t − s), m), N

(
s − τ(∆(χ(−(t − s), m))), ∆(χ(−(t − s), m))

))∣∣∣ ≤ M,

��
M̃ := sup

(m,t)∈Ω∆

∣∣∣2(g−1)′(m)ξ(t, g−1(m))Γ
(
χ
(
− t, g−1(m)

)
, τ(∆(m)) − t

)∣∣∣,

¥£
ζ

¥�£  ¢¯�¤¥ �§� ÄÌ ³ÍÍÅ ³ ù� «���¢ª�¥�«¥ · ���� �¿£¥����
∣∣H(N)(t, m) − µ(m)

∣∣ ≤
∣∣K(t, m)µ

(
χ(−t, m)

)
− µ(m)

∣∣ + K̃(rL(r) + M)t.

� §�� ¥¦��� ª�¥
K(0, m) = 1

·
χ(0, m) = m

¥£ ¦ ¡§��¦¤«§£¤��
(t, m) 7→ K(t, m)µ

(
χ(−t, m)

)
¥�£ «��£¤��¥ ³ À ¦��� ���� � ��¹��� «¬�¤�¤�

T > 0
£¥¦ ª�¥

sup
(t,m)∈[0,T ]×[0,1]

{∣∣K(t, m)µ
(
χ(−t, m)

)
− µ(m)

∣∣ + K̃(rL(r) + M)t

}
< 1.

ÄÌ ³� ¶Å

À ¤��¤
∣∣H(N)(t, m) − µ(m)

∣∣ ≤ 1,
����

(t, m) ∈ [0, T ] × [0, 1],

¥£
H(X(µ)) ⊂ X(µ)

³
� ��£���� © §¤�£¥�§�£ ª�¥

H
¥�£ ��¥ «��£�§«£¤�� ���

X(µ)
³

Z�¤¥�£
N1 ∈ X(µ)

¥£
N2 ∈ X(µ)

³ À ¦���

|H(N1)(t, m) − H(N2)(t, m)|

≤
∣∣∣∣
∫ t

0
K(t − s, m)×

[
β
(
χ(−(t − s), m), N1

(
s, χ(−(t − s), m)

))
N1

(
s, χ(−(t − s), m)

)

−β
(
χ(−(t − s), m), N2

(
s, χ(−(t − s), m)

))
N2

(
s, χ(−(t − s), m)

)]
ds

∣∣∣∣

+

∣∣∣∣
∫ t

0
K(t − s, m)×

[
F

(
s, χ(−(t − s), m), N1

(
s − τ(∆(χ(−(t − s), m))), ∆(χ(−(t − s), m))

))

−F
(
s, χ(−(t − s), m), N2

(
s − τ(∆(χ(−(t − s), m))), ∆(χ(−(t − s), m))

))]
ds

∣∣∣∣,

≤ K̃(1 + ‖ζ‖)L(r)T sup
(t,m)∈[0,T ]×[0,1]

|N1(t, m) − N2(t, m)|.
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´�©©¥
r ≥ 1

¥£ ‖ζ‖rL(r) ≤ M
· §¦��� ÄÌ ³� ¶Å ¥�£�§Ë�¥ ª�¥

K̃(1 + ‖ζ‖)L(r)T ≤ K̃(1 + ‖ζ‖)rL(r)T ≤ K̃(rL(r) + M)T < 1.

���� ¥�  ¢ �¤���� ª�¥
H

¥�£ ��¥ «��£�§«£¤��  ¥
X(µ)

 §�� ¦�¤¸© »© ¥ ³
¾¦ ¥µ ¤�£¥  ��« �� ��¤ª�¥

N ∈ X(µ)
¹¢�¤¯ §�£ ÄÌ ³Í�Å � ���

(t, m) ∈ [0, T ] × [0, 1]
³

Z�¤£
N

¦§ ��¦�£¤�� © §µ¤© §¦¥  ¥ ÄÌ ³Í�Å ·  ¢¯�¤¥ ��� ���  �© §¤�¥ © §µ¤© §¦
[0, Tmax) ×

[0, 1]
³ Z�������� ª�¥

Tmax < +∞ ¥£
lim sup
t→T−

max

‖N(t, ·)‖ < +∞.

¾¦ ¥µ ¤�£¥ §¦���
r > 0

£¥¦ ª�¥

‖N(t, ·)‖ < r,
����

t ∈ [0, Tmax).

Z�¤¥�£
(t, m) ∈ [0, Tmax) × [0, 1]

¥£
h > 0

£¥¦� ª�¥
t + h ∈ [0, Tmax)

³ À ¦���

|N(t + h, m) − N(t, m)|

≤
∣∣∣K(t + h, m)µ

(
χ(−(t + h), m)

)
− K(t, m)µ

(
χ(−t, m)

)∣∣∣ +

∣∣∣∣
∫ t+h

0
K(t + h − s, m)×

N
(
s, χ(−(t + h − s), m)

)
β
(
χ(−(t + h − s), m), N

(
s, χ(−(t + h − s), m)

))
ds

−
∫ t

0
K(t − s, m)N

(
s, χ(−(t − s), m)

)
β
(
χ(−(t − s), m), N

(
s, χ(−(t − s), m)

))
ds

∣∣∣∣

+

∣∣∣∣
∫ t+h

0
K(t + h − s, m)×

F
(
s, χ(−(t + h − s), m), N

(
s − τ(∆(χ(−(t + h − s), m))), ∆(χ(−(t + h − s), m))

))
ds

−
∫ t

0
K(t − s, m)×

F
(
s, χ(−(t − s), m), N

(
s − τ(∆(χ(−(t − s), m))), ∆(χ(−(t − s), m))

))
ds

∣∣∣∣,

≤
∣∣∣K(t + h, m)µ

(
χ(−(t + h), m)

)
− K(t, m)µ

(
χ(−t, m)

)∣∣∣ + |I1| + |I2|.

´�©©¥

I1 :=

∫ t+h

0
K(t + h − s, m)N

(
s, χ(−(t + h − s), m)

)
×

β
(
χ(−(t + h − s), m), N

(
s, χ(−(t + h − s), m)

))
ds

−
∫ t

0
K(t − s, m)N

(
s, χ(−(t − s), m)

)
×

β
(
χ(−(t − s), m), N

(
s, χ(−(t − s), m)

))
ds,
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§¦���

I1 =

∫ t

−h
K(t − s, m)N

(
s + h, χ(−(t − s), m)

)
×

β
(
χ(−(t − s), m), N

(
s + h, χ(−(t − s), m)

))
ds

−
∫ t

0
K(t − s, m)N

(
s, χ(−(t − s), m)

)
×

β
(
χ(−(t − s), m), N

(
s, χ(−(t − s), m)

))
ds,

=

∫ 0

−h
K(t − s, m)N

(
s + h, χ(−(t − s), m)

)
×

β
(
χ(−(t − s), m), N

(
s + h, χ(−(t − s), m)

))
ds

+

∫ t

0
K(t − s, m)

[
β
(
χ(−(t − s), m), N

(
s + h, χ(−(t − s), m)

))
N

(
s + h, χ(−(t − s), m)

)

−β
(
χ(−(t − s), m), N

(
s, χ(−(t − s), m)

))
N

(
s, χ(−(t − s), m)

)]
ds.

´¥«¤ ¤©�¦¤ª�¥ ª�¥

|I1| ≤ K̃rL(r)h + K̃L(r)

∫ t

0

∣∣∣N
(
s + h, χ(−(t − s), m)

)
− N

(
s, χ(−(t − s), m)

)∣∣∣ds.

Â¥ © »© ¥ �§¤����¥© ¥�£ ���� � ¥�© ¥£   ¡�¿£¥�¤�

|I2| ≤ K̃Mh + %1(h)

+K̃‖ζ‖L(r)

∫ t

0

∣∣∣N
(
s + h − τ(∆(χ(−(t − s), m))), ∆(χ(−(t − s), m))

)

−N
(
s − τ(∆(χ(−(t − s), m))), ∆(χ(−(t − s), m))

)∣∣∣ds,

§¹¥«
%1(h)

¤� ¢� ¥� §�£  ¥
(t, m)

¥£ ¹¢�¤¯ §�£
limh→0 %1(h) = 0

³
j� � ¥�£ ��£¥� ¤«¤ ª�¥ �¤

t1 > 0
·
t2 > 0

¥£
m ∈ [0, 1]

§¦���

K(t1 + t2, m) = K(t1, m)K(t2, χ(−t1, m)) = K(t2, m)K(t1, χ(−t2, m)).

À¤��¤

|N(t + h, m) − N(t, m)|

≤ K̃
(
%2(h) + rL(r)h + Mh

)
+ %1(h) + K̃L(r)

∫ t

0
‖N(s + h, ·) − N(s, ·)‖ds

+K̃‖ζ‖L(r)

∫ t

0

∥∥∥N
(
s + h − τ

(
∆(χ(−(t − s), m))

)
, ·

)

−N
(
s − τ

(
∆(χ(−(t − s), m))

)
, ·

)∥∥∥ds,
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��

%2(h) = sup
(t,m)∈[0,Tmax)×[0,1]

∣∣∣K
(
h, χ(−t, m)

)
µ
(
χ(−(t + h), m)

)
− µ

(
χ(−t, m)

)∣∣∣.

¾¦ ¥�£ «¦§¤� ª�¥
limh→0 ρ2(h) = 0

³ ���� � �����

%(h) = K̃
(
%2(h) + rL(r)h + Mh

)
+ %1(h).

À¦��� · � ���
(t, m) ∈ [0, Tmax) × [0, 1]

·
h > 0

¥£
θ ∈ [−τmax, 0]

£¥¦� ª�¥
t + h ∈ [0, Tmax)¥£

t + θ ≥ 0
·

|N(t + h + θ, m) − N(t + θ, m)|

≤ %(h) + K̃L(r)

∫ t+θ

0
‖N(s + h, ·) − N(s, ·)‖ds + K̃‖ζ‖L(r)×

∫ t+θ

0
‖N

(
s + h − τ(∆(χ(−(t − s), m))), ·

)
− N

(
s − τ(∆(χ(−(t − s), m))), ·

)
‖ds.

Á ¡�� §�£�¥ «Ç£¢ ·

N(t, m) = µ(m),
����

t ∈ [−τmax, 0]
¥£

m ∈ [0, 1].

Á ¡��
sup

θ∈[−τmax,0]
‖N(t + h + θ, ·) − N(t + θ, ·)‖

≤ %(h) + K̃(‖ζ‖ + 1)L(r)

∫ t

0
sup

θ∈[−τmax,0]
‖N(s + h + θ, ·) − N(s + θ, ·)‖ds.

Â¥ ¦¥©© ¥  ¥ � ����§¦¦ ����  ���¥ §¦���

sup
θ∈[−τmax,0]

‖N(t + h + θ, ·) − N(t + θ, ·)‖ ≤ %(h)eK̃(‖ζ‖+1)L(r)Tmax .

À¤��¤
‖N(t + h, ·) − N(t, ·)‖ ≤ %(h)eK̃(‖ζ‖+1)L(r)Tmax ,

§¹¥«
lim
h→0

%(h) = 0.

Â¥ © »© ¥ �§¤����¥© ¥�£ ����  ���¥ �� �¢��¦£§£ �¤© ¤¦§¤�¥ � ���
h < 0

³
¾¦ � ¡¥� ��¤£ ¤©© ¢ ¤§£¥© ¥�£ ª�¥

lim
t→T−

max

N(t, ·) ¥µ¤�£¥
.

À¤��¤
N

� ¥�£¸»£�¥ ���¦��°¢¥  ¥ Ã§��� «��£¤��¥ ±
Tmax

· «¥ ª�¤ «��£�¥ ¤£ ¦§ © §µ¤© §¦¤£¢  ¥
[0, Tmax)

³ Á ¡��

Tmax = +∞ ��
lim sup
t→T−

max

‖N(t, ·)‖ = +∞.
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��£��� ± ��¢�¥�£
Nµ1,Γ1

¦ ¡��¤ª�¥ ��¦�£¤��  ¥ ÄÌ ³Í�Å � ��� ¦¥� «�� ¤£¤��� ¤� ¤£¤§¦¥�
µ1¥£

Γ1
·  ¥¯�¤¥ ��� ���  �© §¤�¥ © §µ¤© §¦

[0, Tmax) × [0, 1]
³ Z�¤£

t ∈ (0, Tmax)
¯µ¢ ³ ����

� �����
r(t) = sup

s∈[0,t]
‖Nµ1,Γ1(s, ·)‖ ¥£

R(t) = 1 + r(t).

Z�¤¥�£
C̃ := sup

(m,t)∈ΩΘ

|2(g−1)′(m)ξ(t, g−1(m))|,
¥£

C(t) = K̃ max{1, C̃}eL(R(t))K̃(1+‖ζ‖)t.

Z�¤£
0 < ε < 1

£¥¦ ª�¥
2C(t)ε ∈ (0, 1)

¥£ ��¤¥�£
µ2 ∈ C[0, 1]

¥£
Γ2 ∈ C(ΩΘ)

£¥¦¦¥� ª�¥
Nµ2,Γ2

¥�£  ¢¯�¤¥ ���
[0, t] × [0, 1]

¥£

‖µ1 − µ2‖ < ε
¥£ ‖Γ1 − Γ2‖ΩΘ

< ε.

À¦��� ¤¦ ¥µ ¤�£¥
s > 0

£¥¦ ª�¥ ‖Nµ2,Γ2(σ, ·)‖ ≤ R(t)
���� £��£

σ ∈ [0, s]
³ Z�¤£

t0 = sup

{
s > 0 ; ‖Nµ2,Γ2(σ, ·)‖ ≤ R(t),

����
σ ∈ [0, s]

}
.

Z ¤ ���� ��������� ª�¥
t0 < t

· §¦���
Nµ2,Γ2

¥�£  ¢¯�¤¥ ���
[0, t0] × [0, 1]

¥£ ¹¢�¤¯¥ · � ���
s ∈ [0, t0]

¥£
m ∈ [0, 1]

·

|Nµ1,Γ1(s, m) − Nµ2,Γ2(s, m)|

≤ K̃
(
‖µ1 − µ2‖ + C̃‖Γ1 − Γ2‖ΩΘ

)

+K̃(1 + ‖ζ‖)L(R(t))

∫ s

0
‖Nµ1,Γ1(σ, ·) − Nµ2,Γ2(σ, ·)‖dσ.

ù� �£¤¦¤�§�£ ¦¥ ¦¥©© ¥  ¥ � ����§¦¦ · ���� �¿£¥����

|Nµ1,Γ1(s, m) − Nµ2,Γ2(s, m)| ≤ C(t)
(
‖µ1 − µ2‖ + ‖Γ1 − Γ2‖ΩΘ

)
,

ÄÌ ³�ÍÅ
� ���

s ∈ [0, t0]
³ ´¥«¤ ¤©�¦¤ª�¥ ¥� �§�£¤«�¦¤¥� ª�¥

‖Nµ2,Γ2(s, ·)‖ ≤ 2C(t)ε + ‖Nµ1,Γ1(s, ·)‖ < 1 + r(t) = R(t),
����

s ∈ [0, t0].

´¥¦§ «��£�¥ ¤£ ¦§  ¢¯�¤£¤��  ¥
t0

�  ��«
t0 ≥ t

³
À ¤��¤ ÄÌ ³�ÍÅ ¥�£ ¹¢�¤¯¢¥ � ��� £��£

t ∈ [0, Tmax)
³ ���� ¥�  ¢ �¤���� §¦��� ¦§  ¢� ¥� §�«¥

«��£¤��¥  ¥ ¦§ ��¦�£¤�� §¹¥« ¦¥� «�� ¤£¤��� ¤� ¤£¤§¦¥� ³

���� � ��¹��� ��£¥� ¤«¤ ª�¥ ¦§ «�� ¤£¤�� ÄÌ ³¶Å � ¡¥�£ �§� �¢«¥��§¤�¥ � ���  ¢© ��£�¥�
¦¥ £¬¢��²© ¥ Ì ³Í ³� ³

Â ¡¥µ ¤�£¥�«¥  ¥ ��¦�£¤��� � ��� ¦¥ ���¿¦²© ¥ ÄÌ ³Í�ÅE ÄÌ ³��Å � ¥�£¸»£�¥ �¿£¥��¥ ± ¦ ¡§¤ ¥  �
�¢��¦£§£ ��¢«¢ ¥�£ ³
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��k�XX� �k� � �� �� � Lþ"� ��� <5û þ,< .� �� �" ,< $þü.+ � 1 9R 90) �� �5�,.+ � O1 9R&P o O1 90(P û þ�8
�.�� "�� "� ý!" � �þ �" ,ýþ� + �S ý+��� �þ�,ý�"�

(N, P )
) �$# � ý� �"ü

[0, Tmax) × [0, 1]
9

{ $+ þ��,ü�,ýþ� 9 Z��� ¦¥� ¬¨� �£¬²�¥�  � £¬¢��²© ¥ Ì ³Í ³� · ÄÌ ³Í�Å � ���² ¥ ��¥ ��¤ª�¥ ��¸
¦�£¤�� © §µ¤© §¦¥ «��£¤��¥

N
 ¢¯�¤¥ ���

[0, Tmax) × [0, 1]
³ ¾¦ ¥�£ §¦��� Ã§«¤¦¥   ¡�¿£¥�¤�

¦ ¡¥µ ¤�£¥�«¥ ¥£ ¦ ¡��¤«¤£¢   ¡��¥ ��¦�£¤��  ¥ ÄÌ ³��Å ���
[0, Tmax) × [0, 1]

³

Â¥� �¢��¦£§£�   ¡¥µ¤�£¥�«¥ ¦� «§¦¥ ·  ���¢� �§� ¦¥ £¬¢��²© ¥ Ì ³Í ³� ¥£ ¦¥ «���¦¦§¤�¥ Ì ³Í ³Ì ·
� ¥�¹¥�£ »£�¥ �£¤¦¤�¢� §¯�  ¥  ¢£¥�© ¤�¥� ¦ ¡¥µ ¤�£¥�«¥  ¥ ��¦�£¤��� °¦�¿§¦¥�  � �¨�£²© ¥
ÄÌ ³Í�ÅE ÄÌ ³��Å ³ ´¥«¤ ¥�£  ¢© ��£�¢  §�� ¦¥ £¬¢��²© ¥ ��¤¹§�£ ³
|}~�k��� � �� �� � L þ"� ��� <5ûþ,< .��� �" ,< $þü.+ � 1 9R 90 �, �� �"ûû þ���, !"� � 6�ûû �ý��8
,ýþ�

x 7→ β(m, x)
��, "� ýG þü+ $+ ��, �þü�$�) � 6"� ý!"� �þ �" ,ýþ� �� O1 9R&P o O1 90(P ��,  �þ����)

� 6��,878�ýü� �$# � ý� û þ"ü ,þ",
t ≥ 0

9
{ $+ þ��,ü�,ýþ� 9 Z�������� ª� ¡¤¦ ¥µ ¤�£¥

β̃ ≥ 0
£¥¦ ª�¥

|β(m, x)| ≤ β̃,
���� £��£

m ∈ [0, 1]
¥£

x ∈ R.

À¦��� · � ���
t ∈ [0, Tmax)

¥£
m ∈ [0, 1]

· ���� §¹���

|N(t, m)| ≤ K̃‖µ‖ + K̃β̃

∫ t

0
‖N(s, ·)‖ds

+ K̃M̃t + K̃β̃‖ζ‖
∫ t

0
‖N

(
s − τ(∆(χ(−(t − s), m))), ·

)
‖ds.

Z�¤£
θ ∈ [−τmax, 0]

£¥¦ ª�¥
t + θ ≥ 0

³ À ¦���

|N(t + θ, m)| ≤ K̃(‖µ‖ + M̃t) + K̃β̃(‖ζ‖ + 1)

∫ t

0
sup

θ∈[−τmax,0]

‖N(s + θ, ·)‖ds.

Á ¡�� §�£�¥ «Ç£¢ · �¤ −τmax ≤ t + θ ≤ 0
· §¦���

|N(t + θ, m)| ≤ K̃‖µ‖,
«§�

K̃ ≥ 1
³ À ¤��¤

sup
θ∈[−τmax,0]

‖N(t + θ, ·)‖ ≤ K̃(‖µ‖ + M̃t) + K̃β̃(‖ζ‖ + 1)

∫ t

0
sup

θ∈[−τmax,0]
‖N(s + θ, ·)‖ds.

Â¥ ¦¥©© ¥  ¥ � ����§¦¦ ����  ���¥

‖N(t, ·)‖ ≤ sup
θ∈[−τmax,0]

‖N(t + θ, ·)‖ ≤ K̃(‖µ‖ + M̃t)eK̃β̃(‖ζ‖+1)t := f(t).

´�©©¥
f

¥�£ «��£¤��¥ ���
[0, Tmax]

· ���� �¿£¥����

lim sup
t→T−

max

‖N(t, ·)‖ < +∞.
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���� ¥�  ¢ �¤���� ª�¥
Tmax = +∞ ¥£ ¦§ ��¦�£¤��  ¥ ÄÌ ³Í�Å ¥�£ °¦�¿§¦¥ ³

���� �¿£¥���� ¥���¤£¥ Ã§«¤¦¥© ¥�£ ª�¥ ¦ ¡��¤ª�¥ ��¦�£¤�� © §µ¤© §¦¥  ¥ ÄÌ ³��Å ¥�£ §���¤
°¦�¿§¦¥ ³

��k�XX� �k� � �� � � L"ûûþ�þ�� !"� � 6�ûû �ý��,ýþ�
x 7→ xβ(m, x)

��, �ýû ��< ý,r ý���� û þ"ü
,þ",

m ∈ [0, 1]
9 ú �þü�) û þ"ü

Γ ∈ C(ΩΘ)
�,

µ
,�� �� !"�

µ ∈ C[0, 1]
) � 6"� ý!" � �þ �" ,ýþ� ��

O1 9R&P o O1 90(P ��,  �þ����9
À £�§¹¥�� ¦¥� £¬¢��²© ¥� Ì ³Í ³� ¥£ Ì ³Í ³Q · ���� §¹��� ¢£� ¤¢ ¦ ¡¥µ ¤�£¥�«¥  ¥ ��¦�£¤���

¦� «§¦¥� ¥£ °¦�¿§¦¥�  ¥ ÄÌ ³Í�Å ¥£  � �¨�£²© ¥ ÄÌ ³Í�ÅE ÄÌ ³��Å ³ À¹§�£  ¥ ���� ¤�£¢�¥��¥� ± ¦§
� ��¤£¤¹¤£¢  ¥ «¥� ��¦�£¤���  §�� ¦§ �¥«£¤�� ��¤¹§�£¥ · ���� � ��¹��� ����  ¥© §� ¥� ª�¥¦�
�¢��¦£§£�  ¥ �¢°�¦§�¤£¢� � ¥�¹¥�£ »£�¥ �¿£¥��� � ��� «¥� ��¦�£¤��� ³ ´¥«¤ ¥�£ © ¥�£¤���¢  §��
¦§ �¥© §�ª�¥ ��¤¹§�£¥ ³
����k��� � �� �®� Lþ"� ��� <5û þ,< .��� �����ý!"�� �"ü �� G þ��,ýþ�

β
�, ��� �þ��ý,ýþ��

ý� ý,ý����
Γ

�,
µ
) �þ"� û þ"*þ�� þ�,�� ýü ��� ü$�"�,�,� �� ü$ "��üý,$ ûþ"ü ��� �þ �" ,ýþ�� �"

�5�,.+ � O1 9R&P o O1 90(P 9 :�� ü$�"�,�,� �þ�, þ�,��"� �� ",ý�ý���, �� + I+ � ý�$� !"� ��� ��
" ,ý�ý�$� û�ü »ü�*ý� �, ¼��� / %%R2 9

¥ ès �ëðïòïd ïòí
���� ¢£� ¤��� ¤«¤ ��¥ � ���¦§£¤��  ¥ «¥¦¦� ¦¥� · ¦¥� «¥¦¦� ¦¥� ���«¬¥� ¬¢© §£�� �¢£¤ª�¥� ·

¤¦ ¥�£  ��« �¢«¥��§¤�¥  ¥ ���� §����¥� ª�¥ ¦§ � ��¤£¤¹ ¤£¢  ¥� ��¦�£¤���  ¥ ÄÌ ³Í�ÅE ÄÌ ³��Å ¥�£
«���¥�¹¢¥ §¯� ª�¥ ��£�¥ ���¿¦²© ¥ ��¤£ ¿ ¤¥� � ��¢ ³ T��� «¥¦§ · ���� �£¤¦¤���� ��¥ © ¢£¬� ¥
���� ��¢¥ �§� ´¥¿¿ �¶¶�
 ¥� ¶�fQ · �¥��¤�¥ ¥£  ¢¹¥¦��� ¢¥ �§� ½ §£� �	Ì 
 �¢«¥©© ¥�£ · §¯�
  ¡�¿£¥�¤� ¦§ � ��¤£¤¹ ¤£¢  ¥� ��¦�£¤���  ¥ ÄÌ ³Í�Å ³

Z�¤¥�£
Γ ∈ C(ΩΘ)

¥£
µ

��¥ Ã��«£¤�� £¥¦¦¥ ª�¥
µ ∈ C[0, 1]

· ��
µ

¥�£  ¢¯�¤¥ �§� ÄÌ ³¶	Å ³
Z�¤£

T > 0
¯µ¢ ³

´���¤ ¢���� ¦§ Ã§© ¤¦¦¥   ¡�� ¢�§£¥���
Ha : C([0, T )× [0, 1]) → C([0, T )× [0, 1])

 ¢¯�¤¥ ·
� ���

a ∈ C[0, 1]
·
(t, m) ∈ [0, T ) × [0, 1]

¥£
N ∈ C([0, T ) × [0, 1])

· �§�

Ha(N)(t, m) = e−ta(χ(−t,m))K(t, m)µ
(
χ(−t, m)

)

+

∫ t

0
e−(t−s)a(χ(−t,m))K(t − s, m)

[
a
(
χ
(
− (t − s), m

))
N

(
s, χ

(
− (t − s), m

))

−β

(
χ
(
− (t − s), m

)
, N

(
s, χ

(
− (t − s), m

)))
N

(
s, χ

(
− (t − s), m

))

+F
(
s, χ

(
− (t − s), m

)
, N

(
s − τ(∆(χ(−(t − s), m))), ∆(χ(−(t − s), m))

))]
ds.ÄÌ ³��Å
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Z�¤¥�£
a ∈ C[0, 1]

·
(t, m) ∈ (0, T )× [0, 1]

¥£
N ∈ C([0, T )× [0, 1])

¯µ¢� ³ ���� «���¤ ¢����
¦ ¡§��¦¤«§£¤��

wa : [0, t] → R
 ¢¯�¤¥ · � ���

s ∈ [0, t]
· �§�

wa(s) = Ha(N)
(
s, χ

(
− (t − s), m

))
.

����  ¢© ��£���� §¦��� ¦¥� ¦¥©© ¥� ��¤¹§�£� ³

w���� � �Y ��� F� G þ��,ýþ�
wa ��, �$üý*���� �"ü

[0, t]
�, * $üý# �





d

ds
wa(s) = −νa(s)wa(s) + fa(s),

û þ"ü
s ∈ [0, t],

wa(0) = µ
(
χ(−t, m)

)
,

ÄÌ ³�Ì Å

�*��

fa(s) = a
(
χ
(
− (t − s), m

))
N

(
s, χ

(
− (t − s), m

))

−N
(
s, χ

(
− (t − s), m

))
β

(
χ
(
− (t − s), m

)
, N

(
s, χ

(
− (t − s), m

)))

+F

(
s, χ

(
− (t − s), m

)
, N

(
s − τ

(
∆

(
χ
(
− (t − s), m

)))
, ∆

(
χ
(
− (t − s), m

))))

�,

νa(s) = a
(
χ(−t, m)

)
+ δ

(
χ
(
− (t − s), m

))
+ V ′

(
χ
(
− (t − s), m

))
.

{ $+ þ��,ü�,ýþ� 9 � ¥© §�ª���� ª�¥ �¤
t1

¥£
t2

���£ � ��¤£¤Ã� · §¦���

χ
(
− (t1 + t2), m

)
= χ

(
− t1, χ

(
− t2, m

))
.

À¤��¤ · � ���
s ∈ [0, t]

¥£
h 6= 0

£¥¦� ª�¥
s + h ∈ [0, t]

· ���� �¿£¥����

1

h

(
wa(s + h) − wa(s)

)
= W1,h + W2,h,

��

W1,h =
1

h

[
e−ha(χ(−t,m))K

(
h, χ

(
− (t − s − h), m

))
− 1

]
×

e−sa(χ(−t,m))K
(
s, χ

(
− (t − s), m

))
µ
(
χ(−t, m)

)
,



£ ×x × �ÙÝÒ ÓÒ^Ò ÓÛ ¶¶Q

¥£

W2,h =
1

h

∫ s+h

0
e−(s+h−σ)a(χ(−t,m))K

(
s + h − σ, χ

(
− (t − s − h), m

))
×

[
a
(
χ
(
− (t − σ), m

))
N

(
σ, χ

(
− (t − σ), m

))

−N
(
σ, χ

(
− (t − σ), m

))
β

(
χ
(
− (t − σ), m

)
, N

(
σ, χ

(
− (t − σ), m

)))

+F

(
σ, χ

(
− (t − σ), m

)
, N

(
σ − τ

(
∆

(
χ
(
− (t − σ), m

)))
, ∆

(
χ
(
− (t − σ), m

))))]
dσ

−1

h

∫ s

0
e−(s−σ)a(χ(−t,m))K

(
s − σ, χ

(
− (t − s), m

))
×

[
a
(
χ
(
− (t − σ), m

))
N

(
σ, χ

(
− (t − σ), m

))

−N
(
σ, χ

(
− (t − σ), m

))
β

(
χ
(
− (t − σ), m

)
, N

(
σ, χ

(
− (t − σ), m

)))

+F

(
σ, χ

(
− (t − σ), m

)
, N

(
σ − τ

(
∆

(
χ
(
− (t − σ), m

)))
, ∆

(
χ
(
− (t − σ), m

))))]
dσ.

���� ¥�  ¢ �¤����

lim
h→0

W1,h = −νa(s)e−sa(χ(−t,m))K
(
s, χ

(
− (t − s), m

))
µ
(
χ(−t, m)

)
.

Á¥ ¦§ © »© ¥ Ã§��� ·

W2,h =
1

h

[
e−ha(χ(−t,m))K

(
h, χ

(
− (t − s − h), m

))
− 1

]
×

∫ s

0
e−(s−σ)a(χ(−t,m))K

(
s − σ, χ

(
− (t − s), m

))
×

[
a
(
χ
(
− (t − σ), m

))
N

(
σ, χ

(
− (t − σ), m

))

−N
(
σ, χ

(
− (t − σ), m

))
β

(
χ
(
− (t − σ), m

)
, N

(
σ, χ

(
− (t − σ), m

)))

+F

(
σ, χ

(
− (t − σ), m

)
, N

(
σ − τ

(
∆

(
χ
(
− (t − σ), m

)))
, ∆

(
χ
(
− (t − σ), m

))))]
dσ

+
1

h
e−ha(χ(−t,m))K

(
h, χ

(
− (t − s − h), m

)) ∫ s+h

s
e−(s−σ)a(χ(−t,m))K

(
s − σ, χ

(
− (t − s), m

))
×

[
a
(
χ
(
− (t − σ), m

))
N

(
σ, χ

(
− (t − σ), m

))

−N
(
σ, χ

(
− (t − σ), m

))
β

(
χ
(
− (t − σ), m

)
, N

(
σ, χ

(
− (t − σ), m

)))

+F

(
σ, χ

(
− (t − σ), m

)
, N

(
σ − τ

(
∆

(
χ
(
− (t − σ), m

)))
, ∆

(
χ
(
− (t − σ), m

))))]
dσ.
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Á��«

lim
h→0

W2,h = −νa(s)

∫ s

0
e−(s−σ)a(χ(−t,m))K

(
s − σ, χ

(
− (t − s), m

))
×

[
a
(
χ
(
− (t − σ), m

))
N

(
σ, χ

(
− (t − σ), m

))

−N
(
σ, χ

(
− (t − σ), m

))
β

(
χ
(
− (t − σ), m

)
, N

(
σ, χ

(
− (t − σ), m

)))

+F

(
σ, χ

(
− (t − σ), m

)
, N

(
σ − τ

(
∆

(
χ
(
− (t − σ), m

)))
, ∆

(
χ
(
− (t − σ), m

))))]
dσ

+a
(
χ
(
− (t − s), m

))
N

(
s, χ

(
− (t − s), m

))

−N
(
s, χ

(
− (t − s), m

))
β

(
χ
(
− (t − s), m

)
, N

(
s, χ

(
− (t − s), m

)))

+F

(
s, χ

(
− (t − s), m

)
, N

(
s − τ

(
∆

(
χ
(
− (t − s), m

)))
, ∆

(
χ
(
− (t − s), m

))))
.

ù� «���¢ª�¥�«¥ ·
limh→0

1
h(wa(s + h)−wa(s))

¥µ¤�£¥ ¥£ ¥�£ ¢°§¦¥ ± −νa(s)wa(s) + fa(s)
³

´¥«¤ £¥�© ¤�¥ ¦§  ¢© ���£�§£¤�� ³

w���� � �Y �� � L þý��,
a, b ∈ C[0, 1]

9 ú �þü�

Hb(N)(t, m) = Ha(N)(t, m) +

∫ t

0
e−(t−s)b(χ(−t,m))K(t − s, m)×

(
b
(
χ(−(t − s), m)

)
− a

(
χ(−(t − s), m)

))[
N

(
s, χ

(
− (t − s), m

))
− wa(s)

]
ds.

{ $+ þ��,ü�,ýþ� 9 Á ¡§��²� ÄÌ ³�Ì Å · ���� §¹���
d

ds

[
wb(s) − wa(s)

]
= −νb(s)

(
wb(s) − wa(s)

)

+
(
b
(
χ(−(t − s), m)

)
− a

(
χ(−(t − s), m)

))[
N

(
s, χ

(
− (t − s), m

))
− wa(s)

]
.

´�©©¥
wb(0) = wa(0) = µ

(
χ(−t, m)

) · §¦���
(
wb(t) − wa(t)

)
e
∫

t

0
νb(σ)dσ =

∫ t

0
e
∫

s

0
νb(σ)dσ×

(
b
(
χ(−(t − s), m)

)
− a

(
χ(−(t − s), m)

))[
N

(
s, χ

(
− (t − s), m

))
− wa(s)

]
ds.

Á ¡��

wb(t) − wa(t) =

∫ t

0
e−(t−s)b(χ(−t,m))K(t − s, m)×

(
b
(
χ(−(t − s), m)

)
− a

(
χ(−(t − s), m)

))[
N

(
s, χ

(
− (t − s), m

))
− wa(s)

]
ds.

´¥«¤ £¥�© ¤�¥ ¦§  ¢© ���£�§£¤�� ³
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w���� � �Y �Y � L"ûû þ�þ�� !" 6ý� �S ý�,�

a ∈ C[0, 1]
�,

N ∈ C([0, T ) × [0, 1])
,��� !"�

Ha(N) = N
9 ú �þü�) ûþ"ü ,þ",

b ∈ C[0, 1]
)
Hb(N) = N

9
{ $+ þ��,ü�,ýþ� 9 ´¥ �¢��¦£§£ ¥�£ ��¥ «���¢ª�¥�«¥  ¤�¥«£¥  � ¦¥©© ¥ Ì ³� ³Í ³

���� � ��¹��� © ��£�¥� · ± ��¢�¥�£ · ª�¥ ���� ��¥ ¬¨��£¬²�¥  ¥ �¢°�¦§£¤�� «¥¦¦� ¦§¤�¥
¦¥� ��¦�£¤���  � ���¿¦²© ¥ ÄÌ ³Í�ÅE ÄÌ ³��Å ���£ � ��¤£¤¹¥� ³ ���� �£¤¦¤���� ¦¥� £��¤� ¦¥©© ¥�
��¢«¢ ¥�£� � ���  ¢© ��£�¥� ¦¥ £¬¢��²© ¥ ��¤¹§�£ ³
|}~�k��� � �Y �� � L"ûû þ�þ�� !"� � 6�ûû �ý��,ýþ�

x 7→ β(m, x)
*$üý# � � 6<5û þ,< .�� �� ü$ "8

��,ýþ� ��� �" ��ýü�
(
β(m, x) − β(m, 0)

)
x ≤ 0,

û þ"ü
m ∈ [0, 1]

�,
x ∈ R.

ÄÌ ³�QÅ
L þý��,

Γ ∈ C(ΩΘ)
�,

µ
"�� G þ��,ýþ� �þ�,ý�"� ,�� �� !"�

µ ∈ C[0, 1]
9 L ý

µ ≥ 0
�,

Γ ≥ 0
)

��þü� �� �þ �" ,ýþ� �� O1 9R&P ���þ�ý$� 7 ��� �þ��ý,ýþ�� ý� ý,ý���� ��, û þ�ý,ý*� �"ü �þ� �þ+�ý� �9
{ $+ þ��,ü�,ýþ� 9 Z�¤£

N
��¥ ��¦�£¤��  ¥ ÄÌ ³Í�Å  ¢¯�¤¥ ���

[0, T )× [0, 1]
· ��

T > 0
³ ´���¤¸

 ¢���� ¦ ¡�� ¢�§£¥��
Ha  ¢¯�¤ · � ���

a ∈ C[0, 1]
· �§� ÄÌ ³��Å ³ ¾¦ ¥�£ ¢¹¤ ¥�£ ª�¥

H0(N) = N,

��
0

�¥��¢�¥�£¥ ¤«¤ ¦ ¡¢¦¢© ¥�£ ¤ ¥�£¤ª�¥© ¥�£ ��¦  ¥
C[0, 1]

³ À ¦��� ·   ¡§��²� ¦¥ ¦¥©© ¥ Ì ³� ³� ·
� ��� £��£

a ∈ C[0, 1]
·
Ha(N) = N

³ À ¤��¤ · � ¡¤¦ ¥µ ¤�£¥
a ∈ C[0, 1]

¹¢�¤¯ §�£
Ha(N)(t, m) ≥ 0����

(t, m) ∈ [0, T ) × [0, 1]
· ���� �¿£¤¥� ����

N(t, m) ≥ 0
· � ���

(t, m) ∈ [0, T ) × [0, 1]
³

T�����
a(m) := β(m, 0),

���� £��£
m ∈ [0, 1].

À¦���
a ∈ C[0, 1]

¥£ ÄÌ ³�QÅ ¥�£�§Ë�¥ ª�¥

a(m)N(t, m) − N(t, m)β(m, N(t, m)) ≥ 0,
����

(t, m) ∈ [0, T ) × [0, 1].

À¤��¤ ·
∫ t

0
e−(t−s)a(χ(−t,m))K(t − s, m)

[
a
(
χ
(
− (t − s), m

))
N

(
s, χ

(
− (t − s), m

))

−β

(
χ
(
− (t − s), m

)
, N

(
s, χ

(
− (t − s), m

)))
N

(
s, χ

(
− (t − s), m

))]
ds

¥�£ � ��¤£¤¹¥ ³ ����  ¥¹��� © ��£�¥� ª�¥ · � ���
(t, m) ∈ [0, T ) × [0, 1]

·
∫ t

0
e−(t−s)a(χ(−t,m))K(t − s, m)×

F
(
s, χ

(
− (t − s), m

)
, N

(
s − τ(∆(χ(−(t − s), m))), ∆(χ(−(t − s), m))

))
ds

¥�£ � ��¤£¤¹¥ ³ T��� «¥¦§ · ���� �£¤¦¤���� ��¥ © ¢£¬� ¥ �§� �§� ³
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T �¥© ¤²�¥© ¥�£ · ¤¦ ¥�£ «¦§¤� ª�¥
Ha(N)

¥�£ � ��¤£¤Ã ���
Ω∆

³ T�����

τ∆ := min
m∈[0,1]

τ(∆(m)).

´�©©¥
τ

¥�£ � ��¤£¤¹¥ ���
[0, 1]

· §¦���
τ∆ > 0

³ Z�¤£
m ∈ [0, 1]

³ Z�������� ª�¥
t ∈

[τ(∆(m)), τ(∆(m)) + τ∆]
³ À ¦��� · � ���

s ∈ [τ(∆(m)), t]

0 ≤ s − τ
(
∆

(
χ
(
− (t − s), m

)))
≤ t − τ∆ ≤ τ(∆(m)).

´�©©¥
F ≥ 0

����
(m, t) ∈ Ω∆

· «¥«¤ ¥�£�§Ë�¥
∫ t

0
e−(t−s)a(χ(−t,m))K(t − s, m)×

F
(
s, χ(−(t − s), m), N

(
s − τ(∆(χ(−(t − s), m))), ∆(χ(−(t − s), m))

))
ds ≥ 0.

À¤��¤ ·
Ha(N)(t, m) ≥ 0

����
m ∈ [0, 1]

¥£
t ∈ [0, τ(∆(m)) + τ∆]

³ Á ¡��

N(t, m) ≥ 0,
����

m ∈ [0, 1]
¥£

t ∈ [0, τ(∆(m)) + τ∆].

T§� ¦§ © ¢£¬� ¥  ¥� �§� · ���� �¿£¥���� §¤��¤

N(t, m) ≥ 0,
����

m ∈ [0, 1]
¥£

t ∈ [0, τ(∆(m)) + nτ∆]
§¹¥«

n ∈ N.

´�©©¥ ¤¦ ¥µ¤�£¥
n ∈ N

£¥¦ ª�¥

τ(∆(m)) + nτ∆ < T ≤ τ(∆(m)) + (n + 1)τ∆,

§¦���
N ≥ 0

��� ���  �© §¤�¥
[0, T ) × [0, 1]

³

Â¥ «���¦¦§¤�¥ ��¤¹§�£ ¥�£ ¤©© ¢ ¤§£ ³

��k�XX� �k� � �Y �� � L þ"� ��� <5û þ,< .� �� �" ,< $þü.+ � 1 90 91 ) ��� �þ �" ,ýþ�� �� O1 9R&P o O1 90(P
�þ�, ûþ�ý,ý*�� 9

¥ è¥ tòña ïîïòí îë øñîô
Á§�� «¥££¥ �¥«£¤�� · ���� ¢£� ¤��� ¦§ �£§¿¤¦¤£¢ ¦�«§¦¥  ¥ ¦§ ��¦�£¤�� £�¤¹¤§¦¥  � ���¿¦²© ¥

ÄÌ ³Í�ÅE ÄÌ ³��Å ³ ´�©©¥ ���� ¦ ¡§¹��� Ã§¤£ � ��� © ��£�¥� ¦¥� �¢��¦£§£�   ¡¥µ ¤�£¥�«¥ ��¤�  ¥
� ��¤£¤¹¤£¢ · ���� ���� ¤�£¢�¥����� £��£   ¡§¿ ��  ± ¦ ¡¢ª�§£¤�� ÄÌ ³Í�Å ³

T�����

δ̃ := infm∈[0,1]

(
δ(m) + V ′(m)

) ¥£
γ̃ := infm∈[0,1]

(
γ(m) + V ′(m)

)
.



£ ×£ × y ÓÐ\ÒÜÒ ÓÛ ÜÙ àÐÜÕ ¶¶�

���� ��������� ª�¥
γ̃ ≥ 0

¥£ ª�¥ ¦ ¡§��¦¤«§£¤��
x 7→ xβ(m, x)

¥�£ ¦¤��«¬¤£É¤¥��¥ §�
¹�¤�¤�§°¥  ¥ É¢�� · « ¡¥�£¸±¸ ¤�¥ ª� ¡¤¦ ¥µ ¤�£¥

ε > 0
¥£

L ≥ 0
£¥¦� ª�¥

|xβ(m, x) − yβ(m, y)| ≤ L|x − y|, �¤ |x| < ε, |y| < ε
¥£

m ∈ [0, 1].
ÄÌ ³�	Å

Á §�� £��£¥ «¥££¥ �¥«£¤�� ·
Nµ,Γ �¥�§ ��¥ ��¦�£¤�� °¦�¿§¦¥  ¥ ÄÌ ³Í�Å §���«¤¢¥ §�µ «�� ¤¸

£¤�� � ¤� ¤£¤§¦¥�
µ

¥£
Γ
·
µ

¢£§�£  ¢¯�¤¥ �§� ÄÌ ³¶	Å ³ Z�¤£

κ := sup
m∈[0,1]

|(g−1)′(m)|.

À¯�   ¡�¿£¥�¤� ¦§ �£§¿¤¦¤£¢ ¦� «§¦¥  ¥ ¦§ ��¦�£¤�� £�¤¹¤§¦¥ · ���� © ��£���� �� �¢��¦£§£
  ¡¤�¹§�¤§�«¥ � ��� ¦¥� ��¦�£¤���  ¥ ÄÌ ³Í�Å ³

�k�W������� � �� ��� L"ûûþ�þ�� !"� O1 90�P ��, *$üý# $� �, !"�

L(1 + 2κ) < δ̃.
ÄÌ ³�Å

L þý��,
Γ ∈ C(ΩΘ)

�,
µ

"�� G þ��,ýþ� �þ�,ý�"� ,�� �� !" �
µ ∈ C[0, 1]

9 L ý ‖µ‖ ≤ ε
�,

‖Γ‖ΩΘ
≤ εL

) þM
ε

�,
L

�þ�, �þ��$� û�ü O1 90�P ) ��þü�

|Nµ,Γ(t, m)| ≤ ε,
û þ"ü

t ≥ 0
�,

m ∈ [0, 1].

{ $+ þ��,ü�,ýþ� 9 � ¥© §�ª���� £��£   ¡§¿ ��  ª�¥ · ���� ¦ ¡¬¨� �£¬²�¥ ÄÌ ³�Å · δ̃ > 0
³

���� «���¤ ¢���� ¦§ ��¤£¥  ¢¯�¤¥ �§�

N0(t, m) = K(t, m)µ
(
χ(−t, m)

)
,

¥£
Nn(t, m) = N0(t, m) − I(Nn−1)(t, m) + J(Nn−1)(t, m),

����
t ≥ 0

·
m ∈ [0, 1]

¥£
n ∈ N

∗ · §¹¥«

I(N)(t, m) =

∫ t

0
K(t − s, m)N

(
s, χ(−(t − s), m)

)
×

β
(
χ(−(t − s), m), N

(
s, χ(−(t − s), m)

))
ds,

¥£

J(N)(t, m) =

∫ t

0
K(t − s, m)×

F
(
s, χ(−(t − s), m), N

(
s − τ(∆(χ(−(t − s), m))), ∆(χ(−(t − s), m))

))
ds.

À¦���
|N0(t, m)| ≤ e−δ̃t‖µ‖ ≤ e−δ̃tε ≤ ε.
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T§� �¢«���¥�«¥ · ���� © ��£���� ª�¥

|Nn(t, m)| ≤ ε,
����

t ≥ 0, m ∈ [0, 1]
¥£

n ∈ N
∗.

ÄÌ ³�fÅ
Z�������� ª�¥ |Nn(t, m)| ≤ ε

³ Z�¤£
(t, m) ∈ [0, +∞)× [0, 1]

¯µ¢ ³ j� � ¥�£ �¥© §�ª�¥� ª�¥ ·
�¤

0 ≤ s ≤ τ(∆(χ(−(t − s), m)))
· §¦���

∣∣∣F
(
s, χ(−(t − s), m), Nn

(
s − τ(∆(χ(−(t − s), m))), ∆(χ(−(t − s), m))

))∣∣∣

≤ 2κe−γ̃s‖Γ‖ΩΘ
,

≤ 2κεL,

¥£ · �¤
s > τ(∆(χ(−(t − s), m)))

· §¦���
∣∣∣F

(
s, χ(−(t − s), m), Nn

(
s − τ(∆(χ(−(t − s), m))), ∆(χ(−(t − s), m))

))∣∣∣

≤ ‖ζ‖
∣∣∣β

(
∆(χ(−(t − s), m)), Nn

(
s − τ(∆(χ(−(t − s), m))), ∆(χ(−(t − s), m))

))
×

Nn

(
s − τ(∆(χ(−(t − s), m))), ∆(χ(−(t − s), m))

)∣∣∣,

≤ ‖ζ‖εL,

�� ‖ζ‖ ¥�£  ¢¯�¤¥ �§� ÄÌ ³ÍÅ ³ ´�©©¥ ·   ¡§��²� ÄÌ ³ÍÍÅ · ‖ζ‖ ≤ 2κ
· ���� �¿£¥����

|J(Nn)(t, m)| ≤ 2κεL

∫ t

0
e−δ̃(t−s)ds,

¥£
|Nn+1(t, m)| ≤ |N0(t, m)| + |I(Nn)(t, m)| + |J(Nn)(t, m)|,

≤ εe−δ̃t + εL(1 + 2κ)

∫ t

0
e−δ̃(t−s)ds,

≤ εe−δ̃t + ε
L

δ̃
(1 + 2κ)(1 − e−δ̃t).

Á ¡§��²� ¦ ¡¬¨� �£¬²�¥ ÄÌ ³�Å ·
L

δ̃
(1 + 2κ) < 1.

ù� «���¢ª�¥�«¥

|Nn+1(t, m)| ≤ ε
(
e−δ̃t

(
1 − L

δ̃
(1 + 2κ)

)
+

L

δ̃
(1 + 2κ)

)
≤ ε.

���� ¥�  ¢ �¤���� ª�¥ ÄÌ ³�fÅ ¥�£ ¹�§¤¥ � ���
n ∈ N

∗ ³
ù� �¥© §�ª�§�£ ª�¥ ¦§ ��¤£¥

(Nn)n∈N∗

«��¹¥�°¥ ¹¥��
Nµ,Γ · ���� �¿£¥����

|Nµ,Γ(t, m)| ≤ ε,
����

t ≥ 0
¥£

m ∈ [0, 1],

«¥ ª�¤ «��«¦�£ «¥££¥  ¢© ���£�§£¤�� ³
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À¹§�£  ¥  ¢© ��£�¥� ¦§ �£§¿¤¦¤£¢ ¦� «§¦¥  ¥ ÄÌ ³Í�Å · ���� �¢¸¢«�¤¹��� ¦§ ��¦�£¤�� ¤�£¢°�¢¥
 ¥ ÄÌ ³Í�Å ¥� �£¤¦¤�§�£ ��¥ Ã��©�¦¥  ¥ ¹§�¤§£¤��  ¥ ¦§ «���£§�£¥ · � ���

t ≥ τmax
¥£

m ∈ [0, 1]
³

� ��� �¿£¥����

N(t, m) = K(t − τmax, m)N
(
τmax, χ

(
− (t − τmax), m

))

−
∫ t

τmax

K(t − s, m)β
(
χ(−(t − s), m), N

(
s, χ(−(t − s), m)

))
N

(
s, χ(−(t − s), m)

)
ds

+

∫ t

τmax

K(t − s, m)ζ(χ(−(t − s), m))×

N
(
s − τ(∆(χ(−(t − s), m))), ∆(χ(−(t − s), m))

)
×

β
(
∆(χ(−(t − s), m)), N

(
s − τ(∆(χ(−(t − s), m))), ∆(χ(−(t − s), m))

))
ds.

���� � ��¹��� ± ��¢�¥�£  ¢© ��£�¥� ¦¥ £¬¢��²© ¥ ��¤¹§�£ · «���§«�¢ ± ¦§ �£§¿¤¦¤£¢ ¦� «§¦¥  ¥
¦§ ��¦�£¤�� £�¤¹¤§¦¥  ¥ ¦ ¡¢ª�§£¤�� ÄÌ ³Í�Å ³

|}~�k��� � �� �� � L þ"� ��� <5ûþ,< .��� �� �� û üþûþ�ý,ýþ� 1 91 9%) �� �þ �" ,ýþ� ,üý* ý��� ��
O1 9R&P ��, �þ����+ ��, �Sû þ��� ,ý�� ��+ ��, �,����) � 6�� ,878�ýü� !" 6ý� �S ý�,�

t > 0
)

ε > 0
)

c ≥ 0
�,

d ≥ 0
,��� !" �) � ý ‖µ‖ < ε

�, ‖Γ‖ΩΘ
< ε

) ��þü�

‖Nµ,Γ(t, ·)‖ ≤ ce−dt,
û þ"ü

t ≥ t.
ÄÌ ³��Å

{ $+ þ��,ü�,ýþ� 9 Z�¤¥�£
ε > 0

¥£
L ≥ 0

 ���¢� �§� ÄÌ ³�	Å ³ ���� ��������� ª�¥

‖µ‖ ≤ ε
¥£ ‖Γ‖ΩΘ

≤ εL.

À¦��� ·   ¡§��²� ¦¥ �¢��¦£§£ ¢���«¢  §�� ¦§ ���� ��¤£¤�� Ì ³Ì ³¶· ���� §¹���

|Nµ,Γ(t, m)| ≤ ε,
����

t ≥ 0
¥£

m ∈ [0, 1].

����  ¢¯�¤����� ¦§ ��¤£¥
(Nn)n∈N

�§�

N0(t, m) = K(t − τmax, m)Nµ,Γ
(
τmax, χ

(
− (t − τmax), m

))
,

¥£
Nn(t, m) = N0(t, m) − Iτmax

(Nn−1)(t, m) + Jτmax
(Nn−1)(t, m),

����
t ≥ τmax

·
m ∈ [0, 1]

¥£
n ∈ N

∗ · §¹¥«

Iτmax
(N)(t, m) =

∫ t

τmax

K(t − s, m)N
(
s, χ(−(t − s), m)

)
×

β
(
χ(−(t − s), m), N

(
s, χ(−(t − s), m)

))
ds
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¥£

Jτmax
(N)(t, m) =

∫ t

τmax

K(t − s, m)×

ζ(χ(−(t − s), m))N
(
s − τ(∆(χ(−(t − s), m))), ∆(χ(−(t − s), m))

)
×

β
(
∆(χ(−(t − s), m)), N

(
s − τ(∆(χ(−(t − s), m))), ∆(χ(−(t − s), m))

))
ds,

¥£
Nn(t, m) = Nµ,Γ(t, m),

����
(t, m) ∈ [0, τmax] × [0, 1]

¥£
n ∈ N.

¾¦ ¥�£ Ã§«¤¦¥  ¥ ¹�¤� ª� ¡¥� �£¤¦¤�§�£ ¦¥ © »© ¥ �§¤����¥© ¥�£ ª�¥  §�� ¦§  ¢© ���£�§£¤��  ¥
¦§ ���� ��¤£¤�� Ì ³Ì ³¶ ¦§ ��¤£¥

(Nn)n∈N

¹¢�¤¯¥

|Nn(t, m)| ≤ ε,
����

t ≥ 0, m ∈ [0, 1]
¥£

n ∈ N
∗,

«§�
|N0(t, m)| ≤ ε,

����
t ≥ 0

¥£
m ∈ [0, 1].

ù���¤£¥ · ¦ ¡¬¨� �£¬²�¥
L(1 + 2κ) < δ̃

¤©�¦¤ª�¥
L(1 + ‖ζ‖) < δ̃.

¾¦ ¥µ ¤�£¥  ��«
ρ ∈ (0, δ̃)

£¥¦ ª�¥

L <
δ̃ − ρ

1 + ‖ζ‖eρτmax
<

δ̃

1 + ‖ζ‖ .

Z�¤£
t ≥ τmax

¥£
m ∈ [0, 1]

³ � ��� �¿£¥���� §¦���

|N0(t, m)| ≤ e−δ̃(t−τmax)ε ≤ e−ρ(t−τmax)ε ≤ ε.

´�©©¥
|N1(t, m) − N0(t, m)| ≤ |Iτmax

(N0)(t, m)| + |Jτmax
(N0)(t, m)|,

¦¥� ¥�£¤© §£¤���

|Iτmax
(N0)(t, m)| ≤ εL

∫ t

τmax

e−δ̃(t−s)e−ρ(s−τmax)ds,

¥£
|Jτmax

(N0)(t, m)| ≤ εL‖ζ‖
∫ t

τmax

e−δ̃(t−s)e−ρ(s−2τmax)ds

¥�£�§Ë�¥�£

|N1(t, m) − N0(t, m)| ≤ εL(1 + ‖ζ‖eρτmax)e−δ̃teρτmax

∫ t

τmax

e(δ̃−ρ)sds.
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ù� �¥© §�ª�§�£ ª�¥

e−δ̃teρτmax

∫ t

τmax

e(δ̃−ρ)sds ≤ 1

δ̃ − ρ
e−ρ(t−τmax),

���� �¿£¥����

|N1(t, m) − N0(t, m)| ≤ εL
1 + ‖ζ‖eρτmax

δ̃ − ρ
e−ρ(t−τmax).

T§� �¢«���¥�«¥ · ¤¦ ¥�£ Ã§«¤¦¥  ¥ ¹�¤� ª�¥

|Nn(t, m) − Nn−1(t, m)| ≤ ε

(
L

1 + ‖ζ‖eρτmax

δ̃ − ρ

)n

e−ρ(t−τmax),
����

n ∈ N
∗.

Á ¡��
|Nn(t, m)| ≤

n∑

i=1

|N i(t, m) − N i−1(t, m)| + |N0(t, m)|,

≤
n∑

i=1

ε

(
L

1 + ‖ζ‖eρτmax

δ̃ − ρ

)i

e−ρ(t−τmax) + εe−ρ(t−τmax),

≤ εe−ρ(t−τmax)
n∑

i=0

(
L

1 + ‖ζ‖eρτmax

δ̃ − ρ

)i

.

´�©©¥
L

1 + ‖ζ‖eρτmax

δ̃ − ρ
< 1,

���� �¿£¥���� ¯�§¦¥© ¥�£

|Nµ,Γ(t, m)| ≤ (δ̃ − ρ)ε

δ̃ − ρ − L(1 + ‖ζ‖eρτmax)
e−ρ(t−τmax),

����
t ≥ τmax.

���� §¹��� §¤��¤ �¿£¥�� ¦ ¡¤�¢°§¦¤£¢ ÄÌ ³��Å §¹¥«
t = τmax

·
ε = max{ε, εL} · d = ρ

¥£

c =
(δ̃ − ρ)ε

δ̃ − ρ − L(1 + ‖ζ‖eρτmax)
eρτmax .

´¥«¤ £¥�© ¤�¥ «¥££¥  ¢© ���£�§£¤�� ³

ù� �£¤¦¤�§�£ ¦¥ �¢��¦£§£  � £¬¢��²© ¥ Ì ³Ì ³Í · ���� � ��¹���  ¢© ��£�¥� ¦§ �£§¿¤¦¤£¢ ¦� «§¦¥
¥µ� ��¥�£¤¥¦¦¥  ¥ ¦§ ��¦�£¤�� £�¤¹ ¤§¦¥  � ���¿¦²© ¥ ÄÌ ³Í�ÅE ÄÌ ³��Å ³ ´¥«¤ ¥�£ Ã§¤£  §�� ¦¥
«���¦¦§¤�¥ ��¤¹§�£ ³
��k�XX� �k� � �� �Y � L"ûûþ�þ�� !"�

L(1 + 2κ) < min{γ̃, δ̃}. ÄÌ ³Ì�Å
ú �þü� �� �þ �" ,ýþ� ,üý*ý��� �� O1 9R&P o O1 90(P ��, �þ����+ �� , �Sû þ���,ý�� ��+ ��, �,����9
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{ $+ þ��,ü�,ýþ� 9 T �¥© ¤²�¥© ¥�£ · «�©© ¥
L(1 + 2κ) < δ̃

· ¦§ ��¦�£¤�� £�¤¹ ¤§¦¥  ¥ ÄÌ ³Í�Å ¥�£
¦� «§¦¥© ¥�£ ¥µ� ��¥�£¤¥¦¦¥© ¥�£ �£§¿¦¥   ¡§��²� ¦¥ £¬¢��²© ¥ Ì ³Ì ³Í ³ Á ¥�µ¤²© ¥© ¥�£ · «�©© ¥
L(1+2κ) < γ̃

· ���� � ��¹��� © ��£�¥� · ¥� �£¤¦¤�§�£ �� �§¤����¥© ¥�£ �¥©¿¦§¿¦¥ ± «¥¦� ¤  ¥
¦§  ¢© ���£�§£¤��  � £¬¢��²© ¥ Ì ³Ì ³Í ¥£ ��¥ Ã��©�¦¥  ¥ ¹§�¤§£¤��  ¥ ¦§ «���£§�£¥ � ���

P
·

ª�¥ ¦§ ��¦�£¤�� £�¤¹¤§¦¥  ¥ ÄÌ ³��Å ¥�£ §���¤ ¦� «§¦¥© ¥�£ ¥µ� ��¥�£¤¥¦¦¥© ¥�£ �£§¿¦¥ ·  ²� ª�¥
¦§ ��¦�£¤�� £�¤¹¤§¦¥  ¥ ÄÌ ³Í�Å ¦ ¡¥�£ ³

ù�¯� · ¥� �£¤¦¤�§�£ ¦§  ¢© ���£�§£¤��  � £¬¢��²© ¥ Ì ³Ì ³Í · ���� � ��¹���  ¢© ��£�¥�
�� �¢��¦£§£  ¥ �£§¿¤¦¤£¢ °¦�¿§¦¥ � ��� ¦§ ��¦�£¤�� £�¤¹ ¤§¦¥  � ���¿¦²© ¥ ÄÌ ³Í�ÅE ÄÌ ³��Å ³ ´¥
�¢��¦£§£ ¥�£ © ¥�£¤���¢  §�� ¦§ ���� ��¤£¤�� ��¤¹§�£¥ ³

�k�W������� � �� �� � L"ûûþ�þ�� !" � � 6�ûû �ý��,ýþ�
x 7→ xβ(m, x)

��, �ýû ��< ý,r ý��� � û þ"ü
,þ",

m ∈ [0, 1]
) �*�� "� � �þ��,��,� �� F ýû ��< ý,r

L
) �, !" �

L(1 + 2κ) < min{γ̃, δ̃}.

Lþý��,
Γ ∈ C(ΩΘ)

�,
µ

"�� G þ��,ýþ� �þ�,ý�"� ,�� �� !"�
µ ∈ C[0, 1]

9 L ý ‖Γ‖ΩΘ
≤ L‖µ‖)��þü� �� �þ �" ,ýþ� ,üý*ý��� �" û üþ��.+ � O1 9R&P o O1 90(P ��,  �þ����+ ��, �Sûþ���,ý�� ��+ ��,

�,����9
{ $+ þ��,ü�,ýþ� 9 ���� © ��£����   ¡§¿ ��  · «�©© ¥  §�� ¦§  ¢© ���£�§£¤��  ¥ ¦§ ���� ��¤£¤��
Ì ³Ì ³¶· ª�¥

|Nµ,Γ(t, m)| ≤ ‖µ‖, ����
t ≥ 0

¥£
m ∈ [0, 1].

ù���¤£¥ · ¥� �£¤¦¤�§�£ ¦¥ © »© ¥ �§¤����¥© ¥�£ ª�¥  §�� ¦¥�  ¢© ���£�§£¤���  � £¬¢��²© ¥
Ì ³Ì ³Í ¥£  � «���¦¦§¤�¥ Ì ³Ì ³� · ���� «��«¦���� ³

����k��� � �� �� � ; þ"� �þ��þ�� ý�ý !"��!" �� �Sû �ý��,ýþ�� �"ü �� �þ��ý,ýþ�

L(1 + 2κ) < min{γ̃, δ̃}.

¾� û �", ü�+ �ü!" �ü !" � ��,,� ý�$ ��ý,$ ��, �� G �ý, ��,ý�G �ý,� �ý
γ̃

�,
δ̃

�þ�,  ü���� þ" �ý
L

��, �"¿ ��++ ��, û �,ý,9 :�� ��� �þüü��û þ����,) � 6"� ûþý�, �� *" � �ýþ �þ ý!"�) 7 "��
�ý,"�,ýþ� ���� ��!" �� �� ��� ,�"S �� + þü,��ý,$ O

γ
�,

δ
P �þ�, $��*$� þ" �ý�� 7 "�� �ý,"�,ýþ�

���� ��!" �� �� û �" �� ��� �" ��� �þ�, ý�,üþ�" ý,�� �� û <��� �� û üþ �ýG $ü�,ýþ�) � 6�ûû þü, �� ��� �" ���
� 6$,��, ��þü� û �� �"¿ ���, û þ"ü �� ü��þ"*�� ��+ ��, ���  $� $ü�,ýþ�� O

L
��, "� � �þü�� �"

�þ+ �ü� �� ��� �" ��� ý�,üþ�" ý,�� �� û <��� �� û üþ �ýG $ü�,ýþ�P 9
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¥ èª Ãó öíð÷îòñò ì Ä÷óïøïòí b ïóÅ÷ôóøô ìôð øôîî÷ îôð ðë÷ø§ôð
c÷îòïõ ëòôóòôð

Á§�� «¥££¥ �¥«£¤�� · ���� ¢£§¿¦¤����� �� �¢��¦£§£ ª�¤ ����  ���¥ �¦�� ª�¥ ¦ ¡��¤«¤£¢
 ¥� ��¦�£¤��� ³ ù� Ã§¤£ · «¥ �¢��¦£§£ ���¦¤°�¥ ¦§  ¢� ¥� §�«¥  ¥ ¦§ � ���¦§£¤�� £�£§¦¥ ¥�¹¥��
¦§ � ���¦§£¤��  ¥ «¥¦¦� ¦¥�  ¥ £�²� � ¥£¤£¥� © §£��¤£¢� ³ ´¥ £¨� ¥  ¥ �¢��¦£§£ § ¢£¢  ¢© ��£�¢
� ��� ¦§ ��¥© ¤²�¥ Ã�¤� �§� Á¨��� �, ��9 �ÌÌ 
 ���� �� © � ²¦¥   ¡¬¢© §£�� �²�¥ §¹¥« «¨«¦¥
«¥¦¦� ¦§¤�¥ «���£§�£ ³ ���� ¹¥����� �§� ¦§ ��¤£¥ ª�¥ «¥ �¢��¦£§£ ¥�£ �£¤¦¥ ¦���ª� ¡�� � ¡¤�£¢�¥��¥
§� «�©���£¥© ¥�£ §�¨©�£�£¤ª�¥  ¥� ��¦�£¤���  ¥ ÄÌ ³Í�ÅE ÄÌ ³��Å ³

���� Ã§¤���� ¦ ¡¬¨� �£¬²�¥ ��¤¹§�£¥ @

∆(m) < m,
���� £��£

m ∈ (0, 1].
ÄÌ ³Ì ¶Å

´¥££¥ «�� ¤£¤�� ¥�£ ¢ª�¤¹§¦¥�£¥ ±

τ(∆(m)) >

∫ g−1(m)

m

ds

V (s)
,

����
m ∈ (0, 1].

ÄÌ ³ÌÍÅ

ù� ¥å¥£ ·   ¡§��²� ÄÌ ³¶�Å · ���� §¹���

∆(m) = χ
(
− τ(∆(m)), g−1(m)

)
= h−1

(
h(g−1(m))e−τ(∆(m))

)
,

 ��« ÄÌ ³Ì ¶Å ¥�£ ¢ª�¤¹§¦¥�£¥ ±

e−τ(∆(m)) <
h(m)

h(g−1(m))
,

¥£ ���� �¿£¥���� ÄÌ ³ÌÍÅ ·   ¡§��²� ¦§  ¢¯�¤£¤��  ¥
h

 ���¢¥ �§� ÄÍ ³¶Ì Å ³
´�©©¥ ∫ g−1(m)

m
ds

V (s)

�¥��¢�¥�£¥ ¦¥ £¥©�� �¢«¥��§¤�¥ ± ��¥ «¥¦¦� ¦¥  ¥ © §£��¤£¢
m

± ¦§
�§¤��§�«¥ � ��� §££¥¤� �¥ ¦§ © §£��¤£¢ ª� ¡§¹§¤£ �§ «¥¦¦� ¦¥ © ²�¥ ¦���ª� ¡¥¦¦¥ � ¡¥�£  ¤¹ ¤�¢¥ · ¦§
«�� ¤£¤�� ÄÌ ³ÌÍÅ �¤°�¤¯¥ ª�¥ ¦¥� «¥¦¦� ¦¥� ¥� �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� ��£ ��ä �§©©¥�£  ¥
£¥©�� §¹§�£  ¥ �¥  ¤¹ ¤�¥� � ��� §££¥¤� �¥ ¦§ © §£��¤£¢  ¥ ¦¥�� «¥¦¦� ¦¥ © ²�¥ ³ Z¤ «¥ � ¡¢£§¤£
�§� ¦¥ «§� · ¦¥ ���«¥����   ¡¬¢© §£�� �²�¥ �¥ �¥�§¤£ �§� © §¤�£¥�� · ± «¬§ª�¥ °¢�¢�§£¤�� ¦¥�
«¥¦¦� ¦¥�  ¥¹¤¥� �§¤¥�£  ¥ © �¤�� ¥� © �¤�� © §£��¥� ¥£ §�«��¥ «¥¦¦� ¦¥ �§�°�¤�¥ �¥ � ����§¤£
¯�§¦¥© ¥�£ »£�¥ ��� �¤£¥ ³

��£��� ª�¥ ÄÌ ³Ì ¶Å ¥�£�§Ë�¥ ¥� �§�£¤«�¦¤¥�

Θ(1) := ∆(g(1)) < g(1).

À �§�£¤�  ¥ © §¤�£¥�§�£ ¥£  §�� £��£¥ «¥££¥ �¥«£¤�� · ���� ��������� ª�¥ ¦ ¡§��¦¤«§£¤��
x 7→ β(m, x)

¥�£ ��¤Ã��© ¢© ¥�£ ¿ ���¢¥ · ª�¥ ¦ ¡§��¦¤«§£¤��
x 7→ xβ(m, x)

¥�£ ¦� «§¦¥© ¥�£
¦¤��«¬¤£É¤¥��¥ � ��� £��£

m ∈ [0, 1]
· ¥£ ª�¥ ÄÌ ³Ì ¶Å ¥�£ ¹¢�¤¯¢¥ ³
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T���
b ∈ (0, 1]

¥£
ψ ∈ C[0, 1]

· ����  ¢¯�¤����� ‖.‖b
 ¥ ¦§ Ã§��� ��¤¹§�£¥ @

‖ψ‖b := sup
m∈[0,b]

|ψ(m)|.

�k�W������� � �� ��� Lþý�� ,
µ1, µ2 ∈ C[0, 1]

�,
Γ1, Γ2 ∈ C(ΩΘ)

9 L 6ý� �S ý�,�
0 < b < 1

,��
!" �

µ1(m) = µ2(m)
�,

Γ1(m, a) = Γ2(m, a),
ÄÌ ³Ì�Å

ûþ"ü
m ∈ [0, b]

�,
a ≤ τ(Θ(m))

) ��þü�
Nµ1,Γ1(t, m) = Nµ2,Γ2(t, m),

û þ"ü
t ≥ 0

�,
m ∈ [0, g(b)].

ÄÌ ³ÌÌ Å
{ $+ þ��,ü�,ýþ� 9 Z�������� ª� ¡¤¦ ¥µ ¤�£¥

b ∈ (0, 1)
¹¢�¤¯ §�£ ÄÌ ³Ì�Å ³ Z�¤£

T > 0
 ���¢ · ¥£

t ∈ (0, T ]
¥£

m ∈ [0, g(b)]
¯µ¢� ³ ´�©©¥

h
¥�£ ��¥ Ã��«£¤�� «��¤��§�£¥ · ÄÌ ³�Å ¤©�¦¤ª�¥

χ(−t, m) ≤ m ≤ g(b) ≤ b.

À¤��¤ ·
µ1(χ(−t, m)) = µ2(χ(−t, m)).

Z�¤£
s ∈ [0, t]

³ ´�©©¥
g−1 ¥�£ «��¤��§�£¥ · §¦���

χ
(
− s, g−1

(
χ(−(t − s), m)

))
≤ g−1

(
χ(−(t − s), m)

)
≤ g−1(m) ≤ b.

���� �¿£¥���� §¤��¤
Γ1

(
χ
(
− s, g−1

(
χ(−(t − s), m)

))
, τ

(
∆(χ(−(t − s), m))

)
− s

)

= Γ2

(
χ
(
− s, g−1

(
χ(−(t − s), m)

))
, τ

(
∆(χ(−(t − s), m))

)
− s

)
.

Â¥� ��¦�£¤���
Nµ1,Γ1(t, m)

¥£
Nµ2,Γ2(t, m)

 ¥ ÄÌ ³Í�Å ¢£§�£ «��£¤��¥� ¥£ £¥¦¦¥� ª�¥

Nµ1,Γ1(0, m) = Nµ2,Γ2(0, m),
����

m ∈ [0, b],

§¦��� · «�©© ¥ ¦§ Ã��«£¤��
x 7→ xβ(m, x)

¥�£ ¦� «§¦¥© ¥�£ ¦¤��«¬¤£É¤¥��¥ · ���� §¹���
|Nµ1,Γ1(t, m) − Nµ2,Γ2(t, m)|

≤ K̃L

∫ t

0
|Nµ1,Γ1(s, χ(−(t − s), m)) − Nµ2,Γ2(s, χ(−(t − s), m))|ds

+K̃L‖ζ‖
∫ t

0
|Nµ1,Γ1(s − τ(∆(χ(−(t − s), m))), ∆(χ(−(t − s), m)))

−Nµ2,Γ2(s − τ(∆(χ(−(t − s), m))), ∆(χ(−(t − s), m)))|ds,

≤ K̃L

∫ t

0
‖Nµ1,Γ1(s, ·) − Nµ2,Γ2(s, ·)‖g(b)ds

+K̃L‖ζ‖
∫ t

0
‖Nµ1,Γ1(s − τ(∆(χ(−(t − s), m))), ·)

−Nµ2,Γ2(s − τ(∆(χ(−(t − s), m))), ·)‖g(b)ds,



£ ×© × ÀÞ ÔÛÝßÜ ÓÐ Ó Ú ÁßÞÒàÒ ÓÛ ] ÒÞÂ ßÕÞ àÕ ÚÕÝ àÕÜÜ ßÜÕÝ ÝÙßàÏ ÕÝ ã ßÜ ÓÒÑ ÙÓÕÞ ÓÕÝ ¶Í
����

T > 0
��ä �§©©¥�£ � ¥£¤£ · ��

L
¥�£ ��¥ «���£§�£¥  ¥ Â¤��«¬¤£É  ¥

x 7→ xβ(m, x)
¥£

K̃
¥�£  ¢¯�¤ �§�

K(s, m) ≤ K̃,
����

s ∈ [0, T ]
¥£

m ∈ [0, 1].

Â¥ ���¦��°¥© ¥�£ �§� «��£¤��¤£¢ ÄÌ ³Í	Å � ¥�© ¥£  ¥  ���¥� �� �¥�� §�µ ¤�£¢°�§¦¥�  §��
¦ ¡¤�¢°§¦¤£¢ «¤¸ ¥���� ³
Z�¤£

θ ∈ [−τmax, 0]
¯µ¢ ³ Z¤

t + θ < 0
· §¦���

Nµ1,Γ1(t + θ, m) = Nµ2,Γ2(t + θ, m).

Z ¤
t + θ ≥ 0

· §¦���
|Nµ1,Γ1(t + θ, m) − Nµ2,Γ2(t + θ, m)|

≤ K̃L

∫ t+θ

0
‖Nµ1,Γ1(s, ·) − Nµ2,Γ2(s, ·)‖g(b)ds

+K̃L‖ζ‖
∫ t+θ

0
‖Nµ1,Γ1(s − τ(∆(χ(−(t + θ − s), m))), ·)

−Nµ2,Γ2(s − τ(∆(χ(−(t + θ − s), m))), ·)‖g(b)ds,

≤ K̃L(1 + ‖ζ‖)
∫ t

0
sup

θ∈[−τmax,0]

‖Nµ1,Γ1(s + θ, ·) − Nµ2,Γ2(s + θ, ·)‖g(b)ds.

���� ¥�  ¢ �¤���� ª�¥
sup

θ∈[−τmax,0]
‖Nµ1,Γ1(t + θ, ·) − Nµ2,Γ2(t + θ, ·)‖g(b)

≤ K̃L(1 + ‖ζ‖)
∫ t

0
sup

θ∈[−τmax,0]
‖Nµ1,Γ1(s + θ, ·) − Nµ2,Γ2(s + θ, ·)‖g(b)ds.

Â¥ ¦¥©© ¥  ¥ � ����§¦¦ ����  ���¥ §¦���

sup
θ∈[−τmax,0]

‖Nµ1,Γ1(t + θ, ·) − Nµ2,Γ2(t + θ, ·)‖g(b) = 0.

ù� �§�£¤«�¦¤¥�

‖Nµ1,Γ1(t, ·) − Nµ2,Γ2(t, ·)‖g(b) = 0,
����

t ∈ (0, T ].

ù� �£¤¦¤�§�£ ��¥ © ¢£¬� ¥  ¥ �¢��¦�£¤�� �§� �§� · ���� �¿£¥���� «¥ �¢��¦£§£ � ��� £��£
T > 0

· ¥£  ��« ÄÌ ³ÌÌ Å ¥�£ ¹¢�¤¯¢¥ ³
Z�¤£

0 < b < g(1)
 ���¢ � «���¤ ¢���� ¦§ ��¤£¥

(bn)n∈N

 ¢¯�¤¥ �§�

b0 = b
¥£

bn+1 =





∆−1(bn),
�¤

bn ∈ [0, Θ(1)),

g(1),
�¤

bn ∈ [Θ(1), g(1)].

ÄÌ ³ÌQÅ

Â§ �� ¤£¥
(bn)n∈N

�¥��¢�¥�£¥ ¦§ £�§��© ¤��¤��  ¥ ¦§ © §£��¤£¢ ¥�£�¥  ¥�µ °¢�¢�§£¤��� ��«¸
«¥��¤¹¥�

n
¥£

n + 1
³ Â¥ �¢��¦£§£ ª�¤ �� ¤£ ¥�£ ¤©© ¢ ¤§£ ³
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w���� � �� �� � L ý
0 < b < Θ(1)

) ý� �S ý�,�
M ∈ N

,�� !"�
bM < Θ(1) ≤ bM+1 ≤ g(1)

9
���� © ��£���� ± ��¢�¥�£ �� ��¥© ¤¥� �¢�� ¦£§£ ���¦¤°�§�£ ¦¥ ¦¤¥� Ã��£ ¥µ ¤�£§�£ ¥�£�¥

¦¥ ���«¥����  ¥ ��� �«£¤��  ¥� «¥¦¦� ¦¥� �§�°�¤�¥� Ä¬¢© §£�� �²�¥Å ¥£ ¦§ � ���¦§£¤��  ¥
«¥¦¦� ¦¥� ���«¬¥� ��¤© ¤£¤¹¥� ³ ¾¦ � ¡§°¤£  � �¢��¦£§£ Ã�� §© ¥�£§¦  ¥ «¥££¥ �¥«£¤�� ³ Ê� �¢��¦£§£
�¤© ¤¦§¤�¥ § ¢£¢ �¿£¥�� �§� À ¤©¨ ¥£ T�Æ �¸� ¥�Æ ��¥£ �¶�
  §�� ¦¥ «§� ¦¤�¢§¤�¥ ³

|}~�k��� � �� �Y � Lþý�� ,
µ1, µ2 ∈ C[0, 1]

�,
Γ1, Γ2 ∈ C(ΩΘ)

9 L 6ý� �S ý�,�
0 < b < 1*$üý# ��, O1 91 0P ) ��þü� ý� �S ý�,�

t > 0
,�� !" �

Nµ1,Γ1(t, m) = Nµ2,Γ2(t, m),

ûþ"ü
m ∈ [0, g(1)]

�,
t ≥ t

) þM

t = ln

[
h(g(1))

h(g(b))

]
+ (M + 2)τmax,

ÄÌ ³Ì	Å

�,
M ∈ N

��, �þ��$ û �ü �� ��++ � 1 9p9R) û þ"ü
b = g(b)

9 { � û �"�)

Nµ1,Γ1(t, m) = Nµ2,Γ2(t, m),

ûþ"ü
m ∈ [g(1), 1]

�,
t ≥ t + τmax − ln

(
h(g(1))

)
= (M + 3)τmax − ln

(
h(g(b))

) 9
{ $+ þ��,ü�,ýþ� 9 Z�¤£

b = g(b)
³ ´�©©¥

g
¥�£ «��¤��§�£¥ ·

b < g(1)
³ Á ¡§��²� ¦§ ���� ��¤£¤��

Ì ³Q ³¶· ���� §¹���

Nµ1,Γ1(t, m) = Nµ2,Γ2(t, m),
����

t ≥ 0
¥£

m ∈ [0, b].

´���¤ ¢���� ¦§ ��¤£¥
(bn)n∈N

 ¢¯�¤¥ �§� ÄÌ ³ÌQÅ ¥£  ¢¯�¤����� ¦§ ��¤£¥
(tn)n∈N

�§�




tn+1 = tn + ln

[
h(bn+1)

h(bn)

]
+ τmax,

t0 = 0.

ÄÌ ³ÌÅ

À ¦���
tn = ln

[
h(bn)

h(g(b))

]
+ nτmax.

Â§ ��¤£¥
(bn)n∈N

¥�£ «��¤��§�£¥ ³ T§� «���¢ª�¥�£ · ¦§ ��¤£¥
(tn)n∈N

¥�£ §���¤ «��¤��§�£¥ ³
���� §¦¦��� © ��£�¥� ¦¥ �¢��¦£§£ ��¤¹§�£ �§� �¢«���¥�«¥ @

(Hn) : Nµ1,Γ1(t, m) = Nµ2,Γ2(t, m),
����

t ≥ tn
¥£

m ∈ [0, bn].

T �¥© ¤²�¥© ¥�£ ·
(H0)

¥�£ ¹�§¤¥   ¡§��²� ¦§ ���� ��¤£¤�� Ì ³Q ³¶³
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Z�������� ª�¥
(Hn)

¥�£ ¹�§¤¥ � ���
n ∈ N

³ Z�¤£
t ≥ tn+1

¥£
m ∈ [0, bn+1]

³ Á ¡§��²� ÄÌ ³ÌÅ ·���� §¹���
tn+1 ≥ tn + τmax ≥ τmax.

´�©©¥ ¦ ¡¢ª�§£¤�� ÄÌ ³Í�Å ¥�£ §�£���© ¥ · �¥� ��¦�£¤��� � ¥�¹¥�£ »£�¥ �¥Ã��©�¦¢¥� · � ���
t ≥ tn+1

·  ¥ ¦§ Ã§��� ��¤¹§�£¥

Nµi,Γi(t, m) = K(t − tn − τmax, m)Nµi,Γi

(
tn + τmax, χ

(
− (t − tn − τmax), m

))

−
∫ t

tn+τmax

K(t − s, m)Nµi,Γi

(
s, χ

(
− (t − s), m

))
×

β

(
χ
(
− (t − s), m

)
, Nµi,Γi

(
s, χ

(
− (t − s), m

)))
ds

+

∫ t

tn+τmax

K(t − s, m)ζ
(
χ
(
− (t − s), m

))
×

β

(
∆(χ(−(t − s), m)), Nµi,Γi

(
s − τ

(
∆(χ(−(t − s), m))

)
, ∆(χ(−(t − s), m))

))
×

Nµi,Γi

(
s − τ

(
∆(χ(−(t − s), m))

)
, ∆(χ(−(t − s), m))

)
ds,

����
i = 1, 2

³ Á ¡§��²� ÄÌ ³�Å ·

χ
(
− (t − tn − τmax), m

)
= h−1

(
h(m)e−(t−tn−τmax)

)
,

¥£ ·   ¡§��²� ÄÌ ³ÌÅ ·
e−(t−tn−τmax) =

h(bn)

h(bn+1)
e−(t−tn+1),

≤ h(bn)

h(bn+1)
.

À¤��¤
χ
(
− (t − tn − τmax), m

)
≤ h−1

(
h(m)

h(bn)

h(bn+1)

)
,

≤ h−1

(
h(bn+1)

h(bn)

h(bn+1)

)
= bn.

Â ¡¬¨��£¬²�¥
(Hn)

¤©�¦¤ª�¥ §¦���

Nµ1,Γ1

(
tn + τmax, χ

(
− (t − tn − τmax), m

))

= Nµ2,Γ2

(
tn + τmax, χ

(
− (t − tn − τmax), m

))
.

Á¥ �¦�� · � ���
tn + τmax ≤ s ≤ t

· ���� §¹���

s − τ
(
∆(χ(−(t − s), m))

)
≥ (tn + τmax) − τ

(
∆(χ(−(t − s), m)

)
≥ tn,

¥£
∆

(
χ(−(t − s), m)

)
≤ ∆(m) ≤ ∆(bn+1) = bn.
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¾¦ � ¡¥� ��¤£

Nµ1,Γ1

(
s − τ

(
∆(χ(−(t − s), m)

)
, ∆(χ(−(t − s), m))

)

= Nµ2,Γ2

(
s − τ

(
∆(χ(−(t − s), m)), ∆(χ(−(t − s), m))

))
.

���� �¿£¥���� §¦���

|Nµ1,Γ1(t, m) − Nµ2,Γ2(t, m)|

≤
∫ t

tn+τmax

K(t − s, m)×
∣∣∣∣β

(
χ(−(t − s), m), Nµ1,Γ1

(
s, χ(−(t − s), m)

))
Nµ1,Γ1

(
s, χ(−(t − s), m)

)

−β
(
χ(−(t − s), m), Nµ2,Γ2

(
s, χ(−(t − s), m)

))
Nµ2,Γ2

(
s, χ(−(t − s), m)

)∣∣∣∣ds,

¥£ · ¥� �£¤¦¤�§�£ ¦¥ ¦¥©© ¥  ¥ � ����§¦¦ · ���� ¥�  ¢ �¤���� ª�¥
(Hn+1)

¥�£ �§£¤�Ã§¤£¥ ³ À ¤��¤
(Hn)

¥�£ ¹�§¤¥ � ���
n ∈ N

³
ù� �§�£¤«�¦¤¥� ·

(Hn)
¥�£ ¹¢�¤¯¢¥ � ���

n = M + 2
· ��

M
¥�£  ¢¯�¤ �§� ¦¥ ¦¥©© ¥ Ì ³Q ³Í

§¹¥«
b = g(b)

³ ´�©©¥
bM+1 ∈ [Θ(1), g(1)]

· §¦���
bM+2 = g(1)

³ � ��� �¿£¥����  ��«

Nµ1,Γ1(t, m) = Nµ2,Γ2(t, m)
����

m ∈ [0, g(1)]
¥£

t ≥ t,
ÄÌ ³ÌfÅ

��
t = tM+2

¥�£  ���¢ �§� ÄÌ ³Ì	Å ³
Z�¤¥�£

m ∈ [g(1), 1]
¥£

t ≥ t + τmax
³ T���

i = 1, 2
· ���� � ��¹��� ¢«�¤�¥

Nµi,Γi(t, m) = K(t − t − τmax, m)Nµi,Γi(t + τmax, χ(−(t − t − τmax), m))

−
∫ t

t+τmax

K(t − s, m)Nµi,Γi

(
s, χ

(
− (t − s), m

))
×

β

(
χ
(
− (t − s), m

)
, Nµi,Γi

(
s, χ

(
− (t − s), m

)))
ds

+

∫ t

t+τmax

K(t − s, m)ζ
(
χ
(
− (t − s), m

))
×

β

(
∆(χ(−(t − s), m)), Nµi,Γi

(
s − τ

(
∆(χ(−(t − s), m))

)
, ∆(χ(−(t − s), m))

))
×

Nµi,Γi

(
s − τ

(
∆(χ(−(t − s), m))

)
, ∆(χ(−(t − s), m))

)
ds.

Z�¤£
t + τmax ≤ s ≤ t

³ À ¦���

s − τ
(
∆(χ(−(t − s), m))

)
≥ (t + τmax) − τ

(
∆(χ(−(t − s), m)

)
≥ t.

Á��« · �¤
χ(−(t − s), m) ≤ g(1),
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§¦���
∆(χ(−(t − s), m)) ≤ ∆(g(1)) < g(1),

¥£   ¡§��²� ÄÌ ³ÌfÅ

Nµ1,Γ1

(
s − τ

(
∆(χ(−(t − s), m))

)
, ∆(χ(−(t − s), m))

)

= Nµ2,Γ2

(
s − τ

(
∆(χ(−(t − s), m))

)
, ∆(χ(−(t − s), m))

)
.

Á ¡�� §�£�¥ «Ç£¢ · �¤
χ
(
− (t − s), m

)
> g(1),

§¦��� · �§�  ¢¯�¤£¤��  ¥
ζ
·  ���¢¥ ¥� ÄÌ ³ÍÍÅ · ���� §¹���

ζ
(
χ
(
− (t − s), m

))
= 0.

Á¥ �¦�� · ¥� �¥© §�ª�§�£ ª�¥
ln(h(m)) ≤ 0

���� £��£
m ∈ (0, 1]

· ���� �¿£¥���� · � ���
m ∈ [g(1), 1]

¥£
t ≥ t + τmax − ln(h(g(1)))

·

χ
(
− (t − t − τmax), m

)
= h−1

(
h(m)e−(t−t−τmax)

)
,

≤ h−1
(
h(m)h(g(1))

)
,

≤ h−1
(
h(g(1))

)
= g(1).

À¤��¤
Nµ1,Γ1

(
t + τmax, χ

(
− (t − t − τmax), m

))

= Nµ2,Γ2

(
t + τmax, χ

(
− (t − t − τmax), m

))
.

ù� �£¤¦¤�§�£ ��¥ Ã�¤� ¥�«��¥ ¦¥ ¦¥©© ¥  ¥ � ����§¦¦ · ���� �¿£¥���� ¯�§¦¥© ¥�£

Nµ1,Γ1(t, m) = Nµ2,Γ2(t, m),
����

m ∈ [g(1), 1]
¥£

t ≥ t + τmax − ln(h(g(1))).

´¥«¤ £¥�© ¤�¥ ¦§  ¢© ���£�§£¤�� ³

��k�XX� �k� � �� �� � Lþý��,
µ ∈ C[0, 1]

�,
Γ ∈ C(ΩΘ)

9 L 6ý� �S ý�,�
0 < b < 1

,�� !"�

µ(m) = 0
�,

Γ(m, a) = 0,
ûþ"ü

m ∈ [0, b]
�,

a ≤ τ(Θ(m)),

��þü�

Nµ,Γ(t, m) = 0,
ûþ"ü

m ∈ [0, 1]
�,

t ≥ (M + 3)τmax − ln
(
h(g(b))

)
,

þM
M ∈ N

��, �$# � ý û�ü �� ��++ � 1 9p9R) ûþ"ü
b = g(b)

9
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´¥ �¢��¦£§£ ���¦¤°�¥ «¦§¤�¥© ¥�£ ¦¥ �Ç¦¥ ��¤© �� ¤§¦  ¥� «¥¦¦� ¦¥� ���«¬¥� ��¤© ¤£¤¹¥�  §��
¦§ Ã§¿�¤«§£¤��  ¥� «¥¦¦� ¦¥� �§�°�¤�¥� ³ ���� ¹�¨��� ª�¥ �¤ §�«��¥ «¥¦¦� ¦¥ ���«¬¥  ¥ Ã§¤¿ ¦¥
© §£��¤£¢ � ¡¥�£ ��¢�¥�£¥  §�� ¦§ � ���¦§£¤�� ¤�¤£¤§¦¥ §¦��� ¦§ � ���¦§£¤�� £�£§¦¥ � ¡¢£¥¤�£ ¥�
�� £¥©�� ¯�¤ ³ ´¥ �¬¢��© ²�¥ ¥�£ �¿�¥�¹¢ �§� ¥µ¥©�¦¥ «¬¥É �� �§£¤¥�£ §££¥¤�£   ¡§�¢© ¤¥
§�¦§�¤ª�¥ Ä«Ã ³ �¥«£¤�� ¶³QÅ · ��¥ © §¦§ ¤¥ © ��£¥¦¦¥ ª�¤ §¿Ë© ¥ ��  ¢£��¤£ ¦¥� «¥¦¦� ¦¥� ���«¬¥�
©�¦£¤� �£¥�£¥� ³

��k�XX� �k� � �� �� � Lþý��,
µ1, µ2 ∈ C[0, 1]

�,
Γ1, Γ2 ∈ C(ΩΘ)

9 L 6ý� �S ý�,�
0 < b < 1*$üý# ��, O1 91 0P ) ��þü�

Pµ1,Γ1(t, m) = Pµ2,Γ2(t, m),
ûþ"ü

m ∈ [0, 1]
�,

t ≥ (M + 3)τmax − ln
(
h(g(b))

)
,

þM
M ∈ N

��, �$# � ý û �ü �� ��++ � 1 9p9R) ûþ"ü
b = g(b)

9
{ $+ þ��,ü�,ýþ� 9 Â§  ¢© ���£�§£¤�� ¥�£ ¤©© ¢ ¤§£¥ ¥� �£¤¦¤�§�£ ¦¥ £¬¢��²© ¥ Ì ³Q ³� · ¦ ¡¢ª�§¸
£¤�� ÄÌ ³��Å ¥£ ��¥ © ¢£¬� ¥  ¥ �¢��¦�£¤�� �§� �§� ³

¥ èj ¦ñ õëõ÷îñòïëó ìô øôîî÷îôð ïc c ñò÷öôð
´¥££¥ �¥«£¤�� ¥�£  ¢ ¤¢¥ ± ¦ ¡¢£� ¥  ¥ ¦§ � ���¦§£¤��  ¥ «¥¦¦� ¦¥� ¤©© §£��¥� · « ¡¥�£¸±¸ ¤�¥

¦§ � ���¦§£¤��  ¥ «¥¦¦� ¦¥� §¹¥« ��¥ © §£��¤£¢ ��¦¦¥ ³
Â¥� �¢��¦£§£� �¿£¥���  §�� ¦§ �¥«£¤�� Ì ³Q Ä£¬¢��²© ¥ Ì ³Q ³� ¥£ «���¦¦§¤�¥ Ì ³Q ³QÅ ���¦¤°�¥�£

¦ ¡¤�æ�¥�«¥  ¥ ¦§ � ���¦§£¤��  ¥ «¥¦¦� ¦¥� §¨§�£ ��¥ £�²� � ¥£¤£¥ © §£��¤£¢ ¥£ © �£¤¹¥�£ ¦ ¡¢£� ¥
 ¥ ¦§ � ���¦§£¤��  ¥ «¥¦¦� ¦¥� ¤©© §£��¥� ³ Á ¥ �¦�� · ���� ¹¥�����  §�� ¦§ �¥«£¤�� Ì ³ ª�¥
«¥££¥ � ���¦§£¤��  ¥ «¥¦¦� ¦¥� Æ ��¥ �� �Ç¦¥ ¤©���£§�£  §�� ¦¥ «�©���£¥© ¥�£ §�¨©�£�£¤ª�¥
 ¥ ¦§ � ���¦§£¤�� £�£§¦¥ Ä«Ã ³ £¬¢��²© ¥ Ì ³ ³ÍÅ ³Z�¤¥�£

µ ∈ C[0, 1]
¥£

Γ ∈ C(ΩΘ)
 ���¢� · ¥£ ��¤£ (

Nµ,Γ(t, m), Pµ,Γ(t, m)
) ¦ ¡��¤ª�¥

��¦�£¤�� «��£¤��¥  � ���¿¦²© ¥ ÄÌ ³Í�ÅE ÄÌ ³��Å ³ ���� � ����� · � ��� £��£
t ≥ 0

·

x(t) = Nµ,Γ(t, 0)
¥£

y(t) = Pµ,Γ(t, 0).

ù� ��¥�§�£
m = 0

 §�� ÄÌ ³Í�Å ¥£ ÄÌ ³��Å · ���� �¿£¥���� ª�¥ (
x(t), y(t)

) ¹¢�¤¯¥ ¦¥ �¨�£²© ¥

x(t) = e−ρtµ(0) −
∫ t

0
e−ρ(t−s)β(0, x(s))x(s)ds

+





2κ0

∫ t

0
e−ρ(t−s)ξ(s, 0)Γ(0, r − s)ds,

����
t ∈ [0, r],

2κ0

∫ r

0
e−ρ(t−s)ξ(s, 0)Γ(0, r − s)ds

+ζ(0)

∫ t

r
e−ρ(t−s)β(0, x(s − r))x(s − r)ds,

����
r ≤ t,

ÄÌ ³Ì�Å



£ ×° × ¤Ð Ñ ÙÑ ßÜÐ ÓÒÙÞ ÚÕ àÕÜÜ ßÜÕÝ Òãã ÐÓßÔÕÝ ¶��

¥£

y(t) = e−ηtΓ(0) +

∫ t

0
e−η(t−s)β(0, x(s))x(s)ds

−





∫ t

0
e−η(t−s)ξ(s, 0)Γ(0, r − s)ds,

����
t ∈ [0, r],

∫ r

0
e−η(t−s)ξ(s, 0)Γ(0, r − s)ds

+

∫ t

r
e−η(t−s)ξ(r, 0)β(0, x(s − r))x(s − r)ds,

����
r ≤ t,

ÄÌ ³Q�Å

��
ρ := δ(0) + V ′(0)

·
η := γ(0) + V ′(0)

·
κ0 := (g−1)′(0)

¥£
r := τ(0) > 0

³
� §�� ¥¦��� ª�¥ ·   ¡§��²� ÄÌ ³ÍÍÅ ·

ζ(0) = 2κ0ξ(r, 0)
¥£ ·   ¡§��²� ÄÌ ³Í�Å ·

Γ(0) =

∫ r

0
Γ(0, a)da.

����  ¢ �¤���� §¦��� ª�¥ ¦¥ �¨�£²© ¥ ÄÌ ³Ì�ÅE ÄÌ ³Q�Å ¥�£ ¢ª�¤¹§¦¥�£ §� �¨�£²© ¥




dx

dt
(t) = −

(
ρ + β(0, x(t))

)
x(t)

+





2κ0ξ(t, 0)Γ(0, r − t),
����

0 ≤ t ≤ r,

2κ0ξ(r, 0)β(0, x(t − r))x(t − r),
����

r ≤ t,

x(0) = µ(0),

ÄÌ ³Q ¶Å





dy

dt
(t) = −ηy(t) + β(0, x(t))x(t)

−





ξ(t, 0)Γ(0, r − t),
����

0 ≤ t ≤ r,

ξ(r, 0)β(0, x(t − r))x(t − r),
����

r ≤ t,

y(0) = Γ(0).

ÄÌ ³QÍÅ

g ¤¥� �Æ� · §� � �¤�£
t = r

· ¦¥�  ¢�¤¹¢¥�  §�� ÄÌ ³Q ¶Å ¥£ ÄÌ ³QÍÅ �¥��¢�¥�£¥�£ ¦¥�  ¢�¤¹¢¥� ±
 ��¤£¥ ¥£ ± °§�«¬¥ ³

���� «���¤ ¢���� £��£   ¡§¿ ��  ¦¥ �¨�£²© ¥   ¡¢ª�§£¤���  ¤å¢�¥�£¤¥¦¦¥� ���¸§�£���© ¥




dφ

dt
(t) = −

(
ρ + β(0, φ(t))

)
φ(t) + 2κ0ξ(t, 0)Γ(0, r − t),

dψ

dt
(t) = −ηψ(t) + β(0, φ(t))φ(t) − ξ(t, 0)Γ(0, r − t),

ÄÌ ³Q�Å

� ���
t ∈ [0, r]

· §¹¥«




φ(0) = µ(0),

ψ(0) = Γ(0).

ÄÌ ³QÌÅ
¾¦ ¥�£ ¢¹¤ ¥�£ ª� ¡¥� ������§�£ ª�¥ ¦§ Ã��«£¤��

x 7→ β(0, x)
¥�£ ¿ ���¢¥ ¥£ ª�¥ ¦§ Ã��«¸

£¤��
x 7→ xβ(0, x)

¥�£ ¦� «§¦¥© ¥�£ ¦¤��«¬¤£É¤¥��¥ ¦¥ ���¿¦²© ¥ ÄÌ ³Q�ÅE ÄÌ ³QÌÅ � ���² ¥ ��¥
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��¤ª�¥ ��¦�£¤�� (
φ(t), ψ(t)

) ·  ¢¯�¤¥ � ���
t ∈ [0, r]

³ � ¥© §�ª���� ª�¥
ψ(t)

¥�£  ���¢¥
¥µ�¦¤«¤£¥© ¥�£ · � ���

t ∈ [0, r]
· �§�

ψ(t) = e−ηt

∫ r−t

0
Γ(0, a)da +

∫ t

0
e−η(t−s)β(0, φ(s))φ(s)ds.

Á¥ �¦�� · �¤
µ(0) ≥ 0

¥£
Γ(0, ·) ≥ 0

· §¦���
φ(t)

¥£
ψ(t)

���£ � ��¤£¤¹¥� ³
À ¤��¤ · � ���

t ≥ r
· ¦¥ ���¿¦²© ¥ ÄÌ ³Q ¶ÅE ÄÌ ³QÍÅ �¥ �¢ �¤£ ± �� �¨�£²© ¥   ¡¢ª�§£¤���

 ¤å¢�¥�£¤¥¦¦¥� ���¸¦¤�¢§¤�¥� ± �¥£§� 
dx

dt
(t) = −

(
ρ + β(0, x(t))

)
x(t) + 2κ0ξ(r, 0)β(0, x(t − r))x(t − r),

ÄÌ ³QQÅ
dy

dt
(t) = −ηy(t) + β(0, x(t))x(t) − ξ(r, 0)β(0, x(t − r))x(t − r),

ÄÌ ³Q	Å
§¹¥« · � ���

t ∈ [0, r]
·





x(t) = φ(t),

y(t) = ψ(t).

ÄÌ ³QÅ
´�©©¥ «¥¦§ ¢£§¤£ ¦¥ «§� � ���

ψ(t)
·
y(t)

¥�£  ���¢¥ ¥µ�¦¤«¤£¥© ¥�£ · � ���
t ≥ r

· �§�

y(t) =

∫ t

t−r
e−η(t−s)β(0, x(s))x(s)ds.

ÄÌ ³QfÅ

�k�W������� � � ��� L"ûû þ�þ�� !" � � 6�ûû �ý��,ýþ�
x 7→ β(0, x)

��, �þü�$� �, !" � � 6�ûû �ý��8
,ýþ�

x 7→ xβ(0, x)
��, �þ����+ �� , �ýû ��< ý,r ý����9 Lþý��,

µ ∈ C[0, 1]
�,

Γ ∈ C(ΩΘ)
�þ��$� 9

ú �þü� �� û üþ��.+ � O1 9ppP o O1 9p 'P û þ��.�� "�� "� ý!"� �þ �" ,ýþ� (
xφ(t), yψ(t)

)) �$# � ý� û þ"ü
t ≥ 0

) þM (
φ(t), ψ(t)

) ��, � 6"� ý!" � �þ �" ,ýþ� �� O1 9p0P o O1 9p1P 9 F� �$üý*$� �� (
xφ(t), yψ(t)

)
��

t = r
��, �þ�,ý�"� �ý �, � �" ��+ ��, �ý

Γ(0, 0) = β
(
0, µ(0)

)
µ(0).

ÄÌ ³Q�Å
{ � û �"�) � ý

µ(0) ≥ 0
�,

Γ(0, ·) ≥ 0
) ��þü�

xφ(t)
�,

yψ(t)
�þ�, ûþ�ý,ý*�� 9

{ $+ þ��,ü�,ýþ� 9 Â ¡¥µ¤�£¥�«¥ · ¦ ¡��¤«¤£¢ ¥£ ¦§ �¢°�¦§�¤£¢  ¥� ��¦�£¤���  ¥ ÄÌ ³QQÅE ÄÌ ³QÅ ���£
 ���¢¥�  §�� ? §¦¥ ¥£ ¨¥� �¨� Â��¥¦ �Q	
 ³ Â § � ��¤£¤¹¤£¢  ¥

xφ(t)
� ¡�¿£¤¥�£ Ã§«¤¦¥© ¥�£

�§� ��¥ © ¢£¬� ¥  ¥� �§� ³ ù�¯� · ¥� �£¤¦¤�§�£ ÄÌ ³QfÅ · ���� �¿£¥���� ¤©© ¢ ¤§£¥© ¥�£ ¦§
� ��¤£¤¹¤£¢  ¥

yψ(t)
³

Á §�� ¦§ ��¤£¥ · � ���  ¥� �§¤���� ¿¤�¦�°¤ª�¥� · ���� «���¤ ¢���� ��¤ª�¥© ¥�£ ¦¥� ��¦�£¤���
� ��¤£¤¹¥�  ¥ ÄÌ ³QQÅE ÄÌ ³Q	Å ³
w���� � � �� � L ý

limt→+∞ xφ(t) = C
�S ý�,�) ��þü�

limt→+∞ yψ(t)
�S ý�,� �, *�",





1

η
(1 − e−ηr)β(0, C)C,

�ý
η > 0,

rβ(0, C)C,
�ý

η = 0.
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{ $+ þ��,ü�,ýþ� 9 Z�������� ª�¥

lim
t→+∞

xφ(t) = C.

Á ¡§��²� ÄÌ ³QfÅ · ���� §¹���

yψ(t) =

∫ r

0
e−ηsβ(0, xφ(t − s))xφ(t − s)ds,

����
t ≥ r.

À¤��¤ · ���� �¿£¥����

lim
t→+∞

yψ(t) =

( ∫ r

0
e−ηsds

)
β(0, C)C.

´¥«¤ £¥�© ¤�¥ ¦§  ¢© ���£�§£¤�� ³

Á ¡§��²� ¦¥ ¦¥©© ¥ Ì ³	 ³Í · ¤¦ ��ä £ · � ��� ¢£� ¤¥� ¦§ �£§¿¤¦¤£¢  � ���¿¦²© ¥ ÄÌ ³QQÅE ÄÌ ³Q	Å ·
 ¥ �¥ «��«¥�£�¥� ��� ¦ ¡¢£� ¥  ¥ ¦ ¡¢ª�§£¤��  ¤å¢�¥�£¤¥¦¦¥ ± �¥£§�  ÄÌ ³QQÅ ³

Á §�� ��
 · � §«�¥¨ § ��°°¢�¢ ª�¥ ¦§ Ã��«£¤��
β(0, ·) ¢£§¤£ ��¥ Ã��«£¤��  ¥ ? ¤¦¦ · ��

Ã��«£¤��   ¡¥ä «§«¤£¢ ·  ¢¯�¤¥ �§�

β(0, x) = β0
θn

θn + xn
,

ÄÌ ³	�Å
��

β0
¥£

θ
���£  ¥�µ «���£§�£¥� � ��¤£¤¹¥� ¥£

n > 0
³ Á ¡�� ��¤�£  ¥ ¹�¥ ¿¤�¦�°¤ª�¥ · «¥££¥

Ã��«£¤��  ¢«�¤£ ¦¥ Ã§¤£ ª�¥ ¦¥ £§�µ  ¥ �¢¤�£�� �«£¤�� ¥� �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� ¥�£ ��¥
Ã��«£¤��  ¢«��¤��§�£¥  � ��©¿�¥  ¥ «¥¦¦� ¦¥� §� �¥� �� Ä¹�¤� �¥«£¤�� Í ³¶Å ³

���� �§�� ¥¦��� ª�¥ ¦§ Ã��«£¤��
x 7→ β(0, x)

¥�£ ������¢¥ «��£¤��¥ ¥£ �£�¤«£¥© ¥�£
� ��¤£¤¹¥ ³ À �§�£¤�  ¥ © §¤�£¥�§�£ · ���� ������¥����  ¥ �¦�� ª� ¡¥¦¦¥ ¥�£  ¢«��¤��§�£¥ ���
[0, +∞)

¥£ ª� ¡¥¦¦¥ ¹¢�¤¯¥
lim

x→+∞
β(0, x) = 0.

ÄÌ ³	 ¶Å
´¥� ¬¨��£¬²�¥� ��£ ¢£¢ Ã§¤£¥� � ��� ¦§ ��¥© ¤²�¥ Ã�¤� �§� � §«�¥¨ ��
 ¥� ¶�f ¥£ ¥¦¦¥� ��£
¢£¢ �¥��¤�¥ · �§� ¦§ ��¤£¥ · �§� � §«�¥¨ ¥£ �� �¤«� ¤ �fÍ
 ¥� ¶��Ì ³

À¹§�£   ¡¢£� ¤¥� ¦§ �£§¿¤¦¤£¢  � ���¿¦²© ¥ ÄÌ ³QQÅE ÄÌ ³Q	Å · ���� �§�� ¥¦��� ��¥ �����¤¢£¢
��� £�¤¹¤§¦¥  ¥� ��¦�£¤���  ¥ ÄÌ ³QQÅ ³ Â¥ �¢��¦£§£ © ¥�£¤���¢  §�� ¦§ ���� ��¤£¤�� Ì ³	 ³� § ¢£¢
¢£§¿ ¦¤ · � ��� ��¥ ¢ª�§£¤�� �¤© ¤¦§¤�¥ ± ÄÌ ³QQÅ · �§� � §«�¥¨ ¥£ �� �¤«� ¤ �fÍ
 ¥� ¶��Ì ³ ����
�¥�¹�¨��� ± «¥£ §�£¤«¦¥ � ��� ��¥  ¢© ���£�§£¤�� ³

�k�W������� � � �Y � L ý
ρ > 0

) ��þü� ,þ",� �þ �" ,ýþ� �� O1 9ppP ��, �þü� $�9
Á§�� ¦¥ «§� ��

ρ = 0
· ���� � ��¹��� ��£¥� ª�¥ ÄÌ ³QQÅ � ¥�£ §¹�¤�  ¥� ��¦�£¤��� ���¸

¿ ���¢¥� ³ Ê� «��£�¥¸¥µ¥©�¦¥ ¥�£  ���¢  §�� ¦§ ���� ��¤£¤�� ��¤¹§�£¥ ³
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�k�W������� � � �� � L"ûû þ�þ�� !"�
ρ = 0

�, !" 6ý� �S ý�,�
x > 0

,�� !" � �� G þ��,ýþ�
x 7→ xβ(0, x)

�þý, �$�üþý���� ,� �"ü � 6ý�,�ü*�� ��
[x,+∞)

9 L þý�� ,
µ ∈ C[0, 1]

�,
Γ ∈ C(ΩΘ)*$üý# ��, O1 9p&P )

µ(0) > x
�,

2κ0ξ(t, 0)Γ(0, r − t) > Γ(0, 0),
û þ"ü

t ∈ [0, r].
ÄÌ ³	ÍÅ

ú �þü� � 6"� ý!"� �þ �" ,ýþ� �� O1 9ppP ��, �þ�8�þü� $�9
{ $+ þ��,ü�,ýþ� 9 Z�¤£

x(t)
¦§ ��¦�£¤��  � ���¿¦²© ¥





x′(t) = 2κ0ξ(r, 0)β(0, x(t − r))x(t − r) − β(0, x(t))x(t),
����

t ≥ r,

x(t) = φ(t),
����

0 ≤ t ≤ r.

� ¥© §�ª���� £��£   ¡§¿ ��  ª�¥ �¤
limt→+∞ x(t)

¥µ¤�£¥ ¥£ ¥�£ ¢°§¦¥ ±
C

· §¦���
C = 0

³
T§� «��£�§ ¤«£¤�� · ���� ����� ª�¥

C > 0
³ ���� �¿£¥���� §¦���

lim
t→+∞

x′(t) =
(
2κ0ξ(r, 0) − 1

)
β(0, C)C > 0,

«§� ÄÌ ³	ÍÅ §����¥ ª�¥
2κ0ξ(r, 0) > 1

³ ´¥«¤ «��£�¥ ¤£ ¦¥ Ã§¤£ ª�¥
x(t)

«��¹¥�°¥ ¹¥��
C

³ Á��«
C = 0

³
Á ¥�µ¤²© ¥© ¥�£ · ��¤¥�£

µ ∈ C[0, 1]
¥£

Γ ∈ C(ΩΘ)
£¥¦¦¥� ª�¥ ÄÌ ³Q�Å ¥£ ÄÌ ³	ÍÅ ��¤¥�£

¹¢�¤¯¢¥� · ¥£
µ(0) > x

³ Â ¡��¤ª�¥ ��¦�£¤��
φ(t)

 � ���¿¦²© ¥




φ′(t) = 2κ0ξ(t, 0)Γ(0, r − t) − β(0, φ(t))φ(t),
����

t ≥ r,

φ(0) = µ(0),

¹¢�¤¯¥
φ′(0) = 2κ0ξ(0, 0)Γ(0, r) − Γ(0, 0) > 0.

¾¦ ¥µ ¤�£¥  ��«
ε ∈ (0, r]

£¥¦ ª�¥
φ′(t) > 0

· � ���
t ∈ [0, ε)

³
À ¤��¤ ·

φ(0) < φ(ε)
³ Á ��«

φ′(ε) > Γ(0, 0) − β(0, φ(ε))φ(ε),

≥ β(0, µ(0))µ(0) − β(0, φ(ε))φ(ε),

≥ 0.

ù� �£¤¦¤�§�£ ¦§ © ¢£¬� ¥  ¥� �§� · ���� © ��£���� §¦��� ª�¥
φ′(t) > 0

����
t ∈ [0, r]

³
Á ¥ ¦§ © »© ¥ Ã§��� · ���� �¿£¥����

x′(r) > β(0, φ(0))φ(0) − β(0, φ(r))φ(r) ≥ 0.

Â¥ © »© ¥ �§¤����¥© ¥�£ ���� � ¥�© ¥£ §¦���   ¡§ä �© ¥� ª�¥
x′(t) > 0

����
t ≥ r

³ À ¤��¤
x¥�£ ���¸¿ ���¢¥ ³
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����k��� � � �� � 3 I+ � �ý � 6$!"�,ýþ� O1 9ppP ��, ý��,����) � 6$!"�,ýþ� O1 9p�P û �",8I,ü�
�,����9 � �ü �S �+û ��) �ý

limt→+∞ xφ(t) = +∞) ��þü� � 6�û ü.� O1 9pKP �, O1 9�%P �þ"� �*þ��
limt→+∞ yψ(t) = 0

9
Â ¡¬¨��£¬²�¥ ��� ¦§ Ã��«£¤��

x 7→ xβ(0, x)
·  §�� ¦§ ���� ��¤£¤�� Ì ³	 ³Ì · ¥�£ ¹¢�¤¯¢¥ �§�

¥µ¥©�¦¥ �¤
β

¥�£  ���¢¥ �§� ÄÌ ³	�Å §¹¥«
n > 1

³ ù� ¥å¥£ ·  §�� «¥ «§� · ¦§ Ã��«£¤��
x 7→

xβ(0, x)
¥�£  ¢«��¤��§�£¥ � ���

x ≥ x = θ/(n − 1)1/n ³
����  ¢£¥�© ¤���� ·  §�� ¦¥ £¬¢��²© ¥ ��¤¹§�£ · ¦§ É��¥  ¥ �£§¿¤¦¤£¢ °¦�¿§¦¥ ® ¦¥ ¿§��¤�

  ¡§££�§«£¤�� ®  ¥ ¦§ ��¦�£¤�� £�¤¹ ¤§¦¥  ¥ ÄÌ ³QQÅ ³ Â¥ �¢��¦£§£ ¢���«¢ ¤� ¤ª�¥ ª�¥ ¦ ¡¢£§£
  ¡¢ª�¤¦¤¿�¥

x ≡ 0
 ¥ ÄÌ ³QQÅ ¥�£ °¦�¿§¦¥© ¥�£ �£§¿ ¦¥ ¦���ª�¥ ¦§ © ��£§¦¤£¢ ¥�£ ¢¦¥¹¢¥ ¥�

�¬§�¥  ¥ �¥� �� Ä
ρ

°�§� Å �� ¦���ª�¥ ¦ ¡¤�£�� �«£¤�� ¥� �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� ¥�£ Ã§¤¿ ¦¥
Ä
β(0, 0)

� ¥£¤£Å ³
|}~�k��� � � � � F� �þ �" ,ýþ� ,üý*ý��� �� O1 9ppP ��,  �þ����+ �� , �,���� �ý �, ��"��+ ��, �ý

(2κ0ξ(r, 0) − 1)β(0, 0) < ρ.

{ $+ þ��,ü�,ýþ� 9 Z�������� · £��£   ¡§¿ ��  · ª�¥
(2κ0ξ(r, 0) − 1)β(0, 0) < ρ

³ � ��� §¦¦���
© ��£�¥� ¦§ �£§¿¤¦¤£¢ °¦�¿§¦¥  ¥ ¦§ ��¦�£¤�� £�¤¹ ¤§¦¥  ¥ ÄÌ ³QQÅ ¥� �£¤¦¤�§�£ ��¥ Ã��«£¤��  ¥
Â¨§����¹ Ä¹�¤� ? §¦¥ �Q
 · �� ¿¤¥� ¦ ¡§��¥µ¥ À Å ³

���� ��£���
C+ ¦¥ ����¸¥��§«¥ � ��¤£¤Ã  ¥

C[0, r]
Ä¦¥� Ã��«£¤��� «��£¤��¥� ���

[0, r]
Å ³

���� � �����
f(x) = xβ(0, x)

¥£
F(x) =

∫ x

0
f(s)ds,

����
x ≥ 0.

����  ¢¯�¤����� ¦ ¡§��¦¤«§£¤��
J : C+ → R

�§�
J(φ) = F(φ(r)) + κ0ξ(r, 0)

∫ r

0
f2(φ(σ))dσ,

����
φ ∈ C+.

À¦���
•
J(φ) =

dφ

dt
(r)f(φ(r)) + κ0ξ(r, 0)

(
f2(φ(r)) − f2(φ(0))

)
.

´�©©¥
dφ

dt
(r) = −ρφ(r) − f

(
φ(r)

)
+ 2κ0ξ(r, 0)f

(
φ(0)

)
,

���� ¥�  ¢ �¤����
•
J(φ) = −ρβ(0, φ(r))φ2(r) − f2(φ(r))

+
ζ(0)

2

(
f2(φ(r)) + 2f(φ(r))f(φ(0)) − f2(φ(0))

)
,

= −
(
ρ + β(0, φ(r))

)
β(0, φ(r))φ2(r) + ζ(0)f2(φ(r))

−ζ(0)

2

(
f(φ(r)) − f(φ(0))

)2
.
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À ¤��¤
•
J(φ) ≤ −

(
ρ −

(
ζ(0) − 1

)
β(0, φ(r))

)
β(0, φ(r))φ2(r).

´�©©¥
(2κ0ξ(r, 0) − 1)β(0, 0) < ρ

¥£ ¦§ Ã��«£¤��
x 7→ β(0, x)

¥�£  ¢«��¤��§�£¥ ¥£ �£�¤«£¥¸
© ¥�£ � ��¤£¤¹¥ ���

R
+ · §¦��� ¦§ Ã��«£¤��

λ(u) =
(
ρ −

(
ζ(0) − 1

)
β(0, u)

)
β(0, u)u2

¥�£ � ��¤£¤¹¥ ���
R

+ ¥£
λ(u) = 0

�¤ ¥£ �¥�¦¥© ¥�£ �¤
u = 0

³ ù� «���¢ª�¥�«¥ · £��£¥ ��¦�£¤��
 ¥ ÄÌ ³QQÅ §¹¥«

φ ∈ C+ £¥�  ¹¥�� É¥�� ¦���ª�¥
t
£¥�  ¹¥��

+∞ ³
Z�������� © §¤�£¥�§�£ ª�¥

ρ ≤ (2κ0ξ(r, 0) − 1)β(0, 0)
³ À ¦���

−(ρ + β(0, 0)) ≥ −ζ(0)β(0, 0).

Á ¡§��²� g ¥¦¦© §� ¥£ ´���¥ Ä�¶�
 · £¬¢��²© ¥ ¶� ³fÅ · ���� �¿£¥���� ¦ ¡¤��£§¿¤¦¤£¢  ¥ ¦§ ��¦�£¤��
£�¤¹¤§¦¥  ¥ ÄÌ ³QQÅ ³

����k��� � � �® � L ý
(2κ0ξ(r, 0)−1)β(0, 0) < ρ

) ��þü� � 6�û ü.� �� ��++ � 1 9�9R �� �þ �" ,ýþ�
,üý*ý��� �� O1 9p�P ��, �"��ý  �þ����+ ��, �,����9

Â¥� �¢��¦£§£� ¢£§¿¦¤� §� £¬¢��²© ¥ Ì ³	 ³	 ¹��£ ���� »£�¥ �£¤¦¥�  §�� ¦¥�  ¥�µ ���«¬§¤�¥�
�¥«£¤��� � ���  ¢© ��£�¥�  ¥� �¢��¦£§£�  ¥ �£§¿¤¦¤£¢ °¦�¿§¦¥ ¥£   ¡¤��£§¿¤¦¤£¢  ¥ ÄÌ ³Í�ÅE ÄÌ ³��Å ³

¥ èÇ tòña ïîïòí u îëañîô õ ë÷ö îô c ëì� îô ðòö÷øò÷öí ôó c ñò÷öïòí

���� ¢£§¿¦¤����� ·  §�� «¥££¥ �¥«£¤�� · �� �¢��¦£§£  ¥ �£§¿¤¦¤£¢ °¦�¿§¦¥ � ��� ¦¥ ���¿¦²© ¥
ÄÌ ³Í�ÅE ÄÌ ³��Å ª�¤ ���¦¤°�¥ ¦ ¡¤�æ�¥�«¥  ¥� «¥¦¦� ¦¥� ¤©© §£��¥� ��� ¦§ � ���¦§£¤�� £�£§¦¥ ³
���� �§�� ¥¦��� £��£   ¡§¿ ��  ª�¥¦ª�¥�  ¢¯�¤£¤��� ³

�~������� � �® �� ����� �X��~ X�  �X� �� «X���X� ¡� F� �þ �" ,ýþ� ,üý* ý��� �" û üþ��.+ �
O1 9R&P o O1 90(P ��, ¦� «§¦¥© ¥�£ �£§¿¦¥ � ý) û þ"ü ,þ",

ε > 0
) ý� �S ý�,�

ν > 0
�,

T > 0
,���

!" �) � ý
µ ∈ C[0, 1]

�,
Γ ∈ C(ΩΘ)

*$üý# ��,

‖µ‖ < ν
�, ‖Γ‖Ω < ν,

��þü�
‖Nµ,Γ(t, ·)‖ < ε

�, ‖Pµ,Γ(t, ·)‖ < ε,
û þ"ü

t ≥ T.
ÄÌ ³	�Å

F� �þ �" ,ýþ� ,üý* ý��� �� O1 9R&P o O1 90(P ��, °¦�¿§¦¥© ¥�£ �£§¿¦¥ �ý) û þ"ü ,þ",
ε > 0

) ý� �S ý�,�
T > 0

,�� !"� O1 9�0P �þý, *$üý# $�9
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���� ��������� ·  §�� £��£¥ «¥££¥ �¥«£¤�� · ª�¥ ¦ ¡§��¦¤«§£¤��
x 7→ β(m, x)

¥�£ ��¤Ã��¸
© ¢© ¥�£ ¿ ���¢¥ ¥£ ª�¥ ¦ ¡§��¦¤«§£¤��

x 7→ xβ(m, x)
¥�£ ¦� «§¦¥© ¥�£ ¦¤� �«¬¤£É¤¥��¥ � ���

£��£
m ∈ [0, 1]

³
Á §�� ¦¥ £¬¢��²© ¥ ª�¤ ��¤£ · ���� ¢������� ��£�¥ ��¤�«¤�§¦ �¢�� ¦£§£ ª�¤ Ã§¤£ ¦¥ ¦¤¥�

¥�£�¥ ¦§ �£§¿¤¦¤£¢ °¦�¿§¦¥  � ���¿¦²© ¥ ÄÌ ³Í�ÅE ÄÌ ³��Å ¥£ ¦§ �£§¿¤¦¤£¢  ¥ ¦§ � ���¦§£¤��  ¥
«¥¦¦� ¦¥� ¤©© §£��¥� ³ ´¥ �¢��¦£§£ ¥�£ ��¥ °¢�¢�§¦¤�§£¤��   ¡�� £¬¢��²© ¥ ¢£§¿¦¤ �§� � §«�¥¨
¥£ �� �¤«� ¤ �f�
 ¥� ¶��� ³
|}~�k��� � �®�� � L"ûû þ�þ�� !"� O1 91 %P ��, *$üý# $�9 L ý �� �þ �" ,ýþ� ,üý*ý��� �� O1 9R&P o
O1 90(P ��, �þ����+ ��, �,����) ��þü� �� �� ��,  �þ����+ �� , �,���� �"ü � 6����+ ���

ΩGS =
{

(µ,Γ) ∈ C[0, 1] × C(ΩΘ) : lim
t→+∞

Nµ,Γ(t, 0) = lim
t→+∞

Pµ,Γ(t, 0) = 0
}

.

{ $+ þ��,ü�,ýþ� 9 ���� © ��£���� £��£   ¡§¿ ��  ª�¥ �¤ ¦§ ��¦�£¤�� £�¤¹ ¤§¦¥  ¥ ÄÌ ³Í�Å ¥�£
¦� «§¦¥© ¥�£ �£§¿¦¥ §¦��� ¥¦¦¥ ¥�£ °¦�¿§¦¥© ¥�£ �£§¿¦¥ ��� ¦ ¡¥��¥©¿¦¥

ΩN =
{

(µ,Γ) ∈ C[0, 1] × C(ΩΘ) : lim
t→+∞

Nµ,Γ(t, 0) = 0
}

.

Z�������� ª�¥ ¦§ ��¦�£¤�� £�¤¹ ¤§¦¥  ¥ ÄÌ ³Í�Å ¥�£ ¦� «§¦¥© ¥�£ �£§¿¦¥ ³ À ¦��� · � ��� £��£¥�
«�� ¤£¤��� ¤� ¤£¤§¦¥�

µ ∈ C[0, 1]
·
Γ ∈ C(ΩΘ)

¥£ £��£
ε > 0

· ¤¦ ¥µ ¤�£¥
ν > 0

¥£
T > 0

· £¥¦�
ª�¥ · �¤

‖µ‖ < ν
¥£ ‖Γ‖Ω < ν,

§¦���
|Nµ,Γ(t, m)| < ε,

����
t ≥ T

¥£
m ∈ [0, 1].

ÄÌ ³	ÌÅ
Z�¤£

ε > 0
¥£

(µ,Γ) ∈ ΩN
 ���¢� ³ À ¦���

limt→+∞ Nµ,Γ(t, 0) = 0
³ ¾¦ ¥µ ¤�£¥  ��«

t0 > 0
£¥¦

ª�¥
|Nµ,Γ(t, 0)| <

ν

2
,

����
t ≥ t0.

Z�¤¥�£
σ ∈ C[0, 1]

¥£
Υ ∈ C(ΩΘ)

 ���¢� ³ Â¥� ��¦�£¤���  ¥ ÄÌ ³Í�Å ¢£§�£ «��£¤��¥� · ¤¦ ¥µ ¤�£¥
δ > 0

£¥¦ ª�¥ · �¤

|σ(m) − µ(0)| < δ
¥£ |Υ(m, a) − Γ(0, a)| < δ,

����
m ∈ [0, 1]

¥£
a ∈ [0, τmax]

· §¦���

|Nσ,Υ(t, m) − Nµ,Γ(t, 0)| <
ν

2
,

����
t ∈ [t0, t0 + τmax]

¥£
m ∈ [0, 1]

³
´�©©¥

µ
¥£

Γ
���£ «��£¤��¥� · ¤¦ ¥µ ¤�£¥

b ∈ (0, 1)
£¥¦ ª�¥

|µ(m) − µ(0)| < δ
¥£ |Γ(m, a) − Γ(0, a)| < δ,
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� ���
m ∈ [0, b]

¥£
a ∈ [0, τmax]

³ Á ¢¯�¤����� §¦��� ¦¥� Ã��«£¤���

µb(m) =

{
µ(m),

�¤
m ∈ [0, b],

µ(b),
�¤

m ∈ [b, 1],

¥£
Γb(m, ·) =

{
Γ(m, ·), �¤

m ∈ [0, b],

Γ(b, ·), �¤
m ∈ [b, 1].

���� §¹��� §¦��� · � ���
m ∈ [0, 1]

¥£
a ∈ [0, τmax]

·

|µb(m) − µ(0)| < δ
¥£ |Γb(m, a) − Γ(0, a)| < δ.

À¤��¤
|Nµb,Γb(t, m) − Nµ,Γ(t, 0)| <

ν

2
,

����
t ∈ [t0, t0 + τmax]

¥£
m ∈ [0, 1]

³ ¾¦ � ¡¥� ��¤£ ª�¥

|Nµb,Γb(t, m)| < ν,
����

t ∈ [t0, t0 + τmax]
¥£

m ∈ [0, 1].

´�©©¥
Nµb,Γb(t, m)

¥�£ ��¥ ��¦�£¤��  ¥ ÄÌ ³Í�Å ¥£ ª�¥ «¥££¥ ¢ª�§£¤�� ¥�£ §�£���© ¥
����

t
��ä �§©©¥�£ °�§�  · §¦���

Nµb,Γb(t, m)
 ¥¹¤¥�£ ��¥ «�� ¤£¤�� ¤�¤£¤§¦¥  ¥ ÄÌ ³Í�Å ���

[t0, t0 + τmax] × [0, 1]
³ ���� ¥�  ¢ �¤���� ·   ¡§��²� ÄÌ ³	ÌÅ · ª� ¡¤¦ ¥µ ¤�£¥

T̃ ≥ t0 + τmax
£¥¦

ª�¥
|Nµb,Γb(t, m)| < ε,

����
t ≥ T̃

¥£
m ∈ [0, 1].

Á ¡§��²� ¦¥ £¬¢��²© ¥ Ì ³Q ³� · ¤¦ ¥µ ¤�£¥
t > 0

£¥¦ ª�¥

Nµb,Γb(t, m) = Nµ,Γ(t, m),
����

t ≥ t + τmax − ln
(
h(g(1))

) ¥£
m ∈ [0, 1].

À¤��¤
‖Nµ,Γ(t, ·)‖ < ε,

����
t ≥ max

{
T̃ , t + τmax − ln

(
h(g(1))

)}
.

Â§ ��¦�£¤�� £�¤¹ ¤§¦¥  ¥ ÄÌ ³Í�Å ¥�£ §¦��� °¦�¿§¦¥© ¥�£ �£§¿¦¥ ³
Á ¥ ¦§ © »© ¥ Ã§��� · ���� © ��£���� · ¥� �£¤¦¤�§�£ ¦¥ «���¦¦§¤�¥ Ì ³Q ³Q · ª�¥ �¤

µ
¥£

Γ
¹¢�¤¯¥�£

lim
t→+∞

Pµ,Γ(t, 0) = 0,

§¦��� ¦§ ��¦�£¤�� £�¤¹ ¤§¦¥  ¥ ÄÌ ³��Å ¥�£ °¦�¿§¦¥© ¥�£ �£§¿¦¥ ³

����k��� � �®�Y � ; þ,þ�� !"� ���� �� ��� þM �� �þ �" ,ýþ� ,üý*ý��� �" û üþ��.+ � O1 9R&P o
O1 90(P ��, �þ����+ ��, �Sû þ� ��,ý�� ��+ ��, �,����) �� ü$�" �,�, $,���ý �" ,< $þü.+ � 1 9'9R û �ü+ �,
� 6þ�,�� ýü �� � ,��ý�ý,$  �þ���� �Sû þ���,ý�� �� �� ��,,� �þ �" ,ýþ� �"ü � 6����+ ���

ΩGS
9 F� �$8

+ þ��,ü�,ýþ� ��, �,üý�,�+ ��, ý���,ý!" � 7 �� �$+ þ��,ü�,ýþ� û ü$�$���,�9
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À ¦ ¡§¤ ¥  � «���¦¦§¤�¥ Ì ³Ì ³� ¥£  ¥� £¬¢��²© ¥� Ì ³	 ³	 ¥£ Ì ³ ³Í · ���� � ��¹��� «��«¦��¥ ���
¦§ �£§¿¤¦¤£¢ °¦�¿§¦¥  ¥ ¦§ ��¦�£¤�� £�¤¹¤§¦¥  ¥ ÄÌ ³Í�ÅE ÄÌ ³��Å ³
��k�XX� �k� � �®�� � L"ûû þ�þ�� !" � � 6ý�$ ��ý,$ O1 91 (P �, �� �þ��ý,ýþ� O1 91 %P �þ�, *$üý# $�� 9
ú �þü� �� �þ �" ,ýþ� ,üý* ý��� �" �5�,.+ � O1 9R&P o O1 90(P ��,  �þ����+ ��, �Sû þ� ��,ý�� ��+ ��,
�,����9
{ $+ þ��,ü�,ýþ� 9 Â ¡¤�¢°§¦¤£¢ ÄÌ ³Ì�Å ����  ���¥ ¦§ �£§¿¤¦¤£¢ ¦� «§¦¥ ¥µ� ��¥�£¤¥¦¦¥  ¥ ¦§ ��¦�¸
£¤�� £�¤¹ ¤§¦¥  ¥ ÄÌ ³Í�ÅE ÄÌ ³��Å ³

T§�  ¢¯�¤£¤��  ¥
ρ

Ä«Ã ³ �¥«£¤�� Ì ³	Å · ���� §¹���

inf
m∈[0,1]

(
δ(m) + V ′(m)

)
≤ ρ.

Á¥ �¦�� ·
κ0ξ(r, 0) ≤ κ

¥£
β(0, 0) ≤ L.

À¤��¤
(2κ0ξ(r, 0) − 1)β(0, 0) < ρ.

Â¥ £¬¢��²© ¥ Ì ³	 ³	 � ¥�© ¥£ §¦���  ¥ «��«¦��¥ ± ¦§ �£§¿¤¦¤£¢ °¦�¿§¦¥  ¥ ¦§ ��¦�£¤�� £�¤¹ ¤§¦¥
 ¥ ÄÌ ³QQÅE ÄÌ ³Q	Å ³

ù� �£¤¦¤�§�£ ¦¥ £¬¢��²© ¥ Ì ³ ³Í ¥£ ¦§ �¥© §�ª�¥ Ì ³ ³� · ���� � ��¹��� «��«¦��¥ ³

UV��WX� � �®�� � :þ��ý�$üþ�� �� ��� þM
δ ≥ 0

�,
γ ≥ 0

�þ�, �þ��,��,�)
V

�,
g

�þ�, ��"S
G þ��,ýþ�� �ý�$�ýü��) �$# � ý�� û þ"ü

m ∈ [0, 1]
û �ü

V (m) = m,
�,

g(m) = κ−1m,
�*��

κ > 1.

{ ��� �� ���) þ� û �", *$üý# �ü !"�
V

��,ý�G �ý, �� �þ��ý,ýþ� O1 90P 9
L"ûûþ�þ�� �"��ý !" � �� G þ��,ýþ�

β
��, "�� G þ��,ýþ� �� H ý� � O*þýü 3��4�5 / '02 P ) �$# � ý�

û �ü
β(m, x) = β0(m)

θn(m)

θn(m) + xn
,

�*��
β0

�,
θ

��"S G þ��,ýþ�� ûþ�ý,ý*�� �, �þ�,ý�"�� �"ü
[0, 1]

) �,
n > 0

9
� �# �) �þ"� �"ûû þ�þ�� !" �

τ
��, �þ��$) û þ"ü

m ∈ [0, 1]
) û �ü

τ(m) = ln(m + α),
�*��

α > 1.

{ ��� �� ���)
τ

��, "�� G þ��,ýþ� �üþý����,� > �� �þ��ý,ýþ� O1 9pP ��, �þ�� *$üý# $�9
; þ"� þ�,��þ�� ��þü�

∆(m) =
1

2

(√
4κm + α2 − α

)
,

û þ"ü
m ∈ [0, κ−1],
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�,
∆(m) = ∆(κ−1),

ûþ"ü
m ∈ [κ−1, 1].

{ � û �"�) ��� �þ"ü��� ��ü��,$üý�,ý!" �� �þ�, �$# � ý�� û �ü

χ(s, m) = mes,
û þ"ü

s ≤ 0
�,

m ∈ [0, 1].

�� ü�+ �ü!"��, !" �
∆(m) < m

ûþ"ü
m ∈ (0, 1]

�ý �, � �" ��+ �� , � ý
α ≥ κ

) �þ"� þ�,��þ��
!" � �� �þ �" ,ýþ� ,üý* ý��� �� O1 9R&P o O1 90(P ��,  �þ����+ �� , �Sûþ� ��,ý�� ��+ ��, �,���� � ý

(1 + 2κ) sup
m∈[0,1]

β0(m) < min{δ, γ} �,
α ≥ κ.

���� «��«¦���� ��£�¥ ¢£� ¥  � «�©���£¥© ¥�£ §�¨©�£�£¤ª�¥  � �¨�£²© ¥ ÄÌ ³Í�ÅE ÄÌ ³�� Å
 §�� ¦§ �¥«£¤�� ��¤¹§�£¥ �§� �� �¢��¦£§£   ¡¤��£§¿¤¦¤£¢ · ¿§�¢ ��� ��  ¥� �¢��¦£§£�  ¥ ¦§ �¥«£¤��
Ì ³	 ³

¥ èÉ Êóðòña ïîïòí
Â§ ��¦�£¤�� £�¤¹¤§¦¥  ¥ ÄÌ ³Í�Å ¥�£ ý��,���� �¤ ¥¦¦¥ � ¡¥�£ �§� �£§¿¦¥ · « ¡¥�£¸±¸ ¤�¥ � ¡¤¦ ¥µ ¤�£¥

ε > 0
£¥¦ ª�¥ · � ��� £��£

ν > 0
¤¦ ¥µ ¤�£¥

(µ,Γ) ∈ C[0, 1] × C(ΩΘ)
¹¢�¤¯ §�£

‖µ‖ < ν
¥£ ‖Γ‖Ω < ν,

¥£
‖Nµ,Γ(t, ·)‖ > ε,

����
t ≥ 0.

���� © ��£���� ·  §�� ¦¥ £¬¢��²© ¥ ª�¤ ��¤£ · ª�¥ ¦ ¡¤��£§¿¤¦¤£¢  ¥ ¦§ � ���¦§£¤��  ¥ «¥¦¦� ¦¥�
¤©© §£��¥� ® ¢£� ¤¢¥ ± ¦§ �¥«£¤�� Ì ³	 ® «�� �¤£ ± ¦ ¡¤��£§¿¤¦¤£¢  ¥ ¦§ � ���¦§£¤�� £�£§¦¥ ³

|}~�k��� � �¯ ��� L"ûû þ�þ�� !" �

ρ ≤ (2κ0ξ(r, 0) − 1)β(0, 0).
ÄÌ ³	QÅ

ú �þü� �� �þ �" ,ýþ� ,üý*ý��� �" û üþ��.+ � O1 9R&P ��, ý��,����9
{ $+ þ��,ü�,ýþ� 9 Á ¡§��²� ¦¥ £¬¢��²© ¥ Ì ³	 ³	 ¥£ ¦§ «�� ¤£¤�� ÄÌ ³	QÅ · ¦§ ��¦�£¤�� £�¤¹ ¤§¦¥  ¥
¦ ¡¢ª�§£¤�� ÄÌ ³QQÅ ¥�£ ¤��£§¿¦¥ ³ ¾¦ ¥µ ¤�£¥  ��«

ε > 0
·
µ ∈ C[0, 1]

¥£
Γ ∈ C(ΩΘ)

£¥¦� ª�¥
Nµ,Γ(t, 0)

�¥ £¥� ¥ �§� ¹¥�� É¢�� ¦���ª�¥
t
£¥�  ¹¥��

+∞ ³ À ¤��¤ · ¤¦ ¥µ ¤�£¥
ε > 0

¥£
(tn)n∈N

·
§¹¥«

tn → +∞ · £¥¦� ª�¥

Nµ,Γ(tn, 0) > ε,
����

n ∈ N.



£ ×Ë × ± Õã ÐÔzßÕÝ ÝßÔ ÜÕ àÏÐÑ Ò ÓÔ Õ ¶Ì�

T§� «��£�§ ¤«£¤�� · ���� ����� ª�¥ ¦§ ��¦�£¤�� £�¤¹ ¤§¦¥  ¥ ÄÌ ³Í�Å ¥�£ �£§¿¦¥ ³ À ¦��� · ¤¦ ¥µ ¤�£¥
ν > 0

¥£
T > 0

£¥¦� ª�¥ · �¤

‖µ‖ < ν
¥£ ‖Γ‖Ω < ν,

§¦���
‖Nµ,Γ(t, ·)‖ < ε,

����
t ≥ T.

À¤��¤
|Nµ,Γ(tn, 0)| < ε,

����
n ∈ N

£¥¦ ª�¥
tn ≥ T.

´�©©¥ ���� � ��¹��� «¬�¤�¤�
µ

¥£
Γ

§���¤ � ¥£¤£� ª�¥ �¢«¥��§¤�¥ · ���� �¿£¥���� ��¥
«��£�§ ¤«£¤�� ³ ���� ¥�  ¢ �¤���� ª�¥ ¦§ ��¦�£¤�� £�¤¹ ¤§¦¥  ¥ ÄÌ ³Í�Å ¥�£ ¤��£§¿¦¥ ³

��£��� ª�¥ © »© ¥ �¤ ¦§ ��¦�£¤�� £�¤¹¤§¦¥  ¥ ÄÌ ³Í�Å ¥�£ ¤��£§¿¦¥ · ¦§ ��¦�£¤�� £�¤¹¤§¦¥  ¥
ÄÌ ³��Å � ¥�£ »£�¥ �£§¿¦¥ Ä«Ã ³ �¥© §�ª�¥ Ì ³	 ³QÅ ³

¥ èÌ ² ôc ñöv÷ôð ð÷ö îô ø§ñõ ïòöô
À £�§¹¥�� «¥ «¬§�¤£�¥ · ���� §¹��� ¢£� ¤¢ �� �¨�£²© ¥  ¥  ¥�µ ¢ª�§£¤��� §�µ  ¢�¤¹¢¥�

�§�£¤¥¦¦¥� ���¸¦¤�¢§¤�¥� © � ¢¦¤�§�£ ¦¥ ���«¥����   ¡¬¢© §£�� �²�¥ ³ Â§ ��¤�«¤�§¦¥  ¤å ¢�¥�«¥
�§� �§�� ��£ ± ¦ ¡¢£� ¥ © ¥�¢¥ §� «¬§�¤£�¥ � «��«¥��¥ ¦§  ��¢¥  � «¨«¦¥ «¥¦¦� ¦§¤�¥ @ §¦���
ª�¥ «¥¦¦¥ «¤ ¢£§¤£ ���� ��¢¥  ¤�£�¤¿�¢¥ �¥¦�� ¦ ¡È°¥  ¥� «¥¦¦� ¦¥� §� «¬§�¤£�¥ ��¢«¢ ¥�£ · ����
§¹��� ������¢ ¤«¤ ª� ¡¥¦¦¥  ¢� ¥� §¤£  ¤�¥«£¥© ¥�£  ¥ ¦§ © §£��¤£¢  ¥ ¦§ «¥¦¦� ¦¥ ± ��� ¥�£�¢¥
¥� �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� ³ Â¥� ¢ª�§£¤��� ��£ §¤��¤ Ã§¤£ §��§�§Ë£�¥ �� �¥£§�   ¢� ¥� §�£  ¥
¦§ © §£��¤£¢ ³

���� §¹��� © ��£�¢  ¥� �����¤¢£¢�   ¡¥µ ¤�£¥�«¥ ¦� «§¦¥ · ��¤� °¦�¿§¦¥ · ¥£   ¡��¤«¤£¢  ¥�
��¦�£¤��� ³ ù� § §�£§�£ ��¥ © ¢£¬� ¥ ¤�£�� �¤£¥ �§� ´¥¿¿ �¶¶�
 ¥� ¶�fQ ���� §¹��� ��
© ��£�¥� ª�¥ ¦¥� ��¦�£¤��� ¢£§¤¥�£ � ��¤£¤¹¥� ¥£ §¤��¤  ¢«¤ ¥�   ¡�� «§ �¥  ¥ £�§¹§¤¦ «���¥«£ ³
ù���¤£¥ · «�©© ¥ §� «¬§�¤£�¥ ��¢«¢ ¥�£ · ���� §¹���  ¢© ��£�¢  ¥� �����¤¢£¢�  ¥ �£§¿¤¦¤£¢
¦� «§¦¥ ��¤� °¦�¿§¦¥ ¥� �§��§�£ �§� ¦§ �£§¿¤¦¤£¢  ¥ ¦§ � ���¦§£¤��  ¥ «¥¦¦� ¦¥� ¤©© §£��¥� ³ Á §��
«¥££¥ ¢£� ¥ · ¦ ¡§�§¦¨�¥  ¥ ¦§ � ���¦§£¤��  ¥ «¥¦¦� ¦¥� ¤©© §£��¥� � ¡¥�£ §¹¢�¢¥ �¦�� §¤�¢¥ ª� ¡§�
«¬§�¤£�¥ � «§� «¥¦¦¥¸«¤ ¹¢�¤¯¥ ��¥ ¢ª�§£¤��  ¤å ¢�¥�£¤¥¦¦¥ ± �¥£§�   ¤�«�¥£ ³ Â ¡¤�æ�¥�«¥  ¥�
«¥¦¦� ¦¥� ���«¬¥� �¦��¤� �£¥�£¥� ��� ¦¥ «�©���£¥© ¥�£  ¥ ¦§ � ���¦§£¤�� £�£§¦¥ ± ¢£¢ �¿£¥��¥
± £�§¹¥�� ¦¥� �¢��¦£§£�  ¥� £¬¢��²© ¥� Ì ³Q ³� ¥£ Ì ³ ³Í ³T �¤¹ ¤¦¢°¤§�£ ��¥ §����«¬¥ © ¥££§�£ ¥� §¹§�£ ¦ ¡¤©���£§�«¥  � �¤¹¥§�  ¥  ¢¹¥¦��� ¥© ¥�£
 ¥� «¥¦¦� ¦¥� Ä© §£��¤£¢Å  §�� ¦¥ ���«¥����   ¡¬¢© §£�� �²�¥ · ���� §¹��� �¢���¤ ± ¢£§¿¦¤�  ¥�
�¢��¦£§£� �¤© ¤¦§¤�¥� ± «¥�µ �¿£¥��� � ���  ¥� © � ²¦¥� �¦�� �¤©�¦¥� ¥£ � ��� ¦¥ © � ²¦¥  �
«¬§�¤£�¥ � ª�¤ ��¤¹ ¤¦¢°¤¥ ��¥  ¤¹¤�¤�� §¦¢§£�¤�¥  ¥� «¥¦¦� ¦¥� ³ Â¥�  ¤ä «�¦£¢� �¥�«��£�¢¥�  §��
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«¥££¥ ¢£� ¥ ���£  ¥ © »© ¥ �§£��¥ ª�¥ «¥¦¦¥� ��¢�¥�£¢¥� ± ¦§ ¯�  � «¬§�¤£�¥ ��¢«¢ ¥�£ ¥£
���� �¥ ¦¥� ¥µ� ����� �§�  ¥ ���¹¥§� ¥�  ¢£§¤¦� ³ Â§ ��¤�«¤�§¦¥ «��«¥��¥ ¦ ¡¥µ ¤�£¥�«¥   ¡§�
© �¤�� ��¥ ��¦�£¤�� �£§£¤���§¤�¥ §� ���¿¦²© ¥ ÄÌ ³¶�Å ³

ù� ¥å¥£ · ���� ����� ª�¥
N∗ ¥�£ ��¥ ��¦�£¤�� �£§£¤���§¤�¥ ���¸£�¤¹ ¤§¦¥  ¥ ¦ ¡¢ª�§£¤��

ÄÌ ³¶�Å · §¦���
N∗  ¥¹�§¤£ ¹¢�¤¯¥�

V (m)
dN∗

dm
= −

(
δ(m) + V ′(m) + β

(
m, N∗(m)

))
N∗(m)

+ζ(m)β
(
∆(m), N∗

(
∆(m)

))
N∗

(
∆(m)

)
.

ÄÌ ³		Å

Á¥ ���¹¥§� · ���� ���� ¬¥��£��� ± ��¥ ¢ª�§£¤��  ¤å ¢�¥�£¤¥¦¦¥ ± �¥£§�  �¤�°�¦¤²�¥ · ¥£ ¦¥
���¿¦²© ¥ ¥�£ �¤© ¤¦§¤�¥ ± «¥¦� ¤ �¥�«��£�¢ §� «¬§�¤£�¥ � ³

ù�¯� · ¦¥� �¥© §�ª�¥� «��«¥��§�£ ¦ ¡¤�«��� ��§£¤��  ¥ Ã§«£¥���  ¥ «��¤��§�«¥  §�� «¥
© � ²¦¥ · ��¢�¥�£¢¥� ± ¦§ �¥«£¤�� � ³	 · �¥�£¥�£ ¹§¦§¿¦¥� ¥£ � ¥�© ¥££�§¤¥�£ «¥�£§¤�¥© ¥�£  ¥
© ¤¥�µ «�©��¥� �¥ ¦¥� �¬¢��© ²�¥� © ¤� ¥� Æ ¥�  §�� ¦ ¡¬¢© §£�� �²�¥ ³

��£��� §���¤ ª�¥ ¦¥  ¥��¤¥� �¢��¦£§£ ��� ¦ ¡¤��£§¿¤¦¤£¢ ± ¦§ �¥«£¤�� Ì ³f ���¦¤°�¥ ¦§ ��¢�¥�«¥
  ¡��¥ É��¥ ¼ �¿�«��¥ ½ � ��� ¦§ª�¥¦¦¥ ���� �¥ � ��¹��� �§� «��«¦��¥ ± ¦§ �£§¿ ¤¦¤£¢ ��
¦ ¡¤��£§¿¤¦¤£¢  ¥ ¦§ ��¦�£¤�� · ¦���ª�¥ ¦ ¡¤�¢°§¦¤£¢ ÄÌ ³	QÅ � ¡¥�£ �§� ¹¢�¤¯¢¥ ¥£ ª�¥ ¦ ¡¤�¢°§¦¤£¢
ÄÌ ³Ì�Å �¥ ¦ ¡¥�£ �§� ��� �¦�� ³
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� �Õ� ��{���z � � Ö �� Õ

´¥ «¬§�¤£�¥ ¥�£ «���§«�¢ ± ¦ ¡§�§¦¨�¥ © §£¬¢© §£¤ª�¥   ¡�� �¨�£²© ¥   ¡¢ª�§£¤���  ¤å¢¸
�¥�£¤¥¦¦¥� ���¸¦¤�¢§¤�¥� §¹¥« �� �¥£§�  £¥©���¥¦  ¤�£�¤¿�¢ �¥¦�� ��¥  ¥��¤£¢ � «¥ �¥£§� 
«���¥�� ��  ± ¦§  ��¢¥  � «¨«¦¥ «¥¦¦� ¦§¤�¥ ³ ¾� ¤£¤§¦¥© ¥�£ · «¥ © � ²¦¥ § ¦§ Ã��© ¥   ¡�� �¨�¸
£²© ¥   ¡¢ª�§£¤��� §�µ  ¢�¤¹¢¥� �§�£¤¥¦¦¥� �£��«£��¢¥� ¥� È°¥ © � ¢¦¤�§�£ ¦§ ��� �«£¤��  ¥�
«¥¦¦� ¦¥� �§�°�¤�¥�  §�� ¦§ ©º¦¦¥ ���¥��¥ Ä¹�¤� «¬§� ¤£�¥ ¶Å ³

Â¥ ���«¥����   ¡¬¢© §£�� �²�¥ · �§� ¦¥ª�¥¦  ¥� «¥¦¦� ¦¥� ���«¬¥� �¦��¤� �£¥�£¥� ���¦¤Ã²�¥�£
¥£ �¥  ¤å¢�¥�«¤¥�£ � ��� ��� �¤�¥  ¥� «¥¦¦� ¦¥� �§�°�¤�¥� · ¥�£ ��¤�«¤�§¦¥© ¥�£  ¤�¤°¢ �§�
¦ ¡¥µ��¥��¤��  ¥ °²�¥� ���� ¦ ¡¤�æ�¥�«¥   ¡¬��© ��¥� ¥£  ¥ Ã§«£¥���  ¥ «��¤��§�«¥ Ä«Ã ³ «¬§¸
� ¤£�¥ ¶Å ³ Â¥ ��¤�«¤�§¦ Ã§«£¥�� �£¤©�¦§�£ ¦§ ��� �«£¤��  ¥� °¦�¿�¦¥� ���°¥� · �§� ¥µ¥©�¦¥ ·
¥�£ ¦ ¡¢�¨£¬��� �¢£¤�¥ ³ Z¢«�¢£¢¥ �§� ¦¥� �¥¤�� ¦���ª�¥ ¦ ¡§�� ��£ ¥� �µ¨°²�¥ §�µ £¤���� ¥�£
¤���ä �§�£ · ¦ ¡¢�¨£¬��� �¢£¤�¥ ¥�£ ¦¤¿ ¢�¢¥  §�� ¦¥ �§�° ¥£ §°¤£ ��� ¦§ ��� �«£¤��  ¥� «¥¦¸
¦� ¦¥� �§�°�¤�¥�  §�� ¦§ ©º¦¦¥ ���¥��¥ ³ Ê� «��£�Ç¦¥ � ¡¥å ¥«£�¥ ¥���¤£¥ ��� ¦§ ��� �«£¤��
 ¥ ¦ ¡¢�¨£¬��� �¢£¤�¥ §¯�  ¥ Ã§¤�¥ «¬�£¥� �§ «��«¥�£�§£¤��  §�� ¦¥ �§�° � ��� �¥ �§� ���¸
 �¤�¥ £���  ¥ °¦�¿�¦¥� ���°¥� ³ Â¥ © §�¹§¤� Ã��«£¤���¥© ¥�£  ¥ «¥ «��£�Ç¦¥ Ã§«£¥���  ¥
«��¤��§�«¥�«¥¦¦� ¦¥� �§�°�¤�¥� ¥�£ ���� ¥«£¢   ¡»£�¥ ± ¦ ¡��¤°¤�¥  ¥ ��©¿�¥��¥� © §¦§ ¤¥� ¬¢¸
© §£�¦�°¤ª�¥� «¨«¦¤ª�¥� Ä«Ã ³ �¥«£¤�� ¶³QÅ ·  ��£ ¦ ¡§�¢© ¤¥ ¬¢© �¦¨£¤ª�¥ §�£�¸¤©©��¥ Äg ¢¦§¤�
�, ��9 �¶f
 ¥£ � §¬§å¨ �, ��9 �fÌ 
Å · ¦§ �¥�£��� ¢�¤¥ «¨«¦¤ª�¥ Ä? §��¤¥ �, ��9 �Q�
Å ¥£ ¦§ ¦¥�«¢© ¤¥
©¨¢¦� ¥ «¬���¤ª�¥ Ä��� ¦¥� ¥£ � §«�¥¨ �Q�
 ¥£ T�Æ �¸� ¥�Æ ��¥£ �, ��9 ��f
Å ³

´�©©¥ ���� ¦ ¡§¹��� ������¢ ��¢«¢ ¥©©¥�£ ·  §�� ¦¥� «¬§�¤£�¥� � ¥£ Ì · ���� «���¤¸
 ¢���� ª�¥ ¦¥� «¥¦¦� ¦¥� ���«¬¥� ¬¢© §£�� �¢£¤ª�¥� ���£ �¢�§�£¤¥� ¥�  ¥�µ °���� ¥� @ ¦¥�
«¥¦¦� ¦¥� ���¦¤Ã¢�§�£¥� ¥£ ¦¥� «¥¦¦� ¦¥� ���¸���¦¤Ã¢�§�£¥� ·  ¤£¥� §� �¥� �� Ä� §«�¥¨ �� · Ì 
Å ³Â¥� «¥¦¦� ¦¥� ¥� �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� ���£ «�� §©�¢¥� ± �¥  ¤¹ ¤�¥� · ¦���  ¥ ¦§ © ¤£��¥ ·
�� «¥�£§¤� £¥©�� §��²� »£�¥ ¥�£�¢¥�  §�� «¥££¥ �¬§�¥ ³ Á §�� ¦¥� £�§¹§�µ �¢§¦¤�¢�  ¥��¤�

¶Ì



¶Ìf ÎÏÐÑ Ò ÓÔ Õ © × y ÓÐ\ÒÜÒ ÓÛ ÐÝ�ãÑ ÓÙÓÒzßÕ ÕÓ \Ò×ßÔàÐ ÓÒÙÞ ÚÕ Ø ÙÑ ×

¦§ ¯�  ¥� §��¢¥� ¶�� ��� ¦§ © � ¢¦¤�§£¤�� © §£¬¢© §£¤ª�¥  ¥ ¦ ¡¬¢© §£�� �²�¥ · «¥ £¥©�� §
£��Æ ���� ¢£¢ ������¢ «���£§�£ Ä¹�¤� � §«�¥¨ �� · Ì 
 · T�Æ �¸� ¥�Æ ��¥£ �, ��9 ��f
Å · « ¡¥�£¸
±¸ ¤�¥ ¦¥ © »© ¥ ���� £��£¥� ¦¥� «¥¦¦� ¦¥� ³ Â§ �¬§�¥  ¥ �¥� �� �¥��¢�¥�£¥ ª�§�£¸± ¥¦¦¥ ��
�£§ ¥ ª�¤¥�«¥�£  ��§�£ ¦¥ª�¥¦ ¦¥� «¥¦¦� ¦¥� �¥ ���¦¤Ã²�¥�£ ª�¥ £�²� ¦¥�£¥© ¥�£ ¥£  ��£ ¥¦¦¥�
� ¥�¹¥�£ ���£¤� ± £��£ © �© ¥�£ � ��� ¥�£�¥� ¥� �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� ³ ù�¹¤��� ��Ù  ¥�
«¥¦¦� ¦¥� ���«¬¥� ¬¢© §£�� �¢£¤ª�¥� �¦��¤� �£¥�£¥� ���£ ������¢¥� »£�¥ ¥� �¬§�¥  ¥ �¥� �� ³
Â ¡¥µ¤�£¥�«¥  ¥ ¦§ �¬§�¥  ¥ �¥� ��  §�� ¦¥ «¨«¦¥ «¥¦¦� ¦§¤�¥ ¥�£ ¥� �§�£¤¥  �¥ ± g���� ¥£
ÿ§���«� ���
 ³Â¥ © � ²¦¥ ¤�£�� �¤£ �§� � §«�¥¨ ��
 § ¢£¢ ¢£� ¤¢ ��© ¢�¤ª�¥© ¥�£ �§� � §«�¥¨ ¥£
� ¥¨ �¶� ¶
 ¥£ ´�§¿¿ �, ��9 ��f
 ³ Â¥� �¤©�¦§£¤��� ��© ¢�¤ª�¥� ��£ © ��£�¢ ¦ ¡¥µ ¤�£¥�«¥  ¥
«�©���£¥© ¥�£� ¢£�§�°¥�  ¥ ¦§ � ���¦§£¤��  ¥ «¥¦¦� ¦¥� ���«¬¥� · £¥¦� ª�¥  ¥� ��«¤¦¦§£¤���
¥£  ¥� ¿¤Ã��«§£¤��� ³ � ¢«¥©© ¥�£ · T�Æ �¸� ¥�Æ ��¥£ ¥£ � §«�¥¨ ���
 ��£  ¢© ��£�¢ ¦ ¡¥µ ¤�£¥�«¥
  ¡��¥ ¿¤Ã��«§£¤��  ¥ ? ��Ã ��� �¤�§�£  ¥� ��¦�£¤��� � ¢�¤� ¤ª�¥� � ��¹§�£ »£�¥ «�©�§�¢¥�
± «¥¦¦¥� �¿�¥�¹¢¥� ¦���   ¡��¥ ¦¥�«¢© ¤¥ ©¨¢¦� ¥ «¬���¤ª�¥ � ¢�¤� ¤ª�¥ · ¥£ ¤¦� ��£ © ��£�¢
ª�¥ ¦¥�� © � ²¦¥  ¢� ¥� §¤£ Ã��£¥© ¥�£  ¥� �§�§© ²£�¥� ³

���� ���� ����� ¤«¤ �� © � ²¦¥ °¢�¢�§¦   ¡¬¢© §£�� �²�¥ · ¿§�¢ ��� ¦¥ © � ²¦¥  ¥ � §«�¥¨
��
 ³ ���� £¥���� «�©�£¥  � Ã§¤£ ª�¥ ¦¥ «¨«¦¥ «¥¦¦� ¦§¤�¥ «�©���£¥  ¥�µ �¬§�¥�  ¤�£¤�«£¥� ·
��¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� ¥£ ��¥  ¥ �¥� �� ³ ���� �¥ ��������� �§� ¥� �¥¹§�«¬¥ ª�¥ £��£¥� ¦¥�
«¥¦¦� ¦¥� �¥  ¤¹ ¤�¥�£ §� © »© ¥ È°¥ · �§�«¥ ª�¥ «¥££¥ ¬¨� �£¬²�¥ � ¡¥�£ �§� �§¤����§¿¦¥   ¡��
� �¤�£  ¥ ¹�¥ ¿¤�¦�°¤ª�¥ ³ Â¥� «¥¦¦� ¦¥� ���«¬¥� �¦��¤� �£¥�£¥� �¥  ¤¹ ¤�¥�£ �§� ¥µ¥©�¦¥ �¦��
¹¤£¥ ª�¥ ¦¥� «¥¦¦� ¦¥� © §£��¥� ³ Á ¥ ��©¿�¥�µ ¤� ¤«¥� Ä¹�¤� g �§ Ã��  �, ��9 �Í�
Å ¤� ¤ª�¥�£ ª�¥
¦ ¡È°¥  ¥ ¦§ «¨£�«¤�²�¥

τ
¥�£  ¤�£�¤¿�¢ ��� �� ¤�£¥�¹§¦¦¥

[τ , τ ]
§¹¥«

τ ≥ 0
³ � ��� ������¥����

 ��« ª�¥
τ

¥�£  ¤�£�¤¿�¢ �¥¦�� ��¥  ¥��¤£¢
f

 ¥ ������£
[τ , τ ]

· §¹¥«
0 ≤ τ < τ < +∞ ³

Â¥ © � ²¦¥ ª�¥ ���� �¿£¥���� ¥�£ �� �¨�£²© ¥  ¥  ¥�µ ¢ª�§£¤���  ¤å¢�¥�£¤¥¦¦¥� §¹¥« ��
�¥£§�   ¤�£�¤¿�¢ ³

��£�¥ ¢£� ¥ � ��£§�£ ¥��¥�£¤¥¦¦¥© ¥�£ ��� ¦ ¡¢£� ¥  ¥ ¦§ �£§¿¤¦¤£¢   ¡�� �¨�£²© ¥   ¡¢ª�§¸
£¤��� ± �¥£§�   ¤�£�¤¿�¢ Ä¥£ ��� ¦§  ¢�£§¿¤¦¤�§£¤��  ¥ £¥¦¦¥� ¢ª�§£¤���Å · ���� © ¥�£¤������
ª�¥¦ª�¥� �¢��¦£§£� ± «¥ ��Æ ¥£ · �§�© ¤ «¥�µ ª�¤ ���� �¥©¿¦¥�£ ¦¥� �¦�� ¤©���£§�£� ³ Á §��
�Í�
 Ä¶�f�Å · g�¥�¥ § ¢£� ¤¢ ¦§ �£§¿¤¦¤£¢   ¡��¥ ¢ª�§£¤��  ¤å ¢�¥�£¤¥¦¦¥ §¹¥« �� �¥£§�   ¤�¸
£�¤¿�¢ �¥¦�� ��¥ ¦�¤ °§©© § ³ ´¥££¥ ¦�¤ § ¦§ �����¤¢£¢  ¥ �¤©�¦¤¯¥� ¦§ �§£��¥  � �¥£§�  ¥£
¦¥ «§ �¥  ¥ £�§¹§¤¦ ¥�£ §¦��� £�²� ���«¬¥  ¥ «¥¦� ¤  ¥� ¢ª�§£¤��� §¹¥« �� �¥£§�   ¤�«�¥£ ³
À� ¥���� �¶Ì · ¶Q
 · ¥� ¶�� ¶ ¥£ ¶��Í · §  ¢© ��£�¢  ¥� �¢��¦£§£�  ¥ �£§¿¤¦¤£¢ ¦¤¢� §�µ  ¤Ã¸
Ã¢�¥�£� © �© ¥�£�  ¥ ¦§  ¥��¤£¢ Ä��£§©©¥�£ ¦ ¡¥�� ¢�§�«¥ ¥£ ¦§ ¹§�¤§�«¥Å ³ ½�§�° �	�
 · ¥�
¶��Ì · § §���¤ �¿£¥��  ¥� �¢��¦£§£� °¢�¢�§�µ  ¥ �£§¿¤¦¤£¢ � ��� ¦¥� ¢ª�§£¤���  ¤å¢�¥�£¤¥¦¦¥�
§¹¥« �� �¥£§�   ¤�£�¤¿�¢ ³ T ¦�� �¢«¥©© ¥�£ ·  ¥� «�� ¤£¤��� ��ä �§�£¥�  ¥ �£§¿¤¦¤£¢ � ���  ¥�
¢ª�§£¤���  ¤å¢�¥�£¤¥¦¦¥� §¹¥« �� �¥£§�   ¤�£�¤¿�¢ ��£ ¢£¢  ¢© ��£�¢¥� �§� g ¥��§�  �, ��9
�Í ¶
 ³ ´¥�  ¥��¤¥�� ��£ �£¤¦¤�¢  ¥� �����¤¢£¢� �§�£¤«�¦¤²�¥�  ¥�  ¥��¤£¢� · � ¡§���¨§�£ ��� ¦¥�
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�¢��¦£§£�   ¡À� ¥���� �¶Ì · ¶Q
 · � ��� �¿£¥�¤� ¦¥��� �¢��¦£§£� ³ ��£��� «¥� ¥� §�£ ª�¥  §��
£��� «¥� £�§¹§�µ ¦¥� §�£¥��� �¥ ���£ «��«¥�£�¢� ��� ¦ ¡¥µ ¤�£¥�«¥  ¥ «�� ¤£¤��� ��ä �§�£¥�  ¥
�£§¿¤¦¤£¢ ¥£ ª� ¡§�«��¥ «�� ¤£¤�� �¢«¥��§¤�¥ ¥£ ��ä �§�£¥ � ¡§ �� »£�¥ ¢£§¿¦¤¥ � «¥� �¢��¦£§£�
�¥ ���£ §¦��� �§� §��¦¤«§¿¦¥�  ¤�¥«£¥© ¥�£ ± ��£�¥ © � ²¦¥ ³

��£�¥ £�§¹§¤¦ ¥�£ ��°§�¤�¢  ¥ ¦§ Ã§��� ��¤¹§�£¥ ³ Á §�� ¦§ ���«¬§¤�¥ �¥«£¤�� ���� ��¢�¥�¸
£��� ��£�¥ © � ²¦¥ ¥£ ���� ¢£§¿¦¤����� ª�¥¦ª�¥� �����¤¢£¢� ¤©���£§�£¥� ± ¦§ �¥«£¤�� Q ³Í ·
 ��£ ��¥ �����¤¢£¢ ��� ¦¥� ��¦�£¤��� ¿ ���¢¥� ¥£ ¦ ¡¥µ ¤�£¥�«¥  ¥� ¢£§£�   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥ ³ ���� ¢£�¸
 ¤��� ¥���¤£¥ ¦§ �£§¿¤¦¤£¢ §�¨©�£�£¤ª�¥  ¥�  ¤å¢�¥�£� ¢£§£�   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥ ± ¦§ �¥«£¤�� Q ³� ³ À
¦ ¡§¤ ¥   ¡��¥ Ã��«£¤��  ¥ Â¨§����¹ · ���� «��«¦���� ± ¦§ �£§¿¤¦¤£¢ °¦�¿§¦¥  ¥ ¦ ¡¢£§£   ¡¢ª�¤¸
¦¤¿�¥ £�¤¹¤§¦  ¥ ��£�¥ © � ²¦¥ ¥� Q ³� ³¶ ¥£ ����  ¢¹¥¦��� ��� ¦ ¡¢£� ¥  ¥ ¦§ �£§¿¤¦¤£¢ ¦� «§¦¥
 ¥ ¦ ¡¢£§£   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥ ���¸£�¤¹¤§¦ ¥� Q ³� ³Í ³ À ¦§ �¥«£¤�� Q ³Ì · ����  ¢© ��£���� ¦ ¡¥µ ¤�£¥�«¥
  ¡��¥ ¿¤Ã��«§£¤��  ¥ ?��Ã ¦� «§¦¥ ª�¤  ¢�£§¿¤¦¤�¥ ¦ ¡¢£§£   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥ ���¸£�¤¹¤§¦ ¥£ � ¥�© ¥£
¦ ¡§��§�¤£¤��  ¥ ��¦�£¤��� � ¢�¤� ¤ª�¥� ³ ���� «��«¦���� ± ¦§ �¥«£¤�� Q ³Q ¥� ��¢�¥�£§�£  ¥�
�¤©�¦§£¤��� ��© ¢�¤ª�¥� ¥£ ¥� �¥¦¤§�£ ��£�¥ ¢£� ¥ ± «¥¦¦¥  ¥ ¦§ ¦¥�«¢© ¤¥ ©¨¢¦� ¥ «¬���¤ª�¥
� ¢�¤� ¤ª�¥ · � ��� ¦§ª�¥¦¦¥  ¥� ��«¤¦¦§£¤��� §¹¥«  ¥ ¦��°�¥� � ¢�¤� ¥� ���£ �¿�¥�¹¢¥� ³

ª èé ê ëòïdñòïëó ôò ív÷ñòïëóð ì÷ c ëì� îô

´���¤ ¢���� £��£   ¡§¿ ��  ¦¥�  ¥��¤£¢�  ¥ � ���¦§£¤��  ¥ «¥¦¦� ¦¥� §� �¥� �� ¥£ ¥� �¬§�¥
 ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� · ��£¢¥� �¥�� ¥«£¤¹¥© ¥�£

r(t, a)
¥£

p(t, a)
· ª�¤ ��£ �§��¢ �� £¥©��

a ≥ 0 §�� ¦¥�� �¬§�¥ §� £¥©��
t ≥ 0

³
Â¥� «¥¦¦� ¦¥� §� �¥� �� � ¥�¹¥�£  ¤��§�§Ë£�¥ §¹¥« �� £§�µ

δ ≥ 0
· ���� ��¢ «���£§�£ ·

ª�¤ £¤¥�£ «�©�£¥ ��£§©©¥�£  ¥ ¦§  ¤å ¢�¥�«¤§£¤�� «¥¦¦� ¦§¤�¥ ³ ù ¦¦¥� � ¥�¹¥�£ §���¤ »£�¥
¤�£�� �¤£¥� ¥� �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� §¹¥« �� £§�µ

β
³

Â¥� «¥¦¦� ¦¥� ¥� �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� � ¥�¹¥�£ © ���¤� �§� §� ��£��¥ Ä¹�¤� �¥«£¤�� ¶³¶³�Å
§¹¥« �� £§�µ

γ ≥ 0
· ���� ��¢ ¦� ¤ §���¤ «���£§�£ ³ Â���  ¥ ¦§ © ¤£��¥ · ¦¥� «¥¦¦� ¦¥�   ¡È°¥

a
�¥

 ¤¹ ¤�¥�£ ¥�  ¥�µ «¥¦¦� ¦¥� ¯ ¦¦¥� §¹¥« �� £§�µ
g(a)

· ¥£ «¥� «¥¦¦� ¦¥� ¥�£�¥�£ ¤©© ¢ ¤§£¥© ¥�£
¥� �¬§�¥  ¥ �¥� �� · «�©�¦¢£§�£ §¤��¤ ¦¥ «¨«¦¥ «¥¦¦� ¦§¤�¥ ³

Â§ Ã��«£¤��
g : [0, τ) → R

+ ¹¢�¤¯¥

g(a) = 0
�¤

a < τ,

§¹¥«
0 ≤ τ < τ < +∞ ³ Á ¥ �¦�� · ���� ��������� ª�¥

g
¥�£ «��£¤��¥ �§� © ��«¥§�µ ¥£

�§£¤�Ã§¤£
∫ τ

τ
g(a)da = +∞.

´¥££¥  ¥�� ¤²�¥ ¬¨� �£¬²�¥  ¢«�¤£ ¦¥ Ã§¤£ ª�¥ ¦¥� «¥¦¦� ¦¥� ¥� �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� ª�¤ �¥
���£ �§� © ��£¥�  �¤¹¥�£ �¥  ¤¹¤�¥� §¹§�£   ¡§££¥¤� �¥ ¦ ¡È°¥ © §µ¤© §¦

τ
³
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Â§ �§£��¥  � �¤°�§¦  ¢«¦¥�«¬§�£ ¦ ¡¤�£�� �«£¤��  ¥� «¥¦¦� ¦¥� ¥� �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤��
� ¡¥�£ �§� · ± ¦ ¡¬¥��¥ §«£�¥¦¦¥ · £�£§¦¥© ¥�£ «¦§¤�¥ ³ ´¥� ¥� §�£ ·   ¡§��²� ¦¥� £�§¹§�µ  ¥ Z§«¬�
�¶�	
 · ���� � ��¹��� �§¤����§¿¦¥© ¥�£ ������¥� ª�¥ «¥ �¤°�§¦  ¢� ¥�  Ã��£¥© ¥�£  ¥ ¦§
� ���¦§£¤�� £�£§¦¥ ¥� �¬§�¥  ¥ �¥� �� � « ¡¥�£¸±¸ ¤�¥

β = β(x(t))
· §¹¥«

x(t) =

∫ +∞

0
r(t, a)da, t ≥ 0.

Â§ Ã��«£¤��
β

¥�£ ������¢¥ «��£¤��¥ ¥£ �£�¤«£¥© ¥�£ � ��¤£¤¹¥ ³ Á ¥ �¦�� · ���� ��������� ª�¥
β

¥�£  ¢«��¤��§�£¥ ¥£ ¹¢�¤¯¥
lim

x→+∞
β(x) = 0.

´¥� ¬¨��£¬²�¥�  ¢«�¤¹¥�£ ¦¥ Ã§¤£ ª�¥ ¦¥ £§�µ  ¥ �¢¤�£�� �«£¤�� ¥� �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤��
¥�£ ��¥ Ã��«£¤��  ¢«��¤��§�£¥  ¥ ¦§ � ���¦§£¤�� §� �¥� �� ³

¾¦ ¥�£ °¢�¢�§¦¥© ¥�£ §««¥�£¢ ª�¥ ¦§ Ã��«£¤��
β

¥�£ ��¥ Ã��«£¤��  ¥ ? ¤¦¦ © ���£��¥
 ¢«��¤��§�£¥ ��
 ·  ���¢¥ �§�

β(x) = β0
θn

θn + xn
, x ≥ 0,

ÄQ ³¶Å
§¹¥«

β0 > 0
·
θ ≥ 0

¥£
n > 0

Ä«Ã ³ «¬§�¤£�¥ Í · �¥«£¤�� Í ³¶Å ³ Â¥ «�¥ä «¤¥�£
β0

Ä¥� Æ ���−1Å
¥�£ ¦¥ £§�µ © §µ¤© §¦  ¥ �¢¤�£�� �«£¤�� ·

θ
¦§  ¥��¤£¢  ¥ «¥¦¦� ¦¥� ¥� �¬§�¥  ¥ �¥� �� � ���

¦§ª�¥¦¦¥ ¦¥ £§�µ  ¥ �¢¤�£�� �«£¤��
β

����² ¥ �� £§�µ   ¡¢«¬§�°¥ © §µ¤© §¦ §¹¥« ¦§ �¬§�¥
 ¥ �¥� �� · ¥£

n
 ¢«�¤£ ¦§ ¼ �¥��¤£¤¹¤£¢ ½  ¥ ¦§ � ���¦§£¤�� �§� �§�� ��£ §�µ «¬§�°¥© ¥�£� ª�¤

� ¥�¹¥�£ ¨ ���¹¥�¤� Ä�¢§«£¤�� ± �� �£¤©�¦�� ¥µ£¢�¤¥�� · §«£¤�� ¬��© ��§¦¥ · ¥£« ³Å ³
Á ¡§��²� � §«�¥¨ �� · 	
 · ¦¥� ¹§¦¥���  ¥� �§�§© ²£�¥� ��¢«¢ ¥©©¥�£ «¤£¢� ���£ °¢�¢�§¸

¦¥© ¥�£  ���¢¥� �§�

δ = 0.05
Æ ���−1, γ = 0.2

Æ ���−1, β0 = 1.77
Æ ���−1 ¥£

n = 3.
ÄQ ³ÍÅ

��£��� ª�¥ · ¿¤¥� ª� ¡��¥ ¹§¦¥�� ���¥¦¦¥  ¥
θ

��¤£
θ = 1.62 × 108 «¥¦¦� ¦¥���° · ¦§ ¹§¦¥��

 ¥
θ

� ¥�£ »£�¥ ���© §¦¤�¢¥ �§�� � ¥�£¥  ¥ °¢�¢�§¦¤£¢ ¦���ª�¥ ���� ¥å¥«£���� ��¥ §�§¦¨�¥
ª�§¦¤£§£¤¹¥  ¥ ¦§ � ���¦§£¤��  ¥ «¥¦¦� ¦¥� · «¥ ª�¤ ¥�£ ¦¥ «§�  §�� «¥££¥ ¢£� ¥ ³

À ¦���
r(t, a)

¥£
p(t, a)

¹¢�¤¯¥�£ ¦¥ �¨�£²© ¥   ¡¢ª�§£¤��� §�µ  ¢�¤¹¢¥� �§�£¤¥¦¦¥�
∂r

∂t
+

∂r

∂a
= −

(
δ + β(x(t))

)
r, a > 0, t > 0,

ÄQ ³�Å
∂p

∂t
+

∂p

∂a
= −

(
γ + g(a)

)
p, 0 < a < τ, t > 0,

ÄQ ³Ì Å
§¹¥« ¦¥� «�� ¤£¤��� ¤� ¤£¤§¦¥�

r(0, a) = ν(a), a ≥ 0,
¥£

p(0, a) = Γ(a), a ∈ [0, τ).
ÄQ ³QÅ

Â¥� Ã��«£¤���
ν = ν(a)

¥£
Γ = Γ(a)

 ���¥�£ ¦¥�  ¥��¤£¢�  ¥ � ���¦§£¤���  ¥ «¥¦¦� ¦¥� §¨§�£
�§��¢ �� £¥©��

a
¥� �¬§�¥  ¥ �¥� �� ¥£  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� · �¥�� ¥«£¤¹¥© ¥�£ · §� £¥©��

t = 0
�

« ¡¥�£¸±¸ ¤�¥ ¦¥� � ���¦§£¤��� ¤� ¤£¤§¦¥�  ¥ «¥¦¦� ¦¥�   ¡È°¥
a

 §�� «¬§ª�¥ �¬§�¥ ³
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Â¥ �¨�£²© ¥ ÄQ ³�ÅE ÄQ ³Ì Å ���¹¤¥�£ ¥� Ã§¤£  � �¨�£²© ¥ �£��«£��¢ ¥� È°¥ ¥£ © §£��¤£¢ ÄÍ ³Ì ÅE
ÄÍ ³QÅ ³ ¾¦ � ¡§°¤£  � © � ²¦¥ �¿£¥�� ¦���ª� ¡�� �¥ «���¤ ²�¥ �§� ¦§ �£��«£��§£¤�� ¥� © §£��¤£¢ ³

Â¥� «�� ¤£¤��� §�µ ¿�� �  � �¨�£²© ¥ ÄQ ³�ÅE ÄQ ³Ì Å · ª�¤  ¢«�¤¹¥�£ ¦¥ æ�µ  ¥ «¥¦¦� ¦¥� ¥�£�¥
¦¥�  ¥�µ �¬§�¥� · ���£  ���¢¥� �§�





r(t, 0) = 2

∫ τ

τ
g(τ)p(t, τ)dτ,

p(t, 0) = β(x(t))x(t).

ÄQ ³	Å

Â§ ��¥© ¤²�¥ «�� ¤£¤��  ¢«�¤£ ¦¥ Ã§¤£ ª�¥ ¦¥� «¥¦¦� ¦¥� ¥�£�§�£ ¥� �¬§�¥  ¥ �¥� �� ���£ ¤���¥�
 ¥ ¦§  ¤¹¤�¤��  ¥ «¥¦¦� ¦¥� ���¦¤Ã¢�§�£¥� · ¦§  ¥�µ ¤²© ¥ «�� ¤£¤�� ¥µ��¤© ¥ �¤©�¦¥© ¥�£ ¦¥ Ã§¤£
ª�¥ ¦¥� «¥¦¦� ¦¥� ¥�

G0
���£ ¤�£�� �¤£¥� ¥� �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� §¹¥« �� £§�µ

β
³

´�©©¥ ¦¥� «¥¦¦� ¦¥� ª�¤ ��£ §££¥¤�£ ¦ ¡È°¥
τ

�§�� �¥  ¤¹¤�¥� © ¥��¥�£ · ���� ���������
§���¤ ª�¥

lim
a→τ

p(t, a) = 0.

Á¥ �¦�� · §¯�  ¥  ���¥� ��¥ �¥�� ± ¦§ � ���¦§£¤�� £�£§¦¥
x(t)

· ¦ ¡§��¦¤«§£¤��
a 7→ r(t, a)

¥�£
������¢¥

L1(0, +∞)
¥£ £¥¦¦¥ ª�¥

lim
a→+∞

r(t, a) = 0.

���� ��£���
y(t)

¦§  ¥��¤£¢  ¥ � ���¦§£¤�� £�£§¦¥  ¥ «¥¦¦� ¦¥� ¥� �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤��
§� £¥©��

t
³ À ¦���

y(t) =

∫ τ

0
p(t, a)da, t ≥ 0.

ù� ¤�£¢°�§�£ ÄQ ³�Å ¥£ ÄQ ³Ì Å �§� �§�� ��£ ± ¦ ¡È°¥ · ���� �¿£¥����

dx

dt
= −

(
δ + β(x(t))

)
x(t) + 2

∫ τ

τ
g(τ)p(t, τ)dτ,

ÄQ ³Å
dy

dt
= −γy(t) + β(x(t))x(t) −

∫ τ

τ
g(τ)p(t, τ)dτ.

ÄQ ³fÅ
ù� �£¤¦¤�§�£ ¦§ © ¢£¬� ¥  ¥� «§�§«£¢�¤�£¤ª�¥� · ����  ¢£¥�© ¤����

p(t, a)
³ ´¥«¤ ¥�£ ��¢¸

�¥�£¢  §�� ¦§ ���� ��¤£¤�� ª�¤ ��¤£ ³

�k�W������� � ����� F�� �þ �" ,ýþ�� �� � 6$!"�,ýþ� Op91P *$üý# ��, �� �þ��ý,ýþ� ý� ý,ý��� Op9pP
�, �� �þ��ý,ýþ� �"S �þü�� Op9�P �þ�, �þ�� $�� û �ü

p(t, a) =





Γ(a − t) exp

(
−γt −

∫ a

a−t
g(s)ds

)
,

�ý
t < a,

β(x(t − a))x(t − a) exp

(
−γa −

∫ a

0
g(s)ds

)
,

�ý
a ≤ t.
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{ $+ þ��,ü�,ýþ� 9 ���� �£¤¦¤���� ¦§ © ¢£¬� ¥  ¥� «§�§«£¢�¤�£¤ª�¥� ³ ���� � �����

v(t) = p(t, a(t)) = p(t, t + a0)
����

t ≥ t0 := max{0,−a0},

§¹¥«
a0 ∈ R

³ À ¦���
dv

dt
(t) = −(γ + g(t + a0))v(t).

Á ¡��
v(t) = v(t0) exp

(
−γ(t − t0) −

∫ t

t0

g(s + a0)ds

)
.

Â���ª�¥
t < a

· ���� §¹���
t0 = 0

 ��«

v(t) = v(0) exp

(
−γt −

∫ t

0
g(s + a − t)ds

)
= p(0, a − t) exp

(
−γt −

∫ a

a−t
g(s)ds

)
.

Â���ª�¥
a ≤ t

· §¦���
t0 = −a0 = t − a

 ��«

v(t) = v(t − a) exp

(
−γa −

∫ t

t−a
g(s + a − t)ds

)
= p(t − a, 0) exp

(
−γa −

∫ a

0
g(s)ds

)
.

���� «��«¦���� ¥� �£¤¦¤�§�£ ÄQ ³QÅ ¥£ ÄQ ³	Å ³
ù� �§�£¤«�¦¤¥� · ¦¥ �¢��¦£§£  ¥ ¦§ ���� ��¤£¤�� Q ³¶³¶ ���� � ¥�© ¥£   ¡�¿£¥�¤�

g(τ)p(t, τ) =





e−γtG(t, τ)Γ(τ − t),
�¤

t < τ,

e−γτG(t, τ)β(x(t − τ))x(t − τ),
�¤

τ ≤ t,

�� ¦§ Ã��«£¤��
G

¥�£  ¢¯�¤¥ �§�

G(t, a) =





g(a) exp

(
−

∫ a

a−t
g(s)ds

)
,

�¤
t < a,

g(a) exp

(
−

∫ a

0
g(s)ds

)
,

�¤
a ≤ t.

w���� � ���� � F� G þ��,ýþ�
f

�$# � ý� û þ"ü
τ > 0

û�ü

f(τ) := g(τ) exp

(
−

∫ τ

0
g(s)ds

)

��, "�� ���� ý,$ �� �"ûûþü,
[τ , τ ]

9 � � û�ü,ý�"�ý�ü)
∫ τ

τ
f(τ)dτ = 1.

{ $+ þ��,ü�,ýþ� 9 Á ¡§��²� ¦§  ¢¯�¤£¤��  ¥
f
· ¤¦ ¥�£ Ã§«¤¦¥  ¥ ¹�¤� ª�¥

����
f =

����
g = [τ , τ ].
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Á¥ �¦�� ·

∫ τ

τ
f(τ)dτ =

∫ τ

τ

d

dτ

(
− exp

(
−

∫ τ

0
g(s)ds

))
dτ,

= lim
a→τ

∫ a

τ

d

dτ

(
− exp

(
−

∫ τ

0
g(s)ds

))
dτ,

= lim
a→τ

[
− exp

(
−

∫ τ

0
g(s)ds

)]a

τ

,

= lim
a→τ

[
exp

(
−

∫ τ

0
g(s)ds

)
− exp

(
−

∫ a

0
g(s)ds

)]
,

= 1 − lim
a→τ

exp

(
−

∫ a

0
g(s)ds

)
,

= 1,

«§�
g(s) = 0

�¤
s ≤ τ

¥£ ∫ τ

0
g(s)ds = +∞ ³

Â§ Ã��«£¤��
f

�¥��¢�¥�£¥ ¦§  ¥��¤£¢  ¥  ¤¹¤�¤��  ¥� «¥¦¦� ¦¥� ¥� �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� ³
���� � ��¹��� ��£¥� ª�¥ ¦§ Ã��«£¤��

G
¥�£ §¦���  ���¢¥ �§�

G(t, a) =





f(a) exp

(∫ a−t

0
g(s)ds

)
,

�¤
t < a,

f(a),
�¤

a ≤ t.

����  ¢ �¤���� §¦���  ¥ ÄQ ³ÅE ÄQ ³fÅ ª�¥ ¦¥ ���«¥����   ¡¬¢© §£�� �²�¥ ¥�£  ¢«�¤£ �§� ¦¥
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�¨�£²© ¥ ��¤¹§�£ @




dx

dt
= −

(
δ + β(x(t))

)
x(t)

+





2e−γt

∫ τ

τ
G(t, τ)Γ(τ − t)dτ, 0 ≤ t ≤ τ ,

2

∫ t

τ
e−γτf(τ)β(x(t − τ))x(t − τ)dτ

+2e−γt

∫ τ

t
G(t, τ)Γ(τ − t)dτ, τ ≤ t ≤ τ ,

2

∫ τ

τ
e−γτf(τ)β(x(t − τ))x(t − τ)dτ, τ ≤ t,

dy

dt
= −γy(t) + β(x(t))x(t)

−





e−γt

∫ τ

τ
G(t, τ)Γ(τ − t)dτ, 0 ≤ t ≤ τ ,

∫ t

τ
e−γτf(τ)β(x(t − τ))x(t − τ)dτ

+e−γt

∫ τ

t
G(t, τ)Γ(τ − t)dτ, τ ≤ t ≤ τ ,

∫ τ

τ
e−γτf(τ)β(x(t − τ))x(t − τ)dτ, τ ≤ t.

ÄQ ³�Å

����  ������ ��¥ ¤�£¥���¢£§£¤�� ¿¤�¦�°¤ª�¥  ¤�¥«£¥ Ä�§�� �§�¦¥�  � ���¿¦²© ¥ ÄQ ³�ÅE
ÄQ ³Ì ÅÅ  � �¨�£²© ¥ ÄQ ³�Å ³

Á §�� ¦§ ��¥© ¤²�¥ ¢ª�§£¤�� ·  ¢«�¤¹§�£ ¦ ¡¢¹�¦�£¤��  ¥ ¦§ � ���¦§£¤��  ¥ «¥¦¦� ¦¥� §� �¥� ��
x(t)

· ¦¥ ��¥© ¤¥� £¥�© ¥ ±  ��¤£¥  � �¤°�¥ ¢°§¦  ¢«�¤£ ¦¥� � ¥�£¥� ¥�
G0

 �¥� ��¤£ ± ¦§ © ��£§¦¤£¢
¥£ ¦§  ¤å ¢�¥�«¤§£¤�� «¥¦¦� ¦§¤�¥ Ä

δ
Å ��¤£ ± ¦ ¡¤�£�� �«£¤�� ¥� �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� Ä

β
Å ³ Â¥

�¥«��  £¥�© ¥ �¥��¢�¥�£¥ ¦¥ °§¤� «¥¦¦� ¦§¤�¥ �¿£¥�� °�È«¥ §� © ��¹¥© ¥�£  ¥� «¥¦¦� ¦¥� ¥�
�¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� ª�¤ ¹¤¥��¥�£  ¥ £¥�© ¤�¥� �� «¨«¦¥ «¥¦¦� ¦§¤�¥ ³ ´¥ £¥�© ¥ �¢«¥��¤£¥
 ¥� ¥µ�¦¤«§£¤��� �¦��  ¢£§¤¦¦¢¥� ³

� §�� ¥¦��� ª�¥ ¦¥� «¥¦¦� ¦¥� �¥  ¤¹¤�¥�£ �¥¦�� ��¥  ¥��¤£¢
f
·  ¥ ������£

[τ , τ ]
³ Á §��

¦§ ��¤£¥ · ���� ��©©¥���� ¼ ���¹¥¦¦¥� «¥¦¦� ¦¥� ¥� �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� ½ ¦¥� «¥¦¦� ¦¥�
¥� �¬§�¥  ¥ �¥� �� ¤�£�� �¤£¥� ¥� �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� ± ¦ ¡¤��£§�£

t
«���¤ ¢�¢ ³ Â���ª�¥

t ≤ τ
· §�«��¥ ���¹¥¦¦¥ «¥¦¦� ¦¥ ¥� �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� � ¡¥�£ §��¥É © §£��¥ � ��� �¥

 ¤¹¤�¥� · «§� ¦¥� «¥¦¦� ¦¥� �¥ � ¥�¹¥�£ �¥  ¤¹¤�¥� §¹§�£   ¡§¹�¤� �§��¢ �� £¥©��
τ

¥� �¬§�¥  ¥
���¦¤Ã¢�§£¤�� ³ À ¤��¤ · ¦¥ °§¤� «¥¦¦� ¦§¤�¥ �¥ � ¥�£ ���¹¥�¤� ª�¥  ¥� «¥¦¦� ¦¥� ¤� ¤£¤§¦¥© ¥�£ ¥�
�¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� ³ Â���ª�¥

t ∈ [τ , τ ]
· ¦ ¡§««��¤��¥© ¥�£  ¥ ¦§ � ���¦§£¤�� ¥� �¬§�¥  ¥

�¥� �� ¥�£  Æ ¥� �§�£¤¥ ± ¦§  ¤¹¤�¤��  ¥� ���¹¥¦¦¥� «¥¦¦� ¦¥� ¥� �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� © §¤�
§���¤ ± ¦§  ¤¹ ¤�¤��  ¥� «¥¦¦� ¦¥�  ¥ ¦§ � ���¦§£¤�� ¤�¤£¤§¦¥ ³ � ¤�§¦¥© ¥�£ · ¦���ª�¥

t ≥ τ
· £��£¥�

¦¥� «¥¦¦� ¦¥�  ¥ ¦§ � ���¦§£¤�� ¤�¤£¤§¦¥ �¥ ���£  ¤¹¤�¢¥� �� ���£ © ��£¥� � ¦¥ °§¤� «¥¦¦� ¦§¤�¥ ¥�£
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§¦��� �¿£¥�� �§�  ¤¹ ¤�¤��  ¥� ���¹¥¦¦¥� «¥¦¦� ¦¥� ¥� �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� · ¤�£�� �¤£¥� ��¥
°¢�¢�§£¤�� �¦�� £Ç£ ³

��£��� ª�¥ ¦¥ Ã§«£¥��
2
¤¦¦��£�¥ £��Æ ���� ¦§  ¤¹¤�¤��   ¡��¥ «¥¦¦� ¦¥ © ²�¥ ¥�  ¥�µ «¥¦¦� ¦¥�

¯ ¦¦¥� ¦���  ¥ ¦§ © ¤£��¥ ³ Â¥ £¥�© ¥
e−γt · §¹¥« t ∈ [0, τ ]

·  ¢«�¤£ ¦ ¡§££¢��§£¤��  ¥ ¦§ � ���¦§£¤��
¥� �¬§�¥  ¥ �¥� ��  �¥ ± ¦§ © ��£ �§� §� ��£��¥ Ä«Ã ³ �¥«£¤�� ¶³¶³�Å ³

Á §�� ¦ ¡¢ª�§£¤��  ¢«�¤¹§�£ ¦ ¡¢¹�¦�£¤��  ¥ ¦§ � ���¦§£¤��  ¥ «¥¦¦� ¦¥� ¥� �¬§�¥  ¥ ���¸
¦¤Ã¢�§£¤��

y(t)
· ¦¥ ��¥© ¤¥� £¥�© ¥ ±  ��¤£¥  � �¤°�¥ ¢°§¦  ¢«�¤£ ¦¥� � ¥�£¥� «¥¦¦� ¦§¤�¥�  �¥�

± ¦ ¡§� ��£��¥ ¥£ ¦¥ �¥«��  £¥�© ¥  ¢«�¤£ ¦ ¡§�� ��£ «¥¦¦� ¦§¤�¥ ¥� ���¹¥�§�«¥  ¥ ¦§ �¬§�¥  ¥
�¥� �� ³ Â¥  ¥��¤¥� £¥�© ¥ £¤¥�£ «�©�£¥  � æ�µ  ¥ «¥¦¦� ¦¥�  ¥ ¦§ �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� ¹¥��
¦§ �¬§�¥  ¥ �¥� �� · ¦���  ¥ ¦§ © ¤£��¥ ³

���� � �����
µ :=

∫ ∞

0
ν(a)da.

À¦��� ¦¥� � ���¦§£¤��� ¤� ¤£¤§¦¥�  §�� ¦¥�  ¥�µ �¬§�¥� ���£  ���¢¥� �§�

x(0) = µ
¥£

y(0) =

∫ τ

0
Γ(a)da.

À��¤¹¢� ± «¥ � �¤�£ · ���� � ��¹��� Ã§¤�¥ ��¥ �¥© §�ª�¥ ³ ù£§�£  ���¢ ª�¥ ¦¥� «¥¦¦� ¦¥� §�
�¥� �� ���£ ¤�£�� �¤£¥� ¥� �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� §¹¥« �� £§�µ

β
· §¦���

Γ(0)
· ¦§ � ���¦§£¤��

 ¥ «¥¦¦� ¦¥� ¤�£�� �¤£¥� ¥� �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� ± ¦ ¡¤��£§�£
t = 0

·  �¤£ �§£¤�Ã§¤�¥

Γ(0) = β(µ)µ.

ù� £¥�§�£ «�©�£¥  ¥� � ¥�£¥� ¤�¢¹¤£§¿¦¥� �§� §� ��£��¥ ¥£ �§�  ¤¹¤�¤�� · ���� ���������
ª�¥

Γ(a)
¥�£  ���¢¥ �§�

Γ(a) =





e−γaβ(µ)µ,
�¤

a ∈ [0, τ),

e−γa exp

(
−

∫ a

τ
g(s)ds

)
β(µ)µ,

�¤
a ∈ [τ , τ).

ÄQ ³¶�Å

´¥¦§ �¤°�¤¯¥ �¤©�¦¥© ¥�£ ª�¥
Γ

¹¢�¤¯¥ ¦ ¡¢ª�§£¤�� ÄQ ³Ì Å Ä¹�¤� ´¥¿¿ �¶¶�
 · �§°¥ fÅ ³ ù�
�£¤¦¤�§�£ ÄQ ³¶�Å ¥£ ��¥ ¤�£¢°�§£¤�� �§� �§�£¤¥� · ¦¥� «�� ¤£¤��� ¤� ¤£¤§¦¥�  � �¨�£²© ¥ ÄQ ³�Å
 ¥¹¤¥��¥�£

x(0) = µ, y(0) = β(µ)µ

∫ τ

τ
f(τ)

(
1 − e−γτ

γ

)
dτ.

ÄQ ³¶¶Å
Â���ª�¥

γ = 0
· ���� �¿£¥����

y(0) = β(µ)µ

∫ τ

τ
τf(τ)dτ.

���� ¢£� ¤���  §�� ¦§ �¥«£¤�� ª�¤ ��¤£ «¥�£§¤�¥� �����¤¢£¢�  � �¨�£²© ¥ ÄQ ³�Å ³ ù� �§�¸
£¤«�¦¤¥� · ���� © ��£���� ª�¥ ¦ ¡¢£� ¥  ¥ ÄQ ³�Å �¥ �¢ �¤£ ± ¦ ¡¢£� ¥   ¡�� �¨�£²© ¥   ¡¢ª�§£¤���
 ¤å ¢�¥�£¤¥¦¦¥� ± �¥£§�  ³
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ª èç � öëõöïíòíð ì÷ c ëì� îô
���� ¢£� ¤��� ± ��¢�¥�£ ¦¥ �¨�£²© ¥ ÄQ ³�Å §¹¥« ¦¥� «�� ¤£¤��� ¤� ¤£¤§¦¥� ÄQ ³¶¶Å ³
Z�������� ª�¥ ¦§ Ã��«£¤��

x 7→ xβ(x)
¥�£ ¦¤��«¬¤£É¤¥��¥ ³ ù� �£¤¦¤�§�£ ��¥ © ¢£¬� ¥

 ¥ �¢��¦�£¤�� �§� �§� · ¤¦ ¥�£ §¦��� ¤©© ¢ ¤§£   ¡�¿£¥�¤� ¦ ¡¥µ ¤�£¥�«¥   ¡��¥ ��¤ª�¥ ��¦�£¤��
§� �¨�£²© ¥ ÄQ ³�ÅE ÄQ ³¶¶Å · � ��� £��£

µ ∈ R
· ��£¢¥

(x(t), y(t))
·  ¢¯�¤¥ ���

[0, +∞)
Ä� ���

�¦��  ¥  ¢£§¤¦� «��«¥��§�£ «¥ �¢��¦£§£ ���� �¥�¹�¨��� �§� ¥µ¥©�¦¥ ¦¥ ¦¥«£¥�� ± ¦ ¡��¹�§°¥
 ¥ ? §¦¥ ¥£ ¨¥� �¨� Â��¥¦ �Q	
Å ³j� � ¥�£ �¥© §�ª�¥� ª�¥ ¦¥ ���¿¦²© ¥ ÄQ ³�Å �¥ �¢ �¤£ ± �� �¨�£²© ¥  ¥  ¥�µ ¢ª�§£¤���
 ¤å¢�¥�£¤¥¦¦¥� ± �¥£§�  ·  ��£ ¦¥� «�� ¤£¤��� ¤� ¤£¤§¦¥� ���£ ��¦�£¤���   ¡�� �¨�£²© ¥   ¡¢ª�§¸
£¤���  ¤å ¢�¥�£¤¥¦¦¥� �� ¤�§¤�¥� ³

��£��� £��£   ¡§¿ ��  ª�¥

G(t, τ)Γ(τ − t) = f(τ)e−γ(τ−t)β(µ)µ
���� £��£

t < τ.

ù� ¥å¥£ · �¤
τ − t < τ

· ÄQ ³¶�Å ����  ���¥

G(t, τ)Γ(τ − t) = f(τ) exp

(∫ τ−t

0
g(s)ds

)
e−γ(τ−t)β(µ)µ = f(τ)e−γ(τ−t)β(µ)µ,

«§�
g(s) = 0

����
s < τ

· ¥£ · �¤
τ − t ≥ τ

· ���� �¿£¥����   ¡§��²� ÄQ ³¶�Å

G(t, τ)Γ(τ − t) = f(τ) exp

(∫ τ−t

0
g(s)ds

)
e−γ(τ−t) exp

(
−

∫ τ−t

τ
g(s)ds

)
β(µ)µ,

��¤£
G(t, τ)Γ(τ − t) = f(τ)e−γ(τ−t)β(µ)µ.

Z�� ¦ ¡¤�£¥�¹§¦¦¥
[0, τ ]

· ¦§ ��¥© ¤²�¥ ¢ª�§£¤�� � ���
x(t)

 � �¨�£²© ¥ ÄQ ³�Å � ¡¢«�¤£




dϕ̃

dt
= −

(
δ + β(ϕ̃(t))

)
ϕ̃(t) + 2β(µ)µ

∫ τ

τ
e−γτf(τ)dτ, 0 ≤ t ≤ τ ,

ϕ̃(0) = µ,

ÄQ ³¶ÍÅ

¥£ · ��� ¦ ¡¤�£¥�¹§¦¦¥
[τ , τ ]

· ¦§  ¥�µ¤²© ¥ ¢ª�§£¤�� �¥ �¢ �¤£ ± ¦ ¡¢ª�§£¤��  ¤å ¢�¥�£¤¥¦¦¥ ± �¥£§� 
���¸§�£���© ¥ ��¤¹§�£¥





dϕ

dt
= −

(
δ + β(ϕ(t))

)
ϕ(t) + 2β(µ)µ

∫ τ

t
e−γτf(τ)dτ

+2

∫ t

τ
e−γτf(τ)β(ϕ(t − τ))ϕ(t − τ)dτ, t ∈ [τ , τ ],

ϕ(t) = ϕ̃(t), t ∈ [0, τ ],

ÄQ ³¶�Å

��
ϕ̃(t)

¥�£ ¦ ¡��¤ª�¥ ��¦�£¤��  ¥ ÄQ ³¶ÍÅ §���«¤¢¥ ± ¦§  ���¢¥ ¤�¤£¤§¦¥
µ
³

Á ¥ ¦§ © »© ¥ Ã§��� · ¦§ ��¦�£¤��
y(t)

 ¥ ¦§ �¥«�� ¥ ¢ª�§£¤��  � �¨�£²© ¥ ÄQ ³�Å · ��£¢¥
ψ(t)

· ¥�£  ���¢¥ ¥� Ã��«£¤��  ¥ ¦ ¡��¤ª�¥ ��¦�£¤��
ϕ̃(t)

 ¥ ÄQ ³¶ÍÅ · §���«¤¢¥ ±
µ
· ¥£  ¥

¦ ¡��¤ª�¥ ��¦�£¤��
ϕ(t)

 ¥ ÄQ ³¶�Å · � ���
t ∈ [0, τ ]

³
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Â¥ �¨�£²© ¥ ÄQ ³�Å � ¡¢«�¤£ §¦��� ���� ¦§ Ã��© ¥   ¡�� �¨�£²© ¥ §�£���© ¥   ¡¢ª�§£¤���  ¤Ã¸

Ã¢�¥�£¤¥¦¦¥� ± �¥£§�  � ���
t ≥ τ

·

dx

dt
= −

(
δ + β(x(t))

)
x(t) + 2

∫ τ

τ
e−γτf(τ)β(x(t − τ))x(t − τ)dτ,

ÄQ ³¶Ì§Å

dy

dt
= −γy(t) + β(x(t))x(t) −

∫ τ

τ
e−γτf(τ)β(x(t − τ))x(t − τ)dτ,

ÄQ ³¶Ì¿ Å
§¹¥« · � ���

t ∈ [0, τ ]
·

x(t) = ϕ(t), y(t) = ψ(t).

���� © ��£����  §�� ¦§ ���� ��¤£¤�� ª�¤ ��¤£ ª�¥ ¦§ ��¦�£¤��  ¥ ÄQ ³¶Ì¿ Å � ¥�£ »£�¥
¥µ��¤© ¢¥  ¥ Ã§��� ¥µ�¦¤«¤£¥ ¥� Ã��«£¤��  ¥

x(t)
³

�k�W������� � �� ��� F�� �þ �" ,ýþ�� �� Op9%1 �P �þ�, �þ��$�� �Sû �ý�ý,�+ ��,) ûþ"ü
t ≥ τ

)
û �ü

y(t) =

∫ τ

τ
f(τ)

( ∫ t

t−τ
e−γ(t−s)β(x(s))x(s) ds

)
dτ.

ÄQ ³¶QÅ

{ $+ þ��,ü�,ýþ� 9 Z�¤£
t ≥ τ

³ Á ¡§��²� ÄQ ³¶Ì¿ Å ¥£ ��¤�ª�¥
f

¥�£ ��¥  ¥��¤£¢ · ���� §¹���

d

dt

[
eγty(t)

]
= eγtβ(x(t))x(t) −

∫ τ

τ
f(τ)eγ(t−τ)β(x(t − τ))x(t − τ)dτ,

=

∫ τ

τ
f(τ)

[
eγtβ(x(t))x(t) − eγ(t−τ)β(x(t − τ))x(t − τ)

]
dτ.

Á��«

eγty(t) = eγτy(τ) +

∫ t

τ

(∫ τ

τ
f(τ)

[
eγsβ(x(s))x(s) − eγ(s−τ)β(x(s − τ))x(s − τ)

]
dτ

)
ds,

= eγτy(τ) +

∫ τ

τ
f(τ)

(∫ t

τ
eγsβ(x(s))x(s) − eγ(s−τ)β(x(s − τ))x(s − τ)ds

)
dτ.

ù� �£¤¦¤�§�£ ¦¥ «¬§�°¥© ¥�£  ¥ ¹§�¤§¿¦¥
σ = s − τ

 §�� ¦¥ £¥�© ¥ ± �¥£§�   ¥ ¦ ¡¢ª�§£¤��
��¢«¢ ¥�£¥ · ���� �¿£¥����

eγty(t) = eγτy(τ) +

∫ τ

τ
f(τ)

(∫ t

t−τ
eγsβ(x(s))x(s)ds

)
dτ

−
∫ τ

τ
f(τ)

(∫ τ

τ−τ
eγsβ(x(s))x(s)ds

)
dτ.

¾¦ ���� Ã§�£  ��« © ��£�¥� ª�¥

eγτy(τ) =

∫ τ

τ
f(τ)

(∫ τ

τ−τ
eγsβ(x(s))x(s)ds

)
dτ.
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���� �§�� ¥¦��� ª�¥
ϕ̃(t)

¥�£ ¦ ¡��¤ª�¥ ��¦�£¤��  ¥ ÄQ ³¶ÍÅ · §���«¤¢¥ ± ¦§  ���¢¥ ¤�¤£¤§¦¥
µ
·

¥£
ϕ(t)

¥�£ ¦ ¡��¤ª�¥ ��¦�£¤��  ¥ ÄQ ³¶�Å ·  ¥  ���¢¥ ¤�¤£¤§¦¥
ϕ̃
³

Z�� ¦ ¡¤�£¥�¹§¦¦¥
[0, τ ]

· ¦ ¡��¤ª�¥ ��¦�£¤��
ψ(t)

 ¥ ¦§ �¥«�� ¥ ¢ª�§£¤��  � �¨�£²© ¥ ÄQ ³�Å
¹¢�¤¯¥

dψ

dt
(t) + γψ(t) =





β(ϕ̃(t))ϕ̃(t) − β(µ)µ

∫ τ

τ
f(τ)e−γτdτ,

�¤
0 ≤ t ≤ τ ,

β(ϕ(t))ϕ(t) − β(µ)µ

∫ τ

t
f(τ)e−γτdτ

−
∫ t

τ
f(τ)e−γτβ(ϕ(t − τ))ϕ(t − τ)dτ,

�¤
τ ≤ t ≤ τ .

���� �¿£¥����  ��«

eγτψ(τ) = ψ(0) +

∫ τ

0
eγsβ(ϕ̃(s))ϕ̃(s)ds − β(µ)µ

∫ τ

τ
f(τ)

(∫ τ

0
eγ(s−τ)ds

)
dτ.

� §�� ¥¦��� ª�¥
ψ(0) = y(0) = β(µ)µ

∫ τ

τ
f(τ)

(∫ τ

0
e−γsds

)
dτ,

��
y(0)

¥�£  ¢¯�¤ ¥� ÄQ ³¶¶Å ³ À ¦��� · ¥� �£¤¦¤�§�£ �� «¬§�°¥© ¥�£  ¥ ¹§�¤§¿¦¥ ¢¹¤ ¥�£ · ����
�¿£¥����

ψ(0) − β(µ)µ

∫ τ

τ
f(τ)

(∫ τ

0
eγ(s−τ)ds

)
dτ = β(µ)µ

∫ τ

τ
f(τ)

(∫ τ−t

0
e−γsds

)
dτ.

À¤��¤

eγτψ(τ) =

∫ τ

0
eγsβ(ϕ̃(s))ϕ̃(s)ds + β(µ)µ

∫ τ

τ
f(τ)

(∫ τ−τ

0
e−γsds

)
dτ.

ÄQ ³¶	Å
ù� «���¤ ¢�§�£ © §¤�£¥�§�£ ¦ ¡¢ª�§£¤�� ¹¢�¤¯¢¥ �§�

ψ(t)
����

t ∈ [τ , τ ]
· ���� §¹���

eγτψ(τ) = eγτψ(τ) +

∫ τ

τ
eγsβ(ϕ(s))ϕ(s)ds − β(µ)µ

∫ τ

τ

(∫ τ

s
f(τ)eγ(s−τ)dτ

)
ds

−
∫ τ

τ

(∫ s

τ
f(τ)eγ(s−τ)β(ϕ(s − τ))ϕ(s − τ)dτ

)
ds.

´�©©¥
ϕ(s) = ϕ̃(s)

����
s ∈ [0, τ ]

· ���� �¿£¥���� §¹¥« ÄQ ³¶	Å

eγτψ(τ) =

∫ τ

0
eγsβ(ϕ(s))ϕ(s)ds + β(µ)µ

∫ τ

τ
f(τ)

(∫ τ−τ

0
e−γsds

)
dτ

−β(µ)µ

∫ τ

τ

(∫ τ

s
f(τ)eγ(s−τ)dτ

)
ds

−
∫ τ

τ

(∫ s

τ
f(τ)eγ(s−τ)β(ϕ(s − τ))ϕ(s − τ)dτ

)
ds.

���� � �����
ϕ(σ) = ϕ(0) = ϕ̃(0) = µ

����
σ ≤ 0.
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À ¦���

eγτψ(τ) =

∫ τ

0
eγsβ(ϕ(s))ϕ(s)ds + β(µ)µ

∫ τ

τ
f(τ)

(∫ τ−τ

0
e−γsds

)
dτ

−
∫ τ

τ

(∫ τ

s
f(τ)eγ(s−τ)β(ϕ(s − τ))ϕ(s − τ)dτ

)
ds

−
∫ τ

τ

(∫ s

τ
f(τ)eγ(s−τ)β(ϕ(s − τ))ϕ(s − τ)dτ

)
ds,

=

∫ τ

0
eγsβ(ϕ(s))ϕ(s)ds + β(µ)µ

∫ τ

τ
f(τ)

(∫ τ−τ

0
e−γsds

)
dτ

−
∫ τ

τ

(∫ τ

τ
f(τ)eγ(s−τ)β(ϕ(s − τ))ϕ(s − τ)dτ

)
ds,

=

∫ τ

0
eγsβ(ϕ(s))ϕ(s)ds + β(µ)µ

∫ τ

τ
f(τ)

(∫ τ−τ

0
e−γsds

)
dτ

−
∫ τ

τ
f(τ)

(∫ τ−τ

τ−τ
eγsβ(ϕ(s))ϕ(s)ds

)
dτ.

ù� �¥ ���¹¥�§�£ ª�¥
∫ τ

τ
f(τ)dτ = 1,

���� �§�¹¥���� ±

eγτψ(τ) =

∫ τ

τ
f(τ)

(∫ τ

τ−τ
eγsβ(ϕ(s))ϕ(s)ds

)
dτ + β(µ)µ

∫ τ

τ
f(τ)

(∫ τ−τ

0
e−γsds

)
dτ

−
∫ τ

τ
f(τ)

(∫ 0

τ−τ
eγsβ(ϕ(s))ϕ(s)ds

)
dτ.

´�©©¥
ϕ(s) = µ

¦���ª�¥
s ≤ 0

· ���� §¹���

β(µ)µ

∫ τ

τ
f(τ)

(∫ τ−τ

0
e−γsds

)
dτ −

∫ τ

τ
f(τ)

(∫ 0

τ−τ
eγsβ(ϕ(s))ϕ(s)ds

)
dτ

= β(µ)µ

∫ τ

τ
f(τ)

(∫ τ−τ

0
e−γsds −

∫ 0

τ−τ
eγsds

)
dτ,

= 0.

ù� «���¢ª�¥�«¥ ·

eγτψ(τ) =

∫ τ

τ
f(τ)

(∫ τ

τ−τ
eγsβ(ϕ(s))ϕ(s)ds

)
dτ.

T�¤�ª�¥
ψ(τ) = y(τ)

¥£
x(s) = ϕ(s)

����
s ≤ τ

· ���� �¿£¥���� ¦¥ �¢�� ¦£§£ ���¬§¤£¢ ³ ´¥«¤
«��«¦�£ ¦§  ¢© ���£�§£¤�� ³

� ¥© §�ª���� ª�¥
y(t)

�¥  ¢� ¥�  �¦��  ¥ ¦§ «�� ¤£¤�� ¤�¤£¤§¦¥
Γ(a)

§��²� ��¥ °¢¸
�¢�§£¤�� · « ¡¥�£¸±¸ ¤�¥ ¦���ª�¥

t ≥ τ
³ ´¥«¤ � ¡¥µ�¦¤ª�¥  ¥ ¦§ Ã§��� ��¤¹§�£¥ @ ¦¥� «¥¦¦� ¦¥�
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¤� ¤£¤§¦¥© ¥�£ ¥� �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� �¥ ���£  ¤¹ ¤�¢¥� �� ���£ © ��£¥� §��²� ��¥ °¢�¢¸
�§£¤�� Ä�� «¨«¦¥ «¥¦¦� ¦§¤�¥ «�©�¦¥£Å � ¦¥� ���¹¥¦¦¥� «¥¦¦� ¦¥� ¥� �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� �¥
� ¥�¹¥�£  ��« ���¹¥�¤� ª�¥  ¥ ¦§ � ���¦§£¤��  ¥ «¥¦¦� ¦¥� §� �¥� ��

x(t)
³

� ��� � ��¹��� §���¤ �¥© §�ª�¥� ª�¥ ¦¥� ��¦�£¤���  ¥ ¦ ¡¢ª�§£¤�� ÄQ ³¶Ì§Å �¥  ¢� ¥� ¥�£
�§�  ¥� ��¦�£¤���  ¥ ¦ ¡¢ª�§£¤�� ÄQ ³¶Ì¿ Å · §¦��� ª�¥ ¦§ �¢«¤���ª�¥ � ¡¥�£ �§� ¹�§¤ ³ Â ¡¥µ��¥��¤��
 ¥

y(t)
�¿£¥��¥ ¥� ÄQ ³¶QÅ ����  ���¥  ¥� �¥��¥¤°�¥© ¥�£� �¦�� ��¢«¤� ��� ¦ ¡¤�æ�¥�«¥  �

«�©���£¥© ¥�£  ¥
x(t)

��� ¦§ �£§¿¤¦¤£¢  ¥� ��¦�£¤���
y(t)

³ ´¥� �¢��¦£§£� ���£ ¢£§¿¦¤�  §��
¦¥ ¦¥©© ¥ ��¤¹§�£ ³
w���� � �� �� � Lþý,

(x(t), y(t))
"� � �þ �" ,ýþ� �� Op9%1P 9 L ý

limt→+∞ x(t)
�S ý�,� �, ��,

$ ��� 7
C ≥ 0

) ��þü�

lim
t→+∞

y(t) =





β(C)C

∫ τ

τ
f(τ)

(
1 − e−γτ

γ

)
dτ,

� ý
γ > 0,

β(C)C

∫ τ

τ
τf(τ)dτ,

� ý
γ = 0.

ÄQ ³¶Å

{ � û �"�) � ý
x(t)

��,
P

8û $üýþ�ý!"�) ��þü�
y(t)

��, �"��ý
P

8û $üýþ�ý!" �9
{ $+ þ��,ü�,ýþ� 9 Á ¡§��²� ÄQ ³¶QÅ · ���� §¹���

y(t) =

∫ τ

τ
f(τ)

( ∫ τ

0
e−γsβ(x(t − s))x(t − s) ds

)
dτ

����
t ≥ τ .

ÄQ ³¶fÅ
À ¤��¤ ·

lim
t→+∞

y(t) = β(C)C

∫ τ

τ
f(τ)

( ∫ τ

0
e−γs ds

)
dτ,

¥£ ÄQ ³¶Å � ¡¥� ��¤£ ¤©© ¢ ¤§£¥© ¥�£ ³
Â���ª�¥

x(t)
¥�£

P
¸� ¢�¤� ¤ª�¥ · §¦��� ¥� �£¤¦¤�§�£ ÄQ ³¶fÅ ¤¦  ¥¹¤¥�£ ¢¹¤ ¥�£ ª�¥

y(t)
¥�£

§���¤ � ¢�¤� ¤ª�¥ §¹¥« ¦§ © »© ¥ � ¢�¤� ¥ ³

Â¥ ¦¥©© ¥ Q ³Í ³Í © ��£�¥ ¦ ¡¤�æ�¥�«¥  ¥ ÄQ ³¶Ì§Å ��� ¦§ �£§¿¤¦¤£¢  � �¨�£²© ¥ ¥� ¥�£¤¥� · «§�
¦§ �£§¿¤¦¤£¢  ¥� ��¦�£¤���  ¥ ÄQ ³¶Ì§Å © ²�¥ ± ¦§ �£§¿¤¦¤£¢  ¥� ��¦�£¤���  ¥ ÄQ ³¶Ì¿ Å ³

��£��� ª� ¡¤¦ � ¡¥�£ �§� �¥�£�¤«£¤Ã  ¥ ��¥� �¥
C

���¤£¤Ã  §�� ¦¥ ¦¥©© ¥ ��¢«¢ ¥�£ ³ ´�©©¥
���� ¦¥ © ��£����  §�� ¦§ ���� ��¤£¤�� ª�¤ ��¤£ · ¦¥� ��¦�£¤���  ¥ ÄQ ³¶Ì Å ��£ ¦§ �����¤¢£¢   ¡»£�¥
� ��¤£¤¹¥� ³ ´¥££¥ �����¤¢£¢ ¥�£ �¢«¥��§¤�¥  §�� ��£�¥ «§ �¥   ¡¢£� ¥ ·

x(t)
¥£

y(t)
 ¢«�¤¹§�£

 ¥�  ¥��¤£¢�  ¥ «¥¦¦� ¦¥� ³
�k�W������� � �� �Y � Lþý,

µ > 0
�þ��$9 ú �þü� ��� �þ �" ,ýþ��

x(t)
�,

y(t)
�" �5�,.+ � Op9%1P

�þ�, ûþ�ý,ý*�� 9
{ $+ þ��,ü�,ýþ� 9 ���� © ��£���� £��£   ¡§¿ ��  ª�¥ ¦¥� ��¦�£¤���  ¥ ÄQ ³¶ÍÅ ¥£ ÄQ ³¶�Å ���£
� ��¤£¤¹¥� ³
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Â¥ ���¿¦²© ¥ ÄQ ³¶ÍÅ ¥�£ �� ���¿¦²© ¥  ¥ ´§�«¬¨ �� ¤�§¤�¥ · ¦¥� ��¦�£¤���
ϕ̃(t)

 ¥ ÄQ ³¶ÍÅ
���£  ��« © ���£��¥� · ¥£ ¤¦ ¥�£ Ã§«¤¦¥  ¥ ¹�¤� ª�¥ �¤

ϕ̃
� ¡§���¦¥ ¥� �� ��¤�£

t0 ∈ (0, τ)§¦��� �§  ¢�¤¹¢¥ ¥�£ �£�¤«£¥© ¥�£ � ��¤£¤¹¥ ¥� «¥ � �¤�£ @ ¦¥� ��¦�£¤���  ¥ ÄQ ³¶ÍÅ ���£  ��«
� ��¤£¤¹¥� ³

Z�¤£
ϕ(t)

¦ ¡��¤ª�¥ ��¦�£¤��  ¥ ÄQ ³¶�Å ³ Z�������� ª� ¡¤¦ ¥µ ¤�£¥
t0 ∈ (τ , τ)

£¥¦ ª�¥

ϕ(t) > 0
�¤

t < t0,
¥£

ϕ(t0) = 0.

À¦���
dϕ

dt
(t0) = 2β(µ)µ

∫ τ

t0

e−γτf(τ)dτ + 2

∫ t0

τ
e−γτf(τ)β(ϕ(t0 − τ))ϕ(t0 − τ)dτ > 0.

´¥«¤ ¥�£ ¤©����¤¿ ¦¥ · ���� �¿£¥����  ��« ��¥ «��£�§ ¤«£¤�� ³ Â¥� ��¦�£¤���  ¥ ÄQ ³¶�Å ���£
 ��« � ��¤£¤¹¥� ³

Â¥ © »© ¥ �§¤����¥© ¥�£ ���� � ¥�© ¥£   ¡�¿£¥�¤� ¦§ � ��¤£¤¹ ¤£¢  ¥� ��¦�£¤���  ¥ ÄQ ³¶Ì§Å ³
����  ¢ �¤���� ¦§ � ��¤£¤¹¤£¢  ¥� ��¦�£¤���  ¥ ÄQ ³¶Ì¿ Å  ¥ ÄQ ³¶QÅ ³

����k��� � �� �� � ; þ,þ�� !"� �ý
µ = 0

) � 6"� ý!" � �þ �" ,ýþ� �� Op9%1P ��, �þ��$� û �ü
x(t) ≡ 0

�,
y(t) ≡ 0

) ûþ"ü ,þ",
t ≥ 0

9
À¹§�£   ¡¢£� ¤¥� ¦§ �£§¿¤¦¤£¢ §�¨©�£�£¤ª�¥  ¥ ÄQ ³¶Ì§Å · ���� ¢£§¿¦¤����� �� �¢��¦£§£

«��«¥��§�£ ¦¥� ��¦�£¤��� ¿ ���¢¥�  ¥ «¥££¥ ¢ª�§£¤�� ³ Â§  ¢© ���£�§£¤�� ¥�£ ¿§�¢¥ ��� «¥¦¦¥
�£¤¦¤�¢¥ �§� � §«�¥¨ ¥£ �� �¤«� ¤ �fÍ
 ���� ��¥ ¢ª�§£¤��  ¤å ¢�¥�£¤¥¦¦¥ §¹¥« �� �¥£§� 
 ¤�«�¥£ ³
�k�W������� � �� �� � L"ûûþ�þ�� !"�

δ > 0
9 ú �þü� ��� �þ �" ,ýþ�� �� Op9%1 �P �þ�, �þü�$�� 9

{ $+ þ��,ü�,ýþ� 9 Z�������� ª�¥
δ > 0

¥£
2(

∫ τ
τ e−γτf(τ)dτ)β(0) ≥ δ

³ Â§ Ã��«£¤��
β

¢£§�£
 ¢«��¤��§�£¥ ¥£ £¥¦¦¥ ª�¥

limx→+∞ β(x) = 0
· ¤¦ ¥µ ¤�£¥ �� ��¤ª�¥

x0 ≥ 0
£¥¦ ª�¥

2

( ∫ τ

τ
e−γτf(τ)dτ

)
β(x0) = δ

¥£
2

( ∫ τ

τ
e−γτf(τ)dτ

)
β(x) ≤ δ

����
x ≥ x0.

ÄQ ³¶�Å
Z ¤

2(
∫ τ
τ e−γτf(τ)dτ)β(0) < δ

· §¦��� ÄQ ³¶�Å ¥�£ ¹¢�¤¯¢¥ §¹¥«
x0 = 0

³ T�����

x1 := 2

( ∫ τ

τ
e−γτf(τ)dτ

)
β(0)x0

δ
≥ 0.

j� � ¥�£ ¹¢�¤¯¥� ª�¥

2

( ∫ τ

τ
e−γτf(τ)dτ

)
max

0≤y≤x

(
β(y)y

)
≤ δx

����
x ≥ x1.

ÄQ ³Í�Å
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ù� ¥å¥£ · ��¤£
y ∈ [0, x)

� �¤
y ≤ x0

· §¦���

2

( ∫ τ

τ
e−γτf(τ)dτ

)
β(y)y ≤ 2

( ∫ τ

τ
e−γτf(τ)dτ

)
β(0)x0 = δx1 ≤ δx

¥£ �¤
y > x0

·
2

( ∫ τ

τ
e−γτf(τ)dτ

)
β(y)y ≤ δy ≤ δx.

À¤��¤ ÄQ ³Í�Å ¥�£ ¹¢�¤¯¢¥ ³
T§� «��£�§ ¤«£¤�� · ���� ����� ª�¥

lim supt→+∞ x(t) = +∞ · ��
x(t)

¥�£ ��¥ ��¦�£¤��
 ¥ ÄQ ³¶Ì§Å ³ À ¦��� ¤¦ ¥µ ¤�£¥

t0 > τ
£¥¦ ª�¥

x(t) ≤ x(t0)
����

t ∈ [t0 − τ , t0]
¥£

x(t0) > x1.

� �È«¥ ± ÄQ ³Í�Å · ���� �¿£¥����

2

∫ τ

τ
e−γτf(τ)β(x(t0 − τ))x(t0 − τ)dτ ≤ δx(t0).

ù� �£¤¦¤�§�£ ÄQ ³¶Ì§Å · ���� ¥�  ¢ �¤����
dx

dt
(t0) ≤ −β(x(t0))

)
x(t0) < 0,

«¥ ª�¤ ����  ���¥ ��¥ «��£�§ ¤«£¤�� ³ À ¤��¤
lim supt→+∞ x(t) < +∞ ³

Á ¡§��²� ÄQ ³¶QÅ · ¦¥� ��¦�£¤���
y(t)

 ¥ ÄQ ³¶Ì¿ Å ���£ ¿ ���¢¥�  ²� ª�¥ ¦¥� ��¦�£¤���  ¥
ÄQ ³¶Ì§Å ¦¥ ���£ · «§� ¦§ Ã��«£¤��

β
¥�£ ¿ ���¢¥ ³

Â���ª�¥
δ = 0

· ¦¥� ��¦�£¤���  ¥ ÄQ ³¶Ì§Å � ¥�¹¥�£ �¥ �§� »£�¥ ¿ ���¢¥� ³ Á§�� ¦§ ���«¬§¤�¥
���� ��¤£¤�� · ���� © ��£���� ª�¥ «¥� ��¦�£¤��� � ¥�¹¥�£ ¥µ�¦��¥� ���� «¥�£§¤�¥� «�� ¤£¤��� ³
� ¥© §�ª���� �¢§�© �¤�� · ¥� �£¤¦¤�§�£ ÄQ ³¶fÅ · ª�¥ ¦¥� ��¦�£¤���  ¥ ÄQ ³¶Ì¿ Å � ¥�¹¥�£ £��£  ¥
© »© ¥ »£�¥ �£§¿¦¥�  §�� «¥ «§� Ä�¤

limx→+∞ β(x)x = 0
�§� ¥µ¥©�¦¥Å ³

�k�W������� � �� � � L"ûûþ�þ�� !"�
δ = 0

�,
∫ τ

τ
e−γτf(τ)dτ >

1

2
.

ÄQ ³Í ¶Å
{ � û �"�) �þ"� �"ûû þ�þ�� !" 6ý� �S ý�,�

x ≥ 0
,�� !" � �� G þ��,ýþ�

x 7→ xβ(x)
�þý, �$�üþý����,�

ûþ"ü
x ≥ x

9 L ý
µ ≥ x

) ��þü� � 6"� ý!" � �þ �" ,ýþ� �� Op 9%1 �P *$üý# �

lim
t→+∞

x(t) = +∞.

{ $+ þ��,ü�,ýþ� 9 � ¥© §�ª����   ¡§¿ ��  ª�¥ �¤
limt→+∞ x(t) = C

¥µ¤�£¥ §¦��� ·   ¡§��²�
ÄQ ³¶Ì§Å · ���� §¹���

(
2

∫ τ

τ
e−γτf(τ)dτ − 1

)
β(C)C = 0.
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¾¦ � ¡¥� ��¤£ ª�¥
C = 0

³
Z�¤£

µ ≥ x
 ���¢ ³ ´���¤ ¢���� ¦ ¡¢ª�§£¤��

ϕ̃′(t) = 2β(µ)µ

∫ τ

τ
e−γτf(τ)dτ − β(ϕ̃(t))ϕ̃(t)

����
0 ≤ t ≤ τ

ÄQ ³ÍÍÅ
§¹¥«

ϕ̃(0) = µ
³ Â§ Ã��«£¤��

x 7→ xβ(x)
¢£§�£  ¢«��¤��§�£¥ � ���

x ≥ x
· «¬§ª�¥ ��¦�£¤��

ϕ̃(t)
 ¥ ÄQ ³ÍÍÅ ¹¢�¤¯¥ · � ���

t ∈ [0, τ ]
·

ϕ̃′(t) ≥
(

2

∫ τ

τ
e−γτf(τ)dτ − 1

)
β(µ)µ > 0.

´���¤ ¢���� © §¤�£¥�§�£ ¦¥ ���¿¦²© ¥




ϕ′(t) = −β(ϕ(t))ϕ(t) + 2β(µ)µ

∫ τ

t
e−γτf(τ)dτ

+2

∫ t

τ
e−γτf(τ)β(ϕ(t − τ))ϕ(t − τ)dτ, t ∈ [τ , τ ],

ϕ(t) = ϕ̃(t), t ∈ [0, τ ],

ÄQ ³Í�Å

��
ϕ̃(t)

¥�£ ¦ ¡��¤ª�¥ ��¦�£¤��  ¥ ÄQ ³ÍÍÅ � ��� ¦§  ���¢¥ ¤�¤£¤§¦¥
µ
³ À ¦���

ϕ′(τ) ≥
(

2

∫ τ

τ
e−γτf(τ)dτ − 1

)
β(µ)µ > 0.

¾¦ ¥µ ¤�£¥  ��«
ε > 0

£¥¦ ª�¥
τ + ε ≤ τ

¥£
ϕ′(t) > 0

����
t ∈ [τ , τ + ε)

³ ´�©©¥
µ ≤ ϕ(τ) ≤ ϕ(τ) ≤ ϕ(τ + ε)

· � ���
τ ∈ [τ , τ + ε]

· ���� §¹���

ϕ′(τ + ε) ≥
(

2

∫ τ

τ+ε
e−γτf(τ)dτ − 1

)
β(ϕ(τ + ε))ϕ(τ + ε)

+2

( ∫ τ+ε

τ
e−γτf(τ)dτ

)
β(ϕ(τ + ε))ϕ(τ + ε),

≥
(

2

∫ τ

τ
e−γτf(τ)dτ − 1

)
β(ϕ(τ + ε))ϕ(τ + ε).

Â§ «�� ¤£¤�� ÄQ ³Í ¶Å ����  ���¥
ϕ′(τ + ε) > 0

³ ù� �£¤¦¤�§�£ �� §�°�© ¥�£ �¤© ¤¦§¤�¥ · ����
�¿£¥����

ϕ′(t) > 0
����

t ∈ [τ , τ ].

� ¤�§¦¥© ¥�£ · «���¤ ¢���� ¦ ¡¢ª�§£¤��  ¤å¢�¥�£¤¥¦¦¥

x′(t) = 2

∫ τ

τ
e−γτf(τ)β(x(t − τ))x(t − τ)dτ − β(x(t))x(t)

§¹¥« ��¥ «�� ¤£¤�� ¤�¤£¤§¦¥  ���¢¥ ���
[τ , τ ]

�§� ¦§ ��¦�£¤��
ϕ(t)

 ¥ ÄQ ³Í�Å ³ ù� �£¤¦¤�§�£
¦¥ © »© ¥ �§¤����¥© ¥�£ ª�¥  §�� ¦¥� «§� ��¢«¢ ¥�£� · ���� �¿£¥����

x′(τ) > 0.
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���� ¥�  ¢ �¤���� ª�¥
x′(t) > 0

����
t ≥ 0.

´¥«¤ «��«¦�£ ¦§  ¢© ���£�§£¤��
Â ¡¬¨� �£¬²�¥ ��� ¦§ Ã��«£¤��

x 7→ xβ(x)
 §�� ¦§ ���� ��¤£¤�� Q ³Í ³	 ¥�£ ¹¢�¤¯¢¥ �§�

¥µ¥©�¦¥ ¦���ª�¥
β

¥�£  ���¢¥ �§� ÄQ ³¶Å · §¹¥«
n > 1

³ Á §�� «¥ «§� · ���� � ��¹��� ��¥� �¥
x = θ/(n − 1)1/n ³

� ��� ���� ¤�£¢�¥����� ± ��¢�¥�£ ± ¦ ¡¢£� ¥  ¥ ¦§ �£§¿¤¦¤£¢  � ���¿¦²© ¥ ÄQ ³¶Ì Å ³ ´¥££¥
¢£� ¥ �§��¥ �§� ¦ ¡§�§¦¨�¥  � «�©���£¥© ¥�£  ¥� ¢£§£�   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥  � ���¿¦²© ¥ ÄQ ³¶Ì Å ·
¦���ª� ¡¤¦ ¨ ¥� § ³

Ê� «���¦¥  ¥ ��¦�£¤���
(x, y)

 ¥ ÄQ ³¶Ì Å ¥�£ �� ¢£§£   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥  ¥ ÄQ ³¶Ì Å �¤
dx

dt
=

dy

dt
= 0.

Â¥ ���¿¦²© ¥ ÄQ ³¶Ì Å � ���² ¥ §� �¦��  ¥�µ ¢£§£�   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥ ³ Â¥ ��¥© ¤¥� ·
E0 = (0, 0)

·
¥µ ¤�£¥ £��Æ ���� @ ¤¦ «���¥�� ��  ± ¦ ¡¥µ£¤�«£¤��  ¥ ¦§ � ���¦§£¤�� ³ Â¥ �¥«��  ¢£§£   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥
 ¢«�¤£ ¦ ¡¢£§£ �£§£¤���§¤�¥ §££¥� �  ¥ ¦§ � ���¦§£¤�� ³ ´ ¡¥�£ �� ¢£§£   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥ ���¸£�¤¹¤§¦ ·
�£�¤«£¥© ¥�£ � ��¤£¤Ã · ��£¢

E∗ = (x∗, y∗)
· ��

x∗ ¥�£ ¦ ¡��¤ª�¥ ��¦�£¤��  ¥
(

2

∫ τ

τ
e−γτf(τ)dτ − 1

)
β(x∗) = δ

ÄQ ³ÍÌ Å
¥£ ·   ¡§��²� ÄQ ³�Å ¥£ ÄQ ³¶¶Å ·

y∗ =





β(x∗)x∗

∫ τ

τ
f(τ)

(
1 − e−γτ

γ

)
dτ,

�¤
γ > 0,

δx∗

∫ τ

τ
τf(τ)dτ,

�¤
γ = 0.

ÄQ ³ÍQÅ

´�©©¥
β

¥�£ ��¥ Ã��«£¤�� � ��¤£¤¹¥ ¥£  ¢«��¤��§�£¥ ¹¢�¤¯ §�£
limx→+∞ β(x) = 0

· ¦ ¡¢£§£
  ¡¢ª�¤¦¤¿�¥

E∗ ¥µ ¤�£¥ �¤ ¥£ �¥�¦¥© ¥�£ �¤

0 < δ <

(
2

∫ τ

τ
e−γτf(τ)dτ − 1

)
β(0).

ÄQ ³Í	Å
Á §�� ¦§ �¥«£¤�� Q ³� · ���� ¢£� ¤��� ¦§ �£§¿¤¦¤£¢ §�¨©�£�£¤ª�¥  ¥�  ¥�µ ¢£§£�   ¡¢ª�¤¸

¦¤¿�¥
E0

¥£
E∗ ³ Á ¡§��²� ¦¥ �¢��¦£§£ ��¤�«¤�§¦  � ¦¥©© ¥ Q ³Í ³Í · ¤¦ ���� ��ä £   ¡§�§¦¨�¥� ¦¥

«�©���£¥© ¥�£  ¥� ¢£§£�   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥  ¥ ÄQ ³¶Ì§Å · « ¡¥�£¸±¸ ¤�¥
x ≡ 0

¥£
x ≡ x∗ · � ��� �¿£¥�¤�

 ¥� ¤�Ã��© §£¤��� ��� ¦¥ «�©���£¥© ¥�£  ¥ £��£¥ ¦§ � ���¦§£¤�� ³

ª ès tòña ïîïòí ñðÚcõòëòïv÷ô
���� © ��£���� £��£   ¡§¿ ��  ª�¥ ¦ ¡¢£§£   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥

E0
¥�£ °¦�¿§¦¥© ¥�£ §�¨©�£�£¤¸

ª�¥© ¥�£ �£§¿¦¥ ¦���ª� ¡¤¦ ¥�£ ¦¥ �¥�¦ ¢£§£   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥  � �¨�£²© ¥ ÄQ ³¶Ì Å · ¥£ ª� ¡¤¦  ¥¹¤¥�£
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¤��£§¿¦¥  ²� ª�¥ ¦ ¡¢£§£   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥ ���¸£�¤¹ ¤§¦
E∗ §��§�§Ë£ @ ¤¦ ¨ §  ��« ¥µ ¤�£¥�«¥   ¡��¥

¿ ¤Ã��«§£¤�� £�§��«�¤£¤ª�¥ ³ Á §�� ��¥  ¥�µ¤²© ¥ �§�£¤¥ · ����  ¢£¥�© ¤����  ¥� «�� ¤£¤���
§����§�£ ¦§ �£§¿¤¦¤£¢ §��¨©�£�£¤ª�¥  ¥

E∗ ³

Û ÜÝ ÜÞ ßàáâ ãäãàå æç ä èåàáà æ èåhéãäãâêç àêãë ãáä
Á§�� ¦¥ £¬¢��²© ¥ ª�¤ ��¤£ · ����  ������ ��¥ «�� ¤£¤�� �¢«¥��§¤�¥ ¥£ ��ä �§�£¥ � ���

ª�¥ ¦ ¡¢£§£   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥
E0

 � �¨�£²© ¥ ÄQ ³¶Ì Å ��¤£ °¦�¿§¦¥© ¥�£ §�¨©�£�£¤ª�¥© ¥�£ �£§¿¦¥ ¥�
�£¤¦¤�§�£ ��¥ Ã��«£¤��  ¥ Â¨§����¹ ³

´¥� Ã��«£¤��� ���£   ¡�� °�§�  ¤�£¢�»£  §�� ¦ ¡¢£� ¥  ¥ ¦§ �£§¿¤¦¤£¢  ¥� ¢£§£�   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥ ·
� ��� ¦¥� ¢ª�§£¤���  ¤å ¢�¥�£¤¥¦¦¥� �� ¤�§¤�¥� ¥£ ± �¥£§�  ³ Â¥��  ¢¯�¤£¤�� §¤��¤ ª�¥ ¦¥��
�£¤¦¤�§£¤�� §¹¥«  ¥� ¢ª�§£¤���  ¤å ¢�¥�£¤¥¦¦¥� ± �¥£§�  ���£  ¢£§¤¦¦¢¥�  §�� ¦ ¡��¹�§°¥  ¥ h ³
? §¦¥ �Q
 ³ Â¥ ¦¥«£¥�� ¤�£¢�¥��¢ � ¥�£ §���¤ �¥ �¢Ã¢�¥� ± ¦ ¡§��¥µ¥ À · �¥«£¤�� À ³Í · �� £��� ¦¥�
�¢��¦£§£� ª�¥ ���� �£¤¦¤���� �§� ¦§ ��¤£¥ ���£ ��¢�¥�£¢� ³

|}~�k��� � �Y ��� F 6$,�, � 6$!" ý�ý�ü� ,üý*ý��
E0

�" �5�,.+ � Op 9%1P ��,  �þ����+ ��, ��5+û 8
,þ,ý!" �+ ��, �,���� �ý

(
2

∫ τ

τ
e−γτf(τ)dτ − 1

)
β(0) < δ

ÄQ ³ÍÅ
�, ý��,���� �ý

δ <

(
2

∫ τ

τ
e−γτf(τ)dτ − 1

)
β(0).

ÄQ ³ÍfÅ
{ $+ þ��,ü�,ýþ� 9 Z��������  §�� �� ��¥© ¤¥� £¥©�� ª�¥ ÄQ ³ÍÅ ¥�£ ¹¢�¤¯¢¥ ³

���� ��£���
C+ ¦¥ ����¸¥��§«¥  ¥� Ã��«£¤��� «��£¤��¥� ���

[0, τ ]
Ã��© ¢ �§� ¦¥� Ã��«¸

£¤�� � � ��¤£¤¹¥� Ä�� ��¦¦¥�Å ¥£ ����  ¢¯�¤����� ��¥ §��¦¤«§£¤��
J : C+ → [0, +∞)

¥�
� ��§�£

J(ϕ) =

∫ ϕ(τ))

0
β(s)s ds +

∫ τ

τ
e−γτf(τ)

( ∫ τ

τ−τ

(
β
(
ϕ(θ)

)
ϕ(θ)

)2
dθ

)
dτ

����
ϕ ∈ C+ ³ � ��� � ����� Ä«Ã ³ �Q
 �� §��¥µ¥ À · �¥«£¤�� À ³ÍÅ

J̇(ϕ) = lim sup
t→0+

J(xϕ
t ) − J(ϕ)

t

����
ϕ ∈ C+,

��
xϕ ¥�£ ¦ ¡��¤ª�¥ ��¦�£¤��  ¥ ÄQ ³¶Ì§Å §���«¤¢¥ ± ¦§ «�� ¤£¤�� ¤�¤£¤§¦¥

ϕ ∈ C+ · ¥£
xϕ

t (θ) =

xϕ(t + θ)
����

θ ∈ [0, τ ]
³ À ¦���

J̇(ϕ) =
dϕ

dt
(τ)β

(
ϕ(τ)

)
ϕ(τ)

+

∫ τ

τ
e−γτf(τ)

((
β
(
ϕ(τ)

)
ϕ(τ)

)2
−

(
β
(
ϕ(τ − τ)

)
ϕ(τ − τ)

)2
)

dτ.

ÄQ ³Í�Å
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Á ¡§��²� ÄQ ³¶Ì§Å · ¦§ Ã��«£¤��
ϕ

¹¢�¤¯¥

dϕ

dt
(τ) = −

(
δ + β

(
ϕ(τ)

))
ϕ(τ) + 2

∫ τ

τ
e−γτf(τ)β

(
ϕ(τ − τ)

)
ϕ(τ − τ)dτ.

À¤��¤ · ÄQ ³Í�Å  ¥¹¤¥�£

J̇(ϕ) = −
(
δ + β

(
ϕ(τ)

))
β
(
ϕ(τ)

)
ϕ2(τ) +

∫ τ

τ
e−γτf(τ)

[(
β
(
ϕ(τ)

)
ϕ(τ)

)2

+2β
(
ϕ(τ)

)
ϕ(τ)β

(
ϕ(τ − τ)

)
ϕ(τ − τ) −

(
β
(
ϕ(τ − τ)

)
ϕ(τ − τ)

)2
]
dτ,

= −
(
δ + β

(
ϕ(τ)

))
β
(
ϕ(τ)

)
ϕ2(τ) + 2

(
β
(
ϕ(τ)

)
ϕ(τ)

)2
∫ τ

τ
e−γτf(τ)dτ

−
∫ τ

τ
e−γτf(τ)

[
β
(
ϕ(τ)

)
ϕ(τ) − β

(
ϕ(τ − τ)

)
ϕ(τ − τ)

]2
dτ.

���� ¥�  ¢ �¤���� ª�¥
J̇(ϕ) ≤ −u(ϕ(τ)),

�� ¦§ Ã��«£¤��
u

¥�£  ¢¯�¤¥ · � ���
x ≥ 0

· �§�

u(x) = r(x)β(x)x2 ÄQ ³��Å
§¹¥«

r(x) = δ −
(

2

∫ τ

τ
e−γτf(τ)dτ − 1

)
β(x).

Â§ Ã��«£¤��
β

¢£§�£  ¢«��¤��§�£¥ ·
r

¥�£ ��¥ Ã��«£¤�� © ���£��¥ ³ Á ¥ �¦�� ·   ¡§��²� ÄQ ³ÍÅ ·
r(0) > 0

· ¥£
limx→∞ r(x) = δ ≥ 0

³ Á ��«
r

¥�£ ��¥ Ã��«£¤�� �£�¤«£¥© ¥�£ � ��¤£¤¹¥ ���
[0, +∞)

³
ù� «���¢ª�¥�«¥ · ¦§ Ã��«£¤��

u
 ¢¯�¤¥ �§� ÄQ ³��Å ¥�£ � ��¤£¤¹¥ ���

[0, +∞)
¥£

u(x) = 0
�¤ ¥£ �¥�¦¥© ¥�£ �¤

x = 0.

���� ¥�  ¢ �¤���� ª�¥ £��£¥ ��¦�£¤��  ¥ ÄQ ³¶Ì§Å ·  ¥ «�� ¤£¤�� ¤�¤£¤§¦¥
ϕ ∈ C+ · £¥�  ¹¥��

É¢�� ¦���ª�¥
t
£¥�  ¹¥��

+∞ ³
Z�������� © §¤�£¥�§�£ ª�¥ ¦§ «�� ¤£¤�� ÄQ ³ÍfÅ ¥�£ ¹¢�¤¯¢¥ ³
���� ¦¤�¢§�¤���� ¦ ¡¢ª�§£¤�� ÄQ ³¶Ì§Å §�£���  ¥ ¦ ¡¢£§£   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥

x ≡ 0
³ � ��� �¿£¥����

¦ ¡¢ª�§£¤�� «§�§«£¢�¤�£¤ª�¥

∆0(λ) := λ + δ + β(0) − 2β(0)

∫ τ

τ
e−(λ+γ)τf(τ)dτ = 0, λ ∈ C.

ÄQ ³� ¶Å
´���¤ ¢����

∆0
«�©©¥ ��¥ Ã��«£¤��  ¥ ¦§ ¹§�¤§¿¦¥ �¢¥¦¦¥ ³ T�¤�ª�¥

d∆0

dλ
= 1 + 2β(0)

∫ τ

τ
τe−(λ+γ)τf(τ)dτ > 0,
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§¦���

∆0
¥�£ ��¥ Ã��«£¤�� «��¤��§�£¥ ³ Á ¥ �¦�� ·   ¡§��²� ÄQ ³� ¶Å ���� §¹���

lim
λ→+∞

∆0(λ) = +∞,

¥£ ÄQ ³ÍfÅ ¥�£�§Ë�¥ ª�¥

∆0(0) = δ −
(

2

∫ τ

τ
e−γτf(τ)dτ − 1

)
β(0) < 0.

À¤��¤
∆0(λ)

����² ¥ ��¥ ��¤ª�¥ �§«¤�¥ �¢¥¦¦¥ ª�¤ ¥�£ �£�¤«£¥© ¥�£ � ��¤£¤¹¥ ³ Á��« ÄQ ³� ¶Å
� ���² ¥ §� © �¤�� ��¥ ¹§¦¥�� �����¥ ± �§�£¤¥ �¢¥¦¦¥ �£�¤«£¥© ¥�£ � ��¤£¤¹¥ ³ Â ¡¢£§£   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥
x ≡ 0

 ¥ ÄQ ³¶Ì§Å ¥�£  ��« ¤��£§¿¦¥ ³ ´¥«¤ «��«¦�£ ¦§  ¢© ���£�§£¤�� ³

Â ¡¤�¢°§¦¤£¢ ÄQ ³ÍÅ  ���§�£ ¦§ �£§¿¤¦¤£¢ §�¨©�£�£¤ª�¥ °¦�¿§¦¥  ¥ ¦ ¡¢£§£   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥
E0¥�£ ¹¢�¤¯¢¥ ¦���ª�¥ �§� ¥µ¥©�¦¥

δ
��

γ
· ¦¥� £§�µ  ¥ © ��£§¦¤£¢ · ���£ ¢¦¥¹¢� �� ¿¤¥� ¦���ª�¥

β(0)
¥�£ Ã§¤¿ ¦¥ ³ Á ¡�� ��¤�£  ¥ ¹�¥ ¿¤�¦�°¤ª�¥ · «¥� «�� ¤£¤��� «���¥�� �� ¥�£ ± ��¥ �¤£�§£¤��

 §�� ¦§ª�¥¦¦¥ ¦¥� «¥¦¦� ¦¥� �¥ � ¥�¹¥�£ �§� ���¹¤¹�¥ �§�«¥ ª�¥ ¦¥� £§�µ  ¥ © ��£§¦¤£¢ ���£
£��� ¢¦¥¹¢� �� ¿¤¥� · �¤©�¦¥© ¥�£ · �§�«¥ ª�¥ £��� � ¥�  ¥ «¥¦¦� ¦¥� ���£ ¤�£�� �¤£¥� ¥� �¬§�¥
 ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� ¥£  ��« ¦¥ �¥���¹¥¦¦¥© ¥�£  ¥ ¦§ � ���¦§£¤�� � ¡¥�£ �§� §����¢ ³
����k��� � �Y �� � ; þ,þ�� !" � �þü�!" �

∫ τ

τ
e−γτf(τ)dτ <

1

2
,

� 6$,�, � 6$!" ý�ý�ü�
E0

��, � 6"� ý!"� $,�, � 6$!" ý�ý�ü� �" �5�,.+ � Op9%1P �, ��, �þ��  �þ����+ ��,
��5+û ,þ,ý!"�+ ��, �,����9 Fþü�!" �

∫ τ

τ
e−γτf(τ)dτ =

1

2
,

��þü�
E0

��,  �þ����+ ��, ��5+û ,þ,ý!"�+ ��, �,���� �ý
δ > 0

9 � �# �) �þü�!" �
(

2

∫ τ

τ
e−γτf(τ)dτ − 1

)
β(0) = δ,

ý� �� , G ��ý�� �� *$üý# �ü !"�
λ = 0

��, *���"ü û üþû ü� �� Op90%P �, !" � ,þ",�� ��� �",ü��
*���"ü� û üþû ü�� �þ�, 7 û�ü,ý�� ü$�� ��� �,üý�,�+ ��, � $ �,ý*�� 9 ; þ"� �� ûþ"*þ�� ��þü� û��
�þ���"ü� �"ü �� � ,��ý�ý,$ þ" � 6ý��,��ý�ý,$ ��

E0
���� �$*��þûû �ü "�� ����5� � û �"� �þ+û �.,�9

:� ,ü�*�ý� ��, �þý� � 6I,ü� $*ý��� , �, G �ü� � 6þ�- �, � 6"�� $,"�� "�,$üý�"ü�9
Û ÜÝ Üì ßàáâ ãäãàå æç ä èåàáà æ èåhéãäãâêç íîíïàêãë ãáä

���� ���� ¤�£¢�¥����� ± ��¢�¥�£ ± ¦ ¡¢£§£   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥ ���¸£�¤¹¤§¦ � ��¤£¤Ã
E∗ = (x∗, y∗)

·
 ¢¯�¤ �§� ÄQ ³ÍÌ ÅE ÄQ ³ÍQÅ ³ ���� ���������  ��«  §�� £��£¥ «¥££¥ �¥«£¤�� ª�¥ ¦§ «�� ¤£¤��
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ÄQ ³Í	Å ¥�£ ¹¢�¤¯¢¥ · « ¡¥�£¸±¸ ¤�¥

0 < δ <

(
2

∫ τ

τ
e−γτf(τ)dτ − 1

)
β(0).

´�©©¥
δ > 0

¥£
β(0) > 0

· ÄQ ³Í	Å ¥�£�§Ë�¥ ¥� �§�£¤«�¦¤¥�
∫ τ

τ
e−γτf(τ)dτ >

1

2
.

ÄQ ³�ÍÅ
Á ¡§��²� ¦¥ �¢��¦£§£ ¢£§¿¦¤ §� ¦¥©© ¥ Q ³Í ³Í · ¤¦ ¥�£ ��ä �§�£  ¥ � ¡¤�£¢�¥��¥� ± ¦§ �£§¿¤¦¤£¢  ¥
¦ ¡¢£§£   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥ ���¸£�¤¹ ¤§¦ � ��¤£¤Ã

x ≡ x∗  ¥ ÄQ ³¶Ì§Å ³
´¥£ ¢£§£   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥ «�¥µ¤�£¥ ¥� � ¥�© §�¥�«¥ §¹¥« ¦ ¡¢£§£   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥ £�¤¹¤§¦

x ≡ 0
³ ´ ¡¥�£

� ���ª��¤ ���� � ¡¢£� ¤��� �§� ¦§ �£§¿¤¦¤£¢ °¦�¿§¦¥  ¥
x∗ · © §¤� ���� ���� ¤�£¢�¥����� ± �§

�£§¿¤¦¤£¢ ¦� «§¦¥ ³
T��� «¥¦§ · ���� ¦¤�¢§�¤���� ¦ ¡¢ª�§£¤�� ÄQ ³¶Ì§Å §�£���  ¥

x∗ ³ ��£���
β∗ ∈ R

¦§ ª�§�£¤£¢

β∗ :=
d

dx

(
xβ(x)

)∣∣∣
x=x∗

= β(x∗) + x∗β′(x∗).
ÄQ ³��Å

���� � �����
u(t) = x(t) − x∗ ³ Â§ ¦¤�¢§�¤�§£¤��  ¥ ÄQ ³¶Ì§Å §�£���  ¥

x∗ ¥�£  ���¢¥ �§�

du

dt
= −(δ + β∗)u(t) + 2β∗

∫ τ

τ
e−γτf(τ)u(t − τ)dτ.

���� ¥�  ¢ �¤���� ¦ ¡¢ª�§£¤�� «§�§«£¢�¤�£¤ª�¥

∆(λ) := λ + δ + β∗ − 2β∗

∫ τ

τ
e−(λ+γ)τf(τ)dτ = 0.

ÄQ ³�Ì Å
��£��� ¤«¤ ª�¥ ¦ ¡§��¦¤«§£¤��

x 7→ xβ(x)
� ¡¥�£ �§� · ¥� °¢�¢�§¦ · © ���£��¥ ³ T§� ¥µ¥©�¦¥ ·

�¤
β

¥�£  ���¢¥ �§� ÄQ ³¶Å §¹¥«
n > 1

· ¦ ¡§��¦¤«§£¤��
x 7→ xβ(x)

¥�£ «��¤��§�£¥ � ���
x ≤ θ/(n − 1)1/n ¥£  ¢«��¤��§�£¥ � ���

x > θ/(n − 1)1/n ³ Á §�� «¥ «§� ·
β∗ ¥�£ � ��¤£¤Ã

¦���ª�¥
x∗ ¥�£ ���«¬¥  ¥ É¢�� ¥£ �¢°§£¤Ã ª�§� 

x∗ ¥�£ ��ä �§©©¥�£ °�§�  ³
���� ¢£§¿¦¤�����  ¥� �¢��¦£§£�  ¥ �£§¿¤¦¤£¢ §�¨©�£�£¤ª�¥ � ��� ¦ ¡¢£§£   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥

E∗

 §�� ¦¥ ���«¬§¤� £¬¢��²© ¥ ³

|}~�k��� � �Y �Y � L"ûû þ�þ�� !" � Op 9R�P ��, *$üý# $�9 L ý

β∗ ≥ − δ

2

∫ τ

τ
e−γτf(τ)dτ + 1

,
ÄQ ³�QÅ

��þü�
E∗ ��, �þ����+ �� , ��5+û ,þ,ý!" �+ ��, �,����9

{ $+ þ��,ü�,ýþ� 9 ���� © ��£����   ¡§¿ ��  ª�¥ ¦ ¡¢£§£   ¡¢ª� ¤¦¤¿�¥
x ≡ x∗ ¥�£ ¦� «§¦¥© ¥�£

§�¨©�£�£¤ª�¥© ¥�£ �£§¿¦¥ ¦���ª�¥
β∗ ≥ 0

³
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���� «���¤ ¢���� ¦ ¡§��¦¤«§£¤��
∆(λ)

·  ¢¯�¤¥ �§� ÄQ ³�Ì Å · «�©© ¥ ��¥ Ã��«£¤��  ¥ ¦§
¹§�¤§¿¦¥ �¢¥¦¦¥

λ
³ À ¦���

∆(λ)
¥�£  ¥ «¦§��¥ C1 ���

R
¥£ �§  ¢�¤¹¢¥ ¥�£  ���¢¥ �§�

d∆

dλ
= 1 + 2β∗

∫ τ

τ
τe−(λ+γ)τf(τ)dτ > 0.

Â§ Ã��«£¤��
∆(λ)

¥�£  ��« «��¤��§�£¥ ¥£ ¹¢�¤¯¥

lim
λ→−∞

∆(λ) = −∞ §� 
lim

λ→+∞
∆(λ) = +∞.

¾¦ ¥µ ¤�£¥  ��« �� ��¤ª�¥
λ0 ∈ R

£¥¦ ª�¥
∆(λ0) = 0

³ Á ¥ �¦�� · «�©© ¥

∆(0) = δ −
(

2

∫ τ

τ
e−γτf(τ)dτ − 1

)
β∗,

����  ¢ �¤����  ¥ ÄQ ³ÍÌ Å · ÄQ ³�ÍÅ ¥£ ÄQ ³��Å ª�¥

∆(0) = −
(

2

∫ τ

τ
e−γτf(τ)dτ − 1

)
x∗β′(x∗) > 0.

À¤��¤
λ0 < 0

³
Z�¤£

λ = µ + iω
��¥ ¹§¦¥�� �����¥  ¥ ÄQ ³�Ì Å £¥¦¦¥ ª�¥

µ > λ0
³ ù� �¥ «���¤ ¢�§�£ ª�¥

¦§ �§�£¤¥ �¢¥¦¦¥  ¥ ÄQ ³�Ì Å · ���� �¿£¥����

µ = −(δ + β∗) + 2β∗

∫ τ

τ
e−(µ+γ)τf(τ) cos(ωτ)dτ.

ÄQ ³�	Å
ù� �£¤¦¤�§�£ ÄQ ³�Ì Å §¹¥«

λ = λ0
§¤��¤ ª�¥ ÄQ ³�	Å ���� �¿£¥���� §¦���

µ − λ0 = 2β∗

∫ τ

τ
e−γτf(τ)

[
e−µτ cos(ωτ) − e−λ0τ

]
dτ.

j �
e−µτ cos(ωτ) − e−λ0τ < 0

���� £��£
τ ∈ [τ , τ ]

³ À ¤��¤ ·
µ − λ0 < 0

· «¥ ª�¤ §© ²�¥ ��¥ «��£�§ ¤«£¤�� ³ Â¥� ¹§¦¥���
�����¥�  ¥ ¦ ¡¢ª�§£¤�� «§�§«£¢�¤�£¤ª�¥ ÄQ ³�Ì Å ���£  ��« £��£¥� ± �§�£¤¥� �¢¥¦¦¥� �¢°§£¤¹¥�
¥£ ¦ ¡¢£§£   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥

x ≡ x∗  ¥ ÄQ ³¶Ì§Å ¥�£ ¦� «§¦¥© ¥�£ §�¨©�£�£¤ª�¥© ¥�£ �£§¿¦¥ ³
���� ��������� ± ��¢�¥�£ ª�¥

β∗ < 0
¥£ ¹¢�¤¯¥

β∗ > − δ

2

∫ τ

τ
e−γτf(τ)dτ + 1

.
ÄQ ³�Å

Z�¤£
λ = µ + iω

��¥ ¹§¦¥�� �����¥  ¥ ÄQ ³�Ì Å £¥¦¦¥ ª�¥
µ > 0

³ ´�©©¥
∫ τ

τ
e−γτf(τ)

(
e−µτ cos(ωτ) + 1

)
dτ ≥ 0,
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���� �¿£¥����

2β∗

∫ τ

τ
e−(µ+γ)τf(τ) cos(ωτ)dτ ≤ −2β∗

∫ τ

τ
e−γτf(τ)dτ.

Á ¡§��²� ÄQ ³�	Å ¥£ ÄQ ³�Å · ���� §¹��� §¦���

µ ≤ −(δ + β∗) − 2β∗

∫ τ

τ
e−γτf(τ)dτ < 0,

«¥ ª�¤ ����  ���¥ ��¥ «��£�§ ¤«£¤�� ³ ���� ¥�  ¢ �¤���� ª�¥
µ ≤ 0

³
Z�������� © §¤�£¥�§�£ ª�¥ ÄQ ³�Ì Å � ���² ¥ ��¥ ¹§¦¥�� �����¥ ¤© §°¤�§¤�¥ ���¥

iω
· §¹¥«

ω ∈ R
³ À ¦���   ¡§��²� ÄQ ³�	Å ���� §¹���

∫ τ

τ
e−γτf(τ) cos(ωτ)dτ =

δ + β∗

2β∗
.

j �
∣∣∣∣
∫ τ

τ
e−γτf(τ) cos(ωτ)dτ

∣∣∣∣ ≤
∫ τ

τ
e−γτf(τ)dτ

¥£   ¡§��²� ÄQ ³�Å
δ + β∗

2β∗
< −

∫ τ

τ
e−γτf(τ)dτ.

À¤��¤ ÄQ ³�Ì Å �¥ � ¥�£ �§� §¹�¤�  ¥ ¹§¦¥�� �����¥ ¤© §°¤�§¤�¥ ���¥ ³ ¾¦ � ¡¥� ��¤£ ª�¥ £��£¥�
¦¥� ¹§¦¥��� �����¥�  ¥ ÄQ ³�Ì Å ���£ ± �§�£¤¥� �¢¥¦¦¥� �¢°§£¤¹¥� ¥£ ¦ ¡¢£§£   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥

x ≡ x∗

 ¥ ÄQ ³¶Ì§Å ¥�£ ¦� «§¦¥© ¥�£ §�¨©�£�£¤ª�¥© ¥�£ �£§¿¦¥ ³
� ¤�§¦¥© ¥�£ · ���� ����� ª�¥

β∗ = − δ

2

∫ τ

τ
e−γτf(τ)dτ + 1

.
ÄQ ³�fÅ

Z�¤£
λ = µ + iω

��¥ ¹§¦¥�� �����¥  ¥ ÄQ ³�Ì Å · ª�¤ ���� ¦ ¡¬¨� �£¬²�¥ ÄQ ³�fÅ �¥ �¢ �¤£ ±

λ − 2β∗

∫ τ

τ
e−γτf(τ)

(
1 + e−λτ

)
dτ = 0.

ÄQ ³��Å
T§� «��£�§ ¤«£¤�� · ���� ��������� ª�¥

µ > 0
³ ù� �¥ «���¤ ¢�§�£ ª�¥ ¦§ �§�£¤¥ �¢¥¦¦¥  ¥

ÄQ ³��Å · ���� §¹���

µ = 2β∗

∫ τ

τ
e−γτf(τ)

(
1 + e−µτ cos(ωτ)

)
dτ < 0.

���� �¿£¥���� ��¥ «��£�§ ¤«£¤�� ·  ��«
µ ≤ 0

³ Z¤ ���� ��������� © §¤�£¥�§�£ ª�¥
µ = 0

·
§¦��� ���� �¿£¥���� Ã§«¤¦¥© ¥�£ ª�¥

cos(ωτ) = −1
���� £��£

τ ∈ [τ , τ ],
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«¥ ª�¤ ¥�£ ¤©����¤¿ ¦¥ ³ ¾¦ � ¡¥� ��¤£ ª�¥ £��£¥� ¦¥� ¹§¦¥��� �����¥�  ¥ ÄQ ³�Ì Å ���£ ± �§�£¤¥�
�¢¥¦¦¥� �¢°§£¤¹¥� ¦���ª�¥ ÄQ ³�fÅ ¥�£ �§£¤�Ã§¤£¥ ¥£ ¦ ¡¢£§£   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥

x ≡ x∗ ¥�£ ¦� «§¦¥© ¥�£
§�¨©�£�£¤ª�¥© ¥�£ �£§¿¦¥ ³

ù� �£¤¦¤�§�£ ¦¥ �¢��¦£§£  � ¦¥©© ¥ Q ³Í ³Í · ���� «��«¦���� ª�¥ ¦ ¡¢£§£   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥
E∗ ¥�£

¦� «§¦¥© ¥�£ §�¨©�£�£¤ª�¥© ¥�£ �£§¿¦¥ ¦���ª�¥ ÄQ ³�QÅ ¥�£ ¹¢�¤¯¢¥ ³

Â§ �£§¿¤¦¤£¢ §�¨©�£�£¤ª�¥  ¥
E∗ ¥�£ ¤¦¦��£�¢¥ ��� ¦§ � ¤° ³ Q ³¶³ Â¥� ¹§¦¥���  ¥� �§�§© ²£�¥�

���£  ���¢¥� ·  §�� «¥ «§� · �§� ÄQ ³ÍÅ · ¥µ«¥�£¢
n = 2.42

·
τ = 0

¥£
τ = 7

Æ ���� ³ Â§  ¥��¤£¢
f

¥�£ ¥¦¦¥  ¢¯�¤¥ �§�

f(τ) =





1

τ − τ
,

�¤
τ ∈ [τ , τ ],

0,
�¤��� ³

ÄQ ³Ì�Å
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x(t)
y(t)

ABC D Q ³¶ E Â¥� ��¦�£¤���
x(t)

Ä«���¿ ¥ ¿¦¥�¥Å ¥£
y(t)

Ä«���¿ ¥ ���°¥Å  � �¨�£²© ¥ ÄQ ³¶Ì Å
���£ �¥��¢�¥�£¢¥� � ���  ¥� ¹§¦¥���  ¥� �§�§© ²£�¥�

β0
·
δ
¥£

γ
 ���¢¥� �§� ÄQ ³ÍÅ ·

n = 2.42
·

τ = 0
¥£

τ = 7
Æ ���� ³ Á §�� «¥ «§� · ¦ ¡¢£§£   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥ ���¸£�¤¹¤§¦

E∗ ¥�£ ¦� «§¦¥© ¥�£
§�¨©�£�£¤ª�¥© ¥�£ �£§¿¦¥ · © »© ¥ �¤ ¦¥� ��¦�£¤��� ��«¤¦¦¥�£ ³

Â¥� ¤¦¦��£�§£¤��� ��¢�¥�£¢¥� ± ¦§ � ¤° ³ Q ³¶· §¤��¤ ª�¥ «¥¦¦¥� ��¢�¥�£¢¥� §�µ �¥«£¤��� Q ³Ì
¥£ Q ³Q · ��£ ¢£¢ �¢§¦¤�¢¥� ± ¦ ¡§¤ ¥  � ��¦¹¥��  ¥ ðñòóñô ���� ¦¥� ¢ª�§£¤���  ¤å¢�¥�£¤¥¦¦¥�
± �¥£§�  ·   ¥Í� �¶�f
 ³Â���ª�¥ ¦§ «�� ¤£¤�� ÄQ ³�QÅ � ¡¥�£ �¦�� ¹¢�¤¯¢¥ · ���� §¹��� �¢«¥��§¤�¥© ¥�£

β∗ < 0
³

Á §�� «¥ «§� · ���� �¥ � ��¹��� �¿£¥�¤� ¦§ �£§¿¤¦¤£¢  ¥ ¦ ¡¢£§£   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥
E∗ ���� £��£¥�

¦¥� ¹§¦¥���  ¥
β∗ ³ ù� Ã§¤£ · ���� §¦¦��� © ��£�¥�  §�� ¦§ �¥«£¤�� ��¤¹§�£¥ ª�¥

E∗ � ¥�£¸»£�¥
 ¢�£§¿¤¦¤�¢  §�� «¥ «§� ± £�§¹¥�� ��¥ ¿¤Ã��«§£¤��  ¥ ? ��Ã ¦� «§¦¥ ³
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ª è¥ õ ïö÷öøñòïëó ìô ÷ ëõ ö ôò ðëî÷òïëóð õ íöïëìïv÷ôð
���� ���� ¤�£¢�¥�����  §�� «¥££¥ �¥«£¤�� §� «�©���£¥© ¥�£  ¥ ¦ ¡¢£§£   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥

x ≡ x∗

 ¥ ÄQ ³¶Ì§Å ¦���ª�¥ ¦§ «�� ¤£¤�� ÄQ ³�QÅ � ¡¥�£ �¦�� ¹¢�¤¯¢¥ ³ ���� §¦¦��� © ��£�¥� ª�¥  §��
«¥ «§� ·

x∗ � ¥�£  ¥¹¥�¤� ¤��£§¿¦¥ ³
���� ��������� · £��£ §� ¦��°  ¥ «¥££¥ �¥«£¤�� · ª�¥

τ = 0

¥£ ª�¥ ¦§ «�� ¤£¤�� ÄQ ³Í	Å ¥�£ ¹¢�¤¯¢¥ · « ¡¥�£¸±¸ ¤�¥

0 < δ <

(
2

∫ τ

0
e−γτf(τ)dτ − 1

)
β(0).

Á ¡§��²� ¦¥ �¢��¦£§£  ¥ ¦§ ���� ��¤£¤�� Q ³Í ³Q · ¦¥� ��¦�£¤���  ¥ ÄQ ³¶Ì§Å ���£ ¿ ���¢¥� ³ ù�
«���¢ª�¥�«¥ · ¦ ¡¤��£§¿¤¦¤£¢  ¥ ÄQ ³¶Ì§Å �¥ � ¥�£ �¥ £�§ �¤�¥ ª�¥ �§�  ¥� ��¦�£¤��� ��«¤¦¦§�£¥� ³

���� ���������  ¥ �¦�� ª�¥

β∗ < − δ

2

∫ τ

0
e−γτf(τ)dτ + 1

:= δ̃.

Z¤��� ·   ¡§��²� ¦¥ �¢��¦£§£ �¿£¥�� §� £¬¢��²© ¥ Q ³� ³� · ¦ ¡¢£§£   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥ ���¸£�¤¹¤§¦
x ≡ x∗

 ¥ ÄQ ³¶Ì§Å ¥�£ ¦� «§¦¥© ¥�£ §�¨©�£�£¤ª�¥© ¥�£ �£§¿¦¥ ³
Z¤ ¦ ¡¤��£§¿¤¦¤£¢ ���¹¤¥�£ � ��� ��¥ ¹§¦¥�� �§�£¤«�¦¤²�¥

β∗ < δ̃
· §¦��� ��¥ ¹§¦¥�� �����¥

 ¥ ¦ ¡¢ª�§£¤�� «§�§«£¢�¤�£¤ª�¥ ÄQ ³�Ì Å  �¤£ «��¤�¥� ¦ ¡§µ¥  ¥� ¤© §°¤�§¤�¥� ³ ���� «¬¥�«¬���
 ��«  ¥� ¹§¦¥��� �����¥� ¤© §°¤�§¤�¥� ���¥�

iω
·
ω ∈ R

·  ¥ ÄQ ³�Ì Å ³ Z¤
iω

¥�£ ��¥ ¹§¦¥��
�����¥  ¥ ÄQ ³�Ì Å · §¦���

ω
¥�£ ��¥ ��¦�£¤��  � �¨�£²© ¥

{
δ + β∗(1 − 2C(ω)) = 0,

ω + 2β∗S(ω) = 0,

ÄQ ³Ì ¶Å

��
C(ω) :=

∫ τ

0
e−γτf(τ) cos(ωτ)dτ

¥£
S(ω) :=

∫ τ

0
e−γτf(τ) sin(ωτ)dτ.

� ¥© §�ª���� ª�¥
ω = 0

� ¡¥�£ �§� ��¦�£¤��  ¥ ÄQ ³Ì ¶Å ³ Z¤ « ¡¢£§¤£ ¦¥ «§� · ���� �¿£¤¥� �¤���

δ =

(
2

∫ τ

0
e−γτf(τ)dτ − 1

)
β∗ < 0,

«¥ ª�¤ §¿ ��£¤£ ± ��¥ «��£�§ ¤«£¤�� ³ Á ¥ �¦�� · �¤
ω

¹¢�¤¯¥ ÄQ ³Ì ¶Å · §¦��� −iω
¥�£ §���¤ ��¥

¹§¦¥�� �����¥  ¥ ÄQ ³�Ì Å ³ ���� ���� ¤�£¢�¥�����  ��« ��¤ª�¥© ¥�£ §�µ ��¦�£¤���
ω

���¤£¤¹¥� ³
w���� � �� ��� L"ûûþ�þ�� !" � �� G þ��,ýþ�

τ 7→ e−γτf(τ)
��, �$�üþý����,�9 ú �þü�) û þ"ü

,þ",
δ

*$üý# ��, Op9R�P ) �� �5�,.+ � Op91 %P û þ�� .�� �" + þý�� "�� �þ �" ,ýþ�
(β∗

c , ωc)
) �*��
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β∗
c < δ̃

�,
ωc > 0

9 n � � 6�� �" ý, !" � � 6$!"�,ýþ� ��ü��,$üý�,ý!"� Op901P û þ�� .�� �" + þý�� "��
û �ýü� �� *���"ü� û üþû ü�� ý+� ý��ýü�� û "ü�� ±iωc

�þü�!" �
β∗ = β∗

c

9 { � û �"�) ±iωc
�þ�, ���

*���"ü� û üþû ü�� � ý+û ��� �� Op901P 9 :þ��ý�$ü��, �� �ü���< � �� *���"ü� û üþû ü��
λ(−β∗)

)
,�� �� !"�

λ(−β∗
c ) = iωc

) �þ"� �*þ��
dù�

(λ)

d(−β∗)

∣∣∣∣
β∗=β∗

c

> 0
�ý �, ��" ��+ ��, �ý − δ

(
S(ωc)

ωc

)′

> C ′(ωc).
ÄQ ³ÌÍÅ

{ $+ þ��,ü�,ýþ� 9 ���� © ��£���� £��£   ¡§¿ ��  �§� �¢«���¥�«¥ ª�¥
S(ω) > 0

����
ω > 0

³
¾¦ ¥�£ «¦§¤� ª�¥

S(ω) > 0
�¤

ωτ ∈ (0, π]
³ Z�������� ª�¥

ωτ ∈ (π, 2π]
³ À ¦���

S(ω) =
1

ω

∫ ωτ

0
e−γ τ

ω f
( τ

ω

)
sin(τ)dτ,

=
1

ω

∫ π

0
e−γ τ

ω f
( τ

ω

)
sin(τ)dτ +

1

ω

∫ ωτ

π
e−γ τ

ω f
( τ

ω

)
sin(τ)dτ.

´�©©¥
f

§ � ��� ������£ ¦ ¡¤�£¥�¹§¦¦¥
[0, τ ]

· ¤¦ � ¡¥� ��¤£
∫ 2π

ωτ
e−γ τ

ω f
( τ

ω

)
sin(τ)dτ = 0.

���� �¿£¥����  ��«

S(ω) =
1

ω

∫ π

0
e−γ τ

ω f
( τ

ω

)
sin(τ)dτ +

1

ω

∫ 2π

π
e−γ τ

ω f
( τ

ω

)
sin(τ)dτ

=
1

ω

∫ π

0

(
e−γ τ

ω f
( τ

ω

)
− e−γ τ+π

ω f
(τ + π

ω

))
sin(τ)dτ.

Â§ Ã��«£¤��
τ 7→ e−γτf(τ)

¢£§�£  ¢«��¤��§�£¥ · ���� �¿£¥���� ¯�§¦¥© ¥�£ ª�¥
S(ω) > 0

³
ù� �£¤¦¤�§�£ �� §�°�© ¥�£ �¤© ¤¦§¤�¥ ¦���ª�¥

ωτ ∈ (kπ, (k + 1)π]
· §¹¥«

k ∈ N
·
k ≥ 2

· ����
¥�  ¢ �¤���� ª�¥

S(ω) > 0
���� £��£

ω > 0
³

´���¤ ¢���� ± ��¢�¥�£ ¦ ¡¢ª�§£¤��

κ(ω) :=
ω
(
1 − 2C(ω)

)

2S(ω)
= δ, ω > 0.

ÄQ ³Ì�Å
Â§ Ã��«£¤��

κ
¥�£ «��£¤��¥ ¥£ ¹¢�¤¯¥

lim
ω→0

κ(ω) =
1 − 2C(0)

2

∫ τ

0
τe−γτf(τ)dτ

< 0

«§� ¦§ «�� ¤£¤�� ÄQ ³Í	Å ¤©�¦¤ª�¥ ª�¥
1 − 2C(0) < 0

³ Á ¥ �¦�� · ¦¥ ¦¥©© ¥  ¥ � ¤¥© §��E
Â¥¿ ¥�°�¥ ¥�£�§Ë�¥

lim
ω→+∞

C(ω) = lim
ω→+∞

S(ω) = 0.

���� ¥�  ¢ �¤����
lim

ω→+∞
κ(ω) = +∞.
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¾¦ ¥µ ¤�£¥  ��« ��¥ ��¦�£¤��
ωc > 0

 ¥ ¦ ¡¢ª�§£¤�� ÄQ ³Ì�Å ³ ´�©©¥
S(ωc) > 0

¥£
κ(ωc) =

δ > 0
· ¤¦ � ¡¥� ��¤£ ª�¥

1 − 2C(ωc) > 0
³ � ��� � ����� §¦���

β∗
c = − δ

1 − 2C(ωc)
< 0.

ÄQ ³ÌÌ Å
´�©©¥ |C(ωc)| < C(0)

· ���� §¹���

β∗
c < − δ

2C(0) + 1
= δ̃.

¾¦ ¥�£ §¦��� Ã§«¤¦¥  ¥ ¹¢�¤¯¥� ª�¥
(β∗

c , ωc)
¥�£ ��¥ ��¦�£¤��  � ���¿¦²© ¥ ÄQ ³Ì ¶Å ³ ù� «���¢¸

ª�¥�«¥ · ±iωc
���£  ¥� ¹§¦¥��� �����¥�  ¥ ¦ ¡¢ª�§£¤�� «§�§«£¢�¤�£¤ª�¥ ÄQ ³�Ì Å ¦���ª�¥

β∗ =

β∗
c

³
Á ¢¯�¤����� ��¥ ¿�§�«¬¥  ¥ ¹§¦¥��� �����¥�

λ(−β∗)
 ¥ ÄQ ³�Ì Å £¥¦¦¥ ª�¥

λ(−β∗
c ) = iωc

³
��£��� ª�¥ ¦¥ �§�§© ²£�¥ −β∗ ¥�£ �£¤¦¤�¢ ± ¦§ �¦§«¥  ¥

β∗ «§�
β∗ < δ̃ < 0

³
Á ¡§��²� ÄQ ³�Ì Å · ���� §¹���

[
1 + 2β∗

∫ τ

0
τe−(λ+γ)τf(τ)dτ

]
dλ

d(−β∗)
= 1 − 2

∫ τ

0
e−(λ+γ)τf(τ)dτ.

ÄQ ³ÌQÅ
Z¤ ���� ��������� �§� «��£�§ ¤«£¤�� ª�¥

iωc
� ¡¥�£ �§� ��¥ ¹§¦¥�� �����¥ �¤©�¦¥  ¥ ÄQ ³�Ì Å ·

§¦��� ÄQ ³ÌQÅ ����  ¤£ ª�¥

C(ωc) =
1

2

¥£
S(ωc) = 0.

´�©©¥
S(ωc) > 0

· ���� �¿£¥���� ��¥ «��£�§ ¤«£¤�� ³ À ¤��¤
iωc

¥�£ ��¥ ¹§¦¥�� �����¥
�¤©�¦¥  ¥ ÄQ ³�Ì Å ³

Á ¥ �¦�� · ¥� �£¤¦¤�§�£ ÄQ ³ÌQÅ · ���� �¿£¥����

(
dλ

d(−β∗)

)−1

=

1 + 2β∗

∫ τ

0
τe−(λ+γ)τf(τ)dτ

1 − 2

∫ τ

0
e−(λ+γ)τf(τ)dτ

.

´�©©¥
λ

¥�£ ��¥ ¹§¦¥�� �����¥  ¥ ÄQ ³�Ì Å · ���� §¹��� §���¤

1 − 2

∫ τ

0
e−(λ+γ)τf(τ)dτ = −λ + δ

β∗
.

���� ¥�  ¢ �¤����

(
dλ

d(−β∗)

)−1

= −β∗
1 + 2β∗

∫ τ

0
τe−(λ+γ)τf(τ)dτ

λ + δ
.
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Á ¡��

sign

{
d
� ¥

(λ)

d(−β∗)

}∣∣∣∣
β∗=β∗

c

= sign

{
Re

(
dλ

d(−β∗)

)−1}∣∣∣∣
β∗=β∗

c

= sign

{
Re

(
− β∗

1 + 2β∗

∫ τ

0
τe−(λ+γ)τf(τ)dτ

λ + δ

)}∣∣∣∣
β∗=β∗

c

= sign

{
− β∗

c

δ(1 + 2β∗
c S′(ωc)) + 2β∗

c ωcC
′(ωc)

δ2 + ω2
c

}

= sign

{
δ(1 + 2β∗

c S′(ωc)) + 2β∗
c ωcC

′(ωc)

}
.

Á ¡§��²� ÄQ ³ÌÌ Å ¥£ «�©©¥
1 − 2C(ωc) > 0

· ���� �¿£¥����

sign

{
d
� ¥

(λ)

d(−β∗)

}∣∣∣∣
β∗=β∗

c

= sign

{
1 − 2C(ωc) − 2δS′(ωc) − 2ωcC

′(ωc)

}

= sign

{
2ωc

(
− C ′(ωc) − δ

(
S(ωc)

ωc

)′)}

= sign

{
− C ′(ωc) − δ

(
S(ωc)

ωc

)′}
.

´¥«¤ «��«¦�£ ¦§  ¢© ���£�§£¤�� ³

����k��� � �� �� � :þ��ý�$üþ�� �� G þ��,ýþ�
κ

�$# � ý� û�ü Op91 0P �, �þ,þ��
α

�� !"��,ý,$

α :=

(
2

∫ τ

0
e−γτf(τ)dτ − 1

)
β(0).

; þ"� �$# � ý��þ�� ��� ����+ ����

Ω := {ω > 0; 0 < κ(ω) < α
�,

κ′(ω) = 0} �,
Λ := κ(Ω).

¾� û �", ü�+ �ü!" �ü !" �
Λ

��, "� ����+ ��� # � ý Oþ" *ý��P 9 L ý
δ ∈ (0, α) \ Λ

) ��þü�
dù�

(λ)

d(−β∗)

∣∣∣∣
β∗=β∗

c

6= 0.

�� G �ý,) �þ"� �*þ��

κ′(ω) = − ω

S(ω)

(
κ(ω)

(
S(ω)

ω

)′

+ C ′(ω)

)
, ω > 0.

:þ++�
δ /∈ Λ

) �þ"� þ�,��þ��
κ′(ωc) 6= 0

9 { � û �"�)
κ(ωc) = δ

9 úý��ý

C ′(ωc) 6= −δ

(
S(ωc)

ωc

)′

.

; þ"� �þ���"þ�� �� ",ý�ý���, Op 91 RP 9
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Â¥ ¦¥©© ¥ Q ³Ì ³¶ §���«¤¢ ± ¦§ �¥© §�ª�¥ Q ³Ì ³Í ���� � ¥�© ¥£   ¡¢£§¿¦¤� ¦¥ £¬¢��²© ¥ ��¤¸
¹§�£ «��«¥��§�£ ¦ ¡¥µ ¤�£¥�«¥   ¡��¥ ¿¤Ã��«§£¤��  ¥ ?��Ã ±

x ≡ x∗ ³ � ��� �§�� ¥¦��� ª�¥ ¦¥
£¬¢��²© ¥  ¥ ? ��Ã § ¢£¢  ¢© ��£�¢ · � ��� ¦¥� ¢ª�§£¤���  ¤å ¢�¥�£¤¥¦¦¥� ± �¥£§�  · ��£§©©¥�£
�§� ? §¦¥ �Q
  §�� ¦¥ «§�   ¡��¥ ¿¤Ã��«§£¤�� ¦� «§¦¥ ¥£ �§� ����¿§�© ��Ì 
  §�� ¦¥ «§�   ¡��¥
¿¤Ã��«§£¤�� °¦�¿§¦¥ ³
|}~�k��� � �� �Y � L"ûûþ�þ�� !"� �� G þ��,ýþ�

τ 7→ e−γτf(τ)
��, �$�üþý����,�9 ú �þü�)

ûþ"ü ,þ",
δ /∈ Λ

*$üý# �� , Op9R�P ) ý� �S ý�,�
β∗

c < δ̃
,�� !" � � 6$,�, � 6$!" ý�ý�ü�

x ≡ x∗ �þý,
�þ����+ ��, ��5+û ,þ,ý!"�+ ��, �,���� �þü�!" �

β∗
c < β∗ ≤ δ̃

�, "� � �ýG "ü��,ýþ� �� H þûG
�"ü* ý�� , 7

x ≡ x∗ �þü�!" �
β∗ = β∗

c

9
{ $+ þ��,ü�,ýþ� 9 T �¥© ¤²�¥© ¥�£ · ���� �§�� ¥¦��� ª�¥

x ≡ x∗ ¥�£ ¦� «§¦¥© ¥�£ §�¨©�£�£¤ª�¥¸
© ¥�£ �£§¿¦¥ ¦���ª�¥

β∗ = δ̃
Ä«Ã ³ £¬¢��²© ¥ Q ³� ³�Å ³

Á ¡§��²� ¦¥� �����¤¢£¢�  ¥ ¦§ Ã��«£¤��
κ
· ¦ ¡¢ª�§£¤�� ÄQ ³Ì�Å � ���² ¥ �� ��©¿�¥ ¯�¤  ¥

��¦�£¤��� Ä¹�¤� ¦¥©© ¥ Q ³Ì ³¶Å ³ ���� � �����

β∗
c = − δ

1 − 2C(ω∗
c )

,

��
ω∗

c

¥�£ ¦¥ �¦�� � ¥£¤£ �¢¥¦ �£�¤«£¥© ¥�£ � ��¤£¤Ã £¥¦ ª�¥

C(ω∗
c ) = min{C(ω); ω

��¦�£¤��  ¥
(5.43)}.

À¦���
β∗

c

¥�£ ¦§ ¹§¦¥�� © §µ¤© §¦¥  ¥
β∗ Ä ¢¯�¤¥ §� ¦¥©© ¥ Q ³Ì ³¶Å ª�¤ � ¥�© ¥£   ¡�¿£¥�¤� ��¥

��¦�£¤�� §� �¨�£²© ¥ ÄQ ³Ì ¶Å ³ Á ¡§��²� ¦¥� �¢��¦£§£�  � ¦¥©© ¥ Q ³Ì ³¶· ¦ ¡¢ª�§£¤�� «§�§«£¢�¤�¸
£¤ª�¥ ÄQ ³�Ì Å �¥ � ���² ¥ §�«��¥ ¹§¦¥�� �����¥ ¤© §°¤�§¤�¥ ���¥ £§�£ ª�¥

β∗
c < β∗ ≤ δ̃

³ ù�
«���¢ª�¥�«¥ · ¦¥ £¬¢��²© ¥  ¥ ���«¬¢ �ÌÍ
  ���¥ ¦§ �£§¿¤¦¤£¢ ¦� «§¦¥ §�¨©�£�£¤ª�¥  ¥ ¦ ¡¢£§£
  ¡¢ª�¤¦¤¿�¥

x ≡ x∗ ³
Â���ª�¥

β∗ = β∗
c

· ÄQ ³�Ì Å � ���² ¥ ��¥ �§¤�¥  ¥ ¹§¦¥��� �����¥� ¤© §°¤�§¤�¥� ���¥� ±iωc
·

ωc > 0
Ä«Ã ³ ¦¥©© ¥ Q ³Ì ³¶Å ³ Á ¥ �¦�� · «�©© ¥

δ /∈ Λ
· ¦¥ �¢��¦£§£ ��£¢ ± ¦§ �¥© §�ª�¥ Q ³Ì ³Í

¥�£�§Ë�¥
d
� ¥

(λ)

d(−β∗)

∣∣∣∣
β∗=β∗

c

6= 0.

T§� «��£�§ ¤«£¤�� · ���� ��������� ª�¥
d
� ¥

(λ)

d(−β∗)
< 0

����
β∗ > β∗

c

·
β∗ ���«¬¥  ¥

β∗
c

³ ¾¦ ¥µ ¤�£¥ §¦��� ��¥ ¹§¦¥�� �����¥
λ(−β∗)

£¥¦¦¥ ª�¥
� ¥

λ(−β∗) > 0
³ ´¥«¤ «��£�¥ ¤£ ¦¥ Ã§¤£ ª�¥

x ≡ x∗ ��¤£ ¦� «§¦¥© ¥�£ §�¨©�£�£¤ª�¥© ¥�£
�£§¿¦¥ ¦���ª�¥

β∗ > β∗
c

³ � ��� �¿£¥����  ��«
d
� ¥

(λ)

d(−β∗)

∣∣∣∣
β∗=β∗

c

> 0.

���� �¿£¥���� §¤��¤ ¦ ¡¥µ ¤�£¥�«¥   ¡��¥ ¿¤Ã��«§£¤��  ¥ ? ��Ã ±
x ≡ x∗ ����

β∗ = β∗
c

³
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��£��� ¤«¤ ª�¥ ¦ ¡¬¨� �£¬²�¥ ��� ¦§  ¢«��¤��§�«¥  ¥ ¦§ Ã��«£¤��

τ 7→ e−γτf(τ)
� ¡¥�£ �§�

�¢«¥��§¤�¥ � ��� �¿£¥�¤� ¦ ¡¥µ ¤�£¥�«¥   ¡��¥ ¿¤Ã��«§£¤��  ¥ ? ��Ã ³ ù ¦¦¥ �¥ �¥�£ ª� ¡± Æ��£¤¯¥�
ª�¥

S(ω) > 0
���� £��£

ω > 0
· ¥£ §¤��¤ ¦§ Ã��«£¤��

κ
 ¢¯�¤¥ �§� ÄQ ³Ì�Å ¥�£ «��£¤��¥ ³

À¹¥« ¦¥� ¹§¦¥���  ¥
δ
·
γ

¥£
β0

 ���¢¥� �§� ÄQ ³ÍÅ · ¥£
τ = 7

Æ ���� · ¦¥ �¨�£²© ¥ ÄQ ³¶Ì Å
� ���² ¥  ¥� ��¦�£¤��� � ¢�¤� ¤ª�¥� � ���

β∗
c = −0.3881

§¹¥« ��¥ � ¢�¤� ¥ §����µ ¤© §£¤¹¥¸
© ¥�£ ¢°§¦¥ ±

33
Æ ���� ³ ´¥££¥ ¹§¦¥��  ¥

β∗
c

«���¥�� ��  ±
n = 2.53

Ä¹�¤� � ¤° ³ Q ³Í ¥£ Q ³�Å ³
Â§ Ã��«£¤��

f
¥�£  ���¢¥ �§� ÄQ ³Ì�Å ³
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el
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s/

kg
)

x(t)
y(t)

ABC D Q ³Í E Â¥� ��¦�£¤���  ¥ ÄQ ³¶Ì Å ·
x(t)

Ä«���¿ ¥ ¿¦¥�¥Å ¥£
y(t)

Ä«���¿ ¥ ���°¥Å · ���£ �¥��¢¸
�¥�£¢¥� ¦���  ¥ ¦§ ¿¤Ã��«§£¤��  ¥ ? ��Ã ³ ´¥££¥ �¤£�§£¤�� «���¥�� ��  ±

n = 2.53
¥£ ¦¥� §�£�¥�

�§�§© ²£�¥�  ���¢� �§� ÄQ ³ÍÅ ¥£
τ = 7

Æ ���� ³ Á ¥� ��¦�£¤��� � ¢�¤� ¤ª�¥� §��§�§¤��¥�£ §¹¥«
��¥ � ¢�¤� ¥ ���«¬¥  ¥

33
Æ ���� ³

Á §�� «¥££¥ ¢£� ¥  ¥ ¦§ ¿¤Ã��«§£¤�� · ���� §¹��� «¬�¤�¤ ¦¥ �§�§© ²£�¥
β∗ «�©©¥ �§�§¸

© ²£�¥  ¥ ¿¤Ã��«§£¤�� ³ Â§ ¹§¦¥��  ¥
β∗  ¢� ¥�  Ã��£¥© ¥�£  ¥ ¦§ �¥��¤£¤¹ ¤£¢

n
 ¥ ¦§ Ã��«£¤��

β(x)
· «§� £��� ¦¥� §�£�¥� �§�§© ²£�¥� ���£ ¯µ¢� �§� ¦§ «�� ¤£¤�� ÄQ ³Í	Å ³

Á §�� «¥ © � ²¦¥ · ¦§ �¥��¤£¤¹¤£¢
n

Æ ��¥ �� �Ç¦¥ «��«¤§¦  §�� ¦ ¡§��§�¤£¤��  ¥ ��¦�£¤���
� ¢�¤� ¤ª�¥� ³ Â ¡¤�æ�¥�«¥  ¥ «¥ �§�§© ²£�¥ ��� ¦¥ �¨�£²© ¥ ÄQ ³¶Ì Å §  ¢Æ ± ¢£¢ ��£¢¥ �§� T�Æ �¸
� ¥�Æ ��¥£ ¥£ � §«�¥¨ ���
  §�� ¦¥ «§�   ¡�� «¨«¥¦ «¥¦¦� ¦§¤�¥ «���£§�£ Ä�� ¿¤¥� ·  ¥ Ã§���
¢ª�¤¹§¦¥�£¥ · ¦���ª�¥

f
¥�£ ��¥ © ¥���¥  ¥ Á¤�§«Å ³ Â§ �¥��¤£¤¹ ¤£¢

n
 ¢«�¤£ ¦§ Ã§���  ��£ ¦¥

£§�µ  ¥ �¢¤�£�� �«£¤�� ¥� �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� �¢§°¤£ §�µ «¬§�°¥© ¥�£�  ¥ ¦§ � ���¦§£¤��
¥� �¬§�¥  ¥ �¥� �� ��� � ¤£� �§�  ¥� �£¤©�¦¤ ¥µ£¢�¤¥��� @ ¦¤¿ ¢�§£¤��   ¡¢�¨£¬��� �¢£¤�¥  §��
¦ ¡��°§�¤�© ¥ �§� ¥µ¥©�¦¥ · �� ¿¤¥� ¦ ¡§«£¤��   ¡�� Ã§«£¥��  ¥ «��¤��§�«¥ Ä¹�¤� «¬§�¤£�¥ ¶·
�¥«£¤�� ¶³Ì Å ³

g ¤¥� ��� · ¦ ¡¤�æ�¥�«¥  ¥� §�£�¥� �§�§© ²£�¥� Ä£¥¦� ª�¥ ¦¥� £§�µ  ¥ © ��£§¦¤£¢
δ
¥£

γ
· �� ¦¥�
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1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.2 2.4 2.6 2.8 3
2

2.5

3

3.5

x(t)

y(
t)

ABC D Q ³� E T��� ¦¥� ¹§¦¥��� �£¤¦¤�¢¥� ± ¦§ ¯°��¥ Q ³Í · ¦¥� ��¦�£¤��� ���£ �¥��¢�¥�£¢¥�  §��
¦¥ �¦§�

(x, y)
@ ¦¥� £�§Æ ¥«£�¤�¥� §££¥¤°�¥�£ �� «¨«¦¥ ¦¤© ¤£¥ · ¥�£���§�£ ¦ ¡¢£§£   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥ ³

�¥£§� � © ¤�¤©�© ¥£ © §µ¤©�©
τ

¥£
τ
Å ��� ¦ ¡§��§�¤£¤��  ¥ ��¦�£¤��� � ¢�¤� ¤ª�¥� � ����§¤£

»£�¥ ¢£� ¤¢¥ ³ ´¥� ¥� §�£ · «�©© ¥ ¦¥� © §¦§ ¤¥� ¬¢© §£�¦�°¤ª�¥� «¨«¦¤ª�¥� Ä«Ã ³ «¬§�¤£�¥ ¶·
�¥«£¤�� ¶³QÅ ���£ �¥��¢¥� »£�¥  �¥� ± ��¥  ¢�£§¿¤¦¤�§£¤��  � «��£�Ç¦¥ ¬��© ��§¦ �QÍ
 · ¦¥
�§�§© ²£�¥

n
�¥©¿¦¥ · �§�© ¤ £��� ¦¥� �§�§© ²£�¥� · »£�¥ ¦¥ �¦�� §������¤¢ � ��� ¤ ¥�£¤¯¥� ¦¥�

«§��¥� © ¥�§�£ ±  ¥� ��¦�£¤��� � ¢�¤� ¤ª�¥�  §�� ¦¥ ���¿¦²© ¥ ÄQ ³¶Ì Å ³

ª èª ú ïðø÷ððïëó
´¥ «¬§�¤£�¥ § ¢£¢ ¦ ¡� ««§�¤��   ¡¢£� ¤¥� ¥�  ¢£§¤¦� �� © � ²¦¥ © §£¬¢© §£¤ª�¥ ��¥�§�£ ¦§

Ã��© ¥   ¡�� �¨�£²© ¥   ¡¢ª�§£¤���  ¤å ¢�¥�£¤¥¦¦¥� ± �¥£§�   ¢«�¤¹§�£ ¦¥ ���«¥����   ¡¬¢© §£�¸
� �²�¥ ³ Â¥ �¥£§�  · ª�¤ �¥��¢�¥�£¥ ¦§  ��¢¥  � «¨«¦¥ «¥¦¦� ¦§¤�¥ · ¥�£ ¤«¤  ¤�£�¤¿�¢ ¥£ «��£¤�� ·
�¦§�§�£ ¦¥ «§ �¥   ¡¢£� ¥  §�� ��  �© §¤�¥ Ä¦§ £¬¢��¤¥  ¥� ¢ª�§£¤���  ¤å ¢�¥�£¤¥¦¦¥� ± �¥£§� 
 ¤�£�¤¿�¢Å ¥�«��¥ © §¦ «���� ³

ù� «���£��¤�§�£ ��¥ Ã��«£¤��  ¥ Â¨§����¹ · ���� §¹��� �¿£¥��  ¥� «�� ¤£¤��� � ��� ¦§
�£§¿¤¦¤£¢ °¦�¿§¦¥ §�¨©�£�£¤ª�¥  ¥ ¦ ¡¢£§£   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥ £�¤¹¤§¦  � © � ²¦¥ ³ ���� §¹��� ¥���¤£¥
¢£� ¤¢ ¦§ �£§¿¤¦¤£¢ ¦� «§¦¥  ¥ ¦ ¡��¤ª�¥ ¢£§£   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥ ���¸£�¤¹ ¤§¦ §¤��¤ ª�¥ ¦§ � ¥�£¥  ¥ ¦§
�£§¿¤¦¤£¢ ± £�§¹¥�� ��¥ ¿¤Ã��«§£¤��  ¥ ?��Ã ³

Â¥ �¢��¦£§£ ��¤�«¤�§¦  ¥ «¥ «¬§�¤£�¥ § ¢£¢ ¢£§¿¦¤ ± ¦§ �¥«£¤�� Q ³Ì @ ¤¦ � ¡§°¤£  � £¬¢��²© ¥
Q ³Ì ³�  ¢«�¤¹§�£ ¦ ¡§��§�¤£¤��  ¥ ��¦�£¤��� � ¢�¤� ¤ª�¥�  §�� ¦¥ © � ²¦¥ ¢£� ¤¢ ± £�§¹¥��
��¥ ¿¤Ã��«§£¤��  ¥ ? ��Ã ³ ���� §¹��� �¿£¥��  ¥� ��¦�£¤��� � ¢�¤� ¤ª�¥� §¹¥«  ¥� � ¢�¤� ¥�
���«¬¥�  ¥ �� Æ ���� ¦���  ¥ ¦§ ¿¤Ã��«§£¤�� ³

Â¥� ��¦�£¤��� � ¢�¤� ¤ª�¥� � ¥�¹¥�£ � ¥�© ¥££�¥  ¥ Ã§¤�¥ ¦¥ ¦¤¥� §¹¥« «¥�£§¤�¥� © §¦§ ¤¥�
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¬¢© §£�¦�°¤ª�¥� «¨«¦¤ª�¥� Ä? §��¤¥ �, ��³ �Q�
 ¥£ �¥«£¤�� ¶³QÅ ·  ¥� © §¦§ ¤¥� «§�§«£¢�¤�¢¥� �§�
 ¥� ��«¤¦¦§£¤��� �¤°�¤¯«§£¤¹¥�  � ��©¿�¥  ¥ «¥¦¦� ¦¥� ¥� «¤�«�¦§£¤��  §�� ¦¥ �§�° · §¹¥«  ¥�
� ¢�¤� ¥� � ��¹§�£ ¹§�¤¥�  ¥ ª�¥¦ª�¥� �¥© §¤�¥� Ä¶�¸Í ¶ Æ ����  §�� ¦¥ «§�  ¥ ¦§ �¥�£��� ¢� ¤¥
«¨«¦¤ª�¥ �Q�
Å ± ª�¥¦ª�¥� © �¤� Ä�� ± ¶�� Æ ���� ¦���   ¡��¥ ¦¥�«¢© ¤¥ ©¨¢¦� ¥ «¬���¤ª�¥ �Q�
Å¥£  ¥� §©�¦¤£� ¥� ¹§�¤§�£  ¥ ¹§¦¥��� ���© §¦¥� ± Ã§¤¿ ¦¥� �� ���© §¦¥� ± ¢¦¥¹¢¥� · �¥¦�� ¦¥ £¨� ¥
 ¥ «¥¦¦� ¦¥� �Q�
 ³ � �È«¥ ± ¦¥�� «§�§«£²�¥  ¨�§© ¤ª�¥ · ¦¥� © §¦§ ¤¥� ¬¢© §£�¦�°¤ª�¥� «¨«¦¤ª�¥�
�å�¥�£ ��¥ �����£��¤£¢  ¥ © ¤¥�µ «�©��¥� �¥ «¥�£§¤�� © ¢«§�¤�© ¥�  ¥ ¦ ¡¬¢© §£�� �²�¥
¥�«��¥ © ¢«����� ³

´¥�£§¤�¥� © §¦§ ¤¥� ¬¢© §£�¦�°¤ª�¥� «¨«¦¤ª�¥� �¥ £��«¬¥�£ ª� ¡�� �¥�¦ £¨� ¥  ¥ «¥¦¦� ¦¥� �
�§� ¥µ¥©�¦¥ · ¦¥� °¦�¿�¦¥� ���°¥� ¦���   ¡��¥ §�¢© ¤¥ ¬¢© �¦¨£¤ª�¥ §�£�¸¤©©��¥ Äg ¢¦§¤� �,
��9 �¶f
Å · �� ¿¤¥� ¦¥� �¦§ª�¥££¥� ¦���   ¡��¥ £¬��©¿�«¨£�� ¢�¤¥ «¨«¦¤ª�¥ ÄZ§�£¤¦¦§� �, ��9
�¶�
Å ³ Á §�� «¥� «§� · ¦¥� � ¢�¤� ¥�  ¥� ��«¤¦¦§£¤��� �¿�¥�¹¢¥� ���£ °¢�¢�§¦¥© ¥�£ «�©��¤�¥�
¥�£�¥  ¥�µ ¥£ ª�§£�¥ Ã�¤� ¦¥ £¥©��  ¥ ��� �«£¤��  ¥� «¥¦¦� ¦¥� ³ ´¥� ¥� §�£ ·  §��   ¡§�£�¥�
«§� ® ¦���   ¡��¥ �¥�£��� ¢�¤¥ «¨«¦¤ª�¥ Ä? §��¤¥ �, ��³ �Q�
Å �§� ¥µ¥©�¦¥ ��   ¡��¥ ¦¥�¸
«¢© ¤¥ ©¨¢¦� ¥ «¬���¤ª�¥ Ä���£¤� ¥£ � §«�¥¨ �QÍ
Å ®  ¥� ��«¤¦¦§£¤�� �  ¥ £��� ¦¥� £¨� ¥�
 ¥ «¥¦¦� ¦¥� � ¥�¹¥�£ »£�¥ �¿�¥�¹¢¥� ³ ´¥� © §¦§ ¤¥� Ã��£ §��§�§Ë£�¥  ¥� ��«¤¦¦§£¤��� §¹¥«
 ¥� � ¢�¤� ¥� �¦�£Ç£ ¦��°�¥� Ä  ¡��¥ �¥© §¤�¥ ± �¦��¤¥��� © �¤�Å ³ Ê�¥  ¢�£§¿¤¦¤�§£¤��  ¥ ¦§
� ���¦§£¤��  ¥ «¥¦¦� ¦¥� ���«¬¥� ¬¢© §£�� �¢£¤ª�¥� �¦��¤� �£¥�£¥� · ± ¦ ¡��¤°¤�¥  ¥ £��£¥� ¦¥�
«¥¦¦� ¦¥� �§�°�¤�¥� · �¥©¿¦¥ »£�¥ ± ¦ ¡��¤°¤�¥  ¥ «¥� © §¦§ ¤¥� ³

���� ���� ¤�£¢�¥����� �§�£¤«�¦¤²�¥© ¥�£ ± ¦§ ¦¥�«¢© ¤¥ ©¨¢¦� ¥ «¬���¤ª�¥ · �� Â�´ ·
�� «§�«¥�  ¥� °¦�¿�¦¥� ¿¦§�«� �¢��¦£§�£  ¥ ¦§ £�§��Ã��© §£¤�� © §¦¤°�¥   ¡��¥ ��¤ª�¥ «¥¦¦� ¦¥
���«¬¥ �¦��¤� �£¥�£¥ ÄT�Æ �¸� ¥�Æ ��¥£ �, ��9 ��f
Å ³ ´�©©¥ «¥¦§ ¥�£  ¢«�¤£ �§� � ��¦¥¨ �, ��9
���
 ·  ¥� ��«¤¦¦§£¤��� � ¥�¹¥�£ »£�¥ �¿�¥�¹¢¥� «¬¥É  ¥� �§£¤¥�£� §££¥¤�£�  ¥ Â�´ §¹¥« ¦§
© »© ¥ � ¢�¤� ¥ � ��� ¦¥� °¦�¿�¦¥� ¿¦§�«� · ¦¥� °¦�¿�¦¥� ���°¥� ¥£ ¦¥� �¦§ª�¥££¥� ³ ¾¦ � ¡§°¤£
  ¡��¥ ¦¥�«¢© ¤¥ ©¨¢¦� ¥ «¬���¤ª�¥ � ¢�¤� ¤ª�¥ ÄÂ�´T Å ³ Â§ � ¢�¤� ¥  ¥� ��«¤¦¦§£¤��� �¿¸
�¥�¹¢¥� ¦���   ¡��¥ Â�´T ¹§�¤¥ ¥�£�¥ �� ¥£ ¶�� Æ ���� Ä? §��¤¥ �, ��³ �Q�
 · ���£¤� ¥£ � §«�¥¨
�QÍ
Å · �¥¦�� ¦¥� �§£¤¥�£� ³ Â§  ¤å¢�¥�«¥ ¥�£�¥ «¥� � ¢�¤� ¥� ¥£ ¦§  ��¢¥ © �¨¥��¥   ¡�� «¨«¦¥
«¥¦¦� ¦§¤�¥ � ��� ¦¥� «¥¦¦� ¦¥� ���«¬¥� �¦��¤� �£¥�£¥� Ä¥�£�¥ ¶ ¥£ Ì Æ ���� · �¿�¥�¹¢� «¬¥É  ¥�
����¤� �	
Å ¥�£ ¥�«��¥ © §¦ «�©��¤�¥ ³

Á ¥� �¤©�¦§£¤��� ��© ¢�¤ª�¥� © ��£�¥�£ ·  §�� ��£�¥ © � ²¦¥ · ª�¥ ¦¥� ��¦�£¤���  ¥© ¥��¥�£
� ¢�¤� ¤ª�¥� §��²� ¦§ ¿¤Ã��«§£¤�� · §¹¥«  ¥� � ¢�¤� ¥� ª�¤ §�°© ¥�£¥�£ ¥� © »© ¥ £¥©�� ª�¥ ¦¥
�§�§© ²£�¥  ¥ ¿¤Ã��«§£¤�� Ä¤«¤ · ¦§ �¥��¤£¤¹ ¤£¢

n
Å ³ Z�� ¦§ � ¤° ³ Q ³Ì · ���� � ��¹��� �¿�¥�¹¥�  ¥�

��¦�£¤��� ª�¤ ��«¤¦¦¥�£ §�£���  ¥ ¦ ¡¢£§£   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥ ���¸£�¤¹ ¤§¦ §¹¥«  ¥� � ¢�¤� ¥� ���«¬¥�
 ¥ ÌQ Æ ���� ³ Á ¥ �¦�� · ¦¥� §©�¦¤£� ¥�  ¥� ��«¤¦¦§£¤��� ¹§�¤¥�£  ¥ ¹§¦¥��� Ã§¤¿ ¦¥� ± ���© §¦¥� ³
Â§ �¥��¤£¤¹ ¤£¢ ¥�£  ���¢¥ �§�

n = 3
· «¥ ª�¤ «���¥�� ��  ± ¦§ ¹§¦¥�� ¥� ÄQ ³ÍÅ ³ ´ ¡¥�£ §���¤

¦§ ¹§¦¥��  ���¢¥ �§� � §«�¥¨ ��
 · � ��� ¦§ª�¥¦¦¥ �� «�©���£¥© ¥�£ §���© §¦ Ä� ¢�¤� ¤ª�¥Å
 ¥ £��£¥� ¦¥� «¥¦¦� ¦¥� ¥� «¤�«�¦§£¤��  §�� ¦¥ �§�° ¥�£ °¢�¢�§¦¥© ¥�£ �¿�¥�¹¢ ³
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n = 3
³ Â ¡§©�¦¤£� ¥  ¥� ��«¤¦¦§£¤��� ¹§�¤¥  ¥ ¹§¦¥��� Ã§¤¿ ¦¥� ±

���© §¦¥� ³
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��«¤¦¦¥�£ §¹¥«  ¥� � ¢�¤� ¥� ���«¬¥�  ¥ � Æ ���� ³ Â¥� �§�§© ²£�¥� ��£ ¦¥� © »© ¥� ¹§¦¥���
ª�¥  §�� ¦§ � ¤° ³ Q ³Í · §¹¥«

n = 4
³ Â ¡§©�¦¤£� ¥  ¥� ��«¤¦¦§£¤��� ¹§�¤¥  ¥ ¹§¦¥��� Ã§¤¿ ¦¥� ±

¢¦¥¹¢¥� ³

Â���ª�¥
n

«��£¤��¥   ¡§�°© ¥�£¥� · �� �¿�¥�¹¥  ¥� � ¢�¤� ¥� �¦�� ¦��°�¥� §¹¥«  ¥� §© ¸
�¦¤£� ¥� ¹§�¤§�£  ¥ ¹§¦¥��� Ã§¤¿ ¦¥� ± ¢¦¥¹¢¥� Ä¹�¤� � ¤° ³ Q ³QÅ ³ ´¥££¥ �¤£�§£¤�� «§�§«£¢�¤�¥
¦§ ¦¥�«¢© ¤¥ ©¨¢¦� ¥ «¬���¤ª�¥ � ¢�¤� ¤ª�¥ · §¹¥«  ¥� � ¢�¤� ¥� §�£���  ¥  ¥�µ © �¤� Ä�Æ ����Å ³
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Á¥ �¦�� · ���� � ��¹��� ��£¥� ª�¥ ¦¥� ��«¤¦¦§£¤��� �¿�¥�¹¢¥� §�µ � ¤° ³ Q ³Ì ¥£ Q ³Q �¥�¸
�¥©¿¦¥�£ ¿ ¥§�«��� ±  ¥� ��«¤¦¦§£¤���  ¥ �¥¦§µ§£¤�� ³ Á ¥�  ���¢¥� ¥µ� ¢�¤© ¥�£§¦¥� · �¿£¥¸
��¥� °�È«¥ ±  ¥� �§£¤¥�£� §££¥¤�£�  ¥ Â�´T · ��°°²�¥�£ ª�¥ ¦§ Ã��© ¥  ¥� ��«¤¦¦§£¤��� ¥�£
 � £¨� ¥ ��«¤¦¦§£¥��  ¥ �¥¦§µ§£¤�� �QÍ · Q�
 ³ ù�¯� · ��� ¦¥� ¥£ � §«�¥¨ �Q�
 ��£ © ��£�¢ ª� ¡��
© � ²¦¥   ¡¬¢© §£�� �²�¥ §¹¥« �� «¨«¦¥ «¥¦¦� ¦§¤�¥ «���£§�£ � ��¹§¤£ Ã§¤�¥ §��§�§Ë£�¥  ¥� ��¸
«¤¦¦§£¤���  ¥ �¥¦§µ§£¤�� ³ ¾¦ �¥©¿¦¥  ��« ª�¥ ��� �¥�¦¥© ¥�£ ¦¥� � ¢�¤� ¥� ¥£ ¦¥� §©�¦¤£� ¥�
 ¥� ��«¤¦¦§£¤�� � «���¥�� �� ¥�£ ± «¥¦¦¥� �¿�¥�¹¢¥� ¦���   ¡��¥ ¦¥�«¢© ¤¥ ©¨¢¦� ¥ «¬���¤ª�¥
� ¢�¤� ¤ª�¥ © §¤� §���¤ ¦§ Ã��© ¥  ¥� ��«¤¦¦§£¤��� ³

Â¥� �¤©�¦§£¤��� ��© ¢�¤ª�¥� © ��£�¥�£ ª�¥  ¥� ��«¤¦¦§£¤��� §¹¥«  ¥ ¦��°�¥� � ¢�¤� ¥�
� ¥�¹¥�£ »£�¥ �¿£¥��¥�  §�� ��£�¥ © � ²¦¥ © »© ¥ §¹¥«  ¥� «¨«¦¥� «¥¦¦� ¦§¤�¥� «���£� ³ À ¤��¤ ·
���� ��©©¥� «§�§¿¦¥�  ¥ «§�§«£¢�¤�¥� «¥�£§¤�¥� © §¦§ ¤¥� ¬¢© §£�¦�°¤ª�¥� «¨«¦¤ª�¥� · ¥�
�§�£¤«�¦¤¥� «¥¦¦¥� ª�¤ ¥�£�§Ë�¥�£ �� «�©���£¥© ¥�£ � ¢�¤� ¤ª�¥  ¥ £��£¥� ¦¥� «¥¦¦� ¦¥� ¥�
«¤�«�¦§£¤��  §�� ¦¥ �§�° ³ ¾¦ ���� �¥�£¥ ±  ¢© ��£�¥� «¥ �¢��¦£§£ £¬¢��¤ª�¥© ¥�£ ³
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���� ¢£� ¤��� ·  §�� «¥ «¬§�¤£�¥ · �� «§� �§�£¤«�¦¤¥�  � © � ²¦¥ ��¢�¥�£¢ §� «¬§�¤£�¥
��¢«¢ ¥�£ ·  ¢«�¤¹§�£ ¦ ¡¢¹�¦�£¤��   ¡��¥ � ���¦§£¤��  ¥ «¥¦¦� ¦¥� ���«¬¥� �¦��¤� �£¥�£¥� Ä«Ã ³
«¬§�¤£�¥ ¶· �¥«£¤�� ¶³�Å ³ ´¥� «¥¦¦� ¦¥� · ¤��¿�¥�¹§¿¦¥� · ���£ © §¦ «����¥� © §¤� ���£ °¢�¢¸
�§¦¥© ¥�£ ������¢¥� ¤©©��£¥¦¦¥� Ä ¥� ¢£� ¥� �¢«¥�£¥� ¦§¤��¥�£ ������¥� «¥� ¥� §�£ ª�¥
«¥¦§ ¥�£ Ã§�µ © §¤� ª� ¡¥� «�©�§�§¤���  ¥ ¦ ¡¥�� ¢�§�«¥  ¥ ¹¤¥ ¬�© §¤�¥ ¥¦¦¥� � ¥�¹¥�£ »£�¥
«���¤ ¢�¢¥� «�©©¥ ¤©©��£¥¦¦¥�Å ³

���� ���� ¤�£¢�¥����� ��¤ª�¥© ¥�£ ± ¦§ � ���¦§£¤��  ¥ «¥¦¦� ¦¥� ¥� �¬§�¥  ¥ �¥� �� · ¥£
¥� «���¢ª�¥�«¥ ¦¥ © � ²¦¥ ª�¤ ���� ¤�£¢�¥��¥ �¥ «�©���¥   ¡��¥ ¢ª�§£¤��  ¤å ¢�¥�£¤¥¦¦¥
± �¥£§�  ³ Â¥ �¥£§�  · ª�¤  ¢«�¤£ ¦§  ��¢¥  � «¨«¦¥ «¥¦¦� ¦§¤�¥ · �¥�§ ������¢ ��¤Ã��© ¢© ¥�£
 ¤�£�¤¿�¢ ��� �� ¤�£¥�¹§¦¦¥ ³ ���� ���� «��«¥�£���� ��� ¦ ¡¥å¥£  � �¥£§�  ��� ¦§ �£§¿¤¦¤£¢  �
© � ²¦¥ ³

Á §�� ¦§ �¥«£¤�� ª�¤ ��¤£ · ���� ��¢�¥�£��� ¦ ¡¢ª�§£¤�� ª�¥ ���� §¦¦��� ¢£� ¤¥� ¥£  ������
ª�¥¦ª�¥� ��¥�  ¥ �¥� �����¤¢£¢� ³ Á §�� ¦§ �¥«£¤�� 	 ³Í · ���� �¿£¥����  ¥� «�� ¤£¤��� �¢«¥�¸
�§¤�¥� � ��� ¦§ �£§¿¤¦¤£¢  ¥� ¢£§£�   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥ ® §� ��©¿�¥  ¥  ¥�µ ®  ¥ «¥££¥ ¢ª�§£¤�� ³
´¥� �¢��¦£§£� ���£ ¿§�¢� ��� ¦ ¡¢£� ¥ �¢§¦¤�¢¥ §� «¬§�¤£�¥ Q ³ � ��� © ��£���� ¥���¤£¥ ª� ¡¤¦
¥µ ¤�£¥  ¥� ¹§¦¥��� «�¤£¤ª�¥�  � �¥£§�  � ��� ¦¥�ª�¥¦¦¥� ��¥ ¿¤Ã��«§£¤��  ¥ ? ��Ã � ¥�£ ���¸
¹¥�¤� ± ¦ ¡¢£§£   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥ ���¸£�¤¹¤§¦ ·  ¢�£§¿¤¦¤�§�£ ¦ ¡¢ª�§£¤�� ³ ù�¯� ·  §�� ¦§ �¥«£¤�� 	 ³� ·
���� ¢£� ¤��� ¦§ �£§¿¤¦¤£¢  ¥� «¨«¦¥� ¦¤© ¤£¥� ¥�°¥� �¢� �§� ¦§ ¿¤Ã��«§£¤��  ¥ ? ��Ã ¦�«§¦¥ ³
Á ¥� �¢��¦£§£� ��© ¢�¤ª�¥� ���£ ¥µ� ��¢� ¥£ «�©©¥�£¢� ± ¦§ �¥«£¤�� 	 ³Ì ³ ���� «��«¦����

¶f�
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�§� ��¥ ¿�²¹¥  ¤�«���¤�� ³

j èé ¦ô c ëì� îô b ìôðøöïõòïëó ôò íòñòð ì Äív÷ïîïaöô
Â¥� «¥¦¦� ¦¥� ���«¬¥� �¦��¤� �£¥�£¥� � ¥�¹¥�£ �¥ £���¹¥� · ± £��£ © �© ¥�£ · ¥� �¬§�¥  ¥

�¥� �� Ä
G0

Å �� ¿¤¥� ¥� �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� ³ ´¥� ¥� §�£ · «�©© ¥ ���� ¦ ¡§¹���  ¢Æ ± © ¥�¸
£¤���¢ Ä«Ã ³ «¬§�¤£�¥ ¶Å · ¦§ �¦��§�£  ¥ «¥� «¥¦¦� ¦¥� �¥ £���¹¥ ¥� �¬§�¥  ¥ �¥� �� ³ ����
«���¤ ¢�¥����  ��« ��¤ª�¥© ¥�£ ¦ ¡¢¹�¦�£¤��  ¥ «¥££¥ � ���¦§£¤��  §�� ¦§ �¬§�¥

G0
³

� ��� ��������� ª�¥ ¦¥� «¥¦¦� ¦¥� ���«¬¥� �¦��¤� �£¥�£¥� �¥  ¤å ¢�¥�«¤¥�£ §¹¥« �� £§�µ
«���£§�£

δ ≥ 0
¥£ ���£ ¤�£�� �¤£¥� ¥� �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� §¹¥« �� £§�µ

β
 ¢� ¥� §�£  ¥

¦§ � ���¦§£¤�� £�£§¦¥  ¥ «¥¦¦� ¦¥� ���«¬¥� �¦��¤� �£¥�£¥� §� �¥� �� Ä¹�¤� ¦¥� £�§¹§�µ  ¥ Z§«¬�
�¶�	
Å ³ù� �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� · «¥� «¥¦¦� ¦¥� §�°© ¥�£¥�£ ¦¥�� © §£��¤£¢ ¥£ �¥  ¤¹¤�¥�£ ¥�
 ¥�µ «¥¦¦� ¦¥� ¯ ¦¦¥� · ª�¤ ¥�£�¥�£ ¤©© ¢ ¤§£¥© ¥�£ ¥� �¬§�¥  ¥ �¥� �� · «�©�¦¢£§�£ ¦¥ «¨«¦¥
«¥¦¦� ¦§¤�¥ ³ ´¬§ª�¥ «¥¦¦� ¦¥ ¥� �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� �¥  ¤¹¤�¥ §¹¥« �� £§�µ

g(a)
 ¢� ¥� §�£

 ¥ ��� È°¥ ³ ´��£�§¤�¥© ¥�£ ± ¦ ¡¬¨� �£¬²�¥ Ã§¤£¥ §� «¬§�¤£�¥ ��¢«¢ ¥�£ · ���� ��������� ª�¥
¦¥� «¥¦¦� ¦¥� ¥� �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� �¥ © ¥��¥�£ �§� · ¦¥ £§�µ   ¡§� ��£��¥

γ
¥�£  ��« ��¦ ³

���� ¢£� ¤��� ¤«¤ �� «§� �§�£¤«�¦¤¥�  � © � ²¦¥ «���¤ ¢�¢ §� «¬§�¤£�¥ ��¢«¢ ¥�£ ³ À¯�
  ¡�¿£¥�¤�  ¥� �¢��¦£§£� �¦�� ��¢«¤� «��«¥��§�£ ¦ ¡§��§�¤£¤��  ¥ ��¦�£¤��� ��«¤¦¦§�£¥� · ����
������¥���� ª�¥ £��£¥� ¦¥� «¥¦¦� ¦¥� ���«¬¥� �¦��¤� �£¥�£¥� �¥  ¤¹ ¤�¥�£ §¹¥« �� £§�µ

g(a) =
τ

τ − a
,
����

a ∈ [0, τ).

���� �§�� ¥¦��� ª�¥
∫ τ

0
g(a)da = ∞.

Â§ Ã��«£¤��
a 7→ g(a) exp(−

∫ a
0 g(s)ds)

¥�£ §¤��¤ «���£§�£¥ ¥£ ¢°§¦¥ ±
1/τ

³ Â ¡È°¥  ¥�
«¥¦¦� ¦¥� ¦���  ¥ ¦§ «¨£�«¤�²�¥ ¥�£ §¦���  ¤�£�¤¿�¢ �¥¦�� ��¥ ¦�¤ ��¤Ã��© ¥ ��� ¦ ¡¤�£¥�¹§¦¦¥
[0, τ ]

· §¹¥«
0 < τ < +∞ ¯µ¢ ³

���� ��£���
x(t)

¦§ � ���¦§£¤�� £�£§¦¥  ¥ «¥¦¦� ¦¥� ���«¬¥� �¦��¤� �£¥�£¥� ¥� �¬§�¥
G0

³
À ¦���

x(t)
¹¢�¤¯¥ ¦ ¡¢ª�§£¤��  ¤å ¢�¥�£¤¥¦¦¥ ���¸¦¤�¢§¤�¥ ± �¥£§� 

x′(t) = −
(
δ + β(x(t))

)
x(t) +

2

τ

∫ τ

0
β(x(t − r))x(t − r)dr.

Ä	 ³¶Å
´¥££¥ ¢ª�§£¤�� ¥�£ �� «§� �§�£¤«�¦¤¥�  ¥ ¦ ¡¢ª�§£¤�� ÄQ ³¶Ì§Å ³

Â¥ ��¥© ¤¥� £¥�© ¥ ±  ��¤£¥  ¥ ¦ ¡¢°§¦¤£¢  §�� Ä	 ³¶Å  ¢«�¤£ ¦§  ¤��§�¤£¤��  ¥� «¥¦¦� ¦¥�
���«¬¥� �¦��¤� �£¥�£¥� �§�  ¤å¢�¥�«¤§£¤�� � ¦¥ �¥«��  £¥�© ¥  ¢«�¤£ ¦ ¡¤�£�� �«£¤�� ¥� �¬§�¥
 ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� � ¦¥  ¥��¤¥� £¥�© ¥ �¥��¢�¥�£¥ ¦ ¡§�� ��£  ¥ «¥¦¦� ¦¥� ¤���¥�  ¥ ¦§  ¤¹ ¤�¤�� ± ¦§
¯�  ¥ ¦§ �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� @ «¥� «¥¦¦� ¦¥� ���£ ¥� Ã§¤£  ¥� «¥¦¦� ¦¥� ¤�£�� �¤£¥�  ¥��¤�



° ×� × ¤ Õ ã ÙÚ�Ü Õ ] ÚÕÝàÔÒÑ ÓÒÙÞ ÕÓ ÛÓÐ ÓÝ Ú ÁÛzßÒÜÒ\Ô Õ ¶fQ

¦§ �¬§�¥  ¥ �¥� �� ��¥ °¢�¢�§£¤�� �¦�� £Ç£ · « ¡¥�£ � ���ª��¤ ¦§ ª�§�£¤£¢
β(x(t− r))x(t− r)§��§�§Ë£ §¹¥« �� �¥£§�  ¥� £¥©�� ³ Â¥ Ã§«£¥�� Í  ¢«�¤£ ¢¹¤ ¥©© ¥�£ ¦§  ¤¹ ¤�¤��  ¥ «¬§ª�¥

«¥¦¦� ¦¥ ¥�  ¥�µ «¥¦¦� ¦¥� ¯ ¦¦¥� ³
���� ��������� ª�¥ ¦¥ £§�µ   ¡¤�£�� �«£¤�� ¥� �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤��

β
¥�£ ��¥ Ã��«£¤��

 ¥ ? ¤¦¦ © ���£��¥  ¢«��¤��§�£¥  ¢¯�¤¥ �§�

β(x) = β0
θn

θn + xn

����
x ≥ 0.

Ä	 ³ÍÅ
Â¥ «�¥ä «¤¥�£

β0 > 0
¥�£ ¦¥ £§�µ © §µ¤© §¦   ¡¤�£�� �«£¤�� ·

θ ≥ 0
�¥��¢�¥�£¥ ¦§ � ���¦§£¤��

¥� �¬§�¥  ¥ �¥� �� � ��� ¦§ª�¥¦¦¥ ¦¥ £§�µ   ¡¢«¬§�°¥ ¥�£ © §µ¤© §¦ · ¥£
n ≥ 0

 ¢«�¤£ ¦§
�¥��¤£¤¹¤£¢  � £§�µ   ¡¤�£�� �«£¤�� ¥� �¢� ���¥ ±  ¤¹¥�� �£¤©�¦¤ ¥µ£¢�¤¥��� Ä«Ã ³ «¬§�¤£�¥ ÍÅ ³
´¥££¥ Ã��«£¤�� · «¦§��¤ª�¥  §�� ¦¥� © � ²¦¥� © §£¬¢© §£¤ª�¥�  ¥ �¬¢��© ²�¥� ¿¤�¦�°¤ª�¥�
Ä¢� ¤ ¢© ¤�¦�°¤ª�¥� ¥� �§�£¤«�¦¤¥�Å § ¢£¢ �£¤¦¤�¢¥ � ��� ¦§ ��¥© ¤²�¥ Ã�¤� · � ���  ¥� © � ²¦¥�
  ¡¬¢© §£�� �²�¥ · �§� � §«�¥¨ ��
 ¥� ¶�f ³Á §�� ��
 ¥£ �	
 · � §«�¥¨ § ���� ��¢ ¦¥� ¹§¦¥��� ��¤¹§�£¥� � ��� ¦¥� �§�§© ²£�¥�

δ
¥£

β0
@

δ = 0.05
Æ−1 ¥£

β0 = 1.77
Æ−1.

Ä	 ³�Å
ù� °¢�¢�§¦ · � ��� ��¥ � ���¦§£¤��  ¥ «¥¦¦� ¦¥� ���«¬¥� ¬¢© §£�� �¢£¤ª�¥� �¦��¤� �£¥�£¥�

¦¥ �§�§© ²£�¥
n
·  ¢«�¤¹§�£ ¦§ �¥��¤£¤¹¤£¢  � £§�µ  ¥ �¢¤�£�� �«£¤�� ·  ¥¹�§¤£ »£�¥ ���«¬¥  ¥

1
³ Á §��  ¥� �¤£�§£¤��� §���© §¦¥� Ä�§£¬�¦�°¤ª�¥�Å · � §«�¥¨ �� · Ì 
 �§�� ��£¥  ¥� ¹§¦¥���

 ¥
n

���«¬¥�  ¥
3
³

Â§ ¹§¦¥��  ¥
θ

¥�£ ¬§¿¤£�¥¦¦¥© ¥�£  ¥ ¦ ¡�� �¥  ¥
1.62 × 108 «¥¦¦� ¦¥���° ³ ´¥� ¥� §�£ ·

«�©© ¥ ���� ¦ ¡§¹��� ��£¢ §� «¬§�¤£�¥ ��¢«¢ ¥�£ · ��¤�ª�¥ ���� ���� ¤�£¢�¥����� §� «�© ¸
� ��£¥© ¥�£ ª�§¦¤£§£¤Ã  ¥ ¦§ � ���¦§£¤��  ¥ «¥¦¦� ¦¥� ���«¬¥� �¦��¤� �£¥�£¥� · ¦§ ¹§¦¥�� ¥µ§«£¥
 ¥

θ
� ¡¥�£ �§� ¹�§¤© ¥�£ ¤©���£§�£¥ ¥£ � ¥�£¸»£�¥ ���© §¦¤�¢¥ �§�� � ¥�£¥  ¥ °¢�¢�§¦¤£¢ ³ ù�

���§�£ ¦¥ «¬§�°¥© ¥�£   ¡¢«¬¥¦¦¥
x(t) Ã

x(t)

θ
,

¦ ¡¢ª�§£¤�� Ä	 ³¶Å �¥ �¢¸¢«�¤£ · §¹¥«
β

 ���¢¥ �§� Ä	 ³ÍÅ ·
dx

dt
(t) = −δx(t) − β0f (x(t)) +

2β0

τ

∫ 0

−τ
f (x(t + s)) ds

Ä	 ³Ì Å
§¹¥«

f(x) =
x

1 + xn
, x ≥ 0.

Ä	 ³QÅ
��£��� «¥� ¥� §�£ ª�¥ «¥££¥ Ã��© ¥ �� ¢«¤§¦¥  ¥ ¦§ Ã��«£¤��

f
� ¡¥�£ �§� �£¤¦¤�¢  §�� ¦§ ��¤£¥ ·

¥µ«¥�£¢ � ��� ¦¥� �¤©�¦§£¤��� ��© ¢�¤ª�¥�  ¥ ¦§ �¥«£¤�� 	 ³Ì ³ ���� ��������� �¥�¦¥© ¥�£ ª�¥
f

¥�£  ¢�¤¹§¿¦¥ §¹¥«
f(0) = 0

¥£ · � ���
x > 0

·
f(x)/x

¥�£  ¢«��¤��§�£¥ ¥£ ¹¢�¤¯¥

lim
x→+∞

f(x)

x
= 0.



¶f	 ÎÏÐÑ Ò ÓÔ Õ ° × þÙÔã ÕÝ Þ ÙÔã ÐÜÕÝ ÕÓ Ý ÓÐ\ÒÜÒ ÓÛ ÚÕÝ à� àÜÕÝ ÜÒã Ò ÓÕÝ

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

n=1.2 

n=2 

n=3 n=8 

ABC D 	 ³¶ E � �§�¬¥  ¥ ¦§ Ã��«£¤��
f

 ���¢¥ �§� Ä	 ³QÅ � ���  ¤å ¢�¥�£¥� ¹§¦¥���  ¥
n
³

Ê�¥ ¤¦¦��£�§£¤��   ¡��¥ £¥¦¦¥ Ã��«£¤�� ¥�£ ��¢�¥�£¢¥ � ¤° ³ 	 ³¶³
Z¤ ���� «���¤ ¢���� ± ��¢�¥�£ ��¥ «�� ¤£¤�� ¤�¤£¤§¦¥ � ��¤£¤¹¥ Ä�� ��¦¦¥Å

ϕ
 ¢¯�¤¥ ���

[−τ, 0]
· ¦ ¡¢ª�§£¤�� Ä	 ³Ì Å � ���² ¥ ��¥ ��¤ª�¥ ��¦�£¤�� «��£¤��¥ ¥£ � ��¤£¤¹¥ ��£¢¥

xϕ(t)
·

 ¢¯�¤¥ � ���
t ≥ −τ

· ¹¢�¤¯ §�£

xϕ(s) = ϕ(s)
����

s ∈ [−τ, 0].

´¥ �¢��¦£§£ � ¥�£ »£�¥ �¿£¥�� �§� ¥µ¥©�¦¥ ¥� �£¤¦¤�§�£ ? §¦¥ ¥£ ¨¥� �¨� Â��¥¦ �Q	
 ³ ����
�¥�¹�¨��� §���¤ §�µ �¢��¦£§£� ��¢�¥�£¢� ± ¦ ¡§��¥µ¥ À ³

���� ���� ¤�£¢�¥����� ± ��¢�¥�£ §�µ ¢£§£�   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥ · �� ��¦�£¤��� �£§£¤���§¤�¥� ·  ¥
¦ ¡¢ª�§£¤�� Ä	 ³Ì Å ³

¾¦ ¥�£ Ã§«¤¦¥  ¥ ¹�¤� ª�¥ Ä	 ³Ì Å � ���² ¥ §� �¦��  ¥�µ ¢£§£�   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥ @ �� ¢£§£   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥
£�¤¹¤§¦

x ≡ 0
¥£ �� ¢£§£   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥ ���¸£�¤¹ ¤§¦ � ��¤£¤Ã Ä�£�¤«£¥© ¥�£Å

x ≡ x∗ ³ Â¥ ��¥© ¤¥�
¥µ¤�£¥ £��Æ ���� ¥£ «���¥�� ��  ± ¦ ¡¥µ£¤�«£¤��  ¥ ¦§ � ���¦§£¤�� ³

Â ¡¢£� ¥  ¥ ¦§ �£§¿¤¦¤£¢  ¥ ¦ ¡¢£§£   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥ £�¤¹¤§¦ §  ¢Æ ± ¢£¢ �¢§¦¤�¢¥  §�� ¦¥ «¬§�¤£�¥
Q ³ ���� �¥ �¥ ¢© ��£����  ��« �§� ¦¥ �¢��¦£§£ ��¤¹§�£ · ¿§�¢ ��� ¦ ¡¢£� ¥   ¡��¥ Ã��«£¤��  ¥
Â§¨����¹ Ä¹�¤� £¬¢��²© ¥ Q ³� ³¶Å ³
|}~�k���  ����� F 6$,�, � 6$!" ý�ý�ü� ,üý* ý��

x ≡ 0
�� O�91P ��,  �þ����+ ��, ��5+û ,þ,ý!"�8

+ ��, �,���� �ý
β0f

′(0) < δ

�, ý��,���� �ý
δ < β0f

′(0).



° ×Ö × y ÓÐ\ÒÜÒ ÓÛ ÜÙ àÐÜÕ ÕÓ \Ò×ßÔàÐ ÓÒÙÞ ÚÕ Ø ÙÑ × ¶f
´��«¥��§�£ ¦¥  ¥�µ ¤²© ¥ ¢£§£   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥  ¥ Ä	 ³Ì Å · ���� §¹��� ¦¥ �¢��¦£§£ ��¤¹§�£ ³

�k�W�������  ���� � F 6$!"�,ýþ� O�91P û þ��.�� "� $,�, � 6$!" ý�ý�ü� �þ�8,üý*ý�� � ,üý�,�+ �� ,
û þ� ý,ýG

x ≡ x∗ � ý �, ��"��+ ��, � ý

0 < δ < β0f
′(0).

Ä	 ³	Å
{ ��� �� ���)

x∗ ��, "� ý!"� �, �þ��$ û �ü
f(x∗)

x∗
=

δ

β0
.

{ $+ þ��,ü�,ýþ� 9 Z�¤£
x∗ �� ¢£§£   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥  ¥ Ä	 ³Ì Å ³ À ¦���

dx∗

dt
= 0,

 ��«
x∗ = 0

��
β0f(x∗)− δx∗ = 0

³ À ¤��¤ · Ä	 ³Ì Å � ���² ¥ �� ¢£§£   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥ ���¸£�¤¹ ¤§¦ �¤
¥£ �¥�¦¥© ¥�£ �¤ ¦ ¡¢ª�§£¤��

δx∗ = β0f(x∗)

����² ¥ ��¥ ��¦�£¤�� ���¸£�¤¹¤§¦¥ ³ Â§ Ã��«£¤��
f(x)/x

¢£§�£  ¢«��¤��§�£¥ ¥£ �£�¤«£¥© ¥�£
� ��¤£¤¹¥ · Ä	 ³Ì Å � ���² ¥ �� ¢£§£   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥ ���¸£�¤¹ ¤§¦ �£�¤«£¥© ¥�£ � ��¤£¤Ã �¤ ¥£ �¥�¦¥© ¥�£
�¤ Ä	 ³	Å ¥�£ ¹¢�¤¯¢¥ ³

Á §�� ¦§ ���«¬§¤�¥ �¥«£¤�� · ���� ���� ¤�£¢�¥����� ± «¥£ ¢£§£   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥ ���¸£�¤¹ ¤§¦
x∗

¥£ ���� ¢£� ¤��� �§ �£§¿¤¦¤£¢ ³ ù� �§�£¤«�¦¤¥� · ���� © ��£���� ª�¥ � ��� «¥�£§¤�¥� ¹§¦¥���
 � �¥£§� 

τ
¤¦ � ¥�£ »£�¥  ¢�£§¿¤¦¤�¢ ± £�§¹¥�� ��¥ ¿¤Ã��«§£¤��  ¥ ?��Ã ³

j èç tòña ïîïòí îë øñîô ôò a ïö÷öøñòïëó ìô ÷ ëõ ö
���� ���� ¤�£¢�¥����� ± ��¢�¥�£ ± ¦§ �£§¿¤¦¤£¢  ¥ ¦ ¡¢£§£   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥ ���¸£�¤¹¤§¦

x ≡ x∗

 ¥ ¦ ¡¢ª�§£¤�� Ä	 ³Ì Å ³ T��� ���� §����¥�  ¥ ¦ ¡¥µ ¤�£¥�«¥  ¥
x ≡ x∗ · ���� ��������� ª�¥ Ä	 ³	Å

¥�£ ¹¢�¤¯¢¥ � « ¡¥�£¸±¸ ¤�¥ ª�¥
0 < δ < β0f

′(0).

T§� ¦¤�¢§�¤�§£¤��  ¥ Ä	 ³Ì Å · ���� � ��¹��� �¿£¥�¤�  ¥� �¢��¦£§£� ��� �§ �£§¿¤¦¤£¢ ¦� «§¦¥ ³
Â§ ¦¤�¢§�¤�§£¤��  ¥ Ä	 ³Ì Å §�£���  ¥

x∗ §¿ ��£¤£ ± ¦ ¡¢ª�§£¤�� «§�§«£¢�¤�£¤ª�¥

∆(λ, τ) := λ + δ + β0β1 −
2β0β1

τ

∫ 0

−τ
eλsds = 0,

Ä	 ³Å
��

β1 := f ′(x∗).



¶ff ÎÏÐÑ Ò ÓÔ Õ ° × þÙÔã ÕÝ Þ ÙÔã ÐÜÕÝ ÕÓ Ý ÓÐ\ÒÜÒ ÓÛ ÚÕÝ à� àÜÕÝ ÜÒã Ò ÓÕÝ

� §�� ¥¦��� ª�¥ ¦ ¡¢£§£   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥
x∗ ¥�£ ¦� «§¦¥© ¥�£ §�¨©�£�£¤ª�¥© ¥�£ �£§¿¦¥ �¤ ¥£ �¥�¦¥¸

© ¥�£ �¤ £��£¥� ¦¥� ¹§¦¥��� �����¥�  ¥ Ä	 ³Å ���£ ± �§�£¤¥� �¢¥¦¦¥� �¢°§£¤¹¥� ³
Â§ Ã��«£¤��

f
 ¢¯�¤¥ ¥� Ä	 ³Ì Å � ¡¥�£ �§� �¢«¥��§¤�¥© ¥�£ © ���£��¥  ��«

β1
� ¥�£ »£�¥

� ��¤£¤Ã �� �¢°§£¤Ã ³ � ��� ���� ¤�£¢�¥����� ¥� ��¥© ¤¥� §� «§�
β1 ≥ 0

³
´���¤ ¢����

∆(λ, τ)
«�©©¥ ��¥ Ã��«£¤��  ¥ ¦§ ¹§�¤§¿¦¥ �¢¥¦¦¥

λ
³ À ¦���

∆
¥�£  ¢�¤¹§¿¦¥

�§� �§�� ��£ ±
λ

¥£

∆λ(λ, τ) :=
∂∆

∂λ
(λ, τ) = 1 − 2β0β1

τ

∫ 0

−τ
seλsds.

´�©©¥ ∫ 0

−τ
seλsds < 0,

���� ¥�  ¢ �¤���� ª�¥
∆λ(λ, τ) > 0

³ Á ¥ �¦�� · ¤¦ ¥�£ Ã§«¤¦¥  ¥
¹¢�¤¯¥� ª�¥

lim
λ→−∞

∆(λ, τ) = −∞ ¥£
lim

λ→+∞
∆(λ, τ) = +∞.

À¤��¤ ·
∆(λ, τ)

����² ¥ ��¥ ��¤ª�¥ ¹§¦¥�� �����¥ �¢¥¦¦¥ · ª�¥ ���� ��£���
λ0

³ Á ¡§��²� Ä	 ³Å ·���� �¿£¥����
∆(0, τ) = δ − β0β1.

ù� ¢«�¤¹§�£

β1 = x∗

(
f(x)

x

)′ ∣∣∣∣
x=x∗

+
f(x∗)

x∗
= x∗

(
f(x)

x

)′ ∣∣∣∣
x=x∗

+
δ

β0
,

���� §¹���
∆(0, τ) = −β0x

∗

(
f(x)

x

)′ ∣∣∣∣
x=x∗

> 0.

Á��«
λ0

¥�£ �£�¤«£¥© ¥�£ �¢°§£¤Ã ³
Z�¤£

λ = ν + iω
��¥ ¹§¦¥�� �����¥  ¥ Ä	 ³Å £¥¦¦¥ ª�¥

ν > λ0
³ ù� � ¡¤�£¢�¥��§�£ ± ¦§

�§�£¤¥ �¢¥¦¦¥  ¥ Ä	 ³Å · ���� �¿£¥����

ν + δ + β0β1 −
2β0β1

τ

∫ 0

−τ
eνs cos(ωs)ds = 0.

Á��«
ν − λ0 =

2β0β1

τ

∫ 0

−τ

[
eνs cos(ωs) − eλ0s

]
ds < 0,

«¥ ª�¤  ���¥ ��¥ «��£�§ ¤«£¤�� ³ À ¤��¤ · £��£¥� ¦¥� ¹§¦¥��� �����¥�  ¥ Ä	 ³Å ���£ ± �§�£¤¥�
�¢¥¦¦¥� �¢°§£¤¹¥� ³ ¾¦ � ¡¥� ��¤£ ª�¥

x∗ ¥�£ ¦� «§¦¥© ¥�£ §�¨©�£�£¤ª�¥© ¥�£ �£§¿¦¥ ³ ´¥ �¢��¦£§£
¥�£ �¢��© ¢  §�� ¦§ ���� ��¤£¤�� ª�¤ ��¤£ ³

�k�W�������  �� ��� L"ûû þ�þ�� !"�
β1 ≥ 0

9 ú �þü� � 6$,�, � 6$!" ý�ý�ü� �þ�8,üý*ý��
x ≡ x∗ ��

O�91P ��, �þ����+ ��, ��5+û ,þ,ý!" �+ ��, �,���� û þ"ü ,þ",
τ ≥ 0

9



° ×Ö × y ÓÐ\ÒÜÒ ÓÛ ÜÙ àÐÜÕ ÕÓ \Ò×ßÔàÐ ÓÒÙÞ ÚÕ Ø ÙÑ × ¶f�

Â���ª�¥ ¦§ Ã��«£¤��
f

¥�£  ���¢¥ �§� Ä	 ³QÅ · §¦��� ¦§ «�� ¤£¤�� Ä	 ³	Å ¥�£ ¢ª�¤¹§¦¥�£¥ ±
0 < δ < β0

¥£
x∗ = (β0/δ − 1)1/n ³ Â§ «�� ¤£¤��

β1 ≥ 0
¥�£ §¦���  ���¢¥ �§�

n
β0 − δ

β0
≤ 1.

Z�������� ± ��¢�¥�£ ª�¥
β1 < 0

³ � ��� §¦¦��� © ��£�¥� ª�¥
x∗ ��¿¤£ ��¥ ¿¤Ã��«§£¤��

 ¥ ?��Ã ³ T��� «¥¦§ · ���� ���� ¤�£¢�¥����� ± ¦ ¡¥µ ¤�£¥�«¥  ¥ ¹§¦¥��� �����¥� ¤© §°¤�§¤�¥�
���¥�  ¥ Ä	 ³Å ³���� «�©©¥����� �§� ¹¢�¤¯¥� ª�¥

x∗ ¥�£ ¦� «§¦¥© ¥�£ §�¨©�£�£¤ª�¥© ¥�£ �£§¿¦¥ ¦���ª�¥
τ = 0

³ Á §�� «¥ «§� ¦ ¡¢ª�§£¤�� «§�§«£¢�¤�£¤ª�¥ Ä	 ³Å ¥�£  ���¢¥ �§�

λ + δ − β0β1 = 0,

��¤£
λ = −δ + β0β1 < 0.

���� �¿£¥���� ¦¥ ¦¥©© ¥ ��¤¹§�£ ³
w����  �� �� � L"ûû þ�þ�� !"�

β1 < 0
9 ú �þü� � 6$,�, � 6$!" ý�ý�ü� �þ�8,üý*ý��

x ≡ x∗ �� O�91P
��, �þ����+ �� , ��5+û ,þ,ý!"�+ ��, �,���� �þü�!" �

τ = 0
9

Z�¤£
λ = iω

·
ω ∈ R

· ��¥ ¹§¦¥�� �����¥ ¤© §°¤�§¤�¥ ���¥  ¥ Ä	 ³Å ³ À ¦��� �� � ¥�£ ¹¢�¤¯¥�
ª�¥

∆(−iω, τ) = 0,

 ��« ���� �¥ ���� �¥«¬¥�«¬��� ª�¥  ¥� ��¦�£¤���
ω

���¤£¤¹¥� ³ Á ¥ �¦�� ·
ω 6= 0

«§�

∆(0, τ) = δ − β0β1 > 0.

Z��������  ��« ª�¥
ω > 0

¥£
τ > 0

¹¢�¤¯¥�£
∆(iω, τ) = 0

³ ù� �¢�§�§�£ ¦¥� �§�£¤¥� �¢¥¦¦¥�
¥£ ¤© §°¤�§¤�¥�  ¥ ¦ ¡¢ª�§£¤�� «§�§«£¢�¤�£¤ª�¥ · ���� �¿£¥����





δ + β0β1 −
2β0β1

ωτ
sin(ωτ) = 0,

ω +
2β0β1

ωτ
(1 − cos(ωτ)) = 0.

Ä	 ³fÅ

T�����
K(x) =

sin(x)

x
, x > 0.

Â¥ �¨�£²© ¥ Ä	 ³fÅ � ¡¢«�¤£ §¦���




K(ωτ) =
δ + β0β1

2β0β1
,

cos(ωτ) − 1

(ωτ)2
=

1

2β0β1τ
.

Ä	 ³�Å



¶�� ÎÏÐÑ Ò ÓÔ Õ ° × þÙÔã ÕÝ Þ ÙÔã ÐÜÕÝ ÕÓ Ý ÓÐ\ÒÜÒ ÓÛ ÚÕÝ à� àÜÕÝ ÜÒã Ò ÓÕÝ

� ¥© §�ª���� ª�¥ «�©©¥
β1 < 0

¥£
δ > 0

· §¦���
δ + β0β1

2β0β1
<

1

2
.

��£���
x1

¦ ¡��¤ª�¥ ��¦�£¤��  ¥ ¦ ¡¢ª�§£¤��

x1 = tan(x1), x1 ∈ (π,
3π

2
).

Z�¤£
u0 := cos(x1) ∈ (−1, 0).

À¦���
K ′(x1) = 0

¥£
u0 = K(x1) = min

x≥0
K(x).

Ä	 ³¶�Å
���� �¿£¥���� §¦��� ¦¥ £¬¢��²© ¥ ��¤¹§�£ ³
|}~�k���  �� �Y � L"ûû þ�þ�� !" �

β1 < 0
�, δ + β0β1

2β0β1
< u0.

Ä	 ³¶¶Å
ú �þü� � 6$,�, � 6$!" ý�ý�ü� �þ�8,üý*ý��

x ≡ x∗ �� O�91P ��, �þ����+ ��, ��5+û ,þ,ý!"�+ ��, �,����
ûþ"ü ,þ",

τ ≥ 0
9

{ $+ þ��,ü�,ýþ� 9 Z��� ¦ ¡¬¨� �£¬²�¥ Ä	 ³¶¶Å · ¤¦ ¥�£ «¦§¤�   ¡§��²� Ä	 ³¶�Å ª�¥ ¦¥ �¨�£²© ¥ Ä	 ³�Å � ¡§
�§�  ¥ ��¦�£¤��� ³ Â ¡¢ª�§£¤�� «§�§«£¢�¤�£¤ª�¥ Ä	 ³Å �¥ � ���² ¥  ��« �§�  ¥ ¹§¦¥�� �����¥
¤© §°¤�§¤�¥ ���¥ ³ ù� �£¤¦¤�§�£ ¦¥ £¬¢��²© ¥  ¥ ���«¬¢ ¥£ ¦¥ ¦¥©© ¥ 	 ³Í ³Í ���� � ��¹���
§ä �© ¥� ª�¥ £��£¥� ¦¥� ¹§¦¥��� �����¥�  ¥ Ä	 ³Å ���£ ± �§�£¤¥� �¢¥¦¦¥� �¢°§£¤¹¥� ³ ´¥¦§
«��«¦�£ ¦§  ¢© ���£�§£¤�� ³

Â���ª�¥ ¦§ Ã��«£¤��
f

¥�£  ¢¯�¤¥ �§� Ä	 ³QÅ · ¦§ «�� ¤£¤�� Ä	 ³¶¶Å ¥�£ ¢ª�¤¹§¦¥�£¥ ±

1 < n
β0 − δ

β0
<

2(1 − u0)

1 − 2u0
.

Á¥ £��� ¦¥� �¢��¦£§£� ��¢«¢ ¥�£� «��«¥��§�£ ¦§ �£§¿¤¦¤£¢ ¦� «§¦¥  ¥
x∗ Ä���� ��¤£¤�� 	 ³Í ³¶ ¥£

£¬¢��²© ¥ 	 ³Í ³�Å ª�¥ ���� ¹¥����  ¥  ¢© ��£�¥� · ���� � ��¹���  ¢ �¤�¥ ª�¥ ¦ ¡¢£§£   ¡¢ª�¤¸
¦¤¿�¥ ���¸£�¤¹ ¤§¦

x ≡ x∗  ¥ Ä	 ³Ì Å ¥�£ ¦� «§¦¥© ¥�£ §�¨©�£�£¤ª�¥© ¥�£ �£§¿¦¥ �¤

0 ≤ n
β0 − δ

β0
<

2(1 − u0)

1 − 2u0
.

Ä	 ³¶ÍÅ
���� ���� ¤�£¢�¥����� · ± ��¢�¥�£ · §� «�©���£¥© ¥�£  ¥

x∗ ¦���ª�¥ ¦§ «�� ¤£¤�� Ä	 ³¶ÍÅ
� ¡¥�£ �¦�� ¹¢�¤¯¢¥ ³ ���� §¦¦��� ¹�¤� ª� ¡��¥ ¿¤Ã��«§£¤��  ¥ ? ��Ã ª�¤  ¢�£§¿¤¦¤�¥ ¦ ¡¢£§£
  ¡¢ª�¤¦¤¿�¥

x ≡ x∗  ¥ Ä	 ³Ì Å §��§�§Ë£ §¦��� ³ Â¥ �¢��¦£§£ ��¤�«¤�§¦ ¥�£ ¢���«¢ §� £¬¢��²© ¥
	 ³Í ³f ³



° ×Ö × y ÓÐ\ÒÜÒ ÓÛ ÜÙ àÐÜÕ ÕÓ \Ò×ßÔàÐ ÓÒÙÞ ÚÕ Ø ÙÑ × ¶� ¶

Â¥ �¢��¦£§£ ¢£§¿¦¤ §� «¬§�¤£�¥ ��¢«¢ ¥�£ · £¬¢��²© ¥ Q ³Ì ³� · � ¡§��¦¤ª�¥ ¢¹¤ ¥©© ¥�£  §��
«¥ «§� Ä���� � ��¹��� ��£¥� �§� ¥µ¥©�¦¥ ª�¥ ¦ ¡¬¨� �£¬²�¥  ¥  ¢«��¤��§�«¥ ¥�£ ¹¢�¤¯¢¥Å ³
´¥� ¥� §�£ · ���� � ��¹��� �¿£¥�¤�  ¥� �¢��¦£§£� �¦�� ��¢«¤� ¥£  ��« � ��£¥���  ¥ � ¦� �
  ¡¤�Ã��© §£¤�� ³

Â¥ �¥£§� 
τ

�¥�§ �£¤¦¤�¢ «�©© ¥ �§�§© ²£�¥  ¥ ¿¤Ã��«§£¤�� · §� «��£�§¤�¥  ¥ ¦§  ¢�¤¹¢¥  ¥
¦§ �§�£¤¥ ���¸¦¤�¢§¤�¥ §� � �¤�£   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥ «�©©¥ «¥¦§ ¢£§¤£ ¦¥ «§� §� «¬§�¤£�¥ ��¢«¢ ¥�£ ³
Â ¡�£¤¦¤�§£¤��  � �¥£§�  «�©©¥ �§�§© ²£�¥  ¥ ¿¤Ã��«§£¤�� ¥�£ �¦�� «���§�£¥ ¥£ Æ��£¤¯¢¥ �§�
¦¥ Ã§¤£ ª� ¡¤¦ ¥�£ ���¹¥�£ � ¥��� «�©©¥ �� Ã§«£¥��  ¥  ¢�£§¿¤¦¤�§£¤�� Äg ¥¦¦© §� ¥£ ´���¥
�¶�
 · ���£¤� ¥£ � §«�¥¨ �Q�
Å ³ � ¡¤©���£¥ ª�¥¦ �§�§© ²£�¥  � © � ²¦¥ � ����§¤£ �¢§�© �¤��
»£�¥ �£¤¦¤�¢ � ��� ¦ ¡¢£� ¥  ¥ ¦§ ¿¤Ã��«§£¤�� ³

´���¤ ¢���� ¦§ ��¤£¥

{xk}k∈N := {x ≥ 0 ; x = tan(x)}, Ä	 ³¶�Å
§¹¥«

0 = x0 < x1 < · · · < xk < · · · .

ù� Ã§¤£ · ¤¦ ¥�£ Ã§«¤¦¥  ¥ ¹¢�¤¯¥� ª�¥

{xk}k∈N = {x ≥ 0 ; K ′(x) = 0}.

Á¥ �¦�� · � ��� £��£
k ∈ N

∗ ·
xk ∈ (kπ, kπ +

π

2
).

����  ¢¯�¤�����  ¥�µ ��¤£¥� {uk}
¥£ {vk}

· � ���
k ∈ N

· �§�

uk := cos(x2k+1) < 0, vk := cos(x2k) > 0.

ù� �£¤¦¤�§�£ ¦§  ¢¯�¤£¤��  ¥
xk

· ���� � ��¹��� ¹�¤� ª�¥

uk = K(x2k+1)
¥£

vk = K(x2k).

Â§ ��¤£¥ {uk}k∈N

¥�£  ��« «��¤��§�£¥ §¹¥« −1 < uk < 0
¥£ ¦§ ��¤£¥ {vk}k∈N

¥�£  ¢«��¤��§�£¥
§¹¥«

v0 = 1
¥£

0 < vk < 1/2
����

k ≥ 1
Ä¹�¤� � ¤° ³ 	 ³ÍÅ ³

Á ¥ �¦��
lim

k→+∞
uk = lim

k→+∞
vk = 0.

Â¥ ¦¥©© ¥ ª�¤ ��¤£ ¥�£ ¤©© ¢ ¤§£ ³

w����  �� �� � L"ûû þ�þ�� !" �

u0 ≤ δ + β0β1

2β0β1

�,
δ + β0β1 6= 0.



¶�Í ÎÏÐÑ Ò ÓÔ Õ ° × þÙÔã ÕÝ Þ ÙÔã ÐÜÕÝ ÕÓ Ý ÓÐ\ÒÜÒ ÓÛ ÚÕÝ à� àÜÕÝ ÜÒã Ò ÓÕÝ
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ABC D 	 ³Í E Â¥ °�§�¬¥  ¥ ¦§ Ã��«£¤��
K(x)

³
OýP L ý

δ + β0β1 > 0
) ��þü� ý� �S ý�,�

k ∈ N
,�� !" �

uk ≤ δ + β0β1

2β0β1
< uk+1.

OýýP L ý
δ + β0β1 < 0

) ��þü� ý� �S ý�,�
k ∈ N

,�� !"�
vk+1 ≤ δ + β0β1

2β0β1
< vk.

�k�W�������  �� �� � OýP L ý
uk <

δ + β0β1

2β0β1
< uk+1, k ∈ N,

��þü� �� �5�,.+ � O�9&P ûþ��.�� �S ��,�+ ��,
2(k+1)

�þ �" ,ýþ��
(τ1,1, ω1,1)

) 9 9 9)
(τk+1,1, ωk+1,1)�,

(τ1,2, ω1,2)
) 9 9 9)

(τk+1,2, ωk+1,2)
�*��

{
ωl,1τl,1 ∈ ((2l − 1)π, x2l−1)

ûþ"ü
l = 1, . . . , k + 1,

ωl,2τl,2 ∈ (x2l−12lπ),
ûþ"ü

l = 1, . . . , k + 1�,
0 < τ1,1 < · · · < τk+1,1 < τk+1,2 < · · · < τ1,2.OýýP L ý

δ + β0β1

2β0β1
= uk, k ∈ N,

��þü� �� �5�,.+ � O�9&P ûþ��.�� �S ��,�+ ��,
2k+1

�þ �" ,ýþ��
(τ1,1, ω1,1)

) 9 9 9)
(τk+1,1, ωk+1,1)�,

(τ1,2, ω1,2)
) 9 9 9)

(τk,2, ωk,2)
�*��





ωl,1τl,1 ∈ ((2l − 1)π, x2l−1)
û þ"ü

l = 1, . . . , k,

ωl,2τl,2 ∈ (x2l−1, 2lπ)
û þ"ü

l = 1, . . . , k,

ωk+1,1τk+1,1 = x2k+1



° ×Ö × y ÓÐ\ÒÜÒ ÓÛ ÜÙ àÐÜÕ ÕÓ \Ò×ßÔàÐ ÓÒÙÞ ÚÕ Ø ÙÑ × ¶��

�,
0 < τ1,1 < · · · < τk+1,1 < τk,2 < · · · < τ1,2.

OýýýP L ý
vk+1 <

δ + β0β1

2β0β1
< vk, k ∈ N

∗,

��þü� �� �5�,.+ � O�9&P ûþ��.�� �S ��,�+ ��,
2k+1

�þ �" ,ýþ��
(τ1,1, ω1,1)

) 9 9 9)
(τk+1,1, ωk+1,1)�,

(τ1,2, ω1,2)
) 9 9 9)

(τk,2, ωk,2)
�*��





ω1,1τ1,1 ∈ (π/2, π),

ωl,1τl,1 ∈ (xl+1, (l + 2)π)
ûþ"ü

l = 2, . . . , k + 1,

ωl,2τl,2 ∈ ((l + 1)π, xl+1)
ûþ"ü

l = 1, . . . , k

�,
0 < τ1,1 < · · · < τk+1,1 < τk,2 < · · · < τ1,2.

Oý*P L ý
δ + β0β1

2β0β1
= vk, k ∈ N

∗,

��þü� �� �5�,.+ � O�9&P û þ�� .�� �S ��,�+ ��,
2k

�þ �" ,ýþ��
(τ1,1, ω1,1)

) 9 9 9)
(τk,1, ωk,1)

�,
(τ1,2, ω1,2)

) 9 9 9)
(τk,2, ωk,2)

) �*��




ω1,1τ1,1 ∈ (π/2, π),

ωl,1τl,1 ∈ (xl, (l + 1)π)
ûþ"ü

l = 2, . . . , k,

ωl,2τl,2 ∈ ((l + 1)π, xl+1)
ûþ"ü

l = 1, . . . , k − 1,

ωk,2τk,2 = x2k�,
0 < τ1,1 < · · · < τk,1 < τk,2 < · · · < τ1,2.

O*P L ý
v1 <

δ + β0β1

2β0β1
<

1

2
,

��þü� �� �5�,.+ � O�9&P ûþ��.�� "�� "� ý!" � �þ �" ,ýþ�
(τ1, ω1)

,�� �� !" �
τ1 > 0

�,

ω1τ1 ∈ (
π

2
, π).

{ $+ þ��,ü�,ýþ� 9 ���� © ��£���� ��¤ª�¥© ¥�£
(i)

¦���ª�¥
k = 0

³ Â¥� §�£�¥� «§� �¥  ¢ �¤�¥�£
 ¥ ¦§ © »© ¥ Ã§��� ³

Z�������� ª�¥
u0 <

δ + β0β1

2β0β1
< u1.

Â§ Ã��«£¤��
K

¥�£ �£�¤«£¥© ¥�£ �¢°§£¤¹¥ ¥£  ¢«��¤��§�£¥ ���
(π, x1)

§¹¥«
K(y) ∈ (u0, 0)Ä¹�¤� � ¤° ³ 	 ³ÍÅ ³ Â ¡¢ª�§£¤��

K(y) =
δ + β0β1

2β0β1



¶�Ì ÎÏÐÑ Ò ÓÔ Õ ° × þÙÔã ÕÝ Þ ÙÔã ÐÜÕÝ ÕÓ Ý ÓÐ\ÒÜÒ ÓÛ ÚÕÝ à� àÜÕÝ ÜÒã Ò ÓÕÝ

� ���² ¥  ��« ��¥ ��¤ª�¥ ��¦�£¤��
y1

���
(π, x1)

³ T�����

τ1,1 =
(y1)

2

2β0β1(cos(y1) − 1)

¥£
ω1,1 = y1/τ1,1

³ À ¦���
(τ1,1, ω1,1)

¥�£ ¦ ¡��¤ª�¥ ��¦�£¤��  � �¨�£²© ¥ Ä	 ³�Å ¹¢�¤¯ §�£
ω1,1τ1,1 ∈

(π, x1)
³

Á ¥ � ¦� � · ¦§ Ã��«£¤��
K

¢£§�£ �£�¤«£¥© ¥�£ �¢°§£¤¹¥ ¥£ «��¤��§�£¥ ���
(x1, 2π)

§¹¥«
K(y) ∈ (u0, 0)

· ¦ ¡¢ª�§£¤��
K(y) = (δ + β0β1)/2β0β1

����² ¥ ��¥ ��¤ª�¥ ��¦�£¤��
y2

���
(x1, 2π)

³ T�����
τ1,2 =

(y2)
2

2β0β1(cos(y2) − 1)¥£
ω1,2 = y2/τ1,2

³ À ¦���
(τ1,2, ω1,2)

¥�£ ¦ ¡��¤ª�¥ ��¦�£¤��  ¥ Ä	 ³�Å ª�¤ ¹¢�¤¯¥
ω1,2τ1,2 ∈

(x1, 2π)
³

� �£��� §���¤ ª�¥
K

¥�£ � ��¤£¤¹¥ ���
[0, π]

¥£

u1 = K(x3) = min
x≥2π

K(x).

Â¥ �¨�£²© ¥ Ä	 ³�Å � ���² ¥  ��«  ¥�µ ��¦�£¤��� ¥µ§«£¥© ¥�£ ·
(τ1,1, ω1,1)

¥£
(τ1,2, ω1,2)

³
ù�¯� · ¥� �£¤¦¤�§�£ ¦¥ Ã§¤£ ª�¥

cos(y1) ≤ cos(y2)
· ���� �¿£¥���� ª�¥

τ1,1 < τ1,2
³ ´¥«¤

«��«¦�£ ¦§  ¢© ���£�§£¤�� ³

Â¥ ¦¥©© ¥ 	 ³Í ³Ì ¥£ ¦§ ���� ��¤£¤�� 	 ³Í ³Q  ���¥�£  ¥� «�� ¤£¤��� � ��� ¦ ¡¥µ ¤�£¥�«¥  ¥
�§¤�¥�  ¥ ¹§¦¥��� �����¥� ¤© §°¤�§¤�¥� ���¥�  ¥ Ä	 ³Å ³ Á §�� ¦§ ���� ��¤£¤�� ��¤¹§�£¥ · ����
¢£� ¤��� ¦¥� �����¤¢£¢�  ¥ «¥� ¹§¦¥��� �����¥� ³
�k�W�������  �� � � L"ûû þ�þ�� !" 6ý� �S ý�,�

τc > 0
,�� !"� � 6$!"�,ýþ� ��ü��,$üý�,ý!" � O�9'P

ûþ��.�� "�� û �ýü� �� *���"ü� û üþû ü�� ý+� ý��ýü�� û "ü�� ±iωc
û þ"ü

τ = τc
) �*��

ωc > 0
9

L ý
ωcτc 6= xk

û þ"ü ,þ",
k ∈ N,

þM �� �" ý,� {xk}k∈N

��, �$# � ý� û �ü O�9%0P ) ��þü� ±iωc
�þ�, ��� *���"ü� û üþû ü�� � ý+û ���

*$üý# ��,




dRe(λ)

dτ

∣∣∣
τ=τc

> 0
� ý

ωcτc ∈ (x2k, x2k+1),

dRe(λ)

dτ

∣∣∣
τ=τc

< 0
� ý

ωcτc ∈ (x2k+1, x2k+2), k ∈ N.

Ä	 ³¶Ì Å

{ $+ þ��,ü�,ýþ� 9 Z�������� ª� ¡¤¦ ¥µ ¤�£¥
τc > 0

£¥¦ ª�¥ Ä	 ³Å � ���² ¥ ��¥ �§¤�¥  ¥ ¹§¦¥���
�����¥� ¤© §°¤�§¤�¥� ���¥� ±iωc

¦���ª�¥
τ = τc

§¹¥«
ωc > 0

³ À ¦���
ωcτc

¹¢�¤¯¥ Ä	 ³�Å ³
Z�������� ª�¥

ωcτc 6= xk
���� £��£

k ∈ N
³ � ��£���� §¦��� ª�¥ ±iωc

���£  ¥� ¹§¦¥���
�����¥� �¤©�¦¥�  ¥ Ä	 ³Å ³



° ×Ö × y ÓÐ\ÒÜÒ ÓÛ ÜÙ àÐÜÕ ÕÓ \Ò×ßÔàÐ ÓÒÙÞ ÚÕ Ø ÙÑ × ¶�Q

ù� «���¤ ¢�§�£ ¦§  ¢�¤¹¢¥ ��¥© ¤²�¥  ¥ ¦§ Ã��«£¤��
λ 7→ ∆(λ, τ)

·  ���¢¥ �§�

∆λ(λ, τ) = 1 − 2β0β1

τ

∫ 0

−τ
seλsds,

���� � ��¹��� §ä �© ¥� ª�¥ ±iωc
���£  ¥� ¹§¦¥��� �����¥� �¤©�¦¥�  ¥ Ä	 ³Å �¤

� ¥
(∆λ(iωc, τc)) = 1 +

2β0β1

τc

ωcτc sin(ωcτc) + cos(ωcτc) − 1

ω2
c

6= 0
Ä	 ³¶QÅ

��
¾©

(∆λ(iωc, τc)) =
2β0β1

τc

ωcτc cos(ωcτc) − sin(ωcτc)

ω2
c

6= 0.
Ä	 ³¶	Å

���� � ��¹��� £��£   ¡§¿ ��  �¥© §�ª�¥� · ¥� �£¤¦¤�§�£ Ä	 ³�Å · ª�¥
� ¥

(∆λ(iωc, τc)) = 2 + (δ + β0β1)τc.

À¤��¤ · � ¥
(∆λ(iωc, τc)) = 0

�¤ ¥£ �¥�¦¥© ¥�£ �¤

τc = − 2

δ + β0β1
.

Ä	 ³¶Å
���� §¦¦��� © ��£�¥� ª�¥

¾©
(∆λ(iωc, τc)) 6= 0.

���� � �����
q(x) = x cos(x) − sin(x)

����
x ≥ 0.

���� ¹¢�¤¯��� �§�¤ ¥© ¥�£ ª�¥
q(x) = 0

�¤ ¥£ �¥�¦¥© ¥�£ � ¡¤¦ ¥µ ¤�£¥
k0 ∈ N

£¥¦ ª�¥
x = xk0

³
Á ¥ �¦�� ·

q(x) > 0
�¤ ¥£ �¥� ¦¥© ¥�£ �¤

x ∈ (x2k+1, x2k+2), k ∈ N.

���� ¥�  ¢ �¤����
¾©

(∆λ(iωc, τc)) > 0
�¤

ωcτc ∈ (x2k, x2k+1)
Ä	 ³¶fÅ

¥£
¾©

(∆λ(iωc, τc)) < 0
�¤

ωcτc ∈ (x2k+1, x2k+2).
Ä	 ³¶�Å

À ¤��¤ ±iωc
���£  ¥� ¹§¦¥��� �����¥� �¤©�¦¥�  ¥ Ä	 ³Å ³Z�¤£

λ(τ) = ν(τ) + iω(τ)
��¥ ¿�§�«¬¥  ¥ ¹§¦¥��� �����¥�  ¥ Ä	 ³Å £¥¦¦¥ ª�¥

λ(τc) =

±iωc
³ ù� �¢�§�§�£ ¦¥� �§�£¤¥� �¢¥¦¦¥� ¥£ ¤© §°¤�§¤�¥�  ¥

∆(λ, τ)
���� �¿£¥����





ν(τ) + δ + β0β1 −
2β0β1

τ

∫ 0

−τ
eν(τ)s cos(ω(τ)s)ds = 0,

ω(τ) − 2β0β1

τ

∫ 0

−τ
eν(τ)s sin(ω(τ)s)ds = 0.



¶�	 ÎÏÐÑ Ò ÓÔ Õ ° × þÙÔã ÕÝ Þ ÙÔã ÐÜÕÝ ÕÓ Ý ÓÐ\ÒÜÒ ÓÛ ÚÕÝ à� àÜÕÝ ÜÒã Ò ÓÕÝ

���� ��£��� ·  §�� ¦§ ��¤£¥ ·
ν ′(τ)

Ä�¥�� ¥«£¤¹¥© ¥�£
ω′(τ)

Å ¦§  ¢�¤¹¢¥ ��¥© ¤²�¥  ¥
ν(τ)Ä�¥�� ¥«£¤¹¥© ¥�£

ω(τ)
Å �§� �§�� ��£ ±

τ
· §� ¹�¤�¤�§°¥  ¥

τc
³ Â ¡¥µ ¤�£¥�«¥  ¥

ν ′(τ)
¥£

ω′(τ)§� ¹�¤�¤�§°¥  ¥
τc

���¹¤¥�£  � £¬¢��²© ¥  ¥� Ã��«£¤��� ¤©�¦¤«¤£¥� ³ Â���ª�¥
τ = τc

����
�¿£¥���� � ¥

(∆λ(iωc, τc)) ν ′(τc)

=
¾©

(∆λ(iωc, τc))ω′(τc) +
2β0β1

τc

(
cos(xc) −

sin(xc)

xc

) Ä	 ³Í�Å

¥£ � ¥
(∆λ(iωc, τc)) ω′(τc)

= −¾©
(∆λ(iωc, τc)) ν ′(τc) +

2β0β1

τc

(
1 − cos(xc)

xc
− sin(xc)

)
,

Ä	 ³Í ¶Å

��
xc = ωcτc

³
� ��� «���¤ ¢����  ¥�µ «§� ³ Z�������� £��£   ¡§¿ ��  ª�¥

� ¥
(∆λ(iωc, τc)) = 0.

´¥££¥ ¬¨��£¬²�¥ ¥�£ ¢ª�¤¹§¦¥�£¥ ± Ä	 ³¶Å ³Á ¡§��²� Ä	 ³Í ¶Å · ���� ¥�  ¢ �¤���� ª�¥
¾©

(∆λ(iωc, τc)) ν ′(τc) =
2β0β1

τc

(
1 − cos(xc)

xc
− sin(xc)

)

ù� �£¤¦¤�§�£ Ä	 ³�Å ¥£ Ä	 ³¶Å · ���� �¿£¥����
¾©

(∆λ(iωc, τc)) ν ′(τc) =
ωc

τc
> 0.

´�©©¥ ¾©
(∆λ(iωc, τc)) 6= 0

· ���� §¿ ��£¤����� ±

ν ′(τc) 6= 0,

¥£ ¦¥ �¤°�¥  ¥
ν ′(τc)

¥�£ ¦¥ © »© ¥ ª�¥ «¥¦�¤  ¥ ¾©
(∆λ(iωc, τc))

³
Z�������� ± ��¢�¥�£ ª�¥

� ¥
(∆λ(iωc, τc)) 6= 0.

Á ¡§��²� Ä	 ³Í�Å ¥£ Ä	 ³Í ¶Å ·
ν ′(τc)

¹¢�¤¯¥ §¦���
[¾©

(∆λ(iωc, τc))
2 +

� ¥
(∆λ(iωc, τc))

2
]
ν ′(τc)

=
2β0β1

τc

[(
1 − cos(xc)

xc
− sin(xc)

) ¾©
(∆λ(iωc, τc))

+

(
cos(xc) −

sin(xc)

xc

) � ¥
(∆λ(iωc, τc))

]
.

ù� �£¤¦¤�§�£ Ä	 ³¶QÅ ¥£ Ä	 ³¶	Å · ���� ¹¢�¤¯��� ª�¥
(

1 − cos(xc)

xc
− sin(xc)

) ¾©
(∆λ(iωc, τc))

+

(
cos(xc) −

sin(xc)

xc

) � ¥
(∆λ(iωc, τc)) = cos(xc) −

sin(xc)

xc
.



° ×Ö × y ÓÐ\ÒÜÒ ÓÛ ÜÙ àÐÜÕ ÕÓ \Ò×ßÔàÐ ÓÒÙÞ ÚÕ Ø ÙÑ × ¶�
Á ¡��

|∆λ(iωc, τc)|2 ν ′(τc) =
2β0β1

τc

xc cos(xc) − sin(xc)

xc
=

ωc

τc

¾©
(∆λ(iωc, τc)) .

¾¦ � ¡¥� ��¤£ ª�¥
ν ′(τc) 6= 0,

¥£ ¦¥ �¤°�¥  ¥
ν ′(τc)

¥�£ ¦¥ © »© ¥ ª�¥ «¥¦�¤  ¥ ¾©
(∆λ(iωc, τc))

³
ù� «��«¦��¤�� · ¥� �£¤¦¤�§�£ Ä	 ³¶fÅ ¥£ Ä	 ³¶�Å · ���� �¿£¥���� ª�¥ · � ���

τ = τc
· ¦ ¡¢ª�§£¤��

Ä	 ³Å � ���² ¥ ��¥ �§¤�¥  ¥ ¹§¦¥��� �����¥� ¤© §°¤�§¤�¥� ���¥� �¤©�¦¥� ±iωc
¹¢�¤¯ §�£ Ä	 ³¶Ì Å ³

����k���  �� �®� L 6ý� �S ý�,�
k ∈ N

∗ ,�� !"�
ωcτc = xk

) ��þü� �þý, ±iωc
�� �þ�, û�� ���

*���"ü� û üþû ü�� �ý+û ��� �� O�9'P �þý,
dRe(λ)

dτ

∣∣∣
τ=τc

= 0.

�� �N �,) �� ",ý�ý��� , ��� �ü "+ ��,� ý���,ý!"�� 7 ��"S ",ý�ý�$� ���� �� �$+ þ��,ü�,ýþ� ��
�� û üþûþ�ý,ýþ� �9R 9p) �þ"� þ�,��þ��

ωcτc sin(ωcτc) − cos(ωcτc) = 0.

úý��ý) �ý
τc = −2/(δ +β0β1)

) ��þü� ±iωc
�� �þ�, û �� ��� *���"ü� û üþû ü�� �ý+û ��� �� O�9'P

�,) � ý
τc 6= −2/(δ + β0β1)

) ��þü�
dRe(λ)

dτ

∣∣∣
τ=τc

= 0.

���� ¢£§¿¦¤����� ·  §�� ¦¥ £¬¢��²© ¥ ª�¤ ��¤£ · ¦ ¡¥µ ¤�£¥�«¥   ¡��¥ ¿ ¤Ã��«§£¤��  ¥ ? ��Ã
� ��� ¦ ¡¢£§£   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥

x ≡ x∗  ¥ Ä	 ³Ì Å ³
|}~�k���  �� �¯ � L"ûûþ�þ�� !"�

u0 ≤ δ + β0β1

2β0β1

�,
δ + β0β1 6= 0.

ú �þü� � 6$,�, � 6$!" ý�ý�ü�
x = x∗ ��, �þ����+ ��, ��5+û ,þ,ý!"�+ ��, �,���� �þü�!"�

0 ≤ τ < τ0
)

þM
τ0 := min{τc; ωcτc 6= xk, k ∈ N}) �*��

(τc, ωc)
�þ �" ,ýþ� �� O�9&P ) �, ý��,���� �þü�!" �

τ0 ≤ τ ≤ τl
) þM

τl
��, �� û �"�  ü���� *���"ü ��

τc
,�� �� !"�

ωcτc ∈ (x2k, x2k+1)
)
k ∈ N

9
Fþü�!"�

τ = τ0
) "� � �ýG "ü��,ýþ� �� H þûG �"ü*ý��, 7

x ≡ x∗ 9
{ $+ þ��,ü�,ýþ� 9 ���� ¢£§¿¦¤����� £��£   ¡§¿ ��  ª�¥

x ≡ x∗ ¥�£ ¦� «§¦¥© ¥�£ §�¨©�£�£¤ª�¥¸
© ¥�£ �£§¿¦¥ ¦���ª�¥

τ ∈ [0, τ0)
³

� ¥© §�ª���� ª�¥ ¦���ª�¥
τ ∈ [0, τ0)

· ¦ ¡¢ª�§£¤�� Ä	 ³Å �¥ � ���² ¥ �§�  ¥ ¹§¦¥�� �����¥
¤© §°¤�§¤�¥ ���¥ ³ Z�¤£

τ∗ > 0
¯µ¢ · ��ä �§©©¥�£ � ¥£¤£ ³ Z�������� ª�¥ � ���

τ ∈ (0, τ∗)



¶�f ÎÏÐÑ Ò ÓÔ Õ ° × þÙÔã ÕÝ Þ ÙÔã ÐÜÕÝ ÕÓ Ý ÓÐ\ÒÜÒ ÓÛ ÚÕÝ à� àÜÕÝ ÜÒã Ò ÓÕÝ

¦ ¡¢ª�§£¤�� Ä	 ³Å � ���² ¥ ��¥ ¿�§�«¬¥  ¥ ¹§¦¥��� �����¥�
λ(τ) = ν(τ) + iω(τ)

£¥¦¦¥� ª�¥
ν(τ) > 0

³ ù� �¢�§�§�£ ¦¥� �§�£¤¥� �¢¥¦¦¥� ¥£ ¤© §°¤�§¤�¥�  ¥ ¦ ¡¢ª�§£¤�� «§�§«£¢�¤�£¤ª�¥ · ����
�¿£¥����

ν(τ) = −(δ + β0β1) +
2β0β1

τ

∫ 0

−τ
eν(τ)r cos(ω(τ)r)dr

¥£
ω(τ) = −2β0β1

τ

∫ 0

−τ
e−ν(τ)r sin(ω(τ)r)dr.

���� ¥�  ¢ �¤���� ª�¥ � ���
τ ∈ (0, τ∗)

·

|ν(τ)| ≤ |δ + β0β1| − 2β0β1
¥£ |ω(τ)| ≤ −2β0β1.

Á ¡�� ·
lim
τ→0

τν(τ) = 0
¥£

lim
τ→0

τω(τ) = 0.

ù� ¤�£¢°�§�£ �§� �§�£¤¥� · ���� �¿£¥����

2ν(τ) = −(δ + β0β1) + 2β0β1e
−τν(τ)K(τω(τ)).

´�©©¥
ν(τ) > 0

· §¦��� � ���
τ ∈ (0, τ∗)

−(δ + β0β1) + 2β0β1e
−τν(τ)K(τω(τ)) > 0.

Â���ª�¥
τ

£¥� � ¹¥�� É¢�� · ���� §¿ ��£¤����� ±

β0β1 − δ ≥ 0.

j �
β0β1 − δ < 0

³ � ��� �¿£¥���� ��¥ «��£�§ ¤«£¤�� ³ ���� ¥�  ¢ �¤���� ª�¥ · � ���
τ ∈

(0, τ∗)
·
ν(τ) < 0

³ ù� §��¦¤ª�§�£ ¦¥ £¬¢��²© ¥  ¥ ���«¬¢ �ÌÍ
 · ���� �¿£¥���� ª�¥ £��£¥� ¦¥�
¹§¦¥��� �����¥�  ¥ Ä	 ³Å ���£ ± �§�£¤¥� �¢¥¦¦¥� �¢°§£¤¹¥� ¦���ª�¥

τ ∈ [0, τ0)
³ À ¤��¤

x ≡ x∗

¥�£ ¦� «§¦¥© ¥�£ §�¨©�£�£¤ª�¥© ¥�£ �£§¿¦¥ ³
ù� �£¤¦¤�§�£ ¦¥ ¦¥©© ¥ 	 ³Í ³Ì ¥£ ¦¥� ���� ��¤£¤��� 	 ³Í ³Q ¥£ 	 ³Í ³	 · ���� «��«¦���� ± ¦ ¡¥µ ¤�¸

£¥�«¥  ¥
τl
³ ´¥«¤ §«¬²¹¥ ¦§  ¢© ���£�§£¤�� ³

���� ¤¦¦��£���� ¦¥� �¢��¦£§£�  � £¬¢��²© ¥ 	 ³Í ³f  §�� ¦¥ «���¦¦§¤�¥ ��¤¹§�£ ³
��k�XX� �k�  �� �ÿ � L"ûûþ�þ�� !"� ��� û �ü�+ .,ü��

δ
)
β0

�þ�, �þ��$� û �ü O�90P �,
n = 3

9
ú �þü� ý� �S ý�,� "� "� ý!"�

τc > 0
,�� !" � � 6$,�, � 6$!" ý�ý�ü�

x ≡ x∗ �þý, �þ����+ ��, ��5+û 8
,þ,ý!"�+ ��, �,���� �þü�!"�

τ < τc
�, ��*ý��� � ý��,���� û þ"ü

τ ≥ τc
9 { � û �"�) �þü�!"�

τ = τc
) "� � �ýG "ü��,ýþ� �� H þûG �"ü*ý��, 7

x ≡ x∗ �, � 6$!"�,ýþ� O�91P û þ��.�� "�� �þ �"8
,ýþ� û $üýþ�ý!" � �� û $üýþ�� û üþ�< � ��

46
- þ"ü� O*þýü ¶ ý 9 �90P 9 F� *���"ü ��

τc
��, ��þü�

�ûû üþS ý+�,ý*�+ ��, $ ��� 7 %K - þ"ü� 9



° ×x × y ÓÐ\ÒÜÒ ÓÛ ÚÕÝ à� àÜÕÝ ÜÒã Ò ÓÕÝ ¶��

{ $+ þ��,ü�,ýþ� 9 À¹¥« ¦¥� ¹§¦¥���  ¥ Ä	 ³�Å ¥£
n = 3

· ���� �¿£¥����
δ + β0β1

2β0β1
' 0.2389 > v1 ' 0.1284.

Á ¡§��²� ¦§ ���� ��¤£¤�� 	 ³Í ³Q · ¦¥ �¨�£²© ¥ Ä	 ³�Å � ���² ¥ ��¥ ��¤ª�¥ ��¦�£¤��
(τc, ωc)

§¹¥«
τc > 0

¥£
ωcτc ∈ (0, π)

³ � ��� �§¹���   ¡§��²� ¦¥ £¬¢��²© ¥ 	 ³Í ³f ª�¥ ¦ ¡¢£§£   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥ ���¸
£�¤¹¤§¦ ¥�£ ¦� «§¦¥© ¥�£ §�¨©�£�£¤ª�¥© ¥�£ �£§¿¦¥ ¦���ª�¥

τ < τc
·  ¥¹¤¥�£ ¤��£§¿¦¥ ¦���ª�¥

τ ≥ τc
· ¥£ ��¥ ¿ ¤Ã��«§£¤��  ¥ ?��Ã § ¦¤¥� ª�§� 

τ = τc
³ ���� ¥�  ¢ �¤���� ª�¥ · � ���

τ = τc
· ¦ ¡¢ª�§£¤�� Ä	 ³Ì Å � ���² ¥ ��¥ ��¦�£¤�� � ¢�¤� ¤ª�¥  ¥ � ¢�¤� ¥ ���«¬¥  ¥

2π/ωc
³ ¾¦

¥�£ Ã§«¤¦¥  ¥ ¹¢�¤¯¥� ª�¥

τc ' 18
Æ ���� ¥£

ωc ' 0.138.

Â¥� �¤©�¦§£¤��� ��© ¢�¤ª�¥� «��¯�© ¥�£ «¥££¥ §�§¦¨�¥ Ä¹�¤� � ¤° ³ 	 ³�Å ³

j ès tòña ïîïòí ìôð øÚøîôð îïc ïòôð
���� ¢£� ¤��� ± ��¢�¥�£ ¦§ �£§¿¤¦¤£¢  ¥� «¨«¦¥� ¦¤© ¤£¥� ¥�°¥� �¢� �§� ¦§ ¿¤Ã��«§£¤��

 ¥ ¦ ¡¢£§£   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥ ���¸£�¤¹¤§¦  ¥ ¦ ¡¢ª�§£¤�� Ä	 ³Ì Å Ä«Ã ³ £¬¢��²© ¥ Q ³Ì ³�Å ³ T��� «¥¦§ · ����
��¤¹��� ¦ ¡§����«¬¥ �£¤¦¤�¢¥  §�� ? §��§�  �, �� �Qf
 ¥£ Z£¥�§� �¶¶�
 ³ ´¥¦§ �¢«¥��¤£¥ ¦§
 ¥�«�¤�£¤��   ¡��¥ ¹§�¤¢£¢ «¥�£�¥ ¥£ · ¥� «���¢ª�¥�«¥ · ¦ ¡¢£� ¥  ¥ ¦§ Ã��© ¥ ���© §¦¥  ���¢¥
�§� ¦§ �¥�£�¤«£¤��  � æ�µ ± ¦§ ¹§�¤¢£¢ «¥�£�¥ ³ Â§ �£§¿¤¦¤£¢  � «¨«¦¥ ¦¤© ¤£¥ �¥�§  ���¢¥ �§�
¦¥ �¤°�¥  � ��¥© ¤¥� «�¥ä «¤¥�£  ¥ Â¨§����¹

l1(0)
³

´��«¥��§�£ ¦¥� �����¤¢£¢� °¢�¢�§¦¥�  ¥� ¢ª�§£¤��� ± �¥£§�  ¥£ ¦§ £¬¢��¤¥  ¥� ¹§�¤¢£¢�
«¥�£�¥� � ��� «¥� ¢ª�§£¤��� · ���� �¥�¹�¨��� ¦¥ ¦¥«£¥�� ± ¦ ¡��¹�§°¥  ¥ ? §¦§�§¨ �QQ
 ³ ´��«¥�¸
�§�£ © §¤�£¥�§�£ ¦ ¡¥µ ¤�£¥�«¥  ¥� ¹§�¤¢£¢� «¥�£�¥� ¥£ ¦¥��� �����¤¢£¢� · ���� «¤£��� ´§�� �� ¶
 ·´¬§Ã¥¥ ��Í
 · ´¬�� ¥£ � §¦¦¥£¸T§�¥£ ��Q
 · �§�¤§ ¥£ � §°§¦¬§¥� �Q ¶
 · ? §¦¥ �Q
 ¥£ � §�� ¥� ¥£
� «´�§�¥� �f
 ³ Ê� £�§¤£¥© ¥�£ �¤°���¥�µ  ¥� �� ¢�§£¥��� �£¤¦¤�¢�  §�� «¥££¥ §����«¬¥ ¥�£
 ¤�� ��¤¿¦¥  §�� �§�¤§ ¥£ � §°§¦¬§¥� �Q ¶
 ¥£ Z�¤ �§© §«¬«¬¤¹§¨§ ¥£ ¨§� ��¥��¥¦ �¶��
 ³ Ê�
���¿¦²© ¥ �¤© ¤¦§¤�¥ § ¢£¢ ¢£� ¤¢ �§� Â¤§� �, ��9 �Í
 ³���� � ����� · � ���

t ≥ 0
·

y(t) = x(t) − x∗, µ = τ − τc

��
x∗ ¥�£ ¦ ¡¢£§£   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥ ���¸£�¤¹ ¤§¦  ¥ Ä	 ³Ì Å ª�¤ ¿¤Ã��ª�¥ ¥� �� «¨«¦¥ ¦¤© ¤£¥ ¦���ª�¥

τ = τc
Ä¹�¤� £¬¢��²© ¥ Q ³Ì ³�Å ³ ���� �§�� ¥¦��� ª�¥ ¦ ¡¢£§£   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥

x∗ ¥�£  ¢¯�¤ �§� ¦§
���� ��¤£¤�� 	 ³¶³Í ³

Â ¡¢ª�§£¤�� Ä	 ³Ì Å  ¥¹¤¥�£ §¦���

y′(t) = −δ(y(t) + x∗) − β0f(y(t) + x∗) +
2β0

µ + τc

∫ 0

−µ−τc

f (y(t + s) + x∗) ds.
Ä	 ³ÍÍÅ



Í�� ÎÏÐÑ Ò ÓÔ Õ ° × þÙÔã ÕÝ Þ ÙÔã ÐÜÕÝ ÕÓ Ý ÓÐ\ÒÜÒ ÓÛ ÚÕÝ à� àÜÕÝ ÜÒã Ò ÓÕÝ
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�� �
ABC D 	 ³� E À¹¥« ¦¥� ¹§¦¥���  ���¢¥� �§� Ä	 ³�Å ¥£

n = 3
· ¦ ¡¢ª�§£¤�� Ä	 ³Ì Å � ���² ¥ ��¥

��¦�£¤�� � ¢�¤� ¤ª�¥ � ���
τ = 18.2

Æ ���� ³ ´¥££¥ ��¦�£¤�� ��«¤¦¦¥ §¹¥« ��¥ � ¢�¤� ¥ ���«¬¥
 ¥

50
Æ ���� Ä§Å ³ Â¥ °�§�¬¥  ¥ ¦§ ��¦�£¤��

x(t − τ)
¥� Ã��«£¤��  ¥

x(t)
Ã§¤£ §��§�§Ë£�¥ ��

«¨«¦¥ ¦¤© ¤£¥ §�£���  ¥ ¦ ¡¢£§£   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥ Ä¿ Å ³



° ×x × y ÓÐ\ÒÜÒ ÓÛ ÚÕÝ à� àÜÕÝ ÜÒã Ò ÓÕÝ Í� ¶

� �È«¥ ± «¥££¥ Ã��©�¦§£¤�� · ���� ���� ¤�£¢�¥����� ± ��¢�¥�£ ± ¦ ¡¢£§£   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥ £�¤¹¤§¦
y ≡ 0

 ¥ Ä	 ³ÍÍÅ ª�¤ ¿¤Ã��ª�¥ ¦���ª�¥
µ = 0

³
Z¤

I ⊂ R
¥�£ �� ¤�£¥�¹§¦¦¥ · ���� ��£���

C(I, K) = {f : I → K, f
«��£¤��¥ } ��

K = R��
C
³ Â���ª�¥

I = [−µ − τc, 0]
· ���� � �����

Cµ := C([−µ − τc, 0], K).

T���
t ≥ 0

· ���� «���¤ ¢���� ¦§ Ã��«£¤��
yt : [−µ − τc, 0] → K

 ¢¯�¤¥ �§�
yt(s) =

y(t + s)
³ � ��� �¢¢«�¤¹��� §¦��� ¦ ¡¢ª�§£¤�� Ä	 ³ÍÍÅ «�©©¥ ¦ ¡¢ª�§£¤��  ¤å ¢�¥�£¤¥¦¦¥ Ã��«¸

£¤���¥¦¦¥ ��¤¹§�£¥
d

dt
y(t) = Gµ(yt), t ≥ 0,

Ä	 ³Í�Å
�� · � ���

ϕ ∈ Cµ
¥£

K = R
·

Gµ(ϕ) = −δ [ϕ(0) + x∗] − β0f (ϕ(0) + x∗) +
2β0

µ + τc

∫ 0

−µ−τc

f (ϕ(s) + x∗) ds.

Z�������� ª�¥
f

¥�£  ¥ «¦§��¥ C4 ���
[0, +∞)

Ä��£��� ª�¥
Gµ

¥�£ §¦��� C4(Cµ, R)
Å ³

´���¤ ¢���� © §¤�£¥�§�£ ¦ ¡¢ª�§£¤�� ¦¤�¢§�¤�¢¥  ¥ Ä	 ³Í�Å · «���¥�� �� §�£ ± ¦§  ¢�¤¹¢¥  ¥
��¢«¬¥£

DϕGµ(0) := Lµ
·  ���¢¥ �§�

d

dt
z(t) = Lµzt, t ≥ 0.

Ä	 ³ÍÌ Å
ù� Ã§¤£ ·

Lµ
¥�£  ���¢¥ ¥µ�¦¤«¤£¥© ¥�£ �§�

Lµϕ = −c1ϕ(0) + c2(µ)

∫ 0

−µ−τc

ϕ(θ)dθ, ϕ ∈ Cµ,
Ä	 ³ÍQÅ

��
c1 := δ + β0β1, c2(µ) :=

2β0β1

τc + µ
, β1 := f ′(x∗).

Ä	 ³Í	Å
ù� ���§�£

Fµ := Gµ − Lµ,

¦ ¡¢ª�§£¤�� Ä	 ³Í�Å  ¥¹¤¥�£
d

dt
y(t) = Lµyt + Fµ(yt), t ≥ 0,

Ä	 ³ÍÅ
§¹¥«

Fµ(0) = 0
¥£

DϕFµ(0) = 0
³

À¯�  ¥  ¢¹¥¦��� ¥� ��¥ Ã��© ¥ ���© §¦¥ §���«¤¢¥ ± ¦ ¡¢ª�§£¤�� Ä	 ³ÍÌ Å · ���� ¢«�¤¹���
«¥££¥  ¥��¤²�¥ «�©©¥ ��¥ ¢ª�§£¤��  ¤å ¢�¥�£¤¥¦¦¥ �� ¤�§¤�¥ §¿�£�§¤£¥ ³

ÿ��£   ¡§¿ ��  · ���� �§¹��� ·   ¡§��²� ? §¦¥ �Q
 · ª�¥ ¦ ¡¢ª�§£¤�� ¦¤�¢§¤�¥ Ä	 ³ÍÌ Å ¥�°¥� �¥
��

C0
¸�¥© ¤¸°���� ¥

(T (t))t≥0
���

Cµ
·  ¥ °¢�¢�§£¥��

Aµ
Ä«Ã ³ §��¥µ¥ g Å  ¢¯�¤ �§�





D(Aµ) =
{
ϕ ∈ C1([−µ − τc, 0], R); ϕ′(0) = Lµϕ

}
,

Aµϕ = ϕ′, ϕ ∈ D(Aµ).



Í�Í ÎÏÐÑ Ò ÓÔ Õ ° × þÙÔã ÕÝ Þ ÙÔã ÐÜÕÝ ÕÓ Ý ÓÐ\ÒÜÒ ÓÛ ÚÕÝ à� àÜÕÝ ÜÒã Ò ÓÕÝ

À¯�   ¡¢«�¤�¥ ¦ ¡¢ª�§£¤�� Ä	 ³ÍÅ «�©© ¥ ��¥ ¢ª�§£¤��  ¤å ¢�¥�£¤¥¦¦¥ �� ¤�§¤�¥ ����  ¥¹���
¢£¥� �¥ ¦¥ ���¿¦²© ¥ Ä	 ³ÍÌ Å ± ¦ ¡¥��§«¥  ¥ g §�§«¬

C̃µ := Cµ ⊕ 〈X0〉
· ��

〈X0〉 = {X0c; c ∈ R
¥£

(X0c)(θ) = X0(θ)c}
¥£

X0
¥�£ ¦§ Ã��«£¤��  ¢¯�¤¥ ���

[−µ − τc, 0]
�§�

X0(θ) =





0,
�¤ − µ − τc ≤ θ < 0,

1,
�¤

θ = 0.

À ¤©¨ §  ¢© ��£�¢  §�� �Í
 ª�¥ «¥££¥ ¥µ£¥��¤��  ¢£¥�© ¤�¥ �� �� ¢�§£¥��  ¥ ? ¤¦¦¥¸���¤ § ³
´¥ �¢��¦£§£ ¥�£ �§�� ¥¦¢  §�� ¦¥ ¦¥©© ¥ ª�¤ ��¤£ ³
w����  �Y ��� F 6�S ,��� ýþ� �þ�,ý�"�

Ãµ
�� � 6þû $ü�,�"ü

Aµ
�$# � ý� �"ü

C̃µ
û �ü





D(Ãµ) = C1([−µ − τc, 0], R),

Ãµϕ = ϕ′ + X0 (Lµϕ − ϕ′(0)) , ϕ ∈ D(Ãµ),

Ä	 ³ÍfÅ

��, "� þû $ü�,�"ü �� H ý� ��8�þ�ý�� �"ü
C̃µ

l ý� �S ý�,�
ω0 ∈ R

,�� !"�
(ω0, +∞) ⊂ ρ(Ãµ)

�,

sup
{

(λ − ω0)
n‖(λI − Ãµ)−n‖, n ∈ N, λ > ω0

}
< ∞.

¾¦ � ¡¥� ��¤£ ª�¥ �¤
y

¥�£ ��¦�£¤��  ¥ Ä	 ³ÍÅ ���
[0, T ]

·
T > 0

· §¹¥« ��¥ «�� ¤£¤�� ¤�¤£¤§¦¥
ϕ ∈ Cµ

��� ¦ ¡¤�£¥�¹§¦¦¥
[−µ − τc, 0]

· §¦��� ¦§ Ã��«£¤��
t ∈ [0, T ] 7→ yt ∈ Cµ

¹¢�¤¯¥




d

dt
yt = Ãµyt + X0Fµ(yt), t ∈ [0, T ],

y0 = ϕ.

Ä	 ³Í�Å

� ¢«¤���ª�¥© ¥�£ · � ¡¤¦ ¥µ ¤�£¥ ��¥ Ã��«£¤��
t ∈ [0, T ] 7→ u(t) ∈ Cµ

£¥¦¦¥ ª�¥




du

dt
(t) = Ãµu(t) + X0Fµ(u(t)), t ∈ [0, T ],

u(0) = ϕ,

Ä	 ³��Å

§¦���
u(t) = yt

·
t ∈ [0, T ]

· ��

y(t) =





u(t)(0),
�¤

t ∈ [0, T ],

ϕ(t),
�¤

t ∈ [−µ − τc, 0],

¥£
y

¥�£ ��¦�£¤��  ¥ Ä	 ³ÍÅ ³ ´¥¦§ � ¥�© ¥£ · ¥� �§�£¤«�¦¤¥� ·  ¥ «��£�Ç¦¥� ¦¥� ���¿¦²© ¥� ���¸
¹¥�§�£  � Ã§¤£ ª�¥

Ãµ
�¥ ��¢�¥�¹¥ �§� ¦ ¡¥��§«¥  ¥� Ã��«£¤���  ¥ «¦§��¥ C1 ³

� �È«¥ §�µ �¢��¦£§£�  ¥ À�¥� £ �¶	
 ¥£ Á § T �§£� ¥£ Z¤�¥�£�§�¤ �Ì�
 · ¦ ¡¢ª�§£¤�� �� ¤�§¤�¥
§¿�£�§¤£¥ Ä	 ³��Å ¥�£ ¿¤¥� � ��¢¥ � ���  ¥� «�� ¤£¤��� ¤� ¤£¤§¦¥�  §�� D(Ãµ) = Cµ

³



° ×x × y ÓÐ\ÒÜÒ ÓÛ ÚÕÝ à� àÜÕÝ ÜÒã Ò ÓÕÝ Í��

���� � ��¹��� ± ��¢�¥�£ �¥Ã��©�¦¥� ¦¥ ���¿¦²© ¥ Ä	 ³ÍÅ «�©© ¥ ¦ ¡¢ª�§£¤�� Ä	 ³Í�Å ³
Ê� §�£�¥ �§� ¤©���£§�£  §�� ¦§  ¥�«�¤�£¤��   ¡��¥ ¹§�¤¢£¢ «¥�£�¥ ¥�£ ¦§  ¢¯�¤£¤��   ¡��¥

Ã��© ¥ ¿¤¦¤�¢§¤�¥ ¦¤¢¥ ± ¦ ¡¢ª�§£¤�� Ä	 ³ÍÌ Å ³
À �§�£¤�  ¥ © §¤�£¥�§�£ · ���� � �����

K = C
³ T���

ϕ ∈ Cµ
¥£

ψ ∈ C∗
µ := C([0, µ + τc ], C)

·
����  ¢¯�¤����� ·   ¡§��²� �Q ¶
 �� �Q
 · ¦§  �§¦¤£¢ Ã��© ¥¦¦¥ ��¤¹§�£¥

〈ψ, ϕ〉 = ψ(0)ϕ(0) −
∫ 0

−µ−τc

(∫ s

0
ψ(ξ − s)ϕ(ξ)dξ

)
dη(s)

Ä	 ³� ¶Å

��
dη(s) = c2(µ)ds − c1X0(s)

³ À ¤��¤ Ä	 ³� ¶Å  ¥¹¤¥�£

〈ψ, ϕ〉 = ψ(0)ϕ(0) − c2(µ)

∫ 0

−µ−τc

(∫ s

0
ψ(ξ − s)ϕ(ξ)dξ

)
ds.

Ä	 ³�ÍÅ

���� «���£��¤���� ��¥ ¥µ£¥��¤�� �§£��¥¦¦¥  ¥ «¥££¥  �§¦¤£¢ ± ¦ ¡¥��§«¥
C̃∗

µ × C̃µ
��

C̃∗
µ = C∗

µ ⊕ 〈X∗
0 〉

¥£
〈X∗

0 〉 = {X∗
0c; c ∈ C

¥£
(X∗

0c)(θ) = X∗
0 (θ)c} ,

§¹¥«
X∗

0

 ¢¯�¤ ���
[0, µ + τc]

�§�

X∗
0 (θ) =





0,
�¤

0 < θ ≤ µ + τc,

1,
�¤

θ = 0.

���� �¿£¥���� · � ���
ψ ∈ C∗

µ

·
ϕ ∈ Cµ

¥£
a, c ∈ C

·

〈ψ + X∗
0a, ϕ + X0c〉 = 〈ψ, ϕ〉 + ac.

T§� �§�� ��£ ± «¥££¥ Ã��© ¥ ¿¤¦¤�¢§¤�¥ · ����  ¢¯�¤����� ¦ ¡�� ¢�§£¥�� § Æ �¤�£  ¥
Ãµ

· ��£¢
Ã∗

µ

· ¥£ ���  �© §¤�¥ D(Ã∗
µ)

³ ¾¦ ¹¢�¤¯¥ · � ���
ϕ ∈ D(Ãµ) = C1([−µ − τc, 0], C)

Ä����
«���¤ ¢���� ¤«¤ ¦ ¡¥µ£¥��¤�� �§£��¥¦¦¥  ¥

Ãµ
± ¦ ¡¥��§«¥

C1([−µ − τc, 0], C)
Å ¥£

ψ ∈ D(Ã∗
µ)

·

〈ψ, Ãµϕ〉 = 〈Ã∗
µψ, ϕ〉.

Á ¡§��²� Ä	 ³ÍfÅ ¥£ Ä	 ³�ÍÅ · ���� §¹���

〈ψ, Ãµϕ〉 = ψ(0)Lµϕ − c2(µ)

∫ 0

−µ−τc

(∫ s

0
ψ(ξ − s)ϕ′(ξ)dξ

)
ds.



Í�Ì ÎÏÐÑ Ò ÓÔ Õ ° × þÙÔã ÕÝ Þ ÙÔã ÐÜÕÝ ÕÓ Ý ÓÐ\ÒÜÒ ÓÛ ÚÕÝ à� àÜÕÝ ÜÒã Ò ÓÕÝ

ù� �£¤¦¤�§�£ ��¥ ¤�£¢°�§£¤�� �§� �§�£¤¥� ¥£ Ä	 ³ÍQÅ · ���� �¿£¥����

〈ψ, Ãµϕ〉 = ψ(0)

[
−c1ϕ(0) + c2(µ)

∫ 0

−µ−τc

ϕ(θ)dθ

]

−c2(µ)

∫ 0

−µ−τc

(
ψ(0)ϕ(s) − ψ(−s)ϕ(0) −

∫ s

0
ψ′(ξ − s)ϕ(ξ)dξ

)
ds,

=

[
−c1ψ(0) + c2(µ)

∫ µ+τc

0
ψ(θ)dθ

]
ϕ(0)

+c2(µ)

∫ 0

−µ−τc

(∫ s

0
ψ′(ξ − s)ϕ(ξ)dξ

)
ds,

= 〈Ã∗
µψ, ϕ〉,

��




D(Ã∗
µ) = C1([0, µ + τc], C),

Ã∗
µψ = −ψ′ + X∗

0

[
c2(µ)

∫ µ+τc

0
ψ(s)ds − c1ψ(0) + ψ′(0)

]
.

´���¤ ¢���� © §¤�£¥�§�£ ¦¥� ¹§¦¥��� �����¥� ¤© §°¤�§¤�¥� ���¥�  ¥ Ä	 ³Å ��£¢¥� ±iωc
·

§¹¥«
ωc > 0

· ª�¤ ¥µ ¤�£¥�£ ¦���ª�¥
τ = τc

· « ¡¥�£¸±¸ ¤�¥ ¦���ª�¥ ¦§ ¿¤Ã��«§£¤�� ���¹¤¥�£ Ä¹�¤�
�¥«£¤�� 	 ³Í ¥£ · ¥� �§�£¤«�¦¤¥� · ¦¥ £¬¢��²© ¥ 	 ³Í ³fÅ ³ T§�  ¢¯�¤£¤��  ¥ ¦ ¡¢ª�§£¤�� «§�§«£¢�¤�¸
£¤ª�¥ ¥� Ä	 ³Å ¥£ ¦¥� ��£§£¤��� ¤�£�� �¤£¥� ¥� Ä	 ³Í	Å · ���� §¹���

∆(iωc, τc) = iωc + c1 − c2(0)

∫ 0

−τc

eiωcsds = 0.

¾¦ � ¡¥� ��¤£
c2(0)

(e−iωcτc − 1)

ωc
i − c1 = iωc.

Ä	 ³��Å
À ¦��� · §¹¥« ¦§  ¢¯�¤£¤��  ¥ Ä	 ³ÍfÅ · ¦§ Ã��«£¤��

q(s) = eiωcs ∈ C1([−τc, 0], C)
¥�£ �� ¹¥«£¥��

�����¥  ¥
Ã0

§���«¤¢ ±
iωc

³
À ¤��¤ ·

q∗(s) = deiωcs ∈ C1([0, τc], C)
·
d 6= 0

· ¥�£ �� ¹¥«£¥�� �����¥  ¥
Ã∗

0

§���«¤¢
± −iωc

³ Á ¥ �¦�� · ���� � ��¹��� «¬�¤�¤�
d ∈ C

£¥¦ ª�¥ ¦§ «�� ¤£¤��  ¥ ���© §¦¤�§£¤��
〈q∗, q〉 = 1

��¤£ ¹¢�¤¯¢¥ ³ ¾¦ � ¡¥� ��¤£

d̄ =

[
1 + c2(0)

(
τce

−iτcωc

ωc
i − 1 − e−iτcωc

ω2
c

)]−1

.

¾¦ ¥�£ Ã§«¤¦¥  ¥ ¹¢�¤¯¥� ª� ¡¥� Ã§¤£
d = (∆λ(iωc, τc))

−1 ³ ´�©©¥
iωc

¥�£ ��¥ �§«¤�¥ �¤©�¦¥
 ¥

∆(·, τc)
· §¦���

d
¥�£ ¿¤¥�  ¢¯�¤ ³

Á ¡§��²� Ä	 ³�ÍÅ ¥£ Ä	 ³��Å ���� �¿£¥���� §���¤

〈q∗, q〉 = 0.
Ä	 ³�Ì Å

���� ��©©¥� ¤�£¢�¥��¢� �§� ¦§ ¹§�¤¢£¢ «¥�£�¥ «���¥�� �� §�£ ± ¦§ ¹§¦¥�� �����¥
λ = iωc ¥

Ã0
¥£ §� �¨�£²© ¥ Ä	 ³Í�Å ³ Ê�¥ £¥¦¦¥ ¹§�¤¢£¢ «¥�£�¥ ¥µ¤�£¥ Ä¹�¤� ��Í · Qf
Å @ « ¡¥�£ ��¥ ¹§�¤¢£¢



° ×x × y ÓÐ\ÒÜÒ ÓÛ ÚÕÝ à� àÜÕÝ ÜÒã Ò ÓÕÝ Í�Q

¦� «§¦¥© ¥�£ ¤�¹§�¤§�£¥ · ¦� «§¦¥© ¥�£ §££�§«£¤¹¥ · «��£¥�§�£ ¦ ¡��¤°¤�¥ ¥£ £§�°¥�£¥ ± ¦ ¡��¤°¤�¥ §�
����¸¥��§«¥ ¥�°¥� �¢ �§� ¦¥� ¹¥«£¥��� �����¥� «���¥�� �� §�£ §�µ ¹§¦¥��� �����¥� ±iωc

 ¥
Ã0

³ ù� Ã§¤£ · � ��� §££¥¤� �¥ ��£�¥ ¿�£ · ���� � ¡§¹��� ¿ ¥��¤� ª�¥  ¥� ¤�Ã��© §£¤��� �¥¦§£¤¹¥�
± ¦§ �¥«£¤��  ¥ ¦§ ¹§�¤¢£¢ «¥�£�¥ ��£¢¥ C0

«���¥�� �� §�£ ±
µ = 0

Ä¹�¤� �Qf
Å ³Z�¤£
yt

��¥ ��¦�£¤��  ¥
dyt

dt
= Ã0yt + X0F0(yt).

Ä	 ³�QÅ
���� «§¦«�¦��� ¦¥� «��� ���¢¥�  ¥ ¦§ �¥«£¤�� C0

 ¥ ¦§ ¹§�¤¢£¢ «¥�£�¥ «���¥�� �� §�£ ±
µ = 0

³ ù� ��¤¹§�£ ¦¥� ��£§£¤���  ¥ �Qf
 · ����  ¢¯�¤�����

z(t) = 〈q∗, yt〉,
����

t ≥ 0.
Ä	 ³�	Å

���� �£¤¦¤�¥����
z

¥£
z

«�©©¥ «��� ���¢¥� ¦� «§¦¥�  ¥ C0
 §�� ¦¥�  ¤�¥«£¤���

q∗
¥£

q∗�¥�� ¥«£¤¹¥© ¥�£ ³ ����  ¢¯�¤����� §���¤ · � ���
t ≥ 0

¥£
s ∈ [−τc, 0]

·

w(t, s) = yt(s) − z(t)q(s) − z(t)q(s),

= yt(s) − 2
� ¥

[z(t)q(s)].

���� §¹���
w(t, s) = W (z(t), z(t), s) , t ≥ 0, s ∈ [−τc, 0],

§¹¥«
W (z, z, s) = w20(s)

z2

2
+ w11(s)zz + w02(s)

z2

2
+ . . .

Ä	 ³�Å
� ¥© §�ª���� ª�¥ · � ��� ��¥ ��¦�£¤�� �¢¥¦¦¥

y
·
w

¥�£ �¢¥¦  ��«
w02 = w20

³ Á ¥ �¦�� ·
Ä	 ³�Ì Å ¥£ Ä	 ³�	Å ¤©�¦¤ª�¥�£ ª�¥ 〈q∗, w〉 = 0

³
Â§ �¥«£¤�� C0

 ¥ ¦§ ¹§�¤¢£¢ «¥�£�¥ ¥�£ ¦� «§¦¥© ¥�£ ¤�¹§�¤§�£¥ ���� ¦ ¡¢ª�§£¤�� Ä	 ³�QÅ @
£��£¥ ��¦�£¤�� ª�¤ �§�£  ¥ «¥££¥ �¥«£¤�� ¨ �¥�£¥�§ � ��� £��£ £¥©��

t
 §�� �� ¤�£¥�¹§¦¦¥

���¸£�¤¹¤§¦ �  ��« · �¤
yt ∈ C0

���� §¹���
d

dt
z(t) = 〈q∗, Ã0yt + X0F0(yt)〉

¥£  ��« ·   ¡§��²� Ä	 ³�	Å ·
d

dt
z(t) = iωcz(t) + dF0 (W (z(t), z(t), ·) + 2

� ¥
[z(t)q]) ,

= iωcz(t) + g(z(t), z(t)),

Ä	 ³�fÅ
§¹¥«

g(z, z) = dF0 (W (z, z, ·) + 2
� ¥

[zq]) .

À ¦ ¡§¤ ¥  �  ¢¹¥¦��� ¥© ¥�£  ¥ ÿ§¨¦��  ¥
f

§�£���  ¥
x∗ ���� �¢¢«�¤¹���

F0
@

F0(ϕ) = c3

∫ 0

−τc

[
β2

2!
ϕ(θ)2 +

β3

3!
ϕ(θ)3 + O(ϕ(θ)4)

]
dθ

−β0

[
β2

2!
ϕ(0)2 +

β3

3!
ϕ(0)3 + O(ϕ(0)4)

]
,



Í�	 ÎÏÐÑ Ò ÓÔ Õ ° × þÙÔã ÕÝ Þ ÙÔã ÐÜÕÝ ÕÓ Ý ÓÐ\ÒÜÒ ÓÛ ÚÕÝ à� àÜÕÝ ÜÒã Ò ÓÕÝ

��
c3 :=

2β0

τc
, β2 := f ′′(x∗)

¥£
β3 := f ′′′(x∗).

Ä	 ³��Å
Z¤ ���� ��£��� · �§� «�©©� ¤£¢ ·

w(s) = W (z, z, s)
· ���� �¿£¥���� §¦���

g(z, z) = dc3

{
β2

2

∫ 0

−τc

[w(s) + zeiωcs + ze−iωcs]2ds

+
β3

6

∫ 0

−τc

[w(s) + zeiωcs + ze−iωcs]3ds

+

∫ 0

−τc

O([w(s) + zeiωcs + ze−iωcs]4)ds

}

− β0d

(
β2

2
[w(0) + z + z]2

+
β3

6
[w(0) + z + z]3 + O([w(0) + z + z]4)

)
.

Ä	 ³Ì�Å

Â ¡¢ª�§£¤�� Ä	 ³�fÅ ¥�£ §�� ¥¦¢¥ ¦§ Ã��© ¥ ���© §¦¥ �¿£¥��¥ �§� �¥�£�¤«£¤��  � æ�µ ± ¦§
¹§�¤¢£¢ «¥�£�¥ ³ ��£�¥ ���«¬§¤� ¿�£ ¥�£  ¥ «§¦«�¦¥� «¥�£§¤�� «�¥ä «¤¥�£�  �  ¢¹¥¦��� ¥© ¥�£
 ¥ ÿ§¨¦��  ¥

g
¥£  ¥ ¦¥� �£¤¦¤�¥� � ��� ¢£� ¤¥� ¦§ �£§¿¤¦¤£¢  � «¨«¦¥ ¦¤© ¤£¥ · ¥� «§¦«�¦§�£

§���¤ ¦¥ «�¥ä «¤¥�£  ¥ Â¨§����¹ ³ ´¥  ¥��¤¥� ¥�£  ���¢ �§� «¥�£§¤�� «�¥ä «¤¥�£�  �  ¢¹¥¸
¦��� ¥© ¥�£  ¥ ÿ§¨¦��  ¥

g(z, z)
 ���¢ ¥� Ä	 ³Ì�Å ³ ´¥¦§ �¤°�¤¯¥ · ¥� Ã§¤£ · ª�¥ ¦§ �£§¿¤¦¤£¢  �

«¨«¦¥ ¦¤© ¤£¥ ¥�£  ¢£¥�© ¤�¢¥ �§� ¦§ Ã��© ¥ ���© §¦¥ �¿£¥��¥ ± £�§¹¥�� ¦§ �¥�£�¤«£¤��  � æ�µ
± ¦§ ¹§�¤¢£¢ «¥�£�¥ ³

ù� �¥�£�¥¤°�§�£ ¦¥  ¢¹¥¦��� ¥© ¥�£  ¥ ÿ§¨¦�� ¥� Ä	 ³Ì�Å §�µ £¥�© ¥�   ¡�� �¥� ¤�Ã¢�¤¥���
�� ¢°§�µ ± £��¤� · ���� �¿£¥����

g(z, z) =
1

2
g20z

2 + g11zz +
1

2
g02z

2 +
1

2
g21z

2z + . . .
Ä	 ³Ì ¶Å

§¹¥«

g20 =−d̄β2

(
β0 +

c3(1 − e−2iωcτc)

2ωc
i

)
,

g11 = d̄β2(c3τc − β0),

g02 =−d̄β2

(
β0 −

c3(1 − e2iωcτc)

2ωc
i

)
,

g21 = d

(
c3

{
β2

∫ 0

−τc

[w20(s)e
−iωcs + 2w11(s)e

iωcs]ds − β3
(1 − e−iωcτc)

ωc
i

}

−β0β2[w20(0) + 2w11(0)] − β0β3

)
.

Ä	 ³ÌÍÅ

ù� �£¤¦¤�§�£ ¦§  ¢¯�¤£¤��  ¥
c3

 ���¢¥ �§� Ä	 ³��Å · �� � ¥�£ ¹�¤� ª�¥

g11 = dβ0β2.



° ×x × y ÓÐ\ÒÜÒ ÓÛ ÚÕÝ à� àÜÕÝ ÜÒã Ò ÓÕÝ Í�
��£��� ª�¥ ¦¥� «�¥ä «¤¥�£�

gij
§¹¥«

i + j > 2
�¥ ���£ �§� �£¤¦¥� · �§�Ã

g21
Ä«Ã ³ �Qf
Å ³¾¦ ���� Ã§�£ ¥�«��¥ «§¦«�¦¥�

w20(s)
¥£

w11(s)
����

s ∈ [−τc, 0]
³ � ���  ¢ �¤����  ¤�¥«¸

£¥© ¥�£  ¥ Ä	 ³�QÅ · Ä	 ³�	Å ¥£ Ä	 ³�fÅ · ª�¥
d

dt
w(t, ·) =

d

dt
yt −

d

dt
[z(t)q − z(t)q] ,

= Ã0w(t, ·) + X0F0 (w(t, ·) + 2
� ¥

(z(t)q)) − 2
� ¥

(g(z(t), z(t))q) ,

= Ã0w(t, ·) + H(z(t), z(t), ·),

Ä	 ³Ì�Å

�� · � ���
s ∈ [−τc, 0]

·

H(z, z, s) = −2
� ¥

(g(z, z)q(s)) + X0(s)F0 (W (z, z, ·) + 2
� ¥

(zq)) .
Ä	 ³ÌÌ Å

Z�¤£
s ∈ [−τc, 0)

 ���¢ ³ Á ¡§��²� Ä	 ³ÌÌ Å §¹¥« Ä	 ³Ì ¶Å ���� §¹���

H(z, z, s) = −2
� ¥

(g(z, z)q(s)) ,

= −g(z, z)q(s) − ḡ(z, z)q̄(s),

= −
(

g20
z2

2
+ g11zz + g02

z2

2
+ . . .

)
q(s)

−
(

g20

z2

2
+ g11zz + g02

z2

2
+ . . .

)
q(s).

Ä	 ³ÌQÅ
ù� «���¤ ¢�§�£ ¦¥  ¢¹¥¦��� ¥© ¥�£

H(z, z, s) = H20(s)
z2

2
+ H11(s)zz + H02(s)

z2

2
+ . . .

¥£ ¥� «�©�§�§�£ ¦¥� «�¥ä «¤¥�£� §¹¥« «¥�µ  ¥ Ä	 ³ÌQÅ ���� �¿£¥����

H20(s) = −g20q(s) − g02q(s),

H11(s) = −g11q(s) − g11q(s),

H02(s) = H20(s).

Ä	 ³Ì	Å

Á ¡§��²� Ä	 ³�Å · Ä	 ³Ì ¶Å ¥£ Ä	 ³Ì�Å · ���� §¹���

(Ã0 − 2iωc)w20(s) = −H20(s),

Ã0w11(s) = −H11(s),

(Ã0 + 2iωc)w02(s) = −H02(s).

Ä	 ³ÌÅ

ù� �£¤¦¤�§�£ Ä	 ³ÍfÅ ¥£ Ä	 ³Ì	Å · Ä	 ³ÌÅ  ¥¹¤¥�£
dw20

ds
(s) = 2iωcw20(s) + g20q(s) + g02q(s),

dw11

ds
(s) = g11q(s) + g11q(s).



Í�f ÎÏÐÑ Ò ÓÔ Õ ° × þÙÔã ÕÝ Þ ÙÔã ÐÜÕÝ ÕÓ Ý ÓÐ\ÒÜÒ ÓÛ ÚÕÝ à� àÜÕÝ ÜÒã Ò ÓÕÝ

Â§ �¢��¦�£¤��  � �¨�£²© ¥ «¤¸ ¥���� ����  ���¥

w20(s) = −g20

iωc
eiωcs − g02

3iωc
e−iωcs + E1e

2iωcs,
Ä	 ³ÌfÅ

w11(s) =
g11

iωc
eiωcs − g11

iωc
e−iωcs + E2,

Ä	 ³Ì�Å
��

E1
¥£

E2
� ¥�¹¥�£ »£�¥  ¢£¥�© ¤�¢� ¥� � ��§�£

s = 0
 §�� Ä	 ³ÌÌ Å ³ ù� Ã§¤£ · ���� §¹���

H(z, z, 0) = −2
� ¥

(g(z, z)) + F0 (W (z, z, ·) + 2
� ¥

(zq)) .

���� ¥�  ¢ �¤����  ��«

H20(0) = −g20 − g02 + β2

(
c3

∫ 0

−τc

e2iωcsds − β0

)
,

H11(0) = −g11 − g11 + β2

(
c3

∫ 0

−τc

ds − β0

)
.

Á ¡§��²� Ä	 ³ÍfÅ ¥£ Ä	 ³ÌÅ · ���� §¹���

c2(0)

∫ 0

−τc

w20(s)ds − (c1 + 2iωc)w20(0) = −H20(0),
Ä	 ³Q�Å

c2(0)

∫ 0

−τc

w11(s)ds − c1w11(0) = −H11(0).
Ä	 ³Q ¶Å

ù� ��¿�£¤£�§�£ Ä	 ³ÌfÅ  §�� Ä	 ³Q�Å ¥£ ¥� �£¤¦¤�§�£ Ä	 ³��Å ���� �¿£¥���� ¯�§¦¥© ¥�£

E1 = − β2(c3(1 − e−2iωcτc) − 2iωcβ0)

c2(0)(1 − e−2iωcτc) − 2c1iωc + 4ω2
c

.
Ä	 ³QÍÅ

Á¥ ¦§ © »© ¥ Ã§��� · ¥� ��¿�£¤£�§�£ Ä	 ³Ì�Å  §�� Ä	 ³Q ¶Å ���� �¿£¥����

E2 = −β2(c3τc − β0)

c2(0)τc − c1
.

Ä	 ³Q�Å
Á ¡§��²� ¦¥�  ¢¯�¤£¤��� ¥� Ä	 ³Í	Å ¥£ Ä	 ³��Å · ���� � ��¹��� ¢«�¤�¥

E2 =
β0β2

δ − β0β1
.

���� ��©©¥� ± ��¢�¥�£ «§�§¿¦¥�  ¥ £¥�© ¤�¥� ¦¥ «§¦«�¦  ¥
g21

 §�� Ä	 ³ÌÍÅ ¥� �£¤¦¤�§�£ ¦¥�
¹§¦¥��� «¤¸ ¥����  ¥

w20
·
w11

·
E1

¥£
E2

³ � ��� � �����

M :=

∫ 0

−τc

[
w20(s)e

−iωcs + 2w11(s)e
iωcs

]
ds.

À¦��� ·   ¡§��²� Ä	 ³ÌfÅ ¥£ Ä	 ³Ì�Å · ���� �¿£¥����

M =
(g02 + 6g11)(1 − e−2iωcτc)

6ω2
c

+
τc(g20 + 2g11) − (E1 + 2E2)(1 − e−iωcτc)

ωc
i

Ä	 ³QÌÅ



° ×£ × yÒã ßÜÐ ÓÒÙÞÝ ÕÓ Ô ÛÝ ßÜ ÓÐ ÓÝ Þßã ÛÔÒzßÕÝ Í��

��
E1

¥£
E2

���£  ���¢� �¥�� ¥«£¤¹¥© ¥�£ �§� Ä	 ³QÍÅ ¥£ Ä	 ³Q�Å ³
Á ¡§��²� Ä	 ³ÌÍÅ · Ä	 ³ÌfÅ ¥£ Ä	 ³Ì�Å · ���� §¹���

g21 = d

(
c3β2M − c3β3

(1 − e−iωcτc)

ωc
i

−β0β2

(
E1 + 2E2 +

3g20 + g02

3ωc
i +

2(g11 − g11)

ωc
i

)
− β0β3

)
,

��
M

¥�£  ���¢ �§� Ä	 ³QÌÅ ³
Á ¡§��²� ¦¥� «§¦«�¦� ¥£ ¦ ¡§�§¦¨�¥ ª�¤ ��¢«² ¥�£ · ���� � ��¹��� ¹�¤� ª�¥ «¬§ª�¥

gij
 §��

Ä	 ³ÌÍÅ ¥�£  ¢£¥�© ¤�¢ �§� ¦¥� �§�§© ²£�¥� ¥£ ¦¥ �¥£§�   §�� ¦ ¡¢ª�§£¤�� Ä	 ³Ì Å ³ À ¤��¤ ����
� ��¹��� «§¦«�¦¥� ¥µ�¦¤«¤£¥© ¥�£ ¦¥� ª�§�£¤£¢� ��¤¹§�£¥� @

L1(0) =
i

2ωc

(
g20g11 − 2|g11|2 −

1

3
|g02|2

)
+

1

2
g21,

l1(0) =
� ¥

(L1(0)) ,

µ2 = − l1(0)� ¥
(λ′(τc))

,

b2 = 2l1(0),

T2 = −
¾©

(L1(0)) + µ2
¾©

λ
′

(τc)

ωc
.

Ä	 ³QQÅ

Â¥ «�¥ä «¤¥�£
λ′(τc)

 §�� Ä	 ³QQÅ ¥�£  ���¢ �§� Ä	 ³Í�Å ¥£ Ä	 ³Í ¶Å ³
ù� �£¤¦¤�§�£ ¦¥ £¬¢��²© ¥  ¥ ¿¤Ã��«§£¤��  ¥ ? ��Ã Ä«Ã ³ §��¥µ¥ g �� ¿¤¥� �Qf
Å · ���� � ��¸

¹��� ¢���«¥� ¦¥ £¬¢��²© ¥ ��¤¹§�£ ª�¤ «��«¦�£ ��� ¦§ �£§¿¤¦¤£¢  ¥� «¨«¦¥� ¦¤© ¤£¥� ¥�°¥� �¢�
¦���  ¥ ¦§ ¿¤Ã��«§£¤��  ¥ ? ��Ã ¦� «§¦¥  ¥ ¦ ¡¢£§£   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥

x∗ @
|}~�k���  �Y �� � L ý

µ2 > 0
O
< 0

P �� �ýG "ü��,ýþ� �� H þûG ��, �"û �ü8�üý,ý!"� O�þ"�8
�üý,ý!"�P �, ��� �þ �" ,ýþ�� û $üýþ�ý!" �� �S ý�,��, û þ"ü

τ > τc
O
τ < τc

P > ��� �þ �" ,ýþ�� �þ�,
þü�ý,���+ ��, �,����� Oý��,�����P �ý

b2 < 0
O
> 0

P > �� �þ�¿ �ý��,
T2

�$,�ü+ ý�� �� û $üýþ��
��� �þ �" ,ýþ�� û $üýþ�ý!"�� 7 �� �ýG "ü��,ýþ� l �� û $üýþ�� ��� �þ �" ,ýþ�� û $üýþ�ý!" �� �" + ��,�
O�ý+ ý�"�P �ý

T2 > 0
O
< 0

P 9

j è¥ tïc÷îñòïëóð ôò öíð÷ îòñòð ó÷c íöïv÷ôð

Á§�� «¥££¥ �¥«£¤�� · ���� «§¦«�¦��� ��© ¢�¤ª�¥© ¥�£ ¦¥� Ã��©�¦¥� �¿£¥��¥� ± ¦§ �¥«£¤��
��¢«¢ ¥�£¥ §¯�  ¥  ¢£¥�© ¤�¥� ¦¥ «�©���£¥© ¥�£  ¥� ��¦�£¤��� � ¢�¤� ¤ª�¥�  ¥ Ä	 ³Ì Å ³

Â§ Ã��«£¤��
f

¥�£  ���¢¥ �§� Ä	 ³QÅ ³ Á ¥ �¦�� · ���� «¬�¤�¤�����
δ
·
β0

¥£
n

£¥¦� ª�¥

β1 < 0
¥£

v1 <
δ + β0β1

2β0β1
,



Í ¶� ÎÏÐÑ Ò ÓÔ Õ ° × þÙÔã ÕÝ Þ ÙÔã ÐÜÕÝ ÕÓ Ý ÓÐ\ÒÜÒ ÓÛ ÚÕÝ à� àÜÕÝ ÜÒã Ò ÓÕÝ

« ¡¥�£¸±¸ ¤�¥
n >

2(1 − v1)

1 − 2v1

β0

β0 − δ
.

T���
δ

¥£
β0

 ���¢� �§� Ä	 ³�Å · «¥££¥ «�� ¤£¤�� ¥�£ ¹¢�¤¯¢¥ � ���
n ≥ 2.42

³
Z��� «¥££¥ ¬¨� �£¬²�¥ · ¤¦ ¥µ ¤�£¥ �� ��¤ª�¥

τc > 0
£¥¦ ª�¥

x∗ ��¿¤��¥ ��¥ ¿¤Ã��«§£¤��
 ¥ ? ��Ã ¦���ª�¥

τ = τc
Ä«Ã ³ «���¦¦§¤�¥ 	 ³Í ³�Å ³ Â���ª�¥

τ = τc
· ¦ ¡¢ª�§£¤�� «§�§«£¢�¤�£¤ª�¥

Ä	 ³Å � ���² ¥ ��¥ �§¤�¥  ¥ ¹§¦¥��� �����¥� ¤© §°¤�§¤�¥� ���¥� ±iωc
§¹¥«

ωcτc ∈ (π/2, π) ⊂
(x0, x1)

³ À ¤��¤ ·   ¡§��²� ¦§ ���� ��¤£¤�� 	 ³Í ³	 · � ¥
(λ′(τc)) > 0

¥£ ·   ¡§��²� Ä	 ³QQÅ · ¦¥ �¤°�¥  �
«�¥ä «¤¥�£  ¥ Â¨§����¹

l1(0)
 ¢«¤ ¥  � �¤°�¥  ¥

µ2
¥£

b2
³

ù� �£¤¦¤�§�£ � §�¦¥ � · ���� � ��¹��� «§¦«�¦¥� ¦¥� «�¥ä «¤¥�£�  ���¢� �§� Ä	 ³QQÅ · ¦¤�£¢�
 §�� ¦¥ £§¿¦¥§� ª�¤ ��¤£ · � ���

n ∈ {3, 4, 5, 6, 7, 8} @

n x∗ τc ωc l1(0) T2

3 � ��	�� 
� �
��  �
�� � ���  �
	�
4 � ��� 
� 
 �����  ��� 
 � ���	  ����
5 � ��� 
 � �����  ����	 � �
	� � ����
6 
���� � �
���  ����� � ����	 � �	�� 

7 
��	�� 	 ���	  �� 
		 � ����� � ����	
8 
�		�� � ����  ����� � 
�	� 
� 
� ��	��

� »© ¥ �¤ ���� �¥  ������ �§� ¦¥� ¹§¦¥���  ¥
l1(0)

¥£
T2

���� £��£
n ≥ 2.42

· ����
� ��¹��� �¥© §�ª�¥� ª�¥ ¦¥� �¿�¥�¹§£¤��� ¤� ¤ª�¥�£ ª�¥

l1(0)
¥�£ �£�¤«£¥© ¥�£ �¢°§£¤Ã ¥£

T2
�£�¤«£¥© ¥�£ � ��¤£¤Ã � ���

n ≥ 2.42
³ À ¤��¤ · ¦ ¡�� ¤ª�¥ ¿¤Ã��«§£¤��  ¥ ? ��Ã  ¥ ¦ ¡¢ª�§£¤��

Ä	 ³Ì Å �¥©¿¦¥ »£�¥ ��� ¥�¸«�¤£¤ª�¥ ¥£ ¦¥� ��¦�£¤��� ��¿¤£§¦¥© ¥�£ �£§¿¦¥� · §¹¥«  ¥� � ¢�¤� ¥�
«��¤��§�£¥� ³

ù� �£¤¦¤�§�£ ¦¥ ��¦¹¥��   ¥Í� �¶�f
  ¥ ðñòóñô · ����  ¢£¥�© ¤���� ��© ¢�¤ª�¥© ¥�£ ¦¥�
��¦�£¤���  ¥ ¦ ¡¢ª�§£¤�� Ä	 ³Ì Å � ��� ¦¥� ¹§¦¥���  ¥

n
©¥�£¤���¢¥� «¤¸ ¥���� ³ Â¥� ¯°��¥� 	 ³Ì

¥£ 	 ³Q � ¥�© ¥££¥�£   ¡�¿�¥�¹¥� ¦¥� ��¦�£¤���  ¥ Ä	 ³Ì Å £�§«¢¥� ¥� Ã��«£¤��  � £¥©��
t
§¤��¤

ª�¥  §�� ¦ ¡¥��§«¥  ¥� �¬§�¥� ³

j èª ú ïðø÷ððïëó

���� §¹��� «���¤ ¢�¢  §�� «¥ «¬§�¤£�¥ �� © � ²¦¥  ¥ ��� �«£¤��  ¥� «¥¦¦� ¦¥� �§�°�¤�¥�
ª�¤ ¥�£ �� «§� �§�£¤«�¦¤¥�  � © � ²¦¥ ¢£� ¤¢ ¥�  ¢£§¤¦� §� «¬§�¤£�¥ ��¢«¢ ¥�£ ³ Â§ �¤©�¦¤¸
¯«§£¤�� ��¤�«¤�§¦¥ «��«¥��¥ ¦§  ¤¹¤�¤�� «¥¦¦� ¦§¤�¥ @ £��£¥� ¦¥� «¥¦¦� ¦¥� ���£ ������¢¥� �¥
 ¤¹¤�¥� ��¤Ã��© ¢© ¥�£ ��� �� ¤�£¥�¹§¦¦¥ ³



° ×© × û ÒÝ àßÝÝÒÙÞ Í ¶¶
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���
ABC D 	 ³Ì E Â¥� ��¦�£¤���  ¥ ¦ ¡¢ª�§£¤�� Ä	 ³Ì Å ���£ �¥��¢�¥�£¢¥� � ���  ¤å ¢�¥�£¥� ¹§¦¥���  �
�§�§© ²£�¥

n
¥� Ã��«£¤��  � £¥©��

t
¥£  §�� ¦ ¡¥��§«¥  ¥� �¬§�¥� ³ Ä§Å

n = 3
· ¦¥� � ¢�¤� ¥�

 ¥� ��«¤¦¦§£¤��� ���£ ���«¬¥�  ¥ Ì	 Æ ���� ³ Ä¿ Å
n = 4

· ¦¥� � ¢�¤� ¥�  ¥� ��«¤¦¦§£¤��� ���£
���«¬¥�  ¥ �� Æ ���� ³ Ä«Å

n = 5
· ¦¥� � ¢�¤� ¥�  ¥� ��«¤¦¦§£¤��� ���£ ���«¬¥�  ¥ Í� Æ ���� ³



Í ¶Í ÎÏÐÑ Ò ÓÔ Õ ° × þÙÔã ÕÝ Þ ÙÔã ÐÜÕÝ ÕÓ Ý ÓÐ\ÒÜÒ ÓÛ ÚÕÝ à� àÜÕÝ ÜÒã Ò ÓÕÝ
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���
ABC D 	 ³Q E Â¥� ��¦�£¤���  ¥ ¦ ¡¢ª�§£¤�� Ä	 ³Ì Å ���£ �¥��¢�¥�£¢¥� � ���  ¤å ¢�¥�£¥� ¹§¦¥���  �
�§�§© ²£�¥

n
¥� Ã��«£¤��  � £¥©��

t
¥£  §�� ¦ ¡¥��§«¥  ¥� �¬§�¥� ³ Ä§Å

n = 6
· ¦¥� � ¢�¤� ¥�

 ¥� ��«¤¦¦§£¤��� ���£ ���«¬¥�  ¥ ¶f Æ ���� ³ Ä¿ Å
n = 7
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° ×© × û ÒÝ àßÝÝÒÙÞ Í ¶�

Ê�¥ �§�£¤¥  ¥� �¢��¦£§£� �¿£¥��� §� «¬§�¤£�¥ Q § ¢£¢ ± ���¹¥§�  ¢© ��£�¢¥ «§� · ����
¦ ¡¬¨� �£¬²�¥ ���¸«¤£¢¥ · «¥� �¢��¦£§£� ��£ �� »£�¥ §© ¢¦¤��¢� ³ ´ ¡¥�£ ¦¥ «§� · ��£§©©¥�£ ·  �
�¢��¦£§£ ¢£§¿¦¤��§�£ ¦ ¡¥µ ¤�£¥�«¥   ¡��¥ ��  ¥ �¦��¤¥��� ¿¤Ã��«§£¤���  ¥ ? ��Ã ¦� «§¦¥� ³

���� §¹��� ¥���¤£¥ ¢£� ¤¢ ¦§ �£§¿¤¦¤£¢  ¥� «¨«¦¥� ¦¤© ¤£¥� �¿£¥��� ¦���  ¥ ¿¤Ã��«§£¤��� ·
� §� ¦§  ¥�«�¤�£¤��   ¡��¥ ¹§�¤¢£¢ «¥�£�¥ ¥£ ¦ ¡§�§¦¨�¥   ¡��¥ Ã��© ¥ ���© §¦¥ ª�¤ ¦� ¤ ¥�£ §�¸
��«¤¢¥ ³ ���� §¹��� �¿�¥�¹¢ ª�¥ ·  §�� ¦¥ «§� �¥©¿¦§�£ ¦¥ �¦�� «���¥�� �� �¥ §�µ  ���¢¥�
¥µ� ¢�¤© ¥�£§¦¥�  ¤�� ��¤¿¦¥� · £��£¥� ¦¥� ¿¤Ã��«§£¤��� ���£ ��� ¥�¸«�¤£¤ª�¥� ¥£ ¦¥� ��¦�£¤���
� ¢�¤� ¤ª�¥� ¥µ¤�£¥�£ ��¤£¥ ± ¦§ ¿¤Ã��«§£¤�� ³

��£��� §���¤ ª�¥ �¦�� ¦§ �¥��¤£¤¹¤£¢
n

¥�£ ¢¦¥¹¢¥ · � ¦�� ¦§ � ���¦§£¤�� ¥�£  ¢�£§¿¤¦¤�¢¥
�§�¤ ¥© ¥�£ Ä¦§ ¹§¦¥�� «�¤£¤ª�¥

τc
 ¤© ¤��¥Å ³ ù� �¥¹§�«¬¥ · ¦§ � ¢�¤� ¥  ¥� ��«¤¦¦§£¤��� ¦���  ¥

¦§ ¿¤Ã��«§£¤��  ¤© ¤��¥ ¦���ª�¥ ¦§ �¥��¤£¤¹ ¤£¢ §�°© ¥�£¥ ³ Ê�¥ §�°© ¥�£§£¤��  ¥ ¦§ �¥��¤£¤¹ ¤£¢
«���¥�� ��   ��« ± ��¥  ¢�£§¿¤¦¤�§£¤�� �¦�� �§�¤ ¥  � ���«¥����   ¡¬¢© §£�� �²�¥ · © §¤�
§¹¥«  ¥� ��¦�£¤��� ��«¤¦¦§�£¥�  ¥ � ¢�¤� ¥� �¦�� «���£¥� ³ ´¥� � ¢�¤� ¥� �¥ ���£ © §¦°�¢ £��£
ª�¥ «¥¦¦¥� �¿�¥�¹¢¥� ¦���  ¥ ¦§ ¿¤Ã��«§£¤�� ¥£ · ��© ¢�¤ª�¥© ¥�£ · ���� � ��¹��� ¹¢�¤¯¥� Ä¹�¤�
«¬§�¤£�¥ Q · �¥«£¤�� Q ³QÅ ª�¥ ¦¥� � ¢�¤� ¥�  ¥� ��«¤¦¦§£¤��� §�°© ¥�£¥�£ §��²� ¦§ ¿ ¤Ã��«§£¤�� ³

T���  ¥� ¹§¦¥���  ¥
n

¤�Ã¢�¤¥��¥� ± � · ¦§ ¹§¦¥�� «�¤£¤ª�¥  � «¨«¦¥ «¥¦¦� ¦§¤�¥ �¥ �¤£�¥ §�µ
§¦¥�£����  ¥ Í� Æ ���� ³ ´ ¡¥�£ ��¥  ��¢¥ ¢¦¥¹¢¥ · ª�¤ �¥ «���¥�� ��  �§� §�µ �¿�¥�¹§£¤��� ³ ´¥¦§
�¤°�¤¯¥ ª�¥ ¦���ª�¥ ¦§ �¥��¤£¤¹ ¤£¢ ¥�£ Ã§¤¿ ¦¥ ¦¥ ���«¥���� ¥�£ �£§¿¦¥ ¥£ ��¥ §�°© ¥�£§£¤��
 ¥ ¦§ �¥��¤£¤¹ ¤£¢ ¦¥  ¢�£§¿¤¦¤�¥ ³

´�©©¥ ���� §¹��� �� ¦¥ ��£¥� ± ¦§ ¯�  � ��¢«¢ ¥�£ «¬§�¤£�¥ · �� °�§�  ��©¿�¥  ¥
© §¦§ ¤¥� ¬¢© §£�¦�°¤ª�¥� Ã��£ §��§�§Ë£�¥  ¥� ��«¤¦¦§£¤��� §�£���  ¥ ¦ ¡¢£§£   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥ @
¤¦ � ¡§°¤£  ¥ © §¦§ ¤¥� ¬¢© §£�¦�°¤ª�¥�  ¤£¥� «¨«¦¤ª�¥� Ä¹�¤� �¥«£¤�� ¶³Q �§� ¥µ¥©�¦¥Å ³ ´¥�
��«¤¦¦§£¤��� ¥�£�§Ë�¥�£ ��¥ ¤��£§¿¤¦¤£¢  §�� ¦§ � ���¦§£¤��  ¥ «¥¦¦� ¦¥� ���«¬¥� ¬¢© §£�� �¢¸
£¤ª�¥� ³

T§�© ¤ £��£¥� ¦¥� © §¦§ ¤¥� ¬¢© §£�¦�°¤ª�¥� «¨«¦¤ª�¥� · ��£�¥ ¤�£¢�»£ � ¡¥�£ � ��£¢ ��� ¦§
¦¥�«¢© ¤¥ ©¨¢¦� ¥ «¬���¤ª�¥ Ä«Ã ³ ¶³Q ³� · «¬§�¤£�¥ ¶Å ³ ¾¦ � ¡§°¤£   ¡��¥  ¥� © §¦§ ¤¥� ¬¢© §¸
£�¦�°¤ª�¥� ¦¥� �¦�� �¢�§� �¥� Ä¹�¤� ���£¤� ¥£ � §«�¥¨ �QÍ
Å ¥£ ¥¦¦¥ � ¥�£ »£�¥ «§�§«£¢�¤�¢¥
�§�  ¥� ��«¤¦¦§£¤��� §¹¥«  ¥� � ¢�¤� ¥� §¦¦§�£  ¥ �� ± ¶�� Æ ����  ¥ £��£¥� ¦¥� «¥¦¦� ¦¥� ¥�
«¤�«�¦§£¤��  §�� ¦¥ �§�° Ä°¦�¿�¦¥� ���°¥� · °¦�¿�¦¥� ¿¦§�«� ¥£ �¦§ª�¥££¥�Å ³ ´¥££¥ ¤��£§¿¤¦¤£¢ ·
¦¤¢¥ ± ¦§ £�§��¦� «§£¤��   ¡�� «¬��© ���© ¥ · �¥©¿¦¥ »£�¥ �¤£�¢¥ §� �¤¹¥§�  ¥� «¥¦¦� ¦¥� ���«¬¥�
¬¢© §£�� �¢£¤ª�¥� �¦��¤� �£¥�£¥� ³

Â¥� � ¢�¤� ¥�  ¥� ��¦�£¤��� ¦���  ¥� ¿¤Ã��«§£¤��� · � ��� ¦¥ © � ²¦¥ ¢£� ¤¢  §�� «¥ «¬§¸
� ¤£�¥ · ���£  ¥ ¦ ¡�� �¥  ¥ �� ± Q� Æ ���� ¦���ª�¥ ¦¥ �§�§© ²£�¥

n
� ¡¥�£ �§� £��� °�§�  · «�©© ¥

 ¢«�¤£ ± ¦§ �¥«£¤�� 	 ³Ì ³ ´¥££¥ �¤£�§£¤�� «���¥�� ��  §��¥É ¿¤¥� ± «¥ ª�¤ ¥�£ ¬§¿¤£�¥¦¦¥© ¥�£
�¿�¥�¹¢ ¦���   ¡��¥ ¦¥�«¢© ¤¥ ©¨¢¦� ¥ «¬���¤ª�¥ ³

¾¦ §  ¢Æ ± ¢£¢ ��£¢ · �§� T�Æ �¸� ¥�Æ ��¥£ ¥£ � §«�¥¨ ���
 · ª�¥ ¦§ �¥��¤£¤¹ ¤£¢  � £§�µ
 ¥ �¢¤�£�� �«£¤�� ¥� �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤��

n
Æ ��¥ �� �Ç¦¥ «��«¤§¦  §�� ¦ ¡§��§�¤£¤��  ¥�
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��¦�£¤��� � ¢�¤� ¤ª�¥�  §�� �� © � ²¦¥ �� ¦§  ��¢¥  � «¨«¦¥ «¥¦¦� ¦§¤�¥ ¥�£ «���£§�£¥ ³ Â§
�¥��¤£¤¹ ¤£¢  ¢«�¤£ ¦§ Ã§���  ��£ ¦¥ £§�µ  ¥ �¢¤�£�� �«£¤�� �¢§°¤£ §�µ «¬§�°¥© ¥�£�  ¥ ¦§
�¬§�¥  ¥ �¥� �� ��� �¤£� �§�  ¥� �£¤©�¦¤ ¥µ£¢�¤¥��� @ ��¥ ¦¤¿ ¢�§£¤��   ¡¢�¨£¬��� �¢£¤�¥ · � §�
¥µ¥©�¦¥ · �� ¿¤¥� ¦ ¡§«£¤��   ¡�� §�£�¥ Ã§«£¥��  ¥ «��¤��§�«¥ ³ Â¥� © §¦§ ¤¥� ¬¢© §£�¦�°¤ª�¥�
«¨«¦¤ª�¥� �¥©¿¦§�£ »£�¥  �¥� ± ��¥  ¢�£§¿¤¦¤�§£¤��  � «��£�Ç¦¥ ¬��© ��§¦ Ä¹�¤� �QÍ
Å · ¦¥
�§�§© ²£�¥

n
�¥©¿¦¥ §������¤¢ � ��� ¦ ¡¤ ¥�£¤¯«§£¤��  ¥� «§��¥� © ¥�§�£ ± ¦ ¡�¿�¥�¹§£¤��  ¥

��¦�£¤��� � ¢�¤� ¤ª�¥� ³ ´¥ �¢��¦£§£ ���� ¥�«���§°¥ ± «�©�¦¢£¥� ¦¥ © � ²¦¥ ¢£� ¤¢ ¤«¤ ¥�
§Æ ��£§�£ ¦ ¡¤�æ�¥�«¥  ¥� Ã§«£¥���  ¥ «��¤��§�«¥ · ��� ¦¥ £§�µ  ¥ �¢¤�£�� �«£¤�� · © §¤� §���¤
��� ¦¥� £§�µ  ¥ © ��£§¦¤£¢ ¥£  ¥  ¤å¢�¥�«¤§£¤�� ³ ´¥££¥ ¢£� ¥ §  ¢¿�£¢ ¥£ ¥�£ §«£�¥¦¦¥© ¥�£
¥� «����   ¡¢¦§¿ ��§£¤�� ³ ���� ��¢�¥�£��� ¦¥� ��¥© ¤¥�� �¢��¦£§£�  §�� ¦§ ���«¬§¤�¥ �§�£¤¥ ³
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Á§�� ¦¥� «¬§�¤£�¥� ��¢«¢ ¥�£� · ���� §¹��� © ¤� ¥� ¢¹¤ ¥�«¥ ¦ ¡§��§�¤£¤��  ¥ ��¦�£¤��� � ¢¸
�¤� ¤ª�¥�  §��  ¥� © � ²¦¥�   ¡¬¢© §£�� �²�¥ ¥£ ���¦¤°�¢ ¦¥ Ã§¤£ ª�¥ «¥� ��¦�£¤��� � ¥�¹¥�£
 ¢«�¤�¥ «¥�£§¤�¥� © §¦§ ¤¥� ¬¢© §£�¦�°¤ª�¥� ³ Â¥� �¢��¦£§£� ª�¥ ���� §¹��� �¿£¥��� ���£
§��¥É �§£¤�Ã§¤�§�£� © §¤� ¦¥� «��£�Ç¦¥� ¥µ¥�«¢� �§�  ¥� ¢¦¢© ¥�£� ¥µ£¢�¤¥��� ��� ¦§  ¤å ¢�¥�¸
«¤§£¤�� ¥£ ¦§ © §£��§£¤��  ¥� «¥¦¦� ¦¥� ���«¬¥� ¬¢© §£�� �¢£¤ª�¥� � ¡§��§�§¤��¥�£ �§� ¥µ�¦¤¸
«¤£¥© ¥�£ @ ���� §¹��� £��Æ ���� ������¢ · �§� ¥µ¥©�¦¥ · ª�¥ ¦ ¡¤�£�� �«£¤��  ¥� «¥¦¦� ¦¥� ¥�
�¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤��  ¢� ¥� §¤£   ¡�� «��£�Ç¦¥ ¥µ¥�«¢ �§� ¦§ � ���¦§£¤�� ��� ¥¦¦¥¸© »© ¥ ³ À
£�§¹¥�� «¥ «¬§� ¤£�¥ · ���� ���¬§¤£��� ¤�«��� ��¥� ¦ ¡§«£¤��  ¥� Ã§«£¥���  ¥ «��¤��§�«¥  §�� ¦§
�¢°� ¦§£¤��  ¥ ¦ ¡¬¢© §£�� �²�¥ ¥£ ¥��§¨¥�   ¡�¿£¥�¤�  ¥� �¢��¦£§£� �¤© ¤¦§¤�¥� ± «¥�µ �¿£¥���
 §�� ¦¥�  ¥�µ  ¥��¤¥�� «¬§�¤£�¥� ³

���� §¹��� ��¢�¥�£¢ · §� �§�§°�§�¬¥ ¶³Ì  � «¬§�¤£�¥ ¤�£�� �«£¤Ã · ¦¥� Ã§«£¥���  ¥ «��¤�¸
�§�«¥ ¥£ ¦¥��� �Ç¦¥�  §�� ¦ ¡¬¢© §£�� �²�¥ ³ ���� ¥� �§�� ¥¦��� ¦¥� °�§� ¥� ¦¤°�¥� ³

Â¥� Ã§«£¥���  ¥ «��¤��§�«¥ ���£  ¥� °¦¨«����£¢¤�¥� ª�¤ �¥ ¯µ¥�£ ��� ¦¥� «¥¦¦� ¦¥� ���«¬¥�
¬¢© §£�� �¢£¤ª�¥� ¥£ � ¥�¹¥�£ §«£¤¹¥� �� ¤�¬¤¿ ¥� ¦ ¡¬¢© §£�� �²�¥ ³ ¾¦� §°¤��¥�£ ± £��£¥� ¦¥�
¢£§� ¥�  ¥ ¦§ ��� �«£¤��  ¥� «¥¦¦� ¦¥� �§�°�¤�¥� @ ¦���  ¥ ¦§  ¤å ¢�¥�«¤§£¤�� «¥¦¦� ¦§¤�¥ ·  ¥
¦ ¡¤�£�� �«£¤�� ¥� �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� · ¦���  ¥ «��£�Ç¦¥� £¥¦� ª�¥ ¦ ¡§� ��£��¥ · ¥£« ³ ´¬§ª�¥
Ã§«£¥��  ¥ «��¤��§�«¥ §  ¥ �¦�� �� �Ç¦¥ �§�£¤«�¦¤¥� · ¥£ «¬§ª�¥ ¦¤°�¢¥  ¥ «¥¦¦� ¦¥� �§�°�¤�¥�
¥�£ ��� �¤£¥ °�È«¥ ±  ¥� Ã§«£¥��� �� ¢«¤¯ª�¥� ³

Ê�  ¥� Ã§«£¥���  ¥ «��¤��§�«¥ ¦¥� © ¤¥�µ «����� ¥�£ ¦ ¡¢�¨£¬��� �¢£¤�¥ · §���¤ ��©©¢
ùTj ³ Â ¡¢�¨£¬��� �¢£¤�¥ §°¤£ ��� ¦§ ¦¤°�¢¥ ¢�¨£¬�� ¥ §¯�   ¡§© ¥�¥� ± © §£��§£¤�� ¦¥� °¦�¸
¿�¦¥� ���°¥� ³ Z�� §«£¤�� �¥ «��«¥�£�¥ ��� ¦¥ £§�µ   ¡§� ��£��¥ ¥£ ¦ ¡¥�£�¢¥  ¥� «¥¦¦� ¦¥� ¥�
�¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� ³ Â ¡¢�¨£¬��� �¢£¤�¥ ¥�£ ��� �¤£¥ ��¤�«¤�§¦¥© ¥�£ �§� ¦¥� �¥¤�� · ª�¤
¦§ ¦¤¿ ²�¥�£  §�� ¦§ «¤�«�¦§£¤�� �§�°�¤�¥ ¦���   ¡��¥ ¬¨��µ ¤¥ £¤���¦§¤�¥ ³ Â ¡ùTj ¹§ ¥���¤£¥
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�¥ ¯µ¥� §� «¥¦¦� ¦¥� ���«¬¥� ¬¢© §£�� �¢£¤ª�¥�  §�� ¦§ ©º¦¦¥ ���¥��¥ · �§� ¦ ¡¤�£¥�© ¢ ¤§¤�¥
 � �£��© § · ¥£ �£¤©�¦¥ ¦ ¡¢�¨£¬��� �²�¥ Ä¦§ Ã§¿�¤«§£¤��  ¥� °¦�¿�¦¥� ���°¥� · «Ã ³ � ¤° ³ ¶³�Å ³ Â§
��� �«£¤��  ¥ °¦�¿�¦¥� ���°¥� ¥�£ §¤��¤ ¤�£¥��¤¯¢¥ ¥£ ¦¥� £¤���� ± ���¹¥§� §¦¤© ¥�£¢� ¥�
�µ¨°²�¥ ³ j� �¿�¥�¹¥ §¦��� ��¥  ¤© ¤��£¤��  ¥ ¦§ «��«¥�£�§£¤��   ¡ùTj  §�� ¦¥ �§�° @ ¦¥�
°¦�¿�¦¥� ���°¥� ¥µ¥�«¥�£ �� «��£�Ç¦¥ ��� ¦§ ¦¤¿ ¢�§£¤��   ¡¢�¨£¬��� �¢£¤�¥ · ¥� Ã§¤�§�£  ¤© ¤¸
��¥� ¦§ ��� �«£¤��   ¡ùTj ³ Á §��  ¥� «�� ¤£¤��� �§�£¤«�¦¤²�¥� · £¥¦¦¥� ª� ¡��¥ ¬¢© ���§°¤¥
�� ��¥ §�«¥��¤�� ¥� ¬§�£¥ © ��£§°�¥ · �� ¦¥� ¿ ¥��¤�� ¥� �µ¨°²�¥ ���£ �¦�� ¤©���£§�£� ·
¦ ¡¢�¨£¬��� �²�¥ ¥�£ §¤��¤ §««¢¦¢�¢¥ ³

ù� ¶��Q ¥£ ¶��f · g ¢¦§¤� �, ��9 �¶f
 ¥£ � §¬§å¨ �, ��9 �fÌ 
 ��£ ���� ��¢ �� © � ²¦¥ © §£¬¢¸
© §£¤ª�¥ � ��� ¦ ¡¢�¨£¬��� �²�¥ ³ ¾¦ � ¡§°¤£   ¡�� �¨�£²© ¥ �£��«£��¢ ¥� È°¥ ¥£ © §£��¤£¢ · «���¦¢
± ��¥ ¢ª�§£¤��  ¤å ¢�¥�£¤¥¦¦¥ �� ¤�§¤�¥ · ª�¤ �¥ �¢ �¤£ ± �� �¨�£²© ¥  ¥  ¥�µ ¢ª�§£¤���
 ¤å¢�¥�£¤¥¦¦¥� ± �¥£§�  ³ Â¥�  ¤å¢�¥�£¥� §�§¦¨�¥� ¥å¥«£�¢¥� ��£ © ��£�¢ ª�¥ ¦¥� © � ²¦¥�
 ¢«�¤¹§¤¥�£ «���¥«£¥© ¥�£ ��¥ ¢�¨£¬��� �²�¥ ���© §¦¥ © §¤� §¹§¤¥�£  ¥�  ¤ä «�¦£¢� ± �¥���¸
 �¤�¥  ¥� «�©���£¥© ¥�£� �§£¬�¦�°¤ª�¥� �¿�¥�¹¢�  ��§�£  ¥� © §¦§ ¤¥� ¬¢© §£�¦�°¤ª�¥�
«¨«¦¤ª�¥� Ä¦ ¡§�¢© ¤¥ ¬¢© �¦¨£¤ª�¥ §�£�¸¤©©��¥ ¥� �§�£¤«�¦¤¥�Å ³ Z��¦¤°���� «¥� ¥� §�£ ª�¥
«¥�  ¤ä «�¦£¢� ���£ ��¤�«¤�§¦¥© ¥�£  �¥� §� © §�ª�¥  ¥  ���¢¥� ¥µ� ¢�¤© ¥�£§¦¥� ³

���� ���� ����� ¤«¤  ¥�µ © � ²¦¥�  ¥ �¢°�¦§£¤��  ¥ ¦ ¡¬¢© §£�� �²�¥ �§� ¦¥� Ã§«£¥���  ¥
«��¤��§�«¥ ³ ���� ¦¤© ¤£��� ��£�¥ «§ �¥   ¡¢£� ¥ ±  ¥� «¨«¦¥� «¥¦¦� ¦§¤�¥�  ¥  ��¢¥ «���£§�£¥ ³

Â¥ ��¥© ¤¥� © � ²¦¥ ª�¥ ���� ¢£� ¤��� � ¡§££§«¬¥ ±  ¢«�¤�¥ ¦ ¡¢�¨£¬��� �²�¥ ³ ¾¦ ¥�£ Ã��© ¢
 ¥  ¥�µ ¢ª�§£¤���  ¢«�¤¹§�£ · ¦ ¡��¥ · ¦ ¡¢¹�¦�£¤��  ¥ ¦§ � ���¦§£¤��  ¥ «¥¦¦� ¦¥� ���«¬¥� ¬¢© §¸
£�� �¢£¤ª�¥� Ä¤¦ � ¡§°¤£   ¡��¥ ¹¥��¤�� �¤©�¦¤¯¢¥  ¥� ¢ª�§£¤��� ª�¥ ���� §¹��� ��¢«¢ ¥© ¸
© ¥�£ ¢£� ¤¢¥�Å · ¥£ ¦ ¡§�£�¥ · ¦§ ��� �«£¤��  ¥ ¦ ¡¢�¨£¬��� �¢£¤�¥ ³ ���� © ��£���� ª�¥ ¦ ¡¢£§£
  ¡¢ª�¤¦¤¿�¥ ª�¤  ¢«�¤£ ¦¥ © §¤�£¤¥�  ¥ ¦§ � ���¦§£¤�� � ¥�£ »£�¥  ¢�£§¿¤¦¤�¢ ± £�§¹¥�� ��¥ ¿¤¸
Ã��«§£¤��  ¥ ? ��Ã ¦� «§¦¥ ³ ���� �¿£¥���� §¦���  ¥� ��¦�£¤��� � ¢�¤� ¤ª�¥� · © §¤� ¦¥� � ¢�¤� ¥�
�¥ «���¥�� �� ¥�£ �§� ± «¥¦¦¥� �¿�¥�¹¢¥� ¦���  ¥ © §¦§ ¤¥� ¬¢© §£�¦�°¤ª�¥� «¨«¦¤ª�¥� ³ ù�
�¥¹§�«¬¥ · «¥ © � ²¦¥ � ¥�© ¥£  ¥ © ¥££�¥ ¥� ¢¹¤ ¥�«¥ ¦¥ Ã¥¥ ¿§«� ¥µ ¤�£§�£ ¥�£�¥ ¦¥� «¥¦¦� ¦¥�
 � �§�° ¥£ ¦§ «��«¥�£�§£¤��   ¡¢�¨£¬��� �¢£¤�¥ ³

���� §© ¢¦¤����� ¥���¤£¥ «¥ © � ²¦¥ · §¯�   ¡§¿ ��£¤� ± ��¥ © ¥¤¦¦¥��¥  ¥�«�¤�£¤��  ¥�
�¬¢��© ²�¥� �¿�¥�¹¢� ¦���  ¥ © §¦§ ¤¥� ¬¢© §£�¦�°¤ª�¥� «¨«¦¤ª�¥� ³ ���� £¥���� «�©�£¥  ¥
¦§ ��¢�¥�«¥  ¥  ¥�µ ����¦§£¤���  ¥ «¥¦¦� ¦¥� ���«¬¥� ¬¢© §£�� �¢£¤ª�¥� @ ¦¥� «¥¦¦� ¦¥� ���¦¤¸
Ã¢�§�£¥� ¥£ ¦¥� «¥¦¦� ¦¥� §� �¥� �� ³ ���� §Æ ��£��� §���¤ ��¥ ¢ª�§£¤��  ¢«�¤¹§�£ ¦§ ��� �«£¤��
 ¥� «¥¦¦� ¦¥� �§�°�¤�¥� · «§� «¥ ���£ ¥¦¦¥� ª�¤ §°¤��¥�£ ��� ¦§ «��«¥�£�§£¤�� ¥� Ã§«£¥���  ¥
«��¤��§�«¥ ³

���� ��©©¥� §¦��� §© ¥�¢� ± ¢£� ¤¥� �� �¨�£²© ¥  ¥ £��¤� ¢ª�§£¤���  ¤å¢�¥�£¤¥¦¦¥� ·
§¹¥« �� �¥£§�  «���¥�� �� §�£ ± ¦§  ��¢¥  � «¨«¦¥ «¥¦¦� ¦§¤�¥ ³ ���� �¿£¥���� ¦ ¡¥µ ¤�£¥�«¥
  ¡��¥ ¿¤Ã��«§£¤��  ¥ ? ��Ã �§� ¦ ¡¢£� ¥   ¡��¥ ¢ª�§£¤�� «§�§«£¢�¤�£¤ª�¥ §¨§�£ ¦§ Ã��© ¥
  ¡�� ��¦¨�Ç© ¥ ¥µ���¥�£¤¥¦  ¥  ¥°�¢ £��¤�  ��£ ¦¥� «�¥ä «¤¥�£�  ¢� ¥� ¥�£  � �¥£§�  ³



È×� × ÀÞ Ñ ÔÕã ÒÕÔ ã ÙÚ�Ü Õ ÚÕ Ô Ûâ ßÜÐ ÓÒÙÞ ÚÕ Ü ÁÏ Ûã ÐÓÙÑ Ù��ÝÕ Í ¶�

Â¥� �¢��¦£§£� ��© ¢�¤ª�¥� ���¦¤°�¥�£ ¦ ¡¥µ ¤�£¥�«¥  ¥ ��¦�£¤��� � ¢�¤� ¤ª�¥� §¹¥«  ¥ ¦��°�¥�
��«¤¦¦§£¤��� ·  ¢«�¤¹§�£ ¦§  ¢�£§¿¤¦¤�§£¤��  � ���«¥����  ¥ �¢°�¦§£¤��  ¥ ¦ ¡¬¢© §£�� �²�¥ ³

Ç èé Ãó õöôc ïôö c ëì� îô ìô öíu÷îñòïëó ìô î Ä§íc ñòëõë��ðô

���� ���� ¤�£¢�¥����� ¤«¤ ± �� ���¹¥§� © � ²¦¥   ¡¢�¨£¬��� �²�¥ ¿§�¢ ���  ¥� © � ²¦¥�
¥µ ¤�£§�£�   ¡¬¢© §£�� �²�¥ Ä«Ã ³ � §«�¥¨ �� · Ì 
Å ¥£ ��� ¦¥ © � ²¦¥   ¡¢�¨£¬��� �²�¥ ¢£� ¤¢
�§� g ¢¦§¤� �, ��9 �¶f
 ³ � ��� ���� �¦§����  §�� ¦¥ «§ �¥   ¡�� «¨«¦¥ «¥¦¦� ¦§¤�¥ «���£§�£ ³

���� ��£���
N(t)

¦§  ¥��¤£¢ £�£§¦¥  ¥ «¥¦¦� ¦¥� ���«¬¥� ¬¢© §£�� �¢£¤ª�¥� ³ ´¥� «¥¦¦� ¦¥�
 ¤��§�§¤��¥�£ §¹¥« �� £§�µ

δ ≥ 0
Ä© ��£§¦¤£¢ �§£��¥¦¦¥ · §� ��£��¥ �� ¿¤¥�  ¤å¢�¥�«¤§£¤��

«¥¦¦� ¦§¤�¥Å ³
Z�¤£

E(t)
¦§ «��«¥�£�§£¤��   ¡¢�¨£¬��� �¢£¤�¥ Ä¥� ©Â �©ÊÅ  §�� ¦¥ �§�° §� £¥©��

t
³

Â § ��� �«£¤��  ¥ ¦ ¡¢�¨£¬��� �¢£¤�¥ ¥�£ «��£�Ç¦¢¥ �§� �� Ã¥¥ ¿§«� �¢°§£¤Ã · ��� �¤£ �§�
¦§ � ���¦§£¤��  ¥ «¥¦¦� ¦¥� ���«¬¥� ¬¢© §£�� �¢£¤ª�¥�

N(t)
³ � ��� ��£���

f
«¥ Ã¥¥ ¿§«� ³

¾¦ � ¡§°¤£   ¡��¥ Ã��«£¤�� � ��¤£¤¹¥ ¥£  ¢«��¤��§�£¥ ·  � £¨� ¥ Ã��«£¤��  ¥ ? ¤¦¦ · �� Ã��«£¤��
  ¡¥ä «§«¤£¢ ·

f(N) =
a

1 + KN r
,

Ä ³¶Å
���¹¥�£ �£¤¦¤�¢¥ ¥� «¤�¢£¤ª�¥  ¥� ¥�É¨© ¥� Ä¹�¤� �¶f
Å ³ Â¥� �§�§© ²£�¥�

a > 0
·
K > 0

¥£
r > 0

���£  ¢ �¤£�  ¥�  ���¢¥� ¥µ� ¢�¤© ¥�£§¦¥� �¶f · fÌ 
 ³���� «���¤ ¢���� ¦¥ �¨�£²© ¥
dN

dt
(t) = −δN(t) + g

(
N(t − τ), E(t − τ)

)
N(t − τ),

Ä ³ÍÅ
dE

dt
(t) = −kE(t) + f(N(t)),

Ä ³�Å
��

τ ≥ 0
�¥��¢�¥�£¥ ¦§  ��¢¥ © �¨¥��¥   ¡�� «¨«¦¥ «¥¦¦� ¦§¤�¥ ¥£

k > 0
¥�£ ¦¥ £§�µ  ¥  ¢¸

°�§ §£¤��  ¥ ¦ ¡¢�¨£¬��� �¢£¤�¥  §�� ¦¥ �§�° ³ Â¥ £¥�© ¥
g(N, E)

�¢°�¦¥ ¦§ ��� �«£¤��  ¥�
«¥¦¦� ¦¥� ���«¬¥� ¬¢© §£�� �¢£¤ª�¥� Ä��� �¤£¥� �§�  ¤¹ ¤�¤���Å �§� ��¥ §«£¤��  ¥ ¦ ¡¢�¨£¬��¸
� �¢£¤�¥ ³ ù ¦¦¥ ¥�£ ������¢¥ «��¤��§�£¥ �§� �§�� ��£ ± ¦§ «��«¥�£�§£¤��   ¡¢�¨£¬��� �¢£¤�¥ ·
«§� ¦ ¡¢�¨£¬��� �¢£¤�¥ §°¤£ ¥� £§�£ ª�¥ Ã§«£¥��  ¥ «��¤��§�«¥ ��� ¦¥� «¥¦¦� ¦¥� ���«¬¥� ¥£
�£¤©�¦¥ ¦§ ��� �«£¤�� · ¥£  ¢«��¤��§�£¥ �§� �§�� ��£ ± ¦§ � ���¦§£¤��

N
³ ´¥ «��£�Ç¦¥ ¥�£

¤� �¤£ �§� ¦§ «��«¥�£�§£¤�� ¥� ¢�¨£¬��� �¢£¤�¥ ¥£ ¦§ � ���¦§£¤��  ¥ «¥¦¦� ¦¥� ���«¬¥� ¬¢¸
© §£�� �¢£¤ª�¥� �� £¥©��

τ
�¦�� £Ç£ · « ¡¥�£¸±¸ ¤�¥ ¦���ª�¥ ¦¥� «¥¦¦� ¦¥� ���£ ¥�£�¢¥� ¥� «¨«¦¥

«¥¦¦� ¦§¤�¥ ³
Â§ Ã��«£¤��

g(N, E)
¥�£  ¥ �¦�� ������¢¥ � ��¤£¤¹¥ · ��� «���£§�£¥ ¥£  ¤å ¢�¥�£¤§¿¦¥ ·

£¥¦¦¥ ª�¥
lim

N→+∞
g(N, E) = 0,

���� £��£
E ≥ 0.
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���� ���� ¤�£¢�¥����� ± ¦§ �£§¿¤¦¤£¢ §�¨©�£�£¤ª�¥  ¥� ¢£§£�   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥  � �¨�£²© ¥
Ä ³ÍÅE Ä ³�Å ³ ����  ¤���� ª�¥

(N, E)
¥�£ �� $,�, � 6$!" ý�ý�ü�  � �¨�£²© ¥ Ä ³ÍÅE Ä ³�Å �¤

(N, E)
¹¢�¤¯¥

dN

dt
=

dE

dt
= 0,

« ¡¥�£¸±¸ ¤�¥
δN = g(N, E)N,

Ä ³Ì Å
kE = f(N).

Ä ³QÅ
ù� �£¤¦¤�§�£ Ä ³QÅ · ¦ ¡¢ª�§£¤�� Ä ³Ì Å  ¥¹¤¥�£

δN = g
(
N,

1

k
f(N)

)
N.

���� ¥�  ¢ �¤���� ª�¥ ��¤£
N = 0

��¤£
N

¥�£ ��¦�£¤��  ¥

g
(
N,

1

k
f(N)

)
= δ.

Ä ³	Å

Â§ Ã��«£¤��
f

¢£§�£  ¢«��¤��§�£¥ · ¦§ Ã��«£¤��
N 7→ g

(
N,

1

k
f(N)

) ¥�£  ¢«��¤��§�£¥ � ���
N ≥ 0

³ Á¥ �¦��

g
(
0,

1

k
f(0)

)
> 0

¥£
lim

N→+∞
g
(
N,

1

k
f(N)

)
= 0.

Ä ³Å
ù� �£¤¦¤�§�£ Ä ³QÅ · Ä ³	Å ¥£ Ä ³Å · ���� � ��¹��� «��«¦��¥ ± ¦ ¡¥µ ¤�£¥�«¥   ¡§� �¦��  ¥�µ ¢£§£�
  ¡¢ª�¤¦¤¿�¥ � ��� ¦¥ �¨�£²© ¥ Ä ³ÍÅE Ä ³�Å ³
�k�W������� ®����� L ý

0 < δ < g
(
0,

1

k
f(0)

)
,

Ä ³fÅ
�� �5�,.+ � O'9RP o O'90P û þ�� .�� ��"S $,�,� � 6$!" ý�ý�ü� �ý�,ý��,�)

(0, f(0)/k)
�,

(N∗, E∗)
)

þM
N∗ > 0

��, � 6"� ý!" � �þ �" ,ýþ� �� � 6$!"�,ýþ�

g
(
N∗,

1

k
f(N∗)

)
= δ,

�,
E∗ =

1

k
f(N∗).

L ý�þ�) �� �5�,.+ � O'9RP o O'90P � � û þ��.�� !" 6"� ��"� $,�, � 6$!" ý�ý�ü�)
(0, f(0)/k)

9
Â ¡¢£§£   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥

(0, f(0)/k)
 ¥ Ä ³ÍÅE Ä ³�Å «���¥�� ��  ± �� «§� ¿¤�¦�°¤ª�¥ «�¤£¤ª�¥ @

¦ ¡¥µ£¤�«£¤��  ¥ ¦§ � ���¦§£¤�� ¥£ ¦§ �§£��§£¤��  ¥ ¦§ «��«¥�£�§£¤��   ¡¢�¨£¬��� �¢£¤�¥ · ¥© ¸
� »«¬§�£ ¦§ ��� �«£¤��  ¥ «¥¦¦� ¦¥� �§�°�¤�¥� ³ ���� ���� «��«¥�£���� ·  §�� ¦§ �¥«£¤��
��¤¹§�£¥ · ��� ¦§ �£§¿ ¤¦¤£¢  ¥� ¢£§£�   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥  ¢¯� ¤� ± ¦§ ���� ��¤£¤��  ³¶³¶³



È×Ö × y ÓÐ\ÒÜÒ ÓÛ ÜÙ àÐÜÕ ÐÝ�ãÑ ÓÙÓÒzßÕ ÕÓ \Ò×ßÔàÐ ÓÒÙÞ ÚÕ Ø ÙÑ × ÍÍ ¶

Ç èç tòña ïîïòí îë øñîô ñðÚcõòëòïv÷ô ôò a ïö÷öøñòïëó ìô ÷ ëõ ö
Z�¤£

(N, E)
��  ¥�  ¥�µ ¢£§£�   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥  � �¨�£²© ¥ Ä ³ÍÅE Ä ³�Å ·  ¢¯�¤� ± ¦§ ���¸

� ��¤£¤��  ³¶³¶³ À¯�   ¡¢£� ¤¥� ¦§ �£§¿¤¦¤£¢ ¦� «§¦¥  ¥
(N, E)

· ���� ¦¤� ¢§�¤���� ¦¥ �¨�£²© ¥
Ä ³ÍÅE Ä ³�Å ³ ���� � �����

x(t) = N(t) − N
¥£

y(t) = E(t) − E
· � ���

t ≥ 0
³ T��� �¥ �§�

§¦��� ¤� ¦¥� ��£§£¤��� · ���� «��£¤��¥���� «¥� ¥� §�£   ¡�£¤¦¤�¥� ¦¥� ¹§�¤§¿¦¥�
N

¥£
E

± ¦§
� ¦§«¥  ¥

x
¥£

y
³ Â¥ �¨�£²© ¥ ¦¤�¢§�¤�¢ ¥�£

dN

dt
(t) = −δN(t) + AN(t − τ) + BE(t − τ),

Ä ³�Å
dE

dt
(t) = −kE(t) + f ′(N)N(t),

Ä ³¶�Å
��

A
¥£

B
���£  ���¢� �§�

A = g(N, E) + N
∂g

∂N
(N, E)

¥£
B = N

∂g

∂E
(N, E).

� ¥© §�ª���� ª�¥
B ≥ 0

³ ���� ¢«�¤¹��� ¦¥ �¨�£²© ¥ Ä ³�ÅE Ä ³¶�Å ���� ¦§ Ã��© ¥ © §£�¤«¤¥¦¦¥



dN

dt
(t)

dE

dt
(t)


 =


 −δ 0

f ′(N) −k





 N(t)

E(t)


 +


 A B

0 0





 N(t − τ)

E(t − τ)


 .

Â ¡¢ª�§£¤�� «§�§«£¢�¤�£¤ª�¥ ¥�£ §¦���  ���¢¥ �§�

(λ + k)(λ + δ − Ae−λτ ) − Bf ′(N)e−λτ = 0.
Ä ³¶¶Å

� §�� ¥¦��� ª�¥ ¦ ¡¢£§£   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥
(N, E)

¥�£ ¦� «§¦¥© ¥�£ §�¨©�£�£¤ª�¥© ¥�£ �£§¿¦¥ �¤ ¥£
�¥�¦¥© ¥�£ �¤ £��£¥� ¦¥� ¹§¦¥��� �����¥�  ¥ Ä ³¶¶Å ���£ ± �§�£¤¥� �¢¥¦¦¥� �£�¤«£¥© ¥�£ �¢°§¸
£¤¹¥� ³

���� «���¤ ¢���� £��£   ¡§¿ ��  ¦¥ «§�
τ = 0

³ Â���ª�¥
τ = 0

· ¦ ¡¢ª�§£¤�� Ä ³¶¶Å � ¡¢«�¤£

λ2 + (k + δ − A)λ + k(δ − A) − Bf ′(N) = 0.
Ä ³¶ÍÅ

ù� §��¦¤ª�§�£ ¦¥ «�¤£²�¥  ¥ ���£¬¸?��� ¤£É · ���� �¿£¥���� ¦¥ ¦¥©© ¥ ª�¤ ��¤£ ³
w���� ®�� ��� F�� *���"ü� û üþû ü�� �� O'9%RP �þ�, 7 û�ü,ý�� ü$�� ��� �,üý�,�+ ��, � $ �,ý*��
� ý �, � �"��+ ��, �ý

k + δ > A
�,

kδ > Ak + Bf ′(N).

���� ���������  §�� ¦§ ��¤£¥ ª�¥
k + δ > A

¥£
kδ > Ak + Bf ′(N)

³ À ¤��¤ ¦ ¡¢£§£
  ¡¢ª�¤¦¤¿�¥ ¥�£ ¦� «§¦¥© ¥�£ §�¨©�£�£¤ª�¥© ¥�£ �£§¿¦¥ ¦���ª�¥

τ = 0
³ Á ¥ «¥££¥ Ã§��� · �¤

(N, E)
 ¥¹¤¥�£ ¤��£§¿¦¥ � ��� ��¥ «¥�£§¤�¥ ¹§¦¥��  ¥

τ
· ¦ ¡¢ª�§£¤�� Ä ³¶¶Å  �¤£ � ���¢ ¥�

��¥ ¹§¦¥�� �����¥ ¤© §°¤�§¤�¥ ���¥ Ä¹�¤� ¦¥ £¬¢��²© ¥  ¥ � ��«¬¢ Ä�ÌÍ
 · � ³ÍÌfÅÅ ³
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Z�������� ª�¥ Ä ³¶¶Å � ���² ¥ ��¥ ¹§¦¥�� �����¥ ¤© §°¤�§¤�¥ ���¥
iω

· §¹¥«
ω ∈ R

³ ù�
�¢�§�§�£ ¦¥� �§�£¤¥� �¢¥¦¦¥� ¥£ ¤© §°¤�§¤�¥�  ¥ Ä ³¶¶Å · ���� �¿£¥����

−ω2 + kδ = (Ak + Bf ′(N)) cos(ωτ) + Aω sin(ωτ),
Ä ³¶�Å

(k + δ)ω = Aω cos(ωτ) − (Ak + Bf ′(N)) sin(ωτ).
Ä ³¶Ì Å

� ¥© §�ª���� ª�¥ �¤
iω

¥�£ ��¥ ¹§¦¥�� �����¥  ¥ Ä ³¶¶Å · §¦��� −iω
¦ ¡¥�£ §���¤ ³ Á ¥ �¦�� ·

«�©© ¥
kδ > Ak + Bf ′(N)

·
ω = 0

�¥ � ¥�£ �§� »£�¥ ��¦�£¤��  ¥ Ä ³¶�ÅE Ä ³¶Ì Å ³ ����
«¬¥�«¬���  ��«

ω > 0
³

ù� §Æ ��£§�£ ¦¥� «§��¢�  ¥� ¢ª�§£¤��� Ä ³¶�Å ¥£ Ä ³¶Ì Å · ���� �¿£¥����

ω4 +
[
(k + δ)2 − A2 − 2kδ

]
ω2 + (kδ)2 − (Ak + Bf ′(N))2 = 0.

Ä ³¶QÅ
���� � �����

p = k2 + δ2 − A2, q = (kδ)2 − (Ak + Bf ′(N))2
¥£

ξ = ω2.

Â ¡¢ª�§£¤�� Ä ³¶QÅ  ¥¹¤¥�£
h(ξ) := ξ2 + pξ + q = 0.

Ä ³¶	Å

w���� ®�� �� � OýP L ý
q < 0

þ"
q = 0

�,
p < 0

) � 6$!"�,ýþ� O'9%�P û þ�� .�� �S ��,�+ �� , "��
ü��ý�� û þ� ý,ý*�9
OýýP L ý

q > 0
)
p < 0

�,
p2 > 4q

) � 6$!"�,ýþ� O'9%�P û þ��.�� ��"S ü��ý��� ûþ�ý,ý*�� 9
OýýýP L ý

q > 0
)

p < 0
�,

p2 = 4q
) � 6$!"�,ýþ� O'9%�P ûþ��.�� "�� "� ý!"� ü��ý� � !" ý ��,

ûþ�ý,ý*�9
Oý*P { ��� ��� �",ü�� ��� Oý 9�9 �ý

q ≥ 0
�,

p ≥ 0
) þ"

q ≥ 0
)
p < 0

�,
p2 < 4q

P ) � 6$!"�,ýþ�
O'9%�P � 6� �"�"�� ü��ý�� þ" �"�"�� ü��ý� � û þ�ý,ý*�9

Z�������� ª�¥ ¦ ¡��¥  ¥� «�� ¤£¤���
(i)

·
(ii)

��
(iii)

 � ¦¥©© ¥  ³Í ³Í ¥�£ ¹¢�¤¯¢¥ ³
Z�¤£

ξl
Ä
l = 1, 2

¦���ª�¥
(ii)

¥�£ ¹¢�¤¯¢¥ ¥£
l = 1

¦���ª�¥
(i)

��
(iii)

���£ ¹¢�¤¯¢¥�Å
¦¥� �§«¤�¥� � ��¤£¤¹¥�  ¥ Ä ³¶	Å ³ ���� � �����

ωl =
√

ξl > 0
³ À ¦��� ¦¥�

ωl
���£ ¦¥� �¥�¦¥�

��¦�£¤��� � ��¤£¤¹¥�  ¥ Ä ³¶QÅ ³ ù� �£¤¦¤�§�£ ¦¥� ¢ª�§£¤��� Ä ³¶�Å ¥£ Ä ³¶Ì Å · ���� �¿£¥���� ·
� ���

l = 1, 2
·

cos(φ(ωl) − ωlτ) =
−ω2

l + kδ√
(Ak + Bf ′(N))2 + (Aωl)2

,

¥£
sin(φ(ωl) − ωlτ) =

(k + δ)ωl√
(Ak + Bf ′(N))2 + (Aωl)2

,

§¹¥«
φ(ωl) = arcsin

(
Aωl√

(Ak + Bf ′(N))2 + (Aωl)2

)
.



È×Ö × y ÓÐ\ÒÜÒ ÓÛ ÜÙ àÐÜÕ ÐÝ�ãÑ ÓÙÓÒzßÕ ÕÓ \Ò×ßÔàÐ ÓÒÙÞ ÚÕ Ø ÙÑ × ÍÍ�

ù� �£¤¦¤�§�£ Ä ³¶QÅ · �� ¹¢�¤¯¥ �§�¤ ¥© ¥�£ ª�¥
∣∣∣∣∣

−ω2
l + kδ√

(Ak + Bf ′(N))2 + (Aωl)2

∣∣∣∣∣ ≤ 1
¥£ ∣∣∣∣∣

(k + δ)ωl√
(Ak + Bf ′(N))2 + (Aωl)2

∣∣∣∣∣ ≤ 1.

����  ¢¯�¤����� ¦¥� ��¤£¥� {τ l
1,j}

¥£ {τ l
2,j}

· � ��¤£¤¹¥� · � ���
j ∈ N \ {0} ¥£

l = 1, 2
· �§�

τ l
1,j =

1

ωl

[
φ(ωl) − arcsin

(
(k + δ)ωl√

(Ak + Bf ′(N))2 + (Aωl)2

)
+ 2jπ

]
,

¥£
τ l
2,j =

1

ωl

[
φ(ωl) + arcsin

(
(k + δ)ωl√

(Ak + Bf ′(N))2 + (Aωl)2

)
+ (2j − 1)π

]
.

Z�¤£
τ0 = τ l0

·,j0
:= min

l=1,2; j∈N\{0}
{τ l

1,j , τ
l
2,j}

¥£
ω0 = ωl0 .

Ä ³¶Å

w���� ®�� �Y � � þ"ü
τ = τ0

) ±iω0
��, "� � û �ýü� �� *���"ü� û üþû ü�� ý+� ý��ýü�� û "ü��

� ý+û ��� �� O'9%%P 9 { � û �"�)
dù�

(λ)

dτ

∣∣∣∣
τ=τ0

> 0
�ý �, � �"��+ �� , �ý

h′(ω2
0) > 0.

{ $+ þ��,ü�,ýþ� 9 ´���¤ ¢���� ¦§ ¿�§�«¬¥  ¥ ¹§¦¥��� �����¥�
λ(τ) = ν(τ)+iω(τ)

· £¥¦¦¥ ª�¥

ν(τ0) = 0
¥£

ω(τ0) = ω0.

Á ¡§��²� Ä ³¶¶Å · ���� §¹���
[
2λ+k+δ+

(
τ [A(λ+k)+Bf ′(N)]−A

)
e−λτ

]dλ

dτ
= −λ[A(λ+k)+Bf ′(N)]e−λτ .

Ä ³¶fÅ
Z ¤ ���� ��������� · �§� «��£�§ ¤«£¤�� · ª�¥

λ(τ0)
� ¡¥�£ �§� ��¥ ¹§¦¥�� �����¥ �¤©�¦¥  ¥

Ä ³¶¶Å · ���� �¿£¥����

−iω0[A(iω0 + k) + Bf ′(N)]e−iω0τ0 = 0.

ù� �¢�§�§�£ ¦¥� �§�£¤¥� �¢¥¦¦¥� ¥£ ¤© §°¤�§¤�¥� · ���� §¿ ��£¤����� ±

Aω2
0 cos(ω0τ0) − ω0(Ak + Bf ′(N)) sin(ω0τ0) = 0,

ω0(Ak + Bf ′(N)) cos(ω0τ0) + Aω2
0 sin(ω0τ0) = 0.

Ä ³¶�Å

´�©©¥
ω0 > 0

· ¥� �£¤¦¤�§�£ Ä ³¶�Å ¥£ Ä ³¶Ì Å · Ä ³¶�Å  ¥¹¤¥�£

k + δ = 0,

ω2
0 = kδ.
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´�©©¥
k ≥ 0

¥£
δ ≥ 0

§¦���
k = δ = 0

³ Á ¡��
ω0 = 0

· «¥ ª�¤ ����  ���¥ ��¥ «��£�§ ¤«£¤�� ³
���� ¥�  ¢ �¤���� ª�¥

iω0
¥�£ £��Æ ���� ��¥ ¹§¦¥�� �����¥ �¤©�¦¥  ¥ Ä ³¶¶Å ³Á ¡§��²� Ä ³¶fÅ · ���� §¹���

(
dλ

dτ

)−1

=
2λ + k + δ +

(
τ [A(λ + k) + Bf ′(N)] − A

)
e−λτ

−λ[A(λ + k) + Bf ′(N)]e−λτ
,

=
A − eλτ (2λ + k + δ)

λ
(
A(λ + k) + Bf ′(N)

) − τ

λ
.

Á¥ �¦�� · ¦ ¡¢ª�§£¤�� Ä ³¶¶Å ¥�£�§Ë�¥

eλτ =
A(λ + k) + Bf ′(N)

(λ + k)(λ + δ)
.

Á��«

�¤°� {
d
� ¥

(λ)

dτ

} ∣∣∣∣
τ=τ0

=
�¤°� {� ¥(dλ

dτ

)−1
} ∣∣∣∣

τ=τ0

,

=
�¤°� {� ¥( A − eλτ (2λ + k + δ)

λ
(
A(λ + k) + Bf ′(N)

)
)} ∣∣∣∣

τ=τ0

,

=
�¤°� {� ¥( A − eiω0τ0(2iω0 + k + δ)

iω0

(
A(iω0 + k) + Bf ′(N∗)

)
)}

,

=
�¤°� { −A2

A2ω2
0 + (Ak + Bf ′(N))2

+
(k + δ)2 + 2(ω2

0 − kδ)

(k + δ)2ω2
0 + (ω2

0 − kδ)2

}
.

ù� �£¤¦¤�§�£ Ä ³¶QÅ · ���� �¿£¥����

(k + δ)2ω2
0 + (ω2

0 − kδ)2 = A2ω2
0 + (Ak + Bf ′(N))2.

À¤��¤
�¤°� {

d
� ¥

(λ)

dτ

} ∣∣∣∣
τ=τ0

=
�¤°� {

2(ω2
0 − kδ) + (k + δ)2 − A2

A2ω2
0 + (Ak + Bf ′(N))2

}
,

=
�¤°� {

2ω2
0 + p

}
,

=
�¤°� {

h′(ω2
0)

}
.

´¥«¤ «��«¦�£ ¦§  ¢© ���£�§£¤�� ³

´¥ �¢��¦£§£ · §Æ ��£¢ ± «¥�µ  ¥� ¦¥©© ¥�  ³Í ³¶ ¥£  ³Í ³Í · ���� � ¥�© ¥£   ¡�¿£¥�¤� ¦¥ £¬¢��²© ¥
��¤¹§�£ ³

|}~�k��� ®�� �� � L"ûû þ�þ�� !" �
k + δ > A

�,
kδ > Ak + Bf ′(N)

9
L ý �� �þ��ý,ýþ� Oý*P �" ��++ � '9R 9R ��, *$üý# $�) � 6$,�, � 6$!" ý�ý�ü�

(N, E)
��, �þ����+ ��,

��5+û ,þ,ý!" �+ ��, �,���� û þ"ü ,þ",
τ ≥ 0

9
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L ý � 6"� � ��� �þ��ý,ýþ�� OýP þ" OýýP �" ��++ � '9R 9R ��, *$üý# $�) ��þü� ý� �S ý�,� "� � *���"ü
�üý,ý!"�

τ0 > 0
) �$# � ý� û �ü O'9% 'P ) ,�� �� !" � � 6$,�, � 6$!" ý�ý�ü�

(N, E)
��, �þ����+ ��, ��5+û 8

,þ,ý!" �+ ��, �,���� �þü�!" �
τ ∈ [0, τ0)

) ��* ý�� , ý��,���� �þü�!" �
τ ≥ τ0

) �, "� � �ýG "ü��,ýþ�
�� H þûG �"ü*ý��, 7

(N, E)
�þü�!" �

τ = τ0
9

{ $+ þ��,ü�,ýþ� 9 Á ¡§��²� ¦¥ ¦¥©© ¥  ³Í ³¶· £��£¥� ¦¥� ¹§¦¥��� �����¥�  ¥ Ä ³¶¶Å ���£ ± �§�£¤¥�
�¢¥¦¦¥� �£�¤«£¥© ¥�£ �¢°§£¤¹¥� ¦���ª�¥

τ = 0
³ Z¤ ¦§ «�� ¤£¤��

(iv)
 � ¦¥©© ¥  ³Í ³Í ¥�£ ¹¢�¤¯¢¥ ·

§¦��� Ä ³¶¶Å �¥ � ���² ¥ §�«��¥ ¹§¦¥�� �����¥ ¤© §°¤�§¤�¥ ���¥ ³ ù� «���¢ª�¥�«¥ · «�©© ¥
£��£¥� ¦¥� ¹§¦¥��� �����¥�  ¥ Ä ³¶¶Å ���£ ± �§�£¤¥� �¢¥¦¦¥� �¢°§£¤¹¥� ¦���ª�¥

τ = 0
· ¦¥

£¬¢��²© ¥  ¥ ���«¬¢ Ä�ÌÍ
 · � ³ÍÌfÅ ¥�£�§Ë�¥ ª�¥ £��£¥� ¦¥� ¹§¦¥��� �����¥�  ¥ Ä ³¶¶Å ���£
± �§�£¤¥� �¢¥¦¦¥� �¢°§£¤¹¥� � ��� £��£

τ ≥ 0
³

Z�������� ± ��¢�¥�£ ª�¥ ¦ ¡��¥ �� ¦ ¡§�£�¥  ¥� «�� ¤£¤���
(i)

��
(ii)

 � ¦¥©© ¥  ³Í ³Í ¥�£
¹¢�¤¯¢¥ ³ Á ¡§��²� ¦¥ £¬¢��²© ¥  ¥ ���«¬¢ Ä�ÌÍ
 · � ³ÍÌfÅ · £��£¥� ¦¥� ¹§¦¥��� �����¥�  ¥ Ä ³¶¶Å���£ ± �§�£¤¥� �¢¥¦¦¥� �£�¤«£¥© ¥�£ �¢°§£¤¹¥� £§�£ ª�¥

τ < τ0
· ��

τ0
¥�£  ¢¯� ¤ �§� Ä ³¶Å ³À ¤��¤ ·

(N, E)
¥�£ ¦� «§¦¥© ¥�£ §�¨©�£�£¤ª�¥© ¥�£ �£§¿¦¥ ¦���ª�¥

τ ∈ [0, τ0)
³ Â���ª�¥

τ = τ0
·

¦¥ ¦¥©© ¥  ³Í ³� ¥�£�§Ë�¥ ª�¥ Ä ³¶¶Å � ���² ¥ ��¥ �§¤�¥  ¥ ¹§¦¥��� �����¥� ¤© §°¤�§¤�¥� ���¥�
�¤©�¦¥� ±iω0

³ Á¥ �¦�� ·   ¡§��²�
(i)

¥£
(ii)

Ä§� ¦¥©© ¥  ³Í ³ÍÅ · ���� §¹���
h′(ω2

0) 6= 0
³ T§�

«��£�§ ¤«£¤�� · ���� ����� ª�¥
d
� ¥

(λ)

dτ
(τ) < 0,

����
τ < τ0

¥£
τ

���«¬¥  ¥
τ0

³ À ¦��� Ä ³¶¶Å � ���² ¥ ��¥ ¹§¦¥�� �����¥
λ(τ) = ν(τ)+iω(τ)£¥¦¦¥ ª�¥

ν(τ) > 0
³ ´¥«¤ «��£�¥ ¤£ ¦¥ Ã§¤£ ª�¥ ¦¥� ¹§¦¥��� �����¥�  ¥ Ä ³¶¶Å ���£ ± �§�£¤¥�

�¢¥¦¦¥� �£�¤«£¥© ¥�£ �¢°§£¤¹¥� ¦���ª�¥
τ < τ0

³ ���� �¿£¥����  ��«

d
� ¥

(λ)

dτ

∣∣∣∣
τ=τ0

> 0.

´¥¦§ ¥�£�§Ë�¥ ¦ ¡¥µ ¤�£¥�«¥   ¡��¥ ¿¤Ã��«§£¤��  ¥ ? ��Ã ¦� «§¦¥ ±
(N, E)

¦���ª�¥
τ = τ0

· ¥£ ¦§
 ¢© ���£�§£¤�� ¥�£ £¥�© ¤�¢¥ ³

����k��� ®�� �� � Fþü�!"� �� �þ��ý,ýþ�
(iii)

�" ��++ � '9R 9R ��, *$üý# $�)
(N, E)

��,
�þ����+ ��, ��5+û ,þ,ý!"�+ ��, �,���� ,��, !" �

τ ∈ [0, τ0)
9 :�û ����� ,) �þü�!" �

τ = τ0
)

�þ"� �� û þ"*þ�� �þ���"ü� 7 �� �,��ý�ý,$ þ" � 6ý��,��ý�ý,$ �� � 6$,�, � 6$!" ý�ý�ü�9 { ��� �� ���)
h′(ω2

0) = 0
�þ��) � 6�û ü.� �� ��++ � '9R 90)

(dù�
(λ)/dτ)(τ = τ0) = 0

9
À¹¥«  ¥� ¹§¦¥���  ¥� �§�§© ²£�¥� ¹¢�¤¯ §�£ Ä ³fÅ · ���� �¿£¥���� · ± ¦§ ¯°��¥  ³¶· ª� ¡��¥

¿ ¤Ã��«§£¤��  ¥ ?��Ã ���¹¤¥�£ ±
(N∗, E∗)

¦���ª�¥
τ = 3.9

Æ ���� · §¹¥« ��¥ � ¢�¤� ¥ §�£���  ¥
¶Q Æ ���� ³ Â¥� ��¦�£¤��� ���£  ¥��¤�¢¥�  §�� ¦¥ �¦§�

(N, E)
± ¦§ ¯°��¥  ³Í @ ¥¦¦¥� §££¥¤°�¥�£

�� «¨«¦¥ ¦¤© ¤£¥ ³
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ABC D  ³¶ E Â¥� ��¦�£¤���
N(t)

Ä«���¿ ¥ ¿¦¥�¥Å ¥£
E(t)

Ä«���¿ ¥ ���°¥Å  � �¨�£²© ¥ Ä ³ÍÅEÄ ³�Å ���£ £�§«¢¥� � ���
τ = 3.9

Æ ���� @ ��¥ ¿¤Ã��«§£¤��  ¥ ?��Ã ���¹¤¥�£ ±
(N∗, E∗)

¥£  ¥�
��¦�£¤��� � ¢�¤� ¤ª�¥� · §¹¥«  ¥� � ¢�¤� ¥� ���«¬¥�  ¥ ¶Q Æ ���� · §��§�§¤��¥�£ ³ Â¥� ¹§¦¥���
 ¥� �§�§© ²£�¥� ���£

δ = 0.05
·
β0 = 6.5

·
θ = 1.62×108 · n = 3

Ä¹�¤� �� · �f · ��
Å · k = 0.28
·

a = 6570
·
K = 0.0382

¥£
r = 6.96

Ä¹�¤� �¶f
Å ³

5.4 5.6 5.8 6 6.2 6.4 6.6 6.8 7
0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

N(t)

E
(t

)

ABC D  ³Í E T��� ¦¥� ¹§¦¥���  ¥� �§�§© ²£�¥� ¤ ¥�£¤ª�¥� ± «¥¦¦¥�  ¥ ¦§ ¯°��¥  ³¶· ¦¥� ��¦�£¤���
���£ £�§«¢¥�  §�� ¦¥ �¦§�

(N, E)
@ ¥¦¦¥� §££¥¤°�¥�£ �� «¨«¦¥ ¦¤© ¤£¥ ³
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Â§ Ã��«£¤��

g
�£¤¦¤�¢¥  §�� ¦¥� �¤©�¦§£¤��� ��© ¢�¤ª�¥� ¥�£ ��¥ Ã��«£¤��   ¡¥ä «§«¤£¢ ·

g(N, E) = β0
θnE

θn + Nn
,

§¹¥«
β0 > 0

·
θ ≥ 0

¥£
n > 0

 ���¢� �§� ¦¥� ¥µ� ¢�¤¥�«¥� Ä¹�¤� �� · �f · ��
Å ³ Â§ Ã��«£¤��
f¥�£  ¢¯�¤¥ �§� Ä ³¶Å ³

��k�XX� �k� ®�� � � F 6$,�, � 6$!" ý�ý�ü�
(0, f(0)/k)

�" �5�,.+ � O'9RP o O'90P ��, �þ����+ �� ,
��5+û ,þ,ý!"�+ ��, �,���� û þ"ü ,þ",

τ ≥ 0
�þü�!" �

g
(
0,

1

k
f(0)

)
< δ.

Ä ³Í�Å
�, ý��,���� ûþ"ü ,þ",

τ ≥ 0
�þü�!" �

δ ≤ g
(
0,

1

k
f(0)

)
.

{ $+ þ��,ü�,ýþ� 9 Z�������� £��£   ¡§¿ ��  ª�¥ Ä ³Í�Å ¥�£ ¹¢�¤¯¢¥ ³ À ¦��� ·   ¡§��²� ¦§ ���� �¸
�¤£¤��  ³¶³¶· (0, f(0)/k)

¥�£ ¦ ¡��¤ª�¥ ¢£§£   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥  � �¨�£²© ¥ Ä ³ÍÅE Ä ³�Å ³ ���� §¹���
§¦���

A = g(0, f(0)/k)
¥£

B = 0
· ¥£ ¦ ¡¬¨� �£¬²�¥ Ä ³Í�Å ¥�£ ¢ª�¤¹§¦¥�£¥ ±

δ > A
³

À ¦���
k + δ > A

¥£
kδ > Ak = Ak + Bf ′(0)

³ Á ¥ �¦�� ·
q > 0

¥£
p > 0

³ À ¤��¤ ¦§
«�� ¤£¤��

(iv)
 � ¦¥©© ¥  ³Í ³Í ¥�£ �§£¤�Ã§¤£¥ ³ Á ¡§��²� ¦¥ £¬¢��²© ¥  ³Í ³Ì · ���� �¿£¥���� ¦§

�£§¿¤¦¤£¢ ¦� «§¦¥ §�¨©�£�£¤ª�¥  ¥
(0, f(0)/k)

���� £��£¥� ¦¥� ¹§¦¥���  ¥
τ ≥ 0

³
Z�������� ± ��¢�¥�£ ª�¥

δ ≤ g(0, f(0)/k)
³ ÿ��Æ ����   ¡§��²� ¦§ ���� ��¤£¤��  ³¶³¶·

(0, f(0)/k)
¥�£ ¦ ¡��¤ª�¥ ¢£§£   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥  � �¨�£²© ¥ Ä ³ÍÅE Ä ³�Å · ¥£ ���� �¿£¥����

A =

g(0, f(0)/k)
¥£

B = 0
³ ���� §¹���  ��«

A ≥ δ
³

Â ¡¢ª�§£¤�� «§�§«£¢�¤�£¤ª�¥ Ä ³¶¶Å � ¡¢«�¤£

(λ + k)(λ + δ − Ae−λτ ) = 0.

Á ¡��
λ = −k < 0

��
λ+ δ = Ae−λτ ³ ���� ���� ¤�£¢�¥����� §�µ �§«¤�¥�  ¥ «¥££¥  ¥��¤²�¥

¢ª�§£¤�� ³ ù� ���§�£
µ = λτ

· ¥¦¦¥ �¥ �¢¢«�¤£

(µ + δτ)eµ − Aτ = 0.

Á ¡§��²� ¦¥ £¬¢��²© ¥ g ³Í ³� · §��¥µ¥ g · � ¥
(µ) < 0

�¤ ¥£ �¥�¦¥© ¥�£ �¤

δτ > −1, δτ − Aτ > 0
¥£ − Aτ < ζ sin(ζ) − δτ cos(ζ),

��
ζ ∈ (0, π)

¥�£ ��¦�£¤��  ¥
ζ = −δτ tan(ζ)

Ä¥£
ζ = π/2

�¤
δτ = 0

Å ³ ´�©©¥
A ≥ δ

·
δτ −Aτ ≤ 0

���� £��£
τ ≥ 0

³ � ��� ¥�  ¢ �¤���� ª�¥ � ¥
(µ) ≥ 0

���� £��£
τ ≥ 0

¥£ ¦ ¡¢£§£
  ¡¢ª�¤¦¤¿�¥

(0, f(0)/k)
¥�£ ¤��£§¿¦¥ � ��� £��£

τ ≥ 0
³
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���� §¹��� �¿£¥�� ¦ ¡¥µ ¤�£¥�«¥  ¥ ��¦�£¤��� � ¢�¤� ¤ª�¥� ª�¤  ¢�£§¿¤¦¤�¥�£ �� ¢£§£
  ¡¢ª�¤¦¤¿�¥ ���¸£�¤¹¤§¦ � ��� �� ���¹¥§� © � ²¦¥   ¡¢�¨£¬��� �²�¥ · © ¥££§�£ ¥� §¹§�£ ¦ ¡¥µ ¤�¸
£¥�«¥  ¥ ��¦�£¤��� ��«¤¦¦§�£¥� ³ ´¥� ��«¤¦¦§£¤��� ���� ¦§¤��¥�£ ¥�¹¤�§°¥� ¦§  ¥�«�¤�£¤��  ¥
© §¦§ ¤¥� ¬¢© §£�¦�°¤ª�¥� «¨«¦¤ª�¥� ¦¤¢¥� §�µ °¦�¿�¦¥� ���°¥� Ä¦ ¡§�¢© ¤¥ ¬¢© �¦¨£¤ª�¥ §�£�¸
¤©©��¥ �§� ¥µ¥©�¦¥Å ³ ´¥� ¥� §�£ · §¹¥« ¦¥ � ¥�  ¥  ���¢¥� ¥µ� ¢�¤© ¥�£§¦¥� ª�¥ ���� §¹���
�� �£¤¦¤�¥� � ���  ¢£¥�© ¤�¥� ¦¥� �§�§© ²£�¥�  � © � ²¦¥ Ä ³ÍÅE Ä ³�Å · ���� � ¡§��¤¹��� �§� ±
�¤©�¦¥�  ¥� ��¦�£¤��� ª�¤ «���¥�� �� �§¤¥�£ ± «¥ ª�¤ ¥�£ �¿�¥�¹¢ ¦���   ¡��¥ §�¢© ¤¥ ¬¢© �¸
¦¨£¤ª�¥ §�£�¸¤©©��¥ ³

Á §�� ¦§ �¥«£¤�� ��¤¹§�£¥ · ���� ¢£§¿¦¤����� �� ���¹¥§� © � ²¦¥ · � ¦�� °¢�¢�§¦ «¥££¥ Ã�¤� ·
 ¢«�¤¹§�£ ¦§ �¢°�¦§£¤��  ¥ ¦ ¡¬¢© §£�� �²�¥ ���� ¦ ¡§«£¤��  ¥ Ã§«£¥���  ¥ «��¤��§�«¥ ³ g ¤¥�
ª�¥ «¥££¥ ¬¨� �£¬²�¥ � ¡§¹²�¥ ¦¤© ¤£§£¤¹¥ · ���� ��������� £��Æ ���� ª�¥ ¦¥ «¨«¦¥ «¥¦¦� ¦§¤�¥
¥�£ «���£§�£ ³ ù� �¥¹§�«¬¥ · ���� §Æ ��£��� §� © � ²¦¥ ¦§ � ���¦§£¤��  ¥ «¥¦¦� ¦¥� ¥� «¤�«�¸
¦§£¤��  §�� ¦¥ �§�° · «§� « ¡¥�£ «¥££¥ � ���¦§£¤�� ª�¤ §°¤£ ��� ¦§ ��� �«£¤��  ¥ Ã§«£¥���  ¥
«��¤��§�«¥ · ¥£ ��� �§�  ¤�¥«£¥© ¥�£ ¦§ � ���¦§£¤��  ¥ «¥¦¦� ¦¥� ���«¬¥� ¬¢© §£�� �¢£¤ª�¥� ³
���� Ã§¤���� §���¤ ¦§  ¤�£¤�«£¤�� · §� �¥¤�  ¥� «¥¦¦� ¦¥� ���«¬¥� ¬¢© §£�� �¢£¤ª�¥� · ¥�£�¥ ¦¥�
«¥¦¦� ¦¥� ���¦¤Ã¢�§�£¥� ¥£ ¦¥� «¥¦¦� ¦¥� §� �¥� �� ³ Â¥� �¢��¦£§£� ª�¥ ���� �¿£¥���� §© ¢¦¤��¥�£
«¥�µ �¿£¥��� «¤¸ ¥���� ³

Ç ès Ãó ìô÷` ï�c ô c ëì� îô ìô öíu÷îñòïëó ìô î Ä§íc ñòëõë��ðô
���� «���¤ ¢���� ��¥ � ���¦§£¤��  ¥ «¥¦¦� ¦¥� ���«¬¥� ¬¢© §£�� �¢£¤ª�¥�  ¤¹ ¤�¢¥ ¥�

 ¥�µ °���� ¥� @ ¦¥� «¥¦¦� ¦¥� ���¦¤Ã¢�§�£¥� ¥£ ¦¥� «¥¦¦� ¦¥� §� �¥� �� · �� «¥¦¦� ¦¥� ª�¤¥�«¥�£¥� ³
Â ¡¥µ¤�£¥�«¥   ¡��¥ �¬§�¥  ¥ �¥� ��  §�� ¦¥ «¨«¦¥ «¥¦¦� ¦§¤�¥ ¥�£ ¥� �§�£¤¥  �¥ §�µ £�§¹§�µ
 ¥ g���� ¥£ ÿ§���«� ���
 ³ Â¥� «¥¦¦� ¦¥� ª�¤¥�«¥�£¥� �¥��¢�¥�£¥�£ ¦§ © §Æ ��¤£¢  ¥� «¥¦¦� ¦¥�
���«¬¥� ¬¢© §£�� �¢£¤ª�¥� Ä¥�¹¤��� ��Ù Å ³ Â¥� «¥¦¦� ¦¥� ���¦¤Ã¢�§�£¥� ���£ «�� §©�¢¥� ±
�¥  ¤¹ ¤�¥� · ¦���  ¥ ¦§ © ¤£��¥ · §��²� §¹�¤� · ��£§©©¥�£ · �¨�£¬¢£¤�¢  ¥ ¦ ¡ÀÁ� ³ À��²� � ¡»£�¥
 ¤¹¤�¢¥� · ¦¥� «¥¦¦� ¦¥� ¥� �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� ¥�£�¥�£ ¥� �¬§�¥  ¥ �¥� �� ³

���� ��£���
Q(t)

¥£
P (t)

¦¥� � ���¦§£¤���  ¥ «¥¦¦� ¦¥� ª�¤¥�«¥�£¥� ¥£ ���¦¤Ã¢�§�£¥� §�
£¥©��

t
³ Á §�� ¦§ �¬§�¥  ¥ �¥� �� · ¦¥� «¥¦¦� ¦¥� © ¥��¥�£ · §¹¥« �� £§�µ

δ
· �� �¥  ¤å¢�¥�«¤¥�£

¥� «¥¦¦� ¦¥� © §£��¥� ª�¤ ¥�£�¥�£  §�� ¦§ «¤�«�¦§£¤�� · §¹¥« �� £§�µ
g(Q)/Q

³ Â§ Ã��«£¤��
g¥�£ ������¢¥ «��¤��§�£¥ §¹¥«

g(0) = 0
· «§� §�«��¥ «¥¦¦� ¦¥ �¥ � ¥�£  ¥¹¥�¤� © §£��¥ � ¡¤¦ � ¡¨

§ �§�  ¥ «¥¦¦� ¦¥ ���«¬¥ ¬¢© §£�� �¢£¤ª�¥ · ¥£  ¥ «¦§��¥ C1 ³ � ��� ���������  ¥ �¦�� ª�¥ ¦§
Ã��«£¤��

Q 7→ g(Q)/Q
¥�£ «��¤��§�£¥ � ���

Q ≥ 0
· «¥ ª�¤ ¥�£ ¢ª�¤¹§¦¥�£ ±

0 ≤ g′(0) ≤ g(Q)

Q
≤ g′(Q)

����
Q > 0.

Ä ³Í ¶Å
´¥¦§ ¤©�¦¤ª�¥ · ¥� �§�£¤«�¦¤¥� · ª�¥

g
¥�£ «��¤��§�£¥ ¥£

limQ→+∞ g(Q) = +∞ ³
Â¥� «¥¦¦� ¦¥� §� �¥� �� ���£ §���¤ ¤�£�� �¤£¥� ¥� �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� ± � ¡¤©���£¥
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ª�¥¦ © �© ¥�£  ¥ ¦¥�� ¹¤¥ · � ��� §����¥� ¦¥ �¥���¹¥¦¦¥© ¥�£  ¥� °¢�¢�§£¤��� · §¹¥« �� £§�µ
β
³ ´¥  ¥��¤¥� ¥�£ ¬§¿¤£�¥¦¦¥© ¥�£ ������¢  ¢� ¥� §�£  ¥ ¦§ � ���¦§£¤�� £�£§¦¥  ¥ «¥¦¦� ¦¥�

ª�¤¥�«¥�£¥� �� · ¶�	
 ³ ´¥� ¥� §�£ · ¦§ ��� �«£¤��  ¥� «¥¦¦� ¦¥� �§�°�¤�¥� © §£��¥� Ä«¥¦¦¥�
ª�¤ «¤�«�¦¥�£  §�� ¦¥ �§�°Å ¥�£ §���¤  ¢£¥�© ¤�¢¥ �§� ¦ ¡§«£¤��  ¥ Ã§«£¥���  ¥ «��¤��§�«¥
§°¤��§�£ ��� ¦§ � ���¦§£¤��  ¥ «¥¦¦� ¦¥� ���«¬¥� ¬¢© §£�� �¢£¤ª�¥� @ ¦¥� Ã§«£¥���  ¥ «��¤��§�«¥
 ¢«¦¥�«¬¥�£ ¦§  ¤å¢�¥�«¤§£¤�� ¥£ ¦§ © §£��§£¤��  ¥� «¥¦¦� ¦¥� ¬¢© §£�� �¢£¤ª�¥� ± £�§¹¥�� ¦§
� ���¦§£¤��  ¥ «¥¦¦� ¦¥� ���«¬¥� ³ À ¤��¤ · ���� Ã§¤���� §���¤  ¢� ¥� �¥

β
 ¥ ¦§ «��«¥�£�§£¤��

¥� Ã§«£¥���  ¥ «��¤��§�«¥ ³ ���� ��������� ª�¥
β

¥�£  ¥ «¦§��¥ C1 ³ Á §�� ¦¥ «§� �§�£¤«�¦¤¥�
 ¥ ¦ ¡¢�¨£¬��� �²�¥ ·

β
¥�£ ��¥ Ã��«£¤�� «��¤��§�£¥  ¥ ¦§ «��«¥�£�§£¤��   ¡¢�¨£¬�� �¢£¤�¥ · «§�

¦ ¡¢�¨£¬��� �¢£¤�¥ §�°© ¥�£¥ ¦§ ��� �«£¤��  ¥ °¦�¿�¦¥� ���°¥� ³ ���� ���������  ��« ª�¥
β¥�£ ��¥ Ã��«£¤�� «��¤��§�£¥  ¥ ¦§ «��«¥�£�§£¤�� ¥� Ã§«£¥��  ¥ «��¤��§�«¥ · §¹¥«

β(Q, 0) = 0
·

¥£  ¢«��¤��§�£¥ �§� �§�� ��£ ± ¦§ � ���¦§£¤��  ¥ «¥¦¦� ¦¥� §� �¥� �� Ä¹�¤� ��
Å ³Á §�� ¦§ �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� · ¦¥� «¥¦¦� ¦¥� � ¥�¹¥�£ »£�¥ ¢¦¤© ¤�¢¥� �§� §� ��£��¥ §¹¥«
�� £§�µ

γ
· «���£§�£ ¥£ � ��¤£¤Ã ³

Â¥� ¢ª�§£¤��� © � ¢¦¤�§�£ ¦§  ¤å ¢�¥�«¤§£¤��  ¥� «¥¦¦� ¦¥� ���«¬¥� ¬¢© §£�� �¢£¤ª�¥�
 §�� ¦§ ©º¦¦¥ ���¥��¥ ���£ §¦���

dQ

dt
(t) = −δQ(t) − g(Q(t)) − β(Q(t), E(t))Q(t)

+2e−γτβ(Q(t − τ), E(t − τ))Q(t − τ),

Ä ³ÍÍÅ

dP

dt
(t) = −γP (t) + β(Q(t), E(t))Q(t)

−e−γτβ(Q(t − τ), E(t − τ))Q(t − τ),

Ä ³Í�Å
��

E(t)
¥�£ ¦§ «��«¥�£�§£¤�� ¥� Ã§«£¥��  ¥ «��¤��§�«¥ §� £¥©��

t
³ Â¥ �§�§© ²£�¥

τ > 0 ¢«�¤£ ¦§  ��¢¥ © �¨¥��¥  � «¨«¦¥ «¥¦¦� ¦§¤�¥ ³ Â¥  ¥��¤¥� £¥�© ¥  §�� ¦ ¡¢ª�§£¤�� Ä ³ÍÍÅ�¥��¢�¥�£¥ ¦ ¡§�� ��£ «¥¦¦� ¦§¤�¥ ���¹¥�§�£  ¥ ¦§  ¤¹ ¤�¤��  ¥� «¥¦¦� ¦¥� ���¦¤Ã¢�§�£¥� ³ ¾¦ � ¡§°¤£
¥� Ã§¤£  ¥ «¥¦¦� ¦¥� §� �¥� �� ¤�£�� �¤£¥� ¥� �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� ��¥ °¢�¢�§£¤�� �¦�� £Ç£ ³
Â¥ Ã§«£¥�� Í  ¢«�¤£ ¦§  ¤¹¤�¤��  ¥ «¬§ª�¥ «¥¦¦� ¦¥ ���¦¤Ã¢�§�£¥ ¥�  ¥�µ «¥¦¦� ¦¥� ¯ ¦¦¥� ³

À ¦§ ¯�  ¥ ¦¥��  ¢¹¥¦��� ¥© ¥�£ · ¦¥� ��¢«���¥���  ���¥�£ �§¤��§�«¥ §�µ «¥¦¦� ¦¥� © §¸
£��¥� · ª�¤ ¥�£�¥�£  §�� ¦§ «¤�«�¦§£¤�� �§�°�¤�¥ ³ ���� ��£���

M(t)
¦§ � ���¦§£¤��  ¥ «¥¦¦� ¦¥�

 � �§�° ¥� «¤�«�¦§£¤�� ³ ´¥� «¥¦¦� ¦¥� ���¹¤¥��¥�£ �� ¤ª�¥© ¥�£  ¥ «¥¦¦� ¦¥� ¥� �¬§�¥  ¥ �¥� �� ³
ù ¦¦¥� ���£  ¢°�§ ¢¥� ·  §�� ¦¥ æ�£ �§�°�¤� · §¹¥« �� £§�µ

µ ≥ 0
³ ù� © �¨¥��¥ · ¦¥� °¦�¿�¦¥�

���°¥� ¹¤¹¥�£ ¶Í� Æ ���� · ¦¥� �¦§ª�¥££¥� ��¥ �¥© §¤�¥ ¥£ ¦¥� °¦�¿�¦¥� ¿¦§�«� ª�¥¦ª�¥� ¬¥��¥�
�¥�¦¥© ¥�£ ³ ´¥� «¥¦¦� ¦¥� ���£ ��� �¤£¥� ¥� «��£¤�� · «¥ ª�¤ «��£�¤¿�¥ ± ¦§ «�©�¦¥µ¤£¢  ¥
¦ ¡¬¢© §£�� �²�¥ ³ Â§ � ���¦§£¤��  ¥ «¥¦¦� ¦¥� © §£��¥� ¹¢�¤¯¥ ¦ ¡¢ª�§£¤��  ¤å ¢�¥�£¤¥¦¦¥

dM

dt
(t) = −µM(t) + g(Q(t)).

Â§ «��«¥�£�§£¤�� ¥� Ã§«£¥���  ¥ «��¤��§�«¥ ¥�£ °��¹¥��¢¥ �§� ��¥ ¢ª�§£¤��  ¤å ¢�¥�¸
£¤¥¦¦¥ §¹¥« �� Ã¥¥ ¿§«� �¢°§£¤Ã ¥µ�¦¤«¤£¥ ³ ´¥ Ã¥¥ ¿§«�  ¢«�¤£ ¦¥ «��£�Ç¦¥ ¥µ¥�«¢ �§� ¦§ ©º¦¦¥
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���¥��¥ ��� ¦§ ��� �«£¤��  ¥ Ã§«£¥���  ¥ «��¤��§�«¥ ³ ¾¦ §°¤£ �§� ¦¥ ¿¤§¤�  ¥� «¥¦¦� ¦¥� «¤�«�¸
¦§�£  §�� ¦¥ �§�° @ �¦�� ¤¦ ¨ §  ¥ «¥¦¦� ¦¥� ¥� «¤�«�¦§£¤�� · © �¤�� ¦§ ¦¤¿ ¢�§£¤��  ¥� Ã§«£¥���
 ¥ «��¤��§�«¥ ¥�£ ¤©���£§�£¥ ³ ���� ��£���

f
«¥ Ã¥¥ ¿§«� ³ ¾¦  ¢� ¥�   ¥ ¦§ � ���¦§£¤��  ¥

«¥¦¦� ¦¥� ¥� «¤�«�¦§£¤��
M

· ¥£ ¤¦ ¥�£ � ��¤£¤Ã ¥£ «��¤��§�£ ³ À ¦���
dE

dt
(t) = −kE(t) + f(M(t)),

��
k ≥ 0

¥�£ ¦¥ £§�µ  ¥  ¢°�§ §£¤��  � Ã§«£¥��  ¥ «��¤��§�«¥ ³ ù� Ã§¤£ · ¦ ¡§«£¤��  ¥�
«¥¦¦� ¦¥� © §£��¥� ��� ¦§ ��� �«£¤��  ¥ Ã§«£¥���  ¥ «��¤��§�«¥ � ¡¥�£ �§� ¤©© ¢ ¤§£¥ @ ¥¦¦¥
¥�£ ¦¢°²�¥© ¥�£ �¥£§� ¢¥ · © §¤� «¥  ¢¦§¤ ¥�£ �¢°¦¤°¥§¿¦¥  ¥¹§�£ ¦§  ��¢¥  � «¨«¦¥ «¥¦¦� ¦§¤�¥ ·
« ¡¥�£ � ���ª��¤ ���� �¥ ¦¥ © ¥�£¤������ �§� ³

� ¥© §�ª���� ª�¥ ¦¥ �¨�£²© ¥ Ä ³ÍÍÅE Ä ³Í�Å � ¡¥�£ �§� «���¦¢ @ ¦§ � ���¦§£¤��  ¥ «¥¦¸
¦� ¦¥� ���¦¤Ã¢�§�£¥� � ¡¥�£ �§� �¢«¥��§¤�¥ � ���  ¢«�¤�¥ ¦¥ ���«¥����   ¡¬¢© §£�� �²�¥ «§� ¦§
��� �«£¤��  ¥ «¥¦¦� ¦¥� © §£��¥� �¥  ¢� ¥�  ª�¥  ¥� «¥¦¦� ¦¥� ���«¬¥� §� �¥� �� ³ ���� ����
«��«¥�£����  ��« ��� ¦¥� ¢ª�§£¤���





dQ

dt
(t) = − [δ − β(Q(t), E(t))]Q(t) − g(Q(t))

+2e−γτβ(Q(t − τ), E(t − τ))Q(t − τ),

dM

dt
(t) = −µM(t) + g(Q(t)),

dE

dt
(t) = −kE(t) + f(M(t)).

Ä ³ÍÌ Å

��£��� £��£   ¡§¿ ��  ª�¥ ¦¥� ��¦�£¤���
Q(t)

·
M(t)

¥£
E(t)

 � �¨�£²© ¥ Ä ³ÍÌ Å ���£
� ��¤£¤¹¥� ³

Z�������� �§� «��£�§ ¤«£¤�� ª� ¡¤¦ ¥µ ¤�£¥
t0 > 0

¥£
ε > 0

£¥¦� ª�¥
Q(t) > 0

����
t < t0

·
Q(t0) = 0

¥£
Q(t) < 0

����
t ∈ (t0, t0 + ε)

³ À ¦��� · «�©© ¥
g(0) = 0

·
dQ

dt
(t0) = 2e−γτβ(Q(t0 − τ), E(t0 − τ))Q(t0 − τ) > 0.

´¥«¤ ¥�£�§Ë�¥ ��¥ «��£�§ ¤«£¤�� ³ ���� ¥�  ¢ �¤���� ª�¥
Q(t)

¥�£ � ��¤£¤¹¥ ³ Â¥� Ã��«£¤���
g

¥£
f

¢£§�£ � ��¤£¤¹¥� · ���� �¿£¥���� ·  ¥ Ã§��� �¤© ¤¦§¤�¥ · ª�¥
M(t)

¥£
E(t)

���£ � ��¤£¤¹¥� ³
ù��� ¤£¥ · ���� � ��¹��� §���¤ ��£¥� ª�¥ ¦¥� ��¦�£¤���  ¥ Ä ³ÍÌ Å ���£ ¿ ���¢¥� ¦���ª�¥

δ + g′(0) > 0
³

� ��� ���� ¤�£¢�¥����� ¥� ��¥© ¤¥� ± ¦§ ��¦�£¤��
E(t)

³ ù� �£¤¦¤�§�£ ��¥ Ã��©�¦¥ «¦§��¤ª�¥
 ¥ ¹§�¤§£¤��  ¥ ¦§ «���£§�£¥ · ���� �¿£¥���� · � ���

t ≥ 0
·

E(t) = e−ktE(0) + e−kt

∫ t

0
eksf(M(s))ds.

Â§ Ã��«£¤��
f

¢£§�£  ¢«��¤��§�£¥ ¥£ ¿ ���¢¥ · ���� ¥�  ¢ �¤����

E(t) ≤ e−ktE(0) +
f(0)

k
(1 − e−kt).
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À ¤��¤ · �¤
E(0) ≤ f(0)/k

· §¦���
E(t) ≤ f(0)/k

¥£ · �¤
f(0)/k < E(0)

· §¦���
E(t) ≤ E(0)

³
T§� «���¢ª�¥�£ ·

E(t)
¥�£ ¿ ���¢¥ ³

���� ���� ¤�£¢�¥����� ± ��¢�¥�£ ± ¦§ ��¦�£¤��
Q(t)

³ Z¤
Q

¥�£ ¿ ���¢¥ · ¦ ¡§��¦¤«§£¤��
t 7→ g(Q(t))

¥�£ ¿ ���¢¥ ¥£ ���� �¿£¥����  ��« ª�¥
M(t)

¥�£ §���¤ ¿ ���¢¥ · �§�  ¥�
§�°�© ¥�£� �¤© ¤¦§¤�¥� ± «¥�µ �£¤¦¤�¢� � ��� ¦¥ «§� «¤¸ ¥���� ³

Z�¤£
C > 0

��¥ ¿ ���¥  ¥
E

¥£ ��������� ª�¥
limQ→∞ β(Q, E) = 0

· � ��� £��£
E ≥ 0

·
¥£ ª�¥

δ+g′(0) > 0
³ Z¤

2e−γτβ(0, C) ≥ δ+g′(0)
· §¦��� · «�©© ¥ ¦ ¡§��¦¤«§£¤��

Q 7→ β(Q, E)¥�£  ¢«��¤��§�£¥ ¥£ £¥�  ¹¥�� É¢�� ± ¦ ¡¤�¯�¤ · ¤¦ ¥µ ¤�£¥
Q0 ≥ 0

£¥¦ ª�¥
2e−γτβ(Q0, C) =

δ + g′(0)
¥£

2e−γτβ(Q, C) < δ + g′(0)
����

Q > Q0
³ Z¤

2e−γτβ(0, C) > δ + g′(0)
§¦��� «¥

�¢��¦£§£ ¥�£ ¹�§¤ � ���
Q0 = 0

³
���� � ����� §¦���

Q1 := 2e−γτ β(0, C)Q0

δ + g′(0)
.

Z�¤£
Q ≥ Q1

¯µ¢ · ¥£ ��¤£
0 ≤ y ≤ Q

³ Z ¤
y ≤ Q0

· §¦���

2e−γτβ(y, C)y ≤ 2e−γτβ(0, C)Q0 = (δ + g′(0))Q1 ≤ (δ + g′(0))Q.

Á ¡�� §�£�¥ «�£¢ · �¤
y > Q0

·

2e−γτβ(y, C)y < (δ + g′(0))y < (δ + g′(0))Q.

À¤��¤
2e−γτ max

0≤y≤Q
β(y, C)y ≤ (δ + g′(0))Q,

����
Q ≥ Q1.

Z�������� ± ��¢�¥�£ · �§� «��£�§ ¤«£¤�� · ª�¥
lim supQ(t) = +∞ ³ À ¦��� ¤¦ ¥µ ¤�£¥

t0 > τ£¥¦ ª�¥
Q(t) ≤ Q(t0),

Ã��
t ∈ [t0 − τ, t0],

¥£
Q(t0) > Q1.

Â§ Ã��«£¤��
E 7→ β(Q, E)

¢£§�£ «��¤��§�£¥ · ���� �¿£¥���� ·   ¡§��²� Ä ³Í ¶Å ·

Q′(t0) ≤ g′(0)Q(t0) − g(Q(t0)) − β(Q(t0), E(t0))Q(t0) < 0.

´¥«¤ «��£�¥ ¤£ ��£�¥ ¬¨� �£¬²�¥ ·  ��«
Q

¥�£ ¿ ���¢¥ ³
´¥� �¢��¦£§£� ���£ ¢���«¢�  §�� ¦§ ���� ��¤£¤�� ��¤¹§�£¥ ³

�k�W������� ®�Y ��� L"ûû þ�þ�� !" �
limQ→∞ β(Q, E) = 0

) û þ"ü ,þ",
E ≥ 0

) �, !" �
δ + g′(0) > 0

9 ú �þü� ��� �þ �" ,ýþ�� �" �5�,.+ � O'9R1P �þ�, �þü�$�� 9
Ê�¥ ��¦�£¤��

(Q,M, E)
 � �¨�£²© ¥ Ä ³ÍÌ Å ¥�£ �� ¢£§£   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥ �¤

dQ

dt
=

dM

dt
=

dE

dt
= 0,
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« ¡¥�£¸±¸ ¤�¥




δQ + g(Q) = (2e−γτ − 1) β(Q,E)Q,

µM = g(Q),

kE = f(M).

Ä ³ÍQÅ

� ¥© §�ª���� ª�¥ «¥¦§ � ¡§��§¤£ �§�  ¥ �¥��  ¥ ������¥� ª�¥ ¦¥� £§�µ
µ

¥£
k

� ¥�¹¥�£
»£�¥ ��¦� · �§�«¥ ª�¥ ¦§ � ���¦§£¤�� �¥ � ¥�£ �§� «��Ë£�¥ ¤� ¢¯�¤© ¥�£ ¥£ ¦¥� Ã§«£¥���  ¥
«��¤��§�«¥ ���£ �¢«¥��§¤�¥© ¥�£  ¢°�§ ¢�  §�� ¦§ «¤�«�¦§£¤�� �§�°�¤�¥ ³ ���� ���������
 ��« ª�¥

µ > 0
¥£

k > 0
³

´�©©¥
g(0) = 0

· �� � ¥�£ �¥© §�ª�¥� ¤©© ¢ ¤§£¥© ¥�£ ª�¥
(0, 0, f(0)/k)

¥�£ £��Æ ����
�� ¢£§£   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥  ¥ Ä ³ÍÌ Å · ª�¥ ���� §�� ¥¦¦¥���� $,�, � 6$!" ý�ý�ü� ,üý*ý��  §�� ¦§ ��¤£¥ ³
¾¦ «���¥�� ��  ± ¦ ¡¥µ£¤�«£¤��  ¥ ¦§ � ���¦§£¤�� «¥¦¦� ¦§¤�¥ §¹¥« ��¥ �§£��§£¤��  � Ã§«£¥��  ¥
«��¤��§�«¥ ³

À �§�£¤�  ¥ © §¤�£¥�§�£ ¥£  §�� ¦§ ��¤£¥  ¥ «¥ «¬§�¤£�¥ · ���� ��������� ª�¥

lim
Q→+∞

β

(
Q,

1

k
f

(
1

µ
g(Q)

))
= 0.

´�©©¥
limQ→+∞ g(Q) = +∞ ¥£

limM→+∞ f(M) = 0
· «¥££¥ �����¤¢£¢ ¥�£ ¹¢�¤¯¢¥ �¤

β(Q, 0) = 0
· � ��� £��£

Q ≥ 0
· �� �¤

limQ→+∞ β(Q, E) = 0
· � ��� £��£

E ≥ 0
³

Z�������� ª�¥ Ä ³ÍÌ Å � ���² ¥ �� ¢£§£   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥ ���¸£�¤¹ ¤§¦ � ��¤£¤Ã
(Q∗, M∗, E∗)

·
« ¡¥�£¸±¸ ¤�¥

Q∗ > 0
·
M∗ > 0

¥£
E∗ > 0

¹¢�¤¯¥�£ Ä ³ÍQÅ ³ À ¦���
(
2e−γτ − 1

)
β(Q∗, E∗) = δ +

g(Q∗)

Q∗
, M∗ =

1

µ
g(Q∗)

¥£
E∗ =

1

k
f(M∗).

Ä ³Í	Å
¾¦ Ã§�£ �¢«¥��§¤�¥© ¥�£ ª�¥

2e−γτ − 1 > 0,

«¥ ª�¤ ¥�£ ¢ª�¤¹§¦¥�£ ±
τ <

ln(2)

γ
.

Ä ³ÍÅ
���� ��������� ª�¥ ¦§ «�� ¤£¤�� Ä ³ÍÅ ¥�£ ¹¢�¤¯¢¥ ³ ´�©©¥

Q∗ > 0
¥£

E∗ =
1

k
f(M∗) =

1

k
f

(
1

µ
g(Q∗)

)
,

����  ¥¹��� §¹�¤�
(
2e−γτ − 1

)
β

(
Q∗,

1

k
f

(
1

µ
g(Q∗)

))
= δ +

g(Q∗)

Q∗
.

Ä ³ÍfÅ
����  ¢¯�¤�����

β̃(Q) := β

(
Q,

1

k
f

(
1

µ
g(Q)

))
.

Ä ³Í�Å



È×x × ÀÞ ÚÕß[ Ò�ã Õ ã ÙÚ�Ü Õ ÚÕ Ô Ûâ ßÜÐ ÓÒÙÞ ÚÕ Ü ÁÏ Ûã ÐÓÙÑ Ù��ÝÕ Í��

´�©©¥
f

¥�£  ¢«��¤��§�£¥ ·
g

«��¤��§�£¥ ¥£
β(Q, E)

¥�£  ¢«��¤��§�£¥ �§� �§�� ��£ ±
Q

¥£
«��¤��§�£¥ �§� �§�� ��£ ±

E
· ���� �¿£¥����

β̃′(Q) =
∂β

∂Q

(
Q,

1

k
f

(
G

µ
Q

))
+

g′(Q)

kµ
f ′

(
1

µ
g(Q)

)
∂β

∂E

(
Q,

1

k
f

(
1

µ
g(Q)

))
< 0.

À¤��¤
β̃

¥�£  ¢«��¤��§�£¥ · ¥£

β̃(0) = β

(
0,

1

k
f(0)

) ¥£
lim

Q→+∞
β̃(Q) = 0.

ù�¯� ·   ¡§��²� Ä ³Í ¶Å · ¦§ Ã��«£¤��
Q 7→ δ + g(Q)/Q

¥�£ «��¤��§�£¥ ³ Â ¡¢ª�§£¤�� Ä ³ÍfÅ� ���² ¥  ��« ��¥ ��¦�£¤�� �£�¤«£¥© ¥�£ � ��¤£¤¹¥ · ��¤ª�¥ · �¤ ¥£ �¥�¦¥© ¥�£ �¤

δ + g′(0) <
(
2e−γτ − 1

)
β

(
0,

1

k
f(0)

)
.

Ä ³��Å
���� �¢��© ��� «¥� �¢��¦£§£�  §�� ¦§ ���� ��¤£¤�� ª�¤ �� ¤£ ³
�k�W������� ®�Y �� � L"ûûþ�þ�� !"�

µ > 0
�,

k > 0
9

��¡ L ý
δ + g′(0) >

(
2e−γτ − 1

)
β

(
0,

1

k
f(0)

)
,

Ä ³� ¶Å
��þü� �� �5�,.+ � O'9R1P ûþ��.�� "� "� ý!"� $,�, � 6$!" ý�ý�ü�

(0, 0, f(0)/k)
9

���¡ L ý �� �þ��ý,ýþ� O'90(P ��, *$üý# $�) ��þü� �� �5�,.+ � O'9R1P û þ�� .�� ��"S $,�,� � 6$!" ý8
�ý�ü� l "� $,�, � 6$!" ý�ý�ü� ,üý* ý��

(0, 0, f(0)/k)
�, "� $,�, � 6$!" ý�ý�ü� �þ�8,üý*ý�� û þ8

� ý,ýG
(Q∗, M∗, E∗)

) þM
Q∗ ��, � 6"� ý!" � �þ �" ,ýþ� ûþ� ý,ý*� �� O'9RKP )

M∗ = g(Q∗)/µ�,
E∗ = f(M∗)/k

9
Â§ ���� ��¤£¤�� «¤¸ ¥���� ¤� ¤ª�¥ ª�¥ ¦¥ �¨�£²© ¥ Ä ³ÍÌ Å ��¿¤£ ��¥ ¿¤Ã��«§£¤�� £�§��¸

«�¤£¤ª�¥ ¦���ª�¥
δ+g′(0) = (2e−γτ − 1) β(0, f(0)/k)

³ Â ¡¢£§£   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥ £�¤¹ ¤§¦
(0, 0, f(0)/k)«���¥�� �� §�£ ·   ¡�� � �¤�£  ¥ ¹�¥ ¿¤�¦�°¤ª�¥ · ± ¦ ¡¥µ£¤�«£¤��  ¥ ¦§ � ���¦§£¤�� §¹¥« ��¥ �§¸

£��§£¤�� ¥� Ã§«£¥���  ¥ «��¤��§�«¥ · «¥ � ¡¥�£ �§� ¦ ¡¢£§£   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥ ¦¥ �¦�� ¤�£¢�¥��§�£ ³ ¾¦
 ¢«�¤£ ��¥ �¤£�§£¤�� �§£¬�¦�°¤ª�¥ ª�¤ � ¥�£ «�� �¤�¥ ± ¦§ © ��£ �§�� £�§¤£¥© ¥�£  � �§¸
£¤¥�£ ³ ���� �¥ ���� ¤�£¢�¥�����  ��« ª� ¡± ¦§ �£§¿¤¦¤£¢ ¦� «§¦¥  ¥ ¦ ¡§�£�¥ ¢£§£   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥ ·
(Q∗, M∗, E∗)

³ ¾¦ ¥�£ Ã§«¤¦¥  ¥ ¹¢�¤¯¥� ª�¥ ¦§ «�� ¤£¤�� Ä ³��Å · ª�¤ §����¥ ¦ ¡¥µ ¤�£¥�«¥  ¥ «¥
�¥«��  ¢£§£   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥ · ¥�£ ¢ª�¤¹§¦¥�£¥ ±

δ+g′(0)<β

(
0,

f(0)

k

) ¥£
0≤τ <τmax :=

1

γ
ln




2β
(
0, f(0)

k

)

δ+g′(0)+β
(
0, f(0)

k

)


 .

Ä ³�ÍÅ

j� � ¥�£ �¥© §�ª�¥� ª� ¡¥� �£¤¦¤�§�£ ¦¥ £¬¢��²© ¥  ¥� Ã��«£¤��� ¤©�¦¤«¤£¥� ¤¦ ¥�£ Ã§«¤¦¥  ¥
© ��£�¥� ª�¥ ¦¥� ¢£§£�   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥

Q∗ · M∗ ¥£
E∗ ���£  ¥ «¦§��¥ C1 �§� �§�� ��£ ± ¦§  ��¢¥

 � «¨«¦¥ «¥¦¦� ¦§¤�¥
τ
³ Á ¥ �¦�� ·

Q∗ ¥£
M∗ ���£  ¥� Ã��«£¤���  ¢«��¤��§�£¥�  ¥

τ
¥£

E∗ ¥�£
��¥ Ã��«£¤�� «��¤��§�£¥  ¥

τ
· §¹¥«

limτ→τmax
(Q∗(τ), M∗(τ), E∗(τ)) = (0, 0, f(0)/k)

³



Í�Ì ÎÏÐÑ Ò ÓÔ Õ È× ± Ûâ ßÜÐ ÓÒÙÞ ÚÕ Ü ÁÏ Ûã ÐÓÙÑ Ù��ÝÕ Ñ ÐÔ ÜÕÝ ×ÐàÓÕßÔÝ ÚÕ àÔÙÒÝÝÐÞ àÕ

Ç è¥ �óñîÚðô ìô îñ ðòña ïîïòí îë øñîô ôò a ïö÷öøñòïëó ìô ÷ ëõ ö
���� ���� ¤�£¢�¥����� ± ¦ ¡¢£� ¥  ¥ ¦§ �£§¿¤¦¤£¢  ¥ ¦ ¡¢£§£   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥

(Q∗, M∗, E∗)
·

��¤ª�¥ ��¦�£¤��  ¥ Ä ³Í	Å ³ ���� §���© ���  ��« · ± £�§¹¥�� «¥££¥ �¥«£¤�� · ª�¥
µ > 0

·
k > 0¥£ ª�¥ ¦§ «�� ¤£¤�� Ä ³�ÍÅ ¥�£ ¹¢�¤¯¢¥ ³

���� ���� «��«¥�£���� ��� ¦§ �£§¿¤¦¤£¢ ¦� «§¦¥  ¥
(Q∗, M∗, E∗)

³ Â¥ �¥£§�  ¢£§�£ ���¹¥�£
� ¥��� «�©©¥ �� Ã§«£¥��  ¥  ¢�£§¿¤¦¤�§£¤�� Ä¹�¤� � ¥£É ¥£ Á ¤«�©§�� �ff
 · ���£¤� ¥£ � §«�¥¨
�QÍ
Å · ���� ¥å¥«£���� ��£�¥ §�§¦¨�¥ �§� �§�� ��£ ± «¥ �§�§© ²£�¥ ·

τ
· ª�¤  ¢«�¤£ ¦§ ¦��°�¥��

 � «¨«¦¥ «¥¦¦� ¦§¤�¥ ³ ���� �§�� ¥¦��� ª�¥
Q∗ · M∗ ¥£

E∗ ¹¢�¤¯¥�£ Ä ³Í	Å ³���� ¦¤�¢§�¤���� ¦¥ �¨�£²© ¥ Ä ³ÍÌ Å §�£���  ¥
(Q∗, M∗, E∗)

³ � ��� � ����� � ��� «¥¦§

q(t) = Q(t) − Q∗, m(t) = M(t) − M∗ ¥£
e(t) = E(t) − E∗.

Â¥ �¨�£²© ¥ ¦¤�¢§�¤�¢ ¥�£




dq

dt
(t) = −Aq(t) + Bq(t − τ) − Ce(t) + De(t − τ),

dm

dt
(t) = −µm(t) + Gq(t),

de

dt
(t) = −ke(t) − Hm(t),

Ä ³��Å

�� ¦¥� «�¥ä «¤¥�£� �¢¥¦�
A, B, C, D, G

¥£
H

���£  ¢¯�¤� �§�

A = δ + g′(Q∗) + β(Q∗, E∗) + β′
1(Q

∗, E∗)Q∗,

B = 2e−γτ [β(Q∗, E∗) + β′
1(Q

∗, E∗)Q∗] ,

C = β′
2(Q

∗, E∗)Q∗ > 0,

D = 2e−γτβ′
2(Q

∗, E∗)Q∗ > 0,

G = g′(Q∗) > 0,

H = −f ′(M∗) > 0.

Ä ³�Ì Å

��£��� ª�¥ «¥� «�¥ä «¤¥�£�  ¢� ¥� ¥�£ · ¥µ�¦¤«¤£¥© ¥�£ �� �§� ·  � �§�§© ²£�¥
τ
· ± £�§¹¥��

¦¥� ��¦�£¤��� �£§£¤���§¤�¥�
Q∗ · M∗ ¥£

E∗ ³ � ��� �¥ © ¥�£¤������ «¥� ¥� §�£ �§� «¥££¥
 ¢� ¥� §�«¥ ¦���ª�¥ ���� ¢«�¤¹��� ¦¥� «�¥ä «¤¥�£� ³ Á ¥ �¦�� ·   ¡§��²� ¦¥� ¬¨� �£¬²�¥� ���

β
·

g
¥£

f
· ¦¥� «�¥ä «¤¥�£�

C
·
D

·
G

¥£
H

���£ �£�¤«£¥© ¥�£ � ��¤£¤Ã� ³
Á §�� ¦¥�  ¢¯�¤£¤��� «¤¸ ¥���� · ���� §¹��� �£¤¦¤�¢ ¦¥� ��£§£¤���

β′
1(Q, E) :=

∂β

∂Q
(Q, E)

¥£
β′

2(Q, E) :=
∂β

∂E
(Q, E).

� ¥© §�ª���� ¥�¯� ª�¥

A − B = g′(Q∗) − g(Q∗)

Q∗
−

(
2e−γτ − 1

)
β′

1(Q
∗, E∗)Q∗ ≥ 0



È×£ × �ÞÐÜ� ÝÕ ÚÕ ÜÐ Ý ÓÐ\ÒÜÒ ÓÛ ÜÙ àÐÜÕ ÕÓ \Ò×ßÔàÐ ÓÒÙÞ ÚÕ Ø ÙÑ × Í�Q

¥£
D − C =

(
2e−γτ − 1

)
β′

2(Q
∗, E∗)Q∗ > 0.

Â¥ �¨�£²© ¥ Ä ³��Å � ¡¢«�¤£
dX

dt
(t) = A1X(t) + A2X(t − τ),

§¹¥«

X(t) =




q(t)

m(t)

e(t)


 , A1 =




−A 0 −C

G −µ 0

0 −H −k




¥£ A2 =




B 0 D

0 0 0

0 0 0


 .

Â ¡¢ª�§£¤�� «§�§«£¢�¤�£¤ª�¥  ¥ Ä ³��Å ¥�£ §¤��¤  ���¢¥ �§�

det
(
λI −A1 −A2e

−λτ
)

= 0,

« ¡¥�£¸±¸ ¤�¥

(λ + µ)(λ + k)
(
λ + A − Be−λτ

)
− GH

(
C − De−λτ

)
= 0.

Ä ³�QÅ
���� �§�� ¥¦��� ¦¥ �¢��¦£§£ ��¤¹§�£ @ ¦§ ��¦�£¤�� £�¤¹¤§¦¥  � �¨�£²© ¥ Ä ³��Å ¥�£ §�¨©�¸

£�£¤ª�¥© ¥�£ �£§¿¦¥ �¤ £��£¥� ¦¥� ¹§¦¥��� �����¥�  ¥ Ä	 ³Å ���£ ± �§�£¤¥� �¢¥¦¦¥� �¢°§£¤¹¥� ·
¥£ ¦§ �£§¿¤¦¤£¢ � ¡¥�£ � ¥� �¥ ª�¥ �¤  ¥� ¹§¦¥��� �����¥� £�§¹¥��¥�£ ¦ ¡§µ¥  ¥� ¤© §°¤�§¤�¥�  ¥
¦§ °§�«¬¥ ¹¥�� ¦§  ��¤£¥ · ��  ¥ ¦§  ��¤£¥ ¹¥�� ¦§ °§�«¬¥ · « ¡¥�£¸±¸ ¤�¥ �¤  ¥� ¹§¦¥��� �����¥�
¤© §°¤�§¤�¥� ���¥� §��§�§¤��¥�£ ³
����k��� ®�� ��� L ý �þ"� �ý�$�üý�þ�� �� �5�,.+ � O'9R1P �",þ"ü �� �þ� $,�, � 6$!" ý�ý�ü�
,üý*ý��

(0, 0, f(0)/k)
) �þ"� þ�,��þ��

A = δ + g′(0) + β(0, f(0)/k) > 0, D = 0,

B = 2e−γτβ(0, f(0)/k) > 0, G = g′(0) > 0,

C = 0, H = −f ′(0) > 0.

F 6$!"�,ýþ� ��ü��,$üý�,ý!" � O�9'P �" �5�,.+ � �ý�$�üý�$ �",þ"ü �� � 6$,�, � 6$!" ý�ý�ü� ,üý* ý��
��*ý��, �þ��

(λ + µ)(λ + k)
(
λ + A − Be−λτ

)
= 0.

n � � 6�� �" ý, !"�
λ = −µ < 0

)
λ = −k < 0

þ"
λ + A − Be−λτ = 0.

Ä ³�	Å
�� $,"�ý��, �� �ý �� ��� û�ü,ý�� ü$�� ��� ��� *���"ü� û üþû ü�� �� O'90�P ) �þ"� þ�,��þ�� ��
û üþû þ�ý,ýþ� �" ý*��,�) !" ý ,ü�ý,� �� �� �,��ý�ý,$ �þ���� ��5+û ,þ,ý!"� �� � 6$,�, � 6$!" ý�ý�ü�
,üý*ý�� �" �5�,.+ � O'9R1P 9



Í�	 ÎÏÐÑ Ò ÓÔ Õ È× ± Ûâ ßÜÐ ÓÒÙÞ ÚÕ Ü ÁÏ Ûã ÐÓÙÑ Ù��ÝÕ Ñ ÐÔ ÜÕÝ ×ÐàÓÕßÔÝ ÚÕ àÔÙÒÝÝÐÞ àÕ

�k�W������� ®�� �� � L"ûûþ�þ�� !" �
µ > 0

�,
k > 0

9 L ý �� �þ��ý,ýþ� O'90%P ��, *$üý# $�)
��þü� � 6$,�, � 6$!" ý�ý�ü� ,üý*ý�� �" �5�,.+ � O'9R1P ��, �þ����+ ��, ��5+û ,þ,ý!" �+ ��, �,����
ûþ"ü ,þ",

τ ≥ 0
) �, � ý �� �þ��ý,ýþ� O'90(P ��, *$üý# $�) ��þü� ý� ��, ý��,���� ûþ"ü ,þ",

τ ≥ 0
9

{ $+ þ��,ü�,ýþ� 9 � ¥© §�ª���� £��£   ¡§¿ ��  ª�¥ · ¦���ª�¥
τ = 0

·
λ = B − A

 ��«
λ > 0

�¤
Ä ³��Å ¥�£ ¹¢�¤¯¢¥ ¥£

λ < 0
�¤ Ä ³� ¶Å ¥�£ ¹¢�¤¯¢¥ ³

Z�¤£
τ > 0

¯µ¢ ³ ù� ���§�£
ν = λτ

· ¦ ¡¢ª�§£¤�� «§�§«£¢�¤�£¤ª�¥ Ä ³�	Å ¥�£ ¢ª�¤¹§¦¥�£¥ ±

(ν + Aτ)eν − Bτ = 0.

Á ¡§��²� �	 ¶
 · ���� �§¹��� ª�¥ � ¥
(ν) < 0

�¤ ¥£ �¥�¦¥© ¥�£ �¤

Aτ > −1, Aτ − Bτ > 0,
¥£

Bτ < ζ sin(ζ) − Aτ cos(ζ),

��
ζ

¥�£ ¦ ¡��¤ª�¥ ��¦�£¤��  ¥ ¦ ¡¢ª�§£¤��

ζ = −Aτ tan(ζ), ζ ∈ (0, π).

´�©©¥
A > 0

¥£
τ > 0

· ¦§ «�� ¤£¤��
Aτ > −1

¥�£ �§£¤�Ã§¤£¥ ³
Z¤ ���� ��������� ª�¥ ¦§ «�� ¤£¤�� Ä ³� ¶Å ¥�£ ¹¢�¤¯¢¥ · §¦���

A > B
 ��«

Aτ−Bτ > 0
³

T§� «��£�§ ¤«£¤�� · ���� ����� ª�¥
Bτ > ζ sin(ζ) − Aτ cos(ζ)

³ À ¦��� ·   ¡§��²� ¦§  ¢¯�¤£¤��
 ¥

ζ
·

Bτ > − Aτ

cos(ζ)
.

´�©©¥
A > B > 0

· ¤¦ � ¡¥� ��¤£ ª�¥

1 > − 1

cos(ζ)
.

T§� «���¢ª�¥�£ ·
cos(ζ) > 0

¥£
ζ ∈ (0, π/2)

³ � ��� ¥�  ¢ �¤���� ª�¥
tan(ζ) > 0

 ��«

−Aτ tan(ζ) < 0 < ζ.

´¥«¤ §¿ ��£¤£ ± ��¥ «��£�§ ¤«£¤�� ³ Á��«
Bτ < ζ sin(ζ) − Aτ cos(ζ)

· ¥£ £��£¥� ¦¥� ¹§¸
¦¥��� �����¥�  ¥ Ä ³�	Å ���£ ± �§�£¤¥� �¢¥¦¦¥� �¢°§£¤¹¥� ³ Â ¡¢£§£   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥ £�¤¹¤§¦ ¥�£ §¦���
¦� «§¦¥© ¥�£ §�¨©�£�£¤ª�¥© ¥�£ �£§¿¦¥ � ��� £��£

τ > 0
³

Z�������� ± ��¢�¥�£ ª�¥ ¦§ «�� ¤£¤�� Ä ³��Å ¥�£ ¹¢�¤¯¢¥ ³ À ¦���
A < B

¥£
Aτ−Bτ < 0

³
À ¤��¤ · � ��� £��£

τ > 0
· ¦ ¡¢ª�§£¤�� Ä ³�	Å � ���² ¥  ¥� ¹§¦¥��� �����¥� ± �§�£¤¥� �¢¥¦¦¥�

� ��¤£¤¹¥� ¥£ ¦ ¡¢£§£   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥ £�¤¹ ¤§¦ ¥�£ ¤��£§¿¦¥ ³

Â¥� �¢��¦£§£� «¤¸ ¥���� ¤� ¤ª�¥�£ ª�¥ ¦ ¡¢£§£   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥ £�¤¹¤§¦  � �¨�£²© ¥ Ä ³ÍÌ Å ¥�£
¦� «§¦¥© ¥�£ §�¨©�£�£¤ª�¥© ¥�£ �£§¿¦¥ ¦���ª�¥ « ¡¥�£ ¦¥ �¥�¦ ¢£§£   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥ ¥£ ¤��£§¿¦¥  ²�
ª�¥ ¦¥ �¥«��  ¢£§£   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥ · ���¸£�¤¹¤§¦ · §��§�§Ë£ ³ Â���ª�¥ ¦§ ¿¤Ã��«§£¤�� £�§��¸«�¤£¤ª�¥



È×£ × �ÞÐÜ� ÝÕ ÚÕ ÜÐ Ý ÓÐ\ÒÜÒ ÓÛ ÜÙ àÐÜÕ ÕÓ \Ò×ßÔàÐ ÓÒÙÞ ÚÕ Ø ÙÑ × Í�
���¹¤¥�£ · « ¡¥�£¸±¸ ¤�¥ ¦���ª�¥ ¦¥�  ¥�µ ¢£§£�   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥ «�¤�«¤ ¥�£ · ¦ ¡¢£§£   ¡¢ª� ¤¦¤¿�¥ £�¤¹¤§¦
¥�£ �£§¿¦¥ ³

���� �¥¹¥���� ± ��¢�¥�£ ± ¦ ¡¢£� ¥  ¥ ¦§ �£§¿¤¦¤£¢ ¦� «§¦¥ §�¨©�£�£¤ª�¥  ¥ ¦ ¡¢£§£   ¡¢ª�¤¸
¦¤¿�¥ ���¸£�¤¹¤§¦

(Q∗, M∗, E∗)
 � �¨�£²© ¥ Ä ³ÍÌ Å ³Â ¡¢ª�§£¤�� Ä ³�QÅ �¥ © ¥£ ���� ¦§ Ã��© ¥

P (λ, τ) + Q(λ, τ)e−λτ = 0,
Ä ³�Å

§¹¥«

P (λ, τ) = λ3 + a1(τ)λ2 + a2(τ)λ + a3(τ),

Q(λ, τ) = a4(τ)λ2 + a5(τ)λ + a6(τ),

��
a1(τ) = µ + k + A, a4(τ) = −B,

a2(τ) = µk + A(µ + k), a5(τ) = −B(µ + k),

a3(τ) = µkA − GHC, a6(τ) = −Bµk + GHD.
���� � ��¹��� ¹¢�¤¯¥� ª�¥ � ��� £��£

τ ∈ [0, τmax)

a1(τ) + a4(τ) = µ + k + A − B > 0,

a2(τ) + a5(τ) = µk + (A − B)(µ + k) > 0,

¥£
a3(τ) + a6(τ) = µk(A − B) + GH(D − C) > 0.

Á§�� ¦§ ��¤£¥ · ���� �¥£¤¥� ���� ª�¥

ai(τ) + ai+3(τ) > 0
����

i = 1, 2, 3.
Ä ³�fÅ

���� ¥µ§© ¤���� £��£   ¡§¿ ��  ¦¥ «§�
τ = 0

³ ´¥ «§� ¥�£ ¤©���£§�£ «§� ¤¦ � ¥�£ »£�¥
�¢«¥��§¤�¥ ª�¥ ¦ ¡¢£§£   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥ ���¸£�¤¹ ¤§¦  ¥ Ä ³ÍÌ Å ��¤£ �£§¿¦¥ ¦���ª�¥

τ = 0
����

�¿£¥�¤� ¦§ �£§¿¤¦¤£¢ ¦� «§¦¥ � ��� £��£¥� ¦¥� ¹§¦¥���  � �¥£§�  · �� ¿¤¥� � ���  ¢£¥�© ¤�¥� ��¥
¹§¦¥�� «�¤£¤ª�¥ ª�¤ � ����§¤£  ¢�£§¿¤¦¤�¥� ¦ ¡¢£§£   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥ Ä¹�¤� £¬¢��²© ¥  ³Ì ³Å ³Â���ª�¥

τ = 0
· ¦ ¡¢ª�§£¤�� «§�§«£¢�¤�£¤ª�¥ Ä ³�Å � ¡¢«�¤£

λ3 + [a1(0) + a4(0)]λ2 + [a2(0) + a5(0)]λ + a3(0) + a6(0) = 0.
Ä ³��Å

Á ¡§��²� ¦¥ «�¤£²�¥  ¥ ���£¬¸?��� ¤£É · ¦¥� ¹§¦¥��� �����¥�  ¥ Ä ³��Å ���£ £��£¥� ± �§�£¤¥�
�¢¥¦¦¥� �£�¤«£¥© ¥�£ �¢°§£¤¹¥� �¤ ¥£ �¥�¦¥© ¥�£ �¤

a1(0) + a4(0) > 0,

a3(0) + a6(0) > 0,



Í�f ÎÏÐÑ Ò ÓÔ Õ È× ± Ûâ ßÜÐ ÓÒÙÞ ÚÕ Ü ÁÏ Ûã ÐÓÙÑ Ù��ÝÕ Ñ ÐÔ ÜÕÝ ×ÐàÓÕßÔÝ ÚÕ àÔÙÒÝÝÐÞ àÕ

¥£
[a1(0) + a4(0)][a2(0) + a5(0)] > a3(0) + a6(0).

Ä ³Ì�Å
Á ¡§��²� Ä ³�fÅ · ¦¥� ¹§¦¥��� �����¥�  ¥ Ä ³��Å ���£  ��« ± �§�£¤¥� �¢¥¦¦¥� �£�¤«£¥© ¥�£ �¢°§¸
£¤¹¥� �¤ ¥£ �¥�¦¥© ¥�£ �¤ Ä ³Ì�Å ¥�£ ¹¢�¤¯¢¥ ³

�k�W������� ®�� �Y � Fþü�!"�
τ = 0

) � 6$,�, � 6$!" ý�ý�ü� �þ�8,üý* ý��
(Q∗, M∗, E∗)

�� O'9R1P
��, �þ����+ ��, ��5+û ,þ,ý!" �+ ��, �,���� � ý �, ��" ��+ ��, � ý

(µ + k) [µk + (A − B)(µ + k + A − B)] > GH(D − C),
Ä ³Ì ¶Å

þM ��� �þ�¿ �ý��,�
A

)
B

)
C

)
D

)
G

�,
H

�þ�, �þ��$� û�ü O'901P 9
Á§�� ¦§ ��¤£¥ · ���� «¬¥�«¬��� ±  ¢£¥�© ¤�¥�  ¥� «�� ¤£¤��� � ��� ¦ ¡¥µ ¤�£¥�«¥  ¥ ¹§¦¥���

�����¥� ¤© §°¤�§¤�¥� ���¥�
λ = iω

·
ω ∈ R

·  ¥ Ä ³�Å ³ Â ¡¢ª�§£¤�� Ä ³�Å § ¦§ Ã��© ¥   ¡��
��¦¨�Ç© ¥ ¥µ���¥�£¤¥¦  ¥  ¥°�¢ £��¤� ¥�

λ
³ ù� Í�� ¶· ��§� ¥£ ´¥¤ �¶��
 ��£  ¢£¥�© ¤�¢  ¥�

«�� ¤£¤��� ��ä �§�£¥� � ��� ¦ ¡¥µ ¤�£¥�«¥  ¥ �§«¤�¥� � ��� ��¥ £¥¦¦¥ ¢ª�§£¤�� · © §¤� �¥�¦¥© ¥�£
 §�� ¦¥ «§� �� ¦¥� «�¥ä «¤¥�£�  ¥� � �¦¨�Ç© ¥�

P
¥£

Q
�¥  ¢� ¥� ¥�£ �§�  � �§�§© ²£�¥

τ
· « ¡¥�£¸±¸ ¤�¥ ¦���ª�¥ ¦ ¡¢ª�§£¤�� Ä ³�Å � ¡¢«�¤£

P (λ) + Q(λ)e−λτ = 0
³ ´�©©¥ £��� ¦¥�

«�¥ä «¤¥�£�  ¥
P

¥£
Q

 ¢� ¥� ¥�£  ¥
τ
· ���� �¥ � ��¹��� §��¦¤ª�¥�  ¤�¥«£¥© ¥�£ ¦¥���

�¢��¦£§£� � ��� «��«¦��¥ ³ ù� Í��Í · g ¥�¥££§ ¥£ ½�§�° �Í�
 ��£ ¢£§¿¦¤ �� «�¤£²�¥ °¢�© ¢£�¤ª�¥
� ��� ¦ ¡¥µ ¤�£¥�«¥  ¥ ¹§¦¥��� �����¥� ¤© §°¤�§¤�¥� ���¥�   ¡��¥ ¢ª�§£¤�� «§�§«£¢�¤�£¤ª�¥  ��£
¦¥� «�¥ä «¤¥�£�  ¢� ¥� ¥�£  � �¥£§�  ³ ���� §¦¦��� §��¦¤ª�¥� ¦¥��� �¢��¦£§£� ± Ä ³�Å §¯�
  ¡�¿£¥�¤�  ¥� �¢��¦£§£�  ¥ �£§¿¤¦¤£¢ � ��� Ä ³��Å ³ Á §�� ¦§ ��¤£¥ · ���� �£¤¦¤���� ¦¥� © »© ¥�
��£§£¤��� ª�¥ g ¥�¥££§ ¥£ ½�§�° �Í�
 ���� �¥ �§� «�©�¦¤ª�¥� ¦§ ¦¥«£��¥ ³

����  ¥¹��� £��£   ¡§¿ ��  ¹¢�¤¯¥� ¦¥� �����¤¢£¢� ��¤¹§�£¥� · � ��� £��£
τ ∈ [0, τmax)

@
Ä¤Å

P (0, τ) + Q(0, τ) 6= 0
�

Ä¤¤Å
P (iω, τ) + Q(iω, τ) 6= 0

�
Ä¤¤¤Å

lim sup
{∣∣∣Q(λ,τ)

P (λ,τ)

∣∣∣ ; |λ| → ∞,
� ¥

λ ≥ 0
}

< 1
�

Ä¤¹ Å
F (ω, τ) := |P (iω, τ)|2 − |Q(iω, τ)|2 ����² ¥ �� ��©¿�¥ ¯�¤  ¥ �§«¤�¥� ³

Â¥� �����¤¢£¢� Ä¤Å · Ä¤¤Å ¥£ Ä¤¤¤Å ��� Ã§«¤¦¥© ¥�£ ¹¢�¤¯¢¥� ³ Z�¤£
τ ∈ [0, τmax)

³ ù� �£¤¦¤�§�£
Ä ³�fÅ · �� «§¦«�¦ �¤©�¦¥ ���� � ¥�© ¥£   ¡�¿£¥�¤�

P (0, τ) + Q(0, τ) = a3(τ) + a6(τ) > 0.

Á¥ �¦�� ·

P (iω, τ)+Q(iω, τ) =
[
−(a1(τ) + a4(τ))ω2 + a3(τ) + a6(τ)

]
+i

[
−ω3 + (a2(τ) + a5(τ))ω

]
,



È×£ × �ÞÐÜ� ÝÕ ÚÕ ÜÐ Ý ÓÐ\ÒÜÒ ÓÛ ÜÙ àÐÜÕ ÕÓ \Ò×ßÔàÐ ÓÒÙÞ ÚÕ Ø ÙÑ × Í��

 ��« Ä¤¤Å ¥�£ ¹�§¤¥ ³ ù�¯� ·
∣∣∣∣
Q(λ, τ)

P (λ, τ)

∣∣∣∣ ∼
|λ|→∞

∣∣∣∣
a4(τ)

λ

∣∣∣∣ ,

¥£ Ä¤¤¤Å ¥�£ §���¤ ¹¢�¤¯¢¥ ³
Á ¢¯�¤����� © §¤�£¥�§�£

F
«�©©¥ ¥� Ä¤¹ Å ³ ´�©©¥

|P (iω, τ)|2 = ω6 +
[
a2

1(τ) − 2a2(τ)
]
ω4 +

[
a2

2(τ) − 2a1(τ)a3(τ)
]
ω2 + a2

3(τ)

¥£
|Q(iω, τ)|2 = a2

4(τ)ω4 +
[
a2

5(τ) − 2a4(τ)a6(τ)
]
ω2 + a2

6(τ),

§¦���
F (ω, τ) = ω6 + b1(τ)ω4 + b2(τ)ω2 + b3(τ),

§¹¥«
b1(τ) = a2

1(τ) − 2a2(τ) − a2
4(τ),

b2(τ) = a2
2(τ) + 2a4(τ)a6(τ) − 2a1(τ)a3(τ) − a2

5(τ),

b3(τ) = a2
3(τ) − a2

6(τ).j� � ¥�£ ¹�¤� ª�¥
b1(τ) = µ2 + k2 + A2 − B2,

¥£
b2(τ) = µ2k2 + (A2 − B2)(µ2 + k2) + 2GH [C(µ + k + A) − BD] ,

b3(τ) = µ2k2(A2 − B2) + G2H2(C2 − D2) + 2µkGH(BD − AC),

�� ¦¥� «�¥ä «¤¥�£�
A

·
B

·
C

·
D

·
G

¥£
H

���£  ¢¯�¤� �§� Ä ³�Ì Å ³ Â§ �����¤¢£¢ Ä¤¹ Å ¥�£ §¤��¤
�§£¤�Ã§¤£¥ ³

Z�������� ± ��¢�¥�£ ª�¥
λ = iω

·
ω ∈ R

· ¥�£ ��¥ ¹§¦¥�� �����¥ ¤© §°¤�§¤�¥ ���¥  ¥
Ä ³�Å ³ ù� �¢�§�§�£ ¦¥� �§�£¤¥� �¢¥¦¦¥� ¥£ ¤© §°¤�§¤�¥� · ���� �¿£¥���� ª�¥

(ω, τ)
¹¢�¤¯¥

−a1(τ)ω2 + a3(τ) = −
[
−a4(τ)ω2 + a6(τ)

]
cos(ωτ) − a5(τ)ω sin(ωτ),

Ä ³ÌÍÅ
−ω3 + a2(τ)ω = −a5(τ)ω cos(ωτ) +

[
−a4(τ)ω2 + a6(τ)

]
sin(ωτ).

Ä ³Ì�Å
Z ¤

(ω, τ)
¥�£ ��¦�£¤��  ¥ Ä ³ÌÍÅE Ä ³Ì�Å · §¦��� (−ω, τ)

¦ ¡¥�£ §���¤ ³ À ¤��¤ · �¤
iω

¥�£ ��¥ ¹§¦¥��
�����¥  ¥ Ä ³�Å · ��� «��Æ�°�¢ ¦ ¡¥�£ §���¤ ³ ���� �¥ ���� ¤�£¢�¥�����  ��« ª� ¡§�µ ¹§¦¥���
�����¥� ¤© §°¤�§¤�¥� ���¥�  ¥ Ä ³�Å §¨§�£ ��¥ �§�£¤¥ ¤© §°¤�§¤�¥ � ��¤£¤¹¥ ³

Â¥ �¨�£²© ¥ Ä ³ÌÍÅE Ä ³Ì�Å ¥�£�§Ë�¥

cos(ωτ) =
(a5 − a1a4) ω4 + (a1a6 + a3a4 − a2a5) ω2 − a3a6

a2
4ω

4 +
(
a2

5 − 2a4a6

)
ω2 + a2

6

,
Ä ³ÌÌ Å

sin(ωτ) =
a4ω

5 + (a1a5 − a2a4 − a6) ω3 + (a2a6 − a3a5)ω

a2
4ω

4 +
(
a2

5 − 2a4a6

)
ω2 + a2

6

,
Ä ³ÌQÅ



ÍÌ� ÎÏÐÑ Ò ÓÔ Õ È× ± Ûâ ßÜÐ ÓÒÙÞ ÚÕ Ü ÁÏ Ûã ÐÓÙÑ Ù��ÝÕ Ñ ÐÔ ÜÕÝ ×ÐàÓÕßÔÝ ÚÕ àÔÙÒÝÝÐÞ àÕ

�� ���� �© ¥££���  ¢¦¤¿ ¢�¢© ¥�£  ¥ © ¥�£¤���¥� ¦§  ¢� ¥� §�«¥  ¥�
ai

¥�
τ
³

Ê�¥ «�� ¤£¤�� �¢«¥��§¤�¥ � ��� ª�¥ «¥ �¨�£²© ¥ ����² ¥  ¥� ��¦�£¤��� ¥�£ ª�¥ ¦§ ��©© ¥
 ¥� «§��¢�  ¥� £¥�© ¥�  ¥  ��¤£¥ ��¤£ ¢°§¦¥ ± �� ³ ù� �¥© §�ª�§�£ ª�¥ ¦¥ �¨�£²© ¥ Ä ³ÌÌ ÅEÄ ³ÌQÅ � ¡¢«�¤£

cos(ωτ) =
¾© (

P (iω, τ)

Q(iω, τ)

) ¥£
sin(ωτ) = −� ¥ (

P (iω, τ)

Q(iω, τ)

)
,

«¥££¥ «�� ¤£¤��  ¥¹¤¥�£
|P (iω, τ)|2 = |Q(iω, τ)|2.

´ ¡¥�£¸±¸ ¤�¥
F (ω, τ) = 0.

Â¥ ��¦¨�Ç© ¥
F

� ¡¢«�¤£
F (ω, τ) = h(ω2, τ),

��
h

¥�£ �� ��¦¨�Ç© ¥  ¥  ¥°�¢ £��¤�  ¢¯�¤ �§�

h(z, τ) := z3 + b1(τ)z2 + b2(τ)z + b3(τ).
Ä ³Ì	Å

���� � �����
∆(τ) = b2

1(τ) − 3b2(τ),
Ä ³ÌÅ

¥£ · ¦���ª�¥
∆(τ) ≥ 0

·
z0(τ) =

−b1(τ) +
√

∆(τ)

3
.

Ä ³ÌfÅ
���� ¢������� §¦��� ¦¥ ¦¥©© ¥ ��¤¹§�£ ·  Æ ± ��§� ¥£ ´¥¤ �¶��
 ³
w���� ®�� �� � Lþý,

τ ∈ [0, τmax)
�,

∆(τ)
�,

z0(τ)
�$# � ý� û�ü O'91 'P �, O'91 KP ü��û ��8

,ý*�+ ��,9 ú �þü�
h(·, τ)

) �$# � ý û�ü O'91 �P ) û þ��.�� ��� ü��ý��� �,üý�,�+ ��, û þ�ý,ý*�� � ý �,
��" ��+ ��, �ý

b3(τ) < 0
þ"

b3(τ) ≥ 0, ∆(τ) ≥ 0, z0(τ) > 0
�,

h(z0(τ), τ) < 0.
Ä ³Ì�Å

{ $+ þ��,ü�,ýþ� 9 Â¥�  ¢£§¤¦�  ¥ «¥££¥  ¢© ���£�§£¤�� ���£ ��¢�¥�£¢� �§� ��§� ¥£ ´¥¤ �¶��
 ·Â¥©© ¥ Í ³¶³

Â¥� «�� ¤£¤���
∆(τ) ≥ 0

·
z0(τ) > 0

¥£
h(z0(τ), τ) < 0

�¥ ���£ �§� Ã§«¤¦¥© ¥�£ �£¤¸
¦¤�§¿¦¥� ³ Á§�� ¦¥ ¦¥©© ¥ ª�¤ ��¤£ · ���� ¦¥� ¥µ��¤© ��� ¥� Ã��«£¤��  ¥� «�¥ä «¤¥�£�

bi
·

i = 1, 2, 3
·  ¥

h
³



È×£ × �ÞÐÜ� ÝÕ ÚÕ ÜÐ Ý ÓÐ\ÒÜÒ ÓÛ ÜÙ àÐÜÕ ÕÓ \Ò×ßÔàÐ ÓÒÙÞ ÚÕ Ø ÙÑ × ÍÌ ¶

w���� ®�� �� � Lþý,
τ ≥ 0

,�� !"�
b3(τ) ≥ 0

9 ú �þü�
∆(τ) ≥ 0

)
z0(τ) > 0

�,
h(z0(τ), τ) < 0� ý �, � �"��+ ��, �ý

(i) b2(τ) < 0
þ"

b1(τ) < 0 ≤ b2(τ) <
b2
1(τ)

3
,

�,
(ii) 2∆(τ)z0(τ) + b1(τ)b2(τ) − 9b3(τ) > 0.

{ $+ þ��,ü�,ýþ� 9 Z�¤£
τ

¯µ¢ £¥¦ ª�¥
b3(τ) ≥ 0

³ Á §�� ¦§ ��¤£¥ · ���� �¥ © ¥�£¤���¥���� �¦��
¦§  ¢� ¥� §�«¥ ¥�

τ
 ¥� «�¥ä «¤¥�£�

bi
³

���� §¹���
∆ ≥ 0

�¤ ¥£ �¥�¦¥© ¥�£ �¤
b2
1 ≥ 3b2.

Z ¤
b2 < 0

· «¥ �¢��¦£§£ ¥�£ ¢¹¤ ¥©© ¥�£ ¹�§¤ ³ Z¤��� · ¤¦ Ã§�£
b2
1 ≥ 3b2

³ Á §�� «¥ «§� ¦± · �¤
b1 < 0

· §¦���
z0 > 0

¥£ · �¤
b1 ≥ 0

· §¦���
z0 > 0

�¤ ¥£ �¥�¦¥© ¥�£ �¤
b2 < 0

³ Á ��«
z0 > 0

�¤
¥£ �¥�¦¥© ¥�£ �¤

b2 < 0
��

b1 < 0 ≤ b2 <
b2
1

3
.

Ä ³Q�Å
Z��� ¦ ¡¬¨� �£¬²�¥ Ä ³Q�Å · h′ ·  ���¢ �§�

h′(z) = 3z2 + 2b1z + b2,

����² ¥  ¥�µ �§«¤�¥� ·

z− = −1

3
(b1 + δ)

¥£
z+ = −1

3
(b1 − δ),

§¹¥«
z− < z+

¥£
d =

√
b2
1 − 3b2

Ä¥� Ã§¤£
z+ = z0 > 0

Å ³ Ê� «§¦«� ¦ �¤©�¦¥ ����  ���¥

h(z+) =
2

27
(b3

1 − d3) − b1b2

3
+ b3.

ù� �¥© §�ª�§�£ ª�¥

b3
1 − d3 = (b1 − d)(2b2

1 − 3b2 + b1d) = −3z+(b2
1 + b1d + d2),

���� �¿£¥����

h(z+) < 0 ⇔ 2

3
z+(b2

1 + b1d + d2) + b1b2 − 3b3 > 0.

Á¥ �¦�� ·
b2
1 + b1d + d2 = d2 + b1(b1 + d) = d2 − 3b1z−.

Á��«
h(z+) < 0 ⇔ 2

3
d2z+ − 2b1z+z− + b1b2 − 3b3 > 0.

´�©©¥
z+z− = b2/3

· ���� �¿£¥���� ¯�§¦¥© ¥�£

h(z+) < 0 ⇔ 2d2z+ + b1b2 − 9b3 > 0.

´¥«¤ «��«¦�£ ¦§  ¢© ���£�§£¤�� ³



ÍÌÍ ÎÏÐÑ Ò ÓÔ Õ È× ± Ûâ ßÜÐ ÓÒÙÞ ÚÕ Ü ÁÏ Ûã ÐÓÙÑ Ù��ÝÕ Ñ ÐÔ ÜÕÝ ×ÐàÓÕßÔÝ ÚÕ àÔÙÒÝÝÐÞ àÕ

Á ¡§��²� ¦¥ ¦¥©© ¥ ��¢«¢ ¥�£ · ¦§ «�� ¤£¤�� Ä ³Ì�Å ¥�£ ¢ª�¤¹§¦¥�£¥ ±

b3(τ) < 0
��

b3(τ) ≥ 0
¥£

(i)
¸
(ii)

���£ ¹¢�¤¯¢¥� ³ Ä ³Q ¶Å
� ��£���� ��� �� ¥µ¥©�¦¥ ª�¥ ¦§ «�� ¤£¤�� Ä ³Q ¶Å ¥�£ ¹¢�¤¯¢¥ ³

j� � ¥�£ ¹¢�¤¯¥� ª�¥
b3

¥�£  ���¢ �§�

b3(τ) = µ2k2(A−B)(A+B)+G2H2(C −D)(C +D)+2µkGH(B(D−C)+C(B−A)),

��
A

·
B

·
C

·
D

·
G

¥£
H

���£  ¢¯�¤� �§� Ä ³�Ì Å ³ À ¦��� · «�©© ¥
C − D < 0

¥£
B − A ≤ 0

·
���� ¹¢�¤¯��� Ã§«¤¦¥© ¥�£ ª�¥

b3(τ) < 0
�¤

A + B ≤ 0
¥£

B < 0
³ Á ¥ �¦�� · �§�  ¢¯�¤£¤��

 ¥
B

·
B < 0

�¤
A + B ≤ 0

³ À ¤��¤ · ��¥ «�� ¤£¤�� ��ä �§�£¥ � ��� �¿£¥�¤�
b3(τ) < 0

¥�£
A + B ≤ 0

³
Z�������� ª�¥

g
¥�£ ��¥ Ã��«£¤�� ¦¤�¢§¤�¥ ·  ���¢¥ �§�

g(Q) = GQ
· §¹¥«

G > 0
· ¥£

ª�¥
β(Q, E) = β1(Q)β2(E)

· §¹¥«
β1(Q) = 1/(1 + Qn)

·
n > 0

· ¥£
β2

«��¤��§�£¥ ¹¢�¤¯ §�£
β2(0) = 0

³ À ¦��� · � ���
τ = 0

·

A + B = [4β1(Q
∗) + 3β′

1(Q
∗)Q∗]β2(E

∗).

´�©©¥
E∗ > 0

·
β2(E

∗) > 0
¥£

A + B ≤ 0
�¤ ¥£ �¥�¦¥© ¥�£ �¤

4β1(Q
∗) + 3β′

1(Q
∗)Q∗ =

4 + (4 − 3n)(Q∗)n

(1 + (Q∗)n)2
≤ 0,

« ¡¥�£¸±¸ ¤�¥
n >

4

3

¥£
Q∗ ≥

(
4

3n − 4

)1/n

.

Z�¤¥�£
δ

¥£
G

£¥¦� ª�¥

δ + G < β̃(1) =
1

2
β2

(
1

k
f

(
G

µ

))
,

��
β̃

¥�£  ¢¯�¤¥ �§� Ä ³Í�Å · ¥£ ��¤£
n > 4/3

¦ ¡��¤ª�¥ ��¦�£¤��  ¥

3n

3n − 4
+ ln

(
4

3n − 4

)
= 0.

À¦��� · � ���
n > n ≈ 6.12

·

β̃

((
4

3n − 4

)1/n
)

> β̃(1) > δ + G,

 ��«
Q∗ ≥ (4/(3n − 4))1/n ¥£

A + B ≤ 0
³

T§� «���¢ª�¥�£ ·
b3(0) < 0

¥£ · ¥� �£¤¦¤�§�£ ¦§ «��£¤��¤£¢  ¥
b3

�§� �§�� ��£ ±
τ
· ����

¥�  ¢ �¤���� ª� ¡¤¦ ¥µ ¤�£¥
τ > 0

£¥¦ ª�¥ Ä ³Q ¶Å ��¤£ ¹¢�¤¯¢¥ � ���
τ ∈ [0, τ)

³
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Â���ª�¥ ¦¥ £§�µ  ¥ �¢¤�£�� �«£¤��
β

 ¢� ¥�  �¥�¦¥© ¥�£  ¥ ¦§ «��«¥�£�§£¤�� ¥� Ã§«£¥���
 ¥ «��¤��§�«¥

E
· ¦§ «�� ¤£¤�� Ä ³Q ¶Å ¥�£ §���¤ ¹¢�¤¯¢¥ � ���

τ
���«¬¥  ¥ É¢�� ³ ´¥ �¢��¦£§£

¥�£ �¿£¥�� ��© ¢�¤ª�¥© ¥�£ ± ¦§ �¥«£¤��  ³Q ³���� � �����
I := [0, τ)

· �� ¤�£¥�¹§¦¦¥  §�� ¦¥ª�¥¦ ¦§ «�� ¤£¤�� Ä ³Q ¶Å ¥�£ ¹¢�¤¯¢¥ · §¹¥«
0 < τ ≤ τmax

³ Á ¡§��²� ¦¥� �¥© §�ª�¥� ��¢«¢ ¥�£¥� · ���� � ��¹��� £���¹¥�  ¥� Ã��«£¤���
β
·
g

¥£
f
· §¤��¤ ª�¥  ¥� �§�§© ²£�¥� � ��� ¦¥�ª�¥¦�

τ
¥µ¤�£¥ ³ T���

τ ∈ I
· ¤¦ ¥µ ¤�£¥ §� © �¤��

ω = ω(τ) > 0
£¥¦ ª�¥

F (ω(τ), τ) = 0
³

Z�¤£ §¦���
θ(τ) ∈ [0, 2π]

 ¢¯�¤ · � ���
τ ∈ I

· �§�

cos(θ(τ)) =
(a5 − a1a4)ω4 + (a1a6 + a3a4 − a2a5)ω2 − a3a6

a2
4ω

4 +
(
a2

5 − 2a4a6

)
ω2 + a2

6

,

sin(θ(τ)) =
a4ω

5 + (a1a5 − a2a4 − a6) ω3 + (a2a6 − a3a5)ω

a2
4ω

4 +
(
a2

5 − 2a4a6

)
ω2 + a2

6

,

��
ω = ω(τ)

³ ´�©©¥
F (ω(τ), τ) = 0

����
τ ∈ I

· §¦���
θ

¥�£ ¿¤¥�  ¢¯�¤ ¥£  ¥ Ã§���
��¤ª�¥ � ��� £��£

τ ∈ I
³

À ¤��¤ ·
iω∗ · §¹¥« ω∗ = ω(τ∗) > 0

· ¥�£ ��¥ ¹§¦¥�� �����¥ ¤© §°¤�§¤�¥ ���¥  ¥ Ä ³�Å �¤
¥£ �¥�¦¥© ¥�£ �¤

τ∗ ¥�£ ��¥ �§«¤�¥  ¥ ¦§ Ã��«£¤��
Sn

·  ¢¯�¤¥ �§�

Sn(τ) = τ − θ(τ) + 2nπ

ω(τ)
, τ ∈ I,

§¹¥«
n ∈ N.

Ä ³QÍÅ
Â¥ £¬¢��²© ¥ ��¤¹§�£ ¥�£  Æ ± g ¥�¥££§ ¥£ ½�§�° �Í�
 ³
|}~�k��� ®�� � � L"ûû þ�þ�� !"� �� G þ��,ýþ�

Sn(τ)
û þ��.�� "�� ü��ý�� û þ�ý,ý*�

τ∗ ∈ Iû þ"ü "� ��ü,�ý�
n ∈ N

9 ú �þü� O'90 'P û þ��.�� "�� û�ýü� �� *���"ü� û üþû ü�� ý+� ý��ýü��
û "ü�� �ý+û ���) ±iω(τ∗)

) �þü�!" �
τ = τ∗ �,

�¤°� {
dRe(λ)

dτ

∣∣∣∣
λ=iω(τ∗)

}
=

�¤°� {
∂F

∂ω
(ω(τ∗), τ∗)

} �¤°� {
dSn(τ)

dτ

∣∣∣∣
τ=τ∗

}
.

Ä ³Q�Å

´�©©¥
∂F

∂ω
(ω, τ) = 2ω

∂h

∂z
(ω2, τ),

¦¥ «�� ¤£¤�� Ä ³Q�Å ¥�£ ¢ª� ¤¹§¦¥�£¥ ±
�¤°� {

dRe(λ)

dτ

∣∣∣∣
λ=iω(τ∗)

}
=

�¤°� {
∂h

∂z
(ω2(τ∗), τ∗)

} �¤°� {
dSn(τ)

dτ

∣∣∣∣
τ=τ∗

}
.

Ä ³QÌÅ
¾¦ ¥�£ Ã§«¤¦¥  ¥ ¹�¤� ª�¥

Sn(0) < 0
³ Á ¥ �¦�� · � ��� £��£

τ ∈ I
·
Sn(τ) > Sn+1(τ)

· §¹¥«
n ∈ N

³ À ¤��¤ · �¤
S0

� ¡§ �§�  ¥ �§«¤�¥  §��
I
· ¦¥� Ã��«£¤���

Sn
� ¡��£ �§�  ¥ �§«¤�¥�  §��

I
¥£ · �¤ ¦§ Ã��«£¤��

Sn(τ)
����² ¥  ¥� �§«¤�¥� � ��¤£¤¹¥�

τ ∈ I
���� �� «¥�£§¤�

n ∈ N
· ¤¦

¥µ ¤�£¥ §� © �¤�� ��¥ �§«¤�¥ ¹¢�¤¯ §�£
dSn

dτ
(τ) > 0.
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ù� �£¤¦¤�§�£ ¦§ ���� ��¤£¤��  ³Ì ³� · ���� � ��¹��� «��«¦��¥ ± ¦ ¡¥µ ¤�£¥�«¥   ¡��¥ ¿¤Ã��«§£¤��
 ¥ ? ��Ã  §�� ¦¥ £¬¢��²© ¥ ��¤¹§�£ ³

|}~�k��� ®�� �® � L"ûû þ�þ�� !"�
µ
)
k > 0

) �� �þ��ý,ýþ� O'90(P ��, * $üý# $� �, O'91 %P ��,
*ü�ý�9
��¡ L ý �� G þ��,ýþ�

S0(τ)
� � ûþ��.�� �"�"�� ü��ý�� û þ�ý,ý*� ����

I
) ��þü� � 6$,�, � 6$!" ý�ý�ü�

(Q∗, M∗, E∗)
�" û üþ��.+ � O'9R1P ��, �þ����+ ��, ��5+û ,þ,ý!"�+ ��, �,���� û þ"ü ,þ",

τ ≥ 0
9

���¡ L ý �� G þ��,ýþ�
S0(τ)

û þ�� .�� �" + þý�� "�� ü��ý�� û þ�ý,ý*� ����
I

��þü� ý� �S ý�,�
τ∗ ∈ I,�� !"� � 6$,�, � 6$!" ý�ý�ü�

(Q∗, M∗, E∗)
�� O'9R1P �þý, �þ����+ ��, ��5+û ,þ,ý!" �+ ��,

�,���� �þü�!" �
0 ≤ τ < τ∗ �, ��*ý���� ý��,���� û þ"ü

τ ≥ τ∗ ) �*�� "�� �ýG "ü��,ýþ� ��
H þûG �"ü*����, ûþ"ü

τ = τ∗ ) �ý �, ��" ��+ ��, � ý
∂h

∂z
(ω2(τ∗), τ∗) > 0.

Á§�� ¦§ �¥«£¤�� ��¤¹§�£¥ · ���� ¤¦¦��£���� ¦¥� �¢��¦£§£� ¢£§¿¦¤� §� £¬¢��²© ¥  ³Ì ³ ³ ù�
�§�£¤«�¦¤¥� · ���� © ��£���� ª�¥ ��£�¥ © � ²¦¥ � ¥�£ Ã§¤�¥ §��§�§Ë£�¥  ¥� ��«¤¦¦§£¤��� §¹¥«  ¥
£�²� ¦��°�¥� � ¢�¤� ¥� Ä«�©�§�¢¥� ± ¦§  ��¢¥  � «¨«¦¥ «¥¦¦� ¦§¤�¥Å · ª�¤ � ¥�¹¥�£ »£�¥ ¦¤¢¥� §�µ
�¿�¥�¹§£¤��� ¥å¥«£�¢¥� ���  ¥� �§£¤¥�£� §££¥¤�£�  ¥ © §¦§ ¤¥� ¬¢© §£�¦�°¤ª�¥� «¨«¦¤ª�¥� ³

Ç èª Ê îî÷ðòöñòïëóð ó÷c íöïv÷ôð b ðëî÷òïëóð ëðøïîîñóòôð ñdôø ìô
îëóu÷ôð õ íöïëìôð

���� ��������� ± ��¢�¥�£ ª�¥ ¦ ¡¤�£�� �«£¤��  ¥� «¥¦¦� ¦¥� ���«¬¥� ¬¢© §£�� �¢£¤ª�¥� ¥�
�¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� � ¡¥�£ «�©© §� ¢¥ ª�¥ �§� ¦§ «��«¥�£�§£¤�� ¥� Ã§«£¥���  ¥ «��¤��§�«¥
E(t)

· « ¡¥�£¸±¸ ¤�¥ ª�¥
β = β(E(t))

³ ´¥££¥ ¬¨� �£¬²�¥ § ¢£¢ Ã��©�¦¢¥ �§� g ¢¦§¤� �, ��9 �¶f
 §�� ¦¥ «§�  ¥ ¦ ¡¢�¨£¬��� �²�¥ ³ ù ¦¦¥  ¢«�¤£ · �§� ¥µ¥©�¦¥ · ¦¥ Ã§¤£ ª�¥ ¦§ � ���¦§£¤��  ¥
«¥¦¦� ¦¥� ���«¬¥� �¥ �¢§°¤£ ª� ¡±  ¥� �£¤©�¦¤ ¥µ£¢�¤¥��� ¥£ �¥ � ¥�£ �§� »£�¥ �¥��¤¿ ¦¥ ± �§
�����¥ £§¤¦¦¥ ³ ���� «¬�¤�¤����� ��¥ Ã��«£¤��

β
 ���¢¥ �§�

β(E) = β0
E

1 + E
, β0 > 0.

Â¥� Ã��«£¤���
g

¥£
f

���£  ¢¯�¤¥� �§�

g(Q) = GQ,
§¹¥«

G > 0,

¥£
f(M) =

a

1 + KM r
, a, K > 0, r > 1.
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´¥££¥  ¥��¤²�¥ Ã��«£¤�� ¥�£ ��¥ Ã��«£¤��   ¡¥ä «§«¤£¢ · ���¹¥�£ �£¤¦¤�¢¥ ¥� «¤�¢£¤ª�¥  ¥�
¥�É¨© ¥� ³ ù ¦¦¥ § ¢£¢ �£¤¦¤�¢¥ �§� g¢¦§¤� �, ��9 �¶f
 ����  ¢«�¤�¥ ¦¥ Ã¥¥ ¿§«�  � �§�° ��� ¦¥�
Ã§«£¥���  ¥ «��¤��§�«¥ ³

À¹¥« «¥ «¬�¤µ  ¥ Ã��«£¤���
β
·
g

¥£
f
· ��£�¥ © � ²¦¥ ¥�£  ¢¯�¤ �§� ¶� �§�§© ²£�¥� · ¦§

 ��¢¥  � «¨«¦¥ «¥¦¦� ¦§¤�¥
τ

«�©��¤�¥ ³ Â§ �¦��§�£  ¥ «¥� ¹§¦¥��� ���£  ¤�� ��¤¿¦¥�  §�� ¦§
¦¤££¢�§£��¥ ³ ´ ¡¥�£ ¦¥ «§�  ¥� £§�µ  ¥ © ��£§¦¤£¢  §�� ¦§ ©º¦¦¥ ���¥��¥ ·

δ
¥£

γ
· ¥£  � £§�µ

 ¥  ¤å ¢�¥�£¤§£¤��  ¥� «¥¦¦� ¦¥� ���«¬¥� ¬¢© §£�� �¢£¤ª�¥�
G

·  ���¢� �§� � §«�¥¨ �� · 	
�� T�Æ �¸� ¥�Æ ��¥£ ¥£ � §«�¥¨ ���
 · ¥£  ¥� «�¥ä «¤¥�£�  ¥ ¦§ Ã��«£¤��
f

¥£  � £§�µ  ¥
 ¢°�§ §£¤��

k
·  ���¢� �§� g ¢¦§¤� �, ��9 �¶f
 ¥£ � §¬§å¨ �, ��9 �fÌ 
 ³ Â¥� §�£�¥� ¹§¦¥��� �¥

���£ «¥� ¥� §�£ �§� Ã§«¤¦¥� ±  ¢£¥�© ¤�¥� ³
Á ¥� �¢��¦£§£� ¥µ� ¢�¤© ¥�£§�µ ¤� ¤ª�¥�£ ª�¥

µ
¥£

G
��¥��¥�£  ¥� ¹§¦¥��� ���«¬¥� ·

«§� ¦¥� «¥¦¦� ¦¥� �§�°�¤�¥� ���£ ��� �¤£¥� ��¥�ª�¥ §���¤ ¹¤£¥ ª� ¡¥¦¦¥�  ¤��§�§¤��¥�£ ³ ����
«¬�¤�¤����� §¦���

µ = 0.02
Æ−1 ¥£

G = 0.04
Æ−1.

Ä ³QQÅ
Â¥ «�¥ä «¤¥�£

β0
�¥��¢�¥�£¥ ¦¥ £§�µ © §µ¤©�©   ¡¤�£�� �«£¤�� ¥� �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤��

© §¤� §���¤ ¦§ ¹§¦¥��  ¥
β′(0)

³ ¾¦  ¢� ¥�  Ã��£¥© ¥�£  ¥ ¦§ �§£��¥  � Ã§«£¥��  ¥ «��¤��§�«¥ ³
ù� �£¤¦¤�§�£  ¥�  ���¢¥� ��� ¦ ¡¢�¨£¬��� �²�¥ · ���� «¬�¤�¤�����

β0 = 0.5.
Ä ³Q	Å

´¥££¥ ¹§¦¥�� ¥�£ ¤�Ã¢�¤¥��¥ ± «¥¦¦¥ ���� ��¢¥ �§� � §«�¥¨ ��
 · © §¤� ¥¦¦¥ �¥©¿¦¥ ��ä �§�£¥
� ��� �� © � ²¦¥   ¡¢�¨£¬��� �²�¥ ³

Â¥� §�£�¥� �§�§© ²£�¥� ���£  ���¢� �§� Ä¹�¤� �¶f · �
Å

δ = 0.01
Æ−1, γ = 0.2

Æ−1, k = 2.8
Æ−1, a = 6570, K = 0.0382

¥£
r = 7.

Ä ³QÅ

���� � ��¹��� · §¹¥« ¦¥ «¬�¤µ «¤¸ ¥���� � ��� ¦¥� Ã��«£¤���
β
·
g

¥£
f
· «§¦«�¦¥� ¥µ�¦¤«¤£¥¸

© ¥�£ ¦¥� ¢£§£�   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥  � �¨�£²© ¥ Ä ³ÍÌ Å · Q∗ · M∗ ¥£
E∗ ³ Â§ «�� ¤£¤�� Ä ³�ÍÅ � ¡¢«�¤£

(δ + G)(a + k) < β0a
¥£

0 ≤ τ ≤ 1

γ
ln

(
2β0a

(δ + G)(a + k) + β0a

)
:= τmax.

���� � �����
α(τ) = 2e−γτ − 1,

����
τ ∈ [0, τmax).

Â§ Ã��«£¤��
α

¥�£  ¢«��¤��§�£¥ ¥£ � ��¤£¤¹¥ ��� ¦ ¡¤�£¥�¹§¦¦¥
[0, τmax)

¥£ ¹¢�¤¯¥

(δ + G)(a + k)

aβ0
< α(τ) ≤ 1,

����
τ ∈ [0, τmax).
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Â¥� ¢£§£�   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥  ¥ Ä ³ÍÌ Å ���£ §¦���  ¢¯�¤� �§�

Q∗ =
µ

G

1

K1/r

(
aβ0α(τ) − (δ + G)(a + k)

k(δ + G)

)1/r

,

M∗ =
G

µ
Q∗,

E∗ =
δ + G

β0α(τ) − (δ + G)
.

T���
τ ∈ [0, τmax)

·
Q∗ ¥£

M∗ ���£  ¢«��¤��§�£� · §¹¥«

0 < Q∗ ≤ µ

G

1

K1/r

(
aβ0 − (δ + G)(a + k)

k(δ + G)

)1/r

¥£
0 < M∗ ≤ 1

K1/r

(
aβ0 − (δ + G)(a + k)

k(δ + G)

)1/r

,

¥£
E∗ ¥�£ «��¤��§�£ · §¹¥«

δ + G

β0 − (δ + G)
≤ E∗ <

a

k
.

T��� ¦¥� �§�§© ²£�¥�  ���¢� ¥� Ä ³QQÅ · Ä ³Q	Å ¥£ Ä ³QÅ · ���� £�§���� ¦¥� ¢£§£�   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥
��� ¦ ¡¤�£¥�¹§¦¦¥

[0, τmax)
± ¦§ ¯°��¥  ³� ³ ��£��� ª�¥  §�� «¥ «§�

τmax ≈ 2.99
³

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
0

1

2

3

4

5

6

7

Q
*  e

t M
*

0 0.5 1 1.5 2 2.5
0

5

10

15

20

25

30

τ

E
*

ABC D  ³� E Â¥� ¢£§£�   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥
Q∗ Ä¥� ¿¦¥� · ¦§ «���¿ ¥ «��£¤��¥Å ·

M∗ Ä¥� ¿¦¥� ¥£ � �¤�¸
£¤¦¦¢�Å · ¥£

E∗ Ä¥� ���°¥Å  � �¨�£²© ¥ Ä ³ÍÌ Å ���£ £�§«¢� ��� ¦ ¡¤�£¥�¹§¦¦¥
[0, τmax)

· §¹¥«
τmax = 2.99

· � ��� ¦¥� ¹§¦¥���  ¥� �§�§© ²£�¥� © ¥�£¤���¢¥� ¥� Ä ³QQÅ · Ä ³Q	Å ¥£ Ä ³QÅ ³ � ¥¸
© §�ª�¥ @ ¦���ª�¥

τ = τmax
·
E∗ ≈ 2346

©§¤� ���� §¹��� §��»£¢ ¦ ¡¢«¬¥¦¦¥ ± �� ¥� �� ���¢¥�
� ��� © ¤¥�µ ¹�¤� ¦¥ «�©���£¥© ¥�£  ¥

E∗ ��� £��£ ¦ ¡¤�£¥�¹§¦¦¥ ³
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tau

0,25

2,5

0,2

2

0,15

0,1

1,5

0,05

0
10,50

���

tau

2,5
0

2

-0,0002

-0,0004

1,5

-0,0006

-0,0008

1

-0,001

0,50

�� �
ABC D  ³Ì E Â¥� «�¥ä «¤¥�£�

b2(τ)
Ä§Å ¥£

b3(τ)
Ä¿ Å ���£ �¥��¢�¥�£¢� � ���

τ ∈ [0, τmax)
· §¹¥«

τmax = 2.99
³

Â¥� «�¥ä «¤¥�£�
A

·
B

·
C

¥£
D

·  ¢¯�¤� �§� Ä ³�Ì Å ·  ¥¹¤¥��¥�£

A = δ + G + β(E∗) > 0, C = β′(E∗)Q∗ > 0,

B = 2e−γτβ(E∗) > 0, D = 2e−γτβ′(E∗)Q∗ > 0,

¥£ ���£ �£�¤«£¥© ¥�£ � ��¤£¤Ã� ³ Â¥ «�¥ä «¤¥�£
G

¥�£ «���£§�£ ¥£
H

¥�£ £��Æ ����  ¢¯�¤ �§�
H = −f ′(M∗) > 0

³ � ¥© §�ª���� §���¤ ª�¥
E∗ ¹¢�¤¯¥ §¦���

(
2e−γτ − 1

)
β (E∗) = δ + G.

À¤��¤
A = B = (δ + G)

α(τ) + 1

α(τ)
.

���� ¥�  ¢ �¤���� ��£§©©¥�£ ª�¥

b1(τ) = µ2 + k2 > 0,

b2(τ) = µ2k2 + 2GH [C(µ + k + A) − AD] ,

b3(τ) = GH(D − C) (2µkA − GH(C + D)) .

� ¥© §�ª���� ª�¥
b1

¥�£ ± ��¢�¥�£ ¤� ¢� ¥� §�£  ¥
τ
³ Á ¥ �¦�� · «�©© ¥

b1 > 0
· ¦¥ � �¦¨�Ç© ¥

h
·  ¢¯�¤ �§� Ä ³Ì	Å · � ���² ¥  ¥� �§«¤�¥� �£�¤«£¥© ¥�£ � ��¤£¤¹¥� �¤ ¥£ �¥�¦¥© ¥�£ �¤ Ä«Ã ³ ¦¥©© ¥�

 ³Ì ³Ì ¥£  ³Ì ³QÅ b3(τ) < 0
��

b3(τ) ≥ 0
·
b2(τ) < 0

¥£

2∆(τ)z0(τ) + b1(τ)b2(τ) − 9b3(τ) > 0.

ù� �£¤¦¤�§�£ � §�¦¥ � · ���� «§¦«�¦��� ¦¥� «�¥ä «¤¥�£�
b2

¥£
b3

���� ¦¥� ¹§¦¥��� ¤� ¤ª�¢¥� ¥�
Ä ³QQÅ · Ä ³Q	Å ¥£ Ä ³QÅ ³ Â¥� �¢��¦£§£� ���£ ��¢�¥�£¢� ± ¦§ ¯°��¥  ³Ì ³ ´�©©¥

b3
¥�£ �¢°§£¤Ã

��� ¦ ¡¤�£¥�¹§¦¦¥
[0, 2.92)

¥£
b2

¥�£ £��Æ ���� � ��¤£¤Ã · ¦¥ � �¦¨�Ç© ¥
h

����² ¥  ¥� �§«¤�¥�
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� ��¤£¤¹¥� �¤ ¥£ �¥�¦¥© ¥�£ �¤
τ ∈ I := [0, 2.92)

³ Á §�� «¥ «§�¸¦± ·
h

����² ¥ ¥µ§«£¥© ¥�£ ��¥
��¤ª�¥ �§«¤�¥ � ��¤£¤¹¥ · � ���

τ∗ ∈ [0, 2.92)
· ��£¢¥

z∗
· ª�¤ ¹¢�¤¯¥ · «�©© ¥

h(0, τ) < 0
·

∂h

∂z
(z∗, τ∗) > 0.

Â§ Ã��«£¤��
S0

¥�£  ¥��¤�¢¥ � ���
τ ∈ I = [0, 2.92)

± ¦§ ¯°��¥  ³Q ³ Á ¥�µ ¹§¦¥���
«�¤£¤ª�¥�  ¥

τ
§��§�§¤��¥�£ � ��� ¦¥�ª�¥¦¦¥�  ¥� «¬§�°¥© ¥�£�  ¥ �£§¿¤¦¤£¢ ���¹¤¥��¥�£ ³ ù�

�§�£¤«�¦¤¥� ·   ¡§��²� ¦¥ £¬¢��²© ¥  ³Ì ³ · ��¥ ¿¤Ã��«§£¤��  ¥ ?��Ã ���¹¤¥�£ ¦���ª�¥
τ

¥�£ ±
� ¥� ��²� ¢°§¦ ±

1.4
³ Á ¥� ��¦�£¤��� � ¢�¤� ¤ª�¥� §��§�§¤��¥�£ §¦��� ³

1

0,5

0
2,5

-0,5

-1

2

-1,5

1,510,50

ABC D  ³Q E � �§�¬¥  ¥ ¦§ Ã��«£¤��
S0(τ)

· ¥£ ¦¥� �§�§© ²£�¥�  ���¢� ¥� Ä ³QQÅ · Ä ³Q	Å ¥£
Ä ³QÅ · ¥£ τmax ≈ 2.99

³ Á ¥�µ ¹§¦¥��� «�¤£¤ª�¥�  ¥
τ
· � ��� ¦¥�ª�¥¦¦¥�  ¥� «¬§�°¥© ¥�£�  ¥

�£§¿¤¦¤£¢ ��£ ¦¤¥� · §��§�§¤��¥�£ ³
Z�� ¦§ ¯°��¥  ³	 · �� � ¥�£ �¿�¥�¹¥� ª�¥

S1
� ¡§ §�«��¥ �§«¤�¥ � ��¤£¤¹¥ ���

I
³ ¾¦ � ¡¥µ¤�£¥

 ��« ª�¥  ¥�µ ¹§¦¥��� «�¤£¤ª�¥� � ��� ¦¥�ª�¥¦¦¥�  ¥� «¬§�°¥© ¥�£�  ¥ �£§¿¤¦¤£¢ ��£ ¦¤¥� ·
τ = 1.4

¥£
τ = 2.82

³
ù� �£¤¦¤�§�£   ¥Í� �¶�f
 · �� ��¦¹¥��   ¡¢ª�§£¤���  ¤å ¢�¥�£¤¥¦¦¥� ± �¥£§�   ¥ ðñòóñô ·

���� � ��¹��� £�§«¥� ¦¥� ��¦�£¤���  ¥ Ä ³ÍÌ Å � ��� ¦¥� ¹§¦¥��� © ¥�£¤���¢¥� «¤¸ ¥���� ³ Â¥�
¤¦¦��£�§£¤��� ���£ �¿£¥��¥� §�µ ¯°��¥�  ³ ±  ³¶� ³À¹§�£ ¦§ ¿¤Ã��«§£¤��  ¥ ? ��Ã · ¦¥� ��¦�£¤��� ���£ �£§¿¦¥� ¥£ «��¹¥�°¥�£ ¹¥�� ¦ ¡¢£§£   ¡¢ª�¤¸
¦¤¿�¥ ���¸£�¤¹ ¤§¦ · ¿ ¤¥� ª� ¡¥¦¦¥� ��«¤¦¦¥�£ Ä¹�¤� ¯°��¥  ³Å ³ Â���ª�¥ ¦§ ¿¤Ã��«§£¤�� ���¹¤¥�£ ·
 ¥� ��¦�£¤��� � ¢�¤� ¤ª�¥� §��§�§¤��¥�£ · §¹¥«  ¥� � ¢�¤� ¥�  ¥ ¦ ¡�� �¥  ¥ ¶�� Æ ���� Ä«Ã ³ ¯¸
°��¥  ³fÅ ³ ´¥ ���£  ¥ £�²� ¦��°�¥� � ¢�¤� ¥� «�©�§�¢¥� ± ¦§  ��¢¥  � «¨«¦¥ «¥¦¦� ¦§¤�¥

τ
·

¢°§¦¥ ± ¶³Ì Æ ���� ³
Â���ª�¥

τ
§�°© ¥�£¥ · §��²� ¦§ ¿¤Ã��«§£¤�� · ¦¥� � ¢�¤� ¥�  ¥� ��«¤¦¦§£¤��� Ä¥£ ¦¥� §©�¦¤¸

£� ¥�Å §�°© ¥�£¥�£ §���¤ ¥£ Æ ��£¥ §¹§�£ ¦¥ «¬§�°¥© ¥�£  ¥ �£§¿¤¦¤£¢ · � ���
τ = 2.82

· ¦¥�
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S1(τ)

���� ¦¥� © »© ¥� ¹§¦¥��� ª� ¡± ¦§ ¯°��¥  ³Q ³ Â§
Ã��«£¤�� � ¡§ �§�  ¥ �§«¤�¥ � ��¤£¤¹¥ ³
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ABC D  ³ E Â¥� ��¦�£¤���
Q(t)

Ä¥� ¿¦¥�¥ · ¦§ «���¿ ¥ �¦¥¤�¥Å ·
M(t)

Ä¥� ¿¦¥�¥ ¥£ � �¤�£¤¦¦¢�Å
¥£

E(t)
Ä¥� ���°¥Å  ¥ Ä ³ÍÌ Å ���£ §�¨©�£�£¤ª�¥© ¥�£ �£§¿¦¥� ¥£ «��¹¥�°¥�£ ¹¥�� ¦ ¡¢£§£

  ¡¢ª�¤¦¤¿�¥ ³ j� � ¥�£ �¿�¥�¹¥�  ¥� ��«¤¦¦§£¤��� §© ��£¤¥� ³ Â¥� ¹§¦¥���  ¥� �§�§© ²£�¥� ���£
¤ ¥�£¤ª�¥� ± «¥¦¦¥�  ¥ ¦§ ¯°��¥  ³Q · §¹¥« τ = 0.5

³
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ABC D  ³f E Â���ª�¥
τ = 1.4

· ��¥ ¿¤Ã��«§£¤��  ¥ ?��Ã ���¹¤¥�£ ¥£  ¥� ��¦�£¤��� � ¢�¤� ¤ª�¥� ·
§¹¥«  ¥� � ¢�¤� ¥�  ¥ ¦ ¡�� �¥  ¥ ¶�� Æ ���� §��§�§¤��¥�£ ³ Â§ � ¢�¤� ¥ ¥�£ ¤ ¥�£¤ª�¥ � ��� ¦¥�
��¦�£¤���

Q(t)
Ä¥� ¿¦¥�¥ · ¦§ «���¿ ¥ �¦¥¤�¥Å ·

M(t)
Ä¥� ¿¦¥�¥ ¥£ � �¤�£¤¦¦¢�Å ¥£

E(t)
Ä¥�

���°¥Å  ¥ Ä ³ÍÌ Å ³ Â¥� �§�§© ²£�¥� ���£ ¤ ¥�£¤ª�¥� ± «¥�µ  ¥ ¦§ ¯°��¥  ³Q ³

� ¢�¤� ¥� ���£  ¥ ¦ ¡�� �¥  ¥ ÍÍ� Æ ���� Ä«Ã ³ ¯°��¥  ³�Å ³ T�¤� · ¦ ¡¢£§£   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥ �¥ ¥¹¤¥�£
§�¨©�£�£¤ª�¥© ¥�£ �£§¿¦¥ ¥£ ¦¥� ��¦�£¤��� «��¹¥�°¥�£ ¹¥�� ¦� ¤ · © §¤� ¥� © ¥££§�£ �¦��  ¥
£¥©�� Ä¹�¤� � ¤°��¥  ³¶�Å ³

Ç èj ê ñîñìïôð §íc ñòëîëu ïv÷ôð õ íöïëìïv÷ôð
Â¥� �¢��¦£§£� �¿£¥��� ± ¦§ �¥«£¤�� ��¢«¢ ¥�£¥ ¤� ¤ª�¥�£ ¦§ � ���¤¿ ¤¦¤£¢   ¡�¿£¥�¤� · � ���

�� © � ²¦¥   ¡¬¢© §£�� �²�¥ �¢°�¦¢ �§�  ¥� Ã§«£¥���  ¥ «��¤��§�«¥ ·  ¥� ��¦�£¤��� � ¢�¤�¸
 ¤ª�¥� §¹¥«  ¥ £�²� ¦��°�¥� � ¢�¤� ¥� Ä ¥ ¦ ¡�� �¥  ¥ �¦��¤¥��� © �¤�Å ³ ´¥� �¢��¦£§£� � ¥�¹¥�£
»£�¥ «��Ã���£¢� ± «¥�µ  ¥ T�Æ �¸� ¥�Æ ��¥£ �, ��9 ��f · ��
 · �¿£¥��� ¥� Í��Ì ¥£ Í��Q · ª�¤
���¦¤°�¥�£ ¦ ¡¥µ ¤�£¥�«¥  ¥ ��¦�£¤��� ��«¤¦¦§�£¥� §¹¥«  ¥ ¦��°�¥� � ¢�¤� ¥� � ��� �� © � ²¦¥
  ¡¬¢© §£�� �²�¥ �¥©¿¦§¿¦¥ ± «¥¦� ¤ ª�¥ ���� §¹��� ¢£� ¤¢ © §¤�  §�� ¦¥ª�¥¦ ¦ ¡¤�æ�¥�«¥  ¥�
Ã§«£¥���  ¥ «��¤��§�«¥ � ¡§ �§� ¢£¢ ¤�«��� ��¢¥ ³ Á§�� «¥� «§�¸¦± · ¦¥� ¦��°�¥� � ¢�¤� ¥� ���£
�¿£¥��¥� §¹¥«  ¥� �§�§© ²£�¥� ª�¤ �¥ ���£ �§� ·   ¡�� � �¤�£  ¥ ¹�¥ ¿¤�¦�°¤ª�¥ · �§¤����§¿¦¥� ³
g ¤¥� ª�¥ ¦ ¡�� ��¤��¥ © ¥££�¥ ¥�  ��£¥ ¦¥� ¹§¦¥���  ¥� �§�§© ²£�¥� ª�¥ ���� §¹��� �£¤¦¤�¢¥�
 §�� ��� �¤©�¦§£¤��� · ¥¦¦¥� �¥©¿¦¥�£ �¦�� § §�£¢¥� ª�¥ «¥¦¦¥� �£¤¦¤�¢¥�  §�� ��f · ��
 ³g ¤¥� ª�¥ ��£�¥ © � ²¦¥ ��¤£  ��« �� � ¥� £��� �¤©�¦¥ Ä¥� �§�£¤«�¦¤¥� · ¦¥ «¨«¦¥ «¥¦¦� ¦§¤�¥
¥�£ ������¢ «���£§�£ ¥£ §�«��¥  ¤�£¤�«£¤��  ¥ © §£��¤£¢ � ¡¥�£ «���¤ ¢�¢¥ §� �¥¤�  ¥ ¦§
� ���¦§£¤��  ¥ «¥¦¦� ¦¥� ���«¬¥� ¬¢© §£�� �¢£¤ª�¥�Å · ¤¦ ���� «��Ã��£¥  §�� ¦ ¡¤ ¢¥ ª�¥ ¦¥�
Ã§«£¥���  ¥ «��¤��§�«¥ Æ ��¥�£ �� �Ç¦¥ ¤©���£§�£  §�� ¦ ¡§��§�¤£¤��  ¥ ��¦�£¤��� � ¢�¤� ¤ª�¥� ·
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ABC D  ³� E T���
τ = 2.8

·  ¥� ��«¤¦¦§£¤��� §¹¥«  ¥ £�²� ¦��°�¥� � ¢�¤� ¥� §��§�§¤��¥�£ Ä ¥
¦ ¡�� �¥  ¥ ÍÍ� Æ ����Å ³ Â¥� ��¦�£¤���

Q(t)
Ä¥� ¿¦¥�¥ · ¦§ «���¿ ¥ �¦¥¤�¥Å ·

M(t)
Ä¥� ¿¦¥�¥ ¥£

� �¤�£¤¦¦¢�Å ¥£
E(t)

Ä¥� ���°¥Å  ¥ Ä ³ÍÌ Å ���£ ¤��£§¿¦¥� ³ Â¥� �§�§© ²£�¥� ���£ ¤ ¥�£¤ª�¥� ±
«¥�µ  ¥ ¦§ ¯°��¥  ³Q ³
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ABC D  ³¶� E Â���ª�¥
τ = 2.9

· ¦ ¡¢£§£   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥ ¥�£ ± ���¹¥§� §�¨©�£�£¤ª�¥© ¥�£ �£§¿¦¥ ¥£
¦¥� ��¦�£¤���

Q(t)
Ä¥� ¿¦¥�¥ · ¦§ «���¿ ¥ � ¦¥¤�¥Å ·

M(t)
Ä¥� ¿¦¥�¥ ¥£ � �¤�£¤¦¦¢�Å ¥£

E(t)
Ä¥�

���°¥Å  ¥ Ä ³ÍÌ Å «��¹¥�°¥�£ ¹¥�� ¦� ¤ ³ Â¥� �§�§© ²£�¥� ���£ ¤ ¥�£¤ª�¥� ± «¥�µ  ¥ ¦§ ¯°��¥
 ³Q ³
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¥£  ��«  §�� «¥¦¦¥  ¥ © §¦§ ¤¥� ¬¢© §£�¦�°¤ª�¥� «¨«¦¤ª�¥� ³
��£��� ª� ¡¥� ������§�£ ª�¥ ¦¥ «¨«¦¥ «¥¦¦� ¦§¤�¥ ¥�£ «���£§�£ · ¦¥� ¹§¦¥���  � �§�§© ²£�¥

τ
���� ¦¥�ª�¥¦¦¥� �� ¢£§£   ¡¢ª�¤¦¤¿�¥ ���¸£�¤¹¤§¦ ¥µ ¤�£¥ ���£ ¦¤© ¤£¢¥� · ¥£ �¥ � ¥�¹¥�£ »£�¥

£��� °�§� ¥� ³ ´¥ ���¿¦²© ¥ � ¡¥�£ �§� §��§�� §¹¥« �� © � ²¦¥  ¥ «¨«¦¥ «¥¦¦� ¦§¤�¥  ¤�£�¤¿�¢
Ä«Ã ³ «¬§�¤£�¥ QÅ ¥£ ¤¦ � ¡§¹²�¥ °»�§�£ «§� ��¥ � ¥�£��¿§£¤��  � «¨«¦¥ «¥¦¦� ¦§¤�¥ · � ��¹§�£ ¦ ¡§¦¸
¦��°¥� · � ¡¥�£ �§� ± ¥µ«¦��¥ ¦���ª�¥ ¦ ¡�� «¬¥�«¬¥ ¦¥� «§��¥� ���¿§¿¦¥�  ¥ «¥�£§¤�¥� © §¦§ ¤¥�
�§�°�¤�¥� ³

���� ¥�¹¤�§°¥��� ± ��¢�¥�£   ¡§© ¢¦¤��¥� ¦¥ © � ²¦¥ ��¢�¥�£¢ ¥�  ³� � ��� £¥�¤� «�©�£¥
 ¥�  ¤å ¢�¥�£� �¤¹¥§�µ  ¥  ¢¹¥¦��� ¥© ¥�£�  ¥� «¥¦¦� ¦¥� ���«¬¥� ¬¢© §£�� �¢£¤ª�¥� ·  ¥� ¤�¸
æ�¥�«¥� �� ¢«¤¯ª�¥�  ¥� Ã§«£¥���  ¥ «��¤��§�«¥ ��� ¦¥�  ¤å¢�¥�£¥� ¦¤°�¢¥�  ¥ «¥¦¦� ¦¥� �§�¸
°�¤�¥� · ¥£ §���¤  ¥ ¦§  ��¢¥ ��� «���£§�£¥  � «¨«¦¥ «¥¦¦� ¦§¤�¥ ³
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ÍQQ

��£�¥ �¿Æ ¥«£¤Ã · ¥� §¿ �� §�£ ¦ ¡¢£� ¥  ¥ © � ²¦¥� © §£¬¢© §£¤ª�¥�  ¢«�¤¹§�£ ¦¥ ���«¥����
 ¥ ��� �«£¤��  ¥� «¥¦¦� ¦¥� �§�°�¤�¥� · ¢£§¤£  ¥  ¥�µ �§£��¥� ³ Á ¡�� ��¤�£  ¥ ¹�¥ © §£¬¢© §¸
£¤ª�¥ · ¤¦ � ¡§°¤��§¤£  ¥ «��£�¤¿�¥� ± ¦ ¡¢£� ¥  ¥� © � ²¦¥� �£��«£��¢� ¥� È°¥ ¥£ © §£��¤£¢ §¤��¤
ª� ¡± ¦§ £¬¢��¤¥  ¥� ¢ª�§£¤���  ¤å¢�¥�£¤¥¦¦¥� §¹¥« �¥£§�   ¤�£�¤¿�¢ «��£¤�� ³ Á ¡�� ��¤�£  ¥
¹�¥ ¿¤�¦�°¤ª�¥ · ¤¦ � ¡§°¤��§¤£ · ��¥© ¤²�¥© ¥�£ ·  ¥ £¥�£¥�  ¥ ���¦¤°�¥� ¦ ¡¤�æ�¥�«¥  ¥ «¥�£§¤��
Ã§«£¥��� �� �§�§© ²£�¥� ¦¤¢� ± ¦§ � ���¦§£¤��  ¥ «¥¦¦� ¦¥� ¢£� ¤¢¥ ® £¥¦� ª�¥ ¦¥ �¤¹¥§�  ¥
 ¢¹¥¦��� ¥© ¥�£ Ä© §£��¤£¢Å · ¦§  ��¢¥  � «¨«¦¥ «¥¦¦� ¦§¤�¥ · ¦¥� £§�µ  ¥ © ��£§¦¤£¢ ·  ¥  ¤å ¢�¥�¸
«¤§£¤�� ·   ¡¤�£�� �«£¤�� ¥� �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� ® ��� ¦§ ��� �«£¤��  ¥� «¥¦¦� ¦¥�  � �§�° ·
¥£ ·  ¥�µ¤²© ¥© ¥�£ ·   ¡¥��§¨¥�   ¡§�� ��£¥� ��  ¢¿�£   ¡¥µ�¦¤«§£¤��� §�µ © §¦§ ¤¥� ���¹¥�§�£
¦���  ¥ ¦ ¡¬¢© §£�� �²�¥ · ¥� �§�£¤«�¦¤¥� ¦¥� © §¦§ ¤¥�  ¤£¥� ¬¢© §£�¦�°¤ª�¥� «¨«¦¤ª�¥� ³

Â ¡¢£� ¥ ª�¥ ���� §¹��� �¢§¦¤�¢¥ � ¡¥�£ ¢¹¤ ¥©© ¥�£ §���¨¢¥ ���  ¥� £�§¹§�µ ¥µ¤�£§�£� ·
��¿¦¤¢� ��¤�«¤�§¦¥© ¥�£  ¥��¤� ¦¥  ¢¿�£  ¥� §��¢¥� ¶��� Æ ��ª� ¡± © §¤�£¥�§�£ �§� ¦ ¡¢ª�¤� ¥
 ¥ � ³ ´ ³ � §«�¥¨·  ¥ ¦ ¡��¤¹¥��¤£¢  ¥ � «� ¤¦¦ Ä´§�§ §Å ³ Á ¥�µ §����«¬¥� ��£ ¢£¢ ��¤¹ ¤¦¢¸
°¤¢¥� @ ��¥ ± ¦ ¡§¤ ¥  ¥ © � ²¦¥� �£��«£��¢� ¥� È°¥ ¥£ ¥� © §£��¤£¢ · §¯�  ¥ © ¥££�¥ ¥� ¢¹¤ ¥�«¥
¦ ¡¤©���£§�«¥  ¥�  ¤å ¢�¥�£� �¤¹¥§�µ  ¥ © §£��¤£¢  ¥� «¥¦¦� ¦¥� ���«¬¥� ¬¢© §£�� �¢£¤ª�¥� ���
¦¥  ¢¹¥¦��� ¥© ¥�£  ¥ ¦§ � ���¦§£¤��  §�� �§ £�£§¦¤£¢ · ¥£ ¦ ¡§�£�¥ ± ¦ ¡§¤ ¥  ¥ © � ²¦¥� � ¦� �
°¢�¢�§�µ ¿§�¢� ��� ��¥  ¥�«�¤�£¤��  ¥� �¬¢��© ²�¥� ± ¦ ¡¢«¬¥¦¦¥  ¥ ¦§ � ���¦§£¤�� £�£§¦¥ ·
� ¥�© ¥££§�£ ��¥ © ¥¤¦¦¥��¥ §���¢¬¥��¤��  ¥� «§��¥�  ¢«¦¥�«¬§�£ «¥�£§¤�¥� © §¦§ ¤¥� ³

Â ¡§�§¦¨�¥  ¥� © � ²¦¥� �£��«£��¢� ¥� È°¥ ¥£ © §£��¤£¢ · ��¢�¥�£¢¥  §�� ¦§ ��¥© ¤²�¥ �§�£¤¥
 ¥ «¥££¥ £¬²�¥ · § «��£�¤¿�¢ ± ¦ ¡¢£� ¥  ¥� ¢ª�§£¤��� §�µ  ¢�¤¹¢¥� �§�£¤¥¦¦¥� ¬¨� ¥�¿ �¦¤ª�¥�
 ¢°¢�¢�¢¥� §¹¥« �¥£§�  Ä ¤�£�¤¿�¢ «��£¤�� ��  ¢� ¥� §�£  ¥ ¦§ © §£��¤£¢Å ³ ���� §¹��� ¢£§¿¦¤
�� �¢��¦£§£   ¡��¤«¤£¢ �§�£¤«�¦¤¥� · ¦¤¢ ± ¦§ �§£��¥  ¢°¢�¢�¢¥  ¥� ¢ª�§£¤��� ¥£ ± ¦§ ��¢�¥�«¥  �
�¥£§�  · ª�¤ ���¦¤°�¥ ¦ ¡¤�æ�¥�«¥  ¥� «¥¦¦� ¦¥�  ¥ �¦�� Ã§¤¿ ¦¥� © §£��¤£¢� Ä���«¬¥�  ¥ É¢��Å ���
¦§ � ���¦§£¤�� £�£§¦¥ ³ ´¥ �¢��¦£§£ · «���¦¢ ± ¦ ¡¢£� ¥   ¡��¥ ¢ª�§£¤��  ¤å ¢�¥�£¤¥¦¦¥ ± �¥£§� 
§���«¤¢¥ §� © � ²¦¥ ª�¥ ���� §¹��� ¢£� ¤¢ · § © ¤� ¥� ¢¹¤ ¥�«¥ ¦ ¡¤�æ�¥�«¥  ¥� «¥¦¦� ¦¥�
���«¬¥� ¬¢© §£�� �¢£¤ª�¥� �¦��¤� �£¥�£¥� ® ¦¥� «¥¦¦� ¦¥� ���«¬¥� ¦¥� © �¤�� © §£��¥� ® ���
¦ ¡¢¹�¦�£¤��  ¥ ¦§ � ���¦§£¤�� £�£§¦¥ · ¥£  ��« ��� ¦§ ��� �«£¤��  ¥� «¥¦¦� ¦¥� �§�°�¤�¥� ³ Â¥
�¢��¦£§£ ��¤�«¤�§¦ ª�¥ ���� �¥£¤¥� ���� · ¢£§¿ ¦¤  §�� ¦¥ «§�   ¡�� © � ²¦¥ �� ¦§  ��¢¥  �
«¨«¦¥ «¥¦¦� ¦§¤�¥ ¥�£ ������¢¥  ¢� ¥� �¥  ¥ Ã§��� §¦¢§£�¤�¥  ¥ ¦ ¡È°¥  ¥� «¥¦¦� ¦¥� §¤��¤ ª�¥
¦���ª�¥ «¥££¥  ¥��¤²�¥  ¢� ¥�   � �¤¹¥§�  ¥ © §£��¤£¢  ¥� «¥¦¦� ¦¥� · ¤� ¤ª�¥ ª�¥ ¦§ �£§¿¤¦¤£¢
 ¥ ¦§ � ���¦§£¤��  ¥ «¥¦¦� ¦¥� ���«¬¥� ¬¢© §£�� �¢£¤ª�¥� �¦��¤� �£¥�£¥� ¥�£ �¢«¥��§¤�¥ ± ¦§
�£§¿¤¦¤£¢  � ���«¥����  ¥ ��� �«£¤��  ¥� «¥¦¦� ¦¥�  � �§�° ³ T§� ¹�¤¥  ¥ «���¢ª�¥�«¥ · ¦§
 ¢�£§¿¤¦¤�§£¤��  ¥ ¦§ � ���¦§£¤��  ¥ «¥¦¦� ¦¥� ���«¬¥� ¬¢© §£�� �¢£¤ª�¥� �¦��¤� �£¥�£¥� � ¥�£
«�� �¤�¥ ± ¦§  ¢�£§¿¤¦¤�§£¤��  � ���«¥����   ¡¬¢© §£�� �²�¥ · «¥ ª�¤ �¥ £�§ �¤£ °¢�¢�§¦¥© ¥�£
�§� ¦ ¡§��§�¤£¤��   ¡��¥ © §¦§ ¤¥ Ä« ¡¥�£ ¦¥ «§� · �§� ¥µ¥©�¦¥ · � ��� ¦§ ¦¥�«¢© ¤¥ ©¨¢¦� ¥
«¬���¤ª�¥Å ³

Â ¡¢£� ¥  ¥ © � ²¦¥�  ¢«�¤¹§�£ ¦ ¡¢¹�¦�£¤��  ¥ ¦§ � ���¦§£¤�� £�£§¦¥  ¥ «¥¦¦� ¦¥� ¬¢© §¸



ÍQ	

£�� �¢£¤ª�¥� · �¢§¦¤�¢¥  §�� ¦§  ¥�µ ¤²© ¥ �§�£¤¥  ¥ «¥££¥ £¬²�¥ · § ¥�  ¥�µ «���¢ª�¥�«¥�
��£§¿¦¥� ³ Â§ ��¥© ¤²�¥ · «�©�¦¢£¥� ¦§ £¬¢��¤¥  ¥� ¢ª�§£¤���  ¤å¢�¥�£¤¥¦¦¥� ± �¥£§�   ¤�£�¤¸
¿�¢ «��£¤�� ³ ���� §¹��� ¥� ¥å¥£ �¢§¦¤�¢ ��¥ ¢£� ¥  ¥ ¦§ �£§¿¤¦¤£¢ «�©�¦²£¥   ¡�� �¨�£²© ¥
  ¡¢ª�§£¤���  ¤å ¢�¥�£¤¥¦¦¥� ± �¥£§�  ¥£ �¿£¥�� ¦ ¡¥µ ¤�£¥�«¥   ¡��¥ ¿¤Ã��«§£¤��  ¥ ?��Ã · ����¸
¹§�£ ¦ ¡¥µ ¤�£¥�«¥  ¥ ��¦�£¤��� � ¢�¤� ¤ª�¥� ³ T��� �� © � ²¦¥ �¦�� �¤©�¦¥ · © §¤� Ã§¤�§�£ £��£
 ¥ © »© ¥ §��§�§Ë£�¥ �� �¥£§�   ¤�£�¤¿�¢ · ���� §¹��� �¢���¤ ± ¢£� ¤¥� ¦§ �£§¿¤¦¤£¢  ¥� «¨«¦¥�
¦¤© ¤£¥� �¿£¥��� ¦���  ¥ ¦§ ¿¤Ã��«§£¤�� ³ T��� «¥¦§ · ���� §¹���  Æ  ¢«�¤�¥ ��¥ ¹§�¤¢£¢ «¥�£�¥
¥£ ¢£� ¤¥� ¦§ Ã��© ¥ ���© §¦¥ ª�¤ ¦� ¤ ¢£§¤£ §���«¤¢¥ ³

Â§  ¥�µ¤²© ¥ «���¢ª�¥�«¥ ¥�£ ¦¤¢¥ §�µ «���§¤��§�«¥� ¿¤�¦�°¤ª�¥� ³ Â ¡¢£� ¥  ¥� © � ²¦¥�
��¢�¥�£¢�  §�� ¦§  ¥�µ¤²© ¥ �§�£¤¥  ¥ ¦§ £¬²�¥ § � ¥�© ¤�   ¡§ä �© ¥� ª�¥ ¦§ ¦¥�«¢© ¤¥ ©¨¢¦� ¥
«¬���¤ª�¥ ¥�£ ��¥ © §¦§ ¤¥ ¬¢© §£�¦�°¤ª�¥ «¨«¦¤ª�¥ ³ ù� �£¤¦¤�§�£  ¥� �§�§© ²£�¥� ���«¬¥�
 ¥ «¥�µ �¿�¥�¹¢� ¦���   ¡¥µ� ¢�¤¥�«¥� · ���� §¹��� �¿£¥��  ¥� ��«¤¦¦§£¤��� «���¥�� �� §�£
§��¥É ¿¤¥� ± «¥¦¦¥� �¿�¥�¹¢¥� «¬¥É  ¥� �§£¤¥�£� §££¥¤�£�  ¥ ¦¥�«¢© ¤¥ ©¨¢¦� ¥ «¬���¤ª�¥ ·
£§�£ ¥� «¥ ª�¤ «��«¥��¥ ¦¥� � ¢�¤� ¥� ¥£ §©�¦¤£� ¥� ª�¥ ¦§ Ã��© ¥  ¥� ��«¤¦¦§£¤��� ³

Â¥� �¢��¦£§£� �¿£¥��� ��£ §���¤ ���¦¤°�¢ ¦ ¡¤©���£§�«¥   ¡§© ¢¦¤��¥� ��� © � ²¦¥� §¯�
 ¥ © ¤¥�µ  ¢«�¤�¥ ¦¥� �¬¢��© ²�¥� ¦¤¢� ± ¦ ¡¬¢© §£�� �²�¥ ³ ù� �§�£¤«�¦¤¥� · ¤¦ ¥�£ ¤©���£§�£
  ¡¤�«��� ��¥� · ± ��¢�¥�£ · ¦¥ �Ç¦¥  ¥� Ã§«£¥���  ¥ «��¤��§�«¥  §�� ¦¥� �¨�£²© ¥� ¢£� ¤¢� ³
´¬§ª�¥ Ã§«£¥��  ¥ «��¤��§�«¥ §°¤£ ±  ¤å¢�¥�£� �¤¹¥§�µ  � «¨«¦¥ «¥¦¦� ¦§¤�¥ ¥£  ¥ Ã§���
 ¤å¢�¥�£¥   ¡�� §�£�¥ · �¥¦�� ª� ¡¤¦ §°¤£ ��� ¦§ ¦¤°�¢¥  ¥� °¦�¿� ¦¥� ���°¥� ·  ¥� °¦�¿�¦¥� ¿¦§�«�
��  ¥� �¦§ª�¥££¥� ³ Â¥� Ã§«£¥���  ¥ «��¤��§�«¥ ��£ �� ¥å¥£ ��¤�«¤�§¦¥© ¥�£ ��� ¦¥� £§�µ  ¥
 ¤å¢�¥�«¤§£¤�� ¥£  ¥ © ��£§¦¤£¢ Ä  ¡§� ��£��¥ ��£§©©¥�£Å ¥£ ��� ¦ ¡¤�£�� �«£¤�� ¥� «¨«¦¥
«¥¦¦� ¦§¤�¥ ³ j � · ���� §¹��� �¿�¥�¹¢ ± £�§¹¥�� ��£�¥ ¢£� ¥ ª�¥ «¥ ���£ «¥� �§�§© ²£�¥� ª�¤ ¦§
�¦��§�£  � £¥©�� ���£ ± ¦ ¡��¤°¤�¥  ¥ ¦§ �£§¿¤¦¤£¢ ��  ¥ ¦§  ¢�£§¿¤¦¤�§£¤��  ¥ ¦§ � ���¦§£¤��
 ¥ «¥¦¦� ¦¥� ���«¬¥� ¬¢© §£�� �¢£¤ª�¥� �¦��¤� �£¥�£¥� ³

Ê�¥ ��¥© ¤²�¥ £¥�£§£¤¹¥ ± «¥ ��Æ ¥£ ± ¢£¢ �¢§¦¤�¢¥  §�� ¦§ £��¤�¤²© ¥ �§�£¤¥  ¥ «¥££¥
£¬²�¥ ³ ���� §¹��� ¢£� ¤¢  ¥�µ © � ²¦¥� �¤©�¦¤¯¢�   ¡¬¢© §£�� �²�¥ Ä¥� «���¤ ¢�§�£ ��
«¨«¦¥ «¥¦¦� ¦§¤�¥ «���£§�£Å ª�¥ ���� §¹��� «�©�¦¢£¢� �§� ¦ ¡§«£¤��  ¥ Ã§«£¥���  ¥ «��¤��§�«¥ ³
g ¤¥� ª�¥ ���� §¨��� ������¢ ª�¥ ¦¥� Ã§«£¥���  ¥ «��¤��§�«¥ � ¡§°¤��§¤¥�£ ª�¥ ��� ¦¥ £§�µ
 ¥ �¢¤�£�� �«£¤�� ¥� �¬§�¥  ¥ ���¦¤Ã¢�§£¤�� ¥£ ª�¥ ���� � ¡§¨��� �§� Ã§¤£  ¥  ¤�£¤�«£¤��
¥�£�¥ ¦¥�  ¤å ¢�¥�£� �¤¹¥§�µ  ¥  ¢¹¥¦��� ¥© ¥�£  ¥� «¥¦¦� ¦¥� ���«¬¥� ¬¢© §£�� �¢£¤ª�¥� · ¦¥�
�¢��¦£§£� ª�¥ ���� §¹��� �¿£¥���  ¢© ��£�¥�£ ¦ ¡§��§�¤£¤��  ¥ ��¦�£¤��� � ¢�¤� ¤ª�¥� §¹¥«
 ¥� � ¢�¤� ¥� � ��¹§�£ »£�¥ £�²� ¦��°�¥� · «�©© ¥ «¥ ª�¤ § ¢£¢ �¿�¥�¹¢ §¹¥«  ¥ ��©¿�¥��¥�
© §¦§ ¤¥� ¬¢© §£�¦�°¤ª�¥� «¨«¦¤ª�¥� ³ ´¥££¥ §����«¬¥  ¥© §� ¥ «¥� ¥� §�£ ± »£�¥  ¢¹¥¦��� ¢¥
¥£ §© ¢¦¤��¢¥ §¯�  ¥  ¢«�¤�¥ §� © ¤¥�µ ¦¥  ¢¹¥¦��� ¥© ¥�£  ¥ «¬§ª�¥ ¦¤°�¢¥ ¬¢© §£�� �¢£¤ª�¥
Ä¥� £¥�§�£ «�©�£¥ · ¥� �§�£¤«�¦¤¥� ·  ¥� �Ç¦¥� ��¢«¤�  ¥�  ¤å ¢�¥�£� Ã§«£¥���  ¥ «��¤��§�«¥
 §�� ¦ ¡¬¢© §£�� �²�¥Å ³

Ê� §�£�¥ §µ¥ ±  ¢¹¥¦��� ¥� «��«¥��¥ «¥�£§¤�¥© ¥�£ ¦ ¡¥�£¤© §£¤��  ¥� �§�§© ²£�¥� · ª�¤



ÍQ
� ¥�© ¥£   ¡§Æ ��£¥� ¦¥ © � ²¦¥ §�µ  ���¢¥� ³ Â¥ ���¿¦²© ¥ ���¢ �§� ¦ ¡§¿�¥�«¥  ¥  ���¢¥�
¥µ� ¢�¤© ¥�£§¦¥� §¿ �� §�£¥� ·  §�� ¦¥ «§� ���© §¦  ¥ ¦ ¡¬¢© §£�� �²�¥ © §¤� §���¤  §��  ¥�
«§� �§£¬�¦�°¤ª�¥� · ¥�£  ¢¦¤«§£ ± ���© ��£¥� ³ Â ¡¥�£¤© §£¤��  ¥ �§�§© ²£�¥� Ã�� §© ¥�£§�µ  �
©� ²¦¥ � ����§¤£ «¥� ¥� §�£ §¤ ¥� ¿¤�¦�°¤�£¥� ¥£ © §£¬¢© §£¤«¤¥� � ± © ¤¥�µ «�©��¥� �¥ ¦¥�
�¬¢��© ²�¥� ¤�£�¤��²ª�¥�  ¥ ¦ ¡¬¢© §£�� �²�¥ ¥£ � ¥�© ¥££�§¤£ ��¥ §© ¢¦¤��§£¤��  ¥� © � ²¦¥� ³
Â§ © §Æ ��¤£¢  ¥�  ���¢¥� � ��¹§�£ »£�¥ �¿£¥��¥� «��«¥��¥ ¦¥� ���°¢�¤£¥��� ³ Â ¡¥�£¤© §£¤��
 ¥� �§�§© ²£�¥� � ����§¤£  ��« »£�¥ ¥�¹¤�§°¢¥ �§� ¦§ �¢��¦�£¤��  ¥ ���¿¦²© ¥� ¤�¹¥��¥� ·
¥� �£¤¦¤�§�£ ¦¥� £¥«¬�¤ª�¥�  ¥ «��£�Ç¦¥ ��£¤© §¦ ³ ù� §��¦¤ª�§�£ ��£�¥ © � ²¦¥ ± ¦§ ¦¥�«¢¸
© ¤¥ ©¨¢¦� ¥ «¬���¤ª�¥ � ¢�¤� ¤ª�¥ · ���� � ����¤��� �§� ¥µ¥©�¦¥  ¢£¥�© ¤�¥� ¦§  ��¢¥  ¥�
«¨«¦¥� «¥¦¦� ¦§¤�¥� Ä¥� �£¤¦¤�§�£ ¦§ � ¢�¤� ¥  ¥� ��«¤¦¦§£¤���Å · ��¥�ª�¥ ¤©����¤¿ ¦¥� ±  ¢£¥�¸
© ¤�¥� � ��� ¦¥� «¥¦¦� ¦¥� ���«¬¥� ¬¢© §£�� �¢£¤ª�¥� �¦��¤� �£¥�£¥� ¥£ ©�¦£¤� �£¥�£¥� «§� «¥�
«¥¦¦� ¦¥� ���£ ¤��¿�¥�¹§¿¦¥� ³ Ê�¥ ��¥© ¤²�¥ �¢æ¥µ ¤�� ���¦¤°�¥ «¥� ¥� §�£ �¦��¤¥���  ¤ä «�¦¸
£¢� ·  ��£ ¦¥ Ã§¤£ ª�¥ ¦§ °�§¹¤£¢  ¥ ¦§ © §¦§ ¤¥  ¢� ¥�   ¥ ¦ ¡¤� ¥µ  ¥ Z��§¦ Äª� ¤ £¤¥�£ «�©�£¥
 ¥ ¦ ¡È°¥  � �§£¤¥�£ ·  ¥ ¦§ £§¤¦¦¥  ¥ ¦§ �§£¥ ·  � ��©¿�¥  ¥ �¦§ª�¥££¥� ·  ¥ °¦�¿� ¦¥� ¿¦§�«� ·
 � �¥µ¥ · ¥£« ³Å ¥£ � ¡¥�£  ��« �§� ¦§ © »© ¥ ���� £��� ¦¥� �§£¤¥�£� ³

´��«¥��§�£ ¦¥ «§� �§�£¤«�¦¤¥�  ¥ ¦§ ¦¥�«¢© ¤¥ ©¨¢¦� ¥ «¬���¤ª�¥ ·  ¥� �¢��¦£§£� �¢«¥�£�
��£  ¢© ��£�¢ ª� ¡��¥ �£�§£¢°¤¥ £¬¢�§� ¥�£¤ª�¥   ¡¤�¬¤¿¤£¤�� ¥�É¨© §£¤ª�¥ «¥¦¦� ¦§¤�¥ «¤¿ ¦¢¥
�¥��¢�¥�£§¤£ ��¥ ¹�¤¥ ���© ¥££¥��¥ � ��� ��� £�§¤£¥© ¥�£ �¶· f	
 ³ ´¥ �¬¢��© ²�¥   ¡¤�¬¤¿¤¸
£¤�� � ¥�£ � ¡¥µ��¤© ¥� · © §£¬¢© §£¤ª�¥© ¥�£ · ¥� £¥�© ¥  ¥ «��£�Ç¦¥ · ¦ ¡§«£¤��  � © ¢ ¤«§© ¥�£ ·
�¥��¢�¥�£¢¥ �§� ��¥ Ã��«£¤��   ¡¥ä «§«¤£¢ · ¹¥�§�£ ¤�¬¤¿ ¥� ¦§ «��¤��§�«¥  ¥� «¥¦¦� ¦¥� «§�«¢¸
�¥��¥ ³ Â§  ¤ä «�¦£¢ ·  §�� ��� © � ²¦¥� · ���¹¤¥� �§¤£  ¥ ¦§ ��¢�¥�«¥  ¥ £¥�© ¥� ���¸¦� «§�µ
¦¤¢� §� ���«¥����  ¥ �¥���¹¥¦¦¥© ¥�£ «¥¦¦� ¦§¤�¥ ³

ù�¯� · ¥� «¥ ª�¤ «��«¥��¥ ¦ ¡§����«¬¥ ��© ¢�¤ª�¥  ¥� ¢ª�§£¤��� ª�¥ ���� §¹��� ¢£�¸
 ¤¢¥� · �¤°�§¦���  ¥�µ  ¢© §�«¬¥�  ¤å ¢�¥�£¥� ³ Â§ �¢��¦�£¤��  ¥� ¢ª�§£¤���  ¤å ¢�¥�£¤¥¦¦¥� ±
�¥£§�  · §��§�§¤��§�£  §�� ¦¥� «§� �� ���� � ¡§¹��� �§� Ã§¤£  ¥  ¤�£¤�«£¤�� ¥�£�¥ ¦¥�  ¤Ã¸
Ã¢�¥�£� �¤¹¥§�µ  ¥ © §£��¤£¢  ¥� «¥¦¦� ¦¥� · § ¢£¢ �¿£¥��¥ ¥� § §�£§�£  ¥� © ¢£¬� ¥�  ¥
���°¥¸½�££§ · ¤���¥�  ¥ ¦§ �¢��¦�£¤��   ¡¢ª�§£¤���  ¤å¢�¥�£¤¥¦¦¥� �� ¤�§¤�¥� · ¥£  ¥� © ¢¸
£¬� ¥�   ¡¤�£¥�� �¦§£¤�� ³ ���� §¹��� �£¤¦¤�¢ ¦¥ ¦�°¤«¤¥¦ °�§£�¤£ "TTÀÊÿ · � ¥�© ¥££§�£ ¦§
�¢��¦�£¤��   ¡¢ª�§£¤��� §��¥É �¤©�¦¥� · §¤��¤ ª�¥ ¦¥ ��¦¹¥��   ¥Í�  ¥ ðñòóñô �¶�f
 · � ¦� �� ¥�Ã��© §�£ · ª�¤ ���� § � ¥�© ¤�   ¡�¿£¥�¤�  ¥� �¢��¦£§£� �¦�� ��¢«¤� · ��£§©©¥�£ ¦���  ¥
¦ ¡¢£� ¥  ¥� ��¦�£¤��� ��«¤¦¦§�£¥� ³

Â§ �¢��¦�£¤�� ��© ¢�¤ª�¥  ¥� ¢ª�§£¤��� §�µ  ¢�¤¹¢¥� �§�£¤¥¦¦¥� ¬¨� ¥�¿ �¦¤ª�¥� �¢«¥�¸
�¤£¥  ¥� ��£¤¦� �� � ¥� �¦�� ¦��� � @ ©¢£¬� ¥  ¥�  ¤å¢�¥�«¥� ¯�¤¥� ��  ¥� ¢¦¢© ¥�£� ¯�¤� ·
© ¢£¬� ¥  ¥� «§�§«£¢�¤�£¤ª�¥� · �� ¿¤¥� Ä ¥ ��¢Ã¢�¥�«¥Å ��¥ © ¢£¬� ¥  ¥ ¹�¦�© ¥� ¯�¤� §¹¥«
 ¢«¥�£�§°¥ · �¦�� § §�£¢¥ §�µ ¢ª�§£¤��� ¬¨� ¥�¿ �¦¤ª�¥� ³ ´¥££¥ ¢£� ¥ ¥�£ §«£�¥¦¦¥© ¥�£ © ¤�¥
¥� º�¹�¥ · © §¤� ¦ ¡§¿�¥�«¥  ¥ �¢��¦£§£� £¬¢��¤ª�¥� «��«¥��§�£ ¦ ¡¥µ ¤�£¥�«¥   ¡¢£§£�   ¡¢ª�¤¸
¦¤¿�¥� ¦§ ¦¤© ¤£¥ ¥�«��¥ ª�¥¦ª�¥ � ¥� ³ Z¥�¦�  ¥� �¢��¦£§£� �¿£¥��� ���  ¥� © � ²¦¥� ¿ ¥§�«���



ÍQf

�¦�� �¤©�¦¥� Ä§¹¥«  ¥� £§�µ  ¥ © ��£§¦¤£¢ «���£§�£� �§� ¥µ¥©�¦¥ · �¢°¦¤°¥§�£ §¤��¤ ¦¥ �¤¹¥§�
 ¥  ¢¹¥¦��� ¥© ¥�£  ¥� «¥¦¦� ¦¥�Å � ����§¤¥�£ � ��� ¦¥ © �© ¥�£ ¹§¦¤ ¥� ¦¥� �¢��¦£§£� ³
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y z z �%�~

ÍQ�





&##�Ï � &

' Ô � {��� z ~ ( ���{�� �� Õ�z ���� z ~ � �

)}{� � z ��

���� �§�� ¥¦��� ¤«¤ ª�¥¦ª�¥� �¢��¦£§£� Ã�� §© ¥�£§�µ ��� ¦¥� ¢ª�§£¤���  ¤å¢�¥�£¤¥¦¦¥�
± �¥£§�  §¤��¤ ª�¥ ��� ¦¥� Ã��«£¤���  ¥ Â¨§����¹ §��¦¤ª�¢¥� §�µ ¢ª�§£¤��� ± �¥£§�  ³ Â¥�
 ¢© ���£�§£¤��� �¥ �¥���£ �§�  ���¢¥� · © §¤� ¦¥ ¦¥«£¥�� � ����§ «����¦£¥� ¦¥� ��¹�§°¥�  ¥
? §¦¥ �Q
 ¥£ ? §¦¥ ¥£ ¨¥� �¨� Â��¥¦ �Q	
 ± «¥ ��Æ ¥£ ³

� èé �v÷ñòïëóð ìï*íöôóòïôîîôð + öôòñöì

ù� °¢�¢�§¦ · §«£¤�� ¥£ �¢§«£¤�� ��£ ¦¤¥� ¥� © »© ¥ £¥©��  §�� ¦¥� © � ²¦¥� © §£¬¢© §¸
£¤ª�¥� @

dx/dt
¥£

x
§°¤��¥�£ §� © »© ¥ ¤��£§�£

t
³ Â§ ��¥© ¤²�¥ ¢ª�§£¤��  ¢«�¤¹§�£ �� £¥¦

�¬¢��© ²�¥ £�§¤£¥  ¥  ¨�§© ¤ª�¥  ¥� � ���¦§£¤��� � ¤¦ � ¡§°¤£  ¥ ¦ ¡¢ª�§£¤��  ¥ � §¦£¬��
dx

dt
(t) = (d − m)x(t),

ÄÀ ³¶Å
��

x(t)
 ¢�¤°�¥ ¦¥ ��©¿�¥   ¡¤� ¤¹ ¤ ��   ¡��¥ � ���¦§£¤��  ���¢¥ ± ¦ ¡¤��£§�£

t
·
d

¦¥ £§�µ
 ¥ �§£§¦¤£¢  ¥ «¥££¥ � ���¦§£¤�� ¥£

m
��� £§�µ  ¥ © ��£§¦¤£¢ ³ Â ¡¢ª�§£¤�� ÄÀ ³¶Å ¥�£ �¥��¢¥

 ¢«�¤�¥ ¦ ¡¢¹�¦�£¤��  ¥ ¦§ � ���¦§£¤�� ³ Â§ �¢��¦�£¤��  ¥ «¥££¥ ¢ª�§£¤�� ¥�£  ¤�¥«£¥ @

x(t) = e(d−m)tx(0), t ≥ 0.

Z ¤ ¦¥ £§�µ  ¥ �§£§¦¤£¢
d

¥�£ ��� ¢�¤¥�� §� £§�µ  ¥ © ��£§¦¤£¢
m

· ¦§ � ���¦§£¤�� «��Ë£ · �¤���
¥¦¦¥ � ¡¢£¥¤�£ · ª�¥¦¦¥ ª�¥ ��¤£ ¦§ � ���¦§£¤�� ¤�¤£¤§¦¥ ³

i¹¤ ¥©© ¥�£ · «¥££¥ © � ¢¦¤�§£¤�� � ¡¥�£ �§� ��ä �§�£¥ · ¦¥ �¢��¦£§£ £��� �¤©�¦¤�£¥ ³ ù�
¶�� · ´���¥ ¥£ ����¥ ���� ��¥�£ ��¥ §© ¢¦¤��§£¤��  � ©� ²¦¥  ¥ � §¦£¬�� @

dx

dt
(t) = dx(t − r) − mx(t),

ÄÀ ³ÍÅ

Í	 ¶
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��
r > 0

¥�£ · �§� ¥µ¥©�¦¥ · ¦¥ £¥©��  ¥ °¥�£§£¤��  ¥ ¦§ � ���¦§£¤�� ¢£� ¤¢¥ ³ Â ¡¢ª�§£¤��
ÄÀ ³ÍÅ ¥�£ ��¥ ¢ª�§£¤�� ± �¥£§�  · ¦¥ �¥£§�  ¥�£

r
³

Â§ �¢��¦�£¤��  ¥ £¥¦¦¥� ¢ª�§£¤��� ¥�£ © �¤�� §¤�¢¥ ª�¥ «¥¦¦¥  ¥� ¢ª�§£¤���  ¤å¢�¥�£¤¥¦¦¥�
�� ¤�§¤�¥� ³

T �¥© ¤²�¥© ¥�£ · ¦§  ���¢¥   ¡��¥ «�� ¤£¤�� ¤�¤£¤§¦¥ ¥�
t = 0

� ¡¥�£ �§� ��ä �§�£¥ � ���
�¢��� �¥ ÄÀ ³ÍÅ �§� ¥µ¥©�¦¥ ³ T���  ¢£¥�© ¤�¥� dx

dt (0)
¤¦ Ã§�£ «���§Ë£�¥

x(0)
¥£

x(−r)
³ Â§

«�� ¤£¤�� ¤�¤£¤§¦¥   ¡��¥ ¢ª�§£¤�� ± �¥£§�  ¥�£  ��« ��¥ Ã��«£¤��  ¢¯�¤¥ ���
[−r, 0]

³
ù��� ¤£¥ · �� �¢���£   ¡§¿ ��  ¦ ¡¢ª�§£¤�� ��� �� ¤�£¥�¹§¦¦¥

[0, r]
³ À ¤��¤ ¦ ¡¢ª�§£¤�� ¥�£ ��¥

¢ª�§£¤��  ¤å ¢�¥�£¤¥¦¦¥ �� ¤�§¤�¥ §¹¥« �� �¥«��  © ¥©¿�¥ � û üýþüý ��� ��¦ ³ ù� ¤£¢�§�£ «¥££¥
© ¢£¬� ¥ Ä§�� ¥¦¢¥ + $,<þ�� �� ü$�þ �" ,ýþ� û �ü û ��Å · �� � ¥�£ �¢��� �¥ ¦ ¡¢ª�§£¤�� ± �¥£§� 
� ���

t ≥ 0
³

Â¥� ��¥© ¤²�¥� ¢ª�§£¤��� ± �¥£§�  ��£ ¢£¢ ¤�£�� �¤£¥� �§� ¨ ³ ¨�¦£¥��§ ¥� ¶�Íf  §��
��� ¢£� ¥  ¥ © � ²¦¥� ¼ ���¤¥¸��¢ §£¥�� ½ @

dP1

dt
(t) = −(d1 − m1P2(t))P1(t),

dP2

dt
(t) =

(
−d2 + m2P1(t) +

∫ 0

−r
k(s)P1(s + t)ds

)
P2(t),

��
P1

 ¢�¤°�¥ ¦§ � ���¦§£¤��  ¥ ���¤¥� ¥£
P2

«¥¦¦¥  ¥ ��¢ §£¥��� ³ Â§ © ��£§¦¤£¢ �§£��¥¦¦¥
 ¥� ���¤¥� ¥�£ ������¢¥ ��¦¦¥ ³

Á ¡§�£�¥�  �© §¤�¥� ��£  ¥��¤� �£¤¦¤�¢ ¦¥� ¢ª�§£¤��� ± �¥£§�  � «¤£��� ¦§ £¬¢��¤¥  �
«��£�Ç¦¥ · ¦ ¡¢£� ¥  ¥� �¢�¥§�µ  ¥ �¥����¥� · ¦ ¡¢«���© ¤¥ · ¦§ «¤�«�¦§£¤�� ���£¤²�¥ · ¦ ¡¢�¤ ¢© ¤�¸
¦�°¤¥ · ¦¥� © � ²¦¥�  ¥ � ���¦§£¤��� «¥¦¦� ¦§¤�¥� Ä�£��«£��¢� ¥� £§¤¦¦¥ �� ¥� © §£��¤£¢Å · ¥£« ³

���� ��¢�¥�£��� ¿�¤²¹¥© ¥�£ · �§��  ���¥� £��� ¦¥�  ¢£§¤¦� · ª�¥¦ª�¥� �����¤¢£¢�  ¥�
¢ª�§£¤���  ¤å ¢�¥�£¤¥¦¦¥� ± �¥£§�  ¦¤�¢§¤�¥�  §�� ¦§ ���«¬§¤�¥ �¥«£¤�� ³ µ�¥¦ª�¥� �¢��¦£§£�
��� ¦§ £¬¢��¤¥ °¢�¢�§¦¥  ¥� ¢ª�§£¤��� Ã��«£¤���¥¦¦¥� ± �¥£§�  ���£ © ¥�£¤���¢�  §�� ¦§
�¥«£¤�� À ³¶³Í ³

- ÜÞÜÞ .héáàãîí/ æã0åêçíàãçääç/ äãíåáãêç/ 1 êçàáêæ
´���¤ ¢���� ¦ ¡¢ª�§£¤��  ¤å ¢�¥�£¤¥¦¦¥ ± �¥£§� 

dx

dt
(t) = ax(t) + bx(t − r), t ≥ 0,

ÄÀ ³�Å
��

a
¥£

b
���£  ¥�µ ��©¿�¥� �¢¥¦� ¥£

r > 0
³

´�©©¥ ���� ¦ ¡§¹���  ¢Æ ± ��£¢ · ��¥ «�� ¤£¤�� ¤� ¤£¤§¦¥  ¥ ÄÀ ³�Å ¥�£ ��¥ Ã��«£¤��
φ ¢¯�¤¥ ��� �� ¤�£¥�¹§¦¦¥  ¥ ¦��°�¥��

r
³ � ��� «���¤ ¢���� ¦ ¡¥��§«¥  ¥� Ã��«£¤��� «��£¤��¥�

���
[−r, 0]

± ¹§¦¥���  §��
R
· ��£¢

C
@

C := C0([−r, 0], R).
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Â ¡¥��¥©¿¦¥
C

¥�£ ©��¤  ¥ ¦§ ���© ¥  � © §µ¤©�© ��£¢¥ ‖ · ‖ ³Z¤
xφ ¥�£ ��¥ ��¦�£¤��  ¥ ÄÀ ³�Å ¹¢�¤¯ §�£

x(t) = φ(t)
����

t ∈ [−r, 0]
· §¦��� ����

� �����
xφ

t (θ) = xφ(t + θ), θ ∈ [−r, 0].
ÄÀ ³Ì Å

Z ¤
x

¥�£ ��¥ Ã��«£¤�� «��£¤��¥  ¥
[−r, T )

·
T > 0

·  §��
R
· §¦��� � ��� £��£

t ∈ [0, T )

xt ∈ C
³

Â§ Ã��© ¥ °¢�¢�§¦¥   ¡��¥ ¢ª�§£¤��  ¤å ¢�¥�£¤¥¦¦¥ ¦¤�¢§¤�¥ ± �¥£§�  ¥�£
dx

dt
(t) = L(t, xt), t ≥ 0,

ÄÀ ³QÅ
§¹¥«

x0 = φ ∈ C
· ��

L : [0, +∞) × C → R
¥�£ ��¥ §��¦¤«§£¤�� ¦¤�¢§¤�¥ ³ Â���ª�¥

L
�¥

 ¢� ¥�  �§�  � £¥©��
t
· ¦ ¡¢ª�§£¤�� ÄÀ ³QÅ ¥�£  ¤£¥ �",þ�þ+ �³

Â ¡¢ª�§£¤�� ÄÀ ³�Å � ¡¢«�¤£ ���� ¦§ Ã��© ¥ ÄÀ ³QÅ §¹¥«

L(φ) = aφ(0) + bφ(−r), φ ∈ C.

Â¥ �¢��¦£§£ ��¤¹§�£  ¢«�¤£ ¦¥� �����¤¢£¢�   ¡¥µ ¤�£¥�«¥ ¥£   ¡��¤«¤£¢  ¥� ��¦�£¤���  ¥ ÄÀ ³QÅ ³
|}~�k��� 3 �� �� � 4�®5 L ý

φ ∈ C
) ý� �S ý�,� "�� "� ý!"� G þ��,ýþ�

xφ �$# � ý� �"ü
[−r, +∞)!" ý �þ=� �ý�� �*��

φ
�"ü

[−r, 0]
�, !" ý *$üý# � Oú 9pP û þ"ü

t ≥ 0
9 � þ"ü

t = 0
) �� �$üý*$�

���� Oú 9pP ü�û ü$� ��,� $*ý��++ ��, �� �$üý*$� 7 �üþý,�9 { � û �"�)
xφ(t)

��, �� ������ C1

û þ"ü
t > 0

�, ûþ��.�� "�� �$üý*$� �þ�,ý�"� ��
t = 0

� ý �, ��"��+ ��, � ý
φ

��, �$üý*���� ��
0

�,
dφ

dt
(0) = L(0, φ).

��# �)
xφ ��*ý��, �� û �"� �� û �"� ü$ "�ý.ü� �þü�!" �

t
�" + ��,�9

UV��WX� 3 ���� � :þ�� ý�$üþ�� "� ��� û �ü ,ý�"�ý�ü �� � 6$!"�,ýþ� Oú 90P ) þM
a = 0

)
b = −π/2�,

r = 1
> �þ"� þ�,��þ��

dx

dt
(t) = −π

2
x(t − 1).

F�� �ûû �ý��,ýþ��
t 7→ cos

(
π

2
(t +

1

2
)

) �,
t 7→ sin

(
π

2
(t +

1

2
)

)

�þ�, ��"S �þ �" ,ýþ�� �� ��,,� $!"�,ýþ� 9
- ÜÞÜì .héáàãîí/ æã0åêçíàãçääç/ 1 êçàáêæ 6 à7åîêãç 8åíåêáäç

���� «���¤ ¢���� ± ��¢�¥�£ ¦ ¡¢ª�§£¤�� °¢�¢�§¦¥
dx

dt
(t) = f(t, xt), t ≥ 0,

ÄÀ ³	Å
§¹¥«

xt
 ¢¯�¤ ¥� ÄÀ ³Ì Å ¥£

f : I × C → R
·
I = [0, b), [0, b]

��
[0, +∞)

³
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|}~�k��� 3 ���Y � �UV ����� � X�  �X� ¡ Lþý,
f : I × C → R

�þ�,ý�"� O�*��
b > 0

� ý
I��, "� ý�,�ü*�� ��P 9 ú �þü� û þ"ü ,þ",� G þ��,ýþ�

φ ∈ C
ý� �S ý�,�

T ∈ I \{0} ,�� !" � � 6$!"�,ýþ�
Oú 9�P ��+ �,,� "�� �þ �" ,ýþ� �"ü

[−r, T ]
!" ý �þ=��ý�� �*��

φ
�"ü

[−r, 0]
9

{ $+ þ��,ü�,ýþ� 9 ù¦¦¥ ¥�£ ¿§�¢¥ ��� ¦ ¡�£¤¦¤�§£¤��  � £¬¢��²© ¥  ¥ � �¤�£ ¯µ¥  ¥ Z¬§� ¥� ³ Â¥
¦¥«£¥�� ¤�£¢�¥��¢ � ¥�£ «����¦£¥� h ³ ? §¦¥ �Q
 ³

Â ¡¥µ ¤�£¥�«¥  ¥ ��¦�£¤��� © §µ¤© §¦¥�  ¥ ÄÀ ³	Å ¥£  ¥ ��¦�£¤��� °¦�¿§¦¥� ¥�£  ���¢¥ �§�
¦¥ £¬¢��²© ¥ ��¤¹§�£ ³ ���� �¥�¹�¨��� ¦¥ ¦¥«£¥�� ± �Q
 ���� ��¥  ¢© ���£�§£¤�� ³
|}~�k��� 3 �� �� � ��� X������ «X���X��¡ L"ûûþ�þ�� !"�

f : [0, +∞) × C → R
��,

�þ�,ý�"� �, �þü���,�9 L ý
xφ ��, "� � �þ �" ,ýþ� +�S ý+��� �� Oú 9�P ��þü�

xφ ��, �$# � ý� �"ü
[−r, T )

�*��
T = +∞ þ"

lim sup
t→T−

xφ(t) = +∞.

Â ¡¥µ ¤�£¥�«¥  ¥ ��¦�£¤��� °¦�¿§¦¥�  ¥ ¦ ¡¢ª�§£¤�� ÄÀ ³	Å ¢£§�£ ¢£§¿¦¤¥ · ���� ���� ¤�£¢�¥�¸
���� ± ��¢�¥�£ ± ¦ ¡��¤«¤£¢  ¥ £¥¦¦¥� ��¦�£¤��� ³
|}~�k��� 3 �� �� � �9�� ��~ ¡ L"ûû þ�þ�� !" �

f : I × C → R
��, �þ�,ý�"�) �þ����+ ��,

�ýû ��< ý,r ý���� ��
φ

�, "� ýG þü+ $+ ��, �ýû ��< ý,r ý��� � ��
t
9 ú �þü� � 6$!"�,ýþ� Oú 9�P û þ�� .��

"�� "� ý!"� �þ �" ,ýþ�
xφ ûþ"ü ,þ",� G þ��,ýþ�

φ ∈ C
9 { � û �"�) � 6�ûû �ý��,ýþ�

φ ∈ C 7→ xφ
t ∈ C��, �þ����+ ��, �ýû ��< ý,r ý����9

- ÜÞÜÝ : ãíåáêã/áàãîí áéàîéê æ èéíç /îäéàãîí ;áêàã<éäã=êç
´���¤ ¢���� ¦ ¡¢ª�§£¤�� ÄÀ ³	Å · ¥£ ��������� ª�¥ ¦ ¡§��¦¤«§£¤��

ϕ 7→ f(t, ϕ)
¥�£  ¥ «¦§��¥

C1 ���� £��£
t ≥ 0

³ Z�¤£
x∗ ��¥ ��¦�£¤�� �§�£¤«�¦¤²�¥  ¥ ÄÀ ³	Å ³

Z�¤£
Df(t, ϕ)

¦ ¡�� ¢�§£¥��  ¢¯�¤ · � ��� £��£
ψ ∈ C

· �§�

Df(t, ϕ)ψ := lim
h→0

f(t, ϕ + hψ) − f(t, ϕ)

h
.

T��� £��£
t ≥ 0

¥£ £��£
ϕ ∈ C

· ¦ ¡�� ¢�§£¥��
Df(t, ϕ) : C → R

¥�£ ¦¤�¢§¤�¥ «��£¤�� ³
�~������� 3 �� � �U������� X��~�k��~� ¡� ¾� �ûû �� �� $!"�,ýþ� �ý�$�üý�$� ���þ�ý$� 7
� 6$!"�,ýþ� Oú 9�P �",þ"ü �� �� �þ �" ,ýþ� û �ü ,ý�"�ý.ü�

x∗ � 6$!"�,ýþ�
dx

dt
(t) = Df(t, x∗

t )xt , L(t)xt.

UV��WX� 3 ���® � :þ�� ý�$üþ�� � 6$!"�,ýþ� �ýN $ü��,ý�� �� 7 ü�,�ü� �þ�8�ý�$�ýü�
dx

dt
(t) = −a(t)x(t − 1)

(
1 − x2(t)

)
.

ÄÀ ³Å
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:�,,� $!"�,ýþ� ûþ��.�� ,üþý� �þ �" ,ýþ�� û�ü,ý�"�ý.ü�� �ý,�� �,�,ýþ���ýü�� l
x∗ ≡ 0

)
x∗ ≡ 1�,

x∗ ≡ −1
9

� þ"ü
ϕ, ψ ∈ C

�,
t ≥ 0

) �þ"� þ�,��þ��

Df(t, ϕ)ψ = −a(t)
[
ψ(−1) − 2ϕ(−1)ϕ(0)ψ(0) − ψ(−1)ϕ(0)2

]
.

úý��ý) � 6$!"�,ýþ� Oú 9'P �ý� $�üý�$� �",þ"ü ��
x∗ ≡ 0

��,
dx

dt
(t) = −a(t)x(t − 1),

�, � 6$!"�,ýþ� Oú 9'P �ý�$�üý�$� �",þ"ü ��
x∗ ≡ 1

þ" −1
��,

dx

dt
(t) = 2a(t)x(t).

� èç >ëóøòïëóð ìô ¦Úñõ÷óëd ôò ív÷ñòïëóð + öôòñöì
Z�¤£

f : [0, +∞) × C → R
n ��¥ Ã��«£¤�� «��£¤��¥ £¥¦¦¥ ª�¥

f(t, 0) = 0
���� £��£

t ≥ 0
³ ´���¤ ¢���� ¦ ¡¢ª�§£¤��  ¤å ¢�¥�£¤¥¦¦¥ ± �¥£§�  ���¸§�£���© ¥ ÄÀ ³	Å ·

dx

dt
(t) = f(t, xt),

 ¥  ���¢¥ ¤�¤£¤§¦¥
x0 = φ ∈ C

³ Â§ Ã��«£¤��
f

¥�£ ������¢¥ ��ä �§©©¥�£ «��£¤��¥ � ���
ª�¥ ¦§ ��¦�£¤��

xφ(t)
��¤£ «��£¤��¥ �§� �§�� ��£ ±

t
¥£ ± ¦§ «�� ¤£¤�� ¤�¤£¤§¦¥

φ
��� ¦¥

 �© §¤�¥  ¥  ¢¯�¤£¤��  ¥
f
³

�~������� 3 �� �� ������X��~ ¡� L"ûûþ�þ�� !" �
f(t, 0) = 0

ûþ"ü ,þ",
t ≥ 0

9 F� �þ �" ,ýþ�
x = 0

�� Oú 9�P ��, �ý,� �£§¿¦¥ �ý û þ"ü ,þ",
ε > 0

ý� �S ý�,�
δ > 0

,�� !" �

‖φ‖ < δ ⇒ ‖xφ
t ‖ < ε

û þ"ü
t ≥ 0.

F� �þ �" ,ýþ�
x = 0

�� Oú 9�P ��, �ý,� §�¨©�£�£¤ª�¥© ¥�£ �£§¿¦¥ �ý �� �� ��, �,���� �, � 6ý�
�S ý�,�

b > 0
,�� !"�

‖φ‖ < b ⇒ lim
t→+∞

xφ(t) = 0.

�~������� 3 �� �� ���X������ ��k�~�� ¡� ¢�� �þ �" ,ýþ�
xφ �� Oú 9�P ��, ¿���¢¥ � 6ý� �S ý�,�

β = β(φ)
,�� !"�

|xφ(t)| < β(φ)
û þ"ü

t ≥ −r.

F�� �þ �" ,ýþ�� �� Oú 9�P �þ�, ��¤Ã��© ¢© ¥�£ ¿ ���¢¥� � 6ý� �S ý�,�
β

ý��$û �����, ��
φ

,�� !"�

|xφ(t)| < β
û þ"ü

t ≥ −r.
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���� ¢������� ± ��¢�¥�£  ¥� «�� ¤£¤��� ��ä �§�£¥� � ��� ¦§ �£§¿¤¦¤£¢  ¥ ¦§ ��¦�£¤��
x = 0

 ¥ ÄÀ ³	Å ³ ´¥� «�� ¤£¤��� °¢�¢�§¦¤�¥�£ ¦§ �¥«�� ¥ © ¢£¬� ¥  ¥ Â¨§����¹ ���� ¦¥�
¢ª�§£¤���  ¤å ¢�¥�£¤¥¦¦¥� �� ¤�§¤�¥� �Q
 ³Z�¤£

J : [0, +∞) × C → R
��¥ Ã��«£¤�� «��£¤��¥ ¥£

xφ ¦§ ��¦�£¤��  ¥ ÄÀ ³	Å � ��� ¦§
«�� ¤£¤�� ¤�¤£¤§¦¥

φ ∈ C
³ � ��� � �����

J̇(t, φ) := lim sup
h→0+

J(t + h, xφ
t+h) − J(t, φ)

h
.

Â¥ £¬¢��²© ¥ ��¤¹§�£  ���¥ §¦���  ¥� «�� ¤£¤��� ��ä �§�£¥� � ��� ¦§ �£§¿¤¦¤£¢ §�¨©�£�£¤ª�¥
 ¥ ¦§ ��¦�£¤��

x = 0
 ¥ ÄÀ ³	Å ³

|}~�k��� 3 �� �Y � L"ûû þ�þ�� !" � �� G þ��,ýþ�
f

��, �þü��� ,�9 Lþý�� ,
u, v, w

,üþý� G þ��8
,ýþ�� �$# � ý�� �"ü

R
+ 7 *���"ü� ����

R
+ ) �þ�,ý�"�� �, �üþý���� ,��) *$üý# ��,

u(0) = v(0) =

0
�,

u(s), v(s) > 0
ûþ"ü

s > 0
9 L 6ý� �S ý�,� "�� G þ��,ýþ�

J : [0, +∞) × C → R
�þ�,ý�"�

,�� �� !" �
u(|φ(0)|) ≤ J(φ) ≤ v(‖φ‖),

J̇(φ) ≤ −w(|φ(0)|),
��þü� �� �þ �" ,ýþ�

x = 0
�� Oú 9�P ��, �,����9 L ý �� û �"�

w(s) > 0
ûþ"ü

s > 0
) ��þü� ��

�þ �" ,ýþ�
x = 0

�� Oú 9�P ��, ��5+û ,þ,ý!"�+ ��, �,����9 � �# �) �ý
lims→∞ u(s) = +∞) ���

�þ �" ,ýþ�� �� Oú 9�P �þ�, "� ýG þü+ $+ ��, �þü� $�� 9
{ $+ þ��,ü�,ýþ� 9 T��� ��¥  ¢© ���£�§£¤�� «�©�¦²£¥ · ����  ¤�¤°¥��� ¦¥ ¦¥«£¥�� ¹¥�� ¦ ¡��¸
¹�§°¥  ¥ h ³ ? §¦¥ �Q
 · «¬§�¤£�¥ Q · £¬¢��²© ¥ Í ³¶³

����k��� 3 �� �� � Fþü�!" � � 6$!"�,ýþ� Oú 9�P ��, �",þ�þ+�) � 6��,878�ýü� �þü�!" �
f

� �
�$û ��� û �� �" ,�+û �

t
)

f = f(φ)
) �� �$üý*$� ��

J
�� �þ� ��� �þ �" ,ýþ�� �� Oú 9�P ��,

�$# � ý� û �ü
J̇(φ) := lim sup

t→0+

J(xφ
t ) − J(φ)

t
, φ ∈ C.

UV��WX� 3 �� �� � :þ�� ý�$üþ�� � 6$!"�,ýþ� �ýN $ü��,ý�� �� 7 ü�,�ü� �ý�$�ýü�
dx

dt
(t) = −ax(t) − bx(t − r), r > 0,

ÄÀ ³fÅ
þM

a > 0
�,

b ∈ R
9 :�,,� $!"�,ýþ� � 6$�üý, �þ"� �� G þü+� Oú 9�P �*��

f(φ) = −aφ(0) − bφ(−r), φ ∈ C.

� þ�þ��
J(φ) =

1

2
φ2(0) +

a

2

∫ 0

−r
φ2(s)ds.
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ú �þü�

J̇(φ) =
dφ

dt
(0)φ(0) +

a

2
φ2(0) − a

2
φ2(−r),

= −a

2
φ2(0) − bφ(0)φ(−r) − a

2
φ2(−r),

= −a

2

((
φ(−r) +

b

a
φ(0)

)2

+
a2 − b2

a2
φ2(0)

)
.

:þ++�
a > 0

) �þ"� þ�,��þ��

J̇(φ) ≤ −a2 − b2

2a
φ2(0) := −w(φ(0)).

n � ��, ���ýü !" � �ý
a > |b| �� �þ �" ,ýþ�

x = 0
�� Oú 9KP ��, ��5+û ,þ,ý!"�+ ��, �,����9

� þ�þ��
u(s) =

s2

2
, s ≥ 0.

ú �þü�) �þ++ �
J(φ) ≥ u(|φ(0)|) �,

lims→∞ u(s) = ∞) ��� �þ �" ,ýþ�� �� Oú 9KP �þ�, "� ýG þü8
+ $+ ��, �þü�$�� 9
UV��WX� 3 �� � � :þ��ý�$üþ�� � 6$!"�,ýþ� �ýN $ü��,ý�� �� 7 ü�,�ü� �ý�$�ýü� �þ�8�",þ�þ+ �

dx

dt
(t) = −a(t)x(t) − b(t)x(t − r), r > 0,

ÄÀ ³�Å
þM

a
�,

b
�þ�, ��"S G þ��,ýþ�� �þ�,ý�"�� �, �þü�$�� �"ü

[0, +∞)
�, ý� �S ý�,�

α > 0
,�� !" �

0 < α ≤ a(t),
ûþ"ü

t ≥ 0.

� þ�þ��
J(φ) =

1

2
φ2(0) + α

∫ 0

−r
φ2(s)ds.

ú �þü�
J̇(φ) =

dφ

dt
(0)φ(0) + αφ2(0) − αφ2(−r),

= − (a(t) − α) φ2(0) − b(t)φ(0)φ(−r) − αφ2(−r),

= −α

(
φ(−r) +

b(t)

2α
φ(0)

)2

+
b2(t) − 4α(a(t) − α)

4α
φ2(0).

{ þ��
J̇(φ) ≤ −4α(a(t) − α) − b2(t)

4α
φ2(0) := −w(φ(0)).

úý��ý) �ý
4α(a(t) − α) > b2(t),

û þ"ü ,þ",
t ≥ 0,

�� �þ �" ,ýþ�
x = 0

�� Oú 9&P ��, ��5+û ,þ,ý!" �+ ��, �,����9 :þ++ � ���� � 6�S �+û �� ú 9R 9p)
��� �þ �" ,ýþ�� �� Oú 9&P �þ�, "� ýG þü+ $+ ��, �þü�$�� 9
¾� û �", ü�+ �ü!"�ü !"� Oú 9KP ��, "� ��� û�ü ,ý�"�ý�ü �� Oú 9&P �,) �� û ü����,

α = a/2�þü�!"� ��� G þ��,ýþ��
a

�,
b

�þ�, �þ��,��,��) þ� ü�,üþ"*� �� �þ��ý,ýþ� �� �,��ý�ý,$ �þ��$�
���� � 6�S �+û �� ú 9R 9p9
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Â¥ ¦¥«£¥�� ¤�£¢�¥��¢ �§� ¦¥�  ¢© ���£�§£¤��� �� � ¦� �   ¡¤�Ã��© §£¤��� ��� ¦¥� �¥© ¤¸°���� ¥�
Ã��£¥© ¥�£ «��£¤��� � ����§ «����¦£¥� ¦¥� £�§¹§�µ  ¥ À ¤©¨ �¶
 · ù�°¥¦ ¥£ � §°¥¦ �Q�
 ¥£ T§É¨
��Q
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����  ¤�¤°¥��� ¦¥ ¦¥«£¥�� ¹¥�� ? §¦¥ �Q
 · ? §¦¥ ¥£ ¨¥� �¨� Â��¥¦ �Q	
 · §¤��¤ ª�¥ ¹¥�� ¦ ¡��¸
¹�§°¥  ¥ g ¥¦¦© §� ¥£ ´���¥ �¶�
 ���� ¦ ¡¢£� ¥ °¢�¢�§¦¥  ¥� ¢ª�§£¤��� ± �¥£§�  ³

Z�¤£
(X, ‖ · ‖) �� ¥��§«¥  ¥ g §�§«¬ ³ j� ��£¥

IdX
¦ ¡§��¦¤«§£¤�� ¤ ¥�£¤£¢  ¥

X
³

õ èé tôc ïeuöë÷õ ôð öëöòôc ôóò øëóòïó÷ð
�~������� A ���� ���� �B«k��W� X��~��k� C�k������  ������ ¡� ¢� �¥© ¤¸°���� ¥   ¡�� ¢¸
�§£¥��� ¦¤�¢§¤�¥� Ã��£¥© ¥�£ «��£¤�� ���

X
) þ"

C0−
�¥© ¤¸°���� ¥ ) �� , "�� G �+ ý� �� � 6þû $ü�8

,�"ü� �ý�$�ýü��
(T (t))t≥0

*$üý# ��,
��¡

T (0) = IdX
)

���¡
T (t + s) = T (t)T (s)

û þ"ü
t, s ≥ 0

) �,
����¡ � 6�ûû �ý��,ýþ�

t 7→ T (t)x
��, �þ�,ý�"� �"ü

[0, +∞)
û þ"ü ,þ",

x ∈ X
9

UV��WX� A ���� � :þ��ý�$üþ�� �� û üþ��.+ � �� :�"�<5 þü�ý��ýü�




dx

dt
(t) = Ax(t),

x(0) = x0,

Í	�
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�*��
A ∈ Mn(R)

�,
x0 ∈ R

9 ¾� û þ��

T (t)x0 = eAtx0,
û þ"ü

t ≥ 0, x0 ∈ R.

ú �þü�
T (0)x0 = x0

)
T (t + s)x0 = eA(t+s)x0 = eAteAsx0 = T (t)T (s)x0

) �, � 6�ûû �ý��,ýþ�
t 7→ eAtx0

��, �þ�,ý�"�9 { þ��
(T (t))t≥0

G þü+ � "�
C0−

��+ ý8 üþ"û � �"ü
R

9

UV��WX� A ���Y � Lþý,
X

� 6��û ��� ��� G þ��,ýþ�� �þ�,ý�"�� �"ü � 6ý�,�ü*�� ��
[0, 1]

7 *���"ü�
����

R
+"� ý �� �� �þü+� �" +�S ý+"+ 9 ú �þü� �� G �+ ý� ��

(T (t))t≥0
�$# � ý� û �ü

(T (t)φ)x = φ(xe−t), t ≥ 0, φ ∈ X, x ∈ [0, 1],

��, "�
C0−

� �+ ý8 üþ"û � �"ü
X

9
� � �N �,)

(T (0)φ)x = φ(x),
û þ"ü ,þ",

x ∈ [0, 1],

�,
(T (t)T (s)φ)x = φ(xe−te−s) = (T (t + s)φ)x.

��# �) � 6�ûû �ý��,ýþ�
t 7→ φ(·e−t)

��, �þ�,ý�"� û þ"ü ,þ",
φ ∈ X

9
À «¬§ª�¥ �¥© ¤¸°���� ¥ Ã��£¥© ¥�£ «��£¤�� ¥�£ §���«¤¢ �� �� ¢�§£¥�� §�� ¥¦¢ °¢�¢�§£¥��

¤�¯�¤£¢�¤© §¦ ³
�~������� A ���� �E~�~k����k ������~����X ¹ F��

C0−
��� �B«k��W�¡� ¾� �ûû �� ��

°¢�¢�§£¥�� ¤�¯�¤£¢�¤© §¦   ¡�� �¥© ¤¸°���� ¥ Ã��£¥© ¥�£ «��£¤��
(T (t))t≥0

�"ü
X

� 6þû $ü�,�"ü
A

�$# � ý �"ü �� �þ+�ý��

D(A) =

{
x ∈ X; lim

t→0+

T (t)x − x

t

�S ý�,�}

û�ü
Ax = lim

t→0+

T (t)x − x

t
, x ∈ X.

UV��WX� A ���� � :þ��ý�$üþ�� ��
C0−

��+ ý8 üþ"û � T (t)
�$# � ý 7 � 6�S �+û �� � 9%9R û �ü

T (t)x0 = eAtx0,
û þ"ü

t ≥ 0, x0 ∈ R.

ú �þü� ��  $� $ü�,�"ü ý�# � ý,$�ý+�� �� �� ��+ ý8 üþ"û � ��, �� + �,üý��
A

9 � � �N �,)

lim
t→0+

T (t)x0 − x0

t
= lim

t→0+

eAtx0 − x0

t
=

d

dt
(eAt)|t=0x0 = Ax0.
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UV��WX� A ��� � :þ��ý�$üþ�� ��
C0−

��+ ý8 üþ"û � T (t)
�$# � ý 7 � 6�S �+û �� � 9%90 û �ü

(T (t)φ)x = φ(xe−t), t ≥ 0, φ ∈ C[0, 1], x ∈ [0, 1].

ú �þü�
lim

t→0+

T (t)φ − φ

t
(x) = lim

t→0+

φ(xe−t) − φ(x)

t
= −φ′(x).

F�  $�$ü�,�"ü ý�# � ý,$� ý+��
A

��
T (t)

��, �þ�� �$# � ý û �ü

D(A) = {φ ∈ C[0, 1]; φ′(x)
�S ý�,� �, ��, �þ�,ý�"� ûþ"ü

x ∈ [0, 1]} = C1[0, 1],

Aφ = −φ′.

Á§�� ¦¥ £¬¢��²© ¥ ª�¤ ��¤£ · ���� ¢������� ª�¥¦ª�¥� ��¥�  ¥� �����¤¢£¢�  ¥� �¥© ¤¸
°���� ¥� Ã��£¥© ¥�£ «��£¤��� ¥£  ¥ ¦¥�� °¢�¢�§£¥�� ¤�¯�¤£¢�¤© §¦ ³

|}~�k��� A ���® � Lþý,
(T (t))t≥0

"�
C0−

� �+ ý8 üþ"û � �"ü
X

�,
(A, D(A))

�þ�  $�$ü�,�"ü
ý�# � ý,$� ý+��9 ú �þü� �þ"� �*þ�� ��� û üþû üý$,$� �" ý*��,�� l
� ¡ F�

C0−
��+ ý8 üþ"û � (T (t))t≥0

��, �Sûþ���,ý�� ��+ ��, �þü� $) � 6��,878�ýü� !" 6ý� �S ý�,�
M ≥ 0

�,
ω ∈ R

,��� !" �

‖T (t)‖L(X) ≤ Meωt, ∀t ≥ 0.

F 6����+ ��� ��� �þ+�ü��
ω

��+ ý��ý���� û þ��.�� "�� �þü�� ý�G $üý�"ü� �þ,$�
ω0

9 F�
�þ+�ü�

ω0
ü�û ü$��� ,� �� ,�"S �� �üþý������ �Sû þ���,ý�� �� �" ��+ ý8 üþ"û � > ý� �� ,

�þ��$ û �ü
ω0 = inf

t>0

‖T (t)‖L(X)

t
= lim

t→+∞

‖T (t)‖L(X)

t
.

� ¡ F 6�ûû �ý��,ýþ�
t 7→ T (t)x

��, �ýN $ü��,ý���� �"ü
[0, +∞)

� ý �, ��"��+ ��, �ý
x ∈ D(A)

9
  ¡ L ý

x ∈ D(A)
�,

t ≥ 0
) ��þü�

T (t)x ∈ D(A)
�,

d

dt
T (t)x = AT (t)x = T (t)Ax.

¹ ¡ � þ"ü ,þ",
x ∈ X

�,
t ≥ 0

)
∫ t

0
T (s)xds ∈ D(A)

�,
T (t)x − x = A

(∫ t

0
T (s)xds

)
.

{ � û �"�) �ý
x ∈ D(A)

)
T (t)x − x =

∫ t

0
T (s)Axds.

� ¡ F 6��û ���
D(A)

��, ����� ����
X

�,
A

��, "� þû $ü�,�"ü �ý�$�ýü� G �ü+ $9
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A : D(A) ⊂ X → X
"� þû $ü�,�"ü �ý�$�ýü� G �ü+ $ ����

X
9 ¾�

�ûû �� �� ¥��¥©¿¦¥ �¢��¦¹§�£ ��
A

� 6����+ ���

ρ(A) = {λ ∈ C; (λIdX − A)
��, �ý- ��,ýG ��

D(A)
����

X} .

F� �û ��,ü� ��
A

��, �$# � ý û �ü
σ(A) = C \ ρ(A).

¾� �ûû �� �� �¢��¦¹§�£¥  ¥
A

� 6þû $ü�,�"ü
R

�$# � ý û �ü

R(λ, A) := (λIdX − A)−1,
û þ"ü

λ ∈ ρ(A).
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A : D(A) ⊂ X → X
7

�þ+�ý�� ����� ����
X

�þý, ��  $� $ü�,�"ü ý�# � ý,$�ý+�� � 6"�
C0−

��+ ý8 üþ"û � �"ü
X

��,
!" 6ý� �S ý�,�

M ≥ 0
�,

ω ∈ R
,��� !" �

��¡
(ω, +∞) ⊂ ρ(A)

>
���¡ û þ"ü ,þ",

λ > ω
)

‖R(λ, A)n‖L(X) ≤
M

(λ − ω)n
, ∀n ∈ N

∗.

Ê� «���¦¦§¤�¥ ¤©© ¢ ¤§£  ¥ «¥ £¬¢��²© ¥ «��«¥��¥ ¦§ «§�§«£¢�¤�§£¤��  � °¢�¢�§£¥��
  ¡��

C0−
�¥© ¤¸°���� ¥  ¥ «��£�§«£¤��� ³ j�  ¤£ ª�¥

(T (t))t≥0
¥�£ ��

C0−
�¥© ¤¸°���� ¥  ¥

«��£�§«£¤��� ���
X

�¤
‖T (t)‖L(X) ≤ 1, ∀t ≥ 0.

��k�XX� �k� A �� ��H � ¢�� �þ��ý,ýþ� �$�����ýü� �, �"¿ ���,� ûþ"ü !" 6"� þû $ü�,�"ü �ý�$�ýü�
G �ü+ $

A : D(A) ⊂ X → X
7 �þ+�ý�� ����� ����

X
�þý, ��  $� $ü�,�"ü ý�# � ý,$� ý+�� � 6"�

C0−
��+ ý8 üþ"û � �� �þ�,ü��,ýþ�� �"ü

X
��,

��¡
(0, +∞) ⊂ ρ(A)

>
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���¡ û þ"ü ,þ",
λ > 0

)
‖R(λ, A)‖L(X) ≤

1

λ
.

Â¥ £¬¢��²© ¥ �� ¤¹§�£ ¢£§¿¦¤£ ¦¥ ¦¤¥� ¥�£�¥ ��
C0−

�¥© ¤¸°���� ¥ ¥£ ¦§ �¢��¦¹§�£¥  ¥ ���
°¢�¢�§£¥�� ³

|}~�k��� A ������ Lþý,
(T (t))t≥0

"�
C0−

��+ ý8 üþ"û � �"ü
X

��  $�$ü�,�"ü ý�# � ý,$� ý+��
A

�, �� ,�"S �� �üþý������ �Sûþ� ��,ý��
ω0

9 ú �þü�) ûþ"ü ,þ",
x ∈ X

�, ,þ",
λ

,�� !"�
ù�

(λ) > ω0
) �þ"� �*þ��

R(λ, A)x =

∫ +∞

0
e−λtT (t)x dt.

õ èç �õõîïøñòïëóð ìôð ðôc ïeuöë÷õ ôð öëöòôc ôóò øëóòïó÷ð ñ÷`
ív÷ñòïëóð + öôòñöì

Â§ £¬¢��¤¥  ¥� �¥© ¤¸°���� ¥� ·  ��£ ¦¥� ��¤�«¤�§�µ �¢��¦£§£� «��«¥��§�£ ¦¥� �¥© ¤¸°���� ¥�
¦¤�¢§¤�¥� Ã��£¥© ¥�£ «��£¤��� ��£ ¢£¢ ��¢�¥�£¢� «¤¸ ¥���� · ¥�£   ¡�� ¤�£¢�»£ �§�£¤«�¦¤¥� � ���
¦ ¡¢£� ¥  ¥� ¢ª�§£¤��� ¦¤�¢§¤�¥� ± �¥£§�  Ä«Ã ³ §��¥µ¥ À Å ³

���� «���¤ ¢���� ¦ ¡¢ª�§£¤�� ± �¥£§�  ¦¤�¢§¤�¥ §�£���© ¥
dx

dt
(t) = Lxt, t ≥ 0,

Äg ³¶Å
��

L
¥�£ ��¥ Ã��© ¥ ¦¤�¢§¤�¥ ���

C
· ¦ ¡¥��§«¥  ¥� Ã��«£¤��� «��£¤��¥� ���

[−r, 0]
± ¹§¦¥���

 §��
R
·
r > 0

· ¥£
xt(θ) = x(t + θ)

����
θ ∈ [−r, 0], t ≥ 0.

� §�� ¥¦��� ª�¥
xt ∈ C

�¤
x

¥�£ «��£¤��¥ ³
���� ��£���

xφ ¦ ¡��¤ª�¥ ��¦�£¤��  ¥ Äg ³¶Å ¹¢�¤¯ §�£
x0 = φ

³

�k�W������� A �� ��� F� G �+ ý� �� � 6þû $ü�,�"ü�
(T (t))t≥0

�$# � ý� û�ü

T (t)φ = xφ
t ,

û þ"ü
t ≥ 0, φ ∈ C,

��, "� ��+ ý8 üþ"û � �ý�$�ýü� G þü,�+ ��, �þ�,ý�" �"ü
C

��  $�$ü�,�"ü ý�# � ý,$�ý+�� � 6þû $ü�8
,�"ü

A
�þ��$ û �ü

D(A) =
{
φ ∈ C1[−r, 0]; φ′(0) = Lφ

}
,

Aφ = φ′.

{ $+ þ��,ü�,ýþ� 9 Â ¡��¤«¤£¢  ¥� ��¦�£¤���  ¥ Äg ³¶Å � ¥�© ¥£   ¡�¿£¥�¤� ª�¥
(T (t))t≥0

 ¢¯�¤£
�� �¥© ¤¸°���� ¥ ¦¤�¢§¤�¥ Ã��£¥© ¥�£ «��£¤�� ���

C
³
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Z�¤¥�£
φ ∈ C

¥£
θ ∈ [−r, 0]

£¥¦� ª�¥

lim
t→0+

xφ
t (θ) − φ(θ)

t

¥µ¤�£¥ ³ Äg ³ÍÅ
���� §¹���

xφ
t (θ) − φ(θ)

t
=





φ(t + θ) − φ(θ)

t
,

�¤
t + θ ≤ 0,

xφ(t + θ) − φ(θ)

t
,

�¤
t + θ > 0.

Z¤
θ 6= 0

· ¤¦ ¥µ ¤�£¥
t0 > 0

£¥¦ ª�¥ � ��� £��£
t ∈ (0, t0)

·
t + θ < 0

³ À ¤��¤ · � ��� §����¥� ª�¥
Äg ³ÍÅ ��¤£ ¹�§¤¥ · ¤¦ Ã§�£ ª�¥

φ ∈ C1[−r, 0)
³ � ��� §¹���  §�� «¥ «§� ¦± ·

lim
t→0+

xφ
t (θ) − φ(θ)

t
= φ′(θ).

Á¥ �¦�� · �¤
θ = 0

·
lim

t→0+

xφ
t (0) − φ(0)

t
= (xφ)′d(0).

j � ·
(xφ)′d(0) = Lxφ

0 = Lφ
³ T��� �§£¤�Ã§¤�¥ Äg ³ÍÅ ����  ¥¹��� §¹�¤�

φ′(0) = (xφ)′d(0)
³

���� �¿£¥����
D(A)

¥£
A

³ ´¥«¤ «��«¦�£ ¦§  ¢© ���£�§£¤�� ³

���� � ��¹��� ��£¥� · ¥� �§�£¤«�¦¤¥� · ª�¥ ¦¥ £§�µ  ¥ «��¤��§�«¥ ¥µ� ��¥�£¤¥¦¦¥  � �¥© ¤¸
°���� ¥ §���«¤¢ ± ¦ ¡¢ª�§£¤�� Äg ³¶Å ·  ¢¯�¤ §� £¬¢��²© ¥ g ³¶³ §Å · ¥�£ © §Æ ��¢ �§� ‖L‖ · ¥£
¦ ¡�� ¢�§£¥��

T (t) : C → C
¥�£ «�©�§«£ � ��� £��£

t ≥ r
³

� ���  ¢¯�¤����� ��¥ §��¦¤«§£¤��
∆

¥� � ��§�£ · � ���
λ ∈ C

·

∆(λ)v = λv − L(eλ·v), v ∈ C.

À¦��� ¦¥ �� ¥«£�¥  ¥ ¦ ¡�� ¢�§£¥��
A

·  ¢¯�¤ ± ¦§ ���� ��¤£¤�� g ³Í ³¶· ¥�£  ���¢ �§�

σ(A) = {λ ∈ C; det(∆(λ)) = 0}.

Â ¡¢ª�§£¤��
∆(λ)v = 0

¥�£ ¦ ¡$!"�,ýþ� ��ü��,$üý�,ý!" � §���«¤¢¥ ± ¦ ¡¢ª�§£¤�� ¦¤�¢§¤�¥ Äg ³¶Å ³
���� �§�� ¥¦��� ª� ¡��¥ ¢ª�§£¤�� ¦¤�¢§¤�¥ ¥�£ §�¨©�£�£¤ª�¥© ¥�£ �£§¿¦¥ �¤ ¥£ �¥�¦¥© ¥�£

�¤ £��£¥� �¥� ¹§¦¥��� �����¥� ���£ ± �§�£¤¥� �¢¥¦¦¥� �¢°§£¤¹¥� ³ À ¤��¤ · ¦ ¡¢ª�§£¤�� Äg ³¶Å ¥�£
§�¨©�£�£¤ª�¥© ¥�£ �£§¿¦¥ �¤ ¥£ �¥�¦¥© ¥�£ �¤ � ¥

(λ) < 0
���� £��£

λ ∈ σ(A)
³

� ��� §¹��� ¦¥� �����¤¢£¢� ��¤¹§�£¥� ³

�k�W������� A �� �� � n � �S ý�,�
a ∈ R

,�� !" � ù�
(λ) < a

û þ"ü ,þ",
λ ∈ σ(A)

9 { � û �"�) �ý
b1, b2 ∈ R

�þ�, ,��� !"�
b1 < b2

) ��þü� ý� � 65 � !" 6"� �þ+ �ü� # � ý �� *���"ü� û üþû ü��
λ*$üý# ��,

b1 < ù�
(λ) < b2

9 � �# �) �<�!" � *���"ü û üþû ü� ��, �� +"�,ýû �ý�ý,$ # � ý�9



ø ×Ö × �ÑÑ ÜÒàÐ ÓÒÙÞÝ ÚÕÝ ÝÕã ÒDâÔÙßÑ ÕÝ ×ÙÔ ÓÕã ÕÞ Ó àÙÞ ÓÒÞ ßÝ Ðß[ ÛzßÐ ÓÒÙÞÝ , Ô ÕÓÐÔÚ ÍQ

j� � ¥�£ �¿�¥�¹¥� Ã§«¤¦¥© ¥�£ ª�¥ ¦¥� ¢ª�§£¤��� «§�§«£¢�¤�£¤ª�¥�  ¥� ¢ª�§£¤��� ± �¥£§� 
¦¤�¢§¤�¥� ���£ °¢�¢�§¦¥© ¥�£ £�§��«¥� §�£¥� · «��£�§¤�¥© ¥�£ ± «¥¦¦¥�  ¥� ¢ª�§£¤���  ¤å¢¸
�¥�£¤¥¦¦¥� �� ¤�§¤�¥� ³ Á ¢£¥�© ¤�¥� ¦¥ �¤°�¥  ¥� �§�£¤¥� �¢¥¦¦¥�  ¥� ¹§¦¥��� �����¥� � ¡§¹²�¥
§¦��� ���¹¥�£  ¤ä «¤¦¥ ³ Â¥ £¬¢��²© ¥ ª�¤ ��¤£ � ¥�© ¥£  ¥ «��«¦��¥ � ��� «¥�£§¤�� «§� Ä¹�¤�
g ¥¦¦© §� ¥£ ´���¥ �¶�
 ���� ��¥  ¢© ���£�§£¤�� Å ³ ¾¦ � ¡§°¤£   ¡�� �¢�� ¦£§£  Æ ± ? §¨¥� �	 ¶
 ³
|}~�k��� A �� �Y � Lþý��,

α, β ∈ R
�,

S = {z ∈ C; (z + α)ez + β = 0} 9 ú �þü�) ûþ"ü ,þ",
z ∈ S

)

ù �
(z) < 0

�ý �, � �" ��+ ��, �ý




α > −1,

α + β > 0,

β < ζ sin(ζ) − α cos(ζ),
þM

ζ
��, � 6"� ý!"� �þ �" ,ýþ� �� � 6$!"�,ýþ�





ζ = −α tan(ζ), 0 < ζ < π,
�ý

α 6= 0,

ζ =
π

2
,

�ý
α = 0.

UV��WX� A �� �� � :þ��ý�$üþ�� � 6$!"�,ýþ� �ý�$�ýü� 7 ü�,�ü� �",þ�þ+ �
dx

dt
(t) = −ax(t − 1),

Äg ³�Å
!" ý ��, "� ��� û�ü,ý�"�ý�ü �� � 6$!"�,ýþ� Oú 9'P �ý�$�üý�$� �",þ"ü ��

x∗ ≡ 0
9 � � �< �ü�<��,

��� �þ �" ,ýþ�� �� O� 90P �þ"� �� G þü+ �
x(t) = eλtv

) �þ"� þ�,��þ��

∆(λ) = λ + ae−λ,

�þ��
∆(λ) = 0

�ý �, ��" ��+ ��, � ý
λeλ + a = 0.

� þ�þ��
α = 0, β = a.

ú �þü� � 6$!"�,ýþ� O� 90P ��, ��5+û ,þ,ý!" �+ ��, �,���� � ý �, ��" ��+ ��, � ý

0 < a <
π

2
.

�� û �ü,ý�"�ý�ü) �� �þ �" ,ýþ� �,�,ýþ���ýü�
x∗ ≡ 0

�� Oú 9'P ) ���� �� ��� û �ü,ý�"�ý�ü þM
a(t) ≡

a
) �� , �þ����+ ��, ��5+û ,þ,ý!" �+ ��, �,���� �ý �, � �"��+ �� , �ý

0 < a < π/2
9

UV��WX� A �� �� � :þ��ý�$üþ�� � 6$!"�,ýþ� �ý�$�ýü� 7 ü�,�ü� �",þ�þ+ �
dx

dt
(t) = −ax(t) − bx(t − 1),
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��� û �ü,ý�"�ý�ü �� � 6$!"�,ýþ� Oú 9KP �*��
r = 1

9 F 6$!"�,ýþ� ��ü��,$üý�,ý!" � �� ��,,� $!"�,ýþ�
��, �þ��$� û�ü

∆(λ) = λ + a + be−λ,

�þ��
∆(λ) = 0

�ý �, � �" ��+ ��, �ý
(λ + a)eλ + b = 0.

�� ûþ���,
α = a

�,
β = b

) �þ"� û þ"*þ�� �þ���"ü� �� ",ý�ý��� , �� ,< $þü.+ � û ü$�$���,9
L ý �þ"� �"ûû þ�þ�� !" �

a > 0
) �þ++� ���� � 6�S �+û �� ú 9R 9p) ��þü� �þ"� û þ"*þ�� *$üý# �ü

!" � �� �þ��ý,ýþ�
a > |b| !" ý �þ�� � �� �,��ý�ý,$ ��5+û ,þ,ý!" � ���� � 6�S �+û �� ú 9R 9p) ��, "�

��� û �ü,ý�"�ý�ü ��� �þ��ý,ýþ�� �" ,< $þü.+ � � 9R 90 9
� � �N �,) �þ"� �*þ��

α > 0 > −1
�,

α + β = a + b > 0
9 { � û �"�) �ý �þ"� �"ûû þ�þ��

!" �
β ≥ ζ sin(ζ) − α cos(ζ)

) ��þü�) �þ++ �
ζ = −α tan(ζ)

)

β ≥ − α

cos(ζ)
.

¾ü
α > β

�,
α > 0

9 { þ��
1 ≥ − 1

cos(ζ)
.

; $�����ýü�+ ��,)
cos(ζ) > 0

�,
ζ ∈ (0, π/2)

9
¾ü) ���� �� ���8�7)

tan(ζ) > 0
�, −α tan(ζ) < 0 < ζ

9 ; þ"� ��þ",ý��þ�� 7 "��
�þ�,ü��ý�,ýþ� 9 ; þ"� �� �$�" ý�þ�� !" �

β < ζ sin(ζ) − α cos(ζ).

úý��ý �� ü$�"�,�, �� � 6�S �+û �� ú 9R 9p � 6��, !" 6"�� �þ��$!"���� �" ,< $þü.+ � � 9R 90 9
Â���ª� ¡¤¦ ¥µ ¤�£¥ ��¥ ¹§¦¥�� �����¥

λ
 ¥ ¦ ¡¢ª�§£¤�� «§�§«£¢�¤�£¤ª�¥

∆(λ) = 0
± �§�¸

£¤¥ �¢¥¦¦¥ ��¦¦¥ · ¦§ �£§¿¤¦¤£¢  ¥ ¦ ¡¢ª�§£¤�� ¦¤�¢§¤�¥ Äg ³¶Å � ¥�£ »£�¥ � ¥� �¥ ³ ´¥££¥ � ¥�£¥
 ¥ �£§¿¤¦¤£¢ � ¥�£ �§� ¥µ¥©�¦¥ «���¥�� �� �¥ ± ¦ ¡§��§�¤£¤��  ¥ ��¦�£¤��� � ¢�¤� ¤ª�¥� ³ Ê�
 ¥� © �¨¥�� ¦¥� �¦�� �¤©�¦¥�   ¡�¿£¥�¤�  ¥� ��¦�£¤��� � ¢�¤� ¤ª�¥� §¹¥« ��¥ ¢ª�§£¤�� ± �¥¸
£§�  §�£���© ¥ ¥�£ ¦§ ¿¤Ã��«§£¤��  ¥ ? ��Ã �Q ¶· QQ · Q
 ³ ���� �¥  ¤�«�£��� ¤«¤ ª�¥  ¥ ¦§
¿¤Ã��«§£¤��  ¥ ?��Ã ¦� «§¦¥ ³

´���¤ ¢���� ��¥ Ã§© ¤¦¦¥   ¡¢ª�§£¤���  ¤å¢�¥�£¤¥¦¦¥� ± �¥£§� 
dx

dt
= F (α, xt),

Äg ³Ì Å
��

F (α, ϕ)
����² ¥  ¥�  ¢�¤¹¢¥�   ¡�� �¥ �� ¥£  ¥�µ «��£¤��¥� ¥�

α ∈ R
¥£

ϕ ∈ C
· ¥£

F (α, 0) = 0
���� £��£

α ∈ R
³ � ��� � �����

L(α)ψ =
∂F

∂ϕ
(α, 0)ψ.

Äg ³QÅ
���� Ã§¤���� ¦¥� ¬¨� �£¬²�¥� ��¤¹§�£¥� @
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¡ Â ¡¢ª�§£¤�� ¦¤�¢§¤�¥ Äg ³QÅ · ¦���ª�¥
α = 0

· � ���² ¥ ��¥ �§¤�¥  ¥ ¹§¦¥��� �����¥�
�¤©�¦¥�

λ0 = ±iω0
¥£ £��£¥� ¦¥� §�£�¥� ¹§¦¥��� �����¥�  ¥

L(0)
���£  ¤å¢�¥�£¥�  ¥

mλ0���� £��£
m ∈ Z

³
��2

¡ � ¥
(λ′(0)) 6= 0

·
��

λ(α)
¥�£ ��¥ ¹§¦¥�� �����¥ �¤©�¦¥  ¥

L(α)
���� |α| < α0

·
α0 > 0

Ä
α0

¥µ¤�£¥ «§�
L(α)¥�£  ¥ «¦§��¥ C1 ¥�

α
Å ³

Â¥ £¬¢��²© ¥ ��¤¹§�£ ·   ¤£ ÿ¬¢��²© ¥  ¥ ¿¤Ã��«§£¤��  ¥ ?��Ã · ¢£§¿¦¤£ ¦ ¡¥µ ¤�£¥�«¥  ¥
��¦�£¤��� � ¢�¤� ¤ª�¥� � ��� ¦ ¡¢ª�§£¤�� Äg ³Ì Å ³

|}~�k��� A �� � � L"ûû þ�þ�� !"�
F (α, ϕ)

ûþ��.�� ��� �$üý*$�� �þ�,ý�"�� ��
α ∈ R

�,
ϕ ∈ C

)
F (α, 0) = 0

ûþ"ü ,þ",
α ∈ R

) �, ��� <5û þ,< .� �� ��1
¡ �, ��2

¡ �þ�, *$üý# $�� 9 ú �þü�
ý� �S ý�,�

t0 > 0
)
α0 > 0

) ��� G þ��,ýþ��
α(t) ∈ R

)
ω(t) ∈ R

) ,þ",�� ��� G þ��,ýþ�� $,�� , ��
������ C1 ûþ"ü |t| < t0

) ,�� ��� !"� � 6$!"�,ýþ� O� 91P ûþ��.�� "�� �þ �" ,ýþ�
ω(t)

8û $üýþ�ý!"�)
�þ,$�

x∗(t)
) �� ����� � C1 ûþ"ü |t| < t0

) û þ"ü |α(t)| < α0
9 � � û �ü ,ý�"�ý�ü) �þü�!" �

α = 0
)

� 6$!"�,ýþ� O� 91P ûþ��.�� "�� �þ �" ,ýþ� û $üýþ�ý!" � �� û $üýþ�� û üþ�< � ��
2π/ω0

9
{ $+ þ��,ü�,ýþ� 9 ���� �¥�¹�¨��� ± h ³ ? §¦¥ �Q
 · «¬§�¤£�¥ ¶¶³

Â ¡¬¨� �£¬²�¥ ��2
¡ ¥�£ §�� ¥¦¢¥ ¼ ¬¨��£¬²�¥  ¥ £�§��¹¥��§¦¤£¢ ½ ³ ù ¦¦¥ �¤°�¤¯¥ ª�¥ ¦���¸

ª� ¡��¥ ¹§¦¥�� �����¥ ± �§�£¤¥ �¢¥¦¦¥ ��¦¦¥ §��§�§Ë£ · ¦§ ¿�§�«¬¥  ¥ ¹§¦¥��� �����¥� £�§¹¥��¥
¦ ¡§µ¥  ¥� ¤© §°¤�§¤�¥� ���� ³

Z��� ¦ ¡¬¨� �£¬²�¥  ¥ £�§��¹¥��§¦¤£¢ ¥£ ¦ ¡¬¨� �£¬²�¥ ��1
¡ ¦ ¡¢ª�§£¤�� §�£���© ¥ Äg ³Ì Å

� ���² ¥  ��« ��¥ ��¦�£¤�� � ¢�¤� ¤ª�¥ ¦���ª�¥
α = 0

¥£ ¦¥� ��¦�£¤��� � ¢�¤� ¤ª�¥� � ¥� ��¥�£
§� © �¤�� � ���  ¥� ¹§¦¥���  ¥

α > 0
���«¬¥�  ¥ É¢�� ³

Â���ª�¥ ¦¥� ��¦�£¤��� � ¢�¤� ¤ª�¥� §��§�§¤��¥�£ ��¤£¥ ± ¦§ ¿¤Ã��«§£¤��  ¥ ? ��Ã · ��
�§�¦¥  ¥ ¿¤Ã��«§£¤�� �"ü8�üý,ý!"� �� �"û �ü8�üý,ý!" �³ Â���ª�¥ ¦¥� ��¦�£¤��� � ¢�¤� ¤ª�¥� §�¸
�§�§¤��¥�£ §¹§�£ ¦§ ¿¤Ã��«§£¤��  ¥ ?��Ã · �� �§�¦¥  ¥ ¿¤Ã��«§£¤�� �þ"�8�üý,ý!" �³
UV��WX� A �� �® � :þ��ý�$üþ�� � 6$!"�,ýþ� �þ��$� 7 � 6�S �+û �� � 9R 91 )

dx

dt
(t) = −ax(t − 1).

:�,,� $!"�,ýþ� � 6$�üý, �þ"� �� G þü+ � O� 91P �*��

F (α, ϕ) = L(α)ϕ = −αϕ(−1).

; þ"� �*þ�� *" 7 � 6�S �+û �� � 9R 91 !"� ��,,� $!"�,ýþ� ��, ��5+û ,þ,ý!"�+ ��, �,���� �þü�!" �
0 < a < π/2

9 ; þ"� �� �þ�� + þ�,ü�ü !" � �þü�!" �
a = π/2

"�� �ýG "ü��,ýþ� �� <þûG �"ü*ý��,
�, ��� �þ �" ,ýþ�� û $üýþ�ý!" �� �ûû �ü�ý����,9
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F 6$!"�,ýþ� ��ü��,$üý�,ý!"� ���þ�ý$� 7 � 6$!"�,ýþ� �ý8����"� ��,

λeλ + a = 0.
Äg ³	Å

L"ûûþ�þ�� !"�
λ = iω

�þý, "� � *���"ü û üþû ü� �� � 6$!"�,ýþ� �ý8����"� 9 ú �þü�

ω sin(ω) = a
�,

ω cos(ω) = 0.

ù�+�ü!"þ�� !" � −ω
��, �"�� ý �þ �" ,ýþ� �, !" �

ω = 0
� 6��, û�� �þ �" ,ýþ� 9 n � � 6�� �" ý, !"�

ω =
π

2
+ kπ, k ∈ Z.

; þ"� �� �$�" ý�þ�� !"�) û þ"ü
a = π/2

)

ω = ±π

2
.

úý��ý � 6$!"�,ýþ� O� 9�P � � û þ��.�� !" 6"�� û �ýü� �� *���"ü� û üþû ü�� ý+� ý��ýü�� û "ü�� �þ�- "8
 " $��) λ = ±iπ/2

) �þü�!" �
a = π/2

9
:þ�� ý�$üþ�� "�� �ü���< � �� *���"ü� û üþû ü��

λ(a)
) �þ �" ,ýþ�� ��

λeλ + a = 0
) *$üý# ��,

λ
(π

2

)
= i

π

2
.

�� �$üý*��, � 6$!"�,ýþ� ��ü��,$üý�,ý!"� O� 9�P ) �þ"� þ�,��þ��

(λ + 1)eλ dλ

da
= 1.

; þ"� �� �$�" ý�þ�� û ü�+ ý.ü�+ ��, !" � ,þ",�� ��� *���"ü� û üþû ü�� �þ�, �ý+û ���) �, �� û�ü8
,ý�"�ý�ü ±iπ/2

9 { �"S ý.+ �+ ��,) �� �þ,��, !" �
e−λ = −λ/a

) �þ"� þ�,��þ��
dλ

da
= − λ

a(1 + λ)
.

n � ��, ��þü� G ��ý�� �� *$üý# �ü !"�

ù�(
dλ

da

) (
a =

π

2

)
< 0

�, �� �þ��ý,ýþ� ��2
¡ ��, *$üý# $�9

� � ",ý�ý���, �� ,< $þü.+ � �� �ýG "ü��,ýþ� �� H þûG ) �þ"� þ�,��þ�� � 6�S ý�,���� � 6"� � �þ8
�" ,ýþ� û $üýþ�ý!" �) �� û $üýþ�� û üþ�< � ��

2π/ω0 = 4
) ûþ"ü � 6$!"�,ýþ�

dx

dt
(t) = −π

2
x(t − 1).
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