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(ça n’était pas gigantesque non plus vu que je n’étais encore qu’en DEA), rarement
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cette thèse. Leurs remarques et conseils m’ont été très précieux et bénéfiques. Merci.
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s’être intéressé à ce que je faisais, pour m’avoir souvent motivé, pour avoir réussi à me
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1.2.1 Approximants de Hermite-Padé de fonctions exponentielles . . 14
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1.3.2 Nouveaux énoncés d’approximation diophantienne . . . . . . . 27

2 Liens entre approximants de Hermite-Padé, polynômes d’interpo-
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3.4.2 Application au théorème de Hermite sur la transcendance de e 74

3.5 Point (non nul) multiple . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80
3.5.1 Majorations de la hauteur de la matrice M0, avec et sans
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3.5.2 Nouvelle application au théorème de Hermite . . . . . . . . . 88
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4.3.3 Fin de la démonstration du théorème 1.3.14 . . . . . . . . . . 115

4.4 Démonstration du corollaire 1.3.16 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117
4.5 Démonstration du corollaire 1.3.17 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Historique et commentaires

Nous allons commencer en rappelant brièvement un peu de l’histoire de la théorie
des nombres transcendants, ses tous premiers balbutiements, ainsi que les différents
étapes et résultats liés aux études de cette thèse, notamment en relation avec la
fonction exponentielle et les approximants de Hermite-Padé.

Définition 1.1.1 On appelle nombre algébrique tout nombre complexe α racine d’un
polynôme non nul à coefficients rationnels.

Définition 1.1.2 On appelle nombre transcendant tout nombre complexe qui n’est
pas algébrique.

La simple existence de tels nombres (transcendants) fut sujette à de nombreuses
conjectures ; L. Euler par exemple, en 1744, dans [Eu], conjectura que loga b, où a et
b sont des nombres rationnels avec b qui n’est pas égal à une puissance rationnelle
de a, devait être un nombre transcendant. Un siècle plus tard, J. Liouville prouva le
théorème suivant qui rendit possible la construction d’exemples de nombres trans-
cendants :

Théorème 1.1.3 Si α est une racine d’un polynôme irréductible à coefficients ra-
tionnels de degré n ≥ 1, alors il existe une constante c(α) > 0 telle que l’inégalité
suivante soit satisfaite pour tout couple (p, q) de nombres entiers avec q > 0 et
p

q
6= α : ∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ > c(α)

qn
.
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12 Chapitre 1. Introduction

Ce théorème nous dit notamment qu’un nombre algébrique ne peut être bien ap-
proché par des nombres rationnels.

Après que J. Liouville ([Li1] et [Li3]) eut construit les premiers cas de nombres
transcendants en 1844, C. Hermite [He1] fut le premier à prouver la transcendance
du nombre e = exp(1) en 1873. Un résultat plus général de transcendance (dont se
déduisent celles de e et π) est fourni par le théorème de Hermite-Lindemann (voir
[FeNe], paragraphe 2.3, théorème 2.2) démontré par Lindemann en 1882 :

Théorème 1.1.4 Si α est un nombre algébrique non nul, alors eα est un nombre
transcendant.

Les approximants de Hermite-Padé (dont il existe deux types, I et II) sont apparus
dans le texte de C. Hermite [He1] en 1873 lors de constructions d’approximations
rationnelles simultanées de puissances de e. C. Hermite utilisa, en particulier, ces ap-
proximants, pour démontrer la transcendance de e. Il en donna, ensuite, des expres-
sions intégrales. Plus tard, H. Padé, un étudiant de C. Hermite, détermina les expres-
sions explicites pour les approximations rationnelles des fonctions hypergéométriques

de Gauss F (a, b, c; z) =
∞∑

n=0

(a)n(b)n

(c)nn!
zn où (a)n = a(a + 1) . . . (a + n − 1) et (a)0 = 1

est le symbole de Poch’hammer.

K. Mahler [Ma2] étudia les propriétés générales de ces approximants et, en par-
ticulier, les relations entre les approximants de type I et II.

Les approximants de Hermite-Padé ont aussi été utilisés afin de démontrer l’irra-
tionnalité de certains nombres réels ainsi que pour déterminer un exposant d’irra-
tionnalité pour chacun de ces mêmes nombres (voir par exemple [FeNe], chapitres 3
et, surtout, 4).

K. Mahler, tout d’abord, puis M. Mignotte ont travaillé sur le problème de la
minoration de la distance de l’exponentielle d’un nombre entier au nombre entier le
plus proche min

a∈N

∣∣eb − a
∣∣ pour b nombre entier positif. En 1997, dans l’article [Wi1],

F. Wielonsky travailla sur les approximants de Hermite-Padé liés aux fonctions ex-
ponentielles ; puis, en 1999, dans l’article [Wi2], il utilisa aussi des approximants de
Hermite-Padé « légèrement modifiés » (qu’il appela non-diagonaux) ainsi que des
expressions intégrales de ces mêmes polynômes afin d’améliorer la constante c dans
la minoration en question, et obtenir finalement l’estimation suivante :

pour b suffisamment grand, et pour tout nombre entier a,
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∣∣eb − a
∣∣ ≥ b−19.183b. (1.1)

Dans un autre registre, en 1957, Mahler [Ma3] a prouvé que pour tout ε > 0 il existe
une constante c(ε) ineffective telle que, pour tout nombre entier a,∣∣∣∣(3

2

)n

− a

∣∣∣∣ > e−εn.

Démonstrations antérieures de transcendance ; application au nombre e

Qualitativement, les démonstrations de transcendance suivent, en général, l’une
des deux voies suivantes : la première est la construction de fonctions auxiliaires dont
les fonctions dérivées sont évaluées en certains points, la seconde (introduite par M.
Laurent [La1] à la fin des années 80) est la considération de déterminants d’interpo-
lation. Après un lemme de zéros approprié, on utilise une minoration généralement
fournie par une inégalité de Liouville, ainsi qu’une majoration analytique découlant
d’un lemme de Schwarz. Nous pourrons d’ailleurs nous référer aux notes de cours
de M. Waldschmidt [Wa5], qui démontre en particulier le théorème de Hermite-
Lindemann par l’utilisation de déterminants d’interpolation ainsi que par la construc-
tion de fonctions auxiliaires.

La démonstration de Hermite faisait appel à des fonctions auxiliaires explicites.
En effet, il considéra les approximants de Hermite-Padé des fonctions exponentielles
fi(z) = eiz ainsi que le reste du même système de Padé

R(z) = P0(z) + P1(z)e
z + . . .+ Pm(z)emz

qui, par définition, a un ordre élevé (m+
m∑

k=0

degPk) en z = 0.

M. Waldschmidt, dans [Wa1], reprit la méthode de Gel’fond-Schneider (dont s’est
précédemment servi S. Lang mais en plusieurs (≥ 2) points) et utilisa aussi la
construction d’une fonction auxiliaire F , évaluée en z = 0 et z = α 6= 0, vérifiant,
en termes des paramètres (S, T ),

F (σ0)(0) = 0 0 ≤ σ0 ≤ S − T

F (σ1)(α) = 0 0 ≤ σ1 ≤ T

Un exemple de démonstration utilisant des déterminants d’interpolation se trouve
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dans [Wa5] où est considéré le déterminant suivant :

∆ = det
(
φ

σµ

λ (ζµ)
)
1≤λ,µ≤L

,

où les fonctions φλ sont des polynômes exponentiels, les nombres σµ des nombres
entiers positifs et les nombres ζµ des nombres complexes deux à deux distincts.

1.2 Énoncés qualitatifs

Cette section a pour but de fournir les expressions algébriques des approxi-
mants de Hermite-Padé de fonctions exponentielles, celles des polynômes de Her-
mite, certaines propriétés liées à une matrice de Vandermonde généralisée, et surtout
d’énoncer un théorème liant ces trois expressions.

1.2.1 Approximants de Hermite-Padé de fonctions expo-
nentielles

Définition 1.2.1 Soit m un entier naturel non nul.

Soient n0, . . . , nm des entiers positifs, f0, . . . , fm des fonctions analytiques en 0 ;
on appelle système d’approximants de Padé (ou approximants de Hermite-Padé) de
type I pour les fonctions f0, . . . , fm et les paramètres n0, . . . , nm, tout (m+ 1)-uplet
(P0, ..., Pm) de polynômes non tous nuls tel que

degPi(z) ≤ ni − 1; et ordz=0

(
m∑

i=0

Pi(z)fi(z)

)
≥ σ − 1,

où σ =
m∑

k=0

nk.

Remarque 1.2.2 Nous pourrons nous référer à [FeNe] pour une définition d’un
système d’approximants de Padé de type II (dont nous ne nous servirons pas ici).

Définition 1.2.3 On définit le reste d’un système de Padé (pour les fonctions
f0, . . . , fm) par

R(z) =
m∑

i=0

Pi(z)fi(z).



1.2. Énoncés qualitatifs 15

Remarque 1.2.4 Ces approximants de Hermite-Padé existent toujours, il suffit de
voir que l’on est amené à résoudre un système linéaire homogène de σ−1 équations
à σ inconnues.

De plus,

Définition 1.2.5 On dit que le système de Padé des fonctions f0, ..., fm est parfait
si

ordz=0 (R(z)) = σ − 1.

Il est évident qu’un système de Padé parfait est déterminé à une constante multi-
plicative près.

Considérons les fonctions fi(z) = exiz pour i = 0, . . . ,m. Nous allons voir :

Lemme 1.2.6 Il existe un unique système d’approximants de Padé (P0, ..., Pm) pour
les fonctions fi(z) = exiz normalisé par : le coefficient dominant de chaque Pi est
égal à

1

(ni − 1)!

m∏
p=0

p6=i

1

(xi − xp)
np
.

Dans cette situation, nous définissons, pour i = 0, . . . ,m et j = 0, . . . , ni − 1, les
nombres pi,j par

Pi(z) =

ni−1∑
j=0

pi,j
zj

j!
. (1.2)

Nous calculerons (paragraphe 2.2.2) les expressions explicites des approximants de
Hermite-Padé de type I. La première étape de ce travail sera de proposer une nou-
velle écriture pour les approximants de Hermite-Padé de fonctions exponentielles ;
nous les verrons (paragraphe 2.5.3) comme certains cofacteurs d’une matrice de
Vandermonde généralisée définie dans le paragraphe 2.5.1.

1.2.2 Polynômes d’interpolation de Hermite

Les polynômes d’interpolation de Lagrange sont bien connus (voir [PoSz] par
exemple), ils fournissent des expressions de polynômes prenant des valeurs données
en des points donnés deux à deux distincts et sont régulièrement utilisés, par exemple,
en analyse numérique. Les polynômes d’interpolation de Hermite en sont une généra-
lisation prenant aussi en compte les dérivations successives. Ainsi, on considère tou-
jours des nombres complexes x0, . . . , xm deux à deux distincts et des nombres entiers
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n0, . . . , nm strictement positifs. Nous avons le lemme suivant dont la démonstration
est donnée au paragraphe 2.3.1.

Lemme 1.2.7 Soient (i, j) ∈ Z2 vérifiant i = 0, . . . ,m et j = 0, . . . , ni − 1. Il
existe un unique polynôme Li,j, de degré inférieur ou égal à σ− 1, appelé polynôme
d’interpolation de Hermite satisfaisant, pour i′ = 0, . . . ,m et j′ = 0, . . . , ni′ − 1, à

L(j′)
i,j (xi′) = δi,i′δj,j′

où δ est le symbole de Kronecker.

Nous définissons, pour i = 0, . . . ,m et j = 0, . . . , ni − 1, les nombres γk;i,j par

Li,j(X) =
σ−1∑
k=0

γk;i,jX
k. (1.3)

On en déduit alors, par linéarité, la proposition suivante :

Proposition 1.2.8 Pour tout i = 0, . . . ,m et j = 0, . . . , ni − 1, soit Yi,j ∈ C.

Il existe alors un et un seul polynôme L de degré inférieur ou égal à σ − 1 qui
vérifie

L(j)(xi) = Yi,j

pour tout i = 0, . . . ,m et j = 0, . . . , ni − 1. Ce polynôme s’écrit

L(X) =
m∑

i=0

ni−1∑
j=0

Yi,jLi,j(X).

Les nombres γk;i,j peuvent être identifiés grâce aux expressions des polynômes Li,j

par le théorème qui suit :

Théorème 1.2.9 L’unique polynôme d’interpolation Li,j de degré inférieur ou égal

à σ− 1 qui vérifie L(`)
i,j (xk) = δk,iδ`,j pour tout k = 0, . . . ,m et tout ` = 0, . . . , nk − 1

s’écrit :

Li,j(X) = Ri(X)
(X − xi)

j

j!

ni−j−1∑
k′=0

(
d

dζ

)k′ (
1

Ri(ζ)

)
|ζ=xi

(X − xi)
k′

k′!
, (1.4)

où

Ri(X) =
m∏

k′′=0
k′′ 6=i

(
X − xk′′

xi − xk′′

)nk′′

.
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Nous donnerons une démonstration de ce théorème au paragraphe 2.3.2.

Remarque 1.2.10 Le cas classique (interpolation de Lagrange) des points simples
correspond à n0 = . . . = nm = 1. La formule du théorème 1.2.9 se simplifie alors et
s’écrit

Li,0(X) =
m∑

k=0

γk;i,0X
k =

m∏
j=0

j 6=i

(
X − xj

xi − xj

)
.

1.2.3 Matrice de Vandermonde généralisée

De même que pour la matrice de Vandermonde, nous définissons la matrice de
Vandermonde généralisée (pondérée de coefficients binomiaux) par

Définition 1.2.11 La matrice de Vandermonde généralisée est la matrice carrée
de format σ × σ et d’expression

M =

(
1

j!

(
d

dX

)j

Xk

|X=xi

)
0≤k≤σ−1

0≤i≤m,0≤j≤ni−1

=

((
k

j

)
xk−j

i

)
0≤k≤σ−1

0≤i≤m,0≤j≤ni−1

,

où, par convention,

(
k

j

)
= 0 pour j > k.

M =



1 . . . 0 1 . . . 0 . . . 1 . . . 0
x0 . . . 0 x1 . . . 0 . . . xm . . . 0

...
. . .

...
...

...
...

...
...

...
...

xn0−2
0 . . . 0

...
...

...
...

...
...

...

xn0−1
0 . . . 1

...
...

...
...

...
...

...

...
. . .

...
...

...
...

...
...

...
...

xσ−1
0 . . .

(
σ−1
n0−1

)
xσ−n0

0 xσ−1
1 . . .

(
σ−1
n1−1

)
xσ−n1

1 . . . xσ−1
m . . .

(
σ−1

nm−1

)
xσ−nm

m


(1.5)

Nous noterons a′k;i,j le cofacteur ligne k colonne (i, j) de la matrice M.
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Le résultat principal de cette première partie qui sera démontré aux paragraphes
2.5.2 et 2.5.3 est le suivant. Il fait le lien entre les coefficients pi,j des approximants de
Hermite-Padé Pi du lemme 1.2.6, les coefficients γk;i,j des polynômes d’interpolation
de Hermite Li,j du lemme 1.2.7 et les cofacteurs a′k;i,j de la matrice de Vandermonde
généralisée.

Théorème 1.2.12 Pour tout 0 ≤ i ≤ m, tout 0 ≤ j ≤ ni − 1 et tout 0 ≤ k ≤ σ − 1,

γk;i,j =
(detM)−1

j!
a′k;i,j (1.6)

et
pi,j = a′σ−1;i,j. (1.7)

Dans le cas (classique) où nous retrouvons l’expression de polynômes d’interpola-
tion de Lagrange, cela revient simplement à inverser une matrice de Vandermonde
classique (voir sous-paragraphe 2.6.1).

1.2.4 Hauteur de matrice et application à une nouvelle dé-
monstration de la transcendance de e

Il a été donné plusieurs preuves de la transcendance du nombre e, en commençant
par Hermite. L’évolution des preuves de transcendance a, ensuite, souvent fait appel
à l’utilisation de fonctions auxiliaires ; nous pourrons d’ailleurs trouver une nouvelle
preuve (faisant usage de fonctions auxiliaires) de la transcendance de e dans [Wa1].
Comme nous l’avons déjà dit, M. Laurent introduisit, à la fin des années 80, la no-
tion de « déterminant d’interpolation » permettant de remplacer la construction de
fonctions auxiliaires.

Dans la suite de la thèse, nous ferons le lien entre ces deux méthodes.

Ces dernières preuves (dont celle de M. Waldschmidt [Wa1], avec utilisation de fonc-
tions auxiliaires) peuvent, d’ailleurs, très bien se réécrire en termes de déterminants
d’interpolation. La construction de fonctions ayant un ordre élevé en 0 est un point
commun à ces preuves ; cependant, toutes les preuves précédentes considéraient un
ordre au point z = 1 qui était, soit égal à 1 (approximants de Hermite-Padé), soit
qui tendait vers +∞ (comme le cas traité par M. Waldschmidt dans [Wa1]). La
nouveauté dans la démonstration que nous proposerons, par rapport aux preuves
déjà présentées sur le même sujet, est le paramètre T que nous introduisons et qui
correspond à l’ordre donné au point z = 1. Lorsque nous prendrons T = 1, nous
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retrouverons alors la preuve de Hermite (utilisation des approximants de Hermite-
Padé de fonctions exponentielles).

Cette partie de la thèse sera alors consacrée à l’étude de la matrice M définie
ci-dessous et plus particulièrement au rôle joué par le paramètre T que nous avons
introduit. Nous établirons des majorations de hauteur d’une sous-matrice de M qui
nous permettront de conclure la discussion selon les valeurs de T . Comme applica-
tion directe, nous établirons alors une nouvelle démonstration de la transcendance
du nombre e par l’utilisation de déterminants d’interpolation. Nous considérerons
tout d’abord le cas « simple » (T = 1) qui correspond, en fait, à l’utilisation des ap-
proximants de Hermite-Padé de fonctions exponentielles ; nous étudierons la matrice
M suivante de taille S × S, avec S = KL :

M =

(
M0

M1

)
(1.8)

où

M0 =

(
1

s!

(
d

dz

)s (
zke`z

)
(0)

)
0≤s≤S−2

0≤`≤L−1,0≤k≤K−1

=

(
`s−k

(s− k)!

)
0≤s≤S−2

0≤`≤L−1,0≤k≤K−1

,

est une matrice (S − 1)× S, et où

M1 =
((
zke`z

)
(1)
)
0≤`≤L−1,0≤k≤K−1

=
(
e`
)
0≤`≤L−1,0≤k≤K−1

est une matrice ligne. Ensuite, nous donnerons une version avec multiplicités, c’est-
à-dire que nous étudierons une matrice avec un ordre T , au point z = 1, qui est
supérieur à 1. Soit 1 ≤ T ≤ S − 1 ; nous travaillerons alors sur la matrice M
suivante de taille S × S, avec S = KL :

M =

(
M0

M1

)
(1.9)

avec
M0 ∈ MS−T,S(Q) et M1 ∈ MT,S(Q[e]),

où

M0 =

(
1

s!

(
d

dz

)s (
zke`z

)
(0)

)
0≤s≤S−T−1

0≤`≤L−1,0≤k≤K−1

=

(
`s−k

(s− k)!

)
0≤s≤S−T−1

0≤`≤L−1,0≤k≤K−1

,

et

M1 =

(
1

s!

(
d

dz

)s (
zke`z

)
(1)

)
0≤s≤T−1

0≤`≤L−1,0≤k≤K−1

.



20 Chapitre 1. Introduction

Ce dernier cas sera important pour la suite ; en effet, nous utiliserons ici, pour de
petites valeurs du paramètre T , une formule de dualité sur les hauteurs de matrices,
faisant intervenir certains cofacteurs de la matrice M et mettant alors en jeu les
différents coefficients des polynômes de Hermite-Padé et ceux des polynômes d’in-
terpolation de Hermite, qui nous permettra d’obtenir de meilleures estimations pour
les majorations que nous voulons établir.

Cependant, parmi les petites valeurs de T , et comme nous nous en sommes aperçus
dans le chapitre 3, celle correspondant à T = 1 fournit les meilleures majorations de
hauteurs, et c’est donc dans cette situation que nous nous placerons dans le chapitre
4.

1.3 Énoncés quantitatifs

Les principaux résultats de cette thèse sont énoncés dans cette section et seront
démontrés au chapitre 4. Nous commençons par quelques rappels historiques que
nous comparerons avec nos nouveaux résultats.

1.3.1 Énoncés connus : mesures de transcendance, mesures
liées à l’exponentielle, S∗-nombres...

E. Borel [Bo] fut le premier, en 1899, à donner une borne pour la mesure de
transcendance d’un nombre. Il énonça la minoration suivante :

|P (e)| ≥ H−c. log log H ,

où H est la hauteur du polynôme P (c’est-à-dire le maximum des valeurs absolues
de ses coefficients) et c une constante strictement positive dépendant seulement du
degré de P .

Par la suite, beaucoup de mathématiciens ont travaillé sur des mesures de transcen-
dance liées à des nombres remarquables tels que e ou π ; on trouvera des références
dans [He2] et [Lin].

Trente ans après le résultat de E. Borel énoncé plus haut, J. Popken [Po] améliora ce
dernier en donnant une nouvelle minoration qui dépendait toujours de la hauteur du
polynôme considéré et de son degré. En effet, il obtint la borne suivante beaucoup
plus précise :

|P (e)| ≥ H−d− c0(d)
log log H ,
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où H est la hauteur du polynôme P , d son degré et c0(d) une constante strictement
positive dépendant uniquement de d. Ce résultat fut précisé par K. Mahler [Ma1]
trois ans plus tard, qui montrait qu’on pouvait prendre c0(d) = cd2 log d, où c est
une constante absolue strictement positive.

Signalons aussi, que c’est la même année, en 1929, que A.O. Gel’fond prouva la
transcendance de eπ.

Notons que, dans le cas où a et b (nous considérerons toujours b non nul dans
la suite de la thèse) sont des nombres entiers, des travaux ont déjà été réalisés dans
l’étude de la distance de l’exponentielle d’un nombre entier au nombre entier le plus
proche apparue avec K. Mahler [Ma2] qui énonça le théorème suivant

Théorème 1.3.1 Soient a et b deux nombres entiers, pour b suffisamment grand,
nous avons

|eb − a| ≥ b−cb,

avec c = 40.

K. Mahler [Ma4] abaissa la constante à c = 33. Puis, M. Mignotte [Mi] se pencha
aussi sur ce problème en fournissant une valeur de la constante de l’ordre de c =
21 (une valeur inférieure avait été initialement annoncée avant qu’une erreur soit
décelée) ; mais finalement, comme nous l’avons dit (1.1), c’est F. Wielonsky [Wi2]
qui donna la meilleure valeur aujourd’hui connue avec c = 19.183. Comme nous le
verrons par la suite, une des applications de cette thèse concerne ce problème de K.
Mahler qui est la minoration de la distance de l’exponentielle d’un nombre entier au
nombre entier le plus proche. Cette application fut la première envisagée pour les
travaux de cette thèse ; cependant, nous verrons un peu plus loin que nous pourrons
obtenir mieux, à savoir des résultats d’approximation diophantienne plus généraux
de l’exponentielle d’un nombre algébrique par un nombre algébrique (tous deux de
hauteur majorée). K. Mahler ([Ma2] et [Ma4]) utilisa les approximants de Hermite-
Padé de type I de fonctions exponentielles Pi pour i = 0, . . . ,m, afin d’obtenir les
premiers résultats relatifs à cette étude. Ces mêmes approximants de Hermite-Padé
ont des écritures explicites sous forme intégrale :

Pi(z) =
1

2iπ

∫
C0

ezζ

m∏
j=0

(ζ + xi − xj)
nj

dζ, (1.10)

où C0 est un cercle centré en 0 et de rayon strictement inférieur à la plus petite
distance séparant deux xj.
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L’idée de F. Wielonsky fut de reprendre cette famille d’approximants en y ajoutant
un paramètre qu’il introduisit au niveau du degré de certains de ces polynômes ; en
effet, il utilisa la famille de polynômes, qu’il appelle « approximants de Hermite-Padé
non-diagonaux », suivante :

P̃i(z) =
1

2iπ

∫
C0

ezζ

m∏
j=0

(ζ + xi − xj)
n

m−q∏
j=q

(ζ + xi − xj)
sn

dζ.

Ceci revient à prendre nj = n si j /∈ {q, . . . ,m − q}, et aussi nj = n(s + 1) si
j ∈ {q, . . . ,m− q} dans l’égalité (1.10) ci-dessus, alors que K. Mahler prend nj = n
pour tout j.

La signification de ce terme « non-diagonaux » correspond juste au fait que les
polynômes Ci ne sont pas tous de même degré. Cependant, il s’agit, là encore, d’ap-
proximants de Hermite-Padé de type I avec la propriété les caractérisant, à savoir
que ce sont des polynômes vérifiant :

ordz=0

(
m∑

i=0

P̃i(z)fi(z)

)
≥ −1 +

m∑
i=0

(
deg P̃i + 1

)
.

Toujours dans le cas où a et b sont des nombres entiers, N.I. Feld’man et Yu. V.
Nesterenko [FeNe] énoncent le résultat suivant (qu’ils attribuent à K. Mahler) :

Théorème 1.3.2

min
b0,b1∈N?

|eb1 − 2b0| ≥ e2 − 23 = 0.6109...

Yu. V. Nesterenko et M. Waldschmidt avaient fourni, en 1996, un résultat plus
général (valable pour a et b deux nombres algébriques) dans [NeWa]. Ce théorème
impliquait alors la minoration suivante que nous pourrons trouver (pour le cas ration-
nel) dans [MuTi] (où il s’est glissé une petite erreur, à savoir qu’il faudra remplacer
3.3 log 2 par 3.3 log 3).

Soit a un nombre algébrique. Soit

P (X) = a0 + . . .+ apX
p = ap(X − α1) . . . (X − αp) ∈ Z[X]
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le polynôme minimal de a (les nombres αi étant les nombres complexes conjugués
de a). La hauteur (logarithmique absolue de Weil) de a est définie par

h(a) =
1

p

(
log |a0|+

p∑
i=1

log max {1, |αi|}

)
.

D’après le théorème de Hermite-Lindemann [FeNe], le minimum de la différence
|eb − a|, quand a décrit l’ensemble fini des nombres algébriques de hauteur majorée
par logA et de degré majoré par D1 et b l’ensemble fini des nombres algébriques
non nuls de hauteur majorée par logB et de degré majoré par D2 est strictement
positif ; c’est une fonction de A, B, D1 et D2 dont nous cherchons une minoration
explicite.

Théorème 1.3.3 Il existe une constante absolue positive A0 ayant la propriété sui-
vante. Soient A, B et E trois nombres réels avec D logA ≥ 1, B ≥ 1 et E ≥ e.
Soient a et b deux nombres algébriques de hauteurs respectivement majorées par
logA et logB. Notons |b|+ = max{1, |b|} et D = [Q(a, b) : Q] le degré du corps
engendré, sur Q, par a et b. Alors∣∣eb − a

∣∣ ≥ exp {−211D (logB + log logA+ 4 logD + 2 log(E|b|+) + 10)

× (D logA+ 6 logE + 2E|b|) (3.3D log(D + 2) + logE) (logE)−2}.
(1.11)

Remarque 1.3.4 Une application de l’inégalité (1.11) est donnée dans [MuTi].

Remarque 1.3.5 Dans le cas où a et b sont des nombres entiers, le théorème 1.3.3
implique le théorème 1.3.1 avec une constante c égale à 5432.

Il est, de plus, équivalent, d’étudier une minoration de |eb− a| que de | log a− b| ; en
effet,

Proposition 1.3.6 Sous les conditions du théorème 1.3.3, en posant

V = D (logB + log logA+ 4 logD + 2 log(E|b|+) + 10)

× (D logA+ 6 logE + 2E|b|) (3.3D log(D + 2) + logE) (logE)−2 ;

si ∣∣eb − a
∣∣ ≥ exp {−211V}

alors
|log a− b| ≥ exp {−213V}.
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Démonstration : On suppose ici |b− log a| ≤ 1/2. Par le théorème des accroisse-
ments finis, nous avons

|ez − 1| ≤ |z|e|z|.

Appliquée à z = log a− b, cette inégalité donne alors∣∣eb − a
∣∣ ≤ e|b|+1/2|b− log a|.

Or,
e|b|+1/2 ≤ e2V

et, d’après notre hypothèse, ∣∣eb − a
∣∣ ≥ exp {−211V}.

Ceci nous permet alors d’en déduire le résultat annoncé. �

La définition suivante est classique

Définition 1.3.7 Un nombre de Liouville est un nombre réel ν tel que, pour tout

nombre réel strictement positif κ, il existe un nombre rationnel
p

q
∈ Q avec q ≥ 2 et

0 <

∣∣∣∣ν − p

q

∣∣∣∣ ≤ 1

qκ
.

Voir l’article de J. Liouville [Li1], ou sa version développée [Li2].

Théorème 1.3.8 Si β et α sont des nombres rationnels non nuls avec logα 6= 0 et
β 6= 0, alors eβ et logα ne sont pas des nombres de Liouville.

Le fait que e ne soit pas un nombre de Liouville a été démontré par J. Popken
en 1928 (voir (2.23) et le théorème 2.6 page 100 de [FeNe], paragraphe 4.1). Pour
les nombres de la forme eβ, cela résulte d’une version effective du théorème de
Lindemann-Weierstrass démontrée par K. Mahler en 1932 (théorème 2.8 p. 103, pa-
ragraphe 4.3 de [FeNe]). Enfin pour les logarithmes de nombres algébriques, c’est
un résultat de K. Mahler en 1952 (référence (2.28) de [FeSh] et théorème 2.10, pa-
ragraphe 4.4 de [FeNe]).

Ces résultats se déduisent aussi de l’article de G. Diaz [Di] (on y trouve, de plus, des
mesures de transcendance liées aux fonctions exponentielles et logarithmes) dont les
minorations données relèvent de la méthode de Gel’fond-Schneider.
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D’autres classifications existent, notamment, pour les nombres réels, celle de K.
Mahler, ainsi que celle de J.F. Koksma (exclusivement pour les nombres trans-
cendants). On donnera, ici, certaines définitions et propriétés s’y rapportant ; ces
dernières se trouvent dans les livres de Y. Bugeaud [Bu] et T. Schneider [Sch], le
lecteur souhaitant plus de renseignements ainsi qu’un panorama plus général du su-
jet pourra également les consulter.

Soit ζ un nombre réel. Pour un entier n et un réel H ≥ 1 donnés, on définit la
quantité

wn(ζ,H) = min {|P (ζ)| : P (X) ∈ Z[X], H(P ) ≤ H, deg(P ) ≤ n, P (ζ) 6= 0} ,

où H(P ) désigne le maximum des valeurs absolues des coefficients du polynôme P.
Posons par ailleurs

wn(ζ) = lim sup
H 7→+∞

− logwn(ζ,H)

logH

et

w(ζ) = lim sup
n7→+∞

wn(ζ)

n
.

Proposition 1.3.9 Soit ζ un nombre réel, soit n ≥ 1 un nombre entier, on a alors

0 ≤ wn(ζ) ≤ +∞

et
0 ≤ w(ζ) ≤ +∞.

Mahler divisa alors l’ensemble des nombres réels en quatre :

Définition 1.3.10 Soit ζ un nombre réel. On dit que ζ est un

A−nombre si w(ζ) = 0;

S−nombre si 0 < w(ζ) < +∞;

T−nombre si w(ζ) = +∞ et wn(ζ) < +∞ pour tout n ≥ 1;

U−nombre si w(ζ) = +∞ et wn(ζ) = +∞ pour certains n.

J.F. Koksma donna une autre classification très proche de celle de K. Mahler. Soit
ζ un nombre réel. Pour un entier n et un réel H ≥ 1 donnés, on définit la quantité

w∗n(ζ,H) = min {|ζ − α| : α réel algébrique,H(α) ≤ H, deg(α) ≤ n, α 6= ζ} ,
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où H(P ) désigne le maximum des valeurs absolues des coefficients du polynôme
minimal de α. Posons par ailleurs

w∗n(ζ) = lim sup
H 7→+∞

− log (Hw∗n(ζ,H))

logH

et

w∗(ζ) = lim sup
n7→+∞

w∗n(ζ)

n
.

Proposition 1.3.11 Soit ζ un nombre réel, soit n ≥ 1 un nombre entier, on a alors

0 ≤ w∗n(ζ) ≤ +∞
et

wn(ζ) = w∗n(ζ) = n

pour presque tout nombre réel ζ.

J.F. Koksma divisa lui aussi l’ensemble des nombres réels en quatre :

Définition 1.3.12 Soit ζ un nombre réel. On dit que ζ est un

A∗−nombre si w∗(ζ) = 0;

S∗−nombre si 0 < w∗(ζ) < +∞;

T ∗−nombre si w∗(ζ) = +∞ et w∗n(ζ) < +∞ pour tout n ≥ 1;

U∗−nombre si w∗(ζ) = +∞ et w∗n(ζ) = +∞ pour certains n.

Définition 1.3.13 Nous désignons par θ∗ et appelons type du S∗-nombre ζ la borne
inférieure de tous les θ∗1 pour lesquels il existe un c∗n(ζ) avec

Hw∗n(ζ,H) > c∗n(ζ)H−θ∗1n.

Les minorations énoncées dans [Di] permettent en particulier d’en déduire une ma-
joration du type du S∗-nombre eα pour α algébrique.

Notons par ailleurs la minoration suivante (par K. Mahler) de formes linéaires
de puissances rationnelles de e :

Soient m, a1, . . . , am, p1, . . . , pm, q des nombres entiers non nuls,

L = a1e
p1
q + a2e

p2
q + . . .+ ame

pm
q

et
h = max {|a1|, . . . , |am|} .

Alors

|L| ≥ (|a1|, . . . , |am|)
−(m−1)

m h
−cm2 log(m+1)

log log h

où c est une constante absolue explicite.
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1.3.2 Nouveaux énoncés d’approximation diophantienne

Nous allons énoncer plusieurs théorèmes et corollaires d’approximation diophan-
tienne (approximations rationnelle et algébrique). Nous pourrons comparer le théorème
principal (1.3.14) avec celui obtenu par Yu. V. Nesterenko et M. Waldschmidt (voir
théorème 1.3.3), et voir que nous améliorons sensiblement la constante 211 dans le
cas rationnel (qui est utile pour[MuTi]) et plus généralement dans le cas algébrique
lorsque D est fixé.

Comme nous l’avons vu à l’instant, K. Mahler [Ma4], M. Mignotte [Mi] et F. Wie-
lonsky [Wi2] ont travaillé sur le problème diophantien de la minoration de la distance
de l’exponentielle d’un nombre entier au nombre entier le plus proche, M. Mignotte
et F. Wielonsky ayant successivement amélioré le premier résultat de K. Mahler.
Tous trois ont utilisé des approximants de Hermite-Padé de fonctions exponentielles
ou logarithmes et des méthodes assez analytiques. En revanche, Yu. V. Nesterenko et
M. Waldschmidt [NeWa] se sont servis de déterminants d’interpolation. Dans cette
thèse, nous établissons des liens entre ces différentes approches et nous obtenons fi-
nalement de nouvelles mesures. Voici les principaux résultats que nous démontrerons
dans cette thèse.

Théorème 1.3.14 Soient A et B deux nombres réels positifs, a ∈ Q de hauteur ma-
jorée par logA, b ∈ Q de hauteur majorée par logB. Soient K et L deux nombres
entiers strictement positifs tels que KL > 4 · 104, et E un nombre réel supérieur ou
égal à 1, tels que l’inégalité suivante soit vérifiée

KL logE > 5DKL log 2 +K (D logB + (D + 1) logK +D)

+L (D logA+ E|b|+ logE +D) .
(1.12)

Alors ∣∣eb − a
∣∣ ≥ E−KL.

Remarque 1.3.15 Dans l’inégalité (1.12), le coefficient de KL est logE à gauche,
et est 5D log 2 à droite. L’hypothèse (1.12) impose donc

E > 25D.

Cette contrainte sur E est plus forte que celle du théorème 1.3.3 ; cependant, à D
fixé et à partir d’une valeur seuil pour A, cette condition (1.12) est alors moins
contraignante que celle du théorème 1.3.3.

La recherche de paramètres K,L qui conviennent nous amène au corollaire suivant :
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Corollaire 1.3.16 Posons γD = 25D. Soit E un nombre réel strictement supérieur
à γD.

Soient cK et cL deux nombres réels strictement positifs vérifiant

cKcL log

(
E

γD

)
> (cK + cL) logE. (1.13)

Alors il existe un nombre réel positif Ã0 de sorte que, pour A ≥ Ã0, on ait∣∣eb − a
∣∣ ≥ exp {−cKcL (D logA+ logE + E|b|+D)

× D logB + (D + 1) (log logA+ log(E|b|+) + 2 logD) +D

logE

}
.

Nous allons, à présent, nous restreindre au cas rationnel. Par un choix convenable
des paramètres cK et cL, nous obtenons le corollaire qui suit

Corollaire 1.3.17 Il existe une constante absolue strictement positive Ã0 telle que
pour tous nombres rationnels a et b avec a > 0 et b 6= 0, si A, B, E sont trois
nombres réels satisfaisant

h(a) ≤ logA, A ≥ Ã0, h(b) ≤ logB et E ≥ 220,

on ait

∣∣eb − a
∣∣ ≥ exp

{
−64

9
(logA+ logE + E|b|+ 1)

× logB + 2 (log logA+ log(E|b|+)) + 1

logE

}
.

(1.14)

Par un choix convenable de E, nous obtiendrons le corollaire suivant :

Corollaire 1.3.18 Il existe une constante absolue strictement positive A1 telle que
pour tous nombres rationnels a et b avec a > 0 et b 6= 0, si A, B sont deux nombres
réels satisfaisant

h(a) ≤ logA, h(b) ≤ logB A ≥ A1 et B ≥ 2,

on ait
|eb − a| ≥ exp

{
−1.3 · 105 (logA) (logB)

}
. (1.15)
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Remarque 1.3.19 Dans le cas où log a > (logA)1/2, nous obtiendrons une estima-
tion légèrement plus précise :

|eb − a| ≥ exp
{
−105 (logA) (logB)

}
, (1.16)

et une encore meilleure pour |b| ≤ 1 :

|eb − a| ≥ exp
{
−3.2 · 104 (logA) (logB)

}
. (1.17)

Le corollaire 1.3.18 permet de retrouver le théorème 1.3.8.

Nous pouvons alors déduire, comme application de ces corollaires, le résultat sui-
vant :

Corollaire 1.3.20 Pour tout nombre rationnel a > 1, on a

lim
b0−→+∞

min
b1∈N∗

∣∣eb1 − ab0
∣∣ = +∞;

de plus, il existe une constante absolue strictement positive A2 telle que pour tout
nombre réel A satisfaisant

h(a) ≤ logA et A ≥ A2

on ait

min
b0,b1∈N∗

∣∣eb1 − ab0
∣∣ ≥ exp

{
−2.6 · 105 logA log logA

}
.

Remarque 1.3.21 Quand on choisit a = 2, on trouve

lim
b0−→+∞

min
b1∈N∗

∣∣eb1 − 2b0
∣∣ = +∞,

et par conséquent il existe une constante réelle strictement positive β telle que

min
b0,b1∈N∗

∣∣eb1 − 2b0
∣∣ ≥ β;

le théorème 1.3.2 affirme que β = e2 − 23 convient.

Nous donnerons, à la fin du chapitre 4, d’autres minorations explicites semblables à
celles du théorème 1.3.2.

Dans le cas particulier où a et b sont deux nombres entiers, nous démontrerons
une variante du théorème 1.3.14.
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Théorème 1.3.22 Soit b un nombre entier strictement positif ; soient K et L deux
nombres entiers tels que KL > 4 · 104, et E un nombre réel supérieur ou égal à 1,
tels que l’inégalité suivante soit vérifiée

KL logE > KL log 11.33 + 2K logK + E|b|L+ L log(6LE).

Alors, pour tout nombre entier a, nous avons∣∣eb − a
∣∣ ≥ E−KL.

Remarque 1.3.23 Le théorème 1.3.22 implique le théorème 1.3.1 avec une constante
c égale à 707 (en prenant K de l’ordre de b et L de l’ordre de log b).

Les résultats précédents permettent également de montrer la proposition suivante :

Proposition 1.3.24 Soit b un nombre algébrique (non nul), alors eb est un S∗-

nombre de type majoré par
503

9
.



Chapitre 2

Liens entre approximants de
Hermite-Padé, polynômes
d’interpolation de Hermite et
matrice de Vandermonde
généralisée

2.1 Introduction

Le but de ce chapitre est de démontrer le théorème 1.2.12. Nous allons, dans
un premier temps, redonner les formules intégrales de Hermite des approximants
de Hermite-Padé de type I des fonctions exponentielles. Ensuite, nous expliciterons
les expressions algébriques de ces mêmes approximants par différentes méthodes. Le
premier objectif étant de décrire les polynômes approximants en termes d’algèbre
linéaire, nous introduisons, pour cela, les déterminants de Vandermonde généralisés.

Nous ferons ensuite le lien avec l’interpolation de Hermite où nous donnerons l’ex-
pression du polynôme d’interpolation de Hermite par deux méthodes (une algébrique
et une matricielle).

Finalement, nous montrerons que les coefficients des approximants de Hermite-Padé
de type I des fonctions exponentielles correspondent à des mineurs de la matrice de
Vandermonde généralisée précédemment considérée, tout comme les coefficients des

31
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polynômes d’interpolation de Hermite.

Cette section a pour but de préciser des formules et valeurs intrinsèques pour cer-
tains coefficients dont nous nous servirons dans les deux chapitres suivants.

Dans tout ce chapitre, m est un nombre entier strictement positif, x0, . . . , xm des
nombres complexes deux à deux distincts et n0, . . . , nm des nombres entiers stric-
tement positifs. Nous allons donc considérer les approximants de Hermite-Padé de
type I des fonctions fi(z) = exiz pour 0 ≤ i ≤ m.

Remarque 2.1.1 Les liens mis en évidence dans cette partie entre les approximants
de Hermite-Padé et les polynômes d’interpolation de Hermite reposent, en fait, sur
une seule et simple égalité, propriété de la fonction exponentielle :

pour tous entiers i, j ≥ 1, et tout nombre complexe ω, nous avons

di−1

dzi−1

(
zj−1

(j − 1)!
eωz

)
z=0

=
1

(j − 1)!

dj−1

dzj−1

(
zi−1

)
z=ω

=

(
i− 1

j − 1

)
ωi−j

Rappelons que, par convention, cette quantité est nulle si j > i.

Ainsi, les coefficients de Taylor à l’origine des fonctions « polynômes exponentiels »
s’interprètent en termes de valeurs de polynômes et de leurs dérivées. Nous pourrons
nous référer à [Wa3] pour des généralisations en plusieurs variables.

2.2 Rappels sur les approximants de Hermite-Padé

de fonctions exponentielles

Nous allons, ici, redonner les formules intégrales de Hermite pour les approxi-
mants de Hermite-Padé de type I des fonctions exponentielles. Ensuite, nous expli-
citerons les expressions algébriques de ces mêmes approximants.
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2.2.1 Formules de Hermite

Hermite a donné les formules suivantes pour les approximants de Hermite-Padé
de type I, P0, . . . , Pm, des fonctions exponentielles, attachés aux nombres x0, . . . , xm

et aux paramètres n0, . . . , nm :

Proposition 2.2.1 Soient C0 et C∞ deux cercles : le premier centré en 0 et de
rayon strictement inférieur à la plus petite distance séparant deux xj, et le second
centré en 0 contenant tous les points x0, ..., xm.

Soient

Pi(z) =
1

2iπ

∫
C0

ezζ

m∏
j=0

(ζ + xi − xj)
nj

dζ

et

R(z) =
1

2iπ

∫
C∞

ezζ

m∏
j=0

(ζ − xj)
nj

dζ.

Alors :

(1) P0, . . . , Pm sont des polynômes de degré ni − 1,

(2) R(z) =
m∑

i=0

Pi(z)e
xiz et

(3) ordz=0 (R(z)) ≥ σ − 1 où σ =
m∑

i=0

ni.

Les polynômes P0, . . . , Pm sont donc des approximants de Hermite-Padé de type
I pour les fonctions ex0z, . . . , exmz. De plus, ce système est parfait.

Démonstration : Nous allons montrer (1) en étudiant les dérivées successives des
Pi. On fixe i ∈ {0, . . . ,m}.

Si n est un nombre entier supérieur ou égal à ni, nous avons :(
d

dz

)n

(Pi(z)) =
1

2iπ

∫
C0

ζnezζ

m∏
j=0

(ζ + xi − xj)
nj

dζ =
1

2iπ

∫
C0

ζn−niezζ

m∏
j=0

j 6=i

(ζ + xi − xj)
nj

dζ = 0
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car la fonction ζ 7−→ ζn−niezζ

m∏
j=0

j 6=i

(ζ + xi − xj)
−nj est holomorphe sur le disque dont

le bord est C0.

Donc Pi est un polynôme de degré inférieur ou égal à ni−1. Montrons que Pi est un

polynôme de degré exactement égal à ni− 1 en prouvant que

(
d

dz

)ni−1

(Pi(z)) 6= 0.

Par la même formule que précédemment et par la formule des résidus, nous avons :

(
d

dz

)ni−1

(Pi(z)) =
1

2iπ

∫
C0

1

ζ

ezζ

m∏
j=0

j 6=i

(ζ + xi − xj)
nj

dζ =
1

m∏
j=0

j 6=i

(xi − xj)
nj

6= 0. (2.1)

Donc chaque Pi est bien un polynôme de degré égal à ni − 1.

Nous montrons (2) en explicitant le membre de droite. D’après les expres-
sions des Pi et en plaçant exiz dans l’intégrale, il vient

m∑
i=0

Pi(z)e
xiz =

1

2iπ

m∑
i=0

∫
C0

ez(ζ+xi)

m∏
j=0

(ζ + xi − xj)nj

dζ.

Nous effectuons alors le changement de variables ζ 7−→ ζ+xi et nous notons Cxi
un

cercle de centre xi et de rayon strictement inférieur à la plus petite distance séparant
deux xj. Donc,

m∑
i=0

Pi(z)e
xiz =

1

2iπ

m∑
i=0

∫
Cxi

ezζ

m∏
j=0

(ζ − xj)nj

dζ.
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Finalement,

m∑
i=0

Pi(z)e
xiz =

1

2iπ

m∑
i=0

∫
Cxi

ezζ

m∏
j=0

(ζ − xj)nj

dζ =
1

2iπ

∫
Cx0t...tCxm

ezζ

m∏
j=0

(ζ − xj)nj

dζ

car les cercles Cxi
en question sont disjoints.

Maintenant, les m + 1 pôles de ζ 7−→ ezζ

m∏
j=0

(ζ − xj)
−nj étant, chacun, dans

exactement un des cercles Cxi
pour i = 0, . . . ,m, alors comme C∞ est un cercle

centré en 0 contenant tous les points x0, ..., xm, nous avons :

R(z) =

∫
Cx0t...tCxm

ezζ

m∏
j=0

(ζ − xj)nj

dζ =

∫
C∞

ezζ

m∏
j=0

(ζ − xj)nj

dζ

d’après le théorème de Cauchy.

Nous pouvons donc conclure :

m∑
i=0

Pi(z)e
xiz =

1

2iπ

∫
C∞

ezζ

m∏
j=0

(ζ − xj)nj

dζ = R(z).

Enfin, nous montrons (3) de la manière suivante.

Comme la fonction ζ 7−→
m∏

j=0

(ζ − xj)
−nj a, en ζ = ∞, un zéro d’ordre σ =

m∑
i=0

ni

et que ses pôles sont en ζ = x0, . . . , xm, nous pouvons donc écrire, en effectuant un
développement de Laurent de cette fonction :

m∏
j=0

(ζ − xj)
−nj =

+∞∑
k=σ

ckζ
−k

pour |ζ| > max
0≤j≤m

|xj|, où les ck sont des nombres complexes et où cσ 6= 0.
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De plus, d’après l’expression intégrale de R, nous en déduisons :

R(z) =
1

2iπ

∫
C∞

(
+∞∑
k=σ

ckζ
−k

)
eζdζ

=
1

2iπ

1

z

∫
C∞

(
+∞∑
k=σ

ckz
kζ−k

)
eζdζ,

grâce au changement de variables ζ 7−→ ζ/z.

Donc,

R(z) = zσ−1 1

2iπ

∫
C∞

(
+∞∑
k=σ

ckz
k−σζ−k

)
eζdζ;

et par conséquent,

(
d

dz

)k

(R(z)) s’annule en 0 pour tout k = 0, . . . , σ − 2.

D’où nous concluons que ordz=0 (R(z)) ≥ σ − 1.

Pour terminer la preuve de la proposition, il reste à démontrer que
ordz=0 (R(z)) = σ − 1. En effet,(

d

dz

)σ−1

(R(z))(0) = (σ − 1)!
1

2iπ

∫
C∞

cσζ
−!σeζdζ

= (σ − 1)!cσ
1

2iπ

∫
C∞

eζ

ζσ
dζ

= (σ − 1)!cσ Rés
ζ=0

eζ

ζσ

= cσ 6= 0.

�

Notons, par ailleurs, que Hermite [He2] a fourni la représentation suivante pour
le reste R :

R(z) = zσ

∫ 1

0

. . .

∫ 1

0

U(y0, . . . , ym−1) · ezV (y0,...,ym−1)dy0 . . . dym−1,
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où

V (y0, . . . , ym−1) = (x0 − x1)y0 . . . ym−1 + . . .+ (xm−2 − xm−1)ym−2ym−1 + xm−1ym−1,

U(y0, . . . , ym−1) = (1− y0)
n1−1 . . . (1− ym−1)

nm−1yn0−1
0 yn0+n1−1

1 . . . y
n0+...+nm−1−1
m−1 .

2.2.2 Forme algébrique des approximants

Pour 0 ≤ i ≤ m et 0 ≤ j ≤ ni − 1, nous définissons Λ(i, j) (qui dépend de
n0, . . . , nm) comme l’ensemble des multi-indices entiers γ = (γp)0≤p≤m

p6=i
∈ Nm, avec

γp ≥ 0 pour p compris entre 0 et m, p 6= i, tels que
m∑

p=0

p6=i

γp = ni − j − 1.

Proposition 2.2.2 Sous les hypothèses de la proposition 2.2.1, comme Pi, pour
i = 0, . . . ,m, est un polynôme de degré ni − 1, nous pouvons définir des nombres
complexes pi,j (0 ≤ j ≤ ni − 1) par :

Pi(z) =

ni−1∑
j=0

pi,j
zj

j!
.

Alors

pi,j =
∑

γ∈Λ(i,j)

m∏
p=0

p6=i

(
(−1)γp

(xi − xp)γp+np

(
γp + np − 1

np − 1

))
.

En particulier, le coefficient dominant
1

(ni − 1)!
pi,ni−1 du polynôme Pi est

1

(ni − 1)!

m∏
p=0

p6=i

1

(xi − xp)
np
.

Cela résulte aussi de la formule (2.1).

Démonstration :

Nous utiliserons les écritures intégrales de la proposition 2.2.1.
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En développant ezζ en série entière, nous avons ezζ =
+∞∑
j=0

(zζ)j

j!
; d’après la pro-

position 2.2.1, nous en déduisons (cette série convergeant normalement sur tout
domaine contenant C0)

Pi(z) =

ni−1∑
j=0

(
1

2iπ

∫
C0

fi,j(ζ)dζ

)
zj

j!

où nous avons noté

fi,j(ζ) =
ζj−ni

m∏
p=0

p6=i

(ζ + xi − xp)
np

.

Alors, suivant l’expression précédente des Pi,

pi,j =
1

2iπ

∫
C0

fi,j(ζ)dζ. (2.2)

Les pôles éventuels de la fonction fi,j sont en 0 et en xp−xi (p = 0, . . . ,m et p 6= i) ;
seul le point zéro se trouve à l’intérieur du cercle C0. Nous allons donc étudier le
développement de cette fonction fi,j au voisinage de zéro, afin d’en déterminer le
résidu.

En dérivant k fois la série géométrique

1

1 + x
=
∑
n≥0

(−x)n,

on obtient la formule

k!

(1 + x)k+1
=
∑
n≥k

n(n− 1) . . . (n− k + 1)(−x)n−k

qui fournit alors l’égalité suivante :

1

(ζ + xi − xp)
np

=
1

(np − 1)!

∑
n≥np−1

(−1)n−np+1

(xi − xp)n+1

n!

(n− np + 1)!
ζn−np+1.
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Par un simple changement d’indice, nous concluons

1

(ζ + xi − xp)
np

=
1

(np − 1)!

∑
n≥0

(−1)n

(xi − xp)n+np

(n+ np − 1)!

n!
ζn.

Le produit de telles expressions nous donne alors :

1
m∏

p=0

p6=i

(ζ + xi − xp)
np

=
m∏

p=0

p6=i

(
1

(np − 1)!

∑
n≥0

(−1)n

(xi − xp)n+np

(n+ np − 1)!

n!
ζn

)

=

 m∏
p=0

p6=i

1

(np − 1)!

 m∏
p=0

p6=i

(∑
n≥0

(−1)n

(xi − xp)n+np

(n+ np − 1)!

n!
ζn

)
.

Le coefficient du monôme ζni−j−1 dans le développement de
m∏

p=0

p6=i

(ζ + xi − xp)
−np ,

qui nous permettra d’obtenir le résidu cherché, vaut alors : m∏
p=0

p6=i

1

(np − 1)!

∑
Λ(i,j)

m∏
p=0

p6=i

(
(−1)γp

(xi − xp)γp+np

(γp + np − 1)!

γp!

)

=
∑
Λ(i,j)

m∏
p=0

p6=i

(
(−1)γp

(xi − xp)γp+np

(
γp + np − 1

np − 1

))
.

Donc, d’après le théorème des résidus, nous en déduisons

pi,j =
∑
Λ(i,j)

m∏
p=0

p6=i

(
(−1)γp

(xi − xp)γp+np

(
γp + np − 1

np − 1

))
.

�
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Remarque 2.2.3 Nous avons une autre écriture pour les coefficients pi,j.

Suivant l’expression (2.2) des pi,j :

pi,j =
1

2iπ

∫
C0

ζj−ni

m∏
p=0

p6=i

(ζ + xi − xp)
np

dζ

nous pouvons écrire, grâce au théorème des résidus :

pi,j =
1

(ni − j − 1)!

(
d

dζ

)ni−j−1 m∏
p=0

p6=i

(ζ − xp)
−np (xi).

Désignons par Qi le polynôme suivant : Qi(ζ) =
m∏

p=0

p6=i

(ζ − xp)
np, alors

pi,j =
1

(ni − j − 1)!

(
d

dζ

)ni−j−1(
1

Qi(ζ)

)
(xi). (2.3)

Cette écriture nous servira par la suite pour vérifier la proportionnalité de cer-
tains coefficients.

2.3 Interpolation de Hermite

2.3.1 Généralités sur l’interpolation de Hermite

Nous démontrons maintenant le lemme 1.2.7

Démonstration :

Notons Ck[X] l’espace vectoriel formé des polynômes de degré inférieur ou égal
à k.

Considérons l’application φ suivante :

C[X]
φ−→ Cσ

P 7−→
(
P (x0), . . . , P

(n0−1)(x0), . . . , P (xm), . . . , P (nm−1)(xm)
)
.
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Cette application φ est linéaire et son noyau est l’idéal de Cσ−1[X] engendré par

le polynôme
m∏

k=0

(X − xk)
nk . Comme Cσ−1[X] ∩ ker Φ = {0} et que dimC Cσ−1[X] =

dimC Cσ = σ, nous en déduisons donc que l’application φ|Cσ−1[X] est bijective.

D’où l’existence et l’unicité du polynôme d’interpolation recherché. �

La proposition 1.2.8 se déduit immédiatemment du lemme 1.2.7.

2.3.2 Recherche algébrique du polynôme d’interpolation de
Hermite

Nous allons, ici, fournir une expression intrinsèque des polynômes d’interpolation
de Hermite. Nous utiliserons le lemme suivant :

Lemme 2.3.1 Soient f et g deux fonctions analytiques dans un ouvert U de C.
Soit x ∈ U un point où f et g ne s’annulent pas. Soit n un nombre entier non nul.

Supposons que

(f(X)g(X))(k) (x) = 0

pour tout k = 1, . . . , n; alors les n+ 1 premiers coefficients de Taylor de la fonction
f en x sont proportionnels aux n+ 1 premiers coefficients de Taylor de la fonction
g−1 en x, le coefficient de proportionnalité étant f(x)g(x).

Démonstration :

Raisonnons modulo (X − x)n+1, c’est-à-dire dans C[[X − x]]/ ((X − x)n+1).

Soit α = f(X)g(X). L’hypothèse sur fg signifie que f(X)g(X) − α a un zéro de
multiplicité ≥ n+ 1 en X = x, ce qui s’écrit

α ≡ f(x)g(x) mod
(
(X − x)n+1

)
.
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Comme g ne s’annule pas en x, g(X) est inversible dans C[[X − x]]/ ((X − x)n+1)
et par conséquent

f(X) ≡ α

g(X)
mod

(
(X − x)n+1

)
.

�

Nous en déduisons maintenant le théorème 1.2.9.

Première démonstration du théorème 1.2.9

Étant donné que pour tous les nombres entiers k = 0, . . . ,m avec k 6= i, et pour
tous les nombres entiers ` = 0, . . . , nk−1 nous avons L(`)

i,j (xk) = 0, sachant aussi que

L(`)
i,j (xi) = 0 pour tous les nombres entiers ` = 0, . . . , j− 1, nous en déduisons que le

polynôme Li,j peut s’écrire sous la forme :

Li,j(X) = Qi,j(X)Ri(X)
(X − xi)

j

j!
(2.4)

où le polynôme Qi,j est de degré inférieur ou égal à ni − j − 1.

Maintenant, L(j)
i,j (xi) = 1 implique Qi,j(xi)Ri(xi) = 1 par la formule de Leibniz,

et donc Qi,j(xi) = 1.

De plus, L(k)
i,j (xi) = 0 pour k = j + 1, . . . , ni − 1 ce qui implique, toujours par

la formule de Leibniz,
(Qi,jRi)

(k)(xi) = 0,

pour k = 1, . . . , ni − j − 1.

Le polynôme Qi,j est donc déterminé par les conditions :

(Qi,jRi) (xi) = 1 (2.5)

et
(Qi,jRi)

(k)(xi) = 0 (2.6)

pour k = 1, . . . , ni − j − 1.

Écrivons Qi,j sous la forme de sa série de Taylor au point xi :

Qi,j(X) =

ni−j−1∑
k=0

ak
(X − xi)

k

k!
;
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alors a0 = 1 et (2.6) représentent ni − j − 1 équations pour autant d’inconnues ak

(1 ≤ k ≤ ni − j − 1).

Nous appliquons le lemme 2.3.1 aux polynômes Qi,j et Ri qui vérifient (2.5) et
(2.5). Par ce lemme, nous montrons que les ak sont alors les premiers coefficients de
Taylor de la fonction R−1

i au point xi pour k = 1, . . . , ni − j − 1 ; nous concluons
donc que chaque coefficient du polynôme Qi,j s’exprime de la manière suivante :

ak =

(
d

dX

)k (
1

Ri(X)

)
|X=xi

;

il s’ensuit alors

Li,j(X) = Ri(X)
(X − xi)

j

j!

ni−j−1∑
k=0

(
d

dX

)k (
1

Ri(X)

)
|X=xi

(X − xi)
k

k!
.

�

Nous allons, maintenant, redémontrer le théorème 1.2.9 en utilisant la formule de
Faa’ Di Bruno [Fa] suivante.

Proposition 2.3.2 Soient f et g deux fonctions dérivables n fois, respectivement
en g(t) et en t. Alors

(fog)(n)(t) =
∑ n!

k1! . . . kn!
f (k)(g(t))

(
g′(t)

1!

)k1

. . .

(
g(n)(t)

n!

)kn

,

où

k = k1 + . . .+ kn

et où la somme se fait sur les nombres entiers k1, . . . , kn tels que

k1 + 2k2 + . . .+ nkn = n.

Deuxième démonstration du théorème 1.2.9

Reprenons l’équation (2.4).
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Nous avons L(j)
i,j (xi) = 1, L(j+1)

i,j (xi) = 0 et L(j+2)
i,j (xi) = 0, ce qui implique donc

Qi,j(xi) = 1,

Q′
i,j(xi) = −R′

i(xi)

et
Q′′

i,j(xi) = 2R′2
i (xi)−R′′

i (xi).

En appliquant la formule de Leibniz à (2.4) de la façon suivante, nous avons (pour
n ≥ j) :

L(n)
i,j (xi) =

(
Ri(X)

(X − xi)
j

j!
Qi,j(X)

)(n)

|X=xi

=
n∑

k=0

(
n

k

)(
(X − xi)

j

j!

)(k)

(xi) (RiQi,j)
(n−k)

|X=xi

,

=

(
n

j

)
(RiQi,j)

(n−j) (xi).

Ainsi, par récurrence sur les n− 1 premières dérivées de Qi,j, en utilisant la propo-

sition 2.3.2 pour f(X) =
1

X
et g(t) = Ri(t), et le fait que(

d

dX

)k (
1

X

)
|X=Ri(xi)

= (−1)kk!Ri(xi)
−(k+1) = (−1)kk!,

nous obtenons :

Q
(n)
i,j (xi) =

∑ n!

k1! . . . kn!
(−1)kk!

(
R′

i(xi)

1!

)k1

. . .

(
R

(n)
i (xi)

n!

)kn

=

(
d

dX

)n(
1

Ri

)
(xi),

où
k = k1 + . . .+ kn

et où la somme se fait sur les nombres entiers k1, . . . , kn tels que

k1 + 2k2 + . . .+ nkn = n.
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Nous avons donc

Qi,j(X) =

ni−j−1∑
k=0

(
d

dX

)k (
1

Ri(X)

)
|X=xi

(X − xi)
k

k!
.

D’où l’écriture du polynôme L. �

2.4 Interpolation selon Hermite ; représentation

intégrale et lien avec les polynômes de Hermite-

Padé

Nous reprenons ici les propos de C. Hermite sur « une généralisation » de l’in-
terpolation de Lagrange. Ceux-ci sont extraits d’une lettre de C. Hermite à M.
Borchardt sur la « Formule d’Interpolation de Lagrange », qui se trouve dans les
« Œuvres de Charles Hermite » [He2].

On se propose de trouver un polynôme F (x) de degré σ − 1, satisfaisant aux condi-
tions suivantes :

F (a) = f(a), F ′(a) = f ′(a), . . . , F (α−1)(a) = f (α−1)(a),
F (b) = f(b), F ′(b) = f ′(b), . . . , F (β−1)(b) = f (β−1)(b),
. . . . . . . . . . . . , . . . . . . . . . . . . . , . . . , . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,
F (l) = f(l), F ′(l) = f ′(l), . . . , F (λ−1)(l) = f (λ−1)(l),

où f(x) est une fonction donnée. En supposant

α+ β + . . .+ λ = σ,

la question comme on voit est déterminée et conduira à une généralisation de la
formule de Lagrange sur laquelle on présentera quelques remarques. Elle se résout
d’abord comme il suit. On considère une aire s, comprenant d’une part, a, b, . . . , l, et
de l’autre la quantité x ; on suppose qu’à son intérieur la fonction f(x) est uniforme
et n’a aucun pôle ; cela étant on établit la relation

F (x)− f(x) =
1

2iπ

∫
s

f(ζ)(x− a)α(x− b)β . . . (x− l)λ

(x− ζ)(ζ − a)α(ζ − b)β . . . (ζ − l)λ
dζ, (2.7)

l’intégrale du second membre se rapportant au contour de s.

[. . .]
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Si nous observons cette dernière représentation intégrale (2.7) pour la généralisation
de l’interpolation de Lagrange, et celles de la proposition 2.2.1 pour les approxi-
mants de Hemite-Padé ainsi que pour leur reste :

Pi(z) =
1

2iπ

∫
C0

ezζ

(ζ + xi − x0)
n0 . . . (ζ + xi − xm)nm

dζ

et

R(z) =
1

2iπ

∫
C∞

ezζ

(ζ − x0)
n0 . . . (ζ − xm)nm

dζ,

nous remarquons une similitude qui a posteriori nous permet d’entrevoir un lien
entre l’interpolation de Hermite et l’approximation de Hermite-Padé. C’est ce lien
que nous allons mettre en évidence par le biais des déterminants de Vandermonde
généralisés.

2.5 Déterminant de Vandermonde généralisé

2.5.1 Définitions et propriétés

Définition 2.5.1 Nous nommerons « déterminant de Vandermonde généralisé » et
nous noterons ∆, le déterminant suivant :

∆ =
∣∣ B0 . . . Bm

∣∣
où Bi est la matrice à σ lignes et ni colonnes définie par

Bi =

(
1

j!

(
d

dX

)j (
Xk
)
|X=xi

)
0≤k≤σ−1

0≤j≤ni−1

=

((
k

j

)
xk−j

i

)
0≤k≤σ−1

0≤j≤ni−1

.

Remarque 2.5.2 Nous retrouvons le déterminant de Vandermonde usuel lorsque
les ni sont tous égaux à 1.

Le déterminant ∆ correspond au déterminant de la matrice définie par la formule
(1.5).
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La valeur de ∆ est alors donnée par la formule suivante

Proposition 2.5.3 Nous avons

∆ =
∏

0≤k<p≤m

(xp − xk)
npnk .

Démonstration : Voir, par exemple, V. Elconin [El] ou R.P. Flowe et G.A. Harris
[FlHa].

La preuve est classique. On regarde ∆ comme un polynôme en x1, . . . , xm ; il s’annule
avec une multiplicité supérieure ou égale à npnk sur les hyperplans xp = xk.

2.5.2 Liens avec les polynômes d’interpolation de Hermite

Nous allons considérer une matrice de Vandermonde généralisée (définie par la
formule (1.5)) afin de décrire le système matriciel dont se déduit l’expression des
polynômes d’interpolation de Hermite. Le cas simple où tous les ni sont égaux à 1
fait intervenir une matrice de Vandermonde usuelle.

Soit Li,j(X) =
σ−1∑
k=0

γk;i,jX
k le polynôme d’interpolation de Hermite défini dans le

lemme 1.2.7 et soit a′k;i,j le cofacteur de ak;i,j dans la matrice M ; nous avons alors :

Proposition 2.5.4

Li,j(X) =
∆−1

j!

σ−1∑
k=0

a′k;i,jX
k.

Démonstration : Il est équivalent de chercher le polynôme d’interpolation de
Hermite Li,j aux points x0, . . . , xm, d’ordres respectifs n0, . . . , nm, et de résoudre le
système d’équations linéaires en les inconnues γ0;i,j, . . . , γσ−1;i,j :

tM

 γ0;i,j
...

γσ−1;i,j

 =



0
...
0

1/j!
0
...
0


,
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où le terme 1/j! se trouve sur la ligne j du bloc-ligne d’indice i.

En effet, si nous retranscrivons cette égalité matricielle en des équations algébriques,
nous obtenons les équations suivantes, valables pour tout nombre entier i′ = 0, . . . ,m
et tout nombre entier j′ = 0, . . . , ni′ − 1 :

σ−1∑
k=j′

γk;i,j

(
k

j′

)
xk−j′

i′ =
1

j′!
δi,i′δj,j′ .

Le polynôme d’interpolation recherché est donc bien le polynôme Li,j(X) =
σ−1∑
k=0

γk;i,jX
k ;

il reste à déterminer les γk;i,j, pour k = 0, . . . , σ − 1.

Afin de retrouver les expressions explicites, il ne nous reste plus qu’à déterminer
M−1 qui est aussi égale à la matrice transposée de la comatrice deM divisée par son
déterminant. De même que pour le cas des points simples, on connâıt le déterminant
de M qui est un déterminant de Vandermonde généralisé, il faut et il suffit alors
d’en exprimer tous les cofacteurs.

Comme a′k;i,j est le cofacteur de ak;i,j dans la matrice M, on a

γk;i,j =
1

j!
(detM)−1 a′k;i,j.

Or, le déterminant de M n’est rien d’autre que ∆ ; d’où la conclusion de cette
démonstration.

�
La proposition 2.5.4 démontre la relation (1.6) du théorème 1.2.12.

2.5.3 Liens avec les approximants de Hermite-Padé

Nous nous intéressons ici au cas particulier où fi(z) = eiz.

Nous allons, dans un premier temps, identifier les coefficients des approximants de
Hermite-Padé avec les coefficients d’une certaine forme linéaire, ce qui nous permet-
tra ensuite de déterminer les coefficients de chaque approximant.
Pour cela, nous allons montrer que les coefficients des approximants de Hermite-Padé
de type I des fonctions exponentielles peuvent s’exprimer comme certains cofacteurs
d’une matrice de Vandermonde généralisée.
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Posons, comme au paragraphe 1.2.1,

R(z) =
m∑

i=0

Pi(z)e
xiz et Pi(z) =

ni−1∑
j=0

pi,j
zj

j!
.

Nous avons alors

R(z) =
m∑

i=0

ni−1∑
j=0

pi,j
zj

j!
exiz,

et donc (
d

dz

)k

(R (z)) =
m∑

i=0

ni−1∑
j=0

pi,j

(
d

dz

)k (
zj

j!
exiz

)
.

Nous démontrons ici la deuxième partie du théorème 1.2.12.

Proposition 2.5.5 Nous avons, pour 0 ≤ i ≤ m et 0 ≤ j ≤ ni − 1,

pi,j = a′σ−1;i,j.

Démonstration :

Nous déduisons de la formule de Leibniz que

m∑
i=0

ni−1∑
j=0

pi,j

(
d

dz

)k (
z!j

j!
exiz

)
(0) =

m∑
i=0

ni−1∑
j=0

pi,j

(
k

j

)
xk−j

i ,

pour tout k ≥ 0.

Considérons l’application suivante :

Cσ Φ−→ Cσ−1

(bi,j)0≤i≤m; 0 ≤ j ≤ ni − 1 7−→

(
m∑

i=0

ni−1∑
j=0

bi,j

(
d

dz

)k (
zj

j!
exiz

)
(0)

)
0≤k≤σ−2

.

La matrice de Φ dans la base canonique de Cσ est :((
k

j

)
xk−j

i

)
0≤k≤σ−2

0≤i≤m,0≤j≤ni−1

.
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Si nous rajoutons à cette matrice la ligne((
σ − 1

j

)
xσ−1−j

i

)
0≤i≤m,0≤j≤ni−1

,

nous obtenons une matrice dont le déterminant est le déterminant de Vandermonde
généralisé ∆ qui est non nul ce qui implique que Φ est de rang σ − 1, et que ker Φ
est de rang σ − (σ − 1) = 1. Nous pouvons donc conclure que ker Φ est engendré par
(pi,j)0≤i≤m ; 0≤j≤ni−1 car les pi,j ne sont pas tous nuls.

Nous en déduisons que les pi,j sont égaux, à une constante multiplicative près, aux
cofacteurs de la dernière ligne du déterminant de Vandermonde généralisé. �

La proposition 2.5.4 démontre alors la relation (1.7) du théorème 1.2.12.

2.6 Calculs matriciels pour les approximants de

Hermite-Padé et les polynômes d’interpola-

tion de Hermite

Nous avons donné, au paragraphe 2.3, deux démonstrations du théorème 1.2.9.
En voici une troisième. Pour expliquer la stratégie, nous présentons d’abord le cas
particulier pour les points simples.

2.6.1 Calculs matriciels pour les polynômes d’interpolation
de Hermite

Nous allons, dans un premier temps, déterminer l’unique polynôme Li = Li,0

de degré m qui vérifie Li(xj) = δi,j, c’est-à-dire expliciter le polynôme de degré m
prenant la valeur 1 au point xi et la valeur 0 aux autres points. Nous savons déjà
que ce polynôme s’écrit sous la forme suivante :

Li,0(X) =
m∏

j=0

j 6=i

(
X − xj

xi − xj

)
=

m∑
`=0

γ`;i,0X
`. (2.8)

Pour cela, nous considérons la matrice M =
(
xj

i

)
i=0,...,m
j=0,...,m

qui est une matrice de

Vandermonde.
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Calculs effectifs pour le cas simple (polynômes d’interpolation de La-
grange)

Nous nous proposons de calculer les coefficients γ`;i,0 dans la formule (2.8). Nous
devons par conséquent inverser une matrice de Vandermonde « classique », ce qui re-
vient à calculer ses cofacteurs (nous en connaissons le déterminant). Essentiellement,
pour calculer le cofacteur de la ligne i + 1 et de la colonne j + 1, nous remplaçons
la ligne i + 1 par une ligne dont les éléments sont les différents monômes en une
indéterminée X, et nous calculons le déterminant de la nouvelle matrice ; puis en-
suite, nous regardons le coefficient du monôme en Xj du polynôme ainsi obtenu.

Ainsi,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x0 . . . xj
0 . . . xm

0
...

...
...

...
...

...

1 xi−1 . . . xj
i−1 . . . xm

i−1

1 X . . . Xj . . . Xm

1 xi+1 . . . xj
i+1 . . . xm

i+1
...

...
...

...
...

...
1 xm . . . xj

m . . . xm
m

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)m−i

∏
0≤k<`≤m

k,l 6=i

(x` − xk)
m∏

p=0

p6=i

(X − xp)

= (−1)m−i
∏

0≤k<`≤m

k,l 6=i

(x` − xk)
m∑

p=0

σm−p(x0, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xm)Xp,

où σ`(x0, . . . , xn) est le (`+1)ième polynôme symétrique élémentaire de valeur 1 pour

` = 0 et de valeur (−1)`
∑

0≤i1<...<i`≤n

xi1 . . . xi` pour 1 ≤ ` ≤ m.

Ainsi, le cofacteur de la ligne i+ 1 et de la colonne j + 1 d’une matrice de Van-
dermonde « classique » vaut
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γi,j = (−1)m−i

 ∏
0≤k<`≤m

k,` 6=i

(x` − xk)

σm−j(x0, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xm)

=
σm−j(x0, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xm)

m∏
p=0

p6=i

(xi − xp)

∏
0≤k<`≤m

(x` − xk).

Nous concluons finalement (grâce à l’égalité matricielle précédente et à l’aide de la
formule de Cramer qui donne M−1 en fonction des cofacteurs de M)

Li,0(X) =
m∑

j=0

σm−j(x0, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xm)
m∏

p=0

p6=i

(xi − xp)

Xj

=
1

m∏
p=0

p6=i

(xi − xp)

m∑
`=0

σm−`(x0, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xm)X`

=
1

m∏
p=0

p6=i

(xi − xp)

m∏
p=0

p6=i

(X − xp) =
m∏

p=0

p6=i

(
X − xp

xi − xp

)
.

Nous retrouvons bien la formule du polynôme d’interpolation de Lagrange (2.8).

Calculs effectifs pour le cas général (polynômes d’interpolation de Her-
mite) : troisième démonstration du théorème 1.2.9

Nous allons donc redémontrer la formule donnée, dans le théorème 1.2.9, pour
Li,j(X).

Nous utilisons les notations introduites lors de la définition du « déterminant de
Vandermonde généralisé » au paragraphe 2.5.1.
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On considère le vecteur colonne c(X) = t(1, X, . . . , Xσ−1).

Notons c(k)(X) le vecteur c(X) dérivé k fois par rapport à la variable X ; nous
entendons par dérivation d’un vecteur, la dérivation de chacune des coordonnées de
ce même vecteur.

Notons aussi pour abréger, avec 0 ≤ i ≤ m,

Bi =

((
k

`

)
xk−`

i

)
0≤k≤σ−1

0≤`≤ni−1

,

et pour 1 ≤ j ≤ ni − 1,

B̃j(X) =

((
k

`

)
Xk−`

)
0≤k≤σ−1

0≤`≤j−1

; B̃i,j = B̃j(xi) =

((
k

`

)
xk−`

i

)
0≤k≤σ−1

0≤`≤j−1

et ˜̃
Bi,j =

((
k

`

)
xk−`

i

)
0≤k≤σ−1

j+1≤`≤ni−1

.

Nous avons alors :

Proposition 2.6.1 Le polynôme d’interpolation de Hermite Li,j s’exprime de la
façon suivante :

Li,j(X) =
(detM)−1

j!

∣∣∣ B0 . . . Bi−1 B̃i,j c(X)
˜̃
Bi,j Bi+1 . . . Bm

∣∣∣
=

(−1)ni−j−1(detM)−1

j!

∣∣∣ B0 . . . Bi−1 B̃i,j
˜̃
Bi,j c(X) Bi+1 . . . Bm

∣∣∣ .
Démonstration : Il suffit, pour cela, d’utiliser la proposition 2.5.4 et de voir que
le polynôme (

∂

∂X

)` ∣∣∣ B0 . . . Bi−1 B̃i,j c(X)
˜̃
Bi,j Bi+1 . . . Bm

∣∣∣
=
∣∣∣ B0 . . . Bi−1 B̃i,j

(
∂

∂X

)`
c(X)

˜̃
Bi,j Bi+1 . . . Bm

∣∣∣
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s’annule en X = xi pour 0 ≤ ` ≤ j − 1 et j + 1 ≤ ` ≤ n1 − 1, et prend la valeur
j! detM en X = xi pour l = j.

�
Nous introduisons deux variables x et y (qui seront ensuite évaluées en αi) et nous
considérons le polynôme Si ∈ C[x, y,X] suivant :

Si(x, y,X) =
∣∣∣ B0 . . . Bi−1 B̃ni−2(x) c(y) c(X) Bi+1 . . . Bm

∣∣∣ .

Nous déduisons alors de la proposition 2.6.1 l’expression algébrique différentielle
suivante pour le polynôme Li,j :

Corollaire 2.6.2 Pour 0 ≤ i ≤ m et j = ni − 1, on a

Li,j(X) =
(detM)−1

(ni − 1)!(ni − 2)!

(
∂

∂y

)ni−2

(Si(x, y,X))˛̨̨̨
˛̨ x = xi

y = xi

,

et pour 0 ≤ j ≤ ni − 2, on a

Li,j(X) = (−1)ni−j−1(detM)−1

(
1

(ni − 2)!

(
∂

∂x

)ni−j−2
1

(ni − 1)!

×
(
∂

∂y

)ni−1

Si(x, y,X)

)
˛̨̨̨
˛̨ x = xi

y = xi

.

Démonstration : Nous allons démontrer ce corollaire en utilisant une propriété
qu’a un Wronskien dont les blocs-colonnes sont composés de dérivées successives
d’une même colonne, à savoir qu’il se produit un décalage comme nous le montrons
ci-dessous.

Définissons le polynôme P par
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P(x,X) =
1

(ni − 1)!

(
∂

∂y

)ni−1

det
[
B0 . . . Bi−1; c(x), c

′(x), . . . , c(ni−3)(x), c(y), c(X);Bi+1 . . . Bm

]
=

1

(ni − 1)!

(
∂

∂y

)ni−1

det
[
∗; c(x), c′(x), . . . , c(ni−3)(x), c(y), c(X); ∗

]

=
1

(ni − 1)!
det

[
∗; c(x), c′(x), . . . , c(ni−3)(x),

(
∂

∂y

)ni−1

c(y), c(X); ∗

]
avec ∗ désignant les autres colonnes du déterminant indépendantes de x, y et X.

Nous noterons alors
|i0, . . . , ini−3|

ce déterminant. Étant donné que

∂

∂x

((
k

`

)
xk−`

)
= (`+ 1)

((
k

`+ 1

)
xk−(`+1)

)
,

nous avons alors les égalités suivantes :

∂

∂x
|i0, . . . , ini−3| =

ni−3∑
j=0

(j + 1) |i0, . . . , ij−1, ij + 1, ij+1, . . . , ini−3|

= (ni − 2) |i0, . . . , ini−4, ini−2| .

En dérivant successivement ni − j − 2 fois le long de la droite x = y = xi, nous
obtenons alors le polynôme

(ni − 2)!

j!

∣∣∣ B0 . . . Bi−1 B̃i,j
˜̃
Bi,j c(X) Bi+1 . . . Bm

∣∣∣
qui est multiple, d’après la proposition 2.6.1, du polynôme Li,j. Ceci nous permet
alors d’achever cette démonstration. �

En utilisant la valeur donnée pour un déterminant de Vandermonde généralisé, nous
en déduisons que l’expression algébrique de ce polynôme Si est la suivante :
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Proposition 2.6.3 On a

Si(x, y,X) = (−1)
ni

mP
`=i+1

n` ∏
0≤p<q≤m

p,q 6=i

(xq − xp)
nqnp

×

 m∏
`=0
`6=i

(x− x`)
n`


ni−2

(y − x)ni−2

m∏
`=0
` 6=i

(y − x`)
n`(X − x)ni−2

×
m∏

`=0
` 6=i

(X − x`)
n`(X − y).

Démonstration : En effet ; le polynôme Si est un déterminant de Vandermonde
généralisé à m+ 3 blocs en les points x0, . . . , xi−1, x, y,X, xi+1, . . . , xm d’ordres res-
pectifs n0, . . . , ni−1, ni − 2, 1, 1, ni+1, . . . , nm. La proposition 2.5.3 donnant la valeur
d’un déterminant de Vandermonde généralisé nous fournit alors la valeur de Si.

�
Nous obtenons la proposition suivante qui nous permettra, ensuite, de conclure la
démonstration du théorème 1.2.9 :

Proposition 2.6.4 Soit le polynôme Ti,j défini, pour 0 ≤ i ≤ m et 0 ≤ j ≤ ni − 2,
comme suit :

Ti,j(X) =

(
∂

∂x

)ni−j−2

((
∂

∂y

)ni−1

Ri(x)
ni−2(y − x)ni−2Ri(y)(X − x)ni−2(X − y)

)
˛̨̨̨
˛̨ x = xi

y = xi

,

où

Ri(X) =
m∏

k=0
k 6=i

(
X − xk

xi − xk

)nk

;

alors

Li,ni−1(X) = Ri(X)
(X − xi)

ni−1

(ni − 1)!
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et, pour j inférieur ou égal à ni − 2,

Li,j(X) =
(−1)ni−j−1Ri(X)

(ni − 2)!(ni − 1)!
Ti,j(X).

Démonstration : Il suffit juste de remarquer (en utilisant, de plus, la valeur de
detM) les deux écritures suivantes :

Li,ni−1(X) =
1

(ni − 2)!(ni − 1)!

×
(
∂

∂y

)ni−2 (
Ri(x)

ni−2(y − x)ni−2Ri(y)(X − x)ni−2Ri(X)

×(X − y))˛̨̨̨
˛̨ x = xi

y = xi

,

et, pour j inférieur ou égal à ni − 2,

Li,j(X) =
(−1)ni−j−1Ri(X)

(ni − 2)!(ni − 1)!

×
(
∂

∂x

)ni−j−2

((
∂

∂y

)ni−1

Ri(x)
ni−2(y − x)ni−2Ri(y)(X − x)ni−2(X − y)

)
˛̨̨̨
˛̨ x = xi

y = xi

.

�

Nous allons, désormais, à partir de ces égalités, retrouver l’expression de Li,j fournie
dans le théorème 1.2.9.

Démonstration : (du théorème 1.2.9)

Nous allons juste effectuer une récurrence sur σ.
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En effet, il est évident que pour tout entier u strictement supérieur à ni − 1,(
∂

∂X

)u

(Ti,j(X)) = 0;

aussi, pour tout entier 0 ≤ u ≤ j − 1,(
∂

∂X

)u

(Ti,j(X))(xi) = 0;

de plus, (
∂

∂X

)j

(Ti,j(X))(xi) = (−1)ni−j−1(ni − 2)!(ni − 1)!

et(
∂

∂X

)j+1

(Ti,j(X))(xi) =(−1)ni−j−1(ni − 2)!(ni − 1)!(j + 1)

(
−
(

d

dζ

)
(Ri(ζ)) (xi)

)

=(−1)ni−j−1(ni − 2)!(ni − 1)!(j + 1)

(
d

dζ

)(
1

Ri(ζ)

)
(xi).

Ainsi, Ti,j est un polynôme de degré au plus égal à ni − 1 et dont les j premiers
coefficients de son développement de Taylor au point xi sont nuls. Dans ce cas, il
existe ni − j réels tk tels que

Li,j(X) = Ri(X)
(X − xi)

j

j!

ni−j−1∑
k=0

tk
(X − xi)

k

k!

avec

t0 = 1

et

t1 =

(
d

dζ

)(
1

Ri(ζ)

)
(xi).

Donc, lorsque ni = 1, nous retrouvons bien l’expression du polynôme d’interpo-
lation recherché. Montrons par récurrence que cette expression reste valable pour
des degrés supérieurs.
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Supposons que l’unique polynôme d’interpolation Li,j de degré σ − 1 qui vérifie

L(`)
i,j (xk) = δk,iδ`,j pour tout k = 0, . . . ,m et tout ` = 0, . . . , nk − 1 s’écrit :

Li,j(X) = Ri(X)
(X − xi)

j

j!

ni−j−1∑
k=0

(
d

dζ

)k (
1

Ri(ζ)

)
(xi)

(X − xi)
k

k!
.

Cherchons désormais l’unique polynôme d’interpolationQi,j de degré σ qui vérifie

Q
(`)
i,j (xk) = δk,iδ`,j pour tout k = 0, . . . ,m distinct de i et tout ` = 0, . . . , nk − 1, et

qui vérifie Q
(`)
i,j (xi) = δ`,j pour tout ` = 0, . . . , ni.

Nous pouvons écrire Qi,j comme la somme de Li,j (qui est de degré σ − 1) et d’un
polynôme U de degré σ qui vérifie U (`)(xk) = 0 pour tout k = 0, . . . ,m distinct de
i et tout ` = 0, . . . , nk − 1, et qui vérifie U (`)(xi) = 0 pour tout ` = 0, . . . , ni − 1.
D’où l’existence d’un nombre réel α tel que

U(X) = αRi(X)
(X − xi)

ni

ni!
.

Ainsi, on a

Qi,j(X) = Li,j(X) + αRi(X)
(X − xi)

ni

ni!
.

Nous allons, désormais, déterminer ce réel α.

Étant donné que Q
(ni)
i,j (xi) = 0 et que Ri(xi) = 1, nous avons

α = −L(ni)
i,j (xi).

Ceci implique :

α = −
(

d

dX

)ni

(
Ri(X)

ni−j−1∑
l=0

(
d

dζ

)l(
1

Ri(ζ)

)
(xi)

(X − xi)
l+j

j!l!

)
(xi),
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puis par la formule de Leibniz,

α = −
ni∑

k=0

(
ni

k

)(
d

dX

)ni−k

(Ri(X)) (xi)

×
(

d

dX

)k
(

ni−j−1∑
l=0

(
d

dζ

)l(
1

Ri(ζ)

)
(xi)

(X − xi)
l+j

j!l!

)
(xi)

= −
ni−1∑
k=j

(
ni

k

)(
d

dX

)ni−k

(Ri(X)) (xi)

(
d

dζ

)k−j (
1

Ri(ζ)

)
(xi)

k!

j!(k − j)!

= −
ni−j−1∑

k=0

(
ni

k + j

)(
k + j

j

)(
d

dX

)ni−k−j

(Ri(X)) (xi)

(
d

dζ

)k (
1

Ri(ζ)

)
(xi)

= −
ni−j−1∑

k=0

ni!

j!k!(ni − k − j)!

(
d

dX

)ni−k−j

(Ri(X)) (xi)

(
d

dζ

)k (
1

Ri(ζ)

)
(xi)

= −
(
ni

j

) ni−j−1∑
k=0

(
ni − j

k

)(
d

dX

)ni−k−j

(Ri(X)) (xi)

(
d

dζ

)k (
1

Ri(ζ)

)
(xi)

=

(
ni

j

)(
d

dζ

)ni−j (
1

Ri(ζ)

)
(xi).

De ceci, nous tirons :

Qi,j(X) = Li,j(X) +

(
ni

j

)(
d

dζ

)ni−j (
1

Ri(ζ)

)
(xi)Ri(X)

(X − xi)
ni

ni!

= Ri(X)

ni−j−1∑
`=0

(
d

dζ

)`(
1

Ri(ζ)

)
(xi)

(X − xi)
`+j

j!`!

+

(
d

dζ

)ni−j (
1

Ri(ζ)

)
(xi)Ri(X)

(X − xi)
ni

j!(ni − j)!
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= Ri(X)
(X − xi)

j

j!

(
ni−j−1∑

`=0

(
d

dζ

)`(
1

Ri(ζ)

)
(xi)

(X − xi)
`

`!

+

(
d

dζ

)ni−j (
1

Ri(ζ)

)
(xi)

(X − xi)
ni−j

(ni − j)!

)

= Ri(X)
(X − xi)

j

j!

(
ni−j∑
`=0

(
d

dζ

)`(
1

Ri(ζ)

)
(xi)

(X − xi)
`

`!

)
.

D’où la récurrence et l’expression du polynôme Li,j qui était recherchée. Ceci complète
la troisième démonstration du théorème 1.2.9. �

2.6.2 Calculs matriciels pour les approximants de Hermite-
Padé

Nous nous proposons de retrouver les coefficients des approximants de Hermite-
Padé par un calcul de déterminant. Nous avons, précédemment, traduit les coeffi-
cients des approximants de Hermite-Padé des fonctions exponentielles en termes de
cofacteurs d’une matrice de Vandermonde généralisée.

Dans un premier temps, nous allons considérer un polynôme en deux variables écrit
sous la forme d’un déterminant de Vandermonde géneralisé ; ensuite nous identifie-
rons les cofacteurs dont nous cherchons les valeurs avec les dérivées de ce polynôme
évaluées en un certain point.

Proposition 2.6.5 Pour tout 0 ≤ i ≤ m, 0 ≤ j ≤ ni−1, on a l’expression suivante
pour chaque coefficient de chaque approximant de Hermite-Padé :

pi,j =
∣∣∣ C0 . . . Ci−1 C̃i,j

˜̃
Ci,j Ci+1 . . . Cm

∣∣∣

où

Ci =

((
k

`

)
xk−`

i

)
0≤k≤σ−2

0≤`≤ni−1

,

C̃j(X) =

((
k

`

)
Xk−`

)
0≤k≤σ−2

0≤`≤j−1

; C̃i,j = C̃j(xi) =

((
k

`

)
xk−`

i

)
0≤k≤σ−2

0≤`≤j−1
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et ˜̃
Ci,j =

((
k

`

)
xk−`

i

)
0≤k≤σ−2

j+1≤`≤ni−1

.

Considérons alors le polynôme, en deux variables, S̃i suivant :

S̃i(x, y) =
∣∣∣ C0 . . . Ci−1 C̃ni−2(x) c(y) Ci+1 . . . Cm

∣∣∣ ,
où c(z) = t(1, z, . . . , zσ−2) est un vecteur colonne.

Proposition 2.6.6 Les coefficients des approximants de Hermite-Padé s’expriment
en fonction de différents déterminants de la manière suivante :

pour le coefficient dominant, nous avons

pi,ni−1 =
∣∣∣ C0 . . . Ci−1 C̃i,ni−2

c(ni−2)(xi)
(ni−2)!

Ci+1 . . . Cm

∣∣∣
=

1

(ni − 2)!

(
∂S̃i

∂y

)ni−2

(xi, xi),

pour les autres coefficients (j = 0, . . . , ni − 2), nous avons

pi,j =
∣∣∣ C0 . . . Ci−1 C̃i,j

˜̃
Ci,j Ci+1 . . . Cm

∣∣∣
=

j!

(ni − 2)!

(
∂

∂x

)ni−j−2
 1

(ni − 1)!

(
∂S̃i

∂y

)ni−1

(x, y)

 (xi, xi).

Le polynôme S̃i précédemment considéré s’exprime de la manière suivante :

Lemme 2.6.7 Pour 0 ≤ i ≤ m, nous avons

S̃i(x, y) = (−1)
(ni−1)

mP
`=i+1

n`
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×
∏

0≤p<q≤m

p,q 6=i

(xq − xp)
nqnp

 m∏
`=0
` 6=i

(x− x`)
n`


ni−2

(y − x)ni−2

m∏
`=0
` 6=i

(y − x`)
n` .

Démonstration :

On remarque, pour commencer, que S̃i est un déterminant de Vandermonde
généralisé dans le sens où nous l’avons défini au paragraphe 2.5 ; ainsi, d’après la
valeur intrinsèque d’un déterminant de Vandermonde généralisé, donnée dans les
définitions et propriétés, nous en déduisons alors la valeur souhaitée pour S̃i(x, y).

De façon analogue à l’égalité (2.3) pour l’écriture des coefficients pi,j, nous en

déduisons alors une expression du polynôme S̃i en fonction du polynôme Qi :

S̃i(x, y) = (−1)
(ni−1)

mP
`=i+1

n` ∏
0≤p<q≤m

p,q 6=i

(xq − xp)
nqnpQi(x)

ni−2(y − x)ni−2Qi(y).

�

Le rôle ici joué par le polynôme S̃i est identique à celui du polynôme Si,j dans
la section précédente concernant les polynômes de Hermite.
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Chapitre 3

Hauteur de matrice et
déterminants d’interpolation

3.1 Introduction

Les premiers énoncés sur la transcendance de nombres liés à la fonction expo-
nentielle parurent à la fin du 19ième siècle. La première preuve, celle de Hermite
[He1], était basée sur la construction d’approximations rationnelles simultanées de
puissances de e provenant de l’« identité de Hermite » :

pour tout polynôme f à coefficients complexes, on a l’identité suivante∫ x

0

e−tf(t)dt = F (0)− F (x)e−x,

où

F (x) =
M∑

s=0

f (s)(x) et M = deg f(x).

Puis, comme nous pouvons le voir dans [Wa1], une autre méthode qui remonte
à la solution de Gel’fond et Schneider du 7ème problème de Hilbert (par l’absurde,
en ayant supposé que les deux nombres complexes α 6= 0 et eα étaient algébriques),
est de construire un polynôme

PN(X,Y ) ∈ Z[X,Y ]

65
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de degrés respectifs R1 et R2 en X et Y dépendants de N comme suit :

R1 =
[
N. (logN)−1] et R2 =

[
(logN)2]

où [x] désigne la partie entière du nombre réel x et tel que la fonction

FN(z) = PN(z, ez)

vérifie, pour tout s = 0, . . . , N − 1,

(
d

dz

)s

FN(0) = 0

(
d

dz

)s

FN(α) = 0

.

Ensuite, à partir de propriétés analytiques de la fonction FN , M. Waldschmidt par-
vint à établir une contradiction, pour N assez grand, qui amène alors à conclure à
la transcendance d’un des deux nombres complexes α ou eα.

Les démonstrations de ce type, exceptée celle de Hermite, et faites jusqu’à
présent, posaient toujours des ordres d’annulation, en 0 et au point α, qui tendaient
vers +∞.

Nous allons étudier la hauteur d’une matrice particulière, sous-matrice d’une
matrice de Vandermonde généralisée ; cette hauteur interviendra de façon essentielle
dans les études quantitatives de cette thèse. De plus, nous nous proposons, à la
fin de ce chapitre, d’analyser comment une même démonstration pourrait s’établir
par le biais de déterminants d’interpolation, qui sont des déterminants de matrices
d’évaluation, avec des coefficients qui sont des polynômes exponentiels évalués en
différents points, et qui nous permettent donc de nous ramener à des situations
proches de celles évoquées au chapitre 2. De plus, l’ordre au point non nul α considéré
(de valeur T ) sera fini et aura donc un rôle de paramètre.

Nous expliciterons deux situations, une première sans multiplicité au point 6= 0
mettant en jeu la matrice M définie par (1.8) et une seconde avec multiplicités met-
tant en jeu la matriceM définie par (1.9). En liaison avec le chapitre précédent, nous
remarquerons et utiliserons le fait que, dans le premier cas, nous ferons appel aux
coefficients des polynômes de Hermite-Padé de type I de fonctions exponentielles et
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que, dans le second, nous utiliserons certains coefficients de polynômes d’interpola-
tion de Hermite, ces cas étant confondus pour T = 1 (d’après le théorème 1.2.12).

Nous discuterons suivant la valeur de cette multiplicité ; en effet, le calcul essen-
tiel de ce chapitre repose sur les majorations des hauteurs des matrices M0 et M0.
Cependant, suivant que cette matrice (M0) aura un nombre de lignes (S−T ) faible
ou élevé (qui correspond à l’ordre en z = 0 qui sera alors petit ou grand par rapport à
celui au point z = α), l’estimation (majoration) de la hauteur de la matrice M0 sera
plus ou moins précise selon que nous utiliserons une majoration directe ou faisant
appel à une formule de dualité. L’intérêt de cette analyse se trouve bien dans l’étude
selon la valeur du paramètre T , de l’éventuelle dualité qui est alors mise en jeu et
des rôles des polynômes de Hermite-Padé ainsi que ceux d’interpolation de Hermite
afin d’obtenir une majoration de la hauteur de la matriceM0 la plus précise possible.

Remarque 3.1.1 Dans la situation précédemment évoquée, considérée par M. Wald-
schmidt, il est donné la même importance au point z = 0 qu’au point non nul z = α.
Elle est donc comparable à la nôtre et assimilable au cas où l’ordre (noté T ) au point
non nul n’est pas négligeable face à celui en z = 0. Pour notre part, c’est le cas où
T est petit sur lequel nous nous pencherons prioritairement.

Ce chapitre, contrairement au premier qui était assez calculatoire (du fait des déter-
minants et des mineurs à expliciter), utilise plus d’algèbre et d’arithmétique. Nous in-
troduirons ici les notions de hauteurs de matrice ou de sous-espace. Dans cette partie,
nous nous sommes régulièrement inspirés de différents articles traitant du « lemme
de Siegel » (essentiellement les articles de E. Bombieri, c’est-à-dire [BoVa],[BoCo1],
[BoCo2] et [Gr]), ainsi que ceux de M. Laurent [La1] et A. Sert [Se].

En premier lieu, nous rappellerons quelques définitions et propriétés (rappels sur
les valeurs absolues et hauteurs notamment) nécessaires à la démonstration qui sui-
vra.

3.2 Hauteurs

Nous allons définir les notions de hauteurs de matrices (ou de sous-espaces) ainsi
que quelques propriétés s’y référant. Nous rappellerons aussi les définitions liées aux
notions de valeurs absolues.
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3.2.1 Rappels sur les valeurs absolues

Rappelons la définition d’une valeur absolue, ainsi que quelques propriétés s’y
rattachant. Le lecteur pourra consulter, par exemple, le livre de J. Neukirch [Neu]
ou le cours de F. Amoroso [Am] afin d’obtenir plus d’informations.

Soit K un corps de nombres. Quand v est une place de K (classe de valuations
équivalentes de K), nous appellerons dv le degré du complété kv sur Qv (R ou C) si v
est archimédienne ou sur Qp si v est une place ultramétrique et v|p ; dv = [kv : Qv].

Nous noterons MK l’ensemble des valeurs absolues de K, normalisées de la façon
suivante :

(i) si v est ultramétrique, v|p, |p|v = 1
p
,

(ii) si v est archimédienne, v|∞, |x|v = |x| où | · | est la valeur absolue euclidienne
sur R ou C.

Nous avons, de plus, la « formule du produit » suivante :∏
v∈MK

|x|dv
v = 1,

valable pour tout x ∈ K?.

3.2.2 Hauteurs de matrices

Nous allons donner la définition de la hauteur d’un sous-espace ; on pourra aussi
trouver, dans la littérature, des définitions équivalentes en termes de coordonnées
sur la Grassmannienne (la Grassmannienne, notée Gr(n, k), d’un espace vectoriel E
dimension n, est l’ensemble des sous-espaces de dimension k de E).

Nous suivons ici le texte de F. Gramain [Gr]. On y trouve plusieurs identités
concernant certains déterminants, utiles en théorie des nombres transcendants ainsi
que la notion de « hauteur de matrice ». Plusieurs égalités ou inégalités d’algèbre
linéaire permettant de donner plus d’informations sur les hauteurs de certaines ma-
trices y sont détaillées, telles que les formules de Cauchy, de Sylvester, de Cauchy-
Binet (qui nous fournit, en particulier, la valeur, pour une matrice M , de |M |v où
v est une place archimédienne réelle ou complexe), de Jacobi ou encore de Francke.
Ce texte est assez général, faisant aussi intervenir une étude adélique.
Plusieurs informations liées aux hauteurs de nombres algébriques sont aussi données
dans l’article [StVa].
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Nous allons maintenant définir la hauteur d’une matrice.

Définition 3.2.1 Soient m,n, d trois nombres entiers strictement positifs. Soit K
un corps de nombres de degré d sur Q. Soit M une matrice à m lignes et n colonnes,
à coefficients dans le corps de nombres K, de rang m ≤ n ; nous définissons ses va-
leurs absolues locales par :

(i) si v est une place ultramétrique,

|M |v = max
I
|∆I |v

où le maximum porte sur les éléments de I, l’ensemble des parties à m éléments de
{1, . . . , n}, et où ∆I est le déterminant m×m extrait de M dont les colonnes sont
les éléments de I,

(ii) si v est une place archimédienne réelle,

|M |v = | det
(
M tM

)
|1/2
v

où tM est la matrice transposée de la matrice M ,

(iii) si v est une place archimédienne complexe,

|M |v = | det (MM?) |1/2
v

où M? est la matrice adjointe de la matrice M .

La hauteur de la matrice M est alors définie par :

H(M) =
∏

v∈MK

|M |dv/d
v .

Pour une matrice carrée régulière, on a

H(tM) = H(M).

Cela permet, pour une matrice M dont le rang est égal au nombre de colonnes, de
définir

H(M) = H(tM).
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Lemme 3.2.2 Pour toute place archimédienne, on a

|M |v =

(∑
I

|∆I |2v

)1/2

.

Démonstration : Ceci provient essentiellement de la formule de Cauchy-Binet
(voir [Gr] ou [Se] par exemple).

Si M⊥ est la matrice orthogonale à M , nous avons (voir [StVa]) :

Lemme 3.2.3
H
(
M⊥) = H (M) .

Le lien qui sera donné entre la hauteur de la matrice que nous nommeronsM0 (voir ci-
dessous) et celle de son orthogonal nous sera très utile ; en effet, nous avons une bonne
connaissance de cette matrice M⊥

0 car ses coordonnées seront égales aux coefficients
des polynômes de Hermite-Padé pour le cas simple et à certains coefficients des
polynômes d’interpolation de Hermite pour le cas général. Ces connaissances nous
permettront, par la suite, de nous ramener aux calculs de hauteurs de polynômes
au lieu de hauteurs de matrices.

3.3 Lemmes auxiliaires

Nous aurons besoin du lemme de zéros suivant (dont une démonstration est four-
nie dans [Wa3], corollaire 2.3.) qui nous permettra de conclure à la non nullité du
déterminant de la matrice M introduite au paragraphe suivant :

Lemme 3.3.1 Soient w1, . . . , wm des nombres réels deux à deux distincts, x1, . . . , xm

des nombres réels deux à deux distincts et τ1, . . . , τn, σ1, . . . , σm des entiers positifs
ou nuls, avec

τ1 + . . .+ τn = σ1 + . . .+ σm.

Considérons la matrice carrée((
d

dz

)σ

(zτewiz) (xj)

)
(τ,i)

(σ,j)
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indexée par les paires (τ, i) avec 0 ≤ τ ≤ τi − 1 et 1 ≤ i ≤ n pour les colonnes, et
(σ, j) avec 0 ≤ σ ≤ σj − 1 et 1 ≤ j ≤ m pour les lignes. Cette matrice est alors
régulière.

Par ailleurs, énonçons le lemme suivant (que nous utiliserons aussi au chapitre sui-
vant) permettant quant à lui de fournir une majoration du déterminant étudié :

Lemme 3.3.2 (Lemme de Schwarz)

Soient T un nombre entier positif, r et R deux nombres réels vérifiant 0 < r ≤ R
et ψ une fonction d’une variable complexe qui est analytique dans le disque |z| ≤ R.
Supposons que ψ a un zéro de multiplicité au moins T en 0. Alors,

|ψ|r ≤
(
R

r

)−T

|ψ|R.

Démonstration : Voir [Wa3], paragraphe 2.2.3 lemme 2.4 page 37.

�

3.4 Analyse de la matrice M avec un point (non

nul) simple

Nous reprenons les notations du paragraphe 1.2.4 et nous utilisons la matrice
introduite à cette occasion par la formule (1.8).

3.4.1 Majoration de la hauteur de la matrice M0

Nous établissons maintenant une majoration pour la hauteur de la matrice M0

qui jouera aussi un rôle important au chapitre 4.

Proposition 3.4.1 Pour KL ≥ 38121, nous avons :

H (M0) ≤ (11.32)KLK!

Démonstration : Pour démontrer la proposition 3.4.1, nous allons utiliser une
relation de dualité qui améliore les majorations directes.

D’après le lemme 3.2.3, nous avons

H
(
M⊥

0

)
= H (M0) .



72 Chapitre 3. Hauteur de matrice

La matrice M0 est de taille S × (S − 1) et de rang S − 1, donc M⊥
0 est un vecteur.

Les coefficients de M⊥
0 sont les nombres xk,l tels que, pour tout s = 0, . . . , S − 2,

nous ayons :

L−1∑
`=0

K−1∑
k=0

xk,`
`s−k

(s− k)!
= 0;

les xk,` sont justement les coefficients pk,` des approximants de Hermite-Padé, pour
les fonctions 1, ez, . . . , e(L−1)z et de paramètres n0 = . . . = nL−1 = K, déterminés lors
du premier chapitre (avec la normalisation choisie au lemme 1.2.6). Nous avons alors

H (M0) = H
(
M⊥

0

)
= H

(
(pk,`)k,`

)
,

où, d’après la proposition 2.2.2 en prenantm = L−1, n0 = . . . = nL−1 = K, puis x` =
` (0 ≤ ` ≤ L− 1),

pk,` = ± 1

k!

∑
Λ(`,k)

L−1∏
p=0

p6=`

(
(−1)γp

(`− p)γp+K

(
γp +K − 1

K − 1

))
,

où Λ(`, k) a été défini au paragraphe 2.2.2.

Soit dL le plus petit commun multiple des nombres entiers 1, . . . , L.

La hauteur d’une matrice ne change pas si nous multiplions tous ses coefficients
par un même nombre non nul, ici nous choisissons

(−1)L−`−1K!dK−1
L (L− 1)!K .

Ainsi, considérons les nombres entiers (pour tout 0 ≤ k ≤ K − 1, 0 ≤ ` ≤ L − 1)
suivant :

yk,l = (−1)L−`−1K!

k!
dK−1

L

(
L− 1

`

)K ∑
Λ(`,k)

L−1∏
p=0

p6=`

(
(−1)γp

(`− p)γp

(
γp +K − 1

K − 1

))
;
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nous obtenons donc

H
(
(pk,`)k,`

)
= H

(
(yk,`)k,`

)
=
∏

v∈MQ

max
k,`

|yk,`|v

= max
k,`

|yk,`|
∏
p∈P

max
k,`

|yk,`|p

≤ max
k,`

|yk,`|

≤ H

(−1)L−`−1K!

k!
dK−1

L

(
L− 1

`

)K ∑
Λ(`,k)

L−1∏
p=0

p6=`

(
(−1)γp

(`− p)γp

(
γp +K − 1

K − 1

)) .

Pour terminer, nous avons de plus les majorations suivantes, pour tout k, ` :

∣∣∣∣∣∣∣(−1)L−`−1K!

k!
dK−1

L

(
L− 1

`

)K ∑
Λ(`,k)

L−1∏
p=0

p6=`

(
(−1)γp

(`− p)γp

(
γp +K − 1

K − 1

))∣∣∣∣∣∣∣
≤ K!dK−1

L 2(L−1)KKL2(K−1)L

≤ K!e
107
103

L(K−1)KL4KL,

car nous avons, d’après [RoSc], le lemme suivant :

Lemme 3.4.2 soit L un nombre entier strictement positif, alors

dL ≤ e
107
103

L
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et de plus,

(
n

k

)
≤ 2n pour tout entier n. En particulier,

L−1∏
p=0

p6=`

(
γp +K − 1

K − 1

)
≤

L−1∏
p=0

p6=`

2γp+K−1 ≤ 2

L−1P
p=0
p 6=`

(γp+K−1)

≤ 2

(L−1)(K−1)+
L−1P
p=0
p 6=`

γp

≤ 2(L−1)(K−1)+K−1 ≤ 2(K−1)L.

Nous en déduisons

H (M0) ≤ K!e
107
103

KLKL4KL.

Maintenant,

KL ≤
(

11.32

4e
107
103

)KL

pour KL ≥ 38121.

Ainsi, nous obtenons
H (M0) ≤ (11.32)KLK!.

�

Remarque 3.4.3 Quand L est fixé et que K tend vers +∞, pour tout ε > 0, on a

(11.32)KL = o (K!ε)

3.4.2 Application au théorème de Hermite sur la transcen-
dance de e

Soit K le corps engendré, sur Q, par e.

Nous allons étudier le déterminant de M ; après avoir montré qu’il était non nul,
nous lui appliquerons la formule du produit, énoncerons des majorations pour ses
valeurs absolues aux différentes places et ainsi, nous en déduirons une inégalité liant
différentes hauteurs de matrices.

En développant par rapport à la dernière ligne le déterminant de M , nous déduisons

detM =
L−1∑
`=0

K−1∑
k=0

(−1)K`+ke`∆`,k,
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où ∆`,k est le cofacteur de la dernière ligne et de la colonne k du bloc ` de la matrice
M précédemment définie.

Nous allons majorer, dans les sous-paragraphes suivants, les valeurs absolues de
detM aux différentes places v. Ces majorations seront données par les lemmes
3.4.4, 3.4.5 et 3.4.6 ; le premier provient d’une majoration triviale tandis que les
deux suivants sont plus fins et utilisent l’analyse complexe.

Pour la place archimédienne v0 laissant e invariant

Lemme 3.4.4

|detM |v0
≤ |M0|v0

S1/2KK−S+1eLK .

Démonstration : Pour cette place, v0, étant donné que detM est réel, la valeur
absolue associée est la valeur absolue usuelle sur R ; ainsi, | detM |v0 = | detM |.

Alors detM est la valeur au point 1 de la fonction

ψ : z 7−→ det

(
M0

zke`z

)
.

La fonction ψ admet le point 0 pour zéro d’ordre S− 1 ; en effet, si nous dérivons ψ
de 0 à S − 2 fois, nous obtiendrons alors (après évaluation en z = 0) le déterminant
d’une matrice ayant deux lignes identiques.

Nous allons désormais appliquer le lemme 3.3.2 (de Schwarz) afin de fournir une
majoration de detM .

Ainsi, soit R ≥ 1 ; nous avons donc la majoration suivante :

|detM | = |ψ(1)| ≤ |ψ(z)|R
RS−1

. (3.1)

Maintenant, étant donné que ψ(z) =
L−1∑
`=0

K−1∑
k=0

(−1)K`+kzke`z∆`,k (par développement

par rapport à la dernière ligne), nous obtenons :
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|ψ(z)|R =

∣∣∣∣∣
L−1∑
`=0

K−1∑
k=0

(−1)K`+kzke`z∆`,k

∣∣∣∣∣
R

≤
L−1∑
`=0

K−1∑
k=0

∣∣zke`z
∣∣
R
|∆`,k|;

puis par l’inégalité de Cauchy-Schwarz, nous aboutissons à

|ψ(z)|R ≤

(
L−1∑
`=0

K−1∑
k=0

∣∣zke`z
∣∣2
R

)1/2(L−1∑
`=0

K−1∑
k=0

|∆`,k|2
)1/2

.

En utilisant le lemme 3.2.2 et en remplaçant S par KL, nous obtenons alors(
L−1∑
`=0

K−1∑
k=0

∣∣zke`z
∣∣2
R

)1/2

≤ S1/2RKeLR et

(
L−1∑
`=0

K−1∑
k=0

|∆`,k|2
)1/2

= |M0|v0
,

nous obtenons

|ψ(z)|R ≤ |M0|v0
S1/2RKeLR.

Finalement, en prenant R = K (choix identique au paragraphe 3.5.2), la relation
(3.1) donne

|detM | ≤ |M0|v0
S1/2KK−S+1eLK .

�

Pour les autres places archimédiennes

Lemme 3.4.5 Pour les places archimédiennes de K autres que v0, nous avons

| detM |v ≤
√
S|M0|v max(1, |e|v)

L.

Démonstration : M0 est une matrice de taille (S−1)×S et de rang S−1. D’après
la formule de Cauchy-Binet (lemme 3.2.2), on a

|M0|v =

(∑
I

|∆I |2v

)1/2
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où I parcourt l’ensemble des parties à S − 1 éléments de {0, . . . , S − 1} et où ∆I

désigne le déterminant (S − 1) × (S − 1) extrait de M0 dont les colonnes sont les
éléments de I ; donc

|M0|v =

(∑
`,k

|∆`,k|2v

)1/2

.

Ainsi,

| detM |v =

∣∣∣∣∣
L−1∑
`=0

K−1∑
k=0

(−1)K`+ke`∆`,k

∣∣∣∣∣
v

≤
L−1∑
`=0

K−1∑
k=0

∣∣e`
∣∣
v
|∆`,k|v .

Par l’inégalité de Cauchy-Schwartz, nous obtenons :

| detM |v ≤

(
L−1∑
`=0

K−1∑
k=0

∣∣e`
∣∣2
v

)1/2(L−1∑
`=0

K−1∑
k=0

|∆`,k|2v

)1/2

≤
√
S|M0|v max(1, |e|v)

L

�

Pour les places ultramétriques

Lemme 3.4.6 Pour les places v ultramétriques de K, nous avons

| detM |v ≤ |M0|v max(1, |e|v)
L.

Démonstration : La matrice M0 est de taille (S − 1)× S et de rang S − 1,

|M0|v = max
I
|∆I |v;

donc

|M0|v = max
(l,k)∈[0;L−1]×[0;K−1]

|∆l,k|v.
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En utilisant l’inégalité ultramétrique, nous obtenons :

| detM |v =

∣∣∣∣∣
L−1∑
`=0

K−1∑
k=0

(−1)K`+ke`∆`,k

∣∣∣∣∣
v

≤ max
(`,k)

|∆`,k|v max(1, |e|v)L

≤ |M0|v max(1, |e|v)L.

�

Supposons désormais que e est un nombre algébrique (ce qui fait que K est un
corps de nombres).

Le déterminant de M est, d’après le lemme 3.3.1, un élément non nul de K ; ceci
étant, il vérifie alors la formule du produit :∏

v∈MK

| detM |dv
v = 1,

où dv = [Kv : Qv] désigne le degré local de K en la place v.

En étudiant la matrice M et en supposant e algébrique de degré d, nous en
déduisons alors l’inégalité suivante :

Proposition 3.4.7 Nous avons, pour K suffisamment grand :

1 ≤ H(M0)
dK(1−L)K3KL.

Pour montrer cette assertion, nous allons utiliser les majorations précédemment
établies, aux différentes places de K, du déterminant de la matrice M .

Démonstration de la proposition 3.4.7

D’après la formule du produit, nous obtenons

1 =
∏

v∈MK

| detM |dv
v

= | detM |dv0
v0

∏
v∈MK

v|∞,v 6=v0

| detM |dv
v

∏
v∈MK
v-∞

| detM |dv
v ,
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et d’après les majorations déterminées dans les lemmes 3.4.4, 3.4.5 et 3.4.6, nous
avons donc

1 ≤ S1/2KK−S+1eLK |M0|v0×

×
∏

v∈MK
v|∞,v 6=v0

(√
S|M0|v max(1, |e|v)

L
)dv ∏

v∈MK
v-∞

(
|M0|v max(1, |e|v)

L
)dv
.

Or, ∏
v∈MK

|M0|dv
v = H(M0)

d

et ∏
v∈MK

max (1, |e|v)
dvL = H(e)dL.

Nous en déduisons

1 ≤ H(M0)
dS1/2KK−S+1eL(K−1)

√
S

d−1
H(e)dL

et donc
1 ≤ H(M0)

dSd/2KK−S+1eL(K−1)H(e)dL.

Finalement, nous obtenons, pour K suffisamment grand (en fonction de d et de
H(e)),

1 ≤ H(M0)
dK(1−L)K3KL.

Cela achève la démonstration de la proposition 3.4.7.

�
Nous avions supposé e algébrique de degré d ; ainsi, d’après les propositions 3.4.1 et
3.4.7, nous aboutissons alors à l’inégalité suivante :

1 ≤ ((11.32)KLK!)dK(1−L)K3KL.

En majorant K! par KK , nous obtenons alors l’inégalité suivante :

1 ≤ ((11.32)KLKK)dK(1−L)K3KL

≤ KK(d+1−L)(3(11.32)d)KL.
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Ainsi, en fixant L > d + 1, lorsque nous faisons tendre K vers +∞, nous obtenons
une contradiction et la transcendance du nombre e s’ensuit alors.

3.5 Analyse de la matrice M0 avec un point (non

nul) multiple

Nous allons utiliser une matrice similaire à la précédent à la différence près que
nous donnerons une multiplicité T au point non nul α considéré. De plus, nous
discuterons selon la valeur prise par cette multiplicité.

Soit 1 ≤ T ≤ S − 1, considérons alors la matrice M suivante, introduite par la
formule (1.9) au paragraphe 1.2.4, de taille S × S avec S = KL :

M =

(
M0

M1

)
avec

M0 ∈ MS−T,S(Q) et M1 ∈ MT,S(Q[e]),

où

M0 =

(
1

s!

(
d

dz

)s (
zke`z

)
(0)

)
0≤s≤S−T−1

0≤`≤L−1,0≤k≤K−1

=

(
`s−k

(s− k)!

)
0≤s≤S−T−1

0≤`≤L−1,0≤k≤K−1

,

M1 =

(
1

s!

(
d

dz

)s (
zke`z

)
(1)

)
0≤s≤T−1

0≤`≤L−1,0≤k≤K−1

=
(
a

(s)
k,`(1)

)
0≤s≤T−1

0≤`≤L−1,0≤k≤K−1
,

et où

a
(s)
k,`(z) =

1

s!

(
d

dz

)s (
zke`z

)
=

1

s!

min(s,k)∑
j=0

(
s

j

)
k!

(k − j)!
zk−j`s−je`z

= zke`z

min(s,k)∑
j=0

(
k

j

)
`s−j

(s− j)!
z−j.

(3.2)

Nous ne le préciserons pas à chaque fois, mais dans cette partie, s désignera
toujours un nombre entier compris entre 0 et T − 1.
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3.5.1 Majorations de la hauteur de la matrice M0, avec et
sans formule de dualité

Nous pouvons donner une majoration, pour la hauteur de la matrice M0, de
deux façons différentes. La première consiste à fournir une majoration directe de
cette hauteur, la seconde fera appel à une formule de dualité. Nous comparerons
ces deux majorations suivant les valeurs de T : quand T est grand la première est
meilleure, quand T est petit c’est la seconde.

Majoration avec dualité

Nous nous proposons de montrer la majoration suivante pour la hauteur de la
matrice M0.

Proposition 3.5.1
H(M0) ≤ K!T 23KLT .

Remarque 3.5.2 Appliquée à T = 1, nous obtenons une majoration légèrement
moins fine que celle énoncée à la proposition 3.4.1.

La démonstration de la proposition 3.5.1 repose sur les lemmes 3.5.3 et 3.5.6 qui
suivront.

Pour obtenir cette majoration, nous allons utiliser la formule de dualité sur les
hauteurs de matrices (lemme 3.2.3), ainsi qu’une inégalité entre la hauteur d’une
matrice et celles de ses lignes.

Lemme 3.5.3

H(M0) ≤
S−1∏

s=S−T

H
(
L(s)

`,k(0)
)

(k,`)
.

Démonstration : Considérons la matrice M′ définie par :

M′ =

(
1

s!

(
d

dz

)s (
zke`z

)
(0)

)
0≤s≤S−1

0≤`≤L−1,0≤k≤K−1

=

(
`s−k

(s− k)!

)
0≤s≤S−1

0≤`≤L−1,0≤k≤K−1

=

(
k!

s!

(
s

k

)
`s−k

)
0≤s≤S−1

0≤`≤L−1,0≤k≤K−1

.

(3.3)
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Les vecteurs AS−T+j, j = 0, . . . , T−1, des coordonnées des cofacteurs des T dernières
lignes de la matrice M′ sont orthogonaux aux vecteurs lignes de la sous-matrice M0

de M. Par l’algèbre linéaire, nous avons donc :

M⊥
0 = (AS−T , . . . , AS−1),

car M′ est une matrice régulière. Nous utiliserons le lemme suivant ([BoVa]) :

Lemme 3.5.4 Soient N , N1, N2 trois nombres entiers positifs et

X =

(
X1

X2

)
une matrice par blocs où X1 est une matrice de taille N1 ×N et X2 une matrice de
taille N2 ×N ; nous avons

H(X) ≤ H(X1)H(X2).

Ainsi, en appliquant cette inégalité à la matrice de taille T × S et de rang T ≤ S,
dont les lignes sont tAS−T , . . . ,

tAS−1, nous avons

H(M0) = H(M⊥
0 ) = H(tAS−T , . . . ,

tAS−1) ≤
S−1∏

s=S−T

H (As).

Maintenant, chaque ligne (As) contient les cofacteurs de la sième ligne de la matrice
de Vandermonde généralisée M′. Nous allons donc chercher, en premier lieu, les
cofacteurs des T dernières lignes de la matrice M′ définie par (3.3).

Définition 3.5.5 On définit le nombre entier T !! par T !! = 1! . . . T !.

Soit M′′ la matrice suivante :

M′′ =

((
s

k

)
`s−k

)
0≤s≤S−1

0≤`≤L−1,0≤k≤K−1

.

Notons A′
s;`,k le cofacteur de la ligne s et de la colonne (`, k) de la matrice M′,

rappelons que a′s;`,k est le cofacteur de la ligne s et de la colonne (`, k) de la matrice
M′′. Alors

A′
s;`,k =

(K − 1)!!L

k!

S−1∏
j=0

j 6=s

1

j!
a′s;`,k =

(K − 1)!!L

(S − 1)!!

s!

k!
a′s;`,k.
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Grâce au théorème 1.2.12, il nous suffit de majorer les T coefficients dominants d’une
famille de polynômes d’interpolation de Hermite. Nous avons aussi donné (théorème
1.2.9) les écritures algébriques de ces polynômes.

Donc, il existe un nombre rationnel C tel que, pour tout k, l, s,

A′
s;`,k =

C

s!
· L(s)

`,k(0);

et donc,

H (As) = H
((
A′

s;`,k

)
(`,k)

)
= H

((
1

s!
L(s)

`,k(0)

)
(`,k)

)
.

Pour conclure, nous avons la majoration suivante pour la hauteur de la matriceM0 :

H(M0) ≤
S−1∏

s=S−T

H

((
1

s!
L(s)

`,k(0)

)
(`,k)

)
.

�

Pour majorer
S−1∏

s=S−T

H

((
1

s!
L(s)

`,k(0)

)
(`,k)

)
, nous utiliserons le lemme suivant :

Lemme 3.5.6 Pour tout s, nous avons :

H

((
1

s!
L(s)

`,k(0)

)
(`,k)

)
≤ K!23KL.

Démonstration : Dans la suite, nous noterons k et l les deux indices avec
0 ≤ k ≤ K − 1 et 0 ≤ ` ≤ L− 1. Nous savons

L`,k(X) =
L−1∏
j=0

j 6=`

(
X − j

`− j

)K
(X − `)k

k!

K−k−1∑
j=0

(
d

dζ

)j (
1

R`(ζ)

)
|ζ=`

(X − `)j

j!
,

donc nous en déduisons

L(s)
`,k(X) = s!

∑
σ0+...+σL=s

L−1∏
j=0

j 6=`

1

σj!

(
d

dX

)σj
(
X − j

`− j

)K

[ 1

σ`!

(
d

dX

)σ` (X − `)k

k!

]

×

[
1

σL!

(
d

dX

)σL

(
K−k−1∑

j=0

(
d

dζ

)j (
1

R`(ζ)

)
|ζ=`

(X − `)j

j!

)]
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et donc,

L(s)
`,k(X) = s!

∑
σ0+...+σL=s

L−1∏
j=0

j 6=`

(
K

σj

)
(X − j)K−σj

(`− j)K

[( k
σ`

)
(X − `)k−σ`

k!

]

×

[
K−k−1∑

j=0

1

j!

(
d

dζ

)j (
1

R`(ζ)

)
|ζ=`

(
j

σL

)
(X − `)j−σL

]

(rappelons que

(
a

b

)
= 0 si b > a). En développant notre calcul, nous obtenons

L(s)
`,k(0) = s!

∑
σ0+...+σL=s

(−1)`K

L−1∏
j=0

j 6=`

(
K

σj

)[(L−1
`

)
`

]K
L−1∏

j=0

j 6=`

(−j)−σj


×
[(

k

σ`

)
(−`)k−σ`

k!

][K−k−1∑
j=0

1

j!

(
d

dζ

)j (
1

R`(ζ)

)
|ζ=`

(
j

σL

)
(−`)j−σL

]
. (3.4)

Or, d’après le théorème 1.2.12, la famille des coefficients dominants γσ−1;`,k des po-
lynômes L`,k d’interpolation de Hermite correspond, à un facteur multiplicatif près,
à la famille des coefficients des approximants de Hermite-Padé p`,k de degré K − 1
pour les fonctions f`(z) = e`z. Afin de déterminer ce coefficient multiplicatif entre
ces deux familles, regardons deux éléments particuliers associés dans chacune des
deux familles.

Rappelons les écritures des p`,k et des L`,k (cf proposition 2.2.2) :

p`,k =
1

k!

∑
Λ(`,k)

L−1∏
p=0

p6=`

(
(−1)γp

(`− p)γp+K

(
γp +K − 1

K − 1

))
,

où Λ(`, k) est l’ensemble des indices γ = (γp)0≤p≤L−1

p6=`
, satisfaisant 0 ≤ γp ≤ K−k−1

(0 ≤ p ≤ L− 1, p 6= `) et tels que
L−1∑
p=0

p6=`

γp = K − k − 1 ;

L`,k(X) =
L−1∏
j=0

j 6=`

(
X − j

`− j

)K
(X − `)k

k!

K−k−1∑
j=0

(
d

dζ

)j (
1

R`(ζ)

)
|ζ=`

(X − `)j

j!
.
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Nous pouvons alors déduire de ceci

p`,K−1 =
1

(K − 1)!

L−1∏
p=0

p6=`

1

(`− p)K
,

et

γσ−1;`,K−1 =
1

(K − 1)!

L−1∏
j=0

j 6=`

(
1

`− j

)K

.

Nous en déduisons donc non seulement l’égalité entre les deux familles (p`,k) et
(γσ−1;`,k), mais aussi l’égalité suivante :

1

k!

∑
Λ(`,k)

L−1∏
p=0

p6=`

(
(−1)γp

(`− p)γp+K

(
γp +K − 1

K − 1

))

=
1

k!

L−1∏
j=0

j 6=`

(
1

`− j

)K

 1

(K − k − 1)!

(
d

dζ

)K−k−1(
1

R`(ζ)

)
|ζ=`

.

Donc

1

(K − k − 1)!

(
d

dζ

)K−k−1(
1

R`(ζ)

)
|ζ=`

=
∑
Λ(`,k)

L−1∏
p=0

p6=`

(
(−1)γp

(`− p)γp

(
γp +K − 1

K − 1

))
;

et grâce à un changement d’indices trivial,

1

j!

(
d

dζ

)j (
1

R`(ζ)

)
|ζ=`

=
∑

Λ(`,K−j−1)

L−1∏
p=0

p6=`

(
(−1)γp

(`− p)γp

(
γp +K − 1

K − 1

))
. (3.5)

Ainsi, pour tout k, `, s, nous avons

K!dK
L (L− 1)!K

1

s!
L(s)

`,k(0) ∈ Z,

et donc

H

((
1

s!
L(s)

`,k(0)

)
(`,k)

)
≤ max

k,`

∣∣∣∣K!dK
L (L− 1)!K

1

s!
L(s)

`,k(0)

∣∣∣∣.
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Pour tout k, `, s, nous avons, par les formules (3.4) et (3.5),

∣∣∣∣K!dK
L (L− 1)!K

1

s!
L(s)

`,k(0)

∣∣∣∣ ≤
∑

σ0+...+σL=s

L−1∏
j=0

j 6=`

(
K

σj

)[(L− 1

`

)]K

×

L−1∏
j=0

j 6=`

j−σj

L−1∏
j=0

jK

[( k
σ`

)
K!`k−σ`

k!

]

×

[
K−k−1∑

j=0

(
j

σL

)
`j−σLdK−j

L

]

∑
Λ(`,K−j−1)

L−1∏
p=0

p6=`

(
(−1)γpd

γp

L

(`− p)γp

(γp +K − 1)!

γp!(K − 1)!

)
.

Nous utilisons les majorations suivantes :

∑
σ0+...+σL=s

1 ≤
(

S

L+ 1

)
≤ SL+1

(L+ 1)!
≤
(
e · S
L+ 1

)L+1

≤ (e ·K)L+1 ,

(
a

b

)
≤ 2a,

dL ≤ e
107
103

L,

L−1∏
j=0

jK−σj ≤ LT ,

Card (Λ(`,K − j − 1)) ≤ LK.



3.5. Point (non nul) multiple 87

Ainsi,

H

((
1

s!
L(s)

`,k(0)

)
(`,k)

)
≤ (e ·K)L+1 2K(L−1)LK2K(L−1)LT 2KK!

×KLK−12K−1LK2(K−1)Le
107
103

LK

≤ K!L2K+T
(e

2

)L+1

KL+3
(
8e

107
103

)LK

≤ K!23KL

�

Majoration directe

Sans utiliser de formule duale comme dans le cas précédent, nous obtenons alors
la majoration suivante pour la hauteur de la matrice M0 :

Proposition 3.5.7

H(M0) ≤ (KL− T − 1)!!(L− 1)
(KL−T )(KL−T−1)

2 .

Démonstration : Considérons la matrice M0 comme précédemment

M0 =

(
1

s!

(
d

dz

)s (
zke`z

)
(0)

)
0≤s≤S−T−1

0≤`≤L−1,0≤k≤K−1

=

(
`s−k

(s− k)!

)
0≤s≤S−T−1

0≤`≤L−1,0≤k≤K−1

.

Nommons A′
s, pour 0 ≤ s ≤ S − T − 1, les lignes de la matrice M0. De même

que dans la sous-section « avec dualité », en utilisant le lemme 3.5.4, nous avons
l’inégalité suivante :

H(A′
0, . . . , A

′
S−T−1) ≤

S−T−1∏
s=0

H (A′
s) ≤

S−T−1∏
s=0

H

((
`s−k

(s− k)!

)
(`,k)

)
.

Or,

H

((
`s−k

(s− k)!

)
(`,k)

)
≤ s!(L− 1)s;

nous en déduisons alors

H(M0) ≤ (S − T − 1)!!(L− 1)
(S−T )(S−T−1)

2 ,

et donc
H(M0) ≤ (KL− T − 1)!!(L− 1)

(KL−T )(KL−T−1)
2 .

�
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Comparaison

Ainsi, sans utilisation de la formule duale sur les hauteurs de matrices, nous
obtenons

H(M0) ≤ (KL− T − 1)!!(L− 1)
(KL−T )(KL−T−1)

2 ,

tandis qu’avec cette dernière, la majoration obtenue est la suivante :

H(M0) ≤ K!T 23KLT .

Donc, si T est « grand », alors la première majoration (directe) est la plus fine et
si T est « petit », alors il vaut mieux utiliser la seconde (duale) afin d’obtenir de
meilleures estimations. En effet, la fonction de la variable T

f(T ) = K!T 23KLT

est croissante et nous fournira les estimations les plus précises pour de petites valeurs
de T ; au contraire, la fonction de la variable T

g(T ) = (KL− T − 1)!!(L− 1)
(KL−T )(KL−T−1)

2

est décroissante et est donc plus efficace pour de grandes valeurs de T .

Un des buts de cette thèse était d’analyser, selon les valeurs de T , les majorations
obtenues pour H(M0) (T = 1 correspond aux approximants de Hermite-Padé de
type I). Le cas T = 1 ayant déjà été étudié, il semble légitime de regarder si de
petites valeurs de T > 1 pourraient améliorer les résultats. Nous concluons alors à
une réponse négative.

3.5.2 Nouvelle application au théorème de Hermite

Nous pouvons affirmer que detM est l’évaluation, au point e, d’un polynôme à
coefficients rationnels. C’est justement à partir de detM que nous allons établir, à
nouveau, la transcendance de e.

Soit F =
LT∑
j=0

fjX
j ∈ Q[X] un polynôme tel que

detM = F (e).
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D’après un lemme de zéros (lemme 3.3.1, le même que pour le cas sans multiplicité),
detM est un élément non nul deK. Cependant, F (X) est un polynôme à coefficients
rationnels et non pas entiers. Posons

G(X) = (T − 1)!!

(∏
p∈P

|M0|p

)
F (X)

où P est l’ensemble des nombres premiers, et rappelons que T !! = 1! . . . T !. Nous
avons alors les deux lemmes suivants :

Lemme 3.5.8
(T − 1)!! ≤ T T 2

.

Lemme 3.5.9
G(X) ∈ Z[X].

Démonstration : En effet, d’après les expressions des a
(s)
k,`(1), nous pouvons écrire,

en développant detM par rapport aux T dernières lignes, que

F (e) =
∑
k,`

Fk,`(e)∆k,`

où les ∆k,` sont les mineurs de taille (S−T )× (S−T ) extraits de M0 et où les Fk,`

sont des polynômes à coefficients rationnels. Nous avons, dans cette situation,

(T − 1)!!Fk,`(X) ∈ Z[X]

et (∏
p∈P

|M0|p

)
∆k,` =

(∏
p∈P

max
k,`

|∆k,`|p

)
∆k,` ∈ Z.

Et donc,

G(X) = (T − 1)!!

(∏
p∈P

|M0|p

)
F (X) ∈ Z[X].

�

Soient g0, . . . , gLT les coefficients de G(X)

G(X) =
LT∑
j=0

(T − 1)!!

(∏
p∈P

|M0|p

)
fjX

j =
LT∑
j=0

gjX
j;
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ainsi,

gj = (T − 1)!!

(∏
p∈P

|M0|p

)
fj. (3.6)

Nous allons aussi voir, dans ces conditions, certaines égalités satisfaites par la hau-
teur de la matrice M0. Nous appliquerons une inégalité de Liouville à la valeur de
G au point e. Nous aurons ainsi besoin de majorations, faisant intervenir la hauteur
de la matrice M0, pour |G(e)| et ||G||1.

Majoration de |G(e)|

Proposition 3.5.10

|G(e)| ≤ H(M0)K
−KT (L−1)6LKT (KLT )T (T+1).

Démonstration : Afin de démontrer cette proposition, nous considérons detM
comme la valeur au point 1 de la fonction

ψ : z 7−→ det

(
M0(
a

(s)
k,`(z)

)
0≤s≤T−1

0≤`≤L−1,0≤k≤K−1

)

où a
(s)
k,`(z) vaut

1

s!

(
d

dz

)s (
zke`z

)
.

La fonction ψ admet le point 0 pour zéro d’ordre T (S − T ). En effet, la valeur

en 0 de

(
d

dz

)T (S−T )

ψ est une somme de déterminants de Vandermonde généralisés

dont un seul est non nul ; de plus, pour tout 0 ≤ t < T (S − T ), la valeur en 0 de(
d

dz

)t

ψ est une somme de déterminants ayant tous au moins deux lignes égales ;

donc

(
d

dz

)t

ψ|z=0 = 0 pour tout 0 ≤ t < T (S − T ).

Soit R un nombre réel supérieur ou égal à 1 ; par application du lemme de Schwarz
3.3.2, nous avons donc l’inégalité suivante :

|detM| = |ψ(1)| ≤ |ψ(z)|R
RT (S−T )

.
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Déterminons alors une majoration pour |ψ(z)|R ; en développant ce déterminant
par rapport aux T dernières lignes et en nommant ∆k,` le déterminant de taille
(S−T )× (S−T ) extrait de M0 en omettant les colonnes d’indices (k, l), on obtient
la majoration élémentaire suivante :

|ψ(z)| ≤
∑

0≤`1≤L−1

0≤k1≤K−1

∣∣∣a(T−1)
k1,`1

(z)
∣∣∣ ∑

0≤`2≤L−1

0≤k2≤K−1

∣∣∣a(T−2)
k2,`2

(z)
∣∣∣ · · · ∑

0≤`T≤L−1

0≤kT≤K−1

∣∣∣a(0)
kT ,`T

(z)
∣∣∣ |∆k,`|.

(3.7)
Par l’inégalité de Cauchy-Schwarz et la formule de Cauchy-Binet, nous en déduisons
alors que pour tout z ∈ C,

|ψ(z)| ≤ |M0|
T−1∏
i=1

∑
0≤`≤L−1

0≤k≤K−1

∣∣∣a(T−i)
k,` (z)

∣∣∣
 ∑

0≤`≤L−1

0≤k≤K−1

∣∣∣a(0)
k,`(z)

∣∣∣2


1/2

≤ |M0|
T∏

i=1

∑
0≤`≤L−1

0≤k≤K−1

∣∣∣a(T−i)
k,` (z)

∣∣∣,
et donc, pour tout nombre réel R ≥ 1, nous avons

|ψ(z)|R ≤ |M0|
T∏

i=1

∑
0≤`≤L−1

0≤k≤K−1

Rke`R

min(T−i,k)∑
j=0

(
k

j

)
`(T−i)−j

((T − i)− j)!
;

d’après l’équation (3.2). Aussi, par une suite de majorations triviales, il s’ensuit que,
pour tout réel R ≥ 1,

|ψ(z)|R ≤ |M0| eLRTRKT

T∏
i=1

∑
0≤`≤L−1

0≤k≤K−1

min(T−i,k)∑
j=0

(
k

j

)
l(T−i)−j

((T − i)− j)!

≤ |M0| eLRTRKT
(
S2KLT

)T
≤ |M0| eLRTRKTST 2TKLT 2

.

Nous en déduisons alors, pour tout R ≥ 1,

|detM| ≤ |M0| eLRTRKT−T (S−T )ST 2TKLT 2

.
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Déterminons maintenant une valeur convenable pour R qui satisfait à la majoration
de detM.

Considérons la fonction f définie par f(R) = eLRTRKT−T (S−T ). Sa dérivée loga-

rithmique vaut LT − T (S−T−K)
R

, et s’annule alors pour R = S−T−K
L

= K − K+T
L

.

Nous aboutissons donc, en prenant, par simplicité, R = K, à

|detM| ≤ |M0| eLKTK−KT (L−1)+T (T+1)2TKLT (T+1)

≤ |M0|K−KT (L−1)(2e)LKT (KL)T (T+1).

Nous avons donc

|G(e)| ≤ (T − 1)!!

(∏
p∈P

|M0|p

)
|M0|K−KT (L−1)(2e)LKT (KL)T (T+1)

≤ |H(M0)|K−KT (L−1)6LKT (KLT )T (T+1).

�

Désignons, pour un polynôme G, ||G||1 comme la somme des valeurs absolues des
coefficients de G.

Majoration de ||G||1
Proposition 3.5.11 Pour K ≥ 6, on a

||G||1 ≤ H(M0)e
TK(TL)(T+1)2 .

Démonstration :

Posons a
(s)
k,`(1) = Rk,`;s(e) où Rk,`;s(X) ∈ Q[X].

Nous avons la majoration suivante pour les coefficients du polynôme F :

max
j
|fj| ≤ |M0|ST max

k,`;s
H (Rk,`;s(X))T

oùH (Rk,`;s(X)) est la hauteur du polynômeRk,`;s(X). En effet, d’après le développement
(3.7) de detM,

|detM| ≤
∑

0≤`1≤L−1

0≤k1≤K−1

∣∣∣a(T−1)
k1,`1

(1)
∣∣∣ ∑

0≤`2≤L−1

0≤k2≤K−1

∣∣∣a(T−2)
k2,`2

(1)
∣∣∣ · · · ∑

0≤`T≤L−1

0≤kT≤K−1

∣∣∣a(0)
kT ,`T

(1)
∣∣∣ |∆k,`|.
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Ceci nous donne immédiatement le résultat souhaité.

D’après (3.6), nous avons

|gj| = (T − 1)!!

(∏
p∈P

|M0|p

)
|fj| .

Des relations

a
(s)
k,`(1) = e`

min(s,k)∑
j=0

(
k

j

)
`s−j!

(s− j)!
;

on déduit
H (Rk,`;s(X)) ≤ LT 2K .

Nous obtenons donc

|gj| = (T − 1)!!

(∏
p∈P

|M0|p

)
|fj|

≤ H(M0)(T − 1)!!STLT 2
2TK .

Or,

G(X) =
LT∑
j=0

gjX
j,

donc
||G||1 ≤ H(M0)(T − 1)!!TSTLT 2+12TK ;

on utilise enfin les majorations (T − 1)!!T ≤ T (T+1)2 et KT 2TK ≤ eTK pour K ≥ 6,
et on en déduit alors la majoration voulue

||G||1 ≤ H(M0)e
TK(TL)(T+1)2 .

�
Nous pouvons, dans cette situation où une multiplicité (T ) a été introduite, à nou-
veau prouver la transcendance de e ; pour cela, nous aurons besoin de l’inégalité de
Liouville suivante (se déduisant de l’inégalité plus générale de la proposition 3.14
dans [Wa3]), appliquée à G(e),

Proposition 3.5.12 Supposons e algébrique, nous avons alors

|G(e)| ≥ ||G||−(d−1)
1 e−dLTh(e)

où h(e) désigne la hauteur de e.
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D’après l’inégalité de Liouville, des majorations de |G(e)|, ||G||1, ainsi que de l’inégalité
K! ≤ KK , nous obtenons

(1)

|G(e)| ≥ ||G||−(d−1)
1 e−dLTh(e),

(2)

||G||1 ≤ H(M0)e
TK(TL)(T+1)2

et

(3)

|G(e)| ≤ H(M0)K
−KT (L−1)6LKT (KLT )T (T+1).

Pour « T grand »

Comme nous venons de le spécifier, pour ce cas, où T est grand, nous aurons
tout intérêt à utiliser la majoration directe de la hauteur de la matrice M0 ne
faisant pas intervenir la dualité. Ainsi, d’après les différentes estimations énonçées
antérieurement, l’inégalité de Liouville s’écrit alors :[

H(M0)e
TK(TL)(T+1)2

]−(d−1)

e−dLTh(e) ≤ H(M0)K
−KT (L−1)6LKT (KLT )T (T+1),

où

H(M0) ≤ (KL− T − 1)!!(L− 1)
(KL−T )(KL−T−1)

2 .

Cependant, nous n’arriverons pas toujours à aboutir à une contradiction ; en effet,
le cas T = KL/2 ne contredit en aucun cas l’inégalité de Liouville car dans ce cas,
nous aurons :

K−KT (L−1)(KLT )T (T+1) = e
−K2L2

2
log K+K2L2

2
log(KL).

Afin d’aboutir à la conclusion voulue, il faudrait considérer T = KL/α où α sera
une constante prise suffisamment grande.

Pour « T petit »

En utilisant la formule de dualité, nous obtenons alors l’inégalité suivante :[
H(M0)e

TK(TL)(T+1)2
]−(d−1)

e−dLTh(e) ≤ H(M0)K
−KT (L−1)6LKT (KLT )T (T+1),
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où
H(M0) ≤ K!T 23KLT .

Considérons, par exemple, le cas T constant.

L’inégalité de Liouville se réécrit (en majorant K! par KK) de la façon suivante :

il existe une constante C (ne dépendant que de d) telle que

1 ≤ KKT (d−L+1)CKLT dT (T+1).

Remarque 3.5.13 En prenant L = o(logK), il s’en suit que

CKLT dT (T+1) = o(K!ε)

pour tout ε > 0, lorsque K −→∞.

Ainsi, en fixant L > d+1, lorsque nous faisons tendre K vers +∞, nous aboutissons
à une contradiction. D’où la conclusion.
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Chapitre 4

Démonstrations de nouveaux
énoncés d’approximation
diophantienne

Le but de ce chapitre est de démontrer les principaux énoncés de cette thèse qui
sont les théorèmes 1.3.14 et 1.3.22, ainsi que les corollaires 1.3.16, 1.3.17, 1.3.18 et
1.3.20 énoncés dans l’introduction. Après avoir défini la matrice utilisée pour cette
étude, nous allons établir certains lemmes auxiliaires (lemme de zéros et lemme de
Schwarz) que nous utiliserons par la suite.

4.1 Matrice d’étude

SoientK,L deux nombres entiers strictement positifs, µ un nombre entier positif ;
considérons la matrice M(x, y) suivante de taille S × S, où S = KL :

M(x, y) =

(
M0

M1(x, y)

)
avec

M0 ∈ MS−1,S(Q) et M1(x, y) ∈ M1,S(Q[x, y]),

où

M0 =

((
d

dz

)s (
zke`z

)
(0)

)
0≤s≤S−2

0≤`≤L−1,0≤k≤K−1

=

((
s

k

)
k!`s−k

)
0≤s≤S−2

0≤`≤L−1,0≤k≤K−1

,

97
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puis

M1(x, y) =

(
y`

k∑
j=0

(
µ

j

)
k!

(k − j)!
xk−j`µ−j

)
0≤`≤L−1,0≤k≤K−1

=
(
δµ
(
XkY `

)
(x, y)

)
0≤`≤L−1,0≤k≤K−1

,

où δ est l’opérateur de dérivation défini de la façon suivante :

δ =
∂

∂X
+ Y

∂

∂Y
.

Remarque 4.1.1 Nous avons, en particulier,

M1(z, e
z) =

((
d

dz

)µ (
zke`z

))
0≤`≤L−1,0≤k≤K−1

.

Nous noterons F (x, y) = detM(x, y) ∈ Z[x, y].

4.2 Lemmes auxiliaires

4.2.1 Lemme de Schwarz

Voici un lemme qui nous fournira une majoration pour un déterminant lié aux
matrices que nous étudions :

Soient a et b deux nombres complexes. Posons ε =
∣∣eb − a

∣∣ ; on a ε > 0.

Pour 0 ≤ k ≤ K − 1, 0 ≤ ` ≤ L − 1, définissons les nombres complexes wk,l et les
fonctions Φk,` par :

(i)

wk,` =
a` − eb`

|eb − a|

k∑
j=0

(
µ

j

)
k!`µ−j

(k − j)!
bk−j,

et

(ii)
Φk,`(z) = zke`z,

de telle sorte que
δµ
(
XkY `

)
(z, ez) = Φ

(µ)
k,` (z)
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(cf. remarque 4.1.1) et

δµ
(
XkY `

)
(b, a) = Φ

(µ)
k,` (b) + εwk,l.

Le lemme suivant sera utile pour la démonstration du théorème 1.3.14.

Lemme 4.2.1 Soient K,L deux entiers strictement positifs et E un nombre réel
supérieur ou égal à 1. Posons S = KL, et soit N un nombre réel strictement positif
tel que,

pour tout 0≤k≤K − 1, 0≤`≤L− 1, on ait

max
{
|wk,`|,

∣∣∣Φ(µ)
k,` (zb)

∣∣∣
E

}
≤ eN ; (4.1)

supposons, par ailleurs,
ε < E−S. (4.2)

Alors, le logarithme de la valeur absolue du déterminant

D = det

(
M0(
Φ

(µ)
k,` (b) + εwk,`

)
0≤`≤L−1,0≤k≤K−1

)
est majoré par

log |D| ≤ −(KL− µ− 1) logE +N +
1

2
log(4LK) + log |M0|.

Rappelons que la notation |M0| est celle introduite lors de la définition de la hauteur
d’une matrice au paragraphe 3.2.2.

Démonstration : Définissons la fonction suivante :

ψ : z 7−→ det

(
M0(
Φ

(µ)
k,` (z)

)
0≤`≤L−1,0≤k≤K−1

)
.

Nous avons alors, en développant suivant la dernière ligne,

|ψ(z)| ≤
∑

0≤`≤L−1

0≤k≤K−1

∣∣∣Φ(µ)
k,` (z)

∣∣∣ |∆k,l|, (4.3)

où |∆k,l| est le mineur de la matrice M0 dont la colonne d’indice (k; l) a été ôtée.
Considérons la fonction

D(z) = det

(
M0(
Φ

(µ)
k,` (bz) + εwk,`

)
0≤`≤L−1,0≤k≤K−1

)
,
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de sorte que

D = D(1).

Alors,

D(z) = D0(z) + ε.D1(z), (4.4)

où

DI(z) = det

(
M0(
c
(I)
µ;k,`(z)

)
0≤`≤L−1,0≤k≤K−1

)
et

c
(I)
µ;k,`(z) =

 Φ
(µ)
k,` (bz) si I = 0

wk,` si I = 1

.

On a

D0(z) = det

(
M0(
Φ

(µ)
k,` (bz)

)
0≤`≤L−1,0≤k≤K−1

)
et

D1(z) = det

(
M0

(wk,`)0≤`≤L−1,0≤k≤K−1

)
.

Comme (
∂

∂z

)t

D0(z) = det

(
M0(
btΦ

(µ+t)
k,` (bz)

)
0≤`≤L−1,0≤k≤K−1

)
,

on a, pour tout t < S − µ, (
∂

∂z

)t

D0(0) = 0.

Donc le déterminant D0(z) a un zéro à l’origine d’ordre supérieur ou égal à

S − µ− 1.

Cet ordre est, en fait, exactement égal à S − µ − 1 quand µ ≤ S − 1, mais nous
n’utiliserons pas cette information.

Par application du Lemme de Schwarz 3.3.2, nous en déduisons, pour tout E ≥ 1,

log |D0(1)| ≤ −(S − µ− 1) · logE + log |D0(z)|E . (4.5)
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D’autre part, on peut écrire

log |D1(1)| = log |D1(z)|E
car D1(z) ne dépend pas de z.

Étudions maintenant, pour I = 0 et I = 1, le terme log |DI(z)|E.

En développant DI(z) suivant la dernière ligne (comme pour la démonstration de
l’inégalité (4.3)), nous obtenons

|DI(z)| ≤
∑

0≤`≤L−1

0≤k≤K−1

∣∣∣c(I)
µ;k,`(z)

∣∣∣ |∆k,l|

≤



∑
0≤`≤L−1

0≤k≤K−1

∣∣∣Φ(µ)
k,` (z)

∣∣∣ |∆k,l| si I = 0

∑
0≤`≤L−1

0≤k≤K−1

|wk,`(z)| |∆k,l| si I = 1

.

En utilisant l’hypothèse (4.1) et l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

|DI(z)|2E ≤
∑

0≤`≤L−1

0≤k≤K−1

|wk,`|2
∑

0≤`≤L−1

0≤k≤K−1

|∆k,l|2.

De plus, le lemme 3.2.2 donne

|M0|2 =
∑

0≤`≤L−1

0≤k≤K−1

|∆k,l|2 ,

et on en déduit

log |DI(z)|E ≤ log |M0|+N +
1

2
log (LK).

En utilisant l’inégalité (4.5), nous avons

log |DI(1)| ≤


−(S − µ− 1) logE +N +

1

2
log (LK) + log |M0| si I = 0

N +
1

2
log (LK) + log |M0| si I = 1

.
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De l’égalité (4.4), nous déduisons

|D| = |D(1)| ≤ 2 max {ε |D1(1)| , |D0(1)|} .

Comme E ≥ 1 et S = KL, on a

log ε ≤ −S logE ≤ −(KL− µ− 1) logE.

Par conséquent,

log |D| ≤ −(KL− µ− 1) logE +N +
1

2
log (4LK) + log |M0|.

Ceci démontre le lemme 4.2.1. �

4.2.2 Lemme de zéros et polynômes de Fel’dman

Nous allons énoncer et démontrer un lemme de zéros qui précise celui de Yu. V.
Nesterenko et M. Waldschmidt dans [NeWa], puis nous introduirons des polynômes
de Fel’dman.

Un nouveau lemme de zéro

Soit K un corps de caractéristique nulle.

Rappelons que nous avons défini δ comme l’opérateur de dérivation

δ =
∂

∂X
+ Y

∂

∂Y
. (4.6)

sur l’espace K[X,Y ] des polynômes en deux variables.

Lemme 4.2.2 Soient D0, D1,M, S1, . . . , SM des nombres entiers positifs vérifiant

S1 + . . .+ SM > (D0 +M)(D1 + 1)−M. (4.7)

Soient (ζ1, η1), . . . , (ζM , ηM) des couples de K × K∗ où ζ1, . . . , ζM sont deux à deux
distincts. Il n’existe alors pas de polynôme non nul P ∈ K[X, Y ], de degré majoré
par D0 en X et de degré majoré par D1 en Y qui satisfait à

δσµP (ζµ, ηµ) = 0 pour 0 ≤ σµ < Sµ avec 1 ≤ µ ≤M. (4.8)
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Démonstration : Supposons qu’il existe un polynôme non nul P de degré ≤ D0

en X et de degré ≤ D1 en Y qui satisfait les égalités (4.8). Nous allons montrer que
la condition (4.7) n’est pas satisfaite.

Nous pouvons supposer, sans perte de généralité, que Y ne divise pas le polynôme
P , et que P a un degré supérieur ou égal à 1 par rapport à la variable Y (le cas
où P est de degré 0 en la variable Y est celui, trivial, d’un polynôme en une va-
riable). Définissons les nombres entiers n, k0, k1, . . . , kn,m0, . . . ,mn, les polynômes
Qi ∈ K[X] (0 ≤ i ≤ n) et les éléments b0, . . . , bn de K∗ par les conditions suivantes :

k0 = 0 < k1 < . . . < kn ≤ D1,

P (X, Y ) =
n∑

i=0

Qi(X)Y ki ,

Qi(X) = biX
mi + . . . ∈ K[X], bi ∈ K∗ (i = 0, . . . , n).

Pour 0 ≤ σ ≤ n, nous définissons les polynômes Qσi ∈ K[X] par

δσP (X,Y ) =
n∑

i=0

Qσi(X)Y ki , (4.9)

de sorte que

Qσi(X) =
σ∑

j=0

(
σ

j

)
Q

(σ−j)
i (X)kj

i = bik
σ
i X

mi + . . . .

On pose

∆(X) = det (Qσi(X))0≤i,σ≤n = det (bik
σ
i X

mi + . . .)0≤i,σ≤n

= b0 . . . bn ·B ·Xm0+...+mn + . . . ,

où B est le déterminant de Vandermonde construit à partir des nombres k0, . . . , kn,
et donc B 6= 0. Maintenant, de (4.9), nous déduisons, par les formules de Cramer,

∆(X) =
n∑

σ=0

∆σ(X, Y ) · δσP (X, Y ) avec ∆σ(X, Y ) ∈ K[X,Y ].

Par conséquent, pour tout 1 ≤ j ≤M , tout τ ∈ Z vérifiant 0 ≤ τ < max {0, Sj − n},
on peut écrire

∆(τ)(ζj) =
n+τ∑
σ=0

cτ,j,σ · δσP (ζj, ηj) = 0
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avec cτj ,j,σ ∈ K. Or n ≤ D1, et deg ∆(X) = m0+ . . .+mn ≤ (n+1)D0 ≤ (D1+1)D0.
Donc

M∑
j=1

(Sj − n) ≤
M∑

j=1

max {0, Sj − n} ≤ deg ∆(X) ≤ (D1 + 1)D0

et

M∑
j=1

Sj ≤ (D1 + 1)D0 + nM ≤ (D1 + 1)D0 +D1M = (D0 +M)(D1 + 1)−M.

Ceci montre que la condition (4.7) n’est pas satisfaite. Le lemme 4.2.2 en résulte. �

Remarque 4.2.3 Le lemme 2 de [NeWa] est le cas particulier du lemme 4.2.2 dans
lequel S1 = . . . = SM .

Remarque 4.2.4 Un exemple avec D0 = 0 où le lemme de zéro précédent est
optimal est donné par le polynôme P(X,Y ) = (Y − 1)D1 qui vérifie (4.8) avec
S1 = . . . = SM = D1, pour les points (ζµ, ηµ) = (µ, 1), 1 ≤ µ ≤M .

Considérons le polynôme H ∈ Z[X] suivant

H(X, Y ) = det

(
M0(
XkY l

)
0≤`≤L−1,0≤k≤K−1

)
Ce polynôme a un degré égal à K − 1 en X et L − 1 en Y ; de plus, il admet au
point (0, 1) un zéro d’ordre S−1. D’après le lemme 4.2.2, on en déduit que ce même
polynôme ne peut admettre en un point (b, a) 6= (0, 1) un zéro d’ordre supérieur ou
égal à L. Ainsi, il existe un nombre entier 0 ≤ µ ≤ L− 2 tel que pour tout nombre
entier 0 ≤ m ≤ µ− 1, on ait

δmH(b, a) = 0 et δµH(b, a) 6= 0.

Le polynôme F ∈ Q[X, Y ] introduit à la fin de la section 4.1 vérifie

F (X, Y ) = δµH(X,Y ),

de sorte que, avec les notations du lemme 4.2.1,

D = F (b, a) 6= 0.

À partir de maintenant, µ désignera cette valeur.
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Le lemme 4.2.2 suffira pour la démonstration du théorème 1.3.22, mais pour conti-
nuer celle du théorème 1.3.14 il faut aller un peu plus loin. En effet, le lemme 4.2.2 a
fait apparâıtre un nouveau paramètre µ apportant le terme µ log µ dans les majora-
tions suivantes découlant du lemme de Scharwz. Celui-ci est trop grand pour établir
l’inégalité (1.12). Le but de ce qui va suivre sera donc d’« éliminer » ce terme µ log µ.

Nous pourrions simplement considérer l’opérateur
1

µ!
δµ mais nous ne serions alors

plus en présence d’un polynôme à coefficients entiers (dans l’objectif d’utiliser une
inégalité de Liouville), mais seulement rationnels. La question qui se pose alors à
nous est :« comment éliminer ce terme µ log µ tout en gardant des nombres en-
tiers ? ».

Nous allons, pour cela, utiliser des polynômes de Fel’dman qui ont l’avantage de
prendre des valeurs entières en tous les points entiers et qui vont aussi nous per-
mettre de compenser le terme µ log µ.

Polynômes de Fel’dman. Lemme de zéros

Définition 4.2.5 Pour ν nombre entier positif, on définit le polynôme de Fel’dman
Fν d’indice ν (et ses coefficients λj,ν ∈ Q, j = 0 . . . ν) par

Fν(z) =
z(z − 1) . . . (z − ν + 1)

ν!
=

ν∑
j=0

λj,νz
j.

En particulier, on a λν,ν =
1

ν!
et λ0,ν = 0. Voici trois lemmes concernant ces po-

lynômes :

Lemme 4.2.6 Les coefficients λj,ν (j = 0 . . . ν) du polynôme de Fel’dman Fν satis-
font à l’égalité

ν∑
j=0

|λj,ν | = 1.

Démonstration : Il suffit, ici, de remarquer que, pour tout 0 ≤ j ≤ ν, le signe de
λj,ν est le même que celui de (−1)ν−j ; ainsi, on en déduit que

ν∑
j=0

|λj,ν | =
ν∑

j=0

λj,ν(−1)ν−j = (−1)νFν(−1) = 1.

Et de plus,



106 Chapitre 4. Nouveaux énoncés d’approximation diophantienne

Lemme 4.2.7 Pour tout ν ≥ 3, on a

ν∑
j=1

j! |λj,ν | ≤ ν2ν−3.

Démonstration : D’une part, il est évident que

ν∑
j=1

j! |λj,ν | ≤ ν max
1≤j≤ν

{j! |λj,ν |} .

Nous allons, d’autre part, montrer que nous avons

max
1≤j≤ν

{j! |λj,ν |} ≤ 2ν−3.

En effet, nous avons (en posant λν+1,ν)

Fν+1(z) =
z − ν

ν + 1
Fν(z) =

z − ν

ν + 1

ν∑
j=0

λj,νz
j

=
ν∑

j=0

λj,ν
zj+1

ν + 1
−

ν∑
j=0

νλj,ν
zj

ν + 1

=
ν+1∑
j=1

λj−1,ν
zj

ν + 1
−

ν∑
j=0

νλj,ν
zj

ν + 1

=
ν∑

j=1

(λj−1,ν − νλj,ν)
zj

ν + 1
+

zν+1

(ν + 1)!

=
ν∑

j=1

λj,ν+1z
j +

zν+1

(ν + 1)!
.
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Ceci nous permet d’en déduire que, pour tout 1 ≤ j ≤ ν, nous avons

j! |λj,ν+1| =
j!

ν + 1
|λj−1,ν − νλj,ν |

≤ j

ν + 1
(j − 1)! |λj−1,ν |+

ν

ν + 1
j! |λj,ν |

≤ ν + j

ν + 1
max
1≤j≤ν

{j! |λj,ν |}

≤ 2 max
1≤j≤ν

{j! |λj,ν |} ;

nous pouvons alors écrire que

max
1≤j≤ν+1

{j! |λj,ν+1|} ≤ 2 max
1≤j≤ν

{j! |λj,ν |}

et ainsi conclure ce lemme après avoir calculé max
1≤j≤3

{j! |λj,3|} = 1.

�
Rappelons que le nombre entier dν est le plus petit commun multiple des nombres
1, . . . , ν (voir le lemme 3.4.2). Le lemme suivant est facile et bien connu

Lemme 4.2.8 Soient k et u deux nombres entiers positifs. Pour tout nombre entier
` et tout nombre entier 0 ≤ u ≤ k, on a

dk
νF (u)

ν (`) ∈ Z.

Démonstration : Nous renvoyons au lemme 4 (paragraphe 4) de l’article [NeWa]
pour une démonstration de ce lemme. �

L’opérateur

Fµ(δ) =
δ(δ − 1) . . . (δ − µ+ 1)

µ!

va nous permettre à la fois de conserver des nombres entiers (grâce à un coefficient
dk

µ qui n’est pas trop grand) et d’éliminer le terme µ log µ grâce au dénominateur (µ!)
de ce polynôme. Si nous analysons comment se décompose cette expression, nous
obtenons alors une combinaison linéaire de composées de l’opérateur de dérivation δ.
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Considérons le polynôme en deux variables G défini de la façon suivante :

G(X, Y ) = dK−1
µ

(∏
p∈P

|M0|p

)
Fµ(δ) (H(X, Y )) . (4.10)

Lemme 4.2.9 Le polynôme G(X, Y ) est à coefficients dans Z. Sa valeur au point
(b, a) est

G(b, a) =
dK−1

µ

µ!

(∏
p∈P

|M0|p

)
F (b, a)

qui est un nombre algébrique non nul.

Démonstration : Pour tout couple d’indices (k, l), on a

δi(XkY l) =
k∑

j=0

(
i

j

)
k!

(k − j)!
li−jXk−jY l

et

F (j)
µ (l) =

µ∑
i=0

λi,µ
i!

(i− j)!
li−j,

d’où

Fµ(δ)(XkY l) =

µ∑
i=0

λi,µ

k∑
j=0

(
i

j

)
k!

(k − j)!
li−jXk−jY l

=
k∑

j=0

(
k

j

) µ∑
i=0

λi,µ
i!

(i− j)!
li−jXk−jY l

= Y l

k∑
j=0

(
k

j

)( µ∑
i=0

λi,µ
i!

(i− j)!
li−j

)
Xk−j

= Y l

k∑
j=0

(
k

j

)
F (j)

µ (l)Xk−j.

Grâce au lemme 4.2.8, on en déduit que dK−1
µ Fµ(δ)(XkY l) est un polynôme à coef-

ficients dans Z.
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Comme

Fµ(δ) (H(X, Y )) = det

(
M0(
Fµ(δ)

(
XkY l

))
0≤`≤L−1,0≤k≤K−1

)
,

il résulte de la définition de |M0|p que les coefficients du polynôme G(X,Y ) sont
dans Z.

De la définition de H et étant donné que le polynôme en deux variables

det

(
M0(
δj
(
XkY l

))
0≤`≤L−1,0≤k≤K−1

)
s’annule au point (b, a) pour 0 ≤ j < µ, nous déduisons

Fµ(δ) (H) (b, a) = det

(
M0(
Fµ(δ)

(
XkY l

))
0≤`≤L−1,0≤k≤K−1

)
(b, a)

= det

 M0(
1

µ!
δµ
(
XkY l

))
0≤`≤L−1,0≤k≤K−1

 (b, a)

+

µ−1∑
j=0

λj,µ det

(
M0(
δj
(
XkY l

))
0≤`≤L−1,0≤k≤K−1

)
(b, a)

= det

 M0(
1

µ!
δµ
(
XkY l

))
0≤`≤L−1,0≤k≤K−1

 (b, a)

=
δµ

µ!
H(b, a) =

1

µ!
F (b, a);

Ainsi, les deux polynômes
1

µ!
F (X, Y ) et Fµ(δ) (H(X, Y )) prennent la même valeur

au point (b, a). Cela termine alors la démonstration du lemme.
�

4.3 Démonstration du théorème 1.3.14

Commençons par fournir des majoration et minoration pour |G(b, a)|.
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4.3.1 Minoration de |G(b, a)|
Définition 4.3.1 Soit f(X) = a0+. . .+apX

p un polynôme à coefficients complexes.
Nous définissons la longueur L(f) de f comme la somme des valeurs absolues de
ses coefficients, ou encore

L(f) =

p∑
i=0

|ai|.

Nous avons une définition similaire pour les polynômes à plusieurs variables

Définition 4.3.2 Soit f(X0, . . . , Xm) =
∑

i0,...,im

ai0,...,imX
i0
0 . . . X im

m un polynôme à

coefficients complexes. Nous définissons la longueur L(f) de f comme la somme des
valeurs absolues de ses coefficients, ou encore

L(f) =
∑

i0,...,im

|ai0,...,im|.

Pour minorer |G(b, a)|, nous utiliserons l’estimation suivante de la longueur de G :

Lemme 4.3.3 La longueur du polynôme G se majore de la façon suivante :

L(G) ≤ dK−1
µ H(M0)µ2µ+K−4eL−1

√
KL.

Démonstration : On va commencer par majorer L (Fµ(δ)(H(X,Y ))). En développant
le déterminant (et polynôme) Fµ(δ)(H(X,Y )) selon la dernière ligne, on obtient

L (Fµ(δ)(H(X, Y ))) = L

(
K−1∑
k=0

L−1∑̀
=0

Fµ(δ)
(
XkY `

)
·∆k,`

)

= L

(
K−1∑
k=0

L−1∑
`=0

(
µ∑

j=0

λj,µδ
j
(
XkY `

))
·∆k,`

)

= L

K−1∑
k=0

L−1∑
`=0

 µ∑
j=0

λj,µ

min{j,k}∑
h=0

(
j

h

)
k!

(k − h)!
`j−hXk−hY `

·∆k,`



=
K−1∑
k=0

L−1∑
`=0

|∆k,`| ·
µ∑

j=0

min{j,k}∑
h=0

|λj,µ|
(
j

h

)
k!

(k − h)!
`j−h.
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En utilisant, de plus, l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

L (Fµ(δ)(H(X, Y ))) ≤

(
K−1∑
k=0

L−1∑
`=0

|∆k,`|2
)1/2

·

K−1∑
k=0

L−1∑
`=0

 µ∑
j=0

min{j,k}∑
h=0

|λj,µ|
(
j

h

)
k!

(k − h)!
`j−h

21/2

.

Nous majorons

(
k

h

)
par 2K−1 et

min{j,k}∑
h=0

`j−h

(j − h)!
par eL−1, puis nous utilisons le

lemme 4.2.7 afin de conclure de la façon suivante :

L (Fµ(δ)(H(X, Y ))) ≤ |M0|

KL
 µ∑

j=0

min{j,k}∑
h=0

|λj,µ| j!
(
k

h

)
`j−h

(j − h)!

21/2

≤ |M0|
√
KL

µ∑
j=0

|λj,µ| j!2K−1eL−1

≤ |M0|
√
KLµ2µ−32K−1eL−1

≤ |M0|µ2µ+K−4eL−1
√
KL.

Nous pourrons remarquer qu’une majoration moins fine de j! par µ! et l’utilisation
du lemme 4.2.6 ne conviendront pas (le terme µ! étant trop grand). Nous concluons
alors cette démonstration grâce à la définition de G donnée par la formule (4.10).

�
L’inégalité de Liouville suivante est bien connue (voir [Wa3], page 83)

Lemme 4.3.4 Soient K un sous-corps de C qui est une extension de degré fini D
de Q, α1, . . . , αn des éléments de K et f un polynôme de Z[X1, . . . , Xn], de degré au
plus Ni par rapport à la variable Xi, et qui ne s’annule pas au point (α1, . . . , αn).
Alors,

log |f(α1, . . . , αn)| ≥ −(D − 1) logL(f)−D
n∑

i=1

Nih(αi).
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Grâce à la proposition 3.4.1, on en déduit la minoration suivante de |G(b, a)| :

Proposition 4.3.5 Pour KL > 4 · 104, on a :

log |G(b, a)| ≥ −(D − 1)

(
107

103
µ(K − 1) + log

(
K!(11.32)KL

)
+

1

2
log(KL)

+ log µ+ (µ+K − 4) log 2 + (L− 1))−D(K − 1) logB

−D(L− 1) logA.

Démonstration : En effet, par les lemmes 3.4.2, 4.3.3 et 4.3.4, nous avons

log |G(b, a)| ≥ −(D − 1) logL(G)−D(K − 1)h(b)−D(L− 1)h(a)

≥ −(D − 1) log
(
dK−1

µ H(M0)µ2µ+K−4eL−1
√
KL
)
−D(K − 1)h(b)

−D(L− 1)h(a)

≥ −(D − 1)

(
107

103
µ(K − 1) + logH(M0) +

1

2
log(KL) + log µ

+(µ+K − 4) log 2 + (L− 1))−D(K − 1) logB −D(L− 1) logA.

Nous en déduisons donc le résultat souhaité en majorant H(M0) par K!(11.32)KL

pour KL > 4 · 104 selon la proposition 3.4.1.

�

4.3.2 Majoration de |G(b, a)|
Pour vérifier les hypothèses du lemme 4.2.1, il faut connâıtre une valeur admis-

sible du paramètre N . Dans ce but, nous allons établir la minoration analytique que
voici.

Proposition 4.3.6 Soient E un nombre réel supérieur ou égal à 1 et

N = max
{
E|b|L, |b|+ log `+ (`− 1) log

(
eb + ε

)}
+ logK! + µ log(2L).

Alors, pour tout 0≤k≤K − 1 et 0≤`≤L− 1, on a

max
{
|Φ(µ)

k,` (zb)|E, |wk,`|
}
≤ eN .
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Démonstration : Commençons par |Φ(µ)
k,` (zb)|E. On majore

(
µ

j

)
par 2µ, k! par

K!, `µ−j par Lµ et
k∑

j=0

zk−j

(k − j)!
par e|z|. Alors,

∣∣∣∣∣
k∑

j=0

(
µ

j

)
k!`µ−j zk−j

(k − j)!

∣∣∣∣∣ ≤ (2L)µK!e|z|

et ∣∣∣Φ(µ)
k,` (z)

∣∣∣ ≤ eL|z|(2L)µK!.

Par conséquent,

|Φ(µ)
k,` (zb)|E ≤

∣∣∣∣∣∣ezb`

min(µ,k)∑
j=0

(
µ

j

)
k!`µ−j

(k − j)!
(zb)k−j

∣∣∣∣∣∣
E

≤ exp {E|b|L+ logK! + µ log(2L)}

≤ eN .

On majore de même |wk,`| :

|wk,`| =

∣∣∣∣∣∣a
` − eb`

eb − a

min(µ,k)∑
j=0

(
µ

j

)
k!`µ−j

(k − j)!
bk−j

∣∣∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣a` − eb`

eb − a

∣∣∣∣ 2µe|b|K!Lµ

≤ `max(a, e|b|)`−12µe|b|K!Lµ

≤ `(e|b| + ε)`−12µe|b|K!Lµ

≤ exp
{
logK! + µ log(2L) + |b|+ log `+ (`− 1) log

(
e|b| + ε

)}
≤ eN .

�
Ainsi, sous les hypothèses du lemme 4.2.1, nous obtenons la proposition suivante :
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Proposition 4.3.7 pour KL > 4 · 104, nous avons

log |G(b, a)| ≤ −(KL− µ− 1) logE + logK! + µ log(2L) +
107

103
µ(K − 1)

+ max
{
E|b|L, |b|+ log `+ (`− 1) log

(
e|b| + ε

)}
− log µ!

+
1

2
log(4LK) + log

(
K!(11.32)KL

)
.

Démonstration : Avec les notations du lemme 4.2.1 et grâce à la proposition
4.3.6, nous avons

log |D| ≤ −(KL− µ− 1) logE +N +
1

2
log(4LK) + log |M0|

≤ −(KL− µ− 1) logE +
1

2
log(4LK) + log |M0|+ logK! + µ log(2L)

+ max
{
E|b|L, |b|+ log `+ (`− 1) log

(
e|b| + ε

)}
.

En utilisant la relation entre D et G(b, a) donnée par le lemme 4.2.9, nous en
déduisons

log |G(b, a)| = log

(
dK−1

µ

µ!

(∏
p∈P

|M0|p

)
D

)

≤ log(
∏
p∈P

|M0|p) + log |D|+ log

(
dK−1

µ

µ!

)

≤ −(KL− µ− 1) logE + logK! + µ log(2L)− log µ!

+
1

2
log(4LK) + log |M0|+ log

(∏
p∈P

|M0|p

)
+

107

103
µ(K − 1)

+ max
{
E|b|L, |b|+ log `+ (`− 1) log

(
e|b| + ε

)}
.

Nous en déduisons donc le résultat souhaité en majorant, grâce à la proposition 3.4.1
et à l’hypothèse KL > 4 · 104,

|M0|
∏
p∈P

|M0|p
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par

H(M0) ≤ K!(11.32)KL.

�

4.3.3 Fin de la démonstration du théorème 1.3.14

À partir des minoration et majoration pour |G(b, a)| (propositions 4.3.5 et 4.3.7)
et en majorant ε par E−KL (selon les hypothèses du lemme 4.2.1), nous en déduisons
l’inégalité suivante :

0 ≤ (D − 1)

(
107

103
µ(K − 1) + log

(
K!(11.32)KL

)
+ log µ+ (µ+K − 4) log 2

+L− 1 +
1

2
log(KL)

)
+D(L− 1) logA+KL log 11.32− (KL− µ− 1) logE

+µ log(2L) +
1

2
log(4LK) +

107

103
µ(K − 1)− log µ! +D(K − 1) logB + 2 logK!

+ max
{
E|b|L, |b|+ log `+ (`− 1) log

(
e|b| + E−KL

)}
.

d’où

KL log

(
E

11.32D

)
≤ (D + 1) logK! + (µ+ 1) logE + µ log(2L) +D(L− 1) logA

+
1

2
log
(
4(LK)D

)
+

107

103
Dµ(K − 1) + (D − 1) log µ− log µ!

+D(K − 1) logB + (D − 1)(µ+K − 4) log 2 + (L− 1)(D − 1)

+ max
{
E|b|L, |b|+ log `+ (`− 1) log

(
e|b| + E−KL

)}
;
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et donc, en majorant µ par L−2, ` par L−1 et µ log(2L)− log µ! par 2L, on obtient

KL log

(
E

11.32D

)
≤ (D + 1) logK! + (L− 1) logE +D(L− 1) logA+ log 2

+
D

2
log (LK) +

107

103
D(L− 2)(K − 1) + (D + 1)L

+D(K − 1) logB + (D − 1)(L+K − 6) log 2 + (D − 1) logL

+ max
{
E|b|L, |b|+ log(L− 1) + (L− 2) log

(
e|b| + E−KL

)}
.

Par ailleurs, en majorant E−KL par e|b|
(
e

1
10 − 1

)
, nous avons

(L− 2) log
(
e|b| + E−KL

)
≤ (L− 1)

(
|b|+ 1

10

)

≤ |b|(L− 1) +
L

10
,

ce qui permet de majorer

max
{
E|b|L, |b|+ log(L− 1) + (L− 2) log

(
e|b| + E−KL

)}
par

E|b|L+ log(L− 1) +
L

10
.

De plus,

(D− 1)(L− 6) log 2 + (D+ 1)L+ (D− 1) logL+ log(L− 1) +
L

10
≤
(

1 +
107

103

)
DL,

(D + 1) logK! + (D − 1)K log 2 ≤ (D + 1)K logK

et

log 2 +
D

2
log (LK) +DLK log

(
11.32 exp

(
107

103

))
≤ 5DLK log 2

pour KL > 4 · 104 ; ainsi, nous obtenons

KL logE ≤ 5DKL log 2 +K (D logB + (D + 1) logK +D)

+L (D logA+ E|b|+ logE +D) .

Finalement, nous venons de prouver que sous les conditions de lemme 4.2.1 nous
obtenons l’inégalité ci-dessus. Ceci nous permet alors de conclure la démonstration
du théorème 1.3.14.
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4.4 Démonstration du corollaire 1.3.16

Soient K,L deux nombres entiers définis par

K =

[
cK
D logA+ logE + E|b|+D

logE

]
,

L =

[
cL
D +D logB + (D + 1) (log logA+ log(E|b|+) + 2 logD)

logE

]
;

avec cK , cL et E trois nombres réels strictement positifs vérifiant l’inégalité (1.13).

Pour tout η > 0, il existe une constante Ã0 (dépendante de η) telle que pour tout

A ≥ Ã0, nous avons (en utilisant, pour la première inégalité, [x] > x − 1, ce qui
implique que [x][y] > xy − x − y + 1 où [x] désigne la partie réelle du nombre, ici
positif, x)

KL log

(
E

γD

)
> cKcL

log
(

E
γD

)
logE

(D logA+ logE + E|b|+D)

×D +D logB + (D + 1) (log logA+ log(E|b|+) + 2 logD)

logE

−cK
D logA+ logE + E|b|+D

logE

−cL
D +D logB + (D + 1) (log logA+ log(E|b|+) + 2 logD)

logE

+1

>

cKcL log
(

E
γD

)
logE

− η

 (D logA+ logE + E|b|+D)

×D +D logB + (D + 1) (log logA+ log(E|b|+) + 2 logD)

logE
,
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puis

L (D logA+ E|b|+ logE +D) ≤ cL (D logA+ logE + E|b|+D)

×D +D logB + (D + 1) (log logA+ log(E|b|+) + 2 logD)

logE
.

De plus, en majorant la somme D logA+ logE+E|b|+D par le produit D logA×
logE × E|b| ×D, puis D log cK par log logA, on obtient

D logK! ≤ DK logK ≤ DK (log cK + log logA+ log(E|b|+) + 2 logD)

≤ cK
(D logA+ logE + E|b|+D)D (log cK + log logA+ log(E|b|+) + 2 logD)

logE

≤ cK (D logA+ logE + E|b|+D)

×D +D logB + (D + 1) (log logA+ log(E|b|+) + 2 logD)

logE
,

et

KL logE ≤ cKcL (D logA+ logE + E|b|+D)

×D logB + (D + 1) (log logA+ log(E|b|+) + 2 logD) +D

logE
.

Alors, pour A suffisamment grand, disons A ≥ Ã0, on a KL > 4 · 104 et

η < cKcL
log
(

E
γD

)
logE

− (cK + cL) ,

nous avons l’inégalité (1.12).

Dans cette situation, les conditions du théorème 1.3.14 sont satisfaites, et nous
obtenons alors une contradiction avec ce qui avait été supposé dans le lemme 4.2.1,
à savoir que ε < E−KL.

Nous en déduisons ainsi l’inégalité voulue.
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4.5 Démonstration du corollaire 1.3.17

Nous allons, à partir du corollaire 1.3.16 précédent, expliciter (pour le cas ra-

tionnel) une constante absolue C telle qu’il existe une constante absolue Ã0 telle que

pour A ≥ Ã0,∣∣eb − a
∣∣≥exp

{
−C (logA+ logE + E|b|+ 1) (logB + 2 (log logA+ log(E|b|+)) + 1)

logE

}
.

La plus petite valeur que nous pouvons obtenir, dans ces conditions, est C = 4 ; il
suffit de considérer le cas extrême où E tend vers +∞. Cependant, nous allons ici
donner une borne inférieure pour E qui ne sera pas trop grande, de sorte que si nous
souhaitons utiliser à nouveau ce corollaire par la suite, cette valeur minimale pour
E ne nous donne pas des constantes trop élevées.

Remarque 4.5.1 Le raisonnement précédent nous permet de retrouver la situation
optimale d’une telle étude, à savoir la possibilité de pouvoir choisir E grand, ce qui
nous permet d’obtenir de meilleures constantes. Nous pourrons dans cette direction,
reprendre l’article de Yu. V. Nesterenko et M. Waldschmidt [NeWa] et remarquer
que la problématique selon le paramètre E est la même.

Nous reprenons alors l’étude faite pour le corollaire 1.3.16. Soient

E ≥ 220, cK =
8

3
et cL =

8

3
;

les conditions nécessaires à la réalisation du corollaire 1.3.16 sont alors remplies.
Le corollaire 1.3.17 s’en déduit alors immédiatement.

Remarque 4.5.2 Quelques exemples d’autres valeurs numériques :

(i) En ayant supposé seulement E ≥ 215/2, on obtient alors pour A ≥ Ã0,∣∣eb − a
∣∣≥exp

{
−36

(logA+ logE + E|b|+ 1) (logB + 2 (log logA+ log(E|b|+)) + 1)

logE

}
,

avec les constantes cK et cL ayant pour valeurs respectives 6 et 6.

(ii) En ayant supposé seulement E ≥ 225/4, on obtient alors pour A ≥ Ã0,∣∣eb − a
∣∣≥exp

{
−100

(logA+ logE + E|b|+ 1) (logB + 2 (log logA+ log(E|b|+)) + 1)

logE

}
,

avec les constantes cK et cL ayant pour valeurs respectives 10 et 10.
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4.6 Théorème 1.3.22 et problème de K. Mahler

Le théorème 1.3.22 énoncé dans l’introduction est une variante du théorème
1.3.14, avec une constante un peu plus précise, dans le cas où a et b sont deux
nombres entiers.

Pour obtenir ce résultat, il suffit de remarquer que nous n’avons pas besoin de
considérer les dénominateurs de a et b, puis que le terme µ log µ qui est, au plus, de
l’ordre de L logL est ici négligeable !

En effet, considérons le polynôme en deux variables G̃ définit de la façon suivante :

G̃(X,Y ) =

(∏
p∈P

|M0|p

)
F (X, Y ).

Le lemme de zéros 4.2.2 (indépendant de la nature entière, rationnelle ou algébrique
de a et b) s’applique toujours et nous avons le lemme suivant

Lemme 4.6.1 Le polynôme G̃(X, Y ) prend une valeur entière et non nulle au point
(b, a).

Corollaire 4.6.2 On a
log
∣∣∣G̃(b, a)

∣∣∣ ≥ 0.

Le lemme de Schwarz 4.2.1 s’applique également et nous avons alors

Proposition 4.6.3 Le nombre log
∣∣∣G̃(b, a)

∣∣∣ est majoré, pour KL > 4 · 104, comme

suit

log
∣∣∣G̃(b, a)

∣∣∣ ≤ KL log 11.32− (KL− µ− 1) logE + 2K logK +
1

2
log(4LK)

+µ log(2L) + max
{
E|b|L, |b|+ log `+ (`− 1) log

(
e|b| + E−KL

)}
.

En utilisant les résultats du corollaire 4.6.2 et de la proposition 4.6.3 et, en majorant
µ par L− 2 et ` par L− 1, nous avons

KL logE ≤ KL log 11.32 + (L− 1) logE + 2K logK + (L− 2) log(2L)

+
1

2
log(4LK) + max

{
E|b|L, |b|+ log(L− 1) + (L− 2) log

(
e|b| + E−KL

)}
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ce qui nous permet, en utilisant les majorations

KL log 11.32 +
1

2
log(4LK) ≤ KL log 11.33,

puis
max

{
E|b|(L+ 1), |b|+ log(L− 1) + (L− 2) log

(
e|b| + E−KL

)}
≤ E|b|L+ log(L− 1) +

L

10
ainsi que

(L− 1) logE + (L− 2) log(2L) + log(L− 1) +
L

10
≤ L log(6LE),

d’obenir le résultat voulu du théorème 1.3.22.

Application à un problème de K. Mahler : on pose A = 70.15 et B = 2.5 ; pre-
nons les valeurs suivantes pour les paramètres E,K,L :

E = 56.2,

K = [Ab],

L = [B log b] ;

dans cette situation, les conditions du théorème 1.3.22 sont satisfaites, et nous obte-
nons alors une contradiction à ce qui avait été supposé dans le lemme 4.2.1, à savoir
que ε < E−KL.

Nous en déduisons l’inégalité suivante :

pour b suffisamment grand et pour tout nombre entier a,∣∣eb − a
∣∣ ≥ b−707b.

Nous obtenons donc à nouveau une minoration de la forme∣∣eb − a
∣∣ ≥ b−c·b,

mais avec une constante moins bonne que celle de F. Wielonsky (voir dans [Wi2]).

Les énoncés à venir sont des résultats appliqués au cas rationnel des théorème et
corollaires précédents.
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4.7 Démonstration du corollaire 1.3.18

(i) Mettons-nous dans la situation où |b| ≤ 1.

Posons E = 2
25
4 logA. On a alors

E|b| ≤ 2
25
4 logA

ce qui implique l’existence d’une constante absolue A′
1 telle que pour A ≥ A′

1,

logA+ logE + E|b|+ 1 ≤
(
2 + 2

25
4

)
logA.

Nous avons l’existence d’une constante absolue A′′
1 telle que pour A ≥ A′′

1

logB + 2 log logA+ 2 log(E|b|+) + 1

logE
≤

logB + 4 log logA+ 25
2

log 2 + 1
25
4

log 2 + log logA

≤ 4 logB

D’après le deuxième exemple de la remarque 4.5.2, nous en déduisons qu’il existe
une constante absolue A1 = max {A′

1,A′′
1} telle que pour A ≥ A1∣∣eb − a

∣∣ ≥exp

{
−100

(logA+ logE + E|b|+ 1) (logB + 2 (log logA+ log(E|b|+)) + 1)

logE

}
,

≥ exp
{
−3.2 · 104 (logA) (logB)

}
.

(ii) Mettons-nous désormais dans la situation où | log a| > (logA)1/2.

Notons que l’hypothèse | log a|>(logA)1/2 implique | log a|>(log 10)1/2≥1.5. Ainsi,
l’inégalité |b− log a| ≤ 1/2 donne |b| ≥ 1.

Étant donné que
1

A
≤ a ≤ A, alors | log a| ≤ logA.

Posons logE =
25

4
log 2 + log logA− log | log a|, on a, en particulier,

logE ≥ 25

4
log 2;

en utilisant le fait que |b− log a| ≤ 1/2 et
b

b− 1
2

≤ 2 (on rappelle qu’ici |b| ≥ 1), on
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obtient

Eb =
2

25
4 b logA
| log a|

≤ 2
25
4 b logA
b− 1

2

≤ 2
29
4 logA

ce qui implique l’existence d’une constante absolue Ã′
1 telle que pour A ≥ Ã′

1,

logA+ logE + Eb+ 1 ≤
(
2 + 2

29
4

)
logA.

Par ailleurs, nous avons l’existence d’une constante absolue Ã′′
1 telle que pour A ≥

Ã′′
1

logB + 2 log logA+ 2 log(E|b|+) + 1

logE
≤

logB + 4 log logA+ 29
2

log 2 + 1
25
4

log 2

≤ 4

25 log 2
logB +

16

25 log 2
log logA+ 2.6;

de plus, |b− log a| ≤ 1/2 et | log a| > (logA)1/2 impliquent

(logA)1/2 ≤ B + 1/2

et donc

log logA ≤ 2
log(5/2)

log 2
logB.

Ceci permet alors d’obtenir que

logB + 2 log logA+ 2 log(E|b|+) + 1

logE
≤
(

4

25 log 2
+

32 log(5/2)

25(log 2)2

)
· logB + 2.6

≤ 6.43 logB.

D’après le corollaire 1.3.17, nous en déduisons qu’il existe une constante absolue

Ã1 = max
{
Ã′

1, Ã′′
1

}
telle que pour A ≥ Ã1

∣∣eb − a
∣∣ ≥exp

{
−100

(logA+ logE + E|b|+ 1) (logB + 2 (log logA+ log(E|b|+)) + 1)

logE

}
,

≥ exp
{
−105 (logA) (logB)

}
.

(iii) Mettons-nous enfin dans la situation où |b| > 1 et | log a| ≤ (logA)1/2.
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Étant donné que | log a| ≤ (logA)1/2, alors log | log a| ≤ 1

2
log logA.

Posons logE =
25

4
log 2 + log logA− log | log a|, on a, en particulier,

logE ≥ 25

4
log 2 +

1

2
log logA;

en utilisant le fait que |b− log a| ≤ 1/2 et
b

b− 1
2

≤ 2 (on rappelle qu’ici |b| ≥ 1), on

obtient

Eb =
2

25
4 b logA
| log a|

≤ 2
25
4 b logA
b− 1

2

≤ 2
29
4 logA

ce qui implique l’existence d’une constante absolue Ã′
1 telle que pour A ≥ Ã′

1,

logA+ logE + Eb+ 1 ≤
(
2 + 2

29
4

)
logA.

De plus, nous avons l’existence d’une constante absolue Ã′′
1 telle que pour A ≥ Ã′′

1

logB + 2 log logA+ 2 log(E|b|+) + 1

logE
≤

logB + 4 log logA+ 29
2

log 2 + 1
25
4

log 2 + 1
2
log logA

≤ 8 logB.

D’après le corollaire 1.3.17, nous en déduisons qu’il existe une constante absolue

Ã1 = max
{
Ã′

1, Ã′′
1

}
telle que pour A ≥ Ã1

∣∣eb − a
∣∣ ≥exp

{
−100

(logA+ logE + E|b|+ 1) (logB + 2 (log logA+ log(E|b|+)) + 1)

logE

}
,

≥ exp
{
−1.3 · 105 (logA) (logB)

}
.

Remarque 4.7.1 Nous avons pris (logA)1/2 comme valeur de référence pour log a.
Ce choix est arbitraire. Une valeur plus petite que 1/2 pour l’exposant aurait amélioré
la troisième estimation mais dégradé la seconde ; à l’inverse, une valeur plus grande
que 1/2 aurait donné une moins bonne estimation pour la troisième minoration mais
en aurait fournie une meilleure pour la seconde.
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4.8 Démonstration du corollaire 1.3.20

Nous nous plaçons ici dans le cas où |b0 log a− b1| ≤ 1/2 sachant que la situation

inverse implique, par le théorème des accroissements finis, que
∣∣eb1 − ab0

∣∣ ≥ 1

2
.

Nous utilisons le corollaire 1.3.18 : il existe une constante absolue A telle que pour
tout A ≥ A, on ait∣∣∣e b1

b0 − a
∣∣∣ ≥ exp

{
−1.3 · 105 (logA) (log max {b0, b1})

}
.

Donc, en majorant max {b0, b1} par b0 + b1, on a

∣∣eb1 − ab0
∣∣ =

∣∣∣∣(e b1
b0

)b0

− ab0

∣∣∣∣ =
∣∣∣e b1

b0 − a
∣∣∣ ∣∣∣∣(e b1

b0

)b0−1

+ . . .+ ab0−1

∣∣∣∣
≥
∣∣∣e b1

b0 − a
∣∣∣ b0 min

{
e

b1
b0 , a

}b0−1

≥ exp
{
−1.3 · 105 (logA) (log(b0 + b1)) + log b0

+(b0 − 1) log min
{
e

b1
b0 , a

}}
.

En utilisant le fait que |b0 log a− b1| ≤ 1/2 (en particulier, on a b0 log a − 1

2
≤ b1),

on a log min
{
e

b1
b0 , a

}
= log a ou log min

{
e

b1
b0 , a

}
=
b1
b0
≥
b0 log a− 1

2

b0
≥ log a− 1

2b0
.

On en déduit

min
b1∈N∗

∣∣eb1 − ab0
∣∣ ≥ exp

{
−1.3 · 105 (logA) (log(b0(1 + log a) + 1/2)) + log b0

+(b0 − 1)

(
log a− 1

2b0

)}
.

≥ exp
{
−1.3 · 105 (logA) log b0 − 1.3 · 105 (logA) log(2 + log a)

+ log b0 + (b0 − 1) log a− 1

2

}
.
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Le membre de droite de la dernière inégalité tend vers +∞ quand b0 tend vers +∞,
on en déduit alors que

lim
b0−→+∞

min
b1∈N∗

∣∣eb1 − ab0
∣∣ −→ +∞.

De plus, la fonction de la variable b0 correspondant au même membre de droite dans

la dernière inégalité prend sa valeur minimum pour b0 =
1.3 · 105 logA− 1

log a
. Ceci

nous permet de conclure qu’il existe alors un nombre réel strictement positif A2 tel
que, pour tout A ≥ A2,

min
b0,b1∈N∗

∣∣eb1 − ab0
∣∣ ≥ exp

{
−2.6 · 105 logA log logA

}
.

Finalement, la proposition suivante est facile à démontrer.

Proposition 4.8.1 Les trois assertions suivantes sont équivalentes :

(i) Il existe une constante positive κ telle que pour tout nombre rationnel
p

q
avec

q ≥ 2, ∣∣∣∣θ − p

q

∣∣∣∣ > 1

qκ
.

(ii) Il existe deux constantes C et κ telles que pour tout nombre rationnel
p

q
avec

q ≥ 2, ∣∣∣∣θ − p

q

∣∣∣∣ > C
qκ
.

(iii) Il existe deux constantes q0 et κ telles que pour tout nombre rationnel
p

q
avec

q ≥ q0, ∣∣∣∣θ − p

q

∣∣∣∣ > 1

qκ
.

Ainsi, le corollaire 1.3.18 et cette dernière proposition nous permettent alors de
retrouver le théorème 1.3.8.

4.9 Exemples de minorations explicites

Nous fournissons ici (à l’aide du logiciel PARI1) des minorations, pour quelques
valeurs rationnelles fixées a > 1, de

∣∣eb1 − ab0
∣∣ sur l’ensemble des couples d’entiers

1plus de renseignements sont donnés à l’adresse http ://pari.math.u−bordeaux.fr
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(b0, b1) ∈ (N∗)2.

Il suffit de déterminer à partir de quand la fonction (pour b0 > 0)

b0 7−→ min
b1∈N∗

∣∣eb1 − ab0
∣∣

est strictement croissante ; cela est possible car les différentes constantes A0, Ã0,A1

et Ã1 sont explicites pour chaque nombre rationnel a > 1. En effet, une fois ceci
effectué, il s’avère que le minimum recherché s’obtient avant ce seuil, ce qui permet
de faire “tourner le programme” en se limitant à un nombre fini d’entiers (de l’ordre
de quelques millions pour les premières valeurs, jusqu’à plusieurs dizaines de millions
pour les dernières). Nous obtenons alors le tableau suivant :

a valeur minimale valeur minimale approchée [log a]

3/2 (3/2)5 − e2 0.204694 0
2 23 − e2 0.610944 0

5/2 e− 5/2 0.218282 0
3 3− e 0.281718 1

7/2 7/2− e 0.781718 1
4 4− e 1.281718 1

9/2 (9/2)2 − e3 0.164463 1
5 5− e 2.281718 1

11/2 e2 − 11/2 1.889056 1
6 e2 − 6 1.389056 1

13/2 e2 − 13/2 0.889056 1
7 e2 − 7 0.389056 1

15/2 15/2− e2 0.110944 2
8 8− e2 0.610944 2

17/2 17/2− e2 1.110944 2
9 9− e2 1.610944 2

19/2 19/2− e2 2.110944 2
10 10− e2 2.610944 2
50 e4 − 50 4.598150 3

100 100− e4 45.401850 4
500 500− e6 96.571207 6

1000 e7 − 1000 96.633158 6
5000 5000− e8 2019.042013 8

10000 10000− e9 1896.916072 9
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4.10 Démonstration de la proposition 1.3.24

Nous allons tout d’abord donner le lien entre h(a), la hauteur logarithmique de
Weil d’un nombre algébrique a, et H(a) sa hauteur näıve, c’est-à-dire le maximum
des valeurs absolues des coefficients de son polynôme minimal. Énonçons, pour cela,
le lemme suivant (voir lemme 3.11, page 80 dans [Wa3])

Lemme 4.10.1 Soit α un nombre algébrique de degré n, nous avons

1

n
logH(α)− log 2 ≤ h(α) ≤ 1

n
logH(α) +

1

2n
log(n+ 1) ≤ 1

n
log
(√

n+ 1H
)
.

Ainsi, l’ensemble des nombres algébriques a tels que H(a) ≤ H correspond à l’en-

semble des nombres algébriques a tels que h(a) ≤ 1

n
log
(√

n+ 1H
)
. Donc, en uti-

lisant la minoration obtenue dans le corollaire 1.3.16 avec cKcL =
64

9
, pour A ≥ Ã0

et pour E = c · logA ≥ 220 (choix ultérieur à faire pour c), on a :

Hw∗n(eb, H) = H min
{
|eb − a| : a réel algébrique,H(a) ≤ H, deg(a) ≤ n

}
= H min

{
|eb − a| : a réel algébrique, h(a) ≤ 1

n
log
(√

n+ 1H
)
,

deg(a) ≤ n}

≥ H exp

{
−64

9

[
n

(
1

n
log
(√

n+ 1H
))

+ log c

+ log

(
1

n
log
(√

n+ 1H
))

+ c · 1

n
log
(√

n+ 1H
)
|b|+ n

]

×
[
n logB + (n+ 1)

(
log

(
1

n
log
(√

n+ 1H
))

+ log

(
c · 1

n
log
(√

n+ 1H
)
|b|+
)

+ 2 log n

)
+ n

]
× [log c+ log log(2H)]−1}
≥ H− 256

9
(n+1)+1

≥ H− 503
9

n
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en prenant c =
1

2|b|
(par exemple). Nous en déduisons alors que eb est un S∗-nombre

d’après les définitions données au chapitre 1, et que son type est majoré par
503

9
.
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Appendice : Expressions intégrales
pour un problème de Type Padé

Nous avons montré (théorème 1.2.12) que certains cofacteurs de la matrice de
Vandermonde généralisée (1.5) correspondaient à des coefficients des polynômes de
Hermite-Padé (T = 1) de fonctions exponentielles. Il pourrait être utile de connâıtre
une correspondance similaire pour T quelconque. En effet, cela nous permettrait,
entre autres, de reprendre un étude analytique identique à celle de F. Wielonsky
(voir [Wi2]), et donc d’effectuer une analyse peut-être plus précise selon les valeurs
prises par le paramètre T . La possibilité de cette correspondance m’a été signalée
par T. Rivoal et se déduit de l’article de S. Fischler et T. Rivoal [FiRi].

Rappelons (proposition 2.2.1) que les coefficients des approximants de Padé Pi de
fonctions exponentielles fi(z) = exiz, pour i = 0, . . . ,m sont donnés par les cofac-
teurs de la dernière ligne de la matrice

M =
(
B0 . . . Bm

)
où Bi est la matrice à σ lignes et ni colonnes définie par

Bi =

(
1

j!

(
d

dxi

)j (
xk

i

))
0≤k≤σ−1

0≤j≤ni−1

=

((
k

j

)
xk−j

i

)
0≤k≤!σ−1
0≤j≤ni−1

.

Nous allons désormais fournir les expressions intégrales associées au problème de
type Padé suivant :

trouver une famille (P̃0, . . . , P̃n) de polynômes de degré inférieur ou égal à a − 1
tels que

n∑
k=0

P̃k(z)e
kz = O

(
za(n+1)−ρ−σ−1

)
,

131
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où ρ+ σ est un nombre entier de l’intervalle [0; a(n+ 1)− 1].

Remarque .0.2 Le problème de Padé correspond à ρ = σ = 0.

Remarque .0.3 Le problème de type Padé a toujours au moins une solution non
nulle. Cette solution est unique à une constante multiplicative près si et seulement
si ρ = σ = 0 (Padé). Dans les autres situations (ρ+σ > 0), il existe plusieurs choix
possibles.

Notons le symbole de Poch’hammer (n)k = n(n+ 1) . . . (n+ k − 1) et (n)0 = 1.

Proposition .0.4 Soient j = 1, . . . , a et

Uj(X) =
n∑

k=0

uj,kX
k =

n∑
k=0

(−1)kj (−k − ρ)ρ(n− k + 1)σ

k!j(n− k)!j
Xk.

Pour tout k = 0, . . . , n, les polynômes

P̃k(z) =
a−1∑
j=0

(−1)juj+1,k
zj

j!

satisfont à

S(z) =
n∑

k=0

P̃k(z)e
kz =

n∑
k=0

[
a−1∑
j=0

(−1)juj+1,k
zj

j!

]
ekz = O

(
za(n+1)−ρ−σ−1

)
.

Ceci nous permet, suivant les choix de ρ et σ, d’exhiber une famille de polynômes
fournissant un reste d’ordre choisi, compris entre 0 et a(n+ 1)− 1.

Soient C0 un cercle centré en 0 et de rayon strictement inférieur à 1, et C∞ un
cercle entourant tous les points 0, . . . , n. Nous avons alors, toujours selon l’article
[FiRi], les expressions intégrales suivantes :

Proposition .0.5 Pour tout i = 0, . . . ,m, les polynômes P̃i et S de la proposition
.0.4 vérifient

P̃i(z) =
1

2iπ

∫
C0

(ζ − ρ)ρ(ζ + n+ 1)σe
−zζ

(ζ + i)a
n+1

dζ
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et de plus,

S(z) =
1

2iπ

∫
C∞

(ζ − ρ)ρ(ζ + n+ 1)σe
−zζ

(ζ)a
n+1

dζ.

On vérifie qu’en remplaçant ρ et σ par 0, on retrouve bien les expressions intégrales
de la proposition 2.2.1.

Remarque .0.6 Le terme ρ+ σ qui intervient dans l’ordre de a(n+ 1) correspond
au degré du numérateur de la fonction intégrée.

Remarque .0.7 Dans les cas où ρ + σ > 0, si nous souhaitons une unicité du
problème, il sera alors nécessaire d’avoir les deux conditions (équivalentes) du système
(8) de [FiRi], appliquées à ez au lieu de z.

Ainsi, en prenant ρ + σ = T − 1, a = K et n = L − 1, nous obtenons une famille
(P̃0, . . . , P̃L−1) de polynômes de degré inférieur ou égal à K − 1 tels que

L−1∑
k=0

P̃k(z)e
kz = O

(
zKL−T

)
.
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Jacobians, (With an appendix by Umberto Zannier) Ann. Scuola Norm. Sup.
Pisa Cl. Sci. (4) 25, no. 1-2, 155-178 (1998).

[BoVa] E. Bombieri and J.D. Vaaler On Siegel’s lemma, Invent. Math. 73, no. 1,
11-32 (1983).

[Bo] E. Borel Sur la nature arithmétique du nombre e, C. R. Acad. Sci., Sér. A 128,
596-599 (1899).

[Bu] Y. Bugeaud Approximations by algebraic numbers, Cambridge Tracts in Ma-
thematics (2004).

[Ch] G.V. Chudnovsky Formules de Hermite pour les approximants de Padé de
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Acta Arith. 64, 43-57 (1993).

[El] V. Elconin The Wronskian of the functions xk−1eajx, Giorn. Mat. Battaglini
74, 189-193 (1936).

[Eu] L. Euler Opera Omnia, Introductio in Analysis Infinitorum, Lipsiae et Berolini
(1922).

135



136 Bibliographie

[Fa] C. F. Fa di Bruno Note sur une nouvelle formule de calcul différentiel, Quart.
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