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Resune

Dans ce travail, nous nous @ressons des néthodes nur@riques pour un maxde
d’écoulements incompressibles et miscibles ayant des applications darenikirig
pétroliere et 'hydrogologie. De marire pécise, le proldmeétudé est moélise par
un syseme coup compoé d’une équation elliptique (1), et d’'unéquation de type
diffusion-convection&action (2). Soit2 un ouvert polygonal de frordre I’ compoge
de trois parties telles qué = T; U T, UT5. On s'ineresse au made découlements
miscibles en milieux poreux do@rpar le systme suivant :

Equation en vitesse-pression :

q= —[;((;E))Vp dans Qx]0, T
divg@=0 dans Qx]0, T (1)
q.iTy = —qo; ¢l =0; p|T's =py sur 0, T

Equation en concentration :

(I)(x)% —div (D(z,q)Vec —¢q) + R(z)c = f(x,t) dans Qx]0,T]|
¢y =¢1; DVen|ly =0; (DVe—cq).ni|ls=c3 surl0,T] (2)
c(x,0) = co(x) sur

ou p et 7 sont la pression et la vitesse de Darcy du fluideet KX sont la porosg
cinematique et la pergabilitt absolue du milieu poreux. La viscasitlu fluide . est
une fonction non ligaire de la concentratiande la phaseR est le terme deéaction, et
f est le terme sourcey est le flux impoé surl’; et p, est la pression do@e surl’s. ¢,
est la concentration doée sud’;, c3 est le flux total doné surl’s. ¢, est la concentration
initiale.

Le tenseur de diffusion-dispersidnest dong par :

D(z,q) = deI + | @[ E(q) + (I — E(7))]

aveck;;(q) = 3;3 , d. est le coefficient de la diffusion metulaire effectiveq; eta, sont
les dispersiviés intringques longitudinale et transversale respectivement.
Nousétudions et analysons un gha nunérique combinant une @thode délements
finis mixtes (EFM) et une &thode des volumes finis (VF) pour approcher le &yst
coupk (1)-(2). Pour 'impémentation numrique, on utilise Blement fini triangulaire de
Raviart-Thomas de bas dégpour approcher &quation de Darcy et la diggtisation de
la concentration utilise un maillage dual non struetde type Voronoi. Le s@ma VF
consiceré est de type "vertex centred” semi-implicite en temps : explicite pour la convec-
tion et implicite pour la diffusion. On utilise un sema de Godunov pour approcher le
terme convectif et une approximati@ement fini P, pour le terme de diffusion. Nous
montrons desésultats de stabibt.>°, des estimations BV et le principe du maximum
discret sous une condition CFL apprd®i Ensuite, nous montrons la convergence de la




solution approcée obtenue par le sema combig EFM-VF vers la solution du prodine
coupk. La cemonstration de la convergence se fait en plusietages : prenérement, on
déduit la convergence forte de la solution appike la concentration dafs(Q), en
utilisant la stabilié L>°, les estimation®3V et des arguments de compéciDans letape
suivante, orétudie le scema @&coupé EFM, en donnant degsultats de convergence
pour la pression et la vitesse. Enfin, le processus de convergence de la solution@pproch
du sclema combig EFM-VF vers la solution exacte est obtenu par pasadgdimite et

par unicie de la solution du probme continu. Des simulations nénues acagmiques

et réalistes pour des pradrhes bidimensionnels confirment la stabildt I'efficacie du
sckema combig.

Enfin, nousétudions des estimateurs d’erreur a posteriori de tggaluel pour une
equation de convection-diffusioaction discetisee par un scdma VF "vertex centred”
semi-implicite en temps. Nous introduisons deux sortes d’indicateurs. Le premier est local
en temps et en espace et constitue un outil efficace pour I'adaptation du maitdhggque
pas de temps. Le second est global en espace mais local en temps étrpaiitli€
pour I'adaptation en temps. Nous montrons que I'estimateur est une boreresup de
I'erreur. Des esultats nurariques d’adaptations de maillage sonégenés et montrent
I'efficacité de la nethode.

La partie logiciels de ce travail porte sur deux volets. Le premier a permisatiser
un code de calcul 2D, MFlovecrit en C++, pour lagsolution du systme de€coulements
miscibles consiérés dans cette #se. Le second volet concerne la collaboration avec un
groupe de chercheurs du GAR MoMasS (http ://momas.univ-lyon1.fr/) pelabldration
de la plate-forme Homogenizer++ de calcul rarique des coefficients effectifs obtenus
par des rethodes asymptotiques d’honmgisation de misa |'échelle. Cette plate-forme
en Java est bas sur une Interface Homme Machine conviviale et @idisomme un j&-
processinga des simulations nueniques découlements en milieux poreuetrogenes.
Notre contribution dans cette paréait de eunir trois modules pour le calcul des co-
efficients effectifs sous le @me environnement en proposant une interface graphique.
Le premier module consistecalculer la per@abilite effective pour urgcoulement mo-
nophasique. Le second module est corsacla cetermination des caramistiques ef-
fectives (perrdabilites relatives, pressions capillaires) pour éesulements diphasiques.
Le dernier module permet d’obtenir la dispersion effective pour unateodiecoulement
miscible.
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Nomenclature

e ) domaine de R? (d = 1,2 ou 3), figurant un milieu poreux.
o I' =00 =T, Uly,UT}; frontiere du domaine €.

7 normale unitaire a une frontiere, orientée vers 'extérieur.

e z=2z,(z,y),(x,y,2) variable d’espace dans 2 C R?.

e t,T variable temporaire et temps final, en (année).

e h pas du maillage dans ©, en (m).

e At pas de discrétisation en temps dans [0, T, en (année).
e K = K(z) perméabilité, en (m?).

e 4 viscosité dynamique du fluide, en (gm tan™1).

e p masse volumique du fluide, en (g m2).

e ¢ porosité totale (sans dimension).

e g accélération de la pesanteur, en (man=2).

e 2 cOte définie selon un axe vertical ascendant, en (m).

e p prerssion du fluide, en (Pa).

e ( vitesse de Darcy, en (m/an).

e c concentration du soluté en solution, en (gm ®).

e D, coefficient de la diffusion moléculaire en phase fluide, en (mQan’l).
e D, dispersion cinématique en phase fluide, en (m?an™!).
e Dy = Dy, + D, dispersion hydraulique, en (m?an').
e D, = ®D, dispersion effective, en (m?an1).

e (o, dispersivités intrinseque longitudinale, en (m).

e o7 dispersivités intrinseque transversale, en (m).

Les opérateurs

o (/)" (f)" max (£,0), min(f,0).

e |w| mesure de Lebesgue pour w C R?,1 < d < n.

VII



w fermeture de 'ouvert w C R4, 1 < d < n.

|€] norme euclidienne pour ¢ € RY.

§(p, q) distance euclidienne entre les points p et ¢ dans R?.
- produit scalaire entre deux vecteurs de R?.

I, matrice identité dans R¢.

Les espaces fonctionnels

LP(Q) := { f;1* — mesurable sur €;tel que [, |f[?dz < oo}, 1< p < oo.
L*®(Q) := {f; 1¢ — mesurable sur Q; tel que |f| < C < ool — p.p. sur Q}
W () ::{w € L7(Q); Dw € LP(Q); pour |5 := S0 6; < m}.
H™(Q) :== W™?2(Q), espace de Sobolev d’odre m.

c™(Q) ::{f : Q — R tel que D’ fest continue sur , 8] := 3¢ §; < m}.
CT () :=espace des fonctions de C™(2) a support compact dans €.
H(div, Q) :={7 € (L*())% div (§) € L*(2)}.

V(Q) :={v e C0,T;C*(Q));v =0 sur 'y UT3}.

Py : ensembe des polynomes de degré < k, sur R?.
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Chapitre 1
Introduction Générale

Ce mémoire est consacré au développement et I’analyse de méthodes numériques
pour la simulation des écoulements miscibles en milieux poreux. L’étude des écoule-
ments de fluides en milieux poreux hétérogenes porte une grande importance dans
la gestion des ressourcesnaturelles en eau et la récupération assistée d’hydrocar-
bures. Dans ces domaines les calculs et simulations numériques sont essentiels car les
expérimentations sont tres difficiles sinon impossiblesmais par contre les prédictions
sont vitales. Les questions d’écoulement et de transport en milieu poreux, comme
la plupart des problemes environnementaux, ont acquis ces dernieresannéesdans nos
sociétés une importance qui parait méritée. Les enjeux principaux liés a ces ques-
tions résident principalement dans les gestions desressources en eau et la maitrise
des pollutions souterraines.Avec ’explosion démographique et les activités indus-
trielles, la demande en eau est de plus en plus croissante, les eaux de surface seulesne
peuvent subvenir aux besoins, il est donc nécessaire d’utiliser les réserves en eaux
souterraines. Il est extrémement difficile d’estimerle volume de ’eau souterraine
sur toute la planete. Toutefois, toutes les estimations impliquent que ’eau sou-
terraine constitue un volume trés important de I’eau douce utilisable de la terre.
Etant donné 'importance vitale des eaux souterraines, sa qualité en fait une res-
sourcede valeur. La qualité de I’eau souterraine est aussi importante que sa quantité.
Les contaminations de 1’eau souterraine proviennent de deuxcatégories de sources :
les sources ponctuelles et les sources diffuses. Les décharges, les pertes de fosses
septiques et des puits perdus, etles déversements accidentels sont des exemples de

sources ponctuelles. L’infiltration des pesticides et des engrais des terres agricoles



1. Introduction

est unexemple de source diffuse. La contamination peut rendre l’eau inutilisable
pendant des décennies.Dans les régions cotieres, en raison de la concentration de
la population et des industries, la demande en eau souterraine est plus grande.Le
probleme de la dégradation de la qualité des eaux souterraines dans les régions
cotieres est souvent lié au phénomened’intrusion marine (cf., p.e., [18], [37], [38]).
Ce phénomene est considéré comme I'un des problémes majeurs de 'environne-
ment. L’invasion d’eau salée peut poserun probleme dans les zones cotieres ou la
quantité de pompage des eaux souterraines est assez élevée pour entrainer une inva-
siond’eau salée dans les aquiferes d’eau douce. L’exploitation intensive des nappes
souterraines et les conditions défavorables ontentrainéesdes situations critiques pro-
voquant ainsi des baisses du niveau d’eau et une augmentation de la salinité de 1’eau
des aquiferes cotiers.Cette surrexploitation menace actuellement le développement
hydro-agricole sur une grande superficie des zones cotieres dans le monde.Pour faire
face a cette situation préoccupante, il s’avere nécessaire d’étudier le probleme d’in-
trusion marine pour tout aménagementd’un aquifere cotier. Dans ce contexte, une
des approches utilisées est basée sur un modele d’écoulement et de transport oula
dispersion hydrodynamique est considérée puisque le modele tient compte de la zone
de transition via un mélange plus ou moins intense entre lesdeux fluides eau douce
et eau salée.Afin de protéger I'’environnement humain des déchets radioactifs issus
de l'industrie nucléaire, ou de toute autre activité utilisant desradios-éléments, il
convient de les traiter et de les isoler jusqu’a ce que leur radioactivité ait diminué
suffisamment pour n’entrainerdes conséquences nocives sur ’environnement humain.
Les méthodes d’isolation dépendent du type de déchets : les déchets a viecourte et
a faible activité peuvent étre stockés en surface ou a proximité, alors que ceux a vie
longue ou a moyenne et forteactivité doivent subir des traitements plus sophistiqués
et étre stockés éventuellement en formation géologique profonde. L’isolation consiste
alorsa utiliser des barrieres naturelles et “ouvragées”, afin d’obtenir le niveau de pro-
tection désiré, pour diverses périodes de tempsdéfinies au préalable. Les différentes
barrieres sont constituées des matrices de conditionnement des déchets, conteneurs,
souconteneurs, divers matériaux de remblayage et de sellements ainsi que de la for-
mation géologique elle-méme. Les divers matériaux sont choisis pour leurs propriétés
mécaniques, chimiques, et hydrologiques afin de contenir ’activité au plus proche des

déchets; la roche entourant le relachée doit empécher toute circulation importante
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d’eau souterraine et retarder le transport de radionucléides vers I’environnement hu-
main. La solution du stockage profond est évaluée actuellement par la plupart des
pays industrialisés et motive de nombreuses recherches a travers le monde. Cette voie
est actuellement explorée en France par ’ANDRA-Agence Nationale pour la gestion
des Déchets Radioactifs—, qui doit remettre au Parlement francais les conclusiosns
de ses études en 2006, afin d’éclairer le débat sur le sujet [1]. L’étude de la faisa-
bilité d’un stockage profond nécessite notamment de porter une appréciation sur la
surté des instalations de stockage des déchets radioactifs. L’évaluation des capacités
de confinement des différentes barriéres interposées entre les radionucléides et les
exutoirs de la biosphere ainsi que I’estimation globale de I'impact dosimétrique des
stockages contribuent a évaluer la siireté, a long term notamment, des installations.
Ces estimations s’appuient en grande partie sur la modélisation numérique des di-
vers phénomeénes hydrique, chimique, mécanique, thermique, et de présence de gaz
pouvant influencer le transport de radionucléides. Compte tenu des hétérogénéités
des différents parametres pris en compte dans I’équation de transport, des simula-
teurs fiables sont indispensablles afin de réduire au minimum I’imprécision due a la
discrétisation, sachant que par ailleurs de nombreuses incertitudes phénomélogiques
subsistent et doivent étre prise en compte dans I’évaluation de siireté. De nom-
breuses techniques d’exploitation des gisements de pétrole, qu’on continue a qualifier
de "techniques de récupération secondaire” (bien que la tendance actuelle soit de les
mettre en oeuvre tres rapidement apres le début d’exploitation, alors que naguere
on les utilisait seulement une fois que toute I'huile susceptible d’étre récupérée par
les techniques de ”récupération primaire” avait été produite) utilisent ’injection,
par certains puits, d’un fluide chargé de déplacer I’huile vers d’autres puits (cf.,
p-e., [32], [58], [72], [76], [86]). Pour améliorer les récupérations d’huile, il vient tout
naturellement a l'esprit de ne pas employer un fluide quelconque, mais un fluide
miscible avec ’huile. Les forces interfaciales sont ainsi supprimées et 1’efficacité qui
traduit le piégeage de I’huile par les forces capillaires au niveau des pores envahis
par le fluide déplacant atteint théoriquement la valeur 1. C’est d’ailleurs ce procédé
qui est depuis longtemps employé en laboratoire, ou les carottes sont débarassées
de I’huile qu’elles contiennent a 1’aide de solvants appropriés. Malheureusement, les
produits couramment utilisés en laboratoire et miscibles avec les huiles sont des

produits chers (prix supérieur le plus souvent au prix d’un pétrole brut), dont on
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ne peut envisager l'injection en continu dans un gisement. L’intérét pratique des
déplacements miscibles est apparu quand on a découvert :

— d’une part qu’il suffisait, pour obtenir un tel déplacement, d’injecter un ”bou-
chon” de solvant de volume limité (quelques pourcents du volume poreux a
balayer) poussé par un fluide de chasse beaucoup moins onéreux.

— d’autre part que, dans certaines conditions de pression, température et compo-
sitions des phases en présence, divers fluides pouvaient devenir miscibles avec
I’huile.

Cependant, il est a noter que si le fluide miscible déplacant est un gaz de mobi-
lité élevée, on peut avoir des phénomenes de digitations, de ségrégation par gra-
vité, de cheminement préférentiel réduisant ou méme détruisant l'intérét du procédé
par rapport a un procédé classique tel que, par exemple, une injection d’eau. La
modélisation mathématique des trois problemes décrits précédemment introduit un
systeme couplé introduisant une équation elliptique pour ’écoulement (pression-
vitesse) et une équation de diffusion-convection-réaction pour le transport de conta-
minant (concentration) ([15], [17], [19], [49]). Les principales difficultées rencontrées
pour la simulation numérique sont la dimension du réservoir, la prise en compte
des hétérogénéités et la complexité des phénomélogies couplées. La modélisation
numérique a grand échelle, en trois dimensions, sur une longue période de temps,
dans un milieu hétérogene, dépasse les capacités actuelles des ordinateurs et nécessite
une réflexion sur le choix et la conception de méthodes numériques appropriées.
Diverses techniques de caractérisation des formations géologiques peu profondes
permettent de disposer d’un modele géologique composé de plusieurs millions de
mailles, a chacune desquelles sont associés des parametres hydrogéologiques tels que
la perméabilité, la porosité etc. Cependant, la difficulté réside dans la prise en compte
de cette complexité lors des simulations numériques des écoulements des fluides en
milieux poreux hétérogenes. Il est envisageable de simuler de tels phénomeénes sur
un modele géologique aux moyens des simulations paralleles par exemple. Toutefois
bien que les moyens informatiques ne cessent de progresser la durée de simulation
est encore trop grande et d’autres difficultés(convergence, stabilité, etc.) peuvent
apparaitre. D’autre part comme la géostatistique est fondée sur des techniques pro-
babilistes, on ne dispose pas d’un seul modeéle géologique mais d’'un ensemble de

modeles (réalisations) équiprobables du domaine. Par ailleurs le modele géologique
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est construit en respectant au mieux les particularités de la géométrie réelle du
réservoir, tels que les chenaux et les failles ce qui engendre en général un maillage
réservoir irrégulier sur lequel sont simulés les écoulements des fluides. Pour pallier
ces difficultés, on est donc amené a recourir aux méthodes d’homogénéisation ou de
changements d’échelles[79]. L’approche consiste & construire un modele équivalent en
calculant des parametres géologiques effectifs. Le probléme du changement d’échelle
consiste a déterminer, a partir de données ou de caractéristiques locales, les pa-
rametres effectifs d’un milieu intervenant dans une description a plus grande échelle.
Cette étape est un probleme majeur pour la simulation numérique des écoulements
de fluides en formation géologique. Dans ce travail, nous nous intéressons au développ-
ement d’un schéma numérique performant pour un modele d’écoulements incom-
pressibles et miscibles ayant des application dans l'ingénierie pétroliere et 1’hy-
drogéologie. D’'une maniere plus précise, le probleme étudié est modélisé par un
systeme couplé composé d’une équation elliptique(1.1), et d’une équation de type
diffusion-convection-réaction (1.2) (voir [58] et[17]).

Equation en vitesse-pression :

q= —I;((f)) Vp dans 0x]0, T
divg=0 dans Qx]0, 7] (1.1)

gl = —qo; ¢7i|T2=0; p|T's3=py sur]0,T]
Equation en concentration :

®(z)% — div (D(z,7)Ve — ¢f) + R(z)c = f(z,t)  dans Qx]0, T
cll'y =¢1; DVedilly =0; (DVe—cq).iil's =c3 sur |0, 7] (1.2)
c(z,0) = ¢o(x) sur §)

ot la frontiere I' est composée de trois parties telles que I' = T; UT, U5 ,p et ¢ sont
la pression et la vitesse de Darcy du fluide, ®et K sont la porosité cinématique et la
perméabilité absolue du milieu poreux. La viscosité du fluide p est une fonction non
linéaire de la concentration c¢ de la phase, et f est le terme source. R est le terme
de réaction, et dans le cas des déchets radioactifs, il est donné par : R(z) = r®(z),

ou r est le coefficient dedécroissance radioactive qui dépend de la demi-vie temps

n2

71,500 est le flux imposé sur I'y et pg est

Ty, des radionucléides par la relationr =
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la pression donnée sur I's. ¢; est la concentration donnée sur I'y, c3 est le flux total
donné sur I's. ¢y est la concentration initiale.

Le tenseur de diffusion-dispersion D est donné par :

D(z,q) = del + |ql[wE(q) + (I — E(q))]

avec Ej;(q) = %, d. est le coefficient de la diffusion moléculaire effective,q; et
oy sont les dispersivités intrinseques longitudinale et transversale respectivement.
Dans ce travail, nous étudions et analysons un schéma numérique combinant une
méthode d’éléments finis mixtes hybrides (EFMH) etune méthode des volumes finis
(VF) pour approcher le systeme couplé (1.1)-(1.2). La méthode EFMH (cf. [27])
est utilisée pour approchée ’équation de Darcy. L’équation de la concentration est
approchée par une méthode des volumes finis (cf. voir [61]), voir aussi [4], [5], [62]
et [28].La modélisation numérique de I’équation (1.1)par des schémas numériques
classiques(éléments finis conformes ou différences finies) est souvent peu satisfaisan-
tecar il n’y a pas de conservation de flux au niveau de I’élément et aussi acause
du caractere diffusif de ces schémas (voir [61]). Les méthodes mixtes utilisantdes
formulations avec les deux inconnues palient & ce type d’insuffisance([27] et [101]).
Elles permettent d’approcher simultanément un champ de potentiel (pression ou
charge)et la vitesse avec la méme précision. De plus elles assurent la continuité de la
composante du flux diffusifd’un élément a I'autre et préservent la conservation de la
masse a ’échelle d’un élément.La contrepartie de ces avantages réside, d’une part,
dans 'accroissement subtentiel du nombre d’inconnues, et d’autre part, dans le fait
que le systéme final a résoudre n’est plus a matrice symétrique définie positive mais
correspond a la déterminationd’un point selle.L’une des approches utilisées pour
ramener la résolution a celle d’un probleme a matrice symétrique définie positive
consiste a dualiser les conditions de raccord des flux. On obtient ainsi les méthodes
mixtes hybrides (cf. [27]). La technique proposée par Bendali et al. [20], pour réduire
le nombre d’inconnues, consiste a donner une nouvelle décomposition de I’espace des
fonctions chapeaux pour les éléments finis mixtes en introduisant I’espace de Raviart
Thomas de plus bas degré [100] et [107]. Plusieurs auteurs ont développé des algo-
rithmes efficaces pour le traitement algébrique du systeme linéaire des méthodes

hybrides (voir, p.e., [35]).Une étude comparative entre des calculs menés avec la
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méthode des éléments finis mixtes et des calculs menés avec des éléments finis
mixtes hybrides a été abordée dans [34] pour un maillage rectangulaire. L’exten-
sion de cette procédure pour un maillage triangulaire a été traitée dans [12]. En
outre, une discrétisation utilisant la méthode des éléments finis mixtes et volumes
finis est présentée dans [33] et [69].convection-diffusion-réaction (1.2), les méthodes
des volumes finis sont les plus utilisées pour la discrétisation de ce type d’équations.
Une classe des schémas volumes finis est fondée surl’approximation des flux le long
des interfaces entre deux volumes de controles voisins. En effet, la discrétisation en
volumes finis résulte d’un choix en sens physique, basée sur 1’écriture des bilans.
Elle consiste & discrétiser sur chaque cellule, appelée volume de controle, la forme
intégrale du probleme a résoudre a la place de sa forme différentielle considérée en
différences finies. La connaissance d’un tel schéma volumes finis repose donc sur 1’ap-
proche des flux d’'une maniére a avoir la consistance et la conservation. L’avantage
de ces méthodes réside dans leurs facilités d’adaptation aux géométries complexes
comme c’est le cas dans de nombreux problémes industriels. De plus, elles per-
mettent aisément de prendre en compte la présence d’hétérogéinétés et de traiter
de facon naturelle les conditions aux limites. Ces méthodes permettent d’avoir des
propriétés physiques intéréssantes : conservation des flux élément par élément avec
une stabilité numérique et une diffusion numérique minimales et respecte le prin-
cipe du maximum discret, (voir [83], [5], [6], [10], [28], [62], [94], [77] et [64]). Les
premiers schémas développés sont apparus avec Godunov en 1959 pour un probléme
hyperbolique (voir [74],[91] et [82]). Plusieurs auteurs ont utiliséle schéma de Go-
dunov pour discrétiser le terme de convection car il est consistant et conservatif
([45],]91], [82], [83], [94], [62], [44] et [5]).D’autres ont utilisé la méthode ”upwind-
mixed method” (voir, p.e., [47] et [46]).Quant au terme de diffusion, les techniques
d’approximations varient suivant la nature du maillage et le tenseur dediffusion.
On trouve par exemple dans [4] et [67] que le flux de diffusion est approché de-
maniere consistante par différences finies. Ils utilisent une approximation d’ordre
1 du gradient sur la directionperpendiculaire a I'interface. L.’inconvénient de cette
méthode est qu’elle ne permet pas d’utiliser des maillages raffinés ou hybrides. Pour
remédier a ce probleme, Coudiere, dans [44], [43] et [42], a utilisé une méthode qui
est dite “cellules diamants”. Cette technique consiste a reconstruire le gradient com-

plet de la solution approchée le long de I'interface. Elle utilise une valeur interpolée
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de la solution approchée en chaque noeud du maillage, pour calculer le gradient
dans la direction tangentielle a l’interface. Plusieurs auteurs ont traité 1’équation
de convection-diffusion en combinant la méthode des éléments finis et des volumes
finis (voir, p.e., [105], [21], [48], [56] et [84]). Cette technique nécessite deux types
de maillage (primal et dual). Feistauer [68] a proposé une méthode de Galerkin dis-
continue en utilisant les avantages des deux méthodes VF et EF avec un seul type
de maillage. Dans [59], [60] et [109] des méthodes volumes finis ont été développées
et analysées pour des modeles d’écoulement de deux fluides immiscibles dans un
milieu poreux dans le cas ol la diffusion est négligeable. Pour le probléme qui nous
intéresse, I’équation de concentration peut étre a convection dominante, dans ce cas
le terme de diffusion est petit, mais important et ne peut pas étre négligé, voir [17]
et [86], et ceci doit étre pris en considération lors de la discrétisation. En outre, la
complexité de la géométrie des domaines géologiques exige 'utilisation de maillages
non structurés, voir [78]. Ainsi notre but est de développer un schéma numérique
performant, en combinant les méthodes d’éléments finis mixtes et les volumes finis,
en prenant en compte ’anisotropie des hétérogénéités, des maillages non structurés
et le couplage entre I’écoulement et le transport. Ce schéma doit satisfaire le prin-
cipe du maximum discret. Les principales difficultés rencontrées pour montrer la
convergence du schéma combiné sontle couplage et la nature du schéma volumes
finis utilisé (dont la performance dépend de la qualité du maillage et de 1’approxi-
mation de la vitesse) ainsi que la prise en compte de anisotropie des hétérogéinétés
qui se traduit mathématiquement par la discontinuité des parametes physiques. Les
premiers schémas éléments finis mixtes-volumes finis développés sont dis a [57] et
[99] pour un écoulement diphasique mais sans aucun résultat de convergence. Tou-
jours dans le cas diphasique, on trouve dans [5] un résutat de convergence pour
une équation de convection-diffusion dégénéré sans prise en compte du couplage
via le term de convection et la viscosité. D’autres résultats de convergence pour
un schéma combiné entre éléments finis mixtes et éléments finis discontinus ont été
abordés dans [32] et [53]. Dans [10], on peut trouver un résultat de convergence
d’un schéma éléments finis mixtes-volumes finis pour un systéme non linéaire de
type parabolique-hyperbolique. Pour un probleme modeéle simplifié, des résultats
de convergence, a ’aide d’estimations a priori, pour un schéma combiné entre une

méthode éléments finis mixtes et des volumes finis pour un écoulement immiscible
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sont donnés dans [94]. Récemment, Ohlberger, [95], [94], [96] et [98], a présenté des
résultatsd’estimation a posteriori d’erreur, pour une équation de convection-diffusion
non linéaire avec deuxtypes de schémas volumes finis “vertex centred” et “cell cen-
tred”. De plus dans [97] il a traitéle systéme couplé entre une équation qui décrit
’écoulement (loi de Darcy) et une équation de transport.Pour approcher ce systéme,
il a utilisé la méthode des éléments finis mixtes pour discrétiser I’équationrégissant
I’écoulement et un schéma volumes finis de type “vertex centred” implicite en temps,
pour approcher ’équation du transport.

Le plan de ce mémoire est organisé comme suit :

Dans le chapitre 2, nous présentons le modele mathématique décrivant ’écoulem-
ent et le transport en milieu poreux. Il revient d’abord sur la description du milieu
poreux et ses caractéristiques physiques (porosité, viscosité, perméabilté...), il est
ensuite consacré a la définition des lois de I’écoulement en milieu poreux et les
mécanismes de transfert de matiere. L’effet de I’hétérogénéité physique du milieu
poreux sur le transport non conservatif est rappelé. Ces différents rappels nous per-
mettent finalement de définir plus précisement le modele mathématique régissant
les écoulements miscibles et incompressibles en milieux poreux hétérogenes. Des
résultats d’existence et d’unicité de la solution sont rappelés. Enfin nous présentons
quelques notions sur les schémas volumes finis utilisés dans le cas d’un maillage
structuré ou non structuré. Trois problemes seront traités : probleme hyperbolique,
probléme elliptique et probléeme de type convection-diffusion.

Le chapitre 3 est consacré a ’analyse numérique d'un schéma combiné éléments
finis mixtes et volumes finis. La méthode des éléments finis mixtes est utilisée pour
discrétiser I’équation en vitesse-pression (1.1) et le schéma volumes finis est utilisé
pour approcher I’équation de convection-diffusion-réaction (1.2). Le schéma volumes
finis considéré est de type ”vertex centred” semi-implicite en temps : explicite pour
la convection et implicite pour la diffusion. On utilise un schéma de Godunov pour
approcher le terme convectif et une approximation élément finis P; pour le terme
de diffusion. Nous montrons des résultats de stabilité L*°, des estimations BV et
le principe du maximum discret sous une condition CFL appropriée. On montre
ensuite la convergence faible de la solution dans L*°(Q) faible *, et par des résultats
de compacité on a la convergence forte dans L?(Q). Afin de montrer la convergence

de la solution couplée approchée, obtenue par le schéma combiné, vers la solution
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du probleme (1.1)-(1.2), nous étudions tout d’abord un schéma découplé éléments
finis mixtes, en donnant des résultats de convegrence pour la solution mixte, enfin
le processus de la convergence du schéma combiné est obtenu par passage a la limite
dans la formulation variationnelle faible de 1’équation discréte de (1.2) et par unicité
de solution du probléme continu (1.1)-(1.2).

Dans le chapitre 4, nous présentons des simulations numériques pour les schémas
traités au chapitre 3 pour des maillages non structurés en 2D. Pour cela nous avons
développé un code de calcul en 2 dimensions, MFlow, écrit en C++. Le code
MFlow permet donc de résoudre un systeme couplé formé d’une équation ellip-
tique (1.1) discrétisée par une méthode d’éléments finis mixtes hybrides et d’une
équation parabolique linéaire de type diffusion-convection-réaction (1.2), discrétisée
par une méthode de volumes finis de type ”vertex centred” semi-impliciteen temps.
Pour la résolution des systemes linéaires obtenus, le code MFlow utilise lesprocédures
de la bibliotheque LASPack, ou les solveurs sont LU, GC et GMERS avec des
préconditionneurs ILU et SSOR. Dans le premier test, on valide notre code sur un
domaine homogene isotrope. Le deuxiéme test est également académique, il s’agit
d’une coupe 2D d’un réservoir fracturé fortement hétérogene avec un fort contraste
de perméabilité. Dans le troisitme test “Labyrinthe” [106], nous allons présenter
des simulations numériques pour lesquelles le terme de convection domine le terme
de diffusion dans lI’équation de concentration. Comme tests réalistes, nous avons
choisi I’exercice proposé par I’Andra Couplex1 ([25]) et I’exercice Franco-Allemand
Regime proposé par I'TRSN et GRS. Ces deux tests rentrent dans le cadre de la
modélisation de la migration de radionucléides autour d’un stockage en formations
géologiques profondes. Le dernier test est consacré a 1’étude par homogénéisation
(par passage micro-macro) du comportement macroscopique du transport d’un so-
luté en milieux poreux hétérogene, en effectuant des simulations numériques sur un
domaine périodique héterogene et homogene.

Dans le chapitre 5, Nous étudions des estimateurs d’erreur a posteriori de type
résiduel pour une équation de convection-diffusion-réaction pour un schéma VF de
type ”vertex centred” implicite en temps. Nous introduisons deux sortes d’indica-
teurs. Le premier est local en temps et en espace et constitue un exellent outil pour
I’adaptation du maillage a chaque pas de temps. Le second est global en espace

mais local en temps et peut étre utilisé pour I’adaptation en temps. Nous mon-
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trons que l'erreur entre la solution exacte et la solution discrete en temps et en
espace est bornée supérieurement par ces indicateurs d’erreurs et les données des
problemes. Nous obtenons ainsi des estimations a posterior:i optimales. Ces résultats
sont confirmés par des tests numériques d’adaptations de maillages qui donnent une
bonne répartition des erreurs locales.

Enfin, en plus de la réalisation du code de calcul 2D, MFlow, décrit précédemment,
nous avons participé a la réalisation de la plate-forme Homogenizer++. Dans le cadre
du GdR MoMaS (Modélisations Mathématiques et Simulations numériques liées aux
problemes de gestion des déchets nucléaires : http ://momas.univ-lyonl.fr/), une
plate-forme, Homogenizer [9], de calcul numérique des coefficients effectifs obtenus
par des méthodes asymptotiques d’homogénéisation de mise a 1’échelle (perméabilité
absolue, perméabilités relatives, pression capillaire, dispersion, etc.) pour des écoulem-
ents mono ou multiphasiques en milieux poreux a été développée. Cette plate-forme
en Java est basée sur une Interface Homme Machine conviviale et utilisée comme
un pré-processing a des simulations numériques d’écoulements en milieux poreux
hétérogenes. L’enjeu du logiciel est de mettre a disposition des partenaires du GdR
des outils informatiques de mise a 1’échelle, simples a utiliser. Cette deuxieme ver-
sion, gratuite disponible sur http ://lma.univ-pau.fr/accueil/. Elle est constituée de
trois modules :

— Mise a I’Echelle des Perméabilités Absolues : ce module permet d’obtenir la
perméabilité effective pour un écoulement monophasique ou diphasique mis-
cibles ou immiscibles dans un milieu poreux hétérogéne a un seul type de
roche. Dans ce cas, le calcul des parametres effectifs nécessite la résolution
de problemes locaux sur les mailles grossieres. Pour ces modeles, ce sont
des équations elliptiques du second ordre du type loi de Darcy. Ce module
consideére trois types de Conditions aux Bords (CB) : périodiques, linéaires
(homogénéisation stochastique) et confinées. Les méthodes numériques uti-
lisées sont de type Eléments Finis Conformes (EFC) et Eléments Finis Mixtes
hybrides (EFM). Il permet d’obtenir les parametres effectifs dans les cas sui-
vants :- perméabilité absolue avec des CB périodiques en 2D et 3D par EFC.-
perméabilité absolue avec des CB linéaires en 2D par EFC et EFM.- perméabilité
absolue avec des CB confinées en 2D par EFC et EFM.- perméabilité absolue

avec des CB périodiques en 2D par EFC pour un milieu fracturé.
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— Mise a I’Echelle des Permabilités Absolues et Relatives & Pressions Capil-
laires : Ce module développé par [24] permet d’obtenir les caractéristiques
effectives pour des écoulements diphasiques. La version actuelle permet de
traiter des problemes en 2D et 3D, la discrétisation des problemes locaux est
réalisée par une méthode EFC.

— Mise a I’Echelle de la Dispersion : ce module développé par [8] permet le
calcul numérique de la dispersion effective pour un modéle monophasique (cf.
[23]). Dans ce cas, les problémes locaux sont donnés par un systeme couplé fai-
sant intervenir une équation elliptique et une équation de diffusion-convection.
Une méthode des volumes finis est utilisée pour I’approximation numérique du
syteme.

Notre contribution dans cette partie était de réunir les trois modules ensemble sous
le méme environnement en proposant une interface graphique,réaliser des tests de
validation, rédiger un manuel d’ulisation et enfin ’installation de la plate-forme sur
le serveur du Laboratoire deMathématiques Appliquées de I’Université de Pau et
des Pays de ’Adour (http ://lma.univ-pau.fr/accueil /).
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Chapitre 2

Modélisation Mathématique et
Numérique des Ecoulements

Miscibles en Milieu Poreux

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a la description des équations qui modélisent
des écoulements miscibles en milieux poreux hétérogenes. Ces équation sont liées a
I’hydrodynamique d’écoulement et a la physico-chimie des milieux poreux. [.’écoulement
hydraulique est régi par la loi de Darcy et une équation de continuité (cf. [16]). Le
transfert de masse qui est associé au mouvement de ’eau est décrit par ’équation
classique de convection-diffusion-réaction. Le probleme qui nous intéresse est donc
modélisé par un systéme couplé composé d’une équation elliptique (écoulement :
pression-vitesse) et d’une équation parabolique de type convection-diffusion-réaction
(transport : concentration). Le modeéle mathématique retenu prend en compte les
hétérogénéités du milieu poreux. Notre objectif ici n’est pas d’étudier la théorie de
I’hydrogéologie et le transfert, mais seulement d’en rappeler les lois de comportement
de l’écoulement, ainsi que I’origine physique des parametres (perméabilité, porosité,
viscosité, ...) qui apparaissent dans le modéle mathématique que nous allons traiter
dans la suite de ce travail. Pour une présentation complete de la théorie, le lecteur

pourra se reporter par exemple a ([22], [87], [58], [17] et [19]).
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2.1. Caractéristiques d’un milieu poreux

2.1 Caractéristiques d’un milieu poreux

2.1.1 Types d’eau

L’hydrodynamique considere deux types d’eau en milieu poreux saturé :
e ’eau de gravité qui représente la fraction mobile de ’eau du sol et contribue acti-
vement aux transferts de matiere en solution et en suspension,
e l'eau de rétention, immobile, qui constitue le principal milieu réactionnel des
phénomenes de solubilisation et insolubilisation organo-minérales.
L’eau de rétention est absorbée par la roche. Elle comprend 1’eau hygroscopique et
I’eau capillaire. L’eau gravitaire remplit I’espace libre des pores, obéit a la force de

gravité et transmet la pression hydrostatique.

2.1.2 Masses volumiques

La masse volumique apparente humide, ou totale, d’'un milieu poreux, est ex-

primée par :

ou M, est la masse totale du solide humide et V; le volume total du solide humide.
La masse volumique apparente seche est le rapport de la masse seche M, et du

volume total V; :
M,

A

La masse volumique réelle du solide est définie par :

Pa

ou V; est le volume de solide sec.

2.1.3 Porosité

Les eaux souterraines se trouvent dans les pores des sédiments et des roches, ou
encore dans les fractures de la roche. On appelle porosité le volume des vides par
rapport au volume total d’'un matériau, roche ou sédiment. La porosité s’exprime

en pourcentage. En hydrogéologie, on considere principalement la porosité efficace
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2.2. Ecoulement en milieu poreux

(¢e) ou cinématique (¢.), plutot que la porosité totale (o).

e La porosité efficace (¢.) est le rapport du volume d’eau gravitaire, qu’un milieu
poreux peut contenir en état de saturation puis libérer sous l'effet d’un drainage
complet, a son volume total. Elle est exprimée en pourcentage.

e La porosité cinématique (¢.) est le rapport de la vitesse de déplacement moyenne
de I'eau en mouvement dans un milieu perméable, déterminée expérimentalement
(notamment par tragage), a la vitesse de filtration (de Darcy). En fait il s’agit de la
teneur en eau mobile ou du rapport entre le volume des vides, réellement parcourus

par 'eau en mouvement, au volume total (saturé ou non saturé).

2.1.4 Perméabilité

La perméabilité est une caractéristique physique qui représente la facilité qu’a un
matériau a permettre le transfert de fluide au travers d’un réseau connecté, sous I’ac-
tion d’un gradient hydraulique. Elle exprime la résistance du milieu & ’écoulement
de 'eau qui le traverse, par I'influence de la viscosité. Elle est reliée a la dimension
et la connection des pores entre eux. Elle est définie par la loi de Darcy sous la forme

suivante : ou
k= A(Ap/As) (2.1)

ou

Q : le débit du fluide qui s’écoule [L3T 1],

- la viscosité du fluide [M L1771,

A : Daire de la section traversée par le fluide [L?],

Ap/As : la variation de la pression par unité de longeur, [M L=2T 2.

Cette quantité représente le volume d’eau gravitaire [L3] traversant en une unité

de temps une unité de section [L?] orthogonale & la direction de 1’écoulement sous

I’effet d'une unité de gradient hydraulique. Elle a la dimension d’une vitesse.

2.2 Ecoulement en milieu poreux

Avant de donner les différentes lois qui régissent le comportement du fluide en

mouvement, nous allons tout d’abord décrire macroscopiquement un milieu poreux.
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2.2. Ecoulement en milieu poreux

2.2.1 Milieu poreux

Un milieu poreux est un assemblage de grains séparés par des vides, qui porte
une forte densité des hétérogénéités. Ces vides et ces grains sont petits a 1’échelle
réelle. Dans le cas ot la distinction entre les grains et les vides ne peut se faire qu’a
I’échelle microscopique, le milieu est qualifié de milieu finement divisé. Dans ce type
de situation, le milieu poreux constitue une tres grande partie des aquiferes. A I'op-
posé, on trouve une autre catégorie qu’on appelle milieu fracturé, ou la description
de ce dernier permet de distinguer d’une fagon claire la matrice rocheuse et les vides
éventuellement occupés par I'eau : ce sera le cas des milieux peu fissurés. Cette
notion est liée a celle de Volume Elémentaire Représentatif (VER). En effet, les
composites d’un milieu poreux sont, bien entendu, des matériaux hétérogenes. Lors
de la détermination des propriétés du composite, la prise en compte de I’ensemble
de ces hétérogénéités constitue une tache insurmontable. Il s’avere donc indispen-
sable d’idéaliser le milieu en le considérant comme continu et donc en moyennant
ses propriétés a une certaine échelle en fonction de la microstructure. On parle alors
d’homogénéisation du composite et les propriétés sont moyennées sur un VER. Ce
dernier doit étre suffisament petit pour prendre en compte la structure microsco-
pique du matériau et suffisament grand pour décrire le comportement global du
matériau. Pour les formations géologiques rencontrées on peut citer :

- les formations dites perméables qui constituent les aquiferes et qui autorisent une
circulation aisée de ’eau de telle sorte qu’il soit envisageable de la mobiliser grace
a des captages,

- les formations dites imperméables qui, bien que pouvant contenir une grande quan-
tité de fluide, n’en permettent que tres difficilement la mobilisation,

- les formations de type intermédiaire, souvent qualifiées de semi-perméables, dans
lesquelles 'eau est localement difficilement mobilisable, mais a travers lesquelles des

transferts sont possibles a ’échelle locale entre les formations aquiferes.
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2.2. Ecoulement en milieu poreux

2.2.2 Principe de conservation de la masse

La conservation de la masse du fluide en mouvement sur chaque VER est ex-
primée par ’équation dite équation de continuité :
9(¢p)

—5 +div (p7) = of, (2.2)

qui met en jeu les grandeurs macroscopiques suivantes :

- p : masse volumique de 'eau [M L™3],

- ¢ : porosité totale (sans dimension),

- f : débit volumique d’eau prélevée (ou injectée) par unité de volume de VER
71,

- ¢ : vitesse de filtration de I’écoulement (vitesse de Darcy) [LT '] exprimant la
vitesse fictive d’'un fluide qui percolerait a travers le milieu en occupant I’espace
(pores + grains) au lieu de n’occuper que les vides.

Si le milieu poreux est indéformable, la porosité ¢ est indépendante du temps et si
on suppose que la masse volumique p ne dépend que de la pression p, on a

O(¢p) _ O(¢p)Op _ s0p

ot op ot got’

ou s = g%ﬁf) [L71] est le coefficient d’emmagasinement spécifique qui représente
la capacité du milieu poreux a libérer du fluide sous I'effet d’'une diminution de la
pression et g est I'accélération de la pesanteur [LT2].

En introduisant cette derniere expression dans 1’équation (2.2), on obtient une forme
de I’équation de continuité en fonction de la pression. Si ’on admet que la variation
spatiale de la masse volumique est négligeable, en simplifiant par p, I’équation de

continuité (2.2) se simplifie, donc, et s’écrit sous la forme :

oh .
s— +div (¢) = f, (2.3)
ot

ol h est la charge hydraulique liée & la pression p par (cf. [16]) :
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2.2. Ecoulement en milieu poreux

ou z est la cote définie selon un axe vertical ascendant [L].

L’équation (2.3) est la forme la plus courante de I’équation de continuité. Elle permet
de lier la variation temporelle de la charge et la variation spatiale de la vitesse de
Darcy. En régime permanent, la charge ne varie pas avec le temps. L’équation (2.3)

se réduit sous la forme :

div (¢) = f. (2.4)

2.2.3 Equation du mouvement : loi de Darcy

La loi de Darcy issue de I'expérience de Henri Darcy en 1985 exprime, dans
le cadre du modele macroscopique, la relation fondamentale de la mécanique des
fluides. Elle exprime la vitesse de filtration en régime permanent ou transitoire en
fonction du gradient de la charge hydraulique. Pour un fluide compressible, la for-

mulation la plus courante en hydrogéologie revét la forme suivante :

7= —%(Vp +pgV2), (2:5)
ou
7 : la vitesse de Darcy [LT™'],
p - la viscosité dynamique du fluide [M LT,
k : la perméabilité intrinseque du milieu [L?],
p : la pression [ML™1T~2],
p : la masse volumique du fluide [L?],
g : Vaccélération de la pesanteur [LT 2|,
z : la cote définie selon un axe vertical ascendant [L].

On note par h la charge hydraulique macroscopique définie par la relation h =
:49 + z. Lorsque la masse volumique p peut étre considérée comme constante, la
charge s’identifie au niveau piézométrique. La charge attachée a un VER est alors
matérialisée par la cote de la surface libre de ’eau dans un tube ouvert dont 'orifice
inférieur pénetre dans ce VER (piézometre). La cartographie du champ h au sein
d’'un aquifere constitue la carte piézométrique d’une nappe. La charge, ou niveau
piézométrique, s’exprime habituellement en meétres d’eau. La loi de Darcy (4.1) se
réécrit sous la forme simple :

¢d=—KVh, (2.6)
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2.3. Transfert de matiére

ou K = % [LT~'] est le coefficient de conductivité hydraulique ou perméabilité du
milieu poreux relativement & 1’écoulement d’un fluide donné (I’eau dans le cas qui
nous intéresse). Dans le cas ou le milieu poreux est isotrope ou bien si 1’écoulement
est unidirectionnel les perméabilités sont des scalaires. Dans le but de rendre compte
I’anisotropie du milieu poreux, la perméabilité est considérée comme un tenseur
symétrique.

Les deux équations (2.4) et (2.6) constituent la base de la plupart des modeles
d’écoulement en milieu poreux lorsque la masse volumique du fluide est supposée

constante et uniforme.

2.3 Transfert de matiére

Les mécanismes fondamentaux de transfert de la matiere sont la convection, la
dispersion et l'interaction entre la fraction mobile et la fraction immobile du milieu
(& ce propos voir [50]). Il y a deux types de transports : conservatif et non conservatif.
Le transport conservatif d’une espéce met en oeuvre les mécanismes de convection
et dispersion en respectant la loi de conservation de la matiere : aucune molécule
du soluté n’est retenue lors de son passage dans le sol. Le caractére non conservatif
du transport est lié aux mécanismes d’intéractions entre la phase immobile (matrice
solide et eau liée) et les éléments transportés (pour plus de détails voir [87]). Ce qui
conduit a introduire un terme source/puits dans la loi de conservation de la matiére
au cours du transport. Ce terme traduit l'effet des mécanismes d’intéractions en

exprimant de maniere globale les phénomenes de sorption.

2.3.1 Meécanismes de convection

La convection est le déplacement des particules sous I'influence du mouvement du
milieu dont celles-ci font partie. Le mouvement du milieu peut étre di a un gradient
thermique ou mécanique. Dans notre cas, la loi de Darcy décrit le transport de
soluté par le mouvement général de I’eau en zone saturée a la vitesse constante ¢. Le
flux convectif du soluté (au travers d’une surface unitaire perpendiculaire au sens

de I’écoulement) s’exprime par le produit de la concentration ¢ et de la vitesse de
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2.3. Transfert de matiére

déplacement ¢ :
F.=qc

olt ¢ [ML3] est la concentration du soluté en solution, i.e. , rapport de la quantité

de soluté exprimée dans une unité quelconque au volume du liquide.

2.3.2 Meécanismes de dispersion-diffusion

La dispersion recouvre I’ensemble des phénomenes mécaniques et physico-chimiques
provoquant 1’éloignement dans le temps et dans ’espace de particules initialement
voisines. En milieu poreux, on distingue dans les mécanismes de dispersion liés au
déplacement d’une solution
e la diffusion moléculaire ;

e la dispersion cinématique.

La diffusion moléculaire est un phénomene physique provenant de ’agitation moléculaire.
Elle est liée aux caractéristiques du produit en solution. La dispersion cinématique
exprime la non uniformité de la distribution de vitesse d’un fluide s’écoulant a tra-
vers un milieu poreux. Elle dépend des caractéristiques de 1’écoulement.

Diffusion moléculaire :

Sous I'influence de I’agitation moléculaire, les particules migrent des zones de fortes
concentrations vers les zones de faibles concentrations. Pour un milieu liquide im-
mobile, les atomes ou les molécules d’un élément ou d’un composé chimique, dis-
sous dans ce milieu, sont soumis au phénomene de difusion, qui transforme une
hétérogénéité locale de concentration en une concentration homogene dans tout
le milieu considéré. Dans un sol saturé, la diffusion est le mécanisme qui stocke,
réversiblement, dans des compartiments ou l’eau est immobile et piégée, des ions,
qui, par ailleurs, circulent rapidement dans des pores continus. Ce phénomeéne en-
gendre un flux de matiere décrit par la loi de Fick. Cette loi exprime le fait que le
flux de matiére transportée par unité de surface, F; [M L~2T~'], est proportionnel
au gradient de concentration de la substance. Ce flux est mesuré normalement a la
surface et il est donné par :

fd = —Dmoch, (27)

ou

- Dy le coefficient de diffusion moléculaire en phase fluide [L2T~!]
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2.3. Transfert de matiére

- ¢ : la concentration massique [M L73].

Le signe négatif dans I’équation (2.7) montre que la diffusion a lieu dans la direction
opposée au gradient de la concentration. Ceci constitue la premiere loi de Fick. En
milieu poreux, on admet généralement que la méme loi s’applique.

Dispersion cinématique :

Contrairement a la diffusion, qui se produit par ’agitation thermique des particules
dont la solution tend a une homogénéisation de la concentration, méme si le solvant
est macroscopiquement immobile (I’absence de mouvement convectif), la dispersion
est 'ensemble des phénomenes qui contribuent au déplacement relatif, les unes par
rapport aux autres, des molécules des corps dissous (ou en suspension), quand le
solvant (fluide vecteur) est en mouvement. Le milieu poreux lui-méme (ainsi que
ses caractéristiques géométriques, physiques et chimiques) est 1’'un des parametres
globaux qui influencent le systéme dispersif. En effet, les hétérogénéités microsco-
piques de la vitesse des parcelles fluides circulant au sein du VER, qui sont négligées
par la présentation macroscopique de 1’écoulement selon la loi de Darcy, contribuent
également au mélange, et ceci d’autant plus que le mouvement convectif est impor-
tant. On admet généralement que D.;, est proportionnel a la vitesse intersticielle de
I'eau :

Dein = A, (2.8)

ou

- 7 : la vitesse intersticielle ou vitesse de pores [LT '], définie par :

—

q
bc’

U=

(2.9)

- A : la dispersivité [L], coefficient déterminé de maniére empirique.
Il est possible de modéliser la dispersion totale en exprimant (loi de Fick) que le flux

dispersif Fp est proportionnel au gradient de concentration du soluté :
Fp=-D;Vc (2.10)

olt Dg = D, + Dy est le coefficient de dispersion hydraulique [L2T~'].
La vitesse interstitielle de I’eau n’est qu'une valeur moyenne sur un VER a ’échelle

du pore, plusieurs phénomeénes peuvent intervenir pour varier localement cette vi-
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2.4. Modeéles de transfert

tesse. Les filets fluides doivent contourner les grains par des cheminements de lon-
geurs différentes, ce qui crée des avances ou des retards de certaines particules par
rapport a la vitesse moyenne, d’oll une dispersion longitudinale et un étalement
transversal des trajectoires (dispersion transversale). Le caractére anisotrope du
phénomene est pris en compte par une forme tensorielle du coefficient de disper-
sion. En tenant compte de ces parametres, le tenseur de dispersion hydraulique

s’écrit (voir, p.e., [17]) sous la forme suivante :

g, 0 0
Di=1q| 0 ar 0 |+dol, (2.11)
0 0 (0% 4

ou ar, [L] et ar [L] sont les dispersivités intrinseéques longitudinale et transversale
respectivement. Le second terme correspond a la diffusion moléculaire. Il est utile
de rappeler que, dans la plupart des cas lors d’études de transfert de solutés, la

diffusion moléculaire est négligeable par rapport a la dispersion cinématique.

2.4 Modéeles de transfert

Comme on ’a déja signalé dans le paragraphe précédent, il y a deux types de
transfert, a savoir conservatif et non conservatif. Nous présentons ici les équations

correspondant a chaque cas.

2.4.1 Transport conservatif

Le flux total du soluté dii aux mécanismes physiques de transport conservatif

(ou non réactif), qui sont la convection et la dispersion, s’écrit sous la forme :
Fr=Fc+ Fp=gc— (Dch). (2.12)

Il est a noter que la décomposition du transfert en terme convectif, représentant le
déplacement moyen, et en terme dispersif, intégrant les effets des hétérogénéités, est

arbitraire. Le role respectif de chacun des termes dépend essentiellement du degré
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2.4. Modeéles de transfert

de finesse avec lequel le milieu poreux peut étre décrit (voir [75] et [87] pour plus de

détails).
Le principe de continuité s’exprime :
(e )
(gtc) +div (Fr) = 0. (2.13)

Cette équation est dite équation de convection-dispersion.

2.4.2 Transport non-conservatif

Les mécanismes d’interactions entre la phase immobile (matrice solide et eau
liée) et les éléments transportés peuvent rendre la migration des solutés au sein du
milieu poreux non conservative ou réactive. Il convient alors d’introduire un terme
source/puits dans la loi de conservation de la matiére au cours du transport. Le
terme source traduit ’effet des mécanismes d’interaction en exprimant de maniere

globale les phénomenes de sorption :

9(¢cc)
ot

+ div (fT) = fs, (214)

ou f, est le terme source.

Interactions physico-chimiques :

Durant la migration des solutés, certains éléments peuvent se fixer sur les parti-
cules minérales (phénomene de sorption). Ce phénomeéne ralentit le déplacement des
contaminants. La sorption peut étre prise en compte par 'introduction d’un coeffi-
cient de retard qui correspond a un coefficient multiplicateur du temps de transfert.
Dans le cas ot la sorption est réversible, instantanée et suit une loi linéaire en fonc-

tion de la concentration, le coefficient de retard est défini de la maniere suivante :

1—9

R=1+
Pe

pst

ou (1 — ¢.)p. est la masse de solides dans une unité de volume du milieu poreux
et Ky le coefficient de distribution, il est fonction du contaminant et de la nature
du milieu poreux. On note que R > 1 et s’il n’y a pas de sorption alors R = 1. On

introduit le coefficient de retard dans 1’équation (2.14) on trouve :
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de
ot

Décroissance radioactive :

¢e R— + div (—Dyq - Ve + gc) = fs. (2.15)

Par unité de volume de la masse liquide, une masse égale a Lc de noyaux radioactifs
disparait, L étant la constante de décroissance radioactive. Pour ramener cette masse
a l'unité de volume du milieux poreux, on la multiplie par la porosité ¢.. Comme
il y a aussi désintégration des noyaux qui ont été adsorbés, la masse est de plus
multipliée par le coefficient de retard R. Si on prend en compte la décroissance

radioactive dans 1’équation (2.15), on obtient :

¢CR% +div (—D4q- Ve + ge) + Lo Re = fs. (2.16)

2.5 Conditions aux limites et conditions initiales

Dans le cadre de nos préoccupations, notre probleme est modélisé par un systeéme
composé d’une équation elliptique et d’une équation parabolique sous la forme sui-

vante :

o —@Vp
{ div 7= (2.17)
(I)(x)% — div (D(z, Ve — o) + Rz)e = fo(w,1) (2.18)

La description des conditions aux limites et des conditions initiales permet la fer-
meture de ce probleme, en donne un sens physique de la structure et en conditionne
fortement la validité. Par exemple le bilan d’un aquifere ou d’un réservoir s’établit
toujours a travers les limites. Donc il est avantageux pour la repésentativité du
modele que les limites du domaine d’étude coincident avec des limites physiques
ou la description des flux puisse étre effectuée de maniere conceptuelle a partir des
observations sur le terrain. Ici, pour étudier le probleme (2.17) et (2.18), il faut
spécifier les conditions aux limites et initiales pour les modeles d’écoulement (2.17)

et pour le modele de transfert de matiere (2.18).
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2.5.1 Cas des modéles de 1’écoulement

Pour étudier les équations décrivant I’écoulement il faut donner les caractéristiques
qui expriment I’état initial (t=0) et les conditions aux limites associées. Il y a deux
types de conditions aux limites a regarder qu’il est possible de combiner entre elles :

- Condition de Dirichlet : la pression est imposée sur les frontieres concernées :

p(z,t) = po(z, 1), (2.19)

ou pg est une fonction connue.

Ce type de condition aux limites est, en général, nécessaire pour assurer I'unicité de
la solution. Les situations naturelles qu’on peut trouver pour ce genre de conditions,
sont variées et concernent plusieurs degrés d’échelle de la modélisation. Il peut s’agir
d’un plan d’eau libre (lac, réservoir, cours d’eau, etc.), d’un contact de la nappe avec
une riviere, d’un seuil autorisant le déversement d’une nappe (source).

- Conditions de Neumann : Il s’agit d’'imposer des débits a la frontiere. Elles s’ex-

priment par :
g.n = qo(x,1), (2.20)

ol 7 est la normale unitaire a la frontiere, gy est une fonction connue. Ces conditions
peuvent étre : des puits d’injection, de production ou de prélevement a travers les
frontieres, un flux nul au long d’une partie imperméable.

- Conditions mixtes : pression imposée avec limitation du débit. L’existence d’une

condition de pression imposée peut créer un échange de flux quelconque entre I'aquifere
et le milieu extérieur, ce qui peut, dans certains cas, ne pas correspondre au com-
portement réel du systeme. Dans ce cas le flux aux limites est décrit en fonction de

la pression, sous la forme combinée :

q.n=gr(x,t)p+ fr(z,t), (2.21)

ou fr et gr sont des fonctions connues.
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2.5.2 Cas des modéles de transfert

Dans notre cas, les conditions aux limites associées au probléeme de transfert
peuvent étre :
- conditions de Dirichlet : concentration imposée (¢(xg,t) = c),
- conditions de Neumann : flux dispersif imposé (D(z,t)Ve.7i = ¢1) sur v1),
- conditions mixtes : flux total imposé (D(x,t)Ve.ii + §.7ic = ¢p sur ),

et les conditions initiales sont données pour ¢ a (¢ = 0).

2.6 Modele mathématique

Nous décrivons ici le modele mathématique que nous allons traiter par la suite.
Soit 2 un ouvert polygonal de frontiere 02 = I' et J =|0,7[. On s’intéresse au
modele d’écoulements miscibles en milieux poreux donné par le systéme suivant :

Equation en vitesse-pression :

q= —I;((f))Vp dans Qx]0, T
divg=0 dans Qx]0, 7| (2.22)

q.ii|l'y = —qo; 7Ty =0; p[l'3=py sur]0,T]
Equation en concentration :

@(m)% —div (D(z,q)Ve — ¢q) + R(xz)c = f(z,t)  dans Qx]0,T]|
cll'y =¢1; DVeidilly =0; (DVe—cq).qiil's =cy sur |0, 7] (2.23)
c(x,0) = co(w) sur €2

ol la frontiere I' est composée de trois parties telles que I' = T; UT, UTs, p et ¢ sont
la pression et la vitesse de Darcy du fluide, ® et K sont la porosité cinématique et la
perméabilité absolue du milieu poreux. La viscosité du fluide p est une fonction non
linéaire de la concentration ¢ de la phase et elle peut s’écrire sous la forme suivante :
p(e) = p(0)(14+ (M4 =1)e)™*, c€[0,1], 00 M = % est le rapport de mobilité. f
est le terme source et R est le facteur de retard. gy est le flux imposé sur I'y et pgy est
la pression donnée sur I's. ¢; est la concentration donnée sur I'y, ¢y est le flux total

donné sur I's. ¢y est la concentration initiale. Le tenseur de diffusion-dispersion D

26



2.7. Existence et unicité de solution

est donné par :
D(z,q) = ded + |ql[cwE(Q) + a(I — E(q))]

avec E;;(q) = %, d. est le coefficient de la diffusion moléculaire effective, a; et oy

sont les dispersivités intrinseques longitudinale et transversale respectivement.

2.7 Existence et unicité de solution

De nombreux auteurs se sont intéressés a l’analyse mathématique du modele
d’écoulements miscibles décrit dans le paragraphe précédent. Dans ce qui suit nous
donnons quelques références. Dans le cas monodimensionel, on trouve dans [104] un
résultat d’existence et unicité, en supposant que la viscosité du fluide ne dépend
pas de la concentration. Une extension en trois dimensions a été traitée par [89]
mais dans le cas stationnaire. Nous reférons a [66] et [65] pour d’autres résultats
d’existence et unicité. En tenant compte du couplage via la viscosité qui dépend
de la concentration, un résultat d’existence et unicité est donné dans [70] mais
seulement en deux dimensions. Tous les résultats théoriques obtenus dans [104],
[89] et [70] sont étudiés avec des conditions aux bords de type Neumann homogene
et sans effets de la gravité. En se basant sur le travail effectué dans [7] pour un
systeme elliptique-parabolique quasi-linéaire, I’existence d’une solution faible avec
des conditions aux bords variées et en tenant compte de l'effet de la gravité a été
montré dans [36].

Formulation variationnelle du probleme (2.22)-(2.23) :

Tout d’abord, nous rappellons les hypothéses suivantes pour avoir 1’existence d’une

solution faible du probleme (2.22)-(2.23).

H;) Q est un ouvert borné polygonal de R, 1 < d < 3, Q = Qx]0,T7.

Hy) € L*(Q),0<d < P(z) <Pt <1 p.p. dans Q.

H3) co € L®(Q), 0 < co(x) <1 p.p. dans Q, R € L>*(Q), R(x) > 0 p.p. dans Q.

H,) D et K sont des tenseurs uniformément bornés, symétriques et définis positifs.
5) ¢€ H(div,Q), 7€ (L*(R2))? p.p. dans |0, T].
)
)
)

=

HG f € LOO[‘L L2(Q)]7 f(.T,t) Z 0 P-b- dans Q
+

7) 1 est une fonction continue lipschitzienne telle que, 0 < p— < p(e) < pt,

H
Hg

(
(
(
(
(
(
(
( si I's = (), alors frl gods = 0.
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(H9) o € LOO[J? H_1/2(F1)]a Po € Loo[Ja Hl(Q)]’ (SIS L2[Ja W1,4(Q)]a c2 €
L?[J, H'2(T3)], 0 < ¢, ¢ < 1.

On note par Xy, V et W les trois espaces suivants :

Xo={5€ H(div,Q); A =0 sur Iy} (2.24)

V= {UEHl(Q); v|l3=0, siTy =1 /vdmzo} (2.25)
Q

W ={veH (), v[l[5=0}, (2.26)

Théoréme 2.1 Sous les hypothéses (Hy) — (Hy), le systéme (2.22)-(2.23) admet

une solution faible (p, q, c) qui vérifie la formulation variationnelle suivante :

Jo K1 (@)u(c)3.3dQ — [op div §dQ = — [;. po 87ids V5 € L®[J, Xy

Jov div §dQ =0 Vv € L®[J, L*(Q)]
(2.27)

Jo —lécvi + (c§ — D(z,9)Ve). Vo] dtdr + [, Rv dzdt =

Jo fvdudt — [ dcov d V ve L?[J, W(J)]
(2.28)

ou W(q) est défini par :
W(@)={veW; (D(@Vwv,Vv) < +oo}. (2.29)

Preuve : Voir ([36], Théoreme 2.1).

2.8 Quelques références biliographiques sur les méthodes

numériques

L’approximation numérique des équations aux dérivées partielles (edp) modélisant
les écoulements miscibles en milieux poreux est un probleme important en pratique.
. Plusieurs méthodes numériques peuvent étre utilisées pour résoudre ces équations.
Parmis les premiers schémas développés, on peut citer les différences finis (DF) et les
éléments finis (EF) (voir, p.e., [103], [110], [52], [12]). Ces schémas sont peu satisfai-

sants car ils sont non conservatifs. De maniere précise, il n’y a pas de conservation
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de flux au niveau de I’élément. Ces schémas sont en effet congus pour résoudre
le probléme en donnant comme résultat la fonction d’état, par exemple dans le
probléme qui nous intéresse, la pression. La vitesse de ’écoulement est donc déduite
par différenciation de la variable d’état. Ceci génere des erreurs supplémentaires
notamment en milieu fortement hétérogéne. Comme 1’équation en pression-vitesse
et I’équation en concentration sont couplées via le terme de convection, une bonne
approximation de la vitesse est indispensable dans la simulation numérique du trans-
port. D’ou 'apparition des méthodes éléments finis mixtes (EFM) (cf. [88], [100],
[93], [92], [54], [53], [55] et [27]) qui utilisent des formulations avec les deux in-
connues (pression et vitesse) pallient & ce type d’insuffisance. La contrepartie de
ces avantages réside, d’une part, dans ’accroissement substentiel du nombre d’in-
connues, et d’autre part, dans le fait que le systéeme final a résoudre n’est plus a
matrice symétrique définie positive mais correspond a la détermination d’un point
selle. En effet, lorsque nous abordons I’écoulement hydraulique en régime perma-
nent, I’équation edp a traiter est une équation elliptique. L’utilisation de la méthode
des EFM associée & un espace de Raviart-Thomas de plus bas degré (RT,) pour
discrétiser 1’équation elliptique mene a la résolution d’un systeme linéaire dont la
matrice associée n’est pas définie positive (cf. [27]). L’une des approches utilisées
pour ramener la résolution a celle d’'un probleme & matrice symétrique définie po-
sitive, consiste a dualiser les conditions de raccord des flux. Il s’agit d’introduire
des multiplicateurs de Lagrange sur les arétes pour obtenir la continuité des flux
normaux a travers les interéléments. On obtient ainsi les méthodes des éléments
finis mixtes hybrides (EFMH) (cf. [34], [101] et [27]). Cette méthode est considérée
comme méthode des éléments finis non-conformes. Cette technique réduit la for-
mulation mixte, ol les inconnues sont la pression et la vitesse, a une formulation
primale dont la seule inconnue est le vecteur des multiplicateurs de Lagrange. Dans
le cas d’une discrétisation rectangulaire et d’un tenseur de perméabilité diagonal,
le travail effectué dans [103] montre qu’en utilisant des formules spéciales pour
I'intégration numérique, la méthode des EFM se réduit au schéma des DF. Dans
le cas d’un maillage triangulaire, une nouvelle formulation mixte sans 1’utilisation
de formules d’intégration numérique, qui est équivalente a la méthode des EFMH, a
été développée dans [111] . D’autres études comparatives entre les méthodes EFM et

EFMH ont été abordées dans [34] (pour un maillage rectangulaire) et dans [12] (pour
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un maillage triangulaire). Une étude comparative du comportement numérique de
deux formulations EFM et EFMH a été traité dans [81] en montrant que la méthode
des EFMH ne vérifie pas le principe du maximum discret, ce qui induit sous cer-
tains hypotheses des résultats de calcul présentant des oscillations non physiques.
La premiere solution pour remédier a ce probleme est un raffinement global ou local
du maillage. La deuxieme idée est de trouver des méthodes d’intégrations adéquates
pour réduire la méthode des EFMH & un schéma des volumes finis (VF) et dans les
deux cas le principe du maximum est respecté.

Les méthodes des VF sont actuellement les plus utilisées pour la résolution
numérique des edp issues des lois de conservation physiques. Elles consistent a
discrétiser sur chaque cellule, appelée volume de controle, la forme intégrale du
probleme a résoudre a la place de sa forme différentielle considérée en différences
finies. La connaissance d’'un tel schéma volumes finis repose donc sur I’approche
des flux d’une maniere a avoir la consistance et la conservation. L’avantage de ces
méthodes réside dans leurs facilités d’adaptation aux géométries complexes comme
c’est le cas dans de nombreux problemes industriels. De plus, elles permettent de
prendre en compte la présence des hétérogéinétés et de traiter de fagon naturelle
les conditions aux limites. Ces méthodes permettent de préserver des propriétés
physiques intéressantes : conservation des flux élément par élément avec une sta-
bilité numérique et une diffusion numérique minimales et respect du principe du
maximum discret, (voir, p.e., [83], [5], [6], [10], [28], [62], [94], [77] et [64]). Une
équation venant d’une loi de conservation a donc de bonnes chances de se trouver
correctement discrétisée par une méthode des VF. Cette derniere exige de définir
avec soin un maillage dual associé & un maillage primal (qui peut étre triangu-
laire ou quadrilatéral structuré ou non). Ceci donne 1'idée de base du principe des
VF; comme leur définition précise est délicate et dépend de I’équation étudiée (la
maniere dont on partitionne {2 en petits volumes de controles dépend de la nature
de I’équation : hyperbolique, elliptique, parabolique, ...), nous donnons dans ce qui
suit différents maillages duaux utilisés dans le cas structuré ou non structuré et
ensuite nous présentons quelques schémas VF utilisés dans la litérature pour trois
problemes différents : probleme hyperbolique, probleme elliptique et un probleme

de type convection-diffusion.
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2.8.1 Maillages duaux dans le cas structuré

Dans ce paragraphe, on s’intéresse a des discrétisations par volumes finis avec des
maillages structurés. Tout d’abord nous introduisons les notations suivantes : soit
Jn = {to, ..., txy} une partition de J = [0, T|, At" = t,41 —t, le pas de temps et At =
max ,At". Qy, := (M;;) une partition rectangulaire de 2, ot M;; = I; x I;, pour i =
1,...,Nyet j=1,..., N,. Ensuite, on désigne par Z,= {(z;,y;);i =1,..., Ny et j =
1,..., Ny} I'ensemble des sommets dans Q. Maintenant pour construire le maillage
dual, on distingue deux types : "cell vertex” et ”cell centred”. La premiere tech-
nique se définit comme indiqué dans la Figure 2.1. Les points de discrétisation
forment naturellement un espace d’éléments finis, Q1 ([@i, Zi+1] X [y;, Yj+1]), puisque
ces points de discrétisations définissent les rectangles [x;, z;41] X [y}, y;+1]- Les vo-
lumes de controle sont les cellules duales des points de discrétisation, c’est-a-dire les
rectangles [T;_1/2, Tit1/2) X [Yj—1/2, Yj+1/2]- Les points x; 112 et y;41/2 sont les milieux
des arétes [z;, Zi11] et [y}, yj+1] respectivement. Dans le cas d’un probléme purement
diffusif, le schéma s’exprime comme un schéma éléments finis ou les fonctions tests

sont constantes par morceaux sur les volumes de controle M;; (voir, p.e., [91]).

XY+ (Xi+1,Yj+1)

(Xi,Yj-1/2)

Mij

| xi-12Y)) | (XiYi) Xi+l2,Yj) | Xi+LYD)

(Xi,Yj+1/2)

Fi1a. 2.1 — Cellule cell-vertex

La deuxieme technique consiste a définir les volumes de controle de telle fagcon
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que les points de discrétisation soient les centres de gravité des cellules duales M;;.
Les points z; et y; sont les milieux des arétes [;_1/2, Zi+1/2] €t [y;_1/2, Yj+1/2] respec-

tivement (voir Figure 2.2). Le schéma s’exprime en localisant 'inconnue aux centres

(XY ) | (Xi+1,Yj+1)
Mij
(Xi,Xj+1/2)
xi-12,yp| xiyp | xivi2,yi XilYp
I
I
I
I
I

I

I

I

|

I

(Xi.Xj-12) |
i I

Fia. 2.2 — Cellule cell-centred.

de gravité des cellules primales, en considérant les valeurs de la dérivée le long des
arétes comme une inconnue intermédiaire. Le probléeme dans cette méthode est de
trouver la formule d’intégration numérique qui permet d’éliminer le gradient dans

le systeme discret (voir, p.e., [110]).

2.8.2 Maillages duaux dans le cas non structuré

Pour généraliser la technique “cell-vertex” a un ensemble quelconque de discrétisation
z; dans €2, il faut que les z; permettent de construire un espace d’élément fini avec
un degré de liberté par z;, ol les z; sont les sommets associés a la trianglulation 7},
de Q. Dans ce cas le maillage dual ¥, := M; (voir Figures 2.3 et 2.4) est construit a
partir de la triangulation primale 7. Le volume de controle M; associé au sommet
x; est obtenu en joignant le barycentre de chaque triangle T' € 7, qui contient le

sommet z; avec le milieu de chaque aréte de 7' contenant z;. Le maillage dual X,
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forme une partition de 2. Quant & la méthode ”cell-centred”, les techniques utilisant
la formulation mixte ne sont pas facile a étendre aux maillages non structurés. Car
il faut trouver la formulation variationnelle mixte et éventuellement l’intégration
numérique adéquate pour éliminer 'inconnue flux dans le systéme discret (choix des
espaces de discrétisation pour I'inconue et son gradient, et des espaces de fonctions
tests). Ici les volumes de controles coincident avec les triangles du maillage primal
(voir Figure 2.5). Pour cette formulation, les degrés de liberté sont pris aux centres

de gravité des triangles. Remarquons que dans la formulation utilisant le maillage

&0
l\\g\\l

SIX

F1G. 2.3 — Maillage primal et dual. F1G. 2.4 — Cellule vertex-centered.

MI:MII

F1a. 2.5 — Cellule cell-centred.

”vertex-centred”, il y a peu d’inconnues a évaluer, mais I'inconvénient par rapport
a celle utilisant ”cell-centred” est que les aires des volumes de controles sont plus

importtantes.
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2.8.3 Schémas volumes finis pour une équation hyperbo-
lique

Les premiers schémas VF développés sont apparus avec Godunov en 1959 pour
un probléme hyperbolique (voir, p.e., [74], [82] et [91]). Nous donnons ici une breve

description du schéma de Godunov pour le probleme de cauchy suivant :

(2.30)

u  0fW) —0 zeR, t>0,
u(z,0) = ug(x).

On suppose que f € C%(R), ug € L°(R) et on pose a(u) = f (u). Soient At, Az les
pas de temps et d’espace respectivement et \ = %.

Pour résoudre le probleme (2.30), Godunov a développé un schéma numérique de
type volumes finis qui est fondé sur la résolution d’un probleme de Riemann localisé
a chaque interface de maillage. Pour plus de détails sur cette méthode le lecteur

pourra consulter [74] et [82]. Le probléme de Riemann est donné par :

Y

ou | Of(u) _
‘ot + ox 0
w si oz <0, (2.31)

u(z,0) =
(z,0) u, si x>0.

Nous supposons dans toute la suite que le probleme de Riemann (2.31) admet une

unique solution entropique wg(-; u;, u,) qui s’écrit sous la forme suivante :
u(z,t) = wr(z/t;u,u,), r €R, t>0 (2.32)

ol wg dépend seulement de la fonction f.

L’idée est de discrétiser au temps t" = At le champ inconnu 4™ (z) par volumes
finis, un champ constant sur chaque volume de contrdle K =|x;_1/2,%;j41/2] i.e.
u"(z) = u}(z), * € K. Supposons connue u" = (u7);cz approximation de la solution

n+1 3

(2.30) au temps t,, 'approximation u™*' a I'instant ¢, est obtenue comme suit :

Premieére étape :

On résout exactement le probleme :
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w Af(w
{ du 4 W) _ 0 3 e R, t E€ltntati), (2.33)

w(z,ty) = ua(z, ty,),
oll ua est définie par : uan = uj, = € 12172, %j41/2]. Puisque ua € L>®(R), ce
probléme admet une unique solution entropique. Notons que un (z,t,) est constante

sur chaque cellule ].’L'j_l/g, xj+1/2[ et elle est discontinue a chaque point z; /5. Pour

Iinterface 12, on définit un probleme de Riemann entre les états u} et ul, :

) of(w) _
ot e =0,

si x< Tjt+1/2, (234)

ur

— J
w(z,0) = . o

La solution de ce probléme est donnée par :

.T—.Tj_H/Q_un U,T.L
t—tn TG

u(z,t) = wg( ), t>1t" (2.35)
Les deux problemes de Riemann voisins n’agissent pas I'un sur ’autre avant le temps
At, c’est a dire que I'onde qui partira de z;_;/ n’atteindra pas les lignes z = x; ;
et x = z; avant le temps At (Figure 2.7).
n
u A n
Wiin

U

L
0 X X

i-12 Xz Xjan

F1G. 2.6 — Discrétisation au temps t" du champ u"(x).

Par conséquent le probléme (2.33) peut étre vu comme une superposition du probleme

de Riemann local. Sa solution explicite est donnée par :

(T, tni1) = Wr((T — Tj1/2/ Ab);uf, ufys), @ €lzs, 2l j € Z, (2.36)
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Tn+1

Tn

Xj-1 Xj-1/2 Xj Xj+1/2 Xj+1

FiG. 2.7 — Solution du probleme de cauchy sous la condition de stabilité.

Deuxieme étape :

u7*! est défini comme la valeur moyenne de la solution (2.36) dans la maille [z;_1/2, #;41/2].

1 Zjt+1/2
ultt = s w(x, tyy1)de. (2.37)

Zj—1/2

En utilisant (2.36) et la CFL suivante :

Amax {|a(u)|;u entre uf_; et ul'} < 1/2, (2.38)
on obtient :
1 —Az/2 0
u?“ = — / wr(z/At; u;’,u?H)d:U-l-/ wr(x/At;ui_y,uj)dr| . (2.39)
Az 0 Ax/2

+1

Pour avoir une expression plus simple de u} ™", on intégre I’équation(2.33) sur la

cellule |x;_1/2, x;41/2[x]0, At[, on obtient :

0= / > /m o 8“’ f(w))d:vdt

j—1/2

= /””J+1/2(w($’ At) — w(z,0))ds +/ (f(wlzjsizz = 0,8)) = flw(zj-1/2 +0,8))) dt
Tj_1/2 0

= Ax(uf ™ —uf) — At(f(wr(07;uf, ufy) — f(wr(075uf_y, uf))-

La fonction & — f(wg(&; us, ur)) est continue au point & = 0 (pour la démonstration
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voir [73]). Par suite on a
fwr(075w,ur)) = f(wr(07;w, ur)).
Alors le schéma de Godunov est obtenu par :
uitt = ul — X [f(wr(0;uf,ufy,)) — f(wr(0;uf ,uf))] . (2.40)
Ce schéma est conservatif et le lux numérique convectif est donné par :
g%(u,v) = f(wg(0;u,v)),

lorsque f est linéaire, ou plus généralement, quand f est convexe, le schéma de

Godunov s’écrit sous la forme simple :

. — ! > 0’
wr(0;u,v) = “ S? “ f, (2.41)
v si a=f <0,
alors que le flux numérique, dans ce cas, est donné par :
i >0
g(u) = TS0 (2.42)
flv) si a<O.

2.8.4 Schémas volumes finis pour une équation elliptique

Dans cette section, on donne quelques références bibliographiques sur les schémas

volumes finis utilisés pour discrétiser une équation purement diffusif (2.43) :
—div (KVu) = f sur Q (2.43)

La méthode des volumes finis consiste a intégrer I’équation (2.43) sur chaque vo-
lume de controle M. Ce qui revient, grace a la formule de Green, a chercher la
méthode adéquate pour approcher I'intégrale fe KVu.iiy,e sur les interfaces e. La
définition donc d’un tel schéma VF est liée au choix du volume de controle et de
la méthode d’intégration adéquate pour approcher l'intégrale. Plusieurs types de

schémas VF peuvent étre utilisés pour approcher ’équation (2.43). Un schéma VF
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pour un probleme elliptique a été étudiée et analysée dans [31] et [30] dans le cas
isotrope. Dans le cas anisotrope on renvoie & [41]. Puisqu’on ne construit pas les
flux de maniére consistante, l'opérateur discret (la divergence discréte des flux)
n’est pas consistant en général. En effet, I'utilisation d’un maillage non régulier
pour approcher I’équation (2.43) au sens des différences finies est insuffisante pour
avoir la consistance (voir, p.e., [61]). Par suite le schéma associé n’est pas forcement
convergent. Plusieurs techniques permettent néanmoins de démontrer la convergence
du schéma (cf. [71], [110] et [67]).

D’autres schémas VF sont étudiés et développés, par exemple, dans le cas d’un
écoulement en milieu poreux hétérogene (voir cf. [67]), un schéma volumes finis a
été développée pour traiter I’équation (2.43) avec K discontinue et variant beau-
coup. En utilisant les moyennes harmoniques de K, les méthodes volumes finis
centrés sur les mailles permettent d’obtenir une bonne approximation de la vitesse
de Darcy, tout en respectant les propriétés de conservations au niveau de la maille de
discrétisation. En résumé, les techniques de discrétisation, qui ont fait I’objet d’une
analyse mathématique, associent a la solution approchée une fonction dérivable d’'un
espace de type éléments finis (cf. [31], [91], [13], [90], [108] et [51] ), ou bien sup-
posent que le flux est approché de maniére consistante par différences finies dans la
direction perpendiculaire & l'interface e. Dans le cas des maillages non conformes,
une nouvelle technique qui est dite “cellules diamants” a été utilisée (voir, p.e., [43],
[42] et [44]). Elle consiste a reconstruire le gradient complet de la solution approchée
le long de I'interface e. Elle utilise une valeur interpolée de la solution approchée en
chaque noeud du maillage pour calculer le gradient dans la direction tangentielle a

I'interface.

2.8.5 Schémas volumes finis pour une équation de convection-
diffusion
Le probleme qui nous intéresse est modélisé par un systeme d’équations composé
par une équation elliptique et une équation de type convection-diffusion. Nous avons

présenté précédemment des schémas VF d’une équation hyperbolique et elliptique,

il nous reste a étudier ’équation de convection-diffusion. Pour cela on considere le
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probleme modele suivant :
div (=DVc+ gc) = f. (2.44)

Comme dans le cas elliptique, le principe des schémas VF est le suivant : on considere
une partition primale 7, de € qui peut étre d’éléments quelconques (triangle, rec-
tangle, tétraedres, ...), ensuite on construit une partition duale 3, de 2 & partir de
la partition primale 7. Les éléments de X, sont appelés volumes de controle M.
A chaque volume de controle, on associe une inconnue cy;. En intégrant ’équation

(2.44) sur chaque volume de conrdle M on obtient le systéme discret suivant :

> (Ganlew) + Fuvles) el = [ 1. (2.45)

ecoOM

ou Gy, et Fyy, sont les flux numériques de convection et de diffusion respectivement
au travers des interfaces e qui composent la frontiere de M orientés vers I’extérieur
de M. Ils doivent approcher les flux exacts — [ D.Vec..fine, €t [ CeGe.fipge. La
définition d’un tel schéma VF pour une équation de convection-diffusion repose
donc sur la détermination de G, et Fy;, de telle maniere a avoir la conservation et
la consistante. Le schéma de Godunov est le schéma le plus utilisé pour déterminer
le flux numérique associé au terme de convection, car il est consistant et conser-
vatif par définition. Quant au terme de diffusion, les techniques d’approximations
varient suivant la nature de maillage et le tenseur de diffusion D (cf. [45], [83], [44],
[94], [91], [82], [62] et [5]). Dans le cas ou la fonction D est linéaire, on trouve dans
[40] un schéma VF, 1D et 2D, utilisé pour traiter un probleme d’interface. La tech-
nique utilisée consiste a modifier le schéma classique, en faisant un développement
asymptotique de la solution a chaque noeud au voisinage du point d’interface, uti-
liser les conditions d’interface dans le but de transformer les dérivées a gauche et a
droite de l'interface. L’intérét de cette approximation est qu’elle assure que ’erreur
de troncature pour les flux soit d’ordre 2. Plusieurs auteurs ont traité 1’équation
de convection-diffusion par un schéma VF en combinant la méthode des éléments
finis et le schéma décentré amont (voir, p.e., [21], [48], [84], [56] et [105]). Dans [84],
on trouve un schéma VF pour une équation de convection-diffusion qui combine
la méthode des EFM et des VF. Un autre schéma VF a été développée dans [64]
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en combinant la méthode des EFMH et le schéma VF. L’inconvénient de ces ap-
proches est qu’il faut choisir toujours deux types de maillage (primal et dual). Pour
discrétiser ’équation de convection-diffusion en utilisant les avantages des méthodes
VF et EF avec un seul type de maillage, une méthode de Galerkin discontinue a été

proposée dans [68].
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Chapitre 3

Convergence d’un Schéma
Combiné Eléments Finis

Mixtes-Volumes Finis

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions un schéma numérique couplant une méthode
d’éléments finis mixtes pour I’équation de la pression et une méthode volumes finis
pour I’équation de la concentration des écoulements de deux fluides incompressibles
et miscibles en milieux poreux. D’une maniére plus précise, le modele étudié est
modélisé par un systéme couplé composé d’une équation elliptique (3.1), et d’une
équation de type diffusion-convection-réaction (3.2).

Equation en vitesse-pression :

q= —I;((f))vp dans Qx]0, 7|
divg=0 dans 0x]0, T (3.1)

g0y = —qo; ¢i|T2=0; p|l's=py sur]0,T][
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Equation en concentration :

®(z)% — div (D(z,q)Ve — ¢f) + R(z)c = f(z,t) dans Qx]0, T
¢y =0; DVeiily=0; (DVe—cq).nl3=0 sur]0, 7] (3.2)
c(x,0) = co(w) dans

ou la frontiere ' est composée de trois parties telles que I' = 'y UT, U3, p et ¢ sont
la pression et la vitesse de Darcy du fluide, ® et K sont la porosité cinématique et la
perméabilité absolue du milieu poreux. La viscosité du fluide p est une fonction non
linéaire de la concentration ¢ de la phase, et f est le terme source. R est le terme
de réaction. ¢y est le flux imposé sur I'; et py est la pression donnée sur I's. ¢ est la
concentration initiale.

Le tenseur de diffusion-dispersion D est donné par :

D(z,q) = del +|ql[c E(q) + e (I — E(q))]

avec E;;(q) = %, d. est le coefficient de la diffusion moléculaire effective, a; et oy
sont les dispersivités intrinseques longitudinale et transversale respectivement.

Ce chapitre est organisé comme suit : Dans la section 3.2, on introduit les hy-
potheses sur les données du systeme (3.1)-(3.2), sous lesquelles le systeme d’équations
sera discrétisé. On utilise une méthode EFM pour approcher ’équation de Darcy 3.1
et un schéma VF, pour approcher ’équation de la concentration 3.2. Ces méthodes
permettent d’avoir des propriétées physiques intéressantes : conservation de la masse,
principe du maximum discret, prise en compte de I’anisotropie. Pour 'implémentation
numérique, on utilise I’élément fini triangulaire de Raviart-Thomas de bas degré
pour approcher ’équation de Darcy et la discrétisation de la concentration utilise
un maillage dual déstructuré de type Voronoi. On utilise un schéma de Godunov
pour approcher le terme convectif et une approximation éléments finis P, pour le
terme de diffusion. Le schéma considéré est semi-implicite : explicite pour la convec-
tion et implicite pour la diffusion. Dans la section 3.3, on décrit la méthode EFM
utilisée pour discrétiser I’équation elliptique (3.1). Le schéma VF que nous avons
utilisé pour approcher I’équation de la concentration (3.2) sera présenté dans la sec-
tion 3.4. Dans la section 3.5, nous montrons que le schéma VF vérifie le principe

du maximum discret et qu’il est L> stable et satisfait des estimations BV, sous une
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condition CFL appropriée. Ensuite, dans la section 3.6 nous montrons la convergence
de la solution approchée obtenue par le schéma combiné EFM-VF vers la solution
du probléme couplé (3.1)-(3.2). Les principales étapes de la démonstration de la
convergence sont : premiérement, on déduit la convergence forte (Théoreme 3.12)
de la solution approchée de la concentration dans L?(Q), en utilisant la stabilité
L*> (Proposition 3.8), les estimations BV (Proposition 3.11) et des arguments de
compacité. Dans ’étape suivante, on étudie le schéma découplé EFM, en donnant
des resultats de convergence pour la pression et la vitesse (Théoreme 3.17). Enfin,
le processus de convergence de la solution approchée du schéma combiné EFM-VF
vers la solution exacte (Théoréme 3.18) est obtenu par passage a la limite et par

unicité de solution pour le probléme continu (3.1)-(3.2).

3.2 Notations et discrétisation

Dans cette section, on décrit la discrétisation numérique du probleme couplé
(3.1)-(3.2). Nous donnons quelques notations. Soit T={to, ..., tx } une partition de
J =10,T], At" = t, 1 —t, désigne le pas du temps de T et At = max ,At". Ensuite,
T.La

triangulation (Ap)s>0 est appelée maillage primal. Soit Z,= {z;; j € I} I'ensemble

on note par (Ap)pso une triangulation admissible de 2, telle que Q = UTe(An)nso
des sommets dans (Ay)pso ol I est I'indice associé a I’ensemble, et N, est le nombre
des sommets dans (Ap)p>0. £, représente ’ensemble des arétes [resp. faces| en 2D
[resp. 3D] de Aj. Pour une discrétisation par volumes finis, nous aurons besoin d’un
maillage dual X; dont les élements sont appelés volumes de controle. Le volume de
controle M; associé a chaque sommet z;, j € I est obtenu comme suit : Dans le cas
2D, on joint le barycentre de chaque triangle 7 € (Ap)s>0, contennant le sommet z;,
avec le milieu de chaque aréte de 7 contennant x;. De cette facon, nous obtenons
la frontiere OM; de la cellule ”vertex-centered ” M; (voir la Figure 3.1 ). Dans le
cas 3D, on joint le barycentre z7 du tétraedre 7 € (Ap)n>o avec le barycentre
des quatres faces (z;z;zy) de T, et dans les faces correspondantes, les points x
sont connectés avec le point milieu z;s de I'aréte (z;z;). Finalement le volume de
contrdle M; est défini en réunissant les quatres parties de T € (Ap)p>0, qui ont le
méme sommet x; (voir la Figure 3.2). Le maillage dual ), construit une partition de

€2. Enfin, nous introduisons les notations suivantes : |M;| := aire de M; € X, |T| :=
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aire de 7 € (Ap)n>o0 et 7j; := le vecteur unitaire normale & M; vers M;, j € I.

Avant de présenter la discrétisation du systeme (3.1)—(3.2), on donne quelques

F1a. 3.1 — Cellule ”vertex-centered” Fi1G. 3.2 — Une partie de la cellule
en 2-D ”vertex-centered” en 3-D.

notations :

o N} = card {l € OM;}.

o M°=card {M; € T;}.

e h=min{|l|, | € OM;, M; € 3;}.

o H=max {|L|, L€ T, T € (An)n>o}-

e 0, =0(x;,x;) est la distance euclidienne entre z; et z;.

o O, = ﬁfM]‘ O(z)dz et Rj = ﬁfM,- R(z)dz.

o fI= Wfi"“ fM,- [z, t)dzdt et co; = ﬁfMJ_ co(z)dz.

Dans la suite, nous supposons que les données du probleme vérifient :
(A1) € est un polygonal borné de R?.

(A2) ® € L>®(Q),0< d_ < P(z) <P <1 p.p. dans .

(A3) co € L®(Q), 0 < co(z) <1 p.p. dans Q, R € L*(Q2), R(z) > 0 p.p. dans Q.
(Ae) 2 2 2 2
(i.e.V§¢0,0<d,‘ﬂ gDE-EgcﬁH <ooet0<k,H gKg-gng <
oo p.p. dans Q).

(As) §€ (L®(Q))? p.p. dans |0,T[, go > 0 et fPs .iids = [, q-iids p.p. dans|0, T
(A6) f € L*(Q), f(z,t) >0 p.p. dans Q.

D et K sont deux tenseurs uniformément bornés, symétriques et définis positifs.
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3.3. Discrétisation par EFM de 1’écoulement

(A7) u est une fonction continue lipschitzienne telle que, 0 < p_ < p(c) < p*, c €
[0,1]. de, aq et oy sont des constantes positives telle que oy < .

(Ag) pour d = 2, la triangulation (Ap)xso de Q est telle que tout les angles des
triangles 7 sont inférieurs a 7 /2.

(Ag) vH < |M;|'/¢ < Bh,Vj € I, o B> v > 0 sont des constantes indépendantes
de h.

(A1) ht < 7| < HY VT € (An)n>o0-

3.3 Discrétisation par EFM de ’écoulement

L’équation de pression et ’équation de concentration sont couplées via le terme
de convection, donc une bonne approximation de la vitesse (§) est trés importante
dans la simulation numérique du transport. La discrétisation du probléeme (3.1)
a l'aide d’une méthode des éléments finis conformes aboutit a des schémas non
conservatifs. Plus précisement, il n’y a pas de conservation de flux au niveau de
I’élément. De plus, la vitesse de Darcy est déduite par différenciation de la pression,
et ceci génere des erreurs suplémentaires notamment en milieu fortement hétérogene.
Les méthodes EFM utilisant des formulations avec les deux inconnues (pression
et vitesse) pallient ce type d’insuffisance. La contrepartie de ces avantages réside,
d’une part, dans I'accroissement substentiel du nombre d’inconnues, et d’autre part,
dans le fait que le systeme final a résoudre n’est plus a matrice symétrique définie
positive mais correspond a la détermination d’un point selle. Pour cela, nous avons
choisi la méthode des EFM pour discrétiser 1’équation de I’écoulement. L’élément
fini triangulaire de Raviart-Thomas de bas degré est utilisé pour approcher la vitesse
de Darcy.

Avant de donner le probleme discret, on donne une formulation variationnelle mixte

pour I’équation de Darcy (3.1). Tout d’abrod, nous introduisons les espaces suivants :
Xo={5€ H(div,Q)| 5.7 =0 sur I'y} et M = L?*(Q),

ou
H(div,Q) = {5 € L2(Q)\ div s e LQ(Q)}.
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3.3. Discrétisation par EFM de 1’écoulement

pour 7, § € Xy, v € M et w € L*(2), on définit les formes bilinéaires a et b comme

suit :

et la forme linéaire L(.) :

L(5)=— [ poSiids.
Ts

~—

Une formulation mixte du probléme (3.1) est donnée par : pour p.p. ¢t dans |0, 7|

(q(1), p(t)) € Xo x M

(t);q(t), 5) + b(p(t), §) = L(5) V5 € Xo (3.3)
(t),’U) = Yve M

a(c

b(q

La pression p et la vitesse ¢ sont approchées dans deux espaces de dimension finie,

M" et X[ respectivement, qui sont définis comme suit (voir, p.e., [27] et [100]) :
Xt =15, € L*(Q), 5.7 =0sur I'1, 5|7 € RTL(T); VT € (An)wso},  (3.4)
ou RTj est ’élément fini de Raviart-Thomas de bas degré défini par ([100])
RINT)={§=da+pBz: deR’, BeR} (3.5)

olt * = (x1,...,74)". Enfin on définit le sous-espace de dimension finie M" de L?(Q)

correspondant a (Ap)p>0 comme suit :
Mh = {vh € L2(Q), v"|T = Cte; VT € (An)h>o} - (3.6)

Alors le probleme approché du probleéme (3.3) est donné par :

Trouver (g, (t),pn(t)) € X x M" telles que :
a(cn(t); @u(t), 5n) + b(pn(t), 5n) = L(Sh) V5, € X3 (3.7)
b(qh(t), ) =0 Yoy, € M"
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3.4 Discrétisation par VF de I’équation de la concen-

tration

Dans cette section, nous décrivons la méthode numérique utilisée pour appro-
cher I’équation de la concentration. Il s’agit d’un schéma volumes finis de type
”vertex-centered”. Le terme de convection est approché par un schéma décentré
de Godunov (voir [74]) et une approximation élément fini P; pour la diffusion. Le
schéma considéré est semi-implicite : explicte pour la convection et implicite pour
la diffusion. La discrétisation par VF utilise un maillage dual déstructuré de type
Voronoi. Le volume de controle sur lequel le schéma sera défini est illustré dans les
Figures 3.1 et 3.2.

En intégrant ’équation (3.2) sur M, X [t,, t,+1], on obtient le schéma suivant :

O;(cf — Myl = > (G — Fj) — A M| Ry + A" M| £, (3-8)

J
lEan

ou Gj et Fy sont le flux convectif et le flux diffusif respectivement, a travers une

tn+1
G]’l = / /ccj’.ﬁjldsdt
tn l

tn+1
Fy = / /D(x,cj')Vc.ﬁjldsdt.
tn JI

Maintenant la connaissance du schéma volumes finis repose sur la détermination des

aréte .

7. * * \
flux numériques G7; et F}; correspondants a Gj;, et Fj.

Définition 3.1 (Conservativité) On dira que les fluz approchés G, et Fj, sont

conservatifs au sens des volumes finis, si on a une conservation locale

Y F =0 et G5+ G =0, (3.9)

Pour une approximation F}; a deux points (M;, M) et G, une approximation & p

points (M;)2_, | on a la définition suivante :

47
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Définition 3.2 (Consistance) On dira que les flux approchés Fj et G sont

consistants au sens des volumes finis, st on a :

(v, v) = vl pour tout v € [0,1], et

3.10
Fi((ci)i=1) = Di(Ve)iij|l] + 0(h)  pour tout c assez réguliere (3.10)

ou |0(h)| < Ch, (C positive et ne dépend que de c)

Définition 3.3 (Volumes finis) On dira q’un schéma numérique pour le probléme
(8.2) est de type volumes finis, si les flur numériques approchés sont conservatifs et

consistants au sens des définitions 3.1 et 3.2.

3.4.1 Flux de convection

Le flux numérique de convection est déterminé a ’aide du schéma décentré de
Godunov (voir [74]) i.e.

G7(T,¢j, 1) = g€} + gz (3.11)

ou
g = / (q.t) " ds. (3.12)
!

3.4.2 Flux de diffusion

Pour exprimer le flux de diffusion a travers chaque aréte, on approche le gradient
de I'inconnue ¢ dans (7;)n>o par une approximation élément fini P; d’ordre 1. En
effet :

pour tout 7 NM; # D on a:

> D (Vesigds|l| = D Dr(@)(Ve)r-iids|i],

lE@Mj TﬂMj
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ou

Dr(d) = T|1Atn / " [r Dy(@)dadt. (3.13)

tn

Y Dr(@(Ve)riids|l| = (Vo)r-Dr(@) D il

1€0M;NT 1M, NT
= —(Vor.Dr(@ Y dinll (3.14)
lEaTﬂMj
(Vo)r

= ST Dy (@it L)

ol L € 9T tel que L N M; = (. Soit Ny, 7 les fonctions de bases de 1’élément fini
P,. Pour tout TNM; #0ona:

L]

VNM].’T = —ﬁn']’l.

Alors on exprime (Ve)r sur chaque triangle 7 € (Ap)p>0 & 'aide de 'approximation

P; on trouve :

(VC)T: Z CMIVNMI,T: Z (CMl _CMj)VNMl,T;

M;NT#0 M;NT#£D
= Z (CMl - CM;‘)VNMzaT'
ledM;NT

L’équation (3.14) devient :

S Dr@(Ve)raudsiil = T Dr(@yr, L)
lEanﬂT
1 —
=-( Y (ea — car) VN, 7). Dr(@)iir o] L]
lEanﬂT
= Z (CMI _CMj)VNMl,T-DT((j)VNMj,T L|
ledM;NT
== > (e
1edM;NT l "0 (@), 1)
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3.4. Discrétisation par VF de I’équation de la concentration

ou
T
;-ll == ||l|| ]lVNMl,T DT(Q—)VNMj,T- (315)
Donc le flux numérique associé au terme de diffusion est donné par :
Fj <(C?+1)M,IHT¢0) = > (& =) VN, 2-Dr() i,
' edM;NT
ou encore

Z il <(Cl'+1)MlmT;£0> - Z (i’ — cl\jl) Jl 1] (3-16)
J

leoM;NT leoM;nNT

Définition 3.4 (Schéma volumes finis Semi-implicite) En exprimant les flux

numériques dans l’équation (3.8), le schéma volumes finis pour I’équation (3.2) est

donné par :
c;_H—l _ M%t"; ZleaM \1"( n—|—1 C;H-l) |l| + AtnR cn+1
(3.17)
- cn + \M,\cbj ZleaM ( - c?)(_q?'ﬁjl) \l| + Atjn 55
Le schéma (3.17) peut s’écrire sous la forme matricielle :
An(cn—H =S"
ot C" = (c})1<j<n,, S" = (S})1<j<n, ; A" est une matrice bande avec :
A" A"
Ay =1+ o Dy A g,
| M ]leaM\F(Sl ®;
At" D7, :
A = —m Z —l|l\ pour toutj # I,
IV jeamnom; Y
At® AL™ At"
— =\t
I 1cam; J 1eom; ;
(3.18)
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3.4. Discrétisation par VF de I’équation de la concentration

Il est a noter que le tenseur de diffusion D est plein et 'approximation obtenue
dans (3.17) est telle que les coefficients D7, définis par (3.15) vérifient la propriété

suivante.

Propriété 3.5 Sous les hypothéses (A1)-(Aq), les coefficients D 7 satisfont linégalité
sutvante : pour M; € ¥y, 1 € OM;\r etn=0,...,N :

0<D_<Dj<D¥ < 4oo0. (3.19)

Preuve : En effet, les coeflicients D}, peuvent s’écrire sous la forme suivante :

dji
DY = L .DZ|L
il d2|7-w|‘ |nTL 7IL| ..
o Let L' € 9T telle que LN M; = 0 et L' N M; = 0, alors utilisant (A,) et
(Ag)—(Al()) on obtient

n Ot H(Hd_l) + < d* Brsa-
sup | Djj| < sup d2|T||l||L|| at < Wd < d2( )
donc
d+
‘D il < D¥ := (—)2d_1 < +00.

@2y
Avec I'hypothese (A8), il est facile de montrer que les coefficients D7, sont positifs
quand le tenseur de dispersion D se réduit a une fonction scalaire. Pour le cas

général, nous renvoyons a [2] et [3].

Remarque 3.6 La Propriété 3.5 est trés importante dans ’analyse du schéma vo-

lumes finis (3.17), et elle dépend seulement de la triangulation et du tenseur D (voir

[63]).

Il est facile de voir que, sous les hypotheses (A;) — (A19) et la Propriété 3.5, A™ est
une matrice monotone, i.e. A" est une matrice réguliere et (A")_1 est une matrice

positive.
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3.5 Stabilité L* et estimations BV

Avant de montrer la stabilité L> et les estimations BV, nous donnons la condi-
tion de stabilité CFL reliant le pas du temps At et le pas d’espace h par 'inégalité
suivante :

A
CFL = thq <1 (3.20)

ou

Définition 3.7 (Stabilité L>) On dira que la solution approchée (c}) est L*° stable

sur ), sion a :

" || := sup |c}| < C pour toutn=1,...,N (3.21)
j

ou C' est une constante indépendante de h et At.

Proposition 3.8 Sous les hypothéses (As)-(A1) et la condition CFL (3.20), la
solution approchée ¢} définie par (8.17) satisfait le principe du mazimum discret

suwant :
0<ci <1 Vn,j (3.22)

et de plus il existe une fonction c¢* dans L*(Q), avec 0 < c*(z,t) < 1 p.p. dans @,
telle que,
¢ — ¢ dans L>(Q) faible* (3.23)

ou ¢y, est définie comme suit :
cn(w,t) = ¢}, pour ¥ € My, et t € [ty tnyil.

Preuve : Nous montrons ce résultat par récurrence. D’apres I’hypothése (Aj3), il
est supposé que 0 < cp; < 1. Nous supposons que 0 < ¢} < 1 Vn, j. Pour tout
M; € ¥y et n=0---N, utilisant (3.20) on obtient

At )
1= M, [®, > G=ara) il ] >0, (3.24)
5T jeom;
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3.5. Stabilité L™ et estimations BV

ce qui implique que S7 > 0 pour tout j € I, donc c?“ > 0, puisque la matrice A"

est monotone. Maintenant selon le schéma dans (3.17), on a :

N D A" At Dy,
o |14 M+ SRy - 2 T gy
J vy . . P ! .
|M;1®; 1€dM;\I %% ®; 1M;12; l€dM;\I O
_n n = \+ n o=\t n
=9 |1 s, 2 (i) Il | + M| 2 &)+ 1
TT5T 1eom; T15T 1eom; J

" At D7 A" A" niis Dl
(1-cY 1+ E =1+ R; § (1—cl+1)—5_fl 1]
J

7 . 3 . - . .
|M;1®; ieon\r ! ®; M1 ; LEOM;\T
n A" n = \+ A" n Moo= \+
= (1= ) |1 g O (i) Ul |+ e 3 (L= ) (=) i
1€dM; ledM;
At
+3 (f5 + Rj).

J

Finalement on trouve

A (I-C) =8"" I=(1,..,1),

ou
S*" = (S;™M1 < j < N,
et
*,M n A" e 4
St=(1-c|1- > (=gt
| ‘]| J l€an
Atn o At
NRTYATS > (=) (=g i)t + 5 (o + RB))-
| J| J lean J

Ainsi S; ™ > 0Vy € I et I'utilisation de la monotonie de la matrice A" termine la

démonstration du 0 < ¢} <1 Vn,j.
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De plus on a
0§0h§1

donc ¢, est une suite bornée dans L*°(Q), par conséquent, il existe une sous-suite,

qu’on note encore ¢y, telle que :
¢ — ¢ dans L*®(Q) faible*.

Dans ce qui suit, nous donnons quelques estimations pour la variation totale de la
concentration, qui vont nous servir pour montrer la convergence forte de la solution

approchée ¢, vers ¢* dans L?(Q).

Lemme 3.9 Sous les mémes hypothéses que dans la Proposition 3.8, on a pour le

schéma (3.17), les estimations suivantes :

A= ZAt” M2 qi|l] < CoAt + O, (3.25)

B:= ZAt" pH 2D 1| < Coh? + Cyh. (3.26)

ou Cy et C1 sont des constantes indépendantes de h et At.

Preuve : On réecrit le schéma (3.17) sous la forme suivante :

A" D7 A"
=g X @R - oRgT, e
@5|1M; S 9t
j
Ol\l Atn Atn
W=+ S (G - ) A ey (328)
il Mj] ledM; J

Utilisant 'identité suivante :

1 1
5(& —b)? = 5(1)2 —ad®) +a(a—1), Va,b € R,
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on obtient
* At'fl n () - =
AT = 9 Z Z (cf = Cj)Z(_Ql -njl)+|l|;
JelI lean
At" n "
=S S U@ = @ a I+ A YD Y e - o)
jel ledM; jel ledM;
A" n -n = n -, =
- 2 Z Z ((Cl )2(—% -njl)+|l| - (Cj)2(_Ql -njl)+|l|) ;
JET 1€dM;\T
At"
Z Z qo(c])?|OM; N T +Atnzz (cf —a)
JET ledM;NTy jeI 1edaM;

d’aprés I’équation de pression-vitesse (3.1) on a

Z g i)l =0, ATy =0 et ¢.7A3 > 0,

1EOM;\T
et alors
a— (=) L = () (=)t
- 1 aq -nji 3 ap -1 )
lEEh\F
AT S (e (g — (A=) ]
2 ' qp -1 1 q; - )
leé‘h\l“

At”z Z qo(c)?|0M; ﬂFﬂ—l—At”ZZ (cf —d)

jeI ledM;nr jel leoM;

Utilisant 1’équation (3.28) pour remplacer le dernier terme, on trouve

q ),

q )t

qr ).

. At . i o )
A= 2 Z Z qo(c)?[0M; N Ty | + At Z(I)ﬂMj‘Cj(Cj—wj)

JEI 1€AM;NTy jeI
+ A M| .
jel
Donc

Jjel jer
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De la méme fagon, on obtient

B =AY (! cj+1)25—7|z|
le&s, gt

D7 D7
= A Y (T = Il A Y (G = e =2,

J . J .
I€€, o5t €8s O
— Atnz Z n+1 n+1 n+1 |l| (3_29)
jel leoM;
—Ath(I)UW‘ _ n+1)0?+1—Z|M|AtnR(n+l),

J
< A" Z(I) |M | n—|—1 (Cr_t—i-l)z] '

J
JelI
Par conséquent

A"+ 5 = 2 Z Z ( _Cj)Z(_ql i) |l + At Z( - Cj+1)2 (S'Jl 1l
J

JjeI leoM; le&y,

5 0olTu| + A8 Y S0 M) [(c])” = ()]

jel

At
<

+ A" Z¢j|Mj\(wycy+1 —wlidl)| + MLZ | M;| frich.

jeI jeI

En passant a la somme sur A* + B* pour n =0 a NN, on obtient

Z(A*+B ZAtn Z ) ( |l|+ Z Atn n+1 n+1) ;'llm’
'l

n leOM; n,l€E
< §QO\F1| + AtZdy\Mﬂ [(co)* = ()7
j
+ AL®; | M; | (whe™ — whe?) + |QT|| | 2
gty 5 &5 ] L3(Q)»

n,j

T
< 5/ + At F|Qllco 3oy + D AL D M;|wici ! + QT || 1l 12(q)

n,j

T
< S0lT1| + AT |Qllco |70y + TR + QT | f [l 2(q)
= C()At + Cl-
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Ceci implique les estimations suivantes :

At" Dn
D D = YT+ A Y (6 = G < Coat+ Gy,
JEI 1AM, le&, gt
(3.30)
et
A= Zm" M2 g7l < CoAt + Ch.

Puisque §; < H < (g)h, on trouve

=) AT = 2Dl < CO%hQ +cin.
n,l

Tlq Y
Ceci termine la preuve du Lemme 3.9.

Lemme 3.10 Sous les hypothéses (A1)-(A1), les estimations suivantes sont vérifiées
pour le schéma (3.17) sous la condition CFL (3.20) :

TVi(en) == Y A" = cgt-iplll < /Co + Csh1, (3.31)

n,lEE
TVa(en) = Y At"|q} — p|Dpli| < /CaAAt + Cs, (3.32)
n,le€y

ol (C;)a2<i<s sont des constantes indépendantes de h et At.

Preuve : On a

1/2 1/2
>l - il (zw el nﬂm) (zmq-r.ﬁﬂm)
n,l
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utilisant ’estimation (3.25) du Lemme 3.9, on obtient

1/2
ST A — gl < /Codt + Cr (|l oo (@el 1/2< Z|8M|> ,

n,l

1/2
1
<VCAL+C (||‘ﬂ|(L<><>(Q))dT)1/2 (ﬁ > |Mj|> :
i
|Q| 1/2
< VOAt + Oy (7) h1/2,

At 01 e (19 1/2

avec la condition CFL (3.20) on obtient
TV (cp) ZZAIS"M — @il < /Oy + C3hl,
n=0l€&y,

ol o
Cy = 2219, et Cs = C1]Q).
Cq

De méme, on obtient

1/2 1/2
ZAtn n+l n—|—1 Dnm < (Z Atn n—l—l n+1) ;Ll|l|) (Z AtnD;le) ’
n,l

utilisant 'estimation (3.26) du Lemme 3.9 et la Propriété 3.5, on obtient

1/2
ZAt" ntl_ ”*1)Dl|l|<\/CoAt+Cl(ih> (D*T) W( Z\&M |) :

B\ i (19
< JCoAt £ O, 5) (T
:\/C4At+05,

ou

B

04 = COHD+T|Q|’ et 05 Cl ﬁ

DT,
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Ce qui acheve la démonstration du Lemme 3.10.

Proposition 3.11 Sous les hypothéses (A1)-(A1o) et la condition CFL (3.20), on

obtient les estimations BV suivantes :

S TAC M| (B = ) < Co(At)? + CrAt, (3.33)

n,J

STACI| (¢ — )’ < Csh? + Coh, (3.34)

avec (Ci)e<i<o sont des constantes indépendantes de h et At.

Preuve : Multiplions ’équation (3.17) par c"Jr1 c} et par sommation sur j € /

on obtient :
DoBIM[( = )P =AY Y (G = ) = (=)t
Jjel Jj ledM;
D
4 Atnz Z n+1 ) ;H—l C]n_+1)5_'ﬂ|”
j 1€M;\T gt
n+1 n+1 ) Atn n ( .n+1 n
_Z—RJCJ SCIEDS 3. TG —4),
; J
j
= A’”r1 + B — A"~ B "+ Yg + 7}
ol
Atnz Z —qau)tl|, s=norn+1,
Jj ledM;
n n+1 n+1 D;ll _
=AY Y )52l s=norn+1,
j 1€dM;\T 05t
A" At
V=) g et G ) et Zp = 3 (e — ).

J

29
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alors
S OIA <Y A — ) (=qr ) T+ ) (e — ) (— )t
n n, n,l
Atn n n s -n =
< 5 (= &)+ (c5)?] | = @il 1]

A" n n s -n =
+Z (e = §)? + (¢))?] | = gl I,
utilisant I’estimation (3.25) du Lemme 3.9, on obtient

Q
Z |4%| < CoAAt + Cy + ||l poo(@yye At <|2h‘)
avec la condition CFL (3.20), on déduit

Q
3147 < ot + Il (Bt )

n
et on a aussi

s n(.s S\ (.1 n Dnl
DB <Y A — ) (et - cj“) i,

n

4l

n,l
Atn n n S S Dnl
< Z 5 (™ = Cj+1)2 + (¢ — )?] 5—']|l|,
n,l

avec I’équation (3.30), on trouve

Z |B*| < CoAt + Oy,

n

D YEI=) 5, T (7 + ¢} < 2N || Rlln(e)

n n,j

: At o oT
D1ZH =) 5 falgt =gl < gl
n nj 7 -

et
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Par conséquent
n n €
Zq)j‘MjKCj_H — Cj) (CoAt+ Cl + ||(7|| Lo(Q))e (C )
= q
T 2T
+ (CoAt + 1) + 2N || Bl o) + 5 f 2@

(3.35)

T
= Colt+ 1+ | Tlu=@pe ) + 2N g IRl
2T
+ —_||f||L2(Q)-

Maintenant avec I'estimation (3.26) du Lemme 3.9 et la Propriété 3.5, on trouve

ZAt” ’D_|l| < Cy b h2+01§h,
"1C, gl
ce qui implique
S AT (e — )’ < Csh? + Coh,
ol 5 5
=C :
Cs = CO’yC’ D et Cy 1D
Enfin, on utilise ’hypothese (A4z) et I’équation (3.35), d’olt
n n+l At ‘Q‘
> A M| (] )’ <5 |Colt+ Cr + 1|l (o) )d(c )+2N—||R||Lw(ﬂ
QTAt
= CG(At) + C7At7
ol
Co Cr + (11l z=(@)e (&) + 2N [ Rll oo o) + 21 1120
Ce = o et U7 = >
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3.6. Résultats de convergence

3.6 Résultats de convergence

Dans cette section, nous présentons un résultat de convergence donné dans le
Théoreme 3.18. La difficulté principale liée a la convergence de la solution approchée
du schéma combiné est le couplage entre I’équation de vitesse-pression et ’équation
de la concentration. Pour un probleme modeéle simple, un résultat de convergence
pour un schéma combiné EFM-VF pour un écoulement immiscible est donné dans
[94], & I’aide des estimations & priori. Toujours dans le cas des écoulements immis-
cibles, on trouve dans [5] un autre résutat de convergence pour une équation de
convection-diffusion dégénérée sans prise en compte du couplage. D’autres résultats
de convergence pour un schéma combiné EFM et Galerkin ont été abordé dans [32]
et [53]. Dans [10] on trouve un résultat de convergence d’un schéma EFM-VF pour
un systeme non linéaire de type parabolique-hyperbolique.

Le résultat principal de ce chapitre est donné par le Théoréme 3.18 dont la
démonstration se fait en plusieurs étapes. Premierement, on déduit la convergence
forte (Théoréme 3.12) de la solution approchée ¢, dans L?(€2), en utilisant la stabilité
L*> (Proposition 3.8), les estimations BV (Proposition 3.11) et des arguments de
compacité. Dans I’étape suivante, on étudie le schéma découplé élément fini mixte,
en donnant des résultats de convergence pour p, et ¢, (Théoréme 3.17). Ensuite on
montre que (pp, ¢h, cn) converge vers (p*, ¢*, ¢*). Enfin, le processus de convergence
de (pn, Gh, cn) vers (p,q,c) (Théoreme 3.18) est obtenu par passage a la limite dans
la formulation variationnelle de ’équation de la concentration (3.17) et par unicité

de solution pour le probléme continu (3.1)-(3.2).

3.6.1 Convergence forte de la solution approchée

Théoréme 3.12 Sous les hypothéses (A1)-(Avp) et la condition CFL (3.20), la so-
lution approchée c, donnée par le schéma (3.17) converge fortement vers ¢* dans
L*(Q) quand h et At tendent vers 0.

Preuve : Utilisant les deux Propositions 3.8 et 3.11, on montre que la suite ¢ est
relativement compacte dans L?(Q) (voir [61] p. 136 et [63] Théoréme 5.1 p. 12). On

peut donc extraire une sous-suite qu’on note toujours ¢y, telle que
cn — ¢ in L*(Q) (3.36)
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3.6. Résultats de convergence

3.6.2 Etude du schéma découplé EFM

Définition 3.13 Le schéma découplé EFM associé a l’équation (3.1) est donné par :

Trouwver (4n(t), pn(t)) € X x M telles que :
a(c*(£);4n(t), 5) + b(5, pu(t) = L(3) V5 e Xt (3.37)
b(an(t),v) =0 Yo € M"

Nous définissons également

pr(z,t) = pp(z), qh(z,t) = g (x), pour t € [ty,thiilet 0<n < N -1

3.6.3 Stabilité et convergence du schéma découplé EFM

On rappelle dans le théoreme suivant un résultat de convergence pour le schéma
découplé (3.37) (voir, p.e., [27], [101]).

Théoréme 3.14 Soit (¢*(t), p*(t)) la solution du probléeme :

{ ale’( (3.38)
b(q*(t),v) =0 Yo e M

Sip*(t) € HY(Q), §*(t) € H'(Q) et div ¢*(t) € H'(Q) pour p.p. t dans J. Alors le
schéma élément fini mizte donné par (3.87) a une solution unique (G (t),pn(t)) €

X x M" et il existe une constante C indépendante de h et c*(t) telle que :

1@ =) )] i, o) + 107 = Br) )|z < Ch. (3-39)
Donnons maintennant une estimation L* de la solution (45, 7) du schéma (3.37).

Lemme 3.15 (Stabilité du schéma découplé EFM)

Si on note par (Gn, pp) la solution découplée du schéma (3.87). Alors il existe une
constante C' indépendante de h, telle que pour p.p. t € J, l'estimation suivante est
vérifiée :

[ (&) oo () + 158 (8) | 20y < C- (3.40)

Preuve : (Cf. Ohlberger [94] Lemme 4.8 p. 197).
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Théoréme 3.16 Soit (¢}, g7, p}) la solution approchée du schéma combiné EFM et
VF donné par (3.7)-(3.17) et (4 (1), Bn(t)) la solution approchée du schéma découplé
(8.37). Alors il existe une constante C indépendante de h, telle que pour tout n €

1,..., N, on a l’estimation suivante :

(@ —%n) (t)ll (v, o) + 11w = Br) (ta)ll 2y < Cli(en =€) (ta)lli2y- (3:41)

Preuve : Par soustraction de I’équation du probleme discret (3.7) par celle du

probléme linéaire découplé (3.37) on trouve :

a(cn; @ — Gn, 5n) + a(chsTn, ) — a(c*;Gn, 5n) + b(pn — Pr, 5n) =0 V5, € X

{ b(q_'h —:'qh,vh) =0 Yoy, € Mh
(3.42)
Il s’agit d’un probléme de point selle pour (g, —:'qh, Pr—Pr) avec un second membre :
(9,3n) = a(c*;:qh, Sp) — a(ch;:'qh, Sp). D’apres le théoréme de Brezzi pour lexistence

et I'unicité d’un point selle (voir [27]) on a :

1Gh — @l g div, o) + IPn — Ball2(e) < CllgliL2(e)- (3.43)

En utilisant le résultat de stabilité dans le Lemme 3.15 et puisque u(.) est une

fonction continue et lipchitzienne, on obtient :

19llz2(0) < Cl[((c*) — plen))anll 2@y
< Clfanllze@pelicn — 2,
ce qui implique
16—ty o + 16 — Bll @) < Clen — ¢ llaogay. (3.44)

Théoréme 3.17 (Convergence du schéma découplé EFM)
Sous les mémes hypotheses que le théoreme 3.16, on obtient les résultats de conver-

gence suivants :

pu(tn) — p*(t,) fortement dans L*(Q2) Vn € {0,...,N} (3.45)
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Gn(tn) — q*(tn) fortement dans H(div, Q) Vn € {0,...,N} (3.46)

Preuve : C’est une conséquence immédiate du Théoreme 3.16 et du Théoreme 3.14.

3.6.4 Convergence du schéma combiné EFM et VF

Avant de présenter le théoreme de convergence du schéma combiné EFM-VF,
nous donnons tout d’abord une formulation variationnelle faible de 1’équation de la

concentration (3.2) sous la forme :

ceL?(]0,T[;V); 0<¢(z,t) <1 p.p. dans Q

Jo = [@cpr + (cd — D(z,§)Ve) V| dzdt + [, Rp dzdt = (3.47)
fQ fodzdt — [, Pcop(z,0) dx VoeW
ol
V={veH(Q);v=0sur I},
et

W={peC' (]0,T[,C*();¢(,T)=0etv=0o0nT}.

On suppose que les données sont assez régulieres pour garantir I’existence et 'unicité
de la solution faible du systéme couplé. Pour plus de détails voir [36], [66] et leurs
bibliographies.

Théoréme 3.18 Sous les hypothéses (A1)-(A11) la solution approchée c, converge
vers ¢ dans L?(Q), @, converge vers ¢ dans H(div,Q) et py converge vers p dans
L?(Q) quand h et At tendent vers zéro.

Preuve : Soient ¢ € C'(Qx (0, T]) avec un support compact contenu dans 2 x [0, 7).

On multiplie (3.17) par ¢(z;,t,) et en sommant sur j et n, on obtient :

Z‘1> IMj|(c; ™ = )l tn ZN” > (€ =) pla, ta) (=G i) |1

leoM;

n n n l
+2At Z (= CjH)SO(%a n) ]|l|
1€dM;\T
—ZAt”|M|Rc”+1 0(xj,ta) + Y A M| frip(a;,t

n,j
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Ceci peut s’écrire sous la forme

El'+Ey+EY+El+ El =0,

ol
= &M (T = (g tn),
n,j
ZM‘ Z ), tn) (=G ) T 1],
ledM;
D
ZM D (" =T elay, ) S
1€OM;\T
Ep =Y At M| Ry o(xj, 1),
n,j
et
ZAt"\M| oz, t,)-
On a
Z(P |M| x]a ) (xjatn 1 C _Z(I) ‘M |<p(xja )00]1
n,j
donc

lim B = —/ c*(x,t)0p(x, t) dxdt—/co(az)gp(:v,O) dx.
h—0 Q

Q

Lemme 3.19 Sous les mémes hypotheses que le Théoreme 3.12, on a

lim B! = B, = / *(z,t)q" (z,1t). Vo dzdt.
Q

h—0

Preuve : On définit

ZAtn/Chxt) (1) -Vo(z, t,) de,
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3.6. Résultats de convergence

par (3.36) et (3.46) on a
cn — ¢ dans L*(Q) et @n(tn) — ¢*(tn) dans (L*(2))%,

donc
lim F = E,.
h—0

Pour conclure, montrons que E? et F2 se comportent de la méme maniere quand h

tend vers 0. Soit

Py =~ ZN“ZWP Tista) Y (@),

jerI l€an

Fb = — ZAt"Zc Z /qh ez, tn) — @(z;,t,))dl,

j€eI leOM;

et F = F2 + F%. On a

Fh| < ZAt”Zc”ko Z,tn) — p(x,t0)| | Z /qh fijidl].

jeI leoM;

Puisque ¢ € C*(Q) avec un support compact contenu dans @), il existe une constante
C telle que, pour z € Mj et j € I, |¢(z,t,) — ¢(z;,t,)| < Ch, par conséquent

im F* = 0.
f = 0

Fl = ZAt”Z D ()t |l\+ZAt”Z D Aoy, ta) (=@ )|l

jeI l€8M jeI leaM
= - Z AN — ) (@ (5, t) — (@1, 1)),
jeI leaM

Par suite

F2hl = Z A" Z Z |l| ql n]l)—l_(go(xj’tn) - QO(.@[, tn))a

jeI ledM;
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ce qui implique

By — Fyi| < Ch TVi(en),
puisque [p(z;,t,) — ¢(z1,t,)| < C6j; grace a 'hypothese de régularité sur ¢. En
utilisant le Lemme 3.10, on déduit que

lim(EY — F2) = 0.

h—0
Ceci termine la preuve du Lemme 3.19.

Lemme 3.20 Sous les méme hypotheses que les Théoréeme 3.12 et le Théoréme 3.17,

on a
lim B = / / D(z,7*)Vc" Vdtdz.
h—0

Preuve : On a

== 2a0g" 5 foleuty) = et 1

1€dM;\T

- Z At"c n—|—1 Z Z (QO(ZUI, tn) - QO(IL']', tn)‘T|VNMh7_D'T7L' ) VNM],T,

TNM;#0 1€dM;NT\I

:—ZAt" S > (VeyDy i),

TOM;#0 1€dM;NT\T

— _ZAt" PN DV,

1€8M;\T
_ ZAtn n+1 Z DPV il — ZAtnc;Hl Z DV op il
lEaM Aar n,j lean

Ce qui implique que

Bl / / ¢ (2, 0) D, ) Vool 1) 7 dodt — /Q ¢ (2, )div (D(z, ¢V Vep(x, 1)) dadt,

// D(z, 7 )V (z,t).Vo(z,t)dxdt,

et de méme quand h — 0

ZAt M Ry (g, ) — / R(2)¢* (2, 1) (x, 1) dudt.
Q
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Finalement, on trouve que
lim B! = —// f(z, t)p(x,t)dxdt.

Ceci complete la preuve du Lemme 3.20.
Maintenant, par passage a la limite dans 1’équation discrete de la concentration

écrite sous la forme (3.48), on obtient :

/ —[®c* s + (¢*§* — D(x,§*)Vc*) V| dtdr + / Rc*pdzdt = (3.51)
Q Q

/f(%ﬂ@(%t) dxdt—/@cocp(x,())dx V peW.
Q Q

Alors (c*, ", p*) est une solution faible du probléme variationel donné par (3.3)-
(3.47) qui admet une solution unique (¢, ¢, p) (voir [36], [16], [70]). Par conséquent
cp, converge vers ¢, (i converge vers ¢ et p, converge vers p.

Ce qui termine la démonstration du Théoreme 3.18.

3.7 Conclusion

Dans ce chapitre, on a étudié et analysé un schéma combiné entre une méthode
éléments finis mixtes et une méthode des volumes finis, pour un systeme couplé
entre une équation elliptique et une équation de convection-diffusion-réaction. Nous
avons montré que le schéma volumes finis est L stable et satisfait une estimation
BV, sous une condition CFL. Ensuite, nous avons obtenu un résultat de convergence

vers la solution faible du probleme couplé.
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Chapitre 4

Simulations Numériques 2D
d’Ecoulements Miscibles en

Milieux Poreux

Dans ce chapitre, nous présentons des tests numériques 2D dans des cas académiques
et dans des cas proches de la réalité pour la simulation de I’écoulement et le trans-
port a travers des milieux poreux hétérogenes. Pour cela nous avons développé un
code de calcul en 2D, MFlow, basé sur le schéma éléments finis mixtes-volumes
finis traité dans le chapitre précédent. Le code MFlow permet donc de résoudre un
systeme couplé formé d’une équation elliptique (4.1) discrétisée par une méthode
d’éléments finis mixtes hybrides et d’une équation parabolique linéaire de type
diffusion- convection-réaction (4.2), discrétisée par une méthode de volumes finis
de type ”vertex centred” semi-implicite en temps. Pour la résolution des systemes
linéaires obtenus, le simulateur MFlow utilise les utilités de la bibliotheque LAS-
Pack.

4.1 Introduction

Différentes méthodes numériques ont été développées et utilisées pour appro-
cher le systeme d’edp modélisant des écoulements miscibles en milieux poreux. En
effet, on peut citer la méthode des différences finis [110], [52], [12], des éléments
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4.1. Introduction

finis mixtes [100], [27], [34], des éléments finis de Galerkin [56], [68], [80], [106] des
caractéristiques [29], [102], [112], des volumes finis [61], [33], [64], [98], [85], [105],
[28],... Chaque méthode a des avantages et des inconvénients différents. Comme les
équations régissant les écoulements miscibles en milieux poreux, sont issues de lois
de conservation physique, alors la méthode la plus propriée a la résolution numérique
de ce type d’edp est celle qui satisfait les propriétés suivantes :

- la conservation de la masse sur chaque élément ;

- la continuité des flux entre deux éléments adjacents;

- une bonne approximation de la vitesse;

- le principe du maximum discret ;

- adaptation a la géométrie complexe du domaine;

- la prise en compte de I'anisotropie des hétérogéinétés ;

- Defficacité dans la résolution des sytémes linéaires obtenus.

Dans la litérature, il existe plusieurs codes pour simuler les écoulements en mi-
lieux poreux hétérogenes en utilisant différentes méthodes numériques. Nous citons
par exemple, le code Parssim 1 [11], développé par CSM (Center for Subsurface
Modeling) & I’Université du Texas a Austin”, permet de simuler 1’écoulement et le
transport d’un fluide dans un milieu poreux. La méthode des éléments finis mixtes
est utilisée pour approcher I’équation d’écoulement par contre I’équation de trans-
port est discritésée par trois schémas différents (schémas de Godunov et la méthode
des caractéristiques). Dans le cadre de la gestion a long term des déchets radioactifs
en France, 'TRSN (Institut de Radioprotection et de Stireté Nucléaire) a développé
un code de calcul MELODIE. Ce logiciel est utilisé par 'IRSN comme un code
de référence pour ’évaluation de I'impact d’un stockage profond sur la géosphere
a partir du calcul du transfert des radio-éléments au travers d’un milieu poreux
hétérogene. FreeFem+ et FreeFem+3D (http ://www.freefem.org) sont deux autres
logiciels qui utilisent la méthode des éléments fins comme méthode d’approximation
pour résoudre les edp. L’implémentation numérique de MELODIE, FreeFem+ et
FreeFem+3D est basée sur la méthode des éléments finis, d’ou la perte de quelques
propriétés physiques interéssantes (conservation de la masse, monotonie de la solu-
tion, ...). On peut aussi citer le code UG [14] développé par Interdisplinary Center for
Scientific Computing, Universitat Heidelberg, Germany, permet de résoudre, a I'aide

d’un schéma volumes finis centré sur les noeuds et un schéma de Galerkin discontinu
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en ordre plus élevé, des edp décrivant 1’écoulement et le transport dans un milieu po-
reux. Le code PORFLOW (http ://www.acricfd.com) basé sur une méthode de type
volumes finis, donne des résultats intéressants pour la simultaion de ’écoulement et
le transport. Des tests numériques effectués par ces codes sont présentés dans [25].

Dans notre cas, on s’intéresse a un modele d’écoulements incompressibles et
miscibles ayant des applications dans I'ingénierie pétroliere et 1’hydrogéologie. Cela
conduit a un systéeme couplé composé d'une équation elliptique, calculant le champ
des vitesses de Darcy, et d’une équation de type diffusion-convection-réaction, modélisant
le transport d’un fluide en une seule phase, par exemple un contaminant dissous
dans I'’eau. Evidemment, le milieu considéré n’est pas homogene et est en fait com-
posé de diverses couches géologiques. De plus, on prend en compte la présence de
fractures qui sont, dans les cas qui nous intéressent, des milieux poreux de grande
perméabilité. Si ces fractures ne sont pas trop nombreuses, on les modélise indivi-
duellement. Lorsqu’elles sont trop nombreuses on calcule des parametres effectifs
a l'aide des techniques d’homogénéisation (cf. [79]). Le calcul des caractéristiques
du milieu poreux ”globalement équivalent” nécessite la résolution de problémes el-
liptiques posés sur une cellule de base. La résolution numérique de ces problemes
locaux peut étre réalisée par différentes méthodes (cf. [9]).

Ici, on rappelle les edp qui modélisent I’écoulement et le transport dans un milieu
poreux :

Equation en vitesse-pression :

7= —I:((S)Vp dans Q2x]0, T
divg@=0 dans Qx]0, 7 (4.1)

g.ii|l'y = —qo; ¢.7i|Ty=0; p[T's3=py sur]0,T]
Equation en concentration :

@(m)% —div (D(z,§)Ve —¢q) + R(z)c = f(z,t)  dans 2x]0, T
cll'y =¢; DVeidill'y =0; (DVe—cq).iil's =c3 sur 0,7 (4.2)
c(x,0) = co(w) sur

ot la frontiere I' est composée de trois parties telles que I' = T; UT, UT 3, p et ¢ sont

la pression et la vitesse de Darcy du fluide, ® et K sont la porosité cinématique et la
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4.2. Résolution numérique

perméabilité absolue du milieu poreux. La viscosité du fluide p est une fonction non
linéaire de la concentration ¢ de la phase, et f est le terme source. R est le terme
de réaction. Dans le cas des déchets radioactifs, il est donné par R(z) = r®(z), ou
r est le coefficient de décroissance radioactive qui dépend de la demi-vie temps 177
des radionucléides par la relation r = jl% qo est le flux imposé sur I'; et p,y est la
pression donnée sur I's. ¢; est la concentration donnée sur I'y, c3 est le flux total
donné sur I's. ¢y est la concentration initiale.

Le tenseur de diffusion-dispersion D est donné par :

D(z,q) = del + |ql[wE(q) + e (I — E(q))]

avec E;;(q) = %, d. est le coefficient de la diffusion moléculaire effective, oy et a;

sont les dispersivités intrinseques longitudinale et transversale respectivement.

4.2 Résolution numérique

Le schéma numérique utilisé pour résoudre le systeme d’équations formé par
(4.1) et (4.2) est basé sur une combinaison entre une méthode des éléments finis
mixtes hybrides et une méthode des volumes finis. La premiére méthode est ap-
pliquée pour approcher la vitesse de Darcy et la pression dans 1’équation (4.1). La
deuxiéme méthode est utilisée pour approcher la concentration dans ’équation (4.2).
Ces méthodes permettent d’avoir des propriétés physiques intéressantes : conserva-
tion de la masse, principe du maximum discret, prise en compte de I'anisotropie

etc.

4.2.1 Schéma EFM hybrides

La discrétisation de I’équation elliptique (4.1) par une méthode d’éléments finis
mixtes mene a la résolution d’'un systeme linéaire dont la matrice associée n’est
pas définie positive. Numériquement cette méthode cofiite trop chere au niveau du
stockage de la matrice. L'une des approches utilisées pour ramener la résolution a
celle d’'un probleme a matrice symétrique définie positive, consiste a dualiser les
conditions de raccord des flux. Il s’agit d’introduire des multiplicateurs de Lagrange

sur les arétes pour obtenir la continuité des flux a travers les interfaces. On obtient
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4.2. Résolution numérique

ainsi les méthodes mixtes hybrides (cf. [27]). La méthode des éléments finis mixtes
hybrides utilisée dans notre code de calcul est définie par les fonctions de bases de
I'espace de Raviart-Thomas de plus bas degré (ordre 0) (voir [101] et [107]). Nous
désignons par L’; ’espace des fonctions constantes sur L?(&), ot &, est I'ensemble
des arétes de (Ap)p>o- Il est défini par :

LY = {un € L*(&n); pm|L = Cte; VL € &y ualT1 = g} (4.3)

L’approximation élément fini mixte hybrid (qx(t), pa(t), An) € X x M" x Lk de
(q(t), p(t), \) est la solution du probleme :

( fT/LKflq"h - SpdT — prhdiv ShdT + Y rcr [, AsSh-dL =0 Vs, € RT,

< fT wpdiv (j’h dT =0 Ywy, € Mh
\ ZTeAh ZLET fL Gy - TtdL = ZLEFl fL Qopun AL Vin € Lg
(4.4)

oll les espaces de dimension finie RT, et M" ont été définis dans le chapitre 3.

Il est possible (voir, p.e., [27] et [20]) de ramener la solution du sytéme (4.4) & une
soultion d’un autre systeme linéaire dont la seule inconnue est le vecteur des multi-
plicateurs de Lagrange )j, avec une matrice creuse, symétrique et définie positive. g,
et pp sont obtenues localement en résolvant un systeme linéaire sur chaque élément.
Ces dernieres années, la popularité de la méthode des éléments finis mixtes hybrides
a fait des progrés considérables dans le cadre de développement des algorithmes

efficaces pour résoudre ce systeme (voir, p.e., [35]).

4.2.2 Schéma VF semi-implicite ”vertex centred”

Le schéma volumes finis utilisé dans MFlow, pour approcher ’équation en
concentration, est de type ”vertex centred” semi-implicite en temps. Il consiste a
approcher le terme convectif par un schéma de Godunov et le terme diffusif par une
approximation éléments finis P;. Le schéma considéré est semi-implicite : explicite
pour la convection et implicite pour la diffusion. Il est a noter que le pas du temps

est calculé automatiquement en respectant la condition CFL. Ainsi notre schéma
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4.3. Test 1 : domaine homogene et isotrope

est donné par :

gt — |1\2.t|tp Siconmr(G ™ C?H) 7| 4 AtnR i

(4.5)
=+ \M \<I> ZleaM (qf = e (=q-mu) "I + %fﬁ
ol
= —%@VNMI’T.DI}VNM].,T (4.6)
avec Ny, 7 sont les éléments finis P; standards et
tnt1
D} = M / / D(z, ) ddt (47)

Maintenant, supposons connu cj a l'instant ¢,, I'implémentation numérique du
schéma combiné (4.4)-(4.5) se fait en plusieurs étapes. La premiere consiste a résoudre,
grace au schéma éléments finis mixtes hybrides (4.4), un systéme linéaire avec une
matrice symétrique définie positive dont la seule inconue est A}. Dans la deuxiéme
étape on récupere la vitesse g et la pression pj en résolvant un systeme linéaire
3 x 3 sur chaque élément. La derniére étape est consacrée (a I’aide du schéma vo-
lumes finis 4.5) au calcul de la concentration cZ“ a l'instant £, en résolvant un

systéme linéaire avec une matrice creuse.

4.3 Test 1 : domaine homogene et isotrope

Dans cet exemple, on valide notre schéma combiné pour un milieu homogene
et isotrope Q (voir la Figure 4.1), avec une perméabilité absolue égale & 1. Les
conditions aux bords sont illustrées dans la Figure 4.2. Sur I'y, le débit est fixé a
q.n = —2.5 et sur I'3 la pression est donnée par p = 1. I'y est la partie imperméable
du domaine. Les autres parametres choisis pour cette simulation sont :

d, = 1079,
p=1 o=0, a=0
®=1, f(,t)=1surl';et =0 ailleurs
Nous résumons dans le tableau 4.1, les données de maillage pour la simulation

et le temps de calcul obtenu.
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4.3. Test 1 : domaine homogene et isotrope

F1G. 4.5 — Test 1 : Profil de la concentration au cours du temps.
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4.4. Test 2 : "Labyrinthe”

nb de triangles | temps CPU | temps final
Maillage | 656 Omn8.15s 1

TaB. 4.1 — Caractéristiques du maillage triangulaire et temps de calcul.

On présente dans les Figures 4.3 et 4.4 la vitesse de Darcy et la pression respective-
ment. Les différents profils de la concentration au cours du temps sont représentés
dans la Figure 4.5.

4.4 Test 2 : ”Labyrinthe”

Dans ce paragraphe, nous présentons les résultats obtenus pour la simulation du
cas test ”Labyrinthe” [106]. C’est un exercice de référence pour examiner la perfor-
mance de notre schéma numérique EFM-VF dont le cas ol la convection domine la
diffusion dans I’équation en concentration.

Le domain du calcul est le carré [0, 1] x [0, 1] en métre de c6té un. Les perméabilités
varient fortement (voir la Figure 4.6), le chemin dans la couleur rouge a une perméabilité
élevée (K = 1m/s) tandis que la partie restante a une perméabilité tres faible (K =
107%m/s). Les conditions aux bords utilisées sont une pression (p = 1m) imposée sur
le coté droit de la frontiere {1} x [0, 1] et une pression (p = 0m) imposée sur le coté
gauche de la frontiere {0} x [0, 1]. Les parties inférieure et supérieur de la frontiere
sont supposées imperméables (flux nuls). Une source f(z,t) = 1g/m?s est placée sur
{1} x[0.05, 0.1]. Par simplicité, la porosité et la viscosité sont prises égales a 1. Dans
le but de tester notre schéma dans le cas d’'un modele d’écoulement ot la convection
domine la diffusion dans 1’équation (4.2), nous avons supposé que les coefficients de la
dispersion /diffusion sont petits mais non négligeables (de = 3.15¢™*m?/s, oy = 5m
et ap = 0.5m).

Le champ des vitesses et le profil de la pression associés au cas test ” Labyrinthe”
sont présentés respectivement dans les Figures 4.7 et 4.8. La vitesse de Darcy est
bien approchée par la méthode EFMH et respecte trés exactement la variation de
la perméabilité. Les profils de la concentration sont illustrés dans les Figures 4.9-
4.11. Le fluide injecté commence a se déplacer uniformément a partir de la partie

d’injection par convection qui domine la diffusion. Ensuite le comportement du fluide
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F1G. 4.6 — Test 2 : Distribution des perméabilités.

F1G. 4.7 — Test 2 : Vitesse de Darcy. FiGc. 4.8 — Test 2 : Pression.
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4.4. Test 2 : "Labyrinthe”

F1a. 4.9 — Test 2 : Concentrations & T=20 ans.

Fi1a. 4.10 — Test 2 : Concentrations a T=30 ans.
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4.5. Test 3 : Exercice Couplex1

™= 002
0.019

| 0.018

0.017

= oo

0.4 0.6

Fi1G. 4.11 — Test 2 : Concentrations & T=>50 ans.

est régi par 'influence de la variation de la perméabilité et commence a se disperser
aussi par diffusion au cours du temps. Ceci montre l'efficacité de notre schéma
combiné qui a bien pris en considération le terme de diffusion qui est trop petit
mais non négligeable. Le front de la concentration est tres raid ceci est di a la forte

discontinuité de la perméabilité.

4.5 Test 3 : Exercice Couplexl1

Dans le cadre de la gestion & long term des déchets radioactifs, TANDRA (Agence
National pour la gestion des Déchets Radioactifs) a proposé une série d’exercices de
Couplex au monde de la recherche (cf. page web http ://momas.univ-lyon1.fr) pour
tester les différentes approches numériques. Ici, on applique notre schéma EFM-FV
au cas Couplexl [26]. C’est un test de référence pour valider la performance des
méthodes numériques. Il est destiné a simuler le transport des contaminants depuis
un stockage en formation géologique profonde jusqu’aux exutoires de la biosphere.
Le modele mathématique décrivant la migration des contaminant est donné par une
modélisation du comportement du fluid par une équation de Darcy (4.1) et une

modélisation du transport des contaminants par une équation en concentration de
type (4.2).
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4.5. Test 3 : Exercice Couplex1

Couplex1 | Marne Calcaire | Argile Dogger
K(m/an) | 3.1536e™° | 6.3072 | 3.1536e7° | 25.2288

TAB. 4.2 — Test 3 : Perméabilité K dans les quatres couches géologiques.

Couplex1 | d.(m?/an) | oy | ay | @ R

Dogger | 5.0e™* 50 |1 [ 0.1 | Log(2)/1.57e"
Argile 9.48¢~" 0 |0 [0.001 | Log(2)/1.57e™"
Calcaire | 5.0e™* 50 |1 [ 0.1 | Log(2)/1.57e"
Marne 5.0e* 0 |0 |01 Log(2)/1.57e™"

TAB. 4.3 — Test 3 : Parametres de diffusion/dispersion.

4.5.1 Description du modele physique

Le domaine de calcul pour Couplexl est un rectangle applati de dimensions
[0,25000] x [0, 695] en metres. Il est composé de quatre couches différentes, le dogger,
’argile, le calcaire et la marne (voir Figure 4.12). Pour ce domain, le calcul devrait
étre fait pour ¢t € [0, 7] avec T = 107 ans. On présente les différentes valeurs de la
perméabilité K de Couplex1 dans la Table 4.2. Il faut noter que la tres forte variation
de la perméabilité entre les différentes roches géologiques, produit un écoulement
trés lent dans I’argile (milieu trés imperméable) et beaucoup plus rapide dans le
calcaire. Le dépot se trouve a une profondeur de 450(metres) a Uintérieur de la
couche d’argile sous forme d’un rectangle uniforme [18440,21680] x [244,250] en

metres. Les conditions aux bords pour I’écoulement sont :

(

p = 289 sur {25000} x [0, 200]
p =310 sur {25000} x [350, 595]
p = 180 + 160x/25000  sur [0,25000] x {695}
p = 200 sur {0} x [295, 595]
p = 286 sur {0} x [0, 200]
{ % =0 sur le rest de la frontiere.

La table 4.3 contient les parameétres physiques pour I'lode 129 dans 1’équation
de convection-diffusion-réaction.

Les valeurs du term source dans le dépot sont données dans un fichier sous forme
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205 m
_

200 m 200 m

Depot

Dogger

o

25000 m

Fi1G. 4.12 — Test 3 : Domaine de calcul 2.

d’un tableau dans [26]. 11 est supposé qu’il n’y a pas de source en dehors du dépot.
La condition initiale de la concentration est co(z) = 0.

Les conditions aux bords pour le transport sont :

2 = sur {0} x [0,200]

2 =0 sur {0} x [350, 595]
(D(z,§)Vec—cq).m =0 sur [0,25000] x {0}

c=0 sur le rest de la frontiere.

4.5.2 Résultats numériques

Plusieurs auteurs ont testé I'exercice Couplexl en utilisant différents schémas
numériques [25] et [26], (voir, p.e., [39], [80], [108]). Nous présentons ici les princi-
paux résultats au sujet concernant les champs de la charge hydraulique et le trans-
port d’Tode 129. La Figure 4.13 représente la distribution de la norme de la vitesse
de Darcy. On remarque que la vitesse est faible dans la couche Marne, et assez faible
dans la couche d’argile, ce qui signifie que cette derniere est moins perméable a I'eau
et ralentit efficacement les éléments radioactifs a temps de demi-vie long. La zone
colorée en bleu, ol la vitesse de I’écoulement est tres faible, montre le bon choix du
site de stockage des déchets radioactifs a ce niveau. Les contours de la charge hy-
draulique sont présentés dans la Figure 4.14. Dans les Figures 4.15, 4.16, 4.17, 4.18 et
4.19, nous montrons les profils de la concentration pour cinq temps différents. Apres

50110 années, la concentration de I'lode 129 reste toujours tres importante au niveau
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4.5. Test 3 : Exercice Couplex1
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Fi1Gg. 4.17 — Test 3 : Concentration a Fi1Gg. 4.18 — Test 3 : Concentration &
T= 1503300 ans. T=4008800 ans.

5000 10000 15000 20000 25000

Fic. 4.19 — Test 3 : Concentration & T=107 ans.
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du stockage, mais pas de dispersion dans les régions voisines. Apres environ 200000
années, I'lode 129 commence a se disperser en suivant le sens de ’écoulement vers
la gauche, les isovaleurs de la concentration sont presque uniformes suivant 1’axe
verticale entre 10712 et 1072. Ceci signifie que la diffusion est dominante par rap-
port & la convection. Apres 10° années, il apparait qu'une grande quantité de I’Tode
129 reste encore dans la couche argileuse, mais faible dans les autres couches. Par
contre la dispersion dans la couche d’argile est tres faible en comparant avec celles
des autres couches. Ceci est di principalement au fait que la convection est do-
minante dans 1’équation en concentration dans les couches aquiféres, par suite la
migration de I'lode 129 suit le mouvement de ’écoulement. Le résultat significatif
qu’on peut maintenir est que la concentration d’lode 129 atteint la frontiere gauche
du domaine. Apres 107 années, I'Tode 129 atteint la surface, mais avec une concen-
tration faible, alors I'impact des radionucléides est négilgeable lorsqu’ils arriveront
dans la biosphére. une grande quantité de 1'lode 129 reste toujours dans la région
de stockage. Donc le temps de transfert des radionucleides est trés important autour
du site de stockage.

Les résultas obtenus, ici, sont trés comparables a ceux qui sont obtenus par
[39], [108]. Ceci démontre la performance du schéma combiné éléments finis mixtes

hybrides-volumes finis.

4.6 Test 4 : Exercice REGIME

Ce test numérique rentre dans le cadre d’un exercice fronco-allemand (EURO-
SAFE 2002, Berlin), destiné a simuler le transport des déchets radioactifs autour
d’un stockage en formations géologiques profondes. L’objectif essentiel de cet exer-
cice est d’évaluer les avantages et les inconvénients de divers emplacements de sto-
ckages possibles au regard des diverses configurations hydrogéologiques associées a
ces emplacements.

Dans ce cadre, un modele géologique (dimension, couches alternatives moins
perméables comme 'argile, couches aquiferes de forte perméabilité et présence de
failles) a été congu afin de couvrir toutes les possibilités de transfert et les proces-
sus associés a l'intérieur de ces formations sédimentaires. Les difficultés principales

rencontrées pour la simulation d’écoulement et du transport a travers le domaine de
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4.6. Test 4 : Exercice REGIME

I’exercice REGIME, sont les variations de la perméabilité et 1’épaisseur des couches
argileuses. Ceci peut produire dans le méme modele, différents type de transport en
se déplacant d’une couche a une autre, par exemple dans les milieux argileux, il n’y a
presque aucune convection, tandis que, dans les autres couches aquiferes, la diffusion
et la convection sont toutes les deux importantes. La perméabilité varie de 10710 &
1075 m/s. Afin de tester les capacités de confinement des formations géologiques,
quatre termes sources de radionucléides ont été placés dans des endroits distincts
du domaine (voir la Figure 4.21) présentant des caractéristiques hydrogéologique a

priori différentes.

4.6.1 Description physique du modele

Le domaine 2 de REGIME est une coupe 2D d’un bassin sédimentaire fracturé
composé de six couches hydrogéologiques intersectées par une frature sub-verticale.
La coupe verticale 2D, a une profondeur d’environ 2km et une longueur de 10km. Le
milieu argileux est une formation géologique potentielle pour le stockage profond des
déchets radioactifs en raison de sa tres faible perméabilité et de sa grande capacité
de rétention des radionucléides. Dans I’exercice REGIME, la formation argileuse est
constituée d’une épaisse couche argileuse située entre deux aquiferes calcaires, et
intersectés par une fracture. Les quatres sources de radionucléides sont placées dans
cette couche. Deux sources sont situées dans la couche la plus mince (100m) dans la
partie gauche du domaine et les deux autres sont situées dans la grande couche plus
épaisse (450m) dans la partie droite du domaine. La perméabilité associée a I'argile
est d’ordre 1071%n/s. Tandis que les perméabilités associées aux couches aquiféres
qui sont en contact avec la couche argileuse varient de 10 ®m/s & 10 °m/s. Dans
la fracture, la perméabilité est d’ordre 10 °m/s (voir Figure 4.20). Les conditions
aux bords pour I’écoulement sont des charges hydrauliques constantes (de type Diri-
chlet) selon la surface topographique parce que la nappe hydraulique est confondue
avec la surface du sol a I’échelle de la modélisation (voir Figure 4.21). Pour ce qui
concerne les deux cotés verticaux du domaine, des charges hydrauliques constantes
sont imposées. Sur la partie en bas de la frontiére, une condition de flux convectif
nul est appliquée. On suppose que les quatre sources injectent instantanément dans

la couche de l’argile a t = 0. La condition initiale ¢ = ¢(z,0) est donnée sous forme
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4.6. Test 4 : Exercice REGIME

REGIME K(m/an) | do(m?/s) | ay(m) | au(m) | @

lower cretaceous (Valangin/Hauterive) | 1e 1 3.15e* |5 0.5 2¢?
Biickeberg layers (Wealden) 1le™% 3.15e* |5 0.5 He 2
Miinder Marl (upper Tithon) le~10 3.15e* |5 0.5 He™3
Malme (upper Jurassic) le™% 3.15e* |5 0.5 le™?
Dogger (middle Jurassic le % 3.15e* |5 0.5 3e?
Lias (Lower Jurassic) le 10 3.15e % |5 0.5 le 2
Faults le™% 3.15e™* |5 0.5 5e~2

TAB. 4.4 — Test 4 : Parametres de perméabilité et de diffusion/dispersion.

) E= L=
-; — | le-05
BT ""_-—_ le—08
_ _ le-10
20004, , . : : ; - . - - —
1.00x10* 2.00x10%

F1a. 4.20 — Test 4 : Distribution de la perméabilité K.

d’une fonction de Dirac exprimée sur une cellule duale M;. Les différents parametres

physiques, utilisés pour cette simulation, sont donnés dans la Table 4.4.

(D~ C)-n=0

—
' - %(m,n_o
(D~ C ).n=0

= Source term locations

(D C —q).n=0

F1a. 4.21 — Test 4 : Conditions aux bords.
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4.6. Test 4 : Exercice REGIME

L.00x10* 2.00x10%

Fic. 4.22 — Test 4 : Charge hydraulique.

Bl 1o
B,
0.75
0.1
0.01
00053
| 00015
| 0.0014
00013
. 0.0012
- 0.0001
1E-05

' 1 I L . 1 L L i 1 I
12000 14000 16000

Fia. 4.23 — Test 4 : Vitesse de Darcy.

T LE T
1. 1iy? ) b e

F1G. 4.24 — Test 4 : Concentration apres environ 30 années.

I ¥ I
1010yt 240 1t

Fi1aG. 4.25 — Test 4 : Concentration apres environ 500 années.
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4.6. Test 4 : Exercice REGIME

T L T
(e ST Eh 20 iyt

F1a. 4.26 — Test 4 : Concentration apres environ 20000 années.

4.6.2 Résultats numériques

4.6.3 Résultats d’écoulement

Les contours de la pression sont présentés dans la Figure 4.22. Les conditions
aux bords utilisées sur les deux cotés verticaux du domaine produisent un modele
d’écoulement orienté des deux cotés du domaine vers la fracture. En raison des
caractéristiques hydrauliques de la fracture, des charges hydrauliques basses sont
transmises de la surface topographique vers le fond du domaine a travers la fracture.
Dans la Figure 4.23 nous présentons les vitesses de Darcy. Le front raid entre les
vitesses élevées dans les couches aquiferes de forte perméabilités et la fracture et
les faibles vitesses dans les autres couches, et en particulier la couche argileuse,
est conforme aux modeles des écoulements hétérogenes diis a la variation de la

perméabilité.

4.6.4 Résultats du Transport

Comme prévu, le panache des contaminants est tres raide a cause des caractéristiques

diffusives des lieux d’injection (Les concentrations élevées indiquent les endroits ou
on a injecté les radionucléides). Aux premiers temps de la simulation (30 ans), les
concentrations dans la partie droite du domaine sont caractérisées par une propa-
gation diffusive des contaminants grace a la grande épaisseur de la couche argileuse
et les gradients hydrauliques peu élevés qui retardent la migration de radionucléides
vers les couches aquiferes. Par contre, dans la partie gauche du domaine, die a la

couche mince de la région argileuse, les radionucléides s’échappent rapidement par
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4.7. Test 5 : domaine fracturé & homogénéisation

diffusion de la couche argileuse vers les couches voisines. Des concentrations signi-
ficatives sont alors transportées par un écoulement sub-horizontal convectif dans
la couche aquifere (voir la Figure 4.24). La forme avale du panache traduit le fait
que la partie convective de I’écoulement dans la couche peu perméable n’est pas
négligeable. Le soluté est transporté de la zone de stockage vers les exutoires de sur-
face selon un schéma hydraulique en ”U” depuis le secteur de recharge qui se trouve
dans le coté gauche du domaine vers la fracture par I'intermédiaire de la couche
aquifere. Apres 500 années (voir la Figure 4.25), le drain vertical au droit termes
sources déplace le panache vers le haut par diffusion et convection. La présence de la
fracture accelere ce drainage vertical en capturant une part significative de I'activité
relachée via la couche aquifere. Les concentrations dans la partie droite du domaine
sont beaucoups moins influencées par la fracture et la couche aquifere du fait de la
grande épaisseur de la couche de stockage (Argile) qui préserve un régime de trans-
port diffusif isotrope. Apres 20 000 années (voir la Figure 4.26), le panache continue
a se disperser vers le haut au-dessus du domaine entier et atteint progressivement
les exutoires de la surface topographique. L’échelle reportée des concentrations sur
les figures 4.24-4.26 est comprise entre 1 et 1072 kg/m? et il est remarquable de

constater que 1’on n’observe pas d’oscillations négatives.

4.7 Test 5 : domaine fracturé & homogénéisation

Dans cet exemple, on considere un réservoir {2 hétérogene avec la présence d’une
fracture. La fracture se trouve au milieu et elle traverse verticalement le domaine en
le divisant en deux parties. Le domaine entier est composé de 52x50 blocs et chaque
bloc a une perméabilté différente comme indiqué dans la Figure 4.27. Ce test nous a
été fourni par A. Bourgeat (http ://momas.univ-lyonl.fr). Les régions & gauche et a
droite de la fracture ont des perméabilités d’ordre un, tandis que, les valeurs dans la
zone de la fracture sont d’ordre 10%. De plus les valeurs de la perméabilité dans les
trois régions sont hétérogenes. La fracture représente environ 4% du domain entier.
Pour savoir le comportement d’un soluté transporté par un fluide, sous I'influence
de la fracture et le contraste du milieu hétérogene, nous avons placé une source au
point (3,3) du domain. Les conditions aux bords utilisées sont, un débit constant

go = 2 sur I'y, une pression constante a la sortie po = 10 sur I's et un flux nul sur I'y
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4.7. Test 5 : domaine fracturé & homogénéisation

(voir Figure 4.28). Pour I’équation du transport, nous avons pris un flux total nul
sur toute la frontiere.

Nous allons examiner les performances d’une méthode d’homogénéisation sur cet
exemple et illustrer 'importance du choix de la cellule grossiére pour calculer les
parametres effectifs. [’approximation des perméabilités effectives a été obtenue par
la plate forme JHomogenizer. Ici on considére deux choix pour homogénéiser; le
premier choix consiste a mettre a ’échelle tout le domaine (qu’on appelle homogene

1 lors des simulations), dans ce cas on trouve un tenseur effectif :

o 24707 0.0134
~\ 0.0134 40.8541 |
Le deuxiéme choix consiste a4 mettre a I’échelle le domaine en trois parties (qu’on

appelle homogene 2 lors des simulations) : pour la partie a gauche de la fracture, on

PO 2.5898 0.0089
~\ 0.0089 24213 /'
pour la fracture on trouve

s+ _ ( 100118 0.0000
~\ 0.0000 1001.18

et pour la partie a droite de la fracture, on trouve

o [ 23185 -0.0109
\ -0.0109 2.1502

Pour valider les résultats d’homogénéisation, nous avons effectué plusieurs simula-

trouve

tions pour ’écoulement et le transport dans le cas hétérogene et dans les deux cas
homogenes.

On présente dans les Figures 4.29, 4.30 et 4.31, la pression et la vitesse pour les
milieux homgene 1, hétérogene et homogene 2 respectivement. Il apparait que les
champs de pression et de vitesse dans le cas hétérogene et la cas homogene 2 sont qua-
siment identiques. On voit clairement I'influence de la fracture et des hétérogénéités

des deux régions autour, sur le trajectoire de ’écoulement dans le cas hétérogene.
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4.7. Test 5 : domaine fracturé & homogénéisation

b

I
I
0.2515 0.27 0.52
F1G. 4.28 — Test 5 : Domaine de cal-

Fic. 4.27 — Test 5 : Perméabilité
hétérogene.

cu

Les profils de la concentration sont illustrés dans les Figures 4.32-4.34 pour deux
pas de temps différents. Il apparait encore que les concentrations hétérogenes et ho-
mogenes 2 se rapprochent mieux que celles dans le cas homogene 1. Ceci est illustrée
de maniere claire dans la Figure 4.35. Dans cette Figure, on présente I'activité du
fluide injecté a ’exutoire au cours du temps. Dans le cas hétérogene et homogene 2, le
fluide injecté commence a se déplacer uniformément a partir de la partie d’injection
par convection et diffusion jusqu’a la fracture. Ensuite le comportement du fluide
est régi par convection qui domine la diffusion dans la fracture. Apres il continue a
se disperser par convection et diffusion vers ’exutoire. Le front de la concentration
est tres raid ceci est dii a la variation de la perméabilité dans les trois régions.

En conclusion le milieu homogénéisé 2 restitue de maniere satisfaisante les ca-

ractéristiques de I’écoulement.
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4.7. Test 5 : domaine fracturé & homogénéisation

vitesss presura
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20050 — 10.7405
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0.08858834 107207
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008 10.7614
0.04162232 107518
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00 01 02 0a 0.4 05 oo 04 02 0a 04 05

F1G. 4.30 — Test 5 : Vitesse & Pression dans le cas hétérogene.

prassure
10 848

10 8342
10,6252
10,8127
10 5064
10,7984
10.7976
10,7899
07775
10,7681
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107422

F1G. 4.31 — Test 5 : Vitesse & Pression dans le cas homogene 2.
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4.7. Test 5 : domaine fracturé & homogénéisation

Cone Cone
0636t 054
0.476¢ 0265
0317 0.7
0.155 0.005
0.0367 0.085
0.0056' 0.005

Fi1G. 4.32 — Test 5 : Concentrations dans le cas homogene 1
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Fic. 4.33 — Test 5 : Concentrations dans le cas hétérogene

. T=0.02 ans 5 T=0.15 ans
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Fic. 4.34 — Test 5 : Concentrations dans le cas homogene 2
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4.7. Test 5 : domaine fracturé & homogénéisation

Conc
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Fi1ac. 4.35 — Test 5 : Concentrations a I’exutoire I's.
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Chapitre 5

Estimation d’Erreur a posteriori
pour un Schéma VF d’une
Equation de type

Convection-Diffusion-Réaction

On reprend ici le texte intégral d’un article en préparation, dont le titre est
by B. Amaziane, A. Bergam, M. El Ossmani and Z. Mghazli.

Nous étudions des estimateurs d’erreur a posteriori de type résiduel pour une
équation de convection-diffusion-réaction pour le schéma VF développé dans le Cha-
pitre 3. Nous introduisons deux sortes d’indicateurs. Le premier est local en temps
et en espace et constitue un exellent outil pour ’adaptation du maillage a chaque
pas de temps. Le second est global en espace mais local en temps et peut étre utilisé
pour ’adaptation en temps. Nous montrons que ’erreur entre la solution exacte et la
solution discrete en temps et en espace est bornée supérieurement par ces indicateurs
d’erreurs et les données du probleme. Nous obtenons ainsi des estimations a poste-
riori optimales. Des essais numériques d’adaptations de maillages sont présentés et

montrent ’efficacité de la méthode.
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Volume Discretization of a
Convection-Diffusion-Reaction Equation Arising
in Flow 1n Porous Media
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Abstract

We analyse a residual error estimator for a semi-implicit finite volume discretiza-
tion of a time-dependent convection-diffusion-reaction boundary value problem,
modeling the transport of contaminant in porous media. The error estimators with
respect to both time and space yield global upper and local lower bounds on the error
measured in the energy norm. Computational results of various model simulations

of fluid flow and transport of contaminant in heterogeneous aquifers are presented
and discussed.

Keywords: Finite volume, a posteriori error estimation, adaptive method, convection-
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1 Introduction

Convection—diffusion equations are an important class of partial differential equations
(PDEs) that arise in many problems in science and engineering, and present serious nu-
merical difficulties. It is known that standard finite difference and finite element methods
generate solutions that exhibit non-physical oscillations and/or artificial numerical diffu-
sion and grid orientation which smears out sharp fronts of the solution where important
chemistry and physics take place. The application of the classical conforming finite el-
ement method to fluid flow in porous media, in general, does not locally conserve mass
(see, e.g., [15]) due to its global continuity requirement. Many specialized methods have
been developed to resolve these difficulties. Eulerian methods use fixed spatial grids and
incorporate some form of upstream weighting or other dissipation techniques in their for-
mulations (see, e.g., [13], [42] and the references therein). Hence, they can eliminate
the nonphysical oscillations present in the standard finite difference and finite element
methods. Some of the Eulerian methods, such as the Godunov scheme, the total variation
diminishing (TVD) schemes, and the ENO/WENO schemes, can resolve shock discon-
tinuities from the nonlinear hyperbolic conservation laws. Characteristic methods take
advantage of the hyperbolic nature of the convection-diffusion equations by utilizing a
characteristic tracking to treat the advective component of the governing equation [19],
[39]. These methods symmetrize the governing equations and significantly reduce the
temporal truncation errors. Thus, they allow large time steps to be used in numerical
simulations without loss of accuracy, and lead to a greatly improved efficiency. However,
most characteristic methods have difficulties in treating flux boundary conditions when a
characteristic is tracked to the boundary of the domain, and fail to conserve mass.

The Eulerian-Lagrangian localized adjoint method (ELLAM) was introduced in [13]
for solving convection-diffusion PDEs. The ELLLAM formalism provides a general char-
acteristic solution procedure for convection-dominated PDEs and a consistent framework
for conserving mass and treating general boundary conditions. The ELLAM techniques
symmetrize these PDEs, generate accurate numerical solutions even if large time steps
are used, and eliminate nonphysical oscillations, numerical dispersion, and grid orienta-
tion artifacts. Thus, the ELLAM framework overcomes the principal shortcomings of the
previous characteristics methods while maintaining their numerical advantages (for more
details, see, e.g., [42] and [50]).

Finite volume (FV) methods are a class of discretization schemes that have proven
highly successful in approximating the solution of a wide variety of conservation laws
systems. There is an extensive literature on this subject. We will not attempt a literature
review here, but merely mention a few references. They are extensively used in fluid
mechanics, meteorology, electromagnetics, semi-conductor device simulation, models of
biological processes and many other engineering areas governed by conservative systems
that can be written in integral control volume form (see, e.g., [6], [21], [25], [28], [29],
[32], [33]). The primary advantages of these methods are numerical robustness through
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the obtention of discrete maximum principles, applicability on very general unstructured
meshes, and the intrinsic local conservation properties of the resulting schemes.

The literature associated with the foundation and analysis of the finite volume methods
for hyperbolic problems is extensive (see, e.g., [21], [32] and the references therein).
FV methods for elliptic problems have been proposed and analyzed under a variety of
different names: box methods, covolume methods, diamond cell methods, integral finite
difference methods and finite volume element methods (see, e.g., [33] for a review).

More recently, FV methods were developed and analyzed for convection-diffusion
problems (see, for instance, [12], [17], [20], [21], [25], [26], [27], [30], [31], [34],
[35], [36], [38], [51]). There are various approaches in deriving FV approximations of
convection-diffusion equations. The most general classification is obtained depending on
the choice of: (1) the finite volumes and (2) the discrete space to which the approximate
solution belongs. The domain is meshed and depending on whether the finite volumes
are the elements from the original splitting or volumes around the vertices of the original
splitting, we have correspondingly cell-centered and vertex-centered finite volume meth-
ods. For the vertex-centered finite volumes, depending on whether the discrete space is
piecewise constant over the finite volumes or piecewise linear over the original mesh, we
have correspondingly vertex-centered finite volume difference methods or vertex-centered
finite volume element methods. The cell-centered finite volumes can lead to cell-centered
finite volume difference methods or mixed methods.

The stability of the FV methods often depends on the way the flux surface integrals
are approximated. The most important example is for fluxes with strong convection part.
For such cases a straightforward approximation of the flux integrals often yields oscillat-
ing solutions. Therefore, it is not surprising that different flux approximations also serve
as benchmarks in the classification of the FV methods. The most popular and efficient
way approach is to use various upwind schemes (see, e.g., [21], [25], [33]). For such
problems we are interested in approximation methods which produce solutions satisfying
the maximum principle and are locally conservative. Such schemes are also known as
monotone schemes (see, e.g., [41], [43]). The interest of these methods stems from their
compactness in terms of numerical stencil, their effectiveness on unstructured multidi-
mensional meshes and their efficiency in insuring robust, stable and convergent schemes
thanks to the upwind strategy. However, the discretization of second-order terms, es-
pecially for anisotropic problems, is problematic in the sens of the efficiency (cf., e.g.,
[22]). The stencil has to be enlarged and it generally implies constraints on the mesh. On
the opposite side, finite element approximations based on energy methods are naturally
suited for diffusive problems. However these methods may involve some numerical in-
stability in case of problems with convection dominating diffusion and in order to cure
these drawbacks, some extra-stabilization terms have to be added to the equations. Then
an attractive alternative for solving convection dominated diffusion equations consists in
sharing the advantage of these two numerical techniques. One is led to combine a finite
volume discretization for the convective terms with a finite element discretization for the
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diffusive part (see, e.g., [1], [2], [23], [25]). This approach is considered here.

Subsurface phenomena can involve multiple time and spatial scales, long simulation
time periods, and many coupled components which are convection dominated. The latter
requires steep gradients to be preserved with minimal oscillation and numerical diffusion.
Thus, dynamic time and spatial adaptivity based on a posteriori error estimates is essential
for accuracy and efficiency.

In this paper we construct, theoretically justify, and test a computational method that
yields reliable error control of the FV discretization of a convection-diffusion-reaction
equation, arising from the modeling of flow and transport in porous media, in 2-D on
unstructured grids. A detailed description of the model is given by e.g. [7]. We achieve
balance between obtaining reliable control of the error and efficient use of the available
computational resources by an adaptive process of local grid refinement based on a poste-
riori error analysis. In our a posteriori error analysis we exploit the ideas known from the
finite element method. Namely, we use estimators based on local residuals type estima-
tors. We have constructed such estimators for vertex centred FV approximations and have
therotically justified them by proving, under appropriate assumptions, that they provide
both lower and upper bounds for the error.

There is an extensive literature on adaptive methods for finite element approximations
with emphasis on both theoretical and computational aspects of the methods. Among the
vast literature we refer, e.g., to [3] and [44]. There are few works related to a posteriori
error estimates for FV methods of convection-diffusion problems. Earlier results related
to this topic in the context of flow and transport in porous media were published in [12],
[28], [31], [37], [38] and the references therein.

The paper is organized as follows. In section 2 all necessary mathematical notations
are defined, the problem is formulated and the general assumptions are stated. In sec-
tion 3, the numerical scheme for the model problem is presented with emphasis on the
finite volume method employed for the solution of the convection-diffusion-reaction equa-
tion. The construction of error indicators for this approximation and the proof of upper
and lower bounds for the error as a function of the indicators are established in section 4.
A series of numerical examples demonstrates the effectiveness of the methodology for 2-
D miscible flow problems through heterogeneous porous media where large permeability
variations are allowed.

2 Problem Formulation

We consider the following convection-diffusion-reaction problem: Find u = u(z, t) such

that 5
8—1; — div (D(:E, t)Vu — q"u) +au=f inQx]0,T7,
u=0 on I'x]0,T],

u(-,0) =wup in Q.
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Here 2 is a bounded polygonal domain in [R?, with Lipschitz boundary I' and ]0,77[ a

time interval, D is a uniformly positive function in 2x]0, T'[, ¢'is a given vector function

(velocity), a is the given absorption/reaction coefficient, and f is a given source term.
Let us state the following assumptions.

(A1) D is a positive and continously time-differentiable function such that

Vz € Q,Vt €]0,T[, 0< Dypin < D(2,t) < Dypag < +00.

(A2) f € L*(0,T; LX(Y)).
(A3) 7e C(0,T; (Whe())%)
(A4) a € C(O,T; L°°(Q)).

(AS5) There are two constant 5 > 0 and A > 0 such that
1. .
§d1V §+a>p and ||alpe@) < AB in[0,T].

(A6) ug € H'(Q).
For m € IN, we use the usual Sobolev space
H™(Q) := {U € L*(Q) : D'v € L*(Q) i=1, ...,m},

and we denote
Hy(Q) == {v e H(Q) : v|r =0},

equipped with the energy norm

1/2
ol = (nDanﬁ,g +ﬁ|lv||§,n> . @

The dual space of H(f2) is denoted H~*(£2), and for any numbers a < b we denote by
L?*(a,b ; H}(Q)) and L?(a,b ; H~'(Q)), the spaces of measurable functions u defined
on (a,b) with values in H} () and H~'(Q) respectively, such that the function ¢ —»
lu(-,t)|li0and t — ||u(-,t)||-1,0 are square integrable. We denote the dual norme
associated to (2.1) by

< ¢,v >

loll.= sup —2", VoeH Q) (2.2)
veri@uwzo V]l

For v € L?(0,t; H}(Q)) we introduce the norm

t 1/2
[w]](t) = (||v(t)||3,n+ /0 \I\v(8)||\2d8) - (2.3)
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where || - || is defined by (2.1).
Assumptions (A1)-(A6) imply that the weak form of problem (2.1):

( Findu € L?(0,T ; H}(Q)) such that 2 € L2(0,T ; H'()) and
/ o dz + / DVu - Vvdz + / div (qu)vdzx

N

2.4)
+/ auvdz = / fvdz Vv € Hy (), forae. t €0,T]
Q Q

\ U(,O) = Ug

admits a unique solution (cf. [18]), and by taking v equal u(¢) in (2.4) and integrating on
the interval |0, ¢[, we derive the following estimate, for all ¢ in [0, T']:

1

1/2
(0 < (o + 5 WMoy @5)

man

or

1 1/2
uwms(| +ym@wﬂ@0 . 2.6)

In the case where a = 0, i.e. no reaction term in the equation, we take A = 0 and keep /3
in the definition of the energy norm.

3 Discretization of the Problem

In order to describe the time discretization of the problem (2.1), we introduce a partition
of the interval [0, 7] into subintervals [t, 1,%,], 1 < n < N such that 0 = ¢, < t; <
. < ty = T. We denote by 7, the length ¢, — t,, 1, by 7 the N-uplet (71,...,7n)
and by |7| the maximum of the 7,,, 1 < n < N. Since our aim is mesh adaptivity, for
each n, 0 < n < N, we consider (7,"), a regular triangulation of €2 by closed triangles.
Each triangulation 7;" is derived from 7,"~" by cutting some elements of 7,”" into a few
number of subelements or, in opposit, gluing together some elements of 7'h"_1 into a new
triangle. We denote also by V}' the dual decompostion associated to 7,*. Note that at the
same time t,,, several triangulations can be employed for mesh adaptivity and we use the
notation 7, only for the last one. We introduce the notation u™ = u(t,), D" = D(t,),
a" = a(t,) and f" = f(t,).
The semi-implicite semi-discret problem is given by
u® — unfl
—— —div <D”Vu” —q" " ) +a"u" = f" inQ. (3.7)
n
We now describe the space discretization with a finite volume scheme wich is ob-
tained by integrating the equation on a given control volume of a discretization mesh and
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[ oA

Figure 1: A vertex-centred cell in 2D

taking an approximation of the flux on the control volume boundary in terms of discrete
unknowns. Let us give the assumptions which are needed on the mesh.

Assume that we have a family of triangulations 7,", which is regular (see [16]). The
partition V' is chosen as the set of N, volumes V; that constitute the dual of the trian-
gulation 7," known as the Voronoi mesh (cf. [49]) and such that Q= Ui=1,...n, Vi. This
mesh is constructed by connecting the middle points of edges and circumcenters of each
neighboring pair of triangles having a common edge with a straight line segment (See
Figure 1).

We denote by &} the set of edges E of triangulation 7,*, h > 0 and '} the set of edges
7 of the dual decomposition V}'. We denote by +;; the intersection of boundary 9V; and
0V; of two control volumes.

We may construct an other partition of 2, denoted by Q} and formed by Quadrilaterals
Q defined by Q@ = V(7. We also need to define the set K} = |J K, formed by the
triangles K having zy; (the center of the control volume V;) as a vertex and +y as an edge.
Next we define the spaces Py (7,") and Py (V}') by

Pu(T) = {on € C°(Q) : wlr € PVT € T},

and
Po(V,?)Z{whELZ(Q) : wh|w€P0;i=1,...,Nn},

where P, is the set of polynomial functions of degree < [.
Denote by I, : L*(2) — Po(VP) the global Vi'-piecewise constant interpolation
operator which is defined by

1
%] / vdx  for interior volume V'
I,v:= ViJv (3.8)
0 for boundary volume V' (i.e.0V N T # ().
Note that the operator I, satisfies homogeneous Dirichlet boundary conditions i.e. [,,v =
OonT.

108



Let (¢;)i=1,..,n, be the set of basic functions of P;(7;*). We integrate the semi-
discrete problem (3.7), over any control volume V;:

n __ ,n—1
/ v-w —/ div (D”Vun)+/ div (q_'"lunl)dx+/ a"u"d:cZ/ ftdx.

2 2 2 2 2

By an integration by parts, we obtain

u® — unfl
/ - - D"Vu" - ﬁids—i-/ q"“_lu”_l-ﬁids-i-/ a"u"dx :/ ftdx,
g Tn aV; V; Vi Vi

3

where 7i; is the unit outward normal vector on 0V;.
By writing 0V; = U v, we obtain
YCOV;

_ -1
/u—z {/D"Vu Ty ds— /*” Lyn— 1nﬁyds} / u”d:c:/ fdz,

yCOV;
(3.9)
where 777, is the unit outward normal vector on 7.
If we denote

F(v,7) := /DVU - fiyds,
¥

and

G(v,7) == /q"v - iy ds,
v

the equation (3.9) could be written in the following form:

_ an—1
/ %— Z (u"l,’y))—f-/ a"udr = | frdz.

~YCOV; Vi

The finite volume discretization is ended by defining a numerical flux functions Fp, (v}, )
and Gy, (v,?_l, 7). For this, we will consider V}, the space of all continuous, piecewise linear
finite element functions corresponding to 7, and vanishing on I':

Vh = {Uh € Pl(ﬁln) and ?)h‘r = 0} . (310)

Mnp

Let M,, be the number of interior vertex. For u; = Z u;;, the numerical flux functions
i=1

Fn(u?,v) and G ' (up,y) are defined by

A= Y /Dzwz-ﬁyds,

JET @) y=ns; *
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Gu(up ) = ). (@ -y ) Fup ™ (@) + (7 - i) "up () ds,
JET (@) y="i; *

where

Je)={j€e{l,...,M,} : supp;Nsuppip; #0},

(gt 7@)" =maz(0,¢"" @), (¢"1-71)T =min(0,¢"" - ),

and D}’ is an approximation of D(¢,) which is a piecewise polynomial of degree smaller
than a fixed integer ¢ and such that there exists a constant ¢(D) only depending on D
satisfying

|D(t,) — Dy|le(y < c(D)RTT 1< n < N. (3.11)

We assume that a}} is also an approximation of a(t,) which is piecewise polynomial of
degree smaller than a fixed integer £ and such that there exists a constant ¢(a) only de-
pending on a satisfying

la(ts) — apllz=@) < cla)h™ 1<n<N. (3.12)

The fully discrete problem is given by

( Find (u)o<n<n € (Vi) satisfying

u) = Iug in Q,

-1
ul — uy
h h E n n =
v n ) i

) jezt (3.13)
- [(q*n—l iV (o) + (@)Ul i) )ds
+ / apupdr = frdx

fort =1,2,...M,,n=1,...N,

\

where V" for 1 < ¢ < M, are the interior control volumes in V}, ,,, a} is a piecewise
linear approximation of @™ and ITj, is the L?—projection on V},.

The analysis and numerical results of this scheme applied to immiscible and miscible
flow in porous media could be find in [1]-[2] and [4]—[5].

With the family (u})o<n<n We associate the function uy, on [0, 7’| which is affine on
each interval [¢,_1,%,], 1 < n < N, and equal to u} at ¢, for 0 < n < N. This function
writes, for1 <n < N
th — 1

T’Il

Upr (1) = uff — (uff —up™h), Vt € [ty 1,tn] (3.14)
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t —
upr(t) = uf ' + (up —up ™),  VtE [ty 1,ta- (3.15)

n _ ,n—1
u)dz and / a"u"dx can be approximated by

Remark 1 The terms / (
Tn

i %

n _ ,n-l1
H/Z\(i) and |V;|aul respectively where ul! = u}}(z;) and a} = aj(x;).
n

4 A Posteriori Error Estimates

With the notation (2.3), we intend to bound the norms of [[u — up,]|(¢,), for 1 < n < N,
as a function of indicators.

4.1 An upper bound for the error
For all v € H () we have

/Q %(u—um)v—{- /Q DV (u—up,)-Vu+ /Q div (q(u—up,))v+ /Q a(u—up,)v = /Q (f=Tfr)v

_n—1
/ i / Yh T, /Q DIVl -Vo+ /Q DIV (ul —up, )-Vo+ / (D!~ D)Vuy,-Vo

Tn Q

- [aiv @+ [ v @ =+ [ (@ = D

—/aﬁuﬁv + / ap (up — upr)v + /(az — a)up. (4.16)
Q Q Q
For all v € H; () we denote by

U’h_uz ' -n—1, n—1 n, n
/fh / /DhVuh VU—/le( uy )U—/ahuhv,
Q Q
B(v) ::/DZV(UZ—uhT)-Vv—i-/div (cj’”_l(uz_l—uhr))v—i-/a;i(uz-um)v,
Q Q 0
C) = [(F= o+ [ (Dh = D)un - Vo [ div (77! = Pun)e
Q o Q

+ [ (af — a)up,v,
\ Q

4.17)
and evaluate separatly each term A(v), B(v) and C(v).
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Evaluation of the term A:
Since I,,v is piecewise constant we can write A as

A(v) = Z/

veypV

up — ut
(f,’;v—hihv—DZVuﬁ-V(v—Imv)—div ((j"”luzl)v—a,’;uﬁv).
Tn

An integration by part gives

Aw) = ) {Z /Q<f,7u - “2%‘7’:1@ + div (DPVu (v — Iv))

vevr ~Qcv
— div (" — aﬁuﬁv) +/ DypVuy, - ﬁfmv}
av

+ Z /E[DZVuZﬁE] (v — Lyv)

Ee&p
ull — up ! ,
= X [ (- B s av g
veTr ‘\Qcv /@ Tn

— div (" P — aﬁuﬁ) (v = Iv)

+ / D,’fVuZ-ﬁImv}-i- >y / [Dpvup - fig] (v — Lyv)
ov E

Be€p

+ Z fr - Un T Un u” —div (" 'u?Y) — aful ) Ly
v h ™ q h RUp | LdmU-

Vet

For interior volumes V' the finite volume discretization (3.13 ) implies that the last term is

equal to
-3 <fm“>i< S [ (7o
Yij

VieT! 75 COV;
_(q_m_l : ﬁw,-)jL“Z*l(xi) - (q_m_l : ﬁw,-)_uzl(xj)>d8>,

where (I,v); = (I;yv)),,, and if we take 7 to be the normal to 7;; such that *~' - 72 > 0
and the indices (i§) are such that (z; — z;) - 7 < 0 the last term is equal to

- 2 ((Imv)z—(fmv)j)/ gy (@) —up H(2)ds.

TET v €LF i CT Vij
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Let

n n—1
u? —u .
Rilo = ( b — —h_h 4 div (DpVuy)

n

—div (" 'uf") - aZuZ)

rhle = [DpVu}-iig)
zply = " A(up T (@) — up T (2).

The expression A(v) writes

E:El/ﬁ%-lv > [ -1

Vevp Qcv Eegp

h Z Z ((Imv)i = (Imv)j)/ Zp.

TET v €TR i CT ij

Lemma 4.1 (Interpolation error bounds for I,;,)
Let v € H}(Q) and I, defined by (3.8), then we have

1) |v — Imv||0K < claK|HUH|wK VK e K,K CQ
2) v~ Invllos < e2Dyittai?|v]lw, VE € EF

man

1/4 n
3) ()i = (Im0)jllony < csDpit o)l Vs € T

min 'y”

(4.18)

(4.19)
(4.20)

4.21)

(4.22)
(4.23)
(4.24)

where ag := mm(hst%Z, B712) for S = K, E,~;;, and the constants c,, ¢y and c3 are
independent of h.
Proof.

1) Consider an arbitrary v € H'(2), an arbitrary V € V', K € K, K C @) and an arbitray

E € &. We have the standard estimations
v = Imvllo,x < chi||[VO|wg

< o]k

||lv—1I

Hence we get the bound (4.22)

||’U — mU”O K< < Clmln{hKDmir/lQa 71/2}|”UH|WK'

2) In order to show the interpolation bound (4.23) we consider the well-known trace

inequality (cf. [45]) for w € H'(T), for an arbitrary 7 € T,"

—12 1/2 1/2
(h7 ol + 1§71V 0157 ) -
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We take w = v — I,,v and restrict ouwself to the small triangle X' C 7 where we have
w € H'(K), and use the bound (4.22)

o= LolBn = 3 o= Lol
KCwr
1 9 2 —1/2
<Y (hK ol + axllvllus DY |||v|||wT)
KCUJT
< ey (h > + DY ax)mvmw
KCwr

1/2
< 2 3 D a2,

KCwr

—1/2
< oD, Pag|v]?,

n

3) For the bound (4.24), we remark that

1(Imv)i = (Im)jllo,y; < N Tmv)i = vllogy; + [1v = (Fmv)llo;-

and use the same argument as in 2). This completes the proof of Lemma 4.1 m
One conclude from Lemma 4.1 and (4.21) that

>y lug + > Diltarl?

Vevp Qcv Eeegp

1/4
+ 3 D ez lon 0], - (4.25)

yery

o

We define the spatial error indicator by

me)® = Y. > alRnlze (4.26)

VeT* QCV

() = D2 aplipl} s (4.27)
Ec&

? = Dl Y alZR)?, (4.28)
vel'y

(m)? = ()*+ () + (n))? (4.29)

By using the fact that the domains wg, wg and w,,; only consist of a finite number
of elements that is bounded by the minimal ratio of the diameter of any element to the
diameter of its largest inscribed ball, we conclude that

A(v) < npllvll,
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and

n tm n tm 1/2
> [T am=y / \HvH|<Z77m 1/2( / mvm?) S @A)
m=1""tm-1 m=1"""m-

If we use the definition of 7] and 7] without the term Dm”/L we obtain

n tn 1/2
Z / )<, Z / ol < 003 e ( / mUmZ) “31)
tm—1 tm—1 m=1 0

where C; =sup(1, D,, 1/2).

man
Evaluation of the term B:

By (3.14), (3.15), (3.11) and (3.12) we have for0 <t < ¢,

t, —t
/D"V —up,) - Vv = ( - )/D;}V( —up ) - Vo
n Q

tn_t n n n—
< (") cuoop v - wiel;

n

where Cy(D) = (1 + <2057
/QaZ(uZ—uhT)v = ( )/Q up — up )
< (B et - e,

where Cy(a) = (1 + c(%)f}l;l ), and

[aiv @it e = (S50 [av @ - i
(

t—tn - s (=10 n— n
< () iy (@ i = )l
Let
n .__ n—1 n\1/2 nfl
R G [ R @3
t— 1ty ) _ _
@ = (&= 1)||dw(q"” (g — )| @39
= ()l - L @34



One conclude that
B(v) < Cy(D,a, B) (& + ¢ + 05) llvll.-

where Cy(D, a, 3) =max(Cy(D), Cs(a), B~1/?).

We define the temporel error indicator as
n Tn n n n—
of = |7 (Ip v - il
Hldiv (g (upy " = up))[? (4.35)
1/2
) = )|

So we have

Xn:/tm B(v) < Cy(D, a, B) Zn: om (/t:jl ||\U|H2) 1/2

m=1"tm-1 m=1

n tn 1/2
< CuD.0p) Y O ( / \HvHP)

m=1

Evaluation of the term C:

Co) = (7= f+aiv (@ = D) + (@}~ s )o
+ /Q(DZ — D)Vup, - Vv
< (BP0 g+ dv (@ = D) + (0}~
+DL(DF - D)Vl ) ol
Let
Gh(0) = (5770F = i+ oy (@ = D) + e = el

+D,.12||(Dy — D)vuh7”0>- (4.36)

One conclude that

S [ cwe ([ wor) ([T er)
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Now we take v = (u—up,)(, t) for 0 < ¢t < ¢, and we use the fact that for all v € H; (£2)
we have

1
/|D1/2Vv|2+/div (g'v)u+/a\v\2=/|Dl/2vu\2+/(—div 7+ a)v? > o
Q Q Q Q a2
to obtain the following theorem.

Theorem 1 Let u be the unique solution of problem (2.4) and (u}})n>1 the solution of
problem (3.13), then there exists a constant C' independant of h, ¢, a, D and (3 such that

n tm 1/2
u = un])(t) < € [nu" ~ Mo+ Y (o + ©F+ [ \Gﬁ(t)\2)]

where n;*, OF and Gy are defined by (4.29), (4.35) and (4.36) respectively and
C =max(Cy, Cy4(D, a, B)).

4.2 A lower bound for the error

In order to derive lower bound for the error, we prove separate bound for each indicator
ny and ©p'. We begin with the later.

Proposition 4.2  There exists constante C; = C1(D, B, §) such that

o g , 1/2 tn \ 1/2
ov<al( [ Igu-umitg) + ([ he-wl?)
th—1 tn—1

tn 1/2
s+ ([ Gaor)
tnfl

Proof. First of all we remark that

foralll <n < N.

2\ /2 N\ /2 1/2
(%) mar-un = (Z) [0y evi - ie+ sl - a1
2\ /2
< (3) [omiop e - v
1/2
el —
So we have
2\ 12
(%) -t < coop, @)
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where Cs = h**'max(c(D), c(a)).

By (4.16) and (4.17) we have with v = o — u} ™"

@ = / [ 2w+ [ D9+ [ v @ umo
+ /Q a(u — ups)v — /t:nl (A(uh —up )+ Cluf — u21)>

(1 0
[ (St

mm

+(1 + 1141l 2 (22 (BDmin) ™)l Uh7|||) ety — il

tn
+f (Cm;z n Gﬁ(t)) o — w2

tp—1

tn 1 o 1/2 tn 1/2
< |||—<u—um>|||z) +ce(/ |||U—Uhr|||2)
([ s
tn 1/2
+clfl/“+(/ IGﬁ(t)l2) }”ﬂnuh—uz—wn
tn—l

where Cs = 1 + ||| (z(02))2(8Dmin) ~'/%. We conclude by using (4.37)

tn 1 1/2 tn 1/2
n 2 2
or<al([ polga-uml) + ([ i)
tn—1 min th—1

1/2 fn 2 1/2
+T/772+(/ IGE(t)I> }
tn—1

where C; = v/3Csmax(1, Cs, Cy). This completes the proof of Proposition 4.2 m

IA

Proposition 4.3  There exists a constant Co = Co(a, D, B, §) such that

tn 1/2 tn 1/2

< c[(/ |||—(U—Ufw)|||f> +(/ |||u—um\||2)
tn 1/2 n;:b 1/2

+(/ ||dw(<u—um)||) +(/ |Gﬁ(t)l2>

tn 1/2
([ =) e
tn—l

foralll <n < N.
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Proof. Recall that for all v € H} () the term A(v) is given by

Aw) = 3 Z/QRE(U—IMH > [Erg(u—fmu)

Vevr Qcv Ecer
- Y (- ) [ A @39)
TET v €T3 i CT Yij
and has also the expression
Av) = Z /Rﬂv—i— Z /rﬂv.
TeTr’ T peep B

Following [46], we introduce for any element 7 € 7," and any edge E € &£} the corre-
sponding bubble functions ¥ i and ¥g. We denote by wg the support of 1r which is the
union of two elements of 7, sharing £ and set

2 —1/2
wo =01 Y o3yUrRE+ 86D appprh.
TeTr Ec€p

Using the same arguments as in [46] we can choose the constants ; and 7, such that
Alwn) > (ng)*+ (n})?, (4.39)

1/2
el < C((nﬁ)2+(n?)2) . (4.40)

So we have
(M) + )2 + (n2)? = (k) < A(wn) + (n})?
lwall < Cnpy

To bound the term 71} we use the last inequalities and (4.16). Let o be an arbitrary param-
eter such that o« > 0.

tn—1

tn _ A\
+ / (a+1) (t"T t) DV (u = upy) - Vo,
th—1 n Q
tn tn —t\* .
+ / (a+1) ( ) / div (¢(u — up,))wy,
th—1 Tn Q



a(u — up, )w

[ een(t)
—/:"1( ( t) (B w, +0wn))+m(n2)2
—1

(6]
(IIIa(u = tin) [l + llw = unr |l

s/tt C*n (a+1)(

T B 2)div (@ — )l + Al = s + Gﬁ(t))
- (a+1>(t"‘t) Bw,) + 7 (1)

Tn

tn a2y 1/2
</ [(O[Jrl)(tn—t)}) = 2 a+1
th—1 Tn V 205 + 1
we conclude that

" . a+1 0 12
mp? < cmrta ([ 15— wl?)

tn 1/2 tn 1/2
*“*““)(/t |nu—umu|2) +ﬁ—1/2([ ||dw<(u—um)||) ]

_ /:l(a +1) (t” — t>aB(wn) + 7 (1)

Tn

Since

Let us now bound the last integral in term of 7. We have

/t::(““)(t"_t)a“wn) - nil /Q<DZV<uZ—uh YV, + af (uf, — up )

Tn a—+2

1 . _
+Tna+2/le (" l(uh—uz 1))wn

1/20‘“04(1) a, B)V30RCH D,

Using Proposition 4.2 we obtain

tn 1/2 tn 1/2
() < c/[(/ |n—(u—uhf)|||§) +(/ |||u—uhT\||2)
tn " 1/2 t " 1/2
+(/ ||dw<<u—uhr>||2) +(/ IGE(t)I2> }
tn—1 tn—1

+7a(np)*C C10s—— + 7 () (k)
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a+2

: : a+1 a+m
Let m > 1 be an integer. Since ¢-5 < 52,

c*¢,C, "‘“ = % and conclude that

tn 1/2 tn 1/2
ity < 2c3[(/t |||—<u—uhr>u|i) +(/ ||\U—Uhf|||2)
n—1
+(/ ||d1V((u—Uhr)||2) +(/ \Gﬁ(t)l2> ]+271/2n:
th—1 tn—1

Let us now bound the term Tn/ 7. By (4.20), Lemma (4.1) and (2.6) we have

ey = [ "oy

where C3 =max (\/‘;% max (1 4+ A, 371/2), 2L C5\/3C,).

we can choose « and m such that

—1/2 _ = _
— / DR S a1 g () — w3 @) 2.
%JCF
< DY dll ey / > a2l e,
nlfyjcl"n
tn
< Doz maxa, [l 2
’yeh th—1

tn
< Dl @l e yes maxav/ (™" = wll® + [ull?)
76 h tn—l

tn
< ¢ ( [ =y
tn—l

where Cy = D, ;1 ||(j]| Loo(0))22C2 MaXyern oy The result of Proposition 4.2 is proved by
taking Co = max (Ca, Cg)

+ 5 B

5 Numerical Simulations

In this section, we present some numericals results in 2-D based on the scheme presented
in this paper for the concentration equation for miscible flow problems.

For the sake of completeness we recall the coupled system used for the simulations.
The flow and transport of miscible displacement of one incompressible fluid by another
through a porous medium €2 over a time period |0, 7' is governed by the following system
(see, e.g., [7]):

Pressure equation:

L K) :
{ = Vp inQx]0,T] (5.41)

in Qx]0, T[
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Concentration equation:

0

@(x)a—j —div (D(z, §)Ve — cd) + R(z)c = f(z,t) in Q2x]0,T] (5.42)
subject to boundary and initial conditions, p and ¢ are the pressure and Darcy velocity
of the fluid mixture, ® and K are the porosity and the permeability of the medium, x is
the viscosity of the mixture, c is the concentration of the contaminant solute, and f is the

external flow rate. R is the latency retardation factor.
The form of the diffusion—dispersion tensor D that we use in our simulator is given

by:

D@, @) = oI + |@l[onB(@) + el — E@)] (5.43)

with E;;(q) = %‘Jg , d, is the effective diffusion coefficient, and «; and o are the magni-
tudes of longitudinal and transverse dispersion respectively.

Because the magnitude of the diffusion—dispersion tensor D is often much smaller
than that of the Darcy velocity ¢, the concentration equation (5.42) is a strongly
convection—dominated PDE with small diffusion and dispersion terms indicated by the
size of the coefficients d., o; and o in (5.43). Moreover, (5.41)—(5.42) is a coupled
system of PDEs which is typically defined on a very large physical domain.

One important issue in the simulation of porous medium flows is the manner in which
the Darcy velocity ¢'is calculated. Since the convection and diffusion—dispersion terms in
(5.42) are governed by the Darcy velocity, accurate approximation of the concentration ¢
requires an accurate approximation to the Darcy velocity ¢.

An IMPES simulator, MFlow (cf. [4], [5]), has been developed which applies a mixed
hybrid finite element method [11] for computing an accurate approximation of the veloc-
ity ¢ and the FV described here for the concentration equation. Our implementation for
the test problems uses the lowest Raviart-Thomas element that specify piecewise constant
pressure and piecewise continuous flux for the velocity.

It should be mentioned that the theoretical analysis of the method described in this pa-
per for the coupled system is far from complete. Nevertheless the numerical experiments
show, that with the FV discretization, the upwind and the adaptive grid control based on
the error indicators, we have a powerful tool for solving flow and transport of miscible
flow problems.

The three example problems used to illustrate the methodology are (1) a homoge-
neous isotropic reservoir, (2) a heterogeneous reservoir with two different permeability
distributions, with values ranging from 107° to 1 and (3) the saltdom problem (cf. [12]).

5.1 Test problem 1: isotropic case

In this example, we consider a homogeneous reservoir 2 = (0,1) x (0,1) with perme-
ability K = 107%. The boundary conditions used are no-flow at the top and bottom, a
constant pressure py = 1 on the left and py = 0 on the right. The test problem involves
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Figure 2: Adaptive grid and concentration contours at t=0.042 years.

simulation with ® = 0.2, y =1, R=0,d, = 107% a; = 5, oy = 0.5, and ¢; = 0. An
injection source is placed at the left side f = 1.

The domain was discretized by three meshes, at each level we use the local indicators
to detect the elements of large error and remesh the whole domain (see Table 1). The
concentration front is very sharp due to the small diffusion-dispersion term. Figures 2—4
show the obtained mesh and the concentration contours for three time steps. From these
figures, we can see that the local error estimators lead to local refinement around the
expected concentration front.

nb of triangles | CPU time | ||ng, llo,o | 197 llo,z | l1m2 |lo, | final time
MeshO | 24080 0mn32.41s | 1.577e % | 3.47¢ 12 | 1.044e % | 0.042 years
Meshl | 27746 Imn 26.67s | 1.56e=% | 1.25e712 | 9.75e=%* | 0.1 years
Mesh2 | 34030 2mn 52.85s | 1.41e % | 1.09¢ 2 | 1.42¢ % | 0.2 years

Table 1: Test problem 1.

5.2 Test problem 2: heterogeneous case

In this example, we consider a heterogeneous reservoir Q = (0,1) x (0,1) with two
different permeability distributions as shown in Figure 5: (blue, K = 107%) and (red,
K = 1). A source term is placed at the lower left-hand corner of the reservoir, [';,,
and an outlet, I',,;, is placed at the top right-hand corner of the reservoir. The boundary
conditions are illustrated in Figure 6: ¢.7i = —0.1 on I[';;, and p = 1 on [',,;. All the
I'y0f10w boundaries are no flow boundaries. The parameters were chosen as follows: ® =
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Figure 3: Adaptive grid and concentration contours at t=0.1 years.
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Figure 4: Adaptive grid and concentration contours at t=0.2 years.
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02,0 =1,R=0,d,. =10° a; =5, = 0.5,¢cg =0and f = 1lon [, and = 0
elsewhere.

In Figure 7 we present the primal grid and in Figure 8 the adaptive grid. From these
figures, we can see that the local error estimators lead to local refinement around the
expected regions where there are strong and sharp variation of the permeability. In order
to compare these results with those when no local refinement is applied, we also include
the computations obtained with a uniform grid (cf. Table 2). From concentration contours
Figures 9-11 and Table 2, we can conclude that the accuracy of the solution obtained on
a mesh with adaptive grid is comparable to the accuracy of the uniform grid, while the
nombre of triangles are four times smaller.

Thoflow

Lofow Thoflow
Tin
0 Lhoflow 1
Figure 5: Permeability distribution. Figure 6: Boundary conditions.
AN :
~ & \ X
Figure 7: Primal grid. Figure 8: Adaptive grid.
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Figure 9: Concentration for primal grid. Figure 10: Concentration for adaptive grid.

Figure 11: Concentration for uniform grid.
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CPU time

lo,@

final time

n
172, |

nb of triangles |Ink, |17 1o, 0,y
primal grid | 656 Omn8.15s | 3.075¢ %2 | 2.913¢ % | 1.449¢ %% | 10 years
adaptive grid | 22499 7mn51.19s | 2.512¢ 92 | 1.101e 0 | 1.115¢ %% | 10 years
uniform grid | 93186 27mn3.51s | 2.494e792 | 3.755e71? | 7.464e % | 10 years

5.3 Test problem 3: Saltdome

We consider the saltdome problem presented in [12] which describes the flow over a
saltdome which is sitting at the bottom of an aquifer initially filled with pure water (¢ =
0). The computational domain is defined as 2 = [0,900] x [0, 300]. The boundary and
initial conditions are illustrated in Figure 12. At the top of the domain {2 a pressure
difference is prescribed. The saltdome is situated in the middle of the lower boundary
(See Figure 12). All other boundaries are no flow boundaries. The parameters were
chosen as follows: K = 3.51072, ® = 0.2,d, = 0.86, u = 1, oy = 20, oy = 2, and
p = —111z + 10° at the top boundary.

Table 2: Test problem 2.

300 m

I"noflow

Tinout
p linear
c(.,0)=0 I'noflow
0 c=1 900
— m
Fnoflow q.n—O I'noflow
N |

300 m

inflow

600 m

Figure 12: Geometry, initial and boundary conditions for the saltdome problem.

Figures 13—15 show the adaptive grid and the salt concentration at three time steps.
Again we can see that the local error estimators lead to local refinement around the ex-
pected concentration front. The salt concentration show good agreement with those in

[12].
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Figure 13: Adaptive grid and concentration contours at t=5 years.
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Figure 14: Adaptive grid and concentration contours at t=40 years.
Figure 15: Adaptive grid and concentration contours at t=240 years.
nb of triangles | CPU time | [[n%, llo,o | |77 lloz | 12, lloy final time
Mesh0 | 505 Omnl.23s | 3.978¢ %2 | 3.978¢ 2 | 2.0002¢ % | 5 years
Meshl | 2710 0mn21.60s | 2.681e7% | 7.628¢7% | 1.851e=% | 40 years
Mesh2 | 3400 2mn16.72s | 3.102¢ % | 6.744¢ % | 1.97¢ % 240 years

Table 3: Test problem 3.
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Résumé

Dans cette these, nous nous intéressons a des méthodes numériques pour un modele d’écoulements incom-
pressibles et miscibles ayant des application dans I’hydrogéologie et 'ingénierie pétroliere . Nous étudions et
analysons un schéma numérique combinant une méthode d’éléments finis mixtes (EFM) et une méthode des
volumes finis (VF) pour approcher le systéme couplé entre une équation elliptique (pression-vitesse) et une
équation de convection-diffusion-réaction (concentration). Le schéma VF considéré est de type ”vertex centred”
semi-implicite en temps : explicite pour la convection et implicite pour la diffusion. On utilise un schéma de
Godunov pour approcher le terme convectif et une approximation élément fini P, pour le terme de diffusion.
Nous montrons des résultats de stabilité L, des estimations BV et le principe du maximum discret sous
une condition CFL appropriée. Ensuite, nous montrons la convergence de la solution approchée obtenue par
le schéma combiné EFM-VF vers la solution du probléeme couplé. La démonstration de la convergence se fait
en plusieurs étapes : premierement, on déduit la convergence forte de la solution approchée de la concentra-
tion dans L?(Q), en utilisant la stabilité L>°, les estimations BV et des arguments de compacité. Dans Iétape
suivante, on étudie le schéma découplé EFM, en donnant des résultats de convergence pour la pression et la
vitesse. Enfin, le processus de convergence de la solution approchée du schéma combiné EFM-VF vers la solution
exacte est obtenu par passage a la limite et par unicité de solution pour le probléeme continu. Des simulations
numériques académiques et réalistes pour des problemes bidimensionnels confirment la stabilité et 'efficacité du
schéma combiné. Enfin, nous étudions des estimateurs d’erreur a posteriori de type résiduel pour une équation
de convection-diffusion-réaction discrétisée par un schéma VF ”vertex centred” semi-implicite en temps. Nous
introduisons deux sortes d’indicateurs. Le premier est local en temps et en espace et constitue un outil efficace
pour adaptation du maillage a chaque pas de temps. Le second est global en espace mais local en temps et peut
étre utilisé pour 'adaptation en temps. Nous montrons que ’estimateur est une borne supérieure de I'erreur.
Des résultats numériques d’adaptations de maillage sont présentés et montrent lefficacité de la méthode.

La partie logiciels de ce travail porte sur deux volets. Le premier a permis de réaliser un code de calcul 2D,
MFlow, écrit en C++, pour la résolution du systeme des écoulements miscibles considérés dans cette these.
Le second volet concerne la colaboration avec un groupe de chercheurs pour ’élaboration de la plate-forme
Homogenizer++ réalisée dans le cadre du GDR MoMaS (http ://momas.univ-lyonl.fr/).

Abstract

In this thesis, we are interested in numerical methods for a model of incompressible and miscible flows
having application in hydrogeology and oil engineering. We study and analyze a numerical scheme combining a
mixed finite element method (MFE) and a finite volumes method (FV) to discretize the coupled system between
an elliptic equation (pressure-velocity) and a convection-diffusion-reaction equation (concentration). The FV
scheme considered is ”vertex centred” type semi-implicit in time : explicit for the convection and implicit for
the diffusion. We use a Godunov scheme to approach the convectif term and a P; finite element approximation
for the diffusion term. We prove that the FV scheme is L> and BV stable and satisfies the discrete maximum
principle under a suitable CFL condition. Then, we show the convergence of the approximate solution obtained
by the combined scheme MFE-FV towards the solution of the coupled problem. The proof of convergence is
done in several steps : first we deduce strong convergence of the approximate solution in L?(Q), using L
stability, BV estimates and a compactness argument. In the second step we study the decoupled MFE scheme,
by giving a convergence result for the pressure and velocity. In the final step, the process of convergence of the
approximate solution of the combined scheme MFE-FV towards the exact solution is obtained by passing in
the limit and uniqueness of the solution of the continuous problem. Academic and realistic numeric simulations
for two-dimensional problems confirm the stability and the effectiveness of the combined scheme. Finally, we
analyze a residual error estimator for a convection-diffusion-reaction equation discretized by a semi-implicit
finite volume. We introduce two kinds of indicators. The first is local in time and space and constitutes an
effective tool for the adaptation of the grid to each time step. The second is total in space but local in time and
can be used for the adaptation in time. The error etimators with respect to both time and space yield global
upper and local lower bounds on the error measured in the energy norm. Numerical results of adaptations of
grid are presented and show the effectiveness of the method.

The software part of this work concerns two shutters. The first allowed to carry out an IMPES simulator,
MFlow, written in C++, for the simulation of the system of miscible flows considered in this thesis. The second
shutter relates to the collaboration with a group of researchers for the development of the Homogenizer+-+
platform realized within the framework of the GDR MoMaS (http ://momas.univ-lyonl.fr/).



