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Introduction

Ce travail de recherche, de nature essentiellement numérique, porte sur la
modélisation de problemes aux frontiéres libres en mécanique des fluides a tra-
vers deux exemples : la déformation de gouttes viscoélastiques et la dynamique
de vésicules sous cisaillement. Ces deux systémes possedent suffisamment de
richesses pour faire ’objet d’une étude spécifique: le premier pose le probleme
de I'influence de polymeres sur la dynamique de rupture de gouttes soumises a
une élongation, le second est un systéeme modele pour les globules rouges. Bien
que tres éloignés au premier abord, ils sont tous les deux caractérisés par la
présence d’une interface libre, susceptible d’évoluer au cours de la dynamique.
Ce type d’étude constitue en fait une premiere étape vers la modélisation et la
compréhension du role des interfaces dans le comportement mécanique des li-
quides diphasiques (tels que les mélanges de polymeres ou le sang), qui sont tres
fréquemment rencontrés en mécanique des fluides, géophysique, biomécanique
ou dans de nombreux systémes industriels (par exemple dans I'industrie plas-
turgique, ’agroalimentaire, les moteurs a injection, mais aussi dans les circuits
de refroidissement secondaires des réacteurs nucléaires a eau bouillante...).

D’un point de vue fondamental, il est clair que la présence d’interfaces
libres dans un liquide complique singulierement sa description mécanique glo-
bale: méme dans le cas tres idéalisé d’un mélange de deux liquides A et B
simples, immiscibles, et aux propriétés physiques identiques (méme densité,
méme viscosité, etc...), la réponse a une contrainte appliquée ne sera pas sim-
plement la superposition des réponses des deux liquides pris isolément. Lors
du mélange de deux liquides par exemple, la “quantité d’interface” produite
par I’écoulement peut devenir tres importante, et par conséquent de fortes
non linéarités sont susceptibles de se développer. Par ailleurs, méme si les
deux liquides en présence sont purement visqueux, la tension de surface va
permettre un stockage d’énergie élastique qui va provoquer ’apparition d’un
comportement viscoélastique global. Les interfaces peuvent également étre le
lieu de phénomenes spécifiques: transition de phase liquide-vapeur au niveau
des bulles dans un liquide en ébullition, échanges de matiere et d’énergie au
niveau de la membrane des cellules, etc...

Pourtant, d’un point de vue physique et mathématique, le probleme est tres
bien posé. Connaissant le coiit énergétique d’une déformation infinitésimale de
I'interface, ainsi que sa configuration spatiale, il est possible d’écrire propre-
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ment les conditions aux limites appropriées pour les deux liquides A et B, et
ainsi assurer ’existence et I'unicité d’une solution aux équations bien connues
de NAVIER-STOKES. Naturellement, la résolution effective de ces équations
n’est pas nécessairement simple, méme si 'interface était figée. Or il n’en est
rien, puisque les contraintes appliquées vont modifier sa position. Cette ca-
ractéristique, couplée au cotlit énergétique lié a la déformation de I'interface,
va précisément se traduire par ’apparition de non linéarités au niveau global.

Ainsi, pour parvenir a une description unifiée de la dynamique des liquides
diphasiques, il est nécessaire de comprendre la dynamique d’objets isolés,
bien controlables d’un point de vue expérimental. La modélisation numérique
joue alors un réle important, aussi bien dans le cadre d’études fondamentales
comme c’est le cas dans ce travail, que dans la résolution de problemes
industriels appliqués. La premiere partie de cette thése sera ainsi consacrée
a une présentation des aspects numériques mis en ceuvre dans ce travail. La
résolution numérique de problémes aux frontieres libres dans le cas de grandes
déformations, qui tienne compte naturellement des possibles réorganisations
topologiques au sein du mélange, reste en effet un véritable défi. Dans
cette theése, nous utilisons préférentiellement une méthode basée sur une
régularisation de l'interface et un suivi implicite de sa position. Le caractere
singulier du probleme est alors supprimé. Naturellement, cela n’est pas sans
conséquence sur la dynamique elle méme, surtout aux petites échelles de
longueur, et nous nous sommes efforcés de porter systématiquement un regard
critique sur nos résultats. Une telle méthode, héritée de la modélisation de la
croissance cristalline, initiée il y a une quinzaine d’années (et pour laquelle
elle commence seulement & donner des résultats réellement quantitatifs), est
encore & un stade de développement dans la communauté de la mécanique des
fluides. Le premier chapitre de cette partie sera consacré a une présentation
générale de cette méthode. Ses avantages ainsi que ses inconvénients seront
discutés spécifiquement tout au long du texte. Le second chapitre sera pour
nous ’occasion de présenter succintement 1’algorithme de résolution. En effet,
un algorithme de résolution efficace a d’ores-et-déja été mis en oceuvre dans
le cas des vésicules et des gouttes newtoniennes [18], et l'un des objectifs
de ce travail est de valider systématiquement le modele de champ de phase
lui-méme par I’étude de I'influence des parametres intrinseques au modele sur
les résultats, avant d’étendre 1’étude a des situations plus complexes. Dans cet
optique, nous avons choisi d’utiliser les méthodes de résolution numérique les
plus robustes et les plus simples. Nous illustrerons cela par quelques exemples
simples. Bien siir, pour des applications plus systématique il est préferable
d’utiliser des méthodes numériques moins onéreuses, et en particulier d’utiliser
des grilles adaptées aux interfaces, qui focalisent la précision du calcul dans
ces régions seulement, et non pas dans tout ’espace, comme c’est le cas dans
cette these.
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La deuxiéme partie de ce travail est ainsi consacrée a la déformation et
a la rupture de gouttes viscoélastiques. Le premier chapitre de cette partie
est consacré a une présentation de résultats bien connus sur la dynamique
de solutions de polymeres, aussi bien d’un point de vue expérimental que
théorique. En particulier, le modele d’OLDROYD B est détaillé, et son origine
microscopique justifiée. Bien que ce modele soit largement utilisé par la com-
munauté des rhéologues, il nous a semblé important d’inclure un tel chapitre
dans ce travail. Le deuxieme chapitre est davantage centré sur nos résultats
obtenus pour la morphologie de gouttes viscoélastiques sous élongation.
Apres une confrontation des prédictions de notre modele numérique avec les
résultats analytiques bien connus dans le régime newtonien, nous montrons le
role de la viscoélasticité sur le développement d’une instabilité de courbure
caractéristique au niveau de la pointe de la goutte. Enfin, le troisieme et
dernier chapitre de cette partie est consacré a l’étude du comportement
dynamique des gouttes dans les régimes instationnaires. L’influence de la
viscoélasticité sur la perte de stabilité en élongation ainsi que sur la rupture
de gouttes initialement allongée puis laissées libre de relaxer, est étudiée
numeériquement.

La troisieme partie est centrée sur la dynamique de vésicules sous cisaille-
ment, que nous pensons étre de bons modeles pour les globules rouges. Le
premier chapitre est consacré a la description mécanique de la membrane de
ces objets. Nous montrons clairement que ces propriétés sont tres différentes
et beaucoup plus complexes que celles des gouttes. Nous présentons également
quelques résultats en situation dynamique. Plus précisément, une transition
dynamique sous cisaillement, controlée par le taux de dégonflement et le
rapport de viscosités entre l'intérieur et I'extérieur de la vésicule est mis en
évidence et caractérisé. Le savoir-faire accumulé dans notre groupe depuis le
travail de these d’Isabelle CANTAT en terme de modélisation des vésicules
par la méthode des intégrales de frontieres, nous a permis une confrontation
directe et une validation de notre méthode numérique de champ de phase.
Une comparaison avec un modele analytique simple pour les globules rouges
est également présentée. Le second chapitre est plus spécifiquement consacré
a une étude de la force de portance au voisinage d’un substrat déformable.
Nous montrons alors I'existence d’'un maximum, et le calcul numérique est
supporté par une approche analytique de lubrification, pour les vésicules non
dégonflées. Une telle étude, méme si elle possede un intérét propre, est justifié
par l'existence d’une couche de gel déformable sur la paroi des capillaires
sanguins, le glycocalyx. Enfin, le troisieme chapitre de cette partie nous
permet de poser la question de la pertinence du modele des vésicules pour les
globules rouges. Une étude des nombres sans dimension caractéristiques nous
permet de conclure par ’affirmative. Un lien entre notre modele pour la paroi
déformable et les parametres mécaniques du glycocalyx est également établi.
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Avant de conclure ce document, une courte partie consacrée a la prise en
compte des effets collectifs dans les liquides diphasiques est présentée. 1l s’agit
davantage d’une illustration qualitative de la capacité du modele a prendre
en compte de tels phénomenes, et aucune prétention d’exhaustivité n’est ici
revendiquée.



Premiere partie

Aspects numériques






Chapitre 1

Modélisation numérique

Dans ce chapitre, nous allons nous focaliser sur la méthode numérique uti-
lisée de facon privilégiée dans ce travail pour la modélisation des interfaces.
Deux grandes classes de méthodes existent pour décrire numériquement les
problemes aux frontieres libres, suivant la technique utilisée pour localiser I'in-
terface. La premiere, Lagrangienne, repose sur un suivi explicite de la po-
sition de I'interface, ce qui permet une prise en compte précise des conditions
aux limites. La seconde, Eulérienne, est basée sur une méthode de capture
de front : la position de I'interface est déterminée implicitement grace a une
variable scalaire supplémentaire, dont la dynamique est étendue a tout le vo-
lume de résolution. L’avantage de cette deuxieme approche, dont la méthode de
champ de phase est un bon exemple, réside dans sa simplicité d’implémentation
(voir chapitre suivant) et dans la prise en compte naturelle des processus de
réorganisations topologiques (fragmentation ou coalescence).

Dans un premier temps, nous rappelons les équations générales de I’hydro-
dynamique que nous sommes amenés a résoudre, ainsi que les conditions aux
limites appropriées.

Ensuite, nous présentons rapidement les méthodes d’inspiration Lagran-
gienne, basées sur une discrétisation de 'interface et un suivi explicite des
points de ce maillage. Ces méthodes sont parfois désignées par 1’expression
“front tracking” dans la littérature anglo-saxonne. Il s’agit de techniques va-
lables aux bas nombres de REYNOLDS, quand l'inertie peut étre négligée. Il
est surtout question ici des intégrales de frontieres (BEM), dont le domaine
d’application peut étre étendu aux rhéologies non newtoniennes (voir cha-
pitre 1, partie IT). Nous présentons également le cas newtonien, que nous uti-
lisons par la suite pour valider la méthode du champ de phase dans le cas des
vésicules sous cisaillement (voir partie III). Le développement de I’algorithme
de résolution utilisé est directement hérité du travail de these d’Isabelle CAN-
TAT [26], et n’entre pas directement dans le cadre de cette these. Cependant, il
nous a semblé important de rappeler ici le principe de la méthode pour pouvoir
mieux mettre en valeur les avantages d’une approche de type champ de phase.



10 CHAPITRE 1. MODELISATION NUMERIQUE

A ce titre, la méthode du champ de phase est ensuite plus longuement
présentée. Dans cette approche, 'interface est capturée par la dynamique
(“front capturing” en anglais). Cette méthode s’est déja averrée capable de
traiter certains problémes aux frontiéres libres en mécanique des fluides [24, 61],
et un algorithme de résolution simple et robuste (présenté dans le prochain
chapitre) a d’ores-et-déja pu étre mis en ceuvre dans le cas des vésicules et des
gouttes newtoniennes [18]. Il reste & valider systématiquement les équations de
ce modele, ce qui constitue un des objectifs de ce travail.

1.1 Formulation générale du probleme

De facon tres générale, notre probleme est le suivant: un écoulement est
appliqué a I’infini sur un liquide diphasique, composé de deux phases que nous
désignerons par les exposants 1 et 2 (voir figure 1.1). La généralisation & un
nombre plus important de phases est immédiate.

—

Fi1c. 1.1 — Schéma général du systéme considéré.

Dans chaque fluide, la conservation de la quantité de mouvement et de
la masse doit étre vérifiée. Dans le cas de fluides incompressibles, nous avons
donc:
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Fluide (1):
vy =0

p? (0v® + v .Yv?) = v.T® — vpQ)
Fluide (2):
Vv® =0

Le tenseur T(1?) est le tenseur des contraintes du liquide considéré. Dans
le cas de liquides simples, il est donné par 2n(H2 D, avec n(h?) la viscosité du li-
quide et D le tenseur de taux de déformation local. Pour les liquides complexes,
I’équation constitutive reliant les taux de déformations aux contraintes n’est
plus simplement linéaire, comme nous le verrons dans la partie consacrée aux
gouttes viscoélastiques (partie IT). Toutefois, & ce niveau, il n’est pas nécessaire
de préciser davantage la nature physique du liquide considéré. Par souci de
simplicité, nous supposerons que les deux fluides ont la méme densité: nous
pouvons donc négliger la poussée d’ARCHIMEDE. Dans la suite de ce travail,
la gravité n’interviendra d’ailleurs jamais, sauf dans I’étude de la force de por-
tance sur les vésicules, dans le chapitre 2 de la partie III.

La vitesse est imposée sur les parois du domaine, ou a l'infini dans le cas
de systemes non confinés:

v (jr| = o0) = u. (1.2)

Dans les cas qui nous intéressent par la suite, il s’agit soit d’un écoulement
de cisaillement, soit d’une élongation. Enfin, il convient de préciser les condi-
tions aux limites au niveau de I'interface 0S. Si la configuration énergétique
de l'interface peut étre décrite par une fonctionnelle £, alors la force associée
a une déformation infinitésimale ér de 'interface est simplement donnée par
f = —0&/or. La somme des forces sur chaque élément de surface est nulle, ce
qui se traduit par:

n. (T® (r) — PU (r)I) = n. (T@ (r) - PP (r)I) + f (1.3)

avec r € 05, n la normale au point considéré et I le tenseur unité. Enfin,
la continuité des vitesses au niveau de l'interface se traduit par:

v (1) = v (r) = vps (r) (1.4)

avec vyg la vitesse de l'interface.

La difficulté apparait alors nettement, puisque d’une part toute la phy-
sique des interfaces est contenue dans un espace de mesure nulle au sens
mathématique (une surface pour un probléme a trois dimensions ou une ligne
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dans une géométrie bidimensionnelle), et que d’autre part cette interface se
déplace a une vitesse qui dépend implicitement de sa configuration, par le biais
de la force qu’elle exerce sur le fluide environnant. Par ailleurs, la topologie
de l'interface n’est pas nécessairement conservée au cours de I’évolution dyna-
mique du systéeme. Des phénomeénes de reconnection ou de rupture peuvent
apparaitre. Numériquement, il s’agit d’une difficulté supplémentaire puis-
qu’immeédiatement apres la reconnection, des singularités de courbure peuvent
apparaitre, qui nécessitent une description locale tres fine. Mais déja du point
de vue physique, les difficultés sont importantes puisque la reconnection ou
la séparation d’interface fait intervenir des phénomenes a 1’échelle moléculaire,
pour lesquels la description en terme de milieu continu utilisée pour les liquides
en présence n’est plus nécessairement valide. Enfin, ces phénomeénes sont en
général tres rapides [53] au regard de I’écoulement environnant. Les échelles de
temps et de longueur qui interviennent dans le probleme sont donc dispersées
sur plusieurs ordres de grandeur.

Il s’agit donc d’un probleme tres singulier, non linéaire et aux frontieres
libres, comme nous l’avons mentionné dans l'introduction. La modélisation
numérique de tels phénomenes est difficile, et plusieurs stratégies ont été en-
visagées.

1.2 Approche Lagrangienne : suivi d’interface

Cette approche est basée sur une discrétisation explicite de l'interface, qui
apparait nettement comme une frontiere entre deux sous domaines traités
séparément. Dans le cas d’écoulements aux bas nombres de REYNOLDS, pour
lesquels l'inertie peut étre négligée, 1’écoulement est décrit par une formula-
tion intégrale. Pour les liquides newtoniens, nous verrons que l’intégrale est
limitée & 'interface. Dans ce cas, cette méthode peut s’avérer tres efficace. En
effet, si la discrétisation du volume dans chaque direction nécessite N points,
alors le domaine de calcul contiendra N? points. Si 'interface n’est pas trop
déformée, alors N? points seulement seront nécessaires pour la décrire. Dans
le cas contraire, I'efficacité peut étre sensiblement diminuée.

1.2.1 Intégrales de frontieres (BEM)

L’expression générale du champ de vitesses est donnée dans les références
[75, 165]. Dans le cadre de I’approximation de STOKES, les effets inertiels sont
négligeables et la dynamique est déterminée par:

nAv — VP = —-v.T") (1.5)
avec T%}i) les éventuelles contributions non newtoniennes (voir chapitre 1,
partie II), traitées ici comme des termes sources dans I’équation de STOKES.
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La représentation intégrale de la vitesse dans tout le domaine est alors donnée

par!:

P ey; (r) = _/ 0T (') Jir (r = v') dr'+
Vv

n2 [ K (r— ") v (r') nj (') dS + / Jig (r —7') f; (v') dS

as as
(1.6)
Dans cette expression, les coefficients ¢;; sont donnés par:
0; si xeV
Cik = %5119 si x € 0S (17)
0 sinon
Les noyaux J et K sont quant a eux donnés par:
3 Tﬂ‘j?”k
= 1.8

et
1 51 TiTk>
Jeg=—|—+—"3]. 1.9
k 87T <|r| ‘r|3 ( )

Pour information, nous donnons également les expressions bidimension-
nelles de ces quantités:

1 rrarg
K =_-YJ 1.10
et
2D 1 Tz"f‘j
4 T

Si le régime considéré est newtonien, la contribution volumique de
Péquation générique (1.6) disparait, et les intégrales restent bidimension-
nelles. En pratique, ces méthodes ont été appliquées dans le cas de gouttes
viscoélastiques dans une matrice newtonienne [75]. Dans ce cas, la contribu-
tion volumique est limitée a l'intérieur de la goutte, ce qui rend les calculs plus
accessibles numériquement. La difficulté est néanmoins importante, puisque la
relation pour le champ de vitesses (1.6) n’est pas explicite.

1. Dans toute la suite de ce document, la notation 9, désigne une dérivation par rapport
a la variable en indice. Ici, 9; représente une dérivation dans la direction i.
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1.2.2 Application au cas newtonien

La richesse de cette approche s’est surtout révélée dans le cas purement
newtonien [37, 120] et nous sera utile pour I’étude des probléemes de dynamique
de vésicules (chapitre 2, partie III) [12, 13, 26]. Il est alors possible d’obtenir
la relation suivante pour la vitesse de la membrane [12]:

) )
uvas = / J(r—7)f(r)dr
2 95

(1.12)
+ (n = @) /%v )K(r—7)n(r')dr'+u

Cette fois encore, la relation est seulement implicite. Néanmoins, I'intégrale
qui apparait dans (1.12) est purement bidimensionnelle?. Les temps de cal-
cul sont alors relativement faibles, ce qui fait 'intérét de cette méthode. Par
ailleurs, I'incompressibilité des liquides est prise en compte de fagon auto-
cohérente dans I’équation (1.12).

1.2.3 Avantages et inconvénients

L’avantage majeur de cette approche réside dans la prise en compte précise
des conditions aux limites. En effet, la seule limitation est liée au degres de
raffinement du maillage de l'interface. Par ailleurs, dans le cas newtonien en
tout cas, les temps de calcul restent ici tres raisonnables, y compris dans le cas
de relations implicites en présence de contraste de viscosités.

Par contre, ces méthodes sont limitées aux faibles déformations des inter-
faces. Dans le cas contraire en effet, la densité de points sur I'interface diminue,
et la précision du calcul en est sensiblement affectée. Des méthodes de re-
maillage existent qui permettent de conserver une densité de points constante
[37], mais dans ce cas, les temps de calculs ne sont plus nécessairement avan-
tageux.

Enfin, les réorganisations topologiques sont difficiles a implémenter, et
nécessitent l'introduction de régles ad hoc pour les mécanisme de rupture et
de coalescence.

1.3 Approche Eulérienne: capture d’interface

Dans cette approche, aucune information explicite sur la position de I'in-
terface n’est nécessaire. La position de la surface libre est obtenue par la lo-
calisation d’un isocontour d’un champ annexe régulier (en général il s’agit de
'isocontour de valeur 0).

2. Et méme unidimensionnelle si nous nous plagons dans un domaine de calcul bidimen-
sionnel.
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Le point de départ consiste & exprimer les équations de conservation (1.1)
dans tout le domaine, défini comme la réunion des deux sous-domaines limités
par l'interfaces 0S. Considérons alors un élément de volume €2 occupé par les
deux fluides, et 02 sa frontiére. Nous supposons que l'interface 0S entre les
deux liquides est comprise a 'intérieur de 2. Les sous-volumes occupés par les
fluides sont alors QM) et Q) avec QD UOQR = Q et QM NQP = 9S. Le taux
de variation de la quantité de mouvement du liquide dans chaque sous-volume
est alors donné par?:

/ p1:2 (8tv(1’2) + v(1’2).Vv(1’2)) dVv (1.13)
01,2)

La densité peut subir des discontinuités & la traversée de I'interface*. Cette
variation est provoquée par les forces exercées par le liquide environnant :

/ (T2 — pOAT) ndS + / (T — p21) n(24s (1.14)
0(1,2) s

avec n) = —n® la normale & linterface entre les deux sous-domaines.
Nous pouvons alors écrire :

/ p(Ov+v.Vv) = / p) (atv(l) + v(l).Vv(l)) + (1.15)
Q Q)
/ AP (0 4 v .9v)
02

= / (T® — POT1) .nMdS + / (T® — P@1) .nMds
anM) 0 (2)

+/ (T® — T®) nMds — / (PY — PO 1.nWdS
oS

= / (T - PI).n™ dS+/ (T® — T®) nMds
o0 as

— / (PY — P@) L.nWds.
oS

Les champs de vitesse v et de contrainte T sont définis dans tout le volume,
et leurs restrictions & Q) (resp. Q) coincident avec v(") et T() (resp. v®
et T(?). L'intégrande des deux derniéres intégrales n’est rien d’autre que le
saut de contraintes a la traversée de I'interface 0S. Il est donné par la force

3. Cette dérivation s’inspire du cours de DEA de Georges-Henry COTTET (“Modeles et
calculs d’interfaces” [36]) et de la référence [30].

4.71 est en effet possible de définir une densité dans tout 1’espace de la facon suivante:
p=pWHss + pP (1 — Hss) avec Hyg la distribution de HEAVISIDE centrée sur la position
de linterface.



16 CHAPITRE 1. MODELISATION NUMERIQUE

f exercée par l'interface sur les liquides environnants (voir relation (1.3)). La
derniere étape consiste alors a utiliser le théoreme de STOKES pour étendre
les intégrales de surface a l’ensemble du volume. La seule difficulté concerne
la contribution de I'intégrale sur 0S5 qui est singuliere. Il est toutefois possible
d’obtenir la relation suivante [36, 142]:

p(0v+v.Vv)=V.T — VP + {is5 (r) (1.16)

avec dyg (r) la distribution de DIRAC portée par U'interface. La nature sin-
guliere du probleme devient alors explicite, par le biais des distributions de
DirAC et de HEAVISIDE. Le principe fondamental des méthodes de champ de
phase (et de “level set”) consiste alors & régulariser I'interface.

1.3.1 La méthode du champ de phase

Le développement de cette méthode est relativement récent, et trouve son
origine dans la thermodynamique hors équilibre et les transitions de phase.
Les premiers modeles ont été développés pour I'étude de la solidification d’une
substance pure. Les équations de base sont alors similaires a celles des modeles
continus développés dans les années 70 pour étudier les transitions de phases
du second ordre. Nous pouvons ainsi citer les travaux sur la croissance cris-
talline de COLLINS et LEVINE en 1985 [35], puis plus récemment par KARMA
et PLAPP [82] et PIERRE-LoOUIs [117]. Elle a été ensuite été appliquée au
probléeme de la croissance dendritique par KOBAYASHI [86] puis par KARMA
et RAPPEL [81]. Plus récemment encore, cette approche a été appliquée a
I’étude de I'instabilité de GRINFELD qui apparait a la surface d’un solide en
compression uniaxiale [84]. En hydrodynamique, cette approche est encore a
un stade exploratoire, mais a déja été appliquée a différents problémes, I'insta-
bilité de HELE-SHAW [61], la convection par effet MARANGONTI [24], la rupture
de gouttes newtoniennes [19] ou la dynamique de vésicules [12]. Dans la suite
de ce travail, nous présentons d’ailleurs une contribution a certains de ces
résultats.

1.3.2 Principe de base

L’idée fondamentale s’inspire des modeles thermodynamiques simples pour
la coexistence de deux phases (liquide-liquide ou liquide-gaz). L’équilibre des
deux phases est décrit par un parametre d’ordre noté #. Ce parametre vaut
par exemple -1 dans le liquide 1, a grande distance de 'interface, et +1 dans le
liquide 2°. La forme précise de I'interface est alors obtenue par la minimisation
fonctionnelle d’'une “énergie libre” de type GINZBURG-LLANDAU [140]:

5. Ici, par “grande distance”, nous entendons “tres supérieure aux longueurs de corrélation
dans le liquide”, qui sont en général de ’ordre de quelques dizaines de nanometres pour les
liquides simples.
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2
Flo) = / [W ) + 62@ dr (1.17)
v
Avec un potentiel en double puits:
1 "
W (0) = 1 (1—6%) (1.18)

et les conditions aux limites appropriées ( lirin 6 (r) = +1) il est facile de
T— 100

montrer que I’on obtient un profil en tangente hyperbolique a une dimension :

6 (r) = tanh (L) (1.19)
V2

La quantité e dans la fonctionnelle (1.17) peut donc étre assimilée a la
largeur de l'interface. Dans le modele de GINZBURG-LANDAU, le parametre
d’ordre a une signification physique (densité par exemple), et la fonctionnelle
F [0] est bien homogene & une énergie (’échelle caractéristique d’énergie a ce
niveau est donnée par kgT'). Dans ce cas, un exceés d’énergie peut étre calculé
du fait de la présence de l'interface: il s’agit bien entendu de la tension de
surface. Il est intéressant de rappeler que cette quantité est directement pro-
portionnelle au parametre e (avec nos notations, nous aurions ¥ =e2V2 /3).
Nous avons donc une “tension de surface” effective directement proportionnelle
a la largeur de l'interface. En d’autres termes, la description de l'interface par
un tel champ implique ’existence d’une force normale a I'interface, proportion-
nelle a sa courbure locale et a son épaisseur, qui va influencer la dynamique
de 0, et donc de l'interface. Nous reviendrons par la suite sur ce point délicat.
A partir de ces résultats, il est possible de construire une régularisation de
I'interface grace au champ 6. Ce dernier est naturellement appelé “champ de

phase”, et sera soumis a une équation de transport du type:

o0 +v.Vl = —F‘l(;’—;: (1.20)

avec I' un parametre homogene a un temps, qui controle la vitesse de re-
laxation du champ de phase vers le profil qui minimise la fonctionnelle F. Tous
calculs faits, nous obtenons finalement :

00 +v.VO=T""(0(1—6% +A0) (1.21)

Le membre de droite traduit le transport du champ, et donc de I'interface,
par I’écoulement, alors que le membre de gauche agit comme une force de rappel
vers un profil en tangente hyperbolique. Ce second membre est essentiel et
garantit la stabilité numérique de ’équation. La vitesse de relaxation du champ
de phase vers le profil minimal est gouvernée par le parametre I', homogene a
un temps. En pratique, les valeurs de ce parametre sont totalement découplées
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des échelles de variations typiques de ’écoulement : I" est ajusté de fagon a ce
que le profil du champ de phase reste bien défini tout au long de la dynamique.

Le probleme du suivi explicite de l'interface est ainsi remplacé par ce-
lui, plus simple, de la résolution d’une équation d’advection-diffusion, avec un
“terme source” en ['"10 (1 — #?) et un coefficient de diffusion en ¢?T'~!. Nous
avons représenté sur la figure 1.2 la forme du champ de phase. L’interface est
localisée au niveau de la zone de variation rapide du champ.

Champ de phase

F1c. 1.2 — Champ de phase 6 (cas bidimensionnel)

La définition de la viscosité ou de la densité peut alors étre étendue a tout
I’espace :

1—6 1+6
AN OB S N )
n= g+
(1.22)
1-6 1+6
— 7o (2)
p=——P"+—=p

La distribution de DIRAC est quant & elle remplacée par V6| /2, qui possede
les bonnes propriétés de normalisation puisque:

+o0o
/ @dr =1. (1.23)

Enfin, toutes les quantités géométriques liées a l'interface peuvent étre
définies a partir du champ de phase, dans tout 1’espace:

—0o0

‘ Vecteur normal ‘ Courbure ‘

| n=V0/|VO| [¢c=-V.n]|
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Le liquide peut alors étre traité dans son ensemble, la contribution de I'in-
terface étant localisée au niveau de l'interface par la distribution de DIRAC
régularisée.

1.3.3 Avantages et inconvénients

Les inconvénients principaux sont liés a la largeur non nulle de l'inter-
face, liée a la régularisation par la fonctionnelle de GINZBURG-LLANDAU. Cette
épaisseur finie va agir sur la dynamique du champ de phase, et donc indirec-
tement sur 1’écoulement (I’équation de NAVIER-STOKES contient en effet plu-
sieurs termes qui dépendent de #: les contrastes de viscosités et de densités,
ainsi que la distribution de DIRAC régularisée d55). En fait, la fonctionnelle de
GINZBURG-LANDAU contient implicitement la notion de tension de surface:
en ’absence d’écoulement imposé, la forme du champ de phase va toujours
tendre vers la sphere.

Dans le cas d’une interface “simple” entre deux liquides immiscibles, que
I’on peut décrire a I’aide d’un seul parametre (la tension de surface), nous pour-
rions utiliser cet effet avec profit. La force f associée a I’'interface serait alors
donnée par f = cX V0 avec & = €21/2/3. Le paramétre d’ordre 6 est ici dimen-
sionné correctement pour que f soit bien homogene & une force (en pratique,
cela revient a utiliser kg7 comme échelle d’énergie au niveau microscopique).

Mais nous sommes alors confrontés a un probleme essentiellement tech-
nique. En effet, le parametre €, qui doit étre interprété comme la largeur de
I'interface, peut étre estimé a quelques nm pour les interfaces usuelles. Pour
modéliser des gouttes de 10 pum, il faudrait alors des grilles de 10® points & deux
dimensions, et 10° & trois dimensions! Naturellement, ceci est totalement pro-
hibitif du point de vue numérique. En d’autres termes, la régularisation de I'in-
terface que nous utilisons “mélange” deux échelles de longueurs (ou d’énergie)
tres différentes : pour ’hydrodynamique, nous sommes autour du pm, alors que
pour Uinterface, il s’agit plutét du nm. Les limitations techniques (temps de
calcul, mémoire, etc...) nous obligent en quelque sorte a surestimer la tension
de surface dans le systeme. De plus, certaines interfaces demandent une des-
cription plus sophistiquée, notamment celles des vésicules sur lesquelles nous
reviendrons dans la partie III°.

Il est donc préférable d’utiliser une force f correctement dimensionnée,
pertinente au niveau hydrodynamique (en choisissant par exemple des valeurs
réalistes pour 3, indépendantes de la largeur du champ de phase). Par contre,
il est alors nécessaire de s’affranchir de la “tension de surface” implicitement
contenue dans I’équation du champ de phase. Il est alors intéressant d’estimer
la contribution de la largeur non nulle de I'interface, associée a notre procédé
de régularisation, en effectuant un calcul perturbatif en puissances de e.

6. En particulier, la forme d’équilibre des vésicules n’est pas sphérique.
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Un tel calcul devrait en principe nous permettre d’éliminer ordre par ordre
les effets liés a la largeur du champ de phase, au moins dans ’équation (1.21)7.
Cette idée a été initialement proposée par FOLCH et collaborateurs dans la
référence [61]. Dans ce travail, les auteurs étudient numériquement l'instabilité
de HELE-SHAW dans un régime de lubrification (la dynamique du fluide est
alors simplement gouvernée par la loi de DARCY). Le résultat principal consiste
A ajouter un terme correctif en I'"*e?c|V6| dans 1’équation d’advection de 6
qui devient alors:

00 +v.VO=T""(0(1—6%) + € (A0 +c|VH])) (1.24)

L’influence de € est alors supprimée jusqu’a I'ordre 1. Ainsi, la relaxa-
tion vers la forme sphérique sera ralentie, mais non totalement supprimeée.
Néanmoins, aux échelles de temps qui nous intéressent dans ce travail, cette
correction est amplement suffisante.

Par contre, des effets non négligeables (et non triviaux) sont toujours
présents dans les autres équations dynamiques, notamment 1’équation de
STOKES. Nous aurons l'occasion d’y revenir lors de 1’analyse critique de nos
résulats. Une version simple du calcul est présentée dans ’annexe B.

Par ailleurs, le champ de phase n’est pas une quantité conservée par la
dynamique. En effet, I'intégrale

/V 0dV (1.25)

n’est pas constante au cours du temps, comme cela apparait clairement a
partir de ’équation (1.24). Une premiere source d’imprécision est liée a I'erreur
systématique introduite dans le calcul du gradient (dans le terme d’advection).
Nous avons pu réduire I'importance des dérives liées a ce terme en utilisant
des opérateurs différentiels isotropes a l'ordre 2 , ou calculés dans l'espace
de FOURIER (voir chapitre suivant et annexe C). Mais méme en l'absence
d’écoulement, une dérive (et donc une variation du volume de la particule)
apparait. En effet, le profil en tangente hyperbolique minimise la fonctionnelle
(1.17), si les conditions aux limites imposent une variation entre -1 et +1. Au
voisinage de l'interface, un profil en tangente hyperbolique correspond donc
bien a un minimum, mais a un minimum local. D’un point de vue global par
contre, le minimum de la fonctionnelle correspond en fait 4 # = + 1. En d’autres
termes, les interfaces ne sont pas isolées, (voir figure 1.2), et le systéme finira
toujours par relaxer vers le minimum global. Naturellement, plus la largeur de
I'interface est grande, plus cet effet sera rapide. En pratique, ceci se traduira
par une disparition d’un des deux liquides. Le terme correctif de FOLCH va
naturellement ralentir la dynamique, mais ne ’empéchera pas tout-a-fait (voir

7. En pratique, les calculs deviennent vite inextricables, et nous nous contentons des
corrections au premier ordre.
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figure 1.3). Aux échelles de temps considérées dans la suite de ce travail, nous
avons vérifié que les pertes de volume (ou de surface & deux dimensions) reste
limitées & 2-3 % dans les régimes les plus contraignants.

t=100I" t=200I' t=300I' t=400I' t=500I"

F1c. 1.3 — Evolution temporelle du champ de phase, avec une morphologie ini-
tialement elliptique. Seule I’équation du champ de phase est résolue. La partie
supérieure (1) montre I’évolution du champ de phase avec une dynamique de
GINZBURG-LANDAU, sans terme correctif. Les effets liés a la valeur finie de €
sont doubles : tout d’abord, la forme elliptique n’est pas conservée, du fait de la
tension de surface effective évoquée dans le texte. Ensuite, la surface de la zone
bleue n’est pas conservée et tend a disparaitre. Dans la partie inférieure (2),
le terme correctif de FOLCH a été introduit. Cette fois, la forme et la surface
sont bien conservées, du moins sur [’échelle de temps considérée ici.

En pratique, nous ajustons le paramétre I' pour que les pertes en volume
(ou en surface & deuzr dimensions) soient suffisamment faibles au cours de
la dynamique. Nous parvenons a limiter les pertes 4 8 % dans les cas les
plus pénalisants. La solution la plus efficace consiste néanmoins a remplacer
la dynamique de GINZBURG-LANDAU par celle de CAHN-HILLIARD qui est
conservative par construction. L’évolution de € est alors déterminée par une
équation de flux:

8,0 +v.Vo=—-V.J (1.26)

avec J un flux diffusif, donné par:

J=T7'V(6(1—-6%) +¢€(A0+c|V0)). (1.27)

Le terme de FOLCH est toujours présent, ce qui a pour effet ici aussi de
ralentir la relaxation vers les formes sphériques. Dans ce cas, des dérivées
d’ordre 4 apparaissent, qui rendent plus difficile la mise en ceuvre numérique.
Toutefois, des études sur la déformation et la rupture de gouttes purement
visqueuses [19] ou la convection MARANGONTI [24] (sans le terme correctif de
FoLcH) ont pu étre effectuées avec cette approche. Il faut noter cependant
que des dérives (tres lentes) sont toujours présentes, du fait des imprécisions
commises sur I’évaluation du terme d’advection. Nous utiliserons cette équation
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dans la derniere partie de ce document, consacrée a une description qualitative
des effets rhéologiques dans les liquides diphasiques.

Les avantages de la méthode du champ de phase sont par contre multiples.
Tout d’abord, les phénomeénes de réorganisation topologiques vont pouvoir étre
pris en compte naturellement. Ceci sera important dans la partie consacrée a la
rupture des gouttes, ainsi que dans I’étude des effets collectifs qui font interve-
nir de nombreuses coalescences et fragmentations. Par ailleurs, cette méthode
permet la prise en compte de phénomenes rhéologiques non triviaux, grace a
I’introduction de lois constitutives adéquates pour le tenseur des contraintes.
Enfin, si nous nous sommes limités ici au régime de STOKES, la prise en compte
des effets inertiels est possible [24].

Une confrontation directe des méthodes d’éléments finis et d’intégrales de
frontiere est réalisée dans la référence [75], dans le cas de gouttes viscoélastiques
en élongation dans un liquide lui aussi viscoélastique. Une description plus
complete des aspects de modélisation par la méthode VOF (“Volume Of Flui-
d”) peut étre trouvée dans la revue de SCARDOVELLI et ZALESKI [142]. Enfin,
pour la méthode du “level set”, proche dans I’esprit de la méthode du champ
de phase, une revue dédiée pourra étre trouvée dans [148], par SETHIAN et
SMEREKA, ou par PESKIN dans [113].



23

Chapitre 2

Algorithme de résolution

Ce chapitre vise a donner les grandes lignes de 1’algorithme de résolution
utilisé pour la résolution des systéemes d’équations que nous avons été amenés
a traiter dans cette these, avec la méthode du champ de phase. Les aspects
plus techniques sont rejetés dans I’annexe C, ol plusieurs tests de validité sont
présentés (influence du maillage et du calcul des opérateurs différentiels sur la
dynamique de gouttes newtoniennes en élongation). Nous présentons également
un certain nombre de tests directs dans quelques cas simples, notamment en ce
qui concerne le calcul de la courbure, crucial pour les études ultérieures (aussi
bien pour les gouttes que pour les vésicules).

Ce chapitre est organisé de la fagon suivante: dans un premier temps,
nous présentons la discrétisation spatiale utilisée (maillage et opérateurs
différentiels). Le probléeme du calcul de la courbure est ici discuté. Nous
évoquons alors plus rapidement la discrétisation temporelle, puis enfin 1’al-
gorithme de résolution a proprement parler, notamment pour 1’équation
d’advection-diffusion du champ de phase et pour I’équation hydrodynamique.

2.1 Discrétisation spatiale

Le premier aspect important concerne la discrétisation spatiale du
probleme, et nous précisons tout d’abord le maillage utilisé, puis la
discrétisation des opérateurs différentiels.

2.1.1 Maillage

Pour '’ensemble des calculs de ce travail, nous utilisons un maillage struc-
turé a mailles carrées. La nécessité de capturer précisément les petites échelles
associées aux variations rapides du champ de phase dans la zone interfaciale
nous conduit a utiliser un maillage extrémement dense et serré, y compris dans
les zones ou la variation des parametres dynamiques, notamment le champ
de vitesses, est plus lente. Dans ces conditions, les éventuels écarts que 1’on
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peut observer entre I’approche de type champ de phase et les résolutions plus
précises comme la méthode intégrale ne dépendent que des parametres in-
trinseques au modele, et ne dependent que tres peu du maillage: c’est pour-
quoi nous préférons nous focaliser davantage sur ces parametres plutét que sur
I'influence du maillage dans la suite de ce travail.

Concrétement, nous utilisons des grilles dont les dimensions sont 9 a 20
fois plus grandes que la taille typique des objets que nous étudions (gouttes
ou vésicules), et la largeur des mailles est telle que plusieurs pas de grille sont
contenus dans la zone de variation rapide du champ de phase. typiquement,
nous avons € = h pour les gouttes, et € = 1,1h pour les vésicules, la lar-
geur effective du champ de phase pouvant étre estimée a 3e. Notons d’ailleurs
que certains auteurs utilisent des valeurs plus faibles, dans des situations bien
particulieres (e = h/3, dans la référence [86]). Nous sommes donc amenés a
travailler avec des grilles de 3002 jusqu’a 1600*250 nceuds.

2.1.2 Discrétisation des opérateurs différentiels

Deux aspects doivent étre pris en compte a ce niveau. Le premier concerne
la précision du calcul, le second l’isotropie.

Dans 'espace réel, nous utilisons bien entendu un schéma aux différences
finies pour évaluer les opérateurs différentiels. En pratique, nous utilisons un
schéma d’ordre 2 en h (avec h le pas du réseau carré sous jacent). Dans les
phases préliminaires du développement de I'algorithme, nous avons utilisé des
schémas d’ordre 4, sans que cela ait une influence mesurable sur les résultats.
Par contre, il est clair que cette précision accrue a un prix puisque le nombre de
points de calculs pour évaluer un opérateur donné en un point est beaucoup
plus important dans le cadre d’un schéma d’ordre 4 que d’ordre 2. Mais de
facon générale, nous avons préféré utiliser I'espace de FOURIER pour évaluer
nos opérateurs différentiels, notamment pour évaluer le terme d’advection de
I’équation du champ de phase. Nous revenons sur cet aspect dans le paragraphe
2.3.1. D’un point de vue pratique, nous avons bénéficié pour cela des librairies
de transformées de FOURIER rapides [59].

Pour ce qui concerne l'anisotropie, nous utilisons des schémas isotropes
d’ordre 2 en h (schéma & 6 points pour les gradients, voir annexe C). Dans
les phases initiales, nous avons essayé un maillage hexagonal, plus symétrique,
mais plus contraignant pour la résolution de I’équation hydrodynamique (en
particulier pour la contrainte d’incompressibilité). L’isotropie est cruciale pour
le calcul de la courbure, qui intervient dans le calcul de la force associée
aux déformations de l'interface, que ce soit pour les gouttes ou les vésicules.
Une anisotropie trop importante dans le calcul de cette quantité se traduira
nécessairement par un “effet de maillage” : la sphéricité des gouttes a ’équilibre
ne sera ainsi pas respectée.

Pour illustrer cet aspect, nous allons nous focaliser sur le calcul de la cour-
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bure. Nous I’avons vu dans le chapitre précédent, elle est donnée par le gradient

du vecteur normal :
\Y’)
=-V.| — . 2.1
=V (wm) z1)

Le calcul dans I'espace de FOURIER est plus précis, mais introduit des in-
stabilités caractéristiques aux faibles longueurs d’ondes, qui sont rapidement
amplifiées et qui peuvent destabiliser complétement le systeme. Nous utilisons
donc préférentiellement les shémas d’ordre 2, dans I’espace réel. Nous nous pro-
posons d’engendrer un champ de phase bidimensionnel, de forme cylindrique.
L’isocontour de valeur nulle est un cercle de rayon unité. Compte-tenu de ce qui
précéde, la courbure, définie dans tout ’espace, doit varier en !, avec r la dis-
tance au centre. En pratique, nous utilisons un masque qui permet de réduire
le domaine de variations de ¢ & un voisinage de I'interface. Nous voyons sur la
figure 2.1 qu’une discrétisation anisotrope de la divergence conduit & une forte
anisotropie de la courbure (figure de gauche). L’utilisation d’une divergence
isotrope a 'ordre 2 (figure de droite) permet de supprimer cet effet.

Fi1ac. 2.1 — Influence de l’isotropie de la discrétisation sur le calcul de la cour-
bure : & gauche, version anisotrope de la divergence (schéma usuel & 4 points),
a droite, version isotrope (schéma d 8 points, voir annexe C). Le rayon de
l’objet est normalisé a 1, et nous utilisons un masque pour ne représenter la
courbure qu’au voisinage de l'interface.

Plus précisément, nous avons représenté sur les figures 2.2 et 2.3 la valeur de
la courbure dans deux directions: suivant un des axes du maillage, et suivant
un angle de 45 degres, avec une discrétisation anisotrope. De facon générale,
nous observons un bon accord avec I’expression analytique, mais des différences
assez marquées apparaissent entre les deux directions que nous présentons.

Sur les figures 2.4 et 2.5, nous avons les mémes quantités, cette fois avec
une discrétisation isotrope. Cette fois, I’accord est indépendant de la direction,
comme cela était suggéré sur la figure 2.1.
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Fi1ac. 2.2 — Courbure et gradient du champ de phase dans une direction prin-
cipale du maillage, et a 45 degrés. Les opérateurs différentiels sont ici aniso-
tropes, et évalués dans ’espace direct.
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Fic. 2.3 — Zoom sur la figure précédente.
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Fi1c. 2.4 — Courbure et gradient du champ de phase dans une direction prin-
cipale du maillage, et a 45 degrés. Nous utilisons ict une version isotrope a
Vordre 2 pour le calcul de la divergence (courbure). Le gradient est estimé dans
l’espace de FOURIER.
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FiG. 2.5 — Zoom sur la figure précédente.
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Nous représentons également sur ces figures la norme du gradient du champ
de phase, dont la forme analytique est donnée par:

V6| = % (1 — tanh (%)j . (2.2)

Sur les figures 2.2 et 2.3, ce gradient est calculé dans ’espace réel. Nous
voyons que l'accord avec la forme analytique est satisfaisant, mais que le maxi-
mum est légérement sous estimé. Par contre, I’anisotropie n’est pas mesurable
pour cette quantité. Sur les figures 2.4 et 2.5, le gradient est estimé dans l’es-
pace de FOURIER, et cette fois le maximum est bien mieux capturé. Nous ver-
rons dans le paragraphe 2.3.1 comment utiliser cette propriété pour améliorer
la précision du calcul, notamment en ce qui concerne ’estimation du terme
d’advection de I’équation du champ de phase (ce qui a un impact - faible - sur
la conservation globale du volume de la particule considérée).

Notons également que le masque évoqué précédemment prend une valeur
nulle quand le gradient du champ de phase est lui-méme nul. Or, nous verrons
par la suite que c’est la quantité ¢ |V6| qui intervient en fait dans les différentes
expressions de la force associée a I'interface (voir parties IT et III) : le masque
n’a donc a priori d’influence sur la dynamique. Nous avons également vérifié
que la propriété intégrale:

+oo
/ @dr =1 (2.3)

o0

est bien vérifiée, indépendamment du choix effectué pour le calcul des
opérateurs différentiels.

2.2 Discrétisation temporelle

Le second point important de I’algorithme concerne la discrétisation tempo-
relle. Nous avons utilisé successivement des algorithmes d’EULER, de RUNGE-
KutTA d’ordre 4 et enfin un prédicteur-correcteur d’ ADAMS-BASHFORD a pas
variable [46]. Nous avons vérifié que les résultats obtenus ne dépendent pas du
schéma choisi. Nous avons finalement retenu 1’algorithme de RUNGE-KUTTA,
plus stable que le prédicteur-correcteur et plus rapide en général que l’algo-
rithme d’EULER, pour une précision au moins équivalente.

Le pas de temps est choisi de maniére a limiter les temps de calcul, tout
en assurant une bonne stabilité numérique. Pour capturer 1’essentiel de la dy-
namique, il faut que le pas de temps soit petit devant les échelles de temps en
jeu dans le systeme. Pour les gouttes de la premiere partie par exemple, les
échelles de temps caractéristiques (temps capillaire, taux d’élongation, temps
de relaxation viscoélastique, etc...) sont de ’ordre de 'unité, et le pas de temps
est typiquement fixé a 0,01, dans les mémes unités.
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Ainsi, pour achever un calcul (par exemple pour obtenir une configuration
stationnaire pour une goutte newtonienne axisymétrique en élongation), le
temps de calcul est de 'ordre de quelques heures sur PC. Une parallélisation
est envisageable, mais nous avons pu constater que cette technique n’était
pas tres adapté a notre architecture, notamment a cause des non localités
introduites par les transformées de FOURIER: les temps de communications
entre processeurs sont trop longs pour permettre une parallélisation réellement
efficace.

2.3 Algorithme de résolution : champ de phase
et hydrodynamique

Comme nous ’avons précisé dans le chapitre précédent, les équations que
nous sommes amenés a résoudre sont des équations d’advection-diffusion. Nous
pouvons ainsi utiliser des méthodes de calcul simples et robustes, bien connues
par ailleurs, que nous allons néanmoins préciser ici.

2.3.1 Equation du champ de phase: cas non conservatif

Plusieurs termes apparaissent dans cette équation. Le premier est le terme
diffusif, avec un coefficient de diffusion en €2I'"!. Le laplacien est évalué dans
I’espace de FOURIER, ce qui garantit une meilleure précision.

Le second terme est dérivé du potentiel en (1 — 02)2. Ce terme ne pose pas
non plus de probléme particulier (il ne fait pas intervenir les dérivées spatiales
de ), il est traité explicitement.

Enfin, il reste le terme d’advection en v.Vf. Nous utilisons
préférentiellement 1’espace de FOURIER pour calculer le gradient du
champ de phase qui intervient ici. Plus précisément, nous montrons dans
cette annexe des résultats (élongation et volume) relatifs a la déformation de
gouttes newtoniennes en élongation. Pour ne pas alourdir le texte, nous nous
contentons de préciser ici les conclusions de cette étude:

e les pertes en volume sont dans tous les cas limitées a quelques pour-
cents (2 a 2,5 en 3D axisymétrique). S’agissant d’un point important,
nous y revenons dans 1’étude consacrée aux gouttes viscoélastiques, dans
la partie suivante. Ces pertes, qui sont aussi présentes dans le cadre
d’une dynamique conservative a deux dimensions, sont dues aux erreurs
systématiques commises dans le calcul du gradient de 6. Le calcul de ce
terme dans I'espace de FOURIER réduit légérement ces pertes, qui sont
dans tous les cas treés faibles aux échelles de temps considérées (suffisantes
pour observer un état stationnaire).
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e la déformation de la goutte est tres peu affectée par le choix de la méthode
de calcul du terme d’advection (espace réel ou réciproque). Les variations
relatives de ce paramétre sont limitées &4 moins de 0,1 %.

e un maillage trop fin provoque ’apparition d’instabilités numériques si le
gradient est calculé dans I’espace de FOURIER. Ces instabilités sont liées a
I’amplification des modes de petites longueur d’onde par les transformées
de FOURIER. Le maillage résulte donc d’un compromis entre précision et
stabilité.

e les pertes sont un peu plus importantes en régime axisymétrique, du fait
des erreurs commises dans 1’évaluation du laplacien (au niveau de ’axe de
symétrie) et dans le calcul du champ de pression. Il est toutefois difficile
de quantifier I'importance relative de ces deux effets, car ils restent de
toute facon tres faibles.

2.3.2 Equation du champ de phase: cas conservatif

Dans ce cas, nous avons un terme en laplacien carré a la place du terme
diffusif, et le terme en 6 (1 — 6?) devient A (6 (1 — 6?)): I'équation d’advection
du champ de phase s’écrit en effet (voir équation (1.27), page 21):

@9+mva=—%[A@(L—W)+qvmy+A%y (2.4)

Le terme d’ordre 4 est traité implicitement (dans 'espace de FOURIER

afin de stabiliser I’algorithme (le traitement implicite des termes d’ordre pair

est inconditionnellement stable). Le laplacien qui intervient dans le second

terme est calculé lui aussi dans I'espace de FOURIER, de méme que le terme
d’advection.

2.3.3 Equation hydrodynamique

L’équation de NAVIER-STOKES est résolue par une méthode semi-implicite
classique (voir annexe C). En effet, en présence de contraste de viscosités, nous
voyons apparaitre un terme en:

V.[n(Vv+v")] (2.5)
avec:
1-6 140
n=——n"+—"n" (2:6)

Ce terme peut se décomposer en :

V. [0 (Vv +v")] = e AV + (7 = Tas) AV + (Vv +v7) .V (2.7)
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avec 7Mmqer la valeur maximale de la viscosité dans le systeme. Ainsi, le
premier terme en 7,,,Av est traité de fagon implicite, et les autres de fagon
explicite. Ceci nous permet d’utiliser des pas de temps raisonnables, puisque
la partie implicite est inconditionnellement stable. La limitation supérieure est
quant a elle liée (entre autre) a la nécessité de prendre en compte correctement
les phénomenes dynamiques transitoires, comme nous l’avons mentionné plus
haut.

Le point délicat concerne essentiellement les non-linéarités dues au terme
d’advection d’une part, et d’autre part la contrainte forte d’incompressibilité.
Nous avons pu nous affranchir des probléemes liés au terme en v.Vv puisque
les échelles de temps et de longueur en jeu dans nos systemes permettent de
négliger I'inertie devant la dissipation visqueuse : le nombre de REYNOLDS est
en effet typiquement de I’ordre de 1072,

Pour ce qui concerne la contrainte d’incompressibilité, nous avons tiré parti
a la fois du maillage structuré et des conditions aux limites périodiques pour
utiliser une méthode spectrale basée naturellement sur les transformées de
FOURIER [95]. Le principe est tres simple: la condition de divergence nulle des
vitesses, qui exprime pour les liquides incompressibles la conservation de la
masse, devient dans I’espace de FOURIER :

Vv=0&kv,=0 (2.8)

avec vy la k-ieme composante de FOURIER du champ de vitesse. Des lors,
il suffit de résoudre I’équation de NAVIER-STOKES sans la contrainte d’incom-
pressibilité, et de projeter ensuite le champ de vitesses obtenu sur 'espace
normal a k grace a l'opérateur suivant :

kok
k2

Ainsi, il n’est pas nécessaire de résoudre le champ de pression, puisque
seul son gradient apparait dans I’équation dynamique pour la vitesse. Ce gra-
dient de pression étant colinéaire a k, il sera systématiquement absorbé dans
I’opération de projection. Le calcul des transformées de FOURIER étant parti-
culierement optimisé dans les librairies FF'TW, cette partie est la plus rapide
du programme.

En régime axisymétrique, il est possible de travailler dans un espace de
dimension deux. Toutefois, la contrainte d’incompressibilité s’écrit de facon
plus complexe qu’a deux dimensions, puisque c’est bien le volume du liquide
qui est conservé, et non la surface (une déformation a surface constante d’une
particule de fluide dans le plan de symétrie du systeme peut étre associée a
une variation de volume causée par les déformations dans la troisieme direction
d’espace). Nous utilisons alors une méthode de relaxation pour le champ de
pression, décrite dans I’annexe C. Dans tous les cas, la contrainte d’incompres-
sibilité est tres bien vérifiée par notre algorithme, puisque la valeur moyenne

I (2.9)
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relative de la divergence des vitesses est inférieure a 0,001. Nous montrons
dans 'annexe C que nos résulats ne sont pas modifiés si le critere d’arrét de la
routine de calcul de la pression est divisé par 10.

Par ailleurs, le domaine de résolution étant nécessairement fini, la ques-
tion des conditions aux limites est légitime. Pour limiter les effets de taille
finie, nous avons choisi d’imposer des conditions aux limites périodiques. Un
tel choix est toujours possible aux bas nombres de REYNOLDS, puisque la
linéarité des équations dynamiques pour le champ de vitesses nous permet
de séparer les contributions périodiques des contributions non-périodiques, is-
sues de I’écoulement imposé (cisaillement ou élongation). La périodicité s’ap-
plique donc au contre-écoulement causé par la présence d’une particule dans
le systéme (goutte ou vésicule).
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Chapitre 1

Rhéologie des solutions de
polymeres

Dans ce premier chapitre, nous voulons rappeler les principales ca-
ractéristiques rhéologiques des solutions de polymeres en écoulement. Dans
un premier temps, nous rappellerons les résultats classiques essentiels sur les
polymeres gaussiens, puis nous présenterons quelques expériences illustrant
comment 'ajout d’une fraction volumique méme infinitésimale de polymeéres
peut profondément modifier le comportement dynamique des solutions. Nous
introduirons ensuite I’équation constitutive d’OLDROYD B que nous utiliserons
dans toute la suite de cette partie. Deux approches coexistent et se completent,
la premiere, macroscopique, se base sur des considérations d’objectivité
des contraintes que nous présenterons succintement. La seconde est micro-
scopique, et nous insisterons davantage sur ce point qui nous permettra de
relier les différents parametres de I’équation constitutive a des quantités telles
que la concentration en polymeres ou la longueur des chaines. Nous introdui-
rons alors deux nombres importants, le nombre de DEBORAH! et le nombre
de WEISSENBERG. Nous terminerons alors ce chapitre par une présentation
rapide et non-exhaustive d’autres modeles, basés sur celui d’OLDROYD.

1.1 Les polymeres gaussiens

Un polymere est une macromolécule de masse molaire souvent tres élevée
(jusqu’a 10% g.mol=' [23, 44]). Ces molécules consistent en une répétition
a lidentique de N monomeéres, N pouvant aller jusqu’a 10°. Parmis les
plus communs, on peut citer le polyéthylene (C'Hj)y ou le polystyréne, dont
I’élément de base contient un noyau aromatique.

1. DEBORAH est une prophétesse de I’Ancien Testament, qui a affirmé que “les montagnes
coulent devant les seigneurs”. Ce nombre joue un réle important dans la caractérisation des
échelles de temps en rhéologie...
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Les solutions de polymeres sont tres fréquemment rencontrées, aussi bien
dans la vie quotidienne que dans I’industrie. Les premieres applications connues
des polymeres sont tres anciennes, puisque les égyptiens utilisaient déja la
gomme arabique pour stabiliser les peintures et les encres qu’ils utilisaient?...
L’industrie plasturgique consomme chaque année plusieurs millions de tonnes
de plastiques [28], dont la production dépasse celle des métaux. On congoit
alors que la compréhension du comportement dynamique des solutions de po-
lymeéres puisse avoir un role important a ce niveau.

D’un point de vue fondamental, les solutions de polymeéres sont
intéressantes également puisqu’elles combinent des effets dissipatifs (par vis-
cosité) et élastiques. L'un des rdles majeurs de la rhéologie est d’ailleurs de
décrire ces phénomenes couplés. Nous verrons par la suite quelques études
expérimentales et modeles théoriques qui permettent de comprendre au moins
en partie ces phénomenes. Par ailleurs, la longueur parfois trés importante des
chaines de polymeres peut induire des effets complexes en situation confinée.
Ces effets dépassent largement le cadre de cette these, mais il faut mention-
ner un certain nombre d’études expérimentales sur molécules uniques sous
cisaillement, qui révelent une grande richesse de comportements statistiques,
caractérisés par une compétition entre les composantes élongationnelle et ro-
tationnelle de I’écoulement imposé [50, 154]. Cette compétition est d’ailleurs
assez semblable a celle qui provoque la transition de bascule des vésicules, sur
laquelle nous reviendrons dans la troisieme partie de ce manuscrit. Certaines
approches numériques tiennent compte a la fois des effets turbulents dans le
liquide et de la déformation des chaines de polymeres, dans la limite des faibles
concentrations [164]. Ces polymeres provoquent une diminution de la trainée
turbulente sur laquelle nous allons revenir a la fin de ce paragraphe.

Physiquement, les polymeéres peuvent exister sous 3 formes différentes [44]:

e liquide & haute température

e vitreuse en dessous d’une température critique appelée précisément
température de transition vitreuse. C’est précisément cette phase
qui est utilisée dans I'industrie plastique pour I'emballage par exemple.

e cristalline a basse température. En général la cristallisation n’est que
partielle : des nodules cristallisés apparaissent ainsi au milieu d’une ma-
trice amorphe

Les chaines de polymeres sont rarement simplement linéaires et présentent
des ramifications nombreuses. D’autres polymeres dits “copolymeres di-
blocs” sont composés d’une alternance de blocs de monomeres différents:
[A...A] [B...B],,;- Ces polymeres se placent préférentiellement a I’interface
entre les phases liquides de A et B, et réduisent ainsi considérablement la
tension de surface.

2. En Doccurence, c’est bien l'adsorption de chaines de polymeres sur les particules
colloidales qui stabilise le systéme en écrantant les interactions & courte portée [140].
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F1a. 1.1 — Configuration typique d’un polymére gaussien (marche aléatoire,
10000 pas).

La description statistique la plus élémentaire d’un polymere isolé est due
a KUHN [93]. Cette approche consiste & assimiler la conformation moléculaire
typique de la chaine & une marche aléatoire tridimensionnelle (voir figure 1.1).
Classiquement, si on appelle Ng le nombre de pas dans la marche aléatoire et
b leur longueur, la distance moyenne entre les deux extrémités sera donnée par
by/Ng. Connaissant le rayon de gyration moyen Ry = (Rz)(l)/ % du polymere3,
ainsi que le nombre | de monomeres et leur longueur P, les parametres du
modele de KUHN seront choisis de maniere a avoir:

bQNK = Rg

(1.1)
bNy = IP

La quantité b dépend de la flexibilité de la chaine, ou plus précisément de
sa longueur de persistance, définie comme la longueur effective au-dela de
laquelle deux portions peuvent étre considérées comme indépendantes. Pour les
macromolécules flexibles traditionnelles, cette longueur correspond a quelques
monomeres (5 a 10) [93], mais peut devenir trés importante pour les molécules
les plus rigides, comme I’ADN ou le virus de la mosaique du tabac, plutot
assimilable a un batonnet rigide.

A D’équilibre, la probabilité ¥y (R)dR de trouver une extrémité de la chaine
entre R et R+dR est simplement donnée par une distribution gaussienne [49] :

To(R) = (%)3 e PR (1.2)

3. La notation (-- - ), désigne une moyenne pondérée par la distribution de probabilités &
I’équilibre, que nous allons introduire par la suite.
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avec 32 = 3/(2Ngb?). Un polymere qui obéira a une telle statistique sera dit
gaussien. Remarquons d’ores-et-déja qu’une difficulté essentielle surgit avec
cette relation, qui semble autoriser des extensions infinies pour la chaine. Nous
aurons plusieurs fois I’occasion de revenir sur ce point important dans la suite
de ce chapitre.

Il est alors possible d’exprimer 1’élasticité de la chaine. Plus précisément,
le nombre €2 de configurations qui correspondent a un vecteur bout-a-bout R
est simplement proportionnel a ¥y(R)dR. Des lors, I'entropie de la molécule
sera donnée par S = kgln(:

S =kpg [—ﬁQRQ +31In (%) + cste] (1.3)

avec kg la constante de BOLTZMANN. L’énergie libre sera alors simplement,
F = =TS, et la force F nécessaire a une augmentation dR de la longueur de
la chaine sera égale a:

F = —-VF = 2kgTB’R (1.4)

(T est la température). On obtient donc une relation linéaire entre la force
et la déformation, et ainsi, les polymeres gaussiens se comportent comme des
ressorts linéaires. Nous verrons que cette relation (1.4) sera importante dans la
dérivation microscopique des équations constitutives (voir paragraphe 1.3.2).

1.2 Les solutions de polymeres

Les effets les plus spectaculaires des solutions de polymeres sont dyna-
miques. Sans chercher 'exhaustivité, nous en avons regroupé ici quelques-uns
qui illustrent bien certaines propriétés rhéologiques marquantes.

1.2.1 Les fonctions rhéologiques

Nous l'avons dit, I'une des vocations principales de la rhéologie consiste a
relier les contraintes o aux taux de déformation appliqués, caractérisés par le
tenseur D :

D= % (Vv +Vvh). (1.5)

Les liquides dits simples sont tres bien décrits par une relation linéaire
o = 2nD, avec 7 la viscosité. Cette relation traduit une dissipation instantanée
de énergie apportée par I’écoulement [91]. Le cas des liquides de polymeres
est naturellement plus complexe. Deux effets se combinent alors et donnent
lieu a une grande richesse de comportements. Le premier effet est purement
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dissipatif. Il est essentiellement associé a la présence de solvant dans la so-
lution, et ne differe pas du cas newtonien. Le second est d’origine élastique,
et trouve son origine dans ’élasticité des chaines de polymeres qui a été in-
troduite de fagcon élémentaire dans le paragraphe précédent. De fagon imagée,
quand la solution sera mise sous contrainte, une partie de 1’énergie va étre
instantanément dissipée sous forme visqueuse, et l'autre partie sera stockée
sous forme élastique (la part d’énergie stockée dépendant notamment de la
concentration en polymeres). Les chaines vont alors pouvoir se réorganiser
pour permettre la relaxation de ces contraintes. Ce processus sera associé a
une ou plusieurs échelles de temps de relaxation caractéristiques*. Nous
verrons par la suite que les effets les plus spectaculaires apparaissent quand le
temps typique de sollicitation est comparable a ces temps de relaxation.

En fait, une telle échelle de temps peut étre définie pour tous les liquides,
méme simples. Les temps caractéristiques sont alors trés courts (de l'ordre de
la picoseconde), et sont difficilement accessibles expérimentalement. L’intérét
des solutions de polymeres est d’introduire des échelles de longueur et de temps
facilement accessibles aux sollicitations usuelles®. Si les fréquences de sollici-
tations sont faibles, il convient de parler de régime newtonien.

Expérimentalement, les principales mesures rhéologiques sont effectuées
dans des écoulements de cisaillement :

D= (1.6)

1
2

o RO
o O 2
o O O

avec 7 le taux de cisaillement appliqué. On montre que dans ce cas, la forme
la plus générale que peut prendre le tenseur des contraintes est [23]:

o1 o012 0
Oy = 0921 09292 0 (17)
0 0 033

Pour les fluides incompressibles les termes diagonaux ne sont définis qu’a
une constante isotrope prés (la pression), c’est pourquoi on ne mesure en
général que leurs différences. En supposant que le tenseur o, est symétrique,
les fonctions rhéologiques caractéristiques du fluide sont au nombre de 3:

e la viscosité effective , ou viscosité de cisaillement, notée 7., et
définie par:

4. En général, plusieurs temps apparaissent. En effet, si on assimile la molécule & une
chaine de ressorts, les modes propres sont en nombre infini. A la limite, il vaudrait mieux
parler du spectre de relaxation.

5. D’autres liquides, dits complexes, présentent un tel intérét. On peut citer par exemple
les cristaux liquides, les mousses ou encore les émulsions (dont nous reparlerons dans la
derniére partie de ce manuscrit)
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Dans le cas newtonien, cette viscosité s’identifie bien a la viscosité dyna-
mique usuelle.

e la premieére et la seconde différence de contraintes normales,
définies par:

N (’V) = (‘711 - 022) /’3/2

N, (’V) = (‘722 - 033) /’3/2

En général, la premiere différence de contraintes normales est essentiel-
lement constante et positive. Ny est plutot négative, et le rapport No/Ny
vaut environ —1/10 [93].

(1.9)

A priori, ces fonctions dépendent du taux de cisaillement appliqué. Si-
gnalons simplement que la majorité des solutions de polymeres présente un
comportement rhéofluidifiant, c’est-a-dire que la viscosité effective est une
fonction décroissante du taux de cisaillement appliqué. Cet effet est intime-
ment lié a 'orientation des chaines de polymeres dans 1’écoulement. Dans le
régime newtonien, les contraintes normales sur un élément de fluide sont liées
a la pression, donc isotropes. Par conséquent, N; et N, sont alors simplement
nulles. En présence de polymeres au contraire, I’alignement des chaines va pro-
voquer 'apparition d’une certaine anisotropie dans 1’écoulement, et N1 et Ny
ne seront alors pas nécessairement nulles.

Une derniere grandeur nous sera utile par la suite dans le cas d’écoulements
élongationnels, caractérisés par un tenseur de taux de déformation :

0 0
D=0 —5/2 0 (1.10)
0 0 —5/2

avec 7 le taux d’élongation. La viscosité élongationnelle est alors définie
par:
. 011 — 022
Mt (V) = B (1.11)

Dans le cas newtonien, cette quantité vaut 7, = 37 (regle de TROUTON).

1.2.2 Phénoménologie

En présence de polymeres, certains écoulements développent des instabilités
de nature élastique, ces effets étant particulierement marqués en présence d’une
frontiere libre [150]. Nous avons voulu en illustrer quelques-uns ici.
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L’effet Weissenberg

Une premiere expérience intéressante consiste a placer un cylindre en rota-
tion dans une solution de polymeres. Dans le cas d'un liquide newtonien, les
forces centrifuges tendent a expulser le liquide vers I'extérieur, et 'interface
se creuse au niveau de I'axe de rotation. Si quelques ppm de polymeéres sont
ajoutées dans la solution, I'effet s’inverse, et il est beaucoup plus marqué: le
liquide tend cette fois & remonter le long de I’axe (figure 1.2). C’est la force de
gravité qui va alors permettre ’apparition d’un état stationnaire.

Fic. 1.2 — Le phénoméne de “rod climbing”. Sur la figure de droite, nous
voyons comment [’étirement des polymeres le long d’une ligne de courant se
traduit par Uapparition d’une force nette orientée vers l’axe de rotation.

143

Ce phénomene est connu sous le nom d’effet WEISSENBERG, ou de “rod
climbing”. On peut le comprendre assez intuitivement en remarquant que
le taux d’élongation tangentielle dans le liquide® provoque D'apparition de
contraintes fortes sur les polymeres, le long des lignes de courant. Nous avons
donc une force nette orientée vers I’axe de rotation, qui provoque un mouve-
ment du liquide vers I'intérieur. Ce mouvement est permis dans la mesure ol
I’interface séparant le liquide du milieu environnant est libre: 'incompressibi-
lité du liquide se traduit alors par une montée du liquide, nettement visible
sur la figure 1.2.

Le “die swell”

Le second effet est observé a I'extrusion d’un filament liquide en dehors
d’un capillaire. Dans le cas d’un liquide newtonien, le diametre du filament
sera sensiblement égal au diametre de l'orifice (voire méme inférieur au grands

6. donné par la vitesse de rotation de 'axe
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nombres de REYNOLDs”). Dans le cas viscoélastique au contraire, ’augmen-
tation de diametre peut atteindre 400 % [23] (voir figure 1.3).

Sharkskin Flow ==

,

F1G. 1.3 — Le phénomeéne de “die swell” (a gauche) et Uinstabilité “peau de
requin” (4 droite, d’aprés hitp://www.ecs.umass.edu/mie/faculty/rothstein et
http://polymers.msel.nist.gov/highlights/Sharkskin.html).

Cet effet illustre une fois encore la présence d’effets élastiques dans le li-
quide. Un élément de volume va étre étiré en passant du réservoir au capillaire.
Si la traversée du tube est suffisamment courte (capillaire court ou débit im-
portant), les contraintes n’auront pas eu le temps de relaxer et il aura tendance
a retrouver sa forme initiale a la sortie. Ceci va se traduire par une dilatation
du jet.

Au niveau de linterface entre le fluide et l'air, une instabilité peut
également se développer, qui est bien connue dans l'industrie textile car elle
peut provoquer la rupture des fibres (voir figure 1.3). Cette instabilité se tra-
duit par ’apparition de modulations au niveau de l'interface, au-dela d’un
débit critique [116, 131]. L’origine de cette instabilité est longtemps restée in-
comprise. En effet, ’écoulement de POISEUILLE qui se développe a l'intérieur
du capillaire est linéairement stable. Il était alors difficile de comprendre par
quel biais les modulations d’interface pouvaient apparaitre a la sortie. Mais
récemment [102], certains auteurs ont pu montrer que 1’écoulement de PoOI-
SEUILLE présentait une faible instabilité non linéaire (qui n’apparait dans les
calculs qu’au troisieme ordre de perturbation), causée essentiellement par des
effets de contraintes normales, donc, cette fois encore, élastiques.

7. Dans la limite purement inertielle, on sait que dans le tube, la pression est abaissée par
Veffet BERNOULLI [91]. A la sortie, c’est donc la pression atmosphérique qui va provoquer
un amincissement du liquide - jusqu’a 13 % [23].
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Inhibition de la turbulence

L’ajout de polymeres dans un liquide a aussi des effets dans les écoulements
turbulents. L’effet le plus connu est 'effet Toms [169] : 'ajout de quelques ppm
de polymeres se traduit par une réduction trés importante de la force de trainée
turbulente [164], qui peut étre utilisée par exemple pour augmenter la portée
des lances a incendie (voir figure 1.4).

Fi1c. 1.4 — Lllustration de l’effet ToMS. Dans les 2 cas présentés ici, le débit
imposé est le méme. Au premier plan, le liquide est simplement de [’eau, et
3 pompiers sont nécessaires pour maintenir la lance a incendie. Au second
plan, quelques ppm de polymeres ont été ajoutés, et non seulement la portée
est sensiblement améliorée, mais 2 pompiers suffisent a maintenir la lance...

Expérimentalement, les effets de la présence de polymeres dans un
écoulement turbulent bidimensionnel ont pu étre mis en évidence récemment
dans des films de savon en circulation autour d’un réseau de cylindres [5]. Cu-
rieusement, ’ajout de polymeres se traduit essentiellement par une inhibition
des transferts d’énergie aux grandes échelles, c’est-a-dire par une stabilisation
des vortex a une échelle de I'ordre du cm.

Formation de filaments

Un dernier effet sur lequel nous reviendrons par la suite concerne la forma-
tion de filaments dans les systémes de gouttes pendantes [4, 32]. Dans le cas
newtonien, I’amincissement du col reliant la goutte a son support obéit a une
loi de puissance en (t — ¢,)%? avec t. le temps auquel la goutte se détache®.
Dans le cas d’une solution de polymeéres (oxyde de polyétylene (PEQO) dans la
référence [4]), le comportement est radicalement différent (voir figure 1.5).

Aux temps courts, la dynamique est toujours autosimilaire, mais laisse
place ensuite a un comportement exponentiel caractérisé par un seul temps
caractéristique. La transition a lieu quand le taux d’élongation dans ’amin-
cissement devient comparable au temps caractéristique de relaxation du
polymere. Finalement, les auteurs ont mis en évidence le fait que I'ajout de
quelques ppm de macromolécules pouvait suffire a inhiber la rupture de la

8. Ce type de comportement est connu sous le nom de “singularité en temps fini”.
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F1G. 1.5 — Détachement d’une goutte d’eau (& gauche) et d’une solution de
polymeére (100 ppm PEO, a droite). D’apres [4].

goutte, en tout cas aux échelles de temps accessibles en laboratoire®. Ainsi,
des filaments de plusieurs cm de long ont pu étre observés, avec une largeur
de lordre du pm [53].

D’un point de vue théorique, il est clair que la simple relation de proportion-
nalité qui relie les contraintes aux taux de déformation dans les liquides new-
toniens doit étre abandonnée. Une échelle de temps (au moins) doit étre intro-
duite dans I’équation constitutive afin de tenir compte des effets élastiques. Le
prochain paragraphe va nous permettre d’introduire I’équation la plus simple
qui réponde a cette exigence, I’équation d’OLDROYD B.

1.3 Le modele d’Oldroyd B

L’une des premieres tentatives de décrire la rhéologie des écoulements
de polymeres remonte & MAXWELL [23, 131]|. L’idée trés simple consiste a
superposer linéairement un comportement élastique (relation linéaire entre
les contraintes et les déformations) a un comportement visqueux (relation
linéaire entre les contraintes et les taux de déformation). Dans I’hypothese
d’un seul temps caractéristique de relaxation 7,, nous aurons donc:

7,Dio, + 0 = 21,D (1.12)

9. Dans le cas présent, la principale limitation était la hauteur maximale accessible
expérimentalement, puisque c’est la gravité qui provoque I’élongation de la goutte.
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avec 7), la viscosité de la solution (D, représente la dérivée hydrodyna-
mique classique). Aux temps longs devant 7,, le premier terme est négligeable,
et la solution se comporte comme un liquide newtonien, alors qu’aux temps
courts, ce terme domine au contraire, et on retrouve bien un comportement
élastique. Les contraintes viscoélastiques ainsi déterminées sont alors intégrées
dans I'équation de NAVIER-STOKES qui, en ’absence de forces volumiques
extérieures, s’écrira :

n(ow +v.Vv)=V. (o, + 2n,D) — VP (1.13)

avec 7, la viscosité du solvant (newtonien) dans lequel évoluent les po-
lymeres. L’essentiel des phénomenes semble étre capturé, mais nous allons voir
que ce modele contient un certain nombre de pathologies mathématiques.

Avant cela, il nous faut mentionner I’approche de BOLTZMANN qui suppose
une relation linéaire entre les contraintes et les taux de déformation, mais non
locale en temps:

t
o(xt) = 2 / G(t — )D(x,5)ds. (1.14)
La fonction G(t) est appelée module de relaxation, et on vérifie fa-
cilement que si cette fonction s’écrit G(t) = n,e~™", alors on retrouve bien
la solution de 1’équation (1.12). Toutefois, cette derniére approche présente
I’avantage de pouvoir inclure tout un spectre de temps de relaxation.

1.3.1 Approche macrocopique

L’équation (1.12) n’est pas satisfaisante car elle ne répond pas au principe
d’objectivité des contraintes [23, 93]. Ce principe préconise I'indépendance
de la relation entre les contraintes et les taux de déformation vis-a-vis de
tout changement de référentiel. Par ailleurs, on ne s’attend pas a ce que les
propriétés intrinseques du liquide dépendent de I'état de rotation du référentiel
d’observation. Or I’équation de MAXWELL (1.12) appliquée & un cisaillement
linéaire dans un référentiel en rotation uniforme nous permet de conclure que
la viscosité intrinseque du liquide, c’est-a-dire en I’absence de cisaillement,
dépend de la vitesse de rotation, ce qui est bien sir tout-a-fait inacceptable
[23].

OLDROYD fut le premier a poser les principes de base auxquels doit
répondre toute équation constitutive [108, 115]. En particulier, une telle
équation doit étre locale, et basée sur I’histoire du tenseur de taux de
déformation de la particule de fluide considérée. Enfin, elle doit étre basée
sur un systéeme de coordonnées convectées, c’est-a-dire transportées avec la
particule et se déformant avec elle. Ce dernier point est directement relié a la
notion d’objectivité. Le cas le plus général proposé par OLDROYD, que nous
ne présenterons pas ici, est une équation non linéaire a 8 constantes [23].
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A partir de ces considérations macroscopiques, il est possible de modifier
I’équation de MAXWELL pour obtenir [23, 93]:

Tp g'p +o, = 21,D, (1.15)

connue sous le nom d’équation d’OLDROYD B. Dans cette expression, la

. /7 V / rd . rd . rd .
quantité o, représente la dérivée convective supérieure:

g'p: oop+v Vo, —Vvlio,—0,Vv (1.16)

et c’est elle qui garantit 'invariance par rotation du tenseur des contraintes.
Cette équation repose également sur une base microscopique, que nous allons
détailler maintenant.

1.3.2 Approche microscopique

Plusieurs niveaux d’approximation sont envisageables pour obtenir une des-
cription rhéologique des liquides de polymeres a partir de considérations mi-
croscopiques [45, 49, 131]:

e les modeles de réseaux, dans lesquels les polymeres sont traités comme
des ressorts liés entre eux par des liaisons fragiles. Le couplage avec
I’écoulement résulte d’'une modification dans la configuration des jonc-
tions.

e les modeles dilués, dans lesquels les macromolécules sont traitées
séparément. Le couplage avec I’hydrodynamique se fait cette fois par
le biais d’une friction visqueuse.

e les modeles de reptation, qui traitent les polymeres de facon indi-
viduelle. Mais dans ce cas, le mouvement du polymere est contraint
latéralement par les autres molécules, qui définissent un “tube” effec-
tif a l'intérieur duquel le polymere peut se déplacer. Ces modeles sont
surtout utilisés pour les polymeres fondus, donc assez concentrés.

Le modeéle de Rouse

Le modele le plus simple auquel nous allons nous limiter ici consiste a
assimiler le polymere a un ressort connectant 2 billes de rayon a, plongées
dans un solvant de viscosité 7, [93, 131]. Ces billes peuvent étre interprétées
comme deux parties non déplides du polymere!?. La force associée au ressort
sera simplement donnée par la relation linéaire (1.4). Au niveau des billes,
nous aurons donc 3 forces: la force de rappel due au ressort, la friction
avec le liquide environnant, et un terme stochastique causé par le mouvement

10. parfois désignées par le terme de “blob”.
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brownien. Dans la limite diluée, il suffit de considérer une chaine isolée, et la
force de friction aura la forme suivante :

f; = —C (i; — v(r;)) (1.17)

avec I; la vitesse de la bille (: =1 ou 2) et v(r;) la vitesse locale du fluide.
¢ est donné en premiere approximation par la formule de STOKES { = 671;a.
Le mouvement de chaque bille est donc donné par:

—C (1'1 — V(I‘l,t)) + QkBTﬁQR = Al
(1.18)
—C (1'2 — V(I‘Q,t)) — QkBTBQR = A2

avec A; la force brownienne sur la bille 7. Aux temps longs, I'inertie peut
étre négligée dans ces équations dynamiques [93]. Le vecteur R est simple-
ment donné par ro — r;. Une approximation supplémentaire est faite alors en
linéarisant 1’écoulement au niveau de la chaine, ce qui se traduit par:

v(re,t) = v(ry,t) + R.Vv. (1.19)

Dés lors, en soustrayant les 2 équations (1.18) on obtient une équation
stochastique de type LANGEVIN:

¢ (R . R.Vv) 4 4ks TR = A (1.20)

avec A = A, — A,. La distribution de probabilités pour la longueur
des chaines n’est plus donnée par Wy(R) puisque nous sommes en dehors de
Péquilibre. A partir de ’équation (1.20), il est possible d’obtenir une équation
pour cette nouvelle densité de probabilité que nous noterons W(R,t). Il s’agit
d’une équation de FOKKER-PLANCK donnée par:

%\I!(R,t) =~V (a(r)T(R2)) + %A (b(r)T(R2)). (1.21)

a(r) est la fonction de dérive, définie a partir du champ de forces appliqué
sur la particule (ici, la force de rappel due aux ressorts et la friction visqueuse),
et b(r) est la fonction de diffusion, liée au terme brownien de I’équation de
LANGEVIN. Pour aller plus loin, nous pouvons raisonnablement assimiler A a
un bruit blanc:

(A(t)A(t)) = K8(t, — ). (1.22)

K est une constante qui est déterminée a partir de ’équation de diffusion
pour la densité de probabilité ¥(R,t), en ’absence de force supplémentaire.
Dans ce cas, nous obtenons alors d’un processus de WIENER défini par:

0 K 62

o B =550

- T(R,1). (1.23)
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La relation d’EINSTEIN nous permet alors d’écrire K = 4kgT /(. On montre
enfin que la fonction de dérive s’écrit (il suffit de moyenner I’équation de L AN-
GEVIN sur un intervalle temporel petit [100]):

Ak 5T B
a(r) =R.Vv — BTﬁR (1.24)
et finalement :
T Ak T B> 2%k T
%—t +V. |[RVVU — %R\If - k? VU | =0. (1.25)

La résolution complete de cette équation est tres complexe, méme si
quelques progres ont été faits dans ce sens (voir [131] et les références internes).
En pratique, la stratégie consiste a ne résoudre qu'un systeme d’équations ne
faisant intervenir que les premiers moments de la fonction ¥(R,t), dans le cadre
d’approximations de fermeture adaptées. Ce sujet dépassant largement le cadre
de cette these, nous n’insisterons pas davantage, d’autant plus que nous allons
voir qu’il n’est pas nécessaire de résoudre explicitement (1.25) pour obtenir les
contraintes dans le liquide.

Des densités de probabilités aux contraintes

En effet, si on désigne par v la densité de chaines dans un élément de fluide,
alors V(R )dR sera le nombre de chaines ayant un vecteur bout-a-bout R. Le
nombre de chaines qui traversent une face d’un élément de volume sera donné
par (n.R) v¥(R)dR, avec n le vecteur normal & la face considérée '*. Des lors,
puisque la force exercée par les chaines sur la face de 1’élément de fluide peut
s’écrire o,.n avec o, le tenseur des contraintes, nous aurons finalement :

o, = 2kgTvp? / R®RY(R)dR (1.26)

(nous avons utilisé la relation (1.4) pour la force associée aux chaines de po-
lymeres). Ainsi, les contraintes viscoélastiques dépendent bien de I'orientation
des chaines de polymeres, ainsi que nous avons déja eu ’occasion de le men-
tionner dans le paragraphe précédent. Nous pouvons alors obtenir une relation
sur la moyenne [ R® RU(R)dR en multipliant (1.25) par R@ RU(R). Apres
quelques intégrations par partie, et en utilisant le fait que la probabilité d’avoir
une molécule infiniment étirée est tres faible (¥(R) — 0 quand |R| — +00),
meéme en dehors de I’équilibre, on obtient I’équation suivante pour le tenseur
des contraintes o :

2
% o, +0, = vksTs (1.27)
B

11. n.R est la longueur de la chaine projetée dans la direction n, et s’identifie avec la
probabilité d’intersection dans la limite n.R < 1 [93]
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v
avec 0 le tenseur unité. En remarquant que = —2D, on obtient facilement
I’équation d’OLDROYD B (1.15), avec:

S €.

P 8kgT P8

En supposant une relation de STOKES pour le coefficient de frottement

(¢ x nsB) et en assimilant § au rayon de gyration moyen Ry du polymeére, on
obtient :

. (1.28)

s Rg

kgT

avec 7, la viscosité du solvant. La limite newtonienne correspond alors soit
a 7, — 0, soit a n, — 0. Pour une température 7" donnée, le premier cas
correspond & un rayon de gyration négligeable (la taille des polymeres tend
vers 0: ils ne sont alors plus discernables de molécules “traditionnelles”), alors
que le second correspond & une fraction volumique qui tend vers 0 (Riv —
0). Ces deux conditions sont donc d’origines physiques différentes. En d’autres
termes, le temps de relaxation des polymeres n’est pas la seule caractéristique
de la viscoélasticité. La fraction volumique des macromolécules est également
importante. Notons également qu’il est possible d’obtenir une expression pour
la valeur moyenne de R? [23]:

Tp X et mp, =mnsRov (1.29)

<R2> :1+Tp7(77p+773)rﬁ(0_ )
<R2>0 3nyp P
La trace du tenseur des contraintes o, est donc une mesure directe de
I’élongation locale des chaines dans la solution. Pour finir, notons que les
équations (1.15) que nous venons d’écrire décrivent la contribution des po-
lymeéres aux contraintes dans le liquide. Si on tient compte du solvant, que
nous supposerons newtonien, alors les contraintes totales s’écriront plutot :

(1.30)

oc=0,+0; (1.31)

avec o, = 2n;D. 1l est possible d’obtenir une équation dynamique pour ce
tenseur o & partir de (1.15), et on montre facilement que:

v
T o +o = 2n (D + 7, D) (1.32)

avec 1 = 15 + 1, la viscosité totale du liquide et 7, = n,7,/n. Les équations
(1.15-1.31) et (1.32) sont completement équivalentes.

A partir du temps de relaxation 7, et de la fréquence typique de sollicita-
tion 7, il est possible de construire un nombre sans dimension qui va quantifier
I'importance des effets élastiques dans le liquide. Il s’agit du nombre de WEIS-
SENBERG W7 défini par:
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Wi = 1,7. (1.33)

Si ce nombre Wi est tres faible, alors les effets élastiques seront négligeables,
et le liquide pourra étre considéré comme newtonien. Au contraire, si ce nombre
devient de ’ordre de 1'unité ou supérieur, alors les effets élastiques seront do-
minants. En ’absence de forcage extérieur, comme ce sera le cas dans notre
étude consacrée a la rupture de gouttes viscoélastiques en relaxation, les ef-
fets non newtoniens seront plutét quantifiés par un nombre de DEBORAH
De = 7,/Tintr avec Tiny un temps intrinseque au systeéme (typiquement, dans
le cas des gouttes, il s’agira du temps capillaire nR/X). Sans contrainte ap-
pliquée, des effets viscoélastiques peuvent bien siir apparaitre, mais le nombre
de WEISSENBERG est nul. Ce n’est pas le cas alors pour celui de DEBORAH.

1.3.3 Prédictions rhéologiques

La confrontation directe avec les résultats expérimentaux peut se faire en
cisaillement. Dans I’état stationnaire, il est possible de résoudre analytique-
ment I’équation (1.15) et d’obtenir les résultats suivants:

e viscosité effective: 7.; = 7,. Aucun comportement rhéofluidifiant n’est
a attendre dans ce cas.

e premiere différence de contraintes normales: N, = 2,7,
e deuxiéme différence de contraintes normales: Ny = (

Expérimentalement, nous I’avons vu, on s’attend en général a observer un
comportement rhéofluidifiant, et un rapport No/N; de 'ordre de —1/10. Tou-
tefois, certains fluides, dits de BOGER, sont assez bien décrits par un modeéle
d’OLprOYD B [150]. Il s’agit en général de solutions de polymeres de haut
poids moléculaire, en solution dans un solvant trés visqueux (les temps de re-
laxation typique seront alors de 1’ordre de la seconde). Par exemple, il pourra
s’agir de polyisobutyléne (PIB) dans du polybuténe (PB). La concentration
en polymeres est suffisamment élevée pour que les interactions soient bien
présentes en écoulement.

En dessous d’une centaine de H z, la viscosité effective peut étre considérée
comme constante [150]. N; est constante entre 0,1 et 10 Hz, puis décroit
algébriquement comme 4~* avec « compris entre 1/3 et 1. Enfin, Ny est tres
faible sur toute la gamme de fréquences comprises entre 0,1 et 100 Hz.

Il faut néanmoins souligner un point important. Dans un écoulement
d’élongation, la viscosité élongationnelle prédite par le modele d’OLDROYD
B est donnée par:

21 Tl
= — 4+ - 1.34
et =1_ 21,7 1+ 775 (1.34)
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avec v le taux d’élongation appliqué. Une divergence est clairement iden-
tifiable pour ¥ = 1/(27,). Physiquement, un tel comportement est patholo-
gique, méme si d’un point de vue théorique, il est possible de montrer qu’un
écoulement stationnaire peut présenter de telles divergences localisées [128].
En effet, si en ces points la divergence de la contrainte est nulle, 'effet sur
I’écoulement sera nul lui aussi. L’origine de cette singularité est liée a la den-
sité de probabilité ¥o(R) pour la conformation du polymere gaussien, exprimée
par la relation (1.2), page 37 [23]. Comme nous I’avions déja mentionné a ce
niveau, cette probalitité n’est pas nulle pour une chaine infiniment étirée : au-
dela d’un certain seuil d’élongation, les polymeres deviennent infinis. Signalons
enfin que numériquement, cette divergence peut étre a l'origine de difficultés
sérieuses. Il conviendra donc d’étre prudent au moment de I’interprétation des
résultats obtenus avec un tel modele.

1.4 Vers une complexité croissante des
modeles

Naturellement, la description rhéologique des liquides viscoélastiques ne se
limite pas a I’équation d’OLDROYD B. De nombreux autres modéles existent,
et nous voulons en présenter quelques-uns ici.

1.4.1 Dérivées convective inférieure et de Jaumann

A partir des considérations macroscopiques évoquées dans le paragraphe
1.3.1, il est possible d’obtenir 2 autres équations qui ne different de celle
d’OLDROYD B que par la forme de la dérivée temporelle.

La dérivée convective inférieure

L’équation constitutive est donnée par:

A
T, 0p +0, = 21,D, (1.35)
A
Cette équation est connue sous le nom d’OLDROYD A. La quantité o, est
définie par:
A
op= 0,0, +v.Va,+ Vv.o,+ 0, Vv’ (1.36)

Cette équation n’est pratiquement jamais utilisée, parce qu’elle ne possede
pas de base microscopique, et qu’elle présente le méme type de pathologie que
celle ’OLDROYD B.

La dérivée de Jaumann
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Cette fois, I’équation constitutive sera donnée par:

7, 0y +0, = 21,D, (1.37)

avec

ao'pz dop +v.Vo, + (w.o,) + (w.o,) . (1.38)
’ . o v A
En d’autres termes, nous avons simplement 2 o,=0, + o,. Dans cette
dérivée, connue sous le nom de dérivée de JAUMANN, la quantité w représente
la vorticité locale dans le fluide:

w = % (Vv —Vv7). (1.39)

Cette expression apparait naturellement dans la description rhéologique du
sang [51] ou d’une vésicule isolée soumise a un cisaillement [105].

Nous avons regroupé dans le tableau 1.1 les différentes prédictions de ces
3 modeles en cisaillement, avec Wi le nombre de WEISSENBERG que nous
avons déja introduit.

\ Parametre \ OLDROYD A \ OLDROYD B \ JAUMANN \
Viscosité Neis = Tlp Neis = Tp Neis = 7711/(1 + WzQ)
Nl N1 = 27]p7'p N1 = 277pr N1 = 2inp/(1 + W’LQ)
N2 NQ = —27']pr N2 = 0 N2 = —’I']pr/(l + WZQ)

TAB. 1.1 — Prédictions rhéologiques des modéles d’OLDROYD A et B, et de
JAUMANN, en cisaillement stationnaire.

En élongation, nous aurons plutot :

e OLDROYD A:

21, Tp
= ) 1.40
T = s T g (1.40)
Cette fois, la divergence a lieu en 4 = 1/7,.
e OLDROYD B:
2
Nt Ty T (1.41)

T 1204 l+1y

avec une divergence déja évoquée en § = 1/(27,).
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e JAUMANN:

Tel = 37']p (142)
On retrouve ici la regle de TROUTON.

Le modele d’OLDROYD B est réaliste pour décrire les propriétés
rhéologiques de certains liquides, et comme il repose également sur une base
moléculaire, il est généralement utilisé comme point de départ pour les études
numériques sur les liquides viscoélastiques. C’est donc ce modele que nous
utiliserons par la suite. Certaines approches, que nous allons présenter main-
tenant, permettent de remédier aux divergences pathologiques de ce modele.
Toutefois, il était plus raisonnable de notre point de vue de commencer ces
études avec une équation constitutive simple.

1.4.2 Développements perturbatifs

A partir des équations viscoélastiques de type OLDROYD B, il est pos-
sible d’obtenir une relation entre o, et les puissances du tenseur D de taux
de déformation. Ce développement est exact dans la limite De — 0 et peut
s’écrire, a 1’ordre 3 [23]:

oy = 0'5)0) + Dea'z(,l) + De2a'§)2) + O (De?) (1.43)
avec:
(oY) = 2D (contribution newtonienne)
(W) _ _91)
 op = —2D —4b;:D.D (1.44)

@) vV vV Vv
Op = 2b3 D +4b12 D. D+D .D + 8[)1;11 (D . D) D
\
avec bz, b1, byo et by.11 des constantes déterminées a partir des parametres
rhéologiques du liquide: by; = —2N, /Ny, etc... La rhéofluidité est déterminée
par bis — by.11 [23], et n’apparait donc pas a l'ordre 2.

1.4.3 Réponse non linéaire des chaines élastiques

La réponse linéaire que nous avons utilisée pour la dérivation du modele
d’OLDROYD B est valable pour les faibles déformations des chaines. Une ex-
pression plus générale serait [128] :

FR)= %L‘l (%) R (1.45)
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avec b la longueur des monomeres et Nk leur nombre, au sens de KUuHN
(voir page 37). L(x) est la fonction de LANGEVIN:

1
L(x) = coth (z) — - (1.46)
Avec cette relation, les extensions sont nécessairement inférieures a Ngb, la
longueur étendue de la chaine. Une autre relation plus simple consiste a écrire :

R

1 — (R/Ngb)®

qui a le méme effet mais en ayant ’avantage de la simplicité. Dans les
deux cas, 'effet escompté est bien obtenu, puisque les extensions infinies des
chaines de polymeres sont supprimées. De telles chaines sont souvent désignés
comme des ressorts “FENE”, pour “Finite Extendable Nonlinear Elastic”. In-
jectés dans I’équation (1.18), la relation (1.47) conduit aux modeles de PHAN-
THIEN/TANNER [23] ou de CHILCOTT-RALLISON [31]. Numériquement, cette
solution a permis I’étude de problémes a de grands taux de déformation locale
[31].

Dans tous les cas cependant, une simplification importante est effectuée
pour rendre les modeles exploitables. La longueur du ressort est en effet rem-
placée par sa valeur moyenne dans le préfacteur non linéaire de la relation force-
extension. Le carré de cette valeur moyenne est donné par la trace du tenseur
J YRRdAR (approximation de PETERLIN) [131]. Si on appelle A cette quan-

tité, qui est simplement proportionnelle au tenseur des contraintes, I’équation
de FENE s’écrira:

F (R) = 2kgTp’ (1.47)

A2y (1.48)
AT w (A2 '
avec L la longueur maximale des polymeres. Dans la limite L — +o00, on
retrouve bien le modele d’OLDROYD B.

Naturellement, beaucoup d’autres modeles existent, et il n’est pas question
de les passer tous en revue ici. Nous renvoyons donc le lecteur intéressé aux
ouvrages de référence sur le sujet pour des informations plus complétes [23, 93].



%)

Chapitre 2

Elongation de gouttes
viscoélastiques

Ainsi que nous ’avons déja mentionné dans I'introduction, I’étude du com-
portement dynamique de gouttes dans des écoulements bien controlés constitue
un premier pas vers la compréhension de la rhéologie des liquides diphasiques,
ainsi que de leurs propriétés de mélange [53]. Dans ce chapitre, nous allons
considérer le cas d’une goutte viscoélastique en élongation. Apres avoir posé
les équations dynamiques que nous avons résolues numériquement, nous allons
rapidement passer en revue le comportement dynamique de gouttes newto-
niennes dans différents types d’écoulements. Nous I’avons vu dans le chapitre
précédent, deux parametres importants vont nous étre utiles pour décrire la
viscoélasticité de la goutte, une viscosité 7, et un temps de relaxation 7,. Le
cas newtonien (7, = 0) pourra donc étre directement confronté a certaines
prédictions analytiques, notamment celles de BARTHES-BIESEL & ACRIVOS
[7].

Dans le cas viscoélastique, nous avons progressivement augmenté le nombre
de DEBORAH (de 0 & 10). Aux faibles nombres capillaires, nous verrons
qu'un état stationnaire est bien défini. Dans certaines conditions que nous
détaillerons alors, nous verrons qu’une inversion de courbure localisée peut
étre mise en évidence le long de ’axe d’élongation. Ce phénomene peut étre
compris, au moins qualitativement, a partir de la localisation des contraintes
viscoélastiques.

Au-dela d’un nombre capillaire critique Ca,, les solutions stationnaires
n’existent plus. La goutte va alors finir par casser, et le prochain chapitre
sera réservé a une discussion plus spécifique de ces probléemes de rupture en
régime viscoélastique.
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2.1 Modele numérique

Nous allons donc considérer la déformation d’une goutte initialement
sphérique, de rayon R, soumise & un écoulement d’élongation linéaire et axi-
symétrique donné par u®(r) = 4.r avec, en coordonnées cylindriques:

~1/2 0 0
y=41 0 00 |. (2.1)
0 01

Les coordonnées cylindriques que nous avons utilisées sont (r,®,z), et
I’élongation que nous avons appliquée est orientée suivant z. Les conditions
aux limites au niveau de 'interface seront les mémes que celle que nous avons
déja introduites dans le chapitre consacré au champ de phase, avec une contri-
bution spécifique o, liée a la présence de polymeres a I'intérieur de la goutte:

(27D + o)) — 27exD] .0 = Xen. (2.2)

ns est la viscosité du solvant newtonien (voir chapitre précédent) et c est
la courbure locale de l'interface. ¥ est la tension de surface. Nous noterons
Nint = Ns +1p. Comme nous I’avons déja mentionné, o, sera déterminé par une
équation de type OLDROYD B (1.15).

2.1.1 Mise en équation

En terme de champ de phase, les équations dynamiques que nous allons
devoir résoudre sont donc les suivantes:

((€0,v=V.Ns(1—=0)D+0p+ et (1+0)D) — VP —3c(0) VO
Vv=0

1-0v
TPT o, to,=n,(1-0)D

| 8,0 = —v.VO+T1[0(1 — 02) + € (A0 — 2¢(0) |[VO])]

[’équation d’OLDROYD B est résolue dans tout le domaine, dans I’esprit
de la méthode du champ de phase. Les effets viscoélastiques sont confinés a
I'intérieur de la goutte grace au facteur (1 —#). Comme condition initiale pour
les contraintes o, nous avons pris o, (¢ = 0) = 0. Physiquement en effet, quelle
que soit la préparation du systéme, les contraintes viscoélastiques vont finir par
relaxer, au-dela du temps caractéristique 7,. La condition initiale n’influe donc
pas sur ’état stationnaire. Enfin, il faut signaler que nous avons du utiliser
une équation non conservative pour le champ de phase, ce qui va limiter nos
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études a des phénomenes aux temps relativement courts pour éviter les dérives
évoquées dans le premier chapitre.

2.1.2 Les parametres du modele

Par souci de cohérence avec les calculs que nous allons présenter dans le
chapitre suivant, nous avons choisi le temps capillaire 7.4y = 7erR/X comme
échelle de temps pour adimensionner les équations. En effet, en ’absence de
forcage extérieur et de viscoélasticité, c’est le seul temps caractéristique qui
subsiste (avec le temps de relaxation des polymeres naturellement). Il est alors
facile de montrer que ’on obtient :

((Re Ov=V.(A;(1-0)D+0o,+(1+60)D)—- VP —c(0) Vo
Vv=0

1-60v

De op,+o,=),(1-60)D

| 80 = —v.VO+T1[0(1 - 02) + € (A0 — 2¢ (0) |[VO)])]

Mises sous cette forme, les équations font apparaitre cinq parametres sans
dimension, que nous avons regroupés dans le tableau 2.1.

| Parametre | Nom | Définition | Valeur typique |
Re Nombre de REYNOLDS €0 Ry [ Mewt 1072
Ca Nombre capillaire Next RY /2 040,12
De Nombre de DEBORAH Tp2 [/ Negt R 04a10
Ap Rapport de viscosités (polymeéres) Thp/ Neat 0,5
As Rapport de viscosités (solvant) Ns/ Next 0,5

TAB. 2.1 — Parametres sans dimension intervenant dans [’étude des gouttes
viscoélastiques en élongation.

Classiquement, le nombre de REYNOLDS compare les effets visqueux aux
effets inertiels. Le nombre capillaire quant a lui quantifie la résistance de la
goutte a la contrainte appliquée par I’écoulement extérieur. Un faible nombre
capillaire correspond ainsi a une goutte tres peu déformable. Le nombre de
DEBORAH, déja introduit dans le chapitre précédent, est une mesure de 1’'im-
portance des effets élastiques dans le systeme. Le nombre de WEISSENBERG
s’obtient alors facilement par: Wi = 7,y = CaDe. Enfin, les rapports de
viscosité entre le liquide extérieur et le solvant d’une part, et entre le liquide
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extérieur et les polymeres d’autre part, ont été fixés chacun a 0,5. Ainsi, le rap-
port de viscosités global entre l'intérieur de la goutte et 'extérieur (A = A\;+\,)
sera toujours égal a 1. Nous savons malgré tout que ce parametre joue un
role trées important dans les mécanismes de déformation des gouttes (voir par
exemple [127] ou [160]), mais il nous a semblé préférable dans le cadre d’une
étude préliminaire de réduire la dimension de ’espace des parametres, afin de
simplifier la discussion des résultats. Signalons toutefois que la méthode du
champ de phase est tout-a-fait en mesure de fournir des résultats quantitatifs
pour des systémes avec contraste de viscosités (voir le chapitre 1 de la partie
consacrée aux vésicules et [12, 19, 61] par exemple).

Les valeurs que nous avons utilisées sont justifiées par une rapide estimation
des ordres de grandeur pour les liquides usuels (voir [150] par exemple). Pour
une goutte de 100 um de rayon et de densité p ~ 10® kg.m 3, placée dans un
liquide de viscosité 7y ~ 1 Pa.s (comme le glycérol par exemple), le nombre
de REYNOLDS est de 'ordre de 10~ pour un taux d’élongation appliqué de
lordre du Hz. Les effets inertiels seront donc raisonnablement négligés, et
I’approximation de STOKES utilisée. Avec une tension de surface typique de
Pordre de 1073 N.m™!, on obtient Ca ~ 0,1. Dés lors, pour un temps de
relaxation 7, ~ 1 s, le nombre de DEBORAH sera proche de 10.

2.2 Le cas newtonien

La déformation de gouttes newtoniennes a été tres largement étudiée depuis
les premiers travaux, analytiques et expérimentaux, de TAYLOR [162, 163].
Nous voulons ici rappeler certains des résultats les plus importants afin de
donner un apercgu de la grande richesse de ce systeme. Nous renvoyons toutefois
le lecteur intéressé aux revues plus exhaustives de RALLISON [127] et STONE
[160].

2.2.1 Approches expérimentales

Le dispositif expérimental classiquement utilisé depuis TAYLOR, et ra-
finé depuis notamment par BENTLEY & LEAL [16] est conceptuellement trés
simple. Une goutte (de quelques pm ou dizaines de ym de rayon) est placée au
centre d’un dispositif formé de quatre rouleaux cylindriques en rotation (voir
figure 2.1).

Un choix judicieux des sens de rotation des cylindres permet de produire un
grand nombre de type d’écoulements, caractérisés par un taux de déformation
de la forme (au voisinage du centre) :

1+« l—-a 0
v = —1+a -1—-a 0 (2.5)
0 0 0
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® &
o o

F1G. 2.1 — Schéma du dispositif expérimental de TAYLOR (quatre rouleauz). Le
point de stagnation est instable, et un ajustement fin des vitesses de rotation
relatives des 4 rouleauz est nécessaire pour maintenir la goutte au centre [16].

avec o un parametre variable qui détermine le type de I’écoulement. Il varie
typiquement entre 0 (cisaillement simple) et 1 (élongation). Les écoulements
produits par ce dispositif sont essentiellement bidimensionnels (les rouleaux
imposent une invariance de la contrainte appliquée dans la direction verticale).

La principale difficulté de ce type d’expérience est liée au caractere tres
instable du point de stagnation sur lequel se trouve initialement la goutte.
Dans la référence [16], un controle direct assisté numériquement est utilisé et a
permis une étude tres complete de la déformation et de la rupture des gouttes
newtoniennes en fonction des parameétres pertinents (ici, le nombre capillaire
et le rapport de viscosités).

Nous pouvons également évoquer certaines approches expérimentales,
basées sur un dispositif de plaques paralleles séparées par une épaisseur de
Pordre du mm, pour des gouttes de quelques dizaines de ym [67]. Ce type de
dispositif est naturellement limité aux écoulements de cisaillement pur.

Elongation

En élongation, BENTLEY & LEAL ont fait varier le rapport de viscosités A
sur plusieurs ordres de grandeur (de 107* & 10?).

Aux faibles nombres capillaires, la forme des gouttes est essentiellement
elliptique, quelle que soit la valeur du rapport de viscosités. Quand la contrainte
appliquée augmente, deux comportements tres différents peuvent étre observés.

Aux faibles rapports de viscosité (typiquement 1073), les gouttes les
plus déformées présentent une forme en fuseau tres caractéristique. Par ailleurs,
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pour des valeurs de A inférieures a 0,1, une série de gouttelettes d’une cinquan-
taine de um de rayon sont éjectées de la goutte au niveau des extrémités. Un
tel phénomene (appelé en anglais “tip streaming”, voir figure 2.2) avait été ob-
servé par TAYLOR lui-méme en 1934 [163], puis par GRACE [66] et DE BRULIN
[41] notamment.

F1a. 2.2 — “Tip streaming” (d’aprés Michael DREYER, université de Bréme
(http://www.zarm.uni-bremen.de).

A partir des expériences de DE BRUIJN, il est possible de conclure que cet
effet est dii a I'existence de gradients de concentration en surfactants au ni-
veau de l'interface [41, 160]: I’écoulement imposé provoque une accumulation
de ces molécules (utilisées pour modifier la tension de surface) au niveau de
I’extrémité de la goutte, résultant en une diminution souvent sensible de la
tension de surface locale®. Cet effet est en partie compensé par la dilution des
surfactants liée a I’élongation de la goutte, mais on peut dire schématiquement
que cette derniere est “fragilisée” a ses extrémités, et 1’éjection de goutte-
lettes favorisée. Cette compétition au niveau de l'interface a bien été décrite
dans la référence [77], dans laquelle les auteurs ont mis en évidence 'impor-
tance spécifique des tensioactifs (en I'occurence des copolymeres diblocs) sur
la déformation. Ce processus cesse quand la majorité du surfactant a disparu
de l'interface, et reprend généralement s’il est remis en solution.

Aux forts rapports de viscosité au contraire, la goutte reste essentiel-
lement elliptique [67].

Effet de la vorticité

L’introduction d’une composante rotationnelle dans 1’écoulement imposé
complique sensiblement les résultats, comme nous le verrons d’ailleurs dans
le chapitre 1 de la partie III, consacrée aux vésicules sous cisaillement. Tres
schématiquement, la goutte sera d’autant plus sensible a la composante rota-
tionnelle que le rapport de viscosités sera élevé.

L’article de BENTLEY & LEAL contient ainsi une importante étude de
la déformation de gouttes sous cisaillement [16]. Il est notamment claire-
ment établi que la vorticité tend a inhiber la rupture pour des valeurs de

1.1l est en effet possible de mesurer la tension de surface des gouttelettes émises au
niveau des pointes par une étude a posteriori en faible déformation. La tension de surface
ainsi mesurée est souvent beaucoup plus faible que celle de la goutte d’origine [160].
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« inférieures a 0,4. Plus précisément, aux forts rapports de viscosités, typi-
quement supérieurs a 3,5, un état stationnaire est toujours atteint, quelle que
soit la valeur du nombre capillaire : la composante rotationnelle de I’écoulement
tend systématiquement a écarter la goutte de ’axe principal d’élongation. Dans
ce cas, la forme stationnaire est essentiellement ellipsoidale, et ’angle d’incli-
naison avec la direction du cisaillement est proche de 0 [127].

Aux faibles rapports de viscosités, la goutte développe une forme sigmoidale
caractéristique, et le phénomene de “tip streaming” peut étre observé [38, 41].

Enfin, signalons que les régimes transitoires sont eux aussi tres riches, en
particulier dans le cas d’un cisaillement appliqué brutalement a une goutte
initialement sphérique. Dans ce cas en effet, cette derniere s’allonge et s’oriente
a un angle qui dépend du rapport de viscosités. Toutefois, cet angle d’équilibre
n’est atteint qu’apres une série d’oscillations amorties par la tension de surface

127).

2.2.2 Approches analytiques et numériques

Le faible nombre de parametres pertinents rend relativement abordable le
probleme de la déformation de gouttes newtoniennes, dans des écoulements
linéaires.

Approches analytiques

Les premieres approches de ce type sont dues a TAYLOR, qui dés les années
30 a pu déterminer ’allongement de gouttes en fonction du nombre capillaire,
pour des rapports de viscosité variables [162, 163]. Depuis, les méthodes ont
certes évolué, mais ces calculs gardent une valeur de référence?.

Les théories de faible déformation sont basées sur les solutions des
équations de STOKES en géométrie sphérique, déterminées initialement par
LamB [90]. Le calcul est basé sur un développement perturbatif autour de
la sphere, en termes d’harmoniques sphériques. Au premier ordre, dans le cas
d’écoulements planaires, tels que ceux décrits par (2.5), le mode de déformation
est elliptique, et une relation linéaire entre la déformation et le nombre capil-
laire peut étre extraite. Dans le cas d’une élongation pure (a=1), on obtient
ainsi:

19X\ + 16

= TAi\ 1A mazx — €min 2.
165+ 160 (emas — €min) (26)

avec D = (L — B)/(L+ B) (voir figure 2.1) un parametre qui caractérise la
déformation de la goutte. Dans (2.6), €42 €t €min représentent le plus grand
et le plus petit taux d’élongation principal [127]. Les confrontations directes

2. Sans doute parce qu’ils étaient combinés & une approche expérimentale qui elle aussi
fait référence depuis...
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avec les résultats expérimentaux sont excellents, y compris pour des valeurs
relativement importantes de déformation (D ~0,15).

A Tordre supérieur, les calculs deviennent rapidement plus complexes. Les
résultats de BARTHES-BIESEL & ACRIVOS donnent une relation pour D &
Pordre 2 en nombre capillaire, pour différents types d’écoulements [7]. Le
résultat final, dans le cas d’un écoulement d’élongation axisymétrique, donne :

Ca [—%A — 3900A (=by + bA)

1
D=-
21— 2Ca (A + BCah?) — DO A (<by + byA)

2.7)

avec A une racine d’'un polynéme d’ordre 3, et b; des fractions ration-
nelles. Ce calcul, bien que perturbatif, reste tres quantitatif, méme aux fortes
déformations [160]. Au-dela d’un certain seuil, les solutions obtenues de-
viennent instables, ce qui peut étre mis en relation avec la perte de stabilité
que nous étudierons dans le prochain chapitre.

Dans le cas de grandes déformations, la goutte est tres allongée et fine.
De simples considérations algébriques (conservation de la masse et équilibre des
contraintes sur l'interface) permettent de déterminer ’épaisseur de la goutte
en fonction du nombre capillaire [160], et on trouve alors une relation en Ca™3.
Aux tres faibles rapports de viscosités, des modeles dits de “corps allongés”
(“slender body theory”) donnent des résultats qualitatifs (a 20 %) pour la
déformation [74, 160].

Des modeles plus complexes consistent a modéliser la présence de la goutte
par une série de termes sources (pour le fluide et les forces) le long d’une ligne
“centrale”. Les équations hydrodynamiques sont alors résolues en terme de la
fonction de courant, et la position de I'interface correspond a l’isocontour 0
de cette fonction [21, 121, 127]. La difficulté consiste naturellement & choisir
correctement le nombre et la force des termes singuliers, ainsi que la nature de
la ligne centrale. Toutefois, cette méthode permet d’obtenir les formes en fuseau
décrites dans le paragraphe précédent, dans la limite de faibles contrastes de
viscosité [21].

Enfin, il faut signaler certaines approches basées sur ’emploi de fonctions
analytiques, qui restent par conséquent limitées aux cas bidimensionnels [22].
Ce type d’approche est plus simple dans le cas A = 1 [127], et montre que plu-
sieurs formes stationnaires peuvent exister pour un nombre capillaire donné?3.

Dans les régimes intermédiaires, il faut signaler l’approche
phénoménologique de MAFFETONE & MINALE [98], valable si la forme
de la goutte reste elliptique. Cette hypothese est en général bien vérifiée,
comme nous l'avons déja mentionné plus haut [67]. La déformation de la
goutte est alors donnée par:

3. Méme si selon toute vraisemblance une seule est réellement stable.
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_2fi— foCa— 2v/(fi + [2Ca)(f1 — 2f2Ca)
N 3f20a

avec fi et fy deux fractions rationnelles qui dépendent du rapport de vis-
cosités. fy; peut étre modifiée et dépendre d’une facon complexe du nombre
capillaire. Deux exposants sont alors introduits dans la définition de fs, ce qui
confere une certaine souplesse au modele.

D (2.8)

Approches numériques

La plupart des approches numériques sur ce type de probleme sont basées
sur la technique des intégrales de frontieres [121], c’est-a-dire sur un suivi
implicite de I'interface (voir chapitre 1, partie I). Cette méthode a ainsi été
utilisée, en I’absence de contraste de viscosités, dans différentes situations (ci-
saillement et élongation avec vorticité variable) [126]. Les formes en pointes
ont pu récemment étre reproduites numériquement par une méthode similaire,
qui incluait les effets liés a la diffusion de surfactants [122].

Enfin, une technique d’intégrales de frontieres avec maillage adaptatif sur
I’interface a pu étre mise en ceuvre pour le probleme des gouttes sous cisaille-
ment qui présentent des amincissements localisés tres marqués, et difficiles a
modéliser [37, 38]. La confrontation avec les résulats expérimentaux est remar-
quable. Une autre approche, basée cette fois sur une méthode “Volume-Of-
Fluid”, donne des résultats tout aussi impressionnants [96].

2.2.3 Confrontation directe avec les modeles analy-
tiques

Notre schéma numérique permet a priori de traiter le cas newtonien, il
suffit pour cela de fixer De = 0. La contrainte supplémentaire que nous nous
somimes imposée consiste a poser A = 1. Parmi tous les choix possibles, nous
avons essayé A\, = O et \; = 1, ou A\, = A; = 0,5. Dans le premier cas, la
contribution visqueuse est traitée de facon totalement implicite. Le temps de
calcul est considérablement réduit, puisque les contraintes o, n’ont plus a étre
calculées, ce qui ramene le nombre d’inconnues de 8 a 4. L’autre prescription
doit toutefois étre testée également puisque nous n’aurons pas d’autre possi-
bilité dans le cas viscoélastique complet?. Les résultats sont regroupés sur le
graphe 2.3.

Les résultats analytiques de TAYLOR (2.6) et BARTHES-BIESEL & ACRI-
vOs (2.7) sont également représentés sur ce graphe. La comparaison avec
les prédictions de TAYLOR est délicate, puisque nous nous placons dans une
géométrie axisymétrique, alors que le calcul a été effectué en situation bidimen-
sionnelle (en vue d’une confrontation directe avec les mesures en 4 rouleaux).

4.11 s’agit en fait d’un test de validité pour le calcul des composantes de op.
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F1G. 2.3 — Elongation de la goutte en fonction du capillaire. Le rapport de vis-
cosités total a €té fixé a 1, et une confrontation directe avec les prédictions de
TAYLOR. (2.6) (emaz = 1.0 et emin = —0.5) et BARTHES-BIESEL & ACRIVOS
(2.7) est proposée. La cohérence de la méthode est validée par les 2 premiéres
courbes (A\s = Ay = 0.5 et Ay = 1) qui donnent sensiblement le méme résultat,
malgré une méthode de résolution légérement différente.

Toutefois, comme nous I'avons déja signalé, 1’écoulement au voisinage de la
goutte est essentiellement axisymétrique.

Il apparait clairement sur ce graphe que notre approche est tout-a-fait quan-
titative (les courbes analytiques ne contiennent aucun parametre ajustable!).
Un point frappant est que les prédictions analytiques (en particulier a I’ordre
2), pourtant effectuées dans le cadre d’un calcul perturbatif, restent parti-
culierement précises a des déformations pourtant non négligeables (D ~ 0,3).
Il faut signaler malgré tout que le modele d’ordre 2 prévoit I'existence d’états
stationnaires jusqu’a des capillaires de 0,104, alors que nous avons pu obte-
nir de telles solutions jusqu’a Ca ~ 0,116 (voir chapitre suivant). Nous avons
également essayé de comparer nos prédictions au cas le plus simple proposé
par MAFFETONE & MINALE [98], mais la déformation est alors manifestement
sous-estimée par le calcul analytique. Il serait possible d’améliorer la compa-
raison en déterminant par voie de régression les exposants phénoménologiques
du modele, mais il nous a semblé que la confrontation perdait alors son intérét.

Il est également important de vérifier que le volume des gouttes reste
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constant au cours de la dynamique. En effet, toute variation de volume se
traduirait par une variation du nombre capillaire, et donc de la déformabilité
de la goutte. Nous montrons sur la figure 2.4 que le volume des gouttes ne varie
pas plus de 2 %, ce qui est tout-a-fait raisonnable. Ces pertes sont essentielle-
ment dues aux erreurs commises sur le calcul du terme advectif du champ de
phase, que nous avons réduites en utilisant systématiquement les transformées
de FOURIER pour calculer les opérateurs différentiels.

1,01

1,005

0,995

V / V(t=0)

0,99

0,985

F1a. 2.4 — Volume normalisé (par le volume initial) des gouttes newtoniennes
en élongation. Les pertes de volume, réguliéres, sont limitées 4 moins de 2 %.

Enfin, nous avons porté sur la figure 2.5 les profils obtenus pour les
gouttes dans 1’état stationnaire, en fonction du nombre capillaire. Les mor-
phologies restent essentiellement ellipsoidales, comme cela peut étre observé
expérimentalement [160].

2.3 Introduction des effets viscoélastiques

Les effets viscoélastiques peuvent intervenir a deux niveaux, a ’intérieur ou
A Dextérieur de la goutte. Nous allons nous limiter au premier cas®, en sachant

5. Essentiellement pour des questions d’algorithmique. Nous utilisons en effet des condi-
tions aux limites périodiques pour limiter les effets de taille finie, et il est beaucoup plus
simple dans ce contexte de confiner les effets viscoélastiques & 'intérieur de la goutte.
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Ca=0.01

Ca=0.11

Fi1G. 2.5 — Profil des gouttes newtoniennes en élongation. La forme reste es-
sentiellement ellipsoidale.

que le second a été tres étudié, aussi bien d’un point de vue expérimental
[43, 166] que numérique [43, 75, 76, 130] ou analytique [43, 99].

Quelle que soit 'approche envisagée, il faut remarquer que les études dans
le cas non newtonien sont difficiles, ne serait-ce que pour déterminer les pa-
rametres pertinents [99]. En conséquence, les résultats sont souvent dispersés,
et un schéma unique englobant les différents résultats accessibles manque en-
core. Le cas d'une goutte viscoélastique soumise a une élongation dans un
liquide newtonien a été étudié expérimentalement par MILLIKEN & LEAL
avec un montage de type “4 rouleaux” semblable a celui utilisé dans le cas
newtonien [104]. Comme souligné par les auteurs eux-méme, la tension de
surface de ces liquides polymériques est difficile a mesurer par les méthodes
usuelles, tres efficaces dans le cas newtonien. Il est toutefois possible d’utiliser
les résultats analytiques de TAYLOR pour les faibles déformations de gouttes
newtoniennes pour estimer ce parametre, au moins pour les faibles nombres de
DEBORAH. Aux faibles rapports de viscosités (inférieurs a 1), les gouttes
viscoélastiques sont davantage déformées que les gouttes newtoniennes, pour
un nombre capillaire identique. Aux bas nombres capillaires cependant, les
deux régimes sont indiscernables. Enfin, le phénomeéne de “tip streaming” est
observé dans cette situation. La présence de polymeres au niveau de l'inter-
face est certainement responsable de ce phénomene, ainsi que nous ’avons déja
mentionné précédemment. De facon surprenante, ce phénomene n’apparait pas
toujours de fagon symétrique dans ces expériences : parfois, une seule des deux
extrémités est concernée. Le type de déformation observée semble par contre
indépendant de la nature précise du liquide (viscoélastique, purement élastique,
...) [104, 129].

Une approche totalement différente a été envisagée dans [155, 156]. Les
auteurs ont ainsi étudié la morphologie de gouttes de polymeéres (xanthane)
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en sédimentation dans un liquide visqueux. Dans la limite quasi newtonienne,
la forme de la goutte reste sphérique, en accord avec les résultats analytiques
de LAMB [90], mais quand la viscoélasticité augmente, un creusement apparait
a larriere de la goutte, qui finit par se déstabiliser par le biais de l'insta-
bilité de RAYLEIGH. Finalement, quand la vitesse de sédimentation devient
trés importante, la goutte finit par dégénérer en tore (voir figure 2.10). Cette
étude est complétée par un calcul perturbatif a I'ordre 3, basé sur une équation
du type (1.43). La rhéofluidité du liquide, qui apparait au troisiéme ordre de
perturbation, semble jouer un role essentiel dans cette dynamique.

D’un point de vue numérique, les difficultés sont elles aussi treés impor-
tantes, du fait méme des non linéarités introduites par la présence de po-
lymeres. La méthode des intégrales de frontieres n’est alors plus utilisable, et
plusieurs méthodes ont été développées, notamment basées sur la méthode des
éléments finis (FEM). Cette méthode doit étre modifiée pour éviter les diffi-
cultés aux grands nombres de WEISSENBERG, et une méthode couramment
utilisée consiste a séparer les contributions visqueuses et élastiques dans le
shéma d’interpolation (on parle alors de schéma DEVSS-G FEM: “Discrete
Elastic Visous Stress-Splitting” [75, 76]). La méthode des éléments de frontiere
(BEM) est plus particulierement adaptée au cas qui nous intéresse ici, a savoir
une goutte viscoélastique dans une matrice newtonienne [76, 165]. Les simu-
lations effectuées avec un modele d’OLDROYD B, sans contraste de viscosités,
montrent que les gouttes viscoélastiques résistent davantage a 1’élongation que
les gouttes newtoniennes. La méthode des éléments de frontiére est suffisam-
ment performante pour traiter le cas de particules complétement élastiques
[165], et dans ce cas, les confrontations avec les modeles analytiques [136] se
sont révélées tres encourageantes. Toutes ces simulations sont effectuées dans
une géométrie axisymétrique.

Une autre approche numérique est proposée par RAMASWAMY & LEAL
[129]. Le systéme consiste une fois de plus en une goutte polymérique sou-
mise a un écoulement d’élongation axisymétrique, mais cette fois, la rhéologie
de phases viscoélastiques est décrite par un modele de type FENE (1.47). Le
schéma numérique utilisé est basé sur une transformation conforme du do-
maine de résolution physique (“orthogonal mapping”). Les auteurs se sont
surtout intéressés a la localisation des contraintes viscoélastiques au niveau
des extrémités de la goutte. Un parametre important du modele est la concen-
tration en polymeres. Les études dont il est question ici sont limitées a des
situations tres diluées.

Une derniere classe d’approche numérique repose sur la méthode de “level
set”, et a permis la modélisation de gouttes viscoélastiques en cisaillement dans
un liquide simple, et inversement [118]. Les calculs, essentiellement qualitatifs,
utilisaient la méthode des éléments finis a 3 dimensions.

Enfin, un modele phénoménologique simple a été proposé récemment par
MAFFETONE & GRECO [99]. Le principe est le méme que dans le cas newto-
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nien, traité par MAFFETONE & MINALE [98], et suppose a priori une forme
elliptique pour la goutte. La rhéologie de la phase viscoélastique est décrite par
un modele du second ordre (voir équation (1.43), page 53), et différentes situa-
tions sont envisagées, notamment en cisaillement. Les prédictions du modele
sont en bon accord avec les résultats expérimentaux.

2.3.1 Déformation a rapport de viscosités constant

Notre approche nous a permis d’envisager des situations dans lesquelles la
goutte était tres déformée, jusqu’a la perte de stabilité que nous étudierons
plus spécifiquement dans le prochain paragraphe. Comme nous ’avons déja
mentionné, aucun contraste de viscosités ne sera imposé entre l'intérieur de la
goutte et Uextérieur (A, = A\, = 0,56 = A =1).
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F1G. 2.6 — Elongation d’une goutte de polymeres (A =1, Ca = 0,1125) en fonc-
tion du temps. Les inserts correspondent aux profils de la goutte pour De=10,
at=0, 50, 120 et 200 (en unités Teap)-

Dans un premier temps donc, nous avons progressiment augmenté le
nombre de DEBORAH, de 0 (newtonien) a 10. Cette valeur est la plus grande
que nous ayons pu obtenir numériquement. Pour les plus grands capillaires que
nous ayons utilisés (typiquement C'a ~ 0,1), ceci correspond a des nombres de
WEISSENBERG de 'ordre de I'unité. A ce niveau, on s’attend a ce que les effets
viscoélastiques jouent un role important [128].



2.3. INTRODUCTION DES EFFETS VISCOELASTIQUES 69

Les résultats sont présentés sur la figure 2.6, pour un capillaire de 0,1125.
Cette derniere valeur correspond au plus grand capillaire que nous ayons pu
utiliser pour obtenir des états stationnaires. Au-dela de cette valeur, la forme de
la goutte dépend du temps, comme nous y reviendrons par la suite. Néanmoins,
trois remarques importantes peuvent étre d’ores-et-déja déduites de ce graphe.
Tout d’abord, les gouttes viscoélastiques sont moins déformées que leurs ho-
mologues newtoniennes. Certaines mesures expérimentales donnent un résultat
opposé, mais sont limitées aux faibles rapport de viscosités [104]. Par contre,
cet effet avait déja été observé numériquement [76].
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Fia. 2.7 — Volume normalisé (par le volume initial) des gouttes (De=7,50
et 10) en élongation, avec Ca=0,1125. Les pertes de volume, réguliéres, sont
limitées a moins de 2 %, et sont essentiellement causées par les imprécisions
de calcul sur le terme d’advection du champ de phase.

Par ailleurs, le temps nécessaire a la goutte pour atteindre un état station-
naire est beaucoup plus important dans le cas viscoélastique (en particulier
quand De devient supérieur a 5). Ces temps longs constituent d’ailleurs le prin-
cipal facteur limitatif de nos simulations: notre algorithme continue a fournir
des résultats pour des De plus grands que 10, mais alors les dérives du champ
de phase ne sont plus du tout négligeables, le volume de la goutte varie beau-
coup, et les résultats deviennent inexploitables (dans le régime viscoélastique,
les pertes de volume restent limitées & 3 % pour les calculs les plus longs que
nous ayons utilisé, comme nous le voyons sur la courbe 2.7, ol nous avons
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représenté le volume des gouttes correspondant & un DEBORAH de 7,50 et 10,
avec un capillaire de 0,1125). Un maximum trés marqué, lui aussi observé avec
d’autres méthodes [75], apparait par ailleurs pour les viscoélasticités les plus
élevées, et correspond a un stokage d’énergie élastique dans la goutte.

Enfin, nous avons représenté en insert les profils obtenus pour les gouttes
viscoélastiques, et une différence essentielle avec le cas purement newtonien
apparait ici, puisque les deux extrémités de la goutte semblent se creuser, en
opposition a I’écoulement d’élongation imposé. Nous reviendrons sur ce résultat
a priori surprenant dans le prochain paragraphe.

0,25
— Ca=0.01
------- Ca=0.02
- —-—- Ca=0.03
——— Ca=0.04
----- Ca=0.05
-—-— Ca=0.06
-=--= Ca=0.07
—--—— Ca=0.08
------- Ca=0.09
- —-—- Ca=0.10
——— Ca=011
----- Ca=0.1125

o
N

D=(L-B)/(L+B)

F1G. 2.8 — Elongation d’une goutte de polyméres (A = 1, De = 10) en fonction
du temps.

Sur la figure 2.8, nous voyons l'évolution de la déformation de la goutte en
fonction du temps, pour un DEBORAH de 10. Le maximum est toujours tres
visible et apparait pour des déformations D de l'ordre de 0,05. De facon tres
intuitive, la déformation augmente avec le capillaire, et nous avons porté sur la
figure 2.9 les valeurs de D pour différents capillaires et nombres de DEBORAH.

La goutte est de moins en moins déformée a mesure que la viscoélasticité
augmente, mais l'allure de la courbe n’est pas sensiblement modifiée par ce
parametre.
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Fic. 2.9 — Influence de la viscoélasticité sur [’élongation de la goutte. Le
nombre de DEBORAH a €té varié entre 0 et 10, et les capillaires entre 0 et
0,1125. Les inserts correspondent aux profils de la goutte pour De=0 ou 10, et
Ca=0,1125.

2.3.2 Inversion de courbure le long de ’axe d’élongation

Comme nous ’avons déja signalé, un examen des profils stationnaires aux
grandes valeurs de C'a révele I'apparition d’une inversion de courbure localisée
sur 'extrémité de la goutte, nettement visible sur la figure 2.10 (en haut). A
notre connaissance, ce retournement n’a jamais été observé dans un écoulement
d’élongation.

Dans le cas de gouttes en sédimentation par contre, un tel phénomene a
été bien décrit récemment par SOSTARECZ & BELMONTE [155, 156]. Dans
leur cas, aucun écoulement n’est imposé sur la goutte, et le développement de
ce “cusp” est particulierement spectaculaire, puisqu’il peut traverser la goutte
pour conduire a la formation d’un tore (voir figure 2.10). Ce dernier n’apparait
qu’aux fortes vitesses de sédimentation et pour des gouttes de grande taille (de
l'ordre du millimeétre), ¢’est-a-dire pour des capillaires assez élevés. Dans notre
situation, cette situation ne peut pas intervenir, puisqu’au-dela d’une certaine
valeur de Ca, les profils stationnaires disparaissent.

Nous avons cherché a quantifier davantage cette inversion en mesurant la
courbure moyenne H sur I’axe d’élongation (figure 2.11). Aux faibles nombres
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De=0

Fi1Gc. 2.10 — En haut : profils des gouttes pour Ca=0,1125 et De variable entre
0 et 10. L’inversion de courbure est nettement wisible a partir de De=7,5.
En bas: gouttes viscoélastiques (zanthane) en sédimentation dans un liquide

visqueuz. Le volume de la goutte (et donc le nombre capillaire) augmente de
gauche a droite : 0,01 ml, 0,12 ml, 0,21 ml, 0,35 ml et 0,52 ml (d’apres [155]).

capillaires, la courbure est proche de 1, qui est la valeur attendue pour une
sphere. Pour des nombres de DEBORAH inférieurs a 5, H varie de facon mo-
notone et croissante : la goutte s’allonge et devient de plus en plus elliptique.
Pour des valeurs supérieures a 5 par contre, la courbure commence a décroitre
pour des capillaires supérieurs a 0,05, et devient franchement négative pour
des valeurs de C'a de I'ordre de 0,1 et des nombres de DEBORAH supérieurs a
7,5. La courbe pour De=10 semble méme diverger vers —oo pour les grands
capillaires, ce qui semble indiquer I'apparition d’une singularité de courbure
(“cusp”). Toutefois, la méthode numérique que nous utilisons ne permet pas
de résoudre finement les petites échelles de longueur, comme nous 1’avons déja
mentionné dans la partie consacrée au champ de phase, et nous ne serions donc
pas en mesure d’observer un tel phénomene s’il devait avoir lieu.

Dans la référence [76], une goutte viscoélastique est placée dans un
écoulement d’élongation, mais aucune inversion de courbure n’est observée. De
facon qualitative, les auteurs mettent cependant en évidence une différence de
morphologie entre les gouttes newtoniennes et viscoélastiques. Ces dernieres
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Fi1c. 2.11 — Courbure moyenne de l’interface sur ’extrémité de la goutte, le
long de l’axe d’élongation.

apparaissent en général moins arrondies au niveau des extrémités. Les pa-
rametres utilisés dans cette simulation correspondent dans notre cas a un ca-
pillaire de 0.1 et un nombre de DEBORAH de 10. D’apres la courbe 2.11, la
courbure locale est négative, mais tres proche de 0. Les deux approches ne sont
donc pas incompatibles et semblent aller dans le méme sens.

Cet effet est tres surprenant puisqu’en général ces singularités apparaissent
en sens opposé, c’est-a-dire dans la direction de I’écoulement imposé [122, 160],
et plutot aux faibles rapports de viscosité. Nous allons voir maintenant que
les contraintes viscoélastiques jouent un grand role dans ’apparition de ces
structures.

2.3.3 Le role des contraintes viscoélastiques

Pour mieux percevoir I'importance de 1’écoulement et des contraintes
viscoélastiques a l'intérieur de la goutte sur ’apparition de ces inversions de
courbure, différentes quantités peuvent étre mesurées numériquement :

e les lignes de courant, définies comme les isocontours de la fonction W,
avec v =V X (¥ng). Ici, ng est le vecteur normal orthoradial, perpen-
diculaire au plan (r,z) dans lequel nous travaillons.
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e le taux d’élongation local. Nous utilisons une géométrie axi-
symétrique, et le tenseur de taux de déformation peut s’écrire:

1 20,v, 0 o, + 0,v,
D=- 0 2v,/r 0 : (2.9)
0y, + 0,0, 0 20,v,

Les valeurs propres de ce tenseurs représentent la déformation locale d’un
élément de fluide®. Le taux d’élongation local peut alors étre estimé par
Tr (D.DT) [23]: pour un écoulement purement élongationnel, cette
quantité vaut \/@ﬁ/.
e les contraintes viscoélastiques, données par la trace de o,. Cette
quantité est directement reliée a 1’élongation des chaines de polymeres
par la relation (1.30), page 49.

Ces trois quantités sont représentées sur la figure 2.12, pour différentes
valeurs du nombre de DEBORAH, et un nombre capillaire de 0,1125. Dans la
colonne de gauche, nous avons représenté les lignes de courant. Nous avons
vérifié que la ligne ¥ = ( correspondait bien a 'isocontour # = 0 du champ de
phase qui définit I'interface. Ceci confirme d’ailleurs que nous avons bien atteint
un état stationnaire, et que I'inversion de courbure observée ne correspond pas
a un régime transitoire. L’écoulement est essentiellement rotationnel. Dans le
cas newtonien, les lignes de courant occupent tout le volume de la goutte, et
se resserent au voisinage de l'interface quand la viscoélasticité augmente. Cet
effet a lui aussi été observé dans la référence [76].

Les taux d’élongation les plus importants sont quant a eux localisés au voi-
sinage de la pointe de la goutte dans le cas newtonien, et tendent a s’écarter de
Paxe de symétrie quand la viscoélasticité augmente (colonne centrale). Dans
le cas newtonien, il est normal que les taux d’élongation soient maximaux
a 'extrémité de la goutte, puisque c’est précisément a cet endroit que les
contraintes capillaires sont les plus importantes (la courbure locale est plus
prononcée a cet endroit). Cet effet est encore amplifié par la géométrie axi-
symétrique qui impose un écoulement convergent vers I’axe de symétrie de la
goutte.

Enfin, dans la colonne de droite, nous voyons que la contrainte
viscoélastique est localisée au voisinage de la pointe de la goutte, et que cette
localisation est d’autant plus importante que le nombre de DEBORAH aug-
mente.

Ces observations nous permettent de conclure que la présence de polymeres
tend a écranter I’écoulement au centre de la goutte, comme cela a d’ailleurs
été observé dans d’autres simulations [129], avec un modeéle de FENE pour la
viscoélasticité.

6. Nous avons d’ailleurs vérifié que la somme de ces trois valeurs propres est bien nulle,
conformément & la prescription d’incompressibilité du fluide.
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La deuxieme conséquence est l'inversion de courbure localisée que nous
évoquions dans le paragraphe précédent. En effet, si nous suivons un polymere
le long d’une ligne de courant, il apparait clairement sur la figure 2.12 que
ce dernier est de plus en plus étiré quand il se rapproche de 'extrémité de la
goutte (I'allongement des polymeres est directement relié a la trace de o, par
la relation (1.30), page 49).

Dans I’état stationnaire, I'interface est une ligne de courant. L’une des direc-
tion principales d’élongation sera donc paralleéle a l'interface. Par conséquent,
la deuxieme direction propre sera orthogonale a l'interface. La visualisation
directe de cet effet n’est pas tres aisée dans notre cas du fait de la largeur arti-
ficielle de l'interface, mais il a déja été mis en évidence dans la référence [129].
Le stockage d’énergie élastique ainsi effectué va donc avoir une répercussion di-
recte dans le bilan énergétique au niveau de I'interface, ce qui se traduit par une
diminution de la courbure locale. En effet, on peut estimer que la contrainte
appliquée localement sur la goutte est d’ordre 7.,y. Dans le cas newtonien,
seule la tension de surface peut s’opposer a cet effet, et donne une contribu-
tion d’ordre ¢, avec c la courbure locale. Dans I’état stationnaire, on a donc
¢ ~ Next’Y/2, €t la courbure augmente bien quand 4 augmente (comme nous le
voyons sur la courbe 2.11). Si la viscoélasticité devient importante, alors il faut
tenir compte des effets de contraintes normales liés aux polymeres, qui donnent
une contribution en 7,7,%% (en effet, les différences des contraintes normales
sont essentiellement quadratiques en 4 dans le cas d’un liquide d’OLDROYD B:
voir paragraphe 1.3.3). On obtient donc une courbure en (9ez: — 1,7,7Y) /%,
soit encore, en variables adimensionnées :

c¢=Ca(l - CaDe) (2.10)

Cette quantité devient bien négative quand De dépasse un certain seuil. Na-
turellement, ce genre d’approche heuristique ne doit pas étre considéré comme
une justification rigoureuse, mais néanmoins, nous pensons que cette inversion
de courbure résulte bien d’un effet élastique lié aux différences de contraintes
normales provoquées par l’allongement des polymeres. Le méme type d’argu-
ment pourrait d’ailleurs s’appliquer aux expériences réalisées sur les gouttes
viscoélastiques en sédimentation [155], puisque 1’écoulement & l'intérieur de la
goutte est sensiblement le méme que dans notre cas. Dans ce cas, la rhéofluidité
du liquide n’est plus essentielle, et d’ailleurs, notre modele d’OLDROYD B ne
possede pas cette propriété. Par contre, I’axisymétrie joue certainement un role
important dans ce cas puisque 1’écoulement est fortement contraint au niveau
de l'extrémité de la goutte.
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Contraintes
Lignes de courant Elongation locale

viscoélastiques

Fic. 2.12 — Sur chaque ligne: lignes de courant, taux d’élongation local et
contrainte viscoélastique pour une valeur de De fizée (0, 0,1, 1, 3,16, 5,62,

7,5 et 10). Le nombre capillaire a été fixé o 0,1125, ce qui correspond aux
déformations stationnaires les plus importantes.
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Chapitre 3

Vers la rupture

Nous I’avons vu dans le chapitre précédent, les états stationnaires sont dou-
blement affectés par la présence de polymeres a l'intérieur de la goutte. D’une
part, la courbe de déformation en fonction du capillaire traduit une résistance
accrue quand le nombre de DEBORAH augmente, et d’autre part, la forme
des gouttes devient tres différente du cas newtonien quand la viscoélasticité
devient importante.

Dans ce dernier chapitre consacré aux gouttes, nous avons voulu dans
un premier temps étudier 'influence de la viscoélasticité sur la rupture des
gouttes viscoélastiques, ce qui constitue la suite logique aux travaux du cha-
pitre précédent. Nous essaierons ensuite d’illustrer I'instabilité de RAYLEIGH-
TOMOTIKA, responsable de la déstabilisation d’un cylindre de liquide en
présence de tension de surface. Nous allons nous limiter a des DEBORAH de
I’ordre de I'unité, les parametres numériques nécessaires a ces simulations im-
pliquant des temps de calcul trés importants. Cette derniere approche nous per-
mettra de conclure que la méthode du champ de phase reste utilisable en pra-
tique pour traiter qualitativement des problemes de changement topologique,
y compris en présence d’effets assez fortement non linéaires (viscoélasticité).

3.1 Perte de stabilité et rupture en élongation

L’état stationnaire que nous avons étudié dans le chapitre précédent cesse
d’exister a partir du moment ou les contraintes appliquées par 1’écoulement
deviennent trop importantes par rapport aux forces capillaires. Cette perte
de stabilité est naturellement suivie par la rupture de la goutte, qui intervient
quand sa largeur est comparable a I’épaisseur de I'interface. Dans le cas idéalisé
de ’absence de fluctuations, la largeur des interfaces réelles de liquides simples
peut étre estimée a une dizaine de nanometres. En présence de fluctuations
thermiques, on peut définir une épaisseur effective qui contiendra les ondes
capillaires thermiques, décrites sur la base des fluctuations hydrodynamiques
[53, 91]. Le résultat important est que les fluctuations thermiques deviennent
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importantes quand la distance entre deux interfaces devient de I’ordre de [53]:

[ 0:401
Terit = 5lu (11) (31)

avec [, le libre parcours moyen dans le liquide ([, ~ 2 a 3 A dans le
glycérol) et Ir la longueur d’onde capillaire (12 ~ kgT/3). Pour le glycérol
dans I’eau, on obtient une taille critique de I'ordre du pum. En dessous de cette
épaisseur, la probabilité d’intersection des interfaces, et donc la rupture, de-
vient non négligeable. L’épaisseur introduite par le modele du champ de phase
est de l'ordre de quelques % du rayon de la goutte (voir chapitre 1). Pour
une goutte d’une centaine de um, on obtient ainsi une longueur comparable a
rerit o les effets liés aux fluctuations des interfaces sont en quelque sorte conte-
nus de maniere effective dans le schéma numérique. En présence de fluctuations
dans I’écoulement imposé, les interfaces vont naturellement interagir bien plus
tot. Enfin, les temps nécessaires au drainage du liquide entre les deux inter-
faces sont d’autant plus longs que la goutte est allongée, ce qui peut ralentir
considérablement 1’apparition de la perte de stabilité et la rupture effective.

Quoi qu’il en soit, il est possible de définir un nombre capillaire critique,
que nous noterons Ca,, qui correspond au plus grand capillaire pour lequel
un état stationnaire reste définil. La question légitime qui se pose alors est la
suivante : quelle est la dépendance de Ca, vis-a-vis des autres parametres du
systéme, notamment le rapport de viscosités A et la viscoélasticité, caractérisée
par le nombre de DEBORAH De?

3.1.1 Breve revue bibliographique

Cas newtonien

Expérimentalement, le dispositif reste inchangé, il s’agit toujours des
quatre rouleaux de TAYLOR, modifiés par BENTLEY & LEAL, que nous avons
présentés dans le chapitre précédent. Deux situations doivent toujours étre
distinguées. Dans un écoulement de cisaillement, nous I’avons vu, un état
stationnaire est toujours défini pour des rapports de viscosités supérieurs a
3.5 [160]. Plus précisément, le nombre capillaire critique diverge pour A — 3.5,
comme cela a été mesuré expérimentalement par GRACE [66]. Avec un disposi-
tif différent (deux plaques paralléles en translation uniforme), d’autres auteurs
ont pu mesurer la répartition en taille des gouttelettes produites au moment
de la fragmentation [38]. Le mécanisme de rupture est complexe et dépend
du rapport Ca/Ca,. Juste au-dessus du seuil, cinq fragments sont en général
observés, mais au-dela, un filament tres mince se développe dans la direction

1. De fagon équivalente, on pourrait définir une déformation critique D., qui serait la
déformation obtenue avec un capillaire Ca,
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du cisaillement, et peut se déstabiliser pour former jusqu’a 10* gouttelettes
pour Ca/Ca, ~ 20 [66, 127]. Dans ces mesures, il est souvent difficile de
déterminer si la morphologie mesurée correspond a un régime transitoire, qui
peut étre tres long pour des rapports de viscosités de ’ordre de I'unité, ou a
une véritable situation de rupture. Ces temps tres longs demandent un controle
tres fin de la position de la goutte au centre du dispositif. Dans un écoulement
d’élongation, les seuils de rupture ont pu étre déterminés sur plus de cingq
décades en rapport de viscosités par GRACE [66], puis par BENTLEY & LEAL
[16].

Numériquement, les difficultés deviennent rapidement trés importantes.
Rappelons en effet que les méthodes traditionnelles basées sur une
discrétisation de l'interface et un suivi explicite des points du maillage ne
permettent pas de rendre compte du mécanisme de rupture, a moins d’intro-
duire de fagon ad hoc un critere de rupture. En quelque sorte, cela revient a
introduire de fagon heuristique une épaisseur effective pour I'interface.

La dynamique de rupture peut malgré tout étre obtenue différemment :
dans la référence [38], les auteurs parviennent & estimer le temps de rupture en
supposant une loi d’échelle pour ’amincissement de la goutte, et en extrapolant
le comportement dynamique jusqu’a la cassure. Il est malgré tout nécessaire
de procéder a un remaillage de I'interface quand la déformation devient tres
importante. Ces études sont remarquables parce qu’elles ont été effectuées en
cisaillement, et que la dynamique de rupture est précisément tres lente dans
ce cas.

Les seuils de stabilité peuvent cependant étre obtenus plus simplement car
ils ne nécessitent pas une étude de la dynamique de rupture proprement dite.
Analytiquement, les méthodes de faibles déformation [7, 162, 163] peuvent étre
extrapolées jusqu’a la perte de stabilité et permettent ainsi une estimation du
seuil de rupture. De facon tres surprenante, ces modeles donnent de trés bons
résultats quand ils sont confontés aux expériences [160]. A deux dimensions,
BUCKMASTER & FLAHERTY ont pu utiliser des techniques basées sur I’emploi
des fonctions analytiques pour estimer la courbe de déformation en fonction du
capillaire, jusqu’au seuil de rupture [22] qui est déterminé & partir du maximum
de cette courbe. Les auteurs suggerent également que la perte de stabilité
intervient a partir du moment ou la courbure de la goutte dans la direction
perpendiculaire a la direction d’élongation s’annule: a deux dimensions, la
perte de stabilité semble associée a la perte de convexité de la goutte, ce qui
met en jeu sa partie centrale. Nous reviendrons sur ce point dans la suite de
ce paragraphe.

Les méthodes de champ de phase que nous avons utilisées dans ce travail
permettent a priori de prédire les seuils de rupture a partir de la perte de stabi-
lité des équations dynamiques. Ainsi, méme si la rupture n’est pas effectivement
observée, le seuil peut étre déterminé avec précision [19]. La confrontation avec
les résultats expérimentaux de GRACE [66] notamment s’est averée suffisam-
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ment encourageante pour étendre ces études au cas viscoélastique. Enfin, nous
pouvons également étudier la dynamique de rupture proprement dite.

Cas viscoélastique

Dans le cas viscoélastique, les études deviennent rapidement tres com-
plexes, ne serait-ce que pour définir ou mesurer précisément les parametres ca-
ractéristiques du probleme. Expérimentalement, MILLIKEN & LEAL ont étudié
plusieurs situations, purement élastique ou viscoélastique [104]. L’écoulement
était alors imposé par un dispositif en quatre rouleaux. Les seuils de stabilité
ainsi mesurés ne différent pas sensiblement du cas newtonien pour les rapports
de viscosités supérieurs a 1. Pour les faibles valeurs de A, ces seuils sont par
contre sensiblement abaissés.

Analytiquement, les travaux de MAFFETONE & GRECO [99] permettent
de conclure que les seuils de stabilité ne sont pas franchement modifiés par la
viscoélasticité, que ce soit en cisaillement ou en élongation. La viscoélasticité
était décrite par un modele d’ordre deux (voir page 53), qui ne présente par
conséquent aucun caracteére rhéofluidifiant [23, 155]. Ces études étaient li-
mitées a un rapport de viscosités compris entre 0,1 et 10. Qualitativement,
ces résultats sont en bon accord avec les observations expérimentales [16].

Numériquement enfin, les études que nous avons déja mentionnées dans le
chapitre précédent ne permettent pas de prédire le comportement de la goutte
dans le cas de grandes déformations, et par conséquent les seuils de stabilité
ne peuvent pas étre ainsi déterminés.

3.1.2 Seuils de stabilité en terme de champ de phase

Tout d’abord, il faut signaler que les calculs que nous avons effectués dans
le chapitre précédent nous permettent d’obtenir une estimation du capillaire
critique. En effet, a partir des profils obtenus dans I’état stationnaire pour
différentes valeurs de Ca et De, il est possible de mesurer la courbure gaus-
sienne de la goutte dans le plan perpendiculaire a la direction d’élongation
(z = 0). Cette quantité joue un réle similaire & la courbure dans le cas bi-
dimensionnel traité par BUCKMASTER & FLAHERTY [21]. Par ailleurs, nous
savons que cette quantité joue un role important dans la description topolo-
gique des surfaces, par I'intermédiaire du théoreme de GAUSS-BONNET qui
relie 'intégrale de la courbure gaussienne au genre topologique de la surface
[27]. Les résultats sont représentés sur la figure 3.1.

Nous remarquons que toutes les courbes se superposent, indépendamment
du nombre de DEBORAH, ce qui nous incite déja a penser qu’une certaine
universalité est associée a la perte de stabilité. A partir de ces données brutes,
il est possible d’obtenir une estimation du capillaire critique en ajustant la loi
v/1—Ca/Ca. avec Ca, comme parametre. Nous obtenons alors Ca, ~ 0,13,
relativement proche des 0,11 obtenus dans le cas newtonien par dichotomie.
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FiG. 3.2 — Seuils de stabilité en fonction du nombre de DEBORAH (échelle
logarithmique en abscisse). Les barres d’erreur du calcul numérique sont d’une
taille inférieure a celle des points.
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Nous avons d’ailleurs utilisé cette méthode pour déterminer plus finement
les seuils de stabilité. Notre algorithme ne permet pas d’observer la rupture
proprement dite?, mais nous voyons sur la figure 3.2 la valeur des seuils de sta-
bilité en fonction du nombre de DEBORAH. Comme cela nous avait été suggéré
par notre raisonnement initial, aucune influence de ce parametre n’est observée
sur C'a.. La précision de notre calcul a été poussée jusqu’a une valeur relative
de 107%. 1l faut signaler également que les calculs analytiques de la référence
[99] donnent des résultats assez similaires dans le cas d’une élongation bidimen-
sionnelle ou d’un cisaillement pur. Nous pouvons expliquer schématiquement
ce résultat a priori surprenant a partir des résultats que nous avons déja obte-
nus dans le chapitre précédent sur les états stationnaires. En effet, nous étions
parvenus a la conclusion que les effets viscoélastiques dominants avaient lieu
aux extrémités de la goutte. Au-dela du seuil, on s’attend a ce que cet effet ne
soit pas profondément modifié, surtout au voisinage de Ca,. Or la perte de sta-
bilité est plutot associée a la partie centrale de la goutte d’apres BUCKMASTER
& FLAHERTY [22].

3.1.3 Au-dela du seuil

Nous voyons sur la figure 3.3 I’évolution de la longueur L pour différentes
valeurs de De (de 0 & 10), avec un capillaire de 0,12. Manifestement, aucun état
stationnaire n’est atteint, et nous sommes bien au-dela du seuil de stabilité.
Le dernier point de ces courbes correspond au dernier point numériquement
représentatif obtenu dans notre simulation.

Nous voyons également sur cette figure 3.3 que la dynamique de rupture
est fortement affectée par la viscoélasticité. En effet, le point d’inflexion des
courbes L(t), qui correspond au début de la divergence de 1’élongation, n’est
pas une fonction monotone du nombre de DEBORAH.

Nous avons représenté sur la figure 3.4 la courbure moyenne le long de
I’axe d’élongation pour différentes valeurs de De. Une inversion de courbure
analogue a celle que nous avions observée dans le cas stationnaire apparait
pour De > 5, qui était déja la valeur frontiere dans le chapitre précédent. Une
seconde inversion apparait ensuite pour ces valeurs de De, quand la perte de
stabilité devient effective. Nous interpréterons ces résultats dans le prochain
paragraphe.

Nous avons également mesuré la courbure gaussienne dans le plan z = 0,
orthogonal & la direction d’élongation (figure 3.5). Cette fois encore, un com-
portement non monotone est visible, en particulier pour le temps de premiere

2. La grille utilisée dans ces simulation contenait 1000¥250 nceuds, soit une longueur
dans la direction d’élongation environ 30 fois supérieure a la taille de la goutte. Par contre,
la dynamique devient trés rapide au moment de la rupture, surtout en élongation (qui
présente un comportement exponentiel). Des instabilités d’avection apparaissent alors, que
nous n’avons pas pu supprimer.
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De=0.00
------- De=0.10
———- De=1.00 !
6 ——— De=3.16 h

T De=5.62 I N
-—-— De=750 1o
-—--— De=10.0 ! .

0 20 40 60 80 100 120

F1G. 3.3 — Paramétre de déformation D = (L — B)/(L + B) en fonction du
temps (en unités Te.p) pour différentes valeurs du nombre de DEBORAH. Les
derniers points sur ces courbes correspondent aux dernieres valeurs obtenues
par notre algorithme, avant divergence.

annulation de G, qui correspond au changement de convexité du profil de la
goutte. Dans tous les cas, G passe ensuite par un minimum avant de tendre
a nouveau vers 0, ce qui correspond a la formation d’un col quasi cylindrique
reliant les deux extrémités de la goutte.

Nous avons essayé de mettre en évidence plus clairement cette non mono-
tonie en représentant sur le graphe 3.6 les temps de premiere annulation de la
courbure gaussienne G et d’inflexion de la courbe L(t), en fonction du nombre
de DEBORAH. Ces deux phénomeénes n’apparaissent pas aux mémes instants,
mais 'allure des courbes est bien la méme dans les deux cas. La courbure
gaussienne semble donc bien étre une quantité pertinente pour quantifier la
rupture. Toutefois, le changement, de concavité de L(¢) intervenant beaucoup
plus tot, ce parameétre pourrait étre intéressant dans un contexte expérimental
ol les temps de rupture effectifs peuvent parfois étre trés longs, comme nous
I’avons mentionné plus haut.

Enfin, nous avons représenté sur la figure 3.7, page 86 les profils des
gouttes pour De variant de 0 a 10 avec un capillaire de 0,12. Nous avons
donc Ca/Ca, ~ 1,034. Les différences dans la dynamique de rupture sont clai-
rement illustrées ici: le profil rouge correspond en effet au méme instant ¢ = 70
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| N_/ — —— De=3.16| |
----- De=5.62
2k .—.— De=750|
.=~ De=10.0
3 | | | | |
0 20 40 60 80 100 120
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cap

Fi1c. 3.4 — Courbure moyenne le long de ’aze d’élongation pour Ca = 0,12 et
De variable entre 0 et 10.

0,8

- — —— De=3.16 E
----- De=5.62
0,6 -—-— De=7.50 -
-—--— De=10.0

Fi1c. 3.5 — Courbure gaussienne dans le plan médian pour Ca = 0,12 et De
variable entre 0 et 10.
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F1G. 3.6 — Dynamique de la rupture quantifiée par deur parameétres, le temps
de premiere annulation de la courbure gaussienne et le temps d’inflexion de
L(t), en fonction du nombre de DEBORAH (échelle logarithmique en abscisse).

Teap-

3.1.4 Discussion

Ainsi, il est clair qu’a partir du moment ot la courbure gaussienne s’an-
nule, la dynamique de la goutte ne pourra évoluer que vers la rupture. Quelle
que soit la valeur de De, il semble que cette annulation de G apparaisse
systématiquement pour C'a ~ 0,116. Par contre, la viscoélasticité va jouer un
role sur les aspects dynamiques. Nous avons représenté sur la figure 3.8, page 87
les lignes de courant, les taux de déformation et les contraintes viscoélastiques
pour De = 10 et Ca = 0,12 (mémes définitions que dans le chapitre précédent).
Aux temps courts, (typiquement, ¢ < 457,,), la goutte se comporte sensible-
ment de la méme maniere que dans le cas stationnaire: 1’écoulement interne
est rotationnel, les taux de déformation dans le liquide sont d’abord localisés
sur la pointe, puis écrantés par le développement de contraintes viscoélastiques
fortes liées a 1’étirement des chaines de polymere.

Au dela de t ~ 457, l'allure des lignes de courant change radicale-
ment. L’écoulement est totalement dominé par 1’élongation appliquée, et en
conséquence de forts taux d’élongation apparaissent au centre de la goutte
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De=1 — e —

De=3,16

De=10

F1G. 3.7 — Profil des gouttes en situation non stationnaire pour Ca = 0,12 et
De variable entre 0 (en haut) et 10 (en bas).

(colonne centrale). Ceci provoque 'apparition de contraintes viscoélastiques a
ce niveau, et une accélération brusque de la dynamique (voir figure 3.3). En ef-
fet, ’écoulement au centre étant essentiellement élongationnel, des contraintes
fortes sont appliquées sur les chaines de polymeres. Concernant les pointes,
I’élongation appliquée tend a faire disparaitre les inversions de courbure, sim-
plement parce que la vitesse est maximale sur I’axe.
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Contraintes
Lignes de courant Elongation locale

viscoélastiques

Fic. 3.8 — Sur chaque ligne: lignes de courant, taur d’élongation local et
contrainte viscoélastique pour Ca = 0,12 (Ca/Ca. = 1,034) et De = 10.
Les temps correspondant a chaque ligne sont 10, 20, 30, 40, 50 et 70 Teqp.

3.2 L’instabilité de Rayleigh-Tomotika en
régime viscoélastique

Pour finir ce chapitre, nous avons voulu illustrer de facon critique la capa-
cité du modele de champ de phase a prendre en compte de maniere effective
les mécanismes de rupture. Dans le cas d’un écoulement appliqué purement
élongationnel, le systeme devenait tres instable d’un point de vue numérique:
la dynamique tres rapide imposée par I’élongation aurait demandé un raffine-
ment trop couteux en terme de pas de temps d’intégration. En conséquence,
la séparation effective de la goutte de départ n’a pas pu étre observée.

Nous avons donc modélisé la relaxation d’une goutte initialement allongée
et laissée libre de relaxer. Une compétition complexe entre les effets liés aux
instabilités capillaires de type RAYLEIGH (effets de tension de surface) et
la rétraction des pointes de la goutte (dont la dynamique dépend du rap-
port de viscosités A) conduit & une fragmentation. L’instabilité capillaire se
développe essentiellement au centre de la goutte. Il s’agit d’un effet purement
géométrique: le cylindre n’étant pas une surface minimale pour un volume
fixé, une pertubation sera systématiquement déstabilisée et conduira in fine a
la rupture, méme pour un cylindre infini.
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Expérimentalement, les gouttes sont d’abord étirées au dela du seuil de
déformation critique, puis relachées. Les parametres qui déterminent le nombre
de fragments sont au nombre de 3. Outre le rapport de viscosités, il faut
également tenir compte de la vitesse initiale d’élongation, caractérisée par le
nombre capillaire C'a®, ainsi que de I’allongement de la goutte avant la relaxa-
tion [69].

Une étude théorique de la croissance des perturbations sur un cylindre en
relaxation ou un filament en élongation a été effectuée par TOMOTIKA dans
les années 30, dans le régime newtonien [167, 168]. Les résultats essentiels sont
les suivants [53]:

e la longueur d’onde des perturbations augmente au fur et a mesure que
le filament est étiré,

e la longueur d’onde du mode le plus instable et le taux de croissance de
I’instabilité dépendent du rapport de viscosités,

e en relaxation, la longueur d’onde du mode le plus instable est de I'ordre
de grandeur du rayon du cylindre,

e une croissance exponentielle n’apparait que quand 1’élongation est sup-
primée ou réduite.

Parallelement & notre étude viscoélastique rudimentaire, une étude
systématique dans le cas newtonien a été effectuée avec une méthode de champ
de phase. Une fois de plus, la méthode du champ de phase s’est averée tres
quantitative. En particulier, le scénario de double restabilisation de HA &
LEAL [69] a pu étre reproduit* , méme si les effets de taille finie se sont révélés
cruciaux dans cette étude.

Il nous a semblé que le probléme du sphérocylindre® en relaxation était
plus simple a priori. Cette fois, la géométrie initiale est clairement définie par
le rapport L/R, avec L la demie-longueur du sphérocylindre et R le rayon de
la goutte au repos. Dans le cas newtonien, un processus complexe de restabi-
lisations successives a été mis en évidence [15]. Un comportement chaotique
peut méme apparaitre, mais au-dela de L/R=13, seuls des nombres impairs
de fragments sont finalement obtenus. Pour de tels rapports d’aspects, une
instabilité de type RAYLEIGH peut se développer au centre indépendamment
de la rétraction des extrémités de la goutte. Or le centre est un point pri-
vilégié pour la nucléation de I'instabilité, comme cela avait déja été observé par
d’autres auteurs [159]. La distribution en taille des gouttes est trés dispersée,

3. qui est nécessairement supérieur & Ca. pour pouvoir potentiellement mener & la rup-
ture. On parle parfois d’élongation surcritique.

4. Au faibles élongations initiales, la goutte ne casse pas, puis en augmentant la
déformation, deux fragments sont obtenus, puis & nouveau un seul, et enfin trois aux plus
grands étirements.

5. Un sphérocylindre n’est rien d’autre qu’un cylindre fermé & ses deux extrémités par
une demie sphere.
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mais en moyenne, la prédiction de TOMOTIKA est bien vérifiée. Malgré tout,
nos objectifs ici restent tres modestes, et nous ne chercherons qu’a mettre en
évidence qualitativement les phénomenes: 'importance des effets de taille finie
couplée au nombre important de variables dynamiques rend particulierement
fastidieuse une étude exhaustive de ce probleme.

00—

B e =

s T =

F1G. 3.9 — Profil des gouttes en relazation (L/R=10) pour De entre 0 et 10.
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Notre point de départ est donc un sphérocylindre de longueur L = 10R.
Nous avons travaillé ici avec une grille 800*200, ce qui représente 24*6 RZ,
avec R le rayon de la goutte au repos. La relaxation vers 1’état d’équilibre est
représentée sur la figure 3.9. La simulation a été effectuée entre t=0 et t= 100
Teap- Plusieurs remarques doivent étre faites. Les profils rouges correspondent
aux dernieres configurations obtenues numériquement. Dans tous les cas, elles
correspondent bien & t=100 7,4y, sauf pour De=>5,62 (t=80 Tqp) et De=10
(t=T75 T¢qp). Dans ce dernier cas cependant, on voit que la rupture a été prise en
compte effectivement : quatre fragments sont observés. De tres fortes courbures
sont nettement visibles pour ces deux valeurs de De (profils rouges) : nous avons
donc une forte contrainte a cet endroit liée a la tension de surface, donc un
écoulement assez fort, et nous retrouvons finalement le méme type d’instabilité
numérique que dans le chapitre précédent sur la rupture en élongation.

D’autre part, le nombre de fragments obtenus dépend du nombre de DE-
BORAH: de trois gouttelettes pour De=0 jusqu'a De=3,16, nous passons a
quatre de De=5,62 a 10. La dynamique de rupture est elle aussi qualitative-
ment affectée par la valeur de ce parametre : nous avons représenté sur la figure
3.10 les profils de gouttes pour les DEBORAH que nous avons utilisés, a t = 75
Teap- Dans certains cas (De =0 et 0,1), la fragmentation n’a pas encore eu lieu,
contrairement au cas De=3,16 par exemple. La rupture semble étre accélérée
par la présence de polymeres dans la goutte.

De=0 > De=10

F1G. 3.10 — Profil des gouttes en relaxzation (L/R=10) pour De entre 0 et 10
(t="T5Tcap)-

Pour une goutte initialement plus allongée, avec un rapport d’aspect initial
de 15, nous avons utilisé une grille de 1600*¥200 noeuds (48*6 R?). Les temps de
calcul devenant tres prohibitifs, nous nous sommes limités a un seul nombre de
DEBORAH (De=1). La séquence de rupture est représentée sur la figure 3.11.
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Nous obtenons finalement cing gouttelettes.

F1G. 3.11 — Relazation d’un sphérocylindre viscoélastique (L/R=15 et De=1).
La simulation a été effectuée entre t=0 et 135 T.qp. Contraintes viscoélastiques
dans la moitié droite de la goutte. Une forte localisation des contraintes est
visible a t = 557.qp et t = 807Tcqp. Les images successives sont séparées par &
Teap, entre 40 et 105 Teqp.

Sur la partie inférieure de la figure 3.11, nous avons représenté la trace du
tenseur des contraintes o,. A t=105 7,,, la goutte centrale ne casse pas, mais
se restabilise par un processus déja observé dans le cas newtonien [15]. Une
localisation assez forte des contraintes viscoélastiques est visible a ¢ = 55 7¢qp
et t = 80 7.qp. Les images successives sont séparées par 5 7., entre 40 et 105
Teap, de la facon suivante :

40 Teap | 75 Teap
45 Teap | 80 Teap
90 Teap | 8D Teap
99 Teap | 90 Teap
60 Teap | 95 Teap
65 Teap | 100 7eqp
70 Teap | 105 Teqp

Il faut signaler ici que plusieurs études analytiques de RENARDY sur la frag-
mentation de jets ont montré que 'introduction d’effets viscoélastiques par le
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biais d’une équation constitutive de type OLDROYD B supprimait cette frag-
mentation [132, 133, 134]. Le cas newtonien avait été étudié par EGGERS [53],
et un comportement asymptotique autosimilaire avait été mis en évidence: les
jets newtoniens cassent en temps fini du fait de la tension de surface. De telles
études trouvent un écho industriel important dans le secteur de I'impression
par jet d’encre, ou de la déposition de polymeres pour la conception de diodes
luminescentes par exemple [17].

Dans le cas viscoélastique, le développement initial de I'instabilité est plus
rapide, mais dans les régimes fortement non linéaires, une stabilisation ap-
parait et conduit a la formation de filaments [133]. Cette absence de rup-
ture est manifestement liée aux pathologies du modele d’OLDROYD B déja
évoquées précédemment. La modélisation des polymeres par une loi de type
FENE conduit en effet a la rupture [134]. Ces structures filamentaires ont
également été observées expérimentalement dans des systemes de gouttes pen-
dantes [4], ou de liquides viscoélastiques injectés dans un autre liquide, pure-
ment visqueux cette fois [157].

Le cas des jets est bien sir différent de notre systeme: il s’agit en effet d’un
liquide en translation uniforme dans I’air, qui n’introduit pas de contraintes
visqueuses supplémentaires au niveau de I'interface. Néanmoins les arguments
avancés par RENARDY sont suffisamment généraux pour revoir nos résultats
de facon critique. Dans notre simulation, 1’épaisseur trés importante des in-
terfaces, conséquence du modele de champ de phase, provoque une rupture
prématurée des structures. Ces effets liés a 1’épaisseur de l’interface ne sont
pas pris en compte dans les études analytiques. Par contre, il est clair d’un
point de vue expérimental que les filaments liquides, méme s’ils contiennent des
polymeres, finissent par casser aux temps longs (parfois plusieurs dizaines de
minutes pour des filaments de quelques pm) [157]. Une solution facile & mettre
en ceuvre numériquement pour nous rapprocher de la réalité expérimentale
consiste a raffiner le maillage pour permettre une description plus fine de I'in-
terface, mais les efforts numériques deviennent alors tres prohibitifs en terme
de temps de calcul. Nous pensons néanmoins que la localisation des contraintes
viscoélastiques évoquées précédemment (voir figure 3.11) peut étre interprétée
comme la signature de 'apparition de filaments.

Une derniere remarque est encore nécessaire. La situation expérimentale est
beaucoup plus complexe que notre cas idéalisé, et ceci pour deux raisons au
moins. La premiere concerne la forme initiale de la goutte. Si nous reprenons la
figure 3.7, qui représente les profils de gouttes en élongation pour un capillaire
surcritique de 0,12, il est tout-a-fait clair que le sphérocylindre ne constitue
qu’une approximation “d’ordre 0” du probleme. Les bourrelets nettement vi-
sibles aux extrémités de la goutte, surtout dans le cas viscoélastique, ne sont
pas pris en compte. Ceci aura bien sur une certaine importance sur la dyna-
mique de rétraction des pointes. Par ailleurs, I’élongation initiale des gouttes
provoque une localisation des contraintes viscoélastiques au niveau des pointes
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qui n’est pas non plus prise en compte dans notre simulation. Nous supposons
en effet que la goutte n’est pas pré-contrainte avant la relaxation. Ce dernier
point est sans doute moins important et n’aurait une importance réelle que
dans les premiers instants du processus de restabilisation, sauf peut-étre pour
les plus grandes valeurs du nombre de DEBORAH.
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Chapitre 1

Dynamique de vésicules sous
cisaillement

Jusqu’a présent, nous nous sommes limités a la description de phénomenes
aux frontieres libres ne faisant intervenir que des liquides immiscibles. Nous
I’avons vu, l'interface peut dans ce cas étre décrite en termes purement
géométriques, ce qui rend particulierement efficaces les méthodes de type
champ de phase que nous avons utilisées. Nous allons voir dans ce dernier cha-
pitre que cette méthode est suffisamment souple pour autoriser la modélisation
d’objets ayant une structure interfaciale beaucoup plus riche, les vésicules.
Nous allons nous restreindre a leur dynamique sous cisaillement, dans une
configuration purement bidimensionnelle qui nous donnera une plus grande
aisance en terme de temps de calcul, sans pénaliser la richesse ni la perti-
nence du systeme. Ce dernier point sera d’ailleurs discuté par la suite. Dans
le premier chapitre, apres avoir brievement rappelé la structure microscopique
particuliere de la membrane vésiculaire ainsi que les propriétés mécaniques
mésoscopiques qui en résultent, nous étudierons l'influence du rapport de
viscosités sur son comportement dynamique. Ce type de systeme ayant fait
I’objet d’une modélisation analytique simple et se prétant par ailleurs parti-
culiérement bien a une modélisation sous forme d’intégrale de frontiere (du
fait de la linéarité des équations de STOKES), ce chapitre nous permettra de
valider notre méthode par confrontation directe. Ensuite, dans un souci de
nous rapprocher des systemes expérimentaux réels, nous étudierons I'influence
du confinement sur cette dynamique. Dans le second chapitre, nous verrons
comment le comportement de la vésicule sous cisaillement est affecté par la
présence d’une paroi déformable. En particulier, nous allons nous focali-
ser sur la force de portance qui résulte du couplage élasto-hydrodynamique
entre 1’écoulement et la paroi. Notre approche numérique sera ici soutenue
par un calcul perturbatif simple aux faibles déformabilités de la paroi. Les
déroulements fastidieux des calculs de ce chapitre seront rejetés en annexe.

Enfin, nous concluerons par une comparaison des propriétés mécaniques
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des vésicules et des globules rouges. En effet, I’engouement certain d’une
large communauté de physiciens de la matiere molle pour les vésicules tient en
grande partie a leurs remarquables propriétés biomimétiques a 1’équilibre.
Nous verrons dans quelle mesure ce modele reste valable pour les situations
hors équilibre qui nous ont intéressées dans ce travail. En particulier, une
étude des nombres sans dimension caractéristiques des modes de déformations
de ces deux objets nous permettra de conclure que le modele des vésicules
est un bon candidat pour la modélisation des globules rouges. Par ailleurs,
nous verrons dans quelle mesure le modele de paroi déformable que nous avons
mis en place dans le second chapitre peut s’avérer pertinent dans un contexte
biologique, notamment pour la modélisation d’écoulements dans les capillaires
sanguins, tapissés d’un couche de gel déformable (le glycocalyx).

1.1 Description mécanique des vésicules

Une vésicule est une membrane fermée composée d’une bicouche de phos-
pholipides [94, 139]. La taille typique de ces objets varie de quelques dizaines de
nanometres (jusqu’a 100 nm on parle de SUV, pour “Small Unilamellar Vesi-
cles”) a quelques ym (LUV: “Large Unilamellar Vesicles”), voire méme 100 pym
(GUV: “Giant Unilamellar Vesicles”, ou “vésicules géantes”). Ce sont naturel-
lement les vésicules de cette derniere catégorie qui sont les plus intéressantes
d’un point de vue expérimental, pour de simples raisons d’observation. No-
tons que la dénomination “unilamellaire” est peut-étre restrictive: dans une
population de vésicules, on observe en général un certain nombre de vésicules
multilamellaires, formées d’'un empilement concentrique de plusieurs bicouches.
On parle parle parfois de MLV, acronyme de “Multi Lamellar Vesicles”, ou plus
simplement de phase “oignon” dans les cas extrémes [138] (voir figure 1.5, page
105) .

1.1.1 Les molécules amphiphiles

Les phospholipides qui composent la membrane des vésicules sont des ma-
cromolécules de forme allongée, ayant la propriété de posséder une partie po-
laire hydrophile (“téte”), et une partie hydrophobe (“queue”), typiquement
constituée d’une longue chaine aliphatique. Ces molécules sont aussi dites am-
phiphiles. De nombreuses molécules possedent cette propriété. On peut citer
par exemple les savons ou détergents, les amphiphiles discostiques [73, 110] (le
coeur de ces molécules présentant un caractere hydrophobe, et la périphérie
un caractere hydrophile). Mais les plus communes du point de vue biologique
sont les lipides (glycolipides ou phospholipides, selon la nature du groupement

1. De telles structures sont obtenues par cisaillement d’une phase lamellaire [177].
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polaire de téte). De telles molécules sont représentées sur la figure 1.1 et sont
communément utilisées pour la syntheése des vésicules [1].

Fic. 1.1 — Représentation spatiale compléte de la molécule de glycolipide
CuwH7O8N. On distingue nettement les deur queues carbonées hydrophobes
ainsi que la partie hydrophile, ou téte polaire, contenant de l’oxygéne (en rouge)
et de l'azote (en bleu). Source : hitp://www.avantilipids.com/Liposomes.asp

Quand elles sont placées en solution dans un solvant polaire tel que I’eau,
I’hydrophobicité des radicaux carbonés conduit les molécules a s’assembler
en structures de tailles et morphologies variables [64]. Ces structures tendent
toutes a regrouper les chaines carbonées en les séparant du solvant polaire par
les tétes hydrophiles. Les liaisons entre ces molécules n’étant pas de nature co-
valente, I’agitation thermique va autoriser le passage d’un type de morphologie
a lautre. Par ailleurs, la forme des aggrégats obtenus dépend également de la
force de I'interaction hydrophile avec le solvant, et donc du degres de salinité de
la solution. Enfin, et c’est sans doute le plus important, le rapport d’aspect des
molécules amphiphiles en présence va notablement conditionner la morpholo-
gie finale des aggrégats. Ce rapport d’aspect p est un nombre sans dimension
défini par p = V/(SI) avec V' le volume occupé par la chaine, [ sa longueur et
S la surface de la téte. Il est possible de relier ces parametres a la composition
chimique des molécules (notamment au nombre d’atomes de carbone dans la
chaine) grace aux formules empiriques de TANFORD [79]. Parmi les structures
fréquemment observées, on peut citer les micelles (sphériques et cylindriques),
les phases lamellaires, et bien entendu les vésicules. Nous avons schématisé sur
la figure 1.2 les différents types de structures attendues en principe pour un
facteur de forme donné.

A T'intérieur des structures mésoscopiques, les phospholipides ne sont pas
véritablement liés entre eux, mais plutot stabilisés au sens physique du terme:
I’énergie libre totale du systeme est abaissée par la formation des structures.
Ainsi les structures formées peuvent-elles étre assimilées & des cristaux liquides
lyotropes [110, 114] dans lesquels les molécules peuvent librement diffuser.
Plus précisément, les lipides dont il a été question jusqu’ici se comportent
comme un fluide bidimensionnel au-dela d’une température critique Tz qui
est en général inférieure a la température ambiante. Le coefficient de diffu-
sion de molécules de spectrines liées a la membrane d’une vésicule multila-
mellaire de D.M.P.C. (DiMyristoylPhosphatidylCholine) passe par exemple de
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Fi1aG. 1.2 — Facteur de forme et structure résultante.

107 um?/s & 14 °C 4 10 um?/s & 22 °C [111]. Dans cet intervalle, le compor-
tement de la membrane lipidique a été radicalement modifié. En dessous de
cette température, les lipides sont assimilables a un gel, c’est-a-dire une phase
amorphe mais figée, alors qu’au dessus, ils sont plutot semblables a un liquide
bidimensionnel. Pour cette raison T¢ est souvent appelée température de
transition vitreuse. Pour les lipides utilisés dans la synthese des vésicules
(D.O.P.C. et lécithine essentiellement), cette température est respectivement
de Pordre de -15 & -7 °C et de -22 °C [1]. Notons également que ce type de
transition peut étre mise en évidence par le biais de simulations de dynamique
moléculaire [72]. Nous verrons que cette propriété n’est pas sans conséquence
sur la dynamique des vésicules sous cisaillement.

Ainsi les vésicules résultent-elles d’une organisation hiérarchique des
molécules de phospholipides en une membrane fermée (voir figure 1.3). Natu-
rellement, dans le cadre d’une description mécanique de ces objets, il n’est pas
question de tenir compte de la structure précise des lipides membranaires, ni
meme de leur organisation a l'intérieur de la membrane. Nous allons voir main-
tenant quelles sont les propriétés mécaniques de la membrane, a une échelle
mésoscopique.

1.1.2 Les différents modes de déformation et leurs im-
portances relatives
Toute déformation de la membrane peut, en dernieére analyse, étre

décomposée suivant trois modes principaux [70]: une déformation & sur-
face constante par cisaillement, une déformation isotrope par élongation
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10 um 10 nm

Fi1ac. 1.3 — Structure hiérarchique des vésicules de phospholipides.

et compression et enfin une déformation normale au plan par courbure,
ainsi que nous ’avons représenté sur la figure 1.4. Nous allons passer en revue
ces trois modes de déformation afin de comparer leur importance relative.

- A -= /:\
A
| - A+dA -= !
Cisaillement \;/

v Courbure
Extension—compression

FiGc. 1.4 — Les trois modes de déformations possibles pour une membrane :
cisaillement, extension-compression et courbure (d’aprés [48])

Mode de cisaillement

Dans le cas d'une membrane fluide, il n’y a pas d’énergie emmagasinée lors
d’une déformation par cisaillement, par définition. Nous n’en tiendrons donc
pas compte dans notre description. Naturellement, il est possible de définir
une viscosité de membrane qui sera associée a la dissipation d’énergie dans
la bicouche, mais nous en reparlerons davantage dans la partie consacrée aux
aspects dynamiques sous écoulement.
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Mode d’extension et de compression

L’énergie d’interaction entre les lipides dans la membrane de la vésicule
présente un minimum tres marqué pour une distance donnée entre les tétes
polaires. Cette distance est déterminée par la compétition entre les effets de
répulsion d’une part, liés a la fois aux interactions électrostatiques de VAN DER
WAALS au niveau des tétes et au confinement des chaines (effet entropique),
et les effets attractifs liés a I’hydrophobicité des chaines d’autre part. De facon
tres générale, le cout énergétique global lié a une augmentation dA de laire
d’équilibre A de I’élément de surface considéré pourra s’écrire de maniere qua-
dratique:

1 [(dA\?
dEcomp = §Xe (7) (11)

avec X, le module de compressibilité, homogene a une énergie par
unité de surface. Il a pu étre mesuré expérimentalement pour une bicouche de
lécithines (x ~ 0,1 Jm™2) [89] et d’'un mélange lécithine/cholestérol? (x. ~
0,6 Jm™2) [55]. Pour une vésicule ayant une taille typique R de 10 um, ceci
implique :

XeR?
kgT

~ 10", (1.2)

ce qui signifie que les extensions ou compressions (excitées thermique-
ment) de la membrane sont totalement négligeables. Nous verrons dans le
prochain paragraphe que méme dans les situations hors équilibre ou d’autres
contraintes peuvent intervenir, la surface de la vésicule devra étre considérée
comme constante.

Mode de courbure

Le dernier mode de déformation accessible pour un élément de surface
est le mode de courbure, qui implique des déformations normales au plan,
contrairement aux deux précédents qui étaient purement planaires. Dans le
cas d’une ligne immergée dans un plan, un seul rayon de courbure algébrique
est nécessaire (le choix du signe de cette quantité est une question de conven-
tion). Dans le cas des surfaces, on peut définir en chaque point deux rayons
de courbures principaux R; et Ry, par exemple en approximant localement
la surface par une forme quadratique (représentation de MONGE). Cette fois

2. Ces mesures sont, effectuées & ’aide de micropipettes, qui permettent de localiser la
vésicule et ainsi d’accéder au spectre de fluctuation de la membrane, et ainsi aux modules
élastiques [140], par analyse d’image. Signalons également ’existence d’études similaires sur
des membranes couplées & un réseau de spectrines (jouant le role du cytosquelette cellulaire)
[62] ou sur des cellules vivantes [57].
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encore, le signe est une question de convention et dépend du choix de ’orienta-
tion du vecteur normal & la surface®. En général, on introduit plutét la notion
de courbure définie simplement comme l'inverse du rayon de courbure:

1
R1,2'

Ainsi, localement, toute surface pourra étre décrite par une forme quadra-

tique donnée par:
. C1 0
o= (5 2). ”

Une approche plus “topologique” consiste a assimiler cette forme a la
différentielle de la “carte de GAUSS” de la surface considérée [27]. Cette appli-
cation associe en effet a chaque point de la surface un point de la sphére unité :
I’origine du vecteur normal a la surface en chaque point est ramenée en un
point. Dans ce contexte, la différentielle de cette courbe peut étre considérée
cinématiquement comme la vitesse d’un point parcourant la trajectoire suivie
par I'extrémité du vecteur unité sur la sphere: intuitivement, elle sera d’autant
plus importante que la courbure locale sera forte.

Mais quelle que soit I'approche envisagée, deux invariants peuvent étre
construits a partir de la forme quadratique (1.4), la trace et le déterminant :

(1.3)

Ci,2 =

Tr(Q)=1c¢ + ¢
(1.5)
Det(Q) = c1c9

H =Tr(Q)/2 est la courbure moyenne de la surface au point considéré,
et G = Det(Q) est la courbure gaussienne . Un point sur la surface est alors
dit :

e elliptique si G > 0. L’exemple canonique est la sphere qui est elliptique
en chaque point.

e parabolique si G = 0 avec H # 0. Cette fois, 'exemple canonique est
le cylindre, dont une et une seule des courbures principales est nulle en
chaque point.

e hyperbolique si G < 0. La surface aura localement la forme d’un col.

e plansi G = H = 0.

Bien entendu, cette classification ne dépend pas du choix de 'orientation
de la surface, et décrit donc une caractéristique topologique de la surface.
En cherchant les invariants linéaires et quadratiques indépendants (c’est-a-
dire inchangés par toute permutation entre ¢; et ¢y), on obtient H (linéaire),

3. Dans la suite de ce document, nous avons orienté le vecteur normal vers le centre de
courbure de la surface: la courbure est donc négative pour une sphere.
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H? et G (quadratiques) [140]. Ainsi, le coiit énergétique associé a la courbure
d’un élément de surface dA ne pourra étre qu’une fonction de ces deux formes
quadratiques et de la forme linéaire. Nous pouvons par exemple écrire :

dEcaurb = gHZ - K)CQH + kG. (16)

La signification des préfacteurs est triviale, ainsi que le choix des signes.
En effet, il est alors facile de ré-écrire cette expression de la facon suivante:
K _
dEcou'rb = 5(01 + cy — 60)2 —+ KciCo. (17)
k est le module de courbure moyenne et i le module de courbure
gaussienne. Tous les deux sont homogenes a une énergie. k est toujours
positif pour de simples raisons de stabilité alors que K peut éventuellement
étre négatif [71]%. En général, et c’est le parti que nous allons adopter dans
la suite de ce travail, ces modules sont supposés constants: ils traduisent
une propriété intrinseque de la membrane. Signalons cependant que certaines
études expérimentales avec micropipettes révelent une dépendance de k avec
la contrainte appliquée: dans le cas étudié par les auteurs, il s’agit d’un
écoulement oscillant de fréquence ¥ qui provoque une réduction des fluctua-
tions thermiques. A partir du spectre de ces fluctuations, il est possible de
déterminer un module de courbure effectif:

,{C
K= -,
1+ 707y
avec 7o un parametre ajustable de 'ordre de la centaine de secondes (soit
deux ordres de grandeur au dessus du temps de relaxation typique des modes
de courbure!) et k. ~ 22 kgT [56].

Enfin, ¢y est la courbure spontanée de la membrane, c’est-a-dire la cour-
bure adoptée spontanément par la bicouche en I'absence de toute contrainte
extérieure. Ce terme est directement lié a ’asymétrie de la membrane, et peut
étre localement affecté par I’adsorption de protéines [48]. L’énergie totale as-

sociée au mode de courbure peut donc s’écrire comme 'intégrale sur toute la
surface A de (1.7):

(1.8)

Ecourb = / E(Cl + Cy — CO)2dA +/ RGdA. (19)
A2 A

Si les modules de courbure sont constants, ce qui est le cas si la membrane
est homogene, alors nous obtenons I’énergie libre d’"HELFRICH [70] :

Ecours = z / (Cl +co — CO)2dA + K?/ GdA. (110)
2 Ja A

4. Un R négatif favorise d’ailleurs la formation de phase “éponge”, en tout point hyper-
bolique.
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Fic. 1.5 — A gauche: structure de la phase oignon révélée en microsocopie
électronique (d’aprés hitp://www.crpp.u-bordeauz.fr). A droite: l’appareil de
Golgi, d’apres hitp://cell.sio2.be/importexport/5.php: les vésicules sont claire-
ment visibles au-dessus des réticulations caractéristiques.

La courbure gaussienne joue un role crucial pour décrire les réorganisations
topologiques des surfaces, comme nous avons eu l'occasion de le voir dans
la partie consacrée a la rupture des gouttes viscoélastiques. Dans le cas des
vésicules, les changements topologiques peuvent avoir lieu quand deux vésicules
fusionnent ou au moment de la fission [103]. On parle en général de bourgeonne-
ment ou de vésiculation pour désigner ce phénomene qui peut étre fréquemment
rencontré dans 1’organisme au niveau de 1'appareil de GOLGI (voir figure 1.5),
au ceeur des cellules. La fission d’une vésicule en une vésicule “fille” et une
vésicule “mere” implique ’apparition d’un col au niveau du bourgeonnement :
a cet endroit, la courbure gaussienne est négative. Toutefois, d’un point de vue
purement énergétique, en I’absence de réorganisations topologiques (comme ce
sera le cas dans les études qui vont suivre), ce terme ne joue aucun réle, en tout
cas pour les membranes homogenes. En effet, un théoreme célebre de topologie
(dit de GAUss-BONNET) [27] stipule que 'intégrale de la courbure gaussienne
sur une surface est proportionnelle & la caractéristique d’EULER-POINCARE
de cette surface £(s)°:

/ GdA = 2r€(A). (1.11)

Des lors, le second terme de (1.10) est une constante, et on peut alors

5. Ce nombre est construit & partir d’une triangulation de la surface: ((A) =F —E+V
avec F' le nombre de triangles, FE le nombre d’arrétes et V' le nombre de vortex. On peut
montrer que ce nombre est indépendant de la triangulation adoptée, et peut donc étre
considéré comme un invariant topologique de la surface. Le genre topologique g d’une
surface est un autre invariant construit & partir de £(4): g = (2 —&(4))/2. Il vaut 0 pour la
sphere, 1 pour le tore, etc... Si la surface est définie comme la réunion de deux sphéres sans
intersection, le genre topologique sera alors égal a -1, etc...
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redéfinir ’énergie d’HELFRICH comme :

K

Foours = / (c1 4+ €2 — co)2dA. (1.12)
A

Insistons encore une fois sur le fait que ce raisonnement ne tient plus si nous
considérons ’expression plus générale (1.9), en particulier pour des membranes
inhomogenes. Enfin, dans la plupart des cas, la membrane étant symétrique, la
courbure spontanée ¢y est nulle, et on arrive donc a ’expression finale suivante,
que nous avons utilisée tout au long de ce travail :

By = g / (c1 + ¢2)2dA. (1.13)
A

Un seul parametre k est donc nécessaire pour décrire ce mode de
déformations. Les valeurs typiques de ce parametre sont de I'ordre d’une di-
zaine de kgTS.

Fluctuations thermiques

Enfin, nous pourrions inclure des effets de fluctuations thermiques au ni-
veau de la membrane [145]. Certains travaux théoriques prévoient en effet une
augmentation de la déformation des vésicules sous cisaillement, en présence
de fluctuations [145]. Ces fluctuations sont nettement visibles a 1'équilibre et
peuvent d’ailleurs permettre d’accéder aux valeurs des modules élastiques de
la membrane [56, 62, 140]. Néanmoins, des études récentes ont montré que les
fluctuations de membranes sont supprimées par un écoulement de cisaillement
oscillant [56]. Dans un premier temps donc, il était raisonnable de négliger cet
effet.

1.1.3 Lois de conservation

Compte-tenu de la discussion précédente sur le mode de déformation par
extension, et a partir des valeurs communément admises pour les tensions de
rupture Y, d’une vésicule, qui sont de 'ordre de 1072 J.m ™2, on peut estimer
la variation de surface relative maximale que peut supporter une vésicule avant
de rompre [139]:

dAmaw ~ z]lyse
A Xe
Il est intéressant de remarquer que ce critere empirique peut se rapprocher

de celui de LINDEMAN utilisé pour la fusion des solides: ce critere stipule en ef-
fet que la fusion commence quand ’amplitude des fluctuations thermiques d’un

~ 1%. (1.14)

6. Le simple fait de pouvoir observer des fluctuations normales & la surface sur des
vésicules implique nécessairement que ’énergie typique associée & ces déformations doit
étre du méme ordre de grandeur que l’énergie thermique.
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atome dans le solide avoisine les 10 % (par rapport & la maille du réseau). Ra-
mené & une surface, on retrouve bien le % obtenu pour les membranes. De plus,
au regard de la tres faible solubilité des molécules lipidiques dans les solvants
aqueux, on peut affirmer tout d’abord que la membrane se comporte comme un
liquide bidimensionnel incompressible. Il s’agit 1a d’une contrainte locale
assez forte. En effet, si on se place dans une situation hors équilibre, on peut
chercher a comparer la contrainte appliquée par le liquide extérieur, donnée
par 7y, avec 7 la viscosité du liquide (typiquement de 'ordre de 10 Pa.s) et
v ~ 100 Hz la fréquence de sollicitation imposée, a la résistivité de la mem-
brane par extension, donnée par x./R, avec R ~ 10 um la taille de la vésicule.
On obtient alors un nombre sans dimension de I’ordre de 1078, ce qui signifie
que dans les conditions usuelles de manipulation, la membrane de la vésicule
sera bien incompressible.

La deuxieme quantité conservée est le volume de la vésicule. La
perméabilité de la membrane est effectivement totalement négligeable pour les
macromolécules présentes en solution (dextrose, sucrose, etc...), mais il n’en est
pas de méme pour les molécules d’eau. Il est intéressant de comparer ’ordre de
grandeur des pressions osmotiques qui vont apparaitre au niveau de la mem-
brane du fait de cette perméabilité sélective: pour une différence relative de
concentration Ac/c de 'ordre du % entre U'intérieur et 'extérieur de la vésicule,
avec une osmolarité physiologique ¢ de 'ordre de 50 mMol/L [26], on arrive a
une contrainte typique de P,,, ~ AcRT ~ 1000 Pa a température ambiante
(avec R la constante des gaz parfaits). En pratique, cette pression tres impor-
tante sera utilisée pour gonfler ou dégonfler une vésicule. Si la perméabilité de
I’eau est notée P, (par exemple, on a P, ~ 107®m.s~! pour les membranes de
phospholipides [26]), on peut écrire:

av Vin

avec 0P la différence de pression entre les deux volumes séparés par la
membrane et V,, le volume molaire de I’eau. Pour une vésicule en situation
de choc osmotique, la différence de pression que nous venons d’évaluer nous
donne un temps de perméation caractéristique de I’ordre du quart d’heure, ce
qui est typiquement le temps nécessaire au dégonflement d’une vésicule.

A Tinverse, en I’absence de déséquilibre osmotique, la contrainte P qui sera
susceptible de provoquer des changements de volume est liée a la courbure de
la membrane. Avec un module x de 'ordre de 10 kgT', on arrive 4 6P ~ k/p> ~
0,01 Pa (avec p ~ 1um la valeur typique des rayons de courbure rencontrés
sur une vésicule géante). Les temps associés seront donc beaucoup plus longs,
et donc totalement négligeables sur la durée de manipulation de ces objets. La
membrane sera donc totalement imperméable, et au méme titre que la surface,
le volume devra étre considéré comme une quantité conservée.

On peut ainsi construire un parametre sans dimension 73p, appelé taux de
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dégonflement qui est une quantité caractéristique de la vésicule. Une vésicule
initialement sphérique et de volume V; plongée dans un milieu d’osmolarité plus
forte va se dégonfler progressivement a surface constante. Le rapport entre ce
volume V' et le volume initial de la vésicule est donné par 73p, et peut s’écrire:

V67V
Vi T A3/2

Naturellement, ce nombre est inférieur & 1 pour une vésicule dégonflée (il
vaut exactement 1 pour une sphere)’.

Pour conclure ce paragraphe, il convient donc d’écrire I’énergie totale as-
sociée a la membrane :

(1.16)

T3Dp =

Efnfgm:A(g(cl+c2)2+g) dA+/PdV. (1.17)

v

P est un parametre qui s’ajuste au cours de la dynamique. La dérivation
fonctionnelle de ce terme donne tres simplement la contribution de pression
—VP de I’équation de STOKES (ou NAVIER-STOKES dans le cas général).
Ce terme, rappelons-le, garantit 'incompressibilité du liquide, exprimée par
V.v = 0. ¢ quant a lui est un multiplicateur de LAGRANGE local qui assure la
conservation de la surface de la vésicule. Ce terme est associé a la conservation
locale de 'aire de la membrane, qui se traduit par Vyp.v,, = 0, avec v, la
vitesse des points de la membrane.

Pour des raisons de temps de calcul déja évoquées dans le cas des gouttes,
nous allons nous restreindre au cas bidimensionnel 8. Mathématiquement, cette
divergence nulle se traduit alors par une équation du type:

tlﬁv_m _ ov,,.t
0s 0s
avec v la vitesse le long de 'interface et ¢ la courbure locale. Nous verrons
dans le prochain paragraphe comment écrire I’équation dynamique associée a
ce parametre.

On obtient facilement ’expression adaptée de ’énergie libre en posant une
des deux courbures égale a 0 (ce qui revient a dire que le rayon de courbure
associé est infini: nous travaillerons alors avec une vésicule “tubulaire”, inva-
riante par translation dans une direction d’espace). Deés lors, ’énergie d’Hel-
frich devient une énergie par unité de longueur et s’écrit :

—cvp,n=0 (1.18)

E2D = /L <gc2 + C(s)) ds (1.19)

7. Pour les globules rouges, on utilise parfois T; ]/33

8.1l faut bien noter que notre probléme est incompatible avec I’hypothése d’axisymétrie
que nous avons utilisée dans le cas des gouttes: ici, I’écoulement imposé sera un écoulement
de cisaillement, donc non-axisymétrique.
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Cette fois, ce sont la surface A et le périmetre L qui sont des quantités
conservées. Travailler en deux dimensions ne devrait pas affecter qualitative-
ment les résultats. Quantitativement bien sur, il convient d’étre plus prudent,
en particulier pour les problemes de force de portance que nous aborderons
dans le dernier paragraphe de ce chapitre. En effet, nous verrons alors que
la force de portance est essentiellement déterminée par I’écoulement entre la
vésicule et la paroi, écoulement dont le profil peut étre radicalement différent
a deux dimensions ou a trois. Le taux de dégonflement s’écrit alors de la facon
suivante:

Top = 42——;5 (120)
avec S la surface de la vésicule (I'équivalent du volume a 3 dimensions) et
L son périmetre.

Enfin, nous voulons conclure cette partie en abordant succintement le
probleme de la dissipation d’énergie dans la membrane. Cette dissipation peut
se produire de deux fagons. Tout d’abord, par le biais du glissement relatif
des deux monocouches de phospholipides. Un tel effet, s’il était important, au-
rait une conséquence importante sur les conditions aux limites pour la vitesse
sur 'interface, qui pourrait se traduire par exemple par un glissement effectif.
Nous n’en avons pas tenu compte ici, compte-tenu des tres fortes viscosités
mesurées dans la bicouche. Il est par ailleurs possible de définir et de mesurer
une viscosité dans le plan des membranes de lipides, ce qui implique I’existence
d’une dissipation d’énergie plus ou moins importante (voir par exemple [47]:
le principe consiste a mesurer la vitesse de dérive sous son propre poids d’une
bille fixée a la membrane d’une vésicule). Dans le cadre d’une étude dyna-
mique préliminaire, cet effet peut étre intégré de fagon satisfaisante comme un
parametre de renormalisation de la viscosité intérieure du fluide (voir [85] et
chapitre suivant). Par contre, des études analytiques ont montré que ce pa-
rametre pouvait affecter le comportement de capsules® sous cisaillement, et
plus particulierement 1’élongation maximale a un taux de cisaillement donné
[10]. Ce phénomene a d’ailleurs pu étre mis en évidence expérimentalement
[29]. A deux dimensions cependant, cette dissipation n’est plus définie'°,

1.1.4 Morphologies d’équilibre

Pour ce qui concerne les morphologies d’équilibre, le modele d’HELFRICH
est particulierement adapté (I'un des grands succes de ce modele est d’ailleurs

9. La déformation des capsules est essentiellement dominée par les modes élastiques.

10. Notons enfin que les cellules vivantes semblent posséder une rhéologie membranaire
plus complexe: la mesure dynamique des coefficients d’amortissement et de retard (G’ et
G") sur des cellules humaines montre en effet une dépendance non linéaire de ces parametres
avec la fréquence de sollicitation. Par ailleurs, certains auteurs incluent de tels effets dans
la description mécanique de la membrane de capsules [120].
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d’avoir été capable de reproduire la forme caractéristique discocyte des globules
rouges, mais nous y reviendrons dans le paragraphe 3). En effet, ces morpholo-
gies peuvent étre obtenues par simple minimisation de ’énergie libre, et le seul
parametre variable dans ce probleme est alors le taux de dégonflement [144]. Le
module de courbure est le seul parametre qui puisse fixer une échelle d’énergie
dans le systéme, il n’est donc pas pertinent pour I’étude des formes d’équilibre.
Il faut toutefois signaler que des modeles plus sophistiqués permettent de re-
produire des cas plus complexes [144], notamment les formes échinocytes
[78, 107] ou en “étoiles de mer“[173] que I'on peut voir sur la figure 1.6. Ces
modeles, dits ADE (pour “Area Difference Elasticity”) tiennent compte par
exemple des différences de concentrations lipidiques entre les deux couches de
la membrane, différences qui se traduisent par I'apparition d’une courbure pri-
vilégiée, et donc d’une échelle de longueur supplémentaire dans le probleme.
Cette longueur va intervenir par exemple dans la taille et 1'espacement des
spicules caractéristiques de ces vésicules.

F1a. 1.6 — Les formes échinocytes (a gauche) et en étoile de mer (& droite).
D’apres [173].

Signalons cependant que les modeles ADE et d’HELFRICH (avec courbure
spontanée cy) sont équivalents a une transformation de LEGENDRE preés. On
s’attend donc a ce que les morphologies d’équilibre obtenues avec ces deux
modeles soient les mémes, bien que la nature et la position des transitions
dans le diagramme de phase puissent dépendre du modele.

1.2 Equations dynamiques

La force associée a ’énergie de membrane (1.19) est obtenue par simple
dérivation fonctionnelle par rapport & une variation infinitésimale or(s) de
I’interface. La quantité obtenue sera une force par unité de surface. Ce calcul
ne pose pas de probleme particulier si on tient compte de la variation de
la métrique qui résulte du déplacement (virtuel) de l'interface. En d’autres
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termes, la paramétrisation de I'interface par ’abscisse curviligne s est affectée
par l'opération [26]. Nous nous contenterons ici de donner le résultat :

SE2D o’ & 0
£20 = — 61_7&6;” =—K <@ + 5) n+ 8_§t + c(n. (1.21)

Le premier terme normal est directement lié a I’énergie de courbure. Cette
énergie étant une quantité purement géométrique, elle ne peut donner lieu
a aucune force tangentielle: c’est un résultat trivial, puisqu’en effet, tout
déplacement tangentiel des points d’une courbe ne fait que modifier leurs po-
sitions sans affecter la forme de la courbe, et donc sans modifier son énergie.
Les deux derniers termes font intervenir le multiplicateur de LAGRANGE ((s).
Le premier, tangentiel, traduit une sorte d’effet MARANGONI associé aux pos-
sibles variations de ce parametre le long de l'interface. Le second, normal,
est aisément reconnaissable, c’est I’analogue du terme de LAPLACE pour les
gouttes.

Il est toutefois difficile de parler de tension de surface dans le cas des
vésicules. En effet, si dans le cas des gouttes, cette quantité est une ca-
ractéristique de I'interface, indépendante des autres forces en présence (méme
si bien entendu elle peut varier avec la température par exemple : c’est d’ailleurs
ce type de dépendance qui est a I’origine de I’effet MARANGONTI), la situation
est ici tout-a-fait différente: le parametre ((s) s’adapte dynamiquement aux
contraintes hydrodynamiques en présence.

La méthode la plus robuste consiste a résoudre implicitement 1I’équation
(1.18) [120]. L’implémentation numérique est détaillée dans [176]: le principe
consiste a évaluer le champ de vitesse a l'instant ¢ + d¢ sans la contrainte
d’incompressibilité, pour pouvoir alors inverser (1.18) et calculer le nouveau
champ ¢+, Naturellement, si la dynamique est suffisamment lente (au regard
du pas de temps), cette formulation est idéale. Malgré tout, elle présente I'in-
convénient d’une certaine lenteur de calcul. En pratique, une telle contrainte
est difficile a respecter numériquement. Nous avons opté pour une description
plus souple : le parameétre ¢ obéira a une équation dynamique du type [18, 20]:

D¢ oV
Dt = Tt. s (1.22)
avec T un parametre assimilable a une raideur, analogue au module
élastique Y. introduit dans le paragraphe précédent. Dans cette expression,
D/Dt est la dérivée hydrodynamique. T va fixer I’échelle de temps!'! sur la-
quelle la contrainte va relaxer vers 0. Si cette constante a une valeur suffisam-
ment élevée, c’est-a-dire si I’échelle de temps associée a cette relaxation est
négligeable devant les autres échelles temporelles du probleme, en particulier
celles de I’écoulement, alors la contrainte sur I’incompressibilité locale sera bien

11. En effet, & partir de la viscosité 1 du liquide environnant et de la taille typique R de
la vésicule, on peut construire un temps 7 = nR/T.
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vérifiée. Il s’agit d’une méthode de relaxation analogue a celle que nous avons
utilisée pour résoudre ’équation de STOKES.

En terme de champ de phase, il convient comme dans le cas des gouttes
d’étendre la définition des parametres dynamiques a tout I'espace, en particu-
lier pour (. L’énergie interfaciale s’écrit alors:

E* 9] = // 2|w| +//C(r)|v2;o|dr (1.23)

Comme précédemment, la courbure pourra s’écrire ¢[f] = —V.n avec n =
V0/|V0|. La force associée a cette énergie (1.23) sera alors donnée formellement
par:

(5E3nem[0] 00
86 ot
Le calcul de la dérivée fonctionnelle en terme du champ de phase 6 est

détaillé dans 'annexe D. On montre assez facilement que 1’on obtient:

f2D [0] —

mem

(1.24)

£20 6] = [( (23+t V(t.V )) - cC) n+ (¢.V¢) t] @ (1.25)

Cette expression est totalement similaire & (1.21), si on remarque que t.V
est équivalent a 0;. Comme dans le cas des gouttes, ’équation de STOKES sera
alors donnée par:

€,0v=V.o —VP+£P> (1.26)

avec la contrainte d’incompressibilité du fluide V.v = 0. o est le tenseur
des contraintes visqueuses défini classiquement désormais par :

1+6 1-6
o= (newt% + i ) (Vv + Vv’ (1.27)

L’équation (1.22) devient alors:

0 =—v.V(+Tt.(t.V)v + € A( (1.28)

Le terme t.(t.V)v représente le taux d’élongation local de la membrane, et
se réduit bien & t.0;v = 0 dans la limite “interface raide” (voir annexe B). Le
terme diffusif e, A a été ajouté pour des raisons de stabilité numérique déja
évoquées pour les équations d’advection. Enfin, nous avons utilisé ’équation
non-conservative pour la dynamique du champ de phase lui-méme:

00 =—v.VO+T7" (=01 -6 + e (A0+c(0)|V0))) (1.29)

Les contraintes fortes d’incompressibilité au niveau de la membrane rendent
tres difficile I'utilisation du schéma conservatif. Toutefois, nous avons vérifié
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‘ Parametre ‘ Nom ‘ Définition ‘ Valeur typique
Re Nombre de REYNOLDS | €, R*Y/Nout 1072
Ca, Nombre de courbure | 7.+ R3y/K 0,5
Car Nombre de tension Newt RY /T 103
A Rapport de viscosités Nint [ Next 1420
ToD Taux de dégonflement | 47A/L? 0,731

TAB. 1.1 — Parameétres sans dimension intervenant dans l’étude des vésicules
1solées sous cisaillement.

que la surface de la vésicule restait bien constante au cours des simulations,
avec une variation toujours limitée a quelques %, y compris dans les cas ins-
tationnaires [12].

La derniere étape consiste a mettre les équations sous une forme adi-
mensionnée. En choisissant 1/% comme temps caractéristique, avec 4 une
fréquence typique de l’écoulement imposé, et R = /S/m comme longueur
caractéristique, on obtient sans peine le systeme suivant :

( 1-0 1
Re v =V. [( Te+%0) D} —VP+1£22,

) Vv=0 (1.30)

0,0 = —v.VO +T (—=0(1 — 0%) + € (A0 + ¢(6)| V1))

. 6t< = —VVC + t(tV)V + 6CAC

(¢ a été adimensionné par 7T'). Le parameétre A a la méme définition que
pour les gouttes: c’est le rapport de viscosités entre l'intérieur et 1’extérieur
de la vésicule. La force de membrane quant a elle s’écrit alors:

Vo

D _ 1 c? 1
fgzem - [<_Can (5 + tV(tVC))) n-—+ C—aT (CCII+ tVC) t T (1.31)

Dans le tableau 1.1, nous avons regroupé les différents parametres sans di-
mension qui interviennent ainsi que les valeurs typiques que nous avons utilisées
dans nos simulations. Nous ne reviendrons pas sur l'algorithme de résolution
utilisé qui est rigoureusement le méme que pour les gouttes newtoniennes bi-
dimensionnelles.

La signification de ces parametres est alors claire. Un faible nombre de REY-
NOLDS nous permet de négliger les effets inertiels. Le nombre de courbure com-
pare la contrainte appliquée par I’écoulement externe 7.,y a la déformabilité
de la membrane x/R?® . Une grande valeur de Ca, correspond & une grande
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déformabilité 1. Nous nous sommes placés dans une situation intermédiaire
en prenant Ca, ~ 0,5. Le chapitre 3 sera consacré a une discussion de ces va-
leurs numériques. De la méme facon, C'ar permet de controler les variations de
périmetres de la vésicule. Les tres faibles valeurs que nous avons choisies nous
permettent de garantir une conservation de cette quantité a quelques pour-
cents (sauf peut-étre dans les situations instationnaires les plus contraignantes
comme nous allons le discuter dans le prochain paragraphe. Mais méme dans
ce cas, les écarts sont limités a des régimes transitoires intermédiaires courts,
et ne devraient donc pas modifier radicalement la dynamique dans son en-
semble.). Finalement, nous allons voir que les parametres essentiels pour la
dynamique sont le taux de dégonflement et le contraste de viscosité.

CO000 —>
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Fi1c. 1.7 — Comparaison entre les profils d’équilibre obtenus par la méthode du
champ de phase (traits pleins) et les profils obtenus par minimisation directe de
I’énergie libre d’HELFRICH (points) avec contraintes de périmétre et de surface

fizes.

Un premier test de la méthode consiste naturellement a comparer les mor-
phologies d’équilibre obtenues par résolution directe des équations précédentes
en l'absence d’écoulement imposé avec les profils obtenus par minimisation de
I’énergie libre ’HELFRICH. Nous avons représenté sur la figure 1.7 les formes
ainsi obtenues, qui correspondent a l'isocontour § = 0 en terme de champ de
phase. Ils sont en trés bon accord, ce qui nous a encouragé a poursuivre nos
études dans des situations hors équilibre 3.

12. Nous pourrions également construire une échelle de temps caractéristique de la relaxa-
tion des modes de courbure: t, = 7., R®/k, et comparer cette échelle de temps & celle de
Pécoulement, 1/4. On obtiendrait le méme nombre Ca,. Si on imagine une vésicule placée
artificiellement loin de sa forme déquilibre, alors ¢, sera le temps typiquement nécessaire &
la vésicule pour revenir a sa forme d’équilibre.

13. Notons également que ce type de profil d’équilibre a pu étre obtenu & 3 dimensions.
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1.3 Etude sous cisaillement

Dans un premier temps, nous allons nous focaliser sur la dynamique d’une
vésicule isolée dans un écoulement de cisaillement simple. Un tel écoulement
est caractérisé par une fréquence de cisaillement v qui nous servira a définir
I’échelle de temps caractéristique du systéme (voir paragraphe précédent). Le
champ de vitesse a deux dimensions peut alors s’écrire :

vm:ﬂv[.r:y<8 (1]) (z) (1.32)

La matrice M peut étre décomposée de la facon suivante:

(8 (1)>Z<192 1é2>+<—?/2 162) (1.33)

Cette décomposition est schématisée sur la figure 1.8. L’écoulement de ci-
saillement apparait ainsi comme la somme d’une composante élongationnelle
dont ’axe principal est orienté a 45 degres, et d’'une composante rotationnelle
de fréquence deux fois plus faible que la fréquence de cisaillement.

Wy
Y

FiG. 1.8 — Décomposition du cisaillement appliqué en un écoulement de rota-
tion et un écoulement d’élongation a 45 degres.

Placée dans un tel écoulement, la vésicule va donc étre sensible a un couple
qui va avoir tendance a la faire basculer avec une fréquence de rotation de 7/2,
et a une élongation qui va avoir tendance a ’orienter face au cisaillement, a 45
degres. L’importance relative de ces deux effets va dépendre a la fois du taux
de dégonflement de la vésicule, et du rapport de viscosités. Intuitivement, une
vésicule enfermant un liquide treés visqueux va étre plutot sensible a la com-
posante rotationnelle de I’écoulement, alors qu’une vésicule tres peu visqueuse
aura plutot tendance a s’aligner sur I’axe principal d’élongation. On a donc une

En effet, les effets de taille finie ne devant pas avoir d’influence sur les états d’équilibre, il
est possible de se limiter & des domaines de résolution tres petits, ce qui rend les temps de
calculs & nouveau raisonnables.
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compétition a priori tres riche entre des effets géométriques et d’autre effets
physiques, liés a la dissipation visqueuse dans les liquides.

1.3.1 Le modele de Keller & Skalak

L’approche analytique plus ellaborée qui nous servira de support pour in-
terpréter nos résultats est celle de KELLER et SKALAK [85] qui ont analysé la
dynamique d’ellipsoides rigides mais a la membrane fluide dans un écoulement
de cisaillement. Le point de départ du calcul était un résultat de JEFFERY [80]
qui cherchait & étendre les calculs d’EINSTEIN [54] pour les solutions diluées
de particules ellipsoidales rigides. Sans entrer dans les détails techniques de la
résolution, il nous a semblé important d’en reprendre les grandes lignes afin
d’en souligner les éventuels points d’achoppement avec notre modele.

==

-

Fi1G. 1.9 — Décomposition du mouvement de ’ellipsoide en un mouvement de
rotation en bloc (“tumbling”) et un mouvement de rotation propre de l’interface
(“tank treading”), & aze fizé.

Le systeme considéré est un ellipsoide tridimensionnel caractérisé par ses
trois grands axes a1, as et asz, et soumis a un écoulement de cisaillement bidi-
mensionnel perpendiculairement a 1'un de ses axes. LLe nombre de REYNOLDS
des écoulements considérés est suffisamment faible pour que ’approximation
de STOKES soit justifiée. Le mouvement de I’ellipsoide est alors décomposé en
deux. Tout d’abord un mouvement de rotation d’ensemble, auquel se rajoute
un mouvement de rotation propre de l'interface (voir figure 1.9). Ce dernier
mouvement est essentiel, et prend le nom explicite de mouvement de “che-
nille de char” (“tank treading” en anglais). Il est la conséquence directe de la
fluidité de l'interface. Les auteurs postulent une forme linéaire a prior: pour
cette rotation propre, qui est caractérisée par un seul parametre v qui est la
fréquence de rotation:

Vi, =V (—ﬂy,%x,ﬂ) (1.34)
ai

avec v,, la vitesse d’un point de la membrane. Un point délicat concerne
I’incompressibilité de la membrane qui n’est pas respectée dans ce modele
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puisque le champ de vitesse proposé n’est pas compatible avec cette hypothese
majeure. Malgré tout, la complexité des équations est telle que seule une forme
simple permet la résolution analytique de bout en bout. Signalons malgré tout
que D’écart a I'incompressibilité est d’autant plus important que I'ellipsoide
s’écarte de la forme sphérique.

La conservation du moment cinétique permet d’exprimer 1’équation dyna-
mique pour l'angle d’inclinaison ® de I’ellipsoide. En I’absence d’inertie, ce
principe se réduit a I’équilibre des couples exercés par le liquide extérieur sur
’ellipsoide, par le mouvement de rotation d’ensemble et par la rotation propre
de l'interface. Pour fermer cette équation, il reste a déterminer de fagon auto-
consistante la fréquence de rotation v de I'interface, ce qui est fait en équilibrant
I’énergie injectée sur l'interface par ’écoulement externe avec I’énergie dissipée
par viscosité a l'intérieur de ellipsoide 4. Finalement, I’équation du mouve-
ment de Dellipsoide est donnée par :

® = A+ Bcos (29) (1.35)

avec A = —0,5 dans notre systeme d’unités et B une fonction com-
plexe des parametres géométriques de 1’objet et du rapport de viscosités:
B = B({a1,a9,a3} ,A). En d’autres termes, A traduit le couplage avec la compo-
sante rotationnelle de I’écoulement, et B avec sa composante élongationnelle.
Si une solution stationnaire existe, alors nécessairement nous aurons:

B
® = — arccos <Z> (1.36)

Une telle expression n’a de sens que si B/A est compris entre —1 et 1, et ceci
va dépendre a la fois de la géométrie de I’ellipsoide et du rapport de viscosités.
Si les parametres du probleme interdisent I’existence d’une telle solution, alors
d’apres (1.35), Iellipsoide sera soumis & un mouvement de rotation d’ensemble
périodique, auquel bien siir se superpose le mouvement de rotation propre
de l’interface. Pour résumer, on peut ainsi dire qu’aux faibles rapports de
viscosités, la dissipation interne va étre suffisamment faible pour favoriser les
mouvements stationnaires de type “chenille de char”: la vésicule va s’orienter
face au cisaillement. En augmentant progressivement la viscosité interne, on
s’attend a ce que les circulations a l'intérieur de la vésicule soient de plus en
plus pénalisées. Dans ce cas, la vésicule sera de plus en plus sensible au couple
de rotation global, et elle finira par basculer dans un mouvement périodique
non stationnaire (souvent désigné par “tumbling” en anglais). Enfin, plus le
taux de dégonflement sera faible, plus la dissipation interne sera importante.
En effet, pour 75p = 1, une rotation uniforme du liquide interne est possible,

14. C’est & ce niveau que la viscosité membranaire est prise en compte par I'introduction
d’une viscosité effective pour le liquide interne, qui tient compte & la fois de la viscosité du
fluide et de la membrane.
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et n’occasionne aucune dissipation, quel que soit le rapport de viscosités. Plus
nous nous ¢éloignons de la forme circulaire par conséquent, plus la dissipation
sera importante. On s’attend donc a ce que le rapport de viscosités critique soit
une fonction croissante du taux de dégonflement (on peut méme affirmer que
ce rapport critique divergera pour 7op = 1. En effet, cette valeur est singuliére
puisqu’alors on ne peut plus distinguer la rotation propre de la membrane du
mouvement de bascule).

Tout l'intérét du travail de KELLER & SKALAK réside justement dans
Pexpression analytique (complexe) qui relie le rapport de viscosités critique
au-dela duquel la solution stationnaire disparait, en fonction des parametres
géométriques. C’est avant tout cette prédiction que nous allons essayer de
confronter aux simulations numériques. Une approche plus générale et moins
lourde analytiquement a été proposée récemment pour répondre aux ca-
ractéristiques spécifiques des vésicules [135].

TZD:0.98 rZD:O.91 T2D20.85

Fi1c. 1.10 — Comparaison entre les morphologies d’équilibre et les ellipses de
méme surface et périmétre.

Une derniere remarque s’impose : les résultats analytiques dont il a été fait
mention ici sont relatifs a des ellipsoides, mais peuvent s’adapter a des ellipses,
moyennant quelques calculs intermédiaires. Nous allons donc pouvoir confron-
ter nos résultats directement avec les prédictions du modele. Néanmoins, si
les morphologies d’équilibre des vésicules peuvent étre raisonnablement assi-
milées & des ellipses pour des taux de dégonflement proches de 'unité (voir
figure 1.10), il n’en est plus de méme pour 7op < 0,9, typiquement (voir figure
1.7). On peut toutefois calculer les parametres géométriques de Dellipse cor-
respondante (ayant le méme périmetre et la méme surface), mais il conviendra
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de garder en mémoire que I’hypothese de départ du modéle analytique ne sera
plus vérifiée.

1.3.2 Etude numérique

Le mouvement stationnaire de rotation propre a pu étre mis en évidence
numériquement grace a une approche de type “intégrale de frontiere”, a 3 di-
mensions [87]. Dans ce cas, le rapport de viscosités A était fixé a 1, ce qui
simplifie considérablement le traitement, puisque dans ce cas la relation entre
la vitesse et les forces membranaires est totalement explicite (voir annexe).
Néanmoins, la transition de bascule ne peut pas étre observée dans ce cas.
Expérimentalement, la rotation propre de vésicules en sédimentation au voisi-
nage d’une paroi a pu étre mise en évidence grace a la présence de défauts sur
la membrane, trés nettement visibles au microscope [2].

20 I I

— Keller & Skalak (2D)
+ £=0035

15

<O 10

| | | |
8,75 0,8 0,85 0,9 0,95 1

Fic. 1.11 — Rapport de wiscosités critique A. en fonction du tauxr de
dégonflement. Comparaison avec le résultat analytique de KELLER & SKA-
LAK.

Nous avons donc commencé par explorer la dynamique de vésicules sou-
mises a un cisaillement constant [12, 20]. Pour un taux de dégonflement donné,
nous avons cherché le rapport de viscosités critique au-dela duquel la solu-
tion stationnaire disparait, en utilisant une simple méthode dichotomique. Les
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résultats, ainsi que la prédiction de KELLER & SKALAK, sont regroupés sur la
figure 1.11.

Nous observons un bon accord qualitatif. On retrouve bien en effet un
rapport de viscosités critique croissant avec le taux de dégonflement, et la
divergence attendue pour 7,p — 1 est bien amorcée. Néanmoins, un écart
systématique semble étre observé.

Face a ce genre de situation, deux hypotheses peuvent étre émises. La
premiere consiste & invoquer une imprécision du modele, ce qui semblerait rai-
sonnable compte-tenu des remarques qui ont été faites précédemment (écart a
Iellipticité aux faibles taux de dégonflement et non respect de 'incompressi-
bilité de la membrane). Une autre approche consiste a reprendre les résultats
numériques avec un regard critique. Dans notre simulation, deux parametres
essentiels interviennent. Le premier est la largeur ¢ du champ de phase, que
nous avons fixée a 3,5% de la taille de la vésicule dans la simulation précédente,
et le second concerne les effets de taille finie. Rappelons en effet que nous avons
choisi de travailler avec des conditions aux limites périodiques, ce qui limite ces
effets indésirables, mais ne les annule pas complétement. Le premier facteur
est inhérent au modéle numérique utilisé, le second a la méthode de résolution.

La linéarité des équations de STOKES autorise 1'utilisation du formalisme
des fonctions de GREEN pour traiter ce probleme. Nous avons donc pu compa-
rer les deux approches. Le premier avantage des méthodes intégrales concerne
I’épaisseur de l'interface, qui est nulle comme dans I’approche analytique de
KELLER & SKALAK. Le second est lié aux conditions aux limites: le champ
de vitesse créé par la vésicule est bien nul & l'infini. Enfin, la résolution est
particuliérement rapide, y compris en présence d'un contraste de viscosités '5.

Pour quantifier les effets mentionnés ci-dessus, nous avons tout d’abord
choisi de tester leur influence sur ’angle d’inclinaison d’une vésicule sous ci-
saillement, dans I’état stationnaire. Pour m,p = 0,8 et A = 4, nous sommes
a priori en dessous du seuil de transition. L’angle ® dépend manifestement
linéairement de ’épaisseur du champ de phase (voir figure 1.12) , et la valeur
extrapolée a € = 0 est donnée par ®(e = 0) = 6.94, qui est relativement proche
de la valeur donnée par la méthode intégrale (& = 6.2). Par contre, on voit bien
que pour la valeur de € utilisée initialement pour le calcul du rapport de vis-
cosités critique surestime largement la valeur attendue (d’un facteur 1.5). Un
tel comportement linéaire est tout-a-fait cohérent avec notre approche. Nous
I’avons vu dans le chapitre consacré au champ de phase, un terme correctif a
été introduit dans I’équation d’advection de # pour supprimer les effets de €
jusqu’a 'ordre 1 inclus. Toutefois, une telle modification n’a pas été introduite
dans I’équation de STOKES, qui dépend pourtant elle aussi de ¢, par le biais
de 6. 11 est donc normal de voir ainsi apparaitre une telle dépendance, méme
si nous n’avions pas anticipé son importance. Pour améliorer la précision de

15. Dans ce cas en effet, la vitesse n’est plus donnée que par une relation implicite, non
locale.
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F1c. 1.12 — Variation de ® avec l’épaisseur € du champ de phase. Régression
linéazre.

la méthode, il faudrait donc supprimer les termes d’ordre € dans I’équation de
STOKES également.

Nous I'avons dit, le second parametre important est la taille du domaine
de résolution pour la méthode du champ de phase. Nous avons fixé ¢ = 0,035
et fait varier la taille du domaine de 8 a 20 fois la taille typique de la vésicule.
Il aurait été intéressant d’effectuer cette étude pour différentes valeurs de e,
mais les temps de calcul deviennent vite prohibitifs. Pour les mémes valeurs
de parametres que précédemment, nous avons mesuré ’angle d’équilibre en
fonction du confinement, défini comme l'inverse de la taille L du domaine
(L7! — 0 correspond ainsi & un confinement nul). Nous obtenons les résultats
de la figure 1.13.

On voit que l'effet semble aller a 'encontre du résultat obtenu avec 1’ex-
trapolation vers une interface d’épaisseur nulle, et on peut s’attendre a une
compensation partielle des deux effets.

De maniere intéressante, si nous considérons le rapport de viscosité critique,
nous constatons sur la figure 1.14 que celui ci reste insensible au confinement.
Une explication probable consiste a remarquer que la transition correspond a
un angle d’équilibre nul, dans lequel la perturbation de 1’écoulement par la
vésicule est faible. On peut donc penser que les effets de taille finie a ce niveau
seront faibles également. Ainsi, pour obtenir la courbe de transition, il suffit
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F1a. 1.13 — Variation de ® avec le confinement (champ de phase).
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F1c. 1.14 — Rapport de wiscosités critigue . en fonction du confinement
(champ de phase).
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de considérer 'influence de I’épaisseur de I'interface uniquement.

Nous avons donc adopté la stratégie suivante: pour chaque taux de
dégonflement, nous avons calculé le rapport de viscosités critique avec deux
valeurs de € (0,035 et 0,047), puis nous avons utilisé une extrapolation linéaire
pour obtenir le rapport de viscosités critique pour une interface d’épaisseur
nulle. Nous obtenons les courbes de la figure 1.15. Nous voyons que les valeurs
extrapolées du champ de phase sont en tres bon accord avec les prédictions
de la méthode intégrale, mais qu’un décalage systématique avec le modele de
KELLER & SKALAK subsiste.

20 I I

Keller & Skalak (2D)
Fonction de Green
€£=0.035

£=0.047
Extrapolation

15—

0><+A|

Fic. 1.15 — Rapport de wiscosités critique A, en fonction du tauxr de
dégonflement, pour deuz valeur de e (3,5 % et 4,7 % de la taille de la vésicule).
Comparaison avec le résultat analytique de Keller et Skalak.

Le résultat le plus surprenant, confirmé cette fois a la fois par la méthode
du champ de phase et par la méthode intégrale, concerne la valeur de cet
écart, qui semble indépendant du taux de dégonflement. Nous pourrions nous
attendre en effet & ce qu’il diminue quand 75p se rapproche de 1, puisqu’alors
les morphologies des vésicules sont indiscernables des ellipses correspondantes.
A notre avis, le principal effet a invoquer concerne le choix de la vitesse de rota-
tion propre de l'interface. La prescription (1.34) de KELLER & SKALAK permet
certes de mener intégralement le calcul, mais ne garantit pas 'incompressibi-
lité de la membrane. Nous avons vérifié numériquement que cette contrainte
était bien vérifiée dans nos deux approches numériques [12]. Par ailleurs, nous
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avons vérifié que la surface interne de la vésicule était correctement conservée
(avec des variations relatives inférieures au pourcent).

1.3.3 Effets du confinement entre deux parois rigides

Jusqu’a présent, nous n’avons considéré que le cas idéalisé d’une vésicule
isolée soumise a un taux de cisaillement constant. Nous I’avons vu, les effets de
taille finie n’ont pas une grande importance sur les seuils de transition, si les
conditions aux limites sont périodiques. Malgré tout, pour nous rapprocher des
situations expérimentales réelles, il nous faut modifier légerement le systeme.
Nous allons en effet confiner la vésicule entre deux plans rigides, en translation
uniforme I'un par rapport a ’autre.

Gd$» "'/ . 7 hlL["
L
\I/ = =z . 07, )
%///é///é///é///é///é///é///é//% ;///é///é///é///é///é///é///é//%
M ouvement Mouvement de
stationnaire bascule

Fi1G. 1.16 — Schéma du confinement. Dans la partie gauche, on voit que la force
de portance liée a la présence de parois provoque [’apparition d’un couple opposé
a celui du au cisaillement. Sur la partie droite, on voit que le mouvement de
bascule est lui aussi défavorisé par la présence de parois.

Sans anticiper sur le prochain paragraphe, nous savons que la présence
d’une paroi provoque 'apparition d’une force de portance qui tend a éloigner
la vésicule du substrat ([26] et chapitre 2). Pour éviter ’apparition de dérives,
nous placons la vésicule au centre du systeme: a cet endroit en effet, la force
de portance est nulle par symétrie. Dans un premier temps, nous avons mesuré
I’angle d’inclinaison ® de la vésicule. Nous voyons sur la figure 1.17 que ’angle
diminue au fur et a mesure que le confinement augmente. En effet, 'interaction
avec le mur que nous venons d’évoquer, et que nous présenterons plus en détail
dans le prochain paragraphe, provoque I'apparition d’un couple qui s’oppose a
I'inclinaison de la vésicule (voir schéma 1.16).

Dans une situation non stationnaire de bascule, le méme type d’effet va ap-
paraitre. On congoit facilement qu’au-dela d’un certain confinement, la vésicule
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F1G. 1.17 — Angle d’équilibre de la vésicule (op=0,7 et A=10)

confinement.
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Fiac. 1.18 — Variation de A,
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avec le confinement. Nous avons travaillé ici avec
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n’ait plus la possibilité de tourner, sauf a provoquer des écoulements de cisaille-
ment tres pénalisants énergétiquement (voir schéma 1.16). Ce mouvement est
donc clairement défavorisé par la géométrie du systeme, et on s’attend a ce
que les seuils de transition soient augmentés a mesure que le confinement aug-
mente. C’est bien ce que nous avons mesuré sur la figure 1.18. Sur cette courbe,
nous avons ajusté les points issus de nos simulations par une loi de puissance
qui nous permet d’extrapoler la valeur critique A, pour un confinement nul.
Si les parois sont rejetées a l'infini, les effets liés au confinement devraient
disparaitre, et on devrait obtenir une valeur proche de celle que nous avions
mesurée dans le paragraphe précédent. La valeur extrapolée est A\, = 5,5 alors
que nous avions trouvé 5,4 avec les conditions aux limites périodiques. L’ac-
cord est donc excellent, ce qui est un bon indicateur de la cohérence du modele
numérique, ainsi que de l'intérét des conditions aux limites périodiques pour
représenter un systéme infini.

m Volumeinfini (extrapolation) o
15 e Confinement (1/L=0.13) N
° u
10 ° 4
(&) ([
< [ J [ J ® ® [ ] [ J -
. |
|
|
5-m ] u " " -
0 | 1 | 1 | 1 | 1 | 1
0,75 0,8 0,85 09 0,95
T2D

F1G. 1.19 — Rapport de viscosités critique pour une situation confinée (1)L ~
0,13) et sans confinement. Cette derniére courbe correspond a la courbe extra-
polée de la figure 1.15.

Finalement, nous présentons sur la figure 1.19 la variation du rapport de
viscosités critique avec le taux de dégonflement, pour une valeur particuliéere
du confinement. Nous avons travaillé avec 1/L ~ 0,13, ce qui correspond a
une distance entre les plaques huit fois supérieure a la taille de la vésicule. On
voit que les effets sont tres forts puisque les seuils sont presque multipliés par
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deux pour les vésicules les plus déformées. Il ne faut pas oublier qu’a deux
dimensions, la portée des interactions hydrodynamiques est logarithmique, et
donc que les effets liés a la présence de conditions aux limites particulieres
dans le systeme ont une importance non négligeable, y compris a des distances
importantes. En général, les difficultés numériques liées a cette divergence sont
assez importantes, et nécessitent des traitements particuliers. L’introduction
d’un nombre de REYNOLDS non nul dans nos simulations contribue d’ailleurs
a limiter ces problémes, en introduisant une sorte de correction inertielle aux
équations de STOKES. Il serait donc intéressant de considérer le méme systeme
a 3 dimensions, car dans ce cas la portée des interactions hydrodynamiques
décroit en 1/r. Les temps de calculs prohibitifs liés a la méthode du champ
de phase nous ont néanmoins empéché toute étude en ce sens. Les méthodes
intégrales peuvent se montrer plus attractives dans le cas présent.

Nous venons de le voir rapidement, la présence d’interfaces rigides a une
influence non négligeable sur la dynamique des vésicules. Le prochain para-
graphe sera consacré a une étude plus systématique des effets de couplage avec
un substrat déformable.
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Chapitre 2

Force de portance au voisinage
d’un substrat déformable

Dans ce paragraphe, nous allons nous focaliser sur les effets induits par
la présence d’une paroi déformable sur la dynamique d’un cylindre rigide ou
d’une vésicule!. Dans un premier temps, nous allons revenir sur le cas connu
de la force de portance induite par la présence d’une paroi rigide a proximité
d’un objet asymétrique. Puis nous nous attacherons a modéliser 1’élasticité
du substrat, en particulier en montrant que les équations de LAME (qui re-
lient les contraintes dans un corps élastique au champ de déformations de
ce corps) retrouvent un caractere local dans la limite des substrats de faible
épaisseur. Enfin, nous reviendrons a notre probleme initial en considérant le
cas d’un cylindre soumis a un cisaillement preés du substrat déformable, puis
nous étendrons notre étude au cas des vésicules.

Nous présenterons également un calcul analytique perturbatif qui nous a
permis de mettre en évidence le caractere universel de la force de portance dans
le cas du cylindre. Les calculs numériques que nous avons effectués étaient basés
sur une approche de type champ de phase pour les étapes préliminaires. Les
résultats définitifs ont fait appel a la technique des fonctions de GREEN, déja
évoquée dans le précédent paragraphe.

Comme nous 'avons mentionné au début du paragraphe d’introduction de
cette partie, nous cherchons a modéliser ainsi le comportement dynamique de
cellules sanguines en écoulement dans des capillaires, dont la paroi est tapissée
d’une couche de gel déformable, le glycocalyx. La pertinence de notre modele
sera plus longuement discutée dans le prochain chapitre.

1. Nous verrons par la suite que nous avons adopté le modele des vésicules pour simuler
la dynamique du cylindre.
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2.1 Symétrie des équations de Stokes

Nous allons étudier I'influence des propriétés de symétrie des équations
de STOKES dans un domaine {2 délimité par une frontiere 02 invariante par
Popération © — —z (symétrie miroir). Un tel systéme peut étre par exemple un
cylindre soumis a un cisaillement au voisinage d’une paroi rigide (voir figure
2.1). Si les effets inertiels peuvent étre négligés, la dynamique du fluide est
déterminée par les équations de STOKES :

nAvyg —VF =0
V.VO =0 (21)
Vo(r € aQ) = uo(r)

avec ug(r) la vitesse sur la frontiere 0f). L’hypothése supplémentaire
que nous allons faire concerne I'antisymétrie de cette vitesse, qui se traduit
mathématiquement par:

Uoy(2,y,2) = —ugy(—2,y,2)

Une réalisation pratique de ce systéme consiste a placer un cylindre
sous cisaillement au voisinage d’une paroi rigide. Dans un écoulement de
POISEUILLE par exemple, I’hypothése précédente n’est pas vérifiée, et le
raisonnement suivant ne s’applique pas. La pression quant a elle est nulle a
I’infini. Nous allons appliquer deux transformations au systeme, qui laissent
les équations de STOKES invariantes. La premieére consistera a transformer x
en —z (symétrie miroir), la seconde a changer ¢ en —t, ce qui se traduit par
un renversement des vitesses et des forces, dans un systéme suramorti.

{ uO,z(xay’Z) = U’O,m(_x’y’z) (22)

Fi1a. 2.1 — Renversement du temps, symétrie miroir et force de portance.

Le raisonnement est schématisé sur la figure 2.1. Imaginons qu’une force de
portance répulsive existe dans le systéme (schéma central). Par renversement
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du temps, nous obtenons une force orientée vers le bas (schéma de droite). Si
maintenant nous considérons le systéme symétrique du premier (par rapport
a un axe vertical : schéma de gauche), il n’y a aucune raison que la force soit
orientée différemment que dans le premier cas, elle est donc répulsive. Mais
il est clair que les contraintes appliquées par le cisaillement dans ces deux
derniers cas (apres renversement du temps et symétrie miroir) sont les mémes,
et donc, par unicité des solutions, que la force de portance résultante doit étre
la méme. Cette derniere est donc nécessairement nulle dans une telle géométrie
symétrique.

Il existe deux fagons non exclusives de briser cette symétrie géométrique.
Le cas traité par Isabelle CANTAT [26] revenait a rendre déformable, et donc
asymétrique (du fait de I’écoulement imposé) I’objet soumis au cisaillement (il
s’agissait bien entendu d’une vésicule). Nous nous sommes intéressés au cas
opposé, c’est-a-dire dans lequel l'objet reste symétrique (une spheére, ou un
cylindre & deux dimensions), mais ou la paroi cette fois devient déformable.
Le raisonnement est a priori toujours valable, et nous nous attendons a voir
apparaitre une force verticale sur le cylindre.

Dans ce dernier cas, nous pouvons méme aller plus loin. En effet, deux cas
limites sont alors triviaux. Le premier concerne le cas du mur rigide. Nous
I’avons vu, la force de portance est alors nulle. Dans le second, a I'inverse, le
substrat est infiniment déformable. Dans cette configuration, il va se confondre
avec une ligne de courant et est passivement transporté par 1’écoulement. Il
n’aura donc aucune influence ni sur la vitesse, ni sur la pression. La force de
portance sur le cylindre est alors nulle également. Entre ces deux extrémes, un
maximum doit exister.

Naturellement, le cas des vésicules est plus complexe, puisqu’alors la force
de portance est non nulle méme dans le cas d’un substrat rigide. La question
de la persistance de ce maximum est posée a la fin de ce paragraphe.

2.2 Modélisation du systeme

Le premier probleme consiste donc a modéliser la réponse élastique du sub-
strat. Nous allons voir que nous pouvons nous passer de la résolution complete
des équations de 'élasticité dans le substrat, qui, malgré leur linéarité, sont
complexes puisque non locales [92].

2.2.1 Approche analytique: linéarisation des équations
de Lamé
Nous allons donc considérer le cas d’un substrat d’épaisseur L, compris

entre y = 0 et y = —L (voir figure 2.3). Le fluide en mouvement va provoquer
I’apparition de contraintes normales et tangentielles sur le substrat qui seront
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données par:

Onn = F(z,h(z)) 23
ot = G(x,h(x)) '

(h(zx) représente le profil de la paroi). Nous avons implicitement supposé que
le systéeme était invariant dans la direction y. En I’absence de forces volumiques
extérieures, les équations générales des corps élastiques se réduisent a [92]:

03035 + Oy0gy =0
(2.4)
0z0yg + Oyoyy =0

La résolution analytique de ces équations est possible, dans la limite des
faibles déformations. Le principe du calcul est simple. Nous connaissons en effet
la loi de HOOKE qui relie les contraintes aux déformations dans le matériau :

HTUUM - %Ulléik (2.5)

avec u;, le champ de déformations locale défini par Opu; (u; étant le
déplacement dans la direction ¢). E est le module d’YOUNG et o le coeffi-
cient de POISSON. En résolvant le systeme 2.4 en termes de fonctions d’AIRY,
comme cela est détaillé dans 'annexe E, nous pouvons grace a cette derniere
relation obtenir les déformations dans le substrat. Les conditions aux limites
sur la contrainte (équations 2.3) combinées aux conditions de non déformation
sur la partie inférieure du substrat :

Uik =

(2.6)
uy(y =—-L)=0

nous permettent de déterminer entierement la solution, et donc le champ
de déformation dans tout le substrat, qui va ainsi dépendre des contraintes ap-
pliquées. Pour fermer le probleme, nous supposons alors que la contrainte tan-
gentielle est nulle, ce qui est raisonnable dans le cas de faibles déformations, et
nous identifions le déplacement u, (y = 0) avec le profil h(z) de I'interface. Dans
la limite d’un substrat de faible épaisseur devant 'amplitude des déformations,
nous obtenons au premier ordre une relation linéaire entre la déformation ver-
ticale et la contrainte normale appliquée, donnée explicitement par :

o—1 h(x)

Fe) = e+

2.7)

De facon assez surprenante, la non localité propre aux équations de LAME
disparait dans cette limite. Ainsi, pour modéliser la réponse élastique du sub-
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strat, nous n’allons pas devoir calculer le champ de déformation dans tout le
matériau, mais uniquement le déplacement de I'interface.

2.2.2 Approche numérique

Nous allons d’abord considérer le cas général des vésicules: du point de
vue de la modélisation, le cylindre rigide n’apparait alors que comme un cas
particulier. La description mécanique de la membrane reste la méme que dans le
paragraphe précédent. Dans le contexte qui nous intéresse ici, trois contraintes
vont agir sur le fluide:

e la contrainte de gravité, qui agit uniquement sur la vésicule. Cette
contrainte est importante, puisqu’elle va s’opposer a la force de portance
et ainsi permettre a la vésicule d’atteindre un état stationnaire. Dans
le cas du travail d’Isabelle CANTAT, le confinement de la vésicule était
assuré par 'adhésion avec le substrat. Nous avons préféré travailler avec
la gravité, mieux contrdlée (aussi bien d’un point de vue expérimental
que théorique). La contrainte de gravité est donnée par f; = —p.gy avec
pc la densité du cylindre ou de la vésicule, g ’accélération de la pesanteur
et y le vecteur unitaire orienté verticalement. Il s’agit bien d’une force
par unité de volume. Dans le cadre d’une approche de type champ de
phase, cette force est définie dans tout ’espace. Elle est alors donnée
par:

1-6

fy = —peg—5—y- (2.8)

Le temps caractéristique de sédimentation associé a cette force est donné
par Tgedq = nezt/ﬂ-pchQ'

e la contrainte membranaire. En effet, notre objectif est finalement
d’étudier la force de portance exercée sur des vésicules. Cette contri-
bution est donnée par 1’équation (1.21). Deux temps caractéristiques
peuvent étre construits, le premier associé a la relaxation des modes
de courbure, alors que le second, que nous supposerons négligeable par
la suite, est plutot associé a la contrainte d’incompressibilité de la mem-
brane. Les échelles de temps associées sont définies respectivement par
T = Neat B2/ K et 70 = Negt R/T.

e la contrainte liée au substrat, notée f;. Tout d’abord, remarquons
que cette surface est libre, et nécessite donc elle aussi un traitement
particulier. Dans le cadre de notre approche préliminaire, nous avons
décrit la dynamique de cette frontiere grace a un deuxieme champ de
phase ¢, qui obéira a une équation non conservative similaire a celle
utilisée pour 0, associé a la vésicule. La contrainte liée & la membrane est

2. Le facteur 7 vient de l'intégration de f,; sur la section.
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donc calculée dans tout I'espace, et localisée au niveau de la membrane
grace a la fonction de DIRAC régularisée |V¢|/2. L’équation dynamique
qui permettra le calcul de cette contribution est la suivante :

K
of, = —v.V{, + v + €5, Af (2.9)
avec K un module élastique effectif défini d’apres le paragraphe précédent
par:
1 —
K=E ? (2.10)

(1-20)(1+0)

et un terme diffusif stabilisateur. Dans 1’équation (2.9), v est la vitesse
du fluide qui va provoquer le déplacement de l'interface. Le temps ca-
ractéristique associé a cette contrainte est donné par 7 = ney L/ KR

La fréquence de sollicitation par le cisaillement est donnée par . Deux
nombres sans dimension supplémentaires apparaissent donc dans le probleme.
Ils sont regroupés dans le tableau 2.1, qui compléte le tableau 1.1 déja présenté
pour les vésicules isolées (page 113). Le nombre total de parametres s’éléve ainsi
a .

‘ Parametre ‘ Nom ‘ Définition ‘ Valeur typique
Cag Nombre élastique Newt YL/ KR 107441
Cag Nombre de sédimentation | 7ezy/mp.gR 1a4

TAB. 2.1 — Paramétres sans dimension intervenant dans [’étude de la force de
portance.

Le cylindre est alors modélisé en prenant une valeur élevée pour le rapport
de viscosités, et un taux de dégonflement de 1. Une forte viscosité permet de
ralentir la dynamique interne du liquide. En effet, les contraintes de surface et
de périmetre fixés ne sont jamais totalement respectées. Augmenter la viscosité
interne ne supprime pas les écarts, mais ralentit leur apparition. La contrainte
de tension interdit ’apparition de gradients de vitesse sur l'interface du li-
quide, et assure ainsi ’absence de glissement sur I'interface. Les seuls nombres
variables dans ce contexte sont donc le nombre de sédimentation et le nombre
élastique.

Nous allons pouvoir confronter directement les résultats obtenus avec la
méthode du champ de phase a ceux obtenus par le biais d’'une méthode
intégrale, dont le principe est détaillé dans la theése d’Isabelle CANTAT [26],
ou plus complétement dans [120]3. Précisons néanmoins que la particule est

3. L’algorithme initialement développé par Isabelle CANTAT, a été modifié par Thierry
BIBEN pour inclure les effets de déformabilité au niveau de la paroi.
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discrétisée par 60 nceuds, régulierement espacés, alors que le substrat est décrit
par un maillage parabolique de 120 nceuds. La densité de points est plus élevée
au voisinage de la particule (voir 2.2). Il est a noter que le substrat peut ainsi
étre étendu jusqu’a 9000 fois la taille de la particule, ce qui rend les effets de
bord totalement négligeables, comme nous 'avons d’ailleurs vérifié en chan-
geant la taille du domaine de résolution.

«««««««

T e T T T T PP R R BEE e w8

F1G. 2.2 — Maillage initial utilisé pour la résolution en terme de fonctions de
GREEN. Une répartition parabolique de points est utilisée pour le substrat.

2.3 Dynamique d’un cylindre au voisinage du
substrat déformable

Nous commencons donc par nous focaliser sur le cas simple d’un cylindre
infini. Les variables que nous allons utiliser sont représentées sur la figure 2.3.
d(x) désigne la distance entre la position initiale du substrat et le cylindre. h(x)
désigne le profil du substrat déformé (h(z) < 0). dp est la distance minimale
entre le cylindre et le substrat non déformé. Enfin, V, représente la vitesse de
rotation du cylindre, et V; sa vitesse de translation.

Nous allons présenter dans un premier temps les calculs analytiques que
nous avons effectués dans la limite des faibles déformabilités pour le substrat,
puis les résultats numériques.

2.3.1 Calcul analytique perturbatif

Si la distance entre le cylindre et le substrat est suffisamment faible, alors
I’hypothese de lubrification est raisonnable [68]. Cette hypothese revient a
supposer que la courbure du canal formé par le cylindre et le substrat est
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—

Fic. 2.3 — Variables utilisées pour le calcul de lubrification.

négligeable, c’est-a-dire que le profil est suffisamment régulier pour que nous
puissions nous contenter d’une approximation au 1¢" ordre. Les équations de
STOKES se réduisent alors a:

Oyyvz — P'(x) =0
(2.11)
O0yVz + Oyvy =0

avec les conditions aux limites adaptées sur le cylindre et le substrat. Nous
voyons ici clairement apparaitre I’approximation au 1¢" ordre, puisque seules
les dérivées premieres des profils interviennent :

vg(z,d(x)) = =V, ve(z,h(z)) = =V,
(2.12)
vy(z,d(z)) = =V, d'(z) vy(z,h(z)) = =Vih'(z)

Dans ces équations, la notation f'(x) désigne la dérivée de f(x) par rapport
a x. Nous présentons dans ’annexe E un calcul complet du champ de pression
entre le cylindre et le substrat en suivant la procédure présentée dans [147, 153].
Dans ces deux références, un cylindre est soumis a une force horizontale bien
controlée au voisinage d’un substrat déformable. Dans ce cas, la rotation du
cylindre sur lui-méme est nulle.

On peut toutefois utiliser un raisonnement simple qui nous permet d’obtenir
sans calcul une équation reliant la pression a la forme du canal. La linéarité des
équations de STOKES permet d’écrire le débit () en chaque point de l'intervalle
comme la somme de deux contributions. La premiere est due au gradient de
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pression local dP/dz, qui force un profil parabolique de type POISEUILLE. La
seconde est causée par le mouvement relatif des interfaces, qui impose plutot
un profil linéaire de type COUETTE. Ainsi nous avons :

T dr @@) —h@)" + =5 () k() = Q. (2.13)

Si h(z) = d(x), alors le débit est nul, ce qui est normal puisque dans ce cas
la distance entre le cylindre et le substrat est nulle elle aussi.

L’étape suivante consiste alors a utiliser la relation linéaire que nous avons
dérivée dans le paragraphe précédent, qui relie la pression au profil du substrat :

hz) __Plz) (2.14)
L K

avec L I’épaisseur du substrat. Pour que ce dernier soit totalement écrasé
(h(z) = L), il faut que la pression appliquée soit du méme ordre de grandeur
que le module élastique K. Le signe négatif vient de la définition de h(z) qui est
négative (voir schéma 2.3). En injectant cette relation dans ’équation (2.13),
nous obtenons une expression ne faisant intervenir que la pression. Une fois
adimensionnée, cette relation peut étre résolue perturbativement en utilisant
comme petit paramétre un terme essentiellement proportionnel & 1/K (voir
annexe E). L’ordre 0 de ce développement correspond donc & un mur rigide,
Iordre 1 & un mur légérement déformable, etc... Les pressions a ’ordre 0 et 1
sont données par (en variables dimensionnées) :

PO(z) = 2n (V, + Vi) 1
dg (14 22/2Rd,)’

(2.15)

et

P (g) = 10e V) V2Ddo ( 0 12 4) . (2.16)
2d; 5 (1 + 22/2Rd,) (14 22/2Rd,)

La contribution d’ordre 0 est antisymétrique par rapport a x et ne donne
donc pas de force de portance, comme nous pouvions nous y attendre compte-
tenu du paragraphe précédent. Par contre, la pression au premier ordre est
bien symétrique, et donne une force résultante non nulle et positive:

F(l)

port =

+oo 3/2,,2 2
/ PO(z)de = 3nv2 LR (V; + Vi)

2.17
5 4 Kd'? (217)

(les détails du calcul sont donnés dans ’annexe E).

Remarquons que la force de portance décroit avec l'altitude (ce qui est
tout-a-fait intuitif: au-dela d’une certaine distance I'influence du substrat est
totalement négligeable. Nous retrouvons alors un probleme symétrique, sans
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force de portance). L’état stationnaire est alors atteint quand la somme des
forces sur le cylindre est nulle, ce qui nous conduit a la relation suivante :

N2
F(lzt =pRg = 37r\/§CaKCaG% =
(do/R)

PO

avec V;, = (V. +V}4)/2. Ainsi, quelle que soit la valeur du poids du cylindre,
nous nous attendons a ce que la hauteur d’équilibre soit une fonction du produit
CakgCag, dans la limite des faibles Cax. Nous allons pouvoir vérifier cette
hypothése numériquement.

Une derniére remarque s’'impose avant cela. Il faut bien noter que la quan-
tité V;,, dépend elle-méme de dy/R d’une fagon que le simple modele de lubrifi-
cation que nous avons développé ici ne nous permet pas de prévoir. Un certain
nombre de modeles permettent d’obtenir la vitesse de translation dans un
fluide au repos d’un cylindre rigide au voisinage d’un substrat lui aussi ri-
gide, si la force motrice est constante et parallele au substrat. Si nous notons
F cette force, au premier ordre nous obtenons [80] :

(2.18)

_F[2dy
~4mV R

Dans ce cas la vitesse de rotation est nulle. Sous cisaillement, il est difficile
d’exprimer la force motrice F', méme si en général une simple analyse dimen-
sionnelle F' ~ n¥yR suffit & donner de bons résultats [26]. D’autres auteurs

ont calculé la vitesse de rotation et de translation d’une sphere soumise a un
cisaillement au voisinage d’une paroi rigide [65]:

t (2.19)

0,7431

Vi = dos
t = %070,6376 — 0,200In (do/ R)

(2.20)
RY 0,8436

20,6376 — 0,2001n (dy/R)

Ces résultats sont valables dans la limite de lubrification. De fagon surpre-
nante, il semblent suggérer qu’une sphére posée sur un substrat (dy = 0) et
soumise & un cisaillement ne bougera pas (V;,V; — 0). La dépendance loga-
rithmique est ici essentiellement la conséquence de la symétrie sphérique de
I’objet considéré, et il serait difficile d’utiliser ces résultats pour fermer notre
probleme. Nous allons donc adopter une autre approche.

V, =

2.3.2 Résultats numériques

Nous avons mesuré l'altitude d’équilibre du cylindre pour différentes valeurs
des parametres Cay et Cag [13]. Les résultats bruts sont représentés sur la
figure 2.4. Un maximum est nettement visible, que nous pouvons interpréter
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comme un maximum dans la force de portance. En effet, dy est une fonction
de la force de portance, qui est égale dans la situation d’équilibre au poids P
du cylindre, et de la rigidité K du substrat. Nous pouvons alors écrire:

0dy
0K

__ O
P

oP

il (2.21)
« OK

Fport dO

Or, d, est une fonction décroissante du poids P, et ainsi le maximum ob-
servé pour dy correspond bien a un maximum pour la force de portance.

Dans la limite des faibles déformabilités, nous pouvons voir sur la figure 2.5
que l’altitude obéit a une loi de puissance en fonction du parametre CaxCag.
Nous pouvons ainsi écrire:

% x (CaxCag)’ (2.22)

avec 3 ~ 0,25 (voir figure 2.5). En injectant cette relation dans I’équation
2.18, nous arrivons sans difficulté a la relation suivante pour la vitesse

moyenne :
dO Hiub
v, o 2 2.23
x (R) (2.23)

avec i, = —(1/8 — 3.5)/2. Nous nous attendons donc & obtenir un com-
portement de type loi de puissance pour la vitesse moyenne également, ce qui
est manifestement le cas d’apres la figure 2.6 (log-log). Nous avons donc:

oo () (2.2)
m R -

avec lnum = 0,77. Si notre modele de lubrification est valable, nous nous
attendons a trouver:

Hnum = Hiub (225)

Cette relation n’est pas du tout vérifiée puisque 1, = —0,25. La figure 2.4
fournit un premier élément pour expliquer un tel désaccord. Pour les valeurs
les plus faibles de Clak, qui correspondent a priori au domaine d’application
du modele de lubrification, I’altitude d’équilibre du cylindre n’est pas du tout
nulle. Elle est méme comparable au rayon du cylindre lui-méme. Deés lors,
I’approximation au premier ordre pour le profil de I'intervalle n’est plus du
tout raisonnable, et il est donc normal que ’approximation de lubrification ne
donne pas de meilleur résultat ici.

Nous pouvons comprendre 1’origine de ce probleme en nous rappelant que
notre algorithme de résolution implique l'existence de conditions aux limites
périodiques, qui peuvent avoir un effet non négligeable sur la dynamique, en
particulier a deux dimensions. Dans le cas présent, les contraintes géométriques
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Fi1G. 2.4 — Altitude en fonction de la déformabilité du substrat, résultats bruts
(champ de phase).
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F1c. 2.5 — Altitude en fonction du produit CaxCag (champ de phase). Un

comportement asymptotique de type loi de puissance est visible dans la limite
des faibles Cag.
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F1G. 2.6 — Altitude en fonction de la déformabilité du substrat (champ de
phase).

sont treés importantes puisque les déformations du substrat peuvent s’étendre
au-dela du domaine de résolution effective des équations dynamiques. Il
convient alors de parler de la densité de cylindres, qui est inversement pro-
portionnelle a la taille du domaine de résolution numérique. Dans le bilan des
forces mécaniques qui interviennent sur le substrat, c’est cette densité qui est
importante. Quand elle devient suffisamment forte, des déformations cumulées
apparaissent méme aux tres faibles valeurs de C'ag, et provoquent "apparition
d’une force de portance supplémentaire. Nous verrons d’ailleurs que ces effets
apparaissent sur toute la plage de valeurs de C'ax que nous avons explorée.

Par ailleurs, ces mémes conditions aux limites périodiques impliquent 1’exis-
tence d’une seconde paroi (et méme d’une infinité, en toute rigueur...) au des-
sus du cylindre. Cette fois encore, si le domaine de résolution est trop petit,
le cylindre va ressentir la présence de cette seconde paroi, qui va provoquer
I’apparition d’une seconde “force de portance”, opposée a la premiere. Cet effet
est d’autant plus sensible que le cylindre est léger, puisqu’alors son altitude
d’équilibre est plus importante.

Naturellement, il est toujours possible d’augmenter la taille du domaine
de résolution, mais les temps de calculs deviennent rapidement prohibitifs. En
effet, il ne faut pas oublier que nous avons trois équations supplémentaires a
résoudre (une pour le champ de phase ¢ associé au substrat, et deux pour la
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Domaine de calcul
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Fi1G. 2.7 — Schéma des conditions aux limites périodiques dans la direction du
cisaillement (champ de phase).

force de rappel, qui est vectorielle). Pour toutes ces raisons, il était plus raison-
nable d’utiliser la méthode des fonctions de GREEN pour étudier ce probleme.
La méthode du champ de phase, plus facile & implémenter dans un premier
temps, nous a permis de confirmer I’existence de cet effet, et de déterminer les
ordres de grandeurs pertinents pour les différents parametres.

Nous voyons que dans le cadre de cette modélisation, les résultats sont bien
meilleurs. En effet, le cylindre sédimente effectivement jusqu’au substrat (voir
figure 2.8) dans la limite des faibles déformabilités du substrat (qui correspond
a Cax < 107?). Nous avons pu également explorer une gamme de valeurs plus
large pour le parametre Cag, puisque nous n’étions plus limités par aucun
effet de confinement. Le tracé de 'altitude réduite en fonction de CaxCag
nous donne 3 ~ 0,44. Il convient également de remarquer que pour une valeur
de Cag identique, I'altitude d’équilibre atteinte par le cylindre est nettement
supérieure dans le cas du champ de phase, du fait méme des conditions aux
limites périodiques évoquées ci-dessus.

De la méme fagon que précédemment, nous pouvons alors mesurer la vi-
tesse moyenne V,,, et nous obtenons la courbe 2.10. Une loi de puissance peut
étre utilisée pour obtenir une loi de comportement asymptotique dans la limite
des faibles déformabilités. En nous inspirant de la dépendance en racine carrée
du résultat de JEFFEREY (2.19), nous constatons que l’exposant finy, = 0,5
est en bon accord avec les valeurs obtenues numériquement (voir figure 2.10).
Nous voyons également sur cette courbe que le comportement en loi de puis-
sance n’est véritablement raisonnable que pour les faibles valeurs de dy/R (qui
correspondent typiquement a des altitudes d’équilibre de I'ordre du dixieme
du rayon du cylindre).

Nous obtenons une valeur légérement différente en injectant une loi de puis-
sance dans le résultat de la lubrification (pu, ~ 0,61). Néanmoins, l’accord est
bien meilleur que dans le cadre d’une approche de type champ de phase. Nous
pouvons imaginer que les résultats pourraient eétre améliorés en introduisant

4. ’ensemble du développement de cet algorithme a été effectué par Thierry BIBEN sur
la base des résultats préliminaires obtenus par la méthode du champ de phase.
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F1a. 2.8 — Altitude en fonction de la déformabilité du substrat (méthode
intégrale).
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Fig. 2.9 — Altitude en fonction de la déformabilité du substrat (méthode
intégrale).
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une longueur de coupure artificielle dans le calcul de lubrification (voir an-
nexe E). En effet, dans le cadre de ce calcul nous sommes amenés a intégrer
I’exces de pression sous le cylindre entre —oo et +00 puisque nous approximons
la forme du cylindre par une parabole. En principe, une telle approximation
n’est pas déraisonnable si I’exces de pression décroit suffisamment rapidement,
mais en toute rigueur il n’est jamais nul. Toutefois, un tel traitement ne ferait
que rejeter la difficulté dans I’évaluation de cette longueur, sans réellement
modifier les fondements du traitement. Nous n’avons donc pas cherché a aller
plus loin dans cette direction.

En utilisant les relations (2.17) et (2.24) nous obtenons la dépendance sui-
vante pour la force de portance:

27, R 7/2—2u1up
O 2.26
pOT‘t KR2 d() 7 ( )

soit encore, avec [nyym = 0,5:

1) ’172L R1/2
port ™ "1 " 579
K do/

(2.27)

Cette relation est valable dans la limite de lubrification. Les deux approches
livrent une derniere information intéressante. Il est tentant en effet d’essayer
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de regrouper les différentes courbes obtenues en une seule courbe maitresse,
compte-tenu de leurs similitudes (voir figure 2.4 et 2.8). Dans ce cas, le pa-
rametre de contrdle pertinent est le rapport Cax/Cag:

Cak Pcd
Cae T (2.28)
qui traduit explicitement la compétition entre la force appliquée au systeme
par I'intermédiaire du poids du cylindre et la résistance du substrat. Le fluide,
caractérisé par sa viscosité 7 et son écoulement (gouverné essentiellement par
%) n’intervient pas dans 1’équilibre des forces mécaniques. En d’autres termes,
I’écoulement va agir sur 'amplitude du maximum que nous avons mis en
évidence, par l'intermédiaire du parametre Cag, mais pas sur sa position.
Nous aurons donc une relation universelle du type:

d a
EO =Cal f (g;;) (2.29)

avec a = 0,9 dans le cas du champ de phase et o = 0,88 avec la méthode
intégrale. La fonction f est représentée sur les graphes 2.11 et 2.12.Une fois
encore, le champ de phase se révele tout-a-fait efficace pour mettre en évidence
qualitativement les effets physiques, et permet méme d’obtenir les lois d’échelle
correctes, ce qui est révélateur de la cohérence et d’une certaine robustesse de
la méthode. Les différents exposants mesurés sont regroupés dans le tableau
2.2, page 145.

‘ Exposant ‘ Champ de phase ‘ Méthode intégrale ‘

3 0,25 0,44
Htub 0,25 0,61
[num 0,77 0,50
o 0,90 0,38

TAB. 2.2 — Exposants mesurés dans le cas du cylindre, avec la méthode du
champ de phase et les fonctions de GREEN.

Notre objectif initial était néanmoins d’étudier la force de portance sur les
vésicules. Compte-tenu des remarques que nous avons pu faire jusqu’a présent,
nous avons préféré utiliser la méthode intégrale.

2.4 Le cas des vésicules

Plusieurs études consacrées a la dynamique de vésicules sous cisaillement
ont été proposées récemment. Une premiere classe de problemes concerne la
transition de décollement induite par cisaillement sur des vésicules en adhésion
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sur un substrat rigide [25, 146]. La premiére approche, numérique, était basée
sur une résolution complete du probleme de STOKES bidimensionnel par le biais
des fonctions de GREEN. La seconde reposait sur un calcul de lubrification lui
aussi bidimensionnel sur une sphéere tronquée. Dans les deux cas, un taux de
cisaillement critique a pu étre mis en évidence, au-dela duquel la vésicule se
décolle du substrat.

dx) ¥

h(X) o S

b > > > P _r > i e s —» —

F1c. 2.13 — Configuration typique pour une vésicule avec Top = 0,6.

L’apparition de la force de portance a été confirmée par un calcul numérique
tridimentionnel basé lui aussi sur 'utilisation des méthodes intégrales [161].
Dans ce travail, les auteurs mesurent la vitesse de dérive de la vésicule et en
utilisant la relation de STOKES pour les billes en sédimention dans un liquide
visqueux (F = 6mnRv), ils en déduisent une relation en R*/d2 pour la force de
portance en ’absence de gravité. Ce résultat est alors utilisé pour confronter
les prédictions numériques aux résultats expérimentaux en présence de gravité.
Certains calculs perturbatifs tiennent compte du contraste de viscosités et des
deux types de mouvement possibles, évoqués dans le chapitre précédent (“tank
treading” et bascule) [109]. Dans le régime stationnaire, une vitesse de dérive en
R3/d2 est ainsi obtenue. Cette vitesse tend vers 0 au voisinage de la transition
de bascule. Dans le régime non stationnaire, la vitesse de dérive est nulle en
moyenne, ce qui est assez intuitif puisqu’alors nous retrouvons une symétrie
sphérique, qui implique la disparition de la force de portance.

Expérimentalement, la force de portance exercée sur des vésicules pesantes
a pu étre mesurée par visualisation directe de l'altitude d’équilibre [3]. En
changeant le rapport de densité entre les liquides internes et externes, les au-
teurs ont pu obtenir la dépendance de la force de portance en fonction de la
hauteur. Ils obtiennent ainsi une dépendance en R3/dy, valide méme en dehors
du domaine de lubrification.

Nous avons repris la méme valeur C'a, = 0,5 pour la déformabilité de la
membrane par courbure que dans I’étude de la transition de bascule. Par souci
de simplicité, nous avons fixé le contraste de viscosités a 1, ce qui est bien
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inférieur a toutes les valeurs du seuil de transition que nous avons mesurées
dans le paragraphe précédent. En outre, I'introduction d’une paroi a plutot
tendance a relever ces seuils. Ainsi, nous nous sommes affranchis des possibles
complications induites par la présence d’un mouvement instationnaire de type
bascule.
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F1G. 2.14 — Altitude en fonction de la rigidité du substrat (méthode intégrale).
Influence du tauzr de dégonflement.

Le seul parametre supplémentaire par rapport au cas des spheres est donc
le taux de dégonflement 7p, que nous avons fait varier entre 0,6 et 0,98.
Une configuration typique est représentée sur la figure 2.13, avec un taux de
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dégonflement de 0,6.
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Fi1Gc. 2.15 — Altitude en fonction de la rigidité du substrat. Influence de la
gravité.

Nous pouvons adapter notre calcul de lubrification au cas des vésicules.
Il est alors important de tenir compte de ’asymétrie qui va impliquer ’ap-
parition d’une force de portance non nulle, y compris pour les substrats ri-
gides. Par exemple, nous pouvons décrire le profil inférieur de la vésicule par
deux branches de paraboles de courbures différentes, le rapport entre les deux
courbures étant désigné par un parametre heuristique w (voir annexe E). Ce-
pendant, il est alors difficile de relier ce parametre au taux de dégonflement,
qui est lui une caractéristique intrinseque de I'objet. Néanmoins, il est certain
qu’une telle force existe, et que par conséquent I’existence du maximum peut
a prior: étre remise en cause.

Sur les courbes de la figure 2.14, nous avons représenté les altitudes
d’équilibre pour différentes valeurs du taux de dégonflement. On voit nette-
ment sur les courbes brutes (a gauche) que le maximum subsiste, y compris
pour 5p = 0,6 qui correspond a une vésicule trés dégonflée (voir le profil cor-
respondant sur la figure 2.13). Dans le méme esprit que dans le cas du cylindre,
nous avons cherché a regrouper ces courbes sur une seule courbe maitresse en
choisissant comme parameétre le rapport Cax/Cag. Un tel collapse est pos-
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sible comme nous pouvons le voir sur la figure 2.14 (courbes de droite), ce qui
témoigne une fois encore d’une certaine universalité dans ce systeme.

Nous avons légerement changé de perspective sur la figure 2.15 ou nous
avons porté 'altitude d’équilibre a C'ag constant et 7op variable. Ici, la simi-
larité des courbes est perdue, mais nous voyons nettement que la position du
maximum est tres robuste et n’est pas affectée en particulier par le taux de
dégonflement de la vésicule.
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F1G. 2.16 — Vitesse moyenne Vy, pour différents taux de dégonflement (de 0,6
0,98) et différentes valeurs de Cag (entre 0,8 et 1,6).

Il est également possible de mesurer la vitesse moyenne (définie comme
pour les vésicules gonflées comme la moyenne des vitesses de rotation de la
membrane et de translation de la vésicule) en fonction de Paltitude d’équilibre
de la vésicule (figure 2.16). Nous obtenons alors le méme type de comportement
que dans le cas des cylindres, a savoir un régime asymptotique dans la limite des
faibles déformations, qui peut étre raisonnablement caractérisé par un exposant
Unum = 0,5, identique & celui obtenu pour le cylindre (7,p=1). Dans le cas des
vésicules par contre, nous avons un parametre physique supplémentaire qui
est le taux de dégonflement, mais qui ne semble pas intervenir dans la relation
vitesse-altitude. Par ailleurs, la lubrification nous donne une contribution au
premier ordre pour la force de portance, donnée par:
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port Y T 7 (230)

avec un préfacteur qui contient le taux de dégonflement. En injectant V,, ~
(do/R)'/?, nous obtenons:

F(O) N an/?
port 1/2
dy/

(2.31)

Cette relation est valable pour une vésicule bidimensionnelle au voisnage
d’un substrat rigide.

Les lois de puissance pour la force de portance (2.27) et (2.31) sont
directement issues d’une analyse de lubrification qui prend en compte la
forme de I’écoulement entre le cylindre (ou la vésicule) et le substrat. Cet
écoulement serait assez différent a trois dimensions, et il y a de fortes chances
pour que les exposants soient différents dans ce cas. Par contre, I’existence
de la force de portance n’est pas remise en question, puisqu’elle est basée
sur des propriétés de symétries valables aussi bien a deux dimensions qu’a trois.

Pour conclure ce chapitre consacré a quelques propriétés dynamiques
des vésicules, il nous a semblé important de commenter les propriétés bio-
mimétiques de ces objets, qui sont souvent mises en avant pour ce qui concerne
leurs morphologies d’équilibre. Nous avons cherché a savoir ce qu’il en était
réellement dans les situations hors équilibre.
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Chapitre 3

Biomimeétisme des vésicules?

Les vésicules sont souvent présentées comme un systéme modele pour
les globules rouges, ne serait-ce que pour les similitudes de morphologies
constatées entre ces deux objets a I’équilibre. Pour conclure cette partie, nous
allons dans un premier temps comparer les propriétés mécaniques des globules
rouges et des vésicules par une étude de I'importance relative des différents
modes de déformations envisageables. Ceci nous permettra de mettre en avant
la pertinence du modele des vésicules dans les situations hors équilibre. En-
suite, nous passerons rapidement en revue les caractéristiques physiques et
morphologiques du systeme circulatoire, en particulier des capillaires, afin de
faire le lien avec les problemes de force de portance présentés dans le chapitre
précédent.

3.1 Les globules rouges

Les globules rouges (ou érythrocytes) sont les constituants majeurs du sang.
IIs représentent en effet 40 & 50 % du volume sanguin [65]. Les autres cel-
lules importantes sont les globules blancs et les plaquettes, qui a elles deux
ne représentent que 1 % des particules sanguines, en volume. Les globules
blancs sont des cellules tres complexes qui participent a la défense immuni-
taire de l'organisme. En circulation, ils peuvent étre assimilés a des spheres
de quelques um de diametre. Par contre, une fois adhérés sur les tissus, ils
peuvent développer des excroissances spectaculaires appelées pseudopodes. En
circulation, toutes ces cellules sont suspendues dans un liquide appelé plasma
dont la viscosité est comparable & celle de 'eau (de lordre de 1,2.1073Pa.s)
[33]. Le liquide enfermé dans le globule rouge est ’hémoglobine, qui présente
un comportement essentiellement newtonien dans les conditions physiologiques
[152].

D’un point de vue géométrique, le globule rouge sain a une forme biconcave
caractéristique. Son diametre est d’environ 8 um, et son épaisseur varie de 1 ym
au centre 3 2 yum en périphérie. Son volume est de 90 um? et sa surface 140 um?.
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Le taux de dégonflement correspondant est donc 7 ~ 0,58. La minimisation
fonctionnelle de 1’énergie libre d’HELFRICH avec un tel taux de dégonflement
conduit a des formes discocytes tout-a-fait similaires, comme on peut le voir
sur la figure 3.1 (voir aussi [144]).

S

eytosqueletie

chalestéral .~ protéine de transport |
(eanaly

O Liquide extracelidaie. B Cytoplasme

Fic. 3.1 - Sur la figure de gauche (d’aprés hitp://www.mpipks-
dresden.mpg.de/mpi-doc/julichergruppe) on voit les morphologies typiques des
vésicules obtenues par minimisation fonctionnelle d’une énergie libre de type
HELFRICH. En A, nous avons la forme prolate, en B la forme oblate bicon-
cave, trés semblable a celle des globules rouges (figure centrale). En diminuant d
l’extréme le tauz de dégonflement, on arrive a des formes invaginées semblables
a celles de l'image C, et enfin, il est également possible d’obtenir des vésicules
présentant un col trés marqué, si la courbure spontanée ¢y est non nulle (image
D). Sur la figure de droite, nous avons représenté schématiquement la structure
membranaire du globule rouge.

D’un point de vue structurel, la membrane du globule rouge est composée
de deux parties (voir figure 3.1). La premiére est une bicouche lipidique ana-
logue a celle des vésicules. La seconde est un réseau a maille triangulaire de
protéines (spectrines) ancrées sur la partie interne de la bicouche. Ce réseau
confere au globule des propriétés élastiques particulieres. Ainsi, deux types
de tensions vont apparaitre dans la membrane quand le globule sera soumis
a un écoulement hydrodynamique. Le premier sera isotrope et garantira la
conservation locale de la surface au niveau de la bicouche de phospholipides.
Le second pourra présenter un caractére anisotrope et sera associé au réseau
de spectrines [120].

D’un point de vue dynamique enfin, les globules rouges peuvent présenter
un mouvement stationnaire de “tank treading” analogue a celui que nous avons
présenté pour les vésicules dans le chapitre 1 de cette partie [60]. Ce mouvement
est observé si la viscosité du liquide externe est suffisamment importante. En-
fin, la déformation de la cellule augmente avec le taux de cisaillement appliqué,
ce qui est a mettre en parallele avec les résultats analytiques de SEIFERT pour
les membranes, en présence de fluctuations [145].

Nous pouvons alors reprendre les trois modes de déformation possibles
de la membrane et comparer leur importance relative en situation hors
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équilibre. Expérimentalement, les mesures des propriétés mécaniques des ob-
jets déformables de la taille des globules rouges ou des vésicules sont basées sur
la technique d’aspiration par micropipettes, décrite dans [112]. Les différents
modules élastiques ainsi mesurés sont regroupés dans le tableau 3.1. Le module
de compression est comparable dans les deux cas, ce qui est tout-a-fait nor-
mal puisque ce mode est essentiellement supporté par la bicouche lipidique. Le
module de cisaillement est nul pour les vésicules dont la membrane peut étre
assimilée a un liquide bidimensionnel incompressible. Dans le cas des globules
rouges, ce n’est plus le cas, a cause du réseau de spectrine. Enfin, le module de
courbure est beaucoup plus faible dans le cas des vésicules que dans le cas des
globules rouges, ce qui la aussi compréhensible puisque la membrane effective
du globule est beaucoup plus épaisse que celle des vésicules, toujours a cause
du réseau de spectrines.

‘ Déformation ‘ Globule rouge ‘ Viésicule ‘

Compression | X, ~(0,1-1,0) Jm™2 Xe ~(0,1-1,0) Jm™2

Cisaillement | x. ~(4,0-6,5).10 %J.m 2 Xe~ 0 Jm 2
Courbure K ~(1,1-1,8).1071° Kk~ 410720 J

TAB. 3.1 — Comparaison des différents modules élastiques pour les globules
rouges et les vésicules (d’apres [112]).

On peut alors construire une série de nombres sans dimension qui vont
traduire le rapport entre la contrainte appliquée par un écoulement (caractérisé
par un taux de cisaillement 4 ~ 100 Hz) et la déformabilité du globule ou
de la vésicule (de rayon R ~ 10 pum), pour chacune de ces déformations. Si
ces nombres sont tres petits devant 1'unité, alors la déformation par le mode
correspondant sera négligeable (voir tableau 3.1).

‘ Déformation ‘ Nombre caractéristique ‘ Globule rouge ‘ Vésicule ‘

Compression nyYR/Xe 10°° 10°°
Cisaillement YR/ Xc 0,1 00
Courbure nyR®/k 0,1 104

TAB. 3.2 — Importance des modes de déformations pour les globules rouges et
les vésicules, comparaison avec les contraintes hydrodynamiques.

Tout d’abord, le mode de compression est fondamental, aussi bien pour les
vésicules que pour les globules rouges. En d’autres termes, dans les deux cas, la
surface est une quantité conservée pour la dynamique. Le mode de cisaillement
est inexistant pour les vésicules, alors qu’il est relativement important pour les
globules rouges. Le mode de courbure est comparable dans le cas des globules
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rouges. Par contre, le mode de courbure apparait completement négligeable
pour les vésicules en situation dynamique. Ainsi, dans un écoulement, ce qui
va fixer la forme de la vésicule, ce sont avant tout les contraintes de conservation
du volume et de la surface.

Dans nos simulations bidimensionnelles, le mode de cisaillement n’est pas
défini, nous n’en parlerons donc pas. Par contre, nous avons travaillé avec
un module de courbure de I'ordre de 0,5, tout-a-fait comparable a celui des
globules rouges.

Il convient donc de distinguer deux choses. Tout d’abord, le modeéle
théorique. Dans ce cas, la vésicule telle que nous 1’avons modélisée ap-
parait comme une bonne représentation d’un globule rouge. Ensuite, le modele
expérimental. Les vésicules apparaissent ici assez mal adaptées pour rendre
compte des propriétés mécaniques particulieres des globules rouges, sans que
cela remette en cause leur étude expérimentale pour elles mémes.

Enfin, nous pourrions éventuellement raffiner le modele en incluant des ef-
fets dissipatifs dans la membrane, mesurés pour les globules rouges (a deux
dimensions, cet effet n’est pas pertinent). En fait, la membrane de ces cellules
peut étre assimilée a un corps viscoélastique bidimensionnel [10, 151]. Tou-
tefois, dans le cas d’écoulements stationnaires, 1’élasticité semble dominer la
viscosité [152].

Les vésicules ne constituent pas le seul systeme modele pour les globules
rouges. Une autre approche, basée sur |'utilisation de capsules, s’est révélée
elle aussi particulierement féconde dans les situations dynamiques. D’un point
de vue mécanique, une capsule est une membrane élastique de faible épaisseur.
Les contraintes élastiques dont il est question ici sont anisotropes et sont as-
sociées au cisaillement dans la membrane. Ces objets ont donné lieu a de nom-
breuses études depuis les premiers travaux analytiques de BARTHES-BIESEL
& RALLISON [8, 9] sur la faible déformation de capsules. Numériquement, les
grandes déformations ont pu étre prises en compte notamment par POZRIKIDIS
[120]. Dans ces études, le mouvement de “tank treading” a pu étre reproduit.
Plus récemment, des travaux expérimentaux ont pu étre effectués [29, 34]. Une
mesure des modules élastique et de cisaillement a pu étre réalisée en situa-
tion dynamique a partir des oscillations caractéristiques de la capsule [29], par
confrontation directe avec les résultats analytiques en faible déformation [10].
Une transition de bascule a été mise en évidence [10, 123]. C’est le rapport
de viscosités qui gouverne la transition, qui est tout-a-fait similaire a celle des
vésicules. Dans le premier cas, la viscosité de la membrane est prise en compte
explicitement dans le calcul. Le seuil de transition est affecté par ce parametre .
Il faut d’ailleurs signaler que dans cette derniere approche, les effets de cour-
bure de type HELFRICH ont été introduits et permettent d’obtenir des mor-

1. 11 convient de mettre ce résultat en parallele avec le modele de KELLER & SKALAK qui
inclue la viscosité membranaire dans les équations par une renormalisation de la viscosité
interne du liquide [85]
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phologies d’équilibre biconcaves. Par contre, 'incompressibilité caractéristique
du globule rouge, due a la membrane lipidique, n’est pas prise en compte dans
ce modele: les variations de surface dans les simulations numériques peuvent
atteindre 10 % [123].

3.2 Le systeme circulatoire

Les globules rouges sont souvent amenés a circuler dans des capillaires
sanguins de tres petite taille (quelques um). L’étude in vivo de cette circulation
a d’ailleurs permis a POISEUILLE d’établir une loi de comportement célebre
reliant la perte de charge au débit dans une conduite cylindrique. Il avait
déja observé que les globules rouges avaient tendance a se regrouper au centre
des capillaires et a “glisser” sur une couche assez mal définie au voisinage
de la paroi, couche qui selon lui devait favoriser les échanges avec le milieu
environnant [119].

Les propriétés mécaniques des parois de vaisseaux sanguins dépendent
beaucoup de leur taille et de leur type:

e les veines rameénent le sang vers le coeur. Les plus petites (parfois ap-
pelées veinules, d’un diameétre de 25 pm environ) se trouvent a la jonc-
tion de plusieurs capillaires (voir ci-dessous). Elles participent également
aux échanges transmembranaires. Le diametre des veines augmente alors
progressivement par fusion, et au-dela de 200 pym, on peut distinguer
trois couches dans la membrane veineuse (I’intima endothéliale, la media
et 1'adventicia conjonctive).

e les arteres ameénent le sang du coeur vers les organes périphériques.
Leurs parois sont composées des trois mémes couches que celles des
veines, et peuvent étre classées en 3 catégories, les arteres élastiques
(conduction du sang), qui se ramifient en artéres musculeuses, puis en
artérioles, d’un diametre inférieur a 0,3 mm. Dans les plus grosses arteres
(de 'ordre du e¢m), le module d’YOUNG de la paroi est de 1’ordre de 2.10°
Pa [174]. L’écoulement peut alors devenir turbulent et la paroi peut se
déformer pour réduire la contrainte dans certains cas pathologiques [88].
En moyenne cependant, les arteres sont plus petites que les veines.

e les capillaires assurent les échanges chimiques entre le sang et les cel-
lules sous-jacentes. Les cellules endothéliales tapissent leurs parois, et
peuvent jouer un role actif dans la régulation des processus interve-
nant dans le développement de I'arthérosclérose [170]. Le tissu qu’elles
composent est assez résistant aux contraintes mécaniques appliquées par
I’écoulement, et peut donc étre considéré comme rigide.

L’interface entre les cellules endothéliales des capillaires, des artérioles ou
des veinules est une zone assez mal définie. Une couche de macromolécules (gly-
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coprotéines et protéoglycanes) tapisse ces parois sur une épaisseur comprise
entre 0,5 et 1 um. Il s’agit du glycocalyx, auquel nous allons nous intéresser
plus précisément a partir de maintenant. Le glycocalyx joue un réle important
dans la régulation des écoulements sanguins [124], la réponse inflammatoire et
la coagulation du sang [125]. C’est d’ailleurs probablement cette couche qui
fut observée par POISEUILLE des 1938.

Ses propriétés mécaniques sont difficiles a évaluer. En général, cette couche
est modélisée comme un milieu poreux composé d’un réseau de macro-
molécules responsables de la réponse élastique, dans lequel circule le plasma
[39, 40, 58, 141]. Ces approches sont essentiellement utilisées pour modéliser la
morphologie des globules rouges en écoulements confinés ainsi que la rhéologie
du sang dans les capillaires?, donc en situation axisymétrique. A notre connais-
sance elles n’ont pas été étendues au cas que nous avons étudié qui autorise
I’apparition d’une force de portance. Il est toutefois acquis que cette couche est
tres déformable. En effet, des observations récentes ont montré que les globules
rouges sont exclus du glycocalyx quand ils circulent a des vitesses de 'ordre
de 20 ym.s !, alors qu’ils envahissent totalement le capillaire au repos [171]. A
partir du module de cisaillement x, ~ 107%J.m 2 des membranes de globules
rouges, et d’une échelle de longueur caractéristique pour les globules rouges de
I’ordre du um, on peut estimer que le module élastique de la couche ne peut
étre supérieur & quelques N.m ™2 [125]. Par ailleurs, les contraintes typiques de
cisaillement 77 sur les cellules endothéliales qui composent la paroi des capil-
laires sont de I'ordre de 2 N.m~2 [125, 143]. Tl est raisonnable de penser que la
rigidité de la couche de glycocalyx devra étre du méme ordre de grandeur. Si
elle était beaucoup plus faible, elle ne résisterait pas a la contrainte appliquée.
Signalons également qu’une approche analytique de la compression du réseau
de protéines donne une valeur moyenne de I'ordre de 10 & 20 N.m~2 pour le
module élastique global [172].

Pour faire le lien avec notre modele, deux points restent encore a élucider.
Le premier concerne la définition précise du module élastique K que nous avons
utilisé, et qui dépend a la fois du module d’YOUNG et du module de POISsoON
du glycocalyx. Compte-tenu des difficultés évidentes pour accéder a ces pa-
rametres dans un systeme biologique réel, et compte-tenu également de notre
niveau d’approximation, nous allons nous contenter d’assimiler K au module
élastique estimé a partir des observations précédemment citées. Par ailleurs, le
parametre C'ag doit étre estimé a partir d’une force de compensation qui n’est
certainement pas la gravité dans le cas d’un réseau circulatoire complexe. En
fait, cette force de confinement trouve alors son origine dans les interactions
avec les autres cellules présentes dans ’écoulement (globules rouges et blancs
essentiellement). Etant d’origine hydrodynamique, on s’attend a ce qu’elle se
comporte comme 7y, avec un préfacteur qui dépendra de la densité de cellules

2. Notamment 1’effet FAHRZUS-LINDQVIST qui se traduit par une variation de la viscosité
effective du sang avec le diametre du capillaire.
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en circulation et de leurs géométries. Des lors, on peut s’attendre a une valeur
de Cag de 'ordre de I'unité, qui correspond au choix que nous avons fait dans
notre étude.

En prenant L ~ 1pm et un module élastique K ~ 1 —10 Pa, on obtient:

_ Lny 1076.2

" RK " (1-10).3.10°
soit une valeur de I’ordre de 0,05 & 0,5. Nous avons pris R ~ (3V/4m)Y/3 =3

wm pour le rayon du globule et 7y ~ 2 N.m™2.

Si le cas des spheres peut étre per¢cu comme un bon modele pour les globules
blancs en circulation [175], alors notre modéle nous permet de conclure que la
force de portance est optimale dans le régime physiologique. Ainsi, les globules
blancs seraient aisément repoussés de la paroi endothéliale par un simple ef-
fet mécanique. Par ailleurs, les fortes variations de I'altitude d’équilibre avec
notamment les propriétés élastiques du glycocalyx (voir courbe 2.8, page 143)
nous indiquent que toute modification dans la rigidité du substrat pourrait
avoir de sérieuses conséquences sur la distance du globule blanc a la paroi. Il
est tentant de penser alors aux premieres phases de la réponse immunitaire,
dans lesquelles les leucocytes doivent s’approcher des cellules endothéliales
avant de pénétrer dans les tissus. En particulier, il est bien connu que les
globules blancs ont plutot tendance a adhérer aux parois des veinules post-
capillaires qu’a celles des artérioles [175]. Or, les contraintes de cisaillement
sont plus faibles dans les veinules: dans nos notations, cela revient a dire que
Cag est plus faible, et par conséquent, nous pouvons imaginer que la force de
répulsion diminue elle aussi (voir figure 2.8). Il convient malgré tout de rester
tres prudent. En effet, il est certain que les processus purement mécaniques
que nous venons de décrire peuvent avoir un role non négligeable dans 1'ini-
tiation de la réponse immunitaire, mais il ne faut pas oublier qu’il s’agit en
réalité d’un processus extrémement complexe faisant intervenir de nombreux
effets biochimiques [175].

De la méme fagon, on pourrait dire que les globules rouges subissent une
force importante et quasiment constante, indépendamment de 1’élasticité du
glycocalyx ou de la contrainte de cisaillement locale (d’apres les courbes de la
figure 2.14 avec op = 0,6). En d’autres termes, ces cellules n’auront jamais
tendance a s’approcher de la paroi, sauf dans les cas d’extréme déformabilité
(Cax > 1). Dans ce cas, l'intégrité du glycocalyx pourrait raisonnablement
étre remise en cause. Mais la encore, la plus grande prudence est nécessaire.

Cak (3.1)

Enfin, et de fagon peut-étre plus anecdotique, signalons que certains com-
posés chimiques présents dans les glaces précométaires possedent la propriété
de s’autoassembler en structures vésiculaires qui pourraient avoir joué un role
dans ’émergence de la vie [52]. Mais ceci est un vaste débat qui dépasse encore
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plus largement le contexte de cette these...
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Quatrieme partie

Vers une prise en compte des
effets collectifs?
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Chapitre 1

Rhéologie des liquides
diphasiques

Comme nous I’avons mentionné dans I’introduction, notre travail est motivé
par I'importance des interfaces dans le comportement mécanique des liquides
diphasiques. Apres avoir considéré certains aspects dynamiques d’objets indi-
viduels, isolés, tels que les gouttes viscoélastiques (partie II) ou les vésicules
sous cisaillement (partie III), il nous a semblé naturel de prolonger ces études
par une investigation des effets collectifs. Ce chapitre est essentiellement qua-
litatif, et largement préliminaire, du fait de la complexité du systeme et de la
grande quantité de parametres pertinents qui interviennent, y compris dans
les systemes bidimensionnels les plus simples.

Nous donnerons donc un rapide aper¢u du comportement sous cisaillement
d’un mélange de deux liquides immiscibles. Dans un premier temps, nous po-
sons les parameétres sans dimension pertinents pour le probléme (paragraphe
1.1), puis nous définissons les quantités rhéologiques mesurables (paragraphe
1.2). Enfin, nous présentons quelques résultats numériques (paragraphe 1.3).

Ce chapitre nous permettra surtout d’illustrer la capacité des modeles de
champ de phase a prendre en compte les phénomenes complexes de coales-
cence et de rupture qui apparaissent au sein du liquide [97], et doit étre pergu
davantage comme une ouverture que comme une fin en soi.

1.1 Position du probléeme et mise en équation

Nous considérons donc un liquide diphasique composé de deux phases vis-
queuses A et B immiscibles. Pour simplifier I’étude, nous supposons que les
viscosités et les densités de ces deux composants sont les mémes, et nous no-
tons X la tension de surface entre A et B. Nous nous plagons dans une géométrie
bidimensionnelle. Les équations dynamiques pour I'hydrodynamique sont si-
milaires a celles que nous avons utilisées pour les gouttes visqueuses dans la
premieére partie, et nous aurons donc:
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€,0;v =nAv — VP — 3¢ (0) VO
Vv=0 (1.1)

00 =—v.VO—T A0 (1—6%) + € (A0 —2c () |VO))]

avec 7 la viscosité des deux liquides en présence. Les notations restent
les mémes que dans les chapitres précédents. La principale différence concerne
I’équation du champ de phase: pour tenir compte proprement des processus de
réorganisations topologiques en conservant une fraction surfacique constante
au cours de la dynamique, nous avons remplacé I'équation de type GINZBURG-
LANDAU par celle de CAEN-HILLIARD, qui est conservative.

Un écoulement de cisaillement est imposé au liquide, qui est confiné entre
deux surfaces rigides séparées par une distance L, en translation uniforme I'une
par rapport a l'autre. Le taux de cisaillement appliqué est donné par +, et par
conséquent la vitesse de la plaque supérieure, dans le référentiel de la plaque
inférieure, est donné par L. Sur les plaques, nous imposons des conditions de
non glissement, et des conditions aux limites périodiques sur les deux dernieres
frontieres du domaine. Nous noterons v la fraction surfacique de A dans B,
définie comme le rapport entre la surface occupée par le liquide A (par exemple)
et la surface totale de liquide dans le domaine de résolution.

Pour adimensionner correctement nos équations, il convient de définir une
longueur caractéristique. La distance entre les plaques ne nous semble pas
pertinente puisqu’elle ne permet pas de traduire correctement la compétition
entre les effets capillaires et la contrainte de cisaillement qui a lieu a 1’échelle des
gouttes. Par contre, si la fraction surfacique est suffisamment faible, c’est-a-dire
si les effets de couplage ne sont pas trop importants, la taille des gouttes dans
Pétat stationnaire sera naturellement de 'ordre de ¥ /7, que nous choisissons
comme longueur de référence'. En choisissant ¥~! comme échelle de temps,
nous obtenons alors facilement :

Re ;v =Av—-VP —c(0) Vo
Vv=0 (1.2)

00 = —v.VO — T-IA [0 (1 — 62) + €2 (A9 — 2¢ (0) |V0)])]

2

. . p € .
Le nombre de REYNOLDS Re est ici donné par ——. Comme dans les

3

chapitres précédents, ce nombre est fixé & 102 pour rester dans un régime
purement visqueux. L’écoulement imposé est alors simplement :

1. Ainsi, le nombre capillaire & cette échelle sera nécessairement égal & 1.
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Ve =Y

1.

{ vy =0 (13)

Le taux de cisaillement est alors contenu dans la distance entre les deux
plaques, qui, dans notre systeme d’unités, est donnée par:

A (1.4)
ny
Ainsi, augmenter L revient soit & augmenter L, soit & diminuer le taux
de cisaillement appliqué . Dans nos simulations cependant, nous laissons ce
parametre fixe, par souci de simplicité. Le seul parametre variable sera donc
la fraction surfacique v. Une configuration typique du champ de phase pour v
= 0,4 est représentée sur la figure 1.1, avec L = 4.

F1G. 1.1 — Illustration de la configuration du champ de phase pour une fraction
surfacique v = 0,4, a t = 45 4~ (état stationnaire).

Un certain nombre de parametres peuvent étre définis pour caractériser le
comportement mécanique du mélange.

1.2 Fonctions rhéologiques mesurables

Comme nous I'avons indiqué dans I'introduction générale de ce document,
méme si les deux liquides en présence sont newtoniens, le mélange n’a aucune
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raison de I’étre. En effet, la présence d’interfaces permet un stockage d’énergie
sous forme de tension de surface, et un comportement viscoélastique peut donc
étre attendu.

Nous I'avons vu dans la premiere partie, les fonctions rhéologiques ca-
ractéristiques d’un liquide sont au nombre de trois: la viscosité de cisaille-
ment 75, et les premieres différences de contraintes normales N et Ny (voir
page 40). A deux dimensions cependant, la seconde différence de contraintes
normales n’est pas définie. Pour pouvoir mesurer ces quantités, qui sont cru-
ciales dans la caractérisation du liquide, il convient de se donner un tenseur
des contraintes équivalent qui permette de tenir compte de I'anisotropie de
I’interface et des contraintes dans le liquide. En particulier, il est possible de
montrer que les effets capillaires peuvent étre représentés par un tenseur T,
défini par [11, 137, 142]:

Tep =X (I—n®n)dys (1.5)

avec I le tenseur unité, n le vecteur normal a l'interface au point considéré
et dgs la distribution de DIRAC portée par 'interface. Il est alors possible de
montrer que [142]:

V. Ty = 2c¥ndps. (1.6)

Des lors, connaissant la configuration géométrique de l'interface a chaque
instant (par le biais du champ de phase), et moyennant une régularisation de
la distribution de DIRAC identique a celle que nous avons déja introduite par
ailleurs, nous pouvons définir un tenseur des contraintes global que nous
noterons o°?:

0% =2nD + Ty (1.7)

En pratique, nous mesurons plutot des quantités moyennées spatialement,
et finalement, nous avons:

(o°7) = % /5 (24D + c£V6) dS (1.8)

avec S la surface sur laquelle nous résolvons effectivement nos équations
(nous travaillons a deux dimensions). Des lors, les fonctions rhéologiques seront
classiquement définies par:

iy _ (od)
Neis (7) - ’}’ (19)
et
Ny () = 0 (o) (1.10)

A
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Les équivalents adimensionnés sont naturellement donnés par:

ﬁcz’s = %
(1.11)
~ N+A
N, = Ny
n

Enfin, nous pouvons mesurer le nombre de gouttes a chaque instant de la
simulation grace a un algorithme initialement développé par OSHEN et KoP-
PELMAN dans le cadre de la percolation [158]2, et ensuite utilisé dans le cadre
de Papparition de structures cellulaires en solidification [83]. Sans entrer dans
les détails numériques, cet algorithme permet d’obtenir a la fois le nombre
de “clusters” ou gouttes pour une configuration donnée, et la distribution en
tailles. Ces parametres sont importants pour les applications pratiques puis-
qu’ils vont déterminer, par exemple, les propriétés élastiques d’un composé
plastique obtenu par refroidissement d’un mélange de deux fondus de po-
lymeres, ou les rendements de combustion lors de 'injection d’essence dans
un moteur...

1.3 Résultats numériques

Nous procédons de la fagon suivante: une configuration initiale aléatoire
est engendrée pour le champ de phase, puis laissée libre de relaxer, sans
écoulement, jusqu’a ce que le profil de # soit stabilisé. A partir de cet instant,
un cisaillement est appliqué au systéme, ce qui définit ’origine des temps.
Les fonctions rhéologiques ainsi que la distribution en taille des gouttes
ou domaines sont alors mesurées numériquement. Pour ce qui concerne les
conditions aux limites, nous imposons une absence de glissement sur les
parois horizontales et des conditions périodiques sur les frontieres verticales.
Pour le champ de phase, nous imposons une zone de mouillage arbitraire
sur les parois, qui favorise la présence d’'un des deux liquides a leur contact.
En pratique, il suffit d’ajouter un potentiel de répulsion a courte portée
pour éviter le mouillage partiel de 'autre liquide (I’épaisseur est de quelques
mailles, ce qui est raisonnable puisque les résultats que nous présentons ici
sont obtenus avec des grilles de 400*400 noeuds).

Nous voyons sur la figure 1.3 I’évolution typique du mélange pour v = 0,5
et L = 4. Les vignettes correspondent aux temps suivants, en unité 4~ !:

0 |10
20 | 30
40 | 50

2. Nous avons eu connaissance de cet algorithme par I'intermédiaire de Klaus KASSNER.
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La configuration initiale est tres finement dispersée. Aux temps courts, les
processus de coalescences dominent et conduisent a la formation de domaines
qui envahissent tout ’espace. Une structuration en bande est amorcée, comme
cela avait d’ailleurs pu étre mis en évidence par ailleurs (avec une méthode
assez semblable & la notre) [137]. Plusieurs échelles de longueurs sont clairement
présentes dans le systéeme.

Distribution en taille

Sur la figure 1.4, nous voyons l’évolution du nombre de gouttes pour
différentes valeurs de v (entre 0,01 et 0,5). Comme nous venons de le remar-
quer, les processus de coalescences sont toujours dominants aux temps courts
(le nombre total de gouttes diminuant au cours du temps). La pente initiale
des courbes n’est pas une fonction monotone de la fraction surfacique, et nous
voyons que les coalescences sont les plus rapides pour des valeurs de v voi-
sines de 0,2-0,3. Des processus de ruptures occasionnelles sont alors nettement
visibles, notamment pour les valeurs élevées de v (voir encart de la figure 1.4).

Pour v = 0,01, nous avons représenté sur la figure 1.5 I’évolution de la
répartition en taille des gouttes du systeme. Cette fois encore, nous constatons
que les premiers instants de la dynamiques sont caractérisés par une forte
population de gouttes de petites tailles, qui finissent par fusionner. Par
contre, aucune taille caractéristique ne se détache dans 1’état stationnaire.
Il serait intéressant a ce niveau d’effectuer une moyenne statistique sur les
configurations initiales, mais nous y reviendrons dans la conclusion finale et
la présentation des perspectives.

Nous avons pu également mesurer les fonctions rhéologiques introduites
dans le paragraphe précédent.

Viscosité de cisaillement

Sur la figure 1.6, nous voyons 1’évolution temporelle de la viscosité de ci-
saillement, pour différentes valeurs de v (toujours entre 0,01 et 0,5). Aprés une
premiere phase caractérisée par une forte augmentation de ce parameétre (ce qui
est normal puisque nous avons un état initial tres éloigné de la configuration
stationnaire : voir figure 1.3), un état stationnaire est atteint, avec malgré tout
de fortes fluctuations (surtout aux valeurs élevées de v). Ces fluctuations sont
dues essentiellement a I’évolution permanente de la configuration géométrique
des interfaces dans la zone de mesure. En d’autres termes, des processus per-
manents de fragmentations et de coalescences vont avoir lieu dans le liquide,
comme nous pouvons d’ailleurs le voir sur la figure 1.3. Naturellement, ces re-
combinaisons seront d’autant plus importantes que la fraction surfacique sera
élevée. Pour les valeurs faibles de v, la viscosité de cisaillement ne différe pas



1.3. RESULTATS NUMERIQUES 169

F1ac. 1.2 — Evolution temporelle a partir d’une configuration initiale aléatoire
et application d’un cisaillement constant (v = 0.5). Les figures correspondent
aux intervalles de temps successifs t = 0, 10, 20, 30, 40 et 50 y~*.
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F1G. 1.3 — Configuration typique du systéme dans ’état stationnaire (corres-
pondant a 45 Y7') pour différentes valeurs de la fraction surfacique (dans
Vordre 0,01, 0,1, 0,2, 0,3, 0,4 et 0,5).
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F1G. 1.4 — Evolution du nombre de gouttes dans le systéeme au cours du temps,
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notablement de la viscosité des deux liquides du mélange, ce qui est tout-a-fait
intuitif. Le mélange n’est alors pas vraiment différent des liquides purs A ou
B.

Ce qui I’est moins par contre, ¢’est que la valeur moyenne de 7.;; (moyennée
entre t ~ 50 ¥y~ et t ~ 95 47! qui correspond & la fin de notre simula-
tion) présente une saturation marquée au-dela de v proche de 0,30. Sur la
figure 1.7, nous avons représenté cette valeur moyenne en fonction de la frac-
tion surfacique. Les barres d’erreur représentent la valeur de (max(ners/n) —
min(ness/n))/v2, pour t > 50771, et sont une bonne représentation des fluc-
tuations dans le systeme. La nature physique de cette saturation n’est pas
clairement identifiée. Par contre, aux faibles fractions surfaciques, un compor-
tement linéaire est clairement mis en évidence, caractérisé par une pente de
1,45.

Sans anticiper sur la conclusion de ce travail, nous pouvons d’ores et déja
souligner l'intérét que représenterait une telle simulation a trois dimensions,
ne serait-ce que pour vérifier la linéarité de cette viscosité avec la fraction
volumique, et, le cas échéant, pour confronter la valeur obtenue pour la pente
avec les 5/2 de la loi d’EINSTEIN pour les suspensions de spheres dures [54].
Nous pouvons bien sir nous attendre a une pente différente: les conditions
aux limites sont beaucoup moins restrictives pour les émulsions que pour les
spheres dures.

Enfin, il est légitime de s’attendre a ce que v = 0,5 correspondent a un
extremum local, par symétrie entre les liquides A et B.

Premiére différence de contraintes normales

De la méme facon, la premiere différence de contraintes normales présente
une premiere phase caractérisée par une augmentation trés marquée au fortes
fractions surfaciques. Un maximum est encore visible, mais pour » = 0,5 uni-
quement. Cette fois encore les fluctuations sont importantes.

Sur le graphe 1.9, nous voyons la dépendance de N; avec la fraction sur-
facique (comme pour la viscosité apparente, nous avons effectué une moyenne
temporelle entre t ~ 50 Y~ et ¢ ~ 95 471). Cette fois le comportement est bien
monotone, avec N1 — 0 aux faibles fractions surfaciques (cette fois encore ce
résultat est intuitif puisqu’un liquide simple ne présente pas de différence de
contraintes normales).

Enfin, nous montrons sur la figure 1.3 différentes configurations typiques
obtenues pour ¢ = 45 4!, au début du développement de I’état stationnaire,
pour différentes valeurs de v. Nous voyons clairement que la connectivité des
domaines devient tres importante quand les liquides A et B occupent approxi-
mativement la méme surface (v =0,5).
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F1G. 1.6 — Viscosité apparente : évolution au cours du temps.
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Fi1c. 1.7 — Viscosité apparente en fonction de la fraction surfacique. Les barres
d’erreurs correspondent & (max(ness/n) — min(ness/n))/V2, pour t > 50471
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F1G. 1.8 — Premiere différence de contraintes normales : €volution au cours du
temps.
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Fi1c. 1.9 — Premuére différence de contraintes normales en fonction de la frac-
tion surfacique. Les barres d’erreur sont obtenues de la méme facon que pour
la viscosité effective.
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Conclusions et perspectives

Deux systemes assez éloignés ont été étudiés dans ce travail. Les différences
portaient & la fois sur la physique de l'interface (tension de surface dans le cas
des gouttes, énergie de courbure d’HELFRICH et contrainte d’incompressibilité
pour les vésicules) ainsi que sur I’écoulement appliqué (élongation et cisaille-
ment).

Dans le cas des gouttes en élongation, nous avons vu que l'introduction
de comportements viscoélastiques dans le liquide interne, par le biais d’une
équation constitutive de type OLDROYD B, se traduit par une modification de
la morphologie de la goutte. Le parametre classiquement utilisé pour décrire
la déformation de la goutte n’est plus suffisant, et une étude de la courbure
moyenne le long de 'axe d’élongation est nécessaire. Ainsi, nous avons pu
constater que ce parametre est profondément affecté par la viscoélasticité. Au-
dela du seuil de stabilité, qui ne dépend pas de la viscoélasticité de la solution,
nous avons mis en évidence un comportement non monotone assez surprenant
pour la dynamique de rupture. Cette fois, c’est la courbure gaussienne dans
le plan de symétrie perpendiculaire a I’axe d’élongation qui est le parametre
important.

Dans le cas des vésicules sous cisaillement, nous avons mis en évidence
numériquement la transition de bascule, gouvernée par le rapport de viscosité
et le taux de dégonflement. Cette étude nous a permis de quantifier les erreurs
lides a la régularisation de I'interface par la méthode du champ de phase. Dans
une seconde étude, nous avons mis en évidence ’apparition d’'un maximum
dans la force de portance élasto-hydrodynamique qui s’exerce sur une vésicule
non dégonflée soumise a un cisaillement au voisinage d’une paroi déformable.
Un calcul perturbatif en régime de lubrification a également été proposé.
Enfin, nous avons vu que I'amplitude de ce maximum diminue fortement avec
le taux de dégonflement, sans toutefois disparaitre. Nous avons alors conclu en
montrant la pertinence du modele des vésicules pour la description mécanique
des globules rouges.

Malgré les fortes différences déja évoquées, des similitudes se dégagent
dans le comportement dynamique de ces deux systemes.

Dans le cas des gouttes en élongation en effet, nous avons une transition
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entre deux régimes, stationnaire et instationnaire. Cette transition est gou-
vernée par un seul nombre sans dimension, le nombre capillaire, qui traduit la
compétition entre la contrainte appliquée par I’écoulement et la résistance due
a la tension de surface. La présence de viscoélasticité affecte naturellement la
morphologie des états stationnaires et la dynamique de déstabilisation, mais
finalement, la transition entre les deux régimes est assez universelle puisque les
seuils de rupture ne sont pas affectés par la viscoélasticité. Dans cette transi-
tion, nous avons qu’un parametre pertinent est la courbure gaussienne dans le
plan de symétrie de la goutte. Nous avons mis en évidence un comportement
parabolique au voisinage du seuil, caractéristique d’une bifurcation col-nceud
pour employer le vocabulaire propre aux systemes dynamiques.

Pour les vésicules, une transition de nature tres similaire existe sous
cisaillement. Les détails de cette transition sont plus complexes, et dépendent
cette fois de deux nombres sans dimension, le taux de dégonflement et le rap-
port de viscosité. Le comportement dynamique est rendu plus compliqué par
la nature du cisaillement qui peut étre considéré comme la superposition d’un
écoulement d’élongation et d’une rotation uniforme. La variable pertinente
est alors I’angle d’inclinaison de la vésicule, et il bien connu qu’elle présente
elle aussi une variation parabolique au voisinage du seuil.

Pour ce qui est des perspectives, nous pouvons séparer les aspects pu-
rement numériques des problématiques, plus fondamentales pour nous, qui
concernent le role des interfaces en mécanique des fluides.

La méthode du champ de phase, bien que tres prometteuse puisqu’elle
permet la modélisation de phénomenes viscoélastiques en présence de frontieres
libres, doit étre considérée avec circonspection dans le cadre d’études réellement
quantitatives. Deux aspects doivent étre pris en compte pour rendre cette
approche a la fois plus précise et plus efficace.

Le premier est analytique: une étude précise des effets liés a la
régularisation de l'interface, notamment dans I’équation de NAVIER-STOKES
et dans ’expression de la force membranaire, doit étre effectuée. Il est possible
en principe d’annuler les effets de € ordre par ordre grace a I'introduction de
termes correctifs similaires a celui proposé par FOLCH et que nous avons utilisé
dans nos simulations. Il s’agit naturellement d’un travail fastidieux, mais qui
ne doit pas nécessairement étre mené a tous les ordres: il serait inutile en effet
d’utiliser des termes correctifs a ’ordre n si la précision de la discrétisation des
opérateurs différentiels n’est pas d’ordre n + 1 au moins...

Le second est plutot de nature numérique. Pour permettre une prise en
compte réellement précise des phénomenes de rupture et de coalescence,
notamment dans le cas des gouttes ou de liquides diphasiques, une description
fine des phénomenes a petite échelle est nécessaire. Un maillage adaptatif
sur l'interface est donc nécessaire, ce qui en principe est relativement facile a
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mettre en ceuvre, le gradient du champ de phase pouvant donner directement
une information pertinente sur la localisation d’un éventuel raffinement
de maillage. Naturellement, la complexité algorithmique n’est pas facile a
intégrer, surtout dans les problemes de mélange ou les interfaces envahissent
rapidement tout le domaine de calcul... Dans le méme ordre d’idée, le
passage a une géométrie tridimensionnelle est nécessaire en vue d’applications
industrielles.

D’un point de vue plus fondamental, il est bien évident que de nombreuses
questions sont restées en suspens. Dans le cas des gouttes, le contraste de
viscosité n’a pas été modifié dans nos simulations. Or il est bien établi que
ce parametre a une influence non négligeable sur les seuils de rupture de
gouttes newtoniennes. Nous savons également que le mécanisme de rupture
est beaucoup plus complexe sous cisaillement qu’en élongation. Les différences
de morphologies constatées en élongation au dela du seuil, suivant la valeur du
nombre de DEBORAH pourraient avoir un impact important sur I'importance
relative (au niveau de la dynamique de la goutte) des composantes rotation-
nelles et élongationnelles du cisaillement. Une prise en compte réaliste de ces
phénomeénes demande néanmoins un important effort numérique puisque la
géométrie est dans ce cas complétement tridimensionnelle.

Dans le cas des vésicules, nous nous sommes limités au régime newto-
nien pour le liquide interne. Introduire des effets viscoélastiques ne pose
pas de probleme technique particulier, par contre nous sommes convaincus
qu’une telle sophistication ne modifierait pas fondamentalement la dynamique,
I’écoulement interne étant essentiellement rotationnel: les polymeres seraient
finalement assez peu déformés.

Par contre, il serait intéressant d’introduire une description mécanique
plus réaliste de la paroi déformable, en s’inspirant des travaux déja effectués
qui assimilent la couche de glycocalyx a un milieu poreux. Le passage a trois
dimensions est lui aussi important en vue de confrontation directe avec les
résultats expérimentaux. La modification de la force de portance en situation
instationnaire (& fort rapport de viscosité) n’a pas été envisagé. Il est pourtant
clair que cette paroi va modifier les seuils de transition vers le mouvement de
bascule, mais de quelle maniere.

Enfin, et c’est sans doute le plus important, les effets collectifs, dont la
prise en compte a été ébauchée a la fin de ce travail, doivent étre étudiés
plus systématiquement. La distribution statistique de la taille des gouttes,
I’importance relative des processus de fragmentations et de coalescences en
fonction du rapport de viscosités, I’existence d’un tenseur des contraintes global
et sa dépendance vis-a-vis de la fraction surfacique, de la tension de surface,
etc... sont autant de questions importantes dont I’étude numérique au moins
qualitative est possible avec les méthodes numériques de type champ de phase.
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De la méme facon, la rhéologie d’une suspension de vésicules pourrait étre
caractérisée par un petit nombre de quantités mesurables, ce qui pourrait avoir
un grand intérét pour la compréhension de la rhéologie du sang. Un grand
nombre d’études expérimentales [63] ont pu étre effectuées sur ce sujet, mais un
cadre explicatif global manque encore peut-étre, et les simulations numériques
pourraient se révéler pertinentes a ce niveau...



179

Annexe A

Notations utilisées dans ce
document

Nous regroupons dans cette annexe les principales notations utilisées dans
ce document, leurs unités et leurs définitions si cela est nécessaire. Les symboles
dont I'utilisation est limitée ne sont pas reproduits ici, et leur définition peut
étre obtenue dans le texte. Si cela est nécessaire, la page indiquée correspond
a la premiere utilisation du symbole dans le manuscrit.

A.1 Symboles grecs

‘ Nom ‘ Signification ‘ Unité ‘ Définition ‘ Page ‘

K Module de courbure | J 104
gaussienne

Xe Module de compressibi- | J.m 2 102
lité

n Viscosité kgmt.s!

Neis Viscosité de cisaillement | kg.m™'.s71 | 019/ 40

€ Largeur du champ de | m
phase

€, Constante de diffusion | m?.s™2 134
pour f;

€2 Densité “numérique” kg.m 3

€ Constante de diffusion | m?.s72 112
pour (

r Fréquence de relaxation | s~*
du champ de phase

K Module de courbure | J 104
(moyenne)
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‘ Nom ‘ Signification ‘ Unité ‘ Définition ‘ Page ‘
A Rapport de viscosités Nint [ Nest
Ae Rapport de viscosités cri-
tique
e Densité du cylindre ou de | kg.m=3 133
la vésicule
o Tenseur des contraintes | kg.m~'.s72
o Coefficient de POI1SSON 132
by Tension de surface N.m™t
Yiyse | Tension de rupture Jm™? 106
ToD Taux de dégonflement bi- 4mS/L? 109
dimensionnel
73p | Taux de dégonflement 6/mV [ A3? 108
tridimensionnel
0,6 Champ de phase
¢ Multiplicateur de LA- | Jm™2 108
GRANGE
0 Fréquence de solliciation | s~*
A.2 Symboles latins
‘ Nom ‘ Signification ‘ Unité ‘ Définition ‘ Page ‘
C12 Courbures principales m~! 1/Ry 2 103
Co Courbure spontanée m~! 104
Ca Nombre capillaire nyR/%
Ca, Nombre capillaire cri- 78
tique
Cac | Nombre de NewtV/TPgR 134
sédimentation
Cag | Nombre élastique Nexwt YL/ KR 134
Car | Nombre de tension NextRY /T
Ca, Nombre de courbure neztR?W/ K
D Tenseur taux de | s7! (Vv +VvT) /2
déformations
D, Déformation critique 78
E Module d’YOUNG Jm™3 132
E . ourp | Energie libre | J 104
d’HELFRICH
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‘ Nom ‘ Signification ‘ Unité ‘ Définition Page ‘

£20 | Force de membrane bidi- | N SEZD /or(s) 111
mensionnelle

f, Force de rappel due au | N 134
substrat

G Courbure gaussienne m 2 Det(Q) 103

H Courbure moyenne m~! Tr(Q)/2 103

K Module de rigidité effec- | Jom™> E(1 — | 134
tif du substrat 0)/((1—-20)(1+0)

Ny | Premiere (deuxiéme) | kg.m (01192 — 092,33) /7° | 40
différence de contraintes
normales

Q Débit entre le cylindre et | m?.s 137
le substrat (par unité de
longueur)

Re Nombre de REYNOLDS €0 R [ Mous

Vi, Vitesse moyenne du cy- | m.s™* V +Vy)/2 138
lindre

Vit Vitesse de  rotation | m.s™! 135
(translation) du cylindre

T Constante de rappel | Jm™2 111
(pour ¢)

Y. Dérivée convective Op--+ + v.V--- — | 46
supérieure Vvl o= Vv

2 Dérivée convective Oy + v.V--. 4+ 151
inférieure Vv.eeio ... Vv

2 Dérivée  corotationelle O+ + v.V--- + |52
(de JAUMANN) W)+ W)
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Annexe B

La limite “interface raide”

Cette annexe nous permet de regrouper les calculs nécessaires a la valida-
tion du modele de champ de phase, dans le cas tres simple d’un état station-
naire. Nous nous intéressons principalement aux gouttes newtoniennes ainsi
qu’aux vésicules.

Dans un premier temps, nous donnons quelques résultats utiles de
géométrie différentielle, puis nous présentons les calculs pour les gouttes, et
enfin pour les vésicules.

B.1 Géométrie différentielle

Notre objectif ici est de regrouper certaines notions importantes de
géométrie différentielle, notamment concernant les expressions analytiques des
opérateurs différentiels usuels en coordonnées curviligne. Une présentation ex-
haustive pourra étre trouvée dans la référence [106]. En effet, le systeme de
coordonnées qui se préte le mieux a I’étude analytique du champ de phase est
curviligne : la ligne de coordonnée r = ( est associée a l’isocontour § = 0. On
peut alors construire un systeme orthogonal a partir de cette ligne, dans lequel
nous allons pouvoir effectuer nos calculs.

Les facteurs de dilatation

Les facteurs de dilatation permettent de relier les coordonnées cartésiennes
d’un point a ses coordonnées dans tout autre systeme de coordonnée.
Considérons un point de coordonnées (X,Y) sur la ligne r = 0 (voir figure
B.1). Tout déplacement de ce point peut étre considéré comme la somme de
deux contributions indépendantes. La premiere est une variation le long de la
courbe (X,)Y) — (X +dX.,Y +dY) avec dX = dscos(a) et dY = dssin ().
Dans ces expressions, « représente l’angle entre la tangente a la courbe et I’axe
des .
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s (X+dX,Y+dY)

Fi1c. B.1 — Systéme de coordonnées cartésien et curviligne.

La seconde se fait a s constant, perpendiculairement a la ligne r = 0. On
aura donc (X,Y) — (z,y) avec x = X — rsin(a) et y = Y + rcos (a). Le
premier facteur d’échelle sera alors donné par:

= ((2)'+(2)) - ®

un tel résultat était prévisible puisque la métrique n’est pas affectée par un
déplacement radial (il n’y a pas de dilatation des lignes de coordonnées dans
cette direction). Le second facteur d’échelle quant & lui sera donné par:

= () (2)) = )

avec ¢y la courbure locale de la ligne r = 0, définie par 0;c. Si le produit
cor est inférieur & 1 (c’est-a-dire si nous nous plagons suffisamment pres de
la ligne de base, ou si la courbure est faible), alors on aura plus simplement
hs; =1 — cor. Dans le cas contraire, on pourrait toujours trouver un point tel
que hg soit nul, ce qui rendrait le systeme de coordonnées ambigu.

Les opérateurs différentiels
Les opérateurs différentiels s’écrivent alors:
V = ny0, + toh, 10,
V.A = h7 (0, (hsA,) + 05Ay) (B.3)

A = 0, — coh710, + h;20,, + Th; 30,000,

avec ng et to les vecteurs unitaires normaux et tangents a la ligne de base.
Le laplacien vectoriel s’écrira quant a lui:
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Av|, = 0pvp — cohy 100, + By 2 (O5svr + 2¢0hy P05v5 — Ehy 20, + O5covs)
+rh,;305co (Osvr + cohy tvs)

Av|, = 0ppvs — coh ' 0pvs + hy? (05505 — 2¢oh; ' O5v, — cihy *vs — Oscous)
+rh;305co (0svs — cohy 'vy)
(B.4)

Les quantités géométriques

Le vecteur tangent t, se déduit du vecteur normal ny par t, = ny X z avec
z le vecteur normal au plan. En d’autres termes, nous aurons :

Ostg =cng et Oysng = —ctyg (B.5)

avec c la courbure du point considéré. La courbure des lignes de coordonnées
en tout point de I’espace se déduisent du vecteur normal ny par:

En r = 0, la courbure se confond avec celle de I'isocontour # = 0. En dehors
de cette ligne, nous ne pouvons rien dire, a moins que les isocontours du champ

de phase ne soient paralleles entre eux. Nous allons discuter ce point dans le
paragraphe suivant.

Ces résultats peuvent alors étre utilisés pour les calculs de la limite € — 0
du chapitre 1 consacré au champ de phase.

B.2 Le cas des gouttes
Pour illustrer le calcul, nous allons simplement supposer que les liquides

internes et externes sont newtoniens. Dans la limite de STOKES, et en présence
d’un contraste de viscosité, nous avons:

n(0) A0 — VP + Vn (8) D + ¢SV
Vv=0 (B.7)
8,0 +v.V0 =T (0 (1 — 62) + € (A + c|V4)))

Nous avons 7 (0) = A + B avec:
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M 4 p@
PR
2
(B.8)
W _ @
g1 —n
2

Cette partie, essentiellement technique, doit nous permettre de vérifier la
cohérence du modele que nous avons adopté. Les calculs sont naturellement
effectués dans le systeme de coordonnées intrinseque construit a partir de 1’iso-
contour # = 0 du champ de phase.

Le tenseur “taux de déformation” s’écrit alors:

D— ( 20,0, (1 — co) 7t (v, + cous) + Opg )
(1 — co) ™ (850, + couy) + Opvg 2(1 — ¢g) ™t (95vs — couy)
(B.9)
Pour simplifier les calculs, nous allons supposer que les isocontours du
champ de phase restent paralleles entre eux. Nous aurons I’occasion de revenir
sur cette hypothese par la suite. Nous avons alors facilement :

20,v,0,0
V0.D = (B.10)
(1 = cor) ™ (95vr + cous) + Opv,) 0,0

Il est alors relativement facile d’écrire les composantes normales et tangen-
tielles de I’équation de STOKES:

by
+ v|, +2B0w,0,0 — 0,0 + ———0,0 =0
A+ BO) Av|, + 2B0,v,0,0 — 0,0 100 8,0

— CoT

— CoTr — CoT
(B.11)
Nous allons nous placer systématiquement dans un état stationnaire pour
simplifier les calculs.

1
(A + Be) Av‘s + B |: (aSUT + L/vs + arvs):| are - #asp
1—cyr 1 1

B.2.1 Motivations

Si nous considérons le systéeme physique de départ, nous I'avons dit dans
le texte, 'interface apparait comme une zone singuliere. La seule échelle de
longueur caractéristique est la taille R de la goutte. Les conditions aux limites
(continuité de la vitesse et des contraintes) nous permettent de mettre en
évidence l'influence de ’interface.
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L’introduction du champ de phase nous améne a introduire une deuxieme
échelle de longueur dans le probleme, la largeur € de la zone interfaciale. La dis-
continuité a donc été remplacée par une zone de variation rapide mais continue
de 6, mais il convient de vérifier que dans la limite ¢/R — 0, les conditions aux
limites sont bien vérifiées. Si ce n’est pas le cas, des termes correctifs peuvent
étre ajoutés’. Plus précisément, les termes d’ordre 0 coincident normalement
avec les prescriptions liées a une interface raide, et les termes d’ordre supérieurs
donneront les correcions.

Ceci nous incite a séparer I’étude en 2. Dans un premier temps, nous faisons
tendre € vers 0 en gardant la taille du systeme fixe. La contribution de la zone
interfaciale est alors singuliere, et la dynamique des liquides sera gouvernée
par ’équation de STOKES pour un fluide libre aussi bien a l'intérieur qu’a
Iextérieur de la goutte. Ceci définit ce que nous désignerons désormais par
espace externe. Il est naturellement indispensable de préciser les conditions
aux limites au niveau de 'interface pour pouvoir fermer le probleme.

Dans un second temps, € garde une taille finie, mais la taille du systeme tend
vers l'infini. La contribution de la zone interfaciale n’est alors plus singuliere,
et nous renormalisons la coordonnée radiale r (la distance a I'interface) par
€ pour traiter efficacement les variations rapides des différents champs. Nous
pouvons alors préciser les conditions aux limites au niveau de l'interface. Ceci
définit ’espace interne.

Nous ferons alors 2 développements, le premier dans 1’espace interne, le
second dans l’espace externe. Il faudra naturellement préciser le lien entre ces
2 développements.

B.2.2 Limite dans ’espace externe

C’est ici que les calculs sont les plus simples, puisqu’intuitivement, le champ
de phase y est homogene. Le développement en puissances de € s’écrit :

9=90+601+0(62)
v =vo+evy+ O (%) (B.12)

P =1y +¢ell; + O (€?)

Il suffit alors de reporter ce développement dans les équations (B.11) et
d’identifier terme a terme.

Ordre 0

L’équation de transport du champ de phase se réduit simplement a:

1. C’est le cas notamment du terme de FOLCH que nous avons introduit dans le texte.
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ce qui, compte-tenu des conditions aux limites, nous donne 65 = —1 a
I’intérieur de la goutte et 6y = +1 a 'extérieur. Les termes en 0,6 seront donc
nuls loins de la zone interfaciale, ce qui est tout-a-fait intuitif (I'influence de
I'interface est nulle a I'infini), et la dynamique se réduit alors a celle d’un fluide
libre :

nMAvy — VII; =0
(B.14)
n®Avy — VI = 0

Il faudra naturellement préciser les conditions aux limites, ce qui sera fait
par une étude fine du comportement des variables dynamiques dans 1’espace
interne. Ceci est ’objet du prochain paragraphe.

Ordre 1

A ce niveau, il est facile de montrer que 6; = 0 et que par conséquent, nous
obtenons a nouveau une équation similaire a B.14 a ’ordre 1. Sans restriction
de généralité nous décidons de rejeter toute la difficulté a l'ordre 0, et nous
posons v = 0 et II; = 0.

B.2.3 Limite dans ’espace interne

Les calculs sont ici plus complexes. Nous allons renormaliser la coordonnée
radiale par la largeur de l'interface en introduisant une nouvelle coordonnée
p = r/e. De la méme fagon que précédemment, nous écrirons :

0 =0+ e + O (e2)
v =vo+ev + O (%) (B.15)

P:ﬁ0+6ﬁ1+0(€2)

Il est important de faire le lien entre les 2 développements. La difficulté
principale vient du fait que quand e tend vers 0, quelle que soit la valeur de
p dans l'espace interne, la valeur correspondante de r dans l'espace externe
tend vers 0. Formellement, nous avons donc une équivalence entre 'intervale
| — o0, + oof et J07,07[. Ce type de raccord peut étre rencontré en théorie de
la couche limite pour les écoulements turbulents, et constitue un domaine de
recherche en soi.

Nous pouvons néanmoins écrire le tableau de correspondance suivant a
I’ordre 0:
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( lim y(p) = £1

p—+too

lim IIy(p,s) = Ip(0%,s)
p—Eoo

) lim vo(p,s) = vo(0F,s) (B.16)
p—f:too B N
\ pgrinoo dpvo(p,s) = 0,vo(07,s)
De la méme fagon, nous avons lirin 0.(p) = 0. La difficulté suivante
p—too

consiste a développer les expressions B.3 et B.4 en puissances de €. Nous avons
ainsi:

V= %noap + toas + O (6)
V.A = %GPATO + 0, (A1 — copAro) — copOpArg + 0sA50 + O (¢)  (B.17)
A= }26” — %coﬁp +0(1)

avec A, = Apo + €A + O () et Ay = Ayg + €Ag1 + O (€2).

La forme précise des quantités dynamiques dans I’espace interne ne nous
intéresse pas, nous voulons simplement vérifier la validité des conditions aux
limites.

Le probléme de la courbure du champ de phase

Nous I'avons vu dans le texte, il est possible de définir en tout point de
I’espace un vecteur normal et une courbure pour les isocontours du champ de
phase:

A\’

n——

Vo)

Il serait intéressant de relier ces définitions & la normale et & la courbure des
lignes de coordonnées, introduites dans la section précédente. En repartant du

développement 6 = 0+ €f; + O (€) et des expressions B.17 pour les opérateurs
différentiels, il est facile de montrer que:

et c=-V.n (B.18)

n =ny+ O (e (B.19)

et donc que:

c=co+ O (e). (B.20)

A Tordre 0 donc, il est 1égitime dans I’espace interne d’assimiler la courbure
du champ de phase a celle des lignes de coordonnée. En d’autres termes, les
isocontours du champ de phase se confondent avec les lignes de coordonnées
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au moins a I'ordre 0. Nous allons voir par la suite que cette identification reste
valide méme au premier ordre.

La limite pour les équations dynamiques

Nous allons reprendre les notations du texte. A I'ordre dominant (e~2),
I’équation de Stokes devient :

(A + Be_()) appﬁr() + 233,,@08,,670 =0

) ) (B.21)
(A + Bby) 8,050 + BO,0500,60 = 0
et la condition d’incompressibilité (¢ ') :
0,Uno = 0. (B.22)

La projection de I’équation de STOKES sur la normale locale nous donne
alors 0,,U,9 = 0, puisque fy = —A/B n’est pas compatible avec les conditions
aux limites. L’intégration de la condition d’incompressibilité nous donne la
continuité de la composante normale de la vitesse:

ETO(_OO) = 6r0(+oo) = Uro (0_) = Uro (0+) (B23)

alors que l'intégration de la composante normale de I’équation de STOKES
nous fournit la continuité de la dérivée radiale de la vitesse a la traversée de
I'interface:

(+o0) = ag;‘) (0—):%((#). (B.24)

La projection de I’équation de STOKES sur la tangente nous donne quant
a elle:

(S + Dby) 0,pUs0 + DO,0s00,00 = 0

+o0 +oo +o0 _
S/ appl_)sodp + D [/ 8pp1750dp +/ 8p17308p90dp:| =0

—00 -0 —0o0

8550 oo n 8650 oo
D = B.2
S[ap} -+ [90 3,0} 0(B.25)

—0o0 —0o0

soit finalement :

07 Nint OVso OVso /.. Nint Mso /4
—00) = +o00) = 07) = — (07). B.26
ap ( Neaxt OP ( ) or ( ( ) ( )

B Next 87"
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La pente de la vitesse tangentielle subit donc une discontinuité a l'interface,
si la viscosité des 2 liquides en présence n’est pas la méme.

L’équation du champ de phase a I’ordre dominant (ordre 0) donne simple-
ment :

TN 6 (1-83). (B.27)

Cette équation s’integre facilement en remarquant que les conditions aux
limites sont indépendantes de I'absisce curviligne s (fo(£00) = £1), et donc
par unicité des solutions, #y non plus; On obtient alors:

- p

0y = tanh | — . B.28

’ (x/i ) (B.28)

Dans I’état stationnaire donc, le profil du champ de phase est bien conservé.

Il est intéressant de pousser le calcul a I'ordre 1 pour le champ de phase, afin

d’illustrer 'importance du terme correctif de FOLCH que nous avons utilisé
dans notre modele numérique. A cet ordre, nous aurons:

—61 (1 — 65) + 20561 — 00,80 + 0,pb: + co0,00 = 0. (B.29)

Cette équation possede une solution évidente, #; = 0. Sans le terme de
FoLcH, cette solution serait beaucoup plus complexe. Outre les conséquences
physiques de ce terme que nous avons commentées dans le texte, il faut re-
marquer que cette dernieére relation, combinée a B.20, nous permet d’affirmer
que les isocontours du champ de phase sont paralléles jusqu’a ’ordre 1 in-
clus, et donc qu’ils se confondent avec les lignes de coordonnées. Le montrer
a tous les ordres serait beaucoup plus complexe, en particulier dans les situa-
tions instationnaires, mais il nous a semblé raisonnable de supposer la validité
de cette hypothése a chaque fois que nous en avons eu besoin, en particulier
dans la dérivation de la force de membrane associée aux vésicules (voir annexe
correspondante).

La projection de I'équation de STOKES sur la normale a I'ordre supérieur
(e7!) nous fournit la relation suivante, compte-tenu des expressions déja obte-
nues aux ordres inférieurs:

6,)1_10 = C()Eapg() (B30)
qui s’integre aisément pour donner :
I (07) =TIy (07) = 2¢eX. (B.31)

On retrouve bien la loi de LAPLACE. Pour terminer ce calcul, il nous faut
encore exploiter la projection de I’équation de Stokes sur la tangente:
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(S + Do_()) 8,,9’1731 + Dapo_oap’l_)sl = C (S + Dgo) 8pp’UsO — CoDQ_)SOapH_O (B32)

La solution générale de cette équation est complexe. On peut simple-
ment égaler les deux membres séparément a4 une méme constante. Apres
différentiation par rapport & p du membre de droite (qui ne contient que les
composantes d’ordre 0 de la vitesse tangentielle), on obtient :

_ +oo
‘%S"] =0. (B.33)

8650 oo
dp

80_0 ~ +o00o
dp

— C()D |:—’U50

C()S |: 8p

+ Co |:9_()

—oQ —oQ

Une solution évidente est alors v59 = f(s) avec f(s) une fonction quel-
conque. Dans ce cas en effet, I’équation précédente se réduit a:
86,1
[—0] =0 (B.34)
dp
qui est automatiquement vérifiée puisque 6, est une fonction impaire. Nous

avons donc finalement bien la continuité de la vitesse tangentielle le long de
I’interface :

—00

50 (07,5) = vs0 (0%,5) . (B.35)

Nous avons exprimé la condition d’incompressibilité a ’ordre suivant et
nous avons obtenu:

8,,@1 - C()?_)T() + 851750 =0 (B36)

qui ne nous permet pas d’aller plus loin. La vitesse tangentielle est donc bien
libre de varier le long de l'interface, puisque rien ne garantit la conservation
locale de la longueur de I'interface dans le cas des gouttes. Nous allons voir
dans le prochain paragraphe que notre modélisation des vésicules garantit bien
la conservation de cette quantité.

B.3 Le cas des vésicules

Le calcul de cette limite dans le cas des vésicules est en tout point identique
a celui que nous venons d’effectuer pour les gouttes, nous ne le reprendrons
donc pas dans son intégralité ici. La différence majeure concerne la loi de
Laplace, qui doit étre remplacée par une relation plus complexe tenant compte
de la force de courbure. Avec les notations que nous avons introduites dans le
premier paragraphe, on peut montrer que:
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T

dp

qui traduit le saut de contrainte normale a la traversée de l'interface.

D’autre part, I’étude dans ’espace interne de 1’équation d’advection du mul-

tiplicateur de Lagrange ¢ (1.28) nous fournit & ’ordre dominant un résultat
intéressant. On peut en effet développer ce parametre de la facon suivante:

= fmem.no (B37)

C__(,O,S) = gﬂ(pas) + 651 (p,S) + 0(62)' (B38)

En reportant ce développement dans I’équation 1.28 on obtient facilement,
dans I’état stationnaire et a ’ordre dominant :

0V
T—t,=0. B.39
0ty (B.39)
En tenant compte de d;ny = —coty, on obtient alors:
Vo
= ¢V, B.40
0s co¥ro ( )

qui est bien ’expression de la contrainte que nous voulons voir vérifiée.
On peut également montrer que la composante tangentielle de la force £,
est nulle dans I’état stationnaire, et on retrouve donc bien la continuité des
contraintes tangentielles & la traversée de ’'interface.

En toute rigueur, il faudrait effectuer ce type de calcul dans 1’état non-
stationnaire, puisque ce sera le cas de plusieurs des situations dynamiques que
nous allons rencontrer maintenant.
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Annexe C

Algorithme de résolution

Nous donnons ici les formules utilisées pour la discrétisation isotrope des
opérateurs différentiels dans ’espace réel, ainsi qu’une étude de l'influence de
la méthode de calcul du gradient de # dans le terme d’advection de ’équation
dynamique du champ de phase sur le volume et I’élongation de gouttes new-
toniennes. Enfin, les valeurs numériques des parametres sont données a la fin
de cette annexe.

C.1 Opérateurs différentiels

Nous travaillons dans des domaines bidimensionnels (y compris dans le cas
des gouttes de la deuxiéme partie, qui sont axisymétriques) rectangulaires. La
discrétisation est donc tres simple, il s’agit d’un maillage structuré, régulier,
a mailles carrés (les deux directions de 1’espace sont discrétisées avec la méme
précision). Le pas du réseau est noté ici h.

Il est nécessaire dans certains cas d’utiliser une discrétisation des opérateurs
différentiels dans l’espace réel (différences finies), notamment pour le calcul
de la courbure. En effet, les transformées de FOURIER peuvent introduire
des oscillations aux petites échelles qui peuvent complétement déstabiliser
numériquement le systeme. Nous avons utilisé une discrétisation qui garan-
tit ’isotropie a 'ordre 2 en espace. Les dérivées d’ordre 1 et 2 d’une fonction
f(z,y) sont alors données par:
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flx+hy—h)— flx—hy—h))
of 1
9y = 1on W@y +h) = f@y—h) + fo+hy+h) = f@+he—h)+
< F(@— hay+h) = f(z— hy — b))
0?f 0°f

5 5 = g U+ ha) + f@ = ha) + Fla+ )+ fay — W)+

fle+hy+h)+ flx—hy+h)+ f(x—hy—h)+
\ f(.T + hay - h‘) - 20f($7y))

(C.1)

En géométrie axisymétrique, les opérateurs différentiels different de leurs

homologues bidimensionnels par la présence de termes singuliers en r = 0. Par
exemple, le Laplacien axisymétrique s’écrit :

0? 0? 10
N/ 7NLs o
or 0z ror
L’évaluation de ces opérateurs sur I'axe de symétrie pose donc probléme,
et nous utilisons une extrapolation polynomiale d’ordre 3 pour le résoudre:
les termes singuliers sont alors évalués séparément. Explicitement, le shéma

d’interpolation s’écrit :

£(0,2) = 11—1(18 F(h2) — 9F (2h,2) + 2£(3h,2). (C.3)

Ainsi, les systémes axisymétriques peuvent étre considérés comme pure-
ment bidimensionnels, avec des termes correctifs singuliers calculés séparément.

C.2 Influence du maillage sur les résultats

Dans ce paragraphe, nous allons présenter quelques résultats pour la
déformation de gouttes newtoniennes, bidimensionnelles ou axisymétriques,
en nous focalisant sur la discrétisation et sur le calcul du terme d’advection.

C.2.1 Géométrie bidimensionnelle

En géométrie bidimensionnelle, nous pouvons utiliser 1’algorithme de pro-
jection (présenté dans le texte et détaillé dans cette annexe) pour garantir
I'incompressibilité du fluide. Nous présentons tout d’abord 1’évolution tempo-
relle d’'une goutte soumise a un écoulement d’élongation, sans contraste de
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en élongation :



198 ANNEXE C. ALGORITHME DE RESOLUTION

viscosités. Le nombre capillaire vaut 0,10, ce qui permet d’obtenir un état sta-
tionnaire [19]. Deux approches sont présentées ici: tout d’abord, nous calculons
le terme d’advection dans I'espace réel, puis dans I’espace de FOURIER.

Calcul du terme d’advection dans 1’espace réel

Sur la figure C.1, nous voyons I’évolution temporelle du parametre de TAY-
LOR au cours du temps. Rappelons que ce parameétre est défini de la facon
suivante :

_L-B
L+B

avec L et B respectivement la longueur et la largeur de la goutte. Ce
parametre vaut 0 pour une goutte circulaire.

Les deux courbes correspondent a deux maillages différents: le premier
(courbe noire) est celui que nous avons utilisé dans nos calculs, le second (en
rouge) est deux fois plus fin. Manifestement, la déformation n’est pas sensible-
ment affectée par le rafinement du maillage.

Par contre, nous voyons sur la figure C.2 que dans les deux cas, nous avons
des pertes de surface, qui restent toutefois inférieures a deux pourcents. Nous
poussons ici le calcul jusqu’a 200 fois le temps capillaire, ce qui est la va-
leur maximale que nous ayons utilisée dans nos calculs. Dans la mesure ou
la dynamique est conservative, et compte-tenu de la précision obtenue dans le
calcul des termes dérivés de la fonctionnelle de GINZBURG-LANDAU (grace aux
transformées de FOURIER), nous pouvons raisonnablement incriminer le terme
d’advection. En effet, plus le maillage est fin, meilleure sera son estimation, ce
qui limite les pertes a ce niveau.

(C.4)

Calcul du terme d’advection dans 1’espace de FOURIER

Cette affirmation est validée par le calcul du terme d’advection dans I’es-
pace de FOURIER, qui est plus précis a priori. Nous utilisons ici les mémes pa-
ramétres physiques que précédemment. Cette fois encore, nous utilisons deux
maillages différents. Nous voyons sur la figure C.3 que la défomation n’est ni
affectée par le maillage, ni par le choix du calcul du terme en v.V6. L’évolution
temporelle de la surface est représentée sur la figure C.4. Les pertes en surface
sont un peu plus faibles (1,3 % contre 2 % dans l’espace réel), et sont moins
sensibles a la résolution spatiale que précédemment. On peut cependant re-
marquer que h = € conduit a des dérives moins fortes que h = €/2, cet effet
étant présent également a trois dimensions, comme nous allons le voir bientot.

En conclusion de cette analyse, il ressort d’une part que la principal source
pour les pertes en surface est le terme d’advection, et qu’il est préférable d’uti-
liser ’espace de FOURIER pour évaluer ce terme. Cependant, le parametre de
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influence du maillage (advection calculée dans l’espace de FOURIER).
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déformation n’est pas affecté par le choix de la méthode de calcul.

C.2.2 Géométrie tridimensionnelle axisymétrique

En géométrie tridimensionnelle, outre I'imprécision de calcul sur le terme
advectif, deux sources d’erreurs supplémentaires peuvent intervenir. La
premiere concerne encore une fois I’évaluation des opérateurs différentiels,
en particulier les laplaciens qui interviennent dans ’équation d’advection du
champ de phase. En effet, nous avons vu dans le premier paragraphe que
la géométrie axisymétrique se ramene au cas bidimensionnel, mais avec des
termes singuliers sur I’axe qui demandent un traitement spécifique. A ce ni-
veau, la précision du calcul est moins bonne. La deuxiéme source d’erreur
spécifique concerne la contrainte d’incompressibilité, qui impose ici le calcul
d’un champ de pression par une méthode de relaxation (décrite a la fin de
cette annexe). Sans entrer ici dans les détails, précisons que la pression est
calculée de maniere itérative jusqu’a ce que la valeur moyenne de la divergence
des vitesses soit inférieure a un seuil donné. Nous montrons ici I'influence de
la valeur de ce seuil sur la dynamique.

Nous utilisons toujours une goutte en élongation, sans contraste de visco-
sités. Le capillaire est toujours égal a 0,1, ce qui est en dessous du seuil de
rupture (voir par exemple [19] ou la premieére partie de ce document).

Influence du maillage: calcul dans ’espace de FOURIER

Deux choses sont a remarquer sur les courbes C.5 et C.6. La premiere est
que comme dans le cas bidimensionnel, la résolution spatiale ne joue pas un
role mesurable sur la valeur du parametre de TAYLOR. La seconde concerne
le volume de la goutte, qui présente le méme type de dérives que dans le cas
précédent (avec des pertes inférieures & 1,5 %). Néanmoins, il semble qu’un
maillage trop fin (courbe rouge, figure C.6) déstabilise le systéme et provoque
Papparition d’irrégularités dans la dynamique (dues probablement aux insta-
bilités aux petites longueurs d’onde). Les calculs que nous présentons dans ce
document sont réalisés avec le maillage le plus “grossier”.

Influence du calcul du champ de pression

Le second parameétre important ici est le seuil utilisé dans la routine de
calcul du champ de pression. Nous présentons ici deux résultats (déformation
et volume), avec le maillage utilisé dans nos calculs. Les courbes noires des
figures C.7 et C.8 correspondent & un seuil de 1073 (ce qui signifie que la
valeur relative moyenne de la divergence dans le domaine de résolution est
inférieure & 0,001), et les courbes rouges & un seuil de 10~%. Clairement, ce
parametre n’a pas une influence majeure sur la dynamique : nous nous placons
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F1G. C.5 — Déformation (paramétre de TAYLOR) d’une goutte tridimension-
nelle en élongation : influence du maillage (advection calculée dans ’espace de

FOURIER).
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Fic. C.6 — Volume normalisé d’une goutte tridimensionnelle en élongation :

influence du maillage (advection calculée dans l’espace de FOURIER).
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a des valeurs trop faibles pour qu’il soit pertinent de diminuer encore le seuil.

C.3 Conditions aux limites: non glissement

Dans les chapitres consacrés aux vésicules en cisaillement confiné et aux
liquides diphasiques, nous utilisons des conditions aux limites de non glisse-
ment sur les parois. La prise en compte rigoureuse de ces effets est difficile, et
pénalisante en terme de temps de calcul. Nous avons plutot utilisé une méthode
de “ressorts raides”, qui consiste a assimiler ces parois a des chaines de res-
sorts tendus. Les gradients de vitesses vont provoquer ’apparition de forces de
rappel qui vont limiter leurs développements. En pratique, nous avons donc
deux équations supplémentaires a résoudre dans la dynamique (une équation
vectorielle) :

of, = —v.Vf, — Ty (v —u) (C.5)

avec u la vitesse de la paroi, imposée comme condition aux limites (dans
notre cas, un cisaillement). Nous avons un premier terme qui traduit la force de
rappel due aux ressorts, et pour stabiliser cette équation, nous avons ajouté un
frottement visqueux, qui supprime les oscillations qui peuvent intervenir quand
les contraintes appliquées sont trop fortes (dans une telle situation en effet, la
tension des ressorts peut provoquer I’apparition de forces trés importantes).

Ce champ de force est calculé dans tout ’espace, mais ne s’applique que sur
la premiére ligne de sites de discrétisation au niveau de I’équation de STOKES.

C.4 Equation de Stokes et incompressibilité

L’équation de STOKES est résolue grace a une méthode de relaxation:

Redv=V.(\(1-0)D+(1+0)D+0,) — VP +f (C.6)

avec f une force définie dans tout ’espace (en 'occurrence, due a la présence
d’interfaces dans le liquide)!. Nous avons supprimé le terme non-linéaire en
v.Vv car le nombre de REYNOLDS est suffisamment faible pour négliger les
effets inertiels.

Les notations sont les mémes que dans le chapitre 2 de la partie consacrée
aux gouttes. Le cas des vésicules newtoniennes est simplement obtenu en po-
sant 0, = 0. Nous pouvons regrouper les éventuelles contributions du contraste
de viscosités et des contraintes viscoélastiques dans un terme source F :

1. En pratique, cette force est localisée au niveau de l'interface par une distribution de
DirAC régularisée. Nous appliquons un masque a cette régularisation, centré sur l'interface
et de largeur quelques e. Ceci permet de garantir la nullité effective de la force a longue
distance
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influence du seuil utilisé dans la routine de calcul du champ de pression (ad-
vection calculée dans I’espace de FOURIER).
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F=f+DV\(1-0)+(1+86))+ V.o, (C.7)

L’équation de STOKES devient alors:

Red,v = \;(0)Av — VP +F (C.8)

avec As(0) = As(1 — 0) + (1 + 6). Le Laplacien est une source d’instabi-
lités numériques quand le pas de temps est trop important. Plutot que de
réduire le pas de temps, nous utilisons un schéma semi-implicite qui stabilise
le systéeme. Pour cela, il nous suffit de soustraire A"**Av aux deux membres
de I’équation de STOKES, avec A\7*** la plus grande viscosité dans 1'écoulement.
Nous obtenons ainsi:

Redyv — ™= Ay = (\,(0) — \™*) Ay — VP +F (C.9)

Le terme diffusif du membre de gauche est alors évalué a t+dt, et le champ
de vitesse a t + dt est obtenu grace a une simple inversion dans ’espace de
FOURIER. Simultanément, la projection sur I’espace normal a k est effectuée
pour tenir compte de la contrainte d’incompressibilité. Le projecteur est défini
par I — k ® k/k?, et nous avons donc:

(t+dt) k®k 1 (t) dt mazx (®
(C.10)

Le champ de pression ne doit donc pas étre calculé explicitement.

En géométrie axisymétrique, la situation est un peu plus complexe puisque
I’écriture de la divergence nulle ne se réduit pas a la somme de deux dérivées
suivant les deux directions de ’espace. En effet nous avons:

0A, O0A, A,
—. A1
or + 0z + T (C.11)

[’équation de STOKES est toujours résolue dans ’espace de FOURIER pour
pouvoir bénéficier du traitement semi-implicite du Laplacien. Mais cette fois,
aucune projection n’est effectuée. Nous déterminons plutot un champ de vitesse

e v (4t
auxilliaire v,(c+ ) :

V.A =

gliFd _ 1 (®) dt mazx (t)
Vi T 11 Ama iz Vi) 5o {s(0) = ) Av+FRY | (C12)

Une procédure récursive est alors itérée pour ajuster le champ de pression,
jusqu’a ce que la valeur moyenne de la divergence de la vitesse soit inférieure
4 1072 dans I'espace de FOURIER. Cette suite est définie de la facon suivante:
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Pk = Pk - dtp {V.V}k

(t+dt) (t+dt) 1 (C.13)
Vi =V + 1+ )\mawﬁk2 {vp}k
$ Re

Le champ de pression finalement obtenu au temps ¢ est alors utilisé comme
point de départ a I'itération suivante, et rapidement la convergence est obtenue
en une ou deux itérations.

C.5 Valeur des parametres

Pour finir cette annexe, nous donnons les valeurs explicites des parametres
que nous avons utilisés dans nos simulations.

C.5.1 Vésicules

Nous sommes ici dans une géométrie purement bidimensionnelle. Les grilles
utilisées contiennent 400*400 nocuds. En variables dimensionnées, nous avons
utilisé les valeurs suivantes:

| Parametre | Valeur |

€ 0.007
h 0.006
r 0.02
dt 0.001

C.5.2 Gouttes

Cette fois, nous utilisons systématiquement ici une géométrie axi-
symétrique, avec des grilles de 300*250 nceuds en situations stationnaires, mais
qui peuvent contenir jusqu’a 200*1600 pour la relaxation des gouttes les plus
allongées. Les valeurs des parametres sont ici données en tant que variables
adimensionnées (voir texte) :

‘ Parametre ‘ Valeur ‘

€ 0.03
h 0.03
r 1

dt 0.01
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C.5.3 Diphasiques

Les grilles contiennent typiquement 400*400 nceuds. Cette fois encore, nous
donnons les parametres en tant que variables adimensionnées.

‘ Parametre ‘ Valeur ‘

€ 0.01
h 0.01
r 1000
dt 0.001
Krepulsion 10

Le parametre K, ¢puision intervient dans la force de répulsion au niveau des
parois qui a la forme suivante :

— (L -8 2 _8 2
frepulsion = Drepulsion ltanh (u> — tanh (y . 6) ] uy(Sas(r)

(C.14)
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Dans cette annexe, nous dérivons la force de membrane associée aux

vésicules, en terme de champ de phase.

D.1 La force de courbure

En terme de champ de phase, nous avons vu que ’énergie libre associée a

la courbure s’écrit (voir page 112):

Ele) = [ [ cloy 99 (D.1)
La force de courbure est donc donnée par la dérivée fonctionnelle de
E2D [0]
courb :
SE?D .50  SE?D
f2D gl = — courb 77 _ courb 0l n. D.2
courb[ ] 50 or 50 ‘V |Il ( )

Le calcul de E2D [0 + 66] nécessite un peu de soin :

B0+ 06 = ° / / ol6 + 501 |V + V56| dr (D.3)

- 3// (clO) [76] + 2¢[0)3¢[6] V6] + c[6]*n V0] dr

mais permet d’obtenir simplement :

E2D 10+ 660] — E22 0] = Z// (2c[0)6c[6] |VO| + c[0]°n |V56]) dr.  (D.4)
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Pour continuer, il nous faut évaluer dc[6]:

v VO V0 (. V0.V
d)=-Voggm = c[9+59]——V.( o (1— v )) (D5)

soit, au premier ordre en 66 :

5el6] = - V. ((1 —n®n) w)

Vo)

L’opérateur I — n ® n n’est rien d’autre que le projecteur sur l’espace
localement tangent a l’interface. Nous pouvons donc écrire:

5clf] = —V. (t (t.%)) | (D7)

Des lors, le calcul de la force de courbure ne présente plus de difficulté
majeure. Apres quelques intégrations par partie, nous obtenons en effet :

(D.6)

SE*D . K t )
P = ——V.[| =t.V(2 . D.
e v (WmtV( (0] |V6)) + c[6] n) (D.8)

Enfin, nous allons utiliser 'hypothese de parallelisme des isocontours du
champ de phase, que nous avons discutée dans ’annexe B. Rappelons que
cette hypothese se traduit mathématiquement par:

Vt=0 = V.(cn)=0 (D.9)
ol nous avons utilisé la relation :
o _
ds
Deés lors, la définition méme de la courbure nous donne:

cn. (D.10)

n.Ve = c. (D.11)
Enfin, nous avons:
t.V(|VO) = V.(|VO|t)—|Vo| V.t (D.12)
= V.(V0 x z)
= z.(VxV0)-VOV xz
0.

Le parallélisme des isocontours intervient deés la premiere ligne. Nous avons
également utilisé la définition de t donnée page 185. Ici, t.V représente la
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variation le long de la coordonnée tangentielle. En utilisant ces 2 derniers
résultats, la force de courbure devient :

£20 0] = ( (23 +t.V(t.V )) - cg> (D.13)

ce qui est bien ’expression que nous avons utilisée dans le texte.

D.2 La force de Lagrange

La contribution énergétique du multiplicateur de LAGRANGE est quant a

elle donnée par:
Ereg = // C(s)zﬂdr. (D.14)

Le principe du calcul est le méme que précédemment. Ici toutefois, il
convient de tenir compte de la dépendance implicite de { par rapport a la
position de l'interface :

E a ELa
£20 0] = OBL 9vg+ 552 AV (D.15)

Au premier ordre en #, nous aurons donc:

fio0) = Wmvc V( ) (D.16)
(nV
\Y.

= (@-n@n) V¢~ vn)

= (6(6.V0) +eCn) -

On voit ainsi apparaitre une composante normale et une autre tangentielle
dans cette contribution a la force.
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Annexe E

Calculs analytiques pour la
force de portance

Dans cette annexe nous détaillons les calculs nécessaires a 1’étude de la force
de portance (chapitre 1)!. Nous commengons par prouver que les équations
de D'élasticité sont bien locales dans la limite des faibles épaisseurs de sub-
strat, puis nous présentons les étapes intermédiaires du calcul perturbatif que
nous avons effectué pour les spheres et les vésicules dans la limite des faibles
déformabilités du substrat.

E.1 Elasticité du substrat

Le point de départ du calcul est constitué par les équations générales
d’équilibre des corps élastiques:

8015
— =0 E.1
e (E.1)
avec:
FE o
Oij 1+U<U1c+1_20uu k) (E.2)
qui s’inverse en:
1+o o
Uik =~ Oik — Ealldik (E.3)

qui n’est rien d’autre que la loi de HOOKE. Dans ces relations, wu;; est le ten-
seur de déformation du substrat, défini par u;, = 0;u; avec uy la déformation
du solide, E' le module d”YOUNG et o le coefficient de POI1ssON. Dans le cas
de déformations planes dans le plan (zOy), on a:

1. Les calculs ont été initialement proposés par Chaouqi MISBAH.
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oo + a%y —
ox dy
00ye + 3ng}y -0 (E4)
oz oy

dont la solution générale peut sécrire en terme de la fonction d’Airy x(z,y) :

82
Ogg = 3;2(2
_ _0%x
Ty = ~ Bgoy (E.5)
_ 9%x
Oyy = 322

La fonction d’Airy est une fonction biharmonique telle que AAy = 0. La
solution de cette équation s’écrit :

X = [(Ay+ B)e® + (Cy + D)e~%] ¢ (E.6)

avec A, B, C' et D des constantes a déterminer. Pour ce faire, nous allons
ré-exprimer les contraintes grace aux relations E.5:

Ose = [(24q + (Ay + B)¢*)e® + (—2Cq + (Cy + D)g?)e %] e¥*
0wy = —1¢[(A+ (Ay + B)q)e® + (C — (Cy + D)gq)e” %] e"® (E.7)
Oyy = —q¢? [(Ay + B)e® + (Cy + D)e™%]

et nous obtenons les déplacements correspondants grace a la loi de Hooke
E.3:

Uy = _z(l;—a) [(2 + qy — 20_)€qu + qequ + (_2 + qy + 20’)6_qu + qe—qu] el

uy =22 [(1 - qy — 20)e™ A — qe®B + (1 + qy — 20)e™®¥C — ge™ ¥ D] e"t”

(E.8)

Les conditions aux limites sur la partie inférieure du substrat (y = —L):
uz(y=—-L)=0

E.9

A (9)

et sur linterface avec le fluide vont nous permettre d’exprimer les 4
constantes A, B, C' et D. Au niveau de l'interface avec le fluide, seules les
contraintes sont connues. En supposant que la déformation est suffisamment
faible, nous pouvons exprimer ces contraintes en y = 0:

O (y = 0) = Fye'?”
oty = 0) = G

Finalement, nous obtenons les solutions suivantes :

(E.10)
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(A =qe® [(1+3e*E — 40 — 2qL) Fy; +1((3 — 40) €** + 2L + 1) G,] /D

B = [((40 — 3) €*" + 2 (—40® + 60 + gL — ¢°L*) — 5) F,
+21(—60 + 2 + 40% + ¢*L*) G,] /D

C=¢"[(40 -3~ (1+2qL)e**) Fy+1(3— 4o+ (1 —2¢L) e**) G,] /D

D=2[((0(6—40) — gL — ¢®L* — 2) e*L + (20 — 2)) F,
\ +1e2" (=2 + 60 — 40 — ¢*L*) G,| /D

(E.11)
avec:

D=¢ [3 — 40 + 4e** (q2L2 +40” — 60 + g) +(3- 40)e4qL} . (E12)

Pour fermer ce probléme, il ne nous reste plus qu’a écrire h(z) = h,e'?®,
et nous obtenons finalement une relation complexe entre h,, le déplacement
de l'interface, et les contraintes appliquées, F, et G,. En effet, en écrivant
h(z) = uy(y = 0) on obtient:

hy = {1 [(+60° — 80> + 8o Fy — 6) Fy + (210° — 80® + Tio — 31) G,] €*4"
+[(6 + 80% — 60 — 80) F, + (T10 + 210% — 810° — 31) G| e~ 24"
+ [-80%qL + 8¢L| F, + [410¢*L?* + 1610° — 1410 — 4102 4 62 + 41g° L*| G, } :
[(1602 — 240 + 10 + 4¢*L? + (3 — 40) (e*'F + e 21L)) ¢E]
(E.13)
Cette expression est bien entendu inexploitable sous cette forme. Nous al-
lons donc supposer que seules des forces normales agissent sur la paroi (G,=0)
et nous allons considérer deux limites.

Substrat de faible épaisseur

Dans ce cas, nous avons ¢L. — 0. Au premier ordre, on obtient :

hy = ((%E—(;)Eal;r b, (403_E1(27(0— J;)lQ)aL (qL)Q) F (B.14)
qui donne dans ’espace réel :
F() = 2 ol h(a), (E.15)

L(2o—1)(o+1)

Nous avons utilisé une telle relation dans notre simulation.
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Substrat de forte épaisseur

Dans ce cas, on a plutot gL — oo, qui correspond a un substrat infiniment
plus profond que les déformations de I'interface. Dans ce cas, on obtient :

2(1 —o?) F,
hy=—~———2,1 E.16
TTE g (210)
qui donne dans I’espace réel :
E Oh/0x
F(z) = ! .
(z) 27r(1—02)73/ x—x’dx (E.17)

avec P la partie principale de Cauchy. On retrouve bien un comportement
local, caractéristique des équations des milieux continus.

E.2 Calcul perturbatif pour la force de por-
tance

Nous allons nous restreindre au cas bidimensionnel, et nous allons suppo-
ser que les effets inertiels sont négligeables. Ce calcul s’inspire d’une étude
effectuée par SEKIMOTO dans le cas d’un cylindre couvert d'une couche de
polymeres, en translation uniforme au voisinage d’un substrat plan lui couvert
d’une couche de polymeres. Ici, nous considérons le cas d’un cylindre soumis a
un cisaillement, ce qui introduit une vitesse de rotation qui n’intervenait pas
dans le calcul original.

Si la distance entre le cylindre et le substrat est suffisamment faible, 1’hy-
potheése de lubrification est valable, et les équations de Stokes se réduisent
a:

Oy — P'(x) =0
{ OpUg + Oyvy = 0 (E.18)

Si on désigne par d(z) le profil inférieur du cylindre (ou de la vésicule),
et par h(z) celui du substrat déformé, alors les conditions aux limites sur la
vitesse s’écrivent :

Uz(.T,d(:L')) ==V Uw(x:h(x)) ==V
(E.19)
vy(z,d(z)) = -V, d'(z) vy(2,h(z)) = =Vih'(z)

ou f'(x) désigne la dérivée de f, V, et V; étant respectivement la vitesse de
rotation et de translation du cylindre ou de la vésicule. Effet, dans la limite
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d’un profil suffisamment régulier, on peut écire t = x+d'(z)y. En conséquence
du paragraphe précédent, il est raisonnable de postuler une relation linéaire
entre le profil de I'interface et la pression dans I'intervalle entre le substrat et
le cylindre. En toute rigueur, la force exercée sur le substrat est donnée par:

F = / (=PI +7 (Vv +VvT) ) ds. (E.20)

mais pour simplifier, nous n’allons considérer que la pression. La relation
entre le profil et la pression est donnée par:
h(z) = —KP(z) (E.21)
avec:

E 1-0
K=———"—7—— E.22
L (120)(1 +0) (E22)
comme cela a déje été mentionné dans le texte (page 134, equation (2.10)).
L’intégration directe de 1’équation de Stokes nous donne:

idP(a:)gﬁ

ve(zy) = o0 d + A(z)y + B(x) (E.23)

avec A(x) et B(x) deux fonctions a déterminer grace aux conditions aux
limites. On obtient sans peine:

V. =V, 1 dP(z)

A=) h@ o de

(d(z) + h(x)) (E.24)
et

_ Vihla) = Vid(z) | 1 dP(a)

Bla) d(z) — h(zx) 2n dz

d(z)h(z). (E.25)

Nous avons vérifié que nous obtenions bien le méme résultat qu’lsabelle
CANTAT dans la limite d’un substrat rigide (h(z) = 0). La condition d’incom-
pressibilité nous permet alors d’obtenir la composante y de la vitesse:

- s Y 42 . E.2

La fonction C'(z) est déterminée par la troisieme condition aux limites en
y = d(z). On obtient :

d’P(x
vy(2y) = =g Tis? (v — h(z)?) —

8y — b)) - Vib'(a (5:21)
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Finalement, on utilise la derniére condition aux limites pour obtenir la
relation de fermeture qui nous permettra de déterminer le champ de pression
entre le substrat et le cylindre (ou la vésicule):

1 dP(x)
12n dzx

Vi+ Vi
2

(d(z) — h(z))" + (d(z) — h(z)) = @Q (E.28)

avec () une constante d’intégration qui peut étre interprétée comme
I’écoulement moyen dans l'intervalle. La pression doit obéir a cette équation
pour que la vitesse vérifie bien les conditions aux limites. Il est important de
remarquer que seule la largeur d(z) — h(z) de l'intervalle intervient dans cette
équation.

Il est alors utile d’introduire quelques variables sans dimensions qui vont
nous permettre d’alléger 1’écriture. Nous allons noter dj la distance minimale
entre le cylindre ou la vésicule et la position initiale du substrat, et R le rayon
de courbure typique de l'interface de l'objet considéré. En prenant comme
échelle de longueur v/2Rdy dans la direction x, dy dans la direction y et V,, =
(Vr +V;)/2 pour échelle de vitesse et nV;,v/2Rdy/d3 pour échelle de pression,
on obtient :

1 dP(z) s Vit+VW
19 ap d@) = h@)" + ——5—(dz) - h(z)) = Q (E.29)

Le profil du substrat est relié a la pression par la relation suivante :

h(z) = —vP(x) (E.30)

avec

v = anv 2Rd0
- Kdy

Ce parametre tend vers 0 quand K — oo, c¢’est-a-dire quand le substrat
devient indéformable. Nous allons donc utiliser ce parametre comme parametre
perturbatif. Nous allons pouvoir déterminer la pression grace a I’équation E.29.
Nous serions alors en mesure de calculer le champ de vitesse dans I'intervalle.
En toute rigueur, la force exercée sur le cylindre ou la vésicule serait alors
donnée par:

(E.31)

F = / (=PI+n(Vv+Vv").n)ds. (E.32)

Cependant, par souci de cohérence avec les approximations précédentes,
nous n’allons considérer que la pression ici. Nous allons donc écrire:

P(z) = PO(z) + vPY () + *PP(z) + v* P (z) + O(v?) (E.33)
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et

Q = QW (z) + vQW (z) + v*’QP (2) + v*Q® (2) + O(v*") (E.34)

et résoudre I’équation E.29 ordre par ordre. Il reste bien siir & préciser une
forme particuliere pour le profil du cylindre ou de la vésicule, et c’est-a-partir
de ce point que nous allons devoir séparer 1’étude.

E.2.1 Le cas du cylindre

Si la distance entre le substrat et le cylindre et suffisamment faible, une
approximation quadratique est raisonnable pour le profile inférieur du cylindre :

$2

d(z) =dy + R (E.35)
Ordre 0
L’équation E.29 devient :
d(a:)3w + 12d(z) = QU (E.36)
qui nous donne:
POG@) = — 2 o QO —1s. (E.37)
(1+2?)

Cette contribution est antisymétrique, et donne bien une contribution nulle
quand elle est intégrée sur toute la partie inférieure du cylindre, qui est
symétrique. On retrouve bien le résultat attendu: la force de portance est
nulle sur un objet symétrique.

Ordre 1

L’équation E.29 devient :

3 dPY (x)

dP©
d(z)*——"2 + 3d(x)*P© (:c)ﬂ +12PO(z) = QW (E.38)
dx dx
qui nous donne:
1 12
PO (z) = 20 - ot QU =0, (F.39)

5 (1+22)° (1+a?)

Cette fois nous avons une contribution symétrique, et nous obtenons:
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FQ), = / " pw (z)dz = S1 (E.40)
o 2
Ordre 2
Nous obtenons encore une contribtion nulle a cet ordre.
Ordre 3
On obtient Q® =0 et

1 p12(33)
PO (g) = E.41
(=) 134750 (1 4 22)"! (E.41)

pour la pression, avec pip(z) un polynéme d’ordre 12: pia(z) =
14621549822 + 53460165z* + 17714070025 + 14564104528 + 62046138x1° +

1083222832 — 22726357.
Intégré sur toute la surface, nous obtenons:

3) _ 2283w
pOT’t - 128

Cette contribution est donc attractive, mais elle reste totalement
négligeable devant la contribution d’ordre 1. En pratique, nous nous sommes
limités au premier ordre. Nous avons également calculé les champ de vitesse a
chaque ordre, et nous avons vérifié que les résultats que nous présentons dans
le texte ne sont pas modifiés par la prise en compte de ces effets.

Finalement, nous avons donc bien une force de portance répulsive quand
le substrat est déformable.

(E.42)

E.2.2 Le cas des vésicules

Un parametre important dans ce cas est ’asymétrie de la vésicule. Dans le
cas de ’approche analytique de la these d’Isabelle CANTAT, la partie inférieure
de la vésicule a été modélisée avec 2 exponentielles de courbures différentes.
Dans notre cas, cette modélisation n’est pas adaptée puisqu’elle introduirait
une forte singularité de courbure au niveau de la jonction des deux exponen-
tielles?. Nous avons modifié I’équation précédente pour d(zx) en introduisant 2
branches de paraboles de courbures différentes se raccordant en 0:

d(z) = { dy +1?/(2R) siz <0

do+ 2?/(2wR) siz >0 (E.43)

2. Dans le cas cité ici, la vésicule était confinée au voisinage du substrat par un potentiel
d’adhésion. Les courbures dont il est question ici étaient donc assez éloignées 1'une de I’autre
pour que le raccord ne pose pas réellement de probleme.
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Le parametre heuristique w suffit & introduire une asymétrie. Les résultats
précédents s’adaptent alors sans difficulté. A ordre 0 par exemple, nous ob-
tenons:

4z/(1+2%)? siz <0
(0) = =
Po() { 4z/(1 +wz?)? siz >0 (E.44)

La force correspondante vaut alors 2 (1/4/ — 1) qui s’annule bien pour
w = 1. En variables dimensionnées, la force de portance sera donnée par:

0 77V R
F,Eoﬁt x —dm .
0
Pour fermer notre probleme, il faudrait exprimer la vitesse moyenne en
fonction de dy, ce qui est difficile comme nous 'avons expliqué dans le texte
(voir chapitre 2).

(E.45)
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Résumé

L’objectif de cette these est de parvenir a décrire la dynamique d’inter-
faces libres en mécanique des fluides, dans le cadre d’une modélisation par la
méthode du champ de phase. La premiere partie est consacrée a la méthode
numérique : le principe général et ’algorithme utilisé sont présentés.

Dans la seconde partie, nous étudions la déformation et la rupture de
gouttes viscoélastiques isolées soumises a un écoulement d’élongation axi-
symétrique. Dans le régime stationnaire, nous avons mis en évidence une inver-
sion de courbure au niveau de 'extrémité de la goutte, due a une localisation
des contraintes viscoélastiques. Nous avons montré que les seuils de perte de
stabilité des gouttes n’étaient pas affectés par la viscoélasticité, contrairement
a la dynamique de rupture.

La dynamique de vésicules bidimensionnelles sous cisaillement fait ’objet
de la troisieme partie. Nous avons étudié la pertinence de la modélisation en
champ de phase pour une vésicule isolée, puis nous avons mis en évidence
I’existence d’un maximum dans la force de portance au voisinage d’une paroi
déformable. Ces résultats sont supportés par un calcul de lubrification.

Enfin, la derniére partie consiste en une étude préliminaire sur le mélange
de liquides diphasiques a deux dimensions.

Mots clefs: frontiéres libres, gouttes, liquides diphasiques, méthodes
numériques, rhéologie, vésicules, viscoélasticité

Abstract

The subject of this thesis is the description of the dynamics of free bounda-
ries in fluid mechanics within a phase field approach. The first part is devoted
to the numerical method: both the general principle and the algorithm are
presented.

In the second part, we study the deformation and breakup of viscoelastic
isolated drops submitted to an axisymmetric flow of elongation. In the statio-
nary regime, we highlighted a curvature inversion at the tip of the drop, due to
a localization of viscoelastic stresses. We also highlighted the independence of
the breakup thresholds with respect to viscoelasticity, whereas the dynamics
itself is strongly affected.

The dynamics of two dimensional vesicles under shear flow is considered in
the third part of this document. We have studied the limitations of the phase
field approach for isolated vesicles. Then, we have highlighted the existence of
a maximum in the lift force on the vesicle near a deformable substrate. These
results are supported by a lubrication analysis.

Finaly, a preliminary study of the blending of diphasic liquids is presented
in the last part, in two dimensions.

Keywords: free boundaries, drops, diphasic liquids, numerical methods,
rheology, vesicles, viscoelasticity



