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(Σg,1)

A P,LH A < A H ��6ÈÒ�y|Ó�~V� , Û7���;��~R��t�w�8J8x~VÛ7���;���;��Ï$t�Û�w��$�;8JvxÏR��w��R6 A�A(A(A�A P ?H A < A L SU
�Ýt[y|Ï�y|{}{�6x{}w��Êy|~$w���53��8�./��Ï$w}~�y A�A(A�A(A(A�AGA�A(A�A(A(A�A PIPH A < A ?  Û769��Ï"�x�;8(��Ó¬v9��vxè�vx{�8�� , w}5�~R8xÏR�R89vx~$w���5/ÏR8xéuw��Rw}~R6 A(A�A(A(A�A K LH A H ��89�RvxÏ$w}t�~$w���5¬�´69���;6x~$Ï$w &uÓ78G��8�{Ý, Û7���;���;��Ï$t�Û�w��R�;8

d
��8G.3��Ï$w}~�y A�A MIH
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 �>Da5):a53$ ),>%��a / ;
� 7 ;'&=/08_;\8(� 7*) 7+� 3 ,�,
L7A G �����pt�~R8xÓ�Ï nXγ AGA�A(A�A(A(A�A(A�AGA�A(A(A�A(A�A(AGA�A(A�A(A�A(A(A�A G =>=L7A G A G ��6�#75�w}~$w���5 A(A�A(A(A�A(A�AGA�A(A(A�A(A�A(AGA�A(A�A(A�A(A(A�A G =>=

L7A G A < � y|{�vxÓ�{���8���t�{}w�vxw}~R89�V��8
nXγ
tb��Ó�ÏV��89��v9��Ó�Ï$�b89�Vt[y|Ï$~$w�vxÓ�{}w �xÏR89� G = G

L7A G A H �����pt�~R8xÓ�Ï 8x~�y�vx~$w���5÷��89��~ 7�w��$~R����8���8xÛ�5a�$Ó�Ï�{�89��v�Û[y|�pt7�
��8�é´89vx~R8xÓ�ÏR� A�A(A(A�A(A�AGA�A(A(A�A(A�A(AGA�A(A�A(A�A(A(A�A G = L

L7A < � y|{�vxÓ�{*8���t�{}w�vxw}~R8(��8 kX tU��Ó�ÏVÓ�5�t�ÏR����Ó�w}~���8�~ 7�w��R~R�V��8(��8xÛ�5 A�A G =IJL7A < A G Ñ0ÏR8xÓ�é´8(��Ó¬~$Û769��Ï"�x�;8 L7A < A G AXA(A(A�A(A�A(AGA�A(A�A(A�A(A(A�A G = P
L7A < A < ��8x�²y|Ï"&uÓ78��$Ó�Ï�{�8(����Ó7�?�Ý�>ÏR��Ó�tb8 Vg,1 A�A(AGA�A(A�A(A�A(A(A�A GIG =L7A H � y|{�vxÓ�{*8���t�{}w�vxw}~R8(��8

dX
tU��Ó�ÏVÓ�5�t�ÏR����Ó�w}~���8�~ 7�w��R~R�V��8(��8xÛ�5 A�A GIGIG

L7A H A G ����57�$~$Ï$Ó7vx~$w���5/� , Ó�578��b��5�578 L �Ýé>y|Ï$w�6x~R6 Wγ
A(A�A(A�A(A(A�A GIG H

L7A H A < Ñ^8x~$w}~R8¬��w}�>ÏR89�R�$w���5 : #
����57�²Ó�578�~$Ï$w}é�wzy|{}w���y|~$w���5�v9���pt�{�8���8
��8

THγ
AåA�A(A�A(A(A�A(A�AGA�A(A(A�A(A�A(AGA�A(A�A(A�A(A(A�A GIG ?

L7A H A H Ñ0ÏR8xÓ�é´8(��Ó¬~$Û769��Ï"�x�;8 L7A H A G A(A(A�A(A�A(AGA�A(A�A(A�A(A(A�A GIG P

J
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? A G � ��w��$~R8x57v98�� , Ó�5pvRÛ[y|�pt;��8�é´89vx~R8xÓ�ÏR���¤~R8x�pt7���X�RÓ�Ï*Ó�5pv9���U��ÏR��w��$�;8

� , Û7���;��{����>w�8 A�AGA�A(A�A(A(A�A(A�AGA�A(A(A�A(A�A(AGA�A(A�A(A�A(A(A�A G H>=
? A < �����U��ÏR��w��$�;89��� , Û7���;��{����>w�8�� SU �Ýt[y|Ï�y|{}{�6x{}w���y|~$w���57�*8x~�8���~R8x57�$w���5Gv98x5$�
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? A < A G ��6�#75�w}~$w���5©� , Ó�578 H �Ýé>y|Ï$w�6x~R6J�Êy|57���U��ÏR�/y����R�uvxw�698 �;Ó�5Üv9� �

�U��ÏR��w��$�;8�� , Û7���;��{����>w�8 AGA�A(A(A�A(A�A(AGA�A(A�A(A�A(A(A�A G H L
? A < A < SU

�Ýt[y|Ï�y|{}{�6x{}w��Êy|~$w���57� ÏR8x{zy|~$w}é´89��8x~ v9���U��ÏR��w��$�;89� � , Û7���;��{����>w�8 G H>?
? A < A H � ��~R8x57�$w���5¬v98x5u~$Ï�y|{�8(tU��Ó�Ï�{�8��>ÏR��Ó�tb8 H(Σ) A(A�AGA�A(A(A�A G LIL? A H � ��~R8x57�$w���5¬��Ó¬v9��vxè�vx{�8���8(.38xè´8xÏ�y|Ó$�÷v9���U��ÏR��w��$�;89��� , Û7���;��{����>w�8 G L J
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J A G ��6�#75�w}~$w���53��89�V�R~$Ï$Ó7vx~$Ó�ÏR89��� ,-�0Ó�{�8xÏ�ÏR8x{zy|~$w}é´89��8x~�t�ÏR��t�Ï$w�6x~R69� A(A(A�A G ? LJ A < +�ÏR��Ó�tU8�y��R�R��vxw�6	y|Ó$��v9���b��ÏR��w��$�;89�*� , Û7���;��{����>w�8	�JÓ�5�w���� , Ó�578	�$~$Ï$Ó7v��

~$Ó�ÏR89��� ,-�	Ó�{�8xÏ�ÏR8x{zy|~$w}é´89� A(A�A(A�AGA�A(A(A�A(A�A(AGA�A(A�A(A�A(A(A�A G ?>?J A H Û7���;���;��Ï$t�Û�w��$�;8XvxÏR��w��R6�8x~�8���~R8x57�$w���5¬��Ó�v9��vxè�vx{�8G� , w}5�~R8xÏR�R89vx~$w���5 A G J><J A L Ñ^8xÏR�$tb89vx~$w}é´89� A�AGA�A(A�A(A(A�A(A�AGA�A(A(A�A(A�A(AGA�A(A�A(A�A(A(A�A G J>?
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�	, w}5�é>y|Ï$wzy|5�~å��8�� y��R�R��5(89�R~&Ó�5�w}5�é>y|Ï$wzy|5�~åvx{zy��R�$w &uÓ780��89�
3
�P�$t�Û��xÏR89�^� , Û7���;��{����>w�8

8x5u~$w �xÏR8 A �P{å89�$~�ÏR8x{}w�6py|Ó/�>ÏR��Ó�tU8n��8n��w-,U69��~R��t�w�89� Mg,1
��8G{zy!�$Ó�Ï1ÒÝy�v98
	

Σg,1
��8J{zy

�²y|5�w �xÏR8Ü�$Ó�w}é>y|5�~R8 A ����57�$w���6xÏR��57�!{�8/�R��Ó7�?�Ý�>ÏR��Ó�tU8 Kg,1
��8 Mg,1

8x5��´8x57��ÏR6/t[y|Ï
{�89��~ 7�w��$~R�(��8n��8xÛ�5/{�8X{���5�����89��v9��Ó�Ï$�U89���$w}�pt�{�89��Ò�8xÏ$�;6989���R6xt[y|Ï�y|5u~R89�(�$Ó�Ï

Σg,1
A

./��Ï$w}~�y38x~p� y��R����5 ��5u~J�;��5u~$ÏR6 &�Ó78²~R��Ó�~R8
3
�P�$t�Û��xÏR8÷� , Û7���;��{����>w�8÷8x5�~$w �xÏR8!tU8xÓ�~

/x~$ÏR8a����~R8x5�Ó78at[y|ÏGÓ�5 �Rvxw}57��8x�;8x5�~n��8²"�898x��y>y|ÏR� �$Ó�ÏGÓ�5 6x{�6x�;8x5�~n��8 Kg,1
tU��Ó�Ï

Ó�5�v98xÏ$~�y|w}5
g A ��Ó7�R�$wU{Ý, w}5�é>y|Ï$wzy|5�~���8G� y��R�R��5�w}57��Ó�w}~�Ó�578Gy|t�t�{}w�v¹y|~$w���5

λ∗ : Kg,1 → Z

��8x{}{�8��Pvxw*89�$~��78x5÷ÒÝy|w}~���Ó�5�Û7���;���;��Ï$t�Û�w��$�;8 A
� {Ý,-��Ï$w}�>w}578���{�8/�>ÏR��Ó�tb8 Kg,1

89�$~���6�#75�w�v9���p�;8Ü{�8/��8xÓ$��w �x�;8©�R��Ó7�?�Ý�>ÏR��Ó�tU8
��8 Mg,1

�7y|57�÷{zy #7{}~$Ï�y|~$w���5)��8��´��Û�57�R��5 A ��8x~$~R8©��8xÏ$5�w �xÏR8©89�$~���6�#75�w�8©v9���p�;8
�RÓ�w}~J:]{�8G�>ÏR��Ó�tU8J��8J��w-,U69��~R��t�w�89�(y|�>w}~��$Ó�Ï�{�8G�>ÏR��Ó�tU8(Ò���57�7y|�;8x5�~�y|{0��8J{zy;�$Ó�Ï1ÒÝy�v98
F := π1(Σg,1, x0)

�&���
x0
89�$~�Ó�5 tb��w}5u~J��Ó¯�U��ÏR� ��y|w}57�$w &uÓ78;�$Ó�Ï(�Êy��R6xÏ$w�8�pv98x5$�

~$Ï�y|{�8���89�Rv98x57�7y|5�~R8�y��R�R��vxw�698 {Fk}k≥1
A %�5²57��~R8Vy|{���ÏR� Mg,1(k)

{�8��R��Ó7�?�Ý�>ÏR��Ó�tU8���8
Mg,1

&�Ó�w0y|�>w}~�~$Ï$w}é�wzy|{�8x�;8x5�~��$Ó�Ï
F/Fk+1

A ��89vxwå��6�#75�w}~�Ó�578%#7{}~$Ï�y|~$w���5©��8 Mg,1
�

y|t�tU8x{�6986#7{}~$Ï�y|~$w���5÷��8 �´��Û�57�R��5��u����5�~�{�8�t�ÏR8x�pw�8xÏ��R��Ó7� �Ý�>ÏR��Ó�tb8V89�R~	{�8V�R��Ó7�?�Ý�>ÏR��Ó�tU8
��8²���ÏR8x{}{}w A %�5 y��R�R��vxw�8p6x��y|{�8x�;8x5�~C� Mg,1(k)

Ó�5 Û7���;���;��Ï$t�Û�w��$�;8
τk

��y|t�tU8x{�6
Û7���;���;��Ï$t�Û�w��R�;8G��8D�´��Û�57����5��7����5�~�{�8�57�¹è�y|Ó389�R~ Mg,1(k + 1) A� t[y|Ï$~$w}Ï÷��Ó���8xÓ$��w �x�;83Û7���;���;��Ï$t�Û�w��$�;8Ü��8��´��Û�57�R��5

τ2
��6�#75�w��$Ó�Ï Kg,1

�
./��Ï$w}~�yav9��57�$~$Ï$Ó�w}~�Ó�5/Û7���;���;��Ï$t�Û�w��$�;8

q : Kg,1 → Q A �&8G��6ÈÒÝy|Ó�~�8x5�~$ÏR8 q 8x~ λ∗89�R~�Ó�5�Û7���;���;��Ï$t�Û�w��$�;8
d : Kg,1 → Z

&�Ó�w é´6xÏ$w-#[8

λ∗ =
1

24
d+ q.

.3��Ï$w}~�yGv9��5�Þ189vx~$Ó�ÏR88&�Ó78V~R��Ó�~R8 H �P�$t�Û��xÏR8�� , Û7���;��{����>w�8�8x5�~$w �xÏR8�tb8xÓ�~�/x~$ÏR8�����~R8��
5uÓ78�t[y|Ï0Ó�5;�Rvxw}57��8x�;8x5u~���8�"�898x��y>y|ÏR�;�$Ó�ÏåÓ�5²6x{�6x�;8x5�~���Óp~$ÏR��w��$w �x�;8V�R��Ó7�?�Ý�>ÏR��Ó�tU8
�7y|57��{zy #7{}~$Ï�y|~$w���5¯��8 �´��5�Û7��5 Mg,1(3)

�b�´6x576xÏ�y|{�8x�;8x5�~G57��~R6 Lg,1 �]tU��Ó�Ï�Ó�5©v98xÏ?�~�y|w}5
g A Ñ^y|Ï�v9��57�$~$Ï$Ó7vx~$w���5�� q �¹,�y|5�5uÓ�{�83�RÓ�Ï!v983�R��Ó7�?�Ý�>ÏR��Ó�tU8 A ��89�$~$ÏR8xw}5�~ � Lg,1

�
�����������������

Σg,1 � �
� � � �"!#��$��%$&��')(���$*��� $&�+���
��,-�.����/0�&����1&�32��.4��&�����3465 � ���3$��+')(7�+���8�����2���97�8��2;:<�=?>@> �.�&�A�B2�1*C��
/0�����D(7�+���8���
F1 := F

���
Fk+1 = [F, Fk]

(7� � � k ≥ 1
:
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{Ý, Û7���;���;��Ï$t�Û�w��R�;8
d
��8n.3��Ï$w}~�y!89�$~�����57vXt�ÏR��tb��Ï$~$w���5�578x{��

λ∗ A ��,-89�$~�tb��Ó�Ï"&uÓ7��w��5¬y|t�tU8x{}{�8xÏ�y
d
{�8 �|v���Ó�Ï��÷��8�{Ý, w}5ué�y|Ï$wzy|5u~���8J� y��R����5 A

�	, Û7���;���;��Ï$t�Û�w��$�;8
d
89�$~a��6�#75�w�v9���p�;8 �|��w-, 6xÏR8x57v98�� 8x5u~$ÏR83<©v9��vxè�vx{�89���¯:

{�8nv9��vxè�vx{�8p��8n./8xè´8xÏ�� &�Ó�w089�$~�Ó�5¯v9��vxè�vx{�8n��8p�$w}�>5[y|~$Ó�ÏR8�� 8x~�Ó�5©v9��vxè�vx{�8p� , w}5u~R8xÏ?�
��89vx~$w���5��]y|t�tU8x{�6Jy|w}57�$w^v¹y|ÏVw}{*89�$~���6�#75�w^8x5�Ó�~$w}{}w��Êy|5�~�{Ý, w}5�~R8xÏR�R89vx~$w���5¯y|{}�´6x��Ï$w &uÓ78G��8
v9��Ó�Ï$�U89���RÓ�Ï�{zyn�$Ó�Ï1Ò�y�v98

Σg,1
A ��y|57���-.3� G�� ��.3��Ï$w}~�yp8x5�Ò�y|w}~�Ó�578(��89��vxÏ$w}t�~$w���5¬�´69� �

�;6x~$Ï$w &uÓ78�8x5�~R8xÏ$�;89����8(< ��Ò�Ï�y|�pw}5��¬Ô���Ó
SU

�Ýt[y|Ï�y|{}{�6x{}w���y|~$w���57���|Õ��$Ó�Ï {�89���²y|t�t�w}5��´�
~R��ÏR89� A

+�y|ÏR��Ó�Ò�y|{}w���w����b��8xéuw}578n8x~�"�y|��w}ÏR�
�U8x5u~$ÏR8;y|Ó�~$ÏR89���U��5�~�~$Ï�y9é>y|w}{}{�6p�$Ó�Ï�{�89��v9���U��Ï?�
��w��R�;89�V� , Û7���;��{����>w�8 A
) +	��3 /A;?/0>D3�
��
��0'�� ��5��RÙ	�$Ù>Å1Ë�ÉúÇÊá²Ì�Ë�� ��Ù>ápÙ�� Ù��>É�Ì�ÇÈÚuÅ

Σg,1
89�$~ Ó�5(~$Ï$w}t�{�8x~

(M, i−, i+)���
M
89�$~

3
�Ýé>y|Ï$w�6x~R6(v9���pt[y�vx~R8G��Ï$w�8x5u~R698(�JÓ�5�w�8G��8���8xÓ$��t�{���5��´8x�;8x5�~R�

i± : Σg,1 ↪→M
��y|~$w��$Ò�y|w���y|5u~V{�89��t�ÏR��t�Ï$w�6x~R69���$Ó�w}é>y|5�~R89�(:

ÔâwúÕ÷�&8��b��ÏR�X��8 Mg,1
89�$~�w���8x5u~$w-#[6Vy|ÓJ�U��ÏR�G��8

I×Σ
t[y|Ï^Ó�5n��w-,U69���;��Ï$t�Û�w��$�;8

��Ï$w�8x5�~R6
ΦM : ∂(I × Σg,1) → ∂M

�
Ôâw}wúÕ

i+
v9��Ï$ÏR89�$tU��57���X{zyXÏR89�$~$Ï$w�vx~$w���5/��8

ΦM
� {1} × Σg,1

�
Ôâw}w}wúÕ

i−
v9��Ï$ÏR89�$tU��57���X{zynÏR89�$~$Ï$w�vx~$w���53��8

ΦM
� −{0} × Σg,1

�
Ôâw}é�Õ!{�89�;t�{���5��´8x�;8x5�~R�

i± : Σg,1 ↪→ M
�0w}57��Ó�w��R8x5u~!��89�;w��R���;��Ï$t�Û�w��$�;89�!8x5

Û7���;��{����>w�8 A
�05G{�89�^v9��57�$w���6xÏ�y|5�~@��ÏR8x{zy|~$w���5n��8	�U��ÏR��w��$�;8�� , Û7���;��{����>w�8�t�Ï"�9���¹w}{�� Ò���Ï$�;8x5�~^Ó�5

�>ÏR��Ó�tU8 Hg,1
A ��wzy�{�89�*�²y|t�t�w}5���vxèu{}w}57��ÏR89���¹{�8��>ÏR��Ó�tb8���8���w-, 69��~R��t�w�89� Mg,1

��6�#75�w}~
Ó�5©�R��Ó7� �Ý�>ÏR��Ó�tb8n��8 Hg,1

A ��8n��8xÏ$5�w�8xÏ�tU8xÓ�~0/x~$ÏR8XéuÓÜv9���p�;8nÓ�578X�´6x576xÏ�y|{}w���y|~$w���5
��8 Mg,1

8x~å�R8x�G��{�8�t�{}Ó7�*Ò�y�vxw}{�86�V6x~$Ó7��w�8xÏ0�7y|57�åv98xÏ$~�y|w}57�åv¹y���Ô�vÈÒ�� +�� � ���-"�y � ���-�&8 G�� Õ A
��yV�;��~$w}é>y|~$w���5p89�$~^y|{���ÏR�å��8���w�8x5nv9���pt�ÏR8x57��ÏR8�{zy���89�RvxÏ$w}t�~$w���5X�´69���;6x~$Ï$w &�Ó78 ��Ó

v9��vxè�vx{�8�� , w}5u~R8xÏR�R89vx~$w���5¬8x~���8�{Ý, Û7���;���;��Ï$t�Û�w��$�;8
d
ÒÝy|w}~R8�t[y|ÏV.3��Ï$w}~�yX�7y|57���-./� G��

tU��Ó�Ï�tU��Ó�é´��w}Ï�{Ý,-6x~R8x57��ÏR8�y|Ó$�²v9���U��ÏR��w��$�;89� � , Û7���;��{����>w�8 A �	,-����Þ18x~�t�Ï$w}57vxw}t[y|{U��8�v98
�²y|5uÓ7�RvxÏ$w}~�89�R~���8�ÏR8xé�w��$w}~R8xÏ�{Ý,�y|Ï$~$w�vx{�8��-.3� G � ��8G.3��Ï$w}~�y²8x5�{Ý,-8x5�Ï$w�vRÛ�w��R�Êy|5�~�t[y|Ï���89�
v¹y|{�vxÓ�{��a8�,U89vx~$w Ò��pt�Ó�w��;� ,-6x~R8x57��ÏR8¬{�89�;v9��vxè�vx{�89�;��8¬.38xè´8xÏ²8x~;� , w}5u~R8xÏR�R89vx~$w���5 y|Ó$�
v9���U��ÏR��w��$�;89��� , Û7���;��{����>w�8 A

.3��5©~$Ï�y¹é�y|w}{���8n~$Û��9��8p�R8n��69v9���ptb�>�R8²8x5©~$ÏR��w���t[y|Ï$~$w�89�;: ��y!t�ÏR8x�pw �xÏR8ptU��Ï$~R8
�RÓ�Ï�{�89��vx{zy��R�R89��v¹y|Ï�y�vx~R6xÏ$w��$~$w &�Ó789��ÏR8x{zy|~$w}é´89��8x~�v98xÏ$~�y|w}5789����8({�8xÓ�ÏR��t�ÏR��t�Ï$w�6x~R69� A �&89�
vx{zy����R89��v¹y|Ï�y�vx~R6xÏ$w��$~$w &uÓ789��y|�7�R��{}Ó789����t�ÏR69�R8x5u~R6989��57��~�y|�p�;8x5u~��7y|57�!�-.©
 � ��tb8xÓ�é´8x5u~
/x~$ÏR8J��6�#75�w�89��v9���p�;8({Ý,-���7�$~$Ï$Ó7vx~$w���5+�n{Ý,-8���w��$~R8x57v98X��8G�R89vx~$w���57����8Gv98xÏ$~�y|w}57� #7��ÏR69�
Ô #7��ÏR6n8x5©�$t�Û��xÏR8XtU��Ó�Ï�{zy!vx{zy��R�R8X� ,-�0Ó�{�8xÏ�t[y|Ï�8���8x�pt�{�8NÕ A ��89��vx{zy����R89��v¹y|Ï�y�vx~R6xÏ$w��?�
~$w &uÓ789�XÏR8x{zy|~$w}é´89��&uÓ78a57��Ó7�py|{}{���57�pv9��57�$w���6xÏR8xÏ;����5�~p��89�p���7�$~$Ï$Ó7vx~$w���57� �¬t�ÏR��{���5$�

"$#�� � � > �&� ��,-( > /0$&/ �������+��� � �D(7� � ( > � � ��� ��2D2����
� >&% /0� �"��� 2 � $���/0��� :'$( ���
SU ) (�� ��� >0> 1 > /0���8��/0�+�62 % � �.'6��(
(�/0�
4 ������� ���A� � ��� $ > �8�"�"� 2 % * ��')�����+(�/0� 2��?�"��/,+ / � > /@��� ��/0�+�
�$&�+')( > �*,���� 2 � C�9���1B�����
4��&��� :.- �%������/0�+� 2-�0/ ) ! ����')/0�
4 � � � > � '6��(�(
/0�
4.������� �&�A� 121 � /3+�� > �&������5$&� >0> � 2-�
SU ) (��8��� >0> 1 > /0��� ��/@��� :
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�´8xÏ���89���R89vx~$w���57��t[y|Ï$~$w�8x{}{�89����8Xv989� #7��ÏR69�0�²~R��Ó�~R8X{zy;�[y��R8 A ����Ó7���´6x576xÏ�y|{}w���8xÏR��57�
v98xÏ$~�y|w}5789�Jt�ÏR��t�Ï$w�6x~R69�n��89�Gvx{zy��R��89�Gv¹y|Ï�y�vx~R6xÏ$w��$~$w &uÓ789�Xy|�7����{}Ó789�Xy|Ó v¹y��(ÏR8x{zy|~$w Ò �&57� �
~�y|�p�;8x5u~Vv98x{}{�89����89��vx{zy��R�R89� � ,-�0Ó�{�8xÏ�y|�7�R��{}Ó789����8!#7��ÏR6�t�ÏR����Ó�w}~ 8x~���8��R���p�;8���8
g'Û�w}~$578xè A ����Ó7��y9é´��57��6x��y|{�8x�;8x5�~�{�8�~$Û769��Ï"�x�;8G�$Ó�w}é>y|5�~J:
���#+9>&)��91�7 
��
�� E� � Ù�É�Î

ξ : E → B
Ú�Í�� �ÈÅRÆ÷ç|Ì��9ÎÝÙ�ÅÈÉ�Ì ��Å$ÆRÌ���Ù�ÅÊÉÝÌÈÍ[ÎPÆ�Ë�Ì÷Å$×�Í��

2n
×�Ú���Ë�ÌÊÇÊÇÊÚuÇnË � Ú�Í

CW
� �RÙ�á�Ø���Ì$à�Ì���Í7É�� � Ù�ÉâÎ

X
Ú�ÍbÌGÇ9Ì2�¹Î�É�Ù�Í Ë>Ú

S2n−1 �	� �ÈÅRÆpÌÈÍ
ÇPØ ��
ÈÅRÌ�×�Ç�ÇxÙ �xÉ�Æ

ξ0
×>Ú��1Ë�ÌÊÇ�ÇÈÚ�Ç�Ë � ÚuÍ ÇxÙ�ÚuÇ� �RÙ�á�Ø���Ì$à�Ì

L
Ë�Ì

B
� � × ��� ×�Ç�Ç9Ì¬Ë � ß�Ú���ÌÈÅ

ÅRÌ �}×>Î�Éâç|Ì
e(ξ,X) ∈ H2n(B,L;Z)

ÌÊÇÈÎ ��� Ù	�ÈÇÈÎ�ÅÈÚ �9Î�É�Ù�Í���Ø]Å1Ù�� Ù�Í���ÌÈÅ
X

�
B
�

Ä�×�ÅpØ�×|Ç�Ç9× ��Ì¯×>Ú �RÙ�á�Ø���Ì$à�É ��Æ�
X
ÉâÍ]Ë�Ú�ÉâÎJÚ�ÍbÌ3Ç9Ì��9Î�É�Ù>Í �RÙ�á�Ø���Ì$à�É ��ÆRÌ

XC

Ë�Ú
S4n−1 ��� �ÈÅ$Æ�×�Ç�ÇxÙ �xÉ�Æ�×>Ú�� �ÈÅRÆ �RÙ�á�Ø���Ì$à�É ��Æ

ξC
×�Ú���Ë�ÌÈÇ�ÇÊÚuÇ�Ë�Ì

L
��� � Ù��ÊÇÈÎ�ÅÈÚ �¹Î�É�Ù�ÍJØ]ÅÈÉ��

á;×�ÉâÅRÌ���Ø]Å$Ù �}Ù�Í���ÌÈÅ
XC

�
B
ÌÈÇÈÎ�ÚuÍbÌ

2n
�$��� ×|ÇÊÇ9ÌXË�Ì�����ÌÈÅÈÍ/Å$Ì �}×>Î�Éâç|Ì��xÚ�É	ç|ÆÈÅÈÉ ��Ì

c2n(ξC, XC) = (−1)ne(ξ,X) ∪ e(ξ,X) ∈ H4n(B,L;Z).

��8x~$~R8nt[y|Ï$~$w�8J578n�R8Xé´8xÓ�~�t[y���Ó�578n6x~$Ó7��8p8���Û[y|Ó7�R~$w}é´8X��89��vx{zy����R89��v¹y|Ï�y�vx~R6xÏ$w��?�
~$w &uÓ789� ÏR8x{zy|~$w}é´89�(:�57��Ó7��6x57��57v98xÏR��57�V�R8xÓ�{�8x�;8x5u~�v98�����5�~�57��Ó7��y|Ó�ÏR��57� �U89�R��w}5÷t[y|Ï
{zyn�RÓ�w}~R8 A

��y²��8xÓ$��w �x�;8Xt[y|Ï$~$w�8GtU��Ï$~R8X�$Ó�Ï�{zya��89�RvxÏ$w}t�~$w���5Ü�´69���;6x~$Ï$w &�Ó78n��8J{Ý, Û7���;���;��Ï?�
t�Û�w��R�;8

d
��8!.3��Ï$w}~�y/����5u~X{�8atU��w}5�~?�Pvx{�6�89�$~X��8!v9���pt�ÏR8x57��ÏR8÷�´69���;6x~$Ï$w &uÓ78x�;8x5�~

{�8¬v9�uvxè�vx{�8�� , w}5�~R8xÏR��89vx~$w���5 A ��8¬vRÛ[y|t�w}~$ÏR8 H¯v9��57�$w��R~R8�t�Ï$w}57vxw}t[y|{�8x�;8x5�~ �ÜÏR8xé�w��$w}~R8xÏ
{Ý,�y|Ï$~$w�vx{�8 �-.3� G�� 8x5©~R8xÏ$�;89�J��8

SU
�Ýt[y|Ï�y|{}{�6x{}w���y|~$w���57�X8x~(��8p~$Û769��Ï$w�8;� ,-���7�R~$Ï$Ó7vx~$w���5

y|{���ÏR� &�Ó78�{�8�v�Û[y|t�w}~$ÏR8 L 89�$~�t�{}Ó7�Vv¹y|{�vxÓ�{zy|~R��w}ÏR8 A
��8x~$~R8Jt[y|Ï$~$w�8n�¹,�y|Ï$~$w�vxÓ�{�8nv9���p�;8n�$Ó�w}~n:]v9��57�Rw���6xÏR��57��{�89���²y|t�t�w}5��÷~R��ÏR89���÷ÔâÏR8��

�U��Ó7vRÛ769�ÈÕpy��R�R��vxw�69�²y|Ó$� 6x{�6x�;8x5�~R�!��8 Mg,1
:	v98��R��5u~a��89�=H �Ýé>y|Ï$w�6x~R69�²��Ï$w�8x5u~R6989�

�Êy|57�å�b��ÏR� A Ñ^��Ó�Ï	~R��Ó�~	6x{�6x�;8x5�~ ϕ ��8 Mg,1
�|57��Ó7�0tU��Ó�é´��57�0v9��57�$w���6xÏR8xÏ	{Ý,-8x57�R8x�J��{�8

Psu(Tϕ)
��89�

SU
�Ýt[y|Ï�y|{}{�6x{}w���y|~$w���57����8

Tϕ
w A 8 A {Ý,-8x57�R8x�J��{�8���89�^vx{zy����R89�0� , Û7���;��~R��t�w�8

��8X~$Ï$w}é�wzy|{}w���y|~$w���57�(v9���pt�{�8���89�(��8
Tϕ
A ��{0�¹,�y|�>w}~�� , Ó�5¯89�$t[y�v98py��;578;y|Ó$�P��89�R�$Ó7����8

H3(Tϕ;Z) ' Z A ��8xtb8x57�7y|5u~��7w}{�8���w��$~R8�Ó�578���w Þ$89vx~$w���5�t�ÏR6ÈÒ�6xÏR698(8x5�~$ÏR8 Psu(Tϕ)
8x~

Z
�7y|t�tU8x{�698

σ
�Ýw}5�é>y|Ï$wzy|5�~��J8x~V��6�#75�w�8(tU��Ó�Ï�~R��Ó�~�6x{�6x�;8x5�~

α
��8 Psu(Tϕ)

t[y|ÏJ:

σ(Tϕ, α) =< p1(TW,α), µW > −3
�$w}�>5

W

���
W
89�$~�Ó�578 L �Ýé>y|Ï$w�6x~R6���Ï$w�8x5u~R698���8��b��ÏR� Tϕ A %�5!tb8xÓ�~ y|{���ÏR� ��6�#75�w}Ï�{Ý,-8x57�R8x�J��{�8

M̂g,1
Ò���Ï$�;6�t[y|Ï�{�89��v9��Ó�t�{�89�

(ϕ, α)
���

ϕ
89�$~ Ó�5�6x{�6x�;8x5�~���8 Mg,1

8x~
α
89�$~ Ó�578

SU
�Ýt[y|Ï�y|{}{�6x{}w���y|~$w���5 ��8!�R��5 �²y|t�t�w}5��Ü~R��ÏR8�y��R�R��vxw�6 A ��y|57� �-� ~ � �*� ~$w}è�y|Û �;��5u~$ÏR8

&uÓ78¬v98x~!8x57�R8x�G��{�8/89�$~;�JÓ�5�w�� , Ó�578/�$~$Ï$Ó7vx~$Ó�ÏR83��8��>ÏR��Ó�tU838x~ &�Ó&, w}{���6�#75�w}~!Ó�578
8���~R8x57�$w���5¬v98x5u~$Ï�y|{�8(tU��Ó�Ï Mg,1

:

0 // Z // M̂g,1
// Mg,1 // 1 (?).

 "!-/
ϕ
�&�A� � � 1 > 1�')�&���62�� Mg,1

� > �8��� �"��� '6�8(
(
/0��4 ���8��� ���"�"��$&/01
Tϕ

�&�A� 2-1�C���/ $&�+')')�
I × Σg/(0,x)∼(1,ϕ(x)), x∈Σg

�$#
ϕ
�&�A� >�% /0'6��4��32��

ϕ
(�� �B�%� � �&% �&$���/0�+� Mg,1 → Mg

:
'&= �6! ��/ �)( > �

σ ) /0� +��8��/@�8� � �&�A� 2�1�C
�
/
(7� � � ��� � ���+* ) +��8��/01���1 ����/0�&����1&� ������� 97����2-, + ��/ � $ * ��(�/ �"���. :

GIG
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σ
�Ýw}5ué�y|Ï$wzy|5u~²��6�#75�w}~²y|{���ÏR�pÓ�578÷�R89vx~$w���5 t�ÏR6ÈÒ�6xÏR698��	y|t�tb8x{�698/Ç¹Ì2�9Î�É�Ù�Í'Ë�� ��Î�É��´× �;�

&uÓ�w9� �²~R��Ó�~�6x{�6x�;8x5�~
ϕ
��8 Mg,1

y��R�R��vxw�8({Ý, Ó�5�w &uÓ78
SU

�Ýt[y|Ï�y|{}{�6x{}w���y|~$w���5©��8
Tϕ
��8

σ
�Ýw}5ué�y|Ï$wzy|5u~05�Ó�{ A 
���5Xv9��vxè�vx{�8�y��R���uvxw�6�89�$~^6x��y|{�� 3τ

���
τ
89�$~^{�8�v9�uvxè�vx{�8���8�./8xè´8xÏ A

��y;�$~$Ï�y|~R6x�>w�8J��8(./��Ï$w}~�y;�7y|57�!�-./� G�� 89�R~�y|{���ÏR����8Jv9��57�$~$Ï$Ó�w}ÏR8(Ó�578Xy|Ó�~$ÏR8G�R89v��
~$w���5¯��8

(?) A Ñ^��Ó�ÏGv98x{zy$�=#
����57��Ó�5¯vRÛ[y|�pt ��8né´89vx~R8xÓ�ÏR� X 57��5¯�$w}5��>Ó�{}w�8xÏJ�$Ó�Ï�{zy�RÓ�Ï1Ò�y�v98 A ����Ó7�JtU��Ó�é´��57�²y|{���ÏR�p6x~$Ó7��w�8xÏn{Ý,�y�vx~$w���5 ��Ó �>ÏR��Ó�tU8!��8÷��w-, 69��~R��t�w�89�;�$Ó�Ï
X
:�{�8/��6ÈÒ�y|Ó�~�� , Û7���;��~R��t�w�8©8x5�~$ÏR8

X
8x~
ϕ∗X

tU8xÓ�~ /x~$ÏR8/é�Ó'v9���p�;8ÜÓ�5 6x{�6��
�;8x5u~

kX(ϕ)
��8

H1(Σg,1;Z) A ��89vxw*��6�#75�w}~�y|{���ÏR��Ó�578Jy|t�t�{}w�v¹y|~$w���5 kX : Mg,1 →
H1(Σg,1;Z)

&uÓ�wu89�R~�Ó�5GÛ7���;���;��Ï$t�Û�w��R�;8�vxÏR��w���6�tU��Ó�Ï�{Ý,�y�vx~$w���5X5[y|~$Ó�ÏR8x{}{�8���8 Mg,1�RÓ�Ï
H1(Σg,1;Z)

:�tU��Ó�ÏV~R��Ó7�V6x{�6x�;8x5u~R�
ϕ
8x~
ψ
��8 Mg,1

�

kX(ϕψ) = kX(ϕ) + ϕ∗kX(ψ).

+�69���;6x~$Ï$w &�Ó78x�;8x5u~��]v98G��6ÈÒ�y|Ó�~�� , Û7���;��~R��t�w�8Gtb8xÓ�~!/x~$ÏR8�w}5�~R8xÏ$t�ÏR6x~R6Xv9���p�;8�{zy
vx{zy����R8¬� , Û7���;��{����>w�8©� , Ó�578Üv9��Ó�Ï$�U83� ,-���7�$~$Ï$Ó7vx~$w���5 t�{���5��´698Ü�7y|57�!Ó�5783v9��t�w�8/��8
�RÓ�Ï1Ò�y�v98��7y|57�

I × Σg,1
v9���p�;8G�7y|57��{zy #7�>Ó�ÏR8 G A

Σg,1

$&� � ��97�.2 % �+9��A�"� � $���/0�+�+ � � 2
�8�
� {0} × Σg,12-��$ > ���"�"�32 % * �+')� > ��4+/0�
kX(ϕ)

v/$4����6�*)�� ��1&'����41v/����� 
K

ϕ

ϕ∗(X)X
I × Σg,1

id

������	 G�
 ��5�~R8xÏ$t�ÏR6x~�y|~$w���53�´69���;6x~$Ï$w &�Ó78J��Ó¬��6ÈÒÝy|Ó�~V� , Û7���;��~R��t�w�8
kX(ϕ) A

����Ó7��tU��Ó�é´��57�Vv¹y|{�vxÓ�{�8xÏ�v98G��6ÈÒ�y|Ó�~V� , Û7���;��~R��t�w�8Gtb��Ó�Ï�Ó�5�~ 7�w��$~V��8(��8xÛ�5�8x~��
t[y|Ï�ÏR69v9vxÓ�ÏR8x57v98��7tU��Ó�Ï�~R��Ó�~Vt�ÏR�u��Ó�w}~���8�~ 7�w��$~R����8(��8xÛ�5¯:
���#+9>&)��91�7 
��&
�� �� � Ù>É�ÌÈÍ]Î

γ
Ú�ÍbÌ���Ù�ÚuÅ �RÌ�ÇÊÉâá�Ø �}Ì�¹ÌÈÅÈá;Æ�Ì�ÇÊÚ�Å

Σg,1
Ì9Î�Ç9Ù�É�Î

I×S1
Ú�Í ç¤Ù�ÉúÇÊÉâÍ]× �uÌ;Ø�×�Å$×�á²ÆxÎ�Å$Æ Ù�ÅÈÉ�ÌxÍ[ÎPÆÜË�Ì

γ
Ë´×>Í�Ç

Σg,1
����Í Í]Ù´ÎPÌ

Iγ
��Ì � ��×�á�Ø2Ë�Ì

ç�Ì2�9ÎPÌÈÚ�Å�Ç�Í]Ù>Í ÇÊÉâÍ���Ú��¶ÉÝÌÈÅaÇÊÚ�Å
γ
ÉâÍ]Ë�Ú�ÉâÎ�Ø�×>Å��}×©Ë�ÉâÅ$Ì2�¹Î�É�Ù�Í¯Ø]ÅRÆ��9ÆxÅ$ÆRÌ3Ë�Ì

I
� � � ÌÈÍ]Î�É�ÌÈÅ

nXγ
ÌÊÇxÎ�Ë�Æ �	Í7É �RÙ�áná²Ì!�}ÌGÍ]Ù>á �xÅ$ÌXË�ÌJÎÝÙ�Ú�Å�Ç �xÚ7Ì��9×�ÉâÎ

X
��Ì�� Ù�Í��!ËuÌ

γ
Ø�×>Å�Å1×ÊØ�Ø�Ù�ÅxÎ

�
Iγ

� � É
τγ
ÌÈÇÈÎ �}ÌJÎ��0ÉúÇÈÎ�Ë�Ì��XÌ ��Í��!Ë�Å1Ù>ÉâÎPÌ!��Ì��}Ù�Í��÷Ë�Ì

γ
��×�� Ù�ÅÊÇ

kX(τ εγ) = ε nXγ [γ] ∈ H1(Σg,1;Z)
Ù��

ε = ±1.

%�5 ��6�#75�w}Ï�y/y|{���ÏR�GÓ�578
SU

�Ýt[y|Ï�y|{}{�6x{}w��Êy|~$w���5 ��Ó �²y|t�t�w}5��Ü~R��ÏR8
Tϕ
8x5 v9��57�$w-�

��6xÏ�y|5u~n{zy¬��w}ÏR89vx~$w���5 t�ÏR6ÈÒ�6xÏR698a��8
I
v9���p�;8!t�ÏR8x�pw�8xÏXé´89vx~R8xÓ�Ïp��Ó vRÛ[y|�pt ��8aÏR8��

t=�xÏR89��8x~�8x5©8���t�{���w}~�y|5u~�{�8p��6ÈÒ�y|Ó�~�� , Û7���;��~R��t�w�8
kX(ϕ)

:]8x{}{�8p�R8xÏ�y÷y|t�tU8x{�698
SU

�
Ø�×�Å1×�� ��Æ � ÉzÇ9×>Î�É�Ù>Í!Ë�Ì��/Ù�ÅÈÉâÎÝ×GË�Úpá;×ÊØ´Ø]ÉâÍ���ÎÝÙ�ÅRÌ

Tϕ
Ø�Ù�ÚuÅ

X
8x~^57��~R698

mX(Tϕ) A ��8x~$~R8v9��57�R~$Ï$Ó7vx~$w���5 ��6�#75�w}~(Ó�578;�R89vx~$w���5¯��8;{Ý,-8���~R8x57�$w���5¯v98x5u~$Ï�y|{�8
(?)

��y|t�tU8x{�698÷Ç9Ì2�¹Î�É�Ù�Í
ËuÌ��/Ù�ÅÈÉ�ÎÝ×�Ø�Ù�Ú�Å

X A ��8�tU��w}5�~?�Pvx{�6�89�$~�{�8�~$Û769��Ï"�x�;8���Ó�v9��vxè�vx{�8�� , w}5�~R8xÏR�R89vx~$w���5 &uÓ�w
��69vxÏ$w}~�8���t�{}w�vxw}~R8x�;8x5u~�{�8�v9��vxè�vx{�8(y����R�uvxw�6D�;v98x~$~R8(�R89vx~$w���5¯:
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×|ÇÊÇxÙ �9É�Æ � �}×ÜÇ¹Ì2�9Î�É�Ù�Í Ë�Ì �ÜÙ�ÅÊÉ�ÎÝ×

Ø�Ù�ÚuÅ
X
ç�ÆÈÅÊÉ ��Ì�Ø�Ù�Ú�ÅGÎÝÙ�ÚuÇXÆ ��ÆÈá²ÌÈÍ[ÎâÇ

ϕ
ÌxÎ
ψ
Ë�Ì Mg,1

cX(ϕ,ψ) = −kX(ϕ) · ϕ∗kX(ψ).
����Ó7��ÏR89��6x�;��5�~$ÏR8xÏR��57��w�vxwbv98�~$Û769��Ï"�x�;8�8x5a~R8xÏ$�;89����8�~$Û769��Ï$w�8�� ,-���7�$~$Ï$Ó7vx~$w���5��

��8;t�ÏR��t�Ï$w�6x~R69�G��89�(vx{zy��R��89�(v¹y|Ï�y�vx~R6xÏ$w��$~$w &uÓ789�GÏR8x{zy|~$w}é´89�J8x~G� ,�y|Ó�~R� �Ýw}5�~R8xÏR�R89vx~$w���5 ��8
�RÓ�Ï1Ò�y�v98�� ,-���7�$~$Ï$Ó7vx~$w���5 A
����Ó7�åy9é´��57�å��8xÓ$�Jv9��vxè�vx{�89���

3τ
8x~
cX

�|y��R�R��vxw�69� �V{zyV��/x�;8�8���~R8x57�$w���5Xv98x5u~$Ï�y|{�8
����57v(w}{��V��w-,=�xÏR8x5u~�t[y|Ï�Ó�5¬v9���U��ÏR�¯:
���#+9>&)��91�7 
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� ����� <�>b'	�
� � �!� ×ÊØ´Ø�� É ��×>Î�É�Ù>Í

dX : Mg,1 → Z
��Ë�Æ��	Í[É�Ì�ÌxÍ�×|Ç�

Ç9Ù �xÉ�×�Í[Î �¯ÎÝÙ�Ú�ÎXÆ �}Æxá;ÌxÍ[Î
ϕ
Ë�Ì Mg,1

�}Ì
σ
��ÉúÍ[ç¤×�ÅÈÉ�×�Í]ÎGË�Ú �RÙ�ÚNØ���Ì (

Tϕ,mX(Tϕ)
) �

ç�ÆÈÅÊÉ ��ÌGÍ]×>Î�Ú�ÅRÌ � ��ÌÈá²ÌÈÍ[Î ��� Æ �´× � ÉâÎPÆ(ÇÊÚ�Éâç¤×�Í[ÎPÌ��

cX = 3τ + δdX .
�XÌ	Ø�� Ú�Ç�7Ø�Ù>ÚuÅ

g ≥ 3
�
dX
ÌÊÇÈÎ���� Ú�Í7É��xÚ�Ì� �$�RÙ � ��×��âÍbÌ�ç�ÆÈÅÊÉ ��×�Í]Î���� Æ �´× � ÉâÎPÆ�Ø]Å$Æ���Æ$Ë�ÌÈÍ]ÎPÌ �

����Ó7��tU��Ó�é´��57��y|{���ÏR��v¹y|{�vxÓ�{�8xÏ
dX
tb��Ó�Ï�{�8�v¹y��?�Pvx{�6(� , Ó�5�~ 7�w��$~���8���8xÛ�5 :
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γ
�¹ÌÈÅÊá²ÆRÌ

Ø � Ù�Í���ÆRÌnË´×�Í7Ç
Σg,1

��× � Ù>Å�Ç

dX(τ εγ) = ε(nXγ − 1)(nXγ + 1)
Ù��

ε = ±1.
��8x�²y|Ï"&uÓ7��57� &uÓ&,-8x5²ÏR8xé´8x5[y|5�~6��{zy(��6�#75�w}~$w���5!��8

dX
8x~���89��v9�uvxè�vx{�89�

cX
8x~
τ
�

v98�~$Û769��Ï"�x�;8�tU8xÏ$�;8x~V��8�v¹y|{�vxÓ�{�8xÏ
dX
tb��Ó�Ï Ó�5�t�ÏR����Ó�w}~���8�~ 7�w��$~R�V��8���8xÛ�5�����57v

~$Û769��Ï$w &uÓ78x�;8x5�~�tU��Ó�Ï�~R��Ó�~���w-,U69���;��Ï$t�Û�w��R�;8G��8 Mg,1
A

��y|57�G{zy #75 ��Ó v�Û[y|t�w}~$ÏR8cH$� 57��Ó7�Gw}ÏR��57�(Ó�5¯tU8xÓ©t�{}Ó7�({���w}5 &uÓ78p�7y|57���-./� G � A
����57�Rw���6xÏR��57��{�8��R��Ó7�?�Ý�>ÏR��Ó�tU8 Vg,1 ��8 Mg,1

Ò���Ï$�;6�t[y|Ï�{�89� ��w-,U69���;��Ï$t�Û�w��R�;89�B&�Ó�w
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dX
ÏR89�$~$ÏR8xw}5u~R8 � Vg,1 89�$~^Ó�5JÛ7���;���;��Ï$t�Û�w��R�;8 A ��8�t�{}Ó7���¤57��Ó7�y¹é´��57�V{�8�~$Û769��Ï"�x�;8J�$Ó�w}é�y|5u~G:
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ϕ
ÌÈÇÈÎ]ÚuÍ²Æ ��ÆÈá²ÌÈÍ[Î Ë�Ì Vg,1

× �}Ù�ÅÊÇ0�}Ì
σ
��ÉúÍ7ç|×�ÅÊÉ�×�Í[Î

σ
(
Tϕ,mX(Tϕ)

)
ÍUÌGË�Æ�Ø�ÌÈÍ]ËGØ�×�ÇJË�Ú � ��Ù>É à÷Ë�Ú � ��×�á�Ø ËuÌ(ç�Ì2�9ÎPÌÈÚ�Å�ÇXÍ]Ù�Í3ÇÊÉâÍ���Ú��¶ÉÝÌÈÅ

X
ÇÊÚ�Å

Σg,1
�

Ñ^y|Ï�v9��57�R6�&uÓ78x5�~��]{zy
SU

�Ýt[y|Ï�y|{}{�6x{}w���y|~$w���5©��8J./��Ï$w}~�ya��89���²y|t�t�w}5��÷~R��ÏR8ny��R�R� �
vxw�69�Vy|Ó$�÷6x{�6x�;8x5�~R����8 Vg,1 578���6xtU8x57�÷t[y�����Ó�vRÛ[y|�pt¬��8�é´89vx~R8xÓ�ÏR� X v9��57�Rw���6xÏR6����5 {zy÷57��~R8xÏ�y¬y|{���ÏR�

m(Tϕ)
tb��Ó�Ï

ϕ ∈ Vg,1 A
��8²t�{}Ó7���&8x{}{�8²89�R~(5[y|~$Ó�ÏR8x{}{�8x�;8x5�~n{�8

v9���pt�{�8���w-#[6�� , Ó�578
SO

�Ýt[y|Ï�y|{}{�6x{}w��Êy|~$w���5 &�Ó�w9��8x{}{�8�����6xtU8x57�!��Ó�v�Û[y|�pt¬��8�é´89vx~R8xÓ�ÏR�
X A ����Ó7��y9é´��57��y|{���ÏR�V{�8(v9��ÏR��{}{zy|w}ÏR8(�$Ó�w}é>y|5�~G:
Z*>D),>d-2-A46/0)^7 
��
������ Ù�ÚuÇ!��ÌÊÇ

dX
�RÙ��úÍ��9É�Ë�ÌxÍ[Î ÇÊÚ�Å Vg,1

Ë�Æ��	Í7ÉúÇ�Ç9×�Í[Î ×�ÉâÍ�ÇÊÉ�ÚuÍ ��Ù �
á;Ù�á;Ù�ÅPØ ��ÉúÇÊá²Ì

d̃ : Vg,1 → Z
Ë�Æ��	Í[ÉbØ�×�Å��

d̃ : Vg,1 → Z

ϕ 7→ σ
(
Tϕ,m(Tϕ)

)
.
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y��R�R��vxw�6�y|Ó$�Jv9���U��Ï?�
��w��R�;89�G� , Û7���;��{����>w�8!�$Ó�Ï

Σg,1
A Ñ^��Ó�ÏXv98x{zy$��v9��57�$w���6xÏR��57�GÓ�5 vRÛ[y|�pt ��8pé´89vx~R8xÓ�ÏR�

57��5©�$w}5��>Ó�{}w�8xÏ
X
�RÓ�Ï

Σg,1
y|w}57�Rw &uÓ78J{zy²~$Ï$w}é�wzy|{}w���y|~$w���5¯��8

I × Σg,1
v9��57�R~�y|5�~R8n{�8

{���5��J��8
I
w}57��Ó�w}~R8�t[y|Ï	{zy���w}ÏR89vx~$w���5at�ÏR6ÈÒ�6xÏR698���8

I
8x~
X A 
uw (M, i±)

89�$~0Ó�5²v9���U��Ï?�
��w��R�;8�� , Û7���;��{����>w�8��7y|{���ÏR� 8x{}{�8�w}57��Ó�w}~�Ó�578��R89vx~$w���5

XM
��Ó

SO(3)
� #7��ÏR6

P(TM)y|Ó$�P��89���$Ó7� ��8
∂M
éuwzyG{�8���w-, 69���;��Ï$t�Û�w��$�;8

ΦM
&�Ó�wbw���8x5�~$w-#[8�{�8��b��ÏR�!��8

M
y¹é´89v

{�8��U��ÏR����8
I × Σg,1

Ô�vÈÒ #7�a<´Õ A

I × Σg,1 M

X
X

(i−)∗X

(i+)∗X

���������
	���������
���

���������
	���������
���

Σ− Σ+

ΦM

����� 	b< 
 �R89vx~$w���5
XM
�$Ó�Ï�{�8��b��ÏR�¬��8

M A

%�5 tU8xÓ�~Xy|{���ÏR�Xv9��57�$w���6xÏR8xÏG{Ý,-8x57�R8x�J��{�8 Psu(M,X)
��89�

SU
�Ýt[y|Ï�y|{}{�6x{}w���y|~$w���57�

��8
M
ÏR8x{zy|~$w}é´89�ny|Ó v9���pt�{�8���w-#[6!��8

XM
A ��,-89�$~GÓ�5 89�$t[y�v98÷y��;578ay|Ó$�P��89�R�$Ó7�X��8

H3(M∂M ;Z) ' Z A %�5¯��6�#75�w}Ï�y!Ó�578n��w Þ$89vx~$w���5©t�ÏR6ÈÒ�6xÏR698��X8x5u~$ÏR8 Psu(M,X)
8x~

Z
�7y|t�tU8x{�698

σ
�Ýw}5�é>y|Ï$wzy|5�~�ÏR8x{zy|~$w Ò :

σr : Psu(M,X) → Z.

��y�ÏR8x{zy|~$w���5;��8 �b��ÏR��w��$�;8 � , Û7���;��{����>w�8�t�ÏR69��8xÏ$é´8�{�8
σ
�Ýw}5�é>y|Ï$wzy|5�~�ÏR8x{zy|~$w Ò A ��w}57�$w9�

��5�tU8xÓ�~���6�#75�w}ÏV{Ý,-8x57��8x�G��{�8 ĤX
g,1

:
) +	��3 /A;?/0>D3 
��&
��2'�
� �	,-8x57�R8x�G��{�8 ĤX

g,1

89�R~	{Ý,-8x57�R8x�G��{�8���89��v9��Ó�t�{�89�
(M,αM )

�´���
M
89�$~*Ó�5Xv9���U��ÏR��w��$�;8�� , Û7���;��{����>w�8 �$Ó�Ï

Σg,1
8x~å���

αM
y|t�t[y|Ï$~$w�8x5�~ � Psu(M,X)

�
�JÓ�5�w���8�{zyXÏR8x{zy|~$w���5/� ,-6�&�Ó�w}é>y|{�8x57v98(��6�#75�w�8(t[y|Ï(:

(M,αM ) ∼ (N,αN ) <=>

{
M
8x~
N
�R��5u~V�U��ÏR�7y|5�~R�

8x~
σr(M,αM ) = σr(N,αN )

��yJ{���wbt�ÏR����Ó�w}~��$Ó�Ï Hg,1
w}57��Ó�w}~�5[y|~$Ó�ÏR8x{}{�8x�;8x5�~VÓ�578�{���w ��8��>ÏR��Ó�tb8��$Ó�Ï ĤX

g,1

:
y|Ó7���$w&��5�����~$w�8x5�~�Ó�578(8���~R8x57�Rw���5¬v98x5�~$Ï�y|{�8a:

0 //Z //ĤX
g,1

//Hg,1
//1 (∗).

��� � � � $&� > � (��
� � � ��� � � ���8'��&�
�*���+�
� � � $&��� 2��&� * ) ++� ��/@1*��1&� ������� 97�8��2 �����8����97� � $ * �8���! M(��8� � � I ×D2
( � /0� �&� ����$&� >0> ����� > ��� 97�8��2�� ,��+��(7� � �"��� � > �8��� � ��/ > /0�"��� > � σ ) /0� +��8��/@����� :
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��y|{���ÏR��{Ý,-8���~R8x5$�

�Rw���5¬v98x5�~$Ï�y|{�8Xy��R�R��vxw�698 ĤY
g,1

89�$~�6�&uÓ�w}é>y|{�8x5�~R8 �
(∗) A ��8�t�{}Ó7����ÏR89�$~$ÏR8xw}5�~R8 � Mg,1
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{Ý,-8���~R8x57�$w���5¬v98x5u~$Ï�y|{�8
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�&8
σ
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��8
σ
�Ýw}5ué�y|Ï$wzy|5u~�ÏR8x{zy|~$w Ò05�Ó�{ A
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ËuÌJç|Ì2�9ÎPÌÈÚ�ÅÊÇnÎPÌÈá�Ø[Ç(á;×�ÉúÇ ��ÌÈÚ>à � �xÉ ÍbÌGÇxÙ�Í]Î Ø�×�ÇGÚuÍ[É �xÚ7ÌÊÇ ����Ù>ápÙ´ÎÝÙÊØ]ÉÝÌJÅ$Ì �}×>Î�Éâç|Ìp×�Ú
�RÙ�Å1ËGØbÅ)
ÊÇ �
Ñ0{}Ó�~���~ &uÓ78���8�v9��57�$w���6xÏR8xÏ;{�89�²vRÛ[y|�pt7�!��8÷é´89vx~R8xÓ�ÏR�;~R8x�pt7���057��Ó7�av9��57�$w��
���

ÏR8xÏR��57�;{�89�p�$~$Ï$Ó7vx~$Ó�ÏR89�;� ,-�0Ó�{�8xÏ;ÏR8x{zy|~$w}é´89�²�$Ó�Ï
M
w A 8 A {�89�pvx{zy��R�R89�p��8�v�Û[y|�pt7�;��8

é´89vx~R8xÓ�ÏR��~R8x�pt7�8&�Ó�w^�R��5�~�Û7���;��~R��tb89���$Ó�ÏV{�8X< �P�"&�Ó78x{�8x~$~R8GÏR8x{zy|~$w}é´8x�;8x5�~(y|Ó¬�U��ÏR� A
����Ó7����6�#75�w}ÏR��57�VÓ�5��>ÏR��Ó�tU8 HE

g,1

y����R�uvxw�6(y|Ó$��v9���U��ÏR��w��$�;89�V� , Û7���;��{����>w�8(�JÓ�5�w��
� , Ó�578G�$~$Ï$Ó7vx~$Ó�ÏR8(� ,-�0Ó�{�8xÏ�ÏR8x{zy|~$w}é´8Gy|w}57�$w &uÓ&, Ó�578�Ó�578(y|t�t�{}w�v¹y|~$w���5
k̂X : HE

g,1 → H1(Σg,1;Z) A ����Ó7��é´8xÏ$ÏR��57�6&uÓ&,-8x{}{�8�89�R~�Ó�5²Û7���;���;��Ï$t�Û�w��R�;8�vxÏR��w���6tU��Ó�Ïn{Ý,�y�vx~$w���5 ��8!�>ÏR��Ó�tb8÷��8 HE
g,1

�$Ó�Ï
H1(Σg,1;Z)

��6�#75�w�8÷�>Ï���v98�y|Ó$� w������;��Ï?�
t�Û�w��R�;89�/8x52Û7���;��{����>w�8 w}57��Ó�w}~R�/t[y|Ï3{�89�/t�{���5��´8x�;8x5�~R�

i± A ��8x~$~R8 y|t�t�{}w�v¹y|~$w���5t�ÏR��{���5��´8xÏ�ya5[y|~$Ó�ÏR8x{}{�8x�;8x5u~�{Ý, Û7���;���;��Ï$t�Û�w��R�;8pvxÏR��w��R6
kX
A ����Ó7��y|Ó�ÏR��57��y|{���ÏR��{�8

~$Û769��Ï"�x�;8J�$Ó�w}é>y|5�~G:

G ?



���#+9>&)��91�7 
��
��0'"� � ��×�� � �RÙ � ��×��úÍUÌ��
ĉX
ËuÌ
C2(HE

g,1;Z)
Ë�Æ���Í7É�Ì Ø�×�Å

ĉX : HE
g,1 × HE

g,1 → Z
(
(M, EM ), (N, EN )

) 7→ −k̂X(M, EM ) ·M.k̂X(N, EN ).

ÌÈÇÈÎ�ÚuÍ�� �$��Ù � � ����Ì �xÚ�ÉUØ]Å$Ù � Ù>Í���ÌJÍ]×>Î�Ú�ÅRÌ � ��ÌÈá²ÌÈÍ[Î ��Ì ��Ù � � ����Ì
cX

��Ù��

M.k̂X(N, EN ) := (i−M )−1
∗ (i+M )∗(k̂X(N, EN )).

� - % �8$���/0�+� 2���4���� � (7�.2�� HE
g,1

� � � Z

$��+�
�"/@2-1���1&� �&�A� >&% ��$���/0�+���"��/,+ /@� > �+:

G J







� � ��� ��� ��� ���<�  �
�

� ����� � � � � � ������
 �  � � ��
	 � ���� �

G M





� � � � � %��� �

� ����� � � � � � ������
 �  � ��
	 � ���� �

�&8V��Ó�~���8�v98x~$~R8Vt[y|Ï$~$w�8�89�$~���8�Ï�y|t�tb8x{�8xÏ�v98xÏ$~�y|w}5789��57��~$w���57��8x~���6�#75�w}~$w���57��y #75
��8��;��~$w}é´8xÏ�{�8�t�ÏR����{ �x�;8(tU�>�R6 A
��t�Ï"�9�!&�Ó78x{ &uÓ789�V��ÏR8ÈÒ��VÏ�y|t�tU8x{���v9��57v98xÏ$5[y|5u~�{�8G�>ÏR��Ó�tb8J��8(��w-, 69��~R��t�w�89� Mg,1

�
57��Ó7����6�#75�w}ÏR��57�	{zy�57��~$w���5;��8Vv9���U��ÏR��w��$�;8�� , Û7���;��{����>w�8�y|w}57�Rw�&�Ó78 {�8 �>ÏR��Ó�tU8 Hg,1&uÓ�w {}Ó�w�89�$~�y��R�R��vxw�6 A ��wzyn{�89�V�²y|t�t�w}5��avxè�{}w}57��ÏR89��� Mg,1

tU8xÓ�~ /x~$ÏR8�é�Ó¬v9���p�;8�Ó�5
����Ó7�?�Ý�>ÏR��Ó�tb8G��8 Hg,1

A�´��Û�57�R��5;y���6�#75�w�Ó�578 #7{}~$Ï�y|~$w���5;��ÓJ�>ÏR��Ó�tU8 Mg,1
&�Ó78 +�y|ÏR��Ó�ÒÝy|{}w���w��08x~^�&8xé�w}578

��5u~*�´6x576xÏ�y|{}w���6�� Hg,1
A ��t�Ï"�9��{�89�^y9é´��w}Ï0��69vxÏ$w}~R89���N57��Ó7��é´8xÏ$ÏR��57� &uÓ78x{}{�8�89�$~*{zy�{}w}�pw}~R8

��8�{Ý,-6x~$Ó7��8J��8�{zy #7{}~$Ï�y|~$w���53��8D����Û�57�R��5�tU��Ó�Ï Mg,1
8x~�8x5 &�Ó7��w Hg,1

t[y|Ï�y¤ê�~Vt�{}Ó7�
ÒÝy�vxw}{�8D�p6x~$Ó7��w�8xÏ A
��t�Ï"�9��y¹é´��w}Ï	ÒÝy|w}~0Ó�5;v9��Ó�ÏR�	Ï�y|t�tU8x{[��8�v9��Û7���;��{����>w�8���89���>ÏR��Ó�tb89����57��Ó7�	ÏR89����5$�

578xÏR��57� {�89��v9��57�R~$Ï$Ó7vx~$w���57�V��89��Û7���;���;��Ï$t�Û�w��$�;89�
d
8x~
q
��8�./��Ï$w}~�yn8x~���6�#75�w}ÏR��57�

{zyX57��~$w���5/��8
SU

�Ýt[y|Ï�y|{}{�6x{}w���y|~$w���57� A

����� � Fb\�D	�!I HXILHJO�
�0\ W]\��XORI0Z

���w}~

Σg
Ó�578V�RÓ�Ï1Ò�y�v98Vv9���pt[y�vx~R8�v9��5�578���8���Ï$w�8x5�~R698���8��´8x5�ÏR8

g
��y|57�0�U��ÏR� A 
���5

�>Å1Ù�ÚNØ�Ì�ËuÌ Ë�É ��ÆRÙ>ÎÝÙÊØ]ÉÝÌÊÇ Mg
�¹y|t�tU8x{�6�y|Ó7�R�$w�á;×ÊØ´ØbÉúÍ�� ���}×|ÇÊÇ���Å$Ù�Ú¹Ø=�¹89�$~ {�80�>ÏR��Ó�tU8	��89�

vx{zy����R89�V� , w��R��~R��t�w�89����89�V��w-,U69���;��Ï$t�Û�w��R�;89����8
Σg

&uÓ�w t�ÏR69�R8xÏ$é´8x5u~�{Ý,-��Ï$w�8x5�~�y|~$w���5 :

Mg = π0(
��w-, +(Σg)).

�*w-����57�åÓ�5;��w��"&uÓ78
D2 �$Ó�Ïå{zy��$Ó�Ï1ÒÝy�v98 Σg

y|w}57�$w�&�Ó&, Ó�5ptU��w}5�~0�[y���8 ∗ ∈ ∂D2 A �&8
v9���pt�{�6x�;8x5u~�y|w}ÏR8²��8n{Ý, w}5u~R6xÏ$w�8xÓ�ÏG��8

D2 89�$~�Ó�578n�$Ó�Ï1ÒÝy�v98ntb��w}5u~R698 Σg,1
v9���pt[y�vx~R8

v9��5�578���8(��Ï$w�8x5u~R698G��8��´8x5�ÏR8(� �XÓ�578Gv9���ptb�>��y|5u~R8G��8��U��ÏR� A
) +	��3 /A;?/0>D3 '��2' �2' � �&8 ��Å1Ù>Ú¹Ø�Ì;Ë�ÌXË�É ��ÆRÙ>ÎÝÙÊØ]ÉÝÌÊÇ Mg,1

��8
Σg,1

89�$~V{�8��>ÏR��Ó�tU8(��89�
vx{zy����R89��� , w��R��~R��t�w�89�(��89����w-, 69���;��Ï$t�Û�w��$�;89�(��8

Σg,1
&uÓ�wåw}57��Ó�w��R8x5�~�{Ý, w���8x5u~$w}~R6²�$Ó�Ï

{�8��U��ÏR�
∂Σg,1

:
Mg,1 = π0(

��w-,
(Σg,1; ∂Σg,1)).

< G




���w}~
ϕ
Ó�5¯6x{�6x�;8x5�~J��8²��w-,

(Σg,1; ∂Σg,1)
�&��5©57��~R8xÏ�y

ϕ
����5 8���~R8x57�Rw���52�

Σgt[y|Ïn{Ý, w���8x5u~$w}~R6��$Ó�ÏX{�8!��w�� &�Ó78
D2 A %�5 ����~$w�8x5�~²y|w}57�Rw�Ó�5 �;��Ï$t�Û�w��$�;8÷v¹y|57��5�w &uÓ78

Mg,1 → Mg
�RÓ�Ï�Þ189vx~$w Ò�	 A

� +935+T)^4C;\79a5),8 ��a �D),>da  �7 � 7 ��/�� +T>6;\>� /0798 Mg,1
� 
���w}~

γ
Ó�578	v9��Ó�Ï$�b8��$w}�pt�{�8

Ò�8xÏ$�;698(�$Ó�Ï
Σg,1

8x~��R��w}~
I × S1 Ó�5�é´��w��Rw}5[y|�´8(ÏR6x�>Ó�{}w�8xÏ�t[y|Ï�y|�;6x~$ÏR6J��Ï$w�8x5�~R6�J��8 γ�7y|57�

Σg,1
A �&8�~ 7�w��$~���8(��8xÛ�5 �n��ÏR��w}~R8G{�8�{���5��²��8

γ
89�$~�{Ý, w���8x5u~$w}~R6J8x5���8xÛ7��ÏR����8

I × S1 8x~V89�$~V��6�#75�w*�$Ó�Ï I × S1 v9���p�;8G�7y|57��{zy #7�>Ó�ÏR8 G A G t[y|ÏG:
I × S1 → I × S1

(t, eiθ) 7→ (t, ei(θ−2πt))

τγ

γ

������	 G A G�
 �7�w��$~���8V��8xÛ�5 ����ÏR��w}~R8 A �	,-��Ï$w�8x5�~�y|~$w���5���8�{zy #7�>Ó�ÏR8�89�$~�v98x{}{�8�Ó7�$Ó78x{}{�8 A

���#+9>&)��91�7 ' �2'�� E � ) 7+� 3����h/0]��&>D)^/08 � � � �*Ì!�>Å1Ù�ÚNØ�Ì÷Ë�ÌaË�É ��Æ$Ù>ÎÝÙÊØbÉ�ÌÊÇ Mg,1
ÌÈÇÈÎ

ÌxÍ���ÌÈÍ]Ë>Å$Æ�Ø�×�Å ��ÌÊÇnÎ��0ÉúÇÈÎâÇnË�Ì �XÌ ��Í �}Ì �}Ù�Í��3Ë�ÌÊÇ
(3g − 1)

�RÙ�Ú�Å �RÌÊÇ �3ËuÌÊÇ�ÇÈÉúÍbÆ�ÌÊÇJÇÈÚuÅ
�}× ����Ú�Å$Ì  � ���
	GÙ�Ú�ÇJ×ÈØ´Ø�Ì � �}ÌxÅ1Ù�Í7Ç ��ÌÊÇJÎ��0ÉúÇÈÎâÇ���ÌÊÇJ�´6x576xÏ�y|~R8xÓ�ÏR����8(� w�v":´��Ï$w��RÛ+�

��� ��	 G A < 
 +�6x576xÏ�y|~R8xÓ�ÏR����8G� w�v":´��Ï$w��$Û

./y|{}Û78xÓ�ÏR8xÓ7�R8x�;8x5u~��@��{Ý, Û78xÓ�ÏR8ay�vx~$Ó78x{}{�8!��5 578a��y|w}~Gt[y��J��69v9���ptb�>��8xÏJÓ�5 ��w Ò �
Ò�69���;��Ï$t�Û�w��$�;8D&uÓ78x{�v9��5�&uÓ78(8x5�t�ÏR����Ó�w}~���8�~ 7�w��$~R����8(��8xÛ�5 A
��578�v9��57�R6�&uÓ78x57v98(57��5�~$Ï$w}é�wzy|{�8(��Ó�~$Û769��Ï"�x�;8 G A G A <p89�$~(:

���#+9>&)��91�7 ' �2'�� � ��� ( > ��� � Mg,1
ÌÊÇÈÎ&Ø�×�Å��x×>ÉâÎ Ø�Ù�Ú�Å

g ≥ 3
�

��� /0�"�8���+(
/0�.(������"(
����(7� � � ��� � % � � ��� � � (
(7�+�"�*��1 � % � �D2-/� 1&�+')�8��( * /0�"')��C�,-� > �.2�/0� 1 � � D2
:<$- % �8��/@��� ��� ��/0�+� $&���
���
/31 � � 2�� I × S1

�&�A� > �6'��&')� 1 � �.$&� >0> � /0��2 � / ��� (
�8� >&% ����/0�&����� ��/@��� 2-�
Σg,1

:
"�� �8�
� ��� � � > �)'6�8� � �"$���/ �)(;�+� ! ��/ � � � $ * ��/ , (7� � �3/@2��&����/ C��*� > ��� � �"!#�8$&� Σg,1

5 > ��� � �"!#�8$&��A������2��8��2 ����/0�&����1&� 2�� 4+�������
g
5 � ��� $��+')(7�+���8�����D2-� 97�8��2 ��/0�
�"/ ��� � ���&� �
�+�3C�4 � ���&� �"�����+���!#��/ ���&�B2
�8�
� > � $ ��� 2-� > � � � �"!#�8$&� �A�����
2
� ��2;:

<><



� ]�;?/A>d3 � 7 Mg,1
8?a5)

π1(Σg,1, ∗)
>�� ∗ ∈ ∂Σg,1

� �&8÷�>ÏR��Ó�tU8!Ò���57�7y|�;8x5u~�y|{
F := π1(Σg,1, ∗)

��8
Σg,1

89�$~a{}w}��ÏR83��8¬Ï�y|5��
2g

��v9��57�$w���6xÏR��57�!{zy©�[y��R8
xi

�
yi
�

1 ≤ i ≤ g
ÏR8xt�ÏR69�R8x5u~R698(t[y|ÏV{zy #7�>Ó�ÏR8(vxw-��y|t�Ï"�9� A

xi

yi

∗

� ����	 G A H 
 +�6x576xÏ�y|~R8xÓ�ÏR����8�{zyX�[y���8�Ó7�$Ó78x{}{�8(��8 π1(Σg,1, ∗)

�	,�y�vx~$w���53��8 Mg,1
�$Ó�Ï�{�8��>ÏR��Ó�tU8�Ò���57�7y|�;8x5�~�y|{åyp6x~R6���69vxÏ$w}~R8(t[y|ÏV��w�8x{��R8x5 :

���#+9>&)��91�7 ' �2'�� e ��� /079-08\793 � � Mg,1
ÌÊÇÈÎ�ÉzÇ9Ù�á;Ù�ÅPØ ��ÌJ×�Ú�ÇxÙ>Ú�Ç$� ��Å$Ù�ÚNØ�ÌpË�Ì

Aut π1(Σg,1, ∗)
�xÙ>ÅÊá²Æ Ø�×�Å���ÌÊÇJ×�Ú�ÎÝÙ�á;Ù�ÅPØ ��ÉúÇÊá²ÌÊÇ �*à´×�Í]Î ��Ì!��Ù�ánáXÚ�ÎÝ×>ÎPÌÈÚ�Å

ωg = [x1, y1] . . . [xg, yg]
��Ä�×>Å � × ÇÊÚ�ÉâÎPÌ$�nÍbÙ�Ú�Ç©Í]Ù´ÎPÌÈÅ1Ù>Í�Ç

Aut0(π1(Σg,1, ∗))
��Ì

Ç9Ù�ÚuÇ� �>Å1Ù�ÚNØ�Ì �

� ]�;?/A>d3 � 7 Mg,1
8?a5)

H1(Σg,1,Z)
� ����~R��57�

αi
ÔâÏR89�$t A βi

Õ�{zynvx{zy����R8�� , Û7���;� �
{����>w�8G��8�{zypv9��Ó�Ï$�b8

xi
ÔâÏR89�$t A yi

Õ tb��Ó�Ï
1 ≤ i ≤ g A ��{���ÏR�

(αi, βi, 1 ≤ i ≤ g)
89�$~pÓ�578��[y���8��$èu�pt�{�89vx~$w &uÓ78���8

H1(Σg,1,Z) A �	,�y�vx~$w���5'��8
Mg,1

�$Ó�Ï
H1(Σg,1,Z)

89�$~�w}57��Ó�w}~R8�t[y|Ï v98x{}{�8��RÓ�Ï
π1(Σg,1, ∗) A

�05at[y|Ï$~$w�vxÓ�{}w�8xÏ���8x{}{�8
{zy|w����R8�w}5�é>y|Ï$wzy|5�~R8G{zyXÒ���Ï$�;8��Rèu�pt�{�89vx~$w &uÓ78(� , w}5�~R8xÏR��89vx~$w���5 A 
uw {Ý,-��5�57��~R8
SpH ⊂ AutH1(Σg,1,Z)

{�8J�>ÏR��Ó�tU8X�Rèu�pt�{�89vx~$w &uÓ78!Ô &uÓ78J57��Ó7��tb��Ó�Ï$ÏR��57��w���8x5�~$w-�
#[8xÏ8�

Sp(2g,Z)
Õ�y|{���ÏR�

(*),>� �>&8?/A;?/0>D3�' �2'�� �� �!� Éâáp× ��Ì¬ËuÌ Mg,1
Ë´×�Í�Ç

AutH1(Σg,1,Z)
ÌÊÇÈÎ ��Ì���Å$Ù�ÚNØ�Ì

SpH
�

�&8�57�¹è�y|Óp��8�{zy��$Ó�Ï�Þ$89vx~$w���5 Mg,1 → SpH
89�$~0y|t�tb8x{}{�6�ÇxÙ>Ú�Ç$� ��Å$Ù�ÚNØ�Ì�Ë�Ì � Ù�ÅRÌ � �¶É

8x~V89�R~V57��~R6 Tg,1 A

����� B�\�`!\�FUHJORZbcdI0Z H!MPeJ\�cd\VKR\VfVO�I

Z*>���>&)���/A8,1 7T8�7�; ] �#-2/23 � ),798��� �#>d1 >D-0>��D/07 � 
���w}~
Σ
Ó�578!�$Ó�Ï1ÒÝy�v98²v9��5�578���8��

v9���pt[y�vx~R8�����Ï$w�8x5�~R698���8��´8x5�ÏR8
g ≥ 0

����y|57�	�b��ÏR�/Ô
Σ = Σg

Õå��Ó ��Ó�578�v9���ptb�>��y|5u~R8
��8��U��ÏR� Ô

Σ = Σg,1
Õ A ����~R��57� H �R��5�t�ÏR8x�pw�8xÏ��>ÏR��Ó�tb8(� , Û7���;��{����>w�8a:

H := H1(Σ;Z) A
) +	��3 /A;?/0>D3 ' � E�0'�� ��5��RÙ	�$Ù>Å1Ë�ÉúÇÊá²Ì�Ë�� ��Ù>ápÙ�� Ù��>É�Ì�ÇÈÚuÅ

Σ
89�R~ Ó�5(~$Ï$w}t�{�8x~

(M, i−, i+)���
M
89�$~

3
�Ýé>y|Ï$w�6x~R6(v9���pt[y�vx~R8G��Ï$w�8x5u~R698(�JÓ�5�w�8G��8���8xÓ$��t�{���5��´8x�;8x5�~R�

i± : Σ ↪→M
��y|~$w��1ÒÝy|w���y|5u~V{�89��t�ÏR��t�Ï$w�6x~R69���$Ó�w}é�y|5u~R89�(:

<IH



ÔâwúÕ÷�&8��U��ÏR�!��8
M
89�R~�w���8x5u~$w-#[6Gy|Ó��U��ÏR�!��8

I ×Σ
t[y|Ï Ó�5���w-,U69���;��Ï$t�Û�w��$�;8

��Ï$w�8x5�~R6
ΦM : ∂(I × Σ) → ∂M

�
Ôâw}wúÕ

i+
v9��Ï$ÏR89�$tU��57���X{zyXÏR89�$~$Ï$w�vx~$w���5/��8

ΦM
� {1} × Σ

�
Ôâw}w}wúÕ

i−
v9��Ï$ÏR89�$tU��57���X{zynÏR89�$~$Ï$w�vx~$w���53��8

ΦM
� −{0} × Σ

�
Ôâw}é�Õ!{�89�(t�{���5��´8x�;8x5�~R�

i± : Σ ↪→ M
� w}57��Ó�w��R8x5u~J��89�(w������;��Ï$t�Û�w��$�;89�G8x5¯Û7� �

�;��{����>w�8 A
Ñåy|ÏV{zyp�RÓ�w}~R8�����5�57��~R8xÏ�y

Σ± :=
���

i± A
�&89��v9���b��ÏR��w��R�;89��� , Û7���;��{����>w�8G�R��5�~�v9��57�$w���6xÏR69� �J��w-,U69���;��Ï$t�Û�w��R�;89�Vv9��57�R8xÏ?�

é>y|5�~²{Ý,-��Ï$w�8x5�~�y|~$w���5�t�Ï"�9� A %�5 57��~R8 C(Σ)
{Ý,-8x57�R8x�G��{�83��89�;vx{zy��R�R89�p� ,-6�&uÓ�w}é�y|{�8x57v98

��89��v9���b��ÏR��w��$�;89��� , Û7���;��{����>w�8G�$Ó�Ï
Σ A


uw
(M, i±M )

8x~
(N, i±N )

����5�~���8xÓ$��v9���U��ÏR��w��$�;89��� , Û7���;��{����>w�8��b��5�tU8xÓ�~�y|{���ÏR�
��6�#75�w}Ï�{�8xÓ�ÏVt�ÏR�u��Ó�w}~

M.N
t[y|Ï �|8x�pt�w}{�8x�;8x5�~��¬��8

M
8x~
N
:

M.N := (M
⋃

i+
M

(i−
N

)−1

N, i−M , i
+
N ).

M N

Σ+
MΣ−

M Σ−
N Σ+

N

i−M i+M i−N i+N

Σ ΣΣ

����� 	 G A L 
 �&��w�t�ÏR�u��Ó�w}~��RÓ�Ï�{�89�Vv9���b��ÏR��w��R�;89��� , Û7���;��{����>w�8 A

��8Vt�ÏR����Ó�w}~�v9��5�Ò �xÏR8!� C(Σ)
Ó�578V�$~$Ï$Ó7vx~$Ó�ÏR8���8��;��57���Ý��8 A �	,-6x{�6x�;8x5�~ Ó�5�w}~R6�89�$~

1Σ := (I × Σ, id0, id1)
���

idε
Ô
ε = 0, 1

Õ 89�$~V{Ý,�y|t�t�{}w�v¹y|~$w���5
id× {ε} A

����Ó7��tU��Ó�é´��57����6�#75�w}Ï8�Xt�ÏR69�R8x5�~�{zyX57��~$w���5¬��8(vxè�{}w}57��ÏR8(� , Û7���;��{����>w�8²:
) +	��3 /A;?/0>D3 '�� E � E � ��5 � � � ÉúÍ]Ë>Å$ÌaË � ��Ù�á;Ù �}Ù���ÉÝÌnÇÈÚuÅ

Σ
89�$~�Ó�5¯v9���U��ÏR��w��$�;8p� , Û7� �

�;��{����>w�8
(M, i±)

~R8x{�&�Ó78
(i−)−1

∗ ◦ i+∗ : H1(Σ,Z) → H1(Σ,Z)
�R��w}~V{Ý, w���8x5u~$w}~R6 A

�	,-8x57�R8x�G��{�8G��89�Vvx{zy��R�R89��� ,-6�&uÓ�w}é�y|{�8x57v98���89��vxè�{}w}57��ÏR89�V� , Û7���;��{����>w�8(Ò���Ï$�;8�Ó�5
����Ó7�?�Ý�;��57���Ý��8(��8 C(Σ)

57��~R6 T C(Σ) A
�������
	����� ' � E � �� 
 � ~R��Ó�~�6x{�6x�;8x5�~

ψ
��ÓJ�>ÏR��Ó�tb8	��8���w-,U69��~R��t�w�89� � M(Σ)

�
57��Ó7�÷tb��Ó�é´��57��y����R�uvxw�8xÏ÷Ó�5 v9���U��ÏR��w��$�;8Ü� , Û7���;��{����>w�8 �$Ó�Ï

Σ
��6�#75�w�t[y|Ï

Cψ = (I × Σ, i− = id, i+ = ψ) A ��89vxw0��6�#75�w}~�Ó�5/�²y|t�t�w}5���vxèu{}w}57��ÏR8C&uÓ78
57��Ó7��y|t�tU8x{}{�8xÏR��57�(á;×ÊØ´Ø]ÉâÍ�� � � �¶ÉâÍ]Ë�ÅRÌXË�Ì

ψ A��ynv9��5�é´8x5u~$w���5¬Ó�~$w}{}w��R698�tU��Ó�Ï�{�89���²y|t�t�w}5��²vxè�{}w}57��ÏR89��5&,-89�$~�t[y�� {zynv9��5ué´8x5$�
~$w���53Ó7�RÓ78x{}{�8G�²y|w���8x{}{�8Xy²{Ý,�y9é>y|5�~�y|�´8n��8JÏR89�$~R8xÏ�t�ÏR�uv�Û78J��8J{zy;��6�#75�w}~$w���5©��8

' - � 48��� � (7�.2�� 2-/  1������+(�/0�&� M(Σ)
�&�A�

Mg

�"/
Σ = Σg

���
Mg,1

�"/
Σ = Σg,1

:

< L



I × Σ
ψid

����� 	 G A ? 
 .Üy|t�t�w}5��²vxè�{}w}57��ÏR8 Cψ
v9���b��ÏR��w��R�;8(� , Û7���;��{����>w�8G8x~���8��RÓ�w}éuÏR8�{zynv9��5ué´8x5�~$w���5/Ó�~$w}{}w��R698�t[y|Ï�./��Ï$w}~�y
�7y|57���-./� G � 8x~�t[y|Ï�+�y|ÏR��Ó�ÒÝy|{}w���w���8x~V�&8xé�w}578(�7y|57� � +�� � ���-�&8 G�� 8x~��-�&8¹< � A
��8x�²y|Ï"&uÓ7��57�0&�Ó78n�$w

ϕ
�
ψ
�R��5�~(��8xÓ$�Ü��w-,U69���;��Ï$t�Û�w��R�;89�G��8 M(Σ)

� y|{���ÏR�
{�8÷ÏR89v9��{}{�8x�;8x5�~÷��89�p�²y|t�t�w}5�� vxè�{}w}57��ÏR89�

Cϕ
8x~
Cψ
89�$~;��w-, 69���;��Ï$t�Û783y|Ó

�²y|t�t�w}5��²vxè�{}w}57��ÏR8
Cϕ◦ψ

:

Cϕ◦ψ = Cϕ.Cψ.

��w}57�Rw	{zy÷{���w���8;�>ÏR��Ó�tb8²Ó7�$Ó78x{}{�8²�$Ó�Ï Mg,1
89�$~Gv9���pt[y|~$w}��{�8÷y9é´89v;{zy�{���w���8

�;��57���Ý��8(��8 C(Σ) A
 
uw
ψ
89�$~(Ó�5 6x{�6x�;8x5u~X��Ó �R��Ó7�?�Ý�>ÏR��Ó�tU8²��8;*��ÏR8x{}{}w T (Σ)

y|{���ÏR�
Cψ
89�$~(Ó�5

vxèu{}w}57��ÏR8G� , Û7���;��{����>w�8 A

� ),>da  h7S4B8\8\>F]9/A+ 46a � ]�>�h>&)�� /08?1�7T8 ��� �#>d1 >D-0>��D/07 � ����Ó7��tb��Ó�é´��57��v9��57�$w-�
��6xÏR8xÏn{zy3ÏR8x{zy|~$w���5 � ,-6�&uÓ�w}é�y|{�8x57v98��$Ó�Ï C(Σ)

��6�#75�w�8÷t[y|Ïn{zy357��~$w���5 ��8!�b��ÏR��w��R�;8
� , Û7���;��{����>w�8a:

) +	��3 /A;?/0>D3 '�� E � e�� 
���w�8x5u~
M
8x~
N
��8xÓ$��v9���b��ÏR��w��R�;89��� , Û7���;��{����>w�8 A ����57�$w���6��

ÏR��57��Ó�578 L �Ýé>y|Ï$w�6x~R6 W ~R8x{}{�8C&uÓ78X{�8X�b��ÏR�©��8
W
89�$~�����~R8x5�Ó¯t[y|Ï�{�8XÏR89v9��{}{�8x�;8x5�~

��8
M
8x~ −N {�8G{���5��a��8�{�8xÓ�Ï��b��ÏR�3��8(�R��Ï$~R8 &�Ó78 Σ±

M

�R��w}~Vw���8x5u~$w-#[6py9é´89v −Σ±
N
A

��{���ÏR�
M
8x~
N
����5�~ ��w}~R���RÙ�Å1Ë�×�Í[ÎâÇ��$w]8x~ �R8xÓ�{�8x�;8x5�~��$wb{�89��w}57vx{}Ó7�$w���57�

M ↪→W
8x~

N ↪→ W
w}57��Ó�w���8x5�~���89��w��R���;��Ï$t�Û�w��R�;89��8x5¬Û7���;��{����>w�8 A %�5/��w}Ï�y &�Ó78 W 89�$~�Ó�5�RÙ�Å1Ë>ÉzÇÈá;Ì � 8x5u~$ÏR8

M
8x~
N A

M

W

−N

−Σ−

M = Σ−

N Σ+
M = −Σ+

N

��� ��	 G A J 
 @ ��ÏR��w��$�;8 W 8x5�~$ÏR8 M 8x~ N

Ñ^y|Ï�{zyJ�$Ó�w}~R8�����5÷é´8xÏ$Ï�yG{�89���U��ÏR��w��$�;89��� , Û7���;��{����>w�8
W
y¹é´89v�{�89��{}w�8xÓ$�÷� ,�y|~$~�y �

v�Û78x�;8x5�~���8
M
y9é´89v −N 6xt[y|w��R�$w���v9���p�;8�v>,-89�$~�{�8�v¹y����7y|57��{zy%#7�>Ó�ÏR8(vxw-�P��89�R�RÓ7� A

 �� ���"������� > � ��/@�����&�A� * �89
/ � � � >@> �&')��� � ��(
(7� > 1��������	��
��������� ��������������
��*: � C�� 2 % � >0> 1&4+�*� > �&� ��, )(����&�"�"/0�+���"(���� � ��/ > /0�"����� > � ������')��2-� 97����2�/0�"')� 5 > � ( > ��$&��:
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�&8¬t�ÏR����Ó�w}~���89�÷v9���b��ÏR��w��$�;89�÷� , Û7���;��{����>w�8Üt�ÏR69�R8xÏ$é´83{�89�÷vx{zy��R�R89�!� ,-6�&�Ó�w}é>y �
{�8x57v98 A ��8�t�{}Ó7����tb��Ó�Ïa~R��Ó�~av9���U��ÏR��w��$�;8 M �	{�8�t�ÏR����Ó�w}~

I × M
tb8xÓ�~ /x~$ÏR8�é�Ó

v9���p�;8GÓ�5��U��ÏR��w��$�;8(� , Û7���;��{����>w�8X8x5�~$ÏR8
M.(−M)

8x~
I × Σ

��� −M 89�$~�{�8(v9� ��U��ÏR��w��$�;8
M
�JÓ�5�w���8X{Ý,-��Ï$w�8x5�~�y|~$w���5 ��t�tU�>�R698�Ô

Σ±
−M = Σ∓

M

Õ A ��w}57�$wå{Ý,-8x57�R8x�J��{�8
��89��vx{zy��R�R89����8��U��ÏR��w��$�;8(��89�Vv9���U��ÏR��w��$�;89�V� , Û7���;��{����>w�8G�GÓ�5�w���8�{zyn{���w t�ÏR����Ó�w}~
89�R~�Ó�5��>ÏR��Ó�tb80&uÓ78�57��Ó7��57��~R8xÏR��57� H(Σ) A

%�5 57��~R8xÏ�y T H(Σ)
{�8a�R��Ó7� �Ý�>ÏR��Ó�tb8 �÷��8 H(Σ)

8x5��´8x57��ÏR6÷t[y|Ïn{�89�nvxèu{}w}57��ÏR89�
� , Û7���;��{����>w�8 A

� >6;\4C;?/0>D358�� 
uw
Σ
89�$~÷Ó�578/�$Ó�Ï1Ò�y�v98Ü��y|57�!�U��ÏR�

Σg
��57��Ó7�a57��~R8xÏR��57�÷tU��Ó�Ï

y|��ÏR6x�´8xÏJ:

 Cg := C(Σ)
 Hg := H(Σ)
 T Hg := T H(Σ)8x~��[�$w

Σ
tb�>�R� �9��8�Ó�578(v9���ptb�>�Êy|5�~R8G��8��U��ÏR��w A 8 A Σ = Σg,1

��57��Ó7��57��~R8xÏR��57�

 Cg,1 := C(Σ)
 Hg,1 := H(Σ)
 T Hg,1 := T H(Σ) A

� 791�4B),`ba57 8?a#) -07T8 ]�>���>&)�� /08?1�7T8*��� �#>d1 >d-A>��D/07 � 7
Σg,1

� ����Ó7�Gé´��Ó�{���57�
y����R�uvxw�8xÏ �

M
Ó�5Üv9���b��ÏR��w��R�;8J� , Û7���;��{����>w�8

M
�$Ó�Ï

Σg
A Ñ*��Ó�Ï�v98x{zy$�bv9��57�$w���6xÏR��57�

{�8(t�{���5��´8x�;8x5�~
Σg,1 ↪→ Σg

t�ÏR69v969��8x�p�;8x5u~���6�#75�w A �&8(v9���U��ÏR��w��$�;8 M 89�R~���6�#75�wv9���p�;8G{�8�ÏR89v9��{}{�8x�;8x5�~���8
M
8x~
I ×D2 ����~R8x5�Ó/8x5¬w���8x5�~$w-#]y|5u~ ΦM (I × ∂Σg,1)8x~

I × ∂D2 é�wzy Φ−1
M
A ��89��t�{���5��´8x�;8x5u~R� i± ��Ó3v9���U��ÏR��w��$�;8 M �R��5u~���6�#75�w���t[y|Ï{�8�ÏR89v9��{}{�8x�;8x5u~���89�Vt�{���5��´8x�;8x5�~R�

i±
y9é´89v�{Ý, w���8x5u~$w}~R6J�RÓ�Ï�{�8���w��"&�Ó78

D2 A

��8x~$~R8(v9��57�$~$Ï$Ó7vx~$w���5¬w}57��Ó�w}~�Ó�578Gy|t�t�{}w�v¹y|~$w���53��8��;��57���Ý��89�

Cg,1 → Cg
&uÓ�w t[y��R�R8�5[y|~$Ó�ÏR8x{}{�8x�;8x5u~�y|Ó &�Ó7��~$w�8x5u~�8x5�Ó�5�Û7���;���;��Ï$t�Û�w��$�;8X��8��>ÏR��Ó�tb89� �

Hg,1 → Hg.

����� � ORK1W[FUT W]O�\VQ HXI���\�eJQXZ[\VQ �a\VDJF)KRI0Z fVFb\VD �aI0Z Mg,1
I^W

Hg,1

+�y|ÏR��Ó�Ò�y|{}w���w���8x~	�&8xé�w}578��´�7y|57� � +�� � �>��5�~���6�#75�w7Ó�578�#7{}~$Ï�y|~$w���5atb��Ó�Ï0{�8 �>ÏR��Ó�tU8
Hg,1

&�Ó�w�t�ÏR��{���5��´8;{zy	#7{}~$Ï�y|~$w���5 ��8��´��Û�57�R��5 ��Ó¯�>ÏR��Ó�tU8;��8²��w-, 69��~R��t�w�89� Mg,1
A

' ( � $��+97����2-/0�"')� 2 % * �+')� > �+4+/0�397����2�������5 � � $	� > /0�
2-���32 % * ��')� > �+4�/0� �&�A��1&4 � > �&')�&��� � ��$	� )> /0�
2-��� 2 % * �+')� > �+4+/0� ��� > � (-��� 2 � / � 2�� 2�� � , $	� > /@�
2-���&� 2 % * ��')� > �+4�/@� �&�A� � �3$
� > /0��2 ��� 2 % * �+')� > �+4+/0�+:��� � � � > �+ �+/ �)(8/ > � ��� �?2�� ���&$&� >0> ��� � � I×I×D2
5 � �397����2-/0�"')� W �&���"��� 2�� � ,.$&�+97�8��2�/0�"')�&�2 % * ��')� > �+4�/@�

M
���
N
(7� � � �+9������
/ � � �D97�8��2�/0�"')� W �&���"���

M
���
N
:
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��y|57�Vv98x~$~R8���89vx~$w���5���57��Ó7��y|{}{���57��Ï�y|t�tU8x{�8xÏ���yn��6�#75�w}~$w���5¬8x~V8x5�é´8xÏ$ÏR��57�!&�Ó78x{ &uÓ789�
t�ÏR��t�Ï$w�6x~R69� A

����57�$w���6xÏR��57�¬{�8¯�>ÏR��Ó�tb8ÜÒ���57�7y|�;8x5�~�y|{
F := π1(Σg,1, ∗)

y|w}57�$w &�Ó78©��y �R6��
Ï$w�8!v98x5�~$Ï�y|{�8¬��89�Rv98x57�7y|5�~R8 � {Fk}k≥1

A ��8x�²y|Ï"&uÓ7��57�C&�Ó78
H = F/F2

8x~JtU�>�R��57�
Lk = Fk/Fk+1

A ����Ó7��y¹é´��57��y|{���ÏR��{Ý,-8���~R8x57�$w���5¬v98x5u~$Ï�y|{�8

0 //Lk //F/Fk+1
//F/Fk //1.

��8x{}{�8��Pvxw&w}57��Ó�w}~�{zyn�$Ó�w}~R8G8���y�vx~R8p:

0 //H ⊗Lk //Aut(F/Fk+1) //Aut(F/Fk) //1

���
H ⊗ Lk ' "����

(H,Lk)
89�$~mw���8x5�~$w-#[6 y|Ó 57�¹è�y|Ó ��8L{zy t�ÏR�|Þ$89vx~$w���5

Aut(F/Fk+1) → Aut(F/Fk)
��8 {zy �²y|5�w �xÏR8 �$Ó�w}é>y|5�~R8 Ô �-Ñ^8 G�� Õ : �R��w}~

ϕ ∈ Ker
(
Aut(F/Fk+1) → Aut(F/Fk)

) A ��6�#75�w��R�R��57� α : F/Fk+1 → F/Fk+1t[y|Ï
α(x) = ϕ(x).x−1 :*v>,-89�$~GÓ�5 Û7���;���;��Ï$t�Û�w��$�;8÷8x5�é´�¹è�y|5u~ F/Fk+1

�$Ó�Ï Lk A%�Ï Lk
89�R~�y|�U6x{}w�8x5��

α
��8�Ò�y�vx~R��Ï$w��R8�y|{���ÏR��t[y|Ï�{Ý,�y|�U6x{}wzy|5�w��R6(��8

F/Fk+1
&uÓ�wU89�R~

H A����~R��57�
ᾱ
{Ý, Û7���;���;��Ï$t�Û�w��$�;8�v9��Ï$ÏR89�$tU��57�7y|5�~���8

H
�7y|57� Lk A

%�5�y��R�R��vxw�8
ϕ

�
ᾱ A

��6�#75�w����R��57��{�89���>ÏR��Ó�tU89�
Aut0(F/Fk)

tU��Ó�Ï
k ≥ 2

:
) +	��3 /A;?/0>D3 '�� ��2' � ����~R��57�

Aut0(F/Fk)
{�8�����Ó7�?�Ý�>ÏR��Ó�tb8���8

Aut(F/Fk)
8x5��´8x5$�

��ÏR6(t[y|Ï�{�89��y|Ó�~R���;��Ï$t�Û�w��$�;89�
h
��8
F/Fk

é´6xÏ$w-#]y|5�~

[h̃(x1), h̃(y1)] . . . [h̃(xg), h̃(yg)] = [x1, y1] . . . [xg, yg]
�;�u�

Fk

���
h̃
89�$~�Ó�5�ÏR8x{ �xé´8x�;8x5u~���8

h
�7y|57�

AutF A
��8x�²y|Ï"&uÓ7��57� &uÓ78

Aut0(F/F2)
89�$~V{�8��>ÏR��Ó�tU8(�$è��pt�{�89vx~$w &�Ó78

SpH A

����Ó7��y¹é´��57�VÓ�578��$Ó�Ï�Þ$89vx~$w���5�5[y|~$Ó�ÏR8x{}{�8
Aut0(F/Fk+2) → Aut0(F/Fk+1)

w}5$�
��Ó�w}~R8���8V{zyJ�$Ó�w}~R8�8���y�vx~R8�t�ÏR69v969��8x5�~R8 A ��8�57�Nè�y|Ó!��8�v98x~$~R8��RÓ�Ï�Þ189vx~$w���5!89�$~�{�8��R��Ó7�?�
�>ÏR��Ó�tU8

Dk(H)
��8
H⊗Lk+1

��6�#75�w���8�{zy��²y|5�w �xÏR8 �$Ó�w}é>y|5�~R8�: Lk+1 = Fk+1/Fk+2tU8xÓ�~ /x~$ÏR8�w���8x5u~$w-#[6 �n{zyXt[y|Ï$~$w�8(��8G��8x�>ÏR6
k + 1

��8�{Ý,�y|{}� �x��ÏR8G��8(�&w�8�{}w}��ÏR8(�$Ó�Ï
H A%�5¬tb�>�R8�y|{���ÏR�

Dk(H) = Ker(H ⊗Lk+1
[.,.] //Lk+2 ).

����Ó7��y¹é´��57�V{zyn�$Ó�w}~R8(8��7y�vx~R8

0 → Dk(H) → Aut0(F/Fk+2) → Aut0(F/Fk+1) → 1.
��� ��(
(7� > ���
� 1 � % � >0> � �&�A�B2�1�C
�
/0��(
�8� F1 = F

���
Fk+1 = [F, Fk]

(7� � � k ≥ 1
:

< P



$�� ����$ ��¡P¦Ý£��T�]£´¡��#� �	¥�� ��	h��¢^�#��� �5V	�)¦P¥ �����#V���¥ �	¥ ��¡
	 �6� £I����¡Ý¥[¢
Mg,1

�X,�y|t�Ï"�9�3{�8 ~$Û769��Ï"�x�;8 ��8 ��w�8x{��R8x5���{�8¯�>ÏR��Ó�tU8 ��8 ��w-, 69��~R��t�w�89� Mg,1
tU8xÓ�~

�N, w���8x5�~$w-#[8xÏ�y|Ó��>ÏR��Ó�tU8
Aut0 F

����Ï;{zy©t�ÏR�|Þ$89vx~$w���5
F → F/Fk+1

tU��Ó�Ï
k ≥ 1w}57��Ó�w}~!Ó�578Üy|t�t�{}w�v¹y|~$w���5'5[y|~$Ó�ÏR8x{}{�8

Aut0 F → Aut0(F/Fk+1)
A ����Ó7�atU��Ó�é´��57�

y|{���ÏR����6�#75�w}Ï
) +	��3 /A;?/0>D3 '�� �� E � Mg,1(k) = Ker

(Mg,1 → Aut0(F/Fk+1)
) A

����Ó7�V����~R8x57��57��y|{���ÏR�V{�8���wzy|�>Ï�y|�p�;8Jv9���p�GÓ�~�y|~$w Ò��$Ó�w}é>y|5�~G:

1

��

1

uul l l l l l l l

1

''OOOOOOOOOOOOOO Mg,1(k + 1)

��

wwo o o o o o

Mg,1(k)

''OOOOOOOOOOOO

τk

���
�
�
�
�
�
�

Mg,1

�� ((RRRRRRRRRRRRRR

1 // Dk(H) // Aut0(F/Fk+2) // Aut0(F/Fk+1) // 1

��y�#7{}~$Ï�y|~$w���5�y|w}57�$w���6�#75�w�8 · · · ⊂ Mg,1(k) ⊂ · · · ⊂ Mg,1(1) ⊂ Mg,1
89�$~

y|t�tU8x{�698��0� Î�Å1×>Î�É�Ù�ÍÜË�Ì���Ù ��Í�Ç9Ù�Í38x~ {�8��;��Ï$t�Û�w��$�;8�w}57��Ó�w}~
τk : Mg,1(k) → Dk(H)

k ������ ��Ù�á;Ù�á;Ù�ÅPØ ��ÉúÇÊá²ÌJË�Ì��uÙ ��Í7ÇxÙ�Í A
�&8��>ÏR��Ó�tU8(��8���w-,U69��~R��t�w�89� Mg,1

y|�>w}~

 �$Ó�Ï Mg,1(k)

t[y|Ï�v9��5�Þ�Ó���y|w�����5�t�Ó�w��"&uÓ78�v>,-89�$~VÓ�5��R��Ó7�?�Ý�>ÏR��Ó�tU8(��w��$~$w}5��>Ó76

 8x~��$Ó�Ï

H⊗Lk+1
�´����Ó7�?�Ý�>ÏR��Ó�tb8���w��$~$w}5��>Ó76���8

Aut(F/Fk+2)
8x5²v9���ptU�>��y|5u~

{Ý,�y�vx~$w���5¬��8(v9��5�Þ1Ó���y|w��R��5¬8x~�{�8��;��Ï$t�Û�w��R�;8 Mg,1 → Aut(F/Fk+2)
A

Ñåy|Ï�v9��57�$~$Ï$Ó7vx~$w���5��
τk
89�R~V6�&�Ó�w}é>y|Ï$wzy|5�~R8Gtb��Ó�ÏVv989��y�vx~$w���57� A


�8xÓ�{�� {�89����8xÓ$�!t�ÏR8x�pw�8xÏR� Û7���;���;��Ï$t�Û�w��$�;89�V��8 �´��Û�57�R��5���5u~�6x~R6�6x~$Ó7��w�69��:u{�8
t�ÏR8x�pw�8xÏ�t[y|Ï �´��Û�57�R��5¬8x~�{�8���8xÓ$��w �x�;8Gt[y|ÏV.3��Ï$w}~�y A
(*),>� 5) /0+�;\+T8 ��a  ),7.1�/07T)��#>d1 >D1�>&)� #� /08?1 7!� 7��F>�� 3#8\>d30� Ñ^y|Ï���6�#75�w}~$w���5��
Mg,1(1)

89�$~�{�8(�R��Ó7�?�Ý�>ÏR��Ó�tU8(��8 Mg,1
&�Ó�w*y|�>w}~�~$Ï$w}éuwzy|{�8x�;8x5u~��$Ó�Ï

F/F2 = H
:�w}{

�N,�y|�>w}~���Ó��R��Ó7�?�Ý�>ÏR��Ó�tU8(��8����ÏR8x{}{}w Tg,1 A�&8��>ÏR��Ó�tb8 L2
tU8xÓ�~B/x~$ÏR8�w���8x5�~$w-#[6D� ∧2H

8x5�8x5�é´�Nè�y|5�~
[x, y] ∈ L2 = F2/F3�RÓ�Ï

[x] ∧ [y] ∈ ∧2H
���

x, y ∈ F
8x~

[x], [y]
�R��5�~�{�8xÓ�Ï�vx{zy����R89�V�7y|57�

H A %�5�tb8xÓ�~y|{���ÏR� w���8x5u~$w-#[8xÏ
D1(H)

y9é´89v ∧3H
é�Ó!v9���p�;8G�R��Ó7�?�Ý�>ÏR��Ó�tU8���8

H ⊗∧2H
é�wzyJ{�8

<IK



�;��Ï$t�Û�w��R�;8
a ∧ b ∧ c→ a⊗ (b ∧ c) + b⊗ (c ∧ a) + c⊗ (a ∧ b) A

�	,-6x~$Ó7��83��Ó�t�ÏR8x�pw�8xÏaÛ7���;���;��Ï$t�Û�w��$�;8
τ1 : Tg,1 → ∧3H

t[y|Ï �´��Û�57�R��5 y
tU8xÏ$�pw��V� ,-8x5¬��6x~R8xÏ$�pw}578xÏ�{Ý, w}�²y|�´8�t�Ó�w�����89�V�´6x576xÏ�y|~R8xÓ�ÏR����Ó�57�Nè�y|Ó :
���#+9>&)��91�7 ' � ��� � ��� �F>#'�� � ���F>dE �
� � Ä�Ù�Ú�Å

g ≥ 2
�

 �
τ1
ÌÊÇxÎ0ÇÈÚuÅ � Ì��9Î�É ��� æÊá

τ1 = D1(H) ' ∧3H
�

���
τ1
ÅRÌÊÇÝØ7Ì2�9ÎPÌ ��ÌÊÇJ× �9Î�É�Ù�Í�ÇGË�Ì Mg,1

ÇÊÚ�Å Tg,1 � Ø�×�Å �RÙ�Í � Ú��´×�ÉúÇxÙ�Í��!ÌxÎ	ÇÈÚuÅ ∧3H

� Ë´Ù>Í7ÍbÆRÌ Ø�×�Å ϕ.(a ∧ b∧ c) = ϕ∗(a) ∧ ϕ∗(b)∧ ϕ∗(c)
Ù��

ϕ∗
ÌÊÇxÎ �2� ×�Ú�ÎÝÙ�á;Ù�Å$�

Ø ��ÉúÇÊá²ÌJË�Ì
H
ÉúÍ]Ë>ÚuÉ�ÎbØ�×�Å

ϕ
� �

� �
Ker τ1 = Mg,1(2)

ÌÊÇÈÎ �}ÌpÇxÙ�ÚuÇ� ��Å$Ù�Ú¹Ø7Ì�ÌÈÍ���ÌÈÍbË�Å$Æ�Ø�×>Å �}ÌÊÇ;Î��0ÉúÇÈÎâÇpË�Ì �XÌ ��Í
�}Ì!�}Ù�Í��÷Ë�ÌÊÇ!�RÙ>ÚuÅ �RÌÊÇJÇÊÉâá�Ø �}ÌÊÇ �¹ÌÈÅÈá;Æ�ÌÊÇ(Ç9Æ�Ø�×�Å$×�Í[ÎPÌÊÇ �
��y|57�V{zyn{}w}~$~R6xÏ�y|~$Ó�ÏR8�� Mg,1(2)

89�$~��´6x576xÏ�y|{�8x�;8x5�~�57��~R6 Kg,1
A

��y|t�tU8x{���57�0&�Ó&, Ó�578nv9��Ó�Ï$�U8X�Rw}�pt�{�8GÒ�8xÏ$�;698
γ
�$Ó�Ï

Σg,1
89�$~���w}~R8²Ç¹ÆPØ�×�Å$×�Í[ÎPÌ²�$w

Σg,1 \{γ}
yG��8xÓ$�²v9���ptb�>��y|5u~R89��v9��5�578���89� A �&8 �uÌÈÍ7ÅRÌ�Ë�Ì �}× �RÙ�Ú�Å���Ì

γ
89�R~�{�8V�´8x5�ÏR8

��8�{zy;�R��Ó7�?�P�$Ó�Ï1ÒÝy�v98�5&,�y9è�y|5u~8&uÓ&, Ó�578��R8xÓ�{�8(v9���ptU�>��y|5�~R8J��8��b��ÏR� A
�´��Û�57�R��53ynÏR69��Ó�w}~�{Ý,-8x57�R8x�G��{�8J��89���´6x576xÏ�y|~R8xÓ�ÏR����8 Kg,1

8x5��;��5u~$Ï�y|5�~n:
���#+9>&)��91�7 ' � ��� e �����">#'�� ���F>dE ��� � ��ÌÈÇ Î��0ÉzÇxÎâÇ Ë�Ì �XÌ ��Í ��Ì � Ù�Í�� Ë�ÌÊÇ �RÙ>ÚuÅ �RÌÊÇ
ÇÈÉúá�Ø���ÌÊÇ �¹ÌÈÅÊá²ÆRÌÈÇ�Ç9ÆPØ�×>Å1×�Í]ÎPÌÊÇXË�Ì ��ÌÈÍ[Å$Ì !ÌxÎ �aÇÈÚ�� Ç¹ÌÈÍ[Î Ø�Ù�Ú�ÅXÌÈÍ���ÌxÍ]Ë�ÅRÌÈÅ Kg,1

�

(*),>� 5) /0+�;\+T8 ��a � 79a �#/ �91 7 �#>d1 >D1�>&)� #� /08?1 7 � 7��F>�� 3#8?>D3 � ./��Ï$w}~�y(y���6��
~R8xÏ$�pw}576({Ý, w}�²y|�´8G��Ó���8xÓ$��w �x�;8(Û7���;���;��Ï$t�Û�w��$�;8J��8D�´��Û�57�R��5

τ2 : Kg,1 → D2(H).

�&8n�>ÏR��Ó�tb8 L3
tb8xÓ�~0/x~$ÏR8nw���8x5�~$w-#[6 �

H ⊗ (∧2H)/ ∧3 H A ��w}57�$w D2(H)
89�$~

Ó�5�����Ó7�?�Ý�>ÏR��Ó�tb8G��8
H ⊗H ⊗ (∧2H)/(H ⊗ ∧3H) A����57�$w���6xÏR��57�

T
{�8��R��Ó7�?�Ý�>ÏR��Ó�tU8	��8

H⊗H⊗(∧2H)
8x5��´8x57��ÏR6	t[y|Ï*{�89��6x{�6x�;8x5�~R�

a∧ b⊗ a∧ b 8x~ a∧ b↔ c∧ d := (a∧ b)⊗ (c∧ d) + (c∧ d)⊗ (a∧ b) ����� a � b � c �
d
�R��5�~���89��6x{�6x�;8x5�~R����8

H
8x~����

a ∧ b⊗ c ∧ d := a⊗ b⊗ c ∧ d− b⊗ a⊗ c ∧ d�7y|57�
H⊗H⊗ (∧2H) A %�5²57��~R8xÏ�y T {Ý, w}�²y|�´8���8 T t[y|Ï�{zy(t�ÏR�|Þ189vx~$w���5÷v¹y|57��5�w &�Ó78

H ⊗H ⊗ (∧2H) → H ⊗H ⊗ (∧2H)/(H ⊗ ∧3H).

%�5¬é´��w}~�y|{���ÏR� &uÓ78
T
89�$~�Ó�5¬�R��Ó7�?�Ý�>ÏR��Ó�tU8���8

D2(H) A
(*),>� �>&8?/A;?/0>D3 ' � ��� � � <�>&) / ;\4 � < >De ��� � � Ù�É�Î

γ
ÚuÍbÌ ��Ù�ÚuÅ �RÌpÇÊÉâá�Ø��}Ì �¹ÌÈÅÈá;Æ�ÌJÇ9Æ$�

Ø�×�Å1×>Í[ÎPÌ�Ë�Ì ��ÌÈÍ7ÅRÌ
h
ÌxÎ�ÇxÙ�É�Î

u1, v1, . . . , uh, vh
Ú�ÍbÌ �$×|Ç9Ì�Ç ��á�Ø��}Ì��9Î�É �9Ú�Ì�Ë�Ú(Ø]ÅRÌÈánÉ�ÌÈÅ

�>Å1Ù�ÚNØ�ÌaË � ��Ù�á;Ù �}Ù���ÉÝÌ;Ë�Ì � ×!Ç9Ù�ÚuÇ�ÝÇÈÚuÅ��9× ��ÌaË�Ì
Σg,1

Ë�Ì��$Ù�Å$Ë
γ
� 	(Ù´ÎÝÙ�Í�Ç

τγ
��ÌnÎ��0ÉúÇÈÎ

ËuÌ��XÌ ��Í � �÷Ë�Å$Ù�É�ÎPÌ�� ��Ì��}Ù�Í��÷Ë�Ì
γ
� � �}Ù�ÅÊÇ

τ2(τγ)
ÌÊÇÈÎ �2� Éâáp× ��ÌGËuÌ���� Æ �}Æxá;ÌxÍ[Î

(u1 ∧ v1 + · · · + uh ∧ vh)⊗2 Ë�×�Í�Ç T Ø�×�Å��}×�Ø]Å$Ù � Ì2�9Î�É�Ù�Í
T → T

� ß�ÍaØ�×�ÅxÎ�É �xÚ�� É�ÌÈÅ�
æÊá

τ2 ⊂ T
�

<IM



��8�t�{}Ó7���
���#+9>&)��91�7�'�� �� � � <�>&) /A;\4 � <�>&e �
� � æÊá

τ2
ÌÊÇxÎ�Ú�ÍÜÇxÙ>Ú�Ç$�Pá;Ù¹Ë�Ú��}Ì²Ë � ÉúÍ]Ë>É ��Ì ��Í7É

ËuÌ
T
�

����Ó7�!57��~R8xÏR��57� Lg,1 := Mg,1(3)
{�8357�¹è�y|Ó ��8

τ2
A �	,-6x~$Ó7��8Ü��Ó ��8xÓ$��w �x�;8

Û7���;���;��Ï$t�Û�w��R�;8/��8 �´��Û�57�R��5'5&,�y©t�Ó'��6x~R8xÏ$�pw}578xÏ �¯{Ý, Û78xÓ�ÏR83y�vx~$Ó78x{}{�83Ó�5'�Rè��?�
~"�x�;8��´6x576xÏ�y|~R8xÓ�ÏV��Ó!57�¹è�y|Ó Lg,1 A ��y|t�tb8x{���57�6&uÓ78���tU��Ó�Ï {Ý, w}57�$~�y|5�~�����w�8x5 &�Ó78�{Ý,-��5
v9��5�5[y|w����R8J��89���$è��$~"�x�;89���´6x576xÏ�y|~R8xÓ�ÏR�8#75�w����]w}{*5&,-8���w��$~R8Jt[y�����8Jt�ÏR69��8x5�~�y|~$w���5¯��89�
�>ÏR��Ó�tU89� Tg,1

8x~ Kg,1
A

$�� ��� � ��¡P¦Ý£��T�]£´¡��#� ��¥ � ��	 ��¢^�#� � �#V��Ü¦P¥ �&�T�#V���¥ Hg,1


���w}~
(M, i±)

Ó�5Üv9���b��ÏR��w��R�;8J� , Û7���;��{����>w�8n�$Ó�Ï
Σg,1
A ����57�Rw���6xÏR��57��Ó�5/tU��w}5�~

�[y���8 ∗ ��8 M y|t�t[y|Ï$~R8x5[y|5�~ �
∂Σ+ = ∂Σ− 8x~�tb�>����57� π1(M) := π1(M, ∗) A �05�´6x576xÏ�y|{9�*{�89�Jt�{���5��´8x�;8x5�~R�

i±
5&, w}57��Ó�w��R8x5�~nt[y��X� , w��R���;��Ï$t�Û�w��$�;89�;y|Ó 5�w}é´8¹y|Ó ��Ó

�>ÏR��Ó�tU8XÒ���57�7y|�;8x5�~�y|{ A ��8xtU8x57�7y|5�~���w}{���w}57��Ó�w��R8x5�~(��89��w������;��Ï$t�Û�w��$�;89�(8x5©Û7���;� �
{����>w�8 A �n,�y|t�Ï"�9��Ó�5�ÏR69�RÓ�{}~�y|~���8J
u~�y|{}{}w}5��´� � 
u~�y � �

i±∗
��6�#75�w��R�R8x5�~�y|{���ÏR����89��w��R���;��Ï?�

t�Û�w��R�;89�

i±n : F/Fn → π1(M)/π1(M)n
tU��Ó�Ï�~R��Ó�~

n ≥ 2
���

π1(M)n
89�$~�{�8

n �
� � � �>ÏR��Ó�tb8n��8J{zy!�R6xÏ$w�8Jv98x5u~$Ï�y|{�8p��89�Rv98x5$�

�7y|5u~R8(��8
π1(M) A+�y|ÏR��Ó�Ò�y|{}w���w���8x~V�&8xéuw}578G�7y|57��� +�� � ��5u~V��6�#75�w&tb��Ó�Ï�~R��Ó�~

k ≥ 1
��89�Vy|t�t�{}w�v¹y �

~$w���57�G:

ηk : Cg,1 → Aut0(F/Fk+1)

(M, i±) 7→ (i−k+1)
−1 ◦ i+k+1.

�P{��p��5u~;6x��y|{�8x�;8x5�~²�;��5u~$ÏR6 &uÓ78!v989�;y|t�t�{}w�v¹y|~$w���57�a�R8aÒ�y�vx~R��Ï$w���8x5�~;t[y|Ïp{zy3ÏR8��
{zy|~$w���5 � ,-6�&�Ó�w}é>y|{�8x57v98²��8n�U��ÏR��w��$�;8;� , Û7���;��{����>w�8 A ����Ó7�(57��~R8xÏR��57�G8x57v9��ÏR8 ηk {�89�y|t�t�{}w�v¹y|~$w���57��w}57��Ó�w}~R89�G:

ηk : Hg,1 → Aut0(F/Fk+1)

(M, i±) 7→ (i−k+1)
−1 ◦ i+k+1.

�	, Ó�578G��89�Vv9��57��6�&�Ó78x57v989����w}ÏR89vx~R89�XÔâ�²y|w���57��5¬~$Ï$w}éuwzy|{�8NÕV��8�{Ý,-8���w��R~R8x57v98(��8(v989�
y|t�t�{}w�v¹y|~$w���57��89�$~�{�8�ÒÝy|w}~!&uÓ78�{Ý, Û7���;���;��Ï$t�Û�w��$�;8 Mg,1 → Hg,1

89�R~�w}5�Þ$89vx~$w Ò A ��578
y|Ó�~$ÏR8�t�ÏR��t�Ï$w�6x~R6�w}�ptU��Ï$~�y|5�~R8���89� y|t�t�{}w�v¹y|~$w���57�

ηk
89�$~ 6x57��57v9698��7y|57��{�8�~$Û769��Ï"�x�;8

�RÓ�w}é�y|5u~G:

���#+9>&)��91�7 ' � ���Af � � � � ��� � �*ÌÊÇ�×ÊØ´Ø �¶É �R×>Î�É�Ù�Í�Ç
ηk : Hg,1 → Aut0(F/Fk+1)

Ç9Ù�Í[Î
ÇÈÚuÅ � Ì2�9Î�Éâç|ÌÊÇ�Ø�Ù>ÚuÅ

k ≥ 1
�

����Ó7��tU��Ó�é´��57����6�#75�w}Ï�tb��Ó�Ï�~R��Ó�~
k ≥ 1

�

H>=



) +	��3 /A;?/0>D3 '�� ����� Hg,1(k) = Ker ηk
A
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Aut0(F/Fk+2) //
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1 1 1

��y�#7{}~$Ï�y|~$w���5 {Hg,1(k)}k≥1
�´6x576xÏ�y|{}w��R8Ü����57v3{zy�#7{}~$Ï�y|~$w���5 ��8A�´��Û�57�R��5 ��Ó

�>ÏR��Ó�tU8G��8J��w-,U69��~R��t�w�89� Mg,1
A ����Ó7��y¹é´��57��é�Ó�&uÓ&, w}{�ÏR89�$~�y|w}~��b8¹y|Ó7v9��Ó�tÜ��8%&uÓ789�?�

~$w���57�(57��5©ÏR69�R��{}Ó789�Gy|Ó�~R��Ó�ÏG��8n{zy #7{}~$Ï�y|~$w���5 ��8C�´��Û�57�R��5�Ôât�ÏR69�R8x5u~�y|~$w���5 ��8 Tg,1 �
Kg,1

��Ó Lg,1
��8x~Rv

. . .
Õ�8x~���89� �;��Ï$t�Û�w��$�;89�V��8 �´��Û�57�R��5¬����5u~V��5÷578�v9��5�5[y¤ê�~�t[y��

{�89�Vw}�²y|�´89�VtU��Ó�Ï
k ≥ 3 A ��8x~$~R8 #7{}~$Ï�y|~$w���5¬t[y|Ï�y¤ê�~�����57v(~$Ï"�9��y|t�t�ÏR��t�Ï$w�698²:

(*),>� �>&8?/A;?/0>D3 ' � �� ,� �*ÌÊÇXÆPØ]Éâá;Ù�ÅPØ ��ÉúÇÊá²ÌÊÇ
ηk
ÉúÍbË�ÚuÉúÇ9ÌxÍ[Î�Ë�ÌÈÇ(ÉzÇ9Ù�á;Ù�ÅÝØ���ÉzÇÈá²ÌÊÇ

Dk(H) ∼= Gwk (Hg,1)
Ù�� Gwk (Hg,1)

ÌÈÇÈÎ �}Ì ��Å$×´Ë�Ú7Æ Hg,1(k)/Hg,1(k + 1)
�

��8x~$~R8 #7{}~$Ï�y|~$w���5�89�$~�57��~�y|�p�;8x5�~V6x~$Ó7��w�698�t[y|Ï�{�8���wzy|w�� ��8�{zy(~$Û769��Ï$w�8���89��vx{zy��?�
tU8xÏR�V��8G+���Ó7����y|ÏR�¹é;�P"�y|��w}ÏR�/Ô�vÈÒ �-��8 G�� ��-�&8¹< � ��-"�y � Õ A
����� � DXI0K���DJI0Z FUT � �aI0KRZ)HJIL_^\VeJ\�cd\VKR\VfVO�IEHXI0Z f�FU\VD �aI0Z
�&8V��Ó�~���8Vv98x~$~R8��R89vx~$w���5!89�$~���8�Ò�y|w}ÏR8�Ó�5²��ÏR8ÈÒ Ï�y|t�tb8x{b��8Vv98�����5u~�57��Ó7��y|Ó�ÏR��57�

�U89�R��w}5�t[y|ÏV{zyn�RÓ�w}~R8;:�tb��Ó�Ï�t�{}Ó7����8�t�ÏR69vxw��$w���57����é´��w}Ï � @ Ï � A
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G
�Ý�;����Ó�{�8 A %�5 Ó�~$w}{}w��R8xÏ�y/{�89�X57��~�y|~$w���57�pÓ7�$Ó78x{}{�89�ntU��Ó�Ïp{�89�X{���w��p8x~

578xÓ�~$ÏR89����8
G
8x~���8

A
�.�²��y9é´��w}ÏX:�{�8(578xÓ�~$ÏR8J��8

G
��8xÏ�yn57��~R6

1
�[{zyp{���w���8

A
�R8xÏ�y

57��~R698Jy�����w}~$w}é´8x�;8x5�~�8x~�{�8�578xÓ�~$ÏR8(��8
A
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%�5Ü��6�#75�w}~�Ó�5©v9���pt�{�8���8n��8Xv9��vRÛ[y¤ê�5789�
C∗(G,A)

��8X{zy;�²y|5�w �xÏR8p�RÓ�w}é�y|5u~R8�:
tU��Ó�ÏV~R��Ó�~�8x5u~$w�8xÏ�5[y|~$Ó�ÏR8x{

n ≥ 1
�7Ó�5¬6x{�6x�;8x5�~���8

Cn(G,A)
89�$~VÓ�578Gy|t�t�{}w�v¹y|~$w���5

f : Gn → A
8x~
C0(G,A) ' A A �	,-��tb6xÏ�y|~R8xÓ�Ï�v9���b��ÏR�

δ : Cn(G,A) → Cn+1(G,A)
89�$~V����5�576�t[y|ÏG:

δf(g1, . . . , gn+1) = g1.f(g2, . . . , gn+1) − f(g1g2, . . . , gn+1)

+f(g1, g2g3, . . . , gn+1) + (−1)n+1f(g1, . . . , gn).

��5Ü6x{�6x�;8x5�~
f : Gn → A

��8
Cn(G,A)

89�$~�57��Ï$�²y|{}w���6p�$w
f(g1, . . . , gn) = 0�
�9� &�Ó78�{Ý, Ó�5¬��89�

gi
89�$~V6x��y|{��

1 A

%�5GtU8xÓ�~*y|{���ÏR����6�#75�w}Ïåv9�uvxè�vx{�89���¹v9���U��ÏR�G8x~��>ÏR��Ó�tb8���8	v9��Û7���;��{����>w�8
H∗(G,A)y����R�uvxw�69� �;v98�v9���pt�{�8���8(��8Gv9�uv�Û[y¤ê�5789� A

� >D1 >d1 >D)  �5/08?1�7T8 ]�)^>D/08\+T8 �
) +	��3 /A;?/0>D3 ' � e �0'�� ��578�y|t�t�{}w�v¹y|~$w���5

f : G→ A
89�$~åÓ�5���Ù�á;Ù�á;Ù�ÅÝØ���ÉzÇÈá²Ì �xÅ$Ù�ÉúÇ9Æ

�Rw1��tb��Ó�ÏV~R��Ó7��6x{�6x�;8x5�~R�
g
8x~
h
��8

G
�

f(gh) = f(g) + g.f(h)

Ñ^y|Ï v9��57�R6�&uÓ78x5�~��´Ó�5aÛ7���;���;��Ï$t�Û�w��$�;8�vxÏR��w��R6�89�$~�Ó�5 G �Pv9��vxè�vx{�8V��8
C1(G,A) A

�������
	����� ' � e�� E� ����57�$w���6xÏR��57�G{�8n�>ÏR��Ó�tb8²��8;��w-,U69��~R��t�w�89� Mg,1
: � ,�y|t�Ï"�9�({�8

t[y|Ï�y|�>Ï�y|t�Û78 G A G �*w}{�y|�>w}~J5[y|~$Ó�ÏR8x{}{�8x�;8x5u~p�$Ó�ÏG{�8²�>ÏR��Ó�tb8 H1(Σg,1;Z) A ��5 Û7���;� ��;��Ï$t�Û�w��R�;8¬vxÏR��w��R6389�$~;Ó�5783y|t�t�{}w�v¹y|~$w���5
f : Mg,1 → H1(Σg,1;Z)

&�Ó�w�é´6xÏ$w-#[8
tU��Ó�Ï�~R��Ó�~

ϕ
�
ψ
��8 Mg,1

f(ϕ ◦ ψ) = f(ϕ) + ϕ∗.f(ψ)

���
ϕ∗
89�R~�{Ý,�y|Ó�~R���;��Ï$t�Û�w��$�;8G��8

H
w}57��Ó�w}~Vt[y|Ï

ϕ A

Z[-04B8\8,/ ��]�4C;?/0>D3 �5798 7��F;\79358?/0>D358 ]�793d;\)^46-07T8 
uÓ�t�tb�>����57� &uÓ78;{Ý,�y�vx~$w���5 ��8
G�RÓ�Ï

A
�R��w}~V~$Ï$w}é�wzy|{�8 A

) +	��3 /A;?/0>D3�'�� e � �� ��578�Ì$à>ÎPÌÈÍ7ÇÊÉ�Ù�Í ��ÌxÍ[Î�Å1×��}ÌaË�Ì
G
Ø�×�Å

A
89�R~�Ó�578n�$Ó�w}~R8n8��7y�vx~R8

v9��Ó�Ï$~R8G��8��>ÏR��Ó�tb89�

0 //A
i //E

π //G //1 (1)

~R8x{}{�8%&�Ó78
i(A)

�R��w}~�v98x5u~$Ï�y|{*�7y|57�
E A��578÷y|Ó�~$ÏR8�8���~R8x57�Rw���5 v98x5u~$Ï�y|{�8

0 → A → E′ → G → 1
89�$~n��w}~R8¯Æ)�xÚ�Éúç|× �

��ÌÈÍ[ÎPÌ �
(1)
�¹, w}{å8���w��$~R8GÓ�5Ü�;��Ï$t�Û�w��$�;8

E → E′ ÏR8x57�7y|5�~�{�8X��wzy|�>Ï�y|�p�;8p�$Ó�w}é>y|5�~
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AA
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G // 1

E′
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�X,�y|t�Ï"�9� � @ Ï � ��57��Ó7��y9é´��57��{�8�~$Û769��Ï"�x�;8G�$Ó�w}é>y|5�~J:
���#+9>&)��91�7 ' � e � e������ ) � � ; �51 ��2'CE � � � Ù�É�Î E(G,A)

�2� ÌÈÍ�Ç¹ÌÈá�� �}Ì3Ë�ÌÊÇ ���}×|Ç�Ç¹ÌÊÇ
Ë�� Æ)�9ÚuÉâç¤× ��ÌÈÍ���ÌnËuÌÊÇJÌ$à>ÎPÌÈÍ�ÇÈÉ�Ù>Í�Ç!��ÌÈÍ[Î�Å$× ��ÌÊÇJË�Ì

G
Ø�×�Å

A
� � � Ù>Å�Ç�É �&Ì$à�ÉúÇÈÎPÌGÚ�ÍbÌ!�xÉ � Ì2� �

Î�É�Ù�Í
E(G,A) ' H2(G,A).

� � +T7 � 7 -04  ),7.ab@d7 � v98x~$~R8©��w Þ189vx~$w���5289�$~¬��6�#75�w�8¯8x5 6x~$Ó7��wzy|5�~/{�89�¬�R89v��
~$w���57��8x57��8x�G��{}w��$~R89��57��Ï$�²y|{}w��R6989�G��8J~R8x{}{�89��8���~R8x57�$w���57��v98x5�~$Ï�y|{�89�²:.#
����57�?�P8x5ÜÓ�578
0 //A

i //E
π //G //1

�JÓ�5�w�8/� , Ó�578/�R89vx~$w���5 8x57�R8x�G��{}w��R~R8357��Ï$�²y|{}w���698
w A 8 A Ó�578(y|t�t�{}w�v¹y|~$w���5 s : G→ E

~R8x{}{�80&�Ó78
π ◦ s = idG

8x~
s(1) = 1 A %�5�tU8xÓ�~�{}Ó�wy����R�uvxw�8xÏ�Ó�578�Ò���57vx~$w���5

f : G×G → A
��6�#75�w�8Gv9���p�;8 �¤{�8G��6ÈÒÝy|Ó�~�� , Û7���;���;��Ï?�

t�Û�w��R�;8(��8
s
�!8x5�tU�>��y|5u~���tb��Ó�Ï�~R��Ó7��6x{�6x�;8x5�~R�

g
8x~
h
��8

G
�

s(g)s(h) = i(f(g, h))s(gh).
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89�$~�Ó�5!< �Pv9��vxè�vx{�8�57��Ï$�²y|{}w��R6 A 
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f
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ÇPØ ��
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� É � λ á;Ù¹Ë 2
ÌÊÇxÎ�Æ ��× � ���2� ÉâÍ7ç¤×�ÅÈÉ�×>Í[Î�Ë�Ì�Ö�Ù � �	� ÉúÍ��

� ÉâÉ � � É
π1(M) = 1

��×�� Ù�ÅÊÇ
λ(M) = 0

�

� ÉâÉúÉ � λ(−M) = −λ(M)
ÌxÎ
λ(M1#M2) = λ(M1) + λ(M2)
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K
Ú�Í©Í]ÙNÌÈÚ�Ë�Ë´×�Í�Ç(Ú�ÍbÌ � �PÇÝØ ��
ÈÅ$Ì;Ë � ��Ù�á;Ù � Ù ��É�ÌnÙ>ÅÊÉÝÌÈÍ[ÎPÆRÌ

M
ÌxÎ�ÇxÙ�É�Î

Mn(K)
� × � �PÇÝØ ��
ÈÅ$ÌnË�� ��Ù>ápÙ�� Ù��>É�ÌXÙ	�xÎPÌxÍ7Ú�ÌpÌxÍ¯Ì ��Ì2�9Î�Ú�×�Í[Î�ÇÊÚ�Å

M
Ú�ÍbÌ

1
n

� � ��ÉâÅÊÚ�Å ��É�ÌXÇÊÚ�Å
K
× � Ù>Å�Ç

λ(Mn(K)) = λ(M) +
n

2
∆′′
K(1)

Ù��
∆K(t) = a0 + a1(t + t−1) + a2(t

2 + t−2) + . . .
ÌÊÇÈÎ ��Ì²Ø�Ù�� ��Í���á²Ì

Ë � � �}ÌRà´×�Í]Ë�ÌxÅ(Í]Ù�ÅÈá;× �¶ÉúÇ9Æ(ç|ÆÈÅÈÉ ��×�Í[Î
∆K(1) = 1

� ß Í;Ø�×>ÅÈÎ�É �xÚ��¶ÉÝÌÈÅ�
∆′′
K(1) = 2
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ıg
��8p{zy÷�$Ó�Ï1ÒÝy�v98

Σg
&�Ó�w #
��8n{�8

��w�� &�Ó78
D2 tU��w}5�~6��tU��w}5�~�8x~�&�Ó�wb89�$~���6�#75�w9�u�>Ï���v98�y|Óa~$Û769��Ï"�x�;8���8���w�8x{��R8x5���t[y|Ï�:

ıg : π1(Σg,1) → π1(Σg,1)

xi 7→ y−1
i

yi 7→ yixiy
−1
i

����57�$w���6xÏR��57��{�8nv9��Ï$t7��8x5¯y|57�R89�
Hg
�$~�y|57�7y|ÏR�Ü��8J�b��ÏR�

∂Hg = Σg
��8X�R��Ï$~R8

&uÓ78�{�89��v9��Ó�Ï$�U89�
ỹi
�
i = 1, A}A}A , g ���U��ÏR��8x5�~���89� ��w��"&uÓ789� di �7y|57� Hg

:�vÈÒ�#7�>Ó�ÏR8 G AQP�A
��{���ÏR�	{�8VÏR89v9��{}{�8x�;8x5�~���8

Hg
8x~

Hg
{�8V{���5��G��8�{�8xÓ�Ï��U��ÏR�péuwzy

ıg
89�$~���w-, 69���;��Ï$t�Û78

�X{zy;�$t�Û��xÏR8
S3 :

S3 = Hg

⋃

ıg

−Hg.
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ỹi
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A

Ñ*��Ó�ÏX~R��Ó�~J6x{�6x�;8x5u~
ϕ
��Ó �>ÏR��Ó�tb8a��8²��w-, 69��~R��t�w�89� Mg,1

�&{�8�Ç��9ÉúÍ]ËuÌÈá²ÌÈÍ[Î�Ë�Ì
�JÌRÌ �´×�×�Å1Ëp×�Ç�ÇxÙ �xÉ�Æ �

ϕ
89�$~å{zy

3
�Ýé>y|Ï$w�6x~R6

S3
ϕ

v9���pt[y�vx~R8 v9��5�578���8 ��Ï$w�8x5�~R698��Êy|57�*�U��ÏR�

H L



����~R8x5uÓ78�8x5nÏR89v9��{}{zy|5�~	{�89�å��8xÓ$�Xv9��t�w�89�0��8 v9��Ï$t7�08x5;y|57�R89�
Hg
{�8�{���5�����8�{�8xÓ�Ï^�U��ÏR�

é�wzy
ıg.ϕ
���

ϕ
89�$~�{Ý, w}�²y|�´8(��8

ϕ
t[y|ÏV{zyXt�ÏR�|Þ$89vx~$w���53v¹y|57��5�w &uÓ78 Mg,1 → Mg

:

S3
ϕ = Hg

⋃

ıg .ϕ

−Hg.

%�5 ÏR8x�²y|Ï"&uÓ783y|{���ÏR� &�Ó78��0�$w
ϕ
89�$~pÓ�5 6x{�6x�;8x5u~a��Ó �>ÏR��Ó�tU8���8�*��ÏR8x{}{}w Tg,1

�å{zy
3
�Ýé>y|Ï$w�6x~R6

S3
ϕ

89�$~�Ó�578 H �P�$t�Û��xÏR8�� , Û7���;��{����>w�8�8x5�~$w �xÏR8 A �P5ué´8xÏR�R8x�;8x5�~���~R��Ó�~R8 H � Z "�
tU8xÓ�~ /x~$ÏR8(����~R8x5uÓ78G��8(v98x~$~R8��²y|5�w �xÏR8 A
� y��R�R��5�8x~�./��Ï$w}~�yp��5�~��;��5�~$ÏR6(w}57��6xtU8x57�7y|�p�;8x5�~ &uÓ78p:

���#+9>&)��91�7 '�� �� E � <�>&) /A;\4 � Z*4B8\8\>d3 � � � Ù�Ú�ÎPÌ
3
�ÝÇPØ ��
ÈÅRÌ�Ë � ��Ù�á;Ù �}Ù���ÉÝÌ÷ÌÈÍ[Î�É 
ÈÅ$Ì

Ø7ÌÈÚ�Î��xÎ�ÅRÌ/Ù	�xÎPÌÈÍ7Ú7ÌpØ�×�Å�Ú�Í�Ç��xÉâÍ]Ë�ÌÈá²ÌÈÍ[ÎXË�Ì �GÌRÌ ��×´×�Å$Ë ÇÊÚ�Å�ÚuÍ Æ ��ÆÈá²ÌÈÍ[ÎJËuÌ Kg,1Ø�Ù�ÚuÅGÚuÍ ��ÌÈÅxÎÝ×�ÉâÍ
g
�

��89vxw	tb8xÏ$�;8x~Xy|{���ÏR�(��8p��6�#75�w}ÏGÓ�578;y|t�t�{}w�v¹y|~$w���5
λ∗ : Kg,1 → Z

w}57��Ó�w}~R8pt[y|Ï
{Ý, w}5ué�y|Ï$wzy|5u~���8J� y����R��5¯:

λ∗ : Kg,1 → Z

ϕ 7→ λ(S3
ϕ).

(*),>� �>&8?/A;?/0>D3 ' � � � � � <�>&) /A;\4 � < >De ��� �
λ∗
ÌÊÇÈÎ�Ú�Í ��Ù>ápÙ>ápÙ>ÅÝØ �uÉzÇÈá;Ì �

����57�$w���6xÏR��57�V{Ý, Û7���;���;��Ï$t�Û�w��$�;8
θ0 : T → Z

��6�#75�w�t[y|Ï
{
θ0(xi ∧ xj ↔ yi ∧ yj) = 1,
θ0(
� , Ó�53y|Ó�~$ÏR8��´6x576xÏ�y|~R8xÓ�Ï

) = 0.

����Ó7��y¹é´��57��y|{���ÏR��{zyXt�ÏR��tb�>�$w}~$w���53�$Ó�w}é�y|5u~R8���t�ÏR��Ó�é´698(t[y|Ï�{�8�v¹y|{�vxÓ�{�:
(*),>� �>&8?/A;?/0>D3 '�� � � e � < >D)^/A;\4 � < >De ��� � � Ù�ÉâÎ

τγ
Ú�Í!Î��0ÉúÇÈÎ^Ë�Ì��JÌ �uÍ � �JË>Å1Ù�É�ÎPÌ�����Ì

�}Ù�Í���Ë � Ú�ÍbÌ �RÙ�Ú�Å���Ì�ÇÊÉâá�Ø���Ì �¹ÌÈÅÈá²ÆRÌ�Ç9ÆPØ�×�Å1×>Í[ÎPÌ
γ
Ë�Ì ��ÌÈÍ[Å$Ì

h
Ì9Î7Ç9Ù�ÉâÎ

u1, v1, . . . , uh, vhÚ�ÍbÌ �$×|Ç9Ì(Ç �|á�Ø���Ì2�9Î�É��xÚ7Ì�Ø�Ù�Ú�Å��}Ì�Ø]Å$ÌxáXÉÝÌÈÅ ��Å$Ù�ÚNØ�ÌXË � ��Ù�á;Ù �}Ù���ÉÝÌGË�Ì��}×nÇxÙ>Ú�Ç$�ÝÇÊÚ�Å��x× �ÊÌ
ËuÌ ��Ù�á�Ø�Ù|Çx×>Í[ÎPÌnË�Ì �$Ù�Å$Ë

γ
� � � Ù>Å�Ç

λ∗(τγ) = −θ0((u1 ∧ v1 + · · · + uh ∧ vh)⊗2).

��y|t�tU8x{���57�C&�Ó78÷{Ý, w}�²y|�´8�� , Ó�5 ~R8x{�~ 7�w��$~;��8���8xÛ�5
τγ
t[y|Ïp{�8���8xÓ$��w �x�;8÷Û7� �

�;���;��Ï$t�Û�w��R�;8p��8 ����Û�57�R��5©89�$~�{Ý, w}�²y|�´8p��8
(u1 ∧ v1 + · · · + uh ∧ vh)⊗2 t[y|Ï�{zy

t�ÏR�|Þ$89vx~$w���5av¹y|57��5�w &uÓ78
T → T A �	, w���698�89�$~�y|{���ÏR�	��8V��6�#75�w}Ï�{Ý, Û7���;���;��Ï$t�Û�w��R�;8 λ∗8x5�Ó�~$w}{}w��Êy|5�~�{�8���8xÓ$��w �x�;8(Û7���;���;��Ï$t�Û�w��R�;8G��8D�´��Û�57����5

τ2 : Kg,1 → T
8x~

θ0 : T → Z A .Üy|{}Û78xÓ�ÏR8xÓ7�R8x�;8x5u~��]{Ý, Û7���;���;��Ï$t�Û�w��R�;8 θ0 578(tb8xÓ�~�t[y��R�R8xÏ�y|Ó�&uÓ7� �
~$w�8x5u~!v¹y|Ï²w}{�89�$~;57��5�5�Ó�{��$Ó�Ï²{�8�57�Nè�y|Ó'��8¬{zy©t�ÏR�|Þ$89vx~$w���5

T → T A �&8¬��Ó�~²é>y/x~$ÏR8�� , w}5u~$ÏR�u��Ó�w}ÏR8�Ó�5 57��Ó�é´8x{�Û7���;���;��Ï$t�Û�w��R�;8
d : T → Z

&�Ó�w�é>y¬tb8xÏ$�;8x~$~$ÏR8
��8nt[y����R8xÏGy|Ó &uÓ7��~$w�8x5�~ A �Et[y|Ï$~$w}ÏG��8 τ2 � θ0 8x~ d � ��5¯é�y!����~R8x5�w}ÏJÓ�5©Û7���;���;��Ï?�t�Û�w��R�;8

q : Kg,1 → Q A ./��Ï$w}~�y¬v9��57�$~$Ï$Ó�w}~XÓ�5 Û7���;���;��Ï$t�Û�w��$�;8 d : Kg,1 → Z

H>?



v9���p�;8 �¤ÏR6¹y|{}w���y|~$w���5 �´69���;6x~$Ï$w &uÓ78�� ��8
d A ��Ó7�R�Rw9�&{�89�JÛ7���;���;��Ï$t�Û�w��$�;89� q 8x~ dé´��5u~���y|~$w��1ÒÝy|w}ÏR8�{Ý,-6x��y|{}w}~R6(�RÓ�w}é�y|5u~R8;:

λ∗ = q +
1

24
d.

� ��t�{}w�vxw}~R��57��Ó�5�tU8xÓ�t�{}Ó7�V{zynv9��57�$~$Ï$Ó7vx~$w���5/��8�v989�VÛ7���;���;��Ï$t�Û�w��$�;89� A
$��AY�� � ���5� �5� ��� � 	�¡P¢ �'¥ �	¥ � �&�u¡�£I�

q : Kg,1 → Q
�	, Û7���;���;��Ï$t�Û�w��$�;8

d : T → Z
89�$~V��6�#75�w�t[y|Ï

{
d((a ∧ b)⊗2) = 0,
d(a ∧ b↔ c ∧ d) = (a · b)(c · d) − (a · c)(b · d) + (a · d)(b · c),

���
a
�
b
�
c
��8x~

d
�R��5u~���89��6x{�6x�;8x5�~R�V��8

H
8x~ ��� · 89�R~�{zyGÒ���Ï$�;8�� , w}5�~R8xÏR�R89vx~$w���5¬�RÓ�Ï

H A �05;t[y|Ï$~$w�vxÓ�{}w�8xÏ���tb��Ó�Ï0~R��Ó�~R8V����Ó7�?�Ý�[y��R8��$è��pt�{�89vx~$w &�Ó78 u1, v1, . . . , uh, vh
��8
H

�

d((u1 ∧ v1 + · · · + uh ∧ vh)⊗2) =
1

2
h(h− 1).

.3��Ï$w}~�ya�;��5�~$ÏR8py|{���ÏR�0&uÓ78
q0 := θ0 + 1

3d
�¹,�y|5�5uÓ�{�8X�RÓ�Ï���8xÏ

(T → T )
v98�&uÓ�w

��6�#75�w}~�Ó�5�Û7���;���;��Ï$t�Û�w��R�;8
q0 : T → Q A �	, Û7���;���;��Ï$t�Û�w��R�;8 q : Kg,1 → Q

89�$~
��6�#75�w�t[y|ÏV{zynv9���ptb�>�Rw}~$w���5

q = q0 ◦ τ2 : Kg,1
τ2 // T

q0 // Q.

$��AY�� X ���5� �5� ��� � 	�¡P¢ �'¥ �	¥ � �&�u¡�£I�
d : Kg,1 → Z

�&8n��Ó�~�89�$~���8Xv9��57�R~$Ï$Ó�w}ÏR8nÓ�5/Û7���;���;��Ï$t�Û�w��R�;8
d : Kg,1 → Z

&uÓ�w^ÏR6¹y|{}w���8
d�´69���;6x~$Ï$w &uÓ78x�;8x5�~ A �	5/� ,�y|Ó�~$ÏR89��~R8xÏ$�;89���b��53vRÛ78xÏRv�Û78XÓ�53Û7���;���;��Ï$t�Û�w��$�;8 d ~R8x{&uÓ78��]tb��Ó�Ï�~R��Ó�~�~ 7�w��$~���8n��8xÛ�5

τγ
{�8J{���5���� , Ó�578nv9��Ó�Ï$�b8X�R6xt[y|Ï�y|5�~R8

γ
��8J�´8x5�ÏR8

h
�
d(τγ)

�R��w}~�t�ÏR��tU��Ï$~$w���5�578x{ � 1
2h(h− 1) AÑ*��Ó�Ïåv98x{zy$�N��6�#75�w��R����57�*��8xÓ$�Gv9��vxè�vx{�89���	��8

Z2(Mg,1,Z)
:N{�8�v9��vxè�vx{�8���8�./8xè´8xÏ

8x~�{�8Gv9�uvxè�vx{�8�� , w}5�~R8xÏR�R89vx~$w���5 A

�h7S]�>F]��b]T-07� 7S<�7��D79)	�
�����p�;8x57Ð9��57��t[y|ÏVÏ�y|t�tU8x{�8xÏV{zyn��6�#75�w}~$w���5/��Ó��²y|t�t�w}5��;~R��ÏR8;:

) +	��3 /A;?/0>D3 ' � �� �� 
���w}~
ϕ
Ó�5�6x{�6x�;8x5u~÷��8 Mg

A ��8��²y|t�t�w}5�� ~R��ÏR8 	�� y��R���uvxw�6
Tϕ
89�$~p{zy H �Ýé�y|Ï$w�6x~R6��Êy|57�n�b��ÏR� ����~R8x5uÓ78���8

I × Σg
8x5 w���8x5�~$w-#]y|5u~

(0, x)
y9é´89v

(1, ϕ(x))
�[tU��Ó�Ï�~R��Ó�~

x
��8

Σg
A

� - % �8$���/0�+� 2��
Mg,1

� � � Z

$��+�
�"/@2-1���1&�.�&�A� >&% �8$���/0�+���"��/,+ /@� > �+:�	� > �%$&��� ++�&����/@��� � ��/ > /0�"1&�./0$&/;� % �&�A� (��8� > �%$��+� + �&����/0�+� � � � � >@> �+:

HIJ




���w�8x5�~
ϕ
8x~
ψ
��8xÓ$�÷6x{�6x�;8x5u~R����Ó��>ÏR��Ó�tU8���8(��w-, 69��~R��t�w�89� Mg

A ��y L �Ýé>y|Ï$w�6x~R6
Mϕ,ψ

89�$~���69vxÏ$w}~R8Gt[y|ÏV{�8
Σg

� #7��ÏR6Xy|Ó$�P��89�R�$Ó7��� , Ó�5¬��w��"&uÓ78%�p��8xÓ$��~$ÏR��Ó7������5u~�{�8
�U��ÏR��89�$~�{Ý, Ó�5�w���5/��w���Þ1��w}5u~R8(��89���²y|t�t�w}5��´��~R��ÏR89�

Tϕ
�
Tψ
8x~ −Tϕψ A�&8(v9��vxè�vx{�8���8(./8xè´8xÏ

τ
89�$~�y|{���ÏR�V��6�#75�w�t[y|Ï

τ(ϕ,ψ) =
�$w}�>5 Mϕ,ψ ∀ϕ,ψ ∈ Mg.

%�5JtU8xÓ�~*6x��y|{�8x�;8x5u~0{�8���6�#75�w}Ï0v9���p�;8�< �Pv9��vxè�vx{�8�tU��Ó�Ï Mg,1
éuwzyV{zy��$Ó�Ï�Þ$89vx~$w���5

v¹y|57��5�w &uÓ78 Mg,1 → Mg.

�h7S]�>F]��b]T-07��� /23d;\79),8\79]I;?/0>D3
�&8¬�>ÏR��Ó�tU8
	 	!��83v9��Û7���;��{����>w�8

H1(Mg,1;H1(Σg,1,Z))
89�$~aw}5$#75�w�vxè�vx{}w &uÓ78 A

�^w-����57�VÓ�53Û7���;���;��Ï$t�Û�w��$�;8nvxÏR��w��R6
k : Mg,1 → H1(Σg,1,Z)

&�Ó�w^�R��w}~�Ó�53�´6x576��
Ï�y|~R8xÓ�Ïa��8

H1(Mg,1;H1(Σg,1,Z)) A ��y|t�tU8x{���57��&uÓ&, Ó�5 Û7���;���;��Ï$t�Û�w��$�;8¬vxÏR��w���6
é´6xÏ$w-#[8�{Ý,-6x��y|{}w}~R6

k(ϕψ) = k(ϕ) + ϕ∗k(ψ)
���

ϕ∗
89�R~p{Ý,�y|Ó�~R���;��Ï$t�Û�w��$�;83��8

Hw}57��Ó�w}~�t[y|Ï
ϕ
Ô�vÈÒ0t[y|Ï�y|�>Ï�y|t�Û78 G A L7A <´Õ A

%�5�tU8xÓ�~ay|{���ÏR�²��6�#75�w}Ïa{�8¬v9��vxè�vx{�8�� , w}5u~R8xÏR�R89vx~$w���5
ck
8x5�tb�>��y|5u~²tU��Ó�Ï;~R��Ó�~

ϕ,ψ ∈ Mg,1
:

ck(ϕ,ψ) = −k(ϕ) · ϕ∗k(ψ)
��� · 89�R~�{Ý, w}5�~R8xÏR�R89vx~$w���5Üy|{}�´6x��Ï$w &�Ó78J�$Ó�Ï�{zyn�$Ó�Ï1ÒÝy�v98 A��y�vx{zy��R�R8²��8pv9��Û7���;��{����>w�8a��8

ck
578;��6xtU8x57�©t[y��G��Ó v�Û7��w-�¯��8p{Ý, Û7���;���;��Ï?�

t�Û�w��R�;8�vxÏR��w��R6
k
�´6x576xÏ�y|~R8xÓ�Ïå��8

H1(Mg,1;H1(Σg,1,Z)) A ��80t�{}Ó7���¹./��Ï$w}~�y�y��;��5$�~$ÏR6 &uÓ78J{zyavx{zy��R�R8X��8nv9��Û7���;��{����>w�8p��8
ck
89�R~�6x��y|{�8C� HpÒ���w���v98x{}{�8J��Ó©v9��vxè�vx{�8X��8

./8xè´8xÏ
τ A ��w}57�Rw7w}{b8���w��$~R8�Ó�578 G �Pv9��vRÛ[y¤ê�578 dk : Mg,1 → Z

~R8x{=&�Ó78
ck = 3τ + δdk

A
Ñ	Ó�w��"&�Ó78J{�8J�>ÏR��Ó�tb8 Mg,1

89�$~�t[y|Ï1Ò�y|w}~�tU��Ó�Ï
g ≥ 3

�[{zy G �Pv9��vRÛ[y¤ê�578
dk
89�$~�Ó�5�w &uÓ78

tU��Ó�Ï
g ≥ 3 A.3��Ï$w}~�y�y÷6x��y|{�8x�;8x5u~G�;��5u~$ÏR6�&�Ó78n~R��Ó7�({�89��Û7���;���;��Ï$t�Û�w��$�;89�XvxÏR��w��R69�

k
�´6��

576xÏ�y|~R8xÓ�ÏR�²��8
H1(Mg,1;H1(Σg,1,Z)) ' Z

v9����57vxw���8x5�~3Ô�y|Ó �$w}�>578÷t�Ï"�9�ÈÕG�RÓ�ÏX{�8
����Ó7�?�Ý�>ÏR��Ó�tb8p��8p*��ÏR8x{}{}w Tg,1 8x~(�¹,�y|5�5uÓ�{�8x5�~J�RÓ�Ï Kg,1

A Ñåy|ÏGv9��57�R6�&uÓ78x5�~���~R��Ó7��{�89�
dk
v9����57vxw���8x5u~�8x~��R��5�~���89�VÛ7���;���;��Ï$t�Û�w��$�;89���$Ó�Ï Kg,1

A ��w}57�Rw w}{�����6�#75�w��R�R8x5u~VÓ�5
Û7���;���;��Ï$t�Û�w��R�;8

d : Kg,1 → Z
tU��Ó�Ï

g ≥ 3 A
�h791�1 7 ' � � � � � < >D)^/A;\4 � <�>&e �
� � � É

τγ
ÌÊÇÈÎ�ÚuÍ Î��0ÉúÇÈÎ�Ë�Ì �JÌ �uÍ � �3Ë>Å1Ù�É�ÎPÌ�� ��Ì

�}Ù�Í��÷Ë � Ú�ÍbÌ!��Ù�ÚuÅ �RÌJÇÈÉúá�Ø���Ì �9ÌÈÅÈá²ÆRÌGÇ9Æ�Ø�×�Å$×�Í[ÎPÌ
γ
Ë�Ì ��ÌÈÍ7ÅRÌ

h
��× �}Ù�ÅÊÇ

d(τγ) = 4h(h− 1).

%�5!����~$w�8x5u~�y|{���ÏR��{�8�~$Û769��Ï"�x�;8��$Ó�w}é>y|5�~��ut�ÏR��Ó�é´6�t[y|Ï�{�8�v¹y|{�vxÓ�{U�RÓ�Ï�{�89���´6x576xÏ�y �
~R8xÓ�ÏR����8 Kg,1

:
���#+9>&)��91�7 ' � ��Af � < >D)^/A;\4 � < >De ��� � �!� ��Ù�á;Ù�á;Ù�ÅPØ ��ÉúÇÊá²Ì

q + 1
24d

��Ù��úÍ �xÉ�ËuÌ
×>ç|Ì2� ��� ��Ù>ápÙ>ápÙ>ÅÝØ �uÉzÇÈá;Ì

λ∗
ÉâÍ]Ë�Ú�ÉâÎ Ø�×�Å���� ÉâÍ7ç¤×�ÅÈÉ�×�Í[Î�ËuÌ �0×�Ç�ÇxÙ>Í

λ∗ = q +
1

24
d.

�"� - % �8$���/0�+� 2��
Mg,1

� � � H1(Σg,1,Z)
�&�A� $&� >0> �.1&�
���
$&1��.� � (
�8���84�����( * � . : .

H P



����� ����� �XTVFbTVK�K��0KRORZ]T W]OR\VQXZ2T�`XZ]\VKRDXI0Z I^W FbI0K�T W]O$SVI0Z
�����p�;8x57Ð9��57�3t[y|Ï¬t�ÏR69�R8x5�~R8xÏ3{�89��57��~$w���57�/��8

SU
�Ýt[y|Ï�y|{}{�6x{}w���y|~$w���57�/8x~

SU
�

t[y|Ï�y|{}{�6x{}w��Êy|~$w���57��ÏR8x{zy|~$w}é´89� A

$�� ����$
SU

� �h�U��� ¦P¦��[¦P¡�¢,�b£´¡W�5��¢ � ��¢^��¦�V	¥[¢
��yÜ57��~$w���5���8/
�� �Ýt[y|Ï�y|{}{�6x{}w���y|~$w���5 89�$~;Ó�578��´6x576xÏ�y|{}w���y|~$w���5���8¬{zyÜ57��~$w���5���8

t[y|Ï�y|{}{�6x{}w��Êy|~$w���5/Ô���ÓpÒ�Ï�y|�pw}5��uÕå� , Ó�578�é>y|Ï$w�6x~R6���Ï$w�8x5�~R698��;&�Ó78 57��Ó7��y|t�tb8x{}{�8xÏR��57�
SO

�
t[y|Ï�y|{}{�6x{}w��Êy|~$w���5¬t[y|Ï��R��Ó7vxw&��8Gvx{zy|Ï$~R6 A


���w}~
M
Ó�578

n
�Ýé>y|Ï$w�6x~R6���Ï$w�8x5�~R698 A

) +	��3 /A;?/0>D3 '�� ��2' � 
 ��578VÎ�ÅÈÉúçNÉ�× � ÉúÇx×>Î�É�Ù�ÍJ��8
TM

89�R~ Ó�578	�R89vx~$w���5G��Ó
SO(n)

�
#7��ÏR6�t�Ï$w}57vxw}t[y|{

P(TM) A
 ��578
SO

�}Ø�×>Å1× � ��Æ �¶ÉúÇx×´Î�É�Ù�Í Ë�Ì
M
89�$~�{zy�����5�57698;� , Ó�578;vx{zy��R�R8p� , Û7���;��~R��t�w�8

��8�~$Ï$w}éuwzy|{}w��Êy|~$w���57����8
TM A

Ñ^y|Ï�y|5[y|{����>w�8��7��5�tU8xÓ�~V69vxÏ$w}ÏR8�{zyp��6�#75�w}~$w���53�RÓ�w}é�y|5u~R8;:
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β A

��yG����5�57698���Ó
σ
�Ýw}5�é>y|Ï$wzy|5�~�tU8xÏ$�;8x~���8���6�#75�w}Ï Ó�578�
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y�vx~$Ó78x{}{�8��*y|Ó7vxÓ�578pt�ÏR69�R8x5�~�y|~$w���5 ��8 Kg,1
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�&89�Jvx{zy����R89�Jv¹y|Ï�y�vx~R6xÏ$w��R~$w &�Ó789�py|�7�R��{}Ó789�n�R��5u~J��89�n���7�$~$Ï$Ó7vx~$w���57�C��{Ý,-8���w��$~R8x57v98
��8/�R89vx~$w���57�÷��8/v98xÏ$~�y|w}57� #7��ÏR69�/:���Ó #7��ÏR638x5 �$t�Û��xÏR89�÷8x5'v98A&uÓ�w�v9��57v98xÏ$578/{zy
vx{zy����R8;� ,-�0Ó�{�8xÏXt[y|ÏJ8���8x�pt�{�8 A �&8xÓ�ÏR�Xt�ÏR��t�Ï$w�6x~R69�X�R��5�~J��w�8x5 v9��5�5uÓ789�X8x~X6x~$Ó7��w�6989�
57��~�y|�p�;8x5u~��7y|57� �-.©
 � :�57��Ó7��y¹é´��57���u8x5u~$ÏR8�y|Ó�~$ÏR89����{�89��t�ÏR��tb�>�Rw}~$w���57���$Ó�w}é>y|5�~R89��:
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ξ
ÌxÎ
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ËuÌÊÇ � �ÈÅRÆÊÇ�ç|Ì2�9ÎÝÙ�ÅÈÉÝÌ � Ç�Å$Æ�Ì � Ç

Ù>ÅÊÉÝÌÈÍ[ÎPÆÊÇ²×�Ú���ËuÌÊÇ�ÇÈÚ�Ç!ËuÌ
CW

� �RÙ�á�Ø���Ì$à�Ì �RÙ�Í[ÍbÌ$à�ÌÊÇ �	Í7ÉúÇ � � � Ù>Å�Ç �}× ���}×|ÇÊÇ9Ì!Ë � ß�Ú���ÌÈÅ
Ë>Ú � �ÈÅRÆ�Ø]Å1ÙNË�ÚuÉ�Î

e(ξ × ξ′)
ç|ÆÈÅÈÉ ��Ì��

e(ξ × ξ′) = e(ξ) × e(ξ′).

� É
ξ
ÌxÎ
ξ′
Ù>Í[Î	á �Èá²Ì �$×|Ç¹Ì��× �}Ù�ÅÊÇJÙ�Í;Ø7ÌÈÚ�Î Ë�Æ���Í7ÉúÅ���ÌÈÚ�Å(Ç9Ù�áná;ÌJË�Ì�� ��É�Î�ÍbÌ �!Ì9Î

e(ξ ⊕ ξ′) = e(ξ) ∪ e(ξ′).
(*),>� �>&8?/A;?/0>D3 E ��
�� E ��� < � ��]�>D)c'"� ��� � � � Ù�É�Î

ξ : E → B
Ú�Í � �ÈÅRÆ�ç�Ì2�9ÎÝÙ�ÅÈÉ�Ì�� Å$ÆRÌ��

Ù>ÅÊÉÝÌÈÍ[ÎPÆ÷Ë�Ì÷Å1×�Í��
2n
×�Ú���ËuÌÊÇ�ÇÈÚ�Ç�Ë � ÚuÍ
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ξC : EC → B
Ç9Ù�Í � �ÈÅRÆ ��Ù�á�Ø��}ÌRà�É � Æ � � �}Ù�ÅÊÇ

c2n(ξC) = (−1)ne(ξ) ∪ e(ξ)
Ù �
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6xé´8x5u~$Ó78x{}{�8x�;8x5�~�57��5�5�Ó�{}{�8J89�$~�{zy

2 �
� � �Vvx{zy��R��8���8J��Û78xÏ$5

c2(η) ∈ H4(B;Z).

%�5ÜtU8xÓ�~�{Ý, w}5�~R8xÏ$t�ÏR6x~R8xÏGv9���p�;8n{Ý,-���7�$~$Ï$Ó7vx~$w���5©t�Ï$w}�²y|w}ÏR8 �;{Ý,-8���w��$~R8x57v98p� , Ó�578p�R89v��
~$w���53��Ó	#7��ÏR6�t�Ï$w}57vxw}t[y|{

Pη A ��6�#75�w��R�R��57�?�Ý{zy;�7y|57��{�8(v¹y���ÏR8x{zy|~$w ÒV:

?>=



) +	��3 /A;?/0>D3 E � ��� ��� 
uÓ�t�tU�>�R��57�0&�Ó&, w}{å8���w��$~R8GÓ�578X�R89vx~$w���5
s
��Ó

SU(n)
� #7��ÏR6

Pηy|Ó$�P��89���$Ó7��� , Ó�5!�R��Ó7�?�Pv9���pt�{�8���8
L A %�5!y|t�tU8x{}{�8xÏ�y 2 ������ �$���}×|Ç�Ç¹Ì�Ë�Ì�����ÌxÅÊÍ�ÅRÌ �}×>Î�Éúç�Ì×>Ú � �ÈÅ$Æ

η
ÌxÎ � �}×÷Ç¹Ì2�9Î�É�Ù�Í

s
{Ý,-���7�$~$Ï$Ó7vx~$w���5©t�Ï$w}�²y|w}ÏR8 �at�ÏR��{���5��´8xÏ

s
�
B A %�5Ü{zy57��~R8xÏ�y

c2(η, s)
:

c2(η, s) = c(η0, s) ∈ H4(B,L;Z).
�P5u~R6xÏR89�R�R��57�?�Ý57��Ó7�^y|Ó7�R�$w;��{zy t�{}Ó7��Û[y|Ó�~R8	vx{zy��R�R8���8���Û78xÏ$5

cn(η) ∈ H2n(B;Z)
:

8x{}{�8�89�R~�{Ý,-���7�$~$Ï$Ó7vx~$w���5�t�Ï$w}�²y|w}ÏR8%�X{Ý,-8���w��$~R8x57v98(� , Ó�578��R89vx~$w���53��Ó	#7��ÏR6�8x5��$t�Û��xÏR89�
η0
A

) +	��3 /A;?/0>D3�E � �� e�� 
uÓ�t�tb�>����57�%&uÓ&, w}{�8���w��R~R8nÓ�578;�R89vx~$w���5
X
��Ó

S2n−1 � #7��ÏR6 η0y|Ó$�P��89���$Ó7�	� , Ó�5a����Ó7�?�Pv9���pt�{�8���8
L A %�5ay|t�tU8x{}{�8xÏ�y n ������ �$��� ×|ÇÊÇ9Ì�ËuÌ�����ÌÈÅÊÍ÷ÅRÌ �}×>Î�Éúç�Ì×>Ú � �ÈÅRÆ

η
ÌxÎ�� �}×nÇ¹Ì2�9Î�É�Ù�Í

X
{Ý,-���7�$~$Ï$Ó7vx~$w���5¬t�Ï$w}�²y|w}ÏR8%�Jt�ÏR��{���5��´8xÏ

X
�
B A %�5÷{zy57��~R8xÏ�y

cn(η,X)
:

cn(η,X) = c(η0,X) ∈ H2n(B,L;Z).

�������
	����� E � ��� �� �&��ÏR�"&uÓ78
n = 2

�]��5¬tU8xÓ�~�w���8x5�~$w-#[8xÏ�{�89� #7��ÏR69�
Pη
8x~
η0
éuwzy

{zyX��w Þ$89vx~$w���53v¹y|57��5�w &uÓ78
S3 ' SU(2)

�7y|57��{�89�6#7��ÏR89� A
� � ��� � °²�´¥D�'¡��7�´¥ R�¦W� ¢�¢¤¥$�	¥ ° �#�*£>���^� ��¡�� �´¥[¦��]£´¡W �¥��

���w}~

ξ : E → B
Ó�5C#7��ÏR6�é´89vx~R��Ï$w�8x{[ÏR698x{b��Ï$w�8x5�~R6���8�Ï�y|5��

n ≥ 2 A ��8x�²y|Ï"&uÓ7��57�&uÓ78�{�8 #7��ÏR6�t�Ï$w}57vxw}t[y|{*��Ó¬v9���pt�{�8���w-#[6G��8
ξ
89�R~�Ó�5

SU(n)
� #7��ÏR6�57��~R6

P(ξC) A��y|57��{�8Vv¹y�� y|�7�R��{}Ó��´{zy(t�ÏR8x�pw �xÏR8�vx{zy����R8V��8�Ñ^��5�~$Ï�ÞRy|�>w}5
p1(ξ)

��8
ξ
89�$~���6�#75�w�8

�>Ï���v98 �X{zyp��8xÓ$��w �x�;8Gvx{zy��R�R8���8J��Û78xÏ$5¬��8�����5¬v9���pt�{�8���w-#[6²:

p1(ξ) = −c2(ξC) ∈ H4(B;Z).

%�53��6�#75�w}~���8���/x�;8�{zynt�ÏR8x�pw �xÏR8Jvx{zy��R�R8���8�Ñ^��5�~$Ï�ÞRy|�>w}53ÏR8x{zy|~$w}é´8;:
) +	��3 /A;?/0>D3 E� �� �� 
uÓ�t�tU�>�R��57��&uÓ&, w}{�8���w��$~R8÷Ó�578÷�R89vx~$w���5

s
��Ó #7��ÏR6÷t�Ï$w}57vxw}t[y|{

P(ξC)
y|Ó$�P��89�R�RÓ7��� , Ó�5)�R��Ó7�?�Pv9���pt�{�8���8

L A %�5)��6�#75�w}~�{zy Ø]ÅRÌÈánÉ�
xÅ$Ì ���}×|Ç�Ç¹Ì ËuÌ
ÄVÙ�Í[Î�Å � × �>ÉúÍ

p1(ξ, s)
ÅRÌ �}×>Î�Éúç�Ìny|Ó	#7��ÏR6

ξ
8x~!�X{zyn�R89vx~$w���5

s
t[y|Ï

p1(ξ, s) = −c2(ξC, s) ∈ H4(B,L;Z).

��vxwV8x57v9��ÏR8��057��Ó7�;578�vRÛ78xÏRvRÛ78xÏR��57�at[y�� �Ü��6�#75�w}Ï;{Ý,-8x57��8x�G��{�8¬��89�²vx{zy��R�R89�p��8
Ñ^��5�~$Ï�ÞRy|�>w}5/ÏR8x{zy|~$w}é´89� A

� ��� � O$`XF �0Z �XFb\�HXDJO$W�� � \�c cdI0Z HJI�� eJO1WbQJI	� I^Wm_^KRTVZ[Z]I0Z
_^T�FUTV_&W �åFbORZ7W]O���DXI0Z)FUI0KRT W]ORSVI0Z

� � X���$ ³a����¢�¢¬¥�£�RBV�� ����� �hV�¡Ý£´¢��´¥[¦��]£´¡�
1¢
��é>y|5�~���8(�´6x576xÏ�y|{}w��R8xÏ�{zy;t�ÏR��tb�>�$w}~$w���5¯< A = A G 6x57��57v9698J�7y|57��{Ý, w}5u~$ÏR�u��Ó7vx~$w���5¯y|Ó

v¹y���ÏR8x{zy|~$w Ò �uÏR8xé´�Nè´��57� {zy�57��~$w���5���8�vxÏR�>�R��t�ÏR����Ó�w}~ 8x~���8�vxÓ�tat�ÏR����Ó�w}~�ÏR8x{zy|~$w Ò*�7y|57�
{�8�v¹y�����89�

CW
�Pv9���pt�{�8���89�GÔ �-./y � �� 
ut � Õ A

? G



Z*)^>&8?8  5)^>%� a /A; )^79-04C;?/ �

���w�8x5�~

X
8x~

Y
��8xÓ$�

CW
�Pv9���pt�{�8���89�	#75�w�� A ����~R��57� (C∗(X), ∂X )

ÔâÏR89�$t A
(C∗(Y ), ∂Y )

Õ�{�8(v9���pt�{�8���8(��8(vRÛ[y¤ê�578G�$w}5��>Ó�{}w �xÏR8Jy��R���uvxw�6D�
X
ÔâÏR89�$t A Y Õ A�X,�y|t�Ï"�9��{�8 ~$Û769��Ï"�x�;8�� ,-�0w}{�8x5u�b8xÏ$� ��ä]w}{}�U8xÏ�Ô �-.Üy � ~$Û�� H A G Õ���w}{]8���w��$~R8 Ó�578�6�&uÓ�w-�

é>y|{�8x57v98(� , Û7���;��~R��t�w�8
C∗(X) ⊗ C∗(Y ) → C∗(X × Y ) A


���w�8x5�~
A ⊂ X

8x~
B ⊂ Y

��8xÓ$���R��Ó7�?�Pv9���pt�{�8���89� A ��y|t�tU8x{���57� &uÓ78
C∗(X,A) = C∗(X)

C∗(A)
A �05 Ó�~$w}{}w���y|5�~�{�89�÷t�ÏR��t�Ï$w�6x~R69����Ó t�ÏR����Ó�w}~�~R8x57�R��Ï$w�8x{9��57��Ó7�

����~R8x57��57�

C∗(X,A) ⊗ C∗(Y,B) =
C∗(X)

C∗(A)
⊗ C∗(Y )

C∗(B)

∼= C∗(X) ⊗ C∗(Y )(
C∗(A) ⊗ C∗(Y )

) ⊕ (
C∗(X) ⊗ C∗(B)

)

∼= C∗(X × Y )

C∗(A× Y ) ⊕ C∗(X ×B)
.

�&89�0w}57vx{}Ó7�$w���57�
X×B ↪→ (A×Y )∪(X×B)

8x~
A×Y ↪→ (A×Y )∪(X×B)��6�#75�w����R8x5�~VÓ�578Jy|t�t�{}w�v¹y|~$w���53��8(v�Û[y¤ê�578;:

C∗(A× Y ) ⊕ C∗(X ×B)
k //C∗

(
(A× Y ) ∪ (X ×B)

)

&uÓ�w w}57��Ó�w}~VÓ�5�w������;��Ï$t�Û�w��$�;8 � 8x5�Û7���;��{����>w�8G8x~�8x5�v9��Û7���;��{����>w�8 A

uw
u ∈ Cp(X,A,G1)

8x~
v ∈ Cq(Y,B,G2)

�7y|{���ÏR�

u⊗ v ∈ "���� ((C∗(X)

C∗(A)
⊗ C∗(Y )

C∗(B)

)
p+q

, G1 ⊗G2

)

=
"���� (( C∗(X × Y )

C∗(A× Y ) ⊕ C∗(X ×B)

)
p+q

, G1 ⊗G2

)

�05�t[y�����y|5�~�y|Ó��>ÏR��Ó�tU89�a��8/v9��Û7���;��{����>w�8Ü8x~a8x5 y|t�t�{}w &�Ó[y|5u~
(k∗)−1 ��57��Ó7�

����~R8x57��57��Ó�5�Û7���;���;��Ï$t�Û�w��$�;8Xy|t�tb8x{�6��9Å1Ù|ÇÊÇ Ø]Å$Ù¹Ë�Ú�ÉâÎ�Å$Ì�� ×>Î�É �

Hp(X,A;G1) ⊗Hq(Y,B;G2)
× // Hp+q(X × Y, (A× Y ) ∪ (X ×B);G1 ⊗G2)

( ),>� 5) /0+�;\+ � {�8VvxÏR�>�R�	t�ÏR����Ó�w}~	ÏR8x{zy|~$w Ò�89�$~�5[y|~$Ó�ÏR8x{*:>tU��Ó�Ï�~R��Ó�~R89��y|t�t�{}w�v¹y|~$w���57�
f : (X,A) → (X ′, A′)

8x~
g : (Y,B) → (Y ′, B′)

y|Ó$�P��89�R�$Ó7����8
CW

�Pv9���pt�{�8���89���
57��Ó7��y9é´��57�G: ∀u ∈ Hp(X,A,G1)

8x~ ∀v ∈ Hq(Y,B,G2)
�

(f × g)∗(u× v) = f ∗u× g∗v.
" � �&$&/ � % �&�A��(
��� > �3$ �8��(7� � ��2-�&�����"(���$��&�B����(7� > �+4�/ 1 � �&���&� 4�1&�
1���� > ,�/ > ! � � � 1 � � > �&��(
��/ ���&�2�1�C
�
/0�"�"�&��� � � $&� � ( > � ��,-$&/0�"/ !;2
����� X×Y

: � �8� $&�+���"���$(�$&�&$�/
�&�A�?��� � %A� � ��� + 1���/ C�1 > �8��� 1 � % / > � % ��4�/0�2��
CW ) $&��')( > ��,-�&� �*��2-���"� � � ) $&�+')( > ��,-�&�&:

?><



Z[a   )^>%� a /A; )^79-04C;?/ �

���w}~

X
Ó�5

CW
�Pv9���pt�{�8���8Ü8x~��R��w�8x5�~

A
8x~
B
��8xÓ$�'�R��Ó7�?�Pv9���pt�{�8���89� A �&89�

��8xÓ$�ay|t�t�{}w�v¹y|~$w���57����8�vRÛ[y¤ê�578�vxw-�P��89�R����Ó7��w}57��Ó�w}~R89��t[y|Ï�{�89��w}57vx{}Ó7�$w���57� v¹y|57��5�w &uÓ789�
��6x~R8xÏ$�pw}578x5u~���89�Vw��R���;��Ï$t�Û�w��$�;89��8x5¬Û7���;��{����>w�8(8x~�v9��Û7���;��{����>w�8²:

g :
C∗(X ×X)

C∗(A×X) ⊕C∗(X ×B)
→ C∗(X ×X)

C∗(A×X ∪X ×B)

l :
C∗(X)

C∗(A) ⊕ C∗(B)
→ C∗(X)

C∗(A ∪B)
.

����Ó7��y¹é´��57��y|{���ÏR��{�8���wzy|�>Ï�y|�p�;8Gv9���p�GÓ�~�y|~$w Ò�:

Hp(X,A;G1) ⊗Hq(X,B;G2)

×

��

Hp+q(
"���� ( C∗(X×X)

C∗(A×X)⊕C∗(X×B) ;G1 ⊗G2

)
)

d∗1 // Hp+q
( C∗(X)
C∗(A)⊕C∗(B) ;G1 ⊗G2

)

Hp+q(X ×X, (A ×X ∪X ×B);G1 ⊗G2)
d∗2 //

g∗

OO

Hp+q(X,A ∪B;G1 ⊗G2)

l∗

OO

���
d1
8x~
d2
����5�~Vw}57��Ó�w}~R��t[y|Ï�{Ý,�y|t�t�{}w�v¹y|~$w���53��wzy|�´��5[y|{�8

d : X → X ×X A

Ñ0Ó�w��"&uÓ78
g∗
8x~
l∗
�R��5u~a��89�aw��R���;��Ï$t�Û�w��$�;89����57��Ó7�atb��Ó�é´��57�÷��6�#75�w}Ï!{�8 �xÚNØ

ØbÅ1Ù¹Ë>ÚuÉ�Î�ÅRÌ �}×>Î�É � :

Hp(X,A;G1) ⊗Hq(X,B;G2)
∪ // Hp+q(X,A ∪B;G1 ⊗G2) .

��8�t�{}Ó7����tb��Ó�Ï�~R��Ó�~
u ∈ Hp(X,A,G1)

8x~VtU��Ó�Ï�~R��Ó�~
v ∈ Hq(X,B,G2)

�

u ∪ v = d∗(u× v).

� � X�� � ³!¦W� ¢�¢|¥[¢SRC�U���FR�£I�7��¡�¢¤£>¡�U�V	¥[¢÷�´¥]¦W�b£´¡! �¥[¢÷¥7£ � �����[¢ ����� �hV�¡�£

���w�8x5�~

ξ : E → B
8x~
ξ′ : E′ → B′ ��8xÓ$�+#7��ÏR69�Xé´89vx~R��Ï$w�8x{��nÏR698x{��J��Ï$w�8x5u~R69�

��8GÏ�y|5��
n
8x~
m
ÏR89�$tU89vx~$w}é´8x�;8x5�~ A 
���w�8x5�~ X 8x~ Y ��8xÓ$�¬�R89vx~$w���57����8G{�8xÓ�ÏR� #7��ÏR69�8x5Ü�$t�Û��xÏR89��y��R�R��vxw�69�

ξ0
8x~
ξ′0
y|Ó$�P��89�R�$Ó7����8X�R��Ó7�?�Pv9���pt�{�8���89�

L ⊂ B
8x~
L′ ⊂ B′

ÏR89�Rtb89vx~$w}é´8x�;8x5u~ A
��y|57�V{�8(v¹y���y|�7�R��{}Ó���57��Ó7��y9é´��57�V{zypt�ÏR��tb�>�$w}~$w���53�$Ó�w}é�y|5u~R8;:

?IH



(*),>� �>&8?/A;?/0>D3�E � e��2' ��� < � �  5)^>  ,� � � � ��× ��� ×�Ç�Ç9ÌnË�� ß�Ú���ÌÈÅX×	�ÈÇxÙ � Ú�Ì;Ë � Ú�Í�� �ÈÅRÆ
ØbÅ1Ù¹Ë>ÚuÉ�Î ÌÈÇÈÎ �}Ì �xÅ$Ù|Ç�Ç ØbÅ1Ù¹Ë>ÚuÉ�Î�ËuÌÊÇ ���}×|Ç�Ç¹ÌÊÇJË � ß�Ú���ÌÈÅJ×��ÊÇxÙ � Ú7ÌÊÇXË�ÌÊÇ � �ÈÅ$ÆÈÇ��

e(ξ × ξ′) = e(ξ) × e(ξ′) ∈ Hn+m(B ×B′;Z).

��y|57��Ó�5Üt�ÏR8x�pw�8xÏ�~R8x�pt7���U{�8X��Ó�~�89�$~���8nv9��57�$~$Ï$Ó�w}ÏR8nÓ�578p�R89vx~$w���5
X × Y

��Ó
Sn+m−1 � #7��ÏR6 (ξ × ξ′)0

y|Ó$�P��89�R�$Ó7����8
L×B′ ∪B ×L′ w}57��Ó�w}~R8�t[y|Ï {�89���R89vx~$w���57�

X
8x~
Y
�*8x~J��w�8x5 ��6�#75�w�8 �¬Û7���;��~R��t�w�8!ÏR8x{zy|~$w}é´8 �

L × L′ t�Ï"�9� A �057�$Ó�w}~R8��*57��Ó7�
8���t�Ï$w}�;8xÏR��57��{zypvx{zy��R�R8�� ,-�0Ó�{�8xÏ�ÏR8x{zy|~$w}é´8 �pv98x~$~R8G�R89vx~$w���538x5�Ò���57vx~$w���5¬��89��vx{zy��R�R89�
e(ξ,X)

8x~
e(ξ′, Y )

tU��Ó�ÏV����~R8x5�w}ÏVÓ�578�é´8xÏR�$w���5�ÏR8x{zy|~$w}é´8G��8�{zyXt�ÏR��tb�>�$w}~$w���5¬t�ÏR69v96��
��8x5u~R8 A

��wzy;{Ý, w}5�Þ189vx~$w���5©v¹y|57��5�w &uÓ78
Sn−1 ↪→ Rn �7y|57��{�89� #7��ÏR89���[{zya�R89vx~$w���5 X tU8xÓ�~/x~$ÏR8÷é�Ó78÷v9���p�;8÷Ó�578��R89vx~$w���5 ��8

ξ
y|Ó$�P��89�R�RÓ7�p��8

L A ��y #7��ÏR8
Rn ��8 ξ 6x~�y|5u~v9��5u~$Ï�y�vx~$w}{�8��

X
�R8�t�ÏR��{���5��´8(8x5÷Ó�578��R89vx~$w���5��>{����[y|{�8

XR

��8
ξ A ��8x�²y|Ï"&�Ó7��57� &uÓ78��8xÓ$�÷~R8x{}{�89��8���~R8x57�$w���57�V����5�~VÛ7���;��~R��tU89�VÏR8x{zy|~$w}é´8x�;8x5u~ �

L A
uÓ�t�tb�>�R��57�@&uÓ78
XR

����w}~åv9��57�R~$Ï$Ó�w}~R8��>�"&�Ó78x{�8x~$~R8�y|t�Ï"�9�0�"&uÓ78x{�8x~$~R8��>v98x{}{}Ó�{�8�y|t�Ï"�9�
v98x{}{}Ó�{�8 ��8�{zy��²y|5�w �xÏR8 �$Ó�w}é�y|5u~R8�:¤�Rw

σ
89�$~^Ó�578�v98x{}{}Ó�{�8���8

B\L y|{���ÏR� ξ|σ
89�$~*~$Ï$w}é�wzy|{

8x~
(XR)|σ

��6�#75�w}~VÓ�578Jy|t�t�{}w�v¹y|~$w���5

Xσ
R : σ → Rn.

%�5 ��8x�²y|57��8!y|{���ÏR� &�Ó78
Xσ

R

�R��w}~ �÷é>y|{�8xÓ�ÏR�X�7y|57�
Sn−1 �
�9�%&uÓ78;v>,-89�$~(tU�>�?�

�Rw}��{�8 A �05Üt[y|Ï$~$w�vxÓ�{}w�8xÏ�� ��8nv98x~$~R8X�²y|5�w �xÏR8�� XR

ÏR89�R~$ÏR8xw}5�~R8��
L ∪ Bn−1 tb8xÓ�~ /x~$ÏR8

é�Ó78�v9���p�;8�Ó�578(��89vx~$w���5�t[y|Ï$~$w�8x{}{�8G��Ó
Sn−1 � #7��ÏR6 ξ0 &uÓ�w t�ÏR��{���5��´8

X A

%�5�vRÛ7��w��$w}~���8��²y|5�w �xÏR8Jy|5[y|{����>Ó78(Ó�578��R89vx~$w���5��>{����[y|{�8(��8
YR

��8
ξ′

&uÓ�w t�ÏR� �
{���5��´8

Y
Ôâé�Ó78�v9���p�;8��R89vx~$w���5!t[y|Ï$~$w�8x{}{�8���8

ξ′
éuwzyG{Ý, w}5�Þ$89vx~$w���5

Sm−1 ↪→ Rm �7y|57�
{�89�B#7��ÏR89�ÊÕ A
����57�$w���6xÏR��57�V{�8 #7��ÏR6(t�ÏR�u��Ó�w}~

ξ × ξ′ A �&89����89vx~$w���57� XR : B → E
8x~

YR : B′ → E′ w}57��Ó�w��R8x5�~�5[y|~$Ó�ÏR8x{}{�8x�;8x5�~�Ó�578(�R89vx~$w���5��>{����[y|{�8

XR × YR : B ×B′ → E ×E′.


uw
σ
89�$~0Ó�578�v98x{}{}Ó�{�8V��8

B
8x~	�$w

τ
89�$~0Ó�578�v98x{}{}Ó�{�8V��8

B′ y|{���ÏR�	{zy��R89vx~$w���5 XR×YRÏR89�R~$ÏR8xw}5�~R8 �
σ × τ

��6�#75�w}~�{Ý,�y|t�t�{}w�v¹y|~$w���5 :

fσ×τ : σ × τ → Rn ×Rm

(x, y) 7→ (
Xσ

R(x), Y τ
R(y)

)
.

#�Ó�w}~$~R8��VÛ7���;��~R��tb8xÏ
XR×YR

�N��5GÏR8x57��Ï$�²y|{}w���8�{���ÏR�"&uÓ78�v>,-89�R~�tU�>�R�$w}��{�8 A ��w}57�$w9�
t[y|Ïåv9��57�$~$Ï$Ó7vx~$w���5��

XR×YR

w}57��Ó�w}~^Ó�578��R89vx~$w���5
X×Y ��Ó Sn+m−1 � #7��ÏR6 (ξ×ξ′)0y|Ó$�P��89���$Ó7�V��8

L×B′ ∪B × L′ A

? L



���#+9>&)��91�7 E� e � E � ��× ���}×|Ç�Ç¹Ì�Ë � ß�Ú���ÌÈÅ�Å$Ì�� ×>Î�Éâç|Ì
e(ξ× ξ′, X×Y )

�å×ÊØ�Ø�×�ÅxÎPÌÈÍ]×�Í[Î �
Hn+m(B ×B′, B × L′ ∪ L×B′;Z)

��ç|ÆÈÅÈÉ ��Ì!�2� Æ �´× � É�ÎPÆ�ÇÈÚuÉâç¤×�Í]ÎPÌ��

e(ξ × ξ′, X × Y ) = e(ξ,X) × e(ξ′, Y ).

�������
	����� E � e�� �� 
���w�8x5u~
X ′

R

8x~
Y ′
R

� ,�y|Ó�~$ÏR89���R89vx~$w���57���>{����[y|{�89����8
ξ
8x~���8

ξ′ÏR89�Rtb89vx~$w}é´8x�;8x5u~���v9��57�$~$Ï$Ó�w}~R89�(v9���p�;8;t�ÏR69v969��8x�p�;8x5�~ A �0{}{�89��w}57��Ó�w��R8x5u~(Ó�578;�R89v��
~$w���5

X ′ × Y ′ ��8 (ξ × ξ′)0
y|Ó$�P��89�R�$Ó7�(��8

B × L′ ∪ L × B′ A ��{���ÏR��{�89�G�R89vx~$w���57�
X ′ × Y ′ 8x~ X × Y

�R��5u~VÛ7���;��~R��tb89��ÏR8x{zy|~$w}é´8x�;8x5�~0�
L× L′ 8x~

e(ξ × ξ′, X ′ × Y ′) = e(ξ × ξ′, X × Y ).

( ),7.ab@d7 � Ñåy|Ï�v9��57�$~$Ï$Ó7vx~$w���5��utU��Ó�Ï�~R��Ó�~R8
p
�Pv98x{}{}Ó�{�8

σ
��8
B
8x~�~R��Ó�~R8

q
�Pv98x{}{}Ó�{�8

τ
��8

B′ ~R8x{}{�89� &uÓ78 p + q ≤ n +m − 1
�]{Ý,�y|t�t�{}w�v¹y|~$w���5

fσ×τ
89�$~0�pé>y|{�8xÓ�ÏR���7y|57�

Sn+m−1 Ô &uÓ�w}~$~R8 � /x~$ÏR8GÏR8x57��Ï$�²y|{}w���698NÕ A ��Ó7�R�Rw9�7{zy;��89vx~$w���5 XR × YR

w}57��Ó�w}~�Ó�578
��89vx~$w���5

SX×Y
��Ó

Sn+m−1 � #7��ÏR6 (ξ×ξ′)0 &uÓ�wut�ÏR��{���5��´8
X×Y �

(B×B′)n+m−1 A
�����p�;8(�7y|57�V{�8�t[y|Ï�y|�>Ï�y|t�Û78X< A <$�7��5�tU8xÓ�~�{}Ó�w*y��R�R��vxw�8xÏ�Ó�5�v9�uvxè�vx{�8

c(ξ × ξ′, SX×Y )
��6�#75�w&t[y|Ï(:

c(ξ × ξ′, SX×Y )(σ × τ) = [f∂(σ×τ)] ∈ πn+m−1(S
n+m−1) ' Z


 ���
σ
89�$~;Ó�578

p
�Pv98x{}{}Ó�{�8���8

B \ L �
τ
89�$~pÓ�578

q
�Pv98x{}{}Ó�{�8���8

B ′ \ L′ y¹é´89v
p+ q = n+m

�

 ���

f∂(σ×τ)
89�$~�{zy(ÏR89�R~$Ï$w�vx~$w���5!��8�{Ý,�y|t�t�{}w�v¹y|~$w���5

fσ×τ
y|Óa�b��ÏR�!��8�{zy

n+m
�

v98x{}{}Ó�{�8��

 8x~J���

[f∂(σ×τ)]
89�$~J{zy�vx{zy��R�R8a� , Û7���;��~R��t�w�8÷��8;{Ý,�y|t�t�{}w�v¹y|~$w���5

f∂(σ×τ)
éuÓ78

v9���p�;8�Ó�578Gy|t�t�{}w�v¹y|~$w���5/��8�{zyp�$t�Û��xÏR8
Sn+m−1 �7y|57��8x{}{�8��Ý��/x�;8 A

Ñ^y|Ï(��6�#75�w}~$w���5��U{zy!vx{zy��R�R8X��8nv9��Û7���;��{����>w�8p��8
c(ξ × ξ′, SX×Y )

89�$~�{zy!vx{zy��R�R8
� ,-�	Ó�{�8xÏ�ÏR8x{zy|~$w}é´8

e(ξ × ξ′, X × Y ) A


uw
p 6= n

�by|{���ÏR���bt[y|Ï�v9��57�$~$Ï$Ó7vx~$w���5��
fσ×τ

89�R~0�²é>y|{�8xÓ�ÏR���7y|57�
Sn+m−1 8x~�{zy

vx{zy����R8�� , Û7���;��~R��t�w�8
[f∂(σ×τ)]

89�R~�5�Ó�{}{�8 A


uÓ�t�tb�>�R��57�V�²y|w}5�~R8x5[y|5�~ &uÓ78
p = n

8x~�57��~R��57�
nσ
ÔâÏR89�Rt A nτ

Õ�{Ý,-8x5u~$w�8xÏ�v9��Ï$ÏR89�?�
tU��57�7y|5�~ � {zy vx{zy��R�R80� , Û7���;��~R��t�w�8

[Xσ
R

] ∈ πn−1(S
n−1)

ÔâÏR89�Rt A [Y τ
R

] ∈ πm−1(S
m−1)

Õ
é�wzyX{Ý, w���8x5�~$w-#[v¹y|~$w���5Üv¹y|57��5�w &uÓ78G��8

πn−1(S
n−1)

ÔâÏR89�Rt A πm−1(S
m−1)

Õ�y¹é´89v
Z
:

< e(ξ,X), σ >= nσ
8x~

< e(ξ′, Y ), τ >= nτ .

� 46/A; �
[f∂(σ×τ)] = nσ.nτ

A
�05¯8�,U8x~�� �Rw

nσ
89�$~�5�Ó�{9��y|{���ÏR�

Xσ
R

y!é>y|{�8xÓ�ÏR���7y|57�
Sn−1 8x~ fσ×τ

yaé>y|{�8xÓ�ÏR�
�7y|57�

Sn+m−1 A �P{&8x5�89�R~���8���/x�;8(�$w
nτ
89�$~�5�Ó�{ A


uw
nσ
8x~

nτ
�R��5�~Ü57��525�Ó�{�����y|{���ÏR�Ü��5 tb8xÓ�~Ü�$Ó�t�tU�>�R8xÏ�&�Ó78 {Ý,�y|t�t�{}w�v¹y|~$w���5

Xσ
R

: σ → Rn ÔâÏR89�$t A Y τ
R

: τ → Rm Õ�89�R~�57��5©5�Ó�{}{�8;8x5¯��8xÛ7��ÏR�(��8 |nσ|
ÔâÏR89�$t A

?>?



|nτ |
Õ �$w}5��>Ó�{zy|Ï$w}~R69����w��$~$w}57vx~R89��vRÛ[y�vxÓ�578X� , w}57��w�v98

εσ = nσ
|nσ|

ÔâÏR89�$t A ετ = nτ
|nτ |

Õ A Ñåy|Ï
��6�#75�w}~$w���5��

fσ×τ
89�$~�57��5¬�$w}5��>Ó�{}w�8xÏ�8x5¬��8xÛ7��ÏR����8 |nσ|.|nτ |

tU��w}5�~R� A
�P{ 578÷57��Ó7�nÏR89�$~R8÷t�{}Ó7�C&uÓ&,(�/v¹y|{�vxÓ�{�8xÏ;{Ý, w}57��w�v98���8�vRÛ[y &uÓ78��$w}5��>Ó�{zy|Ï$w}~R6 A Ñ^��Ó�Ï

v98x{zy$�bw}{^57��Ó7���$Ó��;~���8J57��Ó7��ÏR89�$~$ÏR8xw}57��ÏR8py|Ó©v¹y������ |nσ|.|nτ | = 1 A ��y|57��v98nv¹y����8x5XÓ�~$w}{}w���y|5u~0{�8�t�{���5��´8x�;8x5u~�v¹y|57��5�w &�Ó78 ��8
Sn+m−1 �7y|57� Rn×Rm �|{Ý,�y|t�t�{}w�v¹y|~$w���5

f∂(σ×τ)
89�$~�Û7���;��~R��tb8 �X{Ý,�y|t�t�{}w�v¹y|~$w���5

Sn+m−1 → Sn+m−1

(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) 7→ (εσx1, . . . , xn, ετy1, . . . , ym)

v¹y|Ï {Ý,-��Ï$w�8x5u~�y|~$w���5��7y|57� {zy0#7��ÏR8
Rn×Rm ��8 ξ× ξ′

89�$~�w}57��Ó�w}~R8�t[y|Ï {zyX�$~$Ï$Ó7vx~$Ó�ÏR8
t�ÏR����Ó�w}~ A Ñåy|Ï�v9��57�R6�&uÓ78x5�~��¤8x5(w���8x5�~$w-#]y|5u~*v¹y|57��5�w &uÓ78x�;8x5�~ πn+m−1(S

n+m−1)
y9é´89v

Z
����5¬����~$w�8x5u~

[f∂(σ×τ)] = εσετ ,
8x~V8x5¬�´6x576xÏ�y|{

[f∂(σ×τ)] = nσ.nτ
A ��w}57�$w e(ξ × ξ′, X × Y ) = e(ξ,X) × e(ξ′, Y ) A
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����Ó7�!y9é´��57�aÓ�5�ÏR69�$Ó�{}~�y|~÷y|5[y|{����>Ó783�7y|57�²{�8¬v¹y��²��8 #7��ÏR69�;é´89vx~R��Ï$w�8x{��÷v9�����
t�{�8���89�(:
Z*>D),>d-2-A46/0)^7�E � e � e � � Ù>É�ÌÈÍ]Î

ξ : E → B
ÌxÎ
ξ′ : E′ → B′ Ë�ÌÈÚ>à�� �ÈÅRÆÊÇpç|Ì2�9ÎÝÙ�ÅÈÉÝÌ � Ç

��Ù�á�Ø��}ÌRà�ÌÊÇ3Ë�Ì�Å1×�Í��
n
ÌxÎ
m
�GÌxÎGËuÌ ��Å$Ù�ÚNØ�Ì

SU(n)
ÌxÎ
SU(m)

Å$ÌÊÇPØ�Ì2�9Î�Éâç|ÌÈá²ÌÈÍ]Î �
� Ù�É�ÌxÍ[Î

X
ÌxÎ

Y
ËuÌÊÇ(Ç9Ì��9Î�É�Ù>Í�ÇJË�ÌÊÇ � �ÈÅ$ÆÈÇnÌÈÍÜÇÝØ���
ÈÅRÌÊÇX×|ÇÊÇxÙ �xÉÝÆÊÇ

ξ0
ÌxÎ
ξ′0
×>Ú��1Ë�ÌÊÇ�ÇÈÚ�Ç

ËuÌ�ÇxÙ>Ú�Ç$�$�RÙ�á�Ø���Ì$à�ÌÈÇ
L ⊂ B

Ì9Î
L′ ⊂ B′ Å$ÌÈÇÝØ�Ì2�¹Î�Éúç|Ìxá;ÌxÍ[Î � � Í�Ø�ÌÈÚ�Î�× �}Ù�ÅÊÇ �RÙ>Í�ÇÈÎ�ÅÈÚuÉâÅRÌ

Ø�×�Å!��ÌVØ]Å$Ù ��Æ$Ë�Æ�Ø]ÅRÆ2��Æ$Ë�ÌxÍ[ÎVÚ�ÍbÌGÇ9Ì��9Î�É�Ù>Í
X × Y

Ë�Ú
S2n+2m−1 ��� �xÅ$Æ

(ξ × ξ′)0
×�Ú��

ËuÌÊÇ�ÇÈÚ�Ç�Ë�Ì
L×B′∪B×L′ � �ÈÉÝÌÈÍÜË�Æ��	Í7ÉÝÌ � ��Ù�á;Ù>ÎÝÙÊØ]ÉÝÌ�ÅRÌ � ×´Î�Éúç|Ì �

L×L′ � � 	GÙ�ÚuÇ
×>ç¤Ù�Í�ÇG× �}Ù�ÅÊÇ��2� Æ �´× � É�ÎPÆGÇÊÚ�Éúç¤×>Í[ÎPÌ��

cn+m(ξ×ξ′,X×Y) = cn(ξ,X)×cm(ξ′,Y) ∈ H2n+2m(B×B′, L×B′∪B×L′;Z).

� � X�� � ³!¦W� ¢�¢|¥ RC�b�T�"R�£I�7�u¡P¢¤£´¡�U�V	¥¯��¥[¦W�b£´¡! �¥ ¥�£3¢^�#� �'¥ ��¥�� 	�¡�£���¥ �

���w�8x5�~

ξ : E → B
8x~
ξ′ : E′ → B

��8xÓ$� #7��ÏR69�né´89vx~R��Ï$w�8x{��pÏR698x{��n��Ï$w�8x5�~R69�
��8÷Ï�y|5��

n
8x~
m
ÏR89�$tb89vx~$w}é´8x�;8x5u~ay|Ó$�P��89�R�$Ó7�²��Ó ��/x�;8

CW
�Pv9���pt�{�8���8 #75�w

B A��y|t�tb8x{���57�B&uÓ78�{zyX�R���p�;8���8 g'Û�w}~$578xè÷89�$~ {�8 #7��ÏR6�é´89vx~R��Ï$w�8x{&w}57��Ó�w}~ t[y|Ï�{�8!#7��ÏR6
t�ÏR����Ó�w}~

ξ × ξ′
8x~ {Ý,�y|t�t�{}w�v¹y|~$w���5¬��wzy|�´��5[y|{�8

d : B → B ×B A ����Ó7�Vy9é´��57�Vy|{���ÏR� {�8��wzy|�>Ï�y|�p�;8Jv9���p�GÓ�~�y|~$w Ò��$Ó�w}é>y|5�~J:

E(ξ ⊕ ξ′) //

ξ⊕ξ′

��

E ×E′

ξ×ξ′

��
B

d // B ×B

���
E(ξ ⊕ ξ′)

89�$~V��6�#75�w&t[y|Ï {(x, x′) ∈ E ×E′ / ξ(x) = ξ′(x′)} A ��8���wzy|�>Ï�y|�p�;8w}57��Ó�w}~å5[y|~$Ó�ÏR8x{}{�8x�;8x5u~0Ó�578�y|t�t�{}w�v¹y|~$w���5;��8 #7��ÏR69�å8x5X�$t�Û��xÏR89�
(ξ⊕ξ′)0 → (ξ×ξ′)0 A

?IJ




���w�8x5�~
X
8x~
Y
��8xÓ$�(�R89vx~$w���57�*��89�=#7��ÏR69��8x5(�Rt�Û��xÏR8

ξ0
8x~
ξ′0
y|Ó$�P��89�R�$Ó7����8	�R��Ó7�?�

v9���pt�{�8���89�
L ⊂ B

8x~
L′ ⊂ B

ÏR89�$tU89vx~$w}é´8x�;8x5�~ A %�5¬v9��57�$w��
�xÏR8Xy|{���ÏR��Ó�578G�R89vx~$w���5
X × Y

��Ó #7��ÏR6
(ξ × ξ′)0

��6�#75�w�8(v9���p�;8Gt�ÏR69v969��8x�p�;8x5�~��$Ó�Ï
L×B ∪B × L′ A

�	{}{�8aw}57��Ó�w}~nÓ�578÷�R89vx~$w���5
X ⊕ Y := d∗(X × Y )

��Ó<#7��ÏR6!8x5 �$t�Û��xÏR8
(ξ ⊕ ξ′)0y|Ó$�P��89���$Ó7�V��8

L ∪ L′ A
���#+9>&)��91�7[E � e�� �� ��×���� ×�Ç�Ç9ÌVË � ß Ú���ÌÈÅ

e(ξ⊕ξ′, X⊕Y )
ç�ÆÈÅÊÉ ��Ì ��� Æ �´× � ÉâÎPÆ�ÇÊÚ�Éúç¤×>Í[ÎPÌ �

e(ξ ⊕ ξ′, X ⊕ Y ) = e(ξ,X) ∪ e(ξ′, Y ) ∈ Hn+m(B,L ∪ L′;Z)

Ù �
e(ξ,X) ∪ e(ξ′, Y )

ÌÊÇxÎ �}Ì �xÚNØ Ø]Å$Ù¹Ë�Ú�ÉâÎGÅ$Ì�� ×>Î�É ��Ë�ÌÊÇ ��� ×�Ç�Ç9ÌÈÇ�Ë � ß�Ú��}ÌxÅ!ÅRÌ �}×>Î�Éâç|ÌÊÇ
e(ξ,X)

ÌxÎ
e(ξ′, Y )

�

��8x�²y|Ï"&uÓ7��57� &uÓ78
X ⊕ Y

89�$~G��w�8x5 ��6�#75�w�8	�÷Û7���;��~R��t�w�8aÏR8x{zy|~$w}é´8 �
L ∩ L′

t�Ï"�9� A( ),7.ab@d7 � Ñ^y|Ï�Ò���57vx~R��Ï$wzy|{}w}~R6��

e(ξ ⊕ ξ′, X ⊕ Y ) = e(ξ ⊕ ξ′, d∗(X × Y ) )

= d∗(e(ξ × ξ′, X × Y ))

= d∗(e(ξ,X) × e(ξ, Y ))

= e(ξ,X) ∪ e(ξ′, Y ).

�*y²��8xÏ$5�w �xÏR8X6x��y|{}w}~R6Xt�ÏR�¹é�w�8x5�~���w}ÏR89vx~R8x�;8x5�~���8J{zy;��6�#75�w}~$w���5©��Ó/vxÓ�t3t�ÏR�u��Ó�w}~�ÏR8��
{zy|~$w Ò A
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����Ó7�V����~R8x57��57����8�57��Ó�é´8¹y|Ó3Ó�578�t�ÏR��t�Ï$w�6x~R6Jy|5[y|{����>Ó78Gtb��Ó�Ï�{�89� #7��ÏR69�Vé´89vx~R� �
Ï$w�8x{���v9���pt�{�8���89�J:
Z*>D),>d-2-A46/0)^7 E� e � �� � Ù�ÉÝÌÈÍ[Î

ξ : E → B
ÌxÎ
ξ′ : E′ → B

Ë�ÌxÚ�à � �xÅ$ÆÊÇ;ç�Ì2�9ÎÝÙ�ÅÈÉ�Ì�� Ç
��Ù�á�Ø��}ÌRà�ÌÊÇÜËuÌ3Å1×�Í��

n
ÌxÎ
m
ÌxÎpË�Ì ��Å$Ù�ÚNØ�Ì

SU(n)
ÌxÎ
SU(m)

Å$ÌÊÇPØ�Ì2�9Î�Éâç|ÌÈá²ÌÈÍ]Î �
� Ù�É�ÌxÍ[Î

X
ÌxÎ

Y
Ë�ÌÊÇXÇ9Ì2�9Î�É�Ù�Í�Ç;Ë�ÌÊÇ � �xÅ$ÆÊÇ²ÌÈÍ ÇÝØ ��
xÅ$Ìa×|Ç�Ç9Ù �xÉÝÆÊÇ

ξ0
ÌxÎ
ξ′0
×>Ú��1Ë�ÌÊÇ�ÇÈÚ�Ç

ËuÌaÇxÙ�ÚuÇ� �RÙ�á�Ø���Ì$à�ÌÊÇ
L
Ì9Î
L′ Ë�Ì B Å$ÌÈÇÝØ�Ì2�¹Î�Éúç|Ìxá;ÌxÍ[Î � � Í/Ø�ÌÈÚ�Î!�RÙ�Í7ÇÈÎ�ÅÈÚuÉâÅ$ÌnØ�×�Å ��Ì

ØbÅ1Ù �ÊÆ$Ë�Æ�Ø]ÅRÆ2��Æ$Ë�ÌxÍ[ÎVÚ�ÍbÌJÇ¹Ì2�9Î�É�Ù�Í
X ⊕ Y

Ë>Ú
S2n+2m−1 ��� �xÅ$Æ

(ξ ⊕ ξ′)0
×>Ú��1Ë�ÌÊÇ�ÇÈÚ�Ç

ËuÌ
L ∪ L′ �

cn+m(ξ ⊕ ξ′,X ⊕Y) = cn(ξ,X) ∪ cm(ξ′,Y) ∈ H2n+2m(B,L ∪ L′;Z).

� ��� � O$`XF � _^\�c �nKRI��(O�� � I^W'_^KRTVZ]Z[I0Z�_^T�FUTV_�W �åFbO�Z�W]O���DXI0Z FbI �
KRT�W]O$SVI0Z

��y|57�V{�8(v¹y���y|�7�R��{}Ó���57��Ó7��y9é´��57�V{zypt�ÏR��tb�>�$w}~$w���53�$Ó�w}é�y|5u~R8;:
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(*),>� �>&8?/A;?/0>D3 E � ��0' ��� < � ��]�>D)c'"� ��� � � � Ù�É�Î
ξ : E → B

Ú�Í � �ÈÅRÆ�ç�Ì2�9ÎÝÙ�ÅÈÉ�Ì�� Å$ÆRÌ��
Ù>ÅÊÉÝÌÈÍ[ÎPÆXË�ÌGÅ$×�Í��

2n
ÌxÎ�ÇxÙ�É�Î

ξC : EC → B
Ç9Ù�Í � �ÈÅRÆ ��Ù�á�Ø��}ÌRà�É � Æ � � �}Ù�ÅÊÇ

c2n(ξC) = (−1)ne(ξ) ∪ e(ξ)
Ù �
c2n(ξC)

ÌÈÇÈÎ�}×
2n ������ � ��� ×�Ç�Ç9Ì�Ë�Ì�����ÌÈÅÈÍa×	�ÊÇ9Ù � Ú�Ì�Ë�Ì ξC ÌxÎ*Ù�� e(ξ) ÌÊÇÈÎ�� × ��� ×�Ç�Ç9Ì

Ë�� ß�Ú���ÌÈÅJ×	�ÊÇ9Ù � Ú�ÌnË�Ú � �ÈÅRÆ
ξ
�

�&8X��Ó�~���8Xv98x~$~R8n�R89vx~$w���5©89�$~���8XÏ�y|t�t�ÏR��vRÛ78xÏ�v98x~$~R8Xt�ÏR��tb�>�$w}~R��5©��Ó/~$Û769��Ï"�x�;8
< A L7A L t�ÏR69v969��8x5�~!y #75�� ,-8x5 ~$w}ÏR8xÏ;Ó�578�é´8xÏR�$w���5�ÏR8x{zy|~$w}é´8 A Ñ*��Ó�Ï!v98x{zy$�057��Ó7�ay¹é´��57�
�U89�R��w}5���8�t�ÏR69vxw���8xÏ�v980&�Ó78�{Ý,-��538x5�~R8x57��t[y|Ï �|�R89vx~$w���5¬v9���pt�{�8���w-#[698�� A
� �AY���$ ��¡ ����� RC�5� ��¦Ý¥ �	¡ � � ¥7£3¢|¥&R�£´¡W�#��RC�#� ��¦P¥ �	¡ � �7¥
����57�$w���6xÏR��57�XÓ�5+#7��ÏR6;ÏR698x{���Ï$w�8x5�~R6

ξ : E → B
��8²Ï�y|5��

n
y|Ó$�P��89���$Ó7�J� , Ó�5

CW
�Pv9���pt�{�8���8�#75�w

B
y|w}57�Rw &�Ó78a�R��5�#7��ÏR6av9���pt�{�8���w-#[6÷y��R�R��vxw�6

ξC : EC → B��6�#75�w�t�ÏR69v969��8x�p�;8x5�~ A

���w}~

s
Ó�578p�R89vx~$w���5¯��8

ξ
y|Ó$�P��89�R�$Ó7��� , Ó�5¯�R��Ó7�?�Pv9���pt�{�8���8

L
��8

B
:Uw}{å�N,�y|�>w}~

����57vÜ� , Ó�578©y|t�t�{}w�v¹y|~$w���5
s : L → E

&�Ó�w�é´6xÏ$w-#[8
ξ.s = idL

A ��wzy¯{Ý, w}5�Þ$89vx~$w���5
v¹y|57��5�w &uÓ78

Rn ↪→ Cn �7y|57��{�89�1#7��ÏR89��� s w}57��Ó�w}~�Ó�578��R89vx~$w���5a5[y|~$Ó�ÏR8x{}{�8���8 ξC y|Ó$���89���$Ó7����8
L
y|t�tU8x{�698pÇ9Ì��9Î�É�Ù>Í �RÙ�á�Ø���Ì$à�É ��ÆRÌaË�Ì

s
8x~V57��~R698

sC
A ��8x�²y|Ï"&uÓ7��57�8&�Ó78

sC
89�$~�{Ý,�y|t�t�{}w�v¹y|~$w���5�����~R8x5�Ó78�t[y|Ï v9���ptb�>�Rw}~$w���5÷��8

s
y9é´89v�{Ý, w}57vx{}Ó7�$w���5�v¹y|57��5�w &uÓ78

E ↪→ EC
A ����Ó7��y9é´��57��{�8(��wzy|�>Ï�y|�p�;8Gv9���p�JÓ�~�y|~$w Ò��$Ó�w}é>y|5�~G:

Rn ı //

��

Cn

��
E //

ξ

��1
11

11
11

11
11

11
11

EC

ξC

��








L

s

``BBBBBBBB

��

sC
>>||||||||

B

��8xtb8x57�7y|5u~��[57��Ó7��tb��Ó�é´��57��y��R�R��vxw�8xÏ �
s
� ,�y|Ó�~$ÏR89���R89vx~$w���57����8

ξC
y|Ó$�P��89�R�$Ó7�

��8
L
éuwzyn{Ý, w}5�Þ$89vx~$w���5¬�7y|57��{�89� #7��ÏR89�

Rn ı // Cn ×λ // Cn

(x1, . . . , xn) // (x1, . . . , xn) // (λx1, . . . , λxn),

���
λ
89�$~GÓ�5 �Rv¹y|{zy|w}ÏR8a57��5 5�Ó�{���8

C A ����~R��57�Xy|{���ÏR� λsC
{zy¬�R89vx~$w���5 ��8

ξC
y|Ó$�

��89���$Ó7����8
L
y|w}57�$w]w}57��Ó�w}~R8���8

s A �	,�y|Ó�~$ÏR8��R89vx~$w���5at�ÏR6ÈÒ�6xÏR698!&�Ó�w]é�y�57��Ó7��w}5�~R6xÏR89���R8xÏ

?IK



89�R~
(1 + i)sC

A

����57�$w���6xÏR��57�n�²y|w}5�~R8x5[y|5u~;Ó�578a��89vx~$w���5
X
��Ó2#7��ÏR6a8x5 �$t�Û��xÏR89�py��R�R��vxw�6	�

ξy|Ó$�P��89���$Ó7�J��8
L A ��wzy�{Ý, w}5�Þ$89vx~$w���5 v¹y|57��5�w &�Ó78 Sn−1 ↪→ Rn �7y|57�X{�89�D#7��ÏR89����8x{}{�8

tU8xÓ�~!/x~$ÏR8Jé�Ó78Jv9���p�;8X�R89vx~$w���5Ü��8
ξ
y|Ó$�P��89�R�RÓ7����8

L A %�53tU8xÓ�~�y|{���ÏR����6�#75�w}Ï�{�89���89vx~$w���57��t[y|Ï$~$w�8x{}{�89�
XC

8x~
(1 + i)XC

��8
ξC
A #�Ó�w}~$~R8��a{�89��ÏR8x57��Ï$�²y|{}w��R8xÏG8x5©{�89�

Û7���;��~R��t[y|5u~2�;�]��5¬tU8xÓ�~�{�89��é´��w}Ï�v9���p�;8X��89���R89vx~$w���57��t[y|Ï$~$w�8x{}{�89����Ó
S2n−1 � #7��ÏR6

(ξC)0
y|Ó$�P��89�R�RÓ7����8

L
:���5a{�89�	57��~R8xÏ�yJ8x57v9��ÏR8

XC

8x~
(1+ i)XC

ÏR89�Rtb89vx~$w}é´8x�;8x5u~ A

����57v98xÏ$5[y|5�~
XC

��8x{}{�8 89�$~ 8x5 Ò�y|w}~ ����~R8x5uÓ78mt[y|Ï {Ý, w}57vx{}Ó7�$w���5 v¹y|57��5�w &uÓ78
Sn−1 ↪→ S2n−1 �7y|57�a{�89�C#7��ÏR89� A %�5�t[y|Ï${�8xÏ�y 8x57v9��ÏR83��8¯Ç9Ì2�9Î�É�Ù�Í �RÙ�á�Ø���Ì$à�É ��ÆRÌ
ËuÌ
X AÑ0Ó�w��"&uÓ78

C \ {0} 89�$~Xv9��5�578���8²t[y|ÏXy|ÏRv��&{�89�X�R89vx~$w���57� XC

8x~
(1 + i)XC

��Ó
S2n−1 � #7��ÏR6 (ξC)0

y|Ó$�P��89�R�RÓ7����8
L
�R��5�~�Û7���;��~R��tb89��� A �0{}{�89��y|Ó�ÏR��5u~�����57vG��/x�;8

���7�R~$Ï$Ó7vx~$w���5¬t�Ï$w}�²y|w}ÏR8�w A 8 A ��/x�;8
n �

� � � �Pvx{zy��R�R8���8J��Û78xÏ$5�ÏR8x{zy|~$w}é´8²:

cn(ξC, XC) = cn(ξC, (1 + i)XC) ∈ H2n(B,L;Z).

�	,-����Þ18x~���Ó÷t[y|Ï�y|�>Ï�y|t�Û78(< A ?X89�$~�����57v���8�v9���pt�ÏR8x57��ÏR8(v98x~$~R8 n � �
� � � �Pvx{zy��R�R8���8

��Û78xÏ$5¬ÏR8x{zy|~$w}é´8 A
�������
	����� E � �� E� %�5atb8xÓ�~��´6x576xÏ�y|{}w��R8xÏ {zy�57��~$w���5÷��8��|�R89vx~$w���5÷v9���pt�{�8���w-#[698��3:
�Rw
α
89�$~�Ó�578(��89vx~$w���5�t[y|Ï$~$w�8x{}{�8G��8

P(ξ)
y|Ó$�P��89�R�$Ó7����8

L
��{zyaÇ9Ì��9Î�É�Ù>Í ��Ù�á�Ø��}ÌRà�É � ÆRÌ

ËuÌ
α
�&57��~R698

αC

�*�R8xÏ�y�{zy¬�R89vx~$w���5 ��8
P(ξ)C

y|Ó$�P��89�R�RÓ7�J��8
L
w}57��Ó�w}~R8!��8

α
é�wzy

{Ý, w}5�Þ$89vx~$w���5¬v¹y|57��5�w &uÓ78
SO(n) ↪→ SU(n)

�7y|57�V{�89�6#7��ÏR89� A
� �AY�� � ��¡ ����� RC�5� ��¦Ý¥ �0¥������6� ¦�¡ � � ¥�£S� ��¢¤£��9VhR�£´¡W�#� ���u¡���� ¡Ý�´¥
��é>y|5�~���8J�´6x576xÏ�y|{}w��R8xÏ�{zyat�ÏR��tb�>�$w}~$w���5¯< A ? A G �bÏ�y|t�tU8x{���57��{zy;57��~$w���5¯��8JÏR6¹y|{}w-#[6

� , Ó�5 #7��ÏR6 v9���pt�{�8���8�&uÓ�w�tb8xÏ$�;8x~���8ÜÏR8xé´8x5�w}ÏA� Ó�5 #7��ÏR6Üé´89vx~R��Ï$w�8x{GÏR698x{ A 
���w}~
η : E → B

Ó�5�#7��ÏR6�é´89vx~R��Ï$w�8x{[v9���pt�{�8���8���8 Ï�y|5��
n
8x~���8��>ÏR��Ó�tU8

U(n) A %�5ptU8xÓ�~y|{���ÏR����6�#75�w}Ï�Ó�5
2n

� #7��ÏR6Xé´89vx~R��Ï$w�8x{^ÏR698x{
ηR
8x5Ü��Ó���{}wzy|5�~�{zy²�R~$Ï$Ó7vx~$Ó�ÏR8Xv9���pt�{�8���8

�7y|57�V{zy #7��ÏR8(8x~V8x5�tU�>��y|5�~

x2i−1 = Re(zi), x2i = Im(zi) i = 1, . . . , n.

��8 #7��ÏR6
ηR
89�$~�y|t�tU8x{�6pÅRÆ$× � É ��ÆXË�Ì

η A

�&89�@#7��ÏR69�	8x5a�$t�Û��xÏR89��y��R�R��vxw�69� �
η
8x~ �

ηR
�R��5u~�v¹y|57��5�w &uÓ78x�;8x5�~�w��R���;��Ï$t�Û789�

é�wzy!{Ý, w���8x5�~$w}~R6a�7y|57��{zy #7��ÏR8 A ����57v�� �$w s 89�R~�Ó�578;�R89vx~$w���5 ��8 η0
y|Ó$�P��89���$Ó7�(� , Ó�5

����Ó7�?�Pv9���pt�{�8���8
L
��8

B
�&8x{}{�8;tb8xÓ�~ /x~$ÏR8p5[y|~$Ó�ÏR8x{}{�8x�;8x5�~né�Ó78;v9���p�;8a��89vx~$w���5 ��8

(ηR)0
y|Ó$�P��89���$Ó7����8

L
8x~

cn(η, s) = e(ηR, s) ∈ H2n(B,L,Z)
' �+�6$&���
�"/@2��*�������%� > �8���

1+i√
2

� � > /0� � 2 � �"$&� > ��/ ��� 1+ i
(-'6��/0� ��� (-��1�! 1*�������34+�8��2-��� > �3������� ��/@���

(1 + i)XC

1 � /;���A�B')��/0�
� > � � ��2�� ��� > ��/0�"�"� >&% /0��� � / ��/0�+��2 � ��2�1 2-� � 9 > �&')�&���! )2
�8�
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��8xé´8x57��57�÷y|Ó�v¹y��!� , Ó�5 #7��ÏR6�é´89vx~R��Ï$w�8x{�ÏR698x{���Ï$w�8x5u~R6
ξ : E → B

��8�Ï�y|5��
n A ����Ó7��tU��Ó�é´��57��y|{���ÏR����6�#75�w}Ï��R��5Üv9���pt�{�8���w-#[6 ξC y|w}57�$w &uÓ78G{�8JÏR6¹y|{}w-#[6 (ξC)Ry����R�uvxw�6 A ��y|t�tb8x{���57�V{�8�{�8x�p�;8G�$Ó�w}é>y|5�~G:

�h791�1 7 E � � � � � ��� < � � � -0791�1 7 '�� �0f � � � �*Ì � �ÈÅRÆ
(ξC)R

ÌÊÇÈÎ;ÉzÇ9Ù�á;Ù�ÅÝØ���Ì �
ξ ⊕ ξ

Ø�×�ÅGÚ�ÍÜÉzÇ9Ù�á;Ù�ÅPØ ��ÉúÇÊá²Ì �9ÚuÉ&Ø]Å$ÆÈÇ9ÌÈÅÈç|Ì ��� Ù>ÅÊÉÝÌÈÍ[ÎÝ×>Î�É�Ù�Í¯Ù�Ú �}×aÅ$ÌxÍ7ç|ÌÈÅÊÇ9ÌJÇÈÚuÉâç¤×�Í]Î
�9Ú�Ì n(n−1)

2

ÇxÙ�É�ÎUØ�×>ÉúÅJÙ>Ú�Éúá�Ø�×>ÉúÅ�ÅRÌÊÇÝØ7Ì2�9Î�Éâç|ÌÈá²ÌÈÍ[Î �
��y;t�ÏR8xÓ�é´8X��8Gv98J{�8x�p�;8Jt�ÏR�¹é�w�8x5�~�t�Ï$w}57vxw}t[y|{�8x�;8x5�~(��Ó/vRÛ[y|5��´8x�;8x5�~(��8G�[y��R8

��8
R2n 8x5�é´�¹è�y|5u~p{zy��[y���8²v¹y|57��5�w &uÓ78 (e1, . . . , e2n)

�$Ó�Ï
(e1, en+1, . . . , en, e2n)

A
��w}57�$w]Ó�578��R89vx~$w���5

s
��Ó

S2n−1 � #7��ÏR6 ((ξC)R)0
y|Ó$�P��89�R�$Ó7��� , Ó�5!�R��Ó7� �Pv9���pt�{�8���8

L��8
B
��6�#75�w}~XÓ�578²��89vx~$w���5

s′
��Ó+#7��ÏR6²8x5 �$t�Û��xÏR8

(ξ ⊕ ξ)0
t[y|ÏJv�Û[y|5��´8x�;8x5�~p��8

�[y���8 A
����Ó7��tU��Ó�é´��57�!�Xt�ÏR69��8x5�~���6x�;��5u~$ÏR8xÏ�{�8�~$Û769��Ï"�x�;8J�$Ó�w}é�y|5u~G:

���#+9>&)��91�7 E � � � e � � Ù�ÉâÎ
ξ
ÚuÍ � �ÈÅ$Æ�ç|Ì2�9ÎÝÙ>ÅÊÉÝÌ ��ÅRÆRÌ �VÙ�ÅÈÉ�ÌÈÍ]ÎPÆ�Ë�Ì÷Å$×�Í��

2k
Ì9Î�ÇxÙ�É�Î

X
ÚuÍbÌ/Ç9Ì2�9Î�É�Ù�Í Ë>Ú � �xÅ$Æ ÌÈÍ ÇÝØ ��
ÈÅ$ÌÈÇ

ξ0
×�Ú���ËuÌÊÇ�ÇÈÚ�Ç¯Ë � ÚuÍ Ç9Ù�Ú�Ç$�$�RÙ>á�Ø �}Ì$àuÌ

L
ËuÌ

B
� ��×

2k ������ � ���}×|Ç�Ç¹Ì�Ë�Ì ����ÌÈÅÈÍ Å$Ì �}×>Î�Éâç|Ì3×�Ú
S4k−1 �	� �ÈÅRÆ

(ξC)0
ÌxÎ � �}×/Ç¹Ì2�9Î�É�Ù�Í

��Ù�á�Ø��}ÌRà�É � ÆRÌ
XC

ç|ÆÈÅÈÉ ��Ì

c2k(ξC, XC) = (−1)ke(ξ,X) ∪ e(ξ,X) ∈ H4k(B,L;Z)

( ),7.ab@d7 � ����Ó7��y9é´��57�¬éuÓ &uÓ78Ü{zy �R89vx~$w���5
X
w}57��Ó�w���y|w�8x5u~¬��8xÓ$� ��89vx~$w���57�

t�ÏR6ÈÒ�6xÏR6989�
XC

8x~
(1 + i)XC

��8
(ξC)0

y|Ó$�P��89�R�RÓ7����8
L A ��8nt�{}Ó7���bv989�G��8xÏ$5�w �xÏR89�����5�~VÛ7���;��~R��tU89������57v

c2k(ξC, XC) = c2k(ξC, (1 + i)XC).

��y;�R89vx~$w���5
(1 + i)XC

w}57��Ó�w}~�5[y|~$Ó�ÏR8x{}{�8x�;8x5�~�{zyp�R89vx~$w���5
X ⊕X

��Ó #7��ÏR6G8x5
�Rt�Û��xÏR89��y��R�R��vxw�6B��{zy��R���p�;8���8 g�Û�w}~$578xè

ξ⊕ξ y|Ó$�P��89�R�$Ó7����8 L A ��wzy�{�8 ~$Û769��Ï"�x�;8< A L7A ?;8x~�{�8�{�8x�p�;8G< A ? A H$��57��Ó7������~R8x57��57�

c2k(ξC, (1 + i)XC) = e((ξC)R, (1 + i)XC)

= (−1)
2k(2k−1)

2 e(ξ ⊕ ξ,X ⊕X)

= (−1)ke(ξ,X) ∪ e(ξ,X).

Ñ^y|Ï�v9��57�R6�&�Ó78x5u~��
c2k(ξC, XC) = (−1)ke(ξ,X) ∪ e(ξ,X) A

2

�������
	����� E� �� � � 
���w�8x5�~
X
8x~
Y
��8xÓ$� �R89vx~$w���57�Jt[y|Ï$~$w�8x{}{�89�n��8

ξ0
y|Ó$�P��89�R�$Ó7�

� , Ó�5 �R��Ó7�?�Pv9���pt�{�8���8
L
��8

B A ��{���ÏR�!{zy ��89vx~$w���5 X ⊕ Y
��Ó #7��ÏR638x5 �$t�Û��xÏR89�

(ξ ⊕ ξ)0
��6�#75�w}~�Ó�578(�R89vx~$w���5¬��Ó #7��ÏR6G8x5��$t�Û��xÏR89��y��R���uvxw�6D�

ξC
y|Ó$�P��89�R�$Ó7����8

L
�

J>=



&uÓ78�{Ý,-��5;tU8xÓ�~	57��~R8xÏ
X+ iY

�´8x~'&�Ó�w[89�R~0w}57��Ó�w}~R8Vt[y|Ï�{Ý,�y|t�t�{}w�v¹y|~$w���5÷�$Ó�w}é>y|5�~R8V�7y|57�
{�89�B#7��ÏR89�G:

R2k ×R2k → C2k

(x, y) 7→ x+ iy.

��{���ÏR��{Ý,-���7�$~$Ï$Ó7vx~$w���53t�Ï$w}�²y|w}ÏR8%�nt�ÏR��{���5��´8xÏ
X + iY

�X~R��Ó�~R8�{zyX�[y��R8
B
é´6xÏ$w-#[8²:

c2k(ξC, X + iY ) = (−1)ke(ξ,X) ∪ e(ξ, Y ).
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� �C� � �����
 � � ���� � ��� 	 � 
 �#��

��y|57� �-� ~ � �|� ~$w}è�y|Ûp��6�#75�w}~0Ó�578�8���~R8x57�$w���5pv98x5�~$Ï�y|{�8���ÓX�>ÏR��Ó�tU8���8 ��w-, 69��~R��t�w�89�
Mg
�>Ï���v98Gy|Ó$�¬< ��Ò�Ï�y|�pw}5��´����89���²y|t�t�w}5��²~R��ÏR89�

0 → Z → M̂g → Mg → 1 (?)

��� M̂g
89�$~({Ý,-8x57�R8x�J��{�8a��89�Jv9��Ó�t�{�89�

(ϕ, αϕ)
y¹é´89v

ϕ
6x{�6x�;8x5u~X��8 Mg

8x~
αϕ
< �

Ò�Ï�y|�pw}5��¬�$Ó�Ï�{�8;�²y|t�t�w}5���~R��ÏR8
Tϕ
A ��y|t�tU8x{���57�D&uÓ78n{zy÷57��~$w���5 ��8;< ��Ò�Ï�y|�pw}5��389�$~

6�&uÓ�w}é>y|{�8x5�~R8%�n{zyX57��~$w���5/��8
SU

�Ýt[y|Ï�y|{}{�6x{}w���y|~$w���5 A
Ñ0Ó�w��"&uÓ78�{�89���²y|t�t�w}5��;~R��ÏR89���R��5�~���89� H �Ýé�y|Ï$w�6x~R69����Ï$w�8x5�~R6989����y|57� �b��ÏR� �7{�8

σ
�Ýw}5ué�y|Ï$wzy|5u~���6�#75�w}~0Ó�578 ÏR6x~$Ï�y�vx~$w���5;t�ÏR6ÈÒ�6xÏR698���8�v98x~$~R8�8���~R8x57�$w���5;v98x5u~$Ï�y|{�8 A � ~$w}è�y|Û
��6�#75�w}~0y|{���ÏR�^Ó�578���89vx~$w���5X8x57�R8x�J��{}w��$~R8�t�ÏR6ÈÒ�6xÏR698 ��8

(?)
��y|t�tU8x{�698�Ç¹Ì2�9Î�É�Ù�ÍaË � ��Î�É��>× �;�

8x~�w}{��;��5�~$ÏR8%&uÓ78�{�8�v9��vxè�vx{�8Gy����R�uvxw�6�89�R~
3τ
���

τ
89�R~�{�8(v9�uvxè�vx{�8���8(./8xè´8xÏ A

��wzy;{zy²�$Ó�Ï�Þ$89vx~$w���53v¹y|57��5�w &uÓ78 Mg,1 → Mg
�[��5Ü����~$w�8x5�~�Ó�578J8���~R8x57�$w���5Üv98x5$�

~$Ï�y|{�8G��8 Mg,1

0 → Z → M̂g,1 → Mg,1 → 1 (?′).
����Ó7��y9é´��57��8x57v9��ÏR8XÓ�578XÏR6x~$Ï�y�vx~$w���5/t�ÏR6ÈÒ�6xÏR698n����5�57698Xt[y|Ï�{�8

σ
�Ýw}5�é>y|Ï$wzy|5�~(8x~�Ó�578

��89vx~$w���5;t�ÏR6ÈÒ�6xÏR698�� ,-� ~$w}è�y|Ûa��8Vv9��vxè�vx{�8�y��R�R��vxw�6
3τ
Ô����

τ
89�$~	é�Ó;v9���p�;8�< �Pv9��vxè�vx{�8

��8 Mg,1
��vÈÒ �-./� G � Õ A

��y|t�tU8x{���57� &�Ó783{Ý, Û7���;���;��Ï$t�Û�w��$�;8
d
��8Ü./��Ï$w}~�y 89�R~÷��6�#75�w(v9���p�;8Ü��w-, 6��

ÏR8x57v98n8x5u~$ÏR8J{�8nv9��vxè�vx{�8
3τ
8x~�Ó�5©v9��vxè�vx{�8X� , w}5�~R8xÏR�R89vx~$w���5�Ô�vÈÒ�t[y|Ï�y|�>Ï�y|t�Û78 G A ? A L Õ A

�n,�y|t�Ï"�9��{�8nt[y|Ï�y|�>Ï�y|t�Û78 G A L � ��5©tb8xÓ�~(89�Rtb6xÏR8xÏD&uÓ78pv98pv9�uvxè�vx{�8p� , w}5�~R8xÏR��89vx~$w���5 �R8
��69vxÏ$w}~å�´69���;6x~$Ï$w &uÓ78x�;8x5�~�v9���p�;8�v9��vxè�vx{�8 y����R�uvxw�66��Ó�578�v98xÏ$~�y|w}578���89vx~$w���5n��8

(?′) A�*yX�;��~$w}é�y|~$w���5¬��8�./��Ï$w}~�yn�7y|57���-./� G�� 89�$~V��8�tU��Ó�é´��w}ÏV����~R8x5�w}ÏVt[y|ÏVv98���wzy|w���Ó�578
��89��vxÏ$w}t�~$w���5��´69���;6x~$Ï$w &�Ó78J��Ó �|v���Ó�Ï �!��8�{Ý, w}5ué�y|Ï$wzy|5u~���8J� y����R��5 A

��y|57��v98Gv�Û[y|t�w}~$ÏR8��[57��Ó7��ÏR8xéuw��$w}~R8xÏR��57��{�89�VÏR69�RÓ�{}~�y|~R����8G./��Ï$w}~�y;6x57��57v969���7y|57�
�-./� G � :�~R��Ó�~�� ,�y|�U��ÏR��57��Ó7��ÏR89��6�#75�w}ÏR��57��{�89�V8���~R8x57�$w���57�Vv98x5�~$Ï�y|{�89�

(?)
8x~

(?′)
8x5

~R8xÏ$�;89�X��8
SU

�Ýt[y|Ï�y|{}{�6x{}w���y|~$w���57�py|w}57�$w &uÓ78p{�8xÓ�ÏR�J��89vx~$w���57�G� ,-� ~$w}è�y|Û A Ñ0Ó�w���� tU��Ó�Ï

J>?



~R��Ó�~n6x{�6x�;8x5�~
ϕ
��8 Mg,1

�*57��Ó7�nv9��57�$~$Ï$Ó�w}ÏR��57�nÓ�578
SU

�Ýt[y|Ï�y|{}{�6x{}w���y|~$w���5 ��w}~R8!��8
./��Ï$w}~�yX��Ó÷�²y|t�t�w}5��p~R��ÏR8�y����R�uvxw�6X:�8x{}{�8���6xtU8x57��Ï�yn� , Ó�5�vRÛ[y|�pt���8�é´89vx~R8xÓ�ÏR� 57��5
�Rw}5��>Ó�{}w�8xÏ

X
�RÓ�ÏJ{zy/�$Ó�Ï1ÒÝy�v98

Σg,1
A ��8x~$~R8÷v9��57�$~$Ï$Ó7vx~$w���5 ��6�#75�w}Ï�y/Ó�578!�R89vx~$w���5 ��8

./��Ï$w}~�y
m̂X
��8

(?′) A �	,-����Þ18x~�t�Ï$w}57vxw}t[y|{^��8Jv98Gv�Û[y|t�w}~$ÏR8X89�R~���8(ÏR8xé�w��$w}~R8xÏ�{�8G~$Û769� �Ï"�x�;8���Ó�v9��vxè�vx{�8�� , w}5u~R8xÏR�R89vx~$w���5¬��8�./��Ï$w}~�yn8x5�~R8xÏ$�;89����8�~$Û769��Ï$w�8�� ,-���7�$~$Ï$Ó7vx~$w���5
8x~�� ,�y|Ó�~R� �Ýw}5�~R8xÏR�R89vx~$w���5¯��8G�$Ó�Ï1Ò�y�v98J� ,-���7�$~$Ï$Ó7vx~$w���5 :[v98(~$Û769��Ï"�x�;8Jé�w��R8%�p�;��5u~$ÏR8xÏ
&uÓ78�{�83v9�uvxè�vx{�8¬y��R���uvxw�6A�©{zy©�R89vx~$w���5 ��8¬./��Ï$w}~�y

m̂X
tU��Ó�Ï

X
89�$~;Ó�5'v9�uvxè�vx{�8

� , w}5u~R8xÏR�R89vx~$w���5/y|Ó3�R8x57�V��Ó�t[y|Ï�y|�>Ï�y|t�Û78 G A ? A L7A
�05$#75��U57��Ó7��é´8xÏ$ÏR��57�0&uÓ78J{�8 �|v���Ó�Ï � ��8X{Ý, w}5�é>y|Ï$wzy|5�~G��8²� y����R��5Ütb8xÓ�~0/x~$ÏR8

t�ÏR��{���5��´6�y|Ó �R��Ó7� �Ý�>ÏR��Ó�tb8 Vg,1 ��8 Mg,1
Ò���Ï$�;6!t[y|Ïn{�89�p��w-,U69���;��Ï$t�Û�w��$�;89� &�Ó�w

y|�>w����R8x5�~0~$Ï$w}é�wzy|{�8x�;8x5�~��$Ó�Ïå{�89�	vRÛ[y|�pt7����8�é´89vx~R8xÓ�ÏR��57��5;�$w}5��>Ó�{}w�8xÏR�	�$Ó�Ï0{zy��$Ó�Ï1ÒÝy�v98 A
��8at�{}Ó7����v98x~XÛ7���;���;��Ï$t�Û�w��$�;8�6x~R8x57��Ó �R8a��69vxÏ$w}~J�´69���;��~$Ï$w &uÓ78x�;8x5�~²v9���p�;8a{�8
σ
�Ýw}5ué�y|Ï$wzy|5u~���8�{zy

SU
�Ýt[y|Ï�y|{}{�6x{}w���y|~$w���5/��8�./��Ï$w}~�y A

Z*>D3d@D7.3d;?/0>D3 � ��y|57�(v98²vRÛ[y|t�w}~$ÏR8��&~R��Ó�~R89�({�89��é�y|Ï$w�6x~R69�Jv9��57�$w���6xÏR6989�G��8xÏR��5�~
ÏR698x{}{�89�Jv9��5�578���89�Xv9���pt[y�vx~R89�X��Ï$w�8x5�~R6989�ny9é´89v²��Ó ��y|57�(�U��ÏR� A %�5 �RÓ�t�tb�>�R8xÏ�y &�Ó78
{�8xÓ�Ï089�$t[y�v98 ~�y|5��´8x5u~�89�$~å�GÓ�5�w7� , Ó�578��R~$Ï$Ó7vx~$Ó�ÏR8 Ï$w�8x�p�²y|5�5�w�8x5�578V8x~@&�Ó78�{�8xÓ�Ï #7��ÏR6
~�y|5��´8x5u~�v9���pt�{�8���w-#[6Ü89�$~!�GÓ�5�w�� , Ó�578Ü�$~$Ï$Ó7vx~$Ó�ÏR8/Û78xÏ$�pw}~$w�8x5�578©8x~÷� , Ó�578¬Ò���Ï$�;8
é´��{}Ó��;8 A 
uw M 89�$~ Ó�578�~R8x{}{�8�é>y|Ï$w�6x~R6�����5÷57��~R8xÏ�y TM

�R��5�89�$t[y�v98�~�y|5��´8x5�~V8x~
µM�Êynvx{zy��R�R8�Ò���57�7y|�;8x5�~�y|{�8 A ��8�t�{}Ó7������5 #
��8�Ó�5¬t�{���5��´8x�;8x5�~���8

Σg,1
�7y|57�

Σg
A

�	��� � ��W]I0QXZ[O�\VQ _^I0Q�W[FUTVKRI HXI0Z f�Fb\�D	�!I0Z HJILHXO 
�0\ Wb\ �XO�I0Z
��y|57�&Ó�5(t�ÏR8x�pw�8xÏ&~R8x�pt7���957��Ó7�*y|{}{���57�&ÏR8xé´8x5�w}Ï�� {Ý,-8���~R8x57�$w���5Gv98x5u~$Ï�y|{�8�v9��57�$~$Ï$Ó�w}~R8

t[y|Ï^� ~$w}è�y|ÛX�7y|57� �-� ~ � :N57��Ó7��{Ý,-8���t�Ï$w}�;8xÏR��57�^w�vxwu8x5J~R8xÏ$�;89�^��8
SU

�Ýt[y|Ï�y|{}{�6x{}w���y|~$w���57�
t�{}Ó�~���~!&�Ó&,-8x5�~R8xÏ$�;89����8G< ��ÒâÏ�y|�pw}5�� A
� ��$ ��$ ¨��^£>¥&��¢�¡W�#��R�¥&�*£>��� ¦Ý¥ �hV �&���5V���¥ �	¥ ��¡ 	 �6� £I����¡Ý¥[¢ ��¥ Mg


���w}~
ϕ
Ó�5�6x{�6x�;8x5�~V��8 Mg

A ��y|t�tb8x{���57�B&uÓ78��R��5÷�²y|t�t�w}5��p~R��ÏR8�89�R~���6�#75�w 8x5
Ó�~$w}{}w��Êy|5�~�Ó�578�v9��5ué´8x5�~$w���5/57��5�Ó7�$Ó78x{}{�8;:

Tϕ = I × Σg/(0,x)∼(1,ϕ(x)).

%�5;tb8xÓ�~�6x��y|{�8x�;8x5�~�{�8�v9��57�$~$Ï$Ó�w}ÏR8 ��t[y|Ï$~$w}Ï���Ó²�²y|t�t�w}5��Jvxè�{}w}57��ÏR8
Cϕ
v9���p�;8

�7y|57�V{zy #7�>Ó�ÏR8*H A G A
Ñ^y|Ï�v9��57�$~$Ï$Ó7vx~$w���5��

Tϕ
89�$~VÓ�578 H �Ýé>y|Ï$w�6x~R6G��Ï$w�8x5u~R698G��y|57���U��ÏR� A %�5�tU8xÓ�~�����57v

v9��57�Rw���6xÏR8xÏ*{Ý,-8x57�R8x�J��{�8 Psu(Tϕ)
��8��R89�

SU
�Ýt[y|Ï�y|{}{�6x{}w���y|~$w���57�VÔ�vÈÒ7t[y|Ï�y|�>Ï�y|t�Û78 G A J´Õ�:

w}{ �¹,�y|�>w}~n� , Ó�5 89�Rt[y�v98!y��;578�y|Ó$�P��89�R�$Ó7�X��8
H3(Tϕ;Z) ' Z A ��y|t�tU8x{���57� &uÓ78;{�8

σ
�Ýw}5ué�y|Ï$wzy|5u~���6�#75�w}~�Ó�578���w Þ$89vx~$w���5¬t�ÏR6ÈÒ�6xÏR698(8x5u~$ÏR8 Psu(Tϕ)

8x~
Z
:

σ : Psu(Tϕ) → Z.

����Ó7��tU��Ó�é´��57����6�#75�w}Ï�{Ý,-8x57�R8x�G��{�8 M̂g
v9���p�;8J�$Ó�w}~(:

JIJ



I × Σg

id

ϕ

Σg

� ����	&H A G�
 ./y|t�t�w}5��;~R��ÏR8 Tϕ tU��Ó�Ï ϕ ∈ Mg
A

) +	��3 /A;?/0>D3 ��2' �2' � ����~R��57� M̂g
{Ý,-8x57�R8x�G��{�8!��89�(v9��Ó�t�{�89�

(ϕ, αϕ)
���

ϕ
89�$~�Ó�5

6x{�6x�;8x5u~²��8 Mg
8x~
αϕ
89�$~nÓ�578

SU
�Ýt[y|Ï�y|{}{�6x{}w���y|~$w���5���Ó �²y|t�t�w}5��¯~R��ÏR8�y��R�R��vxw�6

Tϕ
:

M̂g = {(ϕ, αϕ) / ϕ ∈ Mg, αϕ ∈ Psu(Tϕ)}.
��8x�²y|Ï"&uÓ7��57� &uÓ78 M̂g

89�$~V5[y|~$Ó�ÏR8x{}{�8x�;8x5u~�8x5���w Þ$89vx~$w���5/y¹é´89v Mg × Z
é�wzyX{�8

σ
�Ýw}5ué�y|Ï$wzy|5u~ A
� t�ÏR69�R8x5�~���57��Ó7�åé´��Ó�{���57�0��6�#75�w}ÏåÓ�578�{���w���8��>ÏR��Ó�tb8 �$Ó�Ï M̂g

A Ñ^��Ó�Ï	v98x{zy$�|57��Ó7�
y|{}{���57��57��Ó7��Ï�y|�;8x578xÏVy|Ó$�

SU
�Ýt[y|Ï�y|{}{�6x{}w��Êy|~$w���57����89���²y|t�t�w}5��pvxè�{}w}57��ÏR89��ÏR8x{zy|~$w}é´89�

y|Ó3�b��ÏR� A �0538�, 8x~�� �nÛ7���;��~R��t�w�8Jt�Ï"�9���[w}{*8���w��$~R8�Ó�578(Ó�5�w &uÓ78G��89vx~$w���53��Ó SU(3)
�

#7��ÏR6
P(T(Tϕ)C)

y|Ó$�P��89���$Ó7�n��8 {0} × Σg
:�v9��57�Rw���6xÏR��57�Xv98x{}{�8 	 w}57��Ó�w}~R8at[y|ÏG{zy

��w}ÏR89vx~$w���5 t�ÏR6ÈÒ�6xÏR698a��8
I
8x~GÓ�5 vRÛ[y|�pt ��8pé´89vx~R8xÓ�ÏR�Jv9���pt�{�8���8;57��5 �$w}5��>Ó�{}w�8xÏ

X�RÓ�Ï
Σg
Ô��7y|57�nv98x~p��ÏR��ÏR8NÕ A Ñ^y|Ïpw���8x5u~$w-#[v¹y|~$w���5��	8x{}{�8÷��6�#75�w}~pÓ�578÷�R89vx~$w���5 X̃ϕ

��Ó
SU(3)

� #7��ÏR6
P(T(Cϕ)C)

y|Ó$�P��89�R�$Ó7����8
∂Cϕ

w}57��Ó�w}~R8²:

 t[y|Ï�{�8(vRÛ[y|�pt/��8�é´89vx~R8xÓ�ÏR�V57��Ï$�²y|{^8x5�~$Ï�y|5�~�8x~

X
�$Ó�Ï {0} × Σg

�

 8x~�t[y|ÏV{�8�vRÛ[y|�pt/��8�é´89vx~R8xÓ�ÏR�V57��Ï$�²y|{*�R��Ï$~�y|5�~�8x~

ϕ∗X
�$Ó�Ï {1} × Σg

A

ΣgI × Σg

ϕX X

I

I

I ϕ∗X

��
I
�K&'�Oo��-v��1	��q>f)+�3"��Kv/���K4���&

�� 1)+4��#�!>1	��bo�	q)+�����Kv ���#$ >1��(��[(%��(%�*)+�
I

��� ��	dH A < 
 
�89vx~$w���5¬t[y|Ï$~$w�8x{}{�8 X̃ϕ
��Ó

SU(3)
� #7��ÏR6

P(T(Cϕ)C) A

� � � � , + �&$���� � ��� � � � �"��� � (7� � �B2�1*C��
/ � � �D$ * ��')( 2��B���&( �����&� , > � �"����/@�"/ �&')� ���A�B/0�
2 � / � 2-�&�2�� � , (-���&')/0����� 4��	�8$&� 5 > �D�A�"� � $�� � ��� * ����')/ ��/0�&���
� ��� 5 > �D! ����')� + � > � ')� $&��')( > ��,-�)2 � C�9-��1�����
4��&��� $&�+')( > ��,-/0C
1+:
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Ñ^y|Ïpv9��57�R6�&uÓ78x5�~��^~R��Ó�~R8
SU

�Ýt[y|Ï�y|{}{�6x{}w���y|~$w���5 ��8
Tϕ
y����;8x~nÓ�5 ÏR8xt�ÏR69�R8x5�~�y|5u~

&uÓ�w&t�ÏR��{���5��´8
X̃ϕ
A ��w}57�Rw9�7��6�#75�w}Ï�Ó�578 SU �Ýt[y|Ï�y|{}{�6x{}w���y|~$w���5Ü��8

Tϕ
6�&uÓ�w}é�y|Ó�~ �p��6��

#75�w}Ï�Ó�578
SU

�Ýt[y|Ï�y|{}{�6x{}w���y|~$w���5/��8
Cϕ
ÏR8x{zy|~$w}é´8%�

X̃ϕ
A

�������
	����� ���2' � E � ��y|t�tb8x{���57� &�Ó&,(� Û7���;��~R��t�w�8�t�Ï"�9���xw}{�8���w��$~R8åÓ�5�Ó�5�w &uÓ78	vRÛ[y|�pt
��8Vé´89vx~R8xÓ�ÏR��v9���pt�{�8���8V57��5²�$w}5��>Ó�{}w�8xÏ��$Ó�Ï	{zy��$Ó�Ï1ÒÝy�v98

Σg
A �	5;t�ÏR8x5[y|5�~�{zy���w}ÏR89vx~$w���5

t�ÏR6ÈÒ�6xÏR698���8
I
v9���p�;8�t�ÏR8x�pw�8xÏ�é´89vx~R8xÓ�Ï�����6�#75�w}Ï Ó�5�vRÛ[y|�pt���8�ÏR8xtE�xÏR89��v9���pt�{�8���8

�RÓ�Ï
Cϕ

&�Ó�w&t�ÏR��{���5��´8
X̃ϕ
ÏR8xé�w�8x5�~ �n��6�#75�w}ÏVÓ�578�Û7���;��~R��t�w�8J8x5�~$ÏR8

X
8x~
ϕ∗X
A

��>D/ 8?a5) M̂g
�


���w�8x5�~
(ϕ, αϕ)

8x~
(ψ, αψ)

��8xÓ$� 6x{�6x�;8x5u~R�X��8 M̂g
A ��Û7��w��$w����R��57�J��89�JÏR8xt�ÏR6��

��8x5�~�y|5�~R����8
αϕ
8x~
αψ
����5�5769�Vt[y|ÏV��89�V~$Ï$w}éuwzy|{}w���y|~$w���57��v9���pt�{�8���89�

αϕ,X
8x~
αψ,X��8

Cϕ
8x~
Cψ

&uÓ�w	t�ÏR��{���5��´8x5u~
X̃ϕ
8x~

X̃ψ

ÏR89�$tU89vx~$w}é´8x�;8x5�~ A ��8;ÏR89v9��{}{�8x�;8x5�~n��89�
�²y|t�t�w}5��!vxèu{}w}57��ÏR89��~$Ï$w}éuwzy|{}w���69�

(Cϕ, αϕ,X)
8x~

(Cψ, αψ,X)
��6�#75�w}~�Ó�578�~$Ï$w}é�wzy|{}w���y �

~$w���5;v9���pt�{�8���8���8
Cϕψ

&�Ó�w�t�ÏR��{���5��´8
X̃ϕψ
A ����~R��57� αϕ.αψ

{zy
SU

�Ýt[y|Ï�y|{}{�6x{}w��Êy|~$w���5
��Ó��²y|t�t�w}5��a~R��ÏR8

Tϕψ
&uÓ&,-8x{}{�8(��6�#75�w}~ A

I × Σg

ϕ

I × Σg

ψ

X

I

id

I

X
ϕ∗X

I

I

X

I

X

I

ψ∗X

id

(Cψ , αX,ψ)(Cϕ, αX,ϕ)

Σg Σg

��� ��	DH A H 
 �&��w���8Gv9���ptb�>�$w}~$w���5¬w}5�~R8xÏ$578G�RÓ�Ï M̂g
A

�������
	����� ��2' � ��� ��8���w-,U69���;��Ï$t�Û�w��$�;8
Φ := idI × ϕ

y|�>w}~;�$Ó�Ïn{�8!�²y|t�t�w}5��
vxè�{}w}57��ÏR8

Cψ
y|w}57�$wE&�Ó78V�RÓ�Ï	{zy�~$Ï$w}é�wzy|{}w���y|~$w���5!v9���pt�{�8���8

αψ
A ��89v9��{}{�8xÏ	{�89���²y|t�t�w}5��

vxè�{}w}57��ÏR89�
(Cϕ, αϕ,X)

8x~
(Cψ, αψ,X)

ÏR8xé�w�8x5�~²����57v �/ÏR89v9��{}{�8xÏ
(Cϕ, αϕ,X)

y¹é´89v
(
Φ(Cψ),Φ∗αψ,X

) :7��5�é´��w}~�y|{���ÏR���pw�8xÓ$�¬y|t�t[y|Ï�y|w}~$ÏR8G{�8��²y|t�t�w}5��avxè�{}w}57��ÏR8
Cϕψ
A

��8x~$~R8(v9��57�$~$Ï$Ó7vx~$w���53��6�#75�w}~�Ó�578�{���w&w}5�~R8xÏ$578G�$Ó�Ï M̂g
:

M̂g × M̂g → M̂g(
ϕ, αϕ), (ψ, αψ)

) 7→ (ϕψ, αϕ.αψ)

�05�ÒÝy|w}~���8x{}{�8��GÓ�5�w}~ M̂g
� , Ó�578G�$~$Ï$Ó7vx~$Ó�ÏR8(��8��>ÏR��Ó�tU8;:


 �&8;ÍUÌÈÚ�Î�ÅRÌX89�$~V{Ý,�y|t�t�{}w�v¹y|~$w���5Üw���8x5u~$w}~R6G�JÓ�5�w�8J��8�{zy²vx{zy��R�R8(� , Û7���;��~R��t�w�8X��8
{zyX~$Ï$w}éuwzy|{}w��Êy|~$w���53v9���pt�{�8���8(��8

Tid = S1 × Σg
v9��57�R~�y|5�~R8({�8({���5��²��8

S1 8x~
w}57��Ó�w}~R8Xt[y|Ï�{zya��w}ÏR89vx~$w���5Üt�ÏR6ÈÒ�6xÏR698n��8

S1 8x~�Ó�5©vRÛ[y|�pt¯��8Jé´89vx~R8xÓ�ÏR��v9�����
t�{�8���8�57��5p�$w}5��>Ó�{}w�8xÏ

X
�$Ó�Ï

Σg
A ��8x�²y|Ï"&uÓ7��57� &�Ó78 v98x~$~R8 SU �Ýt[y|Ï�y|{}{�6x{}w��Êy|~$w���5

JIK



I × Σg

I

X
ϕ∗X

I

(Cϕ, αX,ϕ)

I
I

I

ϕψ

(ϕψ)∗X
ϕ∗X ϕ∗X

(Φ(Cψ),Φ∗αX,ψ)

id

I × Σg Σg

������	 H A L 
 ��89��vxÏ$w}t�~$w���5Yy|5[y|{����>Ó78 ��Ó ÏR89v9��{}{�8x�;8x5�~���89� �²y|t�t�w}5�� vxè�{}w}57��ÏR89�
(Cϕ, αϕ,X)

8x~
(Cψ, αψ,X) A

y;Ó�5
σ
�Ýw}5�é>y|Ï$wzy|5�~(5uÓ�{�:[w}{å�¹,�y|�>w}~�����57vJ��8X{zy

SU
�Ýt[y|Ï�y|{}{�6x{}w���y|~$w���5¯� ,-� ~$w}è�y|Û

��Ó��²y|t�t�w}5��²~R��ÏR8
Tid
A


 
���w}~
(ϕ, αϕ)

Ó�526x{�6x�;8x5�~©��8 M̂g
A �&8 �²y|t�t�w}5�� ~R��ÏR8 Tϕ−1

89�$~3��w-, 69� �
�;��Ï$t�Û78ay|Ó¯�²y|t�t�w}5��3~R��ÏR8

Tϕ
�GÓ�5�w���8p{Ý,-��Ï$w�8x5�~�y|~$w���5 w}5�é´8xÏR��8;57��~R6 −Tϕ A�	, ÉâÍ7ç|ÌÈÅÊÇ9Ì�Ë�Ì

(ϕ, αϕ)
89�$~�y|{���ÏR������5�576�t[y|Ï

(ϕ−1,−αϕ)
��� −αϕ

89�$~0{zy
SU

�
t[y|Ï�y|{}{�6x{}w���y|~$w���5;��8

Tϕ−1 ' −Tϕ
����~R8x5�Ó;��8

αϕ
8x5nw}5�é´8xÏR�Êy|5�~ �¤{Ý,-��Ï$w�8x5u~�y|~$w���5

��Ó�t�ÏR8x�pw�8xÏ�é´89vx~R8xÓ�Ï��÷�7y|57��{�89�6#7��ÏR89�GÔ�vÈÒ #7�>Ó�ÏR8*H A ?´Õ A

I × Σg

I

ϕ ϕ∗X

X

I

Σg

X

I

id

����� 	DH A ? 
 ��5�é´8xÏR�R8G� , Ó�5¬6x{�6x�;8x5�~ (ϕ, αϕ) A

�������
	����� ��2' � e � ��8x~$~R8p{���w���8n�>ÏR��Ó�tU8ntU8xÓ�~G6x��y|{�8x�;8x5�~ /x~$ÏR8p��6�#75�w�8²v9���p�;8
�RÓ�w}~�:¹v9��57�$w���6xÏR��57�*{zy L �Ýé>y|Ï$w�6x~R6 Mϕ,ψ

��6�#75�w�8�8x5 G A ? A L Ô���5(tU8xÓ�~&{zy�é´��w}Ï*v9��57�$~$Ï$Ó�w}~R8
v9���p�;8G�7y|57�V{zy #7�>Ó�ÏR8*H A J´Õ A
��{���ÏR�

αϕ.αψ
tU8xÓ�~ /x~$ÏR8���6�#75�w�8 v9���p�;8�{Ý, Ó�5�w &uÓ78

SU
�Ýt[y|Ï�y|{}{�6x{}w���y|~$w���5;��ÓX�²y|t$�

t�w}5��/~R��ÏR8
Tϕψ

~R8x{}{�8 &uÓ78²{zy
SU

�Ýt[y|Ï�y|{}{�6x{}w���y|~$w���5
αϕ + αψ − αϕ.αψ

��6�#75�w�8÷�$Ó�Ï
∂Mϕ,ψ = Tϕ ∪ Tψ ∪ −Tϕ.ψ

��8�t�ÏR��{���5��´8  � Mϕ,ψ

Ô�vÈÒ �-� ~ � ��-./� G � Õ A
�&8/�>ÏR��Ó�tb8 M̂g

89�$~�8x5'��w Þ$89vx~$w���5 y9é´89v Mg × Z
�²y|w��÷5&,-89�$~�y t�Ï$w���Ï$w�t[y��

w������;��Ï$t�Û78�y|ÓJ�>ÏR��Ó�tb8 Mg×Z
�GÓ�5�w���8�{zy�{���wu��8��>ÏR��Ó�tb8�w}57��Ó�w}~R8�t[y|Ï�{zy��$~$Ï$Ó7vx~$Ó�ÏR8

t�ÏR����Ó�w}~ A ��8xtU8x57�7y|5�~��[57��Ó7�V����~R8x57��57��Ó�578��RÓ�w}~R8(8���y�vx~R8G��8��>ÏR��Ó�tb89�

0 → Z → M̂g → Mg → 1 (?).
< � > � ��� � 2��B$&�+���"/@2�1������ � � � > ��� ) +��8��/01���1 I ×Cϕψ

> �3�"�&$���/0�+�D2 � SU(3) ) C�9-��1 I ×T(Cϕψ)C$&�+���A��������� > � > �+��4)2��
I
��� /0�
2 � / ���B(��8� > ������$&� >0> �&')�&��� 2-�&� �"��/,+-/@� > /0��� ��/@���
� $&��')( > ��,-�&� αϕ,X � � �

Cϕ
�*�
αψ,X

� � � Cψ : ! � � > ��� ) +��8��/01���1 I2 × I1 × Σg,1
(7��� (����&�
2-��� > �)�"�&$���/0�+� 2 � SU(3) ) C�9-��1

I2 × T(I1 × Σg,1)
/0��2 � / ����(
�8� > � 2�/ ���&$���/0����(���1�! 1���1&�.2-� I1 ��� X

:

JIM



I × Cϕ I × Cψ

� ^���=v/$o#o��`o��*o�� �0 )+�*v/$>����K&b)+�
I × Σg

I × I × Σg

I × Cϕψ

−I2 × I1 × Σg

� ����	dH A J 
 ����57�$~$Ï$Ó7vx~$w���5¬��8�{zy L �Ýé>y|Ï$w�6x~R6 Mϕ,ψ
A

�	, w}57vx{}Ó7�$w���5
Z ↪→ M̂g

89�R~G��6�#75�w�8a8x5 y��R�R��vxwzy|5�~���{Ý,-8x5�~$w�8xÏ
n
{Ý, Ó�5�w &uÓ78

SU
�

t[y|Ï�y|{}{�6x{}w��Êy|~$w���5���Óa�²y|t�t�w}5��p~R��ÏR8
Tid
��8
σ
�Ýw}5ué�y|Ï$wzy|5u~V6x��y|{��

n A �&8��>ÏR��Ó�tb8 Z ��é�Ó
v9���p�;8n�R��Ó7� �Ý�>ÏR��Ó�tb8X��8 M̂g

�b89�$~�v98x5�~$Ï�y|{�Ô�vÈÒ �-� ~ � Õ�y|w}57�$w
(?)
89�R~�Ó�578X8���~R8x57�Rw���5

v98x5u~$Ï�y|{�8��(��8 M̂g
t[y|Ï

Z A

� ��$ � � �^¥&R�£´¡��#� ������£>¡ � � 	)¥7£ RC� R � R�¦Ý¥ ��¥ � ¥ � ¥7�
�&8

σ
�Ýw}5�é>y|Ï$wzy|5�~���6�#75�w}~VÓ�578�ÏR6x~$Ï�y�vx~$w���5¬t�ÏR6ÈÒ�6xÏR698(��8�{Ý,-8���~R8x57�$w���5¬v98x5�~$Ï�y|{�8

(?) A��{ w}57��Ó�w}~V5[y|~$Ó�ÏR8x{}{�8x�;8x5u~�Ó�578(��89vx~$w���5¬8x57�R8x�G��{}w��R~R8�t�ÏR6ÈÒ�6xÏR698²:
) +	��3 /A;?/0>D3 ���0'�� � � %�5©y|t�tU8x{}{�8!Ç9Ì��9Î�É�Ù>Í Ë � ��Î�É��>× �¬{zy÷�R89vx~$w���5¯��8

(?)
��6�#75�w�8p8x5

y����R�uvxwzy|5u~��¬~R��Ó�~;6x{�6x�;8x5u~
ϕ
��8 Mg

{zy
SU

�Ýt[y|Ï�y|{}{�6x{}w���y|~$w���5�� ,-� ~$w}è�y|Û
αϕ,0

��Ó
�²y|t�t�w}5�� ~R��ÏR8

Tϕ
�	w A 8 A {Ý, Ó�5�w &�Ó78 SU �Ýt[y|Ï�y|{}{�6x{}w��Êy|~$w���5'��8

Tϕ
y9è�y|5u~

σ
�Ýw}5�é>y|Ï$wzy|5�~

5uÓ�{�:

s0 : Mg → M̂g

ϕ 7→ (ϕ, αϕ,0).

���#+9>&)��91�7 ��2' � ����� � ; ��� � ��Ì � �$�RÙ � �����}Ì
c0
×|Ç�Ç9Ù �xÉÝÆ � �}×3Ç9Ì2�9Î�É�Ù�Í�Ë�� ��Î�É��´× �

s0ÌÈÇÈÎ�Æ �´× �+�
3τ
Ù �

τ
ÌÊÇxÎ0��Ì �RÙ � � ����ÌpË�Ì �ÜÌ ��ÌÈÅ��*É � ç|ÆxÅÊÉ ��Ì

c0(ϕ,ψ) = 3
ÇÈÉ ��Í Mϕ,ψ =: 3τ(ϕ,ψ) ∀ϕ,ψ ∈ Mg.

�*Ì ��Å$Ù�Ú¹Ø7Ì M̂g
ÌÈÇÈÎ�ÉzÇ9Ù�á;Ù�ÅPØ ��Ì!×�Ú �>Å1Ù�ÚNØ�Ì Mg × Z

áXÚ�Í7É�ËuÌ�� × �}Ù�É�ÇÈÚuÉâç¤×�Í[ÎPÌ �
Ø�Ù�ÚuÅJÎÝÙ�Ú�Î

(ϕ, n)
ÌxÎ

(ψ,m)
Ë�×�Í�Ç Mg × Z

�

(ϕ, n).(ψ,m) = (ϕψ, n +m+ 3
ÇÊÉ&��Í Mϕ,ψ).

" � ��(
(7� > ���
� 1 � � >&% ��$*��/@��� 2�� cMg

� � � Z

$&���
�"/@2�1���1�� �&�A� >�% �8$���/0�+���"��/,+ / � > �+:

P =



� � +T7$� 7 -A4  5)^79a#@D7 � 
���w�8x5u~
(ϕ, αϕ)

8x~
(ψ, αψ)

�7y|57� M̂g
A ����57�$w���6xÏR��57�

��89� L �Ýé>y|Ï$w�6x~R69����Ï$w�8x5�~R6989� Wϕ
8x~
Wψ

��8��b��ÏR�
Tϕ
8x~
Tψ
ÏR89�$tU89vx~$w}é´8x�;8x5�~ A ����~R��57�

W ′ {zy L �Ýé�y|Ï$w�6x~R6p����~R8x5uÓ78;t[y|Ï�ÏR89v9��{}{�8x�;8x5�~X��8 Wϕ
�
Wψ
8x~ −Mϕ,ψ

{�8X{���5��¬��89�
�²y|t�t�w}5��3~R��ÏR89�

Tϕ
8x~
Tψ
A ��{���ÏR� W ′ 89�$~GÓ�578 L �Ýé�y|Ï$w�6x~R6a��Ï$w�8x5�~R698a��8;�U��ÏR� Tϕψ AÑåy|Ï�v9��57�R6�&uÓ78x5�~��

σ(Tϕψ, αϕ.αψ) =< p1(TW
′, αϕ.αψ) , µW ′ > − 3

�$w}�>5
W ′.

Wψ
Wϕ

Tϕψ

−Tϕ −Tψ −Mϕ,ψ

����� 	DH AQP 
 ����57�$~$Ï$Ó7vx~$w���5/��8 W ′ A

�X,�y|t�Ï"�9��{zy�ÏR8x�²y|Ï"&�Ó78 H A G A L �9{Ý,-���7�$~$Ï$Ó7vx~$w���5 ��t�ÏR��{���5��´8xÏ αϕ.αψ �
W ′ �R80v9��57v98x5u~$ÏR8

�RÓ�Ï
Wϕ
8x~
Wψ

:

< p1(TW
′, αϕ.αψ) , µW ′ >=< p1(TWϕ, αϕ) , µWϕ > + < p1(TWψ, αψ) , µWψ

> .

�X,�y|t�Ï"�9��{�8�~$Û769��Ï"�x�;8G� ,�y�����w}~$w}é�w}~R6G��8��$w}�>5[y|~$Ó�ÏR8G��8(���Néuw>:´�NéE�
�Rw}�>5

W ′ =
�$w}�>5

Wϕ +
�$w}�>5

Wψ − �$w}�>5 Mϕ,ψ.

Ñ^y|Ï�v9��57�R6�&�Ó78x5u~��

σ(Tϕψ, αϕ.αψ) = σ(Tϕ, αϕ) + σ(Tψ , αψ) + 3
�$w}�>5 Mϕ,ψ.

2

� ��$ � � ¨��^£>¥&��¢�¡W�#��R�¥&�*£>��� ¦Ý¥ �hV �&���5V���¥ �	¥ ��¡ 	 �6� £I����¡Ý¥[¢ ��¥ Mg,1

��wzy;{zy²�$Ó�Ï�Þ$89vx~$w���5Üv¹y|57��5�w &�Ó78 Mg,1 → Mg
��6�#75�w�8J8x5 G A G �]{Ý,-8���~R8x57�$w���5Üv98x5$�

~$Ï�y|{�8
(?)
��8 Mg

w}57��Ó�w}~VÓ�578(8���~R8x57�$w���5¬v98x5u~$Ï�y|{�8G��8 Mg,1
:

0 → Z → M̂g,1 → Mg,1 → 1 (?′).

�&8��>ÏR��Ó�tU8 M̂g,1
89�$~�y|{���ÏR� ��6�#75�wUv9���p�;8�{Ý,-8x57�R8x�J��{�8���89��v9��Ó�t�{�89�

(ϕ, αϕ)
���



ϕ
89�R~�Ó�5¬6x{�6x�;8x5�~���8 Mg,1

�


αϕ
89�R~�Ó�578J
�� �Ýt[y|Ï�y|{}{�6x{}w��Êy|~$w���53��Ó��²y|t�t�w}5��;~R��ÏR8

Tϕ
�


 8x~V���
ϕ
89�$~�{Ý,-8���~R8x57�Rw���5¬��8

ϕ
�

Σg
t[y|Ï�{Ý, w���8x5�~$w}~R6G�RÓ�Ï�{�8���w��"&�Ó78 A

P G



��yn{���w&��8��>ÏR��Ó�tU8(�$Ó�Ï M̂g,1
89�$~V����5�57698Gt[y|Ï(:

M̂g,1 × M̂g,1 → M̂g,1(
(ϕ, αϕ), (ψ, αψ)

) 7→ (ϕψ, αϕ.αψ)

���
αϕ.αψ

89�R~�{zy
SU

�Ýt[y|Ï�y|{}{�6x{}w���y|~$w���5/��8
T
ϕψ

��6�#75�w�8Jv9���p�;8�t�ÏR69v969��8x�p�;8x5�~ A
��8x�²y|Ï"&uÓ7��57� &�Ó78�{�8

σ
�Ýw}5ué�y|Ï$wzy|5u~���6�#75�w}~V6x��y|{�8x�;8x5�~�Ó�578�ÏR6x~$Ï�y�vx~$w���5¬t�ÏR6ÈÒ�6xÏR698

��8
(?′) A %�5©tU8xÓ�~Gy|{���ÏR�(��6�#75�w}ÏG��8n{zy!��/x�;8p�²y|5�w �xÏR8pÓ�578p��89vx~$w���5¯� ,-� ~$w}è�y|Û ��8

(?′)
:[�R��5¬v9��vxè�vx{�8Xy��R�R��vxw�6(�R8xÏ�yp6x��y|{�8x�;8x5u~�6x��y|{ �

3τ
���3{�8Gv9��vxè�vx{�8(��8J.38xè´8xÏ

τ89�R~�éuÓ�v9���p�;8(v9��vxè�vx{�8(��8 Mg,1
A

Ñ^y|Ï({zy!�$Ó�w}~R8��UtU��Ó�Ï�~R��Ó�~
ϕ
�7y|57� Mg,1

�U��5©57��~R8xÏ�y
Tϕ := Tϕ

8x~(��5Üt[y|Ï${�8xÏ�y
��8��²y|t�t�w}5��a~R��ÏR8Gy��R�R��vxw�6D�

ϕ A

�	���
SU

� �nT�FUTVKRK��0KRO�Z[T W]O�\VQ HJI � \�FUO1W]T HJI0Z cdT�� �nORQXf W]\�FUI0Z
�&8(��Ó�~���8Gv98(t[y|Ï�y|�>Ï�y|t�Û78X89�$~���8(v9��57�$~$Ï$Ó�w}ÏR8Gtb��Ó�Ï�~R��Ó�~�6x{�6x�;8x5�~

ϕ
��8 Mg,1Ó�578

SU
�Ýt[y|Ï�y|{}{�6x{}w���y|~$w���5Jt�ÏR6ÈÒ�6xÏR698	��8

Tϕ
�¹y|Ó�~$ÏR8 &�Ó78å{zy

SU
�Ýt[y|Ï�y|{}{�6x{}w���y|~$w���5X� ,-� ~$w}è�y|Û��

y #75 ��8;��6�#75�w}ÏGÓ�578²57��Ó�é´8x{}{�8²�R89vx~$w���5 ��8
(?′) A .Üy|w��Jy9é>y|5�~Xv98x{zy$��6x~$Ó7��w���57�J{Ý,-8x5$���8x�G��{�8(�	89vx~

(Σg,1)
��89��vx{zy��R��89��� , Û7���;��~R��t�w�8X��89��vRÛ[y|�pt7����8�é´89vx~R8xÓ�ÏR��~�y|5��´8x5�~R�

57��5��Rw}5��>Ó�{}w�8xÏR�V�$Ó�Ï
Σg,1

y|w}57�$w &uÓ78�{Ý,�y�vx~$w���5¬��Ó��>ÏR��Ó�tb8���8���w-, 69��~R��t�w�89� Mg,1
�$Ó�Ï

�	89vx~
(Σg,1)

A

� � ����$ ¨X£IV��	¥ �	¥[¢[R�¦W� ¢�¢|¥[¢ ��� 	��#��� £I����¡Ý¥[¢ ��¥[¢*R 	��F� ��¢ ��¥c *¥&R�£>¥&V	��¢
£I�"� �&¥&�*£´¢S�h�#�m¢�¡�� �5V�¦P¡P¥7��¢÷¢ V	�

Σg,1

%�5!�$Ó�t�tU�>�R8xÏ�y(t[y|Ï�{zyJ�$Ó�w}~R8 &uÓ78V~R��Ó7��{�89��vRÛ[y|�pt7� ��8Vé´89vx~R8xÓ�ÏR��57��5÷�$w}5��>Ó�{}w�8xÏR�
�RÓ�Ï

Σg,1
�R8xÏR��5�~ #
��69�V�RÓ�Ï�{�8��b��ÏR�

∂Σg,1
A

����~R��57�0�	89vx~
(Σg,1)

{Ý,-8x57��8x�G��{�8V��89�	vx{zy����R89�0� , Û7���;��~R��t�w�8V��89�	v�Û[y|�pt7�	��8 é´89v��
~R8xÓ�ÏR��57��5¬�$w}5��>Ó�{}w�8xÏR���$Ó�Ï

Σg,1
A ��{&89�$~V�JÓ�5�w*� , Ó�578J�$~$Ï$Ó7vx~$Ó�ÏR8G� ,-89�$t[y�v98Jy��;578Jy|Ó$�

��89���$Ó7�0��8
H1(Σg,1;Z)

��8 {zy��²y|5�w �xÏR8V�$Ó�w}é>y|5�~R8(:>����w�8x5�~
X
8x~
Y
��8xÓ$�pvRÛ[y|�pt7����8

é´89vx~R8xÓ�ÏR��57��5��$w}5��>Ó�{}w�8xÏR���RÓ�Ï
Σg,1
A �P{��V��6�#75�w����R8x5�~VÓ�578���89vx~$w���5 SX,Y ��Ó S1 � #7��ÏR6

(I ×TΣg,1)0
y|Ó$�P��89�R�$Ó7�V��8

∂(I × Σg,1)
w}57��Ó�w}~R8�t[y|Ï



X
�$Ó�Ï {0} × Σg,1

�


Y
�$Ó�Ï {1} × Σg,1

�

 8x~

X|∂Σg,1 = Y |∂Σg,1

�$Ó�Ï
I × ∂Σg,1

A

�	,-���7�$~$Ï$Ó7vx~$w���5��©t�ÏR��{���5��´8xÏ
SX,Y

�Ü~R��Ó�~
I × Σg,1

89�$~pÓ�578�vx{zy��R��8�� ,-�0Ó�{�8xÏ
ÏR8x{zy|~$w}é´8

e(I ×TΣg,1, SX,Y ) ∈ H2(I × Σg,1, ∂(I × Σg,1);Z).

P <



%�5/{}Ó�w	y��R�R��vxw�8(Ó�5©6x{�6x�;8x5�~
eX,Y

��8
H1(Σg,1;Z)

��6�#75�wåé�wzy;{�89��w��R���;��Ï$t�Û�w��$�;89�
�RÓ�w}é�y|5u~R�(:

e(I ×TΣg,1, SX,Y ) ∈ H2(I × Σg,1, ∂(I × Σg,1);Z)

��� �
	
�
��������� �

�
�
	 �
���

��
DP (e(I ×TΣg,1, SX,Y )) ∈ H1(I × Σg,1;Z)

p∗

��
eX,Y ∈ H1(Σg,1;Z)

���
p
89�R~�{zynt�ÏR�|Þ189vx~$w���53v¹y|57��5�w &�Ó78

p : I × Σg,1 → {0} × Σg,1
A

%�5 tb8xÓ�~pw}5u~R8xÏ$t�ÏR6x~R8xÏ
eX,Y

v9���p�;8÷{�8¯Ë�Æ��x×�Ú�ÎGË � ��Ù�á;Ù>ÎÝÙÈØ]É�Ì3ÌÈÍ[Î�ÅRÌ
X
ÌxÎ
Y A+�69���;6x~$Ï$w &�Ó78x�;8x5u~��7v98x{zyn�$w}�>5�w-#[8 &�Ó78�{Ý,-��5÷tU8xÓ�~�t�ÏR��{���5��´8xÏ

SX,Y
8x5���8xÛ7��ÏR��� , Ó�5

é´��w��Rw}5[y|�´8�� , Ó�578 �|v9��Ó�Ï$�U8 � ,-���7�$~$Ï$Ó7vx~$w���5��
KX,Y

&uÓ78�{Ý,-��5ntU8xÓ�~^�$Ó�t�tU�>�R8xÏ^t�{���5��´698
�7y|57��Ó�578�v9��t�w�8���8

Σg,1
�V{Ý, w}5�~R6xÏ$w�8xÓ�Ïå��8

I×Σg,1
:¹é�Ó78	�7y|57��v98x~$~R8�v9��t�w�8��N{zy�v9��Ó�Ï$�U8

KX,Y
y|Ó�Ï�y;y|{���ÏR��tU��Ó�Ï�vx{zy��R�R8�� , Û7���;��{����>w�8

eX,Y
A

v/$4������*)�� ��1&'����41v ���#$ 
KX,Y

I × Σg,1
Σg,1 X Y

$&� � ��97�.2 % �+9��A�"� � $���/0���+ � � 2����
� {0} × Σg,12���$ > �8�"�"� 2 % * �+')� > �+4+/0�
p

eX,Y

����� 	DH A K 
�� 5�~R8xÏ$t�ÏR6x~�y|~$w���5/�´69���;6x~$Ï$w &�Ó78J��8
eX,Y
A

�������
	����� �� E �2' �� ��w}~ V =
⋃

p∈KX,Y

Dp
Ó�5 é´��w��$w}5[y|�´83~$Ó���Ó�{zy|w}ÏR8©��Ï$w�8x5�~R6Ü��8

KX,Y
�7y|57�

I ×Σg,1
���

Dp
89�R~�Ó�5÷tU8x~$w}~ ��w�� &�Ó78�v98x5�~$ÏR6�8x5

p ∈ KX,Y
8x~�57��Ï$�²y|{

�
KX,Y

A�� {���ÏR���åt[y|Ï²����#���w}~$w���������{��-���7�$~$Ï$Ó7vx~$w������x~;t[y|Ïa��Ó[y|{}w}~��¬����Ñ^��w��7v¹y|Ï����
�7��Ó7��y9é´���7�V{����x��y|{}w}~��J�$Ó�w}é>y���~����

< e(I ×TΣg,1, SX,Y ), [Dp] >= eX,Y .[Dp] = 1 ∀p ∈ KX,M .

�h791�1 7 �� E� E� � Ù>É�ÌÈÍ]Î
X
�
Y
ÌxÎ
Z

� � ��×�á�Ø[ÇpË�ÌXç|Ì��9ÎPÌÈÚ�Å�Ç;Í]Ù>ÍÜÇÊÉâÍ���Ú��¶ÉÝÌÈÅÊÇGÇÊÚ�Å
Σg,1

� � � Ù�ÅÊÇ

eX,Z = eX,Y + eY,Z
Ì9Î

eX,Y = −eY,X .

P H



( ),7.ab@d7 ��� ���������	�	
 &��������
���������� ������� ������
�����������������
 ����� �!��
���������� �
" ���#�!
$�����!���#�%���&��� " �	
$��� SX,Z �'� S1 � ##(���� (I×TΣg,1)0

�)�$�*�����+�	�#�%���
∂(I×Σg,1) ,-&���!���#�

I1 = [0, 1
2 ]

���
I2 = [12 , 1]

� ���.�!���#�?�/
��������	���)��� ���&���
I , ��
��

KX,Y
����� " �����	(��0���1��(#�	�	�	� " �	
$���2�	
��3��� ��4 ���	��� �0��� Σg,1

����� " ���3������$����5 � ���#���#� {1
4} × Σg,1 ⊂ I1 × Σg,1 ,76 � "+8 �)�3�9���3� � " �������!�:�+����5 �
��� SX,Y ;�<� " ���3���0� � " �	
$���=�'� S1 >@? (���� (I1 × TΣg,1)0

�)� > �����+�	�#�A��� ∂(I1 × Σg,1) ; ������!���$����5 � �
�B��� 8 ���!�:��� ��� ����
$�!
��C�)5 �D����5E����
 ���:��� KX,Y
� �#���!���#�

sX,Y
�����D������� �

�GF'���
�#�	
$��� ,H �A��I���� ; ���J� ����� " ���#�	
$���������K���L� � " �	
$��� SY,Z �'� S1 >@? (���� (I2 × TΣg,1)0�)� > �����+�	�#�M��� ∂(I2 ×Σg,1)
�)
��#�!
ON���� ����� " �����	(��P���1��(#�	�	�	� " �	
$��� KY,Z

�O����� " ���	���� � " �	
$��� ; ���$����5 � �Q�#���#� {3
4} × Σg,1 ⊂ I2 × Σg,1 , -����!���#� sY,Z ����� �GF'���
�#�	
$�������

SY,Z
�
����� 8 ���!�R��� ��������
$�!
��C�)5 �:����5E����
 ������� KY,Z ,
6 ������� " �	
$���#�S�C�)�	�	
 ����� ��� sX,Y ���

sY,Z
������� " ����� �
�� ; ��� ? ��
$�+�+����R�)
��#�	
T�����P��� " >�	
$���D�'�

S1 >@? (���� (I×TΣg,1)0
�
�K��� 8 ���!�U����� " �����	( ��� KX,Y

���
KY,Z

N���
E���!���$����5 �
SX,Z ,�V �)� " ��� " �
��	�+�)�	
$���B���1��(#�	�	�	� " �	
$��� ; ������(��	
 �
���.������5�)��
����Q�!��
������������

eX,Z = eX,Y + eY,Z

W �����)�!N��#���#�SN����.���D��� " �	
$��� SX,X ���R���!���$����5 � �C�)�	��������� �����
��&X I ×Σg,1
�
�

��������� " �	
$���95E�$��(C�)� � " ���#�	�+���������C�)�D�+�)���O���	�AX I ����� " eX,X = 0 , H ��������5�)��
��������� " �����
����� ; ��� �
� �����'��
��RN���
eX,Y = −eY,X ,

2

W �����)�!N��#���#�RN����:� �Q���G4/�)���R��� 8 �������!����
 � eX,Y ���K����� �
�#��N����K���:��� " �����!������ 8 �������!����
 �R��� X ���Y��� " ����� ����� Y Z ���[���S���1���	
 �
���+�)�	
$������� Σg,1 \ , H �]�)���!^�� �  ���G_ ;���`�D����
��Ra�� " � (Σg,1)
��� �����Q�	�	�	� " �	�����Q��� H1(Σg,1;Z) > ���	�C� " �b������� �
�`�O�E�c����

[Y ] = [X] + eX,Y

���
[X]

���
[Y ]
�+����.� ��� " �����+��������� X ���

Y
�#���#�.a�� " � (Σg,1) ,

� � ��� � �SR<d�eW�5� � V �gf��#V ��h$�ih �je
	 �6�gd � �je/hlk Mg,1

k V[f ��hDR<d
(Σg,1)

6 �i5E�!����� �M���j�'
nm������!����
 ��� Mg,1
�)5E
��Y�	���o� ��� "+8 �)�3�#�%���i� � " �������!�Y���j����4/��p�����!��
������������

) +	��3 /A;?/0>D3 �� E � ���  ��
��
X
��� "!8 �)�3�=����� � " �������!� �#���q�	
���5E����
 ���A�	��� Σg,1

���
�+��
��

ϕ
������� �����
��j��� Mg,1 ; � � "!8 �)�3�����M� � " �������!� �#�����!
���5E����
 ��� ϕ∗X

���	�[��� ? ��
�C�)�
(ϕ∗X)x = Tϕ−1(x)ϕ(Xϕ−1(x)) ∀x ∈ Σg,1.

r ���	���P� " �	
$��� ���	� " �s�E�)�	
�����������T�����j�!���#� ��� �����
��!� ϕ ���
ψ
��� Mg,1 ; ���j�T������!����� "!8 �)�3� ���P� � " �������!� �#�����	
���5E����
 ��� X �	��� Σg,1 ;

(ϕψ)∗X = ϕ∗(ψ∗X).

P,L



�h791�1 7 ��� E� e�� �������
ϕ ���
	 � 	����� ���  Mg,1  ������� �� � X  � Y � ���� � ��� ��� �� ��� � � ���� � � � � ��� � � � � � �� ��� ��� Σg,1

� � � � � �

eϕ∗X,ϕ∗Y = ϕ∗(eX,Y ) ∈ H1(Σg,1;Z).

( ),7.ab@d7 � r ���#�	
$�����!���#�[���P��� " �	
$��� SX,Y �'� S1 >@? (���� (I×TΣg,1)0
�)� > �����!�	�#����

∂(I ×Σg,1) , -&���!���#� Φ
� �:�'
nm����������	� 8 
$�	���:��� I ×Σg,1

��� ? ��
7�C�)� idI ×ϕ
�


�� �)5E
����	�������3��� " �	
$��� SX,Y ���
Φ∗SX,Y = Sϕ∗X,ϕ∗Y ,V �)�R4 ��� " �!���	
��)��
���� ; e(I ×TΣg,1,Φ∗SX,Y ) = Φ∗(e(I ×TΣg,1, SX,Y ))

���

eϕ∗X,ϕ∗Y = ϕ∗(eX,Y ) ∈ H1(Σg,1;Z).

2

� �0�������)�!N����:�)�$���!�MN�������]� " �	
$���`��� Mg,1
�����������	� �&� ��� " �����!�����M��� 8 �������!����
 ������ "+8 �)�3�#�.���&� � " �������!� �#���`�	
���5E����
 ���!�.��� Σg,1 ,'V �)� " ���#� ��N���
��� ; � �&5E�!�������P����'
nm������!����
 ��� Mg,1

�)5E
��R�!����a�� " � (Σg,1)
��� " ���	���Q� " �	
$��� ���!�R������� �

ϕ∗Y = ϕ∗X + ϕ∗(eX,Y ), ∀X,Y ∈ a�� " � (Σg,1),∀ϕ ∈ Mg,1.

� �! �� � "$# 
&%('%d*),+.-0/213/7d�/��je*hqh�d4-5/213/213/gf �6-ie k71 h98'f:/ e*k #
W ��������p����#�g�������	�#���i���Y���]� " �	
$���D�'�:5E�!����� �[���[�'
nm������!����
 ��� Mg,1

�	���7a�� " � (Σg,1)�#���#�0� � " ������GF'���BN��
 �#���#��
������������!��� �j� ���
SU > �C�)�+�)��� ����
$�+�)�	
$���#�����������)����
���5�!������� , W��)��� ���$���#��N��� ; �T�����M��� "!8 �)�3�����P� � " �������!� " ���3��� �GF�� �#�����	
���5E����
 ��� X�!���

Σg
���j�O�����

ϕ ∈ Mg,1 ; ��� ? ��
��S����� SU > �C�)�+�)��� ����
$�+�)�	
$���L�'�����)����
���5b�!����� Tϕ�����<
 �
��AX`��� ? ��
��Q����� SU > �C�)�+�)��� ����
$�+�)�	
$���=�'�����)����
���5 "�; ��
��#�'��� Cϕ �������)�	
�� ��X�����K�	�	
���
��)��
$�+�)�	
$��� " ���3��� �GF �DN���K���1��� ���E�)
�� �#����� �
X̃ϕ ; ��< ϕ ���!�.�����GF<���
�#�!
$�������

ϕ
X

Σg
�C�)����� 
$���
��	
����b�	����� �:�'
$�!N���� , 


X
���	�M� � " ���3��� �GF<
 ? �:��� ��� "!8 �)�3� ����� � " �������!�M��� ���$� �#�����!
���5E����
 ��� X �	���

Σg,1 ; �)�$���!� X̃ϕ
���	��� � " ���3��� �GF'
 ? �Q��� ��� "+8 �)�3�����:�����T^���������� ���$�R�	���

∂I × Σg,1 ⊂ Cϕ
���������Q�C�)�������'
���� " �	
$��� �����G4 ����� �D��� I ���

X
�	��� {0} × Σg,1

���
���A�'
���� " �	
$��� �����G4 ����� �Q��� I ���

ϕ∗X
�!��� {1} × Σg,1 ,W �����)�!N��#���#�oN���� ; �	
 X ���

ϕ∗X
�!���� 8 �������!������� ; �)�$���!�o�����j������� � 8 �������!����
 � ;�!�+�)(�
���
$��� ��X�5�)� "!8 ���C�)�D�����'
���� " �	
$���q�����G4 ����� �0��� I ; ��� ? ��
��D�������	�	
���
��)��
$�c�)�	
$����C�)�	��������� �Q���

T(I ×Σg,1) ,�V �����R��(����
��
�������� SO ��� SU > �C�)�+�)��� ����
$�c�)�	
$��� ��� Tϕ ;
��g�!�����R���:���������	�3
������R�����:�	�	
��<
��)��
$�+�)�	
$��� ��� ����� �K��� " ���3��� �GF �Q���
T(I ×D2) ,� �����P�+�)��^
���Q�)�$���!�&Xb���AN�����	�	
$���
=

X
���
ϕ∗X

�+���� > 
��$� 8 �������!��� ���?>7@ ,
HP���#�R�!�����.� �:�����	���Q�'� "!8 �)��
��	��� ; ��� ? F�� X ��� "!8 �)�3� ���K� � " �������!�R�+����5 �
����#��� �	
���5E����
 ���R�	���

Σg,1 ,
V �����b�!����� ��� �����
��� ϕ ��� Mg,1 ; �#���!���#� kX(ϕ) := eX,ϕ∗X ∈ H1(Σg,1;Z) ,H �]�)���!^��j� �.�C�)�+�)5E�+�)� 8 �BA ,DC',FE ; kX(ϕ)

�����	�����R� �R���G4/�)���j��� 8 �������!����
 � �
��	��� X ���
ϕ∗X , -����#����(����
�#���#�P�)
��#�	
7�����Q�)������
 " �)�	
$���

kX : Mg,1 → H1(Σg,1;Z)

G�H



N���
����K����� �
�#�`N���Q���P��� " �����!���:��� 8 �������!����
 �D��� X ,
6 �Q�!�	�	� " �	�����&��� H1(Σg,1;Z) > ���	�C� " �&�������P����a�� " � (Σg,1)

�)
��#�	
TN���R���]� " �	
$����������Q��� Mg,1
�	����a�� " � (Σg,1)


��#�'��
$���
���R���b���!���T�E�	
��	
$��� �	��
��E������
���������
	������������������������� � �:��� ��� � � � � � kX  ��� ���! � � � � � � �
 �.� �  � � ���!� 	 � � ���"� �
� ��� � � � � � #���F%$: Mg,1

� � � H1(Σg,1;Z) &
kX(ϕψ) = kX(ϕ) + ϕ∗kX(ψ) ∀ϕ,ψ ∈ Mg,1.

'  �(� � �*)�� � � � � � � +$: � �  � � � � �-,�� /.0$ � � � H1(Mg,1,H1(Σg,1;Z)) � !$:	 � ���$
� � � $�� �  ��� �!$: X 1

�2��35476(3 �
8  ��
 �
��

ϕ,ψ ∈ Mg,1 ,�9 �9�)������
$N��C����K� ���K� ���3�����K�����K�����'FB�C�)�+�)5E�+�)� 8 �������� " �����
��!� ; ������(��	
 �
�� �
kX(ϕψ) = eX,(ϕψ)∗X

= eX,ϕ∗X + eϕ∗X,(ϕψ)∗X

= eX,ϕ∗X + eϕ∗X,ϕ∗(ψ∗X)

= eX,ϕ∗X + ϕ∗(eX,ψ∗X)

= kX(ϕ) + ϕ∗(kX(ψ)).

H �]�)���!^���� ���C�)�+�)5E�+�)� 8 � EE, : ; kX ���!����� 8 �����������	� 8 
$�	��� " �!��
$��� � " �����	������ " ��� E > " � "�;<" � �K��� C1(Mg,1,H1(Σg,1;Z)) ,
H �]�)���!^��K���`�������)�!N���� A ,FEE, A ; 5 ���������	�	
$N�������
��� ; ����� �����Q� �3����
��b�#���#�K���? 5E����� A ,<;',8  

Y

���	�A���2�)���	��� "+8 �)�3� ����� � " �������!�A�+����5 �
�����#���2�	
���5E����
 ���3�	��� Σg,1�)�$���!�
kY (ϕ) = eY,ϕ∗Y

= eY,X + eX,ϕ∗X + eϕ∗X,ϕ∗Y

= kX(ϕ) + eY,X − ϕ∗eY,X

V �)� " ���#����N����
�� ; � ��� E > " � "�;'" � ��� kX ���
kY
�'
nmT^����
���Q�C�)�D��� " ��(O���!���7
��$�

����R����� " ��I���� " �����!���:��� " � 8 �������$��5E
 �D�#���#� H1(Mg,1,H1(Σg,1;Z)) ,
2

=������
	�����>�������@?7�PH:���#�!ACB � E _ ; B ���	
��+� ���	
���
$� ����� 8 �����������	� 8 
$�!��� " �!��
$���L���D#���	���+� � 
������ ? ��
��Y�����M��� " �	
$�����GF<����
 " 
����M�'� ? (����S� � " �!���	
 ��� I×TΣg,1
�
�A�T�E�+���� �

τX : I × Σg,1 → I ×TΣg,1

(p, t) 7→ (
t, (1 − t)Xp + t(ϕ∗X)p

)
.

E/FHG IKJ�LNMPO2Q<RSJTI*LUI*VKLUI*JXWXR!YKZ ��[\Q]G WX^K_�^#_�^KLNJ�WX`<O�_�RbacLN^#`<O�d
kX

RPOfe�IKQ<^*LNO�g�h�Y/i�aP^jack�a/QlRnm�R
C1(Mg,1, H1(Σg,1;Z))

Z

GTo



���������	��
������������
����	����
���
������ � �	��
��
� �	����� 
��"! �	� �$#�������#��%�	� KX,ϕ� �����&�%�'��
���#��%�	� SX,ϕ∗X

� �������(
 ϕ(KX,ψ) ���������	��
)������������
)�*�	���%


p

I × Σg,1

X ϕ∗X (ϕψ)∗X

ϕψ

��
������ � �	�*
� � KX,ψ

��+#,����
��*�	�����(
)�-! �����$#���� �.#��%�	�

�(�	���/�%�'��
��.#������ SX,ψ∗X
�

0)132)4 A ,<; 8 6 �]�)������
 " �)�	
$��� kX
���!�Q��� 8 �����������	� 8 
$�!��� " �!��
$��� �g
��������	�������+�)�	
$���

5 ���������	�	
$N���� ,
� � ���	�#�'
 �L�)�$���!�D��� 
�������!��� " �	
$��� ����������� " �	
$��� ������ �

Z0
��� � " ������� " �	
$��� τX

�3
$���
�
� �T�E�	
��	
$��� �	�+���#�	� ���!��� ,�9 � �	�����T�E�+������N��� � ���L� � " �������!� Xp

���
(ϕ∗X)p

����
��I����Q�$����5E���������T�����R�!�����&�T��
���

p
���

Σg,1 ; " ���	���Q
��������!��� " �	
$��� ���!�R����� " �����	( ��!
��3��� �P4 ���	��� �Q���$����5 � �Q�#���#� {1
2} × Σg,1 ,#6 � 8 �����������	� 8 
$�	��� " �!��
$���Q����D����	���+�

Mg,1 → H1(Σg,1;Z)
���	�R��� ? ��
 �
� " ���#�	
$�����+����&��� " �����!� �K��� 8 �������$��5E
 �D��� " ���	���

" �����	( �����1�E�	(��	�	� " �	
$�����#���#� H1(Σg,1;Z) , � " 
 ; ���P��� ? ��
��	
$������� kX ���	
���
$���M���&� 8 ��� >�	
 �i���1��(#�	�	�	� " �	
$��� ���7� ��� ���!�����	
 �������U��������� ���[a�� " � (Σg,1)
���)
$� ; �C�)� " ���#�!�	�	� " �	
$��� ;" ���R�����'F 8 �����������	� 8 
$�!����� " �!��
$����� " �65 � " 
$���
�� ,

-����#�R�s�����#���)�$���!�R���b���!���O�E�	
��	
$��� :#,FE ���SACB � E _ �
���������
	���������0�������87:9P� �����<; �>=@?BA �C=�D�E � � � � � � ��� �$: � �  � � � � �*,�� �$: kX  ���
��� , 	�� 	�� � � ����S$�� , � � � �  � ��F5� � �HG � � �>I �  H1(Mg,1,H1(Σg,1;Z)) 1

� � ���������)�$���!����� ? ��
������ " � "�;<" � �`��� 
��������!��� " �	
$��� �)��� �
�#�3�'� �C�)�+�)5E�+�)� 8 �
EE, H , : �

Mg,1 ×Mg,1 → Z

(ϕ , ψ) 7→ −kX(ϕ).ϕ∗kX(ψ).

- �s��������
��#� ; " ���	���R��� ? ��
��	
$��� ���.� ���	�����j�C���j��� 
�������	������������5 ���������	�	
$N��������
�� " �
" � "�;'" � � �
�0�����	��������� SU > �C�)�+�)��� ����
$�+�)�	
$���#� ��
T���&� �R������
 ���.XQ�����GF<���
�#�	
$��� " �
���	�+�)� �
(?′) ,�6 � 
$��� � ���	�.�)�$���!�.��� " ���#�	�	�	��
����K����� SU > �C�)�+�)��� ����
$�+�)�	
$��� �����M���)����
���53�!��������
� �GF'���$��
��+���� " �K���G4/�)���R��� 8 �������	��
 � ,
�&J  JLK

SU MHN %Tf %PO+O # O*e k %Od�e /RQ )ih<S / fe@d�%
 ��
��

ϕ ∈ Mg,1 , W&�)�������$���#�&N����:� �K���)����
���50�!�����b���+�!� " 
 � Tϕ �������&I��	���Q��( >���
��� XA�C�)�	�	
��R�'�`��� " ����� �����
���&��� ��� I ×D2 �)�����)����
���5 "�; ��
��#�'���
Cϕ = I × Σg,1

⋃
(
1,ϕ(x)

)
∼ x

Σg,1
" ���3���:
��#�'
$N���Q�#���#����� ? 5E����� A ,FE�T',

G�G



I × Σg,1

Σg,1

I ×D2 D2id

ϕ

id

0)132)4 A ,FE�T 8 r ���#�	�	�	� " �	
$��� �'�`���)����
���5��!����� Tϕ Xb�C�)�	�	
��R�'�����)����
���5 "�; ��
��#�'���
Cϕ ,

-����#�M�)���$���#� " ���#�	�	�	��
����R�����P�)���	��� SU > �C�)�+�)��� ����
$�+�)�	
$���L�����G4 ����� ���'�����)����
���5�!�����
Tϕ

�
�������'F ���+�)� ��� ,
SU � � � � ��������� ��	 � ������ ��3 ��� ���6(3	� 3 A �
�T�� � � 3

Cϕ
����4 �

X
�

r ���#�	
$�����!���#�%����A > �E�)�	
 ����� I×Σg,1
�D����
 �.���S���1���	
 �
��+�)�	
$�������!�<�'��
�� ,  ��� ? (�����+����5 �
���&���'�����������K��� " ���3�O�E�!
��	
$��� �
���!���3���K����
 8 
�� ��� ;`" ���#����
$N����:
��#�'��
�����C�)�R���A�	�	�	� " �	�����:���!�<�'��
�� �

T(I × Σg,1) = (TI × Σg,1) ⊕ (I ×TΣg,1).

V �)�P�����!��
���� ; �#���#� �#�������!���#� ν := TI × Σg,1
���
ξ := I × TΣg,1 , W �����)�!N��#���#�N����b���0�'
���� " �	
$���J�����G4 ����� �A��� I ��� ? ��
��:��� "!8 �)�3�����b� � " �������!� �#�����	
���5E����
 ��� I�!���

I × Σg,1
N���
7�	�	
��<
��)��
$���:� � ? (���� ν ,

=���������������7��������� 6 � ? (���� ξ ���	�&�	�	
���
��)��
$�+�)(�� � " �)�
TΣg,1

�������	� ,T6 � "!8 �)�3������ � " �������!� X � ���	�����R��� ? F����������:�	�	
���
��)��
$�c�)�	
$���������G4 ����� �K
 �:��� 
$���
��	
 ? ���&�������	�C� " ��!���+�)�%���
ξ
X
I × Σg,1 × R2 ��� ; �C�)� " ���#����N���
��� ; ��� 
$���
��	
 ? ���K�������	�C� " �b�!���+�)�%�'�

S1 >@? (���� ξ0 X I × Σg,1 × S1 ,�� ���Q��� " �	
$���B��� ξ0 �O�����	�+�0�)�$���!��I��	���Q����� " ���3��������D�)������
 " �)�	
$��� ��� I × Σg,1
�#���#�

S1 ,
r ���#�	
$�����!���#����� �#����� �s�)� ��� ��� " �	
$��� SX,ϕ∗X

���
ξ0
��� ? ��
 �J�)� > �����!�	�#�`���

∂(I × Σg,1)
�C�)�

8 X
�	��� {0} × Σg,1 ;8 ϕ∗X
�	��� {1} × Σg,1 ;8 ���

X|∂Σg,1

�	���
I × ∂Σg,1 ,

 ��
��
KX,ϕ

����� " �����	(��L���1��(#�	�	�	� " �	
$���=���$����5 � �L�#���#� {1
2} × Σg,1

��� " �����!������ 8 �������$��5E
 � kX(ϕ)
�#���#� " ���	��� " ����
 �������	��� 4@� " � , � �$���!�Q������� " �	
$��� SX,ϕ∗X

���
���!���$����5 � �
� ��� 8 ���!�L��� ��� ����
$�	
��C�)5 � ����5E����
 ���`���	
 �
���� VX,ϕ

���
KX,ϕ �

�#���!���#�
sX,ϕ∗X

�����:������� � �GF'���
�#�	
$��� , 9 ��� �K� �����.I��	���:�<��� " ���3���:�����Q�)������
 " �)�	
$���

sX,ϕ∗X : (I × Σg,1) \

���

(VX,ϕ) → S1.

G��



6 �A����
$�	
��C�)5 �A����5E����
 ��� VX,ϕ ���	�P�Q����
j���D���1���	
 �
���+�)�	
$���9
��#�'��
��������
I × Σg,1�����������0I��	������� ? ��
 " ���3��� ⋃

p∈KX,ϕ

Dp
��<

Dp
���	����� � ���	
����'
$�!N�������� " �
���	���

p ∈ KX,ϕ
��� �#���	���)�%X

KX,ϕ , H �]�)���!^��R���A�������)�!N���� A ,DC',FE ; ����� ����� 8 �������!��� ���
sX,ϕ∗X

�����!���	����N��� ; �T�����Q�!�����D�O��
���� p ��� KX,ϕ ; 
�� �GF<
$�	�������9����
$N������T��
���
qp
���

∂Dp
�����%N����

sX,ϕ∗X(qp) = 1 ∈ S1 , � �B
$���
��	
 ? � VX,ϕ
X
KX,ϕ × D2 �
�

�
����� ; ����� qp �	��� (p, 1) ∈ KX,ϕ ×D2 ,
� ��
��	���AX 8 �������!��� ��� �
� " �����D�����Q4@��
$��������� " �	
$��� sX,ϕ∗X ; ����� � ���!�&��� ? ��
 �b� ��$����5���� VX,ϕ ' KX,ϕ ×D2 �C�)�.���]�)������
 " �)�	
$���

s := sX,ϕ∗X |VX,ϕ : KX,ϕ × ∂D2 → S1

( p , v ) 7→ v.

r ���#�	
$�����!���#�g� �%���$����5 �����
��� �#�	�����
S1 ↪→ S3 ,�6 ��� � " �	
$��� " ���3��� �GF<
 ? � � (sX,ϕ∗X)C���!�j����� " ���]�)������
 " �)�	
$��� sX,ϕ∗X

" ���3�T�E��� �&�s� � "�" �R���$����5 �����
�� , -&���!���#� sC ���]�)� >����
 " �)�	
$��� ��(����
����D��� s ���P���A��I����P4/��p���� ,
sC : KX,ϕ × ∂D2 s //S1 ↪→ S3.

W ���	�	����
�������X {p0} × ∂D2 ; ��< p0
���!�K���9�T��
���b���

KX,ϕ ; ���]�)������
 " �)�	
$��� sC��� ? ��
��Q������� " ���Q��� S3 ,7V ��
$�+N���3� ��5E�!�������A4@���#�#�)���
��+�)�S��� S3 ���	�:�	�	
��<
��)� ; " ���� " ��� ���	� ���� 8 �������!��� � , � � �������`����� " ���!���$����5 ��� sC X {p0} × D2 ����
$�`X
KX,ϕ × D2 �
�J��������� " �	
$��� " ���#�	�+��������� �A�$����5���� KX,ϕ , -����#�K��(����
�#���#�b�)
��#�	
�����0��� " �	
$���

sX,ϕ
�'�

S3 >@? (���� (ξC)0
N��
j���!���$����5 �

(sX,ϕ∗X)C
���DN���
 ���!�Q(�
 �
�

��� ? ��
 �DX 8 �������!����
 �:�������)�	
�� �DX ∂(I × Σg,1)
���!^�� ,

=������������� ���������7�  ��
��
d
��� �'
$�+N���Q���$����5 �D�#���#�

S3 ���Q(O���!� S1 ,C6 ����� " �	
$���
sX,ϕ

� �����[I��	���.��� " �	
���� " ���3���.����� �GF<���
�#�!
$������� (sX,ϕ∗X)C
�
�3�����R�)������
 " �)�	
$���

sX,ϕ : I × Σg,1 → d ⊂ S3.

r � " 
 " �)�+� " �����	
$��� " ���3���$^��������
��&��� " �����!� �:��� 8 �������!����
 �K�������)�	
�� �DX
I×Σg,1\


���
(VX,ϕ)

���j���&��� " �	
$���
sX,ϕ , W �����)�!N��#���#�YN��� " ����� � > " 
 ���M�������
�#�b�C����#���������#�j�'� "!8 ��
nF��'�0�'
$�!N���� d ,�V �)� " ����	��� ; �#���#�j� ���	�!���#�j�C�)�j���K�	��
�����N��� " ����������	� ���S�C���i�T����� " �)�+� " �����	
$�����M��� " �����!������� 8 �������!����
 ���������)�	
�� �PX ∂(I×Σg,1)

���
sX,ϕ ,

� �#�	
$�!�!���#�K�	���:� �A4/�)
��KN������� " �����!������� 8 �������!����
 ���������)�	
�� ��X ∂(I × Σg,1)
���

sX,ϕ
���!� �
��	
$^��������
��:���������	�3
���� �Q�C�)��� ��� " ���#�'
��	
$���#���!��
������������ �

8 sX,ϕ
���	�P� � " ���3��� �GF<
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�D�)� �C�)�+�)5E�+�)� 8 � C', H ,CV ����� " ����� ; �#���#��)���$���#�R���	
���
$����� ; �#���#������ ? (������ ; �3� 8 �������!����
�

h : I × S3 → S3

(
t, (z1, z2)

)
7→

( 1 + it√
1 + t2

z1,
1 + it√
1 + t2

z2
)

��<J�3�1��� " ���#�!
$��^���� S3 ���$����5�	������A������
$^����3�#�	��������3�#���#� C2 , � ����(��	
�����D�)�$���!���������� " �	
$��� s̃′
N���
 " ���	�����	�T���#�qXL������� " �	
$��� (1 + i)sC

���9��� 8 ���!�Q��� V ���QN���
���!� " ���#�	�+������Q�C�)�R�+�)���T���	�&X K ��Q�$����5���� V ' K ×D2 ,#V ���#�R����	 " 
$��	��
���� ; ������ 8 ���!�����P�3� 
����	��	
�����P�'�`����
$�	
��C�)5�� V ; ������:���!�s�<
����&���P�3�]�)������
 " �)�	
$�����

∂Z \ 
���� (V)
s //S1 ∆ // S1 × S1

�	� a/`@[�^#h"aP^#h�O�` m�M/LNR Q<R JXQ<^#h�V#RP_�R/h e7g�O�gXRPQ m�R
S1 × S1

m�IKh�O
S3
Z

� G



��<
∆
���!���3�]�)������
 " �)�	
$��� �'
��)5����C�)�� ,j6 �J��� " �	
$��� s̃′

���!������� �GF<�����#�!
$������� " ���	����)������
 " �)�	
$���2N���
/���	�b�	��� V " ���#�	�+���������C�)�b�+�)���O���	�AX K ���DN���
j�`�E�)������!�b�#���#����J�'
$�!N����
d′
���$����5�	3�#���#�

S3 ������K��b(T���!�����!�&�� " ��� " �� � � ∆ Z � � " ���#�	
$��^����
S1 × S1 ���$����5�	K���:������
$^����:�#�!��������K�#���#� S3 \ ,
6 � " �����!������� 8 �������!����
���������)�	
����RX ∂Z \ 
���� (V)

���
s̃′
���.��	������#���C���[�'� "!8 ��
nF�'� �'
$�!N���

d′ , H#�:�����#� ; s̃′ " ���	�����	�T���#� XA������� " �	
$��� s⊕ s
�'�

S3 >@? (���	 (ξ′ ⊕ ξ′)0�!���
∂Z \ 
���� (V) ,O6 �K(���� ���	���)�$���!�����Q��	 ? ��
��&����� �GF<�����#�!
$��� �C�)�	����������b��� s⊕ sXb�!�����

∂Z
N��
 " ���	�����!�O���#���bXb�����:��������Q�)������
 " �)�	
$��� s̃′ ,

� ��
�� K+ ����� " ����
�b��� K �O���#�!��	��D�#���#�&�����'
���� " �	
$������� I0 X��3� 
����	��	
�����K�'�����
$�!
��C�)5�� V , � ��
���� V1
��� V+

1

�����.����
$�	
��C�)5������	��(������)
������&�'
$� � ��
����!����� K ��� K+�#���#�&
����
(V)

�����	��� " �	
������
���� ,7V �)�&��	��	�+� " �	
$��� ; s ���Q���!���$����5�� ���B�����D��� " �	
$��� s1
Z �����!� , s+1 \ ��� ξ′0 ������� 8 ���!�����P
��� (V1) Z �����	� , 
��� (V+

1 ) \ ,6 ���.��� " �	
$���#� s1 ��� s+1 
��#�'��
$������R�����K��� " �	
$��� s1 ⊕ s+1
�'�

S3 >@? (���	 (ξ′ ⊕ ξ′)0�)� > �����+�	�#�P��� (
∂Z \ 
���� V1

)
∪

(
∂Z \ 
��� V+

1

)
= ∂Z

N���
U���!���$����5��
s ⊕ s

���PN���

���!� " ���#�	�+������Q�C�)�.�+�)���O���	�&X K ��P�$����5���� V ,
V �)� " ���#�	�	�	� " �	
$��� ; ���`��� " �	
$��� s1 ⊕ s+1

�'�
S3 >@? (���	 (ξ′ ⊕ ξ′)0

�)� > �����+�	�#�K���
∂Z
���	� 8 �������!�����&�������)�	
������
����&X ∂Z \ 
��� (V)

XD���Q��� " �	
$���`�C�)�	�	
������P
��#�'��
����P���
s̃′ , -&���#�.��(������#���#������� " �����	�5�)��
���	��R�!��
������������ �

c2(ξ
′
C, s̃) = c2(ξ

′
C, s̃

′)
�C�)� 8 �������!����
� ;

= −e(ξ ⊕ ξ, s1 ⊕ s+1 )
5E��� " �Q�)�`� 8 	����!^��
� C', H , : ;

= −e(ξ, s1) ∪ e(ξ, s+1 )
�C�)�.��P� 8 	����!^��
� C', :#, H ,

6 � " �����!���3��� 9 ������K�������)�	
���� e(ξ′, s1) �������KI��	���3�<��� " ���3�
�3�������!��� 4@� " � W���$����5�	����#���#�
Z
���M(O���!� K � ������� " �	
$��� s1 ���j���!���$����5�� ������� 8 ���!�%��� ���3����
$�	
��C�)5����	�5E����
�������

W ,YV ��
$�+N��� s1 ���	�3����� �GF'�����#�	
$��� ��� s ; "!8 ��� "+8 ���0X ���!���$����5���� s�����<
����&X "!8 ��� "!8 ���PXA���!���$����5���� s1 ,�6 �K�'
��)5E�+�)�3�
� " ���3�D���+�)�	
n4 Z �O����� i = 0, 1 \
H2({i} × (I × Σg,1), {i} × ∂(I × Σg,1);Z)

DP

'
// H1({i} × I × Σg,1;Z)

H2(I0 × I × Σg,1, I0 × ∂(I × Σg,1);Z)
DP

'
//

'

OO

H2(I0 × I × Σg,1, ∂(I0) × I × Σg,1;Z)

OO�
�
�

���������	��
���������

��
H1(I0, ∂I0,Z) ⊗H1(I × Σg,1;Z)

� �




��#�'��
��U���M���!�����	
	���	i�!��
����������[�T�����g��� " �����!���%��� W �#���#�
H2(Z, ∂(I0)×I×Σg,1;Z)

e(ξ′, s|{i}×∂(I×Σg,1))
DP // p−1

∗ kX(ϕψ)

e(ξ′, s|I×∂(I×Σg,1))
DP //

��� ����� �����
	��� ���
OO

[W ]

OO�
�
�

��
µI ⊗ p−1

∗ kX(ϕψ)

V �)�L��	 ? ��
��	
$��� ��� s+1 ; ��� " �����!��� ��� 9 ������0�������)�	
���� e(ξ′, s+1 )
�������0I��	�����<���

" ���3�
�b�����	��� 4/� " � W+ ���$����5�	��A�#���#� I0 × I × Σg,1
��(��������� ���B�T���#�!�+����&�����

" ����
����� W �#���#�Y���P�'
���� " �	
$��� I � W ���
W+ �����!����S�)�$���!� ���3�O�E�!
��	
$���3�	�+���#�	�����!���

���

cX(ϕ,ψ) = [W ] · [W+]

= [W ] · [W ]

� �(� 	  �X4 ��	 ��� 	
W

� V ��
$�!N���� KX,ϕψ

���
KX,ϕ ∪ ϕ(KX,ψ)

����0��I��
� " �����!������ 8 �������$��5E
�S�#���#� I×Σg,1 ; �#���#�g�T���������#� �	�����T�E����� N���� " ��� " �����	(���� ���[�'
nmT^��������N����P�C�)�R�����������������
�����!�R�$� " �)�'F �8 �����������������
����!� ����(C���#����� Z " 4 ? 5E����� A ,FE G \G;
V �����3
���������������
���� �

� 
*��6�����'
��'�	���	
��'
���#���
�����
��	
��&����
��(
�#���#�
��*���'�(������� #�

�*�	����
���
������"� ������
)��� ���B������
��+���&�B�'�+����� ����


0)182)4?A ,FE G 8 B ���������
�����!� ����(C���#��� ,
8 ���.�����������������
����!�P���P��
$�!�c�)5�� Z " 4 ? 5E����� A ,FE � \ ,r ���b�����������
�����!���!����A�<�#� " ���3�
�����!� � ����	��A�#���#� {1} × {0} × Σg,1

����� " ����
" ����������	
$���#� 8 �)(�
��	����������R���Q�����!�	�#� > �����!�+���#� ,
-����#�M�)���$���#� " ���#�	�	�	��
���� W �#���#�

I0 × I×Σg,1 �
���L��� 8 ���!�S�����S�����������
�����!��$� " �)�'F ; ������#���	���������K4@���	�
�&���!���'��
�� (l1 ×KX,ϕ)∪ (l2 ×ϕ(KX,ψ))

��<
l1 Z �����	� ,

l2 \ ���!�S��&����5E�
�����.���	
�����	:���$����5�	P�#���#� I0 × I
� ��
�5,�C����� {0} × { 1

2}
X {1} × { 1

4}Z �����!� {1} × {3
4} \ ,

� ;



0)1324?A ,FE � 8 B ���������
����!�&���:��
$�!�+�)5�� ,
W2�����)�!N����

� 6 ���	��� 4/� " �D�E����
��<���Q�#���#� (l1 ∪ l2) × Σg,1 , r ���#�	
$��	��!���#� l+1 ���
l+2
����� " ����
������� l1 ��� l2 �T���#�!��	����R�#���#�����3�'
���� " �	
$��� I �)�$���!�

W ∩W+ ⊂ (l+1 ∩ l2) × Σg,1 Z " 4 ? 5E����� A ,FE ; \ ,

l2 × Σg,1

l+2 × Σg,1

l+1 × Σg,1
l1 × Σg,1

I0 × I × Σg,1

I0

I

0)182)4?A ,FE ; 8 W ∩W+

B ���������
�����!� ���`(C���#�����
�

��$�����%������ �C���7
�������	������
��Y�#���#�7�3�]�)���!� > 
�������!��� " �	
$������

W , H �]�)���!^��R���3���!���T�E�	
��	
$���4A ,DC',FE�T ; ��� SU > �C�)�+�)���	���
$�+�)�	
$���B����B ���	
��+�����	�R
�� >��	������#�#��������'� "+8 ��
nF ����� " �����	(����:���1��(#�	�	�	� " �	
$�������$����5�	����:�#���#�P����� " ����
�A���
Σg,1 , � 
��#�	
 �#���#�&�T���������#�&�!�����O�E�����&N���

KX,ϕ.ψ
���	�P��(���������A���D���3���!� � � " �	
$�������� " �����	(���� KX,ϕ ∪ ϕ(KX,ψ)

�#���#�Q�����3��I��
� " ����
����� Σg,1
�C�)�Q��
$�+�+�)5��������

�T��
���!��������(����� , H:���#� " � " ��� ; 
����-� ; �A�C���R���P�����������
����!�#���`(C���#��� ,
B ���������
�����!����� 6 
$�+�+�)5�� �r ���#�	
$��	��!���#�S��R�������3
���S�����������
����.���R��
$�!�+�)5��

�

��C�<
��M�#���#�j�����'F " ����
���S���

[14 ,
3
4 ] × d2 ��< d2 ���	�������'
$�!N����:���$����5�	K�#���#� Σg,1 � " 4 ? 5E����� A ,DC�T',
W2�����)�!N��#���#��N���&�<�L�#���#� {0} × d2 ; " ���	��� ? 5E������� " ���	�����	�O���#�0(�
�����)�L����� >�3
���R�����������
��������K��
$�!�+�)5�� Z ��������5�)�!���:�C�)� ��� > �����!�!���#� \ ,-����#�A�������#�A(����!��
��q����(�
��� ����	 " 
$�����D����A���	
�����+�)�	
$���#� � �#���#�A�	�����T�E�����!���#�N����
I0 × [14 ,

3
4 ] × d2 " ���	�����	�T���#�9XL�3�1���	
�����+�)�	
$���q
��#�'��
������C�)� I0 × I × Σg,1

���
����� _�R7O�`TaPRce�eNR a/^#h � RPhjeN`<^#h�JXI*LUI��le�_�^#`<hXO �]I*aP`<Q<R
	 g�eN`<Q<`<O�R/L �jgXR m�R7LNR/V I*LUm�R/L�JXI*L(m�RPO�O�g�OP[jRPQ<Q<RRPOfe aP^KWXd/LNRPhjeNR�I � RPa
Q I m�d��XhX`CeN`<^#h m�g�_ I*JXJX`<h�V�a/k�Ql`<hXm�LNR
R/e Q<R � IK`Ce �jgXR
Q<RPO aPQlIKO�O�R/O m G WX^K_�^#_�^#Q<^KV#`<Rm�RPO7aP^Kg�L�� RPO m G ^��XOfe�LNgXaceN`l^KhXO7O�^#hje � gXR/O m�IKh�O

{0} × Σg,1
Z

;�T



{1} × [ 1
4
, 3

4
] × d2−{0} × [ 1

4
, 3

4
] × d2

ϕ(KX,ψ)

KX,ϕ

0)182)4?A ,DC�T 8 �������3
���.�����������
�����&���P��
$�!�c�)5��

N��-� ������ ���	���D����
�Q���P�3�1���	
�����+�)�	
$��� " ���#����
$N����K��� R4 �#���#������ ? 5E������� ,
V ����� " ���#�	�	�	��
���� W ; �#���#�D�)���$���#�D�+���	���������K���q�'
$�!N�����N������#���#�D�)���$���#� 8 � >�����!�������2���������'
$�+N��� D " ���3�
�K�#���#�.��� ? 5E����� A ,DC EE,

� � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � �

�
�
�
�

���������
���������
���������
���������
���������

���������
���������
���������
���������
���������

� � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � �

I

I0

D

0)182)4?A ,DC E 8 �'
$�!N���� D �+���	������	QX W �O�����R��P�������3
���R�����������
����&���:��
$�!�+�)5��

V �����:��b�����'F<
$^��
�b�����������
�����Q���Q��
$�+�+�)5�� Z " 4 ? 5E����� A ,DC�C \G; �#���#�K�)���$���#�&�+� >�	���������.�����'
$�!N���� 8 �������!����	 D′ " ���3�
�K�#���#�R��� ? 5E����� A ,DC A ,

{1} × [ 1
4
, 3

4
] × d2−{0} × [ 1

4
, 3

4
] × d2

KX,ϕ

ϕ(KX,ψ)

0)182)4 A ,DC�C 8 �����'F'
$^��
�:�����������
����P���P��
$�!�+�)5��
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 �.#������ ��
 I0
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 I

D′

0)182)4 A ,DC A 8 �'
$�!N����P�+��� ������	 D′ X W �T��������K�����'F'
$^��
�:�����������
����P���P��
$�!�+�)5��

6 �b���)�	
	���	 W �)
��#�	
 " ���#�	�	�	��
����K�D�3� 8 �������$��5E
�:����������� ��� �#���#�M�T���������#�����!� >�$����5����R���3��� " �	
$��� s1 ������� 8 ���!�R��� ��������
$�	
��C�)5��K��	�5E����
������� W ,
6 �]�)���!� > 
�������!��� " �	
$��� [W ]·[W ]

���[�������%�C���!����� N��-�]�)�(��
����s�)�b����� �����������
�����!�
������
$�!�+�)5��

�
�)
��#�	
 " �)� " ������ [W ] · [W ]

������
�����AX " �)� " ������b����A�)���!� > 
�������!��� " �	
$���#������R�'
$�!N����� 8 �������!����	����'��� ; ��� D ��� D′ " ���#�	�	�	��
��!�R����	 " 	������3�
���� ,
6 ���[�'
$�!N������ D ��� D′ �!����%���$����5�	��j�#���#�[�����%(T��������%����� ; ��� I× [14 ,

3
4 ]×d2 ���������j(O���!����
��S�#���#�[��.(T���!����� " ���	���.(T������ ,V �)� " ���#��	�N������� ; �3�]�)���!� > 
�������!��� " �	
$������ D ���	� 	�5�)�7X:�3�]�)���!� > ������� " ���
�����R�����+����(T���!� ���S
�� ��� ���!�S���R��I��
�R�T����� D′ ,

� � � 	 � 3�) � 	 � 4  +7��3 D � �T����� " �)� " ������P�3�]�)���!� > 
��������!��� " �	
$���9��� D ; �#���#��)���$���#�R����
��.�!����(T���!� " ���3�
�:�����'
��)5E�+�)�3�
�D���#�#�0���#�`���$����5�	Q�#���#�
−I0 × {0} × d2 � " 4 ? 5E����� A ,DCX:#,

{0} × {0} × d2 −{1}× {0} × d2

���%��
 �.#��%�	� ��
 I0
KX,ϕ

ϕ(KX,ψ)

0)182)4?A ,DCX: 8 �'
��)5E�+�)�3�
�Q�'�`(T���!����� D �#���#� −I × {0} × d2

� 
��#�	
 D · D = −1 �
��� " �!��
$�����
������O�E�	
��	
n4%��� KX,ϕ

����� " ϕ(KX,ψ)
�#���#�

d25�	���	��������9�	
�5,��� −1
�T�����:�3�]�)���!� > 
�������!��� " �	
$���=��� W , � ���������	�������3���`��I��
�������
$^����QN��� D′ · D′ = 1 �

��� " �!��
$�����
�����2��	�5�)�	
n4%5�	��#^����:�����	
�5,��� +1
����� "

cX(ϕ,ψ) = [W ] · [W ]

= −[KX,ϕ] · [ϕ(KX,ψ)]

= −kX(ϕ) · ϕ∗(kX(ψ))
�<
��b�3� 
$�!�������	� 8 
$�	�
� p−1

∗ ,
2
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���� ���������������� �!�#"!�%$'&�(��)�������*�+�!(!��
���
d
"!�-,.�*�+��
/

W2�������#���#� XM�3� �GF'�����#�	
$��� " �����	�+�)��i��� Mg,1
��	 ? ��
�iXS�3�]�)
$���i����� SU > �C�)�+�)���	���
$�+�)�	
$���#������.���)����
���5��!�������

0 //Z
i //M̂g,1

//Mg,1
//1 (?′).

� �!�+� " 
	��.X " ���	��� �GF'�����#�	
$��� ; �#���#�&�������#�������'F " � "�; ���� �8 �� " � "�;<" �� 3τ
N���
 ���	�j��	 ? ��
 " ���3�
� " � "�;<" ������!�!� " 
	RXP���:��� " �	
$������� � �	
 ; � 8

s0
���.��<

τ
���	���� " � "�;'" ��:���2B�� ; ��� ;8 ���Q�� " � "�;'" �� cX ��	 ? ��
 " ���3�
� " � "�;'" ������+�!� " 
	�X`������� " �	
$���q���nB ���	
��+�

m̂X
�O�����

X
���MN��
����	�i��� " � "�;'" ��R��� 
��������!��� " �	
$�����)�0�����#�i�'�0�C�)�+�)5E�+�)� 8 �

EE, H , :#,
V �)� " ���#�	�	�	� " �	
$��� ; 
��$�.�����R��I��
� " �����+���:��� " � 8 �������$��5E
�Q�#���#� H2(Mg,1;Z)���.�'
nm7^�������&����� " �C������� " ��(T���!� ,

%'& � �
� ��� 3 ���@�7�3=��b��� � � �(� ��� � � � � � dX : Mg,1 → Z
) I � ��) � � � � � 	#� 	����� � ϕ

$  Mg,1
) � � ������� +�  σ � � � � � � � � � � $: � � � � � � � � � ,9� � �  � ����� � � 	 � ��� �  $: � �

SU �F� � � � ��� 	#� �!� � � � � � $: � � � � � � � � � � X ) �7	�� � F� � � � ��� #��� ����� �

cX = 3τ + δdX(∗).

� �7 � dX : Mg,1 → Z

ϕ 7→ σ(Tϕ,mX(Tϕ)).

0 � � � g ≥ 3
)
dX  ��� � � ��� �>I � 21 � � � �  �43 �  ��	�� � F � � � (∗) 1

�2��35476(3 �=H �]�)���!^���A65S� _ �C�)�+�)5E�+�)� 8 � � a , A ; �3�]�)������
 " �)�	
$��� s′ ��	 ? ��
�:�C�)�

s′ : Mg,1 → M̂g,1

ϕ 7→ i(dX(ϕ))s0(ϕ)

���!�i�����R��� " �	
$������� (?′)
���S�!��� " � "�;'" ������!�!� " 
	���	��	
 ? ���O�����j�!����� ϕ ; ψ ��� Mg,1 �

c′(ϕ,ψ) = s′(ϕ)s′(ψ)s′(ϕψ)−1

= 3τ(ϕ,ψ) + (δdX)(ϕ,ψ).

6 � 
$�!�������	� 8 
$�	�
� ����	��� M̂g,1
��� Mg,1 × Z

�'� � 8 	����!^��
� A ,FEE, o �������
�b�3� 	��	 >�
�����
i(dX (ϕ))s0(ϕ)

��� M̂g,1
�	�����3� 	��	��
�������	��
��E����R��� Mg,1 × Z �

(
id, σ(Tϕ,mX(Tϕ)

)
.
(
ϕ, 0

)
=

(
ϕ, σ(Tϕ,mX(Tϕ)

)
.

V �)� " ���#��	�N������� ; ����&��� " �	
$���#� s′ ��� m̂X
" �65 � " 
$������#�C�)�	������������
����(��� cX =

3τ + δdX ,

; A



H �]�)���!^��Q���� 8 	����!^��
� EE,FEE, A ; ��35E�!������� Mg,1
���	�:�C�)� 4/�)
��Q�$���!�+N���

g ≥ 3

 , �

H1(Mg,1;Z)
���	�:�	�	
���
��)�%�T�����

g ≥ 3 ,�� � �GF<
$�	���A����� " �����A����
$N���� E > " � "+8 �"!��� d
Z " 4�ACB � E _ ���!��� A ,FE \ ��������KN����P�O�����R�!����� ϕ ��� Mg,1 ;

m̂X(ϕ) = i(d(ϕ))s0(ϕ).

2

9 ���	��
��E����P���������������3�'� " � "�;'" ��A��� 
�������!��� " �	
$��� ; �#���#�P�T���������#�P����
�� " ��� >�
�����.�E�)�	
�:�3�]�)������
 " �)�	
$��� dX �$���!�!N����P�3�1��� "+8 ����5��K�� "!8 �)�3� ���:��� " �������!� ,
%'& � �
� ��� 3 �7�@��������� ��� �� � X  � Y $:���� �  � � � � $: �7 � � �� � � � � � ��� � , � � � �� �� � � Σg,1 1�� � � � �*) � � � � � � � � 	#� 	����� � ϕ $: Mg,1

)

dY (ϕ) = dX(ϕ) + (eX,Y + ϕ∗(eX,Y )) · kX(ϕ) + eX,Y · ϕ∗(eX,Y ).

�2��35476(3 �%W&�)�������$���#�DN���
dX(ϕ)

���	�K��
σ > 
������)�	
������b�'�J���)����
���5 �!����� Tϕ�D����
 ���:���

SU > �C�)�+�)���	���
$�+�)�	
$��� ��� B ���	
��+�A�T����� X , r �)� " ����������b���)�	
��)�	
$���
dY (ϕ) − dX(ϕ)

������
�����K����� " X0�
���	�������:��A��	G4@�)���K��� 8 �������!����
� ����	���3��� SU >�C�)�+�)���	���
$�c�)�	
$��� ���2B ���	
��+�A�T�����
X
���.���

SU > �C�)�+�)���	���
$�+�)�	
$��� ����B ���	
��+�A�T����� Y���
Tϕ ,�V ����� " ����� ; 
��T�	� ���M��� " �)� " ������M��&��	G4@�)���M��� 8 �������!����
� ����	���&����S��� " �	
$���#�

sX,ϕ
���

sY,ϕ ,r ���#�	
$��	��!���#�K��� : > �E�)�	
	���	 Z := I2 × I1 × Σg,1
�)
��#�	
iN����A�� ? (���	3��� " �!���	
������	
������	

ξ′ := I2 × I1 × TΣg,1 , r ���#�	
$��	��!���#�&������� " �	
$��� �C�)�	�	
������ S �'� S1 >@? (���	
ξ′0
��	 ? ��
�Q�C�)�
8 Y

�	���
I2 × {0} × Σg,1 ∪ I2 × I1 × ∂Σg,1 ;8 ϕ∗Y
�	���

I2 × {1} × Σg,1 ;8 X
��� {1} × { 1

3} × Σg,1 ;8 ��� ϕ∗X
��� {1} × { 2

3} × Σg,1 ,r ���#�	
$��	��!���#�A�	�!��
$� " �����	(����Q4 ���	�
	���� c ; KX
���
KY

���$����5�	����A�#���#�
Σg,1

���
" �����+���R��� 8 �������$��5E
� eX,Y ; kX(ϕ)

���
kY (ϕ)

�����	��� " �	
������
���� ,'V �$����5������#�M���)
����� >�C�����.����.N��C�)�	��� " �����	(����
8 −c �#���#� {1} × { 1

4} × Σg,1 ;8 KX
�#���#� {1} × {1

2} × Σg,1 ;8 KY
�#���#� {0} × {1

2} × Σg,1 ;8 ��� ϕ(c)
�#���#� {1} × { 3

4} × Σg,1 ,
-����!���#� K �3� ����	������� " �.�)
��#�!
l��(�������L���$����5�	&�#���#�i��R(O���!����� Z ,6 �K��� " �	
$��� S���Q���!���$����5�� ���B�����D��� " �	
$��� s ��� ξ′0 ��	 ? ��
� ���J��� 8 ���!�P��� ���B����
$�	
��C�)5��b��	�5E����
���

V ���.�3� �����	������� " � K , r ���3�
�P���E���� ; �����������[
$������	
 ? ���M�������
$�	
��C�)5�� V X K×D2 ,-&���!���#�
s′
�����P��� " �	
$���`�'� S3 >@? (���	 (ξ′

C
)0
N���
����	�S�� " ���3����GF<
 ? 	P��� s ���L��� 8 ���!���� V ���DN��
/���!� " ���#�	�+��������C�)�K�+�)���T���	�bX K ����$����5���� V , W&�)�������$���#�DN��������C�)�	�	
� ���1��(#�	�	�	� " �	
$��� �'� σ > 
������)�	
������ ���	������� �������3
$^���� " �����!������� V �����	� �	�)5E
���������)�	
���� ; ����� "

dY (ϕ) − dX(ϕ) = < p1(ξ
′, s′), µZ >

= − < c2(ξ
′
C, s

′), µZ > .

;X:



KXKY

ϕ(c)

−c
I2 × I1 × Σg,1

X

ϕ∗X

ϕ∗Yϕ∗Y

YY

0132)4 A ,DC H 8 H#��� " �	
����	
$�������:���A��� " �	
$��� S ,

-����!���#� K+ ����� " ����
�j��� K ��(���������� ���D�O���#�+�+����o�	�5�	������
���� K X��3� 
����	��	
�������� V �#���#�Y���&�'
���� " �	
$���3����	G4 	���	��S��� I1 , -&���!���#� s+ Z �����!� , s− \ ����� �GF'�����#�	
$���3��� s��	 ? ��
�2������� 8 ���!�[��� ���������	
��%����
$�	
��C�)5�� V+ Z �����!� , V− \ ��� K+ Z �����	� , K \ �#���#� V ,� �3�	�����T�E�����+�PN���� V+ ��� V− �!�����[�'
$� � ��
����!� ,T9 ���	��
��E����%��S��I��
�M�+�)
$�!���������
�����N����:�#���#�.���b�����������Q�'� " � "�;'" ��:��� 
�������!��� " �	
$��� ; ���`�������.������	�����&N���

c2(ξ
′
C, s

′) = −e(ξ′, s−) ∪ e(ξ′, s+).

� 
 W− ���!�j�����P�	��� 4/� " �����1��(#�!�	�	� " �	
$���`�O�����M���D��� " �	
$��� s− ���S�	
 W+ ���	�S�����
" ����
�Q��� W− ���.�����:�!��� 4@� " �K���1��(#�!�	�	� " �	
$�����T����� s+ �)�$���!�

dY (ϕ) − dX(ϕ) = [W−] · [W+].

H �]�)���!^��R���b���!���O�E�!�	
$��� A ,DC', H ;
kY (ϕ) = kX(ϕ) − eX,Y + ϕ∗eX,Y .

� �2���������)�$���!�3�	�����T�E������N����
KY

���	�3��(��������������� " �����	(���� c ; KX
��� −ϕ(c)�C�)�������������
����!�0���`��
$�!�+�)5��`�+���#���O��
������	�	
����� , � � " ���#�	�	�	��
������J�	��� 4/� " � W−

" ���3�
���#���#�:���L�������������'� " � "�;'" ��3��� 
�������!��� " �	
$��� , 9 ��������L����� " I��	���3���$����5�	���#���#�
(l1 ∪ l2 ∪ l3)×Σg,1

��<
l1 Z �����	� , l2 ; l3 \ ���	�M�������5E�
����.��� I2 × I1

� ��
�5,�C�����
{(0, 1

2)} X {(1, 1
4)} Z �����!� , {(1, 1

2)} ; {(1, 3
4)} \ ,

6 �]�)���!� > 
�������!��� " �	
$���=�)��5�	�(��	
$N��� [W−] · [W+]
���!�s�<
���� ��� " �����A����
$N������
���������������������
����!�L���`��
$�!�c�)5�� ��������������
�������������)���!� > 
��������!��� " �	
$���#�`�����'
$�!N�������+���	������	����T����� "!8 ��N����:�����������
�����&���P��
$�!�c�)5�� , -����#�R��(������#���#���)�$���!�

dY (ϕ) − dX(ϕ) = −[−c] · [KX ] − [−c] · [ϕ(c)] − [KX ] · [ϕ(c)]

= (ϕ∗(eX,Y ) + eX,Y ) · kX(ϕ) + eX,Y · ϕ∗(eX,Y ).

2

� ��� � �������� �7�]�7�@���.-&���!���#� Vg,1 ��:�!���#� > 5E�!�������:��� Mg,1
4 ���	�
	P�C�)������.�'
nm�	�� >�����	� 8 
$�!�
���R���:���A�	��� 4/� " �:N���
U�)5E
$�!�������.�	�	
���
��)����
�������	����a � " � (Σg,1) ,

; H



Y Y

KX

−c

KY

I2 × I1 × Σg,1

ϕ∗Y ϕ∗Y

−c+

ϕ(c)+

ϕ(c)

K+
Y K+

X

� 
 ϕ ���!����� 	��	��
����`��� Vg,1 ; �)�$���!� ; �T�����0�!����� "+8 �)�3� ��� ��� " �������!� �#����!
���5E����
���
X
�	���

Σg,1 ; ���� "!8 �)�3�#�D���3��� " �������!� X ���
ϕ∗X

�!����� 8 �������!�������'���
kX(ϕ) = 0 , � 
��#�	
 ; �C�)� " ���#�	�	�	� " �	
$��� ; ��� SU > �C�)�+�)���	���
$�+�)�	
$��� ����B ���	
��+�b�T����� X�'� ���)����
���5��!�����

Tϕ
���	���� " ���3����GF'
 ? 	D��� ����� SO > �C�)�+�)���	���
$�+�)�	
$���B(�
���B��	 ? ��
��#����	��

mSO
X (Tϕ) ,

=������������� ���@��� ;7� 8 W��)�������$���#��N����Da � " � (Σg,1)
���	���������!�C� " �b���
���A�)� >�����!�	�#�D���

H1(Σg,1;Z) , V ��
$�+N��������'	��	��
�����!�A��� Vg,1 �)5E
$�!�������D�	�	
��<
��)�� >�
����3�	���D���� "+8 �)�3�#�3������� " �������!� �#���=�	
���5E����
���!�A�	��� Σg,1 ; 
��$�3�)5E
$�!������	�5�)����
����0�	�	
���
��)����
�����0�!���
H1(Σg,1;Z) ,iV �)� " ���#��	�N������� ; Vg,1 ���	������!���#� > 5E�!�������:�'��5E�!�������K����� ����������
 Tg,1 ,8 6 �.5E�!������� Kg,1

���	� ����5����#�'��	��C�)�j����i����
$�	�!�M����H � 8 ����.�$����5A����� " �����	(����N��
j��	��C�)������ , r ���K����
$�!�!�b�)5E
$�!������Q�	�	
��<
��)����
����A�	���K���� "!8 �)�3�#�A���3��� " >�������!�#�#�����	
���5E����
���K���b���L�	��� 4/� " � Z " 4S���!���O�E�!
��	
$��� :#,FEE, A \ , � 
��#�	
 Kg,1
���	�


�� " ���#�.�#���#� Vg,1 ,
Kg,1 ⊆ Vg,1 ⊂ Tg,1.

9 � �)������
$N��C����&��K� 8 	����!^��
� " 
 > �����!�	�#� ���2�������	
���
$�c����&������	 ? ��
��	
$���B��� Vg,1 ;�#���#�R��(������#���#�R�� " ���!�������)
����Q
��3�
	��'
��)� �
� ����� ��� � ���X3b�7�@��������� � � �  � �  � � � ��� �f� � � � � � � dX � ��� � ��� $:�� ��� � � Vg,1 1 0 � � � � � � 	 �I � �� ��) � � � $:	3F5� �!� � �� ��) � � ��� � � � � 	#� 	����� � ϕ $: Vg,1 ) ���  SU �F� � � � ���F	 � �!� � � � � � $ 
� � � � � � m(Tϕ) $���� � �:� � � , � � �  Tϕ � ��$ 	 � ���$ � � � "$: �"�  � ��� � $:��7 � � ���� � � � ���� � , � � � �� �B� � �����  � ���	� � �  ) � � � ���/I � � � �� � � ��� �f� � � � � � d̃ : Vg,1 → Z &

d̃ : Vg,1 → Z

ϕ → σ(Tϕ,m(Tϕ)).

'  ��� � �K) �  � �  � � �(� ��� � � � � �9 ��� ���+ � � � � � � �
 �.� � �1
=���������������7�@���@?�� V ����� �!����� 	��	��
���� ϕ ��� Vg,1 ; ��� SO > �C�)�+�)���	���
$�+�)�	
$��� mSO

X (Tϕ)�'�`���)����
���5��!�����
Tϕ
��	������#���'� "+8 ��
nF��'� "!8 �)�3� ���P��� " �������!� X ��I��
�Q�	
g�!���" ���3����GF'
 ? 	 ; N���
 ���!�[��� SU > �C�)�+�)���	���
$�c�)�	
$���0��� B ���	
��+� m(Tϕ) ; �-� ���0��	������#���C��� ,

; o



H �]�)���!^��R��P�C�)�+�)5E�+�)� 8 � EE, H , : ; �#���#�&�������#�R�� " ���!�������)
����K
��3�
	��'
��)� �
� ����� ��� � ���X3 ���@���37(� 0 � � � � � ��� ��� � � � � � ) � �  � � � � � � �
 �!� �� d̃ �  ��� �  � � � � Kg,1 

���
� �  � � � � � � �
 �!� �� d $: � � � � � � 1

2

; G





� �������	��
� �

� ����������� ����������� �"!#�$� %&�$�
�������������'!(�*),+��

kX
��!

dX
� ),�&- ��+

��-().%����"! %&� !0/ ���1!2� %&� 3 �$4�+

� �6587 �:9��#�<;>=8?��A@B=C=��1DFEG@BHJIC9��:?��KDML��M=8NFO��<;��1OFP��8QR=8STP�MN
X
OU=8N

Σg,1 V
W-�YX8=8LZ9���D���D[EG@BI8PTLUN�� �KOUL\9���DA@BS]DM=8S�MNZS3�^@BI8I8STP]DA@BLUP];��_9���B`;>NUPTL[@

dX
	M?R@BST=�	��

OF=8Na=��bI8NF;c9d=8PTLe9��fL��aP]OULFOe9��:g �ME��
ϕ V

he@BI8I��MS];��<Oeic=��
dX(ϕ)

�KOULeS�
σ j P��c?>@BNUPk@��cLf9d=`Hl@BI8I8P��8QmLF;>N�� Tϕ H�=��8P*9��YSk@

SU j IG@BN[@BSTS	MSTP]O[@BLUP];��n9�� BC;>NUPTL[@ mX(Tϕ) Vpo ;>=8N"DK;��<OFLUNU=8PTN��qD��MLUL�� SU j IG@BN[@BSTS	MSTP]O[@BLUP];��sr�<;>=<Ot9��M?u;��<O 	MLU=<9dP�MNvS�w9�	yxz@B=8Lt9�� E<;>H{;>LF;>I8P�
kX(ϕ)

9��KOvD[EG@BHJI<Ot9��q?��KDML��M=8NFO �<;��
OFP��8QR=8STP�MN

X
�ML
ϕ∗X V8o =8P]OFic=�� kX �KOUL|=��6E<;>H{;>H{;>NUI8E8P]OUH
�nDMNF;>P]O�	RrdSk@DMS	 �KOULa9��O}@K?u;>PTN\DA@BS]DM=8S�MN
kX
OF=8N~=��6L��aP]OULe9��Yg#�ME��

�
%'& � �
� ��� 3 ; � �7����� ���R�z�y���

γ � ��� � � �c� � �f�}���\� � � � � � �{�[�e� �	� Σg,1
�K�"�K�>���

I×S1

� �����>���}����� , �{�d� � �>�l�M� � �(� � �z�M�G������� γ �u�R�8� Σg,1 1J� �����u��� Iγ � � �  �>�e������>� � ��� �	� �6���R���}��� , �5� ��� � � �	� γ ����� � ���q�d� � � �_�>� � � � �����>�#� � � � � � �F�C��� I 1 ��� �y�����z� �
nXγ
�}�M�w��� F �<� � �>��l� � �����R� �M� �����n��� �	� � I � � � �>��� X � � � �>� , �c� γ �d� �:� �}���d� � �

� Iγ 1 �G� τγ �y�y� � �n�������y�q��� '��  � � � � �R����� � � � �>� , ��� γ ) � � � � �

kX(τ εγ) = ε nXγ [γ] ∈ H1(Σg,1;Z)
�>�

ε = ±1.

W-�wDA@BS]DM=8S89��
dX
	M?R@BST=�	�OU=8Nv=���L��MS	L��aP]OUL�9���g �ME�� �KOUL ����LUP]�MN��MH
���cLq9�	ML��MNUHJP���	

IG@BNeD��:DK;>HJI8L��M=8N
�

%'& � �
� ��� 3 ;7� ��� ��� ���>���y�G�
γ � ��� � � �	� � ���}���e� � � � � � �l�F�:� �	� Σg,1

�M�
τγ � �:�������y��c�"'��  � � � � �>����� � � � �>� , ��� γ 1�� � � � �

dX(τ εγ) = ε(nXγ + 1)(nXγ − 1)
�>�

ε = ±1.

; ;



9 �d5��1;��b?��MNUN[@JDK;>HJH
���cLe;>X8L����8PTN dX I�;>=8N~=��6I8NF;	9d=8PTL\9��:L �aP]OULFO~9��Yg#�ME�� VhZ@BI8I��MS];��<O:ic=��Rr�X8P���#i�=�� Mg,1
OF;>PTL ���8Q����<9dN�	JIG@BNfS�KOfL��aP]OULFO�9���g#�ME��sr ;�� ���

O}@BPTLYIG@>OAr � S3� E��M=8N��m@>DMLU=��MSTS�Rr"9�	KDK;>HJI�;RO��MNY=��29dPnm�	K;>H{;>NUI8E8P]OUH
�mi�=��MS]DK;��<ic=��
���
I8NF;	9d=8PTL\9��fL �aP]OULFO V

� ?R@���LZ9��Y9�	y5��8PTN\S�nDK;>HJI8L��M=8N
nXγ
r �<;>=<Oe@A?u;��<O\X��KOF;>P��19���I�;RO��MN\=��1D��MNUL[@BP��

�<;>HnX8N��9�� E ; I�;>LUE<�KO��KO �MLe9��'�<;>L[@BLUP];��<O V � �b587��Y=��CI8S];��8Q��MH
����L Σg,1 ↪→ Σg
�ML

;�� �<;>L��
D2 = Σg \

P���L
(Σg,1) V � @B=dxsI8N�	KDMP]OUP];��sruLF;>=8L��KOwS�KO�5<QR=8N��KO�O��MNF;��cLqLF;>= �U;>=8NFOHn=��8P�KO\9��:S3� ;>NUP���cL[@BLUP];��`DA@��<;��8P]ic=�� V� ��OF=8I8I�;RO��ni�=��nS�KOZ?>@BNUP	ML�	KO:O��MNF;���LfLF;>=8L��KOfDK;������y7 �KO:DK;>HJIG@>DML��KO:;>NUP���cL�	��KO

@A?��KD0;>= O[@��<OYX�;>NF9 �MLnH�=��8P�KO�9�� =����0OFLUNU=<DMLU=8N��{NUP�MHl@����8P������� OU=8N�S�M=8N �KOUIG@>D��
L[@��8Q����cL V � P M �KOFL =����~L��MSTS�\?>@BNUP	ML�	Rrc;��
�<;>L��MN[@

µM
O[@:DMSk@>OFO��ax�;��<9<@BH
���cL[@BS� V g#�I8ST=<Opr OUP

M
�KOULY9��l9dPTH
���<OUP];��

2
�ML�OUP

Y
�ML
Y ′ O[;���L�9��M=d7_DFEG@BHJI<On9��J?��KDML��M=8NFO

�<;��COUP��8QR=8STP�MNFO~OU=8N
M
@BS];>NFOArdI�;>=8N~LF;>=8L~I�;>P���L

x
9��
M
r

∠Yx, Y
′
x ∈ S1

O��MN[@JS3�^@��8QRS�;>NUP����L�	 ����LUN��nS�KOe?��KDML��M=8NFO
Yx
�ML
Y ′
x

H
�KOU=8N�	YIG@BNZN[@BI8I�;>NUL � Sk@JH
	 jLUNUP]ic=��:NUP�MHl@����8P�������'�ML\DK;>HJI8L�	:H{;	9d=8S];
2π V

9 �d5��sr<;�� �<;>L��MN[@ σ S�fQ�	���	MN[@BL��M=8NeI8N�	yx 	MN�	�9�� H1(S1;Z) V
� ��� � ��� ���
�����

nXγ
K/J��PJ�� "$#	� Q�
��
 / Q

� ;>PTL γ =����mDK;>=8NUX�� OUPTHJI8S�lx �MNUH
	��m;>NUP����L�	��6OF=8N Σg,1 V �";>=8L{@B= S];��8Q`9��mD��D[EG@BI8PTLUN��Rr";����<;>L��MN[@
Iγ × S1 =��_?u;>P]OUP��G@BQ��JIG@BN[@BH
	MLUN�	0;>NUP����L�	l9�� γ 9<@��<O Σg,1L��MSvi�=��

8 γ = {1
2} × S1 � ;>= γ = {1} × S1 OFP γ = ±∂Σg,1 � r8 S3� ;>NUP����L[@BLUP];�� DA@��<;��8P]i�=��09�� Iγ × S1 DK;65 �<DMP]9��0@A?��KDJS3� ;>NUP����L[@BLUP];��(P��<9d=8PTL��IG@BNaS3� ;>NUP����L[@BLUP];���9��

Σg,1 V
� ;>PTL Iγ S�eDFEG@BHJI 9��~?��KDML��M=8NFOwL[@��8Q�����L �<;��0OUP��8QR=8STP�MN�OU=8N Iγ×S1 P��<9d=8PTLqIG@BNSk@9dPTN��KDMLUP];��CI8N�	yx 	MN�	���9��

Iγ V � �19�	y5��8PTL~S3�^@BI8I8STP]DA@BLUP];��

fXγ : γ → S1

x → ∠(Iγ)x, Xx

@BP��<OFPsi�=��:S3� ���cLUP�MN
nXγ =< (fXγ )∗(σ), µγ > .

� �19��MN �8P�MN ���C9�	MI����<9 IG@>Ol9d= D[E<;>P 7 9��bSk@�H
	MLUNUP]ic=��CNUP�MHl@����8P������� Vwo @BNDK;��cLUN��Rr<PTSs9�	MI����<9
8 9��fS3� ;>NUP����L[@BLUP];���9�� Σg,1

r
8 9��fSk@JDMSk@>OFO��:9�� E<;>H{;>LF;>I8P�n9�� X r

E�T�T



8 �ML~9��:Sk@DK;>=8NUX�� γ V
W � ����LUP�MN

nXγ
�KOUL�P���L��MNUI8N�	ML�	0Q�	K;>H
	MLUNUP]i�=��MH
���cL�DK;>HJH
�lS���<;>H�X8N��09��JLF;>=8NFO

ic=��Zx�@BPTL
X
IG@BN~N[@BI8I�;>NUL �

Iγ
S�fS];��8Ql9��

γ V
=������������� ; �>=
�>=
� � ;>P���cL αi �ML βi S�KOfDK;>=8NUX��KOf9���Sk@{5<QR=8N�� : V E � D��OF;���L:9��KON��MI8N�	KO�����L[@���LFOZ9��:Sk@�XG@>O���� =�=<OF=��MSTS� @	9��

H1(Σg,1;Z) V

αi

βi

0)132)4 : V E 8 � ;>=8NUX��KO
αi
�ML
βi
r
i = 1, . . . , g

he@BI8I��MS];��<Olic=��6S3� ���<O��MH�X8S��� �KDML
(Σg,1)

9��KO0DFEG@BHJI<Om9��6?��KDML��M=8NFO �<;�� OUP�� jQR=8STP�MNFO�OU=8N
Σg,1

�KOULY=�� �KOUIG@>D��0@��
��� @B= j 9��KOFOU=<On9�� H1(Σg,1;Z) V � �2587 �l=����;>NUPTQRP�����I8N�	yx 	MN�	�� ���DK;��<OUP]9�	MN[@��cLtSk@eDMSk@>OFO���9�� E<;>H{;>LF;>I8P� O 9d=DFEG@BHJIJ9��w?��KDML��M=8NFOic=8P ?�	MNUP 5 �
nXαi = nXβi = 0

I�;>=8NaLF;>=8L
i = 1, . . . , g.

� �ZD[E<;>P 7m9�� ;>NUPTQRP����fI8N�	yx 	MN�	��fP��<9d=8PTL|=����eX8P � �KDMLUP];�� I8N�	yx 	MN�	�� ���cLUN���� �KDML
(Σg,1)�ML

H1(Σg,1;Z) �
Ψ :

� �KDML
(Σg,1) → H1(Σg,1;Z)

X →
n∑

i=1

nXαi [αi]
∗ + nXβi[βi]

∗

;�<1S�KO
[αi]

∗ �ML [βi]
∗ �KOUL~Sk@XG@>O���9d=G@BS� � Sk@XG@>O�� ([αi], [βi])i

9��
H1(Σg,1;Z) 9 �IG@BNULUP]DM=8STP�MNAr�D��MLUL��:X8P � �KDMLUP];��19�	MI����<919d=1DFE<;>P 7b9��KO~DK;>=8NUX��KO

αi
�ML
βi V

� ;��<OUP]9�	MNF;��<Oa=��6DFEG@BHJI19��Z?��KDML��M=8NFOaN��MI8N�	KO�����L[@���L O ic=�� �<;>=<O �<;>L��MNF;��<O~9��Sk@aH��MH
� Hl@��8P]�MN�� V W � S1 j 5<X8N�	 (TΣg,1)0
�KOUL"LUNUPT?cPk@BSTP]O[@BX8S� V � E<;>P]OUP]OFOF;��<O O DK;>HJH
�O��KDMLUP];���I8N�	yx 	MN�	��

�
�<;>=<O*I�;>=8?u;��<O�@BS];>NFOvP]9����cLUP 5 �MN�S3� �KOUIG@>D���LF;>L[@BS89��

(TΣg,1)0
@A?��KD

Σg,1 × S1 V �v;>=8L~DFEG@BHJIb9��Z?��KDML��M=8NFO~OU=8N Σg,1
I�;>=8NUN[@�98;��<D��MLUN��Z?c= DK;>HJH
�f=����

@BI8I8STP]DA@BLUP];��`9��
Σg,1
9<@��<O

S1 V
K/J��PJ  � %PO 8 ' O*k�h
	 N O�
 8	
�EhCk )[h nXγ N /2'if )[hCk 8 /2'[f���hCk N %Tf ��
 8 '/O 
3�#fhCk

� ��I��M=8L*O��|9��MHl@��<9��MN D��wic=���?>@B=8L
nXγ
I�;>=8Nt9��KO�DK;>=8NUX��KOtIG@BNULUP]DM=8STP]�MN��KO�L��MSTS�KO

ic=��fSk@JDK;>=8NUX��:;>NUP����L�	��
∂Σg,1

;>=6S�KO~DK;>=8NUX��KOeO�	MIG@BN[@���L��KO V
 � a/`@[�^#h"` m�RPhjeN` �TR

Σg,1
	HgXh�R\O�g�L � IKaPR OfeUI*hTm�I*LUm Z

E�T E



���������
	��������� ;7�>=
����� � �G�
γ
�}�y� � � � � �c� � �J� � ���y�G���F� ∂Σg,1

� � � � �

nXγ = 2g − 1.

� �G�
γ
�}�y� � ��� � � �c� � �e�A���d� � �>�G���Z��� , �M� � � h � � �<�z�Z��� � � � � ���y�G���R���z�>�m����� � ������d� � � � ��� ���� � �{�K� � � � � �c�	� � � � � � ��� � �R�\�8�B�M�>�������� � � � � ) � � � � �

nXγ = 2h− 1.

�2��35476(3�� � S �<;>=<O:OU= �{LY9�� 	MLU=<9dP�MN�S�JDA@>O γ = ∂Σg,1 V W-�JDA@>OY9��KO:DK;>=8NUX��KOO�	MIG@BN[@���L��KO\O��MN[@J;>X8L�����=`DK;>HJH
�YDK;>NF;>STSk@BPTN��YPTHJH
	K9dPk@BL V
� ;>PTL Iγ × S1 =��(?u;>P]OUP��G@BQ��m;>NUP����L�	0IG@BN[@BH
	MLUN�	m9��lSk@bDK;>=8NUX��l;>NUP���cL�	�� γ =

∂Σg,1
9<@��<O

Σg
L��MS"i�=��

8 γ = {1
2} × S1

8 S3� ;>NUP����L[@BLUP];��DA@��<;��8P]i�=���9�� Iγ×S1 DK;65 �<DMP]9���@K?��KD�D��MSTS��P��<9d=8PTL��wIG@BNsS3� ;>NUP��� jL[@BLUP];��19��
Σg �

Dyxt5<QR=8N�� : V C V

γ

D2

Iγ × S1

0)1324 : V C 8

W"@aDMSk@>OFO���9�� 9 =8S�MN"N��MSk@BLUPT?�� e(TD2, X|∂D2)
H
�KOF=8N���S3� ;>X<OULUNU=<DMLUP];�� � I8NF;>S];��8Q��MN

X
�

Σg
�MLa?�	MNUP 5 � � Dyx�N��MHl@BNFic=�� E V o V H � �

< e(TD2, X|∂D2), µD2 >= 2 − 2g.

9 �l9��^@B=8LUN��KO L��MNUH
�KOAr X xz@BPTL 2−2g
LF;>=8NFO�S�aS];��8QY9��

∂D2 IG@BNqN[@BI8I�;>NULw@B={D[EG@BHJI9��{?��KDML��M=8NFO�ic=8PqO$� 	ML����<92@B=29dP]O[i�=�� V �Z;>LF;��<O A =��#L��MSqD[EG@BHJI(9��J?��KDML��M=8NFO�OU=8N
∂D2 �

Dyxv5<QR=8N�� : V Adr<N��MHl@BNFi�=<;��<Oei�=-� PTSsO��fI8NF;>S];��8Q�� �
D2 V

γ

A

D2

0132)4 : V A 8 DFEG@BHJI19��Y?��KDML��M=8NFO A OF=8N ∂D2

E�T�C



W-�YDK;>HJI8L��M=8N
nXγ
�KOULaS� �<;>H�X8N���9��:LF;>=8NFO\ic=��fx�@BPTL

X
S��S];��8Ql9��

γ = ∂Σg,1IG@BN\N[@BI8I�;>NUL �
I∂Σg,1 V � S I��M=8L �MLUN��:DA@BS]DM=8S	nDK;>HJH
�:Sk@JOF;>HJH
�8 9d= �<;>H�X8N��n9��:LF;>=8NFO~ic=��Zxz@BPTL A IG@BN~N[@BI8I�;>NUL � Iγ

� D��MST=8P j DMP �KOUL�	MQ�@BS�
1 � r8 �ML~9d= �<;>H�X8N��n9��fLF;>=8NFO\ic=��Zxz@BPTL X IG@BN~N[@BI8I�;>NUL � A V

9 �bN��MHl@BNFic=G@���Leic=�� γ = −∂D2 r �<;>=<O\;>X8L����<;��<O

nX∂Σg,1 = 1 − (2 − 2g)

= 2g − 1.

2

���������
	��������� ;7�>=��]�7� ���
(γ, γ′)

�}�y� � ���Y�d�>� � � � � � �u�>�����6��� , �y� � � h � � ��F , �	� �� 1 ��� � � � � � nYγ + nYγ′ = 2h.

���	�����>����� � �	�*
��
���
*����
 h

α
γ

γ′

0)1324 : V : 8 9 7��MHJI8S��9��fIG@BPTN��YX�;>NF9<@��cL�� γ r γ′ � DA@>O~OUL[@��<9<@BNF9 V
�2��35476(3 � � ;>PTL (γ, γ′)

=����:IG@BPTN��YX�;>NF9<@���L��n9��
Σg,1

9��:Q����8N��
h �
S�KO~DMSk@>O[O��KO

9�� E<;>H{;>S];>QRP�:9��KO|DK;>=8NUX��KO�?�	MNUP 5 ����L
� [γ] = −[γ′] V 9 STS�KO|O�	MIG@BN����cLaSk@�OF=8N xz@>D�� Σg,1���b9��M=d7bOF;>=<O j OU=8N xz@>D��KO Σh,2

�ML
Σg−h,3 V� ;��<OUP]9�	MNF;��<O|=����fDK;>=8NUX��ZOUPTHJI8S�ex �MNUH
	��

α
9��

Σh,2
i�=8P�O�	MIG@BN��ZSk@nOU=8N xz@>D�� ���

=����lOU=8N xz@>D��
Σh,1

�ML�=����IG@BPTN��{9��JIG@���L[@BS];��
P
�ML:L��MSTS�{ic=��S�JX�;>NF9_9��

P
OF;>PTL

α∪ γ ∪ γ′ V �e;>LF;��<O
P ′ S�Z9dP]OFic=��e;>X8L����c=69�� P ���0N��KDK;>STSk@��cL~9��KO|9dP]OFi�=��KO d1

�ML
d2DK;>HJH
��9<@��<O~Sk@n5<QR=8N�� : V H V

� ;>PTL Y =��bD[EG@BHJI19��:?��KDML��M=8NFO �<;��1OFP��8QR=8STP�MN\9�� Σg,1 V W � ;>X<OFLUNU=<DMLUP];�� � I8NF; jS];��8Q��MN
Y |α

�
P ′ �KOULa=�����DMSk@>OFO��:9�� 9 =8S�MN~N��MSk@BLUPT?�� e(TP ′, Y |α)

ic=8P ?�	MNUP 5 �

< e(TP ′, Y |α), µP ′ >= 2 − 2h.

g �^@BI8NF�KO\Sk@�LUE�	K;>NUP��9��:DK;��<D����cLUN[@BLUP];��`9�� ;>X<OULUNU=<DMLUP];��sr �<;>=<Oe@A?u;��<O~S3� 	MQ�@BSTPTL�	
�

< e(TP ′, Y |α), µP ′ >= − < e(Td1, Y |γ), µd1 > − < e(Td2, Y |γ′), µd2 > .

�e;>LF;��<O
lYγ :=< e(Td1, Y |γ), µd1 >

�ML
lYγ′ :=< e(Td2, Y |γ′), µd2 > V �Z;>=<O

;>X8L����<;��<Oe98;��<D:S3� 	MQ�@BSTPTL�	
�

lYγ + lYγ′ = 2h− 2.
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(Iγ × S1) → S1
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X
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x 7→ ∠(Iβ)x, Xx

�ML

f
(τγ)∗X
β : β → S1
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(τγ)∗X
β (x) = ein

X
γ (θ+2πt)

= fXβ (x) + ein
X
γ (2πt).
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kX(ϕ.ψ) = kX(ϕ) + ϕ∗.kX(ψ) ∀ψ,ϕ ∈ Mg,1.
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kX(τ εγ) = ε nXγ [γ],
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γ )∗X
�KOFLaE<;>H{;>LF;>I�� �
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X
�KOULaDK;��<OUL[@��cL~S�ZS];��8Q{9��
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i,k=1

L−
i · L+

k

−
|nXγ |∑
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j,l=1

K−
j · K+
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� �`I��M=8Lexz@BPTN���S�nH��MH
�nN[@BP]O[;������MH
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�ML Ĥ(Σ)
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� 
��KOFL\@I8NUP];>NUPsIG@>O~P]O[;>H{;>NUI8E���@B=bQRNF;>=8I�� H(Σ) × Z
H�=	�8Pt9	�fSk@S];>PsP!�<9d=8PTL��:IG@BN

Sk@�OULUNU=<DMLU=8N��fI8NF;	9d=8PTL V �Z;>=<O|?��MNUNF;��<O~9<@��<O|S��fIG@BN[@BQRN[@BI8E��YOU=8PT?R@���L~ic=��MSTS��Z?>@ �MLUN��
Sk@0S];>P 9	�QRNF;>=8I��{@>OFOF;	DMP��� � H(Σ) × Z V � �MI����<9<@��cLAr �<;>=<O:;>X8L����<;��<O:=	���JOU=8PTL���y7<@>DML��Y9	�fQRNF;>=8I��KO��

0 //Z
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r��KOUL:D����LUN[@BS Vso @BNDK;��<O��Ki�=����cLAr

(∗) �KOULa=	��� �y7dL����<OUP];��1D���cLUN[@BS���9	� H(Σ) V
� P

X
�ML

X′ OF;���L\9	�M=d7 LUNUPT?	Pk@BSTP]O[@BLUP];��<O~DK;>HJI8S��y7	�KO\9	� TΣ
rd@BS];>NFO~S�
 E<;>H{;>LF;>I8P��

���cLUN��
X

�ML
X′ P!�<9d=8PTL�=	�P]OF;>H{;>NUI8E8P]OFH��a9	�wQRNF;>=8I��KO Ĥ(Σ)X → Ĥ(Σ)X
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g�KOFL~9	�y5��8PsIG@BN~S�
��MQ�@BSTPTL��
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ĥMX,Y : Eul(M) → H1(Σg,1;Z).

� ��
 � % ��% � 
 � 
�������� � � � � 
 % ��� 5 � ��� ĥMX,Y (E)
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KX,NN � 6�0MC���V���j?/,��/. {1

2} × Σ−
M

� ;��>.�6�X {1
2} × Σ−

N � X�} �>.�1>CED�;<S��>. KX,NM

�Q9
KX,NN

C��@9v;��>.�6��>1Q9<8:G��QO����\9p6�CED�;v3/CEOUCE0MCEVW8��
(i−M )∗k̂X(M, EM )

?/,��/.
H1(M ;Z)

�Q9
(i−N )∗k̂X(N, EN )

?/,��/.
H1(N ;Z)

X
} �>. .��>1Q9<8MC��/.

sX,M
�Q9
sX,N
.��	;��>1>CE0:0����@9zG\8L,~0�
 8M?	���@9<8�I51B,79<8MC���?	�

Σ+
M

,>G��>1 −Σ−
N?	�JI���8M.4.4,��@9 D	��� �J_T9����/.<8MC��

sX,M.N
?	�

XM.N
X � � q�,78:9BA .<8 0�
 C�� �/CE9��

jM : M ↪→ M.N
�Q9
jN : N ↪→ M.N

0��>.g8!� � �>1Q9<8MC��/.-1B,��/C���8M[\D��>.BA ,70MCE;�.
sX,M.N�>.�9s,70MCE;�.sD	���a.��>1Q9<8MC��"?	�

(ξM.N )0
.<D�;

M.N
6�;<8:G��Z?	�>.pGHCE8M.<8!�5,7V��>.s9<D�S�D�0L,78:;��>.~?	�>.

1>CED�;<S��>.
jM (KX,M )

�Q9
jN (KX,N )

X  8!�/.<8
DP (e(ξM.N , XM.N )) = (jM )∗DP (e(ξM , XM )) + (jN )∗DP (e(ξN , XN ))

= (jM )∗(i
−
M )∗(k̂X(M, EM )) + (jN )∗(i

−
N )∗(k̂X(N, EN )).

�g8L,|0�
 8M?	���\9<8�I51B,79<8MC��
Σ+
M

,BG��>1 −Σ−
N

A�C��=6��QD�9�6�CED/.�.��Q;K0L,"1>CED�;<S��
KX,N

���

D	���%1>CED�;<S��
K ′
X,N

6�0MC���V����?/,��/.�D	���%1>CE6�8���?	�
Σ+
M

X � �l6��QD�9g,70MCE;�.�3/CEOUCE9�CE6��Q;
sX,M.N

���"D	���K.��>1Q9<8MC��
s′X,M.N

?	�JI���8�� ���F?	�Q3/CE;�.�?	�-GHCE8M.<8!�5,7V��>.�9<D�S�D�0L,78:;��>.a?	�>.
� ���



1>CED�;<S��>.
KX,M

�Q9
K ′
X,N

X � �#;��QOj,7;�[@D��c[@D���0�
 CES/.<9<;<D/1Q9<8MC�� m|6�;�CE0MC���V��Q;
XM.N�>.�9~,70MCE;�.a1>C��/1���@9<;���R?/,��/.~0��-1>CES�CE;�?T8M.<O��K?�
 3/CEOUCE0MCEVW8��

M
�Q9([\D��

K ′
X,N

,�6�CED�;
3/CEOUCE0MCEVW8��

(i+M )∗(k̂X(N, EN ))
?/,��/.

H1(M ;Z)
X

��D�8M.�[\D��
M
,cO �QO��3/CEOUCE0MCEVW8��P[\D��%0L,c.<D�;�qr,E1�

Σg,1
A�C��26��QD�9g3/CEOUCE9�CE6��Q;

s′X,M.N

���tD	���n.��>1Q9<8MC��
s′′X,M.N

?	�JI���8�� ���b?	�Q3/CE;�.k?	�>."?	�QDT_t1>CED�;<S��>.
KX,M

�Q9
K ′′
X,N

6�0MC���V���>.P?/,��/.�?	�QDT_ 1>CE6�8��>.P?T8nm��Q;����@9��>.P?	�
Σ−
M

�Q9�C��
K ′′
X,N

,F6�CED�;
3/CEOUCE0MCEVW8��

(i+M )∗(k̂X(N, EN ))
?/,��/.

H1(M ;Z)
X

� � ��� �	��
�� �������(')� Y�8���� ���"�/CED/.v6��Q;<O��Q9v?	��0��>.�6�0MC���V��Q;p?/,��/.�D	����O �QO��a1>CE6�8��
?	�

Σ−
M

1B,7;��Q0:0��>.~6��QD�G����\9g. 
 8!�\9��Q;�.��>1Q9��Q;BX
egCED/.~6�CED�GHC��/.�;��>.�D�O��Q;�0L,�.<8:9<D5,79<8MC��l?/,��/.a0L,%I/VWD�;����TX � �

i+M i−NKX,M

i−M KX,N

i+N
K′
X,NK′′

X,N

(i−N )∗bkX(N, EN )(i+M )∗bkX(N, EN )

bkX(M, EM )

bkX(N, EN )

(i−M )∗bkX(M, EM)

(i−M )−1
∗ (i+M )∗bkX(N, EN )

�� � ���TX � � } 
],76�6�0:8M1B,79<8MC��
k̂X

�>.<9~D	�F3/CEOUCEOUCE;<6�3�8M.�O���1Q;�CE8M.��WX

 8!�/.<8
k̂X(M.N, EM .EN ) = k̂X(M, EM ) + (i−M )−1

∗ .(i+M )∗k̂X(N, EN )

= k̂X(M, EM ) +M.k̂X(N, EN ).
�),7;-1>C��/.��>[\D����@9BA�0�
],76�6�0:8M1B,79<8MC��

k̂X : HE
g,1 → H1(Σg,1;Z)

�>.<9�D	�l3/CEOUCEOUCE; {6�3�8M.�O��|1Q;�CE8M.��c6�CED�;�0�
],E1Q9<8MC��x?	� HE
g,1

.<D�;
H1(Σg,1;Z)

A	?�C��/1|D	� � { 1>C\1��T1Q0��"?	�
C1(HE

g,1,H1(Σg,1;Z))
X +�
],76�;�^>.K0��P0��QOPO�� �TX � X � A .<8

Y
�>.<9KD	� ,7D�9<;��U1�35,7OP6#?	�

G��>1Q9��QD�;�. �/C��l.<8!��VWD�0:8��Q;a.�D�;
Σg,1
A/,70MCE;�.BA�6�CED�;~9�CED�9 �Q0��QO����@9

(M, E)
?	� HE

g,1

�

k̂Y (M, E) = k̂X(M, E) + eY,X − (i−M )−1
∗ (i+M )∗(eY,X).

�	,7;v1>C��/.��>[\D����@9BA@0��>. � { 1>C`1��`1Q0��>.
k̂Y

�Q9
k̂X
?T8nm ^Q;����@9f65,7;fD	�U1>CES�CE;�? �E8:0M.fC��\9v?�C��/1

O �QO���1Q0L,E.�.��K?	�R1>CE3/CEOUCE0MCEVW8��%?/,��/.
H1(HE

g,1,H1(Σg,1;Z))
X

2Y �QOj,7;�[\D/C��/.p[\D��
k̂X
;��>.<9<;��Q8!�@9~,7Dc.�CED/. { VW;�CED�6��Z?	� HE

g,1

q�CE;<O��g65,7;v0��>.pOj,76 {6�8!��V"1��`0:8!�/?T;��>.gO%D	��8M.-?	�R0L,c?T8:;��>1Q9<8MC��u6�;��Jq �Q;����?	�
I
1>CE;<;��>.<6�C��/?2mj0�
 3/CEOUCEOUCE; {6�3�8M.�O��R1Q;�CE8M.��

kX
?	�JI���8z,7Dl1435,76�8:9<;�� �TX

osC��/.<8M?	�Q;�C��/.)0�
],E1Q9<8MC��%9<;<8:G`8L,70��v?	� HE
g,1

.�D�;
Z
�dC��%6��QD�9	,70MCE;�.z?	�JI���8:;)0��fVW;�CED�6��

?	�K1>CE3/CEOUCE0MCEVW8��
H2(HE

g,1;Z)
X/eZCED/.a,BGHC��/.g,70MCE;�.�0��-9<3��>CE;�^QO��%.<D�8:GW,��@9��
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ĉX
� � � �/�r� �T�W�

ĉX : HE
g,1 × HE

g,1 → Z
(
(M, EM ), (N, EN )

)
7→ −k̂X(M, EM ) ·M.k̂X(N, EN ).

�J�J�s��� �
�
 	  ��  -:�c�@�

C2(HE
g,1;Z)

�Q�`� ��� 	 - 	 �	/@� -M�  	  ��  -M�c�,+ ���5�y�J���>�0 >��� 	 �
cX
�E�

 "`� �������<��� ���E�  	 ���Q�����  >��� 	 ��4 � 	  j�K�H����� -M�  ��7���@�
cX 

-��  -:�7�4�B�R�@�� 	 " 	  	
�- 	 /E�r��@�

ĉX
���� � ������� ���7�%�E�3 #" 	 �

�
�@�
X
4

� % � 5 ��� � �)CED�;ROUC��@9<;��Q;R[\D��0L, � { 1>C`1�35,������ ĉX �>.�9gD	� � { 1>C`1��`1Q0��WA�8:0 �/CED/.
.�D �U9v?	�~G��Q;<8�I �Q;s0L,Zq�CE;<O%D�0��a?	��1>CES�CE;�? �@.�CE8����@9

(M, EM )
A
(N, EN )

A
(P, EP )

9<;�CE8M.
�Q0��QO����\9�.g?	� HE

g,1

A
δĉX

(
(M, EM ), (N, EN ), (P, EP )

)
= ĉX

(
(N, EN ), (P, EP )

)

−ĉX
(
(M, EM ).(N, EN ), (P, EP )

)

+ĉX
(
(M, EM ), (N, EN ).(P, EP )

)

−ĉX
(
(M, EM ), (N, EN )

)

= −k̂X(N, EN ) ·
(
N.k̂X(P, EP )

)

+k̂X(M, EM ) ·
(
MN.k̂X(P, EP )

)

+M.k̂X(N, EN ) ·
(
MN.k̂X(P, EP )

)

−k̂X(M, EM ) ·
(
M.k̂X(N, EN )

)

−k̂X(M, EM ) ·
(
M.

(
N.k̂X(P, EP )

))

+k̂X(M, EM ) ·
(
M.k̂X(N, EN )

)
.

�),7;Z1>C��/.��>[@D����\9BA
δĉX

(
(M, EM ), (N, EN ), (P, EP )

)
= 0
X

2

����� �i�	��� * �������$�����
osC��/.<8M?	�Q;�C��/.v?	�"�/CED�G��B,7Dc0��(VW;�CED�6�� Hg,1

�Q9v.�C����J_T9����/.<8MC��j1���\9<;4,70��g,E.�.4C\1Q8���
?	�JI���8��%,7Dl1�35,76�8:9<;���� �

0 //Z //Ĥ(Σg,1) //Hg,1
//1. (∗).

Yg,76�6��Q0MC��/.f[@D���0L,ZOUCE9<8:GE,79<8MC��"m-9��Q;<O�� �>.<9f?	��?	�JI���8:;vD	��� �J_`9����/.�8MC��j?	�~0�
 3/C {OUCEOUCE;<6�3�8M.�O��
d
?	� �nCE;<8:94,u,7DT_ 1>CES�CE;�?T8M.�O��>.?�
 3/CEOUCE0MCEVW8�� ��� . 
 8!�/.�6�8:;4,��@9P?	�

0L,�1>C��/.�9<;<D/1Q9<8MC��lV��>CEO��Q9<;<8M[\D���?	�
d
qr,78:9��K?/,��/.�7 �nC � ; �Q9a?/,��/.~0���1�35,76�8:9<;�� �TX�} �>.

?	�QDT_k?	�Q;���8��Q;�.a1435,76�8:9<;��>. �/CED/.g?�C��	�����@9Z?	�QDT_|GHCE8��>.g?T8nm��Q;����\9��>.BX
} ,Z6�;��QOP8M^Q;��~6�8M.<9��~.��Q;4,78:9�?�
 D�9<8:0:8M.��Q;v0�
��J_`9����/.<8MC��U1���\9<;4,70��

(∗) ?TDPVW;�CED�6�� Hg,1
X

eZCED/.p,BGHC��/.sD	�U6�;��QOP8��Q;s1>C`1��T1Q0��g,E.�.�C`1Q8���[\D�8/6�;�CE0MC���V��
3τ
C��

τ
�>.<9p0��a1>C`1��`1Q0��a?	�
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�������Q;BX � 8�0�
 C��iG��QD�9R.�D�8:G\;���0L,k.�9<;4,79��QVW8��U?	�&7 �uC � ;fD�9<8:0:8M.���P6�CED�;R1>C��/.�9<;<D�8:;��U0��>.
SU { 65,7;4,70:0��Q0:8M.4,79<8MC��/.;��Q0L,79<8:G��>.%?	� �uCE;<8:94,l?	�>.ROj,76�6�8!��Vu1��`0:8!�/?T;��>.BA 8:0 �/CED/.Rqr,7D {?T;4,78:9K?	�JI���8:;KD	�21�35,7OP6i?	�G��>1Q9��QD�;�.-9��QOP6/.-6�;��Jq �Q;��.�D�;Z0��>.-1>CES�CE;�?T8M.<O��>.K?�
 3/C {OUCE0MCEVW8��a.<D�;

Σg,1
XE} �(6�CE8!�\9f?	�(G\D��~?TDU1435,76�8:9<;�� �TA765,7;�;4,76�6�CE;<9smg1�Q0:D�8/?	� 7 �nC � ;yA

,7D�;4,78:9s0�
],>GW,��@94,7V��-?	�g6�CED�GHCE8:;s6�;�CE0MC���V��Q;�,78M.��QO����@9s9�CED�9��>.s0��>.p1>C��/.�9<;<D/1Q9<8MC��/.�,7DT_
1>CES�CE;�?T8M.<O��>.K?�
 3/CEOUCE0MCEVW8�� �F1>CEOP6�;<8M.-0��9<3��>CE;�^QO���?TD=1>C\1��T1Q0��%?�
 8!�\9��Q;�.��>1Q9<8MC��#m
OUCE8!�/?T;��>.�q ;4,78M.dX � �uCES�9<8����/?T;4,78:9g,70MCE;�.~D	��� �J_T9����/.<8MC��F?TD �71��-D�; �"?	�-0�
 8!�\GE,7;<8L,��\9
?	�-o(,E.�.�C��cmKD	�c.�CED/. { VW;�CED�6��a?	� Hg,1

X@} ��6�;��QOP8��Q;v6�;�CES�0M^QO�� �>.<9v?	� ��mR?	�a;��QD/.�.<8:;
m�1B,7;4,E1Q9��Q;<8M.��Q;�0��R1�35,7OP6u?	�-G��>1Q9��QD�;�.�9��QOP6/.a.�D�;~0��>.~Oj,76�6�8!��Vj1��`0:8!�/?T;��>.~8!�/?TD�8:9��
65,7;a0L,�?T8:;��>1Q9<8MC��l6�;��Jq �Q;���R?	�

I
.4,��/.(D�9<8:0:8M.��Q;�0L,P.<9<;<D/1Q9<D�;��K6�;�C`?TD�8:9a?	�

I × Σg,1
X

} ,Z?	�QDT_`8M^QO��s6�8M.<9��s.��Q;4,78:9	?�
 D�9<8:0:8M.��Q;	0��vVW;�CED�6�� HE
g,1

[@D��p0�
 C��%G`8����@9�?	�s?	�JI���8:;BX
� � �Gm��Q9BAT1>C��/.<8M?	�Q;�C��/.s0L,�6�;�C ���>1Q9<8MC��k1B,��/C���8M[@D��

p : HE
g,1 → Hg,1

X � �|6��QD�9~,70MCE;�.
?	�JI���8:;a0�� � { 1>C\1��T1Q0��

c̃0 := p∗(ĉ0)
?	�

C2(HE
g,1;Z)

?	�JI���8 65,7;��

c̃0 : HE
g,1 × HE

g,1 → Z(
(M, EM ), (N, EN )

)
7→ 3

.<8:V � MM,N

+ �%O �QO��WA��/CED/.Z6�CED�GHC��/.-8!�/?TD�8:;���?	�0�
��J_`9����/.�8MC��21���\9<;4,70��
(∗) ?TD2VW;�CED�6�� Hg,1D	�����J_`9����/.<8MC��F1���\9<;4,70���1���\9<;4,70���?TDFVW;�CED�6�� HE

g,1

�

0 //Z //ĤE
g,1

//HE
g,1

//1

C�� ĤE
g,1

�>.<9a8M.4CEOUCE;<6�3���m HE
g,1 × Z

O%D	��8	?	��0L,U0MCE8	?	�%VW;�CED�6��.<D�8:GW,��@9�� ��[\D��Q0M.
[\D��R.�CE8����\9a0��>. �Q0��QO����\9�.

(M, EM )
�Q9

(N, EN )
?	� HE

g,1

�Q9�6�CED�;�9�CED�9����\9<8��Q;
n
�Q9

m
A

(
(M, EM ),m

)
.
(
(N, EN ), n

)
=

(
(M, EM ).(N, EN ) , m+ n+ 3

.�8:V � MM,N

)
.
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ĉX
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