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Chapitre 1

Introduction

1.1 L’outil numérique

Ce travail a été effectué au sein de I’équipe Acoustique Sous-Marine et Modélisation (ASM2) du
Laboratoire de Mécanique et d’Acoustique. Le domaine d’activité traditionnel de cette équipe
concerne les expériences de propagation d’ondes en milieu marin, réalisées sur des modéles réduits
en cuve, puis comparées & des modéles analytiques. Plus récemment, la complexité croissante
des configurations étudiées a impliqué le recours & I'outil numérique. Celui-ci concerne autant les
aspects matériels (automatisation des expériences, acquisition des données,...) que la modélisation
numérique des phénoménes physiques.

La modélisation numérique permet en effet & la fois de guider, d’interpréter, voire parfois de
remplacer les expériences en cuve. Guider: I'aspect souvent visuel des expériences numériques
et I'étude rapide de configurations variées permettent de concevoir de fagon optimale les ex-
périences en cuve. Interpréter: on pense ici a 'activité développée dans un domaine connexe,
I’aéroacoustique numérique : I’'observation d’expériences numériques simulant ’écoulement de jets
permet d’expliquer 'origine de bruits aérodynamiques |10, 28|. Enfin, remplacer : si les propriétés
physiques et géométriques des différents milieux sont connues précisément, il est raisonnable de
substituer a 'expérience en cuve une expérience virtuelle. Cela permet, entre autres, de s’affran-
chir de manipulations cotiteuses ou délicates a réaliser.

Si la modélisation numérique est une aide précieuse pour le physicien, elle n’est, pour autant,
ni un outil universel & utiliser sans discernement, ni une boite noire. Pour illustrer le premier
point, considérons un aspect majeur, a savoir le choix des schémas numériques : différences finies,
éléments finis, méthodes spectrales... Plutoét que de les opposer en une vaine querelle, qui tient
plus des guerres de religions que de la science, le physicien doit se poser essentiellement une
question : “quel est le but de I'expérience numérique que je souhaite réaliser 7.

Cette question étant posée, les réponses sont forcément plus objectives. Donnons un exemple : si
le physicien veut réaliser une expérience numérique ou la mesure des temps de propagation est
cruciale (permettant par exemple d’estimer des vitesses de propagation dans un milieu hétéro-
géne), il doit obligatoirement limiter la dispersion numérique. Cette propriété, classique dans le
cas de schémas linéaires comme le schéma de Yee [70] ou de Lax-Wendroff [42], conduit & une
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mauvaise localisation des passages par zéros des ondes calculées numériquement, ce qui invalide
I’objectif visé. On pourra alors préférer des schémas introduisant, de fagon controlée, de la dif-
fusion numérique, ce qui est le cas des schémas de volumes finis avec limiteur de flux [29]. Par
contre, si le critére principal est le respect de 'amplitude des ondes (pour estimer une atténua-
tion, par exemple), le physicien pourra préférer un schéma plus perfectionné, de type Weighted
Essentially Non Oscillatory (WENO) [36]. A ces considérations se rajoutent évidemment des
questions contingentes, & savoir la place mémoire et le temps de calcul disponibles et requis.

Une fois réglée la question du choix d’un schéma numérique, le physicien doit se poser une autre
question, essentielle : 'expérience numérique prévue s’inscrit-elle dans le cadre d’application théo-
rique du schéma choisi? Cette question est trés loin d’étre une élucubration mathématique sans
conséquence pratique. Pour nous en convaincre, imaginons pour la suite de I’exposé une expé-
rience numérique de propagation d’ondes en présence d’interfaces. Par interface, nous désignons
classiquement le lieu de discontinuité des parameétres physiques, par exemple la surface d’une
bulle d’air, le fond océanique, une coque immergée... (nous élargirons plus loin ce concept d’in-
terface). Cette expérience est réalisée dans le domaine temporel, pour nous placer au plus prés
de conditions expérimentales réelles.

1.2 Interfaces et schémas numériques

Irrégularité de la solution. En termes mathématiques, I’équation aux dérivées partielles dé-
crivant la propagation des ondes acoustiques ou élastiques dans un tel milieu est un systéme
hyperbolique linéaire du premier ordre & coefficients discontinus. Les inconnues de ce systéme
(i.e. les composantes de la solution) sont respectivement les composantes de la vitesse acoustique
et la pression acoustique, dans un fluide, les composantes de la vitesse élastique et les compo-
santes indépendantes du tenseur des contraintes élastiques, dans un solide. Pour conduire & un
probléme bien posé, on définit des conditions de saut, reliant a chaque instant et en tout point des
interfaces les valeurs limites de la solution de part et d’autres des interfaces. Ces conditions de
saut, découlant de considérations physiques, impliquent l'irrégularité de la solution : par exemple,
la pression acoustique est continue mais & dérivées spatiales discontinues & I'interface entre deux
fluides parfaits au repos, quelle que soit la régularité de la solution initiale.

Propriétés numeériques. Cette irrégularité de la solution a des conséquences trés facheuses:
certaines propriétés numériques des schémas, démontrées pour une solution suffisamment régu-
liere (ce qui est généralement le cas en milieu homogeéne), sont perdues en présence d’interfaces.
La premiére propriété perdue concerne 1’ordre de convergence des schémas. Cette quantité, ca-
ractérisant ’évolution des erreurs en fonction du raffinement du maillage, présuppose en effet
une solution suffisamment réguliére en tout point de calcul. Par exemple, un schéma d’ordre
cinq en milieu homogéne (comme WENO 5) peut conduire & un schéma seulement d’ordre un
en présence d’interfaces: en considérant deux maillages successifs sur lequels sont effectués les
calculs, l'erreur est ainsi divisée par 2° = 32 en milieu homogéne, et seulement par 2! = 2 en
présence d’interface.

La deuxiéme propriété perdue concerne la stabilité numérique. Cette notion, caractérisant 1’am-
plification des erreurs numériques & chaque pas de temps, est délicate & étudier pour des équations
aux dérivées partielles a coefficients discontinus. La technique classique d’analyse de Von Neu-
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mann, basée sur une analyse de Fourier des ondes, est alors inopérante; les seules techniques
d’analyse consistent alors & définir une énergie & partir de la solution numérique, puis & étudier
I’évolution de cette énergie. Cette technique peut s’avérer particuliérement difficile pour des sché-
mas non linéaires, et conduit souvent seulement & des conditions nécessaires de stabilité [17]. En
pratique, on observe souvent des instabilités numériques naissant au voisinage des interfaces pour
des contrastes importants des paramétres physiques (exemple: eau/air), alors que les conditions
nécessaires de stabilité CFL (reliant les pas de temps, d’espace, et la célérité des ondes) sont
satisfaites dans chaque sous-domaine.

N

§

F1G. 1.1 — Maillages adaptés (a) et en “marches d’escalier” (b).

Propriétés géométriques. En plus des défauts strictement numériques que nous venons de
citer, qui sont du ressort de I’Analyse Numeérique, la présence d’interfaces conduit & des défauts
d’origine géométrique. En effet, pour prendre en compte des interfaces de forme quelconque dans
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des schémas numériques, deux méthodes sont classiquement utilisées. La premiére méthode,
classique dans le cas de schémas d’éléments finis, consiste & adapter le maillage aux interfaces
(figure 1.1 a). Cette méthode fournit une bonne description géométriques des interfaces, mais
elle conduit & deux défauts. Le premier défaut concerne la lourdeur des calculs, découlant de
Iutilisation d’un mailleur et de problémes de gestion informatique. Ce défaut est particuliérement
important si le maillage doit étre recalculé a chaque pas de temps, ce qui est le cas si la position
de l'interface varie avec le temps (soit pour des raisons physiques, soit en vue de problémes
inverses). Le deuxiéme défaut découle directement du maillage adapté: les plus petits éléments
du maillage imposent une condition de stabilité CFL particuliérement restrictive, nécessitant des
pas de temps trés petits.

Pour représenter des interfaces de forme quelconque dans des schémas numériques, une deuxiéme
méthode consiste & utiliser un maillage cartésien uniforme, et a décrire I'interface en “marches
d’escalier” (figure 1.1 b). Cette méthode, classique dans le cas de schémas de différences finies, est
simple et peu onéreuse en termes informatiques. Toutefois, elle conduit & des effets de diffraction
parasite, dégradant la solution numérique [18].

(a) (b)

Fi1G. 1.2 — Ondes P et SV réfiéchies et transmises, pour une onde P incidente et deux conditions
de saut : contact parfait (a), glissement sans frottement (b).

Propriétés physiques. Aprés les défauts de nature numérique et géométrique, les interfaces
introduisent une troisiéme classe de défauts, de nature physique. Plus précisément, les schémas
numériques classiques ne prennent pas en compte les propriétés physiques vérifiées aux interfaces,
comme la nature d’un contact entre deux solides. Or, la nature d’un contact est une donnée
essentielle au probléme de propagation d’ondes: des conditions de saut différentes conduisent &
des solutions radicalement différentes.

Pour illustrer ce point, considérons ’exemple caricatural de deux solides élastiques isotropes
séparés par une interface plane oblique, et envisageons deux types de conditions de saut: soit
des conditions de contact parfait (continuité de la vitesse élastique et de la composante normale
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de la contrainte élastique), soit des conditions de glissement sans frottement (continuité de la
composante normale de la vitesse élastique, continuité de la composante normale de la contrainte
normale, et nullité de la composante tangentielle de la contrainte normale & l'interface). Soit une
onde plane P incidente sur l'interface, en-dessous de 'angle critique. Les conditions de saut
permettent de calculer les ondes planes P et SV réfléchies et transmises par l'interface. En figure
1.2, nous présentons alors les cartes théoriques de 011 (la premiére composante du tenseur des
contraintes élastiques). Vu la palette de couleur choisie et I'angle d’incidence considéré, 'onde
P transmise est invisible dans le cas du glissement sans frottement (b) bien qu’elle existe, alors
qu’elle est parfaitement visible dans le cas du contact parfait (a).

Ainsi, les conditions de saut, locales aux interfaces, influencent de fagon globale la solution en tout
point du domaine (a vitesse finie, dans le cas qui nous intéresse ici de problémes hyperboliques).
Pour étudier numériquement la propagation d’ondes a travers différentes interfaces, comme celles
présentées en figure 1.2, nous devons savoir décrire les conditions de saut dans des schémas
numeériques.

1.3 Méthodes existantes

A la lumiére de ce qui vient d’étre dit, notons deux points. D’une part, les configurations intéres-
sant le physicien présentent généralement des interfaces. D’autre part, ces interfaces dégradent
fortement les schémas numériques et sont pauvrement décrites, géométriquement et physique-
ment. Quelle confiance accorder alors a une simulation de propagation d’ondes en présence d’une
multitude d’interfaces (exemples: milieux stratifiés, bulles...) ou d’une onde de surface, laquelle
est, par définition, principalement localisée au voisinage des interfaces, accumulant & chaque pas
de temps des artefacts numériques? Comment peut-on envisager sereinement 1’étude fine de pro-
blémes de propagation d’ondes & l'interface fluide-solide, par exemple dans le cas de structures
complexes comme 1’0s, sans se poser la question des conditions de saut qui y sont vérifiées?
Enfin, comment accéder & la résolution propre de problémes inverses si le probléme direct n’est
que vaguement qualitatif?

Toutes ces questions conduisent & des remises en cause douloureuses. Les artefacts numériques
sont d’autant plus pernicieux qu’ils ne sont pas forcément détectés, et peuvent étre lourds de
conséquences : pour s’en convaincre, il est certainement utile de rappeler un probléme classique en
acoustique sous-marine |75]. Dans le cas de ’équation parabolique en présence d’un fond incliné, il
est connu que les simulations numériques peuvent converger vers une fausse solution du probléme,
et ce a cause de la non-conservation de ’énergie discréte aux interfaces... Pour aborder une étude
numérique quantitative et sérieuse de la propagation des ondes en présence d’interfaces, il est
alors nécessaire de s’interroger sur les méthodes numériques susceptibles de décrire correctement
des interfaces. Nous examinons ici des techniques proposées dans la littérature, sans prétendre a
I’exhaustivité. En particulier, nous ne détaillons ni les méthodes de décomposition de domaine
[7], ni les méthodes de point fictif |20, 21, 25].

Domaines fictifs. Cette classe de méthodes offre une grande souplesse d’un point de vue géo-
métrique, en utilisant deux maillages : un maillage régulier du domaine, et un maillage surfacique
des frontiéres. A chaque pas de temps, les solutions numériques sont calculées sur le maillage
régulier, puis couplées & des quantités calculées sur le maillage surfacique. Ces derniéres quanti-
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tés, appelées multiplicateurs de Lagrange, permettent de prendre en compte sous forme affaiblie
les conditions aux limites vérifiées aux frontiéres. Ce faisant, la méthode des domaines fictifs
présente les qualités géométriques d'un maillage adapté, tout en limitant la charge de calcul et
en maintenant une condition CFL raisonnable.

L’application des méthodes de domaines fictifs & des problémes de propagation d’ondes dans le
domaine temporel est récente: on pense en particulier a [79] pour des conditions aux limites de
type surface libre (fissure ouverte), et a [69] pour des conditions aux limites de type contact
unilatéral (fissure fermée). Si ces méthodes s’appliquent bien a des conditions aux limites, elles
ne s’appliquent pas (& notre connaissance) a des interfaces, décrites par des conditions de saut.
De plus, ces méthodes, déduites d’une formulation variationnelle du probléme de propagation
d’ondes, sont couplées & des schémas déduits de cette méme formulation. Il n’est alors pas possible
a priori de coupler n’importe quel schéma, choisi pour ses qualités propres, & une méthode de
domaines fictifs.

Homogénéisation des coefficients. Une autre méthode consiste & moyenner les coeflicients de
I'équation aux dérivées partielles (masse volumique, célérité des ondes) au voisinage des interfaces.
Cette solution, de mise en ceuvre aisée, est fréquemment appliquée dans le cas de schémas de
volumes finis avec limiteur de flux [9, 45]. Ce faisant, les diffractions parasites sont réduites.
L’ordre de convergence chute encore, mais de fagon controlée. De plus, la stabilité du schéma
est accrue: on peut en particulier ajuster le calcul des coefficients moyennés pour optimiser les
conditions de stabilité et l'erreur locale de troncature [17]. Un probléme majeur qui subsiste
concerne la description des conditions de saut aux interfaces.

Eléments spectraux. Komatitsch a proposé une méthode d’éléments spectraux permettant de
prendre en compte des interfaces [40|. A la différence de la plupart des méthodes rencontrées dans
la littérature, cette méthode s’étend au cas de 'interface entre un fluide et un solide [39]: pour
cela, on calcule le déplacement élastique dans le solide et le potentiel acoustique dans le fluide,
puis on prend en compte les conditions de saut & l'interface via une formulation variationnelle.
Cependant, cette méthode nécessite absolument que l'interface coincide avec des noeuds du
maillage, quitte & déformer celui-ci dans le cas d’interfaces de forme quelconque. L’utilisation de
maillages adaptés est alors couteuse en temps de calcul (surtout en vue d’interfaces mobiles), et
devient difficile & gérer en présence de plusieurs interfaces.

Meéthodes d’interfaces. Une quatriéme voie consiste & construire, aux points de calcul voisins
des interfaces, de nouveaux schémas numériques. Ces schémas sont batis pour maintenir I'erreur
locale de troncature malgré l'irrégularité de la solution au passage de l'interface. L’idée est an-
cienne: a la fin des années 70, Marchuk et Samarskii résolvaient numériquement des équations
différentielles & coefficients discontinus, avec un ordre arbitrairement élevé [57, 68|. Le princi-
pal inconvénient de ces méthodes découlent de limitations géométriques: les interfaces doivent

coincider avec des noeuds du maillage, ce qui est particuliérement restrictif.

Une avancée majeure dans ce domaine est l'invention des méthodes d’interface immergée [60],
développées a l'origine pour décrire le mouvement d’'une membrane (le coeur!) sur un maillage
régulier, ainsi que pour représenter les forces singuliéres qui s’y appliquent. Ces méthodes re-
viennent a des techniques de coefficients indéterminés: au voisinage des interfaces, les schémas
numeériques sont construits pour assurer une erreur locale de troncature donnée. Pour cela, on
utilise les conditions de saut vérifiées par la solution exacte, ainsi que par ses dérivées spatiales
successives. L'interface est “immergée”, au sens ot elle n’a pas besoin de coincider avec le maillage
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régulier. Les méthodes d’interface (nous omettons désormais de préciser “immergées”) ont été ap-
pliquées avec succés a différentes configurations et classes d’équations aux dérivées partielles,
et plusieurs variantes en ont été proposées. Notons en particulier 'application de I’ “Immersed
Interface Method” (IIM) aux systémes hyperboliques de 'acoustique et de 1’élastodynamique
[86].

1.4 Une nouvelle méthode d’interface

Revenons alors au probléme que nous nous posons depuis le début, a savoir comment réaliser
proprement une expérience numérique de propagation d’ondes en présence d’interfaces, de formes
et propriétés quelconques. A ce point de la discussion, il semble qu’une facon sérieuse de résoudre
le probléme consiste a appliquer deux schémas différents, suivant le point de calcul : un schéma en
milieu homogene, loin des interfaces; une méthode d’interface classique (comme 1'TIM), d’ordre
égal & celui du schéma précédent, prés des interfaces. Numériquement, Ierreur locale de tron-
cature est la méme en tout point de calcul du domaine. Géométriquement, les propriétés de
Iinterface sont prises en compte par 'utilisation de deux maillages, sans les complications d’un
maillage adapté aux interfaces. Enfin, physiquement, I'IIM impose & la solution numérique le
respect des conditions de saut vérifiées aux interfaces par la solution exacte.

Limitations des méthodes d’interface classiques. Un examen attentif améne cependant a
davantage de circonspection. Il s’avére en effet que les méthodes d’interface classiques, comme
I'TIIM ou ses avatars, souffrent de sérieuses limitations. Citons entre autres le manque de généralité
de ces méthodes, et la différence de nature entre les méthodes d’interface et le schéma proprement
dit. Pour illustrer ce dernier point, considérons le cas d’un schéma de volumes finis d’ordre deux
avec limiteur de flux. Conformément & ce qui a été dit précédemment, on applique 'IIM d’ordre
deux aux points de calcul proches des interfaces. Or il s’avére que I'IM d’ordre deux introduit
de la dispersion numérique, alors que le but des schémas de volumes finis avec limiteur de flux
est justement d’éliminer cette dispersion... D’autres défauts (probléme de stabilité numeérique,
difficulté de couplage & des schémas d’ordre et de complexité élevés ...) sont recensés dans le
chapitre 2 de cette étude, conduisant & un “cahier des charges” de ce qu’est, & notre sens, une
méthode d’interface optimale.

Cette analyse conduit alors & 'objet de la présente étude, & savoir la construction d’une nouvelle
méthode d’interface satisfaisant & ce cahier des charges. De fagon trés résumeée, le principe de la
méthode est le suivant. Au lieu de construire, au voisinage des interfaces, un nouveau schéma,
nous appliquons en tout point de calcul le méme schéma (i.e. celui choisi en milieu homogeéne) ; par
contre, nous modifions localement certaines valeurs numériques sur lesquelles s’appuie ce schéma
pour effectuer ’avancée en temps. Toute la difficulté est alors reportée sur la modification des
valeurs numériques de la solution, appelées ici valeurs modifiées. De chaque c6té de Uinterface,
ces valeurs modifiées sont des estimations numériques de prolongements suffisamment réguliers
de la solution exacte, de I'autre coté de I'interface. Ces prolongements reposent sur 'analyse des
conditions de saut vérifiées aux interfaces, et sont totalement indépendants de I’expression du
schéma utilisé. Ce dernier point permet, a priori, d’envisager un couplage avec de nombreuses
classes de schémas numériques. Nous appelons cette méthode I’ “Explicit Simplified Interface

Method” (ESIM).
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Plan de I’étude. Une caractéristique fondamentale de 'ESIM est son aspect modulaire, que
nous cherchons & retrouver dans la discussion. Aprés I'analyse des méthodes d’interface clas-
siques menée au chapitre 2, nous commencgons par rappeler les systémes hyperboliques de lois de
conservation décrivant la propagation des ondes acoustiques ou élastiques dans un fluide parfait
ou un solide élastique isotrope, en dimension un et en dimension deux (1D et 2D). On en déduit
alors les expressions reliant, & tout ordre de dérivation, les dérivées temporelles et les dérivées
spatiales de la solution exacte en milieu homogéne, ce qui fait I'objet du chapitre 3.

Nous proposons alors, au chapitre 4, une sélection de schémas numériques (mentionnnés en
début d’introduction), de qualité et complexité croissantes, et dont les propriétés sont connues et
rappelées en milieu homogeéne. Cette partie n’apporte stricto sensu aucune nouveauté ; par contre,
elle présente des schémas peu connus en acoustique numeérique, et surtout satisfait & un objectif
général que nous nous fixons: toutes les étapes doivent étre immédiatement programmables et
vérifiables. Ainsi, les algorithmes sont écrits explicitement, ce qui a, entre autres avantages, celui
de minimiser le temps de calcul a I'exécution. Par exemple, au lieu d’utiliser des solveurs de
Riemann pour les schémas de volumes finis, nous préférons mener & bout les calculs et écrire
explicitement I'avancée en temps.

Nous abordons les interfaces aux chapitres 5 et 6, respectivement consacrés aux cas 1D et 2D.
Les lois de contact sont trés classiques : contact parfait entre deux fluides, deux solides, un fluide
et un solide, puis contact imparfait entre deux solides. Ce dernier contact est décrit par des
conditions de saut de type masse-ressort. Dans tous les cas, nous relions les valeurs limites de la
solution et de ses dérivées spatiales, d’'un co6té de 'interface, aux valeurs limites de la solution et
de ses dérivées spatiales, de I'autre coté de 'interface.

La présentation de 'ESIM a lieu aux chapitres 7 et 8, eux aussi respectivement consacrés aux
cas 1D et 2D. Nous analysons certaines propriétés numériques de cette méthode d’interface,
en particulier 'erreur locale de troncature, et examinons des cas limites. Le point important
est le suivant: grace a la méthode d’interface proposée, les schémas numériques conservent,
en présence d’interfaces, les propriétés qu’ils ont en milieu homogéne. Le cotit informatique de
I’ESIM est négligeable, I'essentiel des calculs supplémentaires étant effectué en prétraitement,
avant I’avancée en temps. De plus, la méthode d’interface s’adapte automatiquement a une large
classe de schémas explicites en temps.

Le chapitre 9, consacré aux solutions analytiques dans le domaine temporel, a deux objectifs.
D’une part, il anticipe les expériences numériques du chapitre 10. D’autre part, il permet une
discussion sur les conditions de saut en 2D & l'interface fluide-solide, discussion complémentaire
a celle menée au chapitre 6.
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Chapitre 2

Méthodes d’interface classiques

Dans ce chapitre, nous présentons deuxr méthodes d’interface classiques, I'IIM et I’EJIIM. Ces
méthodes numériques permettent d’imposer a la solution calculée numériquement le respect des
conditions physiques vérifiées aux interfaces par la solution exacte. L’ordre de convergence du
schéma numérique est alors conservé, malgré lirrégularité de la solution exacte o [linterface.
Nous discutons ces deux méthodes, mettant a jour certaines limitations. Cette critique permet de
comprendre l'intérét de la méthode d’interface proposée dans le reste de l’étude.

2.1 Objet du chapitre

Pour résoudre les équations aux dérivées partielles régissant la propagation des ondes, différentes
classes de schémas existent, schémas dont les propriétés sont démontrées en milieu homogéne, et
perdues en présence d’interfaces: la solution numérique est alors dégradée par des diffractions
parasites, une chute de l'ordre de convergence, voire des instabilités si le contraste des para-
métres physiques est important. De plus, les schémas numériques ne prennent pas en compte les
propriétés physiques vérifiées aux interfaces, comme la nature d’un contact entre deux solides.
Une solution consiste alors & utiliser une “méthode d’interface” aux points de calcul proches
des interfaces, c’est-a-dire une méthode numérique permettant de prendre en compte les pro-
priétés physiques et géométriques des interfaces dans des schémas numériques classiques, tout en
conservant ’ordre de convergence de ces derniers. Dans ’ensemble des méthodes d’interface, nous
distinguons I'Immersed Interface Method (IIM) et I'Explicit Jump Immersed Interface Method
(EJIIM).

L’TIM a été développée par Li et LeVeque en 1994 dans le contexte d’équations elliptiques linéaires
[49, 50, 51, 52|, puis appliquée a des équations paraboliques non linéaires [82] et aux équations
de Navier-Stokes [14, 15], et enfin étendue par Zhang en 1996 au cas des systémes hyperboliques
linéaires de 'acoustique et de 'élastodynamique [85, 86]. Les systémes d’équations étudiés étant
les mémes que ceux étudiés au cours de la présente étude (voir chapitre 3), le travail de Zhang
nous intéresse particuliérement. Au cours de ce chapitre, nous analysons de fagon systématique
les différentes étapes de 'IIM et du travail de Zhang.
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Les apports de Zhang sont majeurs: il introduit des idées nouvelles, comme les conditions de
saut supplémentaires et les conditions de compatibilité, que nous développons au cours de la
présente étude. Sans méthode d’interface, 'ordre des schémas chute en présence d’interface:
Zhang vérifie numériquement que le schéma d’ordre deux qu'’il utilise (Lax-Wendroff), couplé a
I'IIM, conserve l'ordre deux en présence d’interfaces. La principale critique que nous formulons
a l'égard de I'IIM provient d’'un manque de généralité. L’application de I'IIM & tout type de
schéma (différent du schéma de Lax-Wendroff), d’ordre et propriétés quelconques, est délicate,
voire impossible; a part U'erreur locale de troncature, les propriétés du schéma utilisé loin des
interfaces sont généralement perdues au voisinage des interfaces. Enfin, on note une erreur de
dérivation au début de ses calculs, qui invalide une grande partie des formules qui en découlent...
En tant que tel, cette erreur importe peu: la démarche est juste, et le lecteur intéressé peut
reconstituer les formules exactes. C’est ce que nous faisons ici dans le cas de I'interface fluide-
fluide en 2D. Cette réécriture de I'lIM permet de familiariser le lecteur avec les techniques utilisées
dans le reste de I'étude.

De son coté, 'EJIIM a été développée par Wiegmann en 1998 dans le contexte d’équations el-
liptiques linéaires [80, 81, 83|. Nous avons étudié I'application de 'EJIIM au cas du systéme
hyperbolique linéaire de I’acoustique 1D. A linstar de I'lIM, les qualités de 'EJIIM sont dégra-
dées par des problémes d’implémentation et de stabilité. Nous présentons toutefois 'EJIIM pour
insister sur sa qualité majeure : dans le cas limite d’un milieu homogeéne (I'interface disparaissant
alors), le schéma utilisé au voisinage des interfaces revient au schéma utilisé loin des interfaces.
Ce critére, d’importance majeure, n’est vérifié par 'IIM que si elle est couplée au schéma de

Lax-Wendroff.

L’ensemble de ces remarques nous a conduit a développer la nouvelle méthode d’interface qui
fait objet de cette thése, I'Explicit Simplified Interface Method (ESIM). Avant d’aborder ses
différents aspects, nous présentons successivement trois exemples d’applications des méthodes
d’interface classiques a la propagation des ondes: I'IIM en 1D et 2D, et 'EJIIM en 1D. Ces
exemples sont tirés directement de la littérature (IIM 1D), sont corrigés (IIM 2D), ou sont une
application originale (EJIIM 1D). L’ensemble des critiques formulées a la fin de chaque exemple
est résumé en derniére section et conduit au “cahier des charges” que nous nous fixons pour
construire la nouvelle méthode d’interface.

2.2 Immersed Interface Method 1D

2.2.1 Introduction

Nous rappelons le principe de 'lIM appliquée par Zhang & la propagation 1D des ondes acous-
tiques en présence d’une interface. Cette derniére est décrite par des conditions de saut classiques,
A savoir la continuité de la pression acoustique et de la vitesse acoustique. Loin de l'interface,
I’avancée en temps repose sur un schéma classique d’ordre deux en temps et en espace, le schéma
de Lax-Wendroff. Au voisinage de l'interface, un autre schéma est écrit, schéma dont les coeffi-
cients sont calculés pour maintenir une erreur locale de troncature d’ordre deux.

Les notes présentées ici sont en grande partie issues de [85, 86| ; nous ajoutons cependant certaines
remarques (cas limite du milieu homogeéne, équation modifiée), qui nous ont conduit a développer
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I’ESIM. Les justifications techniques concernant les lois de conservation, les schémas numériques,
et les conditions de saut, sont systématiquement omises: nous renvoyons pour cela aux chapitres
ultérieurs qui traitent de ces aspects.

2.2.2 Lois de conservation

Soit un fluide parfait unidimensionnel au repos, de paramétres physiques constants par morceaux
et discontinus en z = « (figure 2.1)

(pOaCO) sixz < «,

(2.1) (pc) =
(p1,c1) sizxz>a,

ol p et ¢ sont respectivement la masse volumique et la célérité des ondes acoustiques. En posant

1
v 0 -

(2.2) U= . A= P,
p pc 0

oll v et p sont respectivement la vitesse acoustique et la pression acoustique, les équations de
I’acoustique peuvent s’écrire sous la forme d’un systéme hyperbolique de lois de conservation

) )
(2.3) G U+AS-U=0.

La matrice A est notée Ay pour z < «, Ay pour = > a.

2.2.3 Conditions de saut

Pour que le probléme soit bien posé, il est nécessaire de préciser une condition de saut pour
U(z,t) en x = a. La plus simple, décrivant la continuité de v et de p, s’écrit a tout instant

(2.4) U(att) =U(a ,t),

ol U(ai,t) désignent les valeurs limites de U(x,t) en = «, par valeurs supérieures ou infé-
rieures. Par dérivations successives de (2.4) par rapport a ¢ et utilisation de (2.3), il est alors
possible d’obtenir une infinité de conditions de saut portant sur les dérivées spatiales successives
de U (z,t). Jusqu’a lordre deux, ces conditions s’écrivent

o 9
8—xU(C¥ ,t) = Dl ﬁU(Oé ,t),
(2.5)
? 2
W U(Oé ,t) = DQ W U(Oé ,t),

ou les matrices D1 et Dy sont des matrices 2 x 2 données par

2 2
(2.6) D, = diag <@ <C—°> ,ﬂ>, Dy = <C—°) I.
P1 \C1 Po a

On note I3 la matrice identité d’ordre deux. A partir de (2.5) et (2.6), on constate que les dérivées
spatiales de U (z,t) sont discontinues en = = .
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2.2.4 Schémas numériques

F1G. 2.1 — Interface 1D et maillage régulier.

Etant donnés des pas en espace A x et en temps A ¢ uniformes, nous notons U}’ I'approximation
numérique de la solution exacte en x = x; = i Ax a l'instant ¢t = ¢, = n At . Pour intégrer
numeériquement (2.3), Zhang utilise un schéma d’ordre deux en temps et en espace, le schéma de
Lax-Wendroff. L’avancée en temps de ce schéma s’écrit

At 1 [cAt)?
(2.7) U?H:U?_mA( i1~ ?_1)+§(Ax) (Ui —2U0; +UL,).

Zhang utilise aussi un schéma de volumes finis avec limiteur de flux, le Wave Propagation Al-
gorithm [45], exposé plus loin. Considérons dans un premier temps le cas du schéma de Lax-
Wendroff.

Celui-ci n’est d’ordre deux en x; que si la solution exacte est de classe C? sur [z;—A 2,2;+A z]. De
(2.5) et (2.7), il découle que cette condition de régularité n’est pas vérifiée aux points irréguliers,
xy et xyiq, i.e. les points pour lesquels 'avancée en temps (2.7) coupe 'interface en « (figure
2.1). Les autres points sont dits réguliers. Zhang propose d’écrire aux points irréguliers un autre
schéma consistant avec I’équation aux dérivées partielles (2.3) a l'ordre deux. La construction de
ce nouveau schéma constitue I'Immersed Interface Method (IIM).

2.2.5 Meéthode d’interface

Avancée en temps aux points irréguliers. L’IIM revient & une méthode de coefficients
indéterminés [43]. En z; et x 741, Zhang définit des schémas a trois points centrés en espace

At
UG = UG+ 5 (DU +Tip UG+ Ty Ul )
(2.8)
At
U?H =Uj+ Az (WESRESIPE S WASEY 4TRSS WAREY 04

dont les coefficients ' j; et T'j11; (1 <4 < 3) sont des matrices 2 x 2, déterminées par I'analyse
de l'erreur locale de troncature, menée maintenant.

L’avancée en temps (2.8) au point x; s’écrit également

1

(2.9) N

1
(U =U)) = x= CnUj + T U5+ Ty3U5,,) =0.
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L’erreur locale de troncature L(zj,t,) du schéma (2.8) en x; est obtenue en remplagant les
valeurs numériques dans (2.9) par les valeurs exactes aux points correspondants, soit

(2.10) L(.%'J, ) Ll(.%'J, ) LQ(.%'J, ),
avec
U Xz ,tn _U xr atn
Ll(fEJ,tn) _ ( J Jrlit ( J )
(2.11)
Ly(xyty) = (Cr1U(@g-1,tn) +Ty2U (xg,tn) + Ty U(xy41,tn)) -

Az

On suppose que la solution exacte U (z,t,,) est suffisamment réguliére de part et d’autre de « (en
pratique, au moins de classe C2), ce qui est le cas si la solution initiale 'est. L1 est calculée en
trois étapes: développement de Taylor de U(zs,t,+1) en (x,t,), utilisation du systéme de lois
de conservation (2.3), et enfin développement de Taylor des solutions en (o™ ,t,), soit

(2.12)

0 At 0?2
Li(xg,t,) = EU(M, )+7WU($J, tn) + O(A?)
0 At 0>
= —AO%U(IEJ, )—I—C% 7 9a —U(z,t )—I—O(AtZ)

0 At 0 _

Les pas en temps et en espace sont reliés par la condition CFL, impliquant O(A t?) = O(A 2?).
L5 est calculée a partir de développements de Taylor d’ordre trois de U (z;,t,) (i = J—1,J,J+1)
en (at,t,), soit

(2.13)

— m am _ m am
Ly(zyitn) = 1= (I‘le zJ-1— o) = U tn) +FJ2Z (&) — o) Ula™ tn)

m! ox ox™

m! ox™

4T Z (@01 =)™ 0 U(a+,tn)+O(Ax3)>.

Les conditions de saut (2.5) permettent d’écrire (2.13) uniquement en fonction des valeurs limites
0" U(a~tn) (m = 0,1,2) a gauche de a. Finalement, Perreur locale de troncature L(z,t,)

ox™
s’écrit a partir de (2.12) et (2.13)
(2.14)
L(zj,t,) = N (Cj1+Ty2+Ty3) Ula ty)
1 0 _
AL (zj1—a)Ty1+ (x5 —a) Tyo+ (xyp1 —a) Ty3 D1 + Az Ag) P U(a™ tn)
1 2 2 2
—m <(xJ_1 —Oé) I‘J’l“l‘(xj—a) I‘J,2+(1‘J+1 —Oé) I‘J’3D2

2
—2Azx (cg % —(zg— ) A0>) % U(a ty) + O(Az?).
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Pour obtenir une erreur locale de troncature d’ordre deux, il suffit d’annuler les coefficients en

facteur devant les dérivées spatiales 88% U(a™tn) (m = 0,1,2) dans (2.14). Cela revient a
imposer que les matrices I'j; vérifient le systéme d’équations
(2.15)

Iji+TLye+Ty3=0
(wj1—a)Tyi+(zs—a) Ty + (w501 —a) Ty3 D1 = -Az A

(xJ_l—a)2 I‘J,1+(.%'J—Oé)2 FJ72+(xJ+1—a)2 I‘J’3D2 :CgAtA.’L'IQ—QA.%'((I:J—Oé)AO.

On peut suivre la méme démarche en xj1q pour déterminer le systéme vérifié par les matrices
Ly, (1=1,2,3)

Fjii1+Llyp2+Typ13=0
(xjr2— @) Tyyig+ (ys1 —a) Typo+ (v —a) Ty s Dy = —Az Ay

(2.16)
(zjro—a)? Ty + (xge1 —a)? Typia+ (zg—a)? Ty Dyt = G At Az,

—2A(L‘(.%'J+1 - a) Al.

Propriétés. La principale propriété de I'IIM est bien siir, par construction méme, une erreur
locale de troncature d’ordre deux (voir section précédente). Les autres propriétés sont

— un coiit informatique négligeable,
— l'introduction de dispersion numérique aux points irréguliers,

— la stabilité, méme pour de forts contrastes des paramétres physiques.

Détaillons chacune de ces propriétés.

Tout d’abord, le systéme (2.15) est résolu numériquement par décomposition LU. Les matrices
I'j; dépendent de la position de I'interface, des propriétés physiques de part et d’autre de «,
mais ne dépendent pas de la solution U (z,t): la résolution de (2.15) et de (2.16) peut alors étre
effectuée une seule fois, en prétraitement. Aprés quoi, les matrices I' j; et ' 711 ; sont stockées, et
l’avancée en temps aux points irréguliers (2.8) revient seulement & des produits matrice-vecteur.
Le cotit additionnel en terme de mémoire informatique et de temps de calcul est alors négligeable.

D’autre part, I'IlM d’ordre deux introduit de la dispersion numérique aux points irréguliers. On
peut facilement s’en rendre compte dans le cas limite de milieux identiques de part et d’autre
de a (po = p1 = p, co = ¢1 = ¢), le calcul de I'j; et T' ;11 ; étant alors explicite. Aprés quelques
manipulations algébriques, on trouve en effet

At 1
J1 J¥1,3=2¢C N 2+2 )
At
2.17 Tio=T S Ry
( ) J2 J+1,2 c N

At 1
Lj3=T = I, - - A
J,3 J+1,1 c A 2 2
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L’avancée en temps (2.8) en x; et xy41 revient alors au schéma de Lax-Wendroff (2.7) en ces
points, lequel schéma est de nature dispersive. Rappelons briévement qu’un schéma dispersif est
un schéma pour lequel les différentes composantes harmoniques de la solution se propagent a des
vitesses dépendant de leur fréquence. Cette propriété, non vérifié par la solution exacte, dégrade
alors la solution numérique en introduisant des trains d’oscillations parasites. Notons que le fait
de retrouver le schéma de Lax-Wendroff est logique: en effet, le schéma de Lax-Wendroff est le
seul schéma centré, a trois points, consistant avec (2.3) a l'ordre deux en milieu homogéne [43].

L’avancée en temps (2.8) est consistante avec (2.3) & l'ordre deux. Cependant, elle vérifie plus
précisément une autre équation, appelée équation modifiée [42]: on peut en effet montrer que
(2.8) vérifie a l'ordre trois

0 0 03
2.18 —U+A—U=B—U,
( ) ot ox ox3
qui est une équation de dispersion linéaire [43]. Cette équation modifiée est classique dans le cas
de schémas linéaires du second ordre. La matrice B est omise ici car elle n’apporte rien a la
discussion. De fagon générale, I'IIM introduit ainsi de la dispersion numérique, quels que soient
les milieux de part et d’autre de «.

Enfin, méme si Zhang ne propose pas de théorie de stabilité de I'IIM, nous observons lors d’ex-
périences numériques en 1D que I'ITIM est stable, méme pour de forts contrastes des paramétres
physiques. Nous observons parfois 'apparition d’instabilités numériques dans certains cas li-
mites: pour une interface trés proche d’un point de calcul et pour des contrastes extrémes (ex:
eau/air). En dehors de ces cas, 'IIM est stable. Nous mesurons une convergence d’ordre deux
lors d’expériences numériques.

2.2.6 Critique de I'IIM 1D

IIM et schéma de Lax-Wendroff. Le couplage de 'IIM d’ordre deux et du schéma de Lax-
Wendroff est optimal, pour deux raisons: les propriétés numériques des deux schémas sont les
mémes (erreur locale de troncature, dispersion numeérique) ; 'IIM peut alors s’interpréter comme
une modification apportée au schéma de Lax-Wendroff, modification dépendant continiiment des
paramétres physiques et disparaissant lorsque le contraste des paramétres s’annule.

Par contre, le couplage de 'lIM d’ordre deux avec d’autres schémas numériques d’ordre deux
est beaucoup moins satisfaisant. Examinons en particulier le cas d’un schéma de volumes finis
avec limiteur de flux, comme le Wave Propagation Algorithm, utilisé par Zhang pour éliminer la
dispersion numérique.

ITIM et schéma de volumes finis avec limiteur de flux. Tout d’abord, le schéma de volumes
finis avec limiteur de flux posséde deux points irréguliers supplémentaires par rapport au schéma
de Lax-Wendroff, les points xj_1 et xj42. Zhang suggére d’appliquer le schéma sans méthode
d’interface en ces deux points, pour deux raisons.

La premiére raison est que l'utilisation, en ces deux points, de valeurs numériques de l'autre
coté de l'interface, n’intervient que dans le calcul des limiteurs de flux [45]. Selon Zhang, cette
utilisation dégrade peu la solution numérique. La deuxiéme raison, plus valable, est que I’écriture
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d’une IIM sur les quatre points irréguliers z; (J — 1 < i < J 4 2) conduit & une erreur locale
de troncature d’ordre quatre en ces points, pour un schéma qui est seulement d’ordre deux aux
points réguliers. Malgré I'effort fait aux points irréguliers, ’ordre de convergence global reste égal
a deux.

D’autre part, 'IIM introduit de la dispersion numérique, conduisant & des oscillations parasites,
alors que le but des limiteurs de flux est justement de limiter cette dispersion en introduisant
de la diffusion numérique. Ce défaut croit évidemment avec le nombre d’interfaces, dégradant la
qualité de la solution numérique si le nombre de points irréguliers n’est plus négligeable devant
le nombre de points réguliers (exemple : milieux multicouches, bulles d’air ...).

IIM et schémas d’ordre élevé. Pour un schéma d’ordre élevé, comme le schéma WENO 5
présenté plus loin, il est évidemment possible d’écrire une IIM d’ordre correspondant. Par contre,
les problémes rencontrés a l'ordre deux sont maintenus, voire accentués. En particulier, il parait
difficile de construire une IIM d’ordre cing qui imite les propriétés numériques du schéma WENO
5 (en particulier, le contrdle de la croissance des oscillations numeériques). De plus, 1'écriture
explicite des systémes vérifiés par les matrices I" devient de plus en plus lourde.

<

Améliorations a apporter. De ce qui précéde, nous déduisons les points a améliorer par
rapport & I'IIM 1D. Nous voulons tout d’abord définir une méthode d’interface dont 1’écriture
soit entiérement automatique, quel que soit le schéma utilisé aux points réguliers. D’autre part,
nous souhaitons que les propriétés numériques de la méthode d’interface soient identiques a celles
du schéma utilisé aux points réguliers. En particulier, dans le cas limite du milieu homogéne
(interface disparaissant alors), on souhaite retrouver aux points irréguliers le schéma utilisé aux
points réguliers. Nous souhaitons par contre conserver les avantages de I'IIM, a savoir un schéma
explicite en temps et robuste aux forts contrastes.

2.3 Immersed Interface Method 2D

2.3.1 Introduction

Nous résumons 'application de 'IIM au cas de 'interface 2D entre deux fluides parfaits. Nous
corrigeons ici les conditions de saut de [85, 86], ainsi que les systémes d’équations qui en sont
déduits.

2.3.2 Lois de conservation

Considérons un fluide parfait, de paramétres physiques constants par morceaux et discontinus
de part et d’autre d’une interface définie par son équation cartésienne F(x,y) = 0, ou (O,z,y)
deésigne le repére global de vecteurs directeurs 4 et j (figure 2.2). Les paramétres sont

(po,co) st F(zy) <0,
(2.19) (pc) =
(p1,c1) st F(zy) >0,
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avec les mémes notations qu’en 1D, et F' est une fonction suffisamment réguliére. En posant

1
" 0o 0 - 0 0 O
p
(2.20) U=|w |, A=| 4 o o ., B=10 0 P ;
p pc2 0 0 0 pc2 0

ou (v1,v2) sont respectivement les composantes de la vitesse acoustique dans le repére (O,x,y),
et p est la pression acoustique, les équations de I'acoustique peuvent s’écrire sous la forme d’un
systéme linéaire de lois de conservation

0 0 0
(2.21) aU+A£U+Ba—yU_o.

Par dérivation de (2.21) par rapport a ¢, on a

2 2 2
(2.22) a—U:CQ(a—U'f-%U).
y

o t? 0 2

2.3.3 Schémas numeériques

y
U i) 3
+

. %k -

J-1 4
J i-1 i i+1
0 i

X

F1G. 2.2 — Interface 2D et maillage régulier. Les points utilisés par U'IIM au point irrégulier (z;,y;)
sont numérotés de 1 a 6. Le point de projection de (z;,y;) sur Uinterface est P, centre du repére
local tangent (P,x,n).

Etant donné des pas en espace Az = Ay et en temps At uniformes, nous notons U7'; Iap-
proximation numérique de la solution exacte U(x; = i Ax,y; = j Ay,t, = nAt). Pour intégrer
numériquement (2.21), Zhang utilise des schémas d’ordre deux en temps et en espace, comme le
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schéma de Lax-Wendroff

Uil =Ulj = 5a5 (AUL,; —UlLyy) + B (Ui —Ui)

(2.23)

1 [cAt\?
+3 ( Ay ) (Ul + Uiy + Uy + Uiy —4U) .
I1 utilise aussi un schéma de volumes finis avec limiteur de flux, le Wave Propagation Algorithm
[45]. La encore, nous ne considérons dans un premier temps que le schéma de Lax-Wendroff.

Supposons que le point (x;,y;) soit irrégulier, i.e. que 'avancée en temps (2.23) utilise des valeurs
numériques des deux cotés de U'interface. La solution exacte U (x,y,t) étant irréguliére au passage
de linterface (voir & ce sujet la prochaine section), 'ordre du schéma chute. Pour conserver
I'ordre deux en (x,y;), Zhang construit un autre schéma en ce point. Pour cela, Zhang écrit,
en un point P de l'interface, des développements de Taylor de U(z,y,t) en des points voisins de
(wi,y;). Zhang utilise alors les conditions de saut de U (x,y,t) et de ses dérivées spatiales en P.

2.3.4 Conditions de saut

Repére local tangent a ’interface. Soit P la projection orthogonale de (z;,y;) sur l'interface.
Zhang écrit les conditions de saut de la solution exacte dans le repére local (P,£,n) direct, tangent
a linterface. Ce repére local a pour vecteur normal n et pour vecteur tangent t, avec 6y ’angle
(¢,n) (figure (2.2)). Pour un point M de coordonnées (z,y) dans le repére global (O,z,y) et de
coordonnées (£,n) dans le repére local, les formules de changement de repére sont

& cosfly sinf r—xp
(2.24) =
n —sinfy cosfy Y —yYp

Au voisinage de P, l'interface peut localement étre décrite par un paramétrage 7, soit

§=x(n)
(2.25)

n=nmn

ou x est une fonction supposée suffisamment réguliére. Par définition du repére local centré en
P(0,0), on a

(2.26) x(0) = x (0) =0,
et les vecteurs t et m s’écrivent en tout point M (£ = x(n),n) le long de l'interface

X (1) 1
(2.27) t— . n=

1 —x'(n)

Lois de conservation dans le repére local. On désigne par U (&,n,t) = T (v7,73,p) le vecteur
des composantes de la vitesse acoustique et de la pression acoustique dans le repére (P,£,n) (on
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ap=p). On passe de U(&,n,t) & U(z,y,t) par une matrice de rotation [26]
U(fﬂ%t) = Qal U(:Cay)t)a

cosfy —sinfy O
(2.28)
avec Qp = | sinfp cosp O

0 0 1

P étant fixé, Q est une matrice constante. De (2.21), on déduit le systéme

0 — 0 — 0 —
2.29 —U+A—-U+B—U=0
( ) ot o€ an
vérifié dans le repére (P,£,n), obtenue par report de (2.28). On vérifie au passage 'invariance
des lois de conservation par changement de repére. Par dérivation par rapport a ¢ de (2.29), on
obtient enfin

9% — 2 — 9?2
2.30 —U=¢—-U+-—-2-=U).
(2:30) or ¢ (652 T o )

Conditions de saut. Soit un point M le long de l'interface, de coordonnées (£ = x(n),n) dans
le repére (P,£,n). Le but de cette partie est d’obtenir autant de conditions de saut en M que
de composantes de aéa‘?iganﬁﬁ(ﬁ,n,t), jusqu’a lordre deux (0 < a < 2,0 < 3 < ). Le fait de
s’arréter a 'ordre deux de dérivation spatiale découle de I'ordre deux du schéma de Lax-Wendroff,
et trouve son explication lors de la mise en oeuvre ultérieure de la méthode d’interface en section
2.3.5. Ainsi, nous sommes amenés & chercher trois conditions de saut pour les composantes de
U (&,m,t), six conditions de saut pour les composantes de ses dérivées spatiales premiéres, et neuf
conditions de saut pour les composantes de ses dérivées spatiales secondes.

Les conditions de saut naturelles découlent de la continuité de la vitesse acoustique normale et
de la pression acoustique en M, soit, compte-tenu de (2.27),

(2.31) [51 —x () 52] =0,

en notant [f] = f(PT,t) — f(P,t) le saut d’'une fonction f(z,y,t) en P. Pour obtenir autant
de conditions de saut que de composantes de U (&,n,t), nous dérivons la deuxiéme condition de
(2.31) par rapport a 7 ; le théoréme de dérivation des fonctions composées, appliqué a p (x(n),n,t),
conduit alors a
0 0
p p] o

(2.32) [X/(U) a¢ 8_77

Les lois de conservation (2.29) permettent de déduire de ce qui précede

(2.33) % pX (T +pT2] =0 = [pX () T1 +pT2| = K(M),
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ot K est une constant indépendante de temps. Pour un champ acoustique nul a un instant donné
en M, on en déduit la condition de saut supplémentaire

(2.34) pX (1)T1+ pTa| = 0.

Pour obtenir des conditions de saut portant sur les composantes des dérivées spatiales de U (&,1,t),
on dérive dans un premier temps les conditions de saut naturelles (2.31) et la condition de saut
supplémentaire (2.34) par rapport a 1. Aprés une dérivation, on obtient ainsi

" ! a_ ! 6_ 6_ ! 6_
(2.35) —x (7)T2 + x (1) 6—? - (X (n))2 822 +ﬂ - (?7)8—372 =0,
ap 0O
(236) X5+ 22 o
. . N2 0T o . 0D v
(2.37) [px (n)T1+p (X (77)) 812 +px () 80; +px (n) 81;71 +p8—ﬂ =0

soit trois conditions de saut pour six inconnues. Aprés deux dérivations, on obtient de méme
(2.38)

" _ " 651 i " 852 6?]2 / 2 82 51
[—x (n) D2 + X (n)a—g—i%x(n)x (77)6—5—296 () - an +( (n)) rr

/ 3 92 ) ’ 0“7 ’ 2 8252 H? U1 ’ 9?2 Vg
- =249 —2 - 24z 1 = 2| =0
(X (n)) oe X () p (X (n)) acon T o x(n)anz} 0

" _ / 1 071 " 079 1 07 / 3 92 U1
{px (mMv1+3px M x (M) =7 +rX (n)a—§+2px (n)—nﬂ) (x (77)) e

/ 2 0° 7y / 2 92 U1 / 0?2 V9 / 0?2 U1 0?2 V9
2 2 — —_— =
+p (x (n)) +2p (X (n)) agan+ pX(”)agan+pX(”) o +p e 0,

soit trois conditions pour neuf inconnues. Dans un deuxiéme temps, on dérive les conditions de
saut naturelles par rapport a t et on utilise les lois de conservation (2.29) et (2.30) écrites sous
forme scalaire. Ainsi, aprés une dérivation de (2.31) par rapport a ¢, on obtient

(2.41)

10p 1 op
e =0,
[pﬁé pX()ﬁn
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0T 0T
(2.42) [,oc B¢ +p 817} 0,

soit deux conditions de saut pour six inconnues. Aprés deux dérivations de (2.31) par rapport a
t, on obtient

0?v / 2 9% 0? / 2 9?7
e |[e2R - (V) Zatre gt - (V) S <o

0&2 0&0n 0&0n on
(2.44) [ 6p+262p]—0
' a2 ot 7

soit deux conditions de saut pour neuf inconnues. Les deux conditions (2.35) et (2.37), obtenues
en dérivant les conditions de saut naturelles par rapport a 7, sont dérivées par rapport a t, ce
qui conduit a

(2.45) [—lx 22 ¢ 1x/( )@Jr% (1— (X'(n)>2> et T N iﬁ] =0,

NG v 0" G
) 1 2 2 2 2| _
(2.46) [pc X () Gez o 355 tpe X(”)8§8n+pc 8772} -

soit deux conditions de saut pour neuf inconnues. En rassemblant les conditions de saut (2.35)-
(2.46), on obtient cing conditions de saut pour les six composantes des dérivées spatiales premiéres
de U (&,m,t), et sept conditions de saut pour les neuf composantes des dérivées spatiales secondes

de U(&n,t).

Pour déterminer les trois conditions de saut manquantes, on procéde comme suit. A partir des
deux premiéres équations scalaires de (2.29), soit

9 _ 9p
a1 T ae
(2.47)
07, _ 0
P7ar T oy
on montre la relation
0 (07 07y
2.4 —=-=2)=
249 7 (75 - 32) =

soit % rot v = 0. Si le rotationnel de la vitesse est nul & 'instant initial, on obtient alors la
condition classique selon laquelle le rotationnel de la vitesse acoustique est nul & tout instant,
soit

o0 07y
2.49 — - — =0,
(2.49) on ¢
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ainsi que les deux conditions

6251 6252
T a2 T 0,
9c0n  0¢

(2.50)
0?2 V1 0?2 V9
— - =0,
an*  0&dn

obtenues par dérivation de (2.49) par rapport a £ ou 7. Par la suite, nous appelons conditions
de compatibilité les conditions (2.49) et (2.50); ces conditions sont caractéristiques du milieu de
propagation et non des interfaces. Les conditions de compatibilité étant vraies partout, et en
particulier au niveau des interfaces, Zhang propose d’écrire que leur saut de part et d’autre de
I'interface est nul, soit

on 0w,
o0&
-8251 8252

2.51 ——— | =0

(2:51) o 652] ’
-8251 8252]
—— — = | =0,
L On 0&0n

ce qui finit de compléter les conditions de saut & l'interface 2D entre deux fluides.

Ecriture matricielle des conditions de saut. Les conditions de saut (2.31) & (2.46), puis
(2.51), calculées en un point M (£ = x(n),n) quelconque le long de l'interface, sont maintenant
ramenées au point P, origine du repére local. Il suffit pour cela de considérer les propriétés (2.26),

lesquelles simplifient les conditions de saut. Aprés calculs, les valeurs limites

(0<i<2,0<j<2) g¢écrivent en fonction des valeurs limites 851._87;877]. U
U (Pt U(Pt)
%mﬁ@ gmpﬂ
g%ZHP+¢) glinp t)
(2.52) é%;_YP+¢) -M 512 o
6?28HU(P+’t) 6?28nU(P
66—;2 U(P*t) 66—;2 U(P t)
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ot M est une matrice bloc 6 x 6, avec des blocs 3 x 3, dont les composantes non nulles sont
(2.53)

M(1,1) = M(3,3) = M(6,6) = diag (1,%,1) ,
1

M(2,1) = x"(0) (ﬂ —1) diag (—=1,1,0), M(2,2) = diag (ﬂ (C—°>2,1,ﬂ>,

p1 pPL \a Po
010
po ([’
M(2,3) = M(5,6) = 2 ((—°> —1) 000 |,
P1 C1
00 0
010
M(3,1) = -M(52) = x"(0) (@—1) 100 |,
P1
000

M(4,1):M(5,1):—M(6,1):—(%—1> X' 1 oo +3(><"(0))2 0 -1 0
1
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(2.54)
2
M(42) = -M(6.2) = —"(0) diag <1 - £ (C—°> 211~ ﬁ) ,
p1 \C1 P1 P0
c 2
0 g0 _ 20 (—0) ~2 0
pPL P11 \C
P1
0 0 0
000
& 2 &
M(4,4) = diag <<—0> 1 <—0> ) M(4,5) = (ﬂ (—0> —1> 100 |,
Cc1 C1 £1 1
000

2 2
M(4,6) = <<0—0> —1> diag (1&,1), M(55) = diag <@ (C—°> ,1,ﬂ>,
1 P1 P11 \C Po
7 C 2
M(5,3) = —y"(0) diag (2 <%—1>,— (3%—% (ﬁ) —2) ,%—1).

Ces conditions de saut font intervenir les paramétres physiques de part et d’autre de I'interface,
ainsi que la géométrie de 'interface en P. De (2.52), on déduit que les composantes de U (x,y,t)
sont soit discontinues, soit & dérivées spatiales discontinues, en P.

Comme signalé en section 2.1, les conditions de saut (2.52) sont différentes de celles proposées
par Zhang. Tout en tenant compte des différences de notation, le lecteur pourra comparer (2.52)
aux équations (4-50) et (4-51) de [86]. Les erreurs de calcul de Zhang proviennent du fait qu’il
dérive directement les conditions de saut naturelles (2.31) au point P, au lieu de les dériver en
un point M quelconque de 'interface, que 'on fait tendre dans un second temps vers P. Pour
comprendre sur un exemple les conséquences de cette erreur, examinons la condition de saut
portant sur la vitesse acoustique normale (premiére équation de (2.31)). Zhang écrit directement
cette condition en P, soit, compte-tenu de (2.26)

(2.55) [71] = 0,

qu’il dérive par rapport a n
P
(2.56) [ﬂ] =
Au lieu de (2.56), l'expression correcte déduite de (2.35) est

(2.57) [—X”(o) Tg + %—ﬂ = 0.
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Des erreurs analogues, faisant intervenir XH(O) et XW(O), se retrouvent dans pratiquement toutes
les conditions de saut de [86]. Ces erreurs n’ont aucune conséquence sur les expériences nu-
mériques de Zhang, pour une simple raison: il compare les solutions numériques aux solutions
analytiques dans le cas d’une onde plane incidente sur une interface plane, cas pour lequel les
termes de courbure x" (0) et X (0) sont nuls...

2.3.5 Meéthode d’interface

l 1 2 3 4 5 6
k(1) -1 0 1 0 0 1
ko (1) 0 0 0 -1 1 1

TAB. 2.1 — Indices ki et ko utilisés dans (2.59) et permettant de repérer les positions relatives
des points (utilisés pour l'avancée en temps) par rapport au point irrégulier considéré.

Avancée en temps en un point irrégulier. Soit (z;,y;) un point irrégulier, et P la projection
orthogonale de (x;,y;) sur I'interface (figure 2.2). En (x;,y;), Zhang propose décrire I’avancée en
temps

NI

6
At
(2.58) Uit =00+ 5 ) T,
=1

basée sur six points. Les coefficients T'; ;; (1 <1 < 6) sont des matrices 3 x 3. Les entiers 4; et j;
(1 <1< 6) s’écrivent

=1+ kl(l),
(2.59)
g =7+ ka(l),

avec ki(l) et ko(l) précisés dans le tableau 2.1; en particulier, i = i et jo = j. Le choix de
[ = 6 points est a priori nécessaire pour obtenir un schéma d’ordre deux. Ce “stencil” (montré
en figure 2.2) est asymétrique, au sens ou I'on obtient un autre stencil par symétrie centrale de
centre (z;,y;). Notons que le sixiéme point, d’indices relatifs (1,1) par rapport a (z;,y;), aurait
également pu avoir comme indices relatifs (-1,-1), (-1,1), ou (1,-1).

Les coordonnées des points (x;,,y;) dans le repére (P.£,n) sont notées (§,n;) et sont calculées
par (2.24). On définit enfin la notation P®) (1 < I < 6), désignant P ou P~ suivant que
F(xi,,y5,) > 0 ou F(z;,,y;,) < 0.
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L’avancée en temps (2.58) s’écrit

6

1 1 1
(2.60) — (Ui -Uy) - = Y naUi, =o.
=1

L’erreur locale de troncature L(z;,y;,t,) du schéma (2.58) est obtenue en remplagant les valeurs
numériques dans (2.60) par les valeurs exactes aux points correspondants, soit

(2.61) L(xi,yj,tn) = Ll(xi,yj,tn) — Lg(xi,yj,tn),
avec

Ul(x;y;,t —Ul(z; y:t
Li(rsgta) = 2 Cetitor) ZUidita),

(2.62) .

1
LQ(xivijtn) = A—x Z ri,j,l U(le 7yjl7tn)'
=1

L’erreur locale est calculée dans le repére (P,£,n); en posant
(2.63) Tiji= Qo' Tiju Qo

et compte-tenu des formules de changement de repére (2.28), on a

U (&2,m2,t041) — U(E2,m2,t0)
At ’

Ll(iﬂi,yj,tn) = QO
(2.64) 6
1 _
Lo(xi,y ,tn) = N Qo ; L U(&amitn).
L, est calculée en trois étapes: développement de Taylor en temps en (£2,72,t,,) ; utilisation des

lois de conservation (2.29) et (2.30) ; enfin, développement de Taylor en espace en (P®3) t,,). Pour
simplifier la discussion ultérieure, on suppose que (x;,y;) appartient a g, soit P® = p~. Dou

o — At & — ,
Ll(xivijtn) - QO a U(§277727tn) + 7 W U(£277727tn) + O(At )
0 — 0 —
(265) = QO _Aoa_g U(£257725tn) - Boa_n U(€257725tn)
s At (0% — 92 )
o 7 8—52 U(£a772atn) + 8—7’]2 U(SQ)TD)tTL) + O(At )a
soit
(2.66)
0 — 0 —, _
Li(wytn) = Qg —Aoa—5 U(P™,ty) — By o U(P ™ tn)

At 9 — 0
+ <02 — & A0> —— U(P"tn) — (12 Ao + &2 Bo) aedn U(P~ tn)
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Comme en 1D, on a O(At?) = O(A2?), du fait de la condition CFL. Lo est calculée par
développements de Taylor d’ordre deux de U (&,m,t,) en (PW.t,) (1 <1< 6)
(2.67)

1

6
_ o —
Lo(zi,yjntn) = A— ZP;J(U(P“ )Jrga5 (P(l),tn)era—nU(P(l),tn)

b 36 TP )+ &2 TP da) + 7 TP 1)

+0(A z?).

Finalement, 'erreur locale de troncature L(:cl,y], ) est déduite de (2.66) et (2.67). L’expression
obtenue met en jeu les douze valeurs limites W U(P*t,) (0<a<2,0<8<a). Pour

réduire ce nombre a six valeurs limites, nous utilisons les conditions de saut (2.52).

Pour obtenir une erreur locale de troncature d’ordre deux, il suffit d’annuler les coefficients de
W U(P*,t,) (0 < a<2,0<3<a)dans I'expression obtenue. Aprés des manipulations

algébriques, cela revient a imposer que les matrices I'; j; vérifient le systéme de six équations
matricielles

6 6

— . - . At
Zri’j’l Ql,l = 0, Z Fz’,j,l Q4,l =Azx <Cg 7 - 52 A0> )

=1 =1

(2.68) 10 Qs = —Az (2 Ao + & By),

NE
le@

L1 Qe = —AxAy,
=1

N
Il
—

NE
NE

Ti;1Qs;, =—AzBy,
=1 =1

- . At
LijiQey=Aw <Cg - T Bo) ;
ol Qk,l sont des matrices 3 x 3 (1 <k <6,1 <1 <6) données par

A N 1
Q. = Is, Qi = 3 & I,

(2.69) Qz,l = § I3, Q5,l =&mIs,

A 1
Qs =mls, Qs = 771 I,
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si PO = P~ et sont données par

- 1 1
. 1 1
Q20 =G M(22) + 5 & M(4.2) + &m M(5.2) + 5 nf M(6,2),

Qi = & M(23) +u M(B3) + 36 MA3) +&m M(3) + 51 M(©3),
(2.70)

A 1
Q= 3 & M(4.,4),

Q5,l = % §l2 M(475) + gl m M(575)7

A 1 1
Qs = 3 &2 M (4,6) + & m M (5,6) + 3 n? M(6,6),

si PO = P*t. I3 est la matrice identité d’ordre trois. Le systéme (2.68) s’écrit alors
(2.71) TQ=F,

avec I' la matrice bloc 1 x 6 dont chaque bloc est la matrice fi,jJ, de taille 3 x 3 . D’autre part,
Q est la matrice bloc 6 x 6 dont chaque bloc 3 x 3 est la matrice

(2.72) Q(k\l) = Qu,

et F' est la matrice bloc 1 x 6 dont les blocs 3 x 3 sont les seconds membres de (2.68). Par
transposition de (2.71), on se rameéne au systéme matriciel

(2.73) QT ="TF.

Zhang ne démontre pas l'inversibilité de (2.73): en pratique, nous n’avons cependant jamais
obtenu de systéme singulier. On peut montrer que résoudre (2.73) équivaut a résoudre trois
systémes linéaires scalaires 18 x 18. Une fois les matrices fi,j,l calculées, il reste enfin a revenir
aux matrices I'; j; utilisées pour 'avancée en temps (2.58). Pour cela, on déduit de (2.63)

(2.74) Tiji=QTi; Q"

Propriétés. Les systémes (2.73) sont résolus numériquement par décomposition LU. Comme en
1D, ce calcul peut étre effectué une seule fois, en prétraitement. A chaque pas de temps, le cotit
informatique supplémentaire est négligeable devant celui du schéma utilisé aux points réguliers :
I’analyse de complexité est proposée par Zhang, mais non reproduite ici.

D’autre part, I'lIM d’ordre deux introduit de la dispersion numérique aux points irréguliers,
comme en 1D. Pour s’en rendre compte, on peut en particulier considérer le cas limite de milieux
identiques de part et d’autre de 'interface (p = py = p1, ¢ = ¢9 = ¢1). Aprés des manipulations
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algébriques, on trouve

At 1 At 1
T;.1=c Is+-A T, .4=c Is;+-B
Wl = oA T A WA= oA TP
At At 1
2 2
(275) I‘i,j,2:_2c EI?,, I‘z‘,j75:C 2A5E13_§B’
At 1
Fi,j,BZCQQAxI3_§A’ T;j6=0.

L’avancée en temps (2.58) revient alors, au point (z;,y;), au schéma de Lax-Wendroff 2D (2.23),
de nature dispersive.

Zhang ne propose pas de théorie de stabilité pour 'IlIM 2D et ne signale pas de problémes
particuliers a ce sujet. Nous avons cependant observé I'apparition d’instabilités numériques pour
des contrastes modérés des paramétres physiques, comme

po = 1200 kg/m?>, ¢y = 1900 m/s,

(2.76) (p.c) =
p1 = 1000 kg/m?*, ¢; = 1500 m/s,

méme en réalisant les calculs en double précision, ce qui limite sérieusement 1’utilité de la mé-
thode. Nous ne proposons pas de théorie pour expliquer ces instabilités, mais suggérons une
origine possible du probléme.

5 6
+ + o 04
1 2
I, 2, P|3, L. Pl2 3,
J j :
4
+ Yy
i i+1

F1G. 2.3 — Points utilisés par UIIM en (x;,y;) (@ gauche) et en (x;11,y5) (a droite). Les points
utilisés pour l'avancée en temps dans les deux cas sont repérés par des croix et numérotés.

Considérons pour cela une interface plane verticale, et I'application de I'IIM au point irrégulier
(xi,y5), puis au point irrégulier (z;41,y;) (figure 2.3). Dans les deux cas, le point de projection P
est le méme. Le calcul des matrices fid’l et EHM (1 <1 < 6) revient implicitement & estimer
les valeurs limites %U(P‘,tn) et %U(P‘F,tn) (0 <a<20<f < a). Les
ensembles de points utilisés dans les deux cas (numérotés de 1 & 6 en figure 2.3) étant différents,
les valeurs limites obtenues en P~ (et en P1) sont différentes. Le probléme numérique conduit
ainsi & deux valeurs différentes de U (€,1,t) et de ses dérivées spatiales au méme point, ce qui est
évidemment contradictoire avec le probléme continu.
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2.3.6 Critique de I'IIM 2D

IIM et Lax-Wendroff. Comme en 1D, le couplage de I'IlIM d’ordre deux et du schéma de
Lax-Wendroff est idéal (sauf en ce qui concerne la stabilité, discutée plus loin), les propriétés
numériques étant les mémes en tout point du domaine, régulier ou irrégulier. L’étude de cas tests
confirme effectivement une convergence d’ordre deux. De plus, 'IIM est une procédure locale &
chaque point irrégulier, et est ainsi aisément parallélisable.

Schémas d’ordre élevé. Les limitations de I'IIM soulevées en 1D (section 2.2.6) sont maintenues
en 2D. Tout d’abord, 'écriture de I'TIM nécessite de nombreuses manipulations algébriques, et
sa complexité croit avec l'ordre du schéma utilisé aux points réguliers. D’autre part, Zhang ne
propose pas un algorithme général, valable quel que soit le schéma utilisé loin des interfaces, ce qui
est dommage. Enfin, les propriétés numériques de ce dernier schéma et de I'I[IM sont généralement
différentes. Pour un schéma d’ordre deux différent du schéma de Lax-Wendroff, le cas limite de
deux milieux identiques de part et d’autre d’une interface est particuliérement éloquent : en effet,
le schéma aux points réguliers et le schémas aux points irréguliers sont différents, ce qui n’a pas
lieu d’étre en milieu homogéne.

Stabilité. Les faibles contrastes tenus par I'IIM en 2D représentent un nouveau défaut par
rapport au cas 1D, particuliérement limitatif. Un large spectre d’applications se trouve ainsi
hors de portée de I'IIM (ex: interface eau/air) ; pour la petite histoire, ce dernier point a motivé
notre recherche de la nouvelle méthode d’interface présentée au cours de cette étude. Pour la
construction de cette derniére méthode, nous avons alors veillé & la chose suivante : si un méme
point P sur I'interface sert pour la méthode d’interface en deux points différents (ex: (z;,y;) et
(xit1,y;5) en figure 2.3), on se basera dans les deux cas sur les mémes ensembles de points (au
contraire des cas présentés en figure 2.3). Cela permet d’obtenir, dans les deux cas, les mémes
estimations des valeurs limites de c’)ga?iganﬁ U(P~ ,t,); nous soupgonnons en effet le non-respect
de ce critére d’unicité d’étre & 'origine des instabilités observées avec I'IIM.

Asymétrie. Pour assurer une erreur locale de troncature d’ordre deux, I'IIM utilise autant de
points de calcul que de composantes de 851(—97;8175 UP tn) (0<a<20<ac<f),soit six
points. Le sixiéme point (voir tableau 2.3.5)) introduit une asymétrie qui n’a pas lieu d’étre.
Dans le méme ordre d’idées, suivant la géométrie de l'interface, il se peut que I'IIM en un point
d’un coté de l'interface n’utilise qu'un seul point de 'autre coté de 'interface (voir le cas du
point (z;11,y;) en figure 2.3). La prise en compte des conditions aux interfaces ne provient alors
que d’un seul point sur les six utilisés, ce qui est peu. Nous éliminerons ces deux faiblesses en
nous basant sur un ensemble de points réguliérement répartis des deux cotés de l'interface, en

nombre supérieur au nombre de composantes de agcfiganﬂ U(P ty,).

Repére local. Par ailleurs, nous réfutons l'utilité du passage dans un repére local tangent a
Iinterface pour 'écriture des conditions de saut. Ce passage dans un repére local, qui est une
constante dans I'histoire des méthodes d’interface (voire par exemple [50, 83|), est ici inutile: il
introduit des calculs supplémentaires (2.63), (2.74), est une source potentielle d’erreurs (écriture
de la représentation paramétrique de l'interface dans le nouveau repére via (2.24)), et a été a
I'origine des erreurs de calcul de Zhang. Il a seulement pour avantage de permettre 1’écriture
analytique les valeurs limites de la solution et de ses dérivées spatiales, d’'un coté de 'interface,
en fonction des quantités de méme nature, de I'autre co6té de 'interface, & partir des conditions de
saut. En pratique, on peut se dispenser de cette écriture analytique (2.52), et tirer directement
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profit des conditions de saut (2.31)-(2.51). Celles-ci peuvent étre écrites directement dans le
repére global (O,x,y). Nous expliquons au chapitre 6 la procédure a suivre.

Singularités géométriques. Nous ne sommes pas d’accord avec Zhang lorsqu’il affirme traiter
avec succes le cas d’interfaces non réguliéres, comme le cas d'une lentille acoustique (figures
4-11 et 4-12 en pages 58 et 59 de [85]). En effet, les points de projection sont toujours choisis
en des points de l'interface ol celle-ci est suffisamment réguliére. Du coup, les singularités du
champ acoustique découlant des singularités géométriques ne sont pas prises en compte, ce dont
Zhang ne s’apercoit pas puisqu’il ne compare pas ses résultats a des solutions analytiques dans
le cas d’interfaces singuliéres. La prise en compte des singularités géométriques repose sur des
techniques de régularisation, comme celles présentées par [57| dans le cas d’équations elliptiques.
Durant ce travail, nous n’aborderons pas de toute fagon ce probléme délicat, et nous considérerons
toujours des interfaces suffisamment réguliéres.

Conditions aux interfaces. Nos derniéres critiques concernent 1’écriture de la condition de
saut supplémentaire (2.34) et l'utilisation des conditions de compatibilité. Concernant le premier
point, il n’est pas trivial de trouver une telle condition (voir a ce sujet le cas de 1’élastodynamique
dans [86]), ce qui est & mettre au crédit de Zhang. Par ailleurs, nous précisons au chapitre 6 qu’une
telle condition n’existe pas toujours: en particulier, le cas d’une interface fluide-solide 2D et 3D
ne conduit & aucune condition de saut supplémentaire, bloquant 'application de I'TIM & de telles
configurations. Concernant le second point, le passage des relations (2.49) et (2.50) aux conditions
de saut (2.51) est limitatif et conduit a une perte d’information. En effet, la nullité du saut d’une
fonction n’implique pas que cette fonction soit nulle. Nous éliminerons ces deux faiblesses de
I'IM dans la méthode d’interface que nous construisons: pour cela, nous nous dispensons de
la condition de saut supplémentaire (et des conditions qui en sont dérivées), et nous utilisons
pleinement les conditions de compatibilité (2.49) et (2.50) des deux cotés de l'interface.

2.4 Explicit Jump Immersed Interface Method 1D

2.4.1 Introduction

Wiegmann a développé EJIIM dans le cas d’équations elliptiques [80, 83|. Nous présentons
ici une courte application de 'EJIIM & la propagation 1D des ondes acoustiques. Le but de
cette présentation est de montrer une qualité particuliére de 'EJIIM : & la différence de I'IIM,
I"EJIIM est construite & partir des schémas utilisés aux points réguliers. En particulier, les deux
schémas coincident dans le cas limite de milieux identiques. Nous exploiterons cette idée dans la
construction de la nouvelle méthode d’interface.

Les lois de conservation, conditions de saut, et schéma numérique (i.e. le schéma de Lax-Wendrof)
sont les mémes que pour 'IIM 1D, et ne sont donc pas répétés ici. Comme vu précédemment,
I'TIM consiste & écrire un nouveau schéma aux points irréguliers, schéma a priori sans rapport
avec celui utilisé aux points réguliers ; au lieu de cela, 'EJIIM ajoute a ce schéma des corrections
dépendant explicitement du saut de la solution exacte & l'interface.
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2.4.2 Meéthode d’interface

Différences finies corrigées. Les expressions usuelles des différences finies centrées ne sont plus
valables aux points irréguliers x et x 41, a cause de l'irrégularité de U (z,t) en o € [x 7,2 741].
Considérons le point z;; en ce point, Wiegmann démontre les formules

U(zji,tn) —U(zy_1,tn)
2Ax

0
8_35 U(.%'J,tn) =

2 m m
I SN (CETEN) [a U(a,tn)]+0(m2>,

2A = m! oz
(2.77)
0? U($J+1,tn) -2 U(IEJ,tn) + U(SITJ,l,tn)
g2 U ratn) = Az

3 m m
_Alxzz (@-6)Az) [8 U(a,tn)}—l—O(AﬂcQ),

m! oz™
avec 0 = (o —xy)/Aw.

Conditions de saut. A partir des conditions de saut (2.5), on obtient facilement une écriture
décentrée a gauche des sauts (2.77)

[U(at)] =0,

[% U(a,t)} = (Dy - I>) 83 U(a™t),

(2.78) x
82 2
Interpolations décentrées a gauche. Les valeurs limites 8‘9% U(a—t) (1 <m < 2) interve-

nant dans (2.78) sont estimées au second ordre prés a partir des valeurs de U (z;,t) (J—2 <1 < J).
Pour cela, on écrit les développements de Taylor

0 _ 0 ?

% U(Oé ,t) = % U(xJ_l,t) =+ (Oé — .%'J_l) W U(.%'J_l,t) + O(A 1‘2),
2 3 2

a2 VN =5z

Les dérivées spatiales en xy_1 sont estimées par les classiques différences finies centrées d’ordre
deux en zy_1. On déduit alors de ces derniéres et de (2.79) les estimations

(2.80)

(2.79)
U(.%'J_l,t) + O(A x)

a% Ula ) = (1+20)U(zj-2.t) —4(1 +2¢9£Z(-TJ1¢) + (3+20)U(x4.t) o),
8_22 U(Oé_,t) _ U(xj_g,t) — QU(.%'J_l,t) + U(.%'J,t) i O(A .%')

ox A 2?2
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Lax-Wendroff et EJIIM. En tout point x;, le schéma de Lax-Wendroff découle du développe-
ment de Taylor d’ordre deux de U (z;,tn41) en (z;,ty)

2

1
(2.81) U(xi,tnﬂ) = U(.%'Z‘,tn) + At %U(mi,tn) + 5 At? %U(xi,tn) + O(A tg).

Les dérivées temporelles dans (2.81) sont remplacées par des dérivées spatiales a partir de (2.3)

2
(2.82)  Ul(zitns1) = Uzinty) — At A %U(mi,tn) + % (cAt)Q%U(:ci,tn) +O(At).

Aux points réguliers, les dérivées spatiales dans (2.82) sont estimées par des différences finies
centrées d’ordre deux (soit les formules (2.77) avec des sauts nuls). Les valeurs exactes de la
solution sont alors remplacées par les valeurs numeériques, et le vecteur d’erreur est éliminé,
conduisant au schéma de Lax-Wendroff (2.7). Au point irrégulier x ;, les dérivées spatiales dans
(2.82) sont estimées par les différences finies corrigées (2.77). Les sauts des dérivées spatiales de
la solution sont alors estimés via (2.78) et (2.80). On en déduit le schéma de Lax-Wendroff couplé

a ’EJIIM

n n At n n 1 COAt ? n n n
UJ+1:UJ_mA0(UJ+1_ J1)+§<Ax> (Ui —2U05+ U )

At 1 coAt\?\ (1—6 . N
(2.83) +<mAO—§<Ax>><T(D1—I2)(1+29) Jo—4(1+0)U;

(1-0)°

+B+20)Uj) + (Dz—Iz)(U32—2U31+U9)>-

On peut suivre une démarche analogue au point irrégulier xj1.

Propriétés. L’EJIIM ne nécessite pas d’inversion de systéme linéaire (en 1D) et conserve un
schéma explicite en temps: & I'instar de I'IIM, le colt additionnel en temps de calcul est né-
gligeable. D’autre part, par principe de construction méme, 'EJIIM revient au schéma utilisé
aux points réguliers dans le cas limite d’un milieu homogéne. Enfin, nous avons observé une
stabilité moins importante qu’avec 'IIM en 1D: des instabilités numériques apparaissent pour
des contrastes moyens des parameétres physiques (ex: rapport 1 & 4 d’impédances).

2.4.3 Critique de I’EJIIM 1D

Stabilité. La faible stabilité de 'EJIIM en 1D est une sérieuse limitation, et nous a détourné
de cette méthode. Nous soupgonnons 1'utilisation d’interpolations décentrées en espace comme
étant a l'origine des instabilités. En effet, une version préliminaire et décentrée de la méthode
d’interface que nous présentons par la suite souffrait de la méme limitation, pour les mémes
contrastes de paramétres physiques. En conséquence de quoi nous utiliserons des interpolations
centrées, basées sur autant de points des deux cotés de l'interface en 1D.

Schémas d’ordre élevé. D’autre part, la complexité de 'EJIIM croit avec celle du schéma
utilisé aux points réguliers. Elle devient finalement rédhibitoire pour un schéma d’ordre élevé.
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De plus, si 'EJIIM s’adapte bien & un schéma de différences finies linéaire comme le schéma de
Lax-Wendroff, son application a des schémas non linéaires (comme le schéma de volumes finis
avec limiteur de flux ou le schéma WENO 5) n’est pas triviale, si tant est méme qu’elle soit
possible.

2.5 Vers une ultime méthode d’interface!

Pour conclure ce chapitre, nous résumons nos critéres pour une méthode d’interface. Celle-ci
doit s’adapter automatiquement a tout type de schéma numérique. Elle doit étre robuste face
a des contrastes importants des paramétres physiques, quelle que soit la position de I'interface
dans le maillage cartésien. De plus, elle doit permettre de conserver, aux points irréguliers,
les propriétés numériques du schéma utilisé aux points réguliers. En particulier, on souhaite
retrouver ce dernier schéma aux points irréguliers dans le cas limite du milieu homogéne. Enfin,
une méthode d’interface doit pouvoir s’accommoder uniquement des conditions de saut naturelles
du probléme étudié, ainsi que des conditions de compatibilité dépendant des milieux de part et
d’autre des interfaces.

La méthode que nous proposons dans la suite réalise ces différents objectifs. Pour cela, elle opére
en trois parties, modulaires. La premiére partie de ’algorithme consiste a déduire, des conditions
de saut naturelles, les conditions vérifiées par les dérivées spatiales de la solution exacte jusqu’a un
ordre donné. Cet ordre dépend de 'ordre de convergence du schéma utilisé aux points réguliers.
Ce calcul peut facilement étre réalisé, a des ordres élevés, avec des langages symboliques comme
MAPLE. La deuxiéme partie de I'algorithme dépend de I'ordre du schéma choisi, ainsi que du
nombre de points sur lequel ce schéma repose, mais pas de son expression. La troisiéme partie
de l'algorithme dépend uniquement de ’expression de ce schéma: celui-ci est alors utilisé aux
points irréguliers, s’appliquant en ces points & des valeurs numériques modifiées, déduites des
deux premiéres parties.

Ce faisant, nous pensons optimiser ce que doit étre une méthode d’interface, au moins dans le
cas des systémes hyperboliques linéaires de ’acoustique et de 1’élastodynamique, et de schémas
numeériques explicites en temps. Le numeéricien choisit un schéma pour ses qualités propres en
milieu homogéne: lorsque le schéma est couplé & la méthode d’interface que nous proposons,
ces qualités sont conservées au voisinage des interfaces, et ainsi en tout point du domaine. En
I’absence de méthode d’interface, les artefacts numériques se propagent et dégradent 1’ensemble
de la solution. Dans un probléme de propagation d’ondes, tout se propage, méme les défauts... De
plus, la quantité de travail nécessaire pour écrire et programmer un schéma en milieu homogéne
n’est ainsi pas perdue en présence d’une interface.
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Chapitre 3

Lois de conservation

Dans ce chapitre, nous écrivons les équations de [’acoustique et de I’élastodynamique sous forme
de systemes hyperboliques linéaires du premier ordre. Ces systémes, vérifiés en dehors des inter-
faces, sont ensuite dérivés plusieurs fois par rapport au temps: cela permet de relier les dérivées
temporelles et les dérivées spatiales successives de la solution exacte. Les relations obtenues sont
utilisées aux chapitres 5 et 6 pour écrire les conditions de saut vérifiées, aux interfaces, par la
solution exacte et par ses dérivées spatiales.

3.1 Objet du chapitre

Les équations décrivant, dans le domaine temporel, la propagation des ondes dans les fluides ou
les solides peuvent s’écrire de plusieurs fagons. La premiére écriture, déduite directement de la
linéarisation des lois de conservation de la mécanique, revient & un systéme hyperbolique linéaire
du premier ordre. Ce systéme porte simultanément sur toutes les composantes de la solution
(exemple: les deux composantes de la vitesse élastique et les trois composantes indépendantes
du tenseur des contraintes élastiques, pour un solide élastique isotrope 2D). Dans la littérature,
cette écriture est appelée “formulation mixte”, ou “formulation vitesse-contrainte”. La deuxiéme
écriture, beaucoup plus familiére en acoustique, découle de la précédente. Elle revient a des
équations du second ordre, de type équations d’ondes. Ces équations aux dérivées partielles
portent seulement sur certaines composantes de la solution (exemple: les deux composantes
du déplacement élastique, pour un solide élastique isotrope 2D). Les deux formulations sont
évidemment équivalentes.

Nous choisissons ici le premier type de formulation, sous forme d’un systéme hyperbolique de
lois de conservation. Nous avons opté pour cette formulation pour plusieurs raisons. La premiére
raison découle d’'une classe de schémas numériques adaptés & sa résolution, et dont les qualités
sont particuliérement appréciables pour des problémes de propagation d’ondes. Ces schémas,
présentés au chapitre 4, sont construits pour éliminer la dispersion numérique, classique dans le
cas de schémas linéaires pour les équations d’onde [16]. Une autre raison de ce choix découle de
I’écriture des conditions de saut aux interfaces, objet des chapitres 5 et 6. Méme si le lecteur
souhaite greffer la méthode d’interface & un schéma adapté a ’équation d’ondes vérifiée par la
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pression acoustique, ce qui est possible, il devra étudier les lois de conservation vérifiées a la
fois par la pression acoustique et par la vitesse acoustique, ainsi que par leurs dérivées spatiales
successives.

Au cours de ce chapitre, nous écrivons les systémes hyperboliques de lois de conservation, du
premier ordre en temps et en espace, dans trois configurations: fluide 1D (équivalent au cas
solide 1D), fluide 2D, solide 2D. Par souci de concision, nous désignons souvent par fluide et
solide un fluide parfait au repos et un solide élastique isotrope. Dans chaque configuration, nous
calculons les systémes vérifiés aux ordres supérieurs de dérivation, en temps et en espace. Ces
systémes, reliant les dérivées temporelles et les dérivées spatiales de la solution exacte a tout
ordre, sont essentiels pour le calcul des conditions vérifiées aux interfaces par la solution. Ce
dernier calcul fait I'objet des chapitres 5 et 6. Nous calculons aussi les conditions reliant entre
elles les composantes des dérivées spatiales de la solution exacte, en 2D. Ces conditions, appelées
conditions de milieu, sont utiles aux chapitres 6 et 8.

Notons que la solution exacte sera toujours supposée suffisamment réguliére, de sorte que ses
dérivées successives ont un sens. Tout au long de I’étude, cette condition de régularité sera
supposée vérifiée en dehors des interfaces.

3.2 Fluide 1D - Solide 1D

Ordre 1. La linéarisation des équations de la mécanique 1D dans un fluide parfait au repos
conduit au systéme

ov 10p
a2
ot +p8x ’
(3.1)

ot P

ol v est la vitesse acoustique, et p est la pression acoustique. La masse volumique p et la célérité
des ondes acoustiques ¢ sont ici supposées constantes. En posant

(3.2) U= , A= P,

nous écrivons (3.2) sous forme d’un systéme hyperbolique linéaire du premier ordre

P B
. —_— A— = .
(3.3) S U+A-U=0

Le systéme (3.3) décrit aussi la propagation des petites perturbations dans un solide élastique
1D. 11 suffit pour cela de remplacer p par —o dans (3.1), ou o est la contrainte élastique, et ainsi
de prendre 'opposé de A (3.2).
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Ordre n. Nous calculons les équations vérifiées par les dérivées temporelles successives % U(z,t)
(m > 2). Pour m = 2, on déduit de (3.3)

0?2 0 0
U = a(*‘%U)
0 J
3.4 — _A_ =
(3.4) A@x@tU
0 0
= —A- (—A%U>.

Les paramétres physiques étant supposés constants, la matrice A est constante. On déduit alors
de (3.4)

0? 0?

3.5 —U=A>—"—U,
(3:5) ot 0 a2
soit, compte-tenu de A? = ¢2 Io,

62 62

3.6 —U="—U,

(36) ot ¢ 0 22

qui revient & deux équations d’ondes classiques du second-ordre découplées, pour v et pour p.
En suivant une démarche analogue, on peut facilement montrer par récurrence les relations aux
ordres supérieurs. C’est I'objet du prochain résultat.

Resultat 1 En tout point du domaine, les dérivées temporelles et les dérivées spatiales de U (x,t)
sont reliées par

62n o aQn
(37) WU:C a;pQTLU’ 7121
. 62n+1 5 62n+1
spiU=—"C"Amn U, 020

3.3 Fluide 2D

Ordre 1. Soit (O,x,y) un repére orthonormé. La linéarisation des équations de la mécanique 2D
dans un fluide parfait au repos conduit au systéme

81}1 18]?_
ot +p8x_0’
81}2 18]?
— +——=0
(3.8) TR Tl

op 9 (O0v1 O
FI (83@ + 8y>’
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oll v1 et vy sont les composantes de la vitesse acoustique v dans le repére (O,z,y), et p est la
pression acoustique. La masse volumique p et la célérité des ondes acoustiques ¢ sont supposées
constantes. En posant

1
01 0 0 = 0 0 O
p
1
(3.9) U=| v |, A= 0 0 0 , B=10 0 ; ,
p pc 0 0 0 pc® 0

nous écrivons (3.8) sous forme du systéme hyperbolique linéaire du premier ordre

) ) )
1 — A— B—U-=0.
(3.10) 5;U+tAG U+B3U

Ordre n. Par dérivation de (3.10) par rapport a ¢, et en suivant la démarche utilisée en 1D, on
obtient facilement la relation suivante

" 0 o\"
A1 —U=(-1)"A— + B — > 0.
(3.11 SrU=( (A 4B ) U wzo

Les opérateur (% et é% commutent entre eux et avec A et B ; par contre, A et B ne commutent
pas, ce qui empéche d’appliquer la formule de Leibniz pour écrire de fagon simple (3.11).

Dans le cas d’un fluide parfait, on peut toutefois simplifier (3.11). Considérons a cet effet 'écriture
de (3.11) pour n = 2, soit
0? 0? 0? , 02

3.12 ~—_U=A>-U-+(AB+BA U+ B>~—U.
(312) ot? 0 x? + * )8x8y + y?

A partir des deux premiéres équations de (3.8), il est facile de montrer le résultat classique selon
lequel V A v ne varie pas au cours du temps. En dehors des sources acoustiques, le rotationnel
de la vitesse acoustique est constamment nul, ce qui s’écrit

ov v
(3.13) 2 -1

Jdx dy
Par dérivation de (3.13) par rapport & z et par rapport a y, on obtient

82 V2 62 V1

ozdy 0y’

(3.14)
82’[)1 N 6202
dxdy  Oa?’

Le calcul de AB + BA a partir de (3.9) et les relations (3.14) permettent alors de simplifier
(3.12) et ainsi d’écrire

0> o [ 07 02
.1 e = —_— —_—
(3.15) SpU=c <ax2U+8y2U),
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qui revient a trois équations d’ondes scalaires du second-ordre en milieu homogéne, découplées
et vérifiées par v1, v, et p. Nous déduisons de ce qui précéde les relations vérifiées aux ordres
supérieurs de dérivation.

Resultat 2 Dans un fluide parfait au repos, en dehors des sources acoustiques, les dérivées
temporelles et les dérivées spatiales de U (x,y,t) sont reliées en tout point du domaine par

(3.16)

aQn n n aQn

2n z : 2n—2k 2k ’ -
ot =\ ox dy

82 n+1 ) n n 82 n+1 62 ntl

_ n

at2n+1U__C § : . (Aax2n2k+16y2kU+Bax2n2kay2k+l U>’ n=0.
k=0

La démonstration par récurrence, purement technique et triviale, est omise ici. Les coefficients

( Z ) désignent les coeflicients de la formule du bin6éme.

3.4 Solide 2D

Ordre 1. Dans ’hypothése des petites perturbations, la linéarisation des équations de la méca-
nique 2D dans un solide élastique isotrope conduit a |1, 2]

dvi _ 1 (0o Do
ot p\ Ox oy )’

Ovy 1 5012+5022

ot  p\ Oz oy )’

80'11 a’Ul a’UQ
3.17 = 92 —= i)
(3.17) 5 = AT “)ax+’\ay’

9012 _  (9u , 9w

ot "oy "oz )

8022 . 81)1 avg

S = A +(A+2u)ay,

ol v1 et vo sont les composantes de la vitesse acoustique v, et 011, 012 et 099 sont les composantes
indépendantes du tenseur des contraintes o dans le repére (O,x,y). La masse volumique p et les
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coefficients de Lamé \ et u sont supposés constants. En posant

(3.18)
0 0O = 0 0 0 0 0o = 0
U1 p p
1 1
b2 0 0O 0 = 0 0 0 0o 0 =
p p
U=]| ou |, A=- , B=-—
A2 0 0 0 O 0 A 0 0 0
7012
0 w 0 0 0 L 0 0 0 0
7022
A 0 0 0 0 0 A+2x 0 0 0

nous écrivons (3.17) sous forme du systéme hyperbolique linéaire du premier ordre

P P P
1 vialuvrBLlU-=o.
(3.19) 5iU+AZ,U+Bg U=0

On rappelle que la célérité ¢, des ondes de compression et la célérité ¢y des ondes de cisaillement
s’écrivent

A+ 20 \/ﬁ
3.20 Cp =4 —, Cs = 4] —.
(3.20) =T, P

Pour la suite de ’étude (en particulier le chapitre 4, traitant des schémas numériques), nous
calculons et stockons ici les matrices

¢ 0 0 0 0 ¢z 0 0 0 0
0 ¢ 0 (U 0 ¢ 0 0 0
A’=| 0 o & 0 0|, B>=| 0 0 0 0 -2 |,

0 0 0 2 0 0 0 0 ¢ 0

1 0 0 ¢&—-2¢ 0 0 0 0 0 0 c
0 c&—-c 0 0 0
c—c: 0 0 0 0
AB+ BA = 0 0 0 2(—c) 0
0 0 0 c?
0 0 0 2(g—¢) 0

Ordre n. L’expression (3.11) s’applique aussi dans le cas solide. Par contre, on ne peut pas
simplifier cette expression, comme dans le cas fluide. Pour la suite, on explicite ici les dérivées
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temporelles pour n = 2: de (3.12) et de (??), on déduit les relations

0%v 0%v 0%v 9% v
21 = 6129 21 + (0122 _Cg) 2 c 21
ot ox 0x 0y 0y
0% v 0% v 0% v 92
22 =c; 22 + (6129 _Cg) - 0122 22
ot ox oxdy dy
& on 282011 2 2 9% 012 2 2 0% 099
(3.22) 52 =% 5.2 +2(cp—cs)8x8y—l—(cp—265) 0,
0% 019 _ 2 0% o1 2 0% o1 2 9% 099 2 9% 019
ot? e S0x0y  Coxdy ° 0y’
0 029 2 2y P on o oy 0o 5 0% 099
52 = (cp—QCs) 922 +2(Cp—cs) 920y Cp 3y2

3.5 Conditions de milieu
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Notations. Dans cette section, nous introduisons des notations utiles pour la suite de ’étude.
Nous présentons aussi deux résultats reliant entre elles les composantes des dérivées spatiales de
la solution exacte, dans un fluide ou dans un solide. Tout d’abord, nous définissons l’entier d et
les variables Uy désignant les composantes de U (z,y,t), en écrivant U (z,y,t) = T (Uy,...,Uy). La

solution exacte s’écrit

U(z,y,t) = T(v1,v9,p) pour un fluide,
(3.23)

_ T <~13
U(zy,t) =" (v1,02,011,012,022) pour un solide,

soit d = 3 pour un fluide et d = 5 pour un solide. Pour écrire de fagon simple et ordonnée toutes
les composantes des dérivées spatiales de U (z,y,t) jusqu’a l'ordre k, nous notons alors

6@' 7 k
e aa— Ul,..., _a - Ud,..., 9 P
ox" 10y’ oz 0y oy

(3.24)  Ug(zyt)=T (Ul,...,Ud,.. Ui,

Les composantes de Ug(x,y,t) sont repérées par I'application rang, notée rg,

6@'

avec 0 < j <1<k, et 1 <I<d. Lavaleur du rang est donnée dans le lemme 1.

Lemme 1 Pour 0<j <1, etl1<[1<d,

di(i+1
(3.26) rg (i,j,0) = Z(’Tﬂ rdj+l.

6k
...’8—yk Ud> .
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Démonstration. A partir de la définition de d et du rang (3.25), nous vérifions

rg (17]7” =1g (27]71) +l - 17

(3.27) rg (i,5,1) =rg (,0,1) +d j,

di(i+1)
1,0,1) =1 dm=1+ ——-—.
rg (i,0,1) + Z m + 5
m=1
Cette derniére équation découle du fait qu'une fonction de deux variables spatiales & valeurs dans
R posséde (k + 1) fonctions dérivées d’ordre k par rapport a ces variables. On obtient alors le

lemme 1. O

Le nombre n; de composantes de Ug(x,y,t) est directement déduit du lemme 1 et a pour valeur

(3.28) n; =rg (k.kd) =d((k+1)(k+2)/2.

Fluide 2D. Nous présentons maintenant un résultat utile pour I’écriture ultérieure des conditions
aux interfaces, dans le cas ot I'un au moins des milieux est fluide. Ce résultat ne concerne que
les composantes des dérivées spatiales de la vitesse acoustique.

Resultat 3 En tout point d’un fluide parfait, et & tout ordre de dérivation spatiale n > 1, on a

8” U1
B xnfz'fl o yi+1

8” (%)

3.29 - 2
( ) axnfl ayl

0<i<n—-1

0,

Démonstration. On dérive (3.13) n — 1 fois par rapport a x et y. O

Nous appelons les équations (3.29) des conditions de milieu. De 1'ordre un jusqu’a l'ordre k,
on obtient ainsi n,, = k(k + 1)/2 conditions de milieu pour rg (k.k,3) = 3(k + 1)(k + 2)/2
composantes de Ug(z,y,t). Ces conditions ne font pas intervenir les trois premiéres composantes
de Ug(z,y,t), ni celles portant sur la pression acoustique. En tout point M du domaine, on
résume ces conditions en écrivant

(3.30) FULM,t) =0,

ou F' est une matrice n,, x rg (k,k,3), et dont les composantes non nulles (1 <i< ket 0<j <
i — 1) sont déduites du lemme 1

SFEETE—— .
F(Z(z )+y+1,2(+)+3(y+1)+1):1,
(3.31)
i .
F(Z(z )+j+1,72(12+ )+3j+2):—1.
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Solide 2D. Nous présentons maintenant un résultat utile pour I’écriture ultérieures des condi-
tions aux interfaces dans le cas ol I'un au moins des milieux est solide. Ce résultat ne concerne
que les composantes des dérivées spatiales de la contrainte élastique.

Resultat 4 On pose
A2p -
= ) Qg = )
Ap A+ p) Ap (A +p)

En tout point d’un solide élastique isotrope, on a, pour n > 2 et 0 <i<n — 2,
(3.33)

(3.32) o1

8” 011 8” 0922 1 8” 012 8” 011 8” 0992
Qo ot e o o T Y T e
dx" "0y dx" "0yt pox dy ox dy

o xnfz'fQ o yz’+2

oy e = 0.

Démonstration. Les relations contrainte-déformation dans un solide élastique isotrope sont

8u1 8u2
=AN+2pu)— +—=
o1 (+H)8x+ 9y
6U1 8u2
. 4 pr— —_— —_—
(3.34) o12 M(6y+8x>’

8u2

8u1
= )\— A+2u)—=.
0922 By + (A +2p) Dy

La résolution de (3.34) conduit aux relations déformation-contrainte a I’ordre 0

8u1
s =011 + Qg 099,
T
3.35 9us +
—— =y 0 a1 o
(3.35) ay 2011 1022,

Ow | Ouy 1
oy | ox u ¥

On dérive la premiére relation de (3.35) deux fois par rapport a y

83 Ui 82 011 + 82 g929
= aAQ————5—.
0x0y? ! 0y? 2 oy?

(3.36)

On dérive la deuxiéme relation de (3.35) deux fois par rapport a x

63 u9 62 011 62 09292

(3:37) 0220y M2 "M

On dérive la troisiéme relation de (3.35) par rapport & x et par rapport a y

PPy Puy 1 o

3.38 =— .
( ) 6x8y2+6x28y woxdy
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La combinaison de (3.36), (3.37), et (3.38) conduit & une relation entre les dérivées secondes des
composantes de o, vérifiée en tout point du domaine

1 02019

B E oxdy

9% o011
oy?

9? 099
0y?

(3.39) +aq + oy — 0.

En dérivant (3.39) n — 2 fois par rapport & = ou y, on obtient les n — 1 relations (3.33). O

Comme pour le cas fluide, nous appelons les équations (3.29) des conditions de milieu. De lordre
deux jusqu’a l'ordre k, on obtient n,, = k(k — 1)/2 conditions de milieu pour rg (k,k,5) =
k(k —1)/2 composantes de Ug(z,y,t). Ces conditions ne font pas intervenir les cingq premiéres
composantes de Ug(z,y,t), ni celles portant sur la vitesse élastique. En tout point M du domaine,
on résume ces conditions en écrivant
(3.40) FU,(Mit) =0,

ou F est une matrice n,, xrg (k,k,5), dont les composantes non nulles (2 <i <ket0<j<i—2)
sont déduites du lemme 1

F<(i_2)2(i_1) +j+1,%+5j+5> =,

(3.41) F((¢—2)2(¢—1) +j+1,w+5(j+l)+4> -
F<(i_2)2(2_1) +j+1,%+5(j+2)+3) = ay,
F((i_2)2(2_1) +j+1,w+5(j+2)+5> = ay.

3.6 Conclusion

Nous retenons deux points importants de ce chapitre: tout d’abord, on peut exprimer, & tout
ordre de dérivation et en tout point du domaine, les dérivées temporelles en fonction des déri-
vées spatiales de la solution exacte. Ce point est crucial pour écrire les conditions vérifiées aux
interfaces par les dérivées spatiales de la solution exacte, ce qui fait 'objet des chapitres 5 et 6.
D’autre part, en 2D, les dérivées spatiales de la solution exacte sont reliées entre elles en tout
point du domaine par des conditions de milieu. Par la suite, nous appliquons ces conditions de
part et d’autre des interfaces, pour compléter les conditions de saut et les conditions aux limites
(voir chapitre 6).

Nous abordons maintenant la résolution numérique des systémes hyperboliques de lois de conser-
vation, loin des interfaces.
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Chapitre 4

Schémas numériques

Dans ce chapitre, nous résolvons numériqguement les équations de l’acoustique et de l’élastodyna-
mique en milieu homogéne. Pour résoudre ces équations, mises sous forme de systémes hyperbo-
liques linéaires au cours du chapitre précédent, nous utilisons trois schémas, issus de la mécanique
des fluides numérique : le schéma de Lax-Wendroff, un schéma de volumes finis avec limiteur de
flux, et un schéma WENQO. Les propriétés de ces schémas, de complexité et qualités croissantes,
sont discutées et illustrées sur des exemples. Dans tous les cas étudiés (1D et 2D, fluide et solide),
nous détaillons les algorithmes de sorte que le lecteur puisse directement les programmer.

4.1 Objet du chapitre

Nous résolvons ici les équations de ’acoustique et de 1’élastodynamique, dans le domaine temporel
et en l'absence d’interfaces. Ces équations ont été mises sous forme de systémes hyperboliques
linéaires de lois de conservations au cours du chapitre précédent. La littérature consacrée a la
résolution des lois de conservation hyperboliques est immense. Le lecteur intéressé trouvera une
excellente introduction dans 'ouvrage de LeVeque [42], et une monographie de référence dans
louvrage de Godlewski-Raviart [29].

La motivation principale de toute cette littérature est la résolution des équations d’Euler. Le cal-
cul des solutions discontinues qui découlent spontanément de ces équations non linéaires nécessite
le développement de schémas numériques perfectionnés. En particulier, ces schémas doivent assu-
rer une bonne localisation des discontinuités et calculer précisément ’amplitude de la solution de
part et d’autre de ces discontinuités. Aux schémas linéaires de différences finies, développés dans
les années 60, comme le schéma de Lax-Wendroff, ont alors succédé des schémas spécialement
adaptés au calcul de solutions discontinues. Citons entre autres les schémas de volumes finis avec
limiteur de flux, développés au début des années 80 [33], et dont les propriétés “Total Variation
Diminushing” (TVD) dans le cas scalaire empéchent Iapparition d’oscillations non physiques.
Citons aussi les schémas “Essentially Non Oscillatory” (ENO) et “Weighted ENO” (WENO),
développés au cours des années 90 (6, 23, 34].

Les équations linéaires qui nous intéressent ici sont plus simples que les équations d’Euler: en
particulier, en milieu homogéne, les solutions des équations de 'acoustique et de 1’élastodyna-
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mique conservent la régularité de la solution initiale, ne donnant pas naissance & des chocs. Méme
s’il n’est alors pas aussi crucial que pour les équations d’Euler d’utiliser des schémas adaptés au
calcul de solutions discontinues, les qualités remarquables de ces schémas sont utilisées avec pro-
fit pour simuler numériquement la propagation des ondes [9]. Les défauts classiques des schémas
de différences finies utilisés classiquement en acoustique, comme le schéma de Lax-Wendroff ou
le schéma de Yee [70], sont éliminés. Pour les expériences numériques proposées au chapitre 10,
nous utilisons les deux schémas mentionnés précédemment (volumes finis avec limiteur de flux,
WENO) ; nous utilisons aussi le schéma de Lax-Wendroff, pour sa simpliciteé.

Au cours de ce chapitre, nous nous fixons deux objectifs. D’une part, nous précisons pour chaque
schéma ses principales propriétés pour une solution initiale suffisamment réguliére en milieu
homogeéne. Rappelons que, en présence d’une interface, certaines propriétés sont perdues: nous
chercherons alors, dans des chapitres ultérieurs (chapitres 7 et 8), & maintenir ces propriétés en
présence d’interfaces, via la méthode d’interface. D’autre part, nous détaillons les algorithmes
de chaque schéma, de sorte que le lecteur intéressé puisse directement les programmer et tester
leurs propriétés. Ces formules explicites présentent un autre intérét: elles permettent un gain
en temps de calcul. En effet, nous pouvons nous dispenser des solveurs de Riemann, exacts ou
approchés, nécessaires dans le cas d’équations non linéaires.

Un dernier mot pour le lecteur que la présentation des schémas n’intéresse pas, du moins lors
d’une premiére lecture: il est alors seulement invité a consulter les sections 4.2.1 et 4.3.1, ol nous
définissons les notations utilisées en 1D et 2D, réutilisées ultérieurement.

4.2 Schémas 1D

4.2.1 Notations

Etant donnés des pas en espace A x et en temps A ¢ uniformes, nous notons U}’ I'approximation
numérique de la solution exacte U(z; = i Az,t, = nAt). Pour intéger numériquement (3.3),
nous utilisons des schémas de différences finies ou volumes finis, explicites en temps et centrés
en espace, de qualités croissantes: Lax-Wendroff, volumes finis avec limiteur de flux, et WENO
5. L’intégration numérique est réalisée sur deux pas de temps (le calcul de la solution numérique
a linstant t,41 ne dépend que de la solution numérique a l'instant ¢,). L’avancée en temps des
schémas de Lax-Wendroff et de volumes finis avec limiteur de flux peut s’écrire symboliquement,
en un point x;,

(4.1) Ut = U+ H (U, U

ot Popérateur discret H : R2X(2s+1) — R? est continu [29], et o s est la largeur du schéma.
Cette notation symbolique sera systématiquement utilisée au cours du chapitre 7, permettant
alors de caractériser le couplage des différents schémas avec la méthode d’interface. Le schéma
WENO 5, pour lequel plusieurs intégrations de Runge-Kutta sont calculées entre t,, et t,,+1, est
dit un schéma multistage, et ne se met pas directement sous la forme (4.1). Par contre, chacune
de ses intégrations entre t,, et t,41 peut se mettre sous la forme (4.1) (voir section 4.2.4).
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Les trois schémas présentés par la suite vérifient tous la condition nécessaire de stabilité de
Courant-Friedrichs-Lewy, ou condition CFL, telle que

At
4.2 CFL =c|— | <1,
(4.2 (55) <
ol ¢ est la célérité des ondes acoustiques (ou élastiques, ce qui revient au méme en 1D). Notons
enfin que ces trois schémas peuvent également s’écrire sous forme conservative

At
(4.3) Ut = U”—Ax(F( Pty UL —F (UM, . UM )),

ou F est appelée la fonction de flur numérique. Dans cette formulation, la valeur numérique
U} s'interpréte comme étant la valeur moyenne, sur la cellule C; = [z, 1, ] de la solution

exacte, soit

(4.4) U!~ A—/ e U(z,ty)dz,
x T

avec x, 1 =x; — Ax/2.
2

4.2.2 Lax-Wendroff

Le schéma de Lax-Wendroff est un schéma classique de différences finies, d’ordre deux en temps
et en espace, pour une solution exacte U(x,t) de classe C? sur 'ensemble du domaine d’étude.
L’avancée en temps s’écrit en x;

At A\
(4.5) Uyt = U”—QA AU, - 71)“‘ (CAx> (Ui —2U07 +UL),

5) les formules explicites

la matrice A étant définie en (3.2). Il découle de (4.
At 1 1 (cAt
o = ot = A L )+ 5 (S0 (o 20 401,

(4.6)

At 1 /cAt)?
pfﬂ—pzn YN (erl n1)+§(ﬂ) (pf1 —2p8 +p01)

ot v]' et pI' sont les composantes de la solution numérique U7, et désignent respectivement la
vitesse acoustique et la pression acoustique. Notons que la fonctlon de flux numérique F' associée
a lécriture conservative (4.3) du schéma de Lax-Wendroff est donnée par

AAt

1
(4.7) F(UU},) = B} AU, +U}) - YAz (U, -U7).

Le schéma de Lax-Wendroff est trés facile a programmer et peu gourmant en ressources infor-
matiques (deux tableaux 2 x N, ot N est le nombre de points de calcul). Par contre, il introduit
de la dispersion numérique: la vitesse de phase d’une composante harmonique de la solution
numérique dépend de sa fréquence [43]. Cet artefact, rencontré aussi dans le cas de schémas
linéaires pour I’équation des ondes [16], dégrade la solution numérique en introduisant des trains
d’oscillations parasites (voir figure 4.1 a-b). Nous présentons maintenant deux types de schémas
qui éliminent cette dispersion numérique.
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4.2.3 Volumes finis avec limiteur de flux

Pour limiter la dispersion numérique tout en conservant 1’ordre deux, il est intéressant de coupler
le schéma de Lax-Wendroff a un schéma diffusif du premier ordre, de type Godunov. En un point
xi, ce dernier schéma repose, & chaque instant, sur la résolution de problémes de Riemann en
Ti_1 et x; 1. Nous appelons le schéma résultant de ce couplage un “schéma de volumes finis avec

limiteur de flux”. Nous renvoyons a [41, 42, 74] pour des explications théoriques.

La construction du schéma de volumes finis avec limiteur de flux est classique: les schémas
de Godunov et de Lax-Wendroff sont couplés de fagon non linéaire, via des limiteurs de flux
dépendant de la régularité locale de la solution. Nous présentons dans un premier temps les
notations utilisées pour la partie Godunov, puis les corrections apportées par la partie Lax-
Wendroff. Nous présentons les calculs de fagon plus détaillée que celle strictement nécessaire a la
programmation, et ce pour que le lecteur comprenne d’ou viennent les différentes expressions. Les
calculs strictement nécessaires au schéma sont consignés dans le paragraphe “algorithme final”.

Schéma de Godunov. La matrice des valeurs propres A’ (1 < i < 2) de A (3.2) est A =
diag(c, — ¢). La matrice R, remplie avec les vecteurs propres a droite r* de A, et son inverse R
peuvent s’écrire

11,.2 ! ! g1 pe

(4.8) R = (r'|r?) = . R=3
pc —pc -1
pc

Pour a € R, nous notons
(4.9) at = max(0,a), a” = min(0,a).

Nous définissons alors les matrices AT = diag (A\D)F,(A\?)F), soit AT = diag (¢,0) et A~ =
diag (0, — ¢), puis les parties positives et négatives de A

1 1
1 ¢ 5 1 ~¢ 3
(4.10) AT =RATR '= 5 Pl A =RAR'= 5 P,
pc* ¢ pc? —c
et nous vérifions AT + A~ = A. Enfin, nous notons
(4.11) Ay U?_% =U!-U;

le saut des valeurs numériques entre les cellules C; et C;j_1. A partir de (4.10) et (4.11), nous
pouvons écrire tous les termes apparaissant dans le schéma de Godunov [42]
(4.12) Ut —ur — AL (4t aom +A” AU

' N i3 TVitg)”
du premier ordre en temps et en espace. Ce schéma est diffusif, ou dissipatif: il vérifie au second-
ordre prés, une équation modifiée de diffusion [42]. Cela implique un amortissement des oscilla-
tions, conduisant a un écrétage des ondes.



4.2. SCHEMAS 1D

99

Les quantitées A* A, U™ intervenant dans (4.12) sont appelées ondes d’incrément. A partir de

(4.10) et (4.11), on obtient

1
(4.13)  ATAUT LFATA, U, =3

ml

pe (Vi

—c (vl —

1
207 + 0t ) + P (pi1 — pit1)

—viy) = (PP — 200 +1iy)

Corrections du second ordre. On décompose le saut (4.11) sur la base des vecteurs propres

& droite de A

(4.14) AUY

Les coefficients o

1
2

|

(4.15)

Q
ol
I

|

(p = 1,2) découlant de R~}

Q
Nl

E ail'rp—

a? |
=3

(4.8) s’écrivent alors

1
ey (pi — 1)

1

- 2—pc (p? _pznfl) .

Par ailleurs, on peut remarquer aprés calculs que le schéma de Lax-Wendroff (4.5) peut se mettre

sous la forme

(4.16) Ut = U - 2; (ataur, + 4 a0, )—% (Fipy —F. ).
avec
o (2w,
2 -3
et
(4.18) w?l | =adf | rP, p=12

Pour obtenir un schéma intermédiaire aux schémas de Godunov (4.12) et de Lax-Wendroff (4.16),

une méthode consiste a “limiter” les ondes W, _

(4.19)

2

conduisant a F,

de U (z;,t,) dans la direction upwind [42]: pour a

D
OéA_é
(4.20) O =2 SiN>0
T2ap
2

W, =0 (efl) wh o,
2 2

1 (4.18), i.e. a les remplacer dans (4.17) par
2

p=12,

_1, appelée onde de correction. Dans (4.19), 0P est une mesure de la régularité
2

1 = 0, on pose
01
Hp 1 = D 2 Si )\p < 0
=3 a1
2
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Si le dénominateur dans (4.20) est nul, on pose P = 1. La fonction non linéaire ® dans (4.19)
est appelée limiteur de flux. Cette fonction est construite de sorte que, dans le cas d’équations
hyperboliques scalaires 1D, la propriété Total Variation Diminushing (TVD) soit conservée [42],
laquelle empéche la croissance d’oscillations non physiques (rappelons que la propriété TVD
n’existe que dans le cas scalaire 1D). Parmi les limiteurs de flux existants, nous optons lors des
expériences numériques pour le “MC-limiteur”

(4.21) ®(0) = max (0, min ((1+6)/2,2,20)).

De (4.17), (4.18), (4.19) et (4.20), nous déduisons 'expression de I'onde de correction si af_l #0

2

1 1 2 1
— 1 At ai—% 1 ai"'% 2
42 Foy=ge (1-egy) (o (o) ol ez, )N
i—5 pc i—3 —pc

Pour O‘f_; = 0, on remplace la valeur correspondante de ® par 1.
2

Algorithme final. Le schéma de volumes finis avec limiteur de flux, obtenu en limitant les flux
de (4.16), s’écrit alors

n+1 n + n — n

Az

 _F. )

i+ 1—5

Pour l'utilisateur, la programmation de ce schéma se décompose ainsi en trois étapes:

— calcul des ondes d’incrément A" AUY 1 et A~ AUL L via (4.13);
2

2

— calcul des ondes de correction fi+l et F, 1 via (4.15), (4.21) et (4.22);
2 2

— avancée en temps via (4.23).

De ces trois étapes, il découle que ce schéma utilise deux points & gauche et deux points a
droite de x; pour 'avancée en temps: la largeur du schéma est s = 2. Pour une solution exacte
suffisamment réguliére, 0P est petit, et ® tend vers 1: on retrouve alors le schéma de Lax-
Wendroff (4.5) ; inversement, pour une solution exacte irréguliére, 6P est grand, et ® tend vers
0: on retrouve alors le schéma de Godunov (4.12).

Le schéma de volumes finis présenté ici est facile & programmer et peu gourmand en taille
mémoire: 'avancée en temps (4.23) nécessite deux tableaux 2 x N, ot N est le nombre de
points de calcul, comme pour le schéma de Lax-Wendroff. De plus, du fait de ’élimination de la
dispersion numérique, la localisation des ondes numériques est excellente.

Par contre, I'avancée en temps (4.23) nécessite plus d’opérations que le schéma de Lax-Wendroff,
augmentant ainsi le temps de calcul. D’autre part, la solution numérique variant beaucoup aux
extrema des ondes, ceux-ci sont principalement calculés par le schéma de Godunov : la diffusion
numérique introduite par celui-ci écréte alors les extrema des ondes (figure 4.1 (c-d)).

Pour limiter la diffusion numérique et éviter I'écrétage des ondes, tout en limitant la dispersion
numeérique, nous présentons un troisiéme et dernier schéma numeérique.
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4.2.4 WENO 5

Pour contréler la dispersion numérique du schéma de Lax-Wendroff et limiter la diffusion nu-
mérique du schéma de volumes finis avec limiteur de flux, nous utilisons le schéma Weighted
Essentially Non Oscillatory (WENO). Il s’agit d’'une amélioration du schéma ENO, dont une
présentation détaillée est donnée dans Fedkiw et al. [23]. Aussi bien pour les schémas ENO que
WENO, les intégrations en temps et en espace sont découplées, conduisant a des méthodes de
lignes |42]. En un point donné, l'intégration en espace est réalisée a partir d'un jeu d’interpo-
lations polynomiales basées sur des points voisins. Dans le cas du schéma ENO, I'interpolation
retenue est celle minimisant les oscillations qui peuvent apparaitre. Le schéma WENO utilise
une combinaison des différentes interpolations: cela ne pénalise pas en temps de calcul, puisque
les interpolations ont déja été calculées, et cela permet d’augmenter 1'ordre du schéma.

L’algorithme présenté en quatre étapes découle de Jiang et al. [36]. Le systéme hyperbolique
(3.3) est transformé en équations scalaires hyperboliques indépendantes. Nous appliquons alors
les interpolations WENO sur ces quantités scalaires obtenues. Aprés le retour aux variables
naturelles, nous procédons & l'intégration temporelle par une méthode de type Runge-Kutta
d’ordre élevé. Les calculs strictement nécessaires au schéma sont résumés dans le paragraphe
“intégration en temps”.

Entrée dans le champ des caractéristiques. L’intégration spatiale de (3.3) est remplacée
par le calcul des flur numériques vectoriels F, 1 tels que
2

0 Figr—F; 1
4.24 A—U~x 2 2
( ) ox Ax
Nous décomposons (4.24) dans le champ des caractéristiques, i.e. nous transformons cette équa-
tion vectorielle en deux équations scalaires indépendantes. Etant données les valeurs propres
A = 4cet A2 = —c de A, nous définissons les vecteurs propres a gauche et a droite de A, soit
respectivement 17 et 7 (j = 1,2). Ces vecteurs vérifient (j = 1,2)

TWA=NTY,
(4.25) Ard = NP pi,
rI =1,

et peuvent s’écrire

(4.26)

—
o
S %
N
|
[
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Nous définissons ensuite les variables caractéristiques 67 et les fonctions caractéristiques f(67)
(j = 1,2) telles que

(4.27) ¢ =1U, fH)=VU(AU).

De l'expression de A (3.2) et de (4.26), il découle

1
o' = ¢ /pv+ —p,

NG

(4.28)
0> =c.\/pv— %p,
et
f(0") = %w Vhctu,
(4.29)

c
£(6%) = Sp— Vpctu.

) VP
L’équation vectorielle (3.3), portant sur les variables naturelles v et p, a ainsi été transformée en
deux équations scalaires hyperboliques indépendantes, vérifiant

067 0 ;

4.30 — 4+ —f(¢#) =0, = 1,2.
( ) ot + ox ( ) J
Nous appliquons maintenant la procédure WENO sur les champs scalaires 6' et 2. Le but de
cette procédure est d’estimer les flur numériques scalaires fZJ 12 tels que

8 ] fl
4.31 — () =
(4.31) ()
On note désormais 95 I'approximation numérique de 67(z;).

Interpolation WENO. En un point z;, les flux numériques scalaires fl.jﬂ/2 (j = 1,2) interve-

nant dans (4.31) sont calculés par interpolation des valeurs de f (95 ) aux points voisins de x;.
Pour limiter 'apparition d’oscillations, 'interpolant est de type upwind: la position des points
d’interpolation par rapport au point de calcul x; dépend du signe de la valeur propre considérée.
Nous appliquons ici une interpolation sur trois points. La valeur propre A' étant positive, les
ensembles de points candidats pour 'estimation de fi1—|—1/2 sont (x;—2,xi—1,%;), (Ti—1,%;,Tit1), €t
(24,254 1,7512). La valeur propre A\? étant négative, les ensembles de points candidats pour le cal-
cul de f+1/2 sont (2i4+3,%i4+2,it1), (Tit2,%it1,Ti), €t (Ti41,24,2;—1). On résume ces interpolations
en écrivant

Z+1 = Zzwkaklf i 2+k+l)

k=0 1=0
(4.32)

2
Z+§ Zzwkaklf Trs—k—1) -

k=0 1=0
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k 1=0 =1 1=2
0 1/3 7/6 11/6
1 -1/6 5/6 1/3
2 1/3 5/6 -1/6

TAB. 4.1 — Coefficients a%l pour Uinterpolation WENQO 5

Les coefficients a} , dans (4.32) sont tabulés (tableau 4.1). Les poids wy, s’écrivent

(4.33) 2k Ci
. W = —mm avec Aqfp = —/———————F~ 5
k Qg + a1 +0427 k (ISk; + 10_6)2’

k=0,12.

Les coefficients C intervenant dans (4.33) sont tabulés: C§ = 1/10, C} = 6/10 et C3 = 3/10.
Enfin, IS} est une mesure de la régularité obtenue avec le k-iéme ensemble de points. A ce sujet,
nous utilisons ici la nouvelle mesure de régularité introduite par Jiang et al. [36], basée sur une
minimisation de la norme Lo des dérivées spatiales des polyndémes d’interpolation. Cette mesure
conduit & un schéma d’ordre 5 en espace aux endroits ol la solution est réguliére. Pour le calcul
de le+ 1 cette mesure s’écrit

ISy = 3 (f (9 )_Qf(‘gz‘l—l) +f(9i1))2 i(f (93—2) _4f(‘9i1—1) +3f('9i1))2
(4.34) 1S, = i;’ (f (01)) =27 (1) + f (051))° i(f (011) — £ (011))°

1y = (P =25 (0)+ 1 (01)° + G5 (0) =45 (81,0) + 1 (91)°.

Pour le calcul de fir 1, cette mesure s’écrit
(4.35) ’
13
ISy = 5 (f (073) —2f (671) + f (0 z+1)) +3 (f (02.5) —4f(025) +3f (QH_I))

IS0 = 35 (F(82) =20 (822) + £ (1)) + (7 (672) — 1 (62)°
13

ISy = 3o (F(80) =2 (68) + £ (622)) + 5 (3£ (63a) — 4 £ (6) + 1 (62.1))°.

Sortie du champ des caractéristiques. Le retour aux variables naturelles v et p est effectué

en multipliant les flux numériques scalaires f? i1/2: calculés par l'interpolation WENO (5 = 1,2),
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par les vecteurs propres a droite: pour chaque valeur propre, nous définissons le flux FZJrl par
3

(4.36) Fi

.1 =
Z+§

J ioi—
fi+ 1 r!, j=1.2.
Les flux numériques vectoriels intervenant dans (4.24) sont alors la somme des flux (4.36), soit

_ 2
(4.37) Fio=F 1 +F .

Compte-tenu de (4.26), on écrit explicitement

1 1 2
c\/p ( H%-'— ZJF%)

V(= 124)

On applique exactement la méme procédure que celle suivie au cours des deux sections précé-
dentes pour calculer F;_y /o, en décrémentant ¢ d’une uniteé.

(4.38) F.

Intégration en temps. Une fois (4.24) estimée via (4.38) et reportée dans l’équation aux
dérivées partielles (3.3), il reste & intégrer I’équation différentielle ordinaire du premier ordre

(4.39) % U, + % o,
écrite sous forme abrégée

0 F,..1—F, 1
(4.40) ET: U,=L(U,;), avec L(U;)=— QAx 2

L’intégration en temps est alors effectuée par une méthode de Runge-Kutta d’ordre 4, soit

1
vl = U+ ALy,
1
U = U+ ;AU
(4.41)
v = Ur+atLw?),
1 1
Ut = o (-ur+ul 1200 +U?) 4 catLw?),

En posant U\” = U} et U§4) = U™, le calcul de l'itération r de (4.41) (1 < r < 4) se

i
décompose en sept étapes:

— calcul de f (0;41) (—2 < k < 3) a partir de (4.29). Ce calcul repose sur les valeurs numé-

(1) U (—2<k<3)a

riques de la vitesse acoustique v, itk

I'itération r — 1;

et de la pression acoustique p

— calcul des coefficients de régularité 1.Sy (4.34) et (4.35), des coefficients «ay, et finalement
des poids wy, (4.33) (0 <k <2);
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— calcul des flux numériques le+ , et fz'2+ , (4.32);
2 2

calcul des flux vectoriels F'; 1 (4.38);
2

— méme procédure pour calculer F';_1, en décalant tous les indices d’une unité vers la gauche ;
2
— calcul de L (U(k_l)) (4.40) ;

i

— mise a jour de UET) (4.41).

Nous déduisons de (4.34) et de (4.35) que fllJrl /2 €t fz'2+1 /2 dépendent respectivement des valeurs
de la solution aux noeuds (i — 2,...,i + 2) et (i — 1,...,0 + 3). Ainsi, en un point xz;, 'expression
(4.24) dépend des valeurs numériques aux noeuds (i — 3,...,¢ + 3) : la largeur du schéma WENO

est alors s = 3. Le schéma WENO 5 obtenu est d’ordre cinq en espace et quatre en temps.

Ce schéma est plus coliteux en temps de calcul et en taille mémoire que les schémas de Lax-
Wendroff et de volumes finis avec limiteur de flux. En particulier, il nécessite cinq tableaux 2 x N,
ol N est le nombre de points de calcul. Par contre, pour un méme nombre de points par longueur
d’onde, la qualité de la solution calculée par WENO 5 est meilleure que celle des deux autres
schémas. A la différence du schéma de Lax-Wendroff, la localisation des ondes est excellente.
D’autre part, contrairement au schéma de volumes finis avec limiteur de flux, 'amplitude des
ondes est trés bien conservée.

4.2.5 Exemples numériques

Pour illustrer ce qui précéde, nous présentons en figure 4.1 des simulations numériques de propa-
gation d’onde 1D dans de ’eau. Nous considérons un domaine de longueur L = 1 m, de propriétés
physiques

(4.42) p=1000kg/m® ~ ¢=1500m/s.

La solution initiale est une sinusoide tronquée, de classe C° et de fréquence centrale f. = 20
kHz, explicitée au chapitre 10. La simulation est réalisée avec 200 points de calcul et CFL=0.8,
soit environ 25 points de calcul par longueur d’onde centrale. Nous représentons les solutions
numériques (pointillés) et exactes (traits pleins) a deux instants, ¢y et t1. A U'instant ¢g (respec-
tivement ¢ = 21¢), les ondes se sont propagées sur environ trois (respectivement six) longueurs
d’onde.

Nous observons la dispersion numérique du schéma de Lax-Wendroff sous forme de trains d’os-
cillations parasites, conduisant a une mauvaise localisation de l'onde (figure 4.1 (a) et (b)). La
diffusion numérique introduite par le schéma de volumes finis avec limiteur de flux, la ou la
solution présente de forts gradients, provoque 1’écrétage des extrema (figure 4.1 (c) et (d)); par
contre la localisation de ’onde est excellente. Enfin, la localisation de 'onde est 1égérement moins
bonne avec le schéma WENO 5 (figure 4.1 (e) et (f)), mais 'amplitude de l'onde est trés bien
conservée. Examinons le temps CPU pour calculer les solutions numériques jusqu’a l'instant ¢s :
du schéma WENO 5 au schéma de volumes finis avec limiteur de flux, le temps de calcul est
divisé par un facteur 3. De méme, du schéma de volumes finis avec limiteur de flux au schéma
de Lax-Wendroff, le temps de calcul est divisé par un facteur 1.6.
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Fia. 4.1 — Valeurs exactes (ligne pleine) et numériques (pointillés) de la pression acoustique :
Laz-Wendroff (a-b), volumes finis avec limiteur de flur (c-d), WENO 5 (e-f), aprés propagation
sur 8 longueurs d’onde (colonne de gauche), sur 6 longueurs d’onde (colonne de droite)
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log-log plot des erreurs — Linf log-log plot des erreurs — L1

10 T 10 T
10 1 10° =
o — o
10 — ‘
_— 10
//*/
107" *///
2
_— 10
= *,/ _— -
5 - 5
210 o g
3 _— S 3
— 10°H
k] 10 s
107
107
* : Lax-Wendroff
5 * : Lax-Wendroff 10°H
oer 7 o : Volumes finis
0 : Volumes finis
&
| 10
10 X:WENO'5
x:WENO 5
107 . 107 .
107 10 10° 107 10 10°
(1N) (1/N)

Fic. 4.2 — Courbes log-log des erreurs en normes Lo, (a) et Ly (b) en fonction du nombre de
points de calcul N.

Enfin, la figure 4.2.5 présente les courbes log-log d’erreur en normes Lo, et L1 des trois schémas
a linstant ¢1, en fonction du nombre de points de calcul. Pour le schéma de Lax-Wendroff,
nous mesurons 'ordre 2 dans les deux normes, comme prévu théoriquement. Pour le schéma de
volumes finis avec limiteur de flux, obtenu par combinaison non linéaire du schéma de Godunov
d’ordre 1 et du schéma de Lax-Wendroff d’ordre 2, nous mesurons l'ordre 1.6 en norme Ly, et
I'ordre 1.9 en norme Li. Enfin, pour le schéma WENO 5, nous mesurons 'ordre 5 dans les deux
normes, en ajustant le pas de temps

_ CFL (Ax)™*

)

4.43 At
(4.43) -

de sorte que 'intégration de Runge-Kutta d’ordre 4 en temps soit effectivement d’ordre 5.

4.3 Schémas 2D

4.3.1 Notations

Etant donnés des pas en espace Az = Ay et en temps At uniformes, nous notons U7'; I'ap-

proximation numérique de la solution exacte U(x; = i Ax,y; = j Ay,t, = nAt). Pour intégrer
numériquement (3.10) (cas fluide) ou (3.19) (cas solide), nous utilisons les mémes types de sché-
mas qu’en 1D, explicites en temps et centrés en espace. Pour 'avancée en temps au nceud (4,7),
les schémas utilisent les valeurs numériques aux nceuds

i =1+ ki(1),
(4.44)

Ji =7+ ka(l),
avec 0 <[ < s—1. Le nombre de points de calculs s et les indices relatifs k1 () et k2() dépendent
du schéma utilisé, et sont précisés dans chaque cas. A partir de ces notations, 'avancée en
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temps des schémas de Lax-Wendroff et de volumes finis avec limiteurs de flux, peut s’écrire
symboliquement, en un point (z;,y;),

(4.45) vt =u},+ H (U} U,

1,10 is,Js

ot I'opérateur discret H : R — R est continu [29]. Rappelons que d est le nombre de
composantes de la solution, soit d = 3 dans le cas d’un fluide et d = 5 dans le cas d’un solide.

La condition de stabilité CFL dépend du schéma utilisé, et est précisée dans chaque cas. Les nota-
tions symboliques (4.44) et (4.45) sont systématiquement utilisées au chapitre 8 pour caractériser
le couplage des schémas avec la méthode d’interface.

4.3.2 Lax-Wendroff

En un point (z;,y;), le schéma de Lax-Wendroff découle du développement de Taylor d’ordre
deux de U (z;,yj,tnt1) en (4,Y5,tn)

2

0 0
(4.46) U(zi,yjitnt1) = Ul(wy;tn) + At o1 U(xi,yj,tn) + AtQ 912

(xi,yj,tn) + O(A t3).
Les dérivées temporelles dans (4.46) sont remplacées par des dérivées spatiales, conduisant a des
expressions différentes selon que le milieu est fluide ou solide.

Milieu fluide. Dans le cas d’un milieu fluide, les équations (3.10) et (3.15) permettent d’écrire
(4.46) sous la forme

0 0
U(xi)yj)thrl) = U(:Ezay]a ) At (A o U(':Clay]) ) + B a_ U(xl)y]) ))

(4.47)
1 2 0?2

0
t5 (cAt)? (W U(zi,yj,tn) + = U(xi,yj,tn)> +O(At).

9y

Les dérivées spatiales sont estimées par des différences finies centrées d’ordre deux. On remplace
alors les valeurs exactes de la solution par les valeurs numériques, et on élimine le vecteur d’erreur,
d’ou le schéma

(4.48)

n n n 1 n
Uy =Up = At (2A AUl —Ullyy) + 55, B (Ul - z,j—1)>

(cAt)? [ 1 1 . .
+ 2 W( i+1,5 2U +Uz 1]) A—yQ(Ui,j+1 2U +Uz] 1)
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a s = b points en espace. Il découle de (4.48) les formules explicites
(4.49)
(nt1 _ (n At 1
Vi Vi N P (pH-LJ p?—l,j)

(CAf) 1 n n n 1 1 n n
O (o — 20" o) oy (o — 2007 1001 ),

@n+tl _ @n At 1
Yii Y% T 9Ay (P41 = Pij—1)

(A’ [ 1 [ @n NOLNCE L/ @n @)n ,  (2)n
+ ) (v’H—lj U 1#’) TS (Uiﬂ'“_mi’j +vi’j_1> ’

A
At 1 1
n+l _  n 2 )n 1)n (2)n (2)n
Pij =Pij = 5 PC <—Ax ( Vit1,j ’Uz'fl,j) + Ay (vi,jJrl - vz’,jl))

(cAt)? [ 1 1
g Az Wiy =200 4 0ilg) + 1 e = 200 +0-1) ) -

(1)n 2)n n n . .
i v; ;s et p; sont les composantes de Uj'; et désignent respectivement les valeurs

numériques des composantes de la vitesse acoustique et la pression acoustique. Les indices ki (1)
et ka(l) (0 <1< s—1) utilisés dans (4.44) et (4.45) sont précisés dans le tableau 4.2.

ou v;

! 0 1 2 3 4
k(1) 0 0 -1 1 0
k(1) 0 -1 0 0 1

TAB. 4.2 — Indices k1 et ky (4.44) du schéma de Laz- Wendroff pour un milieu fluide.

Milieu solide. Dans le cas d’un milieu solide, les équations (3.19) et (3.12) permettent d’écrire
(4.46) sous la forme

(4.50)

0 0

2 2

0
9207 U (z;,y;,t tn) + B*— U (xiyjit )) +0(A).

At 0?
5 (425 Ut + (AB + BAY; 2 o

2 0 z?
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On remplace alors les valeurs exactes de la solution par les valeurs numériques, et on élimine le
vecteur d’erreur, d’oll le schéma,

1
—B* (U} —2U7 + +U7; )

At? 5
(4.51) | +—— —A( T, 200+ UL 1j) Ay

2 Az
1

A Ay AB T BA) (Ul jn Ul — Ul + U?m)) .

a s =9 points en espace. Il découle de (4.51) les formules explicites

NOEES S ( ) 1 (L)n _(L,)n 1 12)n  _(1,2)n
Yi g +At- <2A (Ji+1,j i1 ) + 2Ay (Ji,j+1 051 ))

A2 (1 5/ a)n () (1)n L o/ ()n Hn . (Hn
+T <A$20 (vZ_HJ 2v +vi_1’j)+Ay2cs (U”+1_2 +U; 1)

1 2 2)n @A @)n (2)n
4A:cAy (g —¢2) (Uz‘+1,j+1 Vit1-1 — Vic1j41 T Vst - 1)
L@t _ ( ) 1 (12)n _(12)n 1 22n  _(22)n
Yi g = +At- (QA (Ji+1,j i1 ) + 27y (Ji,j+1 -1 >>

At? L o( @n 2 @)n 1 . , -
" 2 (szcs <v§+17j—2 )" +v; )1J>+Ay 012: (U(,y)+1—2 (2)n —1—%(,]')71)

(4.52)

1 2 ()n (Hn (Hn ()n
4A:cAy (C - Cs) ( Vig141 — Viglj—1 ~ Vic141 T Vi1 - 1)
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(4.53)
1,1) nt1 1,1)n 1 n 1 1 2N n Nn
o = a0 4 A <mpc§ <”§+)1,j v )1,]> HEYNTA (ep = 265) (Uz‘(,j)—i—l - vz(,j)—l))

2¥)

At L (1,1) (1,1) 11 1 2 2 2,2 2,2 (2,2)
+ 2 <A.’E2C (O-ZJ,»l,Jn - 2 .] " + 0-1(717)]”) + Ay2 (Cp - 208) (0'1(7]+)1n — 2 0-1(7‘7 )TL + O’i,jfln>

1 2 (1,2)n (1,2)n (12n . _(12)n
2A:cAy (C —C ) (Jz+1]+1 —O0it1,5-1 " 04— 1j+1+ i—1,j— 1)

(1,2) nt+1 (1,2)n 2 1 @2)n 2)n 1 ()n (1)n
0, =0, +Atpc; <m (UHM — vFLj) + m ( i1 v',jl))

(cs At)? 1 1.2)n 1.2)n 1,2 1 1,2 1,2 1,2)n
+ (e =20l 4 oD 4 =5 (a5 =207 4 612

9 A2 \Uitl Ti-1,5 Ay2 i,J i,5—
1 (Lhn _  (Lhn 1,1)n 1,1)n @2n _ _(22)n (2,2)n (2,2)n
+74A56Ay ( Tii154+1 ~ Tit1j-1 — Ti-1+1 — Ti—1j-1 T Tig1,541 — Tigf1-1 — Ti-1,j41 — O—ifl,jfl)

22)n+1 1 n Dn 1 2 Nn
oAl ( RN <2A (012:_209 (vz(+)1,j _vi(—)Lj) + N SA P ( (,])+1 vz(,j)—l))

2¥]

At? (1 " 1 .
+t—- (A—xz (2 —2¢c2) (a(l’” 200" 4ol ) + (afj’i)l 20" 4 2] )

2 p s itl,j Ay?
1 2 (1n _ (9n _ (12n (12)n
2AmAy(C _C)(Jz+1]+1_0i+1,j—1_az 1j+1+ i—1,j— 1)
ol vl(lj) " ’UZ%) " 01(71]',1) " 0572’2) " et J§?-’2) sont les composantes de U7’ ; et désignent respectivement

les valeurs numériques des composantes de la vitesse élastique et deb composantes indépendantes
du tenseur des contraintes élastiques; ¢, et ¢, sont les célérités des ondes de compression et de
cisaillement. Les indices k1(l) et k2(l) (1 <1 < s), utilisés dans (4.44) et (4.45), sont précisés
dans le tableau 4.3.

l 0 1 2 3 4 5 6 7 8
k() | 0 -1 0 1 -1 1 -1 0 1
ko() |0 -1 -1 -1 0 0 1 1 1

TAB. 4.3 — Indices ki et ko du schéma de Lax- Wendroff dans le cas d’un milieu solide.
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Propriétés. Dans les cas fluide et solide, le schéma de Lax-Wendroff est d’ordre deux en temps
et en espace pour une solution de classe C2. 1l est stable sous la condition CFL

cAt 1
. = —-— < —_—
(4:54) CFL max(Ax,Ay) — /2’

ou c est la célérité des ondes acoustiques ou la célérité ¢, dans le cas d’un milieu solide. En prenant
p =0, le schéma de Lax-Wendroff en milieu solide (4.53) revient au schéma de Lax-Wendroff en
milieu fluide (4.49), avec

1,1 2,2
Uz(,j " = Uz(,j " = —Pij
(4.55)
(12)n _
i =0

Le schéma de Lax-Wendroff est facile & programmer et peu gourmant en ressources informatiques
en 2D : il nécessite deux tableaux d x N, x Ny, ou N, et N, sont respectivement le nombre de
points de calcul dans la direction x et dans la direction y. Comme en 1D, il introduit de la
dispersion numérique. De plus, il introduit des effets d’anisotropie numérique dus a la grille
de calcul. Expliquons briévement de quoi il s’agit [16]. Le probléme exact de propagation en
milieu homogéne est isotrope : la valeur du vecteur d’onde exact ne dépend pas de la direction de
propagation. Par contre, une analyse par ondes planes du schéma démontre que le nombre d’onde
numeérique dépend non seulement du pas de discrétisation en espace (conduisant a la dispersion
numérique), mais aussi de la direction de propagation par rapport a l'orientation de la grille.

4.3.3 Volumes finis avec limiteur de flux

Le schéma de volumes finis avec limiteur de flux présenté en section 4.2.3 dans le cas 1D est clas-
sique. En 2D, nous suivons une approche moins classique, typiquement “volumes finis”, proposée
par LeVeque: le “Wave Propagation Algorithm” [41, 44, 45]. La premiére partie de ’algorithme
procéde par dimensional splitting [42], i.e. revient & la résolution de problémes 1D direction
par direction. La deuxiéme partie de ’algorithme consiste & propager, dans chaque direction,
les quantités mises a jour dans l'autre direction lors de la premiére partie. Cette propagation
transverse, portant a la fois sur les ondes de correction et sur les ondes d’incrément, permet d’es-
timer des termes de dérivées spatiales croisées dans le systéme d’équations aux dérivées partielles
étudié. Elle apporte ainsi trois avantages: réduction de ’anisotropie numérique due & la grille,
amélioration de la précision du schéma, augmentation de la condition de stabilité CFL.

Dans les parties qui suivent, nous procédons chaque fois en deux étapes. Nous présentons dans un
premier temps les notations et résultats propres au cas fluide, puis solide ; nous présentons dans
un deuxiéme temps les résultats généraux, valables pour les deux milieux. Comme en 1D, nous
détaillons les calculs de fagon plus poussée que celle strictement nécessaire a la programmation, et
ce pour que le lecteur comprenne d’oul viennent les différentes expressions. Les calculs strictement
nécessaires au schéma sont consignés dans le paragraphe “algorithme final”.

Schéma de Godunov. Dans le cas d’un milieu fluide, la matrice des valeurs propres \¢ (1 <
i <3)de A et B (3.9) est A = diag(c, — ¢,0). Les matrices R et S, remplies avec les vecteurs
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propres & droite de A et B, soit respectivement r* et s° (1 < i < 3), peuvent s’écrire

1 1 0 0 0 1
(4.56) R = 0 o 11, S = 1 1 0
pc —pc 0 pc —pc O

Leurs inverses R~ et S~! sont

1 1
1 0 — 0 1 —
pc pc
1 1
-1 _ 2+ 1 -1_ 1+ 1
pc pc
0 2 0 2 0 0

Etant données les matrices AT = diag (¢,0,0) et A~ = diag (0, — ¢,0), les parties positives et
négatives A* = RATR™! et Bt = SATS™! sont

1 1
c 0 - —c 0 -
P P
4.58 A=l A=l
(4.58) 9 0 0 0 | ~ 9 0 0 O ’
pct 0 c pc? 0 —c
et
0 0 O 0 0 0
1 1 1
(4.59) Btr=-[0 ¢ - |, B ==-[0 - -
2 p 2 p
0 pc? ¢ 0 pc® —c

On vérifie AT+ A~ = A et BT+ B~ = B. Dans le cas d’un milieu solide, la matrice des valeurs
propres A’ (1 <4 <5) de A et B (3.18) est A = diag(—cp,cp, — ¢5,¢5,0), avec ¢, et cs les célérités
des ondes de compression et de cisaillement rappelées en (3.20). Les matrices R et S, remplies
avec les vecteurs propres a droite de A et B, soit respectivement ¢ et s* (1 <4 < 5), peuvent
s’écrire

cp —cp O 0 0 0o 0 1 1 0
0o 0 1 1 0 cp —¢ O 0 0
(460) R=| pcg pcg O O O, S=[ X x 0 0 1
0 0 pcs —pcs O 0 0 pcs —pes O
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Leurs inverses R~ et S~ sont

(4.61)
1
- 0 — 0 0 0O — 0 0 —
Cp pcp Cp pCp
1 1 1 1
—— 0 — 0 0 0 —— 0 0 >
CP pcp Cp pCp
1 1
R1'=2 0 1 0 o |, St==-1 0 o 0
2 pCs 2 pCs
1 1
o 1 0 - 0 1 0 0 — 0
P Cs PCs
2\ 2\
0o 0 -5 0 2 o 0 2 0 =
pe, pe,

Etant données les matrices At = diag (0,c,0,¢5,0) et A~ = diag (—cp,0, — ¢5,0,0), les parties
positives et négatives AT = RATR™! et B¥f = SATS™! sont

(4.62)
0 ! 0 0 0 ! 0 0
c —— —c ——
P P P p
1 1
0 Cs 0 — 0 0 —Cs 0 — 0
p p
1
+ _ -
AT=51 & 0 ¢ 0 0[A =5 p& 0 - 0 0|
0 —pc2 0 cs O 0 —pcs 0 —cs 0
A A
—-A 0 — 0 0 -2 0 -— 0 O
PCp PCp
et
(4.63)
1 1
Cs 0 0 —— 0 —Cs 0 0 —— 0
p p
0 0 0 ! 0 0 0 !
c —— c ——
P p P p
1
BJF__ A aBi:_ A
2 0 -2 0 0 — 2 0 -2 0 0 ——=
PCp PCp
—pc? 0 0 ¢ 0 —pc? 0 0 —cs 0
0 —pcf, 0 O Cp 0 —pc?, 0 0 —cp

On vérifie AT+ A~ = A et BT + B~ = B. A la fois dans le cas fluide et dans le cas solide,
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nous notons

n — n n
AUy, =U5; - Uil

(4.64)

n _rm __
AU =U0 - Ul

les sauts des valeurs numériques dans la direction x d’une part, dans la direction y d’autre part.
A partir de (4.58) et (4.59) dans le cas fluide, de (4.62) et (4.63) dans le cas solide, et de (4.64),
nous pouvons écrire tous les termes apparaissant dans le schéma de Godunov [42]

(4.65)

At At
ntl _ g _ 2% + n n + n - n
Uit = Ul - 1 (ATAU],  + AT ALY ) - xy (B* 2,07, s+ B~ AU, L),

du premier ordre en temps et en espace. En pratique, nous prenons A x = Ay. La condition de
stabilité CFL du schéma (4.65) est particuliérement restrictive : CFL=0.5. Les quantités AT AU
et B A,U intervenant dans (4.65) sont appelées ondes d’incrément. Dans le cas fluide, on déduit
de (4.58), (4.59), et de la définition des sauts (4.64), la valeur de ces termes

(4.66)

1 1 1 1
—¢ ( £+)1_] 2”5,]')” + ’Uz(f)lilj> + P (P41 = Pit )

—_

+ - —
A A"”Uifé7j+A AzUiJr%,j_E 0 ,

(H)n (1)
pc ( Vit1,5 Uz‘—{fj) - ¢ (p?+1,j —2p;; +p?—1,j>

0

1 2)n 2 2)n 1 n n
BY*AU,. 1 +B AU, 1= 3| ¢ (”(,])H —2v ( ) + fﬂl) + = (P11 = Pij-1)

he)

2, (2)n (2)n
pe (%jﬂ - vz‘,j—l) —c (P?,jﬂ —2p; +p?,j—1>
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Dans le cas solide, on déduit de (4.62), (4.63), et de la définition des sauts (4.64),

(4.67)
Dn Dn Dn 1 1,1 1,1)n
% (vz(Jr)l,j - 21’@(,]') + ”z( )1,]> T (JZ(Jrl)] N Jz(fl,)j )

2 2 2 1 1,2 1,2
—es (o2 = 203" 4 0205) = 2 (031" - ot2))

+ — _ 1 I)n 1,1)n 1I,1)n 1,1
AYAU 4 AN =5 L —pe (o = o) — o (ol = 2000+ 000)

2 n 2)n 1,2 1,2 1,2
—PCE <U§+)1,j - Uz(—)l,j) —Cs ( z(—i—l,)] —20 ( o + Uz( 1)j )

Dn n A L)n L1)n 1L1)n
—A (”§+)1,j - ”z(f)l,j) T o, (Uz(ﬂ,)j ~20.;"" + i) >
P

N[ —

1 1 1 1 1,2 1,2
G ( 3 —20f)" + ”z(,j)fl) T (Uz(,ﬂ)ln - Uz(,jf)lTZ)

¢, (vf?ﬂ — 20" @ 1) _ % (ffﬁ’i’l" _ Jlg?j@ln)

1
Bt A, B AU. . 1=~ @n _ (2)n A @2)n (2 An | (22)n
Uij-4 T Ui 2 [ —A (”z’,jﬂ - Ui,jfl> s (Uz',jﬂ 20 +o; )

1 1 1,2)n 1,2 1,2
—pe (v — o)) e ("z(,ﬁ)l ~ 200577 + 0147],_)1")

2 2 2,2)n 2,2 2,2
—re (”z(,j)fl B ”z(,j)—nl) — (0§,j+)1 — 20 ( "t "z(,j—)ln)

Corrections du second ordre. On décompose alors respectivement les sauts (4.64), dans les
directions z et y, sur la base des vecteurs propres de la matrice A et de la matrice B. Soit

al
d Ziﬁv]
AU :E o | rP=R
1—5,] Z_E’j ?
p=1 al |
2_57]
(4.68)
ﬁl
d 7.]77
n _ 14 y .
AUy =D 0, s =8 |,
p:l /Bd
ij—3%

avec d = 3 dans le cas d'un fluide et d = 5 dans le cas d’un solide. Dans tous les cas, nous ne
calculons pas les derniers coefficients a® et 3% : en effet, ceux-ci sont associés & une valeur propre
A% nulle, et n’interviennent alors pas dans la suite de 1’algorithme. Dans le cas d’un fluide, nous
déduisons de (4.57) et (4.68) les coefficients de la décomposition des sauts selon x sur la base des
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vecteurs propres de A

1 1
1 _ L)n 1)n
¥ 1;=% (Uz‘,j - vpl,j) + 2p¢c (Pi; —Pit1g)
(4.69)
1 1
2 _ 1)n (1)n
a_1;=75 (”z‘,j - vz‘—Lj) BEYY (pij —Pit1y)

et selon y sur la base des vecteurs propres de B

1 1
1 (2) (2)
G 1 == (vm " vi_lrfj) + 2pc (ij pznij) )

bi—z 2
(4.70)
1 1
2 _ @n _ (2)n
@U’—% T2 (UW a UFU) " 2pc (i = piag)

Dans le cas d’un solide, nous déduisons de (4.61) et (4.68) les coefficients de la décomposition
des sauts selon x sur la base des vecteurs propres de A

al | = Lp (v(l)n _ U(l)n> I 1 <0(1‘,1)n _ J(1,1)n) ’

i—35,J ,J i—1,j 2 \Yi,j i—1,5
2 2c 2pc,
1 1
2 . n 1)n 1,1)n 1,1)n
1= (Ui,j “Viy) T e\ T % )
2 Cp pe,

(4.71)
o, = 1 (0(2?" _ U@)") n 1 (0(1]2>n _ Jg1,2)n) ’

i.j i-15) T 5 e, \%id i—1,j

s
|
(M)

&

[\)

(v(z)n B U(2)n) 1 (0(1',2)71 B 0(1,2)@) 7

2y i—1,j 2pcs 2y i—1,j

et selon y sur la base des vecteurs propres de B

1 n n 1 n n
Bk (@) s L (o),

“LI)—35 2 Cp 2p6127
32 __ L r@n_ @n i 1 22)n _ _(22)n
i}~ 2¢, \"hd T Vil 22 Tij Tii1 )

(4.72)

1 1
s _ L mn_ (12n _ (12
By =3 (" —oli) + 2pc, (o177 = ali2).

1 1
4 . 1)n 1)n (1,2)n (1,2)n
Bij-1=3 (”m’ B ”m'fl) T 206, ("m’ T %i-1 ) :

On définit alors, dans les directions z et y, 'analogue de (4.19) dans le cas 1D, soit

Wl =3(0°, |
=3 1—=3,] 1—5,]

NI

(4.73)
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(1 < p<d, avec d = 3 pour un fluide et d = 5 pour un solide), avec ® la fonction limiteur de
flux vue en 1D (4.21), et § une mesure locale de la régularité de la solution numérique

Ozf af—l—l J
0’ =5 si AP >0, 0, == si AP <0,
=53] oL 4 PR
i—5.] i—3,]
(4.74)
7 P
5@']'7 ﬁijJrl
P = 2 s >0 or = 2 SN <0
it / 5
) 2 i .1 ’ 2 .1
J T35 LIT3

Si un dénominateur est nul dans (4.74), la mesure 6 correspondante est prise égale a 1. Nous

définissons alors

_ d At —
F _ P _ D “71’
=5, _ZM | <1 Az A |> =5,

p=1

d At —
C _ E : D _ D p
gi,j*% - . |)\ | (1 Ay |)\ |> Xi,j*%’
p:

(4.75)

De (4.56) et (4.74), nous déduisons (4.75) dans le cas fluide

(4.76)
1 1
1 2
_ At Y35\ . Yirdi | o
fi—%,jzc(l“’m> R T B B Il bl 0 I A
1—5,] =25
pc —pc
0 0
1 2
— At ﬂi,j—g 1 ﬂi,j%,j 2
G (oemg) |2 (5 s | 1 [re () |
LJ—3 ©I— 3550

pc —pc
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De méme, de (4.60) et (4.74), nous déduisons (4.75) dans le cas solide

(4.77)
Cp —Cp
0 0
1 2
= At Yirdi | 4 2 -3\ . 2
Fi*%vj = Cp (1 — Cp A—{I;) ) al 2 ai—%,j pCp + d a2 2 ai—%,j pCp
1—3,] i—%,j
0 0
A A
0 0
1 1
At az-‘,—— J a;‘l__ j
2 27
+ Cg <1—Cs A—x) 0] o al—g,j 0 +(b a4 az_§7] 0
Z_E J 2_57]
pPCs —pPCs
0 0
et
(4.78)
0 0
Cp —Cp
— At Z‘lj+l 1 522j—é 5
— ? 2
gi,j—§ = Cp <1 — Cp A—x> d /81— /817]._% A + d 52 ) /817]__ A
17.775 17]75
0 0
Py Py
1 1
0 0
3 4
At Pt \ s Pis3 |
oo (1_CSA—x> R e T L I U7 K
Z’j_§ 17]_5
pPCs —pPCs
0 0

Dans tous les cas, si les dénominateurs des fractions intervenant dans ® sont nuls, on prend
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® = 1. Les ondes de correction, analogues de (4.17) en 1D, sont alors définies par

_ 1—
Fi*Qv] = §Fi777]’
(4.79)
_ 1—
Gijs =394

Propagation transverse des ondes d’incrément. Les ondes d’incrément, soit AT A, U™
et B A,U", utilisées dans les schémas de Godunov (4.65), correspondent respectivement a la
résolution de problémes de Riemann 1D dans les directions x et y. Ces ondes d’incrément sont
maintenant propagées dans les directions qui leur sont orthogonales, soit respectivement y et x.
Pour cela, 'onde d’incrément dans une direction donnée est décomposée sur la base des vecteurs
propres de 'autre direction. Cette décomposition est ensuite ajoutée aux ondes de correction de
cette autre direction, calculés en (4.75). On écrit pour cela [41]

F,o—F , _ LAt <A+B AU

n
1—35.] 1—35,J 9 Ay Jr1 +A B~ A U:

15 7.7+2

+ATBTAUT 1 +ATBtA,U”

i=Lj— %)’

(4.80)
G =G 1—1A—(B A*AU” STB ATAUY
ij-+ =il T 5 R 1
+A- + 7+
+BYATAUL L+ BYATAUL ),
ol la notation “:=" signifie I'incrémentation d’une variable, au sens informatique du terme. Le

but de la partie qui suit est d’écrire explicitement les termes ajoutés & F et G dans (4.80), a la
fois dans le cas fluide et dans le cas solide.

Pour simplifier la programmation et diminuer le temps de calcul, nous exprimons maintenant
(4.80) uniquement en fonction des coefficients af et G (1 < p < d) déja calculés. Dans le cas
d’un fluide, nous déduisons de AT, BT (4.58), (4.59) et des coefficients o et 37 (4.69), (4.70),
Iécriture de la propagation transverse des ondes d’incrément (4.80)

2 2 2 1 1
¢ (B2 B B B
3 2 1 1
pc (51 17]+2 ﬁ7]+ ﬁlv] 1 +5 17]77>
(4.81)

0

— — 2 (.2 2 1 1
G .-G .-—- c (aH%’jfl—i—aH tao ,  to >

%7] 1757.] 1777] 1

3 2 2 1 1
C Q) . — Q] . — O o
P ( it5.0=1 it i—5.] i—3.0— 1)
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Dans le cas d'un solide, nous déduisons de AT, B¥ (4.62), (4.63) et des coefficients o? et (P
(4.71), (4.72), Pécriture de la propagation transverse des ondes d’incrément (4.80)

epes (<82, s+ B =B+ B )

C§<3 1+ﬁ3,]+1+ﬁ4 1+ﬁ41,3*)

i—1j+
N VR v | G PR AR AR Sy
pci’( a Lj+3 +53:J+1 +54 _5?*171*9
( i-1,j+3 +ﬂ37]+7 ﬂ%]-* _ﬂz 17]—*)
(4.82)
%( ~1j+3 +ﬁzlj+ ﬁzj—— ﬁl Lj— %)
( i~1j+3 +ﬁlu+1 +8- —ﬁf_lyj_%)
e em, ||

pcf,cg( i 1J+l+ﬁld+l+ﬁ2 1+ﬁ2 Lj— 5)

i— iLj—5

A2 1 2 2
?( B 1]+1+ﬂ7]+ Bt h 1]-*)
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et
cs Cs (a? -I—OéHQJ iJr%,j—l _a?**d 1)
%(ﬂ)‘? +al+2:J+aH’27] 1 a?—‘ﬂ 1)
émﬁ :amﬁ_lA—otc /\;(_O‘? 3 +0‘z+2u a3+%:j—1+az——=ﬂ 1>
pii (o2, raly ok, a2y )
(4.83) )‘0127 <_a? 3 +al+271 zl+2u 1+a12—§=j—1)
¢ (O‘i%fr Z+2J+al+2d e 3= 1>
CpCs (_O‘? 34 +az+2d Z%J*l +a1/7] 1>
+ Ay (—0/;7%7.%— i+l +az+2,3 1 04;1,%7]'—1)
PCs ( +az+2u ?Jr%:j—l_a?_” 1)
p612965< -3 +a+27]+az+2’] 1 af_‘” 1)

Propagation transverse des ondes de correction. Le but de cette partie est de propager
les ondes F et G (4.75), respectivement associées aux directions z et y, suivant les directions
y et x. Pour cela, on décompose F et G, explicitées dans les cas fluide (4.76) et solide (4.78),
respectivement sur la base des vecteurs propres de la matrice A et de la matrice B. Soit

IS
d 1727]
— . p p_ .
p=1 ed
i—1
(4.84)
51
ivjfg
25 jar =R
6
“L)—35

avec d = 3 dans le cas d’un fluide et d = 5 dans le cas d’un solide. Comme pour (4.68), nous ne
calculons pas les derniers coefficients €% et 6 : en effet, ceux-ci sont associés a une valeur propre
A% nulle, et n’interviennent alors pas dans la suite de 1’algorithme. Dans le cas d’un fluide, nous
déduisons de (4.57) et (4.84) les coefficients de la décomposition des sauts selon x sur la base des
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vecteurs propres de A

1_ 1
1 _ L1==0© 3)
fie4i =3 i Tape ik
(4.85)
2 _ 1z L =p)
g1 . == . _—

. 1 . — .1 .
57] 2 1757] 2pc 1757]’

et selon y sur la base des vecteurs propres de B

1 1
(5. s 1 == = -1 1
LIT3 2720 2pc Tt
(4.86)

83

ol f(i) et E(i) sont respectivement la i-éme composante de F et de G. Dans le cas d'un solide,
nous déduisons de (4.61) et (4.84) les coefficients de la décomposition des sauts selon z sur la

base des vecteurs propres de A

1 _ _
) @ ®)
T =—F "1, SR
fi-3d T Tag, ik T 2pc; Tt
(4.87)
1 1 —
s _lzm 1w
b T3l e Tt
1 1 —
a1z )

=50 27 =50 2pc,” im5d
et selon y sur la base des vecteurs propres de B

1~ 1 =@
sl =—3 —_GY,
1 g 1 2p6127 Z—%,]’

-+
2 At 20p =357

1 5 1 5
2 __ L =M =0
5“‘%  2¢ gi—%ﬁ * 2pc2 gi_%J’
(4.88)
152 )
5 o =1ig® 4 1 gw
Zaj_% 2 gZ*%J T 2pcs gZ*%J’
15
4 _ 1= (4)
%i-3 T 2940 " 30, St

A partir de ces décompositions, l'algorithme permettant de prendre en compte la propagation
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transverse des ondes de correction est

1 At d—1 d—1
il _ " - =" py— SP D P\t sP D
17%7j _Fif%,j+2 ” ()\) 5z‘,j—%r + ()\) 51_ 7],_%1"
p=1 p=1
d—1 d—1
_ Py~ SP D _ P\t sP D
(A\P) 5i’j+% r (A\P) 51_1’j+% rf |,
p=1 p=1
(4.89)
d—1 d—1
_ — 1 At
_ =" p p D p\t+ P D
Gi,jf% _Gi,jf%-" 5 Az (AP) €i1;8 + > (A7) €118
p=1 p=1
d—1 d—1
_ Py~ P D _ p\t+ P D
1()\ ) Ez‘—l—é,js Zl()\ ) Ez—l—%,]—ls ’
p= p=

avec d = 3 pour un fluide et d = 5 pour un solide. Les ondes F et G sont ainsi incrémentées
pour la deuxiéme fois (la premiére était (4.80)). Les valeurs (AP)~ découlent des valeurs propres
et de la notation (4.9). Nous explicitons (4.89) dans les cas fluide et solide. Dans le cas d’'un
fluide, nous déduisons des vecteurs propres 7P et sP consignés dans (4.56) I’écriture explicite de
la propagation transverse des ondes de correction (4.89)

2 1 2 1
c(=a2 48 48,8 )
( w—%+ Z—LJ—%—'— ij+s i—1,j+3
— — 1 At
i—3.J :Fz‘—é,j—"_Ay 0
2 (2 1 2 1
c? 6%, or o =07, 4 —0r . )
P ( ij—3 t i—1j-%  Tij+i  Ti-1j+3
(4.90)
0
— — 1 At ( 2 1 2 1
— _ c|—¢° 1.+6A 1 - +5 1,_6A 1 -
Gi,j—% = Gi,j—% + N 1—35.,J 1—5,5—1 i+35.7 t+35,5-1
2( 2 1 2 1
pe (Ez’fé,j i1 Cirly Ez‘%fl)

De méme, dans le cas d’un solide, nous déduisons des vecteurs propres rP et sP consignés dans
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(4.60) Iécriture explicite de la propagation transverse des ondes de correction (4.89)

1 1 2 2
( 5’j_l +67]+_ _51 1=J—l +6z 1,]+ )
_53 3 4 Y
Cs < g 7j_— +9; ,J+— 1+ 51‘—1,]‘—% 51‘_1,j+%>
— — LA L o X , )
i TFia TRy | P (<o ol T 0 =0 ) ]

2 3 3 4 4
3 S B | 5 )
p s ( 17]7% + Zv]+% = 17]71 + = 17.]+

New (=01 y # 0L 0~ )
(4.91)
Cs (_6;‘3 T+ 51-{—2,] + 6 j—l - 5?—1—%,]‘—1)
% <_€i1—%,j t €§+§,j B 8?—%,;‘—1 + €?+§,j—1>
Gi,j—é = Gi’j_% + % 2—; Ay <_€§f§,j + EL%J + 8?7%7%1 — E?Jr%’jil)
pes <_E§L%,j + €?+%,j o 5?—%,]'71 + E?Jr%,j—l)
Py <_6§7%,j + 5;%,]' + 5?7%,3'71 - 6?+§,j—1)

La définition des ondes intermédiaires F et G (4.75) trouve sa justification dans la propaga-
tion transverse des ondes de correction, présentée durant cette section. En effet, les ondes de
correction F et G, définies & partir de (4.79), sont mises & jour une premiére fois en (4.80),
pour simuler la propagation transverse des ondes d’incrément. Sans le passage par F et G, les
décompositions (4.84) puis les mises & jour (4.89) reviendraient a propager une deuxiéme fois les
ondes d’incrément dans les directions transverses.

Algorithme final. Le schéma de volumes finis avec limiteur de flux s’écrit alors
(4.92)

At
Ut — Un _ A+ A U” A~A, U” _
b Am< it =J>

At

=" + n — n
&y (BTAUL_ + BT,

_% (F”%J F, 17]') - 2—; (amur% _6@]'7%) :

Pour résumer, la programmation de ce schéma se décompose en huit étapes:

— calcul des ondes d’incrément ATALU et BiAyU a partir de (4.66) dans le cas fluide, de
(4.67) dans le cas solide;
— calcul des coefficients o et 8P de la décomposition des sauts A U et A U sur la base des

vecteurs propres de A et B. On utilise pour cela (4.69) et (4.70) dans le cas fluide, (4.71)
t (4.72) dans le cas solide;
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— calcul des ondes intermédiaires F et G, & partir de (4.76) dans le cas fluide, et de (4.78)
dans le cas solide ;
— calcul des ondes de correction F et G & partir de (4.79) ;

— mise a jour des ondes de correction & partir de (4.81) dans le cas fluide, de (4.82) et (4.83)
dans le cas solide. Cette étape permet de prendre en compte la propagation transverse des
ondes d’incrément ;

— calcul des coefficients P et 0P de la décomposition de F et G sur la base des vecteurs
propres de A et B. On utilise pour cela (4.85) et (4.86) dans le cas fluide, (4.87) et (4.88)
dans le cas solide;

— mise a jour des ondes de correction a partir de (4.90) dans le cas fluide, de (4.91) dans le
cas solide;

— avancée en temps, via (4.92).

18 19 20
j+2 s SE +
13 14 15 16 17
J+l o+ +o T
iy L0 7749”, A L2
4 5 6 7 8
-1+ b o o +
| 1 2 3 |
2 L
i-2 i-1 1 i+1 i+2

Fi1G. 4.3 — Les points utilisés pour l’avancée en temps du schéma de volumes finis avec limiteur
de flux sont repérés par des croix.

De ces huit étapes, il découle que ce schéma de volumes finis utilise s = 21 points pour ’avancée
en temps en un point donné, schématisés en figure 4.3. A la différence du schéma de Lax-Wendroff,
le cas fluide ne peut pas étre déduit du cas solide en faisant tendre p vers 0. En effet, I'algorithme
dépend de R~ et §71, dont certains coefficients sont en 1/c,, donc en 1/(u)"/2, dans le cas solide
(4.61). Les indices k(1) et k2(l) (0 <1 < s—1) utilisés pour les notations symboliques (4.44) et
(4.45), sont précisés dans le tableau 4.4. Ce schéma est plus couteux en temps de calcul que le
schéma de Lax-Wendroff, et plus délicat & programmer. Notons cependant que la programmation
est simplifiée au maximum, grace aux formules explicites présentées au cours de cette section.

Le schéma est peu gourmand en taille mémoire : 'avancée en temps (4.92) nécessite seulement le
stockage de deux tableaux d x N, x N, ol d est le nombre de composantes de la solution exacte
(d = 3 pour un fluide et d = 5 pour un solide), et N, et N, sont respectivement le nombre de
points de calcul en z et en y. De plus, la prise en compte des propagations transverses d’ondes
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d’incrément et d’ondes de correction augmente la limite de stabilité CFL jusqu’a 1, soit
cAt < 1
max(Az,Ay) ~ /2’

avec ¢ = ¢, dans le cas d'un milieu solide. Cette condition permet de prendre un pas de temps
At /2 fois plus grand que dans le cas du schéma de Lax-Wendroff, ce qui compense en partie le

(4.93) CFL =

colit supplémentaire du schéma de volumes finis.

Enfin, les expériences numériques démontrent les qualités du schéma: en plus de I’élimination de
la dispersion numérique, ’anisotropie numérique introduite par la grille de calcul est négligeable
par rapport a celle introduite par le schéma de Lax-Wendroff. Le schéma obtenu est réellement
multidimensionnel, & la différence des schémas construits par dimensional splitting [73|. La seule
partie de ’algorithme ou subsiste encore une détermination direction par direction est la calcul
des ondes limitées (4.73). Il existe des procédures permettant ce calcul par des limiteurs de flux
réellement multidimensionnels [84], mais ceux-ci sont lourds en temps de calcul et n’apportent
pas une nette amélioration.

k()| 0 | -1 | o0 1 | 2| -1] 0 1 2 | -2 | -1

k()| O | 2 | 2 [ 2| 1| -1 ]| -1 |-1]-11]0 0

l 11 12 13 14 15 16 17 18 19 01
k()| 1 2 -2 -1 0 1 2 -1 0 1
ko() | 0 0 1 1 1 1 1 2 2 2

TAB. 4.4 — Indices k1 et ko du schéma de volumes finis avec limiteurs de fluz.

4.3.4 WENO 5

En 2D, le schéma WENO 5 suit le méme modeéle qu’en 1D. Il sera donc moins détaillé qu’en
section 4.2.4. Nous insistons surtout sur les changements de base, i.e. les entrées et sorties du
champ des caractéristiques, et ce dans les cas fluide et solide.
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Entrée dans le champ des caractéristiques. L’objet des trois prochaines sections est de
calculer les flux numériques vectoriels F' 1 ; et G, el tels que
27 ) 2

A 9 U ~ F”%vj B Fi—%’j
ox Ax ’
(4.94)
52 U~ Gijr1—Gija
dy Ay
Dans le cas d’un milieu fluide, les valeurs propres de A et B (3.9) sont
(4.95) M=+4c, X2=—¢, N=0.

Etant donnés les vecteurs propres r¥ et s* (1 < k < 3) & droite de A et B, donnés en (4.56),
nous calculons les vecteurs propres a gauche de A et B, soit I¥ et m*, vérifiant (1<k<3)

(4.96) Tk A = \FTTF,
et les conditions de normalisation
(4.97) rRIF =1

Des expressions de ¥ et s¥ (4.56) et des conditions (4.96), (4.97), nous déduisons

1 1 0
L1 o 1 0
4. = = P=11
(4.98) : . , ,
1
— —— 0
pc pc
et
0 0 1
1 1
(4.99) ml=—| 1 |, m2=2| 1 |, m3=]|o0
2 2
1 1
— —— 0
pc pc
Les grandeurs 0, ¥, f(6F) et g(c*) (1 < k < 3), définies par
ok =1*U,  f(6F) =1F(AU),
(4.100)

et =mhU,  g(F) =mF(BU),

s’écrivent alors

1 1 1/1
0! = 5(01-#;;0), f(0") 25(;p+cv1>,

(4.101) 92 — % <U1 — Lp> 7 F(8?) = % <%p— cv1> ;
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et
1 1
1 _ 1 L R
€ 2(v2+pcp>7 g(E) 2( p+C’U2>,
(4.102) s _ 1 1 oy _L(L
¢ = glm-p) g (€?) =5\ ,2 )
e = V1, 9(53) =0

Dans le cas d’un milieu solide, les valeurs propres de A et B (3.18) sont
(4.103) M=—c,, N=+4c,, N =-—cg, MN=+4c, N =0

Etant donnés les vecteurs propres r* et s¥ (1 < k < 5) a droite de A et B, donnés en (4.60),
nous calculons les vecteurs propres a gauche de A et B, soit I* et m*, vérifiant (4.96) et (4.97).
Des expressions de r* et s* (4.60), nous déduisons

(4.104)
1 -1 0 0 0
0 0 1 1 0
llz_ - l2:_ - l3:— 0 l4:— 0 l5: __)\
2¢p | rop |7 2¢, | rop |7 2 ’ 2 ’ pea |’
1 —1
0 0 pCs P Cs 0
0 0 0 0 1
et
(4.105)
0 0 1 1 0
1 -1 0 0 0
mlzi 0 mQZL 0 mszl 0 m4:l 0 mb — 1
2¢ ’ 2¢ ’ 2 ’ 2 ’ ’
0 0 -1 0
pes pes
i)
PCp PCp 0 0 PCIQ;

oil A est un des coefficients de Lamé. Les grandeurs 0%, c¥, f(0%) et g(¥), définies par (4.96) et
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(4.97), s’écrivent alors

g1 = i(vl—l—pl—cpan), f (Y :—2;% (o1 +pcpu1),

= o (_vl n pia) F7) =g (ot pem).

0t = % (W-plcs 012), f(6%) :—5(012—/)%”2),

05 = —LQ o11 + 022, (%) =o,

pe

et

gl = i(m—i_p—lcme)’ g(t) =—2plcp (022 + pepua),

g2 = i(-vrl-iUm), g (€?) :_2p10p (=022 + peyv2),
(4.107) @ = % (vl - plcs 012) ’ 9() = _2_1p 12+ pC001)

e = 011—i20227 9(55) =0,

pc

P

Le but du prochain paragraphe est de déterminer les flux numériques scalaires fl.]jd /2.j et gfj +1/2
tels que

8 k 1 _fk 1 .
o (9k ~ 1+5.J 1=35,]
5,7 0") AL :
(4.108)
k k
i (ek) ~ gi’j"'% _gm_%
Dy g - Ay ’

k

1,J
les approximations numériques de Hk(xl-,yj) et ek(:vl-,yj). On remarque que les grandeurs f(0%) et
g(&?k ) associées a la valeur propre nulle ()\3 dans le cas fluide et A° dans le cas solide) sont nulles.

avec 1 < k < 2 pour un fluide et 1 < k < 4 pour un solide. On note respectivement Hfj et e
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Interpolation WENO. Dans le cas d’un milieu fluide, les flux numériques scalaires sont obtenus
par les interpolations

2
Zwk aklf z2+k+l,])

Mm

z+2 \J
k=0 I=
(4.109)
2 2
i2+%,j - ZZ aiyf(0Fs i)
=0 1=0
et
2 2
gz‘l,j+% - Z Zwk(g) ag,l Y (5%,j72+k+z) )
k=0 1=0
(4.110)
2 2
gZH% - ZZ “klg u+3—k—z) )
k=0 1=0

avec les coefficients az’l tabulés (tableau 4.1). Les poids wg(f) et wg(g) sont calculés via (4.33),
faisant intervenir les mesures de régularité IS;. Ces derniéres sont légérement modifiées par
rapport au cas 1D: pour calculer wy(f), on remplace 65 par Hk dans (4.34) et (4.35); pour
calculer wy(g), on remplace 0¥ par 0 ; et f par g dans (4.34) et (4 35).

Dans le cas d’un milieu solide, les interpolations s’écrivent

k=0 =0

2 2
z2+%,] =D > wnlf)ais f (0 asriay)

k=0 1=0

(4.111) o
f’%dzzzwk(f)aklf( ra—k—1j)

k=0 =0

2 2
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et
7J+2 Zzwk ak;lg Z]+3—k;—l) s
k=0 [=0
7]+— Zzwk aklg ,J 2+k+l)
k=0 [=0
(4.112)
2 2
giﬂ% =3 wilg)ad, 9(} 05 1)
k=0 [=0

7]+_ Zzwk aklg ,J 2+k+l)

k=0 1=0

Les modifications de IS} mentionnées dans le cas fluide 2D s’appliquent ici aussi.

Sortie du champ des caractéristiques. Les flux vectoriels sont obtenus en multipliant les
flux numériques scalaires par les vecteurs propres a droite, puis en sommant les résultats, soit

FZ+%7] :Z +2,j

(4.113)
_ ko ok
Gijr1 = Zgi,j-i-% 55
k=1

avec d = 3 pour un fluide et d = 5 pour un solide. On obtient alors, dans le cas d’un fluide,

Z+ ] + 0
(4.114) F .. = 0 Q. .= ”+1+9J+
: Z+§,] Y Z’j+§ % 2 Y
1 2 1 )
(fz+2,y fz+2,y) pe (gi7j+% gm%)
et dans le cas solide
(4.115)
1 2 93 1 +94 1
1 )
VALY @ (gz',j+é gm+%>
2 ( r1 2
FZ—I—%,]: pCp<fi +fl+ J) s GZ,]-F%: )\<g,]+l+gl_]+ )+g7]+_
3 4 3 4
o (fiJr%,j - fi+§,j> Pes (gz’,jJr% - gi,ﬂ%)
1 2 5 2 (1 2
g (fi+ s T ) Ty P (gz',ﬁ% +gm’+%)
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Intégration en temps. L’intégration en temps de (3.10) dans le cas fluide, de (3.19) dans le
cas solide, se raméne alors a l'intégration de I’équation différentielle ordinaire

0 Firij = Fit; Gijel —Gij-s
ot

Uz‘,j = L(U@j), avec L(Uz‘,j) = — Ax 2 Ay
L’intégration en temps est alors effectuée par une méthode de type Runge-Kutta d’ordre 4,
semblable a celle présentée en (4.41) et non répétée ici: il suffit de remplacer l'indice i par les
indices 7,7. Comme en 1D, le calcul d’'une itération de Runge-Kutta se décompose en sept étapes:

(4.116)

— calcul de f (6i4r,;) et g(0ij1r) (=2 < k < 3) a partir de (4.101) et (4.102) dans le cas
fluide, de (4.106) et (4.107) dans le cas solide;

— calcul des poids wi(f) et wi(g) (4.33), les mesures de régularité 1.5y utilisées pour calculer
wi(g) étant obtenues en remplacant f par g dans (4.34) et (4.35);

— calcul des flux numériques filzr%,j et gifijJr% a partir de (4.109) et (4.110) dans le cas fluide,
de (4.111) et (4.112) dans le cas solide;

— calcul des flux vectoriels Fi+%,j et Gm.Jr% a partir de (4.114) dans le cas fluide, de (4.115)
dans le cas solide ;

— méme procédure pour calculer F',_ 15 et GZ-7 j—1en décalant respectivement les indices
et j d’une unité vers la gauche;

— calcul de L (U(k-fl)) (4.116) ;

0.
— mise a jour de UETJ) (4.41).
Le schéma WENO 5 utilise en 2D s = 13 points pour I'avancée en temps. Les indices k1 (l) et
ka(l) (1 <1 < s) utilisés dans (4.44) et (4.45), sont précisés dans le tableau 4.5. Le schéma
WENO 5 est plus exigeant en temps de calcul et en taille mémoire que les deux autres schémas:
il nécessite le stockage de cing tableaux d x N, x Ny, ou N, et N, sont le nombre de points de
calcul en z et en y. La condition CFL est la méme que celle du schéma de Lax-Wendroff (4.54).

l 0 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10 11 12

k1 (1) 0 0 0 0 -3 -2 -1 1 2 3 0 0 0

ka(l) 0 -3 -2 -1 0 0 0 0 0 0 1 2 3

TAB. 4.5 — Indices k1 et ky du schéma WENO 5 en 2D.

4.3.5 Exemples numériques

Pour illustrer ce qui précéde, nous réalisons des expériences numériques de propagation d’onde
2D en milieu homogéne. Nous considérons pour cela un domaine de dimensions 0.2 m x 0.2 m,



94 CHAPITRE 4. SCHEMAS NUMERIQUES

ayant les propriétés acoustiques de I’eau, soit
(4.117) p=1000kg/m® ~ ¢=1500m/s.

La solution initiale est une onde cylindrique, de fréquence centrale f. = 40 kHz. Nous renvoyons
au chapitre 10 pour la construction d’une onde cylindrique, pour les différentes notations (fré-
quence centrale f., instant initial ¢y) et pour la signification de la palette de couleurs. Les valeurs
exactes de la pression acoustique sont représentées en figure 4.4 aux instants tg = 3107° s et
t1 = 8.5107° s: entre les deux instants, I'onde s’est propagée sur environ quatre longueurs d’onde
centrale. Les simulations numériques sont réalisées avec N, x IV, = 200 x 200 points de calcul et
CFL=0.6, soit environ 25 points de calcul par longueur d’onde centrale.

(a) (b)

FIG. 4.4 — Cartes théoriques de la pression acoustique, a tog = 3107° s (a) et t; = 8.5107° (b).

Nous présentons en figure 4.5 les cartes et coupes de la pression acoustique a I'instant 1, calcu-
lées avec les différents schémas numériques. Les droites horizontales en pointillés sur les cartes
repérent 1'ordonnée o sont effectuées les coupes (soit y = 0.1 m). Sur les coupes (traits pleins:
solution exacte, pointillés: solution numérique), nous observons les propriétés classiques déja
mentionnées en 1D, a savoir: la dispersion numérique du schéma de Lax-Wendroff (a-b) ; la trés
bonne localisation du schéma de volumes finis, dégradée cependant par la diffusion numérique
(c-d); enfin, I'excellente qualité du schéma WENO 5.

Sur les cartes, nous observons l'effet de I'anisotropie numérique. Nous observons aussi, dans la
zone centrale, une onde cylindrique convergente de faible amplitude. Cette onde parasite découle
d’une approximation effectuée lors de la construction de I’onde initiale. En effet, les fonctions de
Hankel nécessaires a la construction d’ondes cylindriques sont approchées ici par le premier terme
de leur développement asymptotique (voir chapitre 10). Cet artefact n’est donc pas a imputer
aux schémas numeériques. Enfin, les mesures d’ordre de convergence vers la solution exacte (non
présentées ici) confirment les ordres théoriques: 2 pour le schéma de Lax-Wendroff, 1.6 (en norme
Loo) et 2 (en norme Lj) pour le schéma de volumes finis avec limiteur de flux, et 5 pour le schéma

WENO 5.



4.3. SCHEMAS 2D 95

250+ —

2001 A i b
|

[ 11
50 b [ 4

Pression acoustique (N/m2)

-100 b |9 —
150 [ | ] 1

-200 ‘»‘f

L L L L L L L L L
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2
x(m)

200
150~ || || B

100 || || T

Pression acoustique (N/m2)

—100 || | B
-1501 | | b
200

-250 - q

I I I I I I I I I
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2
X (m)

(f)

300 ' B

200 Al i i

100~ | || T

Pression acoustique (N/m2)
ol
e

-100 | | ~

-200( Y y B

L L L L L L L L L
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2
x(m)

Fi1c. 4.5 — Cartes et coupes de la pression acoustique, calculée par différents schémas: Laz-

Wendroff (a-b), volumes finis avec limiteur de flux (c-d), WENO 5 (e-f).
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4.4 Conclusion

Au cours de ce chapitre, nous avons détaillé trois schémas permettant de résoudre numériquement
les équations de ’acoustique et de I'élastodynamique. Le premier schéma est le schéma de Lax-
Wendroff, trés facile & mettre en oeuvre, mais conduisant & une mauvaise localisation des ondes
a cause de la dispersion numérique. Le deuxiéme schéma est un schéma de volumes finis avec
limiteur de flux: la dispersion numérique étant éliminée, la localisation des ondes est excellente.
De plus, en 2D, le calcul est réellement multidimensionnel, réduisant les effets d’anisotropie
numérique. Par contre, la diffusion numérique dégrade I’amplitude des ondes. Enfin, le troisiéme
et dernier schéma est le schéma WENO 5, d’ordre élevé, conservant remarquablement 'amplitude
des ondes. Par contre, ce schéma est couteux en temps de calcul et en taille mémoire.

Finalement, quel schéma utiliser 7 Pour le reste de I’étude, tout schéma explicite en temps
convient, méme si nous ne détaillerons le couplage de la méthode d’interface qu’avec des schémas
a deux pas de temps. De fagon plus générale, le choix d’un schéma repose sur un compromis entre
la qualité souhaitée et les ressources disponibles en temps de calcul, place mémoire, et temps de
programmation. La présente étude n’a nullement pour objet de décider quel est le schéma idéal
pour étudier des problémes de propagation d’ondes, si tant est que ce schéma soit unique. Nous
nous sommes contentés, dans ce chapitre, de présenter des schémas connus en mécanique des
fluides numérique, mais méconnus en acoustique numérique, et dont les qualités remarquables
sont utilisées ici avec profit. Notons de plus qu’il n’y a pas de réponse universelle : suivant ’objec-
tif motivant ’expérience numérique, on préférera tel ou tel schéma. Si on s’intéresse a une mesure
numérique de temps d’arrivée, le schéma de volumes finis avec limiteur de flux est & conseiller.
Par contre, pour une expérience ou l'amplitude des ondes est primordiale (par exemple, pour
une mesure numérique d’atténuation), on préférera le schéma WENO 5.

Nous avons présenté les algorithmes et les propriétés des trois schémas nmériques en supposant
a la fois un milieu de propagation homogéne et une solution initiale suffisamment réguliére. Que
se passe-t-il si on relache une de ces hypothéses? En pratique, nous nous intéressons seulement
a la premiére hypothése (la solution initiale est toujours supposée suffisamment réguliére). Nous
considérons alors la présence d’une discontinuité des paramétres physiques ou de forces singu-
liéres, autrement dit, d’'une interface. Les propriétés des schémas sont alors perdues: la solution
numérique est dégradée par des diffractions parasites, une chute de ’ordre de convergence, voire
des instabilités si le contraste des paramétres physiques est important. L’objet de la méthode
d’interface que nous proposons plus loin est justement de pallier ces défauts, en maintenant des
propriétés des schémas numériques en présence d’interfaces. Pour cela, nous commengons par
étudier les conditions vérifiées, aux interfaces, par la solution exacte et ses dérivées spatiales.
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Chapitre 5

Conditions aux interfaces 1D

Dans ce chapitre, nous étudions trois types d’interfaces en 1D : une interface parfaite, une in-
terface imparfaite, et enfin deux interfaces parfaites proches l'une de l’autre. Ces interfaces,
modélisant différentes situations physiques et natures de contact, reviennent chacune a imposer
des conditions particuliéres a la solution exacte du probléme de propagation d’ondes. Le but de ce
chapitre est de calculer, en 1D, les conditions de saut vérifiées par les dérivées spatiales succes-
sives de la solution exacte, dans les trois cas étudiés. Ces derniéres conditions, reposant sur les
lois de conservations présentées au chapitre 3, sont utilisées au chapitre 7 traitant de la méthode
d’interface 1D.

5.1 Objet du chapitre

5.1.1 Présentation générale

Jusqu’a présent, nous nous sommes intéressés a des milieux homogénes, tant au niveau des
lois de conservation qu’a celui des schémas numériques. Nous abordons maintenant 1’étude des
interfaces. Une interface est, classiquement, le lieu des points de discontinuité des paramétres
physiques (célérité des ondes, masse volumique). Cette discontinuité revient a une discontinuité
des coefficients des systémes hyperboliques d’équations aux dérivées partielles décrivant la pro-
pagation des ondes. La frontiére entre une bulle d’air et ’eau environnante en est une bonne
illustration. De facon plus générale, une interface est aussi le lieu des points ot des conditions
sont imposées a la solution exacte U (z,t), pour modéliser une situation physique donnée. Par
exemple, un collage entre deux milieux identiques peut étre décrit par une interface et des condi-
tions ad hoc.

Dans tous les cas, une interface revient & imposer un nombre adéquat de conditions & la solution
exacte U(x,t) en un point, sur une courbe, et sur une surface, respectivement en 1D, 2D, et 3D.
Ces conditions, ajoutées aux conditions aux bords du domaine, doivent conduire & un probléme
bien posé et & une solution unique. Nous considérons ici trois types d’interfaces (une interface
parfaite, une interface imparfaite, et enfin deux interfaces parfaites trés proches). Ces conditions
étant classiques, nous n’examinerons pas le caractére bien posé des problémes étudiés. La position
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des interfaces et les conditions qui y sont imposées sont enfin supposées constantes au cours du
temps.

L’objet de ce chapitre et du suivant est de calculer, & partir des conditions imposées & la solution
exacte, les conditions vérifiées par les dérivées spatiales successives de cette solution exacte. Ces
derniéres conditions ne sont pas obtenues en dérivant trivialement les conditions vérifiées par la
solution exacte. Le calcul découle des dérivations successives des lois de conservation présentées
au chapitre 3, et de la nature des milieux de part et d’autre des interfaces. Par souci de clarté,
I’étude des conditions aux interfaces est divisée en deux parties: ce chapitre et le suivant traitent
successivement des cas 1D et 2D. Dans ce chapitre, nous traitons seulement le cas solide: en 1D,
les calculs sont identiques en remplagant la contrainte élastique o(z,t) par —p, ou p(z,t) désigne
la pression acoustique. Les conditions vérifiées par les dérivées spatiales successives de la solution
exacte sont utilisées aux chapitres 7 et 8 par la méthode d’interface.

5.1.2 Notations

Qo

FiG. 5.1 — Milieuw 1D avec une interface

Pour la suite de I'exposé en 1D, nous notons
(5.1) fla®t) = lim f(x,t)
$—>Oéi

+

les valeurs limites d’une fonction f(xz,t) en a™, et

(5.2) [flat)] = fla™t) = fla™ 1)

le saut de f en «. Les interfaces étant fixes, on a le lemme suivant.

Lemme 2 Pour des fonctions f(x,t) et g(t) suffisamment réguliéres, on a pour tout entier naturel
n

(5.3) v [flab]=glt) = [f—t

1]

f(anf)] — g0,

5.2 Interface parfaite

5.2.1 Introduction

Nous considérons tout d’abord le cas classique d’une interface parfaite. A chaque instant, le
déplacement élastique u(x,t) et la contrainte élastique o(x,t) des milieux Qg et £; sont supposés
continus en «. Ces conditions de contact parfait décrivent le cas de deux solides parfaitement
soudés [12].
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5.2.2 Conditions de contact parfait

Ordre 0. Les paramétres physiques sont constants par morceaux autour de x = « (figure 5.1)

(po,co) si z<a«

(5.4) (p,c) =
(p1,c1) si x> a.

Les bilans de masse, de quantité de mouvement, et d’énergie au niveau de l'interface conduisent
a deux conditions de saut [26]

(5.9) [u(a;t)] =0, [o(ent)] =0,

ot u(z,t) et o(x,t) désignent le déplacement et la contrainte élastique. Nous dérivons par rapport
a t la condition portant sur le saut de u(x,t); le lemme 2 conduit alors a

(56) [U(Oé,t)] =0,

avec U = T(v,a), oll v est la vitesse élastique.

Ordre k. Nous dérivons la condition de saut (5.6) k fois par rapport a t. Suivant que k = 2n
ou k =2n+ 1, les lois de conservation (3.7) et le lemme 2 conduisent &

9 aQn
[c 527 U} =0, n>1

(5.7)

82n+1
[CQHAWU]:O, nzO
T

Nous définissons alors les matrices Dy, pour k pair ou impair, par

2n 2n
D3, (20,021) = diag <(C—O> , (C_O> ) ’
C1 Ccl
po (0" p1 [0\
D2n+1(QQ,Ql) = diag — (—> ,— <_> )
P11\ pPo \C1

De (5.7), nous déduisons directement les conditions de saut, pour tout entier k > 0,

o, o
(5.9) 9F U(a™t) = Dk(Qle)W U(a™t).

Les relations dans ’autre sens s’écrivent simplement

- -1
Fy U(a™t) = Dy (QO’Ql)—axk Ua®t) = Dk(QhQO)—axk U(a™t).

x

(5.10)

De (5.8) et (5.9), il découle que la solution exacte U(z,t) est continue a dérivées spatiales dis-
continues en z = «. Dans la suite de I’étude, nous omettrons de préciser 2y et £; dans (5.9) et
(5.10) en I’absence d’ambiguité, i.e. si nous étudions un domaine avec une seule interface.
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5.3 Interface imparfaite

5.3.1 Introduction

Des défauts de contact peuvent exister entre les milieux, comme des bulles d’air, ou des gradients
de propriétés physiques [61]. L’interface en x = « entre Qg et Q; est alors dite imparfaite: le
déplacement élastique u(z,t) et la contrainte élastique o(z,t) ne sont pas transmis totalement
et instantanément de part et d’autre de la zone de contact. Si, d'une part, la zone ou sont
localisées les hétérogénéités est trés petite devant les longueurs d’ondes propagées (hypothése
quasi-statique), et si, d’autre part, la contrainte élastique est suffisamment petite pour ne pas
modifier la nature du contact, la zone de contact est classiquement décrite par un modéle rhéo-
logique simple: un ressort |3, 62, 63, 71| ou un systéme masse-ressort |5, 67]. Ce modéle revient
alors & négliger 1’épaisseur de la zone de contact et & imposer des conditions de saut linéaires
couplant en 1D les valeurs limites de u(x,t) et de o(z,t) de part et d’autre de «, ou conditions
de type masse-ressort.

N

L’utilisation de conditions de type masse-ressort dispense d’avoir a raffiner le maillage dans
des zones complexes, évitant entre autres des diffcultés de gestion informatique en 2D et 3D.
Les valeurs de masse et de raideur, a priori inconnues, peuvent étre calculées dans des cas
académique (section 5.4). Autrement, elles doivent étre déterminées par des essais mécaniques
ou par des essais ultrasonores. Elles sont alors reliées, de fagon pas forcément triviale, a la qualité
du contact 19, 76].

5.3.2 Conditions de type masse-ressort

Ordre 0. Les paramétres physiques sont les mémes que dans le cas du contact parfait. Les
relations

u(ast)] = = ola™0),

(5.11) )

[o(at)] = M % u(a™,t),

généralisent les conditions de contact parfait (5.5). Elles sont appelées conditions de type masse-
ressort par analogie avec les équations gouvernant le mouvement d’une masse M et d’un ressort
de raideur K. Le calcul des valeurs de K et M dans un cas particulier est proposé en section 5.4.

Pour K = +o0 et M = 0, les conditions de type masse-ressort (5.11) reviennent aux conditions
de contact parfait (5.5). Pour K — 0 et M = 0, les conditions de type masse-ressort impliquent
o(a®t) = 0; les deux bords de « sont alors libres de contraintes. Il est important de remarquer
que le milieu homogéne n’est retrouvé que si K = +oo, M = 0, pg = p1, et ¢g = ¢1. Pour
des milieux identiques de part et d’autre de « (pg = p1 et ¢o = ¢1), et une interface telle que
K < 400 ou M # 0, le milieu de propagation n’est pas homogéne : une onde incidente en z = «
est réfléchie et déformée. Ce cas est particuliérement intéressant pour la suite, décrivant le cas de
deux milieux identiques reliés par une couche de colle. Entre tous ces cas limites, les conditions
de type masse-ressort décrivent contintiment une large gamme de degrés de contact entre solides.
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Si M = 0, on peut montrer que les coefficients de réflexion et de transmission en « sont indépen-
dants du sens de propagation des ondes. Par contre, si M # 0 et K < +00, les conditions (5.11)
introduisent une asymétrie. Dans le cas limite de milieux identiques de part et d’autre de «, on
peut montrer que 'amplitude de 'onde transmise a travers o dépend du sens de propagation de
I’onde incidente, ce qui n’a pas lieu d’étre physiquement. Cette asymétrie pourrait étre éliminée
en écrivant d’autres conditions de type masse-ressort, comme

o) = 57z (0" 0) + oa™0).

(5.12)

2
(o) =2 2

Cependant, les calculs menés avec (5.11) et (5.12) sont semblables, mais plus lourds avec ces
derniers: nous préférons pour la suite utiliser (5.11).

() +u(a™ 1)) .

On dérive la premiére équation de (5.11), portant sur le saut de u(z,t), par rapport a ¢

v(att) =v(a,t) + % % ola™,t)
(5.13)

olaTt)=c(a )+ M % v(a™,t).

Le lemme 2 et les lois de conservation (3.1) impliquent alors

2
b pocg O _
v(a™t) =v(at) + 7 —6xv(a t)
(5.14)
M 9
+ _ — —
ola™t) =o(a",t)+ 0 0% o(a™,t).

On remarque que les conditions (5.14) relient uniquement des quantités de méme nature, a savoir
les vitesses élastiques d’une part, les contraintes élastiques d’autre part. En posant

2
. Po Cy M>
5.15 So = diag (2% 22
(515) o= ding (59
on résume les conditions (5.14) en écrivant
0 _

Ordre k. Les deux résultats suivants relient les valeurs limites de U (z,t) et de ses dérivées
spatiales, d'un coté de a, et les valeurs limites de U(x,t) et de ses dérivées spatiales, de 'autre
coté de a.

Resultat 5 Pour tout k > 0 et a tout instant t, on a

ak ak akJrl
(5.17) Sk U(a™t) = Dogi1(920,21) Sk U(a™,t) + Dagi2(Q0,01)

T

U(at).

8xk+1

Les matrices Doy 1 et Doy yo dépendent de la parité de k, soil
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Dynt1(Q0,0) = dia <
2n+2 2n
) c M [c
Dypi2(20,82) = diag <% t — (—) >,
@ <C_O)2n+2 & (C_O)Qn
1 \C1 ’PO C1 ’

M co 2n+2p 62n+2
D Q0,821) = di — | = .

[O5°]

(5.18)

D1y 3(Q0,21)

I

&

o
0o

Démonstration. Nous dérivons 2n fois par rapport a ¢ la condition de saut (5.16). Le lemme 2 et
la premiére équation de (3.7) conduisent alors a

2n+1

U(at).

(5.19) [c — U(a,t)} =ci" 8,

axQ n+1

De méme, la condition de saut (5.16) est dérivée 24 + 1 fois par rapport a t. Le lemme 2 et la
deuxiéme équation de (3.7) conduisent &

82 n+1 82 n+2

W U(Oéi,t).

(5.20) [—02" A U(a,t)] = 2" Sy Ay

8%2 n+1

De simples manipulations algébriques sur (5.19) et (5.20) conduisent enfin & (5.17). O

Resultat 6 Pour tout k> 0,1 <1, et a tout instant t, on a

ak B -1 6k+m akJrl B
(5.21) WU(@ =Y E(m,k,Z)W U(a™t) + E(l,k,l) pyRE Ulat),
=0
avec
m<l = E(m k l) = ( )m (D2k+1)71 H D2(k+j) (DQ(k+j)+1)71
j=1

-1

-1
m=1 = B(Lkl) = (1) (Das1) " | [[ P2ters) (Powssyr1) " | Dagersys
7=1

et avec la convention

-1
(5.22) 2(k+5) (Dagergy+1) = T2

H::]o

I, est la matrice identité 2 x 2.
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Démonstration. La démonstration est faite par récurrence sur [. Pour tout entier j > 0, ’équation
(5.17) s’écrit

oit1
o i+l

o _ 4 0
(5.23) 527 U(a™,t) = (D2j+1) 527
L’hypothése de récurrence est vérifiée en [ = 1 en prenant j = k dans (5.23). L’équation (5.21)
est alors supposée vérifiée jusqu’a l'ordre | > 1. L’équation (5.23) est écrite pour j = k +1 et est

insérée dans (5.21). Par définition des matrices E, la relation (5.21) est obtenue pour [+ 1. O

Ula™t) — (D2jt1) " Dajio Ula™,t).

Notons que les valeurs limites des dérivées spatiales de U(x,t) a gauche de «, & un ordre donné,
ne s’écrivent pas uniquement en fonction des dérivées spatiales de U (z,t) a droite de .

5.4 Deux interfaces parfaites

5.4.1 Introduction

L’objet de la section précédente était de remplacer un milieu intermédiaire, de propriétés phy-
siques complexes et d’épaisseur fine devant les échelles caractéristiques du probléme, par une
interface. Cependant, si les propriétés physiques et géométriques du milieu intermédiaire sont
connues, il est intéressant de les prendre en compte directement. C’est le cas du milieu €y,
représenté schématiquement en figure 5.2.

L’écriture des conditions de contact parfait en x = g et en x = a1, puis leur couplage via
des développements de Taylor, conduit aux conditions de couche fine, reliant les valeurs limites
de u(z,t) et o(x,t) en ag et en o] (section 5.4). Ces conditions de couche fine permettent de
prendre en compte le temps de propagation des ondes dans le milieu intermédiaire §2, sans avoir
a mailler ce dernier. En sus de la modélisation d’un collage, I'utilisation des conditions de couche
fine via une méthode d’interface (vue au chapitre 7) est aussi une fagon originale d’envisager le

couplage fluide-structure de plaques ou coques minces dans le domaine temporel.

5.4.2 Conditions de couche fine

F1G. 5.2 — Milieu tricouche 1D avec deux interfaces parfaites
Les paramétres physiques sont constants par morceaux (figure 5.2)
(po,co) si <
(5.24) (pe) =< (p1,c1) si a<z<ao

(p2,c2) si x> aj.
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Les contacts sont parfaits en x = ag et en £ = 1. On suppose
(5.25) h=a —ay=0(Azx).

Pour k > 0 et [ > 1, les dérivées spatiales % U(z,t) (0 <m <) sont supposées suffisamment
réguliéres sur Jag,a1], de sorte que les développements de Taylor

k 3 l hm 9kt+m N 41
W U(al ’t) = Z_O m axk-i-m U(ao ’t) + O(A:C )’
(5.26)
8k l (_h)m 8k+m 3
W U(Oéa—,t) = o m' axk+m U(Oél ,t) =+ O(A(I;lJrl)

ont toujours un sens. Les conditions de saut correspondant a des contacts parfaits en x = g et
x = o (5.9) s’écrivent

8k+m 8k+m

s Ulagt) = Dk-i—m(QOan)W U(ag i),
(5.27)
o o
W U(al ,t) == Dk(Ql,Qg)W U(al ,t)

Les relations (5.26) et (5.27) conduisent, pour [ > 1 et k > 0, aux conditions de couche fine

ak + l h™ ak+m — I+1
W U(al ,t) = Z m Dk(Ql,QQ) Dk-{—m(QO’Ql)W U(ao ,t) + O(AIE ),
(5.28) m=0
ok _ —h)™ ok+m
W U(ao ,t) = ( m)' Dk(Ql,QO) Dk'ﬁ‘m(QQ’Ql)W U(Cli—,t) + O(A IEl+1).
m=0

Lien avec les conditions de type masse-ressort. A partir des conditions de couche fine
(5.28), nous pouvons retrouver les conditions de type masse-ressort, et les valeurs de K et M
correspondantes. En posant

2
(5.29) K= plhcl, M = pi h,

la premiére équation de (5.28) conduit, pour k£ =0 et [ = 1, au systéme

p1ci
K

v(af t) = v(agt) + ai v(ag ,t) + O(A z?)
T
(5.30)
M a
o(aft) = olag ) + gz oo’ 2).

En faisant tendre o et a; vers «, nous retrouvons les conditions de type masse-ressort (5.14).
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5.5 Conclusion

Nous retenons deux points importants de ce chapitre. D’une part, on peut imposer, aux inter-
faces, différentes conditions & la solution exacte, modélisant ainsi différentes situations physiques.
D’autre part, on peut calculer dans chaque cas les conditions vérifiées par les dérivées spatiales
successives de la solution exacte. Ces conditions sont utilisées aux chapitres 7 et 8 traitant de la
méthode d’interface.

Nous abordons maintenant 1’étude des conditions aux interfaces en 2D. Par rapport au cas 1D,
cette étude est compliquée par trois facteurs: la description de géométries complexes, différentes
natures de milieux, et surtout moins de conditions de saut aux interfaces que de composantes de
la solution.
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Chapitre 6

Conditions aux interfaces 2D

Dans ce chapitre, nous étudions quatre types d’interfaces en 2D : Uinterface entre deux fluides
parfaits, Uinterface entre deux solides parfaitement collés, l’interface entre deux solides imparfai-
tement collés, et enfin l'interface entre un fluide parfait et un solide. A chaque type d’interface
correspond un ensemble de conditions de saut vérifiées, aux interfaces, par la solution exacte
U(x,y,t). A partir de ces conditions, le but du présent chapitre est alors de relier les valeurs
limites de la solution exacte U(xz,y,t) et de ses dérivées spatiales successives des deuz cotés de
Uinterface. Toutefois, nous rencontrons en 2D une difficulté: le nombre de conditions de saut
déduites des lois de la mécanique est toujours inférieur au nombre de composantes de la solu-
tion exacte. Pour contourner cet obstacle, on peut calculer des conditions de saut supplémen-
taires a partir des lois de conservation vues au chapitre 3, ce qui permet de fermer les systémes.
Cette technique, utilisée par U'IIM, présente un inconvénient : on ne dispose pas toujours de telles
conditions de saut supplémentaires. En particulier, ces conditions n’existent pas pour [’interface
fluide-solide. Pour traiter ce cas, nous proposons alors de n’utiliser que les conditions de saut
naturelles. L’écriture des valeurs limites de la solution et de ses dérivées spatiales, d’un coté de
Uinterface, en fonction des grandeurs de méme nature, de l’autre coté de l'interface, revient alors
a la résolution d’un systéme sous-déterminé. Cette résolution repose sur une décomposition en
valeurs singuliéres. Dans tous les cas, les systemes obtenus sont utilisés au chapitre 8, traitant
de la méthode d’interface 2D.

6.1 Objet du chapitre

6.1.1 Présentation générale

Nous poursuivons ici en 2D I'étude des conditions aux interfaces, abordée en 1D au chapitre
5. Nous considérons deux milieux (fluide parfait au repos, solide élastique isotrope) et deux
types d’interface (interface parfaite, interface imparfaite). Par rapport au chapitre 5, le passage
en 2D implique d’abord certaines modifications purement techniques. Parmi ces modifications,
les conditions de saut en un point d’une interface dépendent maintenant de la géométrie locale
de l'interface, ce qui alourdit les calculs. Notons dés & présent que les interfaces sont toujours
supposées suffisamment réguliéres géométriquement ; le cas d’interfaces non réguliéres, comme des
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coins, est exclu de fait. D’autre part, et & la différence du cas 1D, les conditions aux interfaces
en 2D dépendent de la nature des milieux de part et d’autre des interfaces, ce qui augmente
le nombre de cas a traiter. Enfin, aux conditions de saut naturelles déja rencontrées en 1D,
s’ajoutent des conditions de saut supplémentaires (définies plus loin) et les conditions de milieu
(vues au chapitre 3).

Précisons tout d’abord les quatre cas étudiés et les conditions de saut correspondantes. Le premier
cas est celui de 'interface fluide-fluide: dans ce cas, il y a continuité de la pression acoustique
et de la vitesse acoustique normale. Les fluides étant parfaits, on ne dispose a priori d’aucun
renseignement sur la composante tangentielle de la vitesse acoustique. On dispose alors de deux
conditions de saut pour les trois composantes de U (x,y,t). Le deuxiéme cas est celui d’une inter-
face solide-solide parfaite. Les composantes normales et tangentielles du déplacement élastique
et de la contrainte élastique normales sont continues, soit quatre conditions de saut pour les
cinq composantes de U (z,y,t). De méme, le cas d’une interface solide-solide imparfaite (décrite
par des conditions de type masse-ressort) conduit aussi a quatre conditions de saut pour les
cinq composantes de U (x,y,t). Enfin, le quatriéme et dernier cas est celui d’une interface fluide-
solide. Ce cas correspond, du coté fluide, a I'interface fluide-fluide, et du coté solide, & I'interface
solide-solide en contact parfait glissant sans frottements, cas non traité ici.

A la lumiére de ce qui vient d’étre dit, la principale différence avec le cas 1D est que, en 2D, le
nombre de conditions de saut reliant les composantes de U (x,y,t) de part et d’autre des interfaces
est inférieur au nombre de composantes de U (z,y,t). Cette propriété se répercute évidemment
aux ordres de dérivation supérieurs. Il est alors impossible d’écrire directement les valeurs limites
de U(xz,y,t) et de ses dérivées spatiales, d’'un coté de U'interface, en fonction des valeurs limites
de U (z,y,t), de I'autre coté de l'interface. Or cette écriture est la base des méthodes d’interface.

Face a cette difficulté, les auteurs [85, 86| adoptent une stratégie & deux étages. Tout d’abord,
ils exhibent dans deux cas d’interfaces parfaites (fluide-fluide, solide-solide) des conditions de
saut supplémentaires déduites des conditions de saut naturelles et des lois de conservation de
part et d’autre des interfaces ('application des conditions de saut supplémentaires au cas d’une
interface imparfaite entre deux solides est immédiate). Ajoutées aux conditions de saut existantes,
ces conditions de saut supplémentaires conduisent & autant de conditions que de composantes
de U(z,y,t). Donnons un exemple : dans le cas de 'interface fluide-fluide, on montre que le débit
massique tangentiel, dépendant de la vitesse acoustique tangentielle a I'interface, est continu.

La question essentielle est alors la suivante : les conditions de saut supplémentaires existent-elles
dans toutes les configurations, et pas seulement pour une interface parfaite entre deux fluides ou
entre deux solides? La réponse que nous apportons est négative. Pour montrer ce résultat, nous
partons du fait que les conditions de saut supplémentaires, si elles existent, doivent étre vérifiées
pour tout type d’onde et d’interface. En particulier, elles doivent étre vérifiées pour les ondes
planes incidente, réfléchie et transmise par une interface plane. A partir des conditions de saut
naturelles, on peut calculer les coefficients de réflexion et de transmission, et ainsi déterminer
U(x,y,t) en tout point du domaine. Il est alors possible de chercher des relations entre toutes
les composantes de U(x,y,t) de part et d’autre de U'interface, et ainsi d’obtenir les conditions
de saut supplémentaires. Reprenons 'exemple de l'interface entre deux fluides parfaits: nous
montrons au chapitre 9 que les conditions de saut naturelles, puis des manipulations algébriques,
conduisent a la condition de saut supplémentaire évoquée précédemment (& savoir continuité
du débit massique tangentiel), indépendemment de I'angle d’incidence. Or, dans le cas d'une
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interface fluide-solide, ’analyse par ondes planes menée au chapitre 9 conduit & des conditions
de saut supplémentaires dépendant de ’angle d’incidence. Pour un champ acoustique quelconque,
il n’y a alors pas de condition de saut supplémentaire. Cette absence explique alors que le cas
fluide-solide ne soit point traité par I'ITM.

Dans le cas de 'interface fluide-solide, nous proposons alors de n’utiliser que les conditions de saut
naturelles, et de résoudre le systéme sous-déterminé qui en résulte. Pour cela, une décomposition
en wvaleurs singuliéres de ce systéme permet d’exprimer de fagon simple les valeurs limites de
U(x,y,t) et de ses dérivées spatiales, d'un coté de 'interface, en fonction des valeurs limites
de U(x,y,t) et de ses dérivées spatiales, de l'autre coté de U'interface, et d’un espace affine de
solutions. Cette écriture est utilisée au chapitre 8. Nous chercherons alors les valeurs limites
de U(z,y,t) et de ses dérivées spatiales, minimales au sens des moindres carrés. Notons que
cette procédure peut aussi s’appliquer aux trois cas d’interfaces pour lesquels nous disposons
de conditions de saut supplémentaires (i.e. les interfaces fluide-fluide et solide-solide parfaite et
imparfaite). Quelle procédure suivre alors? A priori, le lecteur a le choix, dans ces cas, d’utiliser
les conditions de saut supplémentaires (et ainsi de résoudre de fagon immédiate le probléme), ou
de s’en dispenser (ce qui conduit a la résolution d’un systéme sous-déterminé). De toute fagon,
les deux techniques sont explicitées par la suite.

D’autre part, comme il manque encore des conditions pour les dérivées spatiales successives de
U(z,y,t), Zhang et LeVeque [85, 86| utilisent les conditions de milieu calculées au chapitre 3.
Ces conditions désignent les relations vérifiées par les dérivées spatiales successives de U (x,y,t),
déduites uniquement des lois de conservation, et vérifiées en tout point des sous-domaines, en
particulier de part et d’autre des interfaces. La nullité du rotationnel de la vitesse acoustique
est un bon exemple de condition de milieu. Le fait d’écrire que le saut des conditions de milieu
est nul permet alors de compléter les conditions portant sur les dérivées spatiales successives de
U(xz,y,t). Dans chaque configuration, nous proposons d’utiliser plus pleinement les conditions
de milieu de part et d’autre des interfaces. Au lieu d’écrire que le saut des conditions de milieu
est nul [85, 86|, nous utilisons le fait que ces conditions de milieu sont effectivement nulles de
part et d’autre des interfaces. En effet, la nullité du saut d’une fonction n’implique pas que cette
fonction soit nulle.

Durant ce chapitre, nous présentons le calcul des conditions de saut de Ug(z,y,t) (voir notation
(3.24)) pour k quelconque. Toutefois, nous détaillons les calculs jusqu’a l'ordre deux, i.e. la valeur
de k suffisante pour coupler la méthode d’interface avec des schémas d’ordre deux comme les
schémas de Lax-Wendroff ou de volumes finis avec limiteur de flux. Les expressions des matrices
de saut sont résumées en annexe 1, sous forme directement programmable.

6.1.2 Notations

On considére une courbe I' de R? suffisamment réguliére en chacun de ses points, fermée ou non,
divisant le plan en deux sous-domaines g et €1 (figure 6.1). Nous utilisons une représentation
paramétrique de I': (z(7),y(7)). Tout au long de ce chapitre, nous écrivons les conditions de
saut portant sur U (z,y,t) et sur ses dérivées spatiales successives en un point P quelconque de
I (figure 6.1), de coordonnées (zp,yp) = (x(70),y(70)). Les vecteurs tangent ¢ et normal n a T’
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F1G. 6.1 — Interface I' séparant les milieux gy et 1.

en P étant définis par

CC/(T()) ?//(7'0)
(6.1) t(TQ) = ) y ’n(TQ) = ) y

y (7o) —z (7o)
le repére (Pn,t) est direct. L’interface I' est paramétrée de sorte que le vecteur normal n pointe
de Qg vers §2;. Par la suite, 'argument 7y est systématiquement omis. Les composantes normales
et tangentielles & I' de la vitesse acoustique ou élastique v = T'(vy,v2) et de la contrainte élastique
normale o.n sont notées

! !
UN = V.1 =Y V] — T Vg,

! !
vr =v.t =12 v + Yy v,

_ _ /2 7! /2
oy =(omn)m=y“c11 —2x y 012 + T <092,

! /2 /2 !
UT:(U.n).t:xyan—(x —y ) 012 — T Y 099.
Dans le cas d’un milieu solide, on note u le déplacement élastique. Nous notons aussi

(6.3) fery = lm o f4Y),  fPTH= ) lm o f(M)

les valeurs limites d’une fonction f(z,y,t) en P de part et d’autre de T, et

le saut de f & travers I' en P, en allant de g vers §2;. Les interfaces sont fixes; le théoréme
de dérivation des fonctions composées conduit aux lemmes suivants, systématiquement utilisés



6.2. INTERFACE FLUIDE-FLUIDE 111

pour calculer les conditions de saut des dérivées spatiales successives de U (z,y,t).

Lemme 3 Soit f(z,y,t) et g(z,y,t) définies et suffisamment réqulieres d’un coté de l’interface.
Pour tout t, on a

+ _ + 9 + _ 9 +
(6.5) vr, f(PTt)=g(P*t) = Vr, Ef(P ,t)—ag(P t).

Lemme 4 Pour f(x,y,t) suffisamment réqulicre en P%, on a

O i D X

= t.Vf(P*1).

6.2 Interface fluide-fluide

6.2.1 Introduction

Nous étudions ici 'interface entre deux fluides parfaits au repos. A chaque instant et en tout
point de linterface, la vitesse acoustique normale & l'interface et la pression acoustique sont
continues au passage de l'interface. Dans un premier temps, nous calculons les conditions de saut
naturelles vérifiées par les dérivées spatiales successives de U (z,y,t). Dans un deuxiéme temps,
nous calculons des conditions de saut supplémentaires. Enfin, nous résumons ces deux types de
conditions sous une forme matricielle.

6.2.2 Conditions de saut naturelles

Ordre 0. La masse volumique p et la célérité des ondes acoustiques ¢ sont constantes par
morceaux

(po,co) si M(x,y) € Qo
(6.7) (pic) =
(p1,e1) si M(z,y) € Q1.

Pour un fluide parfait, on considére classiquement que la vitesse acoustique normale & l'interface
et la pression acoustique sont continues a l'interface [26], soit

[v.n] =0,
(6.8)
7] = 0.
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A partir de (6.2), ces conditions de saut naturelles s’écrivent

{y/ v — z ’02] =0,
(6.9)

[p] = 0.

On obtient ainsi une condition de saut pour la pression acoustique, et seulement une condition
de saut pour les deux composantes de la vitesse acoustique.

Pour obtenir des conditions de saut portant sur les composantes des dérivées spatiales successives
de U(z,y,t), on dérive maintenant un certain nombre de fois les conditions de saut naturelles
(6.9) par rapport a T et par rapport a t.

Ordre 1. Dans un premier temps, on dérive (6.9) par rapport & 7. Le lemme 3 et le lemme 4
impliquent

" ’ /6’[)1 /281)2 /26?)1 ’ /6?)2

(6.10) Yy v — vg—l—xya—x—:c 52 ya—y—xya—y =0,
et
/ap /8p
11 9p , 1 0p| _
(611 ooy ]

Dans un deuxiéme temps, on dérive les deux équations de (6.9) par rapport a ¢. On remplace
alors les dérivées temporelles par des dérivées spatiales via les lois de conservation (3.8). On
obtient respectivement

y Op x Op B
(6.12) [ 5 5. " ; 6y] =0,
et
81)1 avg
1 2 —— 2o =
(6.13) [pc 8:C—i—pc ay]

Résumons les conditions a l'ordre 1. Les conditions (6.11) et (6.13) impliquent deux conditions

de saut pour les deux grandeurs % et g—g. Ces deux grandeurs sont reliées de maniére bijective

des deux cotés de l'interface. En effet, les conditions (6.11) et (6.13) reviennent a écrire

! ! ap
T Y £
ox
(614) 12 7 = 0.
¥y r dp
pop dy
N——
L A i

Or, pour une interface sans point singulier, on a

(6.15) 2?24+ y?>0.
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D’ou
2 2
(6.16) deta=2"FY o
p

ce qui démontre la bijection. Par contre, on obtient seulement deux conditions de saut pour les

quatre grandeurs %Q;Z et 81’1 (1<i<?2).

Ordre 2. Dans un premier temps, on dérive les deux équations de (6.9) deux fois par rapport a
7. On obtient alors respectivement

(6.17)
" " ! " 1" 6 ! Na ! //6 ! a
Yy v —T vg+(2xy +x y)ﬂ—?)xxﬂ—i—iiyyﬂ—(%vy—i—xy) 2
ox 0 dy oy
’ /82’0 ’ 82’0 ro 82’0 1o 1 8 v ’ 82’0 ro 82’0
2 1 3 2 2 1 2 2 3 1 2 2
— 2 — — =0,
ety 9z © 942 tazy 0x 0y Y 9z 8y+y oy vy ayQ]
et
1 8]? 7 ap 9 82 82;0 /282])
6.18 — 2 —= 1 =0.
(6.18) [w e TR o2 5y oy Y 9,2

Dans un deuxiéme temps, on dérive les trois équations de (6.9) par rapport a 7 et par rapport
a t. On remplace les dérivées temporelles premiéres par des dérivées spatiales premiéres via les
lois de conservation (3.8). On obtient respectivement

" !/ / 2 /2_ /2 2 ! ! 2
(6.19) v Op Op 2y Op 27~y” Op 2y Op|_
p dx p Oy p Ox p 0x 0y p Oy
et
/82 V1 62 V1 ' 82 V2 /6 (%)
6.20 2 Ty ——— 2 2 = 0.
(6:20) [,oc Sy tecy 8x8y+pc v 8x6y+pc Y dy?

Dans un troisiéme et dernier temps, on dérive (6.9) deux fois par rapport & ¢. On remplace
alors les dérivées temporelles secondes par des dérivées spatiales secondes, via les lois (3.15). On
obtient respectivement

0% ;0% » 0% 0%
2 1 9 1, 9 2 9 2| _
(6.21) [c Yoz CF 8x8y+c Yy 950y cx 6y2] 0,
et
2 p  ,0%p
6.22 =0.
(6.22) { 0 x? e 6y2

La encore, on dispose d'un jeu complet de conditions de saut pour la pression acoustique, soit

trois conditions de saut pour les trois grandeurs ’p  &p et a
p g Ox2’ axay’

. Par contre, on dispose

seulement de trois conditions de saut pour les six grandeurs 2y 8 UZ et 8 ”’ (1<i<2).
dz2 dxdy’
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Ordre k. Les calculs présentés jusqu’a 'ordre deux se généralisent aux ordres supérieurs. Pour
obtenir les conditions de saut portant sur les composantes de Ug(x,y,t), on dérive k fois les
conditions de saut naturelles (6.9), par rapport a 7 et t. On écrit alors (0 < 7 < k)

6k
ok N =0
(6.23)
8k

aigp P1=0

avec vy donné en (6.2). On remplace les dérivées temporelles a l'ordre j (0 < j < k) découlant
de (6.23) par des dérivées spatiales d’ordre j, via les relations a l'ordre j (3.16). Aprés calculs,

on obtient ainsi (k + 1) conditions de saut pour les (k + 1) composantes ax'?%payf (0<j<k).

Par contre, on obtient seulement (k + 1) conditions de saut pour les 2(k + 1) composantes de la

vitesse acoustique ax?*iapz’)yj (0<i<2,0<7<k).

Bilan des équations. On recense ici les conditions de saut naturelles, de ’ordre 0 jusqu’a ’ordre
k. Concernant la pression acoustique, on a (k+1)(k+2)/2 conditions de saut pour (k+1)(k+2)/2
grandeurs axf)jiapaya (0 <i<k,0<j<i),ie. autant d’équations que d’inconnues. Concernant
la vitesse acoustique, on a seulement (k + 1)(k + 2)/2 conditions de saut pour (k + 1)(k + 2)
grandeurs M?_iifgyj (0<i<k0<j<il1<I]<2).On pose

ne=(k+1)(k+2),

(6:24) 3(k+1)(k+2)

2 )

n; = I'g(k',k,g) -

ou l'application rg est définie en (3.25). On obtient alors n. conditions de saut naturelles pour
n; composantes de Ug(z,y,t), avec n. < n;.

6.2.3 Conditions de saut supplémentaires

Dans la section précédente, nous avons montré que le nombre de conditions de saut naturelles por-
tant sur la vitesse acoustique et sur ses dérivées spatiales est inférieur au nombre de composantes
de la vitesse acoustique et de ses dérivées spatiales. Dans le cas de I'interface fluide-fluide, il est
cependant possible d’adjoindre des conditions de saut supplémentaires, déduites des conditions
de saut naturelles et des lois de conservation.

Ordre 0. Comme au début de la section 6.2.2, nous dérivons par rapport a& 7 la condition de
saut portant sur la pression acoustique. Le lemme 3 et le lemme 4 impliquent alors

(6.25) % =0 = [tVp =0,

ce qui revient & la deuxiéme condition de saut de (6.11). A partir des lois de conservation (3.8)
et de (6.1), on déduit

0 / ,
(6.26) [,0 — 'v.t] =0 = 57 [PV +py ’02] =0.
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Apreés une intégration en temps, on obtient
(6.27) {px/vl + py/vg] = [pvr] = C(m),

C(7p) étant une constante indépendante du temps. Si le saut de p vy est nul & un instant donné
en P, en particulier si U(z,y,t) est nul a I'instant initial en P, la constante C' est nulle. Nous
nous placons ici dans ce dernier cas. La condition supplémentaire & 'ordre 0

(6.28) [,0 z' vy + py/vg} =0

est alors vérifiée a chaque instant. La condition (6.28) s’interpréte comme la conservation du débit
massique tangentiel de la vitesse acoustique. Méme si la condition de saut supplémentaire (6.28)
découle en partie de (6.9), ces deux conditions de saut sont indépendantes et relient de maniére
bijective les valeurs limites de v; et vy des deux cotés de linterface. En effet, ces conditions
conduisent a

R Al
y -z ox
(6.29) =0.
! ! 81)2
pT Py T
—_———
L A 4 |
Or, linterface étant réguliére, on a
(6.30) det A =p (22 4+y?) >0,

ce qui démontre la bijection.

Ordre 1. Pour obtenir des conditions de saut supplémentaires portant sur les dérivées spatiales
de v; et vy, on peut dériver (6.28) par rapport a 7 et par rapport a t. Cependant, par construction
méme, il est inutile de dériver la condition de saut supplémentaire par rapport a t. En effet,

0 / / 0
(6.31) ET [,ox v+ py v2| = - [p] =0,

cette derniére condition étant déja écrite en (6.11). Finalement, on obtient seulement une condi-
tion de saut supplémentaire & l'ordre un, obtenue par dérivation par rapport a 7 de (6.28),
soit
(Y 10 150V
1 1 2 2:| —0.

" " 150 i /8’[)2
6.32 221 =2 -1
(6.32) [px vitpy v2tpat ot pry o +pwyay +py Y

Ordre 2. A l'ordre deux, on dérive (6.28) deux fois par rapport a 7 et on obtient

(91}1 1o "ot
—+p(2xy +x y>
ox

81} 7] ron a’U
—2+p<2x Yy tzy >—1

x///v + ///’U +3 x,x”
[P 1T PY V2 P Oz dy

82 (%) 19 1 82 U1

' //8’02 ’ 821}1
’ 0 x? t2pw

6.33 3 ==
(6.33) +3pyy 9y tor s

' 1y 02
+2px 2 0 12

/2 !
tpTTY y@x@y Y dxdy

’or 82’0 ’ 82’0
o'y —— 3 2] = 0.

+py
oy? 0y?
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Ordre k. A Vordre k, on dérive (6.28) k fois par rapport a 7, soit
ak:

(6.34) 5k [pvr] = 0.

Bilan des équations. A chaque ordre, on obtient ainsi une condition de saut supplémentaire
portant sur les dérivées spatiales de la vitesse acoustique. Finalement, de 'ordre 0 a 'ordre k,
on obtient ng conditions de saut supplémentaires, avec

(6.35) ne =k +1.

6.2.4 Ecriture matricielle des conditions de saut

Nous résumons ici les conditions de saut naturelles et supplémentaires calculées dans les sections
précédentes. Pour cela, nous définissons la matrice C telle que

(6.36) [C U] =0,
avec
Cosi M(x,y) € Qo

(6.37) C =
Csi M(z,y) € Q.

Les indices 0 et 1 dans (6.37) référent aux valeurs des paramétres physiques p et ¢ utilisés dans
I’écriture de C. Suivant que ’on utilise ou pas les conditions de saut supplémentaires, la matrice
C est une matrice n. x n; ou (n.+ns) X n;, avec n. et n; définis en (6.24), et ng défini en (6.35).
Nous écrivons explicitement C pour k = 2 en annexe 1, ce qui permet une programmation directe
de la méthode d’interface si le lecteur choisit des schémas d’ordre deux, comme les schémas de
Lax-Wendroff ou de volumes finis avec limiteur de flux (voir chapitre 8).

6.3 Interface solide-solide (contact parfait soudé)

6.3.1 Introduction

Nous considérons maintenant le cas de deux solides élastiques isotropes parfaitement collés.
A chaque instant et en tout point de l'interface, la vitesse élastique et la contrainte élastique
sont continues au passage de l'interface. Comme dans le cas de l'interface fluide-fluide, nous
calculons tout d’abord les conditions de saut naturelles de Ug/(x,y,t), puis les conditions de saut
supplémentaires. Enfin, nous résumons les calculs sous une forme matricielle.

6.3.2 Conditions de saut naturelles

Ordre 0. La masse volumique p et les célérités des ondes élastiques de compression ¢, et de
cisaillement c; sont constantes par morceaux

(P0,CposCs0) si M(z,y) € Qo

(6.38) (p,cp,cs) =
(p1,Cp1,Cs1) 81 M(z,y) € Q.
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Par la suite, nous utilisons aussi les coefficients de Lamé, reliés a ¢, et ¢ par (3.20). Les compo-
santes normales et tangentielles de la vitesse élastique, soit vy et vy, ainsi que les composantes
normales et tangentielles de la contrainte élastique normale a l'interface, soit oy et op, sont
supposées continues en P. Compte-tenu de (6.2), on obtient quatre conditions de saut naturelles

[un] = [y, v — T ’Ug} =0,

[vr] = {x, v1 + y, vg] =0,
(6.39)

lon] = {y 2011 — 22y 012 +$2022] =0,

o] = {5631011—(902—92)012—90?/022} = 0.

On obtient ainsi deux conditions de saut pour les deux composantes vy et vo de la vitesse élastique,
et seulement deux conditions de saut pour les trois composantes indépendantes du tenseur des
contraintes élastiques 011, 012 et 022. On pourrait simplifier le systéme (6.39) en écrivant

[vl] =0,

[UQ] =0,

(6.40) , ,
[?/ o11— 012} =0,

|:y/012 — .%'/022} =0.

Toutefois, cette simplification n’est possible que pour le cas traité dans cette section de deux
solides parfaitement collés; or le cas d’une interface imparfaite entre deux solides (traité plus
loin) revient seulement & ajouter un second membre aux conditions de saut (6.39). Pour réutiliser
directement les expressions calculées durant la présente section, nous préférons alors travailler
avec les conditions (6.39)

Pour obtenir des conditions de saut portant sur les composantes de Ug(z,y,t), on dérive mainte-
nant les conditions de saut naturelles (6.39) par rapport a 7 et par rapport a t.

Ordre 1. Dans un premier temps, on dérive (6.39) par rapport a 7. Le lemme 3 et le lemme 4

impliquent

" " / /6?}1 /28’[)2 /281}1 i /8?)2
6.41 - 2= —— -y ——|=0
(6.41) [y v — % vo+ T 52 % B2 +y y xyay ,
et

" 7 / 81}1 ’ /8’02 ’ /81)1 ’ 81}2
6.42 2 - - —-— 2= =0,
(6.42) [wv1+yvz+x or TV gL TV 5, tY
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et
ron "o ron ron ro 60' / /80’ / 80'
2yy 011—2<wy+xy)012+2xx oo+ y ot — 222y =y B
ox ox ox
(6.43)
’ 80'11 //280'12 9 /80’22
oy 3= -2z +x =0,
Yy ay Yy dy Yy dy
et
(6.44)
mnor 1o ! 1" ! nor o /2 /60—11
<$?/+$?/)011—2<$$ —99)012—<$?/+$?/)022+90 Y 55
’ o 80’ ’ /80' I 80 19 1 ’ 80 o 80'
(.3 2 12 79 22 2 11_( 2 1 3) 12 29922 _
(ac & ) or " Y Tar 7Y oy . oy Y oy ’

Dans un deuxiéme temps, on dérive (6.39) par rapport a t. On remplace alors les dérivées tem-
porelles par des dérivées spatiales via les lois de conservation (3.17). On obtient alors

y/ 80'11 .T/ 80'12 y/ 80'12 SC/ 80’22
6.45 z = z _z -0
(6.45) [pax p8x+p8y p Oy ’
et
2 don |y Qo 7 Do |y Dox
4 z y i v _ 0
(6.46) [p gz " p 0z " p By | p Oy ’
et
(6.47)
i i ov VAN XY o 0 i i ov
2 2(A42p)) == —2 =2 _9 —L A+2?(0+2p)) 52| =0
[(w Aty (A + u)) gr PRy TrTyngy +(y +z (A + u)) Y :
et
’or 81}1 9 9 8’02 9 9 81}1 o 81}2 o
(6.48) [Qxyua—x—(x —y),uﬂ—<x —y )ua—y—2xyuay =0.

Finalement, les conditions (6.44) et (6.48) impliquent quatre conditions de saut pour les quatre

grandeurs %Q:’; et %—1; (1 < i <2). Par contre, on dispose seulement de quatre conditions de saut

pour les six grandeurs 881 et 880; (1<i<ji<j<2).

Ordre 2. Dans un premier temps, on dérive (6.39) deux fois par rapport a 7. Le lemme 3 et le
lemme 4 impliquent

(6.49)
" " I/ o a ron 8 " 8 "o ron a
Yy v —T ’U2+<(L‘ y +2xy >ﬂ—3xx ﬂ—i—?)yy ﬂ—(Qw y t+zxy >£
Jdx ox oy 0y
’ /82’0 ' 82’0 ’or 8 v ’ /8 U ' 8 v o 8 v
2 1 3 2 2 1 2 2 3 1 2 2
— 2 — — =0,
T T G TR e, T Vanay TV a2 T Y g2
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et
(650)
’ //6 7 i 81} "o ron 81} ’ //6?}
z vl—i-y "oy 322 —1+<1‘ Yy +2zy >—2—|—(2x Yy +xy )—1—|—3yy =2
0 Jdx oy dy
/821} ’ /82’0 1o 1 82’0 o 82’0 //82’0 /82’0
3 1 2 2 2 1 2 2 2 1 3 2
2 2 =0
T 0 x? trTy 0 x? e y8x8y+ Y 0xdy vy dy? Y ay2} ’
et
(6.51)

|:2 (y//2 i y/y ) oy — 9 (:C///y/ i Qx//y// i ;p/y///> o1 i 9 ( i ;p/xm) .

1o 60’ Lo ’ " 80' ’ //60’ / //80’
—|—<xy —|—4xyy> 6;1—2<3xxy+2x2y) 612+5 2z 6;2+5y2y 8;1

roron 80'12 ’ 1o 80'22 9 /282 011 ’ /82 g12
2(2x 2432 > +<3x2x +2xx > +x —2x3
y vy dy v dy 4 0 x2 y 0 z?

2 2 2 2
T 48 0922 19 / /38 011 4 19 /28 012 +(x/3 /—I—IL‘,4> 0 0922 I /48 011

0 x? vy 8:683/_ vy oxdy oxdy 4 oy?

o 82012 ’ /620'22
2z y? + 3 =0,
4 0y? Y 0y
et
|:(;p y +2x y +;p/ym> 0_11_2( +x/x///_y//2_y/y///> o1
19 1 60’11
—(acy—|—2xy +xy >022—|—(3xxy+2x )W
/ " "ol o a o7 ! " a
—(5x2x —xy2—3xyy) 012—<3xxy+2x2y) 922
Jdx Jdx
"o v 80'11 v 19 1 8012
20"y% +3a'y'y") ~ (42 —5yy") S
(6.52) +(xy+x dy vy oy =5y ay
"o roron 80'22 ’ /620'11 ’ r9 1 820'12 ’ /820'22
_(9 2,3 ) 3 _( 4_ "2 2) _ '3
( Ty - +3ryy Dy +x Yy 522 x Ty 922 Ty 922
19 1 820'12 9 o 620'12
9 2'2,2 _2< 3,/ 3)
terTy oxdy vy oy oxdy

/ / 82 7 82 / / / 82 7 82
92y 922 | 30 T <x2y2—y4) o12 .39 9221
xz

Dans un deuxiéme temps, on dérive (6.39) par rapport & 7 et par rapport a t. On remplace les
dérivées temporelles premiéres par des dérivées spatiales premiéres via les lois de conservation
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(3.17). On obtient alors

p Ox p Oz p Oy p 0y p  Ox? 7 0 x?

" 1" 1" 1" 77 !
[y doin x O0op y Qo 1« Doy xy 2o x2 0?0

(6.53)
y_/282011_:c_/282022 y_/2820'12_£6/y/ 820'22 —0
p 0xdy p dxzdy p Oy’ p 0y ’
et
x_//aan y_//80'12+$_//80'1y+y_//80'22 37_/2820'11 x/y/ 820'12
p Oz p Ox p Oy p Ox p 0z p 0x?
(6.54)
.%'/2+y/2 62 012 x/y/ 82 012 x/y/ 62 09292 x/y/ 62 J12 y/Q 62 092 —0
P dxdy p O0xzdy p O0x0y p  0y? p Oy* |
et
(6.55)
! 1" o a "o o 8 mnor rn 8
2<xx Ayy ()\+2/¢)>ﬂ—2(x y +tay ) u£—2<x y +xy > ,uﬂ
Jdx Jdx dy
+2< ’ //)\+ ’ //()\+2 )> 8’02+< ’ /2()\+2 )+ /3)\> 821}1 9 r9 1 82’02
T —_— x T —2x
vy 2 dy Yy 2 922 yﬂaxg
1o 1 ’ 82’0 ro ’ 821)
2 3 1 2 3 2
A—2 A2 ) ( A—2 A2 )
(% O =2+ Ok 2) i+ (292 O 20 4 2
a 82’[) ’ 1o 1 62?]
2 1 3 2 2|
—2xy°p I +<y Aty ()\+2M)> 8—y2} =0,
et
(6.56)
"o ron 81} ] ron 81} ron ron 6?}
2<xy+xy)u—1—2(xx —yy),u—2—2(xx —yy),u—l
ox ox dy

"o i 8’0 1o 1 82’0 ’ i 82’0 o ’ 821)
—2<xy+xy>u—2+2x2y,u—21—<x3—xy2)u 22+(3xy2—x3)u !
0y ox x

1o 1 ’ 82’02 19 1 ’ 82’01 ’or 0 V9
—(3w2y —yB)uaxay—(wzy —yB)u e _2“/2”6—?;2 = 0.

Dans un troisiéme et dernier temps, on dérive (6.39) deux fois par rapport a ¢t. On remplace alors
les dérivées temporelles secondes par des dérivées spatiales secondes, via les lois de conservation
(3.12). On obtient alors

(6.57)

[/)\—I—Q,uéﬂvl s 0% vy x/)\—l—u 0% vy N A+ p 0% o 0% vy m/)\+2,u82v2

p 0’ v p 0’

_ :0
p dzdy p 0zdy ' p oy p Oy ’



6.3. INTERFACE SOLIDE-SOLIDE (CONTACT PARFAIT SOUDE) 121

et
(6.58)
[x/)\—|—2,u6201 y/HaQ'UQ y/)\—i—,u 9% vy x/)\—i—u 0% vy x,ﬁa%l y/)\+2u62v2]:0
p 0z’ p 0x? p O0xdy p O0x0y p 0y? P 0 y? ’
et
(6.59)
1 19 9 820'11 ’ /u820'12 1ol 820'11 19 19 A+ p 820'12
= (22 A+2p)) 2L oy —24'y'E 2 )—
[p(x tym A+ M)) 0 x? xyp 0 x? xyp8x8y+ (w +y p O0zdy
1ol 820'22 ’ /,U,a 0192 9 19 820'22:|
o2y —9 A Ar2u)) =22 —o,
e TR i T (y + 2 (A+2p) 5,
et
(6.60)
2x/y/ﬂ8 011 _ ({I;/2—y,2>ﬁa2012 _ ({I;/Q—y ),u, 820'11 —({I;lz—y >H 820'22
p 0x? p 0x? p O0xdy p 0xdy

B (le B y/z) % 0% o1 B QSC/y/H 92 099 _
p Oy p Oy

On dispose alors d’un jeu complet de conditions de saut portant sur la vitesse élastique, soit six

.. . 2 . 2 . .
conditions de saut pour six grandeurs %;;, 8‘1 gly et 8 ”’ (1 < i < 2). Par contre, on dispose

2 2.
seulement de six conditions de saut pour les neuf grandeurs 88 ;7;7 , gm‘g; et 88;2” (1<i<2i<
j<2).

Ordre k. Les calculs présentés jusqu’a 'ordre deux se généralisent facilement aux ordres supé-
rieurs. Pour obtenir les conditions de saut portant sur les composantes de Ug(z,y,t) (0 < j < k),
on dérive k fois les conditions de saut naturelles (6.39) par rapport a 7 et par rapport a ¢t. On
écrit ainsi (0 < j < k)

ok

ort-ige "M =0
ak

o790 1120

(6.61)

ok

o0 "M =0
ok

ort-igp =0

avec vy, vr, oy et op donnés en (6.2). On applique les régles de dérivations du lemme 3 et du
lemme 4, puis on transforme les dérivées temporelles a l'ordre j (0 < j < k) en dérivées spatiales
d’ordre j, via les relations a l'ordre j (3.16). Aprés calculs, on obtient ainsi 2(k + 1) conditions

a?kijayj (0 <i<20<j<k). Par contre, on obtient

k
seulement 2(k + 1) conditions de saut pour les 3(k + 1) grandeurs affc%‘ja;yj (1<a<2,a<g<
2,0<j<k).

de saut pour les 2(k + 1) grandeurs
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Bilan des équations. On recense ici les conditions de saut naturelles, de ’ordre 0 jusqu’a ’ordre
k. Concernant la vitesse élastique, on a (k + 1)(k + 2) conditions de saut pour (k + 1)(k + 2)
97 v;
Azi—toyl
Concernant la contrainte élastique, on obtient seulement (k + 1)(k + 2) conditions de saut pour

les 3(k+1)(k +2)/2 grandeurs 0<j<k0<i<jl<a<2a<f<2).Enposant

grandeurs (0<1<2,0<j<k,0<I<y),saut autant d’équations que d’inconnues.

I 05 (
oxi—toyt

ne =20k + 1)(k +2),

(6.62) 5(k+1)(k+2)

n; = rg(k,k,5) = 2 s

on obtient finalement n. conditions de saut naturelles pour n; composantes de Ug(z,y,t), avec
ne < ny.

6.3.3 Conditions de saut supplémentaires

Dans la section précédente, nous avons montré que le nombre de conditions de saut portant sur la
contrainte élastique, ainsi que sur ses dérivées spatiales, était inférieur au nombre de composante
de la contrainte élastique et de ses dérivées spatiales. Comme dans le cas de 'interface fluide-
fluide, on peut compléter ces conditions par des conditions de saut supplémentaires, déduites des
lois de conservation.

Ordre 0. Pour deux solides parfaitement collés, le déplacement élastique est continu de part et
d’autre de l'interface, soit

(6.63) [u] = 0.

Par application du lemme 3, on a

(6.64) % [u] = 0.

Le produit scalaire avec le vecteur tangent ¢ vérifie alors

(6.65) <a% [u]) =0,

L’application du lemme 4 et la définition de t (6.1) permettent d’écrire (6.65) sous la forme

150U [ Ou ou 150U
(6.66) [w :c+xy<8y+8x>+y Gy] 0.

Les relations déformation-contrainte a 'ordre 0 (3.35), vues au chapitre 3, sont en particulier
valables de part et d’autre de I'. On peut alors simplifier (6.66), ce qui conduit a la condition de
saut supplémentaire

o

/ / X / ’
(6.67) [(90 a1 +y 2042) o1+ Ty o12 + (w 2a9 +y 2a1) 022] =0,
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ou les coefficients ay, o sont définis en (3.32). Les conditions de saut naturelles (6.39) et la
condition de saut supplémentaire (6.67) sont indépendantes, et relient de maniére bijective les
valeurs limites de 011, 012, et 099 des deux cotés de l'interface. En effet, ces conditions conduisent
au systéme

y/2 _2x/y/ x/Q
o11 0
! ! o /2 _ /2 - ! !
(6.68) vy (w Y ) vy oz || =] 0
’ fI,'/ ' ’ ’
x 20q + ylan —5 x 2 + 1y 2oy 022 0
L A i

Aprés calculs, on obtient

(A+2p) (w/Z + y'Z)g
4p(A+p)

(6.69) det A = >0,

ce qui démontre la bijection.

Ordre 1. Pour obtenir des conditions de saut supplémentaires portant sur les dérivées spatiales
de oy (1 <i < 2,4 <j<2),onpeut dériver (6.67) par rapport a 7 et par rapport a t. Cependant,
il s’avére inutile de dériver la condition de saut supplémentaire (6.67) par rapport a ¢. En effet,
la dérivée par rapport a ¢t de (6.67) revient, par construction méme, a

o 2 (2 ) o) o= (2 (2 1w)) e

d’ou

(6.71) <% [v]> =0,

Or la condition é% [v] = 0 est déja utilisée en (6.44) : la condition (6.71) est alors redondante et

inutile. Par contre, en dérivant (6.67) par rapport a 7, on obtient une premiére condition de saut
supplémentaire & ’ordre un, soit

! 1" ron 1 ron 1/ ! 1" !
[2 (SCOE o1 +yy 042) 011+; (SC?/ +x y) o12 + 2 (:cx a2 +yYy 041) 0922

i ’or oo II,'/2 /60 / ’or 0o
(6.72) +(x3a1+xy2a2) n o,y 12+<x3a2+xy2a1> 22
Jdx uo Oz ox

19 1 / oo (I,'/ 2 0o 19 1 i 0o
+(9€2ya1+y3a2) 1,2y 12+(x2ya2+y3a1> 2| = 0.
dy w0y y

Nous cherchons maintenant une deuxiéme condition de saut supplémentaire & 1’ordre un. Pour
cela, on calcule

(6.73)
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Cependant, la condition (6.73) ne peut pas étre utilisée telle quelle: en effet, pour % t non nul,
la condition (6.73) conduit aprés calculs aux termes %—7;1 et %, dont seule la somme est connue
via (3.35). Pour faire apparaitre cette somme, on calcule en pratique

(6.74) (;j []) %t—o

ce qui conduit a une condition de saut non triviale uniquement si aiT t est non nul (en particulier,
si I n’est pas une interface plane); nous étudions tout d’abord ce cas. L’application du lemme
4, puis des manipulations algébriques, permettent alors d’écrire (6.74) sous la forme

1o O U ’ //8 u ron /6 u "o 82@6
2 1 2 1 1 2 1
2
[:c 9z +x“x B + xmya ay+xy 8y2
" 6 u9 ro 1 8 u9 roron 6 u9 1o 1 82 u9
6.75 2 2 2 2
(6.75) —|—ya+yya T2y G T G

"o a 6
+r y (aul + 61;2>] =0.

A partir des relations déformation-contraintes vues au chapitre 3 (voir (3.35)) et de (6.75), on
obtient alors la deuxiéme condition supplémentaire a ’ordre un, valable si % t # 0, soit

(6.76)

"on
"o ) Ty "o )
(UC ap +y 062) U11+TU12+ T Tag+y ") o022

i "o 1o 1 80’ 27/2 " 80'
+((2xyy - yQ)ag—i—xQx 041) L Y =
dx u o Ox

1o "o / " 60’ 1o ro 1 ’ " 80'
+((2xyy - yQ)al—i—xQx ag) 6;2+<<2xa¢y—x2y>a1+y2y a2> 8;1

" /2 6 o7 / " a
S8 (207" ) ey ) S| <o
w0y dy

La condition de saut (6.76) revient cependant & une condition triviale si % t =0, ce qui est en
particulier le cas pour une interface plane. Il convient alors de traiter ce cas a part. On remarque
tout d’abord que la premiére condition de saut supplémentaire a l'ordre un (6.72), revient a

(6.77) a% ((%[u]) .t) - (aa—; [u]) 4 <%[u]> .%t ~0.

Si 5~ t = 0, la condition (6.77) revient alors a calculer

(6.78) (aa—; [u]> t=0.

Pour déterminer une deuxiéme condition de saut supplémentaire & 'ordre un, indépendante de
(6.78), il suffit de calculer

(6.79)



6.3. INTERFACE SOLIDE-SOLIDE (CONTACT PARFAIT SOUDE) 125

Aprés calculs, on obtient ainsi la deuxiéme condition de saut supplémentaire & ’ordre un, valable
dans le cas % t = 0, soit

(6.80)
! ! ! 6 /3 a ! ! ! a
(4% o200 G2 2202 (0 0y ) 22
r9 1 ’ 80'11 y 6012 19 1 3 8022
—|—<x2y 201 — ag +x3a1> + 2 —i—(w y 2ag—ay)+x ag) =0.
( ) dy  p Oy ) y

Ordre 2. On dérive (6.67) deux fois par rapport a 7, d’ou
(6.81)

" 1o 1" oo 1 o "o "’
[2<< ‘+rx )a1+(y2+yy >042)011+;<$y +2ry +w y)Um

" o o ! " rorn aO’
—1—2(( ‘taa )ag—i—(y +yy )a1>agg+<5x2x a1+<xy —|—4xyy) >6;

ron 1o 1 80 ’ ” roron 80
D ) U i (4 ) ) 2

/7 19 1 80' 1 1o "o 80'
+ (4xwy+x y>a1+5y2y ag) aj—i—;(i&xyy + 2z y2) 12

82 011 .Tlgy/ 82 012
0 z? o 0x?

002
dy

+ (x/4oz1 - x/zy%@)

82 011 2$/2y/2 82 012
oxdy w0z dy

(
+ (552 ar + (124 + % Y ao)
(

820'22 3/ 113
+:ca+xya) +2(:c yar+zy a2>

0 x2

2
022

oxdy

17
82011 xy382012

dy? o oy?

+2 (:C/gy/ag + x/y/3a1) + (x/Qy/QOzl + y/40z2)

1o 1 ’ 820'
+<x2y2a2+y4a1) 5 ;2] =0.
Yy

On cherche une deuxiéme condition de saut. Pour cela, on utilise

(6.82) (%[u]) R,
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qui conduit & une condition non triviale si 88—; t # 0. Dans ce cas, on obtient aprés calculs et
utilisation des relations déformation-contrainte (3.35),

(6.83)

1o " X "

(36 o)ty 2042) 011 +

2 ///2
o2+ |z “ar+y “ay) o2

oo

ronom ( oo "o 77 //> )80'11 3z x y 8012
(&%)

3 —
+3lxx x o TYYyY +r Yy +x Yy p B

neeron

oo "o mnrron oo 80—22
+3<(myy +rxyy —x yy )al—l—xxx ag)

77 "o 1o 1o 80 3:6 80'
+3 (ac:cy—l—:vxy—x:cy)oq—l—yyy Oég) 11 4y 12
dy 1 dy
oo " "7 oo / "o 80-22 / " /2 oo 82 0-11
—|—3<yyy a1+(:v:cy+xxy—x:cy> ) ( T a1 +3x°yy ag) 522
,3 " 82 012 ’ r9 1 m 82 09292
—I—— + (:c3:c as+ 3z 2 a)
[ 8272 2 yy 1 8272

1o 1ot 9 M "norg 82 011
MG R R D IOF

i " "norg 1o ot ’ 820' D 1 1 820'
+((3xy2y -y )a1+(3x Ty —xgy )a2> 22 <3xac Y a1+y3y ag) ayél

dxdy

"7
x y30?

o ronr g / " 820'
—_— ;2—|—<3xx Y a2+y Y al) 21— .
po Oy (0

Par contre, dans le cas 8‘9—; t = 0 (ce qui est en particulier le cas d’une interface plane), on utilise

(6.84) ——[u]l.n =0,
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et on obtient aprés calculs
(6.85)

1o
3( rono ( rono 19 1 19 //) )60’11 3.%'2.%' 80'12

zryor— (v y +a’y +y°y P o

o ’ " / 1" oo 80‘ ’ 1 "1 o n o
—3((wm Y +x2y +y2y )al—xx yaz) 22+3(<x2x +x y2+xyy )a1—xyy 042)—

0

3 2 //80 1o roron aO' rq 1 rq 1
24 Y 12—3<xyy al—(xzw +a'y +myy) )—22+(x3ya1—3w3ya2)
w0y dy

82 011
0x?

/ / / A 82 / !/ ! ! ! !
() o (95507 ) 2 (550 - (245

o ro 620'
+<3:Cy3a1—:cy3a2>—11+

0? 0?
o DO (a0 en) S22 <0

dy?

Ordre k. A Tordre k, on cherche deux conditions de saut supplémentaires. Si 8‘9—; t # 0, on
calcule

akJrl ) akJrl ak

Le calcul de la premiére équation de (6.86) est direct. Le calcul de la deuxiéme équation de (6.86)
repose sur les relations déformation-contrainte a l'ordre k. Si 57 ¢ = 0, les deux conditions de
saut supplémentaires sont

(6.87) <£ [u]> n =0, <£ [u]> t=0.

o Tht1 o Tht1

Bilan des équations. Finalement, de l'ordre 0 jusqu’a l'ordre k, on obtient ainsi ng = 2k + 1
conditions de saut supplémentaires.

6.3.4 Ecriture matricielle des conditions de saut

Les conditions de saut naturelles et supplémentaires calculées dans les sections précédentes jus-
qu’a k = 2 peuvent étre résumées de facon matricielle. Pour cela, nous définissons une matrice
C de la méme fagon que dans le cas fluide-fluide, et vérifiant en particulier (6.36) et (6.37). Nous
renvoyons & l'annexe 1 pour l'expression détaillée de C.

6.4 Interface solide-solide (contact imparfait)

6.4.1 Introduction

Nous traitons maintenant le cas de deux solides élastiques reliés par un contact imparfait. Le degré
de contact est modélisé par des conditions de type masse-ressort, généralisant celles déja vues en

0

P

C

82

01
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1D au chapitre 5. A chaque instant et en tout point de l'interface, les sauts des composantes de
la vitesse élastique et de la contrainte élastique normale sont non nuls: ils sont linéairement reliés
aux composantes de la contrainte normale et de la vitesse élastique d’un coté de 'interface. La
zone de contact est alors décrite par un modéle rhéologique simple : un systéme masse-ressort. Les
valeurs de masse et de ressorts peuvent étre calculées dans des cas académiques. Autrement, elles
doivent étre déterminées par des essais ultrasonores ou mécaniques, et sont reliées a la qualité
du contact.

6.4.2 Conditions de saut naturelles

QO

F1G. 6.2 — Modéle rhéologique décrivant un contact imparfait entre les milieux Qy et 1.

Ordre 0. Les paramétres physiques sont les mémes qu’en (6.38). Etant données quatre constantes
positives Ky, K7, My et My, les conditions

1 1
[un] = —— ——on (P ,t),
Ky | n|
1 1
lur] = — +—or(P,t),
Kt [ n||

(6.88)
2

0
ow) = My [ | 5= un(P~0),

0? .
or) = Mz || n || oz ur(P ),

généralisent les conditions de contact parfait entre deux solides (6.39). Elle sont appelées condi-
tions de type masse-ressort par analogie avec les équations du mouvement d’un ensemble de
masses et de ressorts, constituant un modeéle rhéologique de l'interface (figure 6.2).

Ces conditions de type masse-ressort présentent des analogies avec les modéles adhésifs utilisés en
Mécanique des Solides pour décrire des fissures et des interfaces fibres-matrices [58]. Les termes
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de raideur K et K1 dépendent alors de la sollicitation imposée et de I’état d’endommagement,
et les termes inertiels My et Mp sont négligés. Dans le cas qui nous intéresse ici (a savoir la
propagation des ondes élastiques), nous supposons Ky, Kp, My et M constants et indépendants
du champ élastique. Nous explicitons les valeurs de ces constantes dans un cas académique plus
loin dans la section.

Pour Ky = 400, Kp = +00, My = 0 et Mp = 0, les conditions (6.88) conduisent aux conditions
de contact parfait entre deux solides parfaitement collés (6.39). Pour Ky = +oo, K — 0,
Mpy =0 et Mp =0, les conditions (6.88) impliquent les conditions de contact parfait entre deux
solides glissant sans frottement, cas non présenté ici. Enfin, pour Ky — 0, K7 — 0, My =0 et
Mz = 0, les conditions (6.88) impliquent o (P*,t) = or(P*,t) = 0: T est alors une surface libre
de contraintes. Pour des paramétres physiques identiques en 2y et €21, le milieu n’est homogéne
que si Ky = +oo, K = 400, My = 0 et My = 0: si une de ces conditions n’est pas vérifiée,
une onde incidente sera réfléchie par I'interface. Entre tous ces cas limites, les conditions de type
masse-ressort décrivent continiiment une large gamme de degrés de contacts entre solides.

Comme dans le cas 1D, les conditions de type masse-ressort (6.88) sont asymétriques si My # 0,
Mp #0, Ky < +00 et Kp < +00. L’asymétrie peut étre éliminée en suivant le modéle (5.12) ;
les calculs étant plus lourds sans apporter de concept nouveau, nous ne poursuivons pas dans
cette voie.

On exprime maintenant les quatre conditions de saut naturelles (6.88) en fonction de vy, vg, 011,
012 et o9. Pour cela, on dérive les deux premiéres équations de (6.88) par rapport a ¢

1 1 0
= —— — — Pi
N = By T ) 92 N )

1 1 0

[vr] = Kr m 7 or(Pt),

(6.89)

0
ox) =My | m | 57 on (P~ ),

0
lor] = Mr || n || 57 or(P™ ).

A partir des expressions de vy, vp, on et op recensées dans (6.2) et des lois de conservation
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(3.17), on obtient alors les quatre conditions de saut naturelles

(6.90)
|:/ /] 1 1
V1 — X U = —
y 1 2 KN x/2+y/2
’ ’ ’ ;0 o i / / ov B
X ((m2+y2))\+2y2>—1—2 Y p—m—-—2 u—+((w2+y2>)\+2x2)—2 ,
0 0 0
|:/ +/:| 1 1 %
Tr v (¥ — Y
1 y2 KT [El2+y/2
’or 81}1 ’ / 81}2 ’ / 81}1 o 8’02 B
(o () () a5
<xyu8:c v Y) P v 4 May dy

{y,%ll — 22y o1 + w,2022] = My V22 + y2x

’
T 80'12

p Ox

p Oy

p Oy

/

?// 0o
x (,0 Ox

[xly 011 —

X

’
(-

y/ 80'12 ZC, 80'22>_

- y’z) o012 — 90/2/@2] = Mp\/2'? +y2x

/ /
y 80'12 X 80'12

.T/ 80‘11
(,0 Ox +

+y_,80'22 -
p 0z p 0y p Oy

On obtient ainsi deux conditions de saut indépendantes pour les deux composantes v1 et vy de
la vitesse élastique, et seulement deux conditions de saut pour les trois composantes indépen-
dantes 011, 012 et 099 du tenseur des contraintes élastiques. On remarque, comme en 1D, que le
second membre des conditions de type masse-ressort fait intervenir des dérivées spatiales d’ordre
supérieur au membre de gauche.

Pour obtenir des conditions de saut portant sur les dérivées spatiales successives de U (z,y,t),
on dérive maintenant (6.90) un certain nombre de fois par rapport & 7 et a t. Les dérivées
des membres de gauche de (6.90) ayant déja été calculées et présentées en section 6.2, nous ne
présentons ici que les membres de droite. De plus, nous ne présentons les calculs qu’a 'ordre un.

Ordre 1. Dans un premier temps, on dérive les quatre équations de (6.39) par rapport a 7, ce
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qui conduit respectivement a
(6.91)
0 1

or MRy e

ron ro ro x/x”—i—y/y” 9 dvy x”y’3+x’3y” d vy
A 4 -2 / 7 -2 / 7
{((xx +yy) —|—<yy 22+ 42 y)u) o 2?4y LRy

" /3 /3 " ron o

Ty +x y 82}1 ron ron ron xr X +yy D) 82}2

-2 ; ; " + (mx —I—yy))\—l— drxxr —2—FF—F—< [
r?+y? Ay < z?4y?

() i) o () e (o)) o,

19 1 62U ’ o ’ o 62?] o 82’[)
ot () (047 ) o - ne

! i ! ! i 7! 82 -
+<<x2y +y3))\+2(m2y —acy),u) —UQ} ,

E [UT] K—T x’2+y/2x

,’L'/BII,'// _ 3([,'/2y/y// + 3([,'/,’1;//:[//2 _ y/gy// 6?}2 a’[)l ) (I,'/By// + (I,'//y/B avl 6’[}2
- 2 9z T 0 22 9z 0
Te+y z Y x°+y Y

1o 1t 82 U1 ’ ’or 62 (%] ’ ’ 82 U1 1o 1 ’ 82 (%]
942 _( 3 2) ( 2 3) _ (3 2./ 3)
erty p 0 x? v vy H z? Ty v 'uﬁx@y YTy 'uﬁx@y

0 7 7

5 [on] = My Va2 +y2x
" x/x// + ron !/ ao- ao_ x// x/x// + ron x/ ao- ao-
v oo tyyy ( 1 12)_ T ety e ( 12 22>
p r24+y? p oz dy P ri4+y? p Oz dy

+£ 82011 +82012 +x/y/ 62011_62022 _.%'_/2 62012+82012 N
p \O0zdy  0Oy? p 0 x? oy p \ 022  0Oxdy ’

)
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et
(6.94)

0 7 7
5. [or] = Mp /2% + y2x

:E// :C/:E// + ron :E/ 8 o 8 o 1 :C/:L‘N + o / 8 o 8 o
R ?/é/ x ( 1, 12> n y_+ . y,;/ v ( 12, 22>
P r?+y? p Oz dy p z2+y? p o dy

+_232011 x/y/32012 x/y/ 82011 x/2+y'2020m
p 0x* p 0z p 0xdy p 0x0y

:c,y/ 9% 099 :c,y, 9% 019 y_,282 099 N
p dxdy  p Oy*  p 0Oy

Dans un deuxiéme temps, on dérive les quatre équations de (6.90) par rapport a t. Les lois de
conservation (3.17) conduisent alors respectivement &

0 1 1

a [UN] N K—N ﬂ/x/2+y’2x

’ 1820'11 ’ /H82O'12 ’ /H82O'11
/\ 22 )— 24y — 24y E
X{ z +y Teyts p 0z v p 0z xyp@x@y
(6.95) l
’ ’ o 1820'12 //,u(92012
2 (o2 1o ) Ak (o2 0 oy ) ) 5t - 20y Y
(2 (2 +y?) A+ (242 =y ) T A
102 -
+ (w —|—y ))\—1—235 u)—a 052
p 0y
et
0 [vr] 1 1
— |V _
ot T KT .CC/2+y/2
’ /M82O'11 ’ / ,u82012 ’ / [1,820'11
(6.96) X{Qxy p 0a2 —<x2—y2); 0 x? _(xz_y2>;8:c8y
2 2 2 -
9 19 Ha 0929 ( 19 /2) u@ 012 ’ /u8 0292
_ _ L _ _ Lad _9 £z Y22
(ac )p@x@y vy p 0y? xyp Jy? ’
et
a ! /
E[UN]:MN\/UCLHJQX
" y/)\+2u8201_x/ﬁé9202_x/)\+u 9% v,
(6.97) p  0x? p 0x? p O0xdy

p Oxdy yp8y2 p  0y?

A+ 0% vy 0% vy /)\—|—2,u82v2}_
ATH L z :
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et
0 7 7
5 o7l =M1 V2" +y%x
y /)\+2u6201+ /u6202+ A+ p 0%
z Lt
(6.98) 0 x2 yp6x2 y p Ozxzdy
A+ 0%y 02 vy AF2u0%v )
— x = .
p O0xdy poy VT Ty
On obtient ainsi quatre conditions de saut pour les quatre composantes %Zj et % (1<i<?2).

. oL . 00ij 004
Par contre, on obtient seulement quatre conditions de saut pour les six composantes 80:;7 et ;;7

(I<i<ji<j<2).

Ordre k. Les calculs présentés a 'ordre un se généralisent facilement aux ordres supérieurs, en
suivant le modéle de 'interface solide-solide parfaite. Pour obtenir les conditions de saut portant
sur les grandeurs Ug(x,y,t) (0 < j < k), on dérive k fois les conditions de saut naturelles (6.90)
par rapport & 7 et par rapport a ¢, et on écrit (0 < j < k)

" fon] 11 ok _
—— |UN| = — ——— O /s

ariigr "N T Ky [n) arkiad N

" fog] 11 " -

— V7| = - -0

(6.99) or*=lot U Kx [nl or ot
ok o _
o0 TN =Ml gy

ok ok _

Tk ot lor] = Mr || n | aTk_jatjUTl

On applique les régles de dérivations du lemme 3 et du lemme 4, puis on transforme les dérivées
temporelles a 'ordre j (0 < 7 < k) en dérivées spatiales d’ordre j, via les relations a l'ordre j
(3.16). Apres calculs, on obtient ainsi 2(k + 1) conditions de saut pour les 2(k + 1) grandeurs

M?iif:?gﬂ (0 <i<2/0<j<k). Par contre, on obtient seulement 2(k + 1) conditions de saut

k
pour les 3(k + 1) grandeurs Eﬁ%ﬁgw (1<a<2,a<p<2,0<j<k).

6.4.3 Ecriture matricielle des conditions de saut

Nous résumons ici les conditions de saut naturelles dans le cas d’une interface imparfaite. Pour
cela, on écrit

(6.100) [C U] = K Upy1 (P 1).

La matrice C' est la méme que dans le cas du contact parfait. La matrice K est explicitée en
annexe 1.
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6.4.4 Calcul des conditions de type masse-ressort

F1G. 6.3 — Ondes P et SV dans une couche élastique plane d’épaisseur h.

On peut obtenir les conditions (6.88) et calculer les valeurs des raideurs et masses dans un cas
particulier : 'interface imparfait décrit une couche élastique reliant g et €21, trés mince devant
les longueurs d’onde propageées (figure 6.3). Nous précisons ici succintement les différentes étapes
du calcul. Les parameétres physiques de la couche intermédiaire sont la masse volumique p, la
célérité des ondes de compression ¢, et de cisaillement ¢;. Les deux faces de la couche sont
supposées planes, d’abscisses xg et xg + h et en contact parfait.

En régime harmonique, on peut décomposer toute onde de pulsation w dans la couche inter-
meédiaire sur la base de quatre types d’ondes: deux ondes P et SV “montantes” (se propageant
suivant les z croissants), et deux ondes P et SV “descendantes” (se propageant suivant les x
décroissants). Un calcul classique (non reproduit ici) consiste a relier les valeurs limites du dé-
placement élastique @ et de la contrainte élastique normale a l'interface &.m, des deux cotés de
I'interface, via une matrice de transfert [12|. Les chapeaux et lignes sur u et o signifient respec-
tivement que ’on travaille sur les transformées de Fourier en temps des quantités considérées, et
dans le repére local lié & la couche.

En supposant la longueur d’onde A\ trés grande devant ’épaisseur h de la couche (approximation
quasi-statique), on peut simplifier la matrice de transfert. On néglige les termes en O((h/\)?)
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dans la matrice de transfert (A est la longueur d’onde dans le milieu intermédiaire), et on pose

~ -2
KN_Php ’
~ 9
KT—phS ,
(6.101)
My = ph,
e\ 2
Mp = My (1—2 sin? 0, <008293+2 (~—8> > —4sin2¢93>,
Cp

ot 05 est 'angle que font les ondes SV avec la normale (figure 6.3). On obtient alors aprés calculs

| @) = — 77
A ~— U] = 7>— 011,
[Ul] = K—N 0115 Ky
| 1) = — o7,
-~ ~— U2] = 75— 019,
[U2] = Jr 012, K
(6.102) T N
_ 0% __
[311] = — My w2y, [011]:MNW’UJ17
2~ o 2 ~— 2
[012] = —Mpw?uy,, [G10] = My %%—_

Les expressions (6.101) et (6.102) sont classiques [67]; de fagon générale, les auteurs négligent
souvent les termes de masse, conduisant parfois & des erreurs grossiéres si p est grande devant pg
et p1 [67]. On remarque que la masse tangentielle M7 dépend de I'angle d’incidence des ondes
dans la couche. Pour aborder le cas plus général d’une interface plane inclinée, nous utilisons les
formules de changement de repére (9.90) et (9.111). Aprés calculs, on retrouve (6.88).

6.5 Interface fluide-solide

6.5.1 Introduction

Nous traitons enfin le cas de l'interface entre un fluide parfait (non visqueux) au repos et un
solide élastique isotrope. Ce cas est rarement traité dans la littérature, principalement pour deux
raisons. D’une part, on ne dispose pas de conditions de saut supplémentaires, ce qui empéche
I’application des méthodes d’interface classiques. D’autre part, les quantités calculées de part et
d’autre de I'interface sont différentes : en plus des composantes de la vitesse, on calcule la pression
acoustique dans le fluide, et les trois composantes indépendantes du tenseur des contraintes
élastiques du coté solide.
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6.5.2 Conditions de saut naturelles

Ordre 0. Considérons un solide élastique 0y (masse volumique py, célérités c,o des ondes P et
cs0 des ondes SV) et un fluide parfait €; (masse volumique py, célérité des ondes acoustiques ¢y ).
Les paramétres physiques sont constants de part et d’autre de I'interface. La vitesse normale et

les efforts normaux dus a la propagation des ondes sont continus & l'interface, soit

[v.n] =0,
(6.103)
(—pn)" =(on)".

A partir de (6.103) et de 'expression du vecteur normal n, on obtient

{y/vl — x/vg] =0,

(6.104) (96/2 + y,2> p= —y’2011 + 256,?//012 — 12099,

! /2 /2 !
O=zyon+(y“—27) 012 —xy o9,

soit deux conditions de saut et une conditions aux limites. Rappelons que (z(7),y(7)) est une
représentation paramétrée de I'. Du coté fluide, ces conditions reviennent & une condition de
saut pour les deux composantes de la vitesse acoustique et & une condition de saut pour la
pression acoustique. Du coté solide, ces conditions reviennent & une condition de saut pour les
deux composantes de la vitesse élastique, a une condition de saut et & une condition aux limites

pour les trois composantes du tenseur des contraintes élastiques.

Pour obtenir des conditions de saut portant sur les dérivées spatiales de U (z,y,t) des deux cotés

de l'interface, nous dérivons maintenant les conditions (6.104) par rapport a ¢ et 7.

Ordre 1. En dérivant les trois équations de (6.104) par rapport a 7, on obtient respectivement

" " i /8’[}1 /26?}2 /26’[)1 / /6’[)2
6.105 — — — —1 =0
( ) [yvl $v2+$yax x D Y Dy xy@y )
et
! " rn ! o a / ! ! a
2(2'a"y/y o+ (0 4 ay?) ok (0% +0) 5
T Y
o mnor o ! 1" 77 a ! /a
(6.106) =29y 011+2(x Yy +xy )012—2xx 0o — L Y > ;11 +2z%y 912
x
’ 60’ ’ 60’ o 80 ’ /80
30022 30011 20012 2 22
_ _ 9 _
P yay—f—xy oy xy@y’
et
(6.107)

0— (;p//y/ i x/y//) o1 i 9 (y/y// _ x/x//> o1y — (;C//y/ i x/y//) .

ox Y ox 4 dy

’ /80’ o ’ 60’ ’ /60’ o 60' ’ 1o 1 80'
2%y 11+<:cy2—x3) 12 _ 2 22 4 .02 11+(y3—x2y) 12
dx dy

’ /280'22
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On dérive ensuite les trois équations de (6.104) par rapport a t. On remplace alors les dérivées
temporelles par des dérivées spatiales via les lois de conservation. On obtient respectivement

’ ’ + ’ ’ ’ / -
(6.108) v Op wOp) [y dou xdo y dow ¥ 9om)
p p 0z p Oz p dy p Oy

et
(6.109)
’ ’ 8’0 ’ ’ a’U +
R (P 2 2991 2 2 202
(- (o) pe G (2 i) p )
’ ’ 6’[} o 81} o 8v ’ ’ 81} B
N 2 9 2, Y40 9 ovz 9 ovr 2 9 2y) Y2
( (y A+2p)+2 )\> 5, T2rypg -+ xyuay (ac A+2p)+y )\> 9y )
et
’ /6?)1 19 19 802 9 19 6’[)1 //8’02 h
6.110 = (2 — — -z — - _9 Z 2
( ) 0 (xyax—i—(y x)8x+(y x)@y xy@y

Résumons les six conditions obtenues & l'ordre 1. Du c6té fluide, ces conditions reviennent &
deux conditions de saut pour les quatre grandeurs axla_iqj’ay] (1<i<20<j<1),etadeux

oL 8})
conditions de saut pour les deux grandeurs 5—r=77

reviennent & deux conditions de saut et une conditions aux limites pour les quatre composantes

(%37318?# (1<i<2,0<j<1),etadeux conditions de saut et une condition aux limites pour

. Dog .
les six grandeurs Figyi I<a<2,a<p<20<i<1).

(0 <j <1). Du coté solide, ces conditions

Ordre 2. On dérive les trois équations de (6.104) deux fois par rapport a 7. On obtient alors
respectivement

(6.111)
" " " "o’ a ron 8 " 8 "ol o 8
Yy v —T m—i—(?xy +x y> 99U 34y ﬂ—i—?)yy ﬂ—(290 Yy +xy ) gv
ox dx dy Jy
’ /82’0 /82’0 ’or 82’0 ’ /821} /821} ’ /82’0
2 1 3 2 2 1 2 2 3 1 2 2
— 2 — — =0,
T T e TR g ey T Vazay TV a2 MY agﬂ}
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et
(6.112)
" oo " roonm 1" / 8 / / " a
2<x2+xa@ +y2+yy)p+(5xx+4xyy +:cy>a—i+(5y2y —|—4:Cacy+x2 )8—5
’ 82]) rq 7 ’o 82]? 19 1 ’ 82])
2,2 3 3 2,'2 4
2( ) ( ) 5
(ot o) g2 (2 4 0y®) g (2 0y’

_9 (y/lg + y/y///) o1+ 9 (x///y/ 1 2{[;Ny” I x/y///) - 9 ( 4 {I;,{I;m) .

(x y —|—4{I;,y,y”> 80'11 —|—2(3{I;x y —|—2{I;/2y”> 80’12 . /2 //80’22 y/2y//80'11
ox ox Jdw oy
"o 80'12 / P 80'22 1y 1 820'11 ’ /820'12
3 9 2) _( 2 4 ) L l2.2 94’3
+2 (scyy—l— v oy y+ vey 0y vy 0x? tary 0 22
_ /4820'22 _ x/ '3 820'11 +4x/2 9 820'12 - '3 /820'22 _ /4820'11 —I—Q:C/ /3820'12 —x/Q /2820'22
922 Y o9zay Y 9zoy Yozay Y 8,2 847 9y
et
(6.113)
0= (x y —I—Qx//y// +;p y ) o1 19 (y +y/y/// _:E//z —x/;pm) o1y — (xmy/ +2;p y —|—;p/ym) 29
oo / " a 1" ’ " a / " a
—I—(3x:cy+2:c2y) JH—I—( —|—4:ny " 52% ) g12 (3 :cy—|—2:c2 ) 022
ox oz ox
o ao- !/ " oo ’ " 80— o n 60-
—I—(Qxy +3xyy) 11—|—<5y2y —4xmy—x2y> 12—(2 y +3xy ) 22
dy dy dy
/ /a 1o 1 / 620' ’ /6 1o 1 6 g
3 2,/2 4 12 3 2 2 11
— z Ze 2 Z 71
+y82+( 5“)3902 xya2+ Y 9zoy
o 1o 82012 19 1 620'22 o 6 J11 19 1 620'12 o 82022
2( 3.3 > 92,2 3 ( 2 2) _ 3 .
ey y 0z 0y vy 8x8y+xy oy? Ty oy vy dy?

On dérive les trois équations de (6.104) par rapport a 7 et par rapport a ¢t. Aprés utilisation des
lois de conservation, on obtient respectivement

_y_@ N @ :Ey 82 +x,2_y/2 82p x/y/ 82p +
p dx p Oy p 0x? P 0xdy p 0y’

p Oz p dx  p Oy p Oy p 0x?

(6.114) = <y—// Do & doi + y' Do _ SC_N 0092 n 'y 020y

Cp 922 +76w8y_ dxdy  p dy? p  0y?

/ !/ / / ! -
1‘282012 y2 62011 .%'2 62022 y282012 Ty 62022>
)



6.5. INTERFACE FLUIDE-SOLIDE 139

et
(6.115)

ron ron ov ron ron ov / o 62?)
(—2(:630 —I—yy)pc2a—1—2(:ﬂx +yy)p62—2—<x3+xy2)p02—21
T dy ox

1o 1 i 82’[) i ’or 62?} 19 1 i 62?} *
—<x2y —|—y3)p62 1 (x3+xy2> 2 - 2y_<x2y —|—y3)p62 y2>

dxdy P 9z0 0y
ron ron o ov "o 1o ov "o o ov
= —2((9090 +yy))\+2yy,u>—1+2<xy+xy)u—2+2(:cy+:cy)u—l
ox Jox oy
o ron ron 6?)2 ’3 119 119 82 (%] 19 1 62 (%]
—2((:6:6 —I—yy))\+2x:c u)——((:c +xy ))\+2xy u) 5> T2y p 5
dy ox ox

(e -2 (4 ) = (s a2 () g

o 62?} 19 1 ’ 19 1 82’[) -
+2xy2,u—y;— ((wa +y3))\+2x2y,u> 8—y22) )

+21'2 /%2;}21 + (:c/y/Q - x/3) 882;22 + (3 x/y/Q - x/B) 88; gly
(s R () T -2 TR)

Enfin, on dérive les trois équations (6.104) deux fois par rapport a t. Les dérivées temporelles
sont transformées en dérivées spatiales via les lois de conservation & 'ordre 2, conduisant respec-
tivement &

(6.117)

+
<y/ 2821}1_ /282U2+ /282’01_ /2821}2)

C— —x " — cC——5 —2xcC
0 x? 0 22 Y 0y? 0y

. /2821}1 /282’02_/(2_2) 82}1 / 2_2) 8202+/282U1 ’
= Cp8$2 Cq T (C <
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et
+
(:c/2+y/2) 2P i (le—l—y/z) 2 °p
o 2 o 2
’ ’ / 6 / 820' o 8 g
_ 2 2 2 2 2 11 2 12 2 11
—<—<<x ty )cp—2x 8) 0 x? 2 S 0x? 2 S0xdy
(6.118)
/ ’ 62 o g o 620'
2 2 2 2 12 2 22 2 12
~2(s +y )(Cp_cs)axa F2TYC gy PTG
’ ’ ’ 8 09292
—(($2+y2>612,—2y26§) 82) ,
et
’ /820'11 ’ / 820'12 ’ / 820'11
0:(2xy 0 x? —|—(y2—x2) 0 x? —|—<y2—x2) dxdy
(6.119)

/ ’ 820' ’ ’ 820' ’ /820' B
2 _ 2 22 ( 2 _ 2) 12 _ 22
H(y? )8x8y+ YITET) g TR ay2> '

Résumons les six conditions obtenues a 'ordre 2 (i.e. portant sur les dérivées spatiales secondes

des composantes de U(z,y,t)). Du coté fluide, elles reviennent a trois conditions de saut portant
82 vy
daT oy

0 < i < 2). Du coté solide, elles reviennent & trois conditions de saut

sur les six grandeurs 1 <a<2 0<i<2),eta trois conditions de saut pour les

92 p
dx2idyi?

et une condition aux limites portant sur les six grandeurs v 1< 0<20<i< 2), a
ox Jy

trois grandeurs

820a5

trois conditions de saut et deux conditions aux limites portant sur les neuf grandeurs R IE

I<a<2,a<f<2,0<i<2).

6.5.3 Conditions de saut supplémentaires

A la différence du cas des interfaces fluide-fluide et solide-solide, nous ne trouvons pas de condition
de saut supplémentaire a partir de (??) et des lois de conservation. De deux choses 'une, alors:
soit ces conditions nous échappent, soit elles n’existent pas...

Pour trancher, nous procédons comme suit. Si des conditions de saut supplémentaires existent,
elles doivent étre vérifiées pour tout champ d’onde. En particulier, elles doivent étre vérifiées pour
des ondes planes incidente, réfléchie et transmise par une interface plane, et ce indépendamment
de l'angle d’incidence. Or, nous montrons au chapitre 9 que de telles conditions ne peuvent pas
exister. En conséquence de quoi, nous ne disposons pas de conditions de saut supplémentaires
dans le cas de l'interface fluide-solide.
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6.5.4 Ecriture matricielle des conditions de saut

Nous résumons ici les conditions de saut naturelles propres a l'interface fluide-solide, en écrivant

(6.120) CoUg(P,t) = C1Ug(PT t).

A la différence des cas fluide-fluide et solide-solide vus précédemment, les matrices Cy et Cy
n’ont pas la méme structure I'une et l'autre: cela découle de la différence de structure de la
solution exacte des deux cotés de l'interface, rappelée dans le tableau 77. Les matrices Cy et Cy
sont explicitées en annexe 1.

6.6 Reécapitulatif

6.6.1 Introduction

Dans les sections précédentes, nous avons écrit de facon matricielle les conditions de saut et les
conditions aux limites vérifiées par U (x,y,t) et ses dérivées spatiales (soit Ug(x,y,t)) de part et
d’autre de diverses interfaces. L’objectif de cette derniére section est d’écrire explicitement les
valeurs limites de Ug(z,y,t), d'un coté de Uinterface, en fonction des grandeurs de l'autre coté
de linterface.

Avant cela, nous résumons dans le tableau 6.2 le nombre de conditions de saut naturelles (n.) et
supplémentaires (ns) calculées dans les sections précédentes pour les quatre types d’interfaces,
ainsi que le nombre de conditions de milieu (n,,) calculées au chapitre 3. Les conditions de saut
s’écrivent de facon générale

(6.121) C1Uk(Ptt) = CoUg(P~ t) + KUgy1 (P t).

Pour les interfaces fluide-fluide et solide-solide (parfaite ou imparfaite), les matrices C et C'; sont
des matrices rectangulaires n. x n; ou (n.+mns) X n;, suivant que I’on utilise ou pas les conditions
de saut supplémentaires. Pour I'interface fluide-solide, les matrices Cy et C'1 sont respectivement
des matrices n. X nis et ne x nip (voir (??)). Enfin, la matrice K est identiquement nulle sauf
dans le cas de l'interface imparfaite solide-solide, avec conditions de type masse-ressort.

Les conditions de milieu, calculées au chapitre 3, sont vérifiées en tout point des sous-domaines.
En particulier, on peut les écrire en P*, soit

(6.122) FU(PEt)=0.
En posant
(6123) Ne = Ne + Ny, + Ng,s

I'inégalité
(6.124) Ne < N

est vérifiée dans toutes les configurations répertoriées dans le tableau 6.2 ; I’égalité est uniquement
obtenue si ng # 0 (i.e. dans les cas fluide-fluide, solide-solide parfaitement collés ou solide-solide
avec conditions de type masse-ressort).
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Configuration

Conditions de

saut naturelles (n.)

Conditions de

saut supplémentaires (ns)

Conditions de

milieu (n,,)

Composantes

de Uy, (n;)

fluide-fluide parfait (k+1)(k+2) E+1 k(k+1)/2 3(k+1)(k+2)/2
solide-solide parfait 2(k+1)(k+2) 2k+1 k(k—1)/2 5(k+1)(k+2)/2
solide-solide imparfait 2(k+1)(k+2) 2k+1 k(k—1)/2 5(k+1)(k+2)/2
fluide-solide coté fluide 3(k + 1)(k +2)/2 0 k(k+1)/2 3(k+1)(k+2)/2
parfait coté solide 3(k + 1)(k + 2)/2 0 k(k—1)/2 5(k+1)(k+2)/2

TAB. 6.1 — Récapitulatif du nombre de conditions et de composantes de Ug(z,y,t) jusqu’a lordre k




6.6. RECAPITULATIF 143

6.6.2 Reésolution des conditions aux interfaces

Interface parfaite. Nous traitons a part dans la prochaine section le cas de I'interface imparfaite
entre deux solides ; dans les trois autres cas traités ici, la matrice K est identiquement nulle. Les
conditions de saut (6.121), ainsi que les conditions de milieu (6.122) écrites en PT, conduisent &
(6.125) S;Up(Pt) = 8, U(Pt),

ou S; et S, sont des matrices n. X n;, de composantes (1 < j < n;)

Cl[i’j] si i < ne+ ng,

(6.126) Silig) =
Fli— (nc+ns)j] sinc+ns+1<i<nec+ns+npy,
et
CO(iaj) sit < mn+ Ns,
(6.127) S.lid] =

0 sinon.

Considérons tout d’abord le cas ot 'on utilise les conditions de saut supplémentaires (ns # 0) ; le
cas fluide-solide est ainsi exclu de la discussion. Les matrices S;, sont alors des matrices carrées,
et Ug(P7,t) s’écrit simplement

(6.128) Uw(PTt) = (S)) "' S, Up(Pt).

(.S'l)_1 est calculé par décomposition LU. Dans le cas limite de milieux identiques, S; = S, d’ou
Uk(PJrvt) = Uk(Pivt)'

Considérons maintenant le cas général o1 'on n’utilise pas les conditions de saut supplémentaires
(ou que soit fait le choix de n’utiliser que les conditions de saut naturelles). Le systéme (6.125)
est alors sous-déterminé. Pour résoudre (6.125), on décompose S; en valeurs singuliéres |30, 65]

(6.129) S, =XsYs'Zg,
avec

— X g matrice ne x n; orthogonale,
— Y 5 matrice diagonale n; X n;, avec n; — ne zéros sur la diagonale,

— Zg matrice n; X n; orthonormale.

Les composantes de Y g sont les valeurs singuliéres. L’ensemble des solutions de (6.125) est alors
un espace affine de dimension n; — n.. Le i-éme vecteur-colonne de Zg est notée z;. L’ensemble
des z; tels que Y g[i,i] = 0 forme une base orthonormale du noyau de S;, de dimension n; — n, :
nous construisons la matrice Zg., & partir de ces vecteurs. On résume de fagon algorithmique la
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construction de la matrice Zg.,
J=1
dei=1an;,,
si Yg[i,i] = 0, alors
(6.130)

dem=14a n;,

Zke?“ [mmj] = ZS [m7i]7

Ji=g+1

Enfin, nous notons Y;l la matrice diagonale n; x n; dont le j-iéme terme est 1/Y g[j,j] si
Y s[j.j] # 0, 0 autrement. La solution générale de (6.125) s’écrit alors

(6.131) Ur(PTt) = GUR(P™ t) + Zper A,
avec
G = (ZS Ygl TXS) S, matrice n; X n;,
(6.132) Zer matrice n; X (n; —ne),
A=T(\,.., Anj—ne) s
et A\; € R. En définissant la matrice H, de taille n; x (2n; — n), par
Gli,j] sij<n,;
(6.133) Hlij] =
Zyerlinj —mnil st j >,

la relation (6.131) s’écrit

Uk(P_ ,t)
(6.134) Up(PTt)=L
A

Pour exprimer les relation dans autre sens, ¢’est-a-dire écrire Ug (P~ ,t) en fonction de Ug(P™,t),
il suffit d’échanger les roles de Cj et Cq dans (6.126) et (6.127), ainsi que les roles de Ug(PT,t)
et U(P,t) dans (6.128) ou (6.134).

6.7 Conclusion

Durant ce chapitre, nous avons exprimé en 2D les valeurs limites de la solution exacte U (x,y,t)
et de ses dérivées spatiales, d’un c6té d’une interface, en fonction des grandeurs de méme nature,
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de lautre coté. Nous avons considéré quatre types d’interfaces : fluide-fluide, solide-solide parfai-
tement collés, solide-solide imparfaitement collés, et enfin fluide-solide. Par rapport au cas 1D, la
principale difficulté provient du fait que le nombre de conditions de saut est inférieur au nombre
de composantes de la solution. Nous sommes alors amenés, soit & déterminer des conditions de
saut supplémentaires, soit a résoudre des sytémes sous-déterminés.

Nous abordons maintenant la prise en compte des interfaces dans les schémas numériques vus
au chapitre 4. Cette prise en compte repose sur les conditions d’interface vues durant le chapitre
5 et le présent chapitre. Nous commengons par le cas 1D.
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Chapitre 7

Méthode d’interface 1D

Dans ce chapitre, nous proposons une nouvelle méthode pour prendre en compte les interfaces
dans des schémas numériques quelconques. Cette méthode numérique, appelée I’ “Explicit Simpli-
fied Interface Method” (ESIM), permet de conserver, en présence d’interfaces, des propriétés des
schémas numériques en 'absence d’interfaces (par exemple 'erreur locale de troncature). L’algo-
rithme de ’ESIM est entiérement automatique et ne dépend pas de ’expression du schéma utilisé,
mais seulement de ’ordre de convergence et de la largeur spatiale du schéma. L’ESIM impose a la
solution numérique le respect des conditions de saut vérifiées par la solution exacte. L’ESIM est
déclinée ici pour les trois types d’interfaces vus au chapitre 4 en 1D (interface parfaite, interface
imparfaite, deuzx interfaces parfaites proches).

7.1 Objet du chapitre

Fig. 7.1 — Interface 1D et maillage régulier.

La présence d’une interface (figure 7.1) conduit & trois types de difficultés pour la résolution
numérique des problémes de propagation.

La premiére difficulté, purement numérique, découle du fait que, en présence d’une interface, la
solution exacte U (z,t) est irréguliére (voir chapitre 5): U (z,t) est continue & dérivées spatiales
discontinues (cas d’une interface parfaite) ou discontinue (cas d’une interface imparfaite décrite
par les conditions de type masse-ressort) en a. Or, en tout point z;, les schémas numériques
sont construits a partir de développements de Taylor de la solution sur [z;_s,2;1], supposant la
solution exacte suffisamment réguliére sur cet intervalle. Aux points irréguliers, l'irrégularité de
la solution conduit alors & une chute de 'ordre des schémas. Pour des contrastes importants des
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paramétres physiques, lirrégularité de U(x,t) peut aussi conduire a 'apparition d’instabilités
numériques au voisinage des interfaces.

Le deuxiéme type de difficulté provient du choix d’un maillage régulier. Hormis le cas particulier
ou 'interface coincide avec la frontiére d’une cellule C; = {:cl-f 1,T;, ;}, la position de l'interface
2 2

est mal représentée géométriquement. Cette erreur se traduit, en 1D et 2D, par des erreurs de
temps d’arrivée des ondes numeériques, et en 2D, par des diffractions parasites [18].

Le troisiéme type de difficulté provient enfin du fait que les schémas numériques ne décrivent pas
la nature du contact aux interfaces. Les conditions de type masse-ressort en 1D et 2D sont alors
impossibles & décrire directement.

L’objectif de ce chapitre est de résoudre ces trois types de difficultés (numériques, géométriques,
physiques). Pour cela, nous développons une nouvelle méthode d’interface. Par rapport aux
méthodes d’interface classiques discutées au chapitre 2, comme I'IIM ou I'EJIIM, nous nous
fixons les critéres suivants cette méthode d’interface

— l'algorithme de la méthode d’interface doit étre simple, a la différence de I'IIM et de 'EJITM.
L’écriture explicite de ces méthodes est en effet particuliérement laborieuse pour des sché-
mas d’ordre élevé ;

— dans le cas limite d’un milieu homogéne de part et d’autre de l'interface, la méthode
d’interface doit coincider avec le schéma utilisé en ’absence d’interface. Ce n’est pas le cas
de 'IIM, sauf lorsque cette méthode est couplée au schéma de Lax-Wendroff;

— la méthode d’interface doit étre stable, méme pour des contrastes importants des para-
métres physiques. Ce n’est pas le cas de 'EJIIM en 1D, de I'IIM et & fortiori de 'EJIIM
en 2D

— la méthode d’interface doit étre appliquée en tout point irrégulier. Ce n’est pas le cas
lorsque Zhang couple 'I M au schéma de volumes finis avec limiteur de flux [85].

Nous proposons alors une nouvelle méthode d’interface vérifiant ces quatre critéres, I’Explicit
Simplified Interface Method (ESIM) [53, 64|. Durant I’exposé de la méthode, nous nous intéres-
sons particuliérement au cas des schémas a deux pas de temps et a deux stages. Cette méthode
s’applique toutefois & une large classe de schémas explicites en temps, & des modifications mi-
neures prés. Nous proposons en particulier un exemple d’application de 'ESIM & des schémas
multi-stages comme WENO 5.

Avant d’aborder le principe de la méthode, notons que pour une solution initiale U (z) = U (x,to)
de classe C'%, la solution exacte U (x,t > t() reste de classe C? pour x < « et x > «. Durant la
suite de I’exposé, nous supposons toujours g suffisant pour que les développements de Taylor de
U(z,t) de part et d’autres de « aient bien un sens.
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7.2 Principe de la méthode

7.2.1 Notations

Soit une interface parfaite ou imparfaite en © = « (voir chapitre 5). L’entier J est tel que
(7.1) g < o< iy

Nous appelons points irréguliers les points pour lesquels l'avancée en temps du schéma choisi
(voir chapitre 4) utilise des valeurs numériques de la solution en des points de l'autre coté de
Iinterface. Etant donnée la largeur s du schéma utilisé, les points irréguliers sont

(72) LJ—g41yey L Jts-

Par opposition, un point qui n’est pas irrégulier est dit régulier. Enfin, nous posons

a—xyg

(7.3) o=,

de sorte que 0 € [0,1].

7.2.2 Idée générale

Supposons la solution numérique calculée jusqu’a l'instant ¢, inclu, par un schéma numérique
donné; les valeurs numériques Uj' sont alors connues en tout point du maillage. Pour calculer
I’avancée en temps du schéma aux points irréguliers, nous proposons de réaliser deux opérations :
la construction de waleurs modifiées de la solution aux points irréguliers, puis 'utilisation de
ces valeurs modifiées par le schéma numérique, en d’autres points irréguliers. L’ensemble de ces
opérations constitue I'ESIM.

On commence par définir, de chaque c6té de l'interface et a 'instant ¢,,, un prolongement suf-
fisamment régulier U*(z,t,) de la solution exacte U(z,t,) de lautre coté de l'interface. Ces
deux prolongements, schématisés en pointillés en figures 7.2, 7.3 et 7.4, sont appelés solutions
modifiées. Ces prolongements sont tels que les fonctions ﬁo(x,tn) et ﬁl(x,tn) définies par
_ U(z,ty) sizjos+1 <z <«
UO (:Catn) =
U*(z,ty) sia<z<xjq

_ U (z,ty) sizj_sp1 <z <a

Ul(xatn) =
U(zity,) sia<z<zjios

sont réguliéres en «a, & dérivées spatiales continues en « jusqu’a l'ordre 2k — 1. Soit, pour 0 <
m<2k—1,

om - B m B
W U (a ,tn) = —8Qjm U(a ,tn),
(7.5)
8_ U*(a™ ty) Uatty,).

TR

ox™



150 CHAPITRE 7. METHODE D’INTERFACE 1D

La valeur de U'entier k est précisée ultérieurement ; elle dépend de la largeur spatiale s et de
I’ordre de convergence r du schéma, mais elle ne dépend pas de ’expression du schéma.

Une fagon d’imposer (7.5) consiste a écrire U*(x,t,,) sous forme d’un polynéme en = de degré
2k — 1, soit

-y om
a<z<mzji U'(xt,) = mZ::O Tl 9am Ula™tn),
(7.6)
2k—1 (@ —a)m om
rj_si1 < < @ U(z,tn) = mZ::O — 5 Ut )

Pour écrire les solutions modifiées (7.6), il faut connaitre les valeurs limites de U (x,t) et de ses
2k — 1 premicres dérivées spatiales en of. Nous approchons ces valeurs & partir des valeurs
numériques U} (J —k+1 < i < J+ k) et des conditions de saut vérifiées aux interfaces par
la solution exacte U (x,t). Les estimations numériques de U*(x,t,,) sont alors appelées valeurs
modifiées et sont notées U (pour un schéma & deux pas de temps, 'indice n désignant I'instant
est inutile).

Ces valeurs modifiées sont alors utilisées pour 'avancée en temps aux points irréguliers. En un
point irrégulier d’'un coté de l'interface, le schéma s’applique sur les valeurs numériques de la
solution du méme co6té de 'interface que le point considéré ; par contre, le schéma s’applique sur
les valeurs modifiées au lieu des valeurs numériques aux points de 'autre cété de 'interface. Ce
faisant, le schéma est modifié implicitement. Toute la difficulté de construction de la méthode
d’interface est ainsi reportée sur la construction explicite des valeurs modifiées, construction
entiérement automatique, et ne dépendant pas de I'expression du schéma. Aux points réguliers,
I’avancée en temps est effectuée classiquement.

A partir d’'une valeur minimale de k, l'erreur locale de troncature obtenue en utilisant 'ESIM
aux points irréguliers est la méme que celle du schéma aux points réguliers. De plus, dans le cas
limite du milieu homogéne ('interface disparait), les valeurs modifiées sont égales aux valeurs
numériques. La méthode d’interface coincide alors, par construction méme, avec le schéma utilisé
en ’absence d’interface.

Au cours de ce chapitre, 'ESIM et ses propriétés sont présentées pour les trois types de contact
vus au chapitre 4. Nous détaillons plus particulierement les calculs dans le cas de l'interface
parfaite. Il est important de noter que la procédure générale est la méme dans les trois cas;
seule la construction des valeurs modifiées, basée sur les conditions aux interfaces, présente des
différences.

7.3 Contact parfait

7.3.1 Introduction

Le cas de I'interface parfaite correspond a une solution exacte U (z,t) continue & dérivées spatiales
discontinues en z = « (voir chapitre 5). Nous schématisons une composante de U (z,t) et de
U*(x,ty,) (ex: la contrainte élastique) en figure 7.2.
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Uxt)

X cos coe
J-s+1 X ] o X J+1 X J+s

F1G. 7.2 — Schématisation d’une composante de U (x,t,,) (traits pleins) et de U*(x,t,,) (pointillés)
pour un contact parfait.

Nous cherchons ici & estimer numériquement la solution modifice U*(z,t,,) aux points irréguliers
de part et d’autre de I'interface. Pour déterminer les valeurs limites de U (z,t,,) et de ses dérivées
spatiales en (a¥t,) intervenant dans (7.6), nous écrivons en o les développements de Taylor
d’ordre 2k de U(z;,t,) en 2k — 1 points de calcul de part et d’autre de «, soit

2k—1

. _ (z;i =)™ O™ - 2k
J—k+1<i<J, U(xi,tn)—mzo —— 5 Ula7 tn) + O(A?"),
(7.7)
2k—1 (2 — a)™ g™
. ) . i + 2k
J+1<i<J+k, U(xl,tn)_n;) 5 U ) + O(A?h).

Suivant le contexte, la notation O(A z?) désigne un vecteur a d composantes ou une matrice
d x d diagonale dont les composantes sont des scalaires en O(A z?), ot d est la taille de U (,t)
(en 1D, d = 2). Il est important de préciser que, a priori, k # s (ou s est la largeur du schéma,
voir (4.1)).

7.3.2 Calcul des valeurs modifiées

Valeurs modifiées a droite. Nous calculons tout d’abord les valeurs modifiées U} aux points
irréguliers x; & droite de o (J +1 <1i < J + s). Nous appliquons les conditions (5.9) dans les k
développements de Taylor a droite de « (J +1 < ¢ < J + k dans (7.7)), ce qui conduit en ces
points a

2k—1
(7.8) J+1<i<J+k, U(xi,tn):z

m=0

(z; — )™ am
D ax™

U(a t,) + O(A ka),

m!
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avec D,,, donné par (5.8). Les k premiéres équations de (7.7) et les k équations (7.8) s’écrivent

U(2y—k+1:tn) vla™tn) O(Az?")
(79) =M anfl : + - ’
U(xJ-i-k)tn) W U(Oé_,tn) O(A‘T )
ot M est une matrice bloc 2k x 2k, avec des blocs 2 x 2, de composantes (1 < j < 2k)

(Tj—pti — )7

(G-1)!

I, sil<i<k
(7.10) Mlij) =

(Tj—ppi — )71

(G-1)!

I, est la matrice identité d’ordre 2.

Dj,1 blkﬁ+1§2§2k

Les valeurs exactes U(z;,t,) (membre de gauche de (7.9)) et les restes de Taylor (deuxiéme
membre de droite de (7.9)) sont inconnus. Le fait de remplacer les valeurs exactes U (x;,t,) par
les valeurs numériques U} et d’éliminer les restes de Taylor dans (7.9) permet d’accéder a des
estimations numériques de aafm U(a™t,) (0 <m < 2k — 1), notées symboliquement % U-,
et données par

-
Ugkarl
=M

(7.11) :
Uu- T4k)

82 k—1
axQ k—1

L’inversibilité de M est discutée plus loin. Les estimations numériques (7.11) ne sont pas direc-

tement utiles. Par contre, reportées dans ’expression de la solution modifiée a droite de « a la
place de 88% U(a™,tp) (voir (7.6) pour a < z < xj44), elles conduisent & la valeur explicite des

valeurs modifiées aux points irréguliers & droite de «, soit

n
2k—1 UJ*]C‘Fl

(z;i — )

A2 1<i< f=Iy... ——
(7 ) J+ _/L_J+5) Uz <2 (2]{?—1)'

12> M1

n
J+k

Dans le cas d’'un schéma comportant plusieurs intégrations de Runge-Kutta entre ¢, et ¢,41,
comme WENO 5, ou d’un schéma & plusieurs pas de temps, il est utile d’indicer les valeurs
modifiées (7.12) pour préciser I'instant ou elles sont calculées.

Valeurs modifiées & gauche. Nous suivons une procédure semblable pour calculer les valeurs
modifiées aux points irréguliers z; a gauche de o (J — s+ 1 < i < J). Nous appliquons les
conditions (5.10) dans les k développements de Taylor a gauche de a (J —k+1 < i < J dans
(7.7)), ce qui conduit en ces points &

2k—1
(713) J—k+1<i<J+k Ulzits) =Y (=,

m=0

—a) D! 0 U(a™t,) + O(A2?F).

m! mooxm



7.3. CONTACT PARFAIT 153

Les k derniéres équations de (7.7) et les k équations (7.13) s’écrivent

+
U2y hsiitn) Ula™.tn) O(A 22F)

(7.14) : =N : n ; ,
: 82k—1 : 2k

U(xJJrkatn) W U(OéJr,tn) O(A.%' )

ot N est une matrice bloc 2k x 2k, avec des blocs 2 x 2, de composantes (1 < j < 2k)

R J—
(x"‘(’“.* d 1)0,‘) D!, sil<i<k
J— .

(7.15) Nlij] =
Y
@rori =7y G h1<i<ok
G-
Le fait de remplacer les valeurs exactes U (z;,t,,) par les valeurs numériques U} et d’éliminer les

restes de Taylor dans (7.14) permet d’accéder a des estimations numériques de % U(at,ty)

(0 <m <2k — 1), notées symboliquement 59% U™, et données par
U+
. Uj i
: — N1
(7.16) 2 :
W U J+k)

La valeur explicite des valeurs modifiées aux points irréguliers & gauche de « est alors

n

1 — 1<i< Y= Ty... ——>= ——
(7.17) J—s+1<i< J, U; <2 Gh=1)]

12> N1
n
J+k

7.3.3 Utilisation des valeurs modifiées

Avancée en temps. En un point irrégulier d’un c6té de 'interface, I’avancée en temps d’un
schéma a deux pas de temps et & deux stages utilise maintenant les valeurs modifiées aux points
de calcul de lautre c6té de l'interface. Au lieu de (4.1), I'avancée en temps s’écrit alors

J—s+1<i<J, UM™'=UP+H,(U",,..UU,,.,UL,)
(7.18)

J+1<i<J+s, Ut =ur+ Hy (UL,,... U5 U 1,... UL,

ou Hy et H; désignent 'opérateur discret H, utilisant respectivement les coefficients pg, cg
et p1, c1. Le calcul des valeurs modifiées & partir des valeurs numériques de la solution et des
conditions vérifiées par la solution exacte aux interfaces, puis 'utilisation par un schéma de ces
valeurs modifiées pour avancée en temps aux points irréguliers (7.18), constituent 'ESIM. Si
un point de calcul coincide avec I'interface, la convention (7.1) évite toute ambiguiteé.

L’application de 'ESIM & des schémas multistages comme WENO 5, ou & plus de deux pas
de temps, est évidente. Des jeux de valeurs modifiées sont calculés et stockés a chaque étape de
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l’avancée en temps, puis injectés dans le schéma selon le modéle (7.18) pour remplacer les valeurs
numériques aux points et instants correspondants.

Les interfaces étant fixes dans le temps, les matrices M ! et N ™! sont calculées une seule fois
par décomposition LU, durant un prétraitement. A chaque pas de temps, le calcul d’une valeur
modifiée revient & un simple produit matrice-vecteur (7.12) ou (7.17). Le cotit supplémentaire
engendré par 'ESIM en termes de temps de calcul et de mémoire informatique est négligeable
en 1D. Nous verrons au chapitre 8 qu’il en est de méme en 2D.

Cas limite du milieu homogeéne. Dans le cas limite d’un milieu homogene ('interface dispa-
raissant alors), nous montrons que 'ESIM coincide avec le schéma en 1’absence d’interface.

Resultat 7 Pour pg = p1 et cog = c1, UESIM coincide avec le schéma en l’absence d’interface,
i.e. l'avancée en temps (7.18) revient a 'avancée en temps classique (4.1), si

k> s.

Démonstration. Dans le cas limite d’'un milieu homogéne, D,,, = D;l = I pour tout entier m
(5.8). Par conséquence, M = N. Les valeurs modifiées aux points irréguliers a droite (7.12) et a
gauche de « (7.17) s’écrivent alors

n
(-Ti . a)gk_l J—k+1

1 - 1<i< f=Iy... ——F——
(7 9) J—s+ _Z_!]+5’ Uz <2 (2]{5—1)'

12> M1
n
J+k

D’autre part, les valeurs numériques U’ utilisées pour la construction des valeurs modifiées
peuvent s’écrire

n n
J—k+1 J—k+1
: = MM :
Ujik Uj ik
(7.20) I (g g1 — ) I
2 2 n
2k —1)! J—k+1
— : M1 : ,
I (.’L'J+k- B a)2k71 I U7}+k‘
2 2k—1)1 °*
soit
U’_
' . (-Tz _a)gk_l . J.k‘+1
(7.21) J—k+1<i<J+k Ul=(L.. .~ 1| M :
(2k—1)! -
J+k

La comparaison de (7.19) et (7.21) conduit a

(7.22) k>s = J—-s+1<i<J+s, U:=U"
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L’avancée en temps (7.18) revient alors a ’avancée en temps (4.1) en I’absence d’interface : nous
retrouvons ainsi ’expression du schéma en milieu homogéne. O

Rappelons que ce résultat n’est vérifié par I'IIM que dans des cas particuliers. Par exemple,
a lordre 2 et en 1D, 'IIM revient au schéma de Lax-Wendroff dans le cas limite du milieu
homogéne, quel que soit le schéma utilisé aux points réguliers.

Resultat 8 Pour pg = p1 et cg = c1, les déterminants de M et N sont indépendants de la
position de linterface dans le maillage.

Démonstration. De (7.3), on tire

(7.23) Tj_pri—a=(G—k—0)Ax.

Aprés report de (7.23) dans 'expression de M (7.10), on obtient

(7.24) Mlij] = Al (i—k—07"" Azl I,

x
Calculons alors le déterminant de M. Pour cela, on peut sortir les facteurs en 1/(j — 1)! (car ils
sont en facteur de chaque colonne), soit

1 a ... a% k=1
-1
2k—1 .
(7.25) det M = H (G—1)! det| 1 a2 ... a3
=1 L :
1 agp ... ag Zfl
\4

avec a; = (i —k — 0) Az. Or V n’est autre que la matrice de Vandermonde, de déterminant

det V. = H (aj —a;)

1<i<j<2k
(7.26)
= J] G-dAx
1<i<j<2k
d’ou
II G-dae
_ 1<ij<2k
(7.27) det M = —2"—
[[G-v
j=1
qui est indépendant de 6 (et donc de la position de o dans une maille). O

Inversibilité des matrices. Dans le cas limite du milieu homogeéne, les matrices M (7.10) et
N (7.15) utilisées pour le calcul des valeurs modifiées sont des matrices de Vandermonde, et
sont donc toujours inversibles. Par contre, dans le cas général, la structure des matrices M et
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N ne permet pas de montrer directement qu’elles sont inversibles. Pour démontrer ce résultat
quels que soient les paramétres physiques et géométriques, nous montrons que les déterminants
de M et N sont non nuls, et ce pour différentes valeurs de k. Compte-tenu des schémas utilisés
au cours de cette étude et de 'analyse ultérieure de l'erreur locale de troncature effectuée plus
loin, nous nous limitons & k£ < 3.

Resultat 9 Pour k = 1,2,3, les matrices M et N sont toujours inversibles, quelles que soient
les valeurs de A x, «, po, p1, o, €t c1.

Démonstration. Le calcul du déterminant est proposé pour la matrice M et k = 2. Les blocs de
M sont diagonaux (7.10): aprés permutations de lignes et de colonnes, le déterminant de M
s’écrit

(7.28) det M = det A det B,

avec Ali,j] = MJi,j][1,1] et Bli,j] = MJi,j][2,2] (1 <1i<4,1 <j <4). Les calculs, menés avec
MAPLE, conduisent a

) 5
C
det A= —C _Agb E i pi(0),
12p% c‘f . pary Uzpz( )

(7.29)
) 5
det B = ——— Az® y " &ipi(0),
12 pf ¢ Z}

avec les polynomes p; ()
p1(0) = —40* +1660% — 176% — 6 + 6,

p2(0) =0 — 6603 + 1362 — 120 + 4,
p3(0) =60* —120% —46% +100 + 2,
pa(0) = 0% +20% + 62,

ps(0) = —40* +760% + 30,

et les coefficients 7; et &;

m = pg g, &L= picic,
_ 4 _

12 = po o P1 2= 12,

ns=pocgpicr &= 3,

m=popict &= na,

pesd G- Aac

On peut remarquer deux propriétés!: d’une part, une symétrie des polynoémes p(6)

p1(0) =ps(1—=0), p2(0) = ps(1—0), p3(0) =p3(1—0).

1. Merci a Serge Piperno de nous avoir montré ces propriétés (ainsi que les popriétés anaologues vues ultérieu-
rement dans le cas des conditions de masse-ressort).
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De plus,
4
> pi(6) =12,
i=1

Les coefficients 7; et & étant tous positifs, on en déduit que les polyndmes p; ne sont pas tous
nuls simultanément. On a alors det A > 0 et det B > 0, d’ou

det M > 0.

La méme procédure s’applique pour montrer det N > 0. Nous avons vérifié par ailleurs des
propriétés analogues pour k =1 et k = 3. O

Le calcul numérique de M ! et N ™! ne pose pas de difficulté, méme dans des cas potentiellement
délicats, comme des contrastes extrémes des paramétres physiques et des interfaces trés proches
des points de calcul. Méme dans ces configurations, les produits MM ! et NN ! sont égaux
a Iyy, 41077 prés ou 107 prés, selon que les inversions sont réalisées en simple précision ou en
double précision.

7.3.4 Analyse de l’erreur locale de troncature

Résultat général. Nous écrivons tout d’abord un lemme utile pour l'estimation ultérieure
d’erreur.

Lemme 5 Soit ¥ un vecteur a 2k blocs 2 x 2 dont les composantes sont en O(A 22F). Alors,
pour k = 1,23, les matrices M et N (7.10), (7.15) vérifient

O(A z2F) O(A z2F)

(7.30) M1y = | Oz N1y - | o2

Démonstration. Les calculs (7.30) sont faits explicitement avec MAPLE. O

Théoréme 1 (Erreur locale de troncature) Nous supposons k < 3. Le couplage (7.18) d’un
schéma o deux pas de temps, d’ordre r, et de largeur s, avec ’ESIM dans le cas d’une inter-
face parfaite, est d’ordre local T st

(7.31) 2k—1>r.

L’expression du schéma étant quelconque, nous ne pouvons pas calculer directement 1’ordre local
du couplage. Nous proposons alors une démonstration en trois parties, en un point irrégulier x;
a gauche de a (J — s+ 1 < i < J+ s). En premiére partie, nous développons l’expression de
Perreur locale de troncature Lj(x;,t,) du couplage (7.18). Nous définissons en deuxiéme partie
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un probléme de Cauchy, a solution suffisamment réguliére. L’erreur locale Lo(x;,t,) du schéma
appliqué a ce probléme est connue. La comparaison de Lq(x;,t,) et La(x4,t,), menée dans une
troisiéme partie, conduit & la valeur explicite de L1 (z;,ty,).

Premiére partie de la démonstration.
L’avancée en temps en x; (7.18) s’écrit

1 1
+1
N (UZL — U?) — A_tHO (U?_S,..., ’},U§+1,...,U;~k+s) =0.
L’erreur locale de troncature Lj(z;,t,) est obtenue en remplagant chaque valeur numérique qui
apparait implicitement ou explicitement dans (7.32) par la valeur exacte correspondante. La
structure de (7.32) améne & écrire Ly (2;,t,) comme la différence de deux quantités Li(xz;t,,) et
L3(x;,t,). La premiére partie Li(z;,t,) découle de développements de Taylor de U (z;,t,41) en
(xivtn)

(7.32)

1

Lifwit) = 5

U(zitnr1) —Ul(zity))

(7.33) -

m—1 m

m! otm

On rappelle que At et Az sont liés par le nombre CFL (4.2) : pour tout A\, O(At") = O(Az?).
La deuxiéme partie L} (x;,t,) s’écrit

1
At
ouU*(x;,tn) (J+1 < j < i+s) est obtenue en remplagant les valeurs numériques qui apparaissent
dans (7.12) par la solution exacte correspondante

(7.34) L%(xi,tn) H, (U(.%'i_s,tn),..., U(.%'J,tn),u*(xj+1,tn),...,u*(.%'i+3,tn)) ,

_ U(zj-kt1,tn)
(7.35) U (z,tn) = (I (2 — a2t I, M! :
: 7tn) — 2. (2]{5—1)' 2 U( . t)
L J+ksln
soit, compte-tenue de (7.9),
(7.36)
U(Oé_,tn) 2k
(zj — o)t 1 : o)
U (CC],tn): (IgwIQ) M M 82k;—1 . + : -
T V(e ) O(Az*")
Pour tout j et m, (z; —a)™ = O(Az™); le lemme 5 conduit alors a
2k
() — )k O(Az=7)
(7.37) I.. .~ — L) M : = O(A %),
2k—1)!
O(A 22F)
d’ott
, N oo ok
(7.38) U (2 tn) = 5 U7 t) + O(A ).
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Par ailleurs, les valeurs exactes U(zj,t,) & gauche de a (i — s < j < J) qui interviennent dans
(7.34) sont développées autour de (a™,ty,)

2k—1

(7.39) Ulzjta) = > (z; = )

m! ox™

mam

U(a™t,) + O(A2?").

m=0

On reporte alors les valeurs (7.38) et (7.39) dans L?(z;,t,) (7.34), ce qui conduit &

2k—1
1 (.%"_ _a)m m B
20... - 2 : 1—S 2%
Ll(xz’tn) At Ho (mo m! ox™ U(a ’tn) + O(A{L‘ )7---7
(7.40)
2k—1
(Tips —a)™ O™ - 2k
m§:0: S U ) +0(Ae?h) |

L’opérateur discret H est continu [29], ce qui permet de simplifier (7.40)

L2(ait,) = — (@i — )™ " _
1(@istn) H, Z U(a™ ytn)yems

At = m! az™
(7.41)
2k—1
(Tiys —a)™ O™ - 2k—1
mzzjo — 5o U@ ) | +O0(Az?*1).

Les expressions (7.33) et (7.41) conduisent alors a

(7.42)
2k—1
Agm-t gm
L = - — ,
(@ t) mzl —— 57w Ulwintn)

1 i (x a)™ o™ ! (x a)™ "
B i—s - its - 2k—1
_AtHO ( E p 5 U(a tn).. E i Ua ,tn)> +O(Az )

Deuxiéme partie de la démonstration.
Considérons la fonction

2k—1
B (x —a)) O _
(743) V(‘T’t) - ;0: )\] 3x’\ U(a ’t))

ot U(z,t) est solution de (3.3). V(x,t) est réguliére a travers «, et il est facile de montrer que
V (x,t) est solution du probléme de Cauchy suivant

0 0 B (m—a)%_l 9%k _
(7.44) Bt
r— _

A=0
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Notons que les valeurs limites é‘?% U(a™,t) (0 <X <2k) doivent étre définies a chaque instant.
La solution initiale Ug(x,t) doit alors étre de classe C2 k=14 dérivées 2 k-iémes définies, mais
pas forcément continues.

Supposons que le schéma (4.1) soit utilisé pour résoudre (7.44), sans couplage avec 'ESIM. Les

valeurs exactes V'(z;,t,) sont approchées par des valeurs numériques V7. L’avancée en temps

au point irrégulier x; (le méme que celui de la premiére partie) s’écrit

vt _vyr g

Vi VE L Ly,
At At

L’erreur locale de troncature Ly(xj,t,) est obtenue, 14 encore, en remplacant les valeurs numé-

riques de (7.45) par les solutions exactes correspondantes.

(7.45) Vi) =0.

V(zitnt1) — V(xity 1
(7.46) Lo(zity) = ( “it (@irtn) _ A H (V(@icatn) oV (@igs tn)
L%(xi’tn) L%(:Ci’tn)

La premiére partie L(z;,t,) découle de développement de Taylor de V' (x;,t,11) en (z4,t,)

2k—1

A¢m—1 m
(7.47) Li(zit,) = Z % —8atm V(2itn) + O(A 22k,

Pour 1 <m < 2k — 1, I'équation (7.43) conduit a

2k—1—m
om o (z; —a)* O _
g V@t = g ( 2 T pp vl
2k-1 o \A—=(2k—m) 9A
. 2k—m (xl Oé) 9 -
(7.48) +(z; — a) A:%:m i - Ul ,tn)>
om 2k—1-m i—a A a)\ B .
= W( > ( N ) @U(a tn) + O(A z2F )),
A=0
soit
2k—1 2k—1-m
Arm—1l gm z; —a)d 9N _ _

Pour chaque valeur de m, nous écrivons un développement de Taylor de U(x;,t,) autour de
(@™ ,tn)

2k—1-m (.%' . Oé))‘ o
(7.50) AZ ST g Vet = Ulwity) + O(A2?™),
=0

soit, apres report dans (7.49),

2k—1
(7.51) Li(wit) = 3

m=

Agmtogm

m!  otm

U(zitn) + O(Az2F1),
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La deuxiéme partie L3(;,t,) découle de la définition de V' (x;,t,) (7.43)
(7.52)

1 i (x a)™ o™ ! (x a)™ o™
2/, _ j : i—s — j : i+s — —
L2(£Z)tn) AtHO (m:O m| axm U(Oé ’tn)’---7 — m| 8$m U(Oé ’tn)> :

Les expressions (7.51) et (7.52) conduisent alors a
(7.53)
2k—1

m—1 m
Lt = 3 20 O Ut

m! otm

1 2k-1 ((L‘ a)m 6m 2k—-1 ((L‘ a)m 6m
o i—s - i+s T - 2k—1
_AtHO ( E p— 5 U(a tn).. E i Ua ,tn)> +O(Az )

m=0 m=0

Troisieme partie de la démonstration.
On compare Lq(z;,t,) et La(x;,t,) & partir de (7.42) et (7.53)

(7.54) Li(zitn) = Lo(zi,ty) + O(Az?F71).

D’une part, V(z,t) est suffisamment réguliére [z;_s,2;45]. D’autre part, le schéma choisi est
d’ordre local r pour approcher le systéme hyperbolique linéaire

0 0
7.55 —V+A;—V =0.
(7.55) ox + 4o ot
Cependant, V' (x,t) n’est pas solution de (7.55), mais est solution de (7.44). Le second membre
de PEDP (7.44) est borné: pour tout z,

o — a)2k-1 g2k - B
(7:30) _((2k—)1)! Ul 1) =0z,
d’oul
(7.57) Lo(w,ty) = O(A gmin(r2k=1)),

De (7.54) et (7.57), nous déduisons
(7.58) Ll(xz‘,tn) — O(A xmin(r,2 kfl))’

ce qui achéve la démonstration. La méme démonstration peut étre effectuée aux points irréguliers
a droite de . O

La limitation du théoréme 1 & £ < 3 provient uniquement du lemme 5, la démonstration de ce
dernier pour k > 3 se répercutant sur le théoréme 1. Il est raisonnable de penser que le lemme 5
est vérifié pour tout k, et qu’il en est ainsi du théoréme 1

Notons enfin quun exemple de calcul direct de I’erreur locale de troncature est proposé plus loin,
dans le cas des conditions de type masse-ressort.

Choix de k. Nous n’avons pas encore indiqué la valeur de k intervenant dans le calcul des
valeurs modifiées (7.12) et (7.17). Le résultat 7 précise la valeur minimale de k telle que, dans le
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S r k
Lax-Wendroff 1 2 2
Volumes finis 2 2 2
WENO 5 3 5 3

TAB. 7.1 — Valeurs de s, r et k pour différents schémas

cas limite d’'un milieu homogéne, le schéma coincide avec le schéma en ’absence d’interfaces. Le
théoréme 1 précise la valeur minimale de k telle que 'ordre local du schéma est maintenu aux
points irréguliers. La valeur minimale de k vérifiant ces deux critéres est alors optimale et s’écrit

1
(7.59) k:max<5,r+1—E<r—; >),

ou E(x) désigne la partie entiére de x. Le tableau 7.1 rappelle les valeurs de la largeur s et de
I'ordre de convergence r des schémas utilisés au cours de cette étude, et précise les valeurs de k
découlant de (7.59).

7.3.5 Stabilité

Observations. Nous ne proposons pas ici de théorie de stabilité concernant le couplage de
I’ESIM aux schémas numériques. Cette étude de stabilité ne peut étre effectuée via une analyse
de Fourier classique, cette analyse nécessitant 'invariance des schémas par translation dans le
milieu. L’étude de la stabilité des schémas avec coefficients discontinus repose en général sur des
techniques d’énergie: il s’agit alors de définir une énergie, basée sur les valeurs numériques U7
et sur les valeurs modifiées U7, dont on montre qu’elle est conservée ou décroit.

Nous proposons seulement un ensemble de remarques déduites d’expériences numériques, pour
différentes positions de linterface, valeurs des parameétres physiques, et nombre CFL. Tout
d’abord, le couplage de 'ESIM au schéma WENO 5 est toujours stable pour CFL < 1, méme
pour des contrastes extrémes des paramétres physiques (ex: eau-air), et pour une interface trés
proche ou sur un point du maillage (f = 0). Par contre, dans certains cas limites, le couplage
de ’ESIM aux schémas de Lax-Wendroff ou de volumes finis avec limiteur de flux peut conduire
a Dapparition d’instabilités numériques au voisinage de l'interface. Ces cas correspondent & des
contrastes trés importants des paramétres physiques et & une interface trés proche d’un point de
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calcul, soit

po > pr,co > cp et — 17
(7.60)
po K p1,co KL c1 et 0 — 0t.

Nous n’avons pas d’expression théorique des valeurs limites de 6 en fonction des paramétres
physiques, mais avons observé plusieurs propriétés. Tout d’abord, les configurations instables
existent aussi dans le cas de 'IIM en 1D, et apparaissent exactement pour les mémes valeurs
des paramétres physiques et géométriques. D’autre part, le comportement des schémas de Lax-
Wendroff et de volumes finis avec limiteur de flux couplés a 'ESIM sont les mémes : les instabilités
apparaissent pour les mémes valeurs. Enfin, la valeur de k influe sur la stabilité. Dans le cas de
I'interface eau-air, des instabilités apparaissent, suivant la valeur de k, & partir des valeurs de 6

k=1: 0>099,
(7.61) k=2: 0>0.999,
k=3: 0>0.9999.

Cependant, le fait d’augmenter k n’est pas une solution pleinement satisfaisante dans ces cas
limites, car des instabilités peuvent subsister.

Résolution par moindres carrés. Nous proposons une fagon empirique de résoudre les cas
problématiques observés avec les schémas de Lax-Wendroff et de volumes finis couplés a 'ESIM.
Considérons le calcul des valeurs modifiées & droite de . Rappelons que les valeurs modifiées
a droite de a (7.12) découlent d’estimations numériques des valeurs limites de 88% U(a®,t)
(0 < m < 3). Au lieu d’estimer ces valeurs limites a partitr de k = 2 valeurs numériques
de chaque coté de a (7.11), nous estimons alors ces valeurs limites a partir de k = 3 valeurs
numériques de chaque c6té de a. Cela revient a écrire le systéme

n Uu-
J—2 .
(7.62) : =M :
n »
Ujis 727 U

ol M est cette fois une matrice rectangulaire bloc 4 x 6, avec des blocs 2 x 2. Les composantes de
M sont données par (7.10), avec (1 < j < 6). L’equation (7.62) est résolue par moindres carrés;
au lieu de (7.12), les valeurs modifiées a droite de I'interface s’écrivent

n
)3 B J-2
(763)  i=12, U= (12...w12> CMM) M

n
J+3

La méme procédure peut s’appliquer pour les valeurs modifiées & gauche de a. Ce faisant, nous
n’avons jamais observé d’instabilités, quelles ques soient les valeurs des paramétres physiques et

géométriques. La encore, nous ne savons pas expliquer pourquoi le couplage obtenu est stable.
L’étude générale de la stabilité de PESIM reste une question ouverte intéressante.
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7.4 Conditions de type masse-ressort

7.4.1 Introduction

U
\/ Ux.t)

X 1. cee ces
J-s+1 X] (0 X J+1 X J+s

F1G. 7.3 — Schématisation d’une composante de U (x,ty,) (traits pleins) et de U*(x,ty,) (pointillés)
pour un contact imparfait décrit par des conditions de type masse-ressort.

Les conditions de type masse-ressort, présentées au chapitre 5, correspondent & une solution
exacte U (z,t) discontinue. Nous schématisons une composante de U (z,t,) et U*(z,t,) (ex: la
vitesse élastique) en figure 7.3.

La procédure suivie au cours de cette section est essentiellement la méme que dans le cas du
contact parfait. Les différences proviennent du fait que les dérivées spatiales de U(x,t,), d'un
coté de «a, dépendent des dérivées spatiales de U (x,t,), de Pautre coté de o a des ordres de
dérivation supérieurs. De plus, les conditions de type masse-ressort n’étant pas symétriques par
rapport a «, les calculs menant aux valeurs modifiées & droite puis & gauche de «a présentent
quelques différences.

7.4.2 Calcul des valeurs modifiées

Valeurs modifiées & droite. Nous calculons tout d’abord les valeurs modifiées U} a droite de
a (J+1<i<J+s). Nous appliquons les conditions (5.17) dans les k développements de Taylor
a droite de a (J +1 <14 < J+ k dans (7.7)), ce qui conduit en ces points &

2k—1
_ (zi —a)™ m _
U(xi’tn) = mZ:O ml D2m+laxm U(a atn)
(7.64)
2k—1
(xi o a)m 8m+1 B
+ Z 1 D2m+2W Ula™ tn) + O(A2*F),
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soit, apres regroupement des termes dans (7.64),

U(.%'i,tn) = D, U(Oéi,tn)

2kl (x; — )™ (v; — )™t om
(xi o a)2 k—1 an

+ U(a™t,) +O(A2?%).

D
2k—1)1 g2k

Les k premiéres équations de (7.7) et les k équations (7.65) s’écrivent

U(a_atn) O(A 72 k)
=M + Ay + : ,

an;—l : 9k
= U(a™ty) O(Az=")

U(j—kt1,tn)
(7.66) :
U(zjykotn)

ot M est une matrice bloc 2k x 2k, avec des blocs 2 x 2, de composantes (1 < j < 2k)

( (Tg—yi — Oé)jf1

G-

Dy sik+1<i<2ketsij=1,

Ig SllSZSk‘,

(7.67) MJij] =

(Tj—ppi — )2

(-2

(T)—pgi — @)™
(G-!

sik+1<i<2ketsij#l1,

1
Dy;_ 1+

Dy, -

et A1 est un vecteur bloc 2 k avec des blocs 2 x 2, de composantes

0 sil<i<k,

(7.68) Ay (i) = () pss — )2k o2k

D
2k —1)! YL

Ula t,) sik+1<i<2k.

™. nous éli-

Nous remplagons les valeurs exactes U (z;,t,) (membre de gauche de (7.66)) par U7 ;
minons aussi le vecteur Ay, et les restes de Taylor (troisiéme membre de droite de (7.66)). Les
estimations numériques de ;:m U(a™ty) (0 <m < 2k—1), découlant de l'inversion du systéme
obtenu, sont reportées dans l'expression de la solution modifiée & droite de a (7.6). Nous en
déduisons explicitement les valeurs modifiées & droite de a, données par (7.12) comme dans le

cas du contact parfait. L’inversibilité de M (7.67) est discutée plus loin.

Valeurs modifiées 4 gauche. Nous suivons une procédure semblable pour calculer les valeurs
modifiées aux points irréguliers x; a gauche de o (J — s+ 1 < i < J). Nous appliquons les
conditions (5.21) dans les k développements de Taylor a gauche de o (J — k+ 1 < i < J dans
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(7.7)), ce qui conduit en ces points &

Uzitn) = L E(M\E2k —m) ——Ul(at t,
(@istn) n;) ;) — ( m) o Ve tn)
(7.69)
& @ —a)m 2k 2k
+ mZ:OTE@k—m,ka—m)mU(a tn) + O(A 22%),

soit, aprés réarrangement de la double somme,

2k—1 m (.T B a)m_>‘ am
itn) = L E\m—\2k— A | = t ot
vt = 3 (3 pan - a2e-men) Lot
(7.70)
2k—1
(zi —a)™ o2k - -
+ <mZ:O E—— EQ2k—mm2k —m) mU(oé tn) + O(A 22F).
Les k derniéres équations de (7.7) et les k équations (7.70) s’écrivent
U(2j-k+1:tn) Ula™tn) O(A z2F)
(7.71) : =N b : A, : N
U(z1ktn) pper) Ula™tn) O(A 22%)

ou N est une matrice bloc 2k x 2k, avec des blocs 2 x 2, de composantes (1 < j < 2k)

j—1

L j—1-m
> (x"(.’”‘l o) 7 E(mj—-1-m2k—j+1+m) sil<i<k,
— j—1—m)!
(7.72) Nlijj={ ™°
o)1
@rhei =) P k1< 2k,
(—1!
et ot Ay est un vecteur bloc 2 k avec des blocs 2 x 2, de composantes
(7.73)
2k—1 \m 0%k
(Z M‘E(2k_mam’2k_m)> 2k U(ai’tn) bllglgk,
As(i) = m=0 e ou

0 sik+1<:<2k

Les valeurs modifiées aux points irréguliers a gauche de « sont alors données par (7.17)

7.4.3 Utilisation des valeurs modifiées

L’utilisation des valeurs modifiées aux points irréguliers est donnée par (7.18). Les remarques
concernant 'avancée en temps sont les mémes que dans le cas du contact parfait.
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Cas limite du milieu homogéne. Ce cas correspond non seulement a des paramétres physiques
identiques de part et d’autre de «, mais aussi & une raideur K infinie et une masse M nulle.
Dans ce cas, nous montrons un résultat identique au résultat 7 montré dans le cas du contact
parfait.

Resultat 10 Pour py = p1,c0 = c1, K = 400 et M = 0, I’ESIM coincide avec le schéma en
labsence d’interface, i.e. 'avancée en temps (7.18) revient a 'avancée en temps classique (4.1),
5t
(7.74) k> s.
Démonstration. Dans le cas limite du milieu homogene, les matrices D, et E (5.17) et (5.21) se
simplifient et s’écrivent, pour i >0, k> 0,et [ > 1,

Dyiv1 = Dyirg =12

Dyivo=Dy4ita=0

E(0,k)l) =I5 et E(m,k,l) =0sim#0.

Par conséquence, M = N et sont les mémes que dans le cas limite du contact parfait en milieu
homogéne. La suite de la démonstration est alors identique & celle du résultat 7. O

Inversibilité des matrices. Comme dans le cas d’une interface parfaite, nous montrons dans

le prochain résultat que les déterminants de M et NN sont non nuls pour toutes valeurs des
paramétres décrivant les milieux et l'interface.

Resultat 11 Pour k = 1,2,3, les matrices M et N sont toujours inversibles, quelles que soient
les valeurs de pg, p1, co, c1, K, M, Ax et a.

Démonstration. Le calcul du déterminant est proposé pour la matrice M et k = 2. Les blocs de
M (7.67) sont diagonaux : aprés permutation des lignes et colonnes, le déterminant de M s’écrit

(7.75) det M = det A det B,

avec Ali,j] = M|i,j][1,1] et Bli,j] = M[i,5][2,2] (1 <i<4,1 < j <4). Les calculs, menés avec
MAPLE, conduisent &

9 12
det A = 12p1 K ((Z ;i pi( ) Azl + (Z 771‘]%‘@)) Az’ + (Z 771‘]%‘@)) Aﬁ)

1=6 =10
(7.76)

9 12
det B = B2AK ((Z &ipi( > Ax® + (Z & Pi(9)> Az’ + (Z & pi(9)> A$4>
pyci K i=6 i=10
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avec les polynomes p; ()

pi(0) =—460*+1660°—1762—-0+6, pr(d) =-126°+66?+166+ 3,

pa() =60 —6603+130%—-120+4, ps(0) =4603+60%+20,

p3(0) =660 —120% —4602+100+2, po(f) = —46%+186%—-260+ 12,

pa(0) =60 +203 +62, p1o(0) =66%+66+2,

ps(0) = —40* +760%+30, p11(0) =66%—186 + 12,

pe(0) =120% —300% +860 + 13, p12(f) = —12602+120 +9,

et les coefficients 7; et &;

mo = pgey K2, . =pochm K2, ns = pocymci K2
m =pocgpict K2 s =cipicdt K2, 6 = pychr e K,
moo=pocgpil K s =pidf K2 M, ny = pocyei K2 M,
mo =pocgpm KM, mu =pocgprct KM, ma = pjchpic,
& =pocip K, & =pEmdK, & =piddkK,
& =popiciK, & =picgAl K, f9 = pocypici,
& =pocgci KM, & =picgpct, & =cipici KM,
S0 =pocgmci M, &1 =pocgp G M, &2 =cjcf KM

On remarque la propriété

Les coefficients 7; et &; étant tous positifs, on en déduit que les polyndémes p; et ¢; ne sont pas
tous nuls simultanément. Nous obtenons alors det A > 0 et det B > 0, d’otu det M > 0. La méme
procédure est appliquée pour montrer det N > 0. On remarque que les 5 premiers polynomes
pi(6) sont les mémes que ceux obtenus dans le cas de contact parfait (voir résultat (9)).

La encore, le calcul numérique de M~ et N ™!, réalisé en prétraitement, ne pose pas de pro-
blémes. D’autre part, nous ne proposons pas d’analyse de stabilité. De nombreuses expériences
numériques ont montré qu’il n'y a pas d’influence de K et M sur la stabilité du couplage de

I'ESIM avec les schémas utilisés.
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12
> pi(6) = 63.
i=1
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7.4.4 Analyse de l’erreur locale de troncature

Nous avons analysé précédemment l'ordre local d’un schéma couplé a 'ESIM selon (7.18), avec
des conditions de contact parfait. Pour appliquer la méme analyse avec les conditions de type
masse-ressort, nous devons prendre en compte la nouvelle structure des matrices M et N. Dans
le cas des conditions de contact parfait, A; = Ag = 0, et comme pour tout i, |z; —a| = O(A z),
nous avons

(7'77) M(’L’]) - O(A xj_l)v N(Zvj) - O(A xj_l)v

pour 1 <7< 2ketl<j<2k. Par contre, dans le cas des conditions de type masse-ressort,
A1 et As sont des vecteurs non nuls, et nous avons

OAz/ Nsil<i<ketl<j<2Fk,
M(@ij) =< O1)sik+1<i<2ketj=1,
(7.78) OA2)sik+1<i<2ket2<j<2k,
Ol)sil<i<ketl<j<2k,
N(i,j) = '
OAP V) sik+1<i<2ketl<2k.

L’estimation d’erreurs repose alors sur le lemme suivant.

Lemme 6 Soit ¥ un vecteur a 2k blocs 2 x 2 dont les composantes sont en O(A %), Alors,
pour k = 1,2,3, les matrices M et IN, et les vecteurs Ay et Ao vérifient

O(A 2%+ 1) O(A 2%+ 1)
O(A z%+72) O(A z%+72)
Mo = : , MA; = : ,
O(Az) O(Axz)
o(1) o(1)
(7.79)
O(A 2%+ 1) O(A 2%+ 1)
O(A z%+72) O(A z%+72)
N'v = , N71A, =
O(Ax) O(Ax)
o(1) o(1)

Démonstration. Les calculs sont faits explicitement avec MAPLE & partir des expressions de M

(7.67), N (7.72), Ay (7.68), et Ao (7.73). O
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Nous pouvons écrire ’analogue du théoréme 1 dans le cas des conditions de type masse-ressort.
Nous ne proposons pas de démonstration, sachant qu’elle serait identique & celle du théoréme 1,
a la différence de I'utilisation du lemme 5. Pour illustrer cette différence et donner un exemple
de calcul direct d’erreur locale de troncature dans le cas de I’ESIM, nous proposons maintenant
une estimation de l'erreur locale de 'ESIM couplée au schéma de Lax-Wendroff, avec k = 2.

Les points irréguliers sont alors z; et x;41. L’avancée en temps (7.18) en x; s’écrit

vttt -un 1

At "oz AU -Ul)
(7.80)
-5 (A—Ox) At(Ujy, —2U05+U]G ) =0.

Chaque valeur numeérique qui apparait implicitement ou explicitement dans (7.80) est remplacée
par la valeur exacte correspondante. D’ou 'expression de 'erreur locale de troncature L(xy,t,)

(7.81) L(:CJ, ) Ll(:CJ, )+L2(:CJ, )+L3(:CJ, ),

avec

U('TJ’thrl) — U(:CJatn)

Ll(fEJ,tn) —

At
1

Ly(zytn) = x5 AU (zrs1tn) = Ulzs-1tn))
1 2

Lywstn) = =3 (5%) AU @sridn) —2U ) + Ulasita)

La valeur exacte U*(x41,t,) déduite de la valeur modifiée U, ; découle de (7.12)

(2701 — )’ U(zs-1,tn)
(7.82) U (z141,tn) = (IQ...%IQ M :
' U(xJ+27tn)
L’équation (7.9) et le lemme 6 (avec k = 2) conduisent a
U(a™ty)
Iy :
3
_ )3 3 3 U(a_’tn)
U (g41:tn) = <12--- (xJ+§| & 'Iz> M O
(7.83) O(Az?)
+A; + :
O(Az%)

3 _ Nk Ak
- Z(xJ+1 D Ula )+ O(A ).
k=0 k! 0zt
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Nous déduisons L; de développements de Taylor autour de (o™ ,t,)

(7.84)
0 At 02
Li(zytn) = 97 Ulzyta) + = 92 U(ztn) + O(AT?)
0 At 92
= —AO% U(fEJ,tn) +C(2)7 wU(ﬁJ,tn) +O(At2)

o) _ At 0 _

Nous déduisons Ly et L de développements de Taylor de U (zj_1,t,) et U(zs,t,) en o™, et de
(7.83)

2
Ly(zy,t,) = AO% U(a tn) + (x5 —a) A 922 U(at,) +O(Az?)
(7.85)
A 2
Lyostn) = ~@50-L U ta) + 00
2 Ox

Nous ajoutons Lq, Lo, et Ls. Nous obtenons alors
(7.86) L(zyt,) = O(Az?),

qui est l'erreur locale de troncature du schéma de Lax-Wendroff aux points réguliers. Nous
pouvons faire une démonstration semblable en x s 1.

7.5 Couche fine

7.5.1 Introduction

3k
Uxt) Ut
Ulxt)
| | | |
Xjsel 7 X g X X Ips

o0 ol

F1G. 7.4 — Schématisation d’une composante de U (x,ty,) (traits pleins) et de U*(x,t,,) (pointillés)
dans un milieu tricouche, les deux interfaces appartenant a la méme couche.
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Le cas d’un milieu avec n > 1 interfaces parfaites situées en «; (0 < i < n — 1) ne pose pas de
problémes si

01 Q
7.87 E(5H) > B(h) +s
( ) Ax - Ax s
Dans le cas contraire, certains développements de Taylor autour de «; (7.7) coupent l'interface

11, ce qui fait chuter l'ordre de ces développements. Il est alors nécessaire de prendre en compte
les conditions vérifiées en a;4q par U(x,t).

Nous considérons ici n = 2 interfaces, et nous supposons a7 — ag < A z. Deux cas peuvent alors
se présenter. Le premier cas correspond & deux interfaces dans la méme couche, aucun point de
calcul n’existant sur l'intervalle [ag,c;] (figure 7.4). Le deuxiéme cas est celui ou un point de
calcul existe entre les deux interfaces, soit ag < xj11 < .

Nous nous intéressons tout d’abord au premier cas oul les deux interfaces sont situées dans la
méme maille, i.e. 27 < ap < a1 < 2741, et nous ne voulons pas mailler l'intervalle [ag,c1]. Nous
écrivons les solutions modifiees U*(x,t,,) de part et d’autre de ag et ay

251 (0 gy O
* — &0 —
g S T S T J+s U (:Catn) - TnZ:O m| 8.’Em U(OZO )tn))
(7.88)
2! (x —aq)™ O™
* - 1
Tj_s41 <2 < o, U'(z,t,) = mzz() -~ ame(af,tn)-

Nous écrivons les développements de Taylor d’ordre 2k de U (z;,t,) en 2k points de calcul de
part et d’autre de g et ag

. B (i —ag)™ O™ - 2k
J—k4+1<i<J, U(xi,tn)_n;) — 5 Ulag t) + O(A %),
(7.89)
Qk—l(x'_a)m om
JH1<i<J+k Uity = Y ’mll oo Ul tn) + O(A 22F).
m=0 ’

7.5.2 Calcul des valeurs modifiées

Valeurs modifiées a droite. Nous calculons tout d’abord les valeurs modifiées U} aux points
irréguliers z; a droite de g (J +1 < i < J+s). Nous appliquons les conditions (5.28), calculées
jusqu’a l'ordre [ = 2k —m — 1, dans les k développements de Taylor a droite de o (J+1 <17 <
J + k dans (7.89)), ce qui conduit en ces points &
(7.90)

2k—12k—m— 1 At

—a)™ — 2k
xz, n mZO Z m' FDm(QhQ2) D)\+m(Qo,Ql) WU(QO ,tn)+O(A$ ),
avec h = a1 — «p, soit, aprés modification des indices,
(7.91)
2k—1
U(mi,tn) = Z
m=0

m

3 (z: o) h77 0 _ 2k
(}ZO Al (m_)\)! D>\(91,92) Dm(QO,Ql) WU(QO ,tn)+O(Ax )
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Les k premiéres équations de (7.89) et les k équations (7.91) s’écrivent

U(2j—k+15tn) U(af;’t") O(A 2%F)
(7.92) : - M : + : ,

82 k—1 2k
U(xJJrkvtn) W U(Cla,tn) O(Ax )

ot M est une matrice 2k x 2k, avec des blocs 2 x 2, de composantes (1 < j < 2k)
(7.93)

(Tg—p4i — a0)? !
(G-1!

I, si1<i<k

j= (2. kﬂ —a)N RITAL . '
Z - D)\(Ql,QQ) Djfl(Qo,Ql) sik+1<i<2k.
(—A-1)!

Rappelons que, & O(h) prés, les conditions de couche fine (5.28) reviennent aux conditions de
type masse-ressort (5.14), avec K et M donnés par (5.29). Aprés développement des matrices
M dans les deux cas (7.67), (7.93), il est possible de montrer que ces matrices sont égales & O(h)
prés, comme attendu.

Nous remplagons les valeurs exactes U (x;,t,,) (membre de gauche de (7.92)) par U} et éliminons
les restes de Taylor de (7.92). Les estimations numériques de % Uy tn) (0<m <2k —1),
découlant de l'inversion du systéme obtenu, sont alors reportées dans I’expression de la solution
modifiée a droite de oy (7.88). Nous en déduisons alors les valeurs modifiées a droite de a;

n
_ Tkt
(z; — ag)?F 1 *

94 1<i< f=(Iy... ——FL—
(7.94) J+1<i<J+s, U; (2 Gr= 1)

12> M1

n
J+k

Valeurs modifiées 4 gauche. Nous suivons une procédure semblable pour calculer les valeurs
modifiées aux points irréguliers a gauche de ag (J—s+1 < i < J). Nous appliquons les conditions
(5.28), calculées jusqu’a 'ordre | = 2k —m — 1, dans les k développements de Taylor a gauche
de ap (J —k+1<i<J dans (7.89)), ce qui conduit en ces points a

(7.95)
2k—12k—m— 1
— Oél (—h)/\ -1 6/\+m 2k
U(zitn) mZO Z — 31 Dm (Q0.8h) ”m(Ql’QQ)W Ul(of tn)+O(A 2*"),
soit, aprés renumérotation des indices,
(7.96)
= (s (@i— ) () 1 o™ 2k
[Mm@ﬁzg% g; T o1 Dr 0D D12 ) R U] ) + O(A 1)
Les k derniéres équations de (7.89) et les k équations (7.96) s’écrivent
+
U(zj—k+1:tn) Ulartn) O(A 22F)
(7.97) : =N 2ke1 : + : , )
U(2yhitn) U(af ty) O(Az*7)

8$2k_1
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ou IN est une matrice bloc 2k x 2k, avec des blocs 2 x 2, de composantes (1 < j < 2k)

j-1 A i—A—1

Tj i — —h)J _ _ . .
> (J’”A' 0) (g,_))\_l)'Dx\l(Qo,Ql)Dj_ll(Ql,Qz) sil<i<k
A=0 ’ )

(Tgpgi —ap) 7t

(G-1)!
Nous remplagons les valeurs exactes U (x;,t,) (membre de gauche de (7.97)) par U7 et éliminons
les restes de Taylor de (7.97). Nous en déduisons alors les valeurs modifiées a gauche de ag

I, sik+1<:<2k.

n

, 1<i< =Ty, ———
(7.99) J+1<i< J+s, U; <2 Gh=1)]

12) Mt
n
J+k

7.5.3 Utilisation des valeurs modifiées

L’utilisation des valeurs modifiées pour 'avancée en temps aux points irréguliers est 14 encore
donnée par (7.18). Finalement, la principale différence entre le cas d’une couche fine et le cas des
interfaces parfaites ou imparfaites réside dans les expressions de M, N, et des valeurs modifiées.

Cas limite du milieu homogéne. Dans le cas limite d’un milieu tricouche homogéne (les
interfaces en «y et «y disparaissant alors), nous montrons que I'ESIM coincide avec le schéma
en I'absence d’interfaces.

Resultat 12 Pour pg = p1 = p2 et cg = ¢c1 = co, 'ESIM coincide avec le schéma en [’absence
d’interface, i.e. avancée en temps (7.18) revient a l'avancée en temps classique (4.1), si

k> s.

Démonstration. Dans le cas limite d’'un milieu homogene, D,,,(€,21) = D,,,(€1,922) = I pour
tout entier m (5.8). Cependant, a la différence du contact parfait et des conditions de type masse-
ressort, on a M # N dans ce cas, ce qui améne & distinguer le calcul des valeurs modifiées a
droite de « et le calcul des valeurs modifiées a gauche de ag. Considérons le premier calcul.

Nous écrivons trivialement

n n
J—k+1 J—k+1
(7.100) : =MM!

Ujik Ul
L’expression de M (7.93) se simplifie en milieu homogene

(T g—pyi — o)1

I, si1<i<k

G-D!
(7.101) Mlijl =9 .|
Z(xJ_kJr)il 1) (j—)\—l)'Iz sik+1<i<2k.

A=0
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Compte-tenu de h = a1 — ag, on a

i—1 - i
]Z (zj_psi—ar)* A _ @yksi—on+h) !
1 i A G-A—1)1 G-11
G ag)’ !
G-
e (7.100), (7.101), et (7.102), nous déduisons
Uj—t1
. . (z; — ap)?F ! -1 .
T4k
La comparaison de (7.94) et (7.103) conduit a
(7.104) k>s = J+1<i<J+s, U; =U".

Nous pouvons effectuer exactement la méme démonstration pour les valeurs modifiées & gauche
de oy, avec la matrice IN. L’avancée en temps (7.18) revient alors a I’avancée en temps (5.8) en
I’absence d’interface : nous retrouvons ainsi 'expression du schéma en milieu homogeéne. a

Inversibilité des matrices. Comme dans le cas du contact parfait et des conditions de type
masse-ressort, nous montrons que les déterminants de M et IN sont non nuls pour toutes valeurs
des paramétres décrivant les milieux et les interfaces.

Resultat 13 Pour k = 1,2,3, les matrices M et N sont toujours inversibles, quelles que soient
les valeurs de pg, p1, p2, o, €1, C2, Az, ap et a.

Démonstration. Le calcul du déterminant est proposé pour la matrice M et k = 2. Nous posons
0o = (g — xy)/Ax et 1 = (a1 — xy)/ Az, de sorte que 0y € [0,1], 1 € [0,1], Oy < 61. Les blocs
de M (7.93) sont diagonaux: aprés permutation des lignes et colonnes, le déterminant de M
s’écrit

(7.105) det M = det A det B,

avec Ali,j] = Mi,j][1,1] et Bli,j] = M]i,j][2,2] (1 <i<4,1 <j <4). Les calculs, menés avec
MAPLE, conduisent a

det A = 00,01)
24p001p C%;mpl 0,Y1

(7.106)

det B BV " &ipilbo.6)
€ = p 0,V1
24§ pt et p2cy =1 o
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avec les polynomes p; ()

p1(00,61) = 66001 — 667 + 961 — 96,

p2(00,01) = —1208 + 24030, — 1205 — 1203602 — 120003 + 24020, + 40060, — 267 — 203
p3(00,01) = 403 + 4607 — 8064

pa(00,01) = 203 +1263 — 26607 + 240, — 8

p5(00,01) = =205 — 201 +803 01 + 86003 — 1203 62

p6(00,01) =863 61 — 1263 + 1263 6, — 1863 + 460061 — 60,

p7(00,01) = =407 — 120203 + 403 01 + 120003 — 180007 + 1802601 + 665 — 663

ps(00,01) = 80003 + 4603 — 360007 — 18602 + 5200 01 — 2400 + 260, — 12

po(00,01) = 807 — 80003 — 3607 + 360007 + 5207 — 520,01 + 2400 — 246,

p10(00,01) = 120207 — 1200 03 — 36 02 01 + 42002 — 603 + 1807 — 4000 01 + 2203 + 1169 — 116,
p11(00,61) = 1263 67 — 1263 01 + 1863 — 30602 61 + 1206, 07 + 1863 + 467 — 226,61 + 66y — 661
p12(00,01) = 803 — 80301 — 12020, + 1263 + 4602 — 4006,

p13(00,01) = =205 — 463 — 203

p14(00,01) = 803 + 240207 — 2403601 — 80003 + 1200607 — 12020, + 403 — 463

p15(00,01) = —1202 602 + 360201 — 1200 0% — 2602 + 36600 01 — 207 — 2600 + 66, — 4,



7.5. COUCHE FINE

et les coefficients

(7.107)

n = pPo 03 P% 037

M4 = pPo 061 P1 P2 Cg,
= po ¢y i p3 c3,
o = Cg 1 C% P% Cél,
3 = pPo pP1 Cil P2 C%,
& = pocgpicics,
§4 =14

& = pochplcl,
10 = p3 ¢ p1ci 3,

§13 = M3,

g = po g p1 ¢t pacs,
M5 = Po 63 P1 Cil P2,
18 = 5 P71 P2y,
1 = pPo Cg C% P% C%,
M4 = C% P1 Cil P% C%,
§2 = 12,

§s =15

&s = picgp2cs,

11 = po g pictc3

2 4 4
§14 = P o P11 €y

177

173 = Po C% P1 C% P2 037
6 = Pj Cp i P2 €3,
79 = Po Cgp% C% C%a
e = pj ¢4 p1¢1 c3,
s = Po Cg 1 C% P2 Cél,
§3 =13

&6 = pici pacs,

& = po ¢ p2 5,

12 = p1 ¢t p3 s,

§15 = M15-

Les polynémes p; et ¢; vérifient p;(6p,01) > 0 et g;(09,01) > 0 sur [0,1] pour 0y < 01 et Oy + 61 <
Az, et ne sont pas tous nuls simultanément. Comme 7; > 0, & > 0 pour i = 1,15, nous obtenons
det A > 0 et det B > 0, et donc det M > 0. La méme procédure est appliquée pour montrer
det N > 0. Nous avons vérifié par ailleurs des propriétés analogues pour k =1et k=3 0O

La encore, le calcul numérique de M~ et N1, réalisé en prétraitement, ne pose pas de pro-
blémes.

7.5.4 Analyse de l’erreur locale de troncature

Les matrices M et N (7.93) et (7.98) vérifient le lemme 5. Le théoréme 1 s’applique alors aux
conditions de couche fine. La démonstration est la méme que dans le cas du contact parfait, en
remplacant seulement o par ag dans les trois parties de la démonstration.

7.5.5 Cas particulier

Jusqu’a présent, nous avons considéré le cas ou les deux interfaces appartiennent & la méme
couche. Le cas ol un point de calcul appartient & la couche intermédiaire, soit x5 < ag < a1 <
x j42 doit étre traité a part (figure 7.5).

Pour simplifier la procédure en vue d’une fine couche de forme quelconque en 2D et 3D, nous
ne calculons jamais la valeur numérique U], ;. Par rapport au cas oil les deux interfaces appar-
tiennent & la méme couche, les modifications portent sur le choix des points x; oll nous écrivons
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U1 ) | Uit )
Uxt) U(x,tlg
| | |
X X J+1 X J4s

o0 ol

F1G. 7.5 — Schématisation d’une composante de U (x,ty,) (traits pleins) et de U*(x,ty,) (pointillés)
dans un milieu tricouche, les deux interfaces appartenant & deux couches différentes.

les développements de Taylor de U (z;,t

n). Au lieu de (7.89), on écrit

, -y (zi —ag)™ O™ _ 2k
J—k+1 <i< J’ U(xZ)tTL) - — m! o™ U(aO ’tn) +O(A‘T )a
(7.108)
2k—1 (@i — o)™ O™
. ‘ _ i — o 2k
J+2<i<J+1+k, U(xl,tn)—mgo — 8me(a1, n) +O(Az").

Cela modifie les indices dans les matrices M et N : au lieu de (7.93), la matrice M s’écrit

(7.109)
. Jj—1
(G—1!
M(@ij) =4 .
j—1 (%41t — a1)’\ pi—A-1
Z ke - D)\(Ql,Qg)Dj_l(Qo,Ql) sik+1<1<2k.
= Al (G—A—-1)!

De méme, au lieu de (7.98), la matrice IN s’écrit

(7.110)

& A j—A—1
(xg—gyi — )™ (—=h)? - ) | |
Z Al G-r_1)! DAl(Qo,Q1)D]j1(Ql’Q2) sil<i<k
- A=0
N(’L,j) —
(Tys1—k4s — o)t

(G-1!

Le reste de la procédure est inchangé.

I, sik+1<:i<2k.
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7.6 Conclusion

Au cours de ce chapitre, nous avons développé en 1D une nouvelle méthode numérique, I’Explicit
Simplified Interface Method (ESIM), pour prendre en compte les interfaces dans des schémas
numériques classiques. La position des interfaces est quelconque par rapport au maillage régulier.
Nous appliquons ’ESIM aux trois types d’interfaces vus au chapitre 5 : interface parfaite, interface
imparfaite décrite par des conditions de type masse-ressort, et enfin deux interfaces parfaites
proches 'une de 'autre.

Dans tous les cas, nous montrons que le couplage de 'ESIM et des schémas numériques permet
de conserver I'ordre local des schémas au voisinage des interfaces. Ce résultat est une condition
nécessaire pour un résultat général, a savoir: la conservation de l'ordre global de convergence
des schémas sur I’ensemble du domaine. Cette derniére démonstration, nécessitant des résultats
de stabilité, reste a faire. Toutefois, nous montrons numériquement au chapitre 10 que 'ordre de
convergence global des schémas est effectivement conservé par couplage avec I'ESIM.

D’autre part, la modification des schémas induite par 'ESIM dépend continuement du contraste
des paramétres physiques: en particulier, on retrouve l’expression des schémas en milieu homo-
géne dans le cas limite de milieux identiques (contrairement a 'ITIM). Enfin, le surcott informa-
tique de la méthode est négligeable par rapport au cotit des schémas numériques, et I’algorithme
est de programmation aisée, quel que soit le schéma numérique utilisé.

Nous abordons maintenant le couplage de ’'ESIM et des schémas numériques en 2D.
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Chapitre 8

Méthode d’interface 2D

Dans ce chapitre, nous étendons a la dimension deur I’Explicit Simplified Interface Method
(ESIM), définie au chapitre précédent. Si le principe général de la méthode est le méme qu’en
1D, le cas 2D ameéne a des modifications importantes pour le calcul des valeurs modifiées. D’ une
part, la méthode doit s’accommoder d’un nombre de conditions de saut inférieur au nombre de
composantes de la solution (voir chapitre 6). D’autre part, on prend en compte les conditions de
milieu définies au chapitre 3. Nous présentons les algorithmes préts a étre programmés.

8.1 Objet du chapitre

Nous étendons a la dimension deux la méthode d’interface proposée au chapitre précédent, I’'Ex-
plicit Simplified Interface Method (ESIM). L’idée de base de 'ESIM est la méme qu’en 1D. A
chaque pas de temps, nous construisons de part et d’autre des interfaces des prolongements suf-
fisamment réguliers de la solution de I'autre c6té de I'interface. Les valeurs de ces prolongements
en des points de calcul sont appelées valeurs modifiées. Elles sont estimées & partir des valeurs
numériques de la solution, et a partir des conditions de saut et de milieu aux interfaces. Ces
valeurs modifiées sont ensuite utilisées par les schémas numériques pour 'avancée en temps aux
points de calcul proches des interfaces.

Avant d’aborder les aspects techniques de la mise en ceuvre, un rappel des notions vues au cours
des chapitres précédents est utile.

8.2 Principe de la méthode

8.2.1 Rappels

En 2D, les interfaces sont caractérisées par des conditions de saut (dites “naturelles”), modélisant
diverses situations physiques, et vérifiées par la solution exacte U (z,y,t) du probléme étudié. A
partir de ces conditions de saut et des lois de conservation vues au chapitre 3, nous avons calculé
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au chapitre 6 les conditions de saut vérifiées par les dérivées spatiales successives de U (z,y,t),
jusqu’a 'ordre k de dérivation. Nous nous sommes intéressés & quatre types d’interfaces: fluide-
fluide, solide-solide en contact parfait ou imparfait, et fluide-solide. En désignant par Ug(z,y,t)
le vecteur formé de U(x,y,t) et de ses dérivées spatiales successives jusqu’a l'ordre k, le but
recherché était alors d’écrire explicitement la valeur limite de Ug(x,y,t), d’un coté de 'interface,
en fonction de la valeur limite de Ug(z,y,t), de 'autre coté de 'interface.

En 2D (et 3D), il s’avére que le nombre de conditions de saut vérifiées par Ug/(z,y,t) est inférieur
au nombre de composantes de Ug(x,y,t), ce qui interdit momentanément d’atteindre I'objectif
visé. Pour résoudre ce probléme, deux solutions sont possibles: soit on adjoint aux conditions de
saut naturelles des conditions de saut supplémentaires (dont on montre qu’elles sont vérifiées par
la solution exacte, et qu’elles sont indépendantes des conditions de saut naturelles), soit on utilise
uniquement les conditions de saut naturelles et on résoud un systéme d’équations sous-déterminé.

Nous avons étudié les deux possibilités au chapitre 6. La premiére, classique, présente un incon-
vénient majeur: les conditions de saut supplémentaires n’existent pas toujours. En particulier,
nous montrons au chapitre 9 qu’elles n’existent pas dans le cas de 'interface fluide-solide. Loin
d’étre un cas pathologique isolé, il semble que ce déficit de conditions de saut supplémentaires
soit une propriété générale: d’autres types d’interfaces (non présentées dans cette étude, comme
I'interface solide-solide glissant sans frottement) souffrent de la méme carence.

Méme dans le cas ou on dispose de conditions de saut supplémentaires (et que 'on souhaite les
utiliser), il manque encore des équations pour relier, de maniére univoque, les valeurs limites
de Ug(z,y,t) des deux cotés de l'interface considérée. Pour fermer les systémes, nous utilisons
alors des conditions de milieu, calculées au chapitre 3. Celles-ci désignent des équations reliant
entre elles les composantes de Ug(x,y,t) en tout point des domaines, en particulier au niveau
des interfaces. Dans ’autre cas, ot on ne dispose pas de conditions de saut supplémentaires (ou
que l'on ne souhaite pas les utiliser pour la raison sus-évoquée), ces conditions de milieu sont
aussi utilisées avec profit: la résolution des systémes sous-déterminés est d’autant meilleure que
le nombre d’équations manquantes est faible. Ainsi, quel que soit le cas considéré, nous utilisons
ces conditions de milieu. A la différence de 'lIM, nous imposons qu’elles soient rigoureusement
vérifiées des deux cotés de l'interface.

Nous renvoyons au chapitre 6, section 6.6, pour un récapitulatif du nombre de toutes ces condi-
tions: n. (conditions de saut naturelles), n, (conditions de saut supplémentaires), n,, (conditions
de milieu), n; (nombre de composantes de Ug(x,y,t)), n. (nombre total de conditions), en fonc-
tion de k ('ordre de dérivation maximal utilisé). Rappelons seulement que d est le nombre de
composantes de la solution: d = 3 pour un fluide, d = 5 pour un solide.

8.2.2 Notations

Ces idées étant rappelées, nous pouvons aborder la méthode d’interface proprement dite. Préci-
sons les notations utilisées.

Soit une interface I' séparant deux milieux Qg et ©; (figure 8.1). Nous supposons cette interface
décrite par une équation cartésienne F'(z,y) = 0; F est définie de sorte que F(x,y) < 0 si
M(z,y) € Qo, et F(z,y) > 0si M(x,y) € Q.
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F1G. 8.1 — Interface 2D, point irrégulier M (x;,y;), point de projection orthogonale P.

Etant donné un schéma numérique, nous appelons points irréguliers les points pour lesquels
I’avancée en temps du schéma utilise des valeurs numériques en des points de 'autre coté de T'.
L’interface étant de forme quelconque, nous ne disposons pas d’une formule explicite précisant
les points irréguliers en fonction du schéma, comme (7.2) en 1D. Par contre, on peut caractériser
de fagon simple le statut d'un point M (z;,y;) (& savoir s'il est régulier ou pas) suivant le schéma
utilisé. Pour cela, nous rappelons que les points utilisés par les schémas numériques pour ’avancée
en temps sont décrits par les indices relatifs (i7,5;) (0 <1 < s—1, ou s est le nombre de points
utilisé par le schéma), définis en (4.44). On définit alors la variable booléenne régulier, et on
applique l'algorithme suivant

[:=0;
régulier:=vrai;
répéter
(8.1)
si F(@,y;) X F(@i,y5,) 2 0, alors [ :=1+1

sinon régulier:=faux;

jusqu’a l = s — 1 ou régulier = faux.

Si régulier est faux, le point M (z;,y;) est irrégulier. Pour la suite de I'exposé et sans perte
de généralité, nous isolons un tel point irrégulier M (x;,y;) appartenant a Q; (figure 8.1). Les
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schémas numériques utilisés au cours de cette étude sont centrés en espace : sile point M (x;,y;) est
irrégulier parcequ’il utilise la valeur numérique en un point (z;,,y;,) de 'autre coté de I'interface,
le point (x;,,y;,) est lui aussi irrégulier.

8.2.3 Idée générale

Le principe de base de 'ESIM est le méme qu’en 1D, & des détails techniques prés. Quels que
soit le schéma numérique utilisé, I’ESIM réalise deux types d’opérations & chaque pas de temps:
la construction de valeurs modifiées de la solution en chaque point irrégulier, puis 1'utilisation de
ces valeurs modifiées par le schéma numérique, en d’autres points irréguliers.

A Tlinstant t,, on commence par définir, de chaque c6té de l'interface, un prolongement suf-
fisamment régulier U*(z,y,t,) de la solution exacte U (x,y,t,) de 'autre coté de interface.
Considérons un tel prolongement U*(z,y,t,) (sur ;) de la solution exacte U (z,y,t,) (sur Q).
Ce prolongement, appelé solution modifiée, est défini de sorte que la fonction
) U(z,y,t,) siF(xy) <0
(8'2) U(x,y,tn) =
U*(z,y,tn) siF(xy)>0

soit suffisamment réguliére en un point P de l'interface I'. En particulier, nous définissons
U*(x,y,t,) de sorte que les dérivées spatiales de U (z,y,t,) jusqu’a Pordre k soient continues
en P. La valeur de 'entier k est précisée ultérieurement ; k dépend de 'ordre du schéma numé-
rique, mais ne dépend pas de I'expression de ce schéma. A la différence du cas 1D, le choix du
point de projection P n’est pas unique: comme I'IIM, nous considérons pour cela la projection
orthogonale P(xp,yp) de M (x;,y;) sur I' (figure 8.1). Pour que la fonction (8.2) soit suffisamment
réguliére en P, on doit vérifier, pour 0 < a < ket 0 < g < a,

_
oz P oyP

aa

8.3 -
(83) dx* P oy?

U* (P t,) = U(P t,).

Une fagon d’imposer (8.3) consiste a écrire U*(x,y,t,,) sous forme d’'un polyndéme en x et y de
degré k

(07

k a _
« (z—2p)* " (y—yp)’ 9 _
(8.4) U*(z,y,tn) = — U(P ty),
22| o 97 oy

. ) o
ol les coeflicients (

g

) sont les coeflicients de la formule du bindéme.

Pour écrire la solution modifiée (8.4), il faut connaitre en P~ les valeurs limites de U (x,y,ty)
et de ses dérivées spatiales jusqu’a 'ordre k. La démarche consiste alors & approcher ces valeurs
limites a partir des valeurs numériques U7, ; en des points de calcul voisins de M (xi,y5), et a
partir des conditions de saut et des conditions de milieu rappelées précédemment. Les indices
(i9,Jo) sont définis plus loin. L’estimation numérique de U™ (x,y,t,) au point M (z;,y;) est alors
appelée valeur modifiée et est notée Uj ;. On calcule de la méme fagon les valeurs modifiées en
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tout point irrégulier le long de I'interface, considérant chaque fois un nouveau point de projection
P.

Chaque valeur modifiée est alors utilisée pour 'avancée en temps du schéma en des points irrégu-
liers de 'autre coté de 'interface. Plus précisément, considérons un point irrégulier d’'un cété de
Iinterface. En ce point, le schémas utilise les valeurs numériques aux points de calcul du méme
coté de linterface que lui; par contre, le schéma utilise les valeurs modifiées aux points de calcul
de lautre cété de l'interface que lui.

8.3 Contact parfait

8.3.1 Introduction

Nous examinons ici deux cas de contact parfait traités au chapitre 6: interface fluide-fluide,
interface solide-solide en contact parfait. Dans ces deux cas, le nombre d de composantes de la
solution U (x,y,t,,) est le méme des deux cotés de 'interface (a la différence du cas fluide-solide).
De plus, les conditions de saut s’expriment de la méme maniére des deux cotés de interface
(a la différence de l'interface imparfaite entre deux solides, décrite par des conditions de type
masse-ressort).

Pour calculer la valeur modifiee U ;‘7]-, nous considérons tout d’abord la projection orthogo-

nale P(xp,yp) de M(z;,y;) sur I'. Nous cherchons alors & estimer les valeurs limites en P~
de U(z,y,tn) et de ses dérivées spatiales, utilisées en (8.4). Pour cela, nous considérons un en-
semble de points de calcul voisins de M (x;,y;). Au lieu d’utiliser un “stencil” constant (c’est-a-dire
de toujours considérer le méme nombre de points et les mémes positions relatives de ces points
par rapport au point M (x;,y;) considéré), nous utilisons une “patate” de points voisins, a priori
variable. Cette technique, différente de I'IIM, a pour avantage d’éviter I’anisotropie numérique
de la méthode d’interface (voir chapitre 2, figure 2.2). Elle conduit, de fait, & une estimation
au sens des moindres carrés des valeurs limites de U(z,y,t,,) et de ses dérivées spatiales en P~.
Cette estimation est précisée plus loin dans le texte.

Précisons ces idées. Nous définissons I’ensemble B(P,r) des points de calcul (z;,,y;,) situés a une
distance de P inférieure ou égale & r, soit

(85) B(P,T) = {M(wigvyje)v / \/(xm - (I,'P)2 + (yje - yP)2 < T} )
de cardinal ¢ (ex: ¢ = 12 points en figure 8.1). Les entiers iy et jg s’écrivent, pour 1 < 60 < ¢,

9 =1+ Tl(e)
(8.6)
Jo = J +ra2(0).

Les indices relatifs 71(6) et ro(6) du point (x;,,y;,) par rapport au point irrégulier M (x;,y;)
dépendent de la géométrie de l'interface, et de sa position par rapport au maillage. La valeur
du rayon r intervenant dans (8.5) est discutée ultérieurement. Nous mettons le lecteur en garde
contre une confusion entre les points (z;,,y;,) (0 <1 < s—1) utilisés par le schéma pour 'avancée
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en temps, et les points (z;,,y;,) (1 < 0 < q), appartenant au cercle de centre P et de rayon r, et
utilisés par la méthode d’interface.

Pour écrire de fagon condensée la solution modifice U* (z,y,t,,) et les développements de Taylor
d’ordre k de U(z;,,yj,,tn) au point P, nous définissons la matrice Wy, de taille d x n;: les
composantes de cette matrice en un point de coordonnées (z,y) s’écrivent, pour 0 < a < k,
0<B8<a 1<y<d,

@ B

(zi, — 2p)* " (y, — yp)

3 !

ala+1)
2

(8.7) Wi(zy) |, d+pBd+~| =

La solution modifiée (8.4) en M (x;,y;) s’écrit alors
(8.8) U*(2i,yj.tn) = Wr(2i,y;) Ue(P tn).
Les développements de Taylor d’ordre k en P+ de U (xi,,Yjy:tn) s'écrivent, pour 1 < 6 < g,

F (xig 7yj9) S 07 U(xi97yj97tn) - \Pk (xigvng) Uk(Piatn) + O(A xk+1)7
(8.9)
F (xie ,ng) >0, U(xievyjevtn) =Wy (xievyje) Uk(PJrvtn) + O(A karl)-

A partir de (8.9), des conditions de saut et des conditions de milieu, nous estimons maintenant
les valeurs limites de Uy (P~ ,t,,) intervenant dans (8.8).

8.3.2 Calcul des valeurs modifiées

Conditions de saut et conditions de milieu. Pour les points de B appartenant a 21, on
applique les conditions de saut (6.134) dans les développements de Taylor (8.9). Pour 1 < 0 < g,
on écrit ainsi

Uk:(Pi 7tn)

(8.10) F(ziy,y5,) > 0, U(iy,Yjostn) = Wi (Tig,yjy) H +0(A karl)-
A

La matrice L, de taille n; X (2n; —ne), dépend du type d’interface étudié. Elle est construite au
chapitre 6. A est un vecteur & n; — n, composantes.

Au chapitre 6, nous appliquons les conditions de milieu en P™ pour exprimer les conditions de
saut. Elles sont donc prises en compte dans la matrice L de (8.10). Nous appliquons maintenant
les conditions de milieu (6.122) en P, soit

(8.11) FU (P ta)=1] : |,
0

ou F est une matrice n,, X n;. Finalement, on rassemble les développements de Taylor aux points
de B appartenant a € (premiére relation de (8.9)), les développements de Taylor aux points de
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B appartenant a € (8.10), et les conditions de milieu (8.11), en écrivant

U(:Ci1)yj1atn) O(A $k+1)
U (i, Yjytn) U(P~ tn) O(A z++1)
(8.12) - M + 7
0 A 0
0 0

ot M est une matrice (dq + n,,) X (2n; —n.), de composantes non nulles

‘Ilk (:Cig)yje) [Cl,ﬂ] si F(‘ng )ij) S Oa
(8.13) (O (igoyjp) H) 8] si F(ziy,y5,) > 0;

el <a<ny 1<pB<In;,

= M [dq+ o,f] = F(a,(3).

Le rayon r du cercle de centre P (figure 8.1) est pris suffisamment grand pour que I'inégalité

21 — —
(8.14) ¢>E (%)

soit vérifiée, de sorte que le systéme (8.12) est sur-déterminé (E(z) désigne la partie entiére de

Résolution au sens des moindres carrés. Pour inverser le systéme (8.12), plusieurs techniques
sont envisagées. Dans la plupart des cas étudiés, le systéme (8.12) est bien conditionné. On peut
alors appliquer une résolution par équations normales: I'inverse M ~! de M est alors définie par

(8.15) M= ("MM) "M,

avec (TM M )71 calculé par décomposition LU.

Dans des cas de contrastes trés importants des paramétres physiques (ex: eau/air), le systéme
(8.12) est parfois mal conditionné. On inverse alors ce systéme par décomposition SVD et régu-
larisation par troncature. Plus précisément, on décompose M en valeurs singuliéres

(8.16) M=XyYy"Zy,
avec

— X p matrice (dq + ny,) X (21; — ne) orthonormale,
— Y j; matrice diagonale (2n; — ne) X (2n; — ne),

— Z )y matrice (2n; — ne) X (2n; — n.) orthonormale.
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On régularise la matrice Yj; en une matrice diagonale de méme taille Y 57, en éliminant les
valeurs singuliéres en dessous d’un seuil . Pour 1 < 8 < 2n; — n,, on écrit

Y66 s \YMw,m\za( max rYM[a,au),

1<a<(2n;—ne)

(8.17) Y [8,8] =

0 sinon.

Nous ne disposons pas d’une expression théorique optimale pour le choix de €. En pratique, nous

= —1
choisissons ¢ = 1076 [65]. Nous notons alors Y ), la matrice diagonale dont le i-iéme terme est
1/Y pr [iyi] si Yar(iyi) # 0, 0 autrement. L'inverse M ! de M est alors définie par

(8.18) Mt =2Zy Yy TXu
Quelle que soit la technique d’inversion, la matrice M ~! est une matrice (21 —ne) X (dq + np).

Valeur modifiée. Dans (8.12), on remplace les valeurs exactes U (z;,,y;,.tn) par les valeurs
numériques U7 ;- (1 <60 < q), et on élimine les restes de Taylor. A partir de la matrice M !,
calculée par valeurs normales (8.15) ou par décomposition SVD (8.18), nous obtenons alors des
estimations numériques de Ug (P~ ,t,,) et A. Ces estimations, notées symboliquement Uy~ et ./1,

s’écrivent

Uki_ U?lvjl
(8.19) ) =M! ; ,
A UZI:]‘Q

et sont minimales au sens des moindres carrés. La valeur de A ne nous intéresse pas pour
'estimation de U™ (z;,y;,t,) : nous définissons la matrice IT, & n; x (2n; — n.) composantes

1 sii=y,
(8.20) 1(i.j) =
0 sinon,
de sorte que
U, U?hjl
(821) Uki = H — HMil
A Un

Z"ij

Reportée dans la solution modifiée (8.8), 'estimation (8.21) conduit finalement & la valeur expli-
cite de la valeur modifice U7 ;

U?hjl
(8.22) Uij=Wp(ey) TM [
U’ijq

Nous suivons une procédure similaire pour calculer les valeurs modifiées en tout point irrégulier
appartenant a g ou a Q.
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8.3.3 Utilisation des valeurs modifiées

Comme en 1D, le principe de 'ESIM consiste & insérer dans les schémas numériques les valeurs
modifiées, calculées en section précédente, pour 'avancée en temps aux points irréguliers. Pour
préciser cette idée, on s’intéresse & l'avancée en temps au point irrégulier M (z;,y;). On définit
alors la variable intermédiaire ﬁim’z (0 <1 <s—1), égale & la valeur numérique U}, ; ou a la
valeur modifiée UZ j,» selon que le point (wi,,5,) est du méme coté ou pas de I'interface que le
point M (z;,y;). On formalise cette idée en écrivant, pour 0 <[ < s —1,

F(ziy;) X Fziy;) <0 = Uy = U;jl’
(8.23)

F(:Cl',yj) X F(:Ciz’yjl) >0 = Ul'lvjl =U?

NI

Au lieu de (4.45), 'avancée en temps au point irrégulier (x;,y;) s’écrit alors

(824) UZ;rl = UZ] + H(i,j) (ﬁihjl’ ... 7ﬁis,js> R

ou H ; ;) désigne l'opérateur discret H du schéma choisi, utilisant les parameétres physiques au
point M (z;,y;). En suivant le méme modéle, 'application de 'ESIM a des schémas multistages
comme WENO 5 est immédiate.

La position de I'interface ne variant pas avec le temps, la matrice M ~! est calculée une seule fois,
durant un prétraitement, puis stockée. A chaque pas de temps, le calcul d’'une valeur modifiée
revient & un simple produit matrice-vecteur (8.22). Le cotit supplémentaire engendré par 'ESIM
en termes de temps de calcul et de mémoire informatique est négligeable, en 2D, devant le cotit
des schémas numériques.

8.3.4 Analyse de ’erreur locale de troncature

Nous terminons actuellement ’analyse de ’ordre local des schémas numériques couplés & 'ESIM.
Cette analyse, menée de fagon comparable a celle proposée en 1D au chapitre 7, conduit a la
valeur minimale de k telle que l'erreur locale de troncature aux points irréguliers soit d’ordre r
(soit l'ordre de convergence des schémas en milieu homogéne). Cette analyse doit s’appliquer a
tout type de schéma. A titre préliminaire (et non démontré ici), nous avons obtenu le résultat
partiel suivant.

Resultat 14 Pour k > 2, le couplage du schéma de Lax-Wendroff et de ’ESIM maintient une
erreur locale de troncature d’ordre 2 aux points irréguliers.

La valeur k > 2 est la méme que celle obtenue en 1D pour le schéma de Lax-Wendroff et pour
le schéma de volumes finis avec limiteur de flux. En pratique, nous utilisons k& = 2 pour les
expériences numériques du chapitre 10, tant pour le schéma de Lax-Wendroff que pour le schéma
de volumes finis.

D’autre part, nous ne proposons pas de théorie de stabilité. Par contre, nous avons observé une
robustesse importante des schémas couplés a ’ESIM, méme pour des contrastes trés importants
des parameétres physiques (comme des rapports d’impédance de 1 & 500) pour lesquels les schémas
sans méthode d’interface sont instables.
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8.4 Conclusion

Au cours de ce chapitre, nous avons développé en 2D une méthode numérique, I’Explicit Simpli-
fied Interface Method (ESIM). Cette méthode permet de prendre en compte les interfaces dans
des schémas numériques classiques. L’ESIM impose & la solution numérique de vérifier exacte-
ment les conditions de saut vérifiées par la solution exacte, en des points de l'interface (appelés
“points de projection”). L’interface est “immergée” dans le maillage, au sens ou elle ne coincide
a priori pas avec le maillage régulier du domaine étudié. Les conditions de saut dépendant de
la géométrie locale de I'interface (voir chapitre 6), la méthode permet de prendre en compte les
détails géométriques de I'interface aux points de projection.

L’analyse de I'ESIM en 2D est encore trés rudimentaire. Par contre, 'algorithme proposé dans
ce chapitre est opérationnel, et a été validé lors d’expériences numériques. Pour préparer ces
exemples numériques du chapitre 10, aussi bien dans des cas 1D que 2D, nous abordons le calcul
de solutions analytiques de référence.
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Chapitre 9

Solutions analytiques

Dans ce chapitre, nous calculons les solutions analytiques dans les six configurations étudiées
numériquement au chapitre 10 : une interface parfaite, une interface imparfaite, et deux interfaces
parfaites en 1D ; une interface parfaite fluide-fluide, une interface parfaite solide-solide, et une
interface parfaite fluide-solide en 2D. Parmi ces solutions analytiques, utilisées auz chapitres 6,
8 et 10, certaines ne sont pas, a notre connaissance, classiques. Dans tous les cas, les résultats
sont directement programmables.

9.1 Objet du chapitre

9.1.1 Présentation générale

Nous calculons ici les solutions analytiques correspondant aux exemples numériques traités précé-
demment. Cette présentation a plusieurs intéréts. Tout d’abord, les solutions analytiques servent
a valider les mesures de convergence menées au chapitre 10; en 2D, elles sont en plus nécessaires
pour l'initialisation des calculs, ainsi que le traitement des conditions au bord.

D’autre part, certaines solutions présentées ici ne sont pas classiques dans le domaine temporel.
Nous pensons en particulier au calcul des ondes réfléchies et transmises par une interface impar-
faite en 1D. Le cas de l'interface fluide-fluide en 2D est lui-aussi spécialement intéressant ; si la
solution analytique est triviale a calculer en-dessous de I'angle critique, il n’en est pas de méme
au-dessus de 'angle critique. Les résultats heurtent méme le sens commun : les ondes réfléchies
et transmises n’ont pas la méme forme que ’onde incidente ; une onde incidente & support borné
dans la direction de propagation conduit & des ondes réfléchies et transmises & support infini.
A notre connaissance, le calcul a été mené seulement pour la pression acoustique [12]: nous
étendons ici le calcul aux composantes de la vitesse acoustique.

Enfin, ’écriture des solutions analytiques est nécessaire pour la discussion, menée au chapitre 6,
portant sur les conditions de saut supplémentaires en 2D. En particulier, en étudiant les ondes
planes incidente, réfléchie et transmise par une interface plane séparant un fluide et un solide,
nous montrons que des conditions de saut supplémentaires ne peuvent pas exister pour ce type
d’interface.
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9.1.2 Notations

C
1 1 n n n+l n+l

0 1 n n+1

FiGc. 9.1 — Milieuw multicouche 1D.

Avant d’aborder les différentes configurations en 1D, nous considérons le cas général d’un milieu
multicouche avec n + 1 interfaces et des propriétés physiques constantes par morceaux (figure
9.1). Dans le milieu €; de masse volumique p; et de célérité des ondes de compression ¢;, les
potentiels, déplacements, vitesses et contraintes des ondes élastiques s’écrivent respectivement

Qi(z,t) = fi (t - E) + gi (t + E) ,
Ci CZ'
6‘1’2 1 / T / T
i ’t = = —_—— . t__ i . t _ ,
wlet) =52 =2 (# (1= 2) a1+ 2))
82¢i 1 " x " x
vlet) =gas = o -5 )~ i) )

02 ®; p T . "
oilet) = pici s = (ff' (’f‘z> o (“z)>'
? 7

Les fonctions f; et g; (supposées suffisamment réguliéres), ainsi que leurs dérivées, décrivent
respectivement des ondes “montantes” (se propageant suivant les z croissants) et “descendantes”
(se propageant suivant les = décroissants). Il n’y a pas d’onde se propageant vers les = décroissants
dans le milieu 2,41 : la fonction g, est alors nulle. Une fois ces fonctions calculées en fonction
de I'onde incidente f(/]/ (ce qui fait 'objet des prochaines sections), on déduit de (9.1) I’expression
de la solution exacte en tout point du domaine. Soit

(9.1)

1 1
(9.2) reQ Ut =| G |f (t - f) +| 9 g (t + f) :
C; C;
Pi Pi

9.2 Interface parfaite 1D

9.2.1 Introduction

Nous traitons tout d’abord le cas d’une interface parfaite entre deux solides 1D. Ce cas a été
examiné au chapitre 5 (figure 7.1). Par rapport a la figure 9.1, on a n = 0 et on note o = «.
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. .. " . , .
Comme il n’y a pas d’onde descendante dans le milieu €2;, on a g; = 0. La fonction fy décrivant
I'onde incidente, ainsi que ses dérivées, sont supposées connues: nous cherchons ici a exprimer

" " ’ " ’
go et f; en fonction de f.

9.2.2 Ondes réfléchies et transmises

Les conditions de saut (5.5) conduisent au systéme

1 « 1 ” « 1 ” (6%
—g \t+— | +—h|{t——)=—fo(t——):
Co Co c1 C1 Co Co
" (6% " (6 " [0
£0 90 (t+—) -, h <t——) = —po Jo <t——)-
Co C1 Co

La résolution de (9.3) donne

" « " (6% " « " (6%
9.4 t+— | =R t—— t—— | =T t— —
( ) gO < +CO> 0,1f0 ( CO>7 fl ( Cl) 0,1f0 ( CO>’

avec les coefficients de réflexion et de transmission

(9.3)

_ P11 —poco T =9 po 1
poco+prer’ Poco + p1c1

(9.5) -

) )

L’expression de U(z,t) = *(v,0) découle alors de (9.1) et (9.4)

1 1
ey " xz co " X 2o
€0 Co Co
Po Po
(9.6)
1
o " 1 1
r>a Urt) = “ To1 fo (t—£+<———> a).
C1 C1 €o
P1

9.3 Interface imparfaite 1D

9.3.1 Introduction

Nous traitons maintenant le cas d’une interface imparfaite, décrite par des conditions de type
masse-ressort (chapitre 5, section 5.3). Ces conditions introduisent une dépendance fréquentielle
des coeflicients de réflexion et de transmission, ce qui alourdit le calcul.

Dans un premier temps, nous considérons le cas général d’une fonction fy quelconque décrivant

I'onde incidente. Les expressions des ondes réfléchies et transmises reviennent alors & calculer
. " , . . . . .

la convolution de f;, avec les transformées de Fourier inverses des coefficients de réflexion et de
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transmission (voir (9.15)). Ce calcul nécessite ainsi, in fine, de mettre en oeuvre des FFT et des
produits de convolutions numériques.

Cependant, on peut mener & leur terme les calculs analytiques en considérant une forme d’onde
incidente particuliére. On considére ainsi le cas de sinusoides tronquées, cas qui est utilisé lors
de nos expériences numériques.

9.3.2 Ondes réfléchies et transmises

Calcul général. Les conditions de type masse-ressort (5.11) appliquées en = = « conduisent au
systéme
(9.7)

K ’ [0 " « K ’ (% K ’ « " (%
Go|t+— | +g(t+— |+ filt—— )= Jolt——)—fo{t——),

Po Co €o €o Po C1 C1 Po Co Co Co

" [0 M [0 " (6% " (6% M (6
pogy (t+= )+ =g (t+=)—pfi (t==)==pofy (t-= )+ =f (t-=]).

Co Co Co C1 Co Co Co

A la différence du cas du contact parfait (9.3), les potentiels des ondes réfléchie et transmise
ne peuvent pas s’exprimer directement en fonction du potentiel de 'onde incidente: il y a en
effet une combinaison de dérivées premiéres, secondes, et troisiémes dans les membres de gauche
de (9.7). La détermination de gg et f{/ repose alors sur une transformée de Fourier de (9.7).
Rappelons que les transformées de Fourier directe et inverse de fonctions s(t) et §(w) sont notées

+o0 )
F(s(t) 1/ s(t) e 19t dt = 5(w),

“2n ) o

(9.8) .
F1(3w)) = / sw)e“tdw,

—00

et F vérifie les propriétés classiques

F <£s(t)> = (—iw)" F (s(t)), neN
(9.9)
F(s(t—7))=e T F(s(t)).

Apreés transformée de Fourier, le systéme (9.7) s’écrit

K . w7 K —fw & < K . ) — Qo
—lw | e  ©°o w) + e 1 w) = +iw | e €0 w
(o i) R gt + 2 e ) = (o i)
(9.10)
M bw X —w & M Ciw e A
(=1 200) &)~ e 8 i = (m+i ) 9 f
Co Co
En posant
Zy = po Co, Z1 = p1ca, Zy = pocC1,
(9.11)
AW AW M
0 K 3 1 K + 3 2 K)
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la résolution de (9.10) conduit &

’ N

(9.12) do(w) = Rop(w) fo(w),  fi(w) = Toa(w) fo(w)
avec les coefficients de réflexion et de transmission donnés par

Zo —Z1 —iYow —iw2e
= e ¢
Zo+Z1+iYiw

Ro,l(w)
(9.13)

B 275 (1+ng2) i“’(%ch)a
Toaw) ==z —ivo¢ " "

On remarque que Ro 1 et Tp 1 dépendent maintenant de la fréquence, contrairement au cas d’une
interface parfaite (voir (9.5)). Pour M = 0 et K — +o00, on retrouve les valeurs de Ry et Tp 1

(9.5). Dans le cas qui nous intéresse ici, il reste & exprimer gg (t + %) et f{/ (t — é) en fonction

de f(;/(t). Les propriétés (9.9) impliquent
" T . twL
7:<90 <t+ _>) =—iwe " go(w),
co
(9.14) F (f{’ (t - 3)) = —iwe " fi(w),
1

F(fo ) = —iw fow).

Il découle alors de (9.12) et (9.14)

i (14 2) =5 (5 Roa@) (@) = 7 (5 Roalw) £ 1)
(9.15)

(1= 2) =7 (T D@ @) =77 (T Toa) « 510,

conduisant a l'expression de U (x,t)

1 1
e = Vi) () ifed)
Co Co
Po PO
(9.16)
1
r>a Uxt) = g (t—£>.
C1
P1

Cas particulier d’une sinusoide tronquée. Pour une expression quelconque de f(;/, la déter-
mination de gg et f{/ (9.15) nécessite le calcul numérique de FFT directes et inverses. Dans le
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. . . . L "
cas particulier de la sinusoide tronquée f,

q
Zak sin (B we t) Zakak si 0<t<l,
(9.17) fa)=1{ i I

0 sinon,
utilisée lors des expériences numériques du chapitre 10, on peut mener a terme les calculs ana-
lytiques de g/o/ et f{/; aj et g sont précisés au chapitre 10, et B, = 2¥~1 (k > 1). Du fait de la

.o, ., _ . "
linéarité de F et F~1, le calcul n’est mené que pour une composante f07 i €t pour les composantes

" " . , . "
9o €t f1 ) correspondantes. Avec la convention (9.8), la transformée de Fourier de fox est

. 1 _j2n

[

L’expression de g, (t + %) (9.15) découle de (9.13) et de (9.18), soit

7 X /Bkwc
9.19 t+— ) = L -1
(9.19) i (t+2) =22 - ),
avec
; /+oo Zo—Zl—ZYowe w(Er—2T)
g UJ’
" e Zo+ Zi+iViw o? — Bl
T Zy—Z1 —iYow  ewER
(9.20) T d
. = w
S Zo+Z1+iYiw w? — B2 w?
2
fR—t+———a.
o o

Les poles des intégrands de Iy et Iy sont i(Zy + Z1)/Y1, £0k we. Les résidus de I et Is sont

Zo+Z 1 Zo(Yo + Y1) + Z1 (Yo — Y, _M( _2_7T>
ReS[I <’L L) = —— 0( 0+ 1) + 1( 0 1) e Y1 é.R We

n i (Zo+ 21)* + (V1 B we)? ’
(9.21) Res; <1 Zp + Z1> _ 1 Zo(Yo+ Y1)+ Z1(Yo — 1) 6720%121 €
2 Yy i (Zo+ 21)® + (Y1 Brwe)? ’

+1 Zo—Z1 FiYo By we ﬂﬁkwch =

R + =
esy, (Efrwe) = 2Bk we Zo+ Z1 +iY1 B we

= Resy, (£, we) -

Pour appliquer le lemme de Jordan, I; est intégré sur le chemin Cj si g < 27/w, et sur Cy
dans le cas contraire (voir figure 9.2); de méme, I est intégré sur Cy si (g < 0 et sur C; dans
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Cl ® ii(Z0+Z1)/Y1
“Bo, o,
Cc2

F1G. 9.2 — Contours d’intégration pour le calcul de gg (t + éﬂ—0> et f{/ (t — c%)

le cas contraire. Le théoréme des résidus conduit &

27 )
Er < - = I = —2in(Resy, (Brwe) + Resy, (—Fkwe))
27 (25— ZF - Vo Yi(Bewe)
 Brwe ((ZO + 71)2 + (Y1 Br we)? sin(f we Er)
Zo(Yo+ Y1)+ Z1(Yo — Y1)
(922) (ZO + Z1)2 + (Yl ﬂk wc)2 ﬂk; We COS(ﬂk We é-R) )
2 Z Z
cr>"" = I, = 2irResy, (z ot 1)
We Y

Zo(Yo+ Y1)+ Z1 (Yo — Y1) 6_Zo+121 (€R _ i_ﬂ>
(Zo + Z1)? 4+ (Y1 Br we)?

et
(9.23)
Er<0 = Iy=—-2im(Resy (Brwe)+ Resy, (—frwe)) = 11(§r < 0)

. .Zo+Zl> Zo(Yo+ Y1)+ Z1(Yo - Y1) _Zodzie,
>0 = Io=2imRes I ———— | = =27 e M .
n= ? & < Y1 (Zo+ Z1)* + (V1 B we)?
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On déduit alors I'expression de gg’k de (9.19), (9.22), et (9.23)
(9.24)

" x
‘§R§0590k(75+—> =0,
K CO

’0<5R§fli

[

g < +£> _ 73— 23— Yo Vi (Brwe)’
o o (Zo + Z1)? + (Y1 By we)?

Sin(ﬂk We gR)

 Zo(Yo+ Y1)+ Z1(Yo — Y1)
(Z() + 21)2 + (Yl ﬁk wC)Q

5]{ We COS(ﬁk We fR)

ZO(YO + Yl) + Zl(Yb — Yl) _ Zo+Z1 SR
+ We € Y1 ,
(ZO + Z1)2 i (Yl 5]{ wc)2 ﬂk c
o{r > %

" < x > _ Z()(Yb + Yl) + Zl(YO — Yl)ﬂk o - Zo;—lZl £ B 6_ Zo;/rlZl (SR _ 3_7;
(Zo + Z1)* + (Y1 By we)?

avec £p donné en (9.20). Le calcul de fka (t + %) (9.15) suit le méme modéle et découle de

(9.13) et de (9.18), soit

” X w, Z

(9.25) ik (t - —> _ BrweZn (J1 — J2),
C1 T
avec
T 14 Ye?  0lriD)
‘]1 :/ Z - 3 ) dw,
o 20+ 41+ iYW wt - B w
400 14+Y, w2 twér

(9.26) Jo = / - 2 26 55 dw,

oo Zo+ 1 +i1Yiw w? — L We

x 1 1
§T=t———|—<———> a.
C1 C1 Co
Les résidus de Jj et Jy sont
2o+ 241 1 Y2-Ya (Zo+21) -4 (ST_?TW)
Resy, (i =—— 3 ze °/,
Y1 iY1 (Zo+ Z1)° + (Y1 Br we)
2 2 Zot+7
(9.27) Res,, (i Zo+ 21 _ _‘L Yl Y22 (Z() + Zl) ; e,% ij
Y Y1 (Zo+ Z1)° + (Y1 B we)
+1 1+Y: 2 :
Resy, (iﬁk Wc) B + Yo (5]@ Wc) et O we &1 = Resy, (iﬁk Wc) .

- 2ﬁkwc ZQ+Zl:|:Z‘Y1ﬁ]ng
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Les contours d’intégration sont les mémes que lors du calcul de I; et Is. Le théoréme des résidus
conduit a

o o [ (Zo+21) (1—|—Y2 (ﬁkwc)2> |
o < we o= Brwe \ (Zo+ 21)* + (V1 Brwe)? (e o)
0.28) Vi (145 (Bewe)?)

(Zo+ Z1)? + (Y1 B we)? B e cos(fy wetr)

SN LN T B (3 YO TRY Nl S G
T2 — = —— .
e 1 Vi (Zo+ 21)° + (Y i we)?
et
§T <0 = JQ = Jl
(9.29)

2 VR (Bez)?  mhg
Y1 (Zo+ Z1)? + (Y1 B we)?

E&r>0 =  Jy=

s . "
L’expression de f1, ;. est alors

(9.30)
oir<0: f1, (t—£> — 0,
K Cl
o0 < fT < % :

Sin(ﬁk We §T)

} v\ 27y (Zo+ Z1) (1 + Y2 (B WC)2>
Jik (t_ > - (Zo+ Z1)? + (Y1 Br we)?

C1

27, Y, (1 LY (B wc)2)

- (ZO I Z1)2 + (Yl B wc)2 B we COS(ﬁk We gT)

2By we Y7 2y = Yo 25 (Zo + 21)° s &r.
Vi (Zo+ 21)° + (V1 Brwe)?

1
.£T>T:

c
" 2 Y2Z — Yo Zo (Z 7 2 _ Zo+Z1 _Z0+Z1< _2_71‘)
f1,k<t—x>: Brwe Yy Zy = Yo Zy (Zo + Z1) <e Sl /I T §r — 5 7

c1 Yi (Zo+ Z1)* + (V1 Brwe)?

avec &7 donné par (9.26). Les composantes gg e (9:24) et f{/k (9.30) décroissent exponentiellement
pour &g > 1/f. et & > 1/ fe, alors que f(;/k est bornée temporellement (9.17). Il reste encore a
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reconstruire les fonctions g, et f; a partir de (9.24) et de (9.30), soit

q

90 (fI,',t) = ay gO,k(xvt%
k=1
(9.31)

q
flt) =" ap fi y(@.t).
k=1

L’expression analytique de U (x,t) découle alors de (9.16) et de (9.31).

9.4 Deux interfaces parfaites 1D

9.4.1 Introduction

Nous calculons ici la solution analytique dans un milieu tricouche 1D (voir chapitre 5, section
5.4). L’onde incidente fé/ conduit alors a une infinité d’ondes réfléchies et transmises.

Nous rappelons par ailleurs que ’analyse de la propagation des ondes dans un milieu tricouche
conduit, dans le cas limite de deux interfaces parfaites trés proches, au cas d’une seule interface
imparfaite avec des conditions de type masse-ressort. Nous présentons alors une comparaison
des deux solutions analytiques pour différents rapports h/\, avec h = a; — agp et A la longueur
d’onde centrale.

9.4.2 Ondes réfléchies et transmises

Les vitesses et contraintes élastiques sont définies en (9.1), avec n = 1. Aucune onde descendante
. 1. < " . , . . . .

n’existe dans le milieu 9, d’otl g, = 0. La vitesse élastique et la contrainte élastique sont

continues en ag et en a7y, ce qui conduit aux systémes

" Q 1 C " Q 1 C " «
) )AR)E2)ie)
o 2\po <« c1 2\pp a c1

(9.32)
" [0 1 C ” [0 1 C " (07
(o) -3 (2) 132 2)
o 2\p0 «@ c1 2\pp a €1
et
" a1 1 P2 1 ” aq
t——)==(Z2+= t——
fl( 01) 2(1+C2>f2< C2>
(9.33)
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Les relations (9.32) et (9.33) impliquent
" o 1 ¢ o
(n) = A G e (an-3)
Co 4 L1 C9 Po C1 Co
1 "
(9.34) P22 (2-2) g (an-2),
4\p1 ¢ po 1 €2

o Aty = (ap — ) /ey est le temps de propagation des onde élastiques a travers le milieu €.
L’onde incidente f(/)/ conduisant a priori a une infinité d’ondes transmises f;, on cherche f; sous
la forme

(9.35) ZA fo(t—to—2i Aty),

ot les amplitudes A; et le retard to sont inconnus. La substitution de (9.35) dans (9.34) conduit

a
4 1
ARG ect
Co 4\p1 ) \po < c2
+1+OO —2+ ) A (t—to—@i—1AH -2
(9.36) 12~ - ) Ao 0 1=

1 = c a
+Z <@— >< 0> zlfo (t—to—( ’L—l)Atl——l).
im1 \P1 C1 C2

Les membres de gauche et de droite de (9.36) sont égaux a chaque instant: leur identification
conduit alors aux expressions de ty et des amplitudes A;

9]

(0] (07
tOZAtl——l-f——O
C2 €0

(9.37) Ao =To1 T

Aj =Ty T2 (—Roy Rip)',
ou les coefficients de réflexion et de transmission sont définis en (9.5)

Les expressions de g <t+ %), o (t — ﬁ) et gy (t—i— ) découlent alors de (9.32) et (9.33).

C2
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D’ou
" X " r — (67
go<t+—>=Ro,1f0 (t+ O——0>
o o o
= ; : r — [0
+To1Tiz Y (—Ron)' ' Ry, fo (t+ - 0 _9iAt — C—0>
i=1 0 0
X = r — v
Se-=) =1 —Ro1Ri2) fy [t — L _@2i+1 At——0>
(9.38) fi ( 02> 0,1 ;( 0112)" fo ( o ( ) Aty o
7 +oo ‘ — o
91 <t + C_> = Rl’g T()’l Z(—Ro,l R172)z fO (t + ! _ (22 + 1) Aty — C_O>
! i=0 0
xT = . r — v
f2 <t — —> = T()’l T1,2 Z(_Ro,l R172)z fO (t — ! — (Q’i =+ 1) Atl — —O> .
C2 i—0 C2 Co

On déduit directement de (9.2) et (9.38) la solution exacte en tout point.

Comparaison des solutions analytiques. Considérons un milieu tricouche, de paramétres
physiques

po = 1100kg/m®, ¢y =2700m/s si & < ap = 0.537 m,

(9.39) (p,c) =4 p1 =1000kg/m> ¢ =1500m/s si ag <z < a1 = ag + h,

p2 = 1100kg/m3, co =2700m/s si x > .

Ce cas correspond & deux morceaux de Plexiglass reliés par une couche de colle d’épaisseur
h = a1 — g ayant les propriétés physiques de l'eau. A partir des calculs menés durant la
présente section, nous pouvons calculer la solution analytique en tout point du milieu tricouche
et a tout instant.

Comme mentionné en section 5.4, on peut décrire approximativement la propagation des ondes
dans le milieu tricouche en considérant une seule interface imparfaite vérifiant les conditions de
type masse-ressort (5.11), avec

2
PLC

K=
h b

(9.40) M = p1 h,

et ce d’autant plus précisément que le rapport h/\ est petit (X est la longueur d’onde centrale
des ondes dans le milieu §2). Les calculs menés durant la section précédente nous permettent
de calculer la solution analytique, les deux interfaces parfaites étant remplacées par une seule

interface imparfaite.

Nous comparons ici les deux solutions analytiques pour différentes valeurs de h. Nous utilisons
comme onde incidente la sinusoide tronquée présentée au chapitre 10, de fréquence centrale
fe = 40 kHz. La longueur d’onde principale est alors A =3.75 cm. Nous considérons trois valeurs
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a- h=0.01m

2

4+

|
o™

.35 0.4 0.45 0.5 0.55 0.6 0.65

ok

4t

_6 1 1
0.35 0.4 0.45 0.5 0.55 0.6 0.65

¢ —h=0.001m
6 T T

4t

35 0.4 0.45 0.5 0.55 0.6 0.65

-6
0.

F1G. 9.3 — Comparaison des solutions analytiques dans un milieu tricouche avec deux interfaces
parfaites (traits pleins) et dans un milieu bicouche avec une interface imparfaite (pointillés), pour

différents rapports A/h : 3.75 (a), 7.5 (b), et 37.5 (c).

de h en figure 9.3. Pour h/A =~ 1 (figure 9.3 (a)), l'accord entre les solutions analytiques est
mauvais. Par contre, pour h/\ ~ 30 (figure 9.3 (c)), les conditions de type masse-ressort décrivent
trés bien la propagation des ondes dans un milieu tricouche.
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9.5 Interface parfaite fluide-fluide 2D

9.5.1 Introduction

Considérons une onde plane qui coupe avec 'angle 6 la droite x = x; nous calculons ici les
champs acoustiques réfléchis et transmis schématisées en figure 9.4. Pour traiter tous les cas
d’incidence (0 < 6y < m/2) quels que soient cg et ci, nous décrivons le champ transmis a partir
du formalisme des ondes planes non homogénes [12], [37].

y

F1G. 9.4 — Ondes planes incidente, réfiéchie et transmise a interface plane entre deux fluides.

9.5.2 Ondes planes non homogénes

Nous écrivons les potentiels acoustiques des ondes planes incidente, réféchie et transmise

ne. OM
Co
9.41 ng.OM
( ) (I)g(x’yat) =g <t - 97> )
Co
q)h(muyvt) =h (t - ph'OM) 3
avec
cos 0 cos By Dhis DPhoz
(9.42) ny = , Mg = , Ph=DPh1+iph2 = +i
sin 6y sin 6, Dhly Dh2y

f, g, et h sont des applications de C dans C suffisamment réguliéres. Les potentiels ®; et @,
décrivent des ondes planes homogénes; ¥y, de vecteur d’onde complexe, décrit une onde plane
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non homogene [37|. La vitesse acoustique v et la pression acoustique p découlant d’un potentiel
® s’écrivant
0P

on a

' 0 inf
Uplod) = Vi <t_xcos ¢+ ysin f>7

€o

’ 50 inf
(9.44) Uy(zy.t) = Vyg <t_ z cos 0, + ysin g>’

€o

Un(z,y,t) = Vi h' (t — & (phis + i Phoe) — ¥ (Dhry + i Dh2y)) s

avec
cosfy cos
Co Co Phiz + U Ph2s
Co €o
1
£0 Po

La solution exacte U (z,y,t) en tout point du domaine s’écrit alors

v <zo, Ulzyt)=Ugsxy,t)+Ug(z,y,t),
(9.46)

x>z, Ulzy,t) = Un(z,y,t).

L’onde incidente Uy étant connue, le but des calculs qui suivent est de déterminer Ug et Up,.
Pour cela, on utilise les conditions de saut entre deux fluides parfaits, vues au chapitre 6; ces
conditions s’écrivent ici

(9.47) [v1] =0, [p] =0,
et conduisent alors au systéme
(9.48)
cosf, xgcos b, + ysin b . , ) .
e Ly <75 — gCO Y g> + (Phiz + iPn22) b (t = 20(Phiz + 1 Ph2s) — Y(Phiy + i Ph2y))

_ cosff 1% (t _ mocosby +ysin0f)

€0 €o

/ zocos 6, + ysin 0 / ) )
Pog (t -2 gco L g) —pP1 h (t - xO(phla: + 'LthI) - y(phly + 'Lthy))

/ xgcosly + ysinfby
= — t— .
po | < @



206 CHAPITRE 9. SOLUTIONS ANALYTIQUES

Les équations (9.48) sont vérifiées pour tout (¢,y), ce qui conduit aux relations de Descartes

sinfy, = sin 6y
sin 0 sin ) sin
(9.49) f = I = Phly +1Pr2y = Phly = /
€0 €o €0
Ph2y = 0.
L’onde réfléchie se propage suivant les o décroissants, impliquant cos , = — cos f¢. D’autre part,

le potentiel ®;, de I'onde transmise vérifie & tout instant ’équation des ondes

1 0%9, 1\ .«
Ady ————-=0 = Ph—— |h (t —ppR.OM) =0
h C% atg <ph DPn C%) ( Ph )

1

= Ph-Ph= 5

c

(9.50) 1
1
I pra I” = | prz IP= =
1

=

Ph1-Ph2 =0, 80it pp1 L Dha.

(1= (o))

En combinant (9.49) et (9.50), nous obtenons

(Ph1z)? — (Ph2e)? =

HQM| =

(9.51)
Phiz Ph2x = 0.
Les relations (9.51) impliquent pp1, = 0 ou ppa, = 0. Il convient alors de distinguer les cas.

Cas pp2y = 0. Si pp2, = 0, nous déduisons de (9.51)

1 2
(9.52) (Ph1a)’ =1- = <C—1 sinﬁf) >0 = sinf; <2
1 Co cl

ce qui est toujours vrai si cg > ¢1, ou si ¢g < ¢1 et si 0y est inférieur a I'angle critique 0.

(9.53) 0. = arcsin @,
C1

L’angle 0, de 'onde transmise est alors différent de /2, et il vient

1 c . 2 cos 0y,
(9.54) DPhlz = +a 1—(—sinff) = .

Co C1

Le signe + découle de la direction de propagation de 'onde transmise vers les x croissants. Nous
retrouvons alors le cas classique d’'une onde plane homogéne de vecteur d’onde réel.
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Cas priz = 0. Si pp1, = 0, on déduit de (9.51)

(9.55) sinf; > Z—O
1

ce qui n’est possible que si cg < ¢q et 65 > .. Nous avons alors

1 2
(9.56) DPh2z = i—\/<c—1 sinef) -1
C1 Co

Dans ce cas, I'onde transmise se propage uniquement suivant 'axe (Oy). Déterminons alors le
signe de ppo,. Comme ppi1; = proy = 0, la transformée de Fourier en temps de Up(x,y,t) (9.44)
s’écrit

~/

(9.57) Un(z,y,w) = Vi exp (—w x ppaz) exp (iwy priy) b (2,y,w).

L’onde transmise Up, (9.44) est d’amplitude finie pour x tendant vers +oo. Il en est de méme
pour sa transformée de Fourier U}, La relation (9.57) implique alors sgn(pp2,) = sgn(w).

9.5.3 Coeflicients de réflexion et de transmission

Compte-tenu de (9.49), le systéme (9.48) a pour solution

/ g cosf, + ysinf / xgcosBs + ysinf
g(t— g g):Rf (t— fc f

Co 0
(9.58)
/ . / zocosBy + ysind
h (t — zo(Phiz + iph2z) — Ypr1y) =T f (t— 0 fco L f)’
avec
A = (p1c1cosOf+pococ phm)2 + (pococr thx)2 )
2 2 2
R - (p1c COS@f) — (po co 1 pr1z)” — (po o c1 Phox)
A
.20 co p1 (c1)? pros cos 6
(9.59) - A - f’
T - 2,00 C1 COSHf (pl C1 COSHf + Po Co C1 phla;)

A

. 2(po)? co (¢1)? phow cos Oy
1 A .

Suivant la valeur de 6, on peut simplifier R et T Si cg > ¢1 ou (¢ < ¢1 et 05 < 0.) (ce qui
correspond au cas ppa, = 0), nous retrouvons a partir de (9.54) et (9.59) les expressions classiques
_prcycosfp — pgco cos b 2pocicosty

(9.60) R

p1ci cosBf + pocy cos by’ ~ prercosOf + poco cos O
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Sico < ci et @ > 0. (ce qui correspond au cas pp1, = 0), nous posons

2
A= (prc cost)2 + (po co)? ((Z—l sin9f> - 1) ,
0

2
(p1c1 cos Hf)2 — (poco)? ((Z—; sin0f> - 1)

B =
A )
. 2
(9.61) 2 po co p1 ¢y cos by (—1 sin0f> -1
o
C =
A Y
D 2 po p1 3 cos? 0
A )
2
2 c1 .
2 pjcocy cos Hf\/<c— sin 9f> -1
0
E = .
A
Les coefficients de réflexion et de transmissions (9.59) s’écrivent alors
(9.62) R=DB—isgn(w)C, T =D —isgn(w)E.

Nous remarquons R(—w) = R*(w) et T'(—w) = T™(w).

9.5.4 Incidence en-dessous de I’angle critique

Pour 6; < 6., nous déduisons les champs réfléchis et transmis de (9.44), (9.45), et (9.58)
(9.63)

cosfy
Co
Ug(zyt) = —R | sinby | f <t | (= mo)coshy  wocosby + ySinef) ’
(&) Co
Co
Po
Un(z,yt) =
1 2
—\/1 — (C—l Sinef)
1 Co
2 .
: ! T — o c1 . xgcos Oy +sinfy
-T sin ¢ It o \/1 — (a 81n0f> — - ’
Co
Pl
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avec R et T' donnés en (9.60). L’onde réfléchie et 'onde transmise ont la méme forme que 1'onde
. . N . . / . . .
incidente (c’est-adire qu’elles s’expriment en fonction de f), ce qui n’est pas le cas de 'incidence
sur-critique que nous examinons maintenant.

9.5.5 Incidence au-dessus de I’angle critique

Onde incidente. Pour une incidence au-dessus de ’angle critique, les coefficients de réflexion
et de transmission (9.62) dépendent de la fréquence et sont discontinus, ce qui complique le
calcul des ondes réfléchies et transmises. Nous ne pouvons alors pas calculer analytiquement Uy
et Uy, pour tout signal incident, comme dans le cas précédent. Pour simplifier les calculs, nous
choisissons [12]

1 T
7r7'2+t2

(9.64) f'(t) =

avec T constante positive. Le facteur 1/7 garantit

(9.65) / = F(t)dt = 1.

—00

La fonction f  tend vers 6(t) quand 7 tend vers 0. La transformée de Fourier en temps de f(t)
est obtenue par un classique calcul des résidus

v 1

(9.66) Flw) =5 exp(=|w|7).

o

Nous remarquons f (—w) = f*(w).

Champs réfléchis. Le champs réfléchi déduit de (9.44) et (9.58) est

(9.67) Uy(z.yt) = Vy R(w) f (t+ (z — o) cosby  wgcosby +ysin f> ’

€o €o

avec R complexe et dépendant de w. La transformée de Fourier en temps de Ug(x,y,t) est
(9.68)
1 [tee

ﬁg(:c,y,w) = — Vg R(w) f (t +

27 J_ o

(x —x0)cosOf  xgcosby + ysinby

) exp (iwt)dt
Co Co

= Vg R(w) exp <iw<—(x_x2)cosef+xcosefc+ysmef>)f/(w).
0 0

La transformée de Fourier inverse en temps de (9.68) est
(9.69)
+oo
Ug(z,y,t) = Ugexp (—iwt)dt

—0o0

“+o00 " B 0 0 0
= Vg R(w)f (w) exp <—iw <t—|— (:c :Cg) cosby B X COS fc+ys1n f)> dow.
0 0

—00
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En posant
(x —xg)cosly  wcosby+ ysinby
9.70 =t —
( ) fg + CO CO bl
nous écrivons
+o0 o .
(9.71) Uy(zyt) =V, / R(w)f (w)e 198 dw = V, A(E,).

Le calcul de (9.71) n’est pas immédiat du fait de la discontinuité de Im{R(w)} en w = 0. Nous
écrivons alors les parties réelles et imaginaires de A(§,)

+0o0 A N

A&y = / (Re{Rf }+iIm{Rf }) (coswéy —isinwly)exp(—iwéy)dw
+0o0 A1 A1

(9.72) = / Re{Rf }coswy +Im{Rf }sinwf;dw

—0o0

+i /+<>0 Im{Rf'} coswéy — Re{Rf'} sinwéydw.

—0o0
Nous remarquons

~

(9.73) R(-w)f (~w) = B (@)} (@) = (R@)f @),

ce qui implique que Re{Rf’/} est paire et que Im{Rf’/} est impaire. Comme cosw &, et sinw &,
sont respectivement des fonctions paires et impaires de w, nous simplifions A ()

+0o0 A1 N
(9.74) A&y) = 2/ Re{Rf }cosw&y + Im{Rf }sinwf;dw.
0
Pour w > 0, nous déduisons de (9.66)
(9.75) Re(Rf'} = - exp(-wr)  Tn{Rf} =~ exp(~w7)
: e =g exp(-wT m =—g-exp(-w),
ce qui conduit &

Ay) = 2/0+00—6Xp(—w7) cosw &y — Qexp(—wT) sinwégdw

27 27
(9.76)
B C
— ?I(T,gg) — ;J(T,fg),
avec
+o00 T
I(1&g) = /0 exp (—wT)coswé;dw = 727‘*‘52’
(9.77) ’
&g

+oo
J(1.&q) = /0 exp (—wT)sinwé; dw = 727"‘52
g
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Les intégrales I et J sont obtenues par une double intégration par parties. On déduit alors le
champs acoustique réfléchi Ug de (9.70), (9.71), et (9.76)

(9.78)
cos
Co
1| . B
Ug(ﬂ?,y,t) = = sl 0f T - 5
T co 24 t+(CC—CCO)COSHf_:cocost—l—ysme
€o Co
Po
cos
€0 C(t—i—(x_xo)cosef _x0c059f+ysin¢9f>
— l sian €0 €0 1,
0 — _ 0 P "
co 22y (t—|— (x x(c)gcos § Tocos fC:)i—ysm f>
Po

avec B et C donnés en (9.61). La deuxiéme partie du champs réfléchi n’a pas la méme forme que
celle du champs incident (9.64).

Champs transmis Compte-tenu de (9.45), et (9.56), V4, s’écrit

sgn(w) e 2
i) (— sin 9f> —1
1 €0

(9.79) Vh(w) = — sinfy

€o

P1

Nous remarquons Vi (—w) = V3,*(w). Le champ transmis est
(9.80)

2 .
’ — s 6 sin 6
Un(z,y,t) =Vhp(w)T(w)f [t— |7 sgn(w) T \/(C—l sin ¢9f> 14 CosO ¥ ysmoy

C1 €o €o

Comme w sgn(w) = |w|, la transformée de Fourier en temps de (9.80) s’écrit

2
Ui(z,y,w) = Vi (w) T(w) exp —|w|x . 0 \/(2—1 sin 9f> -1 x
1 0
(9.81)

xgcos Oy +ysin0f) f/( )
w

X exp (z w
Co
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et décroit exponentiellement avec x. Posons

2
(p::C xo\/(c—lsinﬁf> -1
C1 Co

(9.82) U = Vi (0) T(w) exp (—~w ) f ()

€=t xocosﬁf—i-ysinﬁfl

€o

Nous calculons la transformée de Fourier inverse en temps de (9.81) de fagon similaire a (9.72).
Etant données les notations (9.82), nous obtenons

Uh(x’yat) = \Ilexp (_iwgh)dw

—0o0

(9.83) = /+OO Re{¥}cosw&y + Im{P¥}sinw,dw

+o0

+i / Im{¥}coswé; — Re{¥}sinw; dw.

Nous remarquons ¥(—w) = ¥*(w), ce qui conduit a
+oo
(9.84) Un(zy,t) = 2/ Re {¥}coswéy + Im {¥}sinwéy dw.
0
Nous écrivons explicitement ¥ & partir de (9.79), et (9.82)
1

(9.85) P(w)=(Re{Va}+i Im {Vx})(Re {T} +i Im {T}) 5 OXP (—w(t+9)).
Le calcul de Up(z,y,t) (9.84) revient alors a

E 2
— \/(C—1 Sin0f> -1
C1 &)

“+o0
sin 0 /0 exp (—w(7T + ¢)) cosw &, dw
Co

5| =

Uh(xvyvt) - - D

(9.86)

1 oo :
vz L sin) | e catr+ @) sinw g, do.
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Les deux intégrales figurant dans (9.86) sont déja calculées en (9.77). Le champs transmis s’écrit
alors

(9.87)

Uh(xvyvt) = 1/7I'><

E c1 o 2
a\/(aSlnef) -1 € — xg et 2
T4+ <—sin0f> -1
sian
D o T — X . 2 xgcosty + ysinfby 2
T+ —sinfy | —1)| +|t—
c

Co
D p

D <01 ino )2 1
—— — sin —
c1 Co ! ; xocosfy + ysinby

€0
2 )

E 2 . 2
o T+x—x0\/<c_1$in9f> . +<t_xocosé?f—|—ysm0f)
&1 Co €0
Ep

avec D et E donnés en (9.61). La forme du champs incident n’a rien a voir avec celle du champs
incident. A la différence de U, h, Up, décroit seulement en 1/z. A un instant donné, les composantes
du champs transmis sont de signe constant de part et d’autre de droites déduites de (9.87). En
particulier, la droite d’équation

D _ 2
co t_E T+$01$0\/<Z—;sin0f> -1 —xocosﬁf

sin 9f

(9.88) y =

est le lieu des points de pression nulle.

Exemple numérique. Nous illustrons ici les calculs menés au-dela de ’angle critique. Pour
cela, nous considérons deux milieux fluides, de paramétres physiques

po = 1000kg/m>, ¢y = 1500m/s,

(9.89) (psc) =
p1 = 1200kg/m®, ¢ = 2800m/s,

séparés par une interface plane inclinée, faisant un angle de 80 degrés avec 'axe Oz. Une onde
plane incidente dont le vecteur directeur fait un angle 6y = 51 degrés avec I'axe Ox correspond
a un cas d’incidence au-dela de 'angle critique. Le potentiel de I'onde plane incidente est donné
par (9.64). Nous calculons la pression acoustique des ondes réfléchies et transmises a partir de
(9.78) et (9.87). Toutefois, nous avons mené les calculs pour une interface plane verticale. Dans
le cas qui nous intéresse ici d’une interface plane faisant un angle 8 avec 'axe Oz, on utilise les
formules classiques de changement de repére pour des tenseurs d’ordre 0 et 1, que nous résumons
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0.35 po
03
0.25

0.z

015}

0.05F 8

I:I 1 1 1 1
a 0.05 0.1 0.15 0.2 025 0.3 0.35

Fic. 9.5 — Isovaleurs de la pression acoustique au-dela de [’angle critique. La droite oblique
représente ['interface plane.

en écrivant [26]

Ty cos@ sinf@ 0 U1
(9.90) vy | =] —sinf cosf 0 Uy
D 0 0 1 P

Les grandeurs surmontées d’un trait dans (9.90) correspondent aux grandeurs calculées dans le
repére lié & l'interface; les grandeurs sans traits sont écrites dans le repére qui nous intéresse
maintenant, soit le repére Oxy.

En figure 9.5, nous présentons les isovaleurs de la pression acoustique. La représentation 3D de la
pression acoustique, proposée en figure 9.6, est instructive sur plusieurs points. Tout d’abord, on
observe que la pression acoustique correspondant & ’onde réfléchie présente des valeurs négatives,
alors que la pression acoustique incidente est toujours positive: cela illustre le fait que les ondes
incidente et réfléchie n’ont pas la méme forme. D’autre part, on observe la décroissance trés
rapide de I'onde plane non homogéne transmise (en 1/z?).
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3EIEIH.--""””'

Fi1G. 9.6 — Vue 3D de la pression acoustique au-dela de l’angle critique.

9.5.6 Conditions de saut supplémentaires

Au chapitre 6, nous calculons une condition de saut supplémentaire (6.28) a partir des conditions
de saut naturelles entre deux fluides (6.9). Nous cherchons ici a retrouver (6.28) pour un champ
particulier d’ondes, i.e. les ondes planes étudiées dans la section précédente. Considérons 'inter-
face plane verticale présentée en figure 9.4. Les conditions de saut naturelles (6.9) ont permis
de calculer les coefficients de réflexion et de transmission, et ainsi de caractériser totalement
la solution U(z,y,t) = T(v1,v2,p) en tout point du domaine. Les composantes vy et vy étant
ainsi connues, nous cherchons une deuxiéme condition de saut vérifiée par ces composantes, et
indépendante de (6.9). A priori, on cherche cette condition de saut supplémentaire sous la forme

(991) [K V1 + LUQ] =0,
ou les fonctions K (x,y) et L(z,y) sont constantes par morceaux et s’écrivent

(Ko,Lo) Si M(.%',y) S Qo,
(9.92) (K,L) =
(Kl,Ll) si M(m,y) S Ql.
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Le but du calcul qui suit est de déterminer K et L. A partir des expressions de vy et vy explicitées
en (9.45), la condition de saut (9.91) s’écrit

) sin 6 ' ) sin 6
(Kl (Phiz + iDh2s) + L1 f) h (t—wo (Phiz + % Phos) — Y f)

Co co
(9.93) _ K, cos ¢ (f/ <t— xo cosly +y sin0f> g (t— xg cosby +y sian)>
€0 Cp co
sin 6 ' xg cosly + y sin 6 / xo cos b, + y sinf
L f<f (t_ 0cosfy+y f>+g (t_ 0 cos by +y f>>
Co Co o

D’autre part, les conditions de saut (6.9) conduisent au systéme de deux équations (9.48), réécrit
ici sous la forme

cos 0 f, ’ xg cosbty +y sin by (4 xo cos by +y sinby
Co Co g &)

. / . sin 0
= (Phiz +iPh2z) h <7f — 20 (Phiz + 9 Dh2z) — ¥ « f> ,
(9.94)

I <t _xp cosby+y sin9f> +q <t @0 cosly +y sin9f>
Co €0

1,7 . sin 0
Py, <75—$0 (Ph1z + @ Ph2e) — Y f>-
0o €0

Aprés quelques manipulations algébriques, on déduit de (9.93) et (9.94) I’équation
(9.95)

] sin 6 / ] sin
((K1 — Ko) (phiz + ipnos) + <L1 — Lo %) @ f) h (t — 20 (Phiz + 9 Ph2s) — Y @ f) =0.

L’équation (9.96) est vérifiee pour tout angle d’incidence ¢ et a tout instant; I’application n
n’étant pas identiquement nulle, nous déduisons que le terme en facteur est identiquement nul,
soit

K= Ko K =aq,
(9.96) n =
1 0 0 ﬂp)
avec a et [ constants. Reportées dans (9.91), les valeurs de K et L conduisent a
(9.97) [av) + Bpve) = afvi] + B [pve] =0.

Comme [v1] = 0, la condition (9.97) s’écrit
(9.98) [pve] = 0.

Passons au cas plus général d’une interface plane inclinée de 6 par rapport a 'axe Ox. A partir
de (6.1), on a directement

(9.99) oS0 = ——— | sinf = J

/22 + y'2’ 2 + y/2'
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11 suffit alors d’appliquer a (9.98) les formules de changement de repére (9.90) munies de (9.99).
On retrouve ainsi la condition de saut supplémentaire (6.28)

(9.100) o vl + py/vg] =0.

9.6 Interface parfaite solide-solide 2D

9.6.1 Introduction

Considérons une onde plane P incidente, dont le vecteur d’onde fait I'angle iy avec 'axe Oz, et
une interface plane verticale située en z = x¢ (figure 9.7). Nous déterminons ici les ondes P et SV
réfléchies et transmises. A la différence du cas fluide-fluide, nous considérons seulement les cas
d’incidence en-dessous des angles critiques. En conséquence de quoi, nous utilisons le formalisme
des ondes planes homogénes.

y \10

p() Cp()Cé() pl Cpl Csl

Ts

F1G. 9.7 — Ondes planes incidente, réfléchies et transmises o l’interface plane entre deuz solides.
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9.6.2 Coefficients de réflexion et de transmission

Nous écrivons les potentiels scalaires et les potentiels vecteurs des ondes P et SV incidente,
réfléchies et transmises

’n[p.OM
Orp(z,y,t) = @rp (t - 7) ;
CpO
an.OM
Prp(w,yt) = Prp (t - 7) ;
Cpo
OM
(9101) ‘IIRS(‘T’yat) =IIVgs (t — DAS > )
Cs0
nrp OM
Orp(z,y,t) = Orp (t - ) ,
Cp1
nrs OM
\IITS(xvy7t) = H\I]TS <t - ) )
Cs1
avec les vecteurs d’onde
(9.102)
CoS 19 — COoS 19 Cos Jo coS 11 Cos J1
nip = yIMRP = sMVRS = nNrp = ,NTSs =
sin ’io sin ’io sin jo sin il sin j1

Les indices I, R et T désignent respectivement les ondes incidente, réfléchies et transmises;
les indices P et S désignent les ondes P et SV. Le vecteur de polarisation IT est défini par
IT = 7(0,0,1). Les déplacements élastiques u associés a un potentiel scalaire ® (pour une onde
P) ou a un potentiel vecteur ¥ (pour une onde SV) s’écrivent respectivement

u=V o,
(9.103)

u=VAW.
Apreés des calculs classiques d’élastodynamique [24], on obtient les solutions associées a chaque
type d’onde, soit

" T costy + Y sintg
Urp(z.yt) =Vip®p <t - > ;

CpO

—x cosig+ vy ssz)
b

Urp(z,y,t) = Vrp (I);/%P (t -

(9.104) Urs(z,y,t) = Vs \I’;%S (t x cosjo+y sm]0> ’

Cs0

1 T costy + Y sinig
Urp(z,yt) = VrpPrp (t Y ) ;

Cpl

1" T cosj1 + ¥y sin j;
UTS(CU,?/,t) = VTS \IITS <t ) )

Cs1
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avec

(9.105)

Vip=

et

(9.106)

R . "
Nous cherchons a exprimer ®p,

CoS 1

Cp()

sin io

Cp()

Ao + 2 o cos? i

2
CpO

2 pg sinig cos g

2
CpO

Ao+ 2 po sin? 10
2
Cpo

Vorp =

chapitre 6, s’écrivent ici

(9.107)

[v1] =0,

CoS 19

Cpo

sin io

Cp()

Ao + 2 o cos? i

219

sin jo

Cs0

cos Jo

Cs0

2 pg sin jg cos jo

Viep = 2 Vs =
) ) 2
Cpo Cs0
2 1o sinig cos g Ho . o . 9 .
i _ = (sm jo — cos jo)
Cpo CSO
. 9. 2 (1o sin jo cos j
o + 2 o sin? i _Zho 2JO J0
2 Cs0
0 5
CcoS 11 ..
— sin jq
Cpl -
P
Cs1
Sil’l’il ;
_ Cos J1
c
pl Cs1
2 . .
A1+ 21 cos® i 2 py sinj; cos jp
2 VRs = 2
pl Cs1

2y siniy cosiy

2
Cpl

AL+ 21 sin? 11

2
Cpl

" 1"

\IJRS, Dp et

[va] =0,

(I’;S en fonction du potentiel scalaire @;P de
I’onde incidente. Les conditions de saut entre deux solides élastiques parfaitement collés, vues au

[o11] =0,

M1 /. . .
5 (SID2]1 — COS2]1)
Cs1

2 1 sin j1 cos ji

2
Cs1

[012] = 0.
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Ces conditions étant vérifiées a tout instant en = = xg, on déduit de (9.104) les coefficients de
réflexion et de transmission Rp, Rg, Tp et Tg des ondes P et SV tels que

" —X(y COS? I Ty COS?
@RP<75—70 O>:Rp<blp(t—70 °>,

CpO CpO
" o COS Jo " T COS g
‘I’RS<— )ZRS(I)IP(t_7>7
Cs1 Cpo
(9.108)
" Tg COS 1y " Tg COS 1o
Cp1 Cpo
" T COSj " Tg COS1
Uirg <t— 0731> = Ts®)p (t— u> )
Cs1 Cpo

On reporte alors les expressions (9.108) dans (9.104) et (9.105) ; les conditions de saut (9.107)
conduisent alors a un systéme de quatre équations a quatre inconnues

(9.109)
COs 1 sin jg Cos 11 sin j1 COs 1
Rp — Rs + Tp+ Ts = )
Cpo Cs0 Cp1 Cs1 p0
sin i cos Jo sin 41 Cos J1 sin iq
— Rp + Rs + Tp — Ts ;
Cpo Cs0 Cp1 Cs1 p0
Ao + 2 o cos? i 2 o sin jg cos jo A+ 21 cos?iy 2 1 sin j1 cos ji
5 Rp + P RS - P Tp — P TS
CpO Cs0 Cpl Cs1
Ao+ 2 po cos? 0
= — 5 ,
2 g sinig cosig o 2 1 siniy cost
.92 . 2 . H1 1 1
— 5 Rp + —- (sm Jjo — cos ]0) Rg — 5 P
CpO Cs0 Cpl
W1, 9. 9. 2 g sinig cosig
—T(‘m J1 — cos jl)ng— 5
Cs1 CpO

La résolution analytique du systéme (9.109) est lourde. Le lecteur intéressé peut trouver les
expressions de Rp, Rg, Tp et Tg dans Aki |2]. Pour les besoins du chapitre 10, il nous suffit
d’inverser numériquement (9.109). On déduit finalement les potentiels (9.108), puis les solutions
exactes (9.104) en tout point du domaine, soit

x S Zo, U(x7y7t) = UIP(x7y7t) + URP(x7y7t) + URS(x7y7t)7
(9.110)

x> Zo, U(x7y7t) = UTP(xayvt) + UTS(x7y7t)'

Les calculs ont été effectués en supposant 'interface plane verticale. Dans le cas d’une interface
plane inclinée faisant un angle 6 avec I’axe Oz, on utilise les formules classiques de changement
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de repére pour les tenseurs d’ordre un (les composantes de la vitesse élastique) et d’ordre deux
(les composantes du tenseur des contraintes élastiques), soit

Ty cos@ sinf 0 0 0 vy

D) —sinf cos0 0 0 0 )
(9.111) o1 | = 0 0 cos? 0 2 cosf sinf sin? @ o1 |,

012 0 0 —cosf sinf cos?H —sin®?@ cosh sind 012

T99 0 0 sin” 0 —2 cosf sinf cos? 0 099

en adoptant les mémes conventions d’écriture que pour (9.90).

9.6.3 Conditions de saut supplémentaires

Les conditions de saut naturelles (6.39) ont été utilisées en section précédente pour calculer les
coefficients de réflexion et de transmission Rp, Rg, Tp et Tg. Ces quantités étant connues, on
peut retrouver la condition de saut supplémentaire (6.67). La démonstration est omise ici, car
elle suit exactement la démarche adoptée en section 9.5.6 pour retrouver la condition de saut
supplémentaire & 'interface fluide-fluide.

9.7 Interface parfaite fluide-solide 2D

9.7.1 Introduction

Nous considérons une onde plane P incidente dans un milieu fluide 2y séparé d’un milieu solide
Q1 par une interface plane verticale située en x = xq (figure 9.8). Nous calculons ici le coefficient
de réflexion Rp de 'onde P, ainsi que les coefficients de transmission Tp et Tis des ondes P et SV
transmises. Comme dans le cas de 'interface solide-solide, nous nous limitons aux cas d’incidence
en-dessous des angles critiques.

9.7.2 Coefficients de réflexion et de transmission

Les notations définissant les ondes dans le fluide et dans le solide sont les mémes que dans les
deux sections précédentes, et ne sont pas répétées ici. Des calculs classiques d’élastodynamique
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Fi1G. 9.8 — Ondes planes incidente, réfléchie et transmises a l'interface fluide-solide.

conduisent aux solutions associées & chaque type d’onde, soit

Urp(zyt) =Vip®pp <t -

Urp(zyt) = Vrp Ppp (t -

(9.112)

Urp(z,y,t) = Vrp Vrp (75 -

Urs(z,yt) = Vs Prg (t -

avec

CoS 1g

€o

co

o

T cosig+ Yy sini0>
)

Cp

—x cosig+ vy sini(])
b

Cp

T cosiy +y sini1>
b
Cpl

x cosji+y sinj1>
Cs1 ’

CoS 19

€o

Vip=-— sin g
Co

Po
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et
CcoS 11 ..
— sin jq
Cpl -
P Cs1
o sin ’il cos jl
2 Csl
A+ 2 cos? iy 2 i1 sin jy cos j
(9.114) Vip= 2 Vs = 2
pl Cs1
2 uy sm;l CoS 11 Lk (sin2 - cos? jl)
Cp1 Cs1
A+ 200 gin2 i _ 2y sm2]1 COoS J1
02 Cs1
pl
Pour une interface plane verticale, les conditions vérifiées aux interfaces s’écrivent
(9.115) ] =0, —p =of}, 0=07,
Les conditions (9.115) sont vérifiées a tout instant en z = =z, conduisant aux relations de
Descartes
sin¢ sin j sin ¢
(9.116) L L St
Cpl Cs1 €o

On définit alors les coefficients de réflexion et de transmission Rp, Tp et Ts des ondes P et SV

tels que
" —Iy COS? " Ty COS1
o (t_ M) —Rpo, (t_ u) ’
Co &)
I x(o COS1 I Ty COS 1
Cpl &)
" Ty COS J " x(o COS 1
Wl (t_u> 70, (t— u) |
Cs1 €0

On reporte alors les écritures (9.117) dans (9.112) et (9.114); les conditions de saut (9.115)
conduisent alors & un systéme de trois équations & trois inconnues

Cos 10 Cos 11 sin j1 COs 1
- )
Co Cp1 Co Co
AL+ 2 cos? iy 2 1 sin j1 cos j1
(9118) o RP - 9 TP - 9 TS = —po,
Cpl Cs1
2 1 sin il COS il 1 . . .
H 5 Tp + HT (Sln2]1 — cos2]1) Ts =0.
Cpl Cs1
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En pratique, on résoud le systéme (9.118) numériquement. La solution analytique U (z,y,t) en
tout point du domaine s’écrit alors finalement

x S Zo, U(:E)yat) — UIP(CCa?/,t) + URP(xay)t)a
(9.119)

T > o, U(xayvt) = UTP(xvyvt) + UTS(xvyvt)'

Pour passer au cas d’une interface plane inclinée, il suffit d’appliquer les formules de changement
de repeére (9.90) et (9.111).

9.7.3 Conditions de saut supplémentaires

Au chapitre 6, nous n’avons pas trouvé de conditions de saut supplémentaires dans le cas de
I'interface fluide-solide. Pour confirmer cette absence, nous examinons une configuration particu-
liére, & savoir : les ondes planes incidente, réfléchie et transmises par une interface plane, calculées
dans la section précédente. Cette idée est motivée par le fait que, dans les cas particuliers d’in-
terfaces planes fluide-fluide et solide-solide en contact parfait, nous avons retrouvé les conditions
de saut supplémentaires correspondant & ces configurations. Rappelons que, dans ces deux cas,
on trouve une condition de saut supplémentaire indépendante de l’angle d’incidence.

Pour une interface plane fluide-solide, nous cherchons deux conditions de saut supplémentaires,
portant sur ve et sur o9y (voir (9.115)). Nous examinons ici le cas de o99. A priori, nous cherchons
a relier cette grandeur & p, 011 et o12. On écrit alors

(9.120) ap” = ol +y0iy+ 505,

ol a, 3, 7y et § sont des constantes. Vu les conditions de saut (9.115), I’équation (9.120) revient
a chercher K et L tels que

(9.121) Ko}, = Laj,

(il suffit de considérer K = o+ (3 et L = —6). Les expressions de o7, et o3, sont déduites de
(9.112), (9.114) et (9.117), soit

A + 2 cos?i 2 11 sin 71 cos j " Ty COS 1T
Ufﬁ _ 1 H1 1 Tp + H1 J1 J1 Ts | ®p (t— 0 0 ’
c2 c? C

pl sl 0

(9.122)

2 2
Cpl Cs1 €o

AL+ 20 sin? 11 2 pp sin j1 cos 71 " Tg COS1g
0'32:< Tp — Ts | @p(t——— | .
A partir de la troisiéme équation du systéme (9.118), on peut relier les valeurs de Tp et Ts. On
distingue deux cas, suivant la valeur de ig. Pour iy = 0 (incidence normale), on montre facilement
que T est nul; Tp revient alors au coefficient de transmission 1D (9.5). La relation (9.121) est
alors vérifiée pour K = L. Pour ig # 0, on a

2 - oo 2 -
(9.123) Tp = cos” j1 — sin” ji

T : S
2 siniy cos 1ty
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le dénominateur de (9.123) étant non nul. On reporte alors (9.122) et (9.123) dans (9.121), ce
qui conduit &

(9.124)
A 2 cos?iy cos? j; —sin? j 2 sin 77 cos j " Ty COS1
K 1+ M21 1 ']1. .]1 n M1 2]1 ¥l Ts ®p (t o 0>
1 2 sin4; cos iy i co

A 2 . 2 2. _ . 2 2 . . . . .
:L< 1+ 241 sin4; cos®ji —sin® i 2p sinjy cos i Te !, <t_x0 coszo)’

2 . . . 2
1 2 siniy cos 1ty coq co

soit, pour T # 0 et ®" (¢ — 2o (ggsz’o) £0,

2 2

i AL+ 20 cos? iy cos? j; — sin? j; . 2 p1 sin j1 cos jp
o1 2 sin4; cos iy ciy

(9.125)

2 2

I AL+ 20 sin? 41 cos? j; — sin? j; 2y sin j1 cos j1
1 2 siniy cosiq loxdt

A partir des relations de Descartes (9.116) et de (9.125), on obtient I’équation

(9.126) K f(io) = L g(io)

avec
Cpl 2 2
M+2u | 1- (CLO sinio) 1—2 (@ sini0>
. c
f(lo) = 2 .
Cpl Cpl Cpl 2
2 2= sinigy[1 — (L sini0>
Co Co
2 py sin g Cpl . . 2
+ ﬁ 1-— g S111 2 s
S
(9.127)
c 2 c 2
M+ 21 (Ll sinz‘()) 1-2 (i sinz‘0>
. c c
glio) = 2 : .

2
Cpl . . Cpl . .
2 - sinig (/1 — | £ sinig
€0 €0

2 py sin g Cp1 2
- ——— /1= (L sini()) .
Cp Cs1 €o

Les fonctions f(ig) et g(ip) ne sont pas égales. L’égalité (9.126) n’est alors possible que si K et L
sont des fonctions de iy, ce qui implique que la condition de saut supplémentaire (9.121) dépend
de l'angle d’incidence ig. En suivant une démarche semblable, on obtient aussi une condition de
saut supplémentaire portant sur vy, dont on montre qu’elle dépend de ’angle d’incidence.

Pour une solution U (z,y,t) et une interface fluide-solide quelconque, nous ne pouvons alors pas
obtenir de conditions de saut supplémentaires indépendantes de la solution. Pour étre complet,
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il reste un point que nous n’avons pas examiné: existe-t-il des conditions de saut reliant vy, v
et 011, 0927 Ce point est actuellement a I’étude.
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Chapitre 10

Expériences numériques

10.1 Objet du chapitre

A ce niveau de I’étude, il reste a vérifier numériquement les propriétés de la méthode d’interface
développée précédemment. Pour cela, nous réunissons les différents outils: les interfaces 1D et
2D, de propriétés physiques et géométriques variées (chapitres 5 et 6), sont greffées aux schémas
numériques construits en milieu homogéne sur un maillage régulier (chapitre 4) via I'Explicit
Simplified Interface Method (ou ESIM, vue aux chapitres 7 et 8).

Les validations numériques portent sur trois points. Premiérement, nous disposons de solutions
analytiques (chapitre 9). Lors des expériences numériques, nous mesurons alors systématique-
ment les ordres de convergence des schémas couplés ou non & 'ESIM. Deuxiémement, nous
envisageons différents contrastes des paramétres physiques, et différentes positions des interfaces
par rapport aux noeuds du maillage. Nous montrons en particulier que 'ESIM stabilise les sché-
mas numériques dans le cas de contrastes extrémes. Troisiémement, nous vérifions dans le cas
limite d’'un milieu homogéne que les schémas couplés a 'ESIM coincident avec les schémas en
I’absence d’interfaces.

10.2 Expériences 1D

10.2.1 Introduction

Nous illustrons ici en 1D le couplage des schémas numériques, vus au chapitre 4, et de la mé-
thode d’interface, vue au chapitre 7, et ce pour différents types d’interfaces. Avant d’aborder les
expériences proprement dites, nous précisons ici le protocole expérimentale.

Mesures de convergence. Pour mesurer les ordres de convergence vers les solutions analy-
tiques, nous procédons de facon classique. Considérons une composante de U}, par exemple la
contrainte élastique o}'. Etant donné un nombre de points de calcul k, on définit les mesures
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d’erreur || E} || en norme L; et Lo, par

k
I Ex li=Az)_ [lo(zita) — o7l
(10.1) i=1

| B floo= ma o(aitn) = o]

L’estimation numérique de 'ordre rp, déduit des mesures d’erreur pour k = N et k = M points,
s’écrit

log ( | Ex ||>
(10.2) ry = — LB/

s ()

En pratique, on prend M = 2 N. Les calculs sont effectués en double précision sur un Pentium
PC a 200 MHz. Dans le cas particulier du schéma WENO 5, on prend At = (A z)%*/c (o0 ¢
est la plus grande vitesse des ondes dans le domaine), de sorte que l'intégration de Runge-Kutta
d’ordre quatre conduise effectivement & un schéma d’ordre cing en temps et en espace.

Conditions aux bords. Pour simuler la propagation des ondes en milieu infini, et éviter les
réflexions parasites aux bords du domaine, nous ne calculons pas ’avancée en temps des schémas
aux points x; tels que 0 < i < set N—s+1 <1i < N, ou s est la largeur du schéma utilisé. Cela
revient a imposer U} = 0 en ces points, conduisant a des conditions d’onde sortante parfaitement
efficaces : les ondes sont intégralement transmises & ’extérieur du domaine.

Initialisation des calculs. Pour la plupart des expériences, nous initialisons le calcul dans le
milieu g (soit & gauche de la premiére interface) en imposant la solution

1
(10.3) Uo(z) = Ulx,to) = O | <t0 _ C£>
0
Po

a l'instant initial ¢g, ol pg et cg sont la masse volumique et la célérité des ondes dans le milieu €,
et fé, est une fonction suffisamment réguliére. Au chapitre 9, nous montrons que cette solution
(10.3) correspond a une onde incidente se propageant suivant les = croissants. L’instant initial ¢
peut étre non nul, pour que le support de 'onde appartienne au domaine de calcul.

. " . . . . . . N ,
La fonction f;, choisie est une sinusoide tronquée. Pour obtenir un raccord a zéro suffisamment
régulier, nous considérons en pratique une combinaison linéaire de sinus, soit
2 1
Zak sin(fpwe &) st 0<E< T’
C
(10.4) fo=1 =

0 sinon,

avec B = 2F 1 et f. = w./(27); ay et ¢ dépendent de la régularité souhaitée pour Ug(x). Les
valeurs ¢ = 2, a; = 1 et ag = —1/2, utilisées dans [35], conduisent a une fonction Ug(x) de
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k 1 9 3 4
. 21 63 1

@ 32 | 768 512

) . 21 63 1

K i 64 3072 | 4096

TAB. 10.1 — Coefficients ay, et by de la fonction fg(ﬁ) utilisée pour linitialisation (q = 4).

80

60 -

a0} [

Contrainte élastique (N/m2)
)
AN

_gou I I I
0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45
x (m)

0.5 0.55

FiG. 10.1 — Contrainte élastique a l'initialisation.

classe C2. Pour construire une fonction Ug(z) de classe C° (ce qui est nécessaire pour mesurer
lordre 5 avec le schéma WENO 5), nous utilisons pour toutes les simulations ¢ = 4. Des calculs
élémentaires conduisent alors aux valeurs de a; recensées dans le tableau 10.1. Le choix de la
fonction (10.4) présente deux avantages par rapport aux gaussiennes classiquement utilisées [38|.
D’une part, cette fonction est plus réaliste d’'un point de vue physique. D’autre part, elle conduit
& des diagnostics impitoyables: les défauts de schémas, comme la dispersion numérique ou la
diffusion numérique, sont particuliérement bien mis en évidence. Nous présentons en figure 10.1
la contrainte élastique déduite de (10.3) et (10.4). La transformée de Fourier de (10.4), calculée
en (9.18), est principalement centrée autour de f.: nous parlons alors de fréquence centrale f. et
de longueur d’onde centrale A., étant entendu que le spectre de Ugy(x) est continu.

Pour certaines expériences, nous souhaitons imiter un régime sinusoidal pur, au lieu de considérer
une seule arche de sinusoide comme (10.4). Pour cela, il suffit a priori d’imposer en un point
de calcul une valeur sinusoidale a la contrainte élastique, conduisant & des ondes montantes (se
propageant selon les = croissants) et descendantes ( se propageant selon les x décroissants) (figure
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10.2 a). Etant données les conditions d’onde sortante imposées aux deux extrémités du domaine

de calcul, on observe ’établissement d’un régime sinusoidal au bout d’un temps suffisamment
long.

Cependant, on rencontre une difficulté dans le cas d’'un milieu avec interfaces. Le temps d’établis-
sement du régime sinusoidal est typiquement plus long que le temps mis par les ondes progressives
pour se propager de la source a la premiére interface, puis pour revenir a la source, laquelle conti-
nue a émettre des ondes. Sans précautions particuliéres, la source est alors “dure”, au sens ou elle
agit comme un diffuseur. Le régime établi n’est alors pas un régime sinusoidal pur.

40

Pression acoustique(N/m2)
Pression acoustique(N/m2)

L L L
0.5 0.05 0.1 0.15 0.2 0.

L L L L L
5 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0.55

F1G. 10.2 — Contrainte élastique émise par une source transparente (droite verticale en pointillés),
en présence d’une interface (droite verticale en traits pleins) : (a) avant que l’'onde progressive ne
croise linterface; (b) aprés Uétablissement du régime sinusoidal.

Une solution a ce probléme est d’utiliser des sources “transparentes” développées par |70]. Sans
entrer dans les détails techniques, précisons seulement l'idée sous-jacente & cette méthode. A
chaque instant, le champ acoustique est obtenu par convolution d’un champ émis par la source
en milieu homogeéne (calculé en prétraitement), et d’'un champ calculé par le schéma en pré-
sence d’interfaces mais sans source (figure 10.2 b). Les ondes traversent alors la source sans étre
perturbées par le champ acoustique qui y est imposé.

Nous attirons I'attention du lecteur sur un point non mentionné dans [70] : cette méthode néces-
site un schéma linéaire, comme le schéma de Yee utilisé dans [70], ou le schéma de Lax-Wendroff
utilisé ici. Dans le cas de schémas non linéaires, comme les schémas de volumes finis avec limi-

teur de flux ou WENO 5, les sources transparentes sont inopérantes. Il reste & développer une
méthode plus sophistiquée.

10.2.2 Interface parfaite

Pour illustrer le cas d’une interface parfaite, nous choisissons deux exemples traitant respec-
tivement le cas de contrastes modérés et extrémes des paramétres physiques. Dans le premier
cas, nous insistons sur les mesures numériques d’ordre de convergence. Dans le second cas, nous
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montrons la robustesse de la méthode d’interface. Dans tous les cas, le point important est le sui-
vant : 'ESIM permet de conserver, en présence d’interface, des propriétés des schémas en milieu
homogéne.

Contraste modéré. Soit un milieu 1D de longueur L = 1 m, de paramétres physiques

po = 1000kg/m3, co=1500m/s siz <,
(10.5) (p,c) =
p1 = 1200kg/m®, ¢ =2800m/s siz > a,

correspondant respectivement aux propriétés de I'eau et du Plexiglass, avec a = 0.438 m. La
fréquence centrale est f. = 210* Hz, et I'instant initial est ¢y = 2.6107% s.

Dans un premier temps, nous réalisons une expérience avec N = 200 points de calcul et CFL=0.8
dans le milieu §21, soit environ 25 points par longueur d’onde centrale dans le milieu €2g. Nous
présentons en figure 10.3 les valeurs théoriques (traits pleins) et numériques (pointillés) de la
contrainte élastique & ¢t = 3.7107% s; les valeurs numériques sont calculées par les trois schémas
couplés & 'ESIM. Nous observons les propriétés classiques déja mentionnées au chapitre 4, a
savoir: la dispersion numérique du schéma de Lax-Wendroff (a); la trés bonne localisation des
ondes calculées par le schéma de volumes finis, dégradée par I’écrétage des ondes di & la diffusion
numérique (b); enfin, 'excellente qualité du schéma WENO 5 (c).

Cet exemple seul n’est pas suffisant pour démontrer les qualités de 'ESIM : & I’échelle de la figure,
on ne distingue pas les valeurs numériques obtenues sans méthode d’interface (non présentées ici)
de celles proposées en figure 10.3, car les contrastes sont faibles. Dans un deuxiéme temps, nous
proposons alors dans le tableau 10.2 les mesures de convergence vers la solution exacte (calculée
au chapitre 9), avec et sans couplage des schémas numériques et de I'ESIM. Les mesures d’ordre
(en gras dans le tableau 10.2) sont sans appel: sans méthode d’interface, l'ordre de convergence
est inférieur a I'ordre théorique, et évolue de fagon apparemment imprévisible. Au contraire, le
couplage des schémas numériques et de 'ESIM permet de conserver, en présence d’une interface,
l'ordre de convergence théorique des schémas en milieu homogéne, soit : 2 pour le schéma de Lax-
Wendroff, 1.6 (en norme L) et 2 en (norme L;) pour le schéma de volumes finis avec limiteur
de flux, 5 enfin pour le schéma WENO 5.

Par ailleurs, nous avons vérifié le point suivant : dans le cas limite de milieux identiques de part
et d’autre de «, les valeurs modifiées sont égales aux valeurs numériques a la précision machine
prés (soit 107!). Le couplage des schémas numériques et de 'ESIM revient alors aux schémas
numériques en milieu homogéne, a cette précision prés.

Contraste extréme. Soit un milieu de parameétres physiques

po = 1000kg/m®, ¢o =1500m/s siz < a,

(10.6) (p:c) =
p1=1.3kg/m® ¢ =340m/s siz>a,

correspondant aux propriétés physiques de ’eau et de I’air. Les autres caractéristiques des milieux
et du calcul (longueur L, position «, fréquence centrale f., instants initial ¢y et final ¢;, nombre
de points de calcul N, nombre CFL) sont les mémes que dans I’exemple précédent.

Le premier intérét de cet exemple est de montrer numériquement la stabilité du couplage des
schémas et de 'ESIM. Sans la méthode d’interface, des instabilités numériques apparaissent au
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F1G. 10.3 — Interface parfaite (droite verticale) : valeurs exactes (ligne pleine) et valeurs numé-

riques (pointillés) de o. Laz-Wendroff + ESIM 22 (a), volumes finis + ESIM?22 (b), WENO 5
+ ESIM33 (c), at; =3.7107% s.
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Méthode N Erreur Lo Ordre Ly, Erreur Ly  Ordre L
Lax-Wendroff 400 8.81e-1 - 2.7le+1 -
800 2.15e-1 2.03 7.22e00 1.90
1600 5.99¢-2 1.84 2.06e00 1.81
3200 3.13e-2 0.93 9.90e-1 1.06
6400 1.77e-2 0.82 5.73e-1 0.79
Lax-Wendroff 400 1.14€00 - 3.20e+1 -
800 3.30e-1 1.78 8.49¢00 1.91
+ 1600 7.80e-2 2.08 2.13e00 1.99
3200 1.93e-2 2.01 5.33e-1 2.00
ESIM 22 6400 4.82e-3 2.00 1.33e-1 2.00
Volumes finis 400 6.03e-1 - 1.41e+1 -
800 2.91e-1 1.05 9.47e00 0.57
1600 1.14e-1 1.34 3.28¢e00 1.53
3200 3.48e-2 1.72 1.26e00 1.37
6400 2.10e-2 0.72 6.94e-1 0.86
Volumes finis 400 6.32e-1 - 9.94e00 -
800 2.18e-1 1.53 2.47e00 2.01
+ 1600 7.35e-2 1.57 6.38e-1 1.95
3200 2.44e-2 1.59 1.59e-1 2.00
ESIM 22 6400 8.19¢-3 1.57 4.05e-2 1.97
WENO 5 400 2.20e-1 - 6.12¢00 -
800 1.30e-1 0.76 4.35e00 0.49
1600 3.36e-2 1.95 1.05e00 2.04
3200 4.10e-2 -0.28 9.59%-1 0.14
6400 1.15e-2 1.83 1.89¢-1 2.34
WENO 5 400 6.13e-2 - 1.44e00 -
800 2.96¢e-3 4.37 8.12e-2 4.15
+ 1600 1.23e-4 4.58 2.99e-3 4.76
3200 4.50e-6 4.77 1.03e-4 4.85
ESIM 33 6400 1.55e-7 4.86 3.43e-6 4.90

TAB. 10.2 — Ordres de convergence. Interface parfaite 1D avec contrastes modérés.
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F1G. 10.4 — Interface parfaite et contrastes extrémes : erreurs commises sur la pression acoustique.
Laz-Wendroff + ESIM 22 (a-b), volumes finis + ESIM 22 (c-d), WENO 5 + ESIM 33 (e-f).
Colonne de gauche : interface eau-air (droite verticale); colonne de droite : miliew homogéne (la
droite verticale en pointillés rappelle la position de l'interface en colonne de gauche).
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niveau de 'interface & cause des contrastes extrémes de parameétres, rendant inopérant le calcul
(nous ne présentons pas ici de telles courbes). Des mesures d’ordre de convergence (non présentées
ici) aménent aux mémes conclusions que les mesures présentées dans le tableau 10.2: U'ordre des
schémas est conservé malgré la discontinuité des coefficients du systéme hyperbolique.

Au lieu de présenter les valeurs théoriques et numériques de la pression acoustique réfléchie et
transmise, nous soustrayons ces valeurs (figure 10.4, colonne de gauche). A droite de chaque
courbe, nous présentons la différence entre les valeurs théoriques et numériques de la pression
acoustique propagée en milieu homogéne g, ayant les propriétés acoustiques de I'eau: la droite
en pointillés n’a alors évidemment aucune signification, mais elle rappelle la position de I'interface
dans le cas présenté dans la colonne de gauche.

L’intérét de cet exemple ne porte alors pas sur le niveau des erreurs propres a chaque schéma,
mais sur leur géométrie. Il est en effet instructif de comparer les colonnes de gauche et de
droite de la figure 10.4. A cause des contrastes extrémes d’impédances, les ondes sont presque
totalement réfléchies par 'interface eau/air (colonne de gauche). De plus, les ondes en milieu
hétérogeéne (colonne de gauche) et en milieu homogene (colonne de droite) se sont propagées de
la méme distance dans ’eau a l'instant ¢; ol nous présentons le calcul. On observe alors que les
erreurs sont quasiment identiques dans les deux cas (aprés deux symétries dans les figures de la
colonne de gauche, la premiére par rapport a l'interface, la deuxiéme par rapport & I'axe Oz,
pour prendre en compte le changement de signe lors de la réflexion). Nous en déduisons que la
présence d’une interface n’introduit pas d’erreur supplémentaire par rapport a la propagation en
milieu homogeéne, si les schémas sont couplés & 'ESIM.

10.2.3 Interface imparfaite

Pour illuster le cas d’une interface imparfaite avec conditions de type masse-ressort, nous choisis-
sons deux exemples. Le premier exemple, avec une seule interface, permet de mesurer des ordres
de convergence, et démontre la nécessité d’'une méthode d’interface. Le deuxiéme exemple, avec
une succession réguliére d’interfaces, est intéressant d’un point de vue physique.

Collage. Soit un milieu 1D de longueur L = 1 m. Les paramétres physiques sont constants
et égaux de part et d’autre d’une interface imparfaite avec conditions de type masse-ressort en
a = 0.53 m, soit

( po = p1 = 1200 kg/m?,
co = c1 = 2800 m/s,

(10.7)
K =2.25.10"" kg/m?/s?,

M =10 kg.

Les propriétés décrivent par exemple un collage entre deux barreaux de Plexiglass. Les valeurs
de raideur K et de masse M, décrivant la qualité du collage, correspondent par exemple & une
couche de colle ayant les propriétés acoustiques de l'eau (p = 1000 kg/ m®, ¢ = 1500 m/s) et
d’épaisseur h = 0.01 m (voir (5.29)). L’instant initial est to = 1.6 10~% s, et la fréquence centrale
est f. =210* Hz.
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F1G. 10.5 — Interface imparfaite (droite verticale) : valeurs exactes (ligne pleine) et valeurs numé-
riques (pointillés) de o. Laz-Wendroff + ESIM22 (a-b), volumes finis + ESIM22 (c-d), WENO
5+ ESIM33 (e-f), at; = 2.6107% s (colonne de gauche) et ty = 2.910™% s (colonne de droite).
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Méthode N Erreur Lo Ordre Ly, Erreur L;  Ordre L

Lax-Wendroff 100 1.12e01 - 1.43e00 -
200 4.03e00 1.47 4.60e-1 1.61
+ 400 9.75e-1 2.04 1.19e-1 1.96
800 2.45e-1 1.99 3.04e-2 1.97
ESIM 22 1600 5.95e-2 2.04 7.57¢-3 2.00
3200 1.48e-2 2.01 1.89¢-3 2.00

Volumes finis 100 6.05e00 - 5.05e-1 -
200 2.00e00 1.59 1.31e-1 1.94
+ 400 6.77e-1 1.56 3.45e-2 1.92
800 2.35e-2 1.52 9.76¢e-3 1.82
ESIM 22 1600 7.92e-2 1.56 2.59e-3 1.91
3200 2.63e-2 1.59 6.39¢-4 2.02

WENO 5 100 6.05e00 - 3.20e00 -
200 2.08e-1 4.85 1.09e-1 4.86
+ 400 6.60e-3 4.98 3.71e-3 4.88
800 2.21e-4 4.89 1.19e-4 4.95
ESIM 33 1600 7.39e-6 4.90 4.06e-6 4.88
3200 2.45e-7 4.91 1.34e-7 4.92

TAB. 10.3 — Ordres de convergence. Interface imparfaite 1D.

Dans un premier temps, nous réalisons une expérience numérique avec N=150 points de calcul
et CFL=0.9, soit environ 20 points de calcul par longueur d’onde centrale. Nous présentons
en figure 10.5 les valeurs théoriques (traits pleins) et numériques (pointillés) de la contrainte
¢élastique aprés réflexion sur linterface, aux instants t; = 2.6107% s et to = 2.910* s. Les
valeurs théoriques sont calculées au chapitre 9; les valeurs numériques sont calculées par les trois
schémas couplés & ’'ESIM. L’accord théorie-numérique est excellent, suivant les qualités propres
de chaque schéma : dispersion numérique du schéma de Lax-Wendroff (a-b), dispersion numérique
du schéma de volumes finis avec limiteur de flux (c-d); a cette échelle, nous ne distinguons pas
les valeurs numeériques calculées avec WENO 5 et I'ESIM des valeurs théoriques (e-f).

Cet exemple démontre la nécessité d’utiliser une méthode d’interface. Sans méthode d’interface,
les schémas numériques ne “voient” pas les conditions imposées en «: comme les milieux de
propagation sont les mémes de part et d’autre de l'interface, les ondes calculées par les schémas
numériques se propageraient sans déformation, contrairement a la solution exacte. Ainsi, 'onde
réfléchie découle uniquement de 'application de PESIM aux points irréguliers (voir chapitre 7).
Le fait de choisir des milieux identiques de part et d’autre de l'interface est volontairement
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caricatural ; la méthode d’interface s’applique évidemment (et a été testée avec succes) dans le
cas de milieux différents de part et d’autre de l'interface. Nous avons par ailleurs vérifié que,
pour K = 400 et M = 0, on retrouve les schémas en milieu homogéne, a la précision machine
preés.

Nous présentons dans un deuxiéme temps des mesures d’ordre de convergence vers la solution
exacte, obtenues en raffinant le maillage (tableau 10.3). Comme attendu, les ordres de convergence
des trois schémas sont conservés en présence de l'interface.

(a)

Amplitude of stress (N/m2)
o

Amplitude of stress (N/m2)
o

I I I I 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
x (m)

F1G. 10.6 — Contrainte €élastique a travers une succession finie d’interfaces imparfaites réguliére-
ment réparties de &, avec (a) § = & et (b) & = &1. La droite en pointillés représente la position
de la source transparente.

Milieu stratifié périodique. Soit un milieu élastique 1D, de masse volumique p = 1200 kg/ m?
et de célérité des ondes ¢ = 2800m/s, ponctué par une succession finie et réguliére d’interfaces
avec conditions de type masse-ressort. L’analyse théorique de la propagation des ondes pour
un ensemble infini d’interfaces et une source monochromatique est proposée dans [59|. Suivant
I’espacement & entre les interfaces, les valeurs des paramétres physiques et la fréquence de I'onde,
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les auteurs démontrent l'existence d’'un comportement passe-bande: ondes se propageant sans
atténuation, ou ondes évanescentes. L’expérience numérique que nous proposons a pour but de
vérifier si ’analyse théorique conduit a des résultats valables pour un nombre fini d’interfaces (le
seul cas réellement intéressant en pratique).

Nous envoyons une onde sinusoidale en z, = 0.24 m, de fréquence f, = 210* Hz, et nous atten-
dons I’établissement d’un régime sinusoidal pur. Nous utilisons pour cela une source transparente.
Les simulations numériques sont réalisées sur N = 250 points de calcul avec le schéma de Lax-
Wendroff (comme précisé en introduction, nous ne disposons pas de sources transparentes pour
les schémas non linéaires, comme le schéma de volumes finis avec limiteur de flux, ou le schéma

WENO 5).

Considérons des conditions de type ressort (K = 2.25 1011kg/m2/s2, M = 0kg). L’analyse
théorique [59] montre alors que pour & = & = 1.76 1072 m, le nombre d’onde Floquet est réel:
les ondes se propagent sans atténuation. Par contre, pour £ = &; = 5.17 1072 m, le nombre d’onde
Floquet est complexe: les ondes décroissent exponentiellement avec la distance a la source.

Nous présentons en figure 10.6 les expériences numériques réalisées pour ces deux espacements,
avec un nombre fini d’interfaces. On observe le comportement passe-bande (a) ou coupe-bande
(b) prévu théoriquement pour un nombre infini d’interfaces. Dans le cas d’ondes évanescentes
(figure 10.6 b), nous présentons en figure 10.7 la décroissance de 'amplitude des ondes prévue
théoriquement et mesurée numériquement. L’accord entre les deux courbes est trés bon.

0.9
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0.7(

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

L I L
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4

F1c. 10.7 — Valeurs théoriques (traits pleins) et numériques (étoiles) de l'atténuation des ondes
a travers la succession d’interfaces imparfaites.

10.2.4 Deux interfaces parfaites

Le dernier cas traité en 1D est celui de deux interfaces parfaites, plus proches I'une de 'autre que
le pas en espace A x. Pour illustrer ce cas, nous considérons un domaine tricouche de longueur
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F1G. 10.8 — Deux interfaces parfaites (droites verticales) : valeurs exactes (ligne pleine) et valeurs
numériques (pointillés) de o. Laz-Wendroff + ESIM 22 (a-b), volumes finis + ESIM 22 (c-d),

WENO 5 + ESIM33 (e-f), at; =2.2107% s (colonne de gauche) et ty = 2.510™* s (colonne de
droite).
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L=1 m, de paramétres physiques
po = 1200kg/m®, ¢o =2700m/s siz < ag=0.53m,

(10.8) (p,c) =< p1 =1000kg/m>, ¢ =1500m/s siag <z <a; =0.533m,
p2 = 1200kg/m®, ¢y =2700m/s siz > .

L’instant initial est o = 1.6107% s, et la fréquence centrale est f, = 210~% Hz.

Nous réalisons une expérience numérique avec N = 200 points de calcul, soit Az = 51073 m.
Les deux interfaces sont situées dans la méme maille, de sorte qu’aucun point de calcul n’utilise
les valeurs py et ¢;. Les milieux Qg et Q5 ont les mémes propriétés physiques I'un et I'autre:
sans couplage avec une méthode d’interface, les ondes numériques ne “voient” pas le milieu €21,
ne conduisant alors a aucune onde réfléchie (contrairement a la solution exacte).

Nous présentons en figure 10.8 les valeurs théoriques (traits pleins) et numeériques (pointillés) de
la contrainte élastique & t; = 2.2107% s et & to = 2.5107% 5. Les ondes réfléchies eont trés bien
calculés : 'ESIM conduit & une trés bonne prise en compte des propriétés du milieu intermédiaire
()1 sans avoir a mailler ce dernier. Pour conclure cette section, rappelons que les deux interfaces
parfaites et le milieu intermédiaire €27 étudiés dans cette section pourraient aussi étre décrits par
une interface imparfaite. Vu les paramétres physiques et géométriques, les valeurs de raideur et
de masse données par (5.29) seraient K = 2.25.10!2 kg/m2/s2 et M = 3 kg. Ces valeurs de K
et M sont respectivement 10 fois plus grande et 3.3 fois plus petites que les valeurs de K et M
données en (10.7). Cela explique que le comportement dispersif soit moins prononcé en figure
10.8 qu’en figure 10.5.

10.3 Expériences 2D

10.3.1 Introduction

Nous illustrons maintenant en 2D le couplage des schémas numériques, vus au chapitre 4, et de la
méthode d’interface, vue au chapitre 8. Avant d’aborder les expériences proprement dites, nous
précisons quelques points touchant aux calculs.

Description géométrique des interfaces. Les interfaces utilisées lors des simulations numé-
riques sont soit des droites, soit des ellipses, a priori inclinées sur leurs axes. Nous rappelons ici
Pécriture paramétrique et 'équation cartésienne F(x,y) = 0 décrivant ces courbes. Nous omet-
tons seulement d’écrire les dérivées successives de la représentation paramétrique, nécessaires
pour Pécriture des conditions de saut (voir chapitre 6).

Soit une droite inclinée de € par rapport a 'axe Oz, et soit un point de coordonnées (xg,yo) de
cette droite (figure 10.9). L’écriture paramétrique de cette droite est

x(T) = xo+ T cosb,
(10.9)
y(T) = yo + 7 sind,
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(x0,y0)
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F1G. 10.9 — Interfaces utilisées lors des expériences numériques 2D.

avec 7 € R. De (10.9), on déduit
(10.10) F(z,y) = —sinf (x — xo) + cos 0 (y — yo)-

Soit une ellipse de centre Q(zq,yq), inclinée de I'angle ¢ par rapport au repére (O,z,y), de grand
axe a et de petit axe b (figure 10.9). L’écriture paramétrique de cette ellipse est

x(T) =a cosp cosT — b siny sinT + zq,
(10.11)
y(T) = a sinp cosT + b cos ¢ sinT + yq,

avec 7 € [0,27]. De (10.11), on déduit
(10.12)

_ (@ —=zq) —vo) .\ (z —zq) . (y — yo) 2
F(z,y) = Cos ¢ + sinp | + T s1ngo+Tcosg0 — 1.
a a

Initialisation des calculs. Nous étudions fréquemment le cas d’ondes planes sur des interfaces
planes ; les solutions analytiques étant connues, on mesure ainsi facilement des ordres de conver-
gence. Nous renvoyons le lecteur au chapitre 9 pour les expressions des ondes planes incidente,
réfléchie et transmise utilisées lors de l'initialisation des calculs. Celles-ci s’expriment a partir
d’une fonction f', déterminant la forme de onde.

En-dessous de 'angle critique, la fonction f choisie est la méme sinusoide tronquée qu’en 1D,
soit (10.4). Au-dessus de I'angle critique, la fonction f* choisie est définie au chapitre 9 par (9.64),
soit

(10.13) £t) = %
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avec f. la fréquence centrale et 7 un parameétre déterminant la largeur de 'onde.

Nous présentons en figure 10.10 les deux cas d’ondes planes, en-dessous et au-dessus de 'angle
critique, en vue 2D et en coupe. Les paramétres physiques et les angles d’incidence sont précisés
plus loin. La palette de couleurs utilisée repose sur des dégradés de vert et de rouge, représentant
respectivement les valeurs positives et négatives de la pression acoustique. Pour l'incidence au-
dela de l'angle critique (figure 10.10 b-d), on note un phénoméne remarquable, mentionné au
chapitre 9: les valeurs de la pression acoustique incidente, toujours positives, conduisent a des
valeurs positives et négatives (en rouge) de la pression acoustique réfléchie et transmise.

Pour certaines simulations, nous cherchons a construire des ondes cylindriques divergentes, cen-
trées en un point (x,ys) (on s’'intéresse ici uniquement au cas fluide). En 2D, le potentiel acous-
tique ® des ondes cylindriques s’exprime & partir de fonctions de Hankel. Pour construire de
fagon simple une onde cylindrique, nous retenons seulement le premier terme du développement
asymptotique des fonctions de Hankel, et écrivons

(10.14) O(ay,t) = 7«1% f (t _ —) ,

avecr = ((z — z5)? + (y — ys)?) 1/2, et f une fonction suffisamment réguliére. A partir de (10.14),
les expressions de la vitesse acoustique v et de la pression acoustique p

0o

10.1 =V P —-_=
(10.15) v=VOo, P 57

conduisent & ’expression de 'onde divergente en milieu homogéne

T~ s T — T
C’I“g/2 27“5/2
(10.16) Uwyt)=—| L2 | f (t - f) | oy—us |y (t - f) .
cr c 9 :5/2 c
P
P72 0

On choisit comme fonction f/ la sinusoide tronquée (10.3). Sa primitive f s’écrit
C

(Zbkcoswkwcs)—v>/<2wfc> S§0<¢<
(10.17) f& =4 \i=

0 sinon.

Les coefficients by sont consignés dans le tableau 10.1. La constante v est déterminée de sorte
que le raccord de f & zéro soit suffisamment régulier, soit
21 63 1

10.1 =14+ =_ = 4 _ -
(10.18) i 61 3072 2006

Conditions aux bords du domaine. L’avancée en temps aux points de calcul aux bords du
domaine pose probléme, pour deux raisons. D'une part, aux points de calcul (x;,y;) tels que
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0<i<s, Ny—s5+1<i<N,,0<j5<s Ny—s+1<j <N, (ons désigne la largeur
du schéma, dimension par dimension, et ot N, et N, sont le nombre de points de calcul dans
les directions z et y), Pavancée en temps des schémas utilise en effet des valeurs numériques en
dehors du domaine. D’autre part, nous cherchons & simuler la propagation des ondes en milieu
infini: les bords du domaine apparaissent comme une rupture d’impédance, conduisant & des
ondes réfléchies a I'intérieur du domaine de calcul.

Pour résoudre ce probléme, considérons deux cas. Dans le cas particulier d’ondes planes croisant
une ou deux interfaces planes (paralléles entre elles), nous disposons de solutions analytiques.
Nous imposons alors aux points (z;,y;) (0 <i<s, N, —s+1<i< N, 0<j<s, Ny—s+1<
J < Ny) la valeur exacte U(z;,y;,t,) & chaque pas de temps. Cette procédure ne conduit & aucun
probléme de stabilité. De plus, cette procédure ne perturbe pas les mesures de convergence, a
condition de réaliser les mesures d’ordre suffisamment loin des bords du domaine.

Le cas d’ondes non planes ou d’interfaces de forme quelconque est plus délicat. En effet, nous
ne connaissons évidemment pas, dans le cas général, la solution analytique & imposer aux bords
du domaine. Plusieurs méthodes existent alors pour simuler la propagation des ondes en milieu
infini.

La premiére classe de méthodes consiste a utiliser des conditions aux bords absorbantes (Absorbing
Boundary Conditions, ou ABC), introduites dans le cas de I'acoustique par Engquist et Majda
[22]. Ces méthodes, simulant des conditions d’ondes sortantes, sont délicates & mettre en oeuvre
pour les problémes d’élastodynamique 2D-3D, et conduisent & des problémes de stabilité [79].

Nous suivons ici une deuxiéme classe de méthodes, qui consiste a entourer le domaine de calcul
de couches absorbantes, ou les ondes sont atténuées artificiellement. La principale difficulté est
alors de minimiser la réflexion des ondes a la frontiére entre le domaine de calcul et ces couches,
qui sont vues par les ondes comme des ruptures d’impédance. Une avancée majeure est due a
Bérenger (8], lequel définit des conditions de couches parfaitement adaptées (Perfectly Matched
Layers, ou PML), limitant les réflexions parasites. Nous renvoyons a [79] pour 'analyse de la
méthode et sa mise en oeuvre.

10.3.2 Interface parfaite fluide-fluide

Pour illustrer le cas de l'interface entre deux fluides parfaits, nous proposons trois exemples:
une interface avec des contrastes modérés (en-dessous et au-dessus de l'angle critique), deux
interfaces avec des contrastes modérés, et enfin des interfaces avec des contrastes extrémes. Les
deux premiers cas permettent des mesures d’ordre de convergence. Le dernier cas démontre la
robustesse du couplage des schémas et de la méthode d’interface, et ce pour des interfaces de
forme quelconque.

Contrastes modérés. Cas d’une interface. Soit un milieu fluide 2D, de dimensions L, = L, =
0.2 m. Les paramétres physiques sont discontinus de part et d’autre de la droite I', faisant ’angle
0 = 80 degrés avec 'axe Ox ; le point M (z¢ = 0.1,59 = 0) appartient & I'. Soit

po = 1000kg/m®, ¢o=1500m/s si F(z,y) <0,

(10.19) (p,c) =
p1 = 1200kg/m®, ¢ =2800m/s si F(z,y) > 0.
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L’équation cartésienne F'(z,y) est donnée par (10.10). Une onde plane incidente a support dans
le milieu €2, dont le vecteur d’onde fait I’angle 6 avec I'axe Ox (figure 9.4 au chapitre 9), fait
I’angle

(10.20) 0 = 05 + 90 — 0 degrés
avec la droite I'; les paramétres (10.19) définissent un angle critique 6,

(10.21) 6. = arcsin D324 degrés
Co

au-dela duquel 'onde transmise est non homogéne.

Dans un premier temps, nous étudions une onde plane incidente, dont le vecteur d’onde fait
I'angle 0y = 21 degrés avec I'axe O, soit 0} = 31 degrés < 6, avec la normale & la droite I". Les
expériences numériques sont réalisées pour une fréquence centrale f. = 510* Hz, N, = Ny =200
points de calcul et CFL=0.69 dans le milieu 2, soit environ 30 points par longueur d’onde
centrale dans le milieu Q. L’instant initial est tg = 9107 s.

Nous présentons en figures 10.11 et 10.12 les cartes et coupes (en y = 0.05 m) de la pression
acoustique a t; = 2104 s, obtenues par les schémas de Lax-Wendroff et de volumes finis, avec et
sans méthode d’interface. Pour les calculs réalisés en couplant les schémas numériques et I'ESIM,
nous n’utilisons pas les conditions de saut supplémentaires (voir chapitre 6). Pour les calculs
réalisés sans aucune méthode d’interface, 'interface est représentée en “marches d’escalier”, sans
homogénéisation des parameétres physiques au voisinage de l'interface.

A la différence de 'interface parfaite en 1D (section 10.2.2), nous observons des différences nettes
entre les valeurs numériques obtenues avec et sans méthode d’interface, sous forme de diffraction
parasite. Celle-ci est due & la description en “marches d’escalier” de l'interface. Ces artefacts sont
limités, voire éliminés, lorsque les schémas sont couplés a la méthode d’interface.

Nous présentons les résultats de convergence vers la solution analytique dans le tableau 10.4.
Sans méthode d’interface, I'ordre de convergence mesuré numériquement est inférieur a ’ordre
des schémas en milieu homogeéne. Lorsque les schémas sont couplés & 'ESIM, I'ordre mesuré est
égal a l'ordre théorique en milieu homogéne: 2 pour le schéma de Lax-Wendroff, 1.6 (en norme
Loo) et 2 (en norme Lj) pour le schéma de volumes finis. Nous ne présentons pas ici les cartes et
coupes de la pression acoustique calculées avec la méthode d’interface utilisant les conditions de
saut supplémentaires (voir chapitre 6): les deux cartes sont quasi identiques; dans les deux cas,
les diffractions parasites sont réduites, et les ordres de convergence sont maintenus.

Nous consignons dans le tableau 10.5 les temps de calcul pour le prétraitement numérique néces-
saire & I'ESIM (recherche des points irréguliers, calcul et stockage des matrices de conditions de
saut). La durée du prétraitement est de 'ordre d’une dizaine d’avancées en temps des schémas,
ce qui est parfaitement négligeable.

Dans un deuxiéme temps, nous étudions une onde plane incidente, dont le vecteur d’onde fait
I'angle 6 = 40 degrés avec I'axe Oz, soit 9} = 51 degrés > 6. avec la normale a la droite I'. Ce
cas d’incidence au-dessus de l'angle critique est particuliérement intéressant pour nous, pour la
raison suivante. L’onde plane transmise est non homogéne (voir chapitre 9) : son amplitude décroit
alors en 1/x2, ol x est la distance a I'interface. Le calcul numérique de cette onde de surface est
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alors prépondérant au voisinage de l'interface, i.e. aux points irréguliers. En conséquence de quoi,
cette simulation numérique est particulierement sensible aux artefacts induits par la présence de
I'interface. Il est alors crucial, pour obtenir des résultats quantitatifs, de décrire précisément la
géométrie et les conditions de saut vérifiées & I'interface.

Les données du calcul sont les mémes que dans ’exemple précédent d’incidence sous-critique;
la seule donnée supplémentaire est 7—0.5 (10.13). Nous présentons en figures 10.13 et 10.14
les cartes et coupes de la pression acoustique, calculées par les schémas de Lax-Wendroff et de
volumes finis avec limiteur de flux, couplés ou non & 'ESIM. Les cartes et coupes sont présentées
at; =1.110"* s. Les coupes, effectuées en y = 0.1 m, sont repérées sur les cartes par des droites
horizontales en pointillés.

Sans méthode d’interface, nous observons nettement les effets de la diffraction parasite (colonnes
de gauche des figures 10.13 et 10.14). Les mesures de convergence (non présentées ici) aménent
aux mémes conclusions que dans le cas de I'incidence sous-critique : ’ESIM maintient en présence
d’une interface 'ordre des deux schémas considérés.
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Contrastes modérés. Cas de deux interfaces. Soit un milieu fluide tricouche, de dimensions
L, = L, = 0.2 m. Les paramétres physiques sont constants par morceaux et discontinus de part
et d’autre des droites I'g et I'y, faisant chacune I'angle § = 80 degrés par rapport a 'axe Ox. Les
points My(zg = 0.1,y0 = 0) et My(z1 = 0.13,y; = 0) appartiennent respectivement a I'g et T'y,
caractérisant les fonctions Fy(z,y) et Fi(x,y) (10.10), soit

po = 1000kg/m3, co = 1500m/s  si Fy(z,y) <0,
(10.22) (p,c) =< p1=1200kg/m®, ¢ =2800m/s si Fo(z,y) >0 et F(z,y) <O,

p2 = 1000kg/m®, ¢y =1500m/s si Fy(z,y) > 0.

L’intérét de cette configuration découle des réflexions multiples dans le milieu intermédiaire €y :
les artefacts numériques, provenant des calculs sans méthode d’interface aux points irréguliers,
sont accumulés a chaque avancée en temps. Les paramétres physiques des milieux g et €25 sont
identiques, de sorte que les ondes transmises dans le milieu €25 sont paralléles & 'onde incidente
dans le milieu Q. L’angle critique 6. est le méme que (10.21).

Nous étudions ici uniquement un cas d’incidence en-dessous de l'angle critique. Nous initialisons
les calculs par une onde plane incidente, dont le vecteur d’onde fait I'angle 6 = 20 degrés avec
laxe Ox (soit 0} = 31 degrés < 6. par rapport a I'y), ainsi que par la succession d’ondes réfléchies
et transmises & linstant to = 107% s (figure 10.15). La solution analytique n’est pas explicitée
au chapitre 9, son calcul étant voisin de celui proposé en 1D pour deux interfaces parfaites.

Les expériences numériques sont réalisées pour une fréquence centrale f. = 510* Hz, N, =
N,=200 points de calcul et CFL=0.69. Les cartes de la pression acoustique a l'instant t; =
1.25107% s ne sont pas proposées: les diffractions parasites observées au cours des exemples
précédents sont toujours présentes, mais sont ici mélangées aux multiples ondes réfléchies et
transmises. Ces diffractions paraistes sont alors indiscernables vue la palette de couleurs choisie.

Par contre, les coupes proposées en figure 10.16 sont sans équivoque: en ’absence de méthode
d’interface, les défauts accumulés a chaque pas de temps dans le domaine intermédiaire 21
conduisent & une erreur trés importante. Au contraire, les courbes obtenues en couplant les
schémas numériques et 'ESIM sont trés proches de la solution analytique. Les résultats de
convergence, non proposés ici, confirment le maintien de 'ordre des schémas par couplage avec

PESIM.

Contrastes extrémes. Soit un domaine rempli d’eau (pg = 1000kg/m® ¢y = 1500 m/s), de
dimension L, = L, = 0.4 m, rempli de 20 bulles d’air (po = 1.3 kg/m*, ¢ = 340 m/s) en forme
d’ellipse. Celles-ci sont aléatoirement placées et inclinées sur leur axe; les tailles moyennes des
grands axes et petits axes sont ¢ = 81072 m et b = 61072 m. Pour une fréquence centrale
f. = 510* Hz, la longueur d’onde centrale dans I'eau est A, = 31072 m, soit approximativement
la taille des hétérogénéités.

Les expériences numériques sont réalisées avec N, x N, = 400 x 400 points de calcul et CFL
=0.69. Les calculs sont initialisés par une onde cylindrique centrée en (x5 = 0.2,y = 0.24) a
I'instant tg = 5107° s (figure 10.17). Nous présentons en figure 10.18 les cartes et coupes de la
pression acoustique a t; = 1.4107% s, calculées par les schémas de Lax-Wendroff et de volumes
finis couplés & 'ESIM.
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Meéme si le cas présenté ici n’est pas forcément trés représentatif de situations concrétes (bulles
d’air elliptiques...), il montre que 'on peut accéder a des expériences intéressantes d’un point
de vue physique. De plus, cet exemple démontre numériquement la stabilité du couplage des
schémas et de 'ESIM, et ce pour des interfaces de forme quelconque. Sans méthode d’interface,
ou avec I'IIM, des instabilités apparaissent au niveau des interfaces, invalidant le calcul.

10.3.3 Interface parfaite solide-solide

Nous illustrons enfin le cas de deux solides parfaitement collés. Pour cela, nous considérons un
milieu solide 2D, de dimensions L, = L, = 0.3 m. Les paramétres physiques sont discontinus et
constants par morceaux de part et d’autre de la droite I', d’angle § = 80 degrés avec 'axe O,
avec M (zg = 0.1,59 = 0) appartenant a I', soit

po = 1800 kg/mg, cpo =1900m/s, ¢y =750m/s si F(x,y) <0,
(10.23) (p,cp,cs) =
p1 = 2600kg/m®, ¢, =6400m/s, cq =3200m/s si F(x,y) > 0.

Les propriétés élastiques (10.23) correspondent a celles du Plexiglass et de 'aluminium, et défi-
nissent un premier angle critique

(10.24) 6. = arcsin @171 degrés.
CpO

Les calculs sont initialisés par une onde plane P incidente, dont le vecteur d’onde fait 'angle
07 = 7 degrés avec I'axe Ox, soit 0} = 17 degrés < 0. avec la normale a la droite I". Dans cette
configuration, 'onde SV réfléchie est trés faible, et est a peine visible sur les cartes théoriques de
o011 (premiére composante du tenseur des contraintes élastiques) & 'instant initial tg = 8.4107°
s (figure 10.19).

Les expériences numeériques sont alors réalisées avec N, x N, = 300 x 300 points de calcul, pour
une fréquence centrale f. = 510* Hz, soit environ 38 points par longueur d’onde centrale dans
le milieu g, et CFL=0.69 dans le milieu ;.

En figure 10.20, nous présentons les cartes et coupes de 017 & t; = 9.6 1072 s, calculées numérique-
ment par le schéma de Lax-Wendroff, couplé ou non a PESIM. Sans méthode d’interface (figure
10.20 a-c), les artefacts numériques introduits par 'interface sont trés importants, alors que
I’onde s’est propagée sur moins d’'une longueur d’onde centrale dans le milieu £2;. Au contraire,
la solution numérique calculée avec 'ESIM ne présente pas d’artefacts, et est trés bien résolue.

Les calculs mettant en oeuvre 'ESIM ont été effectués en ne considérant que les conditions de
saut naturelles (voir chapitre 6). Les cartes et coupes obtenues en utilisant les conditions de saut
supplémentaires sont indiscernables de celles présentées en figure 10.20 b-d. Par ailleurs, nous
avons mesuré numériquement les ordres de convergence (résultats non présentés ici). L’ordre
du schéma de Lax-Wendroff, sans méthode d’interface, s’effondre. Par contre, le couplage avec
I’ESIM permet de maintenir 'ordre 2.



10.4. CONCLUSION 249

10.4 Conclusion

Les expériences numériques présentées ici démontrent les propriétés de la méthode d’interface
construite au cours des chapitres précédents. L’ordre de convergence des schémas numériques,
fortement dégradé en présence d’interfaces, est maintenu si les schémas sont couplés a ’ESIM. Ce
couplage est particuliérement robuste, conduisant a des schémas stables méme pour des contrastes
élevés des paramétres physiques. Les artefacts d’origine géométrique, dus a la représentation en
“marches d’escalier” des interfaces, sont fortement atténués. Enfin, 'ESIM permet de décrire trés
simplement des situations physiques complexes, comme la modélisation d’un contact imparfait,
que les schémas ne peuvent décrire directement. Cela conduit & la réalisation d’expériences nu-
meériques intéressantes pour le physicien (comme la visualisation du comportement passe-bande
d’une succession finie d’interfaces imparfaites).

L’implémentation informatique et la validation de plusieurs configurations exposées précédem-
ment est actuellement en cours. Dans l'ordre croissant des priorités, citons le couplage de 'ESIM
a

— WENO 5, dans tous les cas 2D,

— volumes finis, dans les cas solides 2D,

— tous les schémas, pour une interface solide-solide imparfaite décrite par des conditions de
type masse-ressort.

Précisons que 'ESIM a été appliquée avec succés au cas de I'interface fluide-solide. Néanmoins,
les résultats étant récents, ils ne sont pas présentés ici.



250 CHAPITRE 10. EXPERIENCES NUMERIQUES

100 -

T 50 S

£ £

B B

° °

3 3

g g

g o z

8 8

g g

c c

s S

2 2

2 2

14 14

T _so &

—100F -100

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 002 004 006 008 01 012 014 016 018 02 0 002 004 006 008 0.1 012 014 016 018 02

x(m) x(m)

F1G. 10.10 — Cartes et coupes de p a linitialisation : (a-c) en-dessous de l'angle critique, (b-d)
au-dessus de l’angle critique.



10.4. CONCLUSION 251

—60L I I I I I I I I I E 60

FiG. 10.11 — Incidence sous-critique. Pression acoustique o t; = 2107 s. Laz- Wendroff : pas de
méthode d’interface (a-c); couplage avec ’ESIM (b-d).
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Méthode N Erreur Lo Ordre Ly, Erreur Ly  Ordre L
Lax-Wendroff 100 1.79e+1 - 7.73e-1 -
200 7.46e00 1.26 2.75e-1 1.39
400 2.39¢00 1.64 9.00e-2 1.61
800 8.18e-1 1.54 3.45¢e-2 1.38
1600 4.18e-1 0.96 1.46e-2 1.24
3200 1.97e-1 1.08 6.31e-3 1.21
Lax-Wendroff 100 2.51e+1 - 8.33e-1 -
200 8.73e00 1.52 2.48e-1 1.74
+ 400 2.61e00 1.74 6.01e-2 2.04
800 6.31e-1 2.04 1.50e-2 2.00
ESIM 1600 1.54e-1 2.03 3.76¢e-3 1.99
3200 3.89e-2 1.98 9.46¢-4 1.97
Volumes finis 100 1.30e+1 - 3.55e-1 -
200 5.51e00 1.23 1.45e-1 1.29
400 2.22e00 1.31 6.12¢-2 1.24
800 7.64e-1 1.53 2.67e-2 1.19
1600 3.18e-1 1.26 1.12e-2 1.25
3200 1.44e-1 1.13 5.33¢-3 1.07
Volumes finis 100 1.05e+1 - 3.15e-1 -
200 4.08e00 1.36 8.56e-2 1.88
+ 400 1.33e00 1.61 2.02e-2 2.08
800 4.42e-1 1.59 5.30e-3 1.93
ESIM 1600 1.45¢-1 1.61 1.32¢-3 2.00
3200 4.83e-2 1.58 3.41e-4 1.95

TAB. 10.4 — Ordres de convergence. Interface parfaite 2D entre deux fluides.
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Schémas Nombre de points | Prétraitement (s) | Itération (s)
irréguliers
Lax-Wendroff 398 10.4 0.6
Volumes finis 856 28.2 2.5

TAB. 10.5 — Temps de calcul : interface plane entre deux fluides parfaits.
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FIG. 10.13 — Incidence sur-critique. Pression acoustique & t; = 1.1107* s. Schéma de Laa-
Wendroff : pas de méthode d’interface (a-c); couplage avec ’ESIM (b-d).
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F1G. 10.14 — Incidence sur-critique. Pression acoustique o t; = 1.110™% s. Volumes finis avec
limiteur de flux: pas de méthode d’interface (a-c); couplage avec 'ESIM (b-d).
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FIG. 10.15 — Cartes théoriques de p a tg = 107* s (a) et a t; = 1.2510~* s (b). La droite
horizontale en pointillés repére ordonnée y = 0.12 m ot sont effectuées les coupes en figure
10.16.



258 CHAPITRE 10. EXPERIENCES NUMERIQUES

80 " " ' ' ' ' ' ' ' 7 80F
60 A 1 60
f i
401 f \‘ b 10 | “
f‘ \_ ” »‘
20 f 1
‘[

S | '

0 SR v a | |
VR ] ] \// N /\/—

!
—40F ¥ 4 —40F

6o -60

80k

-80&

80

ﬁ‘) 60| //\
“or ﬁ \‘ il 401 / \‘

AN AN

0
\ i |/
..... \ - \ | { /
20 201 f
|
\ V
—40t
6ol
-60 -
_sol
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2 0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2
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F1G. 10.19 — Carte théorique de 011 a tog = 8.4107° s.
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Chapitre 11

Conclusion et perspectives

11.1 Bilan

11.1.1 Meéthode proposée

Au terme de cette étude, rappelons 'objectif qui nous a motivé: il s’agissait d’offrir au physicien
intéressé par un probléme de propagation d’ondes en présence d’interfaces un outil fiable pour
réaliser ses expériences numériquement. Les difficultés inhérentes & cette entreprise sont de deux
types. D’une part, les interfaces conduisent & une irrégularité de la solution qui se répercute sur
les qualités des schémas numériques, ces qualités étant dégradées, voire anéanties. D’autre part,
on se heurte a un probléme de description des interfaces dans les schémas numériques, tant pour
leur représentation géométrique que pour la prise en compte des conditions de saut physiques.
Une réponse incompléte & un seul de ces problémes invalide la portée des expériences numé-
riques, transformant ce qui doit étre un outil de haute précision en un logiciel de démonstration
vaguement qualitatif.

La méthode que nous proposons consiste en la construction d’'une méthode numérique, I’Explicit
Simplified Interface Method (ESIM) [64, 53]. Cette méthode maintient, en présence d’interfaces,
les propriétés numériques qu’ont les schémas en milieu homogéne. A la différence des autres
méthodes d’interface, 'ESIM s’adapte automatiquement a une large gamme de schémas numé-
riques explicites en temps, ne nécessitant pas ’écriture explicite d’'un nouveau schéma prés des
interfaces (avec les difficultés que cela comporte). Au contraire, la méthode consiste & modifier
certaines valeurs numériques sur lesquelles s’appuie le schéma pour 'avancée en temps. Ces va-
leurs modifiées sont des estimations numériques de prolongements réguliers de la solution, de
part et d’autre des interfaces. Ces prolongements sont construits & partir des conditions de saut
vérifiées par la solution et ses dérivées spatiales, en des points (de “projection”) des interfaces.
Ces points de projection ne coincident pas forcément avec un noeud du maillage régulier. L’ESIM
est robuste méme pour des contrastes extrémes des paramétres physiques. Enfin, en imposant &
la solution numérique le respect des conditions de saut du probléme exact, la méthode permet
de prendre en compte la géométrie de I'interface en chaque point de projection.

De fagon schématique, I'ESIM procéde en trois étapes, modulaires. A partir des conditions de saut
vérifiées par la solution, la premiére étape consiste a calculer les conditions de saut vérifiées par les
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dérivées spatiales successives de cette solution. L’'ordre maximal de dérivation nécessaire dépend
de l'ordre de convergence des schémas en milieu homogéne. A des ordres élevés, ce calcul peut
facilement étre réalisé en utilisant des langages de calcul formel, comme MAPLE. La deuxiéme
étape consiste a préparer le calcul des valeurs modifiées : recherche des points irréguliers, inversion
des matrices de conditions de saut. Cette étape dépend de l'ordre de convergence des schémas
et du nombre de points qu’ils utilisent pour ’avancée en temps, mais pas de leur expression,
ce qui simplifie grandement la procédure. Le temps de calcul associé a cette étape, effectuée en
prétraitement, est négligeable. La troisiéme étape est réalisée a chaque pas de temps : au voisinage
des interfaces, le schéma s’applique sur les valeurs modifiées, déduites des deux premiéres étapes.
Le surcoiit informatique induit par le calcul et I'utilisation des valeurs modifiées est négligeable
devant le cotit des schémas numériques.

11.1.2 Démarche suivie

Pour proposer cette méthode, nous sommes passés par plusieurs étapes. Tout d’abord, nous
avons recensé les problémes induits par la présence d’une interface dans un schéma numérique ;
cet examen s’est aussi porté sur des méthodes classiques pour résoudre le probléme, a savoir les
méthodes d’interface comme I'IIM. Il nous a conduit & un “cahier des charges” de ce qu’est, a
notre sens, une méthode d’interface optimale. La suite du travail a consisté a la construire.

Nous avons commencé par régler la question des schémas numériques, en proposant une palette
de schémas aux propriétés remarquables en milieu homogéne. Le choix de ces schémas, issus de
la mécanique des fluides numérique, ne restreint en rien la généralité du propos.

Aprés quoi, nous avons abordé différents cas d’interfaces entre milieux fluides et/ou solides,
modélisant des contacts simples : contact parfait, contact imparfait (décrit par des conditions de
saut de type masse-ressort). Dans chaque cas, nous avons étudié les conditions de saut vérifiées
par les dérivées spatiales successives de la solution exacte. Pour faire face & un probléme majeur
en dimensions deux et trois, & savoir un déficit de conditions de saut, nous avons proposé une
nouvelle stratégie. Au lieu de rechercher des conditions de saut supplémentaires (stratégie de
I'TIM), nous proposons de n’utiliser que les conditions de saut données par la physique, ce qui
conduit a la résolution de systémes sous-déterminés. Cette stratégie a pour avantage de rendre
possible I’étude de configurations ot les conditions de saut supplémentaires n’existent pas: c’est
le cas pour l'interface fluide-solide.

Nous avons ensuite exposé le principe de la nouvelle méthode d’interface, présentant les algo-
rithmes sous une forme directement programmable. Nous avons montré certaines propriétés de
I’ESIM, comme le maintien de I'ordre local de troncature des schémas. Nous avons aussi examiné
I'inversibilité des matrices permettant le calcul des valeurs modifiées.

En vue des expériences numériques, nous avons calculé différentes solutions analytiques cor-
respondant & des problémes de propagation d’ondes en présence d’interfaces, dans le domaine
temporel. Certaines solutions sont originales, & notre connaissance (contact imparfait en 1D,
onde de surface en 2D). D’autres solutions analytiques apportent un éclairage particulier a la
discussion sur les conditions de saut supplémentaires.

Enfin, nous avons réalisé des expériences numériques de propagation d’ondes en présence d’inter-
faces, couplant 'ESIM aux schémas numériques. Nous avons alors mesuré la qualité des résultats
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obtenus.

11.2 Perspectives

Cette thése est la photographie, a un instant donné, d’un travail. Il nous semble important de
préciser dans quelle direction nous nous dirigeons maintenant. Pour cela, nous indiquons ici des
axes de recherche liés aux problémes de propagation d’ondes en présence d’interfaces. Certains
axes sont des généralisations du travail effectué, ou un examen plus approfondi de questions
restées en suspens. D’autres axes, plus aventureux, sont en particulier consacrés a des interfaces
dont les propriétés et la position peuvent varier avec le temps. Dans tous les cas, il s’agit d’explorer
des voies et de développer des outils directement utilisables par le physicien.

Avant d’aborder ces axes, une certaine prudence est de mise. Comme toute méthode, celle que
nous proposons ne prétend pas & l'universalité, et a certainement ses limites: “si ma théorie
s’applique a tous les problémes, c’est qu’elle n’est pas bonne” (Kachanov).

11.2.1 Approfondissement de la méthode

Analyse numérique. Méme dans le cas simple 1D avec des propriétés physiques constantes par
morceaux et une interface parfaite, la méthode d’interface ne nous parait pas encore totalement
aboutie. Nous pensons (croyons? espérons?...) que des améliorations sont possibles. Pour réaliser
ces derniéres, ’analyse doit étre poussée plus loin. Le premier point, laissé en suspens, concerne
une démonstration de stabilité. Ce point est d’autant plus important qu’il conditionne les es-
timations théoriques d’ordres de convergence globale (théoréme de Lax-Richtmyer) et d’erreurs
commises. A la différence de I'IIM, nous avons observé une grande robustesse de 'ESIM, méme
pour de trés forts contrastes des paramétres physiques. Cependant, dans le cas de contrastes ex-
trémes et d’une interface trés proche d’un point de calcul, des instabilités peuvent apparaitre. En
1D, nous avons proposé une technique permettant d’éviter ce défaut. Cette technique demande
elle aussi & étre justifiée.

Le deuxiéme point concerne la conservativité des schémas couplés a 'ESIM. Ces schémas étant
conservatifs en milieu homogéne, certaines grandeurs sont alors conservées (les “variables ca-
ractéristiques”). Sans précautions particuliéres, les schémas conservatifs ne garantissent pas la
conservation des variables caractéristiques en présence d’interfaces. Cela peut d’ailleurs expli-
quer les instabilités observées alors dans le cas de contrastes extrémes. Nous pensons que 'ESIM
permet de conserver les variables caractéristiques, & un ordre de précision prés. Pour étayer cette
idée, nous nous basons sur un argument simple: la méthode d’interface que nous proposons im-
pose a la solution numérique le respect des conditions de saut aux interfaces, lesquelles conditions
de saut ne sont qu’une expression des lois de conservation & l'interface méme. La question de la
conservativité est importante, car elle conditionne ’application de ’'ESIM a des problémes non
linéaires, comme ceux rencontrés en mécanique des fluides, ot il n’y a pas unicité de la solution.
Dans ces cas, la conservativité d’un schéma numérique garantit la convergence vers la bonne
solution (ou solution entropique) du probléme.

La construction de 'ESIM a été essentiellement réalisée en partant d’une critique systématique
de I'ITIM. Insistons une derniére fois sur le fait que cette critique systématique a été faite dans
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un bon esprit, les avancées de I'lIM ayant été majeures. Il reste un aspect que nous n’avons pas
encore remis en cause en 2D (et a fortiori en 3D), par défaut d’une meilleure idée. La construction
de chaque valeur modifiée en chaque point de calcul proche de l'interface nécessite de considérer
un point P de l'interface : comme I'ITIM, I'ESIM choisit comme point P la projection orthogonale
du point de calcul étudié. Rien ne justifie ce choix, ce qui ne nous satisfait pas. Cette question
mérite d’étre creusée plus en avant.

Cas 3D. Pour aborder des problémes concrets et non académiques, il est nécessaire de poursuivre
cette étude en 3D. Du point de vue des schémas numériques, le probléme est résolu ; en particulier,
nous avons étudié la parallélisation en 3D des schémas présentés au cours de cette étude. Par
contre, I’écriture en 3D des conditions de saut, puis de 'ESIM, constituent une tache importante.

Pour mener a terme cette tache, certains points techniques, mais importants, doivent étre résolus.
Citons en particulier la parallélisation des algorithmes couplant la méthode d’interface et les
schémas numériques. A priori, ce probléme semble bien posé, au sens oul le traitement que nous
proposons est local & chaque point de I'interface. Cependant, il reste a montrer que la méthode
d’interface ne dégrade pas les performances de la parallélisation, ce qui peut survenir si trop de
données doivent étre transférées d’un process a l'autre.

Représentation géométrique. L’étude de cas 3D améne & considérer en détail les problémes de
description des interfaces (ce qui s’avére aussi utile en 2D). Au cours du présent travail, nous avons
considéré des interfaces planes ou elliptiques, décrites par leur représentation paramétrée. Que se
passe-t-il si nous ne disposons que de points de controle décrivant l'interface, issus par exemple
d’un scanner? Il s’agit alors d’examiner I'influence de représentations approchées (comme des
splines) sur la qualité de la méthode d’interface. Voyons un intérét immeédiat de cet examen.

Le calcul des conditions de saut vérifiées par les dérivées spatiales de la solution, & un ordre donné,
mettait en jeu les dérivées spatiales de la représentation de 'interface, a 'ordre suivant. Pour un
schéma d’ordre élevé, on est ainsi amené & définir des dérivées d’ordre élevé de la représentation
géométrique, ce qui peut faire sourire 'expérimentateur: quel sens donner a la dérivée sixiéme
de la courbure d’une piéce, lorsque 'on dispose, au maximum, de la dérivée premiére de sa
courbure?... Une technique consiste dans ce cas a annuler les dérivées spatiales a partir d’un
certain ordre. Une technique non brutale consiste peut-étre a utiliser systématiquement des
représentations approchées des interfaces, les dérivées de ces représentations s’annulant toutes a
partir d’'un certain ordre.

Milieux contintiment variables. Une autre voie de recherche consiste a examiner le cas des
milieux de propagation plus complexes. Nous pensons en particulier au cas des milieux continti-
ment variables, comme la couche d’eau océanique. Les schémas numériques, puis la dérivation
des conditions de saut, sont & reprendre entiérement.

Dans le cas de milieux de propagation aux propriétés physiques constantes par morceaux, nous
avons seulement prolongé la solution numérique d’un milieu a 'autre milieu. Dans le cas de
milieux continument variables, il se peut qu’il faille aussi prolonger les propriétés physiques de
chaque milieu de part et d’autre des interfaces, conduisant & une modification profonde de 'ESIM.
En tout cas, cette étude se doit de commencer par un examen approfondi de configurations 1D.

Sources numeériques. L’étude de milieux contintiment variables nous améne & une question,
apparemment déconnectée du probléme, mais pourtant essentielle, a savoir: comment initialiser
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proprement les calculs? Dans le cas de milieu constants par morceaux, nous rencontrons déja
une difficulté. Par exemple, comment fabriquer un paquet d’ondes représentant le plus fidélement
possible le signal émis par un transducteur?

De facon générale, 'examen de la littérature nous améne a la réflexion suivante : la modélisation
numérique de sources pour des problémes de propagation tient souvent plus de la cuisine (et pas
la meilleure...) que de la science, et ce aussi bien dans le domaine fréquentiel (exemple: start-up
de I'équation parabolique) que dans le domaine temporel. Dans le cas de milieux contintiment
variables, le probléme est rendu encore plus ardu par le fait que nous ne disposons pas, & notre
connaissance, de sources élémentaires simples. Une solution consiste & modéliser directement
le phénoméne qui donne naissance a une onde, & savoir le mouvement vibratoire d’une struc-
ture. Nous avons examiné, & titre préliminaire et non développé ici, comment utiliser I'ESIM
pour décrire une structure vibrante dans un fluide avec des propriétés physiques constantes par
morceaux. L’approfondissement de cette voie conduirait, en retour, & de nouveaux problémes
d’analyse numérique.

11.2.2 Voies de recherche

Couplage fluide-structure. Une fois le cas d’une interface fluide-solide 3D résolu, il est possible
d’aborder le cas de deux interfaces fluide-solide en vis-a-vis. Si le nombre de points de calcul dans
la structure solide intermédiaire est suffisant, le travail ne revient qu’a des problémes de gestion
informatique. Par contre, si les deux interfaces sont plus proches 'une de 'autre que le pas de
discrétisation en espace, une méthode consiste a développer une technique vue en 1D : dans ce
cas, nous avons adapté 'ESIM pour prendre en compte la propagation des ondes dans le milieu
intermédiaire, sans avoir & raffiner le maillage. Ces idées sont une fagon originale d’envisager le
couplage fluide-structure dans le domaine temporel, sans avoir & calculer d’opérateurs de plaque
ou de coque mince.

Ondes et contacts imparfaits. La littérature consacrée a la simulation numérique de la pro-
pagation des ondes dans le domaine temporel est abondante lorsqu’il s’agit d’étudier des milieux
aux propriétés physiques complexes. Par contre, cette méme littérature devient fort discréte pour
décrire des degrés de contact complexes entre les milieux. Cette lacune est d’autant plus grave
que la propagation des ondes dépend fortement de la nature des contacts aux interfaces, et per-
met de caractériser le degré d’adhésion des milieux. Pour combler cette lacune, une possibilité
consiste a étendre 'ESIM a des lois de contact connues en mécanique des solides.

L’étude menée ici en 1D de la propagation des ondes & travers un contact imparfait, décrit par
un modéle rhéologique simple et indépendant du temps, n’est qu’'un prélude a I’étude de lois
de contact plus complexes. Nous pensons en particulier a des lois décrivant un degré d’adhésion
dépendant du temps et de I'état d’usure, modélisant des interfaces fibre-matrice.

Ondes thermoélastiques et interfaces. Le cas d’interfaces en mouvement et dont la position
dépend de la solution est un domaine ou les méthodes d’interface sont essentielles. Rappelons
que les méthodes d’interface ont été développées, a l’origine, pour traiter numériquement sur un
maillage régulier des interfaces mobiles (probléme de Stefan [52], membrane élastique dans un
fluide de Stokes [50]...). L’étude de la propagation des ondes thermoélastiques en présence d’un
front de fusion est un exemple qui nous tient particuliérement & coeur.
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Avant d’aborder un tel probléme couplé, il convient déja de définir des méthodes numériques effi-
caces pour calculer la propagation des ondes thermoélastiques avec une interface fixe. Pour cela,
une méthode consiste a appliquer en tout point de calcul des schémas de volumes finis avec limi-
teur de flux (les mémes que ceux que nous utilisons, & une modification prés), en homogénéisant
les propriétés physiques au voisinage des interfaces [9].

Au lieu d’homogénéiser les coefficients, il serait intéressant d’appliquer les idées présentées au
cours de cette thése, et ainsi de prendre en compte précisément les conditions de saut mécaniques
et thermiques aux interfaces. Cette description de la physique & I'interface doit améliorer la qualité
de la solution numérique du probléme & interface fixe, et ainsi s’avérer utile pour le probléme &
interface mobile.
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Annexe A

Matrices de saut 2D

A.1 Objet de 'annexe

Dans cette annexe, nous écrivons les composantes des matrices de saut, déduites des calculs menés
au chapitre 6. Les indices des différentes matrices découlent directement du lemme 1 présenté
au chapitre 3. Pour chque type d’interface, nous précisons uniquement les composantes non
nulles des différentes matrices. Celles-ci permettent une programmation directe des algorithmes
présentés aux chapitre 6 et 8.

A.2 Interface parfaite fluide-fluide

Nous commengons par écrire les conditions de saut naturelles. La condition (6.9) implique

Cli) =y C)23] =1
(A1)
Cl,2] = -«
La condition (6.11) implique
C3,1]=vy" Cl4,6) ==z
0[372] - —1‘” 0[479] = y,
C[34] =z'y/
(A.2)
C[3,5] = —x'?
C[3,7) =y

!

CB38l=-zy.
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La condition (6.13) implique

MATRICES DE SAUT 2D

(A.3)
C[59 = — C[6,8] = pc2.

La condition (6.18) implique
Clri] =" C[8,6] = z"
Cl7,2] = —z" C[89 =y9"
Clra =22y +2"y C[8,12] = 2
C[7,5] = —3z'z" C[8,15] = 2z'y/
Cl7,7 =3yy" C[8,18] =42

C[7.8 = — (2 2"y o+ xy)
C[7,10] = =%y

Cl7,11] = -z

C[7,13] = 22'y?

C7,14] = —22"%/

C[7,16] =3

Cl7,17 = —z'y2.
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La condition (6.20) implique

(A.5)

Cl.,6) = —L
cpg ==
cl9,12] = - =Y
P
22
cl9,15) = LY
P
co,18) = 2L
p

La condition (6.22) implique

C[11,10] = 2y
C[11,13] = %2

C[11,14] = 2y

C[11,17) = —*x .

C[10,10] = p2 '

C[10,13] = p2y'

C[10,14] = pc* o’

C[10,17] = p2y

C[12,12] = 2

C[12,18] = 2
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On continue le remplissage de C avec les conditions de saut supplémentaires. Les conditions
(6.28), (6.32) et (6.33) impliquent

!

Cl3,1] =pa’ Cl4,1] =pa” Cl15,1] = pz”
C[132] = py/ Cl14,2] = py” C[152] = py"
Cl14,4] = pz'? Cl154] =3pz'z"

Cl45) =pa'y C[155] =p (2 'y’ + :c//y/)
Cl4,7 =pz'y C[15,7 =p (2 "y + :c,y”)
C[14,8] = py* Cl158] =3py'y"
C[15,10] = px'3
C[15,11) = px'2y
C[15,13] =2pz'%y
C[15,14] = 2pa'y?
C[15,16] = px'y?

C[15,17] = py'®.

A.3 Interface parfaite solide-solide

Nous commengons par les conditions de saut naturelles. La condition (6.39) conduit &

Cli] =y C[2,1] =4 C[3,3] =y Cl43 =2y
(A8 ClA--s CRA-y  CB4--20y Cld—-(2—y?)

o

C[3,5) =z Cl45 =—z'y.
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La condition (6.44) conduit a

(A.9) ) )
Cl51) =y Cl6,1] =«
Ch2l=-z" C[62 =y
Chol=zy  C[6,6] =2
Cph7=-22 C[6,7]=x"y
C5,11] =y Cl6,11] =z'y/
C)5,12] = -2’y C[6,12] =y

La condition (6.48) conduit a
(A.10)

cps =2 clog =~
p p
cp9=-L  cpog=~
cp1g =% cpou ==
p p
x,
Cc,15 =-L  C[10,15 =
p p

Y

Cl73] =2yy"
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0[8’3] _ x"y/ + x/y”

Clr4] = -2 ($y + $y) C[8,4] = —2 (mx — yy>

Cl7.5) =2z'z"
Cl78] =2'y?
C[7,9 = —2z%/
C[7,10] = 23
C[7,13] =43
C[7,14] = —22'y?

C[7,15] = z'%y

C1,6] =2 2A+ 92 (A +2p)

Cl11,7) = 22"y

Cl1,11) = =22y p

C1,12] =y A+ 22 (A 4 2p)

C[8,10] = —z'%y

0[8’5] _ (,’L'//y/ I ,’L'/y//>
Ci88 =22y

C[8,9] =— (x/?’ - x,y,2>

’

C[8,13] = 'y
C[8,14] = - (w/Qy' - y'?’)

C[8,15] = —z'y'2.

C[12,6] =22y
C[12,7] = — (x/Q - y/2> w
Cl12,11] = — <x’2 - y’2) u

C[12,12] = —2z'y .
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La condition (6.52) conduit &

C[13,1) =" Ccl4,1) ="

C[13.2] = —2" Ccl14.2 ="

C[13,6) ="y +22'y" C[14,6) = 32'z"

C[13,7] = —32'2" Cl14,7) =z"y +22'y"

C[13,11] = 3y'y" Cl411] =2z"y +2'y"

C[13,12] = — (2 'y + xy) C[14,12] =34y
(A.11)

C[13,16] = z'%y/ C[14,16] = 23

C[13,17] = —23 C[14,17) = 2%/

C[13,21] =22’y C14.21] = 22'%/

C[13,22] = —22"%y/ C[14,22] = 22’y

C[13,26] = y3 C[14,26] = 2’y

C[13,27) = —2'y? C[14,27) =y,
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et

(A.12)

C[15,3] =2 (y”z n yy)
C[154] = -2 (m J 2"y o y)
C[15,5) =2 (x”2 n x/x”')

0[15’8] = x//y? + 4x/y,y”

C[15,9] = -2 (3 22y + Qx/2y”)
C[15,10] = 522"

C[15,13] = 532"

C[15,14] = —2 (2:6 y +3x/y,y,,)

oo

C[15,15) = 322" +22'2"y
C[15,18] = z'2y"?

C[15,19] = 223/
C[15,20] = z'4
C[15,23] =22’y

=—4 $,2y,2

C[15,24]
C[15,25] = 23y + z'*
C[15,28) = '

C[15,29] = —24'y/

C[15,30] = 2’3y

i

C63) ="y + 24"y + 2’y

0[16,4] -9 (:{7//2 + x/x/// . y//2 o y/y///)

C[16,5] = (m y +22" y g ’y”’)
C[16,8] =3z'z"y +22'%"

Cl69 =~ (5 %z 'y — 3:vyy>
C6,10] = - (34'2"y +22%")

o

C[16,13] = 22"y% + 32'y'y

C[16,14] = (4:63: y +7 y —5y/2 //)
C[16,15] = (2;6 y +3x’y’y”)
C[16,18] = 2’3y

C[16,19] = — (;54 _ x/Qy/Q)

C[16,20] = —z'3y/

C[16,23] =2 22y

e

=-2 x/2y/2

C[16,24] =
C116,25]
C[16,28] = z'y?

= — (x’2y’2

C[16,30] = —z'y>.

C[16,29)]

_ y’4>
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La condition (6.56) conduit &

cnrs =L C[18,8 = =
p p
cnro=-=—  cnusg ==L
p p
cnri4 =L cnsd = ”%
C[17,15) = - C[18,15] = L
p p
x/y/ x/2
cnras) =L cpsis =
p p
x/2 x’y/
(A.13) C719 = -2 cns1g =1L
p p
2 2 2
cnres =L cps2s =LY
p p
x/Q x/y/
Cl725) = -2 cCns24 =1L
p p
y/2 x/y/
Ccn720 =L cns2s) =1L
p p
C[17,30] = —% C[18,29] = =2
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et

(A.14)

C[19,6] = 2 (:c:c)\ +y'y (A +2 u))
C[19,7] = -2 (x//y/ + x/y”) 1
C[19,11] = —2 (scy n scy) 1
C[19,12] = 2 (yy)\ vale (A 42 u))
C[19,16] = z'y2 (A +2p) 4+ 23\

C[19.17) = —22'% 1

C[19.21) = 2%y (A —2p) +y* (A +2p)

C[1922] =’y (A —2p) + 23 (A +2p)

C[19,26] = —22'y %

C[19.27) =y 3 A + 2%y (A +2p)

La condition (6.60) conduit a

(A.15)

A2
C21,16) = y 2T 24
C[21,17) = —2'£
p
A
CP121] = —o/ 218
p
C[21,22] = y’u
C[21,26] = y' £
p
A2
C[21,27] = — 221

p

277

C[20,6] =2 (:c”y, + :c,y”) i
C[20,7] = -2 (x/x” - y/y”> i
C[20,11] = —2 (:C:c - yy) 1
C[20,12] = -2 (:c”y/ + :c,y”) 1
C[20,16) = 222y pu

C[20,17] = — (:c/?’ - x/y/Q) i
C[20,21] = (3 z'y? —:c,?’) i
C[20,22] = — (3 2y — y,3> 1
C[20,26] = — (x/Qy/ — y/3) 1

C[20,27] = =22y % .

A2
Cl22,16] = #/ 272
p
Cl22,17] =y £
p
A
C22,.21] = y 20
p
C[22,29] = 2/ 2T
p
C[22,26) = '
p
A+ 20

C[22.27] =y ,
P
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et
1 / !
C28,18) = — («*A+y2 (A +2p))
p
C[23,19] = —22'y £
p
C[23,23] = —2a'y £
p
! / A
(A.16) C[23,.24] = 2 (x 24y 2) ATk
p
C[23,25] = —22'y £
p
C[23,29] = —22'y £
p
C[23,30] = (y’%\ Y2 (At 2 u)) .

ANNEXE A. MATRICES DE SAUT 2D

C[24,18] = 22"y £
P

Cpa19) = - (2 -y 2
C[24,23] = — (x’2 . y’2) %
C[24,25] = — (x’2 - y’2)

TDIE ODIE

C[24,29] = — <x’2 - y’2)

C[24,30) = —22'y £
p

Nous continuons le remplissage de C' avec les conditions de saut supplémentaires. La condition

(6.67) conduit a

(A.17)

C[25,3] = 2%a; + 1%

C[254] = L
I

C[25,5] = %00 + y 2.
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La condition (6.72) conduit a

(A.18)

C[26,3] = 2 (x/x//al + y/y//ag)
1 o mnor
C[26,4] = — (wy +z y)
1
C[26,5] = 2 (x’x’%m + y’y”al)
C26,8] =230 + 'y oo

1o 1
$2y

C[26,9] = r

C[26,10] = z3ay 4 2’y 2y

C[26,13] = =2y a1 + 33

’or
$y2

"

C[26,14] =

C[26,15] = =%y an + 330y,

279
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Suivant que gt £0ou a = 0, la condition (6.76) ou la condition (6.80) implique

(A.19)

ot
N 0
si o #*

C[27,3] = 2201 + " 2y

non

zy
"

Cl274] =
C[27,5] = 2% + 92y

C278] = (2 2y — :c”y/Q) as + 222" ay

/2 "

Cl279 = =Y
C[27,10] = (230 Y y —a y ) a1+ 222" ag
C[27,13] = (230:6 Y -2 2y ) g +y/2y”a2
x”y/Q
C[27,14] =
I

C[27715] _ <2 ,’L'/(I,'//y/ _ (I,'/2y//> o + y/2y//a1.

si % =0

C27.8] = 2%y (a1 — 2a2) — y 3z
'3

C[27.9 = -
1

C[27,10] = 2% (az — 2a1) — ¢ ey

C[27,13] = z'%y (2a; —ag) + z3a4

'3
Ccl27,14 = L

7

C[27,15] = 22y (200 — o) + 23
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La condition (6.81) implique

28 3 —9 (((I) I ,’L'/(I,'W) a1 + (y//Q + y/y///) a2>
1 mor
C[28/4] = —(xy +2xy +x y>
i
28 5 —9 (( I ,’L'/(I,'m) g + (y//z + y/y///) a1>
C[28,8] = 522" oy + (ac”y/2 + 4x/y/y”) e}

C[28,9] = (x/x”y, + xlzy”>

T lw

C[28,10] =522z  ap + (xﬁy/Q + 4x,y/y”> a1
C[28,13] = (4 zxy + x/zy”> o1 + 592y as
C[28,14] = p (3 gy +22"y )
C[28,15] = 5%y a1 + (4 22"y + x2y> a
(A.20)
C[28,18] = x4y + "2y %0
cls19 =2 Y
C[28,20] = 2%y + 2%y %
C[28,23] =2 (ml3y/a1 + x/y/gag)

9 $/2y/2

W

C[28,24] =
C[28,25] = 2 (2% s + 2y %0 )
C[28,28] = z'2y 20 + 1y *arg

C[28,29 = ZY

W

C28,30] = z'%y%an + 3y *a.
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Si 25t # 0, la condition (6.83) implique

(A.21)

C[29,3] = 2201 + "%y

"

Cl204] = 22
1

C[29,5] = 2%y + 3%

oo

0[29’8] =3 (IE 2" oy — (a:/y//y/// + x//y/ym + x///y/yu) a2)
3x/xuym

C[29,9] = .

" neeroon

C[29710] _3 ((,’L'/y//y/// i (I,'//y/y —&"yy ) o I ,’L'/(I,'/(I,'WQQ)

0[29’13] _3 ((x/x///y// i :C//x///y/ _ x/x//y///) a1 + y/y/y///a2>
3 mworon
C[29,14] = 22 YV
i

C[29715] =3 (y/y//y//al I (.%'//(L'Wy/ n (L'/.%'my// B .’I,'/"L‘//y///) a2>

/2 i

C[29,18] = 32" oy + 322"y " ay

/3 m
C[29,19] = =Y
n

/2 i

C[29,20] = 232" ag + 32 %'y oy
C[29,23] = (3 22"y — x/3ym) aq
C[29,24] = (3 'y — xmy,g) Qs
C[29,25] = (3 2y — xmy,3) a1 + (3 22"y — x/ByW) 1%
C[29,28] = 322"y %1 + i3y " oo

"
x y3

C[29,29] =
n

C[29,30] =32z y %00 + 43y .
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Si 225 ¢ =0, la condition (6.85) implique

(A.22)

0[29’8] _3 ((E/x”y,al _ (:C,:C”y/ i ,CC,Qy” i y/Zy//> 042)

! 1"
3z 2%z

W

C[29,9] = —
0[29710] — _3 (((I)/(I)Ny/ 1 x/2y// 1 y/2y//> oy — (I,'/(I,'//y/OQ)

C[29,13] =3 ((x/Qx” + :C//y/2 + :c/y/y”) a1 — x/y/y”ag>
3y/2y//

C[29,14] =
o

C[29,15] = -3 (x/y,y”al - (wlzx” +2"y? + x/y/y”> ag)
C[29,18] = 3y ay — 323y
C[29,23] = (:c,4 + 330/23/2) a1 — (y/4 + 3x,2y,2> 9
C[29,25] = — ((yl4 + 3x/2y/2) a — (9/4 + 3x'2y/2> ag)
C[29,28] = 32y 3a; — 2’y 3o

4

C[29,29] = L
I

C[29,30] = 32y 3y — x'y 30y

A.4 Interface imparfaite solide-solide

283

La matrice C est identique & celle présentée en section 6.3 et n’est donc pas répétée ici. Pour
Ky =400, K7 = +00, My =0 et M7y =0, la matrice K est identiquement nulle : on retrouve
alors le cas de deux solides parfaitement collés. On écrit maintenant explicitement K pour k = 1.
Pour alléger les notations, nous posons

(A.23)

1 1 ; ;
= e e = My VAT
Y

1 1 s
ﬂ2:_7+a ﬂ4:MT :c2+y2.
y
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Les conditions (6.90) conduisent a

K[1,6) = b ((w2 - y'2) Ao + 2y'2ﬂo)

K[1,7) = B (—2 wly,/io)

(A.24)
K[111] = 6 (—2 x/y/u0>
KI1,12] = 3 ((:c/Q + y/Q) Ao + 2:(?/2#0)
et
K[3.8) = 32
Po
K[3’9) = 3 (_
(A.25)
K314 = 8,2
K([3,15] = (

ANNEXE A. MATRICES DE SAUT 2D

K[2,6) = 3227y po
K[2,7) = f (y'z - w/2> 1o
K[2,11] = (3, (y'2 - w/2> m

K[2,12] = (—2 SC/?//M())

K[4a8) = ﬂ4x_
Po
K[4,9) = B
Po
K[414] = 5,
Po

K[4,15] = 8, L
Po
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La condition (6.94) conduit a

o ron Tr T + /
KI[56] = (4 <(mx +yy))\0+<4yy —QTié/gﬂ)MO)

KI[5,11] ( 2“/,2“5 y uo>
T4y

=6 ( (22 —|—yy Ao + 4x,x”—2w52 1o
r Tty

(A.26) =5 (SC +a'y ))\0+2$?/ Mo)

I

K0

K[5.17] = ﬁl(mm)

)= (s %) h 2 () )
K5 = (5 7)o 2 (5417 )
K[5.20] = ﬁl(m@

Ko =

=B (w vty )/\o+2(y —w/2y/>uo>
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et
/3 " " /3
K[6.6] = 2 2L g
r 4y
/3 " . /2 " / " /2 . /3 "
Kio7) = gy (- = S )
ro+y
/3 " /2 ron !/ " /2 /3 "
r’r —3x +3zx —
K[6,11] = 3 <_ y;//Q +y/2 Y e MO)
/3 " "o’
K[6,12] = 3 (—2LY TU Y~
[ ] B2 ( 2 Ty 5 Mo
(A.27) K[6,16] = 222"y 1o
K[6,17) = (5 (ac y?— x/3> Ho
K[6,21] = B 2y — $/3> 1o
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et
1" x/x// + / 1" / x// x/x// + ! 1 x/
K8l =g (L + 2200 KR8 =6 |+
Po z +y< Po Po r +y< Po
x// x,x// + ! 1" x/ x/x// + ! 1" y/
K[7)9] = ﬂ3 - - ) y/Qy - K[Sag] - ﬂ4 y_ + ) y/Qy -
0 Te+y Po Po r°+y Po
K[ =y (L4 20 TV0 V) g =, (D T VYT
o T4y Po Po r°+y Po
K715 =g [~ - 22 29V 2 Klgis) =g, (L4 22 P00 Y
Po T +y Po Po r°+y Po
x,y/ x/2
K[7,18] = 3~ K[8.18] = B4 —
0 0o
/2 ! !
(A28) K(7,19] = 8y <—“’“—> K[8,19) = 8 2L
Po Po
y/2 x/y,
Po PO
2 2 2
K[7.24] = B <—m—> K[8.24] = py =Y
o 0o
y/2 x/y,
o 0o
K|[7,30] = 8 (—ﬁ> K[8,29] = 6 -2
Po PO
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La condition (6.98) conduit &

(A.29)
o /61 /2 o ! O
IZBJB]—-M)((x ty )A0+-2y Mo) K[10,18] = B, 24y &
B _ 912\ Mo
Kpﬂ%—po(QxyM> .Kwnm_ﬁg@ x>p0
B _ 9 12 Mo
Kpgm_ES(QxyM> .mem_ﬁg@ —x>ﬁa
o /81 /2 /2 /2 ! o /2 /2 @
K[9,24]—p0 (2( +y )/\o+(w +y wy)uo) K[10,24] = B3, (y T )po
_ B _ 2 2\ Mo
K[9.20] = ! ( 22 y,u0> K[10,29] = f (y @ ) o
o /61 /2 _ ! /@
(930 = ((w Ty )A04—2x Mo) K[10,30] = f ( ng/po)
et
K116 = gy 2200 g12,16) = o/ A0t 200
PO
K[11,17] = 3 <—x’@) K[12,17) = B4y B0
Po Po
K21 = oy (-0 250 ) Kiaai] = pey R ke
Po
(A.30)
K([11,22] = iy y 2010 K[12,22] = f, 2/ 20-H 10
PO
K[11,26] = B3y 2 K[12,26] = ;2" 40
Po 0

/A 2 ’
K[11,27] — 53 (—IE y) K[12’27] — ﬂ4y Ao ;02 HO_.
0

A.5 Interface parfaite fluide-solide

Commengons par les conditions de saut.
Ordre 0. Les deux premiéres équations de (6.104) impliquent

00[1)1] = y/) Cl[lal] = y/)
(A.31)
Co1,2] = —2', Ci[1,2] = 2,
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et

Co2,3] = =42, C1[2,3] = (m’2 + y’2) ,

(A.32) Co2/4] = 22y,

/

Co[2,5] = —x2

Ordre 1. L’équation (6.105) implique

00[371] = y//7

Co[3,2] = —z”,

00[376] = x/ylv
(A.33)

Co[3,7] = —z?

Co[3,11] =y,

Co[3,12] = —x/y/,

L’équation (6.106) implique

Col4,3] = —2y'y",

)

CiB1 =y,
C132] = -2,
Ci34] =2y,
C1[3,5] = —x'2,
Cil37 =y?,
Ci[3.8] = —z'y.

01[4’3] —9 (:C/x// +y/y//) ’

Col4,4] =2 (w”y/ + x/y"> . C1[4,6] =23 + 'y,

Col4,5] = —22'2",

Co[4,8] = —a'y?,
(A.34) Col4,9] = 222y,
Co[4,10] = —2'3,
Co[4,13] = —y%,
Col4,14] = 2x/y/2,

’

Col4,15] = —z2y.

C1[4,9] = 2%y +43,
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ANNEXE A.

L’équation (6.108) implique

(A.35)

00[558] - y_) 01[5)6] — _y_a
Po p1
Col5.9] = -2, €19 ==,
o 1
Col5,14] = -,
o
Col5,15] = — =
Po

L’équation (6.109) implique

(A.36)

Col6,6] = — ((w2 - y/z) Ao + 22//2#0) , C164] = — (w/z + y'2) p1c3,

Col6,7] = 2"y o, C1[6,8]
Co[6,11] = 2"y po,

Co[6,12] = — ((x2 n y’2) Ao + 2&%) :

MATRICES DE SAUT 2D

2

== (22492 m
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Ordre 2. L’équation (6.111) implique

Col7.1] =y", Ci[7.1]=y",

Co[7,2] = -2, C[7,2] = -2,

Cy[7,6] = 22y + 2"y, C[74] = 22y + 2"y,
Col7,7] = =3z'2", C\[7,5] = =3z'2",
Col7.11] = 3y'y", Ci[1,7 =3y'y",

Col7,12] = —22"y —2'y", C1[7.8] = —22"y — 'y,

(A.37)
Co[7,16] = z'%y, C4[7,10] = z'%y,
Co[7,17] = —2'3, Ci[7,11] = —23,
Col7,21] =22y, C1[7,13] = 22"y,
Co[7,22] = =222y, C[7,14] = =222y,
Co[7,26] = '3, C1[7,16] = 3,

Co[7,27 = —z'y?, C[7,17] = —z'y2.
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L’équation (6.112) implique

CO [8’3] — 9 (y//2 i y/y///) 01[8,3] —9 (x//2 n x/x/// n y//Q i y/y///) ’

00[8’4] —9 (xmy/ I 2x//y// 1 x/y///) 7 01[8’6] _ 51',2.%'” + 4x/y/y// 1 (I,'”y,Q,

Col8,5] = —2 (x”2 + xx) C1[8,9] =5y + 422"y + 2%,
Co[8,8] = — (x//y/2 + 4x/y/y”) ) C1[8,12] = 4 2%y,

Co[8,9] =2 (3 o’y + 2x’2y”) , C1[8,15] = 2 <x’3y’ - :c’y“”) ,
Co[8,10] = —522z", C1[8,18] = z'%y2 4+ ¢4,

Co[8,13] = =5y%y",
Co[8,14] = 2 (3 2y + 2x”y’2> ,
(A.38) Cy[8,15] = — (x/Qy” + 4x/x//y/> ,
Co[8,18] = —2'2y'2,
Co[8,19] = 223y,
Co[8,20] = —z'4,
Co[8,23] = —22'y3,
Co[8,24] = 4222,
Co[8,25] = —2z3y/,
Co[8.28) = —y*,
Co[8,29] = 22'y/3,

Co[8,30] = —z'2y2.



A.5. INTERFACE PARFAITE FLUIDE-SOLIDE 293

L’équation (6.114) implique

Col0.8] = L, Ci[0.6] = - 2L,
L0 P1
00[9)9] — _:C_a 01[959] - :C_a
L0 1
Colo14] =L, 919 =-2Y
Po P1
1 /2 _ /2
Col9,15] = — 2, 9,15 = Y
£0 P1
Col9,18] = 2L 9,18 = 2L,
Po Pl
(A.39)
)
Co[9,19] = — 2,
0
2
Col9.23] = L,
Po
D)
Co[9,25] = -2,
Po
2
Col9,29] = L,
0
Co[9,30] = 22
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L’équation (6.115) implique

(A.40)

Cy[10,6] = —2 ((x/x” + y/y”) Ao + 2y/y”u0> ,

Cy[10,7] =2 (acﬁy, + x/y”> 140,

Cy[10,11] =2 (x”y/ + x/y”> 10,

Cy[10,12] = =2 ((x/x// + y/y”) Ao + 2x/x//u0> ,

00[10,16] = — ((:{?/3 + x/y/2) )\0 + 256/3//2,[1,0) 5

Co[10,17] = 222y o,

ANNEXE A. MATRICES DE SAUT 2D

C1[10,4] = -2 (x/x” + y/y”) P13,
C1[10,8] = —2 (:cac + yy) p1ci,
C1[10,10] = — (x’3 + x’y'2) p1ci,
C1[10,13] = — (x/Qy/ + y/3) p1ci,
C1[10,14] = — (:c/3 + x/y/2) p1ci,
C1[10,17) = — (:c’Qy’ + y'3) p1ci,

Co[10,21] = — ((w'zy' + y/?’) Ao — 2 (wqy/ — y'?’) uo) :

Co[10,22] = — ((x/yIQ + x/3) Ao — 2 (x/y/z — x/3> ,u0> )

Co[10,26] = 22"y % pg,

C[10,27] = — ((w’zy, + y/3) Ao + 2x,2y,,u0) .

L’équation (6.117) implique

Co[11,16] = y 2,
Cy[11,17] = —x/cgo,

Co[11,21] = —z' (c

(A.41)

Col11,22] =y (

Co[11,26] = y/'c%,

Co[11,27] =

C1[11,10] = ¢/'¢2,
Ci[11,11] = —z'¢3,
Ci[11,16) = '3,

C1[11,17] = —2'é3,
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L’équation (6.118) implique
Co[12,18] = — ((wQ + y’2) 2 — 2x’2c§0) ., Ci[12,12] = (x/Q + y’2) &,
Co[12,19] = 22y %, C1[12,18] = (:52 + y'Q) o,
Co[12,23] = 22"y’ %,

(A.42) Col12.24] = =2 (2 + y'2) (& — &),
Co[12,25] = 22"y ¢,
Co[12,29] = 22"y’ %,
Col12:30] = = (22 + %) & — 252

Examinons enfin les conditions aux limites.
Ordre 0. La troisiéme équation de (6.104) implique

Ly[1,3] = z'y,
(A.43) Lo[1,4] =y% — 22,
Lo[1,5) = —z'y .

Ordre 1. L’équation (6.107) implique
Lof2.3] = oy + 'y,
Ly[2,4] =2 (y/y” - x/x”> ,
Ly[2,5] = — (:c//y/ + :c/y”) ,
Lo2,8] = 2y,
(A.4) Lo29) =a'y? —2®,
Lo[2,10] = —z%y,
Lo[2,13] = 2'y'?,
Lo[2,14] =y — 2%y,

Ly[2,15] = —z'y2.

295
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L’équation (6.110) implique

Ly[3,6] = 2:c/y/,

Lo[3,7 =y — 22,
(A.45)

Lo[3,11] = y2 — 22,

Lo[3,12] = 22’y .



A.5. INTERFACE PARFAITE FLUIDE-SOLIDE

Ordre 2. L’équation (6.113) implique

(A.46)

s

L0[4’3] _ x///y/ + 2x//y// + T y 7

LO [4’4] —9 (y//2 n y/y/// _ x//Z - :C/x///) ’

Ly[4,5] = — (xmy/ +22"y" + x/ym> )
Lo[4,8) = 32’2y + 222",

Ly[4,9] = 2y 4+4zy'y — 522",
Lo[4,10] = — (3 T qu//) ,
Lo[4,13] = 22"y2 +32'y/y/",
Lo[4,14] = 5¢/2%y" — 42’2y — 2%,
Lo[4,15) = — (2 2'y?+3 xyy) ,
Lo[4,18] = 23y,

Ly[4,19] = z'2y'? — 24,

Lo[4,20] = —2"3y/,

Lo[4,23] = 2222,

Lo[4,24] = 2 (:c/y/g - x/3y/) :
Lo[4,25] = =222y,

Lo[4,28] = 2'y3,

Lo[4,29] = 54 — 2'%y2,

Lo[4,30) = —2'y®.
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L’équation (6.116) implique

(A.47)

L’équation (6.119) implique

(A.48)

ANNEXE A.

Lof5.6] =2 (2"y +2'y")
Ly[5,71 =2 (y,y” — :c,x”) ,
Ly[5,11] =2 (y/y” - x/x”) ,
Lo[5,12] = —2 (:cy + xy) ,
Lo[5,16) = 22'%y,

Lo[5,17) = 2’y — 23,
Lo[5,21) = 32"y — 23,
Lo[5,22] =y — 322y,
Lo[5,26) = 43 — 2%y,

Ly[527] = 22y 2.

Lo[6,18] = 2’y

Lo[6,19] = y'2 — 22,
Lo[6,23] = y'2 — 22,
Lo[6,25] = y'2 — 22,
Lo[6,29] =y — 22,

Lo[6,30] = —22'y/ .

MATRICES DE SAUT 2D
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