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Introduction

Nous nous intéressons dans cette these a ’étude des grands réseaux aléatoires. Nous en-
tendons par grand réseau aléatoire un systeme composé d’un grand nombre de stations
servant un flux aléatoire de clients. L’étude de certains exemples de ces grands réseaux a
permis récemment de lier la dynamique de ces derniers a celle d’autres objets sans liens
directs avec la théorie des réseaux stochastiques [74]. Un préalable & cette étude est de bien
comprendre le fonctionnement d’une unique station. Nous commengons par la file M/M/1,
modele le plus étudié de la théorie des files d’attente [4, 7, 14, 20, 84, 94], pour laquelle nous
prouvons quelques nouveaux résultats. Nous abordons ensuite deux exemples de systemes
a événements discrets : la file d’attente a un serveur et le modele de stockage. Le premier
de ces deux modeles est le modele ././1 treés classique en théorie des files d’attente. Le
deuxieme modele est moins classique et est généralement défini en tant que modele de
file d’attente avec des groupes d’arrivée et des groupes de départ [12]. Pour éviter toute
confusion entre les deux modeles, nous avons pris le parti de définir le deuxieéme modele en
tant que modele de stockage. Ce choix nous permet de définir un nouveau modele que nous
appellerons File d’attente/Modéle de Stockage qui permet de coupler ces deux systeémes
et d’avoir des interprétations naturelles pour certaines variables. Nous étudions ensuite le
systeme File d’attente/Modele de Stockage en tandem (ou en série) lorsque le nombre de
stations devient grand.

Nous détaillons maintenant le contenu de ce mémoire. Nous énongons les principales contri-
butions originales de cette these sous forme de Résultat.

Théoréme de Burke

Dans un premier temps, nous considérons une unique station sous des hypotheses mar-
koviennes, c’est-a-dire lorsque les lois des inter-arrivées et des services sont sans mémoire
(exponentielles ou géométriques). Nous présentons des extensions du théoréme de Burke
[16], qui établit que le processus des départs d’une file d’attente simple a la méme loi que
le processus des arrivées. Nous rappelons la preuve pour la file avec services inutilisés en
temps discret [61] et nous prouvons un résultat type Burke pour les modeles suivants :

e la file d’attente M/M/1 et le modele de stockage avec des arrivées et des services suivant
des lois exponentielles :
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Résultat 1. Le processus marqué (D,r), ou D est le processus des instants de départ
de la file d’attente et r la suite des quantités partant du modéle de stockage, a la méme
loi que le processus marqué (A, s), variables d’entrée du systéme file d’attente/modéle de
stockage ; c’est-a-dire le processus (D,r) est un processus de Poisson, de parameétre \,
marqué par la suite de marques r i.i.d. de loi exponentielle de paramétre p pour A < p.

e Nous démontrons un résultat analogue pour la file Géo/Géo/1 et le modele de stockage
avec des arrivées et des services suivant des lois géométriques.

Les preuves de ces résultats sont essentiellement basées sur la propriété de réversibilité [82]
du processus de charge du systeme étudié. Néanmoins, le processus de charge ne permet
pas de reconstituer toute I'information nécessaire pour établir le théoreme de Burke. Nous
avons présenté une maniere de contourner ce probleme dans le cas de la file d’attente
Géo/Géo/1 et du modele de stockage avec des variables géométriques. Pour ce faire, nous
introduisons un processus auxiliaire qu’on appellera le processus zig-zag (figure 1) et qui
est réversible.

2|

C2 B3 C3

Fi1G. 1 — Processus de charge, son dual et le processus zig-zag

Ces extensions du théoreme de Burke permettent d’étendre le théoréme de représentation
de Pitman [78, 79] & des marches aléatoires donnant une représentation (non-conditionnelle)
de ces marches aléatoires, conditionnées a rester ordonnées.

Résultat 2. Soient {a,, n € N*} et {s,, n € N*} deuz suites de variables aléatoires i.i.d.
et mutuellement indépendantes de lois respectivement Géo(p) et Géo(q) avec p < q, on a

k+1 n+1
Zal, Z Zal > ZSZ, Vk > 0] = 1I£1Ja<xn{2al Z mln {Z Si+ Z a;})].
i=1 i=j+1 i=j+1



Périodes d’activité et Chemins de Dyck

Par ailleurs, nous prouvons que dans le cadre de la file M/M/1 en régime stationnaire, on
a:

Résultat 3. Le processus des instants de début de service n’est pas un processus de Poisson,
contrairement au processus des instants de départ (fin de service).

Nous analysons, par la suite, le comportement des clients au sein d’'une méme période
d’activité. Pour ce faire, nous revisitons la correspondance entre période d’activité et chemin
de Dyck [34] ce qui nous permet d’interpréter les corrélations entre les lois des services des
différents clients en utilisant une famille de fonctions génératrices sur les chemins de Dyck.

Résultat 4. Sachant que la période d’activité est de longueur n+ 1, la densité condition-
nelle du vecteur aléatoire (sg, . .., sn) représentant les temps de service des clients successifs

est
()\ + N)Qn—H

Ch

(>‘+H)yn

. ayn—l)e_ )

D(yo,-- - yn) = e~ MMyt tun) P (y, .

avec
Yo+y1

Pn(yO,“-,ynl):/ Pnfl(yay%"'ayn*l)dy’ P0:1
Y

1

Le polynome P, est un polynome a n variables de degrés n codant les statistiques des
chemins de Dyck de longueur 2n et C), est le n—iéme nombre de Catalan.

Algorithme de Robinson-Schensted-Knuth

Nous abordons ensuite I’étude de systeémes de stations (ou modeles de stockage) en tan-
dem (ou en série). Tout d’abord, nous explorons le régime stationnaire pour lequel nous
analysons le comportement asymptotique lorsque le nombre de stations devient infini. Ceci
permet, en outre, de retrouver des résultats de limite hydrodynamique sur des familles de
chemins sur Z? [5]. Nous étudions ensuite ce systéme de stations en tandem en régime
transitoire, I’analyse est trajectorielle. L’objectif est de mettre en évidence le lien entre la
dynamique du systeme de files d’attente en tandem et 1’algorithme de Robinson-Schensted-
Knuth (RSK). On considere le modele File d’attente/Stock décrit plus haut,

Résultat 5. Soit D linstant de départ du dernier client de la file et R la quantité totale
de produit fournie par le dernier stock jusqu’au dernier instant, alors

D:)\la R:)\kv

ot \1 et A\ sont respectivement la longueur de la plus longue et de la plus courte ligne du
tableau de Young P obtenu en appliquant l’algorithme de Robinson-Schensted-Knuth a une
matrice codant les variables d’entrée des deux systemes.

3
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Ce résultat permet de prouver la propriété d’invariance de la loi des départs, d’un systeme
en tandem, par permutation des stations pour des files Géo/Géo/1 ou des modeles de
stockage. Ce résultat est analogue aux énoncés donnés dans [3, 97] pour la file M/M/1 avec
une preuve différente.

Résultat 6. Pour une série de k files Géo/Géo/1 en tandem en régime transitoire. Sup-
posons que la suite des services a la file i est i.i.d. de loi géométrique sur N* de paramétre
q; indépendante des services aux autres files. Alors,

PD=0)= Y a(g)"sx(@)sr(1l,...,1),

AEY, A=l

avec a(q) = H;?:l(l — qj) et sy est la fonction de Schur associée a la partition X. On en
déduit que D est symétrique en les paramétres g;.

Nous prouvons un résultat analogue pour le modele de stockage avec des arrivées et des
services suivant des lois géométriques. La variable R est symétrique en les paramétres g;.

Point fixe et Grandes déviations

Nous explorons la question de l’existence, pour une station avec des services généraux,
de processus d’arrivée non-triviaux dont les lois sont invariantes par passage a travers
la station. Ce probleme peut étre interprété en terme de recherche de points fixes pour
l'opérateur associé a la station. Nous trouvons dans [64, 65] une réponse partielle a cette
question. Pour un ensemble d’intensités du processus des arrivées dense dans la zone de
stabilité, il existe un point fixe. En outre, ce point fixe est unique [18] et attractif [81]. Un
tel résultat de point fixe est intimement lié au comportement asymptotique des réseaux de
files d’attente en tandem.

Mis a part 'existence de ces points fixes et certaines de leurs propriétés, nous ne disposons
d’aucune information sur leur distribution. Pour en apprendre davantage, nous traitons la
question de I'existence de points fixes dans le cadre des grandes déviations [38]. Dans un
premier temps, nous cherchons a établir un principe de grandes déviations pour les variables
de sortie du systeme file d’attente/modele de stockage. Supposons que les variables d’entrée
a et s, représentant les arrivées respectivement a la file d’attente et au modele de stockage,
satisfont des principes de grandes déviations avec les fonctions de taux I4 et Ig alors

Résultat 7. Sous certaines hypothéses sur I4 et Ig, la suite {(%, %, ), n € Z}, ou
D,, et R, représentent les départs cumulés respectivement de la file d’attente et du modéle
de stockage et wq est la version stationnaire du processus de charge, satisfait un principe

de grandes déviations sur Ri avec la fonction de taux
J(z1, 22, w) = Inf{d(w — 21 + x2) + La(22) + IS($1);ifclf9(q777 v1,v2)}

4
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Nous établissons ensuite une condition sous laquelle il existe une classe de variables d’entrée
vérifiant un principe de grandes déviations de telle sorte que les processus de départ du
systeme file d’attente/ modele de stockage satisfont un principe de grandes déviations avec
les mémes fonctions de taux que les variables d’entrée.

Résultat 8. Soit § > 0 et {an, n € Z} et {sp, n € Z} les variables d’entrée de la
file d’attente de lois marginales unidimensionnelles respectivement v4 et vg, avec va la
mesure d-inclinée de vs (ou encore vs la mesure (—d)-inclinée de v4) alors la suite
{(%, %, ), n € N*} satisfait un principe de grandes déviations sur Ri avec la fonction

de tauz
J(z1, 22, w) = dw + Ix(x1) + Is(x2) .

En particulier, on a
Ip=14 e Ip=Ig.

Ce résultat permet d’envisager des familles de variables d’entrée liées par une condition
d’inclinaison exponentielle comme candidates potentielles pour les points fixes pour les lois.

Organisation de la these

Ce mémoire est organisé comme suit : la premiere partie est consacrée a ’étude de ces
modeles sous des hypothéses markoviennes. Nous prouvons d’une part les différentes ver-
sions du théoreme de Burke énoncées plus haut ; et d’autre part, nous explorons les liens
avec des objets combinatoires. Le chapitre 1 contient des rappels de résultats présentés
par Neil O’Connell dans [61, 76, 74, 75]. Ils permettent de mettre en place les techniques
qui seront largement utilisées dans cette partie et de présenter d’'une maniere plus natu-
relle que dans [76], les liens existant entre files d’attente en tandem et l'algorithme de
Robinson-Schensted-Knuth. Le chapitre 2 est consacré a la file M/M/1 ol nous présentons
les résultats 1, 3 et 4. Nous concluons la premiere partie par le chapitre 3 dans lequel nous
présentons une version discrete du théoréme de Burke et nous appliquons les techniques
présentées au chapitre 1 a la file Géo/Géo/1 et au modele de stockage avec des variables
géométriques pour obtenir les résultats 2, 5 et 6.

La deuxieme partie est consacrée a ’étude des points fixes pour 'opérateur associé a notre
modele. Le chapitre 4 présente un résultat [65] de point fixe pour la file ./GI/1, c’est-a-dire
la loi des arrivées est égale a la loi des départs. En fait, nous avons rappelé et complété les
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preuves figurant dans [5, 41, 67, 68] qui permettent de prouver I’existence de points fixes
non-triviaux pour la file ./GI/1. Ce chapitre permet de motiver le résultat 8 de points fixes
pour les grandes déviations pour le modele File d’attente/ Modele de Stockage présenté au
chapitre 5.

Les résultats des chapitres 2 et 3 ont fait 'objet d’un article accepté pour publication dans
Queueing Systems [29] et d’'une prépublication en cours d’évaluation par un journal [31].
Une version courte de [31] a été publiée dans les actes de la conférence Marches aléatoires
discrétes : théorie et applications en combinatoire, biologie algorithmique, informatique
théorique, probabilités, physique statistique qui a eu lieu en septembre 2003 a 'Institut
Henri Poincaré [30]. Les résultats du chapitre 5 ont été soumis a un journal [28].



Premiere partie

Théoreme de Burke et Algorithme
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Chapitre 1

Préliminaires
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1.1 Introduction

Cette partie n’est qu'un apergu des liens, mis en évidence récemment, entre certains modeles
de files d’attente en tandem, les marches aléatoires ordonnées et I’algorithme de Robinson-
Schensted-Knuth. Les résultats de ce chapitre ne sont pas nouveaux, ils permettent de poser
les bases qui nous seront utiles pour illustrer les liens entre les différents objets employés
dans d’autres contextes aux chapitres 2 et 3.

1.1.1 File d’attente avec services inutilisés

Soit {y(n), n € Z} € R” une suite de réels, nous définissons, pour m,n € Z, m < n,
Y(m,n] = Z;l:m 11 y(9), la suite des sommes partielles associées. Nous introduisons,
également pour n > 0, Y(n) = Y(0,n]. Soit {R(y)(n), n € N} € R? la suite renversée
en temps associée & y définie par R(y)(n) = y(—n).

Nous noterons A; 'ensemble des chemins (suites a valeurs entieres) x : N — N avec z(0) = 0
et z(n) —x(n —1) € {0,1}. Pour =, y € A, nous définissons z A y et x V y des éléments

9



Chapitre 1. Préliminaires

de A1 ou

(z 2 y)(i,j] = min [z(m)—z())+y(j)—y(m)],  (xVy)(i,j] = max [z(m)—z(i)+y(j)—y(m)].

1<m<j i<m<n
Les opérations A et V ne sont pas associatives. En effet, d’aprées [76]

(.%1 A 332) Axg=x1 A (xg VI'Q) A (332 A 323)
(xl \Y .%'2) Vs =21V (l‘g A xg) \Y (.%'2 \Y xg) . (1.1)

Nous nous intéressons également & ’ensemble A, ’ensemble des chemins z : N — N* avec
x(0) = (0,...,0) tels que pour n > 0, z;(n) — x;(n — 1) € {0,1} pour i € {1,...,k}. Nous
définissons G*) : A, — Ay, par G®(z,9) = (z Ay, y V z), et pour k > 2

G(k)(xl,...,:ck) =(x1Ahxg Ao Ay,
G(kfl)(xg Va1, 23V (1’1 A CIZQ) yeeoy TRV (a;l Ao A J;k,l)).(l.Q)

Les opérations s’effectuent de gauche a droite, c’est-a-dire x A y A z se lira (z A y) A z.
Nous donnerons d’autres propriétés de ces opérateurs au paragraphe 1.3. Nous allons, dans
un premier temps, donner 'interprétation de ces opérations en terme de file d’attente.

Notre modele est une file d’attente ou les arrivées et les départs s’effectuent aux instants
entiers et telle que les clients sont servis dans ’ordre de leur arrivée. Nous désignerons par
ai(n) et si(n) respectivement le nombre de clients qui arrivent au systéme et le nombre
maximal de services a 'instant n. Nous noterons ¢ (n) le nombre de clients dans le systeme
a l'instant n.

a d
- OO | 5 -
o |
N | .
@y, | service
LSRN | inutilisé
|
~|

il

FiG. 1.1 — File d’attente avec services inutilisés.

A chaque instant n, nous assistons a deux scénarios possibles : si g1(n—1)+aj(n) > s1(n),
il y a s1(n) clients qui quittent le systeme et q1(n) = ¢1(n — 1) + a1(n) — s1(n); sinon si
q1(n — 1)+ ai(n) < s1(n), le systeme se vide (¢1(n) =0) :ily a ¢1(n — 1) + a;(n) clients
qui quittent le systeme et s1(n) — (¢1(n — 1) + a1(n)) services qui sont inutilisés et donc
perdus (d’ou l'appellation file d’attente avec services inutilisés). Nous allons, dans la suite,
donner une série d’équations qui régissent I’évolution de cette file d’attente.

Pour n € Z, le processus du nombre de clients vérifie |’ équation de Lindley :
q1(n) = max{q1(n — 1) + a1(n) — s1(n),0} = (g1(n — 1) + a1(n) — s1(n))* . (1.3)

10



1.1. Introduction

La suite du nombre effectif de départs dy = {d1(n), n € Z} est définie par, pour n € Z,

di(n) = ai(n)+aq(n—1)—q(n)
= min[s;(n),a1(n) +q(n—1)]. (1.4)

Nous définissons la suite des services inutilisés u; = {ui(n), n € Z}, pour n € Z, ui(n) =
s1(n) — di(n), ce qui nous permet de définir la suite t; = {t1(n), n € Z} (qui n’a pas
d’interprétation immédiate), pour n € Z,

ti(n) = ai(n) +ui(n) = s1(n) —q(n — 1) + q1(n) . (1.5)

Au vu des notations du paragraphe 1.1.1, nous pouvons réécrire les équations (1.4) et (1.5)
sous la forme suivante :

Di(m,n] = A1 (m,n] + q(m) — ¢1(n), Ti(m,n] = 81(m,n] —q(m) +q(n). (1.6)

Nous allons illustrer I’évolution de ce systéme entre les instants 0 et 9 (figure 1.2). A
I'instant 0, la file est vide.

Instant | a;(n) | s1(n) | ¢1(n) | di(n) | ui(n) | ti(n)
0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0 1
2 0 1 0 1 0 0
3 1 1 0 1 0 1
4 1 0 1 0 0 1
5 1 1 1 1 0 1
6 1 0 2 0 0 1
7 0 1 1 1 0 0
8 0 1 0 1 0 0
9 0 1 0 0 1 0

Tab.1 : Evolution de la file avec services inutilisés

e A linstant 1, un client arrive dans le systeme (a;(1) = 1), nous représentons les clients
qui arrivent dans le systéme par une boule pleine, et t1(1) = 1. Le client se place dans
la salle d’attente (g;(1) = 1) jusqu’au premier instant ou il peut étre servi .

e A linstant 2, il y a un service (s1(2) = 1) et le client en attente quitte le systéme
(d1(2) = 1) qui se vide (q1(2) = 0).

11



Chapitre 1. Préliminaires

A Tinstant 3, il y a une arrivée et un départ qui se produisent au méme instant (a;(3) =
51(3) = 1), clest-a-dire d1(3) = t1(3) = 1 et le systeme est vide ¢1(3) = 0. Nous avons
représenté cette situation par une boule pleine (arrivée) avec son contour en pointillés

(départ instantané).

A Dinstant 4, un client arrive et nous sommes dans la méme situation qu’a 'instant 1.
A Tinstant 5, ce dernier part (s1(5) = 1), mais le systéme ne se vide pas (¢1(5) = 1) car
il y a un nouveau client qui est admis dans le systeme (a;(5) = 1).

A Tinstant 6, il y a une arrivée (a1(6) = 1) et ¢1(6) = 2.

e Enfin, ces deux clients partent respectivement aux instants 7 et 8 et le systeme se vide;
a I'instant 9, nous avons un service inutilisé.

ay d a d; a d
BN 1 1
—\» (] S - —\» ST —= \» ® s —
~
~ S | S o
~ | ~ ~ |
~ ~ I ~
~ < | ~ | < |
N S S d
t]. tl tl
n=1 n=2 n=3
! e 4 @ d d,
4\>\ [ ) S| ——— 4\»\ [ I sl — 4\>\ [ @ s -
~ ~ ~
S I ~ I ~ I
~ ~ ~
~ < I ~ | ~ |
~N S S
I 51 4
n=4 n=5 n=6
al dl a d] al dl
—= __ou] n —= —__ o] sn - S
> ~ | > ~ | > ~
~ ~ ~ 1
> ~N > ~N > \I
4 1 4
n=7 n=8 n=9

F1G. 1.2 — Evolution de la file d’attente entre les instants n =1 et n = 9.

Nous donnons, pour conclure ce paragraphe, la trajectoire de q; entre les instants 0 et
9 (figure 1.3). Ces trajectoires contiennent une partie de 'information sur I’évolution du
systeme. Pour compléter les données qui ne figurent pas sur les trajectoires de ¢, nous
marquons par un carré noir les instants ou il y a un service inutilisé et par un point noir
les instants ou il y a une arrivée et un départ que nous ne pouvons constater sur cette
trajectoire. Nous verrons comment formaliser ceci dans la suite.
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1.1. Introduction

a,(n)

Fi1Gc. 1.3 — Trajectoire de g; pour 'exemple de Tab.1.

1.1.2 Théoréeme de Burke

Soit (£2, F,P) un espace de probabilité. Pour toute variable aléatoire X, nous noterons L[ X]
la loi de X sous PP. Soit B un borélien de J, la loi L[X | B] est la loi de X conditionnellement
a B. Enfin, si deux variables aléatoires X et Y ont la méme loi, nous écrirons X ~ Y.

Nous supposons, qu’a chaque instant n € Z, il y a au plus un client qui arrive et un client
qui part. Plus précisément, les suites de variables aléatoires a1 = {aj(n), n € Z} et s1 =
{s1(n), n € Z} sont des variables aléatoires i.i.d. Bernoulli mutuellement indépendantes de
parametres respectivement p; et po, c’est-a-dire

P(a1(0) =1) =p1 =1 =P(a1(0) = 0),  P(s1(0) =1) =p2 =1 - P(51(0) = 0) .

En d’autres termes, les processus A; et 81 sont des processus binomiaux, indépendants,
ayant pour parametres respectivement p; < po , c’est-a-dire pour m < n, les variables
aléatoires Aj(m,n] et 81(m,n] suivent des lois binomiales de parameétres respectivement
(’I’L - mvpl) et (TL - m3p2)‘

Nous supposerons la condition de stabilité p; < po vérifiée, dans ce cas le processus en
temps discret ¢ = {q1(n), n € Z} est une marche aléatoire, avec une dérive strictement
négative, avec une barriere (réfléchissante) en 0. La version stationnaire de ¢; est presque
stirement finie et vérifie

qi(n) = sup {Ai(m,n] —81(m,n]}" = sup {A1(m,n] — 81(m,n]}, (1.7)

m<n—1 m<n

ou on a juste remplacé le 0 par A;(n,n| — 81(n,n].

Le processus q1 = {q1(n),n € Z} est une chaine de Markov et plus précisément un processus
de naissance et de mort en temps discret de distribution invariante géométrique sur N de

R 1— . . < 3
parametre %. Le processus ¢ est réversible, c’est-a-dire

¢ ={q(n), n € Z} ~ R(q1) = {R(q1)(n), n € Z} .

Nous sommes maintenant en mesure d’établir une extension du théoreme de Burke a la
file avec services inutilisés en temps discret, présentée dans [61]. Plus précisément, nous
pouvons identifier la loi des variables de sortie du systeme, en 'occurrence Dy et T, avec
celle des wvariables d’entrée A1 et 81. L’ingrédient principal consiste en la propriété de

13



Chapitre 1. Préliminaires

réversibilité utilisé par E. Reich dans [82] donnant une preuve élégante du résultat de
P.J. Burke [16]. Des analogues de ce résultat, dans le cas continu et dans le cas de trafic
lourd (heavy traffic), sont énoncés dans respectivement [78] et [48, 77].

Théoréme 1.1.1. [61] Les processus Dy et Ty sont des processus binomiauz, indépendants,
ayant pour parametres respectivement py et po.

Démonstration. Soit {Q(n), n € Z} un processus de naissance et de mort de méme
distribution que {¢1(n), n € Z}. Nous ne disposons pas d’assez d’information, avec la
simple donnée de la trajectoire de {qi(n), n € Z}, pour reconstruire {a1(n), n € Z} et
{s1(n), n € Z}. En fait, en temps discret, nous pouvons assister & une arrivée et un départ
au méme instant n qu’on ne peut pas constater sur la trajectoire de {q1(n), n € Z}. Nous
complétons par un processus auxiliaire, réversible sur % + Z contenant I'information man-
quante sur les événements {Q(n — 1) = Q(n)}. Considérons la suite i.i.d. {Mg_%, n €

7} € {(0,0),(0,1),(1,1)}? (respectivement {Mnf%’ n € Z} € {(0,0),(1,1)}*), ot pour
tout n € Z, M?l_l (respectivement Mn—%) a la méme distribution que (ai(n),s1(n)) sa-
2
chant {q1(n — 1) = q(n) = 0} (respectivement {g(n — 1) = ¢1(n) # 0}). Pour tout n € Z,
définissons (a(n),o(n)) = f((Q(n — 1), Q(n)),Mg_l,M ) ou
2

1
n—3

f((ﬂa ﬂ/)a (mo, m6)7 (m’ m,)) =

Nous vérifions que le processus {(a(n),o(n)), n € Z} est le processus des arrivées-services
a la file (figure 1.3). Plus précisément, le processus {(Q(n),a(n),o(n)), n € Z} a la méme
distribution que {(¢i1(n),a1(n),si(n)), n € Z}. D’une maniére analogue, nous pouvons
construire la suite des départs {di(n), n € Z}. En effet, nous définissons les processus
{6(n), n € Z} et {r(n), n € Z}, pour n € Z,

(R(8)(n), R(7)(n)) = F((R(Q)(n — 1), R(Q)(n)), RM"),,_1,RM),,_1)  (1.8)

2

L’équation (1.8) peut étre traduite par le fait que le processus des arrivées-services de la
file renversée en temps est {(R(d)(n),R(c)(n)), n € Z}. Comme,

{(6(n),7(n)), n € Z} ~ {(di(n), t1(n)), n € Z}

et que le processus {(Q(n), M?l 1M __1), n € Z} est réversible par construction, nous en
-1 1

n—

déduisons que

{(R(0)(n), R(7)(n)), n € Z} ~ {(a(n),o(n)), n € Z} .

Ces processus sont i.i.d., donc réversibles alors {(d6(n),7(n)), n € Z} ~ {(a(n),o(n)), n €
Z}, soit {(d1(n),t1(n)), n € Z} ~ {(a1(n),s1(n)), n € Z}. O
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L’énoncé originel du théoreme de Burke est établi pour la file M /M /1 stable et a I’équilibre,
ou le processus des arrivées est un processus de Poisson sur R indépendant de la suite des
services qui est i.i.d. de loi exponentielle. La preuve, dans ce contexte en temps continu,
repose sur le méme argument de réversibilité que dans le cas discret, traité plus haut. La
différence fondamentale réside dans le fait que’en temps discret, le processus ¢ ne contient
pas suffisamment d’information pour reconstituer le processus d’entrée du systeme, d’ou la
nécessité de compléter cette information. La subtilité réside dans le choix de ce complément
d’information de telle sorte qu’on puisse recouvrir un processus réversible. Ce résultat
établit en outre que les suites s1 et t; ont la méme loi, I'utilité de cette assertion apparaitra
au cours du paragraphe suivant.

En fait, en plus de l'identité en loi, entre les processus d’arrivée et de départ, ce systeme
(en temps discret et continu) vérifie la propriété de quasi-réversibilité suivante [55] : pour
tout n, le processus {Di(m,n], m < n} est indépendant de {q1(m), m > n}. Autrement
dit, le passé des départs, avant l'instant n, est indépendant du nombre de clients, apres
I'instant n, dans le serveur.

1.1.3 Théoreme de Pitman

Nous allons utiliser les résultats du paragraphe 1.1.2 pour donner une représentation non
conditionnelle d’'une marche aléatoire conditionnée a rester positive. Ceci est motivé par
le théoréme de représentation de Pitman pour le processus de Bessel tridimensionnel [79]
que nous pouvons voir également comme un mouvement Brownien conditionné (dans un
certain sens) a rester positif. Plus précisément,

Théoréme 1.1.2. [79] Soit {X;, t > 0} un mouvement Brownien standard. Soit

le processus de ses mazima alors {2M; — Xy, t > 0} a la méme loi que {X;, t > 0}
conditionné a rester positif.

Ce résultat a été généralisé a différents contextes : pour le mouvement Brownien avec une
dérive positive [80], pour des marches aléatoires avec pas markoviens [47] et des mouvements
browniens conditionnés (au sens de Doob) a rester ordonnés [78]. Nous allons, dans la
suite, nous intéresser au cas d’une marche aléatoire, avec une dérive strictement positive,
conditionnée & rester strictement positive, traité dans [61].

Remarquons d’abord que, sous I’hypothése de stabilité p < ¢, 'équation (1.7) admet une
version renversée dans le temps, pour n > 0,

01(n) = sup{ Dy (n, u] — Ty (n,u]} . (1.9)
u>n
De plus, sur I’événement {q;(0) = 0}, on vérifie que

q1(n) = Oglyg;{ﬂ{ﬂl(m, n] — 81(m,n|} .
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Proposition 1.1.3. Nous avons pour tout n > 0,

L[A1(n), S$1(n) | A1 (1) < 81(1), VI > 0] = LGP (A1, 81)(n)] . (1.10)

Démonstration. Sur {q;(0) = 0}, et en utilisant (1.6),

Di(n) =Ai(n) —q(n) = Ai(n) — max {Ai(m,n]— 8i(m,n]}

0<m<n
= min {Ai;(m)+81(n) — 81 (m)},

0<m<n

et de la méme maniere, nous obtenons que

Ti(n) =81(n) +qi(n) = Jax [81(m) + Ai(n) — Ai1(m)] .

sSsmsn

En résumé, nous avons prouvé que
Di(n) =A1 A 81(n), Ti(n)=81VAi(n). (1.11)
En appliquant le théoréeme 1.1.1, on a
L[(A1(n),81(n)) [ A1(n) < 81(n), Yn = 0] = L[(D1(n), Ti(n)) | Di(n) < T1(n), ¥n = 0]

Grace a (1.9), 'événement {D;(l) < T1(1), VI > 0} est égal & {¢1(0) = 0}. En tenant
compte de (1.11), on a

L[(Al(n),Sl(n)) |A1(l) < Sl(l), Vil > 0] = ]L[.Al A 81(71),81V.A1(n)) | ql(O) = 0} .

Nous concluons en remarquant que les processus {A1(n), n > 0} et {81(n), n > 0} sont
indépendants de I’événement {¢;(0) = 0}. O

Le théoreme de Pitman a un analogue discret,

Théoréme 1.1.4. [}7] Soit {X (n), n € N} une marche aléatoire, ayant des pas i.i.d. dans
{—1,0,1} de dérive strictement positive. Soit M (n) = maxo<m<n X (m) le processus de ses
mazima alors {2M(n) — X(n), n € Z} a la méme loi que {X(n), n € N} conditionné a
rester positif.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que

81VAi(n) — A1 A 81(n) = 20maX [S1(m) — A1(m)] — [81(n) — A1(n)] .

<m<n
Soit en réécrivant (1.10), avec X (n) = 81(n) — A1(n), ¥n >0, on a
L[X(n)| X()>0,Vl>0]=L[2M(n) — X(n)].
O

Nous pouvons, a partir de ce résultat, retrouver le théoreme de Pitman pour le mouvement
brownien [79], ce passage est présenté dans [77].
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1.2. Files d’attente en tandem

1.2 Files d’attente en tandem

Commencons par définir le modele en tandem de ces files d’attente. Nous numéroterons les
files d’attente successives par i € {1,...,k} et nous réserverons n € Z pour le temps. Nous
poserons a;(n) et d;(n) respectivement le nombre d’arrivées a la file ¢ & Uinstant n et le
nombre de départs de la file 7 a I'instant n. Dire que les files sont en tandem revient & poser
di(n) = a;4+1(n), en d’autres termes, un client qui quitte la file 7 — 1 rejoint directement la
file 4.

a I d dy. dy
|
> OO0 sp o OO0, $ - eoe — O Sy -
\\\ | \\\ | \\\ |
~ | . ~ | ~ |
PN | service S | AN [
LSRN | inutilisé AN | AN |
SO SO SO
S S S
g ) Ik

FiG. 1.4 — Files d’attente en tandem.

Nous noterons par s;(n) le nombre de services dispensés, a l'instant n, par la file i et par
gi(n) € NU {oo} le nombre de clients, a la file 4, a I'instant n. Nous supposerons que
d() = ai.

Nous supposons, dans la suite de cette section, que les arrivées et les services se produisent
de maniere aléatoire. Nous supposerons que {a1(n), n € Z}, {s1(n),n € Z}, ..., {sx(n),n €
Z} sont des suites i.i.d. mutuellement indépendantes de variables aléatoires suivant des lois
de Bernoulli de parametres respectifs pi,po,...,pr+1 avec p1 < min{pa,...,pr+1}. Sous
cette condition, nous avons ¢;(n) € N et pour i € {1,...,k}, n € Z, nous vérifions les
relations suivantes

qi(n) = (¢;i(n — 1) + di—1(n) — si(n))" = max{D;_(m,n] — 8;(m,n]}

m<n

et dj(n) = di—1(n) + ¢i(n — 1) — ¢;(n). Nous introduisons, enfin, les variables t;(n) et u;(n)
(nombre de services inutilisés a l'instant n au sein de la file 7), définies par

ui(n) = s;(n)—d;i(n)
ti(n) = si(n)—qi(n—1)4¢n).
Nous rappelons que, pour 1 <4 < k, on a
D;i(m,n] = Di—1(m,n] + g;(m) — g;(n), Ti(m,n] = 8;(m,n] — q;(m) + ¢;(n) . (1.12)
Sur I’événement ¢;(0) = 0, nous vérifions que

gi(n) = o?ﬁ%wi_l(m n] — 8;i(m,n|} . (1.13)
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Proposition 1.2.1. Sur [’événement {q1(0) = - -+ = qx(0) = 0},
q(n) +-- 4+ q(n) = Ogln?icn{fll(m,n] — (814 -+ A 8)(m,n]}. (1.14)
De plus,
Dl(n) = (.Al ASLT A A 81)(71), (IZ(?”L) =8;V (.Al A A 81_1)(77,) . (1.15)
Démonstration. Comme q(n) = maxo<m<n{Dr—1(m,n] — 8x(m,n]}, nous déduisons

d’apres (1.12) que

qr(n) = Olgnrggn{ﬂkﬂ(m,n] + qe—1(m) — qx—1(n) — Sg(m,n]} .

En combinant ceci avec (1.13), on a

r-1(n) +ap(n) = max {Dy_p(m,n]+ max {Dy_s(l,m] —8p—1(l,m]} — 8x(l,n]}}
= Orglag);{Dk_g(l, n| — lgmﬁirgln{sk_l(l, m] + Sk(m,n]}}
= Orgla;;{i)k,g(l,n] — (8k—1 & 8k)(l,n]}.

Nous concluons en appliquant successivement ’opération précédente et en tenant compte
de

(81 A+ ASk)(myn] = inf {S;(m,u]+ (851 A -+ A 8)(u,n]}.

m<u<n

De plus, on a

Di(n) = Ai(n) —(q(n) + - +qi(n))
= A;(0,n] — max {Ai(m,n] —(S1 A --- A S;)(m,n]}

0<m<n

= (Al A ST A ASl)(n)
Grace a (1.12), on a

Ti(n) = Si(0,n]+ ogln?%{n{Di_l(m’n] — Si(m,n]}
= (S VDi—1)(n)=(S; VAL A+ A Si—1)(n).

O]

Nous sommes maintenant en mesure de donner une version multi-dimensionnelle du
théoreme de Burke.

Théoréme 1.2.2. [61] Pour k € N*, Dy, T1,...,Tx sont des processus binomiaux
indépendants de parameétres respectivement pi,pa, ..., Pgr1avec py < min{pa, ..., Prr1}-
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Démonstration. Nous allons procéder par récurrence sur k. Pour &k = 2, se reporter au
théoreme 1.1.1. Supposons que le théoreme est vrai quand on se restreint a k — 1 files,
c’est-a-dire, Dy_1,T1,...,Tr_1 sont des processus binomiaux indépendants de parametres
respectivement pi1,po,...,pr. Rappelons que Di_; = Ap et que le processus 8 est, par
hypothese, indépendant des autres processus. En appliquant le théoreme 1.1.1 & (A, Sk)
nous obtenons que (Dy, Ti) sont deux processus binomiaux indépendants de parameétres
P1,Pr+1 €t nous concluons grace a ’hypothese d’indépendance. O

Sous 'hypothese de stabilité p; < min{ps,...,px+1}, la définition (1.13) du processus des
nombres de clients, a la file 4, & I'instant n, admet une version renversée en temps, donnée
par

gi(n) = sup{D;(n,u] — T;(n,ul} . (1.16)

u>n

En utilisant I’équation (1.16), nous pouvons prouver, de la méme maniére qu’a la proposi-
tion 1.2.1, que

¢@1(0) + -+ q(0) = iilg{ﬂk(u) —(Tr o aTk)(u)}- (1.17)

Nous exploitons ce résultat, dans le paragraphe suivant, pour donner une représentation
(non conditionnée) de marches aléatoires, conditionnées a rester ordonnées, a I'image de ce
que nous avons présenté au paragraphe 1.1.3, pour le cas en deux dimensions.

1.2.1 Marches aléatoires ordonnées

Soit X = (Xi,..., X)) une marche aléatoire sur N* dont les composantes sont mutuelle-
ment indépendantes, de pas i.i.d. de parametres pi,po,...,pk avec py < min{ps, ..., px}.
Nous désirons donner la représentation de ces marches aléatoires conditionnées a rester
ordonnées. Plus précisément,

Théoréme 1.2.3. La loi conditionnelle de (X1,...,X}y) sachant
Xi(n) <--- < Xg(n), Yn>0, (1.18)
est égale d la loi (non conditionnée) de G®)(X1,..., Xy), ¢’est-a-dire

L{(X1,..., X) | X1(n) < -+ < Xg(n), Vn > 0] = LIGH (Xy,..., Xp)] .

Démonstration. Nous allons procéder par récurrence. Le cas k = 2 correspond a la propo-
sition 3.2.2.

Soit k > 3, supposons ’hypothese vraie a 'ordre k — 1. Par application de I’hypothese de
récurrence, on a

LI(Dk-1,T1, - Teo1) | Tt < - < Tpoq] = L[(Dp—1, GED(T1, ., Thn))]

Ainsi, la loi de (Dg—1,7T1,...,Tk_1) conditionellement & I’événement {Dj_; < T} < -+ <
Ti—1} est égale a la loi de (D1, G(kfl)(‘J'l, ooy Tk—1)) sachant {Dy_1 <T1 A -+ A Tp_1}.
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D’apres (1.17),
Dr1 =T A AT} ={q(0) + -+ qx-1(0) = 0} .
Par conséquent, en utilisant (1.2) et (1.15), on a
(D1, GF DT, Ti1) = GW (AL S, ..., Si)

Nous concluons grace a I'indépendance des processus Aq, 81, ...,8,_1 de ¢1(0),...,qx—1(0).
O

Par application du théoréeme de Donsker, nous retrouvons un résultat analogue [78], pour
des particules browniennes conditionnées a rester dans la chambre de Weyl

W:{(mla"ka’)a 33'1<"-<33'k}.

1.2.2 Limite hydrodynamique

Pour (n,k) € N2, un chemin orienté m allant de (1,1) & (n,k) est une suite de points
{(ni, k’i), 0<:1< n+k:—1}, avec soit (ni_,_l, ki—l—l) = (TZZ', k¢+1) soit (ni_H, ki+1) = (m—H, ki),
(ng, ko) = (1,1) et (npak—1,knsk—1) = (n, k). Nous supposons que chaque site (n, k) a un
poids €, k. Soit 11, 1y 'ensemble de tous ces chemins, nous nous intéressons a l'instant de
premier passage par le point (n, k), c’est-a-dire

F((n,k)) = min > €. (1.19)

WEH(n’k) (z j)Eﬂ—

La quantité Z(i jen €ij représente le poids du chemin .

Pour z € R, nous définissons I’ensemble I1¥ des chemins allant de (1,1) & un point de
la forme (n, k), n € N, dans la direction z, c’est-a-dire n = |xk]| ou |z| désigne la partie
entiere de z. Nous introduisons également les notations suivantes :

F,(k) = min € -
0= min Y e
(i,j)em
En posant €;; = t;(i), nous vérifions que Fy(k) = T1 A --- A Ti(|zk]), nous pouvons

réécrire (1.17) sous la forme suivante :
k

> 4(0) = iglg{ﬂk(lwa) — Fu(k)} - (1.20)

Jj=1

Nous allons, dans un premier temps, nous intéresser au comportement asymptotique de
F, (k). Plus précisément,
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Théoréeme 1.2.4. Supposons que {€; j, ,i,j € Z} sont i.i.d. Bernoulli avec
Pleij=1)=q=1-P(e; =0),

alors la limite hydrodynamique

f(z) = Tim + (k)

n—oo k

existe presque sturement sur Ry U {oo}.

L’ingrédient principal de cette preuve est le théoreme ergodique sous-additif de Kingman
[57]. Nous détaillerons la preuve au chapitre 4. Nous voulons calculer cette limite f(x). Pour
ce faire, revenons au modele de files d’attente en tandem avec p; = p < py = -+ = prr1 = ¢,
comme les suites ay, s1, . . ., S sont indépendantes, les variables ¢;(0) le sont également. Par
conséquent, grace a la loi des grands nombres, on a

i 23 60 = B@) =0t LDy(ok)) = 2B(@(0) -
Jim 3 200 = BlaO) =528, lim pDullak)) = eB(HO) = p.
Soit, en revenant a (1.20), on a
B(@(0) = Jim 7 sup(Du(lok) = Fy()}
= it;lg{wp—f(x)}-

La deuxieme égalité n’étant pas immédiate, nous devons justifier I'inversion de la limite et

du supremum (chapitre 4). Ainsi, f(x) est la transformée de Legendre de h(p) = %,
cette transformée est inversible, c¢’est-a-dire
sup{pz — f(2)} = h(p) <= f(x) = sup {px —h(p)}. (1.21)

x>0 0<p<q

Nous retrouvons de la sorte un résultat di a Seppélédinen [87, 88| en utilisant des idées
similaires mais moins directes. En maximisant pz — % pour 0 < p < g, on a

Théoréme 1.2.5. [87] La fonction de croissance f(x) donnant le comportement asympto-
tique, en limite hydrodynamique, du temps de premier passage d’un modéle de percolation

dirigé avec les poids {¢€; j, i,j € Z} i.i.d. de loi de Bernoulli de paramétre q est donnée par
2
f() = (max(yaE - V1= 4,0)) .

L’astuce consistant a utiliser les files d’attente stationnaires pour calculer la fonction de
croissance f(z) introduite dans [85], a été systématisée pour différents contextes, dans [73].
Nous reviendrons sur ce probléeme ultérieurement pour d’autres modeles de files d’attente.
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1.3 Séries de files d’attente en tandem

Nous définissons, maintenant, le modele de séries de files d’attente en tandem. La premiere
série de files d’attente correspond au modele classique de k files d’attente en tandem décrit
au paragraphe 1.2. La deuxieme série de files d’attente correspond également a un modele
classique de k — 1 files d’attente en tandem. Il y a un service a la file ¢ de cette deuxieéme
série a chaque fois qu'il y a ou bien un départ de la file ¢ (une arrivée a la file i + 1) de la
premiere série ou bien un service inutilisé a la file 7 + 1 de la premiere série. Ceci s’effectue
de maniere instantanée (sans décalage dans le temps). La i-iéme série contient k — i + 1
files et hérite ses services de la (i — 1)-ieme série.

Nous supposerons que la premiere file de chaque série est saturée, c’est-a-dire qu’il y a une
infinité de clients a la file 1 en attente d’étre servis, a 'instant 0, les autres files sont vides.
Nous noterons

x; ={zi(n), n € N},

le processus des services de la file ¢ de la premiere série.

Q) (1)
p,® ! D,

e OO0 X1 —\» Xy —\» @ X3 —

~ ~

D,®

o p®

F1G. 1.5 — Séries de files d’attente en tandem.

Nous allons, enfin, introduire quelques variables auxiliaires qui seront utiles dans la suite.
Pour k > 2, soient les applications DO . AL — Ap et 7 . Ay — Aj_q définies par

D(l)(l‘) = (l’l,éblAZL'Q,...,l'lA-"Aa?k) (1.22)
TO(z) = (zaVar, 23V (21 Ax2), .., 2p V(21 A -~ Axp_1)).  (1.23)

Autrement dit, Dgl)(:c) = DEZ (x) A m; et T-(l)l(x) =a;V Dﬁ)l(x) ou encore

11—

(DM (2), T, (@) = GA(DY, (), 1) -

(2

Les processus Dgl)(x) et Ti(l)(x) correspondent respectivement a la suite des départs de la

file i de la premiere série et a la suite des services a la file ¢ de la deuxiéme série. Pour
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je{l,... .k}, ie{l,....k—j+1}, soient DY TU : Ay — Ay,

) . -
DY) = D) s 77 (@)

. - .
1@ = 11 v D). (1.24)
Nous pouvons nous convaincre grace a un raisonnement par récurrence que ng )(x) et
TZ-(J ) () représentent respectivement le processus des départs de la file ¢ de la j-iéme série et

le processus des services a la file i de la (j+1)-ieme série (figure 1.5). Nous noterons q](i) (x) le

processus du nombre de clients & la i-ieme file de la série 7, on a qz(j) (x) = Dgi)l (z) —DZQ) (z).

Nous allons présenter deux lemmes qui seront utiles pour la suite.
Lemme 1.3.1. L’application G*) : Ay, — Ay, définie dans (1.2) vérifie,

G (@) = (D (@), ..., D (@) .

Démonstration. Procédons par récurrence sur k. Pour k = 2, G (z) = (21 A 29,29V 2) =
(D1 (@), 7 ().

Soit k > 3, supposons que pour 2 <i < k — 1,

G(kil)(yh BRI yk—l) = (Dlg;l_)l(yla oo 7yk71)7 o 7D§k_1)(y17 <o 73/k—1)) . (125)

Grace a (1.2) et (1.23), nous remarquons que
GO (ay,.. . ag) = (D (@), GEDT O (ay, .., a)))

s . . ) k—1 1
D’apres 'hypothese de récurrence, pour i € {1,...,k—1}, Gg )(T(l)(x)) = D](C_)I(T(l)(m))
que nous pouvons voir comme le processus des départs de la derniere file d’'un systeme
de files d’attente en tandem dont les processus des services aux différentes stations sont

donnés par T (z). Comme T (z) est le processus des services & la deuxiéme série, nous
avons D,(gljl(T W (x)) = Dl(i)l(a:) Nous concluons en remarquant, de la méme maniere, que

G(lk_i) (T (z)) = D,(::.l)(x) est le processus des départs de la derniere file de la i + 1-ieme
série. O
Lemme 1.3.2. La derniére coordonnée de G¥)(xy, ..., ;) est donnée par
G,gk)(xl,...,xk):xkv V. (1.26)
Démonstration. Nous procédons par récurrence. Pour k£ = 2, la vérification est immédiate.
Nous rappelons que
¥ () = (D (@), GE D@D (@) .
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Par I'hypothése de récurrence, le résultat est vrai pour G¢—1 | soit
k 1 1 1
P @) =TV () v T, (@) v ... vTI(z).
Grace a (1.1), on a
1 1 1 1
T @) v T (2) = 2, v DY, v T, (2)
= xpV (D,(Cl_)2 Axk_1)V (Tg—1V D,(Cl_)2)
(1)

= I VIV Dk72 .

De méme,
oxVar vD v T =2 vay v, v DY,

et ainsi de suite. ]

Dans le cas k = 3 (figure 1.5), nous vérifions que

Dgl)(f’f) Dél) z) Dy’(x) 1 Z1 A X2 T1 Az Ax3
D§2) (z) D§2) () | = raVwy (22 V) A (x3V(r) A w))
D§3) ($) x3 V (:L’l A CEQ) v (1:2 \% a:l)

et

xr1 A .752) \Y (332 \Y Il))

< TV (@) TV () > B < T2 V 14 (3:3 V (21 A x9) > _
x3 V

1.3.1 Algorithme de Robinson-Schensted-Knuth

Une partition de n € N* est une suite d’entiers A = (A,..., Ag) tel que Ay > -+ > A\ >0
avec |[\| = A1 + - -+ + A\ = n, nous noterons cette relation A F n. Le diagramme de Ferrer
associé & la partition A = (A1,...,\z) = n est une partie finie de N? correspondant & n
cases arrangées en k lignes successives justifiées a gauche (figure 1.6) telles que le nombre
de cases a la ligne ¢ est égal a \;. Nous noterons Y, ’ensemble des diagrammes de Ferrer
ayant au plus k lignes et Y = UrenYy 'ensemble de tous les diagrammes de Ferrer.

1)1 2]3]
22
3]

F1G. 1.6 — Diagramme de Ferrer (gauche) et tableau de Young (droite).

Un tableau de Young semi-standard est un remplissage d'un diagramme de Ferrer A par
des entiers (figure 1.6), de telle sorte que les nombres soient strictement croissants sur
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les colonnes et croissants sur les lignes. Si les nombres sont en plus strictement croissants
en ligne, on dira que la tableau de Young est standard . Nous utiliserons, par défaut,
I’appellation tableau de Young pour désigner des tableaux de Young semi-standards.

Etant donné un tableau de Young P, nous appellerons le diagramme de Ferrer sous-jacent
la forme du tableau de Young P, que nous noterons sh(P). Pour (i,7) avec 1 < i < r et
1 <j <\, B;; correspond au j-ieme élément de la i-ieme ligne. Pour un diagramme de
Ferrer A\, nous désignerons par Tj;()\) 'ensemble des tableaux de Young semi-standards P
tel que sh(P) = Aet P;j € {1,..., M} et nous poserons Ty = oy Tar(A). Remarquons
qu'un tableau P dans Tjy; a au plus M lignes, et donc sh(P) = (A1,...,A\y) avec certains
A; possiblement nuls.

Algorithme RSK insertion en colonne. L’algorithme RSK consiste a insérer des
entiers dans des tableaux de Young (appelés respectivement P-tableau et Q-tableau). L’in-
sertion s’effectue de la maniere suivante (figure 1.7).

1. Appelons i I’élément & insérer dans le tableau P. Si P est vide, alors, on remplace
P par une case numérotée par i. Sinon, on insére cet élément dans le tableau comme
suit :

(a) On cherche dans la premieére colonne de P le plus petit élément P;; plus grand
ou égal a 17, s’il n’existe pas alors on rajoute une case a la premiere colonne de
P, que 'on numérote par ¢. Sinon, on remplace le contenu Pj; de la case j de la
premiere colonne par une case indexée par i. On passe alors a 1’étape suivante.

(b) On insere I'élément P;; dans le sous-tableau de P formé des colonnes 2,3, ...
en retournant a ’étape 1. P est alors remplacé par le tableau dont la premiere
colonne est celle de P, et les colonnes suivantes sont celles obtenues par le méme
algorithme.

2. On rajoute a () une case, pour que () et P aient la méme forme. On numérote cette
case par n.

La correspondance de Robinson-Schensted-Knuth est une bijection entre I’ensemble des
mots w € {1,...,k}" et ensemble des paires de tableaux de Young (P, Q) € Ty x T,, avec
sh(P) = sh(Q), ou P est semi-standard et @) est standard. La paire (P, Q)) en bijection avec
w est celle obtenue en appliquant 'algorithme RSK aux lettres successives de w. Pour les
propriétés de l'algorithme RSK, nous invitons le lecteur a consulter [35, 86, 91, 92]. Nous
allons ignorer dans la suite le tableau @) et nous nous concentrerons exclusivement sur le
tableau P.

Nous allons présenter un algorithme d’insertion légerement modifié qui donne la position
d’insertion du dernier i, directement dans le tableau. Pour ce faire, il n’est pas difficile de
se convaincre que pour déterminer cette position il suffit de s’intéresser au sous-tableau
PU—i+1) de P ne contenant que des labels inférieurs ou égaux & i. Plus précisément, nous
pouvons voir un tableau de Young P € Ty (\) comme étant une suite de k diagrammes de

Ferrer A = A1) 5 X&) 5 ... 5 XK 50 ot AO) = ()\(li), e )\giﬂ) est la forme du tableau

25



Chapitre 1. Préliminaires

de Young P obtenu en retirant tous les nombres strictement plus grands que k — i + 1.
Nous identifierons P a la matrice triangulaire

k k-1 2 1
R ¥
A a@

)\§2) )\(21)
A
ou )\Z(-j ) est 1a longueur de la i-ieme ligne de PU). Par définition, nous avons

A=A =0 AWy

] [l2[3] [oa]2]3] i[al2]3] [i]1]2]3]
2

12 2] [i]2]es] [1]2]4]s] [1]2]3]s]
6 46

FiG. 1.7 — L’algorithme RSK, avec insertion en colonne, appliqué a w = 3122123.

Pour 'exemple du mot w = 3122123, présenté a la figure 1.7, le P-tableau est donné par
L[1]2]3]

2|2 ]2
PO =[3] ,soit A = (4,2,1), P@ =212]  soit A® = (3,2) et P®) =[111] soit
A\B) = 9.

[S)

Algorithme RSK revisité Nous voulons insérer ¢ dans un tableau P. La case ou nous
allons insérer ¢ contient un nombre i/ > i et est en-dessous d’une case contenant un nombre
l < i, soit m le numéro de la colonne contenant I. Si i’ > i on remplace i’ par i et on
insére 7' dans les colonnes m+1,m+2,... de P. Sinon, on insére i successivement dans les
colonnes suivantes jusqu’a arriver & une case contenant un nombre i’ strictement supérieur
A i. Ceci revient & insérer i dans P*—it1) (figure 1.8). Au vu de ces quelques remarques
nous pouvons réécrire ’algorithme RSK avec insertion en colonne sous la forme suivante :

(k—i+1) (k—i+2)

1. (a) oninsere i dans P*~**1) j la derniére ligne j on Aj <A
\Ur—i+D)

J

, ¢’est-a-dire

est incrémentée de 1.

(b) Soit i’ I’élément que remplace 7 & la colonne m alors on insere i’ dans les colonnes
m+1,m+ 2,... en revenant a la premiere étape.

2. On rajoute a ) une case, pour que ) et P aient la méme forme. On numérote cette
case par n.
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vl ) ]2]2]3]3]

Fic. 1.8 — RSK colonne classique vs. RSK colonne revisité.

Théoréme 1.3.3. [76] Soit w = ay...a, € {1,...,k}", nous définissons les chemins
x € Ay, avec

zi(m) = [{j,1 <j <m,a; =1}

Le tableau semi-standard P, de forme A1) = sh(P(l)), obtenu en appliquant [’algorithme
RSK, avec insertion en colonne, au mot w = aq ... ay, vérifie

A = (0P (@), DYV (@),..., DP, (2). D1 (2)).

ot la variable ng_Hl)(x) correspond a la suite des départs de la file i (derniére) de la
série de files d’attente numéro k — i + 1 et vérifie donc
(@), DY V@), DY (@) = ¢W(a).

(DM (), D,

La preuve suivante est différente de celle présentée dans [76] et repose essentiellement sur
la nouvelle description de 1’algorithme RSK.

Démonstration. 11 suffit de s’intéresser & I'insertion de k dans P(). En effet, pour insérer

i €{1,...,k} dans un tableau P, on commence par insérer ¢ dans ple—itl)

Nous procédons par récurrence sur n. La vérification pour n = 1 est immédiate, nous
supposons que pour le mot aj ...a,_1, on a

AD(n —1) = (OP (@), DS D), ..., DP (), DV (@) (n— 1),

et
AP (n—1) = (DD (@), DS (@),..., DY, (x), DY, (x))(n - 1),

ou P(n —1) est le tableau obtenu en appliquant 1’algorithme RSK au mot a; ... a,—1, avec
A(n —1) = sh(P(n —1)).
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D,®

Fia. 1.9 — Interprétation a ’aide de files d’attente de I'algorithme RSK.

o Si A,gl)(n -1) < A,(f_)l(n — 1) alors d’apres 'hypothese de récurrence D,gl)(x)(n -1) <
D,ilzl(m)(n — 1). Dans ce cas, k est inséré a la fin de la derniere ligne, )\,(Cl)(n) =

)\,(cl)(n —1) + 1 et les autres lignes sont inchangées. Pour la file d’attente, ceci corres-

pond a un service a la file k de la premiere série. Ce service est utilisé si D,(:)(x)(n -1)<
D,(Cl_)l(x)(n — 1) c’est-a-dire qu’il y a q,gljl(n —-1) = D,gl_)l(a:)(n -1) - D,(cl)(x)(n N 1)
clients & la file k& & l'instant n et D,gl)(x)(n) = D,gl)(x)(n —1) 4+ 1 et les autres D]@ (z)
sont inchangés.

e Sinon, k est inséré a la ligne [ (la plus basse) vérifiant )\l(l)(n -1) < )\l(i)l(n —1) et
)\l(l)(n) = )\l(l)(n — 1) + 1. En terme de files d’attente, le service est utilisé a la derniere
file [ de la premiere série k — [ + 1 vérifiant Dl(kflﬂ)(x)(n -1) < Dl(ﬁzlﬂ) (x)(n — 1)
(d’apres I'hypothese de récurrence) et dans ce cas

D V(@) (n) = DY, (@) (n — 1) + 1,
(2)

et les autres D} (x) sont inchangés.
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Exemple Nous allons illustrer ce qui précede, pour £k = 3 et n = 7. Nous donnerons, a
chaque étape, le tableau de Young obtenu en appliquant 1’algorithme RSK avec insertion
en colonne au mot w = 3122123. Nous décrirons, également, I’évolution du systéme de file
d’attente correspondant, en exhibant, pour chaque n :

DM (@) () D (@)(n) DY (2)(n) W @
D(n) = D)) DR )n) |. Q<n>=<ql @) q@)g;%)
DY () o

e A linstant 1, a; = 3, un service est proposé a la troisieme file de la premiere série.
Comme cette file est initialement vide, ce service est inutilisé ce qui correspond a une
incrémentation de TQ(I). Ce qui engendre un service a la deuxieme file de la deuxieme
série, qui est également vide. Le service est inutilisé et T’ 1(2) est incrémentée. Le service
est, ensuite, hérité par la premiere file de la troisieme série, entrainant le départ d’un
client de cette file parce qu’il y a une infinité de clients a la premiere file de chaque série,
soit

Le tableau correspondant est  avec A = (1,0,0) .

e A linstant 2, ao = 1, un service est proposé a la premiere file de la premiere série,
entrainant le départ d’un client de cette file. Ce départ se traduit, pour la deuxieme
série, par un service a la premiere file, entrainant le départ d’un client. A la troisieme
file, nous assistons a un départ également, soit

0
0. Q(2)=<1 ?)

Le tableau correspondant est avec \(D) = (2,0,0), A2 = (1,0) et NG =1,

1 0
D(1) = 1

e A linstant 3, ag = 2, un service est proposé a la deuxieme file de la premiere série,
entrainant le départ d’un client de cette file et un service a la deuxieme file, de la
deuxieme série, et un client part de cette file, soit

11
D(3) = 1

3]

Le tableau correspondant est (2] avec AV = (2,1,0), \®) = (1,1) et \®) = 1.
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e A l'instant 4, ay = 2, un service est proposé a la deuxieme file de la premiére série, qui
est vide. Ce service est donc inutilisé. Un service est, alors, proposé a la premiere file de
la deuxieme série, entrainant le départ d’un client de cette file et un service & la premiere
file, de la troisieme série. Un client part de celle-ci,soit

1 1 0
D(4) = 2 :1)) , Q(4):<0 1)

1 2‘3‘

Le tableau correspondant est [ avec AV = (3,1,0), \® = (2,1) et \®) =1.

e A linstant 5, a5 = 1, un service est proposé a la premiere file de la premiere série,
entrainant le départ d’un client de cette file. Ce départ se traduit, pour la deuxieme
série, par un service a la premiere file, entrainant le départ d’un client. A la troisieme
file, nous assistons a un départ également, soit

D(5) = Qéz , Q(5):<1;>.

HEIE]

Le tableau correspondant est [ avec A = (4,1,0), \® = (3,1) et \®) = 2.

e A linstant 6, ag = 2, un service est proposé a la deuxieme file de la premiere série,
entralnant le départ d’un client de cette file et un service a la deuxieme file, de la
deuxieme série et un client part de la cette file, soit

D(6) = 23% , Q(6):<0§>.

2[3]

avec A1) = (4,2,0), \® = (3,2) et A®) =2,

[S)
(S

Le tableau correspondant est

e A linstant 7, ay = 3, un service est proposé a la troisieme file de la premiere série et il
y a un départ de cette file, soit

D(7) = 23% : Q(?):(OD.

2[3]

1
212
3

Le tableau correspondant est avec A1) = (4,2,1), A® = (3,2) et A®) = 2.

Algorithme RSK avec insertion en ligne L’algorithme RSK consiste a insérer des
entiers dans les lignes d’un tableau de Young, L’insertion s’effectuant comme suit (figure
1.10) :
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1. Appelons i I’élément & insérer dans le tableau. Si P est vide, alors, on remplace P
par une case numérotée par ¢. Sinon, on insére cet élément dans le tableau comme
suit :

(a) On cherche dans la premiere ligne de P le plus petit élément P ; strictement
plus grand que 1, s’il n’existe pas alors on rajoute une case a la premiere ligne de
P, que 'on numérote par 7. Sinon, on remplace le contenu P ; de la case j de
la premiere ligne par une case indexée par ¢. On passe alors a l’étape suivante.

(b) On insere I’élément P; ; dans le sous-tableau de P formé des lignes 2,3,... en
retournant a ’étape 1. P est alors remplacé par le tableau dont la premiere ligne
est celle de P, et les lignes suivantes sont celles obtenues par le méme algorithme.

2. On rajoute a ) une case, pour que ) et P aient la méme forme. On numérote cette
case par n.

1]2 1]2]2] 1[1]2] 1[1]2]2] 1 1
3 3] 2 H 2
3] E

1[3 1]3]4] 1]3]4] 1][3]4]6] 1]3]4]6[7]
2 2] 2 2 2
o 5] H

Fia. 1.10 — L’algorithme RSK, avec insertion en ligne, appliqué a w = 3122123.

L’application de l'algorithme RSK, insertion en colonne, & w = aj...a, est équivalente
a lapplication de l’algorithme RSK, insertion en ligne, & w* = a,...a1, c’est-a-dire
Agne) (1) = \leolonne) (%) (figures 1.7 et 1.11).

1 ]2 vla2] [l ]2 [ 23]
2 2 22 22
] T e E1 N E]

FiG. 1.11 — L’algorithme RSK, avec insertion en ligne, appliqué a w* = 3212213.

Soit w =ay...an € {1,...,k}", nous définissons les chemins z, z* € A avec

*
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Remarquons que z}(m) = x;(n) — z;(n —m), ce qui implique que

v daj(n) = min [27(m) +5(n) — 25(m)]
= in fai(n) — ln — m) + 250) — (25(0) — 250~ )]
= min [5i(n) — ai(n —m) + 5(n — m)
= min [5(n) — zi(m) +;0m)]
= xj A xi(n)

De la maniere, on vérifie que
* * j— . .
x; Vai(n)=x; Vwi(n).

En utilisant (1.26), nous prouvons un résultat nouveau qui donne les longueurs des
premieres et dernieres lignes du tableau de Young obtenu par application de I’algorithme
RSK avec insertion en ligne.

Proposition 1.3.4. Soient w = ay...a, et )\gligne) (respectivement Algligne)) la longueur
de la premiére (respectivement derniére) ligne du tableau obtenu en appliquant ’algorithme
RSK avec insertion en ligne au mot w, on a

A9 — (v v a)m), A = (@ a o am)(n).
Ce résultat sera utile au chapitre 3.

1.3.2 Fonction de Schur

Soit A = (A1,...,Ak), £ > 1 un diagramme de Ferrer ayant au plus k lignes. Pour z =
(21,...,2k), nous définissons sy la fonction de Schur associée a A, introduite par Jacobi
dans [49], donnée par

_dét((27 )

sx(z) dét((zf_j)iyj) (1.27)

Notons que dét((xffj)iyj) = h(z) ot h(z) =[], ;(zi — ;) est la fonction de Vandermonde.

Nous pouvons également donner une définition combinatoire de sy. Soit P € Ty (A), le type
du tableau P est donné par v € N¥ ot 7; est le nombre d’occurrence de i dans le tableau
P, nous écrirons

==k,
alors
saa(z)= > 2F (1.28)
PeTy(N)
Soit a1, asg ... une suite de variables aléatoires i.i.d. sur {1,...,k} avec P(a; = i) = p;. Soit

(P(n),Q(n)) avec sh(P(n)) = sh(Q(n)) = A(n) la paire de tableaux de Young (aléatoires)
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obtenue en appliquant 'algorithme RSK avec insertion en colonne au mot aléatoire w =
aj ...an. La loi jointe du couple de tableaux (P(n),Q(n)) est donnée [75] par

P(P(n) = P, Q(n) = Q) = p" L{sn(p)=sh(@)} -

ou 1 désigne la fonction indicatrice. En sommant sur tous les tableaux (P, Q) € Ty(\) x
Ty (\), pour A € Y, on a

P(A(n) = A) = sx(p)sa(l,..., 1), (1.29)

ot (1,...,1) € N¥, s5((1,...,1)) est le cardinal de Tj(\). Il est prouvé, dans [75], que le
processus {A(n), n > 0} est une chaine de Markov de matrice de transition

sx(p)
PA(n) =X AXn—1)=))=
(A(n) =A[A(n—1) = X) e
pour A\, \ € Y ol \ est obtenu en rajoutant une case & \’. En combinant le théoréme 1.3.3
avec la relation (1.29), nous déduisons que

Corollaire 1.3.5. Le processus {Dg(n), n > 0}, ot Di(n) est le nombre de départs de la
file k jusqu’a l'instant n, est symétrique suivant les paramétres p;. En effet,

P(Dr(n)=1)= Y sx(p)sr(l,...,1) (1.30)

AEYy, A=l

La variable Dy (n) n’est rien d’autre que la longueur de la derniere ligne du tableau de Young
obtenu en appliquant I'algorithme RSK avec insertion en ligne. La fonction de Schur étant
un polynome symétrique [35, 66], nous en déduisons que la loi de Dy (n) est invariante
par permutation des stations (déterminées par le parametre p; de la loi des services). Ce
résultat est analogue a l'invariance établie dans [3, 97] pour la file M /M /1.
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Chapitre 2

File M/M/1
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Notre modele est une file d’attente a un serveur traversée par un flux bi-infini de clients.
Chaque client est caractérisé par un instant d’arrivée au systéme et par une demande de
service. Les clients sont servis a leur arrivée a la file d’attente, en respectant leur ordre
d’arrivée. Comme le systéme ne comporte qu'un unique serveur, un client peut avoir a
attendre avant d’entamer son service. D’apres la nomenclature de Kendall, notre modele
est une file ././1/00/PAPS (Premier Arrivé Premier Servi). Les clients sont numérotés sur
Z selon leur ordre d’arrivée au systeme.

Nous définissons, dans un premier temps, un contexte abstrait qui permet d’interpréter la
file d’attente en tant qu’opérateur transformant les variables d’entrée (A,s) en (D,r) =
©(A, s). Ceci nous permet d’établir une extension du théoreme de Burke a I'image de ce
qui a été présenté au chapitre 1 pour la file avec services inutilisés. Ensuite, nous revisitons
la correspondance classique [34] entre chemins de Dyck et périodes d’activité, ce qui nous
conduit, d’'une part, a montrer que le processus des instants de début de service n’est pas un
processus de Poisson et a calculer la loi jointe des services au sein d’une période d’activité.

L’utilisation des propriétés combinatoires des chemins sur la grille pour I’étude des périodes
d’activité de certains modeles de files d’attente a déja été abordée dans [34, 46]. Leur
approche permet une analyse plus approfondie que ce que nous présentons dans la suite.
Ils dénombrent les nombres de montées et de descentes. Pour ’analyse des services au
sein d’une période d’activité présentée dans la suite, nous nous intéressons aux abscisses
des montées et descentes. Ceci nous donne des fonctions génératrices en variables non-
commutatives. Nous ne serons donc pas en mesure de donner des informations aussi précises
que dans [34, 46].
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Chapitre 2. File M/M/1

Cette partie reprend les travaux relatifs a la file M/M/1 présentés dans [29] et [30].

2.1 File d’attente ././1

Soit (€2, F,P) un espace de probabilité. Nous supposons que, pour tout n € Z, les variables
aléatoires A, et s, représentent respectivement instant d’Arrivée et le temps de Service
du client n, avec la convention Ag < 0 < A; et A, < A,41 pour tout n. Nous introduisons
le processus ponctuel A dont les points sont les instants d’arrivées {4, n € Z}. Pour tout
borélien B de R, nous rappelons que A(B) = > ., 14, es. Nous identifierons, lorsque cela
ne préte pas a confusion, le processus ponctuel A et la suite des instants {A,, n € Z},
sinon nous noterons T),(A) = A,, les points du processus ponctuel A . Nous définissons la
suite de variables aléatoires, & valeurs dans Ry, a = {a,, n € Z} par a, = Ap41 — Ap.
Nous supposons que s = {s,, n € Z} est une suite de variables aléatoires, & valeurs dans
Ry. Le processus ponctuel marqué (A, s) représente le couple de variables d’entrée de notre
modele, une présentation compleéte des processus ponctuels figure dans [24].

Soit D = {D,,, n € Z} le processus ponctuel des instants de départ des clients successifs
du systeme, on a
n
D,, = sup [A;c + Zsl} .
k=n i=k
Les variables aléatoires D,, sont a valeurs dans RU {+o0}. Nous supposons que (A, s) sont
telles que les D,, sont presque stirement finies. Elles satisfont alors la relation de récurrence

suivante :
D1 = max(Dy, Apt1) + Sntt - (2.1)

Soit d = {dy,, n € Z} la suite des durées d’inter-départs entre les clients successifs définie
par, pour tout n € Z, d, = D1 — Dy,

Nous définissons également la suite des variables aléatoires r = {r,, n € Z}, a valeurs dans
R-H par

rn = min(Dy, Apt1) — Ay . (2.2)

La variable r, est le temps passé€ en fin de file d’attente par le client n . Nous appellerons
le processus ponctuel marqué (D, r) le couple de variables de sortie de notre modele. En
sommant (2.1) et (2.2), nous obtenons la relation de conservation suivante entre variables
d’entrée et variables de sortie

T+ dp = ap + Spa1 - (2.3)

Enfin, nous introduisons les variables suivantes qui seront utiles pour la suite. Soit la suite
de variables aléatoires w = {wy,, n € Z} a valeurs dans Ry définie par

—

n—

+
Wy, = Dy — 8, — Ay, = sup { (s; — ai)} ) (2.4)
k<n—1% ",

Ces variables satisfont 1’équation de Lindley

Wil = [Wn + 8p — an)t . (2.5)
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2.1. File d’attente ././1

En tenant compte de cette nouvelle variable w,,, nous donnons d’autres expressions pour
D, et r,, VI <n,

n n
D, = [wl—i-Al"i‘; 87;} \/ZI<I}€aSXn [Ak—l—iz_; SZ}, Ty = min{wn-|—3man} = Sp+Wp — Wyt

En terme de file d’attente, la variable w,, représente le temps d’attente du client n, dans
la salle d’attente (ou Buffer), entre son arrivée et le début de son service, ’expression
développée de wy, donnée dans (2.4) est construite a 'aide du schéma de Loynes [63], elle
représente la version stationnaire de w. Nous introduisons également le processus de charge
(cadlag) W = {W(t) ,t € R}, ou W(t) est la quantité totale de service & pourvoir par le
serveur a l'instant ¢, définie par

W(t) = [wy + 50— (t— Ap)] ", pourt € [An, Ans1), (2.6)
ou la suite {wy, n € Z} est donnée par (2.4). Remarquons que W (A, ) = w,. Nous

pouvons également interpréter W (t) comme étant le temps d’attente d’un client virtuel qui
rejoindrait la file d’attente a 'instant t.

W)

S

W(t)

D,
FiG. 2.1 — Processus W et W associés respectivement aux variables d’entrée (A, s) et (D, r).

Soit le processus (aléatoire) cadlag @ = {Q(t), t € R}, a valeurs dans N, défini par

Q) = Z Lia,<t<Dy,} - (2.7)

neL
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Chapitre 2. File M/M/1

La variable Q(t) représente le nombre de clients dans le systéeme a l'instant ¢ (incluant le
client en train d’étre servi) : processus du nombre (total) de clients.

Pour tout processus cadlag Y = {Y(¢), t € R} a valeurs dans R, on définit le processus
renversé RoY = {RoY(t), t € R} comme la modification cadlag de {Y(—t), ¢t € R}.
Nous introduisons les processus ponctuels (avec un nombre fini ou infini de points) N, (Y")
et N_(Y) correspondant respectivement aux instants de sauts positifs ou négatifs de Y,
c’est-a-dire pour [ intervalle de R,

NL(Y)(I) :/I]l{Y(u)>Y(u—)}duv N_(Y)(I) Z/Iﬂ{y(u)<y(u_)}du- (2.8)

Lemme 2.1.1. Nous avons Ny (Q) = A et N_(Q) = D. De plus, D_g0) < 0 < D_g(0)41-

Démonstration. Rappelons que Q(0) = > 7 14, <0<p,} et que A9 < 0 < Ay. Par
construction, N_(Q) = D, cependant, To(D) peut étre différent de Dy. En effet, soit
k = sup{n € Z_ | D, < 0}, autrement dit Q(0) = |k|, en examinant la figure 2.2, nous
pouvons nous convaincre que To o N_(Q) = D_g)- O

QM

—

| t
D—k A0 D-k+1

F1G. 2.2 — Numérotation des {D,,, n € Z}

L’état du systeme peut étre décrit par une alternance de périodes d’activité et de périodes
de repos. Une période d’activité est la période maximale pendant laquelle Q(¢) > 0. Une
période de repos est la période maximale pendant laquelle Q(¢t) = 0. La longueur |B)|
d’une période d’activité B (a ne pas confondre avec la durée) représente le nombre de
clients servis dans cette période d’activité. Pour des raisons de simplicité, étant donnée
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2.2. Théoréme de Burke

une période d’activité B, on notera s, ..., s|p|—1 €t ao, ..., ag|—1 respectivement les temps
de service et les temps d’inter-arrivée des différents clients qui sont servis pendant cette
période d’activité. Il n’est pas difficile de vérifier que

Lemme 2.1.2. Soit A, ’événement qu’une période d’activité générique consiste en n+ 1
clients, alors

An={> a; <) s, i={0,....n—1} > a; > s;}. (2.9)
j=0 j=0 j j=0

Jj=0

La file ././1 est le modele central en théorie de file d’attente, pour plus de détails sur ce
modele nous invitons le lecteur a consulter les ouvrages de référence suivants [4, 7, 6, 13,
20, 55, 94].

2.2 Théoréme de Burke

La file M/M/1/00/PAPS (ou file M/M/1 ) est une file d’attente avec un flux d’arrivée
Poissonnien, des services exponentiels, un unique serveur, une salle d’attente ayant une
capacité infinie et une discipline PAPS (Premier Arrivé Premier Servi). Une présentation
exhaustive de la dynamique de cette file d’attente est détaillée dans [14, 20, 84, 89, 94].

Nous supposons, dans la suite, que A = {A,,, n € Z} est un processus de Poisson d’intensité
A, c’est-a-dire pour tout B borélien de R,

(Al(B))k
P(A(B) = ) =)

ou [(B) est la mesure de Lebesgue de B. La suite des inter-arrivées a = {a,, n € N*} est i.i.d
suivant une loi exponentielle, Exp(\) de parametre A, c’est-a-dire P(a; > t) = e~ . La suite
des temps de service s = {s,, n € Z} est i.i.d. suivant une exponentielle de parametre y que
nous noterons Exp(u). Nous supposons que la condition de stabilité A < p est satisfaite.
Nous nous intéressons au systeme a ’équilibre. Le processus @, défini dans (2.7), est un
processus Markovien de naissance et de mort (Birth and Death process) de distribution
stationnaire géométrique de parametre p = A/

P(Q(0) =k) = pF(1—p), keN,

Théoréme 2.2.1. Le processus marqué (D,r), défini dans (2.1) et (2.2), a la méme loi
que le processus marqué (A, s), c’est-a-dire le processus (D, r) est un processus de Poisson,
de parameétre A, marqué par des marques i.i.d. de loi exponentielle de paramétre p.
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Chapitre 2. File M/M/1

Démonstration. Rappelons que, pour tout n € Z, la variable T, (A) = A,, représentant le
n-iéme point du processus ponctuel A et que T,, o N1 (Q) = A,. Remarquons que

$p, = Dy, — max(A,, Dp—1) = 8,(Q) .

En tenant compte du décalage dans les indices et du lemme 2.1.1, nous avons T),oN_(Q) =
D, _q(0), ¢’est-a-dire

sn = 8n(Q) = Tt © N-(Q) — max(T, o N1.(Q), Tniqo)—10N- (@) - (2.10)

Sachant @ = {Q(t), t € R}, nous sommes en mesure de construire les variables d’entrée :
(A, s) = ¢(Q). Nous allons prouver que

@o :R(Q) = {_D—n+Q(O)+1a T—n4+Q(0)+1> T € Z} = ZR(D,T) :

Grace au lemme 2.1.1, nous vérifions, sans difficulté, que

Ty o Ny oR(Q) = —D_,—q(0)+1 Thix@)o)-10N-o© R(Q) = —A__Q)+2 -

En appliquant (2.10) au processus R(Q) et en tenant compte de (2.2), nous obtenons

SnoR(Q) = —A__goy+1 — max(—D_,_go)+1, —A-n—Q)+2)
= T—n+Q(0)+1 -

Le processus () est un processus de naissance et de mort stationnaire, donc réversible :
R(Q) ~ Q. Ceci entraine que ¢(Q) = (A,s) ~ R(D,r) = ¢ o R(Q). Par ailleurs, il est
clair que R(D,r) ~ (D,r) car R(D,r) est un processus de Poisson homogene de marques
iid. O

Ce théoréme compléte le résultat de Burke [16], anticipé par Morse dans [69] et O’Brien dans
[72]. La preuve donnée par Burke est analytique. L’argument de réversibilité utilisé plus
haut est du a Reich [82]. Le fait que le processus des instants de départ d’une file M/M/1
soit un processus de Poisson de méme intensité que le processus des instants d’arrivée, peut
se traduire en terme de point fixe pour 'opérateur associé a la file ./M/1. Comme nous le
détaillerons au chapitre 4, ce point fixe est unique [3] et attractif [70]. Un résultat, dans le
cas général (service suivant une loi quelconque) a été établi dans [64, 65, 81].

2.3 Périodes d’activité et Chemins de Dyck

On s’intéresse a ’analyse des temps de service des clients d’une file M/M/1 stable et en
équilibre selon leurs positions dans une période d’activité. On donne la loi d’un service
sachant que le client se trouve au début, a la fin ou au milieu de la période d’activité.
Ceci permet, au passage, de prouver que le processus des instants de début de service n’est
pas un processus de Poisson. On mene ensuite une étude plus fine. On exhibe une famille
de séries génératrices polynomiales associées aux chemins de Dyck de longueur 2n et on
montre qu’il s’agit de la fonction de corrélation des différents services dans une période
d’activité comportant n -+ 1 clients. L’utilisation des propriétés combinatoires de famille de
chemins pour étudier les périodes d’activité de certains modeles de file d’attente est une
technique classique [34, 46, 94].
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2.3.1 Chemins de Dyck

Nous commencons par rappeler quelques définitions et résultats sur les chemins de Dyck.

Les nombres de Catalan {Cy, n € N} sont définis par

oL (m+1y_ 1 (o
" oan+1 n n+4+1\n

leur fonction génératrice est donnée par

Les premiers nombres de Catalan sont Cyp =1, C1 =1, Co =2, C3 =5, Cy = 14, C5 =
42, Cs = 132, C7 = 429, ... Ils apparaissent dans différents contextes [44, 92]. En particu-
lier, C}, est le nombre de chemins de Dyck de longueur 2n.

Un chemin de Dyck de longueur 2n est un chemin sur N x N partant de l'origine (0,0) et
se terminant en (2n,0) de pas (1,1) ou (1,—1). Soit D,, 'ensemble des chemins de Dyck
de longueur 2n, remarquons que Do = {(0,0)}. Soit D;=*> I'ensemble des chemins de Dyck
de longueur 2n recoupant I’axe {(n,0), n € N} pour la premiere fois (apres l'origine (0,0))
au point (2i,0), i € {1,...,n}. Les ensembles D> sont disjoints et D,, = UL, D>,
En outre, on a D> ~ D; 1 x D,,_;. L’identité (classique) C,, = > C;Cj est une
conséquence immédiate de la partition précédente de D,,.

i+j=n—1

Nous définissons enfin deux familles de polynémes sur les chemins de Dyck. Soit 7 € D,
et soit ; la droite d’équation y = x — 2j, pour j € {0,...,n — 1}. Nous définissons «a; la
longueur de 'intersection de 7; et 7 (de maniere équivalente oj + 1 est le nombre de points
du réseau communs a 7 et ;). Soient les polynémes P et R, définis par

o n—1

Y; )

Oji!’ RT"(yanlw"ayn—l) = H)y,ba . (211)
i—

n—1
Pﬂ(y07yla .. 'ayn—l) - H
=0

Soient {P,, n € N} et {R,,, n € N} ces deux familles de polynémes définies par

Po=) P:, R.= ) Rs.

7T€®n 7T€:Dn

Nous vérifions aisément que P, et R, sont des polynéomes homogenes de degrés n sur les
n variables yo, Y1, ..., Yn—1-

Proposition 2.3.1. Les polynomes {P,, n € N} satisfont a [’équation de récurrence sui-

vante
Yyo+y1

Pn(y07"'7yn—1) :/ Pn—l(y7y27"‘7yn—1) dy (212)
Y

1

En développant la récurrence, on a

Yo Yo+y1—2o Yo+ +yn—1—(@o++Tn_2)
Pn(yO; e ,yn_l) = / dxo/ da:l e / dxn_l
0 0 0

Yo Y1+zo Yn—1+Tn—2
= / dl’o/ d{L‘l .. / dl‘n,1 . (2.13)
0 0 0
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Chemin de Dyck | Polynéme P, | Polynéme @,
™ /\. Yo/6 v
2 /\/\ (3/2)y1 Yo
73 //\/\ (¥3/2)y2 Yoy2
T4 /\/\ yo(y%/2) Z/Oy%
s /\N\. Yoy1Y2 Yoy1Y2

TAB. 2.1 — Chemins de Dyck de longueur 6 et leurs polynémes correspondants.

42



2.3. Périodes d’activité et Chemins de Dyck

Démonstration. Soit @S) le sous-ensemble de D, dont les chemins (de longueur 2n)
commencent par ¢ pas de type (1,1) suivis d'un pas du type (1,—1) et soit Pr(f) les

polynoémes définis par EweD“) P, = %P,(f) (Y1,---,Yn—1). Nous vérifions aisément que

Po(Yo,-- s Yn—1) = D iy '%?P#) (Y1, -+, Yn—1). Par conséquent,

vt 1 i+1 i+17 p(4)
/ Po1(y,y2,- -y yn-1) dy = (i+1>,[(yo+y1) =y P2 (2 Yn)
Y1 i=1 *
nognTi ok
Y Y k+j—1
= Y RN ERET (s, ).
j=1 J =0
Grace a la figure 2.3, nous remarquons que
j — yk (k+j—1)
PT(LJ)<y17"'7yn—1) = 71|Pn—1] (y27'”7yn—1)7

ce qui entraine

Yo+y1 n yé Q)
/ Por(yst2,-- o tn1) dy = D S P0 (s ym1) = Pa(yo, - 9n-1)
Y1 i=1

O

Enfin, grace a (2.13), les polynomes {P,, n € N} peuvent étre interprétés comme des
volumes (cf figure 2.4 pour n = 2 et n = 3).

2.3.2 Processus des instants de début de service

On s’intéresse a l'analyse des temps de service des clients d'une file M/M/1 stable et a
I’équilibre, selon leur position dans une période d’activité. On donne la loi d’un service
sachant que le client se trouve au début, a la fin ou au milieu de la période d’activité. Ceci
permet, au passage, de prouver que le processus des instants de début de service n’est pas
un processus de Poisson.

La suite des durées des périodes d’activité et des périodes de repos successives sont des
variables aléatoires i.i.d., mutuellement indépendantes. La proprié¢té sans mémoire de la loi
exponentielle (P(sg >z +y | so > y) = P(so > z)) implique que la durée d’une période de
repos suit une loi exponentielle de parametre A. Pour ce qui est des périodes d’activité, la
distribution est plus complexe. Nous rappelons la loi de la longueur d’une période d’activité
donnée dans [20, Chapitre 11.2.2] ou [94, Chapitre 1.2].

Théoréme 2.3.2. La probabilité qu’une période d’activité B comporte (n + 1) clients est
donnée par
)\n'unJrl

P{Bl=n+1}=C,—— "
{|| n+} C()\+M)2n+l

(2.14)

ou C,, le n-ieme nombre de Catalan.
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b) Chemin contribuant a Pj(n)

Fic. 2.3 — Preuve de la proposition 2.3.1.

Démonstration. Le processus {Q(t), t € R} est un processus de naissance et de mort en
temps continu, a valeurs dans N, de générateur G tel que

Gn,n+1:)\anZO§Gn,n—1:ﬂ7nzl;Gn,mzoy ‘n_m’22

Soit {gn, n € Z} la chaine de Markov associée a @) et restreinte a ses instants de sauts. Plus
précisément, soit J le processus ponctuel obtenu en superposant les processus des arrivées
et des départs et {.J,,, n € Z} la suite de ses instants T,,(J) = J,,. Nous posons ¢, = Q(J,,).
La matrice de transition de {g,, n € Z} est donnée par

go1 =1; Gii—1 = L; Giji+1 = ; (2.15)

A+ p

et g; ; = 0 sinon.

Une période d’activité est une excursion de {qn, n € Z} de 0 jusqu’a son premier retour
en 0. En utilisant les conventions du paragraphe 2.3.2, une période d’activité B comporte
n + 1 clients si et seulement si

qo = 0, g >0,ie{l,---,2n+ 1}, Gon+2 = 0. (2.16)
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Evénement ‘ Processus de charge ‘ Chemin associé ‘
Q¢ dn-1
Arrivée du premier client. j
" n
ar -1
Arrivée du deuxiéme client. L}
Pttt n
o qp-1
Départ du premier client. i M
Pttt n
ar dn-1
Arrivée du troisieme client. i M
L e e e N 4 n
Qt In-1
Arrivée du quatrieme client. }ﬂ_r‘
LA s B s s s n
Q¢ In-1
Départ du deuxieme client. w
"t n
ar -1
Départ du troisieme client. m
Pttt n
Q¢ n-1
Départ du quatrieme client. M i A i :
4 n

TAB. 2.2 — Chemin de Dyck associé a une période d’activité.
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F1G. 2.4 — Les volumes en gris valent Py(yo,y1) (gauche) et Ps(yo,y1,y2) (droite).

Sur I'événement {qo = 0, ¢; > 0, i € {1, -+ ,2n + 1}, gant+2 = 0}, le chemin (aléatoire)
de pas successifs (i — 1,¢; — 1), @ € {1,---,2n + 1} est un chemin de Dyck (aléatoire)
de longueur 2n. Nous l'appellerons le chemin de Dyck associé a B (Tableau 2.2). Sur
I’événement {|B| = n + 1}, les chemins de Dyck (associés) sont équiprobables. D’apres
(2.15), chacun a une probabilité % et il y a C), chemins, d’ou I'égalité (2.14). O
Soit §,, la loi conditionnelle de la durée d’une période d’activité sachant que celle-ci com-
porte (n + 1) clients. Soit Us, () la transformée de Laplace de §,. D’apres [34], la trans-
formée de Laplace de la loi de la durée d’une période d’activité, donnée par

01(x) = /e_”"tIP’{la période d’activité B est de durée t}dt ,

est solution de I'équation X = (A + pu+ 2 — AX) ™!, soit

o At puta— /(A p+z)?— 4N

t1(z) 9 (2.17)

Comme 6)(z) = > >0 Yo, (@)P{|B| = n + 1}, en utilisant la fonction génératrice des
nombres de Catalan, on a

A 2n+1
e ) . (2.18)

s, (@) = (15

o () A ptx

On peut voir §,, comme la somme de 2n + 1 variables aléatoires i.i.d. de loi exponentielle
de parametre (A+ ). En exploitant la propriété sans mémoire de la loi exponentielle, on a

so ~ Exp(n), sp—1 ~Exp(A+p).

46



2.3. Périodes d’activité et Chemins de Dyck

En outre, en remarquant le fait que {|B| = 1} = {sp < ap}, on obtient
Liso | Bl = 1] =Exp(+p),  Liso| |B| > 1] = Bxp( + ) # Bxp(u) . (2.19)

Notre but, dans la suite de cette section, est de calculer la loi d’un service situé au milieu
d’une période d’activité, c’est-a-dire un client qui n’est ni au début ni a la fin de B. On
suppose que |B| > 2. Soit s, le service d’un client (générique) numéro x et soit B la période
d’activité a laquelle il appartient. Nous introduisons les événements suivants :

¢ = {x est le seul client de B}

€, = {xestle premier client de B et |B| > 1}
¢q = {x est le dernier client de B et |B| > 1}
€, = {*est au milieu de B et |B| > 2}.

On voit clairement que ces événements sont disjoints et que P{&; U &, U &q U &} = 1.
Comme les longueurs des périodes d’activité successives sont i.i.d., nous en déduisons les
relations suivantes

P{&,} = P{€a},  P{&} =P{|B[>1}/E[B|],  P{&UE&}=1/E[B].

D’apres (2.14), nous obtenons que P{|B| > 1} = A\/(A + ) et E[|B|] = p/(1n — A). Ceci
implique que
w—A Ap—A) 2)\2

p{e,) =42 Mﬁg:&%%}:ﬂw+Ay PN%}:M

T YR

Proposition 2.3.3. La transformée de Laplace de la loi conditionnelle de s, sachant &,
est donnée par :
2p+z)(p+A)

(k+a)(p+A+a) (221)

\Ijs*|€m (x> = 2

Démonstration. Comme sg ~ L[s« | €U €] et s;p—1 ~ L[sx | €4]. Nous en déduisons que

Vs, (z) = P{&UEIY,  cue, (@) + P{€a}V,, ¢, (2) + P{Em} Yy, ¢, (7)
= P{¢&U GP}WSO(x) + P{ed}qjsm\fl(x) + P{@m}\lls*mm(x) :

Autrement dit,

poo_p=mA o Mu= N ptr 2)?
p+x popts  plp+A)p+A+s o p(p+A)

\Ils*|€m (J)) .

Apres simplification, nous obtenons la formule donnée dans (2.21). O

Posons b, la différence entre les deux instants de début de service de deux clients successifs
numérotés * et (x4 1) et soient B la période d’activité contenant le client * et v la période
de repos suivant B (v ~ Exp(\)). Une conséquence directe du théoreme 2.3.3 est que
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Théoreme 2.3.4. Le processus des instants de début de service n’est pas un processus
de Poisson, contrairement au processus des instants de départ (fin de service) qui est un
processus de Poisson d’intensité X d’aprés le théoréme de Burke 2.2.1 [16, 82].

Démonstration. D’apres (2.19), (2.20), on a L[b, | €] = Lis. | €] et

bilg, = (s0+v)le, = L[b|&] = Exp(A+ p)*Exp())
bile, = sole, == Lbi| €] = Exp(A+ p)xExp(p)
b*]l@d = (3|B|—1 + I/)ﬂ@d - ]L[b* ’ @d] = EXp()\ + ,u,) *EXp()\) .

En tenant compte de (2.21), nous en déduisons la transformée de Laplace de b, :

M2+ p) + p2u + Nz + Az?)

Uy (x) = 2.22

) = A D)t )t it 7) (2:22)

Nous vérifions que E[b.] = 1/ et que E[b?] = % En particulier, nous consta-
tons que E[b?] < E[d?] = 2/)%, ot d, représente I'inter-départ entre * et * + 1. O

2.4 Loi d’un service au sein d’une période d’activité

Dans [34], les auteurs entreprennent une étude systématique des processus de naissance
et de mort, en temps continu, en les associant a des familles de chemins. Ils revisitent, a
I’aide d’arguments combinatoires, les liens entre processus de naissance et de mort, frac-
tions continues et polynémes orthogonaux, mis en évidence analytiquement par Karlin et
Mc Gregor dans [52, 51, 53]. Dans [46], les auteurs exploitent les liens entre les trajec-
toires du processus du nombre de clients () et les chemins de Dyck pour calculer différentes
quantités émanant de problématiques de télécommunication. Notre étude repose sur cette
correspondance avec les chemins de Dyck, néanmoins les polynémes {P,, n € Z} sont en
variables non-commutatives. Il parait donc difficile d’avoir une information aussi précise
que dans [34].

Sur Pévénement {|B| = n + 1} et sachant que le chemin de Dyck associé est m € Dy, la
puissance de y;—1 dans P, correspond au nombre de clients qui rejoignent le systeme entre
le i-ieme et le (74 1)-iéme départ. En combinant ces observations au fait que le temps entre
deux transitions successives de {Q(t), t € R} (tant que le systéme ne se vide pas) sont des
variables aléatoires de loi Exp(\ + p), nous obtenons

Théoréeme 2.4.1. Sachant que la période d’activité est de longueur n + 1, la densité
conditionnelle du vecteur aléatoire (so, ..., Sn) représentant les temps de service des clients
successifs est

()\ + Iu)2n+1

oA e_(’\+“)(y°+"'+y"*1)Pn(yo, )

D(y07 cee )yn) = < 7yn—1)6_()\+ﬂ)yn ) (223)

ou P, est le polynome de Dyck de degrés n défini au paragraphe 2.3.1.
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Démonstration. Soient A,, = {|B| =n+ 1} et Ey,..., E, une suite de boréliens de R* ,

]P){SiGEi, ’iIO,...,n;An}

]P){SiGEi,iZO,..‘,TL|An}: ]P){A}

Posons L,, = )\_”M_(n+1)P{Si € B, ie€{0,...,n};A,}, on a

Yo Yo+y1—zo Yo+ - +yn—1—(To+ - +Tn-2)
L, = / dyo - . - dyne_(”+>\)(y0+“'+y") / dxg / dzxy ... / dxp_1.
Rn+1 0 0 0

Nous concluons en utilisant (2.13). O

Nous remarquons immédiatement que le service du dernier client est indépendant des ser-
vices des autres clients et qu’il suit une loi Exp(A + p). Pour pouvoir commenter davantage
ce résultat, nous introduisons le vecteur aléatoire (Sp, ..., 5,) tel que

(80y---,5n) ~L[(s0,.--,8n) | |B| =n+1].

Par un calcul direct, on a

Corollaire 2.4.2. La transformée de Laplace de (3o, ...,8,) est donnée par
n } 1 n—1
Uz ) (0o T) = E[ge—w = Cn(g 2i) R (20, - - - s 2n1)%n » (2.24)

ol z; = Aﬁ:j_‘m, Vi €{0,...,n} et R, défini au paragraphe 2.3.1.
En d’autres termes, dans une période d’activité de longueur (n + 1), la loi conditionnelle
de (sp,...sn) est égale a la loi de (S, ...5,) qu'on peut voir comme suit : la loi de §,, est
Exp(A+ p) indépendante de (3o, .. ., Sp—1). Soit I une variable aléatoire uniformément dis-
tribuée sur D,, = {m1,...,7¢, }. Sachant {II = m;}, la variable aléatoire §; est indépendante
des autres variables et elle suit la loi de la somme de k; variables aléatoires de loi Exp(A+p)
ou (k; — 1) correspond & la puissance de y; dans Py, (Tableau 2.1).

Soit R,, défini par
RR(Z(), . 7Zn—1) = Rn(Z(), ey Zn—l) XZ2Z0...2n—1 -

De cette maniere, en tenant compte du corollaire 2.4.2, nous parvenons a

1
\I’(go’m’gn)(fﬁo, ceyTy) = C—fRn(ZO, ey Zn—1)-Zn -
n
ou z; = )\j‘:fxi, Vi € {0,...,n}. Nous introduisons également Vs, (z;) = C%LRS)(Z@') ol

321(11)(/22) ::Rn(]-v"’?lwziﬂ]"“”l) :

En utilisant, D, ~ U ;D;_1 x D,_; (paragraphe 2.3.1), on a
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FiG. 2.5 — L’application ¥ : D, — D,,.

Proposition 2.4.3. Sur l’événement {|B| =n+ 1}, on a, pour 0 < k <n —1,

k—1
R (z) = Y R+ R ), R () = e
i+j=n—k—1 =0
RO (z0) = > 2R (20)C;, R (20) = 20,
i+j=n—1

Remarque 2.4.4. Le tableau 2.3 donnant les lois des différents services pour une période
d’activité comportant 15 clients doit étre lu de la maniére suiwvante : pour {|B| = 15}, la
lot de s13 est

1931540 742900
P Exp(A + p) +

L =
[513] Cia 14

Exp(A + p) * Exp(A + p)

Dans le tableau 2.3, nous constatons une relation simple entre la loi de sg et s1, qui est
vraie en général.

Proposition 2.4.5. Soit B une période d’activité générique, pour n > 1 on a

Liso | |[Bl=n+1]=L[s1 | |B| =n+ 1] x*Exp(A+ ) . (2.25)
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Démonstration. L’application ¥ : D,, — D,, définie par la figure 2.5 est une involution,
donc une bijection. Plus précisément, étant donné un chemin de Dyck 7 € D, tel que

R7r - ylfyOQ(yOv Yo, ... 7yn—1) )

alors ¥(m) € Dy, est défini par Ry(r) = y§+1Q(y1,y2, .++yYn—1). En combinant ces obser-
vations avec le corollaire 2.4.2, on a le résultat recherché.

O]

De nombreux modeles de files d’attente (la file M/M/K/oo, la file M/M/oco ou la file
M/M/K/L (K < L < c0)) ont leurs processus de nombre de clients qui sont des processus
de naissance et de mort. Dans chacun des cas, étant donnée une période d’activité générique
contenant n + 1 clients, nous pouvons lui associer un chemin de Dyck de longueur 2n.
Néanmoins, ces chemins de Dyck ne sont plus équiprobables, ce qui rend difficile ’obtention
de formule simple pour les lois jointes des services dans l'esprit du théoreme 2.4.1.
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 | 14 | 15
So 0 742900 742900 534888 326876 177650 87210 38760 | 15504 5508 1700 440 | 90 | 13 1
S1 742900 742900 534888 326876 177650 87210 38760 15504 5508 1700 440 90 13 1 0
Sy 950912 742900 476102 268090 135660 62016 25500 9316 2960 790 167 25 2 0 0
S3 1068484 742900 442510 234498 111792 47872 18220 6040 1686 374 59 5 0 0 0
S4 1152464 742900 418200 210188 94632 37862 13215 3895 916 154 14 0 0 0 0
Sg 1220532 742900 398180 190168 80618 29854 9365 2355 426 42 0 0 0 0 0
S¢ 1280592 742900 380162 172150 68144 22924 6215 1221 132 0 0 0 0 0 0
Sy 1337220 742900 362738 154726 56264 16588 3575 428 0 0 0 0 0 0 0
Sg 1393848 742900 344720 136708 44252 10582 1430 0 0 0 0 0 0 0 0
Sg 1453908 742900 324700 116688 31382 4862 0 0 0 0 0 0 0 0 0
S10 1521976 742900 300390 92378 16796 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
S11 1605956 742900 266798 58786 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
S12 1723528 742900 208012 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
S13 1931540 742900 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
S14 | 2674440 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

TAB. 2.3 - Loi des services dans une période d'activité de longueur 15.
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Nous nous intéressons dans ce chapitre aux liens existant entre deux modeles de files d’at-
tente. Le premier n’est rien d’autre que le modele classique de file d’attente a un serveur
décrit au chapitre 2. Le second moins classique peut étre vu comme une file d’attente en
temps discret avec des paquets d’arrivées et des paquets de départs. Il est étudié dans [12].
Pour éviter toute confusion entre les deux modeles, nous définirons le deuxieme modele,
non plus comme une file d’attente, mais comme un modele de stockage.

Nous présentons dans la premiere partie de ce chapitre un modele abstrait constitué d’une
file d’attente et d’'un modele de stockage couplés d’'une facon assez naturelle. Dans ce
modele, nous pouvons voir notre systéme comme un opérateur ® qui transforme les va-
riables d’entrée (A, s) en variables de sortie (D,r) = ¢(A,s) = (¢1(A, s), p2(A, s)) : ¢1 et
¢o donnant les départs respectivement de la file d’attente et du modele de stockage. En
supposant que les arrivées et les services suivent des lois géométriques et que la condition
de stabilité est vérifiée, nous prouvons une version jointe du théoreme de Burke a 'image
des paragraphes 1.1.2 et 2.2.

Dans la deuxieme partie de ce chapitre, nous explorons une deuxie¢me facette de la
dualité entre file d’attente et modele de stockage qui se manifeste a travers l'algo-
rithme de Robinson-Schensted-Knuth. Plus précisément, nous considérons un systeme de k
files/magasins en tandem en régime transitoire. En s’inspirant des idées développées dans
[11, 75], nous montrons que les départs du systeme de files d’attente en tandem et de la
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série de magasins en tandem donnent respectivement la longueur de la plus longue et de
la plus courte ligne d’un tableau de Young obtenu en appliquant ’algorithme RSK au mot
w associé aux variables d’entrée de notre modele.

Ce chapitre reprend les travaux figurant dans [30, 31].

3.1 File././1 et Modele de Stockage

Nous nous intéressons au modele décrit au paragraphe 2.1 en temps discret. L’étude des
systemes de files d’attente en temps discrets n’a requ que peu d’intérét dans la littérature.
Néanmoins, certains livres [15, 60, 95] se sont intéressés & ces modeles qui s’averent impor-
tant dans I’étude de certains systémes de communication tel ’ATM.

3.1.1 File Géo/Géo/1

Plus précisément, soit A un processus ponctuel de Bernoulli de parametre p € (0,1), c’est-
a-dire : le temps est discret et a chaque instant n € Z, un client arrive avec une probabilité
p et ceci est indépendant de ce qui se passe dans les autres instants. Comme au paragraphe
2.1, nous définissons A = {A,, n € Z} avec Ay < 0 < A; et a, = Apt1 — Ay, La suite
{an ,n > 1} est une suite i.i.d. de variables aléatoires géométriques sur N* de parametre
p (Vk € N*, P(ay = k) = (1 — p)*~!p, on notera L(a,) = Géo(p)). Soit {s,, n € Z} une
suite i.i.d. de variables aléatoires géométriques sur N*, Géo(q), de parametre ¢ € (0, 1),
indépendante de A. On suppose p < ¢ (condition de stabilité).

Nous nous proposons de prouver une version discrete du théoreme de Burke. Comme pour
la file avec services inutilisés (paragraphe 1.1.2), les trajectoires du processus des nombres
de clients ) ne recelent pas assez d’informations pour reconstruire les variables d’entrée
(A, s). Pour y remédier, nous présentons une approche basée sur la version complétée du
processus de charge W définie dans (2.6), dont nous donnons une nouvelle expression.
Commencons par définir les fonctions (aléatoires) cadlag f,gn : 2 X R — R, par

0 ift < A, 0 ift < A,
fn(t): Dn_t lfAnStSDna gn(t): t_An lfAnStSDn
0 ift > D, 0 ift > D,

Les processus (duaux) W et W présentés a la figure 2.1 peuvent étre redéfinis comme suit :

W)=\ 0, W)=\ g0, (3.1)

nez neL

ot \/,,cz désigne le maximum pour n € Z. Nous vérifions, en effet, que W (t) est bien la
quantité de services a traiter par le serveur a l'instant ¢, et W = {W (t), t € R} est donc le
processus de charge défini & I’équation (2.6). Le processus W = {W (), t € R} est le dual
du processus W, (figures 2.1 et 3.1). En examinant ensemble les processus W et W, nous
avons une version complétée du processus de charge. Considérons le processus P = (W, W)
et définissons R(P) = (R(W), R(W)). Connaissant P, nous pouvons, & I'image de la preuve
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du théoreme de Burke (paragraphe 2.2), reconstruire les variables d’entrée : (A, s) = ¢(P).
De plus, nous constatons que R(D,r) = ¥ o R(P). Le lemme suivant est crucial pour la
preuve de la version discrete du théoreme de Burke.

Lemme 3.1.1. Le couple formé par le processus de charge W et son dual W est réversible,
c’est-a-dire : (W, W) ~ (R(W), R(W)).

Démonstration. Les processus W et W sont des processus stationnaires (en temps) et
ergodiques. Nous pouvons voir une période de repos comme la période de durée maximale
pendant laquelle W (¢) = 0 (ou de maniere équivalente, W (¢) = 0). Une période d’activité
est un intervalle de temps séparant deux périodes de repos. Nous pouvons de la sorte
partitioner R a I’aide d’une suite alternant périodes d’activité et périodes de repos.

Soient {in, n € Z} et {b,, n € Z} respectivement les longueurs des périodes de repos et des
périodes d’activité successives. Les suites {i, n € Z} et {b,, n € Z} sont indépendantes et
i.i.d. De plus, grace a la propriété sans mémoire de la distribution géométrique, la variable
i, est une variable aléatoire géométrique sur N* de parametre p. Ainsi, pour prouver la
réversibilité de (W, W), il nous suffira de montrer la réversibilité pour une unique période
d’activité. Pour ce faire, nous allons introduire un processus annexe 7.

Considérons une période d’activité comportant k clients numérotés de 1 a k. Nous
définissons (a une translation pres) les suites {B,, n € Z} et {Cy,, n € Z} par

C, = By, + sn, Bpy1=Ch+an .

Nous posons

Z(By) = 0, (3.2)

Z(t) = Z(By) + (t — By) sit € [Bp,Cyl
N [Z(Cn) - (t - Cn)]+ site [CnaBn+1[ ‘

Pour tout n € Z, on a dZ/dt = 1 sur [B,,,Cy[ et on a dZ/dt = (—1)1z~¢ sur [Cy, Bpy1][.

En considérant la figure 3.1, le lecteur peut se convaincre que le processus Z est en bijection
avec (W, W), et que le processus R(Z) est en bijection avec (R(W'), R(W)), le processus Z
étant obtenu par juxtaposition de W et W.

Pour prouver la réversibilité de (W, W) sur une période d’activité donnée, il nous suffira
de prouver la réversibilité de Z. Nous appellerons Z le processus zig-zag. Ce processus
(réversible bien qu’il ne soit pas Markovien) a été introduit dans un contexte différent dans
[47].

Le processus zig-zag Z peut étre identifié avec les longueurs de ses intervalles de croissance
et de décroissance. Soit (I1,...,lar) € (N*)2¢ avec Y oiloi = >, lait1 = L, les longueurs
de ces intervalles (la longueur totale des périodes de croissance doit étre égale a celle des
périodes de décroissance). Les variables {s,, n € Z} et {a,, n € Z} étant géométriques de
parametres respectifs g et p, on a

P{Z=(,....0x)} = (1-p)" 'p(1—q) g -
k

(1= p)lr=171p(1 — gyt
= (1—p)lFpF1 — gt kg,

k—
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2|

By C1 By Cz B3 Cs

F1G. 3.1 — Processus de charge, son dual et le processus zig-zag

Ainsi, étant donnés L et k, les différentes trajectoires de Z sont équiprobables. Cette
propriété est héritée, par renversement du temps, par le processus R(Z). Ce qui entraine
le résultat voulu. O

Nous sommes maintenant en mesure de prouver un analogue en temps discret du théoreme
2.2.1. Ce résultat est une généralisation du théoreme de Burke en temps discret présenté
dans [17].

Théoréme 3.1.2. Le processus (D,r) est un processus de Bernoulli marqué d’intensité p
indépendant de ses marques r. La suite de variables aléatoires {r,, n € Z} est une suite
1.1.d. suivant une loi géométrique sur N* de parameétre q.

Démonstration. Rappelons que (A, s) = (W, W) et R(D,r) = 1o R(W, W). Par le lemme
3.1.1, on a
(A,5) = G(W,T7) ~ o ROV, W) = R(D, 7).

Ceci entraine que (D,r) ~ R(A, s) ~ (A, s), ou la derniere équivalence découle du fait que
(A, s) est un processus de Bernoulli de marque i.i.d. donc réversible. O

Ce résultat est ’analogue discret du théoreme de Burke énoncé au paragraphe 2.2, I'asser-
tion D ~ A représente un résultat original et I’assertion r ~ s figure dans [12], nous avons
proposé ici une preuve plus simple basée sur la réversibilité.

3.1.2 Modele de Stockage

Nous nous intéressons dans ce paragraphe au modele de file d’attente présenté dans [12].
Dans leur papier, Bedekar et Azizoglu considerent le systeme comme une file d’attente avec
des paquets d’arrivée (batch arrivals), pour éviter toute confusion avec les files d’attente
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3.2. Marches aléatoires ordonnées

présentées aux chapitres 1 et 2, nous en donnons une nouvelle interprétation en terme de
modele de stockage. Dans ce cadre, la suite r peut étre vue comme le processus des départs
du modele de stockage.

Plus précisément, un produit est fourni, vendu et stocké dans un magasin de la maniére
suivante. Le temps étant discret, a chaque instant n € Z une quantité de ce produit
est fournie et une autre est demandée par des acheteurs potentiels. Le principe étant de
parvenir a satisfaire toute la demande. La demande non satisfaite & un instant n est perdue
alors que les quantités non vendues sont stockées pour la suite.

Soit s, la quantité fournie (Supplied) au slot n + 1, et soit a,, la quantité de P réclamée
(Asked) au méme slot. Les variables définies dans (2.2)-(2.7) peuvent étre interprétées dans
ce contexte :

e wy est le niveau de stock a la fin du slot n, évoluant selon 1’équation de Lindley ;
e 7, est la demande satisfaite au slot n + 1 définie & I’équation (2.2); c’est la quantité du
produit qui quitte le magasin au slot n + 1.

Les processus D et Q n’ont pas d’interprétation naturelle dans ce modele. Nous résumons
I’évolution du modele de stockage dans la figure 3.2. Le choix des indices (s, an, Ty, pour
le slot n + 1) traduit un souci de clarté dans les équations données au paragraphe 2.1.

dotn slot n+1
L <t =]
BEREEE

FiG. 3.2 — Le modele de Stockage

Il est crucial de remarquer que bien que les variables d’entrée dans les modeles (File
d’attente et Modele de stockage) soient les mémes, les variables de sortie intéressantes
sont différentes. Nous nous intéressons, dans chacun des deux modeles, aux variables
représentant les départs. Dans le cas de la file d’attente, celles-ci sont données par les
instants {D,,, n € Z} et pour le modele de stockage, ce sont les variables {r,, n € Z}.

3.2 DMarches aléatoires ordonnées

Nous reprenons les techniques de calcul présentées au paragraphe 1.1.3. Le but étant de
donner une représentation non-conditionnée de marches aléatoires ordonnées. Néanmoins,
les décalages d’indices ne nous permettent pas de retrouver une formulation équivalente au
théoreme de Pitman.

Commencons par établir le lemme suivant :
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Chapitre 3. File Géo/Géo/1

Lemme 3.2.1. La suite des temps d’attente (renversée en temps) R(w) vérifie une
récurrence analogue a ’équation de Lindley (2.5),

Wy, = (Wnt1 + 7 —dp_1)t . (3.3)

Démonstration. Par (2.2)-(2.7), on a
dp = Qp — Wy + Wpt1 — Sp + Snyt, Tn = Sp — W41 + Wy .

Par conséquent, on vérifie que wp4+1 + rn — dp—1 = Wp—1 + Sp—1 — ap—1. En prenant le
maximum avec 0 des deux cotés de 1’égalité précédente et en utilisant I’équation de Lindley,
on a

(wn—i-l +ry — dn—l)Jr = Wp -

O]

Proposition 3.2.2. Soient {a,,n € N*} et {s,,n € N*} deux suites de variables aléatoires
i.i.d. et mutuellement indépendantes de lois respectivement Géo(p) et Géo(q) avec p < q,
on a

n n k+1 n—+1
IL[(Zai,z:s2 ‘ZGZ>ZS“ VEk > 0] ~ 1rga<x {Zal Z Sits mm {ZSZ Z a;})].
i=1 =1 =7= i=j+1 i=j+1

Démonstration. Soit v, = w, + S, = wWp+1 + r (le temps de séjour du client n). En
développant (3.3), nous obtenons

k+1 k
Up = Wpt1 +Tn = sup {Z r; — Zd }. (3.4)
k>n—1 i=n i=n

De la méme maniére qu’au paragraphe 1.1.3 | remarquons que sur I’événement {v; = 0},

on a
n n n+1 n 7 n+1
g d; = E a; + max { E 8; — g a;} = max{g a; — E sit,
° : 1<j<n - 1<j<n "4 =
=1 =1 =741 i=j+1 i=1 =741
et

n n n
IEEDIREFTD SRED SPTEFEIN) SIS os
1= 1=

1=j+1 i=j+1 - 1=j+1

En définitive, nous avons prouvé que

n J n+1 n J n
2= et D sk Jnm min sk 3w (39
=1 =1 i=j+1 =1 =2 i=j+1

En appliquant le théoreme 3.1.2, 1a loi de {(327, a;, S, s:),n € N} sachant {32 a; >
Skl s}, pour tout k > 0 est égale & celle de {(X7, di, S 7), n € N} sachant
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que {Zle d; > Zf:ll ri}, pour tout k£ > 0. Grace a (3.4), 'événement {Ele d; >
Zf;rll ri, Vk > 0} est égal a {v; = 0}. Nous concluons en tenant compte de (3.5) et

en remarquant que les suites {a; ,i > 1} et {s; ,7 > 2} sont indépendantes de 1’événement
{Ul = 0} O

La proposition 3.2.2 peut étre étendue au cas limite ou E[a;] = E[s;] et également au cas ol
les lois géométriques sont remplacées par des lois exponentielles en appliquant le théoreme
2.2.1 au lieu du théoreme 3.1.2. Nous pouvons également donner une représentation dans
le cas ot nous avons k£ marches aléatoires. Pour ce faire, nous pouvons adapter, a notre
contexte particulier, les méthodes utilisées dans [78, 61, 47]. Les formules sont, néanmoins,
plus compliquées que dans le cas des lois de Bernoulli (paragraphe 1.2.1).

3.3 Files/Magasins en tandem

Nous considérons la dynamique de files d’attente et de modeles de stockage en tandem, dans
le cas transient ou saturé. Plus précisément, soit le modele décrit au chapitre 2 (paragraphe
2.1) avec I'hypothese wy = Ag = s9 = 0, ce qui entraine Dy = ro = 0, et restreignons nous
aux clients 1 et ses successeurs, respectivement aux slots de temps apres 1.

Nous pouvons voir ce modele en terme de files d’attente. Dans ce cas, nous pouvons voir les
arrivées comme les départs d’une file d’attente virtuelle ayant un nombre infini de clients
a linstant 0 (numérotés sur N). Le temps de service du client n a la file virtuelle est a,_1.
Ce systeme est un modele saturé de deux files en tandem. Dans le cadre du modele de
stockage, nous pouvons voir les quantités fournies comme étant les départs d’un magasin
virtuel a la fin du slot 0. Dans le magasin virtuel, le stock est infini et la demande au slot
n est s,. Ce systéme est un modele saturé de deux magasins en tandem.

Nous allons maintenant incorporer ces deux modeles en un seul. Nous désignerons par
file/magasin 1 le premier systeéme virtuel et par file/magasin 2 'autre. Soit u(n,1) = an—1
et u(n,2) = s,, pour n > 1.

Le modele en tandem saturé est completement déterminé par la donnée des variables
d’entrée {u(n,i),n € N* i = 1,2}. Ces variables représentent les services (respectivement
les demandes) pour le modele de files en tandem (respectivement le modele de magasins
en tandem). Dans le tableau suivant, nous résumons la description précédente dans le cas
de deux files/magasins en tandem, saturés.

’ Client / slot H 1 ‘ 2 ‘ ‘ n ‘
File 2 / Magasin (Virtuel) 1 || u(1,2) = s1 | u(2,2) = s2 u(n,2) = sy
File (Virtuelle) 1 / Magasin 2 || u(1,1) = ap | u(2,1) = a; u(n,1) = ap—1

En général, u(n,i) est le service du client n a la file i, et la demande au slot n du magasin
3 —i. En d’autres termes, les éléments (files ou magasins) associés a une suite {u(n,i),n €
N*}, i = 1,2 sont attribués en ordre inverse pour le modele de files/magasins en tandem.
Ceci est illustré a la figure 3.3, pour £ = 2. Pour le modele de stockage, il y a un décalage
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dans la numérotation des slots : la quantité partant du magasin 1 au slot n n’arrive au
magasin 2 qu’a U'instant n 4+ 1. Cette convention traduit I’évolution discrete du systeme.
Durant un slot, il y a d’abord les quantités qui arrivent au magasin ; ensuite, une quantité
du produit P est demandée ; enfin, nous assistons aux départs (figure 3.2).

Nous pouvons naturellement étendre ce modele au cas de k files/magasins saturés en
tandem. Ce modele est défini par la famille des variables {u(i,j), i € N*, 5 € {1,...,k}} a
valeurs dans N*.

Pour le modele de files d’attente :

(1) alinstant 0, la file 1 contient un nombre infini de clients, en attente, numérotés sur N*
et les autres files sont vides;

(13) wu(i,j) est le temps de service du client ¢ a la file j;

(7i7) 'instant de départ du client n de la file i est 'instant d’arrivée de ce dernier a la file
t+ 1.

Pour le modele de stockage :

(7) alafin du slot 0, le magasin 1 a des réserves infinies et les autres magasins sont vides;

(77) la quantité u(i,k + 1 — j) représente la demande au slot ¢ du magasin j ;

(7i7) la quantité partant au slot i du magasin j est la quantité qui est fournie au slot i 4 1
au magasin j + 1.

Ces modeles sont illustrés a la figure 3.3.

—» Filel > Fle2 —» —»  Filek -
¢ ¢ ¢
u(.,1) u(.,2) u(.,k)
0 0 0

A

-+— Magasink Magasin k-1 -+—— Magasinl |«—

FiG. 3.3 — Files et magasins en ordre opposé

3.3.1 Départs d’un systeme de files d’attente en tandem

Notons D(n, k) le temps de départ du client n de la file k. Pour que le client n commence
son service a la k-ieme file, deux conditions doivent étre satisfaites. D’une part, le client n
doit avoir quitté la file £k — 1 et d’autre part le client n — 1 doit avoir quitté la file k. Ce
qui nous permet d’écrire la relation de récurrence suivante :

D(n,k) = max(D(n,k —1),D(n — 1,k)) + u(n, k) . (3.6)

Nous prendrons la condition au bord suivante : D(n,0) = D(0, k) = 0, pour tout n,k <0;
qui correspond au systeme saturé, c’est-a-dire telle que tous les clients numérotés sur N*
soient présents a 'instant ¢ = 0. En développant (3.6), on obtient

D(n,k) = 7rEr?_le:xk) S(m),
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3.3. Files/Magasins en tandem

ol II(,, ) est I'ensemble des chemins croissants sur Z* allant de (1,1) & (n,k) dont les
pas successifs sont de la forme (0,1) ou (1,0). La quantité S(m) est le poids du chemin =

c’est-a-dire
S(m) =Y uli,j)-
(i,5)em

Nous nous intéressons, dans un premier temps, au régime asymptotique lorsque k tend vers
I'infini, avec n bornée. Nous supposons que les variables aléatoires {u(i,j), 7,7 € N} sont

i.i.d. de variance finie Vu(i, j)? < oo. Un résultat d & Glynn et Whitt dans [41], donne la

(n,k)—kEu(1,1)

Ce D . .
loi limite de el en fonction d’un mouvement brownien.
u K

Théoréme 3.3.1. [/1] Le processus {%
ul L,

, n € N*} converge en loi, lorsque k

tend vers linfini, vers le processus

n—1
o:to<rﬁi}f.tn:1,z;[ i(tir1) — Bi(t)], n € N*},
1=
ot le processus (Bi,...,By) est un mouvement brownien standard sur R™.

Il n’est pas difficile de voir qu'un chemin allant de (1,1) & (n,k) pour k grand consiste
en k paliers horizontaux, ou deux paliers successifs sont séparés par un pas horizontal (fi-
gure 3.4). En utilisant le théoréme de Donsker [83], nous pouvons nous convaincre que les
sommes des poids centrés, renormalisés sur les différents paliers horizontaux sont approxi-
mativement 'incrément d’un mouvement brownien sur R indépendant des autres paliers.

n|{--------- - - - - - = - - = = = = = - 4 e )

1 [--e—e—o—3

L I Gl Do L

F1G. 3.4 — Théoréme Central Limite pour 'instant de départ d’une série de files en tandem

Posons M =", Z;?:l u(i, ), nous pouvons définir le mot w € {1,...,k}M, avec
W=wj...Wp, avecw; = 1---1 2.--2 ... k... k ' (3.7)
w(i, 1) u(i,2) u(i, k)

Nous définissons la plus longue sous-suite croissante de w comme le plus long sous-mot
croissant (au sens large) de w, appelons I(n, k) la longueur de cette plus longue sous-suite
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croissante. Pour obtenir la plus longue sous-suite croissante sur w, commengons par la fin
du mot w. D’abord, les u(n, k) apparitions de k dans w, y figurent. Ensuite, deux cas se
présentent :

1. nous prenons encore des k dans wj ...wy,_1 pour compléter la sous-suite croissante
dans ce cas la longueur de la plus longue sous-suite croissante est [(n—1, k) +u(n, k) ;

2. nous ne prenons plus de k, autrement dit nous regardons la plus longue sous-suite
croissante dans {1,...,k — 1} sur wy ...wy, c’est-a-dire la longueur de la plus longue
sous-suite croissante de w est I(n,k — 1) + u(n, k) ;

La suite {l(i,7), 1 <i<mn,1 < j <k} vérifie la relation de récurrence suivante
l(n,k) =max(l(n,k —1),l(n — 1,k)) + u(n, k) .

Par conséquent, [(n, k) vérifie la méme relation de récurrence que D(n, k) et nous vérifions
sans grandes difficultés que nous avons les mémes conditions au bord, ainsi I(n,k) =
D(n, k).

Un résultat classique [59], relie la plus longue sous-suite sur un mot w avec la longueur de la
premiere ligne du tableau de Young obtenu en appliquant ’algorithme RSK, avec insertion
en ligne, au mot w. En tenant compte de cette remarque et en utilisant les résultats du
premier chapitre, on a D(n, k) = A\ (w).

3.3.2 Départs d’un systeme de magasins en tandem

Soit r(n, k) la quantité de produit quittant le magasin k au slot n et w(n, k) la quantité
restant en stock a la fin du slot n, dans le magasin k. Au slot n + 1, il y a la quantité
w(n,k)+r(n—1,k—1) qui arrive au magasin k, la quantité r(n, k) qui part et la quantité
w(n + 1,k) qui est stockée pour le slot n + 2, soit

r(n,k) =r(n—1,k—1)+w(n,k) —wn+1,k), (3.8)

En tenant compte de la dynamique décrite au paragraphe 3.1.2, nous pouvons réécrire
I’équation de Lindley comme suit,

w(n—l-l,J) = [w(n,j)+T(n—1,j—1)—u(n’k+1_j)]+
n—1 n
= B[00 - 3 k1)

A I'image de ce que nous avons prouvé au paragraphe précédent, nous désirons maintenant
exprimer R(n, k), la quantité totale quittant le systeme de k& magasins en tandem au bout
de n unités de temps, en fonction de A, la longueur de la plus courte ligne du tableau de
Young obtenu a partir du mot w. Pour ce faire, nous allons introduire ﬁ, I’ensemble des
chemins sur Z? allant de I'un des points {(1+1i,k—i),i =0,...,k—1} a4 I'un des points de
{(n—34,147),7=0,...,n—1} avec des pas du type (1414, —i), i > 0 (cf figure 3.5). Pour
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prouver que R(n, k) = A, nous allons procéder en deux étapes, d’une part nous montrons
que
R(n,k) = min S(m),
mell

et d’autre part que

A = min S(m) .
mell

Lemme 3.3.2. La quantités (cumulée) R(n,k) de produit quittant le magasin k jusqu’a
linstant n est donnée par

R(n,k) =minS(m) .
well

Démonstration. Pour n > k, on a

r(n,k) = r(n—1,k—=1)4+w(n, k) —wn+1,k)
= rn—2k—2)+wn—-1,k—1)—wn,k—1)+wn, k) —wn+1,k)
—2
= r(n—k+1,1)+ ) [wn—ik—i)—wh—i+1k—1i)]
=0

k‘

=

kol
—_

= un—k+1Lk)+> [wn—ik—i)—whn—i+lk—i).

=

[e=]

Ainsi, en remarquant qu’il n’y a pas de départs du magasin k avant I'instant k& (le temps
qu’il faut au produit pour atteindre ce magasin vide au départ), c’est-a-dire que

R(n,k)=> r(i,k)=> r(i,k).
i=1 i=k
Nous en déduisons que
n n k—1
R(n, k) = Zu(i—k+1k+ Z’LUZ—], J)—wiE—j+1,k—7)
i=k i=k j=0
n—k+1 k—1 n
= > uik)+ w(i — j k—j) —w(i—j+1,k—j)
i=1 §=0 i=k
n—k+1 k—1
= > uli,k)+ Y wk—ik—i)—wn—i+1k—1i).
i=1 i=0

On rappelle que w(i,i) = 0, pour tout ¢ > 1. Soit
k k

R(n,k) = u(i,k)+2w Zw n—k+i+1,4)
=1

k
u(i, k) =Y wln —k+i+1,i). (3.9)
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Par conséquent, en posant A = w(n + 1,k) + w(n,k — 1), on a

n—1 n
A = 12?%(”[2 r(i,k—1) — | Z u(, 1)} +w(n,k—1)
1=11 i=i1+1
n—1 n
_ 1£?§H[Z[r(z “Lk=2)fwik—1) - w(i+ Lk -1)] - z;—lu(z, 1)} Fwln,k—1)
1=11 1=11
n—2 n
~  max. L_;lr(i, k—2) + wlin k—1) —w(nk —1) — i:;rlu(i, 1)} +w(nk—1)
n—2 n
= 12?%("{2 r(z,k—Z)—i—w(zl,k—l)—‘Z u(z,l)}
1=11—1 i=i1+1
n—2 i172 7;171 n
— max [_Z_l ik —2) + Kglgﬁfl[i;z (i k —2) — iz;ﬂ u(s, 2)} - i:;l u(i, 1)]
n—2 11—1 n
- 1S§g§§n[z rik=2)= Y ui2) = Y ul 1)} .
1=19 i=ig+1 1=i1+1
(1,k) (nk)

==0

1D (n,1)

F1G. 3.5 — Un chemin dans IT (plein) et un chemin dans IT (discontinu)

En appliquant ceci successivement, on a

k n—k+1 ig—2—1

N
Zw(n—k—i—z—i—l,z) = 1§z‘k_?g}~{<i1§n[,z u(z,k)—(} Z u(z,k—l)—l—--#—lz u(z,l))]
=1 =ik _1 =i _1+1 i=i1+1

(3.10)
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En combinant (3.9) et (3.10), nous vérifions que

ip_1—1 ip_o—1 N
B _ . [ . T . }
(n, k) Lo, mn Z u(i, k) + | Z u(i,k—1)+---+ | Z u(i, 1)
i=1 1=t _1+1 i=11+1
= min| Y uli.j)].
mell -
(i,j)er
O
Lemme 3.3.3. Nous vérifions que
amA~~Am2AxﬂM):mm[§:1MJﬂ. (3.11)
mell -, .~
(i.j)em
Démonstration. Par définition,
T A Axy (M) = min T (M) +Tp—1(Mp—1) —2p—1(mp )+ - +z1(m1) =21 (m2).
1<mp<--<mi=M
(/,kﬂﬂj/iﬂ&\h_¥_‘ﬁ
W | 11122 ‘ 111122 ... ...(k-l)(k-l)kkkkkk...kk‘ 1111. .. . kkkk
n m:
FiG. 3.6 — Illustration du lemme 3.3.3
Soit (mj,...,m3) la suite des entiers réalisant le minimum dans 'équation précédente.

Considérons '’ensemble des entiers

l
IZ{Z’WZ"—F
i=1 j

k—
1= ]:1

1
u(l+1,5), 1€{0,...,k—1}.

Simy & I, et si ny est le plus petit entier tel que ny € I,n, > mj, alors il est clair que
x(ng) = x(my) et que

T A Axy (M) —xi(ng) < B mir<1 - Tp—1(mr—1) — xp—1(nk) + -+ + 1 (M) — z1(m2)
np<mp_1<--<mg
< min Tp—1(Mmp—1) — xp—1(mf) + -+ 1 (M) — z1(m2)

my<mp_1<---<mgz

T Ao N xy (M) —xp(my) .
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Ainsi, mj € I, c’est-a-dire qu'il existe i, € {0,...,k — 1} tel que m} = 2251 lwi| +

25;11 u(iy, j) et xp(m}) = Z;’“;ll u(j, k). De la méme facon, nous vérifions que mj;_, €
{Zézl |wi| —1—2?;12 u(l+1,5), 1 € {ig,...,k—1}}. Ceci entraine zy_1(mg_1) — z_1(my) =
2322111 u(k —1,j) pour ix_1 € {ik,...,k — 1}. Nous pouvons conclure en appliquant de
nouveau ce genre d’argument. O

Grace a la proposition 1.3.4, nous vérifions que

R(n,k)::ckA-~-Aa:gAarl(M):)\k.

Nous avons montré que

D(n, k) = A, R(n, k) = A\,

ceci permet de relier les variables de sortie de notre systeme de files/magasins en tandem
aux longueurs de la premiere et de la derniere ligne du tableau de Young associé. Nous allons
voir dans le paragraphe suivant comment exploiter cette correspondance pour prouver la
symétrie du systeme.

3.4 Propriétés statistiques et symétrie

Nous désirons montrer une propriété de symétrie du systeme de files en tandem a l'image
de ce qui a été effectué au paragraphe 1.3.2 pour une distribution différente sur les mots
de {1,...,k}"™. Supposons que les variables aléatoires U = {(u(i,7), (i,5) € {1,...,n} x
{1,...,k}} sont indépendantes et que u(i, j) suit une loi géométrique de parametre g;, pour
q=(q,-..,q) €]0,1[F. Soit w le mot associé & U et T' le P-tableau obtenu par application
de T'algorithme RSK avec insertion en ligne a w.

Si T est un tableau sur 'alphabet {1,...,k}, nous écrivons ! = Hle x;t, ol a; est le
nombre d’occurrences de ¢ dans le tableau. La fonction de Schur sy associée a la partition
A= (A1,..., ) est définie par

sx(x1,...,xp) = Z z!

T: sh(T)=X
ou sh(7') est la forme du tableau T, [86, 92].
Dans [75], il est prouvé que :
Proposition 3.4.1. La loi des partitions aléatoires X\ = (A1,...,\g), associées 4 w, est
donnée par
P{\ =1} =a(q)"si(q)si(1,...,1), €Yy, (3.12)

ot Yy, est l’ensemble des partitions entiéres a k éléments, a(q) = Hk

: 1-— ) et s; est la
]_1( q] l
’OHCtY;OTZ de SCh'LH associée a la partition l.
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3.5. Conclusion

Démonstration. Nous reprenons ici les arguments de [75]. D’abord, si nous posons
(P Q) le couple de tableaux de Young obtenus en appliquant I'algorithme RSK &
w, on a, pour tout (P,Q) € Ty x Ty,

P[(P™, Q™) = (P,Q)] = a(q)"¢" Lisnp=sho) -

En sommant ceci pour (P, Q) avec shP = sh@ =1 € Y, nous obtenons

PO\ =1) = a(g)"si(@)su(L, ..., 1).

O

En particulier, la loi de A, et donc celles de D(n, k) et R(n, k), sont symétriquesen q, . . ., k.
Le fait que la loi de D(n, k) soit symétrique est un résultat classique en théorie des files
d’attente [3, 97].

Si nous tenons compte de la dépendance en n, A = A alors, d’apres [75] le processus (™)
est une chaine de Markov sur Yj ayant pour probabilités de transition

P = 1] A® = m} = a(q) j;((qq)) , (3.13)

pour tout m et [ tels que [y > my1 > lo > mgo > ---. En particulier, nous constatons que la loi
du processus A\, et par conséquent celles des suites {D(n, k), n > 1} et {R(n, k), n > 1},
sont symétriques en ¢1, ..., gx. Nous remarquons, enfin, que cette propriété s’étend au cas
exponentiel.

3.5 Conclusion

Nous avons entrepris dans cette partie des généralisations du théoreme de Burke dans
le cas continu au chapitre 2 (loi exponentielle) et dans le cas discret au chapitre 3 (loi
géométrique). Il en ressort trois méthodes de preuve du théoreme de Burke : une premiere
analytique, une deuxiéme basée sur la réversibilité de ) et une troisieme basée sur la
réversibilité du processus zig-zag Z.

Le premiere preuve proposée par Burke lui-méme dans le cas exponentiel est analytique
[16]. Le cas géométrique est traité de maniere analytique par Azizoglu et Bedekar dans
[12]. L’exploitation de la propriété de réversibilité de @ pour le modele en temps continu
est due a Reich [82]. Cette preuve centrale en théorie des files d’attente a été étendue a de
nombreux contextes donnant naissance au concept de réseaux a forme produit [13, 55]. La
preuve de Reich ne marche pas telle quelle pour le modele en temps discret. Le processus
{Q(n), n € Z} est toujours un processus markovien de naissance et de mort reversible.
Néanmoins, la difficulté réside dans le fait que I'information que recele ce processus d’entrée
ne permet pas de reconstituer les variables A et s. En effet, sur les événements {Q(n—1) =
Q(n) > 0}, deux cas de figures sont possibles : il n’y a ni départ ni arrivée a U'instant n,
ou bien il y a un départ et une arrivée au méme instant; et il impossible avec la seule
donnée de ) de dire lequel a eu lieu. Une maniere de combler ce manque d’information est
d’ajouter un processus auxiliaire rendant la preuve un peu plus complexe. Cette méthode
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a été exploitée dans [61, Théoreme 4.1] pour le modele avec services inutilisés présenté au
chapitre 1. L’utilisation du processus zig-zag pour prouver une version discrete du théoreme
de Burke est originale.

Les autres problemes que nous avons abordé dans cette partie ont été explorés, dans un
premier temps, dans d’autres contextes que celui des files d’attente. Les liens entre des
modeles de files d’attente en tandem, certains modeles de particules en interaction et les
tableaux de Young ont été mis en évidence pour la premiere fois dans [45]. L’analogie avec
les processus d’exclusion (de particules) sur la ligne, largement étudiés dans [62, 85], est
explicitée dans [90]. Les tableaux de Young sont des objets classiques dans ’étude de la
représentation des groupes et en combinatoire [35]. L’étude des liens entre files d’attente en
tandem et tableaux de Young en croissance, établie dans [88], a permis de mettre la lumiere
sur la proximité des problemes suivants : plus longs chemins sur un graphe, plus longues
sous-suites croissantes sur des mots et certains systémes de particules en interactions et
files d’attente en tandem dans un cadre markovien [1, 2].
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69






Chapitre 4

Points fixes pour la file ./GI/1
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Nous présentons, dans la premiere partie de ce chapitre, I’ensemble des résultats ayant
trait au comportement asymptotique d’un systéme de files d’attente ././1 en tandem. Ces
systémes ont été étudiés dans [42, 5] pour des files avec capacités infinies et ces résultats
étendus dans [68] pour le cas ou il y a blocage des clients avant et apres leurs services. Ces
problémes ont été abordés dans différents contextes avant d’étre traités dans le cadre des
files d’attente [1, 58, 85].

Dans la deuxiéme partie de ce chapitre, nous exploiterons ces résultats asymptotiques pour
aborder la problématique de point fixe & I'image du théoréeme de Burke. Plus précisément,
étant donnée une distribution de probabilités pour les services, nous recherchons des pro-
cessus ergodiques d’inter-arrivées qui soient tels que le processus des inter-départs corres-
pondant ait la méme loi [64, 65].

4.1 Préliminaires

En reprenant les notations [65], nous présentons des relations trajectorielles décrivant le
systeme de files d’attente en tandem déja introduit au chapitre 2.

Commencons par définir les opérateurs ¢ et 1) décrivant la dynamique d’une file ./GI/1/ :

P:RE xRE — RY U{(+o0)?}
(a,s) — w=1(a,s), (4.1)
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ou le temps d’attente du client n avant le début de son service est donné par

n—1
wy =P(a,8)y = sup » (s; — a;)
j<n i—=j
n—1 n—1
- [milign D (si—ai)]V [wm + Y (si —ai)] . (4.2)
=" 4=y i=m

Nous définissons également la fonction donnant la suite des inter-départs :

¢:RY xREY — RZ
(a,8) = d=¢(as), (4.3)

ou
dyp = ¢(a7 S)n = [an — Spn — w(a, 3>n]+ + Snt1 - (4'4)

Soit L : R_ZF — ]R_ZF, lopérateur de translation défini par Lu, = uyy1, alors
d)((l, S) =a+ L¢(a75) - 1,[)((1, S) +Ls—s.
Remarquons enfin que si a,b € R_ZF tel que a < b, alors

U(a,s) 2 p(b,s),  la,s) < (b, s).

Schéma de Loynes. Nous reprenons dans la suite, le résultat di & Loynes [63] donnant
les différents régimes de notre systeme.

Soit (2, F,P) un espace de probabilités, pour tout (K,XK) un espace mesurable, on no-
tera M(K) et Ms(K) (respectivement M.(K')) I'ensemble des mesures de probabilités et
des mesures de probabilités stationnaires (respectivement ergodiques) sur (K, X). Nous
introduisons Mg (K') ’ensemble des mesures ergodiques de moyenne «. Pour des raisons
de commodité, nous noterons a II b lorsque a et b sont indépendants. Soit € un shift sta-
tionnaire par rapport a P tel que les suites a et s soient compatibles avec #. Enfin, nous
définissons T la o-algébre invariante par 6.

Soit une file G/G/1 avec a = {an, n € Z} et s = {s,, n € Z} représentant respectivement
les inter-arrivées et les services qu’on suppose ergodiques et de moyennes finies. Nous
considérons le processus tronqué des inter-arrivées {a,, n > N} et nous posons wy = 0.
En utilisant ’équation de Lindley (4.2) et I’équation (4.4), nous pouvons définir le processus
des inter-départs correspondant au processus tronqué. En faisant tendre N vers —oo, nous
distinguons trois régimes possibles pour le systeme :

e Cas stable. Sur I'événement {E[so | T] < E[ag | T]}, on a w € R% et E[dy | T] = E[ao | 7).
e Cas instable. Sur I'événement {E[sq | T] > E[ag | 7]}, on a w = (+00)% et d = Ls.

e Cas critique. Sur 1'événement {E[sg | T] = Elag | 7]}, on a d = Ls, cependant w peut
étre finie ou infinie. En effet, pour a = s = (c)%, on a w = (0)%, alors que si s est i.i.d.,
non constante et a indépendant de s, on a w = (+00)%.
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4.2. Plus long chemin

. L. 1 . i
En résumé, si on note o € MS/ ¥ la loi de s, alors on peut définir

b0 : Ms(RE) — M,y(RE)
po= delp), (4.5)

ol ¢, (1) est la loi de ¢(a, s) lorsque a ~ p, s ~ o et les suites a et s sont indépendantes. On
dira qu’'une distribution est un point fize pour la file d’attente si ¢, (1) = p. Remarquons
que o est un point fize trivial ¢,(0) = o.

De plus, ’application ¢, conserve les moyennes dans le sens suivant :

VA<, ¢o: MYMNRZ) - MYMNRZ);
VAS e MYMNRE) - {0}

. . , o 1
Si la loi o est celle d'une suite i.i.d. non-constante alors quMJ“(R%_)) = {o}.

Files en tandem. Soit s* = {s(n,k), n € Z}, une suite de variables (non-constantes)
i.id. sur R%Z de distribution o € Ms(R%). Soit a® = {a,, n € Z} une suite stationnaire
indépendante des s* telle que Eag = 1/\. Soit § un shift stationnaire par rapport a P et tel
que la suite a® et les suites s* soient compatibles avec . Nous supposons que Es(0,0) <
Eag | 7], p.s. Nous pouvons ainsi définir pour tout k € N, les suites w* et a**! comme
suit

w® = {w(n, k), n € Z} = ¢(a*, s%), " ={a(n,k+1), n € Z} = ¢(a”, s¥)
k_ sk et wF sont respectivement les suites des inter-arrivées, des

k+1 est la suite des

Les processus aléatoires a
services et des temps de séjour a la k-ieme file de notre systeme et a
inter-départs de la k-ieme file.

La suite {a*, k € N} est une chaine de Markov sur I'ensemble RZ. Par conséquent, une
mesure £ € M(R%) est une distribution stationnaire pour {a*, k € N} si et seulement
si k est un point fixe pour la file, c’est-a-dire, si et seulement si ¢,(k) = k. Nous allons
donc utiliser la méthode classique des limites de Césaro pour construire la distribution
stationnaire de cette chaine de Markov (paragraphe 4.5).

Avant d’aborder la construction des points fixes, nous allons introduire deux objets com-
binatoires, aux paragraphes 4.2 et 4.3, qui sont les plus longs chemins sur la grille et les
animauz de grille qui seront utiles pour établir une limite hydrodynamique sur les instants
de départ d’un systeme de file d’attente en tandem. Ceci nous assurera la non-trivialité des
points fixes construits au paragraphe 4.5.

4.2 Plus long chemin
Soient (n, k) et (n/, k') deux points de Z? avec n < n’ et k < k'. Une suite {(n1, k1) ..., (n., k) }
de points dans Z? forme un chemin croissant de (n, k) a (n/, k'), si

(i) (n1,k1) = (n,k) et (g, ky) = (0, k'),
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(73) les pas sont de la forme (n;, ki) — (n; + 1, k;) ou (ng, ki) — (ni, ki +1);
On notera I, 1) 1) I'ensemble de ces chemins de (n, k) a (n,k').

Pour tout ensemble & C Z?, nous définissons le poids S(£) de & par
SE = Y s(nk).
(n.k)eg

On peut de la sorte définir le chemin de poids maximal sur IL(;, ) (v &) PAr

T((n,k); (n' k")) = max S(m). (4.6)

Wen(n,k)ﬂ(n’,k/)

Nous noterons T'(n, k) pour T'((1,1); (n, k)). Nous allons, maintenant, donner les hypotheses
probabilistes qui permettent de prouver une loi des grands nombres pour le temps mis par
un client pour progresser dans le systeme.

Nous supposerons que la suite des services {s(n,k), n € Z,k € Z} est i.i.d. et que la
condition suivante est vérifiée,

/OO P(s(0,0) > 5)"/2ds < .. (4.7)
0

Cette condition a été introduite pour la premiere fois dans [67], dans le cadre des animaux
de grille. La condition (4.7) est plus forte que la condition d’existence de second moment
mais plus faible que la condition

Es(0,0)?(log™ 5(0,0))*" < 00, € > 0,

requise dans [5]. En résumé,
o0
Es(0,0)%(log™ 5(0,0))*T < 0o = / P(s(0,0) > 5)1/2ds < 0o = Es(0,0)% < 0.
0

Il nous reste ensuite a se donner des conditions aux limites. Deux cas sont particulierement
intéressants a examiner, ils ont été introduits dans [5] :

1. Le quadrant. Dans ce cas, nous supposons que D(n,k) = 0 pour n < 0 ou k < 0.
Cette condition correspond au cas saturé, tous les clients, numérotés sur N*, sont
présents dans le systeme a I'instant 0, le client 1 commence son service a la file 1.

2. Le demi-plan. Dans ce cas, nous supposons D(n,0) = A, pour n € Z. Cette condition
correspond au cas d’un systeme de files d’attente en tandem ou le processus des
arrivées a la file 1 est donné par le processus A = {A,,, € Z}.

4.3 Animaux de grille

Pour prouver une loi des grands nombres sur les départs dans les contextes du quadrant et
du demi-plan définis plus haut, nous allons conjuguer un argument de sur-additivité pour
prouver ’existence de la limite avec des résultats sur les animaux de grille pour assurer la
finitude de cette limite. Le modele d’animaux sur la grille a été étudié dans [23, 36].
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4.3. Animaux de grille

Définition 4.3.1. Un animal de grille £ sur Z? est une sous-partie connexe de Z*. La
taille d’un animal, notée ||, est le nombre de sommets contenus dans & et son poids, noté
S(§), est la somme des poids de ses sommets.

Notons A(n) l'ensemble des animauz de taille n contenant le point (1,1). Comme pour les
chemins, nous pouvons définir le poids d’un animal de grille glouton N(n) de taille n de
la maniere suivante :

N(n) = (g S(E)

Soit (n,k) € Z2, notons §(n, k) = min[s(n, k), (max(|n|, |k|)*/*]. Pour tout animal & de Z?2,
nous définissons les analogues tronqués de S(&) par

S = > snk).

(n,k)e€€

Rappelons, tout d’abord, le résultat proposé dans [23] et repris dans [67], donnant le re-
couvrement d’un animal par des boules :

Lemme 4.3.2. Soient & € A(n) et p €]0,1[. Fizons | = [p~ /2] et r = [2n/1](< 2n/p). II
existe au plus 92"VP ensembles {ug, ..., u,} de points de 72, avec ug = (0,0) et pour tout
ie{l,...,r} ||ui —ui—1]] <1, tels que

De plus, l’ensemble U]_,B(lu;,2l) contient au plus 3n\/f)(9p*1/2)2 points a coordonnées

entieres.

Théoréme 4.3.3. [68] Pour {s(n,k), (n,k) € Z?} ii.d. vérifiant ({.7), il existe une
constante ¢ < oo telle que

lim sup N7(ln) < c/ P(s(0,0) > s)"/2ds , p.s. (4.8)
n—o00 0
et
lim sup l( max S(&) — 5’(5)) =0, ps. (4.9)
n—oo N éEA(TL)

Démonstration. Nous ne donnerons dans la suite qu’une majoration, uniformément en n,
N(n) . . N ) .

de ET' Pour montrer la majoration presque stire, I’argument est technique et repose

essentiellement sur des comparaisons avec une suite sur-additive.

Commengons par prouver le résultat dans le cas ou la suite (double) {s(n,k), n,k € Z}
est i.i.d. de loi commune Bernoulli de parametre p. Pour éviter toutes confusions, nous
noterons Pp,,(,), lorsque l'on s’intéresse a ce cas de figure. Nous distinguerons deux cas :
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1. siny/p <1, alors

_ N(n) 1 (2n)%p
12 < E > (v) < <4
p Ber(p) > Ber(p) S\V) > =
" n\/ﬁ v=(v1,v2)EZ2,||[v||<n ’I’L\/f?
2. Supposons n,/p > 1, soit s > 0, on a
N(n)
PBer(p) <W > s) = Pper(p) ({renﬂi)%s(v) > n\/ﬁs)
< Z ]P)Ber(p ( Z S(U) 2 n\/ﬁ‘S)
U, veUr_q B(lu;,21)
< Z ein\/ﬁsEBer(p) {exp( Z S(”))}
UQ vy Uy veUT_oB(lu;,21)
< Z e~ "/Ps [EBer(p)65(0,0)]371\/13(917*1/2)2

UQ,---sUr

3n./p(9)?
< 92n\/ﬁe—nﬁs((1—p+ep)1/p) vrer

Pour y = n,/p suffisamment grand, on vérifie que

<1.

3n,/p(9)2
92nVPenVPs ((1 -p+ ep)l/p> Vi)

Par conséquent, il existe ¢ tel que p~1/2E Ber(p) (%) < ¢ uniformément en n et p.

Considérons, maintenant, la loi de s(0,0) vérifiant la condition (4.7). Pour tout £ € A(n),
on a

/ #{v e, s(v) > z}dr,

ou # désigne le cardinal d’un ensemble, de telle sorte que

= max / #{v €&, s(v) >a}dr < /000[ max #{v € ¢, s(v) > x}]dz

ccAn €€ A(n)

En remarquant que les variables aléatoires {1x,~.,v € Z?} sont i.i.d de loi de Bernoulli de
parametre P(s(0,0) > z), on a

EN(n) < cn /OOO P(s(0,0) > x)Y/2dz .

Il nous reste, maintenant, a prouver que



4.4. Limite hydrodynamique

Pour ce faire, commengons par appliquer (4.8) en remplacant s(n, k) par [s(n, k) — y]T,
pour y > 0, ainsi

1 o]
lim sup — max [s(n, k) —y]" < c/ P(s(0,0) > s)"/2ds .
n—oo MN £EA(n) (nk)ee Y

Si la condition (4.7) est vérifiée pour tout € > 0, il existe y > 0 tel que
(e.9]
c/ P(s(0,0) > s)"/2%ds < ¢.
y
Pour max(|n|,|k|) > »*, nous vérifions que s(n, k) — 3(n, k) < [s(n, k) — y]T, soit

limsupl< max S(§) — §(5))

m—oo M \E€A(m)

< lim sup 1 max ( Z [s(n, k) — 8(n, k)] + Z [s(n, k) — y]+) <e.

m EcA(m
mee T ECAU) S (il bl) <y masx(|, [kl 2
En effet, la premiére somme est finie, et la deuxiéme est majorée par ¢ d’aprés ce qui

précede. O

Nous exploiterons ce résultat dans la suite pour majorer la borne supérieure du poids d’un
plus long chemin de longueur O(n) en construisant un animal de grille qui le contient et
qui a une taille de I’ordre de n.

4.4 Limite hydrodynamique

Le premier résultat que nous présentons donne la limite hydrodynamique du poids du plus
long chemin dans une direction donnée x, c’est-a-dire une loi des grands nombres sur la
variable T'(|zk], k), lorsque k tend vers I'infini. Nous utiliserons, ensuite, ce résultat pour
avoir une loi des grands nombres pour D(0, k), 'instant de départ du client 0 de la file k&
lorsque le nombre de files (a 1’équilibre) devient grand.

Le quadrant. Soient [,m € N tels que | < m, on définit
X(l,m) =T((In,lk); (mn,mk)) — s(In, k) .

En tenant compte des propriétés de la suite {s(n, k), (n, k) € Z?}, nous vérifions aisément
que :

Positivité : X(I,m) > 0,0 <1< m;

Sur-additivité : X(I,r) > X({,m)+ X(m,r),0 <l <m<r;

Stationnarité : {X(j+1,7+m), 0 <l < m} ala méme distribution pour tout j > 0;

Indépendance : X (I,m) et X (r,s) sont indépendantes pour 0 <l <m <r < s.
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Le lemme suivant permet 'utilisation des animaux de grille pour prouver une loi des grands
nombres pour les plus longs chemins sur Z2.

Lemme 4.4.1. [68] Soit m € IL(y, j)—(ny k), 0% N1 < N et ki < ky et s0it R = |na| 4| k| +
1| + |k1l, on a

(i) La longueur d’un chemin m € Wy, k1) (no.ks) €5t €gale a |m| = (n2—n1)+(ka—k1) < R,
(7i) Pour tout point (i,7) € m, max(|i|,|7]) < max(|nal, |k2|, |n1], |k1]) < R,

(7i1) 1l existe un animal & de taille R tel que w C €.

Théoréme 4.4.2. [5] Supposons les services (poids des sites) i.i.d. de loi commune
vérifiant la condition (4.7), et soit u=' = Es(0,0), alors il eviste y(x) sur [0,00[, telle
que pour tout T > 0,

T(|zk|, k

v(z), p.s. et en Ly, (4.10)
k—o0 k

avec, pour n,k >0,
ET(n, k) < ky(n/k) +p b,

De plus, la fonction v vérifie les propriétés suivantes :
(1) v est concave avec v(0) = 1/p,

(13) pourx >0 ety >0, on ay(x+y)—y(z)>y/u,
(131) zy(1/x) =~(x), = > 0.

(1v) limg 00 /() = 1/p.

Démonstration. D’apres les propriétés précédentes, la suite { X (m,n), 0 < m < n} satisfait
aux hypotheses du théoreme sur-additif ergodique. De plus, grace au lemme 4.4.1 on a

1 1
limsup — X (0,m) < limsup —N(mn +mk + 1) < oo,

m—oo M m—oo M

il existe donc n(n, k) < oo tel que

1
lim — X (0,m) = n(n, k) p.s. et en L' .

m—oo M
Par conséquent,
m%i_r)nOO %T(mn,mk) =n(n,k) p.s. et en L.
Soit z = ¥ € Q, on vérifie que
T(nlm/k],klm/k]) < T([(n/k)m],m) < T(n|(m/k)+ 1], k[(m/k) +1]),

ainsi, en posant v(z) = £n(n, k), la limite s’étend & tous les rationnels, soit

(z) = lim T (mn, mk)

n
p.s. et en L', pour tout n, k tel que z = — .
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En prenant des espérances dans I'inégalité précédente, nous obtenons
5)

)

Nous voulons, maintenant, prouver que (z) est concave sur les rationnels, ce qui permettra
de I’étendre aux irrationnels.

ET(n,k) <n(n,k) = ky(

. / . N
Soient x = 7,y = 7 et t = ¢ des nombres rationnels. D’apres la figure 4.1, nous remarquons
que

T((an+(b—a)n')m, (bk)m) > T((an)m, (a,k)m) +T((an)m+1, (ak)m+1); (an+(b—a)n’)m, (bk)m)).
En tenant compte de la stationnarité des variables s(, j), nous avons

ET((an + (b —a)n')m, (bk)m) > ET((an)m, (ak)m) + ET((b —a)n'm, (b — a)km)) .
Par conséquent,

ET((an + (b — a)n')m, (bk)m)

vtz +(1=ty) = lim (Ok)m
a . ET((an)m,(ak)m) b—a . ET(((b—a)n'm,(b—a)km)
= b klggo (ak)m + b klgrolo (b—a)km

= ty(z) + (1 - (y)-

Comme ~y est concave et croissante (propriété (i7)), elle est continue et sa définition comme
limite s’étend aux irrationnels.

direction tx+(1-t)y

L direction y

direction x
(ak)m

(an)m (an+(b-a)n")m
FiG. 4.1 — Concavité de ~
La propriété (i) est une application directe de la loi des grands nombres. Quant a la

propriété (i7) il suffit de remarquer que

L(z+y)k]
T(|(z+y)k). k) > T(lak] k) + > s(ik).

i=|xk]+1
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Enfin, étant donnée I'interprétation de T'(n, k) en terme de plus long chemin, nous pouvons
en déduire que T'(n, k) ~ T(k,n) ce qui implique la propriété (ii7). En tenant compte de
(1), on a

O

Le demi-plan. Dans le cas du demi-plan, nous désirons avoir une loi des grands nombres
sur instant de départ du client 0 de la file k, plus précisément nous voulons calculer la
limite suivante limy_,o, D(0, k)/k. En effet, nous avons prouvé dans le cas du quadrant que

klirn T(|zk],k)/k =~(x) <oops.eten L.

Par ailleurs, l'instant D(0, k) est donné par

n

D(()?k) = sup[T((—n,O),(O,k‘))—Za,i)]

n>0

i=1
[zk]
= Su%[T((_I_ka ) O)a (Oa k)) - Z a—i] :
rZ i—1

Ce qui suggere le résultat suivant [5],

Théoréme 4.4.3. [5] Supposons {s(n,k), n € Z,k € N*} i.i.d. de moyenne 1/u vérifiant
la condition (4.7), et que la suite {an, n € Z} des inter-arrivées est i.i.d. d’intensité A < u
ot la fonction v est celle définie dans (4.10), alors

klim D(0,k)/k = sup{y(z) — A\ "'z}, p.s.eten L; .
—00 x>0

Nous commengons par introduire quelques remarques et notations. Tout d’abord, grace au
lemme 4.4.1 et au théoreme 4.3.3, on a §(x) = v(z) ou Y(z) est la fonction de croissance
obtenue quand les poids s(n, k) sont remplacés par les poids tronqués $(n, k). Ensuite,

notons
[zk]

Va(k) = T((—|2k],0),(0,k)) = > a_;, pour tout x> 0.
i=1
Par le théoréme de Birkhoff, nous vérifions que lim V,(k)/k = v(z) — /. Posons V (k) =
sup,~o Vi (k) et §(x) = y(x) — A~ta, d’apres les propriétés de v, il existe 2* > 0 tel que
d(z*) = sup,~od(x). En utilisant, le fait que V (k) > V,«(k) et également que V- (k)/k
converge presque slirement vers d(z*), on a

liminf V(k)/k > 6(z*) .

k—oo

Reste a prouver la majoration de la limite supérieure. Tout d’abord, nous allons prouver
que
lim sup [V (k)/k] = sup {y(z) — A1z}, p.s. (4.11)

k—oo wS!L’* Cl?SiE*
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4.4. Limite hydrodynamique

et ensuite nous vérifierons que

lim sup [Vy(k)/k] = 0,p.s. (4.12)

k—0o0 g>q*

Pour ce faire, nous utiliserons I'inégalité de concentration suivante qui est une conséquence
du Théoréme 8.1.1. de [96]. L’énoncé suivant a été prouvé dans [67],

Lemme 4.4.4. Soit L > 0, et {X;, i = 1---N} une famille de variables aléatoires
indépendantes telles que

POO<X; <L)=1,Yi.

Soit € C {1,--- , N}, tel que

CeC
et soit
Z=umd X
ieC
alors, pour tout u > 0
u?
P(|Z —EZ| > u) < exp(—m + 64) .

En appliquant cette inégalité & notre contexte, et en tenant compte du lemme 4.4.1, avec
C= H(nl,kl)—>(n2,k2)a L=R"*etr= R, on a

Lemme 4.4.5. [67] Soit ny < ny et k1 < ko, posons R = |n1| + |na| + |k1| + |k2| > 0. Pour
u >0, ona

2

BT (1. ky): (2. k2)) = B (k). (ne k)| = w) < exp (=g +64)

Démonstration du théoréme 4.4.3. Pour prouver les limites (4.11) et (4.12), nous allons
montrer que d’une part

1 -
khﬂrglo P [T((—=n,0); (0,k)) — ; a_;] = RN d(z) p.s. (4.13)
et d’autre part
1 n
lim — sup [T'((—n,0);(0,k)) — Za_i] =0 p.s. (4.14)
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Preuve de (4.13). Grace au lemme 4.4.1 et a la relation (4.9), on a

lim = max [T'((=n,0);(0,k)) — T((—n,0); (0,k)] =0 p.s. .

k—oo k 0<n<kz*

Par Birkhoff , on vérifie aisément que,

1 n
lim — max [Z a—; —n/A\ =0 Dp.s..
i=0

k—oo k 0<n<kzx

Enfin, remarquons que par application du lemme 4.4.5 on a

(ek)?
16R5/2

P(|T((—n,0); (0, k)) — ET((—n,0); (0, k)| > ke) < exp<— + 64) .

Nons pouvons conclure par le lemme Borel-Cantelli qu’il suffit de montrer que

lim 1 max [ET((—n,0);(0,k)) —n/A = max d(z) ps., (4.15)

k—oo k 0<n<kz* 0<z<z*

Grace & la propriété de sur-additivité, on vérifie que ET((—n, 0); (0,k)) < 'y("T‘H), soit

E[T((—n,0); _
limsup max [T'((=n,0);(0,k))] —n/A <
k—oo 0<n<kz* k 0

d’ot (4.13).

Preuve de (4.14). Nous allons prouver la relation suivante :

lim ~ sup [ET((—n,0); (0, k) — vk]* = 0 ps..

k—oo n> kx*

Comme ET'((—n,0); (0,k)) — vn < k() — vn <0, nous déduisons (4.14).

Pour la convergence L; [5, 67], il suffit de rajouter I'hypothese qu’il existe v tel que
limg oo y(z)/z < v < 1/X avec

n
Esup[un— a,} < 00.

Exemple Revenons a la file M/M/1 traitée au chapitre 2, nous supposerons les suites
{an, n € Z}, {s(n,1), n € Z},...,{s(n, k), n € Z} i.i.d. indépendantes les unes des autres
de lois marginales

P(s(0,5) > u) =exp (—pu), j ={1,--- ,k}; Plap > u) =exp(—Au), Vu e Ry ,
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4.5. Existence de points fixes

avec A < p. Les temps de séjour du client 0 aux files successives v(0,5), j = 0---k sont
indépendants de loi marginale

P(v(0,1) > u) = exp[— (. — Nu], YueR,.

A partir de (4.2) et en utilisant les mémes techniques de calculs qu’au paragraphe 1.2.2,
nous retrouvons la formule suivante [71, 93],

v(0,5) = sup{Dy(|zk]) — T([zk], k)} . (4.16)

k
) >0

J

D’apres le théoreme de Burke 2.2.1, le processus de sortie est un processus de Poisson
d’intensité A. Grace a la preuve précédente, nous pouvons inverser limite et supremum de
telle sorte qu’en divisant par k et en faisant tendre k vers l'infini, on obtient

Ev(0,1) = itipo){m/)\ —v(x)}. (4.17)

En inversant la transformée de Legendre précédente, on a

Ya) = p (1 +Va)?.

Ce résultat a été prouvé par Rost [85] dans le cadre de systémes de particules en interaction,
nous pouvons le retrouver également dans [41, 90].

Nous pouvons aussi nous intéresser a la file Géo/Géo/1 décrite au chapitre 3, c’est-a-dire
nous supposerons les suites {a,, n € Z}, {s(n,1), n € Z},...,{s(n,k), n € Z} iid.
indépendantes les unes des autres de lois marginales

P(S(Oa]) > n) = (1 - Q)na J= {17 7k}; P(ao > 7’L) = (1 _p)n, Vn € N*7

avec p < ¢. Alors de la méme maniére que dans le cas de la file M/M/1, nous vérifions,
grace au Théoreme 3.1.2 que,

q
v(z) = ﬁ(l +x+42y/x/q) .
Le cas géométrique est traité dans [21, 50] et par Seppélédinen [88].

Les cas exponentiels et géométriques représentent les deux seuls cas ol nous disposons
d’une formule explicite pour ~.

4.5 Existence de points fixes

Nous reprenons dans cette partie les arguments de [64, 65]. Cependant, nous ne traiterons
pas les propriétés d’unicité et de convergence des points fixes. Soit une file d’attente ayant
une salle d’attente infinie et suivant la discipline PAPS. Supposons que la suite des services

s = {sp, n € Z} vérifie

[e.e]
Esop € R}, P(so=Esp) <1, / P(so > u)'/2du < oo,
0
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Théoréme 4.5.1. [65] Etant donnée une suite i.i.d. de temps de service s, il existe une
suite ergodique d’inter-arrivées a = {ay,, n € Z} indépendante de s vérifiant

Esyp < Eag < o0,
telle que la suite des inter-départs correspondante

d={d,,n€Z} ~a=A{an, n€Z}.

Démonstration. Soit le quadruplet (a¥, s*, w*, a**1), défini au paragraphe 4.1, de loi yy, €

M(RZ x RZ x RZ x R%). Soit n € N*, nous définissons u,, € M(RY x RZ x RZ x RZ) par
P = %Zz;é V. La loi u, peut étre interprétée comme la loi de (aN, sN owh, aNH) ou N
est une variable aléatoire uniformément distribuée sur {0,...,n — 1} et indépendante de
toutes les autres variables aléatoires de notre probleme.

Soit (@", 5", @w",a" ") de loi pi,, on a
'~ oo, F I, " = (@, 5, a"t = (@, 5.
: o, () (2)(3) (4) : :
Nous allons prouver que la suite u, est tendue. Soit iy, ’, iy, tn -~ €ttty les lois marginales
an, 5, @™, @™+, Comme 1)

= o, alors il suffit de s’intéresser a ,ug) et u,(fl).

de p, correspondant aux lois respectivement est définie sur

R_ZF et que ug)
Par le schéma de Loynes, on a ,u,(ll),,u?(f) € Mi/ A(R_ZF). Soit € > 0, posons K =
[Lcz[0, 21i1+2 /¢]. D apres le théoréme de Tychonoff, 'ensemble K est compact pour la topo-

logie produit. Nous vérifions que si u € M/ (RZ) alors u{ K} > 1—¢/\. Nous en déduisons
que {(ug), ,u%)), n € Z} est tendue. D’apres le théoréme de Prohorov, la suite {py, n € Z}

admet une sous-suite qui converge faiblement vers une limite ¢ € M(R% x RZ x R% x R%).

Soit le quadruplet (a,s,w,d) ~ p, ceci entraine que s ~ o, a][s. Rappelons que
d"=a""' =a" + Lo" — @" + Ls" - 5",

par continuité, on a

d=a+Lw—-w+Ls—-5.
Montrons que d ~ @. Soit 7 la loi de a®. Alors, par définition, a” ~ ®7(n) et a”
a Z?:_ol ¢%.(n) = nn. Nous avons

~

B = 6@ 5") ~ dolim) = + - (6300) ~ ).

oll %(qﬁg(n) — 1) converge en variation totale et donc faiblement vers la mesure nulle. De
plus, il y a une sous-suite pour laquelle 7, et ¢4 (7,) convergent, pour la topologie faible,
respectivement vers les lois de @ et d.

Il nous reste & prouver que d = ¢(a,s). Pour ce faire, nous allons justifier le fait que
w =Y(a,s).
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Rappelons que dr = (@™ —s" — @"™)T + Ls", par continuité, nous déduisons que

d=(@G—-5—w)* +1L5.
D’apres (4.2), pour k<[ —1,0n a

-1 -1 -1
max ) (57— @) < 0 = max, (@—WMWW+§;%—@%
1=7J =] 1=

De nouveau par continuité, on obtient

-1 -1
max (s; —a;) < w; = max (i —a;) V [wg + E —a;)]
k<<l A k<j<l 4

i=j i=j

Ainsi, grace a ce qui précede

v(@3) <@, L5<d<¢(@s).

En faisant tendre k vers —oo et en tenant compte du fait que Eag > Es — 0, nous vérifions
que wy + Z +(8; — @;) — —o0, en probabilités . Soit

wl—supz P — @) = (@),
Isli=;

en d’autres termes, nous avons

w = ¢(a,s), d=1(a,5s).

Pour conclure, nous désirons prouver que lorsque P{w € R% %} > 0, alors le point fixe est
non-trivial. Pour ce faire, nous allons prouver que

n—1
lim — » w(0,7) =su z) —z/\} p.s. = wg € Ry p.s.
Jim s 2 w0 = sup{y(@) —w/A} ps = T €Ry p

Nous allons procéder par I’absurde, supposons que P(wy = +00) = a > 0. Prenons K > 0
et f: N — N strictement croissante telle que p s, converge faiblement vers y, alors ﬁ)\g (n)

converge faiblement vers wy. Comme

n—1
1
Pog > K)=—Y P(w(0,i) > K
(wO = ) n; (w( >Z) )7
alors Vb €]0,al, IN,Yn > N, on a

1n—1
EZ}P’(w(O,z) >K)>b

=0
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Nous définissons = = {n~! Z?:_ol Ly(0,i)>K = ¢}, o1 0 < ¢ < b < a et posons ¢ = P(Z), on
a

n—1 n—1 n—1
Z Luo)>K = (Z ﬂw(o,i)zK> Iz + (Z ﬂw(O,i)zK) Ize < nlg+ nelze .
=0 =0 =0

En prenant les espérances dans I'inégalité précédente, nous vérifions que

n—1
nb < ZP(w(O,i) > K)<ng+n(l—qc.
=0

Ceci entraine que ¢ > (b —¢)/(1 — ¢) > 0 pour tout K, ce qui contredit le fait que
n~1 3" w(0,4) converge p.s. vers une constante finie (Théoréme 4.4.3). O

Nous avons pris le parti de ne pas présenter les résultats d’unicité et de convergence dans
le cadre de cette thése. Une preuve élégante de I'unicité est donnée dans [18]. La preuve de
Pattraction du point fixe est basée sur un argument de couplage [81].

Soit 8§ ’ensemble des moyennes pour lesquelles la file admet un point fixe ergodique. Nous
avons vu que § était non vide (théoreme 4.5.1). Dans [65], les auteurs prouvent certaines
propriétés de 8. En particulier, ’ensemble 8 est un fermé de ]1/u, o[, ot 1/p est la moyenne
des services, vérifiant

inf{lue 8} =1/u,  sup{u € 8} =+o0.

Pour finir, ils conjecturent que 8 =]1/u, 0o[. Ce résultat n’est donc qu’une réponse partielle
a une conjecture figurant dans [5, 70]. En fait, ensemble § est égal & I'image de /', la
dérivée de « définie dans (4.10). Pour prouver la conjecture 8§ =]1/u,00[, il suffirait de
prouver que v est continue.
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Nous présentons dans ce chapitre une extension du résultat de points fixes pour la file ././1,
dans le cadre des grandes déviations. Nous nous inspirons de I’approche développée dans
[38] qui fournit un résultat de points fixes pour la file d’attente avec services inutilisées.
Plus précisément, si la suite des services vérifie un principe de grandes déviations, alors il
existe une classe de suite des arrivées telle que la suite des départs vérifie un principe de
grandes déviations avec la méme fonction de taux que les arrivées. Dans [28], nous étendons
ce résultat & notre modele file d’attente/modele de stockage, pour lequel nous prouvons
qu’il existe une famille de variables d’entrée vérifiant un principe de grandes déviations de
telle sorte que les variables de sortie vérifient également un principe de grandes déviations
avec les mémes fonctions de taux que les variables d’entrée.

5.1 Grandes déviations

Dans cette premiere partie, nous allons définir les grandes déviations d’une suite de va-
riables aléatoires. Soit © = {z,,n € N} une suite de variables aléatoires i.i.d. et soit
X = {X,,n € N} définie par X, = Y ;" | ;. Si E|zg| < oo, alors la suite z vérifie la lo
forte des grands nombres, c’est-a-dire, presque sirement,

. X
lim =2 = Exz .
n—oo N

Nous pouvons, ensuite, nous intéresser aux fluctuations autour de cette moyenne. En ef-
fet, supposons Em% < oo, alors le théoréme central limite nous donne les fluctuations,
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d’ordre O(1/+/n), de X,,/n autour de Ezq. Plus précisément, la suite de variables aléatoires

\/ﬁ(% — Exg ) converge en loi vers une loi normale centrée de méme variance que xg.

La théorie des grandes déviations s’intéresse aux grandes fluctuations de l'ordre de O(1).
Définition 5.1.1. Soit X un espace de Hausdorff. Une fonction I : X — Ry = R, U{oco} est
une fonction de taux si I est semi-continue infériecurement, c’est-a-dire que les ensembles

{z : I(x) < a} sont fermés, pour tout a € R. Si, en plus, ces ensembles sont compacts
alors on dit que I est une bonne fonction de tauzx.

Définition 5.1.2. Une suite {x,, n € N} a valeurs dans X vérifie un principe de grandes
déviations de fonction de tauz I : X — Ry, si pour tout borélien B de X,

1
— inf I(z) < liminf —logP(z, € B)

mGB n—oo N

1
< limsup — logP(z,, € B) < — inf I(z),
n—oo T r€B

ou les ensembles B° et B représentent respectivement Uintérieur et l'adhérence de B.

Nous nous intéressons a des variables aléatoires réelles.

Définition 5.1.3. La log-transformée de Laplace d’une variable aléatoire réelle x est
donnée par

Ax(0) =logEe’, VOeR,
pouvant-étre infinie.
Il n’est pas difficile, en utilisant respectivement 1’inégalité de Hélder et le lemme de Fatou,

de montrer que Ax est convexe, semi-continue inférieurement. Pour 6 & lintérieur du
domaine effectif de Ay, c’est-a-dire {6 | Ax(f) < oo}, on a

E(zqef)

/ —
AX(H) - GAX(G)

Définition 5.1.4. La transformée de Legendre (ou dual convexe) de Ax est donnée par

Ix(z)= Zlel]g{ﬁx —Ax(0)}. (5.1)

La fonction Ix est positive, convexe et semi-continue inférieurement. De plus, si la fonction
Ax est finie au voisinage de I'origine alors

A{X(O) = El‘o, Ix(Ewo) =0.
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De plus, on a
Ix(z) =sup{fx — Ax(0)} pour z > Ex
0>0

Ix(z) =sup{fx — Ax(0)} pour xz <Exg. (5.2)
<0

Un résultat classique en théorie des grandes déviations est le théoréme de Cramér [25].
Nous énoncons ce résultat pour des variables réelles,

Théoréme 5.1.5. Si la suite {x,, n € N} a valeurs dans R est i.i.d. de log-transformée de
Laplace Ax finie au voisinage de l'origine, alors la suite de variables aléatoires { X, /n, n €
Z}, ot X, = Y i x;, satisfait un principe de grandes déviations avec la fonction de taux
Ix définie dans (5.1) : pour tout fermé I de R,

1 X
limsup — logP(—* € F) < — inf Ix(z). (5.3)
n—oo T n T€
et pour tout ouvert O de R
liminf ~ 1 P(X”eO)> inf Ix(x) (5.4)
iminf — log P(— — in x). .
n—oo N & n - xe0 X

Les inégalités (5.3) et (5.4) sont respectivement la borne supérieure et la borne inférieure du
principe de grandes déviations. Le théoreme de Cramér s’applique a des variables aléatoires
dont la log-transformée de Laplace n’est pas finie au voisinage de 0. Les différentes versions
du théoreme de Cramér figurent dans [26]. Un autre résultat utile consiste en la recherche
de fonctions de taux pour un vecteur de variables aléatoires indépendantes,

Théoréme 5.1.6. Soient {x,, n € N} et {yn, n € N} satisfaisant des principes de grandes
déviations respectivement sur X et'Y deux espaces de Hausdorff, avec les fonctions de taux
Ix et Iy. Supposons les deux suites indépendantes, la suite {(zn,yn), n € N} satisfait un
principe de grandes déviations sur X x Y de fonction de taux

Ixy(z,y) = Ix(z) + Iy (y) .

Dans tous les cas que nous traiterons dans la suite, nous n’établirons pas de principe de
grandes déviations en partant de zéro, nous allons utiliser des résultats techniques sur les
grandes déviations pour déduire des principes de grandes déviations en partant de variables
dont on connait les fonctions de taux. Plus précisément, étant donnée une suite de variables
aléatoires vérifiant un principe de grandes déviations, nous pouvons obtenir des principes
de grandes déviations pour une grande classe de suites obtenues via une fonction continue.
Nous présentons le principe de contraction qui permet ceci.

Théoréme 5.1.7. Soit {x,, n € N} satisfaisant un principe de grandes déviations sur
X avec la fonction de taux Ix, et soit f : X — Y une fonction continue. Alors la suite
{yn, n € N} définie par y, = f(xy,) satisfait un principe de grandes déviations surY avec
la fonction de taux

b= .,
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Parfois la fonction f est ”presque continue”, c’est-a-dire que la suite {y,, n € N} est proche
d’une suite {f(z,), n € N}, avec f continue.

Définition-Proposition 5.1.8. Soient {z,, n € N} et {y,, n € N} deuz suites a valeurs
dans X muni de la norme ||||. Elles sont dites exponentiellement équivalentes, si pour tout
e >0,
limsup log P(||zr, — yn|| > €) = —0.
n—oo
Dans ce cas, si {xn, n € N} satisfait un principe de grandes déviations alors il en est de
méme pour la suite {y,, n € N}, de plus, Ix = Iy.

Théoréme 5.1.9. Si {x,, n € N} satisfait un principe de grandes déviations sur X avec la
fonction de taux Ix, et si {yn, n € N} et {f(zn), n € N} sont deuz suites exponentiellement
équivalentes, avec f : X — Y continue, alors {y,, n € N} satisfait un principe de grandes
déviations sur'Y avec la fonction de taux

Lr(y)= _inf Ix().
YO = e, X

Nous avons présenté un apercu de la théorie des grandes déviations, pour plus de détails,
nous invitons le lecteur & se référer a [26].

5.2 Evénements rares pour la file d’attente ././1

Rappelons que w,, est le temps d’attente du client n avant d’entamer son service (respec-
tivement le niveau du stock a la fin du slot n) est défini par

m<n

n—1
Wy = (Wp_1 + Sp_1 — an_1)T = sup [Z Sk — ag) . (5.5)
k=m

Nous supposons les variables d’entrée stationnaires et ergodiques. Sous la condition de
stabilité Esg < Eag, nous pouvons utiliser ’expression précédente pour donner le com-
portement asymptotique de w,, a I’aide des propriétés de grandes déviations des variables
d’entrée a = {an, n € Z} et s = {sp, n € Z}. Nous commengons par examiner un exemple.

Exemple Supposons que a,, = 1, pour tout n, et que la suite {s,, n € Z} est i.i.d. avec

1
}P’(sn:2):1—]}”(sn:0):p<§.

Dans ce cas, le processus {wy,, n € Z} est un processus de naissance et de mort en temps
discret de distribution stationnaire



5.2. Evénements rares pour la file d’attente ././1

c’est-a-dire )
—logP(wy > ng) = —dq,
n

ol 5:10g%‘

Une approximation de ce type est vraie sous des hypotheses plus au moins générales pour
une valeur de § qui dépend des variables d’entrée a et s. En fait, il a été prouvé dans
[19, 32, 43] que la queue de distribution de la version stationnaire du processus de charge
vérifie

lim E log P(wg > ng) = —dq . (5.6)

n—oo N

Par commodité, nous réécrivons (5.6) de la maniere suivante
P(wo/n > q) < e ™9

Nous allons donner une preuve heuristique de ce résultat, dans le cas ou les suites {a,, n €
Z} et {sn, n € Z} sont i.i.d. mutuellement indépendantes avec

A () = logRe?® | Ag = log Ee?®0 |

finies au voisinage de 0. Pour ce faire, posons x, = s, — a, pour tout n € Z, et Xj =
Zle z_; pour tout k£ € N, alors wg = supy>g Xk, avec Xg = 0. D’apres le théoreme
de Cramér 5.1.5, les suites {a,, n € Z} et {s,, n € Z} satisfont des principes de grandes
déviations sur R avec les fonctions de taux respectives I4 et Ig transformées de Legendre de
A4 et Ag. Par conséquent, la suite {x,, n € Z} satisfait un principe de grandes déviations
avec la fonction de taux Iy, transformée de Legendre de Ax(0) = Ag(6) + Aa(—0), c’est-
a-dire P(% > ) < e ™Mx(®) D’autre part,

P(wo > ng) = P(iupXk >ng) = P(Ur>o{Xk > qn})
>0
o
< ) P(Xi > qn),
k=1
car Xo = 0. Comme P(Xj > ng) = IP’(% > ) = e~ kx(na/k) nous vérifions que
> Iy (na/k)
Plwg > ng) = Y e "k (5.7)

Nous concluons en utilisant le principe du terme dominant , c’est-a-dire

s Ix (na/k)
k=1
ou § = inf,5g IXQE"T) et on retrouve (5.6). L’utilisation du principe du terme dominant

s'interpréte a 'aide de la propriété de vraisemblance. En effet, le terme le plus grand
Iemporte dans (5.7), autrement dit, ’événement rare, ici ’explosion du temps d’attente,
se produit suivant le scénario le plus probable.
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5.3 Principe de grandes déviations pour le processus de
charge

Dans cette partie, nous allons donner des hypotheses précises sous lesquelles la queue de
distribution de la loi du processus de charge, a 1’équilibre, décroit exponentiellement :

P(wo > ng) < e 00"

ou ¢ dépend des caractéristiques des variables d’entrée du systeme. Ce résultat apparait
sous différentes formes dans la littérature [19, 32, 43]. D’abord, nous donnons I’ensemble
des hypotheses qui seront utiles dans la suite du chapitre.

Hypotheses :
(1) Les suites {an, n € Z} et {sp, n € Z} sont i.i.d., mutuellement indépendantes. Leurs
log-transformées de Laplace définies par

A4(0) = logEef®, As() = log Eef*
sont dérivables au voisinage de zéro.
(1) La condition de stabilité 1/pu = A5 (0) = Esg < Eag = A, (0) = 1/ est vérifiée.
Sous les hypotheses (7) et (ii), on a

Proposition 5.3.1. La suite {wo/n, n € N*} satisfait un principe de grandes déviations
avec la bonne fonction de tauz Iy (q) = dq, c’est-a-dire lim,,_, o % logP(wo/n > q) = —dq,
avec ;
5= inf A8
0<a<s Ss—a

=sup{f: As(0) +Aas(—0) <O0}. (5.8)

Démonstration. Commengons par montrer (5.8). Rappelons que z, = s, — a, et X,, =

Yo x_, et que
wg = sup X .
k>0

Par 'hypothese d’indépendance, on a
Ax(0) = As(0) + Aa(=0)
et par application directe du principe de contraction, nous obtenons
Ix(z) = nf{Is(y) + Laly — 2)} -

Soit 6 < inf,>¢ Ix(x)/z alors

QSiI;%IX(x)/x & 0 <Ix(z)/z,Yx >0
& Or—Ix(x) <0,V >0
< sup{fzxr — Ix(x)} <0

x>0
= Ax(e) <0.
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5.3. Principe de grandes déviations pour le processus de charge

La derniere équivalence est due au fait que Ezg < 0 (condition de stabilité) et a I’équation
(5.2). Nous avons prouvé que

inf Las(a,s) = inf Ix(z)/x =sup{f: As(0) + Aa(—0) <O0}.

0<a<s sS—a x>0

Borne inférieure : Tout d’abord pour ¢ > 0, on a P(wy > q) > P(Xj > ¢q). En remar-
quant que, pour p > 0, p > WM on a

P(wo > q) > P( [Q}]ﬂ [a/p] = p)

1
De plus, comme Eﬁ na

Q=

Y

1 1
liminf — log P(wy > ¢ —liminf —— log P X >p
gt loPluo > ) p g0 Wzﬂ ¢ <[Q/zﬂ /v )

1 1
= fliminf— logIP’(EXn > p) > _EIX(p) .

p n—oo n

Ceci étant vrai pour tout p > 0, nous obtenons la borne inférieure

1 1
iminf = > ) > — inf = — - _
lim inf . log P(wo 2 ¢) 2 — inf —Ix(z) — nf — ;nf{fs( y) +1a(y — 2)}

= — inf —[S( s) + Iae) .
0<a<s sS—a

Borne supérieure : Rappelons que Ax(0) = Ag(0) + Aa(—0) , et grace a la condition de
stabilité, on a A’y (0) = log EE81§ < 0. De plus, Ax est dérivable sur un voisinage de 0
avec Ax(0) = 0. Par conséquent, il existe © > 0 tel que Ax(0) < 0 et Ee®X» < co. En

appliquant la borne de Chernoff, nous obtenons pour tout n € N,

P(X, > q) < e ®IEe®%n

Ce qui entralne
lim sup — log P(X, >q) <-0.

q—00

D’une part, pour N € N, nous vérifions que

IF’( max X, >q> <N max P(X, >q).
0<n<N 0<n<N

Lorsque ¢ tend vers l'infini, on a

1 1
hgiigp . logIF’( ma<XNX > q) < Orr:laxN h;ri)soliplog -P(X, >q) <-0.

D’autre part, nous remarquons que

P(sup X,, > q) < Z P(X, >q) < e ®4 Z Ee®%n
n>N n>N n>N
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Comme 1 logEe®X» = Ax(0) < 0, il existe alors 0 < e < —Ax(0) et Ng € N tels que
Vn > Ng, %log Ee®Xn < —e. Ceci entraine que

—Qq
}P’< sup X, > q) < e 0 Z e <« & o~(Netl)e

_ p—€
n>Ng n>Ne 1 €

En résumé, nous avons prouvé que lim supq_)ooélogIP’(supn> No Xn 2) < -0, par

conséquent, pour © > 0 tel que Ax(0) <0, on a

1
limsupflogIP’<suan > q) <-0.

g—oo ( n>0

Nous pouvons conclure en utilisant (5.8).

O]

Nous pouvons interpréter ce résultat naivement grace aux approximations suivantes,
vérifiées a ’échelle logarithmique :

P(sup X;, > q) ~ supP(X,, > q) .
n n

Ceci rejoint 'argument de I'occurrence des événements rares de la maniére la plus pro-
bable. Cette approximation, permet en pratique de prédire la fréquence a laquelle le temps
d’attente (respectivement le niveau de stock) dépasse un certain seuil. En effet, si (5.6)
est vérifiée, il suffit d’observer empiriquement la distribution des temps d’attente sur une
période relativement courte. Pour ce faire, on représente le graphe de la fréquence (en
échelle logarithmique) a laquelle un niveau ¢ est atteint en fonction de ¢. Le résultat de la
proposition 5.3.1 a inspiré de nombreux développements [22] dans ’application des grandes
déviations a I’étude statistique des réseaux de files d’attente.

5.4 Bande passante effective

La bande passante d’un flux de traffic représente une variable fréquemment utilisée dans
la littérature traitant des réseaux de communication. La notion de bande passante effec-
tive fournit un moyen de décrire les propriétés d’'un flux aléatoire par 'intermédiaire des
événements rares qui peuvent se produire dans le réseau qu’il traverse.

En pratique, les files d’attente et les magasins considérés ont des capacités finies, c’est-a-dire
que la file d’attente (respectivement le magasin) refuse des clients (respectivement du stock)
lorsque le temps d’attente (respectivement le stock total) dépasse un certain seuil fixé. Dans
le contexte de la file d’attente, nous supposerons la suite des services {s,, n € Z} donnée
et nous chercherons a déterminer une valeur a, correspondant au temps d’inter-arrivée
minimal pour que la probabilité de rejet d’un client, dont le temps d’attente est supérieur
a une certaine valeur, soit inférieure a un seuil pré-défini. Ensuite, nous considérons notre
systeme en tant que modele de stockage. Dans ce cas de figure, nous nous donnerons
{an, n € Z} la suite des demandes et nous chercherons a déterminer la valeur maximale
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sp des quantités fournies au magasin pour que le magasin rejette les quantités entrainant
le dépassement d’une valeur donnée du stock avec une probabilité inférieure a un certain
seuil. Plus précisément, nous désirons pré-définir les arrivées a chacun des deux systemes
de telle sorte que

P(wo > q) <p, (5.9)

pour de grandes valeurs de ¢ et pour p donné.
File d’attente Posons a, = a, Vn € Z, ce qui se traduit par A4(6) = af. Pour une suite
s ii.d., on a, d’apres la Proposition 5.3.1, P(wg > q) < e (®4 avec

0(a) =sup{f: 6 >0et Ag(0) <ab}.

Le temps d’inter-arrivée minimal, pour lequel I'inégalité (5.9) est vérifiée, est donné par a,,
tel que
ap =1inf{a: a>0et e @1 < p1

Posons 6, = _logp
q

, alors 6(ap) =6, et

Cette valeur est appelée bande passante effective pour la file d’attente. La notion de bande
passante effective a été introduite par Kelly dans [56], pour plus de détails consulter [54].

Modeéle de Stock Supposons s, = s, ¥n € Z, dans ce cas Ag(f) = s soit
d(s)=—inf{# <0: As(0) <sb}.

La quantité de produit maximale pour laquelle I'inégalité (5.9) est vérifiée est donnée par
sp tel que
sp=sup{s > 0:e% < p}.

Nous appellerons s, la bande passante effective pour le modele de stockage, on a

AA(HP)

S
P Hp

Nous pouvons généraliser la notion de bande passante effective en introduisant les variables

a4(0) et ag(f) définies par

As(0)
0 )

Aa(0)

aa(0) = I

as(f) =

qui représentent respectivement les bandes passantes effectives de la file d’attente et du
modele de stockage.
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5.5 Principe de grandes déviations pour les variables de sor-
tie

Les techniques illustrées dans la preuve de la Proposition 5.3.1 sont classiques en théorie
des grandes déviations. Néanmoins, pour des variables autres que le processus de charge, il
est souvent difficile de calculer directement la fonction de taux. Nous proposons dans cette
partie une autre approche qui utilise le principe de contraction. Pour pouvoir appliquer
ce résultat, nous devons exhiber une fonction continue qui donne les variables étudiées en
fonction des variables d’entrée de la file d’attente. Pour ce faire nous allons utiliser les tech-
niques illustrées dans [38] pour le cas du modele de stockage. La différence essentielle dans
notre cas réside dans l'introduction de nouvelles variables permettant d’étudier conjointe-
ment la File d’attente et le Modele de Stockage. Nous rappellerons, dans un premier temps,
les résultats théoriques sur les grandes déviations pour des processus en temps continu. Au
paragraphe 5.5.1 nous ramenons la recherche des fonctions de taux pour les variables de
sortie & un probléeme d’optimisation analogue a celui obtenu dans [38]. Nous résolvons ce
probleme au paragraphe 5.5.2 en imposant la méme contrainte d’inclinaison exponentielle,
que dans [38], sur les variables d’entrée. Notre résultat est plus général que celui présenté
dans [38] car il donne un résultat de point fixe (préservation de la fonction de taux) pour
la File d’attente et le Modele de stockage.

Revenons & I’étude du processus de charge dans sa version stationnaire. Soit n € N*, nous

définissons
n n
An = E a—;, Sn = E S_;.
i—1 i=1

Il est clair que wy = supy>o(Sk — Ax). Pour pouvoir appliquer le principe de contraction,
il est crucial de définir une bonne topologie pour laquelle la transformation qui donne
le processus de charge & partir des variables d’entrée soit continue. Pour ce faire, nous
définissons "approzimation polygonale en n d’'une suite { Xy, k € N} par

5 1 nt
u(t) = Xy + (- P (K X 200

Nous appelons A, et S, les approximations polygonales en n des suites {Ag, k € N} et
{Sk, k € N}. Remarquons que, pour tout n € N*,

wo 1 1
20 = Zsup(Sk — Ap) = —sup(Sine| — Apn
n = Sup(Sk = Ax) 1 S02(Sint) = Apney)
= Sup(gn(t) - An(t» :
>0

On dit qu’une fonction x est absolument continue sur R si
Ve >0, In > 0 tels que Yu,v € R, |u—v| <n=|z(u) —z(v)| <e.

Si z est absolument continue, alors sa dérivée z’ existe presque partout et nous pouvons
écrire z(v) — z(u) = [ 2/ (t)dt.

u

96



5.5. Principe de grandes déviations pour les variables de sortie

Soit p > 0, nous définissons €, (respectivement A, ) I'espace des fonctions continues (res-
pectivement absolument continues) z : R — R avec z(0) =0 et

x(t)

li =1/u<
L
équipé de la norme
x(t)
||| = sup | | (5.10)

teRy t+ 1

Nous nous intéressons, dans un premier temps, aux grandes déviations sur des processus
en temps continues sur C,.

Définition 5.5.1. On dira qu’une suite de processus {X,, n € N}, ou X, € €, satisfait
un principe de grandes déviations fonctionnel avec géodésique linéaire, de fonction de taux
instantanée I, si
(1) la fonction I est une fonction de tauz, avec I(1/u) =0,
(i1) {Xn, n € N} satisfait un principe de grandes déviations sur C,, avec la fonction de
taux
T(d) = { PR @)t sip e Ay

+o0 sinon.

Des extensions de principe de grandes déviations aux processus en temps continues ont
été explorées par Dembo et Zajic dans [25], pour la topologie de la convergence uniforme
qui n’est pas appropriée pour 1’étude des files d’attente. L’exploration de topologies plus
fines, correspondant a la norme (5.10), a été entreprise dans [37, 27]. Remarquons que si
x = {xn, n € N} est suite i.i.d. de moyenne 1/p, alors pour tout n € N*, X, € Cu, ou X,
est 'approximation polygonale en n de la suite X = {X,,,n € N} avec X,, = > 1" | x;

Théoréeme 5.5.2. [37] Soient x = {x,, n € N} une suite de variables aléatoires réelles
et Ax leur log-transformée de Laplace, qu’on suppose dérivable au voisinage de 'origine.
La suite des approzimations polygonales {Xn, n € N*} de la suite X = {X,, n € N},
ou Xn, = Y i, satisfait un principe de grandes déviations fonctionnel de géodésique
linéaire sur C, muni de la norme (5.10), de moyenne 1/ = A (0) et de fonction de tauz
instantanée Ix, c’est-a-dire

IX(6) = { o " IO g <Ay

400 sinon.

Sous I'hypothese (i), les processus A, et S, satisfont des principes de grandes déviations
fonctionnels de géodésique linéaire, avec les fonctions de taux instantanées Ja et Jg définies
par

Ta(6) = { 0 La@ O 516 €Ay

+00 sinon
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avec I4(x) = supgep{fx — Aa(0)}, transformée de Legendre de A4. Nous définissons de la
meéme maniere Ig et Jg.

En utilisant des arguments classiques d’analyse, il est prouvé dans [39], que la fonction
f:€uxCy— Ry telle que

f(9,9) = sup(¥(t) — o(t)) ,

t>0

est continue pour la topologie induite sur €, x €y par la norme (5.10). En effet, le choix
de cette topologie permet de surmonter le fait que f n’est pas continue pour topologie de
la convergence uniforme sur les compacts (exemple 5.2 [39]).

En appliquant le principe de contraction, nous vérifions que {wo/n,n € Z} satisfait un
principe de grandes déviations sur R, avec la fonction de taux

Lw(g) = inf{ / Las(6'(s)) ds | (61, 6) € Ax X Ay, [(61,62) = q}

- mf{/ Ias(6/(5)) ds | (91,02) € Ax X A, sup(6a(t) = 62(8) = a}

ou T4 5(¢'(s)) = Ia(¢)(s)) + Is(¢h(s)). En combinant cette remarque avec la Proposition
5.3.1, on a

Corollaire 5.5.3. La solution du probléme d’optimisation

Minimiser [, 14,5(¢'(s)) ds pour ¢ = (¢1,¢2) € Ax X Ay
sous la contrainte supyo(¢2(t) — ¢1(t)) = ¢

est Iyy (q) = dq ou 0 est défini dans (5.8).

Dans le paragraphe suivant nous allons utiliser le méme genre d’arguments pour établir
des principes de grandes déviations pour les variables de sortie

dp, = ap + Wpi1 — Wy + Spa1 — Sn, T = Spn — Wpa1 + Wy - (5.11)

Nous définissons les suites D = {D,,, n € N} et R ={R,,, n € N} par

n

Dn:zn:d_i, Rn:ZT‘_Z’.
i=1

=1

Soit D,, et R, les approximations polygonales en n des suites D et R. Sous les hypotheses
(1), (i7) et grace au schéma de Loynes, nous vérifions que
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5.5.1 Probleme d’optimisation

Pour des raisons de clarté, nous allons introduire une autre variable qui correspond aux
inter-débuts de service dans le cadre de la file d’attente,

by = ap + Wpy1 — Wy

S~oit B ={B,, neN}avec B, =" b_; et B,, son approximation polygonale en n alors
By, € €. Sous 'hypothese (i), on a

Lemme 5.5.4. Pour 0 < t < 1 fizé, les suites {D,(t) ,n € N} et {B,(t),n € N} sont
exponentiellement équivalentes.

Démonstration. Notons que, pour v > 0,

P( sup |Dn(t) — Bu(t)| >7) < P(sup |s_g —so| > n7)
0<t<1 0<k<n
n

< Z]P’(|s_k — 50| > ny)
k=0
n
< VN ZEeﬂS—k—So\ < (n+1)eWme2tst)
k=0

Comme lim,,_,o log((n + 1)e™"") = —co et grace a 'hypothese (i) (Ag(vy) < oo pour 7y
proche de 0), on a bien I’équivalence exponentielle. ]

Ainsi, si les suites {D,(t) ,n € N} et {B,(t) ,n € N} satisfont des principes de grandes
déviations alors elles ont la méme fonction de taux. Comme 'expression de B,, (en fonction
des variables d’entrée) est plus simple que celle de Dn, nous examinerons B, et R,. En
effet,

Lemme 5.5.5. Les variables By (t) et R, (t) s’expriment de la maniére suwante en fonction
de Ap(t) et Sp(t),

Ba(t) = An(t) +sup{Su(s) = An(s)} —sup{(Su(s) — Su(t)) — (An(s) — An(t))}

s>0 s>t
Ra(t) = Sa(t) - ig}g{gn(S) — An(s)} + SSI;I;{(S’n(S) = Sa(t)) = (An(s) = An(t))}

Démonstration. Nous montrons la relation pour B, (), 1a preuve est identique pour R, (t).
Comme By (t) n’est rien d’autre quune approximation affine de B, /n, nous nous
intéresserons a B|,;). Remarquons tout d’abord que

Bl = Appg) +wo — W_ |y -
Or wo = supg~q{Sn(s) — A,(s)} et nous vérifions de méme que
W_|nt| = Slilg{(gn(S) — Su(t)) = (An(s) — Au(®))} .

Ce qui permet de conclure. ]
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Théoréme 5.5.6. Sous (i) et (i), la suite {(B=, fn w0 n ¢ 7} satisfait un principe de

n’>n’>n
grandes déviations sur R+ avec la fonction de taux

(w1, w9, w) = nf{d(w — 21 + 29) + La,5(22, 21); igfg(q, T,01,v2)} (5.12)
ot
T T 1—-7"1—7

ot d = infocgcs Tala)+1s(s) op 0 = {(g,7,v1,v2) | ¢ > 0,0 <7 <1, z9—v9+w = 21 —v1+q}.

S—a

Démonstration. D’apres Loynes [63] et en utilisant le lemme 5.5.5, nous vérifions que
(Bna Ry, %) :é(Ana Sn) avec

®:C\xC, —C\xCy xRy,
ot & = (1, Py, P3) et pour ¢ = (¢1,¢2) € €\ x €, on a

®1(0)(t) = ¢u(t) + Sup{¢2(5) ¢1(s)} — ilig{(sﬁz(S) — ¢2(t)) — (P1(s) — ¢1(1))}

() = ¢alt )—sup{¢2(5) ¢1(s )}+Sup{(¢2( ) = $2(t)) — (¢1(s) — o1(t))}
D3(0)(t) = sup{da(s ) ¢1(s)} - (5.13)

s>0

Par le principe de contraction, la suite {(Bn, R, wo /n), n € N*} satisfait alors un principe
de grandes déviations avec la fonction de taux :

J (1, the, w) = inf{/ooo Tn5(#1(5), @a(s))ds | (1, d2) = (1,92, w)} .

Ce probleme variationnel est, en général, difficile a résoudre. Nous nous placerons dans le cas
ottt = 1. Par la loi des grands nombres, la suite {(B,,(1), Rn(1)), n € N*} = {(Z2, Ba) p ¢

n’mn
N*} converge vers les moyennes des variables de sortie, alors que les fonctions de taux

donnent les grandes fluctuations autour de ces moyennes. La suite {(B" , o, wo/n),n € N*}
satisfait un principe de grandes déviations avec la fonction de taux suivante

J (w1, w2, w) = inf{/ooo Ia,s(#1(s), 95(s))ds | [®(1,92)](1) = (z1,22,w)}.  (5.14)
Introduisons les variables gy et ¢; définies comme suit
P = i‘i%’{@(s) —¢1(s)}
Q= §1>111?{(¢2(5) — ¢2(1)) — (¢1(s) — #1(1))} .
Ceci nous permet de réécrire (5.13), sous la forme suivante
r1=¢1(1)+q —qi, v2=¢2(1)—qo+q, w=qo.
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Pour résoudre ce nouveau probleme, nous allons conditionner par la valeur de la variable
q1 qu’on appellera g. Grace a ’hypothese de stabilité A < p, on vérifie que ¢ est finie.
Nous pouvons ainsi interpréter J(z1, 22, w) comme la solution du probléme d’optimisation
suivant :

o0

1
Minimiser / I45(9'(s))ds +/ I4s(¢'(s))ds pour ¢ € Ay x Ay, q>0
0 1
sous les contraintes an=q, r1=0()+q—-—q, z2=0¢2(1)—q+q, w=q,

ot ¢ = (¢1(s), P2(s)) et 1a,s(¢'(s)) = La(¢1(s)) + Is(d5(s))-

L’intérét d’introduire cette variable supplémentaire g est que le probleme d’optimisation
se décompose en deux sous-problémes de minimisation respectivement sur s € [0, 1] et
s > 1 couplés en . Plus précisément, les variables x1, x2 et w = gg sont données, si on
fixe ¢ la valeur de ¢, alors les valeurs ¢1(1) et ¢2(1) sont fixées également. Pour s > 1,
la seule condition portant sur ¢; et ¢o est g1 = q. Par conséquent, le premier probleme
d’optimisation consiste a

o
Minimiser / T4 5(¢1(s),d5(s))ds, sous la contrainte g1 = q .
1

Le second probleme consiste a

1
Minimiser / Las((), dy(s))ds
0
sous la contrainte r1=01(1)+q —q1, x2=¢2(1)—qo+q, w=qo,
sachant g1 = ¢q. Dans les deux cas, la minimisation est effectuée pour ¢ € A\ x A,,.

Pour le premier probleme, soit ¥ € Ay x A, définie par 1;(s — 1) = ¢;(s) — ¢5(1), s >
1, i = 1,2. Grace au lemme 5.5.3, ce probleme d’optimisation se ramene & la recherche (&
une translation pres) de la fonction de taux pour le principe de grandes déviations vérifié

par wg donné dans la proposition 5.3.1 et le minimum est §g ot 6 = inf,s IA%(Z’S)
Ainsi, pour déterminer J(z1,z2,w) il nous reste a
1
Minimiser / I4(1(5)) + Is(¢h(s))ds + dq, (5.15)
0

pour (¢1,¢2) € Ay x A, sous les contraintes suivantes :

q 20, w=supgo{p2(s) — ¢1(s)}
r1 =¢1(1)+w—q
T2 = ¢o(l) —w+q.

e Supposons sup,>o{P2(s) — d1(s)} = sup,>1{¢2(s) — ¢1(s)} , alors w = g+ ¢2(1) — $1(1),
on en déduit que

v =¢2(1), w2=¢1(1), g=w—x1+22.
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Dans ce cas, la solution du probleme d’optimisation (5.15) est réalisée pour des fonctions
@1 et ¢ linéaires. Apres un calcul immédiat, la solution est

5(w — T + .1‘2) =+ IA(JJQ) + Is(xl).
e Supposons maintenant que ¢2(s) — ¢1(s) atteint son maximum en 7 € [0, 1]. Alors,

r1 = —q+¢1(1) — ¢1(7) + P2(7)
2 = q+¢2(1) — d2(7) + d1(7) .

Nous définissons y; = $i(7) , 2 = W, 1=1,2et x € Ay x Ay,

T

xilt) = {yit si t €]0,7] ‘

T+ zi(t—7) sitelrn1]

Par la propriété de convexité de I4 et Ig et en utilisant 1’inégalité de Jensen, on a

1

1
/ Las(xs (), xh(s))ds < / Las(8,(5), dh(s))ds
0 0

Comme [ Ta,5(x)(5), X4(s))ds = 7Ias(y)+(1=7)Ias(2) oty = (y1,92) et z = (21, 22),
il suffit donc de minimiser

oq + TIA7s(y) + (1 — T)IAS(Z) ,

sous les contraintes
q=0, y1 >y
x1=—q+ (1 —7)z1 + TY2
xo=q+(1—7T)za<(1—17)z
g+ (1 —7)ze <(1—17)z1.

Soient v1 = (1 —7)z1 et vg = (1 —T)za+ q, on a y = 222 yy =

T

w—+Tro—v2 et
T

J(.’E]_, X2, ’UJ) - lnf{a(w — I + -TQ) + IA,S(:BQ)‘IEl)u lIcl’fg(Q77—7 vlv”?)} )

g et C' définis au Théoreme 5.5.6.
O

Ce résultat peut étre interprété de la maniere suivante. En fait, la maniere la plus vraisem-
blable d’avoir une moyenne x1 des départs, une moyenne xo des temps passés en fin de file
et une moyenne w des temps d’attente, est donnée par I'un des deux scénarios suivants :

— tous les clients appartiennent & une méme période d’activité. Ainsi, la moyenne des
départs est égale a celle des services et la moyenne des temps passés en fin de file est
égale a celle des inter-arrivées.
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— Soient ¢, T,v1,vs les variables pour lesquelles g atteint son minimum sur C. Le client
—n7 trouve le systeme vide, par conséquent un chemin optimal se décompose en deux
étapes. Le client —n trouve un temps d’attente égal a ng. Les moyennes des arrivées et
des services, lors de cette premiere période, sont respectivement *2-°2 et :”2*7;2“”. La
premiere période d’activité comporte n7 clients. Durant la deuxieme phase, la moyenne

v2—q

des services est égale a 7= et celle des arrivées est égale & 1.

L’équation (5.12) donne la fonction de taux correspondant aux principes de grandes
déviations vérifiés par les variables de sortie en fonction de la fonction de taux des va-
riables d’entrée. Nous pouvons nous demander si cette fonction de taux est un point fixe.
Plus précisément, sous quelle condition a-t-on J(z1,z2,w) = 14 s(x1,22) + dw, ou encore
(Ip,Ir) = (Ia,Is)?

Nous proposons, dans un premier temps, ’exemple de la file M/M /1 pour laquelle la réponse
est positive. En fait, ceci n’est rien de plus que la traduction du théoréme de Burke dans
le cadre des grandes déviations. Nous montrons dans la partie suivante que la réponse est
vraie sous une condition simple liant les lois des variables d’entrée.

Exemple Revenons a la file M/M/1, c’est-a-dire ot les suites {a,, n € Z} et {s,, n € Z}
sont i.i.d. mutuellement indépendantes avec, pour ¢t > 0,

Plag >t) = e, P(sog>t)=e M,

Dans ce cas, on obtient, pour § < A < p

Aa(0) = log(ﬁ) , Ag(0) = 1og(ﬁ> .

En utilisant le fait que § = sup{6 > 0, Ag(0) + Aa(—6) < 0}, nous vérifions que § = u— A.

Comme
Ia(a) = Xa —log(Aa) — 1, Is(s) = us —log(us) — 1,

en résolvant le probleme d’optimisation précédent, on a
J(x1,29,w) = Axp —log(Az1) — 1 4 pwe — log(puxs) — 14+ (1 — Nw
= IA,S(ﬂjl, :L‘g) + dw .
5.5.2 Existence de points fixes

Supposons que {a,, n € Z} et {s,, n € Z} soient i.i.d., mutuellement indépendantes de
moyennes respectives 1/\ et 1/u. Elles satisfont des principes de grandes déviations avec
les fonctions de taux respectives I4 et Is que nous supposerons dérivables sur R;. On
suppose de plus qu’il existe 8 > 0 tel que

I5(z) — Iy (z) = B, VreRy. (5.16)
Cette relation peut étre réécrite sous la forme suivante qui sera utile pour la suite
La(w) = Ia(y) = Is(x) = Is(y) — Blz —y),  V(z,y) € (Ry)?. (5.17)
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Avant d’énoncer le résultat de point fixe sur les fonctions de taux pour 'opérateur associé
a la file d’attente qui donnent les variables de sortie en fonction des variables d’entrée,
nous allons interpréter les relations (5.16) et (5.17) en terme d’inclinaison exponentielle de
mesure. Soit 3 > 0, nous dirons qu'une mesure v’ est la mesure 3-inclinée exponentiellement
d’une mesure v si pour tout x € R

dv’ ePr

E(x) - [ ePrdu(z)’ (5.18)

ou (dv'/dv)(z) désigne la dérivée de Radon-Nikodym de v/ par rapport a v.

Proposition 5.5.7. Soient les suites {an, n € Z} et {s,, n € Z} vérifiant les relations
(5.16) ou (5.17), de lois marginales unidimensionnelles respectives v et vg alors vy est
la mesure B-inclinée de vg.

Démonstration. On rappelle que I4(1/X) = 0. On vérifie que

Aa(6) = supltr — La(a)] = supld — Is(a) + Is(1/) + B ~ 1/A)

= supl(0-+ B — Is(a)] — [~ Is(1/)]
zeR

= As(0+ ) —As(B) . (5.19)
En passant a ’exponentielle dans les deux membres de la derniere égalité, on a
0z _ fR+ P dyg(x)
e’dvy(z) = 3
R+ fR+ € mdljs(x)

O]

Lemme 5.5.8. Si {a,, n € Z} et {sp, n € Z} satisfont les hypothéses (i) et (i), alors le
coefficient d’inclinaison 3 vérifie

B =sup{f: Ag(0) + Aa(—0) <0} .

Démonstration. Prenons § = —(3 dans (5.19), on a
Aa(=pB) = As(0) — As(B) .
Comme Ag(0) = 0, nous obtenons A4(—/3) + Ag(8) = 0. Grace a (5.8), on a
B <sup{f =0, Ag(f) +Aa(-0) <0} =4.

La fonction G(0) = Ag(0) + Aa(—6) est convexe avec G(0) = 0. De plus, par 'hypothese
(i), G'(0) = A5(0) — A’4(0) < 0, c’est-a-dire G s’annule exactement deux fois sur [0, 3], en
0 et 3, donc

B=sup{d >0, Ag(d) + Aa(—0) <0} =9.
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Théoréme 5.5.9. Soit 6 > 0 et {a,, n € Z} et {sn, n € Z} les variables d’entrée de la
file d’attente avec vy la mesure §-inclinée de vg (ou encore vg la mesure (—3)-inclinée de
va) alors la suite {(%, %, wo/n), n € N*} satisfait un principe de grandes déviations sur
]Ri avec la fonction de taux

J(z1, 2, w) = dw + I 4 g(x1,x2) . (5.20)

En particulier, on a
Ip=14 e Ip=Ig.

Démonstration. Rappelons le résultat du théoréme 5.5.6. La suite {(Dy, (1), R, (1), wo/n),n €
N*} satisfait un principe de grandes déviations sur Ri avec la fonction de taux

J(z1, 22, w) = inf{0(w — 1 + x2) + 14,5(z2, 21); iréfg(q,T, v1,v2)},

Commencons par examiner la premiere partie de ce probleme d’optimisation qui correspond

a
1= ¢2(1), @2=¢2(1) g=w—x1+22.

Ainsi, w = x1 — x2 + g, et grace & (5.17) on a

5(w—$1+x2)+114,5($2,x1) = 5(w—x1+x2)+IA7S(m1,x2)+5(:U1—xg)
= dw+1y5(x1,22) .

Pour la deuxiéme partie, soit (¢, T, v1,v2) € C,
e Si vy = we , par convexité, on a
To —Vy To — Vg +wW
9(q,7,v1,v2) = dq +TIA,S( . . ) +(1— T)IA,S(
> dq+1as(z2, 20+ w—q) = 0w+ I g(x1,22) .

V2 U2—Q)
1l—7"1—7

e Si vy > o, alors

To — Vg Ty — Vg +w To — Vg +W Tg— v w
2 2 T2 2+ ):IA,S<2 2+ 2 2)4_5;

IA,S( ) ’
T T T

Notons que

V2 — @ V9 V2 — (q V2 q
(7)) +(T) - (5) —or s
S\1—+ \1=7 ta 1—-7 A1=7 1—-7

Comme 4 est convexe et v1 > vg, on a

V2 — ¢ V2 U1 —¢q U1
(7)) - 1(775) 2 u(3 =) - ()
A 1—71 4 1—7 =74 1—71 4 1—71
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Ainsi,

V2 — ¢ U1 U2 v1—dq 4q
o 1—7 +A1—7‘ _Sl—T +ia 1—7 1—71
Or I4 et Ig sont convexes et £o —v9 +w + vy — ¢ = 21, on a

9(q) > dw + 14 g(x1,22) .

Nous concluons que J(z1, x2, w) = dw + L4 g(x1, z2).
O]

Le résultat précédent dit que pour un processus d’entrée satisfaisant un principe de grandes
déviations avec la fonction de taux I4 et Ig avec v4 la mesure d-inclinée de vg, le processus
des variables de sortie satisfait un principe de grandes déviations avec les mémes fonctions
de taux que les variables d’entrée.

Pour conclure nous pouvons envisager d’étendre ce résultat & la suite { (D, (t), Rp(t), w),n €

N*} mais cette fois pour ¢ € R.. Cette propriété de géodésique est discutée dans [40].

La méthode présentée dans ce chapitre est générale et pourrait s’appliquer a d’autres
contextes de files d’attente. En effet, il suffit de trouver 'approximation adéquate pour
passer d'un cadre discret & un cadre continu, d’établir un résultat de continuité pour
une topologie convenable. Ceci permet d’utiliser le principe de contraction pour établir
un principe de grandes déviations pour les variables de sortie du systeme étudié dont
la fonction de taux est solution d’un probleme d’optimisation. Reste enfin a résoudre ce
probleme d’optimisation, cette étape est la plus ardue, comme on I’a vu au théoréme 5.5.6.
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Dans cette these, nous nous sommes intéressés a deux modeles de systemes a événements
discrets. La nature des résultats que nous avons développés est variée allant de 1’étude des
corrélations entre clients successifs, passant par ’exploration des liens entre la dynamique
de ces modeles et 'algorithme de Robinson-Schensted-Knuth et se terminant par 1’étude
des points fixes aussi bien pour les lois que pour les grandes déviations. Les travaux que
nous avons effectués ont des prolongements naturels.

Nous avons évoqué & la fin de la premiére partie (paragraphe 3.5) les liens entre les modeles
de files d’attente en tandem et les systemes de particules en interaction. Cette correspon-
dance introduite dans [33, 58, 90] pour le processus d’exclusion asymétrique (de particules),
a été étendue dans [67] au cas d’exclusion avec des dépendances plus longues. D’autres pistes
peuvent étre explorées dans cette direction. En effet, les dynamiques d’autres systémes a
événements discrets en tandem sont liées a des systemes de particules en interaction plus
complexes via des problemes de plus longs chemins sur des graphes et plusieurs arguments
se prolongent naturellement & des chemins assez généraux. Nous envisageons de poursuivre
ces recherches dans le but de trouver des conditions nécessaires et suffisantes sur les pas
autorisés sur ces chemins de facon a avoir une croissance linéaire du poids du plus long
chemin. Cet axe a des implications immédiates sur des problématiques de fiabilité et de
passage a 1’échelle lies a la diffusion de données sur des réseaux de connexions réels entre
terminaux [8, 9].

Un autre probleme évoqué au cours de cette these reste ouvert, il s’agit de la condition de
moment sur les poids des sites pour que le poids du plus long chemin vérifie une loi des
grands nombres. En effet, une condition de second moment semblerait étre suffisante pour
établir une loi des grands nombres sur le poids du plus long chemin. La condition présentée
au chapitre 4 de cette these est quant a elle intimement liée & la preuve proposée.

L’étude asymptotique des plus longs chemins sur des graphes généraux serait une premiere
étape pour aborder des probléemes de points fixes pour des familles plus générales de
systemes a événements discrets, a I'image de ce qui a été présenté au chapitre 4. Une file
d’attente est un exemple simple de graphes d’événements [10]. On peut envisager d’étendre
aux graphes d’événements généraux ou encore a la classe plus générale des réseaux de Pe-
tri pour lesquels nous souhaiterions prouver un théoreme de points fixes pour les lois des
arrivées et des départs. Etant donnée 'utilisation de l'algebre (max, +) pour exprimer la
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concurrence et la synchronisation s’y produisant, ces deux familles s’averent adaptées au
cadre de plus long chemin sur des graphes évoqué plus haut.

Ces modeles généraux peuvent étre considérés, également, dans le cadre des grandes
déviations a 'image du chapitre 5, d’une part pour étudier des problemes liés a la sa-
turation de ces systeémes, mais également pour avoir des candidats pour ces points fixes a
I'image de 'inclinaison exponentielle pour la file simple.
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Résumé

Le théoreme de Burke est un résultat classique en théorie des files d’attente. Il établit que le
processus de départ d’une file M/M/1 est un processus de Poisson de méme intensité que le
processus des arrivées. Nous présentons des extensions de ce résultat a la file d’attente et au
modele de stockage. Nous abordons ensuite I’étude de ces systemes en tandem et en régime
transitoire. Nous prouvons que les équations qui régissent la dynamique des deux systemes
(file d’attente et modele de stockage) sont les mémes alors que les variables pertinentes
sont différentes selon le modele qui nous intéressent. En utilisant des analogies entre ces
systemes et ['algorithme de Robinson-Schensted-Knuth, nous donnons une preuve élégante
de la propriété de symétrie de chacun des deux systemes. Nous nous intéressons également
aux corrélations entre les services des clients successifs au sein d’une période d’activité.
Nous nous revenons par la suite au théoreme de Burke que 1’on peut voir comme étant un
résultat de point fixe : le processus de Poisson est un point fixe pour la file d’attente avec
des lois de service exponentielles. Nous prouvons des résultats de points fixes dans le cadre
des grandes déviations ou les variables d’entrée sont décrites par le biais de leurs fonctions
de taux.

Mots-clefs : file d’attente, modele de stockage, réversibilité, points fixes, grandes
déviations, algorithme de Robinson-Schensted-Knuth, chemins sur la grille.

Abstract

A cornerstone result in queueing theory due to Burke states that the departure process from
a stationary M/M/1 queue is a Poisson process having the same intensity as the arrival
process. I proved different extensions of this theorem to the single server queue and to the
storage model. Furthermore, I looked at these models in tandem in the transient regime. 1
showed that these models are dual in a strong fashion. Indeed I proved that the equations
governing the dynamics of both models (queue and store) are the same even though the
interesting variables are different whether we are interested in the queueing model or in the
storage model. I use this duality to give an elegant proof, using analogies with the Robinson-
Schensted-Knuth algorithm, of the property of symmetry of both systems. Moreover 1
explored the correlations between the laws of the services of successive customers belonging
to the same busy period. Burke’s theorem can be seen as a fixed point result : the Poisson
process is a fixed point for the queue with exponential service times. I explored fixed points
for the single server queue and the storage model in the context of large deviations where
the arrivals and the services are described by means of their rate functions.

Keywords : single server queue, storage model, reversibility, fixed points, large deviations,
Robinson-Schensted-Knuth algorithm, paths on the grid.






