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Introduction Générale

Cette thése est consacrée a ’analyse mathématique d’un nouveau schéma aux vo-
lumes finis dédié au systémes non homogénes, a son application a la simulation
numérique efficace de problémes monodimensionnels, et 4 son extension aux pro-
blémes bidimensionnels.

Un grand nombre de problémes de la mécanique des fluides sont non homogénes
ou régis par des équations hyperboliques avec des termes sources. On peut citer par
exemple Stoker (1957) [Sto57], pour les problémes de propagation d’ondes en eau peu
profonde, avec termes de pente et de frottement, ou bien Ouazar (1999) [BCSH99]
pour les problémes d’écoulements d’eau dans les nappes, et notamment de I'intru-
sion d’eau salée dans les nappes cotiéres. Pour les problémes de combustion, Leveque
et Yee (1990) |[LY90], ont mis en évidence la raideur introduite par le terme source
d’Arrhénius, et I’écart induit entre les vitesses théoriques et numériques de propa-
gation d’une flamme. Benkhaldoun et ses co-auteurs [BBG94, EBV*99, EBBR04],
ont réalisé des calculs d’inflammation de gouttes, ot la raideur du probléme est trai-
tée par l'utilisation de maillages adaptatifs. De maniére générale, le terme source
peut étre dii aux effets physiques (forces extérieures, réaction chimique...) ou aux
effets géométriques (problémes axi-symétriques ou cylindriques, conduite a section
variable...). Les problémes d’inondations régis par les équations bien connues de
Saint-Venant avec terme source, de méme que les problémes diphasiques & une ou
deux pressions, constituent également des exemples de problémes non homogeénes.

Les équations de Saint-Venant régissent un écoulement a surface libre en eau peu
profonde, soumis & la force de gravité. Des problémes classiques gouvernés par de
tels systémes, sont les ruptures de barrages, les crues, ou les estuaires. Ces systémes
peuvent poser des grands problémes de nature numérique en présence de disconti-
nuités de la topographie, de profils de riviére/vallée trés irréguliers, de fond sec, ou
de phénoménes locaux tels les ressauts hydrauliques.

Un écoulement diphasique est un écoulement constitué d’un mélange de deux phases,
comme par exemple la présence de bulles de gaz dans un liquide. Il y a des situa-
tions diverses oul peuvent apparaitre ce type d’écoulements (coeurs et générateurs de
vapeur des réacteurs nucléaires & eau pressurisée, pipelines de transport d’effluents
pétroliers, chambre des moteurs & combustion internes, ...). Cette large gamme d’ap-
plications conduit a de nombreux modéles rendant chacun compte d’un type de
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configuration donnée. On peut citer en particulier le modéle diphasique & pression
commune, décrit par un systéme non hyperbolique, et qui pose de grandes diffi-
cultés lors de sa simulation numérique par les schémas de volumes finis décentrés
classiques. Tandis que dans le modéle diphasique & deux pressions, qui est hyperbo-
lique, la pression peut étre discontinue & 'interface et des phénoménes d’interaction
entre phases peuvent apparaitre au travers de termes sources fortement non linéaires
et constituer une difficulté supplémentaire.

D’une facon générale, ces problémes ont lieu dans des domaines & géométrie com-
plexe, et ont un caractére non linéaire, ce qui rend difficile leur simulation par les
méthodes des éléments finis ou différences finies, d’oll la nécessité d’introduire la mé-
thode des volumes finis qui reléve d’une approche physico-mathématique, basée sur
I’écriture des lois de bilans, et favorisant la forme intégrale des équations. L’analyse
des schémas numériques pour les lois de conservation homogeénes a été menée entre
autre par Raviart et Godlewski (1991 et 1996) [GR96, GR91|. Par ailleurs la théorie
des équations hyperboliques scalaires avec termes source a été établie notamment
par Krushkov (1970) [Kru70].

Les schémas numériques pour les systémes non homogeénes ou non-conservatifs, ont
fait ’objet de plusieurs études ces derniéres années. Pour surmonter les difficultés
présentées par de tels systémes, un travail considérable a été réalisé (voir par exemple
I. Toumi et A. Kumbaro 1996) [TK96], et J. M. Ghidaglia [GKLCO01] pour les écou-
lements diphasiques & une pression. Pour la simulation numérique des écoulements
diphasiques & deux pressions parmi les méthodes appliquées on note le schéma de
VFRoe [Seg02], analyse et I'extension pour les problémes a faible nombre de Mach
a été mené par Guillard et Murrone [Mur03, GMO04|. Pour les écoulements avec
termes sources, on doit mentionner notamment les schémas d’équilibre étudiés par
Bermudez et Vazquez (1994) [BV94], Greenberg et Leroux (1996) |[GL96|, Leroux
[CLS04], Gosse (1996) [Gos98|, et Vazquez (1999) [VC99]. L’idée principale dans
cette approche est d’écrire un schéma assurant une représentation précise des états
stationnaires. Cela implique un équilibre entre le terme de transport et le terme
source, et se traduit par le décentrement de ce dernier.

Dans T. Gallouét J. M. Herard, N. Seguin, (2003) [GHSO03], les auteurs considérent
un exemple intéressant de systémes non homogénes : ’écoulement d’eau peu pro-
fonde sur une topographie déformée. Supposant un fond plat par morceaux, (voir
Chinnayya A, et Le Roux AY, 1999) [CLR99|, ils développent un schéma numérique
non conservatif adéquat, basé sur la solution approchée de ce probléme particulier
de terme source. Une exploitation ingénieuse est faite de la solution des problémes li-
néarisés, en particulier a proximité des discontinuités stationnaires de contact situées
sur le saut de la topographie. Des résultats treés précis sont obtenus dans différentes
configurations comprenant les cas d’occurence de vide.

Précisons que les méthodes citées, se fondent pour I’essentiel sur des solveurs ap-
prochés de Riemann [Roe81|. Cela implique la détermination des champs propres
d’une Jacobienne approchée associée au systéme. Cette détermination se fait, dans



le cas des systémes diphasiques par exemple, généralement par le biais de calculs
approximatifs plus ou moins ardus, et conduit & varier le traitement en fonction du
régime d’écoulement considéré. Cela peut étre coiliteux mais incontournable pour
des écoulements relativement complexes.

Cependant, pour une large gamme de systémes non homogénes, incluant des écou-
lements diphasiques, et des écoulements avec termes sources (éventuellement non
bornés), on peut envisager de développer des schémas n’ayant pas recours aux cal-
culs complexes évoqués plus haut.

Dans Paillére H., Corre C., Garcia Cascales J.R., (2003) [PCGCO03], les auteurs
font I'extension de la méthode AUSM+ (Advection Upwind Splitting Scheme) de
Liou [Lio00, Lio96, LS93| & un modéle diphasique compressible. C’est un exemple
de schéma qui n’exige aucune analyse caractéristique par décomposition champs
par champs, puisque I’idée principale est la décomposition du flux numérique en une
partie convectrice associée au flux de masse, et un terme de pression. Par conséquent
les auteurs évitent ici le recours & un solveur de Riemann linéarisé. Cependant,
la méthode a besoin de I’évaluation de quantités moyennes (vecteurs d’advection,
pression, quantité de mouvement) employant des fonctions polynomes, ce qui peut
étre consommateur en temps dans certains cas.

Notre but dans ce travail est de considérer une classe particuliére de systémes non
conservatifs; a savoir ceux pour lesquels on suppose que la solution du probléme
associé de Riemann est autosimilaire. Cette classe de problémes est assez large ce-
pendant, et peut contenir divers phénomeénes tels que les écoulements diphasiques,
ou les écoulements d’eau peu profonde avec topographie irréguliére.

Nous nous basons pour cela sur le schéma Solveur de Riemann Non Homogéne(SRNH)
proposé par F. Benkhaldoun [Ben02], que nous modifions, en introduisant une vi-
tesse de Rusanov, en vue de son extension au cas bidimensionnel. En effet, comme
on le rappelera par la suite, le schéma (SRNH) est constitué de deux étapes, dont la
premiére, que nous avons appelé étape prédicteur, consiste a écrire a 'interface de
deux cellules, une approximation décentrée de la solution approché faisant intervenir
un paramétre de controéle scalaire.

L’analyse de stabilité de ce schéma dans le cas homogeéne, révéle que le respect de
quelques conditions suffisantes pour le principe du maximum améne & réécrire la
phase prédicteur du schéma en introduisant le signe d’une matrice, dite de décen-
trement de 1’état. Ce signe peut étre déterminé soit par décomposition spectrale
(valeur propre et vecteur propre d’une matrice simplifiée), soit par une méthode
itérative utilisée par F. Alouges [Alo98| basée sur 'algorithme de Newton Schultz,
et qui calcule directement le signe de la matrice. Un nouveau schéma apparait alors
qui s’identifie, dans le cas homogéne, au schéma VFRoe introduit par T. Gallouét
[MFG99|, mais qui a ici une extension naturelle pour le cas non homogéne et se
révélera efficace aussi bien pour des problémes d’écoulement d’eau que pour des
problémes diphasiques.
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Dans le premier chapitre nous introduisons des rappels élémentaires sur les pro-
blémes de Riemann, les solutions faibles et sur différents schémas de volumes finis.
Ensuite nous rappelons le dévelppement du schéma SRNH (Solveur de Riemann Non
Homogeéne) destiné a la simulation numérique des systémes non homogénes dans le
cas 1D, et enfin son extension aux problémes non homogénes bidimensionnels.

Dans le deuxiéme chapitre de cette thése, nous présentons une analyse mathéma-
tique du schéma de volumes finis (SRNH). On détermine en particulier les condi-
tions de stabilité, de respect du principe du maximum et de monotonie, pour des
problémes homogeénes scalaires linéaires et non linéaires. Pour les systémes hyper-
boliques linéaires, on procéde a une diagonalisation, permettant de ramener 1’étude
a un ensemble d’équations scalaires indépendantes. L’analyse de stabilité permet
alors la détermination optimale d’un paramétre de controle sous forme matricielle,
et conduit & une nouvelle expression du schéma aux volumes finis (SRNHS), pré-
sentant une matrice signe dans 1’étape prédicteur. Pour les systémes non linéaires,
la linéarisation locale du probléme, méne également & une nouvelle expression du

schéma (SRNHS).

La validation de cette nouvelle version est réalisée, en un premier temps, sur des
problémes homogénes issus de la mécanique des fluides, tels que les systémes de
Burgers, Saint-Venant et Euler.

La version initiale du schéma (SRNH) ayant été écrite pour des systémes non homo-
génes, on procéde de maniére naturelle, dans le deuxiéme chapitre, & ’extension du
schéma (SRNHS) aux problémes avec termes sources. On considére d’abord les cas
scalaires linéaire et non linéaire, et on montre ’apport de cette nouvelle approche
par rapport aux méthodes les plus récentes.

Ensuite on fait ’extension du schéma SRNHS aux systémes non homogénes, et on
présente des résultats de rupture de barrage sur fond discontinu et dans des cas ou il
y a asséchement . Cela constitue la premiére validation du schéma SRNHS dans un
cas non homogene réaliste. Notons que pour tous les cas cités, on montre le respect
de la propriété de conservation de I’état stationnaire introduite par Bermudez et
Vézquez [BV94, BDDV9S|. Pour I’application du schéma SRNHS aux problémes de
Saint-Venant avec topographie présentant des points critiques, nous proposons une
extension du schéma & ’ordre deux en espace en introduisant des limiteurs de pente
au niveau de I’étape prédicteur.

Le quatriéme chapitre est consacré a l’extension du schéma SRNHS aux problémes
diphasiques. Du fait que I’étape prédicteur du schéma nécessite le calcul du signe
de la Jacobienne du flux physique, et du fait que le systéme diphasique condiéré
n’est pas hyperbolique dans sa forme originelle (présence de valeurs propres com-
plexes), on introduit un terme supplémentaire dans le systéme, correspondant a



0
une pression interfaciale (p — pk)% [Cor02, CDT98, Cor99, TK96| et on effectue
x

une analyse dimensionnelle en termes de masses volumiques, proposée par Toumi
et Cortes [CDT98|. Cela permet de définir un convecteur qui réalise le décentre-
ment au niveau de I’étape prédicteur. Par ailleurs, dans les configurations ou les
valeurs propres ont des parties imaginaires relativement petites, on montre que I’on
peut garder le systéme originel (sans terme de pression interfaciale) et on applique
les idées proposées par F. Alouges [Alo98| s’appuyant sur 'algorithme de Newton-
Schultz [KL93], afin de calculer directement le signe de la Jacobienne du systéme, ce
qui permet en particulier de limiter la diffusion numérique. On a ainsi pu procéder
a la simulation numérique d’un cas particulier du probléme de Ransom, et produit
des résultats de trés bonne qualité.

Dans le cinquiéme chapitre, nous présentons I’analyse de stabilité du schéma SRNH
dans le cas bidimensionnel sur maillages non structurés. Dans un premier temps,
I’analyse est menée pour le schéma de Rusanov ; nous effectuons ensuite une étude
mathématique du schéma SRNH, et aboutissons & des conditions de stabilité et de
monotonie pour des problémes scalaires et pour des systémes de lois de conservation.
Cela permet d’écrire ’extension du schéma SRNHS au cas bidimensionel et sa vali-
dation numérique dans les cas des systémes de Saint-Venant et d’Euler homogénes,
avec présentation de courbes de convergence.

Enfin dans le dernier chapitre nous appliquons la nouvelle version du schéma SRNHS
pour le probléme de Saint-Venant bidimensionnel avec topographie irréguliére. Pour
la premiére phase du schéma, on introduit une projection du systéme sur la normale
aux interfaces des volumes de contréle, ce qui facilite 'approximation du terme
source dans cette phase. Nous validons le schéma par des résultats numériques de
grand efficacité sur des cas critiques & double singularité en faisant I’extension du
schéma & ’ordre deux en espace grace a la technique MUSCL. Pour finir, une exten-
sion formelle du schéma aux problémes diphasiques bidimensionnels est proposée.
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Chapitre 1

Développement de schémas
numériques aux Volumes Finis pour
des problémes non homogénes

Résumé

Dans ce chapitre, nous rappelons les caractéristiques du schéma (SRN H), qui s’écrit
en deux étapes, et qui a été développé en se basant sur la propriété d’autosimilarité
de la solution du probléme de Riemann correspondant aux systémes non homogénes
considérés.

1.1 Introduction

La méthode des volumes finis est bien adaptée aux problémes des lois de conserva-
tion. En effet cette méthode se base sur la forme intégrale du systéme (équations de
bilan) et permet le calcul de solutions discontinues d’opérateurs non linéaires, pour
des problémes évoluant dans des domaines quelconques. On peut remarquer que
cette méthode peut étre vue comme une méthode d’éléments finis o les fonctions
tests coincident avec les fonctions caractéristiques de chaque cellule.

Dans ce chapitre, avant de présenter quelques schémas numériques Volumes Finis
permettant la résolution de systémes hyperboliques non homogénes, on va rappeler
la définition d’une solution au sens des distributions ainsi que la construction de la
méthode des Volume Finis.
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1.2. PRESENTATION DU PROBLEME ; FORMULATION FAIBLE

1.2 Présentation du probléme ; formulation faible

Dans un domaine D C R, le systéme hyperbolique non homogéne prend la forme
suivante :

WU L U) _ oatU), VeeDCR, >0
ot oz (1.1)

U(z,0) =Uy(x), VYxe D.

Avec () un terme source borné.
On peut alors énoncer le théoréme suivant :

Théoréme 1.2.1 Soit U : D x Rt — R une fonction de classe C' par morceaut.
Alors les trois propositions suivantes sont équivalentes :

i) U est une solution de (1.1) au sens des distributions (ou solution faible).

i) Sur tout domaine R C D x [0, +oo] :

/ (Uny + F(U)n,) do = / S(x,t,U)dxdt,
OR R

iii)

1. U est une solution classique de (1.1) la ot U est C',

2. U satisfait la condition de Rankine-Hugoniot le long des courbes de disconti-
nuités :

1.3 Méthode des Volumes Finis

1.3.1 Construction de la méthode en 1D

Pour construire la méthode de volumes finis, on utilise la forme intégrale de ’équa-
tion (1.1) sur le domaine R C D x [0, +o0[. Soit n = { 7777:0 }, le vecteur normal
t

unitaire extérieur a JR, frontiére du domaine R.
En utilisant la proposition ii) du théoréme 1.2.1, on a :

/ (U + F(U)n,) do = / Q(z,t,U)do.
OR R
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CHAPITRE 1. DEVELOPPEMENT DE SCHEMAS NUMERIQUES AUX
VOLUMES FINIS POUR DES PROBLEMES NON HOMOGENES

On discrétise le domaine en espace et en temps en subdivisant D en intervalles suc-
cessifs :
on pose Ax; = Tipl =T 1, i1 €7, et At, =t 1 —t,, n € N.

On intégre ’équation (1.1) sur une cellule [z, 1T 1] X [tn, tnia]

IH—% tnt1
- / Uz, t,)dz + / F(U(w,y3,0))dt +
xi+% tnt1 n41
/ U(x,tn+1)dz—/ F(U( xl__, ))dt = / / Q(z,t,U)dx dt, (1.2)
z, tn

et on choisit de prendre pour état moyen, la quantité

1 [}
Ut = Ar /z +12 Ul(x,t,)dz.

T2

Enfin, on pose

FU(;11,1) = (U, Uiky). (1.3)

¢ représente le flux numérique a l'interface z; +1, pour t compris entre t, et t,.1.
L’équation (1.2) devient :

CAGUP 4 And(UF, U ) + AzgUm™ — Atu(U™,, UT)
tnt1 ri+%
= / Q(z,t,U)dx dt.
tn x. 1
i-3

On peut alors écrire le schéma sous la forme suivante :
UM = Ul =1 [0(UF, UL — 0(UR, U] + At,QF

X , At,
oll on a posé 7, ; = .
p Ax;
tnt1
Q7 est 'approximation du terme source, définie ici par A At / / Q(z,t,U)dxdt.
T

La détermination du flux numérique est le fondement méme de la methode des vo-
lumes finis.

Par exemple, pour la classe des ()-schémas, le flux numérique s’écrit :

(U, Uyy) = 2(f(Ui+1> + f(U7)) — §|Q(U Ui )I(U = U7).

( est la matrice caractéristique du ()—schéma. )

Dans le schéma de Roe, Q(U;",U/",;) = A(U) définit la matrice de Roe, ol U repré-
sente ’état moyen & déterminer en fonction des deux états U;" et U, ;.
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1.4. UN SCHEMA PROPOSE POUR LES PROBLEMES NON HOMOGENES :
LE SCHEMA SRNH

1.4 Un schéma proposé pour les problémes non ho-
mogeénes : le schéma SRNH

Considérons un systéme de lois de bilan dans R™, issue de la mécanique des fluides,
et qui s’écrit :

ow  OF(W
T + 8(x ) = Q(z, W) dans Rx]0, T 1.4

Nous faisons I'hypothése fondamentale que le probléme de Riemann correspondant,
défini par :
W()(x) =Wrsiz < 0, et Wo(x) =Wgsiz> 0,

T
admet une solution autosimilaire notée W (z,t) = H <¥>

Plus précisément :
Si on note ay, et ar des pentes de courbes de discontinuité ou de détente, il existe
un opérateur noté Rs tel que

r . T
W, 51?<aL

Wiz, t)=H <£) =< H <%> = Rs <%,WL,WR> , siap < % < ag (1.5)

. XL
Wkg, si " > ap.

\

Rappelons que Alcrudo et Benkhaldoun ont montré dans [ABO1]| que les équations
de Saint-Venant avec un fond en forme de marche, donnaient lieu & une solution
autosimilaire du probléme de Riemann, quand la discontinuité initiale de la solution
était située a ’endroit de la marche.

Par ailleurs, nous exprimons que nous considérons une solution au sens des distri-
butions du probléme (1.4), en utilisant la proposition i) du théoréme (1.2.1) :

/ Wy + f (W) ., dor — / Q (x, W) dudt. (1.6)
OR R

On se propose de construire un schéma numérique basé uniquement sur les deux
propriétés (1.5) et (1.6).
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CHAPITRE 1. DEVELOPPEMENT DE SCHEMAS NUMERIQUES AUX
VOLUMES FINIS POUR DES PROBLEMES NON HOMOGENES

Définissons pour un maillage uniforme :

At
Ty = A—;’ avec At, =t,. 1 —t, et Ax = Tip1 =@ 1, les pas de temps et d’espace
respectivement.

Nous noterons z; le centre de la cellule Jz;_1,z; 1.

S’inspirant de la démarche de Godunov [God59, God60] et en utilisant une premiére

fois les propriétés (1.5) et (1.6), sur le domaine R :]a:i_%, Tip1 [X[tn, tni1], on écrit :

M/vin—i—l — VVZn —r, [F (RS(O, ‘/Viﬂ7 VVZT-LH) — F (RS(O, ‘/Vin—b I/VZ”):| + Ath?a

1
At As /Q (x, W) dzdt.
R

Pour D’évaluation de F' (Rs(0, W', W/, )), I'idée ici est d’éviter de calculer la solution
exacte Rs, ou méme d’introduire un probléme de Riemann linéarisé. Nous cherchons
directement une valeur approchée de la solution exacte, en exploitant les propriétés
(1.5) et (1.6).

ol ()7 est une approximation de

Ainsi, on écrit par exemple sur le bord z; 1 :
2

VVZZ% = approximation de Rs (0, W, W}},) .

Pour obtenir cette approximation, on utilise de nouveau la propriété (1.6) sur un
ouvert mp =] X, X [x[ty, tn + 0] tel que z; 1 €]JX 7, X[,

En supposant que X, X et § > 0 sont choisis de telle facon que Vt €|t t, + 0] :

X7 = XT =z

t—t, t—1,
et en introduisant les distances : dX~ = | X~ — xi+%| et dXT =|XT — xi+%|,
on a
X+

/ W (z,t, +0)do = dX W]+dX W), —0 [F (W) — F (W] + | Q (z, W) dxdt.
X- T

[4

On définit :
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1.4. UN SCHEMA PROPOSE POUR LES PROBLEMES NON HOMOGENES :
LE SCHEMA SRNH

X+

n 1
x—

Avec le choix : X~ = z; et XT = x,,,, on obtient une premiére expression générale,
en fonction de 6, de la solution approchée Wﬁrl issue de cette premiére étape, que
2

nous appellerons étape de prédiction :

WP+ W) = - [FOVE) = FWP)] +6Q (17)

n
it+1o
ol

An _ n n
(i 2ir, W], WLL)

i+

est une approximation, & définir de maniére judicieuse, de

Un premier choix du paramétre 6 a été de le prendre comme une fraction du pas de
al
temps At,,, en écrivant = %Atn.

On arrive ainsi a la premiére forme du schéma SRNH (Solveur de Riemann Non
Homogéne) :

n

3 p

1 (0%

5 'n [F(Vvﬁrl) - F(Wzn)} +

(1.8)
W — W [F (W.” ) _F <Wf_%>] + AIQ™.

i+

Cette forme du schéma SRNH a été utilisé avec succés pour des problémes non
homogeénes 1D dans le cas de maillages uniformes (voir [Ben02]).

Remarque concernant le paramétre de contrdle o' , :
2

Ce paramétre a pour objectif de controler la diffusion numérique du schéma comme

le montre I'analyse menée dans le cas scalaire dans le chapitre 2. Par exemple dans

le cas d’une équation scalaire linéaire sur maillage uniforme le choix de o7, =1
2
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CHAPITRE 1. DEVELOPPEMENT DE SCHEMAS NUMERIQUES AUX
VOLUMES FINIS POUR DES PROBLEMES NON HOMOGENES

redonne exactement le schéma de Lax-Wendroff.

Autre variante du schéma SRNH :

Dans le but de ’extension du schéma SRNH au cas bidimensionnel, ot il est difficile
de définir un équivalent de la distance Az, il est apparu nécessaire de proposer une
variante de (SRNH) ne faisant pas apparaitre cette distance dans la phase prédicteur
du schéma.

Cela consiste a écrire § = o' 160 o ¢ est défini par la vitesse de Rusanov (voir
2

figurel.1) comme suit :

t
tn-‘,—é
tn+9
Wi ,‘" Wi
[
- +
X Tifl X T
Fig. 1.1 -
_ Ax
=35
it

Cela améne a la nouvelle expression de la phase prédicteur du schéma :

WH% = §(Wz’ + W) — 25@:1 [F(W],) — F(W!M)] + 5 : S i+l (1.9)
3 3

Remarque : Pour les problémes traités dans ce travail, le terme non homogéne @)
contient généralement un terme de dérivée spatiale d’ordre 1. Ainsi, pour le systéme
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1.4. UN SCHEMA PROPOSE POUR LES PROBLEMES NON HOMOGENES :
LE SCHEMA SRNH

de Saint-Venant, la premiére composante du terme source est nulle et la seconde

dz
s'écrit ) = —gH I dont une approximation standard pour la phase prédicteur
x
s’écrit . .
An Hi + Hi—i—l Ziy1 — Zi

i+ = 7Y 2 Ax

La distance Ax disparait donc du terme source de I’étape prédicteur, et permet ainsi
I’extension du schéma au cas bidimensionnel.
La forme définitive du schéma SRNH dans le cas général s’écrit donc :

n
Q.
z—i—%

2Sz'n+§

n
Oéi—i—% Az ~
1
2 S" 2
z—i—%

[F(W7,) — FOWP)] +

)

1 n n
= §(WZ + Wiy —

2

Wit =Wy = [F (W) = F ()] + Az
(1.10)
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Chapitre 2

Solveur de Riemann Non Homogeéne :
Analyse dans le cas homogeéne 1D

Résumé

Dans ce chapitre, nous présentons une analyse mathématique du schéma SRNH
dans le cas homogéne 1D. Cette analyse nous a permis de déterminer une valeur op-
timale d’un paramétre de controle de la diffusion intervenant dans la premiére étape
du schéma. Cela nous a conduit a une nouvelle expression du schéma (SRNHS),
faisant intervenir la matrice signe d’un opérateur de convection au niveau de cette
méme premiére étape.

2.1 Introduction

La difficulté de la résolution analytique de certains systémes hyperboliques homo-
génes non linéaires ou de lois de conservation a incité plusieurs chercheurs a dévelop-
per des schémas de volumes finis. Le premier schéma de ce genre a été développé en
1959 par Godunov [God59, God60| qui s’appuie sur la résolution exacte du probléme
de Riemann, et qui est & l’origine de la plupart des méthodes dites décentrées. Par la
suite, différents schémas de volumes finis se succédent. On note par exemple celui de
Lax-Friedrichs [LW60] qui est trés diffusif et ne permet pas la simulation numérique
des problémes en dimension deux d’espace sur maillage non structuré, ainsi que le
schéma de Rusanov [Rus61| qui garde le caractére diffusif mais admet une exten-
sion en dimension deux d’espace. En 1981, Roe a proposé un solveur de Riemann
approché (linéaire) [Roe81] permettant la simulation des équations d’Euler de la
dynamique des gaz. En 1999, Gallouét et Masella [MFG99| ont proposé un nouveau
schéma numérique, VF-Roe, de type volumes finis pour les systémes d’équations
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2.2. ANALYSE DU SCHEMA SRNH DANS LE CAS SCALAIRE

hyperboliques unidimensionnelles et bidimensionnelles non linéaires homogénes, en
se basant sur la méthode de Godunov aprés la linéarisation du probléme, ensuite
il sera prolongé pour les systémes non conservatifs [BGH00, GHS03, GHS02]. Plus
récemment J. M. Ghidaglia, A. Kumbaro et G. Le Coq |[GKLC96| ont développé un
nouveau schéma de volumes finis qui s’appuie sur la notion de flux caractéristique
et qui a donné de bons résultats dans les cas 1D et 2D pour les systémes non ho-
mogenes.

Par ailleurs, la nécessité de développer des schémas de volumes finis plus précis et
efficaces a conduit a la recherche des schémas d’ordre supérieur tels que le schéma
de Lax-Wendroff qui est un schéma & trois points, de second ordre en espace et
en temps, linéairement L? stable. F. De Vuyst [DV04] a développé un schéma avec
un flux numérique hybride écrit comme une combinaison convexe du flux de Lax-
Wendroff de deuxiéme ordre et du flux de Lax-Friedrichs du premier ordre.

On note également le développement des schémas de volumes finis de type prédicteur-
correcteur comme celui de Richtmyer et Lax-Wendroff [RM67], celui de Mac Cor-
mack [Cor69| et le schéema WAF (Weighted Average Flux) introduit par E. F. Toro,
qui genéralise le schéma de Lax-Wendroff, le schéma de Godunov pour les systémes
de loi de conservation non linéaire et le schéma de Warming-Beam [Tor99], ce schéma
est d’ordre deux en espace et en temps et permet de limiter les oscillations numé-
riques, ce schéma a été appliqué & des problémes en dimensions deux et trois en
espace |[BT98, BT97, Tor92|, ou encore celui de Benkhaldoun [Ben02| basé sur une
remarque d’autosimilarité du probléme de Riemann de la solution d’un probléme non
homogéne. Dans ce chapitre, en se basant sur les propriétés des schémas de volumes
finis pour les systémes hyperboliques homogénes [GR91, GR96] nous proposons de
faire I'analyse mathématique du schéma SRNH [Ben02], dans le cas des problémes

homogénes scalaire et vectoriel et d’expliciter le choix du paramétre de controle CVZF;-
2

2.2 Analyse du schéma SRNH dans le cas scalaire

On consideére le systéme régi par une loi de conservation c’est a dire le probléme
hyperbolique scalaire homogéne 1D suivant :

ow  Of(w)
5 + e =0, V(z,t) € Rx]0,+o0], (2.1)

w(z,0) = wy(x), Vo € R.

Nous nous proposons de faire une analyse mathématique pour le schéma de volumes
finis SRNH écrit pour la simulation numérique des problémes non homogénes par
F. Benkhaldoun [Ben02| et défini dans le premier chapitre. Pour des raisons de
simplicité, nous considérons le cas homogéne. Ce schéma s’écrit pour le systéme
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CHAPITRE 2. SOLVEUR DE RIEMANN NON HOMOGENE : ANALYSE
DANS LE CAS HOMOGENE 1D

(2.1) de la maniére suivante :

Wip 1 = B) (wi+1 + w; ) - QSZ; (f(wi—i-l) — f(w; )) ) (2.2)
2

ol a1 est un parameétre de controle et ST, , est la vitesse locale de Rusanov donnée
2 2

par

At

n . / n / n _

SH_% _max(}f(wi—i-l)}?‘f (wz)|)7 r= Axu

ou At est le pas de temps et Az est le pas d’espace.

Dans cette partie, nous allons faire I’étude mathématique de ce schéma dans le cas

linéaire dans un premier temps et dans le cas non linéaire dans un deuxiéme temps,
n _ n n s n

en gardant o] 1=« (wi , W, +1), et on se propose de préciser la valeur de a; .

permettant de conférer de bonnes propriétés au schéma.

2.2.1 Cas linéaire

On prend f(w) = ¢ w, avec ¢ € R. Le schéma de volumes finis s’écrit alors

n

1 iyl
wzr% =5 (w)yy +wi') — 5 2sgn(c) (wfy, —wl'), 23)
witt = wl —re <w2."+l - wf_l> .
2 2

Le schéma défini en (2.3), est conservatif et consistant par construction, et la fonction
du flux numérique est donnée par

g(wlwl,)=f (w?Jr%) = cwzr%.

La fonction du flux numérique g est continue, Lipschitzienne; en effet pour tout
u € Ron a

}g(w?,wfﬂ) — f(u)} = g ‘(w?ﬂ + wln) — ozZr%sgn(c) (wﬁrl — w?) — 2u‘

= (1= @) (uts = ) + (1 sl — )

IA

cl 1+ a? 1>max‘w” —u}.
H( i+3) k=01 ! tF
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2.2. ANALYSE DU SCHEMA SRNH DANS LE CAS SCALAIRE

Principe du maximum

Proposition 2.2.1 Sous les deur conditions suivantes :
i) a1 >1,V(i,n) €ZxN
2

n

a?—l-l +az—l
2 <1, V(i,n) € Z x N,

g !
i1) rlc| 5
le schéma (2.3) vérifie le principe du mazimum local.

min w]" < minw*"! < maxw*! < maxw?.
i€Z i€Z i€l i€l

Preuve
Le schéma de volumes finis (2.3) s’écrit :

w?“ = Bow; + Boywi | + Brwyy,
ol
re ric
T|C| n n
Bo=1- 5 (ot +aly)
et
re n ’I“|C| n
=T () =T (o ).

Pour que le schéma de volumes finis vérifie le principe du maximum, il suffit d’avoir

B-1 >0, B >0, Bo >0 et B+ Bo+ =1

Ce qui est garanti par les conditions (7) et (7).

Monotonie du schéma SRNH dans le cas ou O‘Zrl est une constante

2
Proposition 2.2.2 Sous les deur conditions suivantes :
i) 3 v >1tel que¥(i,n) € Z x N, al L =7,
2
it) ||y <1, V(i,n) € Z x N.

Le schéma (2.3) est monotone.
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Preuve
En utilisant 'opérateur H, le schéma de volumes finis SRNH s’écrit de la maniére
suivante :

n+1l __ n n n
w; =H (wi—hwz’ awz’—i-l) )

avec
H (w?—la w?? w?—i—l) - ﬁow? + ﬁ—lw?—l + ﬁlw?+1?
ou (B, B_1 et [ sont définis dans (2.2.1).
D’aprés (i) de la proposition (2.2.1), on a o', > 1, ¥(i,n) € Z x N, supposons alors
2

qu’il existe 7 > 1, tel que pour tout (i,n) € Z x N a1 =, dans ce cas f, -1 et

1
2
(1 deviennent

B =" (1 ysgn(e)) = 1 (sgn(e) +),
ﬁO =1~ T‘Ch/a
et
B =" (1 +ysgn(e) = I (—sgn(e) + 7).

Le schéma SRNH est monotone si 3y, 5_1 et 3; sont postifs ou nuls.
Comme v > 1, alors 3_; et [3; sont positifs.

B1 > 0 si est seulement si 7|c|y < 1, ce qui est garanti par la condition (i),
d’ou le résultat.

2.2.2 Cas non linéaire

Soient f : R — R une fonction de classe C* non linéaire, wy € L®(R) étant la
condition initiale du probléme (2.1).
Pour v > 1, On définit I’ensemble suivant :

X ={w e R/|w| < 7||wol| o)}

o /
et on pose A = glg)}{df (w)].

Le schéma SRNH pour le probléme non linéaire homogeéne (2.1), s’écrit de la maniére
suivante :

m ' (2.4)
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Le schéma de volumes finis (2.4) est conservatif par construction et la fonction du
flux numérique est donnée par

g(w%wﬁrl) - f(wln.;.%) - f ((p(w?,w?_,_l)) >

avec

QO(’LU?, w?+1) =

n

n _ n ny __
Pour w},; = w}, on a p(w}, w}') = w
suite le schéma est consistant.

s il s’ensuit que g (w!', wl') = f(w}), et par

79

Principe du maximum
On note a_Lb = min(a,b) et aTb = max(a,b).

Proposition 2.2.3 On suppose que f est une fonction de classe C* et que f' garde
un signe constant, alors sous les deux conditions suivantes :

S?-Fl SZF; .
)‘f/( n2 )‘SOKZ_%S’Y = ,V(Z,H)GZXN,
CLZ.+1 f/(a?_i_l)
1
Nr < —
)r —_ ’YA’

et

n n n n
1 € [wi+1lwz‘ 7wi+1Twi} )

tel que
Flwp) = ) = £/ (a2 ) (wih = i)
le schéma (2.4) satisfait le principe du mazimum local.

min w;" < min w?“ < max w?“ < maxw;'.
i€Z i€Z. i€z i€z

Preuve

f est continue et dérivable sur [w?_lj_w" w lTerl] ; le théoréme des accrois-
2 2

i1l _1
1+3 =3

sements finis, nous donne I'existence de a;'.
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De méme sur [w]' Lw, |, w]' Tw],,], le théoréme des accroissements finis nous donne
I’existence de a’', .. Il s’ensuit que

it+3
a’ 4
n _l(n_i_ n)_ H'Ef/ n (n _ n) (25)
Wipr = 5 Wi T Wiy 5gn Aipl ) Wipr — W5 ) - .
it
2
En posant
a’ 4
n 3 f/ a®
i+5 ~ gn i+l )
1
i+
on obtient

by =g (1) g (10 ol

n
5i+%

w

Or la condition (1) de la proposition (2.2.3) donne 1 < < 7, il s’ensuit que

Wi < llw™ @ < Y’ lzee < vlwolliee)-

Do w! ., € XV(i,n) € Zx Netaussi af € X et donc f'(a}) < A
2

En injectant 1’égalité (2.5) dans ’étape correcteur on aura

wz‘nH =H (win—l’ w;', w?ﬂ) = fow;’ + Prwiy + foawily, (2.6)
avec ! ,
Bo=1= 1@ (|o72 ]+ [or4])
B =g 1 @) s (£ (@) (|07 sen (£ (atty)) = 1) = 517 @1 ([6] = sen ()
Bor = 5 1f (@) sen (@) (|07 [ sen (£ 0)) +1) = S1F/ @) (|07 | +sen (1) -

n

Pour montrer le principe du maximum, il suffit de trouver les conditions sur o', 1
2

et r de telle sorte que 3y, 31 et _; soient positifs et Gy + 3_1 4+ 1 = 1. Or on a

B =0 = [0l = sen(f), (2.7)
f120 = o 1| = —sgn(f), (2.8)
2
S?Z-l
d’ot, sous la condition V(i,n) € Z x N al 1 > —— =, on assure 3 > 0,
)
i+
120
et >0 = f|f’(ay)\<5ﬂl +5,"_l>§1.
2 i+3 =3
Or sous les conditions de la proposition (2.2.3) on a
r n n n
Sl (o] +Jors]) <rar<
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Lemme 2.2.4 La fonction du flur numérique du schéma SRNH est continue Lip-
schitzienne.

Preuve
Pour tout w € X on a

g (W}, wiyy) = fw)] = |f (o (W], why)) — f(w)]

A }@ (w?>w?+1) - w‘

IN

n

< 1A 1+042-+% f'(a" )) max |w]', ; — w
z+§
< noo_
< errzl%?%}wzﬂ w,
A 1
ou C' = 7(7 +1)
2
|
Remarque

n

Dans le cas ou : f’ <a2+1
2

) = 0, I’étape prédicteur devient

Monotonie

Proposition 2.2.5 On suppose que [’ garde un signe constant. Sous les deux condi-
tions suivantes :

n
i+3

, Vi € Z,neN avecy € [1,7], 7 est constante,

2) A<,
Le schéma (2.4) est monotone.
Preuve

Une condition suffisante pour respecter la premiére condition de la proposition
(2.2.3) et de fixer un 7 € [1,7] tel que
Sr

1
n it3

a1 =Y.
3 f/ a™
it
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Dans ce cas I'étape prédicteur devient :

Yirl =35 (1+7sgn (f)w + 5 (1 —7sgn(f)) wi,

2

et ’étape correcteur s’écrit sous la forme conservative suivante
witl = Wty <f <wy+%) _f <w?_%)), (2.10)
= H(wy, w wiy), (2.11)

avec H est l'opérateur défini dans (2.6).
Le schéma (2.10) est monotone si I'opérateur H est croissant par rapport a chacune
de ces variable w;', w;' ; et w;’ ;.

OH
G~ (Wil ) = 5 Gen () + 7)1 )]
OH
G (Wil uha) = =3 (ssn (F) = )17 (@)]
1+

OH Y.
a,wn( i— 1?w wH—l) :1_T7f (az)

Le fait que 7 > 1 et 75yA < 1, opérateur H est croissant par rapport a chacune de
ces variables, il s’ensuit que le schéma SRNH est monotone.

Théoréme 2.2.6 Soit wy € L™ (R), sous les conditions définies dans la proposition
(2.2.5) la solution numérique donnée par le schéma SRNH converge vers l'unique
solution entropique.

Preuve

Le schéma (2.4) est un schéma & trois points conservatif consistant monotone [GR91],
sous les conditions de la proposition (2.2.5), il s’ensuit que ce schéma est consistant
avec toute condition d’entropie.

2.2.3 Le paramétre de contrdle dans I’étape prédicteur

La condition de stabilité ((2) de la proposition (2.2.3)) exige que |f'(a}")| soit fini.

Une condition suffisante pour cela, est que a;' et w, ; restent bornés.
2
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Dans ce qui précede, cela a été obtenu, en imposant que w;’ . € X, ou X est défini

au début de cette section via un paramétre v > 1. Nous voulons ici lever l'indéter-
mination introduite par ce parameétre . Pour cela, on remarque qu’'une condition

suffisante pour que w]', , reste borné est que w,, € [w}Llw}, w!Tw},]. Or

itd iti

why =5 (L 8y ol + 5 (18wl
une condition suffisante est donc 1+, > 0et 1 —0 . >0, il s’ensuit que
2 2

Sn

Z+2 '
7 ()]

Cela avec la condition (1) de la proposition (2.2.3) du principe du maximum impose

Sn

z+2

(o)
+3
SRNH en faisant intervenir le signe de f’ dans 'étape prédicteur) qui s’écrit sous la
forme

6”

z+2

<

n
il

que o

i Finalement on déduit le schéma SRNHS (c’est le schéma

D=

e (fwly) — Fw!)
2

soit ] ]
wﬁ% =3 (w? + w?ﬂ) ) sgn (f’(azr%)) (w?+1 - w?)
w

witt =w? —r <f (wzi%) -/ <w:b—%))

Remarque
Si on suppose que f' garde un signe constant et que ’on écrit le schéma SRNHS
sous la forme

n+1

w; = H (wz 17w wz+1>

Perreur de troncature est donnée par (Voir Raviart et Godlewski 1991 [GR91])

0 ow 2
ET(w)(x,t) = Ton {B (w,r) a—x} + o(77)
1 & L, 2
avec B (w,r) _—22 w,w,w)—ﬁf(w).
j=—1 H‘J
Comme DI
G (W) = 5 (1=sgn () (' (w)
« OH
G (00, w0) = 5 (1450 () (' (),
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alors
Blur) = ggrlf/uw)] ~ /' (w)
@l
= - ipw).

Le schéma est donc quasi d’ordre 2 si la condition de stabilité est de 'ordre de 1. Si
la condition de stabilité est inférieure & 1 le schéma est d’ordre 1.

2.2.4 Résultats numériques
Equation de Biirgers

L’équation de Biirgers représente une loi de conservation non linéaire combinée avec
une partie non homogéne diffusive, modélisant de maniére simplifiée un écoulement
et qui s’écrit :

ow 9w = Pw

o ol a) T Vo
ol w est une variable conservative, v est un coefficient de viscosité. On considére le
cas ou v tend vers 0. Dans ce cas ’équation devient :

ow | A(%)
EjL ox

=0,

et on prend comme condition initiale

(

0 si 0<z<02
1 si 02<z<04,

1-5(x—04) si 04<uxz<0.6

\ 0 sinon.

C’est un probléme de Riemann testé par F. De Vuyst [DV04], dont la solution
contient une onde de raréfaction qui se forme a partir de la premiére discontinuité
et qui compresse la zone entre x = 0.4 et x = 0.6, et une onde de choc qui se

1
propage a partir de x = 0.6 avec une vitesse égale a 0 = 5 On compare les résultats

numériques donnés par le schéma SRNHS et le schéma Hybride Lax-Wendroff—Lax-
Friedrichs congu par F. De Vuyst [DV04] et la solution théorique aux mémes instants
t =0.1s et t = 0.6s. La CFL vaut 1 pour le schéma SRNHS et 0.5 pour le schéma
hybride et on montre leur courbe d’erreur a 'instant t=0.6s. Puisque le schéma
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SRNHS devient le schéma de Lax-Wendroff pour le paramétre de controle OéZr; =1

et le schéma hybride également pour le paramétre QZF% = 0, nous allons afficher les
courbes de répartition de o, ! et 9?+%'

De plus les parametres ', 1 et 07, L controlent la diffusion numérique, on remarque
que celle ci est élevée pour le schéma SRNHS a I’endroit d’une onde de raréfaction
et aussi importante pour le schéma hybride a l’issue du propagation d’une onde de

choc.

Le flux numérique du schéma hybride s’écrit de la facon suivante

t (08 W W) = 0 o2 (W W) (1= 07 ) ol (W W)

+§ Z-‘r%

ot M (U, V,r) et le flux numérique du schéma de Lax-Friedrichs modifié donné
par

GBI (U, Vi) = 5 (F(U) + FV)) - -

et gtV (U, V,r) et 'approximation du flux numérique suivant une dérivée direction-
nelle et un paramétre ¢ du schéma de Lax-Wendroff donné par

rfleUV)+e(f(V) - fU)] - fle(UV))
2 c :

(V=0)

oMUV, r) = 5 (f(U) + f(V)

N —

ott ¢ (U, V) est un état moyen satisfaisant la relation de consistance ¢ (U,U) = U,
est choisi tel que la matrice A (U, V) = A (¢ (U,V)), et le flux numérique du schéma
de Lax-Wendroff est donné par

" (UVor) = S (F(U) + F(V)) = gfl((ﬁ V)(F(V) = fU)).

N —

9;1; est choisi de telle sorte que le terme de la dissipation 77;11 soit inférieur ou égal
2 2
a0et

ms = S = SUR +r{DuSyy (U =611 ) + DuSiyy (o, = UF) |

2
U+ Ui,

1
ou S(U) = §HU||2 est la norme de ’énergie, et DUSZF% =DyS <
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2
1 T
— Analytique
0 SRNHS 19}
09F * Hybride
18-
08
17r
07r
161
06
151
051
141
04r
13r
03r
121
02r
11r
0lr
1 1 1 I 1 1 1 1 1

| RRERARRRRRRRY G T 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

F1G. 2.1 — Courbe de la solu- FIG\' 2.2 - Relzartl‘gllon \du ba-
ramétre de controle o, ; 4t=0.1

tion w & t=0.1s s it
08

0.1F

06f

05p

041

03f

021

01F

F1G. 2.3 — Répartition du pa-
ramétre 0", a t=0.1s
2
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= Analytique §
0 SRNHS
+ Hybride 4

0 01 02 03 04 05 06 0.7 08 09

Fi1G. 2.4 — Courbe de la solu-
tion w & t=0.6s

1

09r

08

07r

06

057

041

03

02r

0.1r

F1G. 2.6 — Répartition du pa-
ramétre 07", a t=0.6 s
2

F1G. 2.5 — Répartition du pa-

ramétre de controle azﬂrl at=0.6
2
s

Representation des courbes d'erreur de SRNHS et Hybride

-4
% hybride
0 SRNHS

Log(L1—erreur)

=TI -9 ) 7 - 5

Log(dx) ’

F1G. 2.7 — Courbes d’erreur du
schéma SRNHS et du schéma, hy-
bride & t=0.6 s, pente ~ 0.734
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2.3 Etude du schéma SRNH dans le cas de systémes
homogénes

2.3.1 Cas linéaire

On considére le systéme hyperbolique linéaire homogéne 1D suivant :

oW ow .
o A% 0, (z,t) e DxRY, DCR (2.12)

W(z,0) =Wy(z), z € D

avec W : D x R, — ) un vecteur & m composantes de quantités conservées, ol
variables d’état, 2 étant un ouvert borné de R™, A est une matrice carrée dans
M (R).

Pour ce probléme le schéma SRNH présenté par F. Benkhaldoun dans [Ben02] et
dans le premier chapitre de cette thése s’écrit de la maniére suivante :

n n H‘ n n
Wii=35 (W+1 + W) - 2Sn2 AW = W)
z+2
Win+1:mn—’f’A< :;_l_WZn_l)
2 2
ou
Sivy = max ([A]) =p(A),
avec p(A) le rayon spectral de A, [\ ] _, . sont les valeurs propres de la matrice

.....

Avet o} 1 est un paramétre de controle
2

Le systéme (2.12) est hyperbolique, il s’ensuit que la matrice A est diagonalisable
dans une base des vecteurs propres. On note A\; < Ay < ... < )\, ses valeurs propres
associées aux vecteurs propres {71, ..., 7, }, et on note B = {ry,...,r,,} la base de R™
formée par les vecteurs propres de A. Soit R = [ry, ..., 7] la matrice de passage de
la base canonique de R™ & la base B , il s’ensuit que la matrice 4 = RAR ™!, ou
A est la matrice des valeurs propres et R~ est la matrice inverse de la matrice de
passage.

L’étape prédicteur s’écrit
z+2

25"

z+2

1
Wﬁr% ) (Wi + W) = AWy —W)).

On pose V = R™'W, I’étape prédicteur devient

n n n H‘ n n
Vi+§:2<v+1+v ) - 25211+2 AL =V
2
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et I’étape correcteur devient
1
Vit = v - eA (Vi - V)
L’écriture est donc équivalente au schéma de volumes finis SRNH suivant :

Vi = o (Vi) -

Z+ n n
i+3 = 9 AV V),

257, Z

2

A A VAT AT B
2

appliqué au systéme :

ov oV

+A— =0, (x,t) e DxR, DCR,

ot ox (z.1) +

V(z,0) = Vy(z), x € D.
Ce systéme est équivalent & m équations indépendantes a m variables, c’est-a-dire
que le probléme se rameéne a : Vp € {1,...,m} :

vy, ovp,

ot Pox

vp(a:,()) = (Up)o(x)> r €D,

0, (z,t) e Dx R}, DCR,

et le schéma SRNH s’écrit pour ces problémes 1D scalaire, Vp

CE+

(Up)z-i-l = % ((Up)z—i-l + ('Up)z') 25%2 Ap (( )z’—i-l - (“p)?> 3
() = (0 b

o)r — T Ap ((Up);l% B (Up)i_5> '

Proposition 2.3.1 Sous les deur conditions suivantes :

Daly > p(}\A|) V(i,n) € Zx N, Vp e {1,...,m} tel que \, # 0,
2 P
2)r < p(A)~h

Le schéma satisfait le principe du mazimum local

nt1 nt1
IZIan (vp); < Han (vp); T < max (vp)] < max (vp);

€L iE€EZ
Preuve
On a Vp
( p)zH = (%) 5)‘20 ((UP>7,+1 + (Up)i) gn TAP (( P)z—i—l (Up)z )]
i it+i
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En appliquant le méme raisonnement que dans le cas scalaire, on écrit

(Up)ZnH: ?1(%)1 1+5n(vp) + ?+1(Up)?+17

avec

i-3 T3
TL 1
T z—i—
?+1 >‘ qn YT )‘p - 1)
z+%
n H‘z
On pose [5”%}1) SZF Ap-
2
1) En appliquant le méme argument que dans le cas scalaire, on aura 37 ; > 0 et
ST
1 = 0 sous la condition suffisante o, ; > |>\+|2 V(i,n) € Z x N, Vp € {1,...,m}.
2
1 .
2) D’aprés 1), on déduit que — — < | Qp‘ Vp € {1,...,m}; et la condition
it i— 3%
n + <Tn
Sy ST,

B > 0 est satisfaite si 7\,”> <

= (QZ_% N 0‘?_1)
St St

. . o . ’L+§ T2

qui est verifié sous la condition suffisante rp(A) < 1.

V(i,n) € Zx N, ¥p € {1,...,m}, ce

2.3.2 Paramétre de contrdle sous forme matricielle

De maniére analogue a I’é¢tude faite dans le cas scalaire, on se propose de borner

I’état intermédiaire (v,)” i Vp € {1,...,m}. Pour cela & chaque instant on impose

sur v’ i la condition sufﬁsante suivante :

(vp)z+1 € [(vp)i L) (up)! T (wp)!] V(i,n) € ZxN et Vp €{l,...,m}.
(2.13)
Or

(Up)er = % (1 + [5?+%]p> (Up)? + % <1 - [5?+%]P> (Up>z+l’

pour que la condition (2.13) soit remplie, il suffit d’avoir

L+ on,] 20 e 1-on,] >0,
p p
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il s’ensuit que

[5?4.%]17

Finalement sous la condition (2.13), on trouve

<1 Vpe{l,...,m},V(i,n) € Z x N.

(2.14)

. On voit

e {l..omb |, <1
Sz'n+l
Les deux inégalités o 1 > B |2 (condition de stabilité de la proposition 2.3.1) et
2
P
Sz'n+l SZ." L
ozZr% < —‘)\pf impliquent V(i,n) € Z x N et Vp € {1,...,m} O‘Zr% = )

donc que le paramétre de controle O‘Zrl dépend des valeurs propres, d’ou le choix de
2

le prendre sous la forme d’une matrice diagonale

1+§
N 0 0
s™
i+l
: 0
Qipl =
2
0 0
ST
)
0 ... 0

Or V = R™'W. En remplacant dans 1'étape prédicteur, on obtient :

Wiis = 2 (Wi + W) = @RO‘H%AR RUGTER D
2
= % (Wi, + W) — Ral RTA (W, — W)

S¢+%

On pose
n _ n —1
QH—% = ROKZ._’_%R .

Finalement le schéma SRNH devient

=5 W+ - @Qi—i—%‘A(VVi-H -7,
T3
Wit =wr —rA (VVZ_L# - VVZL_;) :
2 2

En simplifiant on obtient le schéma SRNHS
Wi—i—% ) (VVH-I +W; ) - §sgn(A) (VViJrl - W )>
Wt = W g <F (W.@l) _F <W.” 1)) :
it+5 i—5
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avec sgn (A) = Rsgn (A) R et sgn (A) = diag (%)
k

Remarque
Pour un probléme linéaire F'(W) = AW le schéma SRNHS se raméne a un schéma
décentré amont comme le schéma de Roe, VFFC et VFRoe en effet :

1 1
PVFFC (Win7 WZ-LH) = 5A (WZ” + Wﬁrl) 3 sgn (A) A (Wfll - VVzn)

1 1
= A+ W) = A (W = W)

= oM (Wz’na VV;fH) :
1
QSENIS (Wi W) = SA((WF+ W) —sen (A) (Wi, — W)

— (I)VFFC (VVZn, VVZT-LH) )

D’autre part si on projette W/, — W;" dans la base des vecteurs propres de la

p=m
maniere suivante W/, — W/ = Z YpTp ON AUTa
p=1
Wi—i—% = W, +§ (VViJrl - W ) —§sgn(A) (VVi-‘rl - W )
1~
= W'+ 2 Z Yp (1 —sgn(Ay)) 1y
p=1
= Wi+ Z TpTp
Ap<0

= Wyrpre (0, W], W),
ot Wy proe (0, W;*, W/%,) est la solution du probléme de Riemann, v, = *I,,- (W}, — W/

(]
et tlp pour p = 1,...,m les vecteurs propres & gauche de A vérifiant tlp “Tqg = Opq

d’otl pour ce cas linéaire

(I)SRNHS (VVZn, VVZT-LH) — ./4 n AWVFRoe (O, mn) VVZT-LH) — (I)VFRoe (VVZn, VVZT-LH) )

L1 =
+35

2.3.3 Cas non linéaire

On considére le systéme hyperbolique non linéaire homogéne 1D suivant :
ow n OF (W)

ot ox
W(x,0) =Wy(z), z €D

=0, (z,t) eDxRY, DCR
(2.15)
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avec W : D x R, —  un vecteur & m composantes de quantités conservées, ou
variables d’état, comme la masse, la quantité de mouvement et I’énergie dans le cas
des problémes de la mécanique des fluides, et la hauteur et la quantité de mouvement
dans le cas du probléme de Saint-Venant. €2 étant un ouvert borné de R™. La fonction
F' définie de €2 dans R™ représente la fonction flux que ’on suppose assez réguliére.
Le schéma SRNH pour ce probléme s’écrit sous la forme suivante :

n
i+3

25",
v () P (12)

1 (0%
L= (W +17) -

1
+3

(F (W) = F V),

avec
n _ n n
Sip =%, CH R R)
ol [Ap]le,...Jn sont les valeurs propres de la matrice jacobienne de F', A/ | (respec-

tivement A, ) calculées a I'état W/ (respectivement a I'¢tat Wii,) et O‘ZF% un
paramétre de contréle. On suppose qu’il existe un état intermédiaire ) (VVZ”, VV[_LH)

tel que ~
F( ﬁrl) - F(Wzn) =A (V (Wz’nv zY-LH)) ( z‘T-LH - Wzn) :

La matrice de Roe [Roe81| quand elle existe vérifie exactement cette condition.
Dans ce cas I'étape prédicteur devient :

(Wi, + W) — ZZQ AW (W W) (Wi, = W)
25

Comme le systéme (2.15) est hyperbolique, il s’ensuit que la matrice A (V (W, W/,,))
est diagonalisable. On note \; < Ay < ... < \,, les valeurs propres associées aux
vecteurs propres {7y, ..., 7, }, €t on note B = {7, ...,Tm} la base des vecteurs propres
de R™. Soit R = [y, ..., 7] la matrice de passage de la base canonique de R™ 2
la base B formée par les vecteurs propres de A( (W" VV:H)): il s’ensuit que la
matrice A (V (W), W/,)) = R, 1AZ+%R ', AZ+1 est la matrice des valeurs

propres et R;r ;. est la matrice inverse de la matrlce de passage. Si on considére le
2

comportement du systéme localement entre les mailles x; et z;, 1, ’étape prédicteur
du systéme (2.15) donne :

D — n 1 n H‘ D — n
Rz—i-lévvz—i-% - 27?’ (W-H + W ) 25211: A %Rz-i-l% ( H—l W )
2

, v R W"et = 72 W+10naura

TL

ity =3 (V4 77) = et huy (72, - 7).

z+2

T
[N
[\
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En tenant compte de ’analyse du schéma SRNH dans le cas linéaire vectoriel, dans

lecasou A\, #0 Vp e {1,...,m} on peut écrire de maniére analogue :
aNAY n n _ D n D—1
Q (9 (W7 W) = Rus ol Ry
avec
STy
T2
B 0 0
sn
1+§
" 0 A2
Qi1 =
0 0
0 0 S:Jr%
[Am|

Dans ce cas le schéma SRNH devient

1
25",

z+2

Wit == (R () - F <W—>>

ny= (W+1 + W) -

1
i+

En simplifiant on aura

n 1 ) n n n n
Z—l%: 9 (W+1+W )—ngn(A(V(VVi W) (Wi = wi),

e (1) - ()

Finalement le schéma SRNHS est une variante du schéma SRNH qui s’écrit :

1 _
= ) = 2 A ) (v - Fov),

1
i+

e (0 () - P (12,)).

avec

A

7,—1—2

AW 2 W) 7| = Ry

RL et )f\_

H’Q +2

1
= diag < )
Al
Remarque 1

Dans le but de qualifier ce schéma nous allons le comparer avec des schémas de
volumes finis efficaces pour la simulation numérique des systémes hyperboliques,
a savoir le schéma & flux caractéristique (VFFC)|GKLC96, Bou98|, dont le flux
numérique s’écrit sous la forme matricielle suivante :

g WV W) = S (F(V) + F(W)) — %Sgn(A(U)) (E(W) = F(V))

N | —
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basé sur les courbes caractéristiques Xy(t) qui sont des solutions des équations dif-

férentielles suivantes : iX
= WV (X))

Le schéma VFFC a une grande ressemblance avec le schéma de Roe dans le cas
des systémes hyperboliques homogeénes, dont le flux numérique peut s’écrire de la
maniére suivante :

(F(V)+ F(W)) — = sgn (AF) (F(W) — F(V))

gV, W) = 5

N | —

1
en changeant la moyenne de Roe par une moyenne arithmétique U = §(V + W).

On note également le schéma VFRoe [MFG99, GHS02|, dont le flux numérique est
donné par
gVFRoe (V: W) =r (WVFRoe (07 ‘/7 W)) ;

ot Wy rRree (0; V, W) désigne la solution du probléme de Riemann linéarisé suivant :

ow _ OW
W%—A(U)%—O,

V., x <0,
W(z,0) =

W, z > 0,

en supposant que la solution du probléme non linéaire est connue & l’instant ¢".

Le schéma a été écrit pour les problémes hyperboliques conservatifs, et par la suite
a été prolongé aux problémes non conservatifs [BGHO0O].

Le schéma SRNHS retrouve le schéma VFRoe pour les systémes hyperboliques non
homogenes en effet I’étape prédicteur s’écrit

I~ TN -
V[/:;’_% - WZL + 5 X;/Yp (1 - Sgn(AP» Tp
p=
= Win + Z VT
Ap<0

= Wyrree (0; W), W},),

_ 1 _
dans le cas ou I’état moyen V (VVZ”, VV[_LH) =3 (VVZ" + VV[_LH) et y, = tlp-(I/Viil — I/VZ"),
(pour plus de détails voir paragraphe (2.3.4)).

Pour une loi de conservation scalaire sur un maillage régulier, le schéma SRNHS
comme les schémas VFFC et VFRoe sont trés proches. En effet, si on considére
I’équation de conservation scalaire :

v N of(v)

ot " or
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ou v € R et f une fonction réguliére de R dans R, les expressions des flux numériques
sont données par :

) s f) >0
RO@(U,’UJ) _ f(w) si f’(?l) <0

(f(v) + f(w)) si @) =0

1
2
flo) st fi(w) >0
gVFFC(v,w) — :

9

ou
—f(w) — f) si w#£ v 1
F(0) = w—v et u=—=(v+w).
/ : 2
f'(v) si w=vw
Remarque 2
goENES () = gVFHoe(y, w) dans le cas ou 1’état moyen @& du schéma SRNHS est

pris égal a u. Le schéma SRNHS a montré une robutesse et une grande efficacité pour
la simulation numérique de certains problémes hyperboliques homogénes. Mais de
maniére analogue aux schémas de Roe, VFFC et VFRoe qui se basent essentiellement
sur I'approximation du probléme de Riemann local par un probléme linéaire, ce
schéma peut donner des solutions non physiques et mener & ’apparition de chocs
stationnaires, alors que la solution physique qui vérifie I'inégalité d’entropie est une
onde de détente, cela nous oblige & faire une correction entropique au niveau des
points soniques.

2.3.4 Modification entropique

Dans I’étape prédicteur du schéma SRNHS, on a essayé de trouver une bonne ap-
proximation de la solution approchée du probléme de Riemann linéarisé par 1’ex-
pression :

w"

1
+3

1 _
=5 (Wi, + W) - 5 Sett (AW W W) (Wi, — W)

7

N | =
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On projette W, — W;* dans la base des vecteurs propres B = {Fy,...,7,} de la
Jacobienne A calculée a I’état moyen, on aura :

Wi, — Wi = Z VpTp-
p=1
Or

AW (W W) = Rsgu (A (V (W, W) R,
avec sgn (A (V (W, W/.,))) est donnée par

>
e

— 0 0

A1

0 ﬁ U
sen (R (V (W2, W2)) = 2 ,

: 0 . 0

0 ... 0 ﬁ

dans le cas ot A\ = 0, on pose sgn(\;) = 0, il s’ensuit que
sgn (A (V (W', Wii))) (Wi = W) = Resgn (A (V (WP W) R Y57
—

= Rsgn (A (V (W, W) Z%ﬁ_lfp‘

1

[y

3
Il

Or 'I,7, = 8,, ou [, est le g-iéme vecteur colonne de la matrice R ™', d’out
s@MWM%WMHWM%®=i%mwm
de plus on a :
S (VI W7) = W (W, - W)
= W'+ % zm: VoTp-

D’autre part

1 1
2 (V[/[jrl + Wzn) = Wi - 2 (V[/[jrl - Wzn)
1 m
= Wi - B) VoTp-
p=1
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D’ou
n n 1 - = 3\
VVH% W +§27p (1 —sgn(Xy)) 7
p:
= WY (s ()
p=1

On suppose qu'il existe j € {1,...,m} tel que
)\jl <0< /\jr

ol \;; est la j-iéme valeur propre de la jacobienne calculée a I’état W;" et A, est la
j-iéme valeur propre de la jacobienne calculée a ’état W' |, dans ce cas s’inspirant
de Harten, Hyman et Lax [HHL76] et Harten et Hyman [HH83] on remplace \;; par

~

Aji et Aj. par \;, avec

“ N — s
Ao = N2 “J
N = N
et
R A — i
Aip = Njp——9°
J J )\]T_A]l

Ensuite on I'injecte dans l'expression de W/ . de la fagon suivante :
2

m

1 B - a 1 N _
Wi’jr% =W+ 5 Z o (1 — sgn()\p)) Ty + 57]- (1 - sgn()\ﬂ)> T (2.16)
p=1,p#j
et
. I BN - 1 < _
Wiy =Win—5 > 5 (L+sen(h) 7 — 57 (T+sen(i)) 5. (217)
p=1,p#j

On additionne (2.16) et (2.17) on aura

Vi <Sgn(5\jz) + Sgn(j\jr)> Tj.

=~ =

n 1 n n 1 - = N \=
VVH% = §(VVZ +Wiiy) T Z Vo sg0(Ap)Tp —

p=1p#j
Nous allons tester le schéma SRNHS, tout d’abord sur des problémes homogénes.
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2.3.5 Résultats numériques
Probléme de Saint-Venant

Les équations de Saint-Venant monodimensionnelles modélisant ’écoulement de
I’eau dans un canal s’écrivent :

oh 0
ETRr e (hu) =0, € [-10,10]
0 o ( 5 B\

ol h est la hauteur de 'eau, u est la vitesse d’écoulement de I’eau et g = 9.81ms >
I’accélération de la pesanteur.

La matrice Jacobienne est donnée par

ou ¢ = \/gih
Le deux valeurs propres de A sont u — c et u + ¢, la matrice de passage est donnée
par
1 1
R(W) =

u—c u—+c

et 'inverse de le matrice de passage est :

1 u+c —1

—1 _ -
R (W)_2c —u+c 1

La matrice signe définie dans le schéma SRNHS, est en principe définie par les états

hl + hr ot i — Ul\/E—F UT\/hr
2 Vhh,

Cependant dans les tests numériques on a simplement pris les états moyens h =

hi +h U+ u . .
L2 ot = — 5 " ot h; et u; sont respectivement la hauteur et la vitesse de

moyens de Roe [Roe81] qui sont données par h =

I’eau si x < 0, h, et u, sont respectivement la hauteur et la vitesse de ’eau si z > 0.

Pour valider le schéma SRNHS et la modification entropique nous faisons des tests
numeériques sur des cas ou ils existent des points soniques et nous introduisons la
correction entropique a ce niveau. Pour cela on prend comme condition initiale
h; = 20m, h, = 1m, u; = 0 et v, = 0 & ¢t = 0.3s avec un maillage de 100 points
(figures F1G. 2.8, FI1G. 2.9) et un cas test avec fond sec(figures F1G. 2.10, F1G. 2.11)
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. Ensuite nous allons reprendre quelques exemples testés par T. Buffard, T. Gallouet
et J.M. Hérard [BGH98| dans “un schéma simple pour les équations de Saint-Venant”
pour voir 'efficacité du schéma pour la résolution de ces problémes.

Rupture de barrage sur fond mouwillé : il s’agit d’un probléme de Rieman de condition
initiales :

(h,Q)(x <0,t=0)=(1,0), (h,Q)(x > 0,t=0) = (0.3,0)

Une 1-onde de détente subsonique et un 2-choc se forment.
Rupture de barrage sur fond sec : Les conditions initiales sont maintenant :

(h, Q)(x < 0,t = 0) = (1,0), (h, Q) (z > 0, = 0) = (0,0)

Une 1-onde de détente subsonique et un 2-choc d’amplitude trés faibles se forment.
On constate bien que les résultats numériques sur plusieurs cas test obtenus par le
schéma SRNHS (ou VFRoe) coincident avec ceux du schéma de Roe.

On constate aussi que le calcul de la Jacobienne en utilisant la moyenne arithmé-
tique au lieu de la moyenne de Roe ne change pas les résultats numériques.

o1
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HOMOGENES
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Probléme d’Euler

Les équations de la dynamique des gaz pour un fluide parfait s’écrivent en une
dimension d’espace sous la forme

ow  OF (W)
ot i Ox
W(x,0) = Wy(x).

=0, x€]0,10],

Pour fermer le systéme, on ajoute ’équation d’état des gaz parfaits

p=(v—1) [E—%puz}-

Les variables conservatives et la fonction du flux physique sont donnés par :

p pu
w=|r |, et FW)=| pHp
E (E+p)u

ou p représente la densité du gaz, u est la vitesse, p est la pression et E est I’énergie
totale. v est le rapport des chaleurs spécifiques. Il est supposé constant et égal & 1.4
(cas d’'un gaz parfait diatomique).

On définit également l'enthalpie totale H par H = E (E + p) et la célérité du son
c=/2 p
La Jacobienne de F' est donnée par
0 1 0
VE(W) = (y—1)H —u?— 2 (3—9)u v—1

(v —2)uH —uc* H—(y—1u? ~u

La matrice VF(WW) est diagonalisable, ses valeurs propres \; sont données par :
AM=u—c, Ao = u, A3=u+c

et ses vecteurs propres associés sont donnés par

1 1 1
R(W)=| uv—¢ |, Ry(W) = u et Ry(W)=| uTc
H —uc %u2 H +uc
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Aprés avoir effectué la correction entropique introduite dans le paragraphe (2.3.4),
ce schéma permet la simulation numeérique de quelques cas critiques en prenant
t = 0.005 et la condition de stabilité égale & 0.9 :

En fonction des conditions initiales le probléme d’Euler admet trois champs carac-
téristiques, le premier et le troisieme champs caractéristiques sont vraiment non
linéaires (VA - R; # 0, pour j = 1,3) et peuvent étre soit des ondes de raréfaction,
soit des ondes de choc, par contre le deuxiéme champ caractéristique est linéaire-
ment dégénéré (VAs.Ry = 0) et correspond a une discontinuité de contact qui se
propage avec la vitesse u.

Notons que pour ce probléme les résultats numériques du schéma SRNHS et le
schéma de VFRoe sont les mémes.

cas testé

Onde supersonique 1-raréfaction

Le premier champ caractéristique est une onde de raréfaction qui contient un point
sonique, ce probléme est traité a ’aide de la correction entropique introduite dans
le paragraphe (2.3.4).

état gauche x <5 | état droit > 5
=1 pr = 0.01
u; = 0 Uy = 0
b = 10° Dr = 10°

Notons que le schéma VFFC pour ce cas, s’est avéré non entropique méme aprés
correction entropique [Seg02].

Onde de choc double subsonique

Dans ce cas il y a deux chocs que se propagent de la gauche vers la droite.

état gauche x <5 | état droit x > 5
pr = 1 Pr = 1
u; = 300 u, = —300
b = 10° DPr = 10°
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xaot
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+ Rusanov O SRNHS
B * Rusanov

1 T
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0
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FiGc. 2.12 — La densité du Fi1G. 2.13 — La pression du
fluide, cfl=0.9, t=0.0015, 1000 fluide, cfl=0.9, t=0.0015, 1000
points points
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F1G. 2.14 — La pression du F1G. 2.15 — La quantité de
fluide, cfl=0.9, t=0.005, 1000 la mouvement du fluide, ¢f1=0.9,
points t=0.005, 1000 points
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Chapitre 3

Schéma SRNHS - Application aux
problémes hyperboliques non
homogeénes

Résumé

Dans ce chapitre nous faisons I’extension du schéma Solveur de Riemann non homo-
géne avec matrice signe (SRNHS) aux problémes scalaires non homogénes, ensuite
nous ’appliquerons au probléme de Saint-Venant avec topographie irréguliére. Nous
effectuons des comparaisons avec un schéma performant pour la simulation numé-
rique de ce genre de problémes a savoir le schéma de Bermudez et Vazquez [BV94]
en présentant des courbes d’erreurs.

3.1 Introduction

La résolution numérique des problémes non homogénes fait ’objet de plusieurs tra-
vaux de recherches, notamment pour le probléme de Saint-Venant avec terme source
trés raide. La propriété de conservation de ’état d’équilibre est fondamentale dans
la simulation numérique de ce type d’écoulement. Trés récemment plusieurs articles
ont été publiés sur le sujet. Des schémas de volumes finis décentrés développés pour
la simulation numérique des problémes de la mécanique des fluides homogénes (équa-
tion d’Euler) |[HLvL83, vL84, Roe85, Roe81, SW81, Vij86|, ont ainsi été appliqués
pour la simulation numérique du probléme de Saint-Venant avec des topographies
non réguliéres, en effectuant le décentrement du terme source par sa projection sur
les vecteurs propres de la jacobienne du flux numérique [BDDV98, BV94, VC99|.
Ces méthodes sont étendues aux problémes multidimensionnels [BDDV98|, Hubbard
et Garcia Navarro ont utilisé les limiteurs de pente pour éléver ces schémas & ’ordre
deux en espace [HGNOO|. Plusieurs schémas sont basés sur la propriété de conser-
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3.2. CAS SCALAIRE NON HOMOGENE

vation du cas stationnaire. Ces schémas ont été initialement introduits par J. M.
Greenberg et A. Y. Leroux [GL96b, GLBN97, GL96a, BPV03| pour le cas scalaire,
ensuite ils ont été étendus pour la résolution du probléme de Saint-Venant avec topo-
graphie irréguliére [Bon97| et avec frottement. LeVeque et ses coauteurs ont présenté
des algorithmes quasi-stationnaires pour les propagations de vagues [LeV98|, Jenny
et Miiller ont modifié la relation de Rankine-Hugoniot des solveurs de Riemann pour
les problémes avec termes sources [JM99] . Dans [VS02|, Senko et Luka ont déve-
loppé un nouveau schéma de volumes finis basé sur la méthode ENO et WENO
développé par Osher, Enquist, Chakravarthy, Shu et Jiang basé sur I'idée d’établir
une relation d’équilibre entre le flux du gradient et le terme source. Alcrudo et Ben-
khaldoun dans [ABO1| ont donnés la solution autosimilaire exacte pour le probléme
de Riemann de I’équation de Saint-Venant avec un fond discontinu, ensuite avec un
schéma basé sur ’autosimilarité de la solution exacte du probléme de Riemann non
homogéne, Benkhaldoun a déduit un schéma général de type prédicteur-correcteur
pour la simulation numérique des problémes non homogéne. Ce schéma a été ap-
pliqué avec succés dans le cas 1D aux écoulements diphasiques et au probléme de
Saint-Venant avec terme source [Ben02].

Dans les chapitres précédents nous avons montré qu’une analyse mathématique
d’une version modifiée du schéma précité permettait d’aboutir & un nouveau schéma
SRNHS. Ce nouveau schéma SRNHS a une grande ressemblance avec les schémas
décentré amont au niveau des techniques utilisées (matrice de Roe, matrice signe,
décentrement amont, solution de Riemann approchée), mais différe dans la maniére
d’introduire I’approximation de la solution du probléme de Riemann avec présence
de terme source.

Pour évaluer 'efficacité de cette méthode nous allons commencer 1’étude du schéma
SRNHS dans le cas scalaire dans la premiére section. Ensuite nous allons 'appli-
quer pour le probléme de Saint-Venant avec une topographie irréguliére. Nous allons
montrer le respect de la C-propriété de la conservation du cas stationnaire introduite
par Bermudez et Vazquez [BV94, BDDV98|. La simulation numérique de quelques
cas critiques a été menée en effectuant ’extension du schéma SRNHS & 'ordre deux
en espace en utilisant la technique MUSCL, et la qualification du schéma SRNHS
est faite par le tracé des courbes d’erreurs.

3.2 Cas scalaire non homogéne

On considére le probléme non linéaire avec terme source suivant :

ou N Of (u)

ot ox
u(z,0) = ug(x)

= s(x,u),

ott u: R x R* — R, (z,t) — u(x,t), f : R — R de classe C' et s(z,u) et le
terme source.
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Le schéma de volumes finis SRNH basé sur I’autosimilarité de la solution du probléme
de Riemann non homogéne, s’écrit de la maniére suivante :

TL
UZ_% - % (u?-i-l + u?) 25:§ (f(u?—i-l) - f(u?)) + zgij AV (xia $i+1,u?,u?+1),
it3 2

=g = () = fun)) + Ats

2 2

En tenant compte de I’analyse faite dans le deuxiéme chapitre pour le cas homogéne
i+ L

S Y

f ,(GZF%)

établie. En remplacant o' |1 par sa valeur dans I’étape prédicteur on a :

ou f(uj,) # f(uj) une valeur du paramétre de contrdle o, .
2

=5 (uiJrl +ui)—§sgn <f' (ai+%)) (qu ) Q\f’( )‘ 8"(@i, Tigr, Uy, Uy )

n n n n
€ }“z Lug g, ug Tugy [

est donné par le théoréme des accroissements finis :
7' (e ) s =) = Flu) = S ().

Dans le cas ou v = u} q, f’ < ) fr(ul) et 8"(zy, i1, ui', uy'y 1) est I'approxi-
mation du terme source a I’ etape predlcteur donnée par

Ti+1
8" (24, i1, u U ) Aa:b’/ / s(x,t, u)dxdt.

Pour prouver 'efficacité de ce schéma nous allons comparer la solution numérique
donnée par le schéma SRNHS et la solution analytique pour les problémes linéaire et
non linéaire non homogénes, et nous allons tracer les courbes d’erreurs pour évaluer
I’ordre de convergence de ce schéma.

3.2.1 [Equation linéaire avec terme source linéaire en u

On a vu que dans le cas scalaire linéaire homogéne le schéma SRNHS est équivalent
a un schéma décentré, mais il présente un avantage a propos de la simulation des
problémes non homogénes, notamment la conservation d’état d’équilibre pour les
problémes avec fond discontinu. Dans le premier exemple, nous allons vérifier ce
schéma sur un cas stationnaire, ensuite nous allons comparer I’erreur de ce schéma
sur un probléme avec fond discontinu avec I’erreur commise par le schéma décentré
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3.2. CAS SCALAIRE NON HOMOGENE

sur un probléme homogéne avec les mémes conditions initiales. Pour cela on prend
le probléme suivant :

(u o i
ot Or udw

u(x,0) = ug(z) = . (3.1)

1 si x > 20.

Le schéma de volumes finis SRNHS pour ce probléme s’écrit de la maniére suivante :

1
“ZF; = ug D) (U?H + U?) (zi41 — 2i)

ul = —r (uﬂ — u?_l) + Atsl
2

Q Z-i-%

ol s} est une approximation de la partie non homogene dans 1’étape correcteur
donnée par

% = AxAt /

et

tn+l

1
/ dl’dt @ (UZ_I + 2U? + U?_l) (Zi—i-l - Zi—l)

Précisons que pour ce probléme, la solution analytique présente une discontinuité
de contact stationnaire entre v; et un état intermédiare u, = u;exp(—1), et un choc
entre u, et u, de vitesse s = 1. De sorte que si on prend u; = 6 et u, = 6exp (—1),
cette solution a une apparence stationnaire. Cela est confirmé par la solution numé-
rique donnée par le schéma SRNHS (voir figure FI1G. 3.1).
Dans ce cas le schéma décentré (le schéma de Bermudez et Vazquez [BV94, BDDV98|)
est donné par :

P = = (=) = 2 () (= )
On voit que le schéma décentré de Bermidez et Vazquez ne conserve pas le cas
stationnaire pour ce cas test (voir figure F1G. 3.2).
Ensuite on prend u; = 6 et u, = 1. Pour ce cas test l'efficacité du schéma est
prouvée par la coincidence de la solution numérique avec la solution analytique
au niveau de ’état intermédiaire (voir figure F1G. 3.3). Enfin nous allons tracer
les courbes d’erreurs du schéma SRNHS pour le probléme (3.1) et pour I’équation
linéaire sans terme source pour comparer ’efficacité du schéma SRNHS pour les
problémes homogénes et non homogeénes a I'instant ¢ = 10s. Dans la figure ( F1G. 3.4)
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on remarque que la vitesse de convergence du schéma SRNHS est la méme pour le
cas homogéne et non homogéne. En revanche la valeur de ’erreur pour le probléme
non homogene est inférieure a celle du probléme homogéne. Ce qui prouve que le
schéma SRNHS est efficace pour les problémes non homogénes autant que pour

les problémes homogenes, en gardant la vitesse de convergence d’ordre 5 pour les

problémes non homogénes comme pour le cas homogéne.
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0 5 10 15 20 % 0 3% 40

Fi1Gg. 3.1 — Courbe de la so-
lution u, cfl=0.95, t=10, 1000
points
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tion u cfl=1, t=10 s, 3600 points
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Fi1G. 3.2 — Courbe de la so-
lution u, c¢fl=0.95, t=10 s, 1000
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F1G. 3.4 — Courbes d’erreurs du
schéma SRNHS avec fond discon-
tinu et fond plat
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3.2.2 Equation de Burgers avec terme source

On considére le probléme suivant

( Ou N 1 Ou? dz
J— —_ = —U—
ot 2 0x d
i si z <0
u(z,0) = up(x) =
Uy si z >0 (3-2)
z si z <0
z(z) =
L 2 si x> 0.

Définition 3.2.1 On dit que u(x,t) (u(x,t) est une fonction assez réguliére) est
Ou(w,t) 0
o

une solution stationnaire du probleme (3.2) si

Soit u(x,t) une fonction assez réguliére, et u(z,t) est une solution stationnaire du
probléme (3.2), alors on a

2
%aa% = —ug—i = % (u(z,t) + z(x)) =0 <= u(z,t)+ z(z) = ¢

ou c est une constante.

Définition 3.2.2 On dit qu’un schéma respecte parfaitement le cas stationnaire
pour le probleme (3.2) si

u +z=c  V(i,n) €ZxN et zi = 2(x;). (3.3)

Proposition 3.2.3 Sous la condition de la discrétisation du terme source dans
[’étape correcteur de l'une des deur facons suivantes :

i) sp = N <Ui_% + Ui+%) (Zi41 — 2ie1)

it) st = v (u ) + 2uf 4+ ulyy) (Zig1 — 2i-1)

ot w1 est l'état défini o l'élape prédicteur,
2
le schéma SRNHS respecte parfaitement le cas stationnaire.

Preuve
Dans ce cas, le schéma de volumes finis s’écrit de la maniére suivante

( 1 1
qu% =3 (u;;l + u?) — 5 sen <f’ <a?+%>> (uZrl — u?)
+”,(Aa7:1>§n (xiaxi-l-luu?uu?-l—l) (34)

it
ntl

ot == () = f () + At
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3.2. CAS SCALAIRE NON HOMOGENE

avec
Tit1
s" (%; Tig1, Uy, “?H) - Ax@ / (m)

— _LM (zip1 — %)

Az 2

ou le paramétre 6 est défini dans le premier chapitre et [Ben02].
Or

1
f/ (a,?_i_%) = 5 (U? + U?_H) s

n n 1 n n n n
F(etg) =1 () = 5 (g + ) (g =iy

En remplacant, on aura
i+ = 5 (Ui+1 + uz) — 588N (f/ <ai+%)) ((ui-l-l + zip1) — (ui + Zz))

r
n+l _ n " n__.n n
U, = Uy 2<Z+;+U %> <ui+% ui_%>+AtsZ.

En utilisant la relation (3.3), 'étape prédicteur devient

U

n _ = n n
Uil = 3 (uityy +uf)
n
= Uity (Zi41 — 2) -
u(z,t) est une solution stationnaire si est seulement si u'*' = u?, il s’ensuit que

I’étape correcteur du schéma SRNHS (3.4) est équivalente a

T n n n

ceci équivaut a

1 n
5 = 2Ax < 3 +ui—%> <ul+% B ul_%>
1 n n
= g (g +iy) G = 50,

d’ou la premiére discrétisation de s'.

Par ailleur dans ce cas on a v, = = (uf}, +u}'), alors

N —

n
i+

[N

1
n n o n n n
“¢+% +ui_% =3 (uiJrl + 2u; +ui_1) ,
il s’ensuit la deuxiéme discrétisation du terme source dans 1’étape correcteur.
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3.2.3 Application Numérique

Nous allons tracer les courbes d’erreurs pour le schéma SRNHS et celui du Q-schéma,
de Van-Leer déduit par Vazquez [BV94, BDDV98| pour la simulation numérique des
problémes non homogénes.

Ce schéma s’écrit de la maniére suivante :

ui ™t = = (g (ul,uiy) — g (il uf)) — At

avec

7 ()| (i = u?))

N | —

n n 1
g(u; >Uz'+1) =3 (
et

N (R AT [TRET )

+ qag (s (P )] G +0) G = 20).

On prend comme condition initiale

s

et un fond discontinu

1 si x > 0.

Cas quasi-stationnaire[LeV98|
Pour le probléeme de Biirgers, on prend une pulsation d’amplitude trés petite qui
se propage avec la vitesse u, en prenant comme conditions initiales les conditions
suivantes.
I1—z2(xz)+e si  01<z<02
uo(z) =
1—2(x) sinon,

0.25(cos(m(x — 0.5)/0.1 + 1) si |z —0.5] <0.1
2(x) =
0 sinon,

avec soit € = 0.001, soit ¢ = 0.2. Dans ces deux cas le schéma SRNHS et le Q-
schéma de Bermudez et Vazquez ont donné les mémes résultats numériques (voir
figures F1G. 3.5 et FIG. 3.8) et la vitesse de convergence est de ’ordre de 0.78 qui
est la méme que celle obtenue dans le cas homogéne.
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3.3 Systéme non linéaire et non homogéne

On considére le systéme hyperbolique non linéaire non homogéne 1D suivant :

oW AF(W)
5+ —5— = Q). (r,) eDxRy, DCR 655)

W(z,0) = Wy(z), x € D

ou W : D xR, — ) est un vecteur & m dimensions de quantités conservées, les
variables d’état, comme la masse, la quantité de mouvement et ’énergie dans le cas
du probléme de la mécanique des fluides et la hauteur et la quantité de mouvement
dans le cas du probléme de Saint-Venant, ) étant un ouvert borné de R™. La fonction
F' est définie de €2 dans R™ dite fonction flux que ’on suppose assez réguliére et
Q(z, W) le terme source.

Pour ce cas le schéma SRNH s’écrit de la maniére suivante :

n

n
iyl

Oé

n o __ 1 n n n n 2 n
VVH—% - 5 (Wz’—i-l + Wz ) - 25;:.1 (F (Wi-i-l) F(W )> 25n Ax QH—2
2
I/Vin+1 —Wr—r <F <W£|_1> - F <Wzn_1>> + AtQr,
2 2
(3.6)
ou S, = max (\ ols Al |) ol [Ay]p=1,..m sont les valeurs propres de la matrice
2 p=1,..

jacobienne de F', A7 et A "1, sont calculées respectivement a I’état W et W/, et
o{:r 1 un paramétre de controle, QZF 1 est ’approximation de la partie non homogéne
dans 'étape prédicteur dans le volume de controle [t", " + [ [x;, x;41] [Ben02].
On suppose qu’il existe un état intermédiaire V (W, W/, ,), tel que la matrice de
Roe vérifie la relation

FWi) = FOV) = AV (W, W) (Wi = W)

)

L’étape prédicteur devient alors

n 1 n n H‘ n n n n H' n
VVH—% - 2 (VVi-i-l +W ) - 25;1: A( (VVZ 7VVZ’+1)) (VVi-i-l Wi ) QSZn: Az Q
2 2

Comme on a supposé que le systéme (3.5) est hyperbolique, alors on peut écrire
AV (W, W,)) de la maniére suivante

AW (W W5) = Re A R
ol A,

de passage et la matrice de passage inverse calculée & I’état V (VVZ”, W/[jrl), d’otl une
étape prédicteur qui s’écrit :

i+l R, +1 et R;rll sont respectivement la matrice des valeurs propres, la matrice
2

n o _ ny "3 5 A p—1 n o _ yn +2 n
Wivs =3 <W+1 W) 25;+1RZ’+%AZ'+%R¢+% (Wi = W) + 257 . ArQiy
2 2



3.3. SYSTEME NON LINEAIRE ET NON HOMOGENE

a’ a
p—1 n n +3 X p—1 n n 7'+
2 2
(3.7)

Dans le cas de systémes homogénes on a pu trouver 1’expression du paramétre de
A n . Qn A —1

controle aj1 = SZ-+%‘A¢+%| .

On remplace dans (3.7), ’étape prédicteur devient

n 1 n n 15 A —1A D — n n
VVH% = B) (‘/I/Z-i-l + W ) - 5R1+%|Az+%‘ 1A2+%Ri 1% (VViH - W; )
1 _ _ _
+ 5A$Rz+%‘/\i+% |_1R;1% QZF%,
comme o - -
sgn (A (V (W W) = RipilAis ‘_IAH-% ;rl%
et

“’Zt (D (WZ”7W£H)) |_l z+2‘Az+2| 17?’_1%7

alors le schéma SRNHS pour le probléme (3.5) s’écrit

’ 1 1 A (Y n n n n
fy =5 Wi+ W) = gsen (A(V (W WEL))) (Wi — W)
3l AV (W W) 1Ay, (3.8)

sz (e (z,) - (2,)) e

Remarque
Dans la pratique on peut prendre 'état moyen |GKLC96|

— 1
v (VVinv VV:H) =35 (VVZ:LH + Wzn) :

3.3.1 Application du schéma SRNHS pour le probléme de
Saint-Venant avec topographie irréguliére

Nous allons utiliser le schéma SRNHS pour la simulation numérique du probléme
de Saint-Venant avec un fond irrégulier dépendant de la variable spatiale x et donné
par z(z), h(z,t) représentant la hauteur de l'eau et ((x,t) = h(x,t)+ z(x) la surface
libre, u(z, t) est la vitesse de 'eau et Q(z,t) = h(z,t)u(x,t) est le débit, 'équation de
Saint-Venant avec topographie irréguliére s’écrit dans ce cas sous la forme suivante :

I ey + 2y =0
J(hu) 0z (3:9)

5 (x,t) + %(hu2 + %gh2)(x, t) = —gh(x,t)%(x).
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u(x,t)

—_—

fond de la riviére

/

h(z,t)

hu(x,t)
assez réguliére vérifiant 2 (z,t) = 0 et u(z, t) = 0, dans ce cas la deuxiéme équation
du systéme (3.9) est équivalente

%a(gz)(x,t):—gh%(x) — () +2(2) =

Profil du lit de la riviere

Soit W (z,t) = ( ) une solution stationnaire de (3.9) c’est-a-dire W est

Définition 3.3.1 [BV94, BDDV98] On dit que le schéma vérifie la C—propriété si
le schéma appliqué a une solution stationnaire retrouve

hi + 2z =c, et ur=0  V(i,n) €ZxN,

Proposition 3.3.2 Sous la condition de la discrétisation du terme source dans
I’étape correcteur sous l'une des deuzx formes suivantes :

i) sp = N <hi+% + hi_%> (zit1 — zi1),
”) S; = _SAx (hi+1 + th + hi—l) (Zi+1 - Zi—l);

le schéma SRNHS vérifie la C-propriété.

Preuve
Soit W (x,t) une solution stationnaire. Donc u(z,t) = 0, dans ce cas le systéme (3.9)

est équivalent &
OF

5 (W) = Q1)

— h(z, 1) . B 0 B 0
avee Wiz ) = < 0 ), e = ( s9h* (1) ) o= ( —gh(z,t)%(2)

Les valeurs propres sont données par

A\ = —¢ et Ao =¢C
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et la matrice de passage R et la matrice de passage inverse R ! sont données par

1 1 1 /¢ —1
R = et R_lz—_ i
¢ ¢ 2\ ¢ 1
hn+hz+l

avec & = q

Pour ce cas I’étape prédicteur s’écrit

hn + hz-‘,—l
Wi = 2
2 C n n Zi Zi
=5 (A = hiy) = (3457
et I’étape correcteur
= - = + AtQF (3.10)
n n n 2 n 2 v
[ gt ] La ]2 e -y
avec
0
Q= :
87
Comme la solution est stationnaire, alors W™ = W et h' ;—h}" | = — (zi41 — zi-1),

il s’ensuit que la deuxiéme composante de (3.10) est équivalente a

= g () ()
N R N s
= gag (B ) (B — k)

4Ax <h’n+§ +hi ) (zi41 — zi-1)

d’ou la premiére discrétisation.

n 1 n b :
On a hH% =5 (A} 4 h), il s’ensuit que

n 1 n n n
5 <h+1 + I 2) =3 (hy + 2R + h}y),
d’ou la deuxiéme discrétisation.

3.3.2 Comparaison du schéma SRNHS avec d’autres schémas
Afin de qualifier le schéma SRNHS il est intéressant de comparer sa formulation
avec un autre schéma performant développé pour la simulation numérique des pro-

blémes non homogénes. En exploitant 1’efficacité du schéma décentré amont de type
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Roe, Van-Leer, ..., pour la simulation numérique des problémes hyperboliques ho-
mogenes (problémes des mécaniques des fluides) Bermudez et Vazquez [BDDV9S,
BV94, VC99] ont proposé une discrétisation décentrée de la partie non homogéne et
ont ainsi obtenu un schéma performant pour ce type de systéme. Ce schéma s’écrit
en une seule étape de la fagon :

Wn+1 Wn o At

For — Floc) 4+ AvQy
’ Am< 3 + ALY,

1
ol FR est la fonction du flux numérique a I'instant t" au niveau de I'interface i+ 3
2

donnée par

1 1
FRoe e e
z+2_2<z+1+ i_§"’4i+%(

n
i — Wi ))
N _ -1 : _ -1
ou A1 —RH%AH%RH% est la matrice de Roe et |A; 1 —Ri+%\Ai+%|Ri+%, A

la matrice des valeurs propres, R, 1 la matrice de passage et R;rll I'inverse de la

2
matrice de passage, qui dépend de deux états voisins W;" et W/ ,. Le traitement du
terme source proposé s’écrit de la facon suivante :

n_l L R

avec
QF , = [1+sen(A,_y)]-or

et
=1 -sena )] -

(W + VVﬁrl)) représente une

DN | —

ou [ est la matrice d’identité et QY 1 = Q( x;,1,
2 2

approximation du terme source a l'interface i + %
En arrangeant cette écriture, on aura

n n At Vaz n n n Vaz n n n A n
W = Wy (Ve W, Q) — eV, )+ 5 (e, + )

avec

az n n 1 n n
CI)V (VVZ ) z+17 Q ) - 5 <F1i+1 + E - ‘AH-%

(Wi = W) = Awsgn(A,,4) Q04 )
Le schéma SRNHS s’écrit sous la forme suivante

Wn+1 Wn At

P <(I)SRNHS (VVZ" L ) _ PSRNHS <V[/in_17 wr, Q?_%>>+At~Q?

avec

PSRNHS (VVZ-", 1L Qs ) _ <Wn )
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3.3. SYSTEME NON LINEAIRE ET NON HOMOGENE

avec
n 1 n n 1 n n n 1 -1 n
Wiis = 9 (W + Wik) = o el <‘Az’+%> (Wit = W) = §\Ai+%| AxQH%
et ot
1 Tiry [
o = / Q(x, t)dxdt
AzAt J, | Jm

L)
est une approximation de la partie non homogéne dans I’étape correcteur.
Dans la réecriture du schéma SRNHS et le schéma de Véazquez et Bermidez, on
remarque qu’il y a une différence dans la maniére de traiter le terme source et la
fonction du flux numérique, les deux schéma ne sont donc pas équivalentes.

3.3.3 Extension du schéma SRNHS & un ordre élevé

Dans le cas d'un systéme hyperbolique linéaire homogéne, le schéma SRNHS se
raméne au schéma classique décentré amont, ceci confirme bien que ce schéma est
d’ordre un en temps et en espace. Pour des cas homogénes critiques présentant
des points soniques ce schéma ne converge pas vers la solution entropique, donc
il est nécessaire d’introduire une correction entropique pour pallier ce probléme.
Dans le cas de la marche il existe dans la solution physique une discontinuité de
contact stationnaire qu’il convient de garder en tant que discontinuité, autrement
dit il n’est pas indiqué dans ce cas de vouloir remplacer cette discontinuité par une
onde de détente, mais il y a un probléme qui persiste sur la solution numérique
au niveau de la discontinuité du fond (voir figures F1G. 3.24 et FI1G. 3.26). Il a
été necessaire de faire ’extension du schéma SRNHS & ’ordre deux en espace pour
dépasser cette difficulté. Dans notre cas, les limiteurs sont introduits au niveau de
l’étape prédicteur pour les variables physiques (on note V' le vecteur des variables
physiques de composante * (v, ..., v,,)) de la facon suivante :

()7 = ()7 + 50(6,) ((6p)is — (1))
et 1
(vp)i = (vp)i — §¢(‘9p) ((Up)?ﬁ—l - (Up)?)

0y = (w)F = (Up)?_:b si (0p)i1 # (vp)7

(Up>?+l — (vp)}

dans le cas ou \?, 1 > 0 et
2

avec

0 si 0, <0
o(0,) = < 6, si 0<0,<1
1 si 0, > 1.
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Ensuite on écrit les variables conservatives en fonction des variables physiques et
dans ce cas I’étape prédicteur devient :

) i 1 .
VVH% -5 (VV¢+1 + Wi+) -5 sen (Ai-i-%) (Wz’—i—l - Wi+)
Ax - _
+ o5 ’AH% QH%(%,%H, Wi, W)

ou A, 11 est la jocobienne calculée a I'état de Roe en fonction de V7, et Vit

3.3.4 Résultats Numériques
Probléme discuté par LeVeque

Dans ce cas, on teste la performance du schéma SRNHS sur un écoulement a va-
riation rapide. C’est un test proposé par LeVeque|LeV98|, ensuite testé par Senko
et Luka [VS02] avec le schéma ENO/WENO en vérifiant la C-propriété exacte. En
effet c’est un probléme non stationnaire, qui présente réellement deux ruptures de
barrage qui se propagent dans des sens opposés, de plus quand le choc qui se pro-
page dans le sens de 1’écoulement passe au dessus du lit horizontal, I’autre passe au
dessus d’une bosse.

Le fond est donné par

0.25(cos(10m(x — 0.5) + 1) si 14<z2<16
() =
0 sinon

Les conditions initiales sont données par

1.+ Ah — z(x) si 11<x<12
u(z,0) = 0.0 et h(z,0) =
1. — 2(x) sinon.

ou Ah est la hauteur de I'impulsion, ensuite on fait le test pour les deux cas.
(a) Grande impulsion, c’est-a-dire Ah = 0.2.
(b) Petite impulsion, c’est-a-dire Ah = 0.001.

Initialement, LeVeque a résolu ce probléme avec g = 1m/s* et Senko et Luka avec
g=29,81m/s>
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— le fond
O la surface libre
121 ﬂ Bl

0.8
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041
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[
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 16 18 2

Le fond et la surface libre & t= 0 s

Les résultats numériques obtenus par le schéma SRNHS (voir figures F1G. 3.9,
F1G. 3.10) sont comparables a ceux fournis par un schéma équilibre Roe-ENO et
meilleurs que ceux obtenus par le schéma Roe-ENO avec un traitement classique du
terme source [VS02].

Apparition de vide par une double onde de raréfaction au-dessus d’une
marche

Dans ce cas, nous allons tester efficacité du schéma SRNHS sur un probléme [Seg02],
ot il y a des zones a fond sec avec topographie non réguliére, z(x) = Imsi (25/3)m <
x < (25/2)m et z(x) = 0 ailleurs, sachant que la longueur totale de ce bassin est
de 25m. Initialement la surface libre est & 10m et la quantité de mouvement est
—350m?/s si ¥ < (50/3)m et 350m?/s sinon , ensuite nous allons considérer les
résultats de la surface libre (figures F1G. 3.11) et le débit (figures F1G. 3.12) aux
instants 0s, 0.05s, 0.45s et 0.65s. Dans les zones, oul la topographie est réguliére la
solution est composée de deux ondes de raréfaction avec des zones a fond sec entre
celle ci.

Avec ce cas test on a mis en évidence I’efficacité du schéma SRNHS pour la simulation
numérique de probléme de Saint-Venant avec topographie irréguliére dans le cas ot
il y a apparition des zones séches.

Nos résultats sont comparable a ceux de [Seg02].
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3.3. SYSTEME NON LINEAIRE ET NON HOMOGENE

Probléme de rupture de barrage avec fond discontinu

Nous nous prendrons des cas tests avec double singularité [ABO1], une singularité au
niveau des conditions initiales plus la discontinuité du fond, dans les cas présentés
le fond est représenté par la fonction :

0 si z <z
z(z) =

1 si T > Ty

et la condition initiale est donnée par

Ul si T S Zo
U(x,0) =
U, si T > Xp.

Grace a la solution théorique calculée par Alcrudo et Benkhaldoun [ABO1], nous
allons évaluer I’erreur pour la norme L' de ce schéma en représentant I’affichage de
Log(||u — up||z1), out uy est la solution numeérique, en fonction de Log(Az) ou Az
est le pas d’espace. Comme la précision du schéma est jugée en particulier au niveau
des états constants nous allons afficher la solution analytique et numérique, de la
surface libre, la quantité de mouvement.

U . .
Le nombre de Froude est définit par F' = —, ol u est la vitesse du fluide et ¢ =
c

\/g7h est la célérité, qui est I’analogue de nombre de Mach pour le gaz dynamique
compressible. Si |F'| > 1 I’écoulement est dit supercritique, dans le cas ou |F| < 1
I’écoulement est dit subcritique. Dans le cas ou ’écoulement passe du cas subcritique
au cas supercritique ou viceversa la situation est dite transcritique.

Cas subcritique

Nous allons commencer par tester ce schéma sur un cas simple, en faisant la com-
paraison de la vitesse de convergence du schéma SRNHS avec conditions initiales
(dans ce cas xy = 10).

h; = 5m h, =1m
up = 0m/s u, = 0m/s

avec fond discntinu (figure F1G. 3.15) et avec fond plat (figure F1G. 3.13).

Dans ce cas on remarque que le terme source ralentit la vitesse de convergence, pour
le cas homogéne la vitesse de convergence est de I'ordre de 0.8, tandis que pour le
cas non homogéne la vitesse de convergence est de ’ordre de 0.65.

En présence de la marche 1'ordre de la vitesse de convergence du schéma SRNHS a
diminué et ceci s’explique par la discontinuité de contact de type linéaire au niveau
de la marche. On remarque ausssi que la vitesse de convergence est décroissante
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en fonction des conditions initiales du probléme. La vitesse de convergence étant
d’autant plus petite que le probléme est plus raide.

Remarque

La pente de la courbe d’erreur est caclulée par la méthode des moindres

carrées.
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pente de la vitesse = 0.835, pente de la hauteur = 0.797
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1-Raréfaction, Etape de transition critique SST, 1-Raréfaction et 2-Raréfaction

Dans ce cas on prend comme condition initiale (ici zo = 0)
h; = 5m h, = 1m,

u = —4m/s U, = 9m/s.
Dans ce cas 1 — Raréfaction devient supercritique, qui se propage a travers 1’étape

de transition critique selon le modéle suivant

U— 1-Raréfaction Uy—SST [ —s 1-Raréfaction U __2-Raréfaction ..

Probléme Transcritique

Dans ce cas on prend comme condition initiale (ici zo = 0)
h; = 4m h, = 0.1m,

w = 0m/s u, = 0m/s.

La solution de ce probléme est constituée de trois états constants Uy, Us et Us [ABO]]
connectés par des ondes suivant le modéle suivant

U, ___Raréfaction U, —55T, __Raréfaction Choc U,

U3—>
En comparant les résultats donnés par le schéma SRNHS et le schéma de Bermi-
dez et Vazquez on voit que le schéma SRNHS capte mieux I’étape de transition, en
revanche le schéma de Bermudez et Vazquez résout mieux le probléme de la dis-
continuité de contact stationnaire méme sans passage a ’ordre deux en espace en
utilisant la technique MUSCL (figures F1G. 3.20, F1G. 3.21 et F1G. 3.22).

Pour le schéma SRNHS le passage a ’ordre deux en utilisant la technique MUSCL
permet la correction du probléme de la discontinuité de contact stationnaire, ce qui
a permis d’accroitre la vitesse de convergence (figure F1G. 3.27).
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Chapitre 4

Application du schéma SRNHS au
probléme de Ransom 1D

Résumé

Dans ce chapitre nous faisons I'extension du schéma SRNHS défini dans la premiére
partie pour un modéle bifluide, en calculant la matrice signe soit par la méthode de
F. Alouges [Alo98| basée sur l’algorithme de Newton-Schultz, soit par la méthode
de la décomposition spectrale en utilisant la méthode de perturbation par densité
introduite par I. Toumi et ses collaborateurs [Cor02, CDT98, TKP99, TK96, Tou96].

4.1 Introduction

Les écoulements diphasiques occupent une place importante dans le monde indus-
triel, notamment dans les systémes thermomécaniques industriels : coeurs et géné-
rateurs de vapeur des réacteurs nucléaires & eau pressurisée, pipelines de transport
d’effluents pétroliers, chambre de moteurs & combustion interne, .... Ceci a mené
les chercheurs a diriger leurs recherches vers la simulation numérique de ce genre de
problémes. Dés 1981 divers schémas aux volumes finis dits décentrés sont appliqués
pour la simulation numérique de problémes monofluides homogénes hyperboliques
|Roe81, VL82, OS82]. Mais comme les problémes diphasiques ont un caractére com-
plexe (ils ne sont ni homogénes, ni hyperboliques), il fallait développer d’autres
moyens pour les résoudre.

La diversité des domaines d’applications de ces problémes a donné naissance a plu-
sieurs modéles pour les écoulements diphasiques liquide-gaz et liquide-vapeur. On
note le modeéle homogéne ou le modéle avec vitesse de dérive (drift flux en anglais)
qui décrit I’évolution des quantités représentatives du mélange de deux phases, et
le modéle a deux fluides ou bi-fluide qui décrit I’évolution de quantités représen-
tatives de chacune des phases. Selon ces modéles il y a plusieurs schémas pour la
simulation numérique des problémes diphasiques. Steinar Evje et Kjell K. Fjelde
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ont exploités le schéma Advection Upstream Splitting Method (AUSM) [EF03] dé-
veloppé par Liou [LS93, Lio96, Lio00| pour la simulation numérique des systémes
de lois de conservation hyperboliques sans expliciter la jacobienne du flux physique.
Mesella, Faille et Gallouét ont résolu le probléme de flux bi-fluide dans un pipe-
line [MFG99| avec le schéma VFRoe construit pour la simulation de problémes
non homogeénes dans le cadre du modéle avec vitesse de dérive. Dans le cadre du
modeéle bi-fluide plusieurs chercheurs tels que Toumi, Kumbaro, Romate et Sanau-
lieu [Rom98, CEAGT97, TK96, Cor99|, ont eu recours a 'extension des schémas
de volumes finis décentrés écrits pour les problémes monofluides en effectuant la
perturbation du systéme en ajoutant des masses virtuelles ou des pressions de cor-
rection (p — pl)Aay, k = [,v. En se basant sur ces travaux Cortes [CDT98]| avec ses
collaborateurs ont utilisé une méthode de perturbation par densité pour approcher
la jacobienne du flux par une matrice diagonalisable et ils ont appliqué le schéma de
Roe pour la simulation du probléme de Ransom. Dans ce méme contexte, Ghidaglia
et ses coauteurs ont proposé un schéma de volumes finis décentré basé sur le flux
caractéristique présentant une matrice signe du gradient du flux physique [GKLC96]
ils ’ont appliqué pour la simulation des écoulements diphasiques monodimensionnels
et multidimentionnels [GKLCO01, Bou98|. En partant de I’analyse d’un schéma de
volumes finis pour les systémes non homogénes construit par Benkhaldoun [Ben02]
basé sur l'autosimularité de la solution du probléme de Riemann non homogeéne
appelé SRNH qui ne calcule que le flux physique, on a pu construire un nouveau
schéma décentré présentant une matrice signe dans 1’étape prédicteur pour décentrer
les états au lieu de décentrer les flux, comme dans [Roe81, GKLC96|. Cela nous a
permit d’obtenir des résultats trés encourageants pour les problémes hyperboliques
homogénes et non homogeénes (faite dans la premiére partie). Vu que les problémes
bi-fluides ne sont pas hyperboliques, au lieu de calculer le signe de la matrice du
gradient du flux, on calcule juste le signe d’un convecteur qui permet de décentrer
I’état dans I'étape de prédicteur et ensuite on utilise cet état avec le flux physique
dans I’étape correcteur. Cela nous donne un schéma décentré méme pour ces pro-
blémes complexes. Dans ce chapitre nous allons définir le modéle diphasique dans
la premiére section, et dans la deuxiéme section nous allons développer la méthode
utilisée en effet pour le cas d’'un systéme sans I'ajout de la pression interfaciale,
sur un cas ou les valeurs propres sont a partie imaginaire faible (cas du probléme
da Ransom avec o,z = 0.6). On utilise la méthode de F. Alouges qui permet
de calculer directement la matrice signe basée sur des itérations de l'algorithme de
Newton-Schultz [Alo98]|, et pour le cas (v init = 0.2) ou les valeurs propres ont une
partie imaginaire prépondérante, on rajoute la pression interfaciale, et on utilise la
méthode de I. Toumi et ses collaborateurs [Cor02, CDT98, TKP99, TK96, Tou96|
. Enfin nous allons appliquer le schéma SRNHS pour la simulation numérique du
probléme de Ransom.

88
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RANSOM 1D

4.2 Modéle bi-fluide

Dans ce travail nous considérons un modéle bi-fluide régi par quatre équations a
pression commune, dont deux décrivent la conservation de la masse des deux phases
et deux équations décrivent la conservation du moment des deux phases. Dans ce
cas le systéme avec condition initiale s’écrit de la maniére suivante :

W (@,t)  OFW @) g W) = Sy, W)

ot oz (4.1)
W(l’, 0) = W()(JI)
avec
Oy Py Ay Py Uy
2
Qly PoyUy Oy PopyU
W x,t - 5 F W $7t = v
(%) QP Wz, ) Qo
QP Oél/Jzul2
0 0
op i) O
Sl (Qj" W) _ Oy B + 5((])) pv) oz et 52 (,T, W) _ avgvg
a2+ 5(p — pi) o g

avec : v et [ se rapportent aux phases gazeuses et liquides respectivement, g est
I’accélération de la pesanteur, a,, p, et u, sont respectivement le taux de vide, la
densité et la vitesse de la vapeur, «; , p; et u; sont respectivement le taux de présence,
la densité et la vitesse du liquide. On a sept inconnues (v, ay, pu, pr, Uy, Ug, p) €t
quatre équations, donc il nous faut des lois d’états pour fermer ce systéme. La
premiére loi lie les taux de vide : o, + oy = 1, et la deuxiéme celle des gaz parfait,
gouverne la pression en fonction des densités de la vapeur et du liquide p = cp]
et p; = kp® ol ¢, v, a et k; sont des constantes données par ¢ = 10°, v = 1.4,
a = 4.37 x 1075 et k; = 987,57. On suppose de plus que la densité du liquide est
quasi-constante p; ~ p? et que la phase vapeur est trés légére par rapport a la phase
liquide.

p. ol k désigne v et [ est la pression interfaciale des deux phases, le terme différentiel

i « . . . .
) (p — pz) 6—k est le terme de pression de correction. Il y a plusieurs variétés de
x

Pexpression (p — p) [RH88|, [Bes90]. Ici nous adaptons la loi de fermeture des flux
de bulles présenté par R.T.Laheye [Lah92| qui définit p — pj, comme suit

p—p,=0
D — p% = Op(av)pl(uv - ul)2

o0 ..

avec Cp(a,) = a, ou Cp(ay) = 1’7%, avec 0 est une constante choisie.
Ayl + o

Dans la suite on pose 6, = ¢ (p — pf)

Remarque
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Notons que nous tenons compte de la pression de correction dans les cas de "appli-
cation du schéma SRNHS avec la méthode de perturbation par densité utilisée par
I. Toumi et al. [Cor02, CDT98, TKP99, TK96, Tou96|. Par contre lors de 1'utili-
sation de la méthode de F. Alouges [Alo98|, on considére le méme systéme avec § = 0.

4.3 Description de la méthode

Dans la premiére partie de ce travail une analyse mathématique du schéma SRNH
[Ben02| pour les systémes hyperboliques non homogénes a abouti & un nouveau
schéma appelé SRNHS défini comme suit :

Wiy = 5 (W4 WE) — 2 san (VEOT)) (Wi — W7)
HRWAT R ()8, (42)

Wi = W = (F (W) — F (W))) + Aty

avec VF (W) est le gradient du flux physique F(W) défini a I’état de Roe.
A(W) est la matrice diagonale semblable au gradient du flux physique F(W).
R(W) est la matrice des vecteurs propres et R~ (W) son inverse.

Dans le cas oil la matrice VF (W) est diagonalisable

sgn (VF(W)) = R(W)sgn (A (W)) R (W) ,

At
et r = N avec At est le pas de temps et Ax est le pas d’espace.
X
S} 1 est I'approximation du terme source entre [t",t" + 0[x[x;, ;41| au niveau de
2
I’étape prédicteur et S est ’approximation du terme source entre [t", " [x [z, LTyl [
dans I'étape correcteur.

Les états de Roe pour ce probléme bifluide sont définies dans [TKP99] :

1 1 ( 1 n 1 ) B 1 _
- = 3 ) Qy = 1 — O,
a2 \(w), () :

_ (aup)y + (up)g
P e+ (g
(Vaupou) , + (Vaupuus)
(Vawpo)p + (Vawpe)y
(Vaupiu) , + (apiu)
(vap), + (Vap),

v —

u =

et

2=

p
c

po=(

) et pr = kip”
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ou (.), est I’état gauche et (.), est I’état droit.
Puisque le systéme bifluide n’est pas hyperbolique, alors V F (V) n’est pas diagona-
lisable, donc il nous faut un convecteur pour décentrer ’étape prédicteur, pour cela
on écrit le systéme (4.1) sous la forme suivante

OW (z,1) oW (z,t) ow (z,t)
T + VF (W (ZE, t)) o7 + C(W) o7 = SQ(JZ, W) (43)
avec C’(W)M = Si(x,W). Ensuite on utilise le schéma de fractionnement

de deux étapes. Dans la premiére étape on utilise le schéma d’Euler d’intégration
explicite en temps R

ow .

— = Sy (W

o = S00)

Wz, t") = W"(z)

et avec le schéma SRNHS on résout le systéme

oW (x,t)  OF (W (z,t))
ot * Ox
W(x, t") = Wt (x)

Dans ce cas la premiére équation du systéme (4.4) s’écrit

OW (x,t)
ot

oW (z,1)
ox

oW (z,1)

ox
oW (z,t)
ox

+ VE(W (z,1)) +C(W) =0
oW (z,t)
ot
on pose A(W)=VF (W (x,t)) + C(W).
[’étape prédicteur revient & approcher la solution exacte du probléme de Riemann
suivant

+ (VFE(W (z,t)) + C(W)) =0,

OW (z,t)
ot
W(z,0) = Wy(z).

+ A(W)—awa(j’ D _g (4.5)

Dans l'étape prédicteur, en intégrant I’équation (4.5) dans le domaine [t" " +
0[x[xi, xi11[. En gardant les mémes notations que celles de la premiére partie on
aura

n 1 n n Oé?"'l T n n
Wii=5 (Wi +Wiy,) - ﬁA(W) (Wi —wy). (4.6)
2

Ensuite on applique la méthode de perturbation par densité proposée par J.Cortes,
A.Debussche et I.Toumi [CDT98, Cor99| en effectuant le changement de variable

. ~ 1% - Ll ., L. .
suivant p, = —g et pp = —; avec pg et p? sont deux densités caractéristiques respec-

v l 0
Pv
0
Pi

tivement de la vapeur et du liquide, ensuite on définit ¢ = —. Comme on a supposé
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que la phase vapeur est trés légére par rapport a la phase liquide, alors e << 1.
Dans ce cas

0 1 0 0
—u? + 2, o 0
A(W) = )Y . X (4.7)

eupr+ 0oy 0 —ul+eps+ Oz 2y
En tenant compte du calcul fait dans [Bou98, GKLCO01| dans le cas ou le fluide

liquide est incompressible, on a o,p; = @, D3 = P , comme p; est constant on
v Ay P
_ 0 _ AP _ _
pose p; = p; On aura p3 = 5o =€¢—5,u1=0et az=—.
Qw4 Py Oy Py P
On pose
0
P _ cf et cg = —l,
Puv pL
et on remplace dans (4.7), on aura A(W) = Ag(W) + eH (W) avec
0 1 0 0
—up 4+ ¢ 2uy, 0 0
Ao(W) = 0 0 0 1
0 0 —ul+dc 2y
et
0O 0 0 O
0O 0 Z 0
H(W) = o9
(W) 0 0 0 O

apr 0 apsz 0

Le polynéme caractéristique associé a Ag est donné par
Py(\) = (()\ — uy)? — C%) (()\ —y)? — cg)

ce polynéme admet quatre valeurs propres distinctes qui sont

Alzuv—cl, >\2:uv+01, )\3:Ul—02 et )\4:Ul+02
et
1 1 0 0
A A 00
R(W> a 0 0 1 1
0 0 A3 M\
En remplagant A(W) = Ay(W) + ¢H(W) on aura
n 1 n n Oé;:'% T T n n
VVH—% - 3 (Wi +Wi,) - ﬁ (Ao(W) + eH(W)) (W — W)
T3
1 n n Oé?"'% T n n Oé?"'% T n n
= 5 (W W) = 5 AoV (Wi = W) = et eHOW) (Wi, — W)
it3 it3
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Comme € << 1, la théorie de perturbation des opérateurs linéaires [Hin91, Cha88,
Kat95| prouve que si on effectue une perturbation pour un opérateur linéaire 53 en
écrivant B' = B + €¢H ou € est un réel trés petit et B est diagonalisable dans R
avec des valeurs propres distincts, alors B’ est diagonalisable sur R avec des valeurs
propres distinctes [TKP99] et les valeurs propres )\; de B’ sont approchées par celles
des valeurs propres \; de B par la relation suivante

NS = Al = o(e).

En tenant compte de ces résultats on peut dire que 'opérateur A est diagonalisable
sur R et ses quatre valeurs propres sont distinctes, puisqu’elles sont trés proches
de celles de Ag et dans ce cas on peut traiter le systéme par le signe de la matrice
Aj au lieu du signe de la matrice A. Finalement le schéma SRNHS s’écrit pour le
probléme bi-fliude (4.1) de la maniére suivante

1 1 7
avec
B 0
(av)? ( n n
Piy1 _pz’—l)
(S1); = 2 0
L 2Azx Pit1 — Pia 2Ax Pr); \Cw); 1) v/i Vi1 Vi1

4.4 Extension du schéma SRNHS pour le systéme
bifluide non symétrisable

L’application du schéma SRNHS pour le probléme bifluide (4.1) dans ce chapitre
a été mené par 'ajout du terme de la pression de correction et la méthode de
perturbation par densité [TKP99, CDT98, Cor99| pour approcher la jacobienne du
gradient par un convecteur .4, diagonalisable.

Dans cette section nous allons considérer le systéme (4.1) on posant § = 0 dans le

. . .\ Oa .
terme différentiel & (p — pi;) 8—9: et sans recourt a la méthode de perturbation par

densité en calculant la matrice signe intervenant dans la phase prédicteur du schéma
SRNHS en utilisant la méthode de F. Alouges [Alo98, ABDV*99].
La jacobienne dont on propose de calculer le signe dans ce cas est donnée par

0 1 0 0
. —u2+ 2L 2u 1P 0
— v py v Pl
Ao (W) 0 0 o 1
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4.4. EXTENSION DU SCHEMA SRNHS POUR LE SYSTEME BIFLUIDE NON
SYMETRISABLE

Dans le cas ou les valeurs propres de Ag (W) sont toutes de module plus petit que
1 I'algorithme de Newton-Schulz est donné par

BOZAO

34, — A3

Bn+1 = 9

Or les valeur propres de A ne sont pas toutes de module plus petit que 1, et comme
si M >0ona

sgn (Ag) = |Ao| Ag™! = |M Ay (]\/[.Ao)_1 =sgn (M Ay),

alors on multiplie la matrice Ay (1) par M de telle sorte que les valeurs propres de
M Ay (W) sont toutes de module plus petit que 1 et on applique la méthode de F.
Alouges pour M Aj.

1
Pour ce probléme on prend M = I avec

0
Lo = max <|uv| 4 ',/@ @] + ',/@ ) .
Po Po

Si une valeur propre est vraiment trés petite, sa convergence sera lente. Dans ce
cas il est possible d’accélérer la procédure. Supposons que les valeurs propres de
Ay (W) soient dans intervalle [—Lo, —1] U {0} U [1, Ly] (ceci est possible aprés la

BOZAO

multiplication de Ay (W) par une constante ), on pose g = ————,
P o (W) » ) on pose a0 = 7o s
et ’algorithme s’écrit

(

Bn+1 - Pan(Bn)7

2(a, +1) Ja,+1
Ln - )
S Lint1 3 3

1
n+1(Ln+1 + ]->,

Ap4+1 =
L L

ou P, est une fonction polyndmiale définie par
Py(X)=—aX?+ (a +1)X.

Pour plus de détail sur I'application de cette méthode voir [Alo98§].

Notons que cette méthode donne les mémes résultats numériques que la méthode de
la décomposition spectrale du calcul de la matrice signe dans le cas ou § # 0 (voir
figures F1G. 4.7, F1G. 4.9) et a 'avantage de permet la simulation numérique du
probléme de Ransom dans le cas ou § = 0 (voir figures F1G. 4.1, F1G. 4.2, F1G. 4.3,
FiG. 4.4) .

94



CHAPITRE 4. APPLICATION DU SCHEMA SRNHS AU PROBLEME DE
RANSOM 1D

4.5 Application Numérique - Robinet de Ransom

Il s’agit d’un cas test monodimensionnel instationnaire proposé par V.H. Ransom
comme “benchmark” numérique pour les codes de thermohydrolique diphasique 1D
[RH8S|.

On considére I’écoulement d’une colonne d’eau a la sortie d’'un robinet débouchant
dans une enceinte contenant de ’air. La vitesse d’entrée de I’eau est de 10 m/s alors
que l'air est au repos. Le rapport des sections de la buse de I'enceinte est tel que le
taux de vide intégré sur la section vaut 0.2. Dans cette configuration, on observe un
phénomene de striction du jet sous l'effet de la pesanteur. En effet, si on fait 1’hy-
pothése que le jet reste cohérent (pas d’arrachage de liquide sous forme de gouttes,
pas de pénétration de I’air dans le jet), accélération du liquide due a la pesanteur
entraine nécessairement un rétrécissement de la section de passage du liquide par
conservation du débit. De plus, les conditions initiales correspondantes a la solution
qu’on obtiendrait en I’absence de pesanteur (donc o i = 0.2, s0it @y it = 0.6
partout), une onde de taux de vide se propage de la section d’entrée vers la section
de sortie & partir de 'instant initial.

Les conditions aux limites sont programmées de la facon suivante :

a l'entrée on impose sur les variables «,(0,t) = 0.2, u,(0,t) = 0, v (0,t) = 10m/s
avec sortie libre. Tandis que pour la pression on impose une sortie p(12,t) = 10°Pa,
avec entrée libre.

Le calcul direct du signe de la Jacobienne par la méthode de F. Alouges avec ’al-
gorithme de Newton-Schultz [Alo98] permet ’application du schéma SRNHS au
probléme non hyperbolique a condition que la partie imaginaire des valeurs propres
soit petite et permet la diminution de la diffusion numérique introduite sur le schéma
(voir figures F1G. 4.1, F1G. 4.2) . En revanche la méthode de I. Toumi basée sur la
perturbation de densité permet I'application du schéma SRNHS au probléme de
Ransom sans restriction sur la valeur de taux de vide de la vapeur dans la condition
initiale , comme le cas par exemple «, = 0.2 (voir figures FI1G. 4.5 et FIG. 4.7) qui
n’est pas possible avec § = 0.

Dans les figures FiG. 4.5, F1G. 4.6, F1G. 4.7, F1G. 4.8, F1G. 4.9, F1G. 4.10, F1G. 4.11,
F1G. 4.12 la matrice signe dans 1’étape prédicteur est calculée par la méthode de I.
Toumi [Cor02, CDT98, TKP99, TK96, Tou96| basée sur la perturbation par densité.
Par contre la matrice signe dans les figures F1G. 4.1, F1G. 4.2, F1G. 4.3, FI1G. 4.4 est
calculée par la méthode de F. Alouges [Alo98, ABDV*99|.
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Chapitre 5

Analyse du schéma SRNH pour des
systémes homogénes dans le cas
multidimensionnels

Résumé

Dans ce chapitre nous effectuons une analyse mathématique du schéma de Rusanov
et du schéma SRNH dans le cas bidimensionnel, sur maillage non-structuré, pour des
problémes scalaires et des systémes de lois de conservation. Nous aboutissons a la
version 2D du schéma (SRN HS), ou intervient de nouveau une matrice signe. Nous
présentons alors des résultats numériques pour les problémes d’Euler et Saint-Venant
bidimensionnels homogénes.

5.1 Introduction

Pour faire I’analyse mathématique de ce nouveau schéma de volumes finis (schéma
SRNH) dans le cas multidimensionnel scalaire homogéne suivant :

we(z,t) + div(F(z,t,u(z,t)) =0, Ve € RY | Vt € R,
(5.1)
u(r,0) = up(z) Vo € RY,

on fait référence aux livres de E. Godlewski et P.-A. Raviart [GR91, GR96]|, J.
Smoller [Smo83| et au livre de Eymard, Gallouét et Herbin [EGHO00|, on admet les
hypothéses suivantes sur le maillage :

ohY <m(p),  m(dp) < K VpeT,

ot m(p) est la mesure de Lebesgue dans RY de la maille p € 7, m(9p) est la mesure
de Lebesgue dans RY™!, Op est la frontiére de p, h est le diamétre de la maille p
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et o représente la régularité du maillage. Et des hypotheéses sur la condition initiale
up(z) et la fonction flux [Hil9g],

(i) up(z) € L=(RY) : il existe (A,B) € R? telque A < uy < B p.p

(ii) F € CYRY x RT x R) et 2L est localement Lipschitzienne

N
(iid) div,F(z,t,s) = 3 2b

i=1

t(z,t,5) = 0 pour tout (z,t,5) € (RN x R* x R)

(iv) pour tout compact K € R, il existe Vi < oo tel que |25| < Vi pour
| presque tout (z,¢,s) € (RN x RT x K).

(5.2)
Pour ce genre de probléme, pour définir la solution d’une fagon unique, il est néces-
saire d’introduire la solution entropique qui est la vraie solution physique parmi les
solutions faibles. La premiére démonstration d’existence et d’unicité de la solution
entropique du probléme (5.1) est de & S. N. Krushkov [Kru70|. Les hypothéses
admises sont les hypothéses (5.2) avec la condition F' € C*(RY x RT x R,RY),
la démonstration s’appuie sur la régularisation parabolique de (5.1). Dans les ar-
ticles [EGH95b, EGH95a| R. Eymard, T. Gallouét et R. Herbin ont montré ’exis-
tence et 'unicité de la solution entropique dans le cas F(z,t,s) = v(z,t)f(s) avec
ve L*NCHRY x RT RY) et f € C'(R,R), ils ont obtenu ce résultat en passant
a la limite sur un schéma volume finis. Ces résultats seront généralisés pour une
fonction F(x,t,s) qui vérifie les hypothéses (5.2) par Hillairet [Hil98, Hil99|. Elle a
aussi montré des estimations BV-faible en espace et en temps dans le cas général, et
une estimation BV-forte en temps dans le cas ou F(z,t,s) = F(x,s). Les schémas
d’ordre deux ou d’ordre plus élevé ont été étudiés par S. Noelle [Noe96| et par D.
Kréner, S. Noelle et M. Rokyta dans [KNR95| pour le probléme (5.1) dans le cas
F(z,t,s) = F(s). Dans [KNR95, Noe95| les auteurs s’intéressent a la convergence
des schémas de volumes finis d’ordre élevé pour des maillages non structurés, ré-
guliers ou irréguliers. Dans [Noe96| S. Noelle donne des estimations d’erreur entre
solution approchée et solution entropique. Pour cela il utilise les estimations de N.
N. Kusnetsov [Kuz76] et il regarde le schéma comme une régularisation parabolique
du probléme hyperbolique.
Dans ce chapitre nous allons faire ’analyse mathématique du schéma aux volumes
finis pour les problémes non homogénes appelé SRNH dans le cas 2D. Dans ce cas
la fonction du flux physique F' = (f1, f2), et le schéma SRNH s’écrit de la maniére

suivante n

’Wgzl(WHWf) L (F(WP) = FOWM) - 1

25”
Wn+1 Wn_ ; |62]‘g (Wn Wn 5]7772]) (53)
] ’L
WP = 4 [, u(z,0)dx

\
avec;

C; : le volume de controle,
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|0C;| : le périmétre du volume de controle,

A, : Paire du volume de contéle C;,

e;; : I'aréte commune de C; et Cj,

V(C;) ={C; €T telque C;NC;=¢e;},

N; ={j/C; € V(Ci)},

afjen;} = (aj)jeNi’

Sty = Ine max (| FL (W], [ AL(W)]) + [y max (| f5(W7)]
g est la fonction du flux numérique donnée par :

W)

% ¥

oun;; = ( Zm ) est la normale sortante, o;; est le parameétre de controle. Dans notre
y
analyse on considére de plus les hypothéses (5.2) sur la fonction flux et les hypothéses

énoncées ci-dessus sur le maillage. Ensuite nous allons chercher les conditions sur le
paramétre de controle o;; et le pas de temps At (condition de stabilité) pour que
la fonction du flux numérique respecte certaines propriétés comme la monotonie, le
principe du maximum, la conservativité et la consistance :

(i) g (u,v, S}, n;;) est croissant par rapport a u et décroissant par rapport a v
pout tout (u,v) € [A, B]>.

(i) g (u,v, S{‘j,mj) =—g (v,u, S;‘i,njl-) pout tout (u,v) € [A, B]Q.

(i) g (u, v, S, 772-]-) est lipschitzien sur [A, B]2 avec la méme constante

[ de lipschitz en u et v.

(5.4)
Sous ces conditions Iestimation d’erreur généralement prouvée (en norme L') est
de 'ordre de ht et la solution approchée donnée par ce schéma converge faiblement
vers 'unique solution entropique dans L? pour tout 1 < p < oco. Dans cette partie
nous déterminons la condition de stabilité pour le schéma de Rusanov et celui du
schéma SRNH et la monotonie du schéma SRNH dans des cas, pour des systémes
non linéaires hyperboliques en dimension deux d’espace.
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5.2 Analyse des schémas aux volumes finis dans le
cas scalaire

5.2.1 Schéma de Rusanov

On considére le probléme hyperbolique non linéaire scalaire dans I’espace de dimen-
sion deux avec condition initiale suivant :
ou

ou _ 2
BT +div(F(u)) =0, Vo € R* ,Vt € Ry, (5.5)

u(z,0) = up(x), Vo € R?,

avec F(u) = (fi(u), fo(u)) ou fi et fy sont deux fonctions de R vers R de classe
C', dont les dérivées gardent des signes constant, majorées et u : R> x R, — R. Le
schéma aux volumes finis pour ce probléme se déduit de la maniére suivante :

gl
%Mw( (W)=0 < —+dw( (w))dzdt = 0,

on utilise, alors I'approximation de u dans le domaine [t", "t [xC; et le théoréme

de Green on aura :

urtt oy

Atn +/aCZ (U) 77] g

n+l n
= A L+ Z / ) mijdo =0

JEN;
At™ n o n
A |eij‘g (uz aujanij> (56)
' jEN;

=t =

avec 7;; est la normale sortante et g(u',u},n;;) est la fonction du flux numérique
donnée par

g (UZ ,u]7772j ‘6 ‘ / nZ]dO-
ij

Selon I’expression de la fonction du flux numérique on note des différents schémas

aux volumes finis. On note le schéma de Roe, VFFC, VFRoe, le schéma de Rusanov,
WAF, ....

La fonction du flux numérique est dite conservative si :
n ,n o n ,n

Cette relation exprime que le flux de C; vers C; est le méme que le flux de C} vers
C;, au signe preés. Cette propriété fondamentale assure que, si le schéma converge,
il converge vers une solution faible du systéme (5.5) de la loi de conservation qui
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vérifie donc les relations de Rankine-Hugoniot.
La fonction du flux numérique est dite consistante si :

Cette propriété traduit le fait que si les variables ont des valeurs identiques de part
et d’autre de l'interface e;;, le flux numérique doit étre égal au flux physique.

Dans ce chapitre on s’intéresse a I’analyse mathématique du schéma de Rusanov et
le schéma SRNH.

La fonction du flux numérique de Rusanov est donnée par

1 1
g (u?’uy’nij) B (F(u) - mig + F(ug) - i) — §SZ(U§L —ul)
= Fuf) i+ 2 (F(u]) “Thj — F(u) '77z'j) - QSZ‘]' (Uj —ui)

ou S;; est la vitesse de Rusanov locale de part et d’autre de chaque aréete de la cellule
C; donnée par

S = Inal max {[ f{(u)[, [ f{(uf) |} + [y [ max { | f5(u)] [ f3(u7) |}

et At" = ¢"T1 — ¢ est le pas de temps et A; est Iaire du volume de contréle C;. En
utilisant un opérateur H, le schéma (5.6) s’écrit sous la forme suivante :

W= (] ey (5.7

2

ol uf;cy, sont les valeurs moyennes de u dans les cellules voisines de Cj, et I'opé-
rateur ‘H sur la cellule ¢ est donné par

A"
H (u,vgeny) = u — 7

Z leijlg (w, vy, mig) -

' jEN;

Propriété du flux de Rusanov
La fonction du flux de Rusanov est consistante et conservative par construction.

Définition 5.2.1 [Elm99] Le schéma (5.6) sera dit monotone si l'opérateur H est
croissant par rapport & chacun de ses arguments u; et u’fje N} -

Condition de stabilité

Lemme 5.2.2 Soit ug € L™(D) N L' (D).
Supposons que l’on peut écrire le schéma (5.6) sous la forme

urtt = = ag(uf — )

JEN;
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et si les coefficients o vérifient les conditions :
(i) a;j > 0 pour tout j € N,
(i) Y i <1,

JEN;

alors, pour tous n € N, on a le principe du maximum

min v, < min u?“ < max u?“ < maxu;.
C,eT C,eT C,eT C,eT
Preuve
On a:
n+l n (M
u; = U — § o (u; “j)
JEN;
= (1 — E leu') UZL + E aiju?.
JEN; JEN;
D’aprés les hypothéses () et (2¢2) du lemme (5.2.2), on a le principe du maximum
bl
min v < min uf™" < maxu!™! < maxu
C,eT C,eT C,eT C,eT

[
On note alb = min (a,b) et aTb = max (a, b)

Proposition 5.2.3 Soit uy une fonction bornée a support compact et F' = (f1, f2) :
R — R? une fonction de classe C' tel que

ig)g{\f{(U)l N fow)} = M eR,

ou X est défini comme suit :
X ={ueR"/|u| < [luollr(re)}-

On suppose de plus que le pas de temps At", le périmétre |0C;| et Uaire A; de la
cellule C; vérifient la relation
A;

ou S]' = max Si; est la vitesse de Rusanov, ¥(i,n) € N?, alors le schéma de Rusanov
JEN;

vérifie le principe du mazimum local

min u!' < min v/ < maxu!™ <maxu? VC; €T, V¥YneEN
CiET CiET CiGT CiET
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et la condition de stabilité L™

|[u"[| Loom2) < [|tol| Lo (m2)-

Preuve
On a

S leglg (il ) =D el F(ul) - my

JEN; JEN;
= Fu)- ) leijlni
JEN;
= O’

d’otl le schéma de volumes finis de Rusanov s’écrit de la maniére suivante :

up ™ = — - leijl (F(uf) - miy — Fu) - mig — Sg5 (uf —uit)) -

Or F est de classe C* sur [u ui Luf, ul Tul ], d’ou il existe vi; et el € € lu up Lui, uy Tuf I
tels que

F(uf) - nig — F(ui) - nig = Vi -y (uf —u),

B fi(vij)
avec V; = ( , ’ . Il s’ensuit que le schéma de Rusanov s’écrit de la maniére
fz(eg‘)
suivante
ultt = Z leij] ( i Mg — S@j) (Uj _Uz')
v jen;
= (1— o 2 leal (55— Vi %)) ;
JEN;
At" nW on
+ 9A. Z = <Sz‘j - Vi 'Uij) u
' jEN;
On pose

Tij = 24, €3] < V 77ZJ> et T = Z Tij

JEN;

On remarque que 7;; > 0, d’out pour que le schéma soit L™ stable, il suffit d’avoir
T < 1.
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On a
<Y el
JEN;
< sup [l ) eyl
JEN;
At"
< S'oC;
< Sostlac
n A . 2 4 . .
Sous la condition At S"| C] V(i,n) € N on aura le résultat du principe de
maximum.
|

5.2.2 Schéma SRNH pour un cas simple

On considére le systéme hyperbolique non linéaire scalaire dans I’espace de dimension
deux avec condition initiale :

—1; 4 div (v(z, 8) f (u(x, 1)) = 0, Vo € R2, Wt € R,

5.8
u(x,0) = uo(z), Vo € R?, 8

i=2

avec div = Z 0;, ou 0; est la dérivée partielle de la i composante de v(z, t) f(u(x,t))
i=1

par rapport & la i composante z; de z € R?; v est une fonction de R? x R, vers

R? de classe C* tel que

div(v(z,t)) =0 et sup  {|vi(z, t)], |va(z,t)|} =V € R,

((E,t)ER2 XR+

oll f est une fonction de classe C', monotone de R vers R, et u, est la donnée initiale
a support compact du systéme (5.8).

Le schéma de volumes finis SRNH scalaire en dimension deux d’espace pour le
probléme (5.8) s’écrit de la maniére suivante :

¢ n

n 1 n n ai' n n n
Ui =5 <uz +uj) - 2Sjn(f(u]) — fui))vis - mi
ij
n . A
ultt =l — = Z leij|g UZ,U],SZ],%) (5.9)

b jEN;

1
A o,

)
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avec

1
v = / v(x,t")do = v},

\ez’j\

iy = maox (1" )ofy - sl |/ ) - i)

g est la fonction du flux numérique du schéma SRNH donnée par :

ou 7;; est la normale sortante.

«;; est un parameétre de controle dont nous allons chercher a expliciter son expression
202 n __.n

et vérifiant o, = a7;.

Vérification de certaines hypothéses sur la fonction du flux

(1) Propriété de conservation :

Comme
o’

]' ? n n n n
ujy = B (u? +u?) - 25{@ (f(uz) - f(u])) Uji = Mji = Uy
7t

et n;; = —nj; et g (u?,uy, Sfj,mj) =f (u?j) ;s - 15, alors

n

n n n n n
g (uz y Ujy Siju 772‘]‘) =g (uj y Uy Szj? 7]jz‘)
d’ou la fonction du flux numérique est conservative.

(17) Propriété de consistance

: n n n n n n
Si on prend u]' = u”, on aura g (uf',u}, Sy, n:;) = f (u]

fonction du flux numérique est consistante.

n 3 ? ]
) v - Mg, il s’ensuit que la

Condition de stabilité

Proposition 5.2.4 Soit v une fonction de R*> x R, vers R?, de classe C*, tel que

div(v(z,t)) =0 et sup  A{|vi(z, )], |va(z, t)|} =V € R,

(:C,t)ER2 xXR4

f est une fonction de R vers R, de classe C' monotone, vérifiant | f'(u)| < M, avec
M € R,. ug est une fonction bornée a support compact donnée, on suppose de plus
que le paramétre de controle o vérifie la relation

v 22 )l sl
i
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Le pas de temps At", le périmétre |0C;| et Uaire A; du volume de controle C; vérifient

la relation
2A; 1

Al <
— oG (L +7) 97

V(i,n) € N?

avec

sup | f'(055)vf5 - mij| = 07 ¥ (i,n) € N* et 4 =sup > 1
JEN; JEN;

vérifiant la relation suivante
n
al — ’Yn Sij
(/N T n K
| £ (a) vl - i

le schéma SRNH vérifie le principe du mazimum local

mmu <1rn1nuJr <maxu+ <maxu
C;eT CieT C;eT C;eT

pour tout C; € T, n € N et la condition de stabilité L™

||| oo r2) < [[U]] oo m2)-

Preuve
Le schéma SRNH s’écrit sous la forme
n+1
u; E : ‘6lj|g uz?“g?‘sz]?,rh])
Z JEN;
avec
n n
g (uz7u]7Sz]7nZ]) - f (uz]) Uij .,r]Z]
et

o’

1 z n n n
Uy = B (uf +uj) — 25; (f () = fui)) v - mij-
ij

Or f est de classe C', il s’ensuit que le théoréme des accroissements finis donne
existence de a;; dans I'intervalle ]u’fj_u’;, u?—l—u’;[ tel que

(F0) = Fa2)) ol -y = ' (ay) v (0 = 7).
d’ou I'étape prédicteur devient

n

n 1 n n Qi n n n n
g = 5 (uf + “j) 3 Sjn' , (%’) Vij * Mij (“j —uj)
ij

1 ag

1 O{n n n n n
= uj - 2 <1+ Se (aij)vij 'mj) (uj —u).
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On pose
517; = ij ( 7,]) UZ] 77747
dans ce cas I’étape prédicteur devient

n n 1 n n n
u = u; —1-5(1—5”-) (uj —ui).

En effectuant le développement de Taylor Lagrange de f(u] ) au voisinage de u;'
existe

ij } wl Luls ul T [

170 i

tel que

g (uz ,U] ) 52]7/’72]) - f (,U“Z> ,U?j ’ Th]

(1= 03) £ (65) (= ) ) 5 -

N =

~ (s
Or on a

Z ‘eij|f(u?)vznj iy = fu) Z ‘ez’j‘U?j " Mg

JEN; JEN;

= Z / (x,t") - myydo

JEN;

= f(u}) /C div(v(z, t"))dz
— 0,

car on a supposé div(v(z,t")) = 0, d’ou le schéma SRNH s’écrit sous la forme

n+1 n Atn

i = W T leig| (1= 035) 7 (055) vl - mig (uf — i)
JEN;
- <1_2A > lewl (o7 = 1) £ (65) "'%’)U
JEN;
At”
+ Z leij| (0 1 (035) vij - mig
]EN

On pose
AT
= g leal (65 = 1) 1 (63) i - i
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or on a supposé que f est monotone, d’ou f’ (al;) vl - mi; et f'(6}5) vl - mi; ont les

mémes signes, d’ou

= Solenl (93] = sen (/G 5)) 17 (05) w5 .

on aura

= (1= g ot

JEN; JEN;

D’aprés le lemme (5.2.2), le schéma SRNH vérifie le principe du maximum si

>0 et ZT-H-SL

JEN;
>0 = 67| —sgn (f'(w)vf -my) >0 vrai si o7 > 1,
or
gn
ol >1 / LY EN, I =1 tel i = Yij B
} ZJ‘ > <~ \V/(Z,n) eN ,VJ € y 3 Vi = el que Q; Vi ‘f/ (a?j) 1(}?3
et on a A"AC|
Z\Tg < T,Z(l‘ir%n)fﬁ?,
JEN; ‘
avec

Sup|f( ) anj|: :‘,V(z,n) e N? et 7 _Sup’}/z;
JEN; JEN;

]
5.10)

En admettant que u;; reste borné et ainsi que 1'état 0} (voir (5.2.4) La matrice signe

24; 1
AR
Z |75;| <1, d’oti le résultat du principe de maximum.

JEN;

dans I’étape prédicteur), il s’ensuit que si A" < na

Propriété de monotonie

En utilisant 'opérateur H sur la cellule C;, le schéma de volumes finis s’écrit de la

maniére suivante :
n+1

u ™t =M (0 ulen,y) -
Dans le cas d’'un maillage triangulaire card(N;) = 3, avec
H(u, ugjeny) = ui' — — lesjlg(ui's ug, S35 mij)-
' jEN;
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D’aprés la définition (5.2.1), la fonction du flux numérique est monotone si ’opéra-
teur ‘H est croissant par rapport a chacune de ces variables v, u}, avec j € N;.
Or d’apreés la relation (5.10), 'étape prédicteur s’écrit

n

1 Y
wy = 5 (4 uf) = Srsen (F (af) vis - i) (5 =)
Pour montrer la monotonie, nous allons fixer le paramétre ~;; a v, dans ce cas le

schéma SRNH s’écrit de la maniére suivante

1
u%:i(u?%—u?)—%sgn(f’(a”) m]) (u —u)
A"
u'tt =y — T g (uZ Uy, Szj,mj)
' jEN;

Proposition 5.2.5 Soit f une fonction de classe C' et monotone, alors sous la
condition suivante :
2A;

At < , V(i,n) € N?,
oy e

avec

o= sup‘f( )inj'nija

JEN;

le schéma SENH est monotone.

Preuve
Comme f est monotone, alors f’ (al;) vl - n;; et f' (ul}) vfl-7;; ont les mémes signes,
on pose
sgn (f’(u)vfj . nij) = 5.
Dans ce cas la phase prédicteur s’écrit de la maniére suivante

ul = ((1 + vsij) ul + (1 —7ysi5) u )

1]

[\DI»—t

oM At o
o 0, (u, ugjenyy) = 94, el (1—ysiy) s | £ (ull) ol - -
oH
Pour que 2 = O (u, ugjenyy) = 0, il suffit d’avoir s;; — v < 0.
J

Comme v > 1, alors ceci est toujours vérifié.

OH At"

© g (Ui ugeny) =1 =57 ) leyl (1+7s,) | (i)l - mig] s
(3 ( ]EN
OH
S (Ui ugeny) 20 = , (33 +9) [ (uy) v - mis| < 1.
(A T ‘]ENZ
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Or on a

D s+ [ () vy ng < (v )y sup [ (ulh) o - | 9G]
JEN; JEN;

On pose

sup | f(uz)vs - nijl = &7,
JEN;
d’ou
D leisl Oy + sig) f/(uih)ofs - miy < (y + 1) 9710C.
JEN;
De la méme maniére on suppose qu’on peut borner I'étape wu;: (voir (5.2.4) La
2A; 1 .
(i,n) € N,

v
0G| (v + 1) ¥

matrice signe dans ’étape prédicteur), d’ou si At" <

H o
alors 8—u? (uZ ,u{jeNi}) > 0.

5.2.3 Généralisation du schéma SRNH

On considére I’équation hyperbolique non linéaire scalaire dans I’espace de dimension
deux avec condition initiale :

ou

— +div (F(u(z,t)) =0, Vo € R?, Vt € R,

U div (F(ul, 1) . -
u(x,0) = up(z), Vo € R?

avec F' = (f1, f2) une fonction de R vers R? de classe C* et u: R* x Rt — R,

Le schéma de volumes finis SRNH pour le probléme (5.11) s’écrit sous la forme

suivante :

( n

n 1 n n O%j n n
Ui =5 (Uz +“j) - 257 (F(“j) —F(Uz')) “ Mij
< U =aup - A Z l€ijlg (Uz 7%752-]-7772']') (5.12)
L jeEN;
o_ L
u; = u(x,y,0)dzdy.
Ai Je,

\
avec

St = Inel max {| f{(u?)], [ f1(})] } + |ny| max {| f(u)]
g est la fonction du flux numérique donnée par :

g (uj' uj, i) = F (uiy) - i

Fa(us)|}

Nz
ou 7;; = < ) est la normale sortante.
My
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Vérification de certaines hypothéses sur la fonction flux

Le schéma SRNH est conservatif et consistant par construction.

Condition de stabilité

Proposition 5.2.6 Soit F' = (f1, f2) une fonction de R vers R?, de classe C*, telle
que sup{|fi(w)|,|fs(u)|} < M € R*. uqy est une fonction bornée a support compact
ueR

donnée ; on suppose que le paramétre de conirdle o vérifie la relation

1< % 174
> an [ Vi o)
n J
le pas de temps At", le périmétre et l’aire A; du volume de controle C; vérifient la
relation 5 A .
At < =2 ,
0C3] (1 +97) oF
avec
¢f = sup \UJs-m;;| ¥V (i,n) € N* et A =supy) > 1
JEN; JEN;

m n p . n L. . .
avec Uj; et Vi sont définis dans la preuve et v} vérifie la relation suivante

gn
ay = Vo (5.13)

—

Vi - mij

alors on a le principe du maximum local :

min u)" < min u!™" < max vt < maxul,
C,eT C,eT C,eT C,eT

pour tout C; € T et pour tout n € N et la condition de stabilité L™

|[u"[| oo w2y < [|tol| Lo (m2)-

Preuve
Le schéma de volumes finis SRNH s’écrit sous la forme
ui+1 =Uup - A Z ‘6ij|g (uivujvsz‘junij)
' jEN;
avec
g (ui',uf, Shomg) = F (ufy) -y
et
Yig = 5\ Ty 257 u; i) = Mij-
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Or F est de classe C*, il s’ensuit qu’il existe a;; et by € } ui Luy, ug Tuf [ tel que

(F(ul) = F(u)) -mig = Vg (u —u?) (5.14)

. fi(aj
avec V7 = ( ' , d’on ’étape prédicteur devient

n 1 n n X n
ij
_ n Uy n
= + 5 (1 - @‘/7,] nlj) (u] - uz)
ij
On pose 4} = Sg VZ’; 75, dans ce cas ’étape prédicteur devient

ij
n n 1 n n n
u = u; —1—5 (1—5ij) (uj —ui).

En effectuant le développement de Taylor Lagrange de F'(u;;) au voisinage de u;
suivant la normale 7;;, il existe 0 et €, € } wl Lul ul T [ tels que

170 i

g (uwu]?S]?mJ) = F (U?J) " ij

(e
avec U, = ) .
2\€ij

1 .
= (P (=) Ty (0 ) )

Or on a
Z |€ij‘g uwumsynlj) = Z ‘613|F(U?)UZ7713
JEN; JEN;
= Z leij| - mig
JEN;
= 0,
d’ou
At”
uptt =y - Z ‘em‘ “ Tij (U? - u?)
]GN
- (1 T 24, Z les51 (9 3'%‘> ui
JEN;
At" n
+ Z ‘61J| 7,] niju]
]EN
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On pose
A" 3
Ty = A, ——lei| (67 — 1) U}
At? )
- 2—Ai|6ij| (}5?]‘ — sgn <UZ .mj>>
on a

= (12 3ot Yo

JEN; JEN;

D’aprés le lemme (5.2.2) le schéma SRNH vérifie le principe du maximum si

70 >0 et ZT <1.

1

JEN;
>0 = |0-1>0 vraisi |0 >1,
or
o >1 <= VY(i,n,j) eN°xN; T 45>1 telque of =7 —L—
V” Mij
et on a A |8O |
t" ;
n < /""" Y AN
Z‘Tz] — QAZ ( +’YZ)¢Z7
JEN;
avec
YooY (i,n) € N? et v = sup ;.
JEN; JEN;
D’ Ap < 24 > |7 < 1. Do le résultat du principe d
ol si —~, 0n a < 1. D’oul le résultat du principe de
— |0C] (L + 1) ¢} pered
maximum.
[ |

Propriété de monotonie

En utilisant 'opérateur H sur la cellule Cj, le schéma de volumes finis s’écrit de la
maniére suivante :

ui ™t =M (uf ufen,y)
avec Atn
H (uf ugjeny) = uf Z\ezﬂg u, g, Si i) -
JEN;
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D’aprés la définition (5.2.1), le schéma SRNH est monotone si 'opérateur H est
croissant par rapport & chacune de ses variables u.', u’{"‘jE Ni}-
Or d’aprés la premiére condition du principe de maximum (5.13), on peut écrire

ST .
=V avec Yi; = L.
Vi - mijl
En utilisant I’égalité (5.14), 'étape prédicteur devient

n

1 7 n n n
u%zi(u?jtu:‘) —%sgn <V 17”> (uj —ui).

Pour montrer la propriété de la monotonie, nous allons poser ~;; = v V(i,n,j) €
N2 X Nz

Proposition 5.2.7 Soit F' = (f1, f2) une fonction de classe C*, avec f et fy deux
fonctions monotones, alors sous la condition suivante :
2A;
0C;] (v + 1) ¥F

At" < V(i,n) € N?

avec

Ui = sup [F' (uy) my| ety 21
JEN;

le schéma SRNH est monotone.

Preuve
Comme les deux fonctions f; et f; sont monotones et la dérivée de [ est calculée
suivant la méme direction 7,5, alors V; - n;; et ' (ug;) - 1;; ont les mémes signes.

On pose sgn (V” 77w> = s,j, alors
(u ) = 52 (u — )

((1 + ysi)ul + (1 — ’ysij)u;‘)

N = DN

OH At”
° BT (uz7u{]EN} Z €3] (1 — vsi SZJ‘F ( ) m;\
U EN;

OH
Pour que — 3 (ul ,u{]eN}) > 0, il suffit d’avoir s;; — 7 <0 <= s;; < 7.
uj
Comme v > 1, ceci est vrai.

oH At )
o w (Ul ,U{jGNZ-}) =1- ﬁ |6ij| (sij +’}/) ‘F, (U”) . 772]‘

g ' jEN;
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OH A"
‘ ' JEN;
Or on a

S (s [F (u) omg) <D lesl (L) |[F' (i) - g

JEN; JEN;

< (14 7)sup ‘F’ (u”) -mj‘ |0C;].

)
JEN;

On pose

Y = sup }F’ (u%) -772‘]‘} ;
JEN;

il s’ensuit que

S| F () - mig| < (L+7)wp|oCy.

JEN;

s o oam o 2A; 1 oH , ,
D’ou si At" < 90, (L) 0r Vn € N, alors 8—u? (ui,u{jeNi}) > 0.

5.2.4 La matrice signe dans I’étape prédicteur

De maniére analogue a I’étude faite dans le cas unidimensionnel, on se propose de
borner I'état intermédiaire u;;. Pour cela a chaque instant on peut imposer sur wu;;
la condition suffisante qui est la suivante :

n n n n n
Ui € [uz Lui,u; Tuj] .

Or . .
u%z§(1+5?j)u?+§(1—5?j)u?,

une condition suffisante et donc 1+ 47% > 0 et 1 —4;; > 0, il s’ensuit que ‘5{;} <1,
S
j

ce qui équivaut a dire que o7 < . Cela avec la premiére condition de la

—

stabilité ‘52} > 1, on aura oj; = .

_’TL
‘Vij i

Finalement on en déduit le schéma SRNHS pour les problémes bidimensionnels (c’est

119



5.2. ANALYSE DES SCHEMAS AUX VOLUMES FINIS DANS LE CAS
SCALAIRE

le schéma SRNH en faisant intervenir le signe de F” - 7;; dans la phase prédicteur)
qui s’écrit sous la forme suivante

( n 1 n n 1 n n
“ij:§(“z’+“j)_ - (F(Ug)—F(UZ))%
2\Vij - mij
upth =i — A Z leijlg(ui', uf, Siy,nij) (5.15)
' jeN;
1
A; c,

\

soit ) ) .
ujy = 5 (W +uj) — 5 sen (VZ} : mj) (uf —uy)
upth = — 857 feilg (uf,uf, Simiy) (5.16)
JEN;
w) = 4 [o, ulx,y,0)dxdy.

5.2.5 Résultat Numérique

On considére le probléme linéaire (5.17) avec condition initiale, ce probléme est
testé par Hubbard [Hub99| sur différents schémas de volumes finis, avec limiteurs
de pente, sur un maillage non structuré :

ou Ou ou

G LT 9% 0 (2y) €D, tER
ot or TPy M Y : (5.17)

u(z,y,0) = ug(z,y) = cos® [27 ((z — 0.5)* + (y — 0.25)%)]

avec D =[0,2] x [0, 1].

Pour réaliser la coupe 1D suivant une ligne y;, on détermine I’ensemble des triangles
traversés par cette ligne, et on trace la courbe dont ’abscisse est formée par la co-
ordonée = du centre de gravité, et I’ordonnée par la valeur de la quantité physique
dans le triangle considéré.

Hmax utilisé dans le calcul d’erreur est donné par Hmaz = max < ax \eij|).
} JEN;

i .

Les résultats numériques fournis par le schéma SRNHS sont les suivants :
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025

‘%ﬁlﬂéﬁmgk Y

r A
A
NI gyt
e

\/
AR

0
;

N
VI

A
OO
AR AR ANV
R AR A ok

o!
0 005 01 015 02 025 03 03 04 045 05

Fi1G. 5.1 — Zoom du maillage
utilisé 150x60

solution numi ique-iso-concentration

0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
X

FI1G. 5.3 — Solution numérique
3 t=0.2, cfi=1, Al = 0.00047,
maillage 150x60

L L L L L L
0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
X

F1G. 5.5 — Coupe 1D de la so-
lution numérique

L L L L L L L L L
] 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
X

Fi1G. 5.2 — La condition initiale

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
X

Fi1Gg. 5.4 — Solution exacte a
t=0.2, maillage 150x60

pente=1.17

I I 1 . . . . . .
-36 -34 -32 -3 28 -26 -24 -22 -2 -18
Log(Hmax)

F1G. 5.6 — Courbe d’erreur as-
sociée, pente ~ 1.17
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5.3 Analyse des schémas aux volumes finis dans le
cas d’un systéme

Dans cette partie nous déterminons les conditions de stabilité pour le schéma de
Rusanov et celui du schéma SRNH pour un systéme non linéaire hyperbolique en
dimension deux d’espace.

On considére le systéme hyperbolique non linéaire dans ’espace de dimension deux
avec condition initiale suivant :

oW
—— +div(F(W)) =0 VYzeR? VteR,,
5 (F(W)) 4 (5.18)

W (z,0) = Wy(z) Vo € R?,

avec F(W) = (F1 (W), Fo(W)) ou Fy et F; sont deux fonctions de R™ vers R™ | m >
1 de classe C* et W : R? x R, — R™. Le schéma de volumes finis pour le probléme
(5.18) s’écrit de la maniére suivante

N
A, > leilg (W W)

' jeN;

Wit =W —

ol g (Wi”, W, mj) est la fonction du flux numérique donnée par
n n 1
g (WP W n;) = m/ F(W) - nydo.
] €ij

qui a une approximation dépendante du schéma aux volumes finis considéré.

5.3.1 Schéma de Rusanov

La fonction du flux numérique du schéma de Rusanov est donnée par

g (VVZ 7Wj 777ij> = 2 (F(Wz ) “Mij + F(Wj ) '77ij) - §Sz'j (VV] - W ) ) (5-19)
avec S;; est la vitesse de Rusanov locale de part et d’autre de chaque aréte de la
cellule C; donnée par

Si; = max < max )[)\?]p

1<p<m

e [11,])

ou [A]], et [)\ﬂp sont les p—1éme valeurs propres de la jacobienne VE (W) - n;;
respectivement, VF (W) - n;; et At" = t"t1 — 1" est le pas de temps et A; est Iaire
du volume de contréle C;.

On vérifie facilement que la fonction du flux numérique est consistante et conserva-
tive.
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Proposition 5.3.1 Soit F' : R™ — R? une fonction de classe C', et Wy une fonction
dans L>°(R?) donnée. On suppose de plus que le pas de temps At™, le périmeétre |0C;|
et laire A; de la cellule C; vérifient la relation

A;
At" < , Vi, n €N,
= 10C,| S
ou S;" = sup S;; est la vitesse de Rusanov.

JEN;
On a, alors la condition de stabilité L™

W[ oo 2y < |[Wol| oo (me)
La norme L™ pour un vecteur X = (Xy,...,Xn) € R™ est donnée par
|| X||L = sup |X,|.
1<r<m

Preuve
Puisque Z leij| ' (W) - m;; = 0, alors on peut écrire le schéma de volumes finis
JEN;
(5.19) de la fagon suivante
Wrr = W= = eyl (g (W W) = FOVE) <)
‘ jeN;
= W Z |67«]‘ F(W; )) Nig — Szg (Wj - W, )} .
]EN

On construit la matrice lindaire de Roe quand elle existe A (W, W2 n;;) entre les
états W;* et W suivant la direction 7;;. Cette matrice vérifie nécessairement les

2

trois propriétés suivantes [Roe81] :
(i) AW, W) = AW )
(1) A (W' W) (W = W) = (E(W]) = F(WE)) -

(147) A (wr, Wi n;;) est diagonalisable dans une base orthonormée formée par les
vecteurs propres [Rfﬂp pour p=1,...,m associée aux valeurs propres [)\;Hp pour
p=1,...,m

Le schéma de Rusanov s’écrit alors de la maniére suivante :

A"
Wz'nH = Wi - 9A. €3] [ (Wn an%) (W]ﬂ ) St ( Wn)}
' jEN;
= |1 24, - €3] <_~A (M/Z 7Wj §77z'j) + Sz‘j] )] W,
JEN,
Atn n n n yrm n
+ S O leul (—A W Wsmg) + Sprm) W (5.20)
]E (3

123



5.3. ANALYSE DES SCHEMAS AUX VOLUMES FINIS DANS LE CAS D’UN
SYSTEME

ou I™ est la matrice identité de M., (R).

Ensuite on décompose les états W,*, W et Wt dans la base orthonormée ( [RZ] p)

on aura
p=m == <
Wt =3 [, (R, W= et W= o],
p=1 p=t -

d’oul le schéma (5.20) est équivalent a

[[agﬂ ) (1 - ﬂ Z leasl (= [X] +SZ;-)> [a?]p] Riil,

2 At Z \em|< AL +S;}) [aﬂp] (R3], =0.

Puisque les [Rgﬂp sont indépendant pour p=1,...,m, alors

[[agﬂ <1 - A—t > el (— [A5] +SZ;-)> [a?]p] Riil,

]GN

I
3

p

1

p

I
3

p

1

p

—Z oS el (- ], + 52) [, (R3], = 0

]EN

si et seulement si

o+, ( N

al (= [X] +S;;)>[ay]p

]GN
At"
T 2 bl (=141, + ) [+, =0
pour p=1,....m
A"
= [o"], = (1 -5 D leal (- ¥, +S;;-)> a7,
" jEN;
Atn n n n
oA €] <— (XG], + Sz'j> [af],,
JEN;
pour =1,. A
tn
On pose ['y”] o —| ey < [)\Z-]p + SZ) pour p=1,...,m
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On remarque que hfj}p >0pourp=1,....,m

Enfin pour conclure la condition de stabilité 1>, il suffit de trouver la condition

pour que Z ['yi"j]p <lpourp=1,...,m.
JEN;

On a

At™
Sobil, = 2 g lenl (- ), + %)

JEN; JEN;

A n
/fi SIY e

JEN;

IN

At"
A,

IA

5719,
ou S; = max .Sy
JEN;

Aj
D’ou si At" < SC] V(in) € N’ ona Y 5], <1, pour p=1,....m,

d’ou la condition de stabilité L™>.

JEN;

5.3.2 Analyse du schéma SRNH 2D

Cas de systémes linéaires

On considére le systéme hyperbolique linéaire suivant

oW oW oW
+ A + B =0
ot ox dy (5.21)

W(x7y70) = WO (x7y>7

avec A et B deux matrices dans M,, (R).
Le systéme considéré est supposé hyperbolique, il s’ensuit que la Jacobienne

T (i) = A+ (0ij)z + B (0ij)y

est diagonalisable sur R, et admet m valeurs propres ([)\ij]p) associées aux
1<p<m

vecteurs propres ([sz]p> )
1<p<m

Le schéma de volumes finis SRNH s’écrit pour le systéme (5.21) de la maniére
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suivante :
Wi =5 (W + W) = son (A (i) + B - (nij)y) (W —wp)
ij
Wit =W === > lewla (W7, W', S5 myy) (5.22)
' jEN;
1
WY = [ Wiy 0dsdy
i Jo,

\

avec :
ou 7;; est la normale sortante.

S;; est la vitesse de Rusanov locale de part et d’autre de chaque arrete de la cellule
C; donnée par

Proposition 5.3.2 Soit W, une fonction dans L™ (R2 X R+) donnée ; on suppose
que le parameétre de controle o vérifie la relation

ST = max (‘P‘z’j]p

Y 1<p<m

gn
i nl > LA

Le pas de temps At", le périmétre |0C;| et Uaire A; du volume de contréle C; vérifient

2A;
|0C| ?églvf{’[)\ij]p‘ (1+ ‘53})}

At" <

o
avec 0j; = S—TZ [Aij]
ij
le systéme (5.21 ) vérifie la condition de stabilité L™ suivante

alors le schéma de volumes finis SRNH (5.24 ) appliqué pour

p?

W™ oo m2) < [[Wol|Loo m2)-

Preuve

On décompose les états W, W, W] et Wt dans la base formée par les

vecteurs propres de 7 (7;;) de la maniére suivante :

wr =Y [, Ry, Wi =[][R], Wh=) €] Ry,
p=m

et Wi =) [& [Ryl,
p=1
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létape prédicteur du schéma SRNH (5.24) donne, pour p=1,...,m

n

€51, = 5 (160 + 161,) ~ 55 D, (17, - 01,) (523)

n

? M, (5.23) devient

ij

On pose 4;; =

€], = % (1+35) €7, + 5 (1-83) (€],

Comme Z lei;| T (n:i;) W* = 0, alors la projection de 1'étape correcteur du schéma

JEN;
SRNH (5.24) dans la base formée par les vecteurs propres s’écrit :

&Y, = (€] MZm al, (1), - (€2,

en A Y ren) L n\ [en n
_ ZW iil, ( 1+5)[gi]p+§(1—5ﬁ)[é“j]p—[&i]p)

Z JEN;

_ <1 S 7;;.) €, + 0,

JEN; JEN;

avec v = o —lei| [N ] (—1 —1—52-]-).

D’apres le lemme (5.2.2) pour montrer la condition de stabilité L>°, il suffit de mon-

trer que %J >0et Z %J <
JEN;

120 = Nyl (F1405) 20 = —si+ |05 20 vraisi o > 1,
avec s;; = sgn <[)\ij]p>-

Maintenant nous allons déterminer la condition pour laquelle Z Y < 1.
JEN;

>ty < Sl max ([l (s +13)) ).

JEN;

On a

d’otu sous la condition de stabilité
2A;

At <
oC maxc {| X,

(51 + Wj‘)}
le schéma SRNH vérife la condition de stabilité L>°.
[ |
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Cas de systémes non linéaires

Le schéma de volumes finis SRNH pour le probléme (5.18) s’écrit de la maniére
suivante

TL

Sn (F(Wn) F(Wn>) 772])

JEN;

1
W= [ Wiy, 0)dady,
1 JC;

wy =5 (v +wp) -

2
wrtl — W — Af”

\

ou ¢ est la fonction du flux numérique du schéma SRNH donnée par :

g (W W, Shong) =F (W2) -my; et SP= max (HXFJL

Y 1<p<m

)

ou 7;; est la normale sortante et P\;’ﬂ sont les valeurs propres de la matrice de
p

Roe [Roe81] définie dans le schéma de Rusanov entre les états ;" et W', suivant
la direction 7;;.
La fonction du flux numérique du schéma SRNH est consistante et conservative.

Proposition 5.3.3 Soient F' = (F, I,) une fonction de R™ vers R?, de classe C*

et Wy une fonction dans L™ (]R2) donnée ; on suppose que le paramétre de controle

n 7 -
a;; vérifie la relation

n

),

Le pas de temps At", le périmétre |0C;| et Uaire A; du volume de contréle C; vérifient

?el}\lfl {a } > gréz}vx

AP < 2A;
Sr <1+sup (M "] D) \6C|
JEN,
avec [5{;} ?’z [A%L et SI' = max S, alors on a la condition de stabilité L™
(W[ < [[Wol| 1o

Preuve
On a

n 1 n n n n n

Wi =3 ((Wi + W) = S” L (FEW) = F(WD)) - m]).
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On introduit la matrice de Roe|[Roe81] définie dans le schéma de Rusanov entre les
états W/ et W, suivant la direction 7;;, on aura

TL

n 1 n n
Wz-j:§<(Wi + W) — Sn

LV vyin) (77 - 7))
Comme le systeme (5.18) est hyperbolique, alors A (17", W 1;;) est diagonalisable

—=1,...,

([XZ} ) , ensuite on décompose les états ;" et W dans la base des
p p=1 m

)

.....

vecteurs propres <[7€Z] ) , 0N aura
P/ 1<p<m
p=m N p=m N p=m
we=Y e [Re] . owr=le, (R W= (e, IR,
—1 —1 =1
’ ’ ’ (5.25)
p=m B
ot Win+1 _ ; [Sfﬂ}p [RijL
On pose [5;}]0 = S: [A”} on aura
1
=5 (14 103, ) 17, + 5 (1 - 193], ) FE7 (5.26)

Or Z leij | F'(W) - m;; = 0, il s’ensuit que

JEN;

n

Wk = w25 e POV - FOV) -

L jEN;

On utilise la méme procédure, c’est-a-dire on construit la matrice linéaire de Roe
A (W, W m;;) entre les états W} et W, suivant la direction 7;;.

Nous admettons alors une hypothese forte, que nous ne justifions pas, que les deux
matrices A (WZ.”, W 772-]-) et A (VV[;, w', mj) ont méme base de vecteurs propre. On

note <[)\2"j] ) les valeurs propres de A (WZ’;, W”,nw) et on suppose de
p

p=1,...m
plus que pour chaque p les valeurs propres [5\2] et [AZ] ont les mémes signes s;.
p p

Dans ce cas la projection de I’étape correcteur sur les vecteurs propres donne

mﬂ={ A”Zmﬂ](4+mm>mp

JEN;
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+§—Z %; el [X;.;L (—1 + [5;.;.}p) ] .
[ ] ‘ <_5?j+ “53]1,’) pour p=1,...,m.

Pour montrer la condition de stabilité L, il suffit de montrer

At"
On pose ['y”] o ——| ey

vl =0 et Y [y <1 pour  p=1,...m.

JEN;
n n Sn
[%j]p >0 — ’ [%}p = n>
I3
p
Maintenant on va déterminer la condition pour laquelle Z Vi < 1.
JEN;

On a

S = o 3ol 5] (<1 [),)

JEN; JEN;

Ss (s o+ sup(,) ) ocil

24,
s <1+Sup“ n] D el

En combinant ’analyse faite pour les systémes unidimensionnels et I’analyse scalaire
bidimensionnels on peut écrire & nouveau le schéma SRNHS sous la forme :

IA

, le schéma est L™ stable.

Il s’ensuit que si At" <

(=4 (wr Wf) = gsn (A (W2, W) ) (77 = W7)

VVinH = Wi = Z leijlg (Wn Wy, 555, 77%]) (5.27)

JEN;

fC (z,y,0)dzdy.

\

Remarque 1
Pour les systémes hyperboliques homogénes le schéma SRNHS ce coincide avec le
schéma VFRoe [BGHO0].
Remarque 2

Dans la pratique on constate qu’on peut remplacer la matrice de Roe par la jaco-
bienne calculée a I'état intermédiare [GKLCI6|

~ ~ VVZ.”_|_W,"
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5.4 Résultats Numériques

Nous allons tester ce schéma sur le probléme d’Euler bidimensionnel et le probléme
de Saint-Venant avec fond plat bidimensionnel dans le cadre des problémes homo-
genes.

5.4.1 Les équations de Saint-Venant

Les équations de Saint-Venant représentent I’écoulement a surface libre en eau peu
profonde, soumis a la gravité (dans la direction verticale).

oW | OF(W)  9G(W)

ot ox oy =0
W(z,y,0) = Wo(z,y),
avec
h hu hv
W=\ hu [, FW)=| ml+igh® |, GW)= huv
hv huv hv? + 3gh?

W représente le vecteur des variables conservatives, h est la hauteur de 'eau, u et v
sont respectivement les vitesses d’écoulement du fluide dans les directions horizontale
et verticale, g est ’accélération de pesenteur.

La jacobienne du flux physique s’écrit A (W;n) = Ay (W)n, + A(W)n, avec Ay (W)
et A2 (W) sont les matrices jacobiennes des fonctions du flux physique, et elles sont
données par

0 1 0 0 0 1
AL (W) = —u?+gh 2u 0 ot Ay(W) = —uv vou
—uv vou —v24+gh 0 2v
La matrice jacobienne suivant la direction n = ( e ), est donnée par :
Yy
AW, n) = A(W)ne + As(W)n,
0 Nz Ty

_ (c® =), —uvny,  2un, +on,  un,

—uwvn, + (2 —v?)n, VN, un, + 2vm,
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5.4. RESULTATS NUMERIQUES

ou ¢ = v/ gh est la célérité du son dans le vide.
Ce systéeme est hyperbolique. Les valeurs propres de la matrice jacobienne de la
fonction flux sont données par :

MWn) =V -n—c Xo(Wym) =V o, N(Wyn) =V -n+e,

ou 17~77:u-nz+v-ny.
Les vecteurs propres correspondants sont :

1 0 1
W) =1 uv—cp | ,r2(Wn)=1| —ny |et r(Win)=| uten
vy N v+ cny

Dans ce cas on prend les conditions initiales suivantes :

(h,u,v)(x < 6,t=0) = (5,0,0), et (h,u,v)(x >6,t=0) = (1,0,0).

Pour ce cas test on voit que 1’ordre de convergence de ce schéma est d’ordre 1.
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Hauteur de 'eau-Schéma SRNHS

Mesh NS 300x30
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sociée, pente ~ 0.95
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5.4. RESULTATS NUMERIQUES

5.4.2 Probléme d’Euler

Le probléme d’Euler bidimensionnel s’écrit sous la forme suivante :

oW | OF(W) | 9G(W)

=0
ot ox oy
W(l’, Y, O) = WO(x> y)
Avec
p pu pv
pu pu? + P pUv
W = : FW) = et GW) =
pU puv pv: + P
e (e + P)u (e + P)v

ol p est la masse volumique , V est le vecteur champs de la vitesse du fluide de
composante u et v, e est I'energie spécifique totale par unité de volume ,P est la
pression vérifiant la loi des gaz parfaits.

La relation entre la pression et ’energie est donnée par

P=(y-1) <6—pu2+v2),

2

ol v est une constante positive , rapport des chaleurs spécifiques du gaz considéré,
T est la température et R = C, — C,,.
La jacobienne est donnée par A (W,n) = VF(W)n, + VG(W)n,, avec

0 1 0 0
(v = 3)u? + (y — ?) B-=7u (—y+1v (y—1)
VEW) = —uv v U 0
Sl E (- D@+ ?)] - (- D b (o
et

0 0 1 0
—uv v U 0

VG(W) =
sy =3+ (v =] (1 =7 B=yv (v—1)
4 (- DR )] (- L (- Dt b

avec c est la vitesse locale du son dans le gaz, d’expression égale a

[vP
c= 77 — \/7RT.
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Ce probléme est strictement hyperbolique et ses valeurs propres sont :

MWon)=Ven—c,  XWn)=V e AW =V-n+c

La matrice des vecteurs propres est donnée par

: . :
%_7790 u My %er
R(Win) = . .

|V|2 c 2
S Ut I o Uy U ot U

et son inverse est donnée par

Vet (r=D8E  —(a+ (1 =DY) —(my+(y-1)2)
1| 20-(-D55)  @er-1Y) 2Azy-1)s 2%
201y - v —1ny - u) 21, —21), 0
Vot (=Y (v =DY)  p— (1) =

Dans ce cas on prend les conditions initiales comme suit :

(p,p,u) (x < 6,t =0) = (12,10°%0) , et (p,p,u) (x> 6,t =0) = (1.2,10%,0)
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Mesh NS 150x15 12
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Chapitre 6

Application du schéma SRNHS pour
des systémes non homogeénes
multidimensionnels

Résumé

Dans ce chapitre nous appliquons le schéma SRNHS obtenu dans le chapitre 5 pour
le probléme de Saint-Venant bidimensionnel avec topographie irréguliére. Pour I’ap-
proximation du terme source dans la phase prédicteur, on effectue la projection du
systéme sur la normale des interfaces ¢;;. Le passage a 'ordre 2 en espace est effec-
tué en introduisant des limiteurs de pente de type MUSCL, ce qui permet d’avoir
des résultats numériques de grande précision comparé a la solution analytique méme
pour des cas critiques. Pour I'application du schéma SRNHS aux problémes bifluides
multidimensinnels on décrit les méthodes permettant de calculer la matrice signe fi-
gurant dans I'étape prédicteur du schéma, en utilisant la méthode introduite par
I. Toumi et ses collaborateurs [Cor02, CDT98, TKP99, TK96, Tou96| basée sur
I’ajout du terme de pression interfaciale et la perturbation par densité. Pour le sys-
téme bifluide originel (sans ajout de ’expession interfaciale, on utilise la méthode
de F. Alouges |Alo98| basée sur 1’algorithme de Newton Schultz pour le calcul d’une
matrice signe.

6.1 Introduction

La rupture de barrage peut étre a 'origine de plusieurs dégats matériels, et peut
parfois cotiter la vie & des étres humains. La complexité théorique de la résolution
des équations de Saint-Venant multidimensionnelles avec terme source (topographie
irréguliére, frottement)  incité les chercheurs a développer des méthodes numériques
pour la simulation de ces problémes.

Grace a une interprétation cinétique du systéme hyperbolique de lois de conservation
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6.1. INTRODUCTION

E. Audusse et M.O. Bristeau ont dérivé un solveur homogéne stable et qui préserve
la positivité de la hauteur, et ainsi ils ont construit un schéma adapté au systéme de
Saint-Venant avec terme source topographique. Alcrudo et Garcia-navarro [AGN9]|
ont développé un schéma de volumes finis de type, Godunov d’ordre élevé en utili-
sant la technique MUSCL. Glaister [Gla93] a utilisé la technique de flux splitting,
Ambrosi [Amb95] a utilisé un solveur de Roe avec limiteur de pente (MUSCL) pour
résoudre le probléme de Shallow Water. R. Liska et B. Wendroff [LW99| ont appli-
qué le schéma de Lax Friedrichs précédé par une phase prédicteur de Lax-Wendroff
pour la simulation numérique du systéme de Saint-Venant avec terme source mul-
tidimensionel sur un maillage trapezoidale. A I'aide d’un schéma de volumes finis
en cellule centré basé sur 'approximation du solveur de Riemann de type Roe sur
les interfaces, P. Bufau et P. Garcia-Navarro [bGNO0O| ont abouti a des résultats
encourageants pour le probléme de Saint-Venant avec frottement sur des maillages
non structurés de type Delaunay. Bermudez [BDDV9S8| et ses collaborateurs pro-
posent une discrétisation décentré du terme source qui est compatible avec le flux
numeérique décentrer pour assurer la propriété de conservation et ont pu résoudre
le probléme de Saint-Venant avec terme source sur un maillage non structuré aprés
I’étude des conditions aux limites.

Pour l'application du schéma SRNHS au probléme de Saint-Venant bidimension-
nel avec topographie irréguliére sur un maillage triangulaire non structuré, nous
effectuons la projection du systéme (6.1) sur la normale des interfaces, ceci permet
de réduire les composantes du terme source et écrire ’étape prédicteur dans une
seule direction. Pour la simulation numérique des systémes bifluides multidimen-
sionnels, on note ’extension du schéma VFFC introduit par Ghidaglia-Kumbaro-Le
Coq [GKLC96|, par Marc Boucker [Bou98| au probléme diphasique tridimension-
nel, en utilisant une méthodes simultanée volumes finis-éléments finis proposée par
Ghidaglia-Pascal [GP99]. Cela permet de résoudre les problémes couplés de convec-
tion et de diffusion. Pour faire I’extension du schéma de Roe aux problémes bi-fluides
I. Toumi et ses collaborateurs ont ajouté une expression de pression interfaciale pour
rendre le systéme hyperbolique et ils ont introduit la méthode de perturbation par
densité [Cor02, CDT98, Cor99, TK96]. En se basant sur cette méthode on a pu
trouver un convecteur hyperbolique permettant la détermination de la matrice signe
évoquée dans la phase prédicteur du schéma SRNHS. Pour I'application du schéma
SRNHS au systéme bifluide originel, on calcule la matrice signe de 1’étape prédicteur
par la méthode de F. Alouges basée sur ’algorithme de Newton-Schultz [Alo98§].
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CHAPITRE 6. APPLICATION DU SCHEMA SRNHS POUR DES SYSTEMES

NON HOMOGENES MULTIDIMENSIONNELS

6.2 Extension du schéma SRNHS au probléme de
Saint-Venant avec topographie irréguliére en di-

mension 2

6.2.1 Description de la méthode

Le probléme de Saint-Venant avec terme source bidimensionnel est régi par le sys-

téme ci-dessous :

(

hy+ (hu)z + (hv), =0
(h)a + (i) o+ (huv)y + g (%) = —gh(Zf)..

(ho) o+ (huw) o+ () 4 (%) = —0h(Z)),

\

Y

(6.1)

ou h est la hauteur de l'eau, u =" (u,v) est la vitesse et VZ; est la pente du fond
(Z¢(x,y) et VZ; deux fonctions pouvant étres non réguliéres en général), comme

nous montre la figure suivante :

hl—i—(Zf)l:4m

20 m

Fi1G. 6.1 — Fond de 1a riviére

(u,v); = (0,0) m/s (u,v), = (0,0) m/s

O (.), sont les valeurs des variables physiques & gauche de la discontinuité et (.),

sont les valeurs des variables physiques a droite de la discontinuité.
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6.2. EXTENSION DU SCHEMA SRNHS AU PROBLEME DE SAINT-VENANT
AVEC TOPOGRAPHIE IRREGULIERE EN DIMENSION 2

Pour la simulation numérique du probléme (6.1), nous allons appliquer le schéma
SRNHS défini dans le chapitre 5. Comme dans 1’étape prédicteur nous essayons
de trouver une approximation de la solution du probléme de Riemann aux inter-
faces, nous reprenons la démarche présentée dans [ANS03, Moh05|, et considérons
une projection du probléme sur la normale d’une interface nous obtenons ainsi le
systéme :

hy + (huy) , =0

(hawy)y + (P2 + gh;)n — —gh(Z)), (6.2)

(hur) ¢ + (huyuy) , = 0,

avec u, = u -1, ur = u- 7, n et 7 sont respectivement la normale et la tangente a
I'interface e;;, et (.) , €st la dérivée le long du vecteur normal 7.
Dans ce cas I'¢tape prédicteur U, du schéma SRNHS s’écrit de la manére suivante

n 1 n n 1 7 n n
Ui :§(Uz‘ +U7) — 5sen (VE, (U)) (UF = U7')

Z_] 2
‘VF )Q (6.3)
avec
h h
n g
U= hu |, F@=| mi+g | Qp==50+h)(2,-25)
hu, hu,u,
_ (6.4)
et U est ’état de Roe donné par
1
_ 1 ul\/_+uj\/7 vl\/_—i-vjf
U= (hi+hy) i T T |- (6.5)

ul\ﬁ-i-uj\/_ +v”ﬁ+vj\/—
f+f f+\/_

Les valeurs propres sont données par
Al = Uy, Ay = U, ++/gh et A3 = u, —+/gh, (6.6)

la matrice des vecteurs propres et la matrice des vecteurs propres inverse sont don-
nées par

0 1 1 —u, 0 1
RWU)=|0 X X |, RYU) =\ 575 3z O |, (6.7)
A
1 u, u, N —ﬁ 0
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sgn (VF, (0)) = R(OD)sgn (A@) R7HD) et |VE, (0)| = R(D) [(A(@) | R7(D).
Enfin on écrit I’étape correcteur de la maniére suivante

At"

)

Wt = W Z g (W W Q) + AtQY, (6.8)

JEN;
avec
hij
g (W Wi Qkn) = F (WS -nyg, — Wh= | (huy)fine — (hus)iimy | . (6.9)

)

et
0
h; S Zii - (0 . ZiA; + Z;A;
n_ _ ij 772])90‘61]| Z:M
Qi =—9 | ,  avec i A+ A,
> Zij - (Mij)yled]

JEN;

6.2.2 Extension a l'ordre 2 en espace (MUSCL)

On définit un nouvel espace d’approximation, ou I'on approche I’état physique V'
par une distribution linéaire par morceaux, qui est I’espace des fonctions affines par
cellule.

On applique une démarche qui a été utilisée par I. Elmahi [EIm99|, cette démarche se
décompose en deux étapes : une étape de reconstruction des états gauche et droite,
et une étape de limitation des gradients pour éviter les oscillations.

Etape 1(reconstruction linéaire des états)

Au point X;; de I'aréte I';; séparant deux volumes de controle C; et C;, on définit
deux valeurs de V/, une a gauche V;; dans la cellule Cj, et une a droite sz dans la
cellule C; par :

1o -
L (6.10)

G; et G; sont respectivement les barycentres des triangles C; et C}, ﬁVZ’ et ﬁVJ
représentent les gradients sur C; et C;.
La fonction de flux reste la méme, seuls ses arguments changent, et on a :

/ F(V.7)do = (Vs Vih 77 ymes(Ty). (6.11)
Fij
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+
i

Fig. 6.2 —

Le probléme crucial dans cette étape est 1’évaluation des gradients de la solution
sur chaque volume de contréle. Ceci peut étre effectué de différentes maniéres, en
particulier suivant le type de cellules utilisées. On présente une technique de calcul
de gradients dans le cas ou on utilise des maillages triangulaires ou quadrangulaires.
Méthode des moindres carrés

Pour un triangle C;, considérons ’expression

Vi

)t Vi
Y ox

AWV, V) = Vit (2 — +(yj—yi)@—vj

ou (z;,y;) et (z;,y;) sont respectivement les coordonnées des centres de gravité de
CZ' et Cj.

Le terme A(V;, V;) représente ici la différence entre la valeur effective de V' au centre
de la cellule C; et la valeur obtenue au centre de C; par développement limité de
la fonction V' définie au centre de C);. Le gradient sur la cellule C; est évalué en
minimisant la fonction quadratique :

aV 8‘/
8x ay Z AW VI
JEN(3)

N aV; oV;
ox dy

inconnues suivant :

sont alors solutions du systéme linéaire de deux équations a deux

OU(X.Y) | OW(X.Y)
0X oY
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Un calcul simple donne
oV Jolyy — Jyl,

ox D
Vi Jylpw — Julye
oy D

avec les notations

Ly = Z (*Tj - xi)2 ) Iyy = Z (yj - %)2

JEN() JEN()
Ioy = Iye = Z (x5 —xi)(y; —vi) D = Ipplyy — Ia%y
JEN(3)
Z WVi=Vi) o = > (g —w) (W = W)
EN(i FEN()

Etape 2(limitation des pentes).
[’approximation obtenue avec les états évalués dans I’étape 1, peut étre dispersive
et produire de nouveaux extrema entre les cellules. Pour atténuer ces oscillations,

alz‘m‘/i
on utilise un schéma de type 7'V D obtenu en utilisant des valeurs limitées 5
x
"V )% Vi - .
et i et —, dans (6.10). On présente ici un type de limiteurs
oy ox oy

qui peut étre utilisé dans le cas bidimensionnel pour des maillages non structurés.
Limiteur MinMod généralisé
Sur chaque volume de controle C;, les gradients sont limités de la maniére suivante :

oy —1 S N + sgn oV min
or 2 g?]\lfn s Ox ]73\%0 & Ox )| jent)

lim

Oy

triangles ayant un sommet commun avec Cj.

v
ozr

(6.12)

De méme pour L. Cette limitation peut étre étendue sur Pensemble N () des

6.2.3 Application Numérique

On applique le schéma SRNHS pour les cas critiques testé sur le probléme de Saint-
Venant avec topographie irréguliére unidimensionnel dans le chapitre 4.
En 2D le fond est défini de la maniére suivante

0 si (x,y) € [-10,0] x [0, 1]

Z(x,y) =
1 si (x,y) € [0,10] x [0, 1].
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Cas subcritique

Les conditions initiales dans ce cas sont données par
(hyyu,v) = (5,0,0) (x,y) €[0,6] x [0, 1]
(hrs ur,vp) = (1,0,0) (z,y) €6,0] x [0,1]

Ce cas est formé par une onde de raréfaction, une discontinuité de contact et un
choc. La comparaison de la solution numérique avec la solution théorique montre
bien que ce schéma capte bien le choc.

Cas transcritique

Les conditions initiales dans ce cas sont données par
(hhulavl) = (57_470) (as,y) S [_10a0] X [07 1]
(h’T7uT7UT) - (17970) (.T7y) e [07 10] X [07]‘]

La comparaison des résultats numériques & ¢ = 0.7s avec les résultats théoriques
pour ce probléme prouve que le schéma SRNHS a bien capté la phase de transition
(voir figures F1G. 6.5,F1G. 6.9 et FI1G. 6.13).

Les courbes des isovaleurs sont des droites parfaites ce qui confirme que le probléme
conserve son caractére 1D (voir figure F1G. 6.6,F1G. 6.10 et F1G. 6.13). Ensuite on
prend un cas plus raide dont la hauteur a gauche est 40 fois plus grande que celle a
droite, les données initiales dans ce cas sont données par

(hl,ul, Ul) = (4, 0, 0) (l’, y) - [—10, 0] X [0, 1]

(hy, up,v,.) = (0.1,0,0) (x,y) € [0,10] x [0, 1].

On remarque que pour ce cas également le schéma SRNHS calcule bien la phase de
transition et a bien capté le choc (voir figure F1G. 6.29, FI1G. 6.33 et FIG. 6.37).
De plus le passage a 'ordre deux en espace avec la technique MUSCL permet de
résoudre le probléme de la discontinuité stationnaire, résultant de la double singu-
larité provenant a la fois des conditions initiales des variables physiques et de la
discontinuité du fond.
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6.3 Extension du schéma SRNHS au probléme di-
phasique en dimension 2

6.3.1 Modéle Diphasique

Dans cette application on considére, le modéle diphasique & pression commune régi
par six équations, dont deux décrivent la conservation de la masse moyennée des
deux fluides et quatre équations qui décrivent la conservation de la quantité de
mouvement moyennée. Dans ce modéle les termes de dissipation sont négligeables.
La forme générale de ce modéle est évoquée dans [DGR81].

On note par 0, la dérivée par rapport au temps, V- 'opérateur de la divergence et
V Topérateur du gradient.

Dans ce cas les équations de conservation s’écrivent :

e les équations de conservation de la masse :

Oy (agpr) + V- (arprUs) = 0, (6.13)
e les équations de conservation de la quantité de mouvement :

ou k se rapporte aux phases gazeuse (vapeur) (k = v) et liquide (k = 1). oy est le
taux de vide qui vérifie a,, + oy = 1, py est la densité, Uy = (ug, vy.) est la vitesse et
Py est la pression.

6.3.2 Les lois de fermeture

Au niveau du systéme, (équations (6.13), (6.14)) que I'on a écrit ci-dessus, il y a plus
d’inconnues que d’équation, que ’on considére comme des inconnues principales|Bou98§] :
e taux de présence : o, k=wv,l

e pressions moyennes : P, k= wv,l

e vitesses moyennes : up k =v,l.

On leur associe les variables auxiliaires suivantes, reliées aux précédentes par des
lois ou des tables thermodynamiques :

e masses volumiques moyennes : p, k= v,l.

Les autres termes devront étre exprimés au moyen de relation de fermeture :

e pressions moyennes aux interfaces : Pf k= v,

Ceci nous raméne & choisir des relations de fermeture probablement les plus impor-
tantes et les plus ardues concernant le modéle diphasiques & deux fluides.
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6.3.3 Relation de fermeture de la pression fluctuantes

Dans cette application nous considérons les lois d’état suivantes :

P=A,p,", avec vy=14 et A, =10°.

o= ki P?, a=4.73x107° et k; = 987.57.

Cette relation concerne la pression interfaciale au niveau de l'interface gaz-liquide :

P=P,=P'=P et P —P =p0O, (6.15)

O et un coefficient homogeéne avec la vitesse tel que 'effet de la dispersion au niveau
de 'interface est pris en compte. Pour plus de détails sur la pression de la fluctuation
on peut consulter les références suivantes [Bér96, Lah92, LS98].

Selon I'application du schéma SRNHS au probléme bifluide monodimensionnel on
peut écrire © = 06, et on applique le schéma SRNHS au systéme originel sans I’ajout
de la pression interfaciale en posant ¢ = 0 lors du calcul de la matrice signe avec la
méthode de F. Alouges.

6.4 Reéduction mathématique du modéle diphasique
Le modéle diphasique a I’équilibre s’écrit de la maniére suivante :
oW + 0, F(W)+ 0,G(W) + Si(x,y, W) = S(W) (6.16)

W est le vecteur des variables conservatifs inconnus, F' et G les fonctions de flux
physique de la partie conservative, Sy est la partie non conservative et S et le terme
source sont définies par

0y 0 0
P
Oy Py Uy Ay Py Gz a”%
Oy Py Uy Oéypvgy av%—l;
W = , S(W) = et S1 (W) =
P 0 0
Py Q101G 041‘39—1; + (P —-P)) %
L oy | Qp1gy i al%—g + (P — Plz) Oy
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avec Uy = t(uk,vk) et g = t(gmgy)

Oy Py Uy Oty Py Uy
2
Qly Py Uy, QU Py Uy Uy
2
Ay Py Uy Uy Ay PV,
FW) = , GW) =
a P a1 P
2
aprug a P
2
| Qqpuur | QP

Compte tenu des lois d’état considérées, on peut dire que la phase vapeur est donc
considérée comme un gaz parfait évoluant de fagon isentropique et la phase liquide
est faiblement compressible, voire incompressible [Bou98, GKLCO01]|. Les expressions
des dérivées P,, et P,,, avec wy = o, p, et wy = a;p; sont données par :

P P
Po=1"  p,=1"
PoQy P10y

et les dérivées de (o), et (a,),, sont données par

(), =0, (), = —%.
Dans ce cas P S
Si(z,y, W) = A(W)% + B(w)%
ou les matrices A(W) et B(WW) sont données par :
[ 0 00 0 0 0]
a,P,, 00 .y Py, 00
0 00 0 00
A(W) = ,
0 00 0 00
Py, 00 P, +0 0 0
0 00 0 0 0 |
0 00 0 0 0]
0 0 0 0 0 0
Py, 00 P, 00
BOWV)=1"4 o0 0 00
0 00 0 0 0
P, 00 P, +© 0 0
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6.5 Description de la méthode

Pour faire la simulation numérique de ce probléme nous appliquerons le schéma de
volumes finis SRNHS définit dans le chapitre 5 de la maniére suivante :

nous allons utiliser la méthode de splitting en deux étapes, dans la premiére étape
on utilise la transformation d’Euler en integration en temps

oW .
— =S5S(W
ot (W) (6.17)
W(z,t") = W™(z)
et avec le nouveau schéma SRNHS on résoud le systéme suivant :
OW + 0, F(W) + 0,F (W) + A(W)o,W + B(W)o,W =0
(6.18)

W (z,t") = W"t(z).

Le calcul du signe de la matrice dans la phase prédicteur se fera alors, soit par une
méthode itérative utilisée par F. Alouges basée sur ’algorithme de Newton Schutlz
[Alo98, ABDV 99|, soit par la méthode de perturbation par densité introduite par
I. Toumi et ses collaborateurs [TKP99, Cor02, CDT98, Cor99].

Pour écrire 'étape prédicteur on linéarise le systéme (6.17) de la maniére suivante

oW + M(W)3,W + N(W)9,W =0 (6.19)

avec M(W)=VF(W)+ AW) et N(W) =VGW)+ B(W).
La Jacobienne dont on propose de calculer le signe est

T (W,n) = M(W)n. + N(W)n,. (6.20)

6.5.1 La méthode itérative

Dans le cas ou la partie imaginaire des valeurs propres de la jacobienne J (W, n) est
petite devant la partie réelle, on écrit ’étape prédicteur du schéma SRNHS pour ce
probléme de la maniére suivante :

1 1 -
W= 3 (W W)~ Lean (7 (W0) (W - W7)  (621)

avec W est ’état moyen de Roe calculé entre les cellules C; et C;. Dans ce cas 1'état
moyen de Roe [Cor02] et [Tou96| pour les variables physiques est donné par

1 1 1 1
_:_( + )7 O_é'l)zl_o_éh (6'22)

a2 \(a), (w)g

e (aup)p + (azp)R7 (6.23)

()g + ()
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6.5. DESCRIPTION DE LA METHODE

(), + (),

Uy = k=1,v, 6.24
(Vam), + (vamm). (6:24)
o = (Varpeo), + (Vawpon); L o. (6.25)

(\/akpk)i + (\/akpk)j

Ensuite on applique I’algorithme de Newton-Schultz décrit par F. Alouges [Alo98,

ABDVT99| avec
Lozmax(|Uv-n|+’1/% ,|Ul.m+‘,/% )

Pour plus de détails sur cette méthode voir le chapitre 4 de cette thése et [Alo98,
ABDV199].

Remarque

Au vu des résultats numériques obtenus par le schéma SRNHS pour les problémes
1D et 2D homogénes et non homogénes, on constate, que I’on peut utiliser I’état
moyen arithmétique [Bou98| dont les variables physiques moyennes sont données
par :

o Ai(u); + Aj(ur)
O T e L (6.26)
B = (vk), J(Uk)]; k=10, (6.27)

A, + A

ou A; et A; sont respectivement les aires des cellules C; et Cj.

6.5.2 La méthode de perturbation par densité

On applique le changement des densités basé sur la méthode de perturbation de
densité [CDT98|

Pu Pl
) ,01 — —, (628)
I oy

Pv —
avec p? et p) sont deux densités caractéristiques respectivement de la phase gazeuse
(vapeur) et la phase liquide. On note la fraction des deux densités € = ,0_8. Sachant

l
que dans le modéle diphasique considéré, la phase liquide est trés dense par rapport
a la phase vapeur ¢ << 1. Dans ce cas la matrice jacobienne s’écrit de la maniére
suivante :

T (W.n) =T (W,n)+eJi (W,n). (6.29)
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CHAPITRE 6. APPLICATION DU SCHEMA SRNHS POUR DES SYSTEMES
NON HOMOGENES MULTIDIMENSIONNELS

Les deux matrices Jy et J; sont données par

0 Mo My 0 0 0
—uUUv+cinm Uy + U,y Uy 0 0 0
—v,U, + c2n, VoM vty + Uy 0 0 0
Jo (W) = 0 0 0 - " 0
0 0 0 —ulUl+cl27]m wn. + U wny
0 0 0 —0, U + ¢, VM vy, + U
et
0 00 0 007
0 00 %nz 0 0
0 00 Zn, 00
FAWD=1 0 60 0 0o
gi%nz 00 0 00
| &3, 000 0 0 0|
avec

[0 [
5pv et U = ugny + vgny. (6.30)

La matrice Jy (W, n) est diagonalisable sur R et les valeur propres sont données par :

Pour le modéle que nous avons considéré ¢ est un paramétre trés petit, il est de
I'ordre 5 x 10™2 pour un générateur de vapeur et 1073 dans le cas air-eau. La matrice
J (W, n) est une perturbation linéaire de la matrice Jy (W, 7), dans ce cas au lieu
de chercher le signe de la matrice J (W, n) on peut utiliser le signe du convecteur
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6.5. DESCRIPTION DE LA METHODE

Jo (W, n) dans I'étape prédicteur du schéma SRNHS et I’étape prédicteur s’écrit de
la facon suivante :

1 1 -
W= 3 (WF 4 W7) — Ssgn (3 (W) (W = 197) (631)

et I’étape correcteur s’écrit de la maniére suivante :

Wit = W — Z Z\em|G (W, W i) + At(Sy)? (6.32)
JEN;
ou
tn+1

les C; sont les volumes de controle voisins de C; et G (Wi", Wi, nij) est la fonction
de flux numérique donnée par

G (W W] n;) = F (W) nie + G (W) ijy (6.33)
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Conclusion et perspectives

Notre travail dans cette thése a eu pour point de départ 1’étude des principaux ré-
sultats de stabilité et de convergence pour un nouveau schéma aux volumes finis
(SRNH) dédié aux systémes non homogenes. L’étude mathématique a été menée
dans le contexte unidimensionnel d’abord pour une équation scalaire, ensuite pour
un sytéme d’équations, et a été étendue au cas scalaire bidimensionnel sur maillage
non structuré. La version originnelle du schéma SRNH comportant un paramétre
de controle de la diffusion numérique, notre analyse, se fixant pour but 1’établis-
sement de conditions suffisantes de stabilité, a conduit a& une nouvelle variante du
schéma appelée schéma SRNHS. Le schéma SRNHS ne comporte plus de paramétre
inconnu, mais requiert la détermination du signe d’une matrice de décentrement is-
sue du systéme non homogéne considéré. La validation numérique du schéma SNRH
a été menée pour deux sortes de problémes non homogénes difficiles, le systéme de
Saint Venant 1D et 2D de modélisation de I’écoulement de 1’eau sur un fond for-
tement pentu, et le cas test du Robinet de Ransom 1D représenté par un systéme
diphasique (eau-vapeur) a pression commune, en prenant en compte les équations de
conservation de la masse et de la quantité de mouvement, mais pas celle de I’énergie.
Pour le systéme de Saint Venant, on montre formellement que le schéma SRNHS
vérifie la C-propriété exacte introduite pour les schémas équilibres par Bermiidez
et Vazquez [BV94, BDDV98|. La partie homogéne du systéme étant hyperbolique
dans ce cas, la matrice de décentrement est simplement la matrice de Roe issue du
systéme. Les résultats numériques 1D et 2D, en particulier du cas de rupture de
barage sur un fond en forme de marche, montrent le degré d’efficacité du schéma.
Pour le systéme diphasique des zones de non hyperbolicité peuvent exister, avec
apparition de valeurs propres complexes dans la Jacobienne du systéme. On montre
que pour les configurations faiblement non hyperboliques (partie imaginaire des va-
leurs propres dominée par la partie réelle), on peut calculer le signe de la Jacobienne
par 'algorithme de Newton-Schultz, s’inspirant en cela d’une idée originale de F.
Alouges| ADVLCLO1]. Pour les configurations plus raides, ot la méthode précédente
ne fonctionne plus, on peut avoir recours a la méthode de perturbation par densité,
introduite par I. Toumi et ses co-auteurs [TKP99, TK96]. Cette méthode, basée sur
le rapport élevé des densités eau/vapeur, consiste d’abord a rajouter un terme de
pression interfaciale au systéme, afin de rétablir I’hyperbolicité, et ensuite a utiliser
comme matrice de décentrement, une matrice "proche" de la matrice Jacobienne
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du systéme, en terme de développement asymptotique en fonction du rapport de
densités. Dans les deux cas évoqués, les test numériques montrent que 1’on approche
la solution analytique du probléme de Ransom avec une grande précision, et que
I’on conserve la stabilité des calculs méme avec un maillage de finesse élevée. La dé-
marche ainsi proposée s’étend naturellement au cas bidimensionnel, et cela constitue
pour nous une perspective de travail prochain. De plus nous pensons que le schéma
peut également étre efficace, d’une part pour les équations de transport-diffusion
d’une substance et pour des probléme de combustion diphasique, et d’autre part
pour les problémes non conservatifs de 1’élastodynamique.
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