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à tout ce qu’il faut savoir (pommeQ, ps-frag, awalé et ”Roi du Poulet”). Je garde un sou-
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1.1 Description de l’instabilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
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3.1 Équations moyennées dans l’épaisseur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

3.2 Loi de friction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101
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Introduction

Sable, gravier, riz, sucre. . . La matière en grains nous est familière et abonde autour
de nous. Pourtant, la physique des milieux granulaires est encore mal comprise (Jaeger
et al. 1996). Ces matériaux présentent en effet une variété de comportements et de pro-
priétés exceptionnelles. Assez solides pour soutenir le poids d’un immeuble, ils peuvent
aussi s’envoler par une brise légère pour former des dunes ou couler comme de l’eau dans
un sablier. La compréhension des milieux granulaires, et en particulier de leurs propriétés
d’écoulement, est d’autant plus importante qu’ils interviennent dans de nombreux do-
maines. Il suffit d’observer, sur le bord d’une route, une carrière à ciel ouvert pour se
convaincre de l’importance des milieux granulaires dans l’industrie : plans inclinés, tapis
roulant et conduites se conjugent pour extraire et transporter la matière en grains (sable,
graviers, charbon) vers les sites de transformation. De façon générale, les milieux granu-
laires sont au centre de nombreuses activités industrielles (Duran, 1997) : génie civil (bétons,
stabilité des sols), agro-alimentaire (stockage et transport des céréales), pharmaceutique
(médicaments, cosmétique) ou génie chimique. L’autre grand domaine d’application des
milieux granulaires est la géophysique (figure 1). La nature offre en effet des exemples
spectaculaires de phénomènes et de structures où intervient la matière en grains : dunes de
sable, plages s’étirant le long des côtes, avalanches de roches lors d’éruptions volcaniques,
glissements de terrain. Bien souvent d’ailleurs, ces évènements naturels interagissent avec
l’activité humaine (désertification, prévention des risques d’avalanche) .

Contrairement aux fluides classiques qui sont bien décrits par des équations constitu-
tives de type Navier-Stokes, il n’existe pas aujourd’hui de description unifiée des écoulements
granulaires. D’un point de vue fondamental, la difficulté pour modéliser ces matériaux est
qu’ils sont constitués d’un très grand nombre de particules pour lesquelles l’agitation ther-
mique est complètement négligeable 1 . Il est donc difficile de transposer à ces écoulements
les méthodes usuelles de la physique statistique 1 . La taille macroscopique des particules est

1. On s’intéresse ici aux milieux granulaires secs, c’est-à-dire pour lesquels les interactions entre grains
sont essentiellement des interactions de contact (frottement solide, collisions inélastiques). Cela impose
aux particules une taille d’ordre millimétrique, voir plus (on pourra lire la revue de Hinch 1995 pour une
classification des écoulements de particules en fonction de l’importance du fluide environnant). Dans ce
cas, l’énergie thermique kT est complètement négligeable devant l’énergie potentielle de pesanteur ρpgd4.

1. Il est d’ailleurs significatif que de nombreux modèles tentent d’introduire, d’une manière ou d’une
autre, une “température” (effective ou non) associée aux écoulements granulaires, tant ce concept est
fructueux en physique statistique.
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a) b)

Fig. 1 – Quelques exemples de phénomènes naturels où interviennent les milieux granu-
laires. a) Éruption volcanique du Volcan de la Soufriere (̂ıle de Monserrat). b) Champs de
barkhanes dans le désert de Vizcaino, en Basse-californie.

également responsable de la nature fortement dissipative des interactions entre grains (frot-
tement solide, collisions inélastiques). Cette dissipation entrâıne, dans de nombreuses si-
tuations, une absence de séparation claire entre la taille du grain et l’échelle caractéristique
de l’écoulement (avalanche à la surface d’un tas, bande de cisaillement) donc des problèmes
sérieux pour passer d’une description microscopique à une description macroscopique.
Face à la grande variété de comportements observés selon le type de sollicitation, on classe
généralement les écoulements granulaires en trois régimes suivant la nature des interactions
mises en jeu entre les grains (figure 2).

Écoulements quasi-statiques

Prenons l’exemple d’une maison posée sur un sol granulaire (figure 2a). Sous le poids
de l’édifice, le terrain se déforme très lentement et les grains interagissent uniquement par
friction solide, avec des contacts de longue durée. Ce régime d’écoulement quasi-statique
ou plastique est typique des problèmes qui se posent en mécanique des sols. A partir
de quelle contrainte le sol va-il céder ? Comment s’écoule-t-il par la suite ? L’approche
la plus répandue, celle des ingénieurs, consiste à modéliser le milieu granulaire comme
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a) b) c)

Fig. 2 – Les différents régimes d’écoulements granulaires. a) Régime quasi-statique ou
plastique. b) Régime dense. c) Régime rapide et dilué.

un milieu continu et à relier contraintes et déformations par des lois de comportement
de type élasto-plastique (Brown & Richards 1970, Darve 1987). Pour prédire le seuil de
rupture du matériau, le critère le plus couramment utilisé est le critère de Mohr-Coulomb,
qui généralise aux milieux continus la loi de Coulomb pour le frottement solide. Selon ce
critère, le matériau cède sur un plan quand la contrainte tangentielle τ sur ce plan atteint
quelque part dans l’échantillon une valeur critique proportionnelle à la contrainte normale
P :

τ

P
= tanΦ, (1)

où Φ est l’angle de friction interne du matériau, qui dépend en général de la densité du
milieu. Ces lois permettent de prédire relativement bien le seuil de stabilité d’un sol gra-
nulaire sous contrainte, ainsi que les directions de rupture du matériau (voir figure 3).
Il reste cependant encore de nombreux problèmes non résolus concernant le régime d’écoulement
“plastique”. On peut citer le problème de la localisation des bandes de cisaillement et
de l’évolution du milieu au-delà du seuil de rupture. Une autre difficulté des lois élasto-
plastiques de la mécanique des sols est qu’elles introduisent un grand nombre de paramètres
phénoménologiques qui sont difficiles à identifier physiquement. Récemment, un effort im-
portant a été entrepris pour caractériser de manière plus locale la structure des milieux
granulaires “statiques”. Ces études ont mis en évidence la forte hétérogénéité des contacts
et des forces dans un empilement granulaire (Radjai 1998). Toutefois, le passage entre ces
descriptions “microscopiques” et les comportements globaux (angle de talus par exemple),
n’est pas encore accompli.

Écoulements rapides

A l’extrême opposée du régime “quasi-solide” que nous venons de décrire se trouvent les
écoulements granulaires rapides et dilués. Considérons par exemple une bôıte partiellement
remplie de grains. Si on secoue cette bôıte avec énergie, les grains à l’intérieur sont fortement
agités et interagissent essentiellement par collisions binaires quasi-instantanées (voir figure
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Fig. 3 – Visualisation des plans de rupture dans une expérience de “Buldozer”.

4a). Il existe une forte ressemblance entre ce régime collisionnel et un gaz classique de
molécules et on peut voir l’agitation aléatoire des grains comme l’équivalent de l’agitation
thermique dans les gaz (Ogawa 1980). Cette analogie a conduit à l’élaboration, au début
des années 80, d’une théorie cinétique des écoulements granulaires qui s’inspire directement
de la théorie cinétique des gaz denses de sphères dures (voir par exemple les revues de
Campbell 1990 et Goldhirsch 1999). Dans cette approche, on introduit une “température
granulaire” qui est reliée aux fluctuations de vitesse comme pour un gaz selon :

T ∝ 〈(u − 〈u〉)2〉. (2)

Il existe cependant une grande différence entre les gaz classiques et les “gaz granulai-
res” : dans un milieu granulaire, les collisions entre particules sont inélastiques. Si on arrête
brusquement de secouer la bôıte de grains, chaque collision retire un peu d’énergie cinétique
aux particules et le milieu retourne rapidement au repos. Pour maintenir le régime collision-
nel, il faut donc fournir en permanence suffisamment d’énergie pour équilibrer les pertes
inélastiques, par exemple en secouant fortement les parois du récipient (Warr et al. 1995,
Falcon et al. 1999, Rouyer & Menon 2000). Dans un écoulement granulaire, un autre
moyen de maintenir la température granulaire est d’imposer un cisaillement important à
l’écoulement moyen (figure 4b). Dans ce cas, la valeur de la température granulaire est fixée
par un équilibre entre la production de “chaleur”, due au travail des forces de cisaillement,
et les pertes inélastiques. En retour, la température granulaire rétroagit sur l’écoulement
moyen par l’intermédiaire de la pression et des coefficients de transport. Ce couplage entre
la “température granulaire” et l’écoulement moyen est une des caractéristiques fondamen-
tales des écoulements granulaires rapides, comme nous le verrons dans la première partie
de la thèse.

La théorie cinétique a soulevé un grand espoir pour la compréhension des écoulements
granulaires, lors de son élaboration dans les années 80. Elle fournit en effet des rela-
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a) b)

Fig. 4 – Régime collisionnel. a) Vibration d’un cylindre partiellement rempli de particules
(Falcon et al. 1999). b) Écoulement granulaire de billes d’acier sur plan incliné (Azanza
1998).

tions constitutives complètes, qui s’insèrent dans un système d’équations hydrodynamiques
proches des équations de Navier-Stokes. Cependant, son domaine d’application est limité
en raison de problèmes liés à l’inélasticité des collisions.
Les premiers signaux alarmants sont venus de simulations numériques au début des années
90. Des études se sont en effet intéressées au problème fondamental du refroidissement
homogène d’un gaz granulaire isolé. Ces travaux ont montré qu’un gaz granulaire, pourvu
qu’il soit suffisamment grand, est toujours instable et forme spontanément des agrégas
denses ou “clusters” (Walton 1992, Goldhirsch & Zanetti 1993). Cette instabilité pro-
vient du fait qu’une petite augmentation de la densité locale entrâıne une baisse locale
de la température, à cause de l’augmentation des collisions inélastiques à cet endroit.
Cette baisse de température induit une dépression qui attire les particules, accentuant
ainsi l’augmentation de densité initiale. Le même type d’instabilité a ensuite été observée,
toujours numériquement, dans des systèmes cisaillés, puis étudiées dans le cadre de la
théorie cinétique (Wang et al. 1996).
L’instabilité de “clustering” a suscité un grand entousiasme parmi les physiciens et cer-
tains ont même proposé qu’elle soit à l’origine de la formation des planètes et des agrégas
interstellaires (Weaver & Danly 1989). D’un point de vue fondamental, l’apparition spon-
tanée de “cluster” pose des problèmes non triviaux sur la notion d’état d’équilibre ou sur
la distribution des vitesses dans les “gaz granulaires”.

Quand on augmente la densité et l’inélasticité des particules, un phénomène encore
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Fig. 5 – Simulation numérique montrant l’instabilité de “clustering” dans un gaz granulaire
(Goldhirsch & Zanetti 1993).

plus dramatique apparâıt. On constate en effet que le “gaz granulaire” peut s’effondrer sur
lui-même et sortir complètement du régime collisionnel (un exemple de transition entre
le régime dilué et la formation d’un “bloc” granulaire est donné dans Falcon et al. 1999).
Les grains sont alors en contact permanent les uns avec les autres et la théorie cinétique
ne peut plus être appliquée. L’origine de ce phénomène, appelé “collapse inélastique”, est
l’inélasticité des chocs, qui entrâıne un nombre infini de collisions dans un temps fini (Hop-
kins & Louge 1991, McNamara & Young 1992).

Écoulements denses

En raison justement de l’efficacité des collisions inélastiques, la plupart des écoulements
granulaires observés dans la nature appartiennent à un régime intermédiaire entre le régime
quasi-statique et le régime dilué. Au cours d’une avalanche de sable à la surface d’un tas
par exemple, les grains sont en contact les uns avec les autres et le milieu coule à la manière
d’un liquide. Dans ce régime dense, les particules interagissent à la fois par friction et par
collisions et la théorie cinétique n’est plus valable. Malgré l’importance pratique de ce type
d’écoulement, en particulier en géophysique, il n’existe pas à l’heure actuelle d’équations
constitutives pour décrire les écoulements denses.
Depuis quelques années, le régime d’écoulements denses fait l’objet d’une recherche active.
De nombreux résultats, à la fois expérimentaux, numériques et théoriques ont apporté des
renseignements précieux sur les propriétés de ces écoulements (on pourra consulté à ce
propos les revues de Rajchenbach 2000 ou de Pouliquen & Chevoir 2002). Cependant, une
des difficultés qui se présente pour dégager une vision d’ensemble des écoulements denses
est la variété des comportements observés suivant la configuration étudiée (écoulements
confinés ou à surface libre, sur fond fixe ou sur fond meuble : voir la figure 6 pour un bref
inventaire). Il semble que les conditions aux limites jouent de façon générale un rôle impor-
tant dans la dynamique de ces écoulements, ce qui rend difficile l’élaboration d’équations
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tridimensionnelles qui s’appliquent à l’ensemble des configurations. La floraison de modèles
actuellement développés pour décrire les écoulements denses illustrent assez bien cette dif-
ficulté (Andreotti & Douady 2001, Aranson & Tsimring 2001, Bocquet et al. 2002, Debre-
gas & Josserand 2000, Jenkins & Chevoir 2002, Lemaitre 2002, Mills et al. 2000, Pouliquen
et al. 2001, Savage 1998. . . ).
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Fig. 6 – Configurations typiques pour l’étude des écoulements denses et quelques propriétés
associées. A gauche, écoulements confinés. A droite, écoulements à surface libre. a) Ecou-
lement en silo sous gravité. L’écoulement est cisaillé au niveau des parois et la zone de
cisaillement ne dépend pas de la vitesse de chute (Pouliquen & Gutfraind 1996, Chevoir
et al. 2001). b) Cellule de Couette circulaire. L’écoulement est localisé près de la paroi
interne. En revanche, les fluctuations de vitesses s’étendent au-delà de la bande de ci-
saillement (Losert et al. 2000). c) Ecoulement sur plan incliné rugueux. L’écoulement est
cisaillé sur toute l’épaisseur. Les angles de démarrage et d’arrêt dépendent fortement de
l’épaisseur (Pouliquen & Renaut 1996, Daerr & Douady 1999). d) Ecoulement de surface
sur fond meuble (les écoulements en tambour tournant font partie de cette catégorie) (voir
par exemple la revue de Aradian et al. 2002).

Une approche qui semble prometteuse pour les écoulements à surface libre est la des-
cription en terme d’équations moyennées, ou équations de St Venant (1871). Dans ce cadre,
le milieu est supposé incompressible et les équations de conservation de la masse et de la
quantité de mouvement sont intégrées dans l’épaisseur. Cette analyse est valable quand la
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couche de l’écoulement est fine devant les dimensions latérales de l’écoulement, ce qui est
souvent le cas des écoulements géophysiques. Le grand avantage des équations moyennées
est qu’elles permettent d’incorporer la rhéologie complexe et inconnue du milieu granulaire
dans un terme unique : la contrainte entre la couche qui coule et le fond.
Cette approche a d’abord été utilisée dans le contexte des milieux granulaires par Savage
& Hutter (1989) pour modéliser les écoulements granulaires sur fond fixe (voir aussi Pou-
liquen & Forterre 2002). Plus récemment, elle a été étendue aux cas des écoulements sur
fond meuble (Khakhar et al. 1997, Douady et al. 1999, Khakhar et al. 2001, Bonamy 2001,
Aradian 2002). Dans ce dernier cas, la surface qui délimite la zone d’écoulement de la zone
statique n’est pas connue a priori, ce qui introduit une inconnue supplémentaire dans le
problème.

Objectif et plan de la thèse

Cette brève revue montre que notre compréhension des écoulements granulaires est en-
core parcellaire. Les écoulements granulaires rapides et dilués bénéficient, avec la théorie
cinétique, d’une description relativement avancée. Bien que cette théorie soit d’application
limitée, plusieurs études ont montré qu’elle permet de décrire, au moins qualitativement, le
régime d’écoulement collisionnel (Campbell 1990, Azanza 1999, Reydellet et al. 2000). La
caractéristique fondamentale des écoulements rapides est la dissipation due aux collisions
inélastiques entre les grains. Comprendre le rôle de cette dissipation est important afin de
mieux cerner les analogies et les différences entre les écoulements granulaires et les fluides
classiques.
La situation est différente pour les écoulements denses. Dans ce cas il n’existe pas de re-
lations constitutives. En revanche, ces écoulements ont fait l’objet de nombreux travaux,
tant expérimentaux que numériques, qui se sont appliqués à caractériser les écoulements
stationnaires uniformes dans des configurations simples. En particulier, l’approche de St
Venant a permis de proposer récemment des lois de friction empiriques pour les écoulements
sur plan incliné (Pouliquen 1999a) ou en tambour tournant (Khakhar 2001, Bonamy 2001).
La pertinence de ces lois pour l’étude d’écoulements non stationnaires et non uniformes
est une question importante.

L’approche que nous avons choisie pour tenter de mieux comprendre les écoulements
granulaires est d’étudier les instabilités qui peuvent se développer. La mise en évidence et la
compréhension des mécanismes d’instabilités devraient nous permettre de mieux cerner les
mécanismes physiques qui contrôlent les écoulements granulaires. Cette démarche est bien
connue en mécanique des fluides, où l’apparition d’instabilités peut modifier en profondeur
la dynamique de l’écoulement (formation de structures cohérentes, transition vers la turbu-
lence, voir par exemple Godrèche & Manneville 1998). De grandes classes de mécanismes
d’instabilité ont été ainsi mises en évidence (cisaillement, convection thermique, force cen-
trifuge, effet de la viscosité, gravité ; voir par exemple Drazin & Reid 1981).
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Pour les écoulements granulaire en revanche, ce travail n’en est qu’à ses prémisses. La
comparaison entre les instabilités observées dans les écoulements granulaires et celles déjà
étudiées dans les fluides classiques devrait permettre de mieux mettre en évidence les pro-
priétés communes et les spécificités des matériaux granulaires.

Les études sur les instabilités dans les milieux granulaires sont peu nombreuses. La
plupart concernent les systèmes vibrés, par analogie avec l’instabilité de Faraday pour
les fluides classiques (par exemple Douady et al. 1989, Melo et al. 1995, Umbanhowar
et al. 1996). Dans ce cas, l’équilibre non trivial entre l’énergie injectée par le forçage et
la dissipation due aux collisions inélastiques entrâıne une phénoménologie variée et com-
plexe (figure 7). Ces recherches s’inscrivent pour la plupart dans le cadre général de la
physique non linéaire des “pattern”. Dans ce cas, les structures observées témoignent plus
des symétries brisées sous-jacentes qu’elles ne renseignent sur les propriétés intrinsèques
des milieux granulaires.
Peu d’études ont abordé le problème des instabilités dans les écoulements granulaires. Un
premier type d’instabilité qui a été étudiée est lié à la présence de particules de tailles
différentes dans le milieu. Le phénomène de ségrégation induit par l’écoulement peut alors
donner lieu à la formation de structures. Ainsi, l’écoulement sur un plan rugueux d’un
mélange de grains entrâıne une instabilité de digitation du front (Pouliquen et al. 1997,
figure 8a). Dans un tambour tournant, la ségrégation induit des motifs en bandes tranver-
sales (Hill et al. 1997). Dans ces deux situations, les structures disparaissent si le matériau
est monodisperse. Dans le cas d’écoulements monodisperses, une instabilité de la surface
libre de l’écoulement a été récemment observée en tambour tournant, pour des vitesses de
rotation très élevées (Fried et al. 1998, Shen 2002). Enfin, un dernier type d’instabilité qui
se trouve dans la littérature concerne la formation de vagues lors d’écoulements sur plan
incliné. Nous reviendrons en détail sur cette instabilité dans la deuxième partie de la thèse.

Dans cette thèse, nous avons étudié expérimentalement et théoriquement deux instabi-
lités observées dans les écoulements granulaires sur plan incliné rugueux. Le manuscrit est
divisé en deux parties, qui peuvent se lire indépendemment.
La première partie de notre travail est consacrée à une instabilité qui apparâıt dans le
régime d’écoulements rapides et qui donne lieu à la formation de vortex longitudinaux.
Nous présentons dans le premier chapitre l’étude expérimentale de l’instabilité, qui nous a
permis de proposer un mécanisme pour la formation de ces tourbillons longitudinaux. Ce
travail est présenté essentiellement sous la forme d’une lettre publiée dans Physical Review
Letters. Dans le second chapitre, nous étudions la pertinence du mécanisme d’instabilité
proposé dans le cadre de la théorie cinétique des milieux granulaires. Après une brève in-
troduction à la théorie cinétique, nous présentons notre analyse de stabilité linéaire des
écoulements sur plan incliné sous la forme d’un article à parâıtre dans Journal of Fluid
Mechanics.
La seconde partie de ce manuscrit est consacrée à l’étude expérimentale d’une instabilité
observée dans le régime d’écoulement dense. Cette instabilité se manifeste par la forma-
tion d’ondes de grande longueur d’onde qui se propagent le long de l’écoulement. Nous
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avons choisi de caractériser avec précision l’instabilité primaire en forçant l’écoulement.
Les résultats de ce travail sont ensuite comparés avec les prédictions des équations de St
Venant.
Les principaux résultats de cette thèse sont résumés dans le dernier chapitre du manuscrit
(chapitre 8) qui, outre une conclusion générale, présente quelques perspectives ouvertes par
l’ensemble de notre travail.

Le fil conducteur de la thèse est l’étude des écoulements sur plan incliné rugueux. Avant
d’aborder en détail chacune des instabilités, nous allons décrire dès maintenant le dispositif
expérimental commun aux différentes expériences.
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a) b)

Fig. 7 – Quelques exemples de “pattern” dans les milieux granulaires vibrés. a) Melo
et al. 1995. b) Umbanhowar et al. 1996.
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Fig. 8 – Instabilité dans les écoulements granulaires due à la ségrégation. a) Instabilité de
digitation d’un front granulaire (Pouliquen et al. 1997). b) Formation de bandes transver-
sales en tambour tournant (Hill et al. 1997).
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Configuration expérimentale :

Ecoulements sur plan incliné rugueux

Ce chapitre présente la configuration expérimentale que nous allons étudier dans toute
la thèse : les écoulements granulaires sur un plan incliné rugueux. Cette configuration a déjà
été largement utilisée pour étudier les écoulements granulaires (parmis les dernières études
Drake 1990, Vallance 1996, Ancey 1997, Azanza 1998, Daerr & Douady 1999, Pouliquen
1999a). Elle présente l’avantage d’être bien contrôlée et préfigure une situation géophysique
d’écoulement granulaire sur pente.

Plan incliné rugueux

Le dispositif expérimental est schématisé sur la figure 9. Il s’agit d’un plan incliné ru-
gueux avec un réservoir en amont qui contient le milieu granulaire utilisé. Le plan est
constitué d’une grande plaque de verre (longueur 2 mètres, largeur 70 centimètres) sur
laquelle est posée le fond rugueux. Pour réaliser le plan rugueux, on utilise une feuille col-
lante de type Velleda. La face non collante est posée sur le plan tandis que la face collante
est couverte de grains. En disposant une couche épaisse de particules sur la colle, puis en
enlevant le surplus, on parvient à créer une monocouche de grains dans un empilement
aléatoire compact (voir figure 9a). Il faut alors réaliser quelques écoulements pour stabili-
ser et fixer définitivement la monocouche de particules (cette phase de “vieillissement” du
fond rugueux permet à certains grains de se réarranger et à d’autres de s’incruster dans le
plan). Pour toutes les expériences présentées dans la thèse, le fond rugueux est constitué
des mêmes particules que celles qui participent à l’écoulement.
Les deux paramètres de contrôle principaux de l’expérience sont l’ouverture hg du réservoir
et l’angle θ d’inclinaison du plan. L’ouverture hg est fixée avec précision grâce à un système
de double porte. La première porte garantit une épaisseur constante hg sur toute la largeur
du plan, à l’aide de deux vis situées de part et d’autre du réservoir. La seconde porte peut
coulisser simplement sur la première à l’aide d’aimants et permet de déclencher ou d’arrêter
l’écoulement rapidement (voir figure 9b).

L’angle d’inclinaison θ du plan est contrôlé par un cric de voiture placé sous le réservoir.
Ainsi, on peut facilement varier l’angle tout en supportant la grande charge du réservoir
quand il est rempli de grains. La reproductibilité de l’angle est garantie par un étalonnage.
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Fig. 9 – Schéma du dispositif expérimental. a) Plan incliné rugueux. b) Détail du système
d’ouverture du réservoir.
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Il faut signaler ici une particularité des milieux granulaires : le débit à la sortie du réservoir
est entièrement fixé par l’ouverture hg et l’angle d’inclinaison θ et ne dépend pas de la quan-
tité de grains. En effet, lorsqu’il y a assez de grains dans le réservoir, la pression au niveau
de l’ouverture est indépendante de la hauteur de remplissage. Cet effet de saturation de la
pression dans un milieu granulaire statique, dû au frottement des grains avec la paroi, est
bien connu en agro-alimentaire dans les silos (effet “Janssen”, Janssen 1895). Ainsi, l’ouver-
ture hg et l’angle d’inclinaison θ sont bien les deux seuls paramètres de contrôle du système.

Notre dispositif expérimental se distingue en particulier des expériences antérieures par
la grande largeur du plan (70 cm, soit 1000 fois le diamètre des plus grosses particules
que nous utiliserons). Jusqu’à présent, la plupart des études avaient été réalisées en canal
relativement étroit, de quelques centimètres environ. Dans ce cas, les effets de bord sont
importants et peuvent contrôler entièrement la dynamique de l’écoulement (Savage 1979). Il
faut d’ailleurs signaler que cette influence “à longue portée” des parois dans les écoulements
granulaires n’est pas limitée aux écoulements sur plans inclinés, mais semble jouer un rôle
important dans d’autres types de configurations, comme les écoulements sur fond meuble
ou en tambour tournant (Bonamy 2001).

Matériaux granulaires utilisés

Pour faire nos expériences, nous avons utilisé différents types de matériaux granulaires :

– Des billes de verre monodisperses, de diamètre d= 0.5 mm (figure 10a). Ces billes
proviennent de lot de billes de broyage 400 − 600 µm Potters & Ballotini, que nous
avons ensuite tamisées. Il faut signaler que ces billes sont particulièrement sphériques.
Il semble plus dificile aujourd’hui de se procurer des lots de cette qualité, les normes
de fabrication ayant changé depuis le début de la thèse.

– Du sable de la Loire de diamètre moyen d= 0.8 ± 0.05 mm (figure 10b).

– Du sable de la Durance de diamètre moyen d= 0.25 ± 0.03 mm (figure 10c).

On observe que le sable de la Loire est beaucoup plus régulier et rond que le sable de la
Durance dont les grains sont extrêmement facettés.

Mesure de l’épaisseur et de la vitesse moyenne

Nous donnons ici deux techniques de mesure que nous utiliserons largement par la suite :

– La mesure de l’épaisseur h de la couche granulaire en écoulement par une nappe laser

– La mesure de la vitesse moyenne u de l’écoulement.

Pour mesurer avec précision l’épaisseur h de l’écoulement, nous utilisons une nappe laser
(Lasiris 10 mW) projetée en incidence rasante sur la surface de l’écoulement (voir figure
9a). En présence d’une couche de grains d’épaisseur h, la projection de la nappe laser
sur la surface est décalée par rapport à la projection sur le fond rugueux d’une quantité
∆ = h/ tan δ, où δ est l’angle d’inclinaison de la nappe laser (voir le schéma de la figure 11).
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1 mm 1 mm 1 mm

PSfrag replacements

a) b) c)

Fig. 10 – Matériaux utilisés. a) Billes de verre 0.5 mm. b) Sable de Loire 0.8 mm. c) Sable
de Durance 0.25 mm.

Cette technique permet d’amplifier l’épaisseur de l’écoulement h par un facteur 1/ tan δ.
On peut alors mesurer des couches fines avec une bonne précision (de l’ordre du dixième
de millimètre).
En pratique, la mesure de la déviation δ de la nappe laser se fait à l’aide d’une caméra vidéo
qui filme l’écoulement du dessus. On soustrait l’image en présence de la couche d’épaisseur
h de l’image qui a été prise sans la couche de grain. Un logiciel de traitement d’image
(NIH image) permet ensuite de mesurer facilement le décalage δ en pixels (voir figure 12).
Pour remonter à l’épaisseur h en millimètres, il suffit de calibrer le système à l’aide d’une
cale d’épaisseur connue. Il faut signaler que cette technique permet de mesurer des couches
d’épaisseur moyenne inférieure à la taille d’un grain. En effet, la nappe laser possède une
certaine largeur (∼ 5 mm) et moyenne spatialement la mesure de h sur plusieurs tailles de
grain.

La nappe laser permet également de mesurer la vitesse moyenne u de l’écoulement
granulaire dans le régime des écoulements stationnaires uniformes (la vitesse moyenne est
définie par u = Q/h où Q est le débit volumique par unité de largeur). Pour cela, on
réalise l’expérience qui consiste à ouvrir brusquement l’alimentation du réservoir, le plan
rugueux étant nettoyé. Un front matériel se propage alors à vitesse constante le long de la
pente, laissant derrière lui un écoulement d’épaisseur h et de vitesse moyenne u constants.
L’écoulement étant stationnaire, la conservation de la masse implique que la vitesse du
front est exactement égale à la vitesse moyenne u de l’écoulement. Pour mesurer u, il suffit
donc de mesurer la vitesse du front en filmant la déformation de la nappe laser sur le
plan (voir figure 12). La figure 13 donne le diagramme spatio-temporel que l’on obtient de
cette manière. La pente constante de ce diagramme (traits pointillés) est égale à la vitesse
moyenne u de l’écoulement.

Une dernière mesure utilisée dans les expériences est l’estimation de la fraction volu-
mique ν du milieu en écoulement, c’est-à-dire le rapport entre le volume occupé par les
grains au volume total. Pour cela on piège le sable en écoulement dans une bôıte de sur-
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Fig. 11 – Principe de la mesure de h par une nappe laser projetée en incidence rasante.
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Fig. 12 – Mesure de l’épaisseur de l’écoulement par la nappe laser. A gauche : projection
de la nappe laser sans écoulement (trace noire) superposée avec la projection de la nappe
laser sur un front granulaire (trace blanche). Le logiciel NIH permet de mesurer facilement
le décalage entre ces deux traces (à droite).

face S connue que l’on vient plaquer subitement sur le fond. Connaissant l’épaisseur h de
l’écoulement et la masse M de grains piégés dans la bôıte, on en déduit la fraction volu-
mique ν = M/ρpSh. Quoique rudimentaire, cette technique permet d’obtenir une mesure
de ν avec une précision d’environ 10%.
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Fig. 13 – Diagramme spatio-temporel du front matériel de l’écoulement dans le régime
d’écoulement stationnaire uniforme. La vitesse constante du front est égale à la vitesse
moyenne u de l’écoulement.

Les mesures d’épaisseur, de vitesse et de concentration ont été utilisées dans les deux
études d’instabilité présentées dans la suite. Cependant, d’autres mesures plus spécifiques
ont été développées qui seront décrites plus en détail dans chaque partie.
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Première partie

Instabilité dans les écoulements

rapides : Vortex longitudinaux





La première partie de ma thèse porte sur les écoulements granulaires rapides sur plans
inclinés rugueux. Ce régime s’observe lorsqu’on incline suffisamment le plan. Dans ce cas, le
milieu granulaire ne coule pas à vitesse constante mais accélère le long de la pente, du moins
dans un premier temps. Cette phase d’accélération permet à l’écoulement d’atteindre des
vitesses importantes et des fractions volumiques relativement faibles, comparées au régime
dense caractéristique des écoulements stationnaires uniformes. C’est dans ce régime rapide
et dilué que nous avons observé une nouvelle instabilité : à une certaine distance de la
sortie du réservoir, il apparait spontanément à la surface libre de l’écoulement des stries
longitudinales très régulières dans le sens de l’écoulement, comme le montre la figure 14.
Cette instabilité s’observe dans une large gamme de paramètres de contrôle (angle d’in-
clinaison, débit), et avec différents matériaux granulaires (billes de verre monodisperse,
sable de différentes tailles). L’apparition de cette instabilité est donc caractéristique des
écoulements rapides et son étude devrait permettre de mieux comprendre les mécanismes
physiques qui contrôlent ces écoulements.

Nous avons étudié expérimentalement et théoriquement cette instabilité. La principale
motivation de ce travail a été de découvrir et d’expliquer le mécanisme d’instabilité. Dans
une première étape, nous avons cherché à caractériser par des mesures précises la structure
de l’écoulement instable. Nous avons ainsi mis en évidence pour la première fois l’exis-
tence de vortex longitudinaux dans les écoulements granulaires. Ces résultats nous ont
permis de proposer une explication pour la formation de ces vortex, basée sur le concept
de “température granulaire” dans les écoulements rapides. Nous avons ensuite étudié ce
mécanisme d’instabilité dans le cadre de la théorie cinétique des milieux granulaires, en
faisant une analyse de stabilité des écoulements sur plan incliné.

L’ensemble de ce travail sera présenté essentiellement à travers deux articles, l’un qui
décrit l’expérience, l’autre qui étudie théoriquement l’instabilité. Dans le premier chapitre,
nous présentons l’étude expérimentale de l’instabilité et nous donnons le mécanisme d’in-
stabilité proposé. Le deuxième chapitre est consacré à l’étude théorique de l’instabilité,
dans le cadre de la théorie cinétique des milieux granulaires.
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Fig. 14 – Image de l’instabilité. (sable de diamètre 0.25 mm, θ =41◦, hg =13 mm).
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Chapitre 1

Expérience

Ce premier chapitre est consacré à l’étude expérimentale de l’instabilité donnant nais-
sance à des vortex longitudinaux dans les écoulements granulaires rapides. L’essentiel de
cette étude est présenté sous la forme d’une lettre intitulée Longitudinal vortices in granu-
lar flows et publiée dans Physical Review Letters (Forterre & Pouliquen 2001), que nous
donnons à la fin de ce chapitre (paragraphe 4). Les trois premières parties offrent un résumé
succinct de cette étude expérimentale, et nous permettent de présenter quelques mesures
qui ne se trouvent pas dans la lettre originale.

1.1 Description de l’instabilité

C’est en étudiant les écoulements sur plan incliné pour des forts angles d’inclinaison
θ et des débits élevés que nous avons observé une nouvelle instabilité. Dans ce régime, le
milieu granulaire qui sort du réservoir accélère le long du plan, tandis que son épaisseur et
sa fraction volumique diminuent (voir figure 1.1). A une certaine distance de l’entrée du
réservoir, nous voyons apparâıtre à la surface libre de l’écoulement des stries longitudinales
très régulières (figure 14). Sur la figure 14, l’écoulement est observé en lumière rasante ; les
bandes sombres et claires sont donc la manifestation d’une déformation périodique de la
surface libre dans la direction transverse à l’écoulement. La première fois que nous avons
observé cette instabilité, nous lui avons donné le nom de “peigne”. En effet, une des si-
gnatures de l’instabilité est la formation à la sortie du plan de jets réguliers en forme de
“peigne”, quand les grains tombent en chute libre dans le bac en bas du plan (voir figure
1.2).
Quelque dizaines de centimètres après l’apparition de l’instabilité, la structure atteint un
régime saturé : la longueur d’onde λ et l’amplitude des déformations de surface ∆h restent
constantes le long du plan. L’écoulement moyen atteint également un état “stationnaire”,
avec une épaisseur moyenne h, une vitesse moyenne u et une fraction volumique moyenne
ν constante, comme le montre la figure 1.1. Nous avons mesuré systématiquement la lon-
gueur d’onde de l’instabilité λ dans ce régime saturé, en variant les paramètres de contrôle
hg et θ, ainsi que le matériau granulaire. La longueur d’onde λ des déformations de surface
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Fig. 1.1 – Evolution le long du plan de l’épaisseur moyenne h, de la vitesse moyenne u et de
la fraction volumique moyenne ν (la distance x est comptée depuis la sortie du réservoir).
La flèche indique la position où l’instabilité apparâıt. La vitesse moyenne u est donnée par
u = Q/(Lhρpν) où Q est le débit massique, L la largeur du plan et ρp = 2.7 ± 0.0 g/cm3

la densité des grains. (sable de diamètre 0.25 mm, θ =41◦, hg =13 mm).
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semble être reliée à l’épaisseur moyenne de l’écoulement : typiquement λ = 2 ∼ 3 h. Il
est cependant difficile de tester ce “scaling” sur une grande plage d’épaisseur, l’épaisseur
moyenne h variant très peu dans le régime saturé même pour des variations importantes
de l’ouverture hg.
Une autre caractéristique de l’instabilité est qu’elle n’est pas stationnaire mais dérive

1 cm

Fig. 1.2 – Image de l’écoulement à la sortie du plan (les traits pointillés indiquent la fin du
plan rugueux). Les grains qui tombent en chute libre créent des jets en forme de “peigne”
(Image prise avec une caméra rapide et un temps d’exposition 1/8000 s. Sable de diamètre
0.25 mm).

t 

y0 10 cm
0

3 s

Fig. 1.3 – Diagramme spatio-temporel de l’instabilité dans le régime saturé. (sable de
diamètre 0.25 mm, θ =41◦, hg =13 mm).

lentement dans la direction transverse à l’écoulement (direction y). Cette propagation est



36 CHAPITRE 1. EXPÉRIENCE

visualisée sur le diagramme spatio-temporel de la figure 1.3, qui montre l’évolution dans
le temps d’une ligne de la surface libre perpendiculaire à l’écoulement. On distingue clai-
rement deux directions de propagation dans la direction transverse, la vitesse de phase vφ

étant petite devant la vitesse de chute u dans la direction−x (typiquement vφ ∼1 cm/s
tandis que u ∼1 m/s). Cette dérive est associée à une dynamique non linéaire spatio-
temporelle complexe, avec des créations et des anihilations de bandes, que nous n’avons
pas étudiées systématiquement.

Pour comprendre cette instabilité, et en particulier le mécanisme d’instabilité sous
jacent, nous nous sommes concentrés sur la structure de l’écoulement. En particulier, nous
avons cherché à répondre à la question : quel est le mouvement des grains associé aux
déformations de surface?

1.2 Structure de l’écoulement : vortex longitudinaux

Nous avons mesuré le champ de vitesse à la surface de l’écoulement en utilisant une
technique de PIV (Particule Image Velocimetry), ainsi que la fraction volumique moyenne
par une technique de transmission de lumière (voir la lettre). La figure 1.4 schématise la
structure de l’écoulement déduite de ces mesures. Le premier résultat important est que l’in-
stabilité est associée à la formation de vortex longitudinaux au sein de l’écoulement. Nous
avons en effet montré que les grains ont un mouvement latéral à la surface de l’écoulement,
qui va des bosses vers les creux. Afin d’assurer la conservation de la masse, il doit donc
exister un mouvement ascendant au niveau des bosses et descendant au niveau des creux.
La structure de l’écoulement consiste donc en vortex longitudinaux contrarotatifs, chaque
longueur d’onde contenant une paire de vortex comme schématisé sur la figure 1.4. En plus
du mouvement de rotation, il existe au sein de l’écoulement instable une variation de vi-
tesse dans la direction−x de chute : les grains ont une vitesse longitudinale plus importante
que la vitesse moyenne au niveau des creux et moins importante au niveau des bosses.
En mesurant la lumière transmise à travers la couche de grains en écoulement, nous avons
montré que cette instabilité est également associée à des variations de fraction volumique
moyenne dans la direction transverse à l’écoulement (par la suite nous parlerons de façon
équivalente de “densité” à la place de fraction volumique) : les creux sont systématiquement
plus denses que les bosses. Ce dernier résultat, combiné avec les mesures de vitesses, montre
que les zones montantes de l’écoulement sont diluées tandis que les zones descendantes sont
denses, comme le schématise la figure 1.4.

L’apparition spontanée de vortex longitudinaux dans les écoulements granulaires n’avait
pas encore été observée. En revanche, de telles structures sont courantes en mécanique
des fluides. On peut citer par exemple les vortex de Görtler qui apparaissent dans les
écoulements en canal courbe (Görtler 1940, Saric 1994) (figure 1.5a.) ou les tourbillons
longitudinaux dans les couches limites turbulentes (Klebanoff 1962, Kachanov 1994) (fi-
gure 1.5b.). Cependant, l’instabilité de Görtler provient de la force centrifuge due à la
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Fig. 1.4 – Schéma de l’écoulement déduit des mesures de vitesses et de densité, montrant
les vortex longitudinaux et les variations de densité associées.

courbure des lignes de courant tandis que la formation de tourbillons longitudinaux dans
les couches limites est une instabilité secondaire, qui semble liée à la nature turbulente de
l’écoulement (Aihara 1990). Ces mécanismes ne peuvent donc pas expliquer la formation
de vortex longitudinaux dans notre configuration d’écoulement granulaire sur plan incliné.

1.3 Mécanisme d’instabilité

Nos mesures de vitesses et de densité schématisées sur la figure 1.4 nous ont conduit
à proposer un mécanisme de formation des structures tourbillonnantes. On remarque en
effet que le mouvement de convection des grains au sein de l’écoulement est étroitement
lié aux variation de densité du milieu : les parties diluées (ou légères) de l’écoulement
montent tandis que les parties denses (ou lourdes) descendent. Ces observations rappellent
les mécanismes de convection thermique et suggèrent le scénario suivant pour expliquer la
formation des vortex longitudinaux dans les écoulements granulaires (voir figure 1.6).
Tout d’abord l’instabilité apparâıt dans un régime où l’écoulement est rapide et relative-
ment dilué (ν ∼ 0.2 − 0.3 contre ν ∼ 0.4 − 0.5 pour le régime dense). La dynamique de
l’écoulement est donc essentiellement contrôlée par les collisions entre les particules, ainsi
que par les collisions entre les particules et le fond rugueux. Nous avons vu dans l’intro-
duction que dans ce régime collisionnel, l’écoulement granulaire peut être assimilé à un
gaz et les fluctuations de vitesse des particules à une “température granulaire”. Dans notre
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b)

Fig. 1.5 – Exemples de vortex longitudinaux en hydrodynamique. a) Coupe transverse de
vortex de Görtler (Petitjeans 1992). b) Tourbillons longitudinaux dans une couche limite
turbulente (Aihara 1990).
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écoulement sur plan incliné rugueux, la source de mouvement fluctuant est la rugosité du
fond. Ainsi, quand l’écoulement accélère le long du plan, les particules proches de la paroi
sont fortement agitées à cause des collisions avec le fond rugueux. Au niveau de la surface
libre en revanche, les particules restent “froides” en raison des collisions inélastiques. La
“température granulaire” au niveau du fond augmente donc au cours de l’écoulement ce
qui diminue la densité du milieu au niveau du fond (comme dans un gaz moléculaire, la
densité diminue quand la température augmente). Il arrive alors un moment où la densité
au niveau du plan est plus basse que la densité à la surface libre, comme le schématise
la figure 1.6. L’écoulement est alors instable sous gravité car le fluide lourd se trouve au-
dessus du fluide léger, entrainant la formation de rouleaux de convection qui s’alignent
avec l’écoulement.
Il existe une forte analogie entre le mécanisme que nous proposons et l’instabilité de
Rayleigh-Bénard observée quand on chauffe un fluide par dessous. On observe ainsi des
rouleaux de convection longitudinaux quand un fluide s’écoule le long d’une plaque chauffée
(Sparrow & Husar 1969, Jeschke & Beer 2001) (voir figure 1.7). Cependant, dans ce cas la
chaleur est fournie de l’extérieur par la plaque dont on fixe la température tandis que dans
notre écoulement granulaire, la chaleur est produite par l’écoulement lui-même : la surface
rugueuse impose un fort cisaillement qui agite les grains par dessous.

Notre explication de la formation des vortex longitudinaux est basée sur l’inversion
du profil de densité. Dans un milieux granulaire, le profil de densité résulte en réalité
d’un équilibre complexe entre la gravité, les collisions et l’inélasticité et sa prédiction n’est
pas triviale. Afin d’étudier la pertinence de ce mécanisme, nous avons décidé de faire une
analyse de stabilité linéaire des écoulements granulaires sur plan incliné, dans le cadre
de la théorie cinétique des milieux granulaires. Cette théorie contient en effet l’ingrédient
essentiel du mécanisme d’instabilité que nous proposons : le couplage entre la “température
granulaire” et l’écoulement.
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Fig. 1.6 – Mécanisme d’instabilité.
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Fig. 1.7 – Rouleaux de convection longitudinaux dans un écoulement de couche limite le
long d’une plaque chauffée inclinée (Jeschke & Beer 2001).
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1.4. COPIE DE LA LETTRE 43



44 CHAPITRE 1. EXPÉRIENCE
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Chapitre 2

Théorie

Ce chapitre présente une étude théorique de l’instabilité en vortex longitudinaux dans
le cadre de la théorie cinétique des milieux granulaires. Le but principal de ce travail est
d’étudier la pertinence du mécanisme de “convection granulaire” que nous avons proposé
pour expliquer la formation des vortex.
Dans un premier temps, nous faisons une brève introduction à la théorie cinétique des
milieux granulaires, en insistant sur une des caractéristiques fondamentales de cette théorie
à savoir le couplage entre la “température granulaire” et l’écoulement, dû aux collisions
inélastiques. Nous discutons également quelques limites de cette théorie cinétique. Nous
présentons ensuite l’analyse de stabilité linéaire des écoulements sur plan incliné dans le
cadre de la théorie cinétique. Ce travail est présenté essentiellement sous la forme d’un
article à parâıtre dans Journal of Fluid Mechanics (Forterre & Pouliquen 2002). Notre
démarche et les principaux résultats de cette étude sont résumés dans le paragraphe 2.

2.1 Introduction à la théorie cinétique des milieux

granulaires

La théorie cinétique des milieux granulaires a été développée pour décrire les écoulements
rapides et dilués (Jenkins & Savage 1983, Haff 1983, Lun et al. 1984, Jenkins & Richman
1985, Sela & Goldhirsch 1998, Brey et al. 1998). Dans ce cas, les interactions entre les
grains sont dominées par les collisions et on peut faire une analogie entre le milieu granu-
laire et un gaz, le mouvement aléatoire des grains étant l’équivalent d’une “température
granulaire”. La grande différence entre un gaz classique et un milieu granulaire est ce-
pendant l’inélasticité des collisions entre les grains, qui introduit un couplage entre cette
“température granulaire” et l’écoulement moyen. Nous présentons brièvement ici la théorie
cinétique des milieux granulaires et nous discutons certaines de ses limites.
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2.1.1 Equations

La théorie cinétique des milieux granulaires s’inspire de la théorie cinétique des gaz
moléculaires denses (Chapman & Cowling 1970). Elle repose sur l’hypothèse de collisions
binaires instantanées et du “chaos moléculaire” à l’échelle microscopique. La différence
avec le cas des gaz classiques est cependant qu’elle tient compte de la dissipation lors des
collisions inélastiques entre les grains. La théorie cinétique fournit, à partir d’une équation
de type Bolzmann, un ensemble d’équations hydrodynamiques couplées pour la densité ρ,
la vitesse u et la température granulaire T , définie comme la valeur moyenne des fluctua-
tions de vitesse : T = 1

3
〈δu2〉. En présence de la gravité, ces équations hydrodynamiques

s’écrivent :

dρ

dt
= −ρ∇.u, (2.1)

ρ
du

dt
= ρg + ∇.Σ, (2.2)

3

2
ρ
dT

dt
= Σ :∇u −∇.q − γ, (2.3)

où d/dt = ∂/∂t + u.∇. La première équation (2.1) est la conservation de la masse. La
seconde équation (2.2) vient de la conservation de la quantité de mouvement, où Σ est
le tenseur des contraintes et g la gravité. Enfin la troisième équation (2.3) est l’équation
d’énergie associée aux fluctuations de vitesse. La variation de la température granulaire
est contrôlée par trois termes. Le premier terme Σ : ∇u représente la production d’énergie
cinétique fluctuante due au travail de la contrainte Σ pendant le cisaillement. Le terme
−∇.q, où q est le flux d’énergie cinétique fluctuante, représente un terme de conduction
“thermique”. Enfin le terme γ est un terme de perte pour l’énergie cinétique fluctuante, en
raison des collisions inélastiques entre les particules. Ce terme n’est pas présent dans les gaz
classiques. Il est responsable du couplage entre la température granulaire et l’écoulement
spécifique aux milieux granulaires.
La théorie cinétique permet également de connaitre les relations constitutives pour les
flux (Σ, q) et γ en fonction des variables hydrodynamiques ρ, u and T . On introduit
alors, comme pour les gaz classiques, une pression P (ρ,T ), une viscosité de cisaillement
η(ρ,T ), une seconde viscosité ξ(ρ,T ) et une conductivité thermique K(ρ,T ) qui dépendent
de la densité et de la température. Par exemple, la viscosité de cisaillement est donnée par
η(ρ,T ) = ρpdf2(ν)

√
T où f2 est une fonction de la fraction volumique ν et du coefficient

d’inélasticité e, ρp est la densité d’une particule et d son diamètre (l’expression exacte des
coefficients de transport est donnée dans l’article). Dans la limite diluée, on retrouve l’ex-
pression classique des gaz parfaits : η ∼ ρl

√
T où l ∼ d/ν est le libre parcours moyen.

La spécificité des écoulements granulaires vient du terme de dissipation γ dans l’équation
d’énergie (2.3), qui est dû aux collisions inélastiques. Il est assez facile de connâıtre la
dépendance de ce terme vis-à-vis de la température granulaire. Considérons un choc bi-
naire entre deux particules de masse m avec une vitesse incidente v. La perte d’énergie
cinétique lors du choc est : δE = (1/2)m(1 − e2)v2 où e est le coefficient de restitution de
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l’énergie (0 < e ≤ 1). La fréquence des chocs pour une particule étant proportionnelle à la
vitesse d’agitation v, la perte d’énergie par unité de temps et par unité de volume γ est
proportionnelle à v3 soit ∝ T 3/2. L’expression exacte est donnée par (voir article) :

γ = ρpf5(ν)
(1 − e2)

d
T 3/2, (2.4)

qui s’écrit γ ∼ ρ(1 − e2)T 3/2/l dans la limite diluée. Bien entendu, lorsque e = 1 (collision
élastique) le terme γ est nul et on retrouve pour l’équation d’énergie (2.3) l’équation clas-
sique de la chaleur en mécanique des fluides.
Nous allons voir comment la présence des pertes inélastiques γ entrâıne un couplage entre
la température granulaire et l’écoulement moyen.

2.1.2 Couplage température/écoulement : exemple du cisaillement

simple

Un moyen simple de comprendre ce couplage “température/écoulement” dans les écoulements
granulaires rapides est de considérer le cas d’un cisaillement simple dans un écoulement
uniforme (on ne tient pas compte de la gravité) (figure 2.1) :

ρ = cste,

u = Γ̇ z e
x
,

T = cste.

où Γ̇ est le taux de cisaillement constant. Dans ce cas, la conservation de la masse (2.1) est
automatiquement vérifiée et la pression P = −Σzz et la contrainte de cisaillement τ = Σxz

sont constantes, d’après (2.2). Il ne reste donc plus que l’équation de l’énergie (2.1) qui se

PSfrag replacements
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Fig. 2.1 – Cisaillement simple.
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résume à :

τ
du

dz
= γ. (2.5)

A l’équilibre, la production de “chaleur” due au travail des forces de cisaillement est donc
entièrement compensée par la perte d’énergie due aux collisions inélastiques. La valeur de
la température granulaire est fixée par cet équilibre entre production et dissipation. En
effet, on a τ = η(du/dz) ∝

√
T Γ̇ et γ ∝ (1 − e2)T 3/2 (voir 2.4). L’équilibre entre l’énergie

fournie par le cisaillement et les pertes inélastiques (2.6) impose donc :

T = d2 f2(ν)

f5(ν)

Γ̇2

(1 − e2)
, (2.6)

où encore T ∼ l2Γ̇2/(1 − e2) dans la limite diluée. La valeur de la température granulaire
à l’équilibre est donc entièrement fixée par le taux de cisaillement Γ̇ et le coefficient de
restitution inélastique e. Quand on cisaille le milieu, la température granulaire augmente
jusqu’à ce que la production de chaleur par le cisaillement soit exactement compensée par
les pertes inélastiques.
Cette dépendance de la température avec l’écoulement implique un comportement rhéologique
non linéaire à l’échelle macroscopique, bien que la relation locale entre contraintes et
déformations soit newtonienne. En effet, on a τ = η Γ̇ ∝

√
T Γ̇ et P ∝ T (comme dans

un gaz, la pression est proportionnelle à la température). En utilisant l’expression de la
température granulaire en fonction du taux de cisaillement (2.6), on trouve donc :

τ ∝ Γ̇2, (2.7)

P ∝ Γ̇2. (2.8)

La contrainte de cisaillement τ varie donc de façon quadratique avec le taux de cisaillement.
De plus, il apparâıt une contrainte normale dans le système qui est elle aussi proportion-
nelle au carré du taux de cisaillement. Physiquement, ce résultat vient simplement du fait
qu’un cisaillement augmente la température et donc la viscosité de l’écoulement. Il faut
donc appliquer une contrainte plus importante que dans un fluide newtonien pour main-
tenir un taux de cisaillement donné. De même, l’échauffement lors du cisaillement induit
une augmentation de pression quand on maintient le volume du milieu constant.
Une conséquence intéressante de ces relations est que le rapport entre la contrainte tangen-
tielle τ et la contrainte normale P est indépendant du taux de cisaillement : τ/P = cste.
L’écoulement granulaire se comporte donc à l’échelle macroscopique comme un milieu
frottant de type coulombien, bien que les interactions entre grains soient purement col-
lisionnelles. D’un point de vue dimensionnel, cette relation vient simplement du fait que
pour un cisaillement à volume constant, le seul temps caractéristique est donné par Γ̇−1

(cela n’est plus vrai à pression constante, la pression offrant une seconde échelle de temps).
C’est par des arguments similaires que Bagnold a interprété sa fameuse expérience de 1954
sur la rhéologie des suspensions denses (Bagnold 1954). Dans cette expérience, un mélange
de fluide visqueux et de particules isodensités remplit une cellule de cisaillement à volume
constant. Pour des taux de rotation importants, Bagnold observe une transition entre un
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régime visqueux et un régime “collisionnel” où le couple augmente quadratiquement avec
le taux de rotation, avec de plus l’apparition d’une “pression de dispersion” 1 .

L’exemple du cisaillement simple uniforme illustre bien le couplage entre la température
granulaire et l’écoulement moyen dans la théorie cinétique des milieux granulaires. D’une
part, la valeur de la température granulaire résulte d’un équilibre entre le travail des forces
de cisaillement et les pertes inélastiques. D’autre part, la température granulaire rétroagit
sur l’écoulement via la dépendance en température de la pression et des coefficients de
transport (viscosité, conductivité thermique).

2.1.3 Limites de la theorie cinétique

La théorie cinétique des milieux granulaires a été développée dans sa première forme
pour des milieux relativement dilués et pour des collisions quasi-élastiques (e ∼ 1). Nous
discutons ici brièvement ces deux limites.
La première limite de la théorie cinétique concerne les hautes densités, quand la fraction
volumique du milieu s’approche de la fraction volumique maximale d’un empilement de
sphères dures. Dans ce cas, il apparâıt des corrélations entre les particules et l’équation
classique de Boltzmann doit être modifiée. Une première modification de l’équation de
Boltzmann est déjà prise en compte dans la version “classique” de la théorie cinétique des
milieux granulaires. En effet, les pionniers de cette théorie (Savage & Jeffrey 1981, Jen-
kins & Savage 1983, Haff 1983) se sont directement inspirés de la théorie d’Enskog (1921)
des gaz moléculaires denses, qui tient compte du transport spatial instantané sur la taille
du grain de la quantité de mouvement et de l’énergie au cours du choc entre deux sphères
dures. Il apparâıt alors dans le tenseur des contraintes et le flux de chaleur une contribution
collisionnelle en plus du transport cinétique des gaz dilués. Cette contribution collisionnelle
est d’ailleurs dominante à haute densité.
Pour des fractions volumiques encore plus grandes (i.e. de l’ordre de la fraction volu-
mique maximale), il apparait des corrélations de vitesse importantes entre les particules.
Le déplacement d’une particule implique en effet un mouvement collectif autour d’elle
comme le schématise la figure 2.2. Ces corrélations de vitesse ne sont pas du tout prises
en compte par la théorie cinétique, qui repose sur l’hypothèse de “chaos moléculaire”. Des
théories récentes tentent de modéliser ces mouvements collectifs au voisinage de la densité
critique en s’inspirant des travaux sur les verres et les gaz de sphères dures à très haute den-
sité (Bocquet et al. 2002). On obtient alors des équations hydrodynamiques très analogues
à celles de la théorie cinétique, la différence principale étant une dépendance “anormale”
de la viscosité vis-à-vis de la densité.

La deuxième limite de la théorie cinétique est plus fondamentale et concerne la dis-
sipation lors des collisions entre les grains. En effet, l’inélasticité des collisions entraine

1. Signalons qu’un article récent réinterprète les données de l’expérience de Bagnold différemment (Hunt
et al. 2002).
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Fig. 2.2 – Mouvement collectif quand la densité approche la densité maximale d’un empi-
lement de sphères dures.

une absence de séparation d’échelles claire entre l’échelle des particules et l’échelle de
l’écoulement, quelle que soit la densité du milieu. Pour le montrer, nous allons nous placer
dans la limite diluée et suivre un argument donné par Goldhirsch (1999). Il y a séparation
nette entre l’échelle microscopique et macroscopique quand les variations spatiales et tem-
porelles de l’écoulement sont grandes devant le libre parcours moyen l et le temps τ0 entre
deux collisions. Dans l’exemple du cisaillement simple que nous avons présenté, la variation
de la vitesse macroscopique u sur la distance du libre parcours moyen l est simplement
Γ̇ l. Cette variation peut être considérée comme petite si elle est très faible devant la vi-
tesse d’agitation des grains v =

√
T . La condition de variation lente du champ de vitesse

sur le libre parcours moyen est donc Γ̇ l/
√

T � 1. En utilisant l’expression (2.6) qui re-
lie la température granulaire au taux de cisaillement dans le régime dilué, on trouve que
l’écoulement varie lentement à l’échelle du libre parcours moyen si :

√
1 − e2 � 1. (2.9)

Pour que cette inégalité soit vérifiée, il faut que e ∼ 1, c’est-à-dire que les collisions soient
pratiquement élastiques (avec e = 0.9 on a déjà

√
1 − e2 = 0.44 ce qui n’est pas négligeable).

On obtient le même type de condition si on s’intéresse au temps τ0 entre deux collisions. Ce
temps microscopique a pour valeur τ0 = l/v = l/

√
T tandis que le temps macroscopique

lié au cisaillement est donné par Γ̇−1. Le rapport entre ces deux temps, τ0/Γ̇−1, est donc
lui aussi proportionnel à

√
1 − e2.

Ces arguments dimensionnels montrent qu’il n’y a pas de séparation nette entre l’échelle du
grain et l’échelle hydrodynamique dans les gaz granulaires, sauf pour des collisions quasi-
élastiques. Des théories récentes cherchent à étendre la validité de la théorie cinétique pour
des collisions fortement inélastiques, en développant systématiquement les équations de
transport en fonction des petits paramètres ε = 1 − e2 et K = l/L, où L est l’échelle
de l’écoulement. Il apparâıt alors des termes supplémentaires dans les équations constitu-
tives (voir par exemple la fermeture de Sela & Goldhirsch 1998). Cependant, il n’est pas
sûr qu’une telle démarche soit pertinente pour les écoulements granulaires rapides. D’une
part, les expressions trouvées sont d’une complexité quasi-inextricable. D’autre part, elles
ne tiennent pas compte des problèmes fondamentaux liés à l’effondrement inélastique : si
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l’énergie injectée dans le système n’est pas suffisante, le milieu peut s’effondrer sur lui-
même et quitter le régime collisionnel (voir l’introduction).

La théorie cinétique des milieux granulaires est donc d’application limitée et fait l’ob-
jet d’une recherche encore active afin d’étendre son domaine de validité. Des expériences
modèles et des simulations numériques ont malgré tout montré qu’elle permet de décrire
qualitativement les écoulements granulaires dans le régime rapide et dilué (Campbell 1990,
Azanza et al. 1999, Reydellet et al. 2000). De plus, cette théorie contient la principale
caractéristique des gaz granulaires qui est le couplage entre l’agitation des grains et le ci-
saillement moyen dû à l’inélasticité des collisions. Ce couplage étant au coeur du mécanisme
d’instabilité que nous proposons, une analyse de stabilité basée sur cette théorie doit pou-
voir décrire, au moins qualitativement, la formation des vortex longitudinaux.

2.2 Analyse de stabilité linéaire des écoulements ra-

pides sur plan incliné : présentation de l’article

Dans ce paragraphe, nous donnons un résumé de l’analyse de stabilité linéaire des
écoulements sur plan incliné que nous avons faite dans le cadre de la théorie cinétique des
milieux granulaires, afin d’expliquer la formation des vortex longitudinaux. L’ensemble des
calculs et des résultats, ainsi qu’une discussion plus approfondie, peuvent être trouvés dans
l’article intitulé Stability analysis of rapid granular chute flows: formation of longitudinal
vortices (Forterre & Pouliquen 2002) que nous reproduisons à la fin du chapitre.

2.2.1 Choix des équations et des conditions aux limites

Nous avons choisi la relation de fermeture “classique” de Lun et al. (1984) pour relier
les contraintes, le flux de chaleur et la dissipation inélastique aux variables hydrodyna-
miques (voir l’article). Des modèles plus récents ont été proposés pour tenir compte de
corrections supplémentaires dues à l’inélasticité et aux forts gradients de vitesse. Cepen-
dant ces équations sont toujours en développement et compliquent considérablement les
lois constitutives (qui n’en n’ont d’ailleurs pas besoin).
Les équations de la théorie cinétique de Lun et al. contiennent deux paramètres : le co-
efficient de restitution inélastique e et la fraction volumique maximale de l’écoulement
νm. Ce dernier paramètre intervient dans la fonction de distribution radiale g0(ν), qui
représente la probabilité de trouver deux particules en contact. Dans toute l’étude nous
prenons νm = 0.6.

Afin d’étudier théoriquement les écoulements sur plan incliné rugueux, nous devons
spécifier des conditions aux limites pour ρ, u et T au niveau du plan et à la surface libre.
Contrairement aux cas des fluides classiques, la vitesse d’un écoulement granulaire dilué
ne s’annule pas nécessairement à une paroi solide. Il existe donc une vitesse de glissement
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au niveau du plan, qui contribue au travail des forces de cisaillement. Le plan rugueux
peut donc agir comme une source de “chaleur”, si la production d’énergie associée à cette
vitesse de glissement est plus grande que les pertes par collisions inélastiques avec le plan.
Les conditions aux limites pour les écoulements granulaires rapides ont fait l’objet de
nombreux travaux (Hui et al. 1984, Jenkins & Richman 1986, Johnson et al. 1990, Gold-
hirsch 1999). Nous avons choisi l’approche heuristique de Johnson et al. , qui calculent la
contrainte et le flux de chaleur au niveau du plan à partir d’un bilan sur les collisions entre
les particules et la paroi. On obtient alors deux conditions aux limites qui permettent
de relier la vitesse de glissement et la température, au niveau du plan, au gradient de
vitesse et au flux de chaleur. Le point important est que le système ajuste lui-même la
température et la vitesse à la paroi de manière à vérifier ces deux conditions aux limites.
Si ce choix de condition aux limites est pertinent, car il prend en compte le couplage
cisaillement/température à la paroi due aux collisions, on sait en revanche qu’il ne décrit
pas correctement la réalité. Des expériences ont mis en évidence une structuration locale
de l’écoulement près de la paroi qui n’est pas prise en compte ici (Azanza 1998).
Au niveau de la surface libre, les contraintes et le flux de chaleur doivent s’annuler. Il y a
deux méthodes différentes pour traiter ces conditions à la surface libre. La première est de
définir a priori une épaisseur finie h pour l’écoulement. Dans ce cas, la densité ne s’annule
pas à la surface libre et il est difficile d’annuler la contrainte. L’autre solution, que nous
avons adoptée, est d’imposer aux contraintes et au flux de chaleur de s’annuler à l’infini.
La densité tend alors vers zéro à l’infini. L’épaisseur de l’écoulement h est alors définie a
posteriori par l’allure du profil de densité.

2.2.2 Analyse de stabilité linéaire

Notre but est de faire une analyse de stabilité linéaire des écoulements sur plan incliné.
La démarche que nous avons employée pour faire cette étude est classique (Chandrasekhar
1961, Drazin & Reid 1981). La première étape est de chercher un état de base, c’est-à-dire
de chercher des solutions stationnaires uniformes sous la forme :







ν(x,y,z,t) = ν0(z),
u(x,y,z,t) = u0(z)x,
T (x,y,z,t) = T0(z).

(2.10)

où ν est la fraction volumique, u la vitesse et T la température granulaire de l’écoulement
(voir figure 2.3 pour les notations). Cet écoulement doit également vérifier les conditions
aux limites au niveau du plan et à la surface libre. On obtient alors un système d’équations
différentielles non linéaires que l’on résout numériquement par une méthode de tir, les deux
paramètres de contrôle étant l’angle d’inclinaison du plan θ et la densité moyenne ν̄ (voir
l’article pour une discussion détaillée du choix des paramètres de contrôle).
Le principal résultat de cette étude des écoulements stationnaires uniformes est qu’il existe
des écoulements dont le profil de densité est inversé i.e. la densité est plus faible au niveau du
fond que près de la surface libre. Ces profils de densité sont observés quand la chaleur four-
nie au niveau du plan par le cisaillement et le refroidissement dû aux collision inélastiques
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à la surface libre créent un gradient de température suffisant pour contrebalancer la gravité.
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Fig. 2.3 – Notations pour l’analyse de stabilité linéaire.

La seconde étape consiste à étudier la stabilité linéaire de ces écoulements station-
naires uniformes. L’existence de profils de densité inversés est de façon évidente un facteur
déstabilisant sous gravité. Cependant, la gravité doit surmonter les effets stabilisants dus
à la viscosité et à la conductivité thermique. Dans un écoulement granulaire, le profil de
densité, la viscosité et la conductivité thermique sont couplés à l’écoulement et il n’est pas
évident a priori de prédire une instabilité.
Cette étude s’intéresse à la formation de vortex longitudinaux, nous avons donc restreint
notre analyse à des écoulements invariants selon la direction longitudinale (direction−x).
L’écoulement (ν, u, v, w, T ) est alors perturbé autour de l’état de base (ν0, u0, T0) sous la
forme :

ν = ν0(z) + ν1(y,z,t),







u = u0(z) + u1(y,z,t)
v = v1(y,z,t)
w = w1(y,z,t)

, T = T0(z) + T1(y,z,t), (2.11)

où ν1, (u1,v1,w1) et T1 sont respectivement les perturbations de densité, de vitesse et de
température. On linéarise ensuite les équations autour de l’état de base en cherchant pour
les perturbations des solutions en modes normaux de la forme :

(ν1,u1,v1,w1,T1) = <e
[(

ν̂(z),û(z),v̂(z),ŵ(z),T̂ (z)
)

eσt+iky
]

. (2.12)

Nous avons étudié la stabilité temporelle de l’écoulement. Le taux de croissance σ est donc
complexe tandis que le nombre d’onde k est supposé réel. L’écoulement de base (ν0, u0, T0)
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est instable vis-à-vis d’une perturbation transverse de nombre d’onde k si la partie réelle
du taux de croissance, <e(σ), est positive.

Cette analyse de stabilité linéaire tridimensionnelle des écoulements sur plan incliné
conduit à un système de 5 équations différentielles ordinaires linéaires : une d’ordre un
pour la conservation de la masse, trois d’ordre deux pour la quantité de mouvement et une
d’ordre deux pour l’énergie. Il y a de plus 9 conditions aux limites au niveau du plan et
à la surface libre. Ce système constitue un problème aux valeurs propres. Pour un état de
base (ν0, u0, T0) et un nombre d’onde k donné, il existe une solution non identiquement
nulle uniquement pour certaines valeurs du taux de croissance σ.
Pour résoudre ce système, nous avons utilisé une méthode de collocation spectrale de
Chebychev (Gottlieb et al. 1984) (voir l’article partie 4). Le principe de cette méthode est
de discrétiser le système d’équations différentielles sur une base appropriée de façon à se
ramener à un problème algébrique du type :

AX̂ = σBX̂ . (2.13)

Ici, les matrices A et B dépendent de l’état de base et du nombre d’onde k. Les valeurs
propres σ de ce système permettent alors d’avoir accès aux taux de croissance tandis que
les vecteurs propres X donnent les fonctions propres des perturbations de densité, de vi-
tesse et de température associées au taux de croissance σ.

2.2.3 Principaux résultats et discussion

Cette analyse de stabilité linéaire reproduit les principales caractéristiques de l’insta-
bilité en vortex longitudinaux. Tout d’abord, notre analyse montre que les écoulements
stationnaires uniformes peuvent être instable vis-à-vis de perturbations transverses. L’ori-
gine physique de l’instabilité est l’inversion du profil de densité, qui provient du cisaille-
ment à la base qui chauffe l’écoulement par le bas et des pertes inélastiques dans le mi-
lieu. La structure de l’écoulement instable est constituée de vortex longitudinaux avec des
variations d’épaisseur, de vitesse et de densité en accord qualitatif avec les observations
expérimentales. Comme observé dans l’expérience, la vitesse des particules dans la direc-
tion longitudinale est plus grande au niveau des creux qu’au niveau des bosses. La même
variation a lieu pour la densité moyenne : les creux sont denses et les bosses sont diluées.
Enfin l’instabilité sélectionne une longueur d’onde au seuil qui est de l’ordre de 2 − 3 fois
l’épaisseur moyenne de l’écoulement, en accord avec les observations.
Un autre résultat de cette analyse est que l’instabilité peut être stationnaire (i.e. =m(σ)= 0)
ou propagative (=m(σ)6= 0) selon les paramètres de contrôle. Quand l’instabilité est pro-
pagative, la vitesse de phase dans la direction transverse à l’écoulement est de l’ordre
de grandeur de la vitesse de phase observée expérimentalement. Cependant, la théorie
prédit également une transition entre une instabilité stationnaire et propagative qui n’est
pas observée expérimentalement. La vitesse de phase observée expérimentalement est plus
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vraisemblablement reliée à la très légère inclinaison de la structure dans l’expérience. Cette
inclinaison n’est pas prise en compte dans cette étude, puisque nous avons restreint notre
analyse à des perturbations purement transverses (kx = 0, ky 6= 0). Il serait intéressant
d’étudier la stabilité des écoulements stationnaires uniformes quand une petite perturba-
tion dans la direction longitudinale (kx << 1) est ajoutée en plus de la perturbation ky.
Cela devrait donner naissance à une vitesse de phase pour l’ensemble des paramètres.

L’accord entre la théorie et l’expérience est uniquement qualitatif. Des différences entre
les prédictions de la théorie cinétique et l’expérience existent concernant les angles d’incli-
naisons pour lesquels on observe l’instabilité. Ce désaccord n’est pas surprenant puisque
l’expérience a lieu pour un écoulement mince (une dizaine de tailles de particule), dans un
régime semi-dilué et utilise des particules relativement inélastiques (e ∼ 0.8). Nous sommes
donc au-delà du domaine de validité strict de la théorie cinétique. Cependant cette étude
montre la pertinence du raisonnement sur les collisions pour les écoulements granulaires
rapides et met en évidence le rôle fondamental que la dissipation peut jouer sur la stabilité
des écoulements.
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2.3. COPIE DE L’ARTICLE 77



78 CHAPITRE 2. THÉORIE



2.3. COPIE DE L’ARTICLE 79



80 CHAPITRE 2. THÉORIE
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Deuxième partie

Instabilité dans les écoulements

denses : Ondes de surface





Les écoulements granulaires rapides et dilués décrits dans la première partie de la
thèse s’observent tant que l’énergie injectée dans le système est suffisante pour vaincre la
dissipation lors des collisions inélastiques. Sur plan incliné rugueux, ce régime est obtenu
lorsque le plan est fortement incliné. Cependant, pour des pentes plus proches du seuil
d’écoulement, l’énergie injectée par la gravité ne suffit pas à maintenir un régime collisionnel
entre les grains. On observe alors un écoulement de type “liquide” au sein duquel les
contacts entre particules sont de longue durée, la fraction volumique du milieu étant proche
de celle d’un empilement statique lâche. Dans ce régime dit dense, les grains interagissent à
la fois par friction et par collisions et la théorie cinétique, du moins dans sa forme originale
que nous avons exposée auparavant, n’est plus valable.
Nous ne possédons pas à ce jour d’équations constitutives pour décrire les écoulements
granulaires dans le régime dense et une meilleure compréhension de leur propriétés est
donc nécessaire. C’est dans ce cadre que se situe la seconde partie de la thèse, qui étudie
une instabilité d’onde de surface observée dans ce régime d’écoulement dense.
Sous certaines conditions et pour certains matériaux, la surface de l’écoulement sur un
plan incliné rugueux ne reste pas plane mais forme des ondes qui prennent la forme de
vagues (figure 4). Comprendre le mécanisme de formation de ces ondes ainsi que leurs
caractéristiques devrait nous renseigner sur les propriétés des écoulements denses.

Fig. 4 – Vue d’ensemble de l’écoulement montrant les ondes de surface. l’écoulement est
dirigé vers le bas ; la largeur du plan est de 70 cm. (sable de diamètre 0.8 mm, θ =34◦,
h =4.6 mm).



Récemment, une approche hydrodynamique a été développée pour décrire les écoulements
granulaires sur plan incliné (voir introduction). Cette approche consiste à écrire des équations
moyennées dans l’épaisseur (équations de St Venant). On s’affranchit alors de la description
à l’intérieur de la couche en écoulement, la seule inconnue étant la contrainte qui décrit
l’interaction entre la couche et le fond rugueux. De récentes expériences ont permis de pro-
poser une loi de friction empirique qui peut être utilisée dans ce cadre (Pouliquen 1999a).
Cette loi a été testée pour prédire l’étalement d’une masse granulaire constituée de billes
de verre sur un plan rugueux (Pouliquen & Forterre 2002).
Les équations de St Venant prédisent-elles l’existence d’une instabilité en onde plane pour
les milieux granulaires? Auquel cas, les ondes prédites correspondent-elles à celles que nous
observons? La loi de friction empirique proposée permet-elle de prédire quantitativement
les caractéritiques de l’instabilité? Ce sont ces questions qui ont motivé notre travail.

Dans un premier temps, nous présentons au chapitre 1 les observations expérimentales
préliminaires qui ont attiré notre attention sur ce problème. Dans le chapitre 2, nous
présentons succintement d’autres systèmes présentant des instabilités en onde de surface
dans les écoulements sur pentes. Le chapitre 3 sera consacré à l’étude de stabilité linéaire
des écoulements granulaires sur plan incliné dans le cadre des équations de St Venant.
Nous verrons que cette étude soulève de nombreuses questions au regard des résultats
préliminaires (chapitre 4), appelant des expériences plus précises et poussées. Le chapitre
5 présente en détail notre démarche expérimentale de caractérisation de l’instabilité par
forçage des ondes. Les résultats des mesures serons ensuite exposés et comparés avec la
théorie pour deux matériaux : des billes de verre monodisperses (chapitre 6) et du sable
(chapitre 7).
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Chapitre 1

Instabilités en ondes de surface :

résultats préliminaires

En faisant couler du sable sur un plan incliné rugueux, nous avons observé la for-
mation d’ondes de surface de grande longueur d’onde se propageant dans la direction de
l’écoulement (figure 4). Ces ondes apparaissent d’abord en amont de l’écoulement sous la
forme d’ondes bidimensionelles. Elles s’amplifient ensuite rapidement avant de se déformer
dans la direction transverse sous l’effet d’instabilités secondaires.
Les ondes saturées ont un profil fortement non linéaire comme le montre la figure 1.1a,
qui donne les variations d’épaisseur de la couche en écoulement mesurées en utilisant une
nappe laser. La forme des ondes est dissymétrique avec un front avant relativement raide
et une queue étalée. La présence des ondes module donc l’épaisseur de l’écoulement autour
d’une valeur moyenne h. On remarque sur la figure 4 que la longueur d’onde λ de ces
modulations de la surface libre n’est pas bien définie. Typiquement, la longueur d’onde
naturelle sélectionnée en amont du plan évolue rapidement en interagissant avec les autres
front d’onde et λ augmente le long du plan. Cette longueur d’onde est cependant toujours
très grande par rapport à l’épaisseur moyenne de l’écoulement. Ainsi, sur l’exemple de la
figure 1.1a, λ ∼ 20 cm tandis que h ∼ 5 mm.
Pour des écoulements fortement instables, l’amplitude ∆a des ondes saturées peut devenir
comparable à l’épaisseur moyenne de la couche en écoulement. C’est le cas sur la figure
1.1a où l’amplitude des ondes ∆a =1.2 mm tandis que l’épaisseur moyenne h = 4.6 mm.
Plus loin en aval de l’écoulement, les déformations de la surface libre peuvent être alors
telles que la hauteur de l’écoulement atteint par endroits la hauteur minimale d’écoulement
du matériau à cet angle. Dans ce cas, l’écoulement se produit de manière discontinue, la
vitesse des grains s’annulant entre deux fronts d’onde. Dans ces régimes très instables, le
dépot restant sur le plan rugueux après un écoulement porte la trace des ondes comme le
montre la figure 1.2. Lorsque l’écoulement s’arrête, les ondes ont tendance à se figer et à
laisser un relief sur le dépôt.
De façon générale, la vitesse de propagation c des ondes de surface est plus grande que

la vitesse moyenne u de l’écoulement, comme le montre le diagramme spatio-temporel
présenté sur la figure 1.1b. Pour obtenir ce diagramme, nous avons ouvert subitement l’ali-
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Fig. 1.1 – a) Profil des ondes de surface mesuré en projetant sur la surface de l’écoulement
une nappe laser en incidence rasante : λ =19 cm et ∆a =1.2 mm. Noter que l’echelle
verticale est fortement dilatée par rapport à l’échelle horizontale. b) Diagramme spatio-
temporel de l’écoulement montrant le front matériel de l’écoulement (traits pointillés larges)
et les ondes de surface (traits pointillés fins). La vitesse du front est u = 6.5 m/s et la vitesse
de propagation des ondes est c = 19.2 m/s (sable de diamètre 0.8 mm, θ =34◦, h =4.6
mm).

mentation en sable. Un front matériel se propage alors le long de la pente et l’instabilité
en ondes se développe derrière. Le diagramme spatio-temporel montre la propagation du
front matériel le long de la pente (trait pointillé large) qui nous renseigne sur la vitesse
moyenne de l’écoulement. Les lignes qui apparaissent derrière le front sont la signature de
la propagation des ondes de surface. On constate qu’elles rattrapent le front matériel, la
vitesse des ondes vallant environ trois fois celle de l’écoulement moyen.

Afin de mieux comprendre la formation de ces ondes de surface, nous avons dans un
premier temps établi un diagramme de stabilité qualitatif dans l’espace des phases (θ, h)
en jugeant “à l’oeil nu” de la présence ou non des ondes lors de l’écoulement. Les résultats
sont rassemblés sur la figure 1.3 dans le cas de sable de diamètre 0.8 mm.
L’observation la plus frappante est que les ondes sont d’autant plus visibles que l’on se
trouve proche du seuil d’écoulement (faibles épaisseurs et petits angles). L’écoulement est
alors fortement instable et on observe des ondes tridimensionnelles de grande amplitude
qui apparaissent rapidement à la sortie du réservoir. Cette situation correspond aux ondes
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Fig. 1.2 – Allure du dépôt laissé par un écoulement dans un cas très instable (sable de
diamètre 0.25 mm, θ =36◦).
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Fig. 1.3 – Diagramme de stabilité qualitatif pour le sable de diamètre 0.8 mm. La partie
hachurée correspond au domaine de l’espace des phases où l’on observe des ondes sur le
plan incliné.

présentées au début de ce chapitre sur la figure 4. Lorsqu’on augmente l’épaisseur de la
couche de grain (à angle fixé), la distance d’apparition des ondes le long du plan augmente,
les fronts d’onde sont moins déformés et l’amplitude des ondes diminue. Enfin, pour des
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grandes épaisseurs (c’est-à-dire pour des vitesses élevées), les ondes semblent disparâıtre
et l’écoulement semble devenir stable.
Ces observations ont été faites avec du sable de diamètre 0.8 mm. Nous avons également
réalisé des expériences avec du sable de diamètre 0.25 mm ayant une forme différente de
celle du gros sable et observé la même phénoménologie. En revanche, nous n’avons observé
aucune onde dans les écoulements de billes de verre de 0.5 mm de diamètre. L’absence de
déformation notable de la surface libre est d’ailleurs ce qui a permis une étude précise et
quantitative des écoulements stationnaires uniformes dans le cas des billes de verre (Pou-
liquen 1999a).

Les premières observations qualitatives montrent donc que des ondes de surface peuvent
spontanément se développer dans les écoulements de certains milieux granulaires secs.
Or la formation de structures de grande longueur d’onde est bien connue dans le cas
d’écoulements à surface libre de fluides classiques (ondes de Kapitza ou Roll waves). Une
question importante est de savoir si cette ressemblance est fortuite ou si le mécanisme
d’instabilité à l’oeuvre dans les deux cas est le même. Avant de nous attaquer à ce problème,
nous présentons dans le chapitre suivant une revue succincte des études sur les ondes de
surface pour les fluides classiques.
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Chapitre 2

Ondes de surface dans les

écoulements sur pente

L’apparition d’une instabilité en onde de surface de grande longueur d’onde dans les
écoulement sous gravité est un phénomène commun à de nombreux fluides. Nous présentons
dans ce chapitre une brève revue des différentes situations où l’on peut rencontrer ces ondes,
avant de présenter le mécanisme d’instabilité à l’origine de leur formation.

2.1 Etude bibliographique

2.1.1 Ondes de Kapitza et Roll waves

La formation d’ondes dans les écoulement de films liquides sur plan incliné est un
phénomène classique qui peut s’observer très facilement. Par jour de pluie par exemple,
l’eau qui ruisselle sur un trottoir en pente présente souvent cette instabilité et l’on observe
alors de très belles ondes de longueur d’onde grande par rapport à l’épaisseur du film d’eau
en écoulement. Ces ondes dans les écoulements laminaires de fluides visqueux sont souvent
appelées “ondes de Kapitza” par référence aux travaux pionniers de Kapitza & Kapitza
1949 sur la stabilité des films minces tombants. Depuis ces travaux, les écoulements de films
minces sur plan incliné ont fait l’objet de nombreuses études expérimentales et théoriques
(voir les revues de Chang 1994 et de Oron et al. 1997). Une des motivations de ces re-
cherches est l’importance dans l’industrie des films liquides, qui interviennent par exemple
dans les processus de lubrification ou de transfert de chaleur. D’un point de vue plus fon-
damental, l’écoulement d’un film mince sur pente constitue un système modèle dans le
cadre de la théorie du chaos spatio-temporel. En effet, la dynamique du film présente une
série de bifurcations bien définies, partant de l’instabilité primaire en ondes longues jusqu’à
l’apparition d’instabilités tridimensionnelles et de désordre spatio-temporel. Pour des films
minces, ces instabilités se produisent de plus à nombre de Reynolds relativement bas ce qui
entrâıne une grande cohérence de l’écoulement. Il est alors possible d’éliminer une partie
des variables internes de l’écoulement et la dynamique du film est en grande partie asservie
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à l’évolution de la surface libre de l’écoulement.

L’instabilité primaire des films minces a été étudiée expérimentalement avec précision
par Liu et al. 1993. En forçant l’instabilité, ils ont montré que cette instabilité est convec-
tive et apparâıt pour un nombre de Reynolds critique égal à (5/6) cot θ, où θ est l’angle
d’inclinaison du plan, en accord les prédictions théoriques basées sur l’équation de Orr-
Sommerfeld (Benjamin 1957, Yih 1963). Près du seuil d’instabilité, la capillarité et la
viscosité sélectionnent la longueur d’onde la plus instable. A mesure que l’on se rapproche
du seuil, cette longueur d’onde augmente jusqu’à tendre vers l’infini pour un nombre de
Reynolds égal au nombre de Reynolds critique. On dit dans ce cas que l’instabilité est à
nombre d’onde k =0. Grâce à leur dispositif de forçage, Liu et al. ont également pu mesurer
la relation de dispersion linéaire et observer la saturation non-linéaire de ces ondes. Plus
loin en aval de l’écoulement, les fronts d’onde se raidissent et les ondes bidimensionnelles
sont le siège d’instabilités secondaires donnant lieu à une phénoménologie complexe. On
peut observer des modifications de la longueur d’onde par interactions entre modes, l’ap-
parition d’ondes solitaires ou bien des instabilités tridimensionnelles en forme de chevrons
(Liu et al. 1995).

Fig. 2.1 – Roll waves dans un déversoir de barrage (Reddin, Californie, USA).

La formation d’ondes de surface se rencontre également dans le cas d’écoulements tur-
bulents à surface libre sur une pente (voir figure 2.1) (Cornish 1934). On les désigne
alors plutôt par le terme anglais “roll waves”. Ces ondes, qui ont une grande impor-
tance en hydraulique dans les écoulements en canal ouvert, ont été principalement étudiées
théoriquement en se basant sur des équations moyennées de type “shallow water” (Dress-
ler 1949, Needham & Merkin 1984, Kraneneburg 1992) (voir chapitre 3). En prenant pour
la contrainte turbulente au niveau du fond une expression empirique du type τ = ρCtu

2

(formule de Chevy), on montre que l’écoulement est linéairement instable vis-à-vis d’ondes
de surface lorsque le nombre de Froude, défini comme u/

√
gh cos θ, est supérieur à 2.
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2.1.2 Ecoulements géophysiques

De nombreux phénomènes naturels mettent également en jeu des écoulements gravi-
taires le long de pentes. On observe parfois lors de ces écoulements la formation d’ondes
de surface qui rappellent les ondes de grande longueur d’onde observée dans les fluides
classiques. La figure 2.2 montre ainsi une vague de grande amplitude qui se propage dans
un écoulement de débris constitué de boue et de particules solides. L’écoulement se produit
alors par bouffées, ou “surge waves”, séparées dans le temps par une dizaine de minutes et
entre lesquelles le débit est pratiquement nul (Simpson 1997). De telles ondes se rencontrent
fréquemment dans la vallée du Jin-jia en Chine à la suite de violentes précipitations. Ces
ondes sont particulièrement destructrices car elles ont la capacité de transporter des débrits
de grande taille arrachés lors de l’écoulement (arbres, rochers). Pour expliquer leur origine,
on suppose généralement qu’elles résultent d’une instabilité de type “Roll wave” en amont
de l’écoulement. Liu & Mei 1994 ont ainsi étudié l’instabilité linéaire dans le cadre des
équations moyennées dans l’épaisseur, en modélisant les propriétés rhéologiques de la boue
par celle d’un fluide à seuil newtonien de type fluide de Bingham.

Fig. 2.2 – Surge wave dans un écoulement de boue (vallée du Jiang-jia, province du Sichan,
Chine).

Il existe d’autres types d’écoulements géophysiques qui présentent une instabilité de la
surface libre. On peut par exemple citer les courants de gravité sous-marins (Alavian 1986)
ou les avalanches de neige sèche. Hopfinger 1983 a ainsi suggéré que la transition entre une
avalanche de neige dense et une avalanche en aérosol pouvait provenir de la formation de
“roll waves” entrainant un flux d’air turbulent important dans le milieu.

2.1.3 Cas des écoulements granulaires

Les ondes que nous avons observées dans les écoulements de sable ont été signalées
auparavant par plusieurs auteurs. Ces travaux soulignent en général l’analogie avec les
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“Roll waves” mais restent tous très qualitatifs. Savage 1979, un des premiers, rapporte la
formation d’ondes de surface dans les écoulements granulaires sur canal incliné rugueux,
lorsque la vitesse de l’écoulement est élevée. Les même ondes sont observées dans des confi-
gurations analogues par Davies 1988, Vallance 1996 et Ancey 1997. Plus récemment, Daerr
2001 a signalé l’apparition d’une instabilité à l’arrière des fronts d’avalanche sur plan in-
cliné revêtu de feutrine. Bien que l’écoulement soit dans ce cas transitoire, ces ondes sont
certainement du même type que celles que nous observons dans les écoulements station-
naires. Lorsque le fond n’est pas rugueux mais lisse, il apparait également une instabilité
de grande longueur d’onde. Dans ce cas la densité semble jouer un rôle important et il
n’est pas clair que l’origine physique des ondes soit la même (Louge & Keast 2001, Prasad
et al. 2000).
D’un point de vue théorique, la seule analyse de cette instabilité pour un milieu granulaire
est due à Savage 1989, qui étudie la stabilité linéaire des ondes de surface dans le cadre
des équations moyennées dans l’épaisseur. En prenant une loi de type hydraulique pour la
contrainte entre le fond et la couche en écoulement, il parvient à montrer que l’écoulement
est instable au-delà d’un nombre de Froude critique. Cependant, la loi rhéologique qu’il
considère n’est pas justifiée pour un milieu granulaire.

2.2 Mécanisme d’instabilité

Dans cette partie, nous donnons le mécanisme d’instabilité à l’origine de la forma-
tion d’ondes dans les écoulements sur plan incliné. Une présentation plus précise de ce
mécanisme dans le cas de liquides visqueux peut être trouvée dans le très clair article de
Smith (1990). Ce mécanisme dépend peu des caractéristiques précises du fluide, ce qui
explique l’observation d’ondes dans des systèmes ayant des propriétés rhéologiques très
différentes.

2.2.1 Ondes cinématiques

Pour tenter d’expliquer le mécanisme d’instabilité, nous allons raisonner de la manière
suivante. Considérons un écoulement unidirectionnel d’épaisseur h et de vitesse moyenne
u. De façon très générale, la vitesse d’écoulement est reliée à l’épaisseur par une loi de
type :

u = u(h). (2.1)

La loi de conservation de la masse sous forme intégrale s’écrit alors :

∂h

∂t
+

∂hu(h)

∂x
= 0. (2.2)

Si on effectue maintenant une petite perturbation de la surface libre h̃(x,t) autour d’un
écoulement stationnaire uniforme d’épaisseur h0, l’équation ci-dessus devient après linéarisation :

∂h̃

∂t
+ (u0 + u′

0 h0)
∂h̃

∂x
= 0, (2.3)
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avec

u0 = u (h0) et u′
0 =

du

dh
|
h0

. (2.4)

La petite perturbation h̃ va donc se propager sans se déformer avec une vitesse c0 différente
de la vitesse moyenne de l’écoulement et donnée par :

c0 = u0 + u′
0 h0. (2.5)

La situation est schématisée sur la figure 2.3. Dans un référentiel se déplaçant avec la per-
turbation à la vitesse c0, le flux de masse à travers une section quelconque de l’écoulement
est partout le même et la perturbation se propage sans évoluer. Une telle onde est appelée
onde cinématique (Witham 1974) car elle est une simple conséquence de la conservation
de la masse et de l’existence d’une relation u = u(h), sans référence particulière aux forces
dans l’écoulement.
Bien sûr, en toute rigueur, la relation (2.1) est uniquement valable pour un écoulement
stationnaire uniforme. La détermination exacte de la vitesse des ondes de surface nécessite
la prise en compte de l’équation sur la quantité de mouvement en plus de la conservation
de la masse. Nous ferons le calcul complet dans le chapitre suivant mais nous pouvons
anticiper dès maintenant que la vitesse des ondes cinématiques calculée ici reste valable
lorsque la longueur d’onde de la perturbation est grande devant l’épaisseur de la couche
en écoulement.

Nous allons voir que l’existence d’une onde cinématique qui se propage avec une vitesse
différente de celle de l’écoulement moyen est le point de départ du mécanisme d’instabilité.

2.2.2 Effet déstabilisant de l’inertie

Le raisonnement mené jusqu’ici est valable tant que l’écoulement adapte instantanément
sa vitesse à l’épaisseur locale de la couche. En réalité, lorsque l’onde cinématique se pro-
page, le fluide n’a pas le temps d’ajuster instantanément sa vitesse à l’évolution de la
surface libre en raison de l’inertie de l’écoulement. Sur la figure 2.3a par exemple, le fluide
qui entre à droite dans le volume de contrôle délimité par les traits pointillés ne peut
ajuster immédiatement sa vitesse avec la nouvelle épaisseur h0 + ∆h de la couche. Il entre
alors dans le volume de contrôle avec une vitesse u′

0 h0 un peu trop grande. Pour les mêmes
raisons, le fluide sort du volume de contrôle à gauche avec une vitesse u′

0(h0 −∆h) un peu
trop faible comparée à celle qui correspond à l’épaisseur locale h0 de la couche. Les deux
effets vont donc dans le même sens et la masse de fluide sous la perturbation augmente
comme le schématise la figure 2.3b.
Pour qu’il y ait instabilité, il faut cependant que l’effet déstabilisant dû à l’inertie de l’onde
cinématique dépasse les effets stabilisants. Le principal facteur stabilisant est la pression
hydrostatique qui a tendance à étaler la perturbation comme le montre la figure 2.3c. Un
autre effet stabilisant est paradoxalement l’inertie, qui limite les mouvements du fluide.
Bien que ce rôle stabilisant de l’inertie soit nettement plus faible que son rôle déstabilisant
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PSfrag replacements
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0 h0u′
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mouvement de l’interface

mouvement de l’interface

écoulementécoulement
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b)
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Fig. 2.3 – Mécanisme d’instabilité. a) Propagation d’une onde cinématique. Les vitesses
sont exprimées dans le référentiel de l’onde se propageant avec une vitesse c0 = u0 + u′

0 h0.
b) A cause de l’inertie, il y a un flux de masse net entrant sous la perturbation et la surface
libre crôıt. c) Rôle stabilisant de la pression. Les gradients de pression dus à la perturbation
ont tendance à étaler cette dernière.

sur les ondes cinématiques, l’inertie peut limiter les taux de croissance de l’instabilité pour
des grandes vitesses d’écoulement.

L’instabilité qui conduit à l’apparition d’onde de surface de grande longueur d’onde
dans les écoulements sur plan incliné est donc d’origine inertielle. Les perturbations de
surface libre (provenant par exemple du bruit) se propagent à l’ordre le plus bas comme
une onde cinématique. La différence de vitesse entre cette onde et l’écoulement moyen est
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responsable de l’instabilité car l’inertie limite l’ajustement de la vitesse de l’écoulement
au passage de l’onde cinématique. Ce type de mécanisme se retrouve dans de nombreux
autres systèmes comme dans les problèmes de “traffic flows” (Witham 1974) ou lors des
instabilités de lits fluidisés (Duru et al. 2002). Dans ce dernier exemple, la concentration
en particules est l’équivalent de l’épaisseur h de l’écoulement.

L’instabilité inertielle en onde de surface est donc très générale et peut se développer
dans tout fluide coulant en film mince. Elle pourrait donc expliquer les ondes que nous
avons observées dans les écoulements de sable. Nous présentons dans le chapitre suivant
l’analyse de stabilité complète dans le cadre des équations moyennées dans l’épaisseur, en
prenant en compte la spécificité rhéologique des milieux granulaires.
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Chapitre 3

Analyse de stabilité linéaire des

écoulements granulaires sur plan

incliné

L’instabilité en onde de surface se retrouve potentiellement dans tout écoulement en film
mince. Cependant, ses caractéristiques dépendent des propriétés du fluide en écoulement.
Dans ce chapitre, nous présentons l’analyse de stabilité linéaire pour les écoulements granu-
laires. Dans un premier temps, nous présentons le cadre théorique des équations moyennées
dans l’épaisseur et discutons du choix de la loi de friction pour décrire l’interaction entre le
fond rugueux et le milieu granulaire en écoulement. Les résultats de l’analyse de stabilité
linéaire de ce modèle sont ensuite présentés.

3.1 Équations moyennées dans l’épaisseur

Pour établir les équations moyennées dans l’épaisseur, on part des équations locales de
conservation de la masse et de la quantité de mouvement (Savage & Hutter 1989) pour un
fluide incompressible. L’hypothèse d’incompressibilité est raisonnable pour les écoulements
granulaires denses pour lesquels les grains restent en contact les uns avec les autres dans
un arrangement compact aléatoire. On suppose ensuite que la couche en écoulement est
mince devant les variations spatiales caractéristiques du système. Cette hypothèse permet
de négliger certains termes et on trouve en particulier que la contrainte normale obéit
simplement à la loi de l’hydrostatique. En intégrant ensuite les équations entre le fond
rugueux fixe et la surface libre de l’écoulement, on obtient deux équations couplées pour
l’épaisseur locale de la couche en écoulement h(r,t) et la vitesse moyenne de l’écoulement
u(r,t). Pour un écoulement bidimensionnel sur une pente constante d’angle θ, les équations
moyennées se réduisent à :

∂h

∂t
+

∂hu

∂x
= 0, (3.1)
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ρ

(

∂hu

∂t
+ α

∂hu2

∂x

)

=

(

tan θ − µ − K
∂h

∂x

)

ρgh cos θ. (3.2)

où la vitesse moyenne u est définie par u = Q/h, Q étant le débit par unité de largeur.

La première équation est simplement la version intégrale de la conservation de la masse.
La seconde peut s’interpréter comme un bilan de quantité de mouvement pour une tranche
élémentaire de grain d’épaisseur h (voir figure 3.1). Le membre de gauche est l’accélération
de la tranche de grain tandis que le membre de droite rassemble les forces extérieures. La
tranche de grain est soumise à trois forces : la gravité qui est représentée par ρgh sin θ,
une force d’étalement d’expression Kρgh cos θ(∂h/∂x) dont l’origine provient des forces
de pressions qui agissent de part et d’autre de la tranche, enfin la contrainte tangentielle
décrivant l’interaction entre la couche en écoulement et le fond, ρgh cos θµ, qui est ici ex-
primée comme un coefficient de friction µ multiplié par la contrainte normale.
Le facteur K devant la force d’étalement est le rapport entre la contrainte normale selon
x et la contrainte normale selon z. Des simulations numériques ont montré que ce fac-
teur était toujours proche de 1 pour les écoulements denses (Prochnow et al. 2000, Ertas
et al. 2001). Par la suite, nous prendrons donc K = 1 (pression isotrope). Dans le terme
d’accélération, le coefficient α est défini par α = ū2/ū2. Pour fermer le système d’équations,
il faut donc faire une hypothèse sur le profil de vitesse. La valeur de α pour des profils de
vitesse usuels est donnée sur la figure 3.2.

Pression
x Pression

x+dx

x

z

Gravit�
Friction

dx

Fig. 3.1 – Les équations moyennées dans l’épaisseur reviennent à écrire la conservation
de la masse et de la quantité de mouvement pour une tranche élémentaire verticale du
matériau.

Il n’est pas évident a priori que l’on puisse réduire ainsi la dynamique complète de
l’écoulement à seulement deux variables globales couplées : l’épaisseur h et la vitesse moyenne
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u. Pour établir les équations moyennées, on suppose en effet implicitement que le profil de
vitesse dans la couche en écoulement s’adapte instantanément à l’évolution de la surface
libre h(x,t). En réalité, la réponse du profil de vitesse aux variations de l’interface est li-
mitée par le temps de diffusion de la quantité de mouvement à l’intérieur de la couche.
La prise en compte rigoureuse de ces effets dans le cadre des équations moyennées a fait
l’objet de recherches pour les écoulements de films liquides sur plans inclinés. Il est ainsi
possible de fermer plus rigoureusement le système d’équations moyennées en introduisant
des variables supplémentaires associées aux degrés de liberté du profil de vitesse (Ruyer-
Quil 1999, Ruyer-Quil & Manneville 2000).

PSfrag replacements

α = 1 α = 6/5 α = 4/3

a) b) c)

Fig. 3.2 – Valeur du coefficient α défini par α = ū2/ū2 pour différents profils de vitesse.
a) profil uniforme ou “plug”, b) profil parabolique, c) profil linéaire.

Pour les écoulements granulaires denses dont on ne connait pas les équations constitu-
tives un tel travail n’est pas réalisable, et les équations de St Venant simples constituent une
première approche raisonnable. Le grand avantage des équations de St Venant est qu’elles
permettent de décrire l’évolution de la couche en écoulement sans avoir à connâıtre la struc-
ture interne de l’écoulement. Toute la rhéologie tridimensionnelle du matériau se trouve
incorporée dans le terme de friction µ au niveau du fond. Alors que cette contrainte est
connue pour un fluide newtonien par exemple, son expression pour un milieu granulaire
est encore en discussion. Des expériences récentes réalisées en laboratoire permettent ce-
pendant de proposer une loi de friction empirique à partir des études sur les écoulements
granulaires stationnaires uniformes.

3.2 Loi de friction

La première tentative pour décrire les écoulements granulaires dans le cadre des équations
moyennées dans l’épaisseur est due à Savage et Hutter (Savage & Hutter 1989). Dans leur
modèle, l’interaction entre la couche de grain et le fond est décrite par une simple friction
solide : la contrainte de cisaillement au niveau du fond est proportionnelle à la contrainte
normale, le coefficient de friction µ étant constant, indépendant de la vitesse. Ce modèle
marche relativement bien pour décrire l’écoulement d’une masse granulaire sur un fond
lisse et à angles élevés. En revanche, l’utilisation d’un simple coefficient de friction solide
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ne permet pas de décrire les écoulements granulaires sur plan inclinés rugueux, i.e. lorsque
la rugosité est de l’ordre de la taille des particules en écoulement.
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Fig. 3.3 – Diagramme de phase pour les écoulements de billes de verre monodisperses de
diamètre d =0.5 mm. La courbe en trait plein est la fonction hstop(θ). (Pouliquen 1999a).

Plusieurs expériences ont en effet montré que des écoulements stationnaires uniformes
sont observés dans une large gamme d’angles d’inclinaison (Suzuki & Tanaka 1971, Hungr
& Morgenstern 1984, Vallance 1994, Pouliquen 1999a, Ancey et al. 2002) comme l’indique
le diagramme de phase de la figure 3.3. Cela montre en particulier que la contrainte au
niveau du fond rugueux n’est pas une simple constante mais doit dépendre par exemple de
la vitesse de l’écoulement, afin de contrebalancer la gravité aux différentes inclinaisons.
L’influence du fond rugueux se manifeste également sur les propriétés du seuil de l’écoulement.
La courbe continue hstop(θ) sur la figure 3.3 délimite la zone des écoulements station-
naires uniformes de la zone où aucun écoulement n’est possible. Cette courbe se détermine
précisément en mesurant l’épaisseur hstop du dépôt qui reste après un écoulement station-
naire uniforme à l’angle θ (Pouliquen & Renault 1996, Daerr & Douady 1999, Pouliquen
1999a). On constate que plus l’angle d’inclinaison est faible, plus l’épaisseur minimale hstop

qu’il faut atteindre pour observer un écoulement est grande. En dessous d’un angle limite,
hstop diverge et aucun écoulement stationnaire uniforme n’est possible. La fonction hstop(θ)
montre donc qu’une couche fine résiste mieux aux contraintes qu’une couche épaisse.
Cette propriété, qui n’est pas encore clairement interprétée, semble une conséquence de
la présence d’un fond rugueux rigide qui rend plus difficiles les mouvements collectifs de
grains dans son voisinage.
L’existence d’écoulements stationnaires uniformes et d’un seuil d’écoulement qui dépend
de l’angle d’inclinaison du plan ne peuvent donc pas être décrits par une simple loi de
friction solide µ = cste.
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L’étude des écoulements stationnaires uniformes donne un moyen pour déterminer
expérimentalement le coefficient de friction µ entre la couche en écoulement et le fond
rugueux. En effet, la propriété fondamentale des écoulements stationnaires uniformes est
que la gravité est exactement contrebalancée par la friction. L’équation de la quantité de
mouvement (3.2) se ramène alors à :

µ = tan θ. (3.3)

Pour trouver µ, il suffit donc de savoir comment la vitesse moyenne u de l’écoulement
varie en fonction de l’angle d’inclinaison θ et de l’épaisseur h. En inversant la relation
u = u(h,θ), on obtient θ = θ(u,h) ce qui donne d’après la relation d’équilibre (3.3) l’ex-
pression recherchée : µ(u,h) = tan θ(u,h).

Des mesures systématiques sur les écoulements de billes de verre monodisperses ont
montré que la vitesse moyenne u, l’angle d’inclinaison θ et l’épaisseur de l’écoulement h
sont reliés par la relation suivante (Pouliquen 1999a) (voir figure 3.4) :

u√
gh

= β
h

hstop(θ)
. (3.4)

avec β = 0.136. L’influence de l’angle d’inclinaison sur la vitesse des écoulements station-
naires uniformes est donc entièrement contenue dans la fonction hstop(θ). Il suffit de mesurer
l’épaisseur des dépôts pour pouvoir prédire les vitesses d’écoulements pour tous les angles
et toutes les épaisseurs. La fonction hstop(θ) contient donc beaucoup des informations im-
portantes sur les propriétés des écoulements denses et met en évidence le rôle fondamental
du fond rugueux dans la dynamique des écoulements sur fond rigide. Ce résultat, encore
inexpliqué, a été retrouvé par des simulations numériques de dynamique des contacts pour
des écoulements bidimensionnels (Prochnow et al. 2000).

La loi d’échelle (3.5) permet de proposer la loi de friction suivante pour les écoulements
de billes de verres sur plan rugueux (Pouliquen 1999a) :

µ(u,h) = tan h−1
stop

(

βh
√

gh

u

)

. (3.5)

Pour donner une expression analytique de cette loi de friction, il est nécessaire d’avoir une
expression pour l’épaisseur des dépôts hstop(θ). En interpolant les mesures de la figure 3.3
par une fonction exponentielle, on obtient l’expression analytique de loi de friction suivante
(Pouliquen 1999a):

µ(u,h) = tan δ1 + (tan δ2 − tan δ1) exp

(

−βh

Ld

√
gh

u

)

, (3.6)

où d est le diamètre des billes, δ1 correspond à l’angle pour lequel la fonction hstop(θ) di-
verge, δ2 est l’angle pour lequel hstop(θ) s’annule et L est l’épaisseur caractéristique sur
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0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

0 2 4 6 8 10 12

22 ¡
23 ¡
24 ¡
25 ¡
26 ¡
27 ¡
28 ¡

q

u
gh

h/hstop

Fig. 3.4 – Mesures de la vitesse moyenne des écoulements stationnaires uniformes en
fonction de l’épaisseur h et de l’angle d’inclinaison θ pour des billes de verre monodisperses.
Les données se rassemblent sur une même droite quand on exprime le nombre de Froude
u/

√
gh en fonction de h/hstop(θ). (Pouliquen 1999a).

laquelle hstop(θ) varie.

La figure 3.5 trace la loi de friction ainsi obtenue en fonction de la vitesse, pour
différentes épaisseurs. On remarque que la friction augmente avec la vitesse et tend vers
une limite finie tan δ2 aux grandes vitesses, qui est indépendante de l’épaisseur. Pour une
vitesse donnée, le coefficient de frottement µ est une fonction décroissante de l’épaisseur.
Cette loi de friction appelle plusieurs commentaires. Tout d’abord, l’existence d’une li-
mite supérieure aux fortes vitesses pour la friction implique qu’il n’existe pas d’écoulement
stationnaire uniforme pour des angles supérieurs à δ2. Ce résultat est compatible avec
l’observation d’écoulements accélérés pour des grands angles d’inclinaison (Hungr & Mor-
genstern 1984). D’un autre côté, il existe une limite à la validité de la loi de friction (3.6)
pour les très faibles vitesses (traits pointillés sur la figure 3.5). En effet, la loi µ(u,h) est
établie à partir de la loi d’échelle (3.5) qui est valable pour h > hstop uniquement. Pour
des vitesse telles que u/

√
gh < β, il n’y a pas d’écoulements stationnaires uniformes. Ce

régime n’est donc pas décrit par la loi de friction qui est déduite des écoulements station-
naires uniformes. Pour les très faibles vitesses, l’existence d’une hystérésis entre les angles
de démarrage et d’arrêt, observée dans une grande variété de configurations (Caponeri
et al. 1995, Pouliquen & Renaut 1996, Daerr & Douady 1999) suggère plutôt une friction
diminuant avec la vitesse. Un tel comportement se rencontre par exemple en frottement
solide et donne lieu au phénomène de “stick-slip” (Heslot et al. 1994).
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Fig. 3.5 – Loi de friction µ(u,h) déduite des écoulements stationnaires uniformes.

Le point important est que la loi de friction (3.6) qui décrit l’interaction entre la
couche granulaire et le fond rugueux est entièrement déterminée par la mesure des dépôts
aux différents angles hstop(θ). La validité de cette loi de friction déduite des écoulements
stationnaires uniformes a ensuite été testée dans le cadre des équations moyennées dans
l’épaisseur pour prédire des écoulements non stationnaires et non uniformes. Il a été ainsi
possible de prédire quantitativement la forme stationnaire des fronts d’écoulements le long
du plan (Pouliquen 1999b) ou l’étalement d’une masse granulaire sur une pente rugueuse,
du démarrage jusqu’à l’arrêt (Pouliquen & Forterre 2002). Il faut cependant noter que
dans chacune de ces configurations, les termes d’accélération des équations moyennées
sont négligeables. La dynamique de l’écoulement est alors essentiellement contrôlée par
l’équilibre à chaque instant entre la force de friction, la gravité et la force d’étalement,
ainsi que par la conservation de la masse. La validité la loi de friction µ(u,h) dans le cas
d’ écoulements fortement instationnaires est donc une question importante encore ouverte.
L’étude de l’instabilité inertielle en onde de surface représente donc un test important de
la loi de friction empirique µ(u,h) (3.6).

La loi de friction précédente a été déterminée pour des billes de verre. Qu’en est-il
pour le sable, avec lequel nous avons observé les ondes? Nous avons réalisé le même type
de mesures systématiques de vitesse moyenne fonction de l’angle et de l’épaisseur et nous
avons montré que la fonction de dépôt hstop permet encore une fois de rassembler les données
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sur une courbe mâıtresse (voir figure 3.6). Des différences avec les billes existent cependant
dans la pente et l’origine de la droite mâıtresse.
Il semble donc que dans tous les cas on puisse écrire :

u√
gh

= −γ + β
h

hstop(θ)
, (3.7)

avec

γ = 0 β = 0.136 pour les billes,

γ = 0.77 β = 0.75 pour le sable.

Cette loi conduit par la relation (3.3) à une loi de friction empirique légèrement différente
dans le cas des billes et dans le cas du sable. Connaissant la loi de friction de ces milieux,
nous pouvons donc étudier la stabilité des écoulements stationnaires uniformes en injectant
son expression dans les équations de St Venant (3.1) et (3.2).

0

0.5

1

1.5

2

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

PSfrag replacements

u/
√

gh

h/hstop(θ)

sable

billes de verre

Fig. 3.6 – Mesures de la vitesse moyenne des écoulements stationnaires uniformes en
fonction de l’épaisseur h et de l’angle d’inclinaison θ pour du sable de diamètre 0.8 mm.
Les données se rassemblent sur une même droite quand on exprime le nombre de Froude
u/

√
gh en fonction de h/hstop(θ). La loi d’échelle pour les billes de verre est donnée en

pointillés à titre de comparaison.
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3.3 Analyse de stabilité linéaire

3.3.1 Relation de dispersion

Considérons un écoulement de vitesse u(x,t) et d’épaisseur h(x,t) sur un plan incliné
faisant un angle θ par rapport à l’horizontale comme schématisé sur la figure 3.7. La
première étape consiste à écrire les équations de St Venant sous une forme adimensionnée.
Pour cela, il est pratique de prendre comme référence de longueur et de vitesse l’épaisseur h0

et la vitesse moyenne u0 de l’écoulement stationnaire uniforme dont on étudie la stabilité.
Les variables adimensionnées sont alors données par : h̃ = h/h0, ũ = u/u0, x̃ = x/h0 et
t̃ = (u0/h0)t. En utilisant ces variables adimensionnées, les équations de St Venant (3.1)
et (3.2) s’écrivent :

∂h̃

∂t̃
+

∂h̃ũ

∂x̃
= 0, (3.8)

F 2

(

∂h̃ũ

∂t̃
+ α

∂h̃ũ2

∂x̃

)

=

(

tan θ − µ(ũ,h̃) − ∂h

∂x

)

h̃, (3.9)

où F est le nombre de Froude défini par :

F =
u0√

gh0 cos θ
. (3.10)

Les deux nombres sans dimension qui contrôlent le problème sont donc le nombre de Froude
F et l’angle d’inclinaison du plan θ.

x

z

h(x,t)

u(x,t)
q

g

Fig. 3.7 – Schéma de l’écoulement.

L’état de base de l’écoulement en variables sans dimension s’écrit simplement (on omet
les tildes par la suite pour simplifier les notations) :

h(x,t) = 1, u(x,t) = 1. (3.11)
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La conservation de la masse (3.8) est alors automatiquement vérifiée et l’équation de la
quantité de mouvement (3.9) se réduit à l’équilibre entre la gravité et la friction au niveau
du plan :

µ(1,1) = tan θ. (3.12)

Pour étudier la stabilité linéaire de cet état de base, on perturbe l’écoulement autour de
l’état de base sous la forme : h(x,t) = 1 + h1(x,t) et u(x,t) = 1 + u1(x,t) avec h1(x,t) � 1
et u1(x,t) � 1. Les équations de Saint-Venant linéarisées deviennent alors :

∂h1

∂t
+

∂h1

∂x
+

∂u1

∂x
= 0, (3.13)

F 2

(

∂u1

∂t
+ (α − 1)

∂h1

∂x
+ (2α − 1)

∂u1

∂x

)

= −au1 − bh1 −
∂h1

∂x
, (3.14)

où les variables sans dimension a et b sont définies à partir de la loi de friction µ(u,h) par :

a =

(

∂µ

∂u

)

0

, b =

(

∂µ

∂h

)

0

, (3.15)

l’indice 0 signifiant que les dérivées sont prises pour l’état de base. Par la suite, nous
considèrerons toujours des situations où la friction augmente avec la vitesse et décrôıt avec
l’épaisseur. C’est le cas par exemple de la loi de friction (3.6) que nous avons présentée
pour les écoulements granulaires de billes de verre. On aura donc toujours a > 0 et b < 0.
Notons enfin que pour établir l’équation (3.14), on a utilisé l’équation de conservation de
la masse (3.13).

L’invariance par translation dans le temps et l’espace du problème linéaire (3.13) et
(3.14) nous permet de chercher des solutions pour les perturbations (h1(x,t), u1(x,t)) sous
la forme de modes normaux :

h1(x,t) = ĥ exp i(kx − ωt), u1(x,t) = û exp i(kx − ωt). (3.16)

En introduisant ces expressions dans les équations (3.13) et (3.14), on obtient un système
linéaire homogène qui admet des solutions non triviales uniquement quand la pulsation ω
et le nombre d’onde k sont reliés par la relation de dispersion suivante :

−ω2 + 2αωk +
i

F 2
((a − b)k − aω) +

(

1

F 2
− α

)

k2 = 0. (3.17)

On peut étudier cette relation de dispersion de deux manières différentes. La première est
de supposer une perturbation de nombre d’onde k réel dont on suit l’évolution temporelle,
ω étant complexe. C’est l’analyse de stabilité temporelle. La seconde approche consiste à
prendre k complexe et ω réelle. Dans ce cas, on étudie l’évolution le long de l’écoulement
d’une perturbation de pulsation réelle ω imposée en un point fixe de l’écoulement. C’est
l’analyse de stabilité spatiale. Les deux approches donnent le même résultat pour le seuil
d’instabilité. L’analyse spatiale se compare plus facilement à l’étude expérimentale d’une
instabilité dans un écoulement ouvert.
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3.3.2 Analyse de stabilité temporelle

L’analyse temporelle correspond à k réel et ω complexe : ω = ωr + iωi. L’écoulement est
instable vis-vis du nombre d’onde k si la partie imaginaire de ω est positive : ωi(k) > 0. La
résolution de la relation de dispersion (3.17) donne deux branches (+) et (−) pour ω(k) :

ωr
± = αk ± ((1 − α)a − b)

F 2
k
√

2

[

−f(k) +

(

f(k)2 +
16((α − 1)a + b)2

F 4
k2

)
1

2

]− 1

2

(3.18)

ωi
± = − a

2F 2
± 1

2
√

2

[

−f(k) +

(

f(k)2 +
16((α − 1)a + b)2

F 4
k2

)
1

2

]

1

2

, (3.19)

où f(k) a pour expression :

f(k) = 4

(

α(α − 1) +
1

F 2

)

k2 − a2

F 4
. (3.20)

A partir de là, il faut introduire la loi de friction µ(u,h) explicitement pour connaitre a
et b et tracer les relations de dispersion, afin de déterminer le seuil d’instabilité. Nous
ferons ce travail lors de la comparaison avec les mesures expérimentales. On peut cepen-
dant faire quelques observations générales. La branche (−) est toujours stable tant que
a = (∂µ/∂u)0 > 0, c’est-à-dire tant que la loi de friction est une fonction croissante de
la vitesse. Au contraire quand la friction décroit avec la vitesse (a < 0), l’écoulement est
toujours instable vis-à-vis d’une perturbation de vitesse, quel que soit h. Une telle situa-
tion s’observe par exemple en frottement solide aux faibles vitesses lors du phénomène de
“stick-slip”. Les lois de friction que nous considèrerons étant des fonctions croissantes de
la vitesse, la branche (−) sera pour nous toujours stable.

Contrairement à la branche (−), la branche (+) peut être stable ou instable selon le
nombre de Froude F ou l’angle d’inclinaison θ. On peut montrer que pour des rhéologies
usuelles, l’allure de la relation de dispersion temporelle ω(k) est donnée par la figure 3.8.
Pour un angle et un nombre de Froude fixés, le taux de croissance temporelle ωi, qui
est nul en k = 0, varie de façon monotone avec le nombre d’onde k et tend vers une
valeur finie pour k → ∞. Le signe de ωi, c’est-à-dire la stabilité de l’écoulement, est
donc indépendant du nombre d’onde k. Pour déterminer le critère de stabilité, il suffit de
connâıtre le comportement ωi aux grands nombres d’onde. Pour k → ∞, on a :

ωr
± =

(

α ±
√

α(α − 1) +
1

F 2

)

sgn ((1 − α)a − b) k, (3.21)

ωi
± =

−a
√

α(α − 1) + 1
F 2 ± | ((1 − α)a − b) |

2F 2

√

α(α − 1) + 1
F 2

, (3.22)
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où le symbole sgn() vaut +1 si le signe de l’expression entre parenthèse est positif et −1
s’il est négatif. L’écoulement est donc instable quand :

1 − b

a
≥ α +

√

α(α − 1) +
1

F 2
, avec a =

(

∂µ

∂u

)

0

, b =

(

∂µ

∂h

)

0

, (3.23)

l’égalité correspondant au seuil de stabilité.

3.3.3 Analyse de stabilité spatiale

L’analyse spatiale correspond cette fois-ci à une pulsation ω réelle et à k complexe,
k = kr + iki. L’écoulement est instable quand kikr < 0. La résolution de la relation de
dispersion (3.17) donne là encore deux branches spatiales (+) et (−) pour k(ω) qui ont
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pour expression :

kr
± =

α

(α − 1
F 2 )

ω ∓
√

2( a
F 2 − αb)

F 2(α − 1
F 2 )

ω

[

−g(k) +

(

g(k)2 +
16ω2

F 4
(

a

F 2
− αb)2

)
1

2

]− 1

2

(3.24)

ki
± =

a − b

2F 2(α − 1
F 2 )

∓ 1

2
√

2(α − 1
F 2 )

[

−g(k) +

(

g(k)2 +
16ω2

F 4
(

a

F 2
− αb)2

)
1

2

]

1

2

(3.25)

où g(k) est donné par :

g(k) = 4

(

α(α − 1) +
1

F 2

)

ω2 − (a − b)2

F 4
. (3.26)

L’allure typique du taux de croissance spatiale −ki (pour kr > 0) est donnée sur la figure
(3.9) (pour a > 0 et b < 0). Nous constatons, comme pour l’analyse temporelle, que le
signe du taux de croissance spatiale −ki ne dépend pas de la fréquence ω et tend vers une
limite finie pour ω → ∞. On peut donc se contenter d’une étude asymptotique aux grandes
fréquences pour déterminer le seuil d’instablité. Pour ω → ∞ on trouve :

kr
± =

ω

α ±
√

α(α − 1) + 1
F 2

, (3.27)

ki
± =

∓a
(

1 − b
a
− α ∓

√

α(α − 1) + 1
F 2

)

2F 2
(

α ±
√

α(α − 1) + 1
F 2

)√

α(α − 1) + 1
F 2

. (3.28)

On montre facilement que la branche (−) est toujours stable tandis que la branche (+) est
instable quand :

1 − b

a
≥ α +

√

α(α − 1) +
1

F 2
. (3.29)

On retrouve comme prévu le critère de stabilité obtenu par l’analyse de stabilité temporelle.

3.4 Interprétation du critère de stabilité en terme

d’ondes

Le critère de stabilité que nous avons déterminé s’exprime en fonction des dérivées
de la loi de friction µ(u,h) par rapport à la vitesse et à l’épaisseur, a et b. Pour pouvoir
comparer plus facilement les prédictions théoriques avec l’expérience, il est intéressant de
disposer d’un critère de stabilité qui porte plutôt sur la loi de vitesse u(h,θ), que l’on me-
sure directement en étudiant les écoulements stationnaires uniformes. Les deux approches
sont bien entendu équivalentes. Afin d’établir ce critère de stabilité en fonction de u(h,θ),
nous allons suivre une démarche différente de celle de l’analyse en modes normaux. Cette
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approche consiste à établir pour la perturbation h1(x,t) une équation qui fait apparâıtre
une “hiérarchie d’ondes” dans le système (Witham 1974). Par la même occasion, nous
donnerons ainsi un éclairage nouveau du mécanisme d’instabilité présenté dans le chapitre
précédent.

3.4.1 Critère de stabilité

Pour établir le critère de stabilité suivant cette démarche, on part des équations linéarisées
(3.13) et (3.14) qui régissent l’évolution de h1(x,t) et u1(x,t). En dérivant (3.13) par rap-
port à t et (3.14) par rapport à x, on peut éliminer le champ de vitesse u1 et obtenir une
équation faisant uniquement intervenir h1(x,t) :

∂2h1

∂t2
+ 2α

∂2h1

∂x∂t
+ (α − 1

F 2
)
∂2h1

∂x2
= − a

F 2

(

∂h1

∂t
+ (1 − b

a
)
∂h1

∂x

)

, (3.30)

L’idée est ensuite de réécrire l’équation 3.30 en rassemblant les dérivées du même ordre.
On obtient alors :

(

∂

∂t
+ c+

∂

∂x

)(

∂

∂t
+ c−

∂

∂x

)

h1 = − a

F 2

(

∂h1

∂t
+ c0

∂h1

∂x

)

, (3.31)

où c+ (resp. c−) est la vitesse adimensionnée des ondes de gravité dans le sens de l’écoulement
(resp. le sens opposé) :

c± = α ±
√

α(α − 1) +
1

F 2
, (3.32)

et c0 est donnée par :

c0 = 1 − b

a
. (3.33)
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On peut montrer que c0 est la vitesse adimensionnée des ondes cinématiques que l’on
a définie précédemment (voir chapitre 2). En effet, la loi de vitesse pour un écoulement
stationnaire uniforme u(h,θ) est reliée à la loi de friction µ(u,h) par la relation µ(u,h) =
tan θ(u,h). On a donc :

a =

(

∂µ

∂u

)

0

=
1

cos2 θ

(

∂θ

∂u

)

0

,

b =

(

∂µ

∂h

)

0

=
1

cos2 θ

(

∂θ

∂h

)

0

.

En utilisant la relation sur les fonctions implicites :
(

∂θ
∂h

)

u

(

∂h
∂u

)

θ

(

∂u
∂θ

)

h
= −1, on obtient :

a =
1

cos2 θ

(

∂θ

∂u

)

0

, (3.34)

b

a
= −

(

∂u

∂h

)

0

. (3.35)

ou encore :

c0 = 1 +

(

∂u

∂h

)

0

, (3.36)

qui correspond bien à la définition de la vitesse adimensionnée des ondes cinématiques
donnée au chapitre 2.

L’équation (3.31) fait apparâıtre une “hiérarchie d’ondes” dans le système. Pour une
perturbation de grande longueur d’onde, les dérivées d’ordre deux sont négligeables et
la perturbation se propage à l’ordre le plus bas comme une onde cinématique de vitesse
c0. Pour connaitre l’effet des dérivées d’ordre supérieur sur cette onde, on pose ∂/∂t ∼
−c0∂/∂x dans le membre de gauche de l’équation (3.31). On obtient ainsi :

(c0 − c−)(c+ − c0)
∂2h1

∂x2
=

a

F 2

(

∂h1

∂t
+ c0

∂h1

∂x

)

. (3.37)

On reconnait une équation de diffusion pour la perturbation h1(x,t) dans le référentiel de
l’onde cinématique. L’effet des termes d’ordre supérieur est donc d’amortir ou d’amplifier
la perturbation selon le signe du “coefficient de diffusion” (F 2/a)(c0 − c−)(c+ − c0). Ainsi
la perturbation est instable quand :

a(c0 − c−)(c+ − c0) < 0. (3.38)

Pour a > 0, c’est-à-dire quand la friction augmente avec la vitesse, on trouve que l’écoulement
est instable lorsque la vitesse des ondes cinématiques c0 n’est pas comprise dans l’intervalle
de vitesse délimité par la vitesse des ondes de gravité c− et c+. Si b < 0, c’est-à-dire quand
la friction diminue avec l’épaisseur, on a de plus c0 > c− et la condition d’instabilité (3.38)
se réduit à :

c0 > c+, (3.39)
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ou en variables dimensionnées :

u0 +

(

∂u

∂h

)

0

h0 >

(

α +

√

α(α − 1) +
1

F 2

)

u0. (3.40)

L’écoulement est instable quand la vitesse des ondes cinématiques est plus grande que
la vitesse des ondes de gravité dans le sens de l’écoulement. On peut donc donner une
interprétation du critère de stabilité simplement en termes de compétition entre l’onde
cinématique, qui vient de la conservation de la masse, et les ondes de gravité, qui pro-
viennent des termes d’accélération et du terme d’étalement dû à la pression. La situation
est schématisée sur la figure 3.10. Si la vitesse de l’onde cinématique est encadrée par
la vitesse des ondes de gravité, ces dernières “rayonnent” de part et d’autre de l’onde
cinématique et permettent au fluide d’ajuster sa vitesse par rapport au déplacement de
l’onde cinématique. Dans ce cas l’amplitude de l’onde cinématique décrôıt et l’écoulement
est stable. Au contraire, quand la vitesse de l’onde cinématique n’est pas comprise dans
l’intervalle de vitesse délimité par les ondes de gravité, le fluide n’est pas “averti” de la
propagation de l’onde cinématique et il ne peut ajuster sa vitesse. Il y a alors un flux de
masse continu sous la perturbation et l’écoulement est instable.
L’avantage de cette description est qu’elle permet, connaissant la loi de vitesse des écoulements
stationnaires uniformes u(h,θ), de conclure immédiatement quant à la stabilité des écoulements.

3.4.2 Cas des fluides classiques

Considérons un écoulement laminaire d’un liquide newtonien sur un plan incliné. Pour
un écoulement stationnaire uniforme, la relation entre la vitesse moyenne u0 de l’écoulement,
l’épaisseur h0 du film et l’angle d’inclinaison du plan θ est donnée par (voir par exemple
Landau & Lifchitz 1989) :

u0 =
ρg sin θ

3η
h2

0, (3.41)

où ρ est la densité du liquide et η sa viscosité. La vitesse c0 des ondes cinématiques est, en
utilisant la définition (2.5), c0 = 3u0. Pour un profil de vitesse parabolique, α = 6/5 et on
trouve comme condition d’instabilité :

F >
1

2
. (3.42)

Pour un film de liquide, il est plus fréquent d’utiliser le nombre de Reynolds R défini par
R = ρu0h0/η. Le nombre de Froude et le Reynolds sont reliés par F =

√

tan θ(R/3) et le
Reynolds critique Rc de l’instabilité est :

Rc = cot θ. (3.43)

Cette valeur obtenue à partir des équations moyennées dans l’épaisseur surestime légèrement
le seuil de stabilité exact, déterminé à partir des équations de Navier-Stokes linéarisées :
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Fig. 3.10 – Critère de stabilité en terme de compétition entre les ondes cinématiques et les
ondes de gravité. a) cas stable, la vitesse des ondes cinématiques c0 est comprise entre les
vitesse des onde de gravité remontante c− et descendante c+. b) cas instable.

Rc = (5/6) cot θ (voir chapitre 2).

Pour un écoulement de liquide turbulent le long d’un plan incliné, on ne sait pas résoudre
les équations de Navier-Stokes. Un modèle couramment employé en hydraulique est de
prendre pour la contrainte turbulente au niveau du plan une expression du type :

τ = ρCtu
2
0. (3.44)

où Ct est un coefficient phénoménologique (relation de Chévy). La condition d’équilibre
des écoulements stationnaires uniformes, τ = ρgh sin θ, donne la loi d’écoulement pour la
vitesse moyenne :

u0 =

√

gh0 sin θ

Ct

. (3.45)

On en déduit la vitesse des ondes cinématiques : c0 = (3/2)u0. En prenant un profil de
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vitesse uniforme (α = 1), la condition d’instabilité est donc :

F > 2. (3.46)

On peut remarquer que pour cet écoulement, le nombre de Froude dépend uniquement
de l’angle du plan : F =

√

(tan θ/Ct). Le critère de stabilité est donc indépendant de
l’épaisseur de l’écoulement pour un écoulement turbulent.

3.4.3 Cas des milieux granulaires

Pour un écoulement granulaire, nous avons vu que la vitesse moyenne obéit à une loi
d’échelle du type :

u0√
gh0

= −γ + β
h0

hstop(θ)
, (3.47)

où hstop(θ) est le dépôt qui reste sur le plan après un écoulement stationnaire uniforme.
Pour ce type d’écoulement, la vitesse des ondes cinématiques adimensionnée est c0 =
(5/2)+(γ/F

√
cos θ). On ne connait pas pour le moment le profil de vitesse d’un écoulement

granulaire tridimensionnel. En prenant α = 1, la condition d’instabilité prend une expres-
sion particulièrement simple donnée par :

F >
2

3

(

1 − γ√
cos θ

)

. (3.48)

L’analyse linéaire prédit donc une instabilité pour les écoulements granulaires quand le
nombre de Froude dépasse un nombre de Froude critique Fc. Dans le cas des billes de
verre, on a γ = 0 et le Froude critique est indépendant de l’angle et donné par Fc = 2/3.
Nous allons dans le chapitre suivant comparer ces prédictions aux études expérimentales.

3.5 Limites de l’approche moyennée

Les équations de St Venant permettent donc de déterminer le seuil de stabilité condui-
sant à la formation d’ondes de grande longueur d’onde dans les écoulements sur pente.
Le critère de stabilité s’interprète simplement en terme de compétition entre les ondes
cinématiques et les ondes de gravité dans le système. Cependant, l’approche moyennée
dans l’épaisseur ne permet pas de caractériser entièrement l’instabilité.

Une première limite importante de la théorie est l’absence de mécanisme qui stabilise
les petites longueurs d’onde. En effet, nous avons vu que le taux de croissance tempo-
rel est toujours une fonction monotone du nombre d’onde k (voir la figure 3.8). Lorsque
l’écoulement est instable, il est instable pour tous les nombres d’onde, le taux de crois-
sance maximal étant même atteint pour k → ∞. En réalité, il existe des mécanismes
physiques qui stabilisent les grands nombres d’onde. Dans le cas de l’eau par exemple, un
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des mécanismes stabilisants est la tension de surface. En prenant en compte cette force de
rappel dans les équations moyennées, on montre qu’il existe un nombre d’onde critique kc

au-delà duquel l’écoulement est stable comme le schématise la figure 3.11.
Un autre mécanisme stabilisant provient des gradients de vitesse de l’écoulement dans la di-
rection longitudinale. Pour tenir compte de ces termes dans les équations moyennées, il fau-
drait partir des équations tridimensionnelles et pousser à un ordre supérieur le développement
en fonction du petit paramètre ε = h/λ. Dans le cas d’un film liquide newtonien sur plan in-
cliné, ce développement fait apparâıtre des termes visqueux supplémentaires qui stabilisent
les petites longueurs d’onde, en plus de la tension de surface (Ruyer-Quil & Manneville
2000). Pour un milieu granulaire, il n’y a pas de tension de surface et on ne connâıt pas les
équations constitutives tridimensionnelles, ce qui ne nous donne pas les termes stabilisants
dans les équations moyennées dans l’épaisseur.
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Fig. 3.11 – Allure du taux de croissance en présence de termes stabilisants les petites
longueurs d’onde.

La deuxième limite des équations moyennées dans l’épaisseur vient de la prise en compte
des effets instationnaires. Nous avons déja signalé que l’introduction d’un terme constant α
pour caractériser le profil de vitesse est une approximation, faisant appel à une hypothèse
sur le profil de vitesse. Une autre hypothèse vient de l’introduction dans les équations d’une
loi de friction µ(u,h) qui est établie à partir des écoulements stationnaires uniformes. Il
n’est pas évident que cette loi reste identique quand l’écoulement est fortement instation-
naire. Dans ce cas, la loi de friction pourrait dépendre, en plus de u et de h, des variations
temporelles de u et de h lorsque le temps de diffusion de la quantité de mouvement à tra-
vers la couche n’est pas négligeable devant le temps caratéristique d’évolution du système.
Ces approximations expliquent que le seuil de stabilité calculé à partir des équations
moyennées dans l’épaisseur soit légèrement différent du seuil de stabilité exact déterminé
à partir des équations tridimensionnelles. Ainsi dans le cas de la stabilité d’un film liquide
newtonien, le Reynolds critique prédit par l’approche moyennée est de 20 % supérieur à
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celui déterminé à partir des équations de Navier-Stokes linéarisées. Il est possible de cor-
riger le seuil de stabilité prédit par les équations moyennées en introduisant des variables
supplémentaires liées aux degrés de libertés du profil de vitesse (Ruyer-Quil & Manneville
2000). Cependant, ces méthodes nécessitent la connaissance de la rhéologie tridimension-
nelle de l’écoulement et ne sont donc pas applicables aujourd’hui dans le cas d’écoulements
granulaires.
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Chapitre 4

Résumé de l’étude de stabilité et

problématique

La principale prédiction de l’analyse linéaire des équations de St Venant est que l’in-
stabilité de grandes longueurs d’onde dans les écoulements sur pente est une instabilité à
grand nombre de Froude, son origine physique étant inertielle. Nous avons également vu
comment calculer ce nombre de Froude critique à partir de la loi de vitesse des écoulements
stationnaires uniformes u(h,θ) propre à chaque fluide.

Ces résultats théoriques soulèvent deux problèmes importants par rapport à nos obser-
vations dans les écoulements granulaires :

– Dans le cas des écoulements de sable, les ondes observées apparaissent à faible vitesse
et s’atténuent lorsque la vitesse augmente (voir figure 1.3) pour finalement disparâıtre
aux grands nombres de Froude. Ces observations semblent en contradiction avec
l’instabilité “classique” prédite par les équations moyennées qui est une instabilité à
grand nombre de Froude.

– Pour les écoulements de billes de verre, les équations moyennées prédisent une in-
stabilité lorsque le nombre de Froude est supérieur à 2/3. Cette valeur est située à
l’intérieur du domaine des écoulements stationnaires uniformes exploré expérimentalement
comme le montre la figure 4.1. Pourtant, nous n’avons pas observé d’onde dans ces
écoulements de billes de verre.

La situation est donc assez confuse ! L’instabilité que nous observons dans les écoulements
de sable correspond-elle à un nouveau mécanisme d’instabilité? Dans ce cas, pourquoi ne
voit-on pas l’instabilité “classique” à grands nombres de Froude? De même, pourquoi ne
voit-on jamais d’ondes avec les billes de verre? Afin d’éclaircir la situation, nous avons
choisi d’étudier précisément les caractéristiques de l’instabilité dans notre expérience, en
forçant l’écoulement en amont.
Dans un écoulement ouvert et pour une instabilité convective, les ondes que l’on ob-
serve résultent en effet de l’amplification par l’écoulement des perturbations à l’entrée
de l’expérience. En l’absence de forçage, les ondes naturelles observées sont difficiles à in-
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Fig. 4.1 – Diagramme de phase des écoulements de billes de verre de diamètre d =0.5 mm
tiré de Pouliquen 1999a, sur lequel on a rajouté la courbe de stabilité marginale théorique
qui correspond à un nombre de froude critique Frc = 2/3 (courbe en trait gras).

terpréter car leur amplitude dépend du niveau de bruit dans l’expérience, niveau qui peut
varier en fonction des paramètres de contrôle et des matériaux utilisés. En imposant de
l’extérieur une perturbation bien définie et en suivant son évolution le long de l’écoulement,
on s’affranchit du bruit naturel.
Pour cela, nous avons développé un dispositif de forçage des ondes en amont de l’écoulement.
Notre démarche s’inspire directement des expériences de Liu et al. 1993 sur la stabilité des
films liquides sur plan incliné. L’idée est d’imposer en amont de l’écoulement une per-
turbation de fréquence f donnée que l’on suit le long de l’écoulement. Si la perturbation
crôıt, l’écoulement est instable vis-vis de cette fréquence pour des paramères de contrôle
(h, θ) fixés. En revanche si la perturbation décrôıt, l’écoulement est stable à cette fréquence.

Dans un premier temps, nous avons étudié la stabilité des écoulements de billes de verre.
Dans ce cas la théorie moyennée dans l’épaisseur jointe à la loi de friction phénoménologique
µ(u,h) prédit un seuil de stabilité contrôlé par le nombre de Froude. Nous avons ensuite
réalisé des expériences similaires en utilisant du sable afin de mieux comprendre l’apparition
des ondes aux faibles vitesses.
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Chapitre 5

Dispositif expérimental et méthodes

de mesure

Nous présentons dans ce chapitre le dispositif expérimental que nous avons mis en place
pour faire l’étude précise de l’instabilité en onde de surface. L’ensemble de ce dispositif est
présenté sur la figure 5.1. Le principe de l’expérience est de forcer en amont de l’écoulement
des ondes d’amplitude et de fréquence bien définies afin de suivre leur évolution spatiale le
long du plan incliné. Pour imposer cette perturbation, nous avons mis en place un dispositif
de forçage qui envoie un jet d’air périodique sur la surface de l’écoulement. Les ondes ainsi
produites sont détectées en aval du forçage par transmission de lumière à travers la couche
de grain.

5.1 Forçage des ondes

La première étape consiste à imposer en amont de l’écoulement une perturbation de
la surface libre de la couche de grains. Cette perturbation doit avoir une fréquence bien
déterminée pour nous permettre de distinguer le forçage des fluctuations naturelles pouvant
se développer lors de l’écoulement. De plus, l’amplitude du forçage doit être suffisamment
petite pour étudier le régime linéaire de l’instabilité. Pour cela, nous avons choisi d’appli-
quer sur la surface libre de l’écoulement un mince jet d’air périodique, réparti sur toute
la largeur du plan. Le jet d’air est produit par un ensemble de trois haut-parleurs (Mona-
corp SP-60/8) insérés dans une buse (voir figure 5.1). Le grand rapport de surface entre
la surface totale des haut-parleurs (environ 200 cm2) et la surface de la fente à la sortie
de la buse (1mm×30 cm) permet de produire un jet d’air homogène et bien localisé, avec
une intensité suffisante pour déformer la couche de grains. Les haut-parleurs sont excités
par un générateur basse fréquence (TTI TG550) relié à un amplificateur de puissance. La
buse est positionnée transversalement au plan à une distance d’environ 30 cm de la sortie
du réservoir. Cette technique permet de forcer en amont de l’écoulement des ondes quasi-
bidimensionelles de fréquence et d’amplitude contrôlées par la fréquence f et l’amplitude
AGBF appliquées aux haut-parleurs.
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Fig. 5.1 – Schéma du dispositif expérimental de forçage de l’instabilité. a) Vue d’ensemble
du dispositif. b) Détail de la technique de détection des ondes par transmission de lumière.

Une réponse typique de la surface libre de l’écoulement au forçage sous la buse est
présentée sur la figure 5.2.a, lorsque les haut-parleurs sont excités sinusöıdalement à une
fréquence f = 3 Hz et une amplitude AGBF = 1.5 V (l’épaisseur de l’écoulement est mesurée
par transmission de lumière, comme nous le verrons dans le prochain paragraphe). Nous
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constatons que les variations d’épaisseur δh de la couche de grains suivent bien la fréquence
de forçage des haut-parleurs. En revanche, la réponse de la surface libre est fortement non-
sinusöıdale et traduit la réponse non linéaire de la buse au forçage. En effet, l’écoulement
d’air produit par la buse au voisinage de la couche de grain n’est pas symétrique au cours
d’un cycle. Lorsque la buse souffle sur la surface, le jet d’air est intense et localisé. La
surface libre est alors creusée et les grains sont repoussés sur les cotés. En revanche lorsque
la buse aspire l’air, l’écoulement est étalé et ne pénètre pratiquement pas dans la couche
de grains.
Cette réponse anharmonique de la surface libre au forçage de la buse est particulièrement
visible sur la transformée de Fourier des variations locales d’épaisseur (figure 5.2b). Nous
remarquons que la perturbation générée par la buse est périodique à la fréquence de forçage
f mais qu’elle contient de nombreuses harmoniques, souvent plus fortes que le mode fon-
damental (noter l’échelle linéaire pour représenter l’amplitude des pics de Fourier).
La figure 5.2.a nous donne enfin un ordre de grandeur des déformations de surface induites

0 0.5 1 1.5

0

0.2

0.4

-0.2

-0.4

0 5 10 15 20 25 30
0

50

100

PSfrag replacements

δh
(mm)

a)

b)

t (s)

f (Hz)

f =3 Hz

Fig. 5.2 – Déformations de la surface libre de l’écoulement au niveau de la buse pour un
forçage f = 3 Hz et AGBF = 1.5 V. a) Variations d’épaisseur δh de la couche en fonction
du temps. b) Moyenne de la transformée de Fourier des variations d’épaisseur sur 60 cycles
(unités arbitraires).

par le forçage. Pour une fréquence typique f = 3 Hz et une amplitude AGBF = 1.5 V, les
variations d’épaisseur de la couche de grains au niveau de la buse sont de l’ordre de 0.25
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mm, ce qui correspond à une demi-taille de particule dans le cas des billes de verre 0.5 mm.
Cette amplitude est à comparer à l’épaisseur h de la couche en écoulement et à la longueur
d’onde λ des ondes de surface. Typiquement, h ∼ 10 d et λ ∼ 100 d ; on aura donc toujours
a � h � λ.

5.2 Détection des ondes

La seconde étape consiste à détecter les ondes forcées, c’est-à-dire à mesurer les va-
riations locales d’épaisseur de la couche en écoulement. Nous avons choisi de mesurer
l’amplitude et la forme des ondes forcées le long de l’écoulement en utilisant une tech-
nique d’atténuation de la lumière. Un des intérêts de cette méthode est que l’on accède
à l’épaisseur locale instantanée de la couche de grains avec une grande précision et une
très bonne résolution temporelle. Nous verrons également que l’on peut s’affranchir des
problèmes de calibration si on s’intéresse uniquement aux variations d’épaisseur de la
couche autour de la valeur moyenne.

La réalisation technique de cette mesure par transmission de lumière est décrite sur la
figure 5.1.b. Un faisceau de lumière parallèle est projeté sur la surface libre de l’écoulement
et la lumière transmise par la couche de grain est recueillie par une photodiode, fixée sous
le plan (rappelons à ce propos que le plan est en verre transparent, ce qui nous permet
de “voir” la lumière transmise à travers la couche). Le faisceau de lumière est produit par
un projecteur de diapositive dont l’ampoule est branchée directement sur une alimenta-
tion continue stabilisée 250 V/10 A (EA-PS 3032-10), afin de s’affranchir des fluctuations
du réseau. Pour détecter l’intensité lumineuse qui traverse la couche de grain, nous avons
utilisé des photodiodes linéaires avec une grande surface active (modèle UDT PIN-6DI,
16.4 mm2). Cela nous permet d’améliorer la sensibilité de la détection tout en moyennant
spatialement la lumière transmise (typiquement, la surface de mesure de la photodiode
est d’une dizaine de grains). En effet, une des difficultés de cette mesure est le niveau de
bruit relativement élevé du signal d’intensité, en raison de la nature discrète des particules.
En utilisant une lumière parallèle de grande extension et un détecteur assez large, nous
avons pu réduire sensiblement le bruit du signal d’intensité transmise. Les photodiodes
sont montées sur platines Micro-Controle et positionnées le long d’un rail de translation
sous le plan.

Afin de calibrer notre système de mesure, nous avons tout d’abord déterminé la loi qui
relie l’intensité de la lumière transmise à l’épaisseur h de la couche de grains. L’intensité
de la lumière est détectée en reliant la photodiode à un convertisseur courant-tension et un
amplificateur tandis que l’épaisseur h est mesurée indépendemment grâce à la technique
de la nappe laser. Les résultats sont présentés sur la figure 5.3a pour une couche de billes
de verre et sur la figure 5.3b pour une couche de sable. Dans un premier temps, nous avons
mesuré la loi de transmission de lumière dans le cas d’une couche de grains statique (ronds
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noirs •). Un moyen simple de créer une couche de grains d’épaisseur constante est d’utili-
ser le dépôt qui suit un écoulement stationnaire uniforme (voir chapitre 3). En changeant
l’angle d’inclinaison θ du plan, on varie l’épaisseur du dépôt hstop(θ) sur une large gamme.
Nous constatons tout d’abord que l’intensité de la lumière transmise décrôıt exponentielle-
ment avec l’épaisseur de la couche pour les deux types de matériaux. Les données sont bien
interpolées par une loi de type I = I0 exp(−h/L), la longueur d’atténuation caractéristique
L étant nettement plus grande pour les billes de verre que pour le sable (Lbilles = 7.40 d,
Lsable = 1.82 d). Pour vérifier que cette atténuation exponentielle reste valable lorsque les
grains coulent, nous avons également fait des mesures sur des écoulements stationnaires
uniformes, en variant l’épaisseur h (cercles blancs ◦). Bien que la gamme d’épaisseurs ex-
plorées soit plus restreinte que dans le cas des couches statiques, nous remarquons que la loi
de transmission de la lumière est la même, que les grains soient au repos ou en écoulement
(les données se superposent).
De façon générale, la lumière transmise à travers une couche de particules est une fonction
à la fois de l’épaisseur h et de la fraction volumique ν du milieu. Nos mesures montrent
donc que la fraction volumique reste pratiquement constante dans le régime d’écoulement
dense qui nous intéresse ici.
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épaisseur nulle et l’épaisseur h est adimensionnée par la taille d des grains. (•) : lumière
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Pour les billes de verre, L = 7.40 d. Pour le sable, L = 1.82 d.
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Cette loi d’atténuation exponentielle de la lumière va nous permettre de mesurer les
variations d’épaisseur locale de la couche sans faire de calibration. Pour le montrer, on
part du fait que la tension V délivrée par la photodiode est proportionnelle à l’intensité
I reçue. La relation entre la tension V (t) et l’épaisseur h(t) de la couche en écoulement
s’écrit alors :

V (t) = G I0 exp

(

−h(t)

L

)

, (5.1)

où I0 est l’intensité incidente sur la couche et G est le gain de la photodiode. En prenant
le logarithme de la tension V (t), on obtient :

ln V (t) = ln V0 −
h(t)

L
, (5.2)

où V0 = GI0. Enfin, en retranchant la valeur moyenne dans le temps des deux cotés, on a :

δ lnV (t) = −δh(t)

L
, (5.3)

où δf(t) = f(t) − 〈f(t)〉.
Les variations temporelles du logarithme de la tension délivrée par la photodiode, δ ln V (t),
sont donc directement reliées aux variations temporelles d’épaisseur de la couche en écoulement,
δh(t). Pour un matériau donné (L fixée), δ ln V (t) ne dépend donc pas de la lumière inci-
dente I0 ou du gain G de la photodiode. Nous avons vérifié ce résultat en variant l’intensité
et le gain sur une grande gamme d’amplitude. Par la suite, nous pourrons donc mesurer
l’amplitude des ondes le long du plan avec plusieurs photodiodes, sans nous préoccuper
des variations spatiales de lumière incidente sur le plan, ni des différences éventuelles de
gain entre les photodiodes.

Pour acquérir et traiter les données, la tension V (t) délivrée par la photodiode est
recueillie par une carte d’aquisition analogique/numérique 8 voies (NationalInstrument,
PCI-MIO-16XE-10, 16 bits, 100 kHz) installée sur un PC. La carte est interfacée par le
logiciel LabWindows/CVI et les données enregistrées sont traitées sous Matlab.

5.3 Méthode de mesure

La mesure de l’amplitude et de la phase de l’onde forcée à la fréquence f se fait par
un traitement en deux étapes. Tout d’abord, on calcule le logarithme de la tension V (t)
délivrée par la photodiode pour s’affranchir des problèmes de calibration. D’après (5.3), les
variations de ln V (t) autour de sa valeur moyenne sont en effet directement proportionnelles
aux variations d’épaisseur δh de l’écoulement. Dans un deuxième temps, on effectue la
transformée de Fourier discrète de ce signal, TF(ln V ), afin de mesurer l’amplitude et la
phase de chaque composante de Fourier de l’onde.
De façon générale, on peut exprimer l’onde forcée à la fréquence f en chaque point de



5.3. MÉTHODE DE MESURE 127

1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
-0.03

-0.02

-0.01

0

0.01

0.02

0.030.03

0.02

0.01

0

-0.01

-0.02

-0.03
0 1 2 3 40.5 1.5 2.5 3.5

0 5 10 15 20 25
0

5

10

15

20

25

30

35

40

45

5050

40

30

20

10

0
0 5 10 15 20 25

PSfrag replacements

δh (norm.)

af (norm.)

a)

b)

t (s)

f (Hz)

Fig. 5.4 – a) Variations d’épaisseur locale de la couche en écoulement pour une fréquence
de forçage f =5 Hz, mesurées à une distance de 15 cm de la buse. δh est normalisée par L
(L = 3.7 mm pour les billes de verre). b) Spectre des variations locales d’épaisseur moyenné
sur 120 cycles. La transformée de Fourier des variations d’épaisseur est normalisée par
(2/N)L. Le temps d’échantillonnage est de 1.25 ms et le nombre de points d’acquisition
est N = 16284. (θ = 29◦, h = 5.3 mm).

l’espace par un développement de Fourier de la forme :

δh(t) =
∑

n≥1

anf cos (2πnft − φnf) , (5.4)

où anf et φnf sont respectivement l’amplitude et la phase du nième harmonique de l’onde
forcée. Sachant que δh = −L δ ln V (t), anf est relié à la transformée de Fourier du signal
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acquis par :

anf = K L |TF(ln V )|nf . (5.5)

Le facteur K est un facteur numérique lié à la discrétisation du signal. Sa valeur exacte
est K = (2/N), où N est le nombre total de points d’acquisition du signal. Pour connâıtre
l’amplitude exacte des fluctuations d’épaisseur δh d’un mode donné, il faut donc connâıtre
la longueur d’atténuation L de la lumière à travers la couche de grains et le nombre N
de points d’acquisition du signal. Par la suite, nous nous intéresserons essentiellement à
des rapports d’amplitudes pour déterminer les taux de croissance. Ces préfacteurs n’inter-
viennent donc pas et nous normalisons les fluctuations d’épaisseur δh par L et l’amplitude
du mode de Fourier anf par (2/N)L.
Nous pouvons également facilement accéder par cette méthode à la phase de l’onde forcée
pour le nième mode, φnf . C’est simplement la phase du spectre de ln V (t) à cette fréquence.

La figure 5.4 présente une onde mesurée par cette méthode pour une fréquence de
forçage f de 5 Hz (écoulement de billes de verre). L’onde est détectée en aval du point
de forçage à une distance x =15 cm de la buse. On constate tout d’abord que le signal
temporel qui mesure les fluctuations d’épaisseur locale de l’écoulement est relativement
bruité (5.4a). Ce bruit peut avoir plusieurs origines. Par exemple, lorsque l’écoulement
est instable, il se développe des ondes naturelles de grande longueur d’onde qui se super-
posent aux ondes forcées. De plus, il existe toujours des petites fluctuations dues à la taille
du grain. La transformée de Fourier du signal moyennée sur de nombreux cycles permet
d’extraire de ce signal la partie correspondant uniquement au forçage, comme le montre
la figure 5.4b. Sur cette figure, le spectre associé à l’onde forcée se détache clairement du
spectre naturel des fluctuations d’épaisseur de l’écoulement. Il est constitué d’une série de
pics discrets à la fréquence de forçage et de ses harmoniques. D’après la relation (5.5),
l’amplitude de chacun de ces pics est directement proportionnelle à l’amplitude de chaque
mode de l’onde forcée.

5.4 Difficultés expérimentales

Le dispositif de forçage combiné avec la technique de transmission de lumière nous
permet donc d’imposer une perturbation de fréquence donnée en amont de l’écoulement et
de suivre son évolution le long du plan incliné (amplitude, phase). Cependant, pour étudier
l’instabilité, nous devons faire face à quelques difficultés que nous présentons brièvement
ici. Le premier problème concerne la technique de forçage par la buse. La seconde difficulté,
d’ordre plus pratique, n’est pas moins importante ! Il s’agit d’estimer quelle quantité de
grains est nécessaire pour observer l’instabilité sur une durée d’écoulement raisonnable.
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5.4.1 Forçage à basse fréquence

Une première difficulté de l’expérience est liée à notre technique de forçage. Nous avons
vu que la perturbation imposée par la buse à la surface libre de l’écoulement était anhar-
monique. Cette réponse non linéaire de la buse au forçage des hauts-parleurs est d’autant
plus marquée que la fréquence de forçage est basse, comme le montre la figure 5.5. Cette

16.5 17 17.5 18 18.5 19 19.5
-0.05

-0.04

-0.03

-0.02

-0.01

0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

0.04

0.02

0

-0.02

-0.04

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
0

10

20

30

40

50

60

70

0 4 8 12 16 202 6 10 14 18

70

60

50

40

30

20

10

0 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
0

10

20

30

40

50

60

70

0 4 8 12 16 202 6 10 14 18

70

60

50

40

30

20

10

0

14 14.5 15 15.5 16 16.5 17
-0.04

-0.03

-0.02

-0.01

0

0.01

0.02

0.03

0.04

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

0.04

0.02

0

-0.04

-0.02

PSfrag replacements

δhδh
(norm.)

(norm.)(norm.)

(norm.)

afaf

a) b)

t (s)t (s)

f (Hz)f (Hz)

Fig. 5.5 – Fluctuations d’épaisseur proches du point de forçage (x =3 cm) et spectre de
Fourier associé pour deux fréquences de forçage f =1 (a) et f =8 Hz (b). Le spectre est
moyenné sur 120 cycles. (billes de verre, θ = 29◦, h = 5.3 mm).

figure présente la réponse de la surface libre au forçage de la buse pour deux fréquences
différentes, f =1 Hz et f =8 Hz, ainsi que le spectre de Fourier correspondant. Dans le
cas du forçage à la fréquence f =1 Hz, le signal temporel est fortement non-sinusoidal et
le spectre contient de nombreux harmoniques. Nous constatons également que l’amplitude
du mode fondamental à la fréquence de forçage est petite devant l’amplitude des premières
harmoniques. Ce signal diffère fortement de celui pour une fréquence de forçage de 8 Hz
(figure 5.5b). Dans ce cas, les déformations de surface induites par la buse sont beaucoup
plus sinusöıdales et la majeure partie de l’énergie du forçage est injectée dans le mode
fondamental.
Cette différence entre le forçage à basse et haute fréquence est caractéristique de la réponse
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non linéaire de la buse aux oscillations des haut-parleurs. On remarque sur la figure 5.5.a
que le temps caractéristique t0 de réponse de la buse est de l’ordre de 0.2 s, ce qui correspond
à une fréquence f0 d’environ 5 Hz. Tant que la fréquence f imposée par les haut-parleurs
est petite devant cette fréquence caractéristique de la buse, on observe pratiquement la
réponse impulsionnelle de la buse qui se répète périodiquement à la fréquence de forcage.
Les déformations de surface sont alors fortement non-sinusöıdales et l’énergie injectée dans
le mode fondamental est très faible.

Il est donc difficile avec notre technique de forçage d’injecter dans l’écoulement des
modes de basse fréquence d’amplitude raisonnable, à moins de “souffler” assez violemment
sur la surface ! Sur la figure 5.5, on remarque que l’amplitude δa de l’onde forcée à 1 Hz est
deux fois plus grande que celle de l’onde à 8 Hz. Pourtant, quand on s’intéresse à l’ampli-
tude du mode fondamental, les rapports sont complètement inversés : l’amplitude du mode
fondamental est presque trois fois plus faible pour f =1 Hz que pour f =8 Hz. Pour injecter
dans le système un mode de basse fréquence qui sorte du bruit, il est donc nécessaire de
déformer assez fortement la surface libre de l’écoulement. Le risque est alors de générer des
harmoniques de trop grande amplitude qui peuvent interagir non-linéairement. Suivant les
gammes de paramètres, il n’est pas toujours facile de concilier ces deux impératifs.

Nous verrons par la suite que les harmoniques de fréquence élevée sont amortis rapi-
dement au cours de l’écoulement, ce qui “adoucit” le forçage de la buse. Pendant ce cours
transitoire, les effets non linéaires peuvent être non négligeables. Pour étudier le régime
linéaire de l’instabilité, nous effectuerons donc systématiquement les mesures au-delà de
20 cm de la buse.

5.4.2 Précision des mesures et quantité de grains nécessaire

La seconde difficulté de l’expérience concerne la reproductibilité de la mesure de l’am-
plitude des ondes. En effet, la précision de notre mesure est en grande partie conditionnée
par le nombre de cycles sur lequel on calcule la transformée de Fourier du signal. Pour
avoir une bonne précision, il faut donc que l’écoulement dure suffisamment longtemps,
c’est-à-dire qu’il y ait assez de grains disponibles dans le réservoir.
Il est assez facile d’estimer le débit volumique de grains, par unité de largeur, nécessaire
pour étudier l’instabilité qui nous intéresse. En effet, un ordre de grandeur du nombre
de Froude F qu’il faut atteindre pour observer les ondes est Fc ∼1. Le débit volumique
Q par unité de largeur étant donné par Q = uh =

√
g cos θFh3/2, le débit critique est

Qc ∼
√

g h3/2. Pour un écoulement granulaire constitué de billes de verre, nous avons vu que
la vitesse est reliée à l’épaisseur et à l’angle par une relation du type u/

√
gh = βh/hstop(θ)

avec β = 0.136 (voir chapitre 3). Un ordre de grandeur du débit critique est donc donné
par :

Qc ∼ 20
√

ghstop(θ)
3/2. (5.6)
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Nous remarquons que plus l’épaisseur de dépôt hstop est grande, plus le débit qu’il faut at-
teindre pour observer l’instabilité est important. Appliquons ce résultat à un angle typique
de 25◦ (hstop ∼0.2 cm), une largeur de plan l =70 cm et une durée d’écoulement de une
minute (ce qui revient à moyenner le signal sur 60 cycles à une fréquence de forçage de 1
Hz). On trouve que le volume de grains nécessaire est de l’ordre de 1.5 105 cm3, soit 150
litres !

Pour moyenner suffisamment les mesures, nous avons donc opté pour une solution de
compromis (l’idée de la construction d’un “tapis roulant” pour remonter en continu les
billes a vite été écartée pour des raisons de coût et d’encombrement de l’expérience. . . ).
Tout d’abord, nous disposons d’une quantité importante de billes de verre (environ 40
litres) que l’on remonte avec un seau dans le réservoir. Il faut cependant souligner qu’il
est de plus en plus difficile de trouver en grande quantité des billes de verre de qualité,
les normes européennes ayant changé au cours de la thèse ! Nous avons également divisé la
largeur du plan par deux, soit l =35 cm (pour des largeurs plus petites, les effets de bord
deviennent trop gênants). Enfin, on réalise pour chaque mesure cinq expériences identiques,
la durée typique d’un écoulement étant de 20 secondes.
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Chapitre 6

Résultats pour les billes de verre

Nous présentons dans ce chapitre les résultats de notre étude de l’instabilité par forçage
des ondes dans le cas des écoulements de billes de verre. Sans forçage, aucune onde n’était
observée. Nous montrons ici grâce au forçage que l’instabilité existe mais que les taux de
croissance sont très faibles. Notre plan incliné était donc trop court pour que l’on puisse
voir se développer les ondes naturellement.
Nous montrons dans un premier temps qu’il existe un régime d’instabilité linéaire de ces
écoulements. Nous étudions ensuite la relation de dispersion des ondes forcées, c’est-dire les
taux de croissance et la vitesse de phase de ces ondes. Enfin, nous présentons le diagramme
de stabilité expérimental et nous comparons ces résultats avec l’analyse de stabilité linéaire
faite dans le cadre des équations moyennées dans l’épaisseur.

6.1 Evolution spatiale d’une onde forcée : régime linéaire

La première étape avant d’étudier plus en détail l’instabilité est de s’assurer de l’exis-
tence d’un régime linéaire. Pour cela, nous avons étudié l’évolution le long du plan d’une
perturbation périodique imposée en amont de l’écoulement. La figure 6.1 montre l’évolution
typique d’une onde forcée au-dessus du seuil de stabilité (θ = 29◦, h = 5.3 mm). L’onde
est mesurée à deux positions successives en aval de l’écoulement (x = 6 cm et x = 96 cm
de la buse) et la fréquence de forçage est f =2 Hz.
La première observation est que la fréquence de l’onde qui se propage le long de l’écoulement
“suit” exactement la fréquence de forçage. On remarque que le spectre des variations lo-
cales d’épaisseur est la superposition du spectre de l’onde forcée, constitué de pics discrets
à la fréquence de forçage et de ses harmoniques, et du spectre continu des fluctuations
naturelles de l’écoulement. Ce résultat est important car il signifie que l’instabilité est
convective, c’est-à-dire qu’une perturbation imposée en un endroit fixe de l’écoulement est
entrainée par l’écoulement moyen.
Nous remarquons également que l’onde forcée évolue fortement le long du plan. Cela est
particulièrement clair sur la transformée de Fourier du signal (on a pris ici le logarithme
de la transformée de Fourier pour mieux distinguer le spectre naturel lié au bruit). On re-
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marque que les modes de haute fréquence (f > 6 Hz) sont amortis au cours de l’écoulement
tandis que les modes de basse fréquence (f ≤ 6 Hz) sont amplifiés. Cette amplification des
fluctuations d’épaisseur de basse fréquence est également visible sur le spectre continu na-
turel de l’écoulement.
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Fig. 6.1 – Evolution typique d’une onde forcée au-dessus du seuil de stabilité. L’onde est
mesurée à deux positions différentes, x = 6 cm et x = 96 cm du point de forçage. (f = 2
Hz, θ = 29◦, h = 5.3 mm). a) et c) Fluctuations d’épaisseur locales adimensionnée par L.
b) et d) Spectre de puissance moyenné sur 40 cycles en coordonnées logarithmiques.

Ces résultats sont obtenus pour une seule fréquence de forçage et deux positions le long
de l’écoulement. Il est donc difficile à partir de ces seules observations de conclure à une
instabilité de l’écoulement. En particulier, l’amplification des modes de basse fréquence
pourrait provenir d’effets non linéaires par interaction avec d’autres modes. Nous avons
donc systématiquement mesuré pour différentes fréquences de forçage l’évolution de l’am-
plitude du mode fondamental af en fonction de la distance x au point de forçage. Les
résultats sont donnés sur la figure 6.2 pour cinq fréquences de forçage : f =2 Hz, f =5
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Hz, f =7 Hz et f =12 Hz. Nous constatons tout d’abord que l’évolution spatiale du mode
fondamental dépend fortement de la fréquence de forçage. Pour une fréquence de 2 Hz et
de 5 Hz, l’amplitude du mode fondamental crôıt au cours de l’écoulement, tandis que pour
une fréquence de forçage de 12 Hz le mode est rapidement amorti. Enfin, on remarque que
pour une fréquence de forçage de 7 Hz l’amplitude du mode fondamental reste constante
au cours de l’écoulement. Pour les paramètres de contrôle que l’on s’est fixé, on retrouve
donc le résultat obtenu précédemment, à savoir que les basses fréquences sont amplifiées au
cours de l’écoulement tandis que les hautes fréquences sont amorties. Il existe également
une fréquence qui correspond à un mode neutre, c’est-à-dire une fréquence pour laquelle le
mode n’est ni amplifié ni amorti le long du plan.
Le second résultat important est que pour une fréquence de forçage fixée, l’amplitude du
mode fondamental varie exponentiellement le long de l’écoulement : af(x) = af (0) expσx,
où σ est le taux de croissance spatiale. De plus, ce taux de croissance ne dépend pas de
l’amplitude de forçage, dans la gamme d’amplitudes typiques que nous employons.
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Fig. 6.2 – Evolution le long du plan d’une onde forcée, pour différentes fréquences de
forçage. La distance x est mesurée le long du plan à partir du point de forçage et l’am-
plitude de l’onde est normalisée par son amplitude en x =0. Les courbes continues cor-
respondent à une interpolation exponentielle de la forme exp(σx) avec σ(2Hz) =0.0194
cm−1, σ(5Hz) =0.0110 cm−1, σ(7Hz) =0.0001 cm−1 et σ(12Hz) =-0.0389 cm−1. Les
barres d’erreur indiquent la dispersion des mesures. (θ = 29◦, h = 5.3 mm).
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Ces résultats montrent qu’il existe un régime d’instabilité linéaire de l’écoulement. Un
autre moyen de vérifier que l’on travaille dans un régime linéaire est de comparer le taux de
croissance σ déduit de l’évolution spatiale du mode fondamental à celui déduit de l’évolution
spatiale des modes harmoniques. En effet, la perturbation imposée par notre forçage en
amont de l’écoulement étant non-sinusöıdale, nous injectons dans l’écoulement non seule-
ment le mode fondamental à la fréquence de forçage f , mais également des modes harmo-
niques de fréquence fn = nf . On peut donc déterminer le taux de croissance σ(f) d’un
mode à la fréquence f de plusieurs façons. Soit on impose une perturbation de fréquence
f et on suit l’évolution spatiale du mode fondamental. Soit on force une onde de fréquence
f ′ = f/n et on suit l’évolution spatiale du nième harmonique de cette onde.
Nous avons systématiquement mesuré le taux de croissance en fonction de la fréquence
selon ces deux méthodes. Pour mesurer le taux de croissance d’un mode de fréquence f ,
nous plaçons deux photodiodes à une position x1 et x2 du point de forçage et nous mesu-
rons l’amplitude af en chaque point. L’évolution spatiale d’un mode étant exponentielle,
le taux de croissance est simplement donné par :

σ =
1

∆x
ln

a(x2)

a(x1)
, (6.1)

où ∆x = x2 − x1.
Les résultats obtenus sont rassemblés sur la figure 6.3. Sur ce graphe, les taux de crois-
sance mesurés directement à partir du mode fondamental sont donnés par les ronds noirs
(•). Les autres points correspondent aux taux de croissance mesurés à partir des modes
harmoniques pour des fréquences de forçage indiquées sur le graphe. Nous remarquons que
l’allure de la courbe donnant le taux de croissance en fonction de la fréquence dépend peu
de la méthode choisie, aux incertitudes de mesure près. En particulier, le mode le plus
amplifié (f = 2 − 3 Hz) et le mode neutre (f ∼ 7 Hz) sont les mêmes. Grâce à notre
forçage fortement non-sinusöıdal, on peut donc espérer obtenir d’un seul coup la relation
de dispersion de notre système, en forçant uniquement à une seule fréquence !
Il existe cependant de légères différences entre les taux de croissance mesurés à partir
du mode fondamental de l’onde forcée et à partir des modes harmoniques. En parti-
culier, nous avons remarqué que pour les modes instables, les taux d’amplification sont
systématiquement plus petit en mesurant le mode fondamental. Pour déterminer précisément
les taux de croissance, nous utiliserons donc toujours le mode fondamental.

Cette étude de l’évolution spatiale d’une onde le long du plan montre donc qu’il existe
un régime d’instabilité linéaire. Les différents modes injectés dans le système par notre
forçage non-sinusöıdal interagissent très peu les uns avec les autres, du moins dans la zone
où nous effectuons les mesures. L’existence d’un régime linéaire pour l’instabilité va nous
permettre d’étudier avec précision la relation de dispersion des ondes de surface et le seuil
de stabilité de l’écoulement.
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Fig. 6.3 – Taux de croissance spatiale σ en fonction de la fréquence de forçage f . Le taux
de croissance est mesuré à partir du mode fondamental de l’onde forcée (•) ou à partir
de ces modes harmoniques (dans ce cas, les fréquences de forçage sont indiquées sur le
graphe). (θ = 29◦, h = 5.3 mm).

6.2 Relation de dispersion

Dans cette partie, nous présentons la relation de dispersion typique de l’instabilité en
onde de surface, c’est-à-dire le taux de croissance spatiale et la vitesse de phase des ondes
en fonction de la fréquence de forçage, pour une valeur des paramètres de contrôle θ et h
fixée.

6.2.1 Taux de croissance spatiale

La figure 6.4a est une mesure typique du taux de croissance spatiale σ en fonction de
la fréquence f quand l’écoulement est instable (θ = 29◦, h =5.3 mm). Tout d’abord, on re-
marque qu’il existe toute une bande de fréquences instables pour des fréquences inférieures
à une certaine fréquence fc qui est ici de l’ordre de 7 Hz. Une onde sinusöıdale de fréquence
inférieure à cette fréquence fc est donc amplifiée au cours de l’écoulement. L’existence
de modes amplifiés prouve que l’écoulement est instable pour les paramètres de contrôle
θ = 29◦ et h =5.3 mm considérés.
Le taux d’amplification d’un mode le long de l’écoulement dépend fortement de sa fréquence.
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Sur l’exemple de la figure 6.4a, le mode le plus instable a lieu pour une fréquence de l’ordre
de 2 − 3 Hz, le taux de croissance spatiale étant alors de l’ordre de 10−2 cm−1. Pour des
fréquences plus faibles, σ semble diminuer tout en restant positif quand f → 0. Il est ce-
pendant difficile expérimentalement de mesurer le taux de croissance pour des fréquences
inférieures à 1 Hz. Nous avons déja signalé au chapitre 5 que notre technique de forçage
était peu efficace pour ces basses fréquences, la perturbation imposée par la buse étant
alors fortement non-sinusöıdale. Par la suite, les fréquences que nous étudierons serons
toujours supérieures ou égales à 1 Hz.
L’autre résultat important est qu’au-delà d’une certaine fréquence, les modes sont tous
amortis le long de l’écoulement, et ce d’autant plus que la fréquence est élevée. Il existe
donc une fréquence dite de coupure fc, qui sépare les fréquences instables des fréquences
stables. Un mode à la fréquence de coupure se propage sans évoluer le long de l’écoulement
comme le montre la figure 6.2.
Nous allons voir que l’existence d’une fréquence de coupure bien définie dans le système va
nous permettre de déterminer avec précision le seuil de stabilité. Un moyen rapide d’esti-
mer la fréquence de coupure du système est d’imposer une perturbation de basse fréquence
(1 Hz par exemple) et de suivre l’évolution des modes harmoniques. On obtient alors un
encadrement grossier de fc, à 1 ou 2 Hz près. Pour déterminer ensuite plus précisément fc,
on varie la fréquence de forçage autour de cette fréquence de coupure en mesurant simul-
tanément les taux de croissance. Il faut cependant noter que l’incertitude sur la mesure
des taux de croissance limite la précision de notre mesure de fc.

6.2.2 Vitesse de phase

Notre technique de mesure permet également d’accéder à la vitesse de phase vφ des
ondes forcées en fonction de la fréquence f ou, ce qui revient au même, à la longueur d’onde
λ donnée par λ = vφ/f . Pour cela, nous mesurons la phase de la transformée de Fourier
des variations locales d’épaisseur à deux positions successives le long de l’écoulement. En
effet, un mode sinusöıdal de fréquence f peut s’écrire en chaque point x de l’espace :

δhf = af (x) cos[2πft − φf(x)]. (6.2)

Pour une onde plane qui évolue exponentiellement le long de l’écoulement, on a

af (x) = af (0)eσx et φf (x) = kx, (6.3)

où k est le nombre d’onde défini par k = 2π/λ. En mesurant la phase de la transformée
de Fourier du signal, φf(x), en deux points x1 et x2 le long du plan, on détermine donc le
nombre d’onde k et la vitesse de phase vφ par :

k =
φf (x2) − φf(x1)

∆x
et vφ =

2πf

k
, (6.4)

où ∆x = x2 − x1.
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Fig. 6.4 – Relation de dispersion expérimentale. a) Taux de croissance spatiale en fonction
de la fréquence de forçage. b) Vitesse de phase en fonction de la fréquence de forçage. Le
graphe en insert donne la relation entre la pulsation ω et le nombre d’onde k. (θ = 29◦,
h = 5.3 mm).

Il est à noter que la mesure de la vitesse de phase est beaucoup plus précise que celle
des taux de croissance, l’amplitude de l’onde étant beaucoup plus sensible au bruit de
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l’écoulement que sa phase.

La vitesse de phase ainsi déterminée est donnée sur la figure 6.4b pour les mêmes
conditions expérimentales que précédemment (θ = 29◦, h = 5.3 mm). On remarque que
la vitesse de phase est pratiquement constante dans la gamme de fréquences que nous
avons explorée. Pour les paramètres de contrôle considérés, sa valeur est de l’ordre de 45
cm/s, soit un peu plus du double de la vitesse moyenne de l’écoulement (u =21 cm/s).
Ce caractère non dispersif des ondes est parfaitement visible sur le graphe qui donne la
pulsation ω en fonction du nombre d’onde réel k (6.4b.insert) : la relation entre la pulsation
et le nombre d’onde est linéaire, la pente donnant la vitesse de phase.
Nous avons également fait des mesures de vitesses de phase pour d’autres valeurs des
paramètres de contrôle (θ, h). La vitesse de phase est toujours pratiquement indépendante
de la fréquence. Par contre, la valeur de la vitesse de phase dépend des paramètres (θ, h)
comme nous le verrons lors de la comparaison avec la théorie.

6.3 Seuil de stabilité

6.3.1 Une instabilité à nombre d’onde nul

Jusqu’à présent, nous avons étudié les caractéristiques de l’instabilité (taux de crois-
sance, vitesse de phase) pour un angle d’inclinaison du plan θ et une épaisseur de l’écoulement
h fixes. Pour θ = 29◦ et h = 5.3 mm, nous avons ainsi montré que l’écoulement est instable
car il existe des modes amplifiés le long de l’écoulement. Que se passe-t-il maintenant quand
on modifie un des deux paramètres de contrôle?
La figure 6.5 donne l’évolution typique des taux de croissance quand on diminue l’épaisseur
tout en maintenant l’angle du plan fixe (θ = 29◦). Nous constatons que l’écoulement est
moins instable quand l’épaisseur diminue. Tout d’abord la fréquence de coupure diminue
quand l’épaisseur diminue, ce qui veut dire que la bande de fréquences instables dans le
système rétrécit. De plus, la valeur du taux de croissance maximal diminue également
quand l’épaisseur décrôıt.
Nous avons mesuré systématiquement la fréquence de coupure en fonction de l’épaisseur
de l’écoulement (voir figure 6.6a). La relation fc(h) ainsi obtenue constitue la courbe mar-
ginale de l’instabilité dans l’espace (h, f), pour un angle θ fixé. Cette courbe délimite la
zone où les ondes sont stables (faibles épaisseurs, hautes fréquences) de la zone où les ondes
sont instables (grandes épaisseurs, basses fréquences). On remarque que la fréquence de
coupure fc décrôıt avec l’épaisseur et tend vers zéro quand l’épaisseur se rapproche d’une
épaisseur critique hc. Pour des épaisseurs inférieures à hc, les ondes sont stables quelle que
soit leur fréquence. L’écoulement est donc stable pour h < hc, hc étant le seuil de stabilité
de l’écoulement pour l’angle que l’on a fixé.

Cette situation où la fréquence de coupure du système tend vers zéro quand on s’ap-
proche du seuil de stabilité est caractéristique d’une instabilité “à fréquence nulle” ou
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à nombre d’onde k nul. Expérimentalement, il est dans ce cas difficile de mesurer avec
précision le seuil de stabilité car on ne peut pas forcer l’écoulement à des fréquences ar-
bitrairement basses. Pour déterminer le seuil de stabilité hc, nous devons donc extrapoler
la relation fc(h) de la figure 6.6a lorsque la fréquence de coupure tend vers zéro. Cette
méthode a été par exemple utilisée par Liu et al. 1993 pour mesurer le nombre de Rey-
nolds critique Rc d’un écoulement de film liquide sur plan incliné. Pour ce système, une
analyse de stabilité linéaire des équations de Navier-Stokes montre que la fréquence de
coupure varie comme la racine carrée de l’écart au seuil au voisinage du point critique, ce
qui permet d’interpoler la relation fc(Re). Dans le cas d’un écoulement granulaire, nous
avons déjà signalé que les équations moyennées dans l’épaisseur ne donnent pas de ren-
seignement sur les mécanismes stabilisants. La théorie ne prédit donc pas de fréquence de
coupure et nous ne connaissons pas le comportement de fc près du seuil. Nous avons donc
essayé différentes fonctions pour interpoler nos données fc(h). Sur la figure 6.6a, la courbe
en trait continu (resp. en trait pointillé) est une interpolation des données expérimentales
du type h = hc1 + afc + bfc

2 (resp. du type h = hc2 + bfc
2). Compte tenu des incerti-

tudes sur la mesure de la fréquence de coupure, il est difficile de trancher entre ces deux
expressions. Par la suite, la valeur que nous donnerons pour le seuil de stabilité hc sera la
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valeur moyenne des valeurs hc1 et hc2 déduites de ces deux “fits”. On obtient ainsi pour
l’épaisseur critique hc(29◦) = 2.6±0.3 mm à un angle θ = 29◦.
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Nous avons vu dans le chapitre consacré à l’analyse linéaire de l’instabilité que la théorie
prédit une instabilité contrôlée par le nombre de Froude F , défini par F = u/

√
gh cos θ.

Il est donc intéressant d’utiliser ce nombre de Froude à la place de l’épaisseur comme
paramètre de contrôle, c’est-à-dire de passer du couple de paramètres de contrôle (θ, h)
au couple (θ, F ). Pour mesurer le nombre de Froude, nous avons mesuré pour chacune des
expériences la vitesse moyenne de l’écoulement u en plus de l’épaisseur h.
Quand on diminue l’épaisseur à angle fixé, on diminue également le nombre de Froude.
L’épaisseur critique hc correspond donc à un nombre de Froude critique Fc pour l’instabilité.
Pour déterminer Fc, on utilise la procédure décrite auparavant en interpolant la relation
fc(F ) vers zéro comme le montre la figure 6.6b. Pour θ = 29◦, on trouve un nombre de
Froude critique Fc(29◦) = 0.54 ± 0.02. Lorsque le nombre de Froude est inférieur à Fc,
l’écoulement est stable.

6.3.2 Diagramme de stabilité

Une fois déterminé le seuil de stabilité pour un angle donné, nous pouvons changer
l’angle et répéter toute la procédure expérimentale que nous avons décrite. L’ensemble de
ces mesures est rassemblé sur la figure 6.7 qui donne la fréquence de coupure des ondes fc
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en fonction de l’épaisseur h de l’écoulement (a) et du nombre de Froude F (b), pour des
angles allant de 29◦ jusqu’à 24◦.
Nous retrouvons pour différents angles les résultats que nous avons obtenus avec un seul
angle : pour un angle fixé, la fréquence de coupure décrôıt quand l’épaisseur diminue. Nous
constatons également que pour une épaisseur donnée, la fréquence de coupure diminue
lorsque l’angle diminue. Cela veut dire que plus l’angle d’inclinaison du plan est faible,
plus il faut augmenter l’épaisseur de l’écoulement pour observer l’instabilité.
Le point important est que toutes ces données se rassemblent quand on utilise le nombre
de Froude F comme paramètre de contrôle au lieu de l’épaisseur h. Ce résultat montre que
l’instabilité, au voisinage du seuil, est pilotée par le nombre de Froude.

Nous n’avons pas déterminé le seuil de stabilité pour des angles inférieurs à 24◦ ou
supérieurs à 29◦. Pour des angles supérieures à 29◦, il semble que nous quittions la région
des écoulements stationnaires uniformes. Dans ce cas l’écoulement accélère le long de la
pente et on observe encore l’instabilité en onde de surface. Cependant l’écoulement n’est
plus décrit par le régime des écoulements denses.
Le problème auquel on est confronté pour des angles inférieures à 24◦ est d’une toute autre
nature. En effet, à mesure que l’on diminue l’angle, l’épaisseur qu’il faut atteindre pour ob-
server l’instabilité est de plus en plus grande. Cela entraine deux difficultés expérimentales.
Tout d’abord, le débit volumique nécessaire pour observer l’instabilité augmente fortement
(voir chapitre 5). La quantité de billes dont nous disposons étant limitée, la durée sur
laquelle le signal est moyenné est de plus en plus réduite à mesure que l’on diminue l’angle
du plan. Ainsi, la durée moyenne d’un écoulement au seuil de stabilité est à peine de dix se-
condes à 24◦ contre plus de deux minutes à 29◦, compte tenu du volume de billes disponible
dans le réservoir. L’autre difficulté qui apparâıt aux faibles angles est liée à la longueur
d’établissement du régime stationnaire uniforme à la sortie du réservoir : plus l’épaisseur
de l’écoulement est grande, plus cette “longueur d’entrée” du système est importante. Pour
des faibles angles, les épaisseurs qu’il faut atteindre pour observer l’instabilité sont grandes
et nous ne sommes pas certains de forcer les ondes dans une zone d’écoulement pleinement
développée. Ces difficultés expérimentales expliquent la grande incertitude de la mesure
faite à θ = 24◦, ainsi que le peu de données à cet angle. Il faut d’ailleurs interpréter avec
précaution le seuil de stabilité mesuré dans ce cas.

A partir de ces mesures, nous pouvons déterminer l’épaisseur critique hc(θ) et le nombre
de Froude critique Fc(θ) en fonction de l’angle d’inclinaison du plan. On obtient alors les
diagrammes de stabilité de l’écoulement dans l’espace des phases (θ, h) et (θ, F ). Ceux-
ci sont présentés sur la figure 6.8. On remarque que l’instabilité apparâıt aux grandes
épaisseurs et aux grands angles. Lorsque l’angle du plan est fixé, il faut atteindre une
certaine épaisseur critique pour observer l’instabilité. De même à épaisseur donnée, l’in-
stabilité apparâıt au-delà d’un angle critique.
Le paramètre de contrôle de l’instabilité est le nombre de Froude comme le montre la figure
6.8b. Alors que l’épaisseur critique hc varie fortement avec l’angle d’inclinaison du plan, le
nombre de Froude critique Fc ne dépend pratiquement pas de l’angle d’inclinaison. Pour
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les écoulements granulaires de billes de verre, on trouve Fc = 0.55 ± 0.05 .
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Fig. 6.8 – a) Diagramme de stabilité dans l’espace des phases (θ, h) (a) et (θ, F ) (b).
Les points noirs (•) correspondent au seuil de stabilité déterminé expérimentalement. La
courbe en pointillés est la courbe de stabilité marginale théorique. La courbe en continue
est une interpolation de l’épaisseur de dépôt hstop(θ) (◦) de la forme hstop(θ) = L((tan δ2 −
tan δ1)/(tan θ − tan δ1) − 1) avec L = 0.824mm, δ1 = 20.90◦ et δ2 = 32.76◦.
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6.4 Comparaison avec la théorie

L’étude expérimentale précise de l’instabilité en onde plane dans le cas des écoulements
de billes de verre nous a donc apporté plusieurs résultats importants :

– Contrairement à ce que suggéraient nos observations préliminaires des écoulements
non forcés, l’instabilité en onde longue existe. Elle est contrôlée par le nombre de
Froude et apparâıt au-dessus d’un nombre de Froude critique Fc donné par Fc =
0.55 ± 0.05.

– L’instabilité en onde de surface est une instabilité à nombre d’onde nul. Au dessus
du seuil de stabilité, il existe une fréquence de coupure qui sépare les modes instables
des modes stables.

– Dans la gamme de fréquence explorée, la vitesse de propagation des ondes ne dépend
pas de la fréquence, i.e. le milieu n’est pas dispersif vis-à-vis des ondes de surface.

Dans cette partie, nous comparons ces résultats expérimentaux avec les prédictions de
l’analyse de stabilité linéaire menée dans le cadre des équations moyennées dans l’épaisseur
(chapitre 3). Nous avons vu que cette analyse permet de déterminer le seuil de stabilité
et la relation de dispersion de l’écoulement en fonction de la loi de friction µ(u,h) ou, de
façon équivalente, de la loi u(h,θ) des écoulements stationnaires uniformes.
Plus précisément, la loi d’écoulement intervient dans la théorie par l’intermédiaire des
dérivées de u(h,θ) : a = u

cos2 θ
( ∂θ

∂u
)0 et b/a = − 1

u
(∂u

∂h
)0. Pour un écoulement granulaire

constitué de billes de verre monodisperses, la vitesse moyenne u des écoulements station-
naires uniformes est reliée à l’épaisseur h de l’écoulement et à l’angle d’inclinaison θ du
plan par la loi d’échelle suivante (voir chapitre 3) :

u = β
√

g
h3/2

hstop(θ)
. (6.5)

où β = 0.136 et hstop(θ) est l’épaisseur des dépôts. En connaissant l’expression de hstop(θ)
en fonction de l’angle, on peut donc déterminer les paramètres a et b de l’analyse linéaire :

a =
hstop

′(θ)

cos2 θ hstop(θ)
2 , (6.6)

b

a
= −3

2
. (6.7)

La seule grandeur inconnue qui reste dans la théorie est alors le paramètre α, qui est relié
au profil de vitesse dans la couche en écoulement. Pour un écoulement granulaire sur plan
incliné, on ne connait pas la forme du profil de vitesse mais nous avons vu que α est proche
de 1 pour plusieurs profils usuels. Par la suite, nous prendrons α = 1. Nous reviendrons
sur ce choix à la fin de ce paragraphe.
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6.4.1 Seuil de stabilité

Nous comparons tout d’abord les seuils de stabilité expérimental et théorique. Selon la
théorie, l’écoulement est instable quand :

c0 > c+, (6.8)

où c0 = 1 − b
a

= 1 + 1
u

(

∂u
∂h

)

h est la vitesse des ondes cinématiques adimensionnée par
la vitesse moyenne u de l’écoulement et c+ = 1 + 1

F
est la vitesse des ondes de gravité,

elle aussi adimensionnée. En utilisant (6.7), on trouve donc que l’écoulement est instable
quand :

F ≥ 2

3
, (6.9)

soit h ≥ 2

3

√
cos θ

β
hstop(θ). (6.10)

Le seuil de stabilité théorique ainsi calculé est donné sur la figure 6.8 par la courbe
en pointillés, en parallèle avec le seuil de stabilité déterminé expérimentalement. Pour cal-
culer l’épaisseur critique hc(θ) donnée par (6.10), nous avons interpolé les mesures des
dépôts hstop(θ) (courbe en trait continu-voir légende). Nous constatons que l’accord entre
la théorie et les mesures expérimentales est relativement bon. En particulier, la variation
de l’épaisseur critique avec l’angle d’inclinaison du plan et l’ordre de grandeur du nombre
de Froude critique sont les mêmes dans l’expérience et la théorie. Cependant, la théorie
prédit un nombre de Froude critique Fc = 2/3, supérieur d’environ 15 − 20% au seuil de
stabilité expérimental (qui est compris entre 0.62 et 0.52).

6.4.2 Relation de dispersion

La théorie donne également la relation de dispersion des ondes c’est-à-dire le taux de
croissance et la vitesse de phase en fonction de la fréquence. La figure 6.9 montre ainsi la
relation de dispersion théorique typique de l’instabilité calculée pour un angle θ = 29◦ et
un nombre de Froude F =1.02 ainsi que les mesures expérimentales dans les mêmes condi-
tions. Afin de comparer plus facilement la théorie et l’expérience, le taux de croissance σ, la
vitesse de phase vφ et la pulsation de forçage ω sont adimensionnés par l’épaisseur h = 5.3
mm et la vitesse moyenne u =21.7 cm/s de l’écoulement.
La différence la plus évidente entre la théorie et l’expérience concerne la dépendance du taux
de croissance spatiale en fonction de la fréquence (figure 6.9a). En effet, l’analyse linéaire
prédit un taux de croissance qui part de zero quand ω = 0 et qui crôıt ensuite de façon
monotone vers une valeur finie pour ω → ∞. Au contraire, l’expérience montre qu’il existe
une fréquence de coupure bien définie au-delà de laquelle les ondes sont amorties. Cette
différence n’est pas très surprenante. Nous avons déjà signalé que les équations moyennées
dans l’épaisseur telles que nous les avons écrites ne contiennent pas de mécanisme qui sta-
bilise les petites longueurs d’onde. Pour prédire une fréquence de coupure dans la théorie,
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il faudrait par exemple tenir compte de la dissipation liée aux variations de vitesse longi-
tudinale au sein de l’écoulement.
On remarque également que le taux de croissance maximal prédit par la théorie est plus
faible que le taux de croissance maximal mesuré dans l’expérience. Ce résultat est général.
La théorie semble systématiquement “sous-estimer” l’instabilité par rapport à l’expérience,
comme nous l’avons déja vu sur la valeur du nombre de Froude critique.
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Fig. 6.9 – Relation de dispersion théorique pour θ = 29◦ et F =1.02 (α = 1). a) Taux de
croissance spatiale adimensionné par l’épaisseur h = 5.3mm de l’écoulement. b) Vitesse de
phase adimensionnée par la vitesse moyenne u =21.7 cm/s de l’écoulement. La pulsation
est également adimensionnée par l’épaisseur et la vitesse moyenne. Les points noirs (•)
correspondent aux mesures expérimentales dans les mêmes conditions.

Il est également intéressant de comparer la vitesse de propagation des ondes vφ mesurée
expérimentalement avec celle prédite par l’analyse linéaire. Cette comparaison est donnée
sur la figure 6.9b. Dans la plage de fréquences explorée expérimentalement, nous constatons
que la théorie prévoit une vitesse de phase pratiquement constante, en bon accord avec les
mesures expérimentales (vφexp. ≈ 45cm/s tandis que vφtheo. ≈ 43cm/s). Il faut souligner

que cette valeur théorique correspond à la vitesse des ondes de gravité c+ = u+
√

gh cos θ.
La théorie prévoit également une remontée de la vitesse de propagation des ondes aux
très basses fréquences, la vitesse de phase étant égale à la vitesse des ondes cinématiques
c0 = (5/2)u pour ω = 0. Cependant, ce régime dispersif correspond à des fréquences de
forçage trop basses pour que l’on puisse les observer dans notre expérience.

La vitesse de propagation des ondes le long de l’écoulement semble donc coincider avec
la vitesse des ondes de gravité donnée par la théorie : c+ = u+

√
gh cos θ. Afin de confirmer
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donne la vitesse théorique des ondes cinématiques c0 = (5/2)u adimensionnée par u.

ce résultat pour d’autres épaisseurs et d’autres angles, nous avons systématiquement me-
suré la vitesse de phase vφ pour différents angles en fonction du nombre de Froude F . Les
résultats sont rassemblés sur la figure 6.10 qui donne la vitesse de phase expérimentale adi-
mensionnée par la vitesse moyenne de l’écoulement en fonction du nombre de Froude, pour
l’ensemble des angles de 24◦ à 29◦ que nous avons explorés. Sur cette figure est également
donnée la vitesse théorique des ondes de gravité c+ (courbe en trait continu) ainsi que la
vitesse théorique des ondes cinématiques c0 (courbe en trait pointillé). On constate que
la vitesse de propagation des ondes est toujours proche de la vitesse des ondes de gravité
le long de l’écoulement. Cela explique en partie le bon accord entre la vitesse de propa-
gation théorique et la vitesse de propagation expérimentale. En effet, la vitesse des ondes
de gravité c+ = u +

√
gh cos θ est indépendante de la rhéologie particulière du milieu en

écoulement. Sa valeur ne constitue donc pas un test fort de la loi de friction.
On remarque également qu’à l’approche du seuil de stabilité, la vitesse de propagation des
ondes coincide avec celle des ondes cinématiques. Cela confirme que l’instabilité en onde
de surface dans les écoulement de billes de verre provient bien d’une compétition entre les
ondes cinématiques et les ondes de gravité comme nous l’avons expliqué au chapitre 3.
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6.4.3 Influence du paramètre α relié au profil de vitesse

Les résultats ont jusqu’à présent été présentés en prenant dans la théorie le paramètre
α égal à un. Nous avons vu que ce paramètre intervient dans les équations moyennées
dans l’épaisseur du côté des termes d’accélération pour fermer le système d’équations. Sa
définition précise est α = ū2/ū2. Il faut donc connâıtre le profil de vitesse pour déterminer
sa valeur exacte, α = 1 correspondant à un profil de vitesse uniforme. Par exemple, dans
le cas d’un film mince de liquide visqueux, le profil de vitesse est parabolique et α =
6/5. Pour un milieu granulaire, il n’existe pas à l’heure actuelle de mesure expérimentale
du profil de vitesse dans un écoulement tridimensionel sur plan incliné. Cependant, il
existe de nombreuses indications montrant que l’écoulement est cisaillé dans l’épaisseur.
Ainsi, le profil de vitesse peut être obtenu dans des simulations numériques 2D ou 3D
d’écoulements granulaires sur plan incliné (Prochnow et al. 2000, Ertas et al. 2001). Ces
travaux montrent que la vitesse de l’écoulement s’annule à la paroi rugueuse, le profil de
vitesse étant légèrement concave. Dans ce cas, le coefficient α est plus proche de 4/3, sa
valeur pour un profil linéaire.
Si on prend α supérieur à un dans la théorie, la vitesse des ondes cinématiques n’est pas
modifiée. En revanche on augmente la vitesse c+ des ondes de gravité qui est alors égale à

c+ = α +
√

α(α − 1) + 1
F 2 . Le seuil de stabilité théorique est alors donné par :

F >
1

√

(

5
2
− α

)2 − α(α − 1)
. (6.11)

Le seuil théorique est donc augmenté quand α > 1 par rapport à α = 1. Cela éloigne en-
core plus le seuil de stabilité théorique du seuil de stabilité expérimental. Par exemple, en
prenant α = 4/3 le seuil théorique est Fc = 1.03 contre Fc = 0.55−0.6 expérimentalement.
Dans ce cas, la vitesse de propagation des ondes est également mal prédite par la théorie.

Ces résultats montrent que la prise en compte du profil de vitesse par l’intermédiaire
d’un paramètre constant α n’est pas très satisfaisante. Ce résultat n’est pas surprenant.
Pour un film liquide visqueux, on sait en effet que la prise en compte dans les équations
moyennées du profil parabolique par un simple facteur α = 6/5 ne permet pas de décrire
quantitativement l’instabilité. Dans ce cas, on peut comparer les prédictions des équations
moyennées avec les résultats exacts tirés de la linéarisation des équations de Navier-Stokes.
On trouve alors que le seuil prédit par les équations moyennées est supérieur d’environ
20% au seuil de stabilité exacte. Nous avons déjà souligné ce désaccord entre les équations
moyennées et la résolution exacte qui tient compte de la dynamique de l’écoulement dans la
couche (chapitre 3). Il provient du fait que, pour un écoulement instationnaire, la contrainte
visqueuse au niveau du plan dépend des variations temporelles de l’épaisseur et de la vi-
tesse.
Il ne faut donc pas accorder trop de signification physique à la valeur du paramètre α dans
les équations de St Venant. Au mieux, on peut considérer α comme un paramètre de “fit”
dans ces équations. Pour faire coincider au mieux le seuil de stabilité théorique et le seuil
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de stabilité expérimental dans notre cas, il faudrait alors prendre α = 0.8.

6.5 Conclusion de l’étude sur les billes de verre

Notre démarche expérimentale de caractérisation de l’instabilité par forçage a donc
permis d’éclaircir la situation pour les écoulements de billes de verre. Rappelons que
dans ce cas, nous n’avions pas observé d’ondes se développer naturellement au cours de
l’écoulement, contrairement à ce que prévoyait la théorie. Notre étude montre qu’il existe
bien une instabilité en onde de surface pour les écoulements de billes de verre. Le fait que
nous ne l’observons pas en l’absence de forçage tient sans doute au faible niveau de bruit
naturel dans l’expérience ainsi qu’à la longueur limitée du plan.
Cette instabilité apparâıt au-dessus d’un nombre de Froude critique comme le prédit l’ana-
lyse linéaire des équations moyennées dans l’épaisseur. L’ordre de grandeur du nombre de
Froude critique expérimental est également proche de celui donné par la théorie quand on
introduit dans les équations moyennées la loi de friction spécifique aux écoulements de billes
de verre déduite des écoulements stationnaires uniformes. Enfin, la vitesse de propagation
des ondes mesurée expérimentalement est comparable avec la vitesse des ondes de gravité
dans la théorie.

Ces résultats montrent que les équations moyennées dans l’épaisseur permettent d’ex-
pliquer quantitativement une instabilité primaire dans les écoulements granulaires denses, à
partir du moment où l’on connait la loi de friction. L’origine de l’instabilité étant inertielle,
cette étude fournit également un bon test des équations moyennées pour des écoulements
où l’inertie joue un rôle important. Cependant, le principal désaccord entre les équations
simples de St Venant et l’expérience est la non prédiction par la théorie d’une fréquence
de coupure dans le système. En l’absence de tension de surface pour les granulaires, la
détermination des mécanismes stabilisant les petites longueurs d’ondes nécessite la connais-
sance des équations constitutives tridimensionnelles des écoulements granulaires denses, ce
qui reste encore un problème ouvert aujourd’hui. Nos mesures de la fréquence de coupure
de l’instabilité peuvent donc fournir un point de départ pour des comparaisons ultérieures.



152 CHAPITRE 6. RÉSULTATS POUR LES BILLES DE VERRE



153

Chapitre 7

Résultats pour le sable

Nous venons de voir que dans le cas d’écoulements de billes de verre, il existait une
instabilité à grand nombre de Froude en accord avec la prédiction des équations moyennées
dans l’épaisseur et la loi de friction. Qu’en est-il avec du sable? Dans ce cas, les résultats
préliminaires que nous avons présentés en introduction semble être en contradiction avec
les caractéristiques d’une instabilité à grand nombre de Froude. En effet, l’écoulement
semblait d’autant plus instable que la vitesse de l’écoulement était faible. Près du seuil
d’écoulement, les ondes avaient une grande amplitude tandis que pour des vitesses élevées,
les ondes semblaient disparaitre et l’écoulement semblait devenir stable (voir figure 1.3 du
chapitre 1). L’instabilité observée avec du sable provient-elle donc d’un autre mécanisme
d’instabilité? Dans ce cas, qu’en est-il de l’instabilité “classique” à grand nombre de Froude
prédite par la théorie? Nous montrons dans ce chapitre que notre système de forçage permet
là aussi d’éclaircir la situation.

7.1 Instabilité naturelle

L’observation la plus spectaculaire concernant l’instabilité naturelle dans les écoulements
de sable est que les ondes apparaissent d’autant mieux que la vitesse de l’écoulement
est faible. Pour des vitesses élevées, l’amplitude des ondes diminue et au-delà d’une cer-
taine vitesse, l’écoulement semble devenir stable. Ces observations sont faites “à l’oeil nu”.
Notre technique de détection des ondes par transmission de lumière à travers la couche en
écoulement nous permet de déterminer avec plus de précision cette première impression
visuelle. Nous avons ainsi mesuré l’évolution spatiale de l’instabilité naturelle pour deux
vitesses d’écoulements différentes u = 6 cm/s (figure 7.1a) et u = 32 cm/s (figure 7.1b) à
un angle donné θ = 35◦.

Intéressons nous tout d’abord à l’évolution spatiale de l’instabilité lorsque la vitesse de
l’écoulement est faible (u = 6 cm/s) (figure 7.1a). Quand on se place près de l’entrée de
l’écoulement (x = 30 cm), les fluctuations de la surface libre sont relativement aléatoires
mais on perçoit déjà des ondes de faible amplitude. La situation est radicalement différente
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Fig. 7.1 – Evolution spatiale de l’instabilité naturelle pour le sable de diamètre 0.8 mm. La
figure donne les fluctuations d’épaisseur locale de l’écoulement mesurées par transmission
de lumière à deux positions différentes le long du plan. a) u = 6 cm/s. b) u = 32 cm/s.
(θ = 35◦).



7.2. INSTABILITÉ FORCÉE 155

lorsque l’on mesure les fluctuations de surface loin de la sortie du réservoir (x = 135 cm).
A cette distance, on distingue clairement des ondes de grande amplitude qui se succèdent
régulièrement le long de l’écoulement. L’écoulement est donc fortement instable à basse
vitesse, et le bruit naturel en amont du plan est amplifié au cours de l’écoulement.
Que se passe-t-il quand la vitesse de l’écoulement augmente? La figure 7.1b montre les
fluctuations d’épaisseur de l’écoulement mesurées aux mêmes positions que précédemment,
pour une vitesse d’écoulement élevée (u = 32 cm/s). A cette vitesse, on ne distingue plus
d’onde “à l’oeil nu” et l’écoulement semble stable. La mesure des fluctuations d’épaisseur
par transmission de lumière confirme en partie cette observation. Alors que le bruit à
l’entrée de l’écoulement est à peu près le même que lorsque la vitesse de l’écoulement est
faible, les fluctuations de surface libre en bas du plan sont nettement moins importantes
à grande vitesse qu’à faible vitesse. Il y a approximativement un facteur trois entre l’am-
plitude des ondes observées lorsque la vitesse de l’écoulement est u = 6 cm/s et lorsque
la vitesse est u = 32 cm/s. Ces mesures par transmission de lumière sur l’instabilité na-
turelle semblent donc bien confirmer que l’écoulement est “plus instable” à faible vitesse
qu’à grande vitesse. En revanche, nous constatons que les ondes ne disparaissent pas à
vitesse élevée, contrairement à ce que nous laissait croire la simple observation visuelle de
l’écoulement. On distingue sans ambigüité sur la figure 7.1b des ondes de faibles amplitude
qui commencent à apparâıtre en bas du plan (x = 135 cm) (le contraste entre ces ondes
et le bruit non cohérent de la surface libre à l’entrée de l’écoulement est particulièrement
visible sur cette figure).

Cette brève étude de l’instabilité naturelle confirme donc l’observation préliminaire.
L’écoulement semble plus instable à faible vitesse qu’à grande vitesse. En revanche, les
ondes ne semblent pas disparâıtre à grande vitesse comme un jugement hâtif pouvait nous
le laisser croire. Pour mieux caractériser l’instabilité, nous allons par la suite forcer celle-ci
en amont de l’écoulement, et étudier l’évolution spatiale des ondes forcées comme nous
l’avons fait avec les écoulements de billes de verre.

7.2 Instabilité forcée

7.2.1 Difficultés expérimentales

Nous avons réalisé avec le sable les mêmes mesures systématiques de taux de croissance
spatiale que pour les billes de verre, en variant le nombre de Froude et l’angle d’inclinaison
du plan. Nous ne revenons donc pas en détail ici sur la mise en oeuvre de ces mesures. Il
faut cependant souligner une difficulté importante lors de cette étude dans le cas du sable.
En effet, l’écoulement étant dans ce cas très instable, il est difficile de définir clairement
une zone de croissance exponentielle des ondes le long du plan. Lorqu’on impose en amont
de l’écoulement une perturbation périodique de fréquence f , certains modes sont fortement
amplifiés et peuvent interagir non-linéairement entre eux ou avec d’autres modes stables.
La figure 7.2 illustre ce comportement dans le cas d’un écoulement fortement instable
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(f = 1.2 Hz, θ = 35◦, F = 0.35). Nous remarquons que l’évolution spatiale du mode
fondamental (figure 7.2a) diffère fortement de celle des modes harmoniques (figure 7.2b) :
le mode à la fréquence de forçage crôıt exponentiellement au cours de l’écoulement tandis
que certains modes harmoniques sont amplifiés dans un premier temps avant de voir leur
amplitude décrôıtre à une certaine distance du point de forçage.
Il semble donc que rapidement après le forçage, les ondes ne soient plus dans un régime de
croissance linéaire de l’instabilité. Pour étudier le régime d’instabilité linéaire, il faut donc
mesurer l’évolution spatiale des ondes sur une courte distance après le point de forçage.
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Fig. 7.2 – Evolution spatiale d’une perturbation périodique de fréquence f = 1.2 Hz im-
posée en x = 0. a) Mode fondamental. La courbe en trait continu est une interpolation
exponentielle. b) Modes harmoniques. (θ = 35◦,F = 0.35).

Un autre moyen d’étudier le caractère linéaire ou non de l’instabilité est de mesurer
les taux de croissance de l’onde en fonction de l’amplitude de la perturbation imposée de
l’extérieur. La figure 7.3 donne ainsi le taux d’amplification d’un mode mesuré entre deux
points de l’écoulement x1 et x2 en fonction de l’amplitude de forçage. Nous constatons
que le taux d’amplification, défini comme le rapport a(x1)/a(x1), crôıt légèrement quand
l’intensité du forçage augmente. Ces mesures sont cependant difficiles à interpréter sans
ambigüité. En effet, pour des faibles amplitudes de forçage, l’onde forcée est “noyée” dans
le bruit de l’instabilité naturelle, ce qui entraine une grande incertitude sur la mesure de
l’amplitude.

Ces résultats montrent que le régime linéaire d’instabilité est plus délicat à étudier pour
le sable que pour les billes de verre. Pour mesurer les taux de croissance, nous utiliserons
le protocole suivant. Les deux photodiodes sont placées près de la buse, à une distance
respective de 2 cm et 10 cm. Pour chaque mesure du taux de croissance, défini par σ =
(1/∆x) ln(a2/a1), nous effectuons des mesures en changeant l’amplitude et la fréquence de
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différentes fréquences de forçage (données sur le graphe). (θ = 35◦, F = 0.44)
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forçage. Nous constatons alors que les valeurs obtenues sont relativement reproductibles
comme le montre la figure 7.3, qui donne le taux de croissance en fonction de la fréquence,
pour différentes amplitudes et fréquences de forçage.

7.2.2 Relation de dispersion

La figure 7.5, qui donne la relation de dispersion de l’instabilité σ(f) pour différents
nombres de Froude (θ = 35◦), résume à elle seule les principales caractéristiques de l’insta-
bilité dans le cas du sable.
Pour un nombre de Froude donné, la variation du taux de croissance des ondes avec la
fréquence est du même type que celle mesurée avec les billes de verre. On retrouve l’allure
caractéristique d’une instabilité à nombre d’onde nul, avec une bande de fréquence instable
aux basses fréquences et l’existence d’une fréquence de coupure fc au-delà de laquelle les
ondes sont amorties le long de l’écoulement.
Cependant, quand on étudie l’évolution de cette relation de dispersion avec le nombre de
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Froude, il apparâıt une différence essentielle avec les résultats sur les billes de verre. En
effet, on constate que le taux de croissance du mode le plus instable augmente quand le
nombre de Froude diminue. Ce résultat est d’autant plus surprenant que dans le même
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temps, la fréquence de coupure des ondes diminue avec le nombre de Froude, comme c’est
le cas pour les écoulements de billes de verre. Il semble donc que la conclusion sur la na-
ture de cette instabilité soit différente selon que l’on étudie le mode le plus instable ou la
fréquence de coupure du système. Du point de vue du mode le plus instable, l’écoulement
est d’autant plus instable que le nombre de Froude est faible (c’est-à-dire que la vitesse de
l’écoulement est petite). En revanche, si on considère la fréquence de coupure des ondes,
l’écoulement est plus instable à grand Froude puisque la bande de fréquence instable dans
le système augmente avec le nombre de Froude. Ainsi dans l’exemple de la figure 7.5, une
onde de fréquence f = 6 Hz est amortie pour les faibles nombres de Froude (F = 0.25
et F = 0.45) et amplifiée aux grands nombres de Froude (F = 0.81 et F = 1.33). En ce
sens, l’instabilité avec le sable est une instabilité “à grand nombre de Froude”, puisque la
fréquence de coupure augmente avec le nombre de Froude.
La dernière remarque que l’on peut faire sur ces mesures concerne l’ordre de grandeur des
taux de croissance. On constate que le taux de croissance du mode le plus instable, σmax,
varie entre 0.02 cm−1 et 0.1 cm−1. Ces valeurs sont environ cinq fois plus importantes
que les taux de croissance de l’instabilité avec les billes de verre, ce qui explique que nous
voyons facilement les ondes naturelles avec ce sable.

Ces résultats sont obtenus en variant le nombre de Froude à un angle donné. Quand
on change l’angle d’inclinaison, on retrouve les mêmes caractéristiques de l’instabilité : le
mode le plus instable est d’autant plus amplifié que le nombre de Froude est faible, la
fréquence de coupure augmente avec le nombre de Froude.
La figure 7.6 donne ainsi le taux de croissance du mode le plus instable σmax en fonction
du nombre de Froude pour les différents angles que nous avons étudiés (32◦ < θ < 36◦).
On constate que σmax augmente systématiquement quand le nombre de Froude diminue.
C’est donc à faible vitesse que l’amplification des ondes est la plus importante. L’angle
d’inclinaison du plan a également une influence sur les taux de croissance : l’écoulement
est plus instable à grand angle qu’à faible angle, pour un nombre de Froude fixé.
Il faut noter que nous n’avons pas pu faire de mesure pour des nombres de Froude inférieurs
à F ∼ 0.25 (zone hachurée sur la figure 7.6). En effet, cette valeur correspond à la limite
des écoulements dans notre configuration. Pour des vitesses plus faibles, l’épaisseur de la
couche en écoulement est de l’ordre de l’épaisseur limite hstop et l’écoulement s’arrête à une
certaine distance de la sortie du réservoir. Nous n’avons donc pas accès aux caractéristiques
de l’instabilité pour F < 0.25, F = 0.25 correspondant au seuil d’écoulement.
Du coté des grands nombres de Froude, nos mesures montrent que le taux de croissance
du mode le plus instable reste toujours positif, bien qu’il diminue quand le nombre de
Froude augmente. L’écoulement est donc toujours instable pour l’ensemble des paramètres
de contrôle (θ, F ) que nous avons exploré.

Il est également intéressant d’étudier le comportement de la fréquence de coupure du
système en fonction du nombre de Froude (figure 7.7). On remarque que la fréquence de
coupure diminue avec le nombre de Froude, pour l’ensemble des angles étudiés. Au faibles
vitesses, il y a donc de moins en moins de modes instables dans le système, bien que ces
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Fig. 7.6 – Taux de croissance du mode le plus instable σmax en fonction du nombre de
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Fig. 7.7 – Fréquence de coupure fc en fonction du nombre de Froude F pour différents
angles d’inclinaison θ (donnés sur le graphe).

modes soient de plus en plus amplifiés ! Nous avons vu avec les billes de verre que le seuil
d’instabilité peut se déterminer en interpolant la relation fc(F ) pour fc → 0. Dans le cas
du sable, le nombre de Froude critique que l’on trouve en interpolant la la relation fc(F ) est
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inférieur au nombre de Froude minimale F ∼ 0.25 nécessaire pour observer un écoulement
(voir la zone grisée de la figure 7.7). Le seuil de stabilité est donc repoussé en dessous du
seuil d’écoulement.

La première conclusion que nous pouvons tirer de cette étude expérimentale de l’insta-
bilité est qu’il n’existe pas d’écoulement stationnaire uniforme stable pour le sable. Dès le
seuil d’écoulement, la surface libre est instable vis-à-vis de la formation d’ondes de surface.
Ce résultat diffère fortement du cas des billes de verre pour lesquelles il existait une région
d’écoulement stable à faible Froude.
Le deuxième résultat important est que l’instabilité est “à grand nombre de Froude”, dans
le sens où la fréquence de coupure des ondes augmente quand le nombre de Froude aug-
mente. La grande différence avec les billes de verre est cependant que le taux de croissance
du mode le plus instable diminue quand le nombre de Froude augmente. Ce dernier résultat
explique l’impression que nous avions eu de voir disparaitre les ondes lorsque la vitesse de
l’écoulement augmentait.

7.3 Comparaison avec la théorie

Nos résultats expérimentaux montrent donc que les caratéristiques de l’instabilité en
ondes de surface dans le cas du sable sont différentes de celles des billes de verre. Pourtant,
nous avons vu au chapitre 3 que la loi de vitesse des écoulements stationnaires uniformes
u(h,θ) pour les écoulements de sable est du même type que celle des billes de verre. Dans
les deux cas, on peut écrire une loi d’échelle pour la vitesse en utilisant l’épaisseur du dépôt
hstop(θ) du type :

u√
gh

= −γ + β
h

hstop(θ)
. (7.1)

avec (γ = 0, β = 0.136) pour les billes et (γ = 0.77, β = 0.75) pour le sable. Nous al-
lons voir que ces différences a priori seulement quantitatives dans la rhéologie ont un effet
spectaculaire sur les propriétés de l’instabilité prédite par l’analyse linéaire des équations
moyennées dans l’épaisseur.

7.3.1 Seuil de stabilité

Intéressons-nous tout d’abord au seuil de stabilité prédit par la théorie. Nous avons vu
que pour une loi d’écoulement donné par (7.1), l’analyse de stabilité linéaire prédit une
instabilité quand :

F >
2

3

(

1 − γ√
cos θ

)

, (7.2)

(en prenant α = 1 comme dans le reste de cette comparaison théorie/expérience).
Nous remarquons que le seuil de stabilité dépend de l’angle d’inclinaison du plan et du
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paramètre γ qui est différent suivant les matériaux. Pour les billes de verre, on a γ = 0
et le Froude critique Fc est égale à 2/3, indépendamment de l’angle. Pour le sable en
revanche, on constate que la loi d’échelle (7.1) ne passe pas par l’origine et on a γ = 0.77
(cette valeur correspond au meilleur “fit” des données expérimentales des écoulements
stationnaires uniformes) . En reportant cette valeur dans la condition de stabilité (7.2), on
trouve un nombre de Froude critique dans le cas des écoulements de sable donné par :

Fc =
2

3

(

1 − 0.77√
cos θ

)

≈ 0.1 . (7.3)

Le seuil de stabilité théorique correspond donc à un nombre de Froude très faible. Cette
valeur est bien inférieure au nombre de Froude minimal que l’on réussit à atteindre dans les
expériences. Cette prédiction est donc entièrement compatible avec nos résultats expérimentaux
sur le sable qui montrent que l’écoulement est toujours instable dès seuil d’écoulement.

7.3.2 Taux de croissance

La relation de dispersion typique σ(f) prédite par la théorie est donnée sur la figure
7.8a, pour des paramètres de contrôle (θ, F ) fixés. On remarque que le taux de croissance
est toujours positif et crôıt asymptotiquement vers une valeur finie σmax pour ω → ∞.
La théorie ne prédit donc pas de fréquence de coupure comme nous l’avons déjà signalé
à plusieurs reprises. Dans la théorie, le mode le plus instable correspond à une fréquence
infinie.
Nous pouvons donner une expression analytique de σmax en fonction de la rhéologie propre
de l’écoulement (voir l’analyse de stabilité spatiale du chapitre 3). Pour le sable, on trouve :

σmax = −ki(+∞) = a

[

c0 − 1 − ( 1
F
)

2(F + 1)

]

, (7.4)

où a est le paramètre sans dimension défini par a = (u/ cos2 θ)(∂θ/∂u)0 et c0 est la
vitesse des ondes cinématiques adimensionnée par la vitesse moyenne de l’écoulement :
c0 = 1 + (h/u)(∂u/∂h)0. Pour le sable, on trouve en utilisant la loi u(h,θ) (7.1) :

a = − hstop(θ)

cos θ3/2hstop
′(θ)

F

(F
√

cos θ + γ)
, (7.5)

c0 =
5

2
+

γ

F
√

cos θ
. (7.6)

La figure 7.8b donne la variation théorique du taux de croissance du mode le plus in-
stable σmax en fonction du nombre de Froude, lorsque l’on introduit la rhéologie du sable
(θ = 35◦). On remarque tout d’abord que σmax est positif dès que le nombre de Froude
est supérieur à 0.1. Cette valeur correspond au seuil de stabilité de l’écoulement à cet
angle. L’observation la plus remarquable est cependant que σmax diminue avec le nombre
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Fig. 7.8 – a) Relation de dispersion théorique typique donnant le taux de croissance σ
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F = 0.6). b) Taux de croissance (adimensionné) du mode le plus instable en fonction du
nombre de Froude (sable, θ = 35◦, L = 1.624mm, δ1 = 27◦ and δ2 = 43.4◦).

de Froude dès que le nombre de Froude est supérieur à F ∼ 0.2, soit pratiquement dès que
l’écoulement est instable.
Ces prédictions théoriques concordent relativement bien avec les mesures expérimentales
des taux de croissance σmax comme le montre la figure ??. Sur cette figure, nous avons su-
perposé nos mesures de taux de croissance du mode le plus instable en fonction du nombre
de Froude avec la relation théorique σmax(F ), pour les différents angles étudiés. On constate
que dans la gamme de nombres de Froude étudiée dans l’expérience (F > 0.2), la théorie
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prédit un écoulement toujours instable quel que soit l’angle, et des taux de croissance σmax

qui décroissent avec le nombre de Froude. L’ordre de grandeur du taux de croissance est
également correctement prédit par la théorie.

7.4 Discussion et conclusion de l’étude pour le sable

La principale conclusion de cette étude est que l’analyse de stabilité linéaire des équations
de St Venant permet de comprendre qualitativement les caractéristiques “paradoxales” de
l’instabilité dans le cas du sable, quand on tient compte de la loi de friction spécifique de
ces écoulements. Dans cette partie, nous allons essayer de comprendre comment la loi de
friction propre aux écoulements granulaires peut modifier qualitativement les propriétes de
l’instabilité en ondes de surface des écoulements sur pente.

7.4.1 Influence de la loi de friction phénoménologique sur les

propriétés de l’instabilité

Une première constatation est que la théorie prédit des résultats assez différents se-
lon que l’on prend la loi de friction phénoménologique des billes de verre ou celle du sable.
Pour les billes de verre, les caractéristiques de l’instabilité sont proches de celles d’un fluide
classique (voir figure 7.9) : l’écoulement est stable à bas nombre de Froude et au-dessus du
nombre de Froude critique les taux de croissance augmentent avec le nombre de Froude
(du moins au voisinage du seuil). Pour le sable en revanche, des ondes se forment dès le
seuil d’écoulement et leur amplitude diminue quand le nombre de Froude augmente. Ces
différences sont d’autant plus étonnantes que, dans les deux cas, la loi u(h,θ) dont découle
la loi de friction est relativement proche et peut s’écrire : u/

√
gh = −γ + βh/hstop(θ).
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Fig. 7.9 – Billes de verre. Taux de croissance du mode le plus instable σmax (adimensionné)
en fonction du nombre de Froude (θ = 29◦).
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L’analyse de stabilité linéaire des équations moyennées montre que c’est le paramètre
γ qui a une influence cruciale sur les propriétés de l’instabilité, comme le montre la figure
7.10. Cette figure donne le taux de croissance σmax du mode le plus instable en fonction du
nombre de Froude, pour différentes valeurs de γ (β = 0.75). Nous constatons tout d’abord
que plus γ est élevé, plus l’écoulement est instable. Cela se traduit par une diminution du
nombre de Froude critique et par une augmentation des taux de croissance. De plus, γ a
une forte influence sur la variation des taux de croissance avec le nombre de Froude. Pour
γ proche de zéro (cas des billes de verre) le taux de croissance augmente avec le nombre
de Froude, comme pour une instabilité “classique” à grand Froude. En revanche lorsque
γ augmente, les taux de croissance deviennent plus grands à faibles Froude qu’à Froude
élevés. Pour γ ∼ 1, il n’y a même plus de seuil de stabilité : l’écoulement est toujours in-
stable quel que soit le nombre de Froude et le taux de croissance est maximum pour F = 0.

On voit donc qu’en modifiant la loi de friction des écoulements granulaires du type (7.1),
on peut modifier fortement les caractéristiques de l’instabilité. Il est d’ailleurs surprenant
que la théorie donne justement les bonnes prédictions pour l’instabilité quand on introduit
pour chaque matériau les valeurs γ et β déduites de l’étude des écoulements stationnaires
uniformes. A l’heure actuelle, il n’existe pas de théorie qui permette de relier ces coefficients
phénoménologiques aux propriétés “microscopiques” des grains. En ce sens, les paramètres
γ et β doivent être pris comme des paramètres macroscopiques au même titre que, par
exemple, l’angle de talus d’un granulaire. 1

7.4.2 Spécificité des écoulements granulaires

Le fait que les équations de St Venant puissent prédire les caractéristiques de l’instabilité
pour le sable juste par les propriétés de la loi de friction montre que cette instabilité n’est
pas liée à un nouveau mécanisme : la formation des ondes résulte, comme pour les fluides
classiques, d’une compétition entre les ondes cinématiques et les ondes de gravité. Il y a
cependant une spécificité qui est propre aux milieux granulaires, et qui n’est pas observée
avec les fluides classiques : les ondes peuvent se former dans un écoulement granulaire dès le
seuil de l’écoulement, c’est-à-dire lorsque la vitesse d’écoulement tend vers zéro. Une telle
propriété est pour le moins surprenante quand il s’agit d’une instabilité inertielle ! Cette
propriété est en fait liée à l’existence d’un seuil d’écoulement pour les milieux granulaires.
En effet, la grande différence entre un milieu granulaire et un fluide classique est l’existence
d’un angle minimal d’écoulement. Pour qu’un fluide classique d’épaisseur h soit au repos, il
faut nécessairement que l’angle d’inclinaison du plan soit nul. Dans ce cas, la notion d’onde
cinématique n’a pas de sens puisque la vitesse moyenne de l’écoulement est nulle quelle que
soit h. Si on perturbe la surface libre horizontale du film liquide, on observe dans ce cas
uniquement des ondes de gravité de vitesse c± = ±

√
gh qui sont bien évidemment stables

(figure 7.11a).

1. La forme est la principale différence entre les billes de verre et le sable que nous utilisons. On constate
ainsi, sans pouvoir l’expliquer quantitativement, que l’angle minimal d’écoulement du sable est supérieur
d’environ 10◦ à l’angle minimal d’écoulement des billes de verre (30◦ contre 20◦).



166 CHAPITRE 7. RÉSULTATS POUR LE SABLE

0 0.5 1 1.5
-0.01

0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

0.08

0.09

0 0.5 1 1.5

0.09

0.08

0.07

0.06

0.05

0.04

0.03

0.02

0.01

0

-0.01

-1

-0.9

-0.8

-0.6

-0.4 -0.2 0PSfrag replacements

σmax (cm−1)

Fpas d’écoulement

Fig. 7.10 – Evolution du taux de croissance du mode le plus instable σmax (adimensionné)
en fonction du nombre de Froude pour différentes valeurs du paramètre γ (β = 0.75,
θ = 35◦).

La situation est complètement différente avec un milieu granulaire. Dans ce cas la vitesse
des ondes cinématiques ne s’annule pas au seuil d’écoulement. Cette propriété vient du fait
qu’un milieu granulaire peut avoir une vitesse nulle bien que sa surface libre soit inclinée,
comme le schématise la figure 7.11b. Lorsque l’épaisseur h de la couche granulaire atteint
l’épaisseur limite hstop d’écoulement à l’angle considéré, la vitesse s’annule (u = 0). En
revanche, une petite perturbation de la surface libre d’épaisseur hstopffl + ∆h se propage
à une vitesse non nulle donnée en théorie par c0 = u′|(hstop) hstop (d’après la conservation

de la masse). La vitesse des ondes cinématiques ne s’annule donc pas lorsque h → hstop.
Si cette vitesse est plus grande que la vitesse des ondes de gravité c+ =

√

ghstop cos θ
pour h = hstop, l’écoulement peut être instable dès le seuil d’écoulement. C’est pourquoi
l’analyse de stabilité linéaire des équations de St Venant peut prédire la formation d’ondes
lorsque u → 0 bien que l’instabilité soit d’origine inertielle. 1

1. Ce raisonnement purement linéaire est présenté pour montrer que la vitesse des ondes cinématiques
reste finie au voisinage du seuil d’écoulement dans un milieu granulaire, contrairement à un fluide classique.
Il ne prend pas en compte les effets d’hystérésis lors de la mise en mouvement du matériau ni les éventuelles
singularités de la loi u(h,θ) près du seuil. Nous ne prétendons donc pas que la vitesse d’une “goutte” qui se
propage le long d’une couche statique hstop soit exactement donnée par la vitesse des ondes cinématiques
c0.
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Conclusion et perspectives

Nous avons vu que l’on distingue généralement deux grandes classes d’écoulements gra-
nulaires suivant le type d’interaction mise en jeu entre les grains : le régime d’écoulement
collisionnel et le régime d’écoulement dense. Au cours de cette thèse, nous avons étudié
deux instabilités se rapportant à chacun des deux régimes pour les écoulements sur plan
incliné rugueux. Cette étude nous a permis d’éclairer un certains nombres de mécanismes
fondamentaux suivant les régimes d’écoulement. Nous avons vu que des approches hydro-
dynamiques (théorie cinétique ou équations de St Venant) permettent de décrire le seuil
de stabilité linéaire de ces écoulements. Cependant, des spécificités liées aux milieux gra-
nulaires (collisions inélastiques, existence d’un seuil minimal d’écoulement) entrâınent des
mécanismes originaux qui diffèrent fortement de ceux rencontrés avec les fluides classiques.

Instabilité dans les écoulements rapides

Dans la première partie de la thèse, nous avons étudié une nouvelle instabilité observée
dans le régime d’écoulement rapide, lorsque le plan est fortement incliné. Cette instabi-
lité se caractérise par la formation de stries dans la direction de l’écoulement qui sont la
signature de vortex longitudinaux au sein de l’écoulement. Bien que ces structures soient
fréquemment rencontrées en mécanique des fluides, elles n’avaient pas encore été observées
dans les écoulements granulaires. Des mesures précises de vitesse et de fraction volumique
nous ont permis de proposer un mécanisme d’instabilité pour la formation des vortex
longitudinaux qui fait appel au concept de “température granulaire”. Afin de valider ce
mécanisme, nous avons étudié la stabilité des écoulements granulaires sur plan incliné dans
le cadre de la théorie cinétique des milieux granulaires. L’analyse de stabilité linéaire de
ces équations nous a permis de prédire la formation des vortex longitudinaux, en accord
qualitatif avec les observations expérimentales, et validant ainsi le mécanisme de “convec-
tion granulaire” que nous avons proposé.

Bien que l’accord entre la théorie et l’expérience ne soit que qualitatif, notre étude
montre la pertinence du raisonnement sur les collisions dans les écoulements granulaires
rapides et met en évidence le rôle fondamental de la dissipation. En ce sens, ce travail consti-
tue, selon nous, un des (rares) succès de la théorie cinétique pour décrire les écoulements
granulaires. En effet, la théorie cinétique a pu décrire un nouveau mécanisme d’instabilité
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spécifique aux milieux granulaires : les collisions inélastiques sont à l’origine d’une “auto-
convection” qui entrâıne la formation de vortex longitudinaux dans les écoulements sur
plan incliné.
Signalons que ce type de mécanisme d’instabilité dans les milieux granulaires n’est sans
doute pas réservé aux écoulements sur plan incliné. Récemment, une instabilité dans les
écoulements en tambour tournant a été observée pour des vitesses de rotation élevée (Tho-
roddsen et al. 1998, Shen 2002). Cette instabilité se manifeste par l’apparition de stries
longitudinales ayant une longueur d’onde comparable à celle que nous observons sur plan
incliné. Il est possible que ces structures soient la signature de vortex provenant, comme
dans notre cas, d’une “auto-convection” liée au cisaillement à la paroi du tambour. Ce-
pendant, les auteurs n’ont pas mesuré la vitesse des grains ni la fraction volumique du
milieu. Il faut également signaler que pour un écoulement en tambour tournant, un autre
effet déstabilisant peut provenir des forces centrifuges, comme dans l’instabilité de Taylor-
Couette ou de Görtler (Drazin & Reid 1981).
Un autre moyen de générer de la “chaleur” dans un milieu granulaire est de vibrer une
couche de grains avec un mouvement aléatoire de fréquence élevée. Ainsi, il a été très
récemment observé (en simulation numérique et expérimentalement) des rouleaux de convec-
tion dans des couches granulaires diluées et fortement vibrées (Ramirez et al. 2000, Wild-
man et al. 2001a, Wildman et al. 2001b, He et al. 2002).

Il peut donc exister dans les écoulements granulaires une convection analogue à l’in-
stabilité de Rayleigh-Bénard rencontrée dans les fluides classiques quand on chauffe un
fluide par le bas. En mécanique des fluides, l’apparition d’une première instabilité est
généralement suivie d’instabilités secondaires, selon un scénario pouvant mener jusqu’au
chaos spatio-temporel. La pertinence de ces concepts et l’existence d’un sénario similaire
sont des questions ouvertes pour les écoulements granulaires.
Dans notre expérience, l’apparition des vortex longitudinaux n’est qu’une première étape
et nous avons observé une seconde instabilité quand on incline plus fortement le plan. Dans
ce cas, les vortex font place à une structure plus désordonnées en forme “d’écailles” (voir
figure 7.12). Une question importante est de savoir si cette nouvelle structure provient de
la déstabilisation de l’instabilité primaire en vortex. Dans ce cas, une analyse non linéaire
des vortex longitudinaux serait nécessaire pour étudier la stabilité de l’écoulement autour
de ce nouvel état de base. Une autre possibilité est que la formation des “écailles” corres-
ponde à une instabilité primaire, dans un certain domaine de paramètres de contrôle. Afin
de répondre à ces questions, il serait intéressant de généraliser notre analyse de stabilité
linéaire des équations de la théorie cinétique à des perturbations tridimensionnelles.

Instabilité dans les écoulements denses

La deuxième partie de la thèse était consacrée à l’étude d’une instabilité en ondes de
surface dans les écoulements denses sur plan incliné. Pour ce type d’écoulements, il n’existe
pas à l’heure actuelle d’équations constitutives. Cependant dans le cas d’écoulements de
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Fig. 7.12 – Image de la surface de l’écoulement montrant la formation “d’écailles” quand
le plan est fortement incliné. L’image est prise avec une caméra rapide 4500 images/s.
(sable 0.25 mm, θ = 52◦, h = 15mm).

couche mince, une approche prometteuse est celle des équations moyennées dans l’épaisseur
(équation de St Venant). Dans ce cadre, on prédit la formation d’ondes de surface de grande
longueur d’onde qui se propagent dans la direction de l’écoulement lorsque le nombre de
Froude de l’écoulement dépasse un nombre de Froude critique. Cette instabilité est d’origine
inertielle et le nombre de Froude critique dépend fortement de la rhéologie du matériau.
L’étude expérimentale de cette instabilité est donc un test important des rhéologies pro-
posées et de la robustesse des équations de St Venant.

Nous avons choisi de caractériser l’instabilité linéaire en forçant l’écoulement, dans l’es-
prit des expériences sur les systèmes ouverts en mécanique des fluides. Grâce à ce dispositif
de forçage, nous avons pu étudier précisément la relation de dispersion des ondes (taux de
croissance spatial, vitesse de propagation).
Cette étude montre que les caractéristiques de l’instabilité dépendent fortement du matériau
utilisé. Dans le cas de billes de verre, l’instabilité est contrôlée par le nombre de Froude et
apparâıt au-delà d’un nombre de Froude critique. Le seuil de stabilité et la vitesse de pro-
pagation des ondes déterminés expérimentallement sont en bon accord avec les prédictions
des équations de St Venant quand on introduit la loi de friction spécifique aux écoulements
de billes de verre déduite des écoulements stationnaires uniformes. Dans le cas de sable,
l’écoulement est toujours instable, quels que soient le nombre de Froude et l’angle d’incli-
naison du plan. De plus, les taux de croissance maximum de l’instabilité sont obtenus au
voisinage du seuil d’écoulement et diminuent quand la vitesse de l’écoulement augmente.
Bien que ces propriétés semblent en contradiction avec celles d’une instabilité inertielle,
elles ne sont pas la signature d’un nouveau mécanisme d’instabilité mais proviennent de
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différences quantitatives dans la loi de friction entre les billes de verre et le sable.

Notre étude montre donc que les équations moyennées dans l’épaisseur permettent d’ex-
pliquer quantitativement la formation d’ondes de surface dans les écoulements granulaires
denses. L’origine de l’instabilité étant inertielle, cette étude fournit également un bon test
de la pertinence des lois de friction déduites des écoulements stationnaires uniformes dans
le cas où les termes d’accélération dans les équations de St Venant jouent un rôle im-
portant. La formation d’ondes de surface dans les écoulements granulaires résulte, comme
pour les fluides classiques, d’une compétition entre l’inertie et la gravité. Cependant, les
caractéristiques de l’instabilité peuvent être fortement modifiées en raison des spécificités
de la loi de friction des écoulements granulaires. Nous avons ainsi montré que le seuil de
stabilité peut être abaissé sous le seuil d’écoulement, c’est-à-dire qu’un milieu granulaire
peut être instable dès qu’il s’écoule, quelle que soit sa vitesse. Cette propriété provient de
l’existence d’un angle minimal d’écoulement pour les milieux granulaires.

Il existe cependant une limite à l’approche moyennée dans l’épaisseur que notre travail
met en évidence. En effet, les équations de St Venant telle que nous les avons écrites sont
incapables de prédire l’existence d’une fréquence de coupure pour l’instabilité que nous
observons expérimentalement. Cette fréquence de coupure est la signature d’une dissipa-
tion associée aux variations de vitesse dans le sens de l’écoulement qui n’est pas prise
en compte, à l’ordre le plus bas, par les équations moyennées. En l’absence de tension
de surface pour les granulaires, la détermination des mécanismes stabilisant les petites
longueurs d’ondes nécessite la connaissance des équations constitutives tridimensionnelles
des écoulements granulaires denses, ce qui reste encore un problème ouvert aujourd’hui.
Nos mesures de la fréquence de coupure de l’instabilité peuvent donc fournir un point de
départ pour des comparaisons ultérieures. Il serait également intéressant d’étudier le rôle
de ces effets stabilisants sur la forme saturée des ondes non linéaires. Le milieu étant très
faiblement dispersif, ces termes doivent avoir une grande importace dans la sélection de la
largeur des fronts d’onde de grandes amplitudes.

? ? ?

Malgré le relatif succès des approches hydrodynamiques (théorie cinétique, équations
de St Venant) pour décrire les différentes instabilités étudier dans cette thèse, la situation
générale des écoulements granulaires reste quelque peu frustrante. Tout d’abord, la distinc-
tion entre un régime d’écoulement rapide et un régime d’écoulement dense, pour légitime
quelle soit au vu des interactions mise en jeu entre les grains, pose le problème de la tran-
sition entre les deux régimes. Ce problème est loin d’être abstrait. Lors de la formation des
vortex longitudinaux, l’écoulement accélère le long de la pente et passe continument du
régime dense au régime collisionnel. Il semble difficile aujourd’hui de décrire l’ensemble de
l’écoulement et donc de donner une théorie plus complète de l’instabilité (en particulier, à
quelle distance les peignes apparaissent-il le long de l’écoulement?).
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L’autre grande question concerne le régime d’écoulement dense et la recherche d’une
rhéologie tridimensionnelle qui transcende les différentes configurations d’étude. Ces équations
devraient en particulier permettre de mieux comprendre l’origine des lois d’échelle ob-
servées sur plan incliné et de donner une interprétation plus claire des différentes gran-
deurs phénoménologiques que nous avons introduit dans la loi de friction (hstop, β, γ). De
nombreux modèles sont actuellement développés en ce sens (Andreotti & Douady 2001,
Aranson & Tsimring 2001, Bocquet et al. 2002, Debregas & Josserand 2000, Jenkins &
Chevoir 2002, Lemaitre 2002, Mills et al. 2000, Pouliquen et al. 2001, Savage 1998. . . ). Cet
effort, associé à des études expérimentales combinant mesures macroscopiques et mesures
à l’échelle des grains, devrait permettre de relever ce défi.
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Paris 11, Orsay.

Brey, J. J., Dufty, J. W., Kim, C. S. & Santos, A. 1998 Hydrodynamics for granular
flow at low density. Phys. Rev. E 58, pp. 4638-4653.

Brown, R. L. & Richards, J. C. 1970 Principle of powder mechanics, first edn. Per-
magon Press. New York.

Campbell, C. S. & Brennen, C. E. 1985 Chute flows of granular material: some
computer simulation. Trans. ASME J. Appl. Mech. 52, pp. 172-178.

Campbell, C. S. 1990 Rapid granular flows. Annu. Rev. Fluid Mech. 22, pp. 57-92.

Caponeri, M., Douady, S., Fauve., S. Laroche, C. 1995 Dynamics of avalanches
in a rotating cylinder. in Mobile Particulate System pp. 331-366, Guazzelli, E. & Oger, L.
(eds.) Kluwer Academic Publishers, Netherlands.

Chapman, S. & Cowling, T. G. 1970 The Mathematical Theory of Non-Uniform Gases,
3rd edn. Cambridge University Press.

Chandrasekhar, S. 1961 Hydrodynamic and hydromagnetic stability, Clarendon Press,
Oxford.

Chang, H-C. 1994 Wave evolution on a falling film. Annu. Rev. Fluid Mech. 26, pp.
103-136.

Chevoir, F., Prochnow, M., Moucheront, P., da Cruz, F., Bertrand, F.,

Guilbaud, J. P., Coussot, P. & Roux, J. N. 2001 Dense granular lows in a vertical
chute. in Powder and Grains. Kishino, Y. editor. Lisse, Swets and Zeitlinger. pp. 399-402.

Cornish, V. 1934 Ocean waves and kindred geophysical phenomena. Cambridge University
Press.

Daerr, A. & Douady, S. 1999 Two types of avalanche behaviour in granular media.
Nature 399, pp. 241-243.

Daerr, A. 2001 Dynamical equilibrium of avalanches on a rough plane. Phys. Fluids 13,
pp. 2115-2125.

Daniels, K. E., Brendan, B. P. & Bodenschatz, E. 2000 Pattern formation in
inclined layer convection. Phys. Rev. Lett. 84, pp. 5320-5323.
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Instabilités dans les écoulements granulaires

Résumé - Bien qu’intervenant dans de nombreuses situations industrielles et géophysiques,
les écoulements granulaires sont aujourd’hui encore mal compris. Dans cette thèse, nous
étudions deux instabilités qui apparaissent lorsque l’on fait couler un milieu granulaire par
gravité sur un plan incliné rugueux.

Nous avons tout d’abord étudié une nouvelle instabilité observée dans le régime d’écoulement
rapide et dilué, lorsque le plan est fortement incliné. Cette instabilité se manifeste par l’ap-
parition spontanée de vortex longitudinaux au sein de l’écoulement. A partir de mesures
expérimentales, nous proposons un mécanisme d’instabilité qui fait appel au concept de
”température granulaire”. Ce mécanisme est ensuite validé par une analyse de stabilité
dans le cadre de la théorie cinétique des milieux granulaires.

La deuxième instabilité que nous avons étudiée apparâıt dans le régime d’écoulement
dense. Dans certains cas, on observe la formation de vagues de grande longueur d’onde qui
se propagent dans la direction de l’écoulement. Nous avons étudié expérimentalement la
formation de ces ondes de surface en forçant l’instabilité, dans l’esprit des expériences sur
les systèmes ouverts en mécanique des fluides. Les résultats sont ensuite confrontés à une
approche moyennée dans l’épaisseur. Cette étude montre que les propriétés de l’instabilité
”classique” en ondes de surface peuvent être profondément modifiées par la rhéologie des
écoulements granulaires denses.
Mots-clés : écoulements granulaires, instabilités, rhéologie, théorie cinétique, équations de
St-Venant, vortex, ondes de surface.

Instabilities in granular flows

Abstract - In spite of their importance in many industrials and geophysical processes,
granular flows are still not completely understood. In this thesis, we study two instabilities
that occur when a granular material is flowing under gravity down a rough inclined plane.

We first study a new instability observed for rapid and dilute flows, when the plane is
strongly inclined. This instability correspond to the spontaneous formation of longitudinal
vortices in the flow. From the experimental measurements, we propose an instability me-
chanism based on the concept of ”granular temperature”. This mechanism is then validated
by a stability analysis in the framework of the kinetic theory of granular flows.

The second instability we have studied appears in the dense flow regime. In a given range
of parameters, we observe the formation of long surface waves that propagate downstream.
We have precisely studied the formation of these surface waves by forcing the instability,
in the spirit of open flows stability experiments in fluid mechanics. The results are then
compared with a depth-averaged approach. This study shows that the properties of the
”classical” long surface waves instability may be deeply modified by the rheology of dense
granular flows.
Keywords : granular flows, instabilities, rheology, kinetic theory, St-Venant equations,
vortices, surface waves.


